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Resumo

Nesta tese, revemos e explicitamos os requisitos necessarios para que correntes sejam
covariantemente conservadas, como consequéncia de simetrias de calibre globais e locais.
Obtemos, classicamente, que no caso das teorias de calibre abelianas, somente a simetria
de calibre global da agao é suficiente para a conservacao, enquanto nas nao abelianas, a
simetria de calibre local da acao de matéria também é necessaria.

No caso quantico mostramos que, além dos requisitos cldssicos, a invariancia da medida
fermionica sob transformagoes de calibre locais também é necessaria para salvaguardar
a conservacao da corrente sem nenhuma restricao sobre os campos de calibre. No caso
da ausencia desta ultima condicao, a anomalia pode ser cancelada ao ser tratada como
condi¢ao subsididaria, advinda da imposicao das equacoes de movimento para o campo
de calibre classico sendo necessaria, no entanto, a simetria de calibre local da acao de
matéria tanto nos casos abelianos como nos nao abelianos. Por outro lado, considerando
a teoria inteiramente quantizada, demonstramos que o valor esperado da anomalia deve
ser nulo, em consequéncia da invariancia da medida funcional do campo de calibre por

transformacoes de calibre.

1l



Propomos uma formulacao alternativa a de Harada e Tsutsui (que chamamos de for-
mulagdo estendida), totalmente invariante de calibre e livre da anomalias. A andlise do
caso abeliano dentro dessa formulacao mostra que a corrente conservada é a mesma cor-
rente de matéria da teoria anomala. Propomos, entao, que a formulacao estendida seja
equivalente a formulagao anoémala original, desde que seja possivel fazer uma escolha do
calibre de tal forma que o funcional que representa a anomalia do formalismo original se
cancele na formulagao estendida.

Generalizamos o mapeamento de uma teoria anomala em uma teoria invariante de
calibre para teorias que nao sao anoémalas, mas que nao possuem simetria de calibre. Re-
discutimos o caso do modelo de Proca e demonstramos que o mesmo ¢ mapeado no modelo
de Stueckelberg sem o termo de fixacao de calibre, permitindo interpretar o formalismo
estendido como a generalizacao do mecanismo de Stueckelberg. Em seguida, sao feitas
analises, a partir das formulagoes original e estendida, do modelo de Proca e do modelo
de Schwinger quiral. A andlise das formulagoes do modelo de Proca demonstra que elas
sao equivalentes ja que todas as equagoes de uma se reduzem as equagoes da outra ao
escolhermos o calibre de Lorenz. Analise inteiramente analoga é feita para o modelo de
Schwinger quiral e, tal como no caso de Proca, demonstramos que as duas formulagoes
se equivalem, ja que as equacoes da versao estendida se reduzem as da original quando
escolhemos o calibre de forma que o funcional que representa a anomalia da formulacao
anomala é cancelado. Isso permite concluir, no contexto dos dois exemplos especificos,
que tanto uma teoria anomala como uma outra que nao possui simetria de calibre podem
ser pensadas como teorias de calibre onde o mesmo ja foi fixado. Mostramos também,

através de um mapeamento entre os campos escalares dos modelos, que ambas as for-
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mulagoes invariantes de calibre do modelo de Schwinger quiral sao equivalentes a versao
bidimensional do modelo de Stueckelberg.

Consideramos o efeito Hall quantico fracionario com fronteira, no qual costuma-se
dizer que existe uma anomalia na simetria de calibre e mostramos que esta anomalia vem
de um erro no processo de formular a versao em segunda quantizacao da teoria. Ao se
corrigir este erro, escrevendo uma agao de Chern-Simons ilimitada, nao aparece qualquer
anomalia. As consequéncias fisicas sao as mesmas que as da abordagem convencional,
onde s@o adicionados férmions quirais (1 + 1)-dimensionais na fronteira da amostra, de

modo a cancelar a suposta anomalia.



Abstract

In this thesis, we review and expose the necessary conditions for covariant conservation
of currents, as a consequence of global and local gauge symmetries. Classically, we obtain
that global symmetry of the action is enough, in the case of abelian gauge theories. In
the non-abelian case, local gauge symmetry of the matter action is required.

In the quantum case we show, besides the classical conditions above exposed, that
local gauge symmetry of the fermionic measure is necessary to keep the current conserved
with no restrictions over the gauge field. In case this last condition is absent the anomaly
can be cancelled being dealt with as a subsidiary condition, coming from the equations of
motion for the classical gauge field being necessary, however, local gauge symmetry of the
matter action in abelian as well as in nonabelian case. On the other hand, considering
the fully quantized theory (gauge field included), we show that the vacuum expectation
value of the anomaly must be zero, as a consequence of the gauge invariance of the gauge
field functional measure.

We propose a formulation, alternative to the one of Harada and Tsutsui (which we call

enhanced formulation), which is fully gauge invariant and anomaly free. The analysis of
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the abelian case within the context of this formulation shows that the conserved current
is the same matter current as that of the anomalous theory. Then we propose that the
enhanced formulation be equivalent to the original anomalous formulation provided we
can make a gauge choice such that the functional that represents the anomaly in the
original formalism cancels out in the enhanced formulation.

We generalize the mapping of an anomalous theory into a gauge invariant one to
include non-gauge invariant (but non-anomalous) theories. Rederiving the results found
by Harada and Tsutsui in the case of the Proca model, we show that it is mapped in
the Stueckelberg model without a gauge fixing term, what allows us to interpret the
enhanced formalism as the generalization of the Stueckelberg mechanism. The Proca
and chiral Schwinger model are considered from the point of view of the original and
enhanced formulations. The equivalence of these formulations is stablished for the Proca
model, as all equations of motion in one formulation reduce to the ones in the other
formulation under the choice of the Lorentz gauge. The same fact is shown for the chiral
Schwinger model, with the gauge choice being the condition of zero gauge anomaly. This
allows us to conclude, in the context of the examples chosen, that both an anomalous
theory and another one which is not gauge symmetric may be thought as gauge theories
in which the gauge is fixed. We also show that both gauge invariant formulations of the
chiral Schwinger model are equivalent to the two-dimensional version of the Stueckelberg
model.

We consider the fractional quantum Hall effect with boundary, where it is usually said
that there is a gauge anomaly and we show that this anomaly comes from an error in the

process of formulating the second quantized version of the theory. When one corrects this
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error, writing a non-bounded Chern-Simons action, there is no anomaly. The physical
consequences are the same as those of the conventional approach, where one adds (14 1)-
dimensional chiral edge fermions on the boundary of the sample in order to cancel the so

called anomaly.
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Introducao

Desde o final da década de 1960, a simetria de calibre tornou-se a base para a construgao
de modelos para as interagoes fundamentais [1, 2, 3]. A descoberta de que teorias nas
quais a simetria de calibre era respeitada (chamadas de teorias de calibre) forneciam uma
descricao bastante precisa das interacoes eletromagnética, fraca e forte elevou o status
desta simetria praticamente ao de um novo postulado na Fisica de Particulas Elementares.
A prova de sua renormalizabilidade [4] e a descoberta de que apenas teorias de calibre
nao-abelianas podiam ser assintoticamente livres [5] solidificou ainda mais a sua posigao
dentro dos requerimentos exigidos para uma boa teoria para as interagoes fundamentais.

No entanto, uma andlise mais aprofundada das teorias de calibre mostrou que em
algumas circunstancias esta simetria parecia ser quebrada apdés a quantizacao. Este era
o caso da situagao na qual férmions quirais interagiam minimamente acoplados com os
campos de calibre [6]. Neste caso, a violagdo quantica da simetria de calibre, presente
classicamente, se da pelo aparecimento de uma violagao da lei de conservagao covari-
ante de uma corrente, usualmente associada a presenca da simetria de calibre através
do teorema de Noether [7]. Tal fenémeno ja havia sido encontrado anteriormente (com

a simetria quiral sendo aquela violada quanticamente [8]), tendo sido recebido como a



0 em dois fétons [9]. No entanto,

solugao tedrica para explicar o decaimento do méson 7
quando esta violacao quantica se dava na simetria de calibre, as consequéncias pareciam
potencialmente desastrosas. A renormalizabilidade das teorias de calibre depende de cer-
tas identidades entre as fungdes de Green (chamadas de identidades de Slavnov-Taylor)
para que constantes de renormalizagao possam ser relacionadas umas as outras. A nao
conservacao da corrente estaria ligada diretamente a violacao destas identidades, o que
compromete a renormalizabilidade perturbativa da teoria. Questionamentos igualmente
graves também podem ser feitos em relacao a unitaridade de uma teoria com anomalia na
simetria de calibre. Neste contexto, o aparecimento de tais anomalias passou a ser visto
como sinal de inconsisténcia quantica da teoria e razao suficiente para o seu abandono.

Cabe mencionar que o modelo padrao das interacoes fundamentais é baseado exata-
mente em acoplamentos minimos entre bésons de calibre e férmions quirais (na fase de
simetria ndo quebrada). A sua renormalizabilidade decorre de um delicado cancelamento
entre as anomalias provenientes das familias de quarks com aquelas oriundas das familias
de léptons. Assim, a descoberta de novos quarks, por exemplo, deflagra imediatamente
a procura por novos léptons, em nimero equivalente, de modo que a anomalia de calibre
siga sendo cancelada.

No sentido oposto ao indicado pelo cendrio acima, um grupo de cientistas publicou
uma série de trabalhos bastante interessantes na década de 1980, que apontam para a idéia
de que as teorias de calibre anomalas nao sao necessariamente inconsistentes. Abrindo
esta série de trabalhos encontra-se o de Jackiw e Rajaraman [10]. Este artigo trata de um
caso bastante simples, o de uma teoria bidimensional de férmions quirais acoplados mini-

mamente a bdsons vetoriais. Ele mostra que esta teoria, exatamente solivel, é unitaria e



perfeitamente bem definida (a questdo da renormalizabilidade nao se aplica, dado que a
teoria é super-renormalizavel). Além disso, é mostrado um mecanismo efetivo de geracao
de massa para os bdsons, através de correcoes quanticas provenientes da integracao funcio-
nal dos férmions da teoria. Tal mecanismo ja havia aparecido anteriormente nos trabalhos
de Schwinger sobre Eletrodinamica Quantica em (141)-dimensoes [11].

Em seguida notou-se que o fato das teorias anomalas quebrarem a simetria de calibre
nao impede que a mesma seja recuperada através da inclusao de graus de liberdade adicio-
nais na teoria. Fazendo isto, Faddeev e Shatashvilli [12] conseguiram recuperar a simetria
de calibre da acao efetiva de uma teoria anomala ao transformar vinculos de segunda em
primeira classe. Depois disso, Harada e Tsutsui [13] e Babelon, Schaposnik e Viallet [14],
através de manipulagoes algébricas simples da integral funcional, mostraram que os resul-
tados de Faddeev e Shatashvilli podiam ser obtidos naturalmente, sem a necessidade de
introduzir os novos graus de liberdade de uma maneira ad hoc. Esta maneira de abordar
as teorias anomalas ficou conhecida como formulacdo invariante de calibre. A formulagao
sem os graus de liberdade adicionais foi chamada de formulagcao nao invariante de calibre
[13, 14]. Nesta tese iremos nos referir a ela também como formulagdo original [15, 16, 17].

Outros desenvolvimentos recentes [18] mostraram que mesmo teorias de calibre usuais
(nos casos citados, o modelo de Schwinger [11]) podem ser vistas alternativamente em
uma fase anoémala (através da escolha de regularizagbes que nao preservem a invariancia
de calibre) sem quaisquer problemas de consisténcia advindos de tal visao.

Ainda nao foi demonstrado, até o presente momento, que modelos anomalos mais com-
plexos que o de Jackiw e Rajaraman (também chamado de modelo de Schwinger quiral)

possam ser bem definidos, mas também nao foi demonstrado o oposto. O fato do modelo



de Schwinger quiral ser consistente, nos conduz a uma idéia oposta a hoje estabelecida:
teorias anomalas podem ser bem definidas e apenas requerem uma coOmMpreensao mais
ampla.

Por outro lado, a série de trabalhos que recuperam a simetria de calibre das teorias
anomalas aponta para duas possibilidades: ou as formulagoes invariante e nao invariante
sao equivalentes e fornecem os mesmos resultados fisicos, ou nao sao. A primeira possi-
bilidade aponta para um aparente paradoxo a idéia comum que relaciona a simetria local
e a conservacao da corrente. Suponhamos que: a) as duas formulages sejam fisicamente
equivalentes e uma possui a simetria de calibre enquanto a outra nao; e b) a quebra da
simetria de calibre seja entendida da maneira usual, ou seja, como a responsavel pela nao
conservacao da corrente. Neste cenario, terfamos uma teoria que conserva a corrente de-
rivada de uma outra que nao a conserva, sendo as duas equivalentes. Por outro lado, nao
sendo elas equivalentes, terifamos que explicar como obtemos uma a partir da outra por
simples manipulacoes algébricas e o resultado final nao corresponde ao resultado inicial.
Estas questoes serao amplamente investigadas no decorrer deste trabalho.

Uma provavel solucao, possivelmente capaz de encerrar essa discussao, ¢ nao associar
lei de conservagao com simetria local de maneira tao contundente. Ha, neste sentido, um
contra-exemplo muito bem conhecido que demonstra que mesmo num sistema que quebra
a simetria de calibre local a conservagao da corrente é ainda preservada: o modelo de
Proca minimamente acoplado a campos de matéria. Sabe-se que o termo de massa do
campo de Proca quebra a simetria de calibre local da agao. Entretanto, também ¢é bastante
claro que a corrente é conservada pela invariancia global e que a quebra de simetria do

termo de massa apenas impoe uma restricao ao campo vetorial, conhecida como condicao



subsididria. Ela é a responsavel pela redugao do nimero de graus de liberdade bosonicos
de 4 para 3 (que correspondem aos 3 estados de polarizagao de uma particula de spin 1).
Podemos nos perguntar, entao, quais critérios exatos uma teoria deve obedecer para
garantir a lei de conservagao da corrente e qual o papel exato da simetria de calibre
local. Esse trabalho tem como objetivo responder a essas perguntas. Para isso, depois
de algumas consideracoes gerais, validas tanto para o caso abeliano quanto para o nao-
abeliano, vamos nos concentrar no primeiro. Neste contexto, investigaremos o ponto de
vista de que uma teoria que quebre a simetria local, enquanto preserve a simetria global,
pode ainda ter a sua corrente de calibre conservada e que, tal qual no modelo de Proca,
a falta da simetria de calibre local forneca apenas restrigoes sobre os bdsons vetoriais.
Neste sentido, o capitulo 1 é dedicado a discutir a relacao entre simetria de calibre
(global e local) e conservagao da corrente. No capitulo 2 discutimos as teorias de calibre
anomalas e apresentamos nosso ponto de vista, no qual a anomalia é cancelada como
condi¢ao subsididria. No capitulo 3, mostramos duas formas alternativas de mergulhar
as teorias de calibre anomalas em teorias invariantes de calibre, chamadas formulagoes
invariantes padrdo [13] e estendida [15]. No capitulo 4, mostramos que a formulagao inva-
riante estendida pode ser aplicada a modelos que nao sejam anomalos, mas que também
nao possuam simetria de calibre. Uma analise do modelo de Proca sob a luz dessa for-
mulagao demonstra que o mesmo é mapeado no modelo de Stueckelberg [19] sem o termo
de fixagao de calibre, possibilitando interpretar a formulacao invariante estendida como a
generalizacao do mecanismo de Stueckelberg. A comparacao entre as formulacgoes invari-
ante estendida e nao invariante do modelo de Proca e do modelo anomalo de Schwinger

quiral é feita no capitulo 5, onde afirmamos a equivaléncia entre modelos com simetria de



calibre local e modelos sem simetria de calibre local. No mesmo capitulo, mostramos que
a formulacao invariante de calibre do modelo de Schwinger quiral, depois de integrados
os férmions, pode ser identificada com o modelo de Stueckelberg em duas dimensoes. No
capitulo 6, tentamos aplicar as idéias desenvolvidas nos capitulos anteriores ao caso con-
creto do efeito Hall quantico fracionario com fronteira, onde supostamente existiria uma
anomalia na simetria de calibre da teoria de campos efetiva que descreve o efeito [20, 21].

Ao final, apresentamos nossas conclusoes e algumas perspectivas.



Capitulo 1

O Teorema de Noether e a Corrente

Conservada nas Teorias de Calibre

Neste e no préximo capitulo, iremos rediscutir a relagao entre simetria de calibre e con-
servacao covariante da corrente, fixando o nosso particular ponto de vista que servira de

base para os desdobramentos desenvolvidos nos capitulos posteriores.

1.1 Simetria classica

Consideremos a teoria cldssica definida pela seguinte agdo em 1 + (n — 1) dimensoes
(d"x = dx):

][@quzijM] = ]M[qujj’Au] +IG[A,U]7 (11)

onde Iy, 1), A,] é a agao de matéria definida por campos ) e ¥ que podem ser fermidnicos

ou escalares, carregando uma determinada representacao de SU (N), e por campos de ca-



libre definidos por

A, = AT,

(1.2)

onde T, sao os geradores do grupo SU (N) atuando sobre os campos de matéria e satis-

fazendo

1
[Tm Tb} = ifabcTca tr (TaTb) = _§5ab-

Definimos as transformacoes locais de calibre como

_ 1 _
A= 94w + = (0u9) 97,
V! = g1,
P9 =pg !,

sendo g um elemento de SU (N) local e arbitrario, definido por

g = exp(if (x)), O(x) =60%(x)1,,

(1.3)

(1.4)
(1.5)

(1.6)

(1.7)

de maneira que tanto a acao inteira como cada parte dela seja invariante sob o conjunto

de transformagoes acima, ou seja

][@Z)g?ng,AZ] = ][¢7¢7AH])
IM[¢97'(ZgJAﬁ] - IM[¢7¢7A;L]7

Ig[AY] = Ig[A,].

(1.8)
(1.9)

(1.10)

Vamos analisar cada parte da agao separadamente, comegando pela acao de matéria. O

desenvolvimento que se segue foi inspirado pelo capitulo 2 de [22]. Dado que a agao de

matéria I, é invariante pelas transformagoes locais acima (equagao (1.9)), ela também é



invariante sob o seguinte conjunto de transformacoes globazis:

Y — exp (i),

¢ - @Eexp(—@@),

A, — exp(if) A, exp(—ib),
com 0,0 = 0. Se mudarmos a lei de transformacao (1.11) de global para local

Y — exp(if(x)) ¥,

v — Pexp(—if(x)),

A, — exp(if(z)) A, exp (—if(x)),
as quais, na forma infinitesimal, se reduzem a

v(x) — () +i0(x)d(z),

U(@) — ¥(r) —i(2)0(2),

Ay — Ay—u [A“,Q(:L‘)] )

AT, — AST, —iALG°(x) [T, T.) = AST, + AL6°(x) fuca T,

= A% — A%+ [ A0 (),

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

teremos exatamente as transformacoes locais (1.9) sem a parte inomogénea do campo de

calibre e, portanto, ndo teremos simetria. Contudo, se 6(z) é constante, recaimos nas

transformagoes globais (1.11), que constituem simetria. Portanto, o termo nao invari-

ante na acdo pela variagao por (1.13) s6 deve depender de 0,0%(x). Sendo assim, para



transformacaoes infinitesimais

In[¢?, 47, gAug™"]

= sl 8+ [ a0 0) (ST~ T Sl )
= IM[w,IE,AuH/dxa#ea(x)Jg(x); .15}

l’a 5[MZ 5[ b 5[M
= [t (S Tt~ T - hueigi s ) 6)
_ / 46" ()0, T ().

Sendo 0%(z) arbitrario, concluimos que

ol
auJ ( ) + fbac H(sACA(J ) (117)
Y 0l

= Z‘&(m)Ta iTa¢(x)'

p(x) oY (x)
Esta relacao é satisfeita independentemente do uso das equagoes de movimento. Se, no
entanto, utilizarmos as equagoes para () e ¥(x),

ol By,

o) o) (118)
61 _ Oy _
() op(z)
teremos
5
O™ (2) + fracA “5,4?(4) =0. (1.19)

Podemos perceber que esse resultado é independente da invariancia de calibre local de
qualquer parte da acao. De fato, chegamos a ele apenas pela invariancia global e pelas
equagoes de movimento dos campos de matéria. No caso abeliano, particularmente, temos

uma corrente conservada

0y 8ly
0p(x)  o(x)

10

OuJ* () = it) ()

ip(x) =0 (1.20)



sem mencao alguma a simetria da calibre local.
Por outro lado, vimos que a acao de matéria também é invariante por transformacgoes

locais (1.9). Isso significa que
Il 9, Ay = I, 6,477 = Tl g7 A + - (0g™) g (12)
Assim, se considerarmos [, para a configuragao de campo de calibre
=94 (1.22)
teremos

]M[wgalﬁgvA:L] - IM[Q/Jgﬂﬁg,gA#g_l] (123)

= [M[w7zz7 (gA,ugil)g ]

= Tl % At - (B 0]

Na forma infinitesimal, (gA,g~")? ' se reduz a

1 ) 1
(94,9 = Ay — 2 [0, (1 —i0)] (1+i0) = A, + ~0,0. (1.24)

e
Portanto, para g infinitesimal,

_ - 1
IM[wgawgagAug_l] = [M[wa¢>AZ+ gauea]

Y5y
dAL(x)

— IM[I/),@E,AN]—Fé/d:EaMHQ(J}) (1.25)

Mas (1.23) é exatamente a agao transformada pela lei de transformagao modificada (1.15)

anterior. Logo, igualando (1.25) com (1.15), temos

/ d20,0% (). () = / d0,0% () (é%) | (1.26)
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Notemos que, para chegar a iltima expressao, nao precisamos considerar a condicao de
fronteira no infinito. Sendo 0,6°(z) arbitrario, podemos nos assegurar que

1 by

e (1.27)

Ja ()

a

Portanto, a simetria local da acdo de matéria se configura como uma maneira de acoplar o
campo de calibre aos campos de matéria de tal forma que a corrente obedeca & expressao
(1.27) acima. Usando (1.27) em (1.19) e a antissimetria das constantes de estrutura,

chegamos a

0u i () + efearAjJf () = 0, (1.28)
= D% Ji(x) =0, (1.29)

onde
Dy = 050, + efean Ay (1.30)

Logo, diferentemente do caso abeliano, a simetria local da a¢ao de matéria é im-
portante para assegurar que a corrente possa ser fornecida pela expressao (1.27) acima,
garantindo a conservacao covariante da corrente (1.29). Por outro lado, a simetria local
de qualquer outra parte da agao se mostra irrelevante para a obtencao de (1.29).

Para exemplificar o que afirmamos acima, vamos considerar a agao de matéria abaixo,

onde ha simetria de calibre global, mas nao local:
/) — (i~ oy Ao 5 M
Inlp, 9, Al = [ da 39 (v 8, —m — ey AT, ) o — 5 (V0,0) (V") ¢ .

A invariancia de calibre global da acao acima implica:

5]M . .7 (HM b CHM o
/dx (WzTaw(x) — zw(a:)Tam + fbacAum) =0.
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Efetuando os calculos anteriores explicitamente obtemos

(D) (0" Typ) = ir0, { (WTuwp) (v0") .

Portanto, a corrente ¥y*T,1), conservada covariantemente na presenca de simetria de
calibre local (A = 0), ndo o é mais na sua auséncia, embora haja simetria de calibre global
nos dois casos.

Agora vamos fazer uma andlise da simetria local da acao inteira. Fazendo uma trans-

formagao infinitesimal em (1.8), temos

I, Ay = 1 (@) +i0(2)(x), & — i (x)8(x), A7). (1.31)
onde AZ denota o campo de calibre transformado infinitesimalmente:

, 1
Al = A, +6A,=A, —i[A,,0(x)] - 28#6(95),

1
= A, + 84, = A= —D,b, (1.32)

onde

D0 =0,0+ielA, 0 (1.33)
ou, em termos de componentes,
DT, = 0,6°T, + ieAS0" [T, T,
= 0,0°T, — efua AS0°T,,
= D50" = (610, + efoarAS) 6, (1.34)

onde usamos a antissimetria das constantes de estrutura de SU(N) para identificar a

derivada covariante de (1.34) com a que aparece em (1.30). Assim, expandindo (1.31) até
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primeira ordem, chegamos a

I[¢7 775’ A#] - I[¢7 775’ A#]
4 / dt° () (%&)imp(m) - @@(I)Ta%)

1 o1
. -Dc b )
/dxe 0 §AS ()

Mas 61/5v(x) = 81y /0 (x), portanto,

u oy . - 0l 1 . ol B
/da: {9 (x) (—(w(m)zTa@D(x) — W(x)Ta&/_}(x)) — gDub b(SAz(x)} =0.
Usando (1.17), temos
a a TH 1 a nb 0 "
/dx {—(9 () Dy Jy () — ED#bQ ) (Ing [0, 00, A] + I [A])}

6l [A]

(1.35)

(1.36)

(1.37)

— / dg;{—ea(m)D;ng‘(x) — (Dg,0") Ji(x) — é (Ds,0°) T (I)} =0. (1.38)

A derivada covariante respeita a regra de Leibnitz. Para ver isso, notemos que
(D%a?) B = [(50 + e forAS) 0] B
= (50,0") Ba + e foap AZ 3,
= 620, (") — 0”800, B, — eal fupa A% B,
= 9, (°Ba) — a® (80, + € funAS) Ba,
= (Dzbab) Ba =0, (a"f,) — o/’Dzaﬁa.
Portanto, (1.38) vira

=0.

/ dz {au (60°J"(z)) — % (De,6%) giﬁ‘g}

Desprezando o termo de superficie, obtemos

/ degbebgﬁé E‘g = / dxf*(x) D%, (—%) =0,
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— D (MG [A]) =0, (1.41)

ou, usando a forma matricial,

D, (MG W) =0, (1.42)

onde D, é definida na equacao (1.33).

Podemos notar que nao fizemos uso da corrente de Noether para chegar a expressao
acima. De fato, ela simplesmente é subtraida em (1.38) a menos de um termo de superficie.
Por outro lado, notemos que para chegar a equagao (1.42) nao foi necessario fazer uso das
equacoes de movimento, ou seja, ela é verdadeira pela simples imposicao da simetria de
calibre da ag@o, o que significa que a mesma nao é nada além de uma identidade. Para

exemplificar, consideremos o seguinte termo cinético:
1 »
Ig[A] = [ dx itr (FuwF*), (1.43)

onde,

F., =0,A, —0,A, +ie[A,, A) (1.44)

¢ conhecido como intensidade de campo. Estrategicamente, exprimimos a intensidade de

campo em termos das suas componentes:

Fe, = 0,A% — 0,A% — efup, ASAL,. (1.45)
O traco é dado por
17 a v 1 a apuyv
tr (Fl, F*) = Fi, F*"tr (T,T,) = —5 Fa F, (1.46)
entao temos:
1
Ig[A] = -1 / dx FlaF*?. (1.47)
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Calculando (1.41),

0lg[A] 1 / " joaas ¥ Fap(¥)

Usando o fato de que

5Fgﬁ(?/)

Faa,@ — Faa[i’ Y

§Az(x) 5AZ(£)
= Qpp (5{:6‘58&5 (x —y) — efcdaélf%‘A%é (x — y))

(0a A% — 03A% — efaALAS)

= 2(0,0 (x —y) F"" + 6 (x — y) efocd ALF™H)

obtemos

= — /dy (8V§ (x —y) Fbve 4§ (x —y) efbcaAl";Fa”“)
= /dy d(x—y) (8,,Fb”“ — efbcaAiFa”“)
= O, F" 4 efp ALFH = DfﬁcF vH.

0l [A] b
Dy~ = D2, Db Fem
= ub ( 5AZ(£L’)) ub~ve )

ou, em termos matriciais,

o (L) - o
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Calculando (1.49), temos
D,D,F" = 8,D,F" +ie[A,, D,F"]
= 0, (0,F" +ie[A,, F™)) +ic[A,, 0,F" +ie[A,, F"]
= ie[0,A,, F") +ie[A,, ic[A,, F™]|
= ie{[0,A,, F™] +ie[A,, A, "™ — F'™ A, ]}
= ie{[0.A,, F"™] +ie (A A F"™ — F™A,A,)}
= ie{[0,A,, F™] +ie[A,A,, F™]}

= ie[0,A, +ieA, A, M)
e

Q[F

nz

P
= D,D,F" = 0. (1.50)
Esse mesmo tipo de identidade é fornecido pela invariancia local de um funcional
apenas dos campos de calibre. Para ver isso, consideremos agora apenas a parte puramente
bosodnica da agao (1.10). Fazendo uma transformagao infinitesimal, teremos

I {Au— éDue} = Ig[A)] - / dx%%%@b(x)
1 015[A] ) |

= I[A,] +/d:c0a(:€)DZb (gm

= Dy, GSJ{ET[(A:U])) =0.

A equacdo (1.51) é identicamente verdadeira apenas a partir da imposicao da simetria

(1.51)

local de I¢[A,]. Podemos notar que isso é verdadeiro para qualquer agdo invariante sob
transformacoes apenas dos campos de calibre.

Vimos que a corrente é calculada pela simetria global via imposicao das equagoes de
movimento. Também é notoério o fato da simetria local nos fornecer uma interacao cujo
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acoplamento do campo de calibre com o campo de matéria deve obedecer a equagao (1.27).
Tal acoplamento, dado pela invariancia local da acao de matéria, é responsavel pelo fato da
corrente ser covariantemente conservada. Assim, podemos dizer que a simetria local tem
duas funcoes: acoplar os campos de calibre de tal forma que a corrente possa ser calculada
por (1.27) e mudar a lei de conservagao acrescentando um termo, além da divergéncia,
de tal forma que a derivada covariante da corrente seja nula. Porém, a simetria local da
acao inteira, considerando a obtencao da corrente de Noether, nao fornece nada além de
uma identidade dada por (1.42), onde a a¢do de matéria nem mesmo participa do célculo.

Reconsideremos, por outro lado a expressao (1.19)

ol
aﬂjg(x) + fcabAszb—A(Jm) =0. (152)
"

Notemos que o segundo termo do lado esquerdo de (1.52) depende de % e que
a identificagao desse termo com a corrente sé pode ser feita se a acao de matéria for
localmente invariante de calibre. Somente assim podemos afirmar que a equagao (1.29) de
conservagao covariante da corrente seja valida, demonstrando a importancia da invariancia
local da acao de matéria para assegurar a lei de conservagao para o caso nao abeliano.

Por outro lado, como ja apontado, em teorias abelianas a lei de conservacao nao é
modificada pela simetria local, j4 que as constantes de estrutura sao nulas e, portanto,
a derivada covariante é a prépria derivada comum. Assim, a equagao (1.52) se torna
a propria lei de conservacao da corrente. Consequentemente, as correntes das teorias

abelianas demonstram ser completamente inatingiveis pela simetria local.
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1.2 Simetria quantica

Consideremos agora a situacao em que os campos fermionicos sao quanticos e os campos
de calibre sao mantidos nao quantizados. Isto é feito integrando funcionalmente apenas

sobre os férmions, o que nos leva a definir a ac¢ao efetiva

exp (iV[A4,]) = / dpdd exp (i1, D, A,]) | (1.53)

onde I[1,1, A,] é a acdo invariante de calibre definida em (1.1). Podemos, entdo, seguir
o mesmo procedimento da secao anterior, efetuando uma transformacao infinitesimal da
acao de matéria e modificando a lei de transformacao global como em (1.13). Teremos,
analogamente a teoria cldssica, uma modificacao da acao que s6 deverda depender de
0,0%(x), ja que ela se mostrara invariante para §°(z) constante. Assim, expandindo (1.53)

com a agao modificada como em (1.13) até primeira ordem, teremos

exp (iW') = /d@/}dlﬁ exp (L[ + i0(x)Y, ¥ — ib(x), A, — i [A,, 0(2)]] + I [A,])
= /dzpdzz exp (iI[, 1, A,)) {1 + i / d"z0%(x) <

- 0l y O0lnm
_Zw(x)Tam + fbacAum) }

= Javtves v, o)) {1+ [ roew). (1.54)

5 W)iTaw(x)

Assim,

exp (iW') = exp(iW) —I—i/dnxﬁa(x)/dwdaexp ([, 1, A,)) <5(Z(A;)@Tal/1(m)
- ey s 0l
DTt + et
= exp (iW) —i/d”an(x)/dwdiﬁeXp ([, 1, A,)) B, (1.55)
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A variacao da exponencial da acao efetiva pode, entao, ser escrita como

Wy

A{exp (iW)} = i/d”x@“(x)/dwdwexp (z’[[@b ’(ZJ,AM]) ((W( )zTaz/J( x)
ol ol
L e )
= —i/d”x@“(x)/dwdwexp (ZIW P, A ]) JE, (1.56)

Logo,

i ) 5y
/d¢d¢exp (i][ib,w?An]) (8 Ja + fearA i)L(FAC( ))

5Ly Oly
“Su(x) vl

= /dwdzzexp ([, ¥, AL)) (z/}( )iT, )iTaw(x)>. (1.57)

Usando (1.27), chegamos a

/d¢d¢D“bJ“ exp (i1[v, ¥, A,))

Shy oLy . -
_ /d¢d¢<¢() s (W)(x)zTal/J(x))exp(z][zb,w,AH]). (1.58)

Se a medida fermionica for invariante por transformagoes locais, ou seja, se

dIdy? = dipdib, (1.59)

entao, para qualquer funcional F [w, W, AM], teremos

/ QdFF [6,3,A,] = / QWOdTIF [0, 09, A,] (1.60)
= /dzpdz/?F [+ 0, ¢ + 6, A,]

_ /dwdzﬁF [, 5, A,] + /dwdw/da: <—5w+aw w)

= /dwdw/dm <—5¢+5¢ w) ~ 0. (1.61)
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Tomando

F¢,0,A,] =exp (il[v, ¥, Al) ; o =6 (x); 5 = —ihh (1), (1.62)

_ _ 5 _
/ dipdi) / dz0®(z) <@zTaw M“é) exp (il[v, ¥, A,]) = 0. (1.63)

Usando o fato de que

oI Ay, oI 0y

T R B e ) o
e usando (1.58), teremos
/ 0% () / dpdi (D% J8) exp ([, 6, 4,]) = 0. (1.65)

Sendo #%(z) um parametro infinitesimal arbitrario, concluimos que

[ v (D) exp (i1l 5. 4,]) = (1.66)

que ¢é a versao quantica da lei de conservacao da corrente.
A imposicao de simetria global da medida nao nos conduziria ao resultado acima. Em

vez de (1.63) teriamos

Y _
/ dapdip / da;( MiToah — inaé—g) exp (1[0, ¥, A,))
= /d¢d¢/dw Doy Jy (w )exp (iI[, ¥, A,]) =0,

0 que nao permitiria chegar & mesma conclusao (1.66), onde foi crucial que 6% (z) fosse
genérico.

Notemos que, na teoria quantica, além da simetria local da acao de matéria, que se
faz necessaria apenas nos casos nao abelianos dada a forma do acoplamento (1.27), a
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invariancia local da medida fermionica (1.59) parece desempenhar um papel importante
na conservacao da corrente de Noether. Classicamente é necessario utilizar a invariancia
local da acao de matéria e impor as equagoes de movimento do campo de matéria para
extrair a lei de conservacao da corrente. Quando passamos para o nivel quantico, em
vez de impor as equagoes de Dyson-Schwinger, que sao o andlogo quantico das equacoes
de movimento, obtidas a partir da invariancia translacional da medida funcional (veja o
capitulo 4 de [23]), é necessario impor a invariancia de calibre local da medida do campo
de matéria (1.59), além da invariancia local da agdo de matéria, para assegurar a lei
quantica de conservagao (1.66). Assim, contrariamente ao nosso bom-senso, em vez da
invariancia translacional, é a invariancia de calibre local da medida fermionica (que nao
deixa de ser uma espécie de simetria rotacional no espago interno) que parece desempenhar
o papel analogo, no nivel quantico, ao das equacoes classicas de movimento, no sentido
de assegurar a conservacao da corrente.

E nesse espirito que uma teoria em que a medida fermionica nao é invariante por
transformacoes locais é definida como uma teoria anomala. Ou seja, apesar da acao
possuir simetria local, a equacao (1.66) nao é mais necessariamente verdadeira, abrindo a
possibilidade da lei de conservagao da corrente ser quebrada no nivel quantico. Podemos
nos perguntar se isso realmente acontece. Quais seriam as consequéncias de uma teoria
de calibre anomala? Sera que a equagao (1.66) ficaria de fato comprometida?

O préximo capitulo tem como foco fazer um estudo aprofundado sobre teorias de

calibre anomalas e suas consequéncias para o teorema de Noether.
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Capitulo 2

Teorias de Calibre Anomalas

No capitulo anterior, vimos que uma lei de conservacao classica pode ser confirmada
quanticamente se a medida funcional associada aos campos de matéria for invariante sob
transformacoes locais. Este requerimento nem sempre pode ser satisfeito e, do ponto
de vista da integragao funcional [24], isso é comumente interpretado como uma violagao
quantica das leis de conservagao classicas, definindo uma teoria andmala, onde a chamada
anomalia é definida pelo funcional nao identicamente nulo associado ao valor esperado da
divergéncia covariante da corrente classica sobre os campos de matéria.

Neste capitulo, analisaremos em detalhe a possibilidade de existir anomalia na simetria
de calibre, a qual tem consequéncias potencialmente catastréficas para a renormalizabi-
lidade de uma teoria de calibre [25]. Nao obstante, apresentaremos um ponto de vista
alternativo, onde a anomalia pode ser cancelada como uma condigao subsididria no caso
dos campos de calibre serem tratados como campos classicos via imposicao das equagoes
de movimento sobre a teoria efetiva; ou mesmo através da invariancia da medida dos

campos de calibre, no caso dos mesmos serem quantizados [15, 16, 17].
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2.1 A origem da anomalia sob o ponto de vista da

integral funcional

Consideremos a acao efetiva WA, definida na equagao (1.53):

exp (W[A,)) = [ dvdivesp (1110, 9,4, (21)

Se fizermos uma redefini¢ao das varidveis fermionicas no lado direito de (2.1), de tal forma

que {@/1,77; — l/Jg_l, @/_Jg_l}, teremos:

exp (WAL = [ v apr exp (irlo 57, 4,)

= /dngldwgl exp (U[w,iﬁ, Aﬁ]) ) (2.2)

Se a medida fermionica for invariante, i.e., se a equacao (1.59) for valida, entao

exp (iW[A,]) — / i) exp il [, b, A1)

= exp (iW [49]), (2.3)

= WI[A,] =W [A9] (2.4)

ou seja, a invariancia local da acao e da medida fermionica nos proporcionam uma ac¢ao

efetiva invariante de calibre. Considerando g infinitesimal,

WAL =W {AM _ épﬂe(x)} WA (2.5)

e expandindo até primeira ordem, vemos que a simetria de calibre local da acao efetiva

implica imediatamente a identidade abaixo:

% ()
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Isso significa que

D ("5 e wvia)) = -in{ S ew@via))
i / C{b ZZME 6{]551 (exp (i1 [, 6, A }
- o (51 ) e (16,5, 4]) =0 27)

Sendo [@Z),@E,A,J =1y [@Z),@E,A,J + I [A,], temos

/ dipdip D, ( ;j )exp (iI[1h,, A,))
- /d¢d¢{ (g;M) +D, (gic)}exp (iI[v, ¢, A,]) = 0. (2.8)

Mas I¢[A,] é invariante de calibre local, o que implica, como vimos no capitulo anterior,

a identidade algébrica

6lg\
D (54) =0
Portanto,
/ dydiD, (gQM) exp (iI[v), ¥, A,)) = 0, (2.9)
= /d@bd@b (D Jy) exp (id[1h, ¥, A,]) = 0. (2.10)

Ou seja, a invariancia da agao efetiva nos leva, naturalmente, a conservagao da corrente.
Podemos notar que nao importa se o campo de calibre é um campo externo classico
ou quantico, pois nao precisamos integrar sobre os mesmos para obter a equagao de
conservagao (2.10).

Suponhamos agora que a medida fermionica nao seja invariante pelas transformagoes

de calibre dos férmions, i.e.,

dp9dy? = J (g, A,] dibdip. (2.11)
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Na equacao acima, estamos supondo a possibilidade do Jacobiano depender do campo A,,.
Isto é absurdo numa integral convencional, mas possivel de acontecer numa integral fun-
cional. A razao é que o célculo concreto do Jacobiano conduz a quantidades divergentes,
que necessitam de regularizagao [26]. No procedimento de regularizagao, frequentemente
apelamos para a introducao de fatores de convergéncia que envolvem o operador D [A,],
o que pode fazer com que o Jacobiano dependa de A, no final. Este fato requer que
tomemos muito cuidado ao trocar a ordem de integracao e de derivacao funcional, quando
tais situacoes estao presentes, para nao incorrermos em inconsisténcias.

Voltando as consequéncias da nao invariancia da medida fermionica, vamos denotar o

Jacobiano por

J g, A,] = exp (iag [Ay, g]) - (2.12)

Esta forma de expressar o Jacobiano serda mais conveniente nos calculos que mostraremos

a seguir. Em particular, é facil ver que

exp (i [Ay, g7']) = exp (—iaq [A,, g]) (2.13)

= [ALg7] =~ [A,, 9] (2.14)
e que, para uma transformacao infinitesimal

ar[Ayg] = on[A, 1]+ / dx6® (x) —50‘;9[‘(4;)’9]

= [ o ) 2t 9[?;)’ g

(2.15)

0=0

Y

0=0
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pois J[1,A4,] =1= oy [A,,1] = 0. Com esta notagao, a equacao (2.2) fica:

exp ((W[A,]) — / dy ™ dp exp (i, B, AZ))
= /d@bd@Z_Jexp (il[0,1p, A9} + i [Aug7'])

= exp (iW[AJ] —ia1 [A,, g]) - (2.16)

Isso significa, evidentemente que um jacobiano diferente de 1 implica a nao invariancia de
calibre da acao efetiva

a1 [Ay, g] = W[A}Z] — WAL (2.17)

Isso é o que entendemos como uma quebra da invariancia de calibre no nivel quantico.
As consequéncias desta violagdo podem ser vistas no raciocinio a seguir. Se g () for

uma transformacao infinitesimal arbitraria, entao,

1
WA = W {AM— EDMQ}

1 SWA
WA, — / d"x (ngbeb) #
12

16W[A
— WA+ / d"z0°D?, (g M[lb“]), (2.18)
o

Q

N / 2 (1) DY, (%5@1‘;‘“]) (2.19)
50‘1 [A/u g]
50 (x)

= (A, 1+1i0)~ /dx@“ (x)

0=0

ou,

D, (1 (SW[AM]) _ b0 [A,.g] 2.20)

e 04, () 56(x)

0=0
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Entao temos,

daq [Ay, 9] . _ 15W[Au] ~
500 |, (iW[A)]) = D, (6 54, ) exp (iW[AL])
_ o1 .
= /dzﬁdeu GE) exp ([, 9, A,])
_ 161 -
- /dquz/;DM <Eﬁ) exp (il[, 9, A,]) . (2.21)
Portanto,
50‘1 [A;M g] — f dl/)dlz (ng‘]él) €xp (ZI_[wa 77[)7 A#]) (2 22)
(59“(%’) 60=0 f dwdw €exXp (UW’ w7 Au]) .

Definimos, portanto, uma teoria andémala em analogia a (2.22), da seguinte maneira: uma

1

)

teoria € dita anomala se o valor esperado da divergéncia covariante da corrente cldssica
sobre todos 0s outros campos exceto os campos de calibre, nao for identicamente nulo;

com a anomalia definida através de

_ [ dpdddy (DyJ") exp ([, ¢, Ay, 0])

)y 1y ) 2.23
J dedipdiexp (i1, 1, Ay, o) (2.23)

onde ¢ representa todos os outros campos da teoria, além dos férmions que definem a

corrente e dos campos de calibre. No nosso caso, evidentemente

id
£ 0. (2.24)

0=0

o (LEWIAL\  dai[A,. g
Ao = Diy <E JAL(z) ) - 00(a)

Nenhum argumento de invariancia por transformacoes locais fornece qualquer razao para
a anomalia ser nula. Portanto, uma teoria andémala, em principio, poderia dar ensejo
a quebra da conservacao da corrente, o que indicaria uma violacao quantica da lei de
CONServacao.

Entretanto, como vimos, a corrente nao é necessariamente conservada impondo-se

prioritariamente invariancia local da agao, mas sim global. Voltando aos argumentos do

LA corrente de Noether que é conservada na versdo clssica da teoria.
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capitulo anterior, se em vez de (1.59) tivermos (2.11), entdo, para g ~ 1 + 6, com 6

infinitesimal, a equacao (1.60) se transforma em:

/ dpdyF [, ¢, A,] = / dIdyIF (9,99, A,

_ / ddi exp (i [Ay, g]) F (1 + 00,5 + 60, A,)

»

= / didip (1 +i / dz6° () —5‘?9%‘(1;;9]

X (F [w,@,AM] + d Sih(x) + 6(x)

o
0 (x)

Tomando apenas termos de primeira ordem em 6, temos
0 / dz0*(x) / dpdip A F (0,9, A,]

+ /dx/dwdzz (%w(@ +5&(@%) =0

Usando (1.62), além de

5T bly
5% - 6
5T bly
% - o

e a hipdtese de simetria global, cuja consequéncia é a equagao (1.17),

/de“(a:) <wiTa(SI—M - @iTaw) = /da:G“(x) (D Jt)

s 0y

chegamos a

5@1 [Al“ g]
367 (x)

[ dvdd (D) exp (i, ), Ay))
60 [dydpexp (il[,,A,])

OF

()

)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

que é o mesmo resultado (2.22), sé que, desta vez, utilizando os mesmos argumentos

da simetria global da acao que levariam a conservagao da corrente se a medida fosse

invariante, em vez da simetria local da acao efetiva.
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Como ja apontado no capitulo anterior, a simetria local da medida fermionica desem-
penha um papel fundamental na conservacao da corrente. No caso classico, a conservagao
era obtida impondo-se as equacgoes de movimento para os campos fermionicos, além da
invariancia local apenas da acao de matéria. Porém, naquele contexto, a importancia da
simetria local era apenas em relacao a forma do acoplamento do campo de calibre com os
campos de matéria, de forma a garantir que a corrente fosse covariantemente conservada
sendo, por outro lado, irrelevante no caso abeliano. O papel principal era desempenhado
pela invariancia global da acao. Por outro lado, no nivel quantico a invariancia local da
medida fermionica aparenta desempenhar papel fundamental na lei de conservacao, de
maneira que se a mesma é quebrada, (2.23) nao é identicamente nula, apontando para
uma provavel e explicita quebra da conservagao da corrente mesmo no caso abeliano.

Portanto, se no caso classico a simetria local nao é fundamental para assegurar a
conservacao da corrente, podendo até mesmo ser quebrada em alguns casos, como no
abeliano ou naqueles que nao envolvam a acao de matéria, quanticamente a invariancia
local da medida parece possuir papel importante na lei de conservacao, de forma que,
se ela nao é invariante, a teoria exibe uma anomalia nao nula potencialmente capaz de

comprometer a lei de conservacao.

2.2 O cancelamento da anomalia como condicao sub-
sidiaria

A possibilidade de uma teoria de calibre poder apresentar uma anomalia gera algumas

controvérsias como, por exemplo, se considerarmos o campo de calibre como um campo
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externo classico interagindo com um campo fermionico quantico cujas corregoes quanticas
sao levadas em consideracao pela integracao funcional sobre os férmions. Neste contexto,
poderiamos encarar a acao efetiva como uma acao classica incorporando efeitos quanticos.

A equacao classica de movimento obtida de uma tal teoria efetiva seria

SWIA,] 5

5A,(x)  0A,(x) / dipdi) exp (il[1h, ), Ay])
I

, _—_— 4 -
= z/d@bd@bm exp (i1, 9, A,l)

—( 0ly 61 : -
= i/d@[)d@b (514“@) + 614“?;)) exp (i[9, A,]) = 0. (2.30)

- /cwcw (2%) exp (il D, A,]) = —é/dzﬂdw%exp (i[5, A)).
(2.31)

Se calcularmos a divergéncia de (2.31), teremos:

A 14,) =~ [ awaip, (550 ew (0.0, A) . @23

O lado direito de (2.32) ¢ identicamente nulo pela invariancia local de . Porém, o
lado esquerdo, ou seja, o lado da anomalia, nao é. Esse é um dos motivos que levaram
muitos tedricos a concluirem que teorias andmalas sdo inconsistentes (veja a discussao na
segao 14.1 de [27]). Entretanto, podemos tentar entender essa questao por um outro viés:
impondo as equagbes classicas de movimento para o campo de calibre como em (2.30) e
calculando sua divergéncia, chegamos em (2.32), onde temos o lado direito identicamente
nulo. Situacao analoga acontece na teoria de Proca onde, quando tomamos a divergéncia
das equagoes de movimento, um lado da equagao resultante é identicamente nulo e o
outro nao é. A solugao ¢é tomar este lado da equagao (09,A") como nulo, gerando uma

restricao ao campo bosonico, usualmente chamada de condi¢ao subsididria. Ninguém
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entende isso como sendo uma inconsisténcia. Ao contrario, esta equacao representa uma
condicao essencial para a obtencao do nimero correto de graus de liberdade para um
campo vetorial com massa. Podemos tentar utilizar, neste contexto, o mesmo argumento
desenvolvido para a teoria de Proca e testar a consisténcia da teoria anomala, encarando
a nulidade da anomalia como uma condicao subsidiaria. Esse sera o ponto de vista central
a ser desenvolvido nesse trabalho? [16, 17].

Por outro lado, é possivel demonstrar que a anomalia também se cancela na situacgao
onde o campo de calibre é quantizado. Para ver isso, devemos partir da integracao da
acao efetiva da teoria anomala definida em (2.1) sobre os campos de calibre, definindo o

funcional de vacuo?®.

7= / dA, exp (IW[A,]) . (2.33)

Redefinindo os campos de calibre de tal forma que A, — A e utilizando a invariancia da

medida bosonica, temos:

7 = /dAHeXp(iW[AH])
— /dAﬁ exp (ZW[AZ])
= /dAH exp (zW[Az]) : (2.34)

Portanto,

/ dA, exp (iW[A,]) = / dA, exp (iW[A9)) (2.35)

2Notemos, no entanto, que nesse contexto é necessario que a acao de matéria seja invariante de calibre

mesmo no caso abeliano para podermos fazer a identificacdo da corrente com o lado esquerdo de (2.31).

3Para manipulacoes algébricas envolvendo o funcional de vdcuo a introducdo de fontes externas é
supérflua uma vez que a contribuicao das fontes vai a zero no final dos cédlculos, por estarmos interessados

em valores esperados. Esta manipulacao é feita nas referéncias [13, 35]
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Isso acontece pela imposicdo da invariancia de dA,, mesmo que W[A,| # W[A9]. Consi-

derando g = exp (i) uma transformacao infinitesimal, temos

/ dA, exp (iW[A,]) = / dA, exp (iW[A7))
_ / dA, exp (@W[AH _ %D,ﬁ])

- / dA, exp (iW[A,]) (1 — / d:véDZbeb(x)gZ [A]) ; (2.36)

= / dx / dA, <_§ngeb(x)) ng A ey (IW[A,])
_ / A6 () / 1A, D", (égz—g) exp (iW]A,]) = 0. (2.37)

Sendo #%(z) um parametro infinitesimal arbitrario, inevitavelmente chegamos a

/ dA,D3, (é%) exp (iW[A,]) = 0. (2.38)

Isso implica, evidentemente,
(01.A4|0) = (0[ Dy, J5'|0) = 0. (2.39)

i.€., no cancelamento do valor esperado da anomalia no caso em que os campos de calibre
forem quantizados [17, 28]. Como veremos na segao seguinte, tal cancelamento pela
invariancia da medida bosonica pode ser entendido como o analogo quantico da condi¢ao
subsididria que cancela a anomalia com campo de calibre nao quantizado. Evidentemente,
tal restricao sobre o campo de calibre implica a existéncia de potenciais vinculos sobre a

teoria. Cabe demonstrar, ainda, a consisténcia de teorias sujeitas a tais tipos de vinculos.
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2.3 Consideracoes adicionais sobre o cancelamento

da anomalia como condicao subsidiaria

Vimos que, no caso da teoria classica, a corrente é conservada pela imposicao da in-
variancia local da acao de matéria e das equacoes de movimento dos campos fermionicos.
No caso quantico, por sua vez, a conservacao da corrente é garantida pela imposicao da
invariancia local da acao de matéria, e também da invariancia local da medida fermionica.
Assim, como ja discutido, a invariancia local da medida parece desempenhar, quantica-
mente, o papel andlogo das equacoes de movimento no caso classico. Consideremos, por
sua vez, uma teoria classica genérica cuja acao de matéria possui a simetria local, mas

com um termo nao simétrico que seja funcao apenas do campo de calibre, ou seja:

[A[@ZJ?’QL)AM] = IM[quvzjaAu]_FIAss[Au]

com: Tass[AG] # Lass[A] (2.40)

como [4s5[A%] # Lass[Au], entdo

0l ass[AL]
D, (W) £0. (2.41)

Entretanto, se impusermos as equagoes de movimento para o campo A, teremos

5]A[¢a,lvb7Au] —0=D <5[AWJ7¢7AM]) - D <5IM[Q/)7¢7AM] + 511455["4#})

JA, 5A, 5A, A, ’
(2.42)
mas
I, 9, A
D, Ol 4, 4, =D,J" =0 (2.43)
5A,
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pela invariancia global da agao. Portanto,

D, (M%}f“]) =0 (2.44)

como condicao subsididria. Se usarmos a versao quantica dessa teoria e ela nao for

anomala, teremos:
7 = / dA, dvdi) exp (qu,qL,AM]). (2.45)

Utilizando a invariancia da medida bosonica teremos, entao,

z = [asdvdiess (italo.d. A,))
= /dAZdwdlﬁ exp (i[AW,TL’AiD

= /dAudwdwexp <@'[A[¢77L>AZ}>

- 0I4lA -
= [anavain, (S0 e (ina1o.0.4,)
m

_ 61 ), A 81 45| A ) -
= /dAudwdi/JD# < M[?Xf’ o) + IL(‘SA[,L ”]) exp <Z[A[Q/J,w,AM]> =0, (2.46)

mas

(s b, A y
[ a,dvain, (%) exp (ila[w, 1, 4,])

- / dA,dpdiD, (W) exp <z'IM[z/1,1L,A#] +z’IASS[AH]>

_ / dA, exp (ilss|A,) / dydiD, (W) exp (i]M[w,QL,AH])

_ / dA, exp (iass|Au) Dy (% {—i / dipdi) exp (uM[w,w,Au])})
— [ aenp 11l D, (5 v (Wula, ) )

_ / dA,D, (%W) exp (W [A] + ilass| A,]) (2.47)
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onde

exp (iWu[A,]) = / dudesp (il [e, . A,]) (2.48)
Entretanto,
dipdip = dp9dy? < Wir[A,] = Wy [A9] (2.49)
OWanlAu\
e, portanto,
— Iy, A -
[ aaavain, (%) exp (iLalt . A) = 0 (251)
m

Usando, entao, em (2.46), que o valor esperado da corrente é nulo pela invariancia
da medida fermionica e da a¢do de matéria, como demonstrado em (2.51), chegamos

finalmente a

= /dAudwdzﬁDu (M“‘—[A“]> exp (iIA[w,zZ;,A“]) = (0|D, <51A—[‘4M]) 0) =0
6A, 0A,

(2.52)
Podemos notar que a equagao (2.52) é a versao quantica da condigao subsidiaria (2.44).
Assim, a invariancia da medida bosonica parece representar o analogo quantico das
equacgoes classicas de movimento dos campos de calibre no sentido de fornecer uma
condicao subsidiaria que é compativel com a conservacao do valor esperado da corrente,
garantida pela invariancia local da medida fermionica e da agao de matéria [17]. Notemos,
no entanto, que a conservacao da corrente existe a priori, e que a condicao subsidiaria

aparece a posteriori, como resultado da compatibilizacao das equacoes de movimento do

campo de calibre com a conservacgao da corrente.
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Como serd demonstrado em (3.21), numa teoria quantica nos campos de matéria e
classica nos campos de calibre, o valor esperado da corrente é identicamente nulo se, e
somente se, a acao efetiva for invariante de calibre. Assim, o fato da acao efetiva nao ser
invariante de calibre, devido a nao invariancia da medida fermionica, gera uma quebra
da simetria colocando em risco a conservacao da corrente. Se, contudo, impusermos o
principio variacional e, portanto, as equacoes classicas de movimento e tirarmos a sua
divergeéncia, o resultado nao serd outro senao que a anomalia ¢ nula. Esquematicamente

temos

_ _ id
A, cléssico: dipdip = dyp?dyps = WIA,] # W[AI] = A # 0, mas

- OW[A] e [(OWIAN
eq. de mov : m = 0 = cond. subsid: Dj, W =A=0. (2.53)

Assim, embora a nao invariancia da acgao efetiva diga que a anomalia nao é nula, as
equacoes de movimento impoem o contrario. Isso é usualmente entendido como contra-
ditério e, portanto, muitos autores dizem que as teorias anomalas sao inconsistentes. No
entanto, como ja esbocado na secao anterior, podemos tentar relaxar esse julgamento e
impor o principio variacional para a acao efetiva (as equagoes de movimento) e, portanto,
o cancelamento da anomalia como condi¢ao subsididaria, da mesma forma que fazemos
para teorias onde a simetria de calibre é explicitamente quebrada.

Entretanto, ha uma diferenca: como vimos, nas teorias cujas a¢oes originais nao sao
invariantes locais, a conservacao da corrente existe a priori, e a condicao subsidiaria
aparece a posteriori. No caso das teorias anomalas, por sua vez, se utilizarmos raciocinio
analogo, acontece o contrario: as equagoes de movimento sao impostas a prior: levando,

portanto, a condicao subsidiaria, e a conservacao da corrente se manifesta a posteriori
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pela imposicao da condigao subsidiaria, mas nao ha nada que a garanta a priori.
Por outro lado, se considerarmos A, quantico, embora a agao efetiva nao seja invariante

de calibre, a medida bosonica é, gerando o cancelamento do valor esperado da anomalia.

A, quantico: WIA,] # W[AY], mas

. W [A]
g = N a _— = =
dA? = dA, = cond. subsid: (0|Dy}, <5AIZL($)> |0) = (0].A|0) = 0.(2.54)

Mas, como vimos, usar a invariancia da medida bosonica significa impor condi¢ao sub-
sidiaria no nivel quantico. Também nesse caso nao ha nada que garanta a conservacgao da
corrente a priori, sendo essa advinda da invariancia da medida do campo de calibre.

Assim, o mesmo argumento que levou autores a considerarem teorias anémalas como
inconsistentes poderia ser extrapolado para o caso quantico ja que, como vimos, utilizar a
invariancia da medida do campo de calibre e chegar a conclusao de que o valor esperado
da anomalia é nulo (embora nao o seja identicamente), pode ser considerado o andlogo
quantico de usar as equacgoes classicas de movimento e, ao tirar a divergéncia da mesma,
chegar a conclusao de que a anomalia tem que ser nula (embora também nao o seja
identicamente). No entanto, um argumento pode ser levantado em favor do cancelamento
da anomalia no nivel quantico em detrimento da mesma no nivel da agao efetiva classica:
no segundo caso, precisamos postular o principio variacional para a acao efetiva e calcular
as equagoes de movimento para anular a anomalia. No primeiro, ao contrario, a medida
dA,, € invariante de calibre e, portanto, o cancelamento do valor esperado da anomalia
nao vem de um postulado, mas de um fato.

Uma outra questao a ser levantada ¢é a consisténcia da equacao que anula a anomalia

com as equagoes de Dyson-Schwinger (DS) para o campo da calibre. No caso abeliano,
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de fato, ela é consistente, ja que

W [A]
u(x)

ca. DS: (0128 10y = 0= 9,00/ o) = (0l (gW [”‘”) 0) = (0AJ0) = 0.

54,(x)

(2.55)
Portanto, nesse caso, o cancelamento da anomalia é redundante ja que também vem como
consequéncia das equacoes de DS. Logo, no caso abeliano, impor a invariancia da medida
bosonica é equivalente a tomar a divergéncia das equacoes quanticas de movimento, assim
como tomamos a divergéncia das equagoes classicas de movimento para chegar a sua

correlata condicao subsididria classica. Entretanto, no caso nao abeliano, teriamos que

conviver com uma condi¢ao extra, ja que

eq. DS: <0\§j{1£g 10) =0= (0|9, (g%&g) |0y =0, (2.56)
“eq. subsid.”: (0|D, ((SAb Eﬁ;) 0)
_ [A] WA
— (09, (Ma x)) 10) + foap 0|A“5Ab(x)|0> =0
= a5 g 1) =0 (257

que significa que as equacoes de DS e a “equacao subsididria” que cancela o valor esperado
da anomalia nao sao redundantes e que, portanto, constituem duas afirmacgoes distintas.
Caberia, portanto, no caso de uma teoria nao abeliana, testar a consistencia de (2.57)
com as equacoes quanticas de movimento.

Vamos supor, daqui para frente, que as equagoes que anulam a anomalia sejam validas,
seja pela imposicao das equacgoes classicas ou, analogamente, pela invariancia da medida
do campo de calibre, e que a corrente se conserve como consequéncia desses motivos. Nada
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nos impede de supor isso, a nao ser que se demonstre a inconsisténcia de tais suposigoes.
Como ja mencionado, esse é o nosso ponto de partida e a nossa proposta, contrastando
com a idéia da quebra da conservacao da corrente ao quantizar-se os férmions.

Por ora, faremos uma pausa estratégica nessa discussao e estudaremos uma antiga
proposta de mergulho de uma teoria anémala em um modelo invariante de calibre. Essa
mesma proposta servira de base para uma segunda proposta a ser desenvolvida no préximo

capitulo.
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Capitulo 3

Formulacoes Invariantes de Calibre

das Teorias Anomalas

Vimos no capitulo anterior que, ao considerarmos uma teoria mista com campos fermi-
onicos quanticos e campos de calibre classicos, a quebra da invariancia de calibre local
no nivel da acao efetiva fornece uma anomalia nao identicamente nula que deu mar-
gem a interpretagao de que haveria uma quebra da conservagao da corrente de Noether.
Como a divergéncia desta corrente precisa ser nula, em funcao da anulagao algébrica de
D, (01¢/6A,), isso levou a um entendimento das teorias anomalas como sendo modelos
inconsistentes e, portanto, nao confiaveis.

No entanto, vérias evidéncias comecaram a apontar para a idéia de que teorias ano-
malas nao sdo necessariamente inconsistentes. O trabalho de Jackiw e Rajaraman [10]
mostra, por exemplo, que uma teoria de calibre anomala em duas dimensoes pode ser
bem definida. Além disso, apesar das teorias anomalas quebrarem a simetria de calibre

quando sao integrados os campos fermionicos, alguns autores conseguiram construir for-
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mulagoes que recuperam a simetria. Faddeev e Shatashvilli [12] notaram que a simetria
de calibre pode ser recuperada pela introducao de novos graus de liberdade, que trans-
formam vinculos de segunda classe (correlacionados & anomalia de calibre) em vinculos
de primeira classe. Tais novos graus de liberdade levam a acao efetiva em uma nova agao
que ¢ invariante de calibre. A exposicao explicita dessa invariancia recebeu o nome de
formulacao invariante de calibre.

E natural tentar entender o que acontece a anomalia de calibre nesse novo contexto das
agoes efetivas simétricas. Além disso, esse mapeamento é feito com os campos de calibre
quantizados. Podemos nos perguntar o que acontece com a anomalia nessa formulacao
invariante e com a heranca dessa formulacao no limite de campos de calibre classicos.
Na secao seguinte, faremos uma revisao do trabalho de Harada e Tsutsui que formula,
naturalmente, uma teoria invariante de calibre. Em seguida, analisaremos a anomalia
e, consequentemente, a divergéncia covariante da corrente no contexto dessa formulagao.
Paradoxalmente, mostraremos que essa teoria continua anomala e que, ao contrario da
formulacao original, nao ha condigoes sobre os campos de calibre que possibilitem seu
cancelamento. Finalmente, mostraremos que o mesmo procedimento proposto por Harada
e Tsutsui para derivar a formulagao proposta por Fadeev e Shatashvili pode ser utilizado
para construir uma nova formulagao, chamada formulacao estendida, que demonstra ser

livre de anomalias.
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3.1 A formulacao invariante padrao

Consideremos a teoria inteiramente quantica descrita pela amplitude vacuo-vacuo

7 = /dwdzﬁdAu exp (i [1,4,A,])- (3.1)

Em uma teoria de calibre sem anomalias, a acao efetiva é invariante e, portanto, cada
termo no integrando funcional que difere dos outros por uma transformacao de calibre
genérica fornece a mesma contribuicao para a integral. O resultado é que a integracao so-
bre todas as configuragoes possiveis exibe infinitas repeticoes de termos equivalentes. Um
método para resolver esse problema ¢é integrar apenas as configuragoes que nao sao equi-
valentes por transformacoes de calibre, como proposto por Fadeev e Popov [29]. Seguindo
seu método, eles introduzem as condigoes de fixagao de calibre f,[A,] = 0 e supoéem que
fa [AIQJ = 0 possuem solucao unica para g. Assim, define-se Ay [A,] de tal forma que,

além de ser invariante de calibre, também satisfaca

Ayl [ dgs (7 [47]) =1 (32)

onde dg representa a medida invariante de integracao sobre o grupo de calibre G*. Multi-

plicando (3.1) por (3.2) filtram-se, portanto, apenas as configuragdes do campo de calibre

!Tomamos esta medida como sendo a medida invariante de Haar [30], no sentido de que ela satisfaz
dg =d(gg').
Na vizinhanca da identidade, ela sempre pode ser tomada como
dg = H de® (z) .
a,z

Os 0% (x), parAmetros que caracterizam g, sdo chamados, neste contexto, de campos de Wess-Zumino.
Embora estes sejam os campos nos quais vamos nos interessar, vamos deixa-los subentendidos na maioria

das vezes, durante este capitulo, nos referindo genericamente ao elemento do grupo g como “campo de

43



que nao sao equivalentes.

Isso acontece em teorias de calibre genuinas ja que, de fato, contribuicoes que dife-
rem entre si por uma transformacao de calibre sao totalmente equivalentes, contribuindo
exatamente da mesma maneira para Z. Entretanto, teorias anomalas exibem acao efe-
tiva nao invariante de calibre, de maneira que cada configuracao de calibre fornece uma
contribuicao diferente para a amplitude vacuo-vacuo. Portanto, em principio, dever-se-ia
integrar sobre todas as configuracoes do campo de calibre, ja que essa equivalencia nao se
sustenta no caso de uma teoria que nao possui a simetria.

Aproveitando a técnica proposta por Fadeev e Popov, Harada e Tsutsui utilizam a
identidade (3.2) em (3.1) da mesma forma que os primeiros, sabendo da nao fatorizagao

da integracao sobre o grupo de calibre. Assim,
7 = / dgdipdipdA,Ag (A5 (f, [A%]) exp (u [1/},1;,/14) . (3.3)
Se fizermos a seguinte mudanca de variaveis
Ay — A, (3.4)
lembrarmos que o funcional Ay é invariante de calibre
Ap[Au = Ar [A7],
e supusermos que a medida bosonica seja invariante, ou seja
dA, = dAj, (3.5)
poderemos reescrever Z como

Z = / dgdipdDA, exp (u [w, b, Ag]) , (3.6)

Wess-Zumino”.
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onde

DA, = dA,A; (4,15 (f.[A). (3.7)

Usando a invariancia de calibre de I, a eq. (3.3) fica

ZZ/@WM@&@@G%Wlﬁw¢w>. (3.8)

No caso em que a teoria nao seja anomala, a medida fermionica serd invariante de calibre,
de modo que a medida podera ser redefinida didiy) — dwgfldﬁgfl sem gerar um jacobiano
que implicara em novos termos na acao. Consequentemente, o integrando é independente
de g e, portanto, a integracao sobre o volume de calibre fornece um termo constante que
pode ser desconsiderado. Na integracao restante, a delta funcional garante que apenas
um campo de calibre por orbita seja selecionado. O método de Fadeev-Popov consiste,
portanto, numa maneira eficiente de definir quanticamente as teorias de calibre. Entre-
tanto, se insistirmos em utilizar a igualdade (3.2) numa teoria anomala, a acdo ganha um
termo extra relacionado ao jacobiano da medida fermionica (2.11), conhecido como a¢do

de Wess-Zumino [31, 32, 33]. Assim, usando (2.11) em (3.8), escrevemos agora

Z:/@wwwmeQW%&MD, (3.9)
com

L [0.0, A g = 1[0, 4] + o [4,, 9], (3.10)

onde [ [w, 0, Ay, g] foi batizada por Harada e Tsutsui como a a¢ao padrao. Efetuando
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a integracao sobre os campos fermionicos teremos,

2 = [ dgivaiva,exp (it 0.0 A9))
- / dgdpdiDA, exp (il [0, A, | + e A, 9])
— /ngAH exp (iW [A,] + o1 [AL, g])

= /ngAu exp (ZW [Ai]) . (3.11)

Definindo W s [A,] como:

exp (iWesr[A]) = /dg exp (iW [A7]), (3.12)
chegamos a
7 / DA, exp (iWass [A]). (3.13)

E facil ver que essa nova acao efetiva é invariante de calibre. Para isso, basta notar que

exp (iWosp [AY]) = [ dgexp (iW [(A%)))
dg exp (zW [Algfq)

d (gh) exp (iW [AZ'"])

|
— — — —

dg exp (ZW [AZD
= exp (iWepr [Au])
= Werr [Au] = Werr [Au]- (3.14)

Assim, a teoria é invariante de calibre e o funcional gerador Z ja incorpora a fixacao de
calibre automaticamente, ao se utilizar da medida DA,,. A teoria anomala ¢é vista, desta

forma, como uma teoria de calibre onde este jd foi fixado.
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Numa teoria onde existe simetria de calibre no nivel quantico podemos nos pergun-
tar, entao, o que acontece com a divergéncia da corrente fermionica no contexto dessa
nova formulacao invariante de calibre. A identidade obtida pelo fato da acao efetiva ser

simétrica é (repetindo os passos que levaram a (2.6)),

Du{é%} 0. (3.15)

A condigao acima, em uma teoria comum, é necessaria e suficiente para a divergéncia
nula da corrente. Para ver isso, consideremos uma teoria nao anomala com acao efetiva

invariante W [A]. Assim,

1WA
q
{e SA( } 0 (3.16)
Vejamos, entao, a relagao de D, { } com a corrente:
1o0W [A,]
D%, < - A
(S oo @)

= Py { [ (1 [v5.4])
= /dlm( “bcsAf( >>{exp< vt al))

- /dwdq/;ng %% {exp<u [w,&,AMD}. (3.17)

Mas 1 [1/17{#714“] =1y [w,{b,Au] + Iz [A,]. Como estamos analisando o contexto das

acoes classicas invariantes de calibre, I [A,] é simétrica, portanto,

81 |1, A STy |10, A
Dab <1MG—W) =0= DZb 1M D¢ 1 M |: /‘:| . (318)

- =P
e 0AL(z) e 0A45(x) le  6AL(x)
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Voltando ao desenvolvimento da (3.17) e utilizando (3.16) temos, finalmente

a{F TR e (W (4)
) SIar |, 90, A, ]
e e )
- /dwdw (Dat) {exp (il |0, 4,] ) } = 0. (3.19)

Fazendo o caminho inverso, temos, evidentemente

R L))
) o1 ¢, 0, A, —
ossion {2 o o))

_ —é/dzﬁd&Dzb% {exp (z’l [%%Au])
- Lot { v o)
Dl (e (7 [4,))
(1WA
T Tub {E 0AY (z

} exp (iW [A,]) = 0. (3.20)
Portanto,

DY, {é%} — 0 /dwdlﬁ (Dadt) {exp (i |0, 4,] )} =0, (@321)

o que significa que a lei de conservacao da corrente, em uma teoria de calibre nao anomala,
pode ser identificada com (3.16). Entretanto, ndo podemos nos esquecer de que, para
chegarmos ao resultado acima, tivemos que fazer uso do fato de que além da agao efetiva
ser invariante de calibre a acao cldssica também o é.

Vamos efetuar agora o mesmo calculo, mas considerando W, ;. Nesta versao invariante
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de calibre da teoria anémala, (3.15) nos fornece

Di (T e (W (4]

= Db | [ dsvdies (i [0, 4,.0]) §
= /dgdwdiﬁ (_éDsz#@)> exp (i]st [W%AWQD
1
19Le [, Ay g]

_ / dgdwctzb{g e }exp(i[st [w,{ﬁ,Au,g])EO. (3.22)

w,ﬁ),Awg] =1 [1&,1},14“] + oy [A,, g]. Portanto, temos

/ dgdidip D, { éMSt [;pA;x?M g] } {eXp (““ [d” 0 A g} ) }
_ / dgdipdi) {Dzb (E—M Lt;;f“} ) + D8, (édii;;’)g ]> }

X {exp (i[st [@D,’(ZJ, Au,g} )}
- Jamason (125 o ()
X {exp (i[St [w,{b, AM,gD}

Porém, I

—

= 0. (3.23)
[ daduai {Dzb (1%) + D, (éé‘gﬁ’;’)“”) } exp (il [1.0. 4,09] ) =0.
(3.24)

Mas, nesse caso, o [A,, g] ndo € invariante de calibre. Para ver isso, basta notar que

o [Alg] = WAL — W A 329
= o [Amgh] — [A”, h]

7£ 631 [A/ug] .
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Portanto,
a 1 5041 [Al“ g]
Consideremos em detalhe o segundo termo da equagao (3.23):
7 a 1 5@1 [A 79] . y
[ dgavaiiny, (EW) exp (il [0, Ay g])
_ n . y a 1 6051 [A 79} .
= /d@bd@b exp <z[ [w,q/z,Au]) /ngub (EW&)) exp (i [Ay, 9])
)
= exp (iW[A,]) /ngZb {_é(SAb—(x) [exp (iW [A%]) exp (—iW [AL])] }

i

= exp (iW [A,]) D}, {_E(M”’L(x) exp (iWerr [AL]) exp (—iW [A#])}

(L) Lo
_ _pe {1%} exp (iWegs [4,]) 0. (3.27)

ub
Vemos, assim, que a invariancia da agao efetiva na formulagao invariante padrao nao
nos leva a divergéncia covariante nula da corrente, como seria esperado de uma teoria nao
anomala. Isso se da pelo fato de que, embora a acao efetiva da teoria, depois de integrados
os férmions e os campos de Wess-Zumino, seja invariante de calibre, a acao de partida
nao o é, ja que sua invariancia é quebrada por aq [4,, ¢g] invalidando uma das condigoes

necessérias para que (3.21) seja satisfeita. De fato, usando (3.27) em (3.23), temos

/ dgddi D, %MMJZ’ Z ’)AM} exp (z‘lst [zb,zl),Au,g]) (3.28)

- o (S e vy ).

Percebendo que o lado direito de (3.28) é a prépria anomalia (2.24) multiplicada pela
exponencial da acao efetiva, temos, portanto

~ 8Ins [0, A . ;
[ dgdipdip D%, <l%) exp (zlst [w, v, Aw])

4 [ dgdipdip exp (ilst [@b, Wb, Ay, gD

40, (3.29)
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O resultado anterior demonstra que, pela nossa defini¢ao (2.23), a formulagao padrao
preserva a mesma anomalia. Isso se deve ao fato de que, se utilizarmos a acao padrao
Iy [w,zL,AH, g] como ponto de partida de nossa teoria, teremos exatamente a mesma
corrente J! = %% covariantemente conservada classicamente, mas apresentando
uma anomalia ndo nula (3.29) ao quantizar-se os campos de matéria. Nessa situa¢do po-
demos notar que, ao contrario da formulacao original, o fato da agao efetiva ser invariante
de calibre impossibilita o cancelamento da anomalia como condigao subsididria.

Finalizamos esta secao apresentando uma maneira mais conveniente de obter uma
formulacao invariante de calibre. Harada e Tsutsui derivam a formulagao padrao através
do método de Faddeev-Popov, ou seja, multiplicando a amplitude de vacuo (3.1) pela

identidade (3.2) acima. Entretanto, podemos obter os mesmos resultados simplesmente

redefinindo o funcional de vacuo multiplicando-o pelo volume do grupo de calibre

Q:/ﬁg (3.30)
Assim procedendo,
7 = /dgdAu exp (1W[A,]), (3.31)

Utilizando a invariancia de calibre de dA,,, temos

7 - / dgd A, exp (iW[A9)])
- / dgdA, exp (iW[AJ])

= /dAH exp (iWeff [AM]) X (332)

onde, como antes,
WNM@MmE/@mﬂmmm. (3.33)
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exatamente como em (3.12). A partir deste ponto, precisamos utilizar a formulacao de
Faddeev-Popov como numa teoria de calibre normal. Inserindo a identidade de Faddeev-

Popov, reobtemos as expressoes familiares de Harada e Tsutsui.

3.2 A formulacao invariante estendida

Vimos na secao anterior que a formulagao padrao, embora seja invariante de calibre, pre-
serva intacta precisamente a mesma anomalia (3.29) do modelo original e que, contraria-
mente a formulacgao original, nao hé condicao subsididria capaz de cancela-la. Poder-se-ia
conjecturar que, pelo fato da acao efetiva ser invariante de calibre, uma escolha parti-
cular de calibre tal que cancele a anomalia poderia demonstrar a equivaléncia entre a
formulacao original e a formulacao padrao. Entretanto, isso incorre em absurdo, uma
vez que teriamos uma teoria que conserva a corrente em um determinado calibre e, por
outro lado, terifamos a mesma nao conservada em todos os outros, demonstrando uma
quebra da equivaléncia fisica entre calibres distintos. Do nosso ponto de vista onde a
corrente é conservada como condigao subsidiaria, isso € suficiente para concluir que as
duas formulagoes nao sao equivalentes. Isso pode ser explicado pela nao invariancia de
calibre da acao padrao, fazendo com que calibres distintos da acao efetiva invariante de
calibre, depois de integrados os campos de matéria e os campos de Wess-Zumino, nao
fornecam resultados fisicos equivalentes, tal qual sugerido no trabalho de C. Linhares, H.
Rothe e K. Rothe [34], a menos que a condigdo que anule a anomalia seja imposta nas
duas formulagoes.

Por outro lado, para derivarmos uma formulacao invariante de calibre, é necessario
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apenas que utilizemos a acgao efetiva, ou seja, como visto na secao anterior, simplesmente

chegamos a
exp (iW,51[A,]) = / dg exp (iW[A2)) (3.34)

que pode ser construida através da acao padrao

exp (iW,1[A,]) = / dgexp (iW[A7]) = / dgddip exp (u [w,{g,A} Fia [A,g])

ou, alternativamente, através de uma outra mais simples:

exp (iW,51[A,]) = / dgexp (iW[A2]) = / dgaydi exp (il [0, 4,9] )

onde
Ien[wﬂLaA/Mg] = I[wv{ﬂaAZ] (335)

é batizada de acao estendida.

A vantagem da acao estendida é que, ao contrario da acao padrao, ela é obviamente
invariante de calibre, tal qual a acao original [ [w,E, A,]. Além disso, classicamente uma
teoria parece ser redutivel a outra por uma redefinicao dos campos de matéria onde

-1
{@D,d)} — {wg_l,@bg }, o que significaria que, classicamente, o parametro ¢ seria in-
visivel. Portanto, as duas formulacoes podem ser classicamente equivalentes. Entretanto,
uma andlise das equagoes de movimento dos campos da teoria deve ser realizada para
termos certeza de que sao, de fato, equivalentes no nivel classico. No nivel quantico, de-
vemos, tal qual fizemos com a formulacao estendida, procurar a quantidade trivialmente

conservada pela invariancia de calibre de Wess[A,]. Assim, procedendo desenvolvimento
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andlogo ao que foi feito em (3.22), chegamos a

D3 (T e s (4,

| OLen [, Ay g

_ / dgadipdi Dy, { ~——— e exp (um [Qb,IL,A#,g]) —0. (3.36)
Ou seja,
[ dgavainy, é% exp (il [ 1.1, 4,.9]
0
(o1 lye i A ] \
— [ dgavainy,{ -Mmﬂibem@aWMMﬂ)
(51 {1/)91,;@91,14#_
_ / Aoy - . S (O (il |6, Ay g] ) =0 (3.37)
"
- / dgdipei D, 1 {W—l,@z)gl, AM} exp (il 0,0, A, g]) =0 (338)
onde

1 (5IM [qu ’ ¢97 ) AM:|
e JAL ()

-1 -gt
Dy Jy {W 0 ,Au} =Dy, (3.39)

Em teorias fermionicas, o campo de calibre é acoplado de maneira linear aos campos de

matéria, de forma que a corrente sé6 dependa dos ultimos. Assim, temos

L 0 [wg‘l,@wg_ ,AM]
Tl [wg‘iw“’ ] = - 3.40
e 0A%(z) (340)
e, portanto, a teoria estendida nos fornece
- 1 o-g7! . -
/ dgdipdiDe, T [W Ry } exp (uen [¢,¢,Au,g}> = (3.41)

—1
-1 -9 , , .
Mas a corrente J¥ [wg U } ¢ exatamente a corrente de Noether que ¢é classicamente

conservada na teoria estendida. Portanto, a formulacao estendida é livre de anomalias.
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Existe, no entanto, uma diferenca sutil entre as versoes classica e quantica do for-
malismo original e estendido: enquanto classicamente o parametro de calibre pode ser
absorvido na definigdo dos campos fermionicos (ou do campo de calibre), se mantendo
invisivel, no nivel quantico este parametro se mantém indispensavel para garantir a con-
servacao covariante da corrente nao abeliana. Além disso, nao é mais a corrente usual

-1
que € identicamente conservada, mas a corrente transformada de calibre J* {1/191, @/)g } .
Isso classicamente talvez nao faga nenhuma diferenca. A diferenca se dd4 quando quanti-
zamos os campos de matéria e o parametro g, uma vez que o mesmo deve ser integrado e
nao pode ser absorvido pelas variaveis fermionicas, dada a nao trivialidade do jacobiano
fermionico.

Por outro lado, no caso abeliano s6 temos a parte inomogénea da transformacao do

campo de calibre. Isso significa que

Ol |16, 0, A% ) / " MM(S:w, A

3A,(@) W) A,)

o [0,0, 4] 1
/ W (Au<y)+;ay0<y>)

P 0.4 (3.42)
0AY(x) '

5]M _’Qb,%Z),AZ
- / T

Como a corrente s6 depende dos campos fermionicos, temos

St 0,0, A8 on [0t A on [0, AL ot [0, 4,]

54 () S I V1 B 917 B

o que significa, evidentemente, que a corrente abeliana ¢é invariante de calibre, ou seja

Jn [1/}‘9,@/) } —Jn [@b,{p] . (3.44)
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Portanto, para o caso abeliano (3.41) fica

/ d0dpdipd, J* exp (uen [Qz;,@b,Aﬂ,e]) =0, (3.45)

onde a corrente é exatamente a mesma nas duas formulagoes.

Facamos, agora, uma comparacao entre equagoes classicas de movimento das for-

mulagoes nao invariante e invariante estendida de um modelo abeliano genérico. No

primeiro caso, temos

][¢7E7 AM] = IM [¢7@7 AM] + ]G [AN] : (346)
com
T" T“ =0 (3.47)
o A _ Sl 9, A _ (3.48)
5 5 '
51 6Ly Slg
§_Au = m + m =0 (3.49)

No caso da formulacao estendida, sendo o campo de calibre acoplado de maneira linear,

podemos expandir a agao até primeira ordem em Az obtendo

61—M[¢7 {bu A]

Lol A ] = 1 [1.0] + [ as 2Dt

{Au(a:) + é@,ﬁ(:ﬁ)} +IG[AlL (3.50)

As equagoes classicas de movimento nos dao

I |, | 6T [0, 47) 0 3.51

op(x) ) o
51 |, , A? Ol |0, AL,

AR L 1 _9 (3.52)
. oy

5] _¢;1L7AZ_ B 5IM _wﬂvvaZ_ 5[@ [Ai] - 5]M [¢7¢7Aui| (SIG [AH] i 53

0A, B 5Au(m> 5A“(x) B 5A#(I) 5A“(x) — B

= = 0 (_E—éAu(x) ) =9,J" =0 (3.54)
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A equacao (3.54) para 6 é redundante, ja que a corrente é conservada por invariancia
global. A equagao (3.53) para o campo de calibre, além de ser invariante, é exatamente
a mesma da teoria original, e as equagoes de movimento (3.51) e (3.52) para os campos
de matéria se reduzem as equagoes (3.47) e (3.48) da teoria original se redefinirmos os

campos de calibre de tal forma que
/ 0 1
Ay — A=A, =A,+ gﬁuﬁ (3.55)

Assim, a teoria estendida abeliana classicamente equivale-se a teoria original, sua acao é
invariante de calibre e o valor esperado da quantidade que é conservada é exatamente a
corrente de Noether da teoria classica. Portanto, a teoria estendida parece desempenhar
o mesmo papel da teoria original, mas com a vantagem de nao ser anoémala, isso é, com a
vantagem de ter o valor esperado da divergéncia da corrente sobre os campos de matéria
identicamente nulo, ou seja, sem condigao subsidiaria.

Para finalizar essa secao, devemos ressaltar algumas sutilezas a serem consideradas
em relagao a definicao da medida fermionica nesse formalismo estendido. Em geral, o
acoplamento com o campo de calibre é feito pelo operador de Dirac D [A] na acao de
matéria

It |#,9,A] = 9D (4]0, (3.56)

e a medida fermionica é definida através desse operador [26] como se segue: primeiro,

e 1L sao expandidos da seguinte forma:

V(@) = D anpn () (3.57)
V() = ) ph@)b, (3.58)



em termos de um conjunto completo de autofuncgoes do operador de Dirac no espago

cuclidiano

D [A] “n (x) = Anfn (:L’) ) (3.59)

entao, a medida fermionica é definida pelos coeficientes a,, e b,, que sao elementos da

algebra de Grasmann

dydy = [ [dbyday,. (3.60)

n,m

Percebemos, portanto, que D [A] desempenha um papel importante na definigdo da
medida fermionica. Por outro lado, I [w, U, A, g] =1 [w,{p, Ag], e o operador de Dirac
que define dipdi) e que garante a equacdo de conservacio (3.41) é o operador de Dirac
transformado D [A9] e ndo o original D [A].

Assim, o problema da anomalia simplesmente nao aparece na formulagao invariante
fornecida pela acao estendida, onde a mesma conduz a uma redefinicao da medida fermionica
que leva em conta o parametro g da mesma maneira que o béson de calibre.

Daqui por diante, iremos nos concentrar apenas no caso abeliano, onde a corrente da

teoria estendida é exatamente a mesma da teoria original.

3.3 As trés formulacoes e a corrente de Noether abe-

liana

Vimos que podemos construir modelos cujas agoes efetivas sao invariantes de calibre a
partir de teorias anomalas através de manipulacoes algébricas sobre a integral funcional.

Apesar de estarmos abertos a possibilidade de considerar esses modelos mapeados mesmo
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com campos de calibre classicos, nao podemos nos esquecer que, para realizar tal ma-
peamento, tivemos que quantizar os campos de calibre e impor a invariancia da medida
bosonica. Podemos nos perguntar se esses modelos sao equivalentes e, no caso da resposta
ser afirmativa, se podemos estender essa equivaléncia ao regime onde o campo de calibre
é classico. Sendo mais claros, consideremos a integracao da anomalia abeliana sobre o

campo de calibre

| 61y [W’p,AM]

/ dA, Aexp (W [A,]) = / vl | o | e (i1 [0, 9. 4,]).

(3.61)

e vamos maped-la, primeiro, na formulagao estendida

1 .
3 / d9d A, Aexp (iW [A,))

- = / d0dA,ddio), EMMJ;(@;A“- exp (il [0,0, Au] )

- = / d0dA? i, EMM(;Z’Z)AZ- exp (il [0,0, 40 )
1

- 2 / d0dA, dpdid, EMMJQ’Z)AZ- exp (il |1, 4,9 )
1

Porém, como vimos em (3.43)

100 [0b AL (o0 [0.00.4,

e AI(@) e A =" (3.62)

Portanto,

N / dA, Aexp (iW [A,]) = é / dOd A, dypdid, J* exp (uen [@z),@b,Au,eD. (3.63)

Por outro lado, relembrando (3.45):

0.

/ dOdipdibd, J* exp (uen [zp, b, A, 9])
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Isso implica

| 61y [w, @,Aﬁ]

/dedwdwau (g s ) exp (u [@b,{b,AzD =0

= /d9A9 exp (i [4°]) = 0. (3.64)

Podemos notar que essa identidade independe do formalismo, ja que W [Ae] é 0 mesmo
nos dois formalismos. Se considerarmos a possibilidade da anomalia ser invariante de

calibre, teremos

/ d9.A? exp (iW [A])

= /d@Aexp (ZW [AQD =0

= Aexp (iWeff {A]) =0. (365)

id
Veremos o que isso pode significar, no caso em que A # 0, quando analisarmos o caso

especifico do modelo de Schwinger quiral.

Realizando procedimento anédlogo para a formulacao padrao, teremos

é / dOdA, Aexp (W [A,])

1 .
= 3 / dfd A A° exp (iW [A]])

1 10W [A? .
- = / d6d A, <55T[Z}> exp (i [4}])

— & [ oo, { =it oo v a1}

_ % / d&dAudwdwau{—ié(%z [exp (u [@w,{b,A] +iay [A,G]ﬂ}

— %/dgdf‘ludwdl/_zau (2511\4 L@Z,;/),A} . ééagj[:;ﬁ]) exp (i] [@Z),z]z,A] T oy [A7g]> '
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Mas,

104m [W@A] 160, [A, 6] 104m [WW@ 1601 [A,6] | 6A,(y)
P + - 57 :/dy c AW +- SA(y) | 3A%(e) (3.66)
€

A, (z) = AZ(m) — é@uﬁ(m) (3.67)
Portanto [ i ]

100 |0, Al 150, (A, 6]
e oA ¢ 0A? =S (3.68)

onde

T ) = Je(a) 4 22040 (3.69)

e 0A,(x)

Portanto, temos o valor esperado da divergéncia da corrente mapeada nos dois formalis-

mos invariantes
/dAN.Aexp (W [AL]) (3.70)

_ / dA,dipdip0,J" exp (” [‘Z”@L’A“D

— % / dOd A, dvpdipd,, Jb () exp (ilst [@Z),{b,A, 9]) (3.71)
— é / A0QA, a0, )" exp (il [0, 4,,6] ) = 0. (3.72)

Fizemos isso integrando a anomalia sobre o campo de calibre. Por outro lado, como

jé visto em (3.45) e (3.24)

/ dOddipd, J" exp (um [¢, b, A, 9} )

- / O, (J“ + EW) exp (ust [2/1, 0, A, HD =0.  (3.73)

Entretanto, considerando que o campo de calibre seja classico, em principio A # 0, ou
seja
_ ; id
A= / ddid, J" exp (u [w, b, AMD 20 (3.74)
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o que significaria uma nao equivaléncia entre os dois modelos invariantes e o nao invariante,
como apontado na ref. [34] no caso do modelo de Schwinger quiral.

Por outro lado, do nosso ponto de vista, como ja apresentado, consideramos que a
anomalia se anule como condicao subsidiaria. Assim, no caso da anomalia nao possuir
simetria de calibre, podemos supor que o modelo estendido se reduza ao modelo original

se for possivel impor uma escolha especifica de calibre que seja
A=0. (3.75)

Sendo esse o caso, fica demonstrado que, de fato, a teoria anomala é uma teoria de calibre
onde o mesmo se encontra fixado.

Entretanto, como ja apontado, notemos que ha um problema na formulagao invariante
padrao se considerarmos uma anomalia que nao possua simetria de calibre. Pois apesar
de teoria efetiva final ser invariante de calibre, a teoria inicial nao é. Isso implica uma
quebra na equivaléncia fisica entre calibres distintos. Para entender isso, notemos que se

integrarmos o segundo termo de (3.73) teremos, assim como em (3.27),

/ d0dipdipd, (é%) exp (ust [¢,¢,A,e]> = —Aexp (W [A]).  (3.76)

Por um lado, se considerarmos que a nossa corrente fisica, conservada classicamente por

invariancia global, seja a mesma 0,,J*, entao, usando (3.76) em (3.73), teremos

Aexp (iW.py [A]) = / dOdipdipd, J* exp (ﬂst [w,{p,A,eD . (3.77)

Isso significa que terfamos a corrente conservada em um calibre muito especifico (3.75) e

a mesma nao conservada em todos os outros.
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Por outro lado, se considerarmos que a corrente no formalismo estendido nao seja mais
J#, mas uma versao modificada pela adicao do termo de Wess-Zumino, entao, evidente-

mente ela deverd ser calculada a partir de J%(x), definida por (3.69), contando com a

adi¢ao de %6; ji?gg] a corrente original. Entretanto, pelo mesmo motivo anterior, (3.77)

nos fornece a mesma corrente original

S

T () = J* (3.78)

no calibre especifico (3.75) acima, e a corrente modificada (3.69)

1 601 [A, 6]
H R T S
Jst(x) J + e (SAM(Z')

em todos os outros, demonstrando que a corrente do formalismo original nao possui re-
presentante fisico no formalismo estendido.
Retornaremos a essa discussao mais adiante, onde o caso especifico do modelo de

Schwinger quiral serd analisado.
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Capitulo 4

A Formulacao Estendida e a
Generalizacao do Mecanismo de

Stueckelberg

No capitulo anterior vimos que é possivel mapear uma teoria anomala, ou seja, uma teoria
que possui simetria de calibre na acao classica, mas cuja acao efetiva nao é invariante de
calibre, numa teoria com acao efetiva invariante de calibre. Tal descri¢ao, conhecida como
formulacao invariante de calibre, é obtida ao integrar-se a agao efetiva transformada sobre

os parametros de transformacao dos campos de calibre, como ja visto em (3.33). Assim,

exp ((Werr [AL]) = /dQ exp (iW [A%]) (4.1)

onde Wess[A,] é invariante embora W [A,] nao seja.
Apesar desse tipo de mapeamento ter sido construido no contexto das teorias anomalas,

podemos notar que ele nao precisa estar circunscrito ao ambito das mesmas, ja que nao
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hé nada que trace a origem da acao efetiva, ou seja, ela pode vir, por exemplo, de uma
teoria que nao seja invariante ja classicamente.

Assim, esta formulacao abre a possibilidade de mapear modelos com acoes clédssicas
nao invariantes de calibre em acoes invariantes com o mesmo contetdo fisico. Isso, de fato,
foi feito por Harada e Tsutsui para o caso especfico do modelo de Proca [35]. A seguir,
revisaremos o mesmo exemplo que mapeia o campo vetorial massivo acoplado a campos de
matéria, num modelo invariante através de (4.1) e veremos que ele coincide exatamente
com o modelo de Stueckelberg [19] sem o termo de fixacdo de calibre, possibilitando

interpretar a formulacao estendida como a generalizacao do mecanismo de Stueckelberg.

4.1 O modelo de Proca

O modelo de Proca acoplado a um campo de matéria pode ser definido da seguinte forma:

10,0, 4] = I [0, 4, + Wo (4, (42)

onde Iy, [7,0, W, Au] é a acao de matéria invariante de calibre e Wp [A4,] é a agdo de Proca
pura

1 2
WA= - / drF"™ F,, + m? / dr A A, (4.3)

A simetria de calibre é quebrada pelo termo massivo. Para ver isso, notemos que

4,) - / dzF™F,,

.1, A
/ (o) (4, + )
0,0, Ay + " / dz (ZAﬂaue + e%aﬂeaue) (4.4)

I W",J,AZ] _

2

( 2A10,0 + auea 9) £0. (4.5)
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Se utilizarmos (4.1) em (4.2), teremos

exp ((Wepp [Au]) = /d@ exp (ZW [Am)

- / dfdipdi) exp (U [w’@z”AZD'

Considerando que a teoria nao seja anomala e que, portanto, a medida do campo de

matéria seja invariante, temos:

exp (tWeyry [Aul)

_ / dOdidib exp (u W,gbe,AzD

_ / ddihdip exp {u [1/),&,/14 n %mz / dx (ZAMQHG + 6_128“98“0> } . (4.6)

onde usamos (4.4) para chegar ao resultado acima.

Portanto, temos uma teoria estendida com um campo extra #, descrita por

exp (iWers [Au])

_ / dOdupdib exp {uM [¢, {p,Aﬂ]

TR Ry

2 2
+i / dz [—EFWF L7 0000,0 + Lm2 A A, + EA“@LG] } .
2 e

Temos, portanto

on |16, A 0] = Tag [958, Ay + Wiy [4,6],

onde Wp(en [4,0] é a acao de Proca estendida

1 .. 1m? 1 m?
Wp(eny [4,0] = /dx (——F“ F, + 558“9(9#9 + ngA“Au + ?A“@ﬂ) .

4

Se redefinirmos o campo escalar por uma constante multiplicativa, ou seja,

(4.7)

(4.9)

(4.10)



a agao de Proca estendida toma a exata forma da acao de Stueckelberg [19] sem o termo

de fixacao de calibre
L o 1 1 1
WStueck [A, B] = dx _ZF Fl“’ + 5 (mA + 3 B) (mA# + auB) N (411)
que ¢é invariante sob o grupo de transformagoes de calibre de Pauli [36]
A, — A, +0,A (4.12)

B — B-—mA. (4.13)

4.2 A generalizacao do mecanismo de Stueckelberg

Vimos que a formulacao estendida nos permite o mapeamento do modelo de Proca no de
Stueckelberg, invariante sob o conjunto de transformacoes de Pauli (4.12) e (4.13). No
formalismo invariante estendido aplicado aos modelos anémalos, por outro lado, partimos
de uma acao invariante de calibre I, [1/1, v, A, 8} , e chegamos a uma acao efetiva W, [A]

também invariante. Existe, no entanto, uma acao intermediaria
W' [A, 0] =W [A%] (4.14)

que nao possui simetria de calibre. Entretanto, tal qual o formalismo de Stueckelberg,
tanto essa agdo quanto a acdo de Proca estendida (4.9), sdo evidentemente invariantes

sob o conjunto de transformagoes de Pauli redimensionadas por (4.10) abaixo:
1
A, — A, +-0,A
e
0 — 0—A (4.15)
Isso significa que, se considerarmos o escalar como um campo classico, podemos anula-

lo por uma simples escolha de calibre e voltar ao formalismo anomalo original, tanto
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quanto o Stueckelberg se reduz a Proca pela mesma escolha de calibre. Em outras pa-
lavras, classicamente # nao é notado, mas deve existir e ser quantizado no sentido de
possibilitar a construg¢ao de um modelo livre de anomalias. Vimos anteriormente que as
equacoes classicas de movimento da formulagao invariante estendida sao redutiveis as da
formulagao original por uma simples redefinicao do campo de calibre. Sob o ponto de
vista da simetria de calibre estendida (4.15), isso simplesmente redunda em uma escolha
de calibre onde o escalar 6 é constante.

Assim, o formalismo estendido pode ser entendido como uma generalizacao do pro-
cedimento de Stueckelberg, enunciado da seguinte forma: todo boson de calibre deve ser
acompanhado por um escalar de tal maneira que o gradiente do ultimo deve ser adicionado
a0 Primeiro.

A grande vantagem do modelo abeliano massivo de Stueckelberg, que coincide exata-
mente com a formulacao estendida do modelo de Proca, é que foi rigorosamente demons-
trado que ele é renormalizével e unitdrio [37].

Comecamos toda a discussao da formulagao invariante pela integracao do que identi-
ficamos como sendo o parametro de calibre. Entretanto, ao menos no caso de uma teoria
abeliana, podemos reinterpretar esse procedimento afirmando que nao é o parametro de
calibre que é realmente integrado, mas o escalar de Stueckelberg, um campo quantico
compensador que se mantém escondido pela simetria de calibre convencional, mas que se
torna necessario no sentido de recupera-la quando a mesma é quebrada, capaz de fornecer
uma teoria abeliana livre de anomalias, assim como um modelo massivo renormalizavel
para o campo vetorial.

Pelo fato do nosso campo 6 ter sido identificado com o escalar de Stueckelberg ao
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extrapolarmos o nosso procedimento para o modelo de Proca, iremos generaliza-lo. Assim,
da mesma forma que os parametros de calibre sao chamados campos de Wess-Zumino
na formulagao padrao, dada a adi¢do do termo de Wess-Zumino a agao, na formulagao
estendida eles serao chamados de campos de Stueckelberg ou, no caso da teoria abeliana,
de escalar de Stueckelberg.

No préximo capitulo, iremos integrar o escalar de Stueckelberg da acao estendida do
modelo de Proca, obtendo a sua versao invariante de calibre e faremos uma analise de
sua agao efetiva (integrada apenas sobre o escalar). Faremos procedimento andlogo para
o caso anomalo do modelo de Schwinger quiral. Veremos que a analogia entre os dois
casos se demonstra extremamente conveniente. Isso nos conduzira, naturalmente, a uma
condicao de equivaléncia entre modelos com simetria de calibre e modelos sem simetria

de calibre.
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Capitulo 5

Equivaléncia entre Modelos com
Simetria de Calibre e Modelos Sem

Simetria de Calibre

Dando sequéncia a andlise do capitulo anterior, iremos considerar dois exemplos abe-
lianos: o modelo de Proca e o modelo de Schwinger quiral. Iremos comparar os dois
modelos na formulacao original e na estendida, demonstrando a equivaléncia entre as

duas formulagoes.

5.1 Equivaléncia entre o modelo de Stueckelberg e o

modelo de Proca

Consideremos o campo de Proca interagindo com férmions, exatamente como em (4.2).
Como vimos, essa agao nao possui simetria de calibre por causa do termo massivo. As
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equagoes classicas de movimento nos levam a

I I
00 _ 0l _ 0, (5.1)
oY gy
D F"™ +m?A” = eJ”, (5.2)
onde, evidentemente
101y
[l
J S (5.3)

é a corrente conservada por invariancia global calculada através do acoplamento linear
com o campo de calibre, dada a invariancia local da agao de matéria. Se calcularmos a
divergéncia de (5.2), teremos

0, A" =0 (5.4)

como condicao subsidiaria.
Por outro lado, como vimos, podemos aplicar o procedimento de Harada-Tsutsui,

transformando apenas a parte massiva que quebra a invariancia de calibre e obter (4.8)

IP(en) [%E, A7 9} = IM[¢7J7 A] + WP(En) [A7 0] ) (55)

com Wp(en) [A, 0] definida em (4.9). Como vimos no capitulo anterior, Wp e, [4, 0] coin-
cide com a agao de Stueckelberg, que é invariante sob as transformagoes de Pauli (4.15).

E evidente que o modelo de Stueckelberg se reduz ao modelo de Proca original esco-
lhendo-se o calibre onde o campo de Stueckelberg é constante. Entretanto, nosso interesse
é demonstrar a equivaléncia entre o modelo de Proca e sua versao invariante, depois de

integrado o campo 6 !. Para tanto, devemos integra-lo sobre as érbitas de calibre para

'Em teorias de calibre, configuracoes de calibre distintas fornecem a mesma contribuicdo para a integral

funcional configurando-se, portanto, apenas como repeti¢coes redundantes que nada acrescem a integral
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achar a versao canonicamente invariante de calibre do modelo de Proca acoplado aos

campos fermionicos

exp (u; [w, b, AD = exp (uM [w, b, AD / 0 exp (iWpen) [4,0]) . (5.6)

Para isso, utilizamos (4.6):

. . S [1m? m*
df exp (iWp(en) [A, 0]) = exp (iWp [A]) | dfexp (i 558 00,0 + ?A 0,0 |,
(5.7)

e o fato de que

, 1m? m?
/d@ exp {z dx <§6—28,ﬂ(7“0 + ?Auf)"&) }

i 2 1

= dfexpq o m” [ dx | -0"A,0 + =000
2 e e
1 21 1

) o Ll s Yo (Lo o O 2 20

= /dQeXp{Qm /dm [(Da A“+6)D(Da Al,—l—e A, = A,

« / df exp {%m2 / da Kéamu + g) 0 (éamu + g)} } | (5.8)

Fazendo uma mudanca de varidveis § — 0" = 0 + 50" A,; df' = df, eq. (5.8) fica

2 2
/ df exp {z / dz (%%aueaue + %Am%) }
) HoY [3 2 / /
= exp (_%m2/da¢Au%Ay) /d9/62e2m J dz6’009 (59)

. o
~ exp (—%mQ / dg;AM%Al,) (5.10)

além de uma constante trivial. Dessa forma, se pudermos demonstrar que uma teoria se reduz a outra

por uma simples escolha de calibre, entdo serd possivel afirmar que ambas s@o equivalentes. Sob essa

idéia faremos a nossa analise.
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e, portanto, (5.7) fica

= / df exp (iWp(en [A, 0]) (5.11)

- [won{-o [ar (a1 ) (w1 2o0)} s

: A
~  exp <—%m2/d9§Au (UW — 8D8 ) A,,) . (5.13)

A integral sobre @' é apenas uma constante e, portanto, pode ser descartada. Assim,

(4.7) se torna

exp ((Werr [Au]) = /dwd@expi { {]M [w,@L,AM] — i/d”xF””FW

JIAZ
—|—%m2/d”xAM (n“” — 6D8 )] Ay}. (5.14)

Portanto, temos um modelo massivo invariante de calibre descrito por

I [w,QZJ,AM] = I [Qﬁ,lb,Au] v /d”:v {_EFWFW + %mzAM (77“” - aﬂma”) A,,}>

(5.15)
onde, ao contrario de (4.2), nesse modelo o termo massivo ¢ invariante de calibre strictu

sensu. Apesar de termos mergulhado na teoria inteiramente quantica para derivar (5.15),

podemos usar a sua versao cldssica e calcular suas equagoes de movimento. Assim, temos:

L _ oLy

A%
e = PP 4 m? (n“” _ aDa ) A, (5.17)

onde, obviamente, as equacoes de movimento dessa versao invariante de calibre do mo-

delo vetorial massivo coincide com as de Proca se fixarmos o calibre de Lorenz 0,A" = 0,
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demonstrando a equivaléncia entre as duas formulagoes. Podemos perceber que tal es-
colha de calibre é equivalente a escolher # constante antes da integracao sobre o escalar.
Voltaremos a esse ponto nas préximas segoes.

Temos, portanto, um mapeamento plausivel e consistente de uma teoria que claramente
nao é invariante de calibre numa formulacao invariante de calibre equivalente strictu sensu,
s6 que aplicado ao contexto do modelo de Proca, onde temos, ao invés da nao trivialidade
do jacobiano fermionico, a assimetria da acao.

Esse exemplo serve apenas de guia para nos conduzir a um resultado mais interessante

e menos préoximo do senso comum, a ser apresentado na proxima segao.

5.2 Equivaléncia entre as formulacoes original e es-

tendida do modelo de Schwinger quiral

Retornaremos aos modelos anomalos definidos através de (2.11) focalizando, agora, o caso

abeliano. Consideremos a agao da teoria anomala

10,0, A] = Duans [0,0,A] + Is (4], (5.18)

sendo Iar(ano) [1&,%%1] a agao de matéria anomala® e Ig[A] a agdo bosonica livre que
possui simetria de calibre. Como vimos no capitulo 2, a nao invariancia da acao efetiva

implica a existécia de uma anomalia que nao é identicamente nula, ou seja

ama, (Y 2, 19

2Definimos a acdo de matéria andémala como aquela que, depois de integrados os campos de matéria,

quebra a sua simetria de calibre original.
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Isso resulta, como vimos, numa suposta quebra de conservacao da corrente, ja que

/ dipdipd, J* () exp (u [w,{p, A]) — Aexp (W [A]) £ 0, (5.20)

onde

19 (Anoym [% Wb, A]
e 5A,(x)

JH(x) = (5.21)

Entretanto, nosso ponto de partida foi considerar o cancelamento da anomalia como
condicao subsidiaria, calculando a divergéncia das equacoes de movimento do campo
de calibre obtidas através do principio variacional aplicado a acao efetiva ou através da

simetria de calibre da medida do campo bosonico. Portanto, sob a nossa 6tica

16W [A]) _ (522

A= O (E 5A.(2)

Tal nulidade da anomalia, contudo, implica em vinculos sobre o campo de calibre. Falta
demonstrar, ainda, a consisténcia interna de uma teoria sujeita a tais vinculos. Nesse

sentido, iremos analisar um exemplo concreto, o modelo de Schwinger quiral, cuja acao é

I [Wb,A] - / &z { —%F“”FW + iy [0, — ieA,Py) zp} , (5.23)

sendo

Pr==(1+7). (5.24)

1
2
Essa agao ¢é invariante de calibre e a corrente classicamente conservada em funcao de sua

simetria é
J*(x) = Yy Py, (5.25)
A agao efetiva é exatamente solivel [10, 38], sua expressao é dada por

62 v fo fo aaaﬁ v v
g Au |ag" = (9" + ) =5 (9" — ¢ )} A,,},

(5.26)

1
W [A] = /d%{—ZF“VFWJr
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onde g é a métrica de Minkovski bidimensional, e** é o tensor de Levi-Civita e a é um
parametro de regularizacao arbitrario.
E fécil perceber que W [A”] # W [A] [13]. De fato,
ar [A, 0] =W [A°] — W [4]

= 4i &z {% (a — 1) 9,00"0 — e [(a — 1) 9, A" + e’“jauAl,]} . (5.27)
T

Portanto, o modelo de Schwinger quiral é anomalo, sendo a anomalia dada por:
e 174
A= i {(a —1)0,A" +€70,A,}. (5.28)

Por outro lado, podemos impor o principio variacional a acao efetiva (5.26) e tirar as

equagoes de movimento para o campo A,. Assim procedendo, temos

2
SW [A] = / &2z {8MF“”6AV + 8%5 (AM {ag“” — (9" + ) % (g% - eﬁ”)} Ay)} =0

6 <Au [ag’” = (g + ") GE@; (9% — ¢ ”)] Au>

= 0A, [ag‘“’ — ("™ + ") 3%9[3 (g7 — eﬁl’)] A,
+A, {ag“” — (g" + ) a"‘gﬁ (9™ — eﬁv)] JA,

dA, {ag““ — (" + €"%) —aaaﬂ (gﬁ“ — eﬁ”)] A,
0

U
v A v "
e A -
v aaaﬁ Bv Bv
AM ag"” — (gua + EHQ) T (g —€ ) 0A,
94 I v
= 04, [aA” SO A Ty, 0Oy el eﬂ”A#}
v A v "
= auF’uV + aA” — aDa AM + EﬁMaDaﬁAu — v aama AM + EV&EBH%AM
H AV I v
+aA” — 5D(9 A, + EBV%AM _ ke aaDa A, + e aOéDaﬁ Eﬂl/AM
= 0
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2 [Z5AT0) v

m
A — euaﬁaa AM + euaeﬂu%Au) —0.

47 U o " U
(5.29)
Tomando a divergéncia de (5.29), teremos:
= (a—1)0,A" +e"0,A, =0 (5.30)

que € a condigdo subsididria que anula a anomalia. Substituindo em (5.29) e utilizando

o fato de que

eha By — g,ul/gaﬁ _ g#ﬁgal’7 (531)
e que, portanto
aaaaﬁ v | ZNe' av aaaﬁ
e Teﬁ :(g“g ——y ) 5
0.0
_ sl B av g
9 o g+
0,0
- _guaTﬁgﬁ”+9“”, (5.32)
teremos
Lo ST (2PN (5.33)
g 4n (@ —1) o ") '

Mas a eq. (5.33), além de ser invariante de calibre, é exatamente a equagao de movi-
mento obtida pela versao invariante do modelo de Proca, sujeita a restrigao (5.30). Assim,
temos o que parece ser uma teoria de campos para o campo vetorial massivo consistente
e plausivel se entendermos a equacgao subsidiaria que anula a anomalia como um vinculo
que relaciona a parte longitudinal do campo com a sua parte transversa.

Por outro lado, utilizando a versao estendida do modelo de Schwinger quiral, teremos

L, [zp,zlj,A, 9} =1 [w,qb,Aﬂ (5.34)

= / d*x {—%F“”FW + iyt {aﬂ — e (AM + éaue) P+] zp} :
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Como ja visto no capitulo anterior, a formulacao estendida, antes da integragao sobre o
escalar, pode ser entendida como o andlogo do mecanismo de Stueckelberg e, obviamente,
se reduz a formulacao original pela escolha de calibre onde 6 é constante. Depois de

integrados os férmions, teremos
W [A%] = aq [A, 0] + W [A]. (5.35)

Logo, sé precisamos considerar o termo de Wess-Zumino (5.27) na integracao sobre 6.

Assim,

exp (1Wesr [A]) = exp ({W [4]) (5.36)

/ 4 exp ( 4% / pe {% (0 —1)5,00"0 — ef[(a — 1) 9, A + ewa#Ay]}) |

Por outro lado,

/deexp (i/ x ;(a 1)0,00"0 — ef[(a — 1) 9, A" +e/“faﬂAy}})

41
= /deexp (-é (a—1) /dzx {eme+ {GHA’HL (ail)e“”auA,,} DH})
= /d@exp{—é (a—1) /d%{ (a AP (ail)e"”ﬁuz‘ly)
oL (0 L) 4

e? 1 1
_ Iz v H v
= (@LA + (- 1)6 aMAV) (aMA + = 1)6 aHAV)} (5.37)

Fazemos a seguinte translacao em 6:

0 =06+ ée (@LA“ + ew/a“A,,) .df' = db (5.38)

1
(@ —1)

e, a menos de uma constante multiplicativa, a eq. (5.37) torna-se
1
/ df exp (4 / dx {5 (a—1)0,00"0 — el [(a — 1) A" + G’WGMAV]}) (5.39)
T

B e? 9 u 1 v 1 u 1 o
= exp {Zg (a—l)/d x (@A + (a—l)e GMAV> g (8“/1 + (a—l)e 8uA,,>}.
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Logo, substituindo (5.39) em (5.36), teremos

2

Wes [A] = WA+ (a—1) (5.40)

1 1 1
2 I pv W pv
X /d x (&LA + (= 1>e (9“141,) = (@LA + (= 1>e (9HA,,> .

Podemos procurar uma forma mais conveniente para a eq. (5.40). Assim, abrindo o

segundo termo do lado direito, temos

62 2 o 1 Ny 1 v 1 af
87(@—1)/d x (aﬂA Pt 8#141,) = (8VA S aaAB)
2 uw v
= 6—(a— 1)/d2x <—A QA,, R A“g“a%Eﬁ”A + ! A e“aaaaﬁeﬂ”A,,)

8w O (a—1) O Y a—1)" O
= g &z (— (a—1) A, a;ayA — 24, Waamaﬁ VA, + oo ! )A ewagﬁ e A )
= g d*x {— (a—1) AM%AIJ + A, (—29”0‘&&?{36@ + @ i 1)e“aa§ﬁeﬁ”> Au}
= g d'z {Au (— (a—1) g““%gﬁ” — zg“aa‘gﬁeﬁ” " i 1>e“aaf"maﬁ eﬁ”) A,,} - (5.41)

O primeiro termo, por outro lado,é dado por
WIA] = /d% {—iFwa + gAM [ag“” — (g"® + &) 8C§ﬁ (gﬁ” _ Eﬁu)] AV}
_ / A2z {—iF"”FW (5.42)
T e L R P

e, portanto, somando os dois termos teremos

1 2
™

4 O (a—1) O
(5.43)
Usando (5.31) e (5.32), chegamos finalmente a
= W,y [A] = /d2 L, L@ T 9007 (5.44)
AR R R R P T D R o |7 ‘
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Isso significa que a agado efetiva (5.40) é exatamente a agdo de Proca invariante de
calibre em duas dimensoes que fornece a equacao de movimento do modelo anomalo
original (5.33), mas sem a restrigao (5.30) sobre o campo de calibre. Assim, analogamente
ao caso Proca/Stueckelberg, se fixarmos o calibre (5.30) na agdo efetiva invariante de
calibre (5.44), o modelo estendido se reduz ao modelo andémalo original, demonstrando a
equivaléncia entre as duas formulagoes.

Para finalizar essa segdo, vamos tentar calcular a acao efetiva (5.34) realizando, pri-

meiro, a integracao sobre o escalar e entender o que isso pode nos trazer. Temos, portanto,

/ d0dipdib exp (u [zb, b, A(’D

Se utilizarmos a medida fermionica definida por
DAl = iv* [0, —ieA,P,], (5.46)

como ela ndo depende de 6, teremos uma delta de Dirac funcional em (5.45). Isso gera
algumas complicagoes, pois a medida do campo fermionico depende do campo de calibre,
o que dificulta a resolucao da integral (5.45). A maneira de burlar a delta de Dirac é, como
fizemos, utilizar a definicao da medida fermionica fornecida por D [A(’]. Assim, teremos
uma dependéncia da mesma em 6, o que torna essencial que primeiro realize-se a integragao
sobre os férmions antes do escalar, fornecendo W [Ae] com termo quadratico em 6, em vez
de linear, evitando, dessa forma, o surgimento da delta de Dirac funcional. Esse exemplo,

portanto, demonstra a necessidade de utilizar a definicao da medida fermionica através
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do operador de Dirac transformado no sentido de prover uma formulagao nao anomala

integravel através da acao estendida.

5.3 Discussao

Tudo o que foi discutido até agora no presente trabalho nos conduz, naturalmente, a
seguinte afirmacao: Uma teoria com simetria de calibre é equivalente a uma teoria sem
simetria de calibre se a primeira for redutivel a sequnda por alguma condi¢ao de calibre.
Pelo ponto de vista da simetria de calibre estendida de Pauli (4.15), as formulagoes original
e estendida sao obviamente equivalentes, ja que a segunda se reduz a primeira por uma
escolha de calibre onde o escalar 6 é constante.

Desde o ponto de vista canonico das teorias de calibre, por outro lado, nossos exemplos
demonstram que os modelos efetivos integrados sao redutiveis um ao outro através do

calibre de Lorenz

0, A" =0, (5.47)
no caso do modelo de Proca; e do calibre modificado
(a—1)0,A" +€"v0,A, =0 (5.48)

no caso do modelo de Schwinger quiral.
Notemos que, para atingir tais condigoes de calibre, é necessario proceder as seguintes

transformacoes sobre um campo de calibre nao restrito A,:

1
Ay, = Ayt 0,0 (5.49)
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calculando a divergéncia de A, no caso do modelo de Proca (5.49), teremos
1
0, A" = 9,A" + ~OAp = 0, (5.50)
e

logo,

e
Ap = —50,A" (5.51)

Procedendo da mesma maneira com o modelo de Schwinger quiral e adicionando ﬁe’”’aﬂfly,

teremos

1
9, A" + o, Al = 0,A" + e 9,A, + EDASch =0

1
(a—1)

= ASch = —E (8NA“ +

(a—1)

= eﬂva¢/4y) . (5.52)

1
(a—1)

Se compararmos (5.51) e (5.52) com (5.37) e (5.38), respectivamente, podemos perceber
que a translacao sobre o escalar de Stueckelberg para atingir a acao efetiva invariante é

tao somente

0 —0 =0—A. (5.53)

Isso sugere que a condicao de calibre estendida 6 = cte, que garante a equivaléncia entre
os dois formalismos é transferida para os campos de calibre depois de integrado o campo
de Stueckelberg, como demonstrado em (5.47) e (5.48), de tal maneira que se torna a
condicao subsidiaria dos modelos originais.

Voltemos agora a formulagao invariante padrao. A referéncia [34], ao analisar a versao
padrao do modelo de Schwinger quiral, mostra que suas fungoes de correlagao invariantes
de calibre coincidem com as da teoria anomala original, mas também demonstra nao ser
este o caso das funcoes de Green nao invariantes. Mostra ainda que nao ha condicao de
calibre tal que o funcional gerador da formulacao padrao coincida com o da formulagao
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original. A conclusao, portanto, é que o conteudo fisico de ambas as formulacoes diferem
entre si. Contudo, também é demonstrado que a acao com a adicao do termo de Wess-
Zumino é equivalente a da formulagao original se a condigao de calibre (5.48) for imposta
a ambos os modelos. Como vimos, essa condi¢ao aparece como condicao subsididria no
modelo original. Por outro lado, vimos que a anomalia é preservada gracas ao fato da
acao de Wess-Zumino nao possuir simetria de calibre e que, ao contrario da formulacao
original, nao ha condicao subsidiaria que a cancele uma vez que a acao efetiva final é
invariante de calibre. Para ser mais preciso, podemos tentar um tipo de “condicao

subsidiaria” utilizando a equacao de Dyson-Schwinger para o campo 6, ou seja

(i [s5.4.1)

- /decwdqp% [A, 6] exp (i[st [w,{ﬂ,A, GD =0, (5.54)
mas,
YRy AT
A ey o () e,
e, portanto,
/ dOdipdip A exp (ust [@Z),@L,A, 9]) —0. (5.56)
Isso é totalmente coerente com (3.64), pois
/ A0 didid A? exp (ust [ ])
_ / A0y dg A exp (i, [ b, 4,0])
_ / d6.A° exp (iW [A%)) = 0. (5.57)
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Se fosse permitida uma anomalia invariante de calibre, o que significaria escolher a = 1

no modelo de Schwinger quiral, terifamos, evidentemente

/d@A exp (zW [AHD =0,
ou seja, o cancelamento da anomalia. Entretanto, a escolha a = 1 representa um
parametro de calibre (5.52), a ser utilizado para integrar o escalar pela translacao em

(5.38), que é infinito. E f4cil ver, por (5.36), que tal escolha também representaria uma

delta de Dirac funcional que teria a anomalia como parametro. Ou seja, se a = 1, entao

exp (iWeys [A])
= exp (iW [4]) /d@ exp (—ﬁ/d% {606“1’8”/1”})
=0 (A[A]) exp (iW [4]). (5.58)
Vimos em (3.65) que uma anomalia invariante de calibre teria, como consequéncia,
Aexp (iWesr[A]) = 0.
No nosso caso, obviamente

Aexp (iWess[A]) = A[A] 6 (A[A]) exp (iW [A]) = 0. (5.59)

id
Assim, explica-se o resultado (3.65) para A # 0 no modelo de Schwinger quiral. Am-

bas as formulagoes invariantes sao trivialmente equivalentes ao modelo anomalo original,
uma vez que possuem a mesma ac¢ao nao invariante, com o redundante cancelamento da
anomalia sendo imposto pela delta de Dirac antes da equagao de movimento do campo ve-
torial sobre a teoria efetiva W, s [A]. A sobrevivéncia da anomalia na formulagao padrao
advém, portanto, da sua nao invariancia de calibre.
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Por outro lado, um valor distinto de a claramente tornaria o cancelamento da anomalia
impossivel. Retornando a discussao da invariancia de calibre da acao efetiva, vimos na
secao 3.3 que a assimetria do termo de Wess-Zumino da acao padrao nos fornece resultados
fisicos distintos para calibres distintos. Como j& demonstramos, a corrente se conserva
num calibre muito especifico (aquele que cancela a anomalia) e néo se conserva em nenhum

outro. Estas consideragoes talvez expliquem os resultados encontrados na referéncia [34].

5.4 Correspondéncia entre as formulacoes invarian-
tes do modelo de Schwinger quiral e o modelo de

Stueckelberg

Vimos que ambas as formulacoes invariantes de calibre do modelo de Schwinger quiral

nos fornecem, depois de integrados os férmions,

Wsen [Ae] = Wge [A] + /dzx {81 (CL — 1) 8&8"9 — 439 [(a — 1) auAu + e“”@MA,,]} ,
7i

™

(5.60)
enquanto o modelo de Stueckelberg bidimensional é descrito por
0 1 9 5 m? 9 1 1

Apo6s integrado o campo escalar, esses modelos fornecem a mesma acao de Proca invariante

de calibre

o L 1@ L, 040
Weff[A]—/dx{ Tt S e A |9 = S| A (5.62)
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A diferenga entre eles para atingir (5.62) estd na translagao sobre a variavel §. No modelo

de Stueckelberg, fazemos a seguinte mudanca de variaveis:
Op — Op + %8*‘14,“ (5.63)

enquanto no modelo de Schwinger quiral temos

1
Osen, — Ogen, + 56 (@A“ +

1
Tk aﬂAu). (5.64)

E conveniente, portanto, que encontremos um mapeamento entre esses modelos. De fato,

podemos nos certificar que a seguinte relagao entre as variaveis escalares

a e 1 e 1
Ogep = ——0p — ————e"9,A, + ——-—+=0,A" )
s = )P T oo’ T g (5.65)
transforma um modelo no outro
WSch(en) [A7 QSch] = WP(en) [A, HP] (566)
/dé’gch exp (inch(en) [A, chh]) ~ /dﬁp exp (in(en) [A, Qp]) ) (5.67)

Para ver isso, basta substituir (5.65) em (5.60). Assim, temos

Ween [A%5"] — W, [A]

1 e
= /dQLU {8— (CL — 1) Qﬂgcha“@sm — EQSC}L {(CL — 1) auA'u + 6/“’8“141/]}

™

1
= —— (a — 1) /d233' {GSChDHSCh + {26@“4“ +

- e“”ayA,,} eSCh} (5.68)

2e
(a—1)
Abrindo o primeiro termo de (5.68), temos

chhDGSCh (5.69)

1 1 1 1 1
= @ 1)2 <a9p — eﬁe“”auAV + eaﬁpAp) O (aep — eﬁe“”ﬁuAy + eﬁapAp) ,
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com

1 1 1 1
(aHP - eﬁe’wauA,, + eﬁapAp) O (aep — eie‘“’(?uA,, + eEGpA”)
1
= a®0p00p + 2ealp0,A? — 2ealpe" 0, A, — 2626“”0MAV58PA”

1 1
0, A =0, Ay + O, A =0, A7 (5.70)

Abrindo o segundo, temos

2e y
2e0, A" + (0= 1)6“ GMAV} Osen
1 K pv 1 pv 1 p
- @17 (2e(a — 1)0, A" + 2e€"0,A,) | abp — e A, + eﬁaf’A (5.71)
sendo
2 Y pv 1 uv 1 o
(2e(a — 1)0, A" + 2e¢70,A,) | abp — ege A, + eaﬁpA

1
= 2ea(a —1)0p0,A” + 2eabpe’'0,A, — 2¢2(a — 2)6“”8MAV56IJAP

1 1
—2626"”8“14,,560‘50&/15 + 2¢%*(a — 1)(3PAPE@MA“ (5.72)

Somando (5.69) com (5.71) chegamos a

Wsen [A%] — Wen [4] (5.73)
2 2 2
e 9 a 2a 1
= — ————0pU0p — ——— AP+ 2¢"0,A,=0,A?

. d°x ( o2 (CL — 1)913 ep s (CL — 1)9138,) + Ze 8M VDap

1 030, 1 1 2a 1

A paZPT By g AP A — AP, A

oy TE At Ty A T %A g0 )

Por outro lado

2 1 Ky e’ pv po 804@3 Bu
WSCh [A] = d*x _ZF sz/ + 8_7'[' Aﬂag — A/’«g T'g Al/

+2Auga“%eﬁ”Au + Auﬁﬂa%ﬁﬂ%‘lvl } (5.74)
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Portanto,

Wsen [AeSCh} = /d2$ {—EFW/FMV +

4 [—azepDQP — 2&269P8pAp (575)

8 (a—1)

+ae? (a — 1) A, A" + a62A'D%A7 + aeQAMe”a%eﬁ”Ay} }

mas, como vimos em (5.32), e“a%eﬂ” = —g“a% %" + ¢g". Portanto, substituindo em

(5.75), teremos

Wen [A%5e] (5.76)

_ / iz {-%FWFW - #ﬂl)epmep - #Z_l)eepaﬁw 4 %A“A“}
Definindo

m? = % (a“_Q ik (5.77)

chegamos, finalmente a

1 1 2 2 2
Ween [A%54] = / Pz {—ZF“”FW + Q%auepaﬂep + m?auepfw + %A#A“}

= Wp[A%]. (5.78)

Isso significa que podemos identificar quaisquer das duas formulagoes invariantes de
calibre do modelo de Schwinger quiral, depois de integrados os férmions, com a versao
bidimensional do modelo original proposto por Stueckelberg. Cabe ressaltar que esse re-
sultado é bastante consistente com a idéia da generalizacao do mecanismo de Stueckelberg
proposto no capitulo anterior. Se puder ser demonstrado resultado analogo em 4 — D,
entao sera fornecido um mecanismo de geragao de massa através de corregdes quanticas

da integracao sobre férmions quirais que pode ser unitério e renormalizavel [37].
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Capitulo 6

A Pseudoanomalia do Efeito Hall

Quantico Fracionario

Em 1989, Zhang, Hansson e Kivelson propuseram uma teoria efetiva capaz de descrever
o efeito Hall quantico fraciondrio (EHQF) [39, 40]. A teoria de Chern-Simons-Landau-
Ginsburg (CSLG), como foi nomeada, conta com a inclusdo de um campo de calibre
auxiliar, cuja dinamica é fornecida por um termo de Chern-Simons (CS) na acdo, além
do acoplamento minimo proprio entre os campos de calibre e os campos de matéria.
Essa teoria emerge ao fazer-se um mapeamento do problema fermionico de um gas
de elétrons bidimensionais submetidos a um forte campo magnético perpendicular ao
plano que os contém num problema bosonico. Isso é feito através de uma transformacao
unitaria nos estados e nos respectivos operadores. Apds essa transformacao, emerge um
termo extra no momentum canonicamente conjugado que é funcao dos campos de matéria
e que pode ser obtido dinamicamente se o definirmos como um campo de calibre auxiliar

cuja dinamica é governada pela acao de Chern-Simons. Através do principio variacional e
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tomando-se um calibre especifico, chega-se a forma exata do campo de calibre em funcgao
dos campos de matéria. E mister, portanto, que essa teoria seja, de fato, uma teoria de
calibre.

Esse mapeamento s6 é possivel para um conjunto especifico de valores de um parametro
que aparece no operador unitario. E interessante notar que o fato dos valores precisos do
parametro aparecerem na teoria implicara exatamente os platos da condutividade Hall,
o que nos leva a concluir que o efeito Hall quantico fracionario é consequéncia de fatores
topoldgicos decorrentes do fato do sistema estar em duas dimensoes. Este ponto sera
abordado posteriormente.

Apesar do notavel sucesso da teoria, os referidos autores se ocuparam em construir
o modelo para um sistema bidimensional infinito, sem se preocupar se o mesmo poderia
ser valido para o caso real de um sistema limitado por fronteiras. De fato, como apontou
Wen [20], a agdo de Chern-Simons possui simetria de calibre se a mesma estiver definida
em um espaco bidimensional ilimitado ou num espaco compacto sem bordas. Contudo,
ela perde a simetria quando se considera o sistema num espaco com fronteira como, por
exemplo, um disco.

Esta quebra da simetria de calibre costuma ser entendida na literatura como indicativa
da presenga de uma anomalia [20], [21]. Wen argumenta que, como a teoria inicialmente
¢ invariante de calibre, a quebra da simetria implica que a acao considerada nao esta
completa e que, portanto, falta um termo de fronteira capaz de anular a anomalia, recu-
perando a invariancia de calibre da teoria.

Inspirado por Witten, num trabalho em que o mesmo aponta a relacao entre teorias

de Chern-Simons tridimensionais (2+1) e teorias conformes quirais bidimensionais (1+1)
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[41], Wen propoe cancelar a anomalia através da adicao de uma agao fermionica quiral
de fronteira. Isso é feito ajustando-se os coeficientes da acao quiral de tal forma que
a quebra da simetria causada pela fronteira do sistema no termo de Chern-Simons seja
anulada pela anomalia de calibre da agao quiral. De fato, o termo que anula a anomalia
¢ o mesmo independentemente da geometria da fronteira considerada.

Esse procedimento de restauracao da simetria de calibre, apesar de engenhoso, parece
ser uma tentativa de reparar uma teoria cujo verdadeiro problema nao esta corretamente
identificado. Isso serd discutido detalhadamente nas se¢oes seguintes. Nesse contexto,
faremos uma andlise minuciosa da acao de Chern-Simons limitada por uma fronteira e
levantaremos a questao se ela é, de fato, anomala, ou seja, se a quebra da invariancia
de calibre se da exclusivamente no nivel quantico ou se ela ja aparece no contexto de
uma teoria classica de campos. Adiantando nossos resultados, afirmamos que a simetria
é quebrada ja classicamente, o que a descaracteriza como uma teoria anomala. Assim,
questionamos o procedimento de restauracao de simetria proposto por Wen lembrando que
a acao quiral é, de fato, anomala, o que significa que ela é simétrica ja de inicio e que sua
invariancia é quebrada a posteriori, ao tomar-se a agao efetiva do campo de calibre, apds o
procedimento da integragao sobre os férmions quirais. Contudo, a agao de Chern-Simons
limitada quebra a simetria antes mesmo de qualquer integracao funcional. Portanto,
temos uma teoria de partida que nao é invariante e que torna-se simétrica apenas depois
de integrada sobre os férmions quirais. Nossa analise indica que tal anomalia nao existe e
que, seguindo estritamente a estratégia de definir corretamente o campo de Chern-Simons
de modo a reproduzir o fator estatistico correto, obtemos uma ac¢ao invariante de calibre,

inclusive no nivel quantico.
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A auséncia da anomalia pode forcar uma revisao de varios argumentos que aparecem na
literatura recente. Podemos citar uma amostra de trabalhos lidando com assuntos diversos
tais como estados de borda no grafeno [42, 43], descri¢oes de liquidos de Liittinger quirais
[44, 45] e relagoes entre elétrons de borda e fase de Berry [46]. De fato, um trabalho
recente de Goldman et al. [47] sobre o efeito Hall quantico anomalo em redes épticas
descobriu uma funcao de onda de Laughlin que depende de ambas as coordenadas z e Z,
o que implica que a teoria subjacente nao deve ser quiral.

Assim sendo, seguiremos o procedimento de Zhang [40] para construir desde o inicio o
tratamento do caso com fronteira, procurando entender onde, como e por qué hé a quebra
da simetria, sempre contrastando com o caso sem fronteira.

Para uma revisao mais detalhada do efeito Hall quantico, indicamos o livro de Ezawa
[48]. Aspectos de férmions em uma dimensao espacial na matéria condensada sdo ampla-
mente discutidos em [49]. Nossos resultados, discutidos neste capitulo, ja foram aceitos

para publicacdo e devem aparecer na literatura nos proximos meses [50].

6.1 Analise da quebra da invariancia de calibre da

acao de Chern-Simons

Vamos mostrar que a acao de Chern-Simons ¢ invariante de calibre a menos de um termo

de superficie. Consideremos, portanto, a acao sem fronteira

Tay /dea“”paH&,aP. (6.1)

SCS [a] = 9
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Se fizermos uma transformacao de calibre em (6.1), teremos

Scsla+0a] = % / d*xe"?(a, + 0,a)0,(a, + 0pa)

= Sesla] + %/d?’xs“”pﬁuaﬁya[,

= Scslal + %/d?’xﬁu(e“”paayap)

5Scs = % &30, (" 0d,a,). (6.2)

Ou seja, a variacao da acao € a integral de uma divergéncia que, pelo teorema de Green,
se traduz em um termo de superficie (a ser calculado no infinito). Como em qualquer caso
fisico real nos damos o direito de dizer que o campo deve se anular no infinito, podemos
tomar esse termo como sendo nulo, tendo, portanto, uma acao com simetria de calibre.

Tomemos, agora, a acao de Chern-Simons limitada por uma fronteira

Styla] = % /A BrePa,d,a,

— %/d?’m@(x)é"”pauﬁyam (6.3)

onde a funcao degrau © (x) é definida como

1, sex €A
O(x) = . (6.4)
0, sex¢ A
Se, nessa versao alterada, fizermos uma transformacao de calibre seguindo os mesmos

passos que levaram a (6.2) e tomando os termos de divergéncia total como sendo nulos,

teremos

Sesla + da) = Sigla] — % / d*20,0(x)e""d,a,

= 05%g = —% d*10,0(x)e""d,a 0. (6.5)
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O que antes podia se anular por ser uma quadridivergéncia, agora fica impossibilitado
pelo fato de haver uma funcao degrau no lagrangeano. Temos, portanto, uma variacao
nao nula da a¢do proporcional a uma funcao delta 0,0(x) na fronteira. Sendo essa funcao
nio nula apenas na fronteira, é evidente que 6524 é apenas um termo de borda em uma
dimensao espacial e uma temporal.

Temos, portanto, um problema: a teoria que, no caso ideal de um sistema bidimensi-
onal nao compacto ilimitado ou mesmo compacto (mas sem bordas) possuia simetria de
calibre, agora, num caso real limitado por uma fronteira, perde a sua simetria por um
termo unidimensional de fronteira. Isso parece um contrasenso ja que, como serd visto na
secao seguinte, a teoria microscopica inicial é invariante e, de fato, precisa ser por uma
questao de consisténcia.

Como vimos no primeiro capitulo, em uma teoria abeliana a conservacao da corrente
se da pela invariancia global da acao, e a simetria local constitui-se apenas em uma
maneira eficaz de acoplar o campo de calibre aos campos de matéria. Entretanto, muitos
autores insistem em considerar a corrente de Noether como sendo uma decorréncia da
simetria local. Assim, seguindo o desenvolvimento descrito na ref. [21], se calculdssemos
a identidade de Noether completa fornecida pela simetria local caso a agao de Chern-

Simons limitada fosse invariante, teriamos

Sl + 0a] — S[a] = — / @20, <‘5ib)) olz). (6.6)

da,(x

Como, nesse caso, S°la + Oa] # S°[a] por conta da acdo de CS nio ser invariante, a

quantidade entre paréntesis do integrando nao ¢é nula. Calculando a contribuicao da
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“corrente local” fornecida pelo termo de Chern-Simons, teremos

Je" _ 552'5 _ Oay 3 nrp (SQM(y) 5aﬂ(y)
s = =iz =T [ ayeree (5 o, ) + ). 50

= =T [Py = 1) (5,000, (0) ~ 51000 )aul) ~ 5 O()0s, (1)

= T (0 (x)0,0,(@) — 70, 0(x)a(x) — #O()0,0,(x))

= —% (2e*PO(x)0ya,(z) — ™?0,0(x)a,(z))

- _% (2e°7°0(x)D,a,(x) + £°°,0(x)a,(z))

= js = —0ne""O(x),a,(x) — Z5L70,0(x)a,() (6.7)
e, portanto
= Oty = —%EW‘)@M@(X)@GP(%) £0. (6.8)

Isso ¢ comumente entendido como sendo uma anomalia [20], [21]. Entretanto, a si-
tuagao parece confusa pelo fato de atribuir-se a lei de conservagao da corrente a simetria
local. Além disso, toda essa analise foi feita para campos classicos, ou seja, para campos
que sao apenas fungoes do espaco-tempo e nao operadores agindo no espaco de Hilbert.
Uma anomalia é uma quebra da invariancia de calibre apenas no nivel quantico, mas essa
acao nao ¢ invariante ja classicamente.

Por outro lado, se escrevermos a acao completa dessa teoria
St =84 + S, (6.9)

onde S%, é a agao de matéria com acoplamento minimo com os campos de calibre e o
sobreindice b denota que a teoria € limitada por uma fronteira. A equacao de movimento

para o campo de CS nos fornece

ek ) .
5o E(S% + Seg) = ey +
n 1

6S8g
day,

=0 (6.10)
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Evidentemente,

18}
e day,

i = (6.11)

¢ a corrente conservada pela invariancia global. Portanto, se calcularmos a divergéncia

de (6.10), teremos

b b
8# (ﬁ) = 8# <_€j§(4 + _{;ZCS) = 0. (6'12)
nw

day,
Como

9t =0 (6.13)

pela simetria global, entao deveriamos concluir, também, que

) (532‘3) = 0. (6.14)

day,

Isso seria uma identidade se SZg fosse invariante de calibre. Entretanto, como vi-
mos, sua simetria é quebrada pela fronteira do sistema. Portanto, a eq. (6.14) nos da,
explicitamente,

Ouilss = =52 9,0(x)d,a,(x) = 0, (6.15)

Em vez de uma anomalia, a equacao acima deveria ser considerada simplesmente como
uma condi¢ao subsididria classica. Tal condi¢ao impoe diferencas fundamentais na forma
das equagoes de movimento na fronteira (x €0A) e dentro da superficie (x € A;x ¢ 0A).
Para entender isso, basta notar que 0,0(x) é uma funcao delta que contorna a fronteira

da amostra, e que a sua geometria é arbitraria. Portanto, (6.15) nos diz que
e"P0,a,(x)|xeaa = 0. (6.16)

Usando (6.10), (6.7) e (6.16), respectivamente, e levando em conta que ©(x) é uma fungao
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constante dentro da amostra e sé varia na borda,

5Sts
Ga, M
— 0,,e"PO(x),a,(T) + %gway@(x)ap(x) =t (6.17)
Portanto,
Ihilxgoa = 0aye"POya,(x)|xgoa (6.18)
Fitlxcor = 52" 0,0(x)a,(x) xeos (6.19)

Isso significa que, mesmo nesse modelo com termo de Chern-Simons limitado, a corrente
se conserva. Além disso, ha dois tipos de corrente: uma corrente bidimensional no interior
da amostra (6.18) e, além dessa, uma outra unidimensional na fronteira (6.19). A isso
talvez possam ser dadas vérias interpretagoes como, por exemplo, a imagem classica de um
movimento de ciclotron préximo a fronteira, comumente utilizada para fortalecer a idéia
da adicao de férmions quirais unidimensionais, cujas correntes, como veremos, possuem
exatamente a mesma forma acima, sendo a inclusao dos referidos férmions, portanto,
redundante. Isto sera discutido nas préximas secoes. Neste momento, cabe observar que,
mesmo sem a adi¢ao de férmions quirais circulando na fronteira, a teoria de Chern-Simons
limitada ja preve uma componente da corrente circulando na borda, dispensando a adicao
de tais férmions.

A teoria considerada acima é perfeitamente consistente. Apesar de ter a invariancia de
calibre violada pela limitacao da acao de CS, a corrente de matéria ainda é conservada pela
simetria global. Sua agao é classica, o que a descaracteriza como sendo anémala. Além
disso, percebemos que a pseudoanomalia deve se cancelar como equagdo subsididria (6.15),
exigida para fazer valer as equagoes de movimento. Portanto, a conclusao que emerge é
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que nao ha anomalia alguma. Temos apenas um modelo cuja quebra da simetria impoe
alguns vinculos sobre a corrente que continua sendo conservada.
Isso acontece, também, como vimos, na teoria de Proca para o campo vetorial massivo.

Nesse modelo, a simetria é violada pelo termo de massa do campo vetorial
S 1 2 3 w
onde S§;p é a parte simétrica da agdo, dada por
S50 = Su—= [ dapm
MP = OM T e F, (6.21)

sendo Sy a acao de matéria com acoplamento minimo e F),, = d,A, — 0, A, a intensidade
de campo do campo de calibre. Usando a mesma idéia confusa de “corrente de Noether”
extraida pela simetria local, chegamos a seguinte corrente conservada vinda da parte

simétrica da agao

S
Opjs = O (— 6;3413) =0 (6.22)
m

A corrente total, se a teoria fosse totalmente invariante, deveria ser

0Snmp

o
J A, (6.23)
Sua divergeéncia, no entanto,
o g = 0 {—L (SS —I—lmQ/dgyA”(y)A (y))}
I3 H 514“(%) MP 2 v
1 0
= 8{——m2/d3y A (y)A,(y }
= —m0, { / d*yd*(y — x)ci’,‘A”(y)}
= 0,j" = —m?9,A", (6.24)
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nao é nula. Na verdade, nao é identicamente nula como deveria ser se houvesse invariancia
de calibre. Entretanto, a equagao de movimento para o campo A, analogamente ao campo

de CS, nos impoe que

0Smp

=0. 2
SA, 0 (6.25)
Portanto,
0Smp ”
kL = 2

como imposigao de (6.25). Assim, por (6.24), a equagao
9, AP =0 (6.27)

aparece como condicao subsididria, necessaria para dar suporte as equagoes de movimento.
Ninguém questiona esse resultado. Na verdade, ele fica mais evidente e, de fato, é mais

conhecido ao tratarmos com as equagoes de movimento explicitamente

T = i {su g [ e wrm + g [ Eaeam |
= —jh - / APy (y)Ox (gigz;) +m? / d?’yA”(y)gj:Eii
= —jh+ / dPysho®(x — y) (O FM(y) + m* A" (y))
= O P+ m2AY =0
= 0, F" +m*A” = j¥,. (6.28)

A corrente jj, é obtida pela simetria da acao dos campos de matéria acoplados ao campo
de Proca e, pela prescricao do acoplamento minimo, é exatamente a corrente obtida
por invariancia global da acao a menos da carga elétrica como constante multiplicativa.

Portanto, se tomarmos a divergéncia de (6.28), teremos

0,0, F" +m?0,A” = d,j%;.
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Sendo F* um tensor antisimétrico e j%, conservada, concluimos que
M )
o
0, A" =0,

que é o mesmo resultado (6.27). Esse resultado é bastante conhecido, a ac¢éo é classica,
nao é invariante, a corrente é conservada, (6.27) é equacao subsididria e ninguém chama
0, A" de anomalia. Essa situacao ¢ totalmente andloga a teoria de CS com fronteira, como
ja analisado. Portanto, se a teoria de Proca nao possui nenhuma anomalia, nao ha razao
distinta alguma para a teoria de CS com fronteira possuir.

Contudo, apesar de analogas no contexto em que estamos tratando, existem diferencas
marcantes sobre os vinculos das duas teorias. Na teoria de Proca, o vinculo se da sobre
o campo A*, equivalente a escolher o calibre de Lorenz caso a teoria fosse simétrica. Isso
significa que se pudermos simetrizar o termo de massa da acao tomando, por exemplo,

apenas a parte transversa do campo, i. e.,
1 oro”
émZ/d?’xAu <77“” -5 > A, (6.29)

teremos teorias completamente equivalentes. Tomar o calibre de Lorenz em (6.29) significa

apenas passar de uma teoria de calibre para a teoria de Procal. Portanto, o vinculo (6.27)
nao traz nenhuma consequéncia fisica para o problema (além de aumentar o ntimero de
graus de liberdade, em comparagdo com o caso sem massa).

O mesmo nao pode ser dito para a teoria limitada de CS. Como visto em (6.19),
o vinculo impoe fortes restricoes sobre a forma da corrente na fronteira, distinguindo-
a explicitamente da corrente do interior da amostra. Essa teoria prevé uma corrente

efetiva unidimensional na fronteira e, portanto, ao contrario da teoria de Proca, o vinculo

Tsso foi discutido detalhadamente em capitulos anteriores.
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imposto pela equacao subsididria induzida pela acao limitada de CS produz profundas
consequeéncias fisicas.

Wen argumenta que a acao microscépica que leva a essa teoria efetiva é, de fato,
invariante de calibre. Portanto, a quebra da simetria sugere que (6.9) nao seja a agao
completa que descreve os estados do efeito Hall quantico fraciondrio. J& que, por (6.8), a
diferenca na transformacao de calibre da agao é apenas um termo de fronteira, a parte que
estd faltando deveria ser um termo unidimensional associado a excitacoes na fronteira.
Inspirado por Witten [41], o autor propoe que excitacoes de fronteira devam ser descritas
por férmions quirais unidimensionais interagindo com os campos de calibre (mais preci-
samente, dlgebras quirais U(1) de Kac-Moody). Férmions quirais sdo, de fato, anomalos,
ou seja, sua acao classica é invariante, mas sua simetria se perde apds a quantizacao. Isso
significa que a acao efetiva, depois de integrados os campos quirais, perde a invariancia
de calibre. A soma S° + W/a], onde W{a] é a acdo efetiva dos férmions quirais, pode
tornar-se invariante de calibre por uma escolha especifica de certos coeficientes na agao
quiral. No entanto, ao adicionar férmions quirais na fronteira para restaurar a simetria de
calibre, estamos usando uma anomalia real, que é uma quebra da simetria apenas no nivel
quantico, para cancelar uma pseudoanomalia, ou seja, para fazer invariante uma acao que
nao tem simetria local alguma desde o inicio. O resultado final parece uma espécie de
anomalia reversa, ou seja, comecamos com uma acao cldssica que nao possui simetria de
calibre,

S = S]bw + Sgs[a] + S,lp, al (6.30)

e, somente depois de integrados os campos quirais ¢, terminamos com uma teoria invari-
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ante
S = S, + Stgla] + Wlal. (6.31)

Podemos nos perguntar o que acontece com a corrente depois de adicionados os
férmions quirais. Por um lado, como S%; + S,[p,a] é invariante, a quebra da simetria
se d4 da mesma forma que em (6.6), ou seja, pela agdo de CS. Isso nao muda o vinculo

da teoria, ja que Sy[yp, a], assim como S%,, é invariante. Portanto?,

0S ) 558
TV Sb Sb S Y o cS —0
J b, Sa, (Shr + Sesla] + Sylw,al) = iy + b Sa,
ao impormos as equagoes de movimento. Assim,
0%s _ ghy + (6.32)
day, My '

5 65k, 0
"\ da, o

jé que j4; e Jjb sdo conservadas pelo teorema de Noether. Portanto, a equagao (6.16) ainda

é valida aqui. A equagao de movimento, por (6.7), fica

04y €"PO(x)0,a,(x) + %5uvp(3y@(x)ap(w) = b+ jh. (6.33)
Usando o vinculo (6.16), temos, para a fronteira do sistema,

. . UZ v
Ihrlxeoa + jb = Tyé““ P0,0(x)a, (). (6.34)

Ou seja, nesse estagio, o resultado de adicionar férmions quirais é simplesmente somar a

corrente quiral a corrente de matéria em (6.19). A equagao (6.33) nos diz que a soma da

2Aqui, seguindo a mesma linha de raciocinio de [21],utilizaremos j* para denotar a “quantidade” que

deveria ser conservada pela invariancia de calibre local, e j}, a corrente de matéria propriamente dita.
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corrente de matéria que, em principio, é bidimensional com a corrente quiral unidimen-
sional é igual a um termo também bidimensional dependente da divergéncia do campo
de calibre somado a outro unidimensional que depende do préprio campo. Além disso,
(6.34) nos diz que, se tomarmos a corrente total na fronteira, ela é exatamente igual ao

termo unidimensional da equagao (6.33). Isso, talvez, nos autorize a fazer as seguintes

identificacoes:
= %gway@(x)a,,(a:), (6.35)
Ihilxgoa = 02, e"PO(x)0,a,(x), (6.36)
Jhrlxeoa = 0. (6.37)

Isso é consistente com a teoria de CS sem fronteira que, no caso, significa tao somente
extrapolarmos a fronteira de S° para o infinito. ©(x) = 1 é constante sempre, portanto,

0,0(x) = 0, ou seja, nao ha corrente quiral e

Ihr = Ouye?PO,a,(x). (6.38)

Essa é exatamente a corrente calculada para a teoria sem fronteira. Para ver isso, notemos

que as equacoes de movimento nos fornecem

S . dScs
) | T — 0
day, J Tm day,
. 0Scs
=Jm =,
n

0 o
- _ xy 3,, ~avp
Jar 50,(7) ( 5 / d’ye aa(y)auap(y))

Oy
= ZL(d,a, - "0,0,)

.H . Ij
= Jy = 0’00,
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resultado idéntico a (6.38).
Se compararmos as identificagoes (6.35), (6.36) e (6.37) com (6.18) e (6.19), notaremos

que, de um lado temos

. Oy
jit = Z2er ), 0 (x)a, (),

jx/[|x¢8A = o'xygwjpallap(x)a
j]!\LJ|x€8A = 07

e do outro,

. UI vV
Jhrlxeon = Ty&?“ ?0,0(x)a,(z),
j]l\L4|x¢8A = awe”l’p@,,ap(x).

Portanto, o papel dos férmions quirais €, tao somente, substituir a corrente unidimensional
de matéria na fronteira por uma corrente fermionica quiral sendo, portanto, irrelevante
no contexto de uma teoria com o termo de Chern-Simons limitado.

As duas teorias em questao nao possuem invariancia de calibre, suas acoes sao, de
partida, nao invariantes. Apesar disso, nao ha nenhum impedimento tedrico aparente
que determine que sejam descartadas. Elas sao consistentes e as duas possuem a mesma
relacao de corrente unidimensional na fronteira com os campos de calibre. A tnica di-
ferenca reside no fato de uma corrente ser determinada pelos campos fisicos da teoria e
a outra por campos efetivos quirais. Além disso, percebemos que a adigao de férmions
quirais na fronteira para restaurar a invariancia de calibre é um artificio duvidoso e sem
sentido, ja que ela s6 se da depois de integrados os campos quirais. Uma teoria que é

definida por uma agao sem simetria local nao pode ser considerada uma teoria de calibre.
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A situacao anterior representa uma analise do panorama tedrico atual na descricao do
efeito Hall quantico fracionario. Vimos que, embora a acao de CS comumente utilizada
nao seja invariante de calibre, ela seria capaz de fornecer uma descrigao consistente (do
ponto de vista tedrico) do fenémeno. No entanto, conforme veremos a seguir, esta agao
de CS limitada nao deve ser utilizada na descricao fisica do problema. Com o intuito de
mostrar este fato e encontrar a descri¢ao tedrica mais adequada (e invariante de calibre)
faremos, na proxima secao, a construcao da teoria efetiva de CSLG do efeito Hall quantico
fracionério com fronteira, tendo como base a construcao analoga para o caso sem fronteira
e alterando-a quando necessario. Neste processo de construcao ficara claro o ponto onde

a simetria de calibre foi perdida e de que maneira ela deve ser restaurada.

6.2 A teoria de Chern-Simons-Landau-Ginsburg para

o efeito Hall quantico fracionario com fronteira

Numa situagao tipica onde o efeito Hall quantico fracionario acontece, temos um sistema
eletronico bidimensional submetido a um campo elétrico tangente e a um forte campo
magnético perpendicular & superficie da amostra, descritos pelos potenciais (Ag, A), res-
pectivamente. O Hamiltoniano microscépico do sistema é

H=Y" 1 [pi _ EA(ri)} g > edo(ri) + > V(i — ;) (6.39)

. 2m ¢ i i<j

onde m é a massa de banda dos elétrons no cristal e V(|r; —r;|) é o potencial coloumbiano
da interacao entre os elétrons. O campo magnético é forte o suficiente para que os elétrons

estejam quase totalmente polarizados. Portanto, a interacao entre o spin dos elétrons e o
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campo magnético pode ser negligenciada e nao foi levada em consideragao em (6.39).
O Hamiltoniano em questao descreve um sistema fermionico, ou seja, um sistema que
obedece a estatistica de Fermi-Dirac sendo, portanto, fiel ao principio de exclusao de

Pauli. As fungoes de onda sao antissimétricas

Y11, ooy Tiy o Ty o TN) = = (11, ooy Ty ooy Ty TN (6.40)

Em trés dimensoes espaciais, podemos trabalhar com essas funcoes antissimétricas
sem nenhum problema. Porém, em duas dimensoes, o fato de termos férmions num plano
produz consequéncias topoldgicas que precisam ser levadas em consideragao. Para elucidar
a natureza do problema, consideremos um sistema de duas particulas genéricas. O fato de
serem particulas quanticas idénticas, implica que a troca de posicoes entre elas no espago
de Hilbert é fisicamente indistinguivel. Portanto, normalmente concluimos que sua fungao

de onda s6 pode variar por um fator de fase

[fe%s

@(r1,r2) = € "p(ra,11). (6.41)

Quando suas posicoes sao trocadas mais uma vez, temos

o(r,m2) = (11, 79) (6.42)

e, portanto, €™ = +1. Conclui-se, entdao, que apenas as estatisticas de Bose-Einstein
(v = 0) e de Fermi-Dirac (o = 1) sdo possiveis. As equagoes (6.41) e (6.42) sao validas
quando o espaco de base é uma variedade tridimensional, porém, em duas dimensoes, nao
podemos afirmar que que tais equagoes sao validas e, de fato, como veremos a seguir, nao

Sao.
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Vamos pensar na mesma operagao, em duas dimensoes espaciais. Imaginemos que
fizemos a troca da particula 1 pela particula 2 seguindo um caminho C5 no espaco
bidimensional. Com isto,

o(ry,m) = em(cm)”ap(rg, r1), (6.43)

onde admitimos a possibilidade da fase depender do caminho usado para a troca. Tro-

cando novamente, através de um outro caminho Cs;, obtemos
@11, 15) = 12l CoT () ), (6.44)

Obviamente, devemos ter

a(Cr2) = —a(Ca), (6.45)

para que ¢(r1,73) # 0. Respeitada esta condi¢ao, no entanto, nada mais se pode afirmar
sobre a fase a(C12). A fungdo de onda néo é nem simétrica, nem antissimétrica pela
troca das particulas idénticas.

Por que em duas dimensoes espaciais a fase depende do caminho utilizado para a
troca e em trés dimensoes nao? Podemos entender o processo de trocar as particulas de
posigao duas vezes como uma descrevendo um circuito fechado (um lago, ou loop) em
torno da outra. Como a fase decorre de uma propriedade intrinseca das particulas, ja
que ela diz respeito somente ao tipo de particula em consideragao, a mesma permanece
constante se o laco é movido continuamente sendo, portanto, um invariante topoldgico.
Em trés dimensoes, podemos deformar esse lago continuamente até colapsar num ponto,
cuja posicao é a propria configuracao inicial da particula, sem que o lago cruze com a outra
particula. Portanto, a fase « é independente do caminho particular utilizado para a troca.
Entretanto, em duas dimensoes, nao podemos fazer uma deformacao continua do lago ao
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ponto referente a configuracao inicial do estado da particula (ou seja, ndo podemos levar
continuamente a situagao em que houve a troca na situagao em que nao houve) sem cruzar,
durante este processo, com a outra particula. Como estamos lidando com particulas que
obedecem ao principio de exclusdo de Pauli (lembremos que os elétrons sao, na verdade,
tridimensionais), tal cruzamento é proibido. Dessa forma, particulas fermionicas numa
variedade bidimensional representam, topologicamente, buracos na variedade, tornando
impossivel fazer o mapeamento continuo do lago na identidade. Com isto, a fase depende

do caminho usado para a troca e temos, ao final,

o(ra,m1) = €ia(cl2)”90(T1, 2). (6.46)

Particulas que obedecem a estatistica expressa pela equacao (6.46) sdo chamadas de
anyons.

A descricao de um problema de muitos anyons em interacao é um problema bastante
complexo. O seu tratamento é facilitado se conseguirmos, de alguma maneira, neutralizar
o principio de exclusao de Pauli. E exatamente esse principio que inviabiliza a relacao de
equivaléncia do laco com a identidade. Isso pode ser feito se fizermos um mapeamento
do sistema fermionico inicial num sistema bosonico. Dois bésons podem ocupar o mesmo
estado sem maiores problemas, logo, podemos cruzar as duas particulas e o argumento
acima ja nao é mais aplicavel para impedir a deformagao continua do la¢o na identidade.

O Hamiltoniano (6.39) age no espago das fungoes antissimétricas e define o problema
de autovalores

H(ry,..orn) = EY(r, ..., ). (6.47)

Através de uma transformagao unitdria, podemos fazer um mapeamento de (6.47) num
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problema de autovalores equivalente para fungoes de onda simétricas:

qub(’l"l,...,’l"N) = Eqb(’l“l,...,’l“N). (648)

Podemos demonstrar que o seguinte operador

U =exp (—i Z %aij) : (6.49)

i<j
é capaz de mapear (6.47) em (6.48), para um certo conjunto de valores especificos de 6.
Em (6.49), c; é o angulo entre r; — r; e um eixo de referéncia arbitrario (por exemplo, o

eixo ). Para ver isso, notemos que
a;=ar;—rj) =ar; —r) +7=a;+7. (6.50)
Entao,

0
U = exp {—Z% (Oélg + oz + ... + Q5 + ...+ a(N—l)N)} (651)

. 0
= exXp (—29) exp —l% (OélQ + Qo + ... + Qg4 + ...+ a(N—l)N) .
Fazendo a transformacao sobre os férmions, temos:

¢(...rjrj..) = U_ldJ(...ri...rj...):ei%("'+aij+“')@/}(...r,-...rj...) (6.52)

G(rjxp.) = enbrontdy (ror), (6.53)
usando (6.50) em (6.53),
¢(..rj.rp.) = e~ 0ein (ait)y, (..rj..r..) (6.54)
Sendo v antissimétrica, temos

¢ (rjxp) = —e Peinltoutdy (p pi). (6.55)
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Usando (6.52), temos, portanto,

¢(.rj.ri)=—e PPl rpr).). (6.56)
Para que ¢ seja simétrica é necessario, portanto, que

e W= _1=20=02k+1)mkcZ (6.57)

Logo, (6.49) mapeia férmions em bdsons desde que (6.57) seja satisfeita, ou seja, para 6
sendo um multiplo impar de 7. Essa ¢é a origem dos plateaus fracionarios do EHQF. U s6
atua de maneira nao trivial sobre os operadores de momentum, ja que comuta com os de

posicao. Transformando o momentum canonicamente conjugado, temos
-1 e -1 6
U <p,~ ~ A (ri)> U=U"'pU - °A (r;) (6.58)
c c
U 'pU=U"(=ihV;)U = p; + U (=ihV,U) (6.59)

0

k<j

Vi (Z ozkj> = Z Via (x; — x;)

k<j k<j

1
= 5 Z Via(Xk—Xj)

k.j;k#j
1 N N
= 5{ Z Via (x; —x;5) + Z Vioa(xk—xi)}.
J=Lj#i k=1;k#i

V;a (x; — x;) é uma funcdo par, ja que o (x; — X;) = o (x; — X;)+7 e, portanto, Vo (x; — X;) =

Via (x; — x;). Assim,

VZ' (Z Oékj> = Z Via (Xi — Xj) = Z Viaij (661)

k<j j=13#i ji
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0
= UﬁlpiU = pl—h; Z Vl-al-j. (662)
J#i

Usando (6.62) em (6.58) e lembrando que o operador de posi¢ao e, por conseguinte, fungoes
dele sao invariantes pela transformagao em questao, chegamos, finalmente, a seguinte

expressao para o hamiltoniano bosonico H' = U 'HU:

H/:Z;n pl__A —nZ Zva” +ZeAO r)+ Y Vi —r)).  (6.63)

i j;éz 1<j

Definindo os operadores estatisticos

0
ag(r,) = 0, (6.65)

onde ¢ = hc/e, chegamos a uma expressao mais conveniente para o hamiltoniano:

H':Zﬁ[pi—ZA(ri)—ga ri] +Z leAo(r;) + eap(r —FE:V|I“z ). (6.66)
i i<j

Podemos observar que o campo a, = {ao(r;), —a(r;)} se relaciona com o sistema da
mesma forma que o campo eletromagnético A, = {Ao(r;), —A(r;)}, ou seja, acoplado
minimamente. Tanto o campo eletromagnético como o campo estatistico devem ser en-
tendidos como campos externos, sendo que o tltimo é dado pelas equagoes (6.64) e (6.65)
acima. A, é conhecido como um campo de calibre, ou seja, para um conjunto especifico
de transformacoes desse campo, temos situacoes fisicas equivalentes. O mesmo deve acon-
tecer com o campo estatistico a, ja que ele se coloca no hamiltoniano da mesma forma
que A,. Assim, temos um campo de calibre estatistico, cuja simetria fornece um grupo de
transformagoes que dispoe situagoes fisicas equivalentes a (6.64) e (6.65). Isso quer dizer
que temos um conjunto de transformagoes unitarias, governado pelo grupo U(1), capaz

de bosonizar o sistema.
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Calculando V;a;; explicitamente, temos

VZ‘OC (I'l'—I'j) = V(Z_J)Oé (I'Z'—I'j> = VOQJ (I’) = r,—r;. (667)

Em coordenadas polares temos

L r
r = |r|cosqy; = cosa;; = i
) : : r?
r® = |r|sino;; = sinoy; = ]
i . 2 2
sinqij rl/\r| = tanay; = 7"_1
COS (v rt/|r| T
0 , Oda; 1 Bay;  costay;  (rH? ot
2 (tan a;;) = sec” o oz 1 o2 Pl c’rt o
3aij Ty — 7,]1
= 6.68
or? |I'Z‘ — I'j|2 ( )
Javi; r? o r? 2 (rt)? r?
— (tan ay;) = sec® qjj—2 = — = — = cos® i = ————s-tb = ——
gyt (tam ) R O (A N S AT Y
2 _ 2
oy __TiTT (6.69)
ort |I'i — I'j|2

Agrupando (6.68) e (6.69) em uma s6 equacao, temos, para as componentes de Vay; (r):

rY — Y
Opovij = —65”—|r: — rj]|2’ (6.70)

onde, em (6.70), os indices gregos representam as componentes espaciais do sistema, os
latinos indexam as particulas e €’7 é o tensor de Levi-Civita em duas dimensdes. Usando
esse resultado em (6.64), chegamos & seguinte expressao para as componentes do campo

estatistico:

B B
0 o ph
) = - 00§ s LT (6.71)

2 —
J#
Até aqui, temos uma teoria de calibre microscépica sem nenhuma ressalva e nada

foi dito a respeito do sistema ser limitado ou nao. Isso permanece valido para ambos os
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casos. A diferenca se da quando o submetemos a segunda quantizacao, onde introduzimos

os campos bosonicos em (6.66):

[0(2), ¢ (y)] = 6(z —y). (6.72)

Para um sistema ilimitado, (6.66) se torna

H = / dwm{%[—mv—Z(A(az)+a<x>>}2+e<Ao<x>+a0<x>>}¢<x<ﬁ.73>

+%/d2xd2y5p(ac)‘/($ —y)op(y),

onde p(x) = ¢'(2)¢(x) é o operador de densidade e dp(x) = p(x) — p o desvio em relagao
a densidade média p. p(x) é substituido por dp(x), no termo referente ao potencial, para
que o limite termodinamico possa ser definido no caso em que V' (z) seja um potencial de
longo alcance.

Ao submetermos o sistema a segunda quantizagao passamos do limite discreto para o
continuo e, assim, o somatorio se transforma em uma integral. Dessa forma, emerge uma
diferenca importante entre o sistema ser ilimitado ou limitado, ja que no primeiro caso a
integral é realizada em todo o espaco e no segundo ela é limitada pela fronteira. Vamos
considerar primeiramente o caso ilimitado. Para passarmos ao formalismo lagrangeano,

fazemos a transformacgao de Legendre

L= / Por()b(x) — H = / P ()cdod(x) — H', (6.74)

onde 0; = cdy. Impondo a relagao de comutagao canonica [¢(x), 7 (y)] = ihd(x — y)

e atentando para (6.72), é facil perceber que m(x) = iho'(x). Assim, explicitando o
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hamiltoniano (6.74), o lagrangeano (6.74) fica

L= [ {mcqﬂ(x)aoqﬁ(x) 50 (@) [0V ~ £ (Al) + a())] o)
~6l(@)e (Aofa) + (@) 9(o)} — 5 [ Padybo(a)V (@ - 1)ép(y
_ / Pa {8 (@) [~ihd +  (Ao(2) + ao(x)] Hla)
o dl@) [0 - £ (M) +a(e)] o)}

—% / d*zd*ydp(x)V (z —y)dp(y). (6.75)

Reescrevendo (6.75) em termos de componentes e definindo a notacao covariante (V), =

O; (A), = —Ay = Ak chegamos a uma expressao mais conveniente para o lagrangeano:

L = / &z {—cgzﬁT(x) [—mao + 2 (Ao(z) + ao(:c))] (@)
g e) [0+ € () + )] o}
—% /d2xd2y(5p(x)V($ —y)op(y)

= /d% {z’hcqﬁT(z) [@o + i% (Ao(z) + ao(:r))} ¢(x)

h? 2
g d(0) [0 25 (o) + )] ot}
~5 [ Eadyp@)V e - o), (6.76)
Definindo a derivada covariante
D, = {au + z% (Au(2) + au(@)) /€ Z;0 < p < 2} (6.77)
D, = {Dy,Dy}={D" —D"} ;D" ={D° D*} /k € {1,2},
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reescrevemos (6.76) numa forma mais compacta:

L= / iz {mcqsf(x)poqs(x) _ %w(x)pkp%(z)} _ % / Padysp(2)V (z —

A acao do sistema, portanto, é dada por

5= / ' {mcgb*(x)pogs(g;) _ %qu(x)Dkagb(x)} _ % / Prdysp(z)V (z —

e o campo estatistico, portanto, é dado por

el
ia) = gt [ =)

onde
p(z) = ¢'(z)p(x).

A invariancia global da ac@o (6.79) implica a equagao de continuidade

Aojey + 0ijhs =0,

Yy)op(y).

(6.78)

y)op(y),

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

onde as componentes da corrente de matéria, como visto no cap. 1, sao dadas por

» 1 6Su
Iy = = )
edA, ()

portanto,

Julz) = pl)

Bu@) = o Lo (@)Dio(r) — (D'o(a)) o)}
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A proposta de Zhang [40] é fazer do operador a(z) um campo auxiliar. Assim, ele

nota que, no seu modelo sem fronteira, (6.80) é a solu¢ao da equagao de Chern-Simons
ij v
0ha5(x) = o p() (6.87)

onde p(x) = ¢'(x)¢(z), evidentemente, é a componente zero da corrente de matéria.

Fazendo uso da equagao de continuidade (6.83) e tomando a derivada temporal de (6.87),

ele chega a
0
€70;00a;(x) = ¢0%30P($) (6.88)
0. .
- —¢0—aij (689)
T
ij 0
= 8Z (ejaoaj(x)) = @ (—Qﬁo;] ) . (690)

Assim, ele toma a liberdade de impor que
ij 0
€’ 0paj(x) = —qb();j . (6.91)
Podemos agrupar (6.87) e (6.91) numa unica equagao de Chern-Simons covariante
1N 4 .
"0 ax(x) = po—J*. (6.92)
T

A equagdo (6.92) pode ser gerada dinamicamente se adicionarmos o termo de Chern-

Simons a acao, ou seja,

171
— 3 UV
Scg = /d x—2 —9 —Oe au&,a,\(x). (6.93)

Essa acao é invariante de calibre, como ja visto na secao 6.1. Portanto, no caso sem
fronteiras, nao ha quebra alguma da invariancia de calibre ao se passar a descricao do
sistema por meio de segunda quantizagao.
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Entretanto, no caso do espaco ser limitado, teremos limites de integracao finitos. A

abordagem usual consiste em simplesmente limitar todas as integrais da acao, ou seja,

5 = / d%:{ihc¢*<x>Do¢<x>+%<Dk¢>* <x>Dk¢<x>}—§ / dedydp(x)V (x — y)op(y)
—i—/f\d%%%ie“”‘au&,a;\(m‘) (6.94)

e, como ja vimos, a agao de Chern-Simons deixa de ser invariante de calibre. Podemos
reescrever a agao limitada® (6.94) com limites de integragao infinitos usando a funcao

degrau © (x). Assim, (6.94) se torna

s = [aem {mcw(xmw(xw%(mﬁ <x>D%<x>}

1 / Prd?yO(x)0(y)op(x)V (x — y)dp(y)

2
+ / B20) 2T Ly 9,0 () (6.95)
20¢, MU '

Podemos notar que o problema da quebra da invariancia de calibre sé aparece apds
feita a segunda quantizacao, onde a integral sobre o volume toma o lugar do somatorio.
Talvez seja esta a razao que levou a compreensao equivocada de que a teoria limitada é
anomala. Entretanto, como ja visto, esse nao é o caso, ja que a invariancia de calibre ¢é
perdida mesmo tratando-se de campos classicos, ou seja, com os mesmos sendo fungoes

do espago-tempo em vez de operadores quanticos agindo no espaco de Hilbert.

30bserve que mudou a forma do termo envolvendo as conponentes espaciais da derivada covariante:
¢! (@) DrD*é(x) — — (Did)' (2)D*(x).

A diferenca é uma divergéncia total, no caso da acao ilimitada e é, portanto, irrelevante. No caso limitado,
porém, as duas formas nao sao equivalentes, devido a presenga de um termo associado a fronteira.
Optamos pela segunda forma pois apenas neste caso a agao é real e a Hamiltoniana, consequentemente,

hermitiana.
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Entretanto, devemos nos lembrar de que o campo de Chern-Simons ¢ um campo
auxiliar que deve ser governado pelas equagoes (6.80) e (6.81) no caso do mesmo estar

imerso em um espaco ilimitado, ou, evidentemente, por

i) = e | d@%@www(m (6.96)

2w

(r,) = 0. (6.97)

no caso do volume ser limitado. Isso significa que a agao (6.93) é construida a posteriori
com o intuito de gerar as equagoes para o campo estatistico dinamicamente. Ou seja,
as equagoes (6.80) e (6.81), no caso do volume ser ilimitado, ou, analogamente, (6.96) e
(6.97), no caso do mesmo ser limitado, devem ser satisfeitas e o termo de Chern-Simons
¢ adicionado a agao para que as mesmas sejam geradas dinamicamente. Portanto, a acao
de Chern-Simons é consequéncia da imposicao das equagoes do campo estatistico e nao
o oposto. Entretanto, os autores que entenderam a teoria limitada como sendo anomala
nao notaram essa sutileza e trataram a agao de Chern-Simons como fundamental, i.e.,
como um termo que existe a priori, sendo as equagoes de campo geradas a posteriori e
invertendo, portanto, causa com consequéncia.

Usando (6.82), podemos reescrever (6.96) como

A 6 .. J
o) = =522 [ e nto). (6.98)

Podemos verificar, realizando o calculo (6.84) anterior que, no caso limitado,

i) = ex)plx) = O(x)jS (6.99)
Ji @) = %@(@{W)Dw(z)—(Di¢<x>)*¢<x>}:e<x>j;‘w<x>. (6.100)
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Logo, na forma local, a equagao (6.98) se torna
ij 4 0
e’ 0;a;(r) = ¢0;@<X)]M

assim como em (6.87). Podemos notar que o mesmo desenvolvimento utilizado para chegar

a (6.92) pode ser realizado aqui, chegando a
I\ 0 -
" 0,ay(x) = (bog@(x)jM(x), (6.101)

ou seja, aqui a equacao de Chern-Simons para o campo auxiliar encontra-se limitada pela
fronteira do sistema. Podemos notar que o termo a ser adicionado a acao limitada que
gera a equagao de CS limitada (6.101) é, ainda, a acao de Chern-Simons ilimitada, e ndo
a limitada. Lembramos que a equacao (6.101) deve ser satisfeita por construgao, i.e., pela
propria definicao do campo estatistico. Dessa forma, percebemos que, embora o sistema
seja limitado, o termo de Chern-Simons ainda deve ser ilimitado para que as equagoes
do campo estatistico, que sao mandatorias, sejam satisfeitas. Logo, a acao correta que
fornece o modelo de Chern-Simons-Landau-Ginsburg limitado deve ser

s = [0 {ines' @) Duo(a) + 1 (6] (2)DF 00|
~5 [ ErdyeOEmsHY (@~ ioly)

1m 1
+/d3x§g%e“”)‘%8ﬂa,\(m) (6.102)

e, portanto, a teoria é perfeitamente consistente sem nenhuma quebra na simetria de
calibre.

Assim, a quebra da invariancia de calibre pela segunda quantizacao da teoria limitada,
entendida como uma anomalia, é decorrente do procedimento equivocado de limitar a acao
de Chern-Simons.
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Por outro lado, foi mostrado na secao anterior que, mesmo que o termo de Chern-
Simons fosse limitado, a emergente nao invariancia de calibre da teoria simplesmente
daria ensejo a uma corrente de matéria unidimensional fronteirica, cuja forma, descrita
pelos campos de calibre, é exatamente a mesma da corrente de fronteira obtida pela
inclusao dos férmions quirais. Logo, mesmo a teoria de Chern-Simons limitada pode ser
aparentemente bem definida, com a pseudoanomalia sendo nula como simples condicao
subsididria. Esta situacao dé ensejo a corrente fronteirica e a inclusao dos férmions quirais
anomalos nao acrescenta resultado distinto algum. Portanto, a idéia de adicionar férmions
quirais unidimensionais na borda do sistema limitado se configura, pictoricamente, como

uma espécie de remendo sobre um problema inexistente.

6.3 Compatibilidade com resultados conhecidos

Vimos que nao ha anomalia de calibre relacionada a fronteira de um sistema Hall quantico
limitado e que, portanto, nao ha necessidade da inclusao de férmions quirais unidimen-
sionais na fronteira. Na verdade, a perda da simetria de calibre se deve ao equivoco de
limitar a acao de Chern-Simons. Como vimos, o campo auxiliar é definido de forma a
satisfazer a equacao (6.101).

Se a a¢ao de Chern-Simons fosse limitada, tal qual em (6.3), terfamos a equacao nao

limitada

"0,a5(z) = ¢0§ ih(x) (6.103)

que nao contém a restricao sobre a fronteira do sistema e, portanto, nao coincide com

(6.101). Isso resultaria em uma ac¢do com segunda quantiza¢do nao equivalente ao pro-

120



blema original. Portanto, a acao de Chern-Simons precisa ser ilimitada para produzir a
definicao correta do campo estatistico. A limitacao da agao de CS é a origem da destruicao
da simetria de calibre [20], [21]. Este problema nao existe aqui.

Podemos seguir os mesmos passos de [40] e procurar por uma solugao de campo médio
na presenca de um campo magnético ©(x)B = —¢;;0;a;. Para isso, podemos utilizar

exatamente a mesma proposta

d(x) =\/p, a=—A, ag(z) =0, (6.104)

onde p é a densidade média de particulas. A corrente toma a forma j®* = (e©(x)p, 0).

As equagoes de movimento no setor de CS sao

€ij0oaj(r) = 0 (identicamente satisfeita ) (6.105)
6

Identificando a densidade de fluxo magnético com py = %, podemos obter a condicao de
validacao da aproximacao de campo médio

p T 1
oa 0 241

(6.107)

UV =

Esse ¢ exatamente o resultado obtido em [40] para os fatores fraciondrios de preenchimento
do efeito Hall quantico fracionario.
Em relacao a expressao da corrente em termos do campo de Chern-Simons, podemos

notar, utilizando as equagoes de movimento, que

0S ) (b 0Scs
2 = = (Sy+ Seg) = 04 2295 .
da,  oay, (S +Scs) =Ju + day,
Portanto, j](\f[)“ = —‘ifa—cf. Calculando essa ultima quantidade, temos
0.5,
€5 = ejrg = —04y€"P0,a,(x).
day,
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Essa é precisamente a corrente final obtida em [21] depois do efeito da inclusao dos
férmions quirais de fronteira terem sido levados em conta. Portanto, o resultado é o
mesmo obtido caso os férmions quirais houvessem sido incluidos na teoria.

Falta, ainda, analisar o que acontece na fronteira do sistema. Para isso, usamos a

equagao de continuidade 0, jj(\z)“ = 0. Temos, portanto
0, (O(x)hy) = O(x) iy + 9.0(x) 3 = 0. (6.108)

A expressao (6.108) implica em duas equagoes separadas: uma para o interior da amostra

e outra para a fronteira. Temos, portanto,

d,jh = 0, no interior, (6.109)
Jarn = nijy = 0, na fronteira, (6.110)

onde n; é o campo vetorial que é normal a fronteira da amostra. A condigao (6.110)
revela que a corrente na fronteira sé pode ser tangencial, correspondendo aos estados de

fronteira discutidos no efeito Hall quantico fracionario.
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Conclusao

Vimos que a corrente nao é necessariamente conservada em funcao da existéncia da si-
metria de calibre local da acao da teoria, sendo necessaria apenas em algumas nuances
especificas. Assim, no caso abeliano cléssico, s6 precisamos da simetria global da agao
para termos corrente conservada. No caso abeliano quantico, além da simetria global da
acao, € necessaria também a simetria local da medida fermionica. Caso contrario, a teoria
apresentara uma anomalia, i.e., o valor esperado da corrente sobre os campos de matéria
serd uma funcao nao identicamente nula dos campos de calibre.

Entretanto, sob o nosso ponto-de-vista, o fato da teoria apresentar uma anomalia
nao significa que a corrente deixe de ser conservada, uma vez que a mesma pode ser
anulada como condicao subsidiaria, seja pela utilizacao das equacoes de movimento do
campo de calibre classico ou pela invariancia da medida do campo de calibre no caso
do mesmo ser quantizado sendo, portanto, necessaria apenas a simetria local da agao de
matéria. A idéia desenvolvida nos capitulos 3 e 5 foi sugerir que uma teoria que nao
possua simetria de calibre possa ser pensada como uma teoria que possua simetria de
calibre onde o mesmo ja fora fixado. De fato, como demonstramos, isso é verdade se a

restricao sobre os campos de calibre que aparece como condi¢ao subsidiaria nos modelos
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que nao possuem simetria puder ser entendida como a fixagao de calibre de sua correlata
versao invariante de calibre, demonstrando a equivaléncia entre as duas formulagoes. Nesse
sentido, conseguimos demonstrar a equivaléncia entre versoes invariante e nao invariante
do modelo de Proca e do modelo de Schwinger quiral.

Sendo uma teoria de calibre anomala apenas uma teoria de calibre mais ampla, onde
o calibre ja foi fixado (o calibre onde a anomalia se cancela), a corrente é conservada
e, portanto, nao ha motivos para considera-la inconsistente. Além disso, o formalismo
estendido fornece a sua versao invariante, livre de anomalias.

Seguindo esse raciocinio, demonstramos que a teoria que descreve o efeito Hall quantico
fraciondrio com fronteira, comumente pensada como uma teoria anomala devido a uma
suposta quebra na invariancia de calibre quando submetida ao procedimento da segunda
quantizagao, nao possui anomalias, e que a perda da simetria de calibre é decorrente
do equivoco de limitar-se a acao de Chern-Simons, uma acao adicionada de maneira ad-
hoc com o intuito de gerar dinamicamente as equacoes que definem o campo estatistico.
Por outro lado, constatamos que mesmo que houvesse a tal perda da simetria, a teoria
continuaria preservando a conservacao da corrente, sendo a corrente de fronteira descrita
exatamente da mesma maneira pelos férmions da teoria, no lugar dos férmions quirais uni-
dimensionais que sao comumente adicionados com o intuito de anular a pseudoanomalia.
Assim, demonstrou-se que uma quebra da simetria de calibre ocasionada pela limitagao da
acao de Chern-Simons, além de nao comprometer os resultados fisicos da teoria, gera uma
corrente unidimensional de fronteira, descrita em funcao dos campos de calibre, idéntica a
que é produzida pelos férmions quirais, e que tais férmions unidimensionais sao, portanto,

irrelevantes.
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Por outro lado, algumas questoes merecem ser levantadas, por exemplo, a questao
da renormalizabilidade e unitaridade de tais teorias. Algumas evidéncias apontam em
nosso favor: no capitulo 4, vimos que a formulacao estendida pode ser pensada como
a generalizacao do mecanismo de Stueckelberg. Por outro lado, sabemos que o modelo
de Proca nao é nem unitario, nem renormalizavel, mas para a sua versao estendida, o
modelo de Stueckelberg, foi demonstrada a sua unitaridade e renormalizabilidade em um
determinado calibre. Isso aponta para a possibilidade das teorias abelianas anomalas, em
sua versao estendida, também serem unitarias e renormalizaveis, tal qual o modelo de
Stueckelberg.

De fato, como ficou demonstrado, consistentemente com a idéia da generalizacao do
mecanismo de Stueckelberg as formulacgoes invariantes do modelo de Schwinger quiral,
depois de integrados os férmions, coincidem exatamente com o modelo de Stueckelberg
em duas dimensoes. Se esse resultado puder ser extrapolado para quatro dimensoes, entao
sera fornecido um mecanismo de geragao de massa proveniente de correcoes quanticas
associados a férmions anomalos que pode ser uma alternativa interessante ao mecanismo
de Higgs.

Uma segunda questao a ser mencionada é a das anomalias nao abelianas. Como pode-
mos perceber, a partir do final do capitulo 2, resolvemos nos ocupar apenas com teorias
abelianas. Isso se deve a dificuldade em comparar as versoes original e estendida das teo-
rias nao abelianas. Vimos que, classicamente, as equagoes de movimento das duas versoes
do caso abeliano sao redutiveis umas as outras e o parametro # nao é percebido. Entre-
tanto, embora possamos pensar que o lagrangeano do formalismo estendido nao abeliano

seja redutivel ao do formalismo original pela redefini¢ao dos campos onde exp (i0) ¢ — 1,
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uma comparacao das equacoes de movimento é crucial para demonstrar a equivaléncia
classica entre as formulagoes. Mas, ao contrario do acoplamento abeliano, onde 9,6 ¢
acoplado de forma linear, no caso nao abeliano temos o acoplamento extremamente nao
linear gA, g ' + ﬁ (0,9) 971 g = exp (i0*T},), o que torna a andlise extremamente com-
plicada. Além disso, vimos que a corrente da teoria estendida é a corrente da teoria
original transformada de calibre. A andlise das teorias nao abelianas, portanto, pode nao
se apresentar tao simples como as que constam nesta tese.

Foi possivel generalizar a técnica de recuperagao da simetria de calibre proposta por
Harada e Tsutsui para modelos nao anomalos sem simetria de calibre, através da for-
mulacao estendida. Um exemplo foi aquele do modelo de Proca, relacionado através da
formulagao estendida com o modelo de Stueckelberg. O sucesso do procedimento nos leva
a conjecturar se nao seria possivel a generalizacao do método para outras simetrias. Isto
nos permitiria abordar outras quebras quanticas de simetria, como no caso das anomalias

quirais, conformes ou gravitacionais, por exemplo.
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