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Mathematics is a game played according to certain simple rules with
meaningless marks on paper.

—DAVID HILBERT
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RESUMO

O modelo padrao da cosmologia, se extrapolado ao passado sem nenhuma modificagao,
leva necessariamente a uma singularidade, conhecida como Big Bang. Esse fato é natu-
ralmente entendido quando notamos que, ao fazer essa extrapolagao, estamos aplicando a
relatividade geral a um cenario de altas energias onde espera-se que algum tipo de teoria
quantica da gravitacao seja necessaria. O modelo padrao também nao explica uma série
de questoes relacionadas as condicoes iniciais do universo. Nesse ponto o modelo infla-
cionario é bem sucedido e resolve grande parte das questoes, porém é omisso em relacao
ao Big Bang.

Mesmo fornecendo um conjunto de condigoes iniciais para a cosmologia, os modelos
inflacionarios geralmente nao podem ser testados diretamente. Dessa forma, qualquer
outro modelo que faca previsoes compativeis com os dados observacionais deve ser con-
siderado como uma alternativa viavel. Os modelos de universo eterno com ricochete nao
sO solucionam os mesmos problemas que a inflagao como resolvem, por construcao, a
singularidade inicial. Eles também fazem previsoes aparentemente compativeis com as
observagoes.

Neste trabalho estudamos em detalhe os modelos com ricochete. Consideramos um
universo inicialmente esparso e em contracao, onde as unicas perturbacoes que o diferem
de um com segoes espaciais homogéneas e isotrépicas sao aquelas geradas pelas flutuagoes
quanticas do vacuo. Supomos inicialmente um universo dominado por um fluido e com
secoes espaciais com curvatura arbitraria, onde a formacao do espectro se da em uma
fase com um ou mais fluidos. A saber, obtemos analiticamente as perturbacoes quando o
espectro é formado durante a dominacao de um tnico fluido. Quando o espectro é formado
na transicao entre dois fluidos, nao temos resultados analiticos e, portanto, estudamos
esse caso numericamente. Mostramos que o espectro é quase invariante de escala quando
esse é formado durante a dominagao de um fluido tipo poeira. Utilizamos a teoria de
Bohm como mecanismo para gerar o ricochete. Essa teoria prevé uma trajetoria para o
fator de escala durante a fase quantica, que obtemos via equacao de Wheeler-DeWitt,
que faz a transicao da fase de contracao para a de expansao de forma nao singular.

Para mostrar a validade da analise perturbativa, avaliamos quais condi¢oes sao ne-
cessarias para que as perturbacoes possam ser consideradas pequenas. Aplicando essas
condicoes, mostramos que é possivel obter um espectro quase invariante de escala com
uma amplitude préxima ao esperado na fase de expansao. Além de mostrarmos que
durante toda a evolucao as perturbacoes permanecem pequenas e a série perturbativa
valida.

Palavras-chave: gravidade quantica, cosmologia, ricochete, perturbacoes, fase de con-
tracao



ABSTRACT

The standard model of cosmology, if extrapolated to the past without any modification,
results necessarily in a singularity, known as Big Bang. This is naturally understood by
the fact that such extrapolation applies the General Relativity to high energy scenarios
where one expects that it should be substituted by a quantum theory of gravitation. The
standard model also does not explain a series of issues related to its initial conditions. At
this point the inflationary paradigm is successful and solves most of these issues, however
it does not address the Big Bang singularity problem.

Even though it furnishes a set of initial conditions for the cosmological standard mo-
del, inflationary models can not be tested directly. Therefore, any other model which
predicts initial conditions compatible with observations should be considered as a viable
alternative to inflation. Cosmological models with a bounce not only solve the same
problems that the inflationary cosmology but also, by construction, the initial singula-
rity problem. These models can also make predictions in apparent agreement with the
observations.

In this work we analyse in details this class of cosmologies with bounce. Considering
initially a sparse contracting universe where the only perturbations around its homoge-
neous and isotropic spatial sections are those generated by the quantum fluctuations of
the vacuum. We assume that initially the universe is dominated by a single fluid and
has arbitrary maximally symmetric spatial sections where the spectrum is formed during
a phase with one or more fluids. In the case where it is formed by a single fluid, we
obtain an analytic solution for the perturbations. For other cases we perform a numerical
investigation. We show that an almost scale invariant spectrum is obtained when the
dominating fluid is dust like. We use the Bohm theory to interpret the universe wave
function, and quantize the geometry using the Wheeler-DeWitt equation, obtaining a
non-singular trajectory for the scale factor.

To study the validity of the perturbative series, we develop a set of necessary conditi-
ons for the consistence of the series. Applying such conditions we show that is possible to
obtain a spectrum almost scale invariant and with amplitude expected by observations.
Besides we show that for all times the perturbative series is well behaved.

Keywords: quantum gravity, cosmology, bounce, perturbations, contracting phase
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Trajetéria ¢(7) de um féton emitido em ¢(7.) no instante ¢, = t(7.) e obser-
vado em ¢(7p) no instante tq = t(79). Projetando essa trajetéria na secao
Y,, temos que d(tp) representa a distancia entre o emissor e o observador
medida nessa hipersuperficie. As linhas cinzas verticais representam as
trajetérias y,(q,) dos observadores isotrépicos e o campo w* a tangente a
trajetoria projetada em ;. . . . . ..o

Espectro de poténcias P normalizado por Py = Pc(l;:a =1072). O espec-
tro comeca invariante de escala e, quando as solugoes congelam, i.e., param
de oscilar, na transicao entre fluidos o indice espectral muda para ng = 3.
Nesse calculo, usamos dois valores distintos para a densidade de radiacao
Qo =107 e Q.0 = 107, e os parametros Q,,0 = 0.25, ¢; = VJw =107, e
Ty = 1030. ...................................
Evolu¢ao de /Py e /F; para modos ke € [1073,10%]. Os modos que
congelam ainda na dominagao da poeira tém um espectro quase invariante
de calibre (n, 2 1). Para k. a partir de um certo valor, os modos tém
um espectro com ng = 3 e portanto ha um maior espacamento entre as
linhas. Nesse calculo utilizamos os seguintes valores para os parametros:
Qo =025, Q=102 cs=y/w=10" ez, =10 . . . . ... ... .
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O modelo cosmoldgico padrao, que remonta desde uma fase quente no passado, onde o
fluido dominante era o de radiagao, até o presente, é bem sucedido em explicar uma série
de observacoes como: a expansao do universo, abundancia de elementos leves, Radiacao
Césmica de Fundo (RCF), estrutura em grande escala, entre outras.! Contudo, esse
modelo diz respeito somente a uma fragao da evolugao do universo e envolve algumas
escolhas especias para as condigoes iniciais. Para abordar a fase nao descrita pelo modelo
padrao e os problemas relacionados com as escolhas especias de condigoes iniciais, o
paradigma mais usado é o da inflacao [4, 5]. Vale ressaltar que existem duas classes de
problemas, os que se referem a evolucao média do universo, como o da planeza e do
horizonte, e os que se referem as perturbacoes em torno da média, como a estatistica
das condicoes iniciais dessas. No contexto da inflacao, as perturbagoes sao geradas a
partir das flutuagdes quanticas do vacuo durante a fase de expansao acelerada (quase de
Sitter) [6-8]. Do ponto de vista observacional, as condigoes iniciais previstas pela inflagao
podem ser testadas, e.g.,, utilizando a RCF [9], obtém-se uma boa concordancia.

No entanto, o modelo inflacionario possui algumas limitacoes. A escala de energia e
o momento da evolugao do universo em que a inflagdo ocorre tornam virtualmente im-
possivel uma observacao direta. Além disso, foi mostrado que no contexto inflacionario
obtém-se necessariamente um espago—tempo geodeticamente incompleto no passado, i.e.,
singular, a nao ser que seja adicionado um outro mecanismo [10]. O problema da ho-
mogeneidade nao é completamente resolvido ja que ela requer a homogeneidade em uma
pequena fragao causalmente conexa do universo primordial, como discutido, por exemplo,
em [2]. Portanto, como todo suporte observacional da inflagdo vem das suas consequéncias
nas condicgoes inicias, qualquer outro mecanismo que resulte nas mesmas condigoes iniciais
deve ser considerado.

Entre as alternativas ao periodo inflacionéario estao os modelos com uma transi¢ao nao
singular entre uma fase de contracao e uma de expansao, a qual chamamos de ricochete.
Entre as possiveis implementagoes de mecanismos que geram o ricochete estao os mo-
delos de gravitacao semi-classica, nos quais consideram-se campos quanticos evoluindo
em um cendrio de Relatividade Geral (RG). Esses modelos incluem corregdes vindas do
valor esperado do tensor energia—momento [11] e sdo conhecidos por abrigar, entre outras,
solugdes que evitam a singularidade [7, 12]. Mesmo sendo uma aproximagao, esses mode-
los sao baseados na RG e na teoria quantica de campos, que sao teorias bem estabelecidas
em seus campos de aplicacao. Portanto, espera-se que, mesmo nao sendo uma teoria final,
o cenario semi-classico descreva corretamente um sistema com energia abaixo da escala
de Planck onde somente os efeitos quanticos dos campos precisam ser considerados. Da

IEssas observacdes e a abordagem do modelo padrdo para explic-las podem ser encontradas na
maioria dos livros texto de cosmologia, e.g., [1-3].



INTRODUCAO 2

mesma forma, modelos de gravitacao baseados na quantizacao canonica via equacao de
Wheeler-DeWitt [13] também possuem solugoes de universo eterno [14-16]. Nesses mo-
delos a gravitacao e os campos de matéria sao quantizados num contexto simplificado de
mini-superespaco, considerando-se somente os graus de liberdade de um espago—tempo
homogéneo e isotrépico, e podem ser aplicados a escalas de energia préximas a de Planck.
Nos modelos de gravitacao quantica via Loop Quantum Gravity, a gravitacao se torna re-
pulsiva em certas escalas e também resulta, de forma razoavelmente geral, em mecanismos
de ricochete [17, 18].

Além de resolver o problema da singularidade inicial por construcao, os modelos com
ricochete também podem resolver os mesmos problemas que a inflagao e até produzir
condigbes iniciais compativeis com observagoes. Por exemplo, na Ref. [19] é descrito
um modelo com ricochete causado por efeitos de gravitacao quantica e a quantizacao
interpretada via teoria de Bohm [20]. Colocando condigoes iniciais de vacuo no infinito
passado, obtém-se um espectro quase invariante de escala no periodo de expansao com
indice espectral ny = 14+ 12w/(1+3w), onde w é a equagao de estado do fluido dominante
quando termina o periodo oscilatério dos modos (congelam). Esse resultado foi obtido
em uma série de diferentes contextos em [21-24]. Esse parametro esta qualitativamente
de acordo com os ajustes para modelos inflacionarios, quando impomos w =~ 0. Porém,
nenhum teste estatistico direto e totalmente auto-consistente desses modelos foi realizado
até hoje. O que se tem feito é comparar parametros ajustados no contexto do modelo A
Cold Dark Matter (ACDM), e.g., o indice espectral ng ajustado usando o modelo ACDM
tem seu valor comparado com o indice espectral dos modelos com ricochete. Portanto,
para comparar de forma objetiva esses modelos de universo eterno com os inflacionarios,
precisamos do desenvolvimento completo de suas previsoes tedricas para poder confronta-
los com os dados observacionais.

Neste trabalho iremos estudar modelos com ricochete com o intuito de obter, nesse
contexto, as condigoes iniciais para o modelo padrao de cosmologia, assim como ¢ feito
no contexto da inflacao. Para tanto, faremos um estudo abrangente das perturbagoes
cosmoldgicas em um universo em contracdo com um ou mais fluidos. Analisando as
possiveis condicoes inicias e o formato que o espectro das perturbagoes assume quando
congela. Dessa forma, comparando com o espectro esperado, podemos determinar qual é
o conteudo de matéria viavel para esse tipo de modelo. Estudaremos também os efeitos
do ricochete na forma e na amplitude do espectro. E importante determinar em quais
limites as perturbacoes permanecem pequenas de forma a servir como condigoes iniciais
a fase de expansao.

Nos modelos de ricochete que iremos considerar, a evolugao das perturbacoes comeca
com suas condigoes iniciais colocadas em um ponto no passado onde podemos considerar
um universo grande e rarefeito. Nesse ponto supomos que todas perturbagoes existen-
tes sao dissipadas com o inverso do fator de escala e, portanto, podem ser desprezadas.
Supomos também que nessa fase inicial o universo sera aproximadamente homogéneo e
isotropico e, como no caso da inflagao, as flutuacoes quanticas do vacuo dos campos de
matéria sao diferentes de zero e sao entendidas como fonte das perturbacoes iniciais do
universo. Para estudar esses modelos, supomos a RG como teoria vigente nas regioes
longe do momento de transigao contragao/expansao. Logo, dadas nossas suposi¢oes, na
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regiao das condigoes iniciais o universo sera descrito pelas equagoes de Friedmann, des-
critas no Capitulo 2. Como as solugoes desse sistema nao sao, em geral, invariantes por
translacao temporal,? discutiremos o mecanismo de escolha de vdcuo que consiste em
utilizar solugoes aproximadamente invariantes (adiabdticas) para definir os operadores
de criagao e aniquilagdo. Como mecanismo de ricochete, utilizaremos a teoria de Bohm
para descrever uma trajetoria para o fator de escala associada a funcao de onda do uni-
verso. A quantizacao é feita via equacdo de Wheeler-DeWitt [20]. Contudo, mostraremos
também que com alguns argumentos de continuidade é possivel estudar a transicao das
perturbagoes durante o ricochete, sem especificar o mecanismo que o causa.

No Capitulo 2 estudaremos os modelos homogéneos e isotrépicos obtendo as restrigoes
na métricas advindas de tais simetrias e, consequentemente, as equagoes de movimento.
Nele faremos uma breve revisao de alguns aspectos do modelo padrao da cosmologia, tais
como distancias cosmoldgicas e desvio para o vermelho, assim como os problemas do mo-
delo padrao e as solucoes via periodo inflacionério e periodo de contragao. Completando
a analise classica, no Capitulo 3 estudaremos modelos aproximadamente homogéneos e
isotrépicos de forma que a diferenga entre esses modelos e o de Friedmann (modelo de
fundo) possa ser tratada perturbativamente. Porém, como essa subtra¢do nao é unica,
analisaremos a liberdade associada a escolha de inser¢ao do modelo de Friedmann, cha-
mada liberdade de calibre. Mostraremos também que essas perturbacgoes podem ser
decompostas em quantidades que evoluem de forma independente. A ambiguidade na
insercao do modelo de fundo pode ser evitada utilizando variaveis que sao invariantes
em relacao a essa escolha. Portanto, deduziremos essas varidveis invariantes de calibre
e também suas relacoes com as perturbacgoes nas diferentes escolhas de calibre. Por fim,
abordaremos a questao de como determinar objetivamente quando a evolucao das per-
turbacgoes é compativel com a hipétese perturbativa. Com isso, mostraremos que existem
solugoes para as perturbacoes onde alguns calibres sao apropriados e outros que nao
podem ser usados.

Uma vez determinados os graus de liberdade, tanto do modelo de fundo quanto das
perturbacoes, no Capitulo 4 trataremos da quantizacao desses modelos. Como parte
original desse trabalho, determinaremos a algebra dos parénteses de Poisson dos graus
de liberdade do modelo de Friedmann no caso onde a matéria é descrita por um fluido
perfeito termodinamico. Nesse ponto nos restringiremos ao caso de fluidos barotropicos
em universos planos, onde faremos uma digressao sobre algumas escolhas de fungoes de
onda para o modelo de fundo assim como as trajetorias de Bohm resultantes para cada
caso. Para as perturbagoes, trataremos o caso no qual o modelo perturbado também
¢ o de um fluido perfeito termodinamico geral. Determinaremos a Lagrangiana total
das perturbacoes gravitacionais e do fluido assim como a reducgao dos graus de liberdade
usando os vinculos da teoria. Nessa andlise faremos toda a redugao dos vinculos sem
utilizar as equagoes de fundo, estendendo os resultados da literatura onde isso é feito no
caso particular de universos de Friedmann planos e com fluidos barotrépicos [20, 25]. Dessa
Lagrangiana encontraremos a dlgebra de Poisson para as perturbacgoes e discutiremos sua
quantizacao. Nessa discussao consideraremos o caso geral onde o fluido é arbitrario, de

20s modelos de Friedmann nao possuem campos de Killing tipo tempo.
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forma que as perturbacoes de entropia e gravitacionais estao acopladas. Esse estudo
também amplia a literatura atual ao considerar essa quantizacao conjunta. Mostraremos
também que a Lagrangiana utilizada na literatura nao é apropriada para o caso onde as
secoes espaciais nao sao planas. Finalmente falaremos brevemente da funcao de correlacao
de dois pontos e como essa fungao define o espectro de poténcias.

No Capitulo 5 usaremos as ferramentas desenvolvidas nos capitulos anteriores para
desenvolver de forma completa a evolucao das perturbacoes em modelos com ricochete.
Para o modelo especifico de ricochete, usaremos as trajetorias de Bohm resultantes de um
modelo de fundo quantizado onde o fluido que domina é o de radiagao, determinando as
possiveis escalas que podem ser atingidas ainda na quantizagao via equacao de Wheeler—
DeWitt. Para as perturbacoes mostraremos que um universo inicialmente dominado por
um fluido, com curvatura espacial arbitraria, gera um espectro quase invariante de es-
cala para uma faixa de valores dos modos. Mostraremos também que no limite onde a
curvatura vai a zero recuperamos os resultados do caso plano, ja estudado na literatura.
Deduziremos uma solugao aproximada em série de poténcias para as perturbacgoes e vere-
mos quais sao as condicoes de aplicacao dessa aproximacao. Para evoluir as perturbagcoes
através do ricochete, consideraremos o caso especifico das trajetérias de Bohm e também
mostraremos que podemos obter o espectro na fase de expansao dadas algumas condigoes
gerais de continuidade e suposicoes sobre as equagoes de movimento das perturbagoes.
Concluindo, faremos um estudo numérico da evolucao das perturbagcoes, confirmando os
resultados aproximados e estendendo aos casos onde as perturbagoes sao formadas em
fases onde dois fluidos sao relevantes.

Como parte adicional desse trabalho, no Apéndice A mostraremos alguns resultados
basicos de geometria diferencial que usaremos no trabalho e uma breve discussao sobre
espagos homogéneos a fim de determinar quais imposicoes as simetrias consideradas po-
dem restringir a forma da métrica. Faremos esse estudo de forma covariante e evitando
utilizar coordenadas quando possivel. Esse esforco é também estendido a todo o resto
do trabalho, pois é da opiniao do autor que a introducao de coordenadas pode complicar
desnecessariamente os resultados. No Apéndice B estudaremos as possiveis escolhas de
tensor energia—momento a serem usados no trabalho. Nesse apéndice, assim como no
trabalho, focaremos no caso onde o tensor energia—momento é o de um fluido, discutindo
rapidamente uma possivel origem cinematica e casos onde existe dissipacao. Falaremos
também sobre a inexisténcia de equilibrio termodinamico para a maioria dos constituin-
tes. Como a deducao das equagoes de movimento do fluido via principio variacional é
essencial para a quantizacao do sistema, ainda nesse apéndice analisaremos um método
proposto por Schutz (1970) [26], o qual usaremos no trabalho.

No Apéndice C faremos uma digressao detalhada de perturbacoes em torno de métricas
arbitrarias, nao necessariamente de Friedmann, obtendo as perturbacgoes tanto na métrica
quanto nas varidveis cinematicas (curvatura extrinseca) e curvatura das se¢oes espacias
de um seccionamento arbitrario. E no Apéndice D estenderemos essa analise em segunda
ordem nas perturbagoes a fim de deduzir a Lagrangiana que da origem as equacoes de
movimento para as perturbacoes. Para a matéria, discutiremos tanto o caso de um fluido
termodinamico quanto o caso geral, determinando também a Lagrangiana para o caso de
modelo de fundo de Friedmann que sera usado diretamente no trabalho. Finalmente, no
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Apéndice E, fazemos uma lista de resultados sobre algumas funcoes especiais que serao
usadas nesse trabalho.



CAPITULO 2

COSMOLOGIA HOMOGENEA E ISOTROPICA

Neste capitulo revisamos o modelo padrao da cosmologia, no que se refere aos modelos
cosmoldgicos homogéneos e isotropicos. Essa descricao do espaco—tempo foi introduzida
inicialmente por Friedmann (1922) [27] e alguns anos depois por Lemaitre (1927) [28].
Ambos estudaram tais modelos utilizando a RG aplicada a casos especificos. Posterior-
mente Robertson (1935) [29] e Walker (1937) [30] mostraram que a forma da métrica, que
¢ independente da teoria de gravitacao, utilizada nos trabalhos de Friedmann e Lemaitre
eram as Unicas possiveis em universos com secoes espaciais homogéneas e isotropicas.

Na Secao 2.1 fazemos uma descricao matematica geral das implicagoes da homoge-
neidade e isotropia nos modelos de universo, mostrando o resultado dessas restricoes na
métrica do espago—tempo e em seguida, na Se¢ao 2.2, obtendo as equagoes de movimento
resultantes. Na Secao 2.3, descrevemos a separacao da métrica em uma parte constante
nas hipersuperficies espaciais vezes um fator de escala e, usando essas ferramentas de-
senvolvidas, na Se¢ao 2.4 calculamos as distancias cosmoldgicas assim como a variagao
do comprimento de onda (desvio para o vermelho) das particulas que seguem trajetérias
nulas.

Nas secgoes citadas acima discutimos a modelagem da geometria do universo. Por-
tanto, para completar a descricao do modelo padrao, na Secao 2.5 examinamos o efeito
da homogeneidade e isotropia na caracterizacao do conteiido material do universo e, con-
sequentemente, nas componentes do tensor energia—momento.

As previsoes desse modelo sao bem sucedidas ao considerar a época atual até a nu-
cleossintese primordial (ver, por exemplo, [1]). No entanto, existem pontos importantes
que nao sao explicados ou abordados pelo modelo, como as condigoes iniciais das per-
turbacoes, assimetria matéria anti-matéria e planeza, por exemplo. Além disso, se o
modelo for extrapolado para o passado leva necessariamente! a uma singularidade [31].

Para resolver as questoes citadas acima, pelo menos em parte, atualmente utiliza-se
um mecanismo chamado inflacao que consiste em uma fase de expansao quase expo-
nencial do universo. Portanto, na Secao 2.6 analisamos de forma geral essas questoes
e, na Secao 2.6.4, apresentamos as solugoes via periodo inflacionario. Finalmente, na
Secao 2.6.5, mostramos como um modelo nao singular que experimenta um ricochete,
i.e., passa de uma fase de contragao para uma de expansao, também pode resolver essas
questoes.?

1Os teoremas de singularidades requerem a satisfacao de certas condicoes de energia impostas sobre
o tensor energia—momento que uma vez satisfeitas mostram que a singularidade é inevitavel.
2Para uma revisio sobre modelos com ricochete, veja as referéncias [32] e [33].
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2.1 HOMOGENEIDADE E ISOTROPIA

Em geral, os modelos cosmolégicos utilizam o que chamamos de Principio Cosmolégico
(ou Principio de Copérnico) em que supde-se homogeneidade e isotropia como hipétese
simplificadora. Esse principio tem como origem as ideias de Copérnico nas quais a Terra
nao ocupa uma posi¢ao privilegiada no universo. Estendendo essa afirmagao, dizemos
que nao existe nenhum ponto ou direcao privilegiada no universo. Dados observacionais,
como a RCF [9], estruturas em grande escala [34] e crescimento de estruturas [35], parecem
confirmar essa premissa.

Para tornar essas hipdteses questoes objetivas, modelamos o espaco—tempo como uma
variedade quadridimensional M (veja Apéndice A para as defini¢oes utilizadas nessa
segdo) e, como teoria para a evolugao temporal da métrica, utilizamos a RG. Nesse
contexto, a gravitacao ¢ descrita pela métrica g,,, enquanto toda informacao do conteido
material e das energias de interacao sao descritas por um tensor energia-momento 7.
Dessa forma, temos que as equagoes de movimento (equagoes de Einstein) sdo dadas por

G + AN = KT, (2.1)

onde A é uma constante, k = 87G/c?, G é a constante gravitacional, ¢ é a velocidade
da luz no vacuo e o tensor de Einstein G, esta definido na Eq. (A.7). O parametro A
é chamado constante cosmoldgica. A constante cosmolédgica também pode ser entendida
como uma adi¢gao de um componente material cujo tensor energia—momento é dado por

Tiayw = —Agu/k. Nesse caso as equagoes de Einstein seriam
G = kT, (2.2)

onde o tensor energia—momento que aparece do lado direito inclui também o da constante
cosmoldgica.

Essas equagoes em conjunto com a identidade de Bianchi (Eq. A.11), satisfeita pelo
tensor de Riemann, formam um conjunto completo de equagoes diferenciais parciais.
Esse conjunto somado as equacoes de movimento dos campos de matéria fornecem um
sistema no qual, dada as condicoes iniciais para todos esses campos, a evolugao temporal
da métrica é completamente determinada.? O sistema de equacoes descrito acima é um
sistema nao linear que, em geral, envolve varios campos de matéria acoplados. Devido
a complexidade desse conjunto, aplicamos os principios de homogeneidade e isotropia
antes de obter as solugoes, simplificando assim, o conjunto de equacgoes diferenciais a ser
resolvido.

Para obter as restricoes na métrica e no tensor energia-momento advindos da im-
posicao do principio cosmologico, primeiro aplicamos esse principio para o espaco e tempo,
que nesse contexto é conhecido como Principio Cosmoldgico Perfeito. Para tanto nota-
mos que o tensor de Riemann pode ser interpretado como um operador linear simétrico
atuando no espago dos tensores (0, 2) antissimétricos (Eqgs. A.8-A.10). Portanto, se esse

3Como uma condicdo adicional, o espaco-tempo deve ser globalmente hiperbélico para termos um
sistema de condigoes iniciais bem posto. Para uma definicao completa desses termos e a demonstracao
dos teoremas apropriados, ver teorema 10.2.2 da referéncia [36].
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operador tiver autovalores distintos entre si, poderiamos utilizé-los para escolher uma
direcao privilegiada no espaco-tempo. Para evitar isso, o tensor de Riemann deve ser um
multiplo da identidade, u.e.,

R Clag = K (6,%6,° = 6,°6,) Clag,
— 2K Clp, (2.3)

onde K é uma constante arbitréaria, e C),,, ¢ um tensor arbitrario. Com isso, o tensor de
Ricci e escalar de curvatura sao dados por

R, =3K5,”, R=12K. (2.4)

Utilizando a Eq. (2.2), temos que nesse caso o contetido material é constituido somente de
constante cosmoldgica (1), x ¢,,) ou vacuo (T, = 0). Logo, vemos que essa imposicao é
muito restritiva, pois nao permite a inclusao de fontes diferentes de constante cosmologica
ao modelo.

Podemos relaxar essas hipoteses impondo a homogeneidade e isotropia somente em
segoes espaciais da variedade. Porém, nao existe uma forma geral e natural de definir um
seccionamento do espago—tempo, ou seja, existem muitas formas de dividir a variedade
em hipersuperficies espacias e nao existe nenhuma razao a priori para escolher uma delas.
Isso significa que precisamos fazer uma escolha arbitraria de secoes espaciais e entao impor
as simetrias em cada uma delas. Contudo, essa escolha impoe uma direcao arbitraria
no espago—tempo, i.e., a direcao normal as hipersuperficies escolhidas. Essa direcao
privilegiada é consequéncia do fato de que na auséncia de qualquer outra simetria, esse
espago—tempo descrito é homogéneo e isotropico somente nas segoes espacias escolhidas,
e qualquer outra escolha nos levaria a se¢bes anisotrépicas e/ou inomogéneas. Com isso,
temos que mesmo entre os observadores em queda livre, 7.e., observadores que seguem
curvas geodésicas tipo tempo, existe entre eles um conjunto especial que chamaremos
de observadores isotrépicos cujas tangentes as suas trajetorias coincidem com a direcao
normal as hipersuperficies.

Na Segao A.3.1 fazemos a construgao desse seccionamento de forma inversa. Dizemos
primeiro que existe um grupo de simetrias e posteriormente definimos as se¢oes como
sendo Orbitas desse grupo. Nessa construcao mostramos que o campo normal n, tem
norma igual a menos um, é geodésico e satisfaz V{,n,) = 0. Podemos construir a funcao
tempo ct, como discutido na Secao A.2, de forma a ser constante nas hipersuperficies e
que coincida com o tempo préprio das geodésicas y(t) com tangente n#, i.e., D,ct =0 e
ct(y(t)) = ct, onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e t o tempo préprio de cada geodésica

(tempo césmico). Da primeira equacdo obtemos V,ct = —n,V,ct e diferenciando a
segunda n*V ,ct = 1. Substituindo a primeira na ultima mostramos que
n, = —V,ct, (2.5)

o que define nossa fungao tempo a menos da adicao de uma constante. Dessa forma,
construimos o campo geodésico n* e a fungao tempo ct que representam o conjunto de
trajetorias seguidas pelos observadores isotropicos e o tempo proprio medido por eles.

4Na Secao A.3.1 mostramos que o campo normal as secdes espacias homogeéneas e isotrépicas é sempre
geodésico.
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Para calcular os objetos referentes a essas geometrias, poderiamos partir direto da
Eq. (A.51) e utilizar a estrutura do grupo de isometrias para determinar a curvatura
espacial e, com isso, determinar a curvatura do espago—tempo com as formulas obtidas
na Segao A.2. Ao invés disso, seguiremos de forma andloga a feita para obter a Eq. (2.3),
ou seja, aplicando a homogeneidade e isotropia as segoes espaciais, temos que

Ruwap = K (huahus —hushue), Ry =2Kh,,, R =6K, (2.6)

onde h,, e R, qp estdo definidos nas Eqs. (A.14) e (A.18), respectivamente, e K é uma
constante arbitraria em cada hipersuperficie espacial, i.e., D,K = 0. Pode-se mostrar
que os espacos tridimensionais que correspondem ao tensor de Riemann descrito acima
sao a trés esfera S3 para K > 0, espaco euclidiano E? para K = 0 e espaco hiperbélico
para K < 0. Em coordenadas hiperesféricas, as métricas que descrevem os espacos citados
acima podem ser escritas de forma geral como

sinh(v/— K1)
Ve

Podemos assim definir um sistema de coordenadas Gaussiano normal na variedade M
utilizando as coordenadas hiperesféricas e a fungao tempo ct discutida acima. Com essa
escolha, temos que K = K(t) que reescrevemos como K = Kya(ty)?/a?(t), onde Kj
representa a curvatura no instante ty e a(t) um o fator de escala. Fazendo a mudanca de
variavel r = a(t)7, obtemos a métrica nas hipersuperficies espaciais,

2 _ 2 72 sinh(v—Koa%f) ’ 2 4 gin? 2
d¥* =a*(t) | d +< \/ng ) (d6* + (0)de?) |, (2.8)

recuperando a forma da métrica mostrada na Eq. (A.51). Finalmente, temos que a
métrica na variedade M nessas coordenadas é

2
d¥? = dr* + ( ) (d6? + sin® fd¢?). (2.7)

2
. - 2~
ds? = —2dt® + a2(t) | dF* + (Smh\(/%(mforv (d6* +sin®(0)de?) | . (2.9)

Essas s@o as conhecidas métricas de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW) e
representam todos os possiveis espago-tempo com secoes homogéneas e isotrépicas.

2.2 EQUACOES DE FRIEDMANN

Ao impor as simetrias nas hipersuperficies espaciais, como discutido na Secao 2.1, redu-
zimos o numero de componentes a serem determinadas e, utilizando a RG, procedemos
de forma a obter as equagoes de movimento para os graus de liberdade nao fixados. No-
tamos primeiro que a métrica para os universos espacialmente homogeéneos e isotrépicos
(Eq. A.51) divide-se na multiplicagdo de um fator de escala, que depende somente do
tempo, vezes um tensor invariante sobre a acao do grupo de isometrias. Dessa forma
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podemos definir uma métrica conforme hW = Ope” “e , que é constante ao longo das hi-
persuperficies, i.e. 8cth w = 0, com isso, a métrica das segoes espaciais € h,, = a (t)h -

A métrica dlscutlda acima simplifica também a forma da curvatura extrinseca, a qual,
utilizando a Eq. (A.22), é dada por

6h,
lc,uu = T“ = gh,uzn (210)
v H
0=3%=3" (2.11)
a C

onde definimos a fungao de Hubble,® i.e., H = ca/a. Nesse caso a curvatura extrinseca
satisfaz D,K.s = 0. Dado esse resultado, usamos a identidade de Bianchi projetada
(Eq. A.34) e o tensor de Ricci das hipersuperficies, como mostrado na Eq. (2.6), para
obtermos a relagao entre a curvatura espacial K a o fator de escala a,

. 2K
K+ TG — 0, (2.12)

e por conseguinte, integrando essa equacao, obtemos

K =K, (%)2 : (2.13)

onde usamos as quantidades com o subscrito o para representar as mesmas calculadas no
instante g, i.e., para uma funcao qualquer do tempo f(t), fo = f(ty), e o instante ¢,
representa a época atual.

Para segbes espaciais nao planas (Ky # 0), é comum associar o fator de escala ao
raio de curvatura hoje Ry = /1/|Ky|. Se escolhemos o fator de escala com unidade de
comprimento, podemos escolher esse fator hoje como sendo exatamente igual ao raio de
curvatura Ry = ag e, dessa forma, |Kya3| = 1. No caso onde trabalhamos com o fator
de escala adimensional, precisamos escolher arbitrariamente a unidade, por exemplo,
fazendo Ry = ag Mpc, obtemos |Koa2| = 1 Mpc. Em ambos os casos normalmente defini-
se uma variavel K = Koya? que é igual a —1,0,1 para o caso hiperbdlico, plano e esférico,
respectivamente, enfatizando que K tem unidade de inverso de comprimento quadrado
quando a é adimensional. Com as definigoes acima temos que a curvatura quando o fator
de escala ¢ igual a unidade é K (a = 1) = Kya2 = K, ou seja, o raio de curvatura é igual
a unidade na hipersuperficie conforme.

E conveniente calcular o tensor de Riemann e todos os tensores derivados dele para
essas geometrias. Usando as Egs. (A.32), (A.36) e (A.37) em conjunto com a Eq. (2.10)

50 operador "= J,; estd definido na Eq. (A.23).
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temos
Rvap =2 <K + %2> huahuys +4 (% + %2) nihyang, (2.14)
R0 = <2K + 9 Z@2> hja — (@ + %2> NN, (2.15)
R:6K+2®+4T®2, (2.16)
Gua = — <K + ? + %2) hja + (BK + %2) 7M. (2.17)

Substituindo as expressoes acima na Eq. (A.13), vemos que o tensor de Weyl é nulo, i.e.,
O,ul/aﬂ = 0. (218)

Podemos verificar que as simetrias das segoes espaciais impoem uma restricao no
tensor energia—momento. Partindo das equagoes de Einstein (Eq. 2.2) e projetando-as
nas diferentes direcoes, temos

2H  3H?
kh [T,Lw] =h [GW’] = — (K + T + 7) h#y, (219)
Kh [Tn] =[G ] =0, (2.20)
H2
c

onde o subscrito ,, representa a contragao do indice com o campo normal, como definido
na Eq. (A.16). Partindo das equagdes acima obtemos h[T),,] o< h,, e h[T},,] = 0. Essas
duas condigoes restringem a forma do tensor energia—momento a de um fluido perfeito,
1.e.,

T;w = pnuny +ph,u1/7 (222)
T =—p+3p, (2.23)
onde p = p(t) é a densidade de energia e p = p(t) a pressao isotrépica observadas no

referencial definido por n*. Com isso, temos que a equagao projetada na diregao n*n” e
o trago fornecem,

-
5 K
cH+ H? =22 = —%(p—i—iip), (2.25)
a
onde definimos uma nova constante x, = c?x/3. As equagoes acima sdo chamadas

equagoes de Friedmann [27]. A primeira equacdo funciona como um vinculo para as
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condicoes iniciais do sistema, no entanto, nos regimes onde a funcao de Hubble nao muda
de sinal, ela pode ser usada para calcular a evolucao temporal do fator de escala. E
conveniente obter essas equacgoes em funcao de O, i.e.,

5 =P 3K, (2.26)
.3
6=-2(p+p)+3K. (2.27)

Usando a identidade de Bianchi contraida (Eq. A.12) e as equagoes de Einstein, temos
que o tensor energia-momento deve satisfazer

vV, " = 0. (2.28)
Aplicando essa condigao ao tensor energia—momento definido acima, temos
Vu(pnfn” 4 ph*) = (p + ©(p + p))n” =0,

e, lembrando que ¢© = 3H,
cp+3H(p+p)=0. (2.29)

Vale ressaltar que essa equacao pode ser obtida diretamente das Eqgs. (2.24-2.25) e, por-
tanto, nao representa uma equacao de movimento independente.

2.3 DESCRICAO CONFORME

Como discutimos acima, a métrica das hipersuperficies espaciais h,, pode ser decomposta
no quadrado do fator de escala a? vezes uma métrica conforme h w igual em todas as
secoes. Definimos a secao espacial conforme ¥ e usamos o adjetivo conforme para nos
referirmos as quantidades calculadas nessa segao espacial.

A inversa da métrica conforme h w ¢ dada por hiv = g2hw (e ndo simplesmente
levantando os indices de h ) €, com isso, h Who‘” = h,”. Podemos verificar facilmente que
a inversa também é constante nas segoes espaciais, i.e.,

M 20 v
h* = O (a*h*) = —h" - 2a°K" = 0. (2.30)

Podemos estender essa ideia e encontrar um conjunto de campos (co)vetoriais a fim de
decompor a métrica em M, g, = a*G,,. Para tanto definimos o campo vetorial 71 = an*
e o campo de covetores 7, = a~'n, de forma que n*n, = —1. Usando esses campos,
escrevemos a métrica e sua inversa,

G = a?( — i) = @G, (2.31)
9" =a (b — i) = a g (2.32)

Como mostramos acima, h** = 0 = h,,, e é facil verificar que o fluxo gerado por n*
também deixa as métricas conformes em X invariantes, i.e., £3h"" =0 = £Lzh,,. Além
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disso, temos que Lyn* = 0 = Lyn, e dessa forma as métricas conformes em M sao
constantes em relacao ao fluxo n*, ou seja,

LG = 0= £35". (2.33)

Existe ainda uma outra vantagem associada a existéncia do campo vetorial n*: a
derivada de Lie da métrica é proporcional a mesma,

Ligu = 2V iy = 2(—anyn, + aky) = 240,

Portanto, o campo 7* é um campo de Killing conforme (ver Wald [36]) e, dessa forma,
produz uma quantidade conservada ao longo de cada geodésica nula,® i.e., dada uma
geodésica nula com tangente w*, obtemos

Vi (w'n,) = w'wVen, = w'w®(=V  ie + 24g,a),
Vuw(w'n,) = Vyaw'w®gu, = 0. (2.34)

A coordenada ct associada ao campo vetorial via Eq. (2.5) é simplesmente o tempo
préprio medido pelos observadores isotropicos descritos por n*. Da mesma forma, defi-
nimos o tempo conforme n = n(t) associado ao campo covetorial 7, = —V,n = nn,.”
Portanto, a coordenada n é dada por 77 = 1/a e, com isso,

t
n—1p=c g (2.35)
to @
A derivada de Lie na direcao n*, em um sistema de coordenadas no qual usamos o tempo
conforme, representa a derivada parcial em relagao a essa coordenada. Nesse trabalho
usaremos o simbolo ' = £5 para representa-la e definimos também a funcao de Hubble
conforme como,

, (2.36)

onde
H =d’~p—K, ©=". (2.37)

2.4 DESVIO PARA O VERMELHO E DISTANCIAS COSMOLOGICAS

Como vimos na Se¢ao 2.2, a métrica evolui temporalmente a partir de um fator de escala.
Uma forma direta de observar tal modificacao é através da alteracao do comprimento
de onda dos fétons. Suponha que uma galaxia emite um féton no instante ¢, e com
quadrimomento nulo dado por p*.® de forma que quando medido por um observador
isotrépico em um instante qualquer ty tem nimero de onda k(ty) = pll/(hc), onde pl =
—nkp, e h é a constante de Planck.

6Chamamos de geodésica nula a curva geodésica cujo vetor tangente w* é do tipo nulo.

70 sinal de menos na relacio entre 7 e f, vem da escolha de assinatura, ver Eq. (2.5).

8Estamos desprezando qualquer velocidade peculiar que a galdxia ou a Terra possa ter em relacdo aos
observadores isotropicos.
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Como os fétons seguem geodésicas nulas, a quantidade

puit = —pl(te)a(t.)

é constante ao longo da trajetéria (ver Eq. 2.34) e, portanto, o comprimento de onda
A = 27 /k medido por um observador na Terra em um instante ¢, é dado por

Alto) = Alle)x(te),

onde, por conveniéncia, definimos a variavel x(t.) = ag/a(t.). Se conhecermos o espectro
emitido pela galdxia, observaremos o mesmo modificado por um desvio

Alto) — Alte)

A =uz(t.) — 1=z

(2.38)
No caso de um universo em expansao, temos que a(t.) < ag e portanto z > 0, o qual
chamamos de desvio para o vermelho ja que os comprimentos de onda sao aumentados.

Podemos determinar a distancia
instantanea entre a galaxia emis-
sora e a Terra, 7.e., dado um ins-
tante ty calculamos o comprimento
da geodésica que liga a posicao da
galaxia e da Terra na mesma sec¢ao
espacial X, como mostrado na Fi-
gura 2.1.

Para isso, decompomos o qua-
drimomento nas componentes para-
lelas e perpendiculares a n*,

d(to)

[\g]

nt

Pt = (h“l, _ n“nl,)p” _ pHnu +plu7

onde pt* = h[p*]. Como o quadri-
momento é nulo, temos que

P'p, = —p? +pt? =0,

Figura 2.1 — Trajetoria q(7) de um féton emitido em q(7.)

onde p*? = ptrp*,. Note que

pl = —ptn, = dct/dr, onde T é o
parametro da trajetoria ¢, do féton.
Para calcular a distancia percorrida
na hipersuperficie ¥, precisamos
projetar a trajetéria ¢, do féton
como mostrado na Figura 2.1. Para

no instante t, = t(r.) e observado em q(m9) no instante
t(r9). Projetando essa trajetdria na se¢ao i, te-
mos que d(tg) representa a distincia entre o emissor € o
observador medida nessa hipersuperficie. As linhas cinzas
verticais representam as trajetérias vi(qr) dos observadores
isotropicos e o campo wh a tangente a trajetoria projetada
em i, .

to =

tanto, note que p* representa o deslocamento espacial do féton a cada instante de sua
trajetoria e, portanto, é necessario arrastar esse vetor ao longo das trajetérias dos ob-
servadores isotrépicos 7y até a segao X, i.e., dado um ponto inicial ¢, sobre a trajetoria
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do féton, 74, (q(t)) representa o ponto em ¥, da curva do observador isotrépico que no
instante ¢(7) estava no ponto ¢.

A trajetéria dos observadores isotrépicos v, (¢, ) define uma operagao empurrar (como
definido na Secao A.1) que utilizamos para definir p* ao longo das trajetérias dos ob-
servadores isotropicos, i.e., v;p*|, = wh|,, (4,)- Como o campo vetorial w* é definido
via operacao empurrar, ele satisfaz a equacao w* = 0, cuja condicao inicial é dada por
w|,, = p**|,, . Por conseguinte,

Vuw* = Vnt =w’ICH,
Oqw™? = 20, In(a)w™?,
w(t)ag = w?(to)a(t)?,
onde w* = h[w"] e w'? = wHwt,. Aplicando a condigdo inicial temos

2
Qg

1 1
wuwu|%0(q7) =w 2|%0(qf) = aQ—(t)p 2(N).

Logo, o comprimento dessa curva é dado por

70 70 ag |, o q¢
d(tO):/re dT,/wNwMHtO(qT):/TE dr a2(t)p (/\):cao/te %. (2.39)

Da mesma forma poderiamos ter calculado a distancia em qualquer outra secao espacial
>);, obtendo

d(ty) = ca(ty) / 4 ), (2.40)
te @

onde definimos a distancia conforme como d = d(t)/a. Note também que essa distancia
é dada pela diferenga da coordenada conforme definida na Eq. (2.35), i.e., d = n — n5.
Para uma galdxia suficientemente proxima, i.e., t. < to, expandimos o fator de escala em
série de Taylor em torno de o,

HO d

=~ H0<t0 te) ~ - d(to) RH, (241)
onde o valor da funcao de Hubble na época atual Hy é chamado constante de Hubble e
RH = ¢/(agHy) define o raio de Hubble conforme. Essa relagao foi primeiramente medida
por Hubble [37] e medidas atuais [38] indicam que Hy = 72 + 8kms~'Mpc™'. Como é
convencional na literatura, definimos também a quantidade h = Hy/(100 km s~*Mpc™")
que chamamos de constante de Hubble adimensional. Em funcao desse parametro temos
o raio de Hubble hoje ¢ aproximadamente Ry = agRy ~ 3000 Mpc h~.

2.5 MODELO PADRAO

Para estudarmos as possiveis solugoes das Eqs. (2.24-2.25), aproximamos o contetido
material do universo usando um fluido perfeito. Como vimos na Secao B.2, nem todo
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fluido perfeito representa estados em equilibrio termodinamico, pode haver dissipagao
via pressao dissipativa. No entanto, vimos na Secao B.3 que existem pelo menos dois
tipos de fluidos que entram em equilibrio termodinamico em modelos de FLRW. Esses
sao caracterizados pela relacao entre densidade de energia e pressao, além da evolucao da
temperatura. Chamamos radiacdo os fluidos que tém a relagao p = p/3 cujas temperatu-
ras evoluem com T = Tyz,” e poeira aqueles com pressao p ~ 0 e temperatura T = Tyz?.
Em geral descrevemos fluidos barotrépicos (pressao depende somente da densidade de
energia), onde a equacao de estado w = p/p é constante. Note porém que a aproximacao
de poeira vale enquanto mc? > kgT, onde kp é a constante de Boltzmann. De forma
geral obtemos, usando a Eq. (2.29), que a densidade de energia evolui como

p = por ), (2.42)

Podemos usar o valor de H?(t) para definir uma densidade critica no instante ¢, p, =

H?/k,, de forma a termos necessariamente K = ( se a densidade de energia do universo
for igual & critica. Definimos as densidades adimensionais Q = p/peo,'° e analogamente
Qk = —RHQK e _

Quo = —Ry’Ko = —Ry’K. (2.43)

Como vimos na Eq. (2.1), a constante cosmoldgica pode ser descrita como um fluido com
tensor energia-momento

Ag AN A
R Al
ou seja, um fluido com p = A /3K, e p = —p e, portanto, w = —1. Usando essa equagao

de estado na Eq. (2.42) vemos que p é constante como esperavamos e, de forma similar
ao que fizemos para os fluidos, definimos a densidade Qx¢ = Ry2A/3.

No modelo padrao, o universo é descrito como contendo uma densidade €).q de ra-
diagao, a qual leva em conta fétons €2, e neutrinos €2,¢ de forma que a densidade total de
radiacao é dada por Q2,9 = Q20 + Q0. A temperatura da RCF medida hoje pelo satélite
COBE [9] é T, = 2.714 £ 0.022 K. Portanto, temos que a temperatura da radiacdo é
dada por T, = T, pz. Dado que em algum momento no passado os neutrinos estavam
em equilibrio térmico com a radiacao e devido sua pequena massa, podemos considerar
que T, = T, = T, gz.'* Note que essa igualdade vale enquanto a temperatura for muito
maior que a massa dos neutrinos e que, apds esse instante, a temperatura dos neutrinos
passa a evoluir com 2.

Além da radiacao, descrevemos o universo como contendo uma densidade de particulas
frias Q0 (mc® > kgT), ou seja, descrita por um fluido do tipo poeira. Essa categoria
consiste na densidade de barions'? 9, que representa a matéria visivel do universo, e

9No que isso vale tanto para particulas de massa nula, quanto para particulas cuja massa é muito
menor que a temperatura, i.e., mc? < kgT.

ONote que na literatura alguns autores definem uma funcio Q(t) = p/p. para p. também como funcio
do tempo, enquanto aqui usamos €2 para representar a densidade em um instante arbitrdrio dividida pela
densidade critica hoje.

1A menos de fatores numéricos ligados & estatistica e Fermi-Dirac ou Bose-Einstein e spin.

12Mesmo chamada de barionica essa densidade inclui também os 1éptons.
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também numa densidade de matéria escura fria {2.g. Vale ressaltar que a aproximacao de
poeira é valida enquanto m.c?/(T,kg) < 10° K/T, > 1, onde m, representa a massa do
elétron. Levando em conta que a matéria estava em equilibrio térmico com a radiagao até
a recombinagao, temos que desse ponto ao passado'® T, ~ T, e, portanto, a inequagao fica
da forma x < 10°/T, ¢ (terfamos um limiar ainda maior se considerdssemos a massa do
préton). Como no momento em que esse limiar é atingido a densidade de energia total é
dominada pela radiagao (Q,oz* > Q,,02%), a aproximacao tipo poeira é suficiente. Outras
modelagens incluem também matéria escura quente, mas aparentemente os modelos com
matéria escura fria ajustam melhor os dados (para uma discussao mais completa ver [1]).
Assim a densidade total de poeira é dada por €2,,,0 = Qo + Qeo-

Evidéncias observacionais, como a relacao distancia por desvio para o vermelho das
supernovas tipo la [39], indicam que o universo estd em uma fase de expansao acelerada.
Isso pode ser explicado por uma constante cosmolégica A positiva diferente de zero.!4
Finalmente reescrevemos a densidade total como

Q=0 +Qn+ QU = ozt + Vnoz® + o, (2.44)

e a Eq. (2.24) como
E?= — = Q+ W = Qoz* + Qor® + Quoz® + Qno, (2.45)

onde definimos a fun¢do de Hubble normalizada E que satisfaz E(fy) = 1. Com essa
definicao o escalar de expansao é dado por

_3E

0=—.
Ry

(2.46)

O modelo representado pelas equagoes acima é conhecido como modelo A e matéria escura
fria — ACDM. A funcao de Hubble conforme, quando utilizamos as defini¢oes acima, é

dada por
- E2
RH2H2 = F = QTo.’L'2 + Qo + QAO.%'iQ + Qko, (247)

onde na ultima igualdade usamos o mesmo conteudo descrito nessa secao.

2.5.1 Energia Escura e Cosmolib

Uma maneira de checar a hipdtese de que o universo experimentou uma fase de expansao
acelerada, em algum instante no passado, é testar se as condigoes de energia [31] sdo
violadas em algum instante e se sao com qual nivel de confianca. Essa andlise geralmente
é feita utilizando um modelo cosmolégico, que envolve a RG ou alguma outra teoria para
a gravitacao. No entanto, a escolha arbitraria de teoria de gravitacao pode ser evitada.

13Estamos ignorando fatores numéricos de ordem um, como no caso dos neutrinos.

Esse é atualmente um dos grandes desafios da cosmologia, identificar se essa expansdo acelerada é
simplesmente devido & presenca de uma constante cosmolégica ou de um fluido com equacao de estado
p/p < —1/3 ou ainda uma indicagdo de uma teoria de gravitagio diferente da RG.



2.5 MODELO PADRAO 18

Para isso modelamos a métrica diretamente, ou seja, decompomos os graus de liberdade
da métrica em termos de fungoes de base. Nos trabalhos [40, 41] utilizamos a métrica de
FLRW e escrevemos as condigoes de energia em termos da fungao de Hubble e da funcao
de desaceleracao,
30
qa = — @ + 1

Decompomos essa ultima usando uma spline e a integramos obtendo as distancias cos-
moldgicas (veja Secao 2.4).'5 Utilizando as medidas das distancias das supernovas tipo
Ia [42, 43] ajustamos o modelo e determinamos os erros e correlagdes dos seus parametros.
Como resultado obtivemos que a condigao de energia forte (p+p < 0e p+3p <0) é
violada com = 30 de confianga. Esse resultado mostra que independente de teoria de
gravitacao,'% existe uma evidéncia da existéncia de algum fenémeno que causa expansao
acelerada, chamado de energia escura.

Nesse trabalho o autor desenvolveu parte da analise tedrica e todo o calculo numérico
envolvido. Os algoritmos produzidos foram organizados em uma biblioteca de pro-
gramacao em C chamada CosmoLib. Desde entao ela foi ampliada para incluir o célculo
das perturbagoes que descrevem a RCF. A CosmoLib implementa os seguintes conceitos
usados na descricao de modelos cosmologicos:

e ClModel: esse objeto é utilizado para implementar uma série de fungoes como, por
exemplo, H(2), Q,, ., Q, ete. Na biblioteca estao implementados alguns modelos
mais comuns, como ACDM, XCDM," e CPL [44].

e ClParam: descreve um conjunto de parametros especifico. Nele definem-se os valo-
res dos parametros e os dominios onde estao definidos.

Para a analise estatistica utilizamos os objetos:

e ClParamsTypes: define quais parametros sao mantidos fixos durante a anélise es-
tatistica.

e ClData: descreve um tipo de dado cosmoldgico, e.g., supernovas tipo la, oscilagoes
barionicas [45]. Esse objeto também define a forma com a qual o modelo (CIModel)
é comparado com os dados.

e ClDataSet: define um conjunto de ClData.

15Uma spline consiste em uma funcdo continua formada por polinémios de ordem n definidos em
intervalos que particionam o dominio. Impoem-se continuidade na funcao e nas suas derivadas até
ordem n — 1 em cada né. Logo, uma spline é continua e diferenciavel até ordem n — 1 e é descrita em
termos de m + n — 1 parametros, onde m é o nimero de nés no dominio.

I6Note que a anélise é independente de teoria de gravitacio mas depende da escolha de métrica que
fazemos como hipdtese de trabalho.

1"Modelo padrao onde a energia escura é descrita por um fluido barotrépico com equacdo de estado
constante w < —1/3.
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e ClLikelihood: define uma verosimilhanca usada para definir os estimadores via
principio da maxima verosimilhanca dados os objetos ClDataSet, ClParamsTypes
e ClParam.

e CIFit: objeto usado para encontrar as estimativas dos parametros e a qualidade do
ajuste, dada uma escolha entre os varios algoritmos de minimizacao disponiveis na
CosmoLib. Esse objeto também implementa o calculo da matriz de Fisher e o das
regioes de confianca via razao das verosimilhancas, entre outras analises similares
para a obtencao das margens de erro e correlagoes.

Os conceitos citados acima podem ser encontrados nas Refs. [46].
Para a utilizagao dos dados de RCF foram desenvolvidos os objetos,

e ClIMap: usado na decomposi¢ao dos mapas (por exemplo, os catalogos disponibili-
zados pelo WMAP [9]) em termos dos coeficientes dos harmonicos esféricos.

e ClLinearPert: Calcula a evolugao numérica das perturbagoes gravitacionais e das
equagoes de Boltzmann reimplementando os programas CMBFast [47] e derivados
(CAMB [48], CMBEasy [49, 50]) de forma a estender esses calculos para modelos
com ricochete.

e ClThermodynRecomb: Esse objeto implementa a recombinacgao fora do equilibrio,
como descrito na Ref. [51], j4 que evolugao das perturbagoes depende da densidade
de elétrons livres além do livre caminho médio dos fétons.

Esse conjunto de objetos reproduz os resultados dos programas CMBFast, CAMB e
CMBEasy, contudo a extensao para universos com ricochete ainda estda em andamento.

Essa biblioteca sera colocada em dominio piblico com uma licenca de software li-
vre [52] uma vez que a andlise para universos com ricochete estiver pronta.

2.5.2 Evolucio Para um Unico Fluido

Como visto na Eq. (2.42), a densidade de energia de um fluido com w constante tem
um comportamento de lei de poténcia no desvio para o vermelho (fator de escala), o que
permite simplificarmos a analise da evolugao desses modelos. Como a poténcia no desvio
para o vermelho de fluidos diferentes é também diferente, em geral havera valores de x
nos quais somente um fluido dominara. No caso descrito pela Eq. (2.45), por exemplo,
quando z < (Qx0/mo)/? a funcao de Hubble sera dada aproximadamente por aquela de
um tnico fluido com w = —1, i.e., E? ~ Q). Similarmente, h4 dominio de poeira w = 0
no intervalo Q,,0/Q0 > 2 > (Qa0/mo)*/? e de radiacio w = 1/3 quando = >> Qo/Qro.
Desta forma, podemos encontrar a evolugao do fator de escala analiticamente em cada
um desses intervalos em z. Usando a solucao do fluido (Eq. 2.42) na Eq. (2.47), temos a
seguinte evolucao do fator de escala em termos da variavel x e do tempo conforme,

~ B
_( BRa \ _(m)’
o) = (mm& ~() (245)
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onde = 2/(143w), Qg ¢ a densidade adimensional do fluido em questao e a constante
no = Ruf /v representa o tempo conforme no qual o fator de escala é igual a ag
(x = 1). Escolhemos a constante de integracao de forma que a(0) = 0 para w > —1/3 e
a(0) = oo para w < —1/3. Durante essa fase a fun¢ao de Hubble conforme é dada por

y—r_ vV uoMo _ /—Qwonxl/ﬁ
U Rpn Ryl

onde o termo 7/|n| representa o sinal da coordenada temporal, que da forma que esco-
lhemos descreve a fase de contracao quando 1 < 0 e expansao quando n > 0.

: (2.49)

2.6 PROBLEMAS COSMOLOGICOS

Mesmo o modelo idealizado, descrito na Secao 2.5, sendo bem sucedido em explicar
varias caracteristicas do universo, ha uma série de questoes que nao sao resolvidas no
seu contexto. Os problemas tratados nessa secao estao diretamente ligados a evolucao do
universo homogéneo e isotrépico quando consideramos somente os componentes materiais
discutidos na Secao 2.5. Em geral essas questoes estao ligadas ao fato de que nossa
descricao do universo até aqui nao prové ferramentas para descrever as condicoes iniciais.
Logo, o maximo que podemos fazer é inferir como seria o universo no passado dada a
observacao do universo hoje. Além disso, como hé observacoes de vérias épocas diferentes
da evolugao, podemos também checar a consisténcia do nosso modelo.

Vale também ressaltar que esses problemas pressupoem uma extrapolacao do modelo
para o passado, ou seja, existem motivos observacionais e teéricos para esperarmos que
essas descrigoes sejam validas até um certo ponto no passado. Porém, alguns pressu-
postos, como a validade da RG, entre outros, deixam de ser véalidos em algum ponto e
qualquer previsao feita a partir dai é uma extrapolagao e deve ser analisada com cuidado.

Uma questao que exemplifica bem esse ponto é a existéncia de uma singularidade, o
chamado Big Bang. Mesmo os teoremas de singularidades garantindo a existéncia de tal
caracteristica na métrica, neles utilizamos a RG em um contexto onde esperamos que
efeitos de gravitacao quantica e renormalizagao do tensor energia—momento de matéria
sejam dominantes. Portanto, a nao ser que os teoremas de singularidade possam ser
estendidos levando em conta esses efeitos, nao existe nenhum motivo para afirmarmos
que esse modelo leva a uma singularidade.

2.6.1 Horizonte

De partida o modelo padrao supoe que o universo é homogéneo e isotréopico. Como vimos
na Secao 2.2, as simetrias do espaco—tempo impoem restricoes sobre a distribuicao de
matéria do universo. No entanto, dentro do contexto do modelo discutido até aqui, nao
é possivel explicar tal distribuicao de matéria, ou ainda pior, como mostraremos abaixo
para os conteudos materiais discutidos na Secao 2.5, esse modelo possui horizonte de
particulas. O que significa que, partindo do inicio da evolugao desse modelo, as particulas
materiais percorrem uma distancia maxima. Se a distancia maxima percorrida for menor
que a porcao das secoes homogéneas que observamos, entao nao sera possivel explicar a
homogeneidade e isotropia observada via qualquer processo fisico causal.
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Usando a definicao de distancia conforme dada na Secao 2.4, definimos o horizonte de

particulas como
~ t dtl ~ r diUl
d= =—-R . 2.50
"/t. alt) / E(1) (250

7

Em particular, para um universo plano (€20 = 0) sem constante cosmoldgica (Qpo =
0) com um tunico fluido que satisfaz w > —1/3, temos

- 2R e _ltdw 2R
d(z) = R (m—% — 1, £ ) ~ Fn — (2.51)
(1 + 3’[1)) \% QmO (]. + 3111)\/ Qmol’ 2

onde fazemos x; > x. Note que para o caso singular a(t;) = 0, x; = oc.

Do ponto de vista observacional, montamos o seguinte cenario. Suponha que medimos
uma certa quantldade fisica proveniente de fontes que encontram-se a uma distancia
conforme Ad = d(ty) — d(t.). Comparando essa quantidade em diferentes pontos da
casca esférica de raio Ad, saberemos se essa quantidade era distribuida homogeneamente
a uma distancia maxima de 2Ad.*® Porém, se o horizonte de particulas for finito, teremos
que no instante t, a distancia maxima percorrida por um féton serd de d, = d( ¢) €, Se essa
for menor que 2Ad, nao poderemos justificar a distribuicao homogénea via um processo
causal. Mais especificamente, podemos calcular a razao entre a distancia méxima entre
as quantidades observadas e o horizonte de particulas, i.e.,

SPY- P dtl// dtl
de te

No caso da radiacao eletromagnética sabemos que os fotons estavam fortemente aco-
plados aos bdrions até a época da recombinacao [53-55] (z, =~ 10?), ou seja, quando
os atomos ficam neutros. A partir desse momento os fétons viajam livremente!® pelo
universo. Considere agora as observagoes da RCF. Aplicando o raciocinio acima temos

que para um universo plano com somente um fluido C' = 2 <957(»1+3w)/ -1

, em um uni-

verso sempre dominado por poeira (w = 0) terfamos C' = 61 e para radiagao (w = 1/3)
C ~2x 103

Porém observamos a RCF altamente homogénea com pequenas flutuacoes da ordem de
1075 [9]. Portanto, o resultado acima mostra que essa homogeneidade nao pode ser expli-
cada por nenhum processo fisico causal se usarmos esse modelo para descrever a evolucao
do universo. Esse problema estd diretamente relacionado com o fato de que a integral
J(I) é convergente, quando isso acontece dizemos que o modelo tem horizonte. Se por
algum motivo essa integral divergisse ou simplesmente d(to) — d(t,) < d(t,), toda a RCF
que observamos viria de uma regiao em contato causal e, com isso, sua homogeneidade
poderia ser explicada por algum processo fisico. Note que isso nao resolveria o problema,
simplesmente tornaria possivel uma explicagao dinamica para a homogeneidade.

18Estatisticamente temos que a correlacdo de dois pontos para essa quantidade serd medida com uma
distancia maxima de 2Ad

9Naturalmente, entre esse fétons hé os que interagem gravitacionalmente com as estruturas, chamado
Efeito Sachs—Wolfe Integrado [56], e os que sofrem espalhamento Compton inverso ao interagir com
elétrons de aglomerados de galdxias, chamado Efeito Sunyaev Zel’dovich [57].
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2.6.2 Estruturas em Grandes Escalas

Quando investigamos a distribuicao de matéria do universo através da observagao de
galdxias, aglomerados de galdxias e outros objetos cosmoldgicos [58], podemos medir as
correlagoes entre as posicoes das varias estruturas. Essa distribuicao nao uniforme de
matéria estd ligada as perturbagoes em torno do modelo homogéneo e isotrépico (que
iremos tratar em detalhes no Capitulo 3). A evolucdo dessas perturbagoes tem em geral
dois comportamentos diferentes, um quando o comprimento de onda é maior e outro
quando é menor que o raio de Hubble Ry/E.?° Para todos os comprimentos maiores
que o raio de Hubble, observamos que as perturbacoes evoluem da mesma forma, nesse
sentido, dizemos que essas perturbacoes estao congeladas. No caso contrario, as per-
turbagoes propagam-se de forma diferente com cada modo evoluindo de acordo com o seu
comprimento de onda.

Suponha que observamos hoje correlagoes com comprimento comparavel ao raio de
Hubble hoje A./Rp o 1. Essa razao é modificada se considerarmos instantes anteriores,
ja que o comprimento de onda evolui com \./x e o raio de Hubble com Ry/E. Posto
isso, em um instante no passado teremos que essa fracao serd \./RyFE/x o< E/x. Usando
o fato de que a funcdo de Hubble evolui com z*(*®)/2 para um universo com somente
um fluido e equacio de estado constante, temos que essa razao serd z1+3%)/2 Com isso,
vemos que se um certo comprimento de onda observado hoje corresponde a uma escala
congelada, no passado tal escala permanecera congelada se w > —1/3.

Assim, como observamos correlagoes de grande escala e que tais comprimentos sem-
pre estiveram congelados, nao sera possivel explicar no contexto desse modelo essas cor-
relagoes. Em outras palavras, precisamos colocar as correlagoes nas condigoes iniciais
das perturbagoes de forma arbitraria. Note que esse problema é similar ao problema
do horizonte, porém aqui tratamos do raio de Hubble que esta ligado a dinamica das
perturbagoes, enquanto na Secao 2.6.1 o problema esta ligado a causalidade.

2.6.3 Planeza

Medidas recentes da RCF em conjunto com outros observaveis [9] inferem o parametro
de curvatura na presente época |Qxo| < 1072. A partir desse dado podemos medir quao
préxima a densidade total estava da critica, i.e., |p — pe|/pe = Quox?/E?. Considerando
que no passado a funcao de Hubble é dominada pela radiagao, ou seja, E?(x > 1) ~
0,0z, obtemos que essa razao serd Qio/Q.0x%. Mais especificamente, na época da
nucleossintese com temperaturas 7' oc 101K (2 ~ 10), essa razao serd < 10719,

Note que o raciocinio acima parte de dados medidos na época atual e infere um re-
sultado no passado. Se invertermos essa légica e pensarmos qual deveria ser a curvatura
no passado para obtermos a observada hoje, o fato acima significa que precisariamos
escolher condigoes iniciais muito especiais, i.e., |p — pc|/pe < 1071, Encarando como um
problema de condigoes iniciais, essa questao ¢ ainda mais agravada, pois se escolhéssemos
condicoes iniciais que nao satisfizessem a inequagao acima, esse modelo seria dominado

20A escala que define o comportamento das perturbacoes depende da forma de sua equacido de movi-
mento, mas em grande parte dos casos essa escala é proporcional ao raio de Hubble.
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pela curvatura, ja que essa é proporcional & a~2 e qualquer outra fonte (com equagao de
estado constante) contribuiria com termos da forma o a=30+%) nas equacoes de Fried-
mann (Eq. 2.24). Portanto se w > —1/3, a curvatura seria a componente que decresceria
de forma mais lenta.

2.6.4 Solucoes via Periodo Inflacionario

Atualmente o paradigma mais aceito para lidar com esses problemas é o chamado modelo
inflacionario. Esse consiste em supor um periodo de expansao acelerada que ocorre antes
da expansao dominada por radiacao e poeira. Nesse sentido o modelo inflacionario estende
o modelo padrao, ao invés de simplesmente extrapola-lo, cria-se um cenario para descrever
o universo em momentos anteriores a descricao do modelo padrao. Note no entanto que o
periodo inflaciondrio, em geral, nao trata do problema da singularidade e épocas anteriores
a esse periodo. Além disso, as proprias tentativas de estender a inflagao ao passado, a
fim de remover a singularidade, nao tém sido bem sucedidas. Em alguns casos é possivel
mostrar que mesmo com a presenca desse periodo os modelos continuam prevendo uma
singularidade [10].

No que refere-se ao problema de horizontes, notamos que, como na discussao feita na

Secao 2.6.1, a seguinte razao
o dt fe dt
0:2/ 1// —L (2.52)
o oalt)/ Ji, a(th)

precisa ser menor que um se quisermos explicar a homogeneidade e isotropia das ob-
servacoes via algum processo fisico causal. Tomemos o exemplo da RCF. Como a inflagao
trata de épocas anteriores ao modelo padrao, a primeira integral continua com o mesmo
valor, i.e.,

to ¢ 2R _1 2R
/ Lo 28 (- ) m 2L (2.53)
t a’(tl) Qm() QmO

onde supomos que esse periodo foi dominado por poeira. A segunda integral pode ser

decomposta em trés partes, do instante inicial x; até o inicio da inflacao z,, desse ponto

até o fim da inflacao x;, e até x,.. Por simplicidade, iremos considerar a inflagao como um

periodo de expansao acelerada via uma densidade de energia tipo constante cosmologica.
Dessa forma, temos que a funcao de Hubble é dada por

4
QT‘O <?) x Z Lg

E2($) = QTO:U% Tq 2 X 2 Ty (254)

Q,0xt Ty > T > T,

Note que estamos impondo continuidade para a fungao de Hubble, que é equivalente a
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impor continuidade para a densidade de energia. As integrais sao entao dadas por

g, = J_2a
a — Qro xga
dNb _(Za = RH (wa _Qxb>7
QTO l'b

- - Ry ( 11 )
d, —dy = ——— .
QTO Ty Ta

Supondo que a inflagao durou um periodo longo o suficiente e que aconteceu muito antes
da recombinacao, i.e., x, > 1, > 2., a distancia serd dada por d, = Q(RH/\/Q_TO) T,/T}
e, com isso, a razao sera C' ~ 2 Qro/Qmox% /x,. Podemos parametrizar o problema
da seguinte forma. Dado que a inflacdo terminou em 1z, e que durante esse periodo
o universo aumentou de tamanho por um fator de exponencial de N,?! o desvio para
o vermelho do inicio da inflacdo serd x, = eNx,. Nessa parametrizacdo a razao serd
C =~ 2y/Q0/ Qoe~Ntloel@) entdo, para essa razdo ser menor que um, precisamos que
N > log(1072x3), onde usamos 24/Q,0/Qno &~ 1072. Se considerarmos que o modelo
padrao comeca perto da nucleossintese, x; ~ 10!, temos que N > 21. Dessa forma,
quanto mais no passado quisermos que a inflagdo ocorra, maior deve ser o niimero N.

Em relacao as estruturas em grande escala, vemos que o protétipo de inflacao descrito
na Eq. (2.54) muda o cenério descrito na Se¢ao 2.6.2. Como vimos nessa se¢ao, no modelo
padrao se a razao A\./RyF/x é maior do que um hoje, serd sempre maior que um. Agora
considerando o periodo inflacionario, temos que no inicio da inflacao essa razao serd
A/ R/ Quox? ) 1q = N/ Rip/Qpoe N H108@) - Togo, se o fator exponencial N for grande
o suficiente para resolver o problema do horizonte, resolverda também o problema das
estruturas em grande escala, j4 que nesse caso a razao sera menor que um. Portanto, no
inicio da inflagao os maiores comprimentos de onda estarao dentro do raio de Hubble.

Vale ressaltar que se o nimero N for muito grande, o comprimento de onda no inicio
da inflagdo, \./z, = A.e™™ /2y, pode ser muito pequeno, por exemplo, para A\, ~ Ry ~
3000Mpc ~ 1097, onde [, é o comprimento de Planck. Nesse caso vemos que se e /z,
for préximo de 108!, entao os comprimentos de onda no inicio da inflacao seriam préximos
a escala de Planck e, dessa forma, nao seria mais possivel utilizar a RG clédssica. Essa
questdo é conhecida como problema Trans-Planckiano [59].

Por fim, podemos ver também que o problema da planeza é resolvido quando adiciona-
mos a fase inflacionaria. Da mesma forma que fizemos na Secao 2.6.3, pensaremos como
um problema de condigoes iniciais. A diferenca é que agora estamos colocando condigoes
iniciais no inicio do periodo inflaciondrio. Se nessa época o parametro de curvatura era de
ordem um (022 2 1), entao no seu fim ele seria pequeno, i.e., Qpozi ~ 27 /22 = e 2N,
Isso acontece porque durante a inflacdo a curvatura diminui com um fator de 22 enquanto
a energia que propulsiona a inflacao se mantém constante. Com isso, teremos que hoje

o parametro de curvatura seria Qo ~ 2,2 ~ 7, 2e 2N ~ 1074, onde usamos z, ~ 10! e

21Como normalmente a letra e é usada para denotar exponencial, o niimero N é comumente conhecido
como numero de e-folds.
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N = 21. Entao, vemos que existe uma grande liberdade em escolher o valor inicial para
a curvatura. Pois, para um grande intervalo de valores, o resultado final é que a presenca
de um periodo de inflagao faz com que hoje o parametro seja extremamente pequeno.
Existem varias maneiras de implementar a inflacao de forma consistente, que vao
de modelos simples como um campo escalar com massa, miltiplos campos escalares e
modificacoes na gravitacao via correcoes quanticas do tensor energia—momento. Essas
vérias implementagdes sdo amplamente discutidas nos livros-texto e artigos de revisao |2,

3, 60].

2.6.5 Solucoes via Periodo de Contracao

Como discutimos no comecgo dessa secao, os problemas que aparecem no chamado mo-
delo padrao sao consequéncia de uma extrapolacao para o passado. Vimos também na
Secao 2.6.4 que resolvemos os problemas citados se adicionarmos um periodo de expansao
acelerada antes da evolucao dominada por radiagao. De forma geral, a fase pré-modelo
padrao pode ter diferentes comportamentos. Um caso é ter sempre expansao, havendo
ainda a possibilidade de haver expansao eterna onde a singularidade sé é alcancada no
infinito passado, i.e., lim;, . a(t) = 0.

Outra possibilidade é ter uma fase de contragao que em algum momento converte-
se na fase de expansao (dizemos que o universo passa por um ricochete) dominada por
radiagao. No Capitulo 4 discutiremos em detalhes modelos de gravitacao quantica que
demonstram esse tipo de comportamento, além de fazermos uma discussao geral sobre
outras formas de obter o ricochete. Nessa secao, porém, o mecanismo especifico para
gerar essa fase nao ¢é relevante.

Supondo que exista essa fase de contracao, a funcao de Hubble adimensional é dada
por
—QrolA t;, <t <ty

E(x) = ,
(@) Qozt  t> 1t

(2.55)
onde z(t,) = x, é a escala onde o ricochete acontece e t; marca o inicio do perfodo
de contracao, podendo ser —oo. A forma como modelamos a mudanca entre as fases
de contracao e expansao é abrupta. Entretanto, a forma exata dessa transicao nao serd
importante para a andlise que segue. A distancia maxima percorrida por um féton durante
a fase de contragao sera

J_/tb dti Ry <1_1>N Ry 1
’ t a(t) Qno \Ti T V0 1

onde na ultima igualdade estamos considerando que a escala do ricochete é muito menor
que a inicial, i.e., xy > x;. A expressao acima mostra também que se o universo comeca
infinitamente grande (a; = 00) entdo d, = co. Nesse caso a razio entre as distancias,
discutida na Segao 2.6.1, serd C' = 2z; = 2ag/a;. Com isso, para que a fase de contragao
possa resolver o problema de horizonte, basta que nesse modelo o universo comece maior
que ele na presente época, i.e., a; > ay.

No caso das estruturas em grandes escalas, o comprimento de onda no inicio sera
N/ RyE/x = X/ Rg/Qrom; e, novamente, os comprimentos de onda que correspondem
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as estruturas em grande escala estarao inicialmente menores que o raio de Hubble se
a; > ag.

Finalmente, como estamos colocando as condicoes inicias em t;, se supusermos que
nesse instante a contribuigao da curvatura a fungao de Hubble seja Q022 &~ 1, entdo hoje
essa contribuicdo seria Qo =~ (ag/ ai)Q. Se a; > ag, ou seja, se 0 universo comecar muito
maior que hoje, temos uma explicagao para a curvatura pequena observada hoje. Veja
que, no caso da contracao, a dinamica das densidades é oposta ao que ocorre na expansao.
A curvatura, que evolui com z?, torna-se rapidamente desprezivel quando comparado &
poeira (23) e a radiacao (z%).

A questao da planeza mostra ainda uma vantagem dos modelos com ricochete, pois
nesse caso a curvatura espacial nao precisa ser muito pequena como no caso da inflacao.
Portanto, em primeira aproximagao, esses modelos mostram-se mais flexiveis em relagao
a solugao dos problemas cosmoldgicos tratados nessa secao.



CAPITULO 3

PERTURBACOES EM TORNO DE UM UNIVERSO
HOMOGENEO E ISOTROPICO

Discutimos com detalhes no Capitulo 2 um modelo homogéneo e isotrépico para o uni-
verso. Entretanto, sabemos que essas simetrias nao sao exatas. Somente em grandes
escalas, a distribuicao média de matéria inferida a partir da observagao de objetos como
galdxias, aglomerados, entre outros, é homogénea em hipersuperficies de tempo cons-
tante. A observacao mais profunda, a RCF, como discutimos na Se¢ao 2.5, mostra-se
distribuida quase homogeneamente na casca esférica em que a observamos. Porém apre-
senta pequenas irregularidades em torno do seu valor médio.

Essas observacoes sugerem que o universo pode ser descrito com secoes espaciais ho-
mogeéneas e isotropicas mais pequenas perturbacoes. J&a foi citado na Secao 2.6.2 que
para explicar as observagoes atuais, precisamos descrever essas perturbagoes em escalas
de mesma ordem que raio de Hubble. Isso implica na necessidade de uma teoria de
perturbacoes relativistica para podermos fazer uma descricao completa. O pioneiro no
estudo das perturbagoes cosmoldgicas no contexto da RG foi Lifshitz (1946) [61], com o
trabalho posteriormente corrigido por Lifshitz e Khalatnikov (1963) [62]. Acontece que
mesmo esses trabalhos estando corretos, eles foram mal interpretados pois a liberdade,
chamada de liberdade de calibre, que existe ao definir as perturbacoes em relacao a um
modelo de fundo, torna sua interpretacao dificil gerando graus de liberdade esptirios.t

Em uma primeira tentativa de resolver o problema da interpretagao das perturbacoes,
Hawking (1966) [64] desenvolveu um formalismo covariante para lidar com elas.? Porém,
nesse formalismo as variaveis que sao naturalmente invariantes sob mudanca de calibre
(invariantes de calibre) sao aquelas que sao nulas no modelo de fundo e, portanto, o
problema da escolha de calibre continua existindo quando tratamos de variaveis como
densidade de energia, fator de expansao e outras que nao sao nulas no modelo de fundo.
Posteriormente, esse problema foi resolvido no trabalho de Ellis e Bruni (1989) [66], onde
foram propostas novas variaveis invariantes de calibre associadas a densidade de energia,
fator de expansao, entre outras. O significado fisico dessas quantidades é ainda explorado
em Bruni, Dunsby e Ellis (1992) [67].

Outra ideia desenvolvida para lidar com a dependéncia de calibre foi a de definir
combinagoes arbitrarias de variaveis dependentes de calibre de forma a obter varidveis
independentes. Esse tratamento foi desenvolvido inicialmente por Moncrief (1974) [68],
posteriormente por Gerlach e Sengupta (1978) [69] no tratamento de colapso gravitacional
e mais tarde por Bardeen (1980) [70] para lidar com as perturbagdes cosmolégicas. Nesse
tratamento lidamos somente com variaveis invariantes de calibre e portanto livre dos

!Essa liberdade era também observada em outros contextos, ver por exemplo em Sachs (1964) [63].
2Ver também Olson (1976) [65].
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graus de liberdade espurios. Entretanto, nessa abordagem, como sao feitas combinagoes
arbitrarias de variaveis dependentes de calibre para formar as independentes, a inter-
pretacao fisica dessas ultimas fica obscura, sendo necessario usar um calibre especifico
para identificar o significado de cada uma delas. Independente dessa dificuldade, esse
tipo de tratamento tornou-se padrao para lidar com perturbacoes cosmoldgicas, pois nao
existe ambiguidade no calculo das variaveis invariantes de calibre. Uma série de artigos
de revisao abordam esse tratamento utilizando varidveis invariantes de calibre, veja por
exemplo [60, 71].

Na Segao 3.1 definimos liberdade de calibre e discutimos como essa liberdade é tratada
na literatura. A seguir, na Segao 3.2, mostramos que existem dois grupos distintos de
perturbacoes que tém diferentes comportamentos em funcao da liberdade de calibre.
Em posse das perturbagoes, na Secao 3.3 tratamos da decomposicao em modos escalares,
vetoriais e tensoriais, discutindo quais sao as caracteristicas do modelo que permitem essa
decomposi¢ao, assim como as propriedades especiais que a métrica de fundo de FLRW
contém. Definimos na Secao 3.4 as combinacoes das varidveis que sao invariantes sob
mudanca de calibre, tanto para as variaveis geométricas quanto para as variaveis ligadas
ao tensor energia—momento. Nessa secao também definimos as perturbacoes cinematicas
ligadas as hipersuperficies da métrica de fundo, a fim de simplificar a interpretacao das
variaveis e das escolhas de calibre.

Utilizando as perturbagoes, na Segao 3.5 obtemos a versao linearizada das equagoes
de Einstein assim como a versao invariante de calibre das mesmas. Nessa secao mostra-
mos como podemos usar a base dos autovetores do operador de Laplace-Beltrami para
simplificar as equagoes de movimento, obtendo um conjunto de equagoes diferenciais or-
dinarias para as perturbagoes. Como as solugoes das equagoes de movimento resultam
na determinacgao das varidveis invariantes de calibre, na Secao 3.6, mostramos algumas
escolhas de calibre e como elas podem ser usadas para determinar unicamente todas as
variaveis perturbadas. Por fim, na Secao 3.8, resolvemos as equagoes de movimento para
um universo com um unico fluido e mostramos que, para o caso do universo em contracao,
a escolha de calibre é crucial na determinacao da validade da série perturbativa.

3.1 LIBERDADE DE CALIBRE

Na modelagem de um sistema fisico, de forma implicita ou explicita, existe uma escala
na qual a descricao é feita. Por exemplo, na mecanica dos fluidos estamos interessados
em descrever as propriedades macroscépicas de sistemas compostos por um infinidade de
particulas. Portanto, nela utilizamos a nocao de elemento de fluido que corresponde ao
comportamento médio de um conjunto de particulas que o compoe. No processo de média
usado para definir os elementos, o comportamento microscépico e suas propriedades sao
condensadas nos elementos da sua evolucao, como viscosidade, pressao, entre outros.
De forma similar, ao criar modelos cosmoldgicos, esperamos descrever o universo nas
maiores escalas observaveis. Nesse sentido supomos que os modelos de FLRW descrevam
o universo em uma escala grande o suficiente para que este possa ser tratado como
homogéneo e isotréopico. Essa suposicao, que ¢é usada a priori, mostra-se compativel
com as observagoes, através da RCF e estruturas em grandes escalas como discutido na
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Secao 2.6.

Para tratar escalas menores, o modelo nao pode mais ser homogéneo e isotropico. No
entanto, podemos supor que o novo modelo, mesmo nao sendo mais de FLRW, seja tal
que a diferenca entre ele e um modelo de FLRW seja pequena. O que normalmente se faz
em outras areas da fisica é, por algum processo de média, determinar o valor de fundo
e definir as perturbagoes como sendo a diferenca entre a quantidade e sua média. Dessa
forma temos uma maneira de determinar o valor de fundo e o seu significado fisico. Na
cosmologia o processo de média é uma questao em aberto (ver [72] e suas referéncias),
portanto nesse trabalho tomaremos outro caminho. Ao invés de definir um processo de
média para determinar o modelo de fundo, vamos partir da suposi¢ao de que o modelo
de fundo é FLRW, e que a diferenga entre ele e o modelo real (também chamado de
modelo perturbado) é pequena. O que acontece nesse caso, como citamos no comego
desse capitulo, é que a definicao de perturbacao é ambigua, ji que a definicao de modelo
de fundo ¢é arbitraria.

Suponha que o modelo perturbado é descrito por uma métrica g,,, em uma variedade
M. Essa é a métrica que descrevera nosso sistema fisico. De forma arbitraria, adicionamos
ao problema uma segunda métrica g,,, do tipo FLRW e fazemos a suposi¢ao fundamental
de que sua diferenca é pequena, i.e., definindo a diferenca como

69/w = g,uu — Guv-

Vamos desprezar todos os termos quadraticos ou de poténcia superior em dg,,,. A questao
é: de que formas diferentes podemos definir a métrica de fundo g,, na variedade M tal
que 0g,, seja pequeno.

Para lidar com essa questao, definimos uma variedade M° com uma métrica de FLRW
g,»- Dado um difeomorfismo T : M° — M e um grupo de difeomorfismos vy : M — M,
como os definidos na Segao A.1, temos que Y,(-) = ¥, (Y(:)) prové um conjunto de
difeomorfismos de M° em M. Podemos utilizar a inversa de tais difeomorfismos para
definir uma operaciao puzar,’> que leva covetores de M° em covetores M, i.e., g w =
T;l*gzy = 9, g,, onde definimos a métrica g, = Tfl*gzy na variedade M.

Suponha agora que a diferenca dg,, = g, — 9w Seja pequena. Para um valor pequeno
do parametro A, temos que

Q(A)uv = 79;1*9;”/ = G + LeGuv,

onde o campo vetorial £&# é o campo tangente as curvas p(\) = J,(p) em M. Portanto a
diferenga entre as métricas serd dada por

59()\);w = Qv — (G + Leguw) = 6 — 2V (uév),

lembrando que a derivada de Lie é independente da derivada covariante que utilizamos.
Portanto, nesse caso, escolhemos aquela compativel com g,,, i.e., Vo9, = 0. Note que
isso mostra que uma condicao suficiente para que a diferenca mantenha-se pequena é a de

3 Analogamente & operacdo empurrar definida na Secdo A.1, para mais detalhes sobre ambas operacdes
ver push forward e pull back em [36] ou [73]
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que V, &, seja pequeno. Mas ela nao ¢ necessaria: se escolhéssemos os difeomorfismos 1
de forma que £* fosse um campo de Killing de g, terfamos ¢ g™ uw = 09, Para qualquer
valor de A. Definimos como mudanga de calibre , qualquer outra escolha de difeomorfismo
tal que 6g™) w continue pequeno. Note que essa liberdade de calibre é parametrizada por
campos vetoriais £# que definem uma mudanca pequena nos difeomorfismos.

Vale ressaltar a diferenca entre o procedimento descrito acima e uma mudanca de
coordenadas em M. Dada as duas métricas, G, € g, se fizermos uma mudanca de
coordenadas pequena gerada por um campo vetorial 0", teremos

guu — guu + £bgw/ = g,uz/ + oEbg,uz/a
Guv — [y + -’gbguya

onde consideramos b* da mesma ordem que 6g,,. Com isso, temos que a diferenca
entre elas se transformara como 6g,, — (G + £69) — (9 + £69) = 0g,, OU seja, a
perturbacao na métrica é invariante sob transformacoes de coordenadas de mesma ordem.

Ao fazer uma mudanca de calibre, todos os objetos trazidos da variedade M° sao modi-
ficados, i.e., se T°,,,,.. 1, *1#?> - é um tensor arbitrario definido em M° e T, ,,. ., F*H*H =
Y1T°, by 0, F1H2H sua versao em M, entdao, sob uma transformagao de calibre, esse
tensor se modifica da seguinte forma

1H2-- U] 1H2-- ] 1H2-- ]
Tulyg.‘.umu pa-p — Tulug...um'u pa-p + £§T1/11/2...1/m'u pa-p .

Contudo, se fizermos uma mudanga de coordenadas em M gerada por —&H, esse tensor
sera novamente dado por T),,,. ., *#2#. E, com isso, todas as quantidades definidas
originalmente em M sofrerao a mudanca

T,

B2 ol 2 T A2
V1V2...Um — Tylug...um — £§T1/1V2...Vm .

E nesse sentido que alguns livros texto ou artigos de revisao referem-se a mudanca de
calibre como sendo uma mudanca de coordenadas onde as quantidades de fundo sao
mantidas “fixas”. Nesse trabalho, todas as mudancas de calibre serao seguidas por uma
mudanca de coordenadas de forma que os tensores definidos na variedade de fundo M°
ficam invariantes.

3.2 QUANTIDADES PERTURBADAS

Seja Ty py. 0,12 # um tensor definido em M, tal que sua constru¢ao nao dependa de
objetos puzados de M°, e um objeto construido da mesma forma em M°. Definimos a
perturbacao em 71y, ,,, **#?** como

1H2--- M — ’al 12 [ 12 4]
5T1/11/2...1/mu p-pt - Tulug...umu e Tulug...umu pa-pt .

Estamos interessados em quantidades tais que suas perturbagoes sejam da mesma ordem
de 0g,,. Para esses objetos, uma mudanca de calibre tem o seguinte efeito,

o2l 1TH2.. ] o3l 1H2...[] 1H2... ]
Tulug...z/m'u p2--p — Tuluz‘..umu Ha--bl £§Tll pakiz--H ) (31)

1V2...Um,
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onde desprezamos o termo de segunda ordem £¢07},,,.,,,"****. Ao fazer uma mudanga
de calibre, a perturbacao nesse objeto transforma-se como

(STulug...um'ulMQmM — 5T1/

1V2...Um,

Hipz.pe £§Tu1ll2 v ,U«1M2~~~,U«l. (32)

Se nao nos restringirmos a campos £# especiais,? essa mudanca s6 serd identidade para
qualquer campo & se LT, 0,2 # = 0. Esse resultado é o lema do artigo [74] em
que os autores mostram que as perturbacoes sao invariantes de calibre se e somente se
LTy, v, H2# = 0 e que isso acontece se e somente se o tensor for uma constante ou
combinacgoes de constantes e deltas de Kronecker. Chamaremos de perturbagoes simples
as quantidades perturbadas construidas da forma descrita acima.

Porém, existem objetos geométricos que nao sao construidos da forma descrita acima.
Quando se define a métrica perturbada como

.. [ -1+2 -B
Iw =\ —B  hy+2C, )

(-1 0
g,ul/_ O hw )

estamos implicitamente usando coordenadas gaussianas normais para a métrica de fundo,
como discutido na Secao A.2. Isso é o mesmo que escolher um conjunto de hipersu-
perficies, de forma que a normal a elas é geodésica, e uma funcao tempo, tal que o campo
covetorial normal é dado por n, = —0d,ct, o campo vetorial associado a essa coordenada
¢ simplesmente n*, i.e., n*0,ct = —n*n, = 1, e, por fim, um conjunto de vetores coorde-
nados e;* com i = 1,2, 3 nas hipersuperficies de forma que n,e;* =0 e é* = 0. Além de
adicionar varios ingredientes relacionados com a escolha de coordenadas, a definicao de
métrica acima é equivalente as projegoes feitas nas Egs. (C.2-C.4). A métrica de fundo
nessa decomposicao fica,

e a métrica do fundo

Gnn = _17 gnl/hyaeia = 07 guuhuahuﬁeiaejﬁ = hij>
enquanto a perturbada é dada por
gnn =—-1+ 2¢7 gnl/hyaeia = _Bi> guuhuahyﬁeiaejﬁ = hij + 202']'7

onde h,, é o projetor definido na Segao A.2, o subscrito ,, representa a contracao com o
campo n, como definido na Eq. (A.16), e h;; = hageﬂejﬁ, B, = Bue;®, Cj; = Cageiaejﬂ.
Entao, nesse caso, temos que a perturbagao na métrica ¢ é dada por ¢ = (Gun — Gnn)/2-
Note que essa perturbacao nao se encaixa na forma descrita no comeco da secao. A
quantidade g,, = n*n"g,, envolve termos de ambas as variedades, mais especificamente,
a métrica g, e os vetores normais as segoes espaciais definidas em M°. As perturbagoes
que envolvem objetos construidos utilizando termos de ambas as variedades serao cha-
mados de perturbacoes mistas. Em geral, as partes escalares, vetoriais e tensoriais (nas

4Poderfamos nos restringir as possiveis isometrias de Toivy.. v, 112



3.2 QUANTIDADES PERTURBADAS 32

hipersuperficies e nao na variedade M) da perturbacao da métrica sao definidas como
projecoes onde se usa um sistema de coordenadas atrelado a variedade de fundo. Vale
ressaltar que como essas quantidades nao sao perturbacoes simples, nao vale o lema da
invariancia de calibre, e.g., a quantidade g,,, = —1 ¢é claramente constante e tem derivada
de Lie nula, porém ¢ nao é invariante de calibre.

Além das projecoes da perturbacao da métrica, existem outros objetos mistos que
sao lteis na interpretacao das perturbacoes. A variedade de fundo tem um conjunto de
segoes espaciais bem definido, nas quais temos homogeneidade e isotropia, que definem
um campo covetorial n, = —d,ct. Esse campo ¢é normalizado no contexto da métrica de
fundo e, portanto, tera norma diferente de menos um na métrica perturbada. Podemos
entdo calcular a versdo normalizada n, = —0d,ct/\/—§7°0,ctO,ct, que em primeira or-
dem ¢ simplesmente 7, = n, — ¢n, (na Secao C.1 calculamos as variaveis cineméticas
relacionadas a um campo vetorial arbitrario em M). Note que no caso das normais das
segoes espaciais de fundo, temos simplesmente que v* = 0 (ver Eq. C.10). Por exemplo,
a aceleracao dessas curvas serd a, = —D,¢ (ver Eq. C.25). Imagine um conjunto de
observadores em M que seguem trajetorias cujas tangentes sao dadas por n*, ou seja,
as trajetérias que os observadores isotrépicos seguiriam caso nao houvesse perturbacoes.
Esses observadores iriam, portanto, medir uma aceleracao a, = —D,¢.

Para evitarmos objetos mistos, podemos criar um seccionamento arbitrario em M de
forma que difira das se¢oes de M° somente em primeira ordem. Com isso, definimos a
curvatura extrinseca do campo normal das hipersuperficies perturbadas como K, e das
nao perturbadas como K,,, e assim a perturbagao 0K, = I/C\,W — K. Nesse caso, elas
serao perturbacoes simples e, logo, vale o lema das perturbacoes. Mais especificamente,
para a métrica de fundo temos o cisalhamento, definido na Eq. (A.24), 0,, = 0 (ver
Eq. 2.10) e, com isso, do,, ¢ invariante de calibre. A desvantagem dessas quantidades é
que estamos calculando a diferenga entre objetos definidos em segoes espaciais diferentes.
Suponha que a métrica de fundo tenha curvatura espacial nula, nesse caso R =R —R
¢ invariante de calibre, porém R fornece a curvatura espacial de uma certa secao espacial
arbitraria definida em M, ou seja, 0R ¢é invariante de calibre mas depende da escolha de
hipersuperficies em M.

Em resumo, as perturbagoes mistas sao mais faceis de interpretar pois podemos usar
a mesma nog¢ao de hipersuperficies para definir os objetos a serem comparados, porém
as perturbacoes definidas dessa forma geralmente dependem do calibre usado. Ja as per-
turbacoes simples, sao definidas inteiramente em cada variedade, podem ser invariantes
de calibre quando o valor de fundo for nulo, mas sua interpretacao é complicada pois
estamos comparando objetos definidos em secoes espaciais diferentes. Vale notar que no
caso de FLRW, a tnica perturbacao simples que podemos definir de forma independente
das segbes espaciais é o tensor de Weyl, que na métrica que fundo é nulo (ver Eq. 2.18),
e, portanto, 0C),4s ¢ invariante de calibre e nao depende da escolha de hipersuperficies,
o que simplifica a sua interpretacao fisica. As projecoes que fornecem as partes elétrica e
magnética desse tensor dependem da escolha de hipersuperficies. Contudo, em primeira
ordem, a projecao R

Crvapmm® = 6C apnt'n®
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depende somente do valor de fundo de m*, pois C),,ap ¢ nulo na métrica de fundo. Isso
mostra que as projecoes elétrica e magnética, em primeira ordem, sao independentes da
escolha de hipersuperficies perturbadas.

3.3 DECOMPOSICAO DAS PERTURBACOES

No Apéndice C calculamos as perturbagoes em varios objetos geométricos, necessérios
para obter as equacoes de Einstein em primeira ordem, considerando uma métrica de
fundo arbitraria. Em uma métrica de fundo do tipo FLRW, podemos fazer uma série
simplificagbes. Nesse caso, a curvatura extrinseca é dada pela Eq. (2.10) e o escalar de
expansao © depende somente do tempo césmico, i.e., D,© = 0 e, consequentemente,
D, Kos = 0. Essas restricoes sao suficientes para fazer todas as simplificagoes e, com
isso, podemos obter a curvatura nas hipersuperficies via Eq. (A.34) obtendo assim as
Egs. (2.6).

Notamos também que o comutador das derivadas espaciais e a derivada de Lie na
direcao normal se anulam quando agindo sobre qualquer tensor, i.e., o tensor de curvatura
definido na Eq. (A.39) ¢ nulo. Porém, a derivada de Lie na dire¢do normal ndo comuta
com o operador de Laplace-Beltrami D? = D, D*, i.e.,

2 DI _ v 2.
actD TI/1V2...I/mM1M o= 8ct (hﬂ D,LLDVTlllVQ...VmMLu M)7
v v
= —2K" D,uDVTyll/g“.l/mHIHQ L + h# actDuDuTulug...um“1u2 M;

2
— (D28Ct _ §@D2> Ty, FHH2 M
ou simplesmente

2
[act, D2]TylV2meM1M2--~MZ - _§®D2TV1V2.‘.I/mMLUJ2mHl' (33)

Isso acontece porque a derivada de Lie do projetor h#*” nao é zero e portanto ela nao
comuta com D* = h*D,. Pela Eq. (A.44), temos

(D", 0] = g@m. (3.4)

Outra simplificacao acontece no comutador das derivadas espacias e o operador de
Laplace-Beltrami. Usando a Eq. (A.45) e a forma do tensor de Ricci espacial da Eq. (2.6),

[D,, D*lp = —2K D¢, (3.5)
onde ¢ é um escalar. Para um vetor, usamos a Eq. (A.46) e obtemos
[D,., D*Ju, = —4K D,u,) + 2Kh,, Dou®, (3.6)

onde usamos que D, K =0 (ver Eq. 2.13).
Podemos decompor as perturbacoes vetoriais B,, da seguinte forma,

B, = D,B+B8,, (3.7)



3.3 DECOMPOSICAO DAS PERTURBACOES 34

onde B ¢ uma funcao arbitraria e B, um campo vetorial espacial com divergente nulo, i.e.,
h[B,] =B, e D,B* = 0. Se calcularmos o divergente obtemos D,B"* = D*B. O operador
de Laplace—Beltrami para variedades com métrica de assinatura (+,4+,+) ou (—, —, —),
que é o caso das hipersuperficies, tem inversa tinica se as hipersuperficies forem compactas
ou se as funcoes consideradas forem rapidamente a zero no infinito.® Assim, dado um
campo covetorial B, temos uma tnica fungiao B que denotaremos como B = DD, B*,
onde D2 representa a inversa do operador de Laplace-Beltrami. Dessa forma a equacio
B, = B, — D, D?D,B" define um campo covetorial de divergéncia nula tnico associado
a B,. Isso mostra, portanto, que a Eq. (3.7) define uma decomposicao tnica para um
campo covetorial B,,. Essa decomposi¢cao pode ser feita para qualquer campo covetorial.

A decomposicao das perturbacoes tensoriais é mais complicada e depende das carac-
teristicas da métrica. Considere a seguinte equacao para a parte sem traco da perturbacgao
C*,, (definida na Eq. C.23),

huw
Ct = — (DuDu — %D2> E+ D Fy+ Wy, (3.8)

onde D,F* =0, D,W#* =0 = W,*. Calculando a divergencia dupla do tensor acima,
obtemos

2 1
D,D,C*" = —§D4€ —2KD*¢ + 3 (D.D*F* + D,D,D"F") .

Usando a Eq. (3.6), temos que D,D*F* = 0 ja que D,F* = 0. O 1ltimo termo por sua
vez é simplesmente

D,.D,D'F* = D,(R,*,F + D"D,F") = 0.

Portanto, a equacao da divergéncia dupla reduz-se a
tuv 2 2 2
D,D,C*" = =D <§D + 2K> €,

e, como o operador D? tem inversa unica e o operador D? 4+ 3K também define uma
inversa unica, a funcao £ é univocamente determinada por C*,,. Calculando agora a
divergéncia da Eq. (3.8), temos

D, 1
D,CY, = — (DQDV - ?D2) €+ (D’F, + DuD,F")

2 1
= —ng,DQE —2KD,E + 5(D2 +2K)F,,

1
= D,D7?D,DgC* + 5(1)2 +2K)F,,

SPara mais detalhes veja [75]. E para uma discussao sobre a decomposi¢ao em métricas de fundo de
FLRW, ver [74].
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onde usamos a regra de comutagao da Eq. (3.5). Como € foi determinado acima, podemos
escrever essa equagao como

(D* + 2K)F, = 2D,C*, — 2D, D~*D,DsC**".

E possivel mostrar que o operador (D? + 2K) também tem inversa tnica com restrigoes
similares a de D?. Com isso, temos que F, ¢ univocamente determinado e, portanto, a
decomposicao feita na Eq. (3.8) é tnica. Contudo, é bom ressaltar que essa decomposigao
so0 foi possivel devido a forma especial da métrica de fundo e, consequentemente, da
curvatura das hipersuperficies. De agora em diante escreveremos o tensor C),, como

ij = thwj — DND,,S + D(MFV) + ij, (3.9)

onde a variavel ¢ é dada por
C =3y — D%, (3.10)

temos ainda que a divergéncia dupla ¢é escrita como
D'DYC,, = D* — D*(D* + 2K)E. (3.11)

Essa decomposicao pode ser usada para simplificar as equacgoes diferenciais envolvendo
as perturbagoes ¢, B, e C,,. Dada uma combinagao linear desses objetos, os tnicos esca-
lares que podemos formar sao ¢, D,B*, D, D,C* e C. Isso acontece porque, quando o
modelo de fundo é FLRW, a curvatura extrinseca e a das secoes espaciais sa0 proporcio-
nais a métrica das hipersuperficies e nao ha mais nenhuma quantidade espacial de ordem
zero nao nula que poderia ser usada para formar escalares. Outros termos que poderiam
aparecer sao do tipo D,D?*B*, mas, usando a regra de comutagao dada na Eq. (3.6),
podemos ver que essa quantidade serd escrita como D,D?*B* = D*D,B" + 2K D,B" e,
portanto, fica em funcao de D, B*. Além disso, como a derivada de Lie na direcao normal
0, comuta com as derivadas espaciais, o uso dessa derivada nao gera novos termos.

Com isso, se tivermos uma equacao diferencial escalar, sabemos que ela envolvera
somente as perturbagoes escalares ¢, B, ¢ e £. No caso de uma equacao diferencial
vetorial linear nos argumentos, i.e., M*(¢, B,,C,,) = 0, podemos obter uma equacao
escalar calculando o divergente D,M* = 0. Como essa equagao envolve somente as
perturbagoes escalares, ela deve ser da forma D,M® = D?M* = 0, onde D, M* representa
os termos escalares da equacao M = 0. Usando a inversa do operador D? temos que
D72D?M?® = M* = 0. Isso mostra que em uma equacao vetorial, a parte envolvendo os
escalares da equacao é satisfeita independentemente. A equacao M* — D*M?® = 0 contera
somente os termos B, e F,,, j4 que nao ¢ possivel formar um campo vetorial com W,,.

Concluindo, dada uma equacao tensorial do tipo M, = 0, também linear nas per-
turbacoes, temos que o traco fornece uma equacao que deve ser satisfeita independente-
mente, i.e., M,* = 0. A parte sem traco M',, = M,, — h,,M,*/3 = 0, fornece outra
equagao escalar ao tirarmos a divergéncia dupla, ou seja, D, D, M = 0. Por envolver
somente perturbagoes escalares, essa equagao pode ser escrita como

D, D,M" = D,D,D*D"M" = D*(D* + 2K)M" = 0,
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e pelos mesmos argumentos da decomposicao temos que M = (. Subtraindo a parte
escalar, obtemos a equagao M'™ — D*DYM"™ = ( que depende somente das varidveis B,
F, e W,,. Com a divergéncia dessa ultima equacao, obtemos outra envolvendo somente
a parte vetorial da forma D(MMIT)’ e, finalmente, subtraindo esse termo obtemos M —
DrDY M — D(HMI'T)’ = 0 que conterd somente a perturbagao W,,,.

Na pratica, essa decomposicao nos mostra que podemos tratar cada tipo de per-
turbacao separadamente e que, para calcular as equagoes de movimento de cada tipo,
basta colocar os outros termos iguais a zero. Em resumo, as perturbacoes na métrica sao
decompostas da seguinte forma,

Escalares: ¢, B, ¢, &; (3.12)
Vetoriais: By, Fy; (3.13)
Tensoriais: W, (3.14)

Na Secao C.4, descrevemos as perturbacoes de um tensor energia-momento arbitrario.
Usando a decomposicao descrita acima, temos que o tensor energia—momento introduz
as variaveis,

Escalares: dp, de, V, 8p, 6I1'Y; (3.15)
Vetoriais:  V,, 6T1),,; (3.16)
Tensoriais: 611", (3.17)

onde fizemos as seguintes decomposicoes

V,.=D,V+V,,
h v d v

S1L,, = — (DHD,, - D2) oD + D, on1™ ) +o11?,,,, (3.18)
e, analogamente ao feito para as varidveis da métrica, temos D, V' = D“(SH(”)“ =

D, 6T = 11k = 0.

3.4 VARIAVEIS INVARIANTES DE CALIBRE
3.4.1 Meétrica

Como vimos nao Se¢ao 3.1, ao fazer uma mudanca de calibre a perturbagao na métrica
se transforma da seguinte forma,

6g(>\)/,Ll/ = 59#1/ - Qv(ugu) (319)

Para entender como isso afeta cada variavel da decomposicao, escrevemos o campo veto-
rial £, como

gu = §||n# + fJ_u + Du§L7

onde &l = —¢n e &4 u =h [€,], em que usamos a decomposi¢do de vetores espaciais
descrita na Secao 3.3 para decompor h [§,] na parte escalar £ L e vetorial com divergéncia
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nula &+ 4 Usando as projegoes dadas nas Egs. (C.2-C.4), obtemos as seguintes regras de
transformacao

Snm — 01" (g — 2V (1)) = 20 + 2¢],
gmh”® — NP (89, — 2V (u6y)) = —BY — Ou(DE + €47) 4 D¢l
h[6g,] = b [0 — 2V ()] = 2C, — 261K, — 2D, (D, " + &),

que reescrevemos como
6= p+¢l,
BY s B~ ‘l‘act(DafL‘FfLa) . Daé‘”’
C,ul/ — Cm/ - SHIC;U/ - D(/L(DV)&:J_ + gJ_V))'

Coletando as partes escalares, temos as regras

6— o+¢l, (3.20)
B—B+&h— %@6 —¢l, (3.21)
-, (3:22)
E—E4¢&h (3.23)

onde usamos o comutador da derivada de Lie com derivada espacial D* dado na Eq. (3.4).
Substituindo as transformacgoes escalares nas regras, obtemos

B* — B + &L, (3.24)
F® — F* — ¢t (3.25)

E entao, as perturbacoes tensoriais
W — W, (3.26)

que portanto sao invariantes sob transformacoes de calibre em primeira ordem.

Podemos formar objetos usando as perturbagoes escalares de forma que essa com-
binacgao seja invariante de calibre, e podemos fazer o mesmo para as perturbacoes veto-
riais. A desvantagem nesse procedimento é que a combinagao obtida nao tem significado
fisico obvio.

3.4.1.1 Escalares Combinando as perturbacoes escalares, obtemos duas variaveis
.2

W:w—§(8—5+§@5), (3.28)
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invariantes de calibre. Essas variaveis, a menos de um sinal, foram introduzidas no con-
texto cosmoldgico por Bardeen (1980) [70].° as expressoes acima sao iguais as definidas
no trabalho de revisao [60]. Claramente qualquer combinagcao linear com coeficientes defi-
nidos na variedade de fundo ou derivadas temporais, fornecem novas variaveis invariantes
de calibre, o que traz nova complicagao a interpretacao dessas variaveis.

Para simplificar a interpretacao dessas variaveis, podemos escreve-las em funcao de
variaveis cujo significado fisico é direto. Para tanto usaremos as perturbagoes mistas
discutidas na Secao 3.2. Como foi dito, se estudarmos o conjunto de trajetérias definidas
pelos observadores comoveis da métrica de fundo, o campo normal serd dado por n, =
n,—¢n, e, portanto, podemos usar as férmulas desenvolvidas na Segao C.1 e na Segao C.3
para obter as varidveis cinemadticas e a curvatura das hipersuperficies definidas por 7.
A perturbagao no cisalhamento (Eq. C.22), usando a métrica de fundo de FLRW, fica
escrita como

h.. . 2
60';w = D(MB,,) — %DQBO[ -+ Ct,w — g@Ctuy,
e em termos das decomposicoes,

h,, D?

2
5‘7;”/ = (D(#Dy) — > 50'(5) + D(#By) + (8ct — §@> (D(HF,,) + W/“,), (329)

onde definimos

.2
S0 = <B — &£+ 595) . (3.30)

A funcéo 60®) age como potencial para o tensor de cisalhamento medido pelos observa-
dores isotropicos. Note também que

2
D"D"$c,, = gD?(D2 + 3K)dc®).

Além disso, como citado anteriormente, a aceleracao das trajetorias dos observadores de
fundo é dada por
a, = —D,¢.

Os observadores isotrépicos perceberao uma perturbacao no escalar de expansao dada
por (ver Eq. C.20)

60 = C + D*B + ¢80, (3.31)
= D? (B—é’+§®5) + O¢ + 31,
= D% + 0¢ + 3¢. (3.32)

Escrevendo a perturbagao na curvatura das segoes espaciais (Eq. C.71), obtemos o escalar
de curvatura do tensor de Riemann das hipersuperficies

R =2(D"D"C,, — D*C — R"C,,) = —4(D* + 3K)1), (3.33)

6 A nocdo de perturbacdes da métrica invariantes de calibre foi introduzido originalmente por Gerlach
e Sengupta (1978) [69] no estudo do colapso gravitacional.
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ou seja, a variavel 1) atua como potencial da perturbacao na curvatura das hipersuperficies
da métrica de fundo. O tensor de Ricci dessas segoes espaciais é dado pelas Eqgs. (C.75),
(C.76) e (C.77) e, em termos das perturbagoes decompostas, temos

h [5Run] =0,
h[0R,"] = —K(D"B +B"),
h[¢R,”] = D,D,C" + D,D"C,” — D,D"C — D*C,” — 2R,"C.",
= —D,D"y —h,"(D* +4K)p — (D* = 2K)W,". (3.34)

E interessante notar que a perturbagao no tensor de Ricci depende somente da per-
turbacao C,” e sua parte escalar depende somente de v pois todos os termos com & se
cancelam. Os termos vetoriais de C,” também se cancelam, com isso, a perturbagao na
projecao espacial da curvatura das hipersuperficies de fundo depende somente de v e
w,.
o

A presenca de projecoes cruzadas diferentes de zero pode ser explicada da seguinte
forma: a perturbacao no projetor é dada por éh,” = n,B" (ver Eq. C.14) e, de forma
geral, podemos ver que esse projetor é nulo se e somente se B, = 0. Como escolhemos
as mesmas hipersuperficies para descrever as variaveis cineméticas da métrica de fundo
e perturbada, os covetores 7, e n, sao normais (ﬂ,,“nu =0 e h,*n, = 0) com respeito
as duas métricas. No entanto, o vetor g"“n, é o mapeamento do covetor normal usando
a métrica perturbada e, neste caso, §g"'n,h,* = —B“. Se tivéssemos usado a métrica
de fundo terfamos g"'n,h,* = 0, ou seja, B* mede a componente espacial adquirida por
qualquer covetor temporal quando mapeado em um vetor usando a métrica perturbada.
Analogamente, um vetor espacial u* com respeito a métrica de fundo (h[u*] = u#) é
também espacial com respeito & métrica perturbada, i.e., ﬁ[u"] = h[u"] + oh,fu” =
u*. Contudo, quando mapeamos para um covetor usando a métrica perturbada u*g,,,
ele adquire uma componente temporal u*g,,n" = —u*B,, onde novamente teriamos
utgn” = 0 se tivéssemos usado a métrica de fundo. Com isso, a presenca de B,
faz com que tensores perturbados, que na sua versao de fundo sao espaciais, adquiram
componentes temporais e vice—versa.

As perturbacoes cinematicas acima se transformam de acordo com as seguintes regras

o) — o) — ¢l (3.35)
50 — 00 — (D? + )¢l (3.36)

Essas transformacoes mostram que essas perturbagoes estao ligadas as transformacoes de
coordenadas que envolvem &I, Podemos interpretar as transformacoes que envolvem &+
da seguinte forma. Dados dois vetores x* e y* espaciais e ortogonais na métrica de fundo,
i.e., x¥n, = y*n, = 0 e z!y*h,, = 0. Quando medimos o angulo entre eles em uma
hipersuperficie do modelo perturbado, usamos a métrica espacial dada na Eq. (C.12), e
obtemos, em primeira ordem, o angulo

~

50 — h,aty” _ 2xty” 2ty
= — - = = ———
\/hwjx,u,xu\/hwjy,uyv ’xHyl |xHy‘

(_DuDvg + D.Fo) + Wl“’) :
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Dessa forma, vemos que a presenca de £ faz com que os vetores ortogonais na métrica
de fundo nao o sejam na métrica perturbada. Ressaltamos também que esse resultado
¢é independente da escolha de hipersuperficies perturbadas, ou seja, é independente do
campo v que aparece na métrica da Eq. (C.12).

Podemos usar as variaveis cinematicas obtidas acima para reescrever as variaveis
invariantes de calibre como

® = ¢+ 600, (3.37)
wzw—gM@, (3.38)
Ez3®+@@:@@—®%@—9%aﬂ, (3.39)

::@¢+@¢_e%wy

onde introduzimos uma nova variavel invariante de calibre =, a qual tem a vantagem de
nao depender de nenhuma derivada temporal das variaveis cinematicas, e portanto seu
valor depende somente das perturbagoes em um instante especifico.

As varidveis invariantes de calibre sao combinacoes de quantidades perturbadas e por-
tanto nao tém interpretacao fisica invariante de calibre. Qualquer combinacao linear com
os coeficientes definidos na variedade de fundo também serad invariante de calibre. Essa
arbitrariedade mostra que nao podemos concluir sobre a validade da série perturbativa
se avaliarmos somente essas variaveis.

Por exemplo, suponha que a variavel ¥ se torna muito grande em um certo instante
t;. Como essa varidvel é definida da forma U = ¢ — ©§0®) /3, |W(t,)| > 1 implica
necessariamente que [)(t1)| > 1 e/ou |05 (t1)| > 1. Entretanto, existe a possibilidade
que |(t1)| < 1 e |60 < 1 mas |©50")| > 1, ou seja, a quantidade de fundo © pode
ser grande o suficiente para que o produto envolvido na definicao de ¥ contribua com
valores maiores que um. Note que nesse exemplo o aparente problema é identificado
ao avaliarmos a variavel W. Ela é definida de forma que se reduz a perturbagao 1) em
qualquer calibre onde do®) = 0, e nesse sentido o seu significado estd atrelado a varidvel
1. Se estivéssemos usando a varidvel invariante de calibre —3W/© que em um calibre com
¥ =0 é igual a 60, terfamos que no caso discutido no exemplo acima, | -3V /0| <« 1,
e nenhum problema seria identificado.

3.4.1.2 Vetoriais Claramente a quantidade B® — F® ¢ invariante de calibre, dada
as transformacoes nas Egs. (3.24) e (3.25). Notamos também que a Eq. (3.29) para a
perturbacao no cisalhamento pode ser escrita como

h, D?

(50'/“, = (D(MD,,) — 3

2
)5aﬂ+pwwww+(@,~{ﬁvnm (3.40)

onde definimos 5
%WQE%+Rr§@h. (3.41)
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Subindo o indice dessa equagao temos
§o W = B* 4 F (3.42)
ou seja, a varidvel 6o, que é invariante de calibre, funciona como um potencial de

cisalhamento assim como a varidvel d0'® para as perturbacdes escalares.

3.4.1.3 Tensoriais Como observado na Eq. (3.26) a variavel W, ja é invariante de
calibre.

3.4.2 Tensor Energia—Momento

Para determinarmos as regras de transformagoes para perturbagoes do tensor energia—
momento, Eqgs. (3.15-3.17), primeiro notamos que nesse caso algumas quantidades sao
definidas como perturbagoes simples,

5p:fﬁﬁ_Tnn:ﬁ_pv
de =Nt Nn=¢—

€,
Toi — T
op = P F—=p-p,
3
~ | L, ~af 1 of ~ | AoA
5]-—[;1,1/: p T/ﬂ/_ gpuup Taﬂ —h Tp,u_ ghp,uh Taﬁ =p [T,uui| — PP,

ver Eqs (C.78) e (2.22), e também definimos a contra¢do com o campo " como Tos =
wu’T,,, andlogo ao que fizemos na Eq. (A.16). Com isso, suas regras de transformacao
sao
0p — 6p— £ep=p—Elp,
0 — 0c — £ee = e — £llg,
0p = 8p — £ep = op — Elp,
Ol — OIl,,,

onde a tltima equacao mostra que IV, STI™) u € o1I® uw Sao invariantes de calibre. As
outras perturbagoes sao mistas e dadas pelo campo de velocidades do fluido, i.e.,

Vi = hl[ou,] =hla,] —hin,] =hla,l,
e consequentemente sob transformacao de calibre temos

V-4l (3.47)
vV, =V, (3.48)

Existem varias combinacoes possiveis para formarmos variaveis invariantes de calibre
utilizando as perturbacoes no tensor energia—momento e na métrica. Definiremos aqui
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aquelas que aparecerao nas equagoes de movimento invariantes de calibre a serem descritas
na Secao 3.5. As perturbagoes na densidade de energia, nimero conservado, pressao
e velocidade podem ser combinadas com o potencial de cisalhamento (Eq. 3.30) para
formarmos as quantidades invariantes,

dp=0dp— 60y, (3.49)
de = de — do¥e, (3.50)
dp = op — 6 p, (3.51)
V=V+d, (3.52)

Note que a féormula para as variaveis escalares sao similares. Em geral, uma perturbacao
escalar simples 0 f se transforma da seguinte forma,

0f = 6f —&"Vuf =of —¢lf, (3.53)
onde pode-se definir uma variavel invariante de calibre dada por
Sf=6f -0 7. (3.54)

3.5 EQUACOES DE MOVIMENTO

Podemos escrever as equagoes de Einstein em termos da decomposicao como descrita na
Secao 3.3. Para tanto partimos das equacgoes de movimento para a métrica perturbada,
1.€.,

~

G+ Mg = KT,

e a reescrevemos da seguinte forma

R = kT, (3.55)
~ ~ SV
T." =T, — %T, (3.56)

A~

onde definimos o tensor fonte 7,”. Essa equacao pode ser dividida em termos da compo-
nente de fundo mais perturbacoes. Como estamos impondo que a métrica de fundo é de
FLRW e satisfaz as equacoes de Einstein, a equagao acima se reduz a

SR, = kOT,". (3.57)

Para estudarmos como essas equagoes se transformam quando mudamos o calibre, usamos
o fato de que os tensores de fundo que aparecem nessas equacoes sao da forma f,” =
f(”)n#n” + f(g)éu”, onde ™ e f) siao constantes nas hipersuperficies, i.e., D“f(”) =
D,f (9) = 0. Portanto, as perturbacoes dessas quantidades se transformam como

of = 0f) — Lefu”.
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A derivada de Lie pode ainda ser simplificada,
Lefi = Le (fnun” + f98.7)
= (€l yimn,n” + €l f05,7) + £ £(mun),
=WV = [ (0,040 (€] + 0" D,g)
e, logo, a variagao de calibre tem o seguinte efeito
5fu = 6 f" + VL £+ ) (0,00 (DR +€57) + Dyl .

Podemos combinar o tensor f,” com as perturbacoes da métrica para obtermos a
perturbacao invariante de calibre, a saber

ﬁu” =0f) — 50(8)anu” —fm (nMB” —n, D60 — n”Duéa(S)> ,

onde suas projecoes sao dadas por

6F, = 0f" = 000 (f — f9)), (3.58)
h[5F,] =h[6f."] + F™ (B" — D”5a(s)> , (3.59)
h[67,"] = h[6f."] = F* Do, (3.60)
h[3f,"] =h[6f."] — 0 floh,”. (3.61)

(3.57)

da forma o o
OR,” = k6T ,". (3.62)

Vale ressaltar que para obter essa expressao, é necessario utilizar as equagoes de Einstein
para a métrica de fundo, i.e., R = T ¢ R = gT ).

3.5.1 Tensor de Ricci

Para obtermos um tensor invariante de calibre associado ao tensor de Ricci, calculamos
primeiro a perturbacao

OR,” = 0Ru0g™ — Ruas®,
= 0Ru0g® + (R™ — R9Y(26n,n" +n,B") — RY (B,n" +2C,"),

onde utilizamos a Eq. (C.1). Para reescrever o tensor de Ricci da métrica de fundo a
Eq. (2.15), i.e.,

R,, = R"n,n, + R9g,, = (R™ — R9)n,n, + R9h,, (3.63)

2. : 2
R™ = (2[(-59), R = <2K+@J;@ >

onde
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A primeira projecao tem a seguinte expressao,
SR, = 6 Ry +2 (R™ — RY) ¢,

2050 — g@% — O + qub) —2 (G) + @—2) P,

—— (90+3 ‘

. 2 .
:—<5@+§@(56+6¢+D2¢>,
=1 2054 (64 D) 4 656 + 20050
=— :+§@:+(@+D)<I>+@5o +§@@5a :
s 200 e 5 9\ 5 o
= — :+§@:—0—(@—|—D)‘I) — Ot 9"’? 6o,

onde usamos a Eq. (C.39) e as simplificagbes que ocorrem quando a métrica de fundo é
de FLRW. Usando a Eq. (3.58) obtemos a projegao invariante de calibre,

.2 .
3R," = — (E +202+(6+ DQ)(P) . (3.64)
A préxima projegao que usaremos, obtida usando a Eq. (C.47), é
D"h[6R,"] = D"h[SR,,] + RYD"B,,,
— D2 (—m/} — %@gb + 2K60(s)) .

Dessa forma, com o auxilio da Eq. (3.60), obtemos a versao invariante de calibre da parte
escalar

D"h [6R,"] = —§D2E. (3.65)

Repetindo o cédlculo para a parte vetorial temos

1 62 @
hoR,"] =3 <D250(”)M + 2K(50(”)M> — <2K L2 ) B,

onde, usando novamente a Eq. (3.60), obtemos
— 1
h[OR,"] = 5 (D200, +2K50,) (3.66)

Por conveniéncia, obtemos as férmulas

D*D,D,E = D,D,(D*¢€ +6KE) —2Kh,, D*€, (3.67)
D,D,D"D,E = D,D,(D* + 5K)& — h,, KD*€, (3.68)
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para calcularmos a projegao espacial do tensor de Ricci. Aplicando as simplificagoes da
métrica de fundo e as férmulas acima na Eq. (C.53), obtemos

h[§R,"] = D,D" ( — )

= = ) ) 20060
N ( +32@ Do @3 K+ Odo N OO v
(3.69)

3 3
50 + 20D 60, ) he
| Pwdoa) + 50D007 )
+ W, +OWw,” — D*W,” + 2KW,",
e, dada a Eq. (3.61), sua versao invariante de calibre,
h[6R,"] = D, D" (® — V)

+<$—D \P+?—4Kw>h

( 0o + @D L) a)) hov
+ W, + W, — DQWN +2KW,". (3.70)

3.5.2 Tensor Fonte

O dltimo ingrediente necessario para obter as equacoes de movimento ¢é a perturbagao no
tensor fonte (Eq. 3.56) invariante de calibre. Com esse objetivo, usamos a Eq. (C.81) e
obtemos

dp + 36p
2

op — op
2

oT " = w4 (p+p)(Vun” +n, (VY + BY)) + h,” +6I1,".  (3.71)

O tensor 7,” de fundo é calculado usando a Eq. (2.22), a saber

T, =T™n,n” + T (3.72)
T =p+p, (3.73)
T = %. (3.74)

Com as Eqs (3.58-3.61), temos as suas versoes invariantes de calibre,

0T, = w, (3.75)
h [Wun} =—(p+p) (Duv‘{’ Vu) ) (3.76)

6_p % D25H(d) v v av
h[0T,"] = ( s+ h,” — D,D"6TI + D, 611" )b 4 6110 ", (3.77)
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onde usamos a decomposicao de 01I,” definida na Eq. (3.18).

O tensor energia-momento perturbado também satisfaz a equagao de conservagao,
como discutido na Secao C.4, e essa define um campo vetorial Jv = V., T" que deve
satisfazer J” = 0. Como o tensor energia-momento de fundo também satisfaz a mesma
equacao, u.e., J¥ = 0, a perturbacao 6.J" = Jv — J¥ é uma perturbagao simples e, como
J” =0, §J¥ = 0 serd naturalmente invariante de calibre. A Eq. (C.86) é satisfeita
identicamente ja que D,p = 0. Tomando o divergente da Eq. (C.87) temos

D? <@ +Vp+ (p+p)(V—®) + §D25H<d> + 2K5H<d>) =0, (3.78)

onde a mudanca de variaveis dependentes de calibre para suas versoes independentes é
simples. Com a Eq. (C.88) temos a expressao

5p—+ ¢p+0(5p+ 0p) + (D*V +350)(p+p) = 0,

que reescrevemos em termos das invariantes de calibre usando a equacao de fundo para
o fluido (Eq. 2.29),

3p+ ®p+O(3p +0p) + (DV +E)(p+p) = 0. (3.79)
A ultima equagao necessaria é obtida da Eq. (C.89),
dc 4 ¢é + Ode + (D*V 4 60)e = 0,
e, analogamente ao feito para equacao de dp, temos
3z + & + O3z + (D*V + Z)e = 0, (3.80)
onde novamente usamos a equagcao de fundo € + ©¢ = 0.

3.5.3 Equacoes Escalares

As equagoes de movimento para os termos escalares podem ser obtidas da Eq. (3.62)
usando as expressoes para as perturbagdes no tensor de Ricci Egs. (3.64), (3.65) e (3.70)
e no tensor fonte Eqgs. (3.75-3.77). A projegao temporal e o trago da projecao espacial
das equagoes de movimento sao

) : 0p + 30p
- <E #3502+ (O + D2)<I>) - m%?’p, (3.81)
= S, 20 L ¢ op —0p
24202 + D0 — 400 + 60 — 120 = 3 (L) (3.82)

e, subtraindo o traco da projecao espacial, temos

h,”D? h

) (P —U) =—x (DMD” — %DQ) ST,

(DMD” -
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Tomando a derivada segunda da equacgao acima e utilizando a inversa do operador de
Laplace—Beltrami, como discutido na Secao 3.3, obtemos

U — & = koI, (3.83)

A equagao escalar obtida das projegoes Eq. (3.65) e Eq. (3.76) é expressa como

== g/i(p +p)V. (3.84)
As equacoes obtidas acima sao de segunda ordem nas derivadas temporais de ¥ e suas
fontes envolvem combinagoes lineares da densidade de energia e pressao. Logo, podemos
combinar as equagoes acima para obter expressoes cuja fonte é simplesmente a densidade
de energia ou pressao. Vale notar que naturalmente encontrariamos esse formato caso
tivéssemos trabalhado com as equacoes de Einstein na forma usual, ou seja, usando
o tensor de Einstein. A equacgao relacionada com a densidade de energia é alcancada
somando as Eqs. (3.81) e (3.82),

1
SOZ— DT - 3KV = gép. (3.85)
Usando essa equagao para eliminar a densidade de energia na (3.82), temos
. . 3 _
E4+ 0=+ 00+ D*®— V) - 3KV = —5#0p. (3.86)

Em termos das quantidades dependentes de calibre, podemos reescrever as equagoes acima
da forma (ver Secao 3.4.1.1)

050 R &

T + T = 55/), (387)

60 — 3K60® — D*50') = g/ﬁz(p +p)V, (3.88)

60 + 000 + £5,0 — D,i" + %R = —37“5;7, (3.89)
b — ¢ — 8 — %50—@ — ROTID, (3.90)

que sao uteis por explicitarem o aspecto geométrico das equacoes de movimento.

As Eqgs. (3.83-3.86) formam o conjunto de equagbes para as perturbagoes escala-
res em torno de uma métrica de FLRW. Note que essas quatro equacoes envolvem seis
variaveis invariantes de calibre ((ID, U, 6p, op, V, 6H(d)> ,” o que significa que precisamos
de equagoes adicionais.

No contexto da hidrodinamica relativistica discutida na Secao B.2, essas sao obtidas
das equacoes de estado termodinamicas somadas as equacoes dissipativas. Pode-se ainda

"Lembrando que as equacdes de conservacio do fluido (Egs. 3.78, 3.79) podem ser obtidas das
Egs. (3.87-3.90) e nao constituem novas equagoes.
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usar teorias microscopicas que descrevem as relagoes entre os constituintes do modelo
para obter, através da teoria cinética relativistica (discutida brevemente na Segao B.3),
as equagoes necessarias para termos um sistema completo.

Se considerarmos que, mesmo no universo perturbado, o tensor energia—momento
ainda pode ser descrito por um fluido perfeito, temos automaticamente que 41, = 0.
Além disso, se afirmarmos que o sistema se encontra em equilibrio termodinamico local,
teremos que a densidade de energia, nimero de particulas e pressao poderao ser descritos
pela termodinamica. Nesse sistema, teremos as mesmas quatro equagoes (3.83-3.86) mais
a equagao da conservagdo de nimero de particulas (Eq. 3.80) e seis varidveis escalares
invariantes de calibre. A ultima equacao é fornecida através de uma equacao de estado,
que é comumente dada pela relacao da pressao com a densidade de energia e nimero de
particulas, i.e., p = p(p, €).

Quando ha equilibrio local, a entropia S é conservada, i.e., ﬁu:@\ = 0, e em termos
das perturbacoes temos

A~

VS = (0" + ¢n* + BV .S + 0S5 = 65 = 0, (3.91)

onde usamos que a entropia de fundo é constante. Nesse caso é comum escrever a pressao
como fungao da densidade de energia e entropia, p = p(p, S). Desta forma a perturbagao
na pressao pode ser escrita como

§p = c20p + 165,

onde

dp
) L= 75

; 25|,

n N
1l
I

e a varidvel c? representa a Velomdade do som no fluido. Como a entropia é conservada
S =0, temos que p = ¢ 25+ 1S = 2 2p, e portanto ¢ = p/p. Usando as equagoes de fundo,
podemos reescrever a velocidade do som como,

2 P p 6ct lIl(p p) 2 9
- = — = — —1, @cs+1——aclnp+ . 3.92
0 @(ﬂ —+ p) © ( ) ‘ ( p) ( )

Nesse caso é conveniente reescrever as equagoes de movimento de forma que a fonte seja
dp e 658 para tanto primeiro note que

op = 0p — 60Wp = 25p+ 165 — 662 p = 2op + 168S. (3.93)

Combinando as Eqs. (3.85) e (3.86) e usando que, pela Eq. (3.83), & = ¥, obtemos

=4+ (2 +1)0Z + (@ —32D? — 3 (32 +1) K> o= —gmﬁ.

) 8Como S ¢é um escalar, vale a Eq. (3.54) para a definicio da versao invariante de calibre. Contudo
S =0 e, portanto, nesse caso a perturbagdo é naturalmente invariante de calibre 05 = §S.
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Dado que ® = ¥, a varidvel = = 3® + O® = 30,(®/z)x, onde usamos a Eq. (2.11) e a
varidvel de desvio para o vermelho definida na Eq. (2.38). Portanto, em conjunto com a
Eq. (3.92) obtemos

30e (a“f)ﬂ) + (0 -3 -3 (3¢ +1) K) 3 55

+p xp+p)  2p+p
i i : i R -
2 (Vv o, (D)o (2 - pernr)2e- Latss,
x x 3 T 2
onde A = +/3z/(adk(p + p)). Fazendo a troca de variavel,
)
U=\—, (3.94)
x
eliminamos os termos com derivadas primeiras no tempo,
(e L ) )N A R
U+ (5 —D*— (3 +1) K — X) U= —5rm=05. (3.95)

Para simplificar a expressao acima, note que usando a Eq. (3.92) temos

e, R o
—=—= 2 2—— = 1) — — .
X 6(3cs+), 6 O (Z+1) 3 (3.96)
e subtraindo a Eq. (2.24) da Eq. (2.25) obtemos
. 3
e = —;(pﬂﬁ) + 3K,
que derivando uma vez em relagao ao tempo,
0= —gact(p +p) — 20K = 7@(05 +1)(p+p) — 20K,

onde usamos a Eq. (2.12). Combinando as duas equagdes acima, chegamos a expressao

©_ —O(2+1)+ (32 + K. (3.97)

e
Combinando as Eqgs. (3.96), (3.97) na Eq. (3.95), a equacao de movimento fica escrita
como

. (6 A6 A R —

— = +25= + S +ED? = ——KL—
U <@+ /\@—i—)\—i-cs )U 2mx55,
0%(\O) 1 A

R 101C) PR W W
U — =570 = EDU = —5 35, (3.98)
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A equacao acima depende somente da variavel U, das quantidades de fundo e da func¢ao
constante 6S. Isso mostra que, para um tensor energia-momento no equilibrio, o sistema
de equagoes de movimento se reduz a uma Unica equagao. Podemos reescrever essa
equagao usando o tempo conforme, como definido na Segao 2.3. A derivada segunda em
relagao ao tempo de uma funcao escalar arbitraria, f, pode ser escrita como

-t nn (£)-4 (5 £

onde H é a func¢do de Hubble conforme definida na Eq. (2.36). Usando esses resultados
na Eq. (3.98) temos,

6 1 —
W' — —u— 2D = —§ma2—55, (3.99)

onde definimos

u=Uyx=\0/\/x, (3.100)
© V32 H
0=a\—\T = (3.101)
3 Vagr(p +p)
D? = d*hD,D, = h"D,D,, (3.102)

o operador D? representa o Laplaciano na hipersuperficie conforme, e como £ ah =0 =
h# | é facil ver que [0, D?] = [£5, D?] = 0. Os fatores arbitrarios de ao foram adicionados
de forma a A ter dimenséao de distancia conforme, note também que a defini¢ao de 6/ay
coincide com o 6 definido na Eq. (5.26) da Ref. [60], porém diferente dessa referéncia, a
variavel u é definida com unidade de distancia conforme.

3.5.4 Operador de Laplace—Beltrami

As equacoes obtidas nas secoes anteriores sao equagoes diferenciais parciais acopladas.
Contudo, as derivadas espaciais podem ser colocadas na forma do operador de Laplace—
Beltrami, o que pode ser usado para simplificar a resolucao desse sistema de equagoes.
Usamos o fato de que o conjunto de autofuncoes desse operador define um conjunto
completo de fungoes, com o qual pode-se decompor qualquer fungao definida na variedade,
i.€e.,

f= / &qf Dy, (3.103)

onde Yy representa a autofungao com autovalor —q?, D?Y, + ¢*), = 0. Representamos
a decomposicao com o simbolo de integracao, mas vale lembrar que, no caso de secoes
espaciais esféricas, os autovalores sao discretos e a integragao ¢é trocada por um somatorio.

As equacoes de movimento obtidas acima sao lineares e com coeficientes constantes nas
hipersuperficies. Nesse caso, podemos escrevé-las em termos dos coeficientes f,(t). Como
regra, para escrever as equacoes nessa base, basta trocar a fungao pelos seus coeficientes
(f — f,) e o operador de Laplace-Beltrami pelo seu autovalor (D? — —g?).
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Usando o comutador dado na Eq. (3.3), temos que
20
[acta D2]yq = _?yq = ctqzyqa

onde escolhemos Y, = 0. Isso mostra que ¢> = a2, onde § é o autovalor conforme
que satisfaz ¢ = 0. Note que DY, = —§*Y), e, para o operador definido na Eq. (3.102),
definimos também a derivada

DM =h"D,, (3.104)

que satisfaz [0, D*] = 0 e D?> = D, D*.
Por fim, vale ressaltar que o operador de Laplace—Beltrami é auto—adjunto em relacao
ao produto interno

f-g= /id?’:if*(i)g(j), (3.105)

onde 3 representa a hipersuperficie espacial conforme e as fungoes complexas f e g sao
de quadrado integravel definidas nessa hipersuperficie. E dessa forma as autofuncoes ),
sempre podem ser escolhidas de forma que (veja [75])

ylh ’ yq2 - 53(@1 - 62) (3106)

3.6 ESCOLHA DE CALIBRE

Uma vez resolvido o sistema de equagoes obtido na Secao 3.5, pode-se determinar a
evolucao temporal de todas as variaveis invariantes de calibre. Entretanto, é claramente
impossivel obter as variaveis dependentes de calibre a partir das suas versoes independen-
tes. Para determinar essas varidveis, é necessario fazer uma escolha de calibre, ou seja,
precisamos escolher como inserir um modelo de fundo na variedade.

3.6.1 Calibre Newtoniano

Uma escolha comum é o chamado calibre Newtoniano, no qual fazemos B = £ = 0. Na
linguagem discutida na Secao 3.4.1.1, esse calibre equivale a escolher uma insercao da
variedade de fundo de forma que os vetores espaciais ortogonais sejam ainda ortogonais
na variedade perturbada e os observadores normais as segoes espaciais de fundo mecam
cisalhamento nulo, d0®) = 0. Nesse calibre as varidveis invariantes de calibre (Egs. 3.37-
3.39) sao dadas por

=9, V=4, E=06,

e portanto tém interpretacao direta. Em termos dos observadores isotrépicos, essas
variaveis representam, respectivamente, a aceleracao, a perturbacao na curvatura es-
pacial e a expansao. Note também que essa escolha fixa completamente o calibre, i.e., as
equacoes

do® —¢lh=0, £4+¢t=0, (3.107)

tém soluco unica para £l e £+, Partindo das equacoes acima podemos determinar uni-
vocamente todas as perturbacoes utilizando as varidveis invariantes de calibre.
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3.6.2 Calibre Sincrono

Outro calibre muito usado é o chamado calibre sincrono, onde escolhemos ¢ = B =
0. Nesse caso, vemos que as hipersuperficies definidas na métrica de fundo definem na
métrica perturbada um sistema de coordenadas gaussianas normais, como discutido na
Secao A.2. Isso mostra que a escolha ¢ = 0 significa que as curvas normais da métrica
de fundo sao geodésicas também na métrica perturbada, i.e., a* = 0, enquanto a escolha
B = 0, diz que os vetores espaciais em relacao a métrica de fundo, z"g,, = 0, s@o também
espaciais na métrica perturbada, i.e., g,, = —a#B, = 0. Nesse calibre a varidvel

invariante de calibre ® tem a forma ® = 5o e, portanto, representa a derivada temporal
do cisalhamento das hipersuperficies de fundo, enquanto as outras sao combinacoes de ¢,
¥ e 60'®). Esse calibre é representado pelas equagdes,

¢+l =0,
B+§i—§@gl—5“=o.

Diferente do calibre Newtoniano, essas sao equacoes diferenciais que relacionam a mu-
danca de calibre com as perturbagoes na métrica. Contudo, uma vez que fizemos a
mudanga de calibre acima e obtivemos ¢ — 0 e B — 0, podemos fazer uma segunda
mudanca de calibre, onde &/l é constante (£ = 0) e ¢+ satisfaz {'l — %@{’L = ¢l que con-
tinuaremos com ¢ = B = 0. Ou seja, essas condi¢oes nao fixam completamente o calibre.
A liberdade remanescente em &/l é de simples compreenséo, ela representa uma diferenca
constante no tempo usado para nomear as secoes espaciais das métricas de fundo e per-
turbada. Podemos fixar essa liberdade escolhendo arbitrariamente o valor da perturbagao
de um escalar em uma hipersuperficie. Por exemplo, usando a liberdade remanescente
podemos escolher 60®) (1) — 6o (t;) — &I = 0, para um instante arbitrario ¢;, fixando
a liberdade de calibre residual em &l

A liberdade residual em & ndo altera o valor das perturbacoes nas varidveis ci-
neméticas (0R, 60, 60, a* ver Secdo 3.4.1.1) e, portanto, ndao gera nenhuma ambi-
guidade no cédlculo do valor dessas quantidades nesse calibre. Essas sao dadas por

t
dol) = / d(ct)®, (3.108)
t1
=0+ %Sa(s), (3.109)
00 = Z + (0 4 D)o, (3.110)
i = 0. (3.111)

Ainda resta calcular o valor da perturbacao £. No entanto, fixando o calibre residual em § I
como descrito acima, transformagcoes de calibre satisfazendo £+ — 20¢+ = a?0y(¢H/a?) =
0 ainda deixam as condicoes ¢ = B = do'® (t1) = 0 invariantes. Em outras palavras,
podemos fazer ainda uma mudanca de calibre com ¢+ = fa?, onde f é uma funcao
arbitraria nas hipersuperficies mas constante em t. Similarmente como fizemos para &I,



3.6 ESCOLHA DE CALIBRE 53

note que a perturbacio & se transforma & — & + £+, logo, podemos usar a liberdade
remanescente em £ para escolher £(t,) = 0, para um instante arbitrario t,. Dada essa
escolha, reescrevemos a Eq. (3.30) como

) t (50_(8) ) t 1 t
£=-a d(ct)—5— = —a d(ct)ﬁ d(ct)®, (3.112)
to to t1

a

determinando portanto unicamente todas as perturbagoes a partir das variaveis invarian-
tes de calibre.

3.6.3 Calibre de Curvatura Constante

Como vimos na segao anterior, o calibre sincrono nao fixa completamente a liberdade
que temos para definir a inclusdo da métrica de fundo na variedade fisica. A fonte
desse problema é que usamos uma equacao diferencial para determinar ¢+ em termos
das perturbacoes e, portanto, a adiciao de qualquer solucio da equacio homogénea a &+
continua satisfazendo as condi¢oes impostas pelo calibre. Porém, como veremos mais
a frente, o calibre sincrono é mais adequado que o calibre Newtoniano quando estamos
lidando com um universo em contragao. Isso se da porque, no calibre Newtoniano, a
perturbagao ® é simplesmente igual a ¢. Portanto se ® cresce quando o universo contrai,

entdo a perturbacdo ¢ também cresce nesse calibre. J4 no calibre sincrono, ® = do'®
e portanto, se @ cresce, a perturbacao no cisalhamento do'®) pode também crescer mas
de forma menos intensa. Por exemplo, suponha que ® e o fator de escala a tenham um
comportamento de lei de poténcia no tempo conforme 7, ® o« =7 para uma constante
positiva. Dessa forma, a 180" oc 77, ou seja, a 180" se aproxima de infinito mais
vagarosamente que ¢ podendo até ir a zero caso v < 1. Na Secao 3.8 discutiremos com
detalhes as perturbacoes em um universo em contra(;ao

E possivel encontrar um calibre onde §o'* # 0 mas que, diferente do sincrono, exista
liberdade residual somente na escolha de £*+. Para tanto, note que a escolha v — 1 —
¢l /3 = 0 fixa completamente a liberdade em ¢/l e, com isso, a varidvel ¥ é dada por

v 9550 _ _Hs
3 a
Dessa forma, 60 terd o mesmo comportamento que no calibre sincrono, como no exem-
plo acima, a~*60®) oc n~7HL,

Contudo, o cisalhamento é dado por do'®) = B— &€ +20¢& /3. Se escolhéssemos fixar a
liberdade em &+ impondo £ = 0, nao terfamos nenhuma liberdade residual,’ porém, com
essa escolha terfamos a='B oc 777+, Enquanto que se escolhermos o calibre ¢+ impondo
B =0, teremos a~2€ oc n77 2. Ou seja, no calibre de curvatura as perturbacoes tém um
comportamento de lei de poténcia, com uma poténcia menor que no caso Newtoniano.
Isso permite um menor valor de 1 sem comprometer a série perturbativa. Na Secao 3.8
mostraremos os detalhes dessa evolucao e o cdlculo de todas as perturbagoes nao nulas
em cada calibre e os expoentes dessas quantidades.

9A mudanca € — £ + &+ = 0 define univocamente ¢*.



3.7 TESTE DA SERIE PERTURBATIVA 54

No calibre de curvatura, assim como no sincrono, uma mudanca de calibre com &I = 0
e ¢ = fa? mantém invariante as condicoes B = 1) = 0, onde f é uma funcao constante
nas hipersuperficies. Portanto escolheremos £(¢1) = 0 para fixar completamente o calibre.
Nesse caso as perturbagoes na métrica sao dadas por

3 a
(8) = —— = ——
5o S¥="7" (3.113)
3 1 /7a _\
6=+ 0, (@\11) =0+ (-,H\p) , (3.114)
K 3w 7w
E=a /t1 d(ct)a2@ a s dnH, (3.115)

onde adicionamos por conveniéncia as féormulas em termo do tempo conforme. Note
que as equagoes acima envolvem somente derivadas e integrais definidas das varidveis
invariantes de calibre e, portanto, nao existe nenhuma ambiguidade nas solucoes das
variaveis de perturbagao em termos das invariantes de calibre.

3.7 TESTE DA SERIE PERTURBATIVA

Discutimos na Secao 3.6 que as variaveis invariantes de calibre nao determinam uni-
camente todas as quantidades perturbadas e que, para fazé-lo, precisamos escolher um
calibre, o qual fornece uma interpretacao das variaveis invariantes de calibre. Por exem-
plo, no calibre Newtoniano, ® é simplesmente o potencial perturbacao na aceleracao das
geodésicas ¢, ja que nesse calibre 5ot = 0. Enquanto que no calibre sincrono ocorre

o0 oposto, ou seja, = d0'® posto que ¢ = 0. Além da escolha de calibre, precisamos
determinar quais quantidades devem ser pequenas para que a série perturbativa tenha
sentido.

Para tanto, é facil se convencer que

p<l, a'Bgl, a?6<ley <1, (3.116)

sao condigoes necessarias para que a série perturbativa seja vélida. Por exemplo, no
célculo da inversa da métrica perturbada g" (ver Eq. D.12), temos uma série polinomial
nessas variaveis que nao envolvem derivadas dessas quantidades. Nos termos quadraticos

temos,
B, B, h*"
st =4 (¢2 _ Pu ;

onde g, esta definido abaixo da Eq. (C.1) e o termo B, B,h*” pode ser escrito em termos

+ Ouycaﬂh“ah"ﬂ) :

da métrica conforme como B#BI,FW” /a?. Esse é o motivo pelo qual adicionamos o fator
de a! na inequacdo de B. O mesmo acontece para a parte tensorial, com a diferenca
de que nesse caso temos um fator de ¢=2 em € e nenhum em 1, ja que esse termo vem
multiplicado por h,, .

Contudo precisamos garantir que os termos que estamos desprezando nas equagoes
de movimento também sdo pequenos. Para tanto, note que usamos a Eq. (C.73) para
definir a curvatura espacial em termos do tensor de Ricci e variaveis cineméticas, porém
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podemos usar as equacoes de Einstein para substituir o tensor de Ricci pelo tensor fonte
10

e, com isso, obter as equacoes de movimento para a curvatura extrinseca, " i.e.,
h [i‘mﬁw] = 9K, (3.117)
h [ £aK0| = o |T] = R = K" © + Dy + . (3.118)

Essas equacoes combinadas com as equacoes de movimento para a componente material
formam o conjunto de equacoes que determina a evolucao temporal do sistema, equi-
valente as equacgoes de Einstein. Usando o modelo de fundo, podemos subtrai-lo das
equagoOes acima e assim obter equacoes para as perturbagoes. Como discutido anteri-
ormente, a liberdade com que podemos fazer essa subtracao é parametrizada pelo que
chamamos de liberdade de calibre.

Subtraindo o modelo de fundo de FLRW, obtemos, com o auxilio da Eq. (C.74), as
equagoes de movimento para 0K,",

2006 + 6n"'V,0)
3

h 14
Ouh [6K,"] = Kh [5T Y] — - ( — ©60,” —h[§R,"] + D'a,, (3.119)

enquanto para a métrica de fundo a equacao de movimento é dada por,

_ ©h
==,

K" (3.120)

ou seja, o lado direito da Eq. (3.119) é a correcao de primeira ordem da equagao acima
e, portanto, essa correcao precisa ser pequena para a série perturbativa ser bem definida.
Vamos impor que cada termo da Eq. (C.74) precisa ser muito menor que seu valor
de fundo e, para os termos que forem nulos na métrica de fundo, vamos impor que esses
devem ser muito menores que a evolucao de fundo dada na Eq. (3.120). Se essas condigoes
forem satisfeitas, a equagao de movimento para as perturbacoes sera bem definida.

3.7.1 Fator de Expansao

O fator de expansao aparece na equacao de movimento na forma,

02  ©%+2000
3 " 3

e portanto a restricao é dada por
00
2000| < 02, |50] < |6, ‘%‘ <1, (3.121)

onde incluimos a restrigao em termos do tempo conforme.

1A contracio da equacdo citada é exatamente a equacdo de Raychaudhuri. Sua parte simétrica
sem trago e anti—simétrica representam a equagao de movimento para o cisalhamento e vorticidade,
respectivamente, ver por exemplo [76].
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3.7.2 Cisalhamento

Para obter a restricao no termo que envolve o cisalhamento, vemos que na equagao de
movimento ele aparece com a forma

~ VA v
0,/0 ~do,"O.

Como esse termo é nulo em ordem zero, comparamos seu valor com a equacao de fundo,
1.e., _
©h,”
60,"0 < 3“ . (3.122)

A inequacao acima compara dois tensores e, para ser bem definida, precisamos definir
algum tipo de medida de tamanho para esses objetos. Nesse trabalho faremos isso en-
contrando quantidades escalares associadas aos tensores. Usando a decomposicao do
cisalhamento dada na Eq. (3.29) temos

Y

-, h,D*\ do
(SO'MV = (DMDV — “3 ) 7

a?

onde escolhemos os operadores diferenciais que comutam com a derivada de Lie e portanto
constantes no tempo. Dado um campo vetorial u* espacial, conforme e de norma um
(uw’uth,, =1, u* = 0), contraimos o cisalhamento

al. v « D2 50-(8)
wuhyd0,” = | uu*D,D, — E R

Note que v*u*D,D,, quando atuando em uma autofuncao do operador de Laplace-
Beltrami, sera proporcional a |§cos(p)[?, onde ¢ é o angulo entre u* e ¢*. Dessa forma
temos que u*u® D, D60 serd menor ou igual a D2¢* e,!! com isso, obtemos a restrigio
escalar

D50 e HD?50')

_ — _ 1 12
2 | S3el |am—my| < (3.123)

que, se satisfeita, implica na Eq. (3.122).

3.7.3 Termo de Aceleracao e Derivada Temporal

A derivada de Lie da curvatura extrinseca, quando expandida em primeira ordem, gera
o fator ) , )
-~ ©h,” n on'V,06h,” _ ©h,” n »Oh,”

Enky 3 3 3 3

HPodemos utilizar dois vetores espaciais u* e z*. Nesse caso terfamos utz*D, D, proporcional ao
produto do cosseno dos angulos entre os vetores e ¢*. Portanto o resultado é valido para uma projecao
arbitraria de do,".
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e, comparando os termos de ordem zero e um, impde que |¢| < 1. O outro termo que
envolve a perturbagao ¢ é o da aceleracao, porém, como no caso do cisalhamento, a
aceleracao é nula no modelo de fundo e portanto temos

D,D"¢ _ ©h,”
5 <=

Diferente do cisalhamento, os dois tensores comparados tém trago diferente de zero e,
neste caso, basta compararmos os tracos (como vimos na secao anterior D,D, < D?),
1.€.,

D2

a?

D%

| <L (3.124)

<16, '

3.7.4 Curvatura Espacial

A curvatura espacial 7%,/ em primeira ordem é dada por 7@,}’ ~ 2Kh,”+0R,”. Tomando
o trago, podemos impor
2(D? + 3K)y

_ < 1. (3.125)
3K

Os termos fora da diagonal sdo dados por derivadas espaciais de 1 (Eq. 3.34). Como
mostramos para o cisalhamento, essas quantidades téem valores menores ou iguais ao
traco. _

Contudo, quando tratamos de modelos cuja curvatura espacial de fundo é nula (K =
0), o tensor R,” também ¢é nulo. Portanto, precisamos comparar a perturbacao nesse
tensor com a equagao de fundo, como fizemos para o cisalhamento e aceleracao. Nesse
caso, usando a Eq. (3.34), obtemos

©h,”
(DuD¥ +h,"D?)ip < —,
e comparando os tragos temos,
4D2¢ <1 415%[) <1 (3.126)
a20 C|H - H? ' '

3.7.5 Tensor Fonte

O ultimo termo que precisamos analisar é o da expansao do tensor fonte, no qual, usando
a Eq. (3.71), temos

= op —dp)h,”
h [7;/} - % oI,
Analisando termo a termo obtemos as condig¢oes para a densidade de energia e pressao,

op

5
‘—p <1, ‘—‘ <1 (3.127)
p p
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No entanto, a pressao anisotropica de fundo é nula e, portanto, repetimos a analise feita
para o cisalhamento obtendo

©
30 m < 1, (3.128)

a?

'mmw

‘ 24 D25T1@

para a decomposicao escalar do tensor oII,".

3.8 EVOLUCAO DAS PERTURBACOES

Nas segoes anteriores, determinamos os ingredientes necessarios para discutir a evolucao
das perturbagoes e a validade da série perturbativa. Como primeiro resultado dessa tese,
iremos discutir a evolucao de perturbacoes adiabaticas em um universo em contragao.
Essa andlise é feita com o intuito de colocar limites na validade da série perturbativa e,
consequentemente, na contragao no universo. Nosso primeiro passo € descrever a evolucao
da métrica de fundo. Para tanto, vamos modelar o conteido material como sendo um
tnico fluido em equilibrio, descrito com uma equagao de estado w = p/p constante
e w > —1/3 (ver Segao 2.5.2), e escolher se¢oes espaciais planas, i.e., K = 0 e sem
constante cosmolégica A = 0.
De forma geral a funcdo 6 definida na Eq. (3.100) é dada por
2
0= vt , (3.129)
V(@¥H?2 — 22Q0 — Qao) (1 + w)

e no caso tratado nessa secao,
T

Vi+w

Logo, usando a evolugao do desvio para o vermelho dada na Eq. (2.48), obtemos,

0 BB+ 61+w)

0 7 (L 3w
E simples ver que a velocidade do som (Eq. 3.92) é dada por ¢ = w. Enfim, usando essas
equacoes para a evolucao da métrica de fundo e escrevendo a equacgao para os coeficientes
ug (ver Segao 3.5.4), temos

~ 6(1 4+ w)
2 _
uy + (wq " 3w)2772) u, =0, (3.130)

onde escolhemos os modos adiabéticos, ou seja, 65 = 0. A equacdo acima é da forma da
Eq. (E.2) e portanto tem solugoes em termos das fungdes de Hankel do tipo um e dois,
1.e.,

o= A (AR @ - A @), @
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— 543w _ 1 4 :
onde o = 3wy — 2 T B e A, é um coeficiente complexo constante. Para a curvatura

nula, a fungao u, tem a seguinte relagao com o perturbacao ®,

¢, = |H|zvV1+ wu,,

(1+w)

gv/wln|

O termo ¢v/w|n| pode ser reescrito em fun¢ao do desvio para o vermelho x da forma
Gv/w|n| = Ggy/wnex'/?, onde esse fator é proporcional a Ry e representa a razo entre o
raio de Hubble conforme e o comprimento tipico do modo (1/§). Para as aplicagoes desse
trabalho, estaremos interessados em modos que sejam da ordem ou proximos ao raio de
Hubble, i.e., ¢' € (1073 Ry, 10°Ry).

Para essas solugoes existem dois regimes bem definidos. Quando wqn = 1, as
solugoes sao oscilatorias com numero de onda da ordem de ¢. Nesse regime as funcoes
de Hankel sdo dadas por funces trigonométricas vezes |n|='/2 ou |n|=3/2, e portanto a
perturbagao tem o seguinte comportamento assintotico

=0 (AHY (Gvwln]) + AHD (Gvwln))) - (3.132)

1+1/8

P, x P ou @, oc 28 o (B2

Como estamos restringindo ao caso w > —1/3, ambas as evolugdes acima mostram que
lim‘mﬁoo (I)q = 0.

No regime |n| — 0, a func¢do de Hankel tem o comportamento dado por uma soma de
leis de poténcia como mostrado na Eq. (E.7). Tomando somente os termos de primeira
ordem temos,

1+w
O, ~ x| ——— (AL (GVw|n))* + A, (GvVw|n])~*),
o~ TP q\/@|m< J(@/wln)) Jwinl)™)
A;q

28+1
A w(gyvwn)? | AL + ——4 o :
~ BV F w(@am) (Aanr(q s () ) (3133)

onde definimos as constantes usando a Eq. (E.8), i.e.,

M,
q 2«

Azq = 2Re {eiﬁ;A

] ; AL, =2Re {e"ﬂ;A M_a} .

q 92—«

Como w > —1/3 — «a > 0, o termo que domina quando nos aproximamos de || — 0 é
®, ox =120 o 22518,

O resultado acima mostra que o coeficiente limy,_,q [®,| = 00, e portanto, para algum
valor de x, a variavel ® fica muito grande. A questao importante aqui é que consequéncia
tem esse alto valor de ® para a teoria de perturbacao, ou em outras palavras, para quais
valores de x a hipdtese perturbativa nao é violada? Para abordar essa questao, temos
que a perturbagdo ® estd relacionada com os coeficientes ®, da forma (Eq. 3.103)

® = / Pgd,Y,
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Usando a solugao da Eq. (3.133) na expressao acima, temos
28+1
D~ @M-%¢N(f’> ~ OM 4 pY /B (3.134)
@%z5v1+w/ﬁ%@¢amfAL%, (3.135)
Y ~ V1 +w /ﬁ3
° \/_ 770)5 i

Os termos @) e &} dependem da forma especifica do espectro 4,. Contudo, esse espectro
é formado, i.e., a solucao se torna uma lei de poténcia no instante 7y e, a partir desse
ponto, esse espectro nao muda. A tnica evolugao temporal vem dos coeficientes.

S R (3.136)

3.8.1 Calibre Newtoniano

Para aplicarmos os testes acima, precisamos escolher um calibre para encontrar os valores
das perturbacoes. No calibre Newtoniano, B = £ = 0 e, nesse caso, ¢ = ® e v = V.
Usando a solucao dada na Eq. (3.134), temos

¢ =19 =y + a7,

e as imposicdes de que ¢ < 1 ficam dadas por |®}!| < 1 e |®)[2*F1/# < 1. A segunda
inequacao mostra que, por exemplo, se o universo em contragao for dominado por ra-
diagao, 3 = 1 e portanto |®{'|z® < 1. Quando o universo tiver a = ay1071° seu tamanho
atual, esse limite sera |®)| < 1073°, impondo assim uma grande restrigao nos valores de
Y
A perturbagao na expansao, aplicada na solucao usada, é dada por (ver Eq. 3.32)
3 3H B+1
00 = ! <I)M E . pNg2tl/s
CL2( (b) a ( 5 0 )

onde usamos que nesse calibre 6o = 0. Portanto, a restricao no valor de © é dada por
1
(q;(f)w — ﬂ%@é\fx%l/ﬂ) <1,

e, a menos do fator (3+1)/3, impde a mesma restrigao que ¢ < 1. Como o fator 3H?+2K
cresce quando 1 — 0, as inequagoes originarias de dR e @ nao impoem restrigoes adicionais
ao sistema.

3.8.2 Calibre de Curvatura Constante

No calibre de curvatura constante, deduzimos o valor das perturbagoes via Eqs. (3.114)
e (3.115), a saber,

2841
°="3

e (B ()7 ey
s\ 2 \n| 268 —1 \n|

M
@0,

n

m
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Devido & fixacao do calibre residual em &+, temos que escolher um instante no qual
& = 0. No caso do universo em contragao que tratamos, podemos escolher n; como sendo
o menor valor de 7 a ser considerado. Nesse caso, a fase de contragao nao impoe nenhuma
restrigdo adicional a ®), j& que esses termos vao a zero no limite n — 0. Como vimos
acima, o termo ®) nio contribui em primeira ordem em ¢. Porém, como mostrado na
Eq. (E.7), o préximo termo é de ordem n~2~1n? = n=2A*1 igual a sua contribuicio em
E.

Isso mostra que temos a restrigdo adicional | |z271/% < 1. Note que para esse
calibre, a restricao é menos severa que a do calibre Newtoniano. No caso da contracao
dominada por radiagao, 3 = 1 e portanto ®) < z~'. Com isso, se a = 107aq entao
Pl < 10719 No caso extremo de uma contracio dominada por um fluido duro (w = 1),
2 — 1/ =0 e portanto a contragdo nao impoe nenhuma restri¢ao adicional.

O cisalhamento para esta solugao fica dado por (Eq. 3.113)

77 o\
“1c (s) _ M N [ To

a 00 =—=1P) + (—) ,
s ( EERANDI )

e portanto a restri¢do dada na Eq. (3.123) é

772 2 4 M ~oxn [ TIo 2o
—5(6—1—1) D2<I>0 + D9, (m) < 1.

O primeiro ponto importante da restricao acima é que sua dependéncia temporal tem
o comportamento =2+ para o termo proporcional a [72@6\7 da mesma forma que ¢ e
£, enquanto o termo proporcional a [)2@{]‘/[ vai a zero. A diferenca é que nesse caso os
coeficientes tém o operador de Laplace-Beltrami. Porém, como utilizamos o operador
conforme, o valor dos coeficientes nao muda com o tempo e, portanto, nao contribuem
na analise da evolugao temporal.

A proxima restricao é dada pela perturbacao na expansao

ad® = D?*(a"'00') + Ho.

Usando a Eq. (3.121) vemos que o primeiro termo do lado direito impde a mesma restrigao
que a do cisalhamento multiplicada por (5+41)/f e, portanto, nao impoe vinculo adicional
para o valor de 5 que estamos considerando. O segundo termo é simplesmente |¢p| < 1, ja
analisado. De forma similar, a Eq. (3.124) nao contribui com novas condigoes. Além disso,
nesse calibre a perturbacao na curvatura é identicamente zero, u.e., 1 = 0 — 0R,” = 0.
Finalmente, usando a Eq. (3.87) e que nesse calibre JR = 0, temos que a imposigao na
perturbagao da densidade de energia ¢ igual a imposicao da perturbacao na expansao,
i.e., a Eq. (3.87) implica em

00  1dp 1dp

© 2p 2p’
onde a ultima igualdade vem do fato de que estamos usando uma equacao de estado
p = wp constante.



CAPITULO 4

COSMOLOGIA QUANTICA

Nos Capitulos 2 e 3 discutimos e apresentamos o cendrio da cosmologia padrao para mo-
delos homogéneos e isotropicos e para as perturbacoes em torno desses tipos de solugoes,
respectivamente. Em cendrios especificos, é necessario considerar a natureza quantica que
esperamos estar presente na dinamica tanto da evolucao do campo gravitacional quanto
para os campos de matéria. Mesmo que ainda nao exista uma teoria quantica para a
gravitacao estabelecida, podemos quantizar esse tipo de modelagem cosmoldgica usando
uma aproximacao de mini—superespaco para a parte homogénea e isotropica e quantiza-la
via equacao de Wheeler-DeWitt [13] enquanto as pertubagoes sao tratadas como campos
quanticos em torno do mini—superespaco. Esse tipo de procedimento foi empregado ori-
ginalmente por Halliwell e Hawking (1985) [77], mais tarde foi modificado introduzindo
o conceito de trajetérias de Bohm por Peter, Pinho e Pinto-Neto (2005) [20] para as
perturbagoes tensoriais e por Pinho e Pinto-Neto (2007) [25] para os modos escalares e
vetoriais.

H& muitas questoes a serem tratadas quando lidamos com a quantizacao da gravitagao.
Mesmo nos modelos simplificados de mini—superespaco existem problemas a serem resol-
vidos. Na Secao 4.1.1 trataremos da quantizacao dos modelos de fundo, abordando
algumas das questoes envolvidas, e, usando um fluido barotrépico, mostraremos como
um conceito de tempo pode ser introduzido. Na secao Secao 4.2 usaremos o principio
variacional Lagrangiano deduzido em detalhes no Apéndice D para obtermos a algebra
dos parénteses de Poisson das perturbagoes. Com essa algebra mostramos como essas
quantidades podem ser quantizadas e como podemos usar a evolucao adiabatica para
definir um estado de vécuo.

4.1 QUANTIZACAO DO MODELO DE FUNDO
4.1.1 Equacao de Wheeler—-DeWitt

A simplificacao de mini—superespaco consiste em aplicar inicialmente as simetrias a
métrica e quantizar somente os graus de liberdade que nao violam essas simetrias. No
caso especifico de modelos homogéneos e isotropicos, quando impomos essas simetrias, o
unico grau de liberdade gravitacional remanescente é o fator de escala, como mostramos
na Segao 2.2. Nesse caso, usamos o escalar de curvatura dado na Eq. (2.16) para construir
o termo de fundo da agado de Einstein—Hilbert para a gravitacao (Eq. D.1).

Pelo formalismo ADM [78], dado uma escolha de hipersuperficies, devemos utilizar
uma coordenada temporal arbitraria definida pelo campo vetorial [* = Nn*+ N* e tratar
N e N* como campos independentes ao variarmos a acao de Einstein—Hilbert, onde N
é chamada funcdo lapso, N* o vetor deslocamento espacial, i.e., h[N#] = N* e n* o
campo normal a essa escolha de se¢oes espaciais (ver Segao A.2). No caso das equagoes
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de Friedmann, nao é necessario deixar o campo deslocamento arbitrario. Dessa forma,
escolhemos N* = 0 e, consequentemente, a acao de fundo para a gravitacao dependera
somente do fator de escala e da funcao lapso.

Além do escalar de curvatura, precisamos obter o determinante da métrica em funcao
desses campos. Para tanto, note que pela Eq. (D.9) temos £Lie vap = (Vul*)euas €,
portanto, podemos definir uma 4-forma d;a integracao constante em relacao ao campo
[ da seguinte forma. Dado que V,I* = N + NO, a 4-forma €,,05 = ¢(Na®) e 0p, 6
constante em relacao ao tempo definido por I*, i.e.,

B NO4((Na®)™1)

£léuvaﬁ = C£l((Na3)_16WaB) - (Na3)*1 éu'/aﬁ + (vulu)éuvaﬁ = 0.

Note também que a 4-forma e tem unidade de volume vezes tempo.! Como esta-

mos utilizando coordenadas com unidade de distancia, as componentes e,,,3 devem ter
unidade de inverso de velocidade e, por isso, incluimos na definicao de €,,43 0 fator c.

Consequentemente, como a 4-forma de integragao ¢ decomposta da forma e, a3 =
¢ 'Na¢,,qp, incorporamos o fator nao constante Na?/c a Lagrangiana, obtendo

_ % ) 2 1 Y . 2
L,=VL, = KNa3 <6K +20 + %) = £ <2Ka3@> + GKNa (K — (£1a) ) ,
c

c c N2
(4.1)
onde o primeiro termo do lado direito é um termo de superficie. O fator 1% representa a
integragao no volume da forma constante €,,,3 € equivale ao volume da secao espacial
conforme. Essa quantidade nao é bem definida para segoes espacias infinitas, contudo
podemos sempre trabalhar com secoes espaciais compactas de tamanho arbitrario.
Para descrever a Lagrangiana da matéria, usamos um fluido termodinamico como
descrito na Secao B.4. Logo, a menos do termo de superficie, a Lagrangiana total é dada
por

2
2kcL = 6V Na (I? — (di\l;;) > + 2V NGp(¥, s), (4.2)
onde ¥ = /—9,0,9", ¥, = V,x1 + x2Vuxs + xaVys e K estd definido no paragrafo
abaixo da Eq. (2.13). Para impor homogeneidade e isotropia aos graus de liberdade de
matéria, tomamos os campos X1, X2, X3, X4 € § como constantes nas hipersuperficies, i.e.,
Vup=-n,p+Dupo=—N"'n,£1p, onde ¢ é qualquer um dos campos de matéria. Com
isso, a entalpia especifica é descrita como

U= —N"(Lx1+ x2£ixs + xa£15), (4.3)

onde estamos considerando (X1 + x2X3 + x4$) < 0.
As equagoes de Friedmann e as equagoes do fluido de matéria podem ser obtidas vari-
ando a Lagrangiana acima em relacao a N, a e aos campos de matéria, respectivamente.

! Estamos considerando que as coordenadas tém unidade de distancia e, portanto, o tensor de Riemann
(RuwaPvs = [V, V,]u,) tem unidade de inverso de distdncia ao quadrado. Dessa forma R/2rk tem
unidade de densidade de energia e a 4-forma de integragao deve ter unidade de volume vezes tempo.
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Para quantizar esses graus de liberdade, devemos obter a Hamiltoniana correspondente.
Utilizamos o formalismo descrito por Jackiw (1993) [79],% j4 que essa Lagrangiana ¢ sin-
gular. Isso pode ser visto notando que ela nao depende das derivadas temporais dos
campos N, 2 e x4. Além disso, nao é possivel obter as velocidades £;x1, £1x3 € £;5 em
funcao dos momentos conjugados

oL v, oL % oL 1%
dL1x1 et 0L ¢ & EX OLs e X (44)
Fazemos uma transformacao de Legendre para as varidveis £;a e £;x1, obtendo a La-

grangiana de primeira ordem

HXI

12Va ¢ CK

m v 3VaK
L= Ha£1a+HX1£lX1 +HX1X2£IX3 +HX1X4£15+N (Cl{’va o —a3p+ a > s (45)

onde -
o oL _6Va£la
“T 0L Neck

e a densidade de energia é funcao do momento II,, e da entropia, i.e., p = € —p =

(4.6)

p(—cll,, /(Va?®),s).® Identificamos os coeficientes dos termos com derivadas temporais
como seus momentos conjugados, ou seja, a algebra dos parénteses de Poisson é dada
por,

{a’7 Ha} = {Xla HXI} = {Xi’n HXs} = {87 HS} = 17 (47)

onde definimos II,, = IL,, x2, II; = IL,, x4 e todos os outros parénteses de Poisson sendo
iguais a zero. E a Hamiltoniana é

U, Uk w2
H=NH=N Ka?’p—gva _ P )
c CK 12Va

(4.8)

O vinculo dado por N fornece a equacao
V., sVak o Va 2
5 3VaK crlly _ Va o K — 3(£a) o,
c CK 12Va CK N2a?

que é a equagao de Friedmann (2.24). Com a dlgebra dos parénteses de Poisson temos as
outras equacoes de movimento para o fator de escala e seu momento conjugado, i.e.,

Ncrkll,
La={a,H} = ——La (4.9)
6Va
3Na? [ ~ VK  2R2I12
£i11, ={11,,H} = %4 -, 4.10
: { } cK < rp a? 36V a* ) (4.10)

2Normalmente utiliza-se a metodologia de Dirac que envolve uma série de procedimentos formais. Em
alguns casos é possivel evitd-los como descrito em [79].

3Quando fazemos a transformada de Legendre em relacdo a Y7, obtemos I, = —c_11~/a35(19, s) que
fornece uma fungao implicita de J(—cll,, /(Va®),s). Portanto, todas as fungdes de (1J,s) sdo agora
fungoes de (—clIly, /(Va?), s).
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que combinadas resultam na Eq. (2.25). Por fim, temos para os graus de liberdade do
fluido,

£ZX1 = {Xla H} = _Nﬁv £lHX1 = {HX17H} = 07 (411)
Lixs={xs, H} =0, £11,, ={I1,,,H} =0, (4.12)
£1s={s,H} =0, £11, = {Il;, H} = NII,, T, (4.13)

que sao equagoes de movimento para o fluido obtidas na Secao B.4.

O préximo passo é promover os campos a operadores auto—adjuntos agindo em um
espaco de Hilbert.*> Esses operadores, representados com uma barra sobre sua contra-
parte classica, satisfazem a regra de comutacgao

[A, B] = ih{A, B}. (4.14)
Impomos também que os vinculos anulam o vetor de estado, i.e.,
H |\1/f> =0, (4.15)

onde colocamos o sobrescrito / para distinguir a funcao de onda W' da varidvel invariante
de calibre definida na Eq. (3.38). A equagao acima é conhecida como equacao de Wheeler—
DeWitt , a qual nao introduz de forma explicita uma nogao de tempo. Portanto, para
introduzi-la, primeiro definimos a varigvel ¢ = ¢ 'V a*1+¥4)p_ onde w, é uma constante.
Essa varidvel é fungao dos campos ¢ = o(Il,,, a, s), definida implicitamente por II,, =
—c’lffa?’s(p, s). Usando essas relagoes, trocamos a variavel IL,, por p e, com essa
mudanga, obtemos a Lagrangiana a menos do termo de superficie £;(I1,,x1),

Vader
cd

3‘7)(1 X1
L= (Ha + = a2(p — wqp)) L0+ St Lio+1IL,Lixs+ | s — x1 £i1s—H.
(4.16)
Considerando os coeficientes dos termos com derivada temporal, temos que essa mudanca

de varidvel induz a seguinte transformagao canonica,

3Vy Vader X1
I, — II, + — 1a2(p — wqp)7 Iy — I, — x1 PR Hg = Jabe (417)
Nessas variaveis a Hamiltoniana é escrita como
- 2
~ o~ —1 243w
K Ck (Ha — [1,3¢ ' Va*tva(p — wqp))
H-n |- Vel , (4.18)

a’va CK 12Va

4Na quantizacio canénica, as varidveis candnicas sio promovidas a operadores auto-adjuntos. Essa
imposicao garante autovalores reais e autovetores que formam bases completas. Contudo, vale ressal-
tar que, como nao existe uma teoria completa para a quantizacao da gravitagao, essas imposigoes sao
tentativas e podem ser removidas em futuras teorias.

®Estamos usando o termo operadores auto—adjuntos e espaco de Hilbert como definido em [80].
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e, com isso, a equacao de Wheeler-DeWitt pode ser escrita como

— — ~ 2
Vak ) Ck (Ha — 3¢ 'Va*(p - wqﬁ)>
ck 12Va

0|yt =a* oty (4.19)

Na representacao onde

0
o1l,’
o momento II, corresponde a uma coordenada temporal. Entretanto, no caso de um
fluido arbitrario, tanto p quanto p dependem nao linearmente do operador g, tornando
complicado o uso de 1I, como coordenada temporal. No caso barotrépico com equacao
de estado constante p = w,p, a equacao de Wheeler-DeWitt ¢ dada por

~_ ~ —2
S - 4 ¢
0 ’\I/ > =a ( - + 12‘76> {\I/ > , (4.20)

0=ih o, =11,

que é equivalente a equagao de Schrodinger em uma dimensao, onde II, serve como
coordenada temporal. Porém, a equacao acima envolve algumas questoes que ainda nao
mencionamos.

No ambiente cldssico nao existe ambiguidade na ordem das varidveis canonicas. No
entanto, quando quantizamos o sistema, o termo da Hamiltoniana E’lﬁz pode ser escrito
de vérias formas distintas, e.q., H,a 'Tl,, @ '/?II,a '/?1],. Essa escolha pode ser guiada
pela imposicao de que o operador Hamiltoniano seja um operador auto—adjunto, contudo
essa imposicao nao fixa completamente a escolha.

Para evitar a ambiguidade discutida acima, fazemos a seguinte mudanca de variaveis
ainda na Lagrangiana classica,

3(1—wgq)
20" = 1—3wg

= Oy =a" 2 Il Ny =a3%N. 4.21
3(1— w,)’ v v (4.21)
Com isso, a Lagrangiana reduz-se a

L:HXOEIX+HQ£ZQ+HX3£1X3+H3£18—H, (422)

_ 2(1+3wq)

2(1+43wgq) 112 K 1— 3(1—wgq)
H = NX (Q — U()X 3(1—wq) — o ~X) , UO = 3V (3( wq)) s (423)

12V CK 2

de forma que nessas variaveis nao existe ambiguidade na escolha de ordenacao da Hamil-
toniana. Na representacao das autofuncoes de X% a equacao de Wheeler-DeWitt ¢ dada
por

0 23w h2ck O?
h——UNI1,, X) = | UpX 300 — —= Ui(TI,, X). 4.24
i W, ) = (U ) ) (4.24)
6Nessa representacao 5
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Para obter a relacao da variavel que estamos utilizando como tempo e o tempo cdésmico
definido por n#,” usamos a equagao de movimento para Il,, i.e., £, = {II,, H} =
—Ny = —a=®"«N. Logo, temos que II, = —a~%"¢, ou seja, a relacio entre o tempo
césmico e o tempo II, ¢ independente de N. Enfatizamos também que HQ < 0 e, portanto,
II, é monotonicamente decrescente (t; > t; = II,(¢;) < II,(¢2)) e dessa forma é relacio-
nada biunivocamente com t. Em algumas referéncias, por exemplo [81], os autores fixam
o calibre escolhendo uma forma especifica para N. Entretanto, isso serve somente para
definir o tempo caracterizado por I*. No exemplo citado é escolhido Ny =1 = N = ¢
de forma que £1I, = —1, i.e., essa escolha define o tempo [* como —II, a menos de uma
constante aditiva.

4.1.2 Representacao no Espaco de Hilbert

Na Secao 4.1.1 promovemos os campos a operadores e associamos a esses uma algebra
de Lie através do homomorfismo definido na Eq. (4.14). Porém, a definigao da algebra
nao ¢ o suficiente para estudarmos a quantizacao do sistema, precisamos também de
uma representacao para esses operadores. No caso discutido na secao anterior, temos
que representar um conjunto finito de operadores. Consequentemente, o problema da
representacao é simplificado, pois o teorema de Stone—von Neumann garante que todas
as representacoes irredutiveis dessa algebra sao unitariamente equivalentes e, portanto,
representam o mesmo sistema fisico.® Parte da premissa do teorema é que os operadores
com a regra de comutacio, e.g., [X,Ily] = ih, sejam auto-adjuntos.

Em principio, como ainda nao existe uma teoria quantica para a gravitacao, nao ha
nenhum motivo a priori para impormos que os operadores devam ser auto—adjuntos.
Entretanto, sem o teorema de Stone—von Neumann, nao temos garantia de que diferentes
representacoes sejam unitariamente equivalentes. Isso significa que nesse caso a escolha
da representacao afeta os resultados fisicos e funciona como uma escolha adicional a
ser feita para quantizar o sistema. Outra questao relevante vem do fato de que, se os
operadores nao forem auto—adjuntos, os seus autovalores nao serao necessariamente reais
nem os autovetores formarao uma base completa.

Na representagao discutida na Segao 4.1.1 as fungoes f(X) = (X|f) s@o definidas da
forma f : (0,00) — C e sao de quadrado integravel nesse dominio. E possivel mostrar
que nesse dominio o operador —ihd/OX nao possui extensoes auto-adjuntas.’ Como
o operador X é auto-adjunto, utilizamos a base das suas autofuncdes. O operador de
evolucao temporal, por exemplo, ¢ um gerador de translagoes temporais unitarias se e
somente se ele for auto—adjunto. Nesse caso é possivel mostrar que ele o sera se e somente

"Vale ressaltar que essa coordenada temporal é definida naturalmente pelas hipersuperficies fixas
escolhidas.

8Para uma apresentacio simples do teorema ver [82], e para um referéncia rigorosa ver teorema X. 84
em [83].

9Veja [14], por exemplo, ou para um tratamento mais recente e uma possfvel solucao [84].



4.1 QUANTIZACAO DO MODELO DE FUNDO 68

se as funcoes de estado satisfizerem a condicao de contorno,”

7(0) =020

Vale ressaltar que cada escolha de valor de a corresponde a um cenario fisico diferente.
Na referéncia citada é mostrado que esse valor estd associado a mudanca de fase que as
ondas incidentes na parede X = 0 sofrem ao serem refletidas.

Além das questoes técnicas sobre a evolucao dos estados, existe a questao da sua inter-
pretacao fisica. Nesse trabalho adotamos a teoria de Bohm que prové uma interpretagao
causal para a evolucao quantica. Do ponto de vista pratico, essa teoria permite calcular
a evolugao temporal da métrica sem precisar recorrer a qualquer tipo de interpretacao
probabilistica. Na referéncia [88], e em referéncias contidas, essa abordagem é discutida
em detalhes e aplicada a modelos de mini-superespago com fluidos termodinamicos.

aeR. (4.25)

4.1.3 Solugoes para um Universo Plano

Em um universo com secoes espacias planas, a equagao de Wheeler-DeWitt se reduz a

G, 1 92
“ox VA &) = 20X2

onde definimos a variavel temporal adimensional A = lgHQ/ (6\7), que é equivalente a
equagao de Schrodinger para uma particula em uma dimensao contida em X € [0, 00).
Como discutimos na Secao 4.1.2, os operadores X e H sao auto-adjuntos e, com isso, seus
autovalores sao reais e seus autovetores formam uma base completa [80]. Escrevendo os
autovetores da energia na base de X', obtemos

TN, X)), (4.26)

>
\IE) = \/m/ﬁ(QEa2 +1)

onde X |X) = X|X), HIE) = E|E) e a define a condicdo de contorno conforme a
Eq. (4.25). Para os casos extremos, i.e., « = 0 e |a| — oo as autofungoes se reduzem,
respectivamente, a

(X|E) W&m(@x), (X1E) = |- \/_cos(\/ﬁé\f> (4.28)

Usando os resultados acima, podemos calcular o propagador na base de X da seguinte
forma

( 2F« cos (\/EX) + sin <\/ﬁ)€>> : (4.27)

Go(Xo, X, \) = <X2‘e’m’\‘)ﬁ> :/ dEe B (2| BY (E| X)) . (4.29)
0
Para os casos extremos temos as solucoes analiticas

1 7(X2*X1)2 7(X2+X1)2
G:I:(X27X1;)\) = \/8_)\ e 2ix  te 20 ,
(i

10Veja [85] se¢do X.1 para uma discussdo matemadtica e [14, 86, 87] para uma abordagem fisica sobre
quantizacao do mini-superespago.

(4.30)
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onde a solugao com + representa o propagador quando |a| — oo e a com — quando o = 0.
Com os propagadores + e —, podemos obter a evolugao temporal de qualquer funcao de
onda cuja condigao inicial satisfaca, respectivamente,
ovt, (0,0)
——72 =0 ou V' (0,00=0.
X (0,0)
Como os propagadores satisfazem as condig¢oes de contorno apropriadas, as solucoes

UL\ X) = / dX G (X, X, MU0, &), (4.31)
0

as satisfarao em qualquer instante .
Escolhemos as seguintes condigoes iniciais,

£ 2 2 £ 2 — 2%,
\II+(O,X): ﬂXme 27er7 Q_(O,X):Zl WXe "Xm, (432)

de forma que <\I/fi(0)}f|\11fi(0)> = X,,, onde X, representa o valor esperado de X
calculado na funcao de onda inicial. Aplicando o propagador a cada uma das fungoes de
onda iniciais, obtemos as solugoes

3
22X 2 ([ 21X, CR
f — m 2 X2 f — —m 7 X2
Va0, ) = raxzt - ) =2 (4M+7rx,%) e e

(4.33)
de forma que o valor esperado de X evolui da seguinte forma

(TFL (V)| X]TFL (V) = \/(7{?2) + X2, (4.34)

onde fy =1e f_ = 4. Note que o valor esperado para essas solugoes nunca é zero. No
entanto, isso nao € o suficiente para afirmarmos se o universo descrito por essas fungoes de
onda possui ou nao singularidade. Para uma discussao sobre singularidade em modelos
de mini—superespago, veja [89] e suas referéncias.

Podemos evitar a interpretagao estatistica da funcao de onda se adotarmos a inter-
pretagao de Bohm para a teoria quantica do mini-superespago [90]. Na teoria de Bohm,
atribuimos uma trajetoria as variaveis conjugadas que satisfazem a seguinte equacao de

movimento,
h ovt ot
Mo — P —yf 4.35
o 2¢y\pf\2( X ax)’ (4:35)

onde o momento Ily é obtido em termos das derivadas temporais de X variando a La-
grangiana da Eq. (4.22) em relacdo a Ily. Seguindo esse procedimento encontramos

11 DX
LX+ N T2 20 = hES =1, (4.36)
6V o\
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onde usamos que £;II, = —Ny (ver o fim da Secdo 4.1.1). Dessa forma temos uma
equagao diferencial ordinaria de primeira ordem para X,

0X 1 (\Df*a\lff faqff*)‘

= = —
ON 2T oX X

(4.37)

E importante enfatizar que essa equagao nao depende de uma escolha da funcgao lapso e,
com isso, é independente da escolha de coordenada temporal. Usando as solucoes W',
obtemos as seguintes equagcoes de movimento,

OX X,

— = 4.38
ON AN 4 m2XL ( )
com as solugoes
feA )
X =X 1 4.39
o (25) +1 (1.30)

de forma que X(0) = &,. Note também que a trajetdria coincide com a evolugao temporal
do valor esperado de X quando X, = X,,, ou seja, a introducio da trajetéria adiciona ao
problema um novo parametro Xj.

Podemos obter a trajetoria de Bohm para a energia o. Fazemos a transformacao
canonica (p,II,) — (II,, —p), de forma que nessas coordenadas a trajetéria de Bohm
para g é expressa por

h ot OVt I2h ot oWt
—o=— (U — —¥f =P pi* — vt . 4.40
o= g (¥, A, 12V@|\11f|2< o Var ) 4w

Usando as funcoes de onda Wi, temos

Vo  fel(fIN(feX? + gimX2) — w2 XL (fX? — gimX2))

I2h N 2(f2N2 + w2Xx4) ’
2 X2 2‘)(2 XQ
_ fi b 1 — b g+ m 7 (441)
om2At X2 A
onde na segunda linha usamos gy = 1, g = 3 e a Eq. (4.39) para eliminar A\. Em termos
da densidade adimensional temos
2
ek 2,6 6
Q= fs — p~tb o <x3(1+wq) _ 3(11iwq) + gigzqu)> 7 (4.42)
6V HoX2a, Ty, J+Tm

lembrando que x = ag/a.
Para compararmos as trajetorias de Bohm com as clédssicas, reescrevemos a derivada
temporal da trajetéria X'(A\) substituindo A definido implicitamente nas trajetérias da

Eq. (4.39),
) oxXN? A — AP
o) TN g (443)
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Reescrevendo a derivada temporal usando o tempo césmico e X' em funcao do fator de
escalar a, obtemos N
oxX 6V a3 2 a

)

N2 X3(1—w,)a

e, consequentemente, temos

2

3(1—wgq) 3(1—w

_2 _ llz 3(1 - wq) Im ! 3(1+wq) 1 o ﬁ ( ’1) 4 44

2\ ey 2 | 7 L ) (4.44)
Ty

g.

onde V) = %g é o volume calculado no instante ty,. A equagao acima contém uma série
de informacoes relevantes. O primeiro termo no segundo parénteses tem a mesma forma
que a evolugao classica da densidade de energia de um fluido com equagao de estado w,
constante.!! O segundo termo é equivalente & densidade de energia de um fluido com
energia negativa e equacao de estado constante igual a um. Além disso, para fluidos com
w, < 1, o primeiro termo dominard quando (z/z;)*1~*4) < 1, i.e., quando o universo se
tornar muito maior que a escala a; sua evolucao serd igual a classica. Com isso, temos
que, quando o fator de escala for igual a escala de referéncia a = ag, a constante de
Hubble sera

2 31—wq) 2 3(1—wy)
Hy ~f ly Xay ~f L 31 —wy) om "
¢ terVy X2 TFenlp 2 S0 wq) ?

Ly,
3(1—
3(1 —wy) it —wa)
2 3(1-wq) )
Ty, : %Gpc

ha f 10712

onde h é a constante de Hubble adimensional (veja a discussao abaixo da Eq. 2.41) e
Vocpe € 0 volume do universo em unidade de gigaparsec ctubico.

Dessa relacao vemos que deve haver uma grande diferenca entre o fator de escala
inicial da trajetéria de Bohm ay e o fator de escala que representa o valor médio inicial a,,.
Escolhendo o fluido tal que 3(1 —w,)/2 ~ 1, o volume do universo da ordem do universo
observado, i.e., Vogpe = 1 e lembrando que o valor medido de h =~ 1, a relacao entre os
fatores de escala é z,, ~ 1040/(1”“”‘1)\/@. Em termos de X a relacio é dada por X? =

fiXbag(ka)/ 107120, Tsso mostra que a densidade de probabilidade de encontrarmos o

universo inicialmente com X = X, é da ordem In(¥f(0, X;)) oc —1020,ay°" "9/ «
—10120:10;3(17%)/ 2, de forma que o universo deve comegar com um fator de escala muito
pequeno para essa probabilidade nao ser extremamente pequena.

Como nao ha uma interpretacao final para a funcao de onda do universo, a propria
questao da probabilidade nao é bem definida quando tratamos de cosmologia quantica.
No entanto, independente dessa questao, é possivel mostrar que existe uma classe de

fungoes de onda para as quais o universo pode “comecar” grande [81].

UVeja Eq. (2.42).
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Na linguagem da Secao 2.5, definimos a densidade adimensional e a funcao de Hubble
efetiva
3(1—wq) 2

2
lpC Xbao

2 6
= 2 _ B(4wg) _ _ T
Q‘IO - f:t 67VoHy X% ) E” = qu (ZE xl:j(l_wq)> ) (445)

respectivamente. Os resultados acima nos permitem fazer a seguinte consideragao. Se
adicionarmos a equacao de Friedmann um segundo fluido com equacao de estado cons-
tante w menor que w, , obtemos

E2 _ Qq0x3(l+wq) + Qw0I3(1+w).

Esses dois fluidos terao contribuicao iguais a densidade de energia total quando o fator de
escala satisfizer Teq = (Quo/Qqq) "/ ¢ ~3). O regime quantico ocorrendo em ;, e sendo
Ty > Teq, podemos utilizar o modelo quantizado com somente um fluido, j& que nessa
fase a contribuicao do segundo fluido é desprezivel. Por exemplo, se os dois fluidos forem
radiagdo Q.9 ~ 107° e poeira Q,,0 & 1, o fator de escala de equivaléncia serd xo, = 10°.
Dessa forma, se o regime quantico estiver na escala de z, ~ 10?°, entao préximo a esse
valor do fator de escala teremos Q,,02°/(2,21) ~ 107Y ¢, logo, a contribui¢ao da poeira
serd desprezivel nessa escala.

O mesmo raciocinio acima é vélido ao considerar a curvatura espacial, i.e., se a cur-
vatura dominar em um regime distante do regime quantico, podemos usar a trajetéria

definida por

1’6

90 3(1— ’
xb( wyq)

2 2
E;=FE —Q (4.46)
onde E? é a funcao de Hubble normalizada cldssica que contém todos os fluidos utilizados
no modelo, e.g., Eq. (2.45). Nesse caso é ttil também fazer a seguinte mudanga de
variaveis
Qrory? = Qoo > + Qo + Qkoxg4 + Qpoz; °,

onde nesse exemplo escolhemos a radiagao w, = 1/3 como o fluido que domina no regime
quantico. Dessa forma, a funcao de Hubble normalizada fica escrita como

2 3 4 6
E? = Q01 (1 - "E—g) + Qo (1 - %) + Qpoa? (1 - %) + Qo (1 - %) . (4.47)

L b b b

A mudanga de parametros acima é 1itil pois com ela temos que E?(z;) = 0.

As solugoes descritas na Eq. (4.39) sdo o que chamamos de solugoes de ricochete. Elas
comegam em uma fase de contracao para A < 0, atingem um valor minimo para o fator
de escala em A = 0 e passam para uma fase de expansao para A > 0.

Do ponto de vista computacional, a forma da funcao de Hubble é inconveniente. A
representacao de um nimero real é feita com uma precisao finita usando niimeros de ponto
flutuante de 32 ou 64 bits, no ultimo caso temos & 15 casas decimais de precisao. Quando
avaliamos uma expressao do tipo x*(1—2?/x?), a razao x/r, nunca é exatamente um, pois
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sempre hd um erro da ordem do nimero de casas de precisao, i.e., x/x, = 1+0,, calculado
numericamente em r = z3,'? onde o, ~ 107'%. Nesse caso a subtragao 1 — 2%/} ~ 20,.
Com isso, para um valor de z;, ~ 10?°, o resultado serd 2 x 1075z} ~ 105 ao invés de
zero. Para remediarmos esse problema, introduzimos a variavel v,

2

a=ae?, - v, (4.48)
a

de forma que o seu sinal coincide com o sinal de a, e portanto v > 0. Nessa varidvel a
funcao de Hubble é dada por

D2
E§ = Qo (1 - 67'/2) + Qmoz® (1 — 673T> + Qpoz? (1 — 6721}2) + Qa0 (1 — 6*3”2) )

(4.49)
Quando v & 0, i.e., T & 13, expandimos essa fungao em série de Taylor
3
E; = (Qrowg + §Qm0x;j’ + 2Qpori + BQA0> v 40 (v, (4.50)
3
Eq = U\/Qroxé + §Qm0$g + QQkol’% + 3QA0 + @ (1/2) s (451)

onde na ultima igualdade usamos que o sinal de v é igual ao de a. Além de ter uma
expansao de Taylor bem comportada em torno de v = 0, essa parametrizacao tem a
vantagem da derivada temporal satisfazer v > 0. Portanto, essa derivada nunca ¢é nula e,
proximo a v = 0, ela é dada por

E, 1

V= ~ —
RHV RH

3 .
QTOZL'ZL + EQmol‘g + QQk()CC% + 3QA0 + O (l/) . (452)

As propriedades acima mostram que v é uma fungao monotonicamente crescente de ct e
portanto tem uma relagao biunivoca com o tempo ct. Além disso, nas integracgoes, quando
reescrevemos em termos dessa varidvel, o elemento de integracao é det = adn = dv/v e é
bem comportado em todo intervalo, inclusive em v = 0.

4.2 QUANTIZACAO DAS PERTURBACOES
4.2.1 Reducao dos Vinculos da Lagrangiana

No Apéndice D deduzimos a Lagrangiana para a gravitacao em segunda ordem nas per-
turbacoes. Mostramos na Secao D.4.1 que parte do conjunto de perturbacgoes funciona
como vinculo na teoria, ja que a Lagrangiana nao depende da derivada temporal des-
sas quantidades. Nessa se¢ao, partiremos da Lagrangiana da Eq. (D.86) para deduzir
a algebra dos parénteses de Poisson das perturbacoes. Contudo, como o espaco de fase
contém vinculos, vamos primeiramente resolve-los.

12Esse erro é chamado de erro de arredondamento e é praticamente inevitdvel em qualquer calculo
numérico.
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Para tanto obtemos os momentos relacionados as varidveis &, ¢* e V), definidos como

OL®)
— R

obtendo os pares (D*D%me,E), (mye,¥t) e (my, V), onde definimos o operador D% =
D? + 3K .13 Note que nessa definicao utilizamos a Lagrangiana escalar e portanto nao
inclufmos o termo de /—g¢/(2r). Esse termo nao é necessario no processo de eliminacao
dos vinculos e, por ser um termo de fundo, pode ser reintroduzido no final. Reservamos
o simbolo 7 para os momentos obtidos a partir da Lagrangiana escalar, e usaremos o
simbolo II para representar os momentos conjugados de L.

Encontramos os momentos conjugados do subespago no qual a inversao dos momen-
tos em funcao das derivadas temporais é possivel. Esse procedimento é o mesmo que
utilizamos para as variaveis de fundo na Segao 4.1.1 [79]. As expressoes relacionando os
momentos e as derivadas temporais sao

T

4 : 3 20
= —— (S) — —_ _— 4
e 350 s E B+4’ﬂ'5—|— 3 5, ( 53)
- kel O, DB my
— — 4 t— —_ — — 4 4
Tyt = 6reY — 400, Y 5 % 3 o 3 L (4.54)
2 2
_ G 9 [ GET +¢
Ty = —2K00¢, Y = e ™V +¢+cOV (—519 ) 0s. (4.55)

Com as expressoes acima, podemos calcular a transformada de Legendre em relacao a
essas variaveis e definir a Hamiltoniana inicial como

H,ES) = D2D%(7Tg(cj + W¢t¢t + Y — 2/155)(45'3 — 2/%5)(2(5)'(3 — 1O,

22 3 7T2t £ 2 +
= 5 S DDl — 2y, (qs 2oy - (g) 5s>

© dked 8 24 e
20& kedV  ©¢ DB
D22 . S 4.56
+ Kw5(8+—3)+7rw( 5 ; 3 ) (4.56)
2
— (mﬁVD2V + M — 2KVOep) + (% = (b) R — kK ? 5552>
S €

— 2K¢TEDS.
Dessa forma escrevemos a Lagrangiana de primeira ordem

LO) = D2D27e& + mpett + mpV — 260405 — 2KETX50X5 — B, (4.57)

(2

Nessa Lagrangiana, os campos e os momentos sao considerados variaveis independentes e
sua variacao em relagao a esses prové as mesmas equagoes de movimento e vinculos que

13Note que, pela Eq. (2.12), o operador D% tem o mesmo comutador que D? (Eq. 3.3) com a derivada
de Lie na direcao normal, i.e.,

2
[6Ct7D%(] = 7§@D§(
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a Lagrangiana original. Vale ressaltar que os termos nos quais os operadores D? agem
sobre os campos na forma ¢, D?p,, onde ¢; representa qualquer combinacao linear de
campos com coeficientes dependentes de quantidades de fundo, podem ser escritos como
o D?p; a menos de termos de superficie. Portanto, faremos essa troca sem mencioné-la
explicitamente.

Na Lagrangiana acima ¢ e B aparecem como multiplicadores de Lagrange, ja que a
Lagrangiana nao depende das derivadas temporais desses campos e depende linearmente
deles. Fazendo as variagoes respectivas a ¢ e B, temos os vinculos

S}
Ty — o Ty + 0R + 2k(VOeV — Teds) = 0, (4.58)
2
D2D2rs — 2 ;““ =0, (4.59)

que relacionam os campos e nao incluem derivadas temporais dos mesmos. Usando esses
vinculos, eliminamos a dependéncia da Lagrangiana tanto nos campos ¢ e B quanto nos
momentos Tyt e my em favor de 7g, e assim obtemos a seguinte expressao

L®) = D2 7o (D26 + OV + 3¢t)
+ (26(9EV + X4805) — OR)V — 2ked 405 — 20 ,0x5 — HES)v
)

(4.60)

onde a Hamiltoniana H§S tem os momentos 7y e my eliminados pelos vinculos. Note que

) . ) ) ) 9
8ctD25+?@8+6V+3¢t:L{—G)VJr?@S,

onde definimos a variavel

U=3Y+0Y=3T+0V. (4.61)

Podemos observar pelas regras de transformacao de ¢ e V, Egs. (3.22) e (3.47), que essa
combinacao ¢é invariante de calibre e aparece naturalmente quando usamos os vinculos
discutidos acima. Com essa mudanga de varidvel, o termo da Eq. (4.60) que envolve 9" e
V pode ser expressado como —dRY = %VD% (U —OV). O primeiro termo do lado direito
é reescrito como

3v/—g 3
onde usamos as Eqgs. (2.12) e (3.3). No segundo eliminamos os termos com derivadas
temporais das perturbacoes

4. 40.4(\/—gVD? 4
gw)%(u: O/ =9V D) D}V (act+§>u,

40 . 20u(/—gOVDLY) (. ©2\ 2VDZY
2Oy y . 20aly K 0%\ 2vDV.
3 VDV e +(O6+ 3 3
Tratamos a quantidade —2k(90eV — 1ed5)V de forma similar,
; Det(v/—grIOEV?) )
—2Kk00eVY = — + k(0 + ©)(¥0e) V7,
2kTENSY = Ouly/=92ETVI5) _ 2k(0e + ©)(e7)Vis — 2KeT Vs,

V=9
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e escrevemos entao a Lagrangiana ignorando os termos de superficie

L® = D2 U + ms,05 + 7T5X35X3
4 ) 20 40
+ D3 (m + ?V) (—@V + —5) ~ g UDKY

3 0 (4.62)

(e @_2 2V D%V '

3 3
+ 1By + O)(9O)V? — 2k(8yy + O)(e7) Vs — B,
onde definimos as varidveis
Tss = —2ke(0xy + VT) = —2ke(0xy + VT), (4.63)
Ty, = —2KEOXo, (4.64)
4y 4 4_.
= _ 2 __= )y - _=

My =me - 3 (V +do ) 3V. (4.65)

Usando a Eq. (3.54), vemos que as quantidades definidas acima s@o invariantes de calibre.
Especificamente, lembramos que V tem a mesma regra de transformacao que —50(3), 0s
termos ds e dx, sao automaticamente invariantes de calibre, ja que 65(2 =0 =4ds, e ms,
também ¢é invariante ja que Y4 = 7. Pelas definicoes de m¢ (Eq. 4.53) e V (Eq. 3.52),
verificamos a invariancia do momento .

Em retrospecto, vemos que originalmente tinhamos nove campos independentes, lis-
tados na Eq. (D.89), e que, com a transformada de Legendre descrita na Eq. (4.57), esse
conjunto passou a ser

(Cb, Ba l/Jt, 87 Va 5X27 5X37 6X47 5'9’ TE, Toapt, 7TV)7

j& que nesse formalismo consideramos as derivadas temporais de &, ¥* ¢ V como campos
independentes. Como os campos ¢ e B sao multiplicadores de Lagrange que podem ser
resolvidos reescrevendo 7yt e my em fungao de g, o conjunto de varidveis apds resolver
os vinculos é

(1/}t7 87 V? 5X27 6X37 5X47 687 7T5) = (87 Vaz/l? U, 6X37 T5x 5 557 7T6s)-

O lado direito da lista acima representa o conjunto de campos que temos apds aplicar
os vinculos e estao relacionados as variaveis do lado esquerdo via Egs. (4.61) e (4.63—
4.65). Para o novo conjunto de varidveis, a Lagrangiana nao contém os campos € e V
com derivadas temporais e esses nao multiplicam nenhum termo com derivadas tempo-
rais. Logo, esses campos se comportam como vinculos. Reescrevemos a Lagrangiana das
perturbacgoes nas novas variaveis e usando os vinculos de ¢ e B,

] . : . 2 2
L®) = DL md + 75505 + oy, X5 + —1; (2D3 U + KeTds) §s — §Z/1D§<L{
&
4.66)
4c? 2 | KEC 9K or s (
= (DRY)” + 3 7265 + ?WMDE(WM Ko e6s? + LY,

£
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onde escrevemos todos os termos cujos coeficientes sao proporcionais as equagoes de fundo
como

L&D (VD Ty + §VD§(V — msﬂW) <® + 3”;9 — 3K>

2
bk (19(1 LN - 2%%) (0 + ©)e (4.67)

09
+ K (% V(Ss)
Usamos também que 12V = 30w, + 4U, relacao que pode ser identificada usando as
Egs. (4.61) e Eq. (4.65).

Da Lagrangiana acima, vemos que os termos com & se cancelaram e que os que
envolvem ) aparacem somente multiplicados pelas equagoes de fundo. Poderiamos agora
fazer uma mudanca de variavel, como feito na Eq. (D.84), para eliminar o termo L&,
Porém existe um conjunto de varidveis no qual a Lagrangiana fica ainda mais simples.

Para deduzir esse conjunto, obtemos as equacoes de movimento variando a Lagrangiana
em relagao a U e my,

OcV? — 2

s

. 20c2 IK 1O
Uu— e DK\IJ 4 — Ty + —?955 = 0, (468)
) 8¢
et + = S D2 — —5 = 4.
<8t+3)7ru+3m9 X +9u 50 = 0. (4.69)

Multiplicando a primeira equagao por 4/3 e a segunda por © temos
: 9
3V + OV + g/isz%ru =0, (4.70)

onde usamos a Eq. (2.27). Essa equagao é a mesma Eq. (3.84) quando fazemos que
VU = ®. Usando a equagao acima para eliminar 7, da primeira equagao, temos

202 0 61
S pry oy P = =U—- —VU 4.71
g DY T gt =0 (=U—Y (4.71)

¢ —
onde definimos a varidvel (. Essa varidvel é definida na Eq. (6.68) da Ref [60]. Ela é
proporcional a varidvel v definida na Eq. (10.61) da mesma referéncia, e é conhecida
na literatura como varidvel de Mukhanov-Sasaki.!* A forma das equacoes de movimento
para W e ( mostra que é simples trabalhar com essas variaveis. Para efetuar essa mudanca,

primeiro introduzimos as quantidades

K .0 ., vF 1
F=914¢c) (04 +0)e+ (1e(1 + c2) + )3, (4.73)

14Nessa mesma referéncia, a variavel de Mukhanov—Sasaki é definida primeiramente na Eq (10.43a)
para o caso das secoes espaciais planas.
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onde separamos em F' os termos proporcionais as equagoes de fundo. Com essas definigoes,
a troca de variaveis é expressa como

AU AC

Para fazer a mudanca de variaveis na Lagrangiana, note que o termo que envolve derivadas
temporais pode ser reescrito como

.4 o
Di-mU = @D; (E — g) Dot (C+ 677).

Para que tenhamos derivadas temporais somente do campo (, reescrevemos os termos

acima como
24UD2T 0y (1299 4y 12y )
oa =T ( on D2V - + O o D2,
8y o 8y ;9 Ot (8 —=9 1 12 87 8y 2
D D20 = \IJD D2
4< s O 2V/=9CDRCY | 2DkC 20
30 Di V=g 30 9 302

Ignorando os termos de superficie, temos a Lagrangiana escrita em termos das novas
variaveis

(DiC.

4 : . : 2
L® = 6D§(\I/C + 5508 + Ty, 0X3 + —1; (QD%\I! + KkeTds) Os
meﬁ or (4.75)
o <D 2¢— « D2xIrD2 vyl 79 < 720s% — kK o £0s? + L&D 4 L&)

onde novamente separamos os termos proporcionais as equacoes de fundo definindo o
termo

.3 129(1 — 2v) 2D2(C 8y
(52) _ O e — 2y _ _ S ep2w
L (@ + 5 hed 3K> ( o YDV - S — (DR

4.76
A F ( )

VO

Podemos agora repetir o procedimento feito no Apéndice D, onde efetuamos mudancas
de varidveis a fim de eliminar da Lagrangiana os termos proporcionais as equagoes de
ordem zero (ver Egs. D.81, D.82 e D.84 na Segao D.4). Para tanto, note que a equagao
de fundo que aparece nas expressoes para L&D e L2 pode ser escrita como (ver Eq. 2.17)

2y P2,

.3 3 h#
@ + 5/157.9 —3K | = _5 Gnn - K'Tnn + (G/Ll/ - ’K‘:T/ﬂ/) ? :

Logo, usando a Lagrangiana de primeira ordem dada nas Eq. (D.80) e Eq. (D.83), ve-
mos que a seguinte transformacao elimina todos os termos proporcionais as equagoes de
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movimento de ordem zero,

1
66— M, oyt M, (477
2 1279(1 — 2) 2(D%(  8y(D%iV
— 2 2 2 2 K
M = VDimy + SVDiV = ket — = =B WD 4 Sl o
09| [(6yUD%LT QY2 87

4] 4] — 4] 4.

Xa 7 OXa s l ( KkeVO 2 83 Vos, (4.78)
1+ ¢ o 00 Vos 6y 1+ o,

> U DU, 4.

Vo v 2e 2 7 83 kel kel e (4.79)

Desta forma, a Lagrangiana final com todos os vinculos resolvidos é dada pela Eq. (4.75)
a menos dos termos L&Y ¢ L2,

4.2.2 Hamiltoniana e a Algebra de Poisson

Na Secao 4.2.1, deduzimos a Lagrangiana escalar resolvendo todos os vinculos. Porém
precisamos determinar a Lagrangiana £, que inclui a 4-forma €uvaB, Para obtermos a
algebra de Lie dos parénteses de Poisson. Na Secao 4.1.1 utilizamos um tempo arbitrario
definido pelas curvas de tangente [*, e mostramos que a 4-forma de integragao pode ser di-
vidida em uma parte constante em relacao a £; vezes ¢ ! Na3. Dessa forma, reescrevemos
as derivadas temporais que aparecem na Eq. (4.75), usando a nova coordenada temporal
definida por I#, e usamos a relacdo £¥) = Na? / (QCH)L(S) para escrever a Lagrangiana

L =T £¢ 4+ T, £, + T, £10x5 — HD, (4.80)

onde L) se refere & parte envolvendo as perturbacoes escalares de £2). Os momentos
sao definidos como os coeficientes das derivadas temporais

2 a’ a’
o= -2 D2w, I, =~y =2
cm@ 2cK 7o X7 9ck

e a densidade de Hamiltoniana é identificada pelos termos que nao envolvem derivadas
temporais das perturbacoes,

T (4.81)

cO?c? _ 1O a’e? ds®
HE) — N (2 o 3H D2DK2H< — 5—1911458 — F@?CD%C - U57> ) (4.82)
a® (2t ecT? or
E R — 5 —_— — 4-
Us c(ﬁ+19 563) )

Da Lagrangiana acima, identificamos a algebra dos parénteses de Poisson,

{C(@), ()} = {0s(2), I(9)} = {0xs(2), s (9)} = 0°( — §), (4.84)

onde Z e y sao coordenadas na hipersuperficie conforme e todos os outros parénteses de
Poisson sao nulos. A Hamiltoniana é definida como

Hﬁ—/H%% (4.85)
b))
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onde ¥ representa a hipersuperficie conforme e d3% = &(I*) ¢ a 3-forma espacial com
componentes €,,,5!°. Usando a dlgebra de Poisson, encontramos as seguintes equagoes
de movimento

c©%t ., L0 20c¢; 1O
£¢C={¢,HO} = N( 19{11719,(114——1953)_ (%ﬁqu—555> (4.86)
£ZHC = {HC7 S)} NagﬁD%{Q (487)
£165s={0s, HOY =0, £, = {5, HY} =N (L(znc +U 53) (4.88)
Lidxs = {ox5, HY} =0, £Lilly, = {IL,,, H®} = 0. (4.89)

A Eq. (4.86) é simplesmente a Eq. (4.71) escrita usando a derivada de Lie na diregao (*.
Da definicao de Il;, temos que

3 2
£lH<:imN@a? (@_ @)D2\If+ 2@1)2,5\11

e, com isso, a Eq. (4.87) é reescrita como

£;v 62 ke
N "o (?‘@> =26

que é equivalente a Eq. (4.70). E simples mostrar que a Eq. (4.88) é equivalente a
Eq. (D.94). Portanto, a Hamiltoniana acima com os parénteses de Poisson dados na
Eq. (4.84) formam um sistema equivalente ao formalismo Lagrangiano.

O sistema de equagoes de movimento acima tem uma caracteristica especial. Os cam-
pos 0x3 e II,, sao constantes e a Hamiltoniana nao depende deles, dessa forma podemos
ignora-los ao tratarmos das perturbagoes cosmoldgicas. O campo da perturbacao de en-
tropia surge como fonte nas equacoes de movimento e a Hamiltoniana nao depende de
seu momento conjugado de forma que ds é uma quantidade conservada classicamente, e
seu momento conjugado ¢ irrelevante para a evolucao das perturbacoes ¢ e II.

No procedimento seguido para encontrarmos a Hamiltoniana, fizemos uma transfor-
mada de Legendre a fim de escrever a Lagrangiana de primeira ordem. Para comparar
o resultado com a literatura, vamos fazer a transformada de Legendre inversa para eli-
minarmos Il da Hamiltoniana dada na Eq. (4.82). Como primeiro passo, é conveniente

definir a seguinte quantidade
[eva® 1
= ) 4.90
z cN Ocq ( )

Essa combinacao de funcoes de fundo aparece naturalmente na Hamiltoniana e é igual,
a menos de fatores constantes, a quantidade z definida na Eq. (10.43b) da Ref. [60].
Lembrando que nessa referéncia os autores usam o tempo conforme e, portanto, N = a.
Resolvendo a Eq. (4.86) para II., obtemos

3

D?DPM, = 22£,¢ + %53, (4.91)

S
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e substituindo Il na Lagrangiana da Eq. (4.80), temos

72 ) 2,22 a3, 2y 552
L) = 5,,51@ £C+ (D3¢ + > ﬁdsA 5s+ o0 255A 1C+NU . (4.92)
onde definimos o operador A? = D™2D%. Note que esse operador tem as seguintes
propriedades,
[0, A%] = 0, lim A* — 1. (4.93)
K—0

A primeira propriedade pode ser mostrada usando a Eq. (3.3) para concluir que
se D?F =D%G, entdo 04D*F = 04D%G = D*F = D%.G,

enquanto a segunda é consequéncia direta da defini¢io de D%. Como a fungao lapso é
constante nas hipersuperficies, D,N = 0, temos também que [£;, A?] = 0.

Quando nos restringimos ao caso plano K = 0, no calibre conforme N = a e com
fluidos barotrépicos ¢ = 0, a Lagrangiana se reduz a

2 222

£ = %4/2 = D¢, (4.94)
onde ignoramos os fatores que envolvem a perturbacao de entropia, ja que essa se desaco-
pla da evolugao de ¢ no caso barotrépico. Essa Lagrangiana é a mesma que a encontrada
em [60] na Eq. (10.62), ou Eq. (8.78) de [2].'5 Porém, ao contrario do que é afirmado nas
Refs. [2, 60], a Lagrangiana acima nao é vélida para universos com secoes espaciais nao
planas. Comparando com o mesmo caso porém com K # 0, temos

222 2

£ CA% + ——=2(D3C. (4.95)

Variando ambas as Lagrangianas obtemos, respectivamente, as seguintes equagoes de
movimento

(2°¢) — 222D*¢ =0, (4.96)
A% ((2¢) = a*2e2D*() = 0. (4.97)

Como o operador D? tem inversa tnica, podemos multiplicar a segunda equacao por A~2
e mostrar que as equagoes sao iguais. Ou seja, as duas Lagrangianas acima fornecem a
mesma equacao de movimento. Contudo, esse fato nao é o suficiente pois a determinacao
da algebra dos parénteses de Poisson depende da forma da Lagrangiana e nao da equagao
de movimento. Dessa forma, como a quantizagao depende do mapeamento dessa algebra,
as duas Lagrangianas resultam em teorias quanticas distintas.

15No exercicio 8.9 da Ref. [2], o autor esquece de levar em conta que o operador O nao precisa ser
exatamente o operador de Laplace-Beltrami, mas sim qualquer operador que no limite K — 0 se reduza
ao operador de Laplace—Beltrami.
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4.2.3 Escolha de Calibre

Como vimos acima, o principio variacional leva naturalmente a escolhas das variaveis
invariantes de calibre ¢ e II¢. Para relaciona-las com as perturbagoes na métrica, usamos
as Eqs. (3.39), (3.84), (4.61) e (4.71) para reescrever ¢ da forma

2U [ 3kev - 20? 3v

O primeiro termo no lado direito é exatamente a equagao de movimento de fundo dada
na Eq. (2.27). Contudo, quando a evoluc¢ao de fundo for classica, esse termo serd nulo,
independente disso, podemos redefinir a variavel ¢ como

202 3V
=— (04| —= | +D), 4.99
¢ 3%519(“(@> ) (4.99)
e substituir a expressao resultante na Lagrangiana. Dessa forma teriamos novos termos,
porém todos proporcionais a equagao de fundo, e repetindo o procedimento de mudanca
de varidaveis que fizemos no fim da Secao 4.2.1 podemos eliminar todos esses termos.

Portanto podemos sempre usar a Eq. (4.99) para representar (.
Escrevendo em termos das perturbagoes na métrica (Eqgs. 3.37-3.38) temos

20?2 31
= — | Ou | — . 4.100
¢ B%ﬁ(t(@)+¢) (4.100)
Ressaltamos que no calibre de curvatura constante definido na Se¢ao 3.6.3 essa variavel é

proporcional a ¢, enquanto no calibre sincrono (Segao 3.6.2) ela estd relacionada somente
a variavel 1, para ambos temos respectivamente

kel
202>

B 3kev

o=zt =6 [de

(4.101)

No calibre sincrono, como as condicoes ¢ = 0 e B = 0 nao fixam completamente o calibre
a integral acima é definida a menos de uma fungao constante em uma hipersuperficie.
Portanto vemos que o calibre de curvatura constante é bem definido e relaciona de forma
simples a variavel ¢ com as perturbagoes na métrica. Porém, no momento de um ricochete,
como O vai a zero, esse calibre deixa de ser possivel. Veremos na Secao 5.4.2 que no
momento do ricochete, podemos usar o calibre sincrono, no qual todas as perturbacoes
serao bem definidas.

4.2.4 Quantizacao Canonica

Na quantizacao canonica, fazemos o mapeamento dos observaveis classicos para os ope-
radores usando a algebra dos parénteses de Poisson e definindo o homomorfismo, como
fizemos na Eq. (4.14).'® Como discutimos na Secao 4.1.2, no caso onde temos um ntimero

16Esse mapeamento ndo vale para qualquer observavel. Geralmente ha ambiguidade na ordenacio dos
operadores, veja discussao em [82, Capitulo 2].
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finito de graus de liberdade sendo quantizados, o teorema de Stone-von Neumann ga-
rante que qualquer representacao irredutivel da algebra é unitariamente equivalente a
qualquer outra, representando assim o mesmo sistema fisico. Dessa forma, a escolha da
representacao nao resulta em uma escolha fisica. Contudo, no caso das perturbacoes o
problema é descrito por campos e, consequentemente, temos infinitos graus de liberdade,
onde novamente o teorema de Stone—von Neumann nao se aplica.

Na teoria de campos em espacos planos, o problema das multiplas representacoes
unitariamente nao equivalentes ¢ resolvido com a constatacao que a presenga de um
vetor de Killing tipo tempo permite a construcao de um conjunto de representagoes
unitariamente equivalentes entre si. Da mesma forma, no caso onde o espaco—tempo de
fundo é curvo mas possui pelo menos um vetor de Killing tipo tempo, essa construgao
também pode ser feita, ver [82, Se¢ao 4.3].

No caso onde nao ha um vetor de Killing tipo tempo, o que inclui os universos de
FLRW, nao existe um procedimento geral para determinar a representacao. E possivel
mostrar que a liberdade na representacao pode ser mapeada na liberdade da escolha de
vacuo ou na escolha do espaco de Hilbert das solugoes do sistema Hamiltoniano a ser
quantizado. Veja mais detalhes e outros resultados que usaremos nessa segao em [82].

Os parénteses de Poisson induzem uma 2-forma no espaco de fase da teoria Hamil-
toniana chamada forma simplética (ndo degenerada e fechada). Representando as per-
turbagdes e seus momentos como w4 = (¢, ds, ¢, Ils),'™ a matriz simplética e sua inversa
tém as componentes dadas, respectivamente, por

0 -1 0 1
QAB - 2x2 ’ Q - 2X2 , 4.102
[ Loz 0 AP —1laxa O ( )
onde 1,5 é a matriz identidade bidimensional. Note que QapQ8¢ = 6, ¢ Qup = —Qpa.
Dessa forma os parénteses de Poisson sao escritos como
0B
A, B / d*z Q —, 4.103
{A, B} = 5%4 IR P (4.103)
e as equagoes de movimento da forma
SH®)
£ISOA = QAB (4104)
dpp(T)’

onde estamos usando a convencao de soma para os indices latinos maiusculos repeti-
dos. Além de reescrever o formalismo Hamiltoniano de forma mais compacta, a forma
simplética induz um produto no espaco de fase. Dada duas solugoes | e ©%, temos

Q (o', ¢?) = [ Pzl 0", (4.105)
>
E para sistemas com Hamiltoniana quadratica nos campos,

AB
Hpaps
2 )
17Como a Hamiltoniana nio depende das perturbacdes dy; e IL,,, elas se comportam como constantes.
E por nao se acoplarem com nenhum observével, iremos ignora-las deste ponto em diante.

HE) = (4.106)




4.2 QUANTIZACAO DAS PERTURBACOES 84

onde a matriz §P ¢é simétrica em 4P, o produto Q (¢!, p?) é conservado, i.e.,

£ (o', %) = /id?’i* (LB + ol £105047)

€55 (e n™ 4 k)
D)
0.

O parénteses de Poisson dos campos ¢4, usando a forma simplética Eq. (4.103), tem a
seguinte expressao

{pa(®),08(9)} = Qapd* (T - ). (4.107)
Portanto, quando quantizamos o sistema impondo o homomorfismo entre a algebra dos
parénteses de Poisson e os operadores de campo, temos

[4(2), P5(9)] = ihQapd° (T — 7). (4.108)

Reescrevendo os momentos em termos das derivadas temporais das perturbagoes e
permitindo condigoes iniciais complexas, definimos o produto

1
(¢'¢") = (6", ¢") . (4.109)

Esse possui todas as caracteristicas de um produto interno no espago das solugoes das
equacoes de Hamilton, porém falha ao ser positivo definido.'® Entretanto, como discutido
em [82], existe um subespago do espago das solugoes complexas do sistema Hamiltoniano
S={ps: M — C*| £1p4 = {pa, HI}}, denotado por H € S, que satisfaz as seguintes
condicoes:

e S=H®H* onde H* é 0 espaco complexo conjugado a H e @ denota soma direta de
espagos vetoriais,

e se oy EHe oy # 0entao (¢!, ¢") >0,
e para qualquer ¢! € H e 94 € H* temos (¢!, p?) = 0.

Se nos restringirmos as solugoes contidas em H, o produto (-,:) é positivo definido e
portanto pode ser usado como produto interno.
Dessa forma, usamos o produto interno para obter uma base ortonormal u;, para H,'

que satisfaz
1 K AB ~ ~
(Wigy» Wigy) = i /i d3xuiq1,AujQQ,BQ = 5ij53(Q1 — {2).

Usando essa base, decompomos os operadores de campos em termos dos operadores de
criacao e aniquilagao, respectivamente ajq e a;,, da forma

Qg = (uilpa) ) a;fq = (uiqaa)T = - (u;‘w@) 5 (4110)

180 produto é positivo definido quando (¢, p') > 0 para qualquer ¢* nao nulo.
9Lembrando que os indices ¢ podem ser continuos ou discretos e que, em cada caso, o simbolo J d3g
representa, respectivamente, integral e somatoério.
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onde na tltima igualdade o simbolo T representa o transposto conjugado complexo de
um operador, que quando atuando em funcdes satisfaz fT = f*. Usamos também a
propriedade (4, B)" = — (A*, B*) e que o operador de campo satisfaz B! = p. Podemos
ver que, para qualquer dois elementos ' e ©? de S, o comutador de seus produtos com
o operador de campo p é

(¢.7)- (42)] = T [ CRie @ @ u@). Pold)] = (o1.0),

onde usamos que Q450P¢ = §,¢ e o comutador dos operadores de campo dado na
Eq. (4.108). Com o resultado acima e usando a ortonormalidade de u;,, temos que os
operadores de criacao e aniquilacao satisfazem

I a

@l al] = [, 2] =0, [aig,al,] = 8,00 — @) (4.111)

Determinamos o vécuo como o estado que satisfaz a;; |0) = 0 para quaisquer valores de
i € 4. Logo, o problema da escolha de representacao e, consequentemente, da escolha de
vacuo é mapeado na escolha do subespacgo H que satisfaz as condigoes acima.

Por exemplo, no caso de somente um campo ¢4 = (F,Il#) com seu momento dado
por Il = £,F, o produto é dado por

(¢) = [ (P —1BF") = = [ @3 (67 P~ 6P F").
= >

7
A dltima igualdade é equivalente ao produto definido comumente na literatura, veja
[91]. Note que nao é conveniente usar essa definicdo, pois nesse caso sempre precisamos
reescrever os graus de liberdade do sistema de forma que 11 = £, F.

Para o exemplo acima, podemos escolher o subespaco H da seguinte forma. Seja
u(‘; uma base de “energia” positiva, i.e., para uma hipersuperficie fixa, denotada por t;,

. + o Jr . . + ~
satisfaz u |, = L1y |;, = —iEuy |y, com B, € Re £, > 0. Com essa escolha, as solucoes
sao inicialmente expressas como u|;, = (uf, —iE,u})|;,. Analogamente, definimos as

q 3 q q ql 7
- “ - . : DL .
solugoes de “energia” negativa satisfazendo inicialmente u_|;, = (u,;,iEu,,)];,. Uma

solugao geral contida em S é descrita por duas funcgoes complexas, enquanto as solugoes
de energia positiva e negativa sao compostas, cada uma, de uma funcao complexa. Dessa
forma notamos que H* é o espaco conjugado a H e que S = H @ H*.

As fungdes u; sao escolhidas de forma que inicialmente o conjunto u/ |;, ¢ uma base
para as funcoes definidas na hipersuperficie tal que

3~ +
/zd ar:uqlluq21

Ressaltamos que essas escolhas sempre sao possiveis, pois elas correspondem a escolha de
condicoes iniciais para as solucoes uj em t;. Logo, uma solucao arbitraria contida em H

pode ser escrita como

M@ - @)
2F, '

t; q

V= (FYL L FY, Fl= /dgqu Fy-
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Podemos mostrar que o produto dessas solucoes serd positivo definido, i.e., para F # 0
temos

()], = /i PG HFY FLutut (B, + By)

= / d*GF,;*F, >0,

t;

e, como mostramos acima, £ (¢', p') = 0. Portanto, o produto vai ser positivo definido
em qualquer secao espacial. Para impormos que os vetores de H e H* sejam ortogonais,
basta requerer que quaisquer dois elementos de cada base sejam ortogonais, ¢.e., u?* € H*
e u® € H entao

*
(uQ1 ’ qu)

6 (qu - qu) /~d3iuq11uq21
> t;

A expressao acima impoe que a integral do lado direito é diferente de zero somente para
os valores de ¢; e ¢ tal que E, = E,,.%°

Quando a variedade de fundo possui um campo de Killing tipo tempo, é possivel
mostrar que existe uma funcao energia, tal que a condicao de positividade, imposta
em uma hipersuperficie, é equivalente a imposta a qualquer outra hipersuperficie. Dessa
forma, temos uma defini¢cao para a representagao e, consequentemente, vacuo e particulas,
que ¢ independente da secao espacial inicial.

Para as perturbagoes cosmoldgicas, podemos procurar solucoes da forma ¢;, 4Y,, onde
Y, sao as autofuncoes do operador de Laplace-Beltrami, discutidas na Secao 3.5.4. Subs-
tituindo essa expressao para os campos, vemos que os coeficientes

Piq = (Ciq; 551’(17 HCiq’ Hésiq)a

satisfazem as mesmas equagoes de movimento (Egs. 4.86-4.88) trocando D? — —¢>.
Definimos duas classes de solugoes u;, para ¢ = 1,2, na hipersuperficie rotulada por ¢;,
dadas por

Uiglt; = (Clqu; 07 Hglqu, O) tis Uag|,, = (07 652(13}(]7 07 H552qu> ti- (4112)

Observando as equagoes de movimento Eq. (4.88), temos que se ds, é nulo em ¢; serd nulo
em qualquer outro instante. Dessa forma, as solugoes u;, representam as perturbacgoes
gravitacionais adiabdticas. As solugbes ug, por sua vez tém ds, # 0 e representam as
perturbagoes gravitacionais geradas pela presenca de uma perturbagao de entropia, e
portanto iremos chamaé-las de perturbagoes de entropia. Por fim, note que de forma geral
as fungoes de base podem ser escritas como

Uig = Soiqu = (Ciqu 55iqa Hciq, Hésiq)yq~ (4113)

- . - I
20No caso onde as secdes espaciais sdo planas, note que para a base de ondas planas uf|;, oc e % Puv
com a energia dada por uma funcado f(g,q") que depende somente de g,,¢* temos

/~ dBiuFrue
)

x 8 (G + Ga), (@ + @) (f(aaa™) — flaug™)) = 0.
ti
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Como o produto (-,-) é constante, é facil mostrar que (uy4,u24,) = 0, enquanto os
produtos restantes sao expressos como

Lo
(ulth ) ulQQ) = E(Hclfh Clql HC1q1 C1q1)

(Q1 - Q2)
1 . . ~ ~
(u2q1vu2qz) - E(H&qués?(h - H652q1582q1)|ti53(q1 - QQ),

onde usamos a ortonormalidade de ), dada na Eq. (3.106). Ou seja, se as equagoes

(HCqu Clql - HClql Cikql) t;

forem satisfeitas, entao as solugoes u;, sdo ortonormais, i.e., (Wq,, 4jg,) = 05;0°(q1 — qa).
Expressando o momento I¢,, em termos de (14 via Eq. (4.86), e lembrando que as solugoes
1 tem dsy, = 0, reescrevemos a primeira condi¢ao em termos de ¢ como

= 'Lh, (H(;s;ql(SSqu — H532q1553q1) t; — Zh, (4114)

@ —3K ¢ 3K

7 7

=ih, A% =

q

A§Z2 (flgkql Clth - £1C1Q1 qul)

(4.115)

t;
Na literatura defini-se uma varidvel v = z( com a qual a condi¢ao acima assume a forma

=1h.

2 * *
Aq (£1V1q1V1q1 - £1V1q1V1q1)

t;

Para segoes espaciais planas (K = 0) temos Ag = 1 e a férmula acima ¢ idéntica a
Eq. (11.14) da Ref. [60]. Contudo, como discutimos no fim da Secao 4.2.2, a Lagrangi-
ana usada nessa referéncia nao é valida para o caso K # (0. Portanto, mesmo que as
equacoes de movimento obtidas dessa Lagrangiana sejam corretas, a algebra de Poisson
e, consequentemente, a normalizagao deduzida a partir dela esta errada.

As condigoes de ortonormalidade dadas na Eq. (4.114) nao garantem que o produto
das solugoes seja positivo definido. Para tanto, repetimos o procedimento discutido no
exemplo acima e impomos que as solugoes sejam de “energia” positiva, i.e.,

_Z'Elqcm t

1 = —iFy, (4.116)

77

HClq ti =

Porém, mesmo que a escolha acima garanta a positividade do produto interno, ainda
existe a liberdade para a escolha das fungoes Ej,. As equagoes de movimento para as
solugdes adiabdticas sdo dadas pelas Eqs. (4.86) e (4.87), tomando ds = 0, i.e.,

1
£l§1q QAQHCh]v £ZHC1q = —N2A2q z 02C1q7 (41]_7)

escrevendo a perturbacao na forma polar e substituindo nas equacoes acima, obtemos

W |Ciglo
1q = |Crgle™ 40 |C1q| = (4.118)
q q q \/e_q
2
Va2 ) = v - A2 (4.119)
Vb, z
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onde a integragao [ dl é feita na varidvel definida pelo campo I*, e |(14]o é uma constante
arbitraria. A troca de varidavel acima, resulta em um equagao nao linear de segunda
ordem para a fase ,. Se supusermos que a fase varia lentamente com a evolucao do
espago-tempo, podemos desprezar os termos contendo derivadas de 0, e, assim, obtemos
a solucao de ordem zero para a fase

£2
60 = 41/ N2g2c2 — TZZ (4.120)

As solugoes acima sao as mesmas que as obtidas diretamente da equacao de movimento
para o campo v usando o método WKB.2! Na préxima ordem obtemos

1 1
0t = + £2 4.121
N <¢e‘> e

e, portanto, exigimos que 03 > (9; para utilizarmos a aproximacgao acima. Com isso,
temos duas possiveis solugoes, uma para cada sinal da fase (92. Escolhendo as solucoes
com 02 positivo, temos que o momento Il¢, ¢é dado por

q 1q

. L1220
HC1q = —iE1,Gy, Ey = 22A2 (Qq - Z;(qu)) , (4.122)
704

onde definimos a funcao energia a partir da decomposicao polar da perturbacao. E f4cil
mostrar que o fato da parte real de E,, ser positiva é condi¢ao suficiente para que o
produto (+,-) seja positivo definido. Aplicando a condi¢do de ortonormalidade dada na

Eq. (4.114), obtemos
h
2%(Elq)|gq‘2 = h, Ciglo = PYCL (4.123)
242

onde escolhemos a fase constante de (i4|o igual a zero.

O procedimento acima fornece uma prescricao para obtermos solucoes de “energia”
positiva quando 92 > 9;. Ou seja, quando a evolugao da geometria de fundo for lenta o
suficiente, podemos considerar que as perturbacoes evoluem como em um espago estatico,
porém com seus parametros evoluindo lentamente no tempo. Essa aplicacao é uma sim-
plificagado de uma ideia mais geral de como obter as fungoes de Green de uma teoria
quantica em um universo de fundo com geometria arbitraria, veja [91].

Para as solugoes de entropia uy,, as equagoes de movimento (Eqs. 4.86-4.88) podem
ser reescritas como,

£,2? £iw
£iCq + ZZ—szCéq + NGy = —2%582(,, (4.124)
2
£ill550, = A2 (wifl@q + V:—2532q) + NU, 659, (4.125)
£1659, = 0, (4.126)

21Veja mais detalhes sobre o método em [92].
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onde definimos a quantidade w = a®./(c©c?). Como temos as solugdes da equacao ho-
mogeénea de (i, € 05y, ¢ constante, é facil checar que

AZ
Cog = — (qq / diCi £1w — Gy / dl(1q£1w> w052, (4.127)

é uma solucao particular da Eq. (4.124). Por fim, a solucao de Il;s,, é dada pela integral
do lado direito da Eq. (4.125), e portanto temos um conjunto completo de solugoes para
o sistema de equagoes acima. Diferente do caso adiabatico, as solugoes de entropia nao
parecem dispor de uma forma geral para obtermos solucoes de “energia” positiva. Porém,
vale ressaltar que qualquer escolha de funcao energia F,, constante é suficiente para
obtermos uma teoria quantica bem definida. A constante E5, define o valor de dsy,
t; = ey, e, = 0 fixa as duas constantes da solugao particular

Cag-

4.2.5 Funcao de Correlacao de Dois Pontos

Vimos na se¢ao anterior que, dada uma defini¢cao de base onde temos um produto positivo
definido, podemos definir os operadores de criagao e aniquilagao como na Eq. (4.110) e
consequentemente, o estado de vacuo associado a esses operadores |0). Nesse estado, po-
demos checar que o valor esperado de qualquer campo é nulo, i.e., (0] 4(2)|0). Para uma
interpretagao probabilistica, isso significa que a média dos campos @ 4(Z) é nula. Porém,
como veremos mais adiante, a funcao de correlagao de dois pontos (0@ 4(Z)@5(7)[0) # 0
e, portanto, o valor dos campos flutua em torno de zero com uma variancia definida por
essa expressao.

Usando a ortonormalidade da base u;q, uj,, podemos expressar o operador de campo
© em termos dos operadores de criagao e aniquilacao da forma

Z / G (wiqai, + 0t Zq> . (4.128)
Logo, o valor esperado do produto ©,(Z)@5(y) é dado por

(0[24(2)P5(9)]0) =
Z/d3gld3q2 <0 <ulq1A( )aug, + uquA(fc)a;rql) (uij,g;(y)c"nlJQ2 + ujqu(gj)a;%) ‘0> ,

= Z/dg%dg%

onde usamos que a;, |0) = 0, (0 aZTq =0, (0|0) = 1 e o comutador dado na Eq. (4.111).
Para calcular a integral acima, observamos que as fungoes de base, como definidas na
Eq. (4.112), s@o proporcionais as autofungdes do operador de Laplace-Beltrami ). E
possivel expressar essas autofuncoes em termos das funcgoes associadas de Legendre e
Harmoénicos Esféricos [93] de forma que os indices sejam dados por ¢ = (l;;,l,m), 08

Uiq AT ( )a’“h Jq2B JQQ

Z/d quiga(T)uj,p(7), (4.129)
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autovalores ¢2a? = §2 = k*> — K, e a medida de integracio

~ / dk; mz K <0
/d3q : (4.130)

ikzz K>0

\ k=1 =0 m=-I

(

Observando as equacoes de movimento para a perturbacao ¢;,, definidas na decomposicao
da Eq. (4.113), vemos que essas dependem somente do autovalor ¢*> do operador de
Laplace—Beltrami e, portanto, do indice k. Como as condicoes iniciais, que discutimos
acima, também nao dependem dos outros indices, essas fungoes dependerao somente de
k. Com isso, a correlacio dada na Eq. (4.129) pode ser reescrita como

Z/ dk%pzkA%kBZ Z V() Yy () K <0

=0 m=—1

(0pA(2)2p(9)]0) = . (4.131)

Zz(pzkAgpszZ Z yq K>0

E possivel mostrar [93, Eq. 9.15] que a soma das autofungoes é dada por
e RV=K  sin(kr)
qu(x)yq(y>: 2 2 i =
Im ™™ sinh(V —KT)

onde 7 ¢é a distancia geodésica entre os pontos x e y calculada com a métrica conforme
h,,. Com isso, a fungao de dois pontos fica escrita como

(4.132)

/OO legPAB V ]’%—2[? Sln(i{}f)/v <
0 sinh(v —Kr

OB A0 = 4 - ~ sinh(V-KF) S )
P sin(kr)
AB =

= k*  sinh(V —K7)

onde definimos o espectro de poténcias para as correlagoes como

12;390[ o
Puip = Z % (4.134)

Pela definicao do campo 3 = Il dada na Eq. (4.81), temos que o potencial invariante

de calibre W é
ck®

ck© m
2a3(¢%> — 3K) Cik?

_ 2 R
U= oD, W= -
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onde II¢ ; ¢ a contribui¢ao dos modos adiabdticos e de entropia para i = 1,2 respectiva-
mente, para o potencial U. Usando as Eqs. (4.117) e (4.124), obtemos a relagao de cada
uma das contribuigoes,

ck® 72 ck® 72

Vi =535 234G Y= o

w
2a3 ¢ <£ZC2]} + 2—2552;;) : (4.135)

Logo, o espectro de poténcias da funcao de correlagao de dois pontos para a perturbacao
v é _
K’ 2 2
P\I/:2—7T2(|\IJ115| + [Vl ) (4.136)



CAPITULO 5

PERTURBACOES EM MODELOS COM RICOCHETE

Modelos cosmolégicos que passam por uma fase de contragao tém sido estudados como
uma extensao do modelo padrao de cosmologia. Esses foram analisados em varios con-
textos, incluindo em ricochete singular e nao singular [21, 22, 94-103]. Em [104] foram
propostas condigoes gerais para a conexao de fases dominadas por fluidos diferentes. Na
Ref. [22] foi mostrado que um universo em contragdo dominado por um campo escalar,
se comportando como um fluido de poeira, gera um espectro de poténcias quase invari-
ante de escala para as perturbagoes (. E na Ref. [19] um modelo completo com fases de
contracao e de expansao, onde o ricochete é causado por efeitos quanticos, mostrou que
o espectro presente na fase de expansao e formado na de contragao é quase invariante de
escala e, portanto, a priori compativel com as observacoes de RCF.

Falaremos na Secao 5.1 sobre o ricochete causado por efeitos quanticos, discutidos na
Secao 4.1.3, no caso onde o fluido dominante nessa fase é o de radiacao. Nesse caso mos-
tramos a relacao entre o fator de escala do ricochete e a escala de Planck, impondo limite
inferior ao primeiro. Na Secao 5.2 discutiremos a formagcao de perturbacoes adiabaticas
com um ou mais fluidos e na Sec¢ao 5.2.1 o caso de um fluido e curvatura espacial. Nessa
fase consideraremos as perturbagoes adiabaticas com solugao analitica assim como na
Secao 5.3, as solugoes em série para os modos de super—horizonte. Para evoluir as per-
turbacoes através do ricochete, na Secao 5.4 avaliaremos condicoes gerais de continuidade.
Faremos também a comparacao dessas condi¢oes com o caso especifico do ricochete cau-
sado por efeitos quanticos, como veremos na Secao 5.4.2. Na Secao 5.4.3 mostramos
que no calibre sincrono todas as perturbagoes passam finitas pelo ricochete e portanto a
hipétese perturbativa é valida nesse caso. Por fim na Secao 5.5 mostraremos os resultados
da analise numérica estendendo a analise para casos mais complicados onde o espectro é
formado na transicao entre dois fluidos.

5.1 RICOCHETE NA FASE DE RADIACAO

Como vimos na Se¢ao 4.1.3, podemos considerar um universo com muitos fluidos e utilizar
o modelo quantico para a fase de ricochete, se nessa houver o dominio de somente um
fluido. Supondo a extensao do modelo padrao de cosmologia (Sec. 2.5), onde utilizamos
a trajetoria de Bohm para descrever a fase quantica, a radiacao é o fluido com maior
equagao de estado presente. Dessa forma temos w, = 1/3, e portanto a coordenada
temporal que utilizamos é (veja discussao abaixo da Eq. 4.24)

. 1
I, =—-—, II, = —n, (5.1)

92
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onde usamos a defini¢do da coordenada conforme (Eq. 2.35) e escolhemos II,(n = 0) = 0.
Em termos das coordenadas conformes, a trajetéria de Bohm (Eq. 4.39) é dada por

n? 6mVa2,
a=ap|—+1, m= , 5.2

onde 7, representa a escala de tempo conforme que divide a fase quantica da cléssica,
respectivamente, 7 < 1, € 7 > 1, € usamos que para w, = 1/3, X = a (Eq. 4.21). A
principio os parametros a,, e a; sao livres. Contudo, quando fazemos o limite para o caso
classico, vemos que a densidade de radiacao fixa um desses parametros (Eq. 4.45), i.e.,

e aa R
2 P bQ0 H
= _— 5 _ . 53
= I 6mVoHy /o e v/ Q0 (5:3)

Dessa forma, o tnico parametro introduzido pelo modelo quantico é a,. A escala do
ricochete 7, no instante caracterizado por a, é dada por ayn, = Rp/(ziv/Q0) ~ 4 x
1092, /(x2h), onde usamos (2,9 ~ 107°. Com isso, modelos com z;, < 103" ainda terdo
uma escala maior que a distancia de Planck.

5.2 PERTURBACOES ADIABATICAS

Vimos na Segao 4.1.3 que quando o fator de escala é muito maior que a;, o modelo se
comporta como o modelo classico. Nessa fase, portanto, podemos utilizar as equagoes
de movimento cléssicas para o fator de escala e fluidos. Como discutido na Secao 2.6.5,
considerarmos um universo inicialmente em contracao com fator de escala maior que o
atual. Impondo que proximo ao ricochete somente um fluido domina sem presenca de
curvatura, podemos utilizar uma fun¢ao de Hubble como a definida na Eq. (4.47). Nos
Capitulos 3 e 4 encontramos as equacoes para as perturbacoes assim como a quantiza¢ao
destas. Como estamos interessados na quantizagao das solucoes de fundo e perturbagoes,
nao utilizamos as equacoes de fundo classicas a fim de simplificar as equagoes das per-
turbacoes. Para tanto usamos uma série de mudancas de varaveis. Uma anadlise similar ja
havia sido empregada nos trabalhos [20, 25] no contexto Hamiltoniano utilizando trans-
formacoes canonicas. Nos capitulos citados fizemos uma extensao desse estudo aos casos
com curvatura e na presenca de fluidos gerais nao barotrépicos.

Como estamos fazendo uma analise perturbativa, resolvemos inicialmente as equagoes
de fundo obtendo, como citado acima, uma funcao de Hubble como a discutida no fim
da Secao 4.1.3, que descreve a trajetoria de Bohm associada as fungdes de onda encon-
tradas. Na quantizacao do modelo de fundo, escolhemos o momento II, (Eq. 4.17) como
coordenada temporal e, como vimos no fim da Secao 4.1.1, a relagao entre essa variavel e
o tempo definido por n* é dada por HQ = —a~*". Usando a definigao de II, e a equagao
de movimento (Eq. 4.11) para x1, temos dq(9a*?) = 0, que para um fluido barotrépico,
onde £(p), implica em 0. (pa®!T%4)) = 0, e assim mostra que p satisfaz a mesma equacio
de continuidade cléssica. Portanto, ao tratarmos a variavel 1I, como tempo, precisamos
tratar p como um funcional do fator de escala, que por sua vez segue a trajetoria de
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Bohm. Com isso, temos que as perturbagoes quanticas satisfazem as equagoes de movi-
mento obtidas no Capitulo 4, onde a densidade de energia é tratada como uma funcgao
do fator de escala, que segue as trajetorias de Bohm.

Supomos que inicialmente o universo ¢ dominado por somente um fluido barotrépico,
e as Unicas perturbacoes presentes sao as das flutuagoes do vacuo. Como o fluido é
barotropico, ¢ = 0 e, com isso, a perturbacao ¢ desacopla da de entropia ds. Para calcular
as perturbacoes criadas pelas flutuacgoes do vacuo, precisamos determina-lo definindo um
conjunto de solucoes de “energia” positiva, como discutimos na Secao 4.2.4. Nesse caso,
a equacao de movimento que precisamos resolver é

2

£z
L3+ 5 £11g + N3Gy = 0. (5.4)

Podemos simplificar essa equacao reescrevendo a funcao z? como uma funcao do fator
x. Usamos a equagao de continuidade (Eq. 2.29) escrita na forma

1 Q Q 3 1 092
dp _ 09 _ Q+4p/pe p 480 <_28_)7 (5.5)
22 Ox

@8:1: - Or x ’ Pco 3 O

para expressar € e cg, respectivamente, como

r  0f , Op Op (0Op 2100\ TN O /109
e = ———, ci=—=-—|= =— == — | ==. (5.6)
Rk Ox dp Ox \Ox 3 \ 220z Oxr \ x2 Ox
Reunindo esses resultados e expressando © em termos da funcao de Hubble adimensional
E (Eq. 2.46), temos o fator z> (Eq 4.90) dado por

2 adr 90 _h @ of ’ 9 (1on B (5.7)
92 NE?2 0z 312 Na?E? \ Ox Oz \ 2% Oz ' '

As equagoes para z e ¢ acima sao aparentemente mais complicadas que suas defini¢oes

em termos das derivadas em relagao ao tempo. No entanto, essas expressoes sao tuteis
pois nao é necessario obter a evolucao temporal de a para ter as formas explicitas dessas
quantidades em termos do fator de escala. Além disso, quanto tratarmos o caso quantico,
a evolugao do fator de escala nao serd mais regida pelas equagoes de Friedmann. Contudo,
como vimos no inicio da se¢ao, essa relacao entre a densidade de energia e o fator de escala
nao se altera e assim as expressoes acima poderao ser usadas. Note que, no nosso modelo
quantizado, usamos somente um fluido barotrépico sem curvatura. Assim, essas equacoes
sao validas se, no periodo quantico, somente um fluido barotrépico dominar.

As solugoes integrais, que veremos na Secao 5.3, dependem da quantidade z2N?c?z?
que, usando as férmulas acima, é expressa por

_ haj N 0Q

2772 2.2
N2 = .
TSt TR o

(5.8)
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5.2.1 Solucdes para um Unico Fluido

Para um tnico fluido com equacdo de estado —1/3 < w < 1, temos Q2 = Qoz31+) e as
quantidades acima, na fase de contracao e longe da fase quantica, sao dadas por,

had 1+ w Do\ "
E = —/Quor3+w) + Qo2 2 _ e — 1+ — .
\/ 0l + Sgox”, G = W, z 312 wNz® + e

Escolhendo a seguinte varidvel como tempo,?

1 A\ 7P 2 1

temos que a funcao lapso é dada por

PV, =1,  Nn*V, =1, N= @f—g,

de forma que a fungao z nessa coordenada é expressa como

A/ Ao)?? a3 1+w

2= _h 2(—, 2=_0 -1 - 5.11

i T Qo 4T 3RRy wp (5.11)
(1+w)

. .~ . . .~ . 3
Quando a contribuicao da curvatura for igual a contribuicao do fluido, temos €2,,q e =

Qpor?, i.e.,
Do\’ A\ 1
z? = (ﬁ) = (—0) L A= . 5.12
Qo Ae Vo (5.12)

Dadas as quantidades acima, o fator £;z2/z* que aparece na equagao de movimento
da perturbacao é

,,6[22 . 25 QkO)\

e A 1
z2 A 1 + Qko)\Q (5 3)
Nessa variavel a equagao de movimento expressa pela Eq. (5.4) é dada por
a2C1q 26 Qko)‘ aClq /B2w672
. a = 14
o ( N T 000 ) o T prn)tle (5.14)

onde definimos o autovalor adimensional g, = Ryq. Essa equagao possui a solugao geral
Crg = A1S2° (= N?Qug) + A282° (=M Qo) (5.15)

onde A; e Ay sdo coeficientes constantes arbitrarios, as funcoes S2° (¢) sdo definidas pela
Eq. (E.14) e as constantes a, b, ¢ sdo expressas por

f-1-p B-1+p gawp3? 1
s — bE— = —0 —12 = —. ]_
a 5 5 M e +(B-1)? c B+3 (5.16)

1O tempo A é bem definido enquanto a funcio de Hubble ndo muda de sinal, ou seja, durante toda a
fase de contracgao.
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Para secoes espaciais hiperbélicas (2,9 > 0) e modos que satisfazem p? < 0, temos
que b = a*. Nesse caso as solugoes acima satisfazem S22 (=A%) = S2P (=A2Qy0) *. To-
mando o limite do universo muito grande no passado A\ — oo, temos que as solugoes
S2P (=A%) e S2? (—A%Q0) oscilam com frequéncia positiva e negativa, respectiva-
mente, i.e.,

lim S¥ b ( /\2Qk0) o etlosN) lim Sba (—/\2Qk0) o e H1os()

A—00 A—00
onde usamos que o F; (a,b;c;0) = 1 (veja Eq. E.13). Nesse caso temos que as solugoes
de energia positiva no passado sido as representadas por S*P (—\%(20). Nos casos onde
1% > 0, que compreendem alguns modos do caso hiperbélico e todos os modos do caso
esférico, nao conhecemos a priori uma maneira de determinar os modos de “energia”
positiva, e deixaremos essa analise para um trabalho futuro.

Com a escolha das solugoes descrita acima, podemos aplicar a normalizagao dos es-

tados dada na Eq. (4.115) em conjunto com a férmula para o Wronskiano das solugoes
S2P (=A%) e S22 (=A2Q40) (Eq. E.12) para determinar A; da forma

) 1—c /72,,82)2\ 1
s 1z A (ab) GowpB*Ag o
A" = 2uzi A2 ~ b-a 4 22302 (5.17)

Podemos notar que a normalizacao acima é independente do tempo. No limite em que
Qo — +0, podemos usar a Eq. (E.18) para mostrar que

vV 7'(')\0 i
Ao

lim  A;S2° (=M Q) =
Qo340 (=A%) 224\,

) oY, (Evash).  (68)

onde escolhemos a fase constante arg(A;) = —ipIn(2)+7(1/2—c)/2 para obter, no limite
plano, a funcao de Hankel a menos de um fator multiplicativo real. Esse limite coincide,
como esperado, com o resultado que obteriamos caso supuséssemos segoes espaciais planas
de partida. Os modos que satisfazem p? < 0 fornecem a relacao

GawpB® _ (k2 + Quo)wss”
ko ko

> (B —1)%

Caso w = 1/3, temos que 5 = 1 e portanto todos os modos k, satisfazem 1? < 0. Quando

0<w<k1(f=2), temos

Q
k +Qk0>ﬂ
dw’

ou seja, no caso de poeira precisamos de um universo com escala de curvatura muito
grande (Q < w) para que os modos comparaveis ao raio de Hubble ko~ 1 satisfacam
u? < 0.

Caso o modelo possa ser descrito com um tunico fluido até o instante onde as solucoes
param de oscilar (congelam), i.e., A>Qo/Qwo < 1, a solugio, nessa fase, serd aproximada
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por (veja Eq. E.14)

Cig & A8 (=X200) = A, (cl Lo, (/\QQkO)—a) | (5.19)
= Lol - p) __ T@P-p

CrEmra CTremraesy Y

asc-l=4- % - 23((11+_313)' (5.21)

Como a faixa de valores —1/3 < w < 1 implica @ > 0, temos que o segundo termo
da Eq. (5.19) serd muito maior que o primeiro. Usando as propriedades descritas na
Eq. (E.1), reescrevemos as constantes C; e C na forma

27T (—a)T(1 — ) 2= (@)D (1 — )

Yy oy g R Rlbv-<y; B o i iy S

Para |u| > 1, temos as séries assintdticas

O ~ 1;2?/_07‘3 (—%)5 (1+#}t_5)+...>, (5.23)
(JQz;(j)% (-%)HB (1+#;_5)+...), (5.24)

lembrando que a normalizagao |A;| contribui com um fator de 1/,/x. Observamos que
cada termo A;C; e A;C5 acima tem o comportamento de lei de poténcia em p dado,
respectivamente, por pu® e u~*. Avaliando somente a dependéncia em k,, temos que para
ko > 1 tal que p o< l;’a, a dependéncia do espectro de poténcias (Eq. 4.134) de ¢ é dada
por P, o< k3t2% para o termo constante e P o< k372* para o termo crescente. Por fim,
concluimos que a presencga da curvatura modifica o espectro das perturbagoes somente
para modos com grande comprimento de onda k, < 1, como esperado.

Da analise acima temos que o modo crescente tem um indice espectral, que definimos
como o expoente de k. do espectro de poténcias mais um, dado por

12w

s=143—-2a=1 )
n + Q +1+3w

Os espectros independentes de k. sdo chamados de invariantes de escala, assim como os
que tém indice espectral muito proximo de um de quase invariantes de escala. Nos mode-
los inflacionarios o espectro gerado pelo periodo de inflacao é descrito aproximadamente
por uma lei de poténcias com indice espectral ng < 1 [2]. Usando os sete anos de ob-
servagao do WMAP [9] para ajustar um modelo cosmolégico, onde o espectro primordial
¢ modelado por uma simples lei de poténcia, obtém-se ny = 0.967 £+ 0.014 em 1lo. Ou
seja, os dados indicam que o espectro de poténcias primordial tem um indice espectral
ns S 1 como previsto pela inflagao. Nos modelos de ricochete que estamos estudando,
temos que, para uma contragdo dominada inicialmente por poeira w = 0, ny 2 1 em
aparente contradicao com os resultados obtidos dos dados de RCF.
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Podemos fazer os seguintes comentarios referentes a esse ponto. Nos modelos utiliza-
dos para ajustar os dados de RCF, foi usado uma forma simples de lei de poténcia para
o espectro. Portanto, o resultado do ajuste, assim como as barras de erro, sao aplicaveis
somente a modelos de lei de poténcia. Entretanto, os espectros que obtivemos tém com-
portamento de lei de poténcia somente para uma faixa de valores de kg, i.e., 0 espectro
s6 ¢ dado por uma lei de poténcia para valores do modo k, > Q. Dessa forma, nao é
correto afirmar que esses modelos sao desfavorecidos pelos dados. Por exemplo, no mesmo
trabalho [9] os autores consideram modelos onde o indice espectral é corrigido por um
fator que depende do logaritmo de k,. Para esse modelo é obtido n, = 1.02773:92 que ¢,
portanto, compativel com o indice espectral que obtivemos. Se adicionarmos outro fluido
ao modelo, como faremos na Secao 5.5, o espectro serd novamente alterado. Também
veremos que o espectro terda um comportamento de lei de poténcia, porém com diferentes
indices espectrais em diferentes intervalos de ko

Até esse ponto estudamos o comportamento da variavel invariante de calibre . Pode-
mos agora obter o espectro de poténcias da perturbacao invariante de calibre . Usando
a Eq. (4.135) e os resultados acima chegamos a seguinte expressao

A (1
U= ﬁ%siﬁvbﬂ (=A2Qpo) - (5.25)

Para fazer o limite para o caso de hipersuperficies espaciais planas, note que

[Aif* _ a(ab)” (Q'Zw@%%)c_l o

b2  bb-—a 4 22202’
e que no limite temos lim|,|, a/b = —1. Portanto, analogamente a (4, temos
_ Vixo(l+w) (A 7? -
lim 0, = VAR T FAY g (k: A) . 5.26
Hirlnoo 1k 4@1\/@)\02qu )\0 ¢ \/E/B ( )

No limite A2Qo < 1, a solugao dada na Eq. (5.25) pode também ser aproximada por

~ (1 + UJ)B Cl 0502 2 —a—1
L o 3b (A*Quo) : (5.27)

O modo crescente tem o expoente de A\ dado por —23 — 1, enquanto o crescimento de
C1g tem um expoente —23 + 1. Logo, ¥ tem os mesmos dois modos, com a diferenga de
um maior crescimento que (3, Em relacao ao espectro, fazendo a andlise andloga a que
fizemos para (14, obtemos que o modo constante tem o mesmo espectro que o de ¢, ou
seja, k%, O modo crescente tem um fator adicional de 1/(ab) o k2 e, portanto, uma
dependéncia k a=2,

Com isso, o modo crescente de ¥ nao tera um espectro com ng = 1 na fase de contracao
e crescera mais rapidamente que (. Porém, como discutimos na Se¢ao 3.8, a varidvel
invariante de calibre U (= ®) s6 estd relacionada diretamente com as perturbagdes na

métrica nos calibres onde do® = 0, que resulta em ® = ¢. Ja que no calibre de curvatura
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constante, discutido na Secao 4.2.3, temos que a relagao entre a perturbacao ¢ e a variavel
¢ ¢ dada na Eq. (4.101) e assim temos

202 2(1+ A2Q0)

C:3/<;519¢: 1+ w

9. (5.28)

Na Secao 3.7 mostramos que as perturbacoes na métrica no calibre de curvatura cons-
tante crescem mais vagarosamente que no calibre Newtoniano quando consideramos um
universo em contragao. Os resultados fisicos sao independentes da escolha de calibre.
Porém, como discutimos na secao citada, podem existir situagoes onde somente um sub-
conjunto de todas as possiveis escolhas de calibres mantém a série perturbativa vélida.
Isso ocorre porque a série perturbativa em si nao representa um resultado fisico. Ela é
um artificio matematico utilizado que depende de uma escolha de modelo de fundo apro-
priado, tal que a diferenca entre o modelo de fundo e o modelo fisico seja pequena. Como
vimos na Se¢ao 3.1, mesmo o modelo de fundo sendo fixo FLRW, ainda assim temos uma
liberdade de como introduzi-lo na variedade que usamos para descrever o universo. A
existéncia de um subconjunto de calibre, onde a série perturbativa nao é valida, mostra
que ha formas de introduzir o modelo de fundo tal que a diferenca nao é sempre pequena.

Para ilustrar o argumento acima, considere um instante \; tal que

3
2 o a
9 2R 3C1q(>‘1) 7 QkO)‘l ~ —27T2RH3A102

JF o

A constante A; é proporcional a I,V Ry /ag e, portanto, o termo entre parénteses é
proporcional a l,/Ry = 107% de forma que \; 10730/¢ <« 1. Nesse mesmo instante o
espectro de poténcias de ¥ é dado por

1+w)pa 1 60
/Py = o 10 .
YT ab 20 0

Com isso, vemos que no instante em que o espectro de poténcias de ( fica igual a um,
o de ¥ ¢ muito maior que um. Suponha que tivéssemos feito todo o calculo no calibre
de curvatura constante. Nele terfamos encontrado um espectro de poténcias para ¢
(Eq. 5.28) da ordem de um ao se aproximar de A;. Se nesse instante fizéssemos uma
mudanca de calibre para o calibre Newtoniano, via Egs. (3.20) e (3.107), terfamos

ON = ¢c + S“> 5” = (® - 90), (5.29)

onde o indice y representa a perturbacao no calibre Newtoniano e ¢ no calibre de cur-
vatura constante. No entanto, essa mudanca de calibre nao é bem definida, como vimos
acima: proximo ao instante \;, a variavel ® ¢ muito maior que um, ou seja, a condicao
de fixacao de calibre dada na Eq. (3.107) ndo é bem definida sempre. Isso mostra que
existem solucoes para as perturbagoes tais que a condicao de fixacao de alguns calibres
nao ¢ bem definida, pois implica em um difeomorfismo gerado por um campo vetorial,
tal que V,.§, > 1.
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Em resumo, como ¥ e & sao iguais a @ e ¢ nos calibres com 60 = 0, temos que
esse calibre nao é bem definido quando essas varidaveis ficam maiores que um. Contudo,
enquanto existir um calibre onde as perturbacoes sao pequenas, a série perturbativa é
justificada.

5.3 SOLUCAO INTEGRAL

No caso geral nao é possivel encontrar solucoes analiticas para as equagoes de movimento
dadas na Eq. (4.117). Para lidar com esses casos podemos procurar por solugoes aproxi-
madas. Como vimos na Secao 4.2.4, quando as solucoes variam muito mais rapido que
as fungoes de fundo podemos usar solucoes tipo WKB. Contudo, vimos na Secao 5.2.1
que apos um certo instante as solugoes tém um comportamento simples descrito em ter-
mos das quantidades de fundo. Para lidar com essa fase da evolugao, primeiramente
reescrevemos a Eq. (4.117) na forma

P 2.2 2 2 1
£lClq = 2—2, £lP1q = —N"z"ciq C1q> qu = A—gﬂclq, (5-30)
onde definimos o campo P, para simplificar as equacoes, lembrando que Ag é constante
e adimensional. Reescrevendo o autovalor na forma ¢? = 22¢%/Rg?, temos que a equacao

de £;P1, depende do fator

a

223 = F?F?22@?, F=

F
F=— 5.31
F ? ( )

onde ,. representa o calculo das quantidades em um instante de referéncia arbitrario. Su-
pondo que a constante satisfaz F,.¢, < 1, podemos procurar por solugoes em série de
poténcias em F,q,. Essas solugoes serao vélidas enquanto |F'| < 1. Mais a frente, vere-
mos outras restricoes necessarias para a solucao poder ser escrita em série de poténcias.
Escrevemos a solucao em série na forma

G0 =S Gl Ba™ Prg= S Pran(Fd) (532
n=0 =0
e a partir da Eq. (5.30) obtemos para o termo de ordem zero
L1P1g0 = 0, £1Ciq0 = PZIS’O, (5.33)
onde as solugoes sao dadas por
Pig0 = B, Cig0 = Cigo(li) + By [Z dlz 2, (5.34)

onde B; é uma constante com dependéncia arbitraria em ¢,. Como as duas condigoes
iniciais C140(li) € Pigo(l;) tém, em geral, dependéncia diferente no autovalor g, a evolucao
acima faz com que (y,0(!) misture essas duas dependéncias. Podemos obter duas solugoes
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linearmente independentes de forma que cada uma delas dependa, respectivamente, de
Ciq0(l;) € Pigo(li). Para tanto, primeiro note que a solugdo acima para (1,0 pode ser
expressa como

Clq,O(l) - Clq,o(li) = Bl (fd(l) — fd(ll)) s fd(l) = / dl1272 + Cd, (535)

lg

para um outro instante l; e constante C; arbitrarios. KEscolhemos uma das solugoes
linearmente independentes como aquela onde (i,0(l) = By fa(l), que é definida a menos
da escolha de l;. Como as equagoes sao lineares, vamos obter a solucao colocando By =1,
que pode ser posteriormente reintroduzido multiplicando essa solugao por B;. Os termos
da préxima ordem satisfazem as equacoes

~ P
£iPrg1 = —F*2°(, £1C1g1 = —21;1’1. (5.36)
Integrando a primeira equacao temos
l ~
Pual) = =0[fd.  hla= [ anFzgm) (5.37)

7

onde definimos o funcional I; [-] escolhendo o instante inicial /;. Com isso, a outra equagao
tem a solucao integral

l
dl
Gl =Bl = -Ealid, Eld= [ Jot) 63
l;
onde definimos um segundo funcional I5 [-] e a composi¢ao como I [ [g]] = 15 [g]. Repe-
tindo esse procedimento n vezes temos as solugoes integrais
Cgn = (=1)"I51 [fal . Prgnia = (=1)" Iy [ [fa]], (5.39)
validas para n > 0 onde definimos
Iylgl=g)=Tiplgl,  Li'lgd=InlLilgl, 157 (gl = hellhgl]l.  (5.40)
Com os termos acima, definimos dois funcionais
o lfal =D (0" (F@) I3y [fa), Pl =D (1) (F@) Iy [L [fd], (5.41)
n=0 n=0

de forma que

1 B ~
‘Elgllq [fd] = 2_2(1 - (F’I‘qa)QPqu [fd])v flpllq [fd] = F222C11q [fd] :
Com isso temos a primeira solucao dada por

G =, PR =1 (Fa) Pl [fd. (5.42)
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Essa solucao, quando calculada no instante inicial [;, é dada por ((ld)( L) = fa(ly)
73'(1 ) (l;) = 1 de forma que BlC Blplq (L4) forma a solucao desejada. Escrevendo

explicitamente a solugao para Clq ), temos

o) = fall) = (FrGa)* La [f] (1) + . .-,
I
— 1) F%t/%—/duuhb>

l;

h xNzc,
_qa/ dllz2/ sz( ) Falla) +

Na tltima linha mostramos a expressao geralmente utilizada na literatura. Ela pode ser
obtida diretamente das equagoes de movimento supondo > < 1. Contudo, para os modos
que estamos interessados, 1073 < g, < 103, a suposicao estd aparentemente errada ja que
temos G, > 1. Essa confusao se d4 pois quando se faz a expansao diretamente em G2, nao
se leva em consideragao a ordem de grandeza do fator

/dzl—/ll dly (xNHC> 22 fall).

Da forma que fizemos a expansao, garantimos que as integrais contribuam com termos < 1
quando exigimos que F' < 1. Dessa expressao, vemos porque nao ¢ necessario introduzir
7?2 em F?, j4 que essa quantidade sempre aparece no numerador e denominador das
integrais. Desta forma basta impor que Fz?/z% < 1. Por fim, mesmo que o integrando
seja pequeno, a integral pode contribuir com valores maiores que um se |l —1[;| > 1. Logo,
as imposigoes no integrando devem ser feitas uma vez escolhido a funcao lapso de forma
que [l — ;] < 1.

Encontramos a primeira solucao impondo inicialmente Py, 0(l;) igual a uma constante,
que depois tomamos igual a um. Podemos obter uma segunda solugdo impondo Py, 0(l;) =

0. Repetindo o precedimento acima, chegamos nas expressoes

&=l PY=—(Fa)?PL 1, (5.43)

de forma que Cg) (l;)) =1e Pl(z)(li) = 0. Vale notar que, nessa solucdo, Py, tem seu
primeiro termo nao nulo com um fator de (F,q,)?, ou seja, o modo constante de (3, gera
um modo de ordem (F,q,)*> menor em Py,.

A solucao integral geral é dada por

Cig = BlCS’d) + B2<1((21)7 Py = Blplq @+ B273$)7 (5.44)

e é possivel mostrar, ordem a ordem, que o Wronskiano dessas solucao ¢é diferente de zero,
e que, portanto, formam um conjunto de solucoes linearmente independente.

Essas solugoes foram encontradas usando um valor arbitrario para o limite inferior da
integral e da constante, ambos definidos na Eq. (5.35). Se mudarmos esse valor para [,
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e a constante para C,, temos fq(l) = f.(1) + (fa(le) — C.) e, portanto, a seguinte relagao
entre as solugoes obtidas com f; e f.

oD = ¢ (fat) - C)e?, P =P g (fal) - COPD. (5.45)

q 1q q

Com isso, a mudanca do limite inferior da funcao é equivalente a manter o limite /; mas
modificar as constantes B; e By na forma

B, — By, By — By + (fd(le) - Ce)Bl- (5-46)

5.3.1 Concatenacao das Solucoes

As solucgoes integrais sao apropriadas para os instantes em que as solugoes congelam. Para
obter as constantes By e By que caracterizam essa solucao, precisamos de um instante
onde a solugao integral é uma boa aproximacao e a solucao inicial também é bem definida.
Por exemplo, na se¢ao anterior obtivemos uma solugao analitica para o caso de um fluido
barotrépico em um universo com 2o arbitrario. Se essa solucao for valida até o fim das
oscilacoes, podemos fazer a concatenacgao nesse ponto. Esse tipo de andlise é 1til, pois é
mais facil lidar com a solucao integral quando temos muitos fluidos e portanto, toda vez
que as perturbacoes terminam a fase oscilatéria em um instante onde somente um fluido
domina, poderemos fazer a concatenagao.

Para obter a solucao integral em ordem zero, precisamos calcular as integrais f;(I) e
I,[1]. Restringindo-nos ao caso com somente um fluido (Se¢do 5.2.1), podemos calcular
essas integrais analiticamente. Contudo, antes temos que avaliar as condigoes sobre F.q,
para sabermos quando a expansao é bem definida. Se usarmos a mesma variavel que
utilizamos na Segao 5.2.1 teremos

By wia
7
V14 A2
e como queremos |[A — \.| < 1, impomos que A\, < 1 e, assim, a aproximagao é valida
enquanto A < \,. Isso inclui todos os instantes depois de A, pois A o< =% e vai a
zero quando o universo contrai. Porém, isso implica F, « /w e, com isso, a faixa de

1073 < G, < 10% pode incluir valores tais que F,q, > 1.
Para contornar esse problema, reescalonamos a variavel temporal da forma

-2 -3

Com essa mudanga temos as seguintes alteragoes nos resultados da Secao 5.2.1,

Frq~a:

2

ANl Qo= Q= Qor?,  Qup = Q= Qo™ 2 5 2 (5.47)
a:T'

e, consequentemente,

Ja Cj 6\/6 Cja o BQU)(Z% ()‘r/)\O)2QkO

T N0 T Qe (T X00)

(5.48)
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Portanto podemos ajustar o valor de z, para que F,.q, seja menor que um. Com essa
imposicao, o intervalo de possiveis valores da varidvel temporal é expresso por |l —[,| =
|l — 1] < 1, ou seja, [ = A/A. < 1, que em termos de a resulta em a < a,. Em outras
palavras, quanto menor o valor de a, maior o valor dos modos ¢, que podemos tratar
perturbativamente, salvo que a < a,. Como z?> o« N1, temos que todas as integrais
acima sao independentes da escolha da fun¢ao tempo, como era de se esperar. Com isso,
podemos trabalhar com qualquer variavel, contanto que estejamos nas faixas de valores
de a descritas acima.
Calculando as integrais dos termos de ordem zero, temos

A d
fr= [ e =1, (5.49)
)\d_
X A 1
f = - F — —al = - QQ )
W= () of(-gel-a-von). G0
A $2N20322
)= [ = g0) - g (5.51)
Ay H
wBhrozs [ A\ 3 A0
=2 () LR (Sl 52
g( ) 2C /\[) 2471 27C7 +C7 Qwo ) (55 )

onde escolhemos o instante \;— posterior a fase oscilatéria, A\, o valor minimo atingido
antes do ricochete e denotamos f e g como fungoes de A tais que fy-(\) = f(A\) e F21, [1] =
g(\) — g()\;) somente durante a fase de contracdo. Como (A/Ag)%* = 2~ 2", podemos
desprezar o termo de g(\,) pois o ricochete acontece em uma escala z, > 1. Por fim,
escolhemos a constante C; = f(\y) de forma que a aproximacao integral coincida com a
expansao da solugao obtida na secao anterior. Portanto, em ordem zero, a solucao geral

é expressa da forma
Gy =Bi fa-(\) + By, Py, =By — (F4.)*By L [1]. (5.53)

Encontramos as constantes By e By comparando com a expansao em zero ordem da
solugdo dada nas Egs. (5.19) e Eq. (5.27). Assim, as constantes acima sao

2ahz?

B; = Alcgw, B; == Alcl, (554)

€Ve

onde usamos a relacao entre Uy, e Py, dada pelas Eqgs. (4.135) e (5.30), .e.,

 2hBwp

Pig = (1+w)zE T

(5.55)

5.4 ATRAVESSANDO O RICOCHETE

A varidvel A\ nao é bem definida quando a solugao passa da fase de contragao para a de
expansao. Desta forma, deixamos em aberto a escolha de varidvel temporal [, mas de
forma que [ < 0 e [ > 0 correspondam a fase de contracao e expansao, respectivamente.
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Para calcularmos a aproximagao de zero ordem na fase de expansao, precisamos calcular
fa- e I1[1] em [ > 0. Pela escolha de extremo de integragdo \; como o minimo, temos
que [; = 0. Assim, [; [1] é uma fungao crescente na fase de expansao ja que o integrando
nao troca de sinal nessa fase. No entanto, a funcao fy- (1) para l > 0 pode ser expressa
como

l l
fir )= [ g+ Co = g (l)+ [l = fa e = o + JrD), (556)

d— d—

onde introduzimos o instante [;+ na fase de expansao, correspondente ao [4— da fase de
contracao. Primeiramente vemos pela Eq. (5.7) que z* tem o mesmo sinal de N, j& que
todos os outros termos na sua definicao sao positivos. Além disso, a funcao lapso so
trocara de sinal se mudarmos a ordem da variavel temporal. Dessa forma, depois do
ricochete, fy- (1) é sempre uma fungdo monotonicamente crescente de [. Esse crescimento
acontece porque temos uma constante positiva f;-(I4+),2 da qual subtraimos um fator
monotonicamente decrescente fy+(1).> Portanto na fase apds o ricochete usamos a funcao
fa+ (1) para definir a solucdo integral.
Em ordem zero a solucao geral no periodo [ > 0 é expressa da forma

¢y = Bf fa+ (1) + By, P, = B — (F.q,)*By I [1], (5.57)
onde as constantes estdo relacionadas pela Eq. (5.46), i.e.,
B =By, By = By + (fa-(lg+) — Cy+) By . (5.58)

Isso mostra que, de forma geral, o modo constante (;, na fase pds ricochete adquire
um termo proporcional a B; misturando as dependéncias nos modos ¢,. Usando as
constantes obtidas na Se¢ao 5.3.1 (Eq. 5.54), vemos que nesse caso o modo constante de
C14 adquire um termo proporcional a l%;a e, portanto, quase invariante de escala. Assim,
se a quantidade (f4- (I4+)—Cgy+) for grande o suficiente, teremos um espectro de poténcias
para as perturbagoes quase invariante de escala na fase de expansao, se o fluido dominante
na formacao do espectro for poeira w = 0.

5.4.1 Condicoes de Juncao

As equacoes de movimento utilizadas até agora sao validas somente longe do ricochete.
Para avaliar a evolucao das perturbagoes proximas a essa fase, precisamos levar em conta
os efeitos que causam o ricochete e como eles afetam as perturbacoes. Porém, mesmo sem
um modelo especifico para o ricochete, é possivel obter resultados impondo continuidade
em certas quantidades durante essa fase. Em [104], é feita uma discussao geral sobre
condigbes de jungao e em [22] essas condigoes sao discutidas no contexto de modelos de
ricochete.

2Como z% > 0 e o extremo superior da integral é maior que o inferior, a integral fz dllzi2 > 0.
u

3A integral fl . dllzi2 é negativa pois z2 > 0, mas o extremo superior é menor que o inferior.
d



5.4 ATRAVESSANDO O RICOCHETE 106

Supondo que as equacgoes de movimento para as perturbacoes nao sao alteradas du-
rante o ricochete e que a aproximacao em série de poténcias de F,.q, é vélida, basta
estimar fy-(l4+) — Cy+ para termos o espectro de poténcias na fase pos ricochete. Para
tanto, dividimos a integral nas duas fases,

lat dl 0 q lat
fa-(la+) — Cor = / — +C4- — O z/ — +/ Z—; +Cp —Cye. (5.59)
0

72 z2
d— d—

Como cada integral é feita em somente uma fase, podemos usar uma variavel proporcional
ao fator de escala para esse calculo, i.e.,

0 dl 'd fat dl 'd
Dvcr=[ Lo Z - Co=—([ F+Ca), (560
z z z z
l 0 - 0 0 +

a—

2

e zi sao as funcgoes calculadas nas fases de contracao e expansao, respectivamente,

y = nla/as) a:adi(&)y,

In(ap/aqs)’ g+
impondo novamente que o fator de escala tem um valor minimo a;. Implicitamente
estamos impondo que a funcao de Hubble normalizada E se comporta identicamente a
classica e troca de sinal no instante [ = 0, enquanto a densidade de energia e pressao se
comportam como as funcoes cléssicas, e.g., p oc 230F%),

Se o contetido do universo nao se alterar durante o ricochete, essas fungoes serao sim-
plesmente z3 = —z2, veja Eq. (5.7). Para a varidvel y temos que N = Ry In(ay/aq+)/E,
e portanto z?, quando consideramos somente o fluido com maior equacao de estado, vai
ser da ordem z2 o a*~®)/2 ¢, com isso, se w < 1, o integrando crescera rapidamente
quando y — 1. Logo, as integrais acima vao ser da forma

onde z
e

1 3(1—w)
a2 3(1 —w
[amuwes, )= S s = 2 e fa)
0 T2

2
adi Z:l:

Podemos aproximar a integral acima com a série assintética [105]

! et omu(y) |t 1 ( 1 1 )
d SEY A 1)y Iy — + ..., 5.61
/O yiu(y)e E :( )" = oyn |, sx \Zi(wm) Zi(ag:) (561)

n=0 S+
se ap < ag+. Entao sy > 1, de forma que os primeiros termos fornecem uma boa apro-
ximacao. Podemos notar também que quando z? é uma lei de poténcia em a, o primeiro
termo da série é a solucao exata da integral. Nessa aproximagcao, o fator fy-(lg+) — Cg+
¢é dado por

2 s1s_ 7% (ay)Z* (ap)
“(lgr) = Cgr = ——— 22, = 2——+ 5.62
fd ( d*) dt szgn(ab)’ SmZpm, 8+Z§_(Gb) _ S,ZQ_ (ab)’ ( )
onde escolhemos Cy- = 1/(s_z% (a4-)) e Cy+ = 1/(s12% (ag+)). No caso onde o ricochete

é simétrico, ou seja, o conteudo material é o mesmo nas duas fases e ag+ = a4-, temos

22 =7% e sy = s_ e, dessa forma, fy-(lg+) — Cyr = 2/(s2%(w)).
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A segunda integral depende do fator dado na Eq. (5.8) e portanto o integrando é
dominado por um fator de a®*3¥)/2 que dard a maior contribuicao longe do ricochete.
Portanto, reescrevemos a integral como

4 :L'2N20322
/ dyrv(yr)e™, v(Y) = ——sm

1 RHI' 2
| N:_RHIH(%)7 r:_5+3w
In(xzy) E 2

In(xy).

Fazendo a mesma aproximagao em termos da série assint6tica [105], temos

F2I1] = / dl T2 N?c? 1 2 N?c?z?  22N?*c2Z? N 1 22 N2c2z?
! 0 ! RH2 - r RH2 RH2 - T RH2 ’

observando que para cada fase, expansao ou contracao, deve-se usar as quantidades apro-
priadas nas equacoes acima. Na ultima igualdade desprezamos o termo o< x, —(5+3w)/2 que
¢ uma boa aproximacao para xr < xp.

Com os resultados acima, temos o comportamento aproximado da perturbacao (i,
apos o ricochete. Essa, como vimos acima, tem um modo constante e um decrescente.

Pela andlise acima temos

(5.63)

By _ 2B,
Cg= 5 + By + —

—_— 5.64
S+ SmZp ()’ (564

lembrando que o modo decrescente é dominado por um fator de ¢**~%)/2 ¢, com isso,

decai rapidamente. A mistura dos modos resultou na constante amplificada, que no caso
das perturbacoes geradas por um fluido e curvatura resulta em

2| By | (1—ww, [Q () z/”
— L =2AC|——L L 2 S 5.65
sngn(ab) ‘ 1 2’ (1 _ qu)w Qq T, xl+gwq ) ( )
b
onde denotamos a equacao de estado do fluido que domina préximo ao ricochete com

w, e o que domina quando as perturbacoes congelam como w. Na férmula acima nos
restringimos ao ricochete simétrico. No limite plano 2,9 — +0 temos

- a2 —B 2 7. -
2B L@ (=) "o (kaﬂﬂ) C(566)
Quo—+0 5,22 (ap) g/ (1 —wg?)w /Q, z, ? 2

onde, para fazer o limite, usamos as Eqgs. (5.17) e (5.24).
Como a escala do ricochete é muito pequena, x, > 1, a constante amplificada domina
e, com isso, o espectro de poténcias de (4 sera

VP — (1~ w)w, %(ﬁ)z_xéw (5.67)
Vot w0, ) o |
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No limite plano, onde o ricochete acontece em uma fase dominada por radiacao w, = 1/3
e as perturbacoes se formam durante a dominagao da poeira w ~ 0, em primeira ordem
em w o espectro é

VP= ey ot

16m2 R 4 /o (VW)
Como mantivemos somente o termo de menor ordem em w, o espectro acima éNexatamente
invariante de escala. Mantendo termos de mais alta ordem no expoente de k,, teriamos
ns = 1+ 12w/(1 4+ 3w) como esperado. O espectro acima mostra que, para termos uma

amplitude da ordem da estimada usando dados de RCF [9] (P; & 2.42x107?), precisamos
de

(5.68)

xp &~ 103, e =w~ 1077,

onde usamos que
Q, ~107°, Q. ~1,

para estimar as ordens de grandeza. Ou seja, os modelos com ricochete fornecem um
espectro quase invariante de escala com amplitude proxima ao observado. Isso é possivel
sem atingirmos escalas muito menores que a de Planck, veja Secao 5.1.

5.4.2 Ricochete via Trajetéria de Bohm

Como vimos no inicio da Secao 5.2, quando usamos as trajetérias de Bohm como modelo
de fundo, temos as mesmas equacoes de movimento para as perturbacoes, onde agora o
fator de escala segue as trajetérias de Bohm. Nesse caso, temos um ricochete simétrico,
onde a unica diferenga serd o uso de uma func¢ao de Hubble como a definida na Eq. (4.47).
No caso de um tnico fluido com equagao de estado w,, temos

E? =0

q CIO:E

B(1-+wq) ,—3(1+w,) % (1 _ 6*3(1*11711)%) N = Ruv (5.69)
b ’ E,’

onde usamos a varidvel v definida na Eq. (4.48). Portanto a fungao z* é expressa por

1
2

3(1—wq) eés(lgwq) 1— 673(17wq)§
z* = hzj\/Qqzy  ° ( ) : (5.70)

V2 I

Para encontrarmos a integral f;(l), podemos proceder da seguinte maneira: fazemos
primeiro a integral analiticamente ou numericamente até um ponto [/; antes do ricochete,
onde somente um fluido quantizado domina. Deste ponto até um ponto na fase apds o
ricochete, usamos a funcao z? acima para obter

3(1—wq)

12] 2 v2 —w
/ dyi _ T 2 / d (6_§3<12 q>> i\/l B 6_3(1—wq)§. (5.71)
V1 V1

z2 _hzg, Qg 3(1 — wy) 4

Podemos evitar trabalhar com o médulo |v| usando a varidvel 6 definida por

v2 3(1—wq)
2

cos(f) = e
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Com essa definigao, temos #(r = 0) = 0 e impomos que o sinal de § é o mesmo que v e
portanto v/|v| = /|6, lembrando que dessa forma (v = —o0) = —7/2 e O(v = ) =
/2. A raiz quadrada no integrando nessa variavel serd |sin(#)| e como |sin(6)|0/]6| =
sin(6) na faixa de 6 € (—7/2,7/2), a integral fica expressa por

V2 1 M 2 02
/ dv— = xl; / sin?(6),
" z FLZd qu 3<1 - wQ) 01
3(1—wq)
. Ty 2 2 92 — 91 SiIl(Q&Q) — 81n(2@1))
hz2/ Qg 3(1 — wy) 2 4 '
Como queremos conectar com as solugoes longe do ricochete onde e 73(1 = < 1 nas

fases ap6s e antes do ricochete, expandimos em 6 em torno de £7/2; respectivamente,
obtendo a relacao

3(1—wgq) 3(1—wq)

v2 3(1—wq) 2 2
cos(@)zg 0:@‘2312(1:(2) : 0=+ g_(f)
Tp Tp

Impondo que x; = x5, temos que longe do ricochete a integral dada por

3(1—wq) 3(1—wgq)

x, 2 2 T 2<x1 2

2 d 1 b
/Vl 22 hzl\ Qg 3(1 —wy) | 2

(5.72)

Ly

Para aplicar o resultado acima, dividimos o fator fy-(l4+) — Cyg+ da relagao entre os
coeficientes das solugbes antes e ap6s o ricochete (Eq. 5.58), na forma

hm dwzlw
fa-(lg+) %_/ / /Z + Cy- — Oy,
l2

3(1—wq)
2
m .Tb

T2 hz2 /Qq, 3(1 — wq)’

(5.73)

onde usamos a solugao aproximada Eq. (5.61), trocando a, — a; e mantendo as escolhas
de Cy- e Cy+. Esse resultado mostra que nossa aproximacao (Eq. 5.62) prevé um resultado
proximo ao obtido com um modelo de ricochete, onde a diferenca é que nesse tltimo
encontramos um fator de 7/2, enquanto na aproximagao tinhamos um fator de 2, i.e., o
erro na aproximacao é de (2 — 7/2)/(7/2)| ~ 0.27. Portanto, a menos dessa diferenca
na amplitude, temos a mesma ordem dos mesmos resultados da secao anterior para a
perturbagao (1, Quando avaliamos essa solugao préximo ao ricochete, temos v < 1 e
portanto

3(1 —w,)

0 ~
v 2
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Para avaliar a perturbagao ¢ préximo ao ricochete, precisamos calcular a integral

3(1—wq)

hdi Ll T, ? Vo3l w,) w0 2
() = — — + C,- = i N a4 — s 5.74
Fr®) /l z? +/h 2 T 2 /Oy \ 3 > 1 3(1 — w,) (5:74)

d
onde v representa um instante préximo ao ricochete e usamos as mesmas aproximagoes
acima. Portanto, préximo ao ricochete, a variavel ¢ é dada por

3(1-wgq)

x, ° o3l —w,) 7 2
=Bt | = Yoy — + By . 5.75
G =B 22/, (3 2 43(1 —wq)> 2 (5.75)

Ou seja, nessa fase essa perturbacao tem o seu modo constante com metade da amplitude
que atinge longe do ricochete. Além disso ressaltamos que o outro termo nao constante
vai a zero no ricochete e, portanto, nao hé singularidade nessa varidvel.

Para efetuar a integral I [1], expressamo-la em termos da varidvel v

fad(1 V2 5430 2\ "3
F (1) = % +wq2+3w /C1V|V|<%225+23 (1—6‘3(1‘wq)7> ’

SlgRH \/ QqOZEbT

A integral acima tem uma primitiva dada em termos da seguinte funcao Hipergeométrica

ﬁ(5+3wq) _;_ 1—-9%w . 7&3(1711) ))
FQI [1] - ha%(l + wq> 26 2 2 2F1 <17 3(1_wq), 6(1_—11)Z) ,e 2 q
r 1 o 543w

v2 —wg
SR/ Sy * V(5 + Bu, ) e T2

V2

(5.76)

Essa primitiva ¢ singular em v = 0. Isso acontece porque o termo £;z%/z° da equagio
de movimento de (3, é singular em v = 0. Porém, como lim, o £,2?/2> x v™!, esse
ponto é regular e portanto existem duas solugoes linearmente independentes em torno
desse ponto, de forma que a evolucao através do ricochete é bem definida. O potencial

invariante de calibre Wy, relacionado com P via Eq. (5.55) é expresso por

2 5+3wgq
v, — —Bi’_iglpRH Qggr ™2 L 67%3(17%)
! v 2haiq; (5.77)
+ ngﬂﬂ (1, _ 4 : L — 9w, ;6“223(1%)) '
5+ 3w, 3(1 —wy) 6(1 — wy)

Note que a expressao acima é finita para qualquer v. O termo com B; vai a zero no
ricochete e decai quando nos afastamos, enquanto o termo By ¢ constante. Longe do
ricochete temos,

5+3wq
0y, = —pp L RSt = (1 wg)
I Yy 2had 2 ? 5+ 3w,

O primeiro termo, mesmo sendo decrescente, quando proximo ao ricochete tem sua am-
5+3wq

plitude da ordem de Bz, * , enquanto a mistura dos modos faz com que Bj tenha
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3(1—w
uma parte proporcional a Bfrxb( 2 Q), como vemos na Eq. (5.73). Como vimos no fim da
Secao 5.2.1, a varidvel ¥y, possui uma componente crescente e decrescente, respectiva-
mente, nas fases de contracao e expansao. Essa componente se torna muito maior que um
proxima ao ricochete. Isso implica que alguns calibres, como o Newtoniano (Segao 3.6.1),
sejam proibidos enquanto o modo decrescente for maior que um. Por fim, préximo ao
ricochete temos (v < 1) e, portanto,

5+3wq
¥, — _B+V3lf)RH\/Qq0xb P B(l—wy) B+M (5.78)
1 ! 2hal > 2 23(1 —w,)’

onde mantivemos somente o primeiro termo em v para cada coeficiente de Bf" e By .

5.4.3 Série Perturbativa

Vimos nas Secoes 3.8 e 5.2.1 que as perturbacoes presentes em um universo em contragao,
sao amplificadas quando se aproximam do ricochete. Quando isso acontece alguns cali-
bres nao sao mais apropriados, ja que as condicOes necessarias para fixa-los se tornam
mal definidas (veja Eq. 5.29). Para contornar esse problema mostramos que o calibre de
curvatura constante mantém todas as perturbacoes pequenas mesmo nos instantes onde o
calibre Newtoniano nao é bem definido. Contudo, como vemos na Eq. (4.101), no calibre
de curvatura constante ¢ tem uma relagao simples com a perturbagao ¢, porém propor-
cional a ©~2 e, portanto, nao é bem definido nos instantes préximos ao ricochete. Em
outras palavras, o calibre de curvatura constante é apropriado para as fases de contragao
e expansao classicas, mas para analisarmos o instante do ricochete, precisamos de outro
calibre.

Para esse periodo, podemos usar o calibre sincrono descrito na Secao 3.6.2. Nesse
calibre a perturbagao ¢ é dada pela Eq. (4.101), i.e.,

9
Y1y = O / d(ct)%c,

3(1+wq) L2 2 3(1+wq) L2
(1 + wq)e’ T 1 - 673(17“"1)7 e 2 L5 (579)
= v 5 dv 5Ciq-
2 v 1 —3(1—wq)% 2
Vi S

Préximo ao ricochete o integrando acima é proporcional a v~2(j, e, como vemos na
Eq. (5.75), (1, tem um termo constante e outro proporcional a v®. Dessa forma a integral
de cada termo é proporcional a v~! e 13, respectivamente. Nesse perfodo o coeficiente da

integral ¢ proporcional a v e assim 91, no instante do ricochete sera

(1+w,)
=0) ———7%& =0), 5.80
Y1q(v ) 9(1 — w,) Giq(v ) ( )
onde aproximamos o integrando em primeira ordem em v. Note que o valor da per-
turbacao nesse ponto nao depende da constante arbitraria da integral ja que essa é mul-
tiplicada por v. Por fim, nesse calibre a perturbacao £ é dada pela Eq. (3.112) e nessa
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fase é expressa por

3(1+w)

,'/7; V?
Ei,=— /dy /dl/ —U1q 5.81
lq qu ) 1+wq) /1 73(1 wq) 73(12 wq) 14 ( )
—3(1+wq)

Diferente de ¥,,, &1, terd uma amplitude pequena, pois o fator z,
54+3wgq

integrais ¢ muito menor que o que amplifica ¥,, i.e., , * . A aproximacao em primeira
ordem em v dos integrandos acima proximos ao ricochete é constante e, portanto, as
integrais nesse intervalo sao finitas. Com isso, temos que todas as perturbagoes nao nulas
no calibre sincrono sao no maximo da mesma ordem que (4, Oou seja, isso mostra que a
série perturbativa é bem definida durante o ricochete.

que multiplica as

5.5 SOLUCOES NUMERICAS

Nas secoes anteriores, fizemos uma série de andlises onde nos restringimos a um fluido
com curvatura espacial, ou aproximacoes validas nos regimes nao oscilatorios. Como
vimos na Secao 5.2.1, o espectro é uma simples lei de poténcia em /;a, quando os modos
congelam na fase onde somente um fluido domina. Portanto, para obter as solugoes onde
modos se tornam nao oscilatérios em uma fase de transicao de dois fluidos, temos que
fazer uma investigacao numérica da Eq. (5.4).

100

5

107 ¢

10710t

[Pel//1Pclo

10—15 L

10720t

Q0 = 10—2 _
10—25 SZTO — 1\0 ---------- I I I I I I

1073 102 1071 100 10! 102 103 10% 10°

Figura 5.1 — FEspectro de poténcias P: normalizado por Pry = PC(INfa = 1073). O espectro comeca
imvariante de escala e, quando as solugoes congelam, i.e., param de oscilar, na transicdo entre fluidos
o indice espectral muda para ng = 3. Nesse cdlculo, usamos dois valores distintos para a densidade de
radiacao Q.o = 1075 e Q.0 = 107%, ¢ 0s pardmetros Q0 = 0.25, cs = Vw = 1072, e x, = 1030,

Mesmo com muitos fluidos, quando fazemos o limite para o universo no inicio da fase
de contracao, temos que somente o fluido com menor equagao de estado dominard, de
forma que sempre podemos impor as condigoes iniciais de vacuo obtidas na Secao 5.2.1.
Isso implica em restringir o fluido que domina inicialmente como sendo barotrépico.
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Para a evolu¢ado numérica, usaremos o tempo definido na Eq. (4.48), que como ar-
gumentamos na Se¢ao 5.4.2, podemos usar durante toda a evolucao, i.e., da fase de
contracao a expansao. Como estamos interessados em observar o efeito dos modos que
se congelam na transicao entre fluidos, nos restringiremos ao caso plano. Além disso,
como o modelo de ricochete via trajetérias de Bohm, a principio, nao inclui criacao nem
destruicao de matéria, utilizamos um modelo com um fluido de poeira com w = 1078
e Q, = 0.25 e radiacio com w = 1/3 e Q, = 107°. Nesse caso, a fungao de Hubble
normalizada é expressa por

E? = Q02" 1—95—2 Qoz>0tw) 1—M 5.82
q — 0L 1:2 + 3o x3(17w) ’ ( : )
b b

a velocidade do som por

1 /1+3wR 3(1 + w) Qo
2_ - (Y7 =\ @ 7//my
%= 3 ( 1+ R ) ’ h= 40, g1 3w (5:83)
e o tltimo ingrediente necessdrio para calcular z2 (Eq. 5.7) é dado por
1 00

Avaliando independentemente o espectro gerado por cada fluido, terfamos um indice
espectral ny = 1 + 12w/(1 4+ 3w), com poeira tendo ns ~ 1 e radiagdo n, = 3. Portanto
esperamos que a evolucao numérica do sistema com esses dois fluidos resulte em uma
combinagao desses dois espectros. Observando a Figura 5.1, vemos que, de fato, temos o
comportamento esperado para cada fluido para certos valores de k, e na interface o efeito,
além da transicao de ng ~ 1 para n, = 3, de perda de amplitude. Isto pode ser explicado
pela Eq. (5.68). Nessa equagao, temos que parte da amplitude dos modos gerados na fase
de poeira vem do pequeno valor de w. Como o mesmo efeito nao ocorre para os modos
que congelam na fase da radiagao, temos uma perda de poténcia na transicao.

Vale ressaltar que o ganho de poténcia dos modos formados na fase de poeira pode ser
entendido observando a Eq. (5.18): nela vemos que os modos aparecem na forma 3 \/El;:a
no argumento da funcao de Hankel. Como a funcao de Hankel Y (mt) termina a fase
oscilatéria quando mt = /v? — 1/4 [106], temos, que no caso de um fluido, N
VB(8 —1). Ou seja, quanto menor for w, maior serd o valor de A para que o modo
congele. Como A o< x~'/# (Eq. 5.10), entdo mais no passado o modo congela, e como
depois de congelar os modos crescem com uma lei de poténcia, quanto mais cedo ele
congelar mais ele cresce.

Na Figura 5.1 plotamos também a mesma anélise com um valor de Q,q = 1075, como
esse valor altera o instante de transicao entre a fase da poeira e da radiacao, o valor de
k. onde ha a transicao entre os espectros também muda.

Plotamos a evolucao temporal dos espectros de poténcias de ¢ e ¥ na Figura 5.2.
Como previsto, a perturbagao ¢ depois que congela cresce ao se aproximar do ricochete
e apds ele se torna constante. Da mesmo forma vemos que ¥ tem um modo crescente
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Modos: k, € [1073,10%]
1060 T T T T T T T

1040 N - Uy e

1020 ]

100 ¢

10720 ]

10—40 ]

10760 ]

10—80 F 1 1 1 1 1 1
—80 —60 —40 —20 0 20 40 60

sign(v) logyo(zp/)

Figura 5.2 - Ewolucao de /Py e \/P; para modos k, € [1073,10%]. Os modos que congelam ainda na
dominagao da poeira tém um espectro quase invariante de calibre (ng 2 1). Para k, a partir de um certo

~

valor, 0os modos tém um espectro com ns = 3 e portanto hd um maior espacamento entre as linhas. Nesse
cdleulo utilizamos os sequintes valores para os pardmetros: Qo = 0.25, Qpo = 1072, ¢, = Jw = 1077,
e zp = 1030,

maior que (, mas que apos o ricochete se converte em um modo decrescente. Note que
durante toda fase onde Py > 1, o calibre Newtoniano é proibido, no sentido discutido na
Secdo 5.2.1. Por fim, vemos que modos k, que congelam dentro da fase de radiacio tém
um espectro com ng = 3. Essa forte dependéncia pode ser notada observando a distancia
entre as linhas de cada modo na Figura 5.2.4

4Comparada com o espectro quase invariante de escala n, ~ 0 cuja dependéncia em k, vem de uma
lei de poténcias com expoente proximo de zero.



CAPITULO 6

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, desenvolvemos o estudo das perturbagoes em modelos com ricochete.
Para tanto, o primeiro aspecto relevante que tratamos foi como determinar de forma
objetiva a validade da série perturbativa. Isso é importante, pois fazemos a hipdtese
inicial de que o universo, quando muito grande e rarefeito, é homogéneo e isotrépico em
grandes escalas. Portanto, para sabermos se essas simetrias sao mantidas durante a fase
de contragao, foi necessario determinar até que ponto as perturbagoes podem crescer antes
de violar a hipdtese perturbativa. Na Secao 3.8, mostramos quais sao essas condicoes e
também que existem calibres que nao sao apropriados quando tratamos de perturbacgoes
em um universo em contragao que atinge uma escala muito pequena (z;, ~ 103°) antes do
ricochete. Além disso, encontramos um calibre onde, mesmo as variaveis invariantes de
calibre ¥ e ® se tornando muito maiores que um, temos que as perturbacoes satisfazem
todos os requisitos necessarios para serem tratadas perturbativamente.

No Capitulo 4, estendemos os resultados da literatura, que sao restritos a fluidos ba-
rotrépicos, encontrando a Lagrangiana e Hamiltoniana para modelos de FLRW com um
fluido perfeito termodinamico geral como fonte. A mesma extensao é feita para as per-
turbagoes. Contudo, nesse caso fizemos ainda a reducao dos vinculos para quantizarmos
a teoria sem precisar impor a dinamica classica para a evolucao de fundo. Com a algebra
de Poisson para o conjunto completo das perturbagoes, indicamos também os passos ne-
cessarios para a quantizacao do sistema completo, assim como as dificuldades a serem
superadas para esse proposito.

Por fim, no Capitulo 5, fizemos uma anélise completa de um modelo com ricochete
que prové um espectro para as perturbacoes na fase de expansao, que a principio pode ser
compativel com as observacoes. Mostramos na Secao 5.2.1 que a presenca de curvatura
na fase de contragao pode afetar os modos de grandes comprimentos de onda (l%a < Qo)
gerando um espectro que é quase invariante de escala no intervalo /;:a > Opo. Tratamos
também da solugao aproximada para as perturbagoes na fase onde essas se encontram
congeladas, assim como determinamos quais sao as condi¢oes necessarias para a aplicacao
dessa aproximacao. Com o exemplo especifico do caso de contragao com somente um
fluido (Segao 5.2.1), mostramos que existem instantes na evolugao das perturbagoes nos
quais as condigoes de fixacao de certos calibres envolveriam um difeomorfismo gerado por
um campo vetorial £# que viola a hipotese perturbativa, tornando assim esses calibres
proibidos, explicitando os resultados da Secao 3.8.

Para atravessar o ricochete, mostramos na Secao 5.4.1 de forma geral que, se as
solugoes de fundo forem continuas durante essa transicao, podemos estimar o espectro
das perturbacoes na fase de expansao. Para complementar esse resultado na Secao 5.4.2,
mostramos que quando usamos o modelo de fundo quantizado e utilizamos a trajetoria
de Bohm para determinar o fator de escala, recuperamos um resultado compativel com
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o aproximado. Mostramos também, na Secao 5.4.3, que no calibre sincrono todas as
perturbacoes passam pelo ricochete finitas e pequenas. Encontramos que a amplitude
obtida para esses espectros, considerando somente a analise dimensional, é proporcional a
I,/ Ry =~ 107%. Obtemos também que, para que o espectro tenha uma amplitude préxima
ao esperado, precisamos de uma equagao de estado muito pequena ¢, = /w ~ 107 para
o fluido dominante na formacao do espectro. Isso também é compativel com a forma do
espectro, que deve ser préoxima ao invariante de escala, onde o indice espectral é dado
por ng =1+ 12w/(1 + 3w).

Por fim, confirmamos os resultados analiticos e calculamos numericamente o caso onde
as perturbagoes congelam na transicao entre dois fluidos. O efeito desse resultado no es-
pectro é o de uma transicao suave entre os espectros obtidos separadamente considerando
somente um fluido de cada vez.

Adicionalmente, no Apeéndice C fizemos o cédlculo das perturbagoes em torno de um
modelo de fundo arbitrario. E no Apéndice D desenvolvemos o principio variacional
também para as perturbagoes em torno de um modelo de fundo arbitrario para um
tensor energia—momento geral, além do caso onde o modelo de fundo é FLRW e o fluido
é perfeito e termodinamico.

O préximo passo a ser desenvolvido é o da andlise estatistica desses modelos utilizando
dados observacionais. Para tanto, além da infraestrutura ja implementada na CosmoLib
descrita na Segao 2.5.1, precisamos adapta-la para os modelos com ricochete. Como vi-
mos na Figura 5.2, durante um longo intervalo da evolucao das perturbacoes na fase de
expansao, os calibres com 6o = 0 sao proibidos, e os cédigos atuais sao obtidos consi-
derando o modo decrescente desprezivel desde o inicio da evolugao. Portanto é necessério
estudar o efeito de um modo decrescente grande e da impossibilidade de usar alguns ca-
libres na evolugao das perturbagoes. Adicionalmente os programas CMBFast, CAMB e
CMBEasy dependem de aproximacoes baseadas na forma do espectro de poténcias como
lei de poténcia e, como vimos, no nosso caso a forma de lei de poténcia se aplica somente
a intervalos de valores dos modos.

Outro passo importante a ser feito é determinar as nao gaussianidades geradas nesses
modelos. Para tanto, é necessaria a extensao da analise perturbativa em pelo menos
terceira ordem a fim de determinar a amplitude das fungoes de trés pontos. Com isso,
serd possivel fazer os mesmos testes feitos nos modelos inflacionarios nos modelos de
ricochete.



APENDICE A

GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste apéndice apresentamos uma série de definicoes e resultados referentes a geometria
diferencial que utilizados na tese, assim como, as convencoes adotadas. Para defini¢oes
precisas de todos os objetos, veja a referéncia [36] e, no que refere-se aos objetos associados
a grupos de Lie e isometrias, veja também [73, 107]. Detalhes sobre modelos cosmoldgicos
espacialmente homogéneos podem ser encontrados na referéncia [108]. Na Segao A.1 apre-
sentamos as defini¢oes gerais dos objetos geométricos utilizados e, na Se¢ao A.2, mostra-
mos alguns resultados sobre o seccionamento da variedade em hipersuperficies espacias
tridimensionais (separagdo 3 + 1), assim como relagdes entre as curvaturas nas segoes
espaciais e a curvatura na variedade. Por fim, na Secao A.3 discutimos isometrias e sua
utilizagao no seccionamento de variedades.

A.1 DEFINICOES GERAIS

O espago-tempo ¢é descrito por uma variedade M onde, em cada ponto p, define-se o
conjunto de todos os vetores tangentes a esse ponto como um espaco vetorial V,,. A uniao
de todos os espacos vetoriais V,, definidos em cada ponto p da variedade M é chamado
fibrado tangente 7'M . Analogamente, para cada espaco V,, define-se o espaco de todos os
funcionais lineares em V,, como V¥, de forma que sua uniao fornece o espago cotangente
T*M. O produto tensorial arbitrario desses espagos forma o espaco dos tensores em M
o qual denotamos como (n,m), onde n é o nimero de espagos tangentes e m de espagos
cotangentes presentes no produto. Chamamos de indices contravariantes os que referem-
se aos vetores e covariantes os referidos aos covetores. Na variedade M definimos o
tensor métrico g, de assinatura (—1,1,1,1), formando assim uma variedade de Lorentz
ou pseudo-riemanniana.

Partindo de um sistema de coordenadas em um subconjunto aberto da variedade,
a# U C M — R", denotamos 4 = u*d,, o vetor cujas componentes na base 0, = 9/0z*
sao dadas por u#, e w = w,dz* a um-forma com componentes w,, na base da*. Os vetores
possuem um produto natural associado chamado comutador, i.e.,

(@, ] = (u'0,0" — v"d,u”) 8, = [i, 1]°0,, (A1)

do tipo [,] : TM x TM — TM. Utilizaremos também o simbolo [A, B] = AB — BA para
quaisquer operadores diferenciais A e B, note porém que no caso geral o comutador nao
forma necessariamente uma algebra.

Dado um grupo de difeomorfismos com um parametro ¢, : R x M — M, temos que,
para cada valor fixo do parametro A, ¢, é um difeomorfismo, ¢y, 0 ¢x, = dx, 12y, € Do €
a operagao identidade. Partindo de um ponto fixo p € M, temos que ¢,(p) define uma
curva na variedade M e, portanto, podemos utilizar esse grupo de difeomorfismos para
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definir um campo vetorial v* que coincide com a tangente das curvas definidas por ¢, em
cada ponto. A partir desse difeomorfismo, definimos a operacao empurrar um vetor, ou
seja, dado um vetor v*|, em um ponto p € M arbitrario, obtemos um vetor ¢3v*|s, () nO
ponto @ (p).

Dessa forma, definimos a derivada de Lie de um campo vetorial u* por um grupo de
difeomorfismos, com o campo v* associado, como sendo a diferenca do campo calculado
em ¢, (p) e empurrado de volta ao ponto p menos o campo calculado no ponto p, i.e.,

£ 0" = lim O (W loa)) — !y
YT TS0 A

= [7, @) (A.2)

Estendendo essa definicao para os campos duais, temos que a deriva de Lie pode ser
escrita como
Low, = v’"0w, + w,0,v". (A.3)

Vale ressaltar que essas defini¢oes sao independentes do operador de derivada utilizado.
Existe ainda outra propriedade ttil das derivadas de Lie quando atuando em campos
(co)vetoriais ou fungdes, a saber,

["Evﬂ £u] - £[v,u]~ (A4)

Como o tensor métrico é nao degenerado, ele fornece um mapa natural entre o espago
tangente e cotangente de forma que, dado um vetor u”, definimos um covetor u, =
u*g,, com o mesmo simbolo u. Dessa forma utilizamos a métrica g,, e sua inversa
g para “subir” e “descer” indices no sentido da definicao acima. Na nossa convengao
de assinatura da métrica, dizemos que vetor tipo tempo é aquele cuja norma satisfaz
vk g, < 0, tipo espago v*v”g,, > 0 e tipo luz (ou nulo) v*v”g,, = 0. Dado um campo
tensorial arbitrario 7),,, definimos o simbolo de simetria

nuvs
T, +1T,
T(;w) = %’
e anti-simetria T T
Ty = =5,

com a extensao natural para tensores de mais alta ordem, onde o fator numérico é dado
pelo nimero de permutagoes dos indices, i.e., para uma (anti-)simetria de n indices o
fator serd 1/n!.

Dada uma métrica, existe somente uma derivada covariante compativel,! i.e., Vg, =
0, que chamaremos de conexao métrica (ou de Levi-Civita). Com isso, definimos também
a derivada direcional V, = v*V, e o tensor de Riemann

[vav Vﬁ] Uy = Raﬂuva (A5)

As suas contragoes,

R,uz/ = R;wa/aa R = Ruua (A6)

Estamos utilizando sempre conexdes com torgao nula. Veja [36], por exemplo, para mais detalhes.
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sao o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente. O tensor de Einstein G,
¢é definido como

G = R — %R. (A.7)

O tensor curvatura dado na Eq. (A.5) tem as seguintes propriedades,

Riapyu” =0, (A.8)
Riapy” =0, (A.9)
Rap(uw) = 0, (A.10)
ViyRag” =0, (A.11)

onde a propriedade (A.8) vem da defini¢ao de tensor curvatura, a propriedade (A.9) vale
para conexdes sem tor¢ao, a propriedade (A.10) para conexoes métricas, e a propriedade
(A.11), chamada identidade de Bianchi, depende das propriedades (A.8-A.10). A tltima
identidade pode ser escrita na forma

V,.G" =0, (A.12)

onde foram contraidos dois pares de indices. Definimos o tensor de Weyl como

1
Cuwvas = Ryuvas = (Guiallgp = guiale)) + 3 (Rgpg8)) » (A.13)

que tem a caracteristica de ser invariante sob transformacoes conformes e representa a
parte sem traco do tensor de Riemann, ja que seu traco em relacao a qualquer par de
indices ¢ zero.

A.2 SECOES ESPACIAIS

Suponha que escolhemos uma certa segao espacial ¥y € M, i.e., uma hipersuperficie
espacial Yy onde todos os vetores tangentes as curvas contidas nela sao tipo espago em
M .2 Portanto, uma vez escolhido Yy, temos que existe um campo vetorial n* que é
ortogonal a qualquer vetor definido em ¥, e com norma n,n* = —1. Esse é chamado
vetor normal a hipersuperficie ¥y. Definimos um conjunto de secoes espaciais ¥; disjuntas
(3¢, N Xy, = 0 para t; # t9) tal que a unidao de todas as se¢oes forma a variedade, i.e.,
U,2; = M. Utilizando esse conjunto de segoes espaciais, temos que o vetor normal n# é
definido em toda a variedade M.
A partir da métrica definida em M, podemos definir uma métrica

huw = g + nypny, (A.14)

nas secoes espaciais ;. O tensor h,, ¢ um tensor métrico positivo em ;. Quando
aplicado a um campo vetorial de M, o tensor h,, age como um projetor (portanto, ele é
idempotente) ja que, para um v* € T'M, temos que o campo vetorial o# = h*,v” é um

2Estamos supondo que a variedade M é globalmente hiperbélica. Para mais detalhes e definicdes,
veja [36].
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vetor tangente de uma hipersuperficie espacial X, dado que v#n, = 0. De forma geral,
definimos a aplicagao do projetor h[-] em um tensor arbitrario T (n, m) como

h [TN1N2~--HnV1V2me] — hulalhuzaz o hu”anhﬁlulhﬁgw o hﬁmumTalm'”a”Blﬁz...,Bma (A.15)

onde h[-] é também linear e associativo, definimos também a contracdo de um tensor
arbitrario com a dire¢cao normal n* como

r,=Tn, T"=T"n,. (A.16)
Podemos agora definir uma derivada covariante nas hipersuperficies espaciais 3;, a saber,
DaT'LLl'uQm'unulyz...zxm =h [vaT'uluQ.”#nulug...um]- <A17)

Utilizando a definicao acima, obtemos que Dyh,, = 0 e que o operador D satisfaz a
regra de Leibniz quando aplicado a campos vetoriais de >; e, portanto, ele é o Unico
operador diferencial compativel com h,,. Essa derivada covariante também define um
tensor de Riemann que correspondera a curvatura das hipersuperficies espaciais Y, as
quais denotaremos com a letra R, i.e.,

[Dyy, DoJve = Ruwa vs. (A.18)

Ao invés de escolher arbitrariamente as secoes espaciais, podemos escolher uma pri-
meira secao arbitraria ;, com um campo normal n* definido somente nessa hiper-
superficie. Entao, em cada ponto p € ¥, definimos uma geodésica v(p;t) tal que
v(p; to) = p e cujo vetor tangente £"(tg)|, = n*|,. Dessa forma temos que® y(3,,, to) = Xy,
e, assim, definimos as demais hipersuperficies como ¥; = v(%,,t). Como o vetor £ sa-
tisfaz a equacao da geodésica, temos que seu moédulo é constante ao longo da mesma,
i.e., Ve(§#¢,) = 0. Por construcao £,&#|,, = n,n* = —1 e, portanto, {,£" = —1 para
qualquer valor de t. Utilizando coordenadas gaussianas normais, i.e., as coordenadas de
cada ponto y(p; t) ao longo de cada geodésica serao dadas pelas coordenadas espaciais de
p em X, mais a coordenada temporal ¢, e sendo X* um vetor coordenado associado com
qualquer uma das coordenadas espaciais, temos que

Ve(€'X,) = E"VeX, = &'V xE, = %VX (€7€,) =0, (A.19)

onde a segunda igualdade vem do fato de que vetores coordenados comutam? (Ve X* —
Vx&" = 0). Com isso, temos que os vetores tangentes geodésicos permanecem normais
as hipersuperficies ¥;. Vale lembrar que no caso geral essas coordenadas nao valem para
toda variedade pois, quando as geodésicas se cruzam, essas deixam de ser bem definidas.
Restringindo-nos ao caso do seccionamento geodésico, temos V,n” = 0. Assim definimos
a curvatura extrinseca como

Ky = Vn,. (A.20)

3Utilizamos aqui a notacao de que a funcdo f : A — B, quando avaliada em um subconjunto S C A,
e, f(S)={f(p)|Vp e S}, significa a imagem da funcdo f quando avaliada em S.
Essa propriedade é devida a comutacao das derivadas parciais quando atuando em fungoes com pelo
menos derivadas segundas continuas.
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Usando a normalizagao de n* e a equacao da geodésica, verificamos que esse tensor é
espacial, i.e., h[IC,,] = K,,. Por definicao n* é normal a hipersuperficie espacial ¥, e
portanto, pelo teorema de Frobenius, temos que K, = v|,n, para uma certa um-forma
v,. Porém, como n* é geodésico e de norma menos um, temos que n*V,n,; = 0. Isso
mostra que n*v,n, + v, = 0 e portanto

,C[;w} = ’U[un,,} = —no‘van[un,j} =0. (A.Ql)

Esse resultado pode ser escrito como V,n,| = 0, ou seja, a derivada exterior da um-forma

é zero dn = 0. Logo, pelo Lema de Poincaré, sabemos que pelo menos localmente (em

um subconjunto aberto de M) existe uma funcao « tal que n, = V, o (para definicao de

derivada exterior e referéncias sobre o Lema de Poincaré ver por exemplo [36]).
Calculando a derivada de Lie da métrica induzida h,,, temos

Octhyy = L0y = Vihy +h,,Von® +h,,V,n,

= 2K (A.22)

2

onde utilizamos o simbolo 0, i.e.,
actTMIMQ.”Mnulug...um = TMl/lZm/anlVQm’/m =h [vEnT'uluzmuanUQ...um]a (A23)

para representar a derivada de Lie na diregao normal projetada nas segoes espaciais.
Lembrando que, no sistema de coordenadas onde n* coincide com a coordenada temporal,
a derivada de Lie nada mais é que a derivada parcial em relacao a essa coordenada.
Note que também definimos o simbolo "= J,; para representar essa derivada quando for
tipograficamente conveniente. Quando houver ambiguidade, por exemplo, quando agindo
sobre uma funcao escalar V,p = 0, utilizaremos a derivada 0. Por fim, da curvatura
extrinseca definimos as quantidades cineméticas, respectivamente, escalar de expansao e
tensor de cisalhamento,

h,.©
5

O=K,"  0mw=Ku-— (A.24)

A.2.1 Relacoes com a Geometria da Variedade

Para relacionar os tensores de curvatura da variedade M e das hipersuperficies ¥; com as
curvaturas extrinsecas de cada uma, partimos da Eq. (A.18) e substituimos as derivadas
covariantes tridimensionais por sua definicao obtendo

Rowe’ = h [Rua®] — Kuakll? + Koo, (A.25)
Rua = W [Rua] + N [Runa"] — Kua® + KooK, (A.26)

lembrando que, como definido na Eq. (A.16), Run" = Ruwa”n"ng. Usando a definigao
do tensor de Riemann a partir de derivadas covariantes,

h[Rua"] = h [2V [, Vna] = h [2V K] = 2DKya, (A.27)
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podemos reescrever o segundo termo do lado direito da Eq. (A.26) como,
h[Runo"] =h[n" (V,Vyne =V, V,n,)] = =K, "Kva — Vi K,a, (A.28)
e, consequentemente, a Eq. (A.26) é reescrita como
h[Rua]l = Rua + Vaupa + Kua©. (A.29)

Note que essa equacao relaciona a projecao do tensor de Ricci com a curvatura das
hipersuperficie espaciais e a curvatura extrinseca assim como sua derivada na direcao
normal. Para obter as outras projegoes do tensor de Ricci, partimos novamente da sua
definicao por derivadas covariantes,

Ry = V,V,n" =V, V,n* =V,K,” —V,0,

e as reescrevemos em termos das suas projecoes nas hipersuperficies espaciais usando a
o A 3 v __ 14 14 3
relacdo entre as métricas (6,” = h,” — n,n"), ou seja,

Ryun = DK, = D0 + my (Kask™ +6).
Com isso, as projecoes do tensor de Ricci nas outras direcoes sao

Ry = —KosKP* — 0, (A.30)
h[Rm| = D,K,” — D,©. (A.31)

Contraindo a Eq. (A.29), temos que o escalar de curvatura pode ser reescrito como
R=TR+20 + 0%+ K. (A.32)

Para relacionar a curvatura extrinseca com o tensor de Riemann das hipersuperficies
espaciais, partimos da Eq. (A.11) contraida com n?, i.e.,

VHRMVWB + n’ (vuRu'yaB + VVRWA&,B) = 0,
VanyaIB + Vﬂ(Rynaﬁ) + vV(‘RTL;LaB) — (]CM’YRV'yaﬂ + ICV’YR%“QB) — 0.

Para projetar a expressao acima utilizando o operador h [-], notamos primeiro que

any'yaﬂ = [Va; vﬁ]ny = 2v[alcﬁ]1/7
VOJC,&, = DaICﬁV — naVnICg,, —+ nBICCﬂICW -+ TLVICQ’YIC@W
h[VuVaKa] = DpDaksy — KaVakow + KusKa Ko + KK K,
h [ViViaKap] = DuDiaKgy — Kua VK + KysKa) Ky,

entao, combinando os resultados acima, temos

vn'leaﬁ + 2 (DMD[aIC,B}V — DVD[QIC/BM — /CV[HR,,],yaﬁ) =0, (A.33)
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e contraindo dois indices
vnR“a + DuDa@ — 2DVD(MICVOC) + DZ,DVK:QH -+ 27?,7(@,(:“/“) =0. (A34)

Vale ressaltar que as duas equacoes acima sao puramente geométricas e relacionam a
evolucao da curvatura nas hipersuperficies com a curvatura extrinseca.

E 1til também obter as relacoes inversas, ou seja, o tensor de curvatura da variedade
M em funcao das suas projecoes nas hipersuperficies. Para tanto, o tensor de Riemann
pode ser escrito da seguinte forma,

Ryvap = h[Ryvas] + 2 (h [Rywnia] g + b [Rapnju] ) + 4nph [Rojnnia]ng), — (A.35)

onde usamos as simetrias do tensor de Riemann para simplificar a projecao acima. Usando
as equagoes (A.25), (A.27) e (A.28) temos

Ruvas = Ryvap + KuaKus — KusKua — 4 (DyKyjans) + DiaKgyuni)
+4 (Va(nKojang) + nuke) Kyang) | (A.36)

com o seguinte tensor de Ricci
Rya = R+ (O + Vi) Ky +2 (D) = DK (uney) = muma (6 + KK ), (A37)
e o escalar de curvatura que ja foi obtido na Eq. (A.32).

A.2.2 Comutador das Derivadas Espaciais e Temporais

O seccionamento da variedade M induz uma direcao temporal definida por n*, que por
sua vez tem associada a si uma derivada temporal, definida pelo operador 0. (Eq. A.23),
e também uma definicao de derivada espacial dada pelo operador D,. Portanto sera
util calcular o comutador dessas duas derivadas. Contudo, esse comutador dependera do
objeto no qual elas atuam. Quando atuando em um escalar, temos

Db = |V,0| = K Dy6 + VaDyi6 = 04D,
ou seja,
[D,,, Oct] = 0. (A.38)
No caso de covetores espaciais h [u,] = u,, temos
D, 0qu, = D, (Vyu, + I u,),

=K,"Dyu, +V,,Dyu, +h (R, v+ D, (K, u,),

= O0uDyu, + (DK, + D, K, — DK, )u,

= actl),uuzx + S;w’yu'ya

onde definimos o tensor de curvatura

S, = D,K," + D,K,” — D'K (A.39)

na
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que satisfaz Sp,,)” = 0. Definimos também a contragao

ST =h"s,,"=2D,K" — DO, (A.40)

e temos que S,," = D,0O e S, = 2V,K,,. Com isso, o comutador agindo sobre
covetores é dado por

(D, Oct|tty, = S, Uy (A.41)

Para campos vetoriais temos
[Dw 6ct]uy - = 'quu'y‘ (A42)
Estendendo esse calculo é simples mostrar que

M2
[Dw act]Tulygl..vm b=
m l
§ Y HIp2. -y E Vi M2 g — 1Y i1 4]
SMVi TV1V24-~Vi—1’YVi+1-~-Vm S#’Y lTl/len-Vm ! ’ ’ (A43)

i=1 i=1

onde (m, ) definem a ordem do tensor. E bom enfatizar que o comutador com a derivada
espacial D* nao é o mesmo que com a derivada D,. Como a derivada de Lie do projetor
h#” nao é nula, é simples ver que

(D", 0] = [W7D.,, 8] = WD, 8] + 2K D.,. (A.44)

Outra quantidade 1itil é o comutador das derivadas espaciais e o operador D? que,
quando atuando em escalares, é

D,D*¢ = D,D,D" = —~R,"D,¢ + D*D,¢,
ou seja, o comutador é dado por
(D D2]¢ = =Ry Dyo. (A.45)
O mesmo calculo pode ser feito para um campo covetorial,

DuDqu = —R"' Dyu, + Ryua" Dy + Do (R, uy + DDy, )
= —R" D, + 2R 0w DUy + DoR, " uy + D*Dyyuy,

com isso, o comutador pode ser escrito como

[D,,, D*|u, = =R, Dju, + 2R 0" D*uy + DR, s (A.46)
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A.3 ISOMETRIAS

Dada uma variedade de Lorentz, dizemos que um difeomorfismo® ¢, é uma isometria
R . . . . -

quando a métrica é invariante pela operacao de empurrar, i.e., ¢y(guvlp) = Guvlorp), @

métrica no sentido descrito na Secao A.1. No limite A — 0 essa invariancia traduz-se em,

Loguw =0,

onde v é o campo vetorial associado ao difeomorfismo. Podemos reescrever as equagoes
acima como as chamadas equacoes de Killing,

goa/v;ﬂ)a + guavyva = 07 (A47)

onde o campo v* que satisfaz tais equacoes é conhecido como campo de Killing.

Se v# e &* sao campos de Killing, entao, a combinacao linear com coeficientes cons-
tantes dos dois campos ¢ também um campo de Killing. Podemos ver também que o
comutador de dois campos de Killing também é um campo de Killing, 7.e.,

"5[@5}9“” =0. (A48)

Dessa forma, como o comutador satisfaz a identidade de Jacobi

- —

(@, 0], & + [[c, al, b] + [[575]’6] =0, (A.49)

temos que o conjunto dos campos de Killing formam uma algebra de Lie.

O conjunto de todas as isometrias é representado por um grupo de Lie agindo na
variedade, ou seja, dado um grupo de Lie G, defini-se uma operacao acao do grupo
0 :Gx M — M que para cada elemento de ¢ € G o mapeamento 0(g,-) : M — M é
uma isometria. Por exemplo, o grupo de Lie associado ao grupo de difeomorfismo com
um parametro (como definido na Segao A.1) é o conjunto dos reais R com a operagao
adicao.

Um resultado importante da teoria dos grupos de Lie é que o grupo pode ser des-
crito pela algebra de Lie associada,® a menos de questdes globais da topologia do grupo.
Quando consideramos a a¢ao do grupo em uma variedade, temos que os campos vetoriais
associados a algebra de Lie do grupo sao exatamente os campos de Killing e que a algebra
dos comutadores desses campos é um homomorfismo da dlgebra de Lie do grupo.

A.3.1 Espacos Homogéneos

Dado um grupo de Lie G com uma agao 6, definimos Gp = {0(g,p) |V g € G} como
a orbita do ponto p pela acao do grupo G. Quando as érbitas Gp sao hipersuperficies

5Nesse caso estamos interpretando os difeomorfismos no sentido ativo, i.e., os difeomorfismos movem
os pontos da variedade. Note a diferenca em relagao a interpretagao passiva onde o difeomorfismo
é encarado como uma mudanca no sistema de coordenadas e, portanto, representa uma mudanca na
descrigao do espago—tempo.

6Existe um mapeamento sobrejetor entre os elementos do espaco tangente em torno no elemento
identidade do grupo e os elementos do grupo chamado mapa exponencial.
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espaciais que formam um seccionamento da variedade M, dizemos que o espago-tempo
é espacialmente homogéneo. Definimos uma curva 7(t) tal que se t; # to entao Gy(t;) #
G~(t2) e, dessa forma, temos as hipersuperficies dadas por 3; = G~(t). Portanto, dada
uma hipersuperficie ; arbitraria, temos que a acao do grupo quando restrita a essa secao
¢é transitiva, ou seja, qualquer ponto p € ¥; da secao pode ser levado a qualquer outro
q € ¥; da mesma segao via ac¢do do grupo G (3 g € G tal que 0(g,p) = ¢q). Para cada
ponto p da hipersuperficie, temos que o subgrupo U, C G que deixa o ponto imével
(Upp = {p}) é conhecido como grupo de isotropia do ponto p.

Quando restringimos a atuacao dos grupos de Lie em variedades tridimensionais,
temos que quase todos os grupos de isometria tém um subgrupo Gy C G que age de
forma simplesmente transitiva,” i.e., todos os grupos de isotropia desse subgrupo sao
triviais U, = {e}, onde e representa o elemento identidade. Note que o subgrupo Gr
tem as mesmas Orbitas do grupo de simetrias e, além disso, os vetores de sua dlgebra de
Lie sao linearmente independentes e a dimensao desse subgrupo ¢ igual a dimensao da
variedade onde ele age. Portanto, esse subgrupo representa as simetrias de translagao na
variedade.

Dado o conjunto dos campos de Killing, Ea para a = 1,2, 3, associados a &algebra
do grupo Gr, temos naturalmente uma definicao de vetor normal as hipersuperficies,
tal que, n,§,* = 0. Podemos mostrar que se o campo n* ¢é geodésico e normal a uma
sec@o espacial, entao é normal a todas, i.e., V,(n#&,,) = n*n"V,¢,, = 0, onde a dltima
igualdade vem da anti-simetria de V ,&,,, j& que este ¢ um campo de Killing. Por outro
lado, notamos que um campo normal a todas as segoes é um campo geodésico, o que pode
ser visto provando que a aceleracao a* = V,n" é zero. Para tanto, usamos a normalizacao
do campo, n*n, = —1, para mostrar que

a'n, = V,n*n, =V,(n"n,)/2 = 0.
Adicionalmente temos que
aﬂgau = (Vnn“)&w = Vn(&lﬂ) - nunyvufau = 0.

Logo, como (n*, £,*) sao linearmente independentes, entao a* = 0 e n* é geodésico. Outra
propriedade de n* é que ele é invariante pela acao do grupo, .e.,

Leny, =Ven,+n,V,E" =Ven, —§"V,n, =0,

onde na ultima igualdade usamos a simetria de V,n, mostrada na Eq. (A.21).

Vemos entao que uma variedade espacialmente homogénea possui um seccionamento
natural formado pelas érbitas do grupo de isometrias. Podemos utilizar esse fato para
escrever a métrica de forma simplificada. Definimos uma base de um-formas e®, com
a = 1,2,3, linearmente independente e tangente as hipersuperficies que seja invariante
pela a¢ao do subgrupo Gr, £¢,u€’, = 0 para todos a,b = 1,2, 3. Essa base pode ser cons-
truida escolhendo e|, linearmente independente e espacial (e%,|, = 0) em um ponto p e

"Existe uma tinica excegdo onde isso nio acontece, sio os chamados modelos de Kantowski-Sachs [108].
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aplicando a operacao empurrar para defini-la nos outros pontos. Como £.% é uma isome-
tria e n# invariante £¢_(e%,e’,g") = 0 e £¢ (e%,) = 0. Com isso, as formas permanecerao
linearmente independentes e espaciais em todos os outros pontos.

Por construcao temos que a base ¢ espacial e, com isso, podemos utilizar esses campos
para reescrever a métrica nas segoes espaciais na forma

hw/ = habeauebm (A50)

onde hgy, sao as componentes da métrica das secoes espaciais na base e,. Usando o
fato de que os campos de Killing sao espaciais, podemos mostrar que &,* também sao
isometrias da métrica induzida h,,, i.e., £¢,«h,, = 0. Dessa forma, temos que £L¢ ohy, =
£.40ahgy = 0 e, portanto, hy, é constante nas hipersuperficies, ja que £.* sao linearmente
independentes.

Podemos definir essa base arbitrariamente em cada segao espacial, porém é conveni-
ente defini-la em uma hipersuperficie inicial e definir a base nas outras se¢oes impondo
que seja empurrada, i.e., ¢*, = 0. Partindo dessa definicao podemos ver que a base e,
mantém todas as propriedades impostas na secao inicial. Primeiro vemos que a base
permanecera ortogonal a n#, ou seja, O(e%,) = €°,0n" = 0. Segundo, da forma que
construimos o campo normal n*, temos que os difeomorfismos gerados por n* comu-
tam com os definidos pelos campos de Killing &,#, i.e., quando agindo sobre um campo
arbitrario w temos

[Oct, Le,JW = LW =0,

onde usamos que [n,&,] = —£¢, 7 = 0. Com isso, temos que JyLe, e’y = £e,6% =0
e deste modo como a base é invariante (£¢,e",], = 0) na hipersuperficie inicial serd
invariante em todas.

Por fim, quando o grupo de isometrias é tal que em cada ponto o grupo de isotropia é
isomérfico ao grupo de rotagoes tridimensional G, = SO(3), temos que as segoes espaciais
sado isotrépicas em cada ponto. Dessa forma, pode-se mostrar (ver por exemplo [108])
que a métrica na base invariante é diagonal, i.e.,

hap = 0*6a, (A.51)

onde a ¢ uma funcao arbitraria do tempo e constante nas hipersuperficies, u.e., D,a = 0.



APENDICE B

TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Quando trabalhamos com modelos cosmolégicos utilizando a RG, precisamos especificar o
conteudo material via tensor energia-momento. Porém, a equacao de Einstein (Eq. 2.2)
em conjunto com as identidades de Bianchi (Egs. A.8-A.11) nao sdo suficientes para
determinar completamente a forma do tensor energia—momento. Existem varias formas de
especificar o conteido material, por exemplo, se é conhecida a Lagrangiana que descreve
a dinamica do contetido material, entao é natural usar sua variacao em relagao a métrica
como tensor energia—momento. Contudo, muitas vezes a evolucao do conteido material
é muito complicada ou é irrelevante para a escala que estudamos, com isso, é conveniente
definir o tensor energia—momento de alguma forma que esse descreva o comportamento
médio do contetido. Com esse objetivo, podemos usar a teoria cinética para obter o tensor
energia—momento de primeiros principios ou podemos, partindo de consideracoes sobre
equilibrio local, utilizar termodinamica para determinar o tensor energia—momento. Para
uma revisao sobre teoria cinética em espago-tempo curvo veja [109] e [110, cap. X], e
sobre termodinamica e (nao)equilibrio local veja [111-115].

Nesse apéndice trabalhamos a decomposi¢ao do tensor energia—momento da mesma
forma que fizemos para a geometria na Secao A.2. O fluxo de observadores definidos por
um campo vetorial n* determina o referencial que usaremos para discutir o equilibrio
local e como sua imposicao restringe a forma do tensor energia—momento.

B.1 DECOMPOSICAO DO FLUIDO

Dado um campo vetorial tipo tempo e normalizado n*, podemos definir as mesmas
projegoes definidas na Se¢ao A.2. Mesmo que o campo nao seja ortogonal as hiper-
superficies, essa projecao continua valendo com a restricao de nao descrever mais uma
secao do espaco—tempo. Note que nesse caso

Vun, =K —nyuay, (B.1)

onde a, = V,n, representa a aceleracao das trajetorias descritas por n*, I, =h[V,n,]
e hla,] = a,. De forma geral o tensor energia-momento 7},, pode ser decomposto como

Ton = p, (B.2)
h [Tnl/] = —qu, (B3)
h [T,LW] = ph,ul/ + H,uua (B4)

onde p representa a densidade de energia medida pelo fluxo n#, ¢, o fluxo de energia
espacial (h[g,] = ¢.), p a pressao isotrépica, I, a pressao anisotrépica com II,# =0 e

128
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h(l,,] =II,,. Com as defini¢des acima, podemos reescrever o tensor energia-momento
como
Tuy - pn'u,ny + ph“y + 2q<un1,) + H“y~ (B5)

Pela equacao de Einstein (Eq. 2.2) e identidade de Bianchi contraida (Eq. A.12), temos
que o tensor energia-momento deve satisfazer V, 7" = 0, o que implica nas seguintes
equacoes,

n,V,T" =V, T —T"V n, = =V ,(pn" + ¢") = T"'V,n,),
= —p—Op—Vug" = T" (K(u) — nuan)) ,
=—p—06p—-V,¢" —pO —-11"0,, — ¢"a,,

onde o escalar de expansao e o cisalhamento do fluxo n* estdo definidos na Eq. (A.24).
Dessa forma temos

p+ @(P +p) + vuqu + H'uuo-uu + q'uau =0, (BG)
e, com a projecao,

h[V,T"] = h[V, (pn*n” + ph" + 2¢"n") + 11")],
= pa” + D"p + pa” + "¢, + ©¢" +w"’q, + D, JI*,

ou seja,
4y + Oq, + g + (p +p)a, + Dyp + DI1Y, = 0. (B.7)

B.2 HIDRODINAMICA RELATIVISTICA

Impondo que o tensor energia—momento é o de um fluido termodinamico em equilibrio
local, podemos restringir substancialmente a forma do tensor 7),,. Para um fluido em
equilibrio ou perto do equilibrio, podemos supor a validade da equacao de Gibbs para
um elemento de volume suficientemente pequeno (ver [111, cap. 3]), i.e.,

d(seeV) = B(d(peV) + pedV) + aad(eV)), (B.8)

onde s, = S/N, p. = E/V e e = N/V sao a entropia especifica (entropia por particula) e
as densidades termodinamicas de energia e de particulas, respectivamente, o, ¢ a afinidade
das particulas consideradas, p. representa a pressao termodindmicae V = [ vhd3z, onde
h ¢ o determinante de h,,, ¢ o volume de uma regiao do fluido. Se considerarmos o
volume V' em outras segoes espaciais como o volume inicial arrastado via n*.! temos que

V =0V2

1Os pontos do volume V sdo definidos nas outras hipersuperficies via transporte de Lie, tal como feito
na Segao 2.4 para os pontos da trajetéria do féton.

2Na Segao D.1 mostramos explicitamente como calcular a derivada do determinante. Note também
que tiramos o fator de expansao © de dentro da integral. Isso vale no caso onde © é constante no volume,
ou quando o volume é pequeno o suficiente para podermos considerar © constante quando integrado nele.
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Podemos agora calcular a evolucao temporal da entropia derivando a equacgao acima,

0t (85e€V) = B(Oet (V) + V') + a0 (V)),

ou seja,
et (508) + O(se€) = B(fe + Ope + pe)) + (O + €), (B.9)
V. (n"see) = B(pe + O(pe + pe)) + @V (nte). (B.10)
Se escolhermos o campo n* como sendo paralelo ao fluxo de particulas N# = —en#, temos

que o ultimo termo da equagao acima ¢ simplesmente o,V ,N#. Contudo sabemos que o
campo N* deve ser conservado,® e no caso em que o nimero de particulas nao se conserva
a afinidade é nula. Desta forma a equacao acima pode ser reescrita como,

V.S = —Bn,V, T, (B.11)

onde definimos o vetor entropia associado ao equilibrio como S,/ = se.en’. Lembrando
que o campo vetorial é colinear ao fluxo de particulas n* = —N*/e e o tensor do lado
direito é o tensor energia—momento associado as quantidades termodinamicas, i.e.,

TH = pen*n” + pcht”. (B.12)

. v . o .
Com isso, podemos escrever o tensor energia—momento como a parte do equilibrio mais
parte dissipativa T = T + Tyg"”, e usando a Eq. (B.5) temos

Ta" = panyny, + pah + 2qn,) + 1, (B.13)

onde a energia e pressao do termo dissipativo sao definidas por pg = p — pe € Pqg = P — Pe,
respectivamente. Como o tensor energia-momento ¢ conservado temos que V, 1./ =
-V, T4". Usando essas defini¢coes podemos reescrever a Eq. (B.12) da seguinte forma

vuSeH = _ﬁn,uvuTe'uya

v,useu = ﬁnuvdewj?

V.St =V, (BTq"™) — Ta"'V,(Bn,),

V#S# = _TdMVVV(/Bn#)J

onde definimos o vetor entropia por
St = St — BTy = S + Bqg* + Bpant. (B.14)
O divergente do vetor entropia definido acima sera dado por

Ta"'V,(Bny) = Ta"" (Vo Bny + BIKy, — nuay)),
= 32pa0u(87") + Bpa® + B¢ (DS~ + a,871) + BT 0y,

3No contexto da teoria cinética, o fluxo N* é simplesmente o primeiro momento da distribuicio no
espaco de fase e pode ser mostrado que V,N* =0, ver [109, 110].
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Para que o campo de entropia S* satisfaca a segunda lei da termodinamica, i.e., V,5* >
0, precisamos que

—(82pa0ut(B7") + Bpa® + B¢ (DB~ + a,) + pII*0,,) > 0.

Para tanto escolhemos as seguintes equagoes de dissipacao

pa=—Cp,0a(8), (B.15)
pa = —¢0, (B.16)
g = —co(D,.B +a,87Y), (B.17)
H,uu = _CH(Uuu)a (B18)
onde os coeficientes ¢,, ¢, e cry sao positivos. Com isso, temos finalmente,
2.2 2 2 1 TI#11 5
V#Suzﬁpd +6pd +6qqu+ﬁ s, (B.19)

Cp Cp Cq Cr1

Com essa construcao, se exigimos o equilibrio local, ou seja, que a inequagao acima seja
saturada, temos
2.2 2 2 1 Qv
Bpa” | Bpa” | F¢'q. | BUM™ILL,
+ - -
Cp cp Cq I

=0.

No entanto, como todos os termos sao positivos definidos, o equilibrio local é obtido se
e somente se todos os termos dissipativos forem zero. Note contudo que a exigéncia de
forma de fluido perfeito, ou seja,

T;w = PNy +phw/7

nao impoe necessariamente o equilibrio local, pois ainda podemos ter pressao pq e densi-
dade de energia dissipativas pq nao nulas.

A construcao acima pode parecer um tanto arbitraria dado o numero de escolhas
feitas. Porém, vale notar que essas escolhas sao baseadas em resultados da teoria cinética
e que, dada as escolhas acima de termos dissipativos no limite nao relativistico e para
campos gravitacionais fracos, as equagoes dissipativas se reduzem a hidrodinamica nao
relativistica via equacoes de Navier-Stokes e Fourier. Outro ponto importante é que essas
escolhas levam a uma teoria nao causal, no sentido que nela a equagao de difusao preve
propagacao instantanea de temperatura. Isso pode ser corrigido adicionando termos
quadréticos ao vetor entropia, recuperando propagagoes causais [115].

B.3 TEORIA CINETICA RELATIVISTICA

Diferente da termodinamica, a teoria cinética tem sua extensao a variedades métricas
arbitrarias bem definida. O objeto do seu estudo é a fungao de distribuigao f(z,p) que
identifica o nimero de objetos com quadrivetor momento p* e posi¢ao x*. E possivel
mostrar que essa funcao satisfaz o equivalente relativistico do teorema de Liouville e,
portanto, define-se a equacao de Boltzmann para tal funcao.
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Ao considerar estados no equilibrio, o termo de colisao da equacao de Boltzmann
impoe a seguinte forma para a fungao de distribuicao,

fla,p) oc ettedr”, (B.20)

chamada distribuigao de Maxwell-Jiittner, onde a, e 3, sao funcoes da posicao a se-
rem determinadas. Aplicando o operador de Liouville a distribuicao acima, obtém-se o
resultado,
'V, — cpt'p’V,,p, = 0. (B.21)

Como a distribuicao é funcao da posicao e do momento, essa equacao deve ser satisfeita
para qualquer ponto e qualquer p#. Nesse caso temos V,a, = 0 e V(,5,), ou seja, a,
é constante e 3, um vetor de Killing tipo tempo.* Esse resultado nos diz que para a
métrica de FLRW s6 pode existir equilibrio se © = 0, ou seja, para o caso estatico.

Porém se restringirmos a distribuigao f(z,p) a classes especificas de particulas de certa
massa, i.e., p'p, = —m?*c?, o resultado acima nao é imediato. Para o caso de massa zero,
temos que, para o equilibrio, basta que V(,3,) « g, pois p*p, = 0, ou seja, que exista um
vetor de Killing conforme tipo tempo. Esse é exatamente o caso das métricas de FLRW.
Como vimos na Secao 2.3, o vetor n# satisfaz V(,n,) = ag,,, com isso, concluimos que
no caso de um universo de FLRW a radiacao entra em equilibrio térmico com

1 a
Bﬂ - aokBTonu - (]ng{?BTgnm (B22)
onde identificamos a constante 3 como o inverso da temperatura, i.e., 7 = kgT = 7!
e kg é a constante de Boltzmann. Nesse caso recupera-se o resultado usual que para
a radiacao o equilibrio ¢é atingido, a temperatura como fun¢ao do tempo é dada por
T = Thag / a e a, ¢é constante e portanto irrelevante.
Considerando agora particulas de massa m e restringindo ao caso de uma métrica
de FLRW, temos que o campo (3, deve ser paralelo a 3, = n,, pois caso contrario, o
tensor energia—momento obtido da distribuicao f(z,p) conteria diregoes diferentes de n*
e, portanto, ndo compativel com a geometria (ver Eq. 2.15). A fungao a, e [ devem
depender somente do tempo cosmico ¢, pois, pelo mesmo argumento acima, o tensor

energia—momento deve ser constante nas hipersuperficies. Aplicando essas restrigcoes a
Eq. (B.21), obtemos

puvuaa - Cpupyv,uﬁu = p”da - CpMpV(_nMBnV + 5’C;w)7

. . ©
= plda+ pl?f - eop?B,
= /M2 + pL2d, + c(m*c + pt?) s — Hpt2p,

onde usamos os mesmos simbolos pl e pt# da Secdo 2.4 e a curvatura extrinseca da
Eq. (2.10). Usando a equagao acima, reescrevemos a Eq. (B.21) como

. H 12
Ay + /m2ch + pl2c2f — _Hp'B 0, (B.23)
/m2c® + pL2

4A necessidade de B, ser tipo tempo vem do fato de que a integral de f(x,p) sobre todos os momentos
deve convergir, o que acontece somente se 3, for tipo tempo.
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e expandindo em poténcias de p2/(m?2c?), obtemos em primeira ordem

12
. 2H
Oet (s +mc®B) + v (6 - —ﬂ) =0. (B.24)
2m c
Nesse caso vemos que existe a solucao
2
a
= B.25
B kBCL%TO ( )
2 a? mc? (B.26)
Ay = —mcf = ———, .
a% ]CBTO
onde escolhemos a constante o, + mc?3 = 0. Observamos com esse resultado que a
temperatura evolui como T = Tya3/a* e o potencial quimico u = —a,/B = mc* como

esperado.
Podemos entender a expansao acima da seguinte forma. Da definicao da funcao
distribui¢ao no equilibrio, Eq. (B.20), temos que para universos do tipo FLRW

F(,p) = foeos=oP",

Fazendo a razao da distribuicdo acima para valores diferentes da energia pll, obtemos

flz,p1)/f(x,p2) = e cBli—plla)

Suponha que o estado marcado por p; tem momento proporcional a mec, de forma que
p”1 = 2mc, e o estado marcado por p, tenha o momento muito menor que mc, como na
expansio acima temos ply = mc + (pt2)?/(2me). Dessa forma a razio acima é dada por

2
1

Q(PQ)
p)

mcT—

f(@,p1)/ f(@,p2) = €_ﬁ< h ) ~e e (B.27)

Isso mostra que, se Bmc? = mc?/(kgT) > 1, os estados com momento proporcional a
mc nao sao importantes se a temperatura for muito menor que a energia de repouso das
particulas, e nesse caso vale a distribuigao dada pelas solucoes Eq. (B.25) e Eq. (B.26).

Em resumo temos que fluidos com particulas de massa zero atingem equilibrio térmico
mesmo em universos de FLRW. Esses fluidos sao caracterizados pela equacgao de estado
p = p/3 e a sua temperatura evolui com o tempo da forma T = Tpag/a = Tox (com
a varidvel z definida na Eq. 2.38). J4 fluidos de particulas com massa em estados cuja
temperatura é muito menor que a energia de repouso, i.e., kgT < mc?, o equilibrio é
atingido aproximadamente. Nesse caso temos a equacao de estado,’

p= ;pcin =2/3(p —mc’e) = pl:f—g,

onde pein ¢ a densidade de energia cinética e a temperatura evolui como T = Tyz?2.

Para mais detalhes sobre teoria cinética em espacos curvos com a definicao precisa da
fungao distribuicao assim como a deducao da distribuicao de Maxwell-Jiittner, veja [109]
e [110, cap. X] e, para uma exposicao sobre teoria cinéticas especializada em universos

de FLRW, veja [116].

® Aqui usamos que um gas de Fermi com baixa densidade satisfaz p = 2/3(p—mc?e) e p = €(3/2kpT +

mc?). Resultados que podem ser obtidos diretamente da teoria cinética.
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Quando consideramos um fluido perfeito em equilibrio, o tensor energia—momento é dado
por

T, = pnyny, + phy,. (B.28)

A densidade de energia p, a pressao p e o quadrivetor n* normalizado representam cinco
graus de liberdade, enquanto a equagao de conservagao do tensor acima, V,T"" = 0,
prové somente quatro equagoes, de forma que a imposicao de fluido perfeito nao determina
unicamente a evolucao do fluido. Nos casos simples, podemos escrever a pressao como
fungao da densidade de energia, i.e., p = p(p), e assim obter uma descrigdo completa
para evolucao do fluido.

Contudo, no caso geral para um fluido perfeito composto de um nico componente, a
pressao € funcao de duas quantidades termodinamicas. Por exemplo, podemos escrever a
pressao como funcao da densidade de energia e entropia especifica, i.e., p = p(p, s). Nesse
caso temos, além da conservagao do tensor energia—momento, a equagao de conservacao
do nimero de particulas e entropia, ou seja,’

£+0e=0, (B.29)
Out(se) + Ose = §=0. (B.30)

Com isso, temos as cinco variaveis do tensor energia—momento mais duas novas variaveis,
a entropia e a densidade de ntimero de particulas, e um total de sete equacoes, as seis de
conservagao mais a equacao de estado p(p, s).

Precisamos obter essas equacoes de movimento usando um principio variacional. Para
tanto seguiremos o procedimento proposto por Schutz [26]. Usamos a entalpia especifica
como potencial termodinamico, i.e., definimos ¥ = (p+p)/e como a entalpia por particula
Y =H/N = (E+pV)/N. A entalpia é fungao da entropia, pressao e nimero de particulas
de forma que ¢ = H(s, p, 1), e portanto

1
dv = 7ds + gdp, = @

_ dp
88 = TE,

) a0

Com isso, definimos uma densidade de Lagrangiana para o fluido como Ly = /—gp(1, s),

onde g é do determinante da métrica. A entalpia é definida como o médulo de um campo
vetorial tipo tempo da forma

19;4 = ﬁnu = VMXI + XQVMXS + X4vu57 (Bgl)
0? = =9,0,0" = —(V,xa + x2Vuxs + xaVus)(Voxas + x2aVoxs + xaVus) g™,

onde X1, X2, X3 € X4 sao fungoes escalares que em conjunto com s formam o conjunto de
fungoes que usaremos para variar a agao

Sf:/d4$£f. (B32)

SVer Secao B.2.
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Para isso, primeiro note que variando a entalpia em relacao a essas func¢oes obtemos

2000 = —29nt0v,,, onde
00, = V,,0x1 +0x2V,uxs + x2V,u0xs +0xaVys + xaV,0s, (B.33)
e portanto
85 =— / d*xy/=g (en*69, + Tbs) . (B.34)
A menos de termos de superficie, temos que a variacao de x1, X2, X3, X4 € s implica,
respectivamente, em
Vuen?) =0, ex3=0, V,(xeen")=0, e§=0, V,(xsen")=re. (B.35)
Contraindo a Eq. (B.31) com n*, as equagoes acima implicam que
X1 = —v. (B.36)

Duas das equacoes acima podem ser identificadas como as equacoes de conservacao de
nimero de particulas e entropia, V,(en*) = 0 e § = 0. Para identificar a conservacao
do tensor energia—momento, note que a variacao de 1 em relacao a inversa da métrica é
2000 = —9?n,n, 09", enquanto a variagao da raiz do determinante da métrica é dada
por,” 6v/=g = —\/=g09" g,.,/2. Entao para essa variagao temos

19 14 4
5Sf:—/d4x\/—_g(g n#n +pg# )69;1,1/’

2
ou seja,
T, E_—Qﬁzsﬂnn + pg = (p+ p)nyny, + P9 = pnun, + ph
= =g g e v M v p s

onde usamos a definicao da entalpia ¥ e do projetor h,,. Para mostrarmos que as
Egs. (B.35) e (B.36) s@o equivalentes a V,T" = 0, notamos que essa equacdo pode
ser reescrita como

v, T, = V,(en*)0n, +en*V ,(In,) + V,p,

=eV,(In,) — eV, s+ eV, 0.
Podemos usar a Eq. (B.31) para escrever o termo V,,(9n,) como
Va(n,) = Va(Vixa + x2Vuxs + xaVys),

= VTLVHX1 + XQanNX‘g, + X4VnVus + TVHS,

=n"(V,.Voxi + X2V Voxs + xaV,uVys) + 7Vs,

= —V#HV<VVX1 + XQVHX;J, + X4V,,8) — Vlﬂ? + TV#S,

= -V, n"In, —V,904+7V,s,

==V, 0+ 7V,s,
onde usamos que as derivadas covariantes comutam quando atuando sobre escalares e que
V,.(n'n,) = V,(—1) = 0. Essa tltima expressao é o mesmo que V,T*, = 0, mostrando

que a densidade Lagrangiana L; determina corretamente as equacoes de movimento do
fluido.

"Ver Eq. (D.8), note que ¢ = —§g"” e ¢ =" g, = —6g" g




APENDICE C

PERTURBACOES NA METRICA

Dadas duas métricas g, e g, as quais chamaremos de perturbada e de fundo, respecti-
vamente, definimos sua diferenca como d¢,, = g — g, de forma que ela seja pequena,
i.e., desprezaremos todos os termos quadraticos em dg,,. Posteriormente, de posse de
alguns resultados, discutiremos em que sentido estamos requerendo dg,, pequeno. Neste
apeéndice iremos utilizar uma métrica g, definida utilizando segoes espaciais cujas nor-
mais n” sejam geodésicas, como discutido na Segao A.2. De forma geral usaremos a
métrica g, e sua inversa para subir e descer indice dos objetos perturbados que denota-
remos com o simbolo’, e as diferencas entre as quantidade perturbadas e de fundo serao
representadas com o prefixo 9.
Dada a contracao da métrica g com a sua inversa gq,,

g#agcw — 5#V + g#aégay + dguagcw — 5#1/7

temos que
59" = =" 9" "6 gup, (C.1)

de forma que o tensor dg"” nao ¢é obtido simplesmente subindo os indices de dg,,. Assim
sendo, definimos o tensor ¢, = 0g,,,, no qual aplicaremos a métrica g, para subir e descer
indices. Note que com essa definicao ¢*¥ # dg"” e, em primeira ordem, dgh’ = —¢H”.

Primeiramente definimos as projegoes de ¢, nas dire¢oes normais e perpendiculares
como,

h [gnz/] = _BI/7 <C3)
h [g/w] = 20}“/7 (04)

e assim temos
Sw = 20n,n, + 2Bn,y + 20, (C.5)

Como discutido na Se¢ao A.1, para cada métrica existe uma tnica deriva covariante
associada tal que V0,53 = 0 € V,Gop = 0. Pode-se mostrar [36] que a diferenca de duas
derivadas covariantes ¢ dada por um tensor da seguinte forma,

(V= V)w, = L, ws. (C.6)

Como ambas as conexoes tém torcao nula, esse tensor satisfaz L[W]/B = 0. Aplicando a
diferenca das derivadas covariantes no tensor métrico g, obtemos

- Vugaﬁ = Luavgvﬁ + Lubﬂgaw (07)

136
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e, combinando diferentes ordenacoes de indices, temos

P

Loc,@’7 = _97 (voagaﬁ + V,Bgaoz - va@aﬁ) 3 (08)
Yo

- —97 (Vasos + Visoa — Vosas) - (C.9)

C.1 CINEMATICA DOS CAMPOS VETORIAIS

Em geral nao impomos nenhum tipo de simetria ou vinculos a métrica g,,,. Portanto, nao
ha, a priori nenhum tipo de seccionamento, nem campos vetoriais privilegiados, como
hé quando a variedade é FLRW (ver Secao A.3). Contudo, como estamos interessados
em pequenas perturbacoes em torno de FLRW, estudaremos a cinematica dos campos
vetoriais m* impondo somente que a diferenca entre ele e o campos normal n* seja
pequena, ou seja, dm" = m* — n# serd considerado da mesma ordem das perturbagoes
na métrica.

Os observadores descritos pelo campo vetorial m* sao aqueles que a tangente de
sua trajetoria coincide com m#. E simples mostrar que o médulo do campo m* esta
diretamente relacionado com a parametrizacao da curva dos observadores e que, quando
o campo é normalizado, as trajetérias dos observadores estao parametrizadas pelo tempo
préprio. Portanto restringimos ao caso normalizado, .e.,

Mg = —1 4 26mn* — 2¢ = —1,

o que implica que todos os campos vetoriais normalizados desse tipo satisfazem dm/n, =
¢. A perturbacao pode entao ser reescrita como

dmy, = —n,¢ + v, (C.10)

onde v, = h[dm,] guarda todos os graus de liberdade nao fixados de m* e da mesma
forma que g, usaremos a métrica de fundo para subir e descer os indices de v,. Note que
nesse caso

mt = m,g"" = nt + o + on* + B*,

ou seja, om! = v* + ¢nt + B*.
Pelo teorema de Frobenius, sabemos que se 1, for ortogonal a uma hipersuperficie

A~

entao 1, V,m,) = 0. Calculando a derivada covariante de 7, obtemos
Vi, = K — 0K, — Vudn, + V0, + L "n., (C.11)
e aplicando a condicao do teorema na expressao acima temos
ny Vv, =0,

onde usamos a simetria de K,, e L,,7. Reescrevemos a expressao acima da seguinte
forma,

(”vD[uUV} + ny Dpyvy) + ”uD[VU’ﬂ) =0,

Wl

Ny V) = nph [VMUV]] =npDuvy) =
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ou seja, temos que 7, ¢ ortogonal as hipersuperficies se e somente se Dy,v,; = 0. Entao,

pelo menos localmente, temos que v, = D, f para uma funcao f arbitraria. Se ao invés de

definir arbitrariamente um campo 7m* tivéssemos dado uma funcéo tempo arbitréria ct,

obterfamos que v, = D,,(cf — ct) satisfazendo automaticamente o teorema de Frobenius.
O préximo passo ¢ definir o projetor das hipersuperficies definido por g,, como

hw = G + 1,70, = 4 Oh,, (C.12)
onde
Shuy = G — 20n,m + 2vm) = 2(vnw) + By + Cuw). (C.13)

Note que, quando o campo 71, nao for ortogonal as hipersuperficies ele nao definira

secoes espaciais e o projetor h,, nao tera o mesmo significado. Contudo, a definicao
desses objetos sera 1til para ambos os casos. Subindo um dos indices do projetor temos

6h,” =n,(B" +v") + v,n". (C.14)
De forma anéloga, a inversa do projetor é dada por
e = M 4+ kY = h + S, (C.15)

onde a diferenca é dada por
Shi = 2plp?) — 20m (C.16)

Podemos calcular agora a curvatura extrinseca associada ao campo m,. Como agora
esse campo nao é necessariamente geodésico, a curvatura extrinseca é dada por K,, =

~

h [@my}. Expandindo obtemos
Ky = h [Ku + L 1y — Vuon, — 0K, + V0.,
=Ku +2(B" + 0Ky + Dyvy + h (L ny| — 0K,

onde o termo projetado ¢ dado por

o

n
h [Lp,uvn'y] =h |:_? (vp,gcn/ + vuga,u - vagp,u) ;

1
- _ih [Vilsovn”) + Vi(oun”) = Ky sor = Ko7Son = Vs,

1
=3 (46K, + 2D, By + 2K ,.7Cyy + 2K, Cyrp + 2V, Cr) )
= 20K, + DBy + Cou. (C.17)

Substituindo esse resultado na curvatura extrinseca, essa fica escrita como

k\:,uu = IC,LLI/ + 2(B’Y + UW)K:'y(p,ny) + D#Ul, + D(HBV) + Q”CNV + C,Lw- (C18)
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Usando a métrica perturbada para subir o indice de K, obtemos também a versao com
um indice covariante e outro contravariante,

I/C\u” = (1+ )K" + K2 (h,*van” + hg” (v* + B*)n,,) + D" + D, B,)h"”
+C0 = 2K,7C" + 2K,/ C,, (C.19)
e contraindo a equacgao acima, temos o trago, que é conhecido como escalar de expansao

perturbado,

~ ~

O = K,uh" = O + Dyv® + Dy B* + ¢0 + C, (C.20)
onde C' = C,,h*". Pela Eq. (C.18) vemos que a vorticidade é dada por
@Iﬂ’ = ’C[MV] = D[MUV}, (0.21)

e como se espera, quando o campo m* é ortogonal as hipersuperficies, a vorticidade é zero.
Subtraindo o traco obtido acima da parte simétrica, obtemos o cisalhamento perturbado

(O}

~

_ h
O = Ky — =

3 Y

h,© :
5 2B+ 0K + Divyy + DBy + 9Ky + Cu

h,.. : 20
-5 (Dav™ + DaB® + 60 + C) - =5 (V) + By + C)
= (1+¢) o +2(0" + B7)oyum) + D' (vy + By)

. 2
+Ct + 3 (Co, —0OC",,),

(C.22)

Qnde D', = DyhyyY — h%DV. O tensor C*,,, é definido como a parte sem traco de C,,,,
i.e.,

h
C'w =0, — %C. (C.23)

Como discutimos acima, m* nao é necessariamente geodésico, portanto outra quanti-
dade cinematica de interesse é a aceleracao das curvas definidas por m*, ou seja,

i = Vit = (V7 + BY)K* + ¢n* + V,(v* + B*) — Log"n®n’.

Usando a Eq. (C.8) projetamos o tensor L,z e, assim,
uo

Lagnn’ = = (Valsosn”) + Va(soan®) = Volsasn™n’) + Vo (nn?))

= 2¢n* + V,,B* + V*¢ + K", B®,
= 200" + g" B, + V"¢, (C.24)

Substituindo esse resultado na aceleragao obtemos
a'" = —-D"¢ + hHy,,. (C.25)

Como a aceleracao é de primeira ordem, o seu covetor ¢ dado por a, = a" gy, = —D,¢+7,.
Se o campo m* for geodésico entao v, = D, ¢.
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A~

Podemos agora calcular o tensor de Riemann associado a derivada covariante V. Para
tanto partimos da sua definicao,

Vi, Vilwa = Rywa®ws,
utilizando a Eq. (C.6) obtemos
Ruve’ = Ruo” + 2V, Lo + 200, L, 7, (C.26)

e consequentemente o tensor de Ricci em primeira ordem,

~

Ry = Rya + V,Lyo” — V,L,o". (C.27)

Lembrando que o tensor de Ricci é simétrico temos somente trés possibilidades para pro-
jetéd-lo: 0R,,, h[0R,.] e h[0R,,] as quais chamaremos de tempo-tempo, tempo-espaco e
espago—espago, respectivamente. Como as equagoes de Einstein (Eq. 2.2) dependem so-
mente do tensor de Einstein e consequentemente do tensor de Ricci e escalar de curvatura,
nas proximos secoes calcularemos as possiveis projecoes descritas acima.

Independente da projecao, o primeiro termo da perturbacao 62,, pode ser escrito
como

V;LLyaV = _v‘u [97 (vygaa + vagou - va§ua>:| )
=V, Va(é—O). (C.28)

Outras projegoes uteis nas segoes seguintes sao:

nnt

n n’n*
h[L,."] = —h [ 5 (ViuSya + Vasy — V’Ygﬂa):| =—h [ 9 vag’m}

= —D.¢— KB,

2
= —V,Cu + DBy + 2K1,“Cyja,

= —hJNCl,U + D[MBV],
e

h[L.."] = _Th [ViuSia + Vasy = VaSual,

— —KpaB” = 07 (D,Cha + DoClyp — DoCla)

1
h [an/] = h |:__ (Vnguu + Vﬂ(nagzxa) - ’C,uagua - Vu(naga,u) + Kuaga,u):| 9

Em conjunto com as projecoes ja calculadas nas equagoes (C.17) e (C.24), obtemos a lista
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completa de projegoes do tensor L,gH:

Lo, = —o, (C.29)
h [L,."] = h‘”B + DFo, (C.30)
h[L,s"] = —Dsgo — Kz B (C.31)
h [La n] = 2¢IC@5 + D(aBg + Cag, (032)
h [Lng ] = 050 + D[gB 15 (C.33)
h[Lag!| = —KapB" — h*7 (DyChp + DgClo — D1Clp) . (C.34)
C.2.1 Projecao Tempo—Tempo
Usando a Eq. (C.27) obtemos essa proje¢ao como
R, = V,L,,"nn* — V,L,,"n"n*
O primeiro termo pode ser obtido diretamente da Eq. (C.28)
V,L,."'nn® = 9%(¢ — C). (C.35)
O outro termo a ser projetado é
VoL "n*n® = V, (L") — 2L, K, Fn®. (C.36)

Utilizando a Eq. (C.24) reescrevemos o primeiro termo do lado direito como

Vo (Lp”) = V., (290" + g"*B, + V¥ ¢),
= 2(¢ 4 ©¢) + DB, + V3¢,

onde V2 = V.V, que por sua vez quando atuando em escalares pode ser ainda simpli-
ficado

V2 = gV Vo = D’ — ¢ — 0,
onde D? = D,D®. Obtemos entdo

Vo (Lnn") = ¢+ O¢ + DB, + D?6. (C.37)
Agora o segundo termo da Eq. (C.36) depende da projecao obtida na Eq. (C.33) e portanto

L.,,' K} =-K"V,Cp,
e, assim, a Eq. (C.36) fica escrita como
V,Luo"n"n® = ¢ + ©p + DB, + D*¢ 4+ 2KV ,,C,,,. (C.38)

Com isso, reunindo os resultados acima, obtemos a primeira projegao

0Rny = —(C'+O¢ + D'B, + D*¢ + 2K"'V,C.,,). (C.39)
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C.2.2 Projecao Tempo—Espaco
Para obter essa projecao partimos novamente da Eq. (C.27)
h[0Rna] = h[n*V,L,."] —h[n*V,L,."],
e usando a Eq. (C.28), o primeiro termo da equagao acima fica dado por
h [0V, Luo"] = VaDa(¢ — C) = Dalu(¢ — C) — Ko Dy (¢ — C).
O segundo termo pode ser separado em duas partes,
h[n*V,L,."] = h[n*(V,(he"Luw") — OneLu” —neV,Lua)l,
=h[n"V,(h,"L,.7)] — (© + V,)h [L,."].
A segunda parte pode ser calculada usando a Eq. (C.31), i.e.,
(©+V,)h[L,," | = —=(©+V,)(Dyp + K,"B,).
A primeira parte é separada ainda da seguinte forma
h[n*V,(h,"L,e")] = h[n"h,"V,(h,"L,, )],
=h[V,h[L.."] — KAh L] — Kuah L")
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(C.40)

(C.41)

(C.42)

(C.43)

Das projegoes acima, a ultima é simplesmente a projegao da Eq. (C.30), que fica dada

por .
’Cuoch [L’rmlj] = lCoc’yB'y + ICaWD%b,

e a segunda projecao pode ser escrita utilizando a Eq. (C.34) como
K,'h L, = KK B” — K* (D,Cye + Do Cyyy — DyCla)
= KK B — KMD,C,y,,.
Para calcular a primeira proje¢ao partimos da Eq. (C.33)
h (Vb [Loa’l) = h [V (<hoaCo7 + DBy ) |.
= —hyoD"C,7 + DD\, B,
e finalmente, combinando as Eqs. (C.44-C.46), obtemos a Eq. (C.43)
h[n"V,(h,"Lyua”)] = —hea D"C,7 + D" Dy B, + K,'KuaB” + KM D,C.,
— K.'B, — K" D,¢,
= —h,oD"C,” + K*'D,C,,, + D" D, B,) — K"V, B,
— KD,
e substituindo na Eq. (C.41) temos
h[n"V, L] = —hea D'C,7 + KM D,C.,p + DY Do By + B, (0 + V)K"
— Ko "Dy + (0 + V,,) Dy
Unindo os resultados dessa se¢ao obtemos
h[n"0R,.] = —DaC + Ko'D,C + hyoD'C,° — K*'D,C,,, — D" D}, B,
— B, (©0+V,)K,” + K."Dyp — ©D,¢.

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)
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C.2.3 Projecdo Espaco—Espaco
Para completar o conjunto de projegoes partiremos novamente da Eq. (C.27),
h[0R,] =h [V, L.."] —h[V,L.."].
A primeira projegao é obtida diretamente da Eq. (C.28),
0 [V,Lua’] = DpDa(6 = €) = Kpada(é — C), (C.48)
e o segundo termo ¢ dividido da seguinte forma
h [V Lya"] = h [V,(8,700705" L0 ™)
=h[V,h[Lu"]] = 2K, eh [Lun"] = (© + Vo)h [La"). (C.49)
Calculamos a primeira proje¢ao usando a Eq. (C.34),
h(Voh L") = =Dy (K BY) — 2D,D(,C" ) + D*Cpia, (C.50)
a segunda com a Eq. (C.33),
2K, ah [Ln”] = —2K 0 0o Cy7 + KoY DB,y + K, Do By, (C.51)
e a terceira com a Eq. (C.32),
(0 + Vo)h[Lu"] = (0 4+ V,.) (20K 0 + D(uBay + Chia)- (C.52)
Reunindo os resultados acima, obtemos

h[6R,0] = (DyDo — KuaOet) (¢ — C) + D, (KuaB”) + 2D, D(,C" oy — D*Cluq
—Ko"DyB, — K, DyBy +2(0 + V) (0K ua) + (© + 0u) D(Ba
+(©+ act)oua - 4K(aﬁyc’u)v + 40 Ky Cro, (C.53)
e calculando a versao com um indice covariante e outro contravariante, temos
h[0R,”] = h[0R,|h* —h[R,,]B” — 2h [R,*|C.",

= (D,D" - K,”0u4)(¢ — C) + D,D,C"" + D,D"C,” — D*C,”

- QDV(ICM[’YBVU + K" DuBY 4 2(0 + Vi ) (9K") + (O + 0ct) (D Bayh™)

+ (0 +9.4)C," +2(0 + 04)(C K — K, CLY)

+D,©B" -2R,C,". (C.54)

Na préxima secao calculamos o escalar de curvatura que depende da quantidade,

h [0 Ru]h*™ = (D* — ©04)(¢ — C) + D,(0B") + 2D, D,C" — D*C — 2KV ,,C,
+ (0 + V,)(200 + D,B* + C + 2C,,,K"). (C.55)
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C.2.4 Escalar de Curvatura

Partindo dos resultados das se¢oes anteriores calculamos o escalar de curvatura da métrica

9uv, €.,

~

R = R0 = R— R"¢,0 + h[0R,a]0"* — 6Ry,. (C.56)
O tnico termo ainda nao calculado é

RFG,0 = 2(R™¢p 4+ h [R*"| B, + h [R"]Cla),
= 2(—(KK' + ©)¢ + (D K — D'O)B,, (C.57)
+ (RF' + V, K 4+ KF0)Cla) ,

onde utilizamos as projecoes do tensor de Ricci que sao dadas nas Eqs (A.29-A.31),
calculadas na Secao A.2. Com isso,

SR =2(C +©C + D"D"C,, — D*C + K"V ,C,,, — R"C,,)
+2(v,D,B"+K"D,B,+ B"D,© + 60D,B") (C.58)
+2(0¢ + 200 + D*¢ 4+ O%¢ + K, KM b).

C.2.5 Tensor de Einstein

Para encontrarmos as equacgoes de movimento, precisamos calcular o tensor de Einstein
em funcao das perturbagoes. Para tanto temos

s R+ a.0R
G = Ry — %R — G+ R, — %, (C.59)
G#CM = G#Vgl/a == G#a + (5R/J'V - R‘u"ygfyy - gu2 ) gl/a' (0.60)

Como fizemos para o tensor de Ricci, calcularemos 6G,, em termos das projecoes, sendo
a primeira dada por

R
6Gnn = 5Rnn - Rnryg'yn +

=0oC + D"D"C,, —21cwvnc,“, — D*C —R"™C,,
+ D, (0B — K", B") + (0% — K,,K")é. (C.61)
As projecoes cruzadas sao
h [5Gnﬂ} = 0R,h"P — angwh”ﬁ, (C.62)

= 04D, O + 2K*'D,C,P — K,,,D?C* — 8,,/C*" — D°C + K*'D,C
— h’ D" DB, — B,(© + V,,)K? + (K, K" + 6)B”
+KPD,¢ — 0D ¢,
h[0G5"] = h[6Rns] — R, smh"s, (C.63)
= —DsC + Kz"D,C + h,3D'C,” — K DsC.,
— D'DigB,; + Ry, B”
+K5"Dyp — ©Dgp + 2(D,K 5 — DO)o.
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Por fim, os termos espaciais sao

h [5Gua]hav = ruvaﬁ(DaDﬁﬁb + ICocﬁ(CZ.5 + @¢) + 2¢ancaﬁ)
+ O (hap K — Kash,w)
+ K D By + Ky "Dy By
+1,°?((© + V,.) Do Bgy + B'D,Kop) — 1,7’ D, Kop B,
+ Dy By (K,,h*? — h,, KP)
+ 1, (2D, D(oC" 5y — Dy DsC) — D*DP (ho5Cl — h,Cog)
+ (Ot +0) Oy — 4K (%N, ) Clas + 4K (2K, Clas
1,0, KogC — hy (C + (K — R)V,,Clp)
—2C,0 (R, + (V. + ©)K®,),

onde ry,q05 = 2h,,hy).

C.3 CURVATURA DAS HIPERSUPERFICIES

Na Secao C.1 mostramos que um campo vetorial arbitrario m* define uma série de
variaveis cinematicas associadas a ele. Quando esse campo é também ortogonal as hiper-
superficies, ele define também segoes espaciais. Dessa forma podemos entao calcular a
curvatura associada a essas secoes espaciais. Vamos repetir o calculo feito na Segao A.2.1
porém, como agora m* nao ¢é necessariamente geodésico, temos que

A~ ~

Vi, = Ky — My, (C.64)

onde a, = @mmu. Além disso I%W nao é necessariamente simétrico. De forma analoga
a Eq. (A.17), definimos a derivada covariante lA)M. Note que estamos fazendo o célculo
no qual 7, nao ¢ necessariamente ortogonal as secoes espaciais, portanto essa derivada
e o0s tensores que iremos calcular sé terao significado de derivada covariante e curvatura
quando m* for ortogonal as hipersuperficies.

Partimos do comutador da derivada D, segunda de um campo u,, que satisfaz h [u,] =
Uy, 1.€.,

D, D,u,

b (9, (o)

/%,wﬁ [@mua} - IEWI/C\V"UU +h [&Mﬁyua}.

Com isso, o comutador é escrito como

Dy, D,Jua = 25, [ﬁmua] + (Kyal,? — Kpaklo)us + h [ﬁzwﬂ e (C.65)

Quando a vorticidade é nula temos

ﬁ,ul/aﬂ = I/C\Va,/c\uﬁ - ’/C\ua’/c\yﬁ + H [ﬁuyaﬁ} : (C66)
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Usaremos a expressao acima mesmo quando m* nao for ortogonal as secoes espaciais.
Nesse caso vale notar que o tensor Rumg nao tem as mesmas simetrias que um tensor de
Riemann (ver Egs. A.8-A.11). Contraindo um par de indices, obtemos o tensor de Ricci

7/?\’#06 = ]/C\VQI/C\MV _ I/C\uaé —}—F] [ﬁua] + F] [ﬁumam], (067)
onde o ultimo termo do lado direito pode ser escrito (analogamente a Eq. A.28) como
[ R =~ Roo = b [ VK] + Dy + e (C.68)

Substituindo na Eq. (C.67) obtemos

~

Ryee = b [ Bya| = Ka® = 1 [Viroa| + Dy + i (C.69)
definimos também o escalar contraindo a equacao acima

e, contraindo a Eq. (C.68), podemos substituir o termo ﬁmm e obter

~

R =R—-K"K,, — 0> —2V,0 + 2D, a" + 2a,a". (C.70)
Finalmente escreveremos o escalar acima diretamente em termos das perturbagoes em
primeira ordem. Lembrando que como a* nao tem termo de ordem zero, entao o termo
a,a" nao contribui em primeira ordem. Para tanto primeiro temos, usando as Egs. (C.18),
(C.20) e (C.25):
KKy — KKy = 2 (KM K, — 2K,K, Cag)
= 2KK" (D(vy) + DBy + 0Ky + VO )
62 — 02 — 2000 = 20 (Dava + DaB® + ¢O + c’) ,
Vin® — 0 = 6m"V,0 + 50,
= (v* + ¢n* + B*)V,0 + V,, (Dava + D B+ ¢O + C'> :
D,i" = D,a" = —D%) + D",
Combinando com a Eq. (C.58) e com o auxilio da Eq. (A.41), temos finalmente
IR=R—R=2((Sy — Su,")v" + (K" — Oh*) D, — D*C — (R — D"D")C,,,) .
(C.71)
Para calcular a Eq. (C.69) em termo das perturbagoes, é conveniente calcular o tensor

de curvatura das hipersuperficies da forma R,”. Nesse caso a derivada temporal da
curvatura extrinseca é dada por

S o VS oy B S sy
L) =V KJS +KV,m? — KV mY,
S Sy s P
= Vi, mua’ K,
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onde usamos a Eq. (C.64), e portanto

h [ £aku"| =0 [Vak|. (C.72)
Usando a equagao acima, reescrevemos a Eq. (C.69) da forma
R, = h[R] 6 — b [ £aK,7] + Dy + " (©.73)

Expandindo em primeira ordem temos

6R,” = (6h,"hg” + hg"h,) (R® — K.,?) + h[IR,"] — K,”60 — 6K,"©
— Ouh [6K,Y] — h [£50)C,7] + D,d, (C.74)

e tomando as projecoes da equacao acima, temos que dR,," = 0. As projegoes cruzadas
sao dadas por

h[0R,"] = —vsR,", (C.75)
h[0R,"] = —(v" + B")R,", (C.76)

onde usamos a Eq. (A.29) para reescrever os termos com derivada temporal da curvatura
extrinseca. Para calcular a projecao espacial, primeiro note que

h[6/C,"] = ¢K," + Dy’ + Dy Byh' + C,» — 20,707 + 2K, C.7,
h[£5mK,"] = ¢K,0 + (v7 + B")D,K,” + K,*D,(v" + BY) — K,/ D, (v" + B"),

reunindo os resultados acima obtemos

h[§R,"] = D,D,C" + D,D"C,” — D,D"C — D*C,” —2R,"C."
+ 07 (DK, — 2D,K,") — K,Y Dw" — D, (0v") + D (K, v")
+ D, (K,"0Y) + v, D, K" — v,D"O,
= D,D,C" + D,D"C,” — D,D'C — D*C,” —2R,"C.” (C.77)
+ 8,707 4+ 80" + 0,8 — Dy(K, 0Y) — ©D,0"
+ K, D" + Dv'K,Y — v, D, K" — DK, 0",

C.4 PERTURBACOES NO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Como vimos no Apéndice B, podemos descrever fluidos em equilibrio térmico utilizando
um fluido perfeito e as equacoes termodinamicas usuais. Porém, esse tratamento é bem
motivado somente para fluidos de particulas ultra-relativisticas ou para fluidos frios, pois
sao casos onde o equilibrio térmico é possivel. Nesta secao faremos a descricao de um
fluido perfeito perturbado, tal que nao seja necessariamente escrito como fluido perfeito.
No caso do fluido perfeito o campo de velocidades que aparece na sua descri¢ao coincide
com o autovetor do tensor energia—mor/r\lento. Dessa forma, podemos escrever o tensor
perturbado usando seu autovetor, .e., T, 4" = —pu*,

A~ ~

THV - ,57:6#7:01/ + ﬁlsuy + H“y- (C78)
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A diferenca entre essa decomposicao e a feita na Secao B.1 é que nessa o fluxo de energia
¢ nulo. Definindo a projecao p,, analogamente ao projetor h,, definido para os campos
n* na Secao A.2, temos R
p, T+, 0" = —p, put = 0.

Vale ressaltar que na decomposicao feita na Secao B.1 temos um total de 13 graus de
liberdade, 10 do tensor energia—momento mais 3 do campo n* normalizado. Na repre-
sentagao acima, temos somente os 10 graus do tensor energia—momento. Representaremos
as variaveis cinematicas associadas ao campo u* como aceleracao a# = V u* e tensor cur-
vatura extrinseca

suas contracoes G = E¥, e
onde usamos o simbolo

para representar a derivada espacial associada.! Existe ainda um campo vetorial N ko que
representa o fluxo do nimero de particulas,? como discutido no Apéndice B. Vamos nos
restringir ao caso onde o fluxo de niimero tem a mesma diregao de @, assim N* = —&ut,
onde € = N*1u, representa a densidade de niimero medida pelos observadores definidos
pelo fluido.

Impomos que du, = U, — Ny, 0p = p —p, 06 = € —¢c e 0p = p — p sao da mesma
ordem que as perturbagoes na métrica dg,,. O campo 4" representa a quadrivelocidade
do fluido e como é normalizado, pode ser decomposto como na Eq. (C.10)

du, = —n,p +V,, (C.79)

onde V# = h[du"]. Lembre que todas as equagdes deduzidas nas Segoes C.1 e C.3 valem
para a quadrivelocidade do fluido, substituindo v* por V#. Dada essas defini¢bes temos
que a perturbacao no tensor energia—momento ¢ dada por

0T, = (0p — 20)nuny, + 2(p + )1, Viy + 0phyw + 2p(n By + Cpw) + 611, (C.80)
0T, = 6pnun” + (p+ p)(Vun” + nu(V¥ + B")) + dph,,” + 611", (C.81)
ST = (Sp + 2¢)n*n” + 2(p + p)V¥n¥) + 2pn¥B*) + ph” — 2pCH + STI*, (C.82)

e a perturbagao no trago,
0T = —dp + 30p. (C.83)

'Lembrando que esse operador e os tensores respectivos somente serdo definidos como curvatura
extrinseca e derivada covariante nas hipersuperficies quando esse campo for irrotacional.

2Em geral, representa qualquer contagem conservada, como ntimero bariénico, niimero total de carga,
entre outras.
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A conservacao do tensor energia-momento impoe que V,T" = 0. Usando a forma de
TH temos as duas projecgoes

p Vo] = Dyp+ (54 9)a, + Dall®, =0, (C.84)
— 0, V,T" = Vap+ G(p + p) + Cp II™ = 0. (C.85)
Em termo das perturbagoes temos, da primeira equacao,

(B" +V")D,p =0, (C.86)
Vip+ Dyuop + (p+ p) (Vi — Do) + Dod11%, =0, (C.87)

e da segunda equacao
op + ¢p+ (B +V?)D,p+ O(5p + 6p) + 6G(p + p) + 0, 011" =0, (C.88)

onde §G é dado na Eq. (C.20). A tltima equagao relevante para o tensor energia—momento
vem da conservacao do nimero de particulas,

Vit = =V, (@2) = — (Vag + Ge) = 0.

Em termos das perturbacoes, temos

0 + ¢ + (B + V¥)D,e + Ode + 6Ge = 0. (C.89)



APENDICE D

FORMALISMO LAGRANGIANO PARA A
GRAVITACAO

As equacoes de movimento podem ser obtidas a partir do formalismo de Euler-Lagrange.
Para esse fim, usamos a acao de Einstein-Hilbert,

§g: /d4x\/—§fi:/d4x2g, (D.1)

onde g é o determinante da métrica g,, e L, = /—gR é a densidade Lagrangiana. Para
obtermos a agao associada as perturbagoes em primeira ordem, precisamos calcular a agao
até os termos quadraticos nas perturbacoes. Neste apéndice, apresentamos as ferramentas
necessarias para calcular essa agao.

D.1 DETERMINANTE DA METRICA

De forma rigorosa a integragao na variedade é definida como

/UeE/Ud‘*xf,

onde U é um subconjunto aberto da variedade M, e é uma 4-forma diferencial, que em um
sistema de coordenadas ¢ dada por e = e,,,pdz* Adz” Adz* Adz? = fdz® Adzt Adz? Ada?.
Dessa forma a integracao na variedade é definida como a soma das integrais em cada
subconjunto disjunto. Definimos a 4-forma (natural) de integragao compativel com a
métrica como sendo aquela que e,,,5e""*? = —4! e V. €405 = 0. Com essas definicoes
temos que

A 2 —1
euuaﬁewja/g = euuaﬁeaw\nguagy’yga 9577 = 4!601239 = _4!a

onde g ¢ o determinante de g,, no sistema de coordenadas usado para calcular egia3, €
portanto ego3 = y/—¢g. Para mais detalhes e uma discussao completa sobre integragao
em variedades, veja [36, Apéndice B].

D.1.1 Expansao do Determinante

Usando as defini¢oes acima, podemos calcular a relagao entre a 4-forma natural da métrica
perturbada e a de fundo. Para tanto, partimos da definicao da 4-forma natural

A A AT AU AQ A
Ewapoynd"C 9" 9N = —4l,

150
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definimos sua relagao com a de fundo como €,,05 = (1 +8f)eap," €, consequentemente,
el = (14 §f)~te*? com a qual obtemos

uraB,ovAng 5 44
(146f) = e e ,i]ﬁdgwyga)\gﬁn' (D.2)

Expandindo o lado direito em poténcias do tensor ¢, = dg,, (definido no Apéndice C),
temos em segunda ordem

5 —4! + 46“”aﬁewa5§f + 66““°‘Beﬂa5§u"§lﬂ

(1+46f) 1

(D.3)
Note que a quantidade e,,,,56?**® deve ser proporcional a §,? pela anti-simetria do tensor.
Como o trago da quantidade acima é e,,,5¢"*” = —4!, pela defini¢ao da 4-forma natural,
e 0, =4, temos que

ewape”? = —315,°. (D.4)
Seguindo passos similares podemos mostrar que
eﬂmge‘waﬂ = _2!(5u¢5v9 — 5u05v¢)- (D.5)
Com essas equagoes obtemos
2 _ uv
S SpvS
(1+5f)2=1+q+T“, (D.6)
S st ¢
of == - 2> > D.7
/ 2 4 + 8 (D7)
onde ¢ = ¢,,¢" é o traco da perturbacao na métrica. Com isso, para um sistema

de coordenadas especifico, temos a seguinte relacao entre os determinantes da métrica
perturbada e de fundo,

. S Gust &2
a :\/__9(14_5_“74_@)' (D.8)

D.1.2 Derivada do Determinante

Além da expansao do determinante, é necesséario obter relagoes que envolvem suas deri-
vadas. Como vimos no comeco da secao, a 4-forma natural é definida de forma que sua
derivada covariante é nula e, portanto, a derivada espacial (como definido na Eq. A.17)
da 4-forma também sera nula, ja que D, e s = h[Vy€uas] = 0.

A derivada de Lie em relacao a um campo vetorial arbitrario v* é calculada como

Loveuvas = V'Vieuwas + €Vt + €50 Vit? + €V’ + €pvay V™.

Usando o fato que a derivada covariante da 4-forma é zero, a Eq. (D.4) e que £,€,05 X
€uvas, Obtemos

Lolyvap = (V0" )eap. (D.9)

Como o espaco das 4-formas em uma variedade de quatro dimensdes é unidimensional, todas as
4-formas sdo proporcionais entre si.
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Como a derivada de Lie satisfaz a regra de Leibniz, temos que
Lo(fewas) = WV f + [V07) €pvas = Vo (f07)€uvag- (D.10)

Pode-se mostrar que uma 4-forma do tipo (V,v")e,qs pode ser escrita como uma
derivada exterior da 3-forma v*e,,.5. Portanto, pelo teorema de Stokes,” sua integral é
dada pela integral da superficie determinada pelo campo v*.

Nas secoes a seguir, chamaremos de termos de superficie aqueles da forma £,(fe aps)
ou (V,v*)e,ap €, por simplicidade, usaremos o simbolo y/—¢ para representar a 4-forma
euap- Vale ressaltar que esses termos nao sao relevantes para o principio variacional.

D.2 LAGRANGIANA DA GRAVITACAO

Para calcular o escalar de curvatura partimos da Eq. (C.26) e obtemos o tensor de Ricci
sem desprezar nenhum termo,

~

Ruo = Ryo +V, L, —V,L,," + L, "Ly, — Ly L7,

ay

onde L,, = L,,". Pela Eq. (C.8), vemos que L,,” nao tem termos de ordem zero, pois
o termo Vg, = V5, parte de ordem um. Com isso, temos

R = R+Rp00g" +V ,(Lo" — L")+ Ly Ly, — Lo L +(V, Lo, — V, L, )6g" +0O (3, ,

(D.11)
onde Lp* = g*L,g". O préximo passo é calcular a perturbagao da inversa da métrica
até segunda ordem, para tanto temos

9uad™ = 04" + Suag™ + 9uad9™ + Guadg™ =6,
0™ + Guad g™ + Gualdg™ = 0.

Usando o resultado em primeira ordem (Eq. C.1), obtemos
09" = =" + QY + 0 (S5,) - (D.12)

Calculamos agora o produto Eg — V=3R utilizando as Egs. (D.8), (D.11) e (D.12),

o 3 () (- ) e

+ V=9 (L' Lay = Ll = (VuLiay = V3L )¢ + V(L = Ly/)5 )

onde os termos de superficie de primeira ordem sao dados por

L3) = V=gV, (L"* — Ly"). (D.13)

Termos com derivada covariante de L equivalem aos termos de derivada segunda nas
perturbacoes. Para simplificd-los, primeiro note que os termos de L aparecem de forma

2Ver Teorema B.2.1 da Ref. [36].
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quadrética e, logo, precisamos somente de L em primeira ordem. Contraindo a Eq. (C.9)
temos

V.s ., V8
La,u = _7#7 Lbu =—-V,¢ p T Tua

e tomando a Eq. (C.7) em primeira ordem,
ViSap = —2Lyap).-
Reescrevemos os termos com derivadas de L como

VNLauguy = vu(Lauguy) - Layvuguy = VM(L3V§/“’) + Lau(LaV + Lby)a
VoL " =V (L ") = LV, 6 = Vo (L '¢") + 2L L),

VL~ L)s = V, (L = Le)3) + (Lt = T/ L

e substituimos esses resultados na equacao de Eg obtendo

av

Zg = Eg +vV—=g (—G;wdw + <R,uu - %R) S (Cau - 92 §)>
+ =9 (L" L) — Lo, Lo") + £ + £2), (D.14)

onde os novos termos de superficie sao
S
Egi%) Y —gV# (Laﬁﬂgaﬁ + (La'u - Lb“)ﬁ - Lauguy) . (D15)
Por fim, escrevemos os termos quadraticos em L como

v VS y Y o Vs (Vg "
LA ’YL’Y(HV) _ LauLbH — % (V“g’* + VYO — Y cH ) + TW (T — V¢ v) ’

e, com esses resultados, a perturbacao em segunda ordem na Lagrangiana é dada por

£(2) £(121) , av
g — P + (Ruy - giR) gua <gO£V - g g)

V=9 V=g 4 2
.
+ —VT‘” 2V — V) + _v; > (% - %g‘”) . (D.16)

Formando a acao com a Lagrangiana acima, podemos obter as equacoes de movimento
para as perturbagoes em primeira ordem variando essa acao em relacao ao campo g, .
Em primeira ordem o tensor de Einstein é dado por

~

1 vS
G;w = Gm/ + 5 (g,ul/Ga,Bga'B + <§p,y - g,u2 ) G)

+V,L,, — V. L, — %(VWLJ —V.Ly). (D.17)
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A versao com os indices contravariantes estd relacionada com a expansao acima como
0GH = (5Gaﬂgo‘“gﬁ” — 2§7(“G”)7, (D.18)

e deve ser reobtido variando a acao

S@ = / d*zL(). (D.19)

g

Para isso, note que a variacao em relacao aos termos com derivada covariante de ¢,,
) & w5 I
podem ser escritos esquematicamente como,?

oL,, 1

para qualquer tensor P. Usando a férmula acima na Eq. (D.14), obtemos

oL 1 \V4 Laﬁu
Vo [ 5ot ) = —= (VLA 4+ v, Lo — v, L9) = — -~
(8va§a,3 > 2 ( g " ! ) 2 7
Oy o 1 VL' g’
. MTWHE | = — 2 af (0456)_ (/8504) L“:—H—
v (ava%zﬁg ° 3 (Vug™ V0,7 = VIO, Ly 2
oL 1 V,L.7g*
VU vy #VL37 — 2v(0¢6 B) _ v aB LaV — _V(O‘Lafg) L
(—6Vg§aﬁg ) 9 ( v 9 ) + 92
Somando esses resultados, temos que a variacao da parte com derivadas,
Sé,?cieriv - /d4x V=9 (LMWLV(MV) - LauLbM) ’ (D.20)
¢é dada por
2) gaﬂ
Ll — /=g (WLQB) = VL = T (VoL - VuLb“)) : (D.21)
Sap

O proximo passo € calcular a variagao dos termos sem derivadas,

SP) = /d4x\/_—g <<RW . %R) o (gw . 92 g)) : (D.22)

em relacao ao campo g3, t.¢.,

5 (2) ny . aB _ ~af af
6fg,§ — /=7 (_R Suvd > <R I QGH(QCuﬁ) _ %) ) (D.23)
af

30s termos que envolvem derivada no campo v 530 escritos como uma derivada total menos o termo
com a derivada agindo sobre o coeficiente, i.e., \/—gP***V ;505 = V ,.(v/=gP**Fs05) — /= GSapV , PH5.
Portanto, na féormula, estamos desprezando o termo de superficie.
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Usando a Eq. (D.17), temos que a variagdo da Lagrangiana completa da gravitacido em
segunda ordem ¢ dada por,

sy
5§o¢,8

V=g (—5@“5 —~ ﬁ) , (D.24)

que possui um termo adicional a perturbacao do tensor de Einstein.

Na préoxima secao obteremos a perturbacao no tensor energia—momento da Lagran-
giana da matéria mais um termo adicional, ao expandi-la em segunda ordem. De forma
que, ao variarmos em relagao a g,,, obteremos as perturbacoes de primeira ordem nas
equacoes de Einstein mais termos adicionais. Esses termos combinados com aqueles da
Lagrangiana de matéria se anulam com as equacoes de fundo.

D.2.1 Decomposicao em Hipersuperficies

Na Segao D.2 escrevemos a Lagrangiana da gravitacao em segunda ordem nas per-
turbagoes e mostramos que a variagao da agao formada por ela fornece as equacoes de
movimento corretas. Para quantizar essas teorias, é necessario seccionar a variedade em
hipersuperficies, para definir uma Hamiltoniana para o sistema, assim como ter a algebra
de Lie das transformagcoes canonicas dos campos. Portanto, nessa secao faremos a de-
composicao da Lagrangiana em termos das decomposigdes descritas nas Eqgs. (C.2-C.4).

Para calcular a Lagrangiana dada na Eq. (D.14), obtemos primeiro que os tensores
L., e Ly, podem ser escritos, usando as Egs. (C.29-C.34), como

Lau = nuact(o - ¢) - Du(o - ¢)= (D‘25)
Ly, = —nu(0a(C + ¢) + 20¢ + D, BY + 2K*C,)
— ((® + 04)B, +2D,C7, + D,(¢ — C)), (D.26)

e, portanto, o produto L,"Ly,, é dado por

L."Lp, = 04(C — $)(04(C + ¢) +20¢ + D,B" + 2K*C,5)
+ D*(C — ¢)((© + Det) B, + 2D,C7 , + D,y(6 — C)). (D.27)

Para calcular o produto L, L,*", decompomos o tensor L,,” da forma

LHV’Y — _nunyn’yLnnn . nuh [Lnu’y] —n,h [Lmﬂ] —n"h [Lﬂz/n]

+h[L, "]+ nyn.h Ly, ]+ n,n"h [L,," + n,n"h [L,"],
e assim o produto é

L, L " = —Lpy"Lon™ — h [Lyy"]h [Ly ] — 2h L]0 [L,,"]
+h[L,"]h L] + 2h [L,"]h [Lun?] + h [La]h (L") (D.28)
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Os produtos individuais sao dados por,

L, Ly, = ¢2, (D.29)
h[L,,"]h [L,."] = (C," — h7 D, B,)(C.” —h,zD¥B), (D.30)
h[L,*]h L") = —C.7 (20K, + D Byh™ + C,» + 2K C,P), (D.31)
h[L,*]h[L,"] = (K,*B" + D,C*")(K,,BY + 2D(,C,)” — D'C.,), (D.32)
h[L,""h [Ly,] = —(Dy¢ + K,7B,) (W’ Bs + D7), (D.33)
h [Lo.""h [L,n"] = (D¢ + K,7B,)(D"¢ + K" Bg). (D.34)

Usando as féormulas acima, podemos calcular a Lagrangiana em funcao das perturbagoes
decompostas. Nesse trabalho faremos esse calculo somente no caso onde a métrica de
fundo é de FLRW.

D.2.1.1 Meétrica de Fundo Homogénea e Isotropica Podemos aplicar as simpli-
ficacoes obtidas nos Capitulos 2 e 3 para o conjunto de métricas homogéneas e isotrépicas
(modelos de FLRW). Primeiramente calculamos a seguinte soma l; = —h [L,,"|h [L,, "] —
2h [L,Jh L, "],

. . 40 ; . .
b= GGy +2D7B,C.Y = Dy Byl B+ = (9 + €170, (D.35)
onde usamos a forma da curvatura extrinseca para essas métricas (Eq. 2.10). Usando a

Eq. (C.19), obtemos a relacao

5K, 6K, = C,C.Y +2D"B,C," + D, B,yD B
e , 20¢ v
+ =0 +T<DYB +0).

Substituindo a equagao acima na Eq. (D.35), temos
0 .
b = 0K, 0K, = D, B, DB + = (2000 +4C,*C," — 3647 — 46D, B7)

Lembrando que +/ —g = ©,/—g (veja Eq. D.9), reescrevemos os termos
40 . 1 20 O + 02
—C.'C) = —0. —g—C."C,) | —2 c,rc,”,
e () (452
-D,B,D°B” = -D,(B,D°B") + D°(B,D,B") + 2KB,B° — (D,B")?,

onde usamos a forma do tensor de Riemann nas hipersuperficies dada na Eq. (2.6). Logo,
temos

260(50 — 2D, B)
3

o+0e?\ ,,
_@2¢2_2< 3 >C’y C’V'Y,

Iy = 0K, 6K, + +2KB,B’ — (D,B")?
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onde omitimos o termos de derivada total. Reorganizando os termos da Eq. (D.27) com
derivada temporal, ly = —04(C — ¢)(0x(C + ¢) + 20¢ + D, BT 4+ 2K*C,,5), temos

ly = (¢ + ©6)? — 66 + D, B” (g& +00 + @qS) + %ad(gb - Q). (D.36)

Com as relagoes abaixo

200¢ 2 (act(\/—_g@cd)
3 —

) _ (02 +©)C¢ + O%¢* — 5O + @quva) ,

3 N
_%‘7 -1 (—act(\/\/_iig@@) @+ @)02> ,
200¢ = L\/_ig@q” — (0 +6%)¢7,
D56 = MR Cop 1 - o8,

eliminamos os termos com derivada temporal de ¢ e C, obtendo

. . 242
ly = ¢* — O¢* + 2@3¢ + 60 (—5@ +D,B" — 29%)
. (D.37)
— ¢D'B,, + i (C? —20¢),

onde omitimos os termos de derivada total. Reunindo os outros termos da Eq. (D.27)
com os produtos dados nas Eqgs. (D.29), (D.33) e (D.34), I3 = —L,,Lp" — 3 — Ly,;," Ly, +
2h [L,"h [L,,”] + h [L,*"]h [L,,"], obtemos

: : . 20B'B ) ©2B,B?
ls3=—¢*— D"¢B, — D'CB, — T” —~©B,D"C — ngD%zS + 9” (D.38)

+ D,CD'C —2D,¢D"C + 2D"$D,C*, — 2D CD,C*,.

Usando as relagoes abaixo,

: Oet(v/—9B,D7C)
~-B,DC = -~ \/——; + D,(B"(6© — D,B” — 0¢))

+ %BWDWC’ —00D,B" + (D,B")* + ©¢D,B",

_20B'B, _ 89a(V—¢OB,B") N (30 + 6?)
3 3v—g 9
~D7¢B, = —D"(¢B,) + ¢D'B,,
S O¢

©

B.B,
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reescrevemos a Eq. (D.38) como

20 40¢

Iy = —¢* +¢D'B, — = B,D7C = 30D, B + (D,B")? + — DB
. D.39
(30 +207?) N (D-39)
+ 5= ByB" + D,CD'C = 2D, D"C +2D7(¢ = C) DaC*,

onde novamente omitimos as derivadas totais.
O ultimo termo a ser avaliado é dado na Eq. (D.32), I, = h[L,*]h[L,."], que fica
simplificado como

02 20B,D7C

l4 — ?BA/B’V _|_ —|— 2D,‘/OMVDHCV/Y - D,YO“VD’YCMV- (D40)

Reunindo todos os termos calculados, a parte da Lagrangiana que resulta dos termos
que dependem do tensor L7, o V—g(ly +1ls + 13+ 1), é escrita como

g,deriv
E(Q()i . 2@2¢2
% = 0K, 0K, +2KB,B° + — §6?
6 + 62
+ (C? —2C¢ + B,B" — 2C,"C," — 3¢*) (D.41)

+D,CD'C —2D,¢D"C + 2D"(¢ — C) D, C*
+2D,C* D,C,” — D,C** D'C,,.

O préximo passo é calcular a parte da Lagrangiana que nao envolve derivadas de g, i.e.,

G . g7
‘Cg?g) = \/__g ((R;w - %R> gua (§ — B >) .

Usando as Egs. (2.15) e (2.16), a parte sem traco do tensor de Ricci é

G (3K —©) [h,,
(B = %R) =5 (5 )

e, com isso,

£g<) _ (SK B @) vy n 2 2
N (2C."C* + B,B" — C* —2Ch — 3¢7) . (D.42)

Somando as duas partes obtemos a Lagrangiana da gravitacao em segunda ordem como

Et‘(%Z) v 2 2 G(h) v 2
= 0K, 0K, = 067 + Gan(B, B = ¢ = 209) + ~5—(2C,C,” = C?)

By

+ D,CD'C —2D,¢D'C + 2D (¢ — C) D, O (D.43)
+2D,C*"D,C," — D,C*"D'C,, + %(207”(;;V +2C¢ — C?),
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onde definimos o traco espacial do tensor de Einstein como G = Guh = —(3K +
20 + ©?) (Eq. 2.17). Podemos obter as equacdes de movimento variando essa Lagran-
giana em relagao as perturbacoes. No entanto, ela ainda nao esta escrita em funcao das
perturbagoes decompostas, veja Secao 3.3. Para esse proposito, podemos simplificar a
Lagrangiana acima reescrevendo os termos com derivada espacial usando as relagoes

D,CD'C = D,(CD'C) — CD*C,
—2D,¢D'C = —2D.(¢D"C) + 2¢D*C,
2D"¢D,C*., =2D"(¢D,C*,) — 2¢D. D, C*,

—2D"CD,C*, = —=D"(CD,C",) + CD,D,C*" — D,(C*,D"C) + C*'D, D, C,
2D, C"D,C,” =2D.(C*"D,C,") — 2C*D,D,C,”,
-D,Cc*D'C,, = —D,(C"D'C,,) + C* D*C

pv-

Com essa relagoes e lembrando das expressoes para o tensor de Ricci nas hipersuperficies
dadas nas Egs. (3.33) e (3.34), a Lagrangiana é reescrita, ignorando os termos de derivada
total, como

L
v

= 0K, 16K, — 60° + (% - ¢> SR — C," R,

D.44
. (D.44)

+ Gun(B,BY — ¢* — 2C¢) + GT@OW”CV7 - C?),

onde G, = (3K + ©?/3), conforme a Eq. (2.17). Para decompor em termos das per-
turbagoes escalares, vetoriais e tensoriais, primeiro note que, usando a forma 0K, =
do,7 + (6©h,7 4+ On,B")/3, o termo 6K, 0K," — 502 & reescrito como

2662
7

I, TOK,Y — 50?% = do, 00, —
Com a Eq. (3.40), o primeiro termo é dado por

2
0o, 00, = g(chSa(s))Q +2K D60 D 55" (D.45)

+ Ddo® oy D¥6a ™ 4 1,1,

Os termos cruzados nao contribuem, pois podem ser escritos como uma derivada total,
1.e.,
D, D00 D56 = D, (D60 D¥55) — D, (60 D, D55,
D,D"6c9W." = D, (D5 W, "),
D(V(SO'(U)a)hOWWVV = D(,,((Sd(v)a)hawwvy),
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onde usamos que DaDVD(”éa(”)a) =0= D,,WV”. O termo

h,” D2 h.,” D2
(DVDV— ”3 )50(5) (DWD”— ”3 >50(5)

h,7D?
= (DVD7 — ) 609D, D" 50,
D25 (8)\2
— D,,DV(SU(S)DVD”(SU(S) _ %’

20250 (D? + 3K)dc®

= D,(D"569 D, D"60)) — D,((D? + 2K)3o'9 D'50'*)) 4 . ’

onde usamos o comutador dado na Eq. (3.5). O préximo passo é simplificar o termo
C,VoR,*. Para tanto, usamos a Eq. (3.34) obtendo

—C,"0RM = C, (D, D" + h, M (D* + 4K ) + (D> — 2K)W,»),
oR

5 (v —C)+ W, (D* - 2K)W,*,

onde usamos também que
R 9
¢,'D,D"y = D,(C,”D"y) — D*(D,C," ) + - + D*C'+2KC | v,
R
= Dy(C," D"§) = DM(D, G ) + =0 + (D*¢ +2K4) C
+ D, (¢vD'C) — D?(D,pC).

Com as simplificagoes acima, temos a Lagrangiana em termos das perturbacoes decom-
postas sem incluir os termos de superficie,

(2) 25 (s) ()2 (s) 2
2D D K 2
Le' 60 (D + 3K)dc™ 260 N y—qb SR
\/__g 3 3 2
+WWLY 4+ WY (D? = 2K)W,* + D60 oy D@56 (D.46)
GM
+ Gun(B,BY — ¢* — 2C¢) + T(207”0,,7 - C?).

Note que, como discutido acima, os termos tensoriais, vetoriais e escalares ja desacoplam
na Lagrangiana e, a partir desse ponto, podem ser tratados como campos independentes.

D.3 LAGRANGIANA DA MATERIA

Nesta secao calcularemos a expansao da Lagrangiana de matéria em segunda ordem e
as equacoes de movimento para as perturbagoes. Considere a acao de gravitagao mais

matéria,
§:/d4x Le | 7 (D.47)
2k " '
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onde L, é a Lagrangiana que descreve os campos de matéria, como por exemplo a dada
na Secao B.4 que inclui o fator de /—g. Variando-a em relagao a inversa da métrica ",
obtemos

G 08 - —2 68, - —2 68,
\/ —0 + =0, Gu=———— =KW, T,= ) D .48
Ton Tagm T T T g Nt

Note que, partindo da relagao g,,9* = 6,”, temos que

% @@ —y), T gyt —y), (DY)

090 (y)
onde usamos que

)

5§W($)
~ = 0,960,268z — v).
6Gas(Y) ==y

Dessa forma o tensor energia—momento é reescrito como

7o) = 2 O .y w Boals) 2 8
T =) 0 () \/ 59&6 )05 (@)~ /= 0gap(x) "
ou seja, R
Fos = _2_ 05 (D.50)
—30Gap

Note que nessas expressoes colocamos explicitamente a coordenada na qual os tensores
sao calculados. Nas férmulas que seguem, manteremos esse padrao e colocaremos as
coordenadas onde houver ambiguidade.

Para expandir a acao de matéria até segunda ordem, podemos escrevé-la explici-
tamente como um funcional dos campos perturbados, i.e., Sm = S0, @], onde ¢
representa os campos de matéria. Dessa forma temos

~ o~

65 5S
Smgy,sazsmgy,w/d“y L R L. N I
[M ] [M ] 5‘,0(?/) g:g ( ) 5guy(y) g:g H ( )
= b=
20 - - 20
. / Aty 0"5m 0p(y)op(w) . %S S (Y)sap(w)
5 ( )590( ) g:g 2 59.“’/( )69065( ) g:g 2
o= o=p
528,
+/d4yd4w+ 5y (1)
0P (Y)0Gum (w) | 4=, ()50 ()
p=¢p

Dos termos de primeira ordem nas perturbacoes proveem as equagoes de movimento para
a métrica e para o campo de matéria, ambos de fundo. Denotamos esses termos como

55
SH) = / d*y
0P(y) | 4

—9(y)
2

" (y)su (y) | » (D.51)
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onde escrevemos a variacao da acao em relagao a métrica em termos do tensor energia—
momento. Os termos de segunda ordem, podem ser reescritos como

0 [ dyatuy g | L] B0 | T eliies(n)
8 = f a0y | Szl T T ) P

o, V=IWT )5 (y)sas () 4, 4 525 0p(y)0p(w)

d'y 2 +/d W ) I (D.52)

A variacao dos termos acima com respeito as perturbacoes na métrica devem resultar na
equacao de movimento para as perturbagoes em primeira ordem. Nesse caso, os termos
que envolvem somente perturbagoes no campo de matéria nao contribuem. Fazendo a
variagao obtemos,

555 \/7 / 5Tf“’ )

5§yu(

5T ()

ply =
® @

sas(y)
2

9
@

g
P

g“ﬁiw) + 8_9 (T"s + T*capg™) .

aﬁ
d*w+\/—g oT

59;“/ (x )

9=9
=0

Podemos simplificar essa expressao notando que

oTB(w) b 2 S,
5@;“/(-75) 5g;w \/ — 59046
=(fﬂww)gaﬁ(w)—f%mww))‘5 S ﬁvjjgﬁ . (D)

onde usamos a simetria da variagao da acao em relacao a métrica. Substituindo o resul-
tado acima na variagao da acao, temos

552 e TW ) STH (- N
5 / () 0p(y) + @) Sap(y) |+~
S () PY) 4= 9a8(Y) | =g
p=p P=p
(D.54)
Expandindo o tensor energia—momento em primeira ordem nas perturbacoes, obtemos
ST () 5T (x)
OTH = /d4y — ey T §a,8(y) ’ <D55)
5¢(y) g:g 6go¢ﬁ(y> g:g
p=p ¢=¢
ou seja, a variagao da acao em segunda ordem é dada por
088 = V=
_ Vs Y (D.56)
0Su 2 4
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Portanto, a partir da acao total (ver Eq. D.47) em segunda ordem, obtemos a equagao
de movimento para as perturbagoes usando as Egs. (D.24) e (D.56),

(G — KTF)

5G°°
G + .

= k6T (D.57)

Utilizando as equagoes de fundo, temos a mesma equagao que obtemos ao expandir as
equacoes de Einstein em primeira ordem nas perturbacoes.

D.3.1 Fluido Perfeito Termodindmico

Nessa se¢ao vamos aplicar a expansao descrita acima para o caso de um fluido perfeito

termodinamico, no formalismo discutido na Se¢ao B.4. Nesse formalismo, estamos usando

a representacao da entalpia especifica com o sistema definido pela determinagao da pressao

como funcao da entalpia especifica e entropia, i.e., p = }5(@, §). Nessa representacao a
equagao termodinamica é dada por

dd = #ds + idﬁ, = i

€ 05

.. Op
Y

d o0

= E.

§

Dessa forma, quando expandirmos em segunda ordem, teremos na Lagrangiana as deri-
vadas

0é 0é or ot
531y ool 8sly vdl
Podemos reescrever em termos das quantidades
o Op . 0p
Cs = — > = ~ ,
0p |, 95|,

facilitando a comparagao com as equagoes de movimento obtidas na Segao 3.5.3. Para
tanto, substituimos a entalpia por sua defini¢ao ¥ = (p + p)/é, e obtemos

d (’—f) = Lt ras, dp=Llaz 4 2rds, (D.58)
£ £ g

Usando essas equagoes, obtemos as seguintes relagoes,

. A\ ! R R -1 . N A
Ol (901} — (e8] QW) (L 0BE 001N £ g sg)
Al |, 0| ¢ |, 08 |, € Op|, 02|, 2
or) _ Loy 1opip/)y 7 10p 7 L (D.60)
09 |4 € 03], € 03 5 v é) 08|, 0 Ve

Na segunda equacao usamos a comutacao das derivadas parciais em p, i.e.,

o _ o0 10
030p  0po3 £ 03

or
9,

o
T

>

My | =

i

]
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Com a comutacao das derivadas na pressao, temos
0P 0%p O(—€7 0¢
p po oEn)) o
0s

0005 9500 o0

o
§ v,

e substituindo os resultados das Egs. (D.59) e (D.60), obtemos

0¢

TE(l+ )+
05 '

L ~2.9
9 0819

(D.61)

Partimos da Eq. (D.52) para calcular a expansao da acao desse fluido em segunda
ordem nas perturbacoes. O primeiro termo da agao é

(5T"jl’(w) _ |:€ (2ha(“nl/) Chpe nHtn? na)} 519?(11))
02(Y) | 4=g e w) 9P(Y) |4=g
p=¢ A P=¢ (D.62)
- [7—6 i “nint T&h‘“’] 65;(10) :
c (w) 0P() |a=9
o=¢p

onde os colchetes indicam os termos calculados na coordenada w, e o campo de matéria
¢ representa qualquer um dos campos X1, X2, X3, X4 € 5. O préximo termo é dado pela
variacao do tensor energia—momento em relacao a inversa da métrica, ou seja,

5T (w
(Y—(()) = [_Qpn(ahﬁ)(unV) — pha(uhV)B] ) 5w — )
$=p (D.63)
v v
+ |nenfrimy [ 2 4 p|+ 0 b pon? 5w —y).
2¢2 2 (w)

Os tltimos termos necessarios envolvem as derivadas segundas da pressao em relagao aos
campos de matéria, i.e.,

5p(x) _ {5 <7{Mff__hyg)] 50, (z) 60, (x)
0p(y)op(w)fg=g [V \ @ | 09(y) dp(w) | 4y
p=p b=
520, () [5§($) 5§(x)}
En A - + @], 2 - .
el [&p(y)&p(w) i e 5(y) p(w) | 4= (P-64)
¢=¢ =
Te(l4+ )+ 88(x) 00, (x
[ (+c) } 5A<>57<>+w:y] |
3 @ | 00(y) dp(w) 4=
P=¢
onde definimos a derivada segunda da pressao como
0?p (7€)
U= = — . D.
YT 08, 0% | (D-65)
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A fim de obter as equacoes de movimento corretas para o fluido, usamos os campos
Xi € ¥ como os campos a serem variados. Em geral as equagoes de movimento para as
perturbagoes sao obtidas usando a densidade de energia, entropia e o campo vetorial do
fluido como os campos béasicos. Para relacionar essas quantidades, note que a perturbagao
na entalpia pode ser reescrita em primeira ordem como

(0,0,

Y

= —00,n" + V¢ = -0, + Vo. (D.66)
Lembrando que a perturbagao zgu depende somente dos campos de matéria (ver Eq. B.33).
O campo normalizado que descreve o fluxo do fluido perturbado 4,, como descrito na
Secao C.4, é dado em primeira ordem por

~

. 09, 519

e portanto, comparando com a Eq. (C.79), temos que o campo vetorial V,, é
0, }

5 (D.68)

V.=h {

Usando essas relacoes, a perturbacao na densidade de energia pode ser reescrita em
primeira ordem como

. TE+ 1 €0y, + (te +1)0s — 519gz5

op*=0—p—p :C—2519— 2 0s = — 5

(D.69)

Cq

onde o sobrescrito * indica que nenhuma equagao de fundo foi usada nessa definicao.
Unindo os resultados acima, obtemos a Lagrangiana para um fluido perfeito em se-
gunda ordem,

LR (00, eV, V) &8,  w(0s)® | (re(l+ ) +1)dso,

V=9 229 2 > g T 20
— 9BV, + Cop* + ¢dp* — c0C'¢ — 26; 2 (D.70)
+ 2 (~B,B7 +¢* +20¢) + £ (—20,7C" + C?),

onde 6p* = 20p* + 15 e 620, = 2(5x,0x3 + Ox405).

D.3.1.1 Métrica de Fundo Homogénea e Isotropica Até este ponto, nao fizemos
nenhuma suposicao sobre a métrica de fundo. Quando impomos que a métrica de fundo
¢é do tipo de FLRW, temos que o tensor energia—momento é o de um fluido perfeito, com
os vinculos adicionais de que os gradientes D, p, D,p sao nulos. Usando as relacoes entre
as quantidades termodinamicas, temos também que D,s = D,e = 0, ja que

Dyp=c2Dup+1D,s, D,p=19D,c+¢erD,s.
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Contudo, para um fluido barotrépico (¢ = 0) nao temos mais o vinculo de que a entropia
tem gradiente nulo, mas sobra o vinculo ¥D,e+¢e7D,s = 0. Usando a Eq. (D.60), temos
que 7 = ﬁdi—fj), onde F'(s) é uma funcao arbitraria da entropia. Nesse caso o vinculo se
reduz a D, (log(e) + F(s)) = 0, e assim a entropia e a densidade de particulas podem ter
gradiente espacial de forma que a combinagao acima seja constante.

O campo covetorial 9, deve ser proporcional ao campo normal. Dessa forma, temos
também que h [J,] = D,x1+ x2D,ux3 + xaD,s = 0. Portanto, a imposicao da métrica de
fundo de FLRW nao implica que todos os campos escalares de fundo tenham gradiente
nulo. No entanto, se houver algum campo com gradiente espacial nao nulo, teremos o
seguinte problema quando calcularmos as equacoes de movimento para sua perturbacao.
Por exemplo, a equacao de movimento D;x2 = 0, em primeira ordem, é dada por

(V4 B*)D,x2 + ¢Xa + 6xy = 0.

Portanto, se o gradiente de x5 nao for nulo, nao poderemos separar os graus de liberdade
escalares dos vetoriais (ver Segao 3.3), pois o gradiente D, x> forma quantidades escalares
de primeira ordem quando contraido com B* ou V*.

Para evitar complicacoes como do exemplo acima, vamos impor que os gradientes
das quantidades relacionadas ao fluido sao nulos, satisfazendo identicamente todos os
vinculos descritos acima. Usando essa imposi¢ao, vemos que a perturbagao na velocidade
do fluido, dada na Eq. (D.68), fica escrita como

V.- D, dX1 + x20X3 + X405 L v= dxq + x20x3 + X463. (D.71)
Y )
Nesse caso, temos que a perturbacao 01, é dada por
0 = 90y — 2O)V — 195 + Q, (D.72)
Q = —Xa20x3 — (Xa — T)ds + Ox2X3
oY 29
+ (5X4+VE >s'+vcb8 (¢ + O¢). (D.73)

Note que a quantidade () depende somente das perturbacoes multiplicadas por equagoes
de movimento de fundo. A Lagrangiana dada na Eq. (D.70) depende de dy; somente
através de 0v,, ou V). Logo, com Eq. (D.71), podemos utilizar a varidvel ¥ no lugar de
0x;. Com essa mudanca de variavel, a densidade de energia fica dada por

eQ 5p = _519((901; —2O)V + 165 — o

27 2
Cs Cs

0p* =dp — (D.74)

onde definimos a perturbacao na densidade de energia dp sem os termos proporcionais as
equacoes de fundo. Similarmente temos

op* =0p—eQ, Op=ciip+i16s=—c¥(0y — c2O)V + . (D.75)
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Usando a Eq. (D.58) para obter a perturbacao na densidade de particulas em termos das

outras perturbacoes, temos
eQ dp — T€0S eV (0t — 2O)V + 1ds — e Teds
de = =— R — . D.
29 ° 9 20 g (D10

S

0c* = e —

Podemos utilizar a expressao para a perturbacao na densidade em fungao de (9. —c20)V
e §s para substituir todos os termos que envolvem (9., —c20)V por e e §s na Lagrangiana
da matéria (Eq. D.70). Assim sendo,

Ly 52 e+ @)+ VDY | w(0s)
V-9 2 2c2ev 2 2

— 20X 405 — £0X90X5 + 90OV — VOV + ¢7ds

Q ) a0 .
+Q (20319 o 50) +VIC(1 4 ¢)(0ct + ©O)e +eCV P 63
+ g (=B,B” + ¢* + 2C¢) + g (—20,7C,7 +C?).

Para chegar na expressao acima, reescrevemos os termos envolvendo C' como

Cop — e9Ch = —eCV(0p — 2O)V,
0y =g=CVY

)—i—é‘CVa—ﬁ

V=g 0s

os termos com D,V da forma

§4+ COV(1 + )0 + O)e + 9V,

—e9B'D,V = —D.(c9B"V) + 9D, BV,
9D,V DTV (eﬁVD’W) A% RY
o T — D, +

2 2 2 ’

e descartamos os termos de superficie. Podemos simplificar a Lagrangiana acima reescre-
vendo os coeficientes de §s?

Lw _ @V, 0| s’ VDV
vV—g 2 Os|. 2 2
+ 0OV — IOV + ¢p1eds

— 5(5)(4(5'5 — 55X255<3

eQ ) 20 (D.77)
—l—Q(QCQﬁ—(Ss—eC) +VﬁC(1+CS)(8Ct+@)€+€CV£ $
+8(=B,B7+ ¢ +209) + 2 (20,7 + 7).

onde, usando as Egs. (D.59-D.61) e (D.65),
or 1 ((te(1+c2) +1)? o7 rec 11
ds|. e . - —| = —— D.
ds|. ¢ ( c2ev L R . 22 (D.78)
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D.4 LAGRANGIANA TOTAL

Usando os resultados das segoes anteriores, escreveremos a agao total envolvendo as per-
turbacoes nos campos de matéria e na métrica. No contexto desse trabalho, nos restrin-
giremos ao caso onde a métrica de fundo é de FLRW. Como vemos na Eq. (D.47), a
Lagrangiana total em segunda ordem ¢é dada por

2
@ éi 4+ Lo
KR

Portanto, usando as Egs. (D.46) e (D.70), obtemos

9 (2) 2
rL = n%ésQ — K ? £0s® + kedV D?V
S €

— 2/%5)(455 — 2/%5)(25563 + 2ke}0OY — 2kOecPY + 2Kk¢pTENS

]

2D2 (5) D2 K (5) 2 2

n 60" (D* 4+ 3K)dc™ 200 +<?—¢>5R
3 3 2
+ W,,VW’YV + WMV(Dz _ QK)WVM + D(VCSU(U)Q)D(V50‘(U)@) (D79)
(h) _
(G — ip) (BB — & —209) + E 3P 90 e o)
£Q)

2 N

+ 260 (20319 0e SC)

+2rVC (0(1 +¢2) (04 +O)e+ ¢ %

)

Os tltimos termos da Lagrangiana acima sao formados pelas equacoes de fundo, multipli-
cadas por um polinémio quadratico nas perturbacoes. Poderiamos usar o argumento de
que as equagoes de fundo sao satisfeitas em ordem zero e, portanto, esses termos podem
ser desprezados. Contudo, nosso objetivo final é quantizar as perturbacoes e a métrica
de fundo. Nesse caso, nao podemos simplesmente usar o resultado das equagoes de fundo
na Lagrangiana.

Podemos lidar com os termos proporcionais as equacoes de fundo de outra forma.
Note primeiro que a Lagrangiana total de primeira ordem ¢é dada por (veja as Eqs. D.14
e D.51)

2L 2k 65,
(6"~ KT+
= Vw5

5p. (D.80)
9=9
p=p

Os termos que envolvem as perturbagoes na métrica, (G* — KT") g,,,,, podem ser escritos
em relacao a decomposicao nas hipersuperficies da forma

(h) _
(G™ — KT™) Gy = 2 (G — Kp) & + 2 (@) C.
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Se fizermos a seguinte mudanca de variavel nas perturbacoes,

BB 2
6= 0+ 1 4 op, (D.81)
CF = O+ 0" — % (D.82)

os termos proporcionais as equacoes de fundo sao anulados e, como essas transformagoes
nao alteram as perturbacgoes em primeira ordem, o resto da Lagrangiana é invariante.
Essa mudanga de varidvel pode ser entendida da seguinte forma: a Eq. (D.12) mostra a
relagao entre a perturbacao na métrica e na inversa da métrica, ou seja, se utilizassemos
a perturbacao na inversa da métrica como variavel, teriamos a seguinte mudanca de
variavel,

n,n, 69" = —2¢ — 4¢* — B, B".

Podemos fazer o mesmo procedimento para eliminar os termos da Lagrangiana pro-
porcionais as equacoes de fundo do fluido. Para tanto note que a Lagrangiana de primeira
ordem do fluido é

—~

£

B

= — (69, + 7€65) = —e¥(0y — 2O)V — £Q,
Oet(v/—geV) (D.83)
=—— = = 4+ V(04 +O)e
N (6e+©)

+ e(X20X3 — X30Xa + (X4 — T)0s — 0X4$),

J

onde usamos a expressao para 69, dada na Eq. (D.72). Portanto, com as mudangas de
variaveis

5 Q  oe

V—>V+CSV(26319 6)—I—VC',
OX; — 0X; — 0X; i_&_E_C )

229 € (D.84)

09 Q oe '

(SX4 _> 5X4 - <5X4 + % SV) (20379 - ?) + 5X4C,

Q oe
(55—>53—(5s(2 219— 5 -C,

para i = 2,3, e com as descritas nas Eqgs. (D.81) e (D.82), escrevemos a expressao para a
Lagrangiana total como

2k L2 29 or
= k—=—0e2 — k —| 08> + kedVD?V
V=g € Os|.

— 2&5(5}(4(5‘5 — 2556X25§<3 + 2,300V — 2k9O) + 2KkPpTEN S
2D250")(D? + 3K)d0'™ 2607
N 60 (D* + 3K)do™> 260 N (w ¢) SR

(D.85)

3 3 2
+ WV'VW’YV + WMV<D2 _ QK)WV/L + D(V(SU(U)Q)D(V&T(@)Q)'
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Os ultimos trés termos da Lagrangiana acima se referem aos modos tensoriais e vetoriais,
que agem como campos desacoplados. Com isso, definimos separadamente as Lagrangi-
anas das perturbagoes escalares, vetoriais e tensoriais, respectivamente,

2

LO) = k202 — o7 £0s? + kedVD?V
€ 0s

€

— 2KEdY 408 — 260X 40X5 + 26960V — 2k09OPY + 2kpTEdS

2D%50(D? + 3K)6c®) 2602
| 2D200(D% 4 3K)00 2007, (VN ep (D.86)
3 3 2
LY = D, 60" 4 DV, (D.87)
LO = W, W,” + W,"(D? — 2K)W,". (D.88)

Usamos o simbolo L para representar a Lagrangiana da forma 2xL?) = \/—gL®.

D.4.1 Equacoes de Movimento

As equagoes de movimento em primeira ordem nas perturbacoes sao obtidas variando a
acao em relacao aos campos

(¢7 B7wagava5X275X3a6X4758)' (D89)

Dentre esses campos, (¢, B,0x,,dx,) aparecem sem derivadas temporais na Lagrangiana
da Eq. (D.85) e, portanto, atuam como vinculos na evolugao do sistema. Ja para os
campos (¢, E,V), as suas derivadas temporais estdo contidas somente nas quantidades
60, 60 e d=, onde ¢ e V aparecem somente em 00 e de, respectivamente, e £ estd
contido em do e §O.

Fazendo a mudanga de varidvel ¢ = ' + D*E/3, vemos que o trago de C,, nao
dependerd do campo &, i.e., C' = 3¢*'. Essa mudanca tem duas vantagens. A primeira
consiste na eliminacio de £ na perturbacao da expansio (Eq. 3.32),

60 = D*50®) + O¢ + 3¢ = D*B + O¢ + 3. (D.90)

A segunda vantagem é o fato da variacao da Lagrangiana em relacao a & resultar na
parte espacial sem traco das equagoes para as perturbacgoes, como veremos adiante. Essa
modificacao nao altera a forma de 50(5), e a perturbagao na curvatura das hipersuperficies
fica dada por

D2E
SR = —4(D? + 3K )¢ = —4(D* 4 3K) (W + 5 ) . (D.91)
Para escrever a equagao de Euler-Lagrange é mais conveniente trabalhar com a La-
grangiana escalar L. Como o fator /—g aparece multiplicando a Lagrangiana total na
acao, quando calculamos as variacoes em relacao aos campos com derivada temporal, a
equacao de Euler—Lagrange é dada por
oL® oL® , oL@  gL®

2 —_— _— pu—
5 + (04 +0O)D 5075) Da(mp) 5 =0 (D.92)

<8ct + @)
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pois y/—g = ©,/—g, onde ¢ representa uma perturbagao arbitraria. Lembramos também
que, como y/—g tem gradiente nulo, as integrais por partes envolvendo derivadas espaciais
nao adicionam novos termos.

Fazendo a variacao em relacao aos campos ¢, B, ¥' e £ obtemos, respectivamente,

030 IR _r
3 1 2
60 — 3Ké0'® — D250 = %gw,
. . 3
56 + 060 + O¢ + D% + %R - —;5]9,
4 D€
—g(D2+3K)(<8ct+g) S0 — Yt ¢ — 3 ) =0,

onde usamos que D? tem inversa Unica, op = —e(0, — 2O)V + ¢ (ver Eq. D.75) e as
equagoes de fundo (0 + O)e = 0 e Eq. (2.27). Essas equagoes sao iguais as Eqgs. (3.87-
3.90) obtidas no Capitulo 3 perturbando diretamente as equagoes de Einstein.

Variando agora em rela¢ao aos campos V, dxs, 0X3, 0X4 € 05, as equagoes de movimento
sao, respectivamente,

(Ot + ©)de + (D*V + 60)e + ¢¢ = 0, (D.93)
ox3 =0, Ox,=0, 8s=0, &y, + T =01, (D.94)

onde escrevemos a perturbacao na temperatura em funcao das perturbacoes na densidade
de particulas e entropia especifica (ver Eq. D.78),

or

_or oe + =

0T = —

. D.
R Js (D.95)

0s

s

Dada a relagao entre de e dp [Eq. (D.76)], podemos obter a equacao de movimento
op + (1 +c2)Obp + O1ds + ed(D*V + 60) + ¢p = 0, (D.96)

onde usamos as equagoes para d¢, s e que (veja a Eq. D.60)

(o) i—olard)

Essas equagoes sao iguais aquelas quando expandimos em primeira ordem a conservacao
do tensor energia-—momento e da densidade de particula, veja as Egs. (C.88) e (C.89),
lembrando que 6G = D?V + §0O.




APENDICE E

FUNCOES ESPECIAIS

Nesse apéndice apresentamos algumas fungoes especiais e suas caracteristicas, que foram
utilizadas nesse trabalho. As definicoes mostradas aqui podem ser encontradas com todos
os detalhes nas Refs. [106, 117, 118].

E.1 FUNCAO GAMA

As funcoes Hipergeométricas, usadas para representar as solucoes das equacoes diferen-
ciais deste trabalho, sdo definidas em termos do simbolo de Pochhammer [106, 118]. Esse
simbolo pode ser escrito em termos das funcées I'(t) pela expressao (a), = I'(a+n)/T'(a).
Para n inteiro o sfimbolo de Pochhammer é dado por (a), = [[}—y(a + k) onde (a), = 1.

Abaixo listamos algumas propriedades da fungao I' utilizadas nesse trabalho:

F(t):%r (é)r(%) I'(t+1)=tr(¢),

L(t+a) (a+b—1)(a—10)
F(t+b)_t b(1+ 2t

(E.1)

—I—) V]arg(a+t)| <, |t] > 1,
onde a série da tltima expressao é assintética.

E.2 FUNCOES DE BESSEL

As equacoes diferenciais da forma

UWoled(-Dme e

tém solugoes linearmente independentes dadas por

fr = J(Imlt), (E.3)
fo =Y, (Imlt), (E4)

onde J,(y) e Y, (y) sdo funcdes de Bessel de ordem v. E comum usar também as funcoes
de Hankel do tipo um e dois, a saber,

HY (y) = J,(y) + iV, (y), (E.5)
H® (y) = J,(y) — Y, (y), (E.6)

onde ¢ é a unidade imaginaria. Como estamos trabalhando com os argumentos v e y
reais, H? (y) = (H (y))*, onde * denota a operacio de conjugacio complexa.
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Para estudar os regimes assintéticos, é til reescrever essas funcoes especiais em termos
das séries Hipergeométricas da forma,

2 2

HO (y) = % (Mu (%) o (1 + v _yZ) +M_, (%>_ oF1 (1 — v —yz)) , (E.7)

M, = — (E.8)

e a funcao Hipergeométrica é definida como

ol (a;x) = Z °

n

. E.9
— (a) n! (E-9)
n=0 n
E.3 FUNCOES HIPERGEOMETRICAS DE GAUSS
As equagoes diferenciais da forma
0*f(t) af(t)
possuem duas solugoes linearmente independentes S*P (t) e S22 (), onde
1
S2P (1) = (—t) 2 Fy <a, a—c+lia—b+1; ;) ) (E.11)

quando a — b nao for inteiro. Essas solugoes sao apropriadas para quando [t > 1. O
Wronskiano, que pode ser calculado diretamente da equacao diferencial via féormula de
Liouville [117, 118], dessas solugoes é dado por

0sp? (t) 982t (1)

a,b
S () =% ot

S22 (1) = (b —a)(1 — )22 (—¢) ™. (E.12)

Formalmente a Hipergeométrica de Gauss é definida pela expressao

JF: (a,bicif) — i (@)n(b)n £ (E.13)

—~ (¢)o nl

Podemos relacionar essas solugoes com aquelas apropriadas para [t| < 1 usando as
equagoes (veja [118] para um conjunto completo de relagoes)

a B 'l1—-cl(a—b+1)
S2° (1) = I'(a—c+1)I(1—b)
Flc—Dl'(a=b+1)

T T —b)

2F1 (37 ba C t)
(E.14)

()" Fi(a—c+1l,b—c+1;2—ct).
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Essas funcoes possuem um limite bem definido quando o argumento t é da forma
t/(ab), para obter esse limite primeiro temos que [118],

1 . . t J— .
algnolo 2F1 (a, b, C; E) = 0F1 (C, t) . (E15)

b—oo

Considerando o caso onde tomamos a+b = —1 e b—a = pu, temos os seguintes limites

M1-cT(a—b+1) (ab)z° e 5T (1—c)
m Ma—c+1)I(1-b)22b/hb_a Vi (E.16)

I'(c—1)I(a—b+1)(ab)z el (c— 1)

H,EE'}OO F@Tl(c—b)22> Vb—a = - Nors , (E.17)

calculados com o auxilio da Eq. (E.1). Finalmente, combinando as expressoes acima com
a Eq. (E.7), temos

. (ab)lgc a,b y2 o i (c—1) Yy (1)
ui‘i’%@o—za—b ’—b—asc ~1=p) V3¢ (2> Hey (y) - (E.18)

A derivada da fungiao S2® (t) ¢ dada por [118]

a,b
682%( ) _ aSIt (). (E.19)
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