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durante todo esse tempo, em especial aos meus amigos: André Gomes, Gabriel Nara,
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RESUMO

O modelo padrão da cosmologia, se extrapolado ao passado sem nenhuma modificação,
leva necessariamente a uma singularidade, conhecida como Big Bang. Esse fato é natu-
ralmente entendido quando notamos que, ao fazer essa extrapolação, estamos aplicando a
relatividade geral a um cenário de altas energias onde espera-se que algum tipo de teoria
quântica da gravitação seja necessária. O modelo padrão também não explica uma série
de questões relacionadas às condições iniciais do universo. Nesse ponto o modelo infla-
cionário é bem sucedido e resolve grande parte das questões, porém é omisso em relação
ao Big Bang.

Mesmo fornecendo um conjunto de condições iniciais para a cosmologia, os modelos
inflacionários geralmente não podem ser testados diretamente. Dessa forma, qualquer
outro modelo que faça previsões compat́ıveis com os dados observacionais deve ser con-
siderado como uma alternativa viável. Os modelos de universo eterno com ricochete não
só solucionam os mesmos problemas que a inflação como resolvem, por construção, a
singularidade inicial. Eles também fazem previsões aparentemente compat́ıveis com as
observações.

Neste trabalho estudamos em detalhe os modelos com ricochete. Consideramos um
universo inicialmente esparso e em contração, onde as únicas perturbações que o diferem
de um com seções espaciais homogêneas e isotrópicas são aquelas geradas pelas flutuações
quânticas do vácuo. Supomos inicialmente um universo dominado por um fluido e com
seções espaciais com curvatura arbitrária, onde a formação do espectro se dá em uma
fase com um ou mais fluidos. A saber, obtemos analiticamente as perturbações quando o
espectro é formado durante a dominação de um único fluido. Quando o espectro é formado
na transição entre dois fluidos, não temos resultados anaĺıticos e, portanto, estudamos
esse caso numericamente. Mostramos que o espectro é quase invariante de escala quando
esse é formado durante a dominação de um fluido tipo poeira. Utilizamos a teoria de
Bohm como mecanismo para gerar o ricochete. Essa teoria prevê uma trajetória para o
fator de escala durante a fase quântica, que obtemos via equação de Wheeler–DeWitt,
que faz a transição da fase de contração para a de expansão de forma não singular.

Para mostrar a validade da análise perturbativa, avaliamos quais condições são ne-
cessárias para que as perturbações possam ser consideradas pequenas. Aplicando essas
condições, mostramos que é posśıvel obter um espectro quase invariante de escala com
uma amplitude próxima ao esperado na fase de expansão. Além de mostrarmos que
durante toda a evolução as perturbações permanecem pequenas e a série perturbativa
válida.

Palavras-chave: gravidade quântica, cosmologia, ricochete, perturbações, fase de con-
tração
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ABSTRACT

The standard model of cosmology, if extrapolated to the past without any modification,
results necessarily in a singularity, known as Big Bang. This is naturally understood by
the fact that such extrapolation applies the General Relativity to high energy scenarios
where one expects that it should be substituted by a quantum theory of gravitation. The
standard model also does not explain a series of issues related to its initial conditions. At
this point the inflationary paradigm is successful and solves most of these issues, however
it does not address the Big Bang singularity problem.

Even though it furnishes a set of initial conditions for the cosmological standard mo-
del, inflationary models can not be tested directly. Therefore, any other model which
predicts initial conditions compatible with observations should be considered as a viable
alternative to inflation. Cosmological models with a bounce not only solve the same
problems that the inflationary cosmology but also, by construction, the initial singula-
rity problem. These models can also make predictions in apparent agreement with the
observations.

In this work we analyse in details this class of cosmologies with bounce. Considering
initially a sparse contracting universe where the only perturbations around its homoge-
neous and isotropic spatial sections are those generated by the quantum fluctuations of
the vacuum. We assume that initially the universe is dominated by a single fluid and
has arbitrary maximally symmetric spatial sections where the spectrum is formed during
a phase with one or more fluids. In the case where it is formed by a single fluid, we
obtain an analytic solution for the perturbations. For other cases we perform a numerical
investigation. We show that an almost scale invariant spectrum is obtained when the
dominating fluid is dust like. We use the Bohm theory to interpret the universe wave
function, and quantize the geometry using the Wheeler–DeWitt equation, obtaining a
non-singular trajectory for the scale factor.

To study the validity of the perturbative series, we develop a set of necessary conditi-
ons for the consistence of the series. Applying such conditions we show that is possible to
obtain a spectrum almost scale invariant and with amplitude expected by observations.
Besides we show that for all times the perturbative series is well behaved.

Keywords: quantum gravity, cosmology, bounce, perturbations, contracting phase
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B.4 Prinćıpio Variacional: Fluido Perfeito em Equiĺıbrio . . . . . . . . . . . . 134
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trajetória projetada em Σt0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5.1 Espectro de potências Pζ normalizado por Pζ0 ≡ Pζ(k̃a = 10−3). O espec-
tro começa invariante de escala e, quando as soluções congelam, i.e., param
de oscilar, na transição entre fluidos o ı́ndice espectral muda para ns = 3.
Nesse cálculo, usamos dois valores distintos para a densidade de radiação
Ωr0 = 10−5 e Ωr0 = 10−6, e os parâmetros Ωm0 = 0.25, cs =
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

O modelo cosmológico padrão, que remonta desde uma fase quente no passado, onde o
fluido dominante era o de radiação, até o presente, é bem sucedido em explicar uma série
de observações como: a expansão do universo, abundância de elementos leves, Radiação
Cósmica de Fundo (RCF), estrutura em grande escala, entre outras.1 Contudo, esse
modelo diz respeito somente a uma fração da evolução do universo e envolve algumas
escolhas especias para as condições iniciais. Para abordar a fase não descrita pelo modelo
padrão e os problemas relacionados com as escolhas especias de condições iniciais, o
paradigma mais usado é o da inflação [4, 5]. Vale ressaltar que existem duas classes de
problemas, os que se referem à evolução média do universo, como o da planeza e do
horizonte, e os que se referem às perturbações em torno da média, como a estat́ıstica
das condições iniciais dessas. No contexto da inflação, as perturbações são geradas a
partir das flutuações quânticas do vácuo durante a fase de expansão acelerada (quase de
Sitter) [6–8]. Do ponto de vista observacional, as condições iniciais previstas pela inflação
podem ser testadas, e.g.,, utilizando a RCF [9], obtém-se uma boa concordância.

No entanto, o modelo inflacionário possui algumas limitações. A escala de energia e
o momento da evolução do universo em que a inflação ocorre tornam virtualmente im-
posśıvel uma observação direta. Além disso, foi mostrado que no contexto inflacionário
obtém-se necessariamente um espaço–tempo geodeticamente incompleto no passado, i.e.,
singular, a não ser que seja adicionado um outro mecanismo [10]. O problema da ho-
mogeneidade não é completamente resolvido já que ela requer a homogeneidade em uma
pequena fração causalmente conexa do universo primordial, como discutido, por exemplo,
em [2]. Portanto, como todo suporte observacional da inflação vem das suas consequências
nas condições inicias, qualquer outro mecanismo que resulte nas mesmas condições iniciais
deve ser considerado.

Entre as alternativas ao peŕıodo inflacionário estão os modelos com uma transição não
singular entre uma fase de contração e uma de expansão, a qual chamamos de ricochete.
Entre as posśıveis implementações de mecanismos que geram o ricochete estão os mo-
delos de gravitação semi-clássica, nos quais consideram-se campos quânticos evoluindo
em um cenário de Relatividade Geral (RG). Esses modelos incluem correções vindas do
valor esperado do tensor energia–momento [11] e são conhecidos por abrigar, entre outras,
soluções que evitam a singularidade [7, 12]. Mesmo sendo uma aproximação, esses mode-
los são baseados na RG e na teoria quântica de campos, que são teorias bem estabelecidas
em seus campos de aplicação. Portanto, espera-se que, mesmo não sendo uma teoria final,
o cenário semi-clássico descreva corretamente um sistema com energia abaixo da escala
de Planck onde somente os efeitos quânticos dos campos precisam ser considerados. Da

1Essas observações e a abordagem do modelo padrão para explicá-las podem ser encontradas na
maioria dos livros texto de cosmologia, e.g., [1–3].
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mesma forma, modelos de gravitação baseados na quantização canônica via equação de
Wheeler–DeWitt [13] também possuem soluções de universo eterno [14–16]. Nesses mo-
delos a gravitação e os campos de matéria são quantizados num contexto simplificado de
mini-superespaço, considerando-se somente os graus de liberdade de um espaço–tempo
homogêneo e isotrópico, e podem ser aplicados a escalas de energia próximas a de Planck.
Nos modelos de gravitação quântica via Loop Quantum Gravity, a gravitação se torna re-
pulsiva em certas escalas e também resulta, de forma razoavelmente geral, em mecanismos
de ricochete [17, 18].

Além de resolver o problema da singularidade inicial por construção, os modelos com
ricochete também podem resolver os mesmos problemas que a inflação e até produzir
condições iniciais compat́ıveis com observações. Por exemplo, na Ref. [19] é descrito
um modelo com ricochete causado por efeitos de gravitação quântica e a quantização
interpretada via teoria de Bohm [20]. Colocando condições iniciais de vácuo no infinito
passado, obtêm-se um espectro quase invariante de escala no peŕıodo de expansão com
ı́ndice espectral ns = 1+12w/(1+3w), onde w é a equação de estado do fluido dominante
quando termina o peŕıodo oscilatório dos modos (congelam). Esse resultado foi obtido
em uma série de diferentes contextos em [21–24]. Esse parâmetro está qualitativamente
de acordo com os ajustes para modelos inflacionários, quando impomos w ≈ 0. Porém,
nenhum teste estat́ıstico direto e totalmente auto-consistente desses modelos foi realizado
até hoje. O que se tem feito é comparar parâmetros ajustados no contexto do modelo Λ
Cold Dark Matter (ΛCDM), e.g., o ı́ndice espectral ns ajustado usando o modelo ΛCDM
tem seu valor comparado com o ı́ndice espectral dos modelos com ricochete. Portanto,
para comparar de forma objetiva esses modelos de universo eterno com os inflacionários,
precisamos do desenvolvimento completo de suas previsões teóricas para poder confrontá-
los com os dados observacionais.

Neste trabalho iremos estudar modelos com ricochete com o intuito de obter, nesse
contexto, as condições iniciais para o modelo padrão de cosmologia, assim como é feito
no contexto da inflação. Para tanto, faremos um estudo abrangente das perturbações
cosmológicas em um universo em contração com um ou mais fluidos. Analisando as
posśıveis condições inicias e o formato que o espectro das perturbações assume quando
congela. Dessa forma, comparando com o espectro esperado, podemos determinar qual é
o conteúdo de matéria viável para esse tipo de modelo. Estudaremos também os efeitos
do ricochete na forma e na amplitude do espectro. É importante determinar em quais
limites as perturbações permanecem pequenas de forma a servir como condições iniciais
à fase de expansão.

Nos modelos de ricochete que iremos considerar, a evolução das perturbações começa
com suas condições iniciais colocadas em um ponto no passado onde podemos considerar
um universo grande e rarefeito. Nesse ponto supomos que todas perturbações existen-
tes são dissipadas com o inverso do fator de escala e, portanto, podem ser desprezadas.
Supomos também que nessa fase inicial o universo será aproximadamente homogêneo e
isotrópico e, como no caso da inflação, as flutuações quânticas do vácuo dos campos de
matéria são diferentes de zero e são entendidas como fonte das perturbações iniciais do
universo. Para estudar esses modelos, supomos a RG como teoria vigente nas regiões
longe do momento de transição contração/expansão. Logo, dadas nossas suposições, na
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região das condições iniciais o universo será descrito pelas equações de Friedmann, des-
critas no Caṕıtulo 2. Como as soluções desse sistema não são, em geral, invariantes por
translação temporal,2 discutiremos o mecanismo de escolha de vácuo que consiste em
utilizar soluções aproximadamente invariantes (adiabáticas) para definir os operadores
de criação e aniquilação. Como mecanismo de ricochete, utilizaremos a teoria de Bohm
para descrever uma trajetória para o fator de escala associada à função de onda do uni-
verso. A quantização é feita via equação de Wheeler–DeWitt [20]. Contudo, mostraremos
também que com alguns argumentos de continuidade é posśıvel estudar a transição das
perturbações durante o ricochete, sem especificar o mecanismo que o causa.

No Caṕıtulo 2 estudaremos os modelos homogêneos e isotrópicos obtendo as restrições
na métricas advindas de tais simetrias e, consequentemente, as equações de movimento.
Nele faremos uma breve revisão de alguns aspectos do modelo padrão da cosmologia, tais
como distâncias cosmológicas e desvio para o vermelho, assim como os problemas do mo-
delo padrão e as soluções via peŕıodo inflacionário e peŕıodo de contração. Completando
a análise clássica, no Caṕıtulo 3 estudaremos modelos aproximadamente homogêneos e
isotrópicos de forma que a diferença entre esses modelos e o de Friedmann (modelo de
fundo) possa ser tratada perturbativamente. Porém, como essa subtração não é única,
analisaremos a liberdade associada à escolha de inserção do modelo de Friedmann, cha-
mada liberdade de calibre. Mostraremos também que essas perturbações podem ser
decompostas em quantidades que evoluem de forma independente. A ambiguidade na
inserção do modelo de fundo pode ser evitada utilizando variáveis que são invariantes
em relação a essa escolha. Portanto, deduziremos essas variáveis invariantes de calibre
e também suas relações com as perturbações nas diferentes escolhas de calibre. Por fim,
abordaremos a questão de como determinar objetivamente quando a evolução das per-
turbações é compat́ıvel com a hipótese perturbativa. Com isso, mostraremos que existem
soluções para as perturbações onde alguns calibres são apropriados e outros que não
podem ser usados.

Uma vez determinados os graus de liberdade, tanto do modelo de fundo quanto das
perturbações, no Caṕıtulo 4 trataremos da quantização desses modelos. Como parte
original desse trabalho, determinaremos a álgebra dos parênteses de Poisson dos graus
de liberdade do modelo de Friedmann no caso onde a matéria é descrita por um fluido
perfeito termodinâmico. Nesse ponto nos restringiremos ao caso de fluidos barotrópicos
em universos planos, onde faremos uma digressão sobre algumas escolhas de funções de
onda para o modelo de fundo assim como as trajetórias de Bohm resultantes para cada
caso. Para as perturbações, trataremos o caso no qual o modelo perturbado também
é o de um fluido perfeito termodinâmico geral. Determinaremos a Lagrangiana total
das perturbações gravitacionais e do fluido assim como a redução dos graus de liberdade
usando os v́ınculos da teoria. Nessa análise faremos toda a redução dos v́ınculos sem
utilizar as equações de fundo, estendendo os resultados da literatura onde isso é feito no
caso particular de universos de Friedmann planos e com fluidos barotrópicos [20, 25]. Dessa
Lagrangiana encontraremos a álgebra de Poisson para as perturbações e discutiremos sua
quantização. Nessa discussão consideraremos o caso geral onde o fluido é arbitrário, de

2Os modelos de Friedmann não possuem campos de Killing tipo tempo.
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forma que as perturbações de entropia e gravitacionais estão acopladas. Esse estudo
também amplia a literatura atual ao considerar essa quantização conjunta. Mostraremos
também que a Lagrangiana utilizada na literatura não é apropriada para o caso onde as
seções espaciais não são planas. Finalmente falaremos brevemente da função de correlação
de dois pontos e como essa função define o espectro de potências.

No Caṕıtulo 5 usaremos as ferramentas desenvolvidas nos caṕıtulos anteriores para
desenvolver de forma completa a evolução das perturbações em modelos com ricochete.
Para o modelo espećıfico de ricochete, usaremos as trajetórias de Bohm resultantes de um
modelo de fundo quantizado onde o fluido que domina é o de radiação, determinando as
posśıveis escalas que podem ser atingidas ainda na quantização via equação de Wheeler–
DeWitt. Para as perturbações mostraremos que um universo inicialmente dominado por
um fluido, com curvatura espacial arbitrária, gera um espectro quase invariante de es-
cala para uma faixa de valores dos modos. Mostraremos também que no limite onde a
curvatura vai a zero recuperamos os resultados do caso plano, já estudado na literatura.
Deduziremos uma solução aproximada em série de potências para as perturbações e vere-
mos quais são as condições de aplicação dessa aproximação. Para evoluir as perturbações
através do ricochete, consideraremos o caso espećıfico das trajetórias de Bohm e também
mostraremos que podemos obter o espectro na fase de expansão dadas algumas condições
gerais de continuidade e suposições sobre as equações de movimento das perturbações.
Concluindo, faremos um estudo numérico da evolução das perturbações, confirmando os
resultados aproximados e estendendo aos casos onde as perturbações são formadas em
fases onde dois fluidos são relevantes.

Como parte adicional desse trabalho, no Apêndice A mostraremos alguns resultados
básicos de geometria diferencial que usaremos no trabalho e uma breve discussão sobre
espaços homogêneos a fim de determinar quais imposições às simetrias consideradas po-
dem restringir a forma da métrica. Faremos esse estudo de forma covariante e evitando
utilizar coordenadas quando posśıvel. Esse esforço é também estendido a todo o resto
do trabalho, pois é da opinião do autor que a introdução de coordenadas pode complicar
desnecessariamente os resultados. No Apêndice B estudaremos as posśıveis escolhas de
tensor energia–momento a serem usados no trabalho. Nesse apêndice, assim como no
trabalho, focaremos no caso onde o tensor energia–momento é o de um fluido, discutindo
rapidamente uma posśıvel origem cinemática e casos onde existe dissipação. Falaremos
também sobre a inexistência de equiĺıbrio termodinâmico para a maioria dos constituin-
tes. Como a dedução das equações de movimento do fluido via prinćıpio variacional é
essencial para a quantização do sistema, ainda nesse apêndice analisaremos um método
proposto por Schutz (1970) [26], o qual usaremos no trabalho.

No Apêndice C faremos uma digressão detalhada de perturbações em torno de métricas
arbitrárias, não necessariamente de Friedmann, obtendo as perturbações tanto na métrica
quanto nas variáveis cinemáticas (curvatura extŕınseca) e curvatura das seções espacias
de um seccionamento arbitrário. E no Apêndice D estenderemos essa análise em segunda
ordem nas perturbações a fim de deduzir a Lagrangiana que dá origem às equações de
movimento para as perturbações. Para a matéria, discutiremos tanto o caso de um fluido
termodinâmico quanto o caso geral, determinando também a Lagrangiana para o caso de
modelo de fundo de Friedmann que será usado diretamente no trabalho. Finalmente, no
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Apêndice E, fazemos uma lista de resultados sobre algumas funções especiais que serão
usadas nesse trabalho.



CAṔITULO 2

COSMOLOGIA HOMOGÊNEA E ISOTRÓPICA

Neste caṕıtulo revisamos o modelo padrão da cosmologia, no que se refere aos modelos
cosmológicos homogêneos e isotrópicos. Essa descrição do espaço–tempo foi introduzida
inicialmente por Friedmann (1922) [27] e alguns anos depois por Lemâıtre (1927) [28].
Ambos estudaram tais modelos utilizando a RG aplicada a casos espećıficos. Posterior-
mente Robertson (1935) [29] e Walker (1937) [30] mostraram que a forma da métrica, que
é independente da teoria de gravitação, utilizada nos trabalhos de Friedmann e Lemâıtre
eram as únicas posśıveis em universos com seções espaciais homogêneas e isotrópicas.

Na Seção 2.1 fazemos uma descrição matemática geral das implicações da homoge-
neidade e isotropia nos modelos de universo, mostrando o resultado dessas restrições na
métrica do espaço–tempo e em seguida, na Seção 2.2, obtendo as equações de movimento
resultantes. Na Seção 2.3, descrevemos a separação da métrica em uma parte constante
nas hipersuperf́ıcies espaciais vezes um fator de escala e, usando essas ferramentas de-
senvolvidas, na Seção 2.4 calculamos as distâncias cosmológicas assim como a variação
do comprimento de onda (desvio para o vermelho) das part́ıculas que seguem trajetórias
nulas.

Nas seções citadas acima discutimos a modelagem da geometria do universo. Por-
tanto, para completar a descrição do modelo padrão, na Seção 2.5 examinamos o efeito
da homogeneidade e isotropia na caracterização do conteúdo material do universo e, con-
sequentemente, nas componentes do tensor energia–momento.

As previsões desse modelo são bem sucedidas ao considerar a época atual até a nu-
cleosśıntese primordial (ver, por exemplo, [1]). No entanto, existem pontos importantes
que não são explicados ou abordados pelo modelo, como as condições iniciais das per-
turbações, assimetria matéria anti-matéria e planeza, por exemplo. Além disso, se o
modelo for extrapolado para o passado leva necessariamente1 a uma singularidade [31].

Para resolver as questões citadas acima, pelo menos em parte, atualmente utiliza-se
um mecanismo chamado inflação que consiste em uma fase de expansão quase expo-
nencial do universo. Portanto, na Seção 2.6 analisamos de forma geral essas questões
e, na Seção 2.6.4, apresentamos as soluções via peŕıodo inflacionário. Finalmente, na
Seção 2.6.5, mostramos como um modelo não singular que experimenta um ricochete,
i.e., passa de uma fase de contração para uma de expansão, também pode resolver essas
questões.2

1Os teoremas de singularidades requerem a satisfação de certas condições de energia impostas sobre
o tensor energia–momento que uma vez satisfeitas mostram que a singularidade é inevitável.

2Para uma revisão sobre modelos com ricochete, veja as referências [32] e [33].

6



2.1 HOMOGENEIDADE E ISOTROPIA 7

2.1 HOMOGENEIDADE E ISOTROPIA

Em geral, os modelos cosmológicos utilizam o que chamamos de Prinćıpio Cosmológico
(ou Prinćıpio de Copérnico) em que supõe-se homogeneidade e isotropia como hipótese
simplificadora. Esse prinćıpio tem como origem as ideias de Copérnico nas quais a Terra
não ocupa uma posição privilegiada no universo. Estendendo essa afirmação, dizemos
que não existe nenhum ponto ou direção privilegiada no universo. Dados observacionais,
como a RCF [9], estruturas em grande escala [34] e crescimento de estruturas [35], parecem
confirmar essa premissa.

Para tornar essas hipóteses questões objetivas, modelamos o espaço–tempo como uma
variedade quadridimensional M (veja Apêndice A para as definições utilizadas nessa
seção) e, como teoria para a evolução temporal da métrica, utilizamos a RG. Nesse
contexto, a gravitação é descrita pela métrica gµν enquanto toda informação do conteúdo
material e das energias de interação são descritas por um tensor energia–momento Tµν .
Dessa forma, temos que as equações de movimento (equações de Einstein) são dadas por

Gµν + Λgµν = κTµν , (2.1)

onde Λ é uma constante, κ = 8πG/c4, G é a constante gravitacional, c é a velocidade
da luz no vácuo e o tensor de Einstein Gµν está definido na Eq. (A.7). O parâmetro Λ
é chamado constante cosmológica. A constante cosmológica também pode ser entendida
como uma adição de um componente material cujo tensor energia–momento é dado por
T(Λ)µν = −Λgµν/κ. Nesse caso as equações de Einstein seriam

Gµν = κTµν , (2.2)

onde o tensor energia–momento que aparece do lado direito inclui também o da constante
cosmológica.

Essas equações em conjunto com a identidade de Bianchi (Eq. A.11), satisfeita pelo
tensor de Riemann, formam um conjunto completo de equações diferenciais parciais.
Esse conjunto somado às equações de movimento dos campos de matéria fornecem um
sistema no qual, dada as condições iniciais para todos esses campos, a evolução temporal
da métrica é completamente determinada.3 O sistema de equações descrito acima é um
sistema não linear que, em geral, envolve vários campos de matéria acoplados. Devido
à complexidade desse conjunto, aplicamos os prinćıpios de homogeneidade e isotropia
antes de obter as soluções, simplificando assim, o conjunto de equações diferenciais a ser
resolvido.

Para obter as restrições na métrica e no tensor energia–momento advindos da im-
posição do prinćıpio cosmológico, primeiro aplicamos esse prinćıpio para o espaço e tempo,
que nesse contexto é conhecido como Prinćıpio Cosmológico Perfeito. Para tanto nota-
mos que o tensor de Riemann pode ser interpretado como um operador linear simétrico
atuando no espaço dos tensores (0, 2) antissimétricos (Eqs. A.8–A.10). Portanto, se esse

3Como uma condição adicional, o espaço–tempo deve ser globalmente hiperbólico para termos um
sistema de condições iniciais bem posto. Para uma definição completa desses termos e a demonstração
dos teoremas apropriados, ver teorema 10.2.2 da referência [36].
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operador tiver autovalores distintos entre si, podeŕıamos utilizá-los para escolher uma
direção privilegiada no espaço–tempo. Para evitar isso, o tensor de Riemann deve ser um
múltiplo da identidade, i.e.,

Rµν
αβC[αβ] = K

(
δµ
αδν

β − δµβδνα
)
C[αβ],

= 2KC[µν], (2.3)

onde K é uma constante arbitrária, e Cµν é um tensor arbitrário. Com isso, o tensor de
Ricci e escalar de curvatura são dados por

Rµ
ν = 3Kδµ

ν , R = 12K. (2.4)

Utilizando a Eq. (2.2), temos que nesse caso o conteúdo material é constitúıdo somente de
constante cosmológica (Tµν ∝ gµν) ou vácuo (Tµν = 0). Logo, vemos que essa imposição é
muito restritiva, pois não permite a inclusão de fontes diferentes de constante cosmológica
ao modelo.

Podemos relaxar essas hipóteses impondo a homogeneidade e isotropia somente em
seções espaciais da variedade. Porém, não existe uma forma geral e natural de definir um
seccionamento do espaço–tempo, ou seja, existem muitas formas de dividir a variedade
em hipersuperf́ıcies espacias e não existe nenhuma razão a priori para escolher uma delas.
Isso significa que precisamos fazer uma escolha arbitrária de seções espaciais e então impor
as simetrias em cada uma delas. Contudo, essa escolha impõe uma direção arbitrária
no espaço–tempo, i.e., a direção normal às hipersuperf́ıcies escolhidas. Essa direção
privilegiada é consequência do fato de que na ausência de qualquer outra simetria, esse
espaço–tempo descrito é homogêneo e isotrópico somente nas seções espacias escolhidas,
e qualquer outra escolha nos levaria a seções anisotrópicas e/ou inomogêneas. Com isso,
temos que mesmo entre os observadores em queda livre, i.e., observadores que seguem
curvas geodésicas tipo tempo, existe entre eles um conjunto especial que chamaremos
de observadores isotrópicos cujas tangentes às suas trajetórias coincidem com a direção
normal às hipersuperf́ıcies.4

Na Seção A.3.1 fazemos a construção desse seccionamento de forma inversa. Dizemos
primeiro que existe um grupo de simetrias e posteriormente definimos as seções como
sendo órbitas desse grupo. Nessa construção mostramos que o campo normal nµ tem
norma igual a menos um, é geodésico e satisfaz ∇[µnν] = 0. Podemos construir a função
tempo ct, como discutido na Seção A.2, de forma a ser constante nas hipersuperf́ıcies e
que coincida com o tempo próprio das geodésicas γ(t) com tangente nµ, i.e., Dµct = 0 e
ct(γ(t)) = ct, onde c é a velocidade da luz no vácuo e t o tempo próprio de cada geodésica
(tempo cósmico). Da primeira equação obtemos ∇µct = −nµ∇nct e diferenciando a
segunda nµ∇µct = 1. Substituindo a primeira na última mostramos que

nµ = −∇µct, (2.5)

o que define nossa função tempo a menos da adição de uma constante. Dessa forma,
constrúımos o campo geodésico nµ e a função tempo ct que representam o conjunto de
trajetórias seguidas pelos observadores isotrópicos e o tempo próprio medido por eles.

4Na Seção A.3.1 mostramos que o campo normal às seções espacias homogêneas e isotrópicas é sempre
geodésico.
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Para calcular os objetos referentes a essas geometrias, podeŕıamos partir direto da
Eq. (A.51) e utilizar a estrutura do grupo de isometrias para determinar a curvatura
espacial e, com isso, determinar a curvatura do espaço–tempo com as fórmulas obtidas
na Seção A.2. Ao invés disso, seguiremos de forma análoga a feita para obter a Eq. (2.3),
ou seja, aplicando a homogeneidade e isotropia às seções espaciais, temos que

Rµναβ = K (hµαhνβ − hµβhνα) , Rµν = 2Khµν , R = 6K, (2.6)

onde hµν e Rµναβ estão definidos nas Eqs. (A.14) e (A.18), respectivamente, e K é uma
constante arbitrária em cada hipersuperf́ıcie espacial, i.e., DµK = 0. Pode-se mostrar
que os espaços tridimensionais que correspondem ao tensor de Riemann descrito acima
são a três esfera S3 para K > 0, espaço euclidiano E3 para K = 0 e espaço hiperbólico
para K < 0. Em coordenadas hiperesféricas, as métricas que descrevem os espaços citados
acima podem ser escritas de forma geral como

dΣ2 = dr2 +

(
sinh(

√
−Kr)√
−K

)2

(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.7)

Podemos assim definir um sistema de coordenadas Gaussiano normal na variedade M
utilizando as coordenadas hiperesféricas e a função tempo ct discutida acima. Com essa
escolha, temos que K = K(t) que reescrevemos como K = K0a(t0)2/a2(t), onde K0

representa a curvatura no instante t0 e a(t) um o fator de escala. Fazendo a mudança de
variável r = a(t)r̃, obtemos a métrica nas hipersuperf́ıcies espaciais,

dΣ2 = a2(t)


dr̃2 +

(
sinh(

√
−K0a2

0r̃)√
−K0a2

0

)2

(dθ2 + sin2(θ)dφ2)


 , (2.8)

recuperando a forma da métrica mostrada na Eq. (A.51). Finalmente, temos que a
métrica na variedade M nessas coordenadas é

ds2 = −c2dt2 + a2(t)


dr̃2 +

(
sinh(

√
−K0a2

0r̃)√
−K0a2

0

)2

(dθ2 + sin2(θ)dφ2)


 . (2.9)

Essas são as conhecidas métricas de Friedmann–Lamâıtre–Robertson–Walker (FLRW) e
representam todos os posśıveis espaço–tempo com seções homogêneas e isotrópicas.

2.2 EQUAÇÕES DE FRIEDMANN

Ao impor as simetrias nas hipersuperf́ıcies espaciais, como discutido na Seção 2.1, redu-
zimos o número de componentes a serem determinadas e, utilizando a RG, procedemos
de forma a obter as equações de movimento para os graus de liberdade não fixados. No-
tamos primeiro que a métrica para os universos espacialmente homogêneos e isotrópicos
(Eq. A.51) divide-se na multiplicação de um fator de escala, que depende somente do
tempo, vezes um tensor invariante sobre a ação do grupo de isometrias. Dessa forma
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podemos definir uma métrica conforme h̃µν = δabe
a
µe
b
ν que é constante ao longo das hi-

persuperf́ıcies, i.e., ∂cth̃µν = 0, com isso, a métrica das seções espaciais é hµν = a2(t)h̃µν .
A métrica discutida acima simplifica também a forma da curvatura extŕınseca, a qual,

utilizando a Eq. (A.22), é dada por

Kµν =
Θhµν

3
=
ȧ

a
hµν , (2.10)

Θ = 3
ȧ

a
= 3

H

c
, (2.11)

onde definimos a função de Hubble,5 i.e., H = cȧ/a. Nesse caso a curvatura extŕınseca
satisfaz DµKαβ = 0. Dado esse resultado, usamos a identidade de Bianchi projetada
(Eq. A.34) e o tensor de Ricci das hipersuperf́ıcies, como mostrado na Eq. (2.6), para
obtermos a relação entre a curvatura espacial K a o fator de escala a,

K̇ +
2KΘ

3
= 0, (2.12)

e por conseguinte, integrando essa equação, obtemos

K = K0

(a0

a

)2

, (2.13)

onde usamos as quantidades com o subscrito 0 para representar as mesmas calculadas no
instante t0, i.e., para uma função qualquer do tempo f(t), f0 ≡ f(t0), e o instante t0
representa a época atual.

Para seções espaciais não planas (K0 6= 0), é comum associar o fator de escala ao
raio de curvatura hoje R0 ≡

√
1/|K0|. Se escolhemos o fator de escala com unidade de

comprimento, podemos escolher esse fator hoje como sendo exatamente igual ao raio de
curvatura R0 = a0 e, dessa forma, |K0a

2
0| = 1. No caso onde trabalhamos com o fator

de escala adimensional, precisamos escolher arbitrariamente a unidade, por exemplo,
fazendo R0 = a0 Mpc, obtemos |K0a

2
0| = 1 Mpc. Em ambos os casos normalmente defini-

se uma variável K̃ = K0a
2
0 que é igual a −1, 0, 1 para o caso hiperbólico, plano e esférico,

respectivamente, enfatizando que K̃ tem unidade de inverso de comprimento quadrado
quando a é adimensional. Com as definições acima temos que a curvatura quando o fator
de escala é igual a unidade é K(a = 1) = K0a

2
0 = K̃, ou seja, o raio de curvatura é igual

a unidade na hipersuperf́ıcie conforme.
É conveniente calcular o tensor de Riemann e todos os tensores derivados dele para

essas geometrias. Usando as Eqs. (A.32), (A.36) e (A.37) em conjunto com a Eq. (2.10)

5O operador ˙≡ ∂ct está definido na Eq. (A.23).
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temos

Rµναβ = 2

(
K +

Θ2

9

)
hµ[αhν]β + 4

(
Θ̇

3
+

Θ2

9

)
n[µhν][αnβ], (2.14)

Rµα =

(
2K +

Θ̇ + Θ2

3

)
hµα −

(
Θ̇ +

Θ2

3

)
nµnα, (2.15)

R = 6K + 2Θ̇ +
4Θ2

3
, (2.16)

Gµα = −
(
K +

2Θ̇

3
+

Θ2

3

)
hµα +

(
3K +

Θ2

3

)
nµnν . (2.17)

Substituindo as expressões acima na Eq. (A.13), vemos que o tensor de Weyl é nulo, i.e.,

Cµναβ = 0. (2.18)

Podemos verificar que as simetrias das seções espaciais impõem uma restrição no
tensor energia–momento. Partindo das equações de Einstein (Eq. 2.2) e projetando-as
nas diferentes direções, temos

κh [Tµν ] = h [Gµν ] = −
(
K +

2Ḣ

c
+

3H2

c2

)
hµν , (2.19)

κh [Tµn] = h [Gµn] = 0, (2.20)

κTnn = Gnn = 3K +
3H2

c2
, (2.21)

onde o subscrito n representa a contração do ı́ndice com o campo normal, como definido
na Eq. (A.16). Partindo das equações acima obtemos h [Tµν ] ∝ hµν e h [Tµn] = 0. Essas
duas condições restringem a forma do tensor energia–momento à de um fluido perfeito,
i.e.,

Tµν = ρnµnν + phµν , (2.22)

T = −ρ+ 3p, (2.23)

onde ρ ≡ ρ(t) é a densidade de energia e p ≡ p(t) a pressão isotrópica observadas no
referencial definido por nµ. Com isso, temos que a equação projetada na direção nµnν e
o traço fornecem,

H2 = κ∗ρ−
c2K̃

a2
, (2.24)

cḢ +H2 = c2 ä

a
= −κ∗

2
(ρ+ 3p) , (2.25)

onde definimos uma nova constante κ∗ ≡ c2κ/3. As equações acima são chamadas
equações de Friedmann [27]. A primeira equação funciona como um v́ınculo para as
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condições iniciais do sistema, no entanto, nos regimes onde a função de Hubble não muda
de sinal, ela pode ser usada para calcular a evolução temporal do fator de escala. É
conveniente obter essas equações em função de Θ, i.e.,

Θ2

3
= κρ− 3K, (2.26)

Θ̇ = −3κ

2
(ρ+ p) + 3K. (2.27)

Usando a identidade de Bianchi contráıda (Eq. A.12) e as equações de Einstein, temos
que o tensor energia–momento deve satisfazer

∇µT
µν = 0. (2.28)

Aplicando essa condição ao tensor energia–momento definido acima, temos

∇µ(ρnµnν + phµν) = (ρ̇+ Θ(ρ+ p))nν = 0,

e, lembrando que cΘ = 3H,
cρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0. (2.29)

Vale ressaltar que essa equação pode ser obtida diretamente das Eqs. (2.24–2.25) e, por-
tanto, não representa uma equação de movimento independente.

2.3 DESCRIÇÃO CONFORME

Como discutimos acima, a métrica das hipersuperf́ıcies espaciais hµν pode ser decomposta
no quadrado do fator de escala a2 vezes uma métrica conforme h̃µν igual em todas as

seções. Definimos a seção espacial conforme Σ̃ e usamos o adjetivo conforme para nos
referirmos às quantidades calculadas nessa seção espacial.

A inversa da métrica conforme h̃µν é dada por h̆µν ≡ a2hµν (e não simplesmente

levantando os ı́ndices de h̃µν) e, com isso, h̃µαh̆αν = hµ
ν . Podemos verificar facilmente que

a inversa também é constante nas seções espaciais, i.e.,

˙̆
hµν = ∂ct(a

2hµν) =
2ȧ

a
h̆µν − 2a2Kµν = 0. (2.30)

Podemos estender essa ideia e encontrar um conjunto de campos (co)vetoriais a fim de
decompor a métrica em M , gµν = a2g̃µν . Para tanto definimos o campo vetorial n̆µ = anµ

e o campo de covetores ñµ = a−1nµ de forma que n̆µñµ = −1. Usando esses campos,
escrevemos a métrica e sua inversa,

gµν = a2(h̃µν − ñµñν) ≡ a2g̃µν , (2.31)

gµν = a−2(h̆µν − n̆µn̆ν) ≡ a−2ğµν . (2.32)

Como mostramos acima,
˙̆
hµν = 0 = ˙̃hµν , e é fácil verificar que o fluxo gerado por n̆µ

também deixa as métricas conformes em Σ invariantes, i.e., £n̆h̆µν = 0 = £n̆h̃µν . Além
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disso, temos que £n̆n̆
µ = 0 = £n̆ñµ e dessa forma as métricas conformes em M são

constantes em relação ao fluxo n̆µ, ou seja,

£n̆g̃µν = 0 = £n̆ğ
µν . (2.33)

Existe ainda uma outra vantagem associada à existência do campo vetorial n̆µ: a
derivada de Lie da métrica é proporcional à mesma,

£n̆gµν = 2∇(µn̆ν) = 2(−ȧnµnν + aKµν) = 2ȧgµν .

Portanto, o campo n̆µ é um campo de Killing conforme (ver Wald [36]) e, dessa forma,
produz uma quantidade conservada ao longo de cada geodésica nula,6 i.e., dada uma
geodésica nula com tangente wµ, obtemos

∇w(wµn̆µ) = wµwα∇αn̆µ = wµwα(−∇µn̆α + 2ȧgµα),

∇w(wµn̆µ) = ∇uaw
µwαgµα = 0. (2.34)

A coordenada ct associada ao campo vetorial via Eq. (2.5) é simplesmente o tempo
próprio medido pelos observadores isotrópicos descritos por nµ. Da mesma forma, defi-
nimos o tempo conforme η ≡ η(t) associado ao campo covetorial ñµ = −∇µη = η̇nµ.7

Portanto, a coordenada η é dada por η̇ = 1/a e, com isso,

η − η0 = c

∫ t

t0

dt

a
. (2.35)

A derivada de Lie na direção n̆µ, em um sistema de coordenadas no qual usamos o tempo
conforme, representa a derivada parcial em relação a essa coordenada. Nesse trabalho
usaremos o śımbolo ′ ≡ £n̆ para representá-la e definimos também a função de Hubble
conforme como,

H ≡ a′

a
, (2.36)

onde

H2 = a2κ

3
ρ− K̃, Θ =

3H
a
. (2.37)

2.4 DESVIO PARA O VERMELHO E DISTÂNCIAS COSMOLÓGICAS

Como vimos na Seção 2.2, a métrica evolui temporalmente a partir de um fator de escala.
Uma forma direta de observar tal modificação é através da alteração do comprimento
de onda dos fótons. Suponha que uma galáxia emite um fóton no instante te e com
quadrimomento nulo dado por pµ,8 de forma que quando medido por um observador
isotrópico em um instante qualquer t0 tem número de onda k(t0) = p‖/(~c), onde p‖ ≡
−nµpµ e ~ é a constante de Planck.

6Chamamos de geodésica nula a curva geodésica cujo vetor tangente wµ é do tipo nulo.
7O sinal de menos na relação entre η e ñµ vem da escolha de assinatura, ver Eq. (2.5).
8Estamos desprezando qualquer velocidade peculiar que a galáxia ou a Terra possa ter em relação aos

observadores isotrópicos.
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Como os fótons seguem geodésicas nulas, a quantidade

pµn̆
µ = −p‖(te)a(te)

é constante ao longo da trajetória (ver Eq. 2.34) e, portanto, o comprimento de onda
λ = 2π/k medido por um observador na Terra em um instante t0 é dado por

λ(t0) = λ(te)x(te),

onde, por conveniência, definimos a variável x(te) = a0/a(te). Se conhecermos o espectro
emitido pela galáxia, observaremos o mesmo modificado por um desvio

λ(t0)− λ(te)

λ(te)
= x(te)− 1 ≡ z. (2.38)

No caso de um universo em expansão, temos que a(te) < a0 e portanto z > 0, o qual
chamamos de desvio para o vermelho já que os comprimentos de onda são aumentados.

t

pµ

Σte

Σt0

qτe

nµ nµ

qτ0
d(t0)

wµ

qτ

γt0(qτ )

Figura 2.1 – Trajetória q(τ) de um fóton emitido em q(τe)
no instante te = t(τe) e observado em q(τ0) no instante
t0 = t(τ0). Projetando essa trajetória na seção Σt0 , te-
mos que d(t0) representa a distância entre o emissor e o
observador medida nessa hipersuperf́ıcie. As linhas cinzas
verticais representam as trajetórias γt(qτ ) dos observadores
isotrópicos e o campo wµ a tangente à trajetória projetada
em Σt0 .

Podemos determinar a distância
instantânea entre a galáxia emis-
sora e a Terra, i.e., dado um ins-
tante t0 calculamos o comprimento
da geodésica que liga a posição da
galáxia e da Terra na mesma seção
espacial Σt0 como mostrado na Fi-
gura 2.1.

Para isso, decompomos o qua-
drimomento nas componentes para-
lelas e perpendiculares a nµ,

pµ = (hµν − nµnν)pν = p‖nµ + p⊥µ,

onde p⊥µ ≡ h [pµ]. Como o quadri-
momento é nulo, temos que

pµpµ = −p‖2 + p⊥2 = 0,

onde p⊥2 = p⊥µp⊥µ. Note que
p‖ = −pµnµ = dct/dτ , onde τ é o
parâmetro da trajetória qτ do fóton.
Para calcular a distância percorrida
na hipersuperf́ıcie Σt0 precisamos
projetar a trajetória qτ do fóton
como mostrado na Figura 2.1. Para
tanto, note que p⊥µ representa o deslocamento espacial do fóton a cada instante de sua
trajetória e, portanto, é necessário arrastar esse vetor ao longo das trajetórias dos ob-
servadores isotrópicos γ até a seção Σt0 , i.e., dado um ponto inicial qτ sobre a trajetória
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do fóton, γt0(q(t)) representa o ponto em Σt0 da curva do observador isotrópico que no
instante t(τ) estava no ponto qτ .

A trajetória dos observadores isotrópicos γt0(qτ ) define uma operação empurrar (como
definido na Seção A.1) que utilizamos para definir p⊥µ ao longo das trajetórias dos ob-
servadores isotrópicos, i.e., γ∗t0p

⊥µ|qτ = wµ|γt0 (qτ ). Como o campo vetorial wµ é definido
via operação empurrar, ele satisfaz a equação ẇµ = 0, cuja condição inicial é dada por
wµ|qτ = p⊥µ|qτ . Por conseguinte,

∇nw
µ = ∇wn

µ = wνKνµ,
∂ctw

⊥2 = 2∂ct ln(a)w⊥2,

w⊥2(t)a2
0 = w⊥2(t0)a(t)2,

onde w⊥µ ≡ h [wµ] e w⊥2 ≡ w⊥µw⊥µ. Aplicando a condição inicial temos

wµwµ|γt0 (qτ ) = w⊥2|γt0 (qτ ) =
a2

0

a2(t)
p⊥2(λ).

Logo, o comprimento dessa curva é dado por

d(t0) =

∫ τ0

τe

dτ
√
wµwµ|γt0 (qτ ) =

∫ τ0

τe

dτ

√
a2

0

a2(t)
p⊥2(λ) = ca0

∫ t0

te

dt

a(t)
. (2.39)

Da mesma forma podeŕıamos ter calculado a distância em qualquer outra seção espacial
Σt1 obtendo

d(t1) = ca(t1)

∫ t1

te

dt

a
≡ a(t1)d̃, (2.40)

onde definimos a distância conforme como d̃ = d(t)/a. Note também que essa distância
é dada pela diferença da coordenada conforme definida na Eq. (2.35), i.e., d̃ = η − η0.
Para uma galáxia suficientemente próxima, i.e., te . t0, expandimos o fator de escala em
série de Taylor em torno de t0,

z ≈ H0(t0 − te) ≈
H0

c
d(t0) =

d̃

R̃H

, (2.41)

onde o valor da função de Hubble na época atual H0 é chamado constante de Hubble e
R̃H ≡ c/(a0H0) define o raio de Hubble conforme. Essa relação foi primeiramente medida
por Hubble [37] e medidas atuais [38] indicam que H0 = 72 ± 8kms−1Mpc−1. Como é
convencional na literatura, definimos também a quantidade h = H0/(100 km s−1Mpc−1)
que chamamos de constante de Hubble adimensional. Em função desse parâmetro temos
o raio de Hubble hoje é aproximadamente RH ≡ a0R̃H ≈ 3000 Mpc h−1.

2.5 MODELO PADRÃO

Para estudarmos as posśıveis soluções das Eqs. (2.24–2.25), aproximamos o conteúdo
material do universo usando um fluido perfeito. Como vimos na Seção B.2, nem todo



2.5 MODELO PADRÃO 16

fluido perfeito representa estados em equiĺıbrio termodinâmico, pode haver dissipação
via pressão dissipativa. No entanto, vimos na Seção B.3 que existem pelo menos dois
tipos de fluidos que entram em equiĺıbrio termodinâmico em modelos de FLRW. Esses
são caracterizados pela relação entre densidade de energia e pressão, além da evolução da
temperatura. Chamamos radiação os fluidos que têm a relação p = ρ/3 cujas temperatu-
ras evoluem com T = T0x,9 e poeira aqueles com pressão p ≈ 0 e temperatura T = T0x

2.
Em geral descrevemos fluidos barotrópicos (pressão depende somente da densidade de
energia), onde a equação de estado w = p/ρ é constante. Note porém que a aproximação
de poeira vale enquanto mc2 � kBT , onde kB é a constante de Boltzmann. De forma
geral obtemos, usando a Eq. (2.29), que a densidade de energia evolui como

ρ = ρ0x
3(1+w). (2.42)

Podemos usar o valor de H2(t) para definir uma densidade cŕıtica no instante t, ρc =

H2/κ∗, de forma a termos necessariamente K̃ = 0 se a densidade de energia do universo
for igual à cŕıtica. Definimos as densidades adimensionais Ω = ρ/ρc0,10 e analogamente
Ωk = −RH

2K e
Ωk0 = −RH

2K0 = −R̃H
2K̃. (2.43)

Como vimos na Eq. (2.1), a constante cosmológica pode ser descrita como um fluido com
tensor energia–momento

T(Λ)µν = −Λgµν
κ

=
c2Λ

3κ∗
nµnν −

c2Λ

3κ∗
hµν ,

ou seja, um fluido com ρ = c2Λ/3κ∗ e p = −ρ e, portanto, w = −1. Usando essa equação
de estado na Eq. (2.42) vemos que ρ é constante como esperávamos e, de forma similar
ao que fizemos para os fluidos, definimos a densidade ΩΛ0 = RH

2Λ/3.
No modelo padrão, o universo é descrito como contendo uma densidade Ωr0 de ra-

diação, a qual leva em conta fótons Ωγ0 e neutrinos Ων0 de forma que a densidade total de
radiação é dada por Ωr0 = Ωγ0 + Ων0. A temperatura da RCF medida hoje pelo satélite
COBE [9] é Tγ,0 = 2.714 ± 0.022 K. Portanto, temos que a temperatura da radiação é
dada por Tγ = Tγ,0x. Dado que em algum momento no passado os neutrinos estavam
em equiĺıbrio térmico com a radiação e devido sua pequena massa, podemos considerar
que Tν ≈ Tγ = Tγ,0x.11 Note que essa igualdade vale enquanto a temperatura for muito
maior que a massa dos neutrinos e que, após esse instante, a temperatura dos neutrinos
passa a evoluir com x2.

Além da radiação, descrevemos o universo como contendo uma densidade de part́ıculas
frias Ωm0 (mc2 � kBT ), ou seja, descrita por um fluido do tipo poeira. Essa categoria
consiste na densidade de bárions12 Ωb0, que representa a matéria viśıvel do universo, e

9No que isso vale tanto para part́ıculas de massa nula, quanto para part́ıculas cuja massa é muito
menor que a temperatura, i.e., mc2 � kBT .

10Note que na literatura alguns autores definem uma função Ω(t) = ρ/ρc para ρc também como função
do tempo, enquanto aqui usamos Ω para representar a densidade em um instante arbitrário dividida pela
densidade cŕıtica hoje.

11A menos de fatores numéricos ligados à estat́ıstica e Fermi–Dirac ou Bose-Einstein e spin.
12Mesmo chamada de bariônica essa densidade inclui também os léptons.
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também numa densidade de matéria escura fria Ωc0. Vale ressaltar que a aproximação de
poeira é valida enquanto mec

2/(TpkB) ∝ 109 K/Tp � 1, onde me representa a massa do
elétron. Levando em conta que a matéria estava em equiĺıbrio térmico com a radiação até
a recombinação, temos que desse ponto ao passado13 Tp ≈ Tγ e, portanto, a inequação fica
da forma x � 109/Tγ,0 (teŕıamos um limiar ainda maior se considerássemos a massa do
próton). Como no momento em que esse limiar é atingido a densidade de energia total é
dominada pela radiação (Ωr0x

4 � Ωm0x
3), a aproximação tipo poeira é suficiente. Outras

modelagens incluem também matéria escura quente, mas aparentemente os modelos com
matéria escura fria ajustam melhor os dados (para uma discussão mais completa ver [1]).
Assim a densidade total de poeira é dada por Ωm0 = Ωb0 + Ωc0.

Evidências observacionais, como a relação distância por desvio para o vermelho das
supernovas tipo Ia [39], indicam que o universo está em uma fase de expansão acelerada.
Isso pode ser explicado por uma constante cosmológica Λ positiva diferente de zero.14

Finalmente reescrevemos a densidade total como

Ω = Ωr + Ωm + ΩΛ = Ωr0x
4 + Ωm0x

3 + ΩΛ0, (2.44)

e a Eq. (2.24) como

E2 ≡ H2

H0
2

= Ω + Ωk = Ωr0x
4 + Ωm0x

3 + Ωk0x
2 + ΩΛ0, (2.45)

onde definimos a função de Hubble normalizada E que satisfaz E(t0) = 1. Com essa
definição o escalar de expansão é dado por

Θ =
3E

RH

. (2.46)

O modelo representado pelas equações acima é conhecido como modelo Λ e matéria escura
fria – ΛCDM. A função de Hubble conforme, quando utilizamos as definições acima, é
dada por

R̃H
2H2 =

E2

x2
= Ωr0x

2 + Ωm0x+ ΩΛ0x
−2 + Ωk0, (2.47)

onde na última igualdade usamos o mesmo conteúdo descrito nessa seção.

2.5.1 Energia Escura e CosmoLib

Uma maneira de checar a hipótese de que o universo experimentou uma fase de expansão
acelerada, em algum instante no passado, é testar se as condições de energia [31] são
violadas em algum instante e se são com qual ńıvel de confiança. Essa análise geralmente
é feita utilizando um modelo cosmológico, que envolve a RG ou alguma outra teoria para
a gravitação. No entanto, a escolha arbitrária de teoria de gravitação pode ser evitada.

13Estamos ignorando fatores numéricos de ordem um, como no caso dos neutrinos.
14Esse é atualmente um dos grandes desafios da cosmologia, identificar se essa expansão acelerada é

simplesmente devido à presença de uma constante cosmológica ou de um fluido com equação de estado
p/ρ < −1/3 ou ainda uma indicação de uma teoria de gravitação diferente da RG.
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Para isso modelamos a métrica diretamente, ou seja, decompomos os graus de liberdade
da métrica em termos de funções de base. Nos trabalhos [40, 41] utilizamos a métrica de
FLRW e escrevemos as condições de energia em termos da função de Hubble e da função
de desaceleração,

qd ≡ −
(

3Θ̇

Θ2
+ 1

)
.

Decompomos essa última usando uma spline e a integramos obtendo as distâncias cos-
mológicas (veja Seção 2.4).15 Utilizando as medidas das distâncias das supernovas tipo
Ia [42, 43] ajustamos o modelo e determinamos os erros e correlações dos seus parâmetros.
Como resultado obtivemos que a condição de energia forte (ρ + p ≤ 0 e ρ + 3p ≤ 0) é
violada com ≈ 3σ de confiança. Esse resultado mostra que independente de teoria de
gravitação,16 existe uma evidência da existência de algum fenômeno que causa expansão
acelerada, chamado de energia escura.

Nesse trabalho o autor desenvolveu parte da análise teórica e todo o cálculo numérico
envolvido. Os algoritmos produzidos foram organizados em uma biblioteca de pro-
gramação em C chamada CosmoLib. Desde então ela foi ampliada para incluir o cálculo
das perturbações que descrevem a RCF. A CosmoLib implementa os seguintes conceitos
usados na descrição de modelos cosmológicos:

• ClModel: esse objeto é utilizado para implementar uma série de funções como, por
exemplo, H(z), Ωm, Ωr, Ωk, etc. Na biblioteca estão implementados alguns modelos
mais comuns, como ΛCDM, XCDM,17 e CPL [44].

• ClParam: descreve um conjunto de parâmetros espećıfico. Nele definem-se os valo-
res dos parâmetros e os domı́nios onde estão definidos.

Para a análise estat́ıstica utilizamos os objetos:

• ClParamsTypes: define quais parâmetros são mantidos fixos durante a análise es-
tat́ıstica.

• ClData: descreve um tipo de dado cosmológico, e.g., supernovas tipo Ia, oscilações
bariônicas [45]. Esse objeto também define a forma com a qual o modelo (ClModel)
é comparado com os dados.

• ClDataSet: define um conjunto de ClData.

15Uma spline consiste em uma função cont́ınua formada por polinômios de ordem n definidos em
intervalos que particionam o domı́nio. Impõem-se continuidade na função e nas suas derivadas até
ordem n − 1 em cada nó. Logo, uma spline é continua e diferenciável até ordem n − 1 e é descrita em
termos de m+ n− 1 parâmetros, onde m é o número de nós no domı́nio.

16Note que a análise é independente de teoria de gravitação mas depende da escolha de métrica que
fazemos como hipótese de trabalho.

17Modelo padrão onde a energia escura é descrita por um fluido barotrópico com equação de estado
constante w < −1/3.
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• ClLikelihood: define uma verosimilhança usada para definir os estimadores via
prinćıpio da máxima verosimilhança dados os objetos ClDataSet, ClParamsTypes
e ClParam.

• ClFit: objeto usado para encontrar as estimativas dos parâmetros e a qualidade do
ajuste, dada uma escolha entre os vários algoritmos de minimização dispońıveis na
CosmoLib. Esse objeto também implementa o cálculo da matriz de Fisher e o das
regiões de confiança via razão das verosimilhanças, entre outras análises similares
para a obtenção das margens de erro e correlações.

Os conceitos citados acima podem ser encontrados nas Refs. [46].
Para a utilização dos dados de RCF foram desenvolvidos os objetos,

• ClMap: usado na decomposição dos mapas (por exemplo, os catálogos disponibili-
zados pelo WMAP [9]) em termos dos coeficientes dos harmônicos esféricos.

• ClLinearPert: Calcula a evolução numérica das perturbações gravitacionais e das
equações de Boltzmann reimplementando os programas CMBFast [47] e derivados
(CAMB [48], CMBEasy [49, 50]) de forma a estender esses cálculos para modelos
com ricochete.

• ClThermodynRecomb: Esse objeto implementa a recombinação fora do equiĺıbrio,
como descrito na Ref. [51], já que evolução das perturbações depende da densidade
de elétrons livres além do livre caminho médio dos fótons.

Esse conjunto de objetos reproduz os resultados dos programas CMBFast, CAMB e
CMBEasy, contudo a extensão para universos com ricochete ainda está em andamento.

Essa biblioteca será colocada em domı́nio público com uma licença de software li-
vre [52] uma vez que a análise para universos com ricochete estiver pronta.

2.5.2 Evolução Para um Único Fluido

Como visto na Eq. (2.42), a densidade de energia de um fluido com w constante tem
um comportamento de lei de potência no desvio para o vermelho (fator de escala), o que
permite simplificarmos a análise da evolução desses modelos. Como a potência no desvio
para o vermelho de fluidos diferentes é também diferente, em geral haverá valores de x
nos quais somente um fluido dominará. No caso descrito pela Eq. (2.45), por exemplo,
quando x� (ΩΛ0/Ωm0)1/3 a função de Hubble será dada aproximadamente por aquela de
um único fluido com w = −1, i.e., E2 ≈ ΩΛ0. Similarmente, há domı́nio de poeira w = 0
no intervalo Ωm0/Ωr0 � x� (ΩΛ0/Ωm0)1/3 e de radiação w = 1/3 quando x� Ωm0/Ωr0.

Desta forma, podemos encontrar a evolução do fator de escala analiticamente em cada
um desses intervalos em x. Usando a solução do fluido (Eq. 2.42) na Eq. (2.47), temos a
seguinte evolução do fator de escala em termos da variável x e do tempo conforme,

x(η) =

(
βR̃H√
Ωw0|η|

)β

=

(
η0

|η|

)β
, (2.48)
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onde β ≡ 2/(1 + 3w), Ωw0 é a densidade adimensional do fluido em questão e a constante
η0 ≡ R̃Hβ/

√
Ωw0 representa o tempo conforme no qual o fator de escala é igual a a0

(x = 1). Escolhemos a constante de integração de forma que a(0) = 0 para w > −1/3 e
a(0) =∞ para w < −1/3. Durante essa fase a função de Hubble conforme é dada por

H =
β

η
=

√
Ωw0η0

R̃Hη
=

√
Ωw0η

R̃H |η|
x1/β, (2.49)

onde o termo η/|η| representa o sinal da coordenada temporal, que da forma que esco-
lhemos descreve a fase de contração quando η < 0 e expansão quando η > 0.

2.6 PROBLEMAS COSMOLÓGICOS

Mesmo o modelo idealizado, descrito na Seção 2.5, sendo bem sucedido em explicar
várias caracteŕısticas do universo, há uma série de questões que não são resolvidas no
seu contexto. Os problemas tratados nessa seção estão diretamente ligados a evolução do
universo homogêneo e isotrópico quando consideramos somente os componentes materiais
discutidos na Seção 2.5. Em geral essas questões estão ligadas ao fato de que nossa
descrição do universo até aqui não provê ferramentas para descrever as condições iniciais.
Logo, o máximo que podemos fazer é inferir como seria o universo no passado dada a
observação do universo hoje. Além disso, como há observações de várias épocas diferentes
da evolução, podemos também checar a consistência do nosso modelo.

Vale também ressaltar que esses problemas pressupõem uma extrapolação do modelo
para o passado, ou seja, existem motivos observacionais e teóricos para esperarmos que
essas descrições sejam válidas até um certo ponto no passado. Porém, alguns pressu-
postos, como a validade da RG, entre outros, deixam de ser válidos em algum ponto e
qualquer previsão feita a partir dáı é uma extrapolação e deve ser analisada com cuidado.

Uma questão que exemplifica bem esse ponto é a existência de uma singularidade, o
chamado Big Bang. Mesmo os teoremas de singularidades garantindo a existência de tal
caracteŕıstica na métrica, neles utilizamos a RG em um contexto onde esperamos que
efeitos de gravitação quântica e renormalização do tensor energia–momento de matéria
sejam dominantes. Portanto, a não ser que os teoremas de singularidade possam ser
estendidos levando em conta esses efeitos, não existe nenhum motivo para afirmarmos
que esse modelo leva a uma singularidade.

2.6.1 Horizonte

De partida o modelo padrão supõe que o universo é homogêneo e isotrópico. Como vimos
na Seção 2.2, as simetrias do espaço–tempo impõem restrições sobre a distribuição de
matéria do universo. No entanto, dentro do contexto do modelo discutido até aqui, não
é posśıvel explicar tal distribuição de matéria, ou ainda pior, como mostraremos abaixo
para os conteúdos materiais discutidos na Seção 2.5, esse modelo possui horizonte de
part́ıculas. O que significa que, partindo do ińıcio da evolução desse modelo, as part́ıculas
materiais percorrem uma distância máxima. Se a distância máxima percorrida for menor
que a porção das seções homogêneas que observamos, então não será posśıvel explicar a
homogeneidade e isotropia observada via qualquer processo f́ısico causal.
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Usando a definição de distância conforme dada na Seção 2.4, definimos o horizonte de
part́ıculas como

d̃ = c

∫ t

ti

dt1
a(t1)

= −R̃H

∫ x

xi

dx1

E(x1)
. (2.50)

Em particular, para um universo plano (Ωk0 = 0) sem constante cosmológica (ΩΛ0 =
0) com um único fluido que satisfaz w > −1/3, temos

d̃(x) =
2R̃H

(1 + 3w)
√

Ωm0

(
x−

1+3w
2 − x−

1+3w
2

i

)
≈ 2R̃H

(1 + 3w)
√

Ωm0x
1+3w

2

, (2.51)

onde fazemos xi � x. Note que para o caso singular a(ti) = 0, xi =∞.
Do ponto de vista observacional, montamos o seguinte cenário. Suponha que medimos

uma certa quantidade f́ısica proveniente de fontes que encontram-se a uma distância
conforme ∆d̃ = d̃(t0) − d̃(te). Comparando essa quantidade em diferentes pontos da
casca esférica de raio ∆d̃, saberemos se essa quantidade era distribúıda homogeneamente
a uma distância máxima de 2∆d̃.18 Porém, se o horizonte de part́ıculas for finito, teremos
que no instante te a distância máxima percorrida por um fóton será de d̃e ≡ d̃(te) e, se essa
for menor que 2∆d̃, não poderemos justificar a distribuição homogênea via um processo
causal. Mais especificamente, podemos calcular a razão entre a distância máxima entre
as quantidades observadas e o horizonte de part́ıculas, i.e.,

C = 2
∆d̃

d̃e
= 2

∫ t0

te

dt1
a(t1)

/∫ te

ti

dt1
a(t1)

.

No caso da radiação eletromagnética sabemos que os fótons estavam fortemente aco-
plados aos bárions até a época da recombinação [53–55] (xr ≈ 103), ou seja, quando
os átomos ficam neutros. A partir desse momento os fótons viajam livremente19 pelo
universo. Considere agora as observações da RCF. Aplicando o racioćınio acima temos

que para um universo plano com somente um fluido C = 2
(
x

(1+3w)/2
r − 1

)
, em um uni-

verso sempre dominado por poeira (w = 0) teŕıamos C ≈ 61 e para radiação (w = 1/3)
C ≈ 2× 103.

Porém observamos a RCF altamente homogênea com pequenas flutuações da ordem de
10−5 [9]. Portanto, o resultado acima mostra que essa homogeneidade não pode ser expli-
cada por nenhum processo f́ısico causal se usarmos esse modelo para descrever a evolução
do universo. Esse problema está diretamente relacionado com o fato de que a integral
d̃(x) é convergente, quando isso acontece dizemos que o modelo tem horizonte. Se por
algum motivo essa integral divergisse ou simplesmente d̃(t0)− d̃(tr)� d̃(tr), toda a RCF
que observamos viria de uma região em contato causal e, com isso, sua homogeneidade
poderia ser explicada por algum processo f́ısico. Note que isso não resolveria o problema,
simplesmente tornaria posśıvel uma explicação dinâmica para a homogeneidade.

18Estatisticamente temos que a correlação de dois pontos para essa quantidade será medida com uma
distância máxima de 2∆d̃

19Naturalmente, entre esse fótons há os que interagem gravitacionalmente com as estruturas, chamado
Efeito Sachs–Wolfe Integrado [56], e os que sofrem espalhamento Compton inverso ao interagir com
elétrons de aglomerados de galáxias, chamado Efeito Sunyaev Zel’dovich [57].
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2.6.2 Estruturas em Grandes Escalas

Quando investigamos a distribuição de matéria do universo através da observação de
galáxias, aglomerados de galáxias e outros objetos cosmológicos [58], podemos medir as
correlações entre as posições das várias estruturas. Essa distribuição não uniforme de
matéria está ligada às perturbações em torno do modelo homogêneo e isotrópico (que
iremos tratar em detalhes no Caṕıtulo 3). A evolução dessas perturbações tem em geral
dois comportamentos diferentes, um quando o comprimento de onda é maior e outro
quando é menor que o raio de Hubble RH/E.20 Para todos os comprimentos maiores
que o raio de Hubble, observamos que as perturbações evoluem da mesma forma, nesse
sentido, dizemos que essas perturbações estão congeladas. No caso contrário, as per-
turbações propagam-se de forma diferente com cada modo evoluindo de acordo com o seu
comprimento de onda.

Suponha que observamos hoje correlações com comprimento comparável ao raio de
Hubble hoje λc/RH ∝ 1. Essa razão é modificada se considerarmos instantes anteriores,
já que o comprimento de onda evolui com λc/x e o raio de Hubble com RH/E. Posto
isso, em um instante no passado teremos que essa fração será λc/RHE/x ∝ E/x. Usando
o fato de que a função de Hubble evolui com x3(1+w)/2 para um universo com somente
um fluido e equação de estado constante, temos que essa razão será x(1+3w)/2. Com isso,
vemos que se um certo comprimento de onda observado hoje corresponde a uma escala
congelada, no passado tal escala permanecerá congelada se w > −1/3.

Assim, como observamos correlações de grande escala e que tais comprimentos sem-
pre estiveram congelados, não será posśıvel explicar no contexto desse modelo essas cor-
relações. Em outras palavras, precisamos colocar as correlações nas condições iniciais
das perturbações de forma arbitrária. Note que esse problema é similar ao problema
do horizonte, porém aqui tratamos do raio de Hubble que está ligado à dinâmica das
perturbações, enquanto na Seção 2.6.1 o problema está ligado à causalidade.

2.6.3 Planeza

Medidas recentes da RCF em conjunto com outros observáveis [9] inferem o parâmetro
de curvatura na presente época |Ωk0| < 10−2. A partir desse dado podemos medir quão
próxima a densidade total estava da cŕıtica, i.e., |ρ− ρc|/ρc = Ωk0x

2/E2. Considerando
que no passado a função de Hubble é dominada pela radiação, ou seja, E2(x � 1) ≈
Ωr0x

4, obtemos que essa razão será Ωk0/Ωr0x
2. Mais especificamente, na época da

nucleosśıntese com temperaturas T ∝ 1011K (x ≈ 1011), essa razão será < 10−19.
Note que o racioćınio acima parte de dados medidos na época atual e infere um re-

sultado no passado. Se invertermos essa lógica e pensarmos qual deveria ser a curvatura
no passado para obtermos a observada hoje, o fato acima significa que precisaŕıamos
escolher condições iniciais muito especiais, i.e., |ρ− ρc|/ρc < 10−19. Encarando como um
problema de condições iniciais, essa questão é ainda mais agravada, pois se escolhêssemos
condições iniciais que não satisfizessem a inequação acima, esse modelo seria dominado

20A escala que define o comportamento das perturbações depende da forma de sua equação de movi-
mento, mas em grande parte dos casos essa escala é proporcional ao raio de Hubble.
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pela curvatura, já que essa é proporcional à a−2 e qualquer outra fonte (com equação de
estado constante) contribuiria com termos da forma ∝ a−3(1+w) nas equações de Fried-
mann (Eq. 2.24). Portanto se w > −1/3, a curvatura seria a componente que decresceria
de forma mais lenta.

2.6.4 Soluções via Peŕıodo Inflacionário

Atualmente o paradigma mais aceito para lidar com esses problemas é o chamado modelo
inflacionário. Esse consiste em supor um peŕıodo de expansão acelerada que ocorre antes
da expansão dominada por radiação e poeira. Nesse sentido o modelo inflacionário estende
o modelo padrão, ao invés de simplesmente extrapolá-lo, cria-se um cenário para descrever
o universo em momentos anteriores à descrição do modelo padrão. Note no entanto que o
peŕıodo inflacionário, em geral, não trata do problema da singularidade e épocas anteriores
a esse peŕıodo. Além disso, as próprias tentativas de estender a inflação ao passado, a
fim de remover a singularidade, não têm sido bem sucedidas. Em alguns casos é posśıvel
mostrar que mesmo com a presença desse peŕıodo os modelos continuam prevendo uma
singularidade [10].

No que refere-se ao problema de horizontes, notamos que, como na discussão feita na
Seção 2.6.1, a seguinte razão

C = 2

∫ t0

te

dt1
a(t1)

/∫ te

ti

dt1
a(t1)

, (2.52)

precisa ser menor que um se quisermos explicar a homogeneidade e isotropia das ob-
servações via algum processo f́ısico causal. Tomemos o exemplo da RCF. Como a inflação
trata de épocas anteriores ao modelo padrão, a primeira integral continua com o mesmo
valor, i.e., ∫ t0

te

dt1
a(t1)

=
2R̃H√
Ωm0

(
1− x−

1
2

r

)
≈ 2R̃H√

Ωm0

, (2.53)

onde supomos que esse peŕıodo foi dominado por poeira. A segunda integral pode ser
decomposta em três partes, do instante inicial xi até o ińıcio da inflação xa, desse ponto
até o fim da inflação xb e até xr. Por simplicidade, iremos considerar a inflação como um
peŕıodo de expansão acelerada via uma densidade de energia tipo constante cosmológica.

Dessa forma, temos que a função de Hubble é dada por

E2(x) =





Ωr0

(
xxb
xa

)4

x ≥ xa

Ωr0x
4
b xa ≥ x ≥ xb

Ωr0x
4 xb ≥ x ≥ xr.

, (2.54)

Note que estamos impondo continuidade para a função de Hubble, que é equivalente a
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impor continuidade para a densidade de energia. As integrais são então dadas por

d̃a =
R̃H√
Ωr0

xa
x2
b

,

d̃b − d̃a =
R̃H√
Ωr0

(xa − xb)
x2
b

,

d̃r − d̃b =
R̃H√
Ωr0

(
1

xr
− 1

xa

)
.

Supondo que a inflação durou um peŕıodo longo o suficiente e que aconteceu muito antes
da recombinação, i.e., xa � xb � xr, a distância será dada por d̃r = 2(R̃H/

√
Ωr0)xa/x

2
b

e, com isso, a razão será C ≈ 2
√

Ωr0/Ωm0x
2
b/xa. Podemos parametrizar o problema

da seguinte forma. Dado que a inflação terminou em xb e que durante esse peŕıodo
o universo aumentou de tamanho por um fator de exponencial de N ,21 o desvio para
o vermelho do ińıcio da inflação será xa = eNxb. Nessa parametrização a razão será
C ≈ 2

√
Ωr0/Ωm0e

−N+log(xb) então, para essa razão ser menor que um, precisamos que

N > log(10−2xb), onde usamos 2
√

Ωr0/Ωm0 ≈ 10−2. Se considerarmos que o modelo
padrão começa perto da nucleosśıntese, xb ≈ 1011, temos que N > 21. Dessa forma,
quanto mais no passado quisermos que a inflação ocorra, maior deve ser o número N .

Em relação às estruturas em grande escala, vemos que o protótipo de inflação descrito
na Eq. (2.54) muda o cenário descrito na Seção 2.6.2. Como vimos nessa seção, no modelo
padrão se a razão λc/RHE/x é maior do que um hoje, será sempre maior que um. Agora
considerando o peŕıodo inflacionário, temos que no ińıcio da inflação essa razão será
λc/RH

√
Ωr0x

2
b/xa = λc/RH

√
Ωr0e

−N+log(xb). Logo, se o fator exponencial N for grande
o suficiente para resolver o problema do horizonte, resolverá também o problema das
estruturas em grande escala, já que nesse caso a razão será menor que um. Portanto, no
ińıcio da inflação os maiores comprimentos de onda estarão dentro do raio de Hubble.

Vale ressaltar que se o número N for muito grande, o comprimento de onda no ińıcio
da inflação, λc/xa = λce

−N/xb, pode ser muito pequeno, por exemplo, para λc ≈ RH ≈
3000Mpc ≈ 1060lp, onde lp é o comprimento de Planck. Nesse caso vemos que se e−N/xb
for próximo de 1061, então os comprimentos de onda no ińıcio da inflação seriam próximos
à escala de Planck e, dessa forma, não seria mais posśıvel utilizar a RG clássica. Essa
questão é conhecida como problema Trans-Planckiano [59].

Por fim, podemos ver também que o problema da planeza é resolvido quando adiciona-
mos a fase inflacionária. Da mesma forma que fizemos na Seção 2.6.3, pensaremos como
um problema de condições iniciais. A diferença é que agora estamos colocando condições
iniciais no ińıcio do peŕıodo inflacionário. Se nessa época o parâmetro de curvatura era de
ordem um (Ωk0x

2
a ≈ 1), então no seu fim ele seria pequeno, i.e., Ωk0x

2
b ≈ x2

b/x
2
a = e−2N .

Isso acontece porque durante a inflação a curvatura diminui com um fator de x2 enquanto
a energia que propulsiona a inflação se mantém constante. Com isso, teremos que hoje
o parâmetro de curvatura seria Ωk0 ≈ x−2

a ≈ x−2
b e−2N ≈ 10−40, onde usamos xb ≈ 1011 e

21Como normalmente a letra e é usada para denotar exponencial, o número N é comumente conhecido
como número de e-folds.
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N = 21. Então, vemos que existe uma grande liberdade em escolher o valor inicial para
a curvatura. Pois, para um grande intervalo de valores, o resultado final é que a presença
de um peŕıodo de inflação faz com que hoje o parâmetro seja extremamente pequeno.

Existem várias maneiras de implementar a inflação de forma consistente, que vão
de modelos simples como um campo escalar com massa, múltiplos campos escalares e
modificações na gravitação via correções quânticas do tensor energia–momento. Essas
várias implementações são amplamente discutidas nos livros-texto e artigos de revisão [2,
3, 60].

2.6.5 Soluções via Peŕıodo de Contração

Como discutimos no começo dessa seção, os problemas que aparecem no chamado mo-
delo padrão são consequência de uma extrapolação para o passado. Vimos também na
Seção 2.6.4 que resolvemos os problemas citados se adicionarmos um peŕıodo de expansão
acelerada antes da evolução dominada por radiação. De forma geral, a fase pré-modelo
padrão pode ter diferentes comportamentos. Um caso é ter sempre expansão, havendo
ainda a possibilidade de haver expansão eterna onde a singularidade só é alcançada no
infinito passado, i.e., limt→−∞ a(t) = 0.

Outra possibilidade é ter uma fase de contração que em algum momento converte-
se na fase de expansão (dizemos que o universo passa por um ricochete) dominada por
radiação. No Caṕıtulo 4 discutiremos em detalhes modelos de gravitação quântica que
demonstram esse tipo de comportamento, além de fazermos uma discussão geral sobre
outras formas de obter o ricochete. Nessa seção, porém, o mecanismo espećıfico para
gerar essa fase não é relevante.

Supondo que exista essa fase de contração, a função de Hubble adimensional é dada
por

E(x) =

{
−Ωr0x

4 ti < t < tb

Ωr0x
4 t > tb

, (2.55)

onde x(tb) = xb é a escala onde o ricochete acontece e ti marca o ińıcio do peŕıodo
de contração, podendo ser −∞. A forma como modelamos a mudança entre as fases
de contração e expansão é abrupta. Entretanto, a forma exata dessa transição não será
importante para a análise que segue. A distância máxima percorrida por um fóton durante
a fase de contração será

d̃b =

∫ tb

ti

dt1
a(t1)

=
R̃H√
Ωr0

(
1

xi
− 1

xb

)
≈ R̃H√

Ωr0

1

xi
,

onde na última igualdade estamos considerando que a escala do ricochete é muito menor
que a inicial, i.e., xb � xi. A expressão acima mostra também que se o universo começa
infinitamente grande (ai = ∞) então d̃b = ∞. Nesse caso a razão entre as distâncias,
discutida na Seção 2.6.1, será C ≈ 2xi = 2a0/ai. Com isso, para que a fase de contração
possa resolver o problema de horizonte, basta que nesse modelo o universo comece maior
que ele na presente época, i.e., ai > a0.

No caso das estruturas em grandes escalas, o comprimento de onda no ińıcio será
λc/RHE/x = λc/RH

√
Ωr0xi e, novamente, os comprimentos de onda que correspondem
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às estruturas em grande escala estarão inicialmente menores que o raio de Hubble se
ai > a0.

Finalmente, como estamos colocando as condições inicias em ti, se supusermos que
nesse instante a contribuição da curvatura à função de Hubble seja Ωk0x

2
i ≈ 1 , então hoje

essa contribuição seria Ωk0 ≈ (a0/ai)
2. Se ai > a0, ou seja, se o universo começar muito

maior que hoje, temos uma explicação para a curvatura pequena observada hoje. Veja
que, no caso da contração, a dinâmica das densidades é oposta ao que ocorre na expansão.
A curvatura, que evolui com x2, torna-se rapidamente despreźıvel quando comparado à
poeira (x3) e à radiação (x4).

A questão da planeza mostra ainda uma vantagem dos modelos com ricochete, pois
nesse caso a curvatura espacial não precisa ser muito pequena como no caso da inflação.
Portanto, em primeira aproximação, esses modelos mostram-se mais flex́ıveis em relação
à solução dos problemas cosmológicos tratados nessa seção.



CAṔITULO 3

PERTURBAÇÕES EM TORNO DE UM UNIVERSO
HOMOGÊNEO E ISOTRÓPICO

Discutimos com detalhes no Caṕıtulo 2 um modelo homogêneo e isotrópico para o uni-
verso. Entretanto, sabemos que essas simetrias não são exatas. Somente em grandes
escalas, a distribuição média de matéria inferida a partir da observação de objetos como
galáxias, aglomerados, entre outros, é homogênea em hipersuperf́ıcies de tempo cons-
tante. A observação mais profunda, a RCF, como discutimos na Seção 2.5, mostra-se
distribúıda quase homogeneamente na casca esférica em que a observamos. Porém apre-
senta pequenas irregularidades em torno do seu valor médio.

Essas observações sugerem que o universo pode ser descrito com seções espaciais ho-
mogêneas e isotrópicas mais pequenas perturbações. Já foi citado na Seção 2.6.2 que
para explicar as observações atuais, precisamos descrever essas perturbações em escalas
de mesma ordem que raio de Hubble. Isso implica na necessidade de uma teoria de
perturbações relativ́ıstica para podermos fazer uma descrição completa. O pioneiro no
estudo das perturbações cosmológicas no contexto da RG foi Lifshitz (1946) [61], com o
trabalho posteriormente corrigido por Lifshitz e Khalatnikov (1963) [62]. Acontece que
mesmo esses trabalhos estando corretos, eles foram mal interpretados pois a liberdade,
chamada de liberdade de calibre, que existe ao definir as perturbações em relação a um
modelo de fundo, torna sua interpretação dif́ıcil gerando graus de liberdade espúrios.1

Em uma primeira tentativa de resolver o problema da interpretação das perturbações,
Hawking (1966) [64] desenvolveu um formalismo covariante para lidar com elas.2 Porém,
nesse formalismo as variáveis que são naturalmente invariantes sob mudança de calibre
(invariantes de calibre) são aquelas que são nulas no modelo de fundo e, portanto, o
problema da escolha de calibre continua existindo quando tratamos de variáveis como
densidade de energia, fator de expansão e outras que não são nulas no modelo de fundo.
Posteriormente, esse problema foi resolvido no trabalho de Ellis e Bruni (1989) [66], onde
foram propostas novas variáveis invariantes de calibre associadas à densidade de energia,
fator de expansão, entre outras. O significado f́ısico dessas quantidades é ainda explorado
em Bruni, Dunsby e Ellis (1992) [67].

Outra ideia desenvolvida para lidar com a dependência de calibre foi a de definir
combinações arbitrárias de variáveis dependentes de calibre de forma a obter variáveis
independentes. Esse tratamento foi desenvolvido inicialmente por Moncrief (1974) [68],
posteriormente por Gerlach e Sengupta (1978) [69] no tratamento de colapso gravitacional
e mais tarde por Bardeen (1980) [70] para lidar com as perturbações cosmológicas. Nesse
tratamento lidamos somente com variáveis invariantes de calibre e portanto livre dos

1Essa liberdade era também observada em outros contextos, ver por exemplo em Sachs (1964) [63].
2Ver também Olson (1976) [65].
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graus de liberdade espúrios. Entretanto, nessa abordagem, como são feitas combinações
arbitrárias de variáveis dependentes de calibre para formar as independentes, a inter-
pretação f́ısica dessas últimas fica obscura, sendo necessário usar um calibre espećıfico
para identificar o significado de cada uma delas. Independente dessa dificuldade, esse
tipo de tratamento tornou-se padrão para lidar com perturbações cosmológicas, pois não
existe ambiguidade no cálculo das variáveis invariantes de calibre. Uma série de artigos
de revisão abordam esse tratamento utilizando variáveis invariantes de calibre, veja por
exemplo [60, 71].

Na Seção 3.1 definimos liberdade de calibre e discutimos como essa liberdade é tratada
na literatura. A seguir, na Seção 3.2, mostramos que existem dois grupos distintos de
perturbações que têm diferentes comportamentos em função da liberdade de calibre.
Em posse das perturbações, na Seção 3.3 tratamos da decomposição em modos escalares,
vetoriais e tensoriais, discutindo quais são as caracteŕısticas do modelo que permitem essa
decomposição, assim como as propriedades especiais que a métrica de fundo de FLRW
contém. Definimos na Seção 3.4 as combinações das variáveis que são invariantes sob
mudança de calibre, tanto para as variáveis geométricas quanto para as variáveis ligadas
ao tensor energia–momento. Nessa seção também definimos as perturbações cinemáticas
ligadas às hipersuperf́ıcies da métrica de fundo, a fim de simplificar a interpretação das
variáveis e das escolhas de calibre.

Utilizando as perturbações, na Seção 3.5 obtemos a versão linearizada das equações
de Einstein assim como a versão invariante de calibre das mesmas. Nessa seção mostra-
mos como podemos usar a base dos autovetores do operador de Laplace–Beltrami para
simplificar as equações de movimento, obtendo um conjunto de equações diferenciais or-
dinárias para as perturbações. Como as soluções das equações de movimento resultam
na determinação das variáveis invariantes de calibre, na Seção 3.6, mostramos algumas
escolhas de calibre e como elas podem ser usadas para determinar unicamente todas as
variáveis perturbadas. Por fim, na Seção 3.8, resolvemos as equações de movimento para
um universo com um único fluido e mostramos que, para o caso do universo em contração,
a escolha de calibre é crucial na determinação da validade da série perturbativa.

3.1 LIBERDADE DE CALIBRE

Na modelagem de um sistema f́ısico, de forma impĺıcita ou expĺıcita, existe uma escala
na qual a descrição é feita. Por exemplo, na mecânica dos fluidos estamos interessados
em descrever as propriedades macroscópicas de sistemas compostos por um infinidade de
part́ıculas. Portanto, nela utilizamos a noção de elemento de fluido que corresponde ao
comportamento médio de um conjunto de part́ıculas que o compõe. No processo de média
usado para definir os elementos, o comportamento microscópico e suas propriedades são
condensadas nos elementos da sua evolução, como viscosidade, pressão, entre outros.
De forma similar, ao criar modelos cosmológicos, esperamos descrever o universo nas
maiores escalas observáveis. Nesse sentido supomos que os modelos de FLRW descrevam
o universo em uma escala grande o suficiente para que este possa ser tratado como
homogêneo e isotrópico. Essa suposição, que é usada a priori , mostra-se compat́ıvel
com as observações, através da RCF e estruturas em grandes escalas como discutido na
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Seção 2.6.
Para tratar escalas menores, o modelo não pode mais ser homogêneo e isotrópico. No

entanto, podemos supor que o novo modelo, mesmo não sendo mais de FLRW, seja tal
que a diferença entre ele e um modelo de FLRW seja pequena. O que normalmente se faz
em outras áreas da f́ısica é, por algum processo de média, determinar o valor de fundo
e definir as perturbações como sendo a diferença entre a quantidade e sua média. Dessa
forma temos uma maneira de determinar o valor de fundo e o seu significado f́ısico. Na
cosmologia o processo de média é uma questão em aberto (ver [72] e suas referências),
portanto nesse trabalho tomaremos outro caminho. Ao invés de definir um processo de
média para determinar o modelo de fundo, vamos partir da suposição de que o modelo
de fundo é FLRW, e que a diferença entre ele e o modelo real (também chamado de
modelo perturbado) é pequena. O que acontece nesse caso, como citamos no começo
desse caṕıtulo, é que a definição de perturbação é amb́ıgua, já que a definição de modelo
de fundo é arbitrária.

Suponha que o modelo perturbado é descrito por uma métrica ĝµν em uma variedade
M . Essa é a métrica que descreverá nosso sistema f́ısico. De forma arbitrária, adicionamos
ao problema uma segunda métrica gµν do tipo FLRW e fazemos a suposição fundamental
de que sua diferença é pequena, i.e., definindo a diferença como

δgµν ≡ ĝµν − gµν .

Vamos desprezar todos os termos quadráticos ou de potência superior em δgµν . A questão
é: de que formas diferentes podemos definir a métrica de fundo gµν na variedade M tal
que δgµν seja pequeno.

Para lidar com essa questão, definimos uma variedade M◦ com uma métrica de FLRW
g◦µν . Dado um difeomorfismo Υ : M◦ → M e um grupo de difeomorfismos ϑλ : M → M ,
como os definidos na Seção A.1, temos que Υλ(·) ≡ ϑλ (Υ(·)) provê um conjunto de
difeomorfismos de M◦ em M . Podemos utilizar a inversa de tais difeomorfismos para
definir uma operação puxar,3 que leva covetores de M◦ em covetores M , i.e., g(λ)

µν =
Υ−1∗
λ g◦µν = ϑ−1∗

λ gµν , onde definimos a métrica gµν ≡ Υ−1∗g◦µν na variedade M .
Suponha agora que a diferença δgµν ≡ ĝµν−gµν seja pequena. Para um valor pequeno

do parâmetro λ, temos que

g(λ)
µν = ϑ−1∗

λ gµν = gµν + £ξgµν ,

onde o campo vetorial ξµ é o campo tangente as curvas p(λ) ≡ ϑλ(p) em M . Portanto a
diferença entre as métricas será dada por

δg(λ)
µν = ĝµν − (gµν + £ξgµν) = δgµν − 2∇(µξν),

lembrando que a derivada de Lie é independente da derivada covariante que utilizamos.
Portanto, nesse caso, escolhemos aquela compat́ıvel com gµν , i.e., ∇αgµν = 0. Note que
isso mostra que uma condição suficiente para que a diferença mantenha-se pequena é a de

3Analogamente à operação empurrar definida na Seção A.1, para mais detalhes sobre ambas operações
ver push forward e pull back em [36] ou [73]
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que ∇µξν seja pequeno. Mas ela não é necessária: se escolhêssemos os difeomorfismos ϑλ
de forma que ξµ fosse um campo de Killing de gµν , teŕıamos δg(λ)

µν = δgµν para qualquer
valor de λ. Definimos como mudança de calibre , qualquer outra escolha de difeomorfismo
tal que δg(λ)

µν continue pequeno. Note que essa liberdade de calibre é parametrizada por
campos vetoriais ξµ que definem uma mudança pequena nos difeomorfismos.

Vale ressaltar a diferença entre o procedimento descrito acima e uma mudança de
coordenadas em M . Dada as duas métricas, ĝµν e gµν , se fizermos uma mudança de
coordenadas pequena gerada por um campo vetorial bµ, teremos

ĝµν → ĝµν + £bĝµν = ĝµν + £bgµν ,

gµν → gµν + £bgµν ,

onde consideramos bµ da mesma ordem que δgµν . Com isso, temos que a diferença
entre elas se transformará como δgµν → (ĝµν + £bgµν)− (gµν + £bgµν) = δgµν , ou seja, a
perturbação na métrica é invariante sob transformações de coordenadas de mesma ordem.

Ao fazer uma mudança de calibre, todos os objetos trazidos da variedade M◦ são modi-
ficados, i.e., se T ◦ν1ν2...νm

µ1µ2...µl é um tensor arbitrário definido emM◦ e Tν1ν2...νm
µ1µ2...µl ≡

Υ−1∗T ◦ν1ν2...νm
µ1µ2...µl sua versão em M , então, sob uma transformação de calibre, esse

tensor se modifica da seguinte forma

Tν1ν2...νm
µ1µ2...µl → Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl + £ξTν1ν2...νm
µ1µ2...µl .

Contudo, se fizermos uma mudança de coordenadas em M gerada por −ξµ, esse tensor
será novamente dado por Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl . E, com isso, todas as quantidades definidas
originalmente em M sofrerão a mudança

T̂ν1ν2...νm
µ1µ2...µl → T̂ν1ν2...νm

µ1µ2...µl −£ξT̂ν1ν2...νm
µ1µ2...µl .

É nesse sentido que alguns livros texto ou artigos de revisão referem-se à mudança de
calibre como sendo uma mudança de coordenadas onde as quantidades de fundo são
mantidas “fixas”. Nesse trabalho, todas as mudanças de calibre serão seguidas por uma
mudança de coordenadas de forma que os tensores definidos na variedade de fundo M◦

ficam invariantes.

3.2 QUANTIDADES PERTURBADAS

Seja T̂ν1ν2...νm
µ1µ2...µl um tensor definido em M , tal que sua construção não dependa de

objetos puxados de M◦, e um objeto constrúıdo da mesma forma em M◦. Definimos a
perturbação em T̂ν1ν2...νm

µ1µ2...µl como

δTν1ν2...νm
µ1µ2...µl ≡ T̂ν1ν2...νm

µ1µ2...µl − Tν1ν2...νmµ1µ2...µl .

Estamos interessados em quantidades tais que suas perturbações sejam da mesma ordem
de δgµν . Para esses objetos, uma mudança de calibre tem o seguinte efeito,

T̂ν1ν2...νm
µ1µ2...µl → T̂ν1ν2...νm

µ1µ2...µl −£ξTν1ν2...νm
µ1µ2...µl , (3.1)
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onde desprezamos o termo de segunda ordem £ξδTν1ν2...νm
µ1µ2...µl . Ao fazer uma mudança

de calibre, a perturbação nesse objeto transforma-se como

δTν1ν2...νm
µ1µ2...µl → δTν1ν2...νm

µ1µ2...µl −£ξTν1ν2...νm
µ1µ2...µl . (3.2)

Se não nos restringirmos a campos ξµ especiais,4 essa mudança só será identidade para
qualquer campo ξµ se £ξTν1ν2...νm

µ1µ2...µl = 0. Esse resultado é o lema do artigo [74] em
que os autores mostram que as perturbações são invariantes de calibre se e somente se
£ξTν1ν2...νm

µ1µ2...µl = 0 e que isso acontece se e somente se o tensor for uma constante ou
combinações de constantes e deltas de Kronecker. Chamaremos de perturbações simples
as quantidades perturbadas constrúıdas da forma descrita acima.

Porém, existem objetos geométricos que não são constrúıdos da forma descrita acima.
Quando se define a métrica perturbada como

ĝµν
.
=

(
−1 + 2φ −Bi

−Bi hij + 2Cij

)
,

e a métrica do fundo

gµν
.
=

(
−1 0
0 hij

)
,

estamos implicitamente usando coordenadas gaussianas normais para a métrica de fundo,
como discutido na Seção A.2. Isso é o mesmo que escolher um conjunto de hipersu-
perf́ıcies, de forma que a normal a elas é geodésica, e uma função tempo, tal que o campo
covetorial normal é dado por nµ = −∂µct, o campo vetorial associado a essa coordenada
é simplesmente nµ, i.e., nµ∂µct = −nµnµ = 1, e, por fim, um conjunto de vetores coorde-
nados ei

µ com i = 1, 2, 3 nas hipersuperf́ıcies de forma que nµei
µ = 0 e ėi

µ = 0. Além de
adicionar vários ingredientes relacionados com a escolha de coordenadas, a definição de
métrica acima é equivalente às projeções feitas nas Eqs. (C.2–C.4). A métrica de fundo
nessa decomposição fica,

gnn = −1, gnνhναei
α = 0, gµνhµαhνβei

αej
β = hij,

enquanto a perturbada é dada por

ĝnn = −1 + 2φ, ĝnνhναei
α = −Bi, ĝµνhµαhνβei

αej
β = hij + 2Cij,

onde hµν é o projetor definido na Seção A.2, o subscrito n representa a contração com o
campo n, como definido na Eq. (A.16), e hij ≡ hαβei

αej
β, Bi ≡ Bαei

α, Cij ≡ Cαβei
αej

β.
Então, nesse caso, temos que a perturbação na métrica φ é dada por φ = (ĝnn − gnn)/2.
Note que essa perturbação não se encaixa na forma descrita no começo da seção. A
quantidade ĝnn = nµnν ĝµν envolve termos de ambas as variedades, mais especificamente,
a métrica ĝµν e os vetores normais às seções espaciais definidas em M◦. As perturbações
que envolvem objetos constrúıdos utilizando termos de ambas as variedades serão cha-
mados de perturbações mistas. Em geral, as partes escalares, vetoriais e tensoriais (nas

4Podeŕıamos nos restringir as posśıveis isometrias de Tν1ν2...νm
µ1µ2...µl .
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hipersuperf́ıcies e não na variedade M) da perturbação da métrica são definidas como
projeções onde se usa um sistema de coordenadas atrelado à variedade de fundo. Vale
ressaltar que como essas quantidades não são perturbações simples, não vale o lema da
invariância de calibre, e.g., a quantidade gnn = −1 é claramente constante e tem derivada
de Lie nula, porém φ não é invariante de calibre.

Além das projeções da perturbação da métrica, existem outros objetos mistos que
são úteis na interpretação das perturbações. A variedade de fundo tem um conjunto de
seções espaciais bem definido, nas quais temos homogeneidade e isotropia, que definem
um campo covetorial nµ = −∂µct. Esse campo é normalizado no contexto da métrica de
fundo e, portanto, terá norma diferente de menos um na métrica perturbada. Podemos
então calcular a versão normalizada n̂µ = −∂νct/

√
−ĝγσ∂γct∂σct, que em primeira or-

dem é simplesmente n̂µ = nµ − φnµ (na Seção C.1 calculamos as variáveis cinemáticas
relacionadas a um campo vetorial arbitrário em M). Note que no caso das normais das
seções espaciais de fundo, temos simplesmente que vµ = 0 (ver Eq. C.10). Por exemplo,
a aceleração dessas curvas será âµ = −Dµφ (ver Eq. C.25). Imagine um conjunto de
observadores em M que seguem trajetórias cujas tangentes são dadas por n̂µ, ou seja,
as trajetórias que os observadores isotrópicos seguiriam caso não houvesse perturbações.
Esses observadores iriam, portanto, medir uma aceleração âµ = −Dµφ.

Para evitarmos objetos mistos, podemos criar um seccionamento arbitrário em M de
forma que difira das seções de M◦ somente em primeira ordem. Com isso, definimos a
curvatura extŕınseca do campo normal das hipersuperf́ıcies perturbadas como K̂µν e das

não perturbadas como Kµν , e assim a perturbação δKµν ≡ K̂µν − Kµν . Nesse caso, elas
serão perturbações simples e, logo, vale o lema das perturbações. Mais especificamente,
para a métrica de fundo temos o cisalhamento, definido na Eq. (A.24), σµν = 0 (ver
Eq. 2.10) e, com isso, δσµν é invariante de calibre. A desvantagem dessas quantidades é
que estamos calculando a diferença entre objetos definidos em seções espaciais diferentes.
Suponha que a métrica de fundo tenha curvatura espacial nula, nesse caso δR = R̂ − R
é invariante de calibre, porém R̂ fornece a curvatura espacial de uma certa seção espacial
arbitrária definida em M , ou seja, δR é invariante de calibre mas depende da escolha de
hipersuperf́ıcies em M .

Em resumo, as perturbações mistas são mais fáceis de interpretar pois podemos usar
a mesma noção de hipersuperf́ıcies para definir os objetos a serem comparados, porém
as perturbações definidas dessa forma geralmente dependem do calibre usado. Já as per-
turbações simples, são definidas inteiramente em cada variedade, podem ser invariantes
de calibre quando o valor de fundo for nulo, mas sua interpretação é complicada pois
estamos comparando objetos definidos em seções espaciais diferentes. Vale notar que no
caso de FLRW, a única perturbação simples que podemos definir de forma independente
das seções espaciais é o tensor de Weyl, que na métrica que fundo é nulo (ver Eq. 2.18),
e, portanto, δCµναβ é invariante de calibre e não depende da escolha de hipersuperf́ıcies,
o que simplifica a sua interpretação f́ısica. As projeções que fornecem as partes elétrica e
magnética desse tensor dependem da escolha de hipersuperf́ıcies. Contudo, em primeira
ordem, a projeção

Ĉµναβm̂
µm̂α = δCµναβn

µnα
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depende somente do valor de fundo de m̂µ, pois Cµναβ é nulo na métrica de fundo. Isso
mostra que as projeções elétrica e magnética, em primeira ordem, são independentes da
escolha de hipersuperf́ıcies perturbadas.

3.3 DECOMPOSIÇÃO DAS PERTURBAÇÕES

No Apêndice C calculamos as perturbações em vários objetos geométricos, necessários
para obter as equações de Einstein em primeira ordem, considerando uma métrica de
fundo arbitrária. Em uma métrica de fundo do tipo FLRW, podemos fazer uma série
simplificações. Nesse caso, a curvatura extŕınseca é dada pela Eq. (2.10) e o escalar de
expansão Θ depende somente do tempo cósmico, i.e., DµΘ = 0 e, consequentemente,
DµKαβ = 0. Essas restrições são suficientes para fazer todas as simplificações e, com
isso, podemos obter a curvatura nas hipersuperf́ıcies via Eq. (A.34) obtendo assim as
Eqs. (2.6).

Notamos também que o comutador das derivadas espaciais e a derivada de Lie na
direção normal se anulam quando agindo sobre qualquer tensor, i.e., o tensor de curvatura
definido na Eq. (A.39) é nulo. Porém, a derivada de Lie na direção normal não comuta
com o operador de Laplace–Beltrami D2 ≡ DµD

µ, i.e.,

∂ctD
2Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl = ∂ct (hµνDµDνTν1ν2...νm
µ1µ2...µl) ,

= −2KµνDµDνTν1ν2...νm
µ1µ2...µl + hµν∂ctDµDνTν1ν2...νm

µ1µ2...µl ,

=

(
D2∂ct −

2

3
ΘD2

)
Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl ,

ou simplesmente

[∂ct, D
2]Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl = −2

3
ΘD2Tν1ν2...νm

µ1µ2...µl . (3.3)

Isso acontece porque a derivada de Lie do projetor hµν não é zero e portanto ela não
comuta com Dα = hαµDµ. Pela Eq. (A.44), temos

[Dµ, ∂ct] =
2

3
ΘDµ. (3.4)

Outra simplificação acontece no comutador das derivadas espacias e o operador de
Laplace–Beltrami. Usando a Eq. (A.45) e a forma do tensor de Ricci espacial da Eq. (2.6),

[Dµ, D
2]ϕ = −2KDµϕ, (3.5)

onde ϕ é um escalar. Para um vetor, usamos a Eq. (A.46) e obtemos

[Dµ, D
2]uν = −4KD(µuν) + 2KhµνDαu

α, (3.6)

onde usamos que DµK = 0 (ver Eq. 2.13).
Podemos decompor as perturbações vetoriais Bµ da seguinte forma,

Bµ = DµB + Bµ, (3.7)



3.3 DECOMPOSIÇÃO DAS PERTURBAÇÕES 34

onde B é uma função arbitrária e Bµ um campo vetorial espacial com divergente nulo, i.e.,
h [Bµ] = Bµ e DµB

µ = 0. Se calcularmos o divergente obtemos DµB
µ = D2B. O operador

de Laplace–Beltrami para variedades com métrica de assinatura (+,+,+) ou (−,−,−),
que é o caso das hipersuperf́ıcies, tem inversa única se as hipersuperf́ıcies forem compactas
ou se as funções consideradas forem rapidamente a zero no infinito.5 Assim, dado um
campo covetorial Bµ, temos uma única função B que denotaremos como B = D−2DµB

µ,
onde D−2 representa a inversa do operador de Laplace–Beltrami. Dessa forma a equação
Bµ = Bµ−DµD

−2DαB
α define um campo covetorial de divergência nula único associado

a Bµ. Isso mostra, portanto, que a Eq. (3.7) define uma decomposição única para um
campo covetorial Bµ. Essa decomposição pode ser feita para qualquer campo covetorial.

A decomposição das perturbações tensoriais é mais complicada e depende das carac-
teŕısticas da métrica. Considere a seguinte equação para a parte sem traço da perturbação
Ct

µν (definida na Eq. C.23),

Ct
µν = −

(
DµDν −

hµν
3
D2

)
E +D(µFν) +Wµν , (3.8)

onde DµF
µ = 0, DµW

µν = 0 = Wµ
µ. Calculando a divergência dupla do tensor acima,

obtemos

DµDνC
tµν = −2

3
D4E − 2KD2E +

1

2

(
DµD

2Fµ +DµDνD
µFν
)
.

Usando a Eq. (3.6), temos que DµD
2Fµ = 0 já que DαF

α = 0. O último termo por sua
vez é simplesmente

DµDνD
µFν = Dµ(Rν

µν
γF

γ +DµDνF
ν) = 0.

Portanto, a equação da divergência dupla reduz-se a

DµDνC
tµν = −D2

(
2

3
D2 + 2K

)
E ,

e, como o operador D2 tem inversa única e o operador D2 + 3K também define uma
inversa única, a função E é univocamente determinada por Ct

µν . Calculando agora a
divergência da Eq. (3.8), temos

DµC
tµ
ν = −

(
D2Dν −

Dν

3
D2

)
E +

1

2

(
D2Fν +DµDνF

µ
)
,

= −2

3
DνD

2E − 2KDνE +
1

2
(D2 + 2K)Fν ,

= DνD
−2DαDβC

tαβ +
1

2
(D2 + 2K)Fν ,

5Para mais detalhes veja [75]. E para uma discussão sobre a decomposição em métricas de fundo de
FLRW, ver [74].
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onde usamos a regra de comutação da Eq. (3.5). Como E foi determinado acima, podemos
escrever essa equação como

(D2 + 2K)Fν = 2DµC
tµ
ν − 2DνD

−2DαDβC
tαβ.

É posśıvel mostrar que o operador (D2 + 2K) também tem inversa única com restrições
similares a de D2. Com isso, temos que Fν é univocamente determinado e, portanto, a
decomposição feita na Eq. (3.8) é única. Contudo, é bom ressaltar que essa decomposição
só foi posśıvel devido à forma especial da métrica de fundo e, consequentemente, da
curvatura das hipersuperf́ıcies. De agora em diante escreveremos o tensor Cµν como

Cµν = ψhµν −DµDνE +D(µFν) +Wµν , (3.9)

onde a variável ψ é dada por
C = 3ψ −D2E , (3.10)

temos ainda que a divergência dupla é escrita como

DµDνCµν = D2ψ −D2(D2 + 2K)E . (3.11)

Essa decomposição pode ser usada para simplificar as equações diferenciais envolvendo
as perturbações φ, Bµ e Cµν . Dada uma combinação linear desses objetos, os únicos esca-
lares que podemos formar são φ, DµB

µ, DµDνC
µν e C. Isso acontece porque, quando o

modelo de fundo é FLRW, a curvatura extŕınseca e a das seções espaciais são proporcio-
nais à métrica das hipersuperf́ıcies e não há mais nenhuma quantidade espacial de ordem
zero não nula que poderia ser usada para formar escalares. Outros termos que poderiam
aparecer são do tipo DµD

2Bµ, mas, usando a regra de comutação dada na Eq. (3.6),
podemos ver que essa quantidade será escrita como DµD

2Bµ = D2DµB
µ + 2KDµB

µ e,
portanto, fica em função de DµB

µ. Além disso, como a derivada de Lie na direção normal
∂ct comuta com as derivadas espaciais, o uso dessa derivada não gera novos termos.

Com isso, se tivermos uma equação diferencial escalar, sabemos que ela envolverá
somente as perturbações escalares φ, B, ψ e E . No caso de uma equação diferencial
vetorial linear nos argumentos, i.e., Mα(φ,Bµ, Cµν) = 0, podemos obter uma equação
escalar calculando o divergente DαM

α = 0. Como essa equação envolve somente as
perturbações escalares, ela deve ser da forma DαM

α = D2M s = 0, onde DµM
s representa

os termos escalares da equação Mα = 0. Usando a inversa do operador D2 temos que
D−2D2M s = M s = 0. Isso mostra que em uma equação vetorial, a parte envolvendo os
escalares da equação é satisfeita independentemente. A equação Mµ−DµM s = 0 conterá
somente os termos Bµ e Fµ, já que não é posśıvel formar um campo vetorial com Wµν .

Concluindo, dada uma equação tensorial do tipo Mµν = 0, também linear nas per-
turbações, temos que o traço fornece uma equação que deve ser satisfeita independente-
mente, i.e., Mµ

µ = 0. A parte sem traço M t
µν ≡ Mµν − hµνMµ

µ/3 = 0, fornece outra
equação escalar ao tirarmos a divergência dupla, ou seja, DµDνM

tµν = 0. Por envolver
somente perturbações escalares, essa equação pode ser escrita como

DµDνM
tµν = DµDνD

µDνM ts = D2(D2 + 2K)M ts = 0,
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e pelos mesmos argumentos da decomposição temos que M ts = 0. Subtraindo a parte
escalar, obtemos a equação M tµν −DµDνM ts = 0 que depende somente das variáveis Bµ,
Fµ e Wµν . Com a divergência dessa última equação, obtemos outra envolvendo somente
a parte vetorial da forma D(µM

tv
ν) e, finalmente, subtraindo esse termo obtemos M tµν −

DµDνM ts −D(µM
tv
ν) = 0 que conterá somente a perturbação Wµν .

Na prática, essa decomposição nos mostra que podemos tratar cada tipo de per-
turbação separadamente e que, para calcular as equações de movimento de cada tipo,
basta colocar os outros termos iguais a zero. Em resumo, as perturbações na métrica são
decompostas da seguinte forma,

Escalares: φ, B, ψ, E ; (3.12)

Vetoriais: Bµ, Fµ; (3.13)

Tensoriais: Wµν . (3.14)

Na Seção C.4, descrevemos as perturbações de um tensor energia–momento arbitrário.
Usando a decomposição descrita acima, temos que o tensor energia–momento introduz
as variáveis,

Escalares: δρ, δε, V , δp, δΠ(d); (3.15)

Vetoriais: Vµ, δΠ
(v)

µ; (3.16)

Tensoriais: δΠ(t)
µν , (3.17)

onde fizemos as seguintes decomposições

Vµ = DµV + Vµ,

δΠµν = −
(
DµDν −

hµν
3
D2

)
δΠ(d) +D(µδΠ

(v)
ν) + δΠ(t)

µν , (3.18)

e, analogamente ao feito para as variáveis da métrica, temos DµV
µ = DµδΠ

(v)µ =

DµδΠ
(t)µν = δΠ(t)µ

µ = 0.

3.4 VARIÁVEIS INVARIANTES DE CALIBRE

3.4.1 Métrica

Como vimos não Seção 3.1, ao fazer uma mudança de calibre a perturbação na métrica
se transforma da seguinte forma,

δg(λ)
µν = δgµν − 2∇(µξν). (3.19)

Para entender como isso afeta cada variável da decomposição, escrevemos o campo veto-
rial ξµ como

ξµ = ξ‖nµ + ξ⊥µ +Dµξ
⊥,

onde ξ‖ ≡ −ξn e ξ⊥µ ≡ h [ξµ], em que usamos a decomposição de vetores espaciais
descrita na Seção 3.3 para decompor h [ξµ] na parte escalar ξ⊥ e vetorial com divergência
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nula ξ⊥µ. Usando as projeções dadas nas Eqs. (C.2–C.4), obtemos as seguintes regras de
transformação

δgnn → nµnν(δgµν − 2∇(µξν)) = 2φ+ 2ξ̇‖,

δgnνhνα → nµhνα(δgµν − 2∇(µξν)) = −Bα − ∂ct(Dαξ⊥ + ξ⊥
α
) +Dαξ‖,

h [δgµν ]→ h
[
δgµν − 2∇(µξν)

]
= 2Cµν − 2ξ‖Kµν − 2D(µ(Dν)ξ

⊥ + ξ⊥ν)),

que reescrevemos como

φ→ φ+ ξ̇‖,

Bα → Bα + ∂ct(D
αξ⊥ + ξ⊥

α
)−Dαξ‖,

Cµν → Cµν − ξ‖Kµν −D(µ(Dν)ξ
⊥ + ξ⊥ν)).

Coletando as partes escalares, temos as regras

φ→ φ+ ξ̇‖, (3.20)

B → B + ˙ξ⊥ − 2

3
Θξ⊥ − ξ‖, (3.21)

ψ → ψ − ξ‖Θ
3
, (3.22)

E → E + ξ⊥, (3.23)

onde usamos o comutador da derivada de Lie com derivada espacial Dα dado na Eq. (3.4).
Substituindo as transformações escalares nas regras, obtemos

Bα → Bα + ˙ξ⊥
α
, (3.24)

Fα → Fα − ξ⊥α. (3.25)

E então, as perturbações tensoriais

Wµν → Wµν , (3.26)

que portanto são invariantes sob transformações de calibre em primeira ordem.
Podemos formar objetos usando as perturbações escalares de forma que essa com-

binação seja invariante de calibre, e podemos fazer o mesmo para as perturbações veto-
riais. A desvantagem nesse procedimento é que a combinação obtida não tem significado
f́ısico obvio.

3.4.1.1 Escalares Combinando as perturbações escalares, obtemos duas variáveis

Φ = φ+ ∂ct

(
B − Ė +

2

3
ΘE
)
, (3.27)

Ψ = ψ − Θ

3

(
B − Ė +

2

3
ΘE
)
, (3.28)
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invariantes de calibre. Essas variáveis, a menos de um sinal, foram introduzidas no con-
texto cosmológico por Bardeen (1980) [70],6 as expressões acima são iguais às definidas
no trabalho de revisão [60]. Claramente qualquer combinação linear com coeficientes defi-
nidos na variedade de fundo ou derivadas temporais, fornecem novas variáveis invariantes
de calibre, o que traz nova complicação à interpretação dessas variáveis.

Para simplificar a interpretação dessas variáveis, podemos escrevê-las em função de
variáveis cujo significado f́ısico é direto. Para tanto usaremos as perturbações mistas
discutidas na Seção 3.2. Como foi dito, se estudarmos o conjunto de trajetórias definidas
pelos observadores comóveis da métrica de fundo, o campo normal será dado por n̂µ =
nµ−φnµ e, portanto, podemos usar as fórmulas desenvolvidas na Seção C.1 e na Seção C.3
para obter as variáveis cinemáticas e a curvatura das hipersuperf́ıcies definidas por n̂µ.
A perturbação no cisalhamento (Eq. C.22), usando a métrica de fundo de FLRW, fica
escrita como

δσµν = D(µBν) −
hµν
3
DαB

α + Ċt
µν −

2

3
ΘCt

µν ,

e em termos das decomposições,

δσµν =

(
D(µDν) −

hµνD
2

3

)
δσ(s) +D(µBν) +

(
∂ct −

2

3
Θ

)
(D(µFν) +Wµν), (3.29)

onde definimos

δσ(s) ≡
(
B − Ė +

2

3
ΘE
)
. (3.30)

A função δσ(s) age como potencial para o tensor de cisalhamento medido pelos observa-
dores isotrópicos. Note também que

DµDνδσµν =
2

3
D2(D2 + 3K)δσ(s).

Além disso, como citado anteriormente, a aceleração das trajetórias dos observadores de
fundo é dada por

âµ = −Dµφ.

Os observadores isotrópicos perceberão uma perturbação no escalar de expansão dada
por (ver Eq. C.20)

δΘ = Ċ +D2B + φΘ, (3.31)

= D2

(
B − Ė +

2

3
ΘE
)

+ Θφ+ 3ψ̇,

= D2δσ(s) + Θφ+ 3ψ̇. (3.32)

Escrevendo a perturbação na curvatura das seções espaciais (Eq. C.71), obtemos o escalar
de curvatura do tensor de Riemann das hipersuperf́ıcies

δR = 2(DµDνCµν −D2C −RµνCµν) = −4(D2 + 3K)ψ, (3.33)

6A noção de perturbações da métrica invariantes de calibre foi introduzido originalmente por Gerlach
e Sengupta (1978) [69] no estudo do colapso gravitacional.
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ou seja, a variável ψ atua como potencial da perturbação na curvatura das hipersuperf́ıcies
da métrica de fundo. O tensor de Ricci dessas seções espaciais é dado pelas Eqs. (C.75),
(C.76) e (C.77) e, em termos das perturbações decompostas, temos

h [δRµ
n] = 0,

h [δRn
ν ] = −K(DνB + Bν),

h [δRµ
ν ] = DγDµC

γν +DγD
νCµ

γ −DµD
νC −D2Cµ

ν − 2Rµ
γCγ

ν ,

= −DµD
νψ − hµ

ν(D2 + 4K)ψ − (D2 − 2K)Wµ
ν . (3.34)

É interessante notar que a perturbação no tensor de Ricci depende somente da per-
turbação Cµ

ν e sua parte escalar depende somente de ψ pois todos os termos com E se
cancelam. Os termos vetoriais de Cµ

ν também se cancelam, com isso, a perturbação na
projeção espacial da curvatura das hipersuperf́ıcies de fundo depende somente de ψ e
Wµ

ν .
A presença de projeções cruzadas diferentes de zero pode ser explicada da seguinte

forma: a perturbação no projetor é dada por δhµ
ν = nµB

ν (ver Eq. C.14) e, de forma
geral, podemos ver que esse projetor é nulo se e somente se Bµ = 0. Como escolhemos
as mesmas hipersuperf́ıcies para descrever as variáveis cinemáticas da métrica de fundo
e perturbada, os covetores n̂µ e nµ são normais (ĥν

µnµ = 0 e hν
µn̂µ = 0) com respeito

às duas métricas. No entanto, o vetor ĝµνnν é o mapeamento do covetor normal usando
a métrica perturbada e, neste caso, ĝµνnνhµ

α = −Bα. Se tivéssemos usado a métrica
de fundo teŕıamos gµνnνhµ

α = 0, ou seja, Bα mede a componente espacial adquirida por
qualquer covetor temporal quando mapeado em um vetor usando a métrica perturbada.
Analogamente, um vetor espacial uµ com respeito à métrica de fundo (h [uµ] = uµ) é
também espacial com respeito à métrica perturbada, i.e., ĥ [uµ] = h [uµ] + δhν

µuν =
uµ. Contudo, quando mapeamos para um covetor usando a métrica perturbada uµĝµν ,
ele adquire uma componente temporal uµĝµνn

ν = −uµBµ, onde novamente teŕıamos
uµgµνn

ν = 0 se tivéssemos usado a métrica de fundo. Com isso, a presença de Bµ

faz com que tensores perturbados, que na sua versão de fundo são espaciais, adquiram
componentes temporais e vice–versa.

As perturbações cinemáticas acima se transformam de acordo com as seguintes regras

δσ(s) → δσ(s) − ξ‖, (3.35)

δΘ→ δΘ− (D2 + Θ̇)ξ‖. (3.36)

Essas transformações mostram que essas perturbações estão ligadas às transformações de
coordenadas que envolvem ξ‖. Podemos interpretar as transformações que envolvem ξ⊥

da seguinte forma. Dados dois vetores xµ e yµ espaciais e ortogonais na métrica de fundo,
i.e., xµnµ = yµnµ = 0 e xµyµhµν = 0. Quando medimos o ângulo entre eles em uma
hipersuperf́ıcie do modelo perturbado, usamos a métrica espacial dada na Eq. (C.12), e
obtemos, em primeira ordem, o ângulo

δθ =
ĥµνx

µyν√
ĥµνxµxν

√
ĥµνyµyν

=
2xµyν

|x||y| Cµν =
2xµyν

|x||y|
(
−DµDνE +D(µFν) +Wµν

)
.
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Dessa forma, vemos que a presença de E faz com que os vetores ortogonais na métrica
de fundo não o sejam na métrica perturbada. Ressaltamos também que esse resultado
é independente da escolha de hipersuperf́ıcies perturbadas, ou seja, é independente do
campo vµ que aparece na métrica da Eq. (C.12).

Podemos usar as variáveis cinemáticas obtidas acima para reescrever as variáveis
invariantes de calibre como

Φ = φ+ ˙δσ(s), (3.37)

Ψ = ψ − Θ

3
δσ(s), (3.38)

Ξ ≡ 3Ψ̇ + ΘΦ =
(
δΘ− Θ̇δσ(s) −D2δσ(s)

)
, (3.39)

=
(

3ψ̇ + Θφ− Θ̇δσ(s)
)
,

onde introduzimos uma nova variável invariante de calibre Ξ, a qual tem a vantagem de
não depender de nenhuma derivada temporal das variáveis cinemáticas, e portanto seu
valor depende somente das perturbações em um instante espećıfico.

As variáveis invariantes de calibre são combinações de quantidades perturbadas e por-
tanto não têm interpretação f́ısica invariante de calibre. Qualquer combinação linear com
os coeficientes definidos na variedade de fundo também será invariante de calibre. Essa
arbitrariedade mostra que não podemos concluir sobre a validade da série perturbativa
se avaliarmos somente essas variáveis.

Por exemplo, suponha que a variável Ψ se torna muito grande em um certo instante
t1. Como essa variável é definida da forma Ψ = ψ − Θδσ(s)/3, |Ψ(t1)| � 1 implica
necessariamente que |ψ(t1)| � 1 e/ou |Θδσ(s)(t1)| � 1. Entretanto, existe a possibilidade
que |ψ(t1)| � 1 e |δσ(s)| � 1 mas |Θδσ(s)| � 1, ou seja, a quantidade de fundo Θ pode
ser grande o suficiente para que o produto envolvido na definição de Ψ contribua com
valores maiores que um. Note que nesse exemplo o aparente problema é identificado
ao avaliarmos a variável Ψ. Ela é definida de forma que se reduz à perturbação ψ em
qualquer calibre onde δσ(s) = 0, e nesse sentido o seu significado está atrelado a variável
ψ. Se estivéssemos usando a variável invariante de calibre −3Ψ/Θ que em um calibre com
ψ = 0 é igual a δσ(s), teŕıamos que no caso discutido no exemplo acima, | − 3Ψ/Θ| � 1,
e nenhum problema seria identificado.

3.4.1.2 Vetoriais Claramente a quantidade Bα − Ḟα é invariante de calibre, dada
as transformações nas Eqs. (3.24) e (3.25). Notamos também que a Eq. (3.29) para a
perturbação no cisalhamento pode ser escrita como

δσµν =

(
D(µDν) −

hµνD
2

3

)
δσ(s) +D(µδσ

(v)
ν) +

(
∂ct −

2

3
Θ

)
Wµν , (3.40)

onde definimos

δσ(v)
α ≡ Bα + Ḟα −

2

3
ΘFα. (3.41)
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Subindo o ı́ndice dessa equação temos

δσ(v)α = Bα + Ḟα, (3.42)

ou seja, a variável δσ(v)α, que é invariante de calibre, funciona como um potencial de
cisalhamento assim como a variável δσ(s) para as perturbações escalares.

3.4.1.3 Tensoriais Como observado na Eq. (3.26) a variável Wµν já é invariante de
calibre.

3.4.2 Tensor Energia–Momento

Para determinarmos as regras de transformações para perturbações do tensor energia–
momento, Eqs. (3.15–3.17), primeiro notamos que nesse caso algumas quantidades são
definidas como perturbações simples,

δρ = T̂ûû − Tnn = ρ̂− ρ,
δε = N̂ û −Nn = ε̂− ε,

δp =
T̂µν p̂µν − Tµνhµν

3
= p̂− p,

δΠµν = p̂

[
T̂µν −

1

3
p̂µν p̂αβT̂αβ

]
− h

[
Tµν −

1

3
hµνhαβTαβ

]
= p̂

[
T̂µν

]
− p̂µν p̂,

ver Eqs (C.78) e (2.22), e também definimos a contração com o campo ûµ como T̂ûû ≡
ûµûνT̂µν , análogo ao que fizemos na Eq. (A.16). Com isso, suas regras de transformação
são

δρ→ δρ−£ξρ = δρ− ξ‖ρ̇, (3.43)

δε→ δε−£ξε = δε− ξ‖ε̇, (3.44)

δp→ δp−£ξp = δp− ξ‖ṗ, (3.45)

δΠµν → δΠµν , (3.46)

onde a última equação mostra que δΠ(d), δΠ(v)
µ e δΠ(t)

µν são invariantes de calibre. As
outras perturbações são mistas e dadas pelo campo de velocidades do fluido, i.e.,

Vµ = h [δuµ] = h [ûµ]− h [nµ] = h [ûµ],

e consequentemente sob transformação de calibre temos

V → V + ξ‖, (3.47)

Vµ → Vµ. (3.48)

Existem várias combinações posśıveis para formarmos variáveis invariantes de calibre
utilizando as perturbações no tensor energia–momento e na métrica. Definiremos aqui
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aquelas que aparecerão nas equações de movimento invariantes de calibre a serem descritas
na Seção 3.5. As perturbações na densidade de energia, número conservado, pressão
e velocidade podem ser combinadas com o potencial de cisalhamento (Eq. 3.30) para
formarmos as quantidades invariantes,

δρ = δρ− δσ(s)ρ̇, (3.49)

δε = δε− δσ(s)ε̇, (3.50)

δp = δp− δσ(s)ṗ, (3.51)

V = V + δσ(s). (3.52)

Note que a fórmula para as variáveis escalares são similares. Em geral, uma perturbação
escalar simples δf se transforma da seguinte forma,

δf → δf − ξµ∇µf = δf − ξ‖ḟ , (3.53)

onde pode-se definir uma variável invariante de calibre dada por

δf ≡ δf − δσ(s)ḟ . (3.54)

3.5 EQUAÇÕES DE MOVIMENTO

Podemos escrever as equações de Einstein em termos da decomposição como descrita na
Seção 3.3. Para tanto partimos das equações de movimento para a métrica perturbada,
i.e.,

Ĝµν + Λĝµν = κT̂µν ,

e a reescrevemos da seguinte forma

R̂µ
ν = κT̂µν , (3.55)

T̂µν = T̂µ
ν − δµ

ν

2
T̂ , (3.56)

onde definimos o tensor fonte T̂µν . Essa equação pode ser dividida em termos da compo-
nente de fundo mais perturbações. Como estamos impondo que a métrica de fundo é de
FLRW e satisfaz as equações de Einstein, a equação acima se reduz a

δRµ
ν = κδT µν . (3.57)

Para estudarmos como essas equações se transformam quando mudamos o calibre, usamos
o fato de que os tensores de fundo que aparecem nessas equações são da forma fµ

ν =
f (n)nµn

ν + f (g)δµ
ν , onde f (n) e f (g) são constantes nas hipersuperf́ıcies, i.e., Dµf

(n) =
Dµf

(g) = 0. Portanto, as perturbações dessas quantidades se transformam como

δfµ
ν → δfµ

ν −£ξfµ
ν .
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A derivada de Lie pode ainda ser simplificada,

£ξfµ
ν = £ξ

(
f (n)nµn

ν + f (g)δµ
ν
)
,

=
(
ξ‖ ˙f (n)nµn

ν + ξ‖ ˙f (g)δµ
ν
)

+ f (n)£ξ(nµn
ν),

= ξ‖∇nfµ
ν − f (n)

(
nµ∂cth [ξν ] + nνDµξ

‖) ,

e, logo, a variação de calibre tem o seguinte efeito

δfµ
ν → δfµ

ν + ξ‖∇nfµ
ν + f (n)

(
nµ∂ct

(
Dνξ⊥ + ξ⊥

ν)
+ nνDµξ

‖) .

Podemos combinar o tensor fµ
ν com as perturbações da métrica para obtermos a

perturbação invariante de calibre, a saber

δfµ
ν ≡ δfµ

ν − δσ(s)∇nfµ
ν − f (n)

(
nµB

ν − nµDνδσ(s) − nνDµδσ
(s)
)
,

onde suas projeções são dadas por

δfn
n = δfn

n − δσ(s)∂ct(f
(n) − f (g)), (3.58)

h
[
δfn

ν
]

= h [δfn
ν ] + f (n)

(
Bν −Dνδσ(s)

)
, (3.59)

h
[
δfµ

n
]

= h [δfµ
n]− f (n)Dµδσ

(s), (3.60)

h
[
δfµ

ν
]

= h [δfµ
ν ]− δσ(s) ˙f (g)hµ

ν . (3.61)

Usando as definições acima, escrevemos a versão invariante de calibre da Eq. (3.57)
da forma

δRµ
ν = κδT µν . (3.62)

Vale ressaltar que para obter essa expressão, é necessário utilizar as equações de Einstein
para a métrica de fundo, i.e., R(n) = κT (n) e R(g) = κT (g).

3.5.1 Tensor de Ricci

Para obtermos um tensor invariante de calibre associado ao tensor de Ricci, calculamos
primeiro a perturbação

δRµ
ν = δRµαg

αν −Rµας
αν ,

= δRµαg
αν + (R(n) −R(g))(2φnµn

ν + nµB
ν)−R(g) (Bµn

ν + 2Cµ
ν) ,

onde utilizamos a Eq. (C.1). Para reescrever o tensor de Ricci da métrica de fundo a
Eq. (2.15), i.e.,

Rµν = R(n)nµnν +R(g)gµν = (R(n) −R(g))nµnν +R(g)hµν , (3.63)

onde

R(n) ≡
(

2K − 2

3
Θ̇

)
, R(g) ≡

(
2K +

Θ̇ + Θ2

3

)
.
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A primeira projeção tem a seguinte expressão,

δRn
n = δRnn + 2

(
R(n) −R(g)

)
φ,

= −
(

˙δΘ +
2

3
ΘδΘ− 2

3
Θ2φ− Θ̇φ+D2φ

)
− 2

(
Θ̇ +

Θ2

3

)
φ,

= −
(

˙δΘ +
2

3
ΘδΘ + Θ̇φ+D2φ

)
,

= −
(

Ξ̇ +
2

3
ΘΞ + (Θ̇ +D2)Φ + Θ̈δσ(s) +

2

3
ΘΘ̇δσ(s)

)
,

= −
(

Ξ̇ +
2

3
ΘΞ + (Θ̇ +D2)Φ

)
− ∂ct

(
Θ̇ +

Θ2

3

)
δσ(s),

onde usamos a Eq. (C.39) e as simplificações que ocorrem quando a métrica de fundo é
de FLRW. Usando a Eq. (3.58) obtemos a projeção invariante de calibre,

δRn
n = −

(
Ξ̇ +

2

3
ΘΞ + (Θ̇ +D2)Φ

)
. (3.64)

A próxima projeção que usaremos, obtida usando a Eq. (C.47), é

Dµh [δRµ
n] = Dµh [δRµn] +R(g)DµBµ,

= D2

(
−2ψ̇ − 2

3
Θφ+ 2Kδσ(s)

)
.

Dessa forma, com o aux́ılio da Eq. (3.60), obtemos a versão invariante de calibre da parte
escalar

Dµh
[
δRµ

n
]

= −2

3
D2Ξ. (3.65)

Repetindo o cálculo para a parte vetorial temos

h [δRµ
n] =

1

2

(
D2δσ(v)

µ + 2Kδσ(v)
µ

)
−
(

2K +
Θ2 + Θ̇

3

)
Bµ,

onde, usando novamente a Eq. (3.60), obtemos

h
[
δRµ

n
]

=
1

2

(
D2δσ(v)

µ + 2Kδσ(v)
µ

)
. (3.66)

Por conveniência, obtemos as fórmulas

D2DµDνE = DµDν(D
2E + 6KE)− 2KhµνD

2E , (3.67)

DγDµD
γDνE = DµDν(D

2 + 5K)E − hµνKD
2E , (3.68)
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para calcularmos a projeção espacial do tensor de Ricci. Aplicando as simplificações da
métrica de fundo e as fórmulas acima na Eq. (C.53), obtemos

h [δRµ
ν ] = DµD

ν (Φ−Ψ)

+

(
Ξ̇ + 2ΘΞ

3
−D2Ψ +

Θ̇Φ

3
− 4Kψ +

Θ̈δσ(s)

3
+

2ΘΘ̇δσ(s)

3

)
hµ

ν

+

(
D(µ

˙
δσ(v)

α) +
1

3
ΘD(µδσ

(v)
α)

)
hαν

+ Ẅµ
ν + ΘẆµ

ν −D2Wµ
ν + 2KWµ

ν ,

(3.69)

e, dada a Eq. (3.61), sua versão invariante de calibre,

h
[
δRµ

ν
]

= DµD
ν (Φ−Ψ)

+

(
Ξ̇ + 2ΘΞ

3
−D2Ψ +

Θ̇Φ

3
− 4KΨ

)
hµ

ν

+

(
D(µ

˙
δσ(v)

α) +
1

3
ΘD(µδσ

(v)
α)

)
hαν

+ Ẅµ
ν + ΘẆµ

ν −D2Wµ
ν + 2KWµ

ν . (3.70)

3.5.2 Tensor Fonte

O último ingrediente necessário para obter as equações de movimento é a perturbação no
tensor fonte (Eq. 3.56) invariante de calibre. Com esse objetivo, usamos a Eq. (C.81) e
obtemos

δT µν =
δρ+ 3δp

2
nµn

ν + (ρ+ p)(Vµn
ν + nµ(V ν +Bν)) +

δρ− δp
2

hµ
ν + δΠµ

ν . (3.71)

O tensor Tµν de fundo é calculado usando a Eq. (2.22), a saber

Tµν = T (n)nµn
ν + T (g)δµ

ν , (3.72)

T (n) = ρ+ p, (3.73)

T (g) =
ρ− p

2
. (3.74)

Com as Eqs (3.58–3.61), temos as suas versões invariantes de calibre,

δT nn =
δρ+ 3δp

2
, (3.75)

h
[
δT µn

]
= −(ρ+ p)

(
DµV + Vµ

)
, (3.76)

h
[
δT µν

]
=

(
δρ− δp

2
+
D2δΠ(d)

3

)
hµ

ν −DµD
νδΠ(d) +D(µδΠ

(v)
α)h

αν + δΠ(t)
µ
ν , (3.77)
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onde usamos a decomposição de δΠµ
ν definida na Eq. (3.18).

O tensor energia–momento perturbado também satisfaz a equação de conservação,
como discutido na Seção C.4, e essa define um campo vetorial Ĵν ≡ ∇̂µT̂

µν que deve

satisfazer Ĵν = 0. Como o tensor energia–momento de fundo também satisfaz a mesma
equação, i.e., Jν = 0, a perturbação δJν ≡ Ĵν − Jν é uma perturbação simples e, como
Jν = 0, δJν = 0 será naturalmente invariante de calibre. A Eq. (C.86) é satisfeita
identicamente já que Dµp = 0. Tomando o divergente da Eq. (C.87) temos

D2

(
δp+ V ṗ+ (ρ+ p)(V̇ − Φ) +

2

3
D2δΠ(d) + 2KδΠ(d)

)
= 0, (3.78)

onde a mudança de variáveis dependentes de calibre para suas versões independentes é
simples. Com a Eq. (C.88) temos a expressão

δ̇ρ+ φρ̇+ Θ(δρ+ δp) + (D2V + δΘ)(ρ+ p) = 0,

que reescrevemos em termos das invariantes de calibre usando a equação de fundo para
o fluido (Eq. 2.29),

δ̇ρ+ Φρ̇+ Θ(δρ+ δp) + (D2V + Ξ)(ρ+ p) = 0. (3.79)

A última equação necessária é obtida da Eq. (C.89),

δ̇ε+ φε̇+ Θδε+ (D2V + δΘ)ε = 0,

e, analogamente ao feito para equação de δρ, temos

δ̇ε+ Φε̇+ Θδε+ (D2V + Ξ)ε = 0, (3.80)

onde novamente usamos a equação de fundo ε̇+ Θε = 0.

3.5.3 Equações Escalares

As equações de movimento para os termos escalares podem ser obtidas da Eq. (3.62)
usando as expressões para as perturbações no tensor de Ricci Eqs. (3.64), (3.65) e (3.70)
e no tensor fonte Eqs. (3.75–3.77). A projeção temporal e o traço da projeção espacial
das equações de movimento são

−
(

Ξ̇ +
2

3
ΘΞ + (Θ̇ +D2)Φ

)
= κ

δρ+ 3δp

2
, (3.81)

Ξ̇ + 2ΘΞ +D2Φ− 4D2Ψ + Θ̇Φ− 12KΨ = 3κ

(
δρ− δp

2

)
, (3.82)

e, subtraindo o traço da projeção espacial, temos

(
DµD

ν − hµ
νD2

3

)
(Φ−Ψ) = −κ

(
DµD

ν − hµ
ν

3
D2

)
δΠ(d).
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Tomando a derivada segunda da equação acima e utilizando a inversa do operador de
Laplace–Beltrami, como discutido na Seção 3.3, obtemos

Ψ− Φ = κδΠ(d). (3.83)

A equação escalar obtida das projeções Eq. (3.65) e Eq. (3.76) é expressa como

Ξ =
3

2
κ(ρ+ p)V . (3.84)

As equações obtidas acima são de segunda ordem nas derivadas temporais de Ψ e suas
fontes envolvem combinações lineares da densidade de energia e pressão. Logo, podemos
combinar as equações acima para obter expressões cuja fonte é simplesmente a densidade
de energia ou pressão. Vale notar que naturalmente encontraŕıamos esse formato caso
tivéssemos trabalhado com as equações de Einstein na forma usual, ou seja, usando
o tensor de Einstein. A equação relacionada com a densidade de energia é alcançada
somando as Eqs. (3.81) e (3.82),

1

3
ΘΞ−D2Ψ− 3KΨ =

κ

2
δρ. (3.85)

Usando essa equação para eliminar a densidade de energia na (3.82), temos

Ξ̇ + ΘΞ + Θ̇Φ +D2(Φ−Ψ)− 3KΨ = −3

2
κδp. (3.86)

Em termos das quantidades dependentes de calibre, podemos reescrever as equações acima
da forma (ver Seção 3.4.1.1)

ΘδΘ

3
+
δR
4

=
κ

2
δρ, (3.87)

δΘ− 3Kδσ(s) −D2δσ(s) =
3

2
κ(ρ+ p)V , (3.88)

˙δΘ + ΘδΘ + £δnΘ−Dµâ
µ +

δR
4

= −3κ

2
δp, (3.89)

ψ − φ− ˙δσ(s) − Θ

3
δσ(s) = κδΠ(d), (3.90)

que são úteis por explicitarem o aspecto geométrico das equações de movimento.
As Eqs. (3.83–3.86) formam o conjunto de equações para as perturbações escala-

res em torno de uma métrica de FLRW. Note que essas quatro equações envolvem seis

variáveis invariantes de calibre
(

Φ, Ψ, δρ, δp, V , δΠ(d)
)

,7 o que significa que precisamos

de equações adicionais.
No contexto da hidrodinâmica relativ́ıstica discutida na Seção B.2, essas são obtidas

das equações de estado termodinâmicas somadas às equações dissipativas. Pode-se ainda

7Lembrando que as equações de conservação do fluido (Eqs. 3.78, 3.79) podem ser obtidas das
Eqs. (3.87–3.90) e não constituem novas equações.
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usar teorias microscópicas que descrevem as relações entre os constituintes do modelo
para obter, através da teoria cinética relativ́ıstica (discutida brevemente na Seção B.3),
as equações necessárias para termos um sistema completo.

Se considerarmos que, mesmo no universo perturbado, o tensor energia–momento
ainda pode ser descrito por um fluido perfeito, temos automaticamente que δΠµν = 0.
Além disso, se afirmarmos que o sistema se encontra em equiĺıbrio termodinâmico local,
teremos que a densidade de energia, número de part́ıculas e pressão poderão ser descritos
pela termodinâmica. Nesse sistema, teremos as mesmas quatro equações (3.83–3.86) mais
a equação da conservação de número de part́ıculas (Eq. 3.80) e seis variáveis escalares
invariantes de calibre. A última equação é fornecida através de uma equação de estado,
que é comumente dada pela relação da pressão com a densidade de energia e número de
part́ıculas, i.e., p̂ = p̂(ρ̂, ε̂).

Quando há equiĺıbrio local, a entropia Ŝ é conservada, i.e., ∇̂ûŜ = 0, e em termos
das perturbações temos

∇̂ûŜ = (vµ + φnµ +Bµ)∇µS + ˙δS = ˙δS = 0, (3.91)

onde usamos que a entropia de fundo é constante. Nesse caso é comum escrever a pressão
como função da densidade de energia e entropia, p̂ = p̂(ρ̂, Ŝ). Desta forma a perturbação
na pressão pode ser escrita como

δp = c2
sδρ+ ιδS,

onde

c2
s ≡

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

, ι ≡ ∂p

∂S

∣∣∣∣
ρ

,

e a variável c2
s representa a velocidade do som no fluido. Como a entropia é conservada

Ṡ = 0, temos que ṗ = c2
s ρ̇+ ιṠ = c2

s ρ̇, e portanto c2
s = ṗ/ρ̇. Usando as equações de fundo,

podemos reescrever a velocidade do som como,

c2
s =

ṗ

ρ̇
= − ṗ

Θ(ρ+ p)
= −∂ct ln(ρ+ p)

Θ
− 1, Θ(c2

s + 1) = −∂ct ln(ρ+ p). (3.92)

Nesse caso é conveniente reescrever as equações de movimento de forma que a fonte seja
δρ e δS,8 para tanto primeiro note que

δp = δp− δσ(s)ṗ = c2
sδρ+ ιδS − δσ(s)c2

s ρ̇ = c2
sδρ+ ιδS. (3.93)

Combinando as Eqs. (3.85) e (3.86) e usando que, pela Eq. (3.83), Φ = Ψ, obtemos

Ξ̇ + (c2
s + 1)ΘΞ +

(
Θ̇− 3c2

sD
2 − 3

(
3c2

s + 1
)
K
)

Φ = −3

2
κιδS.

8Como S é um escalar, vale a Eq. (3.54) para a definição da versão invariante de calibre. Contudo
Ṡ = 0 e, portanto, nesse caso a perturbação é naturalmente invariante de calibre δS = δS.
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Dado que Φ = Ψ, a variável Ξ = 3Φ̇ + ΘΦ = 3∂ct(Φ/x)x, onde usamos a Eq. (2.11) e a
variável de desvio para o vermelho definida na Eq. (2.38). Portanto, em conjunto com a
Eq. (3.92) obtemos

3∂ct

(
∂ct(Φ/x)x

ρ+ p

)
+
(

Θ̇− 3c2
sD

2 − 3
(
3c2

s + 1
)
K
) xΦ

x(ρ+ p)
= −3

2

κι

ρ+ p
δS,

∂2
ct

(
Φ

x

)
λ2 + ∂ct

(
Φ

x

)
∂ctλ

2 +

(
Θ̇

3
− c2

sD
2 −

(
3c2

s + 1
)
K

)
Φ

x
λ2 = −1

2
κι
λ2

x
δS,

onde λ ≡
√

3x/(a2
0κ(ρ+ p)). Fazendo a troca de variável,

U ≡ λ
Φ

x
, (3.94)

eliminamos os termos com derivadas primeiras no tempo,

Ü +

(
Θ̇

3
− c2

sD
2 −

(
3c2

s + 1
)
K − λ̈

λ

)
U = −1

2
κι
λ

x
δS. (3.95)

Para simplificar a expressão acima, note que usando a Eq. (3.92) temos

λ̇

λ
=

Θ

6

(
3c2

s + 2
)
, 2

λ̇

λ

Θ̇

Θ
= Θ̇

(
c2

s + 1
)
− Θ̇

3
, (3.96)

e subtraindo a Eq. (2.24) da Eq. (2.25) obtemos

Θ̇ = −3κ

2
(ρ+ p) + 3K,

que derivando uma vez em relação ao tempo,

Θ̈ = −3κ

2
∂ct(ρ+ p)− 2ΘK =

3κ

2
Θ(c2

s + 1)(ρ+ p)− 2ΘK,

onde usamos a Eq. (2.12). Combinando as duas equações acima, chegamos à expressão

Θ̈

Θ
= −Θ̇(c2

s + 1) + (3c2
s + 1)K. (3.97)

Combinando as Eqs. (3.96), (3.97) na Eq. (3.95), a equação de movimento fica escrita
como

Ü −
(

Θ̈

Θ
+ 2

λ̇

λ

Θ̇

Θ
+
λ̈

λ
+ c2

sD
2

)
U = −1

2
κι
λ

x
δS,

Ü − ∂2
ct(λΘ)

λΘ
U − c2

sD
2U = −1

2
κι
λ

x
δS. (3.98)
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A equação acima depende somente da variável U , das quantidades de fundo e da função
constante δS. Isso mostra que, para um tensor energia–momento no equiĺıbrio, o sistema
de equações de movimento se reduz a uma única equação. Podemos reescrever essa
equação usando o tempo conforme, como definido na Seção 2.3. A derivada segunda em
relação ao tempo de uma função escalar arbitrária, f , pode ser escrita como

f̈ =
1

a2
(f ′′ −Hf ′), ∂2

ct

(
f√
x

)
=

1

a2

(
f ′′√
x
− f√

x

(
√
x)′′√
x

)
,

onde H é a função de Hubble conforme definida na Eq. (2.36). Usando esses resultados
na Eq. (3.98) temos,

u′′ − θ′′

θ
u− c2

sD̃
2u = −1

2
κιa2 λ√

x
δS, (3.99)

onde definimos

u ≡ U
√
x = λΦ/

√
x, (3.100)

θ ≡ a0λ
Θ

3

√
x =

√
3x2H√

a2
0κ(ρ+ p)

, (3.101)

D̃2 ≡ a2hµνDµDν = h̆µνDµDν , (3.102)

o operador D̃2 representa o Laplaciano na hipersuperf́ıcie conforme, e como £n̆h̆µν = 0 =
˙̆
hµν , é fácil ver que [∂ct, D̃

2] = [£n̆, D̃
2] = 0. Os fatores arbitrários de a0 foram adicionados

de forma a λ ter dimensão de distância conforme, note também que a definição de θ/a0

coincide com o θ definido na Eq. (5.26) da Ref. [60], porém diferente dessa referência, a
variável u é definida com unidade de distância conforme.

3.5.4 Operador de Laplace–Beltrami

As equações obtidas nas seções anteriores são equações diferenciais parciais acopladas.
Contudo, as derivadas espaciais podem ser colocadas na forma do operador de Laplace–
Beltrami, o que pode ser usado para simplificar a resolução desse sistema de equações.
Usamos o fato de que o conjunto de autofunções desse operador define um conjunto
completo de funções, com o qual pode-se decompor qualquer função definida na variedade,
i.e.,

f =

∫
d3qfqYq, (3.103)

onde Yk representa a autofunção com autovalor −q2, D2Yq + q2Yq = 0. Representamos
a decomposição com o śımbolo de integração, mas vale lembrar que, no caso de seções
espaciais esféricas, os autovalores são discretos e a integração é trocada por um somatório.

As equações de movimento obtidas acima são lineares e com coeficientes constantes nas
hipersuperf́ıcies. Nesse caso, podemos escrevê-las em termos dos coeficientes fq(t). Como
regra, para escrever as equações nessa base, basta trocar a função pelos seus coeficientes
(f → fq) e o operador de Laplace–Beltrami pelo seu autovalor (D2 → −q2).
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Usando o comutador dado na Eq. (3.3), temos que

[∂ct, D
2]Yq = −2Θ

3
Yq = ∂ctq

2Yq,

onde escolhemos Ẏq = 0. Isso mostra que q2 = q̃2a−2, onde q̃ é o autovalor conforme
que satisfaz ˙̃q = 0. Note que D̃2Yq = −q̃2Yq e, para o operador definido na Eq. (3.102),
definimos também a derivada

D̃µ ≡ h̆µνDν , (3.104)

que satisfaz [∂ct, D̃
µ] = 0 e D̃2 = DµD̃

µ.
Por fim, vale ressaltar que o operador de Laplace–Beltrami é auto–adjunto em relação

ao produto interno

f · g ≡
∫

Σ̃

d3x̃f ∗(x̃)g(x̃), (3.105)

onde Σ̃ representa a hipersuperf́ıcie espacial conforme e as funções complexas f e g são
de quadrado integrável definidas nessa hipersuperf́ıcie. E dessa forma as autofunções Yq
sempre podem ser escolhidas de forma que (veja [75])

Yq1 · Yq2 = δ3(q̃1 − q̃2). (3.106)

3.6 ESCOLHA DE CALIBRE

Uma vez resolvido o sistema de equações obtido na Seção 3.5, pode-se determinar a
evolução temporal de todas as variáveis invariantes de calibre. Entretanto, é claramente
imposśıvel obter as variáveis dependentes de calibre a partir das suas versões independen-
tes. Para determinar essas variáveis, é necessário fazer uma escolha de calibre, ou seja,
precisamos escolher como inserir um modelo de fundo na variedade.

3.6.1 Calibre Newtoniano

Uma escolha comum é o chamado calibre Newtoniano, no qual fazemos B = E = 0. Na
linguagem discutida na Seção 3.4.1.1, esse calibre equivale a escolher uma inserção da
variedade de fundo de forma que os vetores espaciais ortogonais sejam ainda ortogonais
na variedade perturbada e os observadores normais às seções espaciais de fundo meçam
cisalhamento nulo, δσ(s) = 0. Nesse calibre as variáveis invariantes de calibre (Eqs. 3.37–
3.39) são dadas por

Φ = φ, Ψ = ψ, Ξ = δΘ,

e portanto têm interpretação direta. Em termos dos observadores isotrópicos, essas
variáveis representam, respectivamente, a aceleração, a perturbação na curvatura es-
pacial e a expansão. Note também que essa escolha fixa completamente o calibre, i.e., as
equações

δσ(s) − ξ‖ = 0, E + ξ⊥ = 0, (3.107)

têm solução única para ξ‖ e ξ⊥. Partindo das equações acima podemos determinar uni-
vocamente todas as perturbações utilizando as variáveis invariantes de calibre.
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3.6.2 Calibre Śıncrono

Outro calibre muito usado é o chamado calibre śıncrono, onde escolhemos φ = B =
0. Nesse caso, vemos que as hipersuperf́ıcies definidas na métrica de fundo definem na
métrica perturbada um sistema de coordenadas gaussianas normais, como discutido na
Seção A.2. Isso mostra que a escolha φ = 0 significa que as curvas normais da métrica
de fundo são geodésicas também na métrica perturbada, i.e., âµ = 0, enquanto a escolha
B = 0, diz que os vetores espaciais em relação à métrica de fundo, xνgnν = 0, são também
espaciais na métrica perturbada, i.e., xν ĝnν = −xµBµ = 0. Nesse calibre a variável

invariante de calibre Φ tem a forma Φ = ˙
δσ(s) e, portanto, representa a derivada temporal

do cisalhamento das hipersuperf́ıcies de fundo, enquanto as outras são combinações de φ,
ψ e δσ(s). Esse calibre é representado pelas equações,

φ+ ξ̇‖ = 0,

B + ˙ξ⊥ − 2

3
Θξ⊥ − ξ‖ = 0.

Diferente do calibre Newtoniano, essas são equações diferenciais que relacionam a mu-
dança de calibre com as perturbações na métrica. Contudo, uma vez que fizemos a
mudança de calibre acima e obtivemos φ → 0 e B → 0, podemos fazer uma segunda

mudança de calibre, onde ξ‖ é constante (ξ̇‖ = 0) e ξ⊥ satisfaz ˙ξ⊥− 2
3
Θξ⊥ = ξ‖, que con-

tinuaremos com φ = B = 0. Ou seja, essas condições não fixam completamente o calibre.
A liberdade remanescente em ξ‖ é de simples compreensão, ela representa uma diferença
constante no tempo usado para nomear as seções espaciais das métricas de fundo e per-
turbada. Podemos fixar essa liberdade escolhendo arbitrariamente o valor da perturbação
de um escalar em uma hipersuperf́ıcie. Por exemplo, usando a liberdade remanescente
podemos escolher δσ(s)(t1) → δσ(s)(t1) − ξ‖ = 0, para um instante arbitrário t1, fixando
a liberdade de calibre residual em ξ‖.

A liberdade residual em ξ⊥ não altera o valor das perturbações nas variáveis ci-
nemáticas (δR, δσ(s), δΘ, âµ ver Seção 3.4.1.1) e, portanto, não gera nenhuma ambi-
guidade no cálculo do valor dessas quantidades nesse calibre. Essas são dadas por

δσ(s) =

∫ t

t1

d(ct)Φ, (3.108)

ψ = Ψ +
Θ

3
δσ(s), (3.109)

δΘ = Ξ + (Θ̇ +D2)δσ(s), (3.110)

âµ = 0. (3.111)

Ainda resta calcular o valor da perturbação E . No entanto, fixando o calibre residual em ξ‖

como descrito acima, transformações de calibre satisfazendo ˙ξ⊥− 2
3
Θξ⊥ = a2∂ct(ξ

⊥/a2) =

0 ainda deixam as condições φ = B = δσ(s)(t1) = 0 invariantes. Em outras palavras,
podemos fazer ainda uma mudança de calibre com ξ⊥ = fa2, onde f é uma função
arbitrária nas hipersuperf́ıcies mas constante em t. Similarmente como fizemos para ξ‖,
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note que a perturbação E se transforma E → E + ξ⊥, logo, podemos usar a liberdade
remanescente em ξ⊥ para escolher E(t2) = 0, para um instante arbitrário t2. Dada essa
escolha, reescrevemos a Eq. (3.30) como

E = −a2

∫ t

t2

d(ct)
δσ(s)

a2
= −a2

∫ t

t2

d(ct)
1

a2

∫ t

t1

d(ct)Φ, (3.112)

determinando portanto unicamente todas as perturbações a partir das variáveis invarian-
tes de calibre.

3.6.3 Calibre de Curvatura Constante

Como vimos na seção anterior, o calibre śıncrono não fixa completamente a liberdade
que temos para definir a inclusão da métrica de fundo na variedade f́ısica. A fonte
desse problema é que usamos uma equação diferencial para determinar ξ⊥ em termos
das perturbações e, portanto, a adição de qualquer solução da equação homogênea a ξ⊥

continua satisfazendo as condições impostas pelo calibre. Porém, como veremos mais
a frente, o calibre śıncrono é mais adequado que o calibre Newtoniano quando estamos
lidando com um universo em contração. Isso se dá porque, no calibre Newtoniano, a
perturbação Φ é simplesmente igual a φ. Portanto se Φ cresce quando o universo contrai,

então a perturbação φ também cresce nesse calibre. Já no calibre śıncrono, Φ = ˙
δσ(s)

e portanto, se Φ cresce, a perturbação no cisalhamento δσ(s) pode também crescer mas
de forma menos intensa. Por exemplo, suponha que Φ e o fator de escala a tenham um
comportamento de lei de potência no tempo conforme η, Φ ∝ η−γ para uma constante γ
positiva. Dessa forma, a−1δσ(s) ∝ η−γ+1, ou seja, a−1δσ(s) se aproxima de infinito mais
vagarosamente que Φ podendo até ir a zero caso γ < 1. Na Seção 3.8 discutiremos com
detalhes as perturbações em um universo em contração.

É posśıvel encontrar um calibre onde δσ(s) 6= 0 mas que, diferente do śıncrono, exista
liberdade residual somente na escolha de ξ⊥. Para tanto, note que a escolha ψ → ψ −
Θξ‖/3 = 0 fixa completamente a liberdade em ξ‖ e, com isso, a variável Ψ é dada por

Ψ = −Θ

3
δσ(s) = −H

a
δσ(s).

Dessa forma, δσ(s) terá o mesmo comportamento que no calibre śıncrono, como no exem-
plo acima, a−1δσ(s) ∝ η−γ+1.

Contudo, o cisalhamento é dado por δσ(s) = B− Ė + 2ΘE/3. Se escolhêssemos fixar a
liberdade em ξ⊥ impondo E = 0, não teŕıamos nenhuma liberdade residual,9 porém, com
essa escolha teŕıamos a−1B ∝ η−γ+1. Enquanto que se escolhermos o calibre ξ⊥ impondo
B = 0, teremos a−2E ∝ η−γ+2. Ou seja, no calibre de curvatura as perturbações têm um
comportamento de lei de potência, com uma potência menor que no caso Newtoniano.
Isso permite um menor valor de η sem comprometer a série perturbativa. Na Seção 3.8
mostraremos os detalhes dessa evolução e o cálculo de todas as perturbações não nulas
em cada calibre e os expoentes dessas quantidades.

9A mudança E → E + ξ⊥ = 0 define univocamente ξ⊥.
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No calibre de curvatura, assim como no śıncrono, uma mudança de calibre com ξ‖ = 0
e ξ⊥ = fa2 mantém invariante as condições B = ψ = 0, onde f é uma função constante
nas hipersuperf́ıcies. Portanto escolheremos E(t1) = 0 para fixar completamente o calibre.
Nesse caso as perturbações na métrica são dadas por

δσ(s) = − 3

Θ
Ψ = − a

HΨ, (3.113)

φ = Φ + ∂ct

(
3

Θ
Ψ

)
= Φ +

1

a

( a
HΨ

)′
, (3.114)

E = a2

∫ t

t1

d(ct)
3Ψ

a2Θ
= a2

∫ η

η1

dη
Ψ

H , (3.115)

onde adicionamos por conveniência as fórmulas em termo do tempo conforme. Note
que as equações acima envolvem somente derivadas e integrais definidas das variáveis
invariantes de calibre e, portanto, não existe nenhuma ambiguidade nas soluções das
variáveis de perturbação em termos das invariantes de calibre.

3.7 TESTE DA SÉRIE PERTURBATIVA

Discutimos na Seção 3.6 que as variáveis invariantes de calibre não determinam uni-
camente todas as quantidades perturbadas e que, para fazê-lo, precisamos escolher um
calibre, o qual fornece uma interpretação das variáveis invariantes de calibre. Por exem-
plo, no calibre Newtoniano, Φ é simplesmente o potencial perturbação na aceleração das
geodésicas φ, já que nesse calibre δσ(s) = 0. Enquanto que no calibre śıncrono ocorre

o oposto, ou seja, Φ = ˙
δσ(s) posto que φ = 0. Além da escolha de calibre, precisamos

determinar quais quantidades devem ser pequenas para que a série perturbativa tenha
sentido.

Para tanto, é fácil se convencer que

φ� 1, a−1B � 1, a−2E � 1 e ψ � 1, (3.116)

são condições necessárias para que a série perturbativa seja válida. Por exemplo, no
cálculo da inversa da métrica perturbada ĝµν (ver Eq. D.12), temos uma série polinomial
nessas variáveis que não envolvem derivadas dessas quantidades. Nos termos quadráticos
temos,

ςµνς
µν = 4

(
φ2 − BµBνhµν

2
+ CµνCαβhµαhνβ

)
,

onde ςµν está definido abaixo da Eq. (C.1) e o termo BµBνhµν pode ser escrito em termos

da métrica conforme como BµBν h̆µν/a2. Esse é o motivo pelo qual adicionamos o fator
de a−1 na inequação de B. O mesmo acontece para a parte tensorial, com a diferença
de que nesse caso temos um fator de a−2 em E e nenhum em ψ, já que esse termo vem
multiplicado por hµν .

Contudo precisamos garantir que os termos que estamos desprezando nas equações
de movimento também são pequenos. Para tanto, note que usamos a Eq. (C.73) para
definir a curvatura espacial em termos do tensor de Ricci e variáveis cinemáticas, porém
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podemos usar as equações de Einstein para substituir o tensor de Ricci pelo tensor fonte
e, com isso, obter as equações de movimento para a curvatura extŕınseca,10 i.e.,

ĥ
[
£m̂ĥµν

]
= 2K̂µν , (3.117)

ĥ
[
£m̂K̂µν

]
= κĥ

[
T̂µν
]
− R̂µ

ν − K̂µνΘ̂ + D̂µâ
ν + âµâ

ν . (3.118)

Essas equações combinadas com as equações de movimento para a componente material
formam o conjunto de equações que determina a evolução temporal do sistema, equi-
valente às equações de Einstein. Usando o modelo de fundo, podemos subtráı-lo das
equações acima e assim obter equações para as perturbações. Como discutido anteri-
ormente, a liberdade com que podemos fazer essa subtração é parametrizada pelo que
chamamos de liberdade de calibre.

Subtraindo o modelo de fundo de FLRW, obtemos, com o aux́ılio da Eq. (C.74), as
equações de movimento para δKµν ,

∂cth [δKµν ] = κh [δT µν ]−
hµ

ν(2ΘδΘ + δnµ∇µΘ)

3
−Θδσµ

ν − h [δRµ
ν ] +Dµâµ, (3.119)

enquanto para a métrica de fundo a equação de movimento é dada por,

K̇µν =
Θ̇hµ

ν

3
, (3.120)

ou seja, o lado direito da Eq. (3.119) é a correção de primeira ordem da equação acima
e, portanto, essa correção precisa ser pequena para a série perturbativa ser bem definida.

Vamos impor que cada termo da Eq. (C.74) precisa ser muito menor que seu valor
de fundo e, para os termos que forem nulos na métrica de fundo, vamos impor que esses
devem ser muito menores que a evolução de fundo dada na Eq. (3.120). Se essas condições
forem satisfeitas, a equação de movimento para as perturbações será bem definida.

3.7.1 Fator de Expansão

O fator de expansão aparece na equação de movimento na forma,

Θ̂2

3
≈ Θ2 + 2ΘδΘ

3
,

e portanto a restrição é dada por

|2ΘδΘ| � Θ2, |δΘ| � |Θ|,
∣∣∣∣
aδΘ

H

∣∣∣∣� 1, (3.121)

onde inclúımos a restrição em termos do tempo conforme.

10A contração da equação citada é exatamente a equação de Raychaudhuri. Sua parte simétrica
sem traço e anti–simétrica representam a equação de movimento para o cisalhamento e vorticidade,
respectivamente, ver por exemplo [76].
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3.7.2 Cisalhamento

Para obter a restrição no termo que envolve o cisalhamento, vemos que na equação de
movimento ele aparece com a forma

σ̂µ
νΘ̂ ≈ δσµ

νΘ.

Como esse termo é nulo em ordem zero, comparamos seu valor com a equação de fundo,
i.e.,

δσµ
νΘ� Θ̇hµ

ν

3
. (3.122)

A inequação acima compara dois tensores e, para ser bem definida, precisamos definir
algum tipo de medida de tamanho para esses objetos. Nesse trabalho faremos isso en-
contrando quantidades escalares associadas aos tensores. Usando a decomposição do
cisalhamento dada na Eq. (3.29) temos

δσµ
ν =

(
DµD̃

ν − hµ
νD̃2

3

)
δσ(s)

a2
,

onde escolhemos os operadores diferenciais que comutam com a derivada de Lie e portanto
constantes no tempo. Dado um campo vetorial uµ espacial, conforme e de norma um
(uνuµh̃µν = 1, u̇µ = 0), contráımos o cisalhamento

uµuαh̃ανδσµ
ν =

(
uµuαDµDα −

D̃2

3

)
δσ(s)

a2
.

Note que uµuαDµDα, quando atuando em uma autofunção do operador de Laplace–
Beltrami, será proporcional a |q̃ cos(ϕ)|2, onde ϕ é o ângulo entre uµ e q̃µ. Dessa forma
temos que uµuαDµDαδσ

(s) será menor ou igual a D̃2δσ(s) e,11 com isso, obtemos a restrição
escalar ∣∣∣∣∣

D̃2δσ(s)

a2

∣∣∣∣∣�
∣∣∣∣∣

Θ̇

3Θ

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
HD̃2δσ(s)

a(H′ −H2)

∣∣∣∣∣� 1, (3.123)

que, se satisfeita, implica na Eq. (3.122).

3.7.3 Termo de Aceleração e Derivada Temporal

A derivada de Lie da curvatura extŕınseca, quando expandida em primeira ordem, gera
o fator

£m̂Kµν ≈
Θ̇hµ

ν

3
+
δnγ∇γΘhµ

ν

3
=

Θ̇hµ
ν

3
+
φΘ̇hµ

ν

3
,

11Podemos utilizar dois vetores espaciais uµ e zµ. Nesse caso teŕıamos uµzαDµDα proporcional ao
produto do cosseno dos ângulos entre os vetores e q̃µ. Portanto o resultado é válido para uma projeção
arbitrária de δσµ

ν .
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e, comparando os termos de ordem zero e um, impõe que |φ| � 1. O outro termo que
envolve a perturbação φ é o da aceleração, porém, como no caso do cisalhamento, a
aceleração é nula no modelo de fundo e portanto temos

DµD̃
νφ

a2
� Θ̇hµ

ν

3
.

Diferente do cisalhamento, os dois tensores comparados têm traço diferente de zero e,
neste caso, basta compararmos os traços (como vimos na seção anterior DµDν ≤ D2),
i.e., ∣∣∣∣∣

D̃2φ

a2

∣∣∣∣∣� |Θ̇|,
∣∣∣∣∣

D̃2φ

H′ −H2

∣∣∣∣∣� 1. (3.124)

3.7.4 Curvatura Espacial

A curvatura espacial R̂µ
ν em primeira ordem é dada por R̂µ

ν ≈ 2Khµ
ν+δRµ

ν . Tomando
o traço, podemos impor ∣∣∣∣∣

2(D̃2 + 3K̃)ψ

3K̃

∣∣∣∣∣� 1. (3.125)

Os termos fora da diagonal são dados por derivadas espaciais de ψ (Eq. 3.34). Como
mostramos para o cisalhamento, essas quantidades têm valores menores ou iguais ao
traço.

Contudo, quando tratamos de modelos cuja curvatura espacial de fundo é nula (K̃ =
0), o tensor Rµ

ν também é nulo. Portanto, precisamos comparar a perturbação nesse
tensor com a equação de fundo, como fizemos para o cisalhamento e aceleração. Nesse
caso, usando a Eq. (3.34), obtemos

(DµD
ν + hµ

νD2)ψ � Θ̇hµ
ν

3
,

e comparando os traços temos,

∣∣∣∣∣
4D̃2ψ

a2Θ̇

∣∣∣∣∣� 1,

∣∣∣∣∣
4D̃2ψ

H′ −H2

∣∣∣∣∣� 1. (3.126)

3.7.5 Tensor Fonte

O último termo que precisamos analisar é o da expansão do tensor fonte, no qual, usando
a Eq. (3.71), temos

ĥ
[
T̂µν
]

=
(δρ− δp)hµ

ν

2
+ δΠµ

ν .

Analisando termo a termo obtemos as condições para a densidade de energia e pressão,

∣∣∣∣
δρ

ρ

∣∣∣∣� 1,

∣∣∣∣
δp

p

∣∣∣∣� 1. (3.127)
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No entanto, a pressão anisotrópica de fundo é nula e, portanto, repetimos a análise feita
para o cisalhamento obtendo

∣∣∣∣∣
D̃2δΠ(d)

a2

∣∣∣∣∣�
∣∣∣∣∣

Θ̇

3Θ

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
HD̃2δΠ(d)

a(H′ −H2)

∣∣∣∣∣� 1, (3.128)

para a decomposição escalar do tensor δΠµ
ν .

3.8 EVOLUÇÃO DAS PERTURBAÇÕES

Nas seções anteriores, determinamos os ingredientes necessários para discutir a evolução
das perturbações e a validade da série perturbativa. Como primeiro resultado dessa tese,
iremos discutir a evolução de perturbações adiabáticas em um universo em contração.
Essa análise é feita com o intuito de colocar limites na validade da série perturbativa e,
consequentemente, na contração no universo. Nosso primeiro passo é descrever a evolução
da métrica de fundo. Para tanto, vamos modelar o conteúdo material como sendo um
único fluido em equiĺıbrio, descrito com uma equação de estado w = p/ρ constante
e w > −1/3 (ver Seção 2.5.2), e escolher seções espaciais planas, i.e., K = 0 e sem
constante cosmológica Λ = 0.

De forma geral a função θ definida na Eq. (3.100) é dada por

θ =
x2H√

(x2H2 − x2Ωk0 − ΩΛ0)(1 + w)
, (3.129)

e no caso tratado nessa seção,

θ =
x√

1 + w
.

Logo, usando a evolução do desvio para o vermelho dada na Eq. (2.48), obtemos,

θ′′

θ
=
β(β + 1)

η2
=

6(1 + w)

(1 + 3w)2η2
.

É simples ver que a velocidade do som (Eq. 3.92) é dada por c2
s = w. Enfim, usando essas

equações para a evolução da métrica de fundo e escrevendo a equação para os coeficientes
uq (ver Seção 3.5.4), temos

u′′q +

(
wq̃2 − 6(1 + w)

(1 + 3w)2η2

)
uq = 0, (3.130)

onde escolhemos os modos adiabáticos, ou seja, δS = 0. A equação acima é da forma da
Eq. (E.2) e portanto tem soluções em termos das funções de Hankel do tipo um e dois,
i.e.,

uq =

√
|η|
q̃
√
w

(
AqH

(1)
α

(
q̃
√
w|η|

)
+ A∗qH

(2)
α

(
q̃
√
w|η|

))
, (3.131)



3.8 EVOLUÇÃO DAS PERTURBAÇÕES 59

onde α ≡ 5+3w
2(1+3w)

= 1
2

+ β e Aq é um coeficiente complexo constante. Para a curvatura
nula, a função uq tem a seguinte relação com o perturbação Φ,

Φq = |H|x
√

1 + wuq,

= xβ

√
(1 + w)

q̃
√
w|η|

(
AqH

(1)
α

(
q̃
√
w|η|

)
+ A∗qH

(2)
α

(
q̃
√
w|η|

))
. (3.132)

O termo q̃
√
w|η| pode ser reescrito em função do desvio para o vermelho x da forma

q̃
√
w|η| = q̃

√
wη0x

1/β, onde esse fator é proporcional a R̃H q̃ e representa a razão entre o
raio de Hubble conforme e o comprimento t́ıpico do modo (1/q̃). Para as aplicações desse
trabalho, estaremos interessados em modos que sejam da ordem ou próximos ao raio de
Hubble, i.e., q̃−1 ∈ (10−3R̃H , 103R̃H).

Para essas soluções existem dois regimes bem definidos. Quando
√
wq̃η & 1, as

soluções são oscilatórias com número de onda da ordem de q̃. Nesse regime as funções
de Hankel são dadas por funções trigonométricas vezes |η|−1/2 ou |η|−3/2, e portanto a
perturbação tem o seguinte comportamento assintótico

Φq ∝ x1+1/β ∝ η−(β+1) ou Φq ∝ x1+2/β ∝ η−(β+2).

Como estamos restringindo ao caso w > −1/3, ambas as evoluções acima mostram que
lim|η|→∞Φq = 0.

No regime |η| → 0, a função de Hankel tem o comportamento dado por uma soma de
leis de potência como mostrado na Eq. (E.7). Tomando somente os termos de primeira
ordem temos,

Φq ≈ xβ

√
1 + w

q̃
√
w|η|

(
A+
αq(q̃
√
w|η|)α + A−αq(q̃

√
w|η|)−α

)
,

≈ β
√

1 + w(q̃
√
wη0)β

(
A+
αq +

A−αq
(q̃
√
wη0)2β+1

(
η0

|η|

)2β+1
)
, (3.133)

onde definimos as constantes usando a Eq. (E.8), i.e.,

A+
αq ≡ 2 Re

[
e−i

πν
2 Aq

Mα

2α

]
, A−αq ≡ 2 Re

[
e−i

πν
2 Aq

M−α
2−α

]
.

Como w > −1/3 → α > 0, o termo que domina quando nos aproximamos de |η| → 0 é
Φq ∝ η−(1+2β) ∝ x2x1/β.

O resultado acima mostra que o coeficiente lim|η|→0 |Φq| =∞, e portanto, para algum
valor de x, a variável Φ fica muito grande. A questão importante aqui é que consequência
tem esse alto valor de Φ para a teoria de perturbação, ou em outras palavras, para quais
valores de x a hipótese perturbativa não é violada? Para abordar essa questão, temos
que a perturbação Φ está relacionada com os coeficientes Φq da forma (Eq. 3.103)

Φ =

∫
d3qΦqYq.
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Usando a solução da Eq. (3.133) na expressão acima, temos

Φ ≈ ΦM
0 + ΦN

0

(
η0

|η|

)2β+1

≈ ΦM
0 + ΦN

0 x
2+1/β, (3.134)

ΦM
0 ≈ β

√
1 + w

∫
d3q(q̃

√
wη0)βA+

αqYq, (3.135)

ΦN
0 ≈ β

√
1 + w

∫
d3q

A+
αq

(q̃
√
wη0)β+1

Yq. (3.136)

Os termos ΦM
0 e ΦN

0 dependem da forma espećıfica do espectro Aq. Contudo, esse espectro
é formado, i.e., a solução se torna uma lei de potência no instante η0 e, a partir desse
ponto, esse espectro não muda. A única evolução temporal vem dos coeficientes.

3.8.1 Calibre Newtoniano

Para aplicarmos os testes acima, precisamos escolher um calibre para encontrar os valores
das perturbações. No calibre Newtoniano, B = E = 0 e, nesse caso, φ = Φ e ψ = Ψ.
Usando a solução dada na Eq. (3.134), temos

φ = ψ = ΦM
0 + ΦN

0 x
2+1/β,

e as imposições de que φ � 1 ficam dadas por |ΦM
0 | � 1 e |ΦN

0 |x2+1/β � 1. A segunda
inequação mostra que, por exemplo, se o universo em contração for dominado por ra-
diação, β = 1 e portanto |ΦN

0 |x3 � 1. Quando o universo tiver a = a010−10 seu tamanho
atual, esse limite será |ΦN

0 | � 10−30, impondo assim uma grande restrição nos valores de
ΦN

0 .
A perturbação na expansão, aplicada na solução usada, é dada por (ver Eq. 3.32)

δΘ =
3

a2
(aφ)′ =

3H
a

(
ΦM

0 −
β + 1

β
ΦN

0 x
2+1/β

)
,

onde usamos que nesse calibre δσ(s) = 0. Portanto, a restrição no valor de δΘ é dada por(
ΦM

0 −
β + 1

β
ΦN

0 x
2+1/β

)
� 1,

e, a menos do fator (β+1)/β, impõe a mesma restrição que φ� 1. Como o fator 3H2+2K
cresce quando η → 0, as inequações originárias de δR e â não impõem restrições adicionais
ao sistema.

3.8.2 Calibre de Curvatura Constante

No calibre de curvatura constante, deduzimos o valor das perturbações via Eqs. (3.114)
e (3.115), a saber,

φ =
2β + 1

β
ΦM

0 ,

a−2E =
η2

0

β

(
ΦM

0

2

(
η0

|η|

)−2

− ΦN
0

2β − 1

(
η0

|η|

)2β−1
)∣∣∣∣∣

η

η1

.
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Devido à fixação do calibre residual em ξ⊥, temos que escolher um instante no qual
E = 0. No caso do universo em contração que tratamos, podemos escolher η1 como sendo
o menor valor de η a ser considerado. Nesse caso, a fase de contração não impõe nenhuma
restrição adicional a ΦM

0 , já que esses termos vão a zero no limite η → 0. Como vimos
acima, o termo ΦM

0 não contribui em primeira ordem em φ. Porém, como mostrado na
Eq. (E.7), o próximo termo é de ordem η−2β−1η2 = η−2β+1, igual a sua contribuição em
E .

Isso mostra que temos a restrição adicional |ΦN
0 |x2−1/β � 1. Note que para esse

calibre, a restrição é menos severa que a do calibre Newtoniano. No caso da contração
dominada por radiação, β = 1 e portanto ΦN

0 � x−1. Com isso, se a = 10−10a0 então
ΦN

0 � 10−10. No caso extremo de uma contração dominada por um fluido duro (w = 1),
2− 1/β = 0 e portanto a contração não impõe nenhuma restrição adicional.

O cisalhamento para esta solução fica dado por (Eq. 3.113)

a−1δσ(s) = −η
β

(
ΦM

0 + ΦN
0

(
η0

|η|

)2β+1
)
,

e portanto a restrição dada na Eq. (3.123) é

η2

β(β + 1)

(
D̃2ΦM

0 + D̃2ΦN
0

(
η0

|η|

)2β+1
)
� 1.

O primeiro ponto importante da restrição acima é que sua dependência temporal tem
o comportamento η−2β+1 para o termo proporcional a D̃2ΦN

0 da mesma forma que φ e
E , enquanto o termo proporcional a D̃2ΦM

0 vai a zero. A diferença é que nesse caso os
coeficientes têm o operador de Laplace–Beltrami. Porém, como utilizamos o operador
conforme, o valor dos coeficientes não muda com o tempo e, portanto, não contribuem
na análise da evolução temporal.

A próxima restrição é dada pela perturbação na expansão

aδΘ = D̃2(a−1δσ(s)) +Hφ.

Usando a Eq. (3.121) vemos que o primeiro termo do lado direito impõe a mesma restrição
que a do cisalhamento multiplicada por (β+1)/β e, portanto, não impõe v́ınculo adicional
para o valor de β que estamos considerando. O segundo termo é simplesmente |φ| � 1, já
analisado. De forma similar, a Eq. (3.124) não contribui com novas condições. Além disso,
nesse calibre a perturbação na curvatura é identicamente zero, i.e., ψ = 0 → δRµ

ν = 0.
Finalmente, usando a Eq. (3.87) e que nesse calibre δR = 0, temos que a imposição na
perturbação da densidade de energia é igual à imposição da perturbação na expansão,
i.e., a Eq. (3.87) implica em

δΘ

Θ
=

1

2

δρ

ρ
=

1

2

δp

p
,

onde a última igualdade vem do fato de que estamos usando uma equação de estado
p̂ = wρ̂ constante.



CAṔITULO 4

COSMOLOGIA QUÂNTICA

Nos Caṕıtulos 2 e 3 discutimos e apresentamos o cenário da cosmologia padrão para mo-
delos homogêneos e isotrópicos e para as perturbações em torno desses tipos de soluções,
respectivamente. Em cenários espećıficos, é necessário considerar a natureza quântica que
esperamos estar presente na dinâmica tanto da evolução do campo gravitacional quanto
para os campos de matéria. Mesmo que ainda não exista uma teoria quântica para a
gravitação estabelecida, podemos quantizar esse tipo de modelagem cosmológica usando
uma aproximação de mini–superespaço para a parte homogênea e isotrópica e quantizá-la
via equação de Wheeler–DeWitt [13] enquanto as pertubações são tratadas como campos
quânticos em torno do mini–superespaço. Esse tipo de procedimento foi empregado ori-
ginalmente por Halliwell e Hawking (1985) [77], mais tarde foi modificado introduzindo
o conceito de trajetórias de Bohm por Peter, Pinho e Pinto-Neto (2005) [20] para as
perturbações tensoriais e por Pinho e Pinto-Neto (2007) [25] para os modos escalares e
vetoriais.

Há muitas questões a serem tratadas quando lidamos com a quantização da gravitação.
Mesmo nos modelos simplificados de mini–superespaço existem problemas a serem resol-
vidos. Na Seção 4.1.1 trataremos da quantização dos modelos de fundo, abordando
algumas das questões envolvidas, e, usando um fluido barotrópico, mostraremos como
um conceito de tempo pode ser introduzido. Na seção Seção 4.2 usaremos o prinćıpio
variacional Lagrangiano deduzido em detalhes no Apêndice D para obtermos a álgebra
dos parênteses de Poisson das perturbações. Com essa álgebra mostramos como essas
quantidades podem ser quantizadas e como podemos usar a evolução adiabática para
definir um estado de vácuo.

4.1 QUANTIZAÇÃO DO MODELO DE FUNDO

4.1.1 Equação de Wheeler–DeWitt

A simplificação de mini–superespaço consiste em aplicar inicialmente as simetrias à
métrica e quantizar somente os graus de liberdade que não violam essas simetrias. No
caso espećıfico de modelos homogêneos e isotrópicos, quando impomos essas simetrias, o
único grau de liberdade gravitacional remanescente é o fator de escala, como mostramos
na Seção 2.2. Nesse caso, usamos o escalar de curvatura dado na Eq. (2.16) para construir
o termo de fundo da ação de Einstein–Hilbert para a gravitação (Eq. D.1).

Pelo formalismo ADM [78], dado uma escolha de hipersuperf́ıcies, devemos utilizar
uma coordenada temporal arbitrária definida pelo campo vetorial lµ ≡ Nnµ+Nµ e tratar
N e Nµ como campos independentes ao variarmos a ação de Einstein–Hilbert, onde N
é chamada função lapso, Nµ o vetor deslocamento espacial, i.e., h [Nµ] = Nµ e nµ o
campo normal a essa escolha de seções espaciais (ver Seção A.2). No caso das equações
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de Friedmann, não é necessário deixar o campo deslocamento arbitrário. Dessa forma,
escolhemos Nµ = 0 e, consequentemente, a ação de fundo para a gravitação dependerá
somente do fator de escala e da função lapso.

Além do escalar de curvatura, precisamos obter o determinante da métrica em função
desses campos. Para tanto, note que pela Eq. (D.9) temos £leµναβ = (∇µl

µ)eµναβ e,
portanto, podemos definir uma 4-forma de integração constante em relação ao campo
lµ da seguinte forma. Dado que ∇µl

µ = Ṅ + NΘ, a 4-forma ẽµναβ ≡ c(Na3)−1eµναβ, é
constante em relação ao tempo definido por lµ, i.e.,

£lẽµναβ = c£l((Na
3)−1eµναβ) =

N∂ct((Na
3)−1)

(Na3)−1
ẽµναβ + (∇µl

µ)ẽµναβ = 0.

Note também que a 4-forma e tem unidade de volume vezes tempo.1 Como esta-
mos utilizando coordenadas com unidade de distância, as componentes eµναβ devem ter
unidade de inverso de velocidade e, por isso, inclúımos na definição de ẽµναβ o fator c.

Consequentemente, como a 4-forma de integração é decomposta da forma eµναβ =
c−1Na3ẽµναβ, incorporamos o fator não constante Na3/c à Lagrangiana, obtendo

Lg ≡ Ṽ Lg =
Ṽ

c
Na3

(
6K + 2Θ̇ +

4Θ2

3

)
= £l

(
2
Ṽ

c
a3Θ

)
+ 6

Ṽ

c
Na

(
K̃ − (£la)2

N2

)
,

(4.1)

onde o primeiro termo do lado direito é um termo de superf́ıcie. O fator Ṽ representa a
integração no volume da forma constante ẽµναβ e equivale ao volume da seção espacial
conforme. Essa quantidade não é bem definida para seções espacias infinitas, contudo
podemos sempre trabalhar com seções espaciais compactas de tamanho arbitrário.

Para descrever a Lagrangiana da matéria, usamos um fluido termodinâmico como
descrito na Seção B.4. Logo, a menos do termo de superf́ıcie, a Lagrangiana total é dada
por

2κcL = 6Ṽ Na

(
K̃ − (£la)2

N2

)
+ 2κṼ Na3p(ϑ, s), (4.2)

onde ϑ =
√
−ϑµϑνgµν , ϑµ = ∇µχ1 + χ2∇µχ3 + χ4∇µs e K̃ está definido no parágrafo

abaixo da Eq. (2.13). Para impor homogeneidade e isotropia aos graus de liberdade de
matéria, tomamos os campos χ1, χ2, χ3, χ4 e s como constantes nas hipersuperf́ıcies, i.e.,
∇µϕ = −nµϕ̇+Dµϕ = −N−1nµ£lϕ, onde ϕ é qualquer um dos campos de matéria. Com
isso, a entalpia espećıfica é descrita como

ϑ = −N−1(£lχ1 + χ2£lχ3 + χ4£ls), (4.3)

onde estamos considerando (χ̇1 + χ2χ̇3 + χ4ṡ) < 0.
As equações de Friedmann e as equações do fluido de matéria podem ser obtidas vari-

ando a Lagrangiana acima em relação a N , a e aos campos de matéria, respectivamente.

1Estamos considerando que as coordenadas têm unidade de distância e, portanto, o tensor de Riemann
(Rµνα

βvβ = [∇µ,∇ν ]vα) tem unidade de inverso de distância ao quadrado. Dessa forma R/2κ tem
unidade de densidade de energia e a 4-forma de integração deve ter unidade de volume vezes tempo.
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Para quantizar esses graus de liberdade, devemos obter a Hamiltoniana correspondente.
Utilizamos o formalismo descrito por Jackiw (1993) [79],2 já que essa Lagrangiana é sin-
gular. Isso pode ser visto notando que ela não depende das derivadas temporais dos
campos N , χ2 e χ4. Além disso, não é posśıvel obter as velocidades £lχ1, £lχ3 e £ls em
função dos momentos conjugados

Πχ1 ≡
∂L

∂£lχ1

= − Ṽ
c
a3ε, Πχ3 ≡

∂L

∂£lχ3

= − Ṽ
c
a3εχ2, Πs ≡

∂L

∂£ls
= − Ṽ

c
a3εχ4. (4.4)

Fazemos uma transformação de Legendre para as variáveis £la e £lχ1, obtendo a La-
grangiana de primeira ordem

L = Πa£la+ Πχ1£lχ1 + Πχ1χ2£lχ3 + Πχ1χ4£ls+N

(
cκΠ2

a

12Ṽ a
− Ṽ

c
a3ρ+

3Ṽ aK̃

cκ

)
, (4.5)

onde

Πa ≡
∂L

∂£la
= −6Ṽ a£la

Ncκ
, (4.6)

e a densidade de energia é função do momento Πχ1 e da entropia, i.e., ρ = εϑ − p ≡
ρ(−cΠχ1/(Ṽ a

3), s).3 Identificamos os coeficientes dos termos com derivadas temporais
como seus momentos conjugados, ou seja, a álgebra dos parênteses de Poisson é dada
por,

{a,Πa} = {χ1,Πχ1} = {χ3,Πχ3} = {s,Πs} = 1, (4.7)

onde definimos Πχ3 ≡ Πχ1χ2, Πs ≡ Πχ1χ4 e todos os outros parênteses de Poisson sendo
iguais a zero. E a Hamiltoniana é

H ≡ NH = N

(
Ṽ

c
a3ρ− 3Ṽ aK̃

cκ
− cκΠ2

a

12Ṽ a

)
. (4.8)

O v́ınculo dado por N fornece a equação

Ṽ

c
a3ρ− 3Ṽ aK̃

cκ
− cκΠ2

a

12Ṽ a
=
Ṽ a3

cκ

(
κρ− 3K − 3(£la)2

N2a2

)
= 0,

que é a equação de Friedmann (2.24). Com a álgebra dos parênteses de Poisson temos as
outras equações de movimento para o fator de escala e seu momento conjugado, i.e.,

£la = {a,H} = −NcκΠa

6Ṽ a
, (4.9)

£lΠa = {Πa, H} =
3Na2

cκ

(
Ṽ κp+

Ṽ K̃

a2
− c2κ2Π2

a

36Ṽ a4

)
, (4.10)

2Normalmente utiliza-se a metodologia de Dirac que envolve uma série de procedimentos formais. Em
alguns casos é posśıvel evitá-los como descrito em [79].

3Quando fazemos a transformada de Legendre em relação a χ1, obtemos Πχ1 = −c−1Ṽ a3ε(ϑ, s) que

fornece uma função impĺıcita de ϑ(−cΠχ1/(Ṽ a
3), s). Portanto, todas as funções de (ϑ, s) são agora

funções de (−cΠχ1
/(Ṽ a3), s).
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que combinadas resultam na Eq. (2.25). Por fim, temos para os graus de liberdade do
fluido,

£lχ1 = {χ1, H} = −Nϑ, £lΠχ1 = {Πχ1 , H} = 0, (4.11)

£lχ3 = {χ3, H} = 0, £lΠχ3 = {Πχ3 , H} = 0, (4.12)

£ls = {s,H} = 0, £lΠs = {Πs, H} = NΠχ1τ, (4.13)

que são equações de movimento para o fluido obtidas na Seção B.4.
O próximo passo é promover os campos a operadores auto–adjuntos agindo em um

espaço de Hilbert.45 Esses operadores, representados com uma barra sobre sua contra-
parte clássica, satisfazem a regra de comutação

[A,B] = i~{A,B}. (4.14)

Impomos também que os v́ınculos anulam o vetor de estado, i.e.,

H
∣∣Ψf
〉

= 0, (4.15)

onde colocamos o sobrescrito f para distinguir a função de onda Ψf da variável invariante
de calibre definida na Eq. (3.38). A equação acima é conhecida como equação de Wheeler–
DeWitt , a qual não introduz de forma expĺıcita uma noção de tempo. Portanto, para
introduzi-la, primeiro definimos a variável % ≡ c−1Ṽ a3(1+wq)ρ, onde wq é uma constante.
Essa variável é função dos campos % = %(Πχ1 , a, s), definida implicitamente por Πχ1 =

−c−1Ṽ a3ε(ρ, s). Usando essas relações, trocamos a variável Πχ1 por % e, com essa
mudança, obtemos a Lagrangiana a menos do termo de superf́ıcie £l(Πχ1χ1),

L =

(
Πa +

3Ṽ χ1

cϑ
a2(p− wqρ)

)
£la+

χ1

ϑa3wq
£l%+ Πχ3£lχ3 +

(
Πs − χ1

Ṽ a3ετ

cϑ

)
£ls−H.

(4.16)
Considerando os coeficientes dos termos com derivada temporal, temos que essa mudança
de variável induz a seguinte transformação canônica,

Πa → Πa +
3Ṽ χ1

cϑ
a2(p− wqρ), Πs → Πs − χ1

Ṽ a3ετ

cϑ
, Π% ≡

χ1

ϑa3wq
. (4.17)

Nessas variáveis a Hamiltoniana é escrita como

H = N


 %

a3wq
− 3Ṽ aK̃

cκ
−
cκ
(

Πa − Π%3c
−1Ṽ a2+3wq(p− wqρ)

)2

12Ṽ a


 , (4.18)

4Na quantização canônica, as variáveis canônicas são promovidas a operadores auto–adjuntos. Essa
imposição garante autovalores reais e autovetores que formam bases completas. Contudo, vale ressal-
tar que, como não existe uma teoria completa para a quantização da gravitação, essas imposições são
tentativas e podem ser removidas em futuras teorias.

5Estamos usando o termo operadores auto–adjuntos e espaço de Hilbert como definido em [80].
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e, com isso, a equação de Wheeler–DeWitt pode ser escrita como

%
∣∣Ψf
〉

= a3wq


3Ṽ aK̃

cκ
+
cκ
(

Πa − Π%3c
−1Ṽ a2(p− wqρ)

)2

12Ṽ a



∣∣Ψf
〉
. (4.19)

Na representação onde

%
.
= i~

∂

∂Π%

, Π%
.
= Π%,

o momento Π% corresponde a uma coordenada temporal. Entretanto, no caso de um
fluido arbitrário, tanto p quanto ρ dependem não linearmente do operador %, tornando
complicado o uso de Π% como coordenada temporal. No caso barotrópico com equação
de estado constante p = wqρ, a equação de Wheeler–DeWitt é dada por

%
∣∣Ψf
〉

= a3wq

(
3Ṽ aK̃

cκ
+
cκΠ

2

a

12Ṽ a

)
∣∣Ψf
〉
, (4.20)

que é equivalente à equação de Schrödinger em uma dimensão, onde Π% serve como
coordenada temporal. Porém, a equação acima envolve algumas questões que ainda não
mencionamos.

No ambiente clássico não existe ambiguidade na ordem das variáveis canônicas. No

entanto, quando quantizamos o sistema, o termo da Hamiltoniana a−1Π
2

a pode ser escrito
de várias formas distintas, e.g., Πaa

−1Πa, a
−1/2Πaa

−1/2Πa. Essa escolha pode ser guiada
pela imposição de que o operador Hamiltoniano seja um operador auto–adjunto, contudo
essa imposição não fixa completamente a escolha.

Para evitar a ambiguidade discutida acima, fazemos a seguinte mudança de variáveis
ainda na Lagrangiana clássica,

X =
2a

3(1−wq)
2

3(1− wq)
, ΠX = a−

1−3wq
2 Πa, NX = a−3wqN. (4.21)

Com isso, a Lagrangiana reduz-se a

L = ΠX£lX + Π%£l%+ Πχ3£lχ3 + Πs£ls−H, (4.22)

H = NX

(
%− U0X

2(1+3wq)

3(1−wq) − cκΠ2
X

12Ṽ

)
, U0 ≡

3Ṽ K̃

cκ

(
3(1− wq)

2

) 2(1+3wq)

3(1−wq)

, (4.23)

de forma que nessas variáveis não existe ambiguidade na escolha de ordenação da Hamil-
toniana. Na representação das autofunções de X ,6 a equação de Wheeler–DeWitt é dada
por

i~
∂

∂Π%

Ψf(Π%,X ) =

(
U0X

2(1+3wq)

3(1−wq) − ~2cκ

12Ṽ

∂2

∂X 2

)
Ψf(Π%,X ). (4.24)

6Nessa representação

X .
= X , ΠX

.
= −i~ ∂

∂X .
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Para obter a relação da variável que estamos utilizando como tempo e o tempo cósmico
definido por nµ,7 usamos a equação de movimento para Π%, i.e., £lΠ% = {Π%, H} =
−NX = −a−3wqN . Logo, temos que Π̇% = −a−3wq , ou seja, a relação entre o tempo
cósmico e o tempo Π% é independente de N . Enfatizamos também que Π̇% < 0 e, portanto,
Π% é monotonicamente decrescente (t2 > t1 ⇒ Π%(t1) < Π%(t2)) e dessa forma é relacio-
nada biunivocamente com t. Em algumas referências, por exemplo [81], os autores fixam
o calibre escolhendo uma forma espećıfica para N . Entretanto, isso serve somente para
definir o tempo caracterizado por lµ. No exemplo citado é escolhido NX = 1⇒ N = a3wq

de forma que £lΠ% = −1, i.e., essa escolha define o tempo lµ como −Π% a menos de uma
constante aditiva.

4.1.2 Representação no Espaço de Hilbert

Na Seção 4.1.1 promovemos os campos a operadores e associamos a esses uma álgebra
de Lie através do homomorfismo definido na Eq. (4.14). Porém, a definição da álgebra
não é o suficiente para estudarmos a quantização do sistema, precisamos também de
uma representação para esses operadores. No caso discutido na seção anterior, temos
que representar um conjunto finito de operadores. Consequentemente, o problema da
representação é simplificado, pois o teorema de Stone–von Neumann garante que todas
as representações irredut́ıveis dessa álgebra são unitariamente equivalentes e, portanto,
representam o mesmo sistema f́ısico.8 Parte da premissa do teorema é que os operadores
com a regra de comutação, e.g., [X ,ΠX ] = i~, sejam auto–adjuntos.

Em prinćıpio, como ainda não existe uma teoria quântica para a gravitação, não há
nenhum motivo a priori para impormos que os operadores devam ser auto–adjuntos.
Entretanto, sem o teorema de Stone–von Neumann, não temos garantia de que diferentes
representações sejam unitariamente equivalentes. Isso significa que nesse caso a escolha
da representação afeta os resultados f́ısicos e funciona como uma escolha adicional a
ser feita para quantizar o sistema. Outra questão relevante vem do fato de que, se os
operadores não forem auto–adjuntos, os seus autovalores não serão necessariamente reais
nem os autovetores formarão uma base completa.

Na representação discutida na Seção 4.1.1 as funções f(X ) ≡ 〈X |f〉 são definidas da
forma f : (0,∞) → C e são de quadrado integrável nesse domı́nio. É posśıvel mostrar
que nesse domı́nio o operador −i~∂/∂X não possui extensões auto-adjuntas.9 Como
o operador X é auto–adjunto, utilizamos a base das suas autofunções. O operador de
evolução temporal, por exemplo, é um gerador de translações temporais unitárias se e
somente se ele for auto–adjunto. Nesse caso é posśıvel mostrar que ele o será se e somente

7Vale ressaltar que essa coordenada temporal é definida naturalmente pelas hipersuperf́ıcies fixas
escolhidas.

8Para uma apresentação simples do teorema ver [82], e para um referência rigorosa ver teorema X. 84
em [83].

9Veja [14], por exemplo, ou para um tratamento mais recente e uma posśıvel solução [84].
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se as funções de estado satisfizerem a condição de contorno,10

f(0) = α
∂f(0)

∂X , α ∈ R. (4.25)

Vale ressaltar que cada escolha de valor de α corresponde a um cenário f́ısico diferente.
Na referência citada é mostrado que esse valor está associado à mudança de fase que as
ondas incidentes na parede X = 0 sofrem ao serem refletidas.

Além das questões técnicas sobre a evolução dos estados, existe a questão da sua inter-
pretação f́ısica. Nesse trabalho adotamos a teoria de Bohm que provê uma interpretação
causal para a evolução quântica. Do ponto de vista prático, essa teoria permite calcular
a evolução temporal da métrica sem precisar recorrer a qualquer tipo de interpretação
probabiĺıstica. Na referência [88], e em referências contidas, essa abordagem é discutida
em detalhes e aplicada a modelos de mini-superespaço com fluidos termodinâmicos.

4.1.3 Soluções para um Universo Plano

Em um universo com seções espacias planas, a equação de Wheeler–DeWitt se reduz a

i
∂

∂λ
Ψf(λ,X ) = −1

2

∂2

∂X 2
Ψf(λ,X ), (4.26)

onde definimos a variável temporal adimensional λ ≡ l2pΠ%/(6Ṽ ), que é equivalente à
equação de Schrödinger para uma part́ıcula em uma dimensão contida em X ∈ [0,∞).
Como discutimos na Seção 4.1.2, os operadores X e H são auto–adjuntos e, com isso, seus
autovalores são reais e seus autovetores formam uma base completa [80]. Escrevendo os
autovetores da energia na base de X , obtemos

〈X |E〉 =

√
2

π
√

2E(2Eα2 + 1)

(√
2Eα cos

(√
2EX

)
+ sin

(√
2EX

))
, (4.27)

onde X |X〉 = X |X〉, H |E〉 = E |E〉 e α define a condição de contorno conforme a
Eq. (4.25). Para os casos extremos, i.e., α = 0 e |α| → ∞ as autofunções se reduzem,
respectivamente, a

〈X |E〉 =

√
2

π
√

2E
sin
(√

2EX
)
, 〈X |E〉 =

√
2

π
√

2E
cos
(√

2EX
)
. (4.28)

Usando os resultados acima, podemos calcular o propagador na base de X da seguinte
forma

Gα(X2,X1, λ) ≡
〈
X2

∣∣∣e−iHλ
∣∣∣X1

〉
=

∫ ∞

0

dEe−iEλ 〈X2|E〉 〈E|X1〉 . (4.29)

Para os casos extremos temos as soluções anaĺıticas

G±(X2,X1, λ) =
1√

8iπλ

(
e−

(X2−X1)
2

2iλ ± e− (X2+X1)
2

2iλ

)
, (4.30)

10Veja [85] seção X.1 para uma discussão matemática e [14, 86, 87] para uma abordagem f́ısica sobre
quantização do mini-superespaço.
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onde a solução com + representa o propagador quando |α| → ∞ e a com − quando α = 0.
Com os propagadores + e −, podemos obter a evolução temporal de qualquer função de
onda cuja condição inicial satisfaça, respectivamente,

∂Ψf
+(0, 0)

∂X = 0 ou Ψf
−(0, 0) = 0.

Como os propagadores satisfazem as condições de contorno apropriadas, as soluções

Ψf
±(λ,X ) =

∫ ∞

0

dX1G±(X ,X1, λ)Ψf
±(0,X1), (4.31)

as satisfarão em qualquer instante λ.
Escolhemos as seguintes condições iniciais,

Ψf
+(0,X ) =

√
2

πXm
e
− X2

2πX2
m , Ψf

−(0,X ) = 4

√
2

π2X 3
m

X e−
2X2

πX2
m , (4.32)

de forma que
〈
Ψf±(0)

∣∣X
∣∣Ψf±(0)

〉
= Xm, onde Xm representa o valor esperado de X

calculado na função de onda inicial. Aplicando o propagador a cada uma das funções de
onda iniciais, obtemos as soluções

Ψf
+(λ,X ) =

√
2Xm

iλ+ πX 2
m

e
− X2

2iλ+2πX2
m , Ψf

−(λ,X ) =
2

π

(
2πXm

4iλ+ πX 2
m

) 3
2

X e−
2X2

4iλ+πX2
m ,

(4.33)
de forma que o valor esperado de X evolui da seguinte forma

〈
Ψf
±(λ)

∣∣X
∣∣Ψf
±(λ)

〉
=

√(
f±λ

πX 2
m

)2

+ X 2
m, (4.34)

onde f+ = 1 e f− = 4. Note que o valor esperado para essas soluções nunca é zero. No
entanto, isso não é o suficiente para afirmarmos se o universo descrito por essas funções de
onda possui ou não singularidade. Para uma discussão sobre singularidade em modelos
de mini–superespaço, veja [89] e suas referências.

Podemos evitar a interpretação estat́ıstica da função de onda se adotarmos a inter-
pretação de Bohm para a teoria quântica do mini–superespaço [90]. Na teoria de Bohm,
atribúımos uma trajetória às variáveis conjugadas que satisfazem a seguinte equação de
movimento,

ΠX =
~

2i|Ψf|2
(

Ψf∗∂Ψf

∂X −Ψf∂Ψf∗

∂X

)
, (4.35)

onde o momento ΠX é obtido em termos das derivadas temporais de X variando a La-
grangiana da Eq. (4.22) em relação a ΠX . Seguindo esse procedimento encontramos

£lX +NX
cκΠX

6Ṽ
= 0 ⇒ ~

∂X
∂λ

= ΠX , (4.36)
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onde usamos que £lΠ% = −NX (ver o fim da Seção 4.1.1). Dessa forma temos uma
equação diferencial ordinária de primeira ordem para X ,

∂X
∂λ

=
1

2i|Ψf|2
(

Ψf∗∂Ψf

∂X −Ψf∂Ψf∗

∂X

)
. (4.37)

É importante enfatizar que essa equação não depende de uma escolha da função lapso e,
com isso, é independente da escolha de coordenada temporal. Usando as soluções Ψf±,
obtemos as seguintes equações de movimento,

∂X
∂λ

=
f 2
±λX+

f 2
±λ2 + π2X 4

m

, (4.38)

com as soluções

X = Xb

√(
f±λ

πX 2
m

)2

+ 1, (4.39)

de forma que X (0) = Xb. Note também que a trajetória coincide com a evolução temporal
do valor esperado de X quando Xb = Xm, ou seja, a introdução da trajetória adiciona ao
problema um novo parâmetro Xb.

Podemos obter a trajetória de Bohm para a energia %. Fazemos a transformação
canônica (%,Π%) → (Π%,−%), de forma que nessas coordenadas a trajetória de Bohm
para % é expressa por

− % =
~

2i|Ψf|2
(

Ψf∗ ∂Ψf

∂Π%

−Ψf∂Ψf∗

∂Π%

)
=

l2p~
12Ṽ i|Ψf|2

(
Ψf∗∂Ψf

∂λ
−Ψf∂Ψf∗

∂λ

)
. (4.40)

Usando as funções de onda Ψf±, temos

6Ṽ %

l2p~
=
f±(f 2

±λ
2(f±X 2 + g±πX 2

m)− π2X 4
m(f±X 2 − g±πX 2

m))

2(f 2
±λ2 + π2X 4

m)
,

=
f 2
±X 2

b

2π2X 4
m

(
1− 2X 2

b

X 2
+
g±πX 2

m

f±X 2

)
, (4.41)

onde na segunda linha usamos g+ = 1, g− = 3 e a Eq. (4.39) para eliminar λ. Em termos
da densidade adimensional temos

Ω =


f±

l2pcXb
6πṼ H0X 2

ma
3(1+wq)

2
0




2(
x3(1+wq) − 2x6

x
3(1−wq)
b

+
g±πx6

f±x
3(1−wq)
m

)
, (4.42)

lembrando que x = a0/a.
Para compararmos as trajetórias de Bohm com as clássicas, reescrevemos a derivada

temporal da trajetória X (λ) substituindo λ definido implicitamente nas trajetórias da
Eq. (4.39), (

∂X
∂λ

)2

= f 2
±X 2

b

X 2 −X 2
b

π2X 2X 4
m

. (4.43)
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Reescrevendo a derivada temporal usando o tempo cósmico e X em função do fator de
escalar a, obtemos

∂X
∂λ

= −6Ṽ a3

l2p

2

X3(1− wq)
ȧ

a
,

e, consequentemente, temos

ȧ2

a2
=


f±

l2p
6πV0

3(1− wq)
2

x
3(1−wq)
m

x
3(1−wq)

2
b




2

x3(1+wq)

(
1−

(
x

xb

)3(1−wq)
)
, (4.44)

onde V0 = Ṽ a3
0 é o volume calculado no instante t0. A equação acima contém uma série

de informações relevantes. O primeiro termo no segundo parênteses tem a mesma forma
que a evolução clássica da densidade de energia de um fluido com equação de estado wq
constante.11 O segundo termo é equivalente à densidade de energia de um fluido com
energia negativa e equação de estado constante igual a um. Além disso, para fluidos com
wq < 1, o primeiro termo dominará quando (x/xb)

3(1−wq) � 1, i.e., quando o universo se
tornar muito maior que a escala ab sua evolução será igual à clássica. Com isso, temos
que, quando o fator de escala for igual à escala de referência a = a0, a constante de
Hubble será

H0

c
≈ f±

l2p
6πV0

Xba
3(1−wq)

2
0

X 2
m

≈ f±
l2p

6πV0

3(1− wq)
2

x
3(1−wq)
m

x
3(1−wq)

2
b

,

h ≈ f±10−120 3(1− wq)
2

x
3(1−wq)
m

x
3(1−wq)

2
b V0Gpc

,

onde h é a constante de Hubble adimensional (veja a discussão abaixo da Eq. 2.41) e
V0Gpc é o volume do universo em unidade de gigaparsec cúbico.

Dessa relação vemos que deve haver uma grande diferença entre o fator de escala
inicial da trajetória de Bohm ab e o fator de escala que representa o valor médio inicial am.
Escolhendo o fluido tal que 3(1−wq)/2 ≈ 1, o volume do universo da ordem do universo
observado, i.e., V0Gpc ≈ 1 e lembrando que o valor medido de h ≈ 1, a relação entre os
fatores de escala é xm ≈ 1040/(1−wq)√xb. Em termos de X a relação é dada por X 2

m ≈
f±Xba3(1−wq)/2

0 10−120. Isso mostra que a densidade de probabilidade de encontrarmos o

universo inicialmente com X = Xb é da ordem ln(Ψf(0,Xb)) ∝ −10120Xba−3(1−wq)/2
0 ∝

−10120x
−3(1−wq)/2
b , de forma que o universo deve começar com um fator de escala muito

pequeno para essa probabilidade não ser extremamente pequena.
Como não há uma interpretação final para a função de onda do universo, a própria

questão da probabilidade não é bem definida quando tratamos de cosmologia quântica.
No entanto, independente dessa questão, é posśıvel mostrar que existe uma classe de
funções de onda para as quais o universo pode “começar” grande [81].

11Veja Eq. (2.42).
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Na linguagem da Seção 2.5, definimos a densidade adimensional e a função de Hubble
efetiva

Ωq0 ≡


f±

l2pc

6πV0H0

Xba
3(1−wq)

2
0

X 2
m




2

, E2 = Ωq0

(
x3(1+wq) − x6

x
3(1−wq)
b

)
, (4.45)

respectivamente. Os resultados acima nos permitem fazer a seguinte consideração. Se
adicionarmos à equação de Friedmann um segundo fluido com equação de estado cons-
tante w menor que wq , obtemos

E2 = Ωq0x
3(1+wq) + Ωw0x

3(1+w).

Esses dois fluidos terão contribuição iguais à densidade de energia total quando o fator de
escala satisfizer xeq = (Ωw0/Ωq0)1/(3wq−3w). O regime quântico ocorrendo em xb e sendo
xb � xeq, podemos utilizar o modelo quantizado com somente um fluido, já que nessa
fase a contribuição do segundo fluido é despreźıvel. Por exemplo, se os dois fluidos forem
radiação Ωr0 ≈ 10−5 e poeira Ωm0 ≈ 1, o fator de escala de equivalência será xeq = 105.
Dessa forma, se o regime quântico estiver na escala de xb ≈ 1025, então próximo a esse
valor do fator de escala teremos Ωm0x

3/(Ωrx
4) ≈ 10−30 e, logo, a contribuição da poeira

será despreźıvel nessa escala.
O mesmo racioćınio acima é válido ao considerar a curvatura espacial, i.e., se a cur-

vatura dominar em um regime distante do regime quântico, podemos usar a trajetória
definida por

E2
q = E2 − Ωq0

x6

x
3(1−wq)
b

, (4.46)

onde E2 é a função de Hubble normalizada clássica que contém todos os fluidos utilizados
no modelo, e.g., Eq. (2.45). Nesse caso é útil também fazer a seguinte mudança de
variáveis

Ωr0x
−2
b → Ωr0x

−2
b + Ωm0x

−3
b + Ωk0x

−4
b + ΩΛ0x

−6
b ,

onde nesse exemplo escolhemos a radiação wq = 1/3 como o fluido que domina no regime
quântico. Dessa forma, a função de Hubble normalizada fica escrita como

E2
q = Ωr0x

4

(
1− x2

x2
b

)
+ Ωm0x

3

(
1− x3

x3
b

)
+ Ωk0x

2

(
1− x4

x4
b

)
+ ΩΛ0

(
1− x6

x6
b

)
. (4.47)

A mudança de parâmetros acima é útil pois com ela temos que E2(xb) = 0.
As soluções descritas na Eq. (4.39) são o que chamamos de soluções de ricochete. Elas

começam em uma fase de contração para λ < 0, atingem um valor mı́nimo para o fator
de escala em λ = 0 e passam para uma fase de expansão para λ > 0.

Do ponto de vista computacional, a forma da função de Hubble é inconveniente. A
representação de um número real é feita com uma precisão finita usando números de ponto
flutuante de 32 ou 64 bits, no último caso temos ≈ 15 casas decimais de precisão. Quando
avaliamos uma expressão do tipo x4(1−x2/x2

b), a razão x/xb nunca é exatamente um, pois
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sempre há um erro da ordem do número de casas de precisão, i.e., x/xb = 1±σr, calculado
numericamente em x = xb,

12 onde σr ≈ 10−15. Nesse caso a subtração 1 − x2/x2
b ≈ 2σr.

Com isso, para um valor de xb ≈ 1020, o resultado será 2 × 10−15x4
b ≈ 1065 ao invés de

zero. Para remediarmos esse problema, introduzimos a variável ν,

a = abe
ν2

2 ,
ȧ

a
= νν̇, (4.48)

de forma que o seu sinal coincide com o sinal de ȧ, e portanto ν̇ ≥ 0. Nessa variável a
função de Hubble é dada por

E2
q = Ωr0x

4
(

1− e−ν2
)

+ Ωm0x
3
(

1− e− 3ν2

2

)
+ Ωk0x

2
(

1− e−2ν2
)

+ ΩΛ0

(
1− e−3ν2

)
.

(4.49)
Quando ν ≈ 0, i.e., x ≈ xb, expandimos essa função em série de Taylor

E2
q =

(
Ωr0x

4
b +

3

2
Ωm0x

3
b + 2Ωk0x

2
b + 3ΩΛ0

)
ν2 +O

(
ν4
)
, (4.50)

Eq = ν

√
Ωr0x4

b +
3

2
Ωm0x3

b + 2Ωk0x2
b + 3ΩΛ0 +O

(
ν2
)
, (4.51)

onde na última igualdade usamos que o sinal de ν é igual ao de ȧ. Além de ter uma
expansão de Taylor bem comportada em torno de ν = 0, essa parametrização tem a
vantagem da derivada temporal satisfazer ν̇ > 0. Portanto, essa derivada nunca é nula e,
próximo a ν = 0, ela é dada por

ν̇ =
Eq
RHν

≈ 1

RH

√
Ωr0x4

b +
3

2
Ωm0x3

b + 2Ωk0x2
b + 3ΩΛ0 +O (ν) . (4.52)

As propriedades acima mostram que ν é uma função monotonicamente crescente de ct e
portanto tem uma relação biuńıvoca com o tempo ct. Além disso, nas integrações, quando
reescrevemos em termos dessa variável, o elemento de integração é dct = adη = dν/ν̇ e é
bem comportado em todo intervalo, inclusive em ν = 0.

4.2 QUANTIZAÇÃO DAS PERTURBAÇÕES

4.2.1 Redução dos V́ınculos da Lagrangiana

No Apêndice D deduzimos a Lagrangiana para a gravitação em segunda ordem nas per-
turbações. Mostramos na Seção D.4.1 que parte do conjunto de perturbações funciona
como v́ınculo na teoria, já que a Lagrangiana não depende da derivada temporal des-
sas quantidades. Nessa seção, partiremos da Lagrangiana da Eq. (D.86) para deduzir
a álgebra dos parênteses de Poisson das perturbações. Contudo, como o espaço de fase
contém v́ınculos, vamos primeiramente resolvê-los.

12Esse erro é chamado de erro de arredondamento e é praticamente inevitável em qualquer cálculo
numérico.
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Para tanto obtemos os momentos relacionados às variáveis E , ψt e V , definidos como

πϕ =
∂L(s)

∂ϕ̇
,

obtendo os pares (D2D2
KπE , Ė), (πψt , ψ̇t) e (πV , V̇), onde definimos o operador D2

K ≡
D2 + 3K.13 Note que nessa definição utilizamos a Lagrangiana escalar e portanto não
inclúımos o termo de

√−g/(2κ). Esse termo não é necessário no processo de eliminação
dos v́ınculos e, por ser um termo de fundo, pode ser reintroduzido no final. Reservamos
o śımbolo π para os momentos obtidos a partir da Lagrangiana escalar, e usaremos o
śımbolo Π para representar os momentos conjugados de L.

Encontramos os momentos conjugados do subespaço no qual a inversão dos momen-
tos em função das derivadas temporais é posśıvel. Esse procedimento é o mesmo que
utilizamos para as variáveis de fundo na Seção 4.1.1 [79]. As expressões relacionando os
momentos e as derivadas temporais são

πE = −4

3
δσ(s), Ė = B +

3

4
πE +

2Θ

3
E , (4.53)

πψt = 6κεϑV − 4δΘ, ψ̇t =
κεϑ

2
V − Θ

3
φ− D2B

3
− πψt

12
, (4.54)

πV = −2κϑδε, V̇ =
c2

s

2κεϑ
πV + φ+ c2

sΘV −
(
c2

sετ + ι

εϑ

)
δs. (4.55)

Com as expressões acima, podemos calcular a transformada de Legendre em relação a
essas variáveis e definir a Hamiltoniana inicial como

H
(s)
i = D2D2

KπE Ė + πψtψ̇t + πV V̇ − 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2
˙δχ3 − L(s),

=
c2

sπ
2
V

4κεϑ
+

3

8
D2πED

2
KπE −

π2
ψt

24
+ πV

(
φ+ c2

sΘV −
(
εc2

sτ + ι

εϑ

)
δs

)

+D2D2
KπE

(
B +

2ΘE
3

)
+ πψt

(
κεϑV

2
− Θφ

3
− D2B

3

)

−
(
κεϑVD2V +

3(κεϑV)2

2
− 2κϑΘεφV +

(
ψ

2
− φ
)
δR− κ ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2

)

− 2κφτεδs.

(4.56)

Dessa forma escrevemos a Lagrangiana de primeira ordem

L(s) = D2D2
KπE Ė + πψtψ̇t + πV V̇ − 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2

˙δχ3 − H
(2)
i . (4.57)

Nessa Lagrangiana, os campos e os momentos são considerados variáveis independentes e
sua variação em relação a esses provê as mesmas equações de movimento e v́ınculos que

13Note que, pela Eq. (2.12), o operador D2
K tem o mesmo comutador que D2 (Eq. 3.3) com a derivada

de Lie na direção normal, i.e.,

[∂ct, D
2
K ] = −2

3
ΘD2

K .
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a Lagrangiana original. Vale ressaltar que os termos nos quais os operadores D2 agem
sobre os campos na forma ϕ1D

2ϕ2, onde ϕi representa qualquer combinação linear de
campos com coeficientes dependentes de quantidades de fundo, podem ser escritos como
ϕ2D

2ϕ1 a menos de termos de superf́ıcie. Portanto, faremos essa troca sem mencioná-la
explicitamente.

Na Lagrangiana acima φ e B aparecem como multiplicadores de Lagrange, já que a
Lagrangiana não depende das derivadas temporais desses campos e depende linearmente
deles. Fazendo as variações respectivas a φ e B, temos os v́ınculos

πV −
Θ

3
πψt + δR+ 2κ(ϑΘεV − τεδs) = 0, (4.58)

D2D2
KπE −

D2πψt

3
= 0, (4.59)

que relacionam os campos e não incluem derivadas temporais dos mesmos. Usando esses
v́ınculos, eliminamos a dependência da Lagrangiana tanto nos campos φ e B quanto nos
momentos πψt e πV em favor de πE , e assim obtemos a seguinte expressão

L(s) = D2
KπE(D

2Ė + ΘV̇ + 3ψ̇t)

+ (2κ(ϑε̇V + χ̇4εδs)− δR)V̇ − 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2
˙δχ3 − H

(s)
i ,

(4.60)

onde a Hamiltoniana H
(s)
i tem os momentos πψt e πV eliminados pelos v́ınculos. Note que

∂ctD
2E +

2Θ

3
E + ΘV̇ + 3ψ̇t = U̇ − Θ̇V +

2Θ

3
E ,

onde definimos a variável
U ≡ 3ψ + ΘV = 3Ψ + ΘV . (4.61)

Podemos observar pelas regras de transformação de ψ e V , Eqs. (3.22) e (3.47), que essa
combinação é invariante de calibre e aparece naturalmente quando usamos os v́ınculos
discutidos acima. Com essa mudança de variável, o termo da Eq. (4.60) que envolve ψt e
V̇ pode ser expressado como −δRV̇ = 4

3
V̇D2

K(U −ΘV). O primeiro termo do lado direito
é reescrito como

4

3
V̇D2

KU =
4∂ct(
√−gVD2

KU)

3
√−g − 4

3
D2
KV
(
∂ct +

Θ

3

)
U ,

onde usamos as Eqs. (2.12) e (3.3). No segundo eliminamos os termos com derivadas
temporais das perturbações

−4Θ

3
V̇D2

KV = −2∂ct(
√−gΘVD2

KV)

3
√−g +

(
Θ̇ +

Θ2

3

)
2VD2

KV
3

.

Tratamos a quantidade −2κ(ϑΘεV − τεδs)V̇ de forma similar,

−2κϑΘεVV̇ = −∂ct(
√−gκϑΘεV2)√−g + κ(∂ct + Θ)(ϑΘε)V2,

2κτεδsV̇ =
∂ct(
√−g2κετVδs)√−g − 2κ(∂ct + Θ)(ετ)Vδs− 2κετV δ̇s,
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e escrevemos então a Lagrangiana ignorando os termos de superf́ıcie

L(s) = D2
KπU U̇ + πδsδ̇s+ πδχ3

˙δχ3

+D2
K

(
πU +

4V
3

)(
−Θ̇V +

2Θ

3
E
)
− 4Θ

9
UD2

KV

+

(
Θ̇ +

Θ2

3

)
2VD2

KV
3

+ κ(∂ct + Θ)(ϑΘε)V2 − 2κ(∂ct + Θ)(ετ)Vδs− H
(2)
i ,

(4.62)

onde definimos as variáveis

πδs ≡ −2κε(δχ4 + Vτ) = −2κε(δχ4 + Vτ), (4.63)

πδχ3
≡ −2κεδχ2, (4.64)

πU ≡ πE −
4V
3

= −4

3

(
V + δσ(s)

)
= −4

3
V . (4.65)

Usando a Eq. (3.54), vemos que as quantidades definidas acima são invariantes de calibre.
Especificamente, lembramos que V tem a mesma regra de transformação que −δσ(s), os
termos δs e δχ2 são automaticamente invariantes de calibre, já que ˙δχ2 = 0 = δ̇s, e πδs
também é invariante já que χ̇4 = τ . Pelas definições de πE (Eq. 4.53) e V (Eq. 3.52),
verificamos a invariância do momento πU .

Em retrospecto, vemos que originalmente t́ınhamos nove campos independentes, lis-
tados na Eq. (D.89), e que, com a transformada de Legendre descrita na Eq. (4.57), esse
conjunto passou a ser

(φ,B, ψt, E ,V , δχ2, δχ3, δχ4, δs, πE , πψt , πV),

já que nesse formalismo consideramos as derivadas temporais de E , ψt e V como campos
independentes. Como os campos φ e B são multiplicadores de Lagrange que podem ser
resolvidos reescrevendo πψt e πV em função de πE , o conjunto de variáveis após resolver
os v́ınculos é

(ψt, E ,V , δχ2, δχ3, δχ4, δs, πE)⇒ (E ,V ,U , πU , δχ3, πδχ3
, δs, πδs).

O lado direito da lista acima representa o conjunto de campos que temos após aplicar
os v́ınculos e estão relacionados às variáveis do lado esquerdo via Eqs. (4.61) e (4.63–
4.65). Para o novo conjunto de variáveis, a Lagrangiana não contém os campos E e V
com derivadas temporais e esses não multiplicam nenhum termo com derivadas tempo-
rais. Logo, esses campos se comportam como v́ınculos. Reescrevemos a Lagrangiana das
perturbações nas novas variáveis e usando os v́ınculos de φ e B,

L(s) = D2
KπU U̇ + πδsδ̇s+ πδχ3

˙δχ3 +
2ι

εϑ

(
2D2

KΨ + κετδs
)
δs− 2

9
UD2

KU

− 4c2
s

κεϑ

(
D2
KΨ
)2

+
κεc2

s

ϑ
τ 2δs2 +

9K

8
πUD

2
KπU − κ

∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2 + L(s,1),
(4.66)
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onde escrevemos todos os termos cujos coeficientes são proporcionais às equações de fundo
como

L(s,1) = −
(
VD2

KπU +
2

3
VD2

KV − κεϑV2

)(
Θ̇ +

3κεϑ

2
− 3K

)

+ κ

(
ϑ(1 + c2

s )V2Θ− 2
τε(1 + c2

s ) + ι

ε
Vδs

)
(∂ct + Θ)ε

+ κ

(
∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

ΘεV2 − 2ε
∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

Vδs
)
ṡ.

(4.67)

Usamos também que 12Ψ = 3ΘπU + 4U , relação que pode ser identificada usando as
Eqs. (4.61) e Eq. (4.65).

Da Lagrangiana acima, vemos que os termos com E se cancelaram e que os que
envolvem V aparacem somente multiplicados pelas equações de fundo. Podeŕıamos agora
fazer uma mudança de variável, como feito na Eq. (D.84), para eliminar o termo L(s,1).
Porém existe um conjunto de variáveis no qual a Lagrangiana fica ainda mais simples.
Para deduzir esse conjunto, obtemos as equações de movimento variando a Lagrangiana
em relação a U e πU ,

U̇ − 2Θc2
s

κεϑ
D2
KΨ +

9K

4
πU +

ιΘ

εϑ
δs = 0, (4.68)

(
∂ct +

Θ

3

)
πU +

8c2
s

3κεϑ
D2
KΨ +

4

9
U − 4ι

3εϑ
δs = 0. (4.69)

Multiplicando a primeira equação por 4/3 e a segunda por Θ temos

3Ψ̇ + ΘΨ +
9

8
κεϑπU = 0, (4.70)

onde usamos a Eq. (2.27). Essa equação é a mesma Eq. (3.84) quando fazemos que
Ψ = Φ. Usando a equação acima para eliminar πU da primeira equação, temos

ζ̇ − 2Θc2
s

κεϑ
D2Ψ +

ιΘ

εϑ
δs = 0, ζ ≡ U − 6K

κεϑ
Ψ, (4.71)

onde definimos a variável ζ. Essa variável é definida na Eq. (6.68) da Ref [60]. Ela é
proporcional à variável v definida na Eq. (10.61) da mesma referência, e é conhecida
na literatura como variável de Mukhanov–Sasaki.14 A forma das equações de movimento
para Ψ e ζ mostra que é simples trabalhar com essas variáveis. Para efetuar essa mudança,
primeiro introduzimos as quantidades

γ =
K

κεϑ
, γ̇ =

Θ

3
(3c2

s + 1)γ − γF

εϑ
, α =

1

1− 2γ
(4.72)

F ≡ ϑ(1 + c2
s )(∂ct + Θ)ε+ (τε(1 + c2

s ) + ι)ṡ, (4.73)

14Nessa mesma referência, a variável de Mukhanov–Sasaki é definida primeiramente na Eq (10.43a)
para o caso das seções espaciais planas.
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onde separamos em F os termos proporcionais às equações de fundo. Com essas definições,
a troca de variáveis é expressa como

U = ζ + 6γΨ, πU =
4Ψ

αΘ
− 4ζ

3Θ
. (4.74)

Para fazer a mudança de variáveis na Lagrangiana, note que o termo que envolve derivadas
temporais pode ser reescrito como

D2
KπU U̇ =

4

Θ
D2
K

(
Ψ

α
− ζ

3

)
∂ct (ζ + 6γΨ) .

Para que tenhamos derivadas temporais somente do campo ζ, reescrevemos os termos
acima como

24γΨ̇D2
KΨ

Θα
=

∂ct√−g

(
12γ
√−g

Θα
ΨD2

KΨ

)
−
(

4γ

α
+ ∂ct

(
12γ

Θα

))
ΨD2

KΨ,

8γ

Θ
Ψ̇D2

Kζ +
8γ

Θ
ζ̇D2

KΨ =
∂ct√−g

(
8γ
√−g
Θ

ΨD2
Kζ

)
−
(

8γ

3
+ ∂ct

(
8γ

Θ

))
ζD2

KΨ,

− 4ζ̇

3Θ
D2
Kζ = − ∂ct√−g

(
2
√−gζD2

Kζ

3Θ

)
+

2ζD2
Kζ

9
− 2Θ̇

3Θ2
ζD2

Kζ.

Ignorando os termos de superf́ıcie, temos a Lagrangiana escrita em termos das novas
variáveis

L(s) =
4

Θ
D2
KΨζ̇ + πδsδ̇s+ πδχ3

˙δχ3 +
2ι

εϑ

(
2D2

KΨ + κετδs
)
δs

+
κεϑ

Θ2
ζD2

Kζ −
4c2

s

κεϑ
D2ΨD2

KΨ +
κεc2

s

ϑ
τ 2δs2 − κ ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2 + L(s,1) + L(s,2),
(4.75)

onde novamente separamos os termos proporcionais às equações de fundo definindo o
termo

L(s,2) =

(
Θ̇ +

3

2
κεϑ− 3K

)(
12γ(1− 2γ)

Θ2
ΨD2

KΨ− 2ζD2
Kζ

3Θ2
− 8γ

Θ2
ζD2

KΨ

)

− 12γF

εϑΘ
ΨD2

KΨ.

(4.76)

Podemos agora repetir o procedimento feito no Apêndice D, onde efetuamos mudanças
de variáveis a fim de eliminar da Lagrangiana os termos proporcionais às equações de
ordem zero (ver Eqs. D.81, D.82 e D.84 na Seção D.4). Para tanto, note que a equação
de fundo que aparece nas expressões para L(s,1) e L(s,2) pode ser escrita como (ver Eq. 2.17)

(
Θ̇ +

3

2
κεϑ− 3K

)
= −3

2

(
Gnn − κTnn + (Gµν − κTµν)

hµν

3

)
.

Logo, usando a Lagrangiana de primeira ordem dada nas Eq. (D.80) e Eq. (D.83), ve-
mos que a seguinte transformação elimina todos os termos proporcionais às equações de
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movimento de ordem zero,

φ→ φ− 3

4
M, ψt → ψt − 1

4
M, (4.77)

M ≡ VD2
KπU +

2

3
VD2

KV − κεϑV2 − 12γ(1− 2γ)

Θ2
ΨD2

KΨ +
2ζD2

Kζ

3Θ2
+

8γζD2
KΨ

Θ2
,

δχ4 → δχ4 +
∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

(
6γΨD2

KΨ

κεϑΘ
− ΘV2

2

)
+
∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

Vδs, (4.78)

V → V +
1 + c2

s

2ε
V2 − ∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

Vδs
κεϑ
− 6γ

κεϑ

1 + c2
s

ε
ΨD2

KΨ. (4.79)

Desta forma, a Lagrangiana final com todos os v́ınculos resolvidos é dada pela Eq. (4.75)
a menos dos termos L(s,1) e L(s,2).

4.2.2 Hamiltoniana e a Álgebra de Poisson

Na Seção 4.2.1, deduzimos a Lagrangiana escalar resolvendo todos os v́ınculos. Porém
precisamos determinar a Lagrangiana L(2), que inclui a 4-forma eµναβ, para obtermos a
álgebra de Lie dos parênteses de Poisson. Na Seção 4.1.1 utilizamos um tempo arbitrário
definido pelas curvas de tangente lµ, e mostramos que a 4-forma de integração pode ser di-
vidida em uma parte constante em relação a £l vezes c−1Na3. Dessa forma, reescrevemos
as derivadas temporais que aparecem na Eq. (4.75), usando a nova coordenada temporal
definida por lµ, e usamos a relação L(s) = Na3/(2cκ)L(s) para escrever a Lagrangiana

L(s) = Πζ£lζ + Πs£lδs+ Πχ3£lδχ3 −H(s), (4.80)

onde L(s) se refere à parte envolvendo as perturbações escalares de L(2). Os momentos
são definidos como os coeficientes das derivadas temporais

Πζ ≡
2a3

cκΘ
D2
KΨ, Πs ≡

a3

2cκ
πδs, Πχ3 ≡

a3

2cκ
πδχ3

, (4.81)

e a densidade de Hamiltoniana é identificada pelos termos que não envolvem derivadas
temporais das perturbações,

H(s) = N

(
cΘ2c2

s

2εϑa3
ΠζD

2D−2
K Πζ −

ιΘ

εϑ
Πζδs−

a3εϑ

2cΘ2
ζD2

Kζ − Us
δs2

2

)
, (4.82)

Us ≡
a3

c

(
2ιτ

ϑ
+
εc2

sτ
2

ϑ
− ε ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

)
. (4.83)

Da Lagrangiana acima, identificamos a álgebra dos parênteses de Poisson,

{ζ(x̃),Πζ(ỹ)} = {δs(x̃),Πs(ỹ)} = {δχ3(x̃),Πχ3(ỹ)} = δ3(x̃− ỹ), (4.84)

onde x̃ e ỹ são coordenadas na hipersuperf́ıcie conforme e todos os outros parênteses de
Poisson são nulos. A Hamiltoniana é definida como

H(s) =

∫

Σ̃

d3x̃H(s), (4.85)
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onde Σ̃ representa a hipersuperf́ıcie conforme e d3x̃ ≡ ẽ(lµ) é a 3-forma espacial com
componentes ẽµναβl

β. Usando a álgebra de Poisson, encontramos as seguintes equações
de movimento

£lζ = {ζ,H(s)} = N

(
cΘ2c2

s

εϑa3
D2D−2

K Πζ −
ιΘ

εϑ
δs

)
= N

(
2Θc2

s

κεϑ
D2Ψ− ιΘ

εϑ
δs

)
, (4.86)

£lΠζ = {Πζ , H
(s)} = N

a3εϑ

cΘ2
D2
Kζ, (4.87)

£lδs = {δs,H(s)} = 0, £lΠδs = {Πδs, H
(s)} = N

(
ιΘ

εϑ
Πζ + Usδs

)
, (4.88)

£lδχ3 = {δχ3, H
(s)} = 0, £lΠχ3 = {Πχ3 , H

(s)} = 0. (4.89)

A Eq. (4.86) é simplesmente a Eq. (4.71) escrita usando a derivada de Lie na direção lµ.
Da definição de Πζ , temos que

£lΠζ =
2Na3

cκΘ2

(
Θ2

3
− Θ̇

)
D2
KΨ +

2a3

cκΘ
D2
K£lΨ,

e, com isso, a Eq. (4.87) é reescrita como

£lΨ

N
+

1

Θ

(
Θ2

3
− Θ̇

)
Ψ =

κεϑ

2Θ
ζ,

que é equivalente a Eq. (4.70). É simples mostrar que a Eq. (4.88) é equivalente a
Eq. (D.94). Portanto, a Hamiltoniana acima com os parênteses de Poisson dados na
Eq. (4.84) formam um sistema equivalente ao formalismo Lagrangiano.

O sistema de equações de movimento acima tem uma caracteŕıstica especial. Os cam-
pos δχ3 e Πχ3 são constantes e a Hamiltoniana não depende deles, dessa forma podemos
ignorá-los ao tratarmos das perturbações cosmológicas. O campo da perturbação de en-
tropia surge como fonte nas equações de movimento e a Hamiltoniana não depende de
seu momento conjugado de forma que δs é uma quantidade conservada classicamente, e
seu momento conjugado é irrelevante para a evolução das perturbações ζ e Πζ .

No procedimento seguido para encontrarmos a Hamiltoniana, fizemos uma transfor-
mada de Legendre a fim de escrever a Lagrangiana de primeira ordem. Para comparar
o resultado com a literatura, vamos fazer a transformada de Legendre inversa para eli-
minarmos Πζ da Hamiltoniana dada na Eq. (4.82). Como primeiro passo, é conveniente
definir a seguinte quantidade

z =

√
εϑa3

cN

1

Θcs

. (4.90)

Essa combinação de funções de fundo aparece naturalmente na Hamiltoniana e é igual,
a menos de fatores constantes, à quantidade z definida na Eq. (10.43b) da Ref. [60].
Lembrando que nessa referência os autores usam o tempo conforme e, portanto, N = a.
Resolvendo a Eq. (4.86) para Πζ , obtemos

D2D−2
K Πζ = z2£lζ +

a3ι

Θc2
s

δs, (4.91)
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e substituindo Πζ na Lagrangiana da Eq. (4.80), temos

L(s) =
z2

2
£lζ∆2£lζ +

N2z2c2
s

2
ζD2

Kζ +
Na3ι2

2c2
sεϑ

δs∆2δs+
a3ι

Θc2
s

δs∆2£lζ +NUs
δs2

2
, (4.92)

onde definimos o operador ∆2 ≡ D−2D2
K . Note que esse operador tem as seguintes

propriedades,
[∂ct,∆

2] = 0, lim
K→0

∆2 → 1. (4.93)

A primeira propriedade pode ser mostrada usando a Eq. (3.3) para concluir que

se D2F = D2
KG, então ∂ctD

2F = ∂ctD
2
KG⇒ D2Ḟ = D2

KĠ,

enquanto a segunda é consequência direta da definição de D2
K . Como a função lapso é

constante nas hipersuperf́ıcies, DµN = 0, temos também que [£l,∆
2] = 0.

Quando nos restringimos ao caso plano K = 0, no calibre conforme N = a e com
fluidos barotrópicos ι = 0, a Lagrangiana se reduz a

L(s) =
z2

2
ζ ′2 +

z2c2
s

2
ζD̃2ζ, (4.94)

onde ignoramos os fatores que envolvem a perturbação de entropia, já que essa se desaco-
pla da evolução de ζ no caso barotrópico. Essa Lagrangiana é a mesma que a encontrada
em [60] na Eq. (10.62), ou Eq. (8.78) de [2].15 Porém, ao contrário do que é afirmado nas
Refs. [2, 60], a Lagrangiana acima não é válida para universos com seções espaciais não
planas. Comparando com o mesmo caso porém com K 6= 0, temos

L(s) =
z2

2
ζ ′∆2ζ ′ +

a2z2c2
s

2
ζD2

Kζ. (4.95)

Variando ambas as Lagrangianas obtemos, respectivamente, as seguintes equações de
movimento

(
z2ζ ′
)′ − z2c2

sD̃
2ζ = 0, (4.96)

∆2
((

z2ζ ′
)′ − a2z2c2

sD
2ζ
)

= 0. (4.97)

Como o operador D2 tem inversa única, podemos multiplicar a segunda equação por ∆−2

e mostrar que as equações são iguais. Ou seja, as duas Lagrangianas acima fornecem a
mesma equação de movimento. Contudo, esse fato não é o suficiente pois a determinação
da álgebra dos parênteses de Poisson depende da forma da Lagrangiana e não da equação
de movimento. Dessa forma, como a quantização depende do mapeamento dessa álgebra,
as duas Lagrangianas resultam em teorias quânticas distintas.

15No exerćıcio 8.9 da Ref. [2], o autor esquece de levar em conta que o operador Ô não precisa ser
exatamente o operador de Laplace–Beltrami, mas sim qualquer operador que no limite K → 0 se reduza
ao operador de Laplace–Beltrami.
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4.2.3 Escolha de Calibre

Como vimos acima, o prinćıpio variacional leva naturalmente a escolhas das variáveis
invariantes de calibre ζ e Πζ . Para relacioná-las com as perturbações na métrica, usamos
as Eqs. (3.39), (3.84), (4.61) e (4.71) para reescrever ζ da forma

ζ =
2Ψ

κεϑ

(
3κεϑ

2
+ Θ̇− 3K

)
+

2Θ2

3κεϑ

(
∂ct

(
3Ψ

Θ

)
+ Φ

)
. (4.98)

O primeiro termo no lado direito é exatamente a equação de movimento de fundo dada
na Eq. (2.27). Contudo, quando a evolução de fundo for clássica, esse termo será nulo,
independente disso, podemos redefinir a variável ζ como

ζ ≡ 2Θ2

3κεϑ

(
∂ct

(
3Ψ

Θ

)
+ Φ

)
, (4.99)

e substituir a expressão resultante na Lagrangiana. Dessa forma teŕıamos novos termos,
porém todos proporcionais a equação de fundo, e repetindo o procedimento de mudança
de variáveis que fizemos no fim da Seção 4.2.1 podemos eliminar todos esses termos.
Portanto podemos sempre usar a Eq. (4.99) para representar ζ.

Escrevendo em termos das perturbações na métrica (Eqs. 3.37–3.38) temos

ζ =
2Θ2

3κεϑ

(
∂ct

(
3ψ

Θ

)
+ φ

)
. (4.100)

Ressaltamos que no calibre de curvatura constante definido na Seção 3.6.3 essa variável é
proporcional a φ, enquanto no calibre śıncrono (Seção 3.6.2) ela está relacionada somente
a variável ψ, para ambos temos respectivamente

φ =
3κεϑ

2Θ2
ζ, ψ = Θ

∫
d(ct)

κεϑ

2Θ2
ζ. (4.101)

No calibre śıncrono, como as condições φ = 0 e B = 0 não fixam completamente o calibre
a integral acima é definida a menos de uma função constante em uma hipersuperf́ıcie.
Portanto vemos que o calibre de curvatura constante é bem definido e relaciona de forma
simples a variável ζ com as perturbações na métrica. Porém, no momento de um ricochete,
como Θ vai a zero, esse calibre deixa de ser posśıvel. Veremos na Seção 5.4.2 que no
momento do ricochete, podemos usar o calibre śıncrono, no qual todas as perturbações
serão bem definidas.

4.2.4 Quantização Canônica

Na quantização canônica, fazemos o mapeamento dos observáveis clássicos para os ope-
radores usando a álgebra dos parênteses de Poisson e definindo o homomorfismo, como
fizemos na Eq. (4.14).16 Como discutimos na Seção 4.1.2, no caso onde temos um número

16Esse mapeamento não vale para qualquer observável. Geralmente há ambiguidade na ordenação dos
operadores, veja discussão em [82, Caṕıtulo 2].
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finito de graus de liberdade sendo quantizados, o teorema de Stone–von Neumann ga-
rante que qualquer representação irredut́ıvel da álgebra é unitariamente equivalente a
qualquer outra, representando assim o mesmo sistema f́ısico. Dessa forma, a escolha da
representação não resulta em uma escolha f́ısica. Contudo, no caso das perturbações o
problema é descrito por campos e, consequentemente, temos infinitos graus de liberdade,
onde novamente o teorema de Stone–von Neumann não se aplica.

Na teoria de campos em espaços planos, o problema das múltiplas representações
unitariamente não equivalentes é resolvido com a constatação que a presença de um
vetor de Killing tipo tempo permite a construção de um conjunto de representações
unitariamente equivalentes entre si. Da mesma forma, no caso onde o espaço–tempo de
fundo é curvo mas possui pelo menos um vetor de Killing tipo tempo, essa construção
também pode ser feita, ver [82, Seção 4.3].

No caso onde não há um vetor de Killing tipo tempo, o que inclui os universos de
FLRW, não existe um procedimento geral para determinar a representação. É posśıvel
mostrar que a liberdade na representação pode ser mapeada na liberdade da escolha de
vácuo ou na escolha do espaço de Hilbert das soluções do sistema Hamiltoniano a ser
quantizado. Veja mais detalhes e outros resultados que usaremos nessa seção em [82].

Os parênteses de Poisson induzem uma 2-forma no espaço de fase da teoria Hamil-
toniana chamada forma simplética (não degenerada e fechada). Representando as per-
turbações e seus momentos como ϕA

.
= (ζ, δs,Πζ ,Πδs),

17 a matriz simplética e sua inversa
têm as componentes dadas, respectivamente, por

ΩAB .
=

[
0 −12×2

12×2 0

]
, ΩAB

.
=

[
0 12×2

−12×2 0

]
, (4.102)

onde 12×2 é a matriz identidade bidimensional. Note que ΩABΩBC = δA
C e ΩAB = −ΩBA.

Dessa forma os parênteses de Poisson são escritos como

{A,B} =

∫

Σ̃

d3x̃
δA

δϕA(x̃)
ΩAB

δB

δϕB(x̃)
, (4.103)

e as equações de movimento da forma

£lϕA = ΩAB
δH(s)

δϕB(x̃)
, (4.104)

onde estamos usando a convenção de soma para os ı́ndices latinos maiúsculos repeti-
dos. Além de reescrever o formalismo Hamiltoniano de forma mais compacta, a forma
simplética induz um produto no espaço de fase. Dada duas soluções ϕ1

A e ϕ2
A, temos

Ω
(
ϕ1, ϕ2

)
=

∫

Σ̃

d3x̃ϕ1
Aϕ

2
BΩAB. (4.105)

E para sistemas com Hamiltoniana quadrática nos campos,

H(s) =
HABϕAϕB

2
, (4.106)

17Como a Hamiltoniana não depende das perturbações δχ3 e Πχ3
, elas se comportam como constantes.

E por não se acoplarem com nenhum observável, iremos ignorá-las deste ponto em diante.
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onde a matriz HAB é simétrica em AB, o produto Ω (ϕ1, ϕ2) é conservado, i.e.,

£lΩ
(
ϕ1, ϕ2

)
=

∫

Σ̃

d3x̃
(
£lϕ

1
Aϕ

2
BΩAB + ϕ1

A£lϕ
2
BΩAB

)
,

=

∫

Σ̃

d3x̃
(
−ϕ1

Aϕ
2
BH

AB + ϕ1
Aϕ

2
BH

AB
)
,

= 0.

O parênteses de Poisson dos campos ϕA, usando a forma simplética Eq. (4.103), tem a
seguinte expressão

{ϕA(x̃), ϕB(ỹ)} = ΩABδ
3(x̃− ỹ). (4.107)

Portanto, quando quantizamos o sistema impondo o homomorfismo entre a álgebra dos
parênteses de Poisson e os operadores de campo, temos

[ϕA(x̃), ϕB(ỹ)] = i~ΩABδ
3(x̃− ỹ). (4.108)

Reescrevendo os momentos em termos das derivadas temporais das perturbações e
permitindo condições iniciais complexas, definimos o produto

(
ϕ1, ϕ2

)
=

1

i~
Ω
(
ϕ1∗, ϕ2

)
. (4.109)

Esse possui todas as caracteŕısticas de um produto interno no espaço das soluções das
equações de Hamilton, porém falha ao ser positivo definido.18 Entretanto, como discutido
em [82], existe um subespaço do espaço das soluções complexas do sistema Hamiltoniano
S = {ϕA : M → C4 | £lϕA = {ϕA, H(s)}}, denotado por H ∈ S, que satisfaz as seguintes
condições:

• S = H⊕ H∗, onde H∗ é o espaço complexo conjugado a H e ⊕ denota soma direta de
espaços vetoriais,

• se ϕ1
A ∈ H e ϕ1

A 6= 0 então (ϕ1, ϕ1) > 0,

• para qualquer ϕ1
A ∈ H e ϕ2

A ∈ H∗ temos (ϕ1, ϕ2) = 0.

Se nos restringirmos às soluções contidas em H, o produto (·, ·) é positivo definido e
portanto pode ser usado como produto interno.

Dessa forma, usamos o produto interno para obter uma base ortonormal uiq para H,19

que satisfaz

(uiq1 , ujq2) =
1

i~

∫

Σ̃

d3x̃u∗iq1,Aujq2,BΩAB = δijδ
3(q̃1 − q̃2).

Usando essa base, decompomos os operadores de campos em termos dos operadores de
criação e aniquilação, respectivamente a†iq e aiq, da forma

aiq ≡ (uiq, ϕ) , a†iq ≡ (uiq, ϕ)† = −
(
u∗iq, ϕ

)
, (4.110)

18O produto é positivo definido quando (ϕ1, ϕ1) > 0 para qualquer ϕ1 não nulo.
19Lembrando que os ı́ndices q podem ser cont́ınuos ou discretos e que, em cada caso, o śımbolo

∫
d3q̃

representa, respectivamente, integral e somatório.
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onde na última igualdade o śımbolo † representa o transposto conjugado complexo de
um operador, que quando atuando em funções satisfaz f † = f ∗. Usamos também a
propriedade (A,B)∗ = − (A∗, B∗) e que o operador de campo satisfaz ϕ† = ϕ. Podemos
ver que, para qualquer dois elementos ϕ1 e ϕ2 de S, o comutador de seus produtos com
o operador de campo ϕ é

[
(
ϕ1, ϕ

)
,
(
ϕ2, ϕ

)†
] =

−1

(i~)2

∫

Σ̃

d3x̃d3ỹϕ1∗
A (x̃)ΩABϕ2

C(ỹ)ΩCD[ϕB(x̃), ϕD(ỹ)] = (ϕ1, ϕ2) ,

onde usamos que ΩABΩBC = δA
C e o comutador dos operadores de campo dado na

Eq. (4.108). Com o resultado acima e usando a ortonormalidade de uiq, temos que os
operadores de criação e aniquilação satisfazem

[a†iq1 , a
†
jq2

] = [aiq1 , ajq2 ] = 0, [aiq1 , a
†
jq2

] = δijδ
3(q̃1 − q̃2). (4.111)

Determinamos o vácuo como o estado que satisfaz aiq |0〉 = 0 para quaisquer valores de

i e q. Logo, o problema da escolha de representação e, consequentemente, da escolha de
vácuo é mapeado na escolha do subespaço H que satisfaz as condições acima.

Por exemplo, no caso de somente um campo ϕA
.
= (F ,ΠF) com seu momento dado

por ΠF = £lF , o produto é dado por

(
ϕ1, ϕ2

)
=

1

i~

∫

Σ̃

d3x̃
(
Π1∗
F F2 − Π2

FF1∗) =
1

i~

∫

Σ̃

d3x̃
(
£lF1∗F2 −£lF2F1∗) .

A última igualdade é equivalente ao produto definido comumente na literatura, veja
[91]. Note que não é conveniente usar essa definição, pois nesse caso sempre precisamos
reescrever os graus de liberdade do sistema de forma que ΠF = £lF .

Para o exemplo acima, podemos escolher o subespaço H da seguinte forma. Seja
u+
q uma base de “energia” positiva, i.e., para uma hipersuperf́ıcie fixa, denotada por ti,

satisfaz u+
q2|ti = £lu

+
q1|ti = −iEqu+

q1|ti , com Eq ∈ R e Eq > 0. Com essa escolha, as soluções
são inicialmente expressas como u+

q |ti
.
= (u+

q1,−iEqu+
q1)|ti . Analogamente, definimos as

soluções de “energia” negativa satisfazendo inicialmente u−q |ti
.
= (u−q1, iEqu

−
q1)|ti . Uma

solução geral contida em S é descrita por duas funções complexas, enquanto as soluções
de energia positiva e negativa são compostas, cada uma, de uma função complexa. Dessa
forma notamos que H∗ é o espaço conjugado a H e que S = H⊕ H∗.

As funções u+
q são escolhidas de forma que inicialmente o conjunto u+

q |ti é uma base
para as funções definidas na hipersuperf́ıcie tal que

∫

Σ̃

d3x̃u+∗
q11u

+
q21

∣∣∣∣
ti

=
δ3(q̃1 − q̃2)

2Eq
.

Ressaltamos que essas escolhas sempre são posśıveis, pois elas correspondem à escolha de
condições iniciais para as soluções u+

q em ti. Logo, uma solução arbitrária contida em H

pode ser escrita como

ϕ1 .
= (F1,£lF1), F1 =

∫
d3q̃u+

q1F1
q .
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Podemos mostrar que o produto dessas soluções será positivo definido, i.e., para F 6= 0
temos

(
ϕ1, ϕ1

)∣∣
ti

=

∫

Σ̃

d3x̃d3q̃1d3q̃2F1∗
q1
F1
q2
u+∗
q11u

+
q21(Eq1 + Eq2)

∣∣∣∣
ti

=

∫
d3q̃F1∗

q F1
q > 0,

e, como mostramos acima, £l (ϕ
1, ϕ1) = 0. Portanto, o produto vai ser positivo definido

em qualquer seção espacial. Para impormos que os vetores de H e H∗ sejam ortogonais,
basta requerer que quaisquer dois elementos de cada base sejam ortogonais, i.e., uq1∗ ∈ H∗

e uq2 ∈ H então (
u∗q1 , uq2

)∣∣
ti

= − (Eq1 − Eq2)
∫

Σ̃

d3x̃uq11uq21

∣∣∣∣
ti

.

A expressão acima impõe que a integral do lado direito é diferente de zero somente para
os valores de q1 e q2 tal que Eq1 = Eq2 .

20

Quando a variedade de fundo possui um campo de Killing tipo tempo, é posśıvel
mostrar que existe uma função energia, tal que a condição de positividade, imposta
em uma hipersuperf́ıcie, é equivalente a imposta a qualquer outra hipersuperf́ıcie. Dessa
forma, temos uma definição para a representação e, consequentemente, vácuo e part́ıculas,
que é independente da seção espacial inicial.

Para as perturbações cosmológicas, podemos procurar soluções da forma ϕiq,AYq, onde
Yq são as autofunções do operador de Laplace–Beltrami, discutidas na Seção 3.5.4. Subs-
tituindo essa expressão para os campos, vemos que os coeficientes

ϕiq
.
= (ζiq, δsiq,Πζ iq,Πδsiq),

satisfazem as mesmas equações de movimento (Eqs. 4.86–4.88) trocando D2 → −q2.
Definimos duas classes de soluções uiq para i = 1, 2, na hipersuperf́ıcie rotulada por ti,
dadas por

u1q|ti
.
= (ζ1qYq, 0, Πζ1qYq, 0)|ti , u2q|ti

.
= (0, δs2qYq, 0, Πδs2qYq)|ti . (4.112)

Observando as equações de movimento Eq. (4.88), temos que se δsq é nulo em ti será nulo
em qualquer outro instante. Dessa forma, as soluções u1q representam as perturbações
gravitacionais adiabáticas. As soluções u2q por sua vez têm δsq 6= 0 e representam as
perturbações gravitacionais geradas pela presença de uma perturbação de entropia, e
portanto iremos chamá-las de perturbações de entropia. Por fim, note que de forma geral
as funções de base podem ser escritas como

uiq = ϕiqYq .= (ζiq, δsiq, Πζ iq, Πδsiq)Yq. (4.113)

20No caso onde as seções espaciais são planas, note que para a base de ondas planas uq|ti ∝ eiq
µxνhµν

com a energia dada por uma função f(qµq
µ) que depende somente de qµq

µ temos

∫

Σ̃

d3x̃uk1uq2
∣∣∣∣
ti

∝ δ3(q̃1 + q̃2), δ3(q̃1 + q̃2)(f(q1µq1
µ)− f(q2µq2

µ)) = 0.
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Como o produto (·, ·) é constante, é fácil mostrar que (u1q1 , u2q2) = 0, enquanto os
produtos restantes são expressos como

(u1q1 , u1q2) =
1

i~
(Πζ

∗
1q1
ζ1q1 − Πζ1q1

ζ∗1q1)|tiδ3(q̃1 − q̃2),

(u2q1 , u2q2) =
1

i~
(Πδs

∗
2q1
δs2q1 − Πδs2q1δs

∗
2q1

)|tiδ3(q̃1 − q̃2),

onde usamos a ortonormalidade de Yq dada na Eq. (3.106). Ou seja, se as equações

(Πζ
∗
1q1
ζ1q1 − Πζ1q1

ζ∗1q1)|ti = i~, (Πδs
∗
2q1
δs2q1 − Πδs2q1δs

∗
2q1

)|ti = i~, (4.114)

forem satisfeitas, então as soluções uiq são ortonormais, i.e., (uiq1 , ujq2) = δijδ
3(q1 − q2).

Expressando o momento Πζ1q em termos de ζ1q via Eq. (4.86), e lembrando que as soluções

1 tem δs1q = 0, reescrevemos a primeira condição em termos de ζ como

∆2
qz

2
(
£lζ

∗
1q1
ζ1q1 −£lζ1q1ζ

∗
1q1

)
|ti = i~, ∆2

q ≡
q2 − 3K

q2
=
q̃2 − 3K̃

q̃2
. (4.115)

Na literatura defini-se uma variável v ≡ zζ com a qual a condição acima assume a forma

∆2
q

(
£lv

∗
1q1

v1q1 −£lv1q1v
∗
1q1

)
|ti = i~.

Para seções espaciais planas (K = 0) temos ∆2
q = 1 e a fórmula acima é idêntica à

Eq. (11.14) da Ref. [60]. Contudo, como discutimos no fim da Seção 4.2.2, a Lagrangi-
ana usada nessa referência não é válida para o caso K 6= 0. Portanto, mesmo que as
equações de movimento obtidas dessa Lagrangiana sejam corretas, a álgebra de Poisson
e, consequentemente, a normalização deduzida a partir dela está errada.

As condições de ortonormalidade dadas na Eq. (4.114) não garantem que o produto
das soluções seja positivo definido. Para tanto, repetimos o procedimento discutido no
exemplo acima e impomos que as soluções sejam de “energia” positiva, i.e.,

Πζ1q|ti = −iE1qζ1q|ti , Πδs2q|ti = −iE2qδs2q|ti . (4.116)

Porém, mesmo que a escolha acima garanta a positividade do produto interno, ainda
existe a liberdade para a escolha das funções Eiq. As equações de movimento para as
soluções adiabáticas são dadas pelas Eqs. (4.86) e (4.87), tomando δs = 0, i.e.,

£lζ1q =
1

z2∆2
q

Πζ1q, £lΠζ1q = −N2∆2
qq

2z2c2
sζ1q, (4.117)

escrevendo a perturbação na forma polar e substituindo nas equações acima, obtemos

ζ1q = |ζ1q|e−i
∫

dlθq , |ζ1q| =
|ζ1q|0
z
√
θq
, (4.118)

θ2
q −

√
θq£

2
l

(
1√
θq

)
= N2q2c2

s −
£2
l z

z
, (4.119)
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onde a integração
∫

dl é feita na variável definida pelo campo lµ, e |ζ1q|0 é uma constante
arbitrária. A troca de variável acima, resulta em um equação não linear de segunda
ordem para a fase θq. Se supusermos que a fase varia lentamente com a evolução do
espaço–tempo, podemos desprezar os termos contendo derivadas de θq e, assim, obtemos
a solução de ordem zero para a fase

θ0
q = ±

√
N2q2c2

s −
£2
l z

z
. (4.120)

As soluções acima são as mesmas que as obtidas diretamente da equação de movimento
para o campo v usando o método WKB.21 Na próxima ordem obtemos

θ1
q = ± 1

2
√
θ0
q

£2
l

(
1√
θ0
q

)
, (4.121)

e, portanto, exigimos que θ0
q � θ1

q para utilizarmos a aproximação acima. Com isso,
temos duas posśıveis soluções, uma para cada sinal da fase θ0

q . Escolhendo as soluções
com θ0

q positivo, temos que o momento Πζ1q é dado por

Πζ1q = −iE1qζ1q, E1q ≡ z2∆2
q

(
θq − i

£l(z2θq)

2z2θq

)
, (4.122)

onde definimos a função energia a partir da decomposição polar da perturbação. É fácil
mostrar que o fato da parte real de E1q ser positiva é condição suficiente para que o
produto (·, ·) seja positivo definido. Aplicando a condição de ortonormalidade dada na
Eq. (4.114), obtemos

2<(E1q)|ζq|2 = ~, ζ1q|0 =

√
~

2∆2
q

, (4.123)

onde escolhemos a fase constante de ζ1q|0 igual a zero.
O procedimento acima fornece uma prescrição para obtermos soluções de “energia”

positiva quando θ0
q � θ1

q . Ou seja, quando a evolução da geometria de fundo for lenta o
suficiente, podemos considerar que as perturbações evoluem como em um espaço estático,
porém com seus parâmetros evoluindo lentamente no tempo. Essa aplicação é uma sim-
plificação de uma ideia mais geral de como obter as funções de Green de uma teoria
quântica em um universo de fundo com geometria arbitrária, veja [91].

Para as soluções de entropia u2q, as equações de movimento (Eqs. 4.86–4.88) podem
ser reescritas como,

£2
l ζ2q +

£lz
2

z2
£lζ2q + q2N2c2

sζ2q = −£lw

z2
δs2q, (4.124)

£lΠδs2q = ∆2
q

(
w£lζ2q +

w2

z2
δs2q

)
+NUsδs2q, (4.125)

£lδs2q = 0, (4.126)

21Veja mais detalhes sobre o método em [92].
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onde definimos a quantidade w ≡ a3ι/(cΘc2
s ). Como temos as soluções da equação ho-

mogênea de ζ1q e δs2q é constante, é fácil checar que

ζ2q = −
(
ζ∗1q

∫
dlζ1q£lw − ζ1q

∫
dlζ∗1q£lw

)
∆2
q

i~
δs2q, (4.127)

é uma solução particular da Eq. (4.124). Por fim, a solução de Πδs2q é dada pela integral
do lado direito da Eq. (4.125), e portanto temos um conjunto completo de soluções para
o sistema de equações acima. Diferente do caso adiabático, as soluções de entropia não
parecem dispor de uma forma geral para obtermos soluções de “energia” positiva. Porém,
vale ressaltar que qualquer escolha de função energia E2q constante é suficiente para
obtermos uma teoria quântica bem definida. A constante E2q define o valor de δs2q

enquanto a imposição de ζ2q|ti = Πζ2q|ti = 0 fixa as duas constantes da solução particular
ζ2q.

4.2.5 Função de Correlação de Dois Pontos

Vimos na seção anterior que, dada uma definição de base onde temos um produto positivo
definido, podemos definir os operadores de criação e aniquilação como na Eq. (4.110) e,
consequentemente, o estado de vácuo associado a esses operadores |0〉. Nesse estado, po-
demos checar que o valor esperado de qualquer campo é nulo, i.e., 〈0|ϕA(x̃)|0〉. Para uma
interpretação probabiĺıstica, isso significa que a média dos campos ϕA(x̃) é nula. Porém,
como veremos mais adiante, a função de correlação de dois pontos 〈0|ϕA(x̃)ϕB(ỹ)|0〉 6= 0
e, portanto, o valor dos campos flutua em torno de zero com uma variância definida por
essa expressão.

Usando a ortonormalidade da base uiq, u
∗
iq, podemos expressar o operador de campo

ϕ em termos dos operadores de criação e aniquilação da forma

ϕ =
∑

i

∫
d3q̃
(
uiqaiq + u∗iqa

†
iq

)
. (4.128)

Logo, o valor esperado do produto ϕA(x̃)ϕB(ỹ) é dado por

〈0|ϕA(x̃)ϕB(ỹ)|0〉 =
∑

ij

∫
d3q̃1d3q2

〈
0
∣∣∣
(
uiq1A(x̃)aiq1 + u∗iq1A(x̃)a†iq1

)(
ujq2B(ỹ)ajq2 + u∗jq2B(ỹ)a†jq2

)∣∣∣0
〉
,

=
∑

ij

∫
d3q̃1d3q2

〈
0
∣∣∣uiq1A(x̃)aiq1u

∗
jq2B

(ỹ)a†jq2

∣∣∣0
〉

=
∑

i

∫
d3q̃uiqA(x̃)u∗iqB(ỹ), (4.129)

onde usamos que aiq |0〉 = 0, 〈0| a†iq = 0, 〈0|0〉 = 1 e o comutador dado na Eq. (4.111).
Para calcular a integral acima, observamos que as funções de base, como definidas na
Eq. (4.112), são proporcionais às autofunções do operador de Laplace–Beltrami Yq. É
posśıvel expressar essas autofunções em termos das funções associadas de Legendre e
Harmônicos Esféricos [93] de forma que os ı́ndices sejam dados por q = (k̃, l,m), os
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autovalores q2a2 = q̃2 = k̃2 − K̃, e a medida de integração

∫
d3q̃ ≡





∫ ∞

0

dk̃
∞∑

l=0

l∑

m=−l
, K ≤ 0

∞∑

k̃=1

k̃−1∑

l=0

l∑

m=−l
, K > 0

. (4.130)

Observando as equações de movimento para a perturbação ϕiq, definidas na decomposição
da Eq. (4.113), vemos que essas dependem somente do autovalor q2 do operador de
Laplace–Beltrami e, portanto, do ı́ndice k̃. Como as condições iniciais, que discutimos
acima, também não dependem dos outros ı́ndices, essas funções dependerão somente de
k̃. Com isso, a correlação dada na Eq. (4.129) pode ser reescrita como

〈0|ϕA(x̃)ϕB(ỹ)|0〉 =





∑

i

∫ ∞

0

dk̃ϕik̃Aϕ
∗
ikB

∞∑

l=0

l∑

m=−l
Yq(x̃)Y∗q (ỹ) K ≤ 0

∑

i

∞∑

k̃=1

ϕik̃Aϕ
∗
ikB

k̃−1∑

l=0

l∑

m=−l
Yq(x̃)Y∗q (ỹ) K > 0

. (4.131)

É posśıvel mostrar [93, Eq. 9.15] que a soma das autofunções é dada por

∑

lm

Yq(x̃)Y∗q (ỹ) =
k̃
√
−K̃

2π2

sin(k̃r̃)

sinh(
√
−K̃r̃)

, (4.132)

onde r̃ é a distância geodésica entre os pontos x e y calculada com a métrica conforme
h̃µν . Com isso, a função de dois pontos fica escrita como

〈0|ϕA(x̃)ϕB(ỹ)|0〉 =





∫ ∞

0

dk̃PAB

√
−K̃
k̃2

sin(k̃r̃)

sinh(
√
−K̃r̃)

K ≤ 0

∞∑

k̃=1

PAB

√
−K̃
k̃2

sin(k̃r̃)

sinh(
√
−K̃r̃)

K > 0

, (4.133)

onde definimos o espectro de potências para as correlações como

PAB ≡
∑

i

k̃3ϕik̃Aϕ
∗
ikB

2π2
. (4.134)

Pela definição do campo ϕ3 = Πζ dada na Eq. (4.81), temos que o potencial invariante
de calibre Ψ é

Ψ =
cκΘ

2a3
D−2
K Πζ , Ψik̃ = − cκΘ

2a3(q2 − 3K)
Πζ ik̃,
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onde Πζ ik̃ é a contribuição dos modos adiabáticos e de entropia para i = 1, 2 respectiva-
mente, para o potencial Ψ. Usando as Eqs. (4.117) e (4.124), obtemos a relação de cada
uma das contribuições,

Ψ1k̃ = −cκΘ

2a3

z2

q2
£lζ1q, Ψ2k̃ = −cκΘ

2a3

z2

q2

(
£lζ2k̃ +

w

z2
δs2k̃

)
. (4.135)

Logo, o espectro de potências da função de correlação de dois pontos para a perturbação
Ψ é

PΨ =
k̃3

2π2

(
|Ψ1k̃|2 + |Ψ2k̃|2

)
. (4.136)



CAṔITULO 5

PERTURBAÇÕES EM MODELOS COM RICOCHETE

Modelos cosmológicos que passam por uma fase de contração têm sido estudados como
uma extensão do modelo padrão de cosmologia. Esses foram analisados em vários con-
textos, incluindo em ricochete singular e não singular [21, 22, 94–103]. Em [104] foram
propostas condições gerais para a conexão de fases dominadas por fluidos diferentes. Na
Ref. [22] foi mostrado que um universo em contração dominado por um campo escalar,
se comportando como um fluido de poeira, gera um espectro de potências quase invari-
ante de escala para as perturbações ζ. E na Ref. [19] um modelo completo com fases de
contração e de expansão, onde o ricochete é causado por efeitos quânticos, mostrou que
o espectro presente na fase de expansão e formado na de contração é quase invariante de
escala e, portanto, a priori compat́ıvel com as observações de RCF.

Falaremos na Seção 5.1 sobre o ricochete causado por efeitos quânticos, discutidos na
Seção 4.1.3, no caso onde o fluido dominante nessa fase é o de radiação. Nesse caso mos-
tramos a relação entre o fator de escala do ricochete e a escala de Planck, impondo limite
inferior ao primeiro. Na Seção 5.2 discutiremos a formação de perturbações adiabáticas
com um ou mais fluidos e na Seção 5.2.1 o caso de um fluido e curvatura espacial. Nessa
fase consideraremos as perturbações adiabáticas com solução anaĺıtica assim como na
Seção 5.3, as soluções em série para os modos de super–horizonte. Para evoluir as per-
turbações através do ricochete, na Seção 5.4 avaliaremos condições gerais de continuidade.
Faremos também a comparação dessas condições com o caso espećıfico do ricochete cau-
sado por efeitos quânticos, como veremos na Seção 5.4.2. Na Seção 5.4.3 mostramos
que no calibre śıncrono todas as perturbações passam finitas pelo ricochete e portanto a
hipótese perturbativa é válida nesse caso. Por fim na Seção 5.5 mostraremos os resultados
da análise numérica estendendo a análise para casos mais complicados onde o espectro é
formado na transição entre dois fluidos.

5.1 RICOCHETE NA FASE DE RADIAÇÃO

Como vimos na Seção 4.1.3, podemos considerar um universo com muitos fluidos e utilizar
o modelo quântico para a fase de ricochete, se nessa houver o domı́nio de somente um
fluido. Supondo a extensão do modelo padrão de cosmologia (Sec. 2.5), onde utilizamos
a trajetória de Bohm para descrever a fase quântica, a radiação é o fluido com maior
equação de estado presente. Dessa forma temos wq = 1/3, e portanto a coordenada
temporal que utilizamos é (veja discussão abaixo da Eq. 4.24)

Π̇% = −1

a
, Π% = −η, (5.1)
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onde usamos a definição da coordenada conforme (Eq. 2.35) e escolhemos Π%(η = 0) = 0.
Em termos das coordenadas conformes, a trajetória de Bohm (Eq. 4.39) é dada por

a = ab

√
η2

η2
b

+ 1, ηb ≡
6πṼ a2

m

f±l2p
, (5.2)

onde ηb representa a escala de tempo conforme que divide a fase quântica da clássica,
respectivamente, η � ηb e η � ηb, e usamos que para wq = 1/3, X = a (Eq. 4.21). A
prinćıpio os parâmetros am e ab são livres. Contudo, quando fazemos o limite para o caso
clássico, vemos que a densidade de radiação fixa um desses parâmetros (Eq. 4.45), i.e.,

a2
m = f±

l2pc

6πV0H0

aba0√
Ωr0

, ηb =
R̃H

xb
√

Ωr0

. (5.3)

Dessa forma, o único parâmetro introduzido pelo modelo quântico é ab. A escala do
ricochete ηb no instante caracterizado por ab é dada por abηb = RH/(x

2
b

√
Ωr0) ≈ 4 ×

1062lp/(x
2
bh), onde usamos Ωr0 ≈ 10−5. Com isso, modelos com xb . 1031 ainda terão

uma escala maior que a distância de Planck.

5.2 PERTURBAÇÕES ADIABÁTICAS

Vimos na Seção 4.1.3 que quando o fator de escala é muito maior que ab, o modelo se
comporta como o modelo clássico. Nessa fase, portanto, podemos utilizar as equações
de movimento clássicas para o fator de escala e fluidos. Como discutido na Seção 2.6.5,
considerarmos um universo inicialmente em contração com fator de escala maior que o
atual. Impondo que próximo ao ricochete somente um fluido domina sem presença de
curvatura, podemos utilizar uma função de Hubble como a definida na Eq. (4.47). Nos
Caṕıtulos 3 e 4 encontramos as equações para as perturbações assim como a quantização
destas. Como estamos interessados na quantização das soluções de fundo e perturbações,
não utilizamos as equações de fundo clássicas a fim de simplificar as equações das per-
turbações. Para tanto usamos uma série de mudanças de varáveis. Uma análise similar já
havia sido empregada nos trabalhos [20, 25] no contexto Hamiltoniano utilizando trans-
formações canônicas. Nos caṕıtulos citados fizemos uma extensão desse estudo aos casos
com curvatura e na presença de fluidos gerais não barotrópicos.

Como estamos fazendo uma análise perturbativa, resolvemos inicialmente as equações
de fundo obtendo, como citado acima, uma função de Hubble como a discutida no fim
da Seção 4.1.3, que descreve a trajetória de Bohm associada às funções de onda encon-
tradas. Na quantização do modelo de fundo, escolhemos o momento Π% (Eq. 4.17) como
coordenada temporal e, como vimos no fim da Seção 4.1.1, a relação entre essa variável e
o tempo definido por nµ é dada por Π̇% = −a−3wq . Usando a definição de Π% e a equação
de movimento (Eq. 4.11) para χ1, temos ∂ct(ϑa

3wq) = 0, que para um fluido barotrópico,
onde ε(ρ), implica em ∂ct(ρa

3(1+wq)) = 0, e assim mostra que ρ satisfaz a mesma equação
de continuidade clássica. Portanto, ao tratarmos a variável Π% como tempo, precisamos
tratar ρ como um funcional do fator de escala, que por sua vez segue a trajetória de
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Bohm. Com isso, temos que as perturbações quânticas satisfazem as equações de movi-
mento obtidas no Caṕıtulo 4, onde a densidade de energia é tratada como uma função
do fator de escala, que segue as trajetórias de Bohm.

Supomos que inicialmente o universo é dominado por somente um fluido barotrópico,
e as únicas perturbações presentes são as das flutuações do vácuo. Como o fluido é
barotrópico, ι = 0 e, com isso, a perturbação ζ desacopla da de entropia δs. Para calcular
as perturbações criadas pelas flutuações do vácuo, precisamos determiná-lo definindo um
conjunto de soluções de “energia” positiva, como discutimos na Seção 4.2.4. Nesse caso,
a equação de movimento que precisamos resolver é

£2
l ζ1q +

£lz
2

z2
£lζ1q + q2N2c2

sζ1q = 0. (5.4)

Podemos simplificar essa equação reescrevendo a função z2 como uma função do fator
x. Usamos a equação de continuidade (Eq. 2.29) escrita na forma

1

ρc0

∂ρ

∂x
=
∂Ω

∂x
= 3

Ω + p/ρc0
x

,
p

ρc0
=
x3

3

∂

∂x

(
1

x2

∂Ω

∂x

)
, (5.5)

para expressar εϑ e c2
s , respectivamente, como

εϑ =
x

RH
2κ

∂Ω

∂x
, c2

s =
∂p

∂ρ
=
∂p

∂x

(
∂ρ

∂x

)−1

=
x

3

(
1

x2

∂Ω

∂x

)−1
∂

∂x

(
1

x2

∂Ω

∂x

)
. (5.6)

Reunindo esses resultados e expressando Θ em termos da função de Hubble adimensional
E (Eq. 2.46), temos o fator z2 (Eq 4.90) dado por

z2 =
~

9l2p

a3x

NE2c2
s

∂Ω

∂x
=

~
3l2p

a3

Nx2E2

(
∂Ω

∂x

)2(
∂

∂x

(
1

x2

∂Ω

∂x

))−1

. (5.7)

As equações para z e c2
s acima são aparentemente mais complicadas que suas definições

em termos das derivadas em relação ao tempo. No entanto, essas expressões são úteis
pois não é necessário obter a evolução temporal de a para ter as formas expĺıcitas dessas
quantidades em termos do fator de escala. Além disso, quanto tratarmos o caso quântico,
a evolução do fator de escala não será mais regida pelas equações de Friedmann. Contudo,
como vimos no ińıcio da seção, essa relação entre a densidade de energia e o fator de escala
não se altera e assim as expressões acima poderão ser usadas. Note que, no nosso modelo
quantizado, usamos somente um fluido barotrópico sem curvatura. Assim, essas equações
são válidas se, no peŕıodo quântico, somente um fluido barotrópico dominar.

As soluções integrais, que veremos na Seção 5.3, dependem da quantidade x2N2c2
s z2

que, usando as fórmulas acima, é expressa por

x2N2c2
s z2 =

~a3
0

9l2p

N

E2

∂Ω

∂x
. (5.8)
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5.2.1 Soluções para um Único Fluido

Para um único fluido com equação de estado −1/3 < w < 1, temos Ω = Ωw0x
3(1+w) e as

quantidades acima, na fase de contração e longe da fase quântica, são dadas por,

E = −
√

Ωw0x3(1+w) + Ωk0x2, c2
s = w, z2 =

~a3
0

3l2p

1 + w

wNx3

(
1 +

Ωk0

Ωw0x1+3w

)−1

.

(5.9)
Escolhendo a seguinte variável como tempo,1

λ =
1√

Ωw0x1/β
, x =

(
λ

λ0

)−β
β ≡ 2

1 + 3w
, λ0 =

1√
Ωw0

, (5.10)

temos que a função lapso é dada por

lµ∇µλ = 1, Nnµ∇µλ = 1, N = β
RH

λE
,

de forma que a função z nessa coordenada é expressa como

z2 = −~z2
d

(λ/λ0)2β

√
1 + Ωk0λ2

, z2
d ≡

a3
0

3l2pRH

1 + w

wβ
. (5.11)

Quando a contribuição da curvatura for igual a contribuição do fluido, temos Ωw0x
3(1+w)
e =

Ωk0x
2
e, i.e.,

x2
e =

(
Ωk0

Ωw0

)β
=

(
λ0

λe

)2β

, λe =
1√
Ωk0

. (5.12)

Dadas as quantidades acima, o fator £lz
2/z2 que aparece na equação de movimento

da perturbação é
£lz

2

z2
=

2β

λ
− Ωk0λ

1 + Ωk0λ2
. (5.13)

Nessa variável a equação de movimento expressa pela Eq. (5.4) é dada por

∂2ζ1q

∂λ2
+

(
2β

λ
− Ωk0λ

1 + Ωk0λ2

)
∂ζ1q

∂λ
+

β2wq̃2
a

(1 + Ωk0λ2)
ζ1q = 0, (5.14)

onde definimos o autovalor adimensional q̃a ≡ R̃H q̃. Essa equação possui a solução geral

ζ1q = A1Sa,b
c

(
−λ2Ωk0

)
+ A2Sb,a

c

(
−λ2Ωk0

)
, (5.15)

onde A1 e A2 são coeficientes constantes arbitrários, as funções Sa,b
c (t) são definidas pela

Eq. (E.14) e as constantes a, b, c são expressas por

a ≡ β − 1− µ
2

, b ≡ β − 1 + µ

2
, µ ≡

√
− q̃

2
awβ

2

Ωk0

+ (β − 1)2, c = β +
1

2
. (5.16)

1O tempo λ é bem definido enquanto a função de Hubble não muda de sinal, ou seja, durante toda a
fase de contração.
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Para seções espaciais hiperbólicas (Ωk0 > 0) e modos que satisfazem µ2 < 0, temos
que b = a∗. Nesse caso as soluções acima satisfazem Sb,a

c (−λ2Ωk0) = Sa,b
c (−λ2Ωk0) ∗. To-

mando o limite do universo muito grande no passado λ → ∞, temos que as soluções
Sa,b
c (−λ2Ωk0) e Sb,a

c (−λ2Ωk0) oscilam com frequência positiva e negativa, respectiva-
mente, i.e.,

lim
λ→∞

Sa,b
c

(
−λ2Ωk0

)
∝ eµ log(λ), lim

λ→∞
Sb,a
c

(
−λ2Ωk0

)
∝ e−µ log(λ),

onde usamos que 2F1 (a, b; c; 0) = 1 (veja Eq. E.13). Nesse caso temos que as soluções
de energia positiva no passado são as representadas por Sa,b

c (−λ2Ωk0). Nos casos onde
µ2 > 0, que compreendem alguns modos do caso hiperbólico e todos os modos do caso
esférico, não conhecemos a priori uma maneira de determinar os modos de “energia”
positiva, e deixaremos essa análise para um trabalho futuro.

Com a escolha das soluções descrita acima, podemos aplicar a normalização dos es-
tados dada na Eq. (4.115) em conjunto com a fórmula para o Wronskiano das soluções
Sa,b
c (−λ2Ωk0) e Sb,a

c (−λ2Ωk0) (Eq. E.12) para determinar A1 da forma

|A1|2 =
ix2
eλe

2µz2
d∆

2
q

=
(ab)1−c

b− a

(
q̃2
awβ

2λ2
0

4

)c−1
iλ0

2z2
d∆

2
q

. (5.17)

Podemos notar que a normalização acima é independente do tempo. No limite em que
Ωk0 → +0, podemos usar a Eq. (E.18) para mostrar que

lim
Ωk0→+0

A1Sa,b
c

(
−λ2Ωk0

)
=

√
πλ0

2zd∆q

(
λ

λ0

)1−c
H

(1)
c−1

(
k̃a
√
wβλ

)
, (5.18)

onde escolhemos a fase constante arg(A1) = −iµ ln(2)+π(1/2−c)/2 para obter, no limite
plano, a função de Hankel a menos de um fator multiplicativo real. Esse limite coincide,
como esperado, com o resultado que obteŕıamos caso supuséssemos seções espaciais planas
de partida. Os modos que satisfazem µ2 < 0 fornecem a relação

q̃2
awβ

2

Ωk0

=
(k̃2
a + Ωk0)wβ2

Ωk0

> (β − 1)2.

Caso w = 1/3, temos que β = 1 e portanto todos os modos k̃a satisfazem µ2 < 0. Quando
0 < w � 1 (β ≈ 2), temos

k̃2
a + Ωk0 >

Ωk0

4w
,

ou seja, no caso de poeira precisamos de um universo com escala de curvatura muito
grande (Ωk0 � w) para que os modos comparáveis ao raio de Hubble k̃a ≈ 1 satisfaçam
µ2 < 0.

Caso o modelo possa ser descrito com um único fluido até o instante onde as soluções
param de oscilar (congelam), i.e., λ2Ωk0/Ωw0 � 1, a solução, nessa fase, será aproximada
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por (veja Eq. E.14)

ζ1q ≈ A1Sa,b
c

(
−λ2Ωk0

)
= A1

(
C1 + C2

(
λ2Ωk0

)−α)
, (5.19)

C1 ≡
Γ(−α)Γ(1− µ)

Γ
(−β−µ

2

)
Γ
(
1 + 1−β−µ

2

) , C2 ≡
Γ(α)Γ(1− µ)

Γ
(
β−1−µ

2

)
Γ
(
1 + β−µ

2

) , (5.20)

α ≡ c− 1 = β − 1

2
=

3(1− w)

2(1 + 3w)
. (5.21)

Como a faixa de valores −1/3 < w < 1 implica α > 0, temos que o segundo termo
da Eq. (5.19) será muito maior que o primeiro. Usando as propriedades descritas na
Eq. (E.1), reescrevemos as constantes C1 e C2 na forma

C1 =
2−β−µΓ(−α)Γ(1− µ)√
π(1− β − µ)Γ (−β − µ)

, C2 =
2β−1−µΓ(α)Γ(1− µ)√
π(β − µ)Γ (β − 1− µ)

. (5.22)

Para |µ| � 1, temos as séries assintóticas

C1 ≈
Γ(−α)

2µ
√
π

(
−µ

2

)β (
1 +

2− β(1− β)

2µ
+ . . .

)
, (5.23)

C2 ≈
Γ(α)

2µ
√
π

(
−µ

2

)1−β
(

1 +
2− β(1− β)

2µ
+ . . .

)
, (5.24)

lembrando que a normalização |A1| contribui com um fator de 1/
√
µ. Observamos que

cada termo A1C1 e A1C2 acima tem o comportamento de lei de potência em µ dado,
respectivamente, por µα e µ−α. Avaliando somente a dependência em k̃a, temos que para
k̃a � 1 tal que µ ∝ k̃a, a dependência do espectro de potências (Eq. 4.134) de ζ é dada
por Pζ ∝ k̃3+2α

a para o termo constante e Pζ ∝ k̃3−2α
a para o termo crescente. Por fim,

conclúımos que a presença da curvatura modifica o espectro das perturbações somente
para modos com grande comprimento de onda k̃a � 1, como esperado.

Da análise acima temos que o modo crescente tem um ı́ndice espectral, que definimos
como o expoente de k̃a do espectro de potências mais um, dado por

ns = 1 + 3− 2α = 1 +
12w

1 + 3w
.

Os espectros independentes de k̃a são chamados de invariantes de escala, assim como os
que têm ı́ndice espectral muito próximo de um de quase invariantes de escala. Nos mode-
los inflacionários o espectro gerado pelo peŕıodo de inflação é descrito aproximadamente
por uma lei de potências com ı́ndice espectral ns . 1 [2]. Usando os sete anos de ob-
servação do WMAP [9] para ajustar um modelo cosmológico, onde o espectro primordial
é modelado por uma simples lei de potência, obtém-se ns = 0.967 ± 0.014 em 1σ. Ou
seja, os dados indicam que o espectro de potências primordial tem um ı́ndice espectral
ns . 1 como previsto pela inflação. Nos modelos de ricochete que estamos estudando,
temos que, para uma contração dominada inicialmente por poeira w & 0, ns & 1 em
aparente contradição com os resultados obtidos dos dados de RCF.
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Podemos fazer os seguintes comentários referentes a esse ponto. Nos modelos utiliza-
dos para ajustar os dados de RCF, foi usado uma forma simples de lei de potência para
o espectro. Portanto, o resultado do ajuste, assim como as barras de erro, são aplicáveis
somente a modelos de lei de potência. Entretanto, os espectros que obtivemos têm com-
portamento de lei de potência somente para uma faixa de valores de k̃a, i.e., o espectro
só é dado por uma lei de potência para valores do modo k̃a � Ωk0. Dessa forma, não é
correto afirmar que esses modelos são desfavorecidos pelos dados. Por exemplo, no mesmo
trabalho [9] os autores consideram modelos onde o ı́ndice espectral é corrigido por um
fator que depende do logaritmo de k̃a. Para esse modelo é obtido ns = 1.027+0.050

−0.051 que é,
portanto, compat́ıvel com o ı́ndice espectral que obtivemos. Se adicionarmos outro fluido
ao modelo, como faremos na Seção 5.5, o espectro será novamente alterado. Também
veremos que o espectro terá um comportamento de lei de potência, porém com diferentes
ı́ndices espectrais em diferentes intervalos de k̃a.

Até esse ponto estudamos o comportamento da variável invariante de calibre ζ. Pode-
mos agora obter o espectro de potências da perturbação invariante de calibre Ψ. Usando
a Eq. (4.135) e os resultados acima chegamos à seguinte expressão

Ψ1k̃ =
A1

b

(1 + w)β

4
Sa+1,b+1
c+1

(
−λ2Ωk0

)
. (5.25)

Para fazer o limite para o caso de hipersuperf́ıcies espaciais planas, note que

|A1|2
b2

=
a

b

(ab)−c

b− a

(
q̃2
awβ

2λ2
0

4

)c−1
iλ0

2z2
d∆

2
q

,

e que no limite temos lim|µ|→∞ a/b = −1. Portanto, analogamente a ζ1q, temos

lim
µ→i∞

Ψ1k̃ =

√
πλ0(1 + w)

4q̃a
√
wλ0zd∆q

(
λ

λ0

)−d
H(1)

c

(
k̃a
√
wβλ

)
. (5.26)

No limite λ2Ωk0 � 1, a solução dada na Eq. (5.25) pode também ser aproximada por

Ψ1q ≈ A1
(1 + w)β

4

(
C1

1 + α
+
αC2

ab

(
λ2Ωk0

)−α−1
)
. (5.27)

O modo crescente tem o expoente de λ dado por −2β − 1, enquanto o crescimento de
ζ1q tem um expoente −2β + 1. Logo, Ψ tem os mesmos dois modos, com a diferença de
um maior crescimento que ζ1q. Em relação ao espectro, fazendo a análise análoga a que
fizemos para ζ1q, obtemos que o modo constante tem o mesmo espectro que o de ζ, ou
seja, k̃αa . O modo crescente tem um fator adicional de 1/(ab) ∝ k̃−2

a e, portanto, uma
dependência k̃−α−2

a .
Com isso, o modo crescente de Ψ não terá um espectro com ns & 1 na fase de contração

e crescerá mais rapidamente que ζ. Porém, como discutimos na Seção 3.8, a variável
invariante de calibre Ψ (= Φ) só está relacionada diretamente com as perturbações na
métrica nos calibres onde δσ(s) = 0, que resulta em Φ = φ. Já que no calibre de curvatura
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constante, discutido na Seção 4.2.3, temos que a relação entre a perturbação φ e a variável
ζ é dada na Eq. (4.101) e assim temos

ζ =
2Θ2

3κεϑ
φ =

2 (1 + λ2Ωk0)

1 + w
φ. (5.28)

Na Seção 3.7 mostramos que as perturbações na métrica no calibre de curvatura cons-
tante crescem mais vagarosamente que no calibre Newtoniano quando consideramos um
universo em contração. Os resultados f́ısicos são independentes da escolha de calibre.
Porém, como discutimos na seção citada, podem existir situações onde somente um sub-
conjunto de todas as posśıveis escolhas de calibres mantém a série perturbativa válida.
Isso ocorre porque a série perturbativa em si não representa um resultado f́ısico. Ela é
um artificio matemático utilizado que depende de uma escolha de modelo de fundo apro-
priado, tal que a diferença entre o modelo de fundo e o modelo f́ısico seja pequena. Como
vimos na Seção 3.1, mesmo o modelo de fundo sendo fixo FLRW, ainda assim temos uma
liberdade de como introduzi-lo na variedade que usamos para descrever o universo. A
existência de um subconjunto de calibre, onde a série perturbativa não é válida, mostra
que há formas de introduzir o modelo de fundo tal que a diferença não é sempre pequena.

Para ilustrar o argumento acima, considere um instante λ1 tal que

√
Pζ =

√
k̃3
a

2π2R̃H
3
ζ1q(λ1) ≈ 1, Ωk0λ

2
1 ≈



√

k̃3
a

2π2R̃H
3
A1C2




1
α

.

A constante A1 é proporcional a lp
√
R̃H/a0 e, portanto, o termo entre parênteses é

proporcional a lp/RH ≈ 10−60 de forma que λ1 ∝ 10−30/α � 1. Nesse mesmo instante o
espectro de potências de Ψ é dado por

√
PΨ =

(1 + w)β

4

α

ab

1

λ2
1Ωk0

∝ 10
60
α .

Com isso, vemos que no instante em que o espectro de potências de ζ fica igual a um,
o de Ψ é muito maior que um. Suponha que tivéssemos feito todo o cálculo no calibre
de curvatura constante. Nele teŕıamos encontrado um espectro de potências para φ
(Eq. 5.28) da ordem de um ao se aproximar de λ1. Se nesse instante fizéssemos uma
mudança de calibre para o calibre Newtoniano, via Eqs. (3.20) e (3.107), teŕıamos

φN = φC + ξ̇‖, ξ̇‖ = (Φ− φC), (5.29)

onde o ı́ndice N representa a perturbação no calibre Newtoniano e C no calibre de cur-
vatura constante. No entanto, essa mudança de calibre não é bem definida, como vimos
acima: próximo ao instante λ1, a variável Φ é muito maior que um, ou seja, a condição
de fixação de calibre dada na Eq. (3.107) não é bem definida sempre. Isso mostra que
existem soluções para as perturbações tais que a condição de fixação de alguns calibres
não é bem definida, pois implica em um difeomorfismo gerado por um campo vetorial,
tal que ∇µξν � 1.
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Em resumo, como Ψ e Φ são iguais a ψ e φ nos calibres com δσ(s) = 0, temos que
esse calibre não é bem definido quando essas variáveis ficam maiores que um. Contudo,
enquanto existir um calibre onde as perturbações são pequenas, a série perturbativa é
justificada.

5.3 SOLUÇÃO INTEGRAL

No caso geral não é posśıvel encontrar soluções anaĺıticas para as equações de movimento
dadas na Eq. (4.117). Para lidar com esses casos podemos procurar por soluções aproxi-
madas. Como vimos na Seção 4.2.4, quando as soluções variam muito mais rápido que
as funções de fundo podemos usar soluções tipo WKB. Contudo, vimos na Seção 5.2.1
que após um certo instante as soluções têm um comportamento simples descrito em ter-
mos das quantidades de fundo. Para lidar com essa fase da evolução, primeiramente
reescrevemos a Eq. (4.117) na forma

£lζ1q =
P1q

z2
, £lP1q = −N2z2c2

sq
2ζ1q, P1q ≡

1

∆2
q

Πζ1q, (5.30)

onde definimos o campo P1q para simplificar as equações, lembrando que ∆2
q é constante

e adimensional. Reescrevendo o autovalor na forma q2 = x2q̃2
a/RH

2, temos que a equação
de £lP1q depende do fator

F 2z2q̃2
a = F̃ 2F 2

r z2q̃2
a, F ≡ xNcs

RH

, F̃ ≡ F

Fr
, (5.31)

onde r representa o cálculo das quantidades em um instante de referência arbitrário. Su-
pondo que a constante satisfaz Frq̃a � 1, podemos procurar por soluções em série de
potências em Frq̃a. Essas soluções serão válidas enquanto |F̃ | ≤ 1. Mais a frente, vere-
mos outras restrições necessárias para a solução poder ser escrita em série de potências.
Escrevemos a solução em série na forma

ζ1q =
∞∑

n=0

ζ1q,n(Frq̃a)
2n, P1q =

∞∑

n=0

P1q,n(Frq̃a)
2n, (5.32)

e a partir da Eq. (5.30) obtemos para o termo de ordem zero

£lP1q,0 = 0, £lζ1q,0 =
P1q,0

z2
, (5.33)

onde as soluções são dadas por

P1q,0 = B1, ζ1q,0 = ζ1q,0(li) +B1

∫ l

li

dl1z−2, (5.34)

onde B1 é uma constante com dependência arbitrária em q̃a. Como as duas condições
iniciais ζ1q,0(li) e P1q,0(li) têm, em geral, dependência diferente no autovalor q̃, a evolução
acima faz com que ζ1q,0(l) misture essas duas dependências. Podemos obter duas soluções
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linearmente independentes de forma que cada uma delas dependa, respectivamente, de
ζ1q,0(li) e P1q,0(li). Para tanto, primeiro note que a solução acima para ζ1q,0 pode ser
expressa como

ζ1q,0(l)− ζ1q,0(li) = B1 (fd(l)− fd(li)) , fd(l) ≡
∫ l

ld

dl1z−2 + Cd, (5.35)

para um outro instante ld e constante Cd arbitrários. Escolhemos uma das soluções
linearmente independentes como aquela onde ζ1q,0(l) = B1fd(l), que é definida a menos
da escolha de ld. Como as equações são lineares, vamos obter a solução colocando B1 = 1,
que pode ser posteriormente reintroduzido multiplicando essa solução por B1. Os termos
da próxima ordem satisfazem as equações

£lP1q,1 = −F̃ 2z2ζ0, £lζ1q,1 =
P1q,1

z2
. (5.36)

Integrando a primeira equação temos

P1q,1(l) = −I1 [fd] , I1 [g] ≡
∫ l

li

dl1F̃
2z2g(l1), (5.37)

onde definimos o funcional I1 [·] escolhendo o instante inicial li. Com isso, a outra equação
tem a solução integral

ζ1q,1(l) = −I2 [I1 [fd]] ≡ −I21 [fd] , I2 [g] ≡
∫ l

li

dl1
z2
g(l1), (5.38)

onde definimos um segundo funcional I2 [·] e a composição como I2 [I1 [g]] ≡ I2 [g]. Repe-
tindo esse procedimento n vezes temos as soluções integrais

ζ1q,n = (−1)nIn21 [fd] , P1q,n+1 = (−1)nIn12 [I1 [fd]] , (5.39)

válidas para n ≥ 0 onde definimos

I0
21 [g] ≡ g(l) ≡ I0

12 [g] , In+1
21 [g] = I21 [In21 [g]] , In+1

12 [g] = I12 [In12 [g]] . (5.40)

Com os termos acima, definimos dois funcionais

ζI1q [fd] =
∞∑

n=0

(−1)n(Frq̃a)
2nIn21 [fd] , PI1q [fd] =

∞∑

n=0

(−1)n(Frq̃a)
2nIn12 [I1 [fd]] , (5.41)

de forma que

£lζ
I
1q [fd] =

1

z2
(1− (Frq̃a)

2PI1q [fd]), £lPI1q [fd] = F̃ 2z2ζI1q [fd] .

Com isso temos a primeira solução dada por

ζ
(1,d)
1q = ζI1q [fd] , P(1,d)

1q = 1− (Frq̃a)
2PI1q [fd] . (5.42)
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Essa solução, quando calculada no instante inicial li, é dada por ζ
(1,d)
1q (li) = fd(li)

e P(1,d)
1q (li) = 1 de forma que B1ζ

(1,d)
1q e B1P(1,d)

1q forma a solução desejada. Escrevendo

explicitamente a solução para ζ
(1,d)
1q , temos

ζ
(1,d)
1q (l) = fd(l)− (Frq̃a)

2I21 [fd] (l) + . . . ,

= fd(l)− (Frq̃a)
2

∫ l

li

dl1
1

z2

∫ l1

li

dl2F̃
2z2fd(l2) + . . . ,

= fd(l)− q̃2
a

∫ l

li

dl1
1

z2

∫ l1

li

dl2

(
xNzcs

RH

)2

fd(l2) + . . . .

Na última linha mostramos a expressão geralmente utilizada na literatura. Ela pode ser
obtida diretamente das equações de movimento supondo q̃2

a � 1. Contudo, para os modos
que estamos interessados, 10−3 < q̃a < 103, a suposição está aparentemente errada já que
temos q̃a > 1. Essa confusão se dá pois quando se faz a expansão diretamente em q̃2

a, não
se leva em consideração a ordem de grandeza do fator

∫ l

li

dl1
1

z2

∫ l1

li

dl2

(
xNcs

RH

)2

z2fd(l2).

Da forma que fizemos a expansão, garantimos que as integrais contribuam com termos≤ 1
quando exigimos que F̃ ≤ 1. Dessa expressão, vemos porque não é necessário introduzir
z2 em F 2, já que essa quantidade sempre aparece no numerador e denominador das
integrais. Desta forma basta impor que F̃ z2/z2

r ≤ 1. Por fim, mesmo que o integrando
seja pequeno, a integral pode contribuir com valores maiores que um se |l− li| > 1. Logo,
as imposições no integrando devem ser feitas uma vez escolhido a função lapso de forma
que |l − li| < 1.

Encontramos a primeira solução impondo inicialmente P1q,0(li) igual a uma constante,
que depois tomamos igual a um. Podemos obter uma segunda solução impondo P1q,0(li) =
0. Repetindo o precedimento acima, chegamos nas expressões

ζ
(2)
1q = ζI1q [1] , P(2)

1q = −(Frq̃a)
2PI1q [1] , (5.43)

de forma que ζ
(2)
1q (li) = 1 e P(2)

1q (li) = 0. Vale notar que, nessa solução, P1q tem seu
primeiro termo não nulo com um fator de (Frq̃a)

2, ou seja, o modo constante de ζ1q gera
um modo de ordem (Frq̃a)

2 menor em P1q.
A solução integral geral é dada por

ζ1q = B1ζ
(1,d)
1q +B2ζ

(2)
1q , P1q = B1P(1,d)

1q +B2P(2)
1q , (5.44)

e é posśıvel mostrar, ordem a ordem, que o Wronskiano dessas solução é diferente de zero,
e que, portanto, formam um conjunto de soluções linearmente independente.

Essas soluções foram encontradas usando um valor arbitrário para o limite inferior da
integral e da constante, ambos definidos na Eq. (5.35). Se mudarmos esse valor para le
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e a constante para Ce, temos fd(l) = fe(l) + (fd(le)− Ce) e, portanto, a seguinte relação
entre as soluções obtidas com fd e fe

ζ
(1,d)
1q = ζ

(1,e)
1q + (fd(le)− Ce)ζ(2)

1q , P(1,d)
1q = P(1,e)

1q + (fd(le)− Ce)P(2)
1q . (5.45)

Com isso, a mudança do limite inferior da função é equivalente a manter o limite ld mas
modificar as constantes B1 e B2 na forma

B1 → B1, B2 → B2 + (fd(le)− Ce)B1. (5.46)

5.3.1 Concatenação das Soluções

As soluções integrais são apropriadas para os instantes em que as soluções congelam. Para
obter as constantes B1 e B2 que caracterizam essa solução, precisamos de um instante
onde a solução integral é uma boa aproximação e a solução inicial também é bem definida.
Por exemplo, na seção anterior obtivemos uma solução anaĺıtica para o caso de um fluido
barotrópico em um universo com Ωk0 arbitrário. Se essa solução for válida até o fim das
oscilações, podemos fazer a concatenação nesse ponto. Esse tipo de análise é útil, pois é
mais fácil lidar com a solução integral quando temos muitos fluidos e portanto, toda vez
que as perturbações terminam a fase oscilatória em um instante onde somente um fluido
domina, poderemos fazer a concatenação.

Para obter a solução integral em ordem zero, precisamos calcular as integrais fd(l) e
I1[1]. Restringindo-nos ao caso com somente um fluido (Seção 5.2.1), podemos calcular
essas integrais analiticamente. Contudo, antes temos que avaliar as condições sobre Frq̃a
para sabermos quando a expansão é bem definida. Se usarmos a mesma variável que
utilizamos na Seção 5.2.1 teremos

Frq̃a =
β
√
wq̃a√

1 + λ2
rΩk0

,

e como queremos |λ − λr| < 1, impomos que λr < 1 e, assim, a aproximação é válida
enquanto λ < λr. Isso inclui todos os instantes depois de λr, pois λ ∝ x−1/β e vai a
zero quando o universo contrai. Porém, isso implica Fr ∝

√
w e, com isso, a faixa de

10−3 < q̃a < 103 pode incluir valores tais que Frq̃a > 1.
Para contornar esse problema, reescalonamos a variável temporal da forma

l =
(xr
x

) 1
β

=
λ

λr
.

Com essa mudança temos as seguintes alterações nos resultados da Seção 5.2.1,

λ→ l, Ωk0 → Ωkr = Ωk0x
2
r, Ωw0 → Ωwr = Ωw0x

3(1+w)
r , z2 → z2

x3
r

, (5.47)

e, consequentemente,

Frq̃a =
β
√
w√

1 + λ2
rΩk0

q̃a

x
1+3w

2
r

=

√
β2wq̃2

a

Ωk0

(λr/λ0)2Ωk0

(1 + λ2
rΩk0)

. (5.48)
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Portanto podemos ajustar o valor de xr para que Frq̃a seja menor que um. Com essa
imposição, o intervalo de posśıveis valores da variável temporal é expresso por |l − lr| =
|l − 1| < 1, ou seja, l = λ/λr < 1, que em termos de a resulta em a < ar. Em outras
palavras, quanto menor o valor de ar maior o valor dos modos q̃a que podemos tratar
perturbativamente, salvo que a < ar. Como z2 ∝ N−1, temos que todas as integrais
acima são independentes da escolha da função tempo, como era de se esperar. Com isso,
podemos trabalhar com qualquer variável, contanto que estejamos nas faixas de valores
de a descritas acima.

Calculando as integrais dos termos de ordem zero, temos

fd−(λ) =

∫ λ

λd−

dλ1

z2
+ Cd− = f(λ), (5.49)

f(λ) ≡ λ0

2α~z2
d

(
λ

λ0

)−2α

2F1

(
−1

2
,−α; 1− α;−λ2Ωk0

)
, (5.50)

F 2
r I1 [1] =

∫ λ

λb

dλ1
x2N2c2

s z2

RH
2

= g(λ)− g(λi), (5.51)

g(λ) ≡ −wβ
2~λ0z2

d

2c

(
λ

λ0

)2c

2F1

(
3

2
, c; 1 + c;−λ

2Ωk0

Ωw0

)
, (5.52)

onde escolhemos o instante λd− posterior à fase oscilatória, λb o valor mı́nimo atingido
antes do ricochete e denotamos f e g como funções de λ tais que fd−(λ) = f(λ) e F 2

r I1 [1] =

g(λ) − g(λi) somente durante a fase de contração. Como (λ/λ0)2c = x−
5+3w

2 , podemos
desprezar o termo de g(λb) pois o ricochete acontece em uma escala xb � 1. Por fim,
escolhemos a constante C−d = f(λd) de forma que a aproximação integral coincida com a
expansão da solução obtida na seção anterior. Portanto, em ordem zero, a solução geral
é expressa da forma

ζ1q = B−1 fd−(λ) +B−2 , P−1q = B−1 − (Frq̃a)
2B−2 I1 [1] . (5.53)

Encontramos as constantes B−1 e B−2 comparando com a expansão em zero ordem da
solução dada nas Eqs. (5.19) e Eq. (5.27). Assim, às constantes acima são

B−1 = A1C2
2α~z2

d

λex2
e

, B−2 = A1C1, (5.54)

onde usamos a relação entre Ψ1q e P1q dada pelas Eqs. (4.135) e (5.30), i.e.,

P1q = − 2~z2
dwβq̃

2
a

(1 + w)xE
Ψ1q. (5.55)

5.4 ATRAVESSANDO O RICOCHETE

A variável λ não é bem definida quando a solução passa da fase de contração para a de
expansão. Desta forma, deixamos em aberto a escolha de variável temporal l, mas de
forma que l < 0 e l > 0 correspondam à fase de contração e expansão, respectivamente.
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Para calcularmos a aproximação de zero ordem na fase de expansão, precisamos calcular
fd− e I1 [1] em l > 0. Pela escolha de extremo de integração λi como o mı́nimo, temos
que li = 0. Assim, I1 [1] é uma função crescente na fase de expansão já que o integrando
não troca de sinal nessa fase. No entanto, a função fd−(l) para l > 0 pode ser expressa
como

fd−(l) =

∫ l

ld−

dl1
1

z2
+ Cd− = fd−(ld+) +

∫ l

ld−

dl1
1

z2
= fd−(ld+)− Cd+ + fd+(l), (5.56)

onde introduzimos o instante ld+ na fase de expansão, correspondente ao ld− da fase de
contração. Primeiramente vemos pela Eq. (5.7) que z2 tem o mesmo sinal de N , já que
todos os outros termos na sua definição são positivos. Além disso, a função lapso só
trocará de sinal se mudarmos a ordem da variável temporal. Dessa forma, depois do
ricochete, fd−(l) é sempre uma função monotonicamente crescente de l. Esse crescimento
acontece porque temos uma constante positiva fd−(ld+),2 da qual subtráımos um fator
monotonicamente decrescente fd+(l).3 Portanto na fase após o ricochete usamos a função
fd+(l) para definir a solução integral.

Em ordem zero a solução geral no peŕıodo l > 0 é expressa da forma

ζ1q = B+
1 fd+(l) +B+

2 , P−1q = B+
1 − (Frq̃a)

2B+
2 I1 [1] , (5.57)

onde as constantes estão relacionadas pela Eq. (5.46), i.e.,

B+
1 = B−1 , B+

2 = B−2 + (fd−(ld+)− Cd+)B−1 . (5.58)

Isso mostra que, de forma geral, o modo constante ζ1q na fase pós ricochete adquire
um termo proporcional a B−1 misturando as dependências nos modos q̃a. Usando as
constantes obtidas na Seção 5.3.1 (Eq. 5.54), vemos que nesse caso o modo constante de
ζ1q adquire um termo proporcional a k̃−αa e, portanto, quase invariante de escala. Assim,
se a quantidade (fd−(ld+)−Cd+) for grande o suficiente, teremos um espectro de potências
para as perturbações quase invariante de escala na fase de expansão, se o fluido dominante
na formação do espectro for poeira w ≈ 0.

5.4.1 Condições de Junção

As equações de movimento utilizadas até agora são válidas somente longe do ricochete.
Para avaliar a evolução das perturbações próximas a essa fase, precisamos levar em conta
os efeitos que causam o ricochete e como eles afetam as perturbações. Porém, mesmo sem
um modelo espećıfico para o ricochete, é posśıvel obter resultados impondo continuidade
em certas quantidades durante essa fase. Em [104], é feita uma discussão geral sobre
condições de junção e em [22] essas condições são discutidas no contexto de modelos de
ricochete.

2Como z2 > 0 e o extremo superior da integral é maior que o inferior, a integral
∫ l
ld−

dl1
1
z2 > 0.

3A integral
∫ l
ld+

dl1
1
z2 é negativa pois z2 > 0, mas o extremo superior é menor que o inferior.
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Supondo que as equações de movimento para as perturbações não são alteradas du-
rante o ricochete e que a aproximação em série de potências de Frq̃a é válida, basta
estimar fd−(ld+) − Cd+ para termos o espectro de potências na fase pós ricochete. Para
tanto, dividimos a integral nas duas fases,

fd−(ld+)− Cd+ =

∫ ld+

ld−

dl1
z2

+ Cd− − Cd+ =

∫ 0

ld−

dl1
z2

+

∫ ld+

0

dl1
z2

+ Cd− − Cd+ . (5.59)

Como cada integral é feita em somente uma fase, podemos usar uma variável proporcional
ao fator de escala para esse cálculo, i.e.,
∫ 0

ld−

dl1
z2

+ Cd− =

∫ 1

0

dy1

z2
−

+ Cd− ,

∫ ld+

0

dl1
z2
− Cd+ = −

(∫ 1

0

dy1

z2
+

+ Cd+

)
, (5.60)

onde z2
− e z2

+ são as funções calculadas nas fases de contração e expansão, respectivamente,
e

y ≡ ln(a/ad±)

ln(ab/ad±)
, a = ad±

(
ab
ad±

)y
,

impondo novamente que o fator de escala tem um valor mı́nimo ab. Implicitamente
estamos impondo que a função de Hubble normalizada E se comporta identicamente à
clássica e troca de sinal no instante l = 0, enquanto a densidade de energia e pressão se
comportam como as funções clássicas, e.g., ρ ∝ x3(1+w).

Se o conteúdo do universo não se alterar durante o ricochete, essas funções serão sim-
plesmente z2

+ = −z2
−, veja Eq. (5.7). Para a variável y temos que N = RH ln(ab/ad±)/E,

e portanto z2, quando consideramos somente o fluido com maior equação de estado, vai
ser da ordem z2 ∝ a3(1−w)/2 e, com isso, se w < 1, o integrando crescerá rapidamente
quando y → 1. Logo, as integrais acima vão ser da forma

∫ 1

0

dy1u(y)es±y, u(y) =
a

3(1−w)
2

a
3(1−w)

2

d± z2
±

, s± =
3(1− w)

2
ln(ad±/ab).

Podemos aproximar a integral acima com a série assintótica [105]

∫ 1

0

dy1u(y)es±y ≈
∑

n=0

(−1)n
es±y

sn+1
±

∂nu(y)

∂yn

∣∣∣∣
1

0

≈ 1

s±

(
1

z2
±(ab)

− 1

z2
±(ad±)

)
+ . . . , (5.61)

se ab � ad± . Então s± > 1, de forma que os primeiros termos fornecem uma boa apro-
ximação. Podemos notar também que quando z2 é uma lei de potência em a, o primeiro
termo da série é a solução exata da integral. Nessa aproximação, o fator fd−(ld+)− Cd+
é dado por

fd−(ld+)− Cd+ =
2

smz2
m(ab)

, smz2
m = 2

s+s−z2
+(ab)z2

−(ab)

s+z2
+(ab)− s−z2

−(ab)
, (5.62)

onde escolhemos Cd− = 1/(s−z2
−(ad−)) e Cd+ = 1/(s+z2

+(ad+)). No caso onde o ricochete
é simétrico, ou seja, o conteúdo material é o mesmo nas duas fases e ad+ = ad− , temos
z2

+ = z2
− e s+ = s− e, dessa forma, fd−(ld+)− Cd+ = 2/(sz2(ab)).
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A segunda integral depende do fator dado na Eq. (5.8) e portanto o integrando é
dominado por um fator de a(5+3w)/2, que dará a maior contribuição longe do ricochete.
Portanto, reescrevemos a integral como

∫ y

1

dy1v(y1)ery1 , v(y) ≡ x2N2c2
s z2

RHx
− 5+3w

2

,

y =
ln(x)

ln(xb)
, N = −RH ln(xb)

E
, r = −5 + 3w

2
ln(xb).

Fazendo a mesma aproximação em termos da série assintótica [105], temos

F 2
r I1[1] =

∫ l

0

dl1
x2N2c2

s z2

RH
2
≈ 1

r

(
x2N2c2

s z2

RH
2
− x2N2c2

s z2

RH
2

)
≈ 1

r

x2N2c2
s z2

RH
2

, (5.63)

observando que para cada fase, expansão ou contração, deve-se usar as quantidades apro-
priadas nas equações acima. Na última igualdade desprezamos o termo ∝ x

−(5+3w)/2
b que

é uma boa aproximação para x� xb.
Com os resultados acima, temos o comportamento aproximado da perturbação ζ1q

após o ricochete. Essa, como vimos acima, tem um modo constante e um decrescente.
Pela análise acima temos

ζ1q =
B−1
s+z2

+

+B−2 +
2B−1

smz2
m(ab)

, (5.64)

lembrando que o modo decrescente é dominado por um fator de a3(1−w)/2 e, com isso,
decai rapidamente. A mistura dos modos resultou na constante amplificada, que no caso
das perturbações geradas por um fluido e curvatura resulta em

2|B−1 |
smz2

m(ab)
= 2|A1C2|

(1− w2)wq
(1− wq2)w

√
Ωw

Ωq

(
xb
xe

)2
x

1/β
e

x
1+3wq

2
b

, (5.65)

onde denotamos a equação de estado do fluido que domina próximo ao ricochete com
wq e o que domina quando as perturbações congelam como w. Na fórmula acima nos
restringimos ao ricochete simétrico. No limite plano Ωk0 → +0 temos

lim
Ωk0→+0

2|B−1 |
smz2

m(ab)
=

Γ(α)

zd
√
π

(1− w2)wq
(1− wq2)w

λ−β0√
Ωq

x2
b

x
1+3wq

2
b

(
k̃a
√
wβ

2

)−α
, (5.66)

onde, para fazer o limite, usamos as Eqs. (5.17) e (5.24).
Como a escala do ricochete é muito pequena, xb � 1, a constante amplificada domina

e, com isso, o espectro de potências de ζ1q será

√
Pζ =

√
k̃3
a

2π2R̃H
3
2|A1C2|

(1− w2)wq
(1− wq2)w

√
Ωw

Ωq

(
xb
xe

)2
x

1/β
e

x
1+3wq

2
b

. (5.67)
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No limite plano, onde o ricochete acontece em uma fase dominada por radiação wq = 1/3
e as perturbações se formam durante a dominação da poeira w ≈ 0, em primeira ordem
em w o espectro é

√
Pζ =

√
3l2p

16π2RH
2

3

4

Ωm0xb√
Ωr0(
√
w)

5
2

. (5.68)

Como mantivemos somente o termo de menor ordem em w, o espectro acima é exatamente
invariante de escala. Mantendo termos de mais alta ordem no expoente de k̃a, teŕıamos
ns = 1 + 12w/(1 + 3w) como esperado. O espectro acima mostra que, para termos uma
amplitude da ordem da estimada usando dados de RCF [9] (Pζ ≈ 2.42×10−9), precisamos
de

xb ≈ 1030, cs =
√
w ≈ 10−9,

onde usamos que
Ωr ≈ 10−5, Ωm ≈ 1,

para estimar as ordens de grandeza. Ou seja, os modelos com ricochete fornecem um
espectro quase invariante de escala com amplitude próxima ao observado. Isso é posśıvel
sem atingirmos escalas muito menores que a de Planck, veja Seção 5.1.

5.4.2 Ricochete via Trajetória de Bohm

Como vimos no ińıcio da Seção 5.2, quando usamos as trajetórias de Bohm como modelo
de fundo, temos as mesmas equações de movimento para as perturbações, onde agora o
fator de escala segue as trajetórias de Bohm. Nesse caso, temos um ricochete simétrico,
onde a única diferença será o uso de uma função de Hubble como a definida na Eq. (4.47).
No caso de um único fluido com equação de estado wq, temos

E2
q = Ωq0x

3(1+wq)
b e−3(1+wq)

ν2

2

(
1− e−3(1−wq) ν

2

2

)
, N =

RHν

Eq
, (5.69)

onde usamos a variável ν definida na Eq. (4.48). Portanto a função z2 é expressa por

z2 = ~z2
d

√
Ωq0x

− 3(1−wq)
2

b

e
ν2

2

3(1−wq)
2

ν2

(
1− e−3(1−wq) ν

2

2

ν2

)− 1
2

. (5.70)

Para encontrarmos a integral fd(l), podemos proceder da seguinte maneira: fazemos
primeiro a integral analiticamente ou numericamente até um ponto l1 antes do ricochete,
onde somente um fluido quantizado domina. Deste ponto até um ponto na fase após o
ricochete, usamos a função z2 acima para obter

∫ ν2

ν1

dν
1

z2
= − x

3(1−wq)
2

b

~z2
d

√
Ωq0

2

3(1− wq)

∫ ν2

ν1

d
(
e−

ν2

2

3(1−wq)
2

) ν

|ν|

√
1− e−3(1−wq) ν22 . (5.71)

Podemos evitar trabalhar com o módulo |ν| usando a variável θ definida por

cos(θ) = e−
ν2

2

3(1−wq)
2 .
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Com essa definição, temos θ(ν = 0) = 0 e impomos que o sinal de θ é o mesmo que ν e
portanto ν/|ν| = θ/|θ|, lembrando que dessa forma θ(ν = −∞) = −π/2 e θ(ν = ∞) =
π/2. A raiz quadrada no integrando nessa variável será | sin(θ)| e como | sin(θ)|θ/|θ| =
sin(θ) na faixa de θ ∈ (−π/2, π/2), a integral fica expressa por

∫ ν2

ν1

dν
1

z2
=

x
3(1−wq)

2
b

~z2
d

√
Ωq0

2

3(1− wq)

∫ θ2

θ1

sin2(θ),

=
x

3(1−wq)
2

b

~z2
d

√
Ωq0

2

3(1− wq)

(
θ2 − θ1

2
− sin(2θ2)− sin(2θ1)

4

)
.

Como queremos conectar com as soluções longe do ricochete onde e−
ν2

2

3(1−wq)
2 � 1 nas

fases após e antes do ricochete, expandimos em θ em torno de ±π/2, respectivamente,
obtendo a relação

cos(θ) ≈ π

2
∓ θ = e−

ν2

2

3(1−wq)
2 =

(
x

xb

) 3(1−wq)
2

, θ = ±


π

2
−
(
x

xb

) 3(1−wq)
2


 .

Impondo que x1 = x2, temos que longe do ricochete a integral dada por

∫ ν2

ν1

dν
1

z2
≈ x

3(1−wq)
2

b

~z2
d

√
Ωq0

2

3(1− wq)


π

2
− 2

(
x1

xb

) 3(1−wq)
2


 . (5.72)

Para aplicar o resultado acima, dividimos o fator fd−(ld+) − Cd+ da relação entre os
coeficientes das soluções antes e após o ricochete (Eq. 5.58), na forma

fd−(ld+)− Cd+ =

∫ l1

ld−

dl

z2
+

∫ ld+

l2

dl

z2
+

∫ l2

l1

dl

z2
+ Cd− − Cd+ ,

=
π

2

x
3(1−wq)

2
b

~z2
d

√
Ωq0

2

3(1− wq)
, (5.73)

onde usamos a solução aproximada Eq. (5.61), trocando ab → a1 e mantendo as escolhas
de Cd− e Cd+ . Esse resultado mostra que nossa aproximação (Eq. 5.62) prevê um resultado
próximo ao obtido com um modelo de ricochete, onde a diferença é que nesse último
encontramos um fator de π/2, enquanto na aproximação t́ınhamos um fator de 2, i.e., o
erro na aproximação é de |(2 − π/2)/(π/2)| ≈ 0.27. Portanto, a menos dessa diferença
na amplitude, temos a mesma ordem dos mesmos resultados da seção anterior para a
perturbação ζ1q. Quando avaliamos essa solução próximo ao ricochete, temos ν � 1 e
portanto

θ ≈ ν

√
3(1− wq)

2
.
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Para avaliar a perturbação ζ próximo ao ricochete, precisamos calcular a integral

fd−(l) =

∫ l1

ld−

dl

z2
+

∫ l

l1

dl2
z2

+ Cd− =
x

3(1−wq)
2

b

~z2
d

√
Ωq0

(
ν3

3

√
3(1− wq)

2
+
π

4

2

3(1− wq)

)
, (5.74)

onde ν representa um instante próximo ao ricochete e usamos as mesmas aproximações
acima. Portanto, próximo ao ricochete, a variável ζ é dada por

ζ1q = B−1
x

3(1−wq)
2

b

~z2
d

√
Ωq0

(
ν3

3

√
3(1− wq)

2
+
π

4

2

3(1− wq)

)
+B−2 . (5.75)

Ou seja, nessa fase essa perturbação tem o seu modo constante com metade da amplitude
que atinge longe do ricochete. Além disso ressaltamos que o outro termo não constante
vai a zero no ricochete e, portanto, não há singularidade nessa variável.

Para efetuar a integral I1 [1], expressamo-la em termos da variável ν

F 2
r I1 [1] =

~a3
0(1 + wq)

3l2pRH

√
Ωq0x

5+3w
2

b

∫
dν|ν|e ν

2

2
5+3w

2

(
1− e−3(1−wq) ν

2

2

)− 3
2

.

A integral acima tem uma primitiva dada em termos da seguinte função Hipergeométrica

F 2
r I1 [1] =

~a3
0(1 + wq)

3l2pRH

√
Ωq0x

5+3w
2

b

2e
ν2

2

(5+3wq)

2 2F1

(
1,− 4

3(1−wq) ;
1−9wq

6(1−wq) ; e
− ν2

2
3(1−wq)

)

ν(5 + 3wq)

√
1−e− ν

2
2 3(1−wq)

ν2

. (5.76)

Essa primitiva é singular em ν = 0. Isso acontece porque o termo £lz
2/z2 da equação

de movimento de ζ1q é singular em ν = 0. Porém, como limν→0 £lz
2/z2 ∝ ν−1, esse

ponto é regular e portanto existem duas soluções linearmente independentes em torno
desse ponto, de forma que a evolução através do ricochete é bem definida. O potencial
invariante de calibre Ψ1q relacionado com P via Eq. (5.55) é expresso por

Ψ1q = −B+
1

ν

|ν|
3l2pRH

√
Ωq0x

5+3wq
2

2~a3
0q̃

2
a

√
1− e− ν

2

2
3(1−wq)

+B+
2

(1 + wq)

5 + 3wq
2F1

(
1,− 4

3(1− wq)
;

1− 9wq
6(1− wq)

; e−
ν2

2
3(1−wq)

)
.

(5.77)

Note que a expressão acima é finita para qualquer ν. O termo com B1 vai a zero no
ricochete e decai quando nos afastamos, enquanto o termo B+

2 é constante. Longe do
ricochete temos,

Ψ1q = −B+
1

ν

|ν|
3l2pRH

√
Ωq0x

5+3wq
2

2~a3
0q̃

2
a

+B+
2

(1 + wq)

5 + 3wq
.

O primeiro termo, mesmo sendo decrescente, quando próximo ao ricochete tem sua am-

plitude da ordem de B+
1 x

5+3wq
2

b , enquanto a mistura dos modos faz com que B+
2 tenha
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uma parte proporcional a B+
1 x

3(1−wq)
2

b , como vemos na Eq. (5.73). Como vimos no fim da
Seção 5.2.1, a variável Ψ1q possui uma componente crescente e decrescente, respectiva-
mente, nas fases de contração e expansão. Essa componente se torna muito maior que um
próxima ao ricochete. Isso implica que alguns calibres, como o Newtoniano (Seção 3.6.1),
sejam proibidos enquanto o modo decrescente for maior que um. Por fim, próximo ao
ricochete temos (ν � 1) e, portanto,

Ψ1q = −B+
1 ν

3l2pRH

√
Ωq0x

5+3wq
2

b

2~a3
0q̃

2
a

√
3(1− wq)

2
−B+

2

(1 + wq)

3(1− wq)
, (5.78)

onde mantivemos somente o primeiro termo em ν para cada coeficiente de B+
1 e B+

2 .

5.4.3 Série Perturbativa

Vimos nas Seções 3.8 e 5.2.1 que as perturbações presentes em um universo em contração,
são amplificadas quando se aproximam do ricochete. Quando isso acontece alguns cali-
bres não são mais apropriados, já que as condições necessárias para fixá-los se tornam
mal definidas (veja Eq. 5.29). Para contornar esse problema mostramos que o calibre de
curvatura constante mantém todas as perturbações pequenas mesmo nos instantes onde o
calibre Newtoniano não é bem definido. Contudo, como vemos na Eq. (4.101), no calibre
de curvatura constante ζ tem uma relação simples com a perturbação φ, porém propor-
cional a Θ−2 e, portanto, não é bem definido nos instantes próximos ao ricochete. Em
outras palavras, o calibre de curvatura constante é apropriado para as fases de contração
e expansão clássicas, mas para analisarmos o instante do ricochete, precisamos de outro
calibre.

Para esse peŕıodo, podemos usar o calibre śıncrono descrito na Seção 3.6.2. Nesse
calibre a perturbação ψ é dada pela Eq. (4.101), i.e.,

ψ1q = Θ

∫
d(ct)

κεϑ

2Θ2
ζ,

=
(1 + wq)e

− 3(1+wq)

2
ν2

2

2
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√
1− e−3(1−wq) ν22

ν2

∫
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e
3(1+wq)

2
ν2

2

ν2

(
1−e−3(1−wq) ν

2
2

ν2

) 3
2

ζ1q.
(5.79)

Próximo ao ricochete o integrando acima é proporcional a ν−2ζ1q e, como vemos na
Eq. (5.75), ζ1q tem um termo constante e outro proporcional a ν3. Dessa forma a integral
de cada termo é proporcional a ν−1 e ν3, respectivamente. Nesse peŕıodo o coeficiente da
integral é proporcional a ν e assim ψ1q no instante do ricochete será

ψ1q(ν = 0) ≈ − (1 + wq)

9(1− wq)
ζ1q(ν = 0), (5.80)

onde aproximamos o integrando em primeira ordem em ν. Note que o valor da per-
turbação nesse ponto não depende da constante arbitrária da integral já que essa é mul-
tiplicada por ν. Por fim, nesse calibre a perturbação E é dada pela Eq. (3.112) e nessa
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fase é expressa por

E1q = − eν
2
RH

2

Ωq0x
3(1+wq)
b

∫
dν

e−
ν2

2
1−3w
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1−e−3(1−wq) ν

2
2
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dν

e
ν2

2
3(1+w)

2√
1−e−3(1−wq) ν

2
2

ν2

Ψ1q. (5.81)

Diferente de Ψ1q, E1q terá uma amplitude pequena, pois o fator x
−3(1+wq)
b que multiplica as

integrais é muito menor que o que amplifica Ψ1q, i.e., x
5+3wq

2
b . A aproximação em primeira

ordem em ν dos integrandos acima próximos ao ricochete é constante e, portanto, as
integrais nesse intervalo são finitas. Com isso, temos que todas as perturbações não nulas
no calibre śıncrono são no máximo da mesma ordem que ζ1q, ou seja, isso mostra que a
série perturbativa é bem definida durante o ricochete.

5.5 SOLUÇÕES NUMÉRICAS

Nas seções anteriores, fizemos uma série de análises onde nos restringimos a um fluido
com curvatura espacial, ou aproximações válidas nos regimes não oscilatórios. Como
vimos na Seção 5.2.1, o espectro é uma simples lei de potência em k̃a, quando os modos
congelam na fase onde somente um fluido domina. Portanto, para obter as soluções onde
modos se tornam não oscilatórios em uma fase de transição de dois fluidos, temos que
fazer uma investigação numérica da Eq. (5.4).
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Ωr0 = 10−5
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Figura 5.1 – Espectro de potências Pζ normalizado por Pζ0 ≡ Pζ(k̃a = 10−3). O espectro começa
invariante de escala e, quando as soluções congelam, i.e., param de oscilar, na transição entre fluidos
o ı́ndice espectral muda para ns = 3. Nesse cálculo, usamos dois valores distintos para a densidade de
radiação Ωr0 = 10−5 e Ωr0 = 10−6, e os parâmetros Ωm0 = 0.25, cs =

√
w = 10−9, e xb = 1030.

Mesmo com muitos fluidos, quando fazemos o limite para o universo no ińıcio da fase
de contração, temos que somente o fluido com menor equação de estado dominará, de
forma que sempre podemos impor as condições iniciais de vácuo obtidas na Seção 5.2.1.
Isso implica em restringir o fluido que domina inicialmente como sendo barotrópico.
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Para a evolução numérica, usaremos o tempo definido na Eq. (4.48), que como ar-
gumentamos na Seção 5.4.2, podemos usar durante toda a evolução, i.e., da fase de
contração a expansão. Como estamos interessados em observar o efeito dos modos que
se congelam na transição entre fluidos, nos restringiremos ao caso plano. Além disso,
como o modelo de ricochete via trajetórias de Bohm, a prinćıpio, não inclui criação nem
destruição de matéria, utilizamos um modelo com um fluido de poeira com w = 10−18

e Ωm = 0.25 e radiação com w = 1/3 e Ωr = 10−5. Nesse caso, a função de Hubble
normalizada é expressa por

E2
q = Ωr0x

4

(
1− x2

x2
b

)
+ Ωm0x

3(1+w)

(
1− x3(1−w)

x
3(1−w)
b

)
, (5.82)

a velocidade do som por

c2
s =

1

3

(
1 + 3wR

1 +R

)
, R ≡ 3(1 + w)Ωm0

4Ωr0x1−3w
, (5.83)

e o último ingrediente necessário para calcular z2 (Eq. 5.7) é dado por

1

x2

∂Ω

∂x
= 4Ωr0x (1 +R) . (5.84)

Avaliando independentemente o espectro gerado por cada fluido, teŕıamos um ı́ndice
espectral ns = 1 + 12w/(1 + 3w), com poeira tendo ns ≈ 1 e radiação ns = 3. Portanto
esperamos que a evolução numérica do sistema com esses dois fluidos resulte em uma
combinação desses dois espectros. Observando a Figura 5.1, vemos que, de fato, temos o
comportamento esperado para cada fluido para certos valores de k̃a e na interface o efeito,
além da transição de ns ≈ 1 para ns = 3, de perda de amplitude. Isto pode ser explicado
pela Eq. (5.68). Nessa equação, temos que parte da amplitude dos modos gerados na fase
de poeira vem do pequeno valor de w. Como o mesmo efeito não ocorre para os modos
que congelam na fase da radiação, temos uma perda de potência na transição.

Vale ressaltar que o ganho de potência dos modos formados na fase de poeira pode ser
entendido observando a Eq. (5.18): nela vemos que os modos aparecem na forma β

√
wk̃a

no argumento da função de Hankel. Como a função de Hankel H
(1)
ν (mt) termina a fase

oscilatória quando mt =
√
ν2 − 1/4 [106], temos, que no caso de um fluido, β

√
wk̃aλ =√

β(β − 1). Ou seja, quanto menor for w, maior será o valor de λ para que o modo
congele. Como λ ∝ x−1/β (Eq. 5.10), então mais no passado o modo congela, e como
depois de congelar os modos crescem com uma lei de potência, quanto mais cedo ele
congelar mais ele cresce.

Na Figura 5.1 plotamos também a mesma análise com um valor de Ωr0 = 10−6, como
esse valor altera o instante de transição entre a fase da poeira e da radiação, o valor de
k̃a onde há a transição entre os espectros também muda.

Plotamos a evolução temporal dos espectros de potências de ζ e Ψ na Figura 5.2.
Como previsto, a perturbação ζ depois que congela cresce ao se aproximar do ricochete
e após ele se torna constante. Da mesmo forma vemos que Ψ tem um modo crescente
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Figura 5.2 – Evolução de
√
PΨ e

√
Pζ para modos k̃a ∈ [10−3, 103]. Os modos que congelam ainda na

dominação da poeira têm um espectro quase invariante de calibre (ns & 1). Para k̃a a partir de um certo
valor, os modos têm um espectro com ns = 3 e portanto há um maior espaçamento entre as linhas. Nesse
cálculo utilizamos os seguintes valores para os parâmetros: Ωm0 = 0.25, Ωr0 = 10−5, cs =

√
w = 10−9,

e xb = 1030.

maior que ζ, mas que após o ricochete se converte em um modo decrescente. Note que
durante toda fase onde PΨ > 1, o calibre Newtoniano é proibido, no sentido discutido na
Seção 5.2.1. Por fim, vemos que modos k̃a que congelam dentro da fase de radiação têm
um espectro com ns = 3. Essa forte dependência pode ser notada observando a distância
entre as linhas de cada modo na Figura 5.2.4

4Comparada com o espectro quase invariante de escala ns ≈ 0 cuja dependência em k̃a vem de uma
lei de potências com expoente próximo de zero.



CAṔITULO 6

CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, desenvolvemos o estudo das perturbações em modelos com ricochete.
Para tanto, o primeiro aspecto relevante que tratamos foi como determinar de forma
objetiva a validade da série perturbativa. Isso é importante, pois fazemos a hipótese
inicial de que o universo, quando muito grande e rarefeito, é homogêneo e isotrópico em
grandes escalas. Portanto, para sabermos se essas simetrias são mantidas durante a fase
de contração, foi necessário determinar até que ponto as perturbações podem crescer antes
de violar a hipótese perturbativa. Na Seção 3.8, mostramos quais são essas condições e
também que existem calibres que não são apropriados quando tratamos de perturbações
em um universo em contração que atinge uma escala muito pequena (xb ≈ 1030) antes do
ricochete. Além disso, encontramos um calibre onde, mesmo as variáveis invariantes de
calibre Ψ e Φ se tornando muito maiores que um, temos que as perturbações satisfazem
todos os requisitos necessários para serem tratadas perturbativamente.

No Caṕıtulo 4, estendemos os resultados da literatura, que são restritos a fluidos ba-
rotrópicos, encontrando a Lagrangiana e Hamiltoniana para modelos de FLRW com um
fluido perfeito termodinâmico geral como fonte. A mesma extensão é feita para as per-
turbações. Contudo, nesse caso fizemos ainda a redução dos v́ınculos para quantizarmos
a teoria sem precisar impor a dinâmica clássica para a evolução de fundo. Com a álgebra
de Poisson para o conjunto completo das perturbações, indicamos também os passos ne-
cessários para a quantização do sistema completo, assim como as dificuldades a serem
superadas para esse propósito.

Por fim, no Caṕıtulo 5, fizemos uma análise completa de um modelo com ricochete
que provê um espectro para as perturbações na fase de expansão, que a prinćıpio pode ser
compat́ıvel com as observações. Mostramos na Seção 5.2.1 que a presença de curvatura
na fase de contração pode afetar os modos de grandes comprimentos de onda (k̃a < Ωk0)
gerando um espectro que é quase invariante de escala no intervalo k̃a � Ωk0. Tratamos
também da solução aproximada para as perturbações na fase onde essas se encontram
congeladas, assim como determinamos quais são as condições necessárias para a aplicação
dessa aproximação. Com o exemplo espećıfico do caso de contração com somente um
fluido (Seção 5.2.1), mostramos que existem instantes na evolução das perturbações nos
quais as condições de fixação de certos calibres envolveriam um difeomorfismo gerado por
um campo vetorial ξµ que viola a hipótese perturbativa, tornando assim esses calibres
proibidos, explicitando os resultados da Seção 3.8.

Para atravessar o ricochete, mostramos na Seção 5.4.1 de forma geral que, se as
soluções de fundo forem cont́ınuas durante essa transição, podemos estimar o espectro
das perturbações na fase de expansão. Para complementar esse resultado na Seção 5.4.2,
mostramos que quando usamos o modelo de fundo quantizado e utilizamos a trajetória
de Bohm para determinar o fator de escala, recuperamos um resultado compat́ıvel com
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o aproximado. Mostramos também, na Seção 5.4.3, que no calibre śıncrono todas as
perturbações passam pelo ricochete finitas e pequenas. Encontramos que a amplitude
obtida para esses espectros, considerando somente a análise dimensional, é proporcional a
lp/RH ≈ 10−60. Obtemos também que, para que o espectro tenha uma amplitude próxima
ao esperado, precisamos de uma equação de estado muito pequena cs =

√
w ≈ 10−9 para

o fluido dominante na formação do espectro. Isso também é compat́ıvel com a forma do
espectro, que deve ser próxima ao invariante de escala, onde o ı́ndice espectral é dado
por ns = 1 + 12w/(1 + 3w).

Por fim, confirmamos os resultados anaĺıticos e calculamos numericamente o caso onde
as perturbações congelam na transição entre dois fluidos. O efeito desse resultado no es-
pectro é o de uma transição suave entre os espectros obtidos separadamente considerando
somente um fluido de cada vez.

Adicionalmente, no Apêndice C fizemos o cálculo das perturbações em torno de um
modelo de fundo arbitrário. E no Apêndice D desenvolvemos o prinćıpio variacional
também para as perturbações em torno de um modelo de fundo arbitrário para um
tensor energia–momento geral, além do caso onde o modelo de fundo é FLRW e o fluido
é perfeito e termodinâmico.

O próximo passo a ser desenvolvido é o da análise estat́ıstica desses modelos utilizando
dados observacionais. Para tanto, além da infraestrutura já implementada na CosmoLib
descrita na Seção 2.5.1, precisamos adaptá-la para os modelos com ricochete. Como vi-
mos na Figura 5.2, durante um longo intervalo da evolução das perturbações na fase de
expansão, os calibres com δσ(s) = 0 são proibidos, e os códigos atuais são obtidos consi-
derando o modo decrescente despreźıvel desde o ińıcio da evolução. Portanto é necessário
estudar o efeito de um modo decrescente grande e da impossibilidade de usar alguns ca-
libres na evolução das perturbações. Adicionalmente os programas CMBFast, CAMB e
CMBEasy dependem de aproximações baseadas na forma do espectro de potências como
lei de potência e, como vimos, no nosso caso a forma de lei de potência se aplica somente
a intervalos de valores dos modos.

Outro passo importante a ser feito é determinar as não gaussianidades geradas nesses
modelos. Para tanto, é necessária a extensão da análise perturbativa em pelo menos
terceira ordem a fim de determinar a amplitude das funções de três pontos. Com isso,
será posśıvel fazer os mesmos testes feitos nos modelos inflacionários nos modelos de
ricochete.



APÊNDICE A

GEOMETRIA DIFERENCIAL

Neste apêndice apresentamos uma série de definições e resultados referentes à geometria
diferencial que utilizados na tese, assim como, as convenções adotadas. Para definições
precisas de todos os objetos, veja a referência [36] e, no que refere-se aos objetos associados
a grupos de Lie e isometrias, veja também [73, 107]. Detalhes sobre modelos cosmológicos
espacialmente homogêneos podem ser encontrados na referência [108]. Na Seção A.1 apre-
sentamos as definições gerais dos objetos geométricos utilizados e, na Seção A.2, mostra-
mos alguns resultados sobre o seccionamento da variedade em hipersuperf́ıcies espacias
tridimensionais (separação 3 + 1), assim como relações entre as curvaturas nas seções
espaciais e a curvatura na variedade. Por fim, na Seção A.3 discutimos isometrias e sua
utilização no seccionamento de variedades.

A.1 DEFINIÇÕES GERAIS

O espaço–tempo é descrito por uma variedade M onde, em cada ponto p, define-se o
conjunto de todos os vetores tangentes a esse ponto como um espaço vetorial Vp. A união
de todos os espaços vetoriais Vp definidos em cada ponto p da variedade M é chamado
fibrado tangente TM . Analogamente, para cada espaço Vp, define-se o espaço de todos os
funcionais lineares em Vp como V ∗p , de forma que sua união fornece o espaço cotangente
T ∗M . O produto tensorial arbitrário desses espaços forma o espaço dos tensores em M
o qual denotamos como (n,m), onde n é o número de espaços tangentes e m de espaços
cotangentes presentes no produto. Chamamos de ı́ndices contravariantes os que referem-
se aos vetores e covariantes os referidos aos covetores. Na variedade M definimos o
tensor métrico gµν de assinatura (−1, 1, 1, 1), formando assim uma variedade de Lorentz
ou pseudo-riemanniana.

Partindo de um sistema de coordenadas em um subconjunto aberto da variedade,
xµ : U ⊂ M → Rn, denotamos ~u ≡ uµ∂µ o vetor cujas componentes na base ∂µ ≡ ∂/∂xµ

são dadas por uµ, e w ≡ wµdxµ a um-forma com componentes wµ na base dxµ. Os vetores
possuem um produto natural associado chamado comutador, i.e.,

[~u,~v] = (uµ∂µv
ν − vµ∂µuν) ∂ν ≡ [~u,~v]ν∂ν , (A.1)

do tipo [, ] : TM ×TM → TM . Utilizaremos também o śımbolo [A,B] = AB−BA para
quaisquer operadores diferenciais A e B, note porém que no caso geral o comutador não
forma necessariamente uma álgebra.

Dado um grupo de difeomorfismos com um parâmetro φλ : R×M →M , temos que,
para cada valor fixo do parâmetro λ, φλ é um difeomorfismo, φλ1 ◦ φλ2 = φλ1+λ2 , e φ0 é
a operação identidade. Partindo de um ponto fixo p ∈ M , temos que φλ(p) define uma
curva na variedade M e, portanto, podemos utilizar esse grupo de difeomorfismos para
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definir um campo vetorial vµ que coincide com a tangente das curvas definidas por φλ em
cada ponto. A partir desse difeomorfismo, definimos a operação empurrar um vetor, ou
seja, dado um vetor vµ|p em um ponto p ∈M arbitrário, obtemos um vetor φ∗λv

µ|φλ(p) no
ponto φλ(p).

Dessa forma, definimos a derivada de Lie de um campo vetorial uµ por um grupo de
difeomorfismos, com o campo vµ associado, como sendo a diferença do campo calculado
em φλ(p) e empurrado de volta ao ponto p menos o campo calculado no ponto p, i.e.,

£vu
µ ≡ lim

λ→0

φ∗−λ
(
uµ|φλ(p)

)
− uµ|p

λ
= [~v, ~u]µ. (A.2)

Estendendo essa definição para os campos duais, temos que a deriva de Lie pode ser
escrita como

£vwµ = vν∂νwµ + wν∂µv
ν . (A.3)

Vale ressaltar que essas definições são independentes do operador de derivada utilizado.
Existe ainda outra propriedade útil das derivadas de Lie quando atuando em campos
(co)vetoriais ou funções, a saber,

[£v,£u] = £[v,u]. (A.4)

Como o tensor métrico é não degenerado, ele fornece um mapa natural entre o espaço
tangente e cotangente de forma que, dado um vetor uµ, definimos um covetor uν ≡
uµgµν com o mesmo śımbolo u. Dessa forma utilizamos a métrica gµν e sua inversa
gµν para “subir” e “descer” ı́ndices no sentido da definição acima. Na nossa convenção
de assinatura da métrica, dizemos que vetor tipo tempo é aquele cuja norma satisfaz
vµvνgµν < 0, tipo espaço vµvνgµν > 0 e tipo luz (ou nulo) vµvνgµν = 0. Dado um campo
tensorial arbitrário Tµν , definimos o śımbolo de simetria

T(µν) ≡
Tµν + Tνµ

2
,

e anti-simetria

T[µν] ≡
Tµν − Tνµ

2
,

com a extensão natural para tensores de mais alta ordem, onde o fator numérico é dado
pelo número de permutações dos ı́ndices, i.e., para uma (anti-)simetria de n ı́ndices o
fator será 1/n!.

Dada uma métrica, existe somente uma derivada covariante compat́ıvel,1 i.e.,∇αgµν =
0, que chamaremos de conexão métrica (ou de Levi-Civita). Com isso, definimos também
a derivada direcional ∇v = vµ∇µ e o tensor de Riemann

[∇α,∇β] vµ = Rαβµ
νvν . (A.5)

As suas contrações,
Rµν = Rµαν

α, R = Rµ
µ, (A.6)

1Estamos utilizando sempre conexões com torção nula. Veja [36], por exemplo, para mais detalhes.
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são o tensor de Ricci e o escalar de curvatura, respectivamente. O tensor de Einstein Gµν

é definido como
Gµν = Rµν −

gµν
2
R. (A.7)

O tensor curvatura dado na Eq. (A.5) tem as seguintes propriedades,

R(αβ)µ
ν = 0, (A.8)

R[αβµ]
ν = 0, (A.9)

Rαβ(µν) = 0, (A.10)

∇[γRαβ]µ
ν = 0, (A.11)

onde a propriedade (A.8) vem da definição de tensor curvatura, a propriedade (A.9) vale
para conexões sem torção, a propriedade (A.10) para conexões métricas, e a propriedade
(A.11), chamada identidade de Bianchi, depende das propriedades (A.8–A.10). A última
identidade pode ser escrita na forma

∇µG
µν = 0, (A.12)

onde foram contráıdos dois pares de ı́ndices. Definimos o tensor de Weyl como

Cµναβ = Rµναβ − (gµ[αRβ]ν − gν[αRβ]µ) +
1

3

(
Rgµ[αgβ]ν

)
, (A.13)

que tem a caracteŕıstica de ser invariante sob transformações conformes e representa a
parte sem traço do tensor de Riemann, já que seu traço em relação a qualquer par de
ı́ndices é zero.

A.2 SEÇÕES ESPACIAIS

Suponha que escolhemos uma certa seção espacial Σ0 ∈ M , i.e., uma hipersuperf́ıcie
espacial Σ0 onde todos os vetores tangentes às curvas contidas nela são tipo espaço em
M .2 Portanto, uma vez escolhido Σ0, temos que existe um campo vetorial nµ que é
ortogonal a qualquer vetor definido em Σ0 e com norma nµn

µ = −1. Esse é chamado
vetor normal à hipersuperf́ıcie Σ0. Definimos um conjunto de seções espaciais Σt disjuntas
(Σt1 ∩ Σt2 = ∅ para t1 6= t2) tal que a união de todas as seções forma a variedade, i.e.,
∪tΣt = M . Utilizando esse conjunto de seções espaciais, temos que o vetor normal nµ é
definido em toda a variedade M .

A partir da métrica definida em M , podemos definir uma métrica

hµν = gµν + nµnν , (A.14)

nas seções espaciais Σt. O tensor hµν é um tensor métrico positivo em Σt. Quando
aplicado a um campo vetorial de M , o tensor hµν age como um projetor (portanto, ele é
idempotente) já que, para um vµ ∈ TM , temos que o campo vetorial ṽµ = hµνv

ν é um

2Estamos supondo que a variedade M é globalmente hiperbólica. Para mais detalhes e definições,
veja [36].
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vetor tangente de uma hipersuperf́ıcie espacial Σt dado que ṽµnµ = 0. De forma geral,
definimos a aplicação do projetor h [·] em um tensor arbitrário T (n,m) como

h [T µ1µ2...µnν1ν2...νm ] = hµ1α1hµ2α2 . . . h
µn
αnhβ1ν1hβ2ν2 . . . h

βm
νmT

α1α2...αn
β1β2...βm , (A.15)

onde h [·] é também linear e associativo, definimos também a contração de um tensor
arbitrário com a direção normal nµ como

Tn ≡ Tµn
µ, T n ≡ T νnν . (A.16)

Podemos agora definir uma derivada covariante nas hipersuperf́ıcies espaciais Σt, a saber,

DαT
µ1µ2...µn

ν1ν2...νm = h [∇αT
µ1µ2...µn

ν1ν2...νm ]. (A.17)

Utilizando a definição acima, obtemos que Dαhµν = 0 e que o operador D satisfaz a
regra de Leibniz quando aplicado a campos vetoriais de Σt e, portanto, ele é o único
operador diferencial compat́ıvel com hµν . Essa derivada covariante também define um
tensor de Riemann que corresponderá à curvatura das hipersuperf́ıcies espaciais Σt, as
quais denotaremos com a letra R, i.e.,

[Dµ, Dν ]vα = Rµνα
βvβ. (A.18)

Ao invés de escolher arbitrariamente as seções espaciais, podemos escolher uma pri-
meira seção arbitrária Σt0 com um campo normal nµ definido somente nessa hiper-
superf́ıcie. Então, em cada ponto p ∈ Σt0 , definimos uma geodésica γ(p; t) tal que
γ(p; t0) = p e cujo vetor tangente ξµ(t0)|p = nµ|p. Dessa forma temos que3 γ(Σt0 , t0) = Σt0

e, assim, definimos as demais hipersuperf́ıcies como Σt ≡ γ(Σt0 , t). Como o vetor ξµ sa-
tisfaz a equação da geodésica, temos que seu módulo é constante ao longo da mesma,
i.e., ∇ξ(ξ

µξµ) = 0. Por construção ξµξ
µ|t0 = nµn

µ = −1 e, portanto, ξµξ
µ = −1 para

qualquer valor de t. Utilizando coordenadas gaussianas normais, i.e., as coordenadas de
cada ponto γ(p; t) ao longo de cada geodésica serão dadas pelas coordenadas espaciais de
p em Σt0 mais a coordenada temporal t, e sendo Xµ um vetor coordenado associado com
qualquer uma das coordenadas espaciais, temos que

∇ξ(ξ
µXµ) = ξµ∇ξXµ = ξµ∇Xξµ =

1

2
∇X (ξνξν) = 0, (A.19)

onde a segunda igualdade vem do fato de que vetores coordenados comutam4 (∇ξX
µ −

∇Xξ
µ = 0). Com isso, temos que os vetores tangentes geodésicos permanecem normais

às hipersuperf́ıcies Σt. Vale lembrar que no caso geral essas coordenadas não valem para
toda variedade pois, quando as geodésicas se cruzam, essas deixam de ser bem definidas.
Restringindo-nos ao caso do seccionamento geodésico, temos ∇nn

ν = 0. Assim definimos
a curvatura extŕınseca como

Kµν = ∇µnν . (A.20)

3Utilizamos aqui a notação de que a função f : A→ B, quando avaliada em um subconjunto S ⊂ A,
i.e., f(S) ≡ {f(p) | ∀ p ∈ S}, significa a imagem da função f quando avaliada em S.

4Essa propriedade é devida à comutação das derivadas parciais quando atuando em funções com pelo
menos derivadas segundas cont́ınuas.
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Usando a normalização de nµ e a equação da geodésica, verificamos que esse tensor é
espacial, i.e., h [Kµν ] = Kµν . Por definição nµ é normal à hipersuperf́ıcie espacial Σt e
portanto, pelo teorema de Frobenius, temos que K[µν] = v[µnν] para uma certa um-forma
vµ. Porém, como nµ é geodésico e de norma menos um, temos que nµ∇[µnν] = 0. Isso
mostra que nµvµnν + vν = 0 e portanto

K[µν] = v[µnν] = −nαvαn[µnν] = 0. (A.21)

Esse resultado pode ser escrito como ∇[µnν] = 0, ou seja, a derivada exterior da um-forma
é zero dn = 0. Logo, pelo Lema de Poincaré, sabemos que pelo menos localmente (em
um subconjunto aberto de M) existe uma função α tal que nµ = ∇µα (para definição de
derivada exterior e referências sobre o Lema de Poincaré ver por exemplo [36]).

Calculando a derivada de Lie da métrica induzida hµν , temos

∂cthµν ≡ £nhµν = ∇nhµν + hµα∇νn
α + hνα∇µn

α,

= 2Kµν , (A.22)

onde utilizamos o śımbolo ∂ct, i.e.,

∂ctT
µ1µ2...µn

ν1ν2...νm ≡ Ṫ µ1µ2...µnν1ν2...νm ≡ h [£nT
µ1µ2...µn

ν1ν2...νm ], (A.23)

para representar a derivada de Lie na direção normal projetada nas seções espaciais.
Lembrando que, no sistema de coordenadas onde nµ coincide com a coordenada temporal,
a derivada de Lie nada mais é que a derivada parcial em relação a essa coordenada.
Note que também definimos o śımbolo ˙≡ ∂ct para representar essa derivada quando for
tipograficamente conveniente. Quando houver ambiguidade, por exemplo, quando agindo
sobre uma função escalar ∇nϕ = ∂ctϕ utilizaremos a derivada ∂ct. Por fim, da curvatura
extŕınseca definimos as quantidades cinemáticas, respectivamente, escalar de expansão e
tensor de cisalhamento,

Θ ≡ Kµµ, σµν = Kµν −
hµνΘ

3
. (A.24)

A.2.1 Relações com a Geometria da Variedade

Para relacionar os tensores de curvatura da variedade M e das hipersuperf́ıcies Σt com as
curvaturas extŕınsecas de cada uma, partimos da Eq. (A.18) e substitúımos as derivadas
covariantes tridimensionais por sua definição obtendo

Rµνα
β = h

[
Rµνα

β
]
−KµαKνβ +KναKµβ, (A.25)

Rµα = h [Rµα] + h [Rµnα
n]−KµαΘ +KναKµν , (A.26)

lembrando que, como definido na Eq. (A.16), Rµnα
n = Rµνα

βnνnβ. Usando a definição
do tensor de Riemann a partir de derivadas covariantes,

h [Rµνα
n] = h

[
2∇[µ∇ν]nα

]
= h

[
2∇[µKν]α

]
= 2D[µKν]α, (A.27)
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podemos reescrever o segundo termo do lado direito da Eq. (A.26) como,

h [Rµnα
n] = h [nν (∇µ∇νnα −∇ν∇µnα)] = −KµνKνα −∇nKµα, (A.28)

e, consequentemente, a Eq. (A.26) é reescrita como

h [Rµα] = Rµα +∇nKµα +KµαΘ. (A.29)

Note que essa equação relaciona a projeção do tensor de Ricci com a curvatura das
hipersuperf́ıcie espaciais e a curvatura extŕınseca assim como sua derivada na direção
normal. Para obter as outras projeções do tensor de Ricci, partimos novamente da sua
definição por derivadas covariantes,

Rµn = ∇ν∇µn
ν −∇µ∇νn

ν = ∇νKµν −∇µΘ,

e as reescrevemos em termos das suas projeções nas hipersuperf́ıcies espaciais usando a
relação entre as métricas (δµ

ν = hµ
ν − nµnν), ou seja,

Rµn = DνKµν −DµΘ + nµ

(
KαβKβα + Θ̇

)
.

Com isso, as projeções do tensor de Ricci nas outras direções são

Rnn = −KαβKβα − Θ̇, (A.30)

h [Rµn] = DνKµν −DµΘ. (A.31)

Contraindo a Eq. (A.29), temos que o escalar de curvatura pode ser reescrito como

R = R+ 2Θ̇ + Θ2 +KαβKβα. (A.32)

Para relacionar a curvatura extŕınseca com o tensor de Riemann das hipersuperf́ıcies
espaciais, partimos da Eq. (A.11) contráıda com nγ, i.e.,

∇nRµναβ + nγ (∇µRνγαβ +∇νRγµαβ) = 0,

∇nRµναβ +∇µ(Rνnαβ) +∇ν(Rnµαβ)− (KµγRνγαβ +KνγRγµαβ) = 0.

Para projetar a expressão acima utilizando o operador h [·], notamos primeiro que

nγRνγαβ = [∇α,∇β]nν = 2∇[αKβ]ν ,

∇αKβν = DαKβν − nα∇nKβν + nβKαγKγν + nνKαγKβγ,
h [∇µ∇αKβν ] = DµDαKβν −Kµα∇nKβν +KµβKαγKγν +KµνKαγKβγ,

h
[
∇µ∇[αKβ]ν

]
= DµD[αKβ]ν −Kµ[α∇nKβ]ν +Kµ[βKα]

γKγν ,

então, combinando os resultados acima, temos

∇nRµναβ + 2
(
DµD[αKβ]ν −DνD[αKβ]µ −Kγ [µRν]γαβ

)
= 0, (A.33)
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e contraindo dois ı́ndices

∇nRµα +DµDαΘ− 2DνD(µKνα) +DνD
νKαµ + 2Rγ(αKγµ) = 0. (A.34)

Vale ressaltar que as duas equações acima são puramente geométricas e relacionam a
evolução da curvatura nas hipersuperf́ıcies com a curvatura extŕınseca.

É útil também obter as relações inversas, ou seja, o tensor de curvatura da variedade
M em função das suas projeções nas hipersuperf́ıcies. Para tanto, o tensor de Riemann
pode ser escrito da seguinte forma,

Rµναβ = h [Rµναβ] + 2
(
h
[
Rµνn[α

]
nβ] + h

[
Rαβn[µ

]
nν]

)
+ 4n[µh

[
Rν]nn[α

]
nβ], (A.35)

onde usamos as simetrias do tensor de Riemann para simplificar a projeção acima. Usando
as equações (A.25), (A.27) e (A.28) temos

Rµναβ = Rµναβ +KµαKνβ −KµβKνα − 4
(
D[µKν][αnβ] +D[αKβ][µnν]

)

+ 4
(
∇n(n[µKν][αnβ]) + n[µKν]

γKγ[αnβ]

)
, (A.36)

com o seguinte tensor de Ricci

Rµα = Rµα + (Θ +∇n)Kµα + 2
(
D(µΘnα) −DγKγ(µnα)

)
− nµnα

(
Θ̇ +KγσKγσ

)
, (A.37)

e o escalar de curvatura que já foi obtido na Eq. (A.32).

A.2.2 Comutador das Derivadas Espaciais e Temporais

O seccionamento da variedade M induz uma direção temporal definida por nµ, que por
sua vez tem associada a si uma derivada temporal, definida pelo operador ∂ct (Eq. A.23),
e também uma definição de derivada espacial dada pelo operador Dµ. Portanto será
útil calcular o comutador dessas duas derivadas. Contudo, esse comutador dependerá do
objeto no qual elas atuam. Quando atuando em um escalar, temos

Dµφ̇ = h
[
∇µφ̇

]
= KµγDγφ+∇nDµφ = ∂ctDµφ,

ou seja,
[Dµ, ∂ct]φ = 0. (A.38)

No caso de covetores espaciais h [uµ] = uµ, temos

Dµ∂ctuν = Dµ (∇nuν +Kνγuγ) ,
= KµγDγuν +∇nDµuν + h [Rνγµ

n]uγ +Dµ (Kνγuγ) ,
= ∂ctDµuν + (DµKνγ +DνKµγ −DγKµν)uγ,
= ∂ctDµuν + Sµν

γuγ,

onde definimos o tensor de curvatura

Sµν
γ ≡ DµKνγ +DνKµγ −DγKµν , (A.39)
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que satisfaz S[µν]
γ = 0. Definimos também a contração

Sγ ≡ hµνSµν
γ = 2DµKµγ −DγΘ, (A.40)

e temos que Sµγ
γ = DµΘ e Sµ[νγ] = 2∇[νKγ]µ. Com isso, o comutador agindo sobre

covetores é dado por
[Dµ, ∂ct]uν = Sµν

γuγ. (A.41)

Para campos vetoriais temos

[Dµ, ∂ct]u
ν = −Sµγνuγ. (A.42)

Estendendo esse cálculo é simples mostrar que

[Dµ, ∂ct]Tν1ν2...νm
µ1µ2...µl =

m∑

i=1

Sµνi
γTν1ν2...νi−1γνi+1...νm

µ1µ2...µl −
l∑

i=1

Sµγ
νiTν1ν2...νm

µ1µ2...µi−1γµi+1µl , (A.43)

onde (m, l) definem a ordem do tensor. É bom enfatizar que o comutador com a derivada
espacial Dµ não é o mesmo que com a derivada Dµ. Como a derivada de Lie do projetor
hµν não é nula, é simples ver que

[Dµ, ∂ct] = [hµγDγ, ∂ct] = hµγ[Dγ, ∂ct] + 2KµγDγ. (A.44)

Outra quantidade útil é o comutador das derivadas espaciais e o operador D2 que,
quando atuando em escalares, é

DµD
2φ = DµDαD

αφ = −Rµ
γDγφ+D2Dµφ,

ou seja, o comutador é dado por

[Dµ, D
2]φ = −Rµ

γDγφ. (A.45)

O mesmo cálculo pode ser feito para um campo covetorial,

DµD
2uν = −RµγDγuν +Rµαν

γDαuγ +Dα (Rµ
α
ν
γuγ +DαDµuν) ,

= −RµγDγuν + 2Rµαν
γDαuγ +DαRµ

α
ν
γuγ +D2Dµuν ,

com isso, o comutador pode ser escrito como

[Dµ, D
2]uν = −Rµ

γDγuν + 2Rµαν
γDαuγ +DαRµ

α
ν
γuγ. (A.46)
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A.3 ISOMETRIAS

Dada uma variedade de Lorentz, dizemos que um difeomorfismo5 φλ é uma isometria
quando a métrica é invariante pela operação de empurrar, i.e., φ∗λ(gµν |p) = gµν |φλ(p), a
métrica no sentido descrito na Seção A.1. No limite λ→ 0 essa invariância traduz-se em,

£vgµν = 0,

onde vµ é o campo vetorial associado ao difeomorfismo. Podemos reescrever as equações
acima como as chamadas equações de Killing,

gαν∇µv
α + gµα∇νv

α = 0, (A.47)

onde o campo vµ que satisfaz tais equações é conhecido como campo de Killing.
Se vµ e ξµ são campos de Killing, então, a combinação linear com coeficientes cons-

tantes dos dois campos é também um campo de Killing. Podemos ver também que o
comutador de dois campos de Killing também é um campo de Killing, i.e.,

£[~v,~ξ]gµν = 0. (A.48)

Dessa forma, como o comutador satisfaz a identidade de Jacobi

[[~a,~b],~c] + [[~c,~a],~b] + [[~b,~c],~a] = 0, (A.49)

temos que o conjunto dos campos de Killing formam uma álgebra de Lie.
O conjunto de todas as isometrias é representado por um grupo de Lie agindo na

variedade, ou seja, dado um grupo de Lie G, defini-se uma operação ação do grupo
θ : G ×M → M que para cada elemento de g ∈ G o mapeamento θ(g, ·) : M → M é
uma isometria. Por exemplo, o grupo de Lie associado ao grupo de difeomorfismo com
um parâmetro (como definido na Seção A.1) é o conjunto dos reais R com a operação
adição.

Um resultado importante da teoria dos grupos de Lie é que o grupo pode ser des-
crito pela álgebra de Lie associada,6 a menos de questões globais da topologia do grupo.
Quando consideramos a ação do grupo em uma variedade, temos que os campos vetoriais
associados à álgebra de Lie do grupo são exatamente os campos de Killing e que a álgebra
dos comutadores desses campos é um homomorfismo da álgebra de Lie do grupo.

A.3.1 Espaços Homogêneos

Dado um grupo de Lie G com uma ação θ, definimos Gp ≡ {θ(g, p) | ∀ g ∈ G} como
a órbita do ponto p pela ação do grupo G. Quando as órbitas Gp são hipersuperf́ıcies

5Nesse caso estamos interpretando os difeomorfismos no sentido ativo, i.e., os difeomorfismos movem
os pontos da variedade. Note a diferença em relação a interpretação passiva onde o difeomorfismo
é encarado como uma mudança no sistema de coordenadas e, portanto, representa uma mudança na
descrição do espaço–tempo.

6Existe um mapeamento sobrejetor entre os elementos do espaço tangente em torno no elemento
identidade do grupo e os elementos do grupo chamado mapa exponencial.
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espaciais que formam um seccionamento da variedade M , dizemos que o espaço–tempo
é espacialmente homogêneo. Definimos uma curva γ(t) tal que se t1 6= t2 então Gγ(t1) 6=
Gγ(t2) e, dessa forma, temos as hipersuperf́ıcies dadas por Σt ≡ Gγ(t). Portanto, dada

uma hipersuperf́ıcie Σt arbitrária, temos que a ação do grupo quando restrita a essa seção
é transitiva, ou seja, qualquer ponto p ∈ Σt da seção pode ser levado a qualquer outro
q ∈ Σt da mesma seção via ação do grupo G (∃ g ∈ G tal que θ(g, p) = q). Para cada
ponto p da hipersuperf́ıcie, temos que o subgrupo Up ⊂ G que deixa o ponto imóvel
(Upp = {p}) é conhecido como grupo de isotropia do ponto p.

Quando restringimos a atuação dos grupos de Lie em variedades tridimensionais,
temos que quase todos os grupos de isometria têm um subgrupo GT ⊂ G que age de
forma simplesmente transitiva,7 i.e., todos os grupos de isotropia desse subgrupo são
triviais Up = {e}, onde e representa o elemento identidade. Note que o subgrupo GT

tem as mesmas órbitas do grupo de simetrias e, além disso, os vetores de sua álgebra de
Lie são linearmente independentes e a dimensão desse subgrupo é igual a dimensão da
variedade onde ele age. Portanto, esse subgrupo representa as simetrias de translação na
variedade.

Dado o conjunto dos campos de Killing, ~ξa para a = 1, 2, 3, associados à álgebra
do grupo GT , temos naturalmente uma definição de vetor normal às hipersuperf́ıcies,
tal que, nµξa

µ = 0. Podemos mostrar que se o campo nµ é geodésico e normal a uma
seção espacial, então é normal a todas, i.e., ∇n(nµξaµ) = nµnν∇νξaµ = 0, onde a última
igualdade vem da anti-simetria de ∇µξaν , já que este é um campo de Killing. Por outro
lado, notamos que um campo normal a todas as seções é um campo geodésico, o que pode
ser visto provando que a aceleração aµ = ∇nn

µ é zero. Para tanto, usamos a normalização
do campo, nµnµ = −1, para mostrar que

aµnµ = ∇nn
µnµ = ∇n(nµnµ)/2 = 0.

Adicionalmente temos que

aµξaµ = (∇nn
µ)ξaµ = ∇n(ξan)− nµnν∇νξaµ = 0.

Logo, como (nµ, ξa
µ) são linearmente independentes, então aµ = 0 e nµ é geodésico. Outra

propriedade de nµ é que ele é invariante pela ação do grupo, i.e.,

£ξanµ = ∇ξanµ + nν∇µξa
ν = ∇ξanµ − ξaν∇µnν = 0,

onde na última igualdade usamos a simetria de ∇µnν mostrada na Eq. (A.21).
Vemos então que uma variedade espacialmente homogênea possui um seccionamento

natural formado pelas órbitas do grupo de isometrias. Podemos utilizar esse fato para
escrever a métrica de forma simplificada. Definimos uma base de um-formas ea, com
a = 1, 2, 3, linearmente independente e tangente às hipersuperf́ıcies que seja invariante
pela ação do subgrupo GT , £ξaµe

b
ν = 0 para todos a, b = 1, 2, 3. Essa base pode ser cons-

trúıda escolhendo ea|p linearmente independente e espacial (ean|p = 0) em um ponto p e

7Existe uma única exceção onde isso não acontece, são os chamados modelos de Kantowski-Sachs [108].



A.3 ISOMETRIAS 127

aplicando a operação empurrar para defini-la nos outros pontos. Como ξc
α é uma isome-

tria e nµ invariante £ξc(e
a
µe
b
νg

µν) = 0 e £ξc(e
a
n) = 0. Com isso, as formas permanecerão

linearmente independentes e espaciais em todos os outros pontos.
Por construção temos que a base é espacial e, com isso, podemos utilizar esses campos

para reescrever a métrica nas seções espaciais na forma

hµν = habe
a
µe
b
ν , (A.50)

onde hab são as componentes da métrica das seções espaciais na base eaµ. Usando o
fato de que os campos de Killing são espaciais, podemos mostrar que ξa

µ também são
isometrias da métrica induzida hµν , i.e., £ξaαhµν = 0. Dessa forma, temos que £ξcαhab =
ξc
α∂αhab = 0 e, portanto, hab é constante nas hipersuperf́ıcies, já que ξc

α são linearmente
independentes.

Podemos definir essa base arbitrariamente em cada seção espacial, porém é conveni-
ente defini-la em uma hipersuperf́ıcie inicial e definir a base nas outras seções impondo
que seja empurrada, i.e., ėaµ = 0. Partindo dessa definição podemos ver que a base eaµ
mantém todas as propriedades impostas na seção inicial. Primeiro vemos que a base
permanecerá ortogonal a nµ, ou seja, ∂ct(e

a
n) = eaµ∂ctn

µ = 0. Segundo, da forma que
constrúımos o campo normal nµ, temos que os difeomorfismos gerados por nµ comu-
tam com os definidos pelos campos de Killing ξa

µ, i.e., quando agindo sobre um campo
arbitrário w temos

[∂ct,£ξa ]w = £[n,ξa]w = 0,

onde usamos que [n, ξa] = −£ξa~n = 0. Com isso, temos que ∂ct£ξae
b
µ = £ξa ė

b
µ = 0

e deste modo como a base é invariante (£ξae
b
µ|p = 0) na hipersuperf́ıcie inicial será

invariante em todas.
Por fim, quando o grupo de isometrias é tal que em cada ponto o grupo de isotropia é

isomórfico ao grupo de rotações tridimensional Gp
∼= SO(3), temos que as seções espaciais

são isotrópicas em cada ponto. Dessa forma, pode-se mostrar (ver por exemplo [108])
que a métrica na base invariante é diagonal, i.e.,

hab = a2δab, (A.51)

onde a é uma função arbitrária do tempo e constante nas hipersuperf́ıcies, i.e., Dµa = 0.



APÊNDICE B

TENSOR ENERGIA–MOMENTO

Quando trabalhamos com modelos cosmológicos utilizando a RG, precisamos especificar o
conteúdo material via tensor energia–momento. Porém, a equação de Einstein (Eq. 2.2)
em conjunto com as identidades de Bianchi (Eqs. A.8–A.11) não são suficientes para
determinar completamente a forma do tensor energia–momento. Existem várias formas de
especificar o conteúdo material, por exemplo, se é conhecida a Lagrangiana que descreve
a dinâmica do conteúdo material, então é natural usar sua variação em relação a métrica
como tensor energia–momento. Contudo, muitas vezes a evolução do conteúdo material
é muito complicada ou é irrelevante para a escala que estudamos, com isso, é conveniente
definir o tensor energia–momento de alguma forma que esse descreva o comportamento
médio do conteúdo. Com esse objetivo, podemos usar a teoria cinética para obter o tensor
energia–momento de primeiros prinćıpios ou podemos, partindo de considerações sobre
equiĺıbrio local, utilizar termodinâmica para determinar o tensor energia–momento. Para
uma revisão sobre teoria cinética em espaço–tempo curvo veja [109] e [110, cap. X], e
sobre termodinâmica e (não)equiĺıbrio local veja [111–115].

Nesse apêndice trabalhamos a decomposição do tensor energia–momento da mesma
forma que fizemos para a geometria na Seção A.2. O fluxo de observadores definidos por
um campo vetorial nµ determina o referencial que usaremos para discutir o equiĺıbrio
local e como sua imposição restringe a forma do tensor energia–momento.

B.1 DECOMPOSIÇÃO DO FLUIDO

Dado um campo vetorial tipo tempo e normalizado nµ, podemos definir as mesmas
projeções definidas na Seção A.2. Mesmo que o campo não seja ortogonal às hiper-
superf́ıcies, essa projeção continua valendo com a restrição de não descrever mais uma
seção do espaço–tempo. Note que nesse caso

∇µnν = Kµν − nµaν , (B.1)

onde aµ ≡ ∇nnµ representa a aceleração das trajetórias descritas por nµ, Kµν = h [∇µnν ]
e h [aµ] = aµ. De forma geral o tensor energia–momento Tµν pode ser decomposto como

Tnn = ρ, (B.2)

h [Tnν ] = −qν , (B.3)

h [Tµν ] = phµν + Πµν , (B.4)

onde ρ representa a densidade de energia medida pelo fluxo nµ, qν o fluxo de energia
espacial (h [qµ] = qµ), p a pressão isotrópica, Πµν a pressão anisotrópica com Πµ

µ = 0 e
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h [Πµν ] = Πµν . Com as definições acima, podemos reescrever o tensor energia–momento
como

Tµν = ρnµnν + phµν + 2q(µnν) + Πµν . (B.5)

Pela equação de Einstein (Eq. 2.2) e identidade de Bianchi contráıda (Eq. A.12), temos
que o tensor energia–momento deve satisfazer ∇µT

µν = 0, o que implica nas seguintes
equações,

nν∇µT
µν = ∇µT

µn − T µν∇µnν = −∇µ(ρnµ + qµ)− T µν∇(µnν),

= −ρ̇−Θρ−∇µq
µ − T µν

(
K(µν) − n(µaν)

)
,

= −ρ̇−Θρ−∇µq
µ − pΘ− Πµνσµν − qµaµ,

onde o escalar de expansão e o cisalhamento do fluxo nµ estão definidos na Eq. (A.24).
Dessa forma temos

ρ̇+ Θ(ρ+ p) +∇µq
µ + Πµνσµν + qµaµ = 0, (B.6)

e, com a projeção,

h [∇µT
µν ] = h

[
∇µ

(
ρnµnν + phµν + 2q(µnν) + Πµν

)]
,

= ρaν +Dνp+ paν + hµν q̇µ + Θqν + ωµνqµ +DµΠµν ,

ou seja,
q̇µ + Θqµ + ωνµqν + (ρ+ p)aµ +Dνp+DνΠ

ν
µ = 0. (B.7)

B.2 HIDRODINÂMICA RELATIVÍSTICA

Impondo que o tensor energia–momento é o de um fluido termodinâmico em equiĺıbrio
local, podemos restringir substancialmente a forma do tensor Tµν . Para um fluido em
equiĺıbrio ou perto do equiĺıbrio, podemos supor a validade da equação de Gibbs para
um elemento de volume suficientemente pequeno (ver [111, cap. 3]), i.e.,

d(seεV ) = β(d(ρeV ) + pedV ) + αad(εV )), (B.8)

onde se ≡ S/N , ρe ≡ E/V e ε = N/V são a entropia espećıfica (entropia por part́ıcula) e
as densidades termodinâmicas de energia e de part́ıculas, respectivamente, αa é a afinidade
das part́ıculas consideradas, pe representa a pressão termodinâmica e V =

∫ √
hd3x, onde

h é o determinante de hµν , é o volume de uma região do fluido. Se considerarmos o
volume V em outras seções espaciais como o volume inicial arrastado via nµ,1 temos que
V̇ = ΘV .2

1Os pontos do volume V são definidos nas outras hipersuperf́ıcies via transporte de Lie, tal como feito
na Seção 2.4 para os pontos da trajetória do fóton.

2Na Seção D.1 mostramos explicitamente como calcular a derivada do determinante. Note também
que tiramos o fator de expansão Θ de dentro da integral. Isso vale no caso onde Θ é constante no volume,
ou quando o volume é pequeno o suficiente para podermos considerar Θ constante quando integrado nele.
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Podemos agora calcular a evolução temporal da entropia derivando a equação acima,

∂ct(seεV ) = β(∂ct(ρeV ) + peV̇ ) + αa∂ct(εV )),

ou seja,

∂ct(seε) + Θ(seε) = β(ρ̇e + Θ(ρe + pe)) + αa(Θε+ ε̇), (B.9)

∇µ(nµseε) = β(ρ̇e + Θ(ρe + pe)) + αa∇µ(nµε). (B.10)

Se escolhermos o campo nµ como sendo paralelo ao fluxo de part́ıculas Nµ = −εnµ, temos
que o último termo da equação acima é simplesmente αa∇µN

µ. Contudo sabemos que o
campo Nµ deve ser conservado,3 e no caso em que o número de part́ıculas não se conserva
a afinidade é nula. Desta forma a equação acima pode ser reescrita como,

∇µSe
µ = −βnµ∇νTe

µν , (B.11)

onde definimos o vetor entropia associado ao equiĺıbrio como Se
µ = seεn

µ. Lembrando
que o campo vetorial é colinear ao fluxo de part́ıculas nµ = −Nµ/ε e o tensor do lado
direito é o tensor energia–momento associado às quantidades termodinâmicas, i.e.,

Te
µν = ρen

µnν + pehµν . (B.12)

Com isso, podemos escrever o tensor energia–momento como a parte do equiĺıbrio mais
parte dissipativa T µν = Te

µν + Td
µν , e usando a Eq. (B.5) temos

Td
µν = ρdnµnν + pdhµν + 2q(µnν) + Πµν , (B.13)

onde a energia e pressão do termo dissipativo são definidas por ρd ≡ ρ− ρe e pd ≡ p− pe,
respectivamente. Como o tensor energia–momento é conservado temos que ∇µTe

µν =
−∇µTd

µν . Usando essas definições podemos reescrever a Eq. (B.12) da seguinte forma

∇µSe
µ = −βnµ∇νTe

µν ,

∇µSe
µ = βnµ∇νTd

µν ,

∇µSe
µ = ∇ν(βTd

nν)− Td
µν∇ν(βnµ),

∇µS
µ = −Td

µν∇ν(βnµ),

onde definimos o vetor entropia por

Sµ ≡ Se
µ − βTd

µn = Se
µ + βqµ + βρdn

µ. (B.14)

O divergente do vetor entropia definido acima será dado por

Td
µν∇ν(βnµ) = Td

µν(∇νβnµ + β(Kνµ − nνaµ)),

= β2ρd∂ct(β
−1) + βpdΘ + β2qµ(Dµβ

−1 + aµβ
−1) + βΠµνσµν .

3No contexto da teoria cinética, o fluxo Nµ é simplesmente o primeiro momento da distribuição no
espaço de fase e pode ser mostrado que ∇µNµ = 0, ver [109, 110].
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Para que o campo de entropia Sµ satisfaça a segunda lei da termodinâmica, i.e., ∇µS
µ ≥

0, precisamos que

−(β2ρd∂ct(β
−1) + βpdΘ + β2qµ(Dµβ

−1 + aµ) + βΠµνσµν) ≥ 0.

Para tanto escolhemos as seguintes equações de dissipação

ρd = −cρd∂ct(β−1), (B.15)

pd = −cpΘ, (B.16)

qµ = −cq(Dµβ
−1 + aµβ

−1), (B.17)

Πµν = −cΠ(σµν), (B.18)

onde os coeficientes cp, cq e cΠ são positivos. Com isso, temos finalmente,

∇µS
µ =

β2ρd
2

cρ
+
βpd

2

cp
+
β2qµqµ
cq

+
βΠµνΠµν

cΠ

≥ 0. (B.19)

Com essa construção, se exigimos o equiĺıbrio local, ou seja, que a inequação acima seja
saturada, temos

β2ρd
2

cρ
+
βpd

2

cp
+
β2qµqµ
cq

+
βΠµνΠµν

cΠ

= 0.

No entanto, como todos os termos são positivos definidos, o equiĺıbrio local é obtido se
e somente se todos os termos dissipativos forem zero. Note contudo que a exigência de
forma de fluido perfeito, ou seja,

Tµν = ρnµnν + phµν ,

não impõe necessariamente o equiĺıbrio local, pois ainda podemos ter pressão pd e densi-
dade de energia dissipativas ρd não nulas.

A construção acima pode parecer um tanto arbitrária dado o número de escolhas
feitas. Porém, vale notar que essas escolhas são baseadas em resultados da teoria cinética
e que, dada as escolhas acima de termos dissipativos no limite não relativ́ıstico e para
campos gravitacionais fracos, as equações dissipativas se reduzem à hidrodinâmica não
relativ́ıstica via equações de Navier-Stokes e Fourier. Outro ponto importante é que essas
escolhas levam a uma teoria não causal, no sentido que nela a equação de difusão prevê
propagação instantânea de temperatura. Isso pode ser corrigido adicionando termos
quadráticos ao vetor entropia, recuperando propagações causais [115].

B.3 TEORIA CINÉTICA RELATIVÍSTICA

Diferente da termodinâmica, a teoria cinética tem sua extensão a variedades métricas
arbitrárias bem definida. O objeto do seu estudo é a função de distribuição f(x, p) que
identifica o número de objetos com quadrivetor momento pµ e posição xµ. É posśıvel
mostrar que essa função satisfaz o equivalente relativ́ıstico do teorema de Liouville e,
portanto, define-se a equação de Boltzmann para tal função.
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Ao considerar estados no equiĺıbrio, o termo de colisão da equação de Boltzmann
impõe a seguinte forma para a função de distribuição,

f(x, p) ∝ eαa+cβµpµ , (B.20)

chamada distribuição de Maxwell–Jüttner, onde αa e βµ são funções da posição a se-
rem determinadas. Aplicando o operador de Liouville à distribuição acima, obtém-se o
resultado,

pµ∇µαa − cpµpν∇µβν = 0. (B.21)

Como a distribuição é função da posição e do momento, essa equação deve ser satisfeita
para qualquer ponto e qualquer pµ. Nesse caso temos ∇µαa = 0 e ∇(µβν), ou seja, αa

é constante e βµ um vetor de Killing tipo tempo.4 Esse resultado nos diz que para a
métrica de FLRW só pode existir equiĺıbrio se Θ = 0, ou seja, para o caso estático.

Porém se restringirmos a distribuição f(x, p) a classes espećıficas de part́ıculas de certa
massa, i.e., pµpµ = −m2c2, o resultado acima não é imediato. Para o caso de massa zero,
temos que, para o equiĺıbrio, basta que∇(µβν) ∝ gµν pois pµpµ = 0, ou seja, que exista um
vetor de Killing conforme tipo tempo. Esse é exatamente o caso das métricas de FLRW.
Como vimos na Seção 2.3, o vetor n̆µ satisfaz ∇(µn̆ν) = ȧgµν , com isso, conclúımos que
no caso de um universo de FLRW a radiação entra em equiĺıbrio térmico com

βµ =
1

a0kBT0

n̆µ =
a

a0kBT0

nµ, (B.22)

onde identificamos a constante β como o inverso da temperatura, i.e., τ ≡ kBT ≡ β−1

e kB é a constante de Boltzmann. Nesse caso recupera-se o resultado usual que para
a radiação o equiĺıbrio é atingido, a temperatura como função do tempo é dada por
T = T0a0/a e αa é constante e portanto irrelevante.

Considerando agora part́ıculas de massa m e restringindo ao caso de uma métrica
de FLRW, temos que o campo βµ deve ser paralelo a βµ = βnµ, pois caso contrário, o
tensor energia–momento obtido da distribuição f(x, p) conteria direções diferentes de nµ

e, portanto, não compat́ıvel com a geometria (ver Eq. 2.15). A função αa e β devem
depender somente do tempo cósmico t, pois, pelo mesmo argumento acima, o tensor
energia–momento deve ser constante nas hipersuperf́ıcies. Aplicando essas restrições a
Eq. (B.21), obtemos

pµ∇µαa − cpµpν∇µβν = p‖α̇a − cpµpν(−nµβ̇nν + βKµν),

= p‖α̇a + cp‖2β̇ − cΘ

3
p⊥2β,

=
√
m2c2 + p⊥2α̇a + c(m2c2 + p⊥2)β̇ −Hp⊥2β,

onde usamos os mesmos śımbolos p‖ e p⊥µ da Seção 2.4 e a curvatura extŕınseca da
Eq. (2.10). Usando a equação acima, reescrevemos a Eq. (B.21) como

α̇a +
√
m2c4 + p⊥2c2β̇ − Hp⊥2β√

m2c2 + p⊥2
= 0, (B.23)

4A necessidade de βµ ser tipo tempo vem do fato de que a integral de f(x, p) sobre todos os momentos
deve convergir, o que acontece somente se βµ for tipo tempo.
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e expandindo em potências de p⊥2/(m2c2), obtemos em primeira ordem

∂ct(αa +mc2β) +
p⊥2

2m

(
β̇ − 2H

c
β

)
= 0. (B.24)

Nesse caso vemos que existe a solução

β =
a2

kBa2
0T0

, (B.25)

αa = −mc2β = −a
2

a2
0

mc2

kBT0

, (B.26)

onde escolhemos a constante αa + mc2β = 0. Observamos com esse resultado que a
temperatura evolui como T = T0a

2
0/a

2 e o potencial qúımico µ = −αa/β = mc2 como
esperado.

Podemos entender a expansão acima da seguinte forma. Da definição da função
distribuição no equiĺıbrio, Eq. (B.20), temos que para universos do tipo FLRW

f(x, p) = f0e
αa−cβp‖ .

Fazendo a razão da distribuição acima para valores diferentes da energia p‖, obtemos

f(x, p1)/f(x, p2) = e−cβ(p‖1−p‖2).

Suponha que o estado marcado por p1 tem momento proporcional a mc, de forma que
p‖1 = 2mc, e o estado marcado por p2 tenha o momento muito menor que mc, como na
expansão acima temos p‖2 = mc+ (p⊥2)2/(2mc). Dessa forma a razão acima é dada por

f(x, p1)/f(x, p2) = e
−β

mc2−(p⊥2)
2

2m


≈ e−βmc

2

. (B.27)

Isso mostra que, se βmc2 = mc2/(kBT ) � 1, os estados com momento proporcional a
mc não são importantes se a temperatura for muito menor que a energia de repouso das
part́ıculas, e nesse caso vale a distribuição dada pelas soluções Eq. (B.25) e Eq. (B.26).

Em resumo temos que fluidos com part́ıculas de massa zero atingem equiĺıbrio térmico
mesmo em universos de FLRW. Esses fluidos são caracterizados pela equação de estado
p = ρ/3 e a sua temperatura evolui com o tempo da forma T = T0a0/a = T0x (com
a variável x definida na Eq. 2.38). Já fluidos de part́ıculas com massa em estados cuja
temperatura é muito menor que a energia de repouso, i.e., kBT � mc2, o equiĺıbrio é
atingido aproximadamente. Nesse caso temos a equação de estado,5

p =
2

3
ρcin = 2/3(ρ−mc2ε) ≈ ρ

kBT

mc2
,

onde ρcin é a densidade de energia cinética e a temperatura evolui como T = T0x
2.

Para mais detalhes sobre teoria cinética em espaços curvos com a definição precisa da
função distribuição assim como a dedução da distribuição de Maxwell–Jüttner, veja [109]
e [110, cap. X] e, para uma exposição sobre teoria cinéticas especializada em universos
de FLRW, veja [116].

5Aqui usamos que um gás de Fermi com baixa densidade satisfaz p = 2/3(ρ−mc2ε) e ρ = ε(3/2kBT+
mc2). Resultados que podem ser obtidos diretamente da teoria cinética.
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B.4 PRINĆIPIO VARIACIONAL: FLUIDO PERFEITO EM EQUIĹIBRIO

Quando consideramos um fluido perfeito em equiĺıbrio, o tensor energia–momento é dado
por

Tµν = ρnµnν + phµν . (B.28)

A densidade de energia ρ, a pressão p e o quadrivetor nµ normalizado representam cinco
graus de liberdade, enquanto a equação de conservação do tensor acima, ∇µT

µν = 0,
provê somente quatro equações, de forma que a imposição de fluido perfeito não determina
unicamente a evolução do fluido. Nos casos simples, podemos escrever a pressão como
função da densidade de energia, i.e., p ≡ p(ρ), e assim obter uma descrição completa
para evolução do fluido.

Contudo, no caso geral para um fluido perfeito composto de um único componente, a
pressão é função de duas quantidades termodinâmicas. Por exemplo, podemos escrever a
pressão como função da densidade de energia e entropia espećıfica, i.e., p ≡ p(ρ, s). Nesse
caso temos, além da conservação do tensor energia–momento, a equação de conservação
do número de part́ıculas e entropia, ou seja,6

ε̇+ Θε = 0, (B.29)

∂ct(sε) + Θsε = ṡ = 0. (B.30)

Com isso, temos as cinco variáveis do tensor energia–momento mais duas novas variáveis,
a entropia e a densidade de número de part́ıculas, e um total de sete equações, as seis de
conservação mais a equação de estado p(ρ, s).

Precisamos obter essas equações de movimento usando um prinćıpio variacional. Para
tanto seguiremos o procedimento proposto por Schutz [26]. Usamos a entalpia espećıfica
como potencial termodinâmico, i.e., definimos ϑ = (ρ+p)/ε como a entalpia por part́ıcula
ϑ ≡ H/N ≡ (E+pV )/N . A entalpia é função da entropia, pressão e número de part́ıculas
de forma que ϑ = H(s, p, 1), e portanto

dϑ = τds+
1

ε
dp, ⇒ ∂p

∂s

∣∣∣∣
ϑ

= −τε, ∂p

∂ϑ

∣∣∣∣
s

= ε.

Com isso, definimos uma densidade de Lagrangiana para o fluido como Lf =
√−gp(ϑ, s),

onde g é do determinante da métrica. A entalpia é definida como o módulo de um campo
vetorial tipo tempo da forma

ϑµ ≡ ϑnµ = ∇µχ1 + χ2∇µχ3 + χ4∇µs, (B.31)

ϑ2 = −ϑµϑνgµν = −(∇µχ1 + χ2∇µχ3 + χ4∇µs)(∇νχ1 + χ2∇νχ3 + χ4∇νs)g
µν ,

onde χ1, χ2, χ3 e χ4 são funções escalares que em conjunto com s formam o conjunto de
funções que usaremos para variar a ação

Sf =

∫
d4xLf. (B.32)

6Ver Seção B.2.
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Para isso, primeiro note que variando a entalpia em relação a essas funções obtemos
2ϑδϑ = −2ϑnµδϑµ, onde

δϑµ = ∇µδχ1 + δχ2∇µχ3 + χ2∇µδχ3 + δχ4∇µs+ χ4∇µδs, (B.33)

e portanto

δSf = −
∫

d4x
√−g (εnµδϑµ + τεδs) . (B.34)

A menos de termos de superf́ıcie, temos que a variação de χ1, χ2, χ3, χ4 e s implica,
respectivamente, em

∇µ(εnµ) = 0, εχ̇3 = 0, ∇µ(χ2εn
µ) = 0, εṡ = 0, ∇µ(χ4εn

µ) = τε. (B.35)

Contraindo a Eq. (B.31) com nµ, as equações acima implicam que

χ̇1 = −ϑ. (B.36)

Duas das equações acima podem ser identificadas como as equações de conservação de
número de part́ıculas e entropia, ∇µ(εnµ) = 0 e ṡ = 0. Para identificar a conservação
do tensor energia–momento, note que a variação de ϑ em relação à inversa da métrica é
2ϑδϑ = −ϑ2nµnνδg

µν , enquanto a variação da raiz do determinante da métrica é dada
por,7 δ

√−g = −√−gδgµνgµν/2. Então para essa variação temos

δSf = −
∫

d4x
√−g

(
εϑnµnν + pgµν

2

)
δgµν ,

ou seja,

Tµν ≡
−2√−g

δSf

δgµν
= εϑnµnν + pgµν = (ρ+ p)nµnν + pgµν = ρnµnν + phµν ,

onde usamos a definição da entalpia ϑ e do projetor hµν . Para mostrarmos que as
Eqs. (B.35) e (B.36) são equivalentes a ∇µT

µν = 0, notamos que essa equação pode
ser reescrita como

∇µT
µ
ν = ∇µ(εnµ)ϑnν + εnµ∇µ(ϑnν) +∇νp,

= ε∇n(ϑnν)− τε∇νs+ ε∇νϑ.

Podemos usar a Eq. (B.31) para escrever o termo ∇n(ϑnν) como

∇n(ϑnµ) = ∇n(∇µχ1 + χ2∇µχ3 + χ4∇µs),

= ∇n∇µχ1 + χ2∇n∇µχ3 + χ4∇n∇µs+ τ∇µs,

= nν(∇µ∇νχ1 + χ2∇µ∇νχ3 + χ4∇µ∇νs) + τ∇µs,

= −∇µn
ν(∇νχ1 + χ2∇µχ3 + χ4∇νs)−∇µϑ+ τ∇µs,

= −∇µn
νϑnν −∇µϑ+ τ∇µs,

= −∇µϑ+ τ∇µs,

onde usamos que as derivadas covariantes comutam quando atuando sobre escalares e que
∇µ(nνnν) = ∇µ(−1) = 0. Essa última expressão é o mesmo que ∇µT

µ
ν = 0, mostrando

que a densidade Lagrangiana Lf determina corretamente as equações de movimento do
fluido.

7Ver Eq. (D.8), note que ςµν = −δgµν e ς = ςµνgµν = −δgµνgµν .



APÊNDICE C

PERTURBAÇÕES NA MÉTRICA

Dadas duas métricas ĝµν e gµν as quais chamaremos de perturbada e de fundo, respecti-
vamente, definimos sua diferença como δgµν ≡ ĝµν − gµν de forma que ela seja pequena,
i.e., desprezaremos todos os termos quadráticos em δgµν . Posteriormente, de posse de
alguns resultados, discutiremos em que sentido estamos requerendo δgµν pequeno. Neste
apêndice iremos utilizar uma métrica gµν definida utilizando seções espaciais cujas nor-
mais nµ sejam geodésicas, como discutido na Seção A.2. De forma geral usaremos a
métrica ĝµν e sua inversa para subir e descer ı́ndice dos objetos perturbados que denota-
remos com o śımbolo ,̂ e as diferenças entre as quantidade perturbadas e de fundo serão
representadas com o prefixo δ.

Dada a contração da métrica ĝµα com a sua inversa ĝαν ,

ĝµαĝαν = δµν + gµαδgαν + δgµαgαν = δµν ,

temos que
δgµν = −gµαgνβδgαβ, (C.1)

de forma que o tensor δgµν não é obtido simplesmente subindo os ı́ndices de δgµν . Assim
sendo, definimos o tensor ςµν ≡ δgµν , no qual aplicaremos a métrica gµν para subir e descer
ı́ndices. Note que com essa definição ςµν 6= δgµν e, em primeira ordem, δgµν = −ςµν .

Primeiramente definimos as projeções de ςµν nas direções normais e perpendiculares
como,

ςnn = 2φ, (C.2)

h [ςnν ] = −Bν , (C.3)

h [ςµν ] = 2Cµν , (C.4)

e assim temos
ςµν = 2φnµnν + 2B(µnν) + 2Cµν . (C.5)

Como discutido na Seção A.1, para cada métrica existe uma única deriva covariante
associada tal que ∇µgαβ = 0 e ∇̂µĝαβ = 0. Pode-se mostrar [36] que a diferença de duas
derivadas covariantes é dada por um tensor da seguinte forma,

(∇̂µ −∇µ)wν = Lµν
βwβ. (C.6)

Como ambas as conexões têm torção nula, esse tensor satisfaz L[µν]
β = 0. Aplicando a

diferença das derivadas covariantes no tensor métrico ĝµν , obtemos

−∇µĝαβ = Lµα
γ ĝγβ + Lµβ

γ ĝαγ, (C.7)

136
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e, combinando diferentes ordenações de ı́ndices, temos

Lαβ
γ = − ĝ

γσ

2
(∇αĝσβ +∇β ĝσα −∇σĝαβ) , (C.8)

= −g
γσ

2
(∇αςσβ +∇βςσα −∇σςαβ) . (C.9)

C.1 CINEMÁTICA DOS CAMPOS VETORIAIS

Em geral não impomos nenhum tipo de simetria ou v́ınculos a métrica ĝµν . Portanto, não
há, a priori nenhum tipo de seccionamento, nem campos vetoriais privilegiados, como
há quando a variedade é FLRW (ver Seção A.3). Contudo, como estamos interessados
em pequenas perturbações em torno de FLRW, estudaremos a cinemática dos campos
vetoriais m̂µ impondo somente que a diferença entre ele e o campos normal nµ seja
pequena, ou seja, δmµ ≡ m̂µ − nµ será considerado da mesma ordem das perturbações
na métrica.

Os observadores descritos pelo campo vetorial m̂µ são aqueles que a tangente de
sua trajetória coincide com m̂µ. É simples mostrar que o módulo do campo m̂µ está
diretamente relacionado com a parametrização da curva dos observadores e que, quando
o campo é normalizado, as trajetórias dos observadores estão parametrizadas pelo tempo
próprio. Portanto restringimos ao caso normalizado, i.e.,

m̂µm̂ν ĝ
µν = −1 + 2δmµn

µ − 2φ = −1,

o que implica que todos os campos vetoriais normalizados desse tipo satisfazem δmµnµ =
φ. A perturbação pode então ser reescrita como

δmµ = −nµφ+ vµ, (C.10)

onde vµ ≡ h [δmµ] guarda todos os graus de liberdade não fixados de m̂µ e da mesma
forma que ςµν usaremos a métrica de fundo para subir e descer os ı́ndices de vµ. Note que
nesse caso

m̂µ = m̂ν ĝ
µν = nµ + vµ + φnµ +Bµ,

ou seja, δmµ = vµ + φnµ +Bµ.
Pelo teorema de Frobenius, sabemos que se m̂µ for ortogonal a uma hipersuperf́ıcie

então m̂[γ∇̂µm̂ν] = 0. Calculando a derivada covariante de m̂µ, obtemos

∇̂µm̂ν = Kµν − φKµν −∇µφnν +∇µvν + Lµν
γnγ, (C.11)

e aplicando a condição do teorema na expressão acima temos

n[γ∇µvν] = 0,

onde usamos a simetria de Kµν e Lµν
γ. Reescrevemos a expressão acima da seguinte

forma,

n[γ∇µvν] = n[γh
[
∇µvν]

]
= n[γDµvν] =

1

3

(
nγD[µvν] + nνD[γvµ] + nµD[νvγ]

)
= 0,
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ou seja, temos que m̂µ é ortogonal às hipersuperf́ıcies se e somente se D[µvν] = 0. Então,
pelo menos localmente, temos que vµ = Dµf para uma função f arbitrária. Se ao invés de
definir arbitrariamente um campo m̂µ tivéssemos dado uma função tempo arbitrária ct̂,
obteŕıamos que vµ = Dµ(ct̂− ct) satisfazendo automaticamente o teorema de Frobenius.

O próximo passo é definir o projetor das hipersuperf́ıcies definido por ĝµν como

ĥµν = ĝµν + m̂µm̂ν = hµν + δhµν , (C.12)

onde
δhµν = ςµν − 2φnµnν + 2v(µnν) = 2(v(µnν) +B(µnν) + Cµν). (C.13)

Note que, quando o campo m̂µ não for ortogonal às hipersuperf́ıcies ele não definirá

seções espaciais e o projetor ĥµν não terá o mesmo significado. Contudo, a definição
desses objetos será útil para ambos os casos. Subindo um dos ı́ndices do projetor temos

δhµ
ν = nµ(Bν + vν) + vµn

ν . (C.14)

De forma análoga, a inversa do projetor é dada por

ĥµν = ĝµν + m̂µm̂ν = hµν + δhµν , (C.15)

onde a diferença é dada por
δhµν = 2v(µnν) − 2Cµν . (C.16)

Podemos calcular agora a curvatura extŕınseca associada ao campo m̂µ. Como agora

esse campo não é necessariamente geodésico, a curvatura extŕınseca é dada por K̂µν ≡
ĥ
[
∇̂µm̂ν

]
. Expandindo obtemos

K̂µν = ĥ [Kµν + Lµν
γnγ −∇µφnν − φKµν +∇µvν ],

= Kµν + 2(Bγ + vγ)Kγ(µnν) +Dµvν + h [Lµν
γnγ]− φKµν ,

onde o termo projetado é dado por

h [Lµν
γnγ] = h

[
−n

σ

2
(∇µςσν +∇νςσµ −∇σςµν)

]
,

= −1

2
h [∇µ(ςσνn

σ) +∇ν(ςσµn
σ)−Kµσςσν −Kνσςσµ −∇nςµν ],

=
1

2

(
4φKµν + 2D(µBν) + 2KµσCσν + 2KνσCσµ + 2∇nCµν

)
,

= 2φKµν +D(µBν) + Ċµν . (C.17)

Substituindo esse resultado na curvatura extŕınseca, essa fica escrita como

K̂µν = Kµν + 2(Bγ + vγ)Kγ(µnν) +Dµvν +D(µBν) + φKµν + Ċµν . (C.18)
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Usando a métrica perturbada para subir o ı́ndice de K̂µν obtemos também a versão com
um ı́ndice covariante e outro contravariante,

K̂µν = (1 + φ)Kµν +Kαβ(hµ
αvβn

ν + hβ
ν(vα +Bα)nµ) +Dµv

ν +D(µBγ)h
γν

+ Ċµ
ν − 2KµγCγν + 2KγνCµγ, (C.19)

e contraindo a equação acima, temos o traço, que é conhecido como escalar de expansão
perturbado,

Θ̂ ≡ K̂µν ĥµν = Θ +Dαv
α +DαB

α + φΘ + Ċ, (C.20)

onde C ≡ Cµνhµν . Pela Eq. (C.18) vemos que a vorticidade é dada por

ω̂µν ≡ K̂[µν] = D[µvν], (C.21)

e como se espera, quando o campo m̂µ é ortogonal às hipersuperf́ıcies, a vorticidade é zero.
Subtraindo o traço obtido acima da parte simétrica, obtemos o cisalhamento perturbado

σ̂µν ≡ K̂(µν) −
ĥµνΘ̂

3
,

= Kµν −
hµνΘ

3
+ 2(Bγ + vγ)Kγ(µnν) +D(µvν) +D(µBν) + φKµν + Ċµν

− hµν
3

(
Dαv

α +DαB
α + φΘ + Ċ

)
− 2Θ

3

(
v(µnν) +B(µnν) + Cµν

)
,

= (1 + φ)σµν + 2(vγ +Bγ)σγ(µnν) +Dt
µν
γ(vγ +Bγ)

+ Ċt
µν +

2

3
(Cσµν −ΘCt

µν) ,

(C.22)

onde Dt
µν
γ ≡ D(µhν)

γ − hµν
3
Dγ. O tensor Ct

µν é definido como a parte sem traço de Cµν ,
i.e.,

Ct
µν ≡ Cµν −

hµν
3
C. (C.23)

Como discutimos acima, m̂µ não é necessariamente geodésico, portanto outra quanti-
dade cinemática de interesse é a aceleração das curvas definidas por m̂µ, ou seja,

âµ ≡ ∇̂m̂m̂
µ = (vγ +Bγ)Kγµ + φ̇nµ +∇n(vµ +Bµ)− Lαβ

µnαnβ.

Usando a Eq. (C.8) projetamos o tensor Lαβ
µ e, assim,

Lαβ
µnαnβ = −g

µσ

2

(
∇n(ςσβn

β) +∇n(ςσαn
α)−∇σ(ςαβn

αnβ) + ςαβ∇σ(nαnβ)
)
,

= 2φ̇nµ +∇nB
µ +∇µφ+KµαBα,

= 2φ̇nµ + gµνḂν +∇µφ. (C.24)

Substituindo esse resultado na aceleração obtemos

âµ = −Dµφ+ hγµv̇γ. (C.25)

Como a aceleração é de primeira ordem, o seu covetor é dado por âµ = âν ĝνµ = −Dνφ+v̇ν .
Se o campo m̂µ for geodésico então v̇ν = Dνφ.
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C.2 CURVATURA DA MÉTRICA PERTURBADA

Podemos agora calcular o tensor de Riemann associado à derivada covariante ∇̂µ. Para
tanto partimos da sua definição,

[∇̂µ, ∇̂ν ]wα ≡ R̂µνα
βwβ,

utilizando a Eq. (C.6) obtemos

R̂µνα
β = Rµνα

β + 2∇[µLν]α
β + 2Lα[µ

γLν]γ
β, (C.26)

e consequentemente o tensor de Ricci em primeira ordem,

R̂µα = Rµα +∇µLνα
ν −∇νLµα

ν . (C.27)

Lembrando que o tensor de Ricci é simétrico temos somente três possibilidades para pro-
jetá-lo: δRnn, h [δRnα] e h [δRµα] as quais chamaremos de tempo–tempo, tempo–espaço e
espaço–espaço, respectivamente. Como as equações de Einstein (Eq. 2.2) dependem so-
mente do tensor de Einstein e consequentemente do tensor de Ricci e escalar de curvatura,
nas próximos seções calcularemos as posśıveis projeções descritas acima.

Independente da projeção, o primeiro termo da perturbação δRµα pode ser escrito
como

∇µLνα
ν = −∇µ

[
gνσ

2
(∇νςσα +∇αςσν −∇σςνα)

]
,

= ∇µ∇α(φ− C). (C.28)

Outras projeções úteis nas seções seguintes são:

h [Lnα
n] = −h

[
nγnµ

2
(∇µςγα +∇αςγµ −∇γςµα)

]
= −h

[
nγnµ

2
∇αςγµ

]
,

= −Dαφ−KαγBγ,

h [Lnµν ] = h

[
−1

2
(∇nςνµ +∇µ(nαςνα)−Kµαςνα −∇ν(n

αςαµ) +Kναςαµ)

]
,

= −∇nCµν +D[µBν] + 2K[µ
αCν]α,

= −hσµĊν
σ +D[µBν],

h [Lµα
ν ] = −hνγ

2
h [∇µςγα +∇αςγµ −∇γςµα],

= −KµαBν − hνγ (DµCγα +DαCγµ −DγCµα) .

Em conjunto com as projeções já calculadas nas equações (C.17) e (C.24), obtemos a lista
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completa de projeções do tensor Lαβ
µ:

Lnn
n = −φ̇, (C.29)

h [Lnn
µ] = hµγḂγ +Dµφ, (C.30)

h [Lnβ
n] = −Dβφ−KβγBγ, (C.31)

h [Lαβ
n] = 2φKαβ +D(αBβ) + Ċαβ, (C.32)

h [Lnβµ] = −hσβĊµ
σ +D[βBµ], (C.33)

h [Lαβ
µ] = −KαβBµ − hµγ (DαCγβ +DβCγα −DγCαβ) . (C.34)

C.2.1 Projeção Tempo–Tempo

Usando a Eq. (C.27) obtemos essa projeção como

δRnn = ∇µLνα
νnµnα −∇νLµα

νnµnα.

O primeiro termo pode ser obtido diretamente da Eq. (C.28)

∇µLνα
νnµnα = ∂2

ct(φ− C). (C.35)

O outro termo a ser projetado é

∇νLµα
νnµnα = ∇ν(Lnn

ν)− 2Lµα
νKνµnα. (C.36)

Utilizando a Eq. (C.24) reescrevemos o primeiro termo do lado direito como

∇ν(Lnn
ν) = ∇ν(2φ̇n

ν + gναḂα +∇νφ),

= 2(φ̈+ Θφ̇) +DνḂν +∇2φ,

onde ∇2 ≡ ∇α∇α, que por sua vez quando atuando em escalares pode ser ainda simpli-
ficado

∇2φ = gµν∇µ∇νφ = D2φ− φ̈−Θφ̇,

onde D2 ≡ DαD
α. Obtemos então

∇ν(Lnn
ν) = φ̈+ Θφ̇+DνḂν +D2φ. (C.37)

Agora o segundo termo da Eq. (C.36) depende da projeção obtida na Eq. (C.33) e portanto

Lµn
νKνµ = −Kµν∇nCµν ,

e, assim, a Eq. (C.36) fica escrita como

∇νLµα
νnµnα = φ̈+ Θφ̇+DνḂν +D2φ+ 2Kµν∇nCµν . (C.38)

Com isso, reunindo os resultados acima, obtemos a primeira projeção

δRnn = −(C̈ + Θφ̇+DνḂν +D2φ+ 2Kµν∇nCµν). (C.39)
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C.2.2 Projeção Tempo–Espaço

Para obter essa projeção partimos novamente da Eq. (C.27)

h [δRnα] = h [nµ∇µLνα
ν ]− h [nµ∇νLµα

ν ],

e usando a Eq. (C.28), o primeiro termo da equação acima fica dado por

h [nµ∇µLνα
ν ] = ∇nDα(φ− C) = Dα∂ct(φ− C)−KαγDγ(φ− C). (C.40)

O segundo termo pode ser separado em duas partes,

h [nµ∇νLµα
ν ] = h [nµ(∇ν(hσ

νLµα
σ)−ΘnσLµα

σ − nσ∇nLµα
σ)],

= h [nµ∇ν(hσ
νLµα

σ)]− (Θ +∇n)h [Lnα
n]. (C.41)

A segunda parte pode ser calculada usando a Eq. (C.31), i.e.,

(Θ +∇n)h [Lnα
n] = −(Θ +∇n)(Dαφ+KαγBγ). (C.42)

A primeira parte é separada ainda da seguinte forma

h [nµ∇ν(hσ
νLµα

σ)] = h [nµhα
γ∇ν(hσ

νLµγ
σ)],

= h [∇νh [Lnα
ν ]−Kνµh [Lµα

ν ]−Kναh [Lnn
ν ]]. (C.43)

Das projeções acima, a última é simplesmente a projeção da Eq. (C.30), que fica dada
por

Kναh [Lnn
ν ] = KαγḂγ +KαγDγφ, (C.44)

e a segunda projeção pode ser escrita utilizando a Eq. (C.34) como

Kνµh [Lµα
ν ] = −KνµKµαBν −Kµγ (DµCγα +DαCγµ −DγCµα) ,

= −KνµKµαBν −KµγDαCγµ. (C.45)

Para calcular a primeira projeção partimos da Eq. (C.33)

h [∇νh [Lnα
ν ]] = h

[
∇ν
(
−hσαĊν

σ +D[αBν]

)]
,

= −hσαD
νĊν

σ +DνD[αBν], (C.46)

e finalmente, combinando as Eqs. (C.44–C.46), obtemos a Eq. (C.43)

h [nµ∇ν(hσ
νLµα

σ)] = −hσαD
νĊν

σ +DνD[αBν] +KνµKµαBν +KµγDαCγµ

−KαγḂγ −KαγDγφ,

= −hσαD
νĊν

σ +KµγDαCγµ +DνD[αBν] −Kαγ∇nBγ

−KαγDγφ,

e substituindo na Eq. (C.41) temos

h [nµ∇νLµα
ν ] = −hσαD

νĊν
σ +KµγDαCγµ +DνD[αBν] +Bγ(Θ +∇n)Kαγ

−KαγDγφ+ (Θ +∇n)Dαφ.

Unindo os resultados dessa seção obtemos

h [nµδRµα] = −DαĊ +KαγDγC + hσαD
νĊν

σ −KµγDαCγµ −DνD[αBν]

−Bγ(Θ +∇n)Kαγ +KαγDγφ−ΘDαφ. (C.47)
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C.2.3 Projeção Espaço–Espaço

Para completar o conjunto de projeções partiremos novamente da Eq. (C.27),

h [δRµα] = h [∇µLνα
ν ]− h [∇νLµα

ν ].

A primeira projeção é obtida diretamente da Eq. (C.28),

h [∇µLνα
ν ] = DµDα(φ− C)−Kµα∂ct(φ− C), (C.48)

e o segundo termo é dividido da seguinte forma

h [∇νLµα
ν ] = h

[
∇ν(δµ

γδα
σδλ

νLγσ
λ)
]
,

= h [∇νh [Lµα
ν ]]− 2Kν(αh

[
Lµ)n

ν
]
− (Θ +∇n)h [Lµα

n]. (C.49)

Calculamos a primeira projeção usando a Eq. (C.34),

h [∇νh [Lµα
ν ]] = −Dν(KµαBν)− 2DγD(µC

γ
α) +D2Cµα, (C.50)

a segunda com a Eq. (C.33),

2Kν(αh
[
Lµ)n

ν
]

= −2K(α
γhµ)σĊγ

σ +KαγD[µBγ] +KµγD[αBγ], (C.51)

e a terceira com a Eq. (C.32),

(Θ +∇n)h [Lµα
n] = (Θ +∇n)(2φKµα +D(µBα) + Ċµα). (C.52)

Reunindo os resultados acima, obtemos

h [δRµα] = (DµDα −Kµα∂ct)(φ− C) +Dν(KµαBν) + 2DγD(µC
γ
α) −D2Cµα

−KαγDγBµ −KµγDγBα + 2(Θ +∇n)(φKµα) + (Θ + ∂ct)D(µBα)

+ (Θ + ∂ct)Ċµα − 4K(α
γĊµ)γ + 4K(α

γKµ)
σCγσ, (C.53)

e calculando a versão com um ı́ndice covariante e outro contravariante, temos

h [δRµ
ν ] = h [δRµα]hαν − h [Rµn]Bν − 2h [Rµ

α]Cα
ν ,

= (DµD
ν −Kµν∂ct)(φ− C) +DγDµC

νγ +DγD
νCµ

γ −D2Cµ
ν

− 2Dγ(Kµ[γBν]) +KγνDµB
γ + 2(Θ +∇n)(φKµν) + (Θ + ∂ct)(D(µBα)h

αν)

+ (Θ + ∂ct)Ċµ
ν + 2(Θ + ∂ct)(Cµ

γKγν −KµγCγν)
+DµΘBν − 2Rµ

γCγ
ν . (C.54)

Na próxima seção calculamos o escalar de curvatura que depende da quantidade,

h [δRµα]hµα = (D2 −Θ∂ct)(φ− C) +Dν(ΘB
ν) + 2DγDσC

γσ −D2C − 2Kγσ∇nCγσ

+ (Θ +∇n)(2φΘ +DµB
µ + Ċ + 2CµγKµγ). (C.55)
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C.2.4 Escalar de Curvatura

Partindo dos resultados das seções anteriores calculamos o escalar de curvatura da métrica
ĝµν , i.e.,

R̂ ≡ R̂µαĝ
µα = R−Rµαςµα + h [δRµα]hµα − δRnn. (C.56)

O único termo ainda não calculado é

Rµαςµα = 2(Rnnφ+ h [Rµn]Bµ + h [Rµν ]Cµα),

= 2(−(KµαKµα + Θ̇)φ+ (DαKαµ −DµΘ)Bµ (C.57)

+ (Rµα +∇nKµα +KµαΘ)Cµα) ,

onde utilizamos as projeções do tensor de Ricci que são dadas nas Eqs (A.29–A.31),
calculadas na Seção A.2. Com isso,

δR = 2(C̈ + ΘĊ +DµDνCµν −D2C +Kµν∇nCµν −RµνCµν)

+ 2(∇nDµB
µ +KµνDµBν +BµDµΘ + ΘDµB

µ) (C.58)

+ 2(Θφ̇+ 2φΘ̇ +D2φ+ Θ2φ+KµνKµνφ).

C.2.5 Tensor de Einstein

Para encontrarmos as equações de movimento, precisamos calcular o tensor de Einstein
em função das perturbações. Para tanto temos

Ĝµν = R̂µν −
ĝµν
2
R̂ = Gµν + δRµν −

ςµνR + gµνδR

2
, (C.59)

Ĝµ
α = Ĝµν ĝ

να = Gµ
α +

(
δRµν −Rµ

γςγν −
gµνδR

2

)
gνα. (C.60)

Como fizemos para o tensor de Ricci, calcularemos δGµν em termos das projeções, sendo
a primeira dada por

δGn
n = δRnn −Rn

γςγn +
δR

2
,

= ΘĊ +DµDνCµν −Kµν∇nCµν −D2C −RµνCµν

+Dγ(ΘB
γ −KγνBν) + (Θ2 −KµνKµν)φ. (C.61)

As projeções cruzadas são

h
[
δGn

β
]

= δRnνhνβ −Rn
γςγνhνβ, (C.62)

= ∂ctDαC
αβ + 2KαγDγCα

β −KµνDβCµν − SαγβCαγ −DβĊ +KβγDγC

− hαβDνD[αBν] −Bγ(Θ +∇n)Kβγ + (KµνKµν + Θ̇)Bβ

+KβγDγφ−ΘDβφ,

h [δGβ
n] = h [δRnβ]−Rµ

γςγnhµβ, (C.63)

= −DβĊ +KβγDγC + hσβD
νĊν

σ −KµγDβCγµ

−DνD[βBν] +RβγB
γ

+KβγDγφ−ΘDβφ+ 2(DνKνβ −DβΘ)φ.
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Por fim, os termos espaciais são

h [δGµ
α]hαν = rµν

αβ(DαDβφ+Kαβ(φ̇+ Θφ) + 2φ∇nKαβ)

+ φKαβ(hαβKµν −Kαβhµν)

+KµγD[νBγ] +KνγD[µBγ]

+ rµν
αβ((Θ +∇n)D(αBβ) +BγDγKαβ)− rµ

γαβDγKαβBν

+DαBβ(Kµνhαβ − hµνKαβ)

+ rµν
αβ(2DγD(αC

γ
β) −DαDβC)−DαDβ(hαβCµν − hµνCαβ)

+ (∂ct + Θ)Ċµν − 4(K(µ
αhν)

β)Ċαβ + 4K(µ
αKν)

βCαβ

+ rµν
αβKαβĊ − hµν(C̈ + (Kαβ −Rαβ)∇nCαβ)

− 2Cµα(Rα
ν + (∇n + Θ)Kαν),

onde rµναβ ≡ 2hµ[αhν]β.

C.3 CURVATURA DAS HIPERSUPERF́ICIES

Na Seção C.1 mostramos que um campo vetorial arbitrário m̂µ define uma série de
variáveis cinemáticas associadas a ele. Quando esse campo é também ortogonal às hiper-
superf́ıcies, ele define também seções espaciais. Dessa forma podemos então calcular a
curvatura associada a essas seções espaciais. Vamos repetir o cálculo feito na Seção A.2.1
porém, como agora m̂µ não é necessariamente geodésico, temos que

∇̂µm̂ν = K̂µν − m̂µâν , (C.64)

onde âµ ≡ ∇̂m̂m̂µ. Além disso K̂µν não é necessariamente simétrico. De forma análoga

a Eq. (A.17), definimos a derivada covariante D̂µ. Note que estamos fazendo o cálculo
no qual m̂µ não é necessariamente ortogonal às seções espaciais, portanto essa derivada
e os tensores que iremos calcular só terão significado de derivada covariante e curvatura
quando m̂µ for ortogonal às hipersuperf́ıcies.

Partimos do comutador da derivada D̂µ segunda de um campo uµ que satisfaz ĥ [uµ] =
uµ, i.e.,

D̂µD̂νuα = ĥ
[
∇̂µ

(
ĥν

γ ĥα
σ∇̂γuσ

)]
,

= K̂µν ĥ
[
∇̂m̂uα

]
− K̂µαK̂νσuσ + ĥ

[
∇̂µ∇̂νuα

]
.

Com isso, o comutador é escrito como

[D̂µ, D̂ν ]uα = 2ω̂µν ĥ
[
∇̂m̂uα

]
+ (K̂ναK̂µσ − K̂µαK̂νσ)uσ + ĥ

[
R̂µνα

σ
]
uσ. (C.65)

Quando a vorticidade é nula temos

R̂µνα
β = K̂ναK̂µβ − K̂µαK̂νβ + ĥ

[
R̂µνα

β
]
. (C.66)
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Usaremos a expressão acima mesmo quando m̂µ não for ortogonal às seções espaciais.
Nesse caso vale notar que o tensor R̂µναβ não tem as mesmas simetrias que um tensor de
Riemann (ver Eqs. A.8–A.11). Contraindo um par de ı́ndices, obtemos o tensor de Ricci

R̂µα = K̂ναK̂µν − K̂µαΘ̂ + ĥ
[
R̂µα

]
+ ĥ

[
R̂µm̂αm̂

]
, (C.67)

onde o último termo do lado direito pode ser escrito (analogamente a Eq. A.28) como

ĥ
[
R̂µm̂αm̂

]
= −K̂µνK̂να − ĥ

[
∇̂m̂K̂µα

]
+ D̂µâα + âµâα. (C.68)

Substituindo na Eq. (C.67) obtemos

R̂µα = ĥ
[
R̂µα

]
− K̂µαΘ̂− ĥ

[
∇̂m̂K̂µα

]
+ D̂µâα + âµâα, (C.69)

definimos também o escalar contraindo a equação acima

R̂ = R̂ + R̂m̂m̂ − Θ̂2 − ∇̂m̂Θ̂ + D̂µâ
µ + âµâ

µ,

e, contraindo a Eq. (C.68), podemos substituir o termo R̂m̂m̂ e obter

R̂ = R̂− K̂µνK̂νµ − Θ̂2 − 2∇̂m̂Θ̂ + 2D̂µâ
µ + 2âµâ

µ. (C.70)

Finalmente escreveremos o escalar acima diretamente em termos das perturbações em
primeira ordem. Lembrando que como âµ não tem termo de ordem zero, então o termo
âµâ

µ não contribui em primeira ordem. Para tanto primeiro temos, usando as Eqs. (C.18),
(C.20) e (C.25):

K̂µνK̂νµ −KµνKνµ = 2
(
KµνδKνµ − 2KµαKνβCαβ

)
,

= 2Kµν
(
D(µvν) +D(µBν) + φKµν +∇nCµν

)
,

Θ̂2 −Θ2 = 2ΘδΘ = 2Θ
(
Dαv

α +DαB
α + φΘ + Ċ

)
,

∇̂m̂Θ̂− Θ̇ = δmµ∇µΘ + ˙δΘ,

= (vµ + φnµ +Bµ)∇µΘ +∇n

(
Dαv

α +DαB
α + φΘ + Ċ

)
,

D̂µâ
µ = Dµâ

µ = −D2φ+Dγ v̇γ.

Combinando com a Eq. (C.58) e com o aux́ılio da Eq. (A.41), temos finalmente

δR ≡ R̂ −R = 2
(
(Sµ − Sµγγ)vµ + (Kµν −Θhµν)Dµvν −D2C − (Rµν −DµDν)Cµν

)
.

(C.71)
Para calcular a Eq. (C.69) em termo das perturbações, é conveniente calcular o tensor

de curvatura das hipersuperf́ıcies da forma R̂µ
ν . Nesse caso a derivada temporal da

curvatura extŕınseca é dada por

£m̂K̂µν = ∇̂m̂K̂µν + K̂γν∇̂µm̂
γ − K̂µγ∇̂γm̂

ν ,

= ∇̂m̂K̂µν − m̂µâ
γK̂γν ,
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onde usamos a Eq. (C.64), e portanto

ĥ
[
£m̂K̂µν

]
= ĥ

[
∇̂m̂K̂µν

]
. (C.72)

Usando a equação acima, reescrevemos a Eq. (C.69) da forma

R̂µ
ν = ĥ

[
R̂µ

ν
]
− K̂µνΘ̂− ĥ

[
£m̂K̂µν

]
+ D̂µâ

ν + âµâ
ν . (C.73)

Expandindo em primeira ordem temos

δRµ
ν = (δhµ

γhβ
ν + δhβ

νhµ
γ) (Rγ

β − K̇γβ) + h [δRµ
ν ]−KµνδΘ− δKµνΘ

− ∂cth [δKµν ]− h [£δmKµν ] +Dµâ
ν , (C.74)

e tomando as projeções da equação acima, temos que δRn
n = 0. As projeções cruzadas

são dadas por

h [δRµ
n] = −vβRµ

β, (C.75)

h [δRn
ν ] = −(vγ +Bγ)Rγ

ν , (C.76)

onde usamos a Eq. (A.29) para reescrever os termos com derivada temporal da curvatura
extŕınseca. Para calcular a projeção espacial, primeiro note que

h [δKµν ] = φKµν +Dµv
ν +D(µBγ)h

γν + Ċµ
ν − 2KµγCγν + 2KγνCµγ,

h [£δmKµν ] = φK̇µν + (vγ +Bγ)DγKµν +KγνDµ(vγ +Bγ)−KµγDγ(v
ν +Bν),

reunindo os resultados acima obtemos

h [δRµ
ν ] = DγDµC

γν +DγD
νCµ

γ −DµD
νC −D2Cµ

ν − 2Rµ
γCγ

ν

+ vγ (DνKγµ − 2DγKµν)−KµνDγv
γ −Dµ(Θvν) +Dγ(Kµγvν)

+Dµ(Kγνvγ) + vµDγKγν − vµDνΘ,

= DγDµC
γν +DγD

νCµ
γ −DµD

νC −D2Cµ
ν − 2Rµ

γCγ
ν (C.77)

+ Sµ
ν
γv

γ + Sµv
ν + vµS

ν −Dγ(Kµνvγ)−ΘDµv
ν

+KµγDγv
ν +Dµv

γKγν − vµDγKγν −DγKµγvν .

C.4 PERTURBAÇÕES NO TENSOR ENERGIA–MOMENTO

Como vimos no Apêndice B, podemos descrever fluidos em equiĺıbrio térmico utilizando
um fluido perfeito e as equações termodinâmicas usuais. Porém, esse tratamento é bem
motivado somente para fluidos de part́ıculas ultra-relativ́ısticas ou para fluidos frios, pois
são casos onde o equiĺıbrio térmico é posśıvel. Nesta seção faremos a descrição de um
fluido perfeito perturbado, tal que não seja necessariamente escrito como fluido perfeito.
No caso do fluido perfeito o campo de velocidades que aparece na sua descrição coincide
com o autovetor do tensor energia–momento. Dessa forma, podemos escrever o tensor
perturbado usando seu autovetor, i.e., T̂ µν û

ν = −ρ̂ûµ,

T̂µν = ρ̂ûµûν + p̂p̂µν + Π̂µν . (C.78)
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A diferença entre essa decomposição e a feita na Seção B.1 é que nessa o fluxo de energia
é nulo. Definindo a projeção p̂µν analogamente ao projetor hµν definido para os campos
nµ na Seção A.2, temos

p̂µ
αT̂ µν û

ν = −p̂µ
αρ̂ûµ = 0.

Vale ressaltar que na decomposição feita na Seção B.1 temos um total de 13 graus de
liberdade, 10 do tensor energia–momento mais 3 do campo nµ normalizado. Na repre-
sentação acima, temos somente os 10 graus do tensor energia–momento. Representaremos
as variáveis cinemáticas associadas ao campo ûµ como aceleração âµ ≡ ∇̂ûû

µ e tensor cur-
vatura extŕınseca

Êµν ≡ p̂
[
∇̂µûν

]
,

suas contrações Ĝ ≡ Êµµ e

Ĉµν = Êµν −
p̂µν
3

Ĝ,

onde usamos o śımbolo
D̂µ· ≡ p̂

[
∇̂µ·
]

para representar a derivada espacial associada.1 Existe ainda um campo vetorial N̂µ, que
representa o fluxo do número de part́ıculas,2 como discutido no Apêndice B. Vamos nos
restringir ao caso onde o fluxo de número tem a mesma direção de ûµ, assim N̂µ = −ε̂ûµ,
onde ε̂ ≡ N̂µûµ representa a densidade de número medida pelos observadores definidos
pelo fluido.

Impomos que δuµ = ûµ − nµ, δρ = ρ̂ − ρ, δε = ε̂ − ε e δp = p̂ − p são da mesma
ordem que as perturbações na métrica δgµν . O campo ûµ representa a quadrivelocidade
do fluido e como é normalizado, pode ser decomposto como na Eq. (C.10)

δuµ = −nµφ+ Vµ, (C.79)

onde V µ ≡ h [δuµ]. Lembre que todas as equações deduzidas nas Seções C.1 e C.3 valem
para a quadrivelocidade do fluido, substituindo vµ por V µ. Dada essas definições temos
que a perturbação no tensor energia–momento é dada por

δT µν = (δρ− 2φ)nµnν + 2(ρ+ p)n(µVν) + δphµν + 2p(n(µBν) + Cµν) + δΠµν , (C.80)

δT µ
ν = δρnµn

ν + (ρ+ p)(Vµn
ν + nµ(V ν +Bν)) + δphµ

ν + δΠµ
ν , (C.81)

δT µν = (δρ+ 2φ)nµnν + 2(ρ+ p)V (µnν) + 2ρn(µBν) + δphµν − 2pCµν + δΠµν , (C.82)

e a perturbação no traço,
δT = −δρ+ 3δp. (C.83)

1Lembrando que esse operador e os tensores respectivos somente serão definidos como curvatura
extŕınseca e derivada covariante nas hipersuperf́ıcies quando esse campo for irrotacional.

2Em geral, representa qualquer contagem conservada, como número bariônico, número total de carga,
entre outras.
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A conservação do tensor energia–momento impõe que ∇̂µT̂
µν = 0. Usando a forma de

T̂ µν , temos as duas projeções

p̂
[
∇̂αT̂

α
µ

]
= D̂µp̂+ (ρ̂+ p̂)âµ + D̂αΠ̂α

µ = 0, (C.84)

−ûν∇̂µT̂
µν = ∇̂ûρ̂+ Ĝ(ρ̂+ p̂) + ĈµνΠ̂

µν = 0. (C.85)

Em termo das perturbações temos, da primeira equação,

(Bν + V ν)Dνp = 0, (C.86)

Vµṗ+Dµδp+ (ρ+ p)(V̇µ −Dµφ) +DαδΠ
α
µ = 0, (C.87)

e da segunda equação

δ̇ρ+ φρ̇+ (Bν + V ν)Dνρ+ Θ(δρ+ δp) + δG(ρ+ p) + σµνδΠ
µν = 0, (C.88)

onde δG é dado na Eq. (C.20). A última equação relevante para o tensor energia–momento
vem da conservação do número de part́ıculas,

∇̂µN̂
µ = −∇̂µ (ûµε̂) = −

(
∇̂ûε̂+ Ĝε̂

)
= 0.

Em termos das perturbações, temos

δ̇ε+ φε̇+ (Bν + V ν)Dνε+ Θδε+ δGε = 0. (C.89)



APÊNDICE D

FORMALISMO LAGRANGIANO PARA A
GRAVITAÇÃO

As equações de movimento podem ser obtidas a partir do formalismo de Euler-Lagrange.
Para esse fim, usamos a ação de Einstein-Hilbert,

Ŝg =

∫
d4x
√
−ĝR̂ =

∫
d4xL̂g, (D.1)

onde ĝ é o determinante da métrica ĝµν e L̂g ≡
√−ĝR̂ é a densidade Lagrangiana. Para

obtermos a ação associada às perturbações em primeira ordem, precisamos calcular a ação
até os termos quadráticos nas perturbações. Neste apêndice, apresentamos as ferramentas
necessárias para calcular essa ação.

D.1 DETERMINANTE DA MÉTRICA

De forma rigorosa a integração na variedade é definida como

∫

U

e ≡
∫

U

d4xf,

onde U é um subconjunto aberto da variedade M , e é uma 4-forma diferencial, que em um
sistema de coordenadas é dada por e = eµναβdxµ∧dxν∧dxα∧dxβ = fdx0∧dx1∧dx2∧dx3.
Dessa forma a integração na variedade é definida como a soma das integrais em cada
subconjunto disjunto. Definimos a 4-forma (natural) de integração compat́ıvel com a
métrica como sendo aquela que eµναβe

µναβ = −4! e ∇γeµναβ = 0. Com essas definições
temos que

eµναβe
µναβ = eµναβeσγληg

µσgνγgαλgβη = 4!e2
0123g

−1 = −4!,

onde g é o determinante de gµν no sistema de coordenadas usado para calcular e0123, e
portanto e0123 =

√−g. Para mais detalhes e uma discussão completa sobre integração
em variedades, veja [36, Apêndice B].

D.1.1 Expansão do Determinante

Usando as definições acima, podemos calcular a relação entre a 4-forma natural da métrica
perturbada e a de fundo. Para tanto, partimos da definição da 4-forma natural

êµναβ êσγληĝ
µσĝνγ ĝαλĝβη = −4!,

150
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definimos sua relação com a de fundo como êµναβ = (1 + δf)eµναβ,1 e, consequentemente,
êµναβ = (1 + δf)−1eµναβ com a qual obtemos

(1 + δf)2 = −e
µναβeσγληĝµσĝνγ ĝαλĝβη

4!
. (D.2)

Expandindo o lado direito em potências do tensor ςµν ≡ δgµν (definido no Apêndice C),
temos em segunda ordem

(1 + δf)2 = −−4! + 4eµναβeσναβςµ
σ + 6eµναβeσγαβςµ

σςν
γ

4!
. (D.3)

Note que a quantidade eµναβe
φναβ deve ser proporcional a δµ

φ pela anti-simetria do tensor.
Como o traço da quantidade acima é eµναβe

µναβ = −4!, pela definição da 4-forma natural,
e δµ

µ = 4, temos que
eµναβe

φναβ = −3!δµ
φ. (D.4)

Seguindo passos similares podemos mostrar que

eµναβe
φθαβ = −2!(δµ

φδν
θ − δµθδνφ). (D.5)

Com essas equações obtemos

(1 + δf)2 = 1 + ς +
ς2 − ςµνςµν

2
, (D.6)

δf =
ς

2
− ςµνς

µν

4
+
ς2

8
, (D.7)

onde ς ≡ ςµνg
µν é o traço da perturbação na métrica. Com isso, para um sistema

de coordenadas espećıfico, temos a seguinte relação entre os determinantes da métrica
perturbada e de fundo,

√
−ĝ =

√−g
(

1 +
ς

2
− ςµνς

µν

4
+
ς2

8

)
. (D.8)

D.1.2 Derivada do Determinante

Além da expansão do determinante, é necessário obter relações que envolvem suas deri-
vadas. Como vimos no começo da seção, a 4-forma natural é definida de forma que sua
derivada covariante é nula e, portanto, a derivada espacial (como definido na Eq. A.17)
da 4-forma também será nula, já que Dγeµναβ = h [∇γeµναβ] = 0.

A derivada de Lie em relação a um campo vetorial arbitrário vµ é calculada como

£veµναβ = vγ∇γeµναβ + eγναβ∇µv
γ + eµγαβ∇νv

γ + eµνγβ∇αv
γ + eµναγ∇βv

γ.

Usando o fato que a derivada covariante da 4-forma é zero, a Eq. (D.4) e que £veµναβ ∝
eµναβ, obtemos

£veµναβ = (∇µv
µ)eµναβ. (D.9)

1Como o espaço das 4-formas em uma variedade de quatro dimensões é unidimensional, todas as
4-formas são proporcionais entre si.
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Como a derivada de Lie satisfaz a regra de Leibniz, temos que

£v(feµναβ) = (vγ∇γf + f∇γv
γ) eµναβ = ∇γ(fv

γ)eµναβ. (D.10)

Pode-se mostrar que uma 4-forma do tipo (∇µv
µ)eµναβ pode ser escrita como uma

derivada exterior da 3-forma vµeµναβ. Portanto, pelo teorema de Stokes,2 sua integral é
dada pela integral da superf́ıcie determinada pelo campo vµ.

Nas seções a seguir, chamaremos de termos de superf́ıcie aqueles da forma £v(feµναβ)
ou (∇µv

µ)eµναβ e, por simplicidade, usaremos o śımbolo
√−g para representar a 4-forma

eµναβ. Vale ressaltar que esses termos não são relevantes para o prinćıpio variacional.

D.2 LAGRANGIANA DA GRAVITAÇÃO

Para calcular o escalar de curvatura partimos da Eq. (C.26) e obtemos o tensor de Ricci
sem desprezar nenhum termo,

R̂µα = Rµα +∇µLaα −∇νLµα
ν + Lµα

γLaγ − Lνα
γLµγ

ν ,

onde Laα ≡ Lνα
ν . Pela Eq. (C.8), vemos que Lµα

γ não tem termos de ordem zero, pois
o termo ∇µĝαβ = ∇µςµν parte de ordem um. Com isso, temos

R̂ = R+Rµαδg
µα+∇µ(La

µ−Lb
µ)+Lb

µLaµ−LµναL
µαν+(∇µLaν−∇γLµν

γ)δgµν+O
(
ς3
µν

)
,

(D.11)
onde Lb

µ ≡ gαβLαβ
µ. O próximo passo é calcular a perturbação da inversa da métrica

até segunda ordem, para tanto temos

ĝµαĝ
αν = δµ

ν + ςµαg
αν + gµαδg

αν + ςµαδg
αν = δµ

ν ,

ςµαg
αν + gµαδg

αν + ςµαδg
αν = 0.

Usando o resultado em primeira ordem (Eq. C.1), obtemos

δgµν = −ςµν + ςµλςλ
ν +O

(
ς3
µν

)
. (D.12)

Calculamos agora o produto L̂g =
√−ĝR̂ utilizando as Eqs. (D.8), (D.11) e (D.12),

L̂g = Lg +
√−g

(
−Gµνς

µν +
(
Rµν −

gµν
4
R
)
ςµα

(
ςαν − gανς

2

))
+ L(1)

sup

+
√−g

(
Lb

µLaµ − LµναL
µαν − (∇µLaν −∇γLµν

γ)ςµν +∇µ(La
µ − Lb

µ)
ς

2

)
,

onde os termos de superf́ıcie de primeira ordem são dados por

L(1)
sup =

√−g∇µ(La
µ − Lb

µ). (D.13)

Termos com derivada covariante de L equivalem aos termos de derivada segunda nas
perturbações. Para simplificá-los, primeiro note que os termos de L aparecem de forma

2Ver Teorema B.2.1 da Ref. [36].
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quadrática e, logo, precisamos somente de L em primeira ordem. Contraindo a Eq. (C.9)
temos

Laµ = −∇µς

2
, Lbµ = −∇νς

ν
µ +
∇µς

2
,

e tomando a Eq. (C.7) em primeira ordem,

∇µςαβ = −2Lµ(αβ).

Reescrevemos os termos com derivadas de L como

∇µLaνς
µν = ∇µ(Laνς

µν)− Laν∇µς
µν = ∇µ(Laνς

µν) + Laν(La
ν + Lb

ν),

∇γLµν
γςµν = ∇γ(Lµν

γςµν)− Lµνγ∇γςµν = ∇γ(Lµν
γςµν) + 2LµνγLγ(µν),

∇µ(La
µ − Lb

µ)
ς

2
= ∇µ

(
(La

µ − Lb
µ)
ς

2

)
+ (La

µ − Lb
µ)Laµ,

e substituimos esses resultados na equação de L̂g obtendo

L̂g = Lg +
√−g

(
−Gµνς

µν +
(
Rµν −

gµν
4
R
)
ςµα

(
ςαν − gανς

2

))

+
√−g

(
LµνγLγ(µν) − LaµLb

µ
)

+ L(1)
sup + L(2)

sup, (D.14)

onde os novos termos de superf́ıcie são

L(2)
sup =

√−g∇µ

(
Lαβ

µςαβ + (La
µ − Lb

µ)
ς

2
− Laνς

µν
)
. (D.15)

Por fim, escrevemos os termos quadráticos em L como

LµνγLγ(µν) − LaµLb
µ =
∇γςµν

4
(∇µςγν +∇νςγµ −∇γςµν) +

∇γς

2

(∇γς

2
−∇σς

σγ

)
,

e, com esses resultados, a perturbação em segunda ordem na Lagrangiana é dada por

L(2)
g√−g =

L(2)
sup√−g +

(
Rµν −

gµν
4
R
)
ςµα

(
ςαν − gανς

2

)

+
∇γςµν

4
(2∇µςγν −∇γςµν) +

∇γς

2

(∇γς

2
−∇σς

σγ

)
. (D.16)

Formando a ação com a Lagrangiana acima, podemos obter as equações de movimento
para as perturbações em primeira ordem variando essa ação em relação ao campo ςµν .
Em primeira ordem o tensor de Einstein é dado por

Ĝµν = Gµν +
1

2

(
gµνGαβς

αβ +
(
ςµν −

gµνς

2

)
G
)

+∇µLaν −∇γLµν
γ − gµν

2
(∇γLa

γ −∇γLb
γ). (D.17)
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A versão com os ı́ndices contravariantes está relacionada com a expansão acima como

δGµν = δGαβg
αµgβν − 2ςγ(µGν)

γ, (D.18)

e deve ser reobtido variando a ação

S(2)
g =

∫
d4xL(2)

g . (D.19)

Para isso, note que a variação em relação aos termos com derivada covariante de ςµν
podem ser escritos esquematicamente como,3

∇σ

(
∂Lµνγ

∂∇σςαβ
P

)
= −1

2

(
∇µδγ

(αδν
β) +∇νδγ

(αδµ
β) −∇γδµ

(αδν
β)
)
P,

para qualquer tensor P . Usando a fórmula acima na Eq. (D.14), obtemos

∇σ

(
∂Lµνγ

∂∇σςαβ
Lγµν

)
= −1

2

(
∇µL

µ(αβ) +∇νL
αβν −∇γL

γ(αβ)
)

= −∇νL
αβν

2
,

∇σ

(
∂Lµνγ

∂∇σςαβ
gνγLb

µ

)
= −1

2

(
∇µg

αβ +∇(αδµ
β) −∇(βδµ

α)
)

Lb
µ = −∇µLb

µgαβ

2
,

∇σ

(
∂Lµνγ

∂∇σςαβ
gµνLa

γ

)
= −1

2

(
2∇(αδγ

β) −∇γg
αβ
)

La
γ = −∇(αLa

β) +
∇γLa

γgαβ

2
.

Somando esses resultados, temos que a variação da parte com derivadas,

S
(2)
g,deriv =

∫
d4x
√−g

(
LµνγLγ(µν) − LaµLb

µ
)
, (D.20)

é dada por

δS
(2)
g,deriv

δςαβ
= −√−g

(
∇(αLa

β) −∇νL
αβν − gαβ

2
(∇γLa

γ −∇µLb
µ)

)
. (D.21)

O próximo passo é calcular a variação dos termos sem derivadas,

S(2)
g,ς =

∫
d4x
√−g

((
Rµν −

gµν
4
R
)
ςµα

(
ςαν − gανς

2

))
, (D.22)

em relação ao campo ςαβ, i.e.,

δS
(2)
g,ς

δςαβ
=
√−g

(
−R

µνςµνg
αβ − ςαβR
2

+ 2Gµ(αςµ
β) − ςGαβ

2

)
. (D.23)

3Os termos que envolvem derivada no campo ςµν são escritos como uma derivada total menos o termo
com a derivada agindo sobre o coeficiente, i.e.,

√−gPµαβ∇µςαβ = ∇µ(
√−gPµαβςαβ)−√−gςαβ∇µPµαβ .

Portanto, na fórmula, estamos desprezando o termo de superf́ıcie.
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Usando a Eq. (D.17), temos que a variação da Lagrangiana completa da gravitação em
segunda ordem é dada por,

δS
(2)
g

δςαβ
=
√−g

(
−δGαβ − ςGαβ

2

)
, (D.24)

que possui um termo adicional a perturbação do tensor de Einstein.
Na próxima seção obteremos a perturbação no tensor energia–momento da Lagran-

giana da matéria mais um termo adicional, ao expandi-la em segunda ordem. De forma
que, ao variarmos em relação a ςµν , obteremos as perturbações de primeira ordem nas
equações de Einstein mais termos adicionais. Esses termos combinados com aqueles da
Lagrangiana de matéria se anulam com as equações de fundo.

D.2.1 Decomposição em Hipersuperf́ıcies

Na Seção D.2 escrevemos a Lagrangiana da gravitação em segunda ordem nas per-
turbações e mostramos que a variação da ação formada por ela fornece as equações de
movimento corretas. Para quantizar essas teorias, é necessário seccionar a variedade em
hipersuperf́ıcies, para definir uma Hamiltoniana para o sistema, assim como ter a álgebra
de Lie das transformações canônicas dos campos. Portanto, nessa seção faremos a de-
composição da Lagrangiana em termos das decomposições descritas nas Eqs. (C.2–C.4).

Para calcular a Lagrangiana dada na Eq. (D.14), obtemos primeiro que os tensores
Laµ e Lbµ podem ser escritos, usando as Eqs. (C.29–C.34), como

Laµ = nµ∂ct(C − φ)−Dµ(C − φ), (D.25)

Lbµ = −nµ(∂ct(C + φ) + 2Θφ+DγB
γ + 2KαβCαβ)

− ((Θ + ∂ct)Bµ + 2DγC
γ
µ +Dµ(φ− C)), (D.26)

e, portanto, o produto La
µLbµ é dado por

La
µLbµ = ∂ct(C − φ)(∂ct(C + φ) + 2Θφ+DγB

γ + 2KαβCαβ)

+Dµ(C − φ)((Θ + ∂ct)Bµ + 2DγC
γ
µ +Dµ(φ− C)). (D.27)

Para calcular o produto Lµν
γLγ

µν , decompomos o tensor Lµν
γ da forma

Lµν
γ = −nµnνnγLnn

n − nµh [Lnν
γ]− nνh [Lµn

γ]− nγh [Lµν
n]

+ h [Lµν
γ] + nµnνh [Lnn

γ] + nµn
γh [Lnν

n] + nνn
γh [Lµn

n],

e assim o produto é

Lµν
γLγ

µν = −Lnn
nLnn

n − h [Lnγ
ν ]h [Lnν

γ]− 2h [Ln
µν ]h [Lµν

n]

+ h [Lγ
µν ]h [Lµν

γ] + 2h [Lγ
nn]h [Lnn

γ] + h [Ln
µn]h [Lµn

n]. (D.28)
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Os produtos individuais são dados por,

Lnn
nLnn

n = φ̇2, (D.29)

h [Lnγ
ν ]h [Lnν

γ] = (Ċν
γ − hγσD[σBν])(Ċγ

ν − hγβD
[νBβ]), (D.30)

h [Ln
µν ]h [Lµν

n] = −Ċνσ(2φKσν +D(σBγ)h
γν + Ċσ

ν + 2KβνCσβ), (D.31)

h [Lγ
µν ]h [Lµν

γ] = (KγµBν +DγC
µν)(KµνBγ + 2D(µCν)

γ −DγCµν), (D.32)

h [Lγ
nn]h [Lnn

γ] = −(Dγφ+KγσBσ)(hγβḂβ +Dγφ), (D.33)

h [Ln
µn]h [Lµn

n] = (Dγφ+KγσBσ)(Dγφ+KγβBβ). (D.34)

Usando as fórmulas acima, podemos calcular a Lagrangiana em função das perturbações
decompostas. Nesse trabalho faremos esse cálculo somente no caso onde a métrica de
fundo é de FLRW.

D.2.1.1 Métrica de Fundo Homogênea e Isotrópica Podemos aplicar as simpli-
ficações obtidas nos Caṕıtulos 2 e 3 para o conjunto de métricas homogêneas e isotrópicas
(modelos de FLRW). Primeiramente calculamos a seguinte soma l1 ≡ −h [Lnγ

ν ]h [Lnν
γ]−

2h [Ln
µν ]h [Lµν

n],

l1 = Ċν
γĊγ

ν + 2DγBνĊγ
ν −D[νBσ]D

[σBν] +
4Θ

3

(
φĊ + Ċγ

νCν
γ
)
, (D.35)

onde usamos a forma da curvatura extŕınseca para essas métricas (Eq. 2.10). Usando a
Eq. (C.19), obtemos a relação

δKνγδKγν = Ċν
γĊγ

ν + 2DγBνĊγ
ν +D(σBν)D

(σBν)

+
Θ2

3
φ2 +

2Θφ

3

(
DγB

γ + Ċ
)
.

Substituindo a equação acima na Eq. (D.35), temos

l1 = δKνγδKγν −DνBσD
σBν +

Θ

3

(
2φδΘ + 4Ċγ

νCν
γ − 3Θφ2 − 4φDγB

γ
)
.

Lembrando que ˙√−g = Θ
√−g (veja Eq. D.9), reescrevemos os termos

4Θ

3
Ċγ

νCν
γ =

1√−g∂ct
(√−g2Θ

3
Cγ

νCν
γ

)
− 2

(
Θ̇ + Θ2

3

)
Cγ

νCν
γ,

−DνBσD
σBν = −Dν(BσD

σBν) +Dσ(BσDνB
ν) + 2KBσB

σ − (DνB
ν)2,

onde usamos a forma do tensor de Riemann nas hipersuperf́ıcies dada na Eq. (2.6). Logo,
temos

l1 = δKνγδKγν +
2φΘ(δΘ− 2DγB

γ)

3
+ 2KBσB

σ − (DνB
ν)2

−Θ2φ2 − 2

(
Θ̇ + Θ2

3

)
Cγ

νCν
γ,
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onde omitimos o termos de derivada total. Reorganizando os termos da Eq. (D.27) com
derivada temporal, l2 = −∂ct(C − φ)(∂ct(C + φ) + 2Θφ+DγB

γ + 2KαβCαβ), temos

l2 = (φ̇+ Θφ)2 − δΘ2 +DγB
γ
(
φ̇+ δΘ + Θφ

)
+

2ΘC

3
∂ct(φ− C). (D.36)

Com as relações abaixo

2ΘCφ̇

3
=

2

3

(
∂ct(
√−gΘCφ)√−g − (Θ2 + Θ̇)Cφ+ Θ2φ2 −ΘδΘφ+ ΘφDγB

γ

)
,

−2ΘCĊ

3
= −1

3

(
∂ct(
√−gΘC2)√−g − (Θ2 + Θ̇)C2

)
,

2Θφφ̇ =
∂ct(
√−gΘφ2)√−g − (Θ̇ + Θ2)φ2,

DγB
γφ̇ =

∂ct(
√−gDγB

γφ)√−g − Θ

3
φDγB

γ − φDγḂγ,

eliminamos os termos com derivada temporal de φ e C, obtendo

l2 = φ̇2 − Θ̇φ2 +
2Θ2φ2

3
+ δΘ

(
−δΘ +DγB

γ − 2Θφ

3

)

− φDγḂγ +
Θ̇ + Θ2

3
(C2 − 2Cφ),

(D.37)

onde omitimos os termos de derivada total. Reunindo os outros termos da Eq. (D.27)
com os produtos dados nas Eqs. (D.29), (D.33) e (D.34), l3 ≡ −LaµLb

µ− l2−Lnn
nLnn

n+
2h [Lγ

nn]h [Lnn
γ] + h [Ln

µn]h [Lµn
n], obtemos

l3 = −φ̇2 −DγφḂγ −DγCḂγ −
2ΘBγḂγ

3
−ΘBγD

γC − Θ

3
BγD

γφ+
Θ2BγB

γ

9
+DγCD

γC − 2DγφD
γC + 2DγφDαC

α
γ − 2DγCDαC

α
γ.

(D.38)

Usando as relações abaixo,

−ḂγD
γC = −∂ct(

√−gBγD
γC)√−g +Dµ(Bµ(δΘ−DγB

γ −Θφ))

+
Θ

3
BγD

γC − δΘDγB
γ + (DγB

γ)2 + ΘφDγB
γ,

−2ΘBγḂγ

3
= −∂ct(

√−gΘBγB
γ)

3
√−g +

(3Θ̇ + Θ2)

9
BγB

γ,

−DγφḂγ = −Dγ(φḂγ) + φDγḂγ,

−Θ

3
BγD

γφ = −Dγ

(
Θ

3
Bγφ

)
+

Θφ

3
DγBγ,
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reescrevemos a Eq. (D.38) como

l3 = −φ̇2 + φDγḂγ −
2Θ

3
BγD

γC − δΘDγB
γ + (DγB

γ)2 +
4Θφ

3
DγB

γ

+
(3Θ̇ + 2Θ2)

9
BγB

γ +DγCD
γC − 2DγφD

γC + 2Dγ(φ− C)DαC
α
γ,

(D.39)

onde novamente omitimos as derivadas totais.
O último termo a ser avaliado é dado na Eq. (D.32), l4 = h [Lγ

µν ]h [Lµν
γ], que fica

simplificado como

l4 =
Θ2

9
BγB

γ +
2ΘBγD

γC

3
+ 2DγC

µνDµCν
γ −DγC

µνDγCµν . (D.40)

Reunindo todos os termos calculados, a parte da Lagrangiana que resulta dos termos
que dependem do tensor Lµν

γ, L(2)
g,deriv =

√−g(l1 + l2 + l3 + l4), é escrita como

L(2)
g,deriv√−g = δKνγδKγν + 2KBσB

σ +
2Θ2φ2

3
− δΘ2

+
Θ̇ + Θ2

3

(
C2 − 2Cφ+BγB

γ − 2Cγ
νCν

γ − 3φ2
)

+DγCD
γC − 2DγφD

γC + 2Dγ(φ− C)DαC
α
γ

+ 2DγC
µνDµCν

γ −DγC
µνDγCµν .

(D.41)

O próximo passo é calcular a parte da Lagrangiana que não envolve derivadas de ςµν , i.e.,

L(2)
g,ς =

√−g
((

Rµν −
gµν
4
R
)
ςµα

(
ςαν − gανς

2

))
.

Usando as Eqs. (2.15) e (2.16), a parte sem traço do tensor de Ricci é

(
Rµν −

gµν
4
R
)

=
(3K − Θ̇)

2

(
hµν
3

+ nµnν

)
,

e, com isso,

L(2)
g,ς√−g =

(3K − Θ̇)

3

(
2Cµ

νCν
µ +BµB

µ − C2 − 2Cφ− 3φ2
)
. (D.42)

Somando as duas partes obtemos a Lagrangiana da gravitação em segunda ordem como

L(2)
g√−g = δKνγδKγν − δΘ2 +Gnn(BγB

γ − φ2 − 2Cφ) +
G(h)

3
(2Cγ

νCν
γ − C2)

+DγCD
γC − 2DγφD

γC + 2Dγ(φ− C)DαC
α
γ

+ 2DγC
µνDµCν

γ −DγC
µνDγCµν +

R
3

(2Cγ
νCν

γ + 2Cφ− C2),

(D.43)
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onde definimos o traço espacial do tensor de Einstein como G(h) ≡ Gµνhµν = −(3K +
2Θ̇ + Θ2) (Eq. 2.17). Podemos obter as equações de movimento variando essa Lagran-
giana em relação às perturbações. No entanto, ela ainda não está escrita em função das
perturbações decompostas, veja Seção 3.3. Para esse propósito, podemos simplificar a
Lagrangiana acima reescrevendo os termos com derivada espacial usando as relações

DγCD
γC = Dγ(CD

γC)− CD2C,

−2DγφD
γC = −2Dγ(φD

γC) + 2φD2C,

2DγφDαC
α
γ = 2Dγ(φDαC

α
γ)− 2φDγDαC

αγ,

−2DγCDαC
α
γ = −Dγ(CDαC

α
γ) + CDγDαC

αγ −Dα(Cα
γD

γC) + CαγDαDγC,

2DγC
µνDµCν

γ = 2Dγ(C
µνDµCν

γ)− 2CµνDγDµCν
γ,

−DγC
µνDγCµν = −Dγ(C

µνDγCµν) + CµνD2Cµν .

Com essa relações e lembrando das expressões para o tensor de Ricci nas hipersuperf́ıcies
dadas nas Eqs. (3.33) e (3.34), a Lagrangiana é reescrita, ignorando os termos de derivada
total, como

L(2)
g√−g = δKνγδKγν − δΘ2 +

(
C

2
− φ
)
δR− CµνδRν

µ

+Gnn(BγB
γ − φ2 − 2Cφ) +

G(h)

3
(2Cγ

νCν
γ − C2),

(D.44)

onde Gnn = (3K + Θ2/3), conforme a Eq. (2.17). Para decompor em termos das per-
turbações escalares, vetoriais e tensoriais, primeiro note que, usando a forma δKνγ =
δσν

γ + (δΘhν
γ + ΘnνB

γ)/3, o termo δKνγδKγν − δΘ2 é reescrito como

δKνγδKγν − δΘ2 = δσν
γδσγ

ν − 2δΘ2

3
.

Com a Eq. (3.40), o primeiro termo é dado por

δσν
γδσγ

ν =
2

3
(D2δσ(s))2 + 2KDγδσ(s)Dγδσ

(s)

+D(νδσ
(v)

α)D
(νδσ(v)α) + Ẇν

γẆγ
ν .

(D.45)

Os termos cruzados não contribuem, pois podem ser escritos como uma derivada total,
i.e.,

DνDαδσ
(s)D(νδσ(v)α) = Dν(Dαδσ

(s)D(νδσ(v)α))−Dα(δσ(s)DνD
(νδσ(v)α)),

DνD
γδσ(s)Ẇγ

ν = Dν(D
γδσ(s)Ẇγ

ν),

D(νδσ
(v)

α)h
αγẆγ

ν = D(ν(δσ
(v)

α)h
αγẆγ

ν),
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onde usamos que DαDνD
(νδσ(v)α) = 0 = DνẆγ

ν . O termo

(
DνD

γ − hν
γD2

3

)
δσ(s)

(
DγD

ν − hγ
νD2

3

)
δσ(s)

=

(
DνD

γ − hν
γD2

3

)
δσ(s)DγD

νδσ(s),

= DνD
γδσ(s)DγD

νδσ(s) − (D2δσ(s))2

3
,

= Dν(D
γδσ(s)DγD

νδσ(s))−Dγ((D
2 + 2K)δσ(s)Dγδσ(s)) +

2D2δσ(s)(D2 + 3K)δσ(s)

3
,

onde usamos o comutador dado na Eq. (3.5). O próximo passo é simplificar o termo
Cµ

νδRν
µ. Para tanto, usamos a Eq. (3.34) obtendo

−CµνδRν
µ = Cµ

ν(DνD
µψ + hν

µ(D2 + 4K)ψ + (D2 − 2K)Wν
µ),

=
δR
2

(ψ − C) +Wµ
ν(D2 − 2K)Wν

µ,

onde usamos também que

Cµ
νDνD

µψ = Dν(Cµ
νDµψ)−Dµ(DνCµ

νψ) +

(
δR
2

+D2C + 2KC

)
ψ,

= Dν(Cµ
νDµψ)−Dµ(DνCµ

νψ) +
δR
2
ψ +

(
D2ψ + 2Kψ

)
C

+Dγ(ψD
γC)−Dγ(DγψC).

Com as simplificações acima, temos a Lagrangiana em termos das perturbações decom-
postas sem incluir os termos de superf́ıcie,

L(2)
g√−g =

2D2δσ(s)(D2 + 3K)δσ(s)

3
− 2δΘ2

3
+

(
ψ

2
− φ
)
δR

+ Ẇν
γẆγ

ν +Wµ
ν(D2 − 2K)Wν

µ +D(νδσ
(v)

α)D
(νδσ(v)α)

+Gnn(BγB
γ − φ2 − 2Cφ) +

G(h)

3
(2Cγ

νCν
γ − C2).

(D.46)

Note que, como discutido acima, os termos tensoriais, vetoriais e escalares já desacoplam
na Lagrangiana e, a partir desse ponto, podem ser tratados como campos independentes.

D.3 LAGRANGIANA DA MATÉRIA

Nesta seção calcularemos a expansão da Lagrangiana de matéria em segunda ordem e
as equações de movimento para as perturbações. Considere a ação de gravitação mais
matéria,

Ŝ =

∫
d4x

(
L̂g

2κ
+ L̂m

)
(D.47)
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onde L̂m é a Lagrangiana que descreve os campos de matéria, como por exemplo a dada
na Seção B.4 que inclui o fator de

√−ĝ. Variando-a em relação à inversa da métrica ĝµν ,
obtemos

√
−ĝ Ĝµν

2κ
+
δŜm

δĝµν
= 0, Ĝµν = κ

−2√−ĝ
δŜm

δĝµν
= κT̂µν , T̂µν ≡

−2√−ĝ
δŜm

δĝµν
. (D.48)

Note que, partindo da relação ĝµαĝ
αν = δµ

ν , temos que

δĝµα(x)

δĝγσ(y)
= −ĝµγ(x)ĝασ(x)δ4(x− y),

δĝµα(x)

δĝγσ(y)
= −ĝµγ(x)ĝασ(x)δ4(x− y), (D.49)

onde usamos que
δĝµν(x)

δĝαβ(y)
= δµ

αδν
βδ4(x− y).

Dessa forma o tensor energia–momento é reescrito como

T̂µν(x) =
−2√
−ĝ(x)

δŜm

δĝµν(x)
=

−2√
−ĝ(x)

∫
d4y

δŜm

δĝαβ(y)

δĝαβ(y)

δĝµν(x)
=

2√−ĝ
δŜm

δĝαβ(x)
ĝαµĝβν ,

ou seja,

T̂αβ ≡ 2√−ĝ
δŜm

δĝαβ
. (D.50)

Note que nessas expressões colocamos explicitamente a coordenada na qual os tensores
são calculados. Nas fórmulas que seguem, manteremos esse padrão e colocaremos as
coordenadas onde houver ambiguidade.

Para expandir a ação de matéria até segunda ordem, podemos escrevê-la explici-
tamente como um funcional dos campos perturbados, i.e., Ŝm ≡ Sm[ĝµν , ϕ̂], onde ϕ̂
representa os campos de matéria. Dessa forma temos

Sm[ĝµν , ϕ̂] = Sm[gµν , ϕ] +

∫
d4y


 δŜm

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y) +
δŜm

δĝµν(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςµν(y)




+

∫
d4yd4w


 δ2Ŝm

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

2
+

δ2Ŝm

δĝµν(y)δĝαβ(w)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςµν(y)ςαβ(w)

2




+

∫
d4yd4w

δ2Ŝm

δϕ̂(y)δĝµν(w)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y)ςµν(w).

Dos termos de primeira ordem nas perturbações proveem as equações de movimento para
a métrica e para o campo de matéria, ambos de fundo. Denotamos esses termos como

S(1)
m =

∫
d4y


 δŜm

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y) +

√
−g(y)

2
T µν(y)ςµν(y)


 , (D.51)
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onde escrevemos a variação da ação em relação à métrica em termos do tensor energia–
momento. Os termos de segunda ordem, podem ser reescritos como

S(2)
m =

∫
d4yd4w

√
−g(w)


 δT̂ µν(w)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y)ςµν(w)

2
+
δT̂αβ(w)

δĝµν(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςµν(y)ςαβ(w)

4




+

∫
d4y

√
−g(y)Tαβ(y)ς(y)ςαβ(y)

8
+

∫
d4yd4w

δ2Ŝm

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

2
. (D.52)

A variação dos termos acima com respeito às perturbações na métrica devem resultar na
equação de movimento para as perturbações em primeira ordem. Nesse caso, os termos
que envolvem somente perturbações no campo de matéria não contribuem. Fazendo a
variação obtemos,

δS
(2)
m

δςµν(x)
=

√
−g(x)

2

∫
d4y


 δT̂ µν(x)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y) +
δT̂ µν(x)

δĝαβ(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςαβ(y)

2




+

∫
d4w

√
−g(w)

δT̂αβ(w)

δĝµν(x)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςαβ(w)

4
+

√−g
8

(
T µνς + Tαβςαβg

µν
)
.

Podemos simplificar essa expressão notando que

δT̂αβ(w)

δĝµν(x)
=

δ

δĝµν(x)

(
2√
−ĝ(w)

δŜm

δĝαβ(w)

)
,

=
(
T̂ µν(w)ĝαβ(w)− T̂αβ(w)ĝµν(w)

) δ4(x− w)

2
+

√
−ĝ(x)√
−ĝ(w)

δT̂ µν(x)

δĝαβ(w)
, (D.53)

onde usamos a simetria da variação da ação em relação a métrica. Substituindo o resul-
tado acima na variação da ação, temos

δS
(2)
m

δςµν(x)
=

√−g
2

∫
d4y


 δT̂ µν(x)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y) +
δT̂ µν(x)

δĝαβ(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςαβ(y)


+

√−g
4

T µνς.

(D.54)
Expandindo o tensor energia–momento em primeira ordem nas perturbações, obtemos

δT µν =

∫
d4y


 δT̂ µν(x)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂(y) +
δT̂ µν(x)

δĝαβ(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

ςαβ(y)


 , (D.55)

ou seja, a variação da ação em segunda ordem é dada por

δS
(2)
m

δςµν
=

√−g
2

δT µν +

√−g
4

T µνς. (D.56)
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Portanto, a partir da ação total (ver Eq. D.47) em segunda ordem, obtemos a equação
de movimento para as perturbações usando as Eqs. (D.24) e (D.56),

δGαβ +
ς(Gαβ − κTαβ)

2
= κδT µν . (D.57)

Utilizando as equações de fundo, temos a mesma equação que obtemos ao expandir as
equações de Einstein em primeira ordem nas perturbações.

D.3.1 Fluido Perfeito Termodinâmico

Nessa seção vamos aplicar a expansão descrita acima para o caso de um fluido perfeito
termodinâmico, no formalismo discutido na Seção B.4. Nesse formalismo, estamos usando
a representação da entalpia espećıfica com o sistema definido pela determinação da pressão
como função da entalpia espećıfica e entropia, i.e., p̂ = p̂(ϑ̂, ŝ). Nessa representação a
equação termodinâmica é dada por

dϑ̂ = τ̂dŝ+
1

ε̂
dp̂, ⇒ ∂p̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

= −τ̂ ε̂, ∂p̂

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

= ε̂.

Dessa forma, quando expandirmos em segunda ordem, teremos na Lagrangiana as deri-
vadas

∂ε̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

,
∂ε̂

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

,
∂τ̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

,
∂τ̂

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

.

Podemos reescrever em termos das quantidades

ĉ2
s ≡

∂p̂

∂ρ̂

∣∣∣∣
ŝ

, ι̂ ≡ ∂p̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ρ̂

,

facilitando a comparação com as equações de movimento obtidas na Seção 3.5.3. Para
tanto, substitúımos a entalpia por sua definição ϑ̂ = (ρ̂+ p̂)/ε̂, e obtemos

d

(
ρ̂

ε̂

)
=

p̂

ε̂2
dε̂+ τ̂dŝ, dρ̂ =

ρ̂+ p̂

ε̂
dε̂+ ε̂τ̂dŝ. (D.58)

Usando essas equações, obtemos as seguintes relações,

∂ε̂

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

=

(
∂ϑ̂

∂ε̂

∣∣∣∣∣
ŝ

)−1

=

(
∂(ρ̂/ε̂)

∂ε̂

∣∣∣∣
ŝ

+
∂(p̂/ε̂)

∂ε̂

∣∣∣∣
ŝ

)−1

=

(
1

ε̂

∂p̂

∂ρ̂

∣∣∣∣
ŝ

∂ρ̂

∂ε̂

∣∣∣∣
ŝ

)−1

=
ε̂

ĉ2
sϑ̂
, (D.59)

∂τ̂

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

= −1

ε̂

∂ε̂

∂ŝ

∣∣∣∣
p̂

= −1

ε̂

∂((ρ̂+ p̂)/ϑ̂)

∂ŝ

∣∣∣∣∣
p̂

=
τ̂

ϑ̂
− 1

ε̂ϑ̂

∂ρ̂

∂ŝ

∣∣∣∣
p̂

=
τ̂

ϑ̂
+

ι̂

ε̂ϑ̂ĉ2
s

. (D.60)

Na segunda equação usamos a comutação das derivadas parciais em p̂, i.e.,

∂2ϑ̂

∂ŝ∂p̂
=

∂2ϑ̂

∂p̂∂ŝ
⇒ − 1

ε̂2

∂ε̂

∂ŝ

∣∣∣∣
p̂

=
∂τ̂

∂p̂

∣∣∣∣
ŝ

=
1

ε̂

∂τ̂

∂p̂

∣∣∣∣
ϑ̂

.
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Com a comutação das derivadas na pressão, temos

∂2p̂

∂ϑ̂∂ŝ
=

∂2p̂

∂ŝ∂ϑ̂
⇒ ∂(−ε̂τ̂)

∂ϑ̂

∣∣∣∣
ŝ

=
∂ε̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

,

e substituindo os resultados das Eqs. (D.59) e (D.60), obtemos

∂ε̂

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

= − τ̂ ε̂(1 + ĉ2
s) + ι̂

ĉ2
sϑ̂

. (D.61)

Partimos da Eq. (D.52) para calcular a expansão da ação desse fluido em segunda
ordem nas perturbações. O primeiro termo da ação é

δT̂ µν(w)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

=

[
ε

(
2hα(µnν) − hµνnα − nµnν

c2
s

nα
)]

(w)

δϑ̂α(w)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

−
[
τε+ ι

c2
s

nµnν + τεhµν
]

(w)

δŝ(w)

δϕ̂(y)

∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

,

(D.62)

onde os colchetes indicam os termos calculados na coordenada w, e o campo de matéria
ϕ̂ representa qualquer um dos campos χ̂1, χ̂2, χ̂3, χ̂4 e ŝ. O próximo termo é dado pela
variação do tensor energia–momento em relação à inversa da métrica, ou seja,

δT̂αβ(w)

δĝµν(y)

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

=
[
−2ρn(αhβ)(µnν) − phα(µhν)β

]
(w)

δ4(w − y)

+

[
nαnβnµnν

(
εϑ

2c2
s

+ ρ

)
+
εϑ

2
hµνnαnβ

]

(w)

δ4(w − y).

(D.63)

Os últimos termos necessários envolvem as derivadas segundas da pressão em relação aos
campos de matéria, i.e.,

δp̂(x)

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

=

[
ε

ϑ

(
nγnσ

c2
s

− hγσ
)]

(x)

[
δϑ̂γ(x)

δϕ̂(y)

δϑ̂σ(x)

δϕ̂(w)

]

ĝ=g
ϕ̂=ϕ

− [εnγ](x)

[
δ2ϑ̂γ(x)

δϕ̂(y)δϕ̂(w)

]

ĝ=g
ϕ̂=ϕ

+ [$](x)

[
δŝ(x)

δϕ̂(y)

δŝ(x)

δϕ̂(w)

]

ĝ=g
ϕ̂=ϕ

+

[
τε(1 + c2

s ) + ι

c2
sϑ

nγ
]

(x)

[
δŝ(x)

δϕ̂(y)

δϑ̂γ(x)

δϕ̂(w)
+ w � y

]

ĝ=g
ϕ̂=ϕ

,

(D.64)

onde definimos a derivada segunda da pressão como

$̂ ≡ ∂2p̂

∂ŝ2

∣∣∣∣
ϑ̂

= − ∂(τ̂ ε̂)

∂ŝ

∣∣∣∣
ϑ̂

. (D.65)
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A fim de obter as equações de movimento corretas para o fluido, usamos os campos
χ̂i e ϑ̂ como os campos a serem variados. Em geral as equações de movimento para as
perturbações são obtidas usando a densidade de energia, entropia e o campo vetorial do
fluido como os campos básicos. Para relacionar essas quantidades, note que a perturbação
na entalpia pode ser reescrita em primeira ordem como

δϑ = −δ(ϑ̂µϑ̂ν ĝ
µν)

2ϑ
= −δϑµnµ + ϑφ = −δϑn + ϑφ. (D.66)

Lembrando que a perturbação ϑ̂µ depende somente dos campos de matéria (ver Eq. B.33).
O campo normalizado que descreve o fluxo do fluido perturbado ûµ, como descrito na
Seção C.4, é dado em primeira ordem por

ûµ =
ϑ̂µ

ϑ̂
= nµ +

δϑµ
ϑ
− nµ

ϑ
δϑ = nµ + h

[
δϑµ
ϑ

]
− φnµ, (D.67)

e portanto, comparando com a Eq. (C.79), temos que o campo vetorial Vµ é

Vµ = h

[
δϑµ
ϑ

]
. (D.68)

Usando essas relações, a perturbação na densidade de energia pode ser reescrita em
primeira ordem como

δρ? = ε̂ϑ̂− p̂− ρ =
ε

c2
s

δϑ− τε+ ι

c2
s

δs = −εδϑn + (τε+ ι)δs− εϑφ
c2

s

, (D.69)

onde o sobrescrito ? indica que nenhuma equação de fundo foi usada nessa definição.
Unindo os resultados acima, obtemos a Lagrangiana para um fluido perfeito em se-

gunda ordem,

L(2)
m√−g =

ε(δϑn)2

2c2
sϑ
− εϑVγV

γ

2
− εδ2ϑn

2
+
$(δs)2

2
+

(τε(1 + c2
s ) + ι)δsδϑn
c2

sϑ

− εϑBγVγ + Cδp? + φδρ? − εϑCφ− εϑ

2c2
s

φ2

+
ρ

2

(
−BγB

γ + φ2 + 2Cφ
)

+
p

2

(
−2Cγ

νCνγ + C2
)
,

(D.70)

onde δp? = c2
sδρ

? + ιδs e δ2ϑn = 2(δχ2
˙δχ3 + δχ4δ̇s).

D.3.1.1 Métrica de Fundo Homogênea e Isotrópica Até este ponto, não fizemos
nenhuma suposição sobre a métrica de fundo. Quando impomos que a métrica de fundo
é do tipo de FLRW, temos que o tensor energia–momento é o de um fluido perfeito, com
os v́ınculos adicionais de que os gradientes Dµρ, Dµp são nulos. Usando as relações entre
as quantidades termodinâmicas, temos também que Dµs = Dµε = 0, já que

Dµp = c2
sDµρ+ ιDµs, Dµρ = ϑDµε+ ετDµs.
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Contudo, para um fluido barotrópico (ι = 0) não temos mais o v́ınculo de que a entropia
tem gradiente nulo, mas sobra o v́ınculo ϑDµε+ ετDµs = 0. Usando a Eq. (D.60), temos

que τ = ϑdF (s)
ds

, onde F (s) é uma função arbitrária da entropia. Nesse caso o v́ınculo se
reduz a Dµ(log(ε) +F (s)) = 0, e assim a entropia e a densidade de part́ıculas podem ter
gradiente espacial de forma que a combinação acima seja constante.

O campo covetorial ϑµ deve ser proporcional ao campo normal. Dessa forma, temos
também que h [ϑµ] = Dµχ1 +χ2Dµχ3 +χ4Dµs = 0. Portanto, a imposição da métrica de
fundo de FLRW não implica que todos os campos escalares de fundo tenham gradiente
nulo. No entanto, se houver algum campo com gradiente espacial não nulo, teremos o
seguinte problema quando calcularmos as equações de movimento para sua perturbação.
Por exemplo, a equação de movimento Dûχ̂2 = 0, em primeira ordem, é dada por

(V µ +Bµ)Dµχ2 + φχ̇2 + ˙δχ2 = 0.

Portanto, se o gradiente de χ2 não for nulo, não poderemos separar os graus de liberdade
escalares dos vetoriais (ver Seção 3.3), pois o gradiente Dµχ2 forma quantidades escalares
de primeira ordem quando contráıdo com Bµ ou Vµ.

Para evitar complicações como do exemplo acima, vamos impor que os gradientes
das quantidades relacionadas ao fluido são nulos, satisfazendo identicamente todos os
v́ınculos descritos acima. Usando essa imposição, vemos que a perturbação na velocidade
do fluido, dada na Eq. (D.68), fica escrita como

Vµ = Dµ

(
δχ1 + χ2δχ3 + χ4δs

ϑ

)
, V =

δχ1 + χ2δχ3 + χ4δs

ϑ
. (D.71)

Nesse caso, temos que a perturbação δϑn é dada por

δϑn = ϑ(∂ct − c2
sΘ)V − τδs+Q, (D.72)

Q ≡ −χ̇2δχ3 − (χ̇4 − τ)δs+ δχ2χ̇3

+

(
δχ4 + V ∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

)
ṡ+ V c

2
sϑ

ε
(ε̇+ Θε). (D.73)

Note que a quantidade Q depende somente das perturbações multiplicadas por equações
de movimento de fundo. A Lagrangiana dada na Eq. (D.70) depende de δχ1 somente
através de δϑn ou Vµ. Logo, com Eq. (D.71), podemos utilizar a variável V no lugar de
δχ1. Com essa mudança de variável, a densidade de energia fica dada por

δρ? = δρ− εQ

c2
s

, δρ ≡ −εϑ(∂ct − c2
sΘ)V + ιδs− εϑφ

c2
s

, (D.74)

onde definimos a perturbação na densidade de energia δρ sem os termos proporcionais às
equações de fundo. Similarmente temos

δp? = δp− εQ, δp ≡ c2
sδρ+ ιδs = −εϑ(∂ct − c2

sΘ)V + εϑφ. (D.75)
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Usando a Eq. (D.58) para obter a perturbação na densidade de part́ıculas em termos das
outras perturbações, temos

δε? = δε− εQ

c2
sϑ
, δε ≡ δρ− τεδs

ϑ
= −εϑ(∂ct − c2

sΘ)V + ιδs− εϑφ
c2

sϑ
− τεδs

ϑ
. (D.76)

Podemos utilizar a expressão para a perturbação na densidade em função de ϑ(∂ct−c2
sΘ)V

e δs para substituir todos os termos que envolvem ϑ(∂ct−c2
sΘ)V por δε e δs na Lagrangiana

da matéria (Eq. D.70). Assim sendo,

L(2)
m√−g =

c2
sϑ

2ε
δε2 − (τε(1 + c2

s ) + ι)2

2c2
sεϑ

δs2 +
εϑVD2V

2
+
$(δs)2

2

− εδχ4δ̇s− εδχ2
˙δχ3 + εϑδΘV − ϑΘεφV + φτδs

+Q

(
εQ

2c2
sϑ
− δε− εC

)
+ VϑC(1 + c2

s )(∂ct + Θ)ε+ εCV ∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

ṡ

+
ρ

2

(
−BγB

γ + φ2 + 2Cφ
)

+
p

2

(
−2Cγ

νCν
γ + C2

)
.

Para chegar na expressão acima, reescrevemos os termos envolvendo C como

Cδp− εϑCφ = −εCϑ(∂ct − c2
sΘ)V ,

= −∂ct(
√−gεCϑV)√−g + εCV ∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

ṡ+ CϑV(1 + c2
s )(∂ct + Θ)ε+ εϑVĊ,

os termos com DγV da forma

−εϑBγDγV = −Dγ(εϑB
γV) + εϑDγB

γV ,

−εϑDγVDγV
2

= −Dγ

(
εϑVDγV

2

)
+
εϑVD2V

2
,

e descartamos os termos de superf́ıcie. Podemos simplificar a Lagrangiana acima reescre-
vendo os coeficientes de δs2

L(2)
m√−g =

c2
sϑ

2ε
δε2 − ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2

2
+
εϑVD2V

2
− εδχ4δ̇s− εδχ2

˙δχ3

+ εϑδΘV − ϑΘεφV + φτεδs

+Q

(
εQ

2c2
sϑ
− δε− εC

)
+ VϑC(1 + c2

s )(∂ct + Θ)ε+ εCV ∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

ṡ

+
ρ

2

(
−BγB

γ + φ2 + 2Cφ
)

+
p

2

(
−2Cγ

νCν
γ + C2

)
,

(D.77)

onde, usando as Eqs. (D.59–D.61) e (D.65),

∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

=
1

ε

(
(τε(1 + c2

s ) + ι)2

c2
sεϑ

−$
)
,

∂τ

∂ε

∣∣∣∣
s

=
τεc2

s + ι

ε2
. (D.78)
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D.4 LAGRANGIANA TOTAL

Usando os resultados das seções anteriores, escreveremos a ação total envolvendo as per-
turbações nos campos de matéria e na métrica. No contexto desse trabalho, nos restrin-
giremos ao caso onde a métrica de fundo é de FLRW. Como vemos na Eq. (D.47), a
Lagrangiana total em segunda ordem é dada por

L(2) =
L(2)

g

2κ
+ L(2)

m .

Portanto, usando as Eqs. (D.46) e (D.70), obtemos

2κL(2)

√−g = κ
c2

sϑ

ε
δε2 − κ ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2 + κεϑVD2V

− 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2
˙δχ3 + 2κεϑδΘV − 2κϑΘεφV + 2κφτεδs

+
2D2δσ(s)(D2 + 3K)δσ(s)

3
− 2δΘ2

3
+

(
ψ

2
− φ
)
δR

+ Ẇν
γẆγ

ν +Wµ
ν(D2 − 2K)Wν

µ +D(νδσ
(v)

α)D
(νδσ(v)α)

+ (Gnn − κρ)(BγB
γ − φ2 − 2Cφ) +

(G(h) − 3κp)

3
(2Cγ

νCν
γ − C2)

+ 2κQ

(
εQ

2c2
sϑ
− δε− εC

)

+ 2κVC
(
ϑ(1 + c2

s )(∂ct + Θ)ε+ ε
∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

ṡ

)
.

(D.79)

Os últimos termos da Lagrangiana acima são formados pelas equações de fundo, multipli-
cadas por um polinômio quadrático nas perturbações. Podeŕıamos usar o argumento de
que as equações de fundo são satisfeitas em ordem zero e, portanto, esses termos podem
ser desprezados. Contudo, nosso objetivo final é quantizar as perturbações e a métrica
de fundo. Nesse caso, não podemos simplesmente usar o resultado das equações de fundo
na Lagrangiana.

Podemos lidar com os termos proporcionais às equações de fundo de outra forma.
Note primeiro que a Lagrangiana total de primeira ordem é dada por (veja as Eqs. D.14
e D.51)

2κL(1)

√−g = − (Gµν − κT µν) ςµν +
2κ√−g

δŜm

δϕ̂

∣∣∣∣∣ ĝ=g
ϕ̂=ϕ

δϕ̂. (D.80)

Os termos que envolvem as perturbações na métrica, (Gµν − κT µν) ςµν , podem ser escritos
em relação à decomposição nas hipersuperf́ıcies da forma

(Gµν − κT µν) ςµν = 2 (Gnn − κρ)φ+ 2

(
G(h) − 3κp

3

)
C.
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Se fizermos a seguinte mudança de variável nas perturbações,

φ→ φ+
BγB

γ + φ2

2
+ Cφ, (D.81)

Cµ
ν → Cµ

ν + Cµ
γCγ

ν − CCµ
ν

2
, (D.82)

os termos proporcionais às equações de fundo são anulados e, como essas transformações
não alteram as perturbações em primeira ordem, o resto da Lagrangiana é invariante.
Essa mudança de variável pode ser entendida da seguinte forma: a Eq. (D.12) mostra a
relação entre a perturbação na métrica e na inversa da métrica, ou seja, se utilizássemos
a perturbação na inversa da métrica como variável, teŕıamos a seguinte mudança de
variável,

nµnνδg
µν = −2φ− 4φ2 −BγB

γ.

Podemos fazer o mesmo procedimento para eliminar os termos da Lagrangiana pro-
porcionais às equações de fundo do fluido. Para tanto note que a Lagrangiana de primeira
ordem do fluido é

L(1)
m√−g = − (εδϑn + τεδs) = −εϑ(∂ct − c2

sΘ)V − εQ,

= −∂ct(
√−gεϑV)√−g + ϑV(∂ct + Θ)ε

+ ε(χ̇2δχ3 − χ̇3δχ2 + (χ̇4 − τ)δs− δχ4ṡ),

(D.83)

onde usamos a expressão para δϑn dada na Eq. (D.72). Portanto, com as mudanças de
variáveis

V → V + c2
sV
(

Q

2c2
sϑ
− δε

ε

)
+ VC,

δχi → δχi − δχi
(

Q

2c2
sϑ
− δε

ε
− C

)
,

δχ4 → δχ4 −
(
δχ4 +

∂ϑ

∂s

∣∣∣∣
ε

V
)(

Q

2c2
sϑ
− δε

ε

)
+ δχ4C,

δs→ δs− δs
(

Q

2c2
sϑ
− δε

ε
− C

)
,

(D.84)

para i = 2, 3, e com as descritas nas Eqs. (D.81) e (D.82), escrevemos a expressão para a
Lagrangiana total como

2κL(2)

√−g = κ
c2

sϑ

ε
δε2 − κ ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2 + κεϑVD2V

− 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2
˙δχ3 + 2κεϑδΘV − 2κϑΘεφV + 2κφτεδs

+
2D2δσ(s)(D2 + 3K)δσ(s)

3
− 2δΘ2

3
+

(
ψ

2
− φ
)
δR

+ Ẇν
γẆγ

ν +Wµ
ν(D2 − 2K)Wν

µ +D(νδσ
(v)

α)D
(νδσ(v)α).

(D.85)
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Os últimos três termos da Lagrangiana acima se referem aos modos tensoriais e vetoriais,
que agem como campos desacoplados. Com isso, definimos separadamente as Lagrangi-
anas das perturbações escalares, vetoriais e tensoriais, respectivamente,

L(s) = κ
c2

sϑ

ε
δε2 − κ ∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

εδs2 + κεϑVD2V

− 2κεδχ4δ̇s− 2κεδχ2
˙δχ3 + 2κεϑδΘV − 2κϑΘεφV + 2κφτεδs

+
2D2δσ(s)(D2 + 3K)δσ(s)

3
− 2δΘ2

3
+

(
ψ

2
− φ
)
δR, (D.86)

L(v) = D(νδσ
(v)

α)D
(νδσ(v)α), (D.87)

L(t) = Ẇν
γẆγ

ν +Wµ
ν(D2 − 2K)Wν

µ. (D.88)

Usamos o śımbolo L para representar a Lagrangiana da forma 2κL(2) =
√−gL(2).

D.4.1 Equações de Movimento

As equações de movimento em primeira ordem nas perturbações são obtidas variando a
ação em relação aos campos

(φ,B, ψ, E ,V , δχ2, δχ3, δχ4, δs). (D.89)

Dentre esses campos, (φ,B, δχ2, δχ4) aparecem sem derivadas temporais na Lagrangiana
da Eq. (D.85) e, portanto, atuam como v́ınculos na evolução do sistema. Já para os
campos (ψ, E ,V), as suas derivadas temporais estão contidas somente nas quantidades
δΘ, δσ(s) e δε, onde ψ e V aparecem somente em δΘ e δε, respectivamente, e E está
contido em δσ(s) e δΘ.

Fazendo a mudança de variável ψ = ψt + D2E/3, vemos que o traço de Cµν não
dependerá do campo E , i.e., C = 3ψt. Essa mudança tem duas vantagens. A primeira
consiste na eliminação de Ė na perturbação da expansão (Eq. 3.32),

δΘ = D2δσ(s) + Θφ+ 3ψ̇ = D2B + Θφ+ 3ψ̇t. (D.90)

A segunda vantagem é o fato da variação da Lagrangiana em relação a E resultar na
parte espacial sem traço das equações para as perturbações, como veremos adiante. Essa
modificação não altera a forma de δσ(s), e a perturbação na curvatura das hipersuperf́ıcies
fica dada por

δR = −4(D2 + 3K)ψ = −4(D2 + 3K)

(
ψt +

D2E
3

)
. (D.91)

Para escrever a equação de Euler-Lagrange é mais conveniente trabalhar com a La-
grangiana escalar L. Como o fator

√−g aparece multiplicando a Lagrangiana total na
ação, quando calculamos as variações em relação aos campos com derivada temporal, a
equação de Euler–Lagrange é dada por

(∂ct + Θ)
∂L(2)

∂ϕ̇
+ (∂ct + Θ)D2 ∂L(2)

∂(D2ϕ̇)
−D2 ∂L(2)

∂(D2ϕ)
− ∂L(2)

∂ϕ
= 0, (D.92)
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pois ˙√−g = Θ
√−g, onde ϕ representa uma perturbação arbitrária. Lembramos também

que, como
√−g tem gradiente nulo, as integrais por partes envolvendo derivadas espaciais

não adicionam novos termos.
Fazendo a variação em relação aos campos φ, B, ψt e E obtemos, respectivamente,

ΘδΘ

3
+
δR
4

=
κ

2
δρ,

δΘ− 3Kδσ(s) −D2δσ(s) =
3κ

2
εϑV ,

˙δΘ + ΘδΘ + Θ̇φ+D2φ+
δR
2

= −3κ

2
δp,

−4

3
(D2 + 3K)

((
∂ct +

Θ

3

)
δσ(s) − ψt + φ− D2E

3

)
= 0,

onde usamos que D2 tem inversa única, δp = −εϑ(∂ct− c2
sΘ)V + εϑφ (ver Eq. D.75) e as

equações de fundo (∂ct + Θ)ε = 0 e Eq. (2.27). Essas equações são iguais às Eqs. (3.87–
3.90) obtidas no Caṕıtulo 3 perturbando diretamente as equações de Einstein.

Variando agora em relação aos campos V , δχ2, δχ3, δχ4 e δs, as equações de movimento
são, respectivamente,

(∂ct + Θ)δε+ (D2V + δΘ)ε+ φε̇ = 0, (D.93)

˙δχ3 = 0, ˙δχ2 = 0, δ̇s = 0, ˙δχ4 + φτ = δτ, (D.94)

onde escrevemos a perturbação na temperatura em função das perturbações na densidade
de part́ıculas e entropia espećıfica (ver Eq. D.78),

δτ =
∂τ

∂ε

∣∣∣∣
s

δε+
∂τ

∂s

∣∣∣∣
ε

δs. (D.95)

Dada a relação entre δε e δρ [Eq. (D.76)], podemos obter a equação de movimento

δ̇ρ+ (1 + c2
s )Θδρ+ Θιδs+ εϑ(D2V + δΘ) + φρ̇ = 0, (D.96)

onde usamos as equações para δε, δs e que (veja a Eq. D.60)

τ̇ =

(
τ

ϑ
+

ι

εϑc2
s

)
ϑ̇ = −Θ

(
τc2

s +
ι

ε

)
.

Essas equações são iguais àquelas quando expandimos em primeira ordem a conservação
do tensor energia–momento e da densidade de part́ıcula, veja as Eqs. (C.88) e (C.89),
lembrando que δG = D2V + δΘ.



APÊNDICE E

FUNÇÕES ESPECIAIS

Nesse apêndice apresentamos algumas funções especiais e suas caracteŕısticas, que foram
utilizadas nesse trabalho. As definições mostradas aqui podem ser encontradas com todos
os detalhes nas Refs. [106, 117, 118].

E.1 FUNÇÃO GAMA

As funções Hipergeométricas, usadas para representar as soluções das equações diferen-
ciais deste trabalho, são definidas em termos do śımbolo de Pochhammer [106, 118]. Esse
śımbolo pode ser escrito em termos das funções Γ(t) pela expressão (a)n = Γ(a+n)/Γ(a).
Para n inteiro o śımbolo de Pochhammer é dado por (a)n =

∏n−1
k=0(a+ k) onde (a)0 = 1.

Abaixo listamos algumas propriedades da função Γ utilizadas nesse trabalho:

Γ(t) =
2t−1

√
π

Γ

(
t

2

)
Γ

(
t+ 1

2

)
, Γ (t+ 1) = tΓ (t) ,

Γ(t+ a)

Γ(t+ b)
= ta−b

(
1 +

(a+ b− 1)(a− b)
2t

+ . . .

)
∀ | arg(a+ t)| < π , |t| � 1,

(E.1)

onde a série da última expressão é assintótica.

E.2 FUNÇÕES DE BESSEL

As equações diferenciais da forma

∂2f(t)

∂t2
+

(
m2 − 1

t2

(
ν2 − 1

4

))
f(t) = 0, (E.2)

têm soluções linearmente independentes dadas por

f1 = Jν(|m|t), (E.3)

f2 = Yν(|m|t), (E.4)

onde Jν(y) e Yν(y) são funções de Bessel de ordem ν. É comum usar também as funções
de Hankel do tipo um e dois, a saber,

H(1)
ν (y) = Jν(y) + iYν(y), (E.5)

H(2)
ν (y) = Jν(y)− iYν(y), (E.6)

onde i é a unidade imaginária. Como estamos trabalhando com os argumentos ν e y
reais, H

(2)
ν (y) = (H

(1)
ν (y))∗, onde ∗ denota a operação de conjugação complexa.
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Para estudar os regimes assintóticos, é útil reescrever essas funções especiais em termos
das séries Hipergeométricas da forma,

H(1)
ν (y) = e−i

πν
2

(
Mν

(y
2

)ν
0F1

(
1 + ν;−y

2

4

)
+M−ν

(y
2

)−ν
0F1

(
1− ν;−y

2

4

))
, (E.7)

onde

Mν =
e−i

π
2

(1+ν)Γ(−ν)

π
, (E.8)

e a função Hipergeométrica é definida como

0F1 (a;x) =
∞∑

n=0

xn

(a)n n!
. (E.9)

E.3 FUNÇÕES HIPERGEOMÉTRICAS DE GAUSS

As equações diferenciais da forma

t(t− 1)
∂2f(t)

∂t2
+ ((a + b + 1) t− c)

∂f(t)

∂t
+ abf(t) = 0, (E.10)

possuem duas soluções linearmente independentes Sa,b
c (t) e Sb,a

c (t), onde

Sa,b
c (t) = (−t)−a2F1

(
a, a− c + 1; a− b + 1;

1

t

)
, (E.11)

quando a − b não for inteiro. Essas soluções são apropriadas para quando |t| > 1. O
Wronskiano, que pode ser calculado diretamente da equação diferencial via fórmula de
Liouville [117, 118], dessas soluções é dado por

Sa,b
c (t)

∂Sb,a
c (t)

∂t
− ∂Sa,b

c (t)

∂t
Sb,a
c (t) = (b− a)(1− t)c−a−b−1(−t)−c. (E.12)

Formalmente a Hipergeométrica de Gauss é definida pela expressão

2F1 (a, b; c; t) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

tn

n!
. (E.13)

Podemos relacionar essas soluções com aquelas apropriadas para |t| < 1 usando as
equações (veja [118] para um conjunto completo de relações)

Sa,b
c (t) =

Γ(1− c)Γ(a− b + 1)

Γ(a− c + 1)Γ(1− b)
2F1 (a, b; c; t)

+
Γ(c− 1)Γ(a− b + 1)

Γ(a)Γ(c− b)
(−t)1−c

2F1 (a− c + 1, b− c + 1; 2− c; t) .

(E.14)
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Essas funções possuem um limite bem definido quando o argumento t é da forma
t/(ab), para obter esse limite primeiro temos que [118],

lim
a→∞
b→∞

2F1

(
a, b; c;

t

ab

)
= 0F1 (c; t) . (E.15)

Considerando o caso onde tomamos a + b = β− 1 e b− a = µ, temos os seguintes limites

lim
µ→+i∞

Γ(1− c)Γ(a− b + 1)

Γ(a− c + 1)Γ(1− b)2a−b
(ab)

1−c
2√

b− a
=
e−

iπ
2
cΓ (1− c)√

2π
, (E.16)

lim
µ→+i∞

Γ(c− 1)Γ(a− b + 1)

Γ(a)Γ(c− b)2a−b
(ab)

c−1
2√

b− a
= −e

iπ
2
cΓ (c− 1)√

2π
, (E.17)

calculados com o aux́ılio da Eq. (E.1). Finalmente, combinando as expressões acima com
a Eq. (E.7), temos

lim
µ→+i∞

(ab)
1−c
2

2a−b
√

b− a
Sa,b
c

(
− y2

4ab

)
=

√
π

2
e
iπ
2

(c−1)
(y

2

)1−c
H

(1)
c−1 (y) . (E.18)

A derivada da função Sa,b
c (t) é dada por [118]

∂Sa,b
c (t)

∂t
= aSa+1,b+1

c+1 (t) . (E.19)
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ÍNDICE REMISSIVO

C
calibre

de curvatura constante, 82, 99, 111
Newtoniano, 51, 99, 111, 114
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distância

conforme, 15, 21

E
energia positiva, 85, 87–89
entalpia espećıfica, 63
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