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Resumo

Os operadores de densidade no espaco de fases sao representados pela
funcao de Wigner e a sua transformada de Fourier, a fungao de Cordas. No
caso de um grau de liberdade, a funcao de Wigner semiclassica para au-
toestados de energia tipo Bohr-Sommerfeld apresenta uma caustica ao longo
da correspondente curva fechada classica no espaco de fases. A sua trans-
formada de Fourier, a funcao de Cordas semiclassica, também possui uma
caustica ao longo da curva conjugada definida pelo conjunto de diametros,
isto é, as cordas maximais da curva original. Se a curva for convexa, sua
conjugada também serd e a caustica resulta ser uma dobra simples. A apro-
ximacao uniforme através destas causticas, que derivamos neste trabalho,
descreve a transicao sofrida pela sobreposicao de um estado e sua translacao,
entre um regime oscilatério e um evanescente, atingindo amplitude maxima
perto da caustica. Também avaliamos a caustica de diametros para a funcao

de Wigner.
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Abstract

Density operators in phase space are represented by the Wigner function
and its Fourier transform, i.e, the characteristic function or chord function.
The semiclassical Wigner function for a Bohr-quantized energy eigenstate is
known to have a caustic along the corresponding classical closed phase space
curve in the case of a single degree of freedom. Its Fourier transform, the
semiclassical chord function, also has a caustic along the conjugate curve de-
fined as the locus of diameters, i.e. the maximal chords of the original curve.
If the latter is convex, so is its conjugate, resulting in a simple fold caustic.
The uniform approximation through this caustic, that is here derived, descri-
bes the transition undergone by the overlap of the state with its translation,
from an oscillatory regime for small chords, to evanescent overlaps, rising to
a maximum near the caustic. The diameter-caustic for the Wigner function

is also treated.
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Capitulo 1
Introducao

A representacao classica dos sistemas fisicos baseia-se em conceitos que
provéem da nossa experiéncia cotidiana; o mundo newtoniano ao nosso re-
dor ¢ descrito em termos de varaveis tangiveis como a posi¢ao e a velocidade.
Mas esse acercamento® nao deixa de ser uma aproximagcao dos fenomenos que
acontecem em escalas microscopicas ou quanticas. A teoria desenvolvida por
Lagrange e depois por Hamilton [1, 2] apresenta o marco tedrico que formaliza
as idéias do raciocinio newtoniano ou cldssico; tendo esta teoria, no espaco
de fase um importante ingrediente que encerra o paradigma da evolugao dos
sistemas fisicos, provendo uma descrigao global, além de ser uma poderosa
ferramenta geométrica. Com a aparicao da mecanica quantica, este grande
triunfo intelectual pareceu chegar ao fim, pois, a relacao de incerteza de
Heisenberg [3] impede aquela representacao simultanea da posi¢ao e veloci-
dade (ou momento). Com o desenvolvimento de teorias estatisticas cldssicas
forneceu-se o conceito de distribuicao de probabilidade sobre o espacgo de
fase; especificamente, estas distribuicoes dao conta da probabilidade do sis-
tema estar localizado em uma regiao determinada do espaco de fase. Nesta

diregao, surgiram diferentes propostas para encontrar uma versio quantica

*Ao longo do texto, a palavra acercamento referir-se-4 ao termo em inglés approach;

diferente de aproximacao, que fara referéncia ao termo approximation.



daquelas e assim reconciliar a mecanica quantica e o espago de fase [4]. A
fungao de Wigner [5], é talvez a distribuigao mais bem sucedida, embora nao
possa ser considerada como uma distribuicao de probabilidade, porque nao
¢é definida positiva.

Usualmente é suposto que a funcao de Wigner para auto-estados se-
miclassicos WKB, denotada por W (x) no plano x = (p, q), pode ser apro-
ximada por uma funcao d de Dirac sobre a correspondente curva cléssica
no espago de fase (como é mostrado no capitulo 5). Esta aproximacao é
util para calcular valores esperados de observaveis classicos que apresentam
um comportamento suave. Porém, é pouco adequada para descrever efei-
tos de interferéncia em experimentos, hoje mais accesiveis, relacionados a
informacgao quantica, optica quantica, armadilhas de atomos etc. Por isto,
torna-se necessario desenvolver descrigoes semiclassicas mais refinadas para a
representacao no espaco de fase de estados quanticos, tal como a aproximacao
uniforme de Berry para a fungao de Wigner [6].

Um experimento tipico de interferéncia superpoe duas cépias modificadas
do mesmo estado inicial (ver [7]). Por exemplo, em 6ptica quantica, é possivel
implementar uma transformacao unitaria que corresponda a uma translacao
(ou deslocamento) uniforme no espago de fase. Este estado deslocado in-
terfere entdo com o estado original. Em geral, o operador de translacdo’
unitario, T¢, age sobre o estado 1) produzindo o novo estado [1he) = T¢|t))
em estrita correspondéncia com uma translacao classica: x — x + . Assim,
dada uma superposi¢do de um estado e sua translacdo, aly) + blye), com
la]?> + |b]?> = 1, a probabilidade de obter o estado original produto de uma
medigao sobre o sistema é |a + b{t]ie)|?.

Evidentemente, as medidas dessas probabilidades mediante preparacoes

TNo contexto da éptica, Tg é usualmente chamado de operador deslocamento e é ex-
pressado em termos dos operadores de aniquilacao e criagao do oscilador harmoénico. Este

acercamento ¢ inadequado para a andlise semiclassica.



repetitivas fornecem informacao detalhada sobre o estado inicial. O conjunto
de todas as possiveis superposicoes desses estados define uma representacao
completa no espaco de fase. Essa representacao corresponde a funcao de
Cordas [8, 10], x(&), também conhecida como a fun¢do caracteristica quantica
ou a func¢ao de Weyl [11], a qual é a transformada de Fourier da funcao de
Wigner, W(x). A reciprocidade entre a fungdo de Cordas e a de Wigner
provém da reciprocidade que existe entre as reflexoes e translagoes no espaco
de fase.

Uma conseqiiéncia importante destas representacoes é que as correlacoes

no espaco de fase [8, 11] para interferéncia translacional, isto é,*

C(€) = {Wlve)l”

| (L.1)
— (2nh)? / dn &/ () = (2R / dx W(x) W(x - )

coincide com a autocorrelagao da funcao de Wigner. O fenomeno de inter-
feréncia usando o formalismo do espago de fase foi estudado em [11].
Assim, no limite de pequenos deslocamentos, & — 0, as correlagoes atin-
gem seu maximo valor, C'(0) = 1. Logo, ao incrementar o tamanho das
translagoes, C'(§) entra em um regime oscilatério. Tipicamente para os esta-
dos proprios de energia, a curva classica ¢ uma curva de nivel do correspon-
dente Hamiltoniano classico, a qual deve satisfazer a regra de quantizagao de
Bohr-Sommerfeld[11-14]. Para deslocamentos suficientemente longos, a curva
original e a transladada nao se intersectam, obtendo assim uma correlagao
quase desprezivel ou evanescente. A transi¢cao entre este comportamento e
o regime oscilatorio, nomeado anteriormente, toma lugar ao longo de uma
cdustica (ou singularidade), onde a fungao de Cordas alcanga valores ma-
ximais locais e a aproximacao semiclassica mais simples perde a validade.
O propdsito fundamental desta dissertagao é estabelecer a descrigao correta

desta transicao entre o regime oscilatorio e o evanescente, através de uma

tAs definicdes das funcdes x (&) e W (x) encontram-se no capitulo 3.



aproximagao uniforme.

Inicialmente, no capitulo 2, fazemos uma introducao aos métodos de
aproximacoes assintoticas, tanto para solucoes de equacgoes diferenciais como
para integrais. Continuamos com uma exposi¢ao do formalismo da mecanica
quantica sobre o espaco de fase, no capitulo 3, com énfase na relevancia das
translacoes e reflexoes, para logo, nos capitulos 4, 5 e 6, construir semiclas-
sicamente as func¢oes de Wigner e de Cordas para estados lagrangianos nas
diferentes regioes, que sao determinadas pela proximidade da singularidade.
Como uma aplicagao do formalismo desenvolvido, estudamos o comporta-
mento dos estados de Fock (estados excitados do oscilador harménico) nestas
diferentes regides. Finalmente fazemos uma discussao dos resultados obtidos

no capitulo 7.



Capitulo 2
Aproximacoes assintoticas

Geralmente, os sistemas fisicos mais simples sao os tinicos que possuem
solucao exata. Na maioria dos casos se faz necessario usar algum tipo de apro-
ximacao que descreva corretamente o comportamento das solucoes, mediante
procedimentos numéricos ou analiticos. Os métodos de phase-integral[16-18],
ou solucgoes tipo WKB, sao uma boa alternativa de aproximacao analitica
para a obtencao de solucoes de equacoes diferenciais. Essa técnica é denomi-
nada assim no contexto da fisica em honra a Wentzel, Kramers e Brillouin
[20], que foram os primeiros a introduzi-la na mecanica quantica. No entanto,
adicionando Jeffreys [21], é denominada por alguns autores como WKBJ. O
método foi primeiramente usado por Carlini (1817) (ver refs. em [19]), pro-
curando propriedades das fungoes de Bessel. Mas em 1837, Liouville [22] e
Green [23] publicaram formulagoes mais gerais do método. Tempos depois,
Bailey [25] chamou esse tipo de aproximagcao como LR, por desconhecer o tra-
balho de Green, fazendo alusao a Liouville e Rayleigh [24], sendo este dltimo
quem aplicara essa teoria na propagacao das ondas eletromagnéticas. Ci-
tando o mesmo Bailey: “O uso comum, baseado em uma ignorancia historica,
do nome BKW ou WKB (ou quaisquer permutacao dessas trés letras) estd
errado e corresponde a uma flagrante injustica a verdade”. Despreocupados

com essa controvérsia historica, daqui para frente vamos usar o termo WKB,
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como ¢ o usual no contexto da mecanica quantica.
O objetivo principal dessa dissertagao é encontrar aproximagoes para in-

tegrais da forma
o e (i), (2.)

onde as fungoes g(z) e f(z,«) sdo analiticas em seus argumentos, « é um
parametro e N é um parametro muito grande. Quando N tende para infi-
nito, podemos encontrar expansoes pelo método de ponto de sela ou steepest
descents [17, 19, 21], onde, assume-se que a principal contribuigao é devida
as vizinhancas dos pontos de sela ou pontos estaciondrios da funcao f no
expoente em (2.1). Quando essas vizinhangas encontram-se proximas umas
das outras, nao se pode garantir a convergéncia da aproximacao. A restri¢ao
do steepest descents até segunda ordem da expansao ¢ melhor conhecida na
fisica como aprozimacao de fase estaciondria [6, 14, 28]. Esses problemas
de convergéncia podem ser tratados apelando-se ao uso de aproximacoes que
tenham em conta a estrutura geométrica da colisao dos pontos estacionarios
com a variacao dos parametros «. As aproximacoes desses tipo sao conhe-
cidas como aprozximacgoes uniformes, dado que continuam sendo uniforme-
mente validas, mesmo perto da singularidade®. O método que vamos usar
foi proposto por Chester, Ursell e Friedman [26], o qual pode ser generali-
zado apoiando-se na teoria das catdstrofes desenvolvida por Thom [31, 32].

A seguir vamos expor brevemente os métodos mencionados anteriormente.

2.1 Solucoes WKB para equacoes diferenciais

Nesta se¢ao seguiremos o mesmo procedimento que em Dingle [19]. Pri-

meiro consideramos a equacao diferencial:

b g f(a) =0, (2.2

*Por singularidade nos referimos ao conjunto de pontos no espago de parametros onde

dois ou mais pontos estacionarios unem-se.
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para a qual, em geral, dificilmente pode-se achar solugoes exatas. Sao diversos
os problemas em fisica tedrica que conduzem a equacoes desse tipo; é comum
encontré-la em sistemas que modelam comportamento ondulatério [17, 18].
Algumas equagoes trascendentais tem a forma de (2.2). Por exemplo, a
equagio de Bessel de ordem v é obtida se p=1/z e ¢ = 1 —1/?/2?, enquanto
a equagao de Airy surge quando p = 0 e ¢ = —z. Estes dois casos possuem
solugoes exatas em termos de integrais de contorno, a partir das quais podem-
se obter solugoes em séries de poténcias de x e solugoes assintoticas para
valores grandes de x [17, 18].

Agora fazemos a transformagao = — z, supondo que x = z(z). A regra

da cadeia fornece a expressao

d? 1 d&* x,.d

L4 I=a 9.
de?  a2dz? 23 dz’ (2:3)
onde x, = dz/dz. Assim a equagao (2.2) fica
d2f Tz df 2
-4 — - = 0. 24
Tt (v - 2) L gt =0 2.4)

Mudando a variavel dependente f para y mediante

7(2) = y(@) exp [—% / (p<x>:cz - ”“") dx] | (2.5)

z

obtemos que (2.4) toma a forma padrao da equagao de Ricatti, a saber

T — Fape). 26)

onde F(z) = (1p° — )22 + ip.x. + 322, /2% — x.../x.. Esta simplificacio

nem sempre pode ser feita (para mais detalhes ver por exemplo [19]). Quando

F(z) puder ser escrita como o produto
F(z) = o’q(z, ),

onde « é um parametro real muito grande e ¢(z, a) permanece finita no limite

a — oo para z fixo; podemos presumir que a equagao (2.6) admite solugoes
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do tipo phase-integral (exponenciais de uma integral), a saber

o) = ( [ o)), 2.7)

onde xg é uma constante. Obtemos assim as derivadas de y
dy VRN
— = d(@)exp| [ o(a")da’ ), (2.8)
dx 20
d2y 2 d¢ ! / !
— < = - . 2.
o = [e@ e ([ o) (29)

Entao a equagao (2.6) leva a

¢*(x) + % +aq(z,a) = 0. (2.10)

Logo, expandimos ¢ em uma série de poténcias decrescentes de «,
(z, ) = ago(x, a) + ¢1(z, ) + a Loz, a) + . .. (2.11)

Substituimos essa expressiao em (2.6), mantendo s6 os termos das ordens a?,

a e o, obtendo

d d
0763+ 20001 + 6+ 2000 + a4 T 42 =) (2.12)

Depois comparamos os termos de igual ordem em «, obtendo as relacoes

G +q=0, 2+ =0, 6]+ 202+ ¢ = 0. (2.13)

Onde ¢ = doo/dx. Entao, ¢y = g2 e ¢y = —¢p/2¢0. Portanto as solugoes

WKB até ordem a? sao

o) =exp | [ (aonlaa) 4 on(e' )| -

x q_i(x,a) exp [iz’a/ q%(x’,a)dx’] .

Os zeros da fungao ¢(x, ) sdo chamados pontos transicionais, pois as solugoes

WKB perdem validade perto de um desses pontos. De fato, o termo q_i
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diverge, mas nessa regiao a solugao exata de (2.6) permanece finita. Estes
tipos de aproximagcoes podem ser melhoradas adicionando-se mais termos na
expansao (2.11). Outra alternativa consiste em supor a solugao em forma de

produto de uma amplitude vezes uma exponencial, a saber

y(x) = Az, @) exp ( / o, a)dx’) . (2.15)

Este procedimento sera utilizado no capitulo 4 para encontrar solucoes da

equagao de Schrodinger no limite semiclassico.

2.2 Meétodo de ‘ponto de sela’ para integrais

Para explicar brevemente o método e sua motivagao, consideremos pri-

meiro a funcao
y(z) = g(x)eN @ >0  para x>0, (2.16)

onde as fungoes g(r) e f(x) sdo analiticas’ e o pardmetro N real e positivo.
Quando N toma valores muito grandes, a exponencial eV/(®) também assume
valores grandes para determinado conjunto de valores de x, dependendo de
f, que denotaremos por R. Nas outras regides, a exponencial é pequena.
Suporemos que g(z) varia, mas lentamente sobre aquele conjunto R. Se
expandimos a func¢ao f(z) em torno do maximo local, o € R, até segunda

ordem, obtemos que

1 Zd2f
f(x):f(x0)+§(x—xo) @(:co)—i—..., (2.17)

onde o termo de primeira ordem em x nao aparece. Como estamos conside-

rando que g nao varia muito no conjunto R, podemos aproximar g(x) pelo

fUma funcao analitica é aquela que pode ser expandida em séries de Taylor para todo

ponto do plano complexo.
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A
NS

Aproximagao
gaussiana

Nf(x

Figura 2.1: Grafico da fungao e ) (preto) e sua aproximacao gaussiana

(cinza) perto do ponto estaciondrio z.

seu valor no ponto xy. A drea abaixo da curva y(x) pode ser aproximada por
I= /dx g(z)eN @

N (2.18)

~ g(xg)eN 0 /da: exp {Ef”(ﬂfo)(ﬂf — x0)2} .

Tendo em conta a identidade

/ due™™ = \/E, se  a>0, (2.19)
e a

I~ g(xo) [%] : eV (@), (2.20)

Notemos primeiro que, dado que xy é um maximo local, f”(z() < 0, portanto

temos que

o termo dentro da raiz ¢ nao negativo. A expressao (2.20) foi obtida fazendo-
se muitas restricoes, mas em esséncia se trata do método de fase estacionaria.

Para generalizar esse resultado, vamos supor que f é uma funcao sobre o
plano complexo, cujo argumento denotaremos por z ao invés de x, para fazer
alusao a natureza complexa desta funcao. Esta extensao introduz um carater
oscilatério sobre a exponencial de f(z), com o qual é um pouco mais intui-
tivo supor que, quando N torna-se suficientemente grande, sé as vizinhancas

onde a fungao f oscila pouco contribuem a integral (2.18), pois em outros
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casos, a funcao oscila rapidamente, obtendo-se uma contribuicao média nula.
Essas regioes sao definidas como as vizinhancas dos pontos de sela ou pontos
estaciondrios de f. Esses pontos estao definidos como os pontos {zp} onde

o gradiente de f se anula, i.e.
V.f(z0) =0, se zo for ponto estacionario de f. (2.21)

Consideremos entao a integral de contorno da forma

I = /g(z) exp[N f(z)]dz, (2.22)

onde N é um parametro real muito grande e f(z) e g(z) sdo fungoes analiticas
de z. Sendo zp; um ponto estacionario, fazemos uma expansao de [ até

segunda ordem em z, a saber

S0 = ()~ f(z0) = 5z — 20 ")+ (2.23)

donde

u = f’(z)j—z.

Dado que f”(z) # 0, cada um dos ramos da transformagcao é biunivoca ao

(2.24)

redor de z = zp. Assim, como ¢ é analitica, temos que a expansao de g vezes

o0 jacobiano dz/du é uma série de Taylor, portanto

g(z)j—z =—g(2) ;L/((Z)) = chu” (2.25)

¢é vélida em vizinhangas de z;. O contorno de integracao no plano u é es-
colhido paralelo ao eixo real proximo de u = 0. Esta escolha corresponde
a curva de steepest descent no plano z, a qual passa por zy [19, 21, 26].

Inserindo as expressoes anteriores na integral I/, obtemos

N
I =N /chu” exp [5(2 —20)%f"(20) | du. (2.26)
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Presumindo a convergéncia desta série, podemos trocar a soma por uma

integral. Logo, fazemos uma mudanga de varidveis u — v /N, obtendo
I = NF) Z ¢, N2 /dv vme T, (2.27)

Este resultado corresponde ao método de steepest descent. Esta série nem
sempre converge [21, 26], razao pela qual é comum se tomar apenas o primeiro
termo, pois para N — oo espera-se que este tenha a maior contribuicao.

Explicitamente
co = g(z0)\/ —f"(20). (2.28)
Assim, uma simples integracao nos conduz a

[ = NG g 2) l_ m} B (2.29)

Deve-se ter cuidado na hora de tirar a raiz quadrada, pois depende do valor de
N e do sinal de f”(zp). No caso da mecanica quantica no regime semicldassico,
N = i/h, sendo h a constante de Planck normalizada. Portanto, supondo

que f é uma funcao real, temos que

I =€)/ hg(z) [ 2//7Th r
Zlf (20) (2.30)
= g(20) [;/ZZJ exp [zf(;o) —i—z’%sign 1" (20)

Temos que ter em conta que aqui fizemos uma expansao ao redor do ponto
estacionario zy. No caso de varios pontos estaciondrios, teremos uma soma
de integrais da forma (2.30) para cada ponto estaciondrio e portanto, esta
aproximacao é valida so se estes pontos estacionarios estao suficientemente

separados um dos outros.

2.3 Aproximacao uniforme para integrais

Explicaremos a seguir o método proposto por Chester, Friedman e Ursell

[26]. Supondo que a integral a aproximar, (2.22), depende de um parametro
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a, explicitamente temos que

I{a) = /dz g(z)eN I, (2.31)

Suporemos que existem dois pontos estacionarios préximos um do outro
e que para algum valor de « eles coalescem, o método de fase estacionaria
nao ¢é aplicavel. Assim fazemos uma transformacao de z — u, mediante a

forma ctbica
f(z,a) = %ug — (()u + A(a). (2.32)

Esta expressao corresponde a forma normal da catdstrofe tipo dobra, contem-
plada no teorema de classificacao de Thom [31, 32]. As catdstrofes corres-
pondem a singularidades na transformacao z — u, as quais sao conhecidas
também como cdusticas em analogia com o termo da optica, dado que cor-
respondem a singularidades de projecao do plano complexo z ao plano que
contém u. Derivando esta expressao com respeito a u obtemos

Pz T =~ ((a). (233

du

Se z; e z9 sdo os pontos estaciondrios de f, temos que f’(z;«) anula-se
nestes pontos. Ja o lado direito da equacao anterior cancela-se quando u =
+((): estes sdo os pontos estaciondrios da forma cibica (2.32). Assumimos
a regularidade desta transformagao, ou seja, que o jacobiano nao é nem zero
nem indeterminado. Portanto os pontos estacionarios de f devem coincidir

com os da forma cibica (2.32). Isto implica que

f(rza) = —%C%(a) + A(a) (2.34)

2
f(z2:0) = 3¢5 (0) + A(w). (2.35)
Estas duas equagoes caracterizam as varidaveis intermediarias da transformacao,
((a) e A(a), dadas por

Ala) = f(22; @) ;r f(z1;0)

(2.36)
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2.5 flz;a) = flz;0)
gCQ(Oé) - 2

Definimos a fungao G(u; ) como o produto de g vezes o jacobiano dz/du.

(2.37)

Esta funcao é expandida na forma
dz
Glu,a) = g(2)- - = Yoo @ ="+ gu(@u® = )", (2.38)

o que, de acordo com a proposta de Chester et. al. [26], garante a con-
vergéncia da série, porém nao como uma série de Taylor. Os coeficientes
Pn € @n sdo obtidos derivando G(u; «) e avaliando-a nos pontos estaciondrios

z=z1eu= C%, ez=12euU= —C%. Portanto, a integral I(«) fica
3
I(a) = e VAN [ / dupp(u? — )" exp (N (% — Cu))

QR Y (T |

Como essas séries sdo convergentes [26], para N muito grande podemos con-
siderar so até primeira ordem em u, isto €, tomar s6 os termos com n = 0, a
saber

G(u, ) ~ po(a) + qo()u, (2.40)

onde py e gg sao solucoes de

G(C%a) = po(a) + (Zgola), (2.41)
G(—¢ta) = pola) — CEgo(a). (2.42)
Explicitamente
pO(Oé) _ G(CEQO‘) +2G(_<5304>’ (2.43)
@o(a) = G(¢2; ) _?(_CESQ). (2.44)
2(3
Portanto

I(o) = e NA@ / du (po + qou) exp (N (“; — gu)) . (2.45)
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Lembrando a definicao da fungao de Airy [34],

Ai(z) = % /du exp [z (%3 + zu)} : (2.46)

podemos fazer a mudanca de varidveis u — (i/N)3v para reescrever (2.45)

CcOo1mo

g (%) : A (- [ﬂ : g(@)] . (247)

onde assumimos que o contorno de integragao corresponde ao eixo real de u.
Esta expressao corresponde a aproximagao uniforme da integral I(«) para
dois pontos estacionarios coalescentes z; e 2s.

No caso de ter mais de dois pontos estacionarios coalescendo, temos que
usar um mapeamento de f em uma funcao mais simples, que denotaremos
por ¢, tal como em (2.32), que preserve a topologia de coalescéncia desses
pontos estacionarios. O teorema de classificacao de Thom [31, 32] fornece
a forma normal dessas funcoes ¢ para o caso de até 7 pontos coalescentes.
A generalizagao do método de aproximagao uniforme aqui exposto pode ser
encontrado em [27], no contexto de colises moleculares, e em [32], aplicando
a teoria das catastrofes na mecanica ondulatoria. Nao abordamos estas ge-
neralizagoes, dado que s6 usaremos o método para dois pontos coalescentes;
além do que, estas precisam de uma linguagem técnica que desvia do objetivo

fundamental do presente trabalho.



Capitulo 3

Mecanica quantica no espaco

de fases

A geometria simplética, propria dos sistemas Hamiltonianos cléassicos,
estabelece uma estreita relacao entre as translagoes e as reflexdes com respeito
a um ponto no espago de fases, mediante uma transformada de Legendre [29].
Essa idéia é levada ao formalismo quantico obtendo-se a representacao de
Weyl (reflexoes), incluindo a fun¢ao de Wigner, e a representagao de cordas
(translacoes), onde estd definida a transformada de Fourier da fungao de
Wigner [29]. Estes dois pontos de vista constituem representagoes completas
da mecanica quantica, baseadas na nocgao de espaco de fases.

No panorama mais geral do espago de fases duplo [10], a fun¢ao de Wigner
e a funcao de Cordas correspondem as escolhas particulares das varidveis

usadas para representar o operador densidade.

3.1 Centros e cordas classicas

No formalismo Hamiltoniano, um sistemas fisico classico é caracterizado
por uma fungao real, H(x,t), denominada o Hamiltoniano, onde x = (p, q)

é um vetor de 2L componentes: as posi¢oes ¢ = (qi,...,qr) € 0s momentos

16
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p = (p1,...,pr). L é o nimero de graus de liberdade do sistema, pois
corresponde ao numero de variaveis necessarias descrevé-lo. A evolucao do

sistema esta determinada pelas equacoes de Hamilton:

oH oH
y— — = 3.1
as quais podem ser resumidas em
oH
=J— 3.2
x=J- (3.2)
onde J é a matriz de blocos de dimensao L x L escrita como
0o -1
J = (3.3)
1 0

e conhecida como a matriz simplética padrdao. A existéncia e unicidade das
solugoes das equacoes de movimento estd garantida, pelo fato das equacoes
serem de primeira ordem nas derivadas.

Definimos o produto simplético entre dois vetores do espago de fases £ =

(&p,&4) € = (1, mg) cOmo

L
Z (&g — Eap) (3.4)
k=1

o que corresponde a area do paralelogramo formado por £ e 7; este produto
é invariante no tempo pela a¢ao de um fluxo Hamiltoniano linear [14].
Denomina-se constante de movimento a uma fungao F'(x) definida sobre

o espaco de fases, que permanece constante no tempo, isto é

dF(x) <~ /[0F  OF L /oF OH OF 0H
2 =3 (it o) = X (5o~ )
k=1

dt Aqx Opr. - Opr. Oy, (3.5)

onde o penultimo termo define o colchete de Poisson das funcgoes F'e H. Um

sistema Hamiltoniano com L graus de liberdade ¢é integravel se existem L
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constantes de movimento independentes, Fj, com k = 1, ... L; ou seja que os
vetores

. OFy,
definidos pelo fluxo gerado pelos F}’s sao linearmente independentes. Esta é

a condicao de involucao, que pode ser reescrita como
Xp, ANXp, = {Fy, Fj} =0 para k # j. (3.7)

Consideremos um sistema Hamiltoniano descrito pelas variaveis x_ =

(p—,q-). Uma mudanga de varidveis,

x- = (p-,q-) = X1 = (P+,q+) = C(x-), (3.8)

que mantenha invariantes as equacoes de Hamilton é conhecida como trans-
formagao canonica. Usualmente, este tipo de transformacoes permite re-
escrever o sistema em termos de coordenadas mais convenientes, simplifi-
cando a descrigao do sistema [1, 2]. A evolugao temporal é trivialmente um
exemplo de uma transformacgao candnica, pois as equagoes de movimento sao
satisfeitas para todo tempo.

Uma transformagao canonica pode ser especificada por uma funcao gera-
triz S que transforma o Hamiltoniano do sistema na forma

H_(x) = Hy () = H_(x) + 2 S(piq-.1). (3.9

Assim as variaveis ficam determinadas pelas relagoes,

oS 0S

qi = —— € Pp_=—. 3.10
+= ope 9q (3.10)

Alternativamente, se A é uma matriz de dimensao 2L x 2L, podemos

também definir a funcao geratriz quadratica independente do tempo,

S(x) =xAx, (3.11)
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e um vetor no espaco de fase,

£ = —Jg—i = —2J Ax. (3.12)

Temos que S(x) gera implicitamente a transformagao linear
x_ —x, = Mx_,

mediante

§

X-=X—g e Xp =X+, (3.13)

pois ¢é sé inserir (3.12) na relagdo anterior, para obter a matriz M escrita
como

M=1-JAN+JA T =1+TJA (1 -JA). (3.14)

Esta fatoracao da matriz M é comumente conhecida como a parametrizacao
de Cayley [29, 38]. Temos assim que x resulta ser o ponto médio entre x_
e x4 e £ a corda que os liga. Assim, uma transformacao canonica da forma
x_ — x4 = C'(x_) pode ser vista como uma reflexao com respeito ao ponto x
ou como uma translagao de £, quando a fungao geratriz S é quadratica, como
ilustra a Figura 3.1. Explicitamente, as operacoes de reflexao e translagao
sao
X;=Ryx_ =—x_+2x exy =Tx_=x_+¢, (3.15)
respectivamente. S(x) é conhecida como a funcao geratriz de centros, a qual
contém toda a informagao sobre a transformagao gerada por M.
Podemos implementar uma transformada de Legendre para obter uma

representacao em termos de cordas, a saber

S(ﬁ):S(x)+X~Jg—i:S(x)—XA£, (3.16)
de modo que
x(&) = Jﬁ. (3.17)
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TEX_: RXX_:x-[»

X—

Figura 3.1: Representacgao classica de centros e cordas. A transformacgao
candnica x_ — x; pode ser vista como uma reflexao com respeito a x,

ou como uma translagao por &.

Da mesma maneira que acontece com as variaveis usuais, p e q, esta reci-
procidade entre as representacoes de centros e cordas, implica que podem
existir regides no espago de fases onde uma representacao nao estd definida
e a outra sim. Isto acontece quando a aplicagdo x — ¢ definida por S(x) é

singular, ou seja, o jacobiano fica:

¢ 929

Esta equacao define as cdusticas de centro. A figura 3.2 ilustra essas cdusticas.
Estas aparecem devido ao fato que a fungao geratriz S(x), em geral, é

X
A

D caustica
de centro

> JE&

Figura 3.2: Representagao geométrica das fungoes geratrizes de centro
e de cordas para uma variedade no espago de fases duplo. Ilustra-se

também um ponto de caustica de centro.

multivoca. Quando S(x) é a fungado geratriz que define as solugoes das
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equagoes de movimento (3.2), temos que as cdusticas limitam o movimento
no espaco dos centros x’s e sao os pontos que separam os diferentes ramos de
S. E simples ver que nas causticas de centro, a transformagao inversa £ — x
nao ¢ singular, pois
%S
det — = 0. (3.19)
23
Assim, a representagao de cordas descreve sem problemas as causticas de
centro e vice-versa. Isto é uma conseqiiéncia da relacao de reciprocidade
entre cordas e centros, mediada por uma transformagao de Legendre.
Podemos também considerar x e £ como coordenadas de um espago de
fases de 4L dimensoes, o que seria um espaco de fases duplo. O fato de S ser

uma diferencial exata (ver (3.19)) implica a existéncia de uma superficie 2L

dimensional no espaco de 4L-dimensoes, tal que a integral de contorno

fendx=Fi6-da—g,dp) =0 (3.20)

para todo circuito redutivel®*. Esta relagao fornece uma estrutura simplética,
onde &, ¢é conjugado a q e —&,; ¢ conjugado a p. Em resumo, x ¢ J§ sao as
variaveis canonicamente conjugadas neste espaco de fases duplo.

Falta mencionar que as reflexdes e translagoes no espaco de fases formam

um grupo descrito pela algebra

T§2 © T§1 = T§1+§27 RXQ o Rx1 - T2(X2—X1)7
T§ o Ry = Rx+§/27 Ry o T§ = Rx—§/2-

(3.21)

7

Outro fato importante é que a operagiao de reflexdo ao quadrado, R2, é a

identidade do grupo.

*Um circuito redutivel é aquele que pode ser deformado continuamente até obter um

ponto sé.
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3.2 Formalismo quantico

Em contraste com a mecanica classica, os estados quanticos sao repre-
sentados por vetores |¢)) de um espago de Hilbert. A evolugao temporal é

determinada pela equacdo de Schrodinger,
L0 3
i () = I (1), (322

onde 7 é a constante de Planck e H é um operador auto-adjunto (ou hermi-
tiano) sobre o espago de Hilbert, conhecido como o operador Hamiltoniano.
Como os auto-valores dos operadores hermitianos sao reais, podem ser identi-
ficados com os resultados de medidas experimentais ideais. Portanto, os ope-
radores hermitianos sao considerados como os equivalentes quanticos dos ob-
servaveis classicos e o operador H é identificado com o Hamiltoniano cldssico
H(x).

Consideremos entao que a posicao do sistema é q’. O operador de posicao

q satisfaz a equacao de auto-valores

ald') = q'lq), (3.23)
onde |q) determina o estado do sistema. Igualmente, temos que, se 0 mo-
mento é p’,

plp’) = p'lp). (3.24)
Um dos postulados fundamentais da mecanica quantica diz que os operadores

g e p nao comutam, ou seja, que as componentes ¢; e pj, satisfazem a relacao:

G5, D] = @ipr — DrG; = ihd ], (3.25)
com ¢;; a funcao delta de Kronecker. Esta relacao tem conseqiiéncias im-
portantes, entre elas o principio de incerteza de Heisenberg, o qual impede o

conhecimento simultaneo da posicao e do momento de uma particula [3].

Construimos agora a familia de operadores unitarios com parametro q,

~ 7 .
Ty = exp (—ﬁq ~p) . (3.26)
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Notemos que T;f = T_q = Tq_ ! Aplicando este operador sobre auto-estado

de posicao |q), temos que [3]

Tola) = a0+ q), (3.27)

de modo que o operador Tq corresponde a uma translacao na variavel de
posicao. No cendrio de Heisenberg!, a transformacdo de translacao pode ser
aplicada sobre o operador posicao, mediante uma transformacao de similari-
dade, a saber

G—q =T ¢ 4Ty =4+ qol. (3.28)

De forma anéloga podemos definir uma translacao na variavel de momento,

usando a familia de operadores

~ 7 .
Tp = exp (ﬁp : q) : (3.29)
de modo que
p—P =T p,pTp, =D+ pol, (3.30)
€
Tpo|P) = IP0 + D). (3.31)

Podemos combinar T e T}, para obter uma translagao geral no espaco de
fases. Como g e p nao comutam, Ty e T}, também nao. Tendo em conta a

identidade de Haussdorf: se A e B comutam com [A, B], temos que [3]

A8 = eAeBeIABI/2, (3.32)

Definimos o operador x = (p,q), para definir o operador translagao na

diregao do vetor £ = (§,,&,) como

T§ = exp [%(5/\ fc)] = exp [%(fp q—& 25)}

~

— Tgpfgqe—ifp'fqﬂh — quj“&peifp'fqﬂh.

(3.33)

"Em inglés Heisenberg’s picture.
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Os termos de fase na tltima linha de (3.33) s@o tais que Tg agindo sobre o
operador X é

[gualmente temos que Tg = T§—1 = T_g. A propriedade do grupo de translagoes

classico é mantida, exceto por um fator de fase:
T§2T§1 = T§2+§1 €xXp (_% fl A\ 52) . (335)

Definamos o operador Ry proporcional a transformada de Fourier do ope-

rador translagao Tg,

Ry = (4nh)~* / dg >N/, = (4mh)~t / d¢ exp (% EN[X— x]) . (3.36)
Esta relagao pode ser invertida, de modo que

i~ [anatc — 7, = e [[axayexo (Gle- ),

(3.37)
— (Wﬁ)_L/dxe_i"/\g/th.

Comparando a tltima integral de (3.36) com a integral do meio de (3.37),
vemos que Ry corresponde a uma versao de operadores da fungao ¢ de Dirac.
Entretanto, as possiveis combinagoes de produtos de Ry e Tg mostram que

[29]

ReTe = ™R o, (3.38)
R = e ™R e, (3.39)
Ry, Ry = e72/hTy ). (3.40)

Da eq. (3.40) podemos ver que R:2 = 1, ademais Ry é hermitiano. Com-
parando estas relagoes com (3.21), verificamos que os operadores Rx e Tg
formam um grupo que é analogo ao grupo de reflexoes e translacoes classicas

no espaco de fases.
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Os respectivos tracos dos operadores Tg e Ry sdo calculados facilmente:

Ty = / da(a|Telg) = / dq &6/ g| Ty T |q)

— el [dgetaiiglq +e) = antae)ae) (34D
= (2mh)"5(¢)
€
2L trRy = ﬁ / dg >Ny T = 1. (3.42)

Falta enunciar a forma dos operadores Ry e T¢ na representacao usual de

posicao, a qual é usada com freqiiéncia para fazer calculos explicitos:
; £ £

2L R, d = - =

/ £ 'q t5)(a4-35

- £ £

T = d = -2

3 / q 'q + B q 5

Podemos considerar a possibilidade de expressar um operador arbitrario

't/ (3.43)

et a/h, (3.44)

A como uma superposicao linear de operadores translacao, da forma

A= ﬁ / dg A(6) Tr. (3.45)

O coeficiente desta expansao, A(§), pode ser calculado por

P 1 PN
T A= An)T_¢T,
tr 3 tr (27T77,)L / d77 (77) &tn

1

— @it / dn A(n)e™ /2T, o = A(E).

(3.46)

Por conseguinte, a fun¢ao A(&) é uma fungao sobre o espago das cordas, £, a
qual especifica de maneira inica o operador A. A(€) é denominado o simbolo
de cordas, o qual permite uma representacao completa do operador A em
termos de translacoes unitarias no espaco de fases.

A transformada de Fourier do simbolo de cordas A() é

Alx) = (zﬂlh)L / de e N/ A(g), (3.47)
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igual ao traco de A vezes o operador 2LRX, isto é

A 1 . A A 1 . ~ ~
Lir R A = 7/61 NPT A = 7/61 —xN/ R A
: Gent | ¢ Hed = | e Tt
1 —iX

(3.48)

Da mesma forma, A(x) é uma fung¢ao sobre o espaco de fases x, que repre-
senta completamente o operador A e é conhecida como o simbolo de centros
ou simbolo de Weyl [29, 14]. E conveniente notar que, da mesma maneira que
no caso classico, onde os centros x e as cordas ¢ eram variaveis conjugadas, a
condicao de reciprocidade continua sendo valida no nivel quantico, dado que
as representacoes de centros e de cordas estao conectadas por uma transfor-
mada de Fourier. Ou seja, devido ao principio de incerteza de Heisenberg,
nao podemos ter um conhecimento simultaneo da corda & e do centro x. A
grande vantagem é o fato de que x (ou &) é uma varidvel sobre o espago
de fases completo, o que implica que podemos representar operadores por

funcoes sobre este espaco onde se desenvolve a mecanica hamiltoniana.

3.3 O operador densidade

Uma forma mais geral de representar os estados de um sistema quantico
é mediante o operador densidade. Ele é construido como a superposicao de

operadores de projecao,

Z |tk) ( onde 1 > p; > 0. (3.49)
k

Se {|¢x) } formam uma base normalizada do espago, temos que os auto-valores

de p correspondem as probabilidades {py}, que satisfazem

> m=1 (3.50)
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Quando a soma se reduz a s6 um termo, este representa um estado puro. Caso
contrario, representa um estado misto [37]. Neste trabalho, limitaremo-nos
ao estudo de estado puros, os quais podem ser representados tanto por um

vetor [1) no espago de Hilbert ou pelo operador densidade,

p= 1) (Wl (3.51)

O operador densidade para estados puros tem as seguintes propriedades:

2 = p) e hermitiano, portanto os auto-

Trago igual a um, é idempotente (p
valores do operador densidade sao nao negativos. Em resumo, p pode ser
considerado como a contra-parte quantica da distribuicao de probabilidade
cléssica, denotada por p(p, @), s6 que ele corresponde a um operador hermi-
tiano e a nocao de espaco de fases nao esta presente na definicao dele.

Para reconciliar essas duas idéias, espaco de fases e mecanica quantica,

procuramos as representacoes de centros e de cordas para o operador densi-

dade, obtendo a conhecida funcao de Wigner e a sua transformada de Fourier.

3.4 A funcao de Wigner e a funcao de Cordas

Definamos primeiro o operador densidade normalizado como:

P
(2mh)E

(3.52)

A funcao de Wigner W (x), estd definida como o simbolo de Weyl do

operador densidade normalizado [29], explicitamente

1

109 = (el = e | 4 w) ) 35

onde g = q + £,/2. A funcido de Wigner é real. O fator de normalizagao

(2rh)L acarreta que

1= /de(X) = /dqde(p, q). (3.54)
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As distribui¢oes marginais em q e p coincidem com as respectivas probabili-

dades,
/ dqW(x) = |(plE)]? o / dpW(x) = (@) (3.55)

Outra propriedade importante é que o valor esperado de um observavel ar-

bitrario A pode ser calculado por
tr pA = /dxA(x)W(x), (3.56)

onde A(x) é o simbolo de Weyl de fl, o qual corresponde a versao simetri-
zada da fungao classica que representa o observéavel A [7]. Estas propriedades
permitem considerar a fungao de Wigner como a distribui¢ao quantica que
corresponde diretamente a distribuicao cldssica sobre o espaco de fases. Mas,
lamentavelmente, a funcao de Wigner nao é definida positiva. Estas proprie-
dades sao satisfeitas tanto para estados misturados como para estados puros.

Analogamente, definimos a fung¢ao de Cordas como o simbolo de cordas

do operador densidade normalizado (3.52),

xe)= ﬁ“f‘fﬁ B ﬁ/ dq (q+[¢r) (vilq-) e (3.57)
A funcao de Cordas pode assumir valores complexos, pois é a transformada de
Fourier da fungao de Wigner; é também conhecida como funcdo caracteristica
quantica; seu complexo conjugado é determinado por x*(§) = x(=¢§). A
condi¢ao de normalizacao do operador densidade restringe o valor da fungao
de Cordas na origem,

1 = (2rh) x(0). (3.58)
O valor esperado de um operador A pode ser avaliado usando
tr pA = /dxA(x)X(—x). (3.59)

A funcao de Cordas pode ser visualizada como a fun¢ao de correlagdo gene-

ralizada [11], pois ela corresponde a superposicao entre o estado p e todas
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suas possiveis translacoes no espaco de fases,

1

x(§) = %me—dw- (3.60)

Combinando a defini¢ao da fungao de Wigner e a de Cordas, com as proprie-
dades do grupo quantico de translacoes e reflexoes, encontramos que para o
estado transladado por um vetor 7, p, = An,ﬁT_n, as correspondentes distri-

buicoes sao
Wy(x) =W(x—n) e xy(&) =™ x(€). (3.61)

Isto é, mudar a origem do espaco s6 modifica a fungao de Cordas em uma
fase global.

Em contraste com a funcao de Wigner, a funcao de Cordas nao é neces-
sariamente real, mas pode ser para uma escolha particular da origem [8, 30].
Para que isto ocorra, deve existir um centro de simetria xq, escolhido como a
origem, tal que p e RXO comutem. Como Rx ¢ idempotente, seus auto-valores
sao +1, assim o estado p deve estar definido em subespacos com paridade
definida [8, 30]. Para esses estados com paridade definida, denotados por px,
a funcao de Wigner e a de Cordas sao proporcionais, exceto por um fator de
escala,

Wi(x) = £25y1(—2%). (3.62)

Para estados nao-simétricos gerais, a parte real da funcao de Corda é deter-
minada pela parte diagonal do operador p com respeito a paridade, enquanto
a parte imaginaria depende dos termos nao diagonais de p. Porém, em ter-
mos préticos, é o médulo quadrado da fungao de Cordas, |y(€)|?, a parte
mais usada [8].

Por exemplo, podemos considerar os estados excitados do oscilador harmo-
nico ou estados de Fock, |n), os quais tém simetria de reflexdo com respeito

a origem. A forma exata da fun¢ao de Wigner, derivada por Gronewold [16],
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para estes estados é

W(x) = ﬂe"‘g/th (2—’:) : (3.63)

onde L, é o polinémio de Laguerre de ordem n. Usando (3.62) podemos

achar a funcao de Cordas, a saber [§]

€—§2/4h 52
Xn(§) = ——7—Ln (%) (3.64)

Nas equagoes (3.63) e (3.64), x* tem unidades de agao, como serd explicado
na secao 6.5.

A definicao intrinseca da correlagao no espaco de fases C¢, como a projecao
de [1)) sobre sua translacao por um vetor &, pode ser escrita em termos das

distribuicoes sobre o espaco de fases através de
tepfy = (2ah)* [ WO (x— 1) = 2ah)* [ ane™ )P, (365)
No caso de um estado puro
trppy = [(ITelw)* o< [x ()P, (3.66)

de modo que as auto-correlagoes da funcao de Wigner podem ser identificadas

com C e [x(n)|*



Capitulo 4

Regime semiclassico da

mecanica quantica

A transicao entre a descricao classica e a quantica de sistemas fisicos é
abordada neste capitulo. Consideramos o limite assintético no qual a cons-
tante de Planck tende a zero, h — 0, conhecido como o regime semiclassico;
isto é, o limite em que as acoes classicas associadas ao sistema forem muito
maiores do que h. Primeiramente calculamos nesse regime as fungoes de onda
quanticas associadas a érbitas de um sistema fisico classicamente integravel
mediante expansoes em aproximacgoes WKB. Este procedimento é também é
conhecido como a quantizacao do toro. Para calcular nos seguintes capitulos

as funcoes de Wigner e de Cordas destes estados.

4.1 Funcoes WKB na mecanica quantica

Na mecanica quantica, a equagao de Schrodinger determina a evolugao
dos estados gerada pela agdo de um Hamiltoniano H(p, q) [3, 14]. Vamos

resolver esta equacao semiclassicamente na representacao de coordenadas, o

31
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que é equivalente a encontrar solugoes tipo WKB de

) — Hp, gy, 1), (@)

onde ¥(q,t <q}1/1 > Usando a forma polar da funcao v,

1
v(a.0) = Alg.yexp | poan)]. (42)
sem explicitar as dependéncias funcionais, a equagao (4.1) fica
0A 0¢p , A
h—— — A—"| = e /"H(p, q)c"/" A. 4,
%5~ A% | = e a)e (4.3
Dado que,
/B (. )i/ 5. 09
e I"H(p,q)e"”" = H | p+ ¢ (4.4)
temos que
0A ¢ . 00
h— — A H A. 4.
l o at] (p+aq’q) (4:5)

Quando A — 0, podemos desprezar o termo de primeira ordem em A, obtendo
a equacao de Hamilton-Jacobi da mecanica cléssica [1, 2] para a funcao ¢,

9 9o
H (aq Q) + E =0. (46)

Com isto fazemos a identificacao da funcao ¢ com a funcao geratriz de

uma transformacao canonica do sistema, ao nivel classico. Assim, para uma
condigao inicial ¢(gq,t) = S(q), temos que
q,t

oa.0)=Slao) + [ dilp-d— ) (4.7
qo,t

Quando o sistema é integravel, toda dérbita esta restrita a uma superficie

L dimensional, formada pelas miiltiplas intersecoes entre L superficies de

dimensao 2L — 1 da forma F;(x) = constante, com i = 1,..., L.

9
Mediante uma transformacao canonica podemos reduzir o movimento de
um sistema integravel a translagoes sobre a superficie de um toro L dimen-

sional, assim o sistema pode ser descrito usando um par de L-vetores: um



4.1. FUNCOES WKB NA MECANICA QUANTICA 33

de angulos 6 e outro de agoes I. Como a transformagao (p,q) — (I,6) é

canoOnica, esta preserva a area simplética para qualquer circuito fechado no

fpdq:ffda. (4.8)

Se tomarmos S(q, I) como a fungao geratriz desta transformagao candnica,

espaco de fases:

temos que
05 o 05 _
ar ' aq P

Esta funcao geratriz S define uma superficie lagrangiana, pois a acao para

(4.9)

todo circuito redutivel v sobre um toro definido por I é nula, escrevendo

explicitamente
j{p -dq = 0. (4.10)
.

Este resultado é de se esperar, pois € nulo o produto simplético entre qualquer
par de vetores tangente ao toro, X, ’s, associados as constantes de movimento
Fy’s (ver (3.7)).

Portanto, deixando fora a dependéncia temporal em (4.7), escolhermos a
fungao ¢ = S(q, I), para obter as fungoes de onda WKB associadas ao toro
definido pela acao I. As variaveis I e @, no limite semiclassico podem ser
interpretadas como as correspondentes a operadores Ie é, com as relacoes
de comutacao

1., ;] = iby;h. (4.11)

Este resultado é valido no regime semiclassico, embora existam dificuldades
para se definir exatamente este operador angulo no regime quantico. Como I
¢ uma constante de movimento, a funcao |(8]r)|?, associada a uma escolha
particular das acoes I, deve ser constante. Como a probabilidade nao pode

depender da escolha da representacao, temos que

[(8vn)|* d6 = [(q|vn)|? dg, (4.12)
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obtendo que a amplitude em (4.2) é

A* = [(glvn)|* < (4.13)

NET

det | =
“aq| ~ |agor

Portanto, supondo que S s6 tem um ramo, temos que a funcao de onda WKB

associada é

0°S(q.1)|" i

<q}’l/1]> = N |det W exp ﬁ

S(q,I)|, (4.14)
onde N ¢é a constante de normalizacao. Entretanto em geral S é uma

funcao multivalorada®, o que pode gerar problemas na interface entre dois

dos seus ramos para esta aproximacao. Estas dificuldades sao resolvidas pelo

método de Maslov [13, 14, 35, 36].

Longe destas singularidades, para uma superficie lagrangiana descrita pela

fungao geratriz S(g,I), a fungao de onda quantica na aproximacao WKB

[12, 14] sera a superposigao:

028,(q,I)|° i

<q}z/11> = NZ det ————| exp |=S;(q.I)+i5;| , (4.15)

onde Sj(q, I) corresponde ao j-ésimo ramo da fungao geratriz S, 3; a correcao
de Maslov e N a constante de normalizacao. O indice de Maslov 3;, é intro-
duzido para especificar a mudanga de fase entre os ramos da acao [14, 35, 36].
Explicitamente,

a S} 05}
a0 = ["pi@1) o6, Siop. (10

com o qual podemos reescrever o termo do determinante como

82Sj(q7 I) 8pj

det “0q0l det 8—I(q) = [det %(pj(q), q)] i ) (4.17)

*Este termo corresponde ao aportuguesamento da palavra inglesa multivalued.
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obtendo finalmente

o=

1
exp ﬁSj(q,I>+iﬁj : (4.18)

<Q}1/11> = NZ

oI
det %(pj(q), q)

Esta é a forma da funcao de onda semiclassica mais apropriada para os
calculos dos proximos capitulos.

Na mecanica cléassica, a variavel de acao I pode assumir qualquer valor,
mas a quantizacao restringe o valor de I. Aquela restri¢ao é conhecida como a
condi¢ao de quantizagao de Bohr-Sommerfeld: se 7, é um circuito irredutivel

no plano (pg, qr) e I é a k-ésima componente de I, temos que

1
QWIk:j{ p-dq = 2rh (nk+§) ; ng € Z. (4.19)
Tk

Isto ocorre porque a funcao de onda nao pode depender do niimero de voltas
que se fagam sobre o circuito da integral acima [14]. Esta condi¢ao simplifica-

se para um grau de liberdade

1
2rl = j{pdq = 2mh (n + 5) ; n € Z. (4.20)



Capitulo 5
Funcao de Wigner semiclassica

Um primeiro acercamento para a fungao de Wigner no regime semiclassico
é o denominado limite cldssico proposto por Berry [6]. Se consideramos o
estado semiclassico WKB (4.18) associado a uma superficie lagrangiana S e

para a agao I, a funcao de Wigner associada ao ramo j de S é

N

or, . . o1 . _

X exp (% [Sj(q+,1) — Sj(q_,I> — P Q}) ) (51>

W) = oz [ 4Q

onde q* = q+ Q/2. A corregiao de Maslov é anulada, j& que consideramos
s6 um estado da superposigao (4.18).

Para pontos x perto do toro I, teremos que p esta perto de um tnico ramo

pi(q) g
i

Nestas condicoes a funcao correspondente <q}1/11>j contribui predominante-

p =p;(q) (5.2)

mente a funcao de Wigner, pois as fungoes dos outros ramos produzem termos
altamente oscilatorios.
O limite cléssico obtém-se, segundo Berry [6], tomando @ = 0 nos deter-

minantes de (5.1), e expandindo até primeira ordem o argumento da expo-

36
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nencial, a saber
Sj(q+71)_sj(q_71)_pQg[pj(qa-[)_p]Q7 (53)
de modo que

Wj(X) = N2

et 51 9,(0).0) 3 py(a. 1)~ ). (5.4)

Esta expressao pode ser escrita como fungao de I(p, qg), dado que o determi-

nante sugere uma mudanca de variaveis, obtendo
W;(x) = N*§(I(x) — I;). (5.5)

Tomando N? = (27)~L, temos a normalizagao correta [6], dado que o jaco-
biano da transformacao (p,q) — (I,0) é igual a 1. Assim, o limite classico
da fungao de Wigner resulta ser uma funcao ¢ de Dirac sobre sua correspon-
dente superficie classica. Essa aproximacao nao é muito 1til para estudar
efeitos quanticos mais detalhados. Por essa razao, faz-se necessario imple-
mentar aproximagoes mais suaves, mais em acordo com a mecanica quantica
e a0 mesmo tempo vinculada as estruturas no espaco de fases classico.

Vale a pena enfatizar que essa aproximacao semiclassica da funcao de
Wigner, e as aproximacoes desenvolvidas ao longo dos préximos capitulos,
estao feitas na representacao do espaco de fases pg e nao correspondem
a expressoes na representacao da acao I, a qual omitimos, dado sair dos
objetivos desta dissertacao. Para leitores interesados, pode-se consultar o

trabalho de Berry [6], onde esta representagao é amplamente discutida.

5.1 Construcao semiclassica da fungao de Wig-
ner

Dado que no regime semiclassico a constante de Planck tende a zero, po-

demos fazer uma aproximacao de fase estacionaria para a funcao de Wigner.
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Para um grau de liberdade, L = 1, temos que x = (p, q), e

W) = [ a0a@x),eme (5.6)

onde
G(Qix) = g—;<p<q+>,q+>g—;<p<q—>,q—> (5.7)
F(Q;x) = %Uj_p(q’)dq’—pQ} (5.8)

Portanto o expoente F'(Q,x) oscila rapidamente, assim a integral (5.6)
¢ dominada pela vizinhanca dos pontos estacionarios de F', os quais estao
determinados pela relacao*

Slorla +Q/2) + pila — Q/2)] = . (5.9

E importante notar as implica¢oes geométricas desta condigao: especifica-
mente, (5.9) define a componente sobre o eixo ¢ das cordas (ou vetores)
cujo centro é o ponto x = (¢,p) e com extremos sobre o toro I (ver Fig
5.1). Denominaremos como cordas estaciondrias os vetores que ligam as
intersegoes do toro e sua reflexdo com respeito ao ponto x = (¢,p). Esta
condicao é uma razao a mais pela qual s6 consideramos um dos ramos da
fungao S(q, I), pois para pontos perto do toro I, os extremos das possiveis
cordas pertencem a um ramo so. Esta afirmagao é garantida pela invariancia
simplética da funcao de Wigner [29, 39], dado que permite escolher o eixo ¢
paralelo a corda estacionéria. Assim, lidamos com um tnico ramo de S(q), a

nao ser que x*

sejam pontos de retorno, pois nesse caso, a corda estacionaria
corresponde a um diametro do toro, onde, como veremos logo, a aproximacgao

de fase estacionaria nao ¢é valida.

*Aqui utilizamos a regra de Leibniz,
d T+

I fy)dy = f(z + ).
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Figura 5.1: Construgao geométrica dos pontos estaciondrios da fungao de
Wigner. As intersegoes da curva classica com sua reflexao com respeito
a x definem um par de cordas centradas em x. A projecao dessas cordas
no eixo ¢ define os pontos estaciondrios. A drea A(x) determina a fase

semiclassica da fungao de Wigner.

A simetria que a equagao (5.9) apresenta indica que os pontos esta-
ciondrios aparecem em pares. A fase avaliada em um ponto estacionario

&g ¢ propocional a area entre a corda estaciondria e o toro, a saber
Ax)

o (5.10)

F(££,/2;x) =+
como mostra a figura 5.1.

Por outra parte, a segunda derivada da fase é
Pt /0 = 3 (a2 62 - PaF /), (61
a qual é positiva (ou negativa) para £ (ou —¢). Assim
A 1[0 0
i | Bt - Laram| Qo G

FQ;x) ~+t—+—
Inserindo (5.12) em (5.6) e tendo em conta a identidade

h 8h
o 1au oh\ 2 T
— —si Nl
/_Ooduexp(Qh) ( " ) exp(451gna), (5.13)
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obtemos que a contribuicao da corda estacionaria £¢ a funcao de Wigner é

_1
2

W60 = S |5 0+ 6/2) 5 (1 6/2)

y _ 2nh eFHAGY/Btm/4) (5 14)
F(£84/2; %)

Considerando que a relacao é satisfeita sobre o toro

orop oI

e 5.15
9900~ 94 (5.15)

a fungao de Wigner fica
V2N?  cos(A(x)/h+7/4) .
Vrh [{1(x+€/2). I(x — €/2)}?

Esta expressao é a primeira aproximagao da funcao de Wigner semicléssica.

W(x)=W"+W™ =

(5.16)

Tomando N? = 1/27, obtemos a normalizacio adequada [6].
Vamos observar alguns aspectos relevantes da aproximacao (5.16). Pri-
meiramente, a aproximacao de fase estacionaria fornece a funcao de Wigner

um caracter oscilatério [6, 14], tomando a forma
— Re Zaj i/, (5.17)

onde as amplitudes e fases estao determinadas pela curva cléssica.

Vimos que os pontos estacionarios definem um par de valores ¢g*, os quais
sao as coordenadas de posicdo de um par de pontos x* sobre a curva cléssica.
Especificamente, cada ponto x* é a intersecao da curva cléssica e a reflexao

dela com respeito ao ponto x. A saber [29]
xT = Ryx™ = —x +2x. (5.18)

Assim podemos ver que o ponto X, onde avaliamos a funcao de Wigner,
resulta ser o centro das cordas estaciondrias, definidas por € = +(x* — x7).
Para uma curva convexa simples existe no minimo um par de cordas £&(x)

para cada centro de reflexao dentro da curva.
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Por outro lado, as amplitudes a;(x) em (5.17) podem ser expressas em
termos da varidvel canonica de agao, 1(x), a qual define a curva fechada junto
com a variavel angulo 0(x), sua conjugada sobre a curva. Definimos entéao a

variavel transportada de acao ,
IF =I1(x+¢/2), (5.19)

assim, geralmente, os colchetes de Poisson desse par de fungoes sao

oIt oI
+ 71 - 7 o=
{017} = 5 A 5= #0 (5.20)

e pode-se encontrar que as amplitudes em (5.17) sao
a(x) = [{I*, I7}%. (5.21)

O que esté por trés dessa relagao é a identificacao da varidvel de agao I(x)
com um Hamiltoniano classico, como acontece no apéndice B. Essa suposicao
serd fundamental nas secoes seguintes. Assim, a curva classica é uma tra-
jetoria fechada, tangente ao vetor velocidade x no espago de fases, o qual

obedece a equacao

oI+
-4
=J—. 5.22
Xt =T (5.22)
Portanto
{[‘,[+}:)'<_A)'<+, (5.23)

como é mostrado na figura 5.2. Essa anotacao consta de uma teoria se-
micldssica mais geral desenvolvida por Littlejohn [35]. Segue-se entdo, que
as amplitudes dependem do grau de transversalidade da intersecao entre o
toro e sua reflexao [6, 8], e divergerao nos pontos onde x e x~ forem para-
lelos.

No caso geral em que se considera todos os ramos da fungao de onda

WKB,; o célculo por fase estacionaria de cada integral para a funcao de
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X2

X3

Figura 5.2: Interpretacao geométrica das amplitudes semicléssicas para

a funcao de Wigner.
Wigner se reduz a

N2
W) = 5 [d6) 5 (ita")

g—;(pi(q
X exp l% [Si(q+,[) —Si(q,1)—p-& + B — /3jj|:| (5.24)

E usual supor que as cordas estaciondrias ligam pontos do mesmo ramo da
curva, isto €, ¢ = j, mas o tratamento das cdusticas na secao 5.3 necessitara
de termos cruzados. Também vimos que fase estacionaria é a metade da
area entre a curva e a reflexao dela, denominada como “area da corda’,
como mostra a Figura 5.1, exceto a correcao de Maslov. A tunica diferenca
entre as duas fases correspondentes as cordas +££(x), é o sinal, portanto a

aproximagao semicldssica ¢ real [6].

5.2 Catastrofes da funcao de Wigner

De acordo com Berry [6], as catastrofes da fungdo de Wigner para um
grau de liberdade ocorrem quando a amplitude na aproximagao semicléssica
(5.38) diverge. Estas catéstrofes genéricas correspondem a cuspides (do inglés
cusps) e dobras (folds). Especificamente acontecem quando o colchete de
Poisson das agoes transportadas vai a zero ({IT,7~} — 0). Como vimos
na secao anterior, esse colchete corresponde ao produto simplético entre os

vetores tangentes ao toro nos pontos x* e x7, (5.23); temos entao que as
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catastrofes correspondem aos pontos onde estes vetores tangentes em X~ e
xT tendem a ser paralelos, o que é equivalente a que a area sombreada na
figura 5.2 seja nula. Lembremos que a corda que liga os pontos x* e x~ &
a corda estacionaria. Se a corda estaciondria for nula, os vetores tangentes
nos extremos dela sao trivialmente paralelos, obtendo a catéastrofe dobra de
cordas curtas, para a qual ja foi calculada a fun¢ao de Wigner por Berry (ver
equacao (5.36)).

Definindo como diametro a corda secante do toro que une partes paralelas
dele, podemos afirmar que as demais catastrofes acontecem quando o ponto
x no qual é avaliada a fung¢ao de Wigner é o ponto médio de um diametro.
Neste caso a corda estaciondria ¢ um diametro, como ilustra a figura 5.3.

Porém existem dois tipos de catastrofes que satisfazem essa caracteristica:

Figura 5.3: (Esquerda) Catastrofes da fungao de Wigner sobre um toro
nao simétrico. Existem no minimo trés pontos de cuspide ligados por
dobras. Ilustra-se também as tangentes paralelas. (Direita) Fungao de
Wigner para uma curva convexa e suas catastrofes [Tomado de Toscano

etal arXiv:0705.2841v1 [nlin.CD](2007)]

quando a curvatura do toro perto do ponto x~ ¢é igual a da regiao perto
de xT, e quando nao ocorreo isto. A primeira corresponde aos pontos de

cuspide, o segundo tipo sao do tipo dobra. Berry mostrou que uma curva
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convexa simples tem um nimero impar de cuspides, sendo no minimo trés
6].

Outra forma de visualizar essas catastrofes é refletir o toro com respeito
a pontos perto do centro. Primeiro aparecem seis intersecoes entre o toro
e o toro refletido, as quais ligam as cordas estacionarias nao paralelas, tal

como mostra a figura 5.4.a). Podemos mudar continuamente o ponto de

a) Ryt ’.* b) Ry T

d) C) Ryt
-
Ry1
T -

Figura 5.4: Reflex6es do toro com respeito ao ponto x. a) Perto da

catastrofe dobra de corda longa, aparecem trés cordas estaciondrias. b)
Catastrofe dobra de cordas longas, duas das cordas do caso a) coalescem.
c) Ponto de cuspide. As trés cordas colapsam para uma sé. d) Ponto
longe das catastrofes de cordas longas, onde é valida a aproximagao de

fase estacionaria.

reflexao de maneira que duas das cordas tornem-se uma so, deixando quatro
intersegoes somente (figura 5.4.b), obtendo um ponto sobre a dobra. Agora,

se deslocamos o ponto de reflexao sem sair da dobra, chegaremos ao ponto no



5.3. APROXIMACOES UNIFORMES DA FUNCAO DE WIGNER 45

qual as duas cordas coalescem em uma sé (esse é um ponto de cuspide, ver
figura 5.4.¢). Se continuamos deslocando o ponto de reflexao, mas de maneira
arbitraria, obteremos um ponto onde a aproximagcao de fase estacionaria é
vélida (figura 5.4.d). A diferenga entre o ponto de cispide e os pontos onde a
aproximacao de fase estaciondria é valida é que a curvatura local nos extremos

da corda no caso da cuspide é a mesma, o que nao acontece no outro caso.

5.3 Aproximacgoes uniformes da funcao de Wig-

ner

Faremos aproximacoes para as catastrofes do tipo dobra da funcao de
Wigner, tanto para corda curtas como para cordas longas. A primeira cor-
responde s6 a uma extensao do caso de fase estacionaria, enquanto que perto
dos diametros a geometria exibida é mais complexa, ja que tem-se uma sin-

gularidade de ordem maior.

5.3.1 Regime de corda curta

Esta aproximacao foi obtida primeiramente por Berry [6]. Como vimos
anteriormente, a catastrofe de cordas curtas atinge-se quando a corda esta-
ciondria for nula, ou seja que o ponto x pertence ao toro Z.

A forma normal da catastrofe do tipo dobra é
B(u; ) = Yu® + Qou, (5.25)

onde, no contexto da teoria das catastrofes [32, 31|, 2 = (©,Q) é o
parametro de controle e u a variavel de estado.
Fazemos a transformagao do expoente F'(Q; X) na equagao (5.6) mediante
3

F(&i%) = Cx) + 5 — (. (5.26)
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Isto é, tomar €y = 1 e Qy = —C em (5.25). Os pontos estacionérios de ¢(u; ()
sao u = +( 3,

Para caracterizar a transformacao, devemos encontrar C'(x) e ((x). Para
este proposito avaliamos a equagao (5.26) nos pontos estaciondrios, obtendo

o sistema de equacoes:

P = +2%) 2 06 1ot ) = 00 - 2t
F-£;%) = ~2 =009 +o(~¢h 0 = 06 + 2,
onde A(x) é a drea entre a corda e o toro (ver Fig 5.1). Portanto,
Co=0. =A%) (5.27

Assim a integral (5.6) toma a forma
I u? 3 A(x) 5
W(x)=—- d | = —u | =—— 2
(x) 27Th/—oo ug(u,x) exp [Z<3 U[Q h } )], (5.28)
onde expandimos de acordo com a proposta de Chester, Friedman e Ursell

[26] até primeira ordem, para obter

o) = Gley ()0 (G2 = o9 + 80 0 (529

Lembrando que &,(£¢2) = £&,, os coeficientes a(x) e b(x) sao

g(+¢7;x) + g(—(7;x)

a(x) = 5 : (5.30)
o g(4¢Ex) —g(—¢7;x)
b(x) = QC% . (5.31)
€ 1
& _ ' " (u; C) |2 5.39
du u::I:C% F//(fq’x) u:iC; ( . )

onde " e ¢" representam as derivadas com respeito a variavel de estado, &,
e u respectivamente. Explicitamente

o) =2 60 = 1 (Sla+6/2 - Lla-6/2) . 639)
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Como G(&;;x) e F"(&,;x) sao fungoes pares de &, temos que g(u; () é

par com respeito a u, portanto b(x) =0 e

N

a(x) :g(C%SX) | Tor ool o Shgf N
La—p(x )a00)] [Bh6c) = Ghx) (5.34)
vah (4)°

EASPANIE
Substituindo (5.34) em (5.28), temos

N2\/%<%(hx>)% o fu? 3A(x)%
W(x) = |{[+,[—}|%h /_ du exp [2 (;—UET] )] (5.35)

o0

Finalmente obtemos a expressao para a fun¢ao de Wigner de Berry [6],

o MVERAR)T (34
W(x) = P S— A ( [2 ; } ) (5.36)

onde Ai é a fungao de Airy [34]. A amplitude da aproximagao semicldssica
estd expressada como funcao de colchetes de Poisson da acao I, tal como é
mostrado na teoria de Littlejohn [35]. Quando x estd dentro do toro, mas
longe dele —a drea A(x) é muito maior comparada com h— podemos usar
a forma assintética da fungao de Airy [34], que podem ser escritas como
2
Ai(z) — 7r_%(—3:)_i cos (g(—x)g - %) : (5.37)
Entao, nessa regiao a funcao de Wigner toma a forma
V2N? cos(A(x)/h — 7 /4)
Vah {1+, I}

e assim recuperamos assintoticamente a expressao da aproximacao de fase

W(x) —

, quando A(x) > h, (5.38)

estaciondria para a funcao de Wigner (5.16).
Para pontos x fora do toro, quer dizer pontos além da casutica, as solugoes
de (5.9) sdo complexas, portanto lidamos com cordas estacionarias comple-

xas. Entao A(x) é imagindrio puro com fase 27 e o argumento da fungdo de



5.3. APROXIMACOES UNIFORMES DA FUNCAO DE WIGNER 48

Airy em (5.36) ¢é positiva, obténdo-se um comportamento evanescente para

a funcao de Wigner [6].

5.3.2 Regime de corda longa

Quando x estd perto do centro de um diametro do toro, mas do tipo
dobra, podemos fazer uma aproximacao similar. Como nosso toro é uma
curva convexa simples, a acao S tem dois ramos, denotados por Sy e S_. Se
inserimos a fungao de onda semicldssica (4.18) na eq. (3.53) obtemos quatro

termos do tipo (5.24), a saber
W(x) = W, + W_ + 2ReWs, (5.39)

onde W, (ou W_) esta associado ao ramo superior S (ou inferior S_) e Wy
e W4 aos termos cruzados do tipo (5.24) para ¢ # j. A igualdade (5.39) ¢é
devida a que W, = WZ. Independente da escolha do eixo ¢, para pontos no
interior do toro nao podemos evitar que surja o termo Wi em (5.39), mas
podemos, mediante uma rotacao no espaco de fases, escolhé-lo de maneira
que as trés cordas sejam pontos estaciondrios cruzados, tal como mostra a
figura 5.5. Assim a funcao de Wigner se reduz aos termos cruzados.

Para analisar o caso da dobra, a corda nao interagente na singularidade

[eN

tratada isoladamente; razao pela qual a aproximacao de fase estaciondria
¢ mais apropriada para essa corda, a qual denotaremos por & = (&,3,&;),
pois ela estd longe da catdstrofe. A fase semicldssica no ponto &5, é a area

simplética entre a corda & e o toro, que denotamos por As(x) na figura 5.5.

TPor ponto estacionario cruzado nos referimos aqueles cujos extremos da corda perten-

cem a ramos diferentes da acao S.
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Figura 5.5: Cordas estaciondrias no toro. A diferenga de fase entre a
contribucgoes da corda &; e & é determinada pela area simplética Aj5. A

contribuicao correspondente a corda isolada, {3, é determinada por As.

Denotando q3i = q £ &,3/2, a contribuicao da corda &3 a fungao de Wigner é

. 1
e’LAg/ﬁ )

2mh

ol +8I _
8_p<q3)8_p<q3)

W3 = NZ‘ﬁe

« /_ " e, exp (%(gq g, f”(ng)) ~ (5.40)

o0

Lembrando (5.13) e (5.15), esta integral pode ser avaliada diretamente, obtendo-
se

4N2 _1 Ag ™
W3 = WHI(X—}—&/Z),I(X—&/Z)H cos (?—Z) . (5.41)

A contribuicao dos outros dois pontos estacionarios, os quais estao asso-
ciadas as cordas & e &, é obtida avaliando a funcao de Wigner mediante
uma aproximacao uniforme para uma catastrofe tipo dobra. Aproximando o
expoente com a forma normal (5.25) e sendo &;, e &, as componentes em ¢

das cordas estacionarias, exigimos que fq(g“%) =&, € fq(—&) = &,,, obtendo

a2’
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as constantes que caracterizam a transformacao, C' e (, das equagoes:

A (x)

\)

F(Ex) = =5 =Cx) +3¢2,
A 3
ey = 22— o - 2t

Aqui A; e Ay sao as areas simpléticas limitadas pelo toro e as cordas & e
&5, respectivamente, como é mostrado no apéndice A. Denotando por Ajs a

diferenca dessas duas areas, temos que

Oy = LA gy

_ §A1(X) — AQ(X) _ §A12(X).

42
4 h 4 (542)

Denotando por Wi, a integral associada as cordas & e &, temos que

Wia(x) = Re—exp |i

N? [.A1+A2}

ih 2h
X /_OO dzg(z;x) exp (z [% —z (Z Al;i(x)) 3]) , (5.43)
onde .
o3 =[5 @)+ 625 @ -a| G

Expandimos esta funcao em torno dos pontos estacionarios de acordo com a
equagao (2.40). Definindo a acao transladada por cada corda estaciondria &;

como Iji = [(x+¢;/2), temos que
9(chx) = 2y/an¢ {1, 1) 7, (5.45)
g(—ctx) = 2y/2n¢h [{1F, 15}|7F (5.46)

Assim

a0 = et (| g ),
bx) = \/2h¢ ([ N - I 1) ).
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Para compactar a notagao é conveniente definir as seguintes quantidades
S = (I + {5 3 e AT = ({1 I = {5 I}

assim temos que

=l

a(x) = V2h GA%(X))% S, b(x)=V2h G%@))_ Al, (5.47)

portanto

Wia(x) = Re N,2 exp |"iA1 i AQ} /_Z dz [a(x) + b(x)z]

2mwih 2h

X exp (z [%3 —z GA%@)) 3]) . (5.48)

Tomando a parte real e definindo X A(x) = A;(x) + As(x), obtemos

Wi = 2 Eilg(xﬂ% L (Ef;‘;i@) A (_ [314;@)} )

e G ([452]) eo

Finalmente, combinando (5.41) e (5.49), a fungao de Wigner para pontos

perto da dobra no regime de cordas longas ¢é
4AN? =1 Ag v
W(x) \/_}{I;,Ig}} QCOS(?—Z)
IN? [ A1,(x)]F BI
n V2N? [3A15(x)] 12 (ZA(X)) Ai ( l3A12(X ] )
5

h3 2h

i ) (L) oo

Lembremos que Ay corresponde a area simplética entre os pontos 1 e 2

(figura 5.5), limitada pelo toro 7 e o toro refletido Rx7. Esta area resulta ser
a diferenca de fase entre estas duas variedades, o que esta de acordo com a

teoria de Littlejohn [35].
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A funcao de Airy, Ai(—(), oscila incrementando a amplitude a medida
que seu argumento aumenta e logo decai exponencialmente para valores posi-
tivos de —(. Esses valores positivos de —( aparecem das solugoes complexas
da condigao de fase estaciondria 5.9 [6], da mesma maneira que para pontos
x fora do toro. A maxima amplitude, que acontence justo antes da origem,
indica a singularidade da amplitude semicléssica na cdustica. Nesta regiao,
o segundo termo, que depende de Ai' (—() pode ser desprezado, mas ele ¢
necessario para obter o comportamento correto na regiao oscilatéria, onde
a descricao semiclassica mais simples é valida. Este termo aparece devido
a auséncia da simetria de reflexao, uma propriedade da funcao de Wigner
para cordas curtas (5.36). Outra diferenca com (5.36) é a fase oscilatéria
proporcional a XA ao longo da cdustica, a qual é importante na hora de
separar as contribuicoes de cada corda estacionaria no regime oscilatério. De
fato, se consideramos o caso no qual as areas A; sao comparativamente maio-
res do que a constante de Planck, podemos aproximar a funcao de Airy e a
sua derivada pelas suas formas assintoticas para argumentos negativos muito
grandes [34]. As quais sao (5.37) e

i 2 3 0w
Ai'(—z) —» —=sin | zz2 — — :
i'(—x) \/7_Tsm (3:1: 4), (5.51)

respectivamente. Assim obtemos a forma correta para o regime oscilatorio:

Al s A2 T T
W(X):4N2 cos (% + 1) | o8 (%1 o oo8 (%) (5.52)
Vh | {050 {3 LY (I )

Este resultado corresponde a soma das contribuicoes individuais para cada
corda estacionaria, onde consideramos que cada uma é cruzada.

Quando o ponto x atravessa a catastrofe, as cordas & e & desaparecem,
o que faz com que s sobreviva a contribuicao da corda nao interagente &3,
recuperando-se assim a aproximagcao de fase estacionaria para uma corda so.
Porém a constante de normalizacao deve ser reavaliada, como discutiremos

na secao 6.5.
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Para finalizar, vemos que a expressao (5.52) parece ter uma falta de si-
metria; dado que o termo da corda & possui uma defasagem de 7/2 respeito
aos outros dois. Por outra parte, a avaliacao da funcao de Wigner por fase
estacionaria, supoe o uso de cordas nao cruzadas. A escolha dos eixos em
nosso calculos é tal enquanto A; resulta ser a area complementar a fase da

expressao de fase estaciondria (ver (5.16)), associada a .

5.4 Regime transicional da funcao de Wigner

A aproximacgao uniforme (5.50) nao estd definida explicitamente para
pontos que estao muito perto da caustica, porque A2 — 0 a medida que a
caustica é alcancada, enquanto que X/'? — oo. Nesta regiao, a curva cldssica
que sustenta o estado pode ser aproximado por parabolas nas vizinhancas
dos extremos do diametro &p, o qual representa o limite onde atinge-se a
singularidade. Esta aproximacao iguala a amplitude associada a cada ponto
estaciondrio, quer dizer X' = 2{I" [~} e AI'?> — 0. Assim, o termo que
contém a derivada da fungao de Airy em (5.50) cancela-se perto da cdustica.

Para se obter uma expressao explicita para a funcao de Wigner transicio-
nal, comegamos relembrando que a variavel de agao, I(x), pode ser interpre-
tada como um Hamiltoniano, tal que a curva classica é uma trajetéria gerada
pelo seu fluxo; assim, o toro resulta ser a curva de nivel I(x) = Z. Conside-
rando um ponto x perto do toro, tal que ele é o centro de uma corda 7, a
qual conecta dois pontos sobre a curva, x, and x;, em primeira aproximagao
podemos supor que

Xp ™~ Xo + TXq, (5.53)

para x muito perto do toro, sendo x a velocidade classica gerada pelo Ha-

miltoniano /(x). Entao a varidvel de ac¢ao I(x) pode ser expandida como

% Jx X, (5.54)
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Figura 5.6: A drea S7; para pontos que estao muito perto da curva de
nivel, I(x) = Z. Os extremos da corda 7 evoluem de acordo ao fluxo
Hamiltoniano gerado por I(x). Em primeira aproximacao, esta evolugao

é assumida linear.

(ver (B.11) ou a ref. [29]) onde

0?1 (x)
0x?2

Ty = (5.55)

¢é a matriz Hessiana de [ avaliada no ponto x. Esse Hamiltoniano quadratico
gera 0 movimento linear suposto em (5.53). Por outro lado, a area entre a
dita corda 7 e o toro, como mostra a figura 5.6, resulta ser [29],
Sr(x) ~ %73 X Jy X. (5.56)

como estd calculado no apéndice B.

Definimos & como a média entre as cordas estaciondrias &, e & e o par de
pontos y* = x + 5/2, como mostra a figura 5.7. Com isto, podemos notar
que a area Ajs na figura 5.5 pode ser obtida como

1 o~ e
App(x) = Sz(y") + Sz(y™) = o (Pytdpyt =2y T,97),  (5.57)

onde 7+ é o tempo de separacao entre os pontos x; = X £ & e Xo = X + &9,
de acordo com a evolucao gerada pelo Hamiltoniano I(x).
Os colchetes de Poisson das varidveis de agao nas amplitudes (5.50) podem

ser escritos mediante os produtos simpléticos

XTAxy ={ Y = {0 L =% A%y (5.58)
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)/

\

Figura 5.7: Ilustracgio da corda ¢ e dos pontos y* sobre o toro, para um

ponto x e suas cordas estacionarias £ e &.

Logo, definindo as ‘aceleragoes’ [29, 33], X; and X2, como

0
X; = ()’(j . 8_x) x = JIxx, (5.59)
tal que Xi ~ X + 7.XT, obtemos
_ 1 P e
U Iy = 5 [t Sy 7 979,47 (5.60)

Os tempos 74 e 7— podem ser avaliados usando (5.54). Assim (5.57) fica

1z - I(yh)? [I—IWﬂ]]_ (5.61)

['y+jy+ yt] [y_jy‘y_]

N [—= ol

[SIE

2A12(X) = \/5

Portanto, temos todos os ingredientes necessarios para avaliar a funcao de

Wigner transicional

@—I@ﬂf @f@>F]§. (5.62)
[Yt3+yt]r [Ty )2

Aqui omitimos o termo Ws, ver (5.41), o qual ndo tem problemas de con-

vergencia na caustica, pois é o termo da corda isolada &s.
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Como pode ser visto, esta forma transicional da funcao de Wigner nao
estd bem definida no caso particular de uma curva com simetria de reflexao
com respeito ao ponto X, pois o conjunto singular, formado por cuspides
e dobras, colapsa ao ponto X, obtendo-se assim uma catastrofe de ordem

superior, para a qual o presente tratamento perde validade.



Capitulo 6
Funcao de Cordas semiclassica

A primeira aproximacao para a fungao de Cordas semicléssica é devida a
Ozorio de Almeida, Vallejos e Saraceno [8], procurando explicar o comporta-
mento da fungao de correlagao entre um estado associado a uma variedade
classica e a translacao do mesmo. Eles usaram a aproximacao de fase esta-
ciondria para tal fim; portanto as regides onde a fungao de Cordas apresenta
cdusticas estao além do desenvolvimento tratado em [8]. Neste capitulo fare-
mos um resumo daquele trabalho e calcularemos uma aproximagao uniforme

para a funcao de Cordas.

6.1 Cordas pequenas e o limite classico

Primeiramente avaliamos o simbolo de Weyl do operador de translacao

T,
Te(x) = 2Mr R, Ty = e/ <2Ltr]%x_§/2) = g XN/R (6.1)
Este simbolo tem um comportamento suave, quando a amplitude da corda ||
¢ da mesma ordem que a constante de Planck. Por outro lado, lembramos que
a funcao de Cordas é proporcional ao valor esperado do operador translacao

e que o valor médio de um operador pode-se escrever como uma convolucao

o7
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do seu simbolo de Weyl com a fun¢ao de Wigner (ver equagao (3.56)), entao

1 - 1
= (T ¢) = ——— [ dxT_(x)W(x). 6.2
WO = G0 = oz [ TOW R (62
Assim, o limite classico da funcao de Cordas pode ser encontrado inserindo

(5.5) na integral anterior, obtendo-se [§]

1
(2wh)E

x(€) ~ / dx e $™/h§(1(x) —T). (6.3)

Como s6 os pontos sobre o toro, definido como a superficie de nivel I(x) = Z,
contribuem para esta integral, podemos fazer uma mudanca de variaveis de
x — 6, onde 0 sao as variaveis de angulo, conjugadas as acoes I. Entao a

integral (6.3) fica [§]

x(§) ~ (27r1ﬁ)L / (Qie)Le—fo(e)/h’ (6.4)

onde o fator (27)* é o jacobiano da mudanca de varidveis. Temos que ter
em conta que a escolha inadequada da origem ocasiona que o argumento da
fungao exponencial seja grande, desse modo a aproximacao |x(0)| ~ h nao
sera valida. Portanto, ¢ melhor tomar a origem de maneira que o médulo de

x, em média, seja minimizada.

6.2 Fase estacionaria para a funcao de Cordas

Da mesma forma que para a funcao de Wigner, partimos da funcao de
onda WKB, equagao (4.18), para um ramo S; da agdo. Com isto, a integral

que define a funcao de Cordas para um grau de liberdade seréd

x(&) = N% /_OO dg G(g; £)e ™79, (6.5)
onde N
Glase) = [+ /25— 62| (6.6)

Ip; Op;
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—€q/2
A condicao de fase estacionaria é determinada pela relacao

q+&q/2
F(q;: ) = % [/ pi(q) dg —¢&, q] : (6.7)

pi(Q+&/2) —pi(Q = £/2) =& (6.8)

Geometricamente, os pontos estacionarios correspondem aos centros x; =

(pi, ¢i), onde a corda & “encaixa” no toro (Ver Fig 6.1), o que chamaremos

Figura 6.1: Realizagées da corda ¢ sobre o toro. Os centros x; corres-

pondem aos pontos estacionarios.

de realizacao da corda & no toro 7. Como nosso toro é uma curva convexa
simples e fechada, temos duas realizacoes da corda.

A fase da fungao de Cordas depende da origem, mas esta é uma fase glo-
bal especificada trivialmente pela relacao de translacao de funcao de Cordas
(3.61). Seja x; = (g;,p;) um ponto estaciondario associado ao ramo S; e por
simplicidade, transladamos a origem ao ponto (0, ¢;), de maneira que a fase
resulta ser

RE(g3€) = Ax () +%5 A&, (6.9)
onde Ay, (&) ¢ a drea entre o toro e a realizacao da corda § com centro em x;.
Sao varias as interpretacoes geométricas desta fase, as quais estao ilustradas

na figura 6.2.
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p P P
pz(q) pr(q pr(g
x X
3 &
& o0 & 1 % q g
2 ' 2
&

Figura 6.2: Diferentes interpretagdoes geométricas para a fase se-
miclassica da funcao de Cordas na aproximacao de fase estacionaria,
considerando um ramo da agao. A fase estacionaria é determinada pela

4area sombreada nos trés casos [8].

Portanto, a integral (6.5) pode ser avaliada diretamente, tendo em conta

(5.13) e (5.15), obtendo

N?2 7 ™
0O = e [ (Au@ g0 f)| @10
onde o; ¢ o sinal da matriz
82
a0z 5@ = Sita7)] (6.11)

e [T = I(xo + £/2) sao os extremos da realizagao de corda & sobre o toro.
Assim, a aproximacao mais simples para a funcao de Cordas semiclassica
toma a forma
1 s
XO = 3% afe) o | (4@ +x, n 6+ o)

= Z x;(6)

onde j numera todos os ramos de S onde tém-se pontos estacionérios e

(6.12)

ai(€) = {I, I} 2. (6.13)

Esta é funcao de Cordas para o regime oscilatério.
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Figura 6.3: A diferenga entre as dreas de cada realizagao, A;2, coincide
com a area entre a curva cldssica e a sua translacao. Esta area tende a
zero quando ¢ se torna um diametro e a corda conjugada n = x; —x2 — 0.
A escolha natural da origem do espago de fases é o ponto médio entre

os pontos x; and Xxs.

6.3 Aproximacao uniforme da funcao de Cor-

das

A forma semicléssica da fungao de Cordas obtida em (6.12) perde validade
em regioes proximas as causticas. Quando temos uma curva fechada simples,
sao duas as realizagoes da corda, tal como mostra a figura 6.1. Se mudarmos
a corda £ continuamente até conseguir que as duas realizagoes coalesgam em
uma corda maximal, denotada por p, a amplitude « em (6.13) diverge. &p
corresponde a um diametro da curva. Neste caso, aqueles diametros formam
uma caustica tipo dobra e nao temos singularidades de outro tipo, obtendo
uma geometria mais simples do que a caustica da funcao de Wigner.

Podemos simplificar o calculo tomando como origem o ponto médio entre
os centros das duas realizacoes da corda &, como é mostrado na figura 6.3.

O par de pontos estaciondrios ¢; e go do integrando de (6.5) sao solugoes da
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equacao:
pi(q+&/2) —p-(0—&/2) = &, (6.14)

e sao identificados como as coordenadas de posi¢ao de x; e x5 na figura 6.3.
De acordo com o resultado do apéndice A e usando a regra de quantizagao

de Bohr-Sommerfeld (4.20), obtemos as fases

Seler+6/2) = S (01 = &/2) =G = Au(§) +xa A ¢, (6.15)
Si(g2 +84/2) = 502 = &/2) — &2 = A2(§) +x2 A& (6.16)

Procedemos a aplicar (6.5) na forma normal de catdstrofe de difragao tipo

dobra [32]:

N?2 YA o il e
0 =grzew (5 ) [ angte L e

o0

onde definimos

Aio _«41—«42-1-77/\5
2h 2h ‘

Nlw

A=A A ()

(6.18)

A diferenca de fase, A3, é o principal ingrediente na presente aplicacao do
método de aproximacao uniforme [26, 32]. A definigao geométrica de Ajy é
a area que resulta da intersecao da curva classica e a sua translagao por &,
como mostra a figura 6.3. Na caustica, a corda £ = {p é maximal e sua corda
conjugada fica [8]: n = x; — %9 — 0.

A integral (6.17) define uma funcao de Airy [34], Ai((), se g(u; &) = 1,
mas aqui estamos fazendo uma transformacao entre as varidveis ¢ — u,
respectivamente em (6.5) e (6.17), onde

i) = | Ta + &5 @) -2 FE (619
Aproximamos agora ¢(u;&) por uma fungao linear que coincide com ela

nos pontos estacionarios, ig“% de (6.17). Isto mapeia q(g“%) =X =q €
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q(—¢ %) = Xgq = ¢2. O jacobiano da transformacao ¢ < u nos pontos esta-

cionérios é

N

dq , 1 2h(?

Yoty — , 6.20

du () g_g(ch + fq/2> - g_g(ch - fq/Q) ( )
dg, . 2h(? :
Yoy — , 6.21
du( ¢ ) %(Q2+€q/2>_g_§(%_€q/2) ( )

de modo que
. oncy |? . oncs |*
L) = | g(=che = |2 ) 6.22
ok = || - o-Cho = [ (6:22)

[gualmente definimos as quantidades referentes a agao transportada

A= ) s e s ()
(6.23)

de modo que a funcao g é aproximada mediante

g(u; &) ~ \/g(gizﬂ%rg%A[l?). (6.24)

Esta, além de ser linear em wu, tem os valores corretos nos pontos esta-

ciondrios. Assim, a integral que define a fun¢ao de Cordas fica
P /2h d ZE[I2+_A[12 1[3 CU} 6.25
e U - e .
x(€) Py - _du (¢ R (6.25)
N2 oiSA/2h
i PR (

onde Ai’ é a derivada da funcao de Airy. Finalmente, inserimos o valor da

CINT2AL(—¢) — %A[”Ai' (—g)) . (6.26)

(x

variavel intermediaria, ¢, em termos das dreas (6.18), obtendo a aproximagao

uniforme para a funcao de Cordas:

X(€) = N?exp ('2“4) BAu]*sr2 (_ l?)AlZ] )

"on NG 4h

3 ~5 A 12 2
_ [4«41\2/}§h%A[ AL (_ [3:;12} ) . (6.27)
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Esta expressao tem uma forma similar ao caso da funcao de Wigner para
cordas longas, pois esta oscila quando Ao > h e podemos usar as formas

assintéticas (5.37) e (5.51), obtendo

N2 fexp (i[A —2]) | exp (i [42 + 7))

i2rh | (I D) {3, I, }]2

x(&) — (6.28)

Este resultado corresponde a soma das contribuigoes para cada realizacao da
corda na aproximagao semicldssica de fase estacionéria, segundo (6.12).

A amplitude dessas oscilagbes aumentam progressivamente com ||, até
atingir um maximo antes que A5 — 0, onde acontece a caustica. Para esta
regiao o termo da derivada da funcao de Airy pode ser ignorado, como vere-

mos na seguinte secao. Além da cdustica, a fungao decai exponencialmente.

6.4 Regime transicional para a funcao de Cor-

das

Dado que a aproximacao uniforme da funcao de Cordas tem a mesma
estrutura que a funcao de Wigner para cordas longas, em regioes vizinhas a
caustica, ela nao estda bem definida. De fato, temos que A2 — 0, enquanto
a amplitude diverge. Uma aproximacao quadratica da curva classica fornece
uma descricao adequada das vizinhancas da caustica; assim o termo da de-
rivada da funcao de Airy é cancelado naturalmente, porque igualam-se as
amplitudes associadas a cada ponto estacionario.

Igualmente ao caso da fungao de Wigner transicional, consideramos 7 (x)
como um Hamiltoniano tal que o toro é uma trajetoria gerada pelo seu fluxo.
Notando que os centros das realizagoes da corda conjugada n sao X+ = ££/2,

a area simplética A;s na figura 6.3 pode ser obtida como

[M°H]
e

I-1I(5)
[X+3§X+]

—

- 1(-5)
[X_j_%x_]

Z.Am(@ =2 + ) (6.29)

ol
ol
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onde 74 é o ‘tempo de voo’ entre os extremos de cada realizagao de n. Aqui
usamos as relagoes (5.54) e (5.56). Por outro lado, os colchetes de Poisson

da ac@o, presentes nas amplitudes (6.27), ficam
1 . . . .
Iy =3 [T+X_3§X+ XX | > {1 I3 ). (6.30)

Inserindo as duas iltimas equagdes em (6.27), temos finalmente que a fungao

de Cordas transicional é

[

ISA/2h—im/2 [TiX+3§X+ + 73X T X

x(&) = - 2 - -

© ==z [ X Je Xt + 7 X+T X~
2

]
]

wpm

o
[SIE

njw

Z-1(5)]
[X+7¢ X

njw
—

-
—

7—1(
[X‘j_g

)l
7]

+ (6.31)

o
=
P4 (ol
N2, %
[ I

Se a curva tiver simetria de reflexdo com respeito a origem, as matrizes
hessianas igualam-se (35 =J.¢ ) e os vetores ‘velocidade’ ficam Xt = =X~
Novamente utilizamos a origem escolhida como o ponto médio dos pontos
estacionarios X; e Xo; assim, a funcao de Cordas transicional se reduz a

piSA/2htin . L [(%) -7

x(§) = W[X+3

[S172
=t
|
@l
i
(]

(6.32)

Para { = £p, o argumento da fungao de Airy se anula, porque I(££p/2) =Z e
Y.A/2 é a drea associada a {p. Vemos entao que esta aproximagao transicional

continua finita e préxima da caustica tem um méaximo de amplitude local.

6.5 Regime de cordas longas para estados de

Fock

Consideremos os estados excitados, |n), do oscilador harmoénico unidi-

mensional, cuja variedade cldssica é uma circunferéncia centrada na origem,
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e portanto temos simetria de reflexdo. A condigao de quantizacao (4.20) para

esses circulos fornece a relacao

2rl(x) = w(p* + ¢°) = 27h (n + %) . (6.33)

A fungao de Cordas exata é determinada por [§]

€—§2/4h 52

onde L, é o polinomio de Laguerre de ordem n. Para cordas pequenas

(€ < h),
xz(§) ~ L, (ﬁm), (6.34)

- 27h h

fornece uma boa aproximacgao [8]. Jy é a fungdo de Bessel de ordem zero.
Entao, usando a forma assintética da fungao de Bessel para valores grandes

do seu argumento [34], temos que

CWRIE)E (VRI)E 3w
XI(f) = WCOS (T — Z) .

Esse resultado pode ser comparado com o resultado fornecido pela apro-

(6.35)

ximagao uniforme da fungao de Cordas (6.28). Para isto calculamos os valores

de dreas Ao e amplitudes X1'% e AI'? avaliadas na corda . Sem perda de

p

Xy

Figura 6.4: Cadalculo da drea A({), para um estado de Fock. O toro

corresponde a um circulo de raio /27.
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generalidade, supomos que £ é paralela ao eixo ¢. Assim, os centros das

realizacoes de £ tem coordenadas ¢ =0 e

Y (g)2 (6.36)

tal como ilustra a figura 6.4. A simetria permite calcular A;5(§), avaliando

s6 uma integral sobre o primeiro quadrante, a saber

V2T
A () :4/|§ do/2T = ¢

/2

=211 — <l rinM)
=277 — [£|4/ 27 — () — 47T arcs (\/ﬁ

Como o toro é simétrico com respeito a reflexoes em ¢, temos que os colchetes

(6.37)

de Poisson para cada realizagao sao iguais, de forma que o termo da derivada
da fungao de Airy se cancela. Da condigao (6.33) temos que
v
I(p,q) = 5 + (6.38)

Derivando com respeito a p e a ¢, obtemos

g = g2 — 2. 6.39
opag ~P1=1 q (6.39)

Os extremos das realizacoes da corda correspondem aos pontos com coorde-

nadas de posigdo ¢ = +[£|/2 e de momento (6.36). Portanto a amplitude

fica

1
2

2
12 = 2{IT, I}z =2 ||¢|y/ 2T - (%) . (6.40)

Com isto encontramos que, para estados de Fock, a aproximacao uniforme

da funcao de Cordas perto da cdustica é

xz(§) = (= >fN2h£|€| Az(g)]° lQI Kﬂ Ai( Bé;;’} ) (6.41)
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Agora usamos a forma assintética da funcao de Airy para obter uma

extrapolacao no caso de cordas curtas

w© - S (vazid) Fes (22-0). (6a)

Por outro lado, notando que & ordem mais baixa, o argumento v2Z|¢|
da funcdo de Bessel (6.34) é a metade da area complementar da intersegao

entre o circulo e a translacao dele, temos pela regra de quantizacao que

V2I|E| 3w (.AI 7r)
- + nm,

h 4 2h 4

com n inteiro. Obtemos assim que o limite assintético da funcao de Cordas

(6.43)

para a caustica de cordas longas reproduz a fungao de Cordas para estados
de Fock para cordas curtas na regiao intermediaria. Além disso, obtemos o

valor da constante de normalizagao

1
N?=—. (6.44)
2T

Esta corresponde a uma derivagao alternativa desta constante a proposta por
Berry [6]. Podemos inseri-la diretamente em (5.50) fora das cdusticas, onde
desaparecem o par de cordas coalescentes e resulta na aproximacao de fase

estaciondria mais simples para a fun¢ao de Wigner (ver (5.16)).

6.6 Conexao Wigner-Cordas no regime de cor-

das longas

Tendo calculado as fungoes de Wigner e de Cordas para o regime de cordas
longas, podemos tentar fazer uma conexao entre essas duas fungoes. Embora
elas representem o operador densidade em espacos de fases reciprocos, exis-
tem casos onde as caracteristicas delas sao similares.

Primeiramente, nao é possivel fazer uma associacao direta nas apro-
ximacoes obtidas, entre a corda e o centro, pois temos varias cordas esta-

ciondrias associadas ao centro onde esta avaliada a funcao de Wigner, tal
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como o ilustra a figura 5.5, enquanto na fungao de Cordas, temos que a
corda possui no minimo dois centros associados, uma para cada realizacao
da corda sobre o toro.

Por outro lado, tém-se uma conexao direta quando o toro for simétrico
com relacao a reflexdes sobre um ponto no espaco de fases, dado que as
funcoes de Wigner e de Cordas sao proporcionais, a nao ser por um fator de
escala (ver (3.62)). Neste caso a funcao de Cordas é real. Essa similaridade
pode ser vista geometricamente longe das causticas em regioes onde a apro-
ximacao de fase estacionaria é vélida, pois a diferenca de fase semiclassica
entre as contribuicoes de cada ramo da acao na funcao é a mesma para am-
bas fungoes [8, 10]. Isto acontece porque a simetria faz com que deslocar o
toro por um vetor £ seja igual a refleti-lo com respeito ao centro x da corda

conjugada a &, como se ilustra na figura 6.5.

Figura 6.5: Diferenca de fase semiclassica para a fungao de Wigner e
sua transformada de Fourier para o caso simétrico. Neste caso refletir

o toro com respeito ao ponto x equivale a disloca-lo por um vetor £.

Poderiamos pensar que este ponto de simetria é o resultado de fazer coa-
lescer os pontos de cuspide do toro na catastrofe da funcao de Wigner, en-
quanto vamos deformando o toro original até que seja simétrico. Porém,

esse ponto corresponde a uma catastrofe nao elementar [31], dado que to-
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pologicamente existem infinitas maneiras para romper a simetria de uma
elipse [32]. Mais precisamente, existe um grupo continuo de perturbagoes
para quebrar a simetria do toro, podendo-se reproduzir quaisquer catastrofes
estruturalmente estaveis; semelhante ao que acontece no espalhamento tipo
gléria (glory scattering), onde a simetria circular produz uma cdustica nao
elementar no centro daquele circulo [32].

Como vimos anteriormente, a fungao de Wigner na regiao central do toro
tem trés termos: a contribuicao das duas cordas interagentes e uma da corda
isolada, dado que esta funcao apresenta uma singularidade mais forte do que
a funcao de Cordas. Por esta razao vamos excluir o termo da corda isolada
para fazer uma comparacao com a funcao de Cordas. Tomamos a parte real

da fungao de Cordas (6.27), obtendo

2. (A [%«412}%2112 [ [3Aw s
Rex(§) =N Sm(Qh) o Ai P

oo (B4 il Tar” (-[22]): s

2h V2h3 4h

Se a comparamos com a fun¢ao de Wigner para cordas longas, (5.50), temos
a mesma forma funcional. Embora os argumentos destas duas fungoes nao
sejam iguais, nao sao substancialmente diferentes. Explicitamente, as dife-
rencas estao nas areas simpléticas que existem entre os extremos das cordas
estaciondrias (Wigner) e os extremos das realizagoes da corda (Cordas), pois
esses extremos coincidem quando avaliamos a funcao de Wigner (5.49) no
centro do paralelogramo formado pela corda £ e sua corda conjugada (ver
figura 6.6).

As amplitudes nas aproximagoes semicldssicas (5.49) e (6.45) estao defi-
nidas em termos de colchetes de Poisson da funcao I, avaliada nos extremos
das cordas estaciondrias e das realizacoes da corda, respectivamente. Geo-
metricamente esses colchetes de Poisson representam produtos simpléticos

entre os vetores tangentes ao toro nos extremos das cordas. Esses extremos
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correspondem aos vértices do paralelogramo inscrito no toro e formado por &
e 7, como ilustra a figura 6.6. No entanto, na funcao de Wigner, a amplitude
depende desses colchetes avaliados nos vértices que estao ligados pelas diago-
nais do paralelogramo, enquanto na fun¢ao de Cordas depende dos que estao

ligados pelos lados. Explicitamente, os colchetes de Poisson nas amplitudes

T
xc

Figura 6.6: Cordas estaciondrias da funcao de Wigner e realizagoes da
corda £ sobre o toro 7, quando avaliamos a fungao de Wigner no centro
do paralelogramo formado pela corda £ e sua conjugada 7. As amplitu-
des na aproximacgao semiclassica estao definidas em termos de produtos

dos vetores tangente nos vértices do paralelogramo.

para a funcao de Wigner e de Cordas, segundo a notagao da figura 6.6, sao

IF 17} =xg A Xy IF 17} =%, A%y
R L o
{11} = %4 A%, {11} = x4 N %

Os vértices do paralelogramo podem ser expressados como fungoes da corda

& e os centros das realizagoes dela sobre o toro, mediante

§ §

xale+§, Xp=X1— 3, X=X, Xd:X2+g. (6.47)

Para finalizar, o que podemos concluir é que alguma similaridade entre a
funcao de Wigner e a funcao de Cordas esta presente ainda no caso nao

simétrico, embora nao seja uma relacao direta.



Capitulo 7
Discussoes e Perspectivas

Mostramos que o comportamento da funcao de Wigner e da funcao de
Cordas perto da singularidade da corda maximal podem ser descritas em ter-
mos da funcao de Airy e sua derivada. Entretanto, embora esta ultima possa
ser considerada desprezivel para pontos que estao muito perto da caustica,
fornece uma importante contribui¢ao no regime oscilatério das distribuicoes
semiclassicas, também descritas com as aproximagcoes obtidas pelo método
de fase estacionaria. Também podemos observar que as contribuigoes se-
miclassicas perto das cdusticas sdo maiores (da ordem de ~ h_g) do que nas
outras regioes do espago (da ordem de ~ h_%).

A caustica associada aos diametros tem uma forma diferente no espaco
de centros x, onde a funcao de Wigner esta definida, e no espago de cordas,
&, A primeira foi ilustrada na figura 5.4, a qual é composta por ctspides e
dobras. Para o caso de cordas, visualizar a catastrofe nao é evidente. Ela
corresponde ao locus de todos os diametros, £p, que sao as cordas maximais
da curva convexa. Esta caustica é simétrica com respeito a origem das cordas
e também é convexa. A hipotese de convexidade é necessaria para que a
catastrofe seja uma dobra, pois caso contrario, podem surgir singularidades
de ordem maior. Porém, em nenhum caso, a simetria ¢ quebrada.

O par de cdusticas em questao pode ser visto de um enfoque alterna-
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tivo, como singularidades de projecao de uma superficie lagrangiana sobre o
espaco de fases duplo, X = x~ x xt. Esta superficia é construida como o
produto cartesiano dos dois toros: o par de curvas quantizadas I(x*) = Z,
no caso em que L = 1. Esta descricao alternativa no espacgo de fases duplo
em termos de centros x = (x* +x7)/2 e cordas £ = £+ — ¢~ conduz a uma
descrigao completa [10]. Os pontos Xp = (x(&p),&p) compoem a singula-
ridade de projecao do toro duplo (o produto cartesiano) no espago de fases
duplo. Assim, o plano bidimensional tangente ao toro, estd determinado
completamente pelos vetores tangentes (x(£p),0) e (0,&p). Temos que levar
em consideragao que a variavel canonica ao centro x no espaco de fases duplo
é y = J¢ e ndo a corda &, como é mostrado em [10], mas este detalhe nao
muda substancialmente a presente discussao.

Agora resumimos o comportamento da funcao de Cordas para qualquer
translagao: a) um méaximo na origem; b) um regime oscilatério, obtido como
uma superposicao de termos aproximaveis por fase estacionaria para cada
realizacao da corda; ¢) uma regiao perto da corda maximal, o diametro p,
expresso em termos de fungoes de Airy e suas derivadas, onde a amplitude
é novamente maximal e finalmente d) uma regiao evanescente, onde decai
exponencialmente para cordas com cumprimento maior do que os diametros,
mas ainda descrito por funcoes de Airy.

Neste trabalho consideramos unicamente estados puros, para os quais
a correlagdo no espaco de fases (1.1), isto é, a correlagao entre o estado p e
suas possiveis translacoes, esta determinado pelo modulo quadrado da funcao
de Cordas. Logo, usando a forma assintética da aproximagao uniforme da
funcao de Cordas no regime semiclassico, podemos encontrar que a correlagao

no espago de fases, na regiao oscilatoria longe da caustica, é aproximadamente
1 + 7—1-—1 + 7—1-1 + 7—7-1% + 7—y-—i . A12
szﬁ {05 I {0 Ly +2{07 {0y, I ) 2 sin AR
(7.1)

ou seja, um par de termos classicos associados a cada realizagao da corda e
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um termo que representa a interferéncia entre eles. Esta féormula corrige a
fase da forma semiclassica da correlagao no espaco de fases apresentada em
[8], mas também permite a interpretagao para a invariancia da correlacao
com respeito a transformada de Fourier. O ponto importante é que o alcance
méximo das correlagdes no espago de fases (inclusive para as correlagoes da
fungdo de Wigner) na vizinhanga de um diametro da curva quantizada é
simplesmente C¢ = |y (€)]* na forma dada por (6.32).

Fica em aberto o estudo da catastrofe de Cordas curtas para a funcao de

Cordas, pois ela é uma catastrofe de ordem maior.



Apeéendice A
Cordas cruzadas

A fase do integrando na expressao (5.24) para a fungao de Wigner, ava-

liada no ponto x = (p, q), é
hE(Q;x) = Si(g+@Q/2,1) = S_(q — Q/2) — pQ, (A.1)

sendo S; = 5S4 e §; = S_. Sejam ¢ e ¢ os pontos de retorno sobre a curva
fechada, gy < ¢1. Escolhendo o eixo ¢ de maneira a incluir ¢q, de acordo com

a Figura A.1, a fase estacionaria resulta

q+&q/2
S+ = [ p@iQ=a (A2)

q90

q1 q—&q/2
S_(q—&/2) = / P (Q)dQ + / P (Q)dQ = ar + ay + as. (A.3)

0 1
A corda estacionaria £ foi assumida como cruzada, de modo que seus extre-

mos pertencem a diferentes ramos da acao. Entao, a fase sera
hE(E;x) = a1 — (a1 + ag + as) — p&y = —[ags + a4] —p&; = a — y{pdq. (A.4)

Definindo A(x) como a drea entre a corda estaciondria e a curva fechada,

temos que
M) = A) — foin =G0 -2a (n+3). (a9)

1)
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0= A= Ax)

Figura A.1: Diferencga de fase entre os pontos estaciondrios para a fungao
de Wigner, avaliada no ponto x = (p, ¢), tal que os extremos da sua corda,

¢ = (&,&), ligam os dois ramos da fungao WKB. A drea sombreada é

a=58:(q+&/2) —S—(q—&/2) — p&ys

pela quantizagao da curva sob a condigao de Bohr-Sommerfeld (4.20).
Por outro lado, a fase no integrando em (6.5), que define a funcao de

Cordas para a mesma geometria sera

AE(Q,€) = 54(Q +£4/2) = 5-(Q — £/2) = Q- (A.6)

Os pontos estacionarios sao coordenadas de posicao ¢, mas sua interpretacao
geométrica fornece uma coordenada de momento p (como é discutido no
capitulo 6). Novamente, denotamos por x = (p, ¢), assim a fase estaciondria
F, depende de x em vez de g. Escolhendo o eixo ¢ da mesma forma que para

a fase de Wigner, obtemos
hE(x,6) = Si(q+&/2) — S-(q — &/2) — p&y + P& — &4, (A7)
= S4(q+&/2) — S-(q—&/2) — p§g +x NE. (A.8)

Definindo Ax(§) como a area simplética entre a curva e a realizagao de &,

centrada em x, como na Figura A.1, temos que

hE(x,6) = Ax(§) +xNE— 27 (n + %) : (A.9)
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Para implementar as aproximacaos assintoticas, podemos ignorar o termo
adicional f pdq, por causa da condigao de quantizagao (4.20). Devemos rei-
terar que a condigao de quantizacdo do toro implica que as édreas A(x) e

Ax(§), e suas respectivas dreas complementares A'(x) e A/ (&), satisfazem

A(x) + A'(x) = Ax(§) + AL (&) = ]{pdq = 27h (n + %) , n € Z.
(A.10)



Apéendice B

Funcao de centro para tempos

curtos

Consideremos um sistema governado pelo fluxo Hamiltoniano gerado por

H(x). Supomos que o Hamiltoniano é localmente quadratico,

H(X)Z%XHXH..., (B.1)
onde ,
_ 0°H(x)

¢ a matriz hessiana no ponto x. Sejam x e x_ dois pontos sobre a trajetoria
definida por H(x) = E. Se o tempo 7 que separa esses pontos for curto, temos

a evolucao linear

xp = M x_, (B.3)
onde
1 1
M, =™ =1 4 7IH, + §T2(JHX)2 + g73(1171,()3 + ... (B.4)

Esta expressao vem da solugao das equagoes de Hamilton

OH
x=J o JHix (B.5)
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A funcao geratriz de (B.3) pode ser encontrada mediante

05,
ox

~J =T = 2J A, x = 2(1 + M) M1 — M,)x, (B.6)

onde A, é a matriz da parametrizacao de Cayley para a matriz M., a qual

satisfaz até terceira ordem em 7:
M, =(1-JA)A+TA) P21 —2A4, +2(JA)? —2(JA)> +.... (B.7)

Assim encontramos que

1 I 4 3
== — N . B.
A, QTJHx—i- 51’ (JHx)” + (B.8)
e portanto,
1 1
Sr(x) = —§TXHXX — ﬂrgx (JHx)x. (B.9)
Usando (B.5), temos que
1 1,
Sr(x) = —=7 H(x) — —7°XHxX. (B.10)

24

Para expressar S, em termos da energia associada a curva classica, notamos

que
E:H(xi):H(xitX/Q):H(x)—l—%(%) x Hx X (B.11)
a ordem mais baixa no tempo. Dai se segue que
S.(x) = —tE(t) + %73 XHyx X, (B.12)
e finalmente
Sp(x) = %# X Hx X. (B.13)

Este resultado é usado nas aproximacoes transicionais para as funcoes de
Wigner e de Cordas, considerando a agao I(x) como o Hamiltoniano do
sistema. A existéncia deste é garantido porque o sistema é integravel e existe

a transformagao candnica para variaveis de angulo-agao.
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