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TRANSIÇÕES DE FASE EM FILMES E FIOS

SUPERCONDUTORES

Yony Milla Gonzales

Orientador: Adolfo Pedro Carvalho Malbouisson

Co-orientador: Itzhak Roditi

Tese apresentada ao Centro Brasileiro

de Pesquisas F́ısicas para a obtenção

do t́ıtulo de doutor em f́ısica.

Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas

Rio de Janeiro, agosto, 2006

ii



Resumo

A presente tese é consagrada à utilização dos métodos desenvolvidos recentemente

nas Refs. [1–6] na teoria quântica de campos Euclideana na análise do modelo de

Ginzburg-Landau para supercondutividade em sistemas confinados.

Estudos sobre teoria de campos confinados se emcontram na literatura hà um bom

tempo. Em particular, uma análise do grupo de renormalização em geometria de

tamanho finito podem ser encontrados em [7,8]. Estos estudos foram realizados levando

em conta efeitos de fronteira sobre leis de escala.

Questões a respeito da existência de transições dae fase podem também ser lev-

antadas se considerarmos o comportamento da teoria quântica de campos em função

dos limites spatial. A existência transições de fase podem ser neste caso associadas

a algúm parâmetro espacial descrevendo a quebra de invariância translacional, como

por exemplo, a distancia L entre duas planos paralelos que confinão o sistema, o que

corresponde a uma amostra em forma de fio de espessura L. Estudos deste tipo foram

relizados recentemente em [1,2], concernindo com a quebra espontânea da simetria na

teoria λφ4.

Sob essas perspectivas, iniciamos o nosso estudo no caṕıtulo 2 com um breve

panorama da teoria de Ginzburg-Landau introduzindo-se algumas ferramentas necessárias

da teoria quântica de campos a serem utilizados nesta tese, tais como o método fun-

cional e o potencial efetivo, os quais são utilizados para calcular as correções quânticas

da enerǵıa livre de Landau em transições de fase de primeira e segunda ordem.

Após ter apresentado o ferramental necessário, no caṕıtulo 3 prosseguimos o nosso

estudo com uma generalização para fios dos resultados obtidos recentemente para filmes

superconductores [6]. Nós consideramos o modelo de Ginzburg–Landau, confinado num

fio retangular de comprimento infinito com secção transversal L1×L2. As contribuições

do campo de gauge a nosso modelo são implementadas por meio do potencial efetivo

Gaussiano (PEG) [9, 10]. Nós obtemos as equações para a temperatura cŕıtica como

uma função das dimensões transversais do fio, L1, L2 e da temperatura de transição

T0 para amostras em forma de ”bulk”.
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No caṕıtulo 4 nós consideramos o modelo de Ginzburg–Landau, (λφ4 + ηφ6) de-

screvendo uma transição de fase de primeira ordem na sua formulação compactificada

em uma , duas e três das dimensões espaciais que correpondem a amostras em forma de

filmes, fios e grãos respectivamente. Encontramos uma expressão para a temperatura

cŕıtica em função da espessura L dos filmes, da área da seção transversa L1 ×L2 dos

fios e do volume L1 × L2 × L3 dos grãos, para supercondutores.

Em todos os casos o tratamento do confinamento espacial é feito utilizando uma

generalização para as coordenadas espaciais da prescrição de Matsubara na teoria de

campos a temperatura finita, além de métodos de regularização dimensional e con-

tinuação anaĺıtica da função zeta de Epstein. Também, são feitos comparações com

dados experimentais para filmes e fios, os quais sugerem que uma observação experi-

mental do comportamento da temperatura cŕıtica em função das dimensões da amostra

podem servir como um critério para decidir sobre a ordem da transição de fase super-

condutora.
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Abstract

The present thesis deals with the utilization of the methods recently developed

in Refs. [1–6] in Euclidean quantum field theory in the analysis of Ginzburg-Landau

model for superconductivity in confined systems.

Studies on confined field theory have been done in the literature for a long time.

In particular, an analysis of the renormalization group in finiti-size geometries can be

found in [7,8]. These studies have been performed to take into account boundary effects

on scaling laws.

Questions concerning the existence of phase transitins may also be raised if one

considers the behaviour of field theories as a function of spatial boundaries. The exis-

tence of phase transitions would be in this case associated to some spatial parameters

describing the breaking of translational invariance., for instance, the distance L be-

tween planes confining the system. Studies of this type have been recently performed

in [1, 2], concerning with the spontaneous symmetry breaking in the λφ4 theory.

on those perspective, we begin our study in the chapter 2 with a short panorama

of the Ginzburg-Landau model introducing some tools quantum field theory tools that

will be used in this thesis, such as the functional method and the effective potential,

which have been employed to calculate the quantum corrections of the Landau free

energy in first and second order phase transitions.

After the presentation of the necessary tools, in chapter 3 we go ahead in our study

with a generalization for wires of the results recently obtained for superconducting

films [6]. We consider the Ginzburg–Landau model, confined in an infinitely long

rectangular wire of cross-section L1×L2, gauge field contributions to our model being

implemented by means of the Gaussian effective potential [9,10]. We obtain an equation

for the critical temperature as a function of the wire transverse dimensions, L1, L2, and

of the transition temperature T0 of the sample in bulk form.

In the chapter 4 we consider the Ginzburg–Landau model (λφ4 + ηφ6) describing a

first order phase transition in its compactified formulation with one, two and three of

the spatial dimentions compactified, which correspond to samples in the form of films,
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wires and grains respectively. We find the expressions for the transition temperature

as a function of the thicknesses L for films, the transversal section area L1 × L2 for

wires and the volume L1 × L2 × L3 for grains.

In all the cases, the treatment of the spatial confinement is made using a gener-

alization for the spatial coordinates of the Matsubara prescription in finite temper-

ature quantum field theory, combined with dimensional regularization methods and

analytical continuation of Epstein generalized zeta-functions. Also, comparisons with

experimental data for films and wires are done, suggesting that an experimental ob-

servation of the behavior of the critical temperature as a function of the dimensions of

the sample can be taken as a criterion to decide on the order of the superconducting

phase transition.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As últimas quatro décadas assistiram a um grande progresso da teoria quântica de

campos (TQC). Com a preocupação original de descrever a eletrodinâmica quântica, a

TQC tornou-se a base principal para as discussões a respeito das interações fundamen-

tais, conduzindo a predições teóricas em extraordinária concordância con os resultados

experimentais [11], levando à ideia que interações fundamentais poderiam ser descritas

por uma mesma teoria, por exemplo, o modelo padrão que descreve as interações eletro-

fracas e fortes.

Paralelamente as aplicações da TQC à f́ısica de part́ıculas, com os trabalhos pio-

neiros de Ginzburg e Landau [12], a TQC começou a ser aplicada a problemas t́ıpicos

da f́ısica da matéria condensada como a supercondutividade e a superfluidez. Posteri-

ormente Anderson, Wilson, Fisher, entre outros perceberam o alcançe e a amplitude

gerais da idéia de associar um grupo ao método da renormalização em teoria de cam-

pos [7, 13, 14]. Tal grupo, atualmente conhecido como grupo de renormalização (GR),

expressa o comportamento da teoria sob transformações de escala de um modelo. Este

método, dito de GR, deu excelentes resultados, por exemplo, no cálculo dos expoentes

cŕıticos quando há ocorrencia de transições de fase. No entanto, não vamos utilizar

métodos de GR no presente tabalho.

Particularmente, nos interessamos pelo modelo de Ginzburg-Landau (GL) [16]. Este

modelo postula que um sistema f́ısico na vizinhança da criticalidade tem um conjunto de
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estados ou configurações posśıveis caraterizado por um conjunto de expoentes cŕıticos

[15]. Desta maneira o sistema pode ser descrito a partir de um hamiltoniano em função

de um certo parâmetro de ordem ψ(x). Na descrição de diferentes transições de fase o

parâmetro de ordem deve ser escolhido de forma apropriada. Por exemplo, examinando

a magnetização generalizada, m(x), para spins de n componentes, esta serviria como

um parâmetro de ordem para problemas espećıficos como, por exemplo, para descrever

transições ĺıquido-gás (n = 1), para descrever a superfluidez, supercondutividade e

magnetos planares (n = 2). No nosso caso da supercondutividade o parâmetro de

ordem ψ tem a seguinte interpretação f́ısica: |ψ|2 = ns, onde ns é a densidade dos

”pares de cooper”. Além disso, ψ 6= 0 no estado supercondutor, mas zero no estado

normal. Assim, ψ é o parâmetro de ordem da transição de fase, existindo abaixo de

uma certa temperatura cŕıtica Tc e indo a zero acima de Tc. É, então, assumido que

a descrição termodinâmica do sistema pode ser feita expandindo a energia livre em

potências de ψ, e que próximo a Tc, o hamiltoniano GL pode ser escrito da forma,

HGL = 1
2
(∇ψ)2 + 1

2
m0ψ

2 + 1
4
λψ4 + 1

6
ηψ6 + ....

Um outro ponto é que o grau das autointerações está associado a diferentes ordens de

transição de fase [12]. No caso em que HGL é expandida em função do parâmetro de

ordem até o termo λψ4, com λ > 0, este dito hamiltoniano descreve uma transição de

fase de segunda ordem, enquanto que se HGL é expandido no seu parâmetro de ordem

até o termo ηψ6, com λ < 0 e η > 0, pode descrever uma transição de fase de primeira

ordem. Além disso, o modelo GL estabelece de antemão que a dependência com a

temperatura aparece através do termo m0 ∝ (T/Tc − 1).

Um detalhe importante, considerando-se o caso do modelo a n componentes, é a

invariância de HGL frente ao grupo de simetria interna do parâmetro de ordem, este

dito grupo de simetria é a simetria O(n).

Outro aspecto importante a levar em conta no modelo GL é que as constantes

fenomenológicas, λ, m0 e η, que aparecem no hamiltoniano, podem ser obtidas a partir

de uma teoria microscópica. No caso dos supercondutores, estas constantes podem ser

obtidas da teoria microscópica da supercondutividade de Bardeen, Cooper e Schriefer
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(BCS) [19] por meio da derivação das equacões de Ginzburg–Landau feita originalmente

por Gorkov [17,18], e em seguida refinada por varios autores [20].

Um exemplo onde o modelo GL é empregado atualmente é na descrição dos super-

condutores de altas temperaturas cŕıticas (HTSC), para os quais a teoria BCS original

revela-se inadequada. A descoberta desta categoria de materiais há quase duas dácadas

abriu uma nova perspectiva no estudo dos fenômenos cŕıticos. Os materiais HTSC têm

a vantagem de possuir uma região cŕıtica maior em relação daqueles supercondutores

convencionais. Este fato em prinćıpio permite maior acesso experimental a tal região.

Medidas têm mostrado que as flutuações cŕıticas são muito importantes nos HTSC

(especialmente aqueles feitos pelo composto YBCO) [21,22], tendo comportamento di-

ferente da descrição do campo médio. Porém, tais experiências não foram realizadas na

região cŕıtica carregada, a qual parece ainda inacesśıvel. Devido aos valores pequenos

do comprimento de coerência caracteŕıstico destes materiais, flutuações térmicas são

fortemente estimuladas em comparação com os supercondutores de baixa temperatura

cŕıtica, reduzindo assim o domı́nio de validade do campo médio.

Nesta tese nós pretendemos estudar as propriedades das transições de fases ocor-

rendo em sistemas limitados por fronteiras espaciais. Nós vamos considerar o sistema

”vivendo”numa região do espaço Euclideano e vamos a estudar as propriedades ter-

modinâmicas do sistema em função de suas dimensões espaciais. A mais simples das

situações que estudaremos será o sistema confinado entre dois planos paralelos separa-

dos por uma distância L; de um ponto de vista f́ısico, esse sistema pode ser visto como

uma amostra de um material na forma de um filme.

Para tal estudo nós vamos a utilizar o fato de que em uma teoria de campos Eu-

clideana as coordenadas espaciais e o inverso do tempo imaginário estão em pé de

igualdade. Como veremos mais adiante isto permitirá uma transição natural do for-

malismo de Matsubara (de teoria quântica de campos a temperatura finita) para o

estudo dos sistemas confinados em regiões do espaço Euclideano. Esta nova abor-

dagem foi utilizada em [4, 5]. Os resultados neles obtidos constituem a base desta

tese.
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Desta forma, com o intuito de contribuir ao estudo da supercondutividade em ma-

teriais com dimensões espaciais compactificadas, questões a respeito da formulação

do modelo de Ginzburg-Landau na presença de condições de fronteira se mostram

pertinentes, sobretudo a partir da utilização do método da regularização zeta de Ep-

stein [1,23–26]. Tais métodos têm sido também utilizados em teoria quântica de campos

no tratamento de sistemas confinados, como por exemplo o efeito Casimir [24].

Assim, tomando-se como motivação tudo o que foi dito acima, a presente tese é

consagrada ao estudo das transições de fase supercondutoras a partir da aplicação dos

métodos da teoria quântica de campos no contexto do modelo de Ginzburg-Landau. O

conteúdo deste trabalho é organizado da forma a seguir:

No capitulo 2 fazemos uma breve revisão do modelo GL, introduzindo os conceito do

gerador funcional e o potencial efetivo da teoria quântica de campos (TQC), mostrando

as correções à energia livre do GL na aproximação de campo médio, as transições de

segunda e primeira ordem são estudadas nos modelos λφ4 e λφ4+ηφ6, respectivamente.

Seguindo as ideias sobre técnicas da TQC e as transições de fases no modelo GL

dadas no caṕıtulo 2, no caṕıtulo 3 nós enfocamos o estudo das transições de fase de

segunda ordem no modelo GL na aproximação λψ4, incluindo as flutuações de gauge em

sistemas compactificados em duas de suas dimensões espaciais. Neste sentido, analisa-se

o nosso modelo num sistema parcialmente compactificado, com a utilização do método

das funções zeta de Epstein multidimensionais. Para lidar com os problemas técnicos

que surgem da compactificação de dimensões espaciais utilizamos uma combinação dos

métodos de regularização dimensional [27] e da função zeta generalizada. Assim, para

o nosso modelo GL definido em três dimensões espaciais, considera-se o caso particular

de duas dimensões compactificadas, o qual correspondem a uma amostra em forma de

um fio de secção transversal retangularde área A = L1 × L2.

No capitulo 4, nós utilizamos o modelo de GL incluido os termos λφ4 + ηφ6 para

estudar o comportamento da temperatura cŕıtica nas transições de fase de primeira

ordem em sistemas confinados. Aplicamos este estudo para analizar o comportamento

da temperatura cŕıtica em amostras supercondutoras em forma de filmes, fios e grãos.
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Comparações com os dados experimentais são feitas para amostras supercondutoras

em forma de filmes.

E por último, no capitulo 5, apresentamos o resumo e as conclusões dos trabalhos

e mostramos algumas perspectivas de trabalho no modelo GL.
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Caṕıtulo 2

O Modelo Ginzburg-Landau e a

Teoria Quântica de Campos

Este caṕıtulo é devotado a uma breve revisão do modelo Ginzburg-Landau (GL) das

transições de fase, bem como uma introdução das ferramentas básicas da teoria de

campos . Assim, na seção 2.1 apresentamos a energia livre do modelo GL definida

como o Hamiltoniano em termos do parâmetro de ordem (o campo φ). Em seguida, na

seção 2.2, introduzimos a função de partição, conceito fundamental que faz a conexão

da mecânica estat́ıstica com a teoria quântica de campos. O tratamento é feito via

métodos da integral funcional, com algumas aplicações na aproximação Gaussiana.

Em seguida, as correções quânticas são discutidas. Também mostramos o cálculo do

potencial efetivo exibindo a parte livre e as correções a um laço. Finalmente, estudamos

as transições de fase com o formalismo do potencial efetivo na aproximação do campo

médio.

2.1 O modelo de Ginzburg–Landau (GL)

Sistemas que passam por uma transição de fase são caracterizados pelas flutuações de

uma ou um conjunto de variáveis, as quais podem ser interpretadas como distribuições

espaciais com um peso estat́ıstico. Desta maneira, cada um das variávels devem ser

definidas sobre tudo o espaço de base e variar continuamente em um intervalo que em
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prinćıpio é ]−∞, +∞[. A identificação destas variáveis é vinculada ao tipo de transição

de fase que se deseja estudar (visto que um único sistema pode experimentar diferentes

transições de fase); além disso, diferentes sistemas podem apresentar propriedades em

comum. Por estas razões é conveniente formular de ińıcio um modelo da maneira mais

geral posśıvel, com o intuito de enfatizar sua utilidade e certas propriedades, como por

exemplo a universalidade.

Para tal, do ponto de vista da matemático, uma noção equivalente à variável men-

cionada acima é a de campo φ(x). Definindo-o formalmente no cenário de nosso in-

teresse, seja então E um espaço de base sobre o qual está o sistema em estudo, cujos

pontos são denotados por x = (x1, . . . , xd) ∈ E , com d sendo a dimensão de E . O

campo do parâmetro de ordem do sistema com n componentes reais é definido sobre E
como uma função suave bem comportada tal que

φ : E → <n

: x 7−→ φ(x), (2.1)

onde φ = (φ1, . . . , φn) é uma n-upla de campos reais. Convém escolher o espaço

de base E = <d, justamente o próprio espaço Euclideano. Ademais, a terminologia

utilizada tem inspiração naquela dos fenômenos cŕıticos, em que φ(x) é chamado sim-

plesmente de parâmetro de ordem. Em TQC Euclideana, o parâmetro de ordem é

simplesmente o campo. No que segue desta tese utilizaremos as duas terminologias,

campo ou parâmetro de ordem, para nos referir a φ, segundo o critério de conveniência

da situação.

Prosseguindo este estágio de formulação, um sistema f́ısico na vizinhança da crit-

icalidade tem um conjunto de estados ou configurações posśıveis. Neste panorama, é

importante definir uma função caracteŕıstica do sistema: o Hamiltoniano, a qual as-

socia um número real a uma configuração do campo no <n e a cada região R em E .

Deste modo, considerando ∂R a fronteira de R, o hamiltoniano é definido como um

funcional do modo
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S : <n ×R(E) → <

: (φ,R) 7−→ S(φ,R). (2.2)

Assim, os campos posśıveis do sistema são aqueles soluções de

δW (φ,R) = 0. (2.3)

sob as condições

δφ(x)|x∈∂R = 0. (2.4)

No quadro considerado, o interesse aquim é o Hamiltoniano da forma

S(φ,R) =

∫

R
ddxS (φ(x),∇φ(x);x) , (2.5)

onde S é uma função caracteŕıstica do sistema, chamada de densidade de Hamilto-

niano.

Passando ao aspecto da forma expĺıcita do Hamiltoniano, postula-se que o Hamil-

toniano de interesse aqui é dado por

SGL(φ,R) =

∫

R
ddxSGL (φ(x),∇φ(x);x)

=

∫

R
ddx

[
1

2
(∇φ)2 +

1

2
m0φ

2 +
1

4
λ0(φ

2)2

]
, (2.6)

sendo φ2 =
∑n

i=1 φ2
i e λ0 > 0; SGL é dito ser o Hamiltoniano GL. Em adição,

as expressões dSGL/dφi = 0 são ditas equações de estado. Este modelo estabelece de

antemão que a dependência na temperatura aparece através do termo m0 = m0(T ). Um

detalhe expĺıcito é a invariância de SGL frente ao grupo de simetria interna do parâmetro

de ordem, que neste caso é a simetria O(n). É importante também enfatizar que este

modelo é desenvolvido para descrever sistemas somente na vizinhança do ponto cŕıtico,

próximos à temperatura de transição de fase, T0. Isto ficará evidente mais adiante.

Outro ponto digno de observação é com respeito à escolha dos parâmetros m0 e λ0:
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embora a escolha deles aparente ter em prinćıpio toques de arbitrariedade, este fato

ressalta o aspecto da universalidade, pois consegue-se traçar as propriedades de um

imenso número de sistemas na vizinhança da criticalidade. Esta questão aparece em

toda a sua plenitude na análise do grupo de renormalização.

2.2 Aspectos da teoria quântica de campos

Na seção anterior haviamos definido o parâmetro de ordem φ, no modelo GL, como

sendo um campo escalar; este fato nos permite utilizar o Hamiltoniano (2.6) como um

modelo da teoria de campos em função do campo φ. E da relação que existe no es-

tudo dos fenômenos cŕıticos na mecanica estat́ıstica e na teoria de campos em espaços

euclideanos (tempo imaginário), o Hamiltoniano é tratado como a ação. Uma teo-

ria quântica de campos pode ser definida a partir do chamado funcional gerador das

funções de Green, Z[J ], também conhecido como amplitude de persistência do vácuo

sob a influência de fontes de campos externos, J(x). Esta abordagem usa o conceito

de integrais de trajetória, originalmente introduzido por Feynman [28], que mostrou

que o formalismo de integrais de trajetórias podia ser visto como uma alternativa aos

formalismos tradicionais de Heisenberg e Schrodinger da mecânica quântica [29]. O

funcional gerador das funções de Green é a solução da equação de Dyson-Schwinger

e pode ser escrito como uma expansão funcional das funções de Green de n-pontos.

Através de uma transformação funcional de Legendre encontramos o funcional gerador

das funções irredut́ıveis de uma part́ıcula (1-PI), Γ[φc], que é, então, expandido em

potências de ~ . Tal funcional é chamado de ação efetiva, pois ele contém, além da

ação clássica, todas as correções quânticas. Uma expansão alternativa do funcional

gerador 1-PI em potências das derivadas do campo clássico, φc(x), nos fornece o po-

tencial efetivo. Tal como a ação efetiva, o potencial efetivo contém, além do potencial

clássico, todas as correções quânticas. Neste panorama, varias funções termodinâmicas

e seus comportamentos singulares podem ser obtidos do funcional gerador ( função de

partição):
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Z =

∫
Dφe−S[φ]+

∫
ddxj(x)φ(x) (2.7)

onde j é uma corrente externa, com a ação escrita da forma

S(φ) =
1

2

∫
dxφ(x)[m0 −∇2]φ(x) +

λ0

4
φ4 (2.8)

Como foi dito acima, a função de partição Z, é idêntica ao funcional generador

Z[j] de uma teoria de campos Euclideana. Logo, o valor esperado de alguma certa

quantidade f́ısica pode ser obtido tomando as derivadas funcionais apropriadas em

relação ao campo externo j(x). Por exemplo o parâmetro de ordem

< φ >=
δ

δj(x)
ln Z[j], (2.9)

análogamente, a função de correlação de dois pontos,

G(x− x′) =< φ(x)φ(x′) >c=
δ2

δj(x)δj(x′)
ln Z[j]. (2.10)

onde a expressão < ... >c indica uma função de correlação conexa. Uma situação

simples é se nós consideramos só a parte livre da ação (2.8) a qual corresponde ao

modelo Gaussiano. Logo a função de partição para a parte livre é dada por,

Z0 = exp{1

2

∫
dxdx′j(x)G(x− x′)j(x′)} (2.11)

onde G(x− x′) é a função de correlação, dada por

G(x− x′) =
1

(2π)d

∫
ddk

e−ik(x−x′)

k2 + m0

, (2.12)

e está relacionada à medida do alcance das interações no ponto cŕıtico. Daqui nós

podemos computar a quantidade f́ısica usando o método do ponto de sela e a identidade,

1

D
=

∫ ∞

0

dx exp(−xD), (2.13)

donde encontramos que
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G(r) =

∫
ddk

(2π)d

e−ik(x−x′)

k2 + m0

≈ exp(−r/ξ), (2.14)

onde r = |x−x′| e ξ é uma quantidade identificada como o comprimento de correlação,

ξ ≈ |m0|−1/2 = α|T − Tc|−1/2. (2.15)

Por outro lado, no espaço de momentos podemos identificar a função de Green como

G(k) = [k2 + m0]
−1. (2.16)

No modelo GL a susceptibilidade é obtida de G(0) isto é

χ(0) ≈ |m0|−1 = |T − Tc|−1. (2.17)

Agora quando T → T0 temos que a função de correlação ξ → ∞ e a função de

Green (2.12) é dada etão por

G(r) =

∫
ddk

(2π)d

1

k2
e−ik.r. (2.18)

introduzindo a variável z = p× r na exponencial em, 2.18 temos

G(r) =
1

(2π)2d

1

rd−2

∫
ddz

z2
e−iz cos θ (2.19)

Assim, no ponto cŕıtico T0, G(r) tem o seguinte comportamento,

G(r, T0) ≈ 1

rd−2
(2.20)

Onde podemos ver que para d = 2 a função de correlação diverge na região onde

r << 1.

As correlações que nós acabamos de examinar no modelo Gaussiano correspondem

a pequenas flutuações Gaussianas ao redor da solução ponto de sela, a expressão escrita

acima corresponde a uma fase desordenada onde < φ >= 0. Entretanto, uma análise

similar pode ser realizada dentro da fase ordenada por uma expansão em torno do valor
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não zero do campo < φ >= φc, e outra vez retendo somente os termos quadráticos na

flutuação do campo para obter um outro modelo Gaussiano.

2.2.1 Correções ao modelo Gaussiano

As correções por teoria de perturbações em φ4 são essencialmente o mesmo problema

encontrado na teoria quântica de campos para part́ıculas que interagem através de

um acoplamento fraco. Diferentes termos na teoria de perturbação podem ser ele-

gantemente classificados usando uma representação gráfica através dos diagramas de

Feynman. Posto que estas técnicas são muito familiares para as pessoas que trabal-

ham em teoria de campos ou na teoria de muito corpos, nós apresentamos aqui, sem

muito detalhe, esta técnica.

Começando com a correção para a susceptibilidade, nós precisamos calcular

χ = G(k = 0) =

∫
dxeikx < φ(0)φ(x) > . (2.21)

Na aproximação Gaussiana (λ0 = 0), nós t́ınhamos encontrado que χ0 = G0(k = 0) =

|m0|−1. Agora se incluimos o termo de autointeração λ0φ
4 em nosso hamiltoniano e em-

seguida expandimos perturbativamente esta contribuição em nossa função de partição,

o propagador G(k) pode ser escrita como [29],

G(k) = [m0 + k2 − Σ(k)]−1, (2.22)

onde Σ(k) é definido como a auto-energia. Aqui o que nos interessa é calcular a

massa renormalizada mr = m0 −Σ(0). Nesse sentido vamos a calcular as correções do

propagador

G(x) =< φ(0)φ(x) >=
1

Z

∫
dφφ(0)φ(x) exp(−S0 − Sint), (2.23)

onde
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S0 =
1

2

∫
dxφ(x)[m0 −∇2]φ(x),

Sint =
λ0

4

∫
dxφ4(x). (2.24)

Expandindo em termo de de λ0,

exp(−Sint) = 1− λ0

4

∫
dxφ4(x), (2.25)

nós temos

G(x− y) = G0(x− y)− λ0

4

∫
dx′ < φ(x)φ(y)φ4(x′) >0 +ϑ(λ2

0). (2.26)

onde, aplicando o teorema de Wick [29],

< φ(x)φ4(x′) >0= 12G0(x− x′)G0(0)G(x′ − y). (2.27)

No espaço dos momentos encontramos que

G(k) = G0(k) + G0(k)Σ(k)G0(k) + ... (2.28)

com

Σ(k) = −3λ0

∫
dk′

(2π)d
G0(k

′) + ϑ(λ2). (2.29)

Com o intuito de calcular a mudança da temperatura cŕıtica, nós necessitamos

calcular o inverso da susceptibilidade, χ−1 = G−1(k = 0), em ordem λ0 nós encontramos

(a equação de Dyson)

G−1(k) = G−1
0 (k)− Σ(k). (2.30)

Nesta aproximação a correção para a suceptiblidade é dada por

χ−1 = G−1(k = 0) = m0 + δm (2.31)

onde a correção para a massa na ordem de aproximação λ0 é
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δm = 3λ0

∫
ddk

(2π)d

1

m0 + k2
+ ϑ(λ2) (2.32)

A integral acima é dada em d-dimensões, integrando a parte esférica, nós podemos

escrever

δm = 3λKd

∫ Λ

0

dk
kd−1

m0 + k2
, (2.33)

onde Kd = Sd/(2π)d, Sd é o angulo sólido em d-dimensões. A integral acima

é convergente no infravermelho a m0 = 0, o que implica numa correção da massa

(temperatura cŕıtica) pequena:

δm =
3λKd

d− 2
Λd−2. (2.34)

A expressão para a susceptibilidade com estas correções pode ser escrita como

χ−1 = mr = m0 + 3λKd

∫ Λ

0

dk
kd−1

mr + k2

= m0 + δm0 − 3λ0Kd

d− 2
md/2−1

r . (2.35)

Observe-se que o último termo decresce com a potência (d/2) − 1 < 1 no domı́nio

de mr pequeno. Pode-se também demonstrar que para d < 4 a suceptibilidade diverge

na transição de fase de segunda ordem, onde mr = 0. Desta maneira, as correções das

flutuações não podem ser ignoradas para d < 4 e o melhor tratamento para esses casos

é dado através da utilização sistemática do grupo de renormalização.

2.2.2 O potencial efetivo e a energia livre GL

A ação efetiva é determinada a partir do funcional gerador das funções de Green do

modelo, neste caso a partir da equação (2.7), mediante uma transformação de Legendre,

Γ[φc] = lnZ −
∫

ddxJ(x)φc(x), (2.36)

onde
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φc =
δ lnZ[J ]

δJ
(2.37)

Estas relações são exatamente as mesmas que são dadas entre a Hamiltoniana e

a Lagrangeana na formulação da mecânica clássica e que são entendidas da mesma

forma. A relação (2.37) significa que φc é uma funcional de J . Assim da definição dada

acima, podemos ver que

δΓ[φc]

δφc(x)
= −J(x). (2.38)

Quando J(x) → 0, φc(x) torna-se uma constante, devido à invariância translacional

do vácuo, dada por < φ >, de modo que < φ > é a solução da equação,

dΓ[φc]

dφc

|<φ> = 0. (2.39)

Rescrevendo φc(x) da seguinte maneira

φc(x) = φ0(x) + ~φ1(x) + O(~2), (2.40)

podemos encontrar

Γ[φc] = Γ[φ0] + ~
∫

ddxφ1(x)J(x) + O(~2), (2.41)

ou tomando o limite J → 0, o potencial efetivo Γ[φc]/V é dado por

Vef (φc) = V(φc) +
~
2

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 + V ′′(φc)). (2.42)

Onde V é o volume, e k é o momento.

No caso em que o campo clássico é uniforme, φc(x) = φc, o potencial efetivo é dado

simplesmente pelo primeiro termo da equação (2.42). Como se pode ver a integral

da equação acima é claramente divergente e, portanto, é necessário um procedimento

de regularização para isolar as divergências contidas aĺı. Um procedimento de regu-

larização comumente utilisado é o do método de regularização dimensional [27]. Tal
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procedimento conduz ao aparecimento de pólos que devem ser eliminados pela pre-

scrição de renormalização (absorvidos nos parâmetros livres da teoria). Contudo, uma

renormalização finita é necessária para que ocorra o ajuste dos parâmetros livres da

teoria aos valores observados. Isto é feito mediante as condições de renormalização

d2Vef

dφ2
c

|φc=0 = mr (2.43)

e

d4Vef

dφ4
c

|φc=0 = λr. (2.44)

Desde o ponto de vista da enerǵıa livre o primeiro termo em (2.42) corresponde

à aproximação de Landau ou aproximação de campo médio onde as flutuações do

parâmetro de ordem não são levados em conta, enquanto que os termos seguintes dão

as correções quânticas da energia livre de GL.

2.2.3 As transições de fase na aproximação de Landau

A aproximação de Landau ou campo médio é aplicável nas situações onde as flutuações

do campo φ são depreźıveis, isto é, ele é considerado uniforme perto do ponto cŕıtico.

Sistemas desta classe são supercondutores do tipo I e ferromagnetos. Tendo em conta

que o Hamiltoniano dado em (2.6) só contem a expansão até φ4, a energia livre na

aproximação de Landau vem dada pelo primeiro termo em (2.42) e que tem a forma

expĺıcita,

V(φc) =
1

2
m0φ

2
c +

1

4
λφ4

c , (2.45)

de onde vemos que a equação de estado é dada por

∂V
∂φc

= m0φc + λφ3
c = 0. (2.46)

Assim, quando m0 > 0 (T > T0) temos uma única solução trivial φc = 0 que

corresponde à fase normal (fase não supercondutora), enquanto que se m0 < 0 (T <
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T0) encontramos uma solução φc 6= 0 que corresponde à fase não simétrica ( fase

supercondutora) cuja solução é dada por

φ0 = ±(
−m0

λ
)1/2 (2.47)

Como podemos ver temos duas soluções para o campo φ0 na fase supercondutora.

A verdadeira solução é aquela que vai garantir a estabilidade do sistema, condição dada

pela energia mı́nima,

δ2V(φ0)

δφ2
0

> 0. (2.48)

Da situação anterior é fácil demonstrar que o calor espećıfico sofre uma descon-

tinuidade ao passar da fase desordenada à fase ordenada supercondutora, isto é em

T = T0 a descontinuidade é dada por

∆C ∝ α2T 2
0

λ
(2.49)

Desde o ponto de vista termodinâmico esta situação é caracteŕıstica das transições

de fase de segunda ordem.

Uma simples mudança na expressão do hamiltoniano, permite o aparecimento de

transições de fase descontinuas entre as fases ordenada e desordenada, denominadas

transições de fase de primeira ordem. Por exemplo, se ao hamiltoniano en (2.6) é

incluido um termo adicional, φ6, a energia livre de Landau em (2.42) estaria dada por

V(φc) =
1

2
m0φ

2
c +

1

4
λφ4

c +
η

6
φ6. (2.50)

Para os parâmetros λ < 0 e η > 0, em (2.50) podemos encontrar soluções

adicionais a φc = 0 sempre que

∆ =
1

4

λ2

η
−m0 ≥ 0, (2.51)

isto é
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T ≤ T0 +
λ2

4αη
≡ T1 (2.52)

Observe-se que se T > T1 V somente apresenta um extremo a φc = 0 o qual é um

mı́nimo global, enquanto que se T0 < T < T2 neste caso V apresenta cinco extremos

em φc1 = 0, ±φc2 6= 0, ±φc3 6= 0 com

φ2
c2 = −1

2

λ

η
−

√
∆

η
, φ2

c3 = −1

2

λ

η
+

√
∆

η
. (2.53)

É fácil de comprovar que φc1 = 0 e ±φc3 dão mı́nimos locais, enquanto

que ±φc2 dá um máximo local. Lembrando que < φ > é definido minimizando

o potencial podemos encontrar uma certa temperatura Tc na qual

T > Tc, V(±φc3) > 0 onde < φc >= 0

T ≤ Tc < T1, V(±φc3) ≤ 0 onde < φc >= ±φc3 (2.54)

logo < φc > muda descontinuamente quando T → Tc, concluindo-se que na aprox-

imação (2.50), com λ < 0 e η > 0, existe transição de fase de primeira ordem.

Para T < T0, temos que a expressão,

[
−1

2

λ

η
−

√
1

η
(
1

4

λ2

η
−m0)

]
< 0, (2.55)

apresenta somente tres extremos em φc3 = 0 e ±φc3 6= 0; enquanto que ±φc3 6= 0

continua sendo um mı́nimo global. Este valor é dado por

φc3 =





0, se T > Tc (fase desordenada)

±
[
−λ0

2η
−

√
1
η
(1

4

λ2
0

η
−m0)

] 1
2

, se T ≤ Tc (fase ordenada)





. (2.56)

(2.57)

O valor de Tc pode ser encontrar pela condição de que V(φc(Tc)) = 0, de onde temos

que

4m0 =
λ

4

[
−1

2

λ

η
−

√
1

η
(
1

4

λ2

η
−m0)

]
(2.58)
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onde a solução para Tc é obtida de 3.65 fazendo-se m0 = α(Tc − T0)/T0

Tc = T0(1 +
3λ2

16αη
), (2.59)

que é a temperatura de transição de fase de primeira ordem para materiais em ”bulk

form”.

Agora consideramos o caso quando λ > 0 e η > 0, na eq. (2.53), nós podemos

observar que não é posśıvel encontrar um máximo local em φ2
2. No entanto, podemos

encontrar um extremo em ±φ3 somente quando m0 < 0.

Agora, quando m2
0 → 0−, φ2

3 → 0+. Ademais, para m2
0 < 0 e da análise feita acima

encontramos que V(φ3) < 0 em (2.50). Portanto, aqui, ±φ3 fazem um mı́nimo global.

< φc > = 0, m2
0 > 0

< φc > = ±φ3, m2
0 ≤ 0 (2.60)

Portanto, existe uma transição de fase em T = T0. É posśıvel demostrar que

< φc > varia suavemente quando o valor de T atravessa o valor T0, isto quer dizer que

em T = T0 temos uma transição de fase de segunda ordem. Estes dois casos (λ < 0 e

λ > 0 junto com η > 0) são mostrados na figura.
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Figura 2.1: Figura mostrando as transições de fase de segunda ordem (a) e primeira

ordem (b) contidas na aproximação de Landau (2.50)
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Caṕıtulo 3

Flutuações de Gauge e a

temperatura cŕıtica em fios

supercondutores

3.1 Introdução

Nas últimas décadas tanto trabalhos teóricos quanto trabalhos experimentais foram

realizados investigando as propriedades supercondutoras de filmes finos [6, 19, 30–40].

Os resultados encontrados nesses trabalhos mostram o fato de que a temperatura cŕıtica

de transição de fase supercondutora Tc disminui quando a espessura do filme disminui.

Questões concernentes à estabilidade e à existência de transições de fase podem

ser levantadas se investigamos o comportamento da teoria de campos como função

das condições de fronteiras espaciais. A existência de transições de fase pode ser,

neste caso, associada a algum parâmetro espacial descrevendo a quebra de invariância

translacional. Efeitos de fronteiras espaciais na TQC se encontram em diversas formas

na literatura [7].

No presente caṕıtulo apresentamos nossos resultados da Ref. [4] e discutiremos o

comportamento cŕıtico do modelo Ginzburg-Landau compactificado em algumas da

suas dimensões espaciais e implementaremos as contribuições das flutuações de gauge
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utilizando o formalismo de Potencial Efetivo Gaussiano (PEG) [6, 9, 10, 41–43]. A

quebra espontânea da simetria é obtida levando em conta a massa no Hamiltoniano

(energia livre) parametrizada como m2
0 = a(T/T0 − 1), com a > 0, muda de signal

quando a temperatura T varia num intervalo contendo a temperatura de transição

de fase em ”bulk form”T0. Com esta escolha nós consideramos o sistema confinado

num prisma retangular infinito com seção transversal A = L1 × L2. A criticalidade é

alcançada quando a massa renormalizada (obtida da segunda derivada do PEG com

respeito da campo φ) se aproxima de zero. Desta maneira, nós estamos dentro da

estrutura do modelo de Ginzburg-Landau que descreve uma transição de fase de se-

gunda ordem numa amostra de material supercondutor em forma de um fio. Este

trabalho é uma generalização direta dos resultados obtidos para supercondutores na

forma de filmes [6]. Nós investigamos o comportamento cŕıtico do sistema levando

em conta as flutuações de gauge, o que significa que transições de fase carregadas são

incluidas neste trabalho. Nosso interesse aqui é encontrar uma dependência da tem-

peratura cŕıtica Tc como função das dimensões L1, L2 da seção rectangular do fio. Este

estudo será feito utilizando o Potencial Efetivo Gaussiano (PEG), junto com o mecan-

ismo de compactificação espacial introduzido em trabalhos recente [1, 26]. A ideia

central é que o formalismo de Matsubara numa teoria de campos Euclideana pode ser

generalizado para tratar diferentes situações f́ısicas na qual os campos são compacti-

ficados em dimensões puramente espaciais, considerando o mecanismo de Matsubara

sob uma topologia RD−d×S11 × S12 ...× S1d , onde o campo é confinado no sub-espaço

d − dimensional [1, 26].Nosso intersse particular aqui é considerar o formalismo de

Matsubara sob RD−2 × S1 × S1, onde o sub-espaço confinado é 2-dimensional.

Nós começamos na seção 3.2 apresentando brevemente o formalismo do (PEG) no

modelo de Ginzburg-Landau na versão da eletrodinâmica escalar com o gauge transver-

sal unitário U(1), como foi desenvolvido em [6,43] e descrevendo um procedimento para

tratar a teoria de campo massivo em D-dimensões no espaço Euclideano. Na seção 3.3

o efeito da compactificação é apresentado em um sub-espaço de d-dimensões, com

d ≤ D; e na seção 3.4 faremos uma aplicação ao caso particular d = 2 dimensões
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compactificadas para estudar o comportamento cŕıtico de um fio supercondutor.

3.2 O Potencial Efetivo Gaussiano para o Modelo

de Ginzburg-Landau

O modelo de Ginzburg-Landau, na versão da eletrodinâmica quântica escalar, é con-

hecido também como modelo de Higgs abeliano [44] tem sido muito utilizado no estudo

das transições de fase carregadas na supercondutividade. O mecanismo de Higgs é a

extensão da quebra espontânea da simetria para criar bosons vetoriais massivos numa

teoria com invariância de gauge. Este mecanismo apareceu inicialmente no contexto

da teoria da supecondutividade e foi introduzido inicialmente em [45–47]. Já na f́ısica

de part́ıculas elementares o mecanismo de Higgs está associado ao modelo padrão. De

acordo com este modelo o mecanismo de Higgs é responsável pela geração de massa dos

bosons vetoriais na interação fraca. No caso Abeliano este mecanismo está associado

à transições de fase de primeira ordem induzida por flutuações em supercondutores de

tipo II [48]. A nivel clássico uma quebra espontânea da simetria no modelo λφ4 com

acoplamento de gauge gera um termo de massa bosônica. No nosso caso, onde vamos

a considerar a transição de fase supercondutora com flutuações de gauge, a densidade

do hamiltoniano que descreve este mecanismo no espaço euclideano D-dimensional é

escrito na forma [53],

H′ =
1

4
FµνF

µν +
1

2
|(∂µ − ieAµ)Ψ|2 +

1

2
m2

0|Ψ|2 + λ(|Ψ|2)2, (3.1)

onde Ψ é o parâmetro de ordem, que supõe-se complexo. Além disso, as compo-

nentes do campo magnético,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ; µ, ν = 1, ..., d, (3.2)

são relacionadas ao potencial vetor em d dimensões por

1

4
FµνF

µν =
1

2
|∇ ×A|2. (3.3)

Note-se que o potencial vetor é independente do tempo.
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Com o objetivo de obter somente graus de liberdade f́ısicos, escreve-se o parâmetro

de ordem Ψ em termos de dois campos reais φ e θ, de tal forma que:

Ψ = φeiθ, (3.4)

supondo-se ainda que as transformações de calibre são definidas por

A → A− 1/e∇θ. (3.5)

A adoção do calibre de unitariedade transverso [43] acarreta a existência de uma

componente longitudinal, AL, proporcional a ∇θ. Em função destas últimas definições,

a parte real e imaginária do parâmetro de ordem são consideradas como campos inde-

pendentes, escritos em função de Ψ e Ψ∗ ou de φ e θ. Logo o Hamiltoniano e reescrita

como

H′ =
1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2

0φ
2 + λφ4 +

1

2
e2φ2(A2

L + A2
T ) +

1

2
(∇×AT)2. (3.6)

e a parte longitudinal do potencial vetoria AL pode ser integrado e colocado como um

fator de medida fora da integral na função de partição, que é reescrita como:

Z[j] =

∫
Dφ DAT ] exp

[
−

∫
ddxH +

∫
ddx jφ

]
, (3.7)

Nos podemos reforzar a condição de transversalidade do potencial vetor por um

termo fixador de gauge ε, que será anulado ao final dos cálculos, de tal maneira que

possamos fazer a integração exata da função de partição. Isto é:

H′ =
1

2
(∇φ)2 +

1

2
m2

0φ
2 + λφ4 +

1

2
e2φ2A2 +

1

2
(∇×A)2 +

1

2ε
(∇ ·A)2 (3.8)

No que segue, usa-se A para designar o potencial vetor transverso.

Em seguida, fazendo-se um deslocamento no campo escalar na forma φ = φ̃+ϕ, de

tal maneira que possamos separar o Hamiltoniano na parte livre e na parte interagente,

H = H0 +Hint, (3.9)
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onde H0 é a parte livre e Hint a parte de interação dos campos, dadas respectiva-

mente por

H0 =

[
1

2
(∇φ̃)2 +

1

2
Ω2φ̃2

]
+

[
1

2
(∇×A)2 +

1

2
∆2AµA

µ +
1

2ε
(∇ ·A)2

]
, (3.10)

e

Hint =
4∑

n=0

vnφ̃
n +

1

2

(
e2ϕ2 −∆2

)
AµA

µ +
1

2
e2φ̃AµA

µϕ +
1

2
e2AµA

µφ̃2, (3.11)

onde

v0 =
1

2
m2

0ϕ
2 + λϕ4, (3.12)

v1 = m2
0ϕ + 4λϕ3, (3.13)

v2 =
1

2
m2

0ϕ
2 + 6λϕ2 − 1

2
Ω2, (3.14)

v3 = 4λϕ, (3.15)

v4 = λ. (3.16)

Desta forma, fica claro das Eqs. (3.9), (3.10) e (3.11) que H descreve a interação

de dois campos, um campo escalar real φ com massa Ω e um campo vetorial real A

(campo de gauge) com massa ∆.

O potencial efetivo, é definido por

Veff [ϕ] =
1

V

[
− ln Z +

∫
ddxjϕ +

∫
ddxJνAν

]
, (3.17)

onde V é o volume total.

O Hamiltoniano em (3.9) é separado na parte livre e a parte de interação, logo a ex-

ponencial em (3.7) contendo a parte do Hamiltoniano de interação pode ser expandida

perturbativamente; levando em conta só a primeira ordem desta expansão, a expressão

em (3.17) pode ser escrita como,

25



Veff [ϕ] =
1

V

{
1

2
Tr ln[g−1(x, y)] +

1

2
Tr ln[G−1

µν (x, y)]+

+

∫
ddx

[
v0 + v2g(x, x) + 3v4g

2(x, x) +
1

2
e2(g(x, x) + ϕ2 −∆2)Gµν(x, x)

]}
,

(3.18)

onde g(x, x) é o propagador da part́ıcula livre do campo escalar, e Gµν é o propa-

gador da part́ıcula livre do campo de gauge,

G−1
µν (x, y) =

∫
ddk

(2π)d
e−ik(x−y)[δµν(k

2 + ∆2) + (
1

ε
− 1)kµkν ]. (3.19)

No limite ε → 0, temos que

Tr ln[G−1
µν (x, y)] = 2V

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 + ∆2). (3.20)

De onde o potencial efetivo é dado por

Veff [ϕ] = Id
1 (Ω) + 2Id

1 (∆) +
1

2
m2

0ϕ
2 + λϕ4 +

1

2

[
m2

0 − Ω2 + 12λϕ2 + 6λId
0 (Ω)

]
Id
0 (Ω)

+
[
e2

(
ϕ2 + Id

0 (Ω)
)−∆2

]
Id
0 (∆), (3.21)

onde,

Id
0 (M) =

∫
ddk

(2π)d

1

k2 + M2
, (3.22)

e

Id
1 (M) =

1

2

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 + M2), (3.23)

com k = (k1, ..., kd) sendo o momento d-dimensional.

Como vemos, o potencial efetivo (3.21) depende dos parâmetros de massa Ω e ∆.

Posto que nehum desses dois parâmetros esteve inicialmente presente no Hamiltoni-

ano GL (3.8),então, o potencial efetivo não deve depender expĺıcitamente desses dois
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parâmetros, e o método de sensibilidade mı́nima [9] pode ser adotado para fixar

esses parâmetros: O potencial efetivo Veff [ϕ] deve ser estacionario sob variações das

massas ∆ and Ω. Assim, o potencial efetivo Gaussiano (PEG) é derivado por o re-

querimento de que Veff [ϕ] pode ser estacionârio sob variações das massas Ω e ∆, da

seguinte maneira:

(
∂Veff

∂Ω2

)

Ω2=Ω
2

= 0, (3.24)

(
∂Veff

∂∆2

)

∆2=∆
2

= 0, (3.25)

Estas condições geram as equações do gap,

Ω = m2
0 + 12λϕ2 + 12λId

0 (Ω) + 2e2Id
0 (∆), (3.26)

∆ = e2ϕ2 + e2Id
0 (Ω). (3.27)

Observe-se que as Eqs.(3.26) e (3.27) são um par de equações acopladas, e soluções não

anaĺıticas podem ser encontradas, as quais podem ser resolvidas somente por métodos

numéricos.

Substituindo Ω e ∆ na Eq.(3.21) pelas soluções Ω e ∆ das Eqs.(3.26) e (3.27), nós

obtemos a expressão formal para o PEG, o que é dada por:

V eff [ϕ] = Id
1 (Ω) + 2Id

1 (∆) +
1

2
m2

0ϕ
2 + λϕ4 − 3λ[Id

0 (Ω)]2 − e2Id
0 (Ω)Id

0 (∆). (3.28)

O PEG contem divergências devido às integrais que aparecem em (3.28); a finitude

do PEG será manisfestada somente reexpresando-o em termos dos parâmetros finitos.

Esta reparametrização da teoria, chamada de renormalização, não muda o conteúdo

f́ısico da teoria.

Em seguida, deseja-se compor uma expressão para o termo massivo r, obtido da

segunda derivada do potencial efetivo gaussiano no ponto ϕ = 0, pois em prinćıpio o

sistema está sendo analisado na vizinhança da fase desordenada, T ≥ Tc. No entanto,

vê-se que no cálculo das derivadas de V eff com respeito a ϕ deve-se levar em conta
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que Ω
2

e ∆
2

em (3.26) e (3.27) também dependem de ϕ de acordo com as seguintes

relações

dΩ
2

dϕ
=

24λϕ− e2Id
−1(∆)d∆

2

dϕ

1 + 6λId
−1(Ω)

, (3.29)

d∆
2

dϕ
= 2e2ϕ− 1

2
e2Id

−1(∆)
dΩ

2

dϕ
, (3.30)

onde

Id
−1(M) = 2

∫
ddk

(2π)d

1

(k2 + M2)2
. (3.31)

Substituindo Eq.(3.30) em (3.29) temos,

dΩ
2

dϕ
=

[
24λ− 2e4Id

−1(∆)
]
ϕ

1 +
[
6λ− 1

2
e4Id

−1(Ω)
]
Id
−1(Ω)

. (3.32)

Dessa maneira temos que

d2V eff

dϕ2
= m2

0 + 12λϕ2 + 12λId
0 (Ω) + 2e2Id

0 (∆) + 2e4ϕ2Id
−1(∆)

−
[
6λ + 1

2
e4Id

−1(∆)
] [

24λ− 2e4Id
−1(∆)

]
ϕ2

1 +
[
6λ− 1

2
e4I−1(Ω)

]
Id
−1(Ω)

.

(3.33)

Assim nós chegamos à fórmula para a massa Gaussiana que é dada por

m2 ≡ d2Veff

dϕ2

∣∣∣∣
ϕ=0

= m2
0 + 12λId

0 (Ω0) + 2e2Id
0 (∆0), (3.34)

onde Ω0 and ∆0 são as soluções para Ω e ∆ respectivamente a ϕ = 0, explicitamente:

Ω
2

0 = m2
0 + 12λId

0 (Ω0) + 2e2Id
0 (∆0), (3.35)

∆0 = e2Id
0 (Ω0). (3.36)

Conseqüentemente, das Eqs.(3.34) e (3.35) nós temos simplesmente,

m2 = Ω
2

0. (3.37)
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Assim, chegamos à equação do gap (3.34) que obedece a uma equação Dyson-Schwinger

Gaussiana generalizada,

m2 = m2
0 + 12λId

0 (m) + 2e2Id
0

(√
e2Id

0 (m)

)
. (3.38)

Esta expressão será utilizada mais adiante para descrever o sistema na vizinhança da

criticalidade, obtendo uma expressão matemática da temperatura cŕıtica em supercon-

dutores.

3.3 A compactificação em d=2 dimensões espaciais

Nós consideramos o nosso sistema sistema num espaço Euclideano D-dimensional, con-

finado numa caixa rectangular d-dimensional (d < D), definido pela intersecção dos

planos xi = 0, xi = Li, i = 1, 2, ..., d. Adicionalmente, asumimos que o campo satis-

faz as condições de fronteira espacial ”bag-model” [50, 51] nas faces da caixa. Estas

condições de fronteira, fazem com que o campo ϕ tenha uma dependência em xi numa

caixa definida pelo vetor L = (L1, ..., Ld), tal que é equivalente a proceder em relação

às xi-coordenadas numa maneira análoga a como é feito no formalismo de Matsubara

( tempo imaginârio) em teoria quântica de campos; como, por exemplo, quando com-

pactificamos cada um das direções espaciais xi a um tamanho Li [51]. As coordenadas

cartesianas, neste caso, podem ser escritas como

r = (x, z = (x1, ..., xd, z), (3.39)

onde z é um vetor (D − d)-dimensional. Assim, o vetor momento é dado por,

p = (k1, ..., kd,q), (3.40)

onde q é um vetor (D − d)-dimensional no espaço dos momentos. Logo o gerador

funcional pode ser escrito da seguinte forma:

Z =

∫
Dϕ†Dϕ exp

(
−

∫ L

0

ddr

∫
dD−dz H(ϕ,∇ϕ)

)
, (3.41)
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onde L = (L1, ..., Ld). Aqúı, supõe-se então que o parâmetro de ordem obedece às

condições tipo Dirichlet-Dirichlet generalizadas, dada por

ϕ(x, z)|x=0 = ϕ (x, z)|x=L . (3.42)

Neste contexto, ϕ não pode ser escrito em termos de uma base de ondas planas.

Nota-se imediatamente que na teoria quântica de campos esta caracteŕıstica induz a

uma modificação nas regras de Feynman, visto que as integrações correspondentes a

cada processo são agora limitadas ao espaço compactificado. Levando-se em conta isto,

introduz-se a seguinte prescrição de compactifição no espaço dos momentos,

ki → 2niπ

Li

; i = 1, 2, ..., d,

∫
ddp

(2π)d
f(p) → 1

L1 . . . Ld

+∞∑

{ni}=−∞

∫
dD−dq

(2π)D−d
f({ki},q), (3.43)

onde {ai} = a1, . . . , ad.

A fórmula anterior pode ser interpretada como uma prescrição de Matsubara gener-

alizada. Note-se a manutenção da invariância translacional ao longo das outras direções

não-compactificadas [23]. Por exemplo, no caso em que d = 1 descreve-se o sistema

confinado entre dois planos paralelos e infinitos separados por uma distância L. No

caso mais geral é quando d assume valores arbitrarios. Logo, a função de onda ϕ pode

ser escrita por expansão mista de séries e integrais na forma.

ϕ(z,y) =
+∞∑

{ni}=−∞
c{ni}

∫
dD−dq

(2π)D−d
e−i(

∑
i kizi+q·y)ϕ̃l({ki},q). (3.44)

Onde o coeficiente c{ni} refere-se à representação das séries de Fourier sobre as

direções z.

Nós trabalharemos aqui na aproximação em que a constante de auto-interação λ

não é corrigida devido às condições de fronteira. Uma definição precisa do parâmetro

de massa será dada mais adiante para a situação de D = 3 com d = 2, onde o sistema

é confinado entre dois planos paralelos separados por uma distância L1 um do outro

normalmente ao eixo x1, e dois planos paralelos normais ao eixo x2 separados por uma
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distância L2, correspondendo a um fio de seção transversal retangular L1 × L2. Nós

também consideraremos a situação de limite onde uma das dimensões transversais,

(L2 −→ ∞), a qual corresponde ao caso de um filme de espesura L1. Aqui, nós

enfatizamos que estamos considerando a teoria de campos Euclideana em D-dimensões

puramente espaciais, de uma forma análoga a quando se trabalha na teoria de campos

a temperatura finita, onde uma das suas dimensões é parametrizada pelo inverso da

temperatura T . Mas no nosso caso, a temperatura é introduzido no termo de massa

no Hamiltoniano da enerǵıa livre por meio da prescrição usual de Ginzburg-Landau.

Para nosso propósito nós necessitamos calcular as integrais que aparecem na equação

(3.22) em situação de ”confinamento”. Seguindo a prescrição (3.43), a integral (3.22)

para sistemas confinados se pode escrever da forma mais geral, como

ID
0 (M) =

1

4π2L1L2..Ld

∞∑
n1,..,nd=−∞

∫
dD−dq

(a2
1n

2
1 + a2

2n
2
2 + .. + a2

dn
2
d + c2 + q2)

, (3.45)

Com a finalidade de facilitar os cálculos na regularização da integral (3.45), nós intro-

duzimos os parâmetros,

c =
m

2π
, ai =

1

Li

, qi =
ki

2π
(3.46)

Utilizando a conhecida fórmula de regularização dimensional [27] podemos calcular

a integral sobre as variáveis de momento em (D − d) dimensões não-compactificadas,

e a eq. (3.45) pode ser reescrita como

ID
0 (M) =

π
D−d

2 Γ(s− D−d
2

)

4π2L1L2...Ld

∞∑
n1,..nd=−∞

1

(a1n2
1 + a2n2

2 + .. + a2
dn

2
d + c2)s−D−d

2

. (3.47)

A soma na Eq.(3.47) é uma das funções generalizadas de Epstein, definida como,

Ac2

d (ν; a1, ..., ad) =
∞∑

n1,...,nd=−∞
(a2

1n
2
1 + · · ·+ a2

dn
2
d + c2)−ν (3.48)

onde no nosso caso ν = s − D−d
2

. Em seguida nós podemos proceder mediante o
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procedimento de regularização descrito na Ref. [23] generalizando-o para múltiplas

dimensões. Esta generalização foi feita no trabalho da ref. [1]. No apêndice (A.1)

mostramos o resultado de (3.48) para d = 1, d = 2 e d = 3. Em nosso caso s = 1 e

para fios d = 2, e obtemos:

Ac2

2 (2− D

2
; L1, L2) =

L1L22
2−D

2 π3−D

Γ(2− D
2
)

[
2−

D
2 Γ(1− D

2
)MD−2 + 2

∞∑
n1=1

(
L2

1n1

M

)1−D
2

×K1−D
2
(ML1n1) + 2

∞∑
n2=1

(
L2

2n2

M

)1−D
2

K1−D
2
(ML2n2)+

+22

∞∑
n1,n2=1

(√
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

M

)1−D
2

K1−D
2

(
M

√
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

) 
 .

(3.49)

Assim, inserindo a equação (3.49) na equação (3.47) e fazendo algumas manipulações

algébricas, nós obtemos,

ID
0 (M) = 2−Dπ−

D
2 Γ(1− D

2
)MD−2 + 21−D

2 π−
D
2

[ ∞∑
n1=1

(
L1n1

M
)1−D

2 K1−D
2
(ML1n1)

+
∞∑

n2=1

(
L2n2

M
)1−D

2 K1−D
2
(ML2n2) + 2

∞∑
n1,n2=1

(

√
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

M
)1−D

2

×K1−D
2
(M

√
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2)

]
. (3.50)

onde Kν sào as funções de Bessel de terceiro tipo.

3.4 O comportamento cŕıtico para fios supercondu-

tores

Em nosso caso vamos analisar um fio supercondutor de tipo-I, o qual obedece as

seguintes condições, [53],

ξ(T ) = (m)−1 >> λ(T ) >> L, (3.51)

onde L é o menor valor de uma das dimensões da seção retangular do fio de área

A = L1 × L2, e ξ(T ) e λ(T ) são o comprimento de correlação cŕıtico e a profundidade
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de penetração respectivamente definidos por,

ξ(T ) =
ξ0

|t|1/2
; λ(T ) =

λ0

|t|1/2
; t =

T − Tc

Tc

, (3.52)

onde Tc é a temperatura de transição, ξ0 e λ0 são o comprimento de coerência

intŕınseco e a profundidade de penetração de London, respectivamenete. No caso em

que um dos dois lados da seção retangular é muito maior que o outro, L1 >> L2 ou

L2 >> L1, recuperamos o comportamento limite para um filme. Nesse caso, L na

Eq.(3.51) seria a espessura do filme. Em qualquer dos casos, M = m na Eq.(3.50) e

restringindo à vizinhança da criticalidade, isto é na região definida por m ≈ 0, podemos

utilizar a aproximação assintótica da função Kν dada por,

K|ν|(z) =
1

2
Γ(|ν|)(2

z
)|ν| ; z ∼ 0 (3.53)

o que nos permite escrever a equação (3.50) na forma,

ID
0 (m ≈ 0) = 2−

D
2 π−

D
2 Γ(

D

2
− 1)

[ ∞∑
n1=1

2
D
2
−1

(L1n1)
D
2
−1

+
∞∑

n2=1

2
D
2
−1

(L2n2)
D
2
−1

+2
∞∑

n1,n2=1

2
D
2
−1

(L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2)

D
2
−1

]
, (3.54)

ou

ID
0 (m ≈ 0) ≈ Γ(D

2
− 1)

2π
D
2

[(
1

LD−2
1

+
1

LD−2
2

)
ζ(D − 2) + 2E2(

D − 2

2
; L1, L2)

]
, (3.55)

onde ζ(D− 2) é a função ζ de Riemann e E2

(
D−2

2
; L1, L2

)
é a função zeta de Epstein

generalizada, em duas dimensões definida por [49],

E2

(
D − 2

2
; L1, L2

)
=

∞∑
n1, n2=1

[
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

]−(D−2
2 )

. (3.56)

O tratamento desta função é mostrado também no apêndice A.2 e cujo resultado é

dado por

E2

(
D − 2

2
; L2

1, L
2
2

)
= −1

4

(
1

LD−2
1

+
1

LD−2
2

)
ζ(D − 2) +

√
πΓ(D−3

2
)

4Γ(D−2
2

)

(
1

L1L
D−3
2

+
1

LD−3
1 L2

)
×

×ζ(D − 3) +

√
π

Γ(D−2
2

)
W2

(
D − 3

2
; L1, L2

)
. (3.57)
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Inserindo (3.57) em (3.55) nós obtemos,,

ID
0 (m ≈ 0) =

Γ(D−2
2

)

4π
D
2

(
1

LD−2
1

+
1

LD−2
2

)
ζ(D − 2) +

Γ(D−3
2

)

4πD−1/2

(
1

L1L
D−3
2

+
1

L2L
D−3
1

)
×

ζ(D − 3) +
1

πD−1/2
W2(

D − 3

2
; L1, L2) (3.58)

Para D = 3 temos que,

W2(0; L1, L2) =
∞∑

n1,n2=1

{
1

L1

K0

(
2π

L2

L1

n1n2

)
+

1

L2

K0

(
2π

L1

L2

n1n2

)}
. (3.59)

Podemos ver que para D = 3, que é a situação de interesse f́ısico, o primeiro

e segundo termos entre parênteses na Eq. (3.58) apresentam divergências devidas

à existência de polos na função ζ e na função Γ, respectivamente. No entanto, a

expressão em (3.58) na sua totalidade é não divergente. Em efeito estas divergências

são anuladas mutuamente chegando-se a um resultado finito para I3
0 (m ≈ 0). Isto pode

ser facilmente observado se nós consideramos a seguinte propriedade da função zeta,

ζ(z) =
1

Γ(z/2)
Γ(

1− z

2
)πz− 1

2 ζ(1− z) ; lim
z→1

[
ζ(z)− 1

z − 1

]
= γ, (3.60)

onde γ ≈ 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni.

A quantidade W2(0; L1, L2), que aparece em Eq.(3.58), envolve somas duplas muito

complicadas; em particular é complicado calcular anaĺıticamente quando se tem L1 6=
L2, o que significa que não é posśıvel fazer um exame anaĺıtico no limite como por

exemplo quando L2 → ∞ para um valor finito de L1. Tal limite ( o qual corresponde

a um filme de espessura L1) será considerado numericamente.

Utilizando a eq. (3.60) e a eq. (3.58) para D = 3 nós obtemos,

I3
0 (m ≈ 0) ≈ γ

2π

(
1

L1

+
1

L2

)
+

1

π
W2(0; L1L2), (3.61)

e da Eq. (3.50), com M = ∆0, obtemos,
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I3
0 (∆0) =

Γ(−1
2
)∆0

23π3/2
+

1

21/2π3/2

[ ∞∑
n1=1

(
∆0

L1n1

)1/2

K1/2(∆0L1n1) +
∞∑

n2=1

(
∆0

L2n2

)1/2

×

×K1/2(∆0L2n2) +
∞∑

n1,n2=1

(
∆0√

L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2

)1/2

K1/2(∆0

√
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2)


 .

(3.62)

Utilizando a fórmula,

K1/2(z) =

√
π

2z
e−z (3.63)

e lembrando a notação, ∆0 =
√

e2ID
0 (m) e após alguns arranjos encontramos,

I3
0 (

√
e2I3

0 (m)) = −e
√

I3
0 (m ≈ 0)

4π
− ln(1− e−eL1

√
I3
0 (m≈0))

2πL1

− ln(1− e−eL2

√
I3
0 (m≈0))

2πL2

+
1

π

∞∑
n1,n2=1

e−e
√

I3
0 (m≈0)

√
L2

1n2
1+L2

2n2
2√

L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2

. (3.64)

Assim nós chegamos à equação de Dyson-Schwinger Gaussiana (3.38) escrita para

a vizinhança da criticalidade na forma seguinte,

m2 ≈ m2
0 + 12λI3

0 (m ≈ 0)− e3

2π

√
I3
0 (m ≈ 0)− e2

πL1

ln(1− e−eL1

√
I3
0 (m≈0)) +

− e2

πL2

ln(1− e−eL2

√
I3
0 (m≈0)) +

2e2

π

∞∑
n1,n2=1

e−e
√

I3
0 (m≈0)

√
L2

1n2
1+L2

2n2
2√

L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2

(3.65)

Lembrando que m2
0 = a(T/T0− 1), com a > 0 nós obtemos da condição de critical-

idade para uma transição de fase de segunda ordem m2 = 0, a temperatura cŕıtica em

função dos parâmetros L1, L2 e da temperatura de transição T0, para uma amostra

em ”bulk form”,

Tc(L1, L2) = T0

[
1− 12λ

a
I3
0 (m ≈ 0) +

e3

2aπ

√
I3
0 (m ≈ 0) +

e2

aπL1

ln(1− eeL1

√
I3
0 (m≈0))+

+
e2

aπL2

ln(1− eeL2

√
I3
0 (m≈0))− 2e2

aπ

∞∑
n1,n2=1

e−e
√

I3
0 (m≈0)

√
L2

1n2
1+L2

2n2
2√

L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2

]
. (3.66)
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Por razões que serão evidenciadas mais adiante, fazemos (L2 = p × L1), L1 ≡ L,

onde p é uma constante positiva; então das Eqs.(3.59) e (3.61),

I3
0 (m) =

Cp

L
, (3.67)

onde

Cp =
γ

2π
(
p + 1

p
) +

1

π

[ ∞∑
n1,n2=1

(K0(2πpn1n2) +
1

p
K0(2πn1n2/p))

]
. (3.68)

e a temperatura cŕıtica (3.66) é reescrita na forma,

Tc(L, p) = T0

[
1− 12λCp

aL
+

e3
√

Cp

2πa
√

L
+

e2

aπL
ln(1− e−e

√
LCp)+

+
e2

aπpL
ln(1− e−ep

√
LCp)− 2e2

aπL

∞∑
n1,n2=1

e−e
√

LCp

√
n2

1+p2n2
2

√
n2

1 + p2n2
2

]
. (3.69)

Esta equação descreve o comportamento da temperatura cŕıtica da transição de

fase para fios supercondutores tipo-I em função da área de suas dimensões transversas,

dadas por (L1 ≡ L) e do parâmetro p = L2/L1. É importante notar que no resul-

tado (3.69) todas as flutuações de gauge foram levados em conta através do cálculo do

potencial efetivo Gaussiano. As contribuições de gauge aparecem nos quatro últimos

termos na Eq. (3.69).

3.5 Comparação qualitativa com os dados experi-

mentais e discussão

O comportamento da temperatura cŕıtica dada pela Eq. (3.69) pode ser comparado

qualitativamente com dados experimentais expostos na literatura. No entanto as quan-

tidades f́ısicas envolvidas na Eq. (3.69) não estão dadas em unidads SI, já que esta

equação foi obtida a partir do Hamiltoniano (3.1), onde foram adotadas inicialmente

as unidades naturais usuais em teoria quântica de campos. Deste modo, t́ınhamos

inicialmente adotado c = ~ = kB = 1. Logo, há a necessidade de relacionar as quan-

tidades expressas neste caso ao sistema de unidades SI, como foi feito em [53] e como
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mostramos no apêndice B.2. Esta relação é obtida da equação de Ginzburg–Landau na

derivação microscópica feita por Gorkov [17, 18]. Neste contexto, há um fator 1/kBT0

no expoente da função de partição que nós não t́ınhamos incluido expĺıcitamente. As-

sim, para estar em concordância com as unidades SI, os campos devem ser substitúıdos

por,

φ → φnew =
√

ξ0/kBT0φ, A → Anew =
√

ξ0/kBT0A, (3.70)

e as coordenadas x por xnew = x/ξ0, onde ξ0 = 0.18~vF /kBT0 é o comprimento

de coerência intŕınseco de um dado material, com vF sendo a velocidade de Fermi.

Conseqüentemente, λ e e tornam-se adimensionais, de tal maneira que estes parâmetros

ficam relacionados às quantidades caracteŕısticas do material por [53],

a = 1, λ =
3ξ0kBT0

N(EF )~2v2
F ξ2

0

≈ 111.08

(
T0

TF

)2

, e =
2ē

~c
√

kBT0ξ0 ≈ 2.59

√
αvF

c
, (3.71)

onde TF é a temperatura de Fermi, α a constante de estrutura fina, N(EF ) a

densidade de estados na superf́ıcie de Fermi, e ē a carga de um elétron. No mesmo

sentido, a espessura L em (3.69) deve ser reescrita como Lnew = L/ξ0. Assim, a

substituição de (3.71) em (3.69) produz a expressão da temperatura cŕıtica em termos

diretamente relacionados às quantidades caracteŕısticas de uma dada amostra. Desta

forma, a equação (3.69) é reescrita como,

Tc(L, pL) = T0

[
1− 1333.0(

ξ0

L
)(

T0

TF

)2Cp + 17.253x10−4

√
ξ0

L

√
Cpv3

Fc+

+15.594x10−3(
ξ0

L
)vFc ln(1− e

−0.22128
√

L
ξ0

√
CpvFc)+

+15.594x10−3(
ξ0

pL
)vFc ln(1− e

−0.22128p
√

L
ξ0

√
CpvFc)+

−0.031187(
ξ0

L
)vFc

∞∑
n1n2=1

e
−0.22128

√
L
ξ0

√
CpvFc

√
n2

1+p2n2
2

√
n2

1 + p2n2
2


 (3.72)

Como uma aplicação desta equação nós plotamos na Fig. 3.1 o comportamento da

temperatura cŕıtica Tc(L, p) em função de 1/L para um fio supercondutor de Niobio,

37



caracterizado por vF = 1.37 × 106 m/s, T0 = 9.3 K, e TF = 6.18 × 104 K. Aqui

consideramos tres situações, p = 1, p = 4 e p = 10 correspondendo a diferentes seções

transversais retangulares do fio.

Figura 3.1: Temperatura cŕıtica Tc em função de uma das suas dimensões transversais

1/L, de Eq.(3.72) para um fio supercondutor feito de Niobio com seção transversal

rectangular A = L×pL. A figura mostra o comportamento da temperatura cŕıtica nos

casos, p = 1, p = 4 e p = 10, respectivamente.

Na Fig.3.1, nós mostramos o comportamento quase linear da temperatura cŕıtica de

um fio supercondutor de Niobio em função de 1/L, para p = 1, p = 4 e p = 10. Estas

curvas sugerem a existência de um valor mı́nimo de L (ou da seção transversa do fio),

para o qual a transição de fase supercondutora é suprimida. Os valores aproximados

para cada caso são: Lmin
p=1 ≈ 2.5 nm, Lmin

p=4 ≈ 1.0 nm e Lmin
p=10 ≈ 0.5 nm respectivamente.

Também, pode ser mostrado numéricamente que quando p toma valores muito

grandes, (p → ∞) na Eq.(3.72) todas as curvas coincidem, neste limite a curva re-

sultante correspondendo a uma amostra em forma de um filme de espessura L. Uma

análise numérica da Eq.(3.68) mostra que quando p >> 1, a quantidade Cp tende a um

valor constante, Cp = γ
2π

. Substituindo este valor na Eq.(3.72) nós obtemos o compor-

tamento da temperatura cŕıtica para um filme. Na Fig.3.2 nós mostramos o comporta-
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mento da temperatura cŕıtica dada pela Eq.(3.72) na situação limite L2 → ∞, a qual

corresponde a um filme supercondutor de espesura L. Neste caso nós encontramos que

a espessura mı́nima é Lmin
film ≈ 0.13nm.

Figura 3.2: Temperatura Tc como função do inverso da espessura 1/L, para um filme

supercondutor de Niobio.

O comportamento descrito na Eq.(3.72) para p → ∞ (o filme) pode ser com-

parado com o decréscimo linear da temperatura cŕıtica em função de 1/L encontrado

experimentalmente em materiais metálicos, como por exemplo, em PB [33], em ligas

W-Re [32], em Nb [31, 36, 37], Mo-Ge [34]. Também podemos ver com clareza da

Eq.(3.72), que o decréscimo linear da temperatura cŕıtica em função de 1/L é recu-

perado quando a carga e = 0. Ainda quando e 6= 0 consegue-se um comportamento

quase-linear no decréscimo de Tc com 1/L, isto por que os termos que incluem os efeitos

das flutuações de gauge em (3.72) são muito pequenos em comparação ao termo gerado

pela auto-interação do campo escalar φ4. Este resultado também pode ser contrastado

com resultados teóricos recentes para supercondutores de tipo II [3], onde um compor-

tamento similar da temperatura cŕıtica em função da espessura do filme foi encontrado

para transições não-carregadas.

Entretanto, deve-se observar que nós usamos valores 3-dimensionais para os parâmetros
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fenomenológicos. Isto significa que devemos nos restringir somente aos fios e aos filmes

relativamente finos, que poderiam ser considerados como objetos essencialmente 3-

dimensionais; fios e peĺıculas muito finos não podem ser fisicamente acomodados no

contexto de nosso modelo. Por exemplo, o valor que nós obtivemos para Lmin
film(Nb)(≈

0.13 nm) é da ordem de grandeza de alguns poucos raios de Bohr e deve ser consid-

erado como um sistema 2-dimensional, estando assim, no contexto estritamente f́ısico,

além do domı́nio da validade do nosso modelo. Também, é necessario observar que o

nosso modelo não leva em conta detalhes microscópicos presentes numa amostra real

tais como impurezas ou crecimente de grãos na fabricação da amostra. Não obstante,

nossos resultados obtidos do modelo puro de GL está em concordancia qualitativa com

o comportamento experimental mencionado acima. Vale a pena enfatizar aqui que o

caráter quasi-linear do decréscimo da temperatura de transição obtida no nosso tra-

balho, emerge unicamente como um efeito topológico da compactificação espacial do

modelo Ginzburg-Landau.

40



Caṕıtulo 4

Transição de fase supercondutora

de primeira ordem

4.1 Introdução

A teoria de campo escalar massivo descrito pelo Hamiltoniano GL incluindo ambos os

termos de auto-interações dos campos (H = (∇φ(x))2

2
+ m0φ(x)2

2
+ λφ(x)4

4
+ ηφ(x)6

6
) é um

modelo simples para estudar fenômenos cŕıticos em duas e três dimensões, onde a teoria

é renormalizável. Em termos dos diagramas de fase, o ponto tricŕıtico pode aparecer

sempre que as três fases coexistam simultâneamente. Na aproximação de campo médio,

onde as correções devido às flutuações não são levadas em conta (∇φ = 0), se podem

encontrar transições de fase de segunda ordem quando m0 ∝ (T/T0 − 1) = 0, λ > 0,

η = 0. No entanto, uma transição de fase de primeira ordem acontece quando m0 6= 0,

λ < 0, η > 0. Já o comportamento tricŕıtico ocorre quando λ = 0, m0 = 0 e η > 0. Um

estudo do diagrama de fase deste modelo em 3D a temperatura finita foi feito em [57].

Há muitas aplicações associadas a este modelo mas aqui vamos nos ocupar da

transição de fase de primeira ordem supercondutora. Como foi estudado no caṕıtulo

anterior utilizando o modelo λφ4 com flutuações de gauge, vamos também estudar

neste caṕıtulo, o comportamento cŕıtico do modelo (λφ4 + ηφ6) para supercondutores,

na presença das condições de contornos espaciais. O comportamento cŕıtico é obtido
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da massa renormalizada derivando-a do potencial efetivo através da condição de renor-

malização. No entanto, esta condição reduz considerávelmente o número de diagramas

de Feynman que contribuem à renormalização da massa nos cálculos perturbativos

se nossos cáculos se restringirem à aproximação da primeira ordem nas constantes de

auto-interação, λ e η. Nesta aproximação, apenas dois diagramas necessitam ser con-

siderados aqui: um gráfico de tadpole com o acoplamento de φ4 (1 laço) e um gráfico

do ”shoestring”com o acoplamento de φ6 (2 laços) (ver Fig.4.1). A dependência com as

condições de fronteira aparecerá no tratamento matemático das integrais dos laços. As

condições de fronteiras serão dadas mediante o confinamento do nosso sistema, entre

dois planos paralelas separados por uma distância L (caso dos filmes), entre quatro

planos paralelos dois a dois separados por distâncias L1 e L2 ( caso de fios con secção

transversal rectangular) e em um cubo de dimensões L1, L2 e L3. O tratamento da

compactificação é semelhante à situação no caṕıtulo anterior [1].

O caṕıtulo é organizado como segue. Na seção 4.2, nós apresentamos o modelo em

D-dimensões descrevendo a compactificação em d-dimensões, d < D no formalismo de

Matsubara para o nosso propósito. A contribuição dos dois diagramas de Feynman

relevantes ao potencial efetivo são estabelecidas e a massa renormalizada é calculada

da condição de renormalização. Na seção 4.3, uma expressão para a temperatura

de transição de fase é calculada da condição de existência de transição de fase de

primeira ordem. Na seção 4.4, os valores das constantes fenomenológicas envolvidas

na fórmula da temperatura de transição são derivadas da teoria microscópica e na seção

4.5 uma aplicações particulares à transição de fase supercondutora em filmes, fios e

cubos são realizadas, fazendo as comparações com os dados experimentais encontrados

na literatura para o caso de filmes.
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4.2 O potencial efetivo no modelo de Ginzburg-

Landau λϕ4 + ηϕ6

Começamos apresentando o Hamiltoniano Ginzburg-Landau no espaço D-dimensional

Euclideano, incluindo ambas interações ϕ4 and ϕ6 na ausência de campos externos, o

qual é dado por (em unidades naturais, ~ = c = kB = 1),

H =
1

2
|∇ϕ|2 +

1

2
m2

0 |ϕ|2 −
λ

4
|ϕ|4 +

η

6
|ϕ|6 , (4.1)

onde fixamos os valores das constantes renormalizadas λ > 0 e η > 0 de forma

tal que possamos garantir a existência de uma transição de fase de primeira ordem

e o parâmetro de massa nua é dado por m2
0 = α(T/T0 − 1), com α > 0 e T0 sendo

um parâmetro com dimensões de temperatura. Lembramos que a temperatura cŕıtica

para uma transição de fase de primeira ordem é maior que T0, como se pode ver

na seção (2.2.3) do caṕıtulo 2 e [15]. Isto será indicado explicitamente na Eq. (4.23)

mais adiante. Nós consideramos o sistema confinado numa caixa retangular formada

por pares de planos separados por distâncias Li, i = 1, 2, 3, ..., d. Como no caṕıtulo

anterior, utilizamos as coordenadas cartesianas r = (x1, x2, ..., xd, z), onde z é um vetor

(D − d)-dimensional, com seus correspondentes momentos k = (k1, k2, ...kd,q), sendo

q um vetor (D− d)-dimensional no espaço dos momentos. A função de partição neste

caso é escrita na forma,

Z =

∫
Dϕ exp

(
−

∫ L1

0

dx1 · · ·
∫ Ld

0

dxd

∫
dD−dxH(ϕ,∇ϕ)

)
, (4.2)

com o campo ϕ(x1, ..., xd, z) satisfazendo à condição de confinamento dentro de uma

caixa, ϕ(xi ≤ 0, z) = ϕ(xi ≥ 0, z) = const, e como no caṕıtulo anterior introduz-

imos a prescrição de Matsubara generalizada (compactificação de um sub-espaço d-

dimensional), ∫
dki

2π
→ 1

Li

+∞∑
ni=−∞

; ki → 2niπ

Li

, i = 1, 2..., d. (4.3)

Em principio, o potencial efetivo para sistemas com quebra espontânea de sime-

tria é obtido, seguindo a análise de Coleman–Weinberg [58], como uma expansão em
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números de laços nos diagramas de Feynman. Portanto, ao propagador livre e aos

diagramas sem laço (ńıvel de árvore) para ambos acoplamentos, as correções radiativas

são adicionadas, com número crescente de laços. Assim, na aproximação a um laço,

se consegue uma série infinita de diagramas com todos os números de inserções dos

vértices da autointeração φ4 ( duas pernas externas por cada vértice), mais uma série

infinita de diagramas de um laço com todos os números de inserções da auto-interação

φ6 (quatro pernas externas en cada vértice), mais uma série infinita com os números

de inserções de todos os vértices da mistura de φ4 e φ6. Analogamente, nós podemos

incluir todas as formas de inserções nos diagramas com 2-laços , etc. No entanto, em

lugar de empreender este cálculo, em nossa aproximação restringimo-nos aos termos

de ordem mais baixa na expansão em laços. Lembramos que o gap que nós estamos

procurando é dado pela condição de renormalização na qual a massa renormalizada é

definida pela segunda derivada do potencial efetivo U(ϕ0) em relação ao campo clássico

ϕ0, tomado a campo zero,

∂2U(ϕ0)

∂ϕ0
2

∣∣∣∣
ϕ0=0

= m2. (4.4)

Dentro da nossa aproximação, nós não necessitamos levar em conta as condições

de renormalização para as constantes de acoplamento das interações, elas já foram

consideradas renormalizadas desde o inicio.

Na aproximação a 1-laço, a contribuição de φ4 ao potencial efetivo é obtida direta-

mente de [1], como uma adaptação da expressão dada por Coleman–Weinberg [58]. Nós

começamos com a bem conhecida expressão para a contribuição de 1-laço ao potencial

efetivo a temperatura zero [29],

U1(φ0) =
∞∑

s=1

(−1)s+1

2s

[
λφ2

0

2

]s ∫
dDk

(k2 + m2)s
, (4.5)

onde m é a massa renormalizada. Com o propósito de levar a cabo o procedimento de

regularização dimensional, introduzimos os parâmetros adimensionais c2 = m2/4π2µ2,

(Liµ)2 = a−1
i , g1 = (λ/8π2µ4−D), (ϕ0/µ

D−2)2 = φ2
0, onde ϕ0 é o valor esperado do

campo no vácuo (o campo clássico) e µ é uma escala de massa. Em termos destes
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parâmetros e utilizando a preescrição de Matsubara no nosso caso (4.3), a contribuição

de 1-laço ao potencial efetivo pode ser escrita na forma,

U1(φ0, a1, ..., ad) = µD√a1 · · · ad

∞∑
s=1

(−1)s+1

2s
gs
1φ

2s
0

×
+∞∑

n1,...,nd=−∞

∫
dD−dq

(a1n2
1 + · · ·+ adn2

d + c2 + q2)s
. (4.6)

O parâmeto s conta o número de vértices nos laços.

É fácil ver que somente o termo com s = 1 contribue à condição de renormalização

(4.4). Isto corresponde ao diagrama ”tadpole”. É também claro que todos os φ6-

vertices e as misturas de vértices φ4 e φ6 nos diagramas de 1-laço não contribuem

no cálculo da segunda derivada em relação ao campo: somente diagramas con duas

pernas externas sobrevivem. Isto é imposśıvel para uma inserção em vértice φ6 na

aproximação de um-laço. Portanto, a primeira contribuição do acoplamento φ6 deve

vir dos termos de maior ordem da expansão em laços. Diagramas com 2-laços com

duas pernas externas e somente φ4 vértice são de segunda ordem na sua constante de

acoplamento, e nós não vamos considera-los, asśım como todos os posśıveis diagramas

com vértices misturados. No entanto, os diagramas ”shoestring”2-laços, com somente

um vértice φ6 e duas pernas externas é uma contribuição de primeira ordem (em η) ao

potencial efetivo, de acordo com nosso critério de renormalização.

Figura 4.1: Diagramas que contribuem à renormalização da massa a mais baixa ordem

de expansão nas constântes de acoplamento.

Portanto, a massa renormalizada é definida a primeira ordem em ambas constantes

de acoplamento, pela contribuição das correções radiativas de somente dois diagramas:
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o tadpole e o shoestring. A contribuição do tadpole é dada ( colocando s = 1 em (4.6))

por,

U1(φ0, a1, ..., ad) = µD√a1 · · · ad
1

2
g1φ

2
0

×
+∞∑

n1,...,nd=−∞

∫
dD−dq

q2 + a1n2
1 + · · ·+ adn2

d + c2
. (4.7)

A integral em (4.7) é avaliada utilizando a fórmula de regularização dimensional [27]

∫
dkq

q2 + M
=

Γ(1− k
2
)πk/2

M1−k/2
; (4.8)

para k = D − d, nós obtemos

U1(φ0, a1, ..., ad) = µD√a1 · · · ad

∞∑
s=1

f(D, d)g1φ
2
0Z

c2

d (
2−D + d

2
; a1, ..., ad), (4.9)

onde

f(D, d) = π(D−d)/2 1

2
Γ

(
1− D − d

2

)
(4.10)

e Zc2

d (ν; a1, ..., ad) é uma das funções zeta de Epstein–Hurwitz, válida para Re(ν) > d/2,

definida por

Zc2

d (ν; a1, ..., ad) =
+∞∑

n1,...,nd=−∞
(a1n

2
1 + · · ·+ adn

2
d + c2)−ν

=
1

c2ν
+ 2

d∑
i=1

∞∑
ni=1

(ain
2
i + c2)−ν + 22

d∑
i<j=1

∞∑
ni,nj=1

(ain
2
i + ajn

2
j + c2)−ν + · · ·

+2d

∞∑
n1,...,nd=1

(a1n
2
1 + · · ·+ adn

2
d + c2)−ν . (4.11)

Esta função é a mesma que aparece no caṕıtulo (3) e do que é mostrado no Apêndice
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(A.1); podemos efetuar o cálculo de (4.9), dando o resultado:

U1(ϕ0, L1, ..., Ld) =
λϕ2

0

2 (2π)D/2

[
2−D/2−1mD−2Γ

(
2−D

2

)
+

d∑
i=1

∞∑
ni=1

(
m

Lini

)D/2−1

×KD/2−1(mLini) + 2
d∑

j<i=1

∞∑
ni,nj=1


 m√

L2
i + L2

j




D/2−1

×KD/2−1(m
√

L2
i + L2

j) + ... + 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d

)D/2−1

×KD/2−1(m
√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d)

]
.

(4.12)

Nós voltamos agora para o cálculo da contribuição do diagrama a 2-laços ao po-

tencial efetivo, utilizando outra vez as regras de Feynman para dimensões modificadas

pela compactificação; temos

U2(ϕ) =
ηϕ2

0

16

[∫
dDq

(2π)D

1

q2 + m2

]2

, (4.13)

ou com a compactificação de d dimensões em extensões Li, i = 1, . . . , d, este é dado

por:

U2(ϕ0, a1, . . . , ad) =
ηϕ2

0

4 (2π)D

[
2−1−D/2mD−2Γ

(
2−D

2

)
+

d∑
i=1

∞∑
ni=1

(
m

Lini

)D/2−1

×KD/2−1(mLini) + · · ·+ 2d−1

∞∑
n1,..,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d

)D
2
−1

×KD/2−1(m
√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d)

]2

, (4.14)

onde g2 = (η/8 · 16π4µ6−2D). Depois de subtrair o termo polar dado pelo primeiro
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termo da Eq.(4.12) nós temos:

U
(Ren)
1 (ϕ0, Li) =

λϕ2
0

2 (2π)
D
2

[
d∑

i=1

∞∑
ni=1

(
m

Lini

)D
2
−1

KD
2
−1(mLini)+

+2
d∑

i<j=1

∞∑
ni,nj=1


 m√

L2
i n

2
i + L2

jn
2
j




D
2
−1

KD
2
−1(m

√
L2

i n
2
i + L2

jn
2
j) +

· · ·+ 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d

)D
2
−1

×KD
2
−1(m

√
L2

1n
2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d).

]

(4.15)

e da mesma forma:

U
(Ren)
2 (ϕ0, Li) =

ηϕ2
0

4 (2π)D

[
d∑

i=1

∞∑
ni=1

(
m

Lini

)D/2−1

KD/2−1(mLini)+

+2
d∑

i<j=1

∞∑
ni,nj=1


 m√

L2
i n

2
i + L2

jn
2
j




D/2−1

KD/2−1(m
√

L2
i n

2
i + L2

jn
2
j)+

· · ·+ 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d

)D/2−1

×KD/2−1(m
√

L2
1n

2
1 + · · ·+ L2

dn
2
d)

]2

. (4.16)

Logo o potencial efetivo total é dado por

U(ϕ0, Li) =
1

2
m2

0ϕ
2
0 −

λ

4
ϕ4

0 +
η

6
ϕ6

0 + U
(Ren)
1 + U

(Ren)
2 . (4.17)

A massa renormalizada com ambas contribuições satisfazendo então à equação gen-

eralizada de Dyson–Schwinger dependendo dos Li será,
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m2(Li) = m2
0 −

λ

(2π)
D
2

[ ∞∑
n1=1

(
m

L1n1

)D
2
−1

KD
2
−1(mL1n1) + · · ·+

∞∑
nd=1

(
m

Ldnd

)D
2
−1

×

×KD
2
−1(mLdnd) + 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·L2

dn
2
d

)D
2
−1

×

×KD
2
−1(m

√
L2

1n
2
1 + · · ·L2

dn
2
d)

]
+

η

2(2π)D

[ ∞∑
n1=1

(
m

L1n1

)D
2
−1

KD
2
−1(mL1n1) + · · ·

+
∞∑

nd=1

(
m

Ldnd

)D
2
−1

KD
2
−1(mLdnd) + 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

(
m√

L2
1n

2
1 + · · ·L2

dn
2
d

)D
2
−1

×

×KD
2
−1(m

√
L2

1n
2
1 + · · ·L2

dn
2
d)

]2

(4.18)

Asśım, o potencial efetivo levando e conta as correções de fronteira é reescrito na

forma:

U(ϕ0) =
1

2
m2(Li)ϕ

2
0 −

λ

4
ϕ4

0 +
η

6
ϕ6

0, (4.19)

4.3 Temperatura de transição de fase de primeira

ordem

Ao assumir em (4.1) os valores das constantes λ e η como sendo maiores que zero,

isto faz com que o potencial efetivo (4.19) assegure a existência de uma transição de

fase de primeira ordem. A transição de fase de primeira ordem ocorre quando todos

os tres mı́nimos deste potencial estão simultaneamente sobre a linha U(ϕ0) = 0. Esta

condição dá,

m2(Li) =
3λ2

16η
. (4.20)

Note que o valor m = 0 é excluido na condição acima, por que isto corresponderia a

uma transição de fase de segunda ordem. Para D = 3, situação de interesse f́ısico direto,

as funções de Bessel que entrarão nas equações acima terão a forma expĺıcita, K1/2(z) =
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√
πe−z/

√
2z, o que substituida na Eq.(4.18), efetuando as somas, e lembrando que

m2
0 = α(T/T0 − 1), dá,

m2(Li) = α

(
T

T0

− 1

)
+

λ

(2π)3/2

√
π

2




d∑
i=1

1

Li

ln(1− e−m(Li)Li) + 2
d∑

j<i=1

∞∑
ni,nj=1

×

×e−m(Li)
√

L2
i n2+L2

jn2

√
L2

i n
2 + L2

jn
2

+ ... + 2d−1

∞∑
n1,...,nd=1

e−m(Li)
√

L2
1n2

1+···L2
dn2

d√
L2

1n
2
1 + · · ·L2

dn
2
d


 +

ηπ

4 (2π)3




d∑
i=1

1

Li

ln(1− e−m(Li)Li) + 2
d∑
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∞∑
ni,nj=1

e−m(Li)
√
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i n2+L2

jn2

√
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i n
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2

+ ...

+2d−1

∞∑
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e−m(Li)
√

L2
1n2

1+···L2
dn2

d√
L2

1n
2
1 + · · ·L2

dn
2
d

]2

. (4.21)

Então introduzindo o valor da massa, da Eq. (4.20), na Eq.(4.21), nós obtemos a

temperatura cŕıtica.

Tc(Li) = Tc



1−

(
1 +

3λ2

8ηα

)−1
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4πα




d∑
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1
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√
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8η
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×
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2




 . (4.22)

onde

Tc = T0

(
1 +

3λ2

16ηα

)
(4.23)

é a temperatura cŕıtica de transição de fase de primeira ordem para um material em

”bulk form”(Li →∞).
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4.4 Cálculo das constantes fenomenológicas

Nosso interesse nesta seção é generalizar a derivação microscópica de Gorkov [17, 18]

dada para o modelo λϕ4 incluindo um termo adicional de interação ηϕ6 na energia livre

de G-L. Aqúı, o nosso interesse espećıfico é determinar a constante fenomenológica η

como uma função dos parâmetros dos materiais, em forma análoga a como se fez para

a constante λ no modelo λϕ4 [53]. Utilizando as equações de Gorkov e combinando

com a condição de auto-consistência do gap [18], a densidade da energia livre pode ser

escrita em termos da energia do gap ∆(x), (ver apendice B.1).

f(∆) = N(0)

[
ξ2
0 |∇∆|2 +

(
T

T0

− 1

)
|∆|2

+
3ξ2

0

~2v2
F

|∆|4 +
1674 ζ(5) ξ4

0

147 ~4v4
F ζ2(3)

|∆|6
]

,

(4.24)

onde N(0) é a densidade de estados na superficie de Fermi, ξ0 é o comprimento de

coerência, vF a velocidade de fermi, e ζ(x) é a função zeta de Riemann. N(0) e ξ0 são

dados por,

N(0) =
1

4π2kBTF

(pF

~

)3

, ξ0 ≈ 0.13
~vF

kBT0

, (4.25)

onde TF é a temperatura de Fermi, pF é o momento de Fermi e kB é a constante de

Boltzmann. T0 é o parâmetro de temperatura introduzido na Eq. (4.1) que pode ser

obtido da temperatura cŕıtica da transição de fase de primeira ordem para o material

em ”bulk form”por meio da Eq. (4.23). Introduzindo o parâmetro de ordem ϕ =
√

2N(0)ξ0∆ na Eq. (B.1) nós obtemos

f(ϕ) =
1

2
|∇ϕ|2+ 1

2ξ2
0

(
T

T0

− 1

)
|ϕ|2+ 3

4 ~2v2
F ξ2

0 N(0)
|ϕ|4+1

6

1674 ζ(5)

196 N(0)2 ~4v4
F ζ2(3) ξ2

0

|ϕ|6.
(4.26)

A fim de poder comparar nossos resultados com algumas observações experimentais

existentes na literatura, nós procedemos a restabelecer as unidades SI (lembrando que

51



nós tinhamos utilisado as unidades naturais, c = ~ = kB = 1). Em unidades SI, o

expoente na função de partição tem implicitamente o fator 1/kBT0. Logo, nós devemos

dividir por kBT a densidade da energia livre na Eq. (4.26) (ver apêndice B.2). Além

disso, nós reescalamos os campos e as coordenadas na forma ϕnew =
√

ξ0/kBT0ϕ e

xnew = x/ξ0, que dá a energia livre adimensional e, comparando com a Eq. (4.1),

podemos identificar as constantes fenomenológicas adimensionais λ, η, e m0, com α =

1 (B.2),

λ ≈ 111.08

(
T0

TF

)2

, η ≈ 8390(
T0

TF

)4, m2
0 =

T

T0

− 1. (4.27)

4.5 O comportamento cŕıtico em filmes, fios e grãos

supercondutores

Lembramos que a derivação original das constantes fenomenológicas feita por Gorkov é

válida somente para materiais cristalinos puros, onde o livre caminho médio do elétron

l é infinito. No entanto, nós sabemos que em muitos supercondutores a interação atra-

tiva entre os elétrons (necessária para formar os pares de Cooper) ocorre indiretamente

pela interação dos eléctrons com vibrações da rede cristalina (os fónons). Considerando

que esta interação pode ser maior se temos impurezas na rede cristalina das amostras

supercondutoras, então o caminho livre médio dos elétrons é finito, o que ocorre na

situação real. As constantes fenomenológicas de Ginzburg–Landau λ e η e o compri-

mento de coerência estão de alguma forma relacionados con a interação dos pares de

elétrons com a rede cristalina e as impurezas. Uma maneira de levar em conta estes

efeitos mas preservando a forma da energia livre de Ginzburg–Landau é modificar o

comprimento de coerência e as constantes de acoplamento. De acordo com [53] e adap-

tando a nossa situação, ξ0 → r1/2ξ0, λ → 2r−3/2λ e η → 4r−3η, onde r ≈ 0.18R−1,

com R = ξ0/l. Sendo assim, vamos a analisar o comportamento cŕıtico em amostras

supercondutoras em forma de filme, fios y grãos.
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4.5.1 Filmes

No caso em que d = 1 temos que a compactificação é somente de uma dimensão e, neste

caso, nós estamos considerando o material supercondutor confinado entre dois planos

paralelos separados por uma distância L. F́ısicamente isto corresponderia a um filme

supercondutor. A temperatura cŕıtica de transição de fase de primeira ordem para o

filme é obtido da Eq. (4.22),

Tc(L) = Tc

{
1−

(
1 +

3λ2

16η

)−1 [
2Rλ

0.18 · 8π
ξ0

L
ln(1− e

− L
ξ0

√
3λ2

16η
R

0.18 )+

+
4R2η

0.18232π2

(
ξ0

L

)2 (
ln(1− e

− L
ξ0

√
3λ2

16η
R

0.18 )

)2
]}

. (4.28)

No entanto, se nós queremos comparar o nosso resultado com os dados experimen-

tais, devemos considerar outros efeitos, tais como o efeito de substrato sobre o qual o

filme supercondutor é depositado. No contexto de nosso modelo, no entanto, nós não

temos a possibilidade de descrever tais efeitos a ńıvel microscópico. Portanto assumi-

mos que estes efeitos podem ser incluidos de alguma forma nos valores das constantes

de acoplamento λ e η. Assim, propomos como um Ansatz o reescalonamento dessas

constantes na forma λ → aλ e η → a2η. Podemos relacionar ambos os parâmetros R

e a como r = aR. Logo a Eq. (4.28) é reescrita como,

Tc(L) = Tc

{
1−

(
1 +

3λ2

16η

)−1 [
2rλ

0.18 · 8π
ξ0

L
ln(1− e

− L
ξ0

√
3λ2

16η
R

0.18 )+

4r2η

0.18232π2

(
ξ0

L

)2 (
ln(1− e

− L
ξ0

√
3λ2

16η
R

0.18 )

)2
]}

. (4.29)

O gráfico da Eq. (4.29) é mostrada na Fig. 4.2, onde mostramos o comportamento

da temperatura de transição em função da espessura de um filme feito de aluminio. Os

valores dos parâmetros microscópicos para o Al, temperatura de Fermi, a temperatura

de transição do material em ”bulk”são TF = 13.53×104 K e Tc = 1.2 K, respectivamente

e a velocidade de Fermi vF = 2.02× 106m/s.

Da análise da figura 4.2 observamos que a temperatura cŕıtica cresce a partir de

um valor zero correspondendo a uma espessura mı́nima permitida e alcança um valor
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Figura 4.2: Temperatura cŕıtica Tc(K) como função da espessura L (Å), de Eq.(4.29)

e os dados tomados da Ref. [33] para um filme supercondutor feito de aluminio.

máximo acima da temperatura de transição de ”bulk”à medida que a espessura é maior.

Depois de alcançar esse valor máximo ela tende a decrescer assintóticamente até seu

valor de ”bulk”Tc quando L → ∞. Na Fig. 2.4 nós também exibimos o gráfico de

alguns dados experimentais da temperatura cŕıtica do aluminio en função da espessura

do filme, estes dados foram obtidos da Ref. [33]. Da comparação destas duas, podemos

concluir que nossa curva teórica está qualitativamente em boa concordância com as

medidadas experimentais, especialmente na região onde a espessura é menor.

Experiências mostram que em alguns filmes supercondutores existe uma espessura

para a qual a Tc(L) está bem acima da temperatura de ”bulk”; estes resultados

foram relatados na literatura desde os 1950s e 60s [63–66]. Do ponto de vista teórico,

uma fórmula para a temperatura de transição foi obtido dentro da teoria BCS em

termos da constante de acoplamento elétron-fónon , da temperatura de Debye e da

constante de acoplamento de Coulomb [67]. Esta fórmula foi utilizada para explicar

incrementos observados na temperatura cŕıtica de multicamadas compostas em filmes
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finos metálicos [64]. Na Ref. [68] uma técnica de dinâmica molecular foi aplicada

para obter o espectro da frequência dos fónons que conduziu aos mesmos resultados.

Mecanismos que explicam o comportamento da Tc(L) para filmes muitos finos são

discutidos na Ref. [33]. Os autores concluem que a influência mais importante sobre

Tc(L) é a interação do filme com o substrato, descrito pelo modelo da Ref. [69].

Este comportamento pode ser contrastado com o mostrado pela temperatura cŕıtica

para uma transição de segunda ordem. Neste caso, a temperatura cŕıtica Tc(L) cresce

desde um valor zero, correspondendo a um valor mı́nimo de espessura do filme, al-

cançando assintóticamente o valor da temperatura de transição de ”bulk”, quando

L → ∞. Isto é ilustrado na Fig. 4.3, adaptada da Ref. [6], com os dados experi-

mentais de [31]. Tal comportamento também foi encontrado experimentalmente por

alguns outros grupos para uma variedade de materiais de metais de transição, ver

Refs. [32, 39,40].

4.5.2 Fios

Agora nós tomamos o caso quando d = 2, no qual o supercondutor está confinado

simultaneamente entre dois planos paralelos separados em cada par por distâncias L1

e L2, respectivamente. Isto é, o material supercondutor se enconta na forma de um fio

de comprimento infinito com secção transversal retangular L1 × L2, a qual podemos

parametrizar como L1 = L e L2 = p × L com p > 0. Dessa maneira da Eq. 4.22

obtemos a expressão da temperatura cŕıtica para um fio supercondutor,

Tc(L; p) = Tc

{
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√
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2




 . (4.30)

A equação (4.30) é exibida gráficamente em Fig. 4.4 com os mesmos valores dos
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Figura 4.3: Temperatura cŕıtica Tc (K) como uma função da espessura L (Å)para uma

transição de segunda ordem, como foi previsto teóricamente na Ref. [6]. os pontos são

os dados experimentais tomadas de Ref. [31] para um um filme supercondutor feito de

Nióbio.

parâmetros dados para o caso dos filmes, de tal forma que possamos mostrar o com-

portamento da temperatura cŕıtica como função da área da seção transversal do fio

supercondutor, neste caso de um fio feito de aluminio. O comportamento da temper-

atura cŕıtica em função das áreas transversais dos fios é mostrado na figura 4.4 com

valores para p = 1, p = 4, p = 10 e p = 20. Note-se que quando temos p = 1 ou

L1 = L2, que é o caso de uma seção quadrada, a temperatura cŕıtica apresenta um

pequeno máximo em relação ao valor da temperatura de transição ”bulk”. Observamos

que , quando p >> 1 ou L2 >> L1 = L, a temperatura cŕıtica apresenta um valor

máximo cada vez maior, coorrespondendo a valores diferentes da área. Por outro lado,

fazendo p cada vez maior, nós chegamos ao caso limite para p →∞ ou L2 →∞ o que

corresponderia a uma amostra supercondutora na forma de um filme.

56



Figura 4.4: Temperatura cŕıtica Tc(L) como função das áreas transversais definidas por

A = L× pL, para p = 1, p = 4, p = 10 e p = 20, plotada da Eq.(4.30) para um fio

supercondutor de aluminio

4.5.3 Grãos

Finalmente, para completar a nossa análise, nós podemos compactificar as três di-

mensões, d = D = 3, o que corresponde a um material na forma de um grão. A

dependência da sua temperatura cŕıtica em função das dimensões lineares L1 = L,

L2 = p × L e L3 = q × L com p > 0 e q > 0. A fórmula da temperatura cŕıtica em

função desses parâmetros vem da equação 4.22,
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Tc(L; p, q) = T0

{
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1 +
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√
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∞∑
ni,nj=1

e−m(Li)
√

L2
i n2+L2

jn2

√
L2

i n
2 + L2

jn
2

+ 4
∞∑

n1,...,n3=1

e−
√

3λ2

8η

√
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 . (4.31)

A expressão acima contem somatórias, somatórias duplas e somatorias triplas, to-

das elas convergentes, de tal maneira que encontra-se valores finitos para a temper-

atura cŕıtica dos grãos supercondutores. Tambem, daqui, nós podemos recuperar

anaĺıticamente a fórmula da temperatura cŕıtica para fios no limite q >> 1 o que

equivale dizer L3 → ∞, além disso se p >> 1 ou L2 → ∞ recuperamos a expressão

para a temperatura cŕıtica de filmes.

Posto que no presente caṕıtulo, foi assumido expĺıcitamente uma transição de fase

de primeira ordem, podemos inferir que a transição supercondutora descrita no exper-

imento em [33] é de primeira ordem. Em outras palavras, um pode dizer que numa

observação experimental do comportameto da temperatura cŕıtica em função da es-

pessura (para filmes) ou em função da secção transversal (para um fio) pode server

como um posśıvel critério para decidir sobre a ordem da transição supercondutora

da amostra: um incremento monotónico da temperatura cŕıtica com o crecimento da

espessura do filme indica que o sistema apresenta uma transição de fase de segunda

ordem, mentras que se a temperatura cŕıtica apresenta um valor máximo numa deter-

minada espessura e logo decresce com o incremento da espessura, isto pode significar

a ocorrencia de uma transição de fase de primeira ordem.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Nesta Tese, utilizamos alguns métodos da teoria quântica dos campos no estudo das

transições de fases supercondutoras no contexto do modelo fenomenológico de Ginzburg

Landau. Neste contexto, a teoria λφ4 incluindo as flutuações de gauge foi aplicada para

estudar transições de fase carregadas de segunda ordem, enquanto que a teoria λφ4+ηφ6

foi utilizada para estudar transições de fase supercondutoras de primeira ordem.

No caṕıtulo 3 consideramos o modelo Ginzburg–Landau, num calibre de gauge

unitário transversal, como um modelo para descrever transições de fase carregadas em

amostras em forma de fios. Para gerar as contribuições devidos às flutuações de gauge,

nós utilisamos o potencial efetivo Gaussiano. Uma vantagem do método vem do fato

que o PEG é menos senśıvel às correções de ordem maiores à diferença do método

perturbativo usual. Neste sentido o PEG fornece resultados mais exatos quando são

comparados com os dados experimentais. O PEG nos permite obter uma equação

do gap que pode ser tratada pelos métodos desenvolvidos recentemente [1, 26]. Nós

derivamos as equações que descrevem a temperatura cŕıtica em função do tamanho

da amostra. As contribuições da auto-interação λφ4 e das flutuações de gauge são

identificadas. Encontrou-se que em fios supercondutores a temperatura de transição de

fase de segunda ordem varia quase que em forma linear com o inverso da raiz quadrada

da área da sua secção transversal retangular. Além do mais, o nosso tratamento sugere

um tamanho mı́nimo para a existência de transições carregadas e não carregadas tanto

para amostras em forma de fios quanto na forma de filmes. Tal tipo de resultado, se
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adaptado apropriadamente a amostras reais do material, poderia ser de interesse prático

para definir limites de miniaturização de dispositivos supercondutores na fabricação de

circuitos eletrônicos.

Nossos resultados obtidos do modelo puro de GL estão em boa concordância quali-

tativa com os resultados experimentais. Vale a pena enfatizar que o caráter quasi-linear

do decréscimo da temperatura de transição de fase de segunda ordem com o inverso das

dimensões lineares transversais do fio (ou com o inverso da espessura do filme) obtidas

por nós, emerge unicamente como um efeito topológico da compactificação espacial do

modelo de Ginzburg-Landau

No caṕıtulo 4, nós estudamos o comportamento cŕıtico da temperatura para amostras

supercondutoras em forma de filmes, fios e grãos; nestes casos, utilisamos o modelo de

GL modificado, onde temos incluido os termos de auto-interação λφ4+ηφ6 com λ < 0 e

η > 0 o que implica automáticamente a existência de uma transição de fase de primeira

ordem. Neste caso um comportamento diferente da temperatura cŕıtica é encontrado

em função das dimensões das amostras em comparação com o comportamento obtido

nas transições de fase de segunda ordem, como foi visto no caṕıtulo 3. No caso espećıfico

para amostras em forma de filmes, o comportamento da temperatura de transição de

primeira ordem apresenta um valor máximo acima do valor da temperatura cŕıtica da

amostra em forma de ”bulk”para uma certo valor da espessura Lc. Para L > Lc o

comportamento da temperatura cŕıtica decresce assintoticamente a seu valor de bulk,

enquanto que para L < Lc a temperatura cŕıtica cai muito rápido abaixo do valor da

temperatura de bulk. Um exemplo deste fato é mostrado para um filme supercondutor

de alumı́nio. Para amostras em forma de fios, o comportamento da temperatura cŕıtica

apresenta quase que os mesmos comportamentos na medida que a secção retangular

do fio corresponde a L2 muito maior que L1, como foi mostrado na figura (4.3). Desde

que aqui assumimos expĺıcitamente uma transição de fase de primeira ordem podemos

inferir que a transição descrita nas experiências em Ref. [33] é de primeira ordem. Em

outras palavras, podemos sugerir que uma observação experimental do comportamento

da temperatura cŕıtica em filmes e fios pode servir como um critério para decidir sobre
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a ordem de transição de fase supercondutora.

Também, para nossa derivação da temperatura cŕıtica de transição de primeira

ordem, foi necessário calcular a constante fenomenológica η, posto que o seu valor

relacionado com os parâmetros microscópicos do material não é encontrado na liter-

atura. O cálculo desta constante fenomenológica se fez de forma análoga para o caso

do parâmetro λ que é encontrado na literatura [53].

Em resumo, dos resultados obtidos nos caṕıtulos 3 e 4 concluimos que o método da

teoria quântica de campos no contexto do modelo fenomenológico de Ginzburg–Landau

apresenta-se como uma ferramenta útil no estudo das transições de fase supercondu-

toras na presença de condições de fronteiras.

Como perspectivas futuras, podemos aplicar os métodos desenvolvidos nesta tese ao

estudo do modelo GL para supercondutores, incluindo ambos termos, as flutuações de

campo de gauge e um termo topológico massivo Chern-Simons para estudar o compor-

tamento do parâmetro de Ginzburg–Landau (κGL)em função do tamanho de amostras

supercondutoras em forma de filmes e fios.

Também, é posśıvel estender o estudo das transições de fase supercondutoras no

modelo GL com condições de fronteiras com quebra da invariância translacional, tipo

Dirichlet-Dirichlet (DD) e Neumman-Neumman (NN), entre dois planos paralelos sep-

arados por uma distância L (caso filmes supercondutores), analisando o efeito do

tamanho do sistema sobre as constantes fenomenológicas e sobre a temperatura cŕıtica

(size effect).
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Apêndice A

O tratamento da função zeta

A.1 Função zeta de Epstein-Hurwitz

No presente apêndice apresentamos os procedimentos necessários no tratamento da

função zeta de Epstein-Hurwitz utilizados na técnica de regularização das integrais que

aparecem nos caṕıtulos 3 e 4. Os procedimentos empregados aqui são uma generalização

daqueles descritos na ref. [23], e são semelhantes aos da ref. [1]. A função zeta de

Epstein-Hurwitz é definida por,

Zc2

d (ν; a1, ..., ad) =
+∞∑

n1,...,nd=−∞
(a1n

2
1 + · · ·+ adn

2
d + c2)−ν

=
1

c2ν
+ 2

d∑
i=1

∞∑
ni=1

(ain
2
i + c2)−ν + 22

d∑
i<j=1

∞∑
ni,nj=1

(ain
2
i + ajn

2
j + c2)−ν + · · ·

+2d

∞∑
n1,...,nd=1

(a1n
2
1 + · · ·+ adn

2
d + c2)−ν , (A.1)

com validade para Re(ν) > d/2. Ela pode ser extendida para todo o plano complexo

usando a identidade [23],

1

∆ν
=

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dt tν−1e−∆t, (A.2)

com que obtemos,
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Zc2

d (ν; a1, ..., ad) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dt tν−1e−c2t

[
1 + 2

d∑
i=1

T1(t, ai)+

+22

d∑
i,j=1

T2(t, ai, aj) + · · ·+ 2dTd(t, a1, ..., ad)

]
, (A.3)

onde

T1(t, ai) =
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ni=1

e−ain
2
i t , (A.4)

Tj(t, a1, ..., aj) = Tj−1(t, a1, ..., aj−1)T1(t, aj), j = 2, . . . , d. (A.5)

Considerando as propriedades das funções T1,

T1(t, ai) = −1

2
+

√
π

ait

[
1

2
+ S

(
π2

ait

)]
, (A.6)

onde

S(x) =
∞∑

n=1

e−n2x, (A.7)

nós podemos observar que os termos que sobrevivem na Eq.(A.3) são proporcionais

a (a1 · · · ad)
−1/2. Conseqüentemente nós encontramos

Zc2

d (ν; a1, ..., ad) =
πd/2

√
a1 · · · ad

1
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0
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S

(
π2

ait

)]
.

(A.8)

Inserindo na Eq.(A.8) a forma expĺıcita da função S(x) na Eq.(A.7) e utilizando a

seguinte representação para as funções de Bessel de terceiro tipo, Kν ,

2(a/b)ν/2Kν(2
√

ab) =

∫ ∞

0

dx xν−1e−(a/x)−bx, (A.9)

depois de algumas manipulações algébricas chegamos a obter,
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(A.10)

A.2 Função zeta de Epstein 2-dimensional

A função zeta de Epstein 2-dimensional é definida por [49]

E2

(
D − 2

2
; L1, L2

)
=

∞∑
n1, n2=1

[
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

]−(D−2
2 )

. (A.11)

Em forma análoga como foi dada para a função zeta de Epstein-Hurwitz, nós

também podemos construir uma continuação anaĺıtica e relações de recorrência para

a função zeta de Epstein multidimensional. Esto será efetuada considerando a con-

tinuação anaĺıtica da função zeta de Epstein-Hurwitz dada por [23],

∞∑
n=1

(
n2 + p2

)−ν
= −1

2
p−2ν +

√
π

2p2ν−1Γ(ν)

[
Γ

(
ν − 1

2

)
+ 4

∞∑
n=1

(πpn)ν− 1
2 Kν− 1

2
(2πpn)

]
.

Utilizando estas relações podemos efetuar uma das somas em (A.11), sem perder a

simetŕıa das somas ao efetuar uma de elas primeiro, nós adotamos aqúım uma soma

simetrizada. Generalizando a prescrição introduzida em [1], nós consideramos a função

de Epstein multidimensional definida como uma suma simetrizada:

Ed (ν; L1, ..., Ld) =
1

d!

∑
σ

∞∑
n1=1

· · ·
∞∑

nd=1

[
σ2

1n
2
1 + · · ·+ σ2

dn
2
d

]−ν
, (A.12)

onde σi = σ(Li), com σ levando em conta todas as permutações do conjunto dos

parâmetros L1, ..., Ld, e a suma sobre n1, ..., nd tomados nessa ordem . Aplicando (A.12)

para efetuar a soma sobre nd, temos,
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(A.13)

onde o (.̂..) acima dos parâmetros Li nas funções Ed−1 significa que exclui do

conjunto {L1, ..., Ld} (os outros d− 1 parâmetros de Ed−1), e

Wd (η; L1, ..., Ld) =
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(A.14)

com (· · ·+L̂2
i n

2
i +· · · ) representando a soma
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j −L2

i n
2
i . Em particular, notando
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j ζ(2ν), encontra-se que,
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Estes resultados foram utilizados nos caṕıtulos 3 e 4.
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Apêndice B

A Derivação Microscópica do

Funcional GL: Cálculo das

constantes fenomenológicas

B.1 A Derivação Microscópica da Ação GL

A derivação da ação GL a partir da teoria microscópica BCS é baseada na utilização

direta das funções de Green termicas nas equações de Gorkov [17, 18]. Por intermedio

desta derivação nós podemos determinar os valores das constantes fenomenológicas

envolvidas no modelo GL e que estão relacionadas com a teoria microscópica, as quais

caracterizam algumas das propriedades dos materias supercondutores que se deseja

estudar. Então, partindo das equações de Gorkov,

[
i~ωn +

~2

2m

(
∇+

ieA

~c

)2

+ µ

]
G̃(x, x′, ωn) +

∫
dx”∆(x, x”)F †(x”, x′, ωn) = δ(x− x′).

(B.1)

[
−i~ωn +

~2

2m

(
∇− ieA

~c

)2

+ µ

]
F †(x, x′, ωn) +

∫
dx”∆∗(x, x”)G̃(x”, x′, ωn) = 0.

(B.2)
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junto com a condição de consistência,

∆∗(x)

g
=

1

β~
∑

n

F †(x, x, ωn), (B.3)

das equações (B.1), (B.2) juntamente com a equação (B.3), podemos calcular o

valor do gap até o quinto ordem em ∆.

∆∗(x)

g
=

1

β~

[∫
d3yQ(x, y)∆∗(y) +

∫
d3yd3zd3wR(x, y, z, w)∆∗(y)∆(z)∆∗(w)

+

∫
d3yd3zd3wd3vd3sP (x, y, z, w, v, s)∆∗(y)∆(z)∆∗(w)∆∗(v)∆∗(s)

]
,

(B.4)

onde

Q(x, y) =
1

β~2

∑
n

G̃0(y, x,−ωn)G̃0(y, x, ωn), (B.5)

R(x, y, z, w) = − 1

β~4

∑
n

G̃0(y, x,−ωn)G̃0(y, z, ωn)G̃0(w, z,−ωn)G̃0(w, x, ωn) (B.6)

e

P (x, y, z, w, v, s) =
1

β~6

∑
n

G̃0(y, x,−ωn)G̃0(y, z, ωn)G̃0(w, z,−ωn)G̃0(w, v, ωn)×

G̃0(s, v,−ωn)G̃0(s, x, ωn). (B.7)

Onde G̃0 é a função de Green que descreve o estado normal na presença do campo

magnético B = ∇× A. Nesta derivação, Gorkov [17] considerou a aproximação onde

1/kF , kF é o número de onda de Fermi, é muito menor que a profundidade de penetração

de London, e G̃0 pode ser aproximado à função de Green com campo magnético nulo

G0, mediante a aproximação

67



G̃0(x, x′, ωn) = G0(x− x′, ωn)e−ieA(x).(x−x′), (B.8)

e também

Q(x, y) =
1

β~2

∑
n

e2ieA(x,y)G0(y − x,−ωn)G0(y − x, ωn) = e−2ieA(x,y)Q0(x− y). (B.9)

A expressão de G0 na ausência do campo magnético é dada por

G0(x, ωn) =
~

(2π)3

∫
d3k

eik.x

i~ωn − ξk

(B.10)

e considerando essas aproximações, o primeiro termo em (B.4) são calculados em

detalhe na Ref. [18], o que resulta,

∫
d3yQ(x, y)∆∗(y) ≈

[
N(0)

(
1− T

T0

)
+

1

g
+

7ζ(3)

8
N(0)(

~vF

πkBT0

)2

]
∆(x). (B.11)

Os dois últimos termos são calculados na aproximação G̃0 ≈ G0, o que resulta,

∫
d3yd3zd3wR(x, y, z, w)∆∗(y)∆(z)∆∗(w) ≈ −N(0)

7ζ(3)

8(πkBT0)2
∆3(x). (B.12)

e

∫
d3yd3zd3wd3vd3sP (x, y, z, w, v, s)∆∗(y)∆(z)∆∗(w)∆∗(v)∆∗(s) ≈ 93ζ(5)N(0)

128(πT0kB)4
∆5(x).

(B.13)

Logo, utilizando (B.11), (B.13) e (B.12) em (B.4) obtemos,
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1
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(
∇− 2ieA

~c

)2

∆∗(x)

−N(0)7ζ(3)

8π2k2
BT 2

0

∆∗(x)|∆(x)|2 +
93N(0)ζ(5)

128π4T 4
0 k4

B

∆∗(x)|∆(x)|4 (B.14)

o que resulta
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0 = N(0)(
T0 − T

T0

)∆∗(x) +
7ζ(3)N(0)

48
(
~vF

πkBT0

)2

(
∇− 2ieA

~c

)2

∆∗(x)

−N(0)7ζ(3)

8π2k2
BT 2

0

∆∗(x)|∆(x)|2 +
93N(0)ζ(5)

128π4T 4
0 k4

B

∆∗(x)|∆(x)|4, (B.15)

que é a equação de Ginzburg Landau mais um termo adicional. Integrando a

equação (B.15) podemos encontrar o funcional de GL en função do gap

f(∆) =
N(0)7ζ(3)

48
(
~vF

πkBT0

)2

∣∣∣∣(∇− 2ieA

~c
∆(x))

∣∣∣∣
2

+ N(0)(
T0 − T

T0

)|∆(x)|2

+
N(0)14ζ(3)

4× 8π2k2
BT 2

0

|∆(x)|4 +
186N(0)ζ(5)

6× 128π4T 4
0 k4

B

|∆(x)|6 (B.16)

ou

f(∆) = N(0)

[
ξ2
0

∣∣∣∣(∇− 2ieA

~c
∆(x))

∣∣∣∣
2

+

(
T

T0

− 1

)
|∆|2

+
3ξ2

0

~2v2
F

|∆|4 +
1674 ζ(5) ξ4

0

147 ~4v4
F ζ2(3)

|∆|6
]

(B.17)

onde

N(0) =
mkF

2π2~3
(B.18)

e

ξ0 =

√
7ζ(3)

48π2

~pF

mkBT0

≈ 0.26
TF~
T0pF

. (B.19)

Nestas equações, pF , TF , vF são o momento, a temperatura e a velocidade de Fermi,

kB é a constante de Boltzman e ζ(x) é a função zeta de Rieman. A teperatura de Fermi

é dada por TF = p2
F /(2mkB)

Fazendo a identificação do gap com o parâmetro de ordem, 4 = ϕ/
√

2N(0)ξ0

obtemos

f(ϕ) =
1

2
|(∇−2ieA

~c
)ϕ|2+ 1

2ξ2
0

(
T

T0

− 1

)
|ϕ|2+ 3

4 ~2v2
F ξ2

0 N(0)
|ϕ|4+1

6

1674 ζ(5)

196 N(0)2 ~4v4
F ζ2(3) ξ2

0

|ϕ|6.
(B.20)
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B.2 Cálculo das constantes fenomenológicos da en-

ergia livre de GL

A equação B.20 é a densidade de energia livre de Ginzburg-Landau. No entanto,

quando a energia livre total aparece na exponencial da função de partição como a ação

ela vai acompanhada do fator 1/kBT0 fazendo com que as quantidades na exponencial

sejam adimensionais. Por este motivo é necessário introduzir algumas mudanças [53],

tais como: ϕ →
√

kBT0/ξ0φ, A →
√

kBT0/ξ0A e x = xξ0, com o que se chega a uma

expressão adimensional

F

kBT0

=

∫
d3x

[
1

2
|(∇− iqA)φ|2 +

1

2
(
T

T0

− 1)|φ|2 +
λ

4
|φ|4 +

η

6
|φ|6

]
. (B.21)

De (B.21) podemos identificar as cosntantes fenomenológicas que aparecem no mo-

delo de Ginzburg-Landau, que são

λ =
3kBT0

N(0)~2v2
F ξ0

≈ 111.08(
T0

TF

)2,

q =
2e

~c
√

kBT0ξ0 ≈ 2.59

√
α

vF

c
,

η =
1674ζ(5)

1764ζ2(3)
(

3kBT0

N(0)~2v2
F ξ0

)2 ≈ 8390(
T0

TF

)4. (B.22)

onde m2
0 = (T/T0 − 1) com α = 1.

Esas constantes são utilizados nas comparações experimentais de nossos modelos

nos caṕıtulos 3 e 4. Aqúı fazemos lembrar que no caṕıtulo 3 nós utilizamos a equação

(B.21) esquecendo o último termo. Já no caṕıtulo 3, nós utilisamos esta expressão na

aproximação do potencial magnético A ≈ 0 incluindo ainda o último termo.
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Rev. D 42, 2710 (1990); R. Ibañez-Meier, I. Stancu, P. M. Stevenson, Z. Phys. C

70, 307 (1996).

73



[43] M. Camarda, G. G. N. Angliella, R. Pucci, F. Siringo, Europhys, J. B 33, (2003)

273.

[44] P. W. Higgs, Phys. Lett., 12, 132 (1964).

[45] P. W. Anderson,Phys. Rev. 112, 1900 (1994).

[46] P. W. Anderson,Phys. Rev. 130, 439 (1962).

[47] Y. Nambu, Phys. Rev. 117, 648 (1960).

[48] Halperin, B.I., Lubensky, T.C. and Ma, S.-K. (1974); Phys. Rev. Lett. 32, 292.

[49] K. Kirsten, J. Math. Phys. 35 (1994) 459.

[50] A. Chodos, R. L. Jaffe, K. Johnson. C. B. Thorn, V. F. Weisskpof, Phys. Rev. D

9 (1974) 373.

[51] C. A. Lütken, F. Ravndal, J. Math. Phys. A: Math. Gen. 21 (1988) L793.

[52] C. de Calan, A.P.C. Malbouisson, F.S. Nogueira, Phys. Rev. B 64, 212502 (2001).

[53] H. Kleinert, Gauge Fields in Condensed Matter, Vol. 1: Superflow and Vortex

Lines, World Scientific, Singapore, 1989.

[54] L.M. Abreu, A.P.C. Malbouisson, I. Roditi, Physica A 331, 99 (2004).

[55] C.D. Fosco and A. Lopez, Nucl. Phys. B 538, 685 (1999).

[56] L. Da Rold, C.D. Fosco and A.P.C. Malbouisson, Nucl. Phys. B 624, 485 (2002).

[57] G.N.J. Añaños, A.P.C. Malbouisson and N.F. Svaiter, Nucl. Phys. B 547, 221

(1999).

[58] S. Coleman and E. Weinberg, Phys. Rev. D 7, 1888 (1973).

[59] C. L. A. Bezryadin and M. Tnkham, Nature, 404, 971 (2000).

74



[60] C. L. M. Markovic and M. Tinkham, Physica C 387, 44 ( 2003).

[61] D. C. R. J. Von Delft, Phys. Rep. 345, 61 ( 2001).

[62] J. Von Delft, Ann. Phys. (Leipzing) 10, 219 ( 2001).

[63] V. Buckel and R. Hilsch, Z. Phys. 132, 420 (1952); 138, 109 (1954); N.V. Zavar-

itsky, Dokl. Akad. Nauk SSSR 86, 501 (1952).

[64] M. Strongin, O.F. Kammerer, J.E. Crow, R.D. Parks, D.H. Douglass, Jr. and M.

A. Jensen, Phys. Rev. Lett. 21, 1320 (1968).

[65] M. Strongin and O.F. Kammerer, J. Appl. Phys. 39, 2509 (1968).

[66] M. Strongin, O.F. Kammerer, D.H. Douglass, Jr. and M.H. Cohen, Phys. Rev.

Lett. 19 121 (1967).

[67] W.L. McMillan, Phys. Rev. 167, 331 (1968).

[68] J.M. Dickey and A. Paskin, Phys. Rev. Lett. 21, 1441 (1968).

[69] L.N. Cooper, Phys. Rev. Lett. 6, 689 (1961); W. Silvert and L.N. Cooper, Phys.

Rev. 141, 336 (1966).

75


