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À minha querida esposa Vanuza, pelo amor que me inspira.

Aos meus pais Wilson e Marilda, por tanto incentivo na minha caminhada até aqui.
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- Aos funcionários, pelo eficiente e agradável apoio: Rosangela, Elisete e Myriam;

- Ao CEFET-Campos, pelo incentivo à minha capacitação;
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- À minha igreja, Guarus e Mata da Praia.

ii



Resumo

A questão central desta tese é o estudo da supersimetria no âmbito das teorias

de gauge que assinalam violação da simetria de Lorentz. Como procedimento de tra-

balho, utilizamos mecanismos de redução dimensional e partimos de teorias definidas em

dimensões superiores para obtermos, após as devidas reduções, as versões supersimétricas

estendidas correspondentes em dimensões inferiores. Propomos as versões N = 2- e

N = 4- supersimétricas, em D = 4, das teorias que apresentam quebra da simetria de

Lorentz através de termo do tipo Chern-Simons. As supersimetrias obtidas são realizadas

on-shell quando a redução dimensional é ordinária, e off-shell, quando a redução é baseada

no método das transformações de Legendre. Analisamos as ações em componentes e ver-

ificamos o surgimento de cargas centrais no caso das realizações off-shell com violação da

simetria de Lorentz.
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Abstract

This thesis sets out to pursue the investigation of supersymmetry in connection

with Lorentz-violating gauge theories. To carry out our study, we adopt dimensional

reduction techniques and we start off from higher dimensions so as to attain, upon suitable

reductions, the corresponding extended supersymmetric versions in lower dimensions.

We propose here the N = 2 and N = 4, D = 4 versions of the theories with Chern-

Simons-like Lorentz-breaking term. On-shell supersymmetries appear for the ordinary

dimensional reduction scheme; on the other hand, if the reduction is performed by means

of the Legendre transformation prescription, supersymmetry is realized off-shell in the

lower dimensions. We analyze the component-field actions and the appearance of central

charges is pointed out in the case of the off-shell realizations with Lorentz symmetry

violation.
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1.1 Redução dimensional ”à la Scherk”: aplicação ao modelo de gauge Abeliano

para D = 6 → D = 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.1 Versão N = 2-supersimétrica do modelo de gauge Abeliano . . . . . 11

1.2 Versão N = 2-supersimétrica do termo de quebra da simetria de Lorentz . 12

1.3 Versão N = 4-supersimétrica do modelo de gauge Abeliano . . . . . . . . . 20

1.4 Versão N = 4-supersimétrica do termo de quebra da simetria de Lorentz . 21
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Apêndice 68

Referências 70

vi



Introdução

A formulação de modelos f́ısicos para as interações fundamentais no processo de con-

strução de teorias quânticas de campos para objetos puntiformes é baseada em alguns

prinćıpios fundamentais, entre os quais estão a covariância de Lorentz e a invariância sob

simetrias de gauge apropriadas na contrução dos Lagrangeanos e das ações dessas teo-

rias. Entretanto, mecanismos de quebra destas simetrias têm sido propostos e discutidos

em vista de um número de evidências fenomenológicas e experimentais. Podemos citar

o mecanismo de Higgs na quebra espontânea de simetria pela configuração do vácuo, a

inclusão de um termo de massa no modelo de gauge Abeliano que faz quebrar a simetria

de gauge, entre outras situações onde a simetria é quebrada espontaneamente, explici-

tamente ou dinamicamente. Nesta tese, estamos interessados em abordar a quebra da

simetria de Lorentz no contexto de teorias de gauge Abelianas supersimétricas.

Alguns trabalhos apresentam ind́ıcios fenomenológicos e experimentais em torno da

quebra da simetria de Lorentz, tais como em [20, 6, 26, 25, 19]. Alguns desses, mostram

observações astrof́ısicas que levam a uma sutil violação dessa simetria. Estudos com raios

cósmicos indicam evidências de uma posśıvel violação da simetria de Lorentz para energias

acima do limite de GZK (EGZK ' 4 × 1019 eV.T ) [15]. Um outro dado que leva a uma

posśıvel violação na simetria de Lorentz é a não aleatoriedade da polarização na radiação
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eletromagnética vinda do espaço. Isso é observado principalmente em medidas feitas de

quasares e galáxias distantes e analisadas incompatibilidades entre observação e teoria

(com simetria de Lorentz) em efeitos magnéto-ótico [24, 27]. Essas observações podem

indicar certas anisotropias no espaço-tempo.

Essas anisotropias no espaço-tempo têm despertado uma necessidade de investigação

de teorias, onde se mantém a simetria de gauge, mas que se inclua um termo que viole

a simetria de Lorentz. Deste modo, dentro da literatura têm sido pesquisadas princi-

palmente teorias de gauge Abelianas onde é acrescentado ao Lagrangeano um termo de

quebra da simetria de Lorentz. Como proposto por Jackiw em [20], um termo do tipo

Chern-Simons deve ser considerado, em D = 4, contendo um quadri-vetor de fundo con-

stante que mantenha a invariância de gauge, mas que viole a simetria de Lorentz do

espaço-tempo:

L = −1

4
FµνF

µν + εµνκλAµ∂νAκpλ.

Este quadri-vetor de fundo, pλ, indica uma direção preferencial no espaço-tempo, que-

brando, assim, a invariância de Lorentz. Como podemos notar, o Lagrangeano proposto

por Jackiw varia com transformações de rotações espaciais e boosts. Esta quebra deve

ocorrer de um modo suave, de tal forma que se preservem os resultados das observações

experimentais já realizadas e também aquelas que ainda estão sendo investigadas (que

sabemos possuir a invariância de Lorentz até uma determinada escala de energia). Isso

significa que o modelo deve conduzir, em uma determinada escala, a resultados condizentes

com as observações citadas anteriormente (que levam a uma violação dessa simetria). Para

isso, a escolha do pλ = (p0, pi) deve obedecer a esses resultados.

Podemos observar que o termo de quebra da simetria de Lorentz mantém a invariância

de gauge, já que pλ é um vetor de fundo constante, então, a transformação de gauge

Abeliana δAµ = ∂µχ, aplicada ao termo de Chern-Simons, nos fornece (integrando por

partes):

δLbr = −1

2
εµνκλχ∂νAκ(∂µpλ − ∂λpµ) = 0.
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A idéia da violação da simetria de Lorentz vem sendo ampliada para outras teorias. No

caso da Relatividade Geral, foi proposta em [18], em analogia com o que foi feito no

Eletromagnetismo, a inclusão do termo de Chern-Simons (estendido para 4 dimensões e

modificado para incluir o vetor constante de fundo) na ação de Hilbert-Einstein.

Uma importante aplicação de modelos com violação da simetria de Lorentz se encon-

tra dentro de estudos fenomenológicos. No contexto da f́ısica da matéria condensada, a

violação da simetria de Lorentz aparece naturalmente através de suas formulações de teo-

rias de campos efetivas. As simetrias no espaço-tempo da rede cristalina de um sólido em

geral não abrange todas as direções igualmente, deixando claro que as teorias contém em

sua formulação, anisotropias, e estas, correspondem a violações na simetria de Lorentz.

Como vimos, muitos estudos vêm sendo feitos em torno da quebra na simetria de

Lorentz. Estamos mais interessados nesta tese no caso especial do estudo da quebra da

simetria de Lorentz no contexto da supersimetria. Nesse contexto, a questão da violação

de Lorentz tem sido considerada na literatura em diferentes formulações. Na ref. [14],

a supersimetria é apresentada através da introdução do vetor de fundo modificando a

álgebra da teoria. Nas refs. [8, 1], é proposta a versão N = 1-supersimétrica do termo

de Chern-Simons através do formalismo superespaço-supercampo convencional, onde é

definido um supercampo escalar que acomoda o vetor de fundo. Para isto, é mostrada

a conveniência de se definir o vetor de fundo como o gradiente de uma função escalar,

s = α + pµx
µ, onde α e pµ são constantes. Na ref. [22], os autores adotam a idéia dos

operadores de quebra da simetria de Lorentz.

Nesta tese, considerando a importância das supersimetrias estendidas em conexão com

as teorias de gauge, vamos propor as generalizações supersimétricas N = 2− e N = 4−

estendidas de uma teoria de gauge Abeliana, com o termo de quebra da simetria de Lorentz

do tipo Chern-Simons no espaço-tempo tipo Minkowski em 4 dimensões (D = 4). Serão

propostas duas classes para cada supersimetrização estendida mencionada: a ”on-shell”

e a ”off-shell”. Na supersimetria ”on-shell”, para o Lagrangeano ter a invariância da

supersimetria, é necessária a imposição das equações de campo; esta supersimetrização
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pode ser encontrada na ref. [32]. Já na supersimetrização off-shell, a invariância do

Lagrangeano independe das equações de campos. Este segundo caso pode ser encontrado

na ref. [29].

Existem alguns procedimentos para se construir versões supersimétricas N−estendidas

de uma teoria. Em um deles, podemos partir diretamente dos campos-componentes pro-

pondo Lagrangeanos que tenham invariância sob transformações de supersimetria com

N parâmetros espinoriais, como proposto para teorias de gauge em [21, 16]. Em outro

método mais conveniente, podemos usar a formulação em supercampos imersos em um

superespaço com N coordenadas Grassmannianas, como proposto em [17]. O procedi-

mento que consideramos mais adequado nesta tese é o da redução dimensional, através

do qual podemos partir de teorias de dimensões superiores com uma única supersimetria

e obtermos, após a redução dimensional, modelos de dimensões inferiores com supersime-

trias estendidas N > 1 [23, 11, 12]. Nesta tese, partimos apenas do setor bosônico da

versão N = 1 do modelo de gauge Abeliano com termo de violação da simetria de Lorentz

do tipo Chern-Simons em 6 e 10 dimensões dimensionais, efetuando, posteriormente, as

reduções dimensionais abaixo:

N = 1, D = 6 =⇒ N = 2, D = 4

e

N = 1, D = 10 =⇒ N = 4, D = 4.

Os Lagrangeanos obtidos descrevem os setores bosônicos das versões supersimétricas es-

tendidas. Utilizamos o formalismo superespaço-supercampo de N = 1 para descrevermos

a versão supersimétrica estendida completa (setor bosônico + setor fermiônico) da teoria.

O procedimento de reduções dimensionais para obter estes modelos supersimétricos es-

tendidos é posśıvel devido ao fato de que, em teorias N = 1-supersimétricas em 6 e em 10

dimensões, o setor bosônico tem o mesmo número de graus de liberdade do setor bosônico

destas teorias em 4 dimensões com N = 2 e N = 4 supersimetrias, respectivamente. Uma
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vez que os setores bosônicos estendidos são identificados, podemos adotar uma formulação

de superespaço-supercampo de N = 1 em D = 4 para escrever os supermultipletos de

gauge e de violação da simetria de Lorentz. Assim, finalmente, estabelecemos seu acopla-

mento dentro da ação supersimétrica N = 2− e N = 4− estendida descrita em um

superespaço com N = 1. O resultado é mostrado em termos de campos componentes e,

assim, chegamos às ações que são versões supersimétricas estendidas do modelo de gauge

Abeliano com o termo tipo Chern-Simons que viola a simetria de Lorentz.

Esta tese é baseada em um conjunto de trabalhos realizados em meu peŕıodo de

doutoramento [30, 31, 32, 29]. Propomos as versões supersimétricas estendidas através de

duas técnicas de redução dimensional diferentes. No Caṕıtulo 1, utilizamos a técnica de

redução dimensional ordinária, o que resulta na ação supersimétrica estendida realizada

on-shell. O método de redução dimensional ordinário é também conhecido como redução

”à la Scherk” [9, 10]. Este método é bem simples e tem a caracteŕıstica de levar em conta

que os campos na dimensão reduzida não possuem nenhuma dependência nas coordenadas

extras das dimensões superiores. Essa hipótese facilita o procedimento técnico da redução

dimensional, pois simplesmente consideramos as derivadas dos campos em relação a estas

”coordenadas extras” como sendo nulas, e definimos as componentes dos campos vetoriais

e tensoriais ao longo das dimensões extras como novos campos na teoria.

A outra técnica de redução dimensional que utilizamos nesta tese é discutida nos

Caṕıtulos 2 e 3. Esta técnica, que pode ser encontrada na ref. [12], é conhecida como

redução dimensional ”à la Legendre” e se baseia nas transformações de Legendre do La-

grangeano em relação às coordenadas a serem reduzidas. Neste caso, o Lagrangeano

reduzido é como se fosse uma ”densidade Hamiltoniana”, mas não obtida a partir da

invariância do Lagrangeano por translação temporal expĺıcita, mas por translação em

relação à coordenada a ser reduzida. Como podemos ver, este método não é tão direto

quanto o método ”à la Scherk”; nele os campos mantêm a dependência das ”coorde-

nadas extras” do Lagrangeano na dimensão superior, enquanto que a ação não possui tal

dependência. Nesta tese, faremos para cada modelo a redução dimensional ”à la Legen-
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dre” aplicada apenas a uma dimensão. Uma caracteŕıstica importante é que os campos

no Lagrangeano reduzido devem obedecer às equações de campo na dimensão superior.

Com isto, aparecem as translações em relação à coordenada reduzida, que podem ser

interpretadas como transformações de cargas centrais. Devido ao aparecimento dos cam-

pos auxiliares, esta técnica permite que o Lagrangeano supersimétrico estendido tenha

realização off-shell.

A estrutura geral desta tese encontra-se organizada como segue: no Caṕıtulo 1, adota-

mos a técnica de redução dimensional ”à la Scherk” para contruirmos as versões on-shell

com N = 2 e N = 4 supersimetrias do modelo de gauge Abeliano com o termo de quebra

de simetria de Lorentz. Uma vez que partimos do setor bosônico do modelo N = 1,

o Lagrangeano reduzido obtido corresponde ao setor bosônico do modelo supersimétrico

estendido; assim, utilizando o formalismo de superespaço-supercampo de N = 1, pode-

mos completar o Lagrangeano com o setor fermiônico e os campos auxiliares necessários.

Como dito anteriormente, escolhemos as supersimetrizações N = 2 e N = 4 estendidas em

D = 4 devido à sua importância em teorias de campos, mas a possibilidade de utilização

deste método pode ser ampliada para outras supersimetrias em outras dimensões, desde

que tenhamos um mesmo número de graus de liberdade nas dimensões superiores e na

dimensão reduzida.

No Caṕıtulo 2, adotamos a técnica de redução dimensional ”à la Legendre”; propomos

a supersimetrização N = 2-estendida realizada off-shell do modelo de gauge Abeliano em

D = 3. Escolhemos partir do Lagrangeano com supersimetria-N = 1 em componentes,

de modo a analisar, de uma forma mais simples, e com mais detalhes, tanto o setor

bosônico quanto o setor fermiônico correspondentes ao Lagrangeano, às transformações

de supersimetria e à álgebra referente às transformações. Também, apresentamos a su-

persimetrização estendida na versão on-shell. Em ambos os casos, as transformações de

supersimetria-N = 1 em D = 4, após a redução para D = 3, apresentam dois parâmetros

espinoriais caracterizando as N = 2 supersimetrias. Comparamos os resultados obtidos a

partir das duas técnicas e observamos que a álgebra de Lie da versão off-shell apresenta
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uma transformação de carga central, que está associada à dependência dos campos em

D = 3 na coordenada reduzida x3 de D = 4. Esta dependência está relacionada ao uso

da técnica de redução dimensional ”à la Scherk”.

No Caṕıtulo 3, aplicamos as duas técnicas de redução dimensional abordadas nos

Caṕıtulos anteriores para propor as versões supersimétricas N = 2, 4 do modelo de gauge

Abeliano com o termo de quebra da simetria de Lorentz, agora, com realização off-shell.

Em ambos os casos, partimos dos Lagrangeanos bosônicos em suas versões com dimensões

mais altas e reduzimos ”à la Scherk” para D = 5; então, reduzimos ”à la Legendre” o

Lagrangeano obtido para D = 4. Da mesma forma que no Caṕıtulo 1, os Lagrangeanos

obtidos são os setores bosônicos das versões N = 2 e N = 4 supersimétricas do modelo,

só que agora off-shell, já que uma das dimensões foi reduzida ”à la Legendre”. Utilizamos

o formalismo de supercampos em um superespaço de N = 1 para achar o Lagrangeano

completo (bósons + férmions). Analisamos o Lagrangeano em campos componentes e

as transformações de cargas centrais para este modelo. Um Apêndice segue, onde se

mostram as convenções utilizadas e algumas relações úteis na construção dos Lagrangeanos

estudados nos Caṕıtulos 1 e 3.

Finalizando o trabalho, apresentamos, no Caṕıtulo 4, as Conclusões Gerais e Perspecti-

vas de Novos Encaminhamentos, onde discutimos os métodos adotados para a construção

dos modelos supersimétricos estendidos e explicitamos posśıveis trabalhos que darão con-

tinuidade às idéias e técnicas aqui desenvolvidas.
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Caṕıtulo 1

Supersimetrias-N = 2, 4 on-shell da

teoria de gauge Abeliana com

violação da simetria de Lorentz

Muito tem sido estudado a respeito da questão da violação da simetria de Lorentz

nos modelos de gauge, onde é incluido um termo de violação da simetria de Lorentz

do tipo Chern-Simons, proposto em [20]. Nesse contexto, tem sido abordada em vários

trabalhos a necessidade da preservação da supersimetria nas teorias com violação da

simetria de Lorentz. Em especial, ocorre a necessidade de também serem tratadas teorias

com número de supersimetrias N > 1. Neste caṕıtulo queremos propor uma generalização

supersimétrica N = 2 e N = 4 estendidas realizadas on-shell para o termo de Chern-

Simons de quebra da simetria de Lorentz. A versão off-shell será assunto no próximo

caṕıtulo.
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Na busca por essas generalizações supersimétricas estendidas, partimos dos modelos

de gauge Abelianos com o termo de quebra do tipo Chern-Simons nos espaços-tempos

de dimensões D = 6 e D = 10 e adotamos o método de redução dimensional ordinário

(à la Sherk), para obtermos uma seção bosônica em D = 4 dos modelos supersimétricos

N = 2 e N = 4 estendidos, respectivamente. Isto é posśıvel porque em teorias N = 1-

supersimétricas em 6 e em 10 dimensões, o setor bosônico tem o mesmo número de graus

de liberdade do setor bosônico destas teorias em 4 dimensões com N = 2 e N = 4 super-

simetrias respectivamente [23, 11]. Uma vez que os setores bosônicos são identificados,

adotamos uma formulação de superespaço-supercampo de N = 1 em D = 4 para escrever

os supermultipletos de gauge e de violação de Lorentz de fundo para finalmente estab-

elecer seu acoplamento dentro da ação supersimétrica N = 2 e N = 4 estendida descrita

em um superespaço com N = 1. A partir da ação supersimétrica estendida do modelo

em termos de supercampos, escrevemos a ação em campos componentes e analisamos a

influência dos novos campos dinâmicos e auxiliares na teoria.

A organização geral deste caṕıtulo é a seguinte: na Seção 2, nós apresentamos o

método de redução dimensional à la Scherk e aplicamos ao modelo de gauge Abeliano

para a redução D = 6 → D = 4. Em uma subseção apresentamos a versão supersimétrica

N = 2-estendida do modelo de gauge Abeliano em termos de uma formulação superespaço-

supercampo de N = 1 em termos de campos componentes. Na seção 3, nos focamos na

tarefa de montar a versão N = 2-supersimétrica do termo de Chern-Simons de violação da

simetria de Lorentz. Nas seções 4 e 5 trataremos da apresentação N = 4-supersimétrica

do modelo de gauge Abeliano e do termo de Chern-Simons respectivamente. Finalmente,

na seção 6, apresentamos a conclusão com os comentários.
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1.1 Redução dimensional ”à la Scherk”: aplicação ao

modelo de gauge Abeliano para D = 6 → D = 4

O método de redução dimensional ordinário, também conhecido como redução dimen-

sional ”à la Scherk”, se baseia no argumento de que os campos da teoria não possuem

dependência nas coordenadas correspondentes às dimensões a serem reduzidas. Isso im-

plica que as derivadas dos campos em relação a essas coordenadas são tomadas como

nulas. Além disso, devemos explicitar as componentes dos campos (no caso vetoriais,

tensoriais e espinorias) que correspondem às dimensões mantidas e às dimensões extras.

Essas componentes extras da dimensão superior são redefinidas como novos campos na

teoria.

Vamos aplicar esse método para o modelo de gauge Abeliano reduzindo de D = 6 para

D = 4 [16, 5]. O Lagrangeano de Maxwell em 6 dimensões é dado por

L = −1

4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ , (1.1)

onde µ̂ = 0, 1, 2, 3, 4, 5. A conexão Aµ̂ pode ser redefinida como:

Aµ̂ → (Aµ, ϕ1, ϕ2),

onde µ = 0, 1, 2, 3; ϕ1 ≡ A4 e ϕ2 ≡ A5. Note que mantivemos as 6 componentes da conexão

em 4 dimensões. Agora, consideramos que os campos não têm nenhuma dependência em

relação as coordenadas espaço-temporais x4, x5 a serem reduzidas. O Lagrangeano em

D = 4 obtido é dado por

L = −1

4
FµνF

µν + ∂µϕ∂
µϕ∗, (1.2)

onde pudemos colocar os dois campos escalares em um complexo: ϕ = ϕ1 + iϕ2.
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1.1.1 Versão N = 2-supersimétrica do modelo de gauge Abeliano

Nesta subseção, vamos utilizar o fato que as teorias em dimensão D = 6 tem o mesmo

número de graus de liberdade que sua versão N = 2-supersimétrica em D = 4. Apresen-

tamos na equação (1.2) a redução dimensional ordinária do modelo de gauge Abeliano.

Tomamos este como o setor bosônico da ação supersimétrica N = 2 estendida. A com-

pleta generalização supersimétrica N = 2 -estendida do modelo (setor bosônico + setor

fermiônico) pode ser constrúıda usando o formalismo de supercampo em um N = 1-

superespaço que tem como coordenadas: (xµ, θa, θ̄ȧ) [23]. A supersimetrização da teoria

acima é realizada combinando supercampos em um N = 1-superespaço como multiple-

tos que acomodam os campos ordinários e seus respectivos parceiros supersimétricos. Os

supercampos que possuem a tarefa de acomodar os campos bosônicos e seus parceiros

fermiônicos são o escalar, Φ, e o vetorial, V, imersos no superespaço N = 1−D = 4 e que

constituem um multipleto vetorial (Φ, V ) de N = 2−D = 4.

O supercampo vetorial V no gauge de Wess-Zumino (que mantém a invariância de

gauge) é escrito como:

V = θσµθ̄Aµ + θ2θ̄λ̄+ θ̄2θλ+ θ2θ̄2D, (1.3)

e satisfaz o v́ınculo de realidade, V = V †. O supercampo escalar é escrito como

Φ = ϕ+ iθσµθ̄∂µϕ−
1

4
θ2θ̄22ϕ+

√
2θψ − i√

2
θ2∂µψσ

µθ̄ + θ2f, (1.4)

Φ̄ = ϕ∗ − iθσµθ̄∂µϕ
∗ − 1

4
θ2θ̄22ϕ∗ +

√
2θ̄ψ̄ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µψ̄ + θ̄2f ∗, (1.5)

e obedece à condição de quiralidade: D̄Φ = DΦ̄ = 01.

O N = 1-multipleto scalar Φ é composto de spins (1
2
, 0) e o multipleto vetorial V

abrange os spins (1, 1
2
). Assim, o hipermultiplete vetorial (Φ, V ) em N = 2 é composto

por spins (1, 1
2
, 1

2
, 0, 0) [23].

1As convenções necessárias estão apresentadas no Apêndice.
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A N = 2-extensão supersimétrica da ação de Maxwell que contém o Lagrangeano de

gauge (1.2) é escrita como:

S =
∫
d4xd2θd2θ̄[Φ̄Φ +

1

2
WαWαδ(θ̄

2) +
1

2
W̄α̇W̄

α̇δ(θ2)], (1.6)

onde o tensor intensidade de campo Abeliano em termos de supercampos é dado por:

Wa = −1

4
D̄2DaVWZ , W̄ȧ = −1

4
D2D̄ȧVWZ , (1.7)

satisfazendo à condição de quiralidade: D̄W = DW̄ = 0 e DW = D̄W̄ . Este, expandido

em termos de θ, tem a forma:

Wa = λa + iθσµθ̄∂µλa −
1

4
θ2θ̄22λa + 2θaD − iθ2θ̄ȧσµ

aȧ∂µD (1.8)

+σµν b
a θbFµν −

i

2
σµν b

a σρ
bȧθ

2θ̄ȧ∂ρFµν − iσµ
aȧ∂µλ̄

ȧθ2.

Escrevendo em componentes, o Lagrangeano do modelo tem a forma

L =− 1

4
FµνF

µν − iλσµ∂µλ̄+D2 +D∗2 +
1

2
∂µϕ∂

µϕ∗ − i

2
ψσµ∂µψ̄ +

1

2
GG∗ (1.9)

Como podemos notar, a ação (1.6) ou (1.9) é invariante sobre as transformações super-

simétricas com N = 1, e também exibe invariância para N = 2.

1.2 Versão N = 2-supersimétrica do termo de quebra

da simetria de Lorentz

Agora, vamos procurar pela versão N = 2-supersimétrica do termo de quebra da simetria

de Lorentz do tipo Chern-Simons. Usando o fato do setor bosônico para N = 2 em D = 4

ser o mesmo do setor bosônico para N = 1 em D = 6, começamos definindo o termo em

D = 6 e então fazemos a redução dimensional ”à la Scherk” para D = 4. O Lagrangeano

12



do setor de gauge com o termo de Chern-Simons em D = 4 proposto originalmente em

[20] é

Lbr = εµνκλAµ∂νAκpλ, (1.10)

onde pλ é um vetor de fundo constante que determina uma direção preferencial no espaço-

tempo, quebrando a simetria de Lorentz. Definimos, em D = 6, um termo de Chern-

Simons na forma

Lbr =
1

3!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂σ̂Aµ̂∂ν̂Aκ̂Tλ̂ρ̂σ̂. (1.11)

Explicitando os ı́ndices µ̂ = µ, 4, 5, o tensor constante Tλ̂ρ̂σ̂, que existe no pano de fundo

do espaço-tempo tendo 20 componentes, pode ser redefinido como

Tλ̂ρ̂σ̂ → (Sρσ, Rρσ, ∂µv, ∂
µu),

onde

T4ρσ ≡ −Sρσ;

T5ρσ ≡ Rρσ;

T45µ ≡ −1

2
∂µv;

1

3!
εµνρσTνρσ ≡ −∂µu,

e também redefinimos εµνκλ45 ≡ εµνκλ. Consideramos alguns sinais negativos de forma a

obter o Lagrangeano reduzido que mostraremos a seguir.

Na redução dimensional, consideramos que não há dependência dos campos nas co-

ordenadas x4, x5. Os campos Rρσ e Sρσ tem 6 componentes cada um, e as outras 8

componentes são redefinidas como 2 vetores que podemos escrever como gradientes dos

campos escalares v e u. Assim, o número de componentes é reduzido para 14.

Como foi mostrado na seção anterior, também redefinimos o campo de gauge como

13



Aµ̂ ≡ (Aµ;ϕ1;ϕ2). Notemos que εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂σ̂Aµ̂Aκ̂∂ν̂Tλ̂ρ̂σ̂ = 0, então obtemos, depois de inte-

grar por partes, o seguinte Lagrangeano reduzido:

Lbr = −1

4
εµνκλFµνAκ∂λv +

1

4
εµνκλFµνϕ1Rκλ +

1

4
εµνκλFµνϕ2Sκλ (1.12)

+
1

2
ϕ1∂νϕ2∂

νu− 1

2
ϕ2∂νϕ1∂

νu.

De modo a fazer a supersimetrização do Lagrangeano (1.12) usando o formalismo de

superespaço, é conveniente definir alguns campos complexos uma vez que os supercampos

são definidos contendo esse tipo de campos. Definimos esses campos complexos como

Bµν ≡ Sµν − iS̃µν ;

Hµν ≡ Rµν − iR̃µν ;

ϕ ≡ ϕ1 + iϕ2; (1.13)

r ≡ t+ iu;

s ≡ w + iv.

Note que tivemos que introduzir os novos campos escalares reais t e w que são cam-

pos bosônicos que não aparecem no Lagrangeano bosônico (1.12). Esses campos serão

necessários na versão supersimétrica para manter o balanço entre graus de liberdade

bosônicos e fermiônicos presentes nos supercampos escalares definidos contendo campos

escalares complexos. Cada campo tensorial, Rµν e Sµν , aparece como a parte real de um

campo tensorial complexo cuja parte imaginária é dada em termos de seus respectivos

campos duais, como podemos ver em (1.13) e podemos achar em [28], não tendo assim

introduzido novos campos tensoriais.

Os supercampos para o setor de gauge já foram definido anteriormente. Agora,

definimos os supercampos que contém os campos de fundo mais seus respectivos par-

ceiros supersimétricos. Esses supercampos são N = 1-multipletos que formam um N =

2-hipermultipleto, (S,R,Σa,Ωa). Os supercampos escalares que acomodam os campos
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s, s∗, r e r∗ são, respectivamente:

S = s+ iθσµθ̄∂µs−
1

4
θ2θ̄22s+

√
2θξ − i√

2
θ2∂µξσ

µθ̄ + θ2h, (1.14)

S̄ = s∗ − iθσµθ̄∂µs
∗ − 1

4
θ2θ̄22s∗ +

√
2θ̄ξ̄ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µξ̄ + θ̄2h∗, (1.15)

R = r + iθσµθ̄∂µr −
1

4
θ2θ̄22r +

√
2θζ − i√

2
θ2∂µζσ

µθ̄ + θ2g, (1.16)

R̄ = r∗ − iθσµθ̄∂µr
∗ − 1

4
θ2θ̄22r∗ +

√
2θ̄ζ̄ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µζ̄ + θ̄2g∗, (1.17)

estes satisfazem as condições de quiralidade: D̄S = DS̄ = D̄R = DR̄ = 0.

Os supercampos espinoriais que contém Rµν , Sµν e seus respectivos campos duais são

definidos como

Σa = τa + θb(εbaρ+ σµν
ba Bµν) + θ2Fa + iθσµθ̄∂µτa (1.18)

+iθσµθ̄θb∂µ(εbaρ+ σµν
ba Bµν)−

1

4
θ2θ̄22τa,

Σ̄ȧ = τ̄ȧ + θ̄ḃ(−ε
ḃ
ȧρ

∗ − σ̄µνḃ
ȧB

∗
µν) + θ̄2F̄ȧ − iθσµθ̄∂µτ̄ȧ (1.19)

−iθσµθ̄θḃ∂µ(−εḃ
ȧρ

∗ − σ̄µνḃ
ȧB

∗
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ̄ȧ,

Ωa = χa + θb(εbaφ+ σµν
ba Hµν) + θ2Ga + iθσµθ̄∂µχa (1.20)

+iθσµθ̄θb∂µ(εbaφ+ σµν
ba Hµν)−

1

4
θ2θ̄22χa,

Ω̄ȧ = χ̄ȧ + θ̄ḃ(−ε
ḃ
ȧφ

∗ − σ̄µνḃ
ȧH

∗
µν) + θ̄2Ḡȧ − iθσµθ̄∂µχ̄ȧ (1.21)

−iθσµθ̄θḃ∂µ(−εḃ
ȧφ

∗ − σ̄µνḃ
ȧH

∗
µν)−

1

4
θ2θ̄22χ̄ȧ,

que também são campos quirais: D̄ḃΣa = DbΣ̄ȧ = D̄ḃΩa = DbΩ̄ȧ = 0. Podemos notar que
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tivemos que introduzir mais dois campos escalares complexos extras, que são os campos

de fundo, ρ e φ, para manter a igualdade entre o número de graus de liberdade bosônico

e fermiônico dentro dos multipletos espinoriais.

Agora, estamos interessados em montar a ação supersimétrica. Para isso, devemos

identificar as dimensões dos campos e dos supercampos definidos. Baseado na análise

dimensional em relação a dimensão de massa [m] = 1, temos que as dimensões dos campos

no Lagrangeano (1.12) são dadas por:

[Aµ] = 1, [ϕ1] = [ϕ2] = 1, [v] = 0,

[Rκλ] = [Sκλ] = 1, [u] = 0.

Para verificar as dimensões dos supercampos devemos notar que:

[θ] = [θ̄] = −1

2
,

então

[
∫
dθ] = [

∫
dθ̄] = [

∂

∂θ
] = [

∂

∂θ̄
] = +

1

2

e

[d4x] = −4, [
∫
d2θ] = [

∫
d2θ̄] = +1, [

∫
d4θ] = +2, [

∫
d4xd4θ] = −2.

Como a dimensão do supervolume é −2, o integrando (Lagrangeano) deve ter dimensão

2. Partindo da definição dos supercampos e da dimensão dos campos bosônicos, podemos

verificar que:

[Φ] = [Φ̄] = 1, [V ] = 0, [Wa] = [W̄ȧ] =
3

2
,

[S] = [S̄] = 0, [Σa] = [Σ̄ȧ] = [Ωa] = [Ω̄ȧ] =
1

2
, [R] = [R̄] = 0.

Baseado nessa análise dimensional, e analisando o Lagrangeano bosônico (1.12), propo-

mos a seguinte ação supersimétrica, Sbr:
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Sbr =
∫
d4xd2θd2θ̄[

1

4
W a(DaV )S +

1

4
W̄ȧ(D̄

ȧV )S̄

+
i

4
δ(θ̄)W a(Φ + Φ̄)Σa −

i

4
δ(θ)W̄ȧ(Φ + Φ̄)Σ̄ȧ (1.22)

+
1

4
δ(θ̄)W a(Φ− Φ̄)Ωa −

1

4
δ(θ)W̄ȧ(Φ− Φ̄)Ω̄ȧ

+
1

4
ΦΦ̄(R̄ +R)],

que é invariante sobre as transformações de gauge Abelianas:

δV = Λ− Λ̄ (1.23)

δΦ = δΦ̄ = δS = δS̄ = δR = δR̄ = δΣa = δΣ̄ȧ = 0. (1.24)

Em termos de supercampos, dividimos o Lagrangeano em dois setores:

Setor de gauge : {V,Φ, Φ̄}

Setor de fundo : {S, S̄,Ωa, Ω̄
ȧ,Σa, Σ̄

ȧ, R, R̄},

e, em componentes, esses dois setores contém os campos a seguir:

Setor de gauge bosônico : {Aµ, ϕ, ϕ
∗}

Setor de gauge fermiônico : {λ, λ̄, ψ, ψ̄}

Setor de fundo bosônico : {s, s∗, Rµν , Sµν , ρ, ρ
∗, φ, φ∗, r, r∗, h, g}

Setor de fundo fermiônico : {ξ, ξ̄, τ, τ̄ , F, F̄ , χ, χ̄, G, Ḡ, ζ, ζ̄}.

Entretanto, observamos que a ação (1.22) é invariante sob as transformações de super-

simetria para N = 1. Os campos-componentes da teoria com N = 2 supersimetrias são

acomodados nos N = 1-supercampos dados nas equações (1.14)-(1.21). De fato, a ação

(1.22) demonstra uma supersimetria maior, a N = 2-supersimetria, realizada em termos
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da formulação de N = 1-superespaço.

O Lagrangeano (1.22) na versão de campos-componentes é mostrado a seguir:

Lbr =
i

8
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν −

1

8
(s+ s∗)FµνF

µν +D2(s+ s∗)

−1

2
isλσµ∂µλ̄−

1

2
is∗λ̄σ̄µ∂µλ−

1

2
√

2
λσµνFµνξ +

1

2
√

2
λ̄σ̄µνFµν ξ̄

+
1

4
λλh+

1

4
λ̄λ̄h∗ − 1√

2
λξD − 1√

2
λ̄ξ̄D

1

16
εµνκλFµν(ϕ+ ϕ∗)(Bκλ +B∗

κλ) +
i

8
F µν(Bµν −B∗

µν)(ϕ+ ϕ∗)

−i
√

2

8
τσµνψFµν −

i
√

2

8
τ̄ σ̄µνψ̄Fµν +

1

4
τσµ∂µλ̄(ϕ+ ϕ∗)

−1

4
τ̄ σ̄µ∂µλ(ϕ+ ϕ∗) +

i
√

2

4
ψσµνBµνλ+

i
√

2

4
ψ̄σ̄µνB∗

µνλ̄

− i
2
D(ϕ+ ϕ∗)ρ+

i

2
D∗(ϕ+ ϕ∗)ρ∗

+
i
√

2

8
λψρ− i

√
2

8
λ̄ψ̄ρ∗ − i

√
2

4
Dψτ +

i
√

2

4
D∗ψ̄τ̄ (1.25)

+
i

4
fλτ − i

4
f ∗λ̄τ̄ +

i

4
(ϕ+ ϕ∗)λF − i

4
(ϕ+ ϕ∗)λ̄F̄

− i

16
εµνκλFµν(ϕ− ϕ∗)(Hκλ +H∗

κλ) +
1

8
F µν(Hκλ −H∗

κλ)(ϕ− ϕ∗)

−
√

2

8
χσµνψFµν +

√
2

8
χ̄σ̄µνψ̄Fµν −

i

4
χσµ∂µλ̄(ϕ− ϕ∗)

+
i

4
χ̄σ̄µ∂µλ(ϕ− ϕ∗) +

√
2

4
ψσµνHµνλ−

√
2

4
ψ̄σ̄µνH∗

µνλ̄

−1

2
D(ϕ− ϕ∗)φ+

1

2
D∗(ϕ− ϕ∗)φ∗

+

√
2

8
λψφ+

√
2

8
λ̄ψ̄φ∗ −

√
2

4
Dψχ−

√
2

4
D∗ψ̄χ̄

+
1

4
fλχ+

1

4
f ∗λ̄χ̄+

1

4
(ϕ− ϕ∗)λG− 1

4
(ϕ− ϕ∗)λ̄Ḡ

+
1

8
ϕ∂µϕ

∗∂µ(r − r∗)− 1

8
ϕ∗∂µϕ∂

µ(r − r∗)

+
1

4
∂µϕ∂µϕ

∗(r + r∗)− 1

8
ϕϕ∗2(r + r∗)− i

4
ψσµ∂µψ̄(r + r∗)

+
1

4
ff ∗(r + r∗)− i

4
ψσµψ̄∂µr

∗

− i
4
ϕζσµ∂µψ̄ −

i

4
ϕ∗ψσµ∂µζ̄ −

i

4
ψσµζ̄∂µϕ

∗

+
1

4
ϕf ∗g +

1

4
fϕ∗g∗ − 1

4
f ∗ψζ − 1

4
fψ̄ζ̄.

18



Ressaltamos algumas partes do Lagrangeano acima, correspondentes à ação bosônica

(1.12) na ação completa em campos-componentes acima:

i

8
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν = −1

4
εµνκλFµνAκ∂λv,

1

16
εµνκλFµν(ϕ+ ϕ∗)(Bκλ +B∗

κλ) =
1

4
εµνκλFµνϕ1Rκλ,

− i

16
εµνκλFµν(ϕ− ϕ∗)(Hκλ +H∗

κλ) =
1

4
εµνκλFµνϕ2Sκλ,

1

8
ϕ∂µϕ

∗∂µ(r − r∗)− 1

8
ϕ∗∂µϕ∂

µ(r − r∗) =
1

2
ϕ1∂νϕ2∂

νu− 1

2
ϕ2∂νϕ1∂

νu.

Podemos notar que o Lagrangeano (1.25) descreve o setor bosônico (1.12) mais seu cor-

respondente setor fermiônico. Identificamos na ação (1.25) a versão supersimétrica para

N = 1 do termo de Chern-Simons presente em [8], onde o primeito termo é o proposto em

[20] e foi considerado o vetor de fundo constante como sendo o gradiente de um campo

escalar. Como o vetor gradiente é uma constante, temos que o campo escalar deve ter a

forma s = α+ βµxµ.

Notamos no Lagrangeano a presença dos campos escalares bosônicos reais, t = s+ s∗

e u = r+ r∗, e dos campos escalares complexos, ρ e φ, que não aparecem no Lagrangeano

(1.12). Esses campos escalares aparecem na generalização supersimétrica para manter o

mesmo número de graus de liberdade entre férmions e bósons. Podemos notar que os

campos bosônicos D,D∗, f, f ∗, h, h∗, g e g∗ não tem dinâmica, e funcionam como campos

auxiliares.

É interessante também destacar alguns termos que aparecem no Lagrangeano devido

sua violação de simetria de Lorentz com supersimetria. No termo λσµνFµνξ, podemos

observar o acoplamento fóton-fotino através da violação da simetria de Lorentz ξ. No

termo 1
4
λλh, observamos que o termo de fundo h gera massa para o fotino.
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1.3 Versão N = 4-supersimétrica do modelo de gauge

Abeliano

Assim como foi feito para o caso N = 2-supersimétrico, podemos utilizar o método de

redução dimensional ordinário para obtermos um modelo de gauge com N = 4 super-

simetrias realizadas on-shell. De modo a acharmos o setor bosônico para esse modelo,

correspondendo ao mesmo número de graus de liberdade, devemos partir do Lagrangeano

de gauge em D = 10. O setor bosônico de gauge pode ser obtido através de uma redução

dimensional de D = 10 para D = 4. O Lagrangeano de Maxwell em 10 dimensões é

L = −1

4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ , (1.26)

onde µ̂ = µ, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e µ = 0, 1, 2, 3. A conexão Aµ̂ pode ser redefinida como:

Aµ̂ → (Aµ, ϕ
I , I = 1, 2, 3, 4, 5, 6),

onde ϕI ≡ AI+3. Note que as dez componentes de campo são mantidas. Fazendo a

redução dimensional ordinária para D = 4 e adotando o fato de que os campos não têm

dependência das coordenadas x4, x5, x6, x7, x8, x9, obtemos então o Lagrangeano

L = −1

4
FµνF

µν + ∂µϕ
I∂µϕI . (1.27)

Este é o setor bosônico da versão supersimétrica N = 4-estendida do Lagrangeano

(1.26). A supersimetrização da teoria acima é realizada definindo supercampos no N = 1-

superespaço como multipletos contendo os campos e seus parceiros supersimétricos. Os

supercampos que contém estes campos são seis supercampos escalares quirais, ΦI , e um

supercampo vetorial, V, escritos no N = 1-superespaço. Estes campos juntos formam um

hipermutipleto vetorial (ΦI , V ) na supersimetria N = 4-estendida.

O campo vetorial V como foi definido em (1.3) satisfaz a condição de realidade V = V †.
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Os seis supercampos escalares são escritos como

ΦI = ϕI + iθσµθ̄∂µϕ
I − 1

4
θ2θ̄22ϕI +

√
2θψI − i√

2
θ2∂µψ

Iσµθ̄ + θ2f I , (1.28)

Φ̄I = ϕ∗I − iθσµθ̄∂µϕ
∗I − 1

4
θ2θ̄22ϕ∗I +

√
2θ̄ψ̄I +

i√
2
θ̄2θσµ∂µψ̄

I + θ̄2f ∗I , (1.29)

onde obedecem a condição de quiralidade: D̄ΦI = DΦ̄I = 0.

A ação, que nos dá a ação N = 4-supersimétrica correspondente ao Lagrangeano

(1.27), é obtida em termos de supercampos e é dada por

S =
∫
d4xd2θd2θ̄[Φ̄IΦI +

1

2
WαWαδ(θ̄

2) +
1

2
W̄α̇W̄

α̇δ(θ2)], (1.30)

onde o ”superfield-strength” Abeliano foi definido em (1.7).

Podemos notar que a ação (1.30) é invariante sobre as transformaçõesN = 1-supersimétricas

e que esta também tem a invariância para N = 4. O Lagrangeano do modelo, em campos-

componentes, adquire a forma

L =− 1

4
FµνF

µν − iλσµ∂µλ̄+D2 +D∗2 +
1

2
∂µϕ

I∂µϕ∗I − i

2
ψIσµ∂µψ̄

I +
1

2
GIG∗I (1.31)

1.4 Versão N = 4-supersimétrica do termo de quebra

da simetria de Lorentz

A generalização supersimétrica N = 4 estendida do termo de Chern-Simons Abeliano que

quebra a simetria de Lorentz em D = 4 pode ser contrúıda, assim como o termo de gauge,

dentro de um superespaço de N = 1, com coordenadas (xµ, θa, θ̄ȧ) [23]. Nesse sentido,

escrevemos o termo de Chern-Simons para D = 10 e fazemos a redução dimensional para

D = 4. Propomos para D = 10 o termo de Chern-Simons na forma

Lbr =
1

7!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂σ̂δ̂τ̂ β̂γ̂Aµ̂∂ν̂Aκ̂Tλ̂ρ̂σ̂δ̂τ̂ β̂γ̂. (1.32)
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O tensor de fundo Tλ̂ρ̂σ̂ tem 120 componentes, podendo então ser redefinido como

Tλ̂ρ̂σ̂ → (RI
ρσ; ∂µv; ∂µu

IJ ),

onde µ̂ = µ, 4, 5, 6, 7, 8, 9 é um ı́ndice do espaço-tempo, I, J = 1, 2, 3, 4, 5, 6 é um ı́ndice

interno e os campos de fundo, em D = 4, foram redefinidos como

1

2
Tµ456789 ≡ ∂µv;

Tρσ56789 ≡ −R1
ρσ;

Tρσ67894 ≡ R2
ρσ;

Tρσ78945 ≡ −R3
ρσ;

Tρσ89456 ≡ R4
ρσ;

Tρσ94567 ≡ −R5
ρσ;

Tρσ45678 ≡ R6
ρσ;

1

7!
ε(I+3)µ(J+3)λρσδτβγTλρσδτβγ ≡ 1

2
∂µuIJ ,

onde εµνκλ456789 ≡ εµνκλ. Os coeficientes que aparecem na redenifição dos campos, foram

tais que permitem escrevermos o Lagrangeano reduzido que apresentaremos em seguida.

Nessa nova redefinição, temos 6 tensores anti-simétricos RI
ρσ com 6 componentes cada

e 15 vetores escritos como gradientes de 15 campos escalares representados pelos ı́ndices

anti-simétricos I, J. Assim, devido à definição desses gradientes, o número de componentes

é reduzido para 52. O campo de gauge foi redefinido na seção anterior: Aµ̂ → (Aµ;ϕI ).

De forma a fazer a redução dimensional à la Scherk, consideramos nenhuma dependência

dos campos nas coordenadas x4, x5, x6, x7, x8, x9.

Observando que εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂σ̂δ̂τ̂ β̂γ̂Aµ̂Aκ̂∂ν̂Tλ̂ρ̂σ̂δ̂τ̂ β̂γ̂ = 0, obtemos, integrando por partes, o

Lagrangeano a seguir:

Lbr = −1

4
εµνκλFµνAκ∂λv +

1

4
εµνκλFµνϕ

IRI
κλ +

1

2
ϕI∂νϕ

J∂νuIJ . (1.33)
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De forma análoga à que foi feita no caso N = 2, temos que definir alguns campos reais de

forma a completar os campos complexos que são encontrados nos supercampos. Assim,

definimos esses campos complexos como:

BI
µν ≡ RI

µν − iR̃I
µν ;

ϕ̂I ≡ ϕI + iβI ; (1.34)

rIJ ≡ tIJ + iuIJ ;

s ≡ w + iv.

Note que os novos campos escalares introduzidos, βI , tIJ e w, não estão presentes no

Lagrangeano bosônico (1.33). Como já mencionamos, esses campos são introduzidos na

versão supersimétrica para manter o mesmo número de graus de liberdade entre os setores

bosônico e fermiônico de acordo com as definições dos supercampos. Observe que cada

campo tensorial, RI
µν , aparece como a parte real de campos tensoriais complexos, cuja

parte imaginária é dada pelo seus respectivos duais.

Agora, definimos os supercampos que acomodam os campos fundamentais do setor

de quebra e seus respectivos parceiros supersimétricos. Esses supercampos são N = 1-

multipletos que combinados formam um N = 4-hipermultipleto, (S,RIJ ,ΣI
a). O su-

percampo escalar que acomoda os campos s, s∗, r∗IJ e rIJ são, respectivamente, S e S̄

(definidos nas equações (1.14) e (1.15)), e RIJ e R̄IJ como as definições abaixo:

RIJ = rIJ + iθσµθ̄∂µr
IJ − 1

4
θ2θ̄22rIJ +

√
2θζIJ − i√

2
θ2∂µζ

IJσµθ̄ + θ2gIJ , (1.35)

R̄IJ = r∗IJ − iθσµθ̄∂µr
∗IJ − 1

4
θ2θ̄22r∗IJ +

√
2θ̄ζ̄IJ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µζ̄

IJ + θ̄2g∗IJ . (1.36)

Estes, satisfazendo as condições de quiralidade: D̄S = DS̄ = D̄RIJ = DR̄IJ = 0.

Os supercampos espinoriais que contém os campos tensoriais RI
µν , seus respectivos
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duais e parceiros supersimétricos são escritos como:

ΣI
a = τ I

a + θb(εbaρ
I + σµν

ba B
I
µν) + θ2F I

a + iθσµθ̄∂µτ
I
a (1.37)

+iθσµθ̄θb∂µ(εbaρ
I + σµν

ba B
I
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ I

a ,

Σ̄I
ȧ = τ̄ I

ȧ + θ̄ḃ(−ε
ḃ
ȧρ

∗I − σ̄µνḃ
ȧB

∗I
µν) + θ̄2F̄ I

ȧ − iθσµθ̄∂µτ̄
I
ȧ (1.38)

−iθσµθ̄θḃ∂µ(−εḃ
ȧρ

∗I − σ̄µνḃ
ȧB

∗I
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ̄ I

ȧ ,

que também são quirais D̄ḃΣ
I
a = DbΣ̄

I
ȧ = 0. Podemos notar que, nos supercampos es-

pinoriais, tivemos que introduzir seis campos escalares complexos de fundo extras, ρI , de

modo a manter a igualdade entre o número de graus de liberdade bosônicos e fermiônicos.

Baseado em análise dimensional para o setor bosônico, como feito para o caso N = 2,

e notando que alguns supercampos agora possuem ı́ndices de simetria interna, propomos

a seguinte ação N = 4-supersimétrica:

Sbr =
∫
d4xd2θd2θ̄[

1

4
W a(DaV )S +

1

4
W̄ȧ(D̄

ȧV )S̄ +
i

4
δ(θ̄)W a(ΦI + Φ̄I)ΣI

a (1.39)

− i
4
δ(θ)W̄ȧ(Φ

I + Φ̄I)Σ̄ȧI +
1

4
ΦIΦ̄J(RIJ − R̄IJ)],

que é invariante sobre transformações de gauge:

δV = Λ− Λ̄ (1.40)

δΦI = δΦ̄I = δS = δS̄ = δRIJ = δR̄IJ = δΣI
a = δΣ̄ȧI = 0. (1.41)

Em termos de supercampos, podemos dividir o Lagrangeano de N = 4 em dois setores:

Setor de gauge : {V,ΦI}

Setor de fundo : {ΣI
a, Σ̄

ȧI , S, S̄, RIJ , R̄IJ}.
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Em componentes, esses dois setores se apresentam como a seguir:

Setor de gauge bosônico : {Aµ, ϕ
I , ϕ∗I}

Setor de gauge fermiônico : {λ, λ̄, ψI , ψ̄I}

Setor de fundo bosônico : {s, s∗, RI
µν , ρ

I , ρ∗I , rIJ , r∗IJ}

Setor de fundo fermiônico : {ξ, ξ̄, τ I , τ̄ I , F I , F̄ I , ζIJ , ζ̄IJ}.

Podemos observar que a ação (1.39) é invariante sobre transformaçõesN = 1-supersimétricas

e que existe uma invariância maior, a da N = 4-supersimetria. Que neste caso é on-shell.

Este Lagrangeano-N = 4 em sua versão em campos componentes é mostrado a seguir:

Lbr =
i

8
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν −

1

8
(s+ s∗)FµνF

µν +D2(s+ s∗)

−1

2
isλσµ∂µλ̄−

1

2
is∗λ̄σ̄µ∂µλ−

1

2
√

2
λσµνFµνξ +

1

2
√

2
λ̄σ̄µνFµν ξ̄

+
1

4
λλh+

1

4
λ̄λ̄h∗ − 1√

2
λξD − 1√

2
λ̄ξ̄D

1

16
εµνκλFµν(ϕ

I + ϕ∗I)(BI
κλ +B∗I

κλ) +
i

8
F µν(BI

µν −B∗I
µν)(ϕ

I + ϕ∗I)

−i
√

2

8
τ IσµνψIFµν −

i
√

2

8
τ̄ I σ̄µνψ̄IFµν +

1

4
τ Iσµ∂µλ̄(ϕI + ϕ∗I)

−1

4
τ̄ I σ̄µ∂µλ(ϕI + ϕ∗I) +

i
√

2

4
ψIσµνBI

µνλ+
i
√

2

4
ψ̄I σ̄µνB∗

µνλ̄
I

− i
2
D(ϕI + ϕ∗I)ρI +

i

2
D∗(ϕI + ϕ∗I)ρ∗I

+
i
√

2

8
λψIρI − i

√
2

8
λ̄ψ̄Iρ∗I − i

√
2

4
DψIτ I +

i
√

2

4
D∗ψ̄I τ̄ I (1.42)

+
i

4
f Iλτ I − i

4
f ∗I λ̄τ̄ I +

i

4
(ϕI + ϕ∗I)λF I − i

4
(ϕI + ϕ∗I)λ̄F̄ I

+
1

8
ϕI∂µϕ

∗J∂µ(rIJ + r∗IJ)− 1

8
ϕ∗J∂µϕ

I∂µ(rIJ + r∗IJ)

+
1

4
∂µϕI∂µϕ

∗J(rIJ − r∗IJ)− 1

8
ϕIϕ∗J2(rIJ − r∗IJ)− i

4
ψIσµ∂µψ̄

J(rIJ − r∗IJ)

+
1

4
f If ∗J(rIJ − r∗IJ) +

i

4
ψIσµψ̄J∂µr

∗IJ

− i
4
ϕIζIJσµ∂µψ̄

J +
i

4
ϕ∗JψIσµ∂µζ̄

IJ +
i

4
ψIσµζ̄IJ∂µϕ

∗J

+
1

4
ϕIf ∗JgIJ − 1

4
f Iϕ∗Jg∗IJ − 1

4
f ∗JψIζIJ +

1

4
f Iψ̄J ζ̄IJ .
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Podemos verificar a presença do setor bosônico (1.33) através das relações dadas a seguir:

i

8
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν = −1

4
εµνκλFµνAκ∂λv,

1

16
εµνκλFµν(ϕ

I + ϕ∗I)(BI
κλ +B∗I

κλ) =
1

4
εµνκλFµνϕ

IRI
κλ,

1

8
ϕI∂µϕ

∗J∂µ(rIJ + r∗IJ)− 1

8
ϕ∗J∂µϕ

I∂µ(rIJ + r∗IJ) =
1

2
(ϕI∂νϕ

J + βI∂νβ
J)∂νuIJ .

Podemos notar que o Lagrangeano (1.42) acomoda o setor bosônico (1.33). Re-obtemos

aqui o setor de N = 1- e o setor N = 2-supersimétrico para o termo de quebra de

simetria de Lorentz do tipo Chern-Simons presente na ref. [8] e na equação(1.25), re-

spectivamente. Notamos que o Lagrangeano de N = 4 é bastante similar ao de N = 2,

mas agora, existindo um ı́ndice interno em vários campos. Os campos βI , t, uIJ e ρIJ ,

que não aparecem no Lagrangeano bosônico (1.33), foram introduzidos de modo a man-

ter a igualdade entre os números de graus de liberdade bosônicos e fermiônicos. Pode-

mos ver que os campos bosônicos D,D∗, f I , f∗I , h, h∗, gIJ e g∗IJ funcionam como cam-

pos auxiliares. Os campos bosônicos s, s∗, RI
µν , ρ

I , ρ∗I , rIJ , r∗IJ e os campos fermiônicos

ξ, ξ̄, τ I , τ̄ I , F I , F̄ I , ζIJ , ζ̄IJ funcionam como campos de fundo, tendo como função quebrar

a simetria de Lorentz.

1.5 Comentários finais

No importante contexto do estudo das teorias de gauge onde é incluido o termo de Chern-

Simons que mantém a invariância de gauge, mas com a simetria de Lorentz violada,

propusemos aqui as versões Abelianas supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas desse

modelo. A ação de N = 2 em termos de supercampos pode ser escrita somando as

equações (1.6) e (1.22) e o Lagrangeano correspondente, em campos-componentes, pode

ser obtido somando as equações (1.9) e (1.25). Para o modelo em N = 4, em supercampos

a ação é dada pela soma das equações (1.30) e (1.39), e em campos-componentes, pela

soma de (1.31) e (1.42).
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Estas generalizações supersimétricas estendidas puderam ser achadas de um modo

simples com a ajuda do método de redução dimensional; aqui, escolhemos o método ”à

la Scherk”, que nos forneceu uma ação invariante on-shell, mas também é interessante

contemplar outras possibilidades, tais como o método ”à la Legendre” ou à la Kaluza-

Klein ou outros. No próximo caṕıtulo utilizaremos o método de redução ”à la Legendre”

para uma das coordenadas tipo-espaço. Isto nos possibilitará achar uma ação invariante

off-shell.
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Caṕıtulo 2

Redução dimensional ”à la

Legendre” e supersimetrias

estendidas off-shell

No caṕıtulo anterior desenvolvemos as versões supersimétricas N = 2 e N = 4 es-

tendidas realizadas on-shell para o modelo de gauge Abeliano com o termo de quebra

da simetria de Lorentz do tipo Chern-Simons (ref. [32]). Utilizamos para isso a técnica

de redução dimensional ordinária (à la Scherk) para os setores bosônicos em D = 6 e

D = 10 respectivamente. Esse procedimento foi posśıvel porque os setores bosônicos nas

dimensões originais (D = 6, 10) correspondiam aos setores bosônicos de suas general-

izações supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas respectivamente em D = 4. Utilizamos

o formalismo superespaço-supercampo para N = 1 para obtermos os Lagrangeanos com-

pletos (setor bosônico + setor fermiônico) das teorias. Notamos que a técnica de redução
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dimensional traz uma grande simplificação na obtenção das teorias supersimétricas esten-

didas, já que não precisamos trabalhar com superespaços estendidos.

Na maior parte dos casos é usada a técnica de redução dimensional ordinária devido

à sua maior simplicidade. Na realidade, existem na literatura várias técnicas de redução

dimensional, tais como ”à la Scherk” [9, 10], ”à la Legendre” [12], à la Kaluza-Klein [13, 2],

à la Witten-Manton [3, 7, 4], entre outras. No presente caṕıtulo, apresentamos a técnica

de redução dimensional baseada nas transformações de Legendre, também chamada de

redução dimensional ”à la Legendre”. Essa técnica está apresentada no artigo [12] onde

é mostrado que a supersimetria estendida tem realização off-shell se for obtida através do

procedimento de redução dimensional através da aplicação da técnica ”à la Legendre” a

uma das coordenadas tipo-espaço. Esse artigo aplica a técnica de redução dimensional

”à la Legendre” na construção das versões supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas da

teoria de Yang-Mills em D = 4 realizadas off-shell. De uma forma diferente, é abordada,

no artigo [11], a extensão supersimétrica obtida através da redução dimensional ”à la

Scherk” do modelo de Yang-Mills N = 1-supersimétrico em componentes em D = 6 e

em D = 10 respectivamente. Nesse caso observamos que as supersimetrias obtidas são

realizadas on-shell.

A técnica de redução dimensional ”à la Legendre” não é tão direta como a técnica ”à

la Scherk”. Sua idéia principal é baseada no Hamiltoniano, com a diferença de não ser

com respeito ao tempo, mas com respeito à coordenada a ser reduzida (pode ser reduzida

”à la Legendre” mais de uma dimensão, porém, este caso não será de interesse neste

trabalho). Nesta técnica, os campos e o Lagrangeano reduzido dependem da coordenada

extra, mas a ação reduzida não tem essa dependência. Deste modo, os campos têm que

obedecer às equações de campo na dimensão superior. Essas equações se tornam v́ınculos

do Lagrangeano reduzido. Os momentos canônicos correspondentes às coordenadas re-

duzidas aparecem como campos auxiliares no caso supersimétrico, o que vai permitir

um fechamento off-shell da álgebra já que esta fecha sem a exigência das equações de

campo na dimensão reduzida. Outra consequência importante dessa técnica de redução é
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a dependência dos campos na dimensão extra. As translações em relação a coordenadas

extra correspondem às transformações de cargas centrais onde a dimensão extra pode ser

interpretada como carga central.

De forma a analizarmos as diferenças entre as supersimetrizações estendidas obtidas a

partir das técnicas de redução dimensional ”à la Legendre” e ”à la Scherk”, abordaremos

as reduções dimensionais partindo da teoria de gauge Abeliana N = 1-supersimétrica

on-shell em componentes em D = 4 reduzindo para D = 3. Com isso, propomos a versão

N = 2-supersimétrica realizada off-shell do modelo de gauge planar (D = 3) utilizando

a técnica de redução dimensional ”à la Legendre” e discutimos a diferença com a versão

on-shell obtida através da técnica ”à la Scherk”. Como partimos do Lagrangeano e das

transformações de supersimetria em componentes, podemos analisar mais claramente as

transformações e a álgebra de N = 2-supersimetria em D = 3.

A divisão deste caṕıtulo é dada em quatro seções. Na primeira seção, apresentamos

a técnica de redução dimensional ”à la Legendre” e então, na segunda seção, aplicamos

essa técnica para propor uma versão N = 2-supersimétrica realizada off-shell do modelo

de gauge Abeliano em D = 3. Nessa seção investigamos as transformações de supersime-

tria em D = 3 que correspondem a transformações com N = 2 supersimetrias. Como

os campos dependem da coordenada extra, a álgebra de N = 2, que contém o comuta-

dor entre duas transformações de supersimetria, aparece com a translação em relação à

coordenada extra, que é interpretada como transformação de carga central. Na terceira

seção apresentamos a versão on-shell desse modelo N = 2-supersimétrico obtido através

da redução dimensional ”à la Scherk” e fazemos uma comparação com os resultado obti-

dos na segunda seção. Observamos que a versão ”à la Scherk” pode ser obtida a partir

da ”à la Legendre” introduzindo no Lagrangeano a equação de campo para o campo

auxiliar. Como uma consequência esperada, o Lagrangeano antes supersimétrico off-shell

volta a sê-lo on-shell. A não dependência dos campos em relação à coordenada reduzida

faz com que a álgebra obtida não possua a transformação de carga central que aparece

para a redução ”à la Legendre”. Nessa comparação avaliamos as vantagens da utilização
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da redução dimensional ”à la Legendre”. Na quarta seção apresentamos os comentários

finais.

2.1 A técnica de redução dimensional ”à la Legen-

dre”

Nesta tese, utilizamos duas técnicas de redução dimensional: a redução ”à la Scherk”, já

apresentada no caṕıtulo anterior, e a redução ”à la Legendre” que será apresentada nesta

seção. Nas seções seguintes aplicaremos as técnicas de redução dimensional ”à la Scherk”

e ”à la Legendre” para fazer a redução dimensional de D = 4 para D = 3 do modelo de

gauge Abeliano N = 1-supersimétrico realizado on-shell.

Como de interesse nessa tese, apresentaremos a técnica aplicada na redução de apenas

uma dimensão, já que isso é suficiente para termos os campos auxiliares que permitem uma

supersimetrização estendida off-shell. A dimensão a ser reduzida pode ser correspondente

a qualquer uma das coordenadas. No entanto, vamos apresentar a técnica aplicada ao

Lagrangeano em D dimensões, reduzindo a coordenada tipo-espaço xD−1. Consideramos

que, para o espaço-tempo de dimensão D, uma coordenada é tipo-tempo e as demais

D − 1 coordenadas são do tipo-espaço.

A técnica de redução dimensional ”à la Legendre” se baseia em uma situação particu-

lar da transformação de Legendre do Lagrangeano. A idéia é semelhante à do formalismo

Hamiltoneano. A densidade Hamiltoneana é a transformada de Legendre do Lagrangeano

(como usual, chamamos a densidade Lagrangeana simplesmente de Lagrangeano) com re-

speito ao tempo. Sabemos que a densidade Hamiltoneana tem uma dependência impĺıcita

no tempo ( d
dt
H 6= 0), mas é invariante sobre translações temporais ( d

dt
H = 0). A idéia é

partir de um Lagrangeano LD em D dimensões (com coordenadas x0, ..., xD−1) e obter o

Lagrangeano LD−1 (em D − 1 dimensões) como um tipo de “densidade Hamiltoneana”

com respeito a coordenada xD−1.

O Lagrangeano reduzido LD−1, ao contrário do método ”à la Scherk”, depende da
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coordenada xD−1:

∂LD−1

∂xD−1
6= 0. (2.1)

Entretanto, a ação reduzida deve ser independente de xD−1:

∂SD−1

∂xD−1
= 0. (2.2)

De modo a achar o Lagrangeano LD−1 a partir do Lagrangeano LD, fazemos um proced-

imento similar ao que é feito para obter a Hamiltoneana, mas, não em relação ao tempo,

e sim, com respeito à coordenada xD−1. Supomos que LD seja um Lagrangeano de um

campo qualquer ϕ = (ϕ,Aµ̂,Ψ, ...) e suas derivadas e que não tenha dependência expĺıcita

em xD−1 (apenas impĺıcita):

∂LD

∂xD−1
=
∂LD

∂ϕ

∂ϕ

∂xD−1
+
∂LD

∂∂µ̂ϕ

∂∂µ̂ϕ

∂xD−1
, (2.3)

onde µ̂ = 0, ..., D − 1. Se fizermos a integração por partes, obtemos

∂LD

∂xD−1
=

(
∂LD

∂ϕ
− ∂µ̂

∂LD

∂∂µ̂ϕ

)
∂ϕ

∂xD−1
+ ∂µ̂

(
∂LD

∂∂µ̂ϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
. (2.4)

Considerando que as equações de campo em D dimensões são satisfeitas:

∂LD

∂ϕ
− ∂µ̂

∂LD

∂∂µ̂ϕ
= 0, (2.5)

então (2.4) passa a ter a forma

∂LD

∂xD−1
= ∂µ̂

(
∂LD

∂∂µ̂ϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
. (2.6)

Considerando µ = 0, ..., D − 2, temos que

∂LD

∂xD−1
= ∂µ

(
∂LD

∂∂µϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
+ ∂D−1

(
∂LD

∂∂D−1ϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
. (2.7)
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Então

∂

∂xD−1

(
LD −

∂LD

∂∂D−1ϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
= ∂µ

(
∂LD

∂∂µϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
. (2.8)

Se integramos essa expressão no D − 1-volume no espaço-tempo:

∂

∂xD−1

∫
dD−1x

(
LD −

∂LD

∂∂D−1ϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
=
∫
dD−1x∂µ

(
∂LD

∂∂µϕ

∂ϕ

∂xD−1

)
, (2.9)

notamos que o termo no lado direito da equação (2.9) se torna uma integral na hipersu-

perf́ıcie e assim temos que a integral é nula porque ϕ deve ser tomado nulo nela. Então,

podemos definir um Lagrangeano LD−1 que pode ser tomada como o negativo da ”Hamil-

toneana” com respeito à coordenada xD−1 como:

LD−1 = −HD = LD −
∂LD

∂∂D−1ϕ

∂ϕ

∂xD−1
. (2.10)

Nesse Lagrangeano reduzido, novos campos auxiliares aparecem; eles são relacionados

com o momento canônico:

πν̂ =
∂LD

∂∂D−1ϕ
. (2.11)

Esses campos auxiliares têm a função de deixar a superalgebra fechada off-shell na di-

mensão reduzida.

O procedimento para a obtenção da versão do Lagrangeano na dimensão reduzida

é feito através da equação (2.10), onde também devemos explicitar as componentes da

dimensão extra dos campos definindo novos campos.

Notamos que, para definir (2.10) como um Lagrangeano em D − 1 dimensões, as

equações de campo em D dimensões (2.5) têm que ser satisfeitas. Essas equações se

tornam v́ınculos em D que determinam como os campos f́ısicos e auxiliares transformam

sobre as translações em xD−1. Essas translações em xD−1 correspondem às transformações

de cargas centrais na superálgebra reduzida.
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2.2 Versão N = 2-supersimétrica off-shell do modelo

de gauge Abeliano em D = 3

Da mesma forma que no Caṕıtulo 1, nos baseamos na equivalência entre o número de graus

de liberdade de uma teoria de dimensão superior com N = 1 e uma teoria de dimensão

menor com supersimetria estendida N > 1. Vimos que o número de supersimetrias é

determinado quando reduzimos a dimensão da teoria de dimensão superior. Nesta seção

utilizamos a técnica de redução dimensional ”à la Legendre” para partir de um modelo

em D = 4 que possui o mesmo números de graus de liberdade que sua versão N = 2-

supersimétrica em D = 3. O modelo em questão é a versão N = 1-supersimétrica on-shell

do modelo de gauge Abeliano em D = 4 cujo Lagrangeano é dado por

L = −1

4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ +
i

2
ΨΓµ∂µΨ, (2.12)

onde Aµ̂ e Ψ são os campos de gauge e de gaugino respectivamente. O campo de gauge

Aµ̂ possui quatro componentes, tendo três graus de liberdade off-shell e dois graus de

liberdade on-shell. O campo de gaugino Ψ tem quatro componentes, tendo quatro graus

de liberdade off-shell e dois on-shell. Em geral, para se ter uma supersimetria off-shell,

são introduzidos campos auxiliares.

Em D = 3, o campo de gauge bosônico é formado pelo campo vetorial Aµ que tem dois

graus de liberdade off-shell e um on-shell. Os campos de gauginos em D = 3 são dados por

espinores de duas componentes que possuem, cada um, dois graus de liberdade off-shell e

um on-shell. Quando reduzimos a dimensão da teoria de D = 4⇒D = 31, o número de

graus de liberdade das teorias em ambas as dimensões são os mesmos. Com a teoria em

dimensão reduzida (D = 3) tendo esses novos campos e as transformações de supersimetria

tendo dois parâmetros espinoriais de transformação, temos que o Lagrangeano reduzido

corresponde ao modelo de gauge com duas supersimetrias.

1Convencionamos o śımbolo→ para a redução dimensional ”à la Scherk” e o śımbolo⇒ para a redução
”à la Legendre”.
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O Lagrangeano (2.12) é invariante on-shell sob as transformações de supersimetria em

D = 4:

δAµ̂ = iεΓµ̂Ψ,

δΨ = Σµ̂ν̂
4 Fµ̂ν̂ε, (2.13)

δΨ = −Fµ̂ν̂εΣ
µ̂ν̂
4 ,

onde

Σµ̂ν̂
4 =

1

4
[Γµ̂,Γν̂ ]

são os geradores do grupo de Lorentz em D = 4. As transformações de supersimetria

acima formam um grupo de invariância, onde podemos determinar o comutador entre

duas transformações de supersimetria como:

[δε1 , δε2 ]Aµ̂ = 2i(ε̄2AΓABµ̂Σµ̂ν̂
BCε1C − ε̄1AΓABµ̂Σµ̂ν̂

BCε2C)∂κ̂Aν̂ ,

[δε1 , δε2 ]ΨA = 2iΣµ̂ν̂
4AB(ε2B ε̄1C − ε1B ε̄2C)Γν̂CD∂µ̂ΨD

[δε1 , δε2 ]ΨA = 2iΣµ̂ν̂
4AB(ε2B ε̄1C − ε1B ε̄2C)Γν̂CD∂µ̂ΨD.

Explicitamos os ı́ndices espinoriais A,B,C,D = 1, 2, 3, 4 de modo a ficar clara a estrutura

dos comutatores. Como podemos notar, o comutador entre transformações de supersime-

tria resulta em uma translação no espaço-tempo. Já é conhecido que, se a supersimetria

for estendida, devem aparecer, além das translações, também as cargas centrais. Quando

obtemos a versão supersimétrica estendida a partir da redução dimensional, a carga central

pode ser dada pela dimensão extra. Assim, se os campos da teoria tiverem dependência

dessa coordenada extra, a translação no espaço-tempo de dimensão superior implicará na

translação no espaço-tempo de dimensão inferior mais a transformação de carga central.

Com isso, é conveniente manter a dependência dos campos na dimensão extra, mas para

isso, a redução dimensional recomendada é a baseada nas transformações de Legendre que

foi apresentada na seção anterior.
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De modo a fazermos a redução dimensional D = 4 ⇒ D = 3 é conveniente escrever o

campo de gauge Aµ̂ explicitando sua componente 3 como Aµ̂ = (Aµ, ϕ), onde consideramos

µ̂ = 0, 1, 2, 3 e µ = 0, 1, 2. O campo do gaugino Ψ em D = 4 pode ser escrito na

representação de Majorana como:

Ψ =

 ψ

χ

 ,

onde χ e ψ são dois espinores independentes de duas componentes cada um. Definimos o

parâmetro espinorial ε como

ε =

 α

β

 ,
onde α e β são dois parâmetros espinorias independentes de duas componentes cada uma.

Utilizaremos as matrizes Γµ sendo imaginárias na representação de Majorana:

Γµ =

 γµ 0

0 −γµ

 , Γ3 =

 0 iI

iI 0

 ,

onde

γ0 = σy, γ1 = iσz, γ2 = iσx.

e σx, σy e σz são as matrizes de Pauli.

Deste modo, temos que

Ψ =
(
ψ̄ − χ̄

)
, ε̄ =

(
α − β̄

)

e, se explicitarmos as componentes dos geradores do grupo de Lorentz Σµ̂ν̂ , teremos que:

Σµν
4 =

 Σµν 0

0 Σµν

 , Σµ3
4 =

i

2

 0 γµ

−γµ 0

 ,
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onde Σµν são os geradores do grupo de Lorentz em D = 3.

De modo a obtermos o Lagrangeano N = 2-supersimétrico realizado off-shell, pro-

cedemos fazendo a redução dimensional da coordenada tipo-espaço x3 usando a técnica

da transformação de Legendre. Através dessa técnica, o Lagrangeano L3 é obtido pela

equação (2.10), fazendo:

L3 = L4 −
∂L4

∂∂3Aµ̂

∂3Aµ̂ −
∂L4

∂∂3Ψ
∂3Ψ−

∂L4

∂∂3Ψ
∂3Ψ. (2.14)

Assim, aplicando a expressão (2.14) para o Lagrangeano (2.12), obtemos que

L3 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
F3νF

3ν + F 3µ∂µϕ (2.15)

+
i

2
ψγµ∂µψ +

i

2
χγµ∂µχ.

O próximo passo é definir o campo auxiliar:

F3µ ≡ ηµ, F µ
3 = −F 3µ ≡ ηµ.

Então, o Lagrangeano adquire a forma:

L3 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ − ηµ∂µϕ (2.16)

+
i

2
ψγµ∂µψ +

i

2
χγµ∂µχ.

Como mostrado na seção anterior, para esse Lagrangeano ser invariante, é necessário que

sejam obedecidas as equações de campo em D = 4. Essas equações constituem v́ınculos

entre os campos em D = 3. Para o campo Aν̂ , a equação de campo é dada por:

∂µ̂F
µ̂ν̂ = 0. (2.17)
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Considerando ν̂ = 3, temos que

∂µη
µ = 0 (2.18)

e para ν̂ = ν, temos que

∂3η
ν = ∂µF

µν . (2.19)

A equação de campo para Ψ é

i

2
Γµ̂∂µ̂Ψ = 0. (2.20)

Esta equação nos dá em D = 3 duas equações independentes:

∂3χ = −i∂µψγ
µ (2.21)

e

∂3ψ = i∂µχγ
µ. (2.22)

A equação de campo para Ψ é

i

2
Γµ̂∂µ̂Ψ = 0 (2.23)

o que nos dá as duas equações independentes

∂3χ = iγµ∂µψ (2.24)

e

∂3ψ = −iγµ∂µχ. (2.25)

Substituindo diretamente o v́ınculo (2.18) no Lagrangeano (2.16), obtemos:

L3 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ +
i

2
ψγµ∂µψ +

i

2
χγµ∂µχ. (2.26)

Podemos observar que o Lagrangeano reduzido (2.26) não contém o campo escalar ϕ

que aparece na versão on-shell. No presente caso esse campo escalar funcionou como

um multiplicador de Lagrange para a equação (2.18). Porém, como podemos notar,
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o Lagrangeano contém todos os graus de liberdade correspondentes à versão N = 2-

supersimétrica off-shell já que, além do Lagrangeano (2.26), o campo ηµ deve satisfazer à

equação (2.18).

As translações na coordenada x3 (eqs.2.19,2.21,2.22,2.24,2.25) correspondem às trans-

formações de cargas centrais da álgebra de N = 2 supersimetrias, que logo veremos

presentes na álgebra.

Agora, vamos analisar a invariância N = 2-supersimétrica. Começamos fazendo a

redução dimensional das transformações de supersimetria (2.13):

δAµ = iαγµχ+ iβγµψ,

δϕ = −ᾱψ + β̄χ,

δχ = ΣµνFµνα+ iγµηµβ, (2.27)

δχ̄ = −FµνβΣµν − iηµαγ
µ,

δψ = −iγµηµα+ ΣµνFµνβ,

δψ̄ = −FµνᾱΣµν + iηµβγ
µ.

Cada uma dessas transformações em D = 3 possuem dois parâmetros independentes que

caracterizam duas transformações independentes de supersimetria (o que já era esperado

já que N = 2). Assim, temos que as transformações de N = 2 podem ser dadas por:

δAµ = iαγµχ, δAµ = iβγµψ,

δϕ = −ᾱψ, δϕ = β̄χ,

δχ = ΣµνFµνα, δχ = iγµηµβ, (2.28)

δχ̄ = −FµνβΣµν , δχ̄ = −iηµαγ
µ,

δψ = ΣµνFµνβ, δψ = −iγµηµα,

δψ̄ = −FµνᾱΣµν , δψ̄ = iηµβγ
µ.

A álgebra de Lie que corresponde a essas transformações contém os comutadores entre
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transformações de supersimetria que são dados por:

[δα1 , δα2 ]Aµ = 2i(α2γµΣκνα1 − α1γµΣκνα2)∂κAν ,

[δβ1 , δβ2 ]Aµ = 2i(β2γµΣκνβ1 − β1γµΣκνβ2)∂κAν ,

[δα, δβ]Aµ = (βaγabµγ
ν
bcαc + αaγabµγ

ν
bcβc)ην ,

[δα1 , δα2 ]χa = 2iΣµν
ab (α2bα1c − α1bα2c)γνcd∂µχd,

[δβ1 , δβ2 ]χa = −iγµ
ab(β2bβ1c − β1bβ2c)(∂µχc − γµcdγ

ν
de∂νχe),

[δα, δβ]χa = iγµ
abβbαc(−γµγ

ν∂νψc + ∂µψc)− 2iΣµν
ab βcαbγcdν∂µψd,

[δα1 , δα2 ]ψa = −iγµ
ab(α2bα1c − α1bα2c)(∂µψc − γµcdγ

ν
de∂νψe),

[δβ1 , δβ2 ]ψa = 2iΣµν
ab (β2bβ1c − β1bβ2c)γνcd∂µψd,

[δα, δβ]ψa = iγµ
abαbβ̄c(−γµγ

ν∂νχc − ∂µχc) + 2iΣµν
ab βcαbγcdν∂µχd,

onde utilizamos as translações de x3: (2.24,2.25). Podemos observar que os comutadores

de duas transformações de supersimetria resultam na translação no espaço-tempo de D =

3 mais a transformação de carga central (dada pela translação de x3), que aparece nos

termos:

iγµ
ab(β2bβ1c − β1bβ2c)γµcdγ

ν
de∂νχe,

−iγµ
abβbαcγµγ

ν∂νψc,

iγµ
ab(α2bα1c − α1bα2c)γµcdγ

ν
de∂νψe,

−iγµ
abαbβ̄cγµγ

ν∂νχc.

O Lagrangeano obtido (2.26) é invariante frente as transformações (2.28) sem depender

das equações de campo de D = 3, o que caracteriza uma realização off-shell. Note que

a exigência da equação de campo em D = 4 implica que os campos devem satisfazer à

equação (2.18).
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2.3 Comparação com a versão on-shell

Agora vamos analizar os resultados obtidos na seção anterior fazendo uma comparação

entre a obtenção de modelos de supersimetria estendida através das técnicas de redução

dimensional á la Legendre e á la Scherk. De uma forma mais simples, o Lagrangeano

(2.12) reduzido de D = 4 → D = 3 utilizando a técnica de redução dimensional ”à la

Scherk” nos fornece:

L3 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
i

2
ψγµ∂µψ +

i

2
χγµ∂µχ, (2.29)

onde, nesse caso, os campos de gauge não possuem a dependência na coordenada reduzida

x3. Observe que o Lagrangeano (2.29) pode ser obtido a partir do Lagrangeano off-

shell (2.26) se eliminarmos o campo auxiliar ηµ através de sua equação de campo. Para

fazermos isso, temos que lembrar que a equação (2.18) tem que ser satisfeita. Assim, só

podemos aplicar a equação de Euler-Lagrange para ηµ se reintroduzirmos o multiplicador

de Lagrange ϕ no Lagrangeano off-shell, ou seja, aplicando na equação (2.16). Fazendo

isso obtemos, a partir da equação de Euler-Lagrange:

ηµ = −∂µϕ,

que corresponde a definição do campo auxiliar se os campos não dependem da coordenada

x3. Com isso, o Lagrangeano fica na forma (2.29) voltando a possuir invariância on-

shell. Como podemos notar, o campo auxiliar ηµ passa a ser definido tendo ∂3Aµ = 0

quando impomos a obediência de sua equação de campo em D = 3. Isso mostra como o

Lagrangeano on-shell não possui a dependência na coordenada extra x3.

No caso das transformações de supersimetria em D = 3, considerando a não de-

pendência dos campos na coordenada x3, temos:

δAµ = iαγµχ, δAµ = iβγµψ,
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δϕ = −ᾱψ, δϕ = β̄χ,

δχ = ΣµνFµνα, δχ = −iγµ∂µϕβ, (2.30)

δχ̄ = −FµνβΣµν , δχ̄ = i∂µϕαγ
µ,

δψ = ΣµνFµνβ, δψ = iγµ∂µϕα,

δψ̄ = −FµνᾱΣµν , δψ̄ = −i∂µϕβγ
µ.

onde podemos notar que o campo auxiliar ηµ não mais aparece. O comutador entre essas

transformações de supersimetria é dada por:

[δα1 , δα2 ]Aµ = 2i(α2γµΣκνα1 − α1γµΣκνα2)∂κAν ,

[δβ1 , δβ2 ]Aµ = 2i(β2γµΣκνβ1 − β1γµΣκνβ2)∂κAν ,

[δα, δβ]Aµ = −(βaγabµγ
ν
bcαc + αaγabµγ

ν
bcβc)∂νϕ,

[δα1 , δα2 ]χa = 2iΣµν
ab (α2bα1c − α1bα2c)γνcd∂µχd,

[δβ1 , δβ2 ]χa = −iγµ
ab(β2bβ1c − β1bβ2c)∂µχc,

[δα, δβ]χa = (iγµ
abβbαd − 2iΣµν

ab βcαbγcdν)∂µψd,

[δα1 , δα2 ]ψa = −iγµ
ab(α2bα1c − α1bα2c)∂µψc,

[δβ1 , δβ2 ]ψa = 2iΣµν
ab (β2bβ1c − β1bβ2c)γνcd∂µψd,

[δα, δβ]ψa = (−iγµ
abαbβ̄d + 2iΣµν

ab βcαbγcdν)∂µχd,

[δα1 , δα2 ]ϕ = −i(α2γ
µα1 − α1γ

µα2)∂µϕ,

[δβ1 , δβ2 ]ϕ = −i(β2γ
µβ1 − β1γ

µβ2)∂µϕ,

[δα, δβ]ϕ = 2(βΣµνα− αΣµνβ)∂µAν .

Uma caracteŕıstica importante desse método ”à la Scherk” é que a álgebra acima só

se fecha on-shell, o que significa que o Lagrangeano (2.29) só possui a invariância das

transformações (2.30) se forem satifeitas as equações de campo em D = 3. Observe que,

como os campos não possuem dependência na coordenada x3, então o comutador entre

as transformações de supersimetria resulta apenas nas translações no espaço-tempo de
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D = 3. Com isso, a álgebra não adquire a transformação de carga central como no caso

”à la Legendre”. Podemos observar que a álgebra acima é igual a álgebra off-shell obtida

sem a presença das transformações de cargas centrais e incluindo o comutador para o

campo ϕ. Isso também pode ser visto a partir da álgebra off-shell quando os campos

dependiam da coordenada extra: se as equações de campo em D = 3 tiverem que ser

satisfeitas (álgebra on-shell) as translações (2.19,2.21,2.22,2.24,2.25) ficam nulas e assim

deixamos de ter cargas centrais.

2.4 Comentários finais

Neste caṕıtulo apresentamos a técnica de redução dimensional ”à la Legendre” e discuti-

mos suas vantagens propondo a generalização N = 2-supersimétrica do modelo de gauge

Abeliano em D = 3 realizado off-shell. Fizemos uma comparação entre os resultados

obtidos através da redução dimensional ”à la Legendre” e ”à la Scherk”. Uma das van-

tagens da utilização da técnica ”à la Legendre” é o aparecimento de um campo auxiliar

que possibilita o Lagrangeano ser invariante off-shell. Outra vantagem é que os campos

dependem da coordenada extra da dimensão superior, o que faz com que a álgebra de Lie

contenha como comutador entre duas transformações de supersimetria uma translação

com respeito à coordenada extra. Essa translação na coordenada extra corresponde a

transformação de carga central e a coordenada extra assume este papel.
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Caṕıtulo 3

Supersimetrias-N = 2, 4 off-shell da

teoria de gauge Abeliana com

violação da simetria de Lorentz

No caṕıtulo anterior apresentamos a técnica de redução dimensional baseada nas trans-

formações de Legendre (técnica ”à la Legendre”). Vimos as vantagens dessa técnica diante

da redução dimensional ordinária (”à la Scherk”). A obtenção da versão planar N = 2-

supersimétrica off-shell do modelo de gauge abeliano mostrou que, para a obtenção de

um modelo supersimétrico estendido off-shell, devemos utilizar esse tipo de técnica. O

resultado off-shell também pode ser obtido para outras dimensões, mesmo se reduzirmos

apenas uma das coordenadas ”à la Legendre” reduzindo as demais ”à la Scherk” [12].

No presente caṕıtulo, propomos as versões supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas,

realizadas off-shell, em D = 4, do modelo de gauge Abeliano com o termo de quebra
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da simetria de Lorentz do tipo Chern-Simons utilizando as técnicas de redução dimen-

sional ”à la Scherk” e ”à la Legendre”. Da mesma forma que no Caṕıtulo 1, partimos

dos setores bosônicos do modelo para N = 1 em D = 6 e D = 10, com a diferença de

agora reduzirmos ”à la Legendre” uma das coordenadas tipo-espaço. Com a redução ”à la

Legendre” a teoria recebe alguns campos auxiliares relacionados com os momentos conju-

gados correspondentes as transformações de Legendre. Esses campos auxiliares permitem

que a álgebra da supersimetria estendida feche off-shell. Como discutido no Caṕıtulo 2, as

translações em relação à coordenada reduzida (”à la Legendre”) podem ser identificadas

como transformações de cargas centrais. Como partimos apenas dos setores bosônicos, a

teoria completa (setor bosônico + setor fermiônico) é obtida, assim como no Caṕıtulo 1,

usando o formalismo de supercampo-superespaço de N = 1.

Nas primeira e terceira seções deste caṕıtulo utilizamos os métodos de redução di-

mensional ”à la Scherk” e ”à la Legendre” ao modelo de gauge Abeliano com o termo

de violação da simetria de Lorentz do tipo Chern-Simons em D = 6 e D = 10, respec-

tivamente, reduzindo até a dimensão D = 4. Em ambas as aplicações, reduzimos ”à la

Scherk” as coordenadas tipo-espaço até obtermos a versão D = 5 do modelo, e então,

reduzimos mais uma coordenada tipo-espaço usando a técnica de redução dimensional ”à

la Legendre” para obtermos o modelo em D = 4. Os resultados do procedimento dessas

seções são úteis nas segunda e quarta seções. Isso porque os Lagrangeanos reduzidos a

partir de D = 6 e D = 10 correspondem, respectivamente, aos setores bosônicos ref-

erentes à generalização supersimétrica N = 2 e N = 4 estendida do modelo proposto.

Assim, nas segunda e quarta seções, propomos, respectivamente, as versões N = 2- e

N = 4- supersimétricas off-shell completas (setores bosônico + fermiônico) do modelo de

gauge Abeliano com o termo de quebra da simetria de Lorentz utilizando o formalismo

de supercampos no superespaço de N = 1. Na quinta seção apresentamos os comentários

finais.
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3.1 Redução 6D → 5D ⇒ 4D do modelo de gauge

Abeliano com termo de quebra da simetria de

Lorentz

Na referência [12], foi mostrada a relação da generalização N = 2-supersimétrica real-

izada off-shell do modelo de Yang-Mills aplicando as duas técnicas de redução dimen-

sional, mencionadas nos caṕıtulos anteriores, partindo do modelo N = 1-supersimétrico

em componentes em D = 6. Nesta seção vamos aplicar essas técnicas de redução di-

mensional para a versão Abeliana do setor bosônico do modelo acrescentando o termo de

quebra de simetria de Lorentz em D = 6. O Lagrangeano reduzido é o setor bosonico de

sua generalização supersimétrica N = 2 estendida realizada off-shell que será aplicada na

próxima seção para a construção do modelo supersimétrico completo (setores bosônico +

fermiônico). Para obtermos esse setor bosônico da versão off-shell do modelo é necessário

fazer a redução de D = 6 para D = 4 em duas etapas: primeiro reduzimos ”à la Scherk”

D = 6 → D = 5 uma coordenada tipo-espaço x5, e então, reduzimos D = 5 ⇒ D = 4

outra coordenada tipo-espaço x4 usando a técnica da transformação de Legendre.

Como apresentado no Caṕıtulo 1, o modelo de gauge Abeliano com termo do tipo

Chern-Simons que quebra a simetria de Lorentz em D = 4, proposto por [20], tem a

forma:

L4 = −1

4
FµνF

µν + εµνκλAµ∂νAκpλ, (3.1)

sendo pλ um vetor constante de fundo que quebra a simetria de Lorentz. Como também

proposto no Caṕıtulo 1 e em [32], a versão em D = 6 da Lagrangian (3.1) pode ser dada

como:

L6 = −1

4
Fµ̇ν̇F

µ̇ν̇ +
1

3!
εµ̇ν̇κ̇ρ̇λ̇σ̇Aµ̇∂ν̇Aκ̇Tλ̇ρ̇σ̇, (3.2)

onde µ̇ = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Primeiramente reduzimos a dimensão do Lagrangeano (3.2) de D = 6 → D = 5 ”à la

Scherk”. Nesta técnica, é considerado que os campos não dependem da coordenada extra
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x4 a ser reduzida (∂4Aµ̂ = 0). Assim, o Lagrangeano reduzido em D = 5 toma a forma a

seguir:

L5 = −1

4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ +
1

2
∂µ̂ϕ∂

µ̂ϕ+
1

2
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂Aµ̂∂ν̂Aκ̂Rλ̂ρ̂ +

1

3!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂Aµ̂∂ν̂ϕTκ̂λ̂ρ̂, (3.3)

onde µ̂ = 0, 1, 2, 3, 4, εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂5 ≡ εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂ e redefinimos os campos de gauge como

(Aµ̇) → (Aµ̂, ϕ),

onde A5 ≡ ϕ. Os campos de fundo são redefinidos como

(Tλ̇ρ̇σ̇) → (Rλ̂ρ̂, Tκ̂λ̂ρ̂),

onde

Tκ̂λ̂ρ̂ (D = 6) ≡ Tκ̂λ̂ρ̂ (D = 5);

T5λ̂ρ̂ ≡ Rλ̂ρ̂.

Podemos notar que, em D = 5, a teoria tem como campos de gauge um escalar e um

vetorial; e têm como campos de fundo um tensorial rank-2 e um rank-3 (este último

podendo ser considerado dual do tensor de rank-2).

O próximo passo é fazer a redução dimensional D = 5 ⇒ D = 4 ”à la Legendre” do

Lagrangeano em D = 5 (3.3). Substituindo (3.3) em

L4 = L5 −
∂L5

∂∂4Aν̂

∂Aν̂

∂x4
− ∂L5

∂∂4ϕ

∂ϕ

∂x4
, (3.4)

e explicitando o ı́ndice 4, obtemos o Lagrangeano

L4 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
F4µF

4µ + ∂µφF
4µ +

1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
∂4ϕ∂

4ϕ (3.5)

+εµνκλAµ∂νAκpλ + εµνκλAµ∂νφRκλ +
1

2
εµνκλAµ∂νϕSκλ + φ∂µϕt

µ,
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onde µ = 0, 1, 2, 3, εµνκλ4 ≡ εµνκλ, e redefinimos os campos de gauge como

(Aµ̂, ϕ) ⇒ (Aµ, φ, ϕ),

onde A4 ≡ φ, e os campos de fundo como

(Rλ̂ρ̂, Tκ̂λ̂ρ̂) ⇒ (pλ, Rλρ, Sκλ, t
µ), (3.6)

onde

R4λ ≡ −pλ;

Rµν (D = 5) ≡ Rµν (D = 4);

T4κλ ≡ Sκλ;

1

3!
εµκλρTκλρ ≡ tµ.

Agora, podemos notar que a teoria, em D = 4, tem como campos de gauge um vetorial e

dois escalares; e têm como campos de fundo dois vetoriais (um é tomado como o dual de

um tensor rank-3) e dois tensoriais de rank-2.

Os momentos canônicos com respeito a x4 são:

π(Aµ) =
∂L5

∂∂4Aµ

= −F 4µ +
1

2
εµνκλAνRκλ, (3.7)

π(ϕ) =
∂L5

∂∂4ϕ
= ∂4ϕ− Aµt

µ. (3.8)

Definimos os campos auxiliares como

F4µ ≡ ηµ, F µ
4 = −F 4µ ≡ ηµ, ∂4ϕ = −∂4ϕ ≡ G. (3.9)

Estes campos serão necessários para fechar a superálgebra off-shell. Substitúındo essas
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definições no Lagrangeano (3.5), temos que:

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ − ηµ∂µφ+
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

2
GG (3.10)

+εµνκλAµ∂νAκpλ + εµνκλAµ∂νφRκλ +
1

2
εµνκλAµ∂νϕSκλ + φ∂µϕt

µ.

O Lagrangeano em D = 4 (3.10) será invariante off-shell apenas se os v́ınculos impostos

pelas equações de campo em D = 5 relativos ao Lagrangeano (3.3) forem satisfeitas. A

equação de campo para Aν̂ é apresentada a seguir:

∂µ̂F
µ̂ν̂ +

1

2
εν̂µ̂κ̂λ̂ρ̂Fµ̂κ̂Rλ̂ρ̂ +

1

3!
εν̂µ̂κ̂λ̂ρ̂∂µ̂ϕTκ̂λ̂ρ̂ = 0. (3.11)

Considerando ν̂ = 4, temos que

∂µη
µ − 1

2
εµνκλFµνRκλ − ∂µϕt

µ = 0, (3.12)

e tomando ν̂ = ν,

∂4η
ν = ∂µF

µν +
1

2
ενµκλFµκpλ +

1

2
ενµκλ∂µϕSκλ − ενµκληµRκλ +Gtµ. (3.13)

A equação de campo para ϕ é apresentada a seguir:

∂µ̂∂
µ̂ϕ− 1

3!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂∂µ̂Aν̂Tκ̂λ̂ρ̂ = 0. (3.14)

Explicitando as componentes de D = 4, esta equação pode ser escrita como

∂4G = ∂µ∂
µϕ− 1

4
εµκλρFµνSλρ − ηµt

µ. (3.15)

Note que o v́ınculo (3.12) pode simplificar o Lagrangeano para

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ +
1

2
∂µϕ∂

µϕ+
1

2
GG (3.16)
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+εµνκλAµ∂νAκpλ +
1

4
εµνκλFµνϕSκλ,

onde o campo φ funciona como um multiplicador de Lagrange. Note que os campos ainda

devem satisfazer à equação (3.12). As equações (3.13) e (3.15) podem ser vistas como

a parte bosônica das transformações de cargas centrais na versão N = 2-supersimétrica.

Desse modo, as transformações de supersimetria fornecidas explicitamente em D = 4 vão

conter as translações de x4 que são interpretadas como transformações de cargas centrais.

Então, notamos que a dimensão extra funciona como uma carga central na superálgebra

em D = 4. Esses resultados são posśıveis porque usamos a técnica de redução dimensional

”à la Legendre”. Uma outra interessante observação é que a ação do Lagrangeano obtido

é independente das translações em x4, embora os campos dependam dessa coordenada.

Para isso é exigido que o Lagrangeano obedeça todos os v́ınculos impostos pelas equações

de campo (3.11,3.14) em D = 5.

3.2 A versão off-shell N = 2-supersimétrica do mod-

elo de gauge Abeliano com termo de quebra da

simetria de Lorentz

A versão on-shell da extensão N = 2-supersimétrica do modelo de gauge com termo

de quebra da simetria de Lorentz foi proposta no Caṕıtulo 1 onde foi utilizada apenas

a técnica de redução dimensional ”à la Scherk”. Nesta seção, estamos interessados na

determinação de uma versão N = 2-supersimétrica do modelo, realizada off-shell. Desse

modo, da mesma forma que no Caṕıtulo 1, consideramos que o setor bosônico para N = 1

em D = 6 é o mesmo que o setor bosônico para N = 2 em D = 4. De modo que a

supersimetrização ocorra off-shell, é necessário reduzir uma das coordenadas usando a

técnica de redução dimensional ”à la Legendre”. Isso permite o aparecimento de campos

auxiliares que fazem a superálgebra fechar off-shell em D = 4.
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Na seção anterior, fizemos a redução dimensional 6 → 5 ”à la Scherk” e 5 ⇒ 4 ”à

la Legendre” e obtivemos o Lagrangeano bosônico (3.16) em D = 4. É conveniente

considerarmos o campo vetorial de fundo da teoria como o gradiente de um campo escalar

(pµ = ∂µs). Escrevemos, então, o Lagrangeano na forma a seguir:

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ +
1

2
∂µϕ1∂

µϕ1 +
1

2
G1G1 (3.17)

+εµνκλAµ∂νAκ∂λs1 +
1

4
εµνκλFµνϕ1Sκλ.

Note que redefinimos os campos reais ϕ, s e G. Isto é necessário para que acomodemos

esses campos como campos componentes bosônicos nos supercampos quirais. Para isso,

temos que definir os campos complexos:

ϕ = ϕ1 + iϕ2

s = s2 + is1,

G = G1 + iG2.

Observe que introduzimos no modelo mais um campo de gauge, um campo de fundo

e um campo auxiliar para constrúırmos os campos escalares complexos. Um vez que

temos o setor bosônico para a teoria N = 2-supersimétrica, efetuamos a supersimetrização

usando a formulação de supercampos em um superespaço de N = 1 com supercoordenadas

(xµ, θa, θ̄ȧ). As convenções usadas são as mesmas do caṕıtulo anterior e dadas no apêndice

1.

Definimos um supercampo vetorial V no gauge de Wess-Zumino contendo o campo

vetorial de gauge Aµ da forma:

V = θσµθ̄Aµ + θ2θ̄λ̄+ θ̄2θλ+ θ2θ̄2D, (3.18)

o qual satisfaz a condição de realidade V = V †. O supercampo que acomoda o tensor
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intensidade de campo Abeliano Fµν é do por:

Wa = −1

4
D̄2DaVWZ , W̄ȧ = −1

4
D2D̄ȧVWZ , (3.19)

o qual satisfaz a condição de quiralida de D̄W = DW̄ = 0 e DW = D̄W̄ .

O supercampo vetorial que contém o campo auxiliar ηµ não é invariante de gauge (já

que ηµ não é um campo de gauge). Então, é necessário definir este supercampo na forma

completa:

U = u+ θα+ θ̄ᾱ+ θ2M + θ̄2M∗ + θσµθ̄ηµ + θ2θ̄β̄ + θ̄2θβ + θ2θ̄2E, (3.20)

o qual satisfaz a condição de realidade U = U †.

Os supercampos escalares que acomodam os campos escalares de gauge ϕ, ϕ∗ e os

campos auxiliares G,G∗ são definidos como:

Φ = ϕ+ iθσµθ̄∂µϕ−
1

4
θ2θ̄22ϕ+

√
2θψ − i√

2
θ2∂µψσ

µθ̄ + θ2G, (3.21)

Φ̄ = ϕ∗ − iθσµθ̄∂µϕ
∗ − 1

4
θ2θ̄22ϕ∗ +

√
2θ̄ψ̄ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µψ̄ + θ̄2G∗. (3.22)

Os supercampos escalares que acomodam os campos escalares de fundo s, s∗ e seus par-

ceiros supersimétricos são escritos como:

S = s+ iθσµθ̄∂µs−
1

4
θ2θ̄22s+

√
2θξ − i√

2
θ2∂µξσ

µθ̄ + θ2h, (3.23)

S̄ = s∗ − iθσµθ̄∂µs
∗ − 1

4
θ2θ̄22s∗ +

√
2θ̄ξ̄ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µξ̄ + θ̄2h∗, (3.24)

estes satisfazendo a condição de quiralidade: D̄Φ = DΦ̄ = D̄S = DS̄ = 0. Observe que

introduzimos na teoria mais um campo de gauge, um campo auxiliar e um campo de

fundo, através das definições dos campos complexos. Estes foram necessários de modo a

haver a acomodação nos supercampos quirais.
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Os supercampos espinoriais que acomodam o campo tensorial Sµν , seus duais e seus

parceiros supersimétricos são escritos como

Σa = τa + θb(εbaρ+ σµν
ba Sµν) + θ2Fa + iθσµθ̄∂µτa (3.25)

+iθσµθ̄θb∂µ(εbaρ+ σµν
ba Sµν)−

1

4
θ2θ̄22τa,

Σ̄ȧ = τ̄ȧ + θ̄ḃ(−ε
ḃ
ȧρ

∗ − σ̄µνḃ
ȧS

∗
µν) + θ̄2F̄ȧ − iθσµθ̄∂µτ̄ȧ (3.26)

−iθσµθ̄θḃ∂µ(−εḃ
ȧρ

∗ − σ̄µνḃ
ȧS

∗
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ̄ȧ,

que também satisfazem as condições de quiralidade D̄ḃΣa = DbΣ̄ȧ = 0.

Agora, estamos interessados na construção da versão off-shell N = 2-supersimétrica

do Lagrangeano (3.1) usando o formalismo de N = 1-supercampo. Como já escrito na

seção anterior, o setor bosônico para esse Lagrangeano é dado por (3.16). Deste modo,

o próximo passo é procurar por um modelo supersimétrico em termos de supercampos

que contenha esse setor bosônico e seu correspondente setor fermiônico. Primeiro, é útil

analisar as dimensões em massa dos supercampos definidos previamente:

[V ] = 0, [Wa] = [W̄ȧ] = +
3

2
, [Φ] = [Φ̄] = +1,

[U ] = [Ū ] = +1, [S] = [S̄] = 0, [Σa] = [Σ̄ȧ] = +
1

2
.

Baseado nessa dimensionalidade, e analisando o Lagrangeano bosônico (3.16), propomos

a seguinte ação supersimétrica Sbr:

Sbr =
∫
d4xd2θd2θ̄[

1

2
W αWαδ(θ̄

2) +
1

2
W̄α̇W̄

α̇δ(θ2) +
1

2
Φ̄Φ− UU

+
1

2
W a(DaV )S +

1

2
W̄ȧ(D̄

ȧV )S̄ (3.27)

+
i

4
δ(θ̄)W a(Φ + Φ̄)Σa −

i

4
δ(θ)W̄ȧ(Φ + Φ̄)Σ̄ȧ].
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O Lagrangeano desta ação em campos-componentes tem a forma a seguir:

Lbr = −1

4
FµνF

µν − iλσµ∂µλ̄+D2 +D∗2 +
1

2
∂µϕ∂

µϕ∗ − i

2
ψσµ∂µψ̄ +

1

2
GG∗

−1

2
ηµηµ + αβ + ᾱβ̄ −MM∗ − 2uE

+
i

4
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν −

1

4
(s+ s∗)FµνF

µν + 2D2(s+ s∗)

−isλσµ∂µλ̄− is∗λ̄σ̄µ∂µλ−
1√
2
λσµνFµνξ +

1√
2
λ̄σ̄µνFµν ξ̄

+
1

2
λλh+

1

2
λ̄λ̄h∗ −

√
2λξD −

√
2λ̄ξ̄D

1

16
εµνκλFµν(ϕ+ ϕ∗)(Rκλ +R∗

κλ) +
i

8
F µν(Rµν −R∗

µν)(ϕ+ ϕ∗) (3.28)

−i
√

2

8
τσµνψFµν −

i
√

2

8
τ̄ σ̄µνψ̄Fµν +

1

4
τσµ∂µλ̄(ϕ+ ϕ∗)

−1

4
τ̄ σ̄µ∂µλ(ϕ+ ϕ∗) +

i
√

2

4
ψσµνBµνλ+

i
√

2

4
ψ̄σ̄µνB∗

µνλ̄

− i
2
D(ϕ+ ϕ∗)ρ+

i

2
D∗(ϕ+ ϕ∗)ρ∗

+
i
√

2

8
λψρ− i

√
2

8
λ̄ψ̄ρ∗ − i

√
2

4
Dψτ +

i
√

2

4
D∗ψ̄τ̄

+
i

4
fλτ − i

4
f ∗λ̄τ̄ +

i

4
(ϕ+ ϕ∗)λF − i

4
(ϕ+ ϕ∗)λ̄F̄ .

Este Lagrangeano é invariante sobre aN = 2-superálgebra em 4D. Quando a superálgebra

em 5D tem o ı́ndice 4 explicitado, obtemos a superálgebra em 4D que adquire trans-

formações de cargas centrais que correspondem às translações nas coordenadas x4, obti-

das em (3.13, 3.15). Assim, a quinta dimensão é interpretada como carga central e é

consequência da necessidade da obediência das equações de campo em 5D. Essas trans-

formações são dadas a seguir:

δZη
ν = ∂µF

µν +
1

2
ενµκλFµκpλ − ενµκληµRκλ +

1

2
ενµκλ∂µϕSκλ −Gtµ

+parceiros supersimétricos fermiônicos, (3.29)

δZG = ∂µ∂
µϕ− 1

4
εµκλρFµνSλρ − ηµt

µ

+parceiros supersimétricos fermiônicos. (3.30)
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As transformações de cargas centrais acima fornecem apenas o setor bosônico porque par-

timos apenas do Lagrangeano bosônico em 6D. Uma vez que tenhamos o termo fermiônico

reduzido (em 4D), estamos habilitados a restaurar o setor fermiônico da teoria original

em 6D. Com isso, nossas transformações de cargas centrais em 4D vão naturalmente

mostrar os campos fermiônicos de acordo com os graus de liberdade bosônicos. Isso pode

ser apresentado em um trabalho posterior.

Podemos notar que o Lagrangeano off-shell obtido neste caṕıtulo é mais simples do

que o Lagrangeano on-shell obtido no caṕıtulo anterior. Isso ocorre em virtude do v́ınculo

(3.12) imposto pelas equações de campo em 5 dimensões. Porém, temos que os campos

também devem obedecer a equação (3.37) imposta pelas equações de campo. Esses re-

sultados são consequências da utilização da técnica de redução dimensional baseada nas

transformações de Legendre reduzindo uma das coordenadas tipo-espaço.

No Lagrangeano (3.28), podemos notar o termo de Maxwell e o termo proposto por

Jackiw em [20] e também podemos notar a generalização N = 1-supersimétrica do mod-

elo nas cinco primeiras linhas do Lagrangeano (3.28). Podemos também notar que o

Lagrangeano tem o setor bosônico (3.16) mais o setor fermiônico e os campos auxiliares

presentes nos supercampos.

3.3 Redução 10D → 5D ⇒ 4D do modelo de gauge

Abeliano com termo de quebra da simetria de

Lorentz

Usando a mesma idéia trabalhada para N = 2, podemos obter o setor bosônico da

versão supersimétrica N = 4-estendida off-shell do modelo (3.1). Porém, para fazer

isso, precisamos partir de um Lagrangeano em D = 10. Isto pode ser feito através da

redução dimensional D = 10 → D = 5 usando a técnica ”à la Scherk” e então reduzindo

D = 5 ⇒ D = 4 ”à la Legendre”. Como podemos ver no Caṕıtulo 1 e em [32], o
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Lagrangeano do modelo em D = 10 pode ser escrito como:

L10 = −1

4
Fµ̇ν̇F

µ̇ν̇ +
1

7!
εµ̇ν̇κ̇λ̇ρ̇σ̇α̇β̇γ̇δ̇Aµ̇∂ν̇Aκ̇Tλ̇ρ̇σ̇α̇β̇γ̇δ̇, (3.31)

onde µ̇ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

É conveniente, para facilitar os cálculos, considerarmos o dual do tensor de rank-7

presente no termo de violação da simetria de Lorentz, embora continuemos a mostrar os

resultados na forma convencional de Chern-Simons. A redução dimensional ”à la Scherk”

D = 10 → D = 5 das coordenadas tipo-espaço x5, x6, x7, x8, x9 é feita diretamente,

considerando nenhuma dependência dos campos com respeito a essas coordenadas. O

Lagrangeano reduzido toma a forma a seguir:

L5 = −1

4
Fµ̂ν̂F

µ̂ν̂ +
1

2
∂µ̂ϕ

I∂µ̂ϕI +
1

2
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂Aµ̂∂ν̂Aκ̂Rλ̂ρ̂ (3.32)

+
1

3!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂Aµ̂∂ν̂ϕ

IT I
κ̂λ̂ρ̂

+
1

4!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂ϕI∂µ̂ϕ

JT IJ
ν̂κ̂λ̂ρ̂

.

onde µ̂ = 0, 1, 2, 3, 4, o ı́ndice interno I = 1, 2, 3, 4, 5 e εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂56789 ≡ εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂. Os campos de

gauge foram redefinidos como:

(Aµ̇) → (Aµ̂, ϕ
I),

onde ϕI ≡ AI+4. Os campos de fundo foram redefinidos como

(Tλ̇ρ̇σ̇α̇β̇γ̇δ̇) → (Rλ̂ρ̂, T
I
κ̂λ̂ρ̂
, T IJ

ν̂κ̂λ̂ρ̂
),

onde

Tλ̂ρ̂56789 ≡ 1

2
Rλ̂ρ̂;

Tκ̂λ̂ρ̂6789 ≡ −T 1
κ̂λ̂ρ̂

;

Tκ̂λ̂ρ̂7895 ≡ −R2
κ̂λ̂ρ̂

;

Tκ̂λ̂ρ̂8956 ≡ −R3
κ̂λ̂ρ̂

;
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Tκ̂λ̂ρ̂9567 ≡ −R4
κ̂λ̂ρ̂

;

Tκ̂λ̂ρ̂5678 ≡ −R5
κ̂λ̂ρ̂

;

A(4+I)∂µA(4+J)T̃
(4+I)µ(4+J) ≡ ϕI∂µ̂ϕ

J T̃ Iµ̂J =
1

4!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂ϕI∂µ̂ϕ

JT IJ
ν̂κ̂λ̂ρ̂

,

e εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂56789 ≡ εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂.

Podemos notar que o Lagrangeano em D = 5 tem como campos de gauge um vetorial

e cinco escalares; e como campos de fundo um tensorial rank-2, cinco tensoriais rank-3

(trabalhamos com seu dual que é rank-2) e dez tensoriais rank-4 (trabalhamos com seu

dual que é um campo vetorial).

Agora, continuamos realizando a redução dimensional da coordenada tipo-espaço x4

usando a técnica da transformação de Legendre. Esta redução trará campos auxiliares

que permitirão que a superálgebra do Lagrangeano completo (setor bosônico + setor

fermiônico) esteja fechada off-shell. Nesta técnica, o Lagrangeano em D = 4 é obtido

fazendo

L4 = L5 −
∂L5

∂∂4Aν̂

∂Aν̂

∂x4
− ∂L5

∂∂4ϕI

∂ϕI

∂x4
. (3.33)

Aplicando (3.33) no Lagrangeano (3.32), obtemos:

L4 = −1

4
FµνF

µν +
1

2
F4µF

4µ + ∂µφF
4µ +

1

2
∂µϕ

I∂µϕI − 1

2
∂4ϕ

I∂4ϕI

+εµνκλAµ∂νAκpλ + εµνκλAµ∂νφRκλ (3.34)

+
1

2
εµνκλAµ∂νϕ

ISI
κλ + φ∂µϕ

ItIµ + ϕI∂µϕ
JtIJµ,

onde εµνκλ ≡ εµνκλ4, e redefinimos os campos de gauge como

(Aµ̂, ϕ
I) ⇒ (Aµ, φ, ϕ

I),

e os campos de fundo como

(Rλ̂ρ̂, T
I
κ̂λ̂ρ̂
, T IJ

ν̂κ̂λ̂ρ̂
) ⇒ (pλ, Rλρ, S

I
κλ, t

Iµ, tIJµ, tIJ),
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onde

R4λ ≡ −pλ;

Rλρ(D = 5) ≡ Rλρ(D = 4);

T I
4κλ ≡ SI

κλ;

1

3!
εµνκλT I

νκλ ≡ tIµ;

1

3!
εµνκλT IJ

νκλ ≡ tIJµ;

1

4!
εµνκλT IJ

4νκλ ≡ −tIJµ.

Notamos que a teoria em D = 4 contém como campos de gauge um vetorial e seis

escalares; e como campos de ”background” dezesseis vetoriais (dado por um vetor e quinze

duais de tensores de rank-3), dez escalares (dados por dez duais de tensores de rank-4) e

seis tensoriais de rank-2.

Os momentos canônicos para o Lagrangeano (3.32) são dados a seguir:

π(Aµ) =
∂L5

∂∂4Aµ

= −F 4µ +
1

2
εµνκλAνRκλ,

π(ϕ) =
∂L5

∂∂4ϕI
= ∂4ϕI − Aµt

Iµ + ϕJtIJ .

Definimos os novos campos auxiliares como

F4µ ≡ ηµ, F
µ

4 = −F 4µ ≡ ηµ, ∂4ϕ
I = −∂4ϕI ≡ GI .

Substituindo essas definições no Lagrangeano (3.34), este fica com a forma:

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ − ηµ∂µφ+
1

2
∂µϕ

I∂µϕI +
1

2
GIGI + εµνκλAµ∂νAκpλ(3.35)

+εµνκλAµ∂νφRκλ +
1

2
εµνκλAµ∂νϕ

ISI
κλ + φ∂µϕ

ItIµ + ϕI∂µϕ
JtIJµ.
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A equação de campo obtida a partir do Lagrangeano (3.32) em termos de Aν̂ é dada por:

∂µ̂F
µ̂ν̂ + εν̂µ̂κ̂λ̂ρ̂Fµ̂κ̂Rλ̂ρ̂ +

1

3!
εν̂µ̂κ̂λ̂ρ̂∂µ̂ϕ

IT I
κ̂λ̂ρ̂

= 0. (3.36)

Considerando ν̂ = 4, temos que

∂µη
µ − 1

2
εµνκλFµνRκλ − ∂µϕ

ItIµ = 0, (3.37)

e considerando ν̂ = ν, temos que

∂4η
ν = ∂µF

µν +
1

2
ενµκλFµκpλ +

1

2
ενµκλ∂µϕ

ISI
κλ − ενµκληµRκλ +GItIµ. (3.38)

A equação de campo para ϕ é dada por

∂µ̂∂
µ̂ϕI − 1

3!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂∂µ̂Aν̂T

I
κ̂λ̂ρ̂
− 2

4!
εµ̂ν̂κ̂λ̂ρ̂∂µ̂ϕ

JT IJ
ν̂κ̂λ̂ρ̂

= 0. (3.39)

Tomando a componente µ̂ = 4, chegamos na expressão

∂4G
I = ∂µ∂

µϕI − 1

4
εµκλρFµνS

I
λρ − ηµt

Iµ − 2∂µϕ
JtIJµ − 2GJtIJ . (3.40)

Note que o v́ınculo (3.12) pode diretamente simplificar o Lagrangeano para

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ +
1

2
∂µϕ

I∂µϕI +
1

2
GIGI (3.41)

+εµνκλAµ∂νAκpλ +
1

4
εµνκλFµνϕ

ISI
κλ + ϕI∂µϕ

JtIJµ.

Como no caso da redução de D = 6 para D = 4, o campo φ funciona como um multipli-

cador de Lagrange. Os campos ainda devem satisfazer a equação (3.37) e as translações

em x4 (3.38,3.40) correspondem à parte bosônica das transformações de cargas centrais

na superálgebra da versão supersimétrica de N = 4 e D = 4.
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3.4 A versão off-shell N = 4-SUSY do modelo de

gauge Abeliano com termo de quebra da sime-

tria de Lorentz

De modo a construir a versão N = 4-supersimétrica realizada off-shell do modelo de gauge

Abeliano com termo de quebra de simetria de Lorentz, procedemos de forma similar à que

fizemos na segunda seção, mas agora partindo do Lagrangeano bosônico (3.41), obtido

através da redução dimensional 10D → 5D e 5D ⇒ 4D. Da mesma forma que na

segunda seção, vamos considerar os campos vetoriais como gradientes de campos escalares

(pµ = ∂µs, t
IJµ = ∂µuIJ). Então, o Lagrangeano bosônico fica dada como a seguir:

L4 = −1

4
FµνF

µν − 1

2
ηµη

µ +
1

2
∂µϕ

I
1∂

µϕI
1 +

1

2
GI

1G
I
1 (3.42)

+εµνκλAµ∂νAκ∂λs2 +
1

4
εµνκλFµνϕ

I
1S

I
κλ + ϕI

1∂µϕ
J
1∂

µuIJ
1 .

Redefinimos os campos reais ϕI , s e GI de modo a obter campos complexos que são cam-

pos componentes bosônicos acomodados nos supercampos quirais. Definimos os campos

complexos como:

ϕI = ϕI
1 + iϕI

2,

s = s2 + is1,

GI = GI
1 + iGI

2,

uIJ = uIJ
1 + iuIJ

2 .

Efetuamos a supersimetrização, construindo a extensão em N = 1-supercampos do La-

grangeano (3.42). Os supercampos que acomodam o campo de gauge Aµ, o campo escalar

de fundo s e o campo vetorial auxiliar ηµ com seus parceiros supersimétricos são os mes-

mos definidos na seção anterior, dados por (3.18, 3.23, 3.24, 3.20), respectivamente. Os

supercampos quirais que acomodam os cinco campos escalares reais de gauge ϕI
1, e en-
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volvem mais cinco campos reais ϕI
2, que não aparecem no Lagrangeano (3.41), são dados,

respectivamente como:

ΦI = ϕI + iθσµθ̄∂µϕ
I − 1

4
θ2θ̄22ϕI +

√
2θψI − i√

2
θ2∂µψ

Iσµθ̄ + θ2GI , (3.43)

Φ̄I = ϕ∗I − iθσµθ̄∂µϕ
∗I − 1

4
θ2θ̄22ϕ∗I +

√
2θ̄ψ̄I +

i√
2
θ̄2θσµ∂µψ̄

I + θ̄2G∗I , (3.44)

os quais satisfazem as condições de quiralidade D̄ΦI = DΦ̄I = 0. Os supercampos quirais,

que acomodam uIJ e u∗IJ são

RIJ = uIJ + iθσµθ̄∂µu
IJ − 1

4
θ2θ̄22uIJ +

√
2θζIJ − i√

2
θ2∂µζ

IJσµθ̄ + θ2gI , (3.45)

R̄IJ = u∗IJ − iθσµθ̄∂µu
∗IJ − 1

4
θ2θ̄22u∗IJ +

√
2θ̄ζ̄IJ +

i√
2
θ̄2θσµ∂µζ̄

IJ + θ̄2g∗I , (3.46)

e também satisfazem as condições de quiralidade D̄RIJ = DR̄IJ = 0.

Os supercampos espinoriais que contém os campos SI
µν , seus duais e seus parceiros

supersimétricos são escritos como

ΣI
a = τ I

a + θb(εbaρ
I + σµν

ba S
I
µν) + θ2F I

a + iθσµθ̄∂µτ
I
a (3.47)

+iθσµθ̄θb∂µ(εbaρ
I + σµν

ba S
I
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ I

a ,

Σ̄I
ȧ = τ̄ I

ȧ + θ̄ḃ(−ε
ḃ
ȧρ

∗I − σ̄µνḃ
ȧS

∗I
µν) + θ̄2F̄ I

ȧ − iθσµθ̄∂µτ̄
I
ȧ (3.48)

−iθσµθ̄θḃ∂µ(−εḃ
ȧρ

∗I − σ̄µνḃ
ȧS

∗I
µν)−

1

4
θ2θ̄22τ̄ I

ȧ ,

que também são quirais D̄ḃΣ
I
a = DbΣ̄

I
ȧ = 0.

Agora, estamos interessados na construção da versão N = 4-supersimétrica realizada

off-shell do Lagrangeano (3.1). O setor bosônico da versão supersimétrica do Lagrangeano

é dada por (3.41). Primeiramente, procuramos por um modelo supersimétrico em termos

de N = 1-supercampos. As dimensões em massa para os novos supercampos são dadas
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por:

[ΦI ] = [Φ̄I ] = +1, [ΣI
a] = [Σ̄I

ȧ] = +
1

2
, [RIJ ] = [R̄IJ ] = 0.

Baseado na dimensionalidade, e analisando o Lagrangeano bosônico (3.41), propomos a

seguinte ação supersimétrica, Sbr:

Sbr =
∫
d4xd2θd2θ̄[

1

2
W̄α̇W̄

α̇δ(θ2) +
1

2
WαWαδ(θ̄

2) +
1

2
Φ̄IΦI

−UU +
1

2
W a(DaV )S +

1

2
W̄ȧ(D̄

ȧV )S̄ (3.49)

+
i

4
δ(θ̄)W a(ΦI + Φ̄I)ΣI

a −
i

4
δ(θ)W̄ȧ(Φ

I + Φ̄I)Σ̄Iȧ

+
1

2
ΦIΦ̄J(RIJ − R̄IJ)].

O Lagrangeano, em sua versão em campos-componentes, é escrito como:

Lbr = −1

4
FµνF

µν − iλσµ∂µλ̄+D2 +D∗2 +
1

2
∂µϕ

I∂µϕ∗I − i

2
ψIσµ∂µψ̄

I +
1

2
GIG∗I

−1

2
ηµηµ + αβ + ᾱβ̄ −MM∗ − 2uE

+
i

4
∂µ(s− s∗)εµκλνFκλAν −

1

4
(s+ s∗)FµνF

µν + 2D2(s+ s∗)

−isλσµ∂µλ̄− is∗λ̄σ̄µ∂µλ−
1√
2
λσµνFµνξ +

1√
2
λ̄σ̄µνFµν ξ̄

+
1

2
λλh+

1

2
λ̄λ̄h∗ −

√
2λξD −

√
2λ̄ξ̄D

1

16
εµνκλFµν(ϕ

I + ϕ∗I)(SI
κλ + S∗Iκλ) +

i

8
F µν(SI

µν − S∗Iµν)(ϕ
I + ϕ∗I)

−i
√

2

8
τ IσµνψIFµν −

i
√

2

8
τ̄ I σ̄µνψ̄IFµν +

1

4
τ Iσµ∂µλ̄(ϕI + ϕ∗I) (3.50)

−1

4
τ̄ I σ̄µ∂µλ(ϕI + ϕ∗I) +

i
√

2

4
ψIσµνSI

µνλ+
i
√

2

4
ψ̄I σ̄µνSI∗

µνλ̄
I

− i
2
D(ϕI + ϕ∗I)ρI +

i

2
D∗(ϕI + ϕ∗I)ρ∗I

+
i
√

2

8
λψIρI − i

√
2

8
λ̄ψ̄Iρ∗I − i

√
2

4
DψIτ I +

i
√

2

4
D∗ψ̄I τ̄ I

+
i

4
f Iλτ I − i

4
f ∗I λ̄τ̄ I +

i

4
(ϕI + ϕ∗I)λF I − i

4
(ϕI + ϕ∗I)λ̄F̄ I

+
1

4
ϕI∂µϕ

∗J∂µ(uIJ + u∗IJ)− 1

4
ϕ∗J∂µϕ

I∂µ(uIJ + u∗IJ)
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+
1

2
∂µϕI∂µϕ

∗J(uIJ − u∗IJ)− 1

4
ϕIϕ∗J2(uIJ − u∗IJ)− i

2
ψIσµ∂µψ̄

J(uIJ − u∗IJ)

+
1

2
GIG∗J(uIJ − u∗IJ) +

i

2
ψIσµψ̄J∂µu

∗IJ

− i
2
ϕIζIJσµ∂µψ̄

J +
i

2
ϕ∗JψIσµ∂µζ̄

IJ +
i

2
ψIσµζ̄IJ∂µϕ

∗J

+
1

2
ϕIG∗JgIJ − 1

2
GIϕ∗Jg∗IJ − 1

2
G∗JψIζIJ +

1

2
GIψ̄J ζ̄IJ .

Este N = 4-Lagrangeano contém os termos correspondentes às versões N = 1 e N = 2.

As transformações em x4 dadas por (3.38,3.40) funcionam como transformações de cargas

centrais na superálgebra em D = 4. Essas transformações são dadas como

δZη
ν = ∂µF

µν +
1

2
ενµκλFµκ∂λs+

1

2
ενµκλ∂µϕ

ISI
κλ − ενµκληµRκλ +GI∂µuI

+parceiros supersimétricos fermiônicos, (3.51)

δZG
I = ∂µ∂

µϕI − 1

4
εµκλρFµνS

I
λρ − ηµt

Iµ − 2∂µϕ
J∂µuIJ − 2GJtIJ

+parceiros supersimétricos fermiônicos. (3.52)

Como já mencionado na seção anterior, os termos fermiônicos das transformações de

cargas centrais podem aparecer em trabalhos posteriores.

3.5 Comentários finais

Neste caṕıtulo, obtemos as generalizações supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas real-

izadas off-shell do modelo de gauge Abeliano com termo de violação da simetria de Lorentz

do tipo Chern-Simons partindo do setor bosônico da versão N = 1-supersimétrica desse

modelo em D = 6 e D = 10 respectivamente, ambas realizadas on-shell. Os resultados

obtidos puderam ser realizados off-shell porque usamos a técnica de redução dimensional

baseada nas transformações de Legendre para reduzir uma das coordenadas tipo-espaço.

Fazendo isso, vimos que o Lagrangeano adquiriu campos auxiliares que fizeram com que

a superálgebra ficasse fechada off-shell. Como no caṕıtulo anterior, vimos o aparecimento

de transformações de cargas centrais que é consequência da translação com respeito à
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coordenada reduzida com essa técnica. Devido ao nosso procedimento apresentamos ape-

nas a parte bosônica das transformações de cargas centrais. Porém, as transformações

completas podem ser obtidas usando o formalismo de supercampos. Em um trabalho

posterior, devemos discutir as cargas centrais com mais profundidade e suas relações com

as configurações topológicas que devem ser achadas nas extensões N = 2- e N = 4-

supersimétricas do modelo de gauge com termo de quebra de simetria de Lorentz.
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Caṕıtulo 4

Conclusões gerais e perspectivas de

novos encaminhamentos

Os resultados obtidos nesta tese mostram um caminho mais simples na busca da

generalização supersimétrica N -estendida de teorias em D dimensões, para o que parti-

mos de sua versão em uma dimensão superior a D com N = 1, e utilizamos métodos

de redução dimensional. Este procedimento é posśıvel devido ao fato de as teorias nas

dimensões reduzidas possuirem os mesmos graus de liberdade que as teorias em suas

versões supersimétricas estendidas. A redução dimensional faz com que os campos de

um Lagrangeano nas dimensões superiores sejam redefinidos em um número maior de

campos no Lagrangeano reduzido (preservando os graus de liberdade). Com isto, os

parâmetros espinoriais das transformações de supersimetria são também redefinidos em

N novos parâmetros, caracterizando, assim, uma invariância com N supersimetrias.

Devido à importância do estudo da violação da simetria de Lorentz no cenário atual

das teorias para interações fundamentais a alt́ıssimas energias, propusemos, nos Caṕıtulos
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1 e 3, as versões supersimétricas N = 2 e N = 4 estendidas do modelo de gauge Abeliano

com um termo de Chern-Simons que quebra a simetria de Lorentz em um espaço-tempo

de D = 4. No Caṕıtulo 1, apresentamos separadamente as versões N = 2- e N = 4-

supersimétricas para o setor de gauge e para o setor de quebra. Fizemos isto porque, no

caso da redução dimensional ordinária (à la Scherk), os Lagrangeanos completos (setor

de gauge + setor de fundo) são dados simplesmente pela soma destes setores. Como

discutimos, os Lagrangeanos obtidos através da técnica de redução dimensional ”à la

Scherk” de um Lagrangeano N = 1-supersimétrico nas dimensões superiores propostas

apresentam uma invariância de supersimetria on-shell, tanto para N = 1 quanto para

sua extensão N > 1. No Caṕıtulo 2, apresentamos a técnica de redução dimensional que

se baseia na transformação de Legendre do Lagrangeano em relação à coordenada a ser

reduzida. Com isto, utilizando essa técnica, no caṕıtulo 3, para uma das coordenadas tipo-

espaço (para as demais, utilizamos o método ordinário). Obtivemos as versões N = 2- e

N = 4-supersimétricas realizadas off-shell para o modelo de gauge Abeliano com o termo

de quebra da simetria de Lorentz. Escolhemos fazer diretamente a redução dimensional

do Lagrangeano completo (setor de gauge + setor de fundo), já que a técnica de redução

dimensional ”à la Legendre” exige que as equações de campo nas dimensões superiores

sejam satisfeitas.

Nos Caṕıtulos 1 e 3, escolhemos partir apenas dos setores bosônicos do Lagrangeano.

Com isso, pudemos propor as versões supersimétricas estendidas do modelo, utilizando o

formalismo de supercampos em um superespaço de N = 1. Este procedimento torna os

cálculos mais simples do que se part́ıssemos do Lagrangeano em sua dimensão inferior a

D = 4 (sem usar a redução dimensional) em superespaço estendido com N > 1.

No Caṕıtulo 2, não utilizamos o formalismo de supercampos, mas partimos do La-

grangeano completo (setor bosônico + setor fermiônico) N = 1-supersimétrico on-shell,

em componentes, em um espaço-tempo de D = 4, para construirmos um Lagrangeano

planar com N = 2 supersimetrias. Essa construção foi feita de duas formas: através das

técnicas de redução dimensional ”à la Legendre” e ”à la Scherk”, isso, no intuito de fazer
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uma comparação entre elas. Mostramos as transformações de supersimetria em D = 3

obtidas a partir dessas técnicas, e observamos a presença da carga central para o caso re-

duzido ”à la Legendre”. Constatamos a importância de se levar em conta a dependência

dos campos nas dimensões extras após a redução dimensional, mesmo que a ação não

apresente tal dependência.

Tendo sido posśıvel contruir as versões supersimétricas N = 2 e N = 4 com os métodos

de redução dimensional adotados, um conjunto de possibilidades se abre como novos

encaminhamentos para futuras colaborações. Em primeiro lugar, pode-se investigar a

álgebra completa em termos de supercampos e componentes para os Caṕıtulos 1 e 3,

observando o aparecimento de cargas centrais. Isto seria bastante interessante, pois nos

possibilitaria relacionar o vetor ou tensor que realiza a violação da simetria de Lorentz

à carga central e, assim, chegar a posśıveis valores para a mesma a partir dos resulta-

dos obtidos para o parâmetro de quebra no contexto das observações cosmológicas ou

astrof́ısicas.

Um outro posśıvel desdobramento seria a análise do espectro de excitações dos bósons

de gauge em termos das condensações dos férmions de fundo que quebram a simetria de

Lorentz. O fato de bósons de gauge poderem transitar para graus de liberdade fermiônicos,

e vice-versa é uma conseqüência da presença da violação da simetria de Lorentz no con-

texto da supersimetria. Estes fenômenos podem ser uma assinatura da violação da sime-

tria de Lorentz a alt́ıssimas energias, e férmions oriundos de uma supersimetria do universo

primordial, como gauginos e gravitinos, poderiam transitar, já em ńıvel-árvore, o que pode

descrever a produção abundante de radiação eletromagnética. Esta é uma questão rele-

vante e nossos resultados podem fornecer um caminho para a modelagem do fenômeno.
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Apêndice

Neste apêndice apresentaremos as convenções utilizadas nos caṕıtulos 1 e 3. Também

apresentaremos algumas relações úteis envolvendo essas convenções.

As matrizes σµ e σ̄µ em D = 4 são definidas como

σµ = (1, σi), σ̄µ = (1,−σi),

onde σi são as matrizes de Pauli.

O geradores do grupo SO(3, 1) são representados pelas matrizes

σµν =
i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ).

Um relação útil envolvendo as matrizes σ é

σµ
aȧσ̄

νȧbσκ
bḃ
σ̄λḃa = 2(ηµνηκλ − ηµκηνλ + ηµληνκ + iεµνκλ),

onde ε0123 = −ε0123 = 1. As coordenadas de Grassmmanian θ e θ̄ têm seu ı́ndices levan-
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tados e abaixados como:

θa = εabθb, θa = εabθ
b, θ̄ȧ = εḃθ̄ḃ, θ̄ȧ = εȧḃθ̄

ḃ,

onde ε12 = ε21 = ε1̇2̇ = ε2̇1̇ = 1 and εab = −εba, εab = −εba, ε
ȧḃ = −εḃȧ, εȧḃ = −εḃȧ.

A derivada covariante no superespaço é definida como:

Da = ∂a + iσµ
aȧθ̄

ȧ∂µ, D̄ȧ = −∂̄ȧ − iθaσµ
aȧ∂µ.
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[25] V.A. Kostelecký e R. Lehnert, Phys. Rev. D 63, 065008 (2001).
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