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Resumo

As formas assintéticas gerais das solugoes que tendem assintoticamente aos
modelos abertos de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW) sao de-
duzidas, aplicando a derivada de Lie ao longo dos vetores de Killing de FLRW
as solugoes tipo Tolman assintoticamente FLRW, abrangendo os casos k =
0 e k = -1. Partindo destas formas assintéticas gerais e usando o formal-
ismo hamiltoniano da gravitacao para espagos abertos, é proposta uma ex-
pressao para a hamiltoniana das solugoes assintoticamente FLRW aberto,
mostrando que tal hamiltoniana contém termos de superficie especificos que
nao podem ser descartados. A obtencao desta hamiltoniana também permi-
tird definir o conjunto degenerado de solugoes cosmoldgicas assintoticamente
FLRW aberto cuja energia é a mesma do espaco de referéncia de FLRW, e
que tem as solugoes tipo Tolman assintoticamente FLRW aberto como um de
seus elementos. A energia das solugoes assintoticamente FLRW aberto, em
especial aquelas do tipo Tolman, com respeito aos espacos de fundo definidos
pelas solucoes abertas de FLRW ¢é calculada em pelo menos dois importantes
formalismos conhecidos na literatura, como os formalismos de Deser, Gri-
shchuk, Petrov e Popova (DGPP) e o formalismo de Brown e York, onde os
resultados obtidos sao comparados e analisados.



Abstract

The general asymptotic forms of the solutions that tend asymptotically to
the open models of Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW) space-
times are deduced applying the Lie derivative towards of the Killing vectors
of FLRW to the asymptotically FLRW Tolman solutions comprehending the
cases k = 0 and k = -1. From these general asymptotic forms and using the
hamiltonian formalism of the gravitation for open spaces, an expression for
the hamiltonian of the asymptotically FLRW spacetimes is proposal, show-
ing that such hamiltonian contains specific surface terms that cannot be
discarded. This hamiltonian also will allow to define the degenerate set of
cosmological asymptotically open FLRW solutions whose energy is the same
one of the reference space , which has the the asymptotically FLRW Tolman
type solutions as one of its elements. The energy of the asymptotically FLRW
models with respect to the reference space defined by the FLRW soluctions,
in special those of the Tolman type, is calculed in at last two important for-
malisms know in the literature, as the DGPP formalism and the Brown-York
formalism, where the gotten results are compared and analyzed.
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1 INTRODUCAO

Das interacoes fundamentais conhecidas, a gravitagao se destaca pelas com-
plexidades inerentes a definicao de sua propriedade fisica basica, qual seja, a
quantidade local de massa/energia contida no campo gravitacional que, junto
com a matéria, contribui de forma nao despresivel para a massa/energia total
em cada ponto de um dado sistema gravitacional relativistico. Estas com-
plexidades provém de diversos fatores, dentre os quais pode-se citar desde a
invariancia exigida com respeito as leis de conservagao e a devida consisténcia
com o principio de equivaléncia até a questao referente ao grau extremo de
nao linearidade que caracteriza a interacao gravitacional, a qual pode ser
descrita como um processo auto-interativo onde o campo gravitacional atua
como fonte de si mesmo.

Com efeito, o principio de equivaléncia assegura que o observador em
queda livre no campo é um obsevador inercial para o qual o campo gra-
vitacional é localmente nulo. Alguns autores, dentre os quais pode-se citar
Einstein, Tolman, Landau e Lifchitz,[1] [2] [3] entre outros, interpretaram
esta anulagao local do campo gravitacional como uma impossibilidade de se
atribuir a densidade local de massa/energia contida no campo gravitacional
um significado fisico absoluto independente do observador, ou seja, do sis-
tema de coordenadas adotado. Assim, para estes autores, ao contrario da
matéria, em principio, a densidade de massa/energia gravitacional nao pode
ser expressa pela componente de um tensor uma vez que, neste caso, sendo
nula num sistema de coordenadas, serd nula em qualquer outro sistema de
coordenadas e nao apenas num sistema local inercial. Desta forma de acordo
com tais autores, é possivel definir apenas o que se convencionou chamar
de Pseudotensor momento - energia gravitacional ¥, quantidade nao tenso-
rial que, consistentemente com o principio de equivaléncia, pode ser anulado
num dado ponto do espago-tempo por uma transformagao de coordenadas
adequada. Neste aspecto a interacao gravitacional difere radicalmente de
todas as outras interacoes conhecidas, nas quais um tensor momento - e-
nergia local pode sempre ser definido, o que introduz uma dificuldade a ser
considerada em qualquer modelo que proponha um tratamento unificado das
interagoes.

A tnica grandeza para a qual, neste formalismo pseudotensorial, é possivel



em certos casos atribuir um significado fisico absoluto, é a massa/energia
global macroscopica de um dado sistema. Tal grandeza é definida usualmente
pela integral de volume em todo o espago da densidade total de energia 7,
uma densidade pseudoescalar que pode ser calculada em fungdao do campo
e suas derivadas e que inclui a contribuicao da matéria e do campo gravita-
cional, este ultimo propriamente dito conferindo o carater pseudoescalar da
grandeza. Por consideragoes fisicas, a massa/energia global de um sistema,
tal como foi definida, deve coincidir com a massa gravitacional total m ex-
perimentada por uma particula teste que realiza uma geodésica no infinito,
isto é, numa regiao suficientemente afastada do sistema, onde supoe-se que
o campo gravitacional é Newtoniano e o espaco é plano. Neste sentido, a
massa/energia global representa uma propriedade fisica que caracteriza a in-
teragao gravitacional entre o sistema e a particula teste e nao pode depender
do observador. De fato, em geral, 7% pode ser expresso como uma divergéncia
de um superpotencial gravitacional S/* de acordo com 7/ = S)¢, e, pela
aplicacao do teorema de Gauss, sua integral de volume pode sempre ser re-
duzida a uma integral do superpotencial sobre uma superficie no infinito que
engloba todo o sistema, de modo que seu valor depende apenas dos valores
assintoticos do campo e suas derivadas. Desta forma, em acordo com a inter-
pretagao fisica que confere a massa/energia global um significado absoluto,
dois sistemas de coordenadas distintos que tém o mesmo comportamento
plano assintético conduzirao ao mesmo valor para a massa total do sistema.
Por outro lado, esta dependéncia entre a massa total e os valores assintéticos
do campo restringe, via de regra, a aplicacao do formalismo pseudotensorial
aqueles sistemas de coordenadas nos quais a métrica e suas derivadas nao
divirjam no infinito, como os sistemas assintoticamente cartesianos, o que
constitui uma restrigao incompativel, no ambito da Relatividade Geral, com
um significado fisico realmente independente de coordenadas.

Embora o formalismo pseudotensorial tenha pretendido estabelecer a im-
possibilidade de se atribuir a densidade de massa/energia gravitacional um
significado fisico absoluto, varios autores posteriores, dentre os quais pode-se
citar Mgller, Komar, Feymann, Deser, Grishchuk, Petrov, Popov,[4] [5] [6]
[7] entre outros, num esforgo crescente para dar a energia gravitacional um
tratamento mais consistente, procuraram desenvolver métodos alternativos
nos quais as ambiguidades inerentes ao formalismo pseudotensorial pudessem
ser contornadas. Neste contexto, Moller [4] obtém uma expressao para a
densidade de energia na forma de um escalar tridimensional, a qual é ge-
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neralizada por Komar [5], ao considerar as cargas conservadas associadas a
invariancia da acao gravitacional com respeito as transformagoes gerais de
coordenadas. No entanto, nem todas as cargas de Komar tem uma inter-
pretacao fisica imediata, nao sendo possivel em geral, na auséncia de vetor
de Killing tipo tempo, identificar a carga que corresponde a energia. Numa
outra dire¢do, Feyman, Deser, Grishchuk, Petrov e Popov [6] [7] introduzem
um formalismo baseado na descricao da teoria de Einstein como uma teoria
de campo de spin 2 h*” dotado de auto - interagao que se propaga num espago
de fundo caracterizado pela métrica 7,,. Aplicando esta decomposi¢ao do
campo gravitacional a densidade da métrica g" = /—gg"” de acordo com
g = J/=y(y"™ + h*), estes autores contornaram o problema da nao li-
nearidade infinita da interacao gravitacional, obtendo para as densidades de
momento e energia gravitacional uma representacao tensorial com respeito
ao espago de fundo, o que permite dar a densidade de massa/energia gravita-
cional um significado fisico verdadeiramente independente de coordenadas.
No entanto, o tensor momento-energia de Deser, Grishchuk, Petrov e Popov
depende de calibre, podendo ser anulado por uma transformacao deste tipo.
Assim, as ambiguidades que caracterizam o cédlculo da densidade de ener-
gia gravitacional e que no formalismo pseudotensorial estao relacionadas a
dependéncia do pseudotensor com respeito ao sistema de coordenadas nao
sao eliminadas nesta nova prescricao, mas reaparecem sob a forma de uma
dependéncia de calibre do tensor momento-energia [17].

Mais recentemente, o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano da
Gravitacao possibilitou o aparecimento de novas e importantes formas de
abordar o problema da energia gravitacional, indentificando-a com a Hamil-
toniana gravitacional, seja calculando tal Hamiltoniana diretamente da La-
grangeana de Hilbert ou através da variacao da agao gravitacional com res-
peito a certas condigoes de contorno especificas, como na teoria de Hamilton-
Jacobi. A aplicagdo dos métodos Hamiltonianos ao célculo da energia re-
velou a importancia de se considerar explicitamente a liberdade que se tem
na definicao da acao gravitacional, a qual pode ser acrescida de termos de
superficie sem que as equacoes de movimento sejam alteradas. Estes termos
de superficie, que nao desempenham nenhum papel relevante em modelos
fechados, uma vez que neste caso a superficie que engloba todo o espaco
tem &area nula, de modo que todos os termos de superficie sao igualmente
nulos, mostram-se essenciais na obtencao da Hamiltoniana gravitacional que
descreve os espacos abertos, ja que agora tais termos nao sao necessaria-

9



mente nulos e contribuem, em geral, para a Hamiltoniana. Desta forma, ao
contrario do que ocorre em moddelos fechados, a Hamiltoniana gravitacional
para espacos abertos nao ¢ identicamente nula, mesmo com as condigoes de
vinculo satisfeitas, sendo a contribuicao nao nula correspondente aos termos
de superficie, o que permite identifici-los com certas cargas, em especial,
com a massa/energia do sistema gravitacional estudado. Uma caracteristica
comum aos métodos hamiltonianos aqui tratados é que a energia, repre-
sentada pela hamiltoniana, nao tem um significado absoluto, sendo sempre
especificada com respeito a um certo espaco de fundo de referéncia conve-
nientemente escolhido, tomado como nivel zero de energia e que nunca pode
ser eliminado, pois estd relacionado a ambiguidade da hamiltoniana, a qual
estd sempre definida a menos de termos de superficie arbitrarios. Tal ca-
racteristica contorna o problema que surge devido a possiveis contribuigoes
divergentes provenientes do espago de fundo de referéncia, esperando-se desta
forma resultados finitos e bem definidos. Outro aspecto importante é que, ao
identificar a Hamiltoniana com a energia do sistema, esta ultima fica definida
como um invariante escalar tridimensional, e portanto independe das coor-
denadas espaciais adotadas.

Durante as tltimas décadas o campo de aplicagoes dos formalismos Hamil-
tonianos ao célculo da energia em sistemas gravitacionais tem se ampliado
e diversificado, e sua consisténcia interna enquanto métodos de definicao de
energia tem sido testada em intmeros casos [9] [10] [11] [12] [18], de modo
que a-tualmente tais formalismos sao cada vez mais adotados como métodos
padrao em fisica tedrica para calculos em energia gravitacional. E neste sen-
tido que o presente trabalho pretende contribuir, ao estender e aprofundar
as aplicacoes dos métodos Hamiltonianos, que em geral fornecem resultados
consistentes quando aplicados a espacos assintoticamente planos, aos casos
de sistemas gravitacionais abertos cuja estrutura assintotica nao ¢ plana .

Assim, de acordo com a proposta desenvolvida para o presente trabalho,
pretende-se examinar em detalhe a consisténcia interna de alguns métodos
de definicao de energia em sistemas gravitacionais, tais como o formalismo
hamiltoniano para espagos abertos [8],a prescrigao de Deser, Grishchuk, Petrov
e Popova(DGPP) [6] [7] e o formalismo de Brown e York [9], no qual a hamil-
toniana é definida de maneira andloga a teoria de Hamilton-Jacobi, esten-
dendo sua aplicacao ao caso dos espagos que tendem assintéticamente aos
modelos abertos de Friedmann - Lamaitre - Robertson - Walker (FLRW),
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tomando como espaco de referéncia as proprias solugoes abertas de FLRW.
Estaremos interessados principalmente em aspectos relacionados a unicidade
dos resultados obtidos bem como a possivel ocorréncia de contribuicoes diver-
gentes que nao podem ser eliminadas, revelando desta forma possiveis incon-
sisténcias que nao aparecem em outros casos conhecidos na literatura, como
as solugoes assintoticamente planas ou assintoticamente anti-de Sitter [8] [10]
[11]. Em especial, pretende-se deduzir a hamiltoniana das solucoes assinto-
ticamente FLRW aberto, isto é, a hamiltoniana que conduz as equacoes cos-
moldgicas corretas para esta importante classe de solugoes. Por outra parte,
uma vez obtida tal hamiltoniana, sera possivel classificar as solucoes assin-
toticamente FLRW aberto conforme suas energias com respeito ao espaco
de referencia de FLRW, estabelecendo desta forma as condigoes que devem
obedecer o conjunto degenerado de solugoes cosmologicas assintoticamente
FLRW aberto cujos niveis de energia sao iguais ao do espago de referéncia.
Outro objetivo importante é verificar em que medida o formalismo de Brown
e York é aplicavel a modelos sem vetor de Killing tipo tempo, como é o caso
das solucoes assintoticamente FLRW .

Para cumprir os objetivos propostos o presente trabalho foi estruturado
da seguinte maneira:

No capitulo I, dentro de uma abordagem bastante geral, o formalismo
hamiltoniano da gravitacao é desenvolvido e os problemas referentes a gene-
ralizacao deste formalismo para espacos abertos sao minuciosamente exami-
nados, mostrando que a inclusao de certos termos de superficie na hamiltoni-
ana ¢ uma condicao essencial para que as derivadas funcionais da hamiltoni-
ana de espagos abertos possam ser definidas e, consequentemente, para que
as equacgoes de movimento possam ser estabelecidas. Partindo da hamiltoni-
ana para espagos fechados, tais termos de superficie serao exibidos no sistema
de coordenadas tipico do formalismo 3 + 1, onde serao consideradas as con-
tribuicoes do campo gravitacional e do fluido de matéria. Uma definicao
consistente de energia para sistemas gravitacionais assintoticamente planos
pode ser obtida considerando a parte nao nula da hamiltoniana correspon-
dente aos termos de superficie.

No capitulo IT serao deduzidas as formas assintéticas gerais das solugoes

assintoticamente a FLRW aberto, onde serao considerados os casos de cur-
vatura nula ( k = 0 ) e negativa ( k = -1 ). Para tal, serdo estabelecidas
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primeiramente as formas assintéticas particulares das solugoes tipo Tolman
que tendem assintoticamente a FLRW aberto. Em seguida, partindo destas
formas assintéticas particulares e usando um procedimento geral que sera de-
talhadamente descrito, as formas assintéticas gerais requeridas sao obtidas.

No capitulo III, usando as formas assintéticas gerais estabelecidas an-
teriormente, a hamiltoniana das solugoes assintéticamente FLRW aberto é
exibida, abrangendo os csos k = 0 e k = -1. Serao descritas em detalhes as
manipulagoes algébricas que conduziram ao resultado obtido, o qual constitui
um dos objetivos centrais da presente dissertacao. Uma vez dada tal hamilto-
niana, sera possivel obter as condigoes que definem o conjunto degenerado de
solugoes cosmologicas assintoticamente FLRW aberto cuja energia é a mesma
do espaco de referéncia de FLRW, permitindo identificar, dentre as solucoes
assintoticamente FLRW aberto, aquelas que ocupam o nivel fundamental
correspondente ao estado de menor energia, ou seja, ao nivel zero de ener-
gia. Em particular verifica-se que as solugoes tipo Tolman assintoticamente
FLRW aberto pertencem a esta categoria. Serao também obtidas as cargas
conservadas correspondentes as isometrias das solucoes abertas de FLRW.

No capitulo IV serd descrito em detalhes um novo e importante forma-
lismo introduzido por Derser [6] e posteriormente generalizado por Grishchuk,
Petrov e Popova [7], no qual, em lugar da interpretacdo geométrica esta-
belecida pela Relatividade Geral, a gravitacao é tratada como numa teoria
de campo usual, onde o campo gravitacional é representado por um campo
tensorial que se propaga num espaco de fundo matemético cuja geometria é
previamente fixada, e portanto independente do campo gravitacional, e que
obedece a equagoes de campo especificas. Através destas equacoes de campo
é possivel verificar de forma explicita como se da o complexo processo de
auto-interagao do campo gravitacional consigo mesmo, o que permite definir
o tensor momento-energia gravitacional, um verdadeiro tensor com respeito
ao espaco de fundo, mas que depende de calibre, como foi mencionado anteri-
ormente. Este tensor momento-energia sera usado na deteminagao da energia
total dos sistemas gravitacionais estudados nos capitulos anteriores, como as
solucoes assintoticamente planas e, generalizando o formalis-mo para espagos
de fundo arbitrarios, as solucoes assintoticamente FLRW aberto, tomando
como espago de fundo as respectivas solugoes assintédticas. Os resultados
obtidos serao confrontados com aqueles fornecidos para os mesmos casos pe-
los diversos métodos aqui tratados, e com aqueles que resultam da aplicacao
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do formalismo DGPP a solugoes com diferentes estruturas assintoticas.

No capitulo V o calculo da energia das solugoes tipo Tolman assintéticamente
FLRW aberto é efetuado usando um formalismo quase local recentemente
introduzido por Brown e York [9] no qual a hamiltoniana é definida pela
variacao da acao gravitacional com respeito a certas condigoes de contorno,
de modo analogo a teoria de Hamilton - Jacobi. A deducgao da férmula de
Brown e York serd feita gradativamente, enfatizando em cada etapa como a
definicao da energia quase local corresponde a uma genaralizagao relativistica
dos conceitos usados na teoria classica de Hamilton - Jacobi. Os resultados
serao confrontados com aqueles obtidos para o mesmo caso usando o for-
malismo hamiltoniano para espacgos abertos e com os resultados relativos a
aplicacao do método de Brown e York a outros casos de modelos abertos
conhecidos na literatura, como os espacos assintoticamente planos e assin-
toticamente anti - de Sitter[9] [11]. O céalculo permitird verificar a ocorréncia
ou nao de discrepancias quando o método de Brown e York é aplicado a
solucoes que, ao contrario das solucoes anteriormente citadas, nao tém ve-
tores de Killing tipo tempo.

A 1ltima parte contera alguns comentarios e conclusoes acerca dos re-
sultados obtidos, procurando atribuir aos mesmos uma interpretacao fisica
consistente e propondo novas aplicacoes que podem levar a resultados nao
triviais.
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2 A Hamiltoniana de Sistemas Gravitacionais
Abertos

Em qualquer teoria dinamica, como as teorias hamiltonianas, é essencial que
o parametro t que descreve a evolucao temporal dos campos possa ser dis-
tinguido de todas as outras varidveis, tais como as coordenadas espaciais z*
ou mesmo as coordenadas canonicas que descrevem o sistema. De fato, so-
mente apos ter identificado de forma univoca a variavel que faz o papel do
tempo, as equacoes dinamicas podem ser estabelecidas, relacionando a taxa
de variacao dos campos respeito a tal parametro temporal com as derivadas
funcionais da hamiltoniana.

No caso especifico dos sistemas gravitacionais, é possivel separar o tempo
das outras variaveis aplicando-se o formalismo 3 4+ 1 no qual o espaco-tempo
da Relatividade é decomposto em espacgo e tempo, ou seja, quando a totali-
dade espaco-temporal é fatiada ou, como se diz, folheada por um conjunto de
hipersuperficies espaciais de simultaneidade ¢t = ¢**, onde t é um parametro
temporal definido arbitrariamente, assim como as coordenadas espaciais
definidas em cada hipersuperficie. Observa-se que, neste formalismo 3 + 1,
a teoria é covariante apenas sob transformacoes puramente espaciais de co-
ordenadas, isto é, transformacoes que nao envolvem a varavel temporal t, de
modo que tal parametro adquire na teoria um papel nitidamente distinto das
variaveis espaciais. Uma escolha adequada para o sistema de coordenadas
no formalismo 3 + 1 é aquela na qual o observador ' = C'* comovente
com as hipersuperficies t = c'® é ortogonal as mesmas pois neste caso, como
se pode verificar, go; = 0. Pode-se simplificar ainda mais escolhendo um
referencial sincronico no qual goo = —1 de modo que a coordenada tempo-
ral é definida pelo tempo proprio do observador. No entanto, designando
por X as coordenadas deste observador ortogonal e sincronico observa-se
que, para uma folheacao arbitrdria, na qual as hipersuperficies t(X®) = ¢
sao definidas como funcoes arbitrarias de X, a linha de universo do ob-
servador comovente nao coincide necessariamente com a normal as hipersu-
perficies t = . Assim, denotando as equacoes das hipersuperficies t = %
na forma paramétrica de acordo com {X*(x% )}, onde z* sao coordenadas
espaciais definidas arbitrariamente sobre as hipersuperficies pelas equagoes
paramétricas, pode-se afirmar que o vetor deformacao X® = 8(;(—; tangente a
linha de universo 2° = C* do observador comovente tem, em geral, compo-
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nentes ao longo do unitdrio normal u® & hipersuperficie t = ¢ e ao longo de
seus vetores tangentes X ¢ de modo que:

X® = Nu”+ N'X¢ (1)

onde as funcoes N e N’ chamadas respectivamente lapso e deslocamento
designam as componentes de X, Interpretando as equagoes paramétricas
{X(2%,t)} como uma relagao entre as coordenadas X e as coordenandas
arbitrarias (2°,t) e usando as férmulas usuais de transformagao de tensores
pode-se exprmir o tensor métrico em termos destes parametros arbitrarios

obtendo-se: 5
gir. = X,Oi[X,kgaﬁ

Jip = X,?Xﬁgaﬁ =N; (2)

Joo = XaXﬂgag = —N? + N;NY,
ja que por defini¢ao, usu® = —1 e u, X = 0, sendo os indices espaciais
abaixados ou levantados pela trimétrica g.,. Desta forma, em termos das co-

ordenadas arbitrarias (z’,t) que caracterizam a folheacao a que se submeteu
0 espaco - tempo, o tensor métrico pode ser expresso como:

ds® = —N?dt* + gy (N'dt + da*)(N*dt + dz®). (3)
onde agora omitiu-se a linha em g;;.

Partindo desta métrica, o escalar de curvatura R pode ser calculado em
termos das funcoes N , N, g e suas derivadas resultando para a acao de
Hilbert, a menos de divergéncias totais, a expressao:

_ _ e o2 |3 3
s /Mfdt /MN\/g(KZ]K K2+ *R)dadt. (4)

Nesta tltima expressao g = detgy, e K = ¢;; KV, onde K;; sao as com-
ponentes espaciais do tensor de curvatura extrinseca K, que determina
o modo pelo qual as hipresuperficies t = C%* estao curvadas com respeito
ao espago-tempo quadrimensional que as envolve. Tal curvatura extrinseca
pode ser completamente caracterizada pela variacao u, s do unitdrio nor-
mal a hipresuperficie quando se desloca através do transporte paralelo ao
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longo de seus vetores tangentes, ou seja, projetando esta variacao sobre a
hipresuperficie. Desta forma K, pode ser definido como:

1 (e}
K, = —§huhfu<anﬁ> (5)

onde hy; = 0,y +u“u, € o projetor sobre as hipresuperficies ¢ = C'e. Partindo
desta expressao, K, pode ser calculado usando a solugao (3) do formalismo
3 + 1 e notando que o unitario u,, definido pela condi¢ao de normalizagao
9" uu, = —1, é dado por u, = —N§2. Assim, a defini¢do (5) leva ao
resultado:

1.
Kij = —ugiy = =N = —5510i = Ny, (©6)

para as componentes espaciais de K, onde o simbolo (;) designa a derivada
covariante com respeito a trimétrica g;., o ponto a derivada com respeito ao
parametro t e usou-se a relacao Riemaniana entre as conexoes 4F?j e o tensor
meétrico g, dada por:

Y =1/29(gni j + 9j i — 9ij A)- (7)

Da mesma forma, a quantidade 3R = ¢** 3R!;, ¢ o escalar de curvatura das
hipresuperficies cujo tensor de curvatura é 3R, , sendo a acao definida
numa certa regiao M do espago-tempo.

De posse da densidade de lagrangeana £, as densidades de momento P,
P! e 77 canonicamente conjugados as coordenadas N, N; e g;; que desig-
nam o tensor métrico podem ser definidas de forma habitual em termos das
derivadas funcionais de £ resultando:

_ 5L _

P:W—O,

i 8L _

PZ&Ni_O’ (8)

il = 3L — (g — KT),

0Gij

Na tltima equagao usou-se a relagao (6) que permite expressar K em fungao
de g;;. Surgem, desta forma, os vinculos primdrios P = 0 e P* = 0. Constru-
indo em seguida a densidade de hamiltoniana H como usualmente obtem-se,
omitindo as divergéncias totais:

H:Wijgi]’—f:NuHua (9)
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onde N, = (N, N;) e H* é dado por:

HO — Gabcdﬂ_abﬂ.cd o \/g 3R
(10)
H! = —27Tf,’§

com Gapeq = % g_l/ 2 [GacOba+ GadGve — Javged)- Neste célculo usou-se as equagoes
(6) e (8) que permitem exprimir ¢;; e K/ em termos das varidveis canonicas
gij e ™. A condi¢gao de conservagao dos vinculos primdrios resulta nos
vinculos secunddrios H° = 0 e H' = (0 que por sua vez se conservam
identicamente de modo que a hamiltoniana gravitacional, tal como foi cal-
culada, é identicamente nula, resultado tipico de teorias invariantes por
reparametrizacao temporal. Da mesma forma, as funcoes N e N; podem
ser reconhecidas como multiplicadores de lagrange e corresdpondem, na lin-
guagem da Relatividade Geral, a arbitrariedade na escolha das componentes
gop do tensor métrico. Observa-se também que, assim como as componentes
Gf = 0 das equagoes de Enstein no vdcuo, os vinculos H* = 0 nao contém as
derivadas segundas com respeito ao tempo da trimétrica g;,. De fato, usando
a solugao 3 + 1 e a definigdo de 7 dadas em (3) e (8), verifica-se que os
vinculos (10) podem ser obtidos de Gfj = 0, quando estas tltimas relagoes
sao expressas nas variaveis canonicas definidas no formalismo 341.

A fim de estabelecer as equacoes de hamilton para este sistema, as quais
devem conduzir as equacoes de Einstein, é necessario calcular as variacoes
da hamiltoniana gravitacional Hg dada agora por

He = /H &Pr = /NMH“d% (11)

com respeito as varidveis candnicas g;; e 7 que, como pode ser deduzido
da discussao anterior, constituem as verdadeiras variaveis dinamicas da teo-
ria. Uma condicao essencial para que estas variagoes possam ser definidas e,
portanto, para que se possa estabelecer as equacoes de movimento na forma
hamiltoniana usual,

gij = [Qiij] = 56771—211
(12)

il = |71l H] = _ggf;f_j,

determina que a variacao 0 H da hamiltoniana gerada por variacoes arbitrarias
no espaco de fase possa ser expressa na forma de uma diferencial funcional
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exata com respeito as variaveis canonicas de acordo com

onde, por definigao, os coeficientes AY e B;; sao as derivadas funcionais da
hamiltoniana com respeito as variaveis canonicas:

ij _ O0H
AY = bgij°
. (14)
B” — Smid

Examinando as expressoes que definem os vinculos H° e H® pode-se notar
a presenca de termos que dependem nao s6 de g;; e 7/ mas também de suas
derivadas até 2% ordem. Consequentemente, para o calculo das derivadas
funcionais é necessario integrar por partes todos aqueles termos que contém
as variagoes das derivadas dos campos dando origem assim a divergéncias
totais que podem ser transformadas em integrais de superficie. Desta forma,
considerando a hamiltoniana gravitacional (11) resulta que:

5HG = f (A”ég” + Bij(;ﬂ'ij)dgﬂi

57 I P SIGTH (NS g, — N xdgij) (15)

T 16w
— fB d2Sl[2Nk(57rkl + (QNijl — Nlﬂjk)égjk]

onde d*S; = %eljkd:cj A dz* é o elemento de 4rea de uma superficie B no
infinito que envolve todo o espaco, €, 0 tensor tridimensional completamente
antisimétrico e G = 1/2¢/2(g*g?' + g'lg’F — 2¢" g*), é a inversa do fator
Gliji definido em (10), ou seja, GG ped = 55&. Se os termos de superficie sao
identicamente ou assintoticamente nulos, § Hg satisfaz a condi¢ao (13) e suas
derivadas funcionais podem ser definidas. Consequentemente as equacoes de
Hamilton podem ser estabelecidas, resultando:

gij = Bij 7 = —AY (16)

onde os coeficientes AY e B;;, que representam as derivadas funcionais da
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hamiltoniana, sao dados por:

A9 = Ng"?[PRY —1/2 *Rg"] —1/2Ng " 2g¥mm®® — 1/2m%|+

2Ng_1/2 [Wikﬂi —1/2779] — g'/? [Nt — gijN;C‘f]
(17)

)

+[N* 7], — 27T’“(Z'N;j,)C

Bij = Ng™212m; — gim] + Ni ),

com T = gupm ™, sendo os indices i e j simetrisados, como indica o parénteses

. De acordo com este ultimo resultado, a primeira das equacoes de Hamilton
(16), que exprime as velocidades generalizadas ¢;; em funcdo dos momentos
7k é equivalente & definicao (6) da curvatura extrinseca, o que pode ser veri-
ficado substituindo-se a relaciao (8) entre 7% e K. J4 a segunda equacio,
assim como as componentes G = 0 das equagoes de Enstein no vécuo, con-
tem as derivadas segundas com respeito ao tempo da trimétrica g;;. De fato,
usando a solugao 3 + 1 e a definicao de 7 dadas em (3) e (8), verifica-se
que esta equagao pode ser obtida de Gé» = 0, quando estas ultimas relagoes
sao expressas nas variaveis canonicas definidas no formalismo 341. Desta
forma, pelo menos quando os termos de superficie podem ser descartados, as
equagoes de Hamilton (16) junto com os vinculos H* = 0 definidos em (10)
sao equivalentes ao conjunto das dez equagoes de Enstein no vécuo, G}, = 0.

Se acrescentarmos a contribuicao do fluido de matéria irrotacional a hamil-
toniana, outros termos de superficie podem surgir. Para efeito de calculo,
consideremos um fluido de poeira constituido de paticulas de massa m cujo
movimento é dado pela quadrivelocidade 7,(z). Sendo um quadrivetor ir-
rotacional, 77, pode ser definido a partir de um potencial x de acordo com:

X7
Ny = _#7 (18>

A lagrangeana que representa este tipo de fluido é conhecida na literatura

sendo dada por:

n
Ly =— —49% <m2 + X,uX’M>a (19)

onde n ¢ a densidade de paticulas do fluido e *g = detg,,, = N?g. De fato,
considerando a variacao desta lagrangeana com respeito as coordenadas n, y
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e g™ que descrevem o fluido e seu campo gravitacional, encontra-se:

UM =0 = m?+ x X" =0,
o5 =0 =[]y, =0 (20)

_ 2 0Ly __
T,LLI/ - \/7_49 Sghv nmn;ﬂh

A primeira equacao pode ser identificada com a condi¢ao de normalizacao
da quadrivelocidade n,n* = —1. Como se pode observar, esta condigao
torna a lagrangeana identicamente nula se xy é uma solucao das equacoes de
movimento. A segunda equagao expressa a lei de continuidade, associada a
conservacgao do numero de paticulas do fluido. Estas sao propriedades gerais
validas para qualquer fluido. Entretanto, a terceira equacao fornece para
o tensor momento - energia T, = pn,n, onde p = nm é a densidade do
fluido, o que corresponde precisamente ao tensor momento - energia de um
fluido de poeira de densidade p como se queria demonstrar. O momento
wX canonicamente conjugado a y pode ser definido como usualmente, pela
variacao da lagrangeana com respeito a y, resultando:

0Ly ng1/2 . ;
X = M — Nix, ). 21
T T Nm (X X7) (21)

As derivadas temporais e espaciais de y nao sao independentes, mas estao
relacionadas pela condigao de normalizacao da quadrivelocidade n,n* = —1.
Usando este vinculo encontra-se :

X = N'xi + N(xax' +m?)2 (22)

Substituindo esta ltima relagdo em (21) obtem-se finalmente:

o 1/2

X = ng'/? <Xm>§ + 1) . (23)
A hamiltoniana H,; do fluido de poeira caracterizado pelo potencial x pode
ser calculada como usualmente a partir da lagrangeana L); de acordo com
Hy; = mXx — Lj;. Como foi demonstrado acima, de acordo com as equagoes
de movimento, a lagrangeana L,; ¢ identicamente nula, sendo y relacionado
as suas derivadas espaciais x; pela condicao de normalizacao 7,n“ = —1 do
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unitario normal como em (22). Considerando estes resultados obtem-se para
a hamiltoniana dos fluidos de poeira:

Hy = Nix X 4+ NoX[x e’ + m2)Y2, (24)

Notando que, assim como a hamiltoniana gravitacional, H); depende das
derivadas dos campos, de sua variagao com respeito a y surgem os seguintes
termos de superficie:

§Hyr = [ (Adx + BSm\)dPz + §5 d2S) N, x'ox(m? + x.ax'") /2
(25)
+ 5 dQSlNlWX5X,

onde os coeficientes A e B representam as derivadas de Hj; com respeito
as variaveis canonicas. Numa teoria completa envolvendo o campo gravita-
cional e a matéria, tais termos de superficie devem ser acrescentados a (15).

Assim, devido a presenca dos termos de superficie, verifica-se que, em
geral, as variagoes 0 Hg e 0 Hy; das hamiltonianas gravitacional e de matéria
tal como sao usualmente definidas nao satisfazem a condicao anteriormente
exigida segundo a qual a variagao da hamiltoniana deve ser expressa na forma
de uma diferencial funcional exata como em (13). Consequentemente, as
derivadas funcionais das hamiltonianas dadas nao podem ser definidas de
modo que, partindo destas hamiltonianas, nao é possivel, em geral, esta-
belecer as equacgoes de movimento, a nao ser que os termos de superficie
sejam todos identicamente ou assintoticamente nulos, como ocorre em mod-
elos fechados. Desta forma, H deve ser modificada de algum modo para que,
também no caso de modelos abertos, as equacoes de hamilton possam ser es-
tabelecidas. De fato, em modelos fechados, ou seja, sem estrutura assintotica,
os termos de superficie sao identicamente nulos uma vez que neste caso a su-
perficie B que engloba todo o espago se reduz a um ponto de area nula,
sendo H = Hg + H); a hamiltoniana correta, ja que sua variacao obedece a
condicao (13). Para espagos abertos, todavia, tais termos de superficie nao
se anulam necessariamente pois dependem de maneira crucial da estrutura
assintotica dos campos e nao podem, em geral, ser eliminados.

Uma vez que toda hamiltoniana esta definida a menos de termos de su-

perficie arbitrarios, pode-se obter a hamiltoniana correta para modelos aber-
tos definindo uma nova hamiltoniana estendida Hg que difere de H por certos
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termos de superficie cuja variacao anule os termos de superficie que aparecem
em (15) e (25) de modo que Hg pode ser expressa na forma exigida,

Assim, definindo

0Hs = [[2N*7" — N'7® — N G*")gay + NG 0 gape 4+ 2N;0m"|ds,

— $5 SN S (m? + xaxt) V2 — $5 d2S Nim, b,
(27)
e observando que d Hg satisfaz as condigoes requeridas ou seja, sua variagao
¢é igual e contraria aos termos de superficie gerados por Hg e H);, pode-se
estender o formalismo hamiltoniano para espagos abertos partindo da hamil-

toniana
Hy=H+ Hg (28)

onde Hg representa certos termos de superficie cuja variagao é dada por (27).
A hamiltoniana Hg se reduz a H para espacos fechados, uma vez que neste
caso Hg ¢é identicamente nulo. Para modelos abertos, todavia, nada pode ser
afirmado 7 a priore 7, sendo necessario calcular Hg em cada caso a partir
das condicoes assintoticas dos campos estabelecidas sobre a superficie em que
Hg é definida. Outro aspecto importante é que tal procedimento, a saber,
a adicao de termos de superficie a hamiltoniana, ainda que nao altere as
equacoes de movimento, modifica o valor da hamiltoniana, que deixa de ser
identicamente nula se Hg # 0 mesmo na superficie de vinculo que contem as
trajetorias classicas fisicamente possiveis para os sistemas gravitacionais.

Uma vez que a hamiltoniana, em geral, representa a energia do sistema,
pode-se obter uma definicao consistente de energia gravitacional em espagcos
abertos identificando-a com a parte nao nula da hamiltoniana correspon-
dente aos termos de superficie. Para examinar a validade desta definigao
de energia consideremos a forma assintética assumida por qualquer solugao
assintoticamente plana em coordenadas assintoticamente cartesianas:

m T;Tg

m
1— —)dt® + (6 + —
) +<k+87r

dS?

r—oo _(

Yda'da® (29)

mr 73

onde r? = §;x'2* e m é o parametro que caracteriza a solucao de Schwarzschild,

o qual pode ser interpretado como a massa gravitacional total experimentada
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por uma particula teste que realiza uma geodésica no infinito sob a acao deste
campo e que deve coincidir com a massa total contida no interior de uma su-
perficie no infinito que engloba todo o espago. Como se pode notar de (15), o
conjunto completo de condigdes assintéticas envolve, além de (29), as formas
assintéticas de 7 e das funcoes N e N'. Para as solucoes assintoticamente
planas estas condigdes assintdticas sao dadas por [8]:

N~1-0(1) (30)
Nt~ =L

Com estas formas assintdticas gerais, o unico termo de superficie em (15)
que nao ¢ identicamente ou assintoticamente nulo é aquele dado por:

S—— 7{ NG5 goped?si, (31)
B

onde o sfmbolo || designa a derivada covariante com respeito as conexaes I'f;,
tal como expressas no sistema de coordenadas assintoticamente cartesiano
definido em (29). Ainda de acordo com as mesmas condiges assintdticas,
verifica-se desenvolvendo a expressao acima que os termos que contém as

conexoes ', bem como as pertubagoes AG® do fator G com respeito
o abcl
ao seu valor constante (' no espaco de fundo plano nao sobrevivem, sendo

assinto-ticamente nulos, de forma que, neste sistema de coordenadas assin-
toticamente cartesiano, S se reduz a:

o abcl

S =— G 5gab,cd23l- (32)
B

onde agora a derivada covariante foi substituida pela derivada simples. Caso
estivéssemos considerando um sistema de coordenadas arbtrario, a virgula

deveria ser substituida pelo ponto e virgula, que denota a derivada covariante
o abcl

com respeito ao espaco de fundo. Usando a definicao de (G  ainda se pode
escrever:

S = —% 5ik(5gil7k - 5gik7l)d28l = —5% 6““(91»1,;6 — gik,l)d251- (33)
B B

Este termo é de ordem zero, portanto contribui com uma quantidade finita e
nao pode ser descartado. Consequentemente, de acordo com o procedimento
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geral adotado no célculo da hamiltoniana de espagos abertos, a hamiltoniana
das solucoes abertas assintoticamente planas é dada por:

Hyp=H+F (34)

onde E é um termo de superficie cuja variacao é igual e contraria a da
hamiltoniana H sendo dado, de acordo com (33), por:

E= }é 5™ (guk — gina)d*s. (35)

Como se pode verificar, a adicao deste termo de superficie assegura que a
variacao 0 Hg da nova hamiltoniana é uma diferencial funcional exata das
variaveis canonicas, tal como expresso pela condigao (13). Substituindo a
forma assintdtica (29) na ultima expressdo obtem-se finalmente o impor-
tante resultado Hg = E' = m. Observa-se que, de acordo com (35), a qual
¢ valida em coordenadas cartesianas, para o espaco plano, Hgp = E = 0.
Desta forma, o método hamiltoniano fornece a energia da solucao assintotica
dada com respeito ao seu préprio espaco assintético tomado como nivel de
referéncia zero de energia.

Fica demonstrado desta forma que, pelo menos para espacgos assintoti-
camente planos, é possivel identificar os termos de superficie nao nulos da
hamiltoniana de espagos abertos com a massa/energia total do sistema. Seria
interessante prosseguir nesta investigacao estendendo a aplicacao do método
hamiltoniano a solugoes abertas nao assintoticamente planas, como ja foi feito
para as solucoes assintoticamente anti - de Sitter [10] a qual, no conjunto
de solucoes das equacgoes de Einstein com constante cosmoldgica negativa,
desempenha um papel andlogo a solu¢ao plana para A = 0, pois contem o
maior nimero de simetrias de sua classe de solucoes. Na presente dissertacao
estaremos interessados em aplicar o formalismo hamiltoniano as solugoes cuja
estrutura assintotica sao os espagos abertos de FLRW, determinando suas
energias com respeito as solucoes de fundo de FLRW bem como a hamilto-
niana que representa esta importante classe de solucoes, o que sera tratado
nas proximas segoes.
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3 Formas Assintéticas GGerais das Solucoes que
Tendem a FLRW Aberto

3.1 As Solugoes de Tolman Assintoticamente FLRW
Aberto

O objetivo deste capitulo é estabelecer as condicoes assintéticas mais gerais
possiveis para uma importante classe de solucoes cosmologicas, a saber, as
solugoes que tendem assintoticamente aos modelos abertos de Friedmann -
Lamaitre - Robertson - Walker, aqui designados por FLRW, os quais sao
considerados modelos padrao em Cosmologia. Como foi visto no capitulo
anterior, onde se discutiu o formalismo hamiltoniano para espagos abertos,
tais formas assintoticas gerais serao essenciais na obtencao da hamiltoniana
que representa esta importante classe de solugoes, o que constitui um dos
objetivos centrais da presente Dissertacao .

Para determinagao das referidas formas assintoticas gerais pode-se par-
tir de uma classe conhecida de solugoes cosmologicas que tendem assintot-
icamente a FLRW aberto, calculando-se as formas assintéticas particulares
destas solucoes. Em seguida, considerando que qualquer variacao na forma
funcional de um campo tensorial, com respeito a um dado sistema de coor-
denadas, que represente uma solugao possivel das equagoes de movimento é
expressa pela derivada de Lie deste campo ao longo do descriptor e*(z),
caracteristico de cada variagao, e que a classe de solucoes estudada tem
uma estrutura assintética definida - as solugoes abertas de FLRW - pode-
se obter a forma funcional geral das solugoes assintoticamente FLRW na
regiao assintética aplicando a solugao assintoticamente FLRW particular es-
colhida - e portanto a sua forma assintotica - a derivada de Lie ao longo
dos vetores de Killing Qb correspondentes as isometrias das solugoes abertas
de FLRW. De fato, atuando ao longo dos vetores de Killing Q_};b a derivada
de Lie mapeia a solugao particular g,, () numa nova forma funcional geral
9 () = gu(z) + £ 5angV(x) que seguramente ¢ assintoticamente FLRW

aberto uma vez que os vetores de Killing Qt;b, na condicao de geradores de
isometrias, nao atuam sobre a solugao de fundo de FLRW, que se mantém in-
variante sob tal transformagao, mas apenas sobre suas perturbagoes (formas
assintéticas), de modo que a forma assintética particular h,,(z) é mapeada
numa nova forma funcional geral h,, (z) = hy(z) + £z hy(z) fornecendo
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assim as expressoes assintéticas mais gerais possiveis que as solucoes assin-
toticamente FLRW aberto podem assumir com respeito ao sistema de coor-
denadas dado.

Assim, de acordo com o procedimento geral exposto acima para a obtencao
das formas assintéticas gerais de FLRW, pode-se adotar como solugao cos-
moldgica conhecida um elemento arbitrario da classe de solugoes tipo Tolman
que tendem assintoticamente a FLRW aberto. Em termos mais especificos,
as solugoes tipo Tolman representam um fluido de poeira nao estéatico dotado
de simetria esférica p(r,t) sendo portanto uma generalizacao das solugdes nao
estaticas de FLRW que correspondem ao caso homogéneo p(t) as quais, em
coordenadas esféricas (t,7,0,¢) podem ser expressas como:

ds® = —dt* + (1 — kr®)'a?dr® 4 a®r?(d6* + sen®0dp?) (36)
onde k = —1,0,1 e a(t, k) é o fator de escala nao estético que caracteriza
as solugoes de FLRW. Dos tres tipos de solugoes, os casos k = -1,0 podem

representar modelos abertos enquanto o caso k = 1 é necessariamente do tipo
fechado. Quanto as solugoes de Tolman podem ser expressas na forma [3]:

ds* = (14 f) ' R?dr* + R*(d0* + sen®*0d¢?) — dt?, (37)
sendo a densidade p(r,t) dada por

F/
8rp(r,t) = Rz (38)

Nas expressoes acima f(r) e F(r) sdo duas fungoes esfericamente simétricas
obtidas por integracao das equagoes de Einstein e R(r,t) é uma fungao que
satisfaz a equacao de movimento

R*—R'F =1, (39)

onde a linha representa derivacao com respeito a r e o ponto com respeito a
t. Como a métrica tem assinatura definida, f(r) deve satisfazer a condigao
f > —1. Desta forma, assim como o parametro que define as solucgoes de
FLRW, f(r) pode ser negativa, positiva ou nula o que permite, ainda em
analogia com as solucoes de FLRW, escolher a coordenada radial r de modo
que f(r) = —kr? (k =-1,0,1 ). Para cada caso a equagao de movimento (39)
admite solugdes especificas para R(r,t) que, como as solu¢oes de FLRW,
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podem ser excpressas na forma paramétrica com o auxilio de um parametro
1. Para F' # 0 estas solugoes sao dadas por:

R:% ,t—u(r)zzfg/z[senhn—n] (f >0),

coshn —1

_ _F 40
R=5"p5 (40)

1—cos77} ) t—u(r):mg/z)[n—senn} (f <0),

R = (9/4F)" 3t —u(r)]/* (f =0),

onde u(r) é uma terceira fungao esfericamente simétrica obtida por integragao
de (39). A fim de garantir a positividade de p, bem como de t e R, F e sua
derivada F’ devem satisfazer as condicoes F' > 0, F/ > 0. O caso F =0

completa o conjunto de solugoes admitidas pela equacao de Tolman (39):

R= f"2lt—u(r)] (f>0),
(41)
R=u(r) (f=0).
Observa-se que as solugoes de Tolman correspondentes a F' = 0 representam
o vacuo de Minkowski uma vez que neste caso p = 0 e a métrica de Tolman
pode ser reduzida por uma simples transformagao de coordenadas a forma
Minkowskiana
ds* = dr?® + r*(d6* + sen®0d¢?) — dt*. (42)
Jé as solugoes de Tolman com F' # 0 representam espacos abertos ou fecha-
dos conforme f > 0 ou f < 0 respectivamente. Desta forma, é possivel
encontrar solugoes tipo Tolman contendo vacuos estaticos ou em expansao e

que tendem assintoticamente a FLRW aberto como demonstraram Bonnor e
Chamorro [13].

Comparando as solugoes de FLRW (36) e de Tolman (37) pode-se veri-
ficar facilmente que a condicao necessaria e suficiente para que uma solucao
de Tolman seja assintoticamente FLRW aberto consiste em admitir para a
fungao de Tolman R(r,¢) uma expansao do tipo:

FR) | gtk

o,
r 72

R(r,t,k) =ra(t, k) |1+ (43)

onde, considerando apenas as solucoes abertas de FLRW, k = -1 |, 0. As
expansoes correspondentes as derivadas de R podem ser calculadas direta-
mente por derivacao de (43). Partindo destas expansoes, é possivel calcular
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as formas assintéticas das solucoes tipo Tolman que tendem a FLRW aberto.
Conforme o procedimento geral estabelecido, aplicando sobre estas formas
assintoticas particulares as derivadas de Lie ao longo dos vetores de Killing
C;b obtem-se as formas assintOticas gerais para qualquer solucao assintotica-
mente FLRW aberto. Os vetores de Killing dos espagos abertos de FLRW
sao conhecidos na literatura sendo dados por [10]:

Cla3) = —sengb% — cotg@cos,(ba% (44)

&31) = cosqb% — cotg@sengb%

- P 1—kr2)1/2 P 1—kr2)/2 send 8
gy = (1 — kr?)2senfleospZ + (A=) = - ) cosfcosps; — (A=kr?) 77 - ) iinﬁa@

&24) _ (1 _ kr2)1/2sen98en¢% + (kkiz)l/zcosgsenasa% 4 (1fk:2)1/2%8@¢

Gy = (1= k) Pocsd . - O gy

(45)
Os vetores de Killing listados em (44) sao geradores de simetria de rotagao
enquanto que os listados em (45) sdo geradores de simetria de translagao.
Como as estruturas assintoticas dependem do parametro k os casos k = -1 e
k = 0 serao tratados separadamente.

3.2 OCasok =0

Neste caso a solucao de Tolman toma a forma:
ds* = R™*dr* + R*(d6* + sen*0d¢*) — dt?, (46)
Na regiao assintotica a solucao pode ser expressa como:
G =9y (47)

onde éuv designa a solu¢ao de FLRW (36) com k = 0 e h,, a forma assintdtica
da solugao de Tolman escolhida. Substituindo a expansao (43) em (46) re-
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sulta, para as componentes espaciais de h,, até segunda ordem:

Iy ~ =20*(L)g(t)r=* hay ~ a*(){2rf(8) + [2(1) + 29(0)] }; "
48
h33 = sen29h22 hzk =0 (Z 7é k’)

Como foi visto anteriormente na discussao do formalismo hamiltoniano
para espagcos abertos, o conjunto completo de condi¢oes assintdticas envolve,
além de (51), as formas assintdticas dos momentos 7* canonicamente con-
jugados a g;z bem como dos campos de matéria, além das funcoes lapso e
deslocamento N e N’. Estas formas assintéticas sao definidas de maneira
analoga a h,, de acordo com:

7.(.1,k‘ =71 + pzk

X=X+q (49)

oX
7TX:7T +pX

onde x é o potencial associado a quadrivelocidade do fluido de poeira da
solucao de Tolman escolhida e 7X é o momento canonicamente conjugado a
X- Os valores das quantidades correspondentes no espaco de fundo de FLRW
sao designados por %Zk, etc. Para o cdlculo dos momentos 7%/ pode-se usar as
relagdes (8) e (6) resultando, para os valores de fundo no espago de referéncia
de FLRW com k =0 ,

oik otk

T = —2a*ar’send g (50)
Com respeito a solu¢ao de Tolman (46), as mesmas relagoes permitem expres-
sar os momentos 7F em funcio de R e suas derivadas. Substituindo nestas
expressoes as expansoes correspondentes e comparando com (50) obtém-se

as formas assintéticas desejadas para os momentos:

pt ~ng(t)r; p*2 ~ng(t)r

(51)
p3 = p?sen20; p* =0 (i #k)

Como o sistema de coordenadas em que sao expressas as solucoes de
FLRW (36) define um referencial sincronico no qual o observador comovente
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com a matéria é perpendicular as hipersuperficies espaciais t = C', pode-
se determinar a forma assintotica dos campos de matéria exigindo-se que o
quadrivetor velocidade 7, que decreve o fluido de Tolman correspondente a

solucao particular escolhida tenda assintoticamente a 7%“ = 52, o que implica

para o potencial x, de acordo com sua defini¢ao, o valor assitético X = mt.
Assim, se um fluido de Tolman é assintoticamente FLRW deve-se ter:

X ~ mt[l + s(t)/r + ...] (52)

de modo que g ~ I(t)r~* com [(t) caracteristica da solugao de Tolman es-
colhida. Procedendo como antes, mas agora também considerando a forma
assintotica de x definida acima, exprime-se 7% em fungao de R e suas derivadas

usando-se a defini¢ao (23) e substitui-se as expansoes correspondentes. Sub-

. oX
traindo o resultado do valor de fundo © = na’r?senf encontra-se para 7 a

forma assintética pX ~ s(t)r.

Restam ainda as formas assintdticas das fungoes lapso e deslocamento N
e N; através das quais se expressam as componentes go, do tensor métrico.
Quanto a funcdo lapso pode-se usar a relagdo dinamica (6) que depende
explicitamente de N. Variando-se esta equagao com respeito a N obtém-se
a relacao dinamica correspondente entre as formas assintéticas de N e g

5gzk = —2Ki/§5N (53)

Notando que a derivada em relagao ao tempo nao altera a dependéncia em r,
a forma assintética dV deve ser tal que o lado direito de (53) seja no maximo
da mesma ordem de grandeza que as formas assintéticas de g;. Dentre as
formas assintéticas de g listadas em (51) aquela de menor ordem possivel
corresponde a hy; ~ O(r~2). Assim, usando a relagao (53) com i = k = 1
resulta:

S = —2K1,6N ~ O(r™?) (54)

xprimindo /;; em termos de R e suas derivadas e expandindo encontra-se
E do K t de R d d dind t

que na regiao assintotica K71 é de ordem zero em r. Desta forma, a equacao
(54) implica que no maximo em poténcias de r, N ~ 1+ O(r—2).

As condicoes assintéticas das funcoes deslocamento N* podem ser obtidas

invocando a exigéncia anterior de que assintoticamente o fluido de Tolman
descrito pelo quadrivetor n* seja perpendicular as hipersuperficies espaciais
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t = C% de modo que na regiao assintética n* torna-se paralelo ao vetor
unitario u# = g% normal as hipersuperficies t = C* o qual pode ser expresso
em funcao de N e N; de acordo com u* = N~2(1,N?). Assim, na regidao
assintética, a componente espacial da quadrivelocidade ' = —g"y,/m é
proporcional & N’ e portanto seus comportamentos assintéticos coincidem.
Considerando agora a solu¢do de Tolman (46) e substituindo as expansoes
necessarias, notando que as derivadas com respeito as coordenadas angulares
nao afetam a dependéncia em r, resulta:

Nt~ ot~ O(r?),
N2 ~n? ~O(r3), (55)
N3 ~ 3~ O(r3).

Tendo completado o conjunto de condicoes assintoticas particulares re-
queridas para a solucao de Tolman assintoticamente FLRW adotada, procede-
se ao calculo das derivadas de Lie das referidas formas assintoticas de Tolman
ao longo de todos os seis vetores de Killing de FLRW listados em (44) e (45)
a fim de obter as expressoes generalizadas das formas assintéticas possiveis
para qualquer solucao assintoticamente FLRW. Em linguagem algébrica a

forma assintética particular de Tolman g,, = é,w + h,, ¢ mapeada pela
derivada de Lie numa nova forma funcional generalizada assintoticmente
FLRW g, = 9. + h), onde k), = hy + £z hy. As derivadas de Lie
em primeira ordem dos campos assintdticos ao longo do vetor ¥ podem ser
calculadas segundo as féormulas:

Lehik = hipge' + hae'y, + hue, (56)

e, ja que os momentos sao densidades tensoriais,

Lep™ = pifel — pleh — pHlel + pitel (57)
com expresoes analogas para y e pX. Pode ocorrer que as derivadas de Lie em
primeira ordem sejam todas identicamente nulas para alguma componente
dos campos. Neste caso é necessario calcular as derivadas de Lie de ordem
superior, cujas férmulas sdo andlogas a (56) e (57) até que seja encontrado
um resultado nao trivial que revele a forma assintética procurada.

31



Procedendo da forma descrita e considerando os valores assintoticos cal-
culados nesta secao chega-se as seguintes formas assintoticas generalizadas
para a classe de solugoes assintoticamente FLRW aberto com k = 0:

hiy ~ 1211 (t,0,¢) + O(r=3)
hag ~ Tlas(t, 0, ¢) + O(r°)
has ~ rlz3(t, 0, ¢) + O(r)
hig ~ r7ts(t, 0, ¢) + O(r—2)
hiz ~ r~ts(t,0,¢) + O(r=2)
hag ~ rtas(t, 0, ¢) + O(r=2)
p't ~r MYt 0, 0) + O(r°)
(58)
p? ~ e M2 (1,6, ) + O(r2)
PP~ e MB(E,0,0) + O(r?)
P2~ M2 (1,0, 6) + O(r2)
P~ T MI(E,0, ) + O(r?)
P~ r2MB(L,0,0) + O(r?)
pX ~rM,(t,0,¢)+ O(r°)

qn~ T_lhx(t, 97 (b) + O(T_Q)

Passemos em seguida ao segundo caso de modelo aberto de FLRW.

3.3 0O Caso k = -1

A solucao de Tolman para este caso é agora:

ds® = (1+r*) ' R?dr? + R*(d0* + sen®*0d¢?) — dt*. (59)
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Da mesma forma que na segao anterior calculam-se os valores de fundo dos
campos usando a solugdo de FLRW (36) com k = -1 obtendo-se:

511 =a*(t)(1 +r?)~ 1 522 = a’(t)r?
oll 022
T = —2r2(14+71*)Y2%senfa(t); m = —2senfa(t)(1+r?)~1/2
(60)
0 0 033 022
933 = sen’09sy; T =7 sen 20
X = mt; 7 = nadrlsen O(1 + r?)~1/2

Em seguida, considerando a solugao de Tolman para este caso e exprimindo os
momentos 7% em fungao de R e suas derivadas através das relagoes (6) e (8),
determinam-se as formas assintoticas particulares desta solucao substituindo-
se as expansoes necessarias e comparando os resultados com os valores de
fundo dados em (60), obtendo-se:

hiy ~ =2a*(t)g(8)r™  haa ~ a®(E){2rf(t) + [f*(t) + 29()]};
ptt ~ny(t)r%; p?2 ~ no(t)r=2; (61)

hss = sen?6hgy; 33 = p*2sen—20

sendo nulas as componentes com ¢ # k.

A determinacao das formas assintéticas dos campos de matéria neste caso

k = -1 requer um pouco mais de cuidado. De fato, assumindo que ¢ ~ r~!
lu

como no caso k = 0 encontra-se que a componente 7' = —4=2£ da quadriv-
elocidade ¢ assintoticamente de ordem zero em r, ou seja, nao ¢é assintoti-
camente nula como seria desejavel, tendo em vista as condicoes assintéticas
definidas para n'. Assim, para que n! seja assintoticamente nulo, como re-
querem as condigoes assintoticas, é necessario que no maximo assintotica-
mente n' ~ r~1 o que implica em g ~ r~2. Com esta condicdo assintética
para y e exprimindo 7X em func¢ao de R e suas derivadas de acordo com a
férmula (23) obtem-se, apds substituir as formas assintdticas caracteristicas
das solugoes de Tolman assintoticamente FLRW definidas a partir de (61),
pX ~ 1% o que define o comportamento assintético de 7X para este caso.

De acordo com o procedimento geral adotado, aplicando a estas formas

assintoticas particulares as derivadas de Lie ao longo dos vetores de Killing C:b
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listados em (44) e (45) com k = -1 obtem-se as seguintes formas assintéticas
gerais para a classe de solugoes que tendem a FLRW aberto com k = -1:

hiy ~ =441 (8,0, ¢) + O(r=°)
oy ~ Tlaa(t, 0, ¢) + O(r)
hss ~ rls3(t, 0, ¢) + O(r)
hig ~ r72115(t, 0, ¢) + O(r=3)
his ~ r—213(t, 0, ¢) + O(r=3)
hag ~ 17 193(t, 0, ¢) + O(r—2)
ptt~ 2 MYt 0, ¢) + O(r)
(62)
P2 ~r2M2(t,0,¢) + O(r=3)
P33~ r2M3B(t,0,0) + O(r—3)
pl2 ~rTIMY(t,0,6) + O(r—2)
pB ~ T IMB(t,0,¢) + O(r—2)
p? ~rTIMB(t,0,0) + O(r—2)
pX ~ M(t,0,6) + O(r™)

q~172hy(t,0,0) + O(r?)

Usando os mesmos procedimentos do caso k = 0, isto é, aplicando a
relagdo dinamica (6) com i = k = 1 e a exigéncia de que a quadriveloci-
dade que descreve o fluido de matéria seja assintoticamente perpendicular
as hipersuperficies espaciais ¢t = C*, resulta para as formas assintdticas das
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funcoes lapso e deslocamento:

N ~1+0(r2),
N~ O(r 1),
(63)
N2 ~ O(r),
N3 ~ O(r=).

As formas assintéticas gerais aqui deduzidas serao tteis posteriormente
na obtencao da hamiltoniana dos sistemas que tendem assintoticamente a
FLRW aberto, que sera discutida no préximo capitulo.
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4 A Hamiltoniana das Solucoes Assintotica-
mente FLRW Aberto

Apés ter discutido o método hamiltoniano para espacos abertos e deduzido
as formas funcionais mais gerais possiveis para as solugoes assintoticamente
FLRW aberto, pretende-se agora obter a hamiltoniana desta importante
classe de solugoes, a qual deve ser compativel com as condicoes assintoticas
gerais estabelecidas e cuja variagao conduz as equacgoes de movimento cor-
retas, qual sejam, as equacoes de Einstein. Ao mesmo tempo, de acordo
com a interpretagao segundo a qual a hamiltoniana representa a energia do
sistema, a obtencao de tal hamiltoniana fornecera a energia da solucao ass-
intoticamente FLRW dada com respeito ao espaco de referéncia de FLRW
aberto considerado, o que permite classificar as solucoes assintoticamente
FLRW conforme suas energias com respeito a este espago de referéncia e de-
terminar, por exemplo, o conjunto degenerado de solugoes cosmoldgicas cujo
nivel de energia corresponde ao do espaco de referéncia, ou seja, quais as
solucoes pertubadas que podem ser obtidas de FLRW sem nenhum acréscimo
de energia. Outro objetivo importante é examinar mais profundamente a con-
sisténcia dos resultados fornecidos pelo método hamiltoniano ampliando sua
aplicacao a espacos abertos nao assintoticamente planos, como as solucoes

abertas de FLRW.

A fim de obter a hamiltoniana desejada, consideremos mais de perto
o procedimento usado no calculo da hamiltoniana dos espacos assintotica-
mente planos deduzida no capitulo anterior no qual, em conformidade com
as condigoes assintéticas gerais estabelecidas naquele caso, se constatou a
presenca de um termo de superficie de ordem zero nao identicamente nulo
que contribui na variacao da hamiltoniana H com um montante finito - e
portanto nao pode ser descartado - o qual, numa forma covariante, pode ser
expresso como

o abcl o abcl

NG 5gab;cd23l = 5 N G hab;cd23l; (64)
B B

o abcl

onde ¢ , definido como usualmente, é calculado com as solugoes do espaco
oab
de referéncia plano g , o ponto e virgula designa a derivada covariante com

respeito a este mesmo espago de referéncia e hg, é a pertubacao com respeito
oab
a g da solucao assintoticamente plana. Verifica-se que, com excessao da
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propria variacao dgq, a qual, a nao ser pelas condigoes assintéticas exigidas é
arbitraria, todas as outras quantidades que aparecem na integral sao relativas
ao espago de referéncia. Assim, como estd mostrado em (64), o diferencial
pode ser retirado da integral uma vez que a estrutura assintdtica é fixada
nao sendo afetada pelo operador § o qual, por definicao, atua apenas sobre

a solucao assintoticamente plana dada g, :§ab +hap, isto é , sobre sua per-
tubagao hgy, de modo que d¢g,, = dhy,. Desta forma, exprimindo os termos de
superficie gerados pela variacao da hamiltoniana em fun¢ao das quantidades
de fundo relativas ao espaco de referéncia e das pertubacgoes hg, é possivel,
em principio, retirar o operador ¢ da integral de superficie, expressando-a
na forma de uma diferencial 6 F, revelando assim o termo de superficie E
cuja variagao é igual e contraria a da hamiltoniana, tal como foi definido an-
teriormente na discussao do formalismo hamiltoniano para espacos abertos.
Este procedimento geral sera usado na obtencao da hamiltoniana dos espacos

assintoticamente FLRW aberto, onde serao tratados separadamente os casos
k=0ek =-1.

4.1 OCasok =0

Como foi demonstrado anteriormente, para o calculo da hamiltoniana de
espacos abertos é necessario verificar, uma vez estabelecidas condigoes assinto
- ticas, quais os termos de superficie que nao se anulam assintéticamente e que
portanto contribuem para a variacao da hamiltoniana, ou seja, os termos nao
identicamente nulos cujo comportamento assintotico em r é de ordem maior
ou igual a zero.

Consideremos primeiramente os termos de superficie gerados pelo fluido
de matéria definidos em (25). A superficie de integragdo B, que engloba
todo o espaco, é definida pela esfera de raio infinito de modo que a tnica
componente nao nula do elemento de area é dS; = dfd¢. Aplicando as
condigoes assintdticas para k = 0 definidas em (58) obtem-se para o termo
proporcional a N, com m, ~ % N' ~r72 e dy ~r7!:

j{ d*SN'm 6y ~r L. (65)
B

Este termo ¢ assintoticamente nulo e portanto nao contribui. Para o termo
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proporcional a N, com N =1+ O(r?), x* ~ 772 e xix* ~ r~* resulta:
% B*SiNT X (m? + xax) V2o ~ (L4 r ) (1 4+r Dt~ ™t (66)
B

Este termo é também assintoticamente nulo e nao contribui. Assim, ja
que a matéria nao contribui com nenhum termo de superficie, as derivadas
funcionais da hamiltoniana da Hjs, tal como expressa em (24), sdo bem
definidas e as equacoes de movimento da matéria podem ser estabelecidas.
Passemos agora aos termos gravitacionais. Usando as condicoes assintdticas
estabelecidas para este caso e realizando calculos andlogos verifica-se que
todos os termos de superficie gerados pela variacao da hamiltoniana grav-
itacional Hg contendo 7 e 7% sao assintoticamente nulos, assim como os
termos contendo as derivadas N da funcao lapso. Resta ainda o termo
$5 PSING*5g;1. Designando por AGY* e AT, as pertubagoes do fator
GM e das conexoes I't; com respeito aos seus valores no espaco de referéncia,
o referido termo pode ser expresso como:

o ijkl .. ol ol
j{g d2SlN(G + AGmkl)wgij,k — Dy + Aﬂm’)églj - (ij + AF;J‘)(SQH] (67)

!

.. [¢]

O termo AG¥K e as conexdes I't, =T, +ATl'Y, podem ser calculados direta-
mente substituindo as condigoes assintéticas exigidas e a solucao de referéncia

§,~k, em funcao das quais estas quantidades sao expressas. Verifica-se que, de
acordo com as condicoes assintéticas dadas, os termos que contém AGY* ¢
AT, nao contribuem sendo, em geral, de ordem muito baixa. Desta forma
(67) se reduz a:

o abcl

NG gapeds: (68)
B

como no caso das solugoes assintoticamente planas. Examinemos a seguir se

este termo contribui ou ¢é assintoticamente nulo. Tendo em vista a definicao
o abcl

de G obtem-se:

) 01/2011 022 033
f; d“ssNg g [g (5921;2 - 5922;1) +9 (5931;3 - 5933;1)]' (69>

38



As conexoes de fundo nao nulas necessarias ao calculo sao dadas por:

ol
[yo= —T,
02 o3
['o=I"13= r 1

1 (70)
f33: —rsen?0

2
o
['33= —senfcosh.

Substituindo estes resultados em (69) e considerando as condigdes assintéticas
dadas sobram, apds descartar todos os termos assintoticamente nulos:

9 01/2011 622 o2 033 03
72 d°s19 9 [9 (I'120922 — 6g221) +9 (T'150933 — 0g33.1)]- (71)

que contem termos de ordem zero. Em seguida, ainda de acordo com as
condigoes assintdticas dadas, resulta que dgas1 = 7 10gas + O(r™1) € dgss1 =
r~18g33+O(r~!). Consequentemente, na integral de superficie (71) os termos
de ordem zero se anulam identicamente, restando apenas um termo de ordem
r~! que é assintoticamente nulo.

Desta forma, nenhum termo de superficie sobrevive e, ao contrario do que
ocorre nas solugoes assintoticamente planas, nao é necessario acrescentar
termos de superficie a hamiltoniana das solugoes assintoticamente FLRW
com k = 0. Em outras palavras, na superficie de vinculo definida pelas
solucoes assintoticamente FLRW com k = 0 a hamiltoniana gravitacional é
identicamente nula. Passemos em seguida ao estudo do caso k = -1.

4.2 0O Casok = -1

Aplicando-se agora as condigoes assintéticas para este caso dadas em (62) e
realizando célculos anédlogos verifica-se como no caso k = 0 que, escolhendo
como superficie de integracao B a esfera de raio infinito, todos os termos,
com excessao do termo dado em (68), sdo assintoticamente nulos. Da mesma
forma que antes, observa-se que os termos contendo AG7* ngo contribuem
sendo, em geral, de ordem muito baixa. Assim, o referido termo de superficie
pode ser expresso como:

o abcl o ijkl
NG Sgued?s; — 7{ EsN G AT g + AT, 6ga]  (72)
B B
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onde agora o ponto e virgula designa a derivada covariante com respeito
a solucao de FLRW com k = -1. Desenvolvendo o primeiro termo e con-
siderando as condicoes assintoticas dadas encontra-se, apos descartar os ter-
mos assintoticamente nulos:

, ol/2011 022 o2 ol 033 o3 ol
72 d*s19 9 [9 (T'120G22 — 0G221 — T990g11) + 9 (T'130933 — 99331 — I'330911)],
(73)
onde foram usadas as conexoes de fundo nao nulas dadas por:
ol
[yp=—(1+ 7"2)7"»
02 o3
[p=Tp=1r",
(74)
ol ol

2
[33=T'5, sen,

2
[¢]
['53= —senfcosd.

Como se pode verificar, a integral (73) contem termos divergentes de ordem r
e termos de ordem zero. Por outro lado,assim como no caso k = 0 as condicoes
assintGticas permitem estabelecer as relagoes dgaa1 = 1 '0ge + O(r7!) e
89331 = 1 'dgsz + O(r'). Substituindo estas relagdes encontra-se que os
termos divergentes anulam-se identicamente, restando apenas termos finitos
de ordem zero. Assim, o referido termo de superficie nao pode ser descartado
e contribui na variacao da hamiltoniana com uma quantidade finita e bem
definida. Observa-se que tal termo ja esta expresso numa forma adequada,
pois todas as quantidades que aparecem sao fixadas com respeito a variacao
arbitraria dg,,, uma vez que sao quantidades de fundo. Com relagao ao
segundo termo em (72) é necessdrio calcular as formas assintéticas AL,
das conexoes, exprimindo-as em funcao das pertubacgoes h;, e da solucao

o
de referéncia 9,,. Deste célculo resulta, conforme as condigoes assintéticas
determinadas para este caso que, apds descartar os termos assintoticamente
nulos, ainda sobrevivem termos de ordem zero dados por:

o, ol/2oll 022 033
fgd 519 9 (9 ATl'y0g20 +9 AT'36033) (75)

Assim, este termo também contribui e nao pode ser descartado. De acordo
com o procedimento geral adotado, deve-se agora exprimir este termo em
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funcao das pretubagoes h;, e das variaveis de fundo a fim de expressa-lo
na forma de uma diferencial §S. Calculando as conexoes I'2, e I'3; como
usualmente em funcao da métrica e suas derivadas e, retendo apenas os
termos perturbativos de primeira ordem, que sao aqules que efetivamente
contribuem, obtem-se para a pertubacao AI'%, até esta ordem de grandeza:

1 o022 o
A%, ~ 5(g hoo1 + h*9291), (76)

e uma expressao semelhante para AT'3,. Usando em seguida a aproximagao
022622
valida h??2 ~ —9 g hoy e a identidade (9 922) 1 = 0 o integrando em (75)

pode ser escrito numa forma compacta como:

101/2011 622 522 033 033

59 9 19 (9 he2)i16g22+9 (9 hs3) 10933 (77)
Esta forma é adequada uma vez que depende apenas das pretubacoes h;; e

oab
das variaveis de fundo ¢ . Com efeito, lembrando que a estrutura assintética

¢ fixada, nao sendo afetada pelo operador 0, o termo acima pode ser expresso
. o oab
na forma algébrica geral F*[h,, g ](5hzk onde F* sdo funcionais de h;, e 9

oa
Desta forma, se existe um funcional S[ha, 9 | cujas derivadas funcionais sao

tais que F* = 5(;5 entao pode-se escrever:
, 0S
Fk§hy, = 5T, kdhlk 0S (78)

de modo que S é o termo cuja variacao reproduz a forma funcional desejada e
que deve ser acrescentado a hamiltoniana a fim de que sua variagao seja uma
diferencial funcional exata como em (13). Examinando a estrutura algébrica
de (77) verifica-se que tal termo contem produtos envolvendo 0hi; e hjy,
sugerindo que o termo de superficie S cuja variacao é dada por (77) pode ser
definido como:

oml

S—p3 ]{ 255" (W hiy) (79)

~ .. otaojb
onde h" = —h¥ =g g hg e 3 uma constante a ser determinada. De fato,
considerando uma esfera no infinito e calculando - se a variacao .S resulta ,

apés eliminar todos os termos assintoticamente nulos:

0l/2011 22 02 033 033

(SE:QBﬁdQSlg 9 0[9 haa(9 h22)1+9 hs3(9  hs3) 1] (80)
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Aplicando o operador § sobre o termo entre colchetes e lembrando que dhy, =
dg.p Obtem - se:
01/2011 22 022 022 022
0E =28¢5d*S19 9 9 69229 hao)1+9 haa(9 6g22)a]+
(81)
01/2011 533 033 033 033
20¢5d*S19 9 [9 8933(9 hss)1+9 has(9 0gs3) 1]

Prosseguindo, pode-se verificar que as condigoes assintoticas dadas permitem
escrever as relagoes Nogdgan1 = Ogashas1 + O(r°) e h330g3s1 = dg3zhsz1 +
O(r?). Levando estas relagoes em (81) e descartando os termos perturbativos
de ordem r~! os quais sao assintoticamente nulos resulta:

01/2011 522 022 033 033

SE — 43 ?(B 425199 |9 6g22(9 has)i+ 9 0gs3(9 haz)a]  (82)

Comparando esta iltima expressao com (77) verifica - se que elas coincidem se
0= %. Assim, obteve -se agora um resultado nao trivial, com a hamiltoniana
das solugoes assintoticamente FLRW com k = -1 sendo dada por:

omlol/2

o ijkl 1~
H = /NuH"dga}—i-?{ d2Sz[G] Pijir, + g(h”hzj);mg g I (83)
B

como se desejava calcular.

Considerando que os termos de superficie representam a energia, calculemos
a energia das sulocoes de Tolman assintoticamente FLRW com k = -1 cujas
formas assintéticas foram dadas em (62). Neste caso, descontando os termos
assintoticamente nulos, o primeiro termo de superficie fornece a contribuigao
de ordem zero dada por 2f?(t)a(t)send. J4 o segundo termo, descontado os
termos assitoticamente nulos, fornece uma contribuicao de ordem zero igual e
contraria de modo que para solucoes de Tolman assintoticamente FLRW com
k = -1 os termos de superficie se anulam identicamente, significando que tais
solugoes tém o mesmo nivel de energia que o espago de referéncia de FLRW.
Generalizando, pode -se afirmar que o conjunto degenerado de solugoes cos-
moldgicas cujo nivel de energia corresponde ao espaco de referéncia de FLRW
com k = -1 deve obedecer as seguintes condigoes:

i)933 = sen2¢9g22

ii) A fungao g(t) que aparece na expansao de gi; é a mesma que aparece na
expansao de goo

iii) As fungoes pertubativas f(t) e g(t) dependem apenas do tempo.
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Se alguma destas condigoes nao for satisfeita, os termos de superficie
da hamiltoniana podem dar contribuicoes nao nulas. No entanto estas con-
tribuicoes sao de ordem zero e portanto finitas.

Embora tenha se verificado que nos dois casos estudados , de acordo com
as condigoes assintéticas exigidas, os termos de superficie proporcionais as
funcoes deslocamento N® nao contribuem na hamiltoniana, novos termos de
superficie cuja contribuicao nao é necessariamente assintotica ou identica-
mente nula podem ser acrescentados se considerarmos as cargas conservadas
associadas as isometrias das solucoes abertas de FLRW descritas pelos ve-
tores de Killing ¢/, listados em (44) e (45). De fato, uma vez que a es-
trutura assintética é fixada pelas solucoes abertas de FLRW, é permissivel
que o vetor deformacao que conecta duas hipersuperficies adjacentes tenda
assintoticamente a um vetor de Killing arbitrdrio ¢/ = K “ngab) do espaco
vetorial de base C(iab), com K constantes arbitrdrias. Como os vetores de
Killing de FLRW s6 tém componentes ao longo das hipersuperficies, pode-se
afirmar que, assintoticamente, as componentes espaciais do vetor deformacao
dadas pelo trivetor deslocamento N* estao definidas a menos de vetores de
Killing arbitrarios de modo que, descartando termos assintoticamente nulos,
Ni=K “b(fab) na regiao assintética. Considerando esta forma assintdtica nao
trivial de N? sdo gerados, de acordo com (15) e (25), os seguintes termos de
superficie, os quais estao relacionados as cargas conservadas correspondentes
as simetrias de FLRW:

— f PSIRKG 07— Ko (a0 + 7600 (84)

Como B é uma superficie fechada no infinito, o valor das integrais pode
ser estimado considerando o comportamento dos integrandos com respeito
as condicoes assintoticas e as transformacoes de paridade r — r, 8 — 7 —
0, ¢ — 7™+ ¢, em relagdo as quais os vetores de Killing (44) sdo pares
enquanto aqueles definidos em (45) sao impares. Desta forma, os termos
em (84) que ndo sdo identicamente ou assintoticamente nulos definem as
cargas conservadas associadas as isometrias de FLRW que comparecem nestes
termos. A determinacao exata destes termos nao sera realizada na presente
dissertacao, uma vez que constitui um tema transversal com respeito aos
objetivos centrais propostos para este trabalho, e nao altera os resultados aqui
apresentados. No entanto, a determinacao das cargas conservadas de FLRW
¢ de interesse teorico relevante, e um estudo completo deve ser efetuado.
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5 O Formalismo de Deser, Grishchuk, Petrov
e Popova

No formalismo introduzido por Deser [6] e posteriormente generalizado por
Grishchuk, Petrov e Popova, [7] aqui designado por DGPP, a gravitagao
¢ tratada como uma teoria de campo convencional, na qual o potencial
gravitacional W e o campo gravitacional K, sao campos tensoriais que
se propagam sobre um espaco de fundo previamente escolhido caracterizado
pela métrica de fundo v, pelas conexoes Riemanianas C7, e pelo tensor de

curvatura éa/gm,. Neste formalismo, ao contrario da interpretacao geométrica
estabelecida pela Relatividade Geral, a gravitacao pode ser tratada da mesma
forma que outras interagoes fundamentais conhecidadas, o que é uma condicao
bésica para a formulacao consistente de uma teoria unificada das interacgoes
que incorpore a gravitagao.

A relacao entre este formalismo e a teoria de Einstein é dada pelas

definicoes:
VI = A ) (%)
I, =ChL + K, (86)
onde g"” e I'}, sao, respectivamente, a métrica e as conexoes do espago-
tempo Einsteniano, sendo os indices tensoriais levantados ou abaixados com

a métrica de fundo 7,,. em termos destas novas varidveis, a agao gravitacional
pode ser expressa na forma covariante:

__i 4_i g4
S = QH/R\/de—%/Lda:, (87)

onde k € a constante de Einstein, com a lagrangeana gravitacional LY dada,
a menos de divergéncias totais, por [7]:

L9 = W (K — Ky) + (7 4+ W) (KK )y + V=7 R AW Ry (88)

prio

Na expressao acima foram usadas as seguintes definigoes:

= T W= e, (59)

K,=Kg,. (90)
(KK)u = K Ko — K33KD,. (91)

44



sendo o ponto e virgula a derivada covariante com respeito ao espaco de

o] o)
fundo, cujo escalar de curvatura ¢ R= YRy,

Consideremos primeiramente o caso de um campo gravitacional no vacuo

que se propaga num espaco de fundo Ricci-plano no qual ;%W = 0, de modo
que os dois tltimos termos em (88) sdo agora identicamente nulos. As
equacgoes dinamicas do campo gravitacional para este caso podem ser obtidas
variando-se a agdo gravitacional (87) com respeito a h* e K, que neste for-
malismo de DGPP designam o campo gravitacional, resultando, apés aplicar

a condicao de extremo:

0L9 “

57wv - Kul/;a - KM%V + (KK)MV =0 (92)
oL? [N%% SUV Y SUP | PN TV V0 RPN M
5K3y=—h;a+(v + W) Ko — (3 + W) KL, — (77 + hY°) Kk, = 0. (93)

Estas equacoes de movimento devem ser consistentes com a teoria de Ein-
stein da gravitagao para o caso estudado. De fato, usando as relagoes (85) e
(86) e reescrevendo as equagoes em termos da métrica g" e das conexdes I'§,
do espago-tempo Einsteniano, verifica-se que (92) é equivalente as equagoes
de Einnstein no vacuo, R,, = 0, enquanto que (93) reestabelece a hipétese
Einsteniana de que o espago-tempo é uma variedade Riemaniana, ou seja,
gﬂ‘ ” = 0, onde o simbolo || designa a derivada covariante com respeito as
conexoes Einstenianas I'7,.

As equagoes de movimento (92) e (93) podem ser combinadas numa
forma conveniente na qual o tensor momento-energia do campo gravita-
cional aparece explicitamente. De fato, derivando covariantemente (93) com
respeito a z”, contraindo com « e antisimetrisando nos indices u, v e «
encontra-se, ap6s usar (92) [7]:

1 a e
Gﬁy = _<KK)MV + ivuV(KK)a + Q,uu;oc’ (94)

onde

207, — Y7 Ky + h,AwK * — hSK, — hSK,+ :
W (Kp, — KO\ Yov) + RO(Kp, — K\ Yoy )+ (95)

p
hap(Kg,u’yUV + Kgyfygll)‘

+ + |
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e GL

e ¢ definido como:

contendo apenas termos lineares em h,,,

w;:mMW+w%w—ﬁ@—$@mm (96)

De acordo com esta tltima defini¢ao, como se pode verificar, a equagao (94)
pode ser formalmente reconhecida como a forma covariante da equacgao de
um campo de spin 2 nao massivo cuja fonte é representada pelo termo a
direita, que inclui o campo gravitacional Kj,, de modo que este formal-
ismo mostra explicitamente que o campo gravitacional atua como fonte de
si mesmo, gerando gravitagao. Assim, o referido termo pode ser identificado
com o tensor momento-energia do campo gravitacional, o qual é obtido pela
variacao da lagrangeana gravitacional com respeito a métrica de fundo 7.

Com efeito, um célculo direto a partir da lagrangeana (88) fornece:

1 6L
V= o

mostrando que o tensor momento-energia do campo gravitacional de DGPP
t,w corresponde precisamente ao lado direito de (94), o que permite escrever:

1
Kl = = —(KK)M,, + *'VW(KK)Z + Q,O:u;aa (97)

2

L
G, = Kty (98)

A teoria pode ser generalizada para incluir a contribuicao da matéria
através da lagrangeana da matéria L™ que supoe-se depender de 4, h* e

dos campos de matéria ¢, e que inclui a sua interagao com o campo gravita-
cional. A acao total é agora dada por:

|
5:——/¢w%+/ﬂw% (99)
2K

Considerando ainda um espago de fundo Ricci-plano e variando-se esta acao
com respeito aos campos gravitacional e de matéria obtém-se, usando o
mesmo procedimento feito no caso do vacuo examinado acima, as seguintes
equacoes de movimento:

5L 5L
Ry %

com G, e t,, tal como definidos em (96) e (97) e

Gl = Kt + ) (100)

Lm
d — =0 (101)

0
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Os termos a direita de (100) que contém a contribuicdo da lagrangeana
de matéria devem corresponder ao tensor momento-energia da matéria 7,
definido como usualmente:

2 L™ _oL" o 0L

T - - v -
s T 55aB

SEERVAST AT
Comparando esta defini¢ao com (100), verifica-se que a condigao necesséria e
suficiente para que o termo a direita de (100) represente o tensor momento-
energia total, incluindo a contribuicao da matéria e do campo gravitacional,
é que

(102)

oL™  oL™

Neste caso L™ depende de 3 e h* apenas na forma L™ = L™ [ + fz‘“’].

Em muitos casos de interesse tedrico relevante, o espaco de fundo pode
nao ser Ricci-plano, como ¢é o caso das solugoes abertas de FLRW que temos
adotado como espaco de fundo ao longo deste trabalho. Tal espago de fundo
generalizado é caracterizado pela lagrangeana de fundo

o 1 og om

- 104
L=—5 L +L (104)

ogd o
com [, = y/—7 R, sendo agora necessario considerar a matéria de fundo
om

descrita pela lagrangeana [, e que nao existia no caso Ricci-plano, . A
variacao da lagrangeana de fundo com respeito a métrica de fundo y* e
(0]

aos campos ¢ que descrevem a matéria de fundo fornece as equacgoes de
movimento de fundo de acordo com:

. . 51
G;u/ = K/T/LV 5 o 0 (105>
o ¢
onde IO’W = \/%—7 gfw é o tensor momento-energia da matéria de fundo. Desta

L

forma, no lado esquerdo de (100), além do termo G v due provém da parte

14

og
gravitacional de fundo [, é necessario, no caso de um espago de fundo ar-
bitrario, acrescentar a contribuicao que provém da lagrangeana de fundo
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om
da matéria [, . De fato, considerando que o termo gravitacional pode ser
expresso na forma [7]:

og
1 -
GE = 0 { o OL ] (106)

e T A T

o qual envolve apenas pertubacoes lineares com respeito ao espacgo de fundo,
a contribuicao linear do fluido material de fundo pode ser definida de maneira
analoga como:

2k 0 [~ 510/ (520/
af
L o622 107
Vel 658 ~ 004 o

L _
¢, =

onde ¢4 sao as pertubagoes de primeira ordem com respeito aos campos de
[e)

fundo ¢,. Assim, para um espago de fundo arbitrario no qual existe um
fluido de matéria, as equagoes de campo (100) devem ser generalizadas de
acordo com:

G, + @, = Kt + Tuw) (108)

O lado direito desta equagao é por definicao o momento-energia total, in-
cluindo a contribuicao da matéria e do campo gravitacional, bem como a
interacao entre eles. Integrando em todo o espaco obtem-se o momento-
energia total macroscopico do sistema.

A fim de examinar a consisténcia dos resultados fornecidos por este for-
malismo e compara-los com aqueles obtidos por outros formalismos, aplique-
mos o método de DGPP aos casos que tém sido tratados no presente tra-
balho, a saber, as solugoes assintoticamente planas e as solugoes assintotica-
mente FLRW aberto, tomando como espaco de fundo as préprias solugoes
assintoticas.

5.1 A Solucgao Assintoticamente Plana

Como caso tipico de solucao assintoticamente plana consideremos a solucao
de Schwarzschild que, em coordenadas polares (7,6, ¢), é dada na forma:

ds® = B 'dr? + r*(d6* + sen®0d¢*) — Bdt?, (109)
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onde B=1— 27’” sendo m o parametro de massa de Schwarzschild. Adotando
como espaco de fundo a forma assintética plana desta solucao de acordo com

ds® = dr® 4+ r*(d6” + sen*0d¢?) — dit?, (110)

o potencial gravitacional h*” pode ser calculado usando-se (85) resultando,
para as unicas componentes nao nulas:

R =1-B"1' BM=B-1 (111)

A energia total E é dada pela integral de volume da densidade de energia t%°
que, de acordo com as definigdes (98) e (96) pode ser expressa como:

1
E = /tOO\/—vd% = / [YORP 4 2B P00 2~ 0ap08) o /—dPr  (112)

onde, adotando um sistema no qual ¢ = G = 1, k = 8r. Substituindo-se na
ultima equacao os valores de h*¥ e v*” tal como definidos acima verifica-se
que os termos que contém um ou ambos os indices a e (3 iguais a zero sao
identicamente nulos. Além disto, como o espaco de fundo plano é estatico,
ou seja, nao depende do tempo, toda conexao de fundo C}, na qual um ou
mais indices sao iguais a zero s@o igualmente nulas. Assim (112) se reduz a:

1 . .
E— %/hoohzk + RO o/ (113)

onde o simbolo | designa a derivada covariante com prespeito as conexoes
espaciais C, do espaco de fundo. Nesta forma, é possivel aplicar o teorema
de Gauss transformando esta integral de volume em uma integral de superficie
de acordo com:

1

E=—
167

/s [’Yoohik + ’Vikhoo]\z‘v —yd* Sk, (114)

sendo d*S;, = dfd¢d; o elemento de drea de uma superficie esférica S no
infinito que engloba todo o espago. Desenvolvendo o integrando e calculando
as conexoes necessarias chega-se a expressao:

E= %(1 + B2, (115)

Usando a definicao de B e fazendo o limite r — oo obtém-se finalmente

E=m, (116)
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o que é um resultado consistente, uma vez que m, por definicao, representa
a massa-energia total do sistema. Nota-se que, devido as propriedades de
simetria da solucao plana, foi possivel expressar a energia como uma integral
de superficie de modo que, neste caso, a energia depende apenas dos valores
assintoticos do campo, fornecendo o mesmo resultado para qualquer solugao
assintoticamente plana. Examinemos em seguida se o mesmo pode ser afir-
mado quando aplicamos o formalismo de DGPP as solugoes assintoticamente
FLRW aberto tomando como espaco de fundo as préprias solugoes abertas
de FLRW.

5.2 As Solucgoes Assintoticamente FLRW Aberto

Uma vez que as solucoes de FLRW tratadas nesta dissertacao sao geradas
por um fluido de poeira existe, neste caso, um fluido material de fundo e,
como foi anteriormente explicado, para o calculo da energia total é necessario
considerar, além da contribuicao da lagrangeana gravitacionn%l de fundo rep-
resentada pelo termo wa, a contribuicao da lagrangeana Z da matéria de
fundo representada pelo termo (IJﬁV. Desta forma, usando a defini¢cao (96)
e a relacdo (101) verifica-se como no caso precedente que todos os termos
nos quais os indices o ou (3 sao zero sao identicamente nulos, de modo que a

parte gravitacional do tensor momento-energia pode ser expressa como:
1 1 , .
tOO — 7GLOO — ?[WOOhlk 4 ,yzkhoo];i & (117>
K K

No entanto, como as solucoes de FLRW nao sao estaticas, isto é, dependem
do tempo, as conexoes de fundo Cf, com um dos indices igual a zero, as quais
estao relcionadas ao tensor de curvatura extrinseco K;; das hipresuperficies
espaciais de fundo, nao sao necessariamente nulas, podendo contribuir para
t%. Consequentemente, t°° nao pode ser expresso na forma de uma tridi-
vergéncia espacial como no caso precedente, de modo que agora o teorema
de Gauss nao pode ser aplicado. Com efeito, computando G a partir da

expressao acima encontra-se:

L0 _ %[’V "ok 4 hij, + Ko+ K*(1 —v) + Kb — 2K;;K"hj]  (118)

onde foram usadas as definigoes v = —h" e K = K;;7”, com o simbolo |
denotando as derivadas covariantes com respeito a métrica de fundo espacial
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vik- Considerando agora explicitamente a solugao de FLRW (36) e calculando
o tensor de curvatura extrinseco K;; obtém-se:

Kij = ——ij (119)
Substituindo este resultado encontra-se:

1T, . 17 ¢ : 1\ 2
G = Wui + hk] o {—Z(?ﬂ; i)+ 3(3) (3v+ h)] o (120)
com h = ~;,h*. Observa-se que apenas o primeiro termo pode ser expresso
na forma de uma divergéncia tridimensional. Passemos em seguida ao célculo
do termo @ﬁy correspondente a contribuicao do fluido de fundo de FLRW.
A lagrangeana da matéria de fundo, considerada como um fluido de poeira
de particulas de massa m cuja quadrivelocidade é descrita pelo potencial de

fundo X= mt é dada por:

o] 791/ ~ o o

Ly = “om (\/—_77”2 + 'YWX,MX,V>7 (121)
onde n e a densidade de paticulas do fluido. De acordo com a definicao
(107), para o célculo de CID,I;V ¢ necessario determinar as variagoes de [ s com
respeito a ¥*¥ bem como em relacao a ne X que descrevem os campos de
matéria. Realizando estes calculos encontra-se:

om

5L nf1 2 v o4
oyHY __Z’m(Q’y/“’m +X7MX7V ’

L = —2}71( —m?2 + ﬁﬂ”i,uf’c,y), (122)
i _sw|ns
5;( i |:m ”u:| 1/.

Levando estes resultados em (107) e designando por ¢ e dn, respectivamente,

~ . . © o
as pertubagoes em primeira ordem dos campos de fundo X e n resulta:

ol = /{[m;lhog — mén—n qd. (123)
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Como se pode verificar, para este espaco de fundo de FLRW, nem GJ, nem
®l) nem sua soma G, + ®f; podem ser expressos na forma de divergéncias
tridimensionais, de modo que o teorema de Gauss nao pode ser aplicado.
Consequentemente, a energia total, expressa pela integral de volume de
Gl + @k, ndo depende apenas dos valores assintéticos do campo, como
no caso das solugoes assintoticamente planas, de forma que, nesta prescricao
de DGPP, solugoes assintoticamente FLRW diferentes podem fornecer resul-
tados diferentes para a energia total, nao sendo possivel definir um tunico
resultado geral, como no caso plano.
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6 O Formalismo de Brown e York

Este método consiste numa generalizagao relativistica da teoria de Hamilton
- Jacobi, sendo portanto diretamente aplicavel aos sistemas gravitacionais.
Na versao classica da teoria, aplicavel a um conjunto discreto de graus de
liberdade, a Hamiltoniana , ao invés de ser calculada diretamente a partir
da Lagrangeana como no formalismo de Hamilton, esta associada a variacao
negativa da acao classica S, com respeito ao instante final, supondo fixos
o instante inicial e as coordenadas iniciais e finais e considerando apenas
trajetorias classicas fisicamente possiveis para o sistema, ou seja, aquelas
que obedecem as equacoes de movimento. De fato, expressando a acao na
forma candnica com o tempo reparametrisado por ¢(\) de acordo com

o ) . )

onde o ponto designa a derivada respeito a A sendo t' = t'(\) , t" = t"(\")
dois instantes inicial e final dados, e realizando variagoes arbitrarias nas
coordenadas canonicas e no tempo que, nesta forma reparametrisada da agao
aparece como mais uma coordenada, obtem-se para a variacao da agao apods
integracao por partes:

65 = termos associados as eq. de movimento + p;dq* |3 —H&t [ (125)

Assim, se as coordenadas e o tempo sao fixados nos instantes inicial e final
ou seja, oq'(\) = d¢'(\") = 5t(N) = 5t(\") = 0, a condigao de extremo
§S = 0 fornece as equagoes de movimento cujas solugoes [¢*(A), t(\)] corre-
spondem as trajetérias cldssicas fisicamente possiveis do sistema. Por outro
lado, considerando apenas as trajetorias classicas fisicamente possiveis, os
termos relativos as equacoes de movimento se anulam de forma que 6S se
reduz a

680 = pi,0¢° [N —Hadt |3, (126)

onde o indice cl significa que as quantidades devem ser calculadas usando-se
as solucoes classicas fisicamente possiveis do sistema. FEsta tultima relacao
permite identificar a hamiltoniana com a taxa de variagao negativa da agao
classica com respeito ao instante final, como se pode verificar.

A fim de generalizar estas idéias para os sistemas gravitacionais, em lu-
gar de definir a acao sobre trajetorias classicas limitadas por dois conjuntos
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discretos de valores dados das coordenadas e do tempo, considera-se a acao
gravitacional cldssica SG definida numa regiao M do espago - tempo lim-
itada por um conjunto de hipersuperficies com valores dados da métrica.
Admitindo uma folheacao tipica do espaco - tempo sob a forma de hipersu-
perficies espaciais t = C' e especificando uma regiao X de fronteira S em
cada hipersuperficie, pode-se conceber o 4-volume M como a regiao do espago
- tempo limitada pelas hipersuperficies t' = C* e ¢ = C'® de trimétricas h,
e hl,., correspondentes a dois instantes inicial e final dados e por uma hiper-
superficie envoltéria ou lateral S de trimétrica v;; que descreve a evolucio
da fronteira bidimensional S entre os instantes inicial e final dados. Supoe-se
como antes que apenas trajetérias classicas sao consideradas, ou seja, que as
hipersuperficies t = C* evoluam segundo as equacoes de movimento, neste
caso, as equacoes de Einstein. Admite-se também que o folheamento é or-
togonal de modo que o unitdrio normal as hipersuperficies t = C* é sempre
tangente & 3S e portanto pode ser representado por um trivetor ;. Desta
forma, o intervalo de tempo proprio dr em relacao ao qual deve-se variar a
acao classica a fim de obter a Hamiltoniana é agora generalizado pelo inter-
valo ds? = ~,;,dx'dz* sobre a hipersuperficie 2S que determina nao apenas o
tempo préprio dr = Ndt mas também todos os intervalos ds?> = og,dx®da®
tangentes a S, cuja métrica intrinseca nas coordenadas x® é o.

Considerando tal possibilidade de generalizacao, Brown e York [9] definem
a variagao funcional da agao gravitacional classica com respeito a ;, obtendo,
ao invés da funcao Hamiltoniana, um tensor momento energia superficial
definido em 3S de acordo com:

2 655
V=7 0%k
Assim, na prescricao de Brown e York a energia total E contida numa
regiao X de fronteira S é calculada como:

E= /S evod*s (128)

onde a densidade superficial de energia ¢ é definida na forma usual, como a
projecao do tensor momento energia ao longo do unitario normal as hipersu-
perficies t = C'¢:

Tik

(127)

e = wjup T (129)
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Observa-se que tal definicao de energia é quase local, uma vez que é sempre
definida sobre uma superficie anulando-se, em geral, quando a area da su-
perficie tende a zero. Para avaliar como esta defini¢ao de energia corresponde
a generalizagao da definigao de energia na teoria classica de Hamilton - Ja-
cobi, representada pela hamiltoniana, considera-se um intervalo arbitrario
da hipresuperficie 3S de métrca dada 7. definida por 2! = C* tal como
expresso no formalismo 3 + 1:

ds® = —N2dt> + o45(N°dt + da®) (Ndt + da®) (130)

com (t, 2%, x%) coordenadas arbitrarias em 2S. Desta tltima relagio obtem-se
os resultados:

Dir = —2N Y5

ON
(131)
onde u; é o vetor unitdrio normal a hipersuperficie t = C* definido por
y*uu, = —1. Consequentemente, resulta para a densidade de energia quase
local, de acordo com sua defin¢ao:
v 2uug 059 1 655 0 1 659
e = ’LLZ'UkTZk _ UiU c T cl O7ik _ T cl (132)

T VA Voo ON g 0N

onde usou-se \/—y = Ny/o. Para a energia total E contida numa superficie
S obtem-se, de acordo com (5):
G
B [ e, (133)
s ON
Desta forma, em estreita analogia com a relacao entre a energia e a taxa
de variacao temporal da acao classica estabelecida pala teoria de Hamilton
- Jacobi, a energia quase local de Brown e York contida no interior de uma
supeerficie S esta relacionada ao negativo da variagao da acao gravitacional
clédssica SG com respeito & funcdo lapso N que determina o tempo préprio
dr = Ndt medido por um observador ortogonal & persuperficie t = C* que
envolve S, quando estendemos esta variacao a todos os pontos de S.
Completando esta analogia com a teoria de Hamilton - Jacobi, na qual
os momentos canonicamente conjugados estao associados a variacao da acao
classica com respeito as condicoes de contorno, ou seja, as coordenadas ini-
ciais ou finais, como se pode verificar de (125), a variacao da agdo grav-
itacional classica com respeito as condigoes de contorno impostas sobre as

95



hipersuperficies limitrofes, a saber, as trimétricas hf, , hl. e 7, definem os
momentos canonicamente conjugados conjugados a estas coordenadas. Con-
sequentemente, a dependéncia da acao gravitacional com respeito as referidas
condigoes de contorno deve ser especificada. Esta dependéncia pode ser ex-
plicitada acrescentando-se a agao de Hilbert termos de superficie na forma de
integrais estendidas sobre as hipersuperficies limitrofes de modo a incluir na
regiao de definicao da acao nao sé ao 4-volume M mas também a sua fronteira.

Revendo os cédlculos que conduzem a expressao da acao gravitacional no
formalismo 3+1 e considerando explicitamente as divergéncias totais entao
omitidas, as quais se reduzem a integrais sobre as hipersuperficies limitrofes,
Brown e York adotam para a agao gravitacional a forma [9]:

i

56 — /M Ry—gdxdt +2 /t f KvVhd*z — 2 / OV dndt = 5" (134)
onde tt,// = [,» — Jy sao integrais estendidas as hipersuperficies limitrofes
t = C%, © é o escalar de curvatura extrinseca de 3S e S° representa uma
série de termos de superficie abitrarios os quais podem ser acrescentados a
acao sem alterar as equacoes de movimento. Observa-se no entanto que a
fixacao da métrica induzida nas hipersuperficies limitrofes nao determina de
forma univoca a geometria do espago quadrimensional de dimensao superior
no qual estdo imersas. Assim, os termos de superficie S° devem ser especi-
ficados com respeito a um certo espaco de referéncia previamente adotado.
O espago de Minkowisk é em geral uma escolha natural, mas nao a tunica
possivel. No presente trabalho estaremos interessados em adotar as solugoes
abertas de FLRW como espaco de referéncia.

Para o calculo da energia quase local, de acordo com sua definicao, é
suficiente considerar a variagao da agao somente com respeito a v, ou seja,
variacoes definidas em 2S . No entanto, estendendo o campo de variacoes a
todo o dominio de definicao da agao, os termos gerados por estas variagoes
podem ser reunidos em dois grupos: aqueles resultantes de variagoes sobre o
4-volume M e que contribuem para as equacoes de movimento, e termos de su-
perficie resultantes de variagoes definidas sobre as hipersuperficies limitrofes.
Se as condic¢oes de contorno sao fixadas, a contribuicao destes termos de su-
perficie serd identicamente nula, e a condigao de extremo da acao equivale a
estabelecer as equagoes de movimento. Por outro lado, considerando apenas
as solucgoes classicas das equacoes de movimento, os termos relativos a estas
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equagoes se anulam identicamente, restando apenas os termos de superficie
de forma que:

S5 —// P*sh; d3x+/ b i) SydPa (135)

onde agora foi omitido o indice ¢/ nos termos a direita. Uma vez obtida a
relacao entre a variacao da acgao classica e as variacoes relativas as condicoes
de contorno, os momentos P*, 7k e 7rok canonicamente conjugados a estas

condicoes de contorno podem ser definidos, sendo dados por:

P* =1/2Vh(h* K — K™*) (136)

Y= —1/2y=(y*e - e™) (137)
S 680

Ty = 5o (138)

Como estamos interessados na variacao da agao classica com respeito a v
a dependéncia de S° com respeito as trimétricas hl, e hl; nao precisa ser
considerada. Para o tensor momento energia quase local obtem-se:

2 68§ 2
V=0 V=Y

e para a densidade de energia quasde local,

T" = (r* — 7k, (139)

2u;uy,
V=

Este escalar pode ser expresso de forma mais compacta notando que ©,,,
o tensor de curvatura extrinseca de 3S é, por definicio um tensor projetado
sobre 3S e portanto nao tem componentes na direcao de seu unitério normal
n®, mas apenas ao longo dos vetores tangentes & 35, quais sejam, as direcoes
tangentes a S e, ja que o folheamento é ortogonal, a direcao perpendicular a
hipersuperficie t = C* na qual S est4 imersa.

e = uu T = (' — k) (140)

A componente de ©,, tangente a S pode ser identificada como o tensor
de curvatura extrinseca de S tal como imersa numa dada hipersuperficie
t = C' da folheagao. De fato, definindo os projetores ht* = §# +ufu,, sobre a
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hipersuperficie t = C' e o/ = h* —ntn,, sobre a superficie S tal como imersa
na hipersuperficie ¢t = C", é possivel decompor ©,,, na forma [9]:

O = ku + uu,nea® + QJﬁuynﬁKag (141)

onde k,, ¢ o tensor de curvatura extrinseca de S tal como imersa na hiper-
superficie t = C* dada e a® é o vetor aceleracao a® = uﬁ“ﬁuﬁ.
Para o escalar de curvatura extrinseca resulta:

O, =0 =k —n,a", (142)

onde k é o escalar de curvatura extrinseca de S tal como imersa na hiper-
superficie t = C* dada.

Substituindo esta decomposicao de O,,, em (14) obtem-se para a projecao

de 7*:
wupm® = 1/2/ =k (143)

Desta forma, a projecio de 7* na direcao perpendicular & hipersuperficie
t = C' que contem S estd essencialmente relacionada ao escalar de cur-
vatura extrinseca de S tal como imersa na hipersuperficie t = C* dada.
Analogamente, pode-se definir a projecao ao longo de u; do termo mi¥ que
surge devido a arbitrariedade que se tem ao definir a acao, como estando
relacionada a kg, o escalar de curvatura extrinseca de S, é dizer, de uma
superficie de mesma métrica induzida de S, tal como imersa numa hiper-
superficie de referéncia correspondente a uma folheagao dada do espaco de
referéncia.

Com estes resultados a densidade de energia quasde local pode ser ex-
preessa como:
e=k—ko (144)

Sendo a energia total em S dada por:
E-= / (k — ko)vod*e (145)
S

No espaco de referéncia k = kg e E = 0. Desta forma, a energia quase lo-
cal esta sempre definida com respeito a um certo espaco de referéncia tomado
como nivel zero de energia. Tal espago de referéncia pode ser escolhido de
diversas formas mas nunca pode ser eliminado da teoria uma vez que decorre
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diretamente da ambiguidade inerente na definicao da acao gravitacional.

A fim de comparar os resultados fornecidos pelo método de Brown e York
com aqueles obtidos nos formalismos Hamiltoniano e de DGPP, tratados nos
capitulos anteriores, calculemos a energia quase local para tres casos simples
e importantes, qual sejam, a solugao assintoticamente plana de Schwarzschild
e as solugoes de Tolman assintoticamente FLRW aberto com k =0 e k = -1
definidas previamente. Assim, de acordo com a interpretacao dada acima,
o valor da energia quase local para uma superficie S que engloba todo o
espago representa a energia da solugao dada com respeito aos seus respec-
tivos espacos de referéncia adotados como nivel zero de energia. O tensor de
curvatura extrinseca de qualquer superficie S tal como imersa numa hiper-
superficie dada é caracterizado pela variacao nzk do unitdrio n’ normal a S,
especificado pela condicdo hjn'n* = 1. Assim, o escalar de curvatura ex-
trinseca , ao qual se relaciona a densidade quase local de energia, pode ser
expresso pela divergéncia de n':

i (\/ﬁnz)z
k=n}= Th (146)

Usaremos esta relacao para o caculo da energia quase local nos casos estuda-
dos.

6.1 A Solugao Assintoticamente Plana de Schwarzschild

Esta solucao é dada na forma:
ds® = B~'dr® + r*(d6? + sen’0d¢*) — Bdt?, (147)

onde B =1 — 277” sendo m o parametro de massa de Schwarzschild. Cal-
culemos a energia quase local de Schwarzschild contida no interior da esfera
r = O tal como imersa na hipersuperficie t = C* da folheacao a que se
submeteu o espago de Schwarzschild adotando como espaco de referéncia a
solucao plana de Minkowsk dada por:

ds* = dr® + r*(d6? + sen*0d¢?) — dt?, (148)

Embora referindo-se a espacos diferentes, as coordenadas de Minkowsk e
Schwarzschild se confundem neste caso uma vez que a esfera r = C* tem o
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mesmo raio, independente de estar imersa numa hipersuperficie t = C* do
espaco de referéncia ou do espaco de Schwarzschild, como se pode verificar.
Nem sempre, como se vera adiante no caso das solucoes assintoticamente
FLRW, esta identidade entre as coordenadas ¢ possivel. Em continuagao, a
trimetrca g;, das hipersuperficies de Schwarzschild ¢ dada por:

di* = B~dr® + r*(d6® + sen*d¢?). (149)

Desta forma, o vetor unitdrio n’ a superficie r = C' tal como imersa na
hipersuperficie t = C* de Schwarzschild, definido pala condi¢ao de normal-
izacio gin'n® = 1 & dado por n' = (B'2,0,0). Usando a férmula (146)
resulta para o escalar de curvatura intrinseca:
9 Bl /2
k=— ) (150)

r

Da mesma forma, no espago de referéncia de Minkowsk, n’ = (1,0, 0) obtendo-
se para o escalar de curvatura intrinseca:

2
k(] _ — .
T

(151)

Assim, a energia quase local de Schwarzschild contida no interior da esfera
r = C'% ¢ dada por:

1

E=o /S (k — ko)vod®e = r(1 — BY?) (152)

Na regido assintética, o fator B2 pode ser expandido, resultando:

2
Er~m+ — (153)

2r
Para uma superficie no infinito que engloba todo o espaco o valor da en-
ergia quase local se reduz a m , que representa a massa-energia total do
sistema, incluindo a materia e seu campo gravitacional, em relagao ao espago
vazio de Minkowsk. Para uma supeficie de raio finito r, a definigao (153)
admite tambem uma interpretacao fisica consistente. Com efeito, a massa m
que representa a energia total do sistema inclui a energia da matéria mais
a auto-energia potencial gravitacional associada ao trabalho realizado para
trazer todos os elementos de massa do infinito até as suas posigoes finais.
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O trabalho necessario para trazer todos os elementos de massa do infinito e
distribui-los sobre a casca esférica de raio r é dado pela auto-energia poten-
cial gravitacional U = —’g—: da casca esférica de raio r, que é precisamente o
negativo do termo que aparece na expansao (153). Assim, na aproximagao
classica que estamos considerando, a energia quase local F contida no inte-
rior da esfera de raio r é dada pela energia total m subtraida da auto-energia
potencial gravitacional da casca esférica de raio r. Consequentemente, a en-
ergia quase local contida na esfera de raio r corresponde a energia de toda a
matéria contida na esfera mais a energia potencial gravitacional associada ao
trabalho realizado para trazer os elementos de massa do sistema da fronteira
r até posicoes finais, independente da quantidade de trabalho realizada fora
da esfera para trazer os elementos do infinto até r. Deste modo, para calcu-
lar a energia quase local contida numa superficie basta descontar da energia
total do sistema a parte da energia localizada na regiao exterior a superficie,
como seria desejavel em uma definicao consistente de energia.

Desta forma, pelo menos no caso de espacos assintoticamente planos,
o formalismo de Brown e York fornece resultados fisicamente consistentes.
Veremos que resultados tal formalismo fornece quando aplicado a espacos

abertos nao assintoticamente planos, com as solucoes de Tolman assintotica-
mente FLRW aberto.

6.2 As Solucoes de Tolman Assintoticamente FLRW
Aberto Com k =0

A solucao de Tolman para este caso toma a forma:
ds® = R?dr® + R*(d0” + sen?0d¢*) — dt?, (154)

Sua forma assintética é dada pela solucao aberta de FLRW com k = 0

’ A . . . ° o
tomada como nivel de referéncia zero de energia. Designando por (¢,7,6, ¢)
as coordenadas deste espaco de referéncia resulta, para a solugao assintética:

0l/2 42 0?2 02
ds> =R dr + R (d0* + sen*0d¢®) —d t . (155)

com R=r a(g; 0) sendo a(?) o fator nao estdtico que caracteriza as solugoes
de FLRW aberto com k = 0. Como a prépria notacao indica, as coordenadas

(r,t) e (;, 7(3) nao devem ser confundidas pois referem-se a espagos diferentes.
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A relagao entre elas pode ser obtida considerando que a superficie S usada no
calculo da energia quase local deve ser tinica, uma vez que suas propriedades
geométricas intrinsecas sao determinadas pela propria natureza da superficie
e independem do espaco tridimensional de dimensao superior no qual estd im-
ersa. Desta forma, tal superficie deve ter um escalar de curvatura intrinseca
de valor tnico e bem definido. Escolhendo como superficie S a esfera r = C*
tal como imersa na hipersuperficie t = C* do espaco de Tolman, seu escalar
de curvatura intrinseca , de acordo com (154), é uma constante positiva dada
por:

R =2R*(r=0" t=C") (156)

o [¢]
A superficie § que, imersa numa hipersuperficie t= C' do espaco de re-
feréncia, tem como escalar de curvatura intrinseco uma constante positiva é
7
. o v ’
evidentemente a esfera r= C*. Célculos andlogos conduzem ao resultado:

o 0_2

2R=2R (r=C", = C") (157)

o
para o escalar de curvatura intrinseco de S. A unicidade do escalar de cur-

vatura intrinseco exige que 2§ = 2 §;ﬁ o que resulta na condigao :
R(r.t) =R (7.1, (158)
que define a relagao procurada entre os dois sistemas de coordenadas. Uma

vez identificadas as superficies S e §* seus respectivos escalares de curvatura
extrinseca podem ser calculados diretamente pela férmula (146) obtendo-se:

k=—2R"'(r,t) (159)
para S e

o o—1 o ©O

k=—-2R (rt) (160)

para § Da condicao (158) segue que k :]2 e portanto a densidade de energia
quase local é nula neste caso, bem como a energia total:

e=k—k=0 (161)

o que concorda com o resultado anterior obtido pelo método Hamiltoniano
para 0 mesmo caso.
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6.3 As Solugoes de Tolman Assintoticamente FLRW
Aberto Com k = -1

A solucao de Tolman é dada agora por:
ds* = (1 + %) 'R?dr® + R*(d0* + sen®0d¢?) — dt?, (162)
com R(r,t) definido parametricamente de acordo com
R = A(r)[coshn — 1] , t = B(r)[senhn — 7], (163)

onde os fatores A(r) e B(r) estdo associados as constantes de integragao
esfericamente simétricas que caracterizam a solucao de Tolman dada. Sua
forma assintdtica coincide com a solugao aberta de FLRW com curvatura
espacial negativa, tomada como espaco de reférencia para o calculo da energia
quase local:

2

. o2 02 02
ds*=(1+r )R d 7 + R (df? +sen®0d¢?) —d t , (164)
onde ]O% (7?7 ;) ¢é definido pelo parametro 73 de acordo com
k=K 7 Jcosh —1] , {= Kl[senh 7 — 1], (165)

onde K é uma constante positiva. Escolhendo a esfera r = C% tal como
imersa numa hipersuperficie t = C* da folheacao a que se submeteu a solucao
dada Tolman para o célculo da energia quase local e usando a férmula (146),
resulta para o escalar de curvatura extrinseca da superficie, de acordo com
(162):

k=—2(1+r)Y2R Y(r,1). (166)

Ainda de acordo com (32), o escalar de curvatura intrinseca da mesma su-
perficie é dado por:

R =2R(r=C"t=C"), (167)

sendo portanto uma constante positiva. Pelos mesmos argumentos apresen-
tados na discussao anterior, a superficie que, imersa na hipersuperficie = (e
do espaco de referéncia tem como escalar de curvatura intrinseca uma con-
stante positiva é a esfera 7= C. Célculos andlogos mostram que, de acordo
com (164), o escalar de curvatura extrinseca desta superficie é dado por:

o—1 4 o

o 02
k= —201+7)Y2 R (r,t) (168)
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enquanto que para o escalar de curvatura intrinseca obtem-se:
2R_9f (= j= 1) (169)
A condicao de unicidade do escalar de curvatura intrinseca implica que
R(r,t) =R (1), (170)

o que define a relacao entre os sitemas de coordenadas de Tolman e do espaco
de referéncia. A energia quase local é entao dada por:

E=[  Volk—k)da=Rr,O[1+ 7)Y — (1+r)Y(r — 00) (171)
T—00
Para completar o calculo deve-se exprimir E totalmente em termos de r e
tomar o limite ao infinito sendo necessario, ao contrario do caso anterior,
considerar explicitamente a relagao (158) a fim de obter 7 como fungdo de r.
Para uma superficie no infinito é suficiente usar a expressao assintética de
R(r,t) de acordo com:.

R(r,t) = ra(t)(1 + CYr=t 4 CPp=2 4 ) (172)

Escolhendo hipersuperficies espaciais no espaco de Tolman e no espago de

referéncia tais que ¢ —i=C' ¢ aplicando a condigao (158), o fator temporal
pose ser cancelado resultando, até segunda ordem, de acordo com (43) e
(158):

r=r(14+CWr=t 4 0@p=2), (173)

~ . . o . .
Esta expressao mostra que r — oo implica r— oo de forma que no limite
assintotico:

E ~ R(r —r) (174)
Finalmente, usando a expansao (43) e novamente (173) obtem-se:

E =ra(t)(1+ CWr=t 4 Cp=2)(CH 4+ C@p~1)
(175)
= a(t)[CVr 4+ C? + (CW) 4 CP)p=1)2]

Esta expressao diverge claramente quando r — oo, obtendo-se desta vez um
resultado infinito para a energia total, ao contrario do valor finito obtido
anteriormente para este mesmo caso usando o formalismo hamiltoniano.
E necessario agora buscar uma interpretacao fisica que explique esta dis-
crepancia, o que sera feito a seguir.
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7 CONCLUSAO

Com base na discussao desenvolvida nos capitulos anteriores, pretende-se
nesta tultima parte resumir de forma sistematica os resultados que apare-
cem ao longo do texto e que foram obtidos a partir da aplicacao das varias
defini¢oes de energia conhecidas na literatura a sistemas gravitacionais com
diferentes estruturas assintéticas, como as solugoes assintoticamente planas
ou FLRW, procurando aferir a extensao do campo de aplicagao dos referidos
métodos e seu grau de ambiguidade quanto ao significado fisico da energia
em sistemas gravitacionais, bem como buscando interpretacgoes fisicas con-
sistentes que possam explicar as possiveis discrepancias encontradas.

Primeiramente, da analise desenvolvida no capitulo III, onde foi calcu-
lada a hamiltoniana que gera a dinamica das solugoes assintoticanmente
FLRW aberto, e de acordo com a interpretacao segundo a qual os termos
de superficie definidos para tal hamiltoniana representam a energia do sis-
tema gravitacional dado com respeito ao espaco de referéncia - neste caso
as solugoes abertas de FLRW - conclui-se que o conjunto degenerado das
solucoes cosmoldgicas assintoticanmente FLRW que ocupam o estado fun-
damental de minima energia, isto é, cujas energias sao iguais ao do espagco
de refréncia, tomado como nivel zero, é constituido pelas solucoes assintot-
icanmente FLRW aberto com k = 0, as quais geram termos de superficie
assintoticamente nulos, e pelas solucoes cuja estrutura geométrica é semel-
hante a das solugoes tipo Tolman assintoticanmente FLRW aberto com k =
-1, quais sejam, dependem apenas de 7 e t, o termo perturbativo g(t) que
ocorre na expansao de gos tal como definida em (60) também aparece em g,
e gs3 = gasend. Neste tiltimo caso, os termos de superficie definidos para a
hamiltoniana nao sao assintoticamente nulos, como em k = 0, mas anulam-
se identicamente. Quanto aos fluidos de poeira assintoticanmente FLRW |
embora gerem termos de superficie, nao contribuem em nenhum dos casos
estudados, resultado que pode ser estendido a outros fluidos perfeitos assin-
toticanmente FLRW. Desta forma, solugoes assintoticanmente FLRW aberto
com k = -1 cuja geometria difere da de Tolman podem gerar contribui¢des nao
nulas na hamiltoniana de modo que, em geral, na hamiltoniana das solugoes
assintoticanmente FLRW aberto com k = -1, os termos de superficie nao
podem ser descartados.
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Uma consequéncia importante decorrente da presenca destes termos de
superficie é que, em geral, na quantizacao canonica de geometrias assintot-
icanmente FLRW aberto com k = -1, os termos de superficie podem gerar
uma nova equagao de Schrodinger, além da equagao de Wheeler-De Witt.
De fato, na quantizagdo canonica, a fungao de onda W(g;,t) das solugoes
assintoticamente FLRW obedece a equacao de Schrodinger [14] [15],

LoV

th % HY (176)
onde o operador H = N,H" + Hg ¢é obtido a partir da hamiltoniana das
solugoes assintoticamente FLRW dada em (83) quando as variaveis canonicas
sao substituidas pelos seus respectivos operadores quanticos, os quais obe-
decem a relagoes de comutagao bem definidas [14] [15]. Assim, além das
equacoes vinculares H*W = ( geradas pelos vinculos hamiltonianos H* = 0
definidos em (10) resta ainda uma equacao do tipo Schrédinger dada por:

oV

th 5 HgU (177)
onde Hg é o operador que corresponde aos termos de superficie definidos na
hamiltoniana das solugoes assintoticanmente FLRW dados em (83). Como
se pode verificar, numa representacao adequada, tais termos nao apresen-
tam nenhum problema de ordenamento de operadores. Outro aspecto a
destacar é que, na quantizacao canonica de modelos assintoticamente FLRW
o parametro temporal é bem definido, uma vez que, nao sendo nula a hamilto-
niana, a fungao de onda das solugoes assintoticamente FLRW aberto com k =
-1 depende explicitamente do parametro temporal ¢, o que permite distingui-
lo das outras variaveis canonicas, ao contrario do que ocorre, por exemplo, em
modelos fechados, onde a hamiltoniana é identicamente nula e o parametro
temporal se confunde com as variaveis canonicas. Observa-se também que,
mesmo na auséncia de um vetor de Killing tipo tempo, como é o caso da
classe de solucoes estudada, onde em geral nao é possivel estabelecer a con-
servacao da energia, este método hamiltoniano fornece resultados finitos e
bem definidos. Outro aspecto importante a considerar neste método hamil-
toniano, ao lado da nao conservacao da energia, ¢ a determinagao completa
das cargas conservadas de FLRW, tal como definidas em (84). Um cdlculo
preliminar sugere que existem cargas conservadas de FLRW associadas as
rotacoes em torno das linhas coordenadas definidas pelas coordenadas carte-
sianas (z,v, z), relacionadas as coordenadas esféricas de forma usual. Tal

66



problema deveré ser objeto de um estudo detalhado em futuras investigacoes.

Da analise feita no capitulo IV, onde introduziu-se o formalismo de DGPP,
6] [7] verificou-se que, assim como outros formalismos, o método de DGPP
fornece resultados consistentes quando aplicado a solugoes assintoticamente
planas. Entretanto, quando o mesmo formalismo é aplicado usando como
espago de fundo as solucoes abertas de FLRW, observa-se que nem a den-
sidade de energia gravitacional t*°, nem a densidade de energia da matéria
T nem a densidade de energia total % 4T podem ser expressas na forma
de uma divergéncia tridimensional e, consequentemente, o teorema de Gauss
nao é mais aplicavel. Assim, a integral de volume de t%° + T que repre-
senta a energia macroscopica total do sistema, nao pode ser transformada
numa integral de superficie contendo apenas os valores assintoticos dos cam-
pos, como ocorre no formalismo hamiltoniano e no método de Brown e York
descritos neste trabalho, ou quando o formalismo de DGPP ¢é aplicado as
solugoes assintoticamente planas [7]. Desta forma, ao contrario de outros
formalismos nos quais é possivel definir um resultado geral tinico para todas
as solucoes com a mesma estrutura assintética, uma vez que a energia total
pode ser expressa como integrais de superficie dependendendo apenas dos
valores assintoticos dos campos, quando o formalismo de DGPP é aplicado
as solucgoes assintoticamente FLRW usando como espaco de fundo as proprias
solucoes abertas de FLRW, nao existe um resultado 1nico, sendo necessario
estudar separadamente cada tipo de solucao assintoticamente FLRW dada,
ja que agora, como foi demonstrado, a energia total depende dos valores dos
campos em todo o espago e nao apenas na regiao assintotica.

Prosseguindo com o objetivo de examinar a consisténcia interna dos métodos
de definicao de enrgia em sistemas gravitacionais, no capitulo V aplicou-se
o formalismo introduzido por Brown e York [9] para o cdlculo da energia ao
mesmo caso ja tratado anteriormente, a saber, as solugoes tipo Tolman assin-
toticanmente FLRW aberto, adotando como espaco de referéncia as mesmas
solucoes de FLRW. Para o caso k = 0 encontrou-se um resultado anélogo
ao anterior, qual seja, o de que as solugoes tipo Tolman assintoticanmente
FLRW aberto com k = 0 ocupam o estado fundamental de minima energia,
correspondente a energia zero de seu respectivo espago de referéncia. Quanto
ao caso k = -1, de acordo com as condic¢oes assintéticas exigidas, obteve-se um
resultado completamente discrepante com respeito ao fornecido pelo método
hamiltonianio anterior para o mesmo caso, com o aparecimento de um termo

67



divergente que nao pode ser eliminado. Buscando uma interpretacao fisica
consistente que possa explicar as razoes desta discrepancia, consideremos as
cargas conservadas de Brown e York correspondentes as isometrias descritas
pelos vetores de Killing e definidas por [9]:

Q. = f/g /T (ed + §)e; (178)

onde B é uma superficie caracterizada pela métrica bidimensional o, e im-
ersa na hipersuperficie cujo unitdrio normal é u’, com € e j* sendo, respecti-
vamente, as densidades superficiais de energia e momento tais como definidas
neste formalismo de Brown e York [9]. Observa-se que se £# é um vetor de
Killing tipo tempo, entao u's; = —1 e j's; = 0 de modo que a carga Q. se
confunde com a energia quase local E definida por Brown e York para esta
mesma superficie, diferindo apenas no sinal. Assim, quando a solu¢ao admite
um vetor de Killing tipo tempo, a energia quase local de Brown e York tem
um significado fisico especifico, correspondente a carga conservada associada
a invariancia da agao com respeito ao tempo. Nestes casos a energia quase lo-
cal produz resultados consistentes e bem definidos, como se constatou quando
da aplicacao do formalismo as solucoes assintotiocamdente planas e anti - de
Sitter [9] [11]. Na auséncia de um vetor de Killing tipo tempo, entretanto,
nao existe nenhuma carga conservada que possa ser relacionada a energia
quase local tal como definida por Brown e York, de modo que esta nao ad-
mite qualquer significado fisico, sendo meramente uma definigao matematica.
Neste caso nada se pode afirmar “a priore”, podendo-se obter ou nao resul-
tados inconsistentes, como ocorreu com as solugoes assintoticamente FLRW
aberto com k = -1.

De tudo que foi discutido e demonstrado nesta dissertacao acerca das
solucoes assintoticamente FLRW, e considerando os trabalhos que ja foram
realizados anteriormente, nos quais os mesmos métodos aqui descritos sao
aplicados a outras estruturas assintoticas importantes, como as solugoes ass-
intoticamente planas e anti-de Sitter, [8] [9] [10] [11] [16] é possivel formar
um quadro que permite uma visao mais global da extensao e do dominio
de aplicacao das varias defini¢oes conhecidas de energia em sistemas grav-
itacionais. Dos métodos propostos para o calculo da energia em sistemas
gravitacionais conhecidos na literatura, pode-se destacar as prescrigoes de
DGPP [6] [7], Brown e York [9], e o fromalismo hamiltoniano [8], que foram
tratados nesta dissertagao, bem como o formalismo de Komar [5], que nao foi
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analisado aqui, uma vez que sua aplicacao se restringe aos espacos com ve-
tores de Killing tipo tempo, o que nao é o caso das solucgoes assintoticamente
FLRW. Comparando os resultados fornecidos pelos referidos métodos quando
aplicados a diferentes estruturas assintéticas, observa-se que, em relagao as
solugoes assintoticamente planas, todos os métodos citados fornecem resul-
tados consistentes, tendo a energia total de todas as solugoes assintotica-
mente planas um valor tnico e bem definido, correspondente a massa total
m. Tal resultado nao surpreende, considerando que o espaco plano é aquele
que contém o maior nimero de simetrias dentre as solucoes das equagoes de
Einstein sem constante cosmoldgica, sendo de fato a forma assintética mais
simples que se pode obter. No entanto, a medida que se considera estruturas
assintoticas mais complexas, resultados discrepantes podem ocorrer. Com
efeito, aplicando-se os quatro métodos a solugoes cuja estrutura assintotica é
anti-de Sitter que, analogamente a solucao plana, é aquela dentre as solugoes
das equacoes de Einstein com constante cosmoldgica que contém o maior
nimero de simetrias, encontra-se que o formalismo hamiltoniano, bem como
as prescri¢oes de DGPP e Brown - York fornecem o mesmo resultado, o qual
é finito e bem definido [10] [11] [16], enquanto que a definicdo de Komar
fornece um resultado diferente para o mesmo caso, embora também finito
e bem definido [11]. Assim, ao contrario do caso plano, para as estruturas
assintoticas de anti-de Sitter nao existe um valor tinico que possa ser atribuido
4 massa-energia total do sistema. Em relacao as estruturas assintoticas de
FLRW, que contém menos simetrias que os casos precedentes, pois nao tém
vetor de Killing tipo tempo, e para cujo o estudo a presente dissertcao pre-
tendeu contribuir, verificou-se uma discrepancia ainda maior entre os re-
sultados, principalmente no caso das solugoes tipo Tolman assintoticamente
FLRW aberto com k = -1. De fato, como ja foi anteriormente mencionado,
tanto neste caso quanto no caso k = 0, o formalismo de DGPP nao fornece
um resultado tnico para a massa-energia total, ja que tal grandeza vai de-
pender dos valores do campo em todo o espaco, e nao apenas na regiao
assintotica. Quanto ao formalismo de Brown-York, embora fornega para o
caso das solucoes de Tolman assintoticamente FLRW aberto com k = 0 um
resultado semelhante ao do formalismo hamiltoniano, o qual é finito e bem
definido, quando aplicado ao caso k = -1 fornece um resultado divergente
ao qual, em geral, nao se pode atribuir nenhum significado fisico. Apenas o
formalismo hamiltoniano fornece neste ultimo caso um resultado consistente
e bem definido, mostrando que a referida solucao pertence ao conjunto de-
generado de solugoes cosmoldgicas cuja energia é igual ao do espago de fundo.
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Deste quadro geral, pode-se concluir que, para espacos abertos sem vetor
de Killing tipo tempo, como as solucgoes assintoticamente FLRW tratadas
nesta dissertacao, o formalismo hamiltoniano é aquele que, dentre os out-
ros métodos estudados, apresenta a definicao de energia mais consistente,
com caracteristicas semelhantes as definicoes de energia em espagos max-
imalmente simétricos, ou seja, fornece resultados finitos, os quais podem
ser expressos sob a forma de integrais de superficie, e portando dependem
apenas dos valores assintoticos dos campos. Seria interessante prosseguir
esta investigacao, aplicando os métodos aqui descritos nao s6 a geometrias
assintoticamente FLRW mais gerais que a de Tolman, a fim de avaliar de
forma mais precisa o significado fisico dos termos de superficie que, como
foi demonstrado neste trabalho, devem ser necessariamente acrescentados a
hamiltoniana das solugoes assintoticamente FLRW aberto, mas também a
formas assintéticas diversas das que aqui foram consideradas, possivelmente
com menos simetrias que as solucoes de FLRW, para que se possa exami-
nar de forma criteriosa em que grau os métodos aqui descritos podem ser
aplicados a geometrias nao estaticas, onde a energia depende do tempo.
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