Dissertagao de Mestrado

TERMOESTATISTICA DE UMA PARTICULA BIMODAL

Joao Ribeiro Medeiros

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

Rio de Janeiro, 2015



Dissertagdo de Mestrado ao Centro Brasileiro

de Pesquisas Fisicas sob orientagdo do

Pesquisador Doutor Silvio Manuel Duarte Queirds

para a obtengdo do titulo de

Mestre em Fisica por Joao Ribeiro Medeiros

2015



Agradecimentos

Agradeco ao meu orientador Silvio Manuel Duarte Queirds pela atencdo que dedicou a mim
e ao meu trabalho, pela disponibilidade com que sempre se fez acessivel as questoes que apre-
sentei ao longo da pesquisa, pela compreensdao com que encarou minhas eventuais dificuldades
e pelo convivio harmonioso que tivemos nesses dois anos.

Agradeco ao Antonio Domingues por 6timas conversas.

Agradeco a Leonardo Cirto e Felipe Tolentino pela hospitalidade com que me receberam no
ambiente da TEO e pela ajuda de toda sorte com o Linux.

Agradeco a minha mae Luciana Monteiro Ribeiro, ao meu pai Ricardo Amaury de Medei-
ros, Cristina Braga, Antonia Braga de Medeiros, Daniel Barczinsky, Julio Ribeiro Coutinho,
Felipe Jardim, Rodrigo Alves, Roberta Falcao Trombetta, Georgia Lau, Victor Cumplido, Julia
Fernandez, Marina Sereno, Kizzy Amiuna, Fabio Licio Alves, Lais Lavra, Pedro Braga Soa-
res, Sasha Lazarev, Konrad Giittler, Filipe Oliveira, Daniel Pimenta, David Gongalves, Clement
Mombeuraux, Michel Moreaux e Matthias F. por sua presenca no mundo.

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro.

i



Resumo

Nesta dissertacdo analisa-se o modelo constituido por uma pdarticula massiva em um sistema
caracterizado por um potencial harmoénico confinante, uma dissipag¢do linearmente proporcio-
nal a velocidade e uma flutuacdo associada a um reservatdrio analiticamente definido por um
ruido telegrafico. Faz-se a anélise estatistica de estado estaciondrio para a posi¢do e veloci-
dade e também para os valores de quantidades acumuladas como os fluxos de calor e energia
que provém o estado estaciondrio. Verifica-se que a introdu¢do de uma temperatura candnica
relacionada com as escala das flutuacdes da velocidade permite a obten¢do de uma estrutura
andloga a situacdo de reservatério Gaussiano branco. Simulagdes sdo usadas para confirmacao
dos resultados analiticos.

Apresentam-se também resultados da termoestatistica da particula sujeita ao ruido gaussiano
colorido, a partir dos quais verifica-se uma hipdtese de um mapeamento entre um sistema de
reservatorio interno e externo tema desenvolvido como introdu¢ao aos métodos e ferramentas

tedricas necessarios para a pesquisa.
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Abstract

In this dissertation we analyze a model composed of a massive particle in a system with har-
monic confining potential, a fluctuation linked to a reservoir analytically defined by telegraph
noise, as well as a dissipative force linearly proportional to the particle’s velocity. Statistical
analysis of stationary state is carried out for the particle’s position, velocity and for accumulated
quantities such as the heat and energetic fluxes that provide stationarity. The introduction of a
canonical temperature related to the typical scales of velocity fluctuation establishes an ana-
logy with an ordinary system with white Gaussian reservoir. The analytical results are verified
through numerical simulation.

Some other results related to the thermostatistics of a coloured Gaussian particle are also
presented and a hypothesis of mapping between internal and external reservoir cases is tested.
This theme was developed as an introduction to methods and tools that were to be necessary for

the research.
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Notacao

Por ordem de apari¢do;

O Grandeza fisica (observavel)

e (O™) Enésimo momento de O

((O™)) Enésimo cumulante de O

e ¢ Evento aleatdrio

e f(<) Funcao densidade de probabilidade

e f(¢)s Fungdo densidade de probabilidade no estado estaciondrio

e g Funcdo aleatoria

e = Tempo de evolugdo do sistema

e w Frequéncia, varidvel conjugada do tempo no espaco de Fourier

e S(w) Densidade espectral

e Coo Fungao de correlagao

e T, Matriz de probabilidades de transi¢ao entre estados passado tempo 7

e W._ Matriz de probabilidades de transicao por unidade de tempo, matriz das taxas de

transicao



S Entropia

IT Variacao no tempo de entropia causada por fatores internos ao sistema

U Variacao no tempo de entropia causada por fatores exernos ao sistema

M,,(O,t) Momentos de Kramers-Moyal

D, (0,t) Coeficientes de Kramers-Moyal

Lpp Operador de Fokker-Planck

n(t) Varidvel estocastica

S(P, h, g) Integral de Stieltjes

W, Processo de Wiener

¢(t) Ruido telegrafico

a, b Estados do ruido telegrafico

1 taxa de transicao entre estados b e a do ruido telegrafico

i = pp taxa de transicao entre estados a e b do ruido telegréfico

a Memoria do ruido, no caso do telegrafico, a soma das duas taxas de transicao

p razdo entre taxa (1 € «

p razdo entre taxaj e«
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B, D Fungdes das taxas de transi¢do e dos estados

¢ Ruido gaussiano com cor

m Massa da particula

~ Constante dissipativa

k Constante elastica

k Constante definida na eq. (5.6)

4 Constante definida na eq. (5.7)

D Constante difusiva

T Temperatura

I" Kernel de memoria

7, Tempo tipico de dissipagdao

7s Tempo tipico de oscilacdo harmodnica

q variavel reciproca do tempo

R(s) Estrutura de p6los de z(iq + €)

k4 Polos deZ(iq + ¢€)

Z Funcao de parti¢ao

Vil



& Energia total

IC Energia cinética

V Energia potencial

Jin; Poténcia injetada

Jyis Poténcia dissipada

L(J) Fungao de grandes desvios para os fluxos energéticos do sistema

Fi, Fi, H;j Fungdes para tornar os resultados mais compactos
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Capitulo 1

Introducao

Desde os trabalhos fundamentais de Boltzmann, a mecanica estatistica se foca no estabele-
cimento de relacdes entre a dindmica microscdpica de um sistema e suas propriedades ma-
croscopicas, nomeadamente as relagdes termodinamicas, que podem ser medidas em um labo-
ratério de forma mais ou menos simples [1]. Em particular, a constatacdo de leis da termo-
dindmica implica a verificagdo do chamado limite termodinamico, bem como de um estado de
equilibrio ao qual se pode associar uma temperatura.

Complementarmente ao tratamento assente na andlise da dindmica determinista de cada
particula num sistema de inimeros constituintes, o trabalho de Einstein sobre a particula Brow-
niana — cuja dinamica é definida por meio de uma equacdo de Langevin para a velocidade —
permitiu a descri¢do do comportamento dindmico-probabilistico de uma particula e a obtencao
da relacdo entre diversos observaveis e a temperatura do meio circundante, o qual numa pers-
pectiva termodinamica desempenha o papel de reservatorio com o qual o sistema troca calor.

A formulacio de Langevin parte do principio que em um infinitésimo de tempo, a particula
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em estudo tem um nudmero elevadissimo de colisdes com as restantes particulas do meio e que
essas colisdes tém um tempo de relaxacdo assumido como nulo. Mediante estas premissas a
forca estocdstica terd uma natureza Gaussiana.

Contudo, situagdes de equilibrio correspondentes a equagdo de Langevin, representam uma
parte muito pequena dos sistemas que nos circundam. Basta lembrar que sistemas biol6gicos
estdo claramente fora do equilibrio [2], pelo menos a um nivel global. Mormente, tem surgido
de cendrios de ndo-equilibrio um vasto conjunto de trabalhos no qual deve se real¢ar o esta-
belecimento de relacdes andlogas as equagdes da Termodinamica classica [3, 4, 5, 6, 7], assim
como relacdes sobre a evolugdo do estado de ndo-equilibrio também conhecidas como relacdes
de flutuacgao [8, 9].

Frequentemente, o limite de aplicabilidade das tradicionais relagdes Termodinamicas € vio-
lado devido a pelo menos um dos seguintes trés motivos:

a) o sistema € composto por um nimero de particulas demasiado pequeno e por isso €
incompativel com o limite termodinamico;

b) existe uma dependéncia temporal de quantidades outrora paramétricas que regem a
evolucdo do sistema;

c) 0 meio circundante ndo se carateriza em termos estatisticos por um comportamento
de tipo Browniano, em que todos os cumulantes de ordem superior a segunda sdo nulos. Isto
é, por aplicacdo directa do Teorema de Pawula, ndo € possivel se empregar um tratamento

probabilistico baseado na resolucdo da equagdo de Fokker-Planck.
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A este ponto é fundamental sublinhar que a inexisténcia de um estado de equilibrio nao
implica na auséncia de um estado estaciondrio no qual se podem realizar medi¢des globalmente
independentes do tempo e que em sentido lato verificam um principio de ergodicidade. Noutras
palavras, apenas o estado estaciondrio supremo, o de equilibrio, se encontra inacessivel. Exem-
plos de sistemas deste tipo sdo intimeros, dentre os quais se enfatizam motores moleculares
[10], nomeadamente aqueles de origem bioldgica [11][12] ou sistemas de coldides [13].

Para além do interesse cientifico enquadrado num contexto de pesquisa bésica, a procura por
problemas mais gerais é também impelida por um enorme interesse no entendimento e previsao
das propriedades termoestatisticas de sistemas pequenos em dreas de tecnologia e inovagdo
[14, 15,16, 12,17, 18].

No primeiro caso — o puramente cientifico — vale a pena notar que, de acordo com o teorema
de Lévy-Itd sobre a decomposicdo da medida [19], o ruido de Poisson representa o paradigma
do processo estocdstico com medida puramente singular, complementando desta forma a con-
tinuidade de medida exibida pelo ruido de Browniano. O problema dos ruidos de pulso (caso
Poissoniano) tem sido recentemente estudado em uma perspectiva termoestatistica permitindo
a determinacao de resultados muito interessantes, nomeadamente no problema do transporte de
calor e a emergéncia do cardter singular de um reservatério por meio das nao-linearidades.

Existem no entanto diversas situacdes que ndo se enquadram em uma composicao de ruidos
brancos continuos e singulares e que naturalmente ndo verificardo condi¢des tradicionais da

mecanica estatistica de nao-equilibrio tal como a relagdo de flutuacao-dissipacdo. Nesta classe,
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um caso importante sdo situacdes em que o sistema € sujeito a perturbacdes que podem as-
sumir dois valores sendo que as transi¢des ocorrem de forma aleatdria (a taxas especificas).
Este € o caso do ruido telegrafico (também conhecido ruido Browniano de 2 estados). Para
além do interesse académico na compreensdo de problemas com propriedades analiticas dife-
rentes daquelas usualmente abordadas [20, 21, 22, 23, 24], principalmente porque este ruido
nao € compativel com a Equacdo de Fokker-Planck, o ruido telegréfico se adequa a descri¢dao
de problemas nanomecanicos como transporte bidirecional intracelular em filamentos do cito-
esqueleto mediado por dois conjuntos de motores moleculares — nomeadamente a Kinesina-1
e Dineina citoplasmética — que puxam a carga em direcdes opostas em um ‘“cabo de guerra”
estocdstico [25] ou a cinética de marcadores proteicos em meios capilares como por exemplo a
dindmica do i6n de célcio no plasma sanguineo [26] e modelos de catracas nanométricas [27].
Adicionalmente, o ruido telegréafico parece mostrar-se adequado na descri¢do de propriedades
de transporte em materiais amorfos [28] e cromatografia [29], para mencionar alguns.

Dada a complexidade analitica, os problemas aqui mencionados sdo tratados considerando
diversas condicionantes, principalmente as seguintes: os sistemas sao superamortecidos e as
taxas de transicao entre os estados do ruido sdo iguais assim como as suas amplitudes. Mesmo
para este caso, trabalhos de Hinggi e co-autores [10, 24] e Céceres [30] mostram a impossi-
bilidade de uma solucao fechada; sendo que o primeiro se concentra no cdlculo das correntes
de probabilidade e o segundo caso com os momentos da velocidade, sempre de sistemas supe-

ramortecidos. Além disso, nenhum dos casos trata questdes energéticas relacionadas com os
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fluxos de energia injetada e calor dissipado pelo sistema que garante a existéncia de um estado
estaciondrio caraterizado por flutuacdes da velocidade e de posi¢do as quais sdo passiveis de
associar a uma temperatura do sistema.

Nesta dissertacdo, apresento resultados que pretendem cobrir topicos ausentes na literatura,
nomeadamente a estatistica de sistemas mecanicos dissipativos e amortecidos sujeitos a reser-
vatdrios dicotdmicos (ruido telegrafico) obtendo a estatistica de posi¢do e velocidade no estado
estaciondrio assim como a andlise energética dependente do tempo. Os resultados sdo obtidos
por passagem ao espago reciproco de Laplace-Fourier e aplicacdo do teorema do valor final,
J4 que ndo estarei interessado no comportamento do transiente, mas sim nas dependéncias de
tempo longo. Esta formulacdo tem a vantagem perante os habituais tratamentos assentes na
Equacgdo-Mestra (ou Fokker-Planck) de ndo necessitar da explicitacdo do propagador, preser-

vando a possibilidade de evolugdo das quantidades.

Estrutura da dissertacao
A dissertacdo se encontra organizada da forma seguinte:

e No Capitulo 2, apresento elementos bésicos da teoria de processos estocasticos, desde a
sua definicdo e classificagao até a descricdo da sua evolugdo através da equacao-mestra.
Da equagdo-mestre estabeleco condi¢gdes para a emergéncia de um estado estaciondrio,
a sua separagdo entre evolucao criada por variagdes continuas (que levam a Equacgdo de

Fokker-Planck) e por saltos. Para concluir o capitulo mostro como € possivel passar de
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uma formulac@o probablistica dada pela equa¢do mestra (ou suas componentes) a uma

formulacao estocdstica estabelecida no espago de probabilidades;

e No Capitulo 3, fago uma caraterizacao do ruido telegrafico e por conseguinte do reser-

vatorio dicotdmico;

e No Capitulo 4, introduzo as equacdes base sobre as quais assentam a dindmica do pro-

blema e explicito o método de solucdo através de transformacgdes de Laplace-Fourier;

e No Capitulo 5, em primeiro lugar, discuto um modelo intermédio de um sistema su-
jeito a um reservatério Gaussiano, porém colorido, que da origem a uma dinamica nao-
Markoviana. Este caso preserva a propriedade gaussiana do reservatério, introduzindo
ao mesmo tempo a cor do ruido e a natureza externa do reservatdrio, tal como acontece
no reservatorio dicotomico. Em seguida parte-se para o problema principal, a descri¢do

termoestatistica do problema dicotdomico;

e No Capitulo 6, fagco uma resenha dos resultados obtidos e perspetivo evolugdes possiveis

do trabalho aqui apresentado.



Capitulo 2

Elementos Basicos de Teoria de Processos

Estocasticos

Comeco entdo por fornecer alguns elementos tedricos basicos sobre o qual assentard o estudo
dos modelos fisicos nos quais se centra a dissertacdo. As observaveis que tratarei sdo quan-
tidades Fisicas, O, (e.g. posi¢do, velocidade) que variam no tempo por acdo de forgas sobre
as quais nao existe informagao completa do seu valor a cada estado de tempo. Desta forma,
em um contexto probabilistico, tratarei quantidades que dependem funcionalmente de eventos
aleatdrios, ¢, distribuidos de acordo com uma fun¢@o densidade de probabilidade, f (<), por
meio de uma funcgdo aleatdria, g. Ao compreender a dependéncia temporal juntamente com a
dependéncia relativamente ao evento aleatdrio ¢ pode se dizer que o conjunto dessas varidveis
aleatorias,

O=yg(s.t). 2.1)

constitui um processo estocdstico. Alternativamente, o processo estocdstico pode ser visto como

um ensemble {O} = {g (s,t)} onde o tempo é definido num intervalo de tempo compreendido

7
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entre =y e =. Sob o ponto de vista pratico, o interesse € determinar o comportamento estatistico

destas fung¢des, particularmente o célculo dos momentos de ordem n dessa varidvel,

(Ot)...0(t)) :/oal)...oun) f(s,1) de. 2.2)

Se os momentos de ordem n sdo invariantes por translagdes de tempo T,
(Ot1+71)...0{n+71))=(O(t1)...0(tn)) (2.3)

o processo diz-se estaciondrio.

2.1 Descricao de processos estacionarios no espaco de Fou-

rier

Tal como acontece em diversos problemas deterministas, a andlise de um processo estocdstico
pode ser incomparavelmente mais simples quando o seu estudo € feito no espago reciproco em
vez de no espaco real.!

Considero O (t) um processo estocdstico definido num intervalo entre —=< ¢ <= de tal
forma que a varidvel O ¢é nula fora deste intervalo. No espaco reciproco essa quantidade se
define como,

+o00

O (w) = O (t) e’ dt, (2.4)

—0o0

a inversa, dessa maneira, vem dada através da equacao,

1 [t .
O (t) / O (w) e ¥t dt, (2.5)

T or

— 00

'Por exemplo, recorde diversos problemas de fisica do estado sélido onde se utiliza a rede reciproca ou no

estudo de fendmenos criticos com a aplica¢io do grupo de renormalizagdo [31].
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Se O (t) é uma observdvel fisica, deve ser representada por um ndmero real, portanto seu

quadrado também serd necessariamente real. O complexo conjugado de O (w) verifica a se-

guinte relacao,
(2.6)

Da formulagdo de Fourier Egs. (2.4) e (2.5) € possivel definir a partir do modulo da varidvel

O (w) o espetro de frequéncia do processo estocdstico,

(2.7)

que se relaciona com o Teorema de Parseval.

A interpretacdo da Eq. (2.7) € bastante simplificada pelo tratamento via fun¢do seno da
transformada de Fourier, i.e., a varidvel aleatéria O (t) pode ser representada através de uma
soma ponderada de fun¢des seno, cada qual com uma frequéncia w entre 0 e 7w/=, sendo que pela

Eq. (2.6), o intervalo entre —7/= e 0 corresponde a varidvel conjugada no espago reciproco.
Assim sendo, o célculo da S (w) permite avaliar o peso de uma dada frequéncia. Como S (w)

ndo ¢ uma quantidade normalizada esta quantidade € entdo definida como densidade espectral.
Mostrarei daqui a pouco qual a relevancia de S (w).

2.1.1 A funcao de correlacao

Até aqui mostrei que um processo estocdstico corresponde essencialmente a um conjunto or-

denado no tempo de uma determinada funcdo aleatoria. Pela Eq. (2.2) € possivel o célculo
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dos diferentes momentos estatisticos através de uma média de ensembles. Tal operacao fornece

informagdo de como a varidvel aleatdria evolui no tempo de forma mais provavel, (O (t)), e qual

a grandeza tipica dos desvios relativamente a esse valor mais provavel, \/ (0 (t)2> — (O (1)),
além de outras informacdes relativas aos restantes momentos. Nao obstante, estas quantidades
ndo estabelecem qualquer relacao sobre a evoluc¢do do ensemble, i.e., como os valores da fungao
aleatoria se relacionam entre si.

De maneira a considerar tal questdo é importante introduzir a func¢io de correlagdo como o

segundo cumulante calculado assincronamente,
Coor (ti,t2) = (O (1) O' (t2)) = (O (1)) (O’ (ta2)), (2.8)

de tal forma que, quando as varidveis O e O’ s@o as mesmas se tem a fungdo de autocorrelagio
Co (t1,t3) e em caso contrdrio Co o (t1,t2) toma o nome de fungdo de correlagdo cruzada.?
Quando O = O’ e t; = t, a fungdo de correlagio reduz-se a variancia.

Quando o processo € estaciondrio [Eq. (2.3)], as varidveis sao independentes do tempo e por
conta disso a fungéo de correlagdo C (¢1, t5) apenas dependerd da diferenca entre os instantes ¢;
e ty, ou de |t; — to|, considerando a validade da condi¢do de simetria temporal associada a um
processo estacionario, no qual médias no tempo equivalem a médias sobre amostras. Sob

estas circunstancias,
Coor (t1,t2) = Coor (0,1)
(2.9)

Coor (0,t) = Coo (—t,0)

Frequentemente calcula-se também a chamada co-variancia que corresponde simplesmente a (O (t1) O’ (t2)).
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em que t representa a distancia temporal (ou time lag em ingl€s). Desta tltima equacao se de-
preende que para um sistema de observaveis multiplas € possivel escrever as diferentes funcdes
de correlacdo numa Unica matriz.

No caso em que O (t) seja um nimero complexo,

Coo (0,t) = Coo (—t,0)". (2.10)

Tendo introduzido as caracteristicas gerais da funcdo de correlacdo estd-se em condi¢des de

apresentar o Teorema de Wiener-Khinchin,

Teorema 1 Na situacdo em que O (1) é um processo estocdstico estaciondrio verifica-se a se-

guinte relagdo entre a funcdo de correlagdo e a densidade espectral,

400
S (w) = / Co (t) e'“tdt, (2.11)

e}

Para o provar se considera o processo O (t) genérico sobre o qual se calcula a fungdo de

correlacao,

1 .
11 * —iw (t—ta+t1)

= :2— O(tl) O(tg) e 2T dtl dtz dw
4T
11 * i (—w)t iwt —iwt

= :2— @ (tl) e 1dt1 @ (tg) [§] 2 dtQ e dw
4T
1 1 ‘

= 5 [EO* (w) O (w)] e dw.
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Alternativamente a prova pode ser feita de forma inversa,

Sw) = =0Ww)" OWw) (2.13)

(1] —

[1]] —

{ O (t) ei“’tldtl}* UO(@) ei“’thtQ}

[1]] —

// [O* (tl) efiwtl} [O (tl—i-t) eiwt1+t] dtdtl

— /eiwtdt V éO* (t1) O (t, + 1) dtl} .

Se o ruido € descorrelacionado entdo pode se verificar facilmente que a sua densidade es-
pectral é constante, ou seja, todas as frequéncias do processo estocdstico no espago reciproco
de Fourier contribuem de igual modo. Fazendo uma analogia com luz pode se dizer que um
processo estocdstico totalmente descorrelacionado é equivalente a um ruido branco.

Embora a densidade espectral possa se exprimir sob variadas formas, a esmagadora maioria

dos sistemas tem o comportamento assimptotico descrito por,
S(w) ~w™?. (2.14)

Casos particulares sdo o passeante aleatério em que 5 = 2 e o ruido branco em que 3 = 0.
Destacamos também um tipo de processo intermédio importante em que 3 = 1, que se encontra
numa vasta gama de sistemas ditos complexos, de fendmenos climatolégicos a fisiologicos.

Se O (t) é um processo estocdstico, a varidvel O (w) pode ser entendida como um pro-
cesso estocastico, no espaco reciproco. Consequentemente, € possivel calcular uma fungdo de

correlagdo e tentar entender em que medida as frequéncias se relacionam, pelo menos num pro-



CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS DE TEORIA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS13

cesso estaciondrio no qual médias sobre amostras podem ser substituidas por médias no tempo,

(O (W) OW)) = <[ )* el (‘“’)“dtl] [ / O (t,) et dt2]> (2.15)
|

= < /O (t1)* “’)“dtl] {/(’)(tl—l—t) ele () dtD
= U ei“(“w)dtl] U (O(t)* Ot +1) ei“’/tdt]

= (W —w) S(w).

Daqui se conclui que em um processo estocdstico estaciondrio os valores de O (w) sdo

independentes para frequéncias diferentes.

2.2 Tipos de processos estocasticos

Os processos estocdsticos podem ser classificados quanto a natureza dos seus espagos (estado e

tempo) e pela sua dindmica.

2.2.1 Natureza dos espacos

e Tempo discreto e espaco de amostras discreto (e.g.: fluxos de automoveis diérios, formagao

de filas);

e Tempo continuo e espaco de amostras discreto (e.g.: modelos de crescimento de populagao

sobretudo em biologia de sistemas, nimero de 4&tomos de uma amostra que decairam);

e Tempo discreto e espaco de amostras continuo (e.g.: o tempo de espera para o decaimento

do n-ésimo 4tomo, o volume de 4gua consumido em cada dia por uma habita¢do);
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e Tempo continuo e espaco de amostra continuo (e.g.: o tempo de espera para o decaimento

do 4tomo seguinte [ordenada ] ao decaimento do n-ésimo dtomo [abcissal)

2.2.2 Natureza da dinamica

Embora exista uma mirfade de processos estocdsticos de natureza dindmica diferente, estes
podem ser costumeiramente analisados a propdsito da verificagdo (ou nao) das seguintes pro-

priedades:

e Processo puramente aleatorio no qual a (densidade de) probabilidade condicionada de
se observar um valor O,, no instante ¢,, € totalmente independente da histéria. Ou seja

exista a igualdade de probabilidades,

f (Ona tn ‘ Onfl; tnfla ceey Ol; tl) = f (On; tn) . (216)

e Martingala: um processo estocdstico {0, } é uma martingala em relagdo a um processo

estocéstico {0} } no qual em cada instante de tempo,’
(|O) <00 (2.17)
e paratodot > s,
(O {0)<.}) = O (2.18)

Indicando que o valor médio condicionado a histéria anterior corresponde a observacao
no tempo s. Ou seja, o conhecimento prévio sobre o processo ndo permite qualquer an-

tevisdo do valor seguinte. Compreendemos assim que esta classe se adequa a situagdo de

3 A propriedade de martingala pode ser analisada sobre o processo per si.
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jogos justos ou de auséncia de transmissao de informagao que constitui a base da hipdtese
de mercado eficiente. Noto que a martingala se divide em vérios casos particulares (mar-
tingala local, semimartingala, martingala de sequéncia de diferencas, martingala sigma,

etc) [32]. A exploracdo destes conceitos esta fora do escopo da dissertagao.

e Processo Markoviano: processo estocdstico em que a probabilidade condicionada num
instante ¢,,, dado que se observou um valor O,,_; no instante imediatamente anterior ¢,,_1,
€ completamente independente do conhecimento sobre a histéria do processo estocastico
até t,_o, inclusive. Na secdo seguinte explorarei com um pouco mais este tipo de pro-

CESSO.

2.3 O processo de Markov

O processo de Markov tem relagdo com alguns dos processos mais fundamentais e reconhecidos
em Fisica, nomeadamente o problema do movimento Browniano, qualitativamente estudado
por Robert Brown em 1827 e posteriormente quantificado por Einstein em 1905%, no qual uma
particula se encontra em um meio de particulas mais leves que colidem com esta. O tema serd
discutido com maior propriedade e detalhe adiante.

A Markovianidade pode ser alternativamente explicada como um processo estocdstico, { O, },

de dimensao indefinida, tal que para qualquer sucessdo temporal t; < ... < t,, se verifica a se-

“E muitas vezes ignorado, mas a Teoria do Movimento Browniano teve um papel fundamental para o estabele-

cimento da natureza descontinua da matéria.



CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS DE TEORIA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS16

guinte relacdo entre aa probabilidades condicionadas,
f (Ona tn | On—l;tn—la ey 01, tl) - f (Orm tn | On—l; tn—l) ) (219)

ou numa descri¢do de tempo continuo, o processo de Markov devera obedecer a condi¢cdo de
Lindeberg,
lim — FOt+ALO8) dO =0 (2.20)
im — = .
At=0 At Jio_or)>e ’ ’ 7
para todo € > 0. Dito de outro modo, para um qualquer intervalo € no valor da amostra, o valor
final dessa varidvel devera ser finitamente diferente do valor O’ da condigdo inicial sendo que
devera tender para zero mais rapidamente do que a distancia temporal At.
Noutras palavras, um processo de Markov fica perfeitamente caraterizado através da pro-

babilidade referente ao valor inicial, f (O;;t;) e através da probabilidade condicionada que

estabelece a probabilidade de se medir um determinado processo estocastico. Analiticamente,

f(Onytna On—l;tn—la ey Ol;tl) - f(onatn | On—l;tn—l) f(on—l;tn—l | On—Q;tn—Q)
n—2

X[ (On—oitn_o| On_sitn_3)... f(O1;t1) = H F(On—istn_i| On—ic1;tn_i—1) f(O1;t1)(2.21)
i=0

A respeito da propriedade Markoviana de um sistema vale a pena sublinhar os seguintes pontos:

e A atribuicdo da propriedade de Markov a um processo estocastico requer atencao a diver-
sos detalhes, nomeadamente: o jogo entre as escalas de observacao do sistema (i.e., a taxa
de amostragem) e o tempo de correlacdo da observavel fisica; a verificacdo da proprie-
dade Eq. (2.19) para qualquer ordem de n assim como a explicitagdo de todo o processo

estocdstico apenas e s6 pelas condicoes da Eq. (2.21);
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e a verificacdo de Markovianidade de um sistema (fisico) resulta em grande maioria da
incapacidade de se observar um sistema a uma escala suficientemente pequena em que
os efeitos de memoria surgem®, tal decorre da formulacdo de Langevin do movimento

Browniano;

e 0 facto de um processo estocdstico de dimensdo d ser Markoviano ndo implica que um seu
sub-espaco de dimensdo d’ seja também Markoviano. Complementarmente, o caminho
reverso, i.e., o de aumento da dimensionalidade, pode permitir a explicitacdo de uma

propriedade de Markov a um dado processo.

2.3.1 A Equacao de Chapman-Kolmogorov

O processo estocastico de Markov necessita obedecer a sua condi¢do Eq. (2.19). Deste modo,
conhecendo probabilisticamente a condi¢ao inicial do problema, pode se obter a descri¢ao pro-
babilistica completa da sucessdo de valores. Porém, geralmente se estd interessado em determi-
nar probabilidades condicionadas em um processo estocdstico markoviano independentemente
dos valores intermédios entre o valor da quantidade aleatéria O no instante de interesse ¢ € o
valor Oy em um dado instante anterior ndo imediato, .

Considerando uma sequéncia de trés observacodes t3 > to > t; de um processo estocastico

Por exemplo, C.W. Gardiner chega a afirmar “there is really no such thing as the Markov process”[33].
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markoviano. Da probabilidade conjunta para os trés eventos,

/f(03;7537(92;t2,01;751) dO, = /f(oza;ts | Og;ta) [(Oa;ta| O1;th) f(On;t1) dOs
[ (Os:t3,005t1) = f((’)l;tl)/f((’)g;t3|(’)2;t2) f(O2;t2] O15t1) dOy,
utilizando a lei de Bayes,

[(Os;t3| O1;th) f(Or3t1) = f(Ol;tl)/f«QB;tS | Og:t2) f(Oaita| Or;t1) dOs,

de onde se chega a,

[ (Os:t3]O13ty) = /f(ozs;ts | Og;t2) f(Oa;ta| Oq;t1) dOs, (2.22)

correspondente a Equacao de Chapman-Kolmogorov.

2.3.2 Estacionariedade de um processo de Markov

Concomitantemente a propriedade de markovianidade, um sistema pode ser também estacionario;
alids, toda a mecanica estatistica de equilibrio acaba por corresponder a situacdo em que o sis-
tema é descrito por um conjunto de observaveis {O,} que constituem um processo de Markov
estaciondrio e em que a probabilidade do estado inicial corresponde exactamente a distribuicdao
de equilibrio. Uma das maiores vantagens analiticas do estado estaciondrio de um processo
estocdstico € que este permite a equivaléncia entre médias realizadas no tempo e médias re-
alizadas sobre diferentes amostras, propriedade conhecida por propriedade ergddica, mas que

formalmente (em teoria matemaética) representa somente um aspecto dos sistemas ergodicos.



CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS DE TEORIA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS19

Para um processo markoviano estaciondrio, a probabilidade de transi¢do depende apenas do

intervalo de tempo,

[ (Ot 4+71]|01,t) = f(O7|01;0) =T, (Oz] O1), (2.23)

f(On;t) = [ (O1), (2.24)

de tal maneira que a equacao de Chapman-Kolmogorov fica,
T, (O3] 01) = /']I‘T (O3] Os) T, (O] Oy) dOs. (2.25)

As condi¢des de estacionariedade apresentadas permitem definir a partir de um processo de
Markov estaciondrio um outro processo nao estaciondrio tal que no limite de tempo longo venha

a apresentar um comportamento estaciondrio ou seja,
lim (013t 00;0) = f, (O1). (2.26)

As probabilidades condicionais, f (Os;ta| O, t1), evoluirdo também para uma situagdo esta-
ciondria. Complementarmente, em uma situacao estaciondria, a Eq. (2.23) € valida para qual-
quer valor real de 7. Além do mais, a probabilidade conjunta independe do ordenamento dos

argumentos da probabilidade conjunta. Aplicando entao a lei de Bayes,

T (02| 01) [(O1) =T (O1]02) f(O2). (2.27)
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Embora a equacdo anterior possa ser equivocadamente vista como uma regra de balanco de-
talhado,® ela apenas pode ser interpretada como a regra que descreve a relacdo entre diferen-
tes abordagens de um problema estaciondrio em que ambas se relacionam por uma regra de

evolucdo simétrica. Do mais, ndo € dificil entender que,
/TT (O3 01) dOy =1, (2.28)

representando que em um processo estocastico a funcdo devera evoluir para um valor qualquer,

incluindo retornar/permanecer em ;. Da mesma forma,

/TT (O2[01) f(O1) dOy = [ (Os). (2.29)

E possivel definir-se para um processo de Markov o valor médio O (t) condicionado a uma

dada condi¢do inicial,

(O (1)) 0000 = / O f (O] O, to) dO. (2.30)

A correlagdo pode entdo ser escrita,

© 1) 0t)") = [ (© 1)), O f (Ousto) O @31)

Embora a Eq. (2.31) seja vdlida para qualquer processo estocdstico, € preciso ter em atencao
que tendo a probabilidade f (Oy,ty) e as condicionais f (O;t|O’,t'), o processo de Mar-
kov fica completamente definido, sendo (O () >| 0o:t UMa das quantidades que caracteriza a

evolugdo do processo.

®A regra de balanco detalhado implica o0 mesmo sentido temporal, i.e., as taxas de evolugio in e out deverio se

equivaler para que ndo exista variagdo de probabilidade.
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A Eq. (2.31) acaba por ter um papel crucial na defini¢ao da fungdo de correlacdo no estado
estaciondrio. Daf que, se a equagdo de evolucao da média se comporta como,

GO 00, = = (OO

dadas as propriedades da probabilidade condicionada no estado estacionario,

%«9 (t) O(t)") = = (O (1) O(to)"),

0 que implica numa mesma evolucdo temporal para a média e a funcdo de correlagdo, sendo

que (O (L) O (to)*) — (O (ty))? define o segundo cumulante.

2.4 A Equacao-Mestre

Na secao anterior apresento uma descricdo probabilista em que se definiu a probabilidade
de um determinado estado O no instante ¢ mediante um conjunto de probabilidades de transi¢cao
T. Alternativamente, € possivel tratar o problema tentando entender como evolui a probabili-
dade no tempo para um dado estado O, ou noutras palavras, levando em conta o tempo de
permanéncia do sistema nos estados acessiveis. Este tipo de abordagem € realizado por in-
termédio da chamada equacdo-mestre, que representa uma forma mais manejavel da equagao

da Chapman-Kolmogorov no caso em que o processo estocastico € Markoviano.

24.1 Formulacao

Considere-se um processo de Markov homogéneo e sua matriz de transi¢ao T, no limite em

que o intervalo de tempo 7 tende para um infinitésimo.
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Tome-se W (O3 | O;) a probabilidade por unidade de tempo (ou taxa de transi¢do) de o
sistema passar do estado O, para o estado Q.

Recorrendo a representagdo matricial, pode se separar T, (Oz | O;) em contribui¢des da di-
agonal e fora da diagonal. O primeiro caso representa a probabilidade de o sistema se manter
no estado anterior (O,) durante 7, ou equivalentemente, o complementar de a particula tran-
sitar para qualquer estado. Tem-se entdo, em primeira ordem em 7, assumindo um espaco de

amostras continuo,
T, (02| O)) = {1 — T/W(Og | O)) dog] §(0s— O1)+T7TW (02| 01)+0 (77) . (2.32)
Inserindo esta relacao na equacdo de Chapman-Kolmogorov resulta em,
T, . (0s]0) — / { l1 _ T/W(og 105) dog] 5 (05— Oy) +7W (O @)}
XT, (O O1) dOs
— T (03]0) - 7T (03]0)) [ W(©4]0y) dO

+T/W(03 | O2) T (02| 01) dO; (2.33)

T; 1 (O3] 01) = T (O3] 01)

T

= /W((’)3|02) T (Oy]Oy) dOy — ']I‘((93|(91)/W((’)2|03) dO,

reordenando os termos levando em conta que 7 € pequeno, no limite 7 — 0,

IT (03| O1)

) = [ W(04]0.) T(0:]01) - T(0:]0)W(©O:00)] s, (234

Assumindo como condigdo inicial para o processo f (O,t) = 0 (t — to), aplicando a igualdade

a ambos os lados e integrando tem-se a forma usual da equacao-mestre,

% - / W(0|0') f(O1) — [(O.)W(0]0)] dO, (2.35)
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O primeiro termo do lado direito da equagao representa o ganho de probabilidade do estado
O por transi¢des de outros estados O’ e o segundo termo a perda de probabilidade desse estado
por transi¢ao para outros estados O'.

A situagdo que liga f (O, t) ao vinculo inicial f (O,t) = 0 (t — t;) é fundamental para uma
interpretacdo correta da equagdo-mestre. Ou seja, a equagcao-mestre ndo descreve a evolugao
da probabilidade estrita, mas sim uma equagdo de evolucdo da probabilidade condicionada.
Apenas por imposicdo da condicdo inicial se tem a evolucdo da densidade de probabilidade.
Observamos também que o produto W (O | O') f (O',t) pode ser entendido como a corrente
de probabilidade de O’ para O.

Adicionalmente, a equacao mestre descreve especificamente para um dado sistema a evolucao
da probabilidade no tempo, ao contrario da Equagdo de Chapman-Kolmogorov que pode ser en-

tendida como um corolario da Markovianidade do sistema.

2.4.2 A matriz de transicao no contexto da equacao mestre

O tratamento anterior, particularmente as defini¢cdes, pode ser condensado através de uma abor-
dagem matricial, pelo menos quando o espaco de estados € discreto. Neste caso, a Eq. (2.35)

sera escrita como,’

df
— =WTF 2.36
7 : (2.36)

"Para uma notagfio mais concisa deixa-se de lado a explicitacdio da dependéncia temporal da probabilidade.
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onde f assume a forma de um vector linha em que cada elemento é a probabilidade de cada

estado possivel f. A matriz das taxas de transi¢ao tem seus elementos dados por,

Wi = WZ’]‘ — (57;]' Zl Wlia (237)

tal que,
W, > 0 (i # J) (2.38)
d Wy =0 v, (2.39)

A Eq. (2.39) acaba por ter um impacto semelhante ao Teorema de Perron-Frobenius para a
matriz de transicdo: Desta forma é possivel dizer que Eq. (2.39) pode ser lida como a defini¢do
da existéncia de um valor proprio, o vetor unitdrio, tal que o seu valor proprio é nulo. Ou seja,

existird pelo menos um vetor proprio fs, também de valor préprio nulo, tal que,

W, = 0. (2.40)

dfs _

o 0, isto €, f é

Ora atendendo ao lado esquerdo da Eq. (2.36), a condicdo anterior implica
a solucao estacionaria.
Dado a matriz W descrever a possibilidade de transi¢des entre diferentes estados acessiveis

ao sistema pode se analisar a estrutura de W da seguinte forma:
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e A matriz W se diz reduzivel se for possivel reorganiza-la de maneira a que esta possa se

apresentar na forma,

W=| —— | —— |. (2.41)

Pode-se assim separar o sistema em dois sub-conjuntos de estados dinamicamente desli-
gados, cada um com seu vetor proprio estaciondrio. Uma situacdo tipica deste caso € quando
o estado do sistema é caracterizado por pelo menos um vinculo de conservacdo, impedindo
desta forma que existam transi¢des entre estados que nao sejam no fundo estados degenerados

relativamente a esse vinculo.

e A matriz W € irreduzivel se apds reorganizacdo apresenta a forma,

W=| —— | ——|. (2.42)

As sub-matrizes A e Q s@o quadradas enquanto que a matriz C ndo o € necessariamente.
Escrevendo as equacdes para ambos 0s casos em que se continuam a separar os sistemas em

dois casos f, e £,
% = Af, + Cf,
(2.43)

dfy _
a = Qf

As variagdes de probabilidade do sub-sistema b ndo sao influenciadas pelas probabilidades do
sub-sistema a. Na situacdo que permite a existéncia de um estado estaciondrio, cada linha

devera ter resultante negativa sobre as colunas de Q. Considerando que o trago completo sobre a
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probabilidade deve conservar-se igual a 1, a perda de probabilidade de f;, devera ser compensada

pelo ganho de probabilidade de f, de tal forma que,

> Qu=-)_ Ci (2.44)

donde se pode entender que os estado b sdo estados transiente e os estados a sdo os estados
absorvente. Nesta situacdo f; = {f ., fs,} = {{f;.},{0}}.
Recorrendo a derivacdo da equacdo mestre € possivel verificar a relacdo entre a matriz de

transicao T e a matriz W para uma andlise de um sistema a uma taxa 7,
T =exp[Wr7]. (2.45)

O teorema de Perron-Frobenius garante que, se o maior valor proprio da matriz T for menor do
que 1 (em valor absoluto) o processo dard origem a um estado estaciondrio. Mais, a solugao
df

estacionaria o= 0 € unica.

2.4.3 Condicoes de estacionaridade

Sob o ponto de vista termoestatistico um sistema se classifica (também) pela sua producao de

entropia, S, (ou de calor). Para sistemas que tém entropia total constante,

as

— =MN-Vv =0, 2.46
o (2.46)
1 e ¥ representam duas formas de entropia. 1 estd associada aos fatores internos relacionados

com a evolugdo do sistema e a extremizacao da entropia. J4 W representa a troca de entropia do

sistema com O seu entorno. Assim:
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e Um sistema se diz no estado estaciondrio se a variacdo de entropia for nula,

s

B 2.47
dt Y ( )

sendo que,
Nn=v. (2.48)
e Um sistema se diz em um estado de equilibrio se para além de % = 0, ndo existir

producgdo de entropia nem trocas com o exterior, i.e.,

MN=wv=0. (2.49)

e Obviamente que um sistema sofre um processo irreversivel se,

as
= > )
= 0, (2.50)

de onde se compreende que a aproximag¢do ao estado de equilibrio é globalmente um

processo irreversivel.

Voltando a equacdo mestre se verifica que,

> Wi fie =D Wit fiest (2.51)

estabelece que em um estado estaciondrio a soma de todas as transi¢des (por unidade de tempo)

para um estado ¢ terd que ser compensada pelas transi¢des desse estado para os restantes estados
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dS(t)
dt

j. Esta condicao garante = 0, mas ndo exclui a produgdo de entropia, cujas componentes

internas e externas devem se compensar (caso contrdrio se estd em presenca de um outro tipo

dS(t)
dt

de processo). Ou seja = 0, é uma condicao necessdria, mas nao suficiente para a producao
nula de entropia. Esta é condi¢cdo essencial para a obten¢do de um estado estaciondrio em
nao-equilibrio.

Quanto a condig¢do de equilibrio, esta impde a auséncia de producao de entropia de qualquer
espécie. Isto €, o estado de equilibrio € definido através da imposicao de vinculos (energia,
volume, nimero de particulas) que implicam que o sistema deva ser fechado e isolado. Desta
forma, o espaco de fase total fica divido em regides e dentro de cada uma as condi¢des impostas
pelos vinculos sdo respeitadas. Por conta dos vinculos, estados com diferentes valores sdo
inacessiveis entre si fazendo com que a matriz de transi¢do possa ser expressa numa forma
reduzivel.

Neste caso, f; . corresponde a distribui¢do de equilibrio f; ., € € possivel se analisarem

individualmente as transi¢des entre os pares,

Wij fiea = Wii fireas (2.52)

que € reconhecida como a equacao de balanco detalhado. A condicdo Eq. (2.52) € aquela
que € garantida pela reversibilidade das trajectorias essencial para que se atinja um estado de
equilibrio.

Convém relembrar que de acordo com a equivaléncia de ensembles, a equacdo de balanco

detalhado pode ser utilizada em situacdes em que o sistema troca energia (sob forma de trabalho
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ou calor) e/ou particulas com um sistema maior (reservatorio) de tal forma que os vinculos sao
estabelecidos sobre o sistema total sendo que a matriz W serd estabelecida por pardmetros que
classificam o sistema.

Um exemplo interessante € o caso do modelo de Ising de primeiros vizinhos cujo Hamiltoniano é
definido por, H = —J ) (i) i 04, em que 0; = 41, em contato com um reservatério a temperatura
T. Para um sistema de N elementos existem 27 estados possiveis, o que significa que rapidamente
se torna invidvel a realizacdo de cdlculos diretos para determinacdo dos momentos estatisticos do sis-
tema ou equivalentemente da fun¢io geradora, a fun¢io de parti¢do, Z. No entanto, sabe-se que, nestas
condigdes, partindo de um qualquer microestado inicial {o (Zy)}, o sistema evoluird ao fim de um tempo
suficientemente longo para uma situagao de equilibrio com o reservatério de tal maneira que um micro-
estado i = {0} tem a sua probabilidade dada por f; = Z ' exp [~ H,] e f; verifica a condi¢io de
balango detalhado,

exp[-BH,] . exp[-BH]

Wy = Wy —— e (2.53)

A Eq. (2.53) permite evitar o cédlculo da funcdo de parti¢do e estabelece a relagdo entre as taxas de

transicao compativeis com o equilibrio,

Y — exp[—8 (H; — H;)]. (2.54)

i

SIS

Ficam assim estabelecidades as relacdes fundamentais para a andlise do modelo Ising através do método

de Monte Carlo, no qual é definida uma cadeia de Markov sendo que em cada passo dessa cadeia se

analisa a probabilidade de inverter o sinal de um dos spins mudando o microestado de j para %, ao qual
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corresponde uma variag¢do de energia AH = H; — H; que estabelece razdo das taxas de transi¢do entre

os dois estados.

2.4.4 Especificacoes da equacao mestre numa abordagem continua

Para concluir o estudo bésico da teoria estocdstica, volto a equagao de Chapman-Kolmogorov
de forma a determinar a evolu¢do dos momentos estatisticos de uma quantidade U, que € fungao
do estado do sistema, u (Q), e pelo menos duas vezes diferenciavel no valor do estado. Para
determinar a evolucdo do valor médio em um (pequeno) intervalo de tempo At, sendo que o

sistema iniciou sua evolu¢@o em t; e em um estado O’ temos,

0 .1
E/U(OS) T(O3,t|01,t0) = Al}trilOE/u(O?)) {T (Og,t+At|Og,t> T(Og,t|(91,t0)

—5(03 — 0x) T (05, 01, t9)} dO5dOs. (2.55)

Em segunda ordem, pode se exprimir o valor u () como,

du (O
0z

197u(0)

u(0)=u(0") + 55,7

(O -0+ (O -0 +0 ((O - O’)3> . (256)

Inserindo a expansdo na Eq. (2.55), a integracdo se separa em duas grandes partes: integracoes
para distancias pequenas — conforme ja apresentado quando se introduziu a condi¢ao de Linde-
berg — e para outras situagoes.

Primeiramente, definam-se os momentos de Kramers-Moyal de ordem n,

M, (0, 1) = / (O = O) T(O,t + At| O, 1) dz, 2.57)
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a partir dos quais se estabelecem os coeficientes de Kramers-Moyal,

1
D, (0,1) = lim <=M, (O,1). (2.58)

O primeiro momento € associado com a parte determinista da evolugdo do sistema e corresponde
a termos de arrasto ou de atrito. O segundo momento é associado com a estocasticidade do
problema relacionada com difusdo no sistema.

Ao mesmo tempo, se relembra a taxa de transi¢do entre um estado O e O’ como,

/ : 1 /
W(O\O,t)—AI%IEOET(O,t—l—AHO,t). (2.59)
Entao,
0 :
&/u(z) T (z,t|O' ty) dz = I + I, (2.60)
tal que,
_ du(z) 1 0*u (2) )
L = 1 D =D T
1 lo_lillﬂ_m [ 1(z,1) o —1—2 9 (2,1) 5.2 (z,t| O ty) dz

2.61)

I, = |Olin|r1 0//u(z) (W (2| O,t) T (2,t| O tg) — W (O] 2,t) T(z,t| O ty)] dzdO,

onde o integral /; se refere a pequenas variagdes da observavel, variacdes continuas, (conforme
sugerido pela expansdo em série de Taylor) e /5 diz respeito a saltos (variacdes significativas),

variagOes singulares.
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Executando integragdes por partes e relembrando que T (z,¢ | O',ty) é uma fun¢do norma-
lizada, utilizando condig¢des de fronteira naturais lim, ,.., T (O,t| O’ ty) = 0, o integral I;

pode ser reescrito de outra forma,?

O 1Dy (O5,8) T (O] Or )] + -2
803 1 39 3 1,40 28(/)3

0
—T(Og,t|01,t0) — {—

5 (D (Os5,t) T (O3, t| (91,to)]}

(2.62)

+/[W’ (O3] Og,t) T(Oq,t| Oy, tg) — W (Oy | O3, 1) T (Os,t| O1, )] dO,

Até se chegar a esta equacao foi empregue um tratamento pouco formal das equacdes que

merece algumas observagoes:

e Considerou-se a existéncia de um limite finito de W (z | O, t) para qualquer valor de O e
z. Isso ndo € totalmente verdade. Dessa forma € a integracdo de /; em z deve ser feita

numa légica de valor principal;

e E possivel a explicitacio de momentos e coeficientes de Karmers-Moyal de ordem supe-
rior. No entanto, estes podem se mostrar nulos na abordagem considerada. Esta proprie-

dade esta relacionada com o Teorema de Pawula;

e Ao se eliminar a integra¢do em z se assumiu a quantidade u (z) como finita diferente de

zero na regido de validade do espaco de estados.

e Mais uma vez a equagdo tal como esté explicitada descreve a evolucio da probabilidade

8Caso o0 espaco de valores esteja limitado a a e b a anulacdo da probabilidade seré verificada nesses pontos.
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de transi¢do. A equacdo para evolug¢do da probabilidade vem dada quando se define a

probabilidade da condi¢ao inicial.

A existéncia de uma solugdo estaciondria implica que os momentos de Kramers-Moyal se-

jam independentes do tempo e que a condicdo seguinte seja verificada,

{—i Do)+ 22 p, <o>]} (O [ 19010 £.(0) - W(©]0.0) £.(0)] dO' =0

00 2002

onde f, (O) = limy_4, 00 T (O, | O, tp).

2.4.5 Casos particulares da Eq. (2.62)

Analisem-se entdo situacdes que correspondem a casos comuns.

(2.63)

e Se os termos determinista e de difusdo sao nulos se obtém a equacdo mestre Eq. (2.34),

nomeadamente,

IT (03| O1)

212 (104102 T(0:]01) ~ T(04]0)W (0:]04)] dOs, 264

onde se omitiu a dependéncia temporal por questdes de simplicidade. Se recuperamos a

Eq. (2.32), solugdo desta equagdo para intervalos de tempo At = ¢t — ¢y pequenos, temos

T(03|01) = |:1 — At/W(02|01) dOQ 5(03 — (91) +AtW(03|01) —|—O (7'2) .
(2.65)
Nestas circinstancias, para o intevalo de tempo, o sistema apresenta uma probabilidade de

se manter no estado O, ([1 — At [W (O] O1) dOQ}) e uma probabilidade de transitar
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para um outro valor. Por conta da probabilidade ndo-nula de manutencao, este processo €

conhecido como o processo de salto, correspondente a um processo descontinuo;

e Alternativamente, se o sistema apresentar taxas de transi¢cdo nulas e os momentos de

Kramers-Moyal diferentes de zero a Eq. (2.62) se reduz a Equacao de Fokker-Planck,

8 8 1 82
5L (0s,t]O1,t0) = 00, [D1(Os,t) T (Os,t | Ol7to)]+§m
3

ot (D2 (O5,t) T (O3, O1,10)] -

(2.66)
Pelo critério de Lindeberg, pode se verificar que esta equagdo representa entdo um pro-

Cesso puramente continuo.

e Existe ainda o caso trivial em que W = Dy = 0 que resulta na equagao,

0 by 0 :
aT (Oat‘o 7t0) - _% [Dl (Oat) T(Oat‘o >t0)]> (267)

que nao € mais do que a equacgao de Liouville e que obviamente conduz a solucao,
T(O,t]| O ty) =6 (0O — O (t;0")), (2.68)
que como j& mostrado € um caso especial de processo Markoviano.

E importante realcar que escrita da forma Eq. (2.62), a evolugdo da probabilidade faz res-
sonancia como o importante Teorema da medida de Lévy-Itd ao separar as componentes des-
continua (ou singular) e continua do processo. Isto € o Teorema de Lévy-Itd assegura que
qualquer processo estocdstico branco resulta da composicao de duas partes, uma continua, cuja
evolugdo esta relacionada com a Equacdo de Fokker-Planck e distribui¢des de natureza Gaus-

siana (ou funcionalmente exponenciais) e uma outra parte singular ligada a processos de salto.
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2.5 A abordagem estocastica no espaco das variaveis

Na sec¢do anterior, partindo da equagdo mestre foi possivel determinar a Equacao de Fokker-
Planck como limite de situagdes de transicdo continua entre os estados de uma observdvel. Para
situagdes onde existe uma evolucdo singular, a Equacao de Fokker-Planck deixa de ser vdlida e
€ necessdrio considerar outros termos que reflitam essas condi¢oes. Na maioria das vezes, esses
termos deixam a equacao de evolugdo da probabilidade condicionada analiticamente insoltvel.
Talvez por isso grande parte dos estudos feitos na ultima centena de anos tenha sido dedicada
a problemas de evolu¢do continua, em claro excesso face a quantidade de fendmenos que en-
volvem saltos. Embora ja mencionado, sublinha-se que a equacdo de Fokker-Planck é uma
equagdo determinista relacionada com uma varidvel estocdstica, trata-se de uma formulagao
feito no espacgo das probabilidades e ndo no espaco das observaveis. Como fazer a ponte entre
as duas representacoes? Para tal, sigo a linha historica, e olho para a Equagdo de Fokker-Planck

de uma observavel multidimensional O de forma um pouco diferente,

(2.69)

F(0.0) = e [Ler (0) -] 5 (6- &),

(L pp representa o operador de Fokker-Planck) em que se considerou a independéncia temporal
dos coeficientes de Kramers-Moyal e por simplicidade tomou-se ty = 0e Oy = 0. Esta equagao

pode ser resolvida para obter a evolugao de probabilidade ao longo de um pequeno intervalo de



CAPITULO 2. ELEMENTOS BASICOS DE TEORIA DE PROCESSOS ESTOCASTICOS36

tempo ot. Escrevendo a delta de Dirac na representacio de Fourier,

f (6 5t> ~ ﬁ / exp [LFP (6) 5t — 11@6} dk. (2.70)

Invertendo a transformada de Fourier tem-se, em primeira ordem,

1
x/(2n)” det D;; <c§,t> ot

f (6 5t> -

2.71)

1 (6-0 D, (6.4)5t) [D,(6.4)] (6~ D, (6.1) 1)

>< —_—
Py St

que corresponde a uma Gaussiana cuja matriz de covariancia vale D;; (@, t) e valor médio
O + D; (6 t) St.

Consequentemente, o problema pode entdo ser interpretado como a evoluc¢do dindmica da
observavel (’3 a cada intervalo ¢, de acordo com uma lei determinista D; (6, t) conjugada com
flutuagdes Gaussianas, de largura D;; <(§, t) dt. Ou seja, no espago da observavel é possivel

entdo apresentar-se a sua evolu¢io na forma,
G =0 +D;(0,t) 8+ Dy (O,1) Vit 2.72)

No limite 6¢ — 0 podemos entdo definir uma varidvel estocéstica 7 (¢), nao diferenciavel,

tal que,

(2.73)

(n®)n®") = Dy (0,
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de tal maneira que a equacdo da observavel podera ser apresentada como,

O; = O\ + D; (O, 1) 6t + 1 (t) Vét. (2.74)

Apesar de nao ser diferencidvel a equacao pode ser transformada em uma equacao diferen-

cial estocastica,

—

dO - S
—=a (O, t) +b <(’), t) 7. (2.75)
Para uma situagdo em que,
(nt)n(t))=cét-t). (2.76)

o corresponde a velocidade v, a ((’3, t) = —yveb (@, t) = 1, a Eq. (4.6) é a Equacdo de
Langevin.
Para se obter a solucdo da Eq. (2.75) para a evolugdo da observavel O entre t e t + At (volto

ao caso unidimensional) , a equacdo defirencial € trivialmente convertida na equagao integral,
t+At t+ AL
Ot)—0O((t+ At) = / a(O,t) dt +/ b(O,t) n dt. (2.77)
t t

A equagdo anterior torna claro um problema: fruto do seu perfil de ruido branco o processo
estocdstico 7 ndo € diferencidvel. Nao sendo diferencidvel, nao é possivel efetuar a integracdo
tradicional de Newton e Leibniz. Na realidade, a segunda parcela do lado direito da Eq. (2.77)

deve ser vista como uma representacdo do integral de Stieltjes;

Definicao 2 Explicitamente, a integral

t+At
[ oo, 2.78)
t
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em que h e g sdo fungées reais de varidvel real denominadas integrando e integrador, assume

o papel do limite da soma,

n

S(P.hg) =Y h(t:)]g(Oi1) — g (0], (2.79)

i=1
onde t; se encontra dentro no intervalo correspondente a i-ésima particdo do intervalo de
integracdo [t,t + At] (O1 =t e O, = t+ At), de tal forma que para qualquer valor real € > 0

e um valor real I existe uma particdo P tal que,
|S(P,h,g)—1I| <e. (2.80)

Para o caso referente as equagdes diferenciais estocdsticas, a fungdo ¢ (¢) assume a notagao

W, sendo designada por Processo de Wiener.

Aponto mais uma vez que as operacdes de derivacdo e integracdo ndo sao sequer erradas no cendrio
de ruido branco sobre o qual o processo de Wiener estd estabelecido. Ou seja, muito embora nos sintamos
tentado a assumir,

AW,

— = 2.81
dt Nt ( )

essa representacao ndo faz qualquer sentido. Exatamente por isso se recorre ao integral de Stieltjes.

Assim, o elemento do processo de Wiener,
t+AL
wy (AL = W (£ 4+ AL) — W (£) = / AW, (2.82)
t

por aplicagdo do teorema central do limite w (At) € uma variavel distribuida Gaussianamente.
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Tenho assim um novo processo estocastico completamente Markoviano onde as delta de Dirac sdo

convenientemente eliminadas;
t+AL t+At
[y (A#) wy (At)] = / dwv, / AW, (2.83)
t t
e usando a propriedade do ruido Eq. (2.76), é facil verificar que aplicando média sobre amostras,
(w, (At) wy (At)) = 0 min (At, At) . (2.84)

Claramente a representacdo diferencial € uma representacao analitica. Em implementagdes
numéricas, deve se prestar atencdo na versao discreta (embora existam depois abordagens mais

sofisticadas).

2.5.1 A representacao de Ito e Stratonovich

A construcgdo de equacdes diferenciais estocdsticasticas para descrever um processo estocastico
€ claramente de grande utilidade sob o ponto de vista pratico, dado que integragdes sao sis-
tematicamente mais ficeis de calcular do que somas; porém, em uma perspectiva fisica, esta
construcdo tem enormes problemas como a divergéncia da variancia da componente estocastica

da forca e a integracdo de Stieltjes,

S(P,f,9) = Z]:(gt“ ti)lg (si) — g (si1)], (2.85)

Na sua implementacado, resta na Eq. (2.79) uma questdo importante, o instante t; deve estar
compreendido no intervalo [s;_1, s;|, mas exatamente onde? Existem duas abordagens distintas

para tanto:
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e a defini¢do de It6 na qual o ruido é calculado no inicio do intervalo de w;
St(P L) =Y F (Weryssioa) W (si) = W (si0)], (2.86)
i=1

e a definicdo de Stratonovich na qual se considera uma média do valor do ruido entre no
inicio do intervalo de parti¢do e fim de internvalo de particao,

SS (P> fa g) = Z«F (WS'DL;'LFI 7Si+;i—1 ) [W (81) -w (Si—l)} . (2.87)

=1

Matematicamente, a formulagdo de Itd € mais prética do que a formulagdo de Stratonovich.
Porém, esta maior simplicidade tem um pre¢o; novas regras de diferenciacao. A formulacao de
Stratonovich € vista como mais fisica. Tome-se como caso de estudo o problema das colisoes;
fazendo-se medi¢des de uma observavel do sistema em um intervalo de tempo §t, durante o qual
o sistema € sujeito a um conjunto interacdes com o seu meio envolvente que apresenta um tempo
de relaxacao 7. Wong & Kazai provaram que no limite em que esse tempo de relaxacdo vai para
zero, a formulacdo dindmica de Stratonovich tem como solu¢des os momentos compativeis com
a funcdo de densidade de probabilidade que resolve a solu¢do de Fokker-Planck associada. A
solugdo de It6 € apenas valida quando esse tempo de relaxacdo € explicitamente zero.

Apesar da distin¢do, as duas representacdes sao conversiveis muito facilmentemente, para

uma equacao diferencial estocdstica na representacio de Stratonovich,

dO = a (O,t) dt +b(O,t) dW,. (2.88)
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corresponderd uma equagao diferencial estocastica equivalente na interpretacao de Ito,
dO = a; (O,t) dt + b; (O, t) dW,. (2.89)
tal que,

b (O,t) = b(0,t),

(2.90)

19b(0,)

ar (O,t) = G(O,t) +2wb(otz)

Durante toda a dissertacio sera utilizada uma representaciao de Stratonovich do ruido.

Por razdes histdricas tratei até aqui a questoes de um ruido Gaussiano,

—

% =a(6.1) +0(0.1) m. (2.91)

Trabalho posterior corroborou a introdugdo de equacdes diferenciais estocasticas em que ruidos
de outra natureza. E um caso particular de ruido telegrifico que terei como objetivo no que resta

da dissertacao.



Capitulo 3

O Ruido Telegrafico

3.1 Aspectos teoricos

O ruido telegrafico, também conhecido como ruido dicotdmico ou ruido Browniano de 2 estados[20]
corresponde a um processo estocdstico {(;} que poderd assumir dois valores ( = {a,b}. Ao

longo do tempo o sistema transita de um valor para o outro com taxas pré-definidas:

e/, quando de b para a;

e /i = pp quando de a para b.

Nestas circustancias, se define a Equacao Mestra,

W = pf(bt]C,to) — o f(a,t|o,to)
; (3.1)

Hegretl = ff (a.t]Goto) = f (0,11 o, to)
em que pela conservagdo de probabilidade f (a,t | (o, t0) + f (b,t]| (o, to) = 1. A solugdo geral

da Eq. (3.1) é conhecida e se obtem sem grande dificuldade. Nesta dissertacdo, assumo que o
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ruido tem sempre a mesma condigio inicial,

f (¢ tolCosto) = ¢
Sob estas condi¢Oes a solugdo fica,
fla,t]Co.to) = ptexp[—a (t—to)] (Plag — P o)

f 0,1, t0) = p— expl—a (t—10)] (Pag =P Ibg)

onde,

a=p(l+p)=pp.

Para tempos suficientemente longos, i.e., t — tq > a1, a probabilidade é dada por,

fest (C) =P 5(1,{ + ]5517,(

sendo que,

B H
p+p o (1+p)

p

RI=
=
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(3.2)

(3.3)

(34)

(3.5)

(3.6)

Da Eq. (3.3) se determina a evolucd@o do sistema entre dois instantes ¢ e ¢’ que apresento no

quadro seguinte,

f (avt | a, t/) =p+ peia(tit/) f (a, t | b, t/) =p-—- pe*a(t*tl)

fotlat)=p—pe " f(bt]bt)=p+pe

(3.7)
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Partindo entdo da equacdo mestra, € possivel determinar os momentos de ordem n do ruido

telegrafico,

) Ct)) = > ) ) p(C(H), s C(E)

C(tl) 3ee 7C(tn)

C(tl) PR (t’ﬂ)
t1>..>ty

Dou agora particular aten¢io ao segundo cumulante,’

((C(t1) C(ta))) = (C(t1) C(t2)) = (C(t1)) (C(t2))
(3.9

— A2 [pﬁefaltlftz‘ _pQ efa(t1+t2)i| o A <<—> p (efatl _|_efat2) )

No limite de tempo longo,

((C(h) C(t2))) = APppe it (3.10)
= BDe ol
onde,
A=ap+bp, B=(a—b)p, D= (a—0)p. (3.11)

IPreste atengiio que aqui ndo foram feitas considera¢des relativamente ao ordenamento temporal.
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Chamo agora a aten¢ao para o seguinte fato. Mantendo a amplitude dos dois lados do ruido,
i.e., preservando o valor de A e aumentando a frequéncia do ruido (&« — 00), a correlagio
({(C (t1) C(t2))) tendera para zero, o que ndo corresponde a situacdo de um ruido gaussiano

colorido.

Ruido gaussiano com cor O ruido Gaussiano colorido pode ser obtido através da Equacdo de Lan-

gevin,

dé = —aldt + aodWy, (3.12)

onde W, corresponde ao valor do processo de Wiener com dWW = 7 dt. Usando a Equagédo de Fokker-
Planck pode se verificar que a distribuicdo é Gaussiana e a co-variancia vale para tempos t;e {5 maiores
1

doque o™ ",

((€(t1) &(t2))) = ao® exp[—afty —to|] (3.13)

que no limite de ruido branco, a — o0, tende,

((€(tr) E(ta))) =20%6(ty — 1) . (3.14)

Tenho entdo que, para que o ruido telegréfico tenha um comportamento de ruido branco, a amplitude
do ruido A deveri evoluir 2 medida que o tempo caracteristico do ruido 7,, vai para zero.

Sendo ¢ gaussiano o clculo dos momentos (£ (¢1) ... & (t,)) repeitard o Teorema de Isserlis-Wick,
logo,

FOREICHED I | KIDRICHE (3.15)
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onde com Y | | | pretendo representar a soma sobre todas as combinagdes de particio de £ (t1) . . . & (tay,)

em diferentes pares que origina (2n)!/ (2"n!) termos.

Olhando a Eq. (3.10),

(C(t) C(t))) = A?ppeclatl

A2 _ﬁ _ 1 'u_’?e*#ﬁ |t1—t2|

P opp

ﬁ—lAQ) ~ —nplti—to]
— S—— X(M,Oe wplt 2).
PP

Tenho que no limite em que 1 — oo, que € equivalente a fazer o tempo 7, ir para zero, o
segundo fator da equagdo anterior tenderd para 29 (t; — t5). Para que o primeiro fator ndo va
para zero, que a amplitude de ruido A = a — b devera crescer com /1, 0 que significa que no

limite branco os valores de amplitude do ruido devem ser infinitos. As fun¢des de correlagao

de ordem superior serdo discutidas no capitulo referente ao método de solugao.

3.2 Implementacao numérica do ruido

Quer como meio de corroboracgdo dos resultados analiticos, quer como para a obtencdo de resul-
tados para os quais a solu¢@o analitica seja impossivel (ou de pouca valia em termos praticos),
¢ importante mostrar como o ruido telegrafico é implementado numericamente. Neste ponto,

surgem duas opgdes possiveis:
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I. Olhando a Eq. (3.3) e assumindo uma dada condig¢do inicial, x, se analisa a probabilidade de
o ruido ter um valor x no instante ¢, comparando f (z,t | o, ty) com um nimero aleatério
uniformemente distribuido entre 0 e 1, r. Se o valor f (x,t|xg,tg) > r assume o estado
x. Essa verificacdo é feita a um passo de tempo A; que deve ser ajustado de acordo com a
menor escala tipica que os pardmetros do problema estabelecem. Este esquema € aquele

utilizado por Debashis Barik e colaboradores [58]

No caso que aqui apresento, utilizo uma proposta baseada no problema de primeira passa-

gem. Neste caso, a Equacdo Mestra € resolvida de acordo com uma condic¢ao extra,

P(btla,ty) =0 < zp=a
(3.16)
P(a,t|b,t0):O < x9=0b

A respectiva solucdo implica que a probabilidade de o ruido alterar o seu estado de a para b ao

fim de um intervalo de tempo ; = t — ¢, vale,

Passy () = fi exp [—fi 8], (3.17)

assim como a probabilidade de o ruido alterar o seu estado de b para a ao fim de um intervalo
de tempo 0; = t — t, vale,

Pyso (8)) = pexp|—p & . (3.18)

Tenho assim as bases do esquema de simulacao do ruido tal como implementei na simulacao:

II. Estando o ruido no valor a (b) num dado instante ¢, sorteio um nimero J; exponencialmente

distribuido com escala i~ (4 ~!); entdo o ruido mantem o seu valor a (b) até que no
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instante ¢y + d; = t o ruido adquire o valor b (a) e para efeitos de cdlculo do novo tempo

de espera ty, «— t. E dai sucessivamente.

Por mera op¢do todas as implementagdes feitas nesta dissertacdo tem como valor inicial do

ruido zg = a.

Na Figura 3.1 estao representados trés casos de ruido telegrafico para diferentes valores.

2

0 10 20 30 40 50

Figura 3.1: Excerto de séries temporais para diferentes tipos de ruidos telegraficos. Em verde,
a=—-b=1ep=/p=1lemvermelhoa = —b = 3/vVS8epu =2/3 =/ =1/3eem
cinzaa = —b = /37/10 e p = o = 5. Os valores das amplitudes sdo ajustados para que a

temperatura seja a mesma.



Capitulo 4

O Modelo Dinamico e o Método de Solucao

Nesta dissertacdo, analisarei problemas de ndo-equilibrio tendo por base o seguinte conjunto
de equagdes, para a posicdo, z, e velocidade, v, de uma particula de massa m, sujeita a cons-
trangimento espacial, dissipacdo e acdo de uma forca estocéstica, ¢, que representa o efeito da

interacdo entre a particula e um reservatorio.!

m®0 = () —kx(t) —

4.1)

dzx
v(t) = dStt)

Na Eq. (4.1), os parametros sao os seguintes:

e v ¢ o coeficiente de dissipagdo criada pelo contato entre a particula e o meio em que esta

se encontra ou onde esta esta assente;

e [ reflete a concavidade do potencial confinante da particula. Sob o ponto de vista fisico,

este potencial pode representar um potencial de interagio? de origem diversa, um aparato

'Discorrerei sobre o conceito de reservatério mais adiante.
20 potencial harmonico é na maioria das vezes uma aproximacio relativamente 4 maioria dos potenciais,

contudo uma muito boa aproximacdo para uma grande classe das situacdes naturais/experimentais com que se

lida.

49
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mecanico como uma mola ou em situagdes mais comuns sob o ponto de vista nanométrico
uma armadilha otica (optical tweezer) que se sabe ter um comportamento muito proximo

da harmonicidade [34].

Ao contrario do que sucede com o trabalho original sobre a introdu¢do de equagdes diferen-
ciais estocdsticas a partir da Equacao Mestra, na Eq. (4.9), ¢; representa um ruido absolutamente
genérico. A utilizagdo de formas nido-Gaussianas foi j4 legitimada em diferentes trabalhos que
anteriormente mencionei e encontra relevancia em diversos problemas, nomeadamente em pro-
blemas de transporte em escala nanométrica como sao os motores moleculares.

Comeco por fazer uma discussao do caso tradicional do problema do movimento Browniano
estudado por A. Einstein onde ¢ € uma varidvel estocdstica Gaussiana. Essa propriedade €
assinalada com a mudanca de notagdo,

S — . 4.2)

Nessa linha assumirei £ — 0, pois o potencial ndo terd relevincia na andlise que se segue, €
retorno a famosa situacdo da particula de polén em dgua. Essa particula de massa m interagira
com as particulas do meio, de massa m;, de tal forma que m;, < m.> Considerando um infi-
nitésimo de tempo, a particula focal tem um nimero elevadissimo de colisdes com as restantes.
Essas colisdes tém um tempo de relaxacdo pequeno (da ordem de 10~8 segundos), do ponto

de vista experimental dificilmente acessivel. Consequentemente, essas colisdes foram assumi-

3Uma particula de pélen tem uma massa da ordem de 10* vezes a massa de uma molécula de dgua.
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das independentes equivalentemente ao que acontece na construcao de Boltzmann para a teoria
cinética dos gases*. Por razdes que se prendem com a subsequente simplificacdo matemadtica
introduzida por esta hipétese e a sua qualidade quando se confrontam resultados analiticos e
vastissimo leque de situacdes experimentais € observacionais, a assun¢do de independéncia das
colisdes € prevalente na maioria dos estudos.

Mediante estas circunstancias, € simples de entender que existird um maior nimero de co-
lisdes do lado correspondente ao sentido de movimento, colisdes que causam uma diminui¢ao
da energia cinética da particula. Além do mais, quanto mais celeremente a particula se move,
com mais particulas colidird. Ou seja, somando todas estas forcas pode se entender que exis-
tird uma resultante proporcional a velocidade da particula, que, ndo obstante, se comporta de
maneira aleatoria. Desta forma € possivel entender a forca de dissipacdo como a resultante das
colisoes.

Contudo, esta abordagem simplista ndo compreende o caracter difusivo do movimento.
Logo, é preciso considerar a componente erritica da resultante das forgas. E possivel entdo
verificar que para este problema a dissipacdo e a flutuagdo tem a mesma fonte. No seu estudo,
Einstein quantificou esta relagdo, através da famosa relagdao de flutuagao-dissipa¢do (em uma
dimensdo e kg = 1),

D~ =2T, (4.3)

“#Neste problema nfio existe a particula intrusa focal.
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onde D representa a constante de difusdo da particula,

{[z(t+1to) — z (to)]*) ~ D (t —to), (4.4)

e 1" a temperatura a que o meio se encontra. A Eq. (4.3) implica,

(n(t)n(t)) =27Té(t—1t), (4.5)

e se relaciona com o teorema de flutuagio dissipagdo® mais tarde introduzido por H. Nyquist na
sequéncia do trabalho conjunto com Johnson que permitiu quantificar a relagao entre a variancia
da diferenca de potencial num condutor, sua resistividade e a temperatura a que se encontra.

Sendo que o numéro de moléculas do meio € muito superior, num contexto Termodinamico,
este pode ser considerado como um reservatorio e as colisdes entre a particula focal e as
particulas do meio corresponderdo a troca de calor entre os dois sub-sistemas.

Fica desta forma definido o tipo mais comum de reservatdrio, o reservatorio interno, no
qual a dissipacdo é uma propriedade intrinseca do mesmo e faz com que a relacao de
flutuacao-dissipacao seja verificada, assim como o teorema homoénimo [35, 37].

Existem porém casos em que o problema em estudo tem uma escala de relaxamento da
interacao particula-meio que nao pode ser ignorada. Uma situagdo desse tipo ocorre quando as

particulas do meio tem massa compardvel com a massa da particula em estudo. Nesse caso,

30 Teorema de Flutuagio dissipaciio estabelece que se um sistema verifica a condiciio de balango detalhado
(i.e., em equilibrio térmico), a aplicacdo de uma pequena forca nesse sistema implica numa resposta que equivale
a uma flutuagdo espontinea. Esta relagdo permite fazer a ponte entre a relaxacdo de sistema colocados fora de

equilibrio e a sua relaxac@o para o equilibrio (mais detalhes podem ser consultados em [55]).
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as colisdes ndo podem ser assumidas como independentes. Nao obstante, a quebra de inde-
pendéncia ndo tem que implicar uma modificac@o no carater do reservatorio.
A acomodacdo deste caso em uma situacdo de Reservatério Interno foi levada a cabo por

Mori e Kubo [37]. De acordo, a Eq. (4.1) foi generalizada para,

d2 t
mﬁf:—/ Ft—t) o) dt' —kax(t)+£(t), (4.6)

to

em que £(t) obedece a uma distribui¢do Gaussiana,

(€ (t2) € (1)) = TTexp [—'“ ;tﬂ . T(ti—t)= Tlrexp [—@} . (a=171).

4.7)

A Eq. (4.7) permite a igualdade dos dois espetros quando 7+ = 7. Nos limites (7 — 0,7+ — 0),

a Eq. (4.7) fica (£ (t2) £(t1)) = 2y T 6 (ty —t1), como Eq. (4.5), e a sistema de equacdes
diferenciais estocasticas Eq. (5.17) é recuperado, n(t) = &,_,0(t).

Se tem entdo que, quando 7 # 71, a fonte das flutuacGes ndo esta relacionada com a ori-

gem da dissipagdo. Fontes de flutuacao que nao tém qualquer relacio com o fenémeno

de dissipacao a que o sistema esta sujeito sio denominados de reservatorios externos. A

Equacio para a velocidade no caso mais simples de um reservatdrio externo €,

dv

Mmoo = v (t) —kx(t)+£(1), (4.8)

A situacao mais direta a ser descrita por uma equacgao deste tipo € o caso de uma particula

num meio dissipativo sujeita a uma forcga aleatdria colorida [38, 39, 40]. Mantendo a descri¢ao



CAPITULO 4. O MODELO DINAMICO E O METODO DE SOLUCAO 54

de particulas em fluidos, pode se considerar uma particula carregada dentro de Hélio liquido a
uma temperatura acima da transi¢io superfluida® — de forma a que o ruido térmico possa se
assumir negligencidvel — e sobre esta aplicar um campo elétrico Gaussianamente distribuido e
com Cor.

A defini¢do de reservatorio interno e externo permite entender que estes sdo basicamente
distinguiveis a partir da forma como afetam a energia do sistema; enquanto um reservatorio
interno é sempre um reservatorio de calor, o reservatorio externo corresponde na maioria das
vezes a um reservatorio de trabalho, i.e., modifica a energia do sistema realizando trabalho
sobre ele.

Discuto agora um ponto importante: a utilizacdo do termo Temperatura para a quantidade
T para um sistema em contato com um reservatorio externo. Apesar de sob uma perspectiva
Termodinamica mais ortodoxa isso possa ser considerado um erro, manterei tal denominagao
apoiado no fato de 7" ter unidades de energia, fornecendo uma escala tipica para as flutuacoes da
velocidade (como mostrarei no capitulo referente aos resultados) e da posi¢ao induzidas pelo
reservatério (externo) na forma de trabalho positivo/negativo exercido sobre o sistema. Esse
entendimento mais abrangente do conceito de temperatura tem sido por exemplo aplicado na
estatistica de vortices supercondutores de onde um formalismo atérmico — totalmente andlogo
a Termodinamica cldssica — foi derivado. Neste caso, a temperatura reflete a incerteza na

localizag@o dos vértices [42]. Além disso, defini¢des alternativas de temperatura concorrentes

®Temperatura critica para He* é 2.17 kelvin e para o He? é da ordem do milikelvin [31].
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com a equiparticao de energia e a relacdo de flutuacdo-dissipagao foram também utilizados
em dindmica estocdastica com reservatérios nao-Gaussianos, nomeadamente Poissonianos [43].
Fica entao defendida a utilizagdo deste conceito em reservatorios externos, particularmente em
reservatorios quantitativamente representados por um ruido telegrafico, que € o tema principal
do trabalho que apresento.

Em um contexto de sistemas complexos, pode se interpretar a volatilidade de um mercado
financeiro como a sua temperatura, ou entdo a dispersao de opinides num sistema social também

pode ser vista dessa forma.

4.1 O método de solucao

Como escrevi, os problemas que abordarei na presente dissertacdo sao descritos através do

conjunto de equagdes

m®0 = )~k ()~

(4.9)

dx
v(t) = )

que permitem determinar a evolucdo da velocidade, v, e da posi¢do, z, de uma particula de
massa m.

A dissipacdo e o potencial confinante garantem a existéncia de uma solucdo estaciondria
plena. Na situacdo k& = 0, a distribuicdo de velocidades relaxa a situag@o estaciondria, com uma
escala tipica,

(4.10)

B
I
SIE
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mas o sistema apresenta distribui¢des dependentes no tempo para a posi¢ao, o que significa que

a particula difunde. Para k£ # 0 pode se definir uma segunda escala de tempo,

Estes dois parametros — que posso considerar serem de Natureza dinamica — definem em con-
junto com a massa da particula duas escalas de tempo caracteristicas do problema com origem
mecanica. Apenas a primeira escala definird a relaxacdo do sistema; o segundo tempo, junta-
mente com o primieiro estabelece a escala das oscilagdes geradas pelo potencial harmonico.
Nos dois problemas que aqui tratarei existird uma nova escala que vem da cor do ruido, 7,, =
at,

Como referenciado na Capitulo 2, esta formulagc@o no espago das observaveis tem corres-

pondéncia com uma formulagdo no espago das probabilidades. Impondo condi¢des iniciais para

posicdo e velocidade, a Eq. (2.62) apresenta as seguintes formas:

e Se o ruido é gaussiano branco (reservatério interno) , emerge a denominada equacao de
Kramers,

of (x,v,t) :_a[vf(x,v,t)]_i_g 7U+k:xf(x o t) +£a2f(x,v,t)

ot ox ov m m ov?

C (4.11)

e Se o ruido € gaussiano colorido correspondendo a um reservatdrio externo, a distribui¢ao

de probabilidade corresponde a,

— 2
5 [ 7@ stde= [|-foa SIS Lol e ] e g ds

v m

(4.12)
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f(x,vt) = /f/ (x,v, &, 1) dE. (4.13)

e Para a situacdo de ruido telegrifico a equacdo de evolugdo da densidade de probabilidade

€,

%f’(w,v, a,t) [——v+ BW} f(x, v, a,t)+pf (x,v, b,t) —pf (z,v, a,t)

[— v+ ZrRe=b ] (g v, bt) + [ f (z,v, a,t) — pf (0, b,t)
(4.14)

%f/ (ZL’,U, b7 t)

com,

flaut)=>Y " f(z.v, (1) (4.15)

¢

Como se vé e comprovado por diferentes estudos em que usam-se simplificagdes como
o superamortecimento do sistema e simetria do ruido (no caso telegrafico) , as solugdes
para os casos externos aqui apresentados nao sdo simples, na realidade nao sdo atingiveis
de forma exata. Sendo o problema que tenho em maos mais complexo do aqueles até

agora tratados, recorrerei ao tratamento do problema no espaco das observaveis.

4.2 Meétodo de Laplace-Fourier e o teorema do valor final

A esta descri¢@o no espaco das observéveis se encontra associada uma descricao no espago das
probabilidades tal como apontado na sec¢ao anterior. Numa perspectiva experimental, se esta
principalmente interessado nos momentos estatisticos. Além do mais, a partir dos momentos

— ou dos cumulantes — € possivel construir a fun¢do de densidade de probabilidade.
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Para a determinacdo dos momentos, sem necessidade de recorrer ao espago de probabili-

dade, considerarei a transformacao de Laplace-Fourier,
O(iq) = /O(t) e 't dt. (4.16)

Para evitar incomodos relacionados com a integracdo ao longo do eixo da abcissa, a transfor-

mada de Laplace-Fourier € feita realizando um pequeno deslocamento de ¢, tal que,
ig —1iq+e, 4.17)

sendo que no fim dos célculos tomarei o limite ¢ — 0. A Eq. (4.9) transformada fica entdo,

m(iqg+e)v(iqg+e) = —yv(ig+e)—kz(ig+e)+S(ig+e)
(4.18)

0 (t) = (ig+e) 2(ig+e)
Substituindo a velocidade na equagao provinda da evolugao da velocidade obtenho a equacao

para a posi¢do no espago reciproco,

Fig+e)[m(ig+e)+v (ig+e)+k] = S(igte)
(4.19)

. ~ G(ig+e)

T(ig+e) = Rlgte)

A fungdo R (s) é fatorizavel,

R(s)=m(s—ky)(s—k_), (4.20)
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onde os zeros valem,

R4 = —§:|ZIQ
4.21)
- —g +iviw? 2,
c,
k
h=rt="1 = P=r2=" (4.22)
m m

E possivel ver que serdio estes zeros as quantidades fundamentais para a determinacio dos mo-
mentos das diferentes quantidades dinamicas e termoenergéticas.

Como disse anteriormente, este sistema atinge o estado estaciondrio. Nessas circunstancias,
a propriedade ergddica (fraca) para a qual médias no tempo sdo equivalentes a médias no espaco
¢ vilida,

—_

o—00 I

(0)=0 = lim 1 / O (t) dt. (4.23)

O célculo da média no tempo pode ser relacionado com a transformada de Laplace por via do

teorema do valor final,

= / o) dt = lim 2 / ¢ O (1) dt. (4.24)
0 Z—r

=—00 =

Introduzindo a Eq. (4.16) na Eq. (4.24) e recorrendo a propriedade ergddica se tem que no

estado estaciondrio a seguinte relacdo € valida,

(0) = lim z/;l—i/dtez”(iq“)t (O(ig+e)) . (4.25)

z—0,e—0
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Para situagdes em que estarei interessado em obter médias dependentes no tempo, posso
continuar a utilizar a representacao de Laplace-Fourier, porém sem aplicar o teorema do valor
final,

(O(t)) = lim dq e+t (O (ig+¢)). (4.26)

e—0 27T

As quantidades dinamicas, posic¢ao e velocidade, ditardo o comportamento termoestatistico
do sistema. Consequentemente, tendo em conta a Eq. (4.19), posso com a Eq. (4.24) ou com a
Eq. (4.25) fazer a descri¢do completa do problema. Considero entdo a quantidade O () tal que

no espaco de Fourier pode ser descrita como,

O(iqp+e)=h(ig+e)T(in+e), (4.27)

Por exemplo, para a velocidade tenho h, (s) = s, para a posi¢do h, (s) = 1 e para o ruido

he (s) = R(s). A n poténcia (inteira) dessa quantidade, que pode definida como,
O @®)]" = /(9 (t1)...O(tn) 0(t —t1)...0(t —ty,) dty...dt,. (4.28)
a qual reescrevendo a fungdo delta na sua forma integral corresponde a,

dqy — dgn
or 2w

O®]" = lim [ O(iq+¢)...0(ig, +¢) exp [Z(iql+g)t

e—0
=1

(4.29)

= lim [ exp [Z(iql—i—s)t [h(iqgp+e)...h(ig, +¢)]

e—0
=1

dg — dgn

xz(igp+e)...2(ig, +¢) i
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Ou seja, o valor médio (O (¢)") fica,

n

hiigg+¢e)...h(ig, +¢)

(O@®)7 = lm [exp [;(1‘”“” Rqg+e).. R(ign+e) (4.30)
dg;  dgy
x (E(iqu+e)...c(ign+e)) %%

Para a determinac¢do de valores no estado estaciondrio o momento de ordem n tem o seu
célculo muito mais simplificado, pois inserindo a Eq. (4.30) na equacdo do teorema do valor

final obtenho,

_ z h(igp+¢e)...h(ig,+¢)
o"y = 1 — - - 4.31
(o) 230, £50 2=y, Ga+e)R(iq+¢)...R(ign+¢) 3
- - d dqn
X (C(igg+e)...¢(1gn+¢)) %%

Esta operacao elimina todas os modos associados a aproximacao ao estado estaciondrio. Ana-
liticamente, isso representa que apenas combinacdes de polos associados aos momentos ¢; que
conduzam a uma expressao final (antes do limite 2 — 0) proporcional a Z dao uma solugdo
—1

nao-nula. Termos proporcionais a Zle (iq + 5)] sd0 os unicos que podem conduzir a essa
situagdo. Como € claro da forma da funcdo R (s), esse tipo de termos apenas podem vir dos
momentos do ruido (¢ (i¢q; +¢)...S(ign +€)). Na Figura 4.1, apresento a estrutura tipica de
polos relacionada com a Eq. (4.30) para os casos estudados nesta dissertacao.

Uma nota final; o mesmo esquema da Eq. (4.28) pode ser utilizado para definir varidveis que

resultam do produto de quantidades diferentes. Por exemplo, mostrarei em capitulo posterior



CAPITULO 4. O MODELO DINAMICO E O METODO DE SOLUCAO 62

A Im)
i) ie-C)e N
[ g v2ie i(e + o) \
i(e—a) Ng
Re )
\ cie+C ) i(e+C. )e o g

Figura 4.1: Estrutura tipica dos pdlos nos célculos a serem efetuados no presente trabalho.

que a poténcia injetada num sistema deste tipo se define como,

Jinj () = <(t) v (1) (4.32)

_ /g(tl) v(ts) 8 (t—11) 8 (L —ts) dts dt,

de onde podemos prosseguir para a andlise restante sem dificuldade.

4.2.1 Correlacao de n tempos do ruido Gaussiano

Se ¢ € uma varidvel Gaussiana a sua forma no espago reciproco de Laplace-Fourier também ¢é
Gaussiana e entdo o teorema de Isserlis-Wick € valido. Consequentemente, o principal objecto
de célculo para a obten¢dode (S (iq; +¢)...< (g, + €)) é o bloco de covariancia (€ (t1) £ (t2))
transformado,

allig+e) +(1g+e)+2aq
(g tige+2e)[(iqi +¢)+alllig +¢)+a]

<§(iq1 +e) E(ig +e)> = vT.  (4.33)

No limite branco de o — 0o, & — 7 e fica,

2
igr +igo + 2¢

(g +e)n(ig+e) = ( )VT- (4.34)
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-1
~ . A - ¥/ . .
Das equagdes anteriores se vé o aparecimento dos termos > ,_; (g, + 5)] que permitem

a obtencao de uma solucao finita no longo termo.

4.2.2 Correlacao de n tempos do ruido telegrafico

No que concerne ao ruido dicotdomico tenho,

GGy =) Gl F(CrreiCa)s (4.35)
Cl 77777 Cn
onde f((i,...,(,) denomina a probabilidade conjunta. Se cada (; representa o valor de um

mesmo processo estocdstico € possivel usar a regra da cadeia e ter, parat; > ... > t,,

oGy = D GG F(G1G) F(GIG) - f (Guor ) F(Ga)- (4.36)

Dado que o ruido € dicotdmico a soma serd composta de 2" parcelas. Por exemplo, para célculo

de ((1 ... (4) com tenho,

(G- Ca) = fes(@){a® f(ar]az) f(azlas) f(aslas) +ab® f(br|bs) f(b2]bs) f(bslas)
+a*b[f(a1[b2) f(b2las) f(aslas) + flar]az) f(az|bs) f(bslas) + f(bilaz) f(azlas) f(as|as)]
+a? U°[f(bi|b2) f(b2las) f(aslas) + f(bilaz) f(as|bs) f(bslas) + f(ar|be) f(balbs) f(bslas)]}
+est (D){0" [ (b1[b2) £ (b2[b3) f (bs]ba) + a® b f(as]az) f(az|as) f(as|bs)

+a [ f(bu]b) f(balas) f(aslbs) + flarlbz) f(balbs)f(bs]ba) + f(bilaz) f(azlbs)f(bs]ba)]

+a® 0°[f(ar|as) f(az|bs) f(bs|bs) + f(ar]ba) f(bolas) f(as|bs) + f(bilas) f(azlas) f(as|bs)]¥4.37)
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Nao obstante o ordenamento temporal ja estar embutido na forma como estd construida a
equagdo anterior, quando se substituir a probabilidade de transi¢do pelas respetivas funcoes,
essa informacdo acabard por se diluir. Dai ser importante multiplicar o resultado obtido por
um operador de ordenamento temporal que corresponde a um produtério de funcdes Theta de

Heaviside que garanta o ordenamento pretendido. Isto €, para o caso anteriormente apresentado,

<C1 R C4>t1>t2>t3>t4 — <C1 R C4> © [tl — tg] C) [tQ — tg] © [tg — t4] . (438)

Nos célculos que realizarei, pretendo ter expressoes genéricas que acomodem qualquer or-
denamento que possa surgir no célculos. Isso corresponde ao surgimento de n! possibilidades
de estrutura equivalente, i.e., invariantes por permutagdo dos indices. Porém, desde que cada
um dos (; — que no espaco reciproco se traduz em Q: (ig, + €) — esteja associado a mesma
variavel e mesmo tempo ¢, os n! termos sdo invariantes por permutacdo dos indices, o que
simplifica enormemente o nimero de calculos, sobretudo quando se tratam momentos de or-
dem superior. Em outros casos, poderdo surgir outras formas de degenerescéncia que discutirei
em devido tempo. Vale a pena frisar que, para o ruido dicotdmico a aplica¢do do teorema de
Isserlis-Wick ndo € valida. As expressoes de <C~1 e C~H> sdo geralmente extensas. No entanto,

pode se constatar que para t; > ...t,,

-1 —1

<(~(iCI1+€)...§~(iqn+€)>o<H[Z(iqj+€) (4.39)

i=1 |j=1

1:[ [Z(iqj+€)+a

j=1

Mais uma vez, do primeiro produtdrio surgem os termos que permitem a obtencao de resultados

finitos para os momentos de tempo longo.



Capitulo 5

Resultados

5.1 Resultados para o ruido Gaussiano colorido!

Antes de apresentar os resultados para o problema principal, farei a analise de um sistema que
estd a meio caminho entre o problema mais tradicional — o reservatdrio interno branco —
e o problema de reservatorio externo descrito pelo ruido telegrafico, que para além de ser de
medida descontinua e também colorido. Tratarei entdo o sistema sujeito a reservatorio externo

Gaussiano colorido,

m& = —yu(t) —kz () +&
: (.1
v(t) = 2zl
em que de acordo com a Eq. (4.7),
((€(t) & (t2))) = an T exp[—alty —taf], (5.2)

cuja expressao no espago reciproco de Laplace-Fourier apresentei na Eq. (4.33). Daqui, usando

o método de calculo apresentado na Se¢do 4.1 posso escrever os cumulantes da posi¢do e da

10s resultados desta se¢do foram apresentados no XXXVII Encontro Nacional de Fisica da Matéria Conden-

sada tendo recebido o prémio de melhor poster em Fisica Estatistica.

65
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velocidade, nomeadamente recorrendo a Eq. (4.31).

Dai se retira que,

(x) =0, (v) =0. (5.3)

Para os segundos momentos (que iguala o segundo cumulante), tenho para a posicao,

<<x2>> _ a(y+ma) Z
k+a(y+ma)k
5.4)
_anT
= T
e para a velocidade,
2
9 o
= T
<<U >> E+a(y+ma)
(5.5)
2
- 27
k
Nas Egs. (5.4) e (5.5) tenho,
k=k+a(y+ma), (5.6)
e,
Y=v+ma. (5.7)

O célculo dos restantes cumulantes mostra ((z")) = ((v™)) = 0 para n > 3. Isto confirma
que a distribui¢do estaciondria € Gausiana tal como calculado através do método de Laplace-

Fourier [40]. Este resultado ndo é inesperado de todo; nao obstante o ruido ser colorido e o
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sistema nao-Markoviano [35] (pdg. 252), o ruido continua sendo: i) Gaussiano, ii) aditivo.
Entdo, no longo termo, sendo que as condicdes de fronteira para ambas as observaveis sdao
condic¢des naturais de fronteira e os termos deterministas nas equagdes diferenciais estocasticas

lineares em x e v, a distribui¢do estacionaria tera de ser uma dupla-Gaussiana,
1 2 2
p(x,v) = - eXP [—va —B,x } , (5.8)

onde,

B, = 1 <(v2>>_1, B, =

-2 (@) (5.9)

DN | —

No limite de ruido branco, i.e., na aproximacao de reservatdrio externo a reservatorio interno

se tem,

lim ((z%)) = %
(5.10)
h_)rn <<v2>> = %,

tal como esperado.

Com as Eqgs. (5.4) e (5.5) calculo a energia média do sistema, £, dada pela soma das médias

da energia cinética, K = (K) = %m (v?), e da energia potencial, V = (V) =

a(2ma+ )
[k +a (v +ma)

£ = K+V= (5.11)

_ a@y=7),

2k
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Com a equagdo anterior posso analisar as fungdes de resposta da energia relativamente aos
outros parametros comparando esses resultados com a situacdo de reservatorio interno [41].

Relativamente ao calor especifico tenho,

0E a(2ma+ )
7 A2
oT 2k+a (y+ma)] (5.12)
e para as fungdes de resposta aos pardmetros mecanicos,
2 24 —
06 __a@maty) ,_ a9, (5.13)
ok 2k+a (y+ma)l 2 k?
— 2 _ SV
0F _ _alk—mo?) . alk=alG-1)], 510
07  2k+a(y+ma)) 2 k2
2 2
0 o 2k + av] QT:a [2kA+a7]T. (5.15)
om  2[k+a (y+ma) 2 k2
2 VA A
0  ma 7+k(4ma+’y)T:a[k(47 3v)+ay (¥ 7>]T. (5.16)

da  2[k+a (y+ma)’ 2 )2
Chamo a aten¢do para o efeito mudanga no caracter do reservatdrio através da introducdo de

cor:

e O calor especifico deixa de ter o comportamento cldssico para um sistema deste tipo,

Q

5:1,

Q
S

e As funcdes de resposta 2 gs o8

, 22 € = que no caso de reservatério interno sao nulas assu-
ok ¥ m

mem valores finitos diferentes de zero na passagem para reservatorio externo;

a E ag A . . ., . . .,
e Se J7 e o= tém sempre 0 mesmo sinal negativo e positivo, respectivamente , jd a resposta

a modificacdo da dissipacao pode inverter o sinal e estd dependente do jogo entre a escala
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temporal 7, e o~ . Esta situacdo é contra-intuitiva, pelo menos na questdo de ser possivel
haver um aumento na energia média em decorréncia de aumento da dissipacdo. Quando
as duas escalas se igualam, se recupera o resultado de independéncia tal qual no limite

o — OQ.

Quando se pretende caraterizar o sistema termoestatisticamente, se estd principalmente in-
teressado nas distribuicdes de longo curso da quantidades como energia, trabalho e energia. No
caso de reservatorios externos o cdlculo destas fungdes ndo € simples. Contudo, ao verificar
que a distribuicao estaciondria da Eq. (5.8) € funcionalmente igual para o reservatério interno, €
legitimo avaliar a hipétese de mapear um reservatdrio externo (gaussiano) em um reservatorio
interno — no qual os célculos s@o mais simples — mesmo que somente para efeitos estatisticos
ou probabilisticos.> Noutras palavras, e voltando aos exemplos dados para reservatérios inter-
nos e externos. Lanco a seguinte questio: E possivel num contexto termoestatistico usar o caso
do grao de polén em um meio aquoso como modelo substituto do um sistema de massa m su-
jeito a dissipacdo criada pelo seu movimento em um meio que o envolve e sujeita a flutuacdes
coloridas criadas por uma fonte externa?

Esta questao foi estimulada por outros trabalhos relacionados com ruido externo [44], nome-
adamente em situacdes de natureza experimental em dye lasers [45] e giroscopio laser [46], as-
sim como estudos sobre as consequéncias termodinamicas da natureza do reservatorio [47, 48],

nomeadamente a aproximacdo ao zero absoluto. A esse respeito, vale a pena referir que para

2E preciso atentar que existe a questdo da flutuaco-dissipagdo que os distingue fisicamente.



CAPITULO 5. RESULTADOS 70

reservatorios Poissonianos [49] bem como para o modelo de gis de rede de Katz-Lebowitz-
Spohn [50], é possivel violar a lei zero da Termodinamica (tal qual formulada). Além disso,
esta hipdtese se enquadra no que van Kampen denominou por “abordagem de Langevin” [35]
para um sistema, que foi também conjeturado para ruidos multiplicativos ou mesmo para rees-
crever problemas de natureza ndo estaciondria em problemas estaciondrios.

De um lado, tenho o sistema sujeito a um reservatorio externo com parametros m, 1', 7y, a e

k, Eq. (5.1), cuja estatistica pode ser reproduzida por um sistema de reservatdrio interno,

D = () — k(L)
, (5.17)
_ da(t)
v(t) = o

com novos parametros e (n (t) n (t')) = 2v*T*§ (t — t'). Das médias da energia total e das

energias cinética e potencial e impondo igualdade dos valores médios para os dois casos,

)= tmal = W
- BEEE - s19
€= Q[kﬁ”éﬂ”in = I"
tenho as seguintes relacoes,
m* < m+ % F - kii?j:nxx) : k" <+ % , v .
(5.19)

As relagdes na Eq. (5.19) mostram que o sistema substituto deve ter uma massa maior € que
o reservatorio devera ser mais frio. Obviamente que essas relagdes quantitativas ndo sao univer-
sais, mas a relagdo quantitativa entre os parametros do problema real e os da representagdo de re-

servatdrio interno deverao seguir a mesma linha para todo o caso. Das Eqgs. (5.17), (5.8) e (5.9),
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pode se confirmar que a Gaussianidade do estado estaciondrio € preservada, e por constru¢ao
os momento de tempo longo da posicdo e velocidade, assim como da energia permanecem
inalterados. Por este prisma, a hipdtese de mapeamento (5.19) se apresenta significante.

Por outro lado, a energia (no estado estaciondrio) resulta da sobreposi¢do dos fluxos inje-

tado, Ji; (2), e dissipado, Jyis (Z),

':‘>>%

Em ambos os casos (reservatorio externo e reservatorio interno) , Jyis(Z) flui na forma de calor,
enquanto Ji,; (£) € o trabalho total feito pelo reservatdrio externo quando este corresponde a

um reservatorio de trabalho (no caso interno Ji,; () continua a ser calor)®. Apés o transiente,

no instante =,
£ = lim /(v (t') €(¢)) dt’ — 'y/ <[v (t) ]2> dt' (5.21)
0 0
Para o reservatorio externo, no limite = > %,

mal—k o py 02T ¢ (5.22)
k+a(y+ma)? E+a(y+ma)™ '

Jinj (E) = —

2ma(k+ma?)+~(Bma*—k—avy) T iy T
a

Jais (5) = 2 k+a(y+ma) kta(y+ma)

= (5.23)

A soma dos termos independentes do tempo em £ [Eq. (5.20)] igualam a o valor da energia

média do estado estacionério dado pela Eq. (5.11).

3Estes dois fluxos tem relacdo com as quantidades [ e ¥ que descrevem a producdo de entropia, como foi

mencionado no capitulo 2
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Para um sistema de reservatorio interno, nomeadamente um que esteja desempenhando o pa-

pel de reservatdrio andlogo de um sistema de reservatorio externo, se tem das Egs. (5.20) and (5.21)

€(E) = 77 (B)] [411,

T T
g=1 H+<T* ’V*E). (5.24)

Mostrei através das equagdes gerais do método que as quantidades termoestatisticas, quando
explicitadas no espaco reciproco, podem ser obtidas através da posi¢ao que claramente depende
da natureza das flutuagdes [veja Eqs. (4.19) e (4.27) ], também ja sugerida em [51]. # Isto incluf
a velocidade e os fluxos dependentes do tempo, Ji,i(Z) e Jais(2). Mas qual € a extensdo real

dessa dependéncia?

A diferenga entre dinAmicas é também mostrada pela covariancia da velocidade no estado estaciondrio,
Cy(s)=lim = [ () vt +5)) dt. (5.25)

Para o caso de reservatorio externo,

(iqi+e)t’ 2 -
Cy(s) = lim = //dt’e(‘qu“E)S C;qj g te)e <Hf(i q+e) > . (5.26)

t—oo ¢ m mR(ig;+¢)

Usando a estrutura de pélos da figura 4.1 e apds alguma algebra,

2 : )
+€ (1q1+5)t
— i dt’ eliazte)s || dg; (g, [Tad 527
Cu tggo // i 2r mR(igj +¢) nla+e) ), (5.27)

com T =— T Q=,/4k 2

’
T1 (771+(—1)l'y T+k 7-2)
=1

Ja quanto ao sistema de reservatdrio interno,

L2 .
(m + sz) cos <sg22> - % sin (s?)} - 67’77} ; (5.28)

Q Q
— e~ 3w lsl il _
Cy,r=0 =¢ T [m cos (s2> mﬂsm (82)] . (5.29)

C, = T{eZ’Znsl

que resulta em,
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A primeira vista, devido as propriedades impostas por um ruido branco n*) e um ruido
colorido &, se espera um comportamento bastante diferente para os fluxos (dependentes do
tempo) em sistemas de reservatério interno e externo. Contudo, ao se aplicar o mapamento da
Eq. (5.19) nas Egs. (5.22) e (5.23) para avaliar a diferenca entre os fluxos dos dois tipos de
sistemas obtenho a mesma expressdao que consta na Eq. (5.24), bem como o préprio valor de
E. De acordo com o que disse no paragrafo anterior esta equivaléncia € inesperada e contra-
intuitiva.

Das Egs. (5.20) and (5.21), pode se identificar os fluxos como quantidades proporcionais as
flutuacdes acumuladas, i.e., os fluxos t€m um comportamento de grande desvio. Esta proprie-

dade, juntamente como a equivaléncia por mapeamento permite dizer que:

Mediante as condicoes aqui apresentadas, para um sistema termoestatistico
que atinja o estado estacionario, o valor médio dos grandes desvios das flutuacoes

€ na pratica insensivel a natureza do reservatorio.

—_ —_
— —

Na Figura 5.1 (painel do lado esquerdo) mostro a evolugdo de Jiy; (Z) e Juis (2) para um
sistema de reservatorio externo [Eq. (5.1)], que concorda com o comportamento do seu andlogo
sujeito a reservatério interno definido nas Eqgs. (5.17) and (5.19).

Encontro assim uma razao para uma analise mais profunda do verdadeiro impato da natureza
do reservatério nos fluxos que garantem o estado estaciondrio. Essa avaliacdo € especialmente
importante para sistemas longe do limite termodinadmico para os quais as flutuagdes nas quanti-

dades termoestatisticas sdo cruciais para uma descri¢do adequada.
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Antes prosseguir para a apresentacao dos resultados analiticos, devo notar que fisicamente,
mais relevante do que os momentos sao os cumulantes, sobretudo devido a sua extensividade.
Nesse contexto, os cumulantes <<Ji?1j,| dis| (E)>> crescem linearmente o tempo, pelo menos
assintoticamente.

Excetuando as médias — cujos valores assint6ticos t€ém de crescer igualmente de forma a
que seja garantida a existéncia de um estado estaciondrio — ndo existem a primeira vista razao
para que os restantes momentos sejam iguais. Em trabalhos anteriores, foi ja verificado que
os restantes momentos estatisticos dos fluxos para um tempo longo injetado e dissipado sao

iguais, para reservatorios gaussianos brancos (ou coloridos) bem como para ruidos de Poisson.

A igualdade das fungdes de grandes desvios implica,

1 1 n (= . 1 n —
tim = (R E)) = _lim = (i GD)]- (530)

Nesse sentido, efetuarei os calculos dos restantes momentos para o fluxo dissipado ja que as suas

contas sd@o mais simples e me focarei na quantidades assintética que define o grande desvio,

(7" @) =2 _lin_ (7 E@). 531

Com este objetivo em mente, analiso a chamada fun¢do de grandes desvios dos fluxos,
L(J(Z)), de onde os respectivos cumulantes podem ser determinados. Caso o mapeamento
seja vilido em toda a extensdo dos cumulantes, a funcdo de grandes desvios do sistema andlogo

de reservatorio interno seria[52, 53],

. ot 2
L*(]):Z—Lexp —M o[J], (5.32)



CAPITULO 5. RESULTADOS 75

para qualquer um dos fluxos.

Na realidade, mais do que focados na forma de L (7(Z)), centro a minha atengdo nos
cumulantes que a geram. Isto significa que, em vez de utilizar métodos mais tradicionais para
encotrar a fungdo de grandes desvios[54], optei por calcular os cumulantes dos fluxos de forma
sucessiva através da representacdo de Laplace-Fourier de maneira a que: i) evita a tarefa ardua
e muitas vezes infrutifera relacionada com a defini¢do do propagador, ii) permite a obtencao de
resultados exatos, iii) propicia o conseguimento de resultados mesmo que os sistema apresentem
nao linearidades ou se encontrem sujeitos a reservatérios nao-Gaussianos[53]. Tendo isto em

mente, o cumulante de segunda ordem vale no case de reservatério Gaussiano,

7T*2 yT? 2m+~7)

—_ —_
— — —
—_— —

m* (m—i—T(v—l—kr))2

: (5.33)

enquanto que para o sistema “original”’de reservatdrio externo. Calculando,

(T2 (E) //Hdt dgaj—1dgo;  (iqzj +¢€)
iy 2 2m m?R(iqa; +¢€)

4
Xe(iqzj—1+i¢I2j+2€)tj <H 1ql -+ g > <J (E)>2 , (5.34)

4
onde se pode aplicar o teorema de Isserlis-Wick a < [T¢Gq+e¢) >, obtenho no limite de tempo
=1

longo,

[1]

(T2 =) = yT? 2m+~vT) +72T2 Bm+71(y—k71))

=. 5.35
(m+7(y+ k7)) (m+r(+kn))P (5-33)

As expressdes de ((J%(2)))" e ((J?(Z))) sdo ligeiramente diferentes e ndo-mapedveis. Por

questdes de clareza uso 7 = o L.
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A relacdo entre os fluxos médios equivalente a forma dada pela Eq. (5.35), i.e.,

(T (@) =(TE) +i(m,y,kT,7)7TE,

era a situacdo a partida mais plausivel , uma conjetura que os cdlculos mostraram estar errada.

E possivel tentar rearranjar a Eq. (5.19) de maneira a respeitar as flutuagdes de 7 (£) —as
flutuacdes das flutuacdes acumuladas — contudo todas se mostram infrutiferas, pois levam a
um valor errado da energia média £. Deste esforco, se entende que o problema se resume ao
fato de o parametro de dissipacdo ~y ser sempre invariante por mapeamento.

A parte das questdes jd analisadas, a hipétese de mapeamento [Eq. (5.19) para o caso desta
dissertacdo] — ou “abordagem de Langevin” [35] — é importante em si, porque a sua va-
lidade permite a simplificacdo do tratamento da funcdo de grandes desvios para um sistema
de reservatdrio externo colorido, ja que solugdes de quantidades dependentes do tempo em
problemas de reservatorio externo sao dificeis de obter e quase sempre obtidas por meios apro-
ximativos [39]. Nestas circunstincias, o limite de ruido branco de um reservatério colorido >
€ sistematicamente visto como a aproximagdo preferencial de ordem zero a partir da qual as
aproximagdes de ordem superior sdo definidas. A andlise que apresentei indica outra proposta
mais adequada: o reservatorio interno analogo. Por exemplo, adotando uma expansdo de Ed-

geworth para a funcio de grandes desvios,’

1 o
Dl ognr

Lisikes () = exp | > Ay Lo (T), (5.36)
n=1

SEquivalente a um sistema sujeito a reservatério interno, governado pela Eq. (5.17).
6A< Jny, € adiferenga entre o cumulante de ordem n de LxtRes (J) e da referéncia Lg (J).
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a melhor distribuicdo de referéncia, Lo (7 ), é dada pela Eq. (5.32) em vez da sua versdo “sem
estrela” diretamente obtida da Eq. (5.17); considero esta abordagem melhor porque € capaz de
incluir efeitos da cor logo na média.

Na Figura 5.1 (painel de baixo) apresento o calculo da Eq. (5.36) até segunda ordem n =
2. Sublinho que a aproximacdo envolvendo cumulante de segunda ordem € na realidade uma
aproximacgdo de primeira ordem pois a distribui¢cdo de referéncia ja inclui efeitos da cor na

média.
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Figura 5.1: Simulagdo numérica com m = v =k =T = 7 = 1. Painel de cima: Evolugdo do
Fluxo total injetado/dissipado para um sistema de reservatdrio externo. Os fluxos instantineos,
que sdo os declives das linhas apés o transiente, vale 1/3, o mesmo que a linha pontilhada
(verde). De acordo com a Eq. (5.19) o mesmo comportamento € encontrado para um sistema
de reservatorio interno com m* = 3/2, T* = 1/2 and k* = 3/4. Painel de baixo: Distribui¢cdo
de grandes desvios (LDF) do fluxo total (injetado) obtida por simulac¢do (pontos) e a LDF para
um sistema de reservatdrio interno dada pela Eq. (5.32) (linha pontilhada) para um tempo = =
1000. Embora os picos sejam coincidentes, as larguras (e a forma) sdo diferentes. Na versao
mapeada a varidncia vai como Z/3 [Eq. (5.33)], enquanto que nos célculos feitos no sistema
efetivo deverd evoluir como 4=/9 [Eq. (5.35)]. O resultado é claramente melhorado recorrendo

a expansao de Edgeworth [Eq. (5.36)] como demonstra a linha a cheio.

Em resumo, posso afirmar que a hipdtese de mapeamento de reservatorios externos em
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reservatorios internos e vice-versa permitiram verificar que em uma abordagem de grandes
desvios, desde que exista o estabelecimento de um estado estaciondrio, os fluxos médios —
que garantem essa condi¢do de estacionaridade — sao funcionalmente insensiveis a Natureza
das flutuacOes no sistema e por conseguinte a relacdo de flutuacdo-dissipagdo. Somente quando
se analisam as flutuagdes dos fluxos, que na pratica representam as flutuagdes das flutuagcdes
acumuladas, a relacdo de flutuagcdo-dissipacdo fala mais alto e o cenario de equivaléncia se
desfaz.

E possivel propor outras relagdes de forma a que as flutuacdes do fluxo sejam mapedveis.
Porém, novas condi¢des levam a um valor errado da energia do sistema. Além disso, a introdugdo
de uma nova condi¢do nao tem qualquer implicacdo num mapeamento da dissipacdo do sistema,
continuando a se verificar a igualdade v* = y, que impede a ligacdo da dissipacao as flutuacdes
n*. Noutras palavras, tdo s6 se analisam as flutua¢des dos fluxos, emerge a diferenca entre um
reservatorio externo € um reservatorio interno.

Por outro lado, de resultados obtidos, se poderia depreender que, em um contexto de grandes
desvios, a relacao de flutuacao-dissipagdo pode ser vista como uma propriedade ordem superior.
Esta assercao pode ser contestada apontando que o resultado apresentado apenas demonstra um
certo grau de insensibilidade do tratamento de grandes desvios relativamente as propriedades
termoestatisticas. Contudo, tais argumentos sao facilmente rebatidos lembrando que a fungdo
de grandes desvios dos fluxos € capaz de preservar a informagao sobre as condi¢des iniciais

do sistema, nomeadamente a temperatura inicial[52], sendo assim uma fun¢do termoestatistic-
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mente sensivel.

5.2 Resultados para o Reservatorio Dicotomico

Apresento agora os resultados para o problema principal da minha dissertagdo: a equagao

dindmica quando o reservatdrio tem um perfil telegréfico.

5.2.1 Estatistica da Velocidade

A existéncia de uma solucdo estaciondria implica que o valor médio da velocidade em tempo

longo devera se anular. O célculo do momento € feito através da equacao,

B @ ig+e¢ .
o) = [ it g +o), (5.37)
de onde se verifica,
(v) = 0. (5.38)

E importante sublinhar que tal acontece independentemente da simetria ou assimetria das taxas
de transicao e amplitudes das duas componentes do ruido. Analiticamente essa nulidade surge
do denominador, mais precisamente do termo impar ig + € na Eq. (5.37). A Equacdo (5.38)
estabelece a condicao sine qua non para a existéncia de um estado estacionério.

J4 a variincia ou segundo cumulante, ((v?)), é igual a,

dqy, (ign+e) /1
= /H 2m 2 — Y 1(IQz+6) (ign +¢) <H 1QZ+€> (5.39)

=1
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A solucao deste integral duplo da,

(o = BB =

(5.40)

A’Pa _ A2ppu
vk Yk p

O comportamento tipico da variancia da velocidade é apresentado na Figura 5.2.

0.4 —

0.3 ]

Figura 5.2: Evolugdo temporal de ((v?)). A linha a cheio corresponde a simula¢do numérica
com estatistica sobre 10° amostras com os seguintes parimetros numéricos: m = k = a =

v=1,a=—-b=1epu=p = 1/2. A linha tracejada representa o limite de tempo longo

((v?)) =1/3.

De imediato, o valor da média quadratica da velocidade da o valor da energia cinética média,

() = L (o) = BRam (5.41)
2~k

O estado estaciondrio deste sistema nao pode ser expresso através de um funcional de Boltz-

mann, i.e., a probabilidade de se encontrar a particula com velocidade e posi¢ao nao é dada por
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uma exponencial da energia da particula, porém é possivel definir uma temperatura candnica.
Dado o ruido bi-modal ser também conhecido da literatura de processos estocasticos como ruido
telegrafico, denominarei a temperatura canénica deste sistema como a Temperatura de Marconi

que verifica a igualdade,

(K)==T. (5.42)

(5.43)

Analiso agora o limite em que ! tende a zero (1 — ©0), 0 que corresponde ao limite de
ruido branco. Em um contexto termoestatistico, o estudo deste limite s6 faz sentido quando
se mantém constante a temperatura de Marconi. Recorrendo as Eqgs. (3.4) e (3.6), para que a

temperatura se mantenha constante, a diferenca de amplitude entre os dois ruidos,

A=a-—b, (a>0b), (5.44)
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devera evoluir como,’

A T;\/vﬁ[k+ﬁu(v+mﬁu)] (5.45)

a mpp

~ T2l

Como a existéncia de um estado estacionario implica que a velocidade média seja nula, o

terceiro cumulante da velocidade € igual ao terceiro momento,

(W) = (") (5.46)
Os célculos permitem obter,

5 BD (B—D) o*[3km — 2v4]
k(292 + km) [4k 4+ a (v + )]

(o) =

(5.47)

A*o?p [1+p (2p—3)] Bkm —2v7]

= 2 =
Ak 292 +km)[4k+a (v +9)]

Na Figura 5.3 mostro o comportamento de ({v®)) para um caso especifico.

A condigdo a > b que imponho ndo interfere nas conclusdes que aqui se apresentam, apenas simplificam a

analise.
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Figura 5.3: Evolugdo temporal de ((v®)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica
com estatistica sobre 10° amostras com os seguintes pardmetros numéricos: m =k = o = v =
l,a=—-b=1epu =2/3, n = 1/3. A linha tracejada representa o limite de tempo longo
((v3)) = —=16/1701 = 9.4... x 1073,

Na Eq. (5.47), é possivel substituir o valor de A e estudar o comportamento de ((v?))
quando a taxa de eventos, y, tende para infinito. Nestas circunstancias, o processo estocastico
subjacente se aproxima da continuidade, dai ser expectdvel que, de acordo com a dinamica do
modelo, a velocidade e a posi¢do exibam distribuicdes Gaussianas onde ((v™)) = ((z™)) =
0 para n > 3. Aqui mostro somente o evanescimento do cumulante de terceira ordem da
velocidade; o aumento da ordem do cumulante apenas acrescenta complicagdes matematicas
(devido ao aumento da complexidade das expressdes). Para a posi¢do, as dependéncias sdo
basicamente as mesmas, a parte dos parametros mecanicos que garantem a dimensdo correta
das equacgdes.

Levando a cabo as substitui¢des indicadas pelas Eqgs (3.4) e (3.6),

3 5/2
T (5.48)

Iu3 HU—00

(o)) ~
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Com este limite calculado e invocando o teorema da funcdo caracteristica de Marcinkiewicz,
temos evidéncia para crer na coincidéncia do limite branco com o gaussiano para a distribui¢dao
das velocidades. O referido teorema indica que apenas existem dois tipos de distribuicao de
probabilidade: a Gaussiana — com, no maximo, dois cumulantes nao nulos — e todas as outras
distribui¢Oes para as quais € necessdrio um ndmero infinito de cumulantes nao nulos. Sendo
que ndo impus no cdlculo do limite Eq. (5.48) qualquer restricdo quanto a simetria do ruido
tenho que, segundo Marcinkiewicz o limite ((v®)) = 0, sugere que os cumulantes de ordem
superior a terceira serao também nulos no mesmo limite, como em verdade é possivel verificar
numéricamente, ficando assegurada a Gaussianidade das distribui¢des.

Para melhor apreciacdo do comportamento do terceiro cumulante apresento pode determinar-

se a assimetria da distribuicao,

(5.49)

~

2y 2p—1)[3km —294] [ar’k
Y@y +km)dk+a(y+NV P

A primeira observagdo sobre a Eq. (5.49), permite comprovar que a assimetria da velocidade
ndo depende da magnitude dos estados do ruido, o que é elementar pois ((v3)) oc A% e ((v?))
A% A segunda observagio mostra uma dependéncia da assimetria em relagio aos parAmetros

mecanicos do problema assim como da cor do ruido. Fixando a aten¢@o apenas na probabilidade

8Caso se tivesse feito referéncia a questdes de simetria do ruido dicotdmico, seria necessario diferenciar os

cumulantes de ordem par e impar ja que os tltimos seriam por defini¢cdo iguais a zero.
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p, a assimetria seria tal qual aquela apresentada pelo o ruido: para a direita quando p > 1/2
e a esquerda em caso contrdrio. No entanto, o sinal da assimetria muda conforme o sinal do
fator [3km — 2~ 4] na Eq. (5.49). Posso explorar as diferentes facetas desse fator e encontrar

diferentes valores criticos dependendo da situacio que se pretenda estudar.

2 2
o = max {% — %,O} , m* = max {mﬁ} . (5.50)

Para a > o, a assimetria serd contrdria a indicada por p. Essa linha critica pode ser expressa

também em funcao da concavidade do potencial ou da constante de dissipacao,

vVm (6k+ma?) —ma
2

2y(y+ma)
3m

k* =

0] . (5.51)

, ~* = max

Para k£ < k*, m < m* ou v > 7%, a assimetria da distribuicdo se inverte relativamente ao
comportamento imposto por p. Centro a aten¢ao na questio dissipativa. A introdugdo de um
ruido dicotdomico com taxas desequilibradas implica na prevaléncia de um dos lados do ruido.
De forma a que se atinja um estado estaciondrio a prevaléncia de um dos lados da forca es-
tocdstica terd que ser compensada pela forca conservativa — que é fungao da posi¢cdo e que
como mostrarei adiante tem sempre a mesma assimetria do ruido — e da for¢a de dissipagdo
— que ¢ funcdo da velocidade. Assim sendo, dependendo dos limites estabelecidos nas Eqgs.
(5.50) e (5.51) podera ser necessario uma assimetria complementar aquela estabelecida pelo
reservatério. Na Figura 5.4, represento o comportamento da assimetria para trés situacdes com

diferentes valores de «.
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Figura 5.4: Assimetria da distribuicdo de f (v) v probabilidade do estado a do ruido, p. Para
todos os casos m = k =y = 1,a = —b = 1. A linha linha a cheia (verde) corresponde a o = 1,
a linha tracejada (ptrpura) tem ov = 1/4, e a linha tracejada-pontilhada (magenta) corresponde

ao caso a = o = 1/2 para o qual a assimetria se inverte de acordo com a Eq. (5.50).

Para que a descri¢do estatistica seja melhor estabelecida, apresentarei o quarto cumulante da

velocidade, ((v?)), que se relaciona com a aferi¢do da distancia para a Gaussiana, tendo obtido,

A*Pa [18mE Fi + 2K Fy + aYk Fy +30°yV (Y +7) Fo] .
~ N N N N N \J;
YEkA (392 + 4k m) [4k + oy + )] [Fm + (7 + )] 9% + a(F + 27)]
A% P2 o2
3/\—
k2,->/2

() = 52)

= () =3 ("),
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onde se utilizam as seguintes funcoes,

Fi = ¥ +370,+8P¢,

Fo = 189" +474°6,463(1— P)~* 0>

+3 (10 — 7P) ~ 62 + 26 P4,

(5.53)
Fs = 249" +2(7—57P)~*6, + (65P +6) * &>
+2(3—P)v8 +4Pd,
Fi = (2—6P)y+ Po,.
De acordo com a notacdo estabelecida 9, = 4% — v = ma. A tipica evolucido do quarto

cumulante € apresentada na Figura 5.5.
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Figura 5.5: Evolugdo temporal de ((v*)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica
com estatistica sobre 10° amostras com os seguintes parimetros numéricos: m = k = a =
v=1,a=—-b=1epu=p = 1/2. A linha tracejada representa o limite de tempo longo

({(v1)) = —16/273 = —0.0586 . . ..

Da Eq. (5.53) se determina de forma direta a curtose,

(5.54)

Tal como decorre do comportamento de limite branco, a distribuicdo de velocidades convergira
para a Gaussiana,

lim C|, = 0. (5.55)

pU—>00

A evolucao para a Gaussiana € mostrada na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Distribui¢@o estaciondria f (v) v v obtidos por simulagdo numérica. Para todos os
casos, ' =1/3,m=k=~v=1,p=p=1/2eb = —a. Averde o« = 1, a = 1; a ver-
melho palido {o = af = 0.5438... a = 1.06188...} e a preto {a — 100, 0 = \/m}.
A linha amarela representa uma gaussiana com varidncia 1/3, que corresponde ao limite as-
simtético da distribuicio f (v) quando « tende para infinito. A direita o mesmo grifico em

log-linear.

Para baixos valores das taxas de transicdo, f (v) tem formas peculiares que demonstram
parecenca com distribui¢des fractais. Assim, f (v) assume formas diferentes relativamente a
sua comparacdo com a Gaussiana. Para um dado conjunto de valores mecéanicos do problema,
poderiio existir trés situacdes; para um dado valor o < «f, a distribuicdo de velocidades é
leptociirtica (super-Gaussiana), C' > 0. Para o = of = 0.543811763.. . ., a curva da curtose toca
pela primeira vez o eixo C' = 0. Como a curtose em simétrica em p, tal acontece para p' = p* =
1/2. A partir dai, existem regides leptocurticas para p > plep<pt=p+1 /2, mas contém
regides platictrticas (sub-Gaussiana). Neste caso, existem os dois pontos mesocurticos, que nao

obstante representam situacdes de distribui¢ao assimétrica, tal como mostrado na Figura 5.7.
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Figura 5.7: Curtose do sistema v probabilidade estaciondria do estadoa comm =k =y =1
e b = —a = 1. A linha a verde corresponde a « = 1, a linha tracejada-pontilhada vermelho

pdlido tem o = o = 0.5438 . . . e a linha tracejada marrom o = 45/100.

Quando o = of, a distribuicdo se torna mesoctirtica e é simétrica em p', porém a distribuicio
continua a ndo ser Gaussiana. Isso fica claro a partir da Figura 5.6. Nos painéis da Figura 5.8

apresento o comportamento da curtose em funcdo de a e p.

Figura 5.8: Curtose do sistema em funcado de « e de p assumindo os parametros m = k =y =1

eb=—a=1.
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5.2.2 Estatistica da Posicao

Embora a estrutura das equacgdes dos momentos da posicao no espaco de Laplace-Fourier seja
muito semelhante 2 dos momentos da velocidade, a auséncia de fatores (ig + ) no numerador
das integrais introduz modificagdes dbvias na estatistica desta quantidade. Comecgando pela

média se verifica que o valor do estado estaciondrio reflete o balango entre as amplitudes de

cada um dos estados e suas respectivas probabilidades. Tenho entao que,

@ = [ S (Chare). (5.56)

2rR(iqg+e

que apos a resolucao da integral vale,

(z) =

I BS

(5.57)

ap-+bp
—

Ou seja, contrariamente ao que acontece com a velocidade cujo valor no estado estacionario
tem que ser igual a zero, a posi¢do de equilibrio ndo terd que sé-lo. Isto corresponde a dizer
que comegando o sistema em z (¢ = 0) = 0 durante o transiente, haverd um deslocamento da
posicdo média Eq. (5.57) passando as oscilagcdes a ocorrer em torno dessa posi¢do,que nao
corresponde ao minimo do potencial confinante. Na Figura 5.9 apresento resultados computa-

cionais para um caso.
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Figura 5.9: Evolugéo temporal de (x). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica com
estatistica sobre 10 amostras com os seguintes parametros numéricos: m = k = a = vy = 1,
a=—-b=1epn = 2/3, » = 1/3. A linha tracejada representa o limite de tempo longo
(x) =1/3.

Do segundo momento se obtém o segundo cumulante — ou a varidncia — que carateriza a

magnitude das flutuagdes em torno do valor médio,

<<:c2>> _ BD (7+mo¢) _ BD«y _ (a—b)2 PPy
vk [k+a (y+ma)l vk k vk k
(5.58)
A% P4 Y
_ A’Y _ A’Y T
vk k k(¥ =)

permitindo escrever esta quantidade em funcdo da Temperatura de Marconi; no entanto, ao
contrdrio do que acontece com o caso de um reservatério de calor cldssico — mas em con-
sonancia com um reservatorio gaussiano externo — o segundo cumulante da posi¢dao para um
potencial harménico ndo vale 7 k. A apresento a evolugdo de ((x*)) para o comportamento

assimtético na Figura 5.10.
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0.8

Figura 5.10: Evolugdo temporal de ((z?)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica

com estatistica sobre 10° amostras com o0s seguintes parAmetros numéricos: m = k = a =

v=1,a =—-b=1epu =p = 1/2. A linha tracejada representa o limite de tempo longo

(%)) = 2/3.

Como a posicao pode apresentar um valor nao nulo, o terceiro momento nao vale o terceiro

cumulante sendo obtido pela expressao,

(%) = (")) +3((e%)) (@) + ()", (5.59)

onde se faz uso das Egs. (5.57), (5.58) e do calculo da integracao tripla,

dqn 1 3 .
/H 21 2 — 30 1(1611+€)R(iqn+€) <H<(1QI+5)>~ (5.60)

Juntanto todos os elementos, o terceiro cumulante fica,

(@) = 228D [km (59 =37) +24° (v + )]
KAk (km+292) [Ak +a (5 +7)]

(5.61)

G AP (2p—1) [km (59 —37) +24° (v +9)]
kA k (km+292) [4k+a (5 +7)]
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e a assimetria da distribui¢ao da posicao,

(5.62)

_ ,@p= ) km (55 =30 +29 (1 +9)] [arkk
Ak (km—+292) [Ak+ o (3 +7)] P43

Na Figura 5.11, apresento a evolugio de ((z*)).

0.0
~0.1}
= 02
~0.3
~0.4

0 2 4 6 8 10

Figura 5.11: Evolugdo temporal de ((z3)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica
com estatistica sobre 105 amostras com os seguintes parimetros numéricos: m = k = a = 7 =
l,a=—-b=1epu=2/3, i = 1/3. A linha tracejada representa o limite de tempo longo
((z3)) = —479/1701 = —0.2915 . . ..

Para o caso da posi¢do, o comportamento estd dentro das expectativas (tem o mesmo com-
portamento do ruido) e nao € passivel de alteracdo por parte do jogo de parametros mecanicos.
Mostro o comportamento da assimetria na Figura 5.12. Comparando a assimetria da posi¢ao
com a da velocidade se pode verificar que a primeira quantidade tem uma distribuicdo mais

assimétrica do que a segunda, para 0s mesmos parametros.
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Figura 5.12: Assimetria da distribui¢do de f (z) v probabilidade do estado a do ruido, p de
acordo com a Eq. (5.61) . Os parametros considerados foram os seguintes: m = k = v = 1,

a=-b=1lea=1.

Concluo a andlise dos momentos avaliando distancia para a Gaussianidade da posi¢ao por

andlise do quarto cumulante e da curtose, que respetivamente valem,

AP (Gy + kA Gy + 3k3m>Gs + k*m Gy)
kv k24 (3k + k:) (392 + 4km) [9F + o (5 + 29)] [62 + 393, + 292 + km]
(5.63)

(%)) =6

k-~ (g1 +kyGy + 3k3m? Gz + kzmg4)

C=6 i
P43 <3k: + k:) (392 + dkm) [9% + o (3 + 29)] [62 + 378, + 292 + km]

. (5.64)
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onde as funcdo valem,

Gi = 30GBP+1) a¥'(H+7)*(F+27),

_ 5 4 2¢3
Go = (170P +33) 0% + 10 (110P + 21) 703 + (2411P + 445) 725
+7(329P + 58) %02 4 6 (181P 4 31)v*4, + 36 (6P 4 1)7°,

(5.65)

G = 3(8P+3)082 + (144P +35) 75, + 8 (6P + 1) *,

Gi = 19(17P +3) &5 + 3(599P + 105) 762 + (2866.P + 481) 462

+ (1740P + 277) 75, + 66 (6P + 1) ™.

Na Figura 5.13 apresento a evolugio de {{x*)), na Figura 5.14 o comportamento da curtose

com « e p e na Figura 5.15 os histogramas para os mesmos casos apresentados na Figura .
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Figura 5.13: Evolugdo temporal de ((z*)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica
com estatistica sobre 10° amostras com os seguintes parimetros numéricos: m = k = a =
v=1,a=—-b=1epu=p = 1/2. A linha tracejada representa o limite de tempo longo

(%)) = —166/273 = —0.608... .

Figura 5.14: Evolugdo temporal de ((z*)). A linha a cheio corresponde a simulagdo numérica
com estatistica sobre 10° amostras com os seguintes pardmetros numéricos: m = k = a =
v=1,a=—-b=1epu=p = 1/2. A linha tracejada representa o limite de tempo longo

((z4)) = —166/273 = —0.608.. . .
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Figura 5.15: Distribuigdo estaciondria f (x) vs x obtidos por simulagdo numérica. Para todos
oscasos, T =1/3,m=k=~v=1,p=p=1/2eb= —a. Averde o = 1, a = 1; a ver-
melho palido {o = af = 0.5438... a = 1.06188...} e a preto {a — 100, 0 = \/m}.
A linha amarela representa uma gaussiana com varincia 2/3, que corresponde ao limite as-
simtético da distribuicdo f (z) quando « tende para infinito. A direita o mesmo gréfico em

log-linear.

A aparéncia da distribui¢do das posigdes e da velocidade pode ser entendida da seguinte;
numa situacdo em que a escala de relaxagdo € suficientemente menor do que o inverso das taxas
de transi¢do pode considerar-se o valor de ( constante. Desta forma, a solucio da equacdo de

movimento para as condi¢des iniciais x (0) = 0, v (0) = 0, §é,

x(t):—£+exp _t £cos k_ 2 t +7—<sin £—7—2t :
k 2m| | k m  4m? ky/Akm —~2 m  4m?

(5.66)

No regime definido, o sistema passard mais tempo numa regido préxima de —(/k, ou seja de

—a/k e —b/k e af serd mais frequentemente encontrado quanto maior for a diferenga entre entre

7, € os tempos 1~ e fi~!. Daqui se explicam os picos proximos de 4=1. Da mesma maneira

que o pico em torno de zero na distribuicdo das probabilidades aumenta com o aumento da
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diferenga entre os tempos 7. € = (27!). O vdo entre os valores —a/k e —b/k é preenchido pela
evolucdo eminentemente oscilatdria da posi¢do e velocidade. Relembre-se que a construcao de

um histograma de uma varidvel que segue uma fungdo trigonométrica tem a forma,

p(O):ﬂ\/%OW

que tem o perfil em U demonstrado em duas distribuicoes.
A medida que 7, e 1~ (i!) se tornam préximas ou 7, menor do que ' (') a estrutura
da distribuicdo vai desaparecendo até que no limite se tem uma Gaussiana perfeita para os dois

casos.

5.3 Consideracoes Energéticas para o Reservatorio Dicotomico

De acordo com a dindmica do problema, variacao de energia da particula decorre da sobreposicao
das duas forcas ndo-conservativas que atuam sobre ela, a for¢a que dissipa calor e que é co-

responsavel pela emergéncia de um estado estaciondrio,
Fais (t) = =y v (1), (5.67)

e uma forca que injeta energia no sistema — proveniente do reservatorio de trabalho — e que
garante que este apresenta uma dinamica estocdstica (naturalmente difusiva) e a ndo relaxagao
para o estado de repouso,

Fiuj(t)=C(t). (5.68)
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Logo, a variagdo de energia cinética, K, e potencial, 1/, entre o instante inicial t = 0 et = Z,

corresponde ao trabalho realizado por estas duas forcas, que caraterizam os dois fluxos,

E(Z)

K(E)+V(E):/0:[—fyv(t)}v(t) dt+/0:g(t)u(t) dt
(5.69)

Jdis (E) + Jinj (E) .

Estas duas quantidades J sdo obviamente estocdsticas, dai que apenas sejam devidamente ca-
raterizadas por seus momentos estatisticos. Vale a pena frisar também que os resultados apre-
sentados para esses momentos serdo de valia em um posterior aprofundamento de uma andlise
entrépica do sistema em que os fluxos de injecado e dissipagdo estardo respectivamente relacio-
nados com as entropias de troca e criagdo (U e II) descritas no capitulo 2.

No que se segue, considerarei a andlise de longo curso de tal forma que = é muito maior
do que as escalas de relaxamento do problema, m /v e o~ !. Consequentemente, os resultados
que a seguir apresento se encontram expurgados de termos oscilatérios e/ou amortecidos que
apenas sao relevantes no transiente.

Sendo que o sistema atinge um estado de estacionario, apds o transiente, a variacdo de
energia criada pelo trabalho realizado pelo reservatério deverd ser compensado pela dissipagao.
No caso de ruido Gaussiano branco, foi demonstrado que o valor da energia total do estado
estaciondrio corresponde a uma constante que surge por via da dissipacdo. Ou seja, algo contra-

intuitivamente, o responsavel pela construcdao da energia do sistema € a dissipacdo e nao a
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injecd0.” Porém, como mostrei no primeiro caso que compde esta dissertacio — o caso gaus-
siano colorido — também a inje¢do contribui para o valor de energia média. Também no caso
dicotdmico a existéncia de cor levard a tal comportamento. Dividirei a andlise pelos diferentes
momentos das duas quantidades.

Ainda antes de apresentar os resultados, dou algumas indicacdes relativamente ao modo
como realizei a simplificacdo dos calculos. No caso da poténcia injectada, € preciso ter atengao
que a degenerescéncia no ordenamento temporal € extremamente limitada. O momento de

ordem n do fluxo injetado é obtido através de,

_ = dgai—1 dgar : (igu +¢)
Jn (= _ dt U2 [(goi—1H+igo+2e)t] _\"H2L T <) 5.70
(/i (2) H/O l/ o 27 R(igy+e) (5-70)

X Hé(iqm—l +e) ((igu+e)

=1
Isto é, para cada momento de ordem n existem (2n)! ordenamentos possiveis. Contudo, é
possivel beneficiar da indistinguibilidade dos n pares de tempo responsaveis por n! termos.

Ja para o caso dos momentos do fluxo dissipado,

n

R e
o 2 ¢ R(igy1+¢e)R(igy +¢)

Hg(i%l—l +e) Cligute) ), (5.71)

existe um aumento da degenerescéncia, pois os ruidos ¢ (igu-1+e)e ¢ (igy + €) podem ser
trocados dado que ambos se encontram associados a mesma quantidade (velocidade) resultando

em 2"n! termos equivalentes.

°E ébvio que ndo é possivel desprezar o papel da injecdo jd que sem esta a dissipacdo também nio ocorreria.
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Figura 5.16: Distribui¢do empirica dos fluxos Jiyj (2) € Jjais| () param = k = a = v = 1,
a=—-b=1,p=p=1/2e==1000. Como verificado as duas distribui¢des sao concorrentes.

O ajuste de 1/2 no fluxo dissipado serve apenas para eliminar valores constantes que se anulam

no calculo de Jy;s.

Antes prosseguir para a apresentacao dos resultados analiticos, devo notar que fisicamente,
mais relevante do que os momentos sao os cumulantes, sobretudo devido a sua extensividade.
Nesse contexto, os cumulantes <<Ji?1j,| dis| (E)>> crescem linearmente o tempo, pelo menos
assintoticamente.

Excetuando as médias — cujos valores assintéticos t€ém de crescer igualmente de forma
a que seja garantida a existéncia de um estado estaciondrio — ndo existem a primeira vista
para que os restantes momentos sejam iguais. Em trabalhos anteriores, foi ja verificado que os
restantes momentos estatisticos dos fluxos injetado e dissipado € igual, para reservatérios gaus-

sianos brancos (ou coloridos) bem como para ruidos de Poisson. A igualdade das distribui¢des

implica,
1, R T
Jim = (/i3 (2))) = Jim = (T EN)]- (5.72)
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Essa igualdade ilustrada por via numérica na Figura 5.16 também para o caso dicotdmico. Nesse
sentido, efetuarei os cdlculos dos restantes momentos para o fluxo dissipado ja que as suas

contas sd@o mais simples. Me focarei nas seguintes quantidades assintéticas,

[I]

(VAN lim : {T™(E) (5.73)

=—00 &

= ZryoreE)-

Usando a representacdo de Laplace-Fourier, os dois fluxos médios s@o calculados a partir

de,

2
= dgl dQQ 1q2+5
Jinj (2 = dt— [(IQ1+IQ2+2s)t]
W (2) /o/ o1 21 R(igs +e) ” Cliqg+e)

=1

(5.74)
(Jus (B)) = —7/ /dtéil ‘;‘f (G Higa+2e) }Jé??;ffi) 1?2(1;; <lli Cliq+e >
Tenho entdo para o fluxo injetado,
(Jui (2)) = %E b By = %E + Bug
(5.75)
— %E—i— AZP(k:—a(SW) l: ,

e para o fluxo dissipado,
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_ BDao_. a—b)? Do
<Jdis (:)> = - —=+ Edis - _w: + Edis
k k
(5.76)
~T _ AP A o ) . A?
= ——& — |k (29 — 24° =2 —— .
- +{7k2[ @Y=M+ 29 =2 +79)] - 37
Se vé entdo que os fluxos médios crescem no tempo da mesma forma,
- - 7T -
(Tin (B)) = Tas E))] = —~E (5.77)
(a—b)?Pao _

PR A—
—

k

E a soma dos termos independentes de = vale,

mA?Pa  A?PY A2
et +

Ein' Eis = ~ a1
i+ P 2k 2vk 2k

O ARy A S S e
= 2m<v>—|—2k<x>c+2k<x>.

O primeiro termo € claramente a energia cinética do estado estacionario e o segundo e terceiro
termos correspondem a energia potencial; o terceiro termo € a energia potencial gerada pelo
facto de um ruido assimetrico levar a particula para uma posi¢ao média que nao corresponde ao
minimo do potencial confinante e o segundo termo a energia potencial associada as oscilacdes

e torno desse valor médio. Na Figura 5.17, pode se verificar a evolu¢do dos fluxos com =
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da forma descrita pela Eq. (5.77). Para tempos grandes, a diferenca entre os fluxos se torna
constante e essa diferenca € exatamente a energia.

E importante frisar um fato, olhando a Eq. (5.77) se vé& que a estrutura de fluxo médio igual a
constante dissipativa multiplicada pela temperatura (e tempo) dividindo pela massa se mantém,
indicando uma certa universalidade desta relacao independentemente do tipo e natureza do re-
servatorio. Com isso, se verifica que a definicdo da temperatura de Marconi € corresponde a

definicao de escala de energia adequada para este problema.

8

)}

N

(J inj,ldis|>

[1]

—_
—

Figura 5.17: Evolugdo temporal da média dos fluxos (Jiy; (Z)) (linha cheia) e {Jqi5| (Z)) (linha

tracejada-pontilhada) obtida por simulagdo numérica de 10° amostras independentes com 0s
seguintes pardmetros m = k = a =y =1,a = —b =1, up = g = 1/2. A linha pontilhada

representa o comportamento do crescimento assintético dado pela Eq. (5.77), (J (2)) = =/3.

Para o caso a = —b as funcdes de resposta sdo faceis de encontrar.! Relativamente ao calor

especifico tenho,

o 24 —vy
oT 2(—7)

10A situacdio simétrica é considerada para que se possa ignorar o termo extra de energia potencial.

(5.78)
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e para as fungdes de resposta aos parametros mecanicos e a cor do ruido,

0  ANP(2y-7v)
ok 2y k2 2

0  APa(km+y"+497+25%)  km+y+49y+25°

9 22 k2 2m~y k ’
0  A’Pa(2k+any) _2]{:—1—0477,
dm 271%2 2mk

08 _ A"Paltkm—2(3 )7 = 4] _2km=2( —1)5 =
0o 271%2 2mk '

Deste conjunto de leis verifico que:

Q

5:1,

Q
S

o€
ok

o5}
8o

e As fungdes de resposta 5%, g—f{ e

S5}

m

mem valores finitos diferentes de zero na passagem para reservatdrio externo;

o€

107

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

O calor especifico deixa de ter o comportamento cldssico para um sistema deste tipo,

que no caso de reservatdrio interno sao nulas assu-

e Asfungdo 35 e % tém sempre o mesmo sinal, sendo que neste caso, ao contrario do que

o0&

acontece para o reservatorio Gaussiano externo, e € negativa;

&

Ja para 55 ndo existe inversao de sinal por comparag¢ao com o caso Gaussiano externo.

Estas relacOes sdo substancialmente diferentes daqueles encontradas para para o primeiro

modelo, mesmo quando se procuram escrever as relagdes parametrizadas em 7.
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Pelo que expus na pagina 5.3, o cdlculo da variancia,

2 = . .
<J2‘ (:)> _ H/“ dtl/dq2l_1 @e[(iqm,ﬁiqmwe)tl] (igu-1+¢) (iqu+e)
4 11 70 2m 2w R(igu-1+e)R(igu+e)

2
X <H§ (iga1+¢) Cligu+ e>> , (5.83)
=1

envolvera 3 tipos de termos diferentes, cada um com 16 parcelas.

ApOs alguma algebra,

Pala*Hy +2ab (a®*Hig + b*Hiz) + a®b? (Hig + His) + b* Hagl
4k k3
+a4p Hor +4abPoa(a®*Hao + b*Hasz) + 200> P (Hoy + @*Has) + b'p 7—[265
ky Ak [4k + o +7)]
+a4p Hai +4abPoa(a*Hszs + ?2H33) +2a*0* P (Hzy + @*Hss) + b'p HgGE
kavyk (72—(53+4km) ’

(T2®)) = = (5.84)

em que cada uma das fun¢des sdo definidas como,

Hy=kkp?+ k2 p?+ Pk(k— 6,a),

His = Pa [oﬁy2+k(5’y +2fy)} —kkp?—kp>?

Hiz= (2P — 1)K+ ak [P(5Y +27) =24 p*— 4 p°] + p7°a*,,

M= p2+ k p2—2Pkas,
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His = k0. + ka [(1—16P) 4, + (1 — 12P)y] — 44 *Pa?,

Hig = k2p2+ kk p* + Pk(k — 6, a),

Hoy = 4(Ap+y0) K +pk’a [(4p> +5) 62 + (8p+ 1)76, + 1077]

+k4 o [p (5p2 + 1) 0y 24 8p*~% + 2mary (6]92 — 4P)] + p30&3§3@ +7)

Hy = 4K (Ap—70,) + [p (9> + 10P — 3p%) k> 62 o + 2 (4p” + 9pP + 8pP + p°) v 62
+92 (105° = p* + 5P)] + ka® 4 [p (6p° + 2P — %) 82 + ~ (4p° + 8pP + 9pP — 2p°) 6,

+29? (55° — p® — pP + 4pP)] + 62 (3% + 293) p* + 239pP + 49%p%] ,

Hyp = p®3°(F +9)+kad [5p°02 +4py° +2 (5p — 1)74,]

+k? [4])2 0y 24 272 4+ (4p+ 1)y 67] ,

Hyy = K [0,7° —4P 6,y +4(1+ P)82] + ko [p(2+3p) 52

+(p° = 3p%) 7* + (20° — 2P + 3p%) 10, ] + 20’ (p — ) (A0 — 298,) ,



CAPITULO 5. RESULTADOS

Has = P*F( +7) +kad (4pr* +2 (4p - p) 0,7+ 55" 57)

+E 297 + (4p+ 1)y 6, +4p° 62

His = k* [(1+ 4 P) 7o, +4(1+p) po2 — 6,7°]
+kAa [p (24 3p) 02 +~° (p° — 3p%) + 0, (3p° — 2P + 2p°) ]

+9%a” (49 — ) (276, + 4D) ,

Hau = P +7) +kad [(BP+1) & + 576, +29°] +4k’m

+k* [(4P +1) 82+ 976, +29%],

Haq = 4k°y — k* o (99° — 4Py 0, 4 4P%)

+Pka”y (362 + 76,y — 29°) + P a3 (5 — 4v),

Hos =2Pa’ (3 +7) + k5 (10P62 + 576, + 29%) + 2k*m (y + 4P 4,)

His = a3 24P +~ (1 — 8P)] + k4 [6 P62 — (1 — 14P) v, + 627°]

—2k*m (6, +4P4,),
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Hoe = AK*(Ap+py) +Dpak® [(4p° +1) 02+ 109* + (8p+ 1) 76, ]

+kAa® (p(50° +1) 6,° +2(0° = 2P +70°) 70, +85°7%) +p°* 5 (3 +1),

Hys = 4(v0, + D) k> + [p (99° — 3p* + 10P) k* a2
+2 (p* + 8pP + 9pP + 45°) 76, + (10p* + 5P — p*) °]
+[p (6p° — p* +2P) ka® 482 + (4p° — 2p” + 9pP + 8pP) 76,
—2 (5p* + 4pP — pP — p*) 7]

+4%a® [02p* + 2pP0,y +4* (4p° — 2pP — p%)] |

Na Figura 5.18, apresento o resultado da variincia do fluxo e a convergéncia para um cres-

cimento linear com o tempo.

Figura 5.18: Evolugo temporal da variancia dos fluxos ((JZ; (2))) (linha cheia) e ((J3, (2)))
(linha tracejada-pontilhada) obtida por simulacdo numérica de 10° amostras independentes com
os seguintes pardmetros m = k = a =+ =1,a = —b =1, p = i = 1/2. A linha pontilhada

tem declive 8/36 = 0.2 (2) como dado para a Eq. (5.84).
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A medida que o sistema se aproxima de uma situagao sujeita a ruido branco, se espera uma
convergéncia para a férmula do resultado do ruido branco Gaussiano. Essa anélise € apresentada

na Figura 5.19.

0.008 [ 4d :l
_0.006] Y
§ 0.004 ¢ VA

0.002/ 'y

- vas
..............

J

Figura 5.19: Distribui¢io dos grandes desvios dos fluxos (caso injetado) para = = 10* obtida a
partir do cdlculo de 10° amostras independentes com os seguintes pardmetros m = k = v = 1,
a=—-b=1,u= = 1/2. Os casos apresentados correspondem a « = 1 (verde), « = 10
(azul) e @ = 100 (negro). A linha amarela corresponde ao limite Gaussiano branco dado pela

Eq. (5.32).

Dado o claro aumento da complexidade das expressoes para os restantes cumulantes se torna
impraticavel uma andlise analitica mais apropriada. Consequentemente, completo os resultados
analiticos para os dois primeiros cumulantes com resultados para o terceiro e quarto cumulantes
obtidos de forma numérica. Esses resultados permitem o melhoramento da fun¢do de grandes
desvios através da expansao de Edgeworth. A variacao dos cumulantes do fluxo como fun¢ao de

« € apresentada na Figura 5.20. Para os restantes parametros fixo tal como indicado na legenda,
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os dois cumulantes se mostraram bem descritos pelas seguintes fungdes,

1.89
) —22.14 (

1
TWErEN T R [27.78 +1.78 (

1
rE) = 5 [—17.04 + 14.05 0 — 1.54¢° + 0.098 o® — 0.0027 o]
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(5.85)

Esses comportamentos estao representados na Figura 5.20 que mostra como a distribui¢do

nunca ¢ Gaussiana nem tende para tal.

40}
30
3
<

(e}

v

0

-10
0

200 .
10 v

—————
-

Figura 5.20: Coeficiente dos cumulantes do fluxo em fun¢do da cor do ruido telegrafico (mul-

tiplicada por 50) para os seguintes parametros m = k =y = 1, a = —b = 1 e temperatura de

Marconi 1/3. A linha cheia (cinza) é a média, a linha pontilhada (negro) a variancia, a linha

azul tracejado corresponde ao terceiro cumulante e linha verde pontilhada-tracejada representa

o quarto cumulante. O terceiro cumulante tem um minimo para o ~ 0.9. Para o ~ 1.5 a

distribui¢ao muda a sua curtose.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1 Conclusoes

Nesta dissertacdo, realizei um estudo sobre a termoestatistica de reservatdrio externos, isto &,
reservatorios para os quais as flutuagdes induzidas no sistema tém uma origem diferente da
dissipacdo criada pela interacao entre o sistema e o0 meio envolvente, cujas eventuais flutuacoes
sdo tomadas como insignificantes face as flutuacdes geradas externamente. Desta forma, nio se
verifica a relagdo de flutuacdo-dissipacdo, e estes reservatorios se comportam majoritariamente
como reservatorios de trabalho.

Numa primeira fase, como ponto intermédio entre o tema principal e problemas de ruido
branco, estudei o caso de um reservatdrio externo cujas flutuacdes sdo Gaussianas coloridas
gerando um processo ndo-Markoviano, cuja relevancia foi apresentada na Sec¢do 5.1. Dada a
Natureza aditiva e Gaussiana das flutuacdes a que o sistema se encontra sujeito e as condicoes
de fronteira naturais, o sistema atinge uma distribui¢do estaciondria funcionalmente equivalente

ao peso de Boltzmann. Como esse resultado é também obtido na situagdo tradicional de re-
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servatdrio interno, se colocou a questdo: em que medida é possivel utilizar um reservatdrio
interno como anédlogo de um reservatorio externo? Essa possibilidade seria acompanhada de
enormes simplificacdes ja que a obtencdo de solucdes (dependentes do tempo) em processos
nao-Markovianos estd habitualmente restrita a técnicas aproximativas fazendo deste mapea-
mento entre os dois tipos de problemas uma clara vantagem. Para este caso, verifiquei que
para além da questdo da probabilidade, o mapeamento permite comprovar que a descri¢ao dos
fluxos injetado e dissipado de um sistema de ndo-equilibrio tem uma forma funcionalmente
universal, ¥ © =/m, em que © representa a temperatura efetiva do sistema, seja qual for o tipo
de reservatorio. Para o caso Gaussiano externo, © é dado por 7 na Eq. (5.19).

Verifiquei também que, usando técnicas aproximativas, o melhor ponto de partida para a
funcdo de grandes desvios dos fluxos de um sistema em contato com um reservatorio externo
nao é o limite de ruido branco, mas sim o andlogo interno. Lembrando que a igualdade de
Jarzynski, para trajetorias longas, ndo € mais do que a funcdo de grandes desvios da poténcia
injetada no sistema por acdo de uma forca externa, a andlise que levei a cabo fornece uma
interpretacdo diferente de por que motivo a igualdade falha para reservatorios externos [57].
Colocando de maneira diferente, é impossivel contornar a relagdo umbilical entre a dissipag¢do
e as flutuagcdes de um sistema em um reservatério interno de forma que a fungdo geradora da
distribui¢do do trabalho realizado pela forca externa que desloca o sistema de um estado A para
um estado B é sempre igual a razdo entre as fung¢des de particao desses estados, qualquer que

seja o reservatorio.
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Dai parti para o principal tema da dissertagao: o estudo termoestatistico de um sistema amor-
tecido sujeito a um ruido dicotdomico também conhecido por telegrafico. O ruido telegrifico
representa sob o ponto de vista matematico um caso especial ja que apesar de ter medida des-
continua, o seu processo estocastico nao € branco, ndo se enquadrando por isso no teorema da
composi¢cao da medida de Lévy-Itd que estabelece que qualquer ruido branco serd resultado da
sobreposicao de uma parte continua — relacionado com o processo de Wiener (gaussiano) — e
uma parte descontinua que estd enquadrada em um processo Poissoniano.

Sob o ponto de vista pratico o ruido bimodal é relevante na discussdo de uma série de
fendmenos tais como: a cinética de marcadores proteicos em meios capilares; a dindmica de
i6n de calcio no plasma sanguineo; propriedades de transporte em materiais amorfos; cromato-
grafia; rotacdo molecular; o movimento browniano em meios flutuantes e catracas nanometricas
(veja referéncias em 1).

Os resultados que aqui apresentei pretendem cobrir topicos ausentes na literatura, nomea-
damente a estatistica de sistemas mecanicos dissipativos e amortecidos sujeitos a reservatorios
dicotdmicos (ruido telegrafico) obtendo a estatistica de posi¢cao e velocidade no estado esta-
ciondrio assim como a andlise energética dependente do tempo. Os resultados foram obtidos
por passagem ao espago reciproco de Laplace-Fourier e aplicacdo do teorema do valor final,
J4 que ndo estava interessado no comportamento do transiente, mas sim nas dependéncias de
tempo longo. Esta formulacdo tem a vantagem perante os habituais tratamentos assentes na

Equacgdo-Mestra (ou Fokker-Planck) de ndo necessitar da explicitacdo do propagador, preser-



CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS 117

vando a possibilidade da evolugao das quantidades.

Muito por conta de uma estrutura complexa das fungdes de distribui¢do de probabilidade
da posicdo e da velocidade, nao foi possivel estabelecer uma forma fechada para esta quanti-
dade. Tal ndo € surpreendente, pois em trabalhos anteriores levados a cabo por outros autores
que analisam sistemas dicotdmicos superamortecidos, se viu ser impossivel a obten¢ao dessas
funcoes. Nao obstante, através do calculo dos momentos, foi possivel introduzir uma descri¢dao
estatistica bastante completa, verificando que no limite em que as taxas de transi¢do entre os
dois estados do ruido tende para infinito, as distribuicdes de posi¢do e velocidade convergem
para a distribuicao gaussiana. A partir da variancia da velocidade e recorrendo a equiparti¢ao
de energia, estabeleci a temperatura para um sistema dicotdmico que designei de temperatura
de Marconi.

Através dos célculos efetuados verifiquei que a posi¢do tem sempre o terceiro cumulante
— que quantifica a assimetria da distribui¢do — de acordo com o ruido e a sua distruibi¢do é
sempre sub-Gaussiana (para componentes simétricas do ruido) a distribui¢do das velocidades
tem carateristicas particulares; primeiramente a sua assimetria pode acompanhar a assimetria
do ruido dependendo da relacdo entre a cor do ruido telegrifico e os parametros mecanicos do
sistema, em segundo lugar para baixas taxas de transicdo o < 0.54 ... a distribuicdo € super-
Gaussiana, se aproximando da Gaussianidade para « — oo por baixo. Este é um resultado
inesperado.

Feita uma andlise estatistica do problema para a posi¢do e a velocidade, procedi a uma



CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS 118

andlise dos fluxos injetado e dissipado. Através dessa andlise verifiquei o conceito de tempera-
tura de Marconi definido a partir da estatistica da velocidade é a forma correta de caraterizar a
energia do sistema dado que permite escreve o valor médio dos fluxos da mesma forma que €

feito para problemas de nao-equilibrio com reservatdrios internos.

6.2 Perspectivas futuras

O trabalho apresentado nesta dissertacdo nao se encerra de forma alguma sobre si. Deixando de
parte problemas de reservatério externo Gaussiano, me foco sobretudo em questdes relaciona-
das com o problema do reservatorio externo telegrafico. Em um sentido termoestatistico, existe

diversas vertentes do problema a explorar:

e A implementacdo de um nicleo de memoria para a dissipacdo de forma a que o reser-

vatério dicotdmico possa ser entendido como reservatério interno.

e A mais Obvia extensao esta relacionada com a alteracao do potencial confinamente de li-
near (harmoOnico) para nao-linear nomeadamente usando um potencial confinante do tipo
Fermi-Pasta-Ulam, V' (z) = %kl 2+ %/{:2 23+ %k;; x*. Algum trabalho foi realizado para
o potencial bi-estavel (k; < 0, ko = 0), mas este se centra acima de tudo no estudo de
sistemas superamortecidos e numa légica de processos estocasticos analisando por exem-

plo tempos de primeira passagem. Resta por isso, uma abordagem procurando descrever

poténcias e fluxos na linha do que aqui foi feito;

e Determinacdo de relacdes de flutuacdo semelhantes as relacdes de Crooks ou Jarzynski



CAPITULO 6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS 119

para sistemas sujeitos a reservatérios telegraficos. Como foi visto para o caso Gaussiano
colorido, a natureza externa dos reservatorios de trabalho impede a aplicacdo direta das
relagdes acima mencionadas. Porém, ao se analisar um sistema pequeno, as flutuacdes do
trabalho realizado por uma (nova) forca externa que leva o sistema do estado estacionario
A, para um outro estado estaciondrio B, sdo importante. Assim, vale a pena analisar a
distribui¢do desse trabalho e tentar entender como esta fun¢do (ou funcio geradora) se

relaciona com quantidades andlogas a energia livre do sistema;

e Determinagdo da relagéo entre os fluxos injetado e dissipado ((Jin; (Z)) € (Jais (£))) € as
entropias de criac¢do e troca (Il e W), levando em considerag@o possiveis formas entrépicas
alternativas que permitam resgatar a relacdo linear candnica entre calor e entropia tendo

como coeficiente a Temperatura de Marconi.

e A andlise de sistemas de vdrias particulas interagentes sujeitas a fontes telegraficas. Es-
tando as particulas acopladas existira trabalho realizado de umas sobre as outras, o que
corresponde a fluxos de energia. Se apenas estiverem em causa dois reservatérios pode

se pensar em problemas de transmissdo de energia através das varias particulas.

e Extensdo do problema de uma situacao de ruido de dois estados para uma situacao de 3

estados, em particular a situagdo a # 0,0 # 0 e c = 0.

Como referi na pagina 82, o conceito de temperatura pode ser visto de forma bastante mais

ampla do que a baliza imposta pela Termodindmica. Da mesma maneira, varios conceitos ter-
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moestatisticos podem ser reinterpretados de acordo com o sistema em causa, sobretudo sistemas
complexos com origem social e financeira. Em relacdo ao dltimo problema, existiu recente-
mente ao primeira abordagem de reservatério interno para a descri¢do da variagdo de precos
em um mercado financeiro. Apesar do seu interesse, € importante sublinhar que o problema,
quando analisado a uma menor escala estd mais préximo de um cabo de for¢a entre compradores
e vendedores do que um sistema de “particula em meio aquoso”. Ou seja, em uma dinamica de
alta frequéncia € empiricamente verificado que o sistema tem regimes de subida e descida que
se assemelham bastante a um sistema sujeito a um ruido telegrafico. Para mercados de menor
liquidez como o brasileiro, estes regimes sdo ainda mais claros, ao que se juntam periodos de
pouca actividade devido a fraca liquidez. Este caso seria adequado para a aplicacdo do problema

de trés estados em sistemas complexos.
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