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Resumo

Propriedades de vidros de spins sobre diversas redes hierarquicas da familia de Migdal-
Kadanoff, assim como na rede hierdrquica ponte de Wheatstone tridimensional com di-
mensao fractal D = 3.58, sao estudadas. A natureza cadtica da fase vidro de spins é
investigada nesta segunda rede. Através de técnicas do grupo de renormalizacao, cal-
culamos os expoentes de rigidez e caos, e também a dimensao fractal da superficie da
gota.

As formas das distribuicoes de ponto fixo associadas as transi¢oes de fases vidro de
spins—paramagnética sao investigadas numericamente. Nas redes hierarquicas de Migdal-
Kadanoff as distribuicoes de ponto fixo sao bem ajustadas por exponenciais esticadas,
ou g-gaussianas; ambos ajustes recuperam o limite gaussiano quando D — oo. Na rede
hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional, o melhor ajuste é fornecido pela distri-
buicao exponencial esticada.

Inspirados na técnica desenvolvida por Morgado, Coutinho e Curado, determinamos
as relagoes de recorréncia das magnetizacoes locais e funcoes de correlacao para a rede
hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional. Este método possibilitou o estudo do
parametro de ordem de vidro de spins, entre outras propriedades termodinamicas do sis-
tema. Através do método de escalas para tamanho finito estimamos os expoentes criticos
associados a transicao de fases vidro de spins—paramagnética; alguns dos resultados apre-
sentam boa concordancia com estimativas existentes na literatura para a rede ctbica.

Estudamos o perfil de parametros de ordem locais através de um mapeamento completo
da rede hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional. Observamos uma distribuigao
de valores nao trivial sobre a rede, o que nos induziu a realizar uma analise multifractal,

confirmando a existéncia de caracteristicas multifractais para este sistema.



IT

Abstract

Properties of spin glasses on several hierarchical lattices of the Migdal-Kadanoff family,
as well as on the tridimensional Wheatstone-Brigde hierarchical lattice with fractal di-
mension D =2 3.58, are studied. The chaotic nature of the spin-glass phase is investigated
for the later lattice. Through renormalization—group techniques we calculate the stiffness
and chaos exponents, in addition to the fractal dimension of the droplet’s surface.

The forms of the fixed-point distributions, associated with the spin glass—paramagnetic
phase transitions, are investigated numerically. In the hierarchical lattices of the Migdal-
Kadanoff family the fixed-point distributions are well fitted by stretched exponentials, or
by g-Gaussian distributions; both fittings recover the expected Gaussian limit as D —
0o. In the case of the Wheatstone—Bridge lattice, the best fit is given by a stretched-
exponential distribution.

Inspired by the technique developed by Morgado, Coutinho and Curado, we calcu-
lated the recursion relations of the local magnetizations and correlation functions for the
tridimensional Wheatstone-Bridge hierarchical lattice. This method enabled the study
of the spin-glass order parameter, among other thermodynamic properties of the system.
Using a finite-size scaling method, we estimated the critical exponents associated with
the spin glass-paramagnetic phase transition; some of the results are in good agreement
with existing estimates in the literature for the cubic lattice.

We studied the profile of local order parameters through a full mapping of the Wheat-
stone—Bridge hierarchical lattice. We observed a non-trivial distribution of values through-
out the lattice, which motivated us to perform a multifractal analysis, confirming the

existence of multifractal characteristics for this system.
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mentos sao obtidos inicialmente de uma distribuicao gaussiana com média
zero. Obtemos a temperatura critica observando o ponto onde ocorre o
cruzamento das duas curvas, ou seja, quando 7, = 1,, encontrando neste
caso kgT,./J =0.982(2). . . . . . ...
Fracao do numero total de amostras, que apos n iteracoes do GR convergi-
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fornece o valor de Jy associado ao ponto multicritico, Jo/J = 0.5437(13).
Diagrama de fases utilizando como distribuicao inicial de acoplamentos uma
gaussiana [Eq. (2.9)]. Observa-se a existéncia de trés fases distintas, a fase

vidro de spins (VS), a fase paramagnética (P) e a fase ferromagnética (F).

Gréfico log-log para a distancia [Egs. (3.15) e (3.16)] a temperatura nula
(df,n)) e a temperatura diferente de zero (dgI )) versus L = b". O expoente

¢ ¢ obtido diretamente das inclinacoes das retas nas regioes apropriadas.
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Grafico log-log da grandeza definida na Eq. (3.17) versus L = b", para
T > 0e dT = 107" A reta pontilhada representa o ajuste linear dos

dados e a sua inclinacao fornece o expoente dg para a rede hierarquica PWT. 46

O expoente de rigidez y para redes hierdarquicas da familia MK (ver fi-
gura 2.1(a)), obtido na Ref. [70], é representando em fung¢ao da dimensao
fractal D (quadrados); nesta representagao as barras de erro sdo menores
que os simbolos. Para dimensoes inteiras, apresentamos os resultados calcu-
lados através de simulagoes sobre redes de Bravais (circulos), y = —0.287(4)
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distribuicao de ponto fixo, enquanto a g-gaussiana e exponencial esticada
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mantém-se neste ponto da primeira até a décima iteracao do GR, enquanto

a gaussiana alcanca este ponto somente apds a terceira iteragao. . . . . . .
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sentagao linear, os ajustes com a ¢-gaussiana e exponencial esticada nao
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas quatro décadas, sistemas que apresentam desordem e frustracao, como os
vidros de vpins (VSs), foram intensamente estudados por fisicos e matemadticos. Ao longo
deste periodo ocorreu um grande avanco tecnologico e computacional, porém, simulagoes
numeéricas de VSs em dimensao trés revelam-se um tema de grande debate ainda hoje.
Novas técnicas analiticas e computacionais estao sendo desenvolvidas com o objetivo de
conhecer mais profundamente a fase VS. Estas novas ideias e “ferramentas”, inicialmente
propostas para VSs, tém encontrado um amplo campo de aplicacoes também em outras
areas de pesquisa, como redes neurais, otimizacao combinatdria, biologia e matematica [1].

A fase VS surge a baixas temperaturas quando um aglomerado de spins apresenta um
“congelamento” local desordenado orientacionalmente. Esta estrutura ocorre devido as
interagoes competitivas - positivas e negativas - presentes na amostra, tornando impos-
sivel para os spins atingirem uma configuragao que satisfaga todas as interacoes, efeito
conhecido como frustracao, exibido na figura 1.1, na qual este efeito ¢ ilustrado em dois
casos simples. Devido a existéncia de frustracao, o estado fundamental da fase VS pode
ser altamente degenerado, visto que nao é possivel satisfazer a todas as interagoes simul-
taneamente, apresentando assim varias configuragoes diferentes, todas aproximadamente
com a mesma energia. Como consequéncia, torna-se dificil determinar numericamente o

estado fundamental da fase VS.
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Os vidros de spins foram observados inicialmente em ligas binarias constituidas de
metais nobres fracamente diluidos com fons de metais de transicao magnéticos (impurezas
magnéticas); tipicos exemplos de VSs sao as ligas de Cu;_,Mn, e Au;_,Fe,, onde z
representa a concentracao das impurezas. Nestes casos especificos, os atomos magnéticos
ocupam posigoes aleatorias na rede e devido aos elétrons de conducao das matrizes nao
magnéticas, interagoes de troca indiretas surgem entre os ions magnéticos, conhecidas
como interagoes RKKY (Ruderman, Kittel, Kasuya e Yosida). Estas interagoes tém um
carater oscilatério para grandes distancias R, como exibido na figura 1.2. Como a distancia
entre os dtomos magnéticos sao aleatérias, algumas interagoes de um spin qualquer com
outro spin poderao ser positivas, favorecendo assim o alinhamento paralelo entre os spins
(1), ou poderao ser negativas, favorecendo assim um alinhamento antiparalelo entre os
spins (1}). Como consequéncia, para baixa temperaturas, esta mistura de interagoes cria
um congelamento dos spins em direcoes totalmente aleatorias. Atualmente existem um
nimero muito grande de materiais que apresentam caracteristicas de VS, onde outros

mecanismos sao responsaveis por gerar interagoes com diferentes sinais [2].

(a) (b)

Figura 1.1: Agrupamentos com quatro spins apresentando frustra¢do. Nestes dois casos as
intensidades das interacGes sdo iguais diferindo apenas no sinal. Verifica-se que
tanto em (a) quanto em (b) existe mais de uma configuragdo de estado funda-
mental, ou seja, o mesmo é degenerado.

Experimentalmente, materiais que apresentam a fase VS revelam algumas caracteris-
ticas marcantes. A suscetibilidade linear dependente da frequéncia apresenta um pico

agudo caracteristico, em campos magnéticos pequenos. Esta propriedade foi observada
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RKKY

R

Figura 1.2: llustragdo de como varia a intensidade da interacdo RKKY entre dois spins sepa-
rados por uma distancia R.

nas ligas metdlicas diluidas de AuFe [3] e CuMn [4], assim como no isolante concentrado
Eu,Sr;_,S [5] (tipicamente para 0.13 < = < 0.5), sendo esta uma assinatura universal
da fase VS. Na figura 1.3(a) exibimos o comportamento da suscetibilidade para uma liga
Au;_,Fe, para diferentes concentracoes de ferro, onde o pico agudo sugere uma transicao
da fase paramagnética (P) para a fase VS a uma temperatura finita. O calor especifico
¢ uma funcao termodinamica que fornece uma assinatura bem caracteristica em VSs, ao
invés de uma divergéncia na temperatura critica (7,.), o mesmo apresenta um maximo
suave, arrendondado e continuo, como exibido na figura 1.3(b). A transicao da fase P
para a fase VS é caracterizada pela observacao de um pico na suscetibilidade linear, um
maximo arredondado no calor especifico e para temperaturas abaixo de T, a ocorréncia
de um congelamento estrutural dos momentos magnéticos de forma aleatéria sobre a rede.

Outra caracteristica observada experimentalmente é a magnetizagao remanente, obser-
vada quando aplicamos um campo magnético ao sistema. A histéria do que aconteceu com
o sistema é muito importante. Se o material é resfriado na presenca do campo magnético
a partir de uma temperatura T' > T, para uma outra T’ < T, e entao o campo ¢ desligado,
inicialmente o VS permanece com uma magnetizacao interna, chamada de magnetiza-
cao termo-remanente, e com o passar do tempo a magnetizacao decai muito lentamente.

Outro procedimento consiste em resfriar o sistema de uma temperatura 7" > T, para
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Figura 1.3: (a) Suscetibilidade linear para a liga de Au;_,Fe;. A porcentagem indica a con-
centracdo de ferro e os circulos indicam algumas medidas para altas temperaturas
(extraido da Ref. [3]). (b) Calor especifico para liga Cuj_,Mn;, onde a seta indica
a temperatura critica estimada pelo pico da suscetibilidade (extraido da Ref. [6]).
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T < T, sem campo. Depois do resfriamento o campo magnético é ligado, e apds um certo
tempo o mesmo é removido. Isto faz surgir uma magnetiza¢io remanente isotérmica [7).
Em ambos os casos a magnetizacao remanente depende da historia do processo e varia
lentamente no tempo. Efeitos de remanéncia também sao observados na suscetibilidade
magnética linear. Outras propriedades dinamicas importantes da fase VS sao envelheci-
mento, o rejuvenescimento, assim como outros efeitos de meméria, onde o material parece
reter informagoes de seu passado [8,9].

Em 1975, Edwards e Anderson (EA) [10] definiram um modelo para a descri¢ao de um
vidro de spins, cujos principais ingredientes eram a combinacao de frustracao e desordem
temperada. Introduziram assim um modelo com constantes de acoplamento aleatorias

{J;;}, definido pelo hamiltoniano
(i)

com interagoes entre pares de spins do tipo Ising (S; = £1), primeiros vizinhos de uma
dada rede. Um novo parametro de ordem, também foi introduzido, conhecido na literatura

como parametro de ordem de Edwards-Anderson,

" = DS (12

onde N é o nimero total de spins do sistema, (...)r representa uma média térmica e
[...]c uma média sobre diferentes configuragoes das interagoes aleatérias. O parametro de
ordem, ¢4, desempenha um papel central na descricio da fase VS, sendo diferente de
zero na fase VS e nulo na fase P.

Atualmente existem diversos quadros que tentam descrever a fase VS; a seguir, des-

creveremos resumidamente os dois principais.
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e Quadro de quebra de simetria de réplicas

No modelo EA as interagoes de troca sao de curto alcance (interagoes entre pri-
meiros vizinhos); uma extensao do tipo aproximagao de campo médio foi proposta
por Sherrington e Kirkpatrick (SK) [11]. No modelo SK as interagoes sao de al-
cance infinito, ou seja, cada spin interage com todos os outros spins do sistema, e
sao definidas aleatoriamente e independentemente a partir de uma distribuicao de
probabilidades. O hamiltoniano do modelo SK para um sistema com N spins, na

auseéncia de uma campo magnético, é dado por

1

1<i<j<N

onde utilizamos spins cléssicos do tipo Ising (S; = +1) e os acoplamentos s@o obtidos
de uma distribuicao gaussiana com média nula e variancia unitaria. Neste caso, o
somatério da Eq. (1.3) gera acoplamentos de O(N?) para um sistema de N spins;
isso ocorre pois cada spin interage com outros N — 1 spins, e assim a introducgao
do fator 1/+/N no hamiltoniano garante que no limite termodinamico (N — oo) a

energia livre por spin seja finital.

Este modelo de campo médio foi resolvido na chamada aproximagao de simetria de
réplicas, onde Sherrington e Kirkpatrick [11] mostraram que existe uma transigao de
fases a temperatura finita; neste caso a temperatura critica é da ordem da largura da
distribuigao de acoplamentos (kgT./J = 1). Para esta temperatura a suscetibilidade

apresenta um pico, assim como o calor especifico um maximo arredondado.

Entretanto, Almeida e Thouless (AT) [12] em 1978 mostraram que a solugao do
modelo SK com um unico parametro de ordem (simetria de réplicas) é instavel

abaixo da linha de Almeida-Thouless, no plano temperatura-campo (7' — H), assim

1Se todos os acoplamentos fossem ferromagnéticos, o fator de normalizagao seria 1/N; porém, para
VSs os acoplamentos apresentam sinais aleatdrios, e por isso um fator O(v/'N) é suficiente.
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como também na auséncia de campo magnético para baixas temperaturas, onde o

modelo SK apresenta uma entropia negativa?.

Através de um procedimento conhecido como quebra de simetria de réplicas (QSR)
[8,13-16], Parisi encontrou a solugao analitica do modelo SK para baixas tempe-
raturas. Uma caracteristica marcante da solucao de Parisi é que, abaixo da linha
AT, o parametro de ordem nao é caracterizado por um numero para um dado par
de valores (T, H), mas por uma funcao, ¢(z) (0 < x < 1) que varia continuamente.
Neste cenario, uma caracteristica da fase VS em campo médio é a existéncia de
um grande ndmero (infinito quando N — o0) de estados de equilibrio [17] (vales
na energia livre separados por barreiras que divergem no limite termodinamico) a

baixas temperaturas.

e Quadro de gotas

Este quadro se desenvolveu a partir da década de 80, buscando uma descricao mais
simples da fase VS. Seu desenvolvimento se deve aos trabalhos pioneiros de McMillan
[18], Bray e Moore [19], Fisher e Huse [20,21]. Quando consideramos excitagoes do
estado fundamental, varias propriedades de escala sao assumidas para excitacoes de
aglomerados compactos de spins em uma escala de comprimento L em torno de um
spin particular, onde o nimero de spins é da ordem de L”, sendo D a dimensao.
Estes aglomerados sao chamados de gotas. Neste formalismo usa-se naturalmente
técnicas do Grupo de Renormalizacdo (GR). Diferente do quadro de QSR, este
cenario é baseado na suposicao de que abaixo da temperatura de transicao existem
poucos estados fundamentais (mais precisamente, dois estados para o caso de spins

de Ising) na fase VS em qualquer dimensao.

2Visto que a entropia é proporcional ao logaritmo do ntimero de estados acessiveis, e que o ntimero de
estados é um inteiro maior que zero, a entropia nao pode ser negativa.
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Neste cenario, a energia livre das excitagoes, de tamanho L, escala como

Fp ~ LY, (1.4)

onde y é conhecido com expoente de rigidez (ou expoente da gota). O expoente y
revela como a energia livre da gota escala com o comprimento. A fase VS existe
apenas para y > 0, ou seja, a energia livre da gota cresce com L. Quando y < 0 a

fase VS deixa de existir, uma vez que F, decresce com L.

Neste cendrio, a presenca de um campo magnético externo sempre destroi a transicao
para a fase ordenada, nao existindo portanto a linha AT [19-21]. Devido a natureza
altamente nao trivial da gota, este quadro prevé um comportamento cadtico da fase
VS, onde pequenas variagoes de temperatura, ou perturbacoes nos acoplamentos,
podem alterar o estado fundamental do sistema. Vale salientar que caos devido a
mudangas na temperatura também é previsto no cendrio QSR. Outras caracteristicas

deste quadro serao abordadas no capitulo 3.

As diferencas entre o quadro de QSR e o de gotas sao evidentes, porém, devido a gran-
des dificuldades computacionais encontradas nas simulagoes de vidros de spins em trés
dimensoes, ainda nao se sabe ao certo qual deles seria mais apropriado para descrever a
fase VS do modelo EA. Efeitos de um campo magnético sobre a fase VS revelam dras-
ticamente a diferenca entre os dois quadros. No quadro de QSR é previsto a existéncia
de uma fase VS na presenca de campo magnético finito e no quadro de gotas esta fase
é totalmente destruida por um campo magnético diferente de zero [19-21]. Ainda nao
existe um consenso sobre este ponto, pois é dificil verificar qual dos quadros esta correto,
principalmente pelo baixo valor do campo magnético critico previsto no quadro de QSR,
abaixo do qual a fase VS existe.

Outro ponto importante e recentemente muito debatido é a suposicao do quadro de

QSR de que existe um numero infinito de estados puros no limite termodinamico no
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modelo de VS de Ising com interacoes de curto alcance em dimensoes finitas; em contraste
com esta hipotese, o quadro de gotas prevé apenas a existéncia de um par de estados puros.
Enquanto que trabalhos recentes sugerem que existem apenas dois estados puros, sendo
necessario ir além da descricao de campo médio para descrever corretamente VSs com
interagoes de curto alcance [22-24], este ponto estd longe de ser um consenso, ja que
outros trabalhos também recentes afirmam exatamente o contrario [25-27].

Atualmente a solug@o no regime de campo médio para modelos de VS é bem compre-
endida, de forma que o ansatz proposto por Parisi para QSR vem sendo fundamentada
por diversos matemaéticos [28]; por outro lado, VSs em dimensao finita representam um
grande desafio para a fisica. Nesta tese vamos investigar diversas propriedades da fase
VS, e para tal, estudaremos o modelo EA em redes fractais, com destaque para a rede
hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional (PWT), caracterizada por uma dimen-
sao fractal D = 3.58. Redes hierarquicas revelaram-se uma excelente ferramenta para
o estudo da fase VS, permitindo através de técnicas do GR, o acesso a grandes esca-
las de comprimento com um baixo custo computacional, fornecendo estimativas que as
vezes diferem menos que 5% em relacao as das simulacoes em redes de Bravais. A mai-
oria dos trabalhos sobre VSs em redes hierarquicas concentram-se nas redes da familia
Migdal-Kadanoff (MK) [29-40], sendo a rede hierdrquica PWT ainda pouco investigada
na literatura; entretanto, acreditamos que esta rede forneca resultados melhores do que a
rede MK com dimensao fractal D = 3, sendo uma aproximacao mais apropriada para a
rede cubica. Esperamos assim que os resultados aqui encontrados contribuam para uma
melhor compreensao do modelo de VS de Ising com interacoes de curto alcance. A seguir,
apresentamos um breve resumo de cada capitulo desta tese.

No capitulo 2 definimos as células basicas das redes hierarquicas da familia de MK e
da PWT, assim como suas principais caracteristicas. Além disso, mostramos como im-
plementar técnicas do GR sobre estas redes, apresentando as relagoes de recorréncia que

utilizaremos ao logo desta tese. Especificamente para a rede hierarquica PW'T, determi-
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namos seu diagrama de fases, o qual revela que a fase VS existe para uma temperatura
finita, assim como as fases paramagnética e ferromagnética (F).

No capitulo 3 investigamos a natureza cadtica da fase VS na rede hierarquica PWT,
onde pequenas perturbagoes nos acoplamentos, ou na temperatura, podem modificar com-
pletamente a estado fundamental do sistema. Tal sensibilidade a perturbacoes é uma
propriedade prevista em ambos os quadros apresentados anteriormente. Com o auxilio do
GR, calculamos o expoente de caos ((), encontrando para este um valor positivo (¢ > 0), o
que confirma a natureza cadtica da fase VS. Além do expoente de caos, obtemos a dimen-
sao fractal da superficie da gota (ds) e o expoente de rigidez (y). Através dos expoentes
ds e 1y, podemos discernir qual ¢ o quadro mais correto para a descricao da fase VS na
rede hierarquica PWT. Para dimensao trés, o quadro de QSR é consistente com d, = D
e y = 0, ja o quadro de gotas preve ds < D ey > 0.

No capitulo 4 investigamos a distribuicao de ponto fixo na transicao de fases VS—P
para redes hierarquicas da familia MK com dimensoes variando entre D = 2.58 e D =7
e para a rede hierarquica PWT com D = 3.58. Durante o processo de renormaliza¢ao
do sistema, na temperatura critica, apos poucos passos do processo de renormalizacao,
a distribuicao que obtemos é a distribuicao de ponto fixo. Esta distribuicao mostrou-se
independente da distribuicao inicial, ou seja, podemos iniciar o processo de renormaliza-
cao com qualquer distribuicao® para os acoplamentos, que apés algumas renormalizacoes
tendemos sempre para a mesma distribuicao. Nas simulacoes, a distribuicao de ponto fixo
permaneceu inalterada (dentro da nossa precisao numérica) em alguns casos por mais de
13 iteracoes do GR. Os ajustes revelaram que a distribuicao de ponto fixo cai na classe de
distribuigoes conhecidas como g-gaussianas [41], ou exponenciais esticadas [42]. Posteri-
ormente, a distribuicao de ponto fixo da rede hierarquica PW'T sera usada para o estudo
de propriedades termodinamicas da fase VS.

No capitulo 5, inspirados no método recursivo introduzido por Morgado, Coutinho e

3Qualquer distribuicdo caracterizada por momentos finitos.
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Curado (MCC) [43], encontramos relagdes de recorréncia que possibilitam a determinagao
das magnetizagoes locais, assim como funcoes de correlagao, na rede hierarquica PWT. O
método consiste inicialmente em gerar uma rede na hierarquia de ordem n e através do
processo de renormalizacao obter o acoplamento efetivo do sistema; em seguida, de modo
inverso retornamos, e partindo do acoplamento efetivo, determinamos as magnetizacoes
locais em todos o sitios, até alcancarmos novamente a hierarquia de ordem n. Este proce-
dimento apresenta um alto custo computacional, o que nos possibilitou simular sistemas
até a sétima hierarquia (n = 7). Para darmos uma ideia do tamanho deste sistema, para
n = 7 a rede hierdrquica PWT apresenta 13029 750 sitios e 35831808 acoplamentos.
Apesar do grande numero de sitios considerado, ainda assim os resultados apresentam
alguns efeitos de tamanho finito.

A aplicagado do método MCC para determinagao das magnetizagoes locais nos permite
investigar algumas propriedades termodinamicas do VS de Ising com interacoes de curto
alcance. E possivel calcular o parametro de ordem de EA, e para a transicao VS-P, de-
terminar seus expoentes criticos. Além do parametro de ordem de EA, podemos obter o
calor especifico e termos que contribuem para o comportamento dominante da suscetibili-
dade magnética nao linear. Verificamos assim uma transicao de fases VS—P apresentando
caracteristicas muito semelhantes aquelas observadas nos experimentos.

No capitulo 6, apresentamos o perfil de parametros de ordem locais obtido através de
um mapeamento completo da rede hierarquica PWT, onde observamos uma rica e nao
trivial distribuicao de valores ao longo da rede; isto nos induziu a investigar proprieda-
des multifractais do parametro de ordem de EA calculado pelo método MCC. Através
do espectro de singularidades f(a) (o é denominado expoente de Holder), obtido para
diferentes temperaturas considerando médias sobre amostras, confirmamos a existéncia
de caracteristicas multifractais para este sistema.

Finalmente, no capitulo 7 apresentamos nossas conclusoes e perspectivas para traba-

lhos futuros.



Capitulo 2

Redes hierarquicas

2.1 Introducao

O estudo da fase vidro de spins em dimensao trés (rede cibica) é um tema contro-
verso, com diversas questoes em aberto. Nao existe uma solucao analitica e simulagoes
numéricas encontram dificuldades devido as limitacgoes técnicas, que apenas permitem
simulagoes numéricas de sistemas fisicos pequenos. Uma alternativa interessante surge
através das redes hierarquicas, onde os procedimentos de renormalizacao sao simples e o
tempo computacional é baixo quando comparado com simulacoes de Monte Carlo sobre
redes de Bravais. Estas redes, que apresentam caracteristicas fractais, revelaram-se uma
importante ferramenta de investigacao na mecanica estatistica, principalmente porque
certos modelos de spins, como os modelos de Ising e Potts, possuem solucao exata em
redes hierarquicas especificas. Apesar de sua simplicidade, algumas redes hierarquicas
fornecem excelentes resultados para a fase vidro de spins. E importante destacar que
na auséncia de uma solucao analitica, nossos resultados sao comparados com simulagoes
realizadas sobre redes de Bravais.

Estudaremos algumas propriedades em redes hierarquicas da familia MK [44, 45] (ver
figura 2.1(a)), porém uma atengao especial serd dada a rede hierdrquica PWT [46] (ver

figura 2.1(b)), que esperamos ser uma boa aproximagao para uma rede cibica. Na litera-

12
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tura, ao contrario das redes de MK, a rede hierarquica PW'T foi pouco estudada e alguns
trabalhos recentes nesta rede apresentaram boa concordancia com resultados obtidos na
rede cubica. Um estudo sobre o VS de Ising na presenca de um campo magnético externo
encontrou indicios de que a fase VS pode persistir na presenca de um campo magné-
tico [39]; além disso, expoentes de rigidez (y) e o diagrama de fases na auséncia de um
campo magnético externo [47] também foram obtidos para esta rede.

Apresentaremos ao longo deste capitulo algumas propriedades das redes hierarquicas,
enfatizando aquelas que utilizaremos nos proximos capitulos. Além disso, descrevemos a
implementacao do procedimento do GR nestas redes e exemplificamos a utilizacao de tal

procedimento com a determinacao do diagrama de fases na rede hierarquica PW'T.

N

(a) 1 p (b) 1 V

Figura 2.1: (a) Unidade bésica geradora das redes hierdrquicas da familia Migdal-Kadanoff
com p caminhos paralelos [44,45]. (b) Unidade basica geradora da rede hierar-
quica ponte de Wheatstone tridimensional [46]. Os indices i e v representam os
sitios externos da unidade basica.

7’

174

2.2 Caracteristicas gerais de uma rede hierarquica

Descreveremos aqui algumas caracteristicas gerais das redes hierdrquicas' da familia de

MK e da rede hierarquica PWT, que invariavelmente apresentam propriedades geométricas

!Existe um universo muito grande de redes hierdrquicas, as quais podem apresentar propriedades
diferentes das que abordaremos neste trabalho; para mais detalhes ver as Refs. [46,48-56].
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e topoldgicas muito diferentes das observadas em redes Bravais.

Inicialmente descrevemos como gerar uma rede hierarquica, tomando como exemplo a
rede PWT (o mesmo procedimento é valido para redes hierarquicas de MK). A unidade
béasica geradora da rede é mostrada na figura 2.1(b), sendo constituida por 12 ligagoes, 2
sitios externos, u e v, e 4 sitios internos. A construcao da rede pode ser feita através de
um processo conhecido como “agregacao” [48]. Inicialmente considera-se uma ligagdo na
ordem zero (ver figura 2.2(a)), a partir da qual doze ligagdes sao geradas, unidas de tal
forma a formarem a célula bésica, ou unitaria, mostrada na figura 2.2(b). Em seguida,
cada ligacao da rede na hierarquia de ordem um é substituida por uma célula basica,
para formarem uma rede hierarquica na ordem dois, como mostrado na figura 2.2(c).
Este processo pode ser repetido um ntimero arbitrario de vezes para formar uma rede
na hierarquia de ordem n. Como toda rede hierarquica, o processo da figura 2.2 é auto
similar, ou seja, invariante por mudanca de escala.

Alguns parametros importantes em uma rede hierarquica sao:

(i) B, ntmero de agregacao, sendo o niimero de subunidades unidas a cada passo para
construir uma nova unidade. Na rede hierarquica PWT, B = 12;

(i) b, nimero de ligagdes sobre o menor caminho que conectam os dois spins das
extremidades na hierarquia de ordem um. Para as células basicas exibidas na figura 2.1,
b=2;

(iii) N én), numero total de ligacoes sobre a rede na hierarquia de ordem n. Para a
rede hierarquica PWT temos N é") = 12", ja para redes da familia MK N é") = (pb)™, onde
p representa o nimero de caminhos paralelos da célula basica.

(iv) N, §"), o numero de sitios sobre a rede de ordem n. Para a rede hierdrquica PWT

temos
N b H{[(d = Db (b — 1)* 4" — 1}
s (d—1)b2(b — 1) + (1 + b + b2)

+2, (2.1)

onde b = 2 e d = 3 nesta rede [56], ja para redes da familia MK (definidas na figura 2.1(a))
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temos
p[1+ (bp)"] +2(p — 1)

N, = : 2.2
2y 1 (2.2)

(iv) N., a razdo do numero de ligagoes por sitio da rede, definido como

onde N én) e N™ sio tomados no limite termodinamico. Entao, quando n — oo, para

redes hierdrquicas da familia de MK [figura 2.1(a)] encontramos
_2p—1

NC 9 24
; (2:4)

enquanto que para rede hierarquica PWT obtemos

(d—1Dbp4=2(b-1)2+0' -1 11
Nc = bd_1<b — 1) — Z (25)

Em uma rede cibica com condigoes de contorno periddicas, N. = 3; logo, a rede hierar-
quica PWT apresenta N, menor que o da rede ctibica em 8.3%.

O nimero de ligacoes na rede, N é"), cresce como uma lei de poténcia,
N = LP, (2.6)

onde L = b" representa o tamanho do sistema e D a dimensao fractal da rede hierarquica,

definida como
(n) (1)
:lnNL on DzlnNL .
nlnb Inbd

(2.7)

As redes hierarquicas definidas pelas unidades basicas da figura 2.1 possuem respectiva-
mente, D = In(2p)/In2 (figura 2.1(a)) e D =1n12/In2 = 3.58 (figura 2.1(b)).

Outra caracteristica comum observada em redes hierarquicas é a variacao do nimero
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de coordenacao de um sitio para outro, situagao que pode ser observada na figura 2.2(c),
onde sitios oriundos das hierarquias iniciais apresentam nimero de coordenacao igual a 16,
enquanto para os sitios da hierarquia atual o niimero de coordenacao é 4. Para hierarquias
maiores essa diferenca tende a aumentar para sitios pertencentes a hierarquias diferentes.
Mais detalhes sobre redes hierdrquicas podem ser encontrados nas Refs. [46,48-56].

p K &
O

O
1 1% v

(a) (b) (c)

Figura 2.2: (a)-(c) Construcdo da rede hierdrquica ponte de Wheatstone tridimensional. Em
(a) exibimos uma ligagdo na ordem zero, que em suas extremidades contém os
sitios 1 e v; em (b) doze ligagBes sdo conectadas para formar a célula basica
da rede hierdrquica PWT, equivalente a hierarquia de ordem um; em (c) cada
ligacdo da hierarquia anterior é substituida por uma célula basica, formando assim
a hierarquia na ordem dois. Esse procedimento, onde cada ligacdo é substituida
pela célula basica, é repetido até a hierarquia de ordem n.
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2.3 Renormalizacao de vidros de spins em redes hierarquicas

Técnicas do GR permitem estudar numericamente sistemas com grandes escalas de
comprimento; entretanto, em redes de Bravais o processo de renormalizacao geralmente
leva a um GR atuando em um espago de dimensao infinita. Uma possibilidade para con-
tornar esta dificuldade consiste em utilizar redes aproximadas que preservem simetrias
importantes da rede original e permitam estudar o GR em um espago de dimensao re-
duzida. Um bom exemplo sao as redes hierarquicas, nas quais, em certas situacoes, se
obtém resultados exatos com o GR [49]. Para mais detalhes sobre GR, e particularmente
a utilizagao de redes hierarquicas, aconselhamos a leitura das Refs. [45,46,48-60]. Con-
siderando VSs de Ising com interagoes de curto alcance, apresentaremos as relagoes de
recorréncia do GR paras as células basicas exibidas na figura 2.1, que serao estudadas nos
proximos capitulos.

O hamiltoniano do sistema que serd investigado ao longo deste trabalho é dado por

(i7)
no qual a soma »_ (i) esta restrita a pares distintos de spins primeiros vizinhos de uma
dada rede hierdrquica. As interagoes J;; entre os spins S; sao escolhidas aleatoriamente
a partir de uma distribuigdo de probabilidades P(J;;); na literatura as duas distribuigoes

mais utilizadas sao a gaussiana e a bimodal, escritas respectivamente, como

P = s onp |- 29)
PJg) = 0075 = J) + 80+ ), (210)
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O processo de renormalizacao do sistema é realizado de forma inversa ao da geracao
da rede hierdrquica (ver secao 2.2): iniciamos com uma rede hierdrquica na ordem n,
contendo N é”) ligagoes e Ns(n) sitios; em seguida, iniciamos o processo de dizimagao dos
sitios internos da rede até que reste apenas os sitios externos p e v e uma unica ligagao
efetiva, equivalente a hierarquia de ordem zero. Definindo os acoplamentos adimensionais
como K;; = (J;;, onde [ = 1/kgT], a relacdo de recorréncia para as células bésicas
exibidas na figura 2.1, pode ser escrita da seguinte forma,

. (7 T,

onde Zg, 5, representa a fungao de particao da célula basica com os sitios externos man-

tidos fixos (S, S, = £1),

ZS#,SU = Tr{si#,u}[exp(—ﬁ’}-[)]. (212)

No limite T — 0, a relagdo de recorréncia, Eq. (2.11), torna-se bem mais simples,

assumindo a forma
47, = max[f 4| +max[f __| — max[f ;] — max[f ], (2.13)

onde f ,, representa varios termos que dependem apenas dos acoplamentos {J;;} (na
forma de somas e/ou diferengas destes acoplamentos) e sdo obtidos dos argumentos das

exponenciais na Eq. (2.12), como mostraremos a seguir. Como um exemplo, vamos aplicar

as Eqgs. (2.11)-(2.13) para a célula basica da PWT [figura 2.1(b)]. A partir da Eq. (2.12)
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obtemos os termos,

16

Zip=27Z__ = exp(A), (2.14)
=1
16

Z._=Z_,=)Y exp(Bi), (2.15)

i=1

que quando substituidos na Eq. (2.11), fornecem

16
> A;
K' —llog i exp(Ai) ' (2.16)

2 Zgl exp(B;)

Na equagao acima, os termos A; e B; (i = 1,...,16) dependem somente dos 12 acopla-

mentos da célula basica e sao definidos a seguir,

A1=+Kio+Koz+K3a+Ka1— K1 —Kpuo—Ku3—Kjy— K1 —Kyo—Kyzs—Kypa,
Ax=—Kio+Koz+ K34 —Ka1+ K1 —Kpuo—Ku3—Kuy+ K1 —Kya—Kyz—Kypa,
Az=—Ki12—Ko3+ K34+ K41 —K 1+ Ku2—K;3—Kua— K1+ K 2—Ky3—Kypa,
Ag=+Ki12—Koz+ K34~ Ky +K 1+ Kpo— K3 —Kpa+ K1+ Ko —Ky3—Kpa,
As=+Ki12—Ko3— K34+ K41 —K 1 — Ko+ K;3—Kpas— K1 — Ko+ Ky3—Kpa,
Ae=—Ki12—Ko3—K34— K41 +K ;1 — Ko+ K;3— K u+ K1 — K2+ Ky3—Kpa,
Ar=—Ki2+Ko3— K34+ K41 —K 1+ Ko+ K;3—Kuu— K1+ K 2o+ K3—Kpa,

Ag=+Ki2+Ko3—K34— K1+ K1+ Ko+ K3 — K+ K1+ Ko+ Kyzs—Kypa,

Aro=—Ki2+Ko3—K3s+ K+ K1 —Kpuo—Kus+Kpa+ K1 —Kpo—Kyz+ Ky,
An1=—Ki12—Ko3—K34— K41 — K1+ Ko — K3+ Kpua— K1 +Kpyo—Kys+ Ky,
Arp=+Ki12—Koz—K3s+ K+ K1+ Kpuo—Kus+Kpua+ K+ Ko —Kus+Kya,
A13=+K12—Ko3+ K34 — K41 — K1 — Ko+ K3+ Kju— K1 — Ko+ K3+ Ko g,
Apy=—Ki12—Koz+K3a+ K1 +K;1 — Ko+ Kps+Kpua+ K1 — Ko+ K3+ Koy,
A1s=—Ki12+Ko3+K3a—Ky1 —K;1 + Ko+ K3+ Kpua— K1+ Ko+ K3+ Koy,

(
(
(
(
(
(
(
(
Ag=+K19+Kog—Kas— Ky — K1 — Ko —K s+ Ku— K1 —Kyo—Kus+ Kya, (2.25
(
(
(
(
(
(
Arg=+ K19+ Koz +Kaa+ Ka1+ Ky + Ko+ K+ Kpat+ K1+ Koo+ K+ Ko, (
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B1=+Ki2+Ko3+K3s+Ka1+ K1+ Ko+ K3+ Kpua— K1 — Ko —Ky3—Kug,
Bo=—Ki2+Ko3+K34—Ka1— K1 +Kpo+K;3+Kus+ K1 —Kyo—Kyzs—Kypa,
B3=—Ki2—Ko3+K3s+Ka1+Kp1—Kpo+ K3+ Kpua— K1+ Kpa—Kys—Kypa,
By=+Ki2—Koz+K34—Ka1—Kp1—Kpuo+ K3+ Ky + K1+ Ko —Kyzs—Kypa,
Bs=+Ki2—Koz3— K34+ K1+ K1+ Kpuo—Ku3+Kuy— K1 — Ko+ Kyzs—Kypa,
Bg=—Ki12—Ko3—K34—Ku—K;n+Kpo— K3+ Kpua+Kp1—Kupo+Kus—Kyg,
Br=—Ki2+Koz— K34+ K1+ K1 —Kpo—K;3+Kua— K1+ Kyo+Kys—Kypa,
Bg=+Ki2+Ko3—K3za—Ka1— K1 —Kp2— K3+ Kpa+Kui+ Koo+ Ku3—Kyua,
Byg=+Ki2+Ko3—K34— K1+ K1 +Kpuo+Kp3—Kpua— K1 —Kyo—Kyz+Kypa,
Bio=—Ki2+Ko3— K34+ Ka1— K1+ Ko+ Ku3—Kpua+ K1 —Kpo— K3+ Ky,
Bi1=—Ki12—Ko3—K3s—Ku1+ K1 —K;o+ K3 —Kpua— K1+ Ko — K3+ Ky,
Bio=4+K12—Ko3— K34+ K41 —Ku1—K;o+K;3—Kpua+ K1+ Kpo— K3+ Ky,
Bi3=+Ki12—Ko3+K34— K+ Kp1+Kpo—Kpuz—Kpua—Ky1 — Ko+ K3+ Ky,
B1y=—Ki12—Ko3+ K34+ Ku1— K1+ K;2—K3—Kpua+ K1 — Koo+ K3+ Ky,
Bis=—Ki2+Ko3+Kzs—Ka1+ K1 —Kpue—Kus—Kpua— K1 +Kpo+Kys+Kua,

Big=+Ki2+Ko3+Ksza+ K41 — K1 —Kp2—Ku3—Kja+ K1 +Kpo+Kys+Kya.

Para temperatura nula, a Eq. (2.13) fornece

onde

Amax

Ai_

1
J,I“/ = §(Amax - Bmax)7
= Imax (Ah AQ, e 7A16); Bmax = Imax (Bl, BQ, ey BlG>7
lim kpT(A); B; = lim ksT(B;); (i=1,2,...,16).
T—0 T—0

(2.49)

(2.50)

(2.51)

Neste exemplo, F .. = F __, sendo compostos por 16 termos de A;s, assim como F ,_ =

F _4 e sao compostos por 16 termos de B;s.

Para o modelo de VS de EA escolhemos inicialmente os acoplamentos {J;;} entre os

spins a partir de uma distribuicdo de probabilidades gaussiana Eq. (2.9); ao longo do
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processo de renormalizacao, que faz uso da Eq. (2.11), a forma da distribui¢ao dos acopla-
mentos pode alterar-se (quando comparada com a distribuigao inicial). A implementagao
numérica do procedimento de renormalizacao para uma determinada célula basica é reali-
zada da seguinte forma: (i) geramos a partir de P(k;;), um banco inicial de acoplamentos
com N numeros reais (quando N — oo este banco representa a distribuigdo de probabili-
dades associada ao acoplamentos adimensionais {K;;}); (ii) selecionamos aleatoriamente
do banco inicial y acoplamentos (y representa o numero de acoplamentos da célula basica
escolhida) que serao utilizados na Eq. (2.11) para obtermos o primeiro acoplamento de
um novo banco; (iii) aplicamos o passo anterior até que o novo banco de acoplamentos
contenha N termos; apds isto, concluimos a primeira etapa de renormalizacao; (iv) para
novas renormalizagoes, repetimos as etapas (ii) e (iii), sempre com o cuidado de selecionar
apenas acoplamentos do ltimo banco gerado; assim é possivel renormalizar a distribuicao
P(K;j) do sistema n vezes.

Nosso interesse neste procedimento é acompanhar ao longo das n iteragoes do GR a
evolucao da distribui¢ao de probabilidades dos acoplamentos adimensionais {K;;}; para
tal, considerando uma distribuicao inicial de acoplamentos com média diferente de zero,
ou seja, nao simetrica, é necessario a cada iteracao o acompanhamento dos momentos da

distribuicao, a partir dos quais, obtemos,

Largura:  ox = (K — (Ki;)3) Y2 (2.53)

Ao longo das n iteragoes é possivel com essas duas grandezas identificar os seguintes
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atratores,

(Kij) > 0;  oxg —0; P; (2.54)
(Kij) = 0; o — 00; VS: (2.55)
(Kij) = 00;  og —00;  ((Ky)/oxg — 00); F. (2.56)

A fase P apresenta um comprimento de correlacao finito, ou seja, no processo de renorma-
lizagao as interagoes diminuem sobre sucessivas iteragoes [Eq. (2.54)]; isso ocorre porque
as interacoes efetivas fornecem informagao sobre as correlagdes para distancias cada vez
maiores. Por outro lado, se a média permanece nula e a largura da distribuicao de aco-
plamentos aumenta [Eq. (2.55)], a fase é identificada como fase VS. Para investigar a
competicao entre a fase VS e a fase F é importante lembrar que a fase F é caracteri-
zada pelas interagoes crescendo apos sucessivas iteragoes, fazendo a média e a largura
divergirem [Eq. (2.56)].

Na transicao de fases o comprimento de correlagao torna-se infinito e com isso o sistema
permanece invariante sobre mudancas de escala. Nessa regiao critica, para um valor espe-
cifico de temperatura, o fluxo de acoplamentos? através das n iteracoes converge para um
ponto fixo instavel, o qual é associado a uma distribuicao de probabilidades denominada
distribuicao de ponto fixo P*(K;;). Para determinacao da distribuigao P*(K;;) associada
a transicao VS—P, variamos a temperatura até que os momentos mantenham-se inaltera-
dos (dentro de nossa precisdo numérica) ao longo de n iteracoes do GR. A temperatura
associada a distribui¢ao de ponto fixo é denominada temperatura critica (7¢).

Para exemplificar como obtemos a temperatura critica 7, (associada a transi¢ao VS-P)
e o comportamento da distribui¢ao de acoplamentos durante o processo de renormaliza-

¢ao, aplicamos o procedimento do GR na rede hierarquica da familia MK caracterizada

20 fluxo dos acoplamentos pode ser observado em um plano através de um grafico da (tanh2 Ki;)
versus (KZ)~!/2, conforme estudaremos no capitulo 4.
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por uma dimensao fractal D = 3; na figura 2.3 exibimos o comportamento da distribuicao
de probabilidades dos acoplamentos através de n iteragoes do GR (n = 16) para trés casos
diferentes. A distribuicao inicial para os acoplamentos é uma gaussiana com média nula e
variancia unitaria nos trés casos. Na figura 2.3(a), para a temperatura kg7'/J = 0.8497,
observa-se que apds sucessivas iteragoes do GR a distribuicao continua simétrica, apresen-
tando média zero e largura aumentando a cada iteracao, caracteristicas da fase VS. Na
figura 2.3(b) as distribuigbes associadas a cada iteragdo do GR aparentemente colapsam
em um unica curva, ou seja, os momentos praticamente nao se alteram apos sucessivas ite-
racoes do GR, o que caracteriza a distribuicao de ponto fixo associada a transicao de fases
VS-P, cuja temperatura critica é kgT./J = 0.8797. Na figura 2.3(c), para a temperatura
kgT/J = 0.9097, todas as distribuigdes permanecem com média nula, mas a largura esté
diminuindo a cada iteragao (convergindo para uma delta), indicando a fase P. Em todos os
casos a seta vermelha indica o pico da distribuicao inicial dos acoplamentos. Destacamos
que a forma funcional da distribui¢ao de ponto fixo [figura 2.3(b)] serd investigada no
capitulo 4 para redes hierdrquicas da familia de MK e para a rede PWT.

E importante destacar que para VSs o procedimento de renormalizacao nao é exato
para as redes hierarquicas da figura 2.1; porém, o mesmo pode ser considerado uma boa
aproximacao, que além do baixo custo computacional, tem proporcionado um avanco na
compreensao do VS de Ising [29,31,32,36-39,47,61-71].

A seguir, utilizaremos as técnicas apresentadas nessa secao para construir um diagrama

de fases para a rede hierdrquica PWT [figura 2.1(b)].

2.4 Diagrama de fases

Acompanhando a evolugao da distribuicao de acoplamentos ao longo das iteracoes
do GR para diferentes temperaturas, determinaremos o diagrama de fases para a rede
hierarquica PWT. A fim de obtermos um diagrama de fases preciso, vamos seguir o mé-

todo introduzido na Ref. [66], cujo objetivo é reduzir a dependéncia da largura e média
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Figura 2.3: Para a rede hierdrquica de MK com D = 3, exibimos o comportamento da
distribuicdo de probabilidades ao longo de 16 itera¢bes do GR para trés tempe-
raturas (escaladas convenientemente) diferentes. Em (a), para a temperatura
kgT/J = 0.8497, a cada iteragdo a largura aumenta sempre com média nula,
representando o comportamento esperado na fase VS; em (b), para a tempe-
ratura kT /J = 0.8797, ocorre o colapso das distribui¢des, sendo portanto,
esta a distribuicdo do ponto fixo associada a transicdo VS—-P e a temperatura
correspondente é denominada temperatura critica; em (c), para a temperatura
kgT/J = 0.9097, observamos que a largura diminui a cada itera¢do, represen-
tando o comportamento esperado na fase P. Em todos os casos, a seta vermelha

T T T 1T 1T % T 717 17 17 171207 T 17 17 T 71
(@) k,T/I=0.8497 (®) kT /1=0.8797 (©) k,T/1=0.9097

— — 5._ —

L 1 1 o L1 LJA@Z LI

6 4 2 0 2 4 6 6420246

ij

indica a distribuicdo inicial para os acoplamentos.

ij

24
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[Egs. (2.52)—(2.53)] de uma determinada sequéncia de nimeros aleatérios; para tal, em
cada passo do GR os momentos sao obtidos para IV, amostras (diferentes sequéncias de ni-
meros aleatérios), e em seguida realiza-se uma média sobre amostras para cada grandeza
investigada.

Consideramos o hamiltoniano da Eq. (2.8), cujos acoplamentos sao obtidos de uma
distribui¢ao gaussiana [Eq. (2.9)], que aqui é simulada por um banco de acoplamentos
{K;;} contendo N =5 x 10° nimeros reais, sendo o ntimero de amostras N, = 100. Para
determinamos a fronteira critica entre as fases VS—P, é necessario fixar o valor da média
Jo = 0 e em seguida variar a temperatura até encontrarmos 7T,; realizamos o mesmo
procedimento para novos valores de Jy > 0 e assim determinamos a linha critica que
separa a fase VS da fase P. A partir de determinados valores para Jy, observa-se que os
atratores indicam as fases F ou P, e portanto, a linha critica obtida separa a fase F da fase
P; além disso, para uma faixa de valores de J; e temperatura, encontramos as trés fases
coexistindo (VS-P-F), o que indica a proximidade do ponto multicritico, sendo este de
dificil determinacao numérica. Para encontrar a linha critica que separa as fases VS-F ¢é
necessario fixar a temperatura e variar a média da distribuicao, até obter a média critica
para a qual os momentos da distribuicdo permanecem praticamente inalterados (dentro
de nossa precisao numérica).

Como estamos considerando diversas amostras, nas proximidades de uma transicao de
fases, é possivel que para uma fracao das amostras os momentos indiquem uma determi-
nada fase, enquanto outra fracdo apresentem atratores de outra fase. Portanto, vamos
definir as varidveis, nyg representando a fragao de amostras na fase VS, np a fragao de
amostras na fase P e nr a fracao de amostras na fase F. Para definir as barras de erro
relacionadas as fronteiras criticas do sistema adotamos o critério de quando n; > 0.8
(j = VS, P, F) o sistema encontra-se na fase j.

Inicialmente fixamos a média em zero e exibimos o comportamento das amostras na

figura 2.4. Para a temperatura kgT'/J = 0.979 o sistema estd na fase VS, com aproxima-
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Figura 2.4: Fracdo do nimero total de amostras, que apds n iteracdes do GR convergiram
para a fase VS (n,,) ou para a fase P (1,). Neste caso os acoplamentos sdo
obtidos inicialmente de uma distribuicdo gaussiana com média zero. Obtemos
a temperatura critica observando o ponto onde ocorre o cruzamento das duas
curvas, ou seja, quando 7, = 7,,, encontrando neste caso kgT./J = 0.982(2).

damente 97% das amostras nesta fase; ja para temperatura kg7 /J = 0.984 o sistema esta
na fase P, com apenas 6% das amostras na fase VS. O cruzamento entre as curvas 7yg
e np (nvs = np) indica a temperatura critica kgT./J = 0.982(1). Destacamos que este
valor de temperatura critica apresenta concordancia com o valor kgT'/J = 0.980(2) [47],
obtido na mesma rede hierarquica considerando somente uma amostra.

Para determinar a transigao entre as fases VS—F realizamos alteragoes na média J, com
T fixo, pesquisando neste caso a média critica, que é identificada quando os momentos per-
manecem inalterados (dentro de nossa precisao numérica) ao longo das n iteragoes do GR.
Exibimos na figura 2.5 o caso para o qual fixamos a temperatura em zero (kg7'/J = 0),
onde a relagao de recorréncia da Eq. (2.49) deve ser utilizada no processo de renormaliza-

¢ao. O gréfico da figura 2.5 revela que para Jy/J = 0.562 o nimero de amostras na fase
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Figura 2.5: Fracdo do nimero total de amostras, que apds n iteracdes do GR convergiram

para a fase VS (7,,) ou para a fase F (7),,), com a temperatura fixada em zero
(kpT/J = 0). O cruzamento das duas curvas determina o ponto associado a
transicdo de fases VS—F, ou seja, quando 7,,, = 7,.; neste caso encontramos que
Jo/J = 0.564(2).

VS é superior a 95%, para Jy/J = 0.567 o sistema encontra-se na fase F e a média asso-

ciada a transicao de fases é (Jy/J) = 0.564(2), obtida quando nys = np. Este resultado

é ligeiramente inferior a estimativa de uma tnica amostra, Jy/J = 0.5665(5) [47].

Outro ponto importante no diagrama de fases consiste na determinagao do ponto mul-
ticritico, onde as trés fases coexistem. Sua determinacao numérica revelou-se trabalhosa,
portanto, nesta regiao consideramos um nimero maior de amostras (N, = 400). Exibimos
na figura 2.6 o comportamento das amostras nas proximidades dessa regiao, para duas es-
colhas apropriadas da temperatura. Na figura 2.6(a), para a temperatura kgT'/J = 1.760,
observamos amostras presentes nas trés fases: para valores abaixo de Jy/J = 0.5434 existe

uma predominancia de amostras na fase P, na regiao entre 0.5434 < Jy/J < 0.5440 um

numero maior de amostras convergiu para a fase VS, enquanto que na regiao acima de
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Tabela 2.1: Valores de pontos criticos importantes do diagrama de fases obtidos para o VS
de Ising na rede hierarquica PWT [ver figura 2.1(b)].

kgT/J Jo/J Ponto multicritico
(Jo=0) | (T'=0)
0.982(1) | 0.564(2) | kpT/J = 1.766(14); Jo/J = 0.5437(13)

Jo/J = 0.5440 encontramos mais amostras na fase F. Na figura 2.6(b), para a temperatura
kgT/J = 1.766 encontramos a média Jy/J = 0.5437, para a qual nys = np = ng, e con-
siderando as barras de erro adotamos kgT'/J = 1.766(14) e Jy/J = 0.5437(13), como os
valores de temperatura e média, respectivamente, associados ao ponto multicritico. Neste
ponto, nosso resultado nao coincide (considerando as barras de erro) com o obtido em
simulagoes sobre a mesma rede utilizando apenas uma amostra [47], kgT/J = 1.690(2)
e Jo/J = 0.538(2). Como podemos observar, para determinar o ponto multicritico, uma
abordagem que considere diferentes sequéncias de nimeros aleatérios parecer ser mais
eficiente nesta tarefa computacional; entretanto, devemos salientar que ao considerar uma
unica amostra formada por um nimero grande de acoplamentos, os resultados serao muito
proximos dos encontrados utilizando diversas amostras para regioes do diagrama de fases
afastadas do ponto multicritico. Os resultados dos pontos criticos mais importantes aqui
obtidos estao resumidos na tabela 2.1.

Diversos pontos foram investigados e estao representados no diagrama de fases apre-
sentado na figura 2.7. Observa-se que para Jy/J > 0 a fase VS persiste e a temperatura
critica associada a transigao de fases VS-P aumenta muito lentamente (com excessao da
regido préxima ao ponto multicritico) com o aumento de Jy/J. Quando fixamos uma
temperatura na qual a fase VS existe, ao aumentarmos o valor de Jy encontraremos um
valor médio que indica o ponto critico associado a uma transicao de fases VS—F, ou seja,
para valores Jy maiores, apds sucessivas iteragoes do GR, a média e a largura da distri-
buigao de acoplamentos divergirao, caracteristicas da fase F. Outro aspecto importante

é observado na linha critica que separa a fase VS da fase F, que apresenta uma leve
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inclinacao; tal caracteristica é conhecida como reentrancia. Para uma pequena faixa de
valores da média (0.5437 < (Jp/J) < 0.564, na figura 2.7) observamos o seguinte efeito:
quando reduzimos a temperatura do sistema na fase P (fixando a média), ocorre uma
transicao da fase P para a fase F, e reduzindo ainda mais a temperatura, ocorrerd uma
nova transicao de fases, especificamente da fase F para a fase VS. Tal fenomeno é obser-
vado experimentalmente, ocorrendo por exemplo, no isolante Eu,Sr;_,S [72] e na liga de
AuFe (14% Fe) [73]. Através do método empregado aqui, podemos comparar a coorde-
nada associada ao ponto multicritico com a coordenada do ponto fixo a temperatura nula
[ver tabela 2.1], e observamos que mesmo considerando as barras de erro, a coordenada
do ponto cuja temperatura é nula, encontra-se levemente deslocada para a direita, como

resultado da reentrancia.
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Figura 2.6: Fracdo do nimero total de amostras, que apds n iteracdes do GR convergiram
para a fase VS (7,4), para a fase F (1,.), ou para a fase P (n,). (a) Para a
temperatura kgT'/J = 1.760 encontramos amostras em todas as trés fases. (b)
Novamente, para a temperatura kgT'/J = 1.766, as trés fases coexistem, porém
neste caso encontramos 7y s = np = 1, que nos fornece o valor de Jy associado
ao ponto multicritico, Jo/J = 0.5437(13).
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Figura 2.7: Diagrama de fases utilizando como distribuic3o inicial de acoplamentos uma gaus-

siana [Eq. (2.9)]. Observa-se a existéncia de trés fases distintas, a fase vidro de
spins (VS), a fase paramagnética (P) e a fase ferromagnética (F).



Capitulo 3

Natureza cadtica da fase vidro de spins

3.1 Introducao

Na fase vidro de spins, o estado de equilibrio do sistema apresenta uma natureza
cadtica, sendo extremamente sensivel a pequenas perturbacoes em alguns parametros
externos, tal como a temperatura ou o campo magnético. Uma pequena perturbacao
nas constantes de acoplamento também pode gerar um comportamento cadtico da fase
vidro de spins. E importante destacar que esta propriedade foi prevista tanto em modelos
com interagoes de longo alcance [74-78], quanto em modelos com interagdes de curto
alcance [62,79,80], sendo esta uma propriedade comum aos dois modelos.

Basicamente, quando uma pequena perturbagao ocorre no sistema, o novo estado de
equilibrio serd completamente diferente do estado antes da perturbacao. Esta fragilidade a
pequenas perturbagoes é um fendmeno conhecido como “caos” [79]. Atualmente, a existén-
cia de caos devido a perturbacoes nos acoplamentos é amplamente aceita, porém, no caso
de pequenas variagoes na temperatura o quadro é controverso; alguns trabalhos apontam
a existéncia do comportamento cadtico da fase VS até mesmo para pequenas variagoes de
temperatura [21, 74, 81], enquanto outros argumentam justamente o contrario, auséncia
de caos, nos quais as simulagoes numéricas nao detectaram nenhuma evidéncia de sua

existéncia [76,82]. Uma possibilidade é que esta sensibilidade & variagoes de temperatura

32
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em VSs ocorra para grandes escalas de comprimento que ainda nao sao acessiveis em al-
gumas simulacoes; trabalhos mais recentes com sistemas maiores encontraram evidéncias
da existéncia de caos devido a temperatura [80,81].

O grande interesse pela natureza cadtica da fase VS estd relacionado a possibilidade
que caos devido a temperatura seja um mecanismo que estd presente em efeitos de reju-
venescimento e memoria, que sao observados na dinamica de VS reais (ver por exemplo
Refs. [9,83,84]).

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar o estudo desenvolvido sobre o comporta-
mento cadtico do vidro de spins de Ising com interagoes de curto alcance sobre a rede
hierdrquica PWT (ver figura 2.1(b)). Usando técnicas do grupo de renormalizacao cal-
culamos o expoente de caos ((), a dimensao fractal da superficie de uma gota (ds) e o
expoente de rigidez (y), podendo compara-los com resultados numéricos encontrados em
redes de Bravais.

E importante destacar que uma melhor compreensio da natureza cadtica da fase VS
deve-se a diversos trabalhos realizados em redes hierdrquicas [31, 40, 62, 70,85-90], onde
existe um consenso quanto a existéncia de caos, seja devido a perturbacgoes nos acopla-
mentos ou a variacoes na temperatura; entretanto, uma investigacao dessas propriedades

nunca foi realizada na rede hierarquica PW'T.

3.2 Quadro de gotas

Aqui, utilizaremos um modelo fenomenoldgico de interagoes de curto alcance conhecido
como “quadro de escala/gotas” [18-21]. Neste cendrio gotas sado definidas a partir de
excitagoes coletivas em alguns estados puros abaixo da temperatura critica. Fisher e

Huse [21] definiram uma gota do seguinte modo:

e Define-se uma gota Dy (j) com escala de comprimento L, a qual contém o sitio j,
como um aglomerado de spins com menor energia de excitagao que contenha mais

que LP e menos que (2L)? spins (onde D representa a dimensao espacial). A energia
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de DL(j) é,

FL(j) = min(EcN), (31)

CNnDJ

onde LP < N < (2L)P, sendo o minimo definido sobre todos os aglomerados conec-
tados C'y de N spins, onde estd contido o sitio 7, e E¢ € a energia necessaria para

inverter um aglomerado C.

Para uma temperatura positiva, consideramos a energia livre ao invés da energia E¢, .
Neste quadro, a fase VS é caracterizada por uma magnetizagao nula [m = N~ >~ [(S;)7]. =
0] e um parametro de ordem de EA diferente de zero [¢F4 = N71Y" [(S;)2]. > 0], ca-
racterizando o “congelamento” dos momentos magnéticos em direcoes aleatorias. Como a
desordem é uma caracteristica da fase VS, o quadro de gotas argumenta que excitacoes
(gotas) fora do estado fundamental nao sao triviais. Tipicamente estas excitagoes, obtidas
pela inversao de um aglomerado de spins de tamanho L, apresentam um custo energético
que obedece a lei de escala

Fp ~ LY, (3.2)

onde y é denominado expoente de rigidez (ou expoente da gota). A existéncia de uma
fase VS em baixas temperaturas depende do sinal do expoente de rigidez, de tal maneira
que o expoente y desempenha um papel central neste quadro.

O sistema encontra-se na fase VS em baixas temperaturas somente quando y > 0, ou
seja, quando o sistema escala para fortes acoplamentos. Neste caso existe uma tempe-
ratura critica diferente de zero (T. # 0). Para T' < T, o custo energético para inverter
os spins é muito alto, logo o sistema permanece com sua estrutura fixa no tempo e apre-
sentando frustracao, o que caracteriza uma fase VS. Por outro lado, se o expoente y é
negativo, verificamos que o sistema escala para acoplamentos fracos. Nesta situagao o
custo energético necessario para inverter os spins é pequeno, nao existindo a fase VS para

temperaturas diferentes de zero.
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Em um sistema ferromagnético descrito por variaveis do tipo Ising (S; = +1), um
aglomerado genérico (por exemplo, um conjunto de varidveis com sinal positivo imersos
em um mar de spins com sinal negativo) de escala L apresenta uma energia de interface
que escala com LP~!. Para um VS, segundo o argumento dado por Fisher e Huse [21],

espera-se que o expoente y seja menor que DD — 1, com o limite superior dado por

(3.3)

Dessa forma, a energia livre da interface de uma gota de escala L cresce mais lentamente
do que L elevado & sua 4rea, LP~!. Devido a aleatoriedade, argumenta-se que a superficie
de uma gota apresenta caracteristicas de um fractal, de forma que area da superficie é
dada por

Ap ~ L%, (3.4)

onde ds (ds < D) representa a dimensao fractal da superficie da gota. Deve-se observar
que esta superficie também pode ser vista como uma parede de dominio (“domain wall”)
do sistema, separando os spins que apresentam uma orientacao no estado fundamental do
dominio de spins que tém orientagao oposta. Geralmente assume-se que o comportamento
da energia F7, tanto para gotas quanto para dominios de parede, escalam com o mesmo
expoente y.

A distribuicao da energia livre de uma gota tipica de tamanho L assume a forma [21]

1. [ Fp
Pu(FL) ~ 7Py (TLy> , (3.5)

onde T representa o médulo de rigidez, a funcao de escala 13L<£L‘) é continua e nao se anula
para z = 0, sendo também normalizada, de forma que [ PL(ZE)CZZE = 1. Para grandes
valores de L, P, — P., tornando-se independente de L; na fase VS o comportamento

termodinamico é dominado por gotas cuja energia sao da ordem de YLY. Gotas cujas
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energias livres sao menores que, ou da ordem da temperatura, sao denominadas gotas
termicamente ativas, sendo que T' << T LY representam uma pequena parcela de todas as
gotas [21].

Para D = 2, resultados encontrados em diversos calculos numéricos fornecem y =
—0.28 [91-93], indicando que nao existe fase VS para temperaturas diferentes de zero. Em
D = 3 a situagao é diferente, onde resultados numéricos encontram y ~ 0.2 [24,91,94],
confirmando a existéncia da fase VS. Desse modo a dimensao critica inferior (dj.q4, definida
como a dimensao para qual y = 0) [91] estd situada entre 2 < dj.q < 3. Historicamente
este limite para a dj.q foi primeiro obtido em redes hierdrquicas de MK [29], antes mesmo
do desenvolvimento do quadro de gotas, que surgiu na década de 80; ainda no final
desta década estimou-se dj.q = 2.58 para redes hierdarquicas de MK [32]. Muitos anos
depois, mais precisamente em 2005, um trabalho em redes de Bravais, que combinou
extensos célculos numéricos e resultados tedricos, obteve di,q = 5/2 [95]; resultado este
que coincide também com recentes simulagoes realizadas em redes hierarquicas de MK,
que encontraram dj.q =~ 2.5 [70].

Outra grandeza importante neste quadro é a funcao de correlacao, que na ausén-
cia de um campo magnético e considerando uma distribuicao de acoplamentos continua,

comporta-se como
T
~ Y
TRY

G(R) (3.6)

para T proximo de zero, onde R representa a distancia entre dois spins. Neste caso,
a correlacao decai com uma lei de poténcia, desaparecendo para sitios que apresentam
grande separacao na fase VS.

Uma propriedade do estado fundamental (deve-se considerar um estado puro para
T > 0), considerando um sistema infinito, é que sua energia ndao pode ser reduzida por
inversao de qualquer conjunto finito de spins. O quadro de gotas prevé que a fase VS, na

auséncia de um campo magnético, é caracterizada somente por dois estados fundamentais;
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se o sistema encontra-se no estado fundamental I' o outro estado fundamental ' é obtido
simplesmente com a inversao de todos os spins. Esta conclusao é um ponto controverso
que ainda é muito debatido; resultados recentes fornecem evidéncias de que a fase VS
seja caracterizada somente por dois estados puros [22-24], em concordancia com o quadro
de gotas. E importante destacar que estes resultados sao incompativeis com a previsao
do quadro de quebra de simetria de réplicas, onde a fase VS é caracterizada por infinitos
estados puros. Neste quadro o estado fundamental é extremamente sensivel a perturbagoes
nos acoplamentos ou variagbes na temperatura, por menor que sejam. Dessa forma,
apoés realizada uma perturbacao, a partir de uma determinada escala de comprimento,
o sistema converge para um novo estado fundamental totalmente descorrelacionado do
estado inicial. Aqui investigaremos tal comportamento na rede hierarquica PWT com o
auxilio de técnicas do GR.

Na terminologia do grupo de renormalizacao, podemos trocar o conceito de gotas
por “blocos de spins” de escala L. Neste caso, analisamos a distribuicao de acoplamentos
P(J;;) nestes blocos de spins de escala L. Para grandes escalas de comprimento esperamos
que a distribui¢do de acoplamentos aproxime-se de uma forma fixa universal [19,91], com

a largura da distribuicao escalando com

J'(L) ~ JLY, (3.7)

J = ((Jij — (i)', (3.8)

onde (...) representa uma média sobre a distribui¢do de acoplamentos P(.J;;). Observe
que a Eq. (3.7) nos fornece um meio para determinar o expoente de rigidez y, e para
tal devemos acompanhar a evolucao da distribuicao de acoplamentos por n iteragoes do
GR em temperatura nula; mais adiante apresentaremos outra forma de obter o mesmo

expoente.
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3.3 Expoente de caos

No quadro de gotas, o custo energético de um excitacao (gota) de tamanho tipico L
é da ordem de JLY. Na fase VS, a baixas temperaturas, pode existir um comportamento
cadtico devido a pequenas perturbacoes nos acoplamentos ou devido a uma pequena va-
riacao de temperatura sofrida pelo sistema. No primeiro caso adicionamos uma pequena
perturbacao aleatoria 0. nos acoplamentos, e como consequéncia desta, o estado funda-
mental revela-se instavel a pequenas perturbacoes para escalas de comprimento maiores
que l.(J),
1(J) o< (J/8J)V¢, (3.9)

onde

(=%, (3.10)

representa o expoente de caos. A derivagdo da Eq. (3.9) é obtida explicitamente para VS
de Ising em D =1 (ver [31,90]), enquanto para D = 2 ela é inferida a partir da sensibili-
dade das energias da interface a perturbagoes nos acoplamentos. Outra derivagao possivel
é seguindo uma variante do argumento de Imry-Ma [96], observando que a perturbagao
contribui para a energia da gota com uma soma de L% varidveis aleatérias independentes
de sinais aleatdrios, ou seja, um termo da ordem (J.J )Lds/ 2. Dessa forma, a energia do
estado inicial escala com JLY, enquanto o novo estado (com a perturbagao) apresenta
uma, contribuicao energética da ordem §.JL%/?; quando este dois termos sdo da mesma
ordem (JLY ~ 6JL%/?), obtemos a Eq. (3.9), que indica a escala de comprimento onde
tais efeitos devem ser considerados. Consequentemente, sempre que dg/2 > y [79], o sis-
tema apresentara um novo sistema fundamental, totalmente descorrelacionado do estado
fundamental original, para escalas de comprimento maiores que [.. Para redes de Bravais

temos

ds > D —1,
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logo y < ds/2, ou seja, o expoente de caos é sempre positivo, de modo que este com-
portamento cadtico é uma caracteristica da fase VS. Para D = 1 temos, y = —1 (nao
existe fase VS para T' > 0), ds = 0 e ( = 1, confirmando esta sensibilidade as pequenas

perturbagoes. Em um ferromagneto de Ising y = D — 1 = d,, logo

(=—-(D-1)/2, (3.11)

que é sempre negativo para D > 1, ou seja, o sistema é estavel a pequenas perturbacoes.

Outra situacao possivel é o caos devido a uma pequena variagao na temperatura. Neste
caso, consideramos uma gota de tamanho L, na qual a energia livre da interface é dada
por

F(T)=E—-TS ~L* (3.12)

Quando o sistema sofre uma pequena variagao de temperatura (07), temos

F(T +06T)~ E — (T +0T)S ~ LY — (6T) L%/, (3.13)

Neste caso, a entropia da superficie é da ordem de L%/?, onde este comportamento de
S é uma previsao do quadro de gotas [21]. Entao, quando ds/2 > y, a energia livre da
interface pode mudar de sinal devido apenas a uma pequena alteracao na temperatura
do sistema. Isto acontece quando LY ~ 6T L%/2 ou seja, para escalas de comprimento
maiores que [.(T),

1.(T) o (6T)7V¢, (3.14)
onde novamente, ¢ = (ds/2) — .

3.4 Procedimento numérico

Nesta se¢ao descreveremos como calcular numericamente os expoentes (, ds e y, através

do GR. O hamiltoniano do sistema é dado pela Eq. (2.8), cujas interagoes entre os spins
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estao restritas a primeiros vizinhos na rede hierdrquica PWT. As ligacoes J;; sao obtidas
aleatoriamente a partir de uma distribuicao de probabilidades gaussiana P(.J;;) [Eq. (2.9)],
onde para as simulages a seguir adotaremos média zero (Jy = 0) e variancia unitdria
(J2=1).

Utilizaremos aqui o procedimento do GR que foi descrito na secao 2.3. A relacao de
recorréncia para a célula da figura 2.1(b), para (kg7/J) > 0, é dada pela Eq. (2.16) e
para (kgT/J) = 0 pela Eq. (2.49).

Para estudar caos devido a perturbagoes nos acoplamentos a temperatura nula [(kgT'/J) =
0], construimos um banco inicial de ligagoes, {JZ-(O)}, com N ligacoes geradas a partir da
distribuigao da Eq. (2.9). A seguir criamos uma réplica deste banco, {JZ-/(O)}, com uma
pequena perturbacao aleatdria em cada ligacao, Jé(o) = Ji(o) + (0J)x; (i =1,...,N), com
6J (6J = 107°) representando a perturbagao e z; um nimero aleatério gaussiano. No
processo de renormalizacao, doze acoplamentos de {JZ-(O)} sao selecionados aleatoriamente
e combinados através da relagao de recorréncia, formando o primeiro acoplamento de um
novo banco de acoplamentos {Ji(l)}. Este processo é repetido novamente até que o novo
banco de acoplamentos apresente o mesmo nimero de acoplamentos que o banco inicial;
este procedimento corresponde a um passo de renormalizacao. De forma similar a ante-
rior, um novo banco de acoplamentos {Ji@)} é gerado a partir de {Ji(l)}, 0 que equivale
a uma nova renormalizacao. Este processo é repetido n vezes até a geracao do banco de
acoplamentos {Ji(n)}.

Paralelamente, o mesmo procedimento é aplicado ao banco {Jz-/(o)} até a geracao de
{Ji’ (n)}. E importante ressaltar que ao selecionarmos aleatoriamente doze acoplamentos do
banco {Ji(n)} para a formacao de um novo acoplamento do banco {Ji(nﬂ)}, necessariamente
doze acoplamentos correspondentes ao banco {JZ-/(")} serao selecionadas para a formacgao

- 1(n+1 .
de um novo acoplamento na mesma posicao na rede, para o banco {Ji(n+ )}. A seguir,



CAPITULO 3. NATUREZA CAOTICA DA FASE VIDRO DE SPINS 41

acompanhamos a evolucao da quantidade

2
di = (3.15)

SN [(Ji(")>2 N <J£<n>)2} 7

que mede a “distancia” entre as configuragoes de acoplamentos [31]. Quando os dois bancos

de acoplamentos estao totalmente descorrelacionados dS") — 1 e para L < [., quando
ainda estio correlacionados, d'J 2 (§.J)2L% /2.

Para caos devido a perturbagoes na temperatura, consideramos um banco de acopla-
mentos {Ji(o)}, a partir do qual construimos dois bancos {KZ(O)} e {K”}, onde Ki(o) =
Ji(o)/(kBT), KZ{(O) = Ji(o)/[kB(T—i— 0T7)] (i =1,...,N). Novamente seguimos a evolugao da
distancia,

ZN [K(n) _ K{(n)r

=1 7 7
- 2 27’
s [() + (5)]

a qual é esperada apresentar propriedades semelhantes as de df,").

(3.16)

Outra quantidade que podemos obter através do procedimento do GR ¢ a dimensao
fractal da superficie da gota, que em geral satisfaz a relacao D —1 < dy < D [20] em redes

de Bravais. Para a rede hierarquica PWT podemos obter d, através da relacao

N 911/2
{2 CRE ]

57 ~ L%/2, (3.17)

Observe que a grandeza fisica que escala como L%/? é a entropia da interface da gota.
A partir da Eq. (3.15) ou Eq. (3.16) podemos determinar o expoente de caos ¢ e com a
Eq. (3.17) determinar ds;. Com estes expoentes podemos determinar o expoente de rigidez
y = (ds/2) — (. Entretanto, o expoente y pode ser calculado de maneira independente se-

guindo a evolucao da largura da distribuicao P(.J;;) para (kgT'/.J) = 0 [36], de acordo com
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a Eq. (3.7). Assim, podemos verificar a precisao das estimativas por calculos numéricos

independentes.

3.5 Resultados

Nossas simulacoes foram realizadas para um banco com N = 5 x 10° acoplamentos
e repetidas para 100 amostras. Para a obtencao do expoente (, as perturbacoes nos
acoplamentos (6.J) e na temperatura (67") foram da ordem de 107%; ji para a obtencao
do expoente d,, utilizamos uma perturbacao muito menor, da ordem 10714,

Inicialmente, para temperatura nula obtemos o expoente de caos ¢ do gréafico df,") ver-
sus L = 2™. Na figura 3.1 verificamos que na regiao onde os bancos estao correlacionados,
d" < 1, arelagio d\") = (5.J)2L% /2 é claramente obedecida, com a inclinacio do grafico
fornecendo um expoente

¢ = 0.969(1). (3.18)

Verificamos que o sistema torna-se descorrelacionado devido as perturbacoes introduzidas
nos acoplamentos para 10° < [, < 10°. Para temperaturas finitas, abaixo da temperatura
critica (0 < T' < T.), observamos um transiente inicial, e apds alguns passos da renor-
malizacao, dé? ) obedece a mesma lei de poténcia de df]n) , apresentando o mesmo expoente
(. Neste caso, os bancos de acoplamentos tornam-se totalmente descorrelacionados para
107 < 1. < 108.

A partir da Eq. (3.17), obtemos o gréafico mostrado na figura 3.2. Observamos no-
vamente um transiente inicial apds o qual o mesmo comportamento de lei de poténcia é
observado para todas as temperaturas. A partir da inclinacao do grafico log-log obtemos
0 expoente

d, = 2.386(2), (3.19)

onde nota-se que a relacdo d; > D — 1 [20] ndo é obedecida para esta rede fractal. E

importante notar que a violacao desta relacao foi verificada também em outras redes
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Figura 3.1: Gréfico log-log para a distancia [Egs. (3.15) e (3.16)] a temperatura nula (df,n))

e a temperatura diferente de zero (dgfl)) versus L = b". O expoente ( é obtido
diretamente das inclina¢Ges das retas nas regides apropriadas.

hierarquicas [40], em contraste com o esperado para as redes de Bravais, nas quais ds ndo
pode ser menor que D — 1. A partir destes resultados, é possivel calcular o expoente y do
seguinte modo

d

y=5 —¢=0224(3). (3:20)

O expoente y foi estimado de maneira independente, acompanhando a evolugao da largura
da distribuicao de acoplamentos P(K;;) através de n iteragoes do GR, que a cada iteracao

aumenta por um fator de 2¥, de onde obtemos

y = 0.225(1). (3.21)
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Tabela 3.1: Valores dos expoentes de caos ((), rigidez (y) e da dimens3o fractal da superficie
da gota (ds), obtidos através de simulagdes computacionais na rede cibica por
diferentes autores. Também apresentamos estimativas para os mesmos expoentes,
na rede hierdrquica PWT, que foram obtidos neste trabalho.

Autor ds ¢ Y
Bray e Moore (1984) [91] - - 0.2
Huse (1991) [97] 2.2 - —
Palassini, Matteo e Young (1999) [98] 2.68(2) - 0.23100%
Palassini, Matteo and Young (2000) [99] 2.58(2) - 0
Katzgraber, Palassini e Young (2001) [100] | 2.62 - 0
Aspelmeier, Bray e Moore (2002) [87] 27(Tr'=0) |1.01 0.18
2.38 (T > 0)
Carter, Bray e Moore (2002) [101] - - 0.27
Boettcher (2004) [102] - - 0.24(1)
Krzakala e Bouchaud (2005) [103] 2.6 1.3 0
Katzgraber e Krzakata (2007) [80] - 1.16 —~
Jorg e Katzgraber (2008) [68] - - 0.20(5)
Wang, Machta e Katzgraber(2014) [24] - - 0.197(17)
Neste trabalho, para a rede PWT 2.386(2) 0.969(1) | 0.224(3)

Este resultado apresenta excelente concordancia com o obtido através dos expoentes ( e d;
[Eq. (3.20)]. Apesar do baixo valor encontrado, o expoente de rigidez é positivo (y > 0),
0 que caracteriza a existéncia da fase VS na rede hierarquica PWT para temperaturas
diferentes de zero. Como podemos observar na tabela 3.1, o expoente y também apresenta
boa concordancia com diversos resultados obtidos em redes ctbicas, onde y ~ 0.20.

Na tabela 3.1 apresentamos os expoentes (, d, e y para a rede ctibica, determinados por
diferentes autores, assim como os resultados obtidos neste trabalho para a rede hierarquica
PWT. Alguns trabalhos encontraram valores, dy, =~ 2.6 e y ~ 0.2, que fornecem uma
estimativa para o expoente de caos positivo (( ~ 1.1); porém como podemos observar,
isto nao é um concesso. Na verdade, cada quadro para a descricao da fase VS apresenta
previsoes para os expoentes y e dy; o quadro de quebra de simetria de réplicas preve
ds = D e y = 0, enquanto que o quadro de gotas prevé ds < D e y > 0, existindo ainda
um quadro alternativo, conhecido como trivial nao trivial (TNT) [104], que prevé ds < D

e y = 0. Devido a dificuldades computacionais, simulacoes da fase VS sao realizadas para
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sistemas pequenos em D = 3, e portanto, ainda nao é claro qual quadro descreve melhor
a fase VS na rede cibica. Aqui nossas simulacoes na rede hierarquica PWT seguem as
predicoes do quadro de gotas, com dy < D,y >0e ¢ > 0.

Na figura 3.3 exibimos um gréafico com os expoentes de rigidez y em funcao da dimensao
para diversas redes. Apresentamos expoentes de rigidez estimados em redes hierarquicas
da familia MK (2 < D < 4.32) [70], redes de Bravais (D = 2, 3 e 4) [68,93,105], assim
como a presente estimativa para a rede hierarquica PWT. Uma linha reta sugere um
aumento linear de y(D) apresentando praticamente a mesma inclinacdo para ambas as
redes de Bravais e MK. Neste grafico também é possivel visualizar, para redes de MK, a
dimensao critica inferior (definida como a dimensao para a qual y = 0) dj.q = 2.511(9) [70].
E importante destacar que apesar da rede hierarquica PW'T ser caracterizada por uma
dimensao fractal D = 3.58, observamos que o expoente de rigidez y encontrado nesta
rede estd muito préximo dos resultados obtidos em simulagdes de Monte Carlo na rede
cibica (D = 3), sendo até mais préximo do que o resultado da rede hierdrquica de
MK com D = 3. Note a discrepancia entre os resultados fornecidos por duas redes que
apresentam a mesma dimensao fractal, as redes hierarquicas de MK e PWT, ambas com
D = 3.58. Relembramos aqui que na secao 2.4, considerando uma distribuigao gaussiana
com média nula (Jy = 0), encontramos kg7./J = 0.982(1) que também se aproxima muito
do resultado encontrado na rede cibica onde kg7, /J ~ 0.96 [106].

Os resultados aqui obtidos através do GR na rede hierarquica PWT devem ser vistos
em um primeiro momento como proprios desta rede para VSs com interacoes de curto
alcance. Entretanto, podemos considerar estes resultados como aproximacoes para a rede
cubica, os quais podem ser comparados com aqueles das simulacoes de Monte Carlo para
D = 3, ressaltando que diferente destes, que possibilitam a investigacao de sistemas

pequenos, aqui, por meio do GR, acessamos grandes escalas de comprimento.



CAPITULO 3. NATUREZA CAOTICA DA FASE VIDRO DE SPINS

109§ ||||||||I ||||||||I ||||||||I ||||||||I ||||||||I ||||||||I IIIIIII?
108% B%

F 2 ]

10'F 58 3

S 6: @ ]
L 10F @,@ E
¥ 10°F 4B :
SMN 104; & —;
~ 10 @@' O (k,T/1)=0.10] *
-~ 1ok @,@ 0 (k,T/5)=0.20|
o F o A (k,T/)=0.35| 3
10°F o® 3
1()1: gi@@ ]
100 /I/IIIIIIII ||||||||l ||||||||l ||||||||l ||||||||l ||||||||l IIIIIII?
100 100 100 100 100 10° 100 10°

L

Figura 3.2: Gréfico log-log da grandeza definida na Eq. (3.17) versus L = b", para T > 0
e 0T = 107", A reta pontilhada representa o ajuste linear dos dados e a sua
inclinacdo fornece o expoente ds para a rede hierdrquica PWT.
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Figura 3.3: O expoente de rigidez y para redes hierdrquicas da familia MK (ver figura 2.1(a)),

obtido na Ref. [70], é representando em fun¢do da dimensdo fractal D (quadra-
dos); nesta representacdo as barras de erro sdo menores que os simbolos. Para
dimensdes inteiras, apresentamos os resultados calculados através de simulacGes
sobre redes de Bravais (circulos), y = —0.287(4) (D = 2) [93], y = 0.20(5)
(D =3)[68], e y = 0.75 [68], ou y =~ 0.70 [105], para D = 4. Para a rede hi-
erarquica PWT (tridngulo) observamos que o resultado difere significativamente
do obtido para a mesma dimensao fractal (D = 3.58) na rede hierdrquica de MK.



Capitulo 4

Distribuicao de ponto fixo

4.1 Introducao

Em 1975, Edwards e Anderson [10] introduziram um modelo para a descrigao de VSs,
o qual é investigado até os dias atuais. Nesta proposta, um ingrediente importante do
VS foi introduzido através da competigao entre interagoes ferromagnéticas e antiferro-
magnéticas temperadas, apresentando assim uma combinacao de desordem temperada e
frustracao. Devido a frustracao, torna-se impossivel satisfazer todos os acoplamentos ao
mesmo tempo. De forma geral, sempre que existir um circuito fechado onde o produto dos
acoplamentos for negativo, a frustracao podera estar presente. Estas caracteristicas estao
inseridas no hamiltoniano do sistema [Eq. (2.8)] através dos acoplamentos {.J;;} entres os
spins (S; = £1), que seguem uma distribuigao de probabilidades simétrica. E importante
destacar que a existéncia de desordem e frustracao nao garantem que um determinado
modelo apresente caracteristicas da fase VS [§].

Nos modelos onde cada spin interage com todos os outros spins (interagoes de alcance
infinito, como o modelo SK) utiliza-se tipicamente a distribuicao gaussiana [Eq. (2.9)]
com média zero e variancia unitaria; para o modelo de EA com interacoes somente entre
primeiros vizinhos, diversas distribuicoes de probabilidades sao normalmente utilizadas

na literatura, como a bimodal [Eq. (2.10)], exponencial, uniforme [38], e na maior parte

48
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dos trabalhos, a gaussiana.

No estudo da transicao de fases através do procedimento do GR adota-se uma distri-
buicao de probabilidades simétrica para os acoplamentos, a qual se mantém simétrica sob
renormalizagao [29] e acompanha-se a evolugao da média [Eq. (2.52)] e largura [Eq. (2.53)]
da distribuigao de acoplamentos através de n iteragoes do GR. A transicao de fases, por
meio do processo de renormalizacao, é determinada quando os momentos da distribuicao
permanecem praticamente inalterados apds sucessivas iteracoes do GR. Nosso objetivo
neste capitulo é justamente investigar a forma desta distribuicao de probabilidades asso-
ciada especificamente a transicao de fases VS—P, denominada distribuicao de ponto fixo
(P (K35))-

Até onde sabemos, a forma da distribuicao de ponto fixo para uma transicao de fases
VS-P ¢é desconhecida na literatura, para VSs definidos em redes hierarquicas. Dentre
diversas distribuicoes, a gaussiana ¢ geralmente utilizada devido a sua proximidade com
P*(K;;), conclusao obtida pela analise dos momentos e curtose [29,32,34,35,38]. Através
do GR investigamos a distribuicao de ponto fixo em redes hierdrquicas da familia MK com
dimensao fractal variando de D = 2.58 até D = 7 [figura 2.1(a)|, assim como da PWT
com D = 3.58 [figura 2.1(b)]; verificamos que a distribuicdo P*(K;;) estd nas classes de
distribuigoes conhecidas como ¢-gaussianas [41], ou exponencial esticada [42]; esta tdltima
fornece um bom ajuste para todas as redes hierdrquicas aqui investigadas [107].

Uma proposta anterior para a distribuicao de ponto fixo para as redes hierarquicas
da familia de MK foi efetuada na Ref. [108], onde a distribuicao P*(K;), obtida através
de uma anélise dos coeficientes de Pearson, foi determinada com a utilizagao de quatro
parametros de ajuste. No presente trabalho foi realizada uma analise dos histogramas
da distribuicao de probabilidades, a partir dos quais foram efetuados ajustes com as
distribuicoes mencionadas; no caso particular das redes hierdrquicas de MK com 2.58 <
D < 7, a nossa proposta fornece ajustes mais apropriados, com um nimero menor de

parametros de ajustes (mais precisamente, dois parametros) do que a da Ref. [108].
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4.2 Procedimento numérico

O hamiltoniano é definido na Eq. (2.8) da segao 2.3, onde consideramos apenas inte-
racoes entres primeiros vizinhos. Para distribuicao inicial de acoplamentos, usamos trés

distribuicoes simétricas diferentes bem conhecidas na literatura, a saber,

. 1 J3
Gaussiana : P(Ji;) = NoTaE exp (— 2J2>’ (4.1)
1
% se —J S Jij S J
Uniforme : P(J;;) = . (4.3)

0 (outros casos)

De uma forma geral, as relagoes de recorréncia para a renormalizagao das redes aqui
estudas [figura 2.1] podem ser escritas na forma da Eq. (2.11), seguindo o procedimento
de renormalizagao descrito na se¢ao 2.3. O processo do GR ¢ aplicado na regiao critica
da transigao de fases VS-P, onde cada distribuicdo [Eqgs. (4.1)-(4.3)] apresenta uma tem-
peratura critica propria, sobre determinada rede hierarquica. Porém, apds alguns passos
de renormalizacao, todas as distribuicoes iniciais convergem para a mesma distribuicao,
ou seja, para a distribui¢do de ponto fixo P*(K;;). A determinacao da regido critica é
realizada pelo acompanhamento da média, (K;;), e largura, (K2)"/2, da distribuigdo de

acoplamentos, onde os atratores de cada fase sao:

(Kij) = 0; <Ki2j>1/2 — 0; Fase P,

(Kij) — 0; <Ki2j>1/2 — 00Q; Fase VS.

Conforme descrito na secao 2.4, o procedimento do GR deve ser implementado reali-

zando médias sobre muitas amostras; entretanto, resultados semelhantes podem ser obti-
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dos quando utilizamos apenas uma amostra com um grande banco de acoplamentos. No
presente trabalho, as simulacoes sao realizadas com um banco contendo 10® acoplamentos.

Na transicao de fases VS-P, independente da distribuicao inicial adotada, apods al-
gumas iteracoes do GR, alcancamos a distribuicao de ponto fixo, que sob um ntimero
razoavel de iteragoes (tipicamente 10 iteragoes) nao apresenta alteragoes nos seus momen-
tos (dentro de nossa precisao numérica). Para observarmos a distribuigdo P*(Kj;;) por
varias iteragoes, torna-se necessario uma estimativa muito precisa da temperatura critica
associada a esta transi¢do (ver se¢ao 2.3). Aqui, para a maioria das redes estimamos a
temperatura critica com trés casas decimais de certeza (incerteza na quarta casa decimal).
Tal precisao permitiu a observacdo de distribuicoes que representam a P*(K;;) por um
nimero consideravel de iteragoes (precisamente 13 iteragoes para redes hierdrquicas da
familia MK e 7 para a rede hierdrquica PWT). Para uma dada iteragao n, a distribuigao
correspondente é obtida através do histograma normalizado, que obtemos de um banco
com N acoplamentos adimensionais {K;;}, do quais sdo calculados os momentos (que
devem permanecer praticamente inalterados no ponto fixo). Também acompanhamos a
cada iteracao a curtose,

(K35

kg = 3<K—i2j>2’ (4.4)

assim como uma razao de momentos de ordem superior,
(K35)
kg = ——5=- 4.5
As grandezas das Eqs. (4.4) e (4.5) valem exatamente 1 para a distribui¢do gaussiana,
e no caso onde Ky, kg > 1 (K4, kg < 1) a distribuigdo apresenta caudas mais longas
(curtas) que uma distribuigdo gaussiana; em todas as redes hierdrquicas aqui investigadas
a distribuicao de ponto fixo é caracterizada por k4, kg > 1. Para calcular analiticamente

os momentos de uma determinada distribuicao de probabilidades P(z), a fim de comparé-
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los com os obtidos nas simulacoes, utilizamos a definicao do momento de ordem p,

(aP) = /00 2P P(z)dz, (4.6)

—00

onde p é um ntmero natural e x uma variavel aleatéria. De forma geral, se duas distri-

buigoes apresentam os mesmos conjuntos de momentos, elas sao ditas idénticas.
4.2.1 Distribuicoes de probabilidades consideradas

Neste trabalho, pesquisamos diversas distribuicoes de probabilidades conhecidas na
literatura, buscando a melhor candidata para a distribuicao universal de ponto fixo em
cada caso. A seguir, apresentamos algumas distribuicdes que utilizamos para os ajustes

dos dados.

A primeira candidata é a distribui¢ao conhecida como ¢-gaussiana (q real) [41,109]

Ple) = Y- (1= Bt LT (4.7)

E

onde [u]; = u, para u > 0 e zero para todos os outros casos, B, estd associado com a

largura da distribuigao e A, é uma constante de normalizacdo dada por [41,109]

-1
_2vr p(_L _3=q_
(3—‘1)\/1—QF <1—Q) [F (2(1—11))} se g <1,

A, = VT se q=1, (4.8)
-1
VT 3— 1
ﬁr (2(q_q1)> |:F <qT1>] se 1< q < 3.

Para ¢ < 1 temos distribuicoes com suporte compacto, no caso ¢ = 1 recuperamos a
distribuicao gaussiana e para ¢ > 1 as distribuigoes apresentam caudas mais longas do
que uma gaussiana. Todas as distribuigoes aqui estudas apresentam k4, kg > 1, e conse-

quentemente, nosso interesse se restringe aos casos ¢ > 1. A seguir apresentamos alguns
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momentos pares (considerando o fator A, definido para 1 < ¢ < 3) desta distribuicao,

(£3)
(22) = 2a=1) L seleg< (4.9)
2B,(q — 1)I 2(?;——qu> 3
7—5q
(zt) = i <2(q71) ; sel<qg< Z, (4.10)
4B2(q —1)°T <—2§”q—_q1)) 5
9—T7q
(25) — o (2@’”) . sel<ge<l (4.11)
8B3(q — 1T (552%) 7

Qualquer distribuicio deve obedecer a lei de normalizagao (zV) = 1; entretanto, nao é
necessario que outros momentos existam. Observe que para a distribuicao g-gaussiana
os momentos nao sao definidos para todo ¢ no intervalo 1 < ¢ < 3 (apresentando diver-
géncias acima de determinados valores de ¢); para os casos aqui estudados foi possivel
a determinacao destes momentos [Eq. (4.9)—(4.11)], pois ¢ se manteve sempre dentro do
intervalo 1 < ¢ < 9/7.

A segunda candidata é conhecida como distribuicao exponencial esticada!, dada por

Plz) = mexp [— (@) ] (J>0,5>0), (4.12)

onde o parametro J estd associado com a largura da distribuicao. Note que esta distribui-
¢ao encontra-se centrada na origem e inclui os seguintes casos especiais: (i) a distribuigao

exponencial dupla? (§ = 1); (ii) a distribui¢ao gaussiana (§ = 2). A seguir apresentamos

I A nomenclatura “exponencial esticada’ é usada para 0 < § < 1, embora para qualquer 0 < § < 2
tenhamos uma distribuicao com caudas mais longas do que uma gaussiana.
2Também conhecida com distribuicao de Laplace [42].
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alguns momentos pares desta distribuicao,

o _ PT ()

(@) =1 ) (4.13)
o JT ()

&%) =1 ) (4.14)
o _ T ()

() T+ (4.15)

A terceira candidata é uma distribuicdo pouco conhecida; aqui a denominaremos dis-

tribuicao g-exponencial esticada (“stretched g-exponential”), dada por

Bl/6 1
A" - [1—(1—q)B,|=°)i*; (B, >0,d>0), (4.16)
Q7

P(z) =

onde consideramos 1 < ¢ < 3e 0 < § < 2. A distribuicao acima generaliza as distribuigoes
definidas nas Eqs. (4.7) e (4.12), pois nos limites 6 — 2 e ¢ — 1 (onde B; = J79),
recuperamos as respectivas distribuicoes. O fator de normalizacao depende de dois indices

q e 0 reais,

2= 1) (14 )T (- })

Ags = . ;o (I<g<149). (4.17)
r(z4)
Abaixo apresentamos alguns de seus momentos pares,
o [Bula— 17T (G - )0 () 345
(%) = sel <qg<—, (4.18)
3 (- H)r(+3) 3
[By(g = DI™°T (5 —3) T (5%)
() = — (=) (s D seleg<2T0 19
5T (-4 r(1+3) 5
[By(g — D0 (4 - 1) T (Z2)
(af) = — 15N e TR0 )
7r(q711—§>r(1+§) 7
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As outras distribuicao consideradas sao bem conhecidas na literatura, ou seja, a dis-
tribuigao gaussiana [110], a t-student [110] e a a—Lévy estavel [111]; entretanto, em pra-
ticamente todos os casos estudados as distribuigoes apresentadas nas Eqs. (4.7)-(4.15)
apresentaram os melhores ajustes aos dados. Para nos auxiliar na verificacao de que os
dados sao realmente de uma determinada distribuicao de probabilidades, utilizamos o
teste x? ( “chi-square goodness-of-fit test”) [110] em todos os casos; comparamos também
Ky € kg [Egs. (4.4) e (4.5)], obtidos através dos momentos das distribuigdes com os dados

fornecidos diretamente pelas simulacoes.

4.3 Resultados

Nossas simulacoes foram realizadas com um banco de 10° acoplamentos para uma tinica
amostra. Investigamos redes hierdrquicas da familia MK [figura 2.1(a)] com dimensoes
fractais variando entre D = 2.58 até D = 7, além da rede hierarquica PWT [figura 2.1(b)].
Na figura 2.3 exibida na se¢ao 2.3, apresentamos o comportamento da distribuicao de
probabilidades dos acoplamentos na fase VS, na fase P e na transicao de fases VS-P,
para o caso da rede hierarquica de MK com D = 3. Aqui, apresentaremos a evolugao
da distribuicao de probabilidades através do GR nas mesmas regioes, utilizando uma
representacao diferente, como descreveremos a seguir.

Para as distribuigoes iniciais das Eqs. (4.1)-(4.3), assim como as distribui¢oes menci-
onadas na segao 4.2.1, acompanhamos a evolucao de cada P(K;) por n iteragdes do GR
(tipicamente n = 16). Na figura 4.1 apresentamos os diagramas de fluxo correspondentes,
através das varidveis (tanh® K;;) versus 1/(K2)'/? [32,38], onde (..) representa uma média
sobre a distribuicao, para redes hierarquicas da familia MK, caracterizadas por D = 3 e
D = 6. Em ambos os casos observamos: (i) um ponto fixo instével, associado com a tran-
sicdo de fases VS-P, indicado por uma seta vermelha; (ii) dois atratores: (tanh® K;;) — 0
e (K2)™"/% — oo (atrator P) e (tanh® K;;) — 1 e (KZ)™"/% — 0 (atrator VS); (iii) dentre

as distribuicoes consideradas, observamos que a g-gaussiana e exponencial esticada repre-
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sentam boas aproximacoes para a distribuicao de ponto fixo, como mostraremos a seguir.
Observa-se também que a distribuicao gaussiana se aproxima da distribuicao de ponto
fixo com o aumento da dimensao fractal.

E importante destacar que na figura 4.1 todas as distribuicoes iniciais, quando con-
sideradas em suas respectivas temperaturas criticas T,, aproximam-se de uma tunica dis-
tribuicao de ponto fixo. Na tabela 4.1 apresentamos as temperaturas criticas para VSs
de Ising em redes hierarquicas de MK com diferentes dimensoes fractais D, assim como
para a rede hierarquica PW'T, para cada distribuicao inicial considerada. Podemos ob-
ter as coordenadas associadas com P*(K;;), obtendo assim estimativas da temperatura
critica efetiva associada com a mesma. Aqui, definimos esta temperatura efetiva como
(kgTP¥ /) J) = ((K};)*) /2, sendo estimada para P(K;;) = P*(Kj;). Para os casos exi-
bidos na figura 4.1 estimamos (kgT¥/J) = 0.856(1) (D = 3) e (kgTF¥/J) = 5.289(3)
(D =6).
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Figura 4.1: Diagramas de fluxo para diferentes distribui¢Ges de probabilidades P(kK;;), para
duas redes da familia MK com dimensdes fractais: (a) D = 3; (b) D = 6.
Em ambos os casos a seta vermelha indica o ponto associado a distribuicdo de
ponto fixo (PF); esta regido é ampliada na inser¢do em (a). Observa-se que
a distribuicdo inicial bimodal é a mais distante da distribuicio de ponto fixo,
enquanto a g-gaussiana e exponencial esticada ja iniciam as iteracdes do GR

muito préximas da mesma.
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Para a rede hierarquica PWT o diagrama de fluxo é apresentado na figura 4.2, cons-
truido somente para as distribuicoes iniciais gaussiana e exponencial esticada. Novamente
observamos as caracteristicas obtidas nas redes hierarquicas de MK, destacando que a
distribuicao exponencial esticada permaneceu por 10 iteragoes do GR em torno do ponto
fixo, enquanto que a distribuicao gaussiana somente alcangou o ponto fixo apds a terceira
renormalizacdo. Para a rede hierarquica PWT estimamos (kTP /J) = 0.948(2) e para
uma variacao da ordem de 1073 na temperatura, o fluxo é induzido para o atrator da fase

VS (se kgT'/J diminui), ou para o atrator P (se kgT'/J aumenta).

0.42 . . : .
- 6—o gaussiana T
0.41- =—a exp. esticada| _|
=040 -
R
- i ]
=
<
< 0.39+ T -
PF
0.38 \ -
1 I 1 I 1 I 1
0'38.86 0.90 0.94 0.98 1.02

Figura 4.2: Diagrama de fluxo para diferentes distribuicGes de probabilidades P(K;;), para a
rede hierdrquica PWT. A seta vermelha indica o ponto associado a distribuicdo de
ponto fixo (PF); a distribuicdo exponencial esticada mantém-se neste ponto da
primeira até a décima iteracdo do GR, enquanto a gaussiana alcanga este ponto
somente apds a terceira iteracdo.

Na figura 4.3 apresentamos a distribui¢ao de ponto fixo para o VS de Ising na rede hie-
rarquica de MK com D = 3, juntamente com os dois melhores ajustes encontrados. Atingi-
mos a distribuicao de ponto fixo iniciando o processo de renormalizacao com acoplamentos

obtidos de uma distribui¢ao gaussiana, na sua temperatura critica, (kg7./J) = 0.8797(5);
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D k’BTC/J kBTC/J kBTC/J l{BTCPF/J K4 Rg
(gaussiana) | (bimodal) | (uniforme)

MK | 258 | 0.291(5) | 0.479(5) | 0.201(5) | 0.284(2) | 1.08 | 1.23
MK | 3.00 | 0.8797(5) | 1.1362(5) | 0.5762(5) | 0.856(1) | 1.12 | 1.37
MK | 3.58 | 1.5718(5) | 1.8219(5) | 0.9825(5) | 1.539(1) | 1.15 | 1.47
MK | 4.00 | 2.0808(5) | 2.3067(5) | 1.2716(5) | 2.046(2) | 1.14 | 1.45
MK | 4.58 | 2.8623(5) | 3.0522(5) | 1.7147(5) | 2.838(2) | 1.12 | 1.38
MK | 5.00 | 3.4799(5) | 3.6522(5) | 2.0662(5) | 3.464(2) | 1.10 | 1.31
MK | 6.00 | 5.2008(5) | 5.4125(5) | 3.0955(5) | 5.289(3) | 1.06 | 1.17
MK | 7.00 | 7.7402(5) | 7.8273(5) | 4.4957(5) | 7.745(6) | 1.03 | 1.09
PWT | 3.58 | 0.9821(5) | L.1166(5) | 0.6122(5) | 0.948(2) | 1.21 | 1.66

Tabela 4.1: Temperaturas criticas (kp1./J) estimadas para diferentes distribui¢des iniciais
nas redes hierdrquicas da familia de MK e PWT. Cada distribuicdo, com sua
respectiva temperatura critica, converge apds algumas iteracdes do GR para um
ponto fixo, como mostrado nas figuras 4.1 e 4.2, onde estimamos a tempera-
tura critica universal da distribuicdo de ponto fixo k:BTCPF/J. Apresentamos
nas dltimas colunas as quantidades k4 [Eq. (4.4)] e k¢ [Eq. (4.5)] associadas a

distribuicdo de ponto fixo, calculadas numericamente a partir dos dados.

g B, [ ndf| T | 5 [ ndf
MK | 258 | 1.08(2) | 0.045(5) | 0.98 |0.21(2) | 1.85(4) | 0.99
MK |3.00 | 1.10(1) | 0.43(3) | 0.98 |0.66(2) | 1.76(5) | 0.96
MK |358|1.11(1) | 1.4(1) | 098 |1.19(2) | 1.74(5) | 0.73
MK |4.00 | 1.11(1) | 25(2) | 099 |1.59(2) | 1.75(5) | 0.97
MK | 458 | 1.09(2) | 4.8(3) | 0.62 |2.16(3) | 1.80(5) | 1.02
MK |5.00 | 1.08(2) | 6.8(2) | 0.66 |2.60(3)|1.83(5)| 0.96
MK |6.00 | 1.05(2) | 15.1(2) | 0.71 | 3.87(4) | 1.90(4) | 1.02
MK | 7.00 | 1.03(1) | 31.3(1) | 0.69 |5.58(4) | 1.95(3) | 0.80
PWT | 358 | - - — [0.78(2) [ 1.57(3) | 1.00

Tabela 4.2: Valores estimados dos parametros g e B, no ajuste com a distribuicdo g-gaussiana
[Eq. (4.7)], assim como, J~! e & no ajuste da exponencial esticada [Eq. (4.12)],
para diferentes redes hierdrquicas de MK. Para a rede hierdrquica PWT apresen-
tamos os parametros de ajuste apenas para a distribuicdo exponencial esticada.
Para cada ajuste calculamos x2/ndf (ndf representa o nimero de graus de liber-

dade, tipico do teste x?).

29
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a partir da quarta iteragdo do GR (n = 4), as distribui¢oes renormalizadas permanecem
inalteradas (dentro de nossa precisdo numérica) até a décima sexta iteracao (n = 16),
conforme representadas na figura 4.3. Nota-se que as 13 distribuigoes praticamente co-
lapsam em uma tnica curva, a qual representa a distribui¢ao de ponto fixo P*(K;;) asso-
ciada a transicao de fases VS—P da respectiva rede hierarquica. Na representacao linear
da figura 4.3(a), ambas as distribui¢oes g-gaussiana e exponencial esticada apresentam
ajustes igualmente bons aos dados. Na representacao In, P(kK;;) versus KE]- (insercao),
[In,u = (u'"9—1)/(1—q)] [41], a g-gaussiana [¢ = 1.10(1)] torna-se uma reta, produzindo
um excelente ajuste tanto na regiao central quanto na cauda da distribuigao, ligeiramente
melhor do que o ajuste produzido pela exponencial esticada [0 = 1.76(5)]. Na figura 4.3(b)
os mesmos dados sao exibidos na representacao log-linear, onde mais uma vez, ambas as
distribuigoes apresentam excelentes ajustes. Devido a grande dispersao dos dados nas
caudas, apresentamos os mesmos dados na inser¢ao da figura 4.3(b), onde aumentamos o
tamanho das caixas (“bins”) utilizadas nos histogramas na regiao das caudas; mais preci-
samente, as caixas foram aumentadas por um fator 2 para 2 < |K;;| < 4 e por um fator
4 para |K;;| > 4. Observamos assim uma diminui¢do da dispersdo nas caudas e uma

confirmacao de que as duas distribuicoes fornecem bons ajustes aos dados.
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Figura 4.3: Distribuicdo de ponto fixo na rede hierdrquica de MK com D = 3. A distribui-
¢do inicial considerada é a gaussiana, cuja temperatura critica vale (kgT./J) =
0.8797(5). Para um grande intervalo de iteragdes do GR, de n = 4 até n = 16,
obtivemos a distribui¢cdo de ponto fixo. (a) Na representacdo linear, os ajustes
com a g-gaussiana e exponencial esticada n3o apresentam diferencas perceptiveis.
Os mesmos dados s3o apresentados como In, P(K;) versus KZQJ onde o ajuste
com a g-gaussiana (linha verde) é uma linha reta, sendo comparado com a expo-
nencial esticada (linha vermelha pontilhada). (b) Os mesmos dados e ajustes de
(a) sdo exibidos na representagdo log-linear; na inser¢do aumentamos o tamanho
das caixas na regido das caudas (ver o texto), reduzindo assim a dispersdo dos
dados nesta regido.
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Como observado na figura 4.3, mesmo utilizando diferentes representacoes ou alte-
racoes nos tamanhos das caixas do histograma, nao é possivel afirmar claramente qual
das distribuigoes representa o melhor ajuste. Além destes graficos, analisamos também as
quantidades 4 e kg [Egs. (4.4) e (4.5)], assim como o teste x?, na tentativa de discernir en-
tre estas duas distribuigoes. Para o ajuste com a distribui¢ao g-gaussiana [Eq. (4.7)], os pa-
rametros usados foram ¢ = 1.10(1) e B, = 0.43(3), para os quais obtivemos x?/ndf = 0.98
(ndf representa o nimero de graus de liberdade, tipico do teste x?). Para o ajuste com a
distribui¢ao exponencial esticada [Eq. (4.12)], os parametros utilizados foram § = 1.76(5)
e J71 = 0.66(2), com os quais obtivemos x?/ndf ~ 0.96. Na analise das quantidades r4
e kg [Egs. (4.4) e (4.5)], os valores tedricos (calculados para cada distribuigao) nao pos-
sibilitaram a distincao do melhor ajuste; x4 apresenta uma concordancia até a segunda
casa decimal quando comparamos os valores da distribuicao P*(K;;) com os obtidos nas
duas distribuicoes utilizadas no ajuste, enquanto que kg em ambos os casos apresenta uma
boa concordancia até a primeira casa decimal. Notamos que todas as andlises efetuadas
sugerem que ambas distribuigoes sao igualmente aceitéaveis como distribui¢oes de ponto
fixo.

Na figura 4.4 exibimos os dados da distribuicao de ponto fixo para a rede hierarquica
PWT. Na figura 4.4(a) exibimos a distribuigao de ponto fixo em uma representagao linear,
ao longo de sete iteragoes do GR (4 < n < 10); a distribuigao inicial para os acoplamentos
¢ uma gaussiana e a linha vermelha representa o ajuste com a distribui¢ao exponencial
esticada. Na figura 4.4(b) mostramos os mesmos dados em uma representagao log-linear,
onde observamos uma grande dispersao nas caudas; na inser¢ao aumentamos o tamanho
das caixas por um fator 2 para 2 < |K;;| <4 e por um fator 4 para |K;;| > 4, resultando
na reducao da dispersao nesta regiao. Para esta rede o melhor ajuste foi obtido com a
distribui¢ao exponencial esticada [Eq. (4.12)] com ¢ = 1.57(3); aplicando o teste x?, en-
contramos x?/ndf = 1.00. A andlise de x4 e kg mostrou uma concordancia até a segunda

casa decimal, e portanto, dentre todas as distribuicoes investigadas, podemos afirmar que
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Figura 4.4: Dados da distribuicdo de ponto fixo sobre a rede hierdrquica PWT. Para todos
os dados apresentados, a distribuicdo inicial considerada é uma gaussiana, cuja
temperatura critica vale (kgT./J) = 0.9821(5). Para um dado intervalo de
iteracbes do GR, de n = 4 até n = 10, obtivemos a distribuicdo de ponto
fixo. (a) Na representacdo linear exibimos os dados e o ajuste com a distribui¢do
exponencial esticada. (b) Os mesmos dados com seu ajuste sdo exibidos na
representacdo log-linear; na inser¢do, aumentamos o tamanho das caixas na regido
das caudas (ver o texto), reduzindo assim a dispers3o.
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a distribuicdo P*(K;;) ¢ bem ajustada pela distribuicdo exponencial esticada. Especifi-
camente na rede hierdrquica PWT, consideramos a distribuicao g-exponencial esticada
[Eq. (4.16)] como uma boa possibilidade de ajuste, porém, ao aumentarmos o tamanho
das caixas do histograma na regiao das caudas, verificamos que a mesma converge para a
distribuicao exponencial esticada, com g — 1.

Para todas as redes hierarquicas da familia MK investigadas, encontramos distribui-
¢oes g-gaussianas e exponenciais esticadas fornecendo bons ajustes para as distribuigoes
de ponto fixo; conforme mencionado acima, esta conclusao foi obtida pela analise dos
gréficos, do teste x? (onde na maioria dos casos x?/ndf = 1) e andlise das quantidades
K4 € Kg. Em cada caso, as distribui¢oes iniciais (gaussiana, bimodal e uniforme) foram
consideradas em suas correspondentes temperaturas criticas 7,, e apos algumas iteragoes
do GR (tipicamente 4), todas convergem para a distribuigao de ponto fixo. Na tabela 4.2
apresentamos os parametros da distribuicao ¢-gaussiana, q e By, para redes hierarquicas
da familia de MK com 2.58 < D < 7, assim como aqueles da distribuicao exponencial
esticada &, J~1, além do x? de cada ajuste; esta tiltima distribuicio também ¢é utilizada
no ajuste na rede hierarquica PWT. Os parametros das distribuicoes e suas barras de erro
sdo obtidos realizando ajustes® da distribuicdo de ponto fixo em cada iteraciao n do GR
(4 <n <16 para redes MK e 4 < n < 10 para a rede PWT).

Para redes hierdrquicas da familia MK, observamos que o parametro ¢ [tabela 4.2] asso-
ciado a distribuicao g-gaussiana, apresenta uma reducao gradual para grandes dimensoes
(D > 4), sugerindo que quando o nimero de caminhos paralelos (p) da rede tende para in-
finito, obteremos o limite ¢ — 1, indicando que a distribuicao de ponto fixo converge para
uma gaussiana, como previsto na Ref. [30]. Comportamento semelhante é observado para
o parametro 0 associado a exponencial esticada, o qual para D > 3 aumenta lentamente

para o limite § = 2, ou seja, aproximando-se da distribuicao de ponto fixo gaussiana. A

30s ajustes foram realizados com o programa gnuplot, que utiliza o algoritmo de Marquardt-Levenberg
[112] para ajustar os pardmetros.
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maior dimensao aqui estudada foi D = 7, cuja célula basica é constituida por 64 caminhos
paralelos; neste caso, a distribuicao de ponto fixo encontra-se proxima de uma gaussiana,
o que pode ser verificado, por exemplo, através do teste 2, o qual para um ajuste com a
distribuicao gaussiana fornece x?/ndf ~ 1.

Um ponto interessante é observado na tabela 4.1, onde para a rede hierarquica PW'T a
temperatura critica, considerando qualquer distribuicao inicial, apresenta resultados que
sempre estao mais proximos aos encontrados na rede hierarquica de MK com D = 3,
do que aqueles encontrados na rede hierarquica de MK com D = 3.58. Estes resultados
sugerem a considerarmos a rede PWT como uma aproximagao para a rede ctibica [46]. De
fato, estimativas recentes da temperatura critica para a rede ctbica, kgT./J = 0.951(9)
[106] (distribui¢ao gaussiana) e kgT./J = 1.1019(29) [113] (distribuigao bimodal), estao
muito préximas dos resultados da rede hierdrquica PWT, na qual kg7./J = 0.9821(5)
(distribuigao gaussiana) e kgT./J = 0.1166(5) (distribui¢ao bimodal).

Destacamos que a distribuicao g-gaussiana apresenta um bom ajuste somente para
redes hierarquicas da familia de MK, enquanto que a distribuicao exponencial esticada
fornece um bom ajuste tanto para redes hierarquicas de MK, quanto para a PWT. De
modo geral, para redes hierdrquicas de MK a distribuicao ¢-gaussiana e exponencial es-
ticada representam um bom ajuste aos dados e ambas possuem como um caso especial a
distribuicao gaussiana, que é a distribuicao de ponto fixo no limite p — oc.

Exibimos na figura 4.5 as distribuicoes g-gaussianas, assim como a exponencial esti-
cada, que podem ser consideradas boas aproximacoes de distribuicoes de ponto fixo para
as redes hierarquicas da familia MK e PWT, respectivamente. Verificamos na figura 4.5(a)
que a largura das distribuigoes esta diminuindo com o aumento da dimensao fractal D,
associado a um aumento nas temperaturas criticas correspondentes (ver tabela 4.1). Ob-
servamos que a distribuicao de ponto fixo da rede hierarquica PW'T esta mais préxima da
distribuicao associada a rede hierarquica de MK com D = 3, do que da rede de MK com

mesma dimensao fractal, isto é, D = 3.58. A representagao utilizada na figura 4.5(b) ¢
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Figura 4.5: Distribuicdes de ponto fixo para redes hierdrquicas da familia MK com dimensao
fractal 2.58 < D < 7, representadas pelos ajustes das distribuicoes g-gaussianas
Eq. (4.7), além da distribuicdo exponencial esticada Eq. (4.12) para a rede hierdr-
quica PWT (linha preta pontilhada). (a) Na representacdo log-linear, observamos
as larguras das distribui¢des diminuindo com o aumento da dimens3o fractal. (b)
Nas varidveis usadas, as distribuicGes ¢g-gaussianas com mesmo indice ¢ nao de-
pendem da largura, colapsando em um dnica curva: consequentemente, a linha
vermelha representa as distribuicdes associadas as redes hierarquicas da familia
MK com 2.58 < D < 5, para as quais g = 1.10, considerando as barras de erro.
A linha pontilhada azul representa uma distribuicdo gaussiana.
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muito conveniente para a distribuicao ¢-gaussiana, pois nela estas distribuigoes tornam-se
independentes da largura, dependendo apenas do parametro ¢q. Consequentemente, re-
des hierarquicas da familia de MK com 2.58 < D < 5, colapsam em uma tUnica curva
(linha vermelha) com ¢ ~ 1.10 considerando as barras de erro (tabela 4.2). Ainda na
figura 4.5(b) observa-se que as distribuigoes com maiores dimensoes fractais revelam clara
tendéncia de convergéncia para o limite gaussiano (linha azul pontilhada), onde D = 6 é
representado pela curva com ¢ = 1.05 e D = 7 pela curva com ¢ = 1.03. A distribuicao de
ponto fixo da rede hierarquica PW'T é a que apresenta a cauda mais afastada da distribui-
¢ao gaussiana, resultado ja esperado, pois como visto na tabela 4.1, a mesma apresenta

os maiores valores para as quantidades x4 e Kg.
O expoente v

A partir da distribuicdo de ponto fixo P*(K;;) podemos calcular numericamente o
expoente v associado com a divergeéncia do comprimento de correlagao na transicao de
fases [29,114,115]. Para tal, em cada caso consideramos duas temperaturas Ty e Ty,
ligeiramente abaixo de TF'F (ver tabela 4.1), tal que Ty, < Ty < TFF. Uma vez que
as estimativas de TFF na tabela 4.1 foram feitas até a terceira casa decimal, definimos
(kgTy/J) = (kgTF"/J) — 1073, enquanto que Ty = T} — 6T, com §T representando uma
pequena variacao na temperatura. Entao, seguindo o procedimento do GR descrito na
secao 2.3, iniciamos com essas duas temperaturas, de modo que para um dado passo n
do GR temos as respectivas larguras, (K 2>1n (quando o processo do RG inicia com a
temperatura T1) e (K}, >2/n (quando o processo do RG inicia com a temperatura 73); como

T, < T, temos que <K2> 12 <K2> /2 para cada passo n. O expoente v, para cada

1,n»

passo n é definido como
In2

(A 1/A,)

VUp =

(4.21)

onde,

1/2 2
A, = (K202 — (K2))2. (4.22)
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MK PWT

2.58 3.00 3.58 4.00 4.58 5.00 6.00 7.00 3.58

v [ 13.1(9) [ 2.97(5) | 1.77(9) | 1.49(9) | 1.29(4) | 1.20(6) | 1.08(5) | 1.04(3) | 3.02(7)

Tabela 4.3: Estimativas para o expoente v, considerando a distribuicdo ¢-gaussiana
da Eq. (4.7) como distribui¢do inicial no caso de redes hierdrquicas de MK.
Para a rede hierarquica PWT, utilizamos a distribuicao exponencial esticada
da Eq. (4.12) como distribuic3o inicial.

Se consideramos 07" suficientemente pequeno, as estimativas de v, flutuam em torno de um
dado valor para um certo intervalo de iteragoes do GR. Na presente andlise consideramos a
distribuicao g-gaussiana [Eq. (4.7)] como distribuicao inicial no caso das redes hierarquicas
da familia MK, enquanto que para a rede hierarquica PWT, utilizamos a distribuicao
exponencial esticada [Eq. (4.12)] como distribuigao inicial. Considerando kg(d7)/J =
1079, v, permanece estavel (isto é, apresentando pequenas flutuagoes em torno de uma
dado valor médio), para um certo intervalo de iteragoes do RG (tipicamente 10 iteragoes
do RG); o resultado final para o expoente v corresponde a uma média sobre estas iteragoes.

As estimativas na tabela 4.3, considerando redes hierarquicas de MK com D =3, 4, 5
e 6, essencialmente coincidem com os obtidos previamente na Ref. [115]. Para a rede
hierarquica PWT, encontramos v = 3.02(7), que quando comparado com os resultados
encontrados nas redes de MK, se aproxima bastante da estimativa da rede hierarquica
com D = 3. Nosso resultado sobre a PWT também concorda, dentro das barras de
erro, com a estimativa recente sobre a mesma rede, v = 3.25(66) [71]; porém, ambos
apresentam discordancias com relacao aos resultados encontrados através de simulagoes
de Monte Carlo sobre uma rede ctibica, na qual, considerando diferentes distribuigoes
de probabilidades para os acoplamentos, encontram um valor universal, v ~ 2.5 [106,
113,116,117]. E importante destacar que os valores da tabela 4.3 representam expoentes
universais para cada rede hierarquica considerada, uma vez que foram obtidos a partir da
distribuicao de ponto fixo; neste sentido, nossa estimativa para a rede hierarquica PW'T

apresenta uma discrepancia relativa de 15% com respeito ao resultado mais recente obtido
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através de extensas simulagoes numéricas na rede cibica, onde v = 2.562(42) [113]. A
discrepancia aumenta muito quando comparamos o resultado da rede hierarquica de MK
com D =4, v = 1.49(9), com simulagoes de Monte Carlo em redes hipercibicas com
D = 4, onde v = 1.025(15) [118]. E possivel que estas discrepancias estejam associadas
com o procedimento de linearizagao usado para obter a Eq. (4.21), como argumentado
na Ref. [119]. No caso especifico da rede hierdrquica PWT, no préximo capitulo iremos
novamente estimar o expoente v, através de uma abordagem que utiliza a distribuicao de

ponto fixo, encontrando um resultado que se aproxima muito dos obtidos na rede ctbica.
Outras propostas de ajustes para a distribuicao de ponto fixo

Na figura 4.6 apresentamos dados da distribui¢ao de ponto fixo na representacao log-
linear para a redes hierdarquicas de MK com D = 3 [figura 4.6(a)] e PWT [figura 4.6(b)].
Em cada caso, além dos ajustes com as distribuigoes usadas nas figura 4.3(b) e figura 4.4(b),
respectivamente, também apresentamos outras distribuicoes utilizadas como tentativas
para os ajustes, tais como a gaussiana [Eq. (4.1)], a-Lévy estavel [111], t-student [110] e
a g-exponencial esticada [Eq. (4.16)]. Para a distribuigao ¢-student o nimero de graus de
liberdade (por defini¢cdo um inteiro positivo) considerado para o melhor ajuste foi 19 [figu-
ras 4.6(a)—(b)], para a a-Lévy estavel usamos o = 1.98(1) na figura 4.6(a) e a = 1.95(2)
na figura 4.6(b). Observa-se que essas tentativas de ajustes acabam falhando em alguma
regiao, na cauda ou na regiao central, como mostrado nas insercoes. Aparentemente a dis-
tribuicao g-exponencial esticada apresenta um bom ajuste para a rede hierarquica PWT,
com os parametros ¢ = 1.10 e 6 = 1.76; porém, verificamos que esta distribuicao nao é
robusta, sendo sensivel a escolha dos tamanhos das caixas utilizadas para o histograma,
por exemplo, quando aumentamos o tamanho das caixas por um fator 4 na regiao das
caudas a g-exponencial esticada converge para a distribuicao exponencial esticada, ou
seja, ¢ — 1. Portanto, na presente abordagem, as distribui¢oes g-gaussiana e exponencial

esticada apresentam um bom ajuste para redes da familia de MK, nao sendo possivel
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determinar neste caso qual delas é a mais apropriada. Para a rede hierarquica PWT,
o melhor ajuste foi encontrado com a distribuicao exponencial esticada, que pode ser
utilizada como uma excelente aproximagao da distribui¢ao de ponto fixo.

Concluindo, ao longo deste capitulo investigamos a forma funcional da distribuicao
de ponto fixo para VSs de Ising em diversas redes hierarquicas; o conhecimento destas
distribuicoes é uma questao relevante para a compreensao de modelos de VSs em redes
hierarquicas. Através destas, podemos calcular importantes quantidades criticas, como
expoentes criticos universais, totalmente independentes da distribuicao inicial de aco-
plamentos. Simulacoes numéricas recentes de VSs em redes de Bravais tém confirmado
a universalidade dos expoentes criticos, em concordancia com nossos resultados. Aqui
apresentamos uma forma funcional para distribuicoes de ponto fixo de diferentes redes
hierarquicas, apresentando boa concordancia com os dados numéricos. Esperamos que
estes resultados possibilitem uma melhor compreensao dos VSs de Ising com interacoes

de curto alcance também em redes de Bravais.
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Figura 4.6: Diversas tentativas de ajuste para distribuicbes de ponto fixo na representacdo
log-linear. (a) VS de Ising na rede hierdrquica de MK com D = 3; além das
distribuicdes usadas na figura 4.3 (exponencial esticada e g-gaussiana), conside-
ramos como possibilidades de ajuste as distribuicSes gaussiana, a-Lévy estdvel e
t-student. (b) VS de Ising na rede hierdrquica PWT; além da distribui¢do usada
na figura 4.4 (exponencial esticada), consideramos como possibilidades de ajuste
as distribuicGes gaussiana, a-Lévy estdvel, t-student e g-exponencial esticada. A
regido central é ampliada (escala linear-linear) nas respectivas inser¢es.



Capitulo 5

Magnetizacoes locais

5.1 Introducao

Grande parte dos trabalhos dedicados ao estudo da fase VS em redes hierarquicas
utilizaram como principal ferramenta o GR. Através do processo de renormalizacao, a
distribuicao de acoplamentos, para grandes escalas de comprimento, mantém uma forma
fixa universal no ponto critico. O acompanhamento da evolucao do momentos da dis-
tribuicao através do GR pode fornecer informacoes importantes sobre o sistema, como a
determinacao de uma transigao de fases ou a determinagao do expoente de rigidez da fase
VS. Diferente do procedimento do GR empregado nos capitulos anteriores, aqui implemen-
taremos o procedimento de renormalizagao de forma exata e através do mesmo obteremos
as magnetizacoes locais para um vidro de spins com interagoes de curto alcance na rede
hierarquica PWT.

O método que possibilita o cadlculo das magnetizacoes locais foi introduzido pela pri-
meira vez no trabalho de Morgado, Coutinho e Curado [43], onde propriedades mul-
tifractais das magnetizagoes locais no modelo ferromagnético de Ising sobre uma rede
hierarquica da familia MK, assim como algumas propriedades termodinamicas, foram es-
tudadas. Posteriormente o método MCC foi estendido para diversos modelos magnéticos,

como o vidro de spins de Ising [34,35], o modelo ferromagnético de Potts [120] e o modelo

72
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de Ising com campo aleatério [121]. Todos estes trabalhos foram realizados sobre redes
hierarquicas da familia MK, com foco principal na rede com dimensao fractal D = 3.

A distribuicao de ponto fixo, estudada no capitulo 4, é vital para a implementacao do
método MCC. Com uma abordagem exata, a ultima hierarquia do sistema sempre tera
a maior parte dos acoplamentos {.J;;} oriundos de alguma distribuicao inicial de proba-
bilidades P(J;;); como ja apresentando, no ponto critico todas as distribuigoes iniciais
convergem para uma distribui¢do universal, a distribui¢do de ponto fixo P*(K;;). Nas
redes hierarquicas da familia de MK onde a implementacao deste método foi realizada
com diferentes distribuigoes iniciais para os acoplamentos, obteve-se diferentes estimati-
vas para os expoentes criticos (principalmente para o expoente [ associado ao parametro
de ordem), sugerindo uma possivel quebra de universalidade [35]. Posteriormente, utili-
zando a distribuicao de ponto fixo!, verificou-se que os expoentes criticos sao os mesmos
para estas redes, ou seja, existe universalidade em redes hierdarquicas de MK [38].

Aqui nossa atencao esta voltada para a rede hierdrquica PWT [figura 5.1(b)]. Vamos
estender o método MCC para o vidro de spins de Ising nesta rede; para tal, primeiro
devemos obter as equacoes de recorréncia do GR, assim como as equagoes recursivas que
relacionam as magnetizagoes dos sitios internos com as dos sitios externos da célula ba-
sica. O processo sobre a rede hierarquica PWT é dividido em duas etapas bem distintas
descritas a seguir. Na primeira etapa geramos um sistema na hierarquia de ordem n, e di-
zimamos a rede até que reste apenas um acoplamento efetivo entre os dois sitios externos,
ou seja, a hierarquia de ordem zero. Nesta etapa todas as ligacoes e campos dizimados no
processo de renormalizacao devem ser armazenados para sua utilizagao na reconstrucao
da rede; isto gera um alto custo computacional, o que nos impossibilitou de realizar simu-

lacoes acima da sétima hierarquia. Na segunda etapa, partindo do acoplamento efetivo

1Como a forma da distribuigdo de ponto fixo P*(K;;) nio era conhecida, a mesma foi obtida pelo
seguinte procedimento: considera-se uma dada distribuicao de probabilidades inicial e determina-se a sua
temperatura critica T,; em seguida, o procedimento do GR é aplicado até no minimo a quarta iteracao do
GR (n = 4), garantindo assim que a distribuigdo escolhida tenha convergido para P*(K;;); por ultimo,
utiliza-se esses acoplamentos na implementagao do método MCC.
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Figura 5.1: llustracdo das etapas para implementacdo da método MCC na rede hierarquica
PWT. A primeira etapa [de (a) até (c)] consiste no processo de renormaliza¢go,
onde todos os sitios internos sao dizimados até obtermos apenas a ligacao efe-
tiva entre os sitios 1 e v, ou seja, a hierarquia de ordem zero [exibida em (c)].

A segunda etapa [de (d) para (e)] consiste na reconstrucdo da rede e através
do método MCC determinamos as magnetizacdes locais dos sitios internos. As
células mostradas em (b) e (d) representam a unidade bdsica geradora da rede
hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional.
entre os dois sitios externos, iniciamos o processo de agregacao, reconstruindo toda a rede
e paralelamente com as relagoes de recorréncia, determinando as magnetizagoes locais dos
sitios internos em funcdo daquelas dos sitios externos (sitios p e v) até retornarmos a hie-
rarquia de ordem n. Para exemplificar, ilustramos na figura 5.1 um esquema simplificado
com as duas etapas para a rede hierdrquica PWT até a segunda hierarquia (n = 2).

A seguir determinaremos as relacoes de recorréncia utilizadas na renormalizacao e no
calculo das magnetizagoes locais para duas situacoes diferentes, ou seja, com um campo
magnético aplicado em cada sitio da rede e para campo magnético nulo. Devido ao alto
custo computacional gerado por este procedimento exato, nas simulacoes desta tese consi-
deramos campo nulo. O tempo computacional cresce exponencialmente com a hierarquia,
e nossas simulagoes sao repetidas para 400 amostras em cada temperatura; em um com-
putador com processador Intel Xeon X5670 (com 2,93 Ghz e 12 nticleos), esta simulagao

leva aproximadamente uma semana para uma hierarquia de ordem 7, de tal forma que

simulagoes na hierarquia de ordem 8 tornam-se inviaveis.
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5.2 Equacgoes de recorréncia do grupo de renormalizacao

Estudaremos um sistema de vidro de spins de Ising cujo hamiltoniano é dado por,
H=—> Ji;SiS— > &S (Si = 1), (5.1)
(i) i

onde J;; representa o acoplamento entre dois spins S5; e S; nos sitios ¢ e j, primeiros
vizinhos em uma determinada hierarquia, enquanto que &; representa o campo magnético
que atua no sitio 7. O hamiltoniano da Eq. (5.1) é definido na rede hierdrquica PWT cuja
célula unitdria é mostrada na figura 5.1(b), onde p e v representam os sitios externos, ao
passo que 1, 2, 3 e 4 sao os sitios internos de uma célula béasica. Os acoplamentos sao
obtidos da distribui¢ao exponencial esticada Eq. (4.12), que representa a distribui¢ao de
ponto fixo.

O procedimento de renormalizacao funciona de forma inversa ao da geracao da rede,
ou seja, iniciamos em uma hierarquia de ordem n e realizamos a dizimacao dos sitios
internos da rede até a hierarquia de ordem zero. Definindo os acoplamentos e campos
adimensionais como K;; = J;; e H; = 5§ [ = 1/kgT], respectivamente, as equagoes do

GR podem ser escritas como

1 Z__7
K, = ~log | =— 5.2
1 ZoiZ
Hj, = H, + 7 log <—Z: Zl) , (5.3)
1 Z 7
H, = H, + }1og (f—a) | (5.4)

onde Zg, g, representa a fungao de particao de uma dada célula bésica com os sitios
externos mantidos fixos (S,, S, = £1) [Eq. (2.12)] (ver Apéndice A).

As Egs. (5.3) e (5.4) mostram que apés a transformagao do GR o campo magnético
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nos sitios que nao foram dizimados é dado por aquele que ja existia no mesmo, mais
uma contribuicao dos sitios dizimados, sendo entao extremamente importante que estes

campos sejam armazenados a cada passo do GR.

5.3 Equacoes de recorréncia para magnetizacoes locais

Concluida a primeira etapa, ou seja, apds renormalizar o sistema n vezes, iniciamos
a segunda etapa que consiste na implementacao do método MCC; para tal é necessario
obter as relacoes recursivas especificas da rede hierarquica PWT. A seguir, apresentamos
como obter tais relagbes para o hamiltoniano da Eq. (5.1) em dois casos distintos: (i) com

campos magnéticos diferentes de zero (§; # 0); (ii) com campos magnéticos nulos (§; = 0).
5.3.1 Campos magnéticos locais diferentes de zero

O método para determinacao das relagoes de recorréncia para as magnetizacoes locais
baseia-se na suposi¢ao que o hamiltoniano do modelo para uma rede hierarquica com n
geracoes é equivalente ao hamiltoniano efetivo de uma tnica célula basica, com a adigao
de campos efetivos agindo sobre os sitios externos, assim como de uma ligacao efetiva
atuando entre os sitios externos, situacao esquematizada na Fig. 5.2. Esta ligacao efetiva
e campos efetivos representam a influéncia do restante da rede sobre a célula basica
escolhida [34,43].

Considerando um sistema com campos magnéticos diferentes de zero, o hamiltoniano

para célula basica da figura 5.2 é dado por

H = _]-—‘;UJS;,LSV - hMSM - hI/SV - JlQSISQ - JQSSQSS - J34S3S4 - J4IS431 -
4
(JujSuS; + JjS; S, + €;55), (5.5)

1

J

onde I',,, representa a interacao efetiva entre os sitios p1 e v, enquanto que h, e h, sao
campos efetivos aplicados sobre os sitios externos. Note que os campos que atuam nos

sitios externos, §, e §,, foram absorvidos em h, e h, para uma simplificacao da notagao,
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v

Th,

Figura 5.2: Esquema representativo de uma célula basica com uma ligagdo efetiva I, entre
os sitios externos j e v, com campos efetivos h, e h,.

procedimento que nao altera o resultado final. A funcao de particao do sistema é escrita

Como,
Z = Tr T'({S;},5.,5.) exp( ﬂ%) (56)
= Y > expBTwSuSy + hyuSu + hS,)] Z >y Z exp {B[J1251 55
Su=+18,=+1 =41 8=+1853=+18=
4
+J235285 + J34935s + JurSaS1 + > (JujSuS; + JwSiSy + €971} (5.7)
j=1

Efetuando o traco acima obtemos,

7 = A eﬁ(rw_hu_hﬂ +B eﬁ(rw'f‘hu""hz/) +C eﬁ(hu_r;w_hl/) +D eﬁ(hv_r;w_hu)’ (58)

onde,
16 32 48 64
A:z:eRi7 B:ZeR", C:ZeRi, D:ZeRi, (5.9)
i=1 =17 =33 =49
onde cada R; (i = 1,2,...,64) é funcdo dos 12 acoplamentos J;; da célula basica e dos

4 campos magnéticos & que atuam sobre os sitios internos. Apresentamos a seguir um
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destes termos,

Ry =Koz + Kgy — Kig— Kyy —Hy — Ko — Ky, + Hy — K3 — K3, + H3

— Ky — Ky + Hi+ Ky, + K1, (5.10)

sendo os demais termos semelhantes a este, porém com combinacoes de sinais diferentes
precedendo os acoplamentos e campos, conforme apresentados no Apéndice B. E impor-
tante destacar que os termos A, B, C e D (que dependem apenas dos acoplamentos e
campos que atuam nos sitios internos da célula basica) sdo multiplicados por exponenciais
que dependem do acoplamento efetivo I',,,, e dos campos efetivos que atuam nos sitios ex-
ternos, ou seja, em cada produto da Eq. (5.8) existe um termo que depende das varidveis
internas e outro dependente das varidveis externas. Para simplificar a notagao, vamos

definir os termos externos como

Wby =P T =hu=hv), (5.11)
Wy =P T thutho), (5.12)
1hy =P =T (5.13)
thy =P =T =hu), (5.14)

e assim a Eq. (5.8) é reescrita como

Z = Ay + Bty + Ctpz + Dy

Agora, podemos realizar a média térmica® e calcular os momentos magnéticos médios

dos sitios externos e internos, assim como a correlacao entre eles. Para o sitios externos

2Ao longo desta tese adotamos a representacio (. ..)7 para a média térmica; neste capitulo utilizaremos
apenas (...) para representar esta média.
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obtemos,
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2 (5.15)

Y1 (5.16)

. (57)

onde Lj, M;, N; e O; (j =1,...,8) dependem dos 12 acoplamentos J;; da célula e dos 4



CAPITULO 5. MAGNETIZACOES LOCAIS 80

campos magnéticos &; que atuam sobre os sitios internos da célula basica. Apresentamos

a seguir um destes termos,

Ll — _ eRl + €R2 o €R3 + 6R4 . 6R5 . 6R6 + 6R7 + 6R8 . 6R9 4 6Rl(]

_ R oR1Z_ R13 _ RI4 | R15 | SRIG (5.18)

sendo os outros termos semelhantes a este, porém com diferentes combinacoes de sinais,
encontrando-se definidos no Apéndice B. Observando os sistemas de Egs. (5.15)—(5.17),
verifica-se quatro grupos de varidveis externas bem definidas. Observe na figura 5.1(d)
que os sitios externos (v e v) sdo oriundos da hierarquia anterior (n = 0), enquanto os
sitios internos pertencem & hierdrquica atual (n = 1). Podemos entao resolver o sistema

da Eq. (5.15) para as varidveis externas

wl 1 - <SV> B <SM> + <S,USV>

= = = , (5.19)
% _ 1+<SV>+Z<1%>+<SMSV>7 (5.20)
% _ 1—<Sy)+l(l%>—<sﬂsy>’ (5.21)
% = 1+<S”>_iSD”>_<S“S”>. (5.22)

As Eqgs. (5.16)—(5.17) podem ser reescritas em funcdo das variaveis das Eqgs. (5.19)—(5.22),

assumindo a forma simplificada a seguir

(Sj) = Ti(Su) + P;(S) + E;(SuSu) + Ay (j=1,2,3¢e4), (5.23)
(SuS;) = Nj(Su) +E5(5) + ;(S.5) + T (J=1,2,3e4), (5.24)

(Si50) = Ej(Su) + 8(S0) + T;{5u5) + ©; (J=1,2,3e4), (5.25)
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(S;Sj1) = Yarj(Su) + Purj(Sv) + Eagj (SuS0) + Aja (j=12e3), (5.26)

(Si9i-3) = Tarj(Su) + Payj(S0) + Earj (SuSh) + Nuy (=4, (5.27)
onde
1/ L, M, N, O
'rj_4< Lt Ete o) (5.28)
1 L M, O,
o — (i M _ N Y 9
y 4( ATB C+D>’ (5.29)
. 1(L, M; N; O,
=, = 4<A+ B G D) (5.30)
1/L, M, N, O,
AJ_4<A+B+C+D . (5.31)

As Egs. (5.23)—(5.27) revelam a conexao entre os momentos magnéticos e fungoes de corre-
lacao dos sitios da hierarquia atual com os momentos magnéticos e fungoes de correlagao
dos sitios de hierarquias anteriores. Portanto, partindo da hierarquia de ordem zero e
conhecendo (S,,), (S,) e (5,5,), associados & hierarquia de ordem zero, podemos iterar as
Egs. (5.23)—(5.27) para obter as magnetizagoes locais e fungoes de correlagao das proximas

geracgoes.
5.3.2 Auséncia de campos magnéticos

Agora vamos abordar um sistema com campos magnéticos nulos, & = 0 (V i). O

hamiltoniano para a célula béasica da figura 5.2 é dado por

H = —F“VS#SV - huSH — hl,Sl, - J125152 — JQgSQSg - J34SgS4
4
—J11SsS1 = > (JuiSuS; + JjuSiSy), (5.32)

Jj=1
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enquanto que a funcao de particao é escrita como

Z TI"({S 1,5,,5,) exp( 57‘[) (533)

:Tr(su’su)exp [ﬁ(FS S + h S -+ h S )]TI" ({S:}) eXp {B[Jlgslsg + JQgSQSg

+ J345554 + J115451 + Z (JuiSuSi + IS8}

Jj=1

Efetuando o trago sobre todas as variaveis de spin, temos

Z = A'(1 +2) + B' (13 + 1), (5.34)

onde A’ = Y°1° exp(R)) e B’ = 372 _exp(R]). Asgrandezas R} (i = 1,...,32) dependem

apenas dos acoplamentos .J;;, como por exemplo,
Ry = Koz + K3y — Kio — Kyt — Ko — Koy — K3 — K3y — Ky — Ky + K1y + K1, (5.35)

sendo os demais termos semelhantes a este, porém com combinacoes de sinais diferentes,
conforme definidos no Apéndice B.

Podemos entao realizar a média térmica e calcular os momentos magnéticos médios
dos sitios externos e internos, assim como a funcoes de correlacao entre eles. Para o sitios

externos obtemos,

1 A’ A’ B’ B’

S —A/ A’ B’ _B'
S| Yy Y2y Ys Vi (5.30)
(S,) N A2 B |4 B |4

(S,.5,) A/ A ~B ~B'
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e para os sitios internos,

(S;) = Z7H by — Yiahy + Alapg — Alay] (i=1,2 3,4), (537
(S;S,) = Z7H =Tihy — Yiaby + Aiapg + Alay] (i=1,2 3,4), (538
(SiSy) = Z7H=Tjhr — Tithy — Ajibg — Ajaby] (t=1,2 3 4), (539)

(SiSiy1) = Zil[TilJriwl + Y pithe + Ny itbs + Ay i (i=1,2,3), (5.40)
(SiSi—s) = Z7 [Ty ithr + Ty e + Ny s + Al 0] (i =4), (5.41)
(SiSiva) = Z 7 [Tyyiths + Yo itha + Mg i3 + Ag 1] (i=1,2). (5.42)

Os termos Y’ e A’ dependem apenas dos acoplamentos da célula bésica; a seguir apresen-
(A (2 )

tamos um destes termos,

/ / / / / / / / / /
T, =—eft fefe —efls pefls —effs —eflo 1 ofir L efls  eflo 4 oo
/ / /! / / /
— et + efiz _ pPiz _ oflis + elflis + eRm" (5'43)
com os demais termos Y, e A, (i = 1,...,10) definidos no Apéndice B.

Novamente podemos resolver o sistema da Eq. (5.36), o qual admite a solugao,

U 1= (Sy) = (S) + (SuSy)

7 = N , (5.44)
% _ 1+(S) +4<i,j>+(S,LSV)’ (5.45)
% _ 1-4(5) +i]53’,f>—<susy>’ (5.46)
g 1+<S”>_i]§’j>_<5“8”>. (5.47)

Substituindo os termos das Eqs. (5.44)—(5.47) nas Eqgs. (5.37)—(5.42) obtemos,
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(59 =3 (3 + A—) (50— 3 (X - g—) (S) (=12 3 4), (548)
(5:5,) =5 (K + %) (5.:5.) — 5 (X - %) (i=1,2 3 4), (549)
(5;5,) = — % (% - %) (S,S,) — % (% + %) (t=1,2 3, 4), (550)

(S;Si1) :% (Tifi — Aéfi) (S,S,) +% (Tifi - Aéfl’) (i=1, 2, 3), (5.51)
(sisiah =5 (Tt - Tt Vs + 3 (T ) - (5.52)
(SiShsa) :% (TAi _ Aéfl’) (5,5,) + % (TAi 4 A%) (i=1, 9. (5.53)

As Egs. (5.48)—(5.53) permitem que de forma recursiva, para o caso com campo magné-
tico nulo, obtenhamos para uma determinada hierarquia as magnetizagoes locais e corre-
lacoes em funcao das magnetizagoes e correlagoes das hierarquias anteriores. Para iniciar
o método MCC é necessario o conhecimento de (S,), (S,) e (S,S,) associados a hie-
rarquia de ordem zero [figura 5.1(c)]. A determinacao destas condigoes iniciais segue o
seguinte critério: se o acoplamento da hierarquia de ordem zero for positivo, adotamos
uma configuragao onde os spins dos sitios p e v sejam antiparalelos (1J), enquanto que
se o acoplamento for negativo os spins sao configurados de forma paralela (11), sempre
satisfazendo a condicao |(S,)| = [(Su)| = [(S.S,)| = 1, de forma que a medida local de
|(S;)| no estado fundamental seja unitdria. Verificamos que outras configuragoes iniciais
que satisfacam esta condicao levam a resultados semelhantes. Além disso, na auséncia de
um campo magnético os (S;) (i = 1,...,4) dependem apenas de (S,) e (S,) provenientes
da hierarquia anterior, enquanto as correlacoes dependem apenas de (S,5,).

A implementacao das Egs. (5.48)—(5.53) é realizada em duas etapas, ou seja, na pri-
meira etapa geramos uma rede hierdrquica de ordem n, onde os acoplamentos sao obtidos

de uma determinada distribuicao de probabilidades e em seguida, inicia-se o processo de
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renormalizacao. Optamos por um processo “exato” no sentido que em cada hierarquia
todos os acoplamentos sao armazenados, ou seja, a posicao de todos os acoplamentos sera
conhecida, permitindo assim o conhecimento preciso da hierarquia na qual o mesmo foi
gerado, assim como os sitios aos quais o mesmo encontra-se conectado. Na auséncia de
campo magnético a relacao de recorréncia do GR para a rede hierarquica PWT ¢é dada
pela Eq. (2.16) da segao 2.3. A primeira etapa termina ao alcangarmos a hierarquia de
ordem zero [ver figura 5.1(c)]. Na segunda etapa reconstruimos a rede até a hierarquia
de ordem n; partindo da hierarquia de ordem zero, adotamos uma condi¢ao de contorno
de tal forma que |(S,)| = |(S,)| = [(S.Su)| = 1 e através das Eqgs. (5.48)-(5.53) deter-
minamos as magnetizacoes locais e correlagoes dos sitios internos da préxima geragao; o
processo ¢é repetido até a hierarquia de ordem n. E importante ressaltar que usaremos em
cada hierarquia os acoplamentos obtidos e armazenados na primeira etapa, de forma que
na hierarquia de ordem n teremos novamente os acoplamentos obtidos da distribuicao de
probabilidades escolhida.

Na tltima etapa de reconstrugao da rede sao gerados 11/12 do total de sitios da rede, e
portanto a maior parte dos momentos magnéticos e correlacoes sao calculados utilizando os
acoplamentos da distribuicao inicial adotada; consequentemente, a escolha da distribuicao
poderd influenciar no resultado final. Entretanto, como verificamos no capitulo 4, no ponto
critico associado a transicao de fases VS—P, independente da distribuicao de probabilidades
inicial, ocorrera uma convergéncia para a distribuigdo de ponto fixo (P*(K;;)). Para
reduzir essa dependéncia da distribuicao inicial de acoplamentos na implementacao do
método MCC, consideraremos uma proposta aproximada para a distribuicao de ponto
fixo. A distribuigao exponencial esticada [Eq. (4.12)] apresenta um excelente ajuste para
a distribuicao P*(Kj;), podendo representar a mesma nas simulacoes.

Devido ao alto custo computacional gerado pela adocao de um procedimento exato,
onde todos os acoplamentos devem ser armazenados na primeira etapa do processo para

que posteriormente sejam reutilizados na segunda etapa, a sétima hierarquia (n = 7) foi a



CAPITULO 5. MAGNETIZACOES LOCAIS 86

maior considerada em nossas simulacoes. Observe que a mesma jé possui nimeros exor-
bitantes, como 35831 808 acoplamentos e 13029 750 sitios, dos quais durante a segunda
etapa aproximadamente 92% desses sitios sao gerados na ultima hierarquia de ordem n.
A descri¢ao de como realizamos o mapeamento da rede hierarquica PWT é apresentada

no Apéndice C.

5.4 Resultados

Aqui sao apresentados os resultados referentes a simulagoes numéricas sobre a rede
hierarquica PWT, na auséncia de campos magnéticos, ou seja, & = 0 (V 7). Nas simula-
¢oes, para cada temperatura, sao realizadas médias sobre N, = 400 amostras; além disso,
utilizamos a mesma semente para iniciar o gerador de niimero aleatérios quando alteramos
a temperatura. Em todos os casos apresentados nessa se¢ao a distribuicao inicial para os
acoplamentos ¢ a distribui¢ao de ponto fixo (representada aqui pela exponencial esticada,

conforme discutido no capitulo anterior).
5.4.1 Magnetizacao

A primeira grandeza fisica calculada com o método MCC é a magnetizacao total por
sitio,
N, N,

1 1 (@

Ya=1""7% i=1

onde N, representa o numero de amostras com diferentes configuragoes da desordem e
N, o numero de sitios. Como podemos verificar na figura 5.3, principalmente nas maiores
hierarquias (n = 6 e n = 7), a magnetiza¢do nao indica nenhuma anomalia na faixa de
temperaturas investigada. Como esperado em ambos os estados, P e VS, a magnetizacao é
sempre nula. Podemos observar que para pequenas hierarquias a magnetizagao é da ordem
de 1073, e apesar de nao ser possivel observar na figura 5.3, para a maior hierarquia (n = 7)
a magnetizacao é da ordem de 1079,

E importante destacar que para baixas temperaturas a magnetizacao local associada
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Figura 5.3: Apresentamos a magnetizagdo total por spin [Eq. (5.54)] para uma dada faixa
de temperaturas, para hierarquias variando de n = 3 até n = 7. Os momentos
magnéticos locais sao obtidos com o método MCC aplicado a rede hierarquica
PWT.

a um determinado sitio ¢, ndo é nula ((S;) # 0), e somente a magnetizacao total por
sitio [Eq. (5.54)] é nula, como esperado para uma fase VS, na qual os momentos magné-

ticos encontram-se “congelados” em diregoes aleatérias. Para altas temperaturas tanto as

magnetizagoes locais, quanto a total sao nulas, caracteristicas da fase P.
5.4.2 Parametro de ordem de Edwards-Anderson

Para o VS de Ising o parametro de ordem de Edwards-Anderson é dado por

1 Do N
A (@)\2

- _— St . 5.55
NéglNg£1<l> (5.55)
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Figura 5.4: Pardmetro de ordem de EA versus a temperatura para quatro hierarquias diferen-
tes. Para cada hierarquia utilizamos N, = 400 amostras. A distribuicdo inicial
de acoplamentos considerada foi a distribuicdo de ponto fixo. A seta azul indica
a temperatura critica.

Na fase P, (S;) é zero para todo sitio i, logo ¢®* = 0. Entretanto, na fase VS o parametro
de ordem de EA ¢é positivo (¢F4 > 0), indicando assim a existéncia de uma transicao de
fases. Na figura 5.4 apresentamos o parametro de ordem de EA calculado pela Eq. (5.55);
para T' < T, observa-se que ¢”4 # 0, com um decaimento quase linear com o aumento da
temperatura, devendo tornar-se nulo para 7" maior que T,. O comportamento suave em
torno da temperatura critica acontece devido a efeitos de tamanho finito, porém nota-se
que o parametro de ordem de EA na sétima hierarquia sugere uma transicao de fases. E
importante mencionar que o parametro exibido na figura 5.4 apresenta um comportamento

similar ao de medidas experimentais (ver, por exemplo, Ref. [8]).
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Figura 5.5: Calor especifico em fun¢do da temperatura para a sétima hierarquia (n = 7). A
linha pontilhada é uma extrapolacdo para baixas temperaturas e a seta azul indica
a temperatura critica.

5.4.3 Calor especifico

Para obtermos o calor especifico, primeiro calculamos a energia interna u da rede,

expressa como

(S5, (5.56)

onde (i,j) denota uma soma entre pares de spins primeiros vizinhos, enquanto que N
representa o numero de ligacoes da rede hierarquica, na hierarquia n de cada amostra. O
calor especifico é obtido através de uma derivagao numérica da curva da energia interna
em funcao da temperatura.

Na figura 5.5 exibimos o calor especifico em funcao da temperatura para a maior
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hierarquia investigada, n = 7. Nao observamos nenhuma evidéncia de divergéncia nas
proximidades da temperatura critica (indicada por um seta azul), apresentando boa con-
cordancia com os resultados experimentais [2, 6], onde o calor especifico apresenta um

suave maximo, arredondado e continuo, levemente deslocado da temperatura critica.
5.4.4 Suscetibilidade de vidro de spins

A suscetibilidade de vidro de spins [8] é definida como
1
s = v SIS — ({8 (5.57)
S Zj

onde a soma ) ; refere-se a todos os pares de spins da rede. Assim como no caso do para-
metro de ordem, para a suscetibilidade de VS devemos observar o segundo momento das
correlagoes para que um pico agudo seja visivel exatamente na temperatura critica, carac-
teristica esta que é detectada em diversos experimentos e considerada como principal evi-
déncia de uma transicao de fases em VS reais. Para temperatura nula, a Eq. (5.57) tende
a zero, situac@o na qual existe um congelamento dos spins levando a (5;5;) = (S;)(S;).
O método MCC fornece as Eqgs. (5.48)—(5.53), que determinam as magnetizagdes locais e
correlagoes entre primeiros e segundos vizinhos (estas somente no interior de cada célula
bésica); portanto, através deste método nao é possivel a determinagao da suscetibilidade
de VS. A correlacao entre os spins separados por distancias R;; quaisquer é relevante
principalmente na regiao critica associada a transicao de fases VS—P; embora as contri-
buigoes de primeiros e segundos vizinhos contribuam significativamente para a determina-
¢ao suscetibilidade de VS, podendo, de forma aproximada revelar o seu comportamento
nas proximidades da transi¢ao, nao devemos esperar que expoentes criticos sejam obtidos
neste caso.

Apresentamos na figura 5.6(a) o comportamento da grandeza da Eq. (5.57) levando em
conta apenas as correlagoes entre primeiros vizinhos, a qual denominamos Y1, para diferen-

tes hierarquias. Nota-se a formagao de um pico a uma temperatura 7'(L), que aproxima-se
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da temperatura critica com o aumento da hierarquia; aqui nossas simulagoes utilizam a
distribuicao de ponto fixo (representada pela distribui¢ao exponencial esticada Eq. (4.12),
para a qual kgT,/J = 0.95). Na insercio, a grandeza a(L) = (T(L) — T.)/Te) =% (1)
representa a distancia entre a temperatura T(L), associada ao valor maximo de yi, com
relagao & temperatura critica no limite L — oo (7.) em funcido de L™!, cujo comporta-

mento obedece a seguinte equacao
a(L) =pln — (5.58)

com p = 0.1033 e ¢ = 9 x 107*, para a regiao de valores de L investigada. De acordo com

essa relacao, na décima hierarquia®

(n = 10) o pico de x; coincidird com a temperatura
critica (a ser estimada). Na figura 5.6(b) apresentamos o comportamento da grandeza
da Eq. (5.57) levando em conta as correlagoes entre primeiros e segundos vizinhos dentro
da célula basica (Xgp )); observamos neste caso uma elevagao do pico em cada hierarquia.
Apesar da impossibilidade de obter a suscetibilidade VS com o método MCC, este resul-
tado exibe uma forte evidéncia de que um pico mais agudo, indicando uma divergeéncia,
deve ser observado em 7T, ao considerarmos todos os termos da Eq. (5.57).

Apesar da suscetibilidade linear nao apresentar nenhuma divergéncia na temperatura

critica, a mesma pode ser calculada através da relagao [122],

_1—C_ZEA

- (5.59)

X

Exibimos na figura 5.7 o comportamento da suscetibilidade linear, que como esperado,
nao revela nenhuma evidéncia de transicao de fases nas proximidades da temperatura
critica (indicada pela seta azul); a linha pontilhada preta representa uma extrapolagao

para baixas temperaturas. Na fase paramagnética (altas temperaturas) a lei de Curie

3 A hierarquia n = 10 da rede hierdrquica PWT contém aproximadamente 62 bilhdes de acoplamentos
e 22,5 bilhoes de sitios.
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Figura 5.6: (a) Neste grafico x; representa a contribuigcdo das correlagdes entre primeiros vi-

zinhos para a suscetibilidade de VS. Nota-se a existéncia de um pico, cuja posi¢do
T(L) aproxima-se da temperatura critica com o aumento da temperatura. Na
insercao mostramos a(L) = (T'(L) —T¢)/Te|y, =5, (1), que representa a distancia

entre a temperatura T'(L), associada ao valor maximo de i, com relagdo a tem-

peratura critica no limite L — oo (7.), variando em fungio de L=1. (b) Neste

gréfico Xép) representa a contribuicao das correlages entre segundos vizinhos

dentro da célula basica [Eq. (5.53)].

92
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Figura 5.7: Suscetibilidade linear [Eq. (5.59)] em func3o da temperatura. Para a maior hi-
erarquia estudada (n = 7) n3do existe nenhuma evidéncia de divergéncia nas
proximidades da temperatura critica 7, (indicada pela seta azul); a linha ponti-
Ihada representa uma extrapolacdo para baixas temperaturas. A curva pontilhada
de cor vermelha mostra que para altas temperaturas a lei de Curie (y oc 771) é
obedecida.

(x o< T71) coincide exatamente com os dados da simulacdo, ou seja, ¢4 = 0 quando

T>T.,.
5.4.5 Expoentes criticos

Na secao 4.3, para a rede hierdarquica PW'T, estimamos o expoente critico v associado
ao comprimento de correlacao na transicao de fases VS—P, encontrando v = 3.02, resul-
tado obtido pelo acompanhamento da distribuicao de probabilidades nas proximidades do
ponto critico. Aqui investigaremos novamente o expoente v, assim como outros expoentes

criticos, porém agora utilizando o método de escalas para tamanhos finitos (“Finite Size
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Scaling”) [123]. Aplicaremos este método para obter dois expoentes criticos a partir do
parametro de ordem de EA. Este método baseia-se na suposicao de que nas proximidades
do ponto critico o comprimento de correlagao (£) é da ordem do tamanho do sistema L
(¢ ~ L). No limite termodinamico esperamos que o comprimento de correlagdo apresente

uma divergéncia na criticalidade,

£ox e, (5.60)

onde € = |T'—T,|/T., sendo v o expoente critico associado ao comprimento de correlagao.
A principal hipdtese do método de escalas para tamanhos finitos é de que nas proximidades
da temperatura critica, para um grande sistema (mas ainda finito) de tamanho L, a relagao

L/§ ~ 1 é valida; assim a Eq. (5.60) pode ser reescrita como

e~ L7V (5.61)

Ja o parametro de ordem na criticalidade comporta-se como

74 o €°, (5.62)

onde (8 denota o expoente critico do parametro de ordem. De acordo com o argumento

de escalas para tamanhos finitos, temos

¢~ LR, (5.63)

Investigamos os expoentes criticos considerando a distribuicao exponencial esticada
[Eq. (4.12)] para os acoplamentos iniciais; a mesma pode ser utilizada como uma boa
aproximagcao para a prépria distribui¢ao de ponto fixo, como verificamos nos ajustes rea-
lizados no capitulo 4, fornecendo assim expoentes criticos universais.

Para a determinacao dos expoentes criticos realizamos o colapso dos dados do parame-
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Figura 5.8:

1/v
el

Colapso de dados para parametro de ordem de EA, onde € = |T—T¢|/T.e L = b"
com b = 2 para a rede hierdrquica PWT. Exibimos o colapso para simulagdes de
diferentes hierarquias para a distribuicdo de ponto fixo. A insercdo apresenta uma
ampliagao da regido critica.
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tro de ordem de EA (ver figura 5.8). Para tal, procuramos inicialmente os trés parametros
(T., B e v) que apresentem um bom colapso dos dados das hierarquias n = 5,6, 7; em se-
guida, refinamos estas estimativas com o auxilio do programa autoScale [124] e obtemos
os trés parametros que fornecem o melhor colapso dos dados, considerando as hierarquias
n=4,506,7.

O resultado é exibido na figura 5.8, onde estimamos

kgT.
J

= 0.95(2); 8 =0.82(4); v = 2.50(4). (5.64)

Estes parametros representam valores universais, pois a distribuicao usada é uma boa
aproximacao para a distribui¢ao de ponto fixo, cujos expoentes sao universais para redes
hierarquicas. O valor encontrado para a temperatura critica concorda com o obtido para
esta mesma rede através do método de acompanhamento dos momentos da distribuicao
de acoplamentos com o GR [47] e com nossa estimativa obtida na se¢ao 4.3; além disso, é
importante destacar a proximidade deste valor com os encontrados em simulagoes na rede
ctibica (D = 3), onde para uma distribuigao gaussiana estimou-se kgT./J = 0.95(4) [125]
e kgT./J = 0.951(9) [106]. O expoente do parametro de ordem [ estd préximo de
resultados experimentais, como 8 ~ 0.9, obtido para AuFe [126]. Também, para a rede
ctbica, 8 = 0.7(2) foi obtido por meio de uma expansao em séries com uma distribuigao de
acoplamentos bimodal [127] e mais recentemente, para a mesma distribui¢ao estimou-se
= 0.77(5) através de simulagbes computacionais [117].

Em contraste com o valor encontrado na secao 4.3, aqui o expoente v estd muito
préximo do valor encontrado em simulagoes mais recentes em uma rede cibica, onde
v = 2.44(9) [106] para uma distribui¢ao gaussiana, v = 2.45(15) [117] para as distribuigdes
gaussiana e bimodal e v = 2.53(8) [116] para a distribuigdo bimodal. Certamente, a
presente estimativa pelo método MCC é mais precisa do que as estimativas obtidas através

da Eq. (4.21), e portanto consideramos para a rede hierdrquica PWT, v &~ 2.50 como a
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melhor estimativa.
Os demais expoentes, v, 1 e «, sao apresentados na tabela 5.1; os mesmos sao obtidos

a partir de relagoes de escala e hiperescala,

a4 26+ =2, (5.65)
(2 —n)v =7, (5.66)
a+ Dv =2. (5.67)

Na tabela 5.1 apresentamos os expoentes obtidos pelas relagoes de escala e hiperescala,
adotando para a Eq. (5.67) a dimensao fractal D = 3.58. Conforme ja mencionado, o calor
especifico nao revelou nenhum sinal de transi¢ao de fases, como observado na figura 5.5;
neste caso, o expoente «a é negativo, e portanto a existéncia de alguma anomalia serd
revelada apenas em derivadas de ordem superior. Para comparacao, exibimos também na
tabela 5.1 resultados obtidos em redes cuibicas, onde observamos boa concordancia para
os expoentes (3, v, sendo que os demais expoentes nao coincidem dentro das barras de
erros.

E interessante ressaltar que para diversos modelos ferromagnéticos em redes hierar-
quicas a relagao de hiperescala (Dv = 2 — «) foi verificada numericamente [33,120, 128]
e com comprovagao analitica de sua validade para redes da familia de MK [129, 130]; en-
tretanto, nao existe qualquer comprovacao desta relagao para o modelo de VS de Ising
para rede hierarquica PWT, sendo portanto esta uma questao que permanece em aberto.
Neste caso, serd necessario a determinacao direta de mais um expoente, para confirmar a

validade da Eq. (5.67).
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Rede D v B n v a kgT./J
PWT | 358 | 2.50(4) | 0.82(4) | —0.02(6) | 7.30(12) | —6.95(4) | 0.95(2)
Ctibica [113] | 3.00 | 2.562(42) | 0.782(10) | —0.3900(36) | 6.13(11) | —5.69(13) | 1.1019(29)
Ciibica [106] | 3.00 | 2.44(9) - —0.37(5) R - 0.951(9)

Tabela 5.1: Para a rede hierdrquica PWT os expoentes criticos 8 e v foram obtidos através
do colapso de dados do parametro de ordem de EA na figura 5.8, enquanto 7, v e
« sao determinados das relagGes de escala e hiperescala. Incluimos também resul-
tados obtidos na rede ciibica; na Ref. [113] utilizou-se uma distribui¢do bimodal,
enquanto que na Ref. [106] uma distribuicdo gaussiana.



Capitulo 6

Multifractalidade

6.1 Introducao

Uma das caracteristicas de um fractal é a auséncia de um comprimento caracteris-
tico', sendo a dimensao fractal? o parametro que desempenha papel central no estudo
destes objetos. A inexisténcia de um comprimento caracteristico é notada no momento
que alteramos a escala de observacao e verificamos que o objeto é auto-similar. Em di-
versos processos fisicos envolvendo fractais podemos encontrar uma distribuicao espacial
de quantidades relevantes que possuem infinitas singularidades, onde a palavra singular
aplica-se a uma funcao que obedece localmente uma lei de poténcia. Nestes casos a pro-
priedade de auto-similaridade nao é obedecida globalmente, mas é preservada localmente
em varios subconjuntos e utilizamos o termo medida multifractal, ou apenas multifractal.

A andlise multifractal é empregada em diferentes areas, como no estudo de fluxos
turbulentos, mercados financeiros (por exemplo, precos das agoes), processos geofisicos,
dinamica de batimentos cardiacos, modelagens de terremotos, e sistemas magnéticos, entre

outros. Nestes tltimos, especificamente em redes hierarquicas da familia de MK, varios

'Em um sistema fisico sempre temos um limite inferior para uma escala de comprimento, como por
exemplo o tamanho de uma particula. Por outro lado, um objeto real apresenta um comprimento linear
finito, definindo assim um limite de escala superior onde caracteristicas fractais podem ser observadas.

2Dimensao fractal é empregada aqui de forma genérica, referindo-se & dimensao cujo valor pode assumir
um ndmrero real positivo.

99
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trabalhos importantes foram realizados, conforme descreveremos a seguir. O primeiro em
1990, investigou o modelo de Ising ferromagnético, mostrando que as magnetizacoes locais
apresentam uma estrutura multifractal no ponto critico [43]. Dois anos depois, relagoes
entre os expoentes criticos e propriedades multifractais, assim como os primeiros resultados
sobre estas redes para VSs foram obtidos [33]. Em 1996 a relagao entre expoentes criticos
e multifractalidade foi investigada para o modelo de Potts ferromagnético, obtendo os
expoentes de Holder, méximo e minimo, analiticamente [120]. No ano seguinte, para
um VS com interacoes de curto alcance na rede hierarquica MK com dimensao fractal
D = 3, utilizando diferentes distribuicoes iniciais para os acoplamentos, observou-se um
comportamento universal do espectro de singularidades [34]. Em 1999, também para um
VS na mesma rede, pesquisou-se a multifractalidade utilizando a distribuicao de ponto
fixo, a qual foi determinada neste mesmo trabalho [108]. Em 2001 investigou-se o papel de
flutuacoes geométricas sobre propriedades multifractais da magnetizacao local no modelo
de Ising aperiédico [131].

Neste capitulo estudaremos as propriedades multifractais do parametro de ordem de

EA sobre a rede hierarquica PW'T, caracterizada por uma dimensao fractal D = 3.58.

6.2 Perfis do parametro de ordem de EA

Consideramos a Eq. (5.55), a qual pode ser reescrita na forma

1 N
EA EA
= E : 6.1
1 N — 4 (6.1)

onde ¢4 denota o parametro EA no sitio i, definido por

P = o D (S = (S 62)
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O conjunto dos parametros locais {¢¥4} pode ser exibido em uma representacio ¢Z#4
versus i, conhecida como perfil do parametro de ordem de EA.

O perfil do parametro de ordem de EA contém uma exuberante estrutura na qual
caracteristicas multifracais sao observadas, como ja verificado para o VS de Ising em
redes do tipo MK [34]. No presente trabalho, geramos dois tipos de perfil, no primeiro
todos os sitios da rede sao considerados, enquanto que no segundo apenas uma pequena
fragao dos sitios é utilizada.

Apresentamos, na figura 6.1, um exemplo ilustrativo de como realizamos o mapea-
mento para obtermos os perfis numa rede hierarquica PWT na ordem 2. Na figura 6.1(a)
todos os sitios sao exibidos no perfil; geramos um mapeamento linear onde as duas primei-
ras posi¢oes sao ocupadas por sitios da raiz (u e v), hierarquia de ordem zero; as posigoes
de 3 a 6 sao ocupadas por sitios pertencentes a hierarquia de ordem um; as posigoes de 7
até b4 sao ocupadas por sitios da hierarquia de ordem dois. Em cada hierarquia o mape-
amento é realizado seguindo a ordem de cima para baixo, da esquerda para a direita, até
alcancarmos os sitios préximos a raiz inferior (v); entao iniciamos o mapeamento dos sitios
que surgiram de ligacoes do quadrado, ou seja, ligacoes que na hierarquia de ordem 1 nao
estao conectados aos sitios da raiz. Na figura 6.1(b) apenas os sitios de um determinado
caminho sdao mostrados no perfil; partindo do sitio da raiz superior (i), percorremos a
rede seguindo a numeragao em ordem crescente até alcangarmos o sitio da raiz inferior (v).
Em ambos os casos os nimeros indicam as posicoes dos sitios quando exibimos grandezas
locais em uma representacao linear, onde as diferentes cores indicam a hierarquia do sitio:
azul n = 0, verde n = 1 e vermelho n = 2.

Para facilitar a associacao de uma determinada posicao com sua respectiva hierarquia,
criamos a ilustracao apresentada na figura 6.2. Na escala logaritmica sinalizamos as
posigoes inicial e final de cada hierarquia. Por exemplo, na figura 6.1(a), os sitios que
surgem na hierarquia n = 2 ocupam as posigoes de 7 (inicio) até 54 (fim); lembrando que

os sitios que precedem o inicio de uma nova hierarquia sao provenientes das ligagoes do
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%
(b)

Figura 6.1: llustragdo do mapeamento da rede hierdrquica PWT. (a) Mapeamento completo
da rede onde a posicdo de cada sitio é obtida seguindo os nimeros em ordem
crescente. (b) Mapeamento parcial, seguindo os nimeros em ordem crescente
teremos a posicdo de cada sitio ao longo de um caminho ligando os sitios u e
v; assim estamos tratando apenas uma pequena parte da rede. Nimeros com
mesma cor pertencem a mesma hierarquia.

quadrado.

Em todas as simulagoes realizadas utilizamos a distribuigao exponencial esticada [Eq.
4.12)] (representando a distribui¢ao de ponto fixo) para os acoplamentos iniciais. Para uma
tinica amostra, apresentamos o perfil de {¢”“} para diferentes temperaturas na hierarquia
de ordem 7. Na figura 6.3, exibimos partes do perfil (cada parte correspondendo a 40000
sitios da rede PWT) para a temperatura kgT/J = 0.6 (fase VS); observa-se que os ¢~
apresentam valores variando entre 0 e 1, distribuidos aparentemente de forma uniforme
até a hierarquia n = 6 [figuras 6.3(a)—(c)]; na sétima hierarquia esta distribuigao de
valores torna-se irregular [figuras 6.3(d), (e)], apresentando uma redugao nos valores dos
qF4. Tsso ocorre pois, quanto maior a hierarquia, menor serd a influéncia das condigdes

de contorno aplicadas aos sitios raizes da hierarquia n = 0.
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n=0 {n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7

10° 10" 10° 10° 10* 10° 10° 10’

Figura 6.2: Esquema indicando a posic3o inicial e final dos sitios em cada hierarquia, quando
realizamos o mapeamento completo da rede.

Na figura 6.4, mostramos partes do perfil para a temperatura kgT'/J = 0.95 (tempe-
ratura critica); neste caso, j4 observamos uma reducio nos valores de ¢©4, principalmente
para a hierarquia n = 7 [figuras 6.4(d), (e)]. Note que, sitios oriundos das ligagoes do
quadrado [figuras 6.4(c), (e)], apresentam valores ndo muito maiores que 0.5, o que per-
mite identificéd-los facilmente na figura 6.4(c); isso ocorre pois os sitios raizes neste caso
sao os sitios do quadrado da célula bésica, para os quais |(S;)| < 1.

Na figura 6.5, apresentamos partes do perfil para a temperatura kg7'/J = 1.40 (fase
P); neste caso, em algumas regioes os valores de ¢¥4 sdo da ordem 1072 [figuras 6.5(c)—
(e)], enquanto que outras regides apresentam valores da ordem 1; estas ultimas regides
sao influenciadas pelas condigoes de contorno adotadas.

Na figura 6.6, exibimos o mapeamento parcial que conecta os sitios raizes por um
caminho partindo do sitio da raiz superior, passando pelos sitios do quadrado, até alcancar
o sitio da raiz inferior (como exemplificado na figura 6.1(b)), para as trés temperaturas
consideradas no mapeamento completo. Novamente, para kgT'/J = 1.4 podemos observar
que os sitios rafzes influenciam os sitios mais préximos, impedindo que todos os ¢Z4 sejam
nulos.

Em seguida consideramos médias sobre 400 amostras e exibimos o perfil de um ma-
peamento completo da rede hierarquica. Na figura 6.7, para a temperatura kg7 /J = 0.6
(fase VS); neste caso, observa-se que os ¢”“ até a hierarquia n = 5 apresentam valores
em torno de 0.6 [figuras 6.7(a), (b)] e com o aumento da hierarquia ocorre uma redugao

nestes valores [figuras 6.7(c)—(e)]. Na figura 6.7(a), os valores ¢Z4 ~ 0.8 correspondem a



CAPITULO 6. MULTIFRACTALIDADE 104

sitios préximos dos sitios raizes.

Na figura 6.8, nas proximidades da temperatura critica, um comportamento parecido
ao da figura 6.7 é observado, porém, com uma significativa redugao nos valores de ¢4
Na figura 6.9, para a temperatura kg7'/J = 1.40 (fase P), nota-se que para uma grande
parcela dos sitios, ¢g©4 aproxima-se de zero [figuras 6.9(c)—(e)]; entretanto, as condigdes
adotadas para os sitios raizes impedem que sftios préximos a estes apresentem ¢=4 = 0,
como observado nas figuras 6.9(a) e (b).

O mapeamento que permite a conexao mais rapida entre os sitios raizes é exibido na
figura 6.10 para 400 amostras e as mesmas temperaturas consideradas no mapeamento
completo. Neste caso, observa-se uma reducdo nos valores de ¢”“4 com o aumento da
temperatura do sistema.

E importante destacar que nos casos onde realizamos um mapeamento completo da
rede hierdrquica, exibimos nas figuras apresentadas somente 2% das posi¢oes. Observa-se
que no caso com apenas uma amostra ocorre o aumento da estrutura desordenada do
parametro de ordem de EA com a reducdao da temperatura. Por outro lado, no caso
onde ¢ realizado uma média sobre amostras surge uma estrutura mais uniforme, onde em
alguns casos como nas figuras 6.7(a) e 6.8(a), assim como 6.7(b) e 6.8(b), nota-se uma
certa semelhanca decorrente da estrutura da rede hierarquica; nestas figuras sao exibidos
sitios pertencentes as hierarquias n = 0 até n = 5 [figuras 6.7(a) e 6.8(a)|, e apenas da
hierarquia n = 5 [figuras 6.7(b) e 6.8(b)]. Deve-se notar que os perfis dos {g¥*} na rede
hierarquica PWT apresentam semelhancas com aqueles observados na rede hierarquica de
MK com D = 3 [34].

Devido a rica estrutura exibida nos perfis, realizaremos a seguir uma analise multi-

fractal do parametro de ordem de EA sobre a rede hierarquica PW'T.
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Figura 6.3: Para a hierarquina de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de
ordem de EA locais para uma Utnica amostra a temperatura kg7'/J = 0.6; cada
parte corresponde a 40000 sitios da rede PWT. Em (a) exibimos as primeiras 40
mil posicdes, contendo sitios da hierarquia n = 0 até a hierarquia n = 5; (b)
apenas sitios da hierarquia n = 5; (c) sitios da hierarquia n = 6 oriundos das
ligagdes do quadrado; em (d) os sitios pertencem ao inicio da hierarquia n = 7;
(e) sitios da sétima hierarquia que sdo oriundos das ligagdes do quadrado.
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Figura 6.4: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de
ordem de EA locais para para uma dnica amostra a temperatura kg7'/J = 0.95.
As posicoes mostradas sdo as mesmas da figura 6.3.
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Figura 6.5: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de
ordem de EA locais para para uma dnica amostra a temperatura kg7'/J = 1.40.
As posicOes sdo as mesmas exibidas na figura 6.3.
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Figura 6.6: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos perfis dos pardmetros de ordem de
EA locais de uma tnica amostra, para trés temperaturas diferentes. Neste caso,
adotamos o caminho que conecta os sitios raizes passando pelo menor niimero de
células basicas possivel; em cada célula necessariamente passamos pelos quatro
sitios internos [ver figura 6.1(b)].
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Figura 6.7: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de
ordem de EA locais para 400 amostras a temperatura kgT'/J = 0.6; cada parte
corresponde a 40000 sitios da rede PWT. Em (a) exibimos as primeiras 40 mil
posicdes, contendo sitios da hierarquia n = 0 até a hierarquia n = 5; (b) apenas
sitios da hierarquia n = 5; em (c) mostramos sitios da hierarquia n = 6 oriundos
das ligages do quadrado; (d) sitios do inicio da hierarquia n = 7; (e) sitios da
sétima hierarquia oriundos das ligacGes do quadrado.
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Figura 6.8: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de
ordem de EA locais para 400 amostras a temperatura kgT'/J = 0.95. As posi¢oes
sdo as mesmas consideradas na figura 6.7.
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Figura 6.9: Para a hierarquia de ordem n = 7 exibimos partes do perfil dos pardmetros de

ordem de EA locais para 400 amostras a temperatura kgT'/J = 1.40. As regides
sdo as mesmas consideradas na Fig. 6.7.
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Figura 6.10: Perfis dos pardmetros de ordem de EA locais para a hierarquia de ordem n =7,
400 amostras e trés temperaturas diferentes. Neste caso, adotamos um caminho
que conecta os sitios da raizes passando pelo menor niimero de células bésicas
possivel; em cada célula necessariamente passamos pelos quatro sitios internos.



CAPITULO 6. MULTIFRACTALIDADE 113

6.3 Analise multifractal

Multifractais estao diretamente relacionados com a distribuicao estatistica de medidas
sobre um suporte geométrico, ou seja, uma linha, area, volume, ou até mesmo um fractal
[132]. Considerando que um sistema seja dividido em N caixas de comprimento linear r,

a probabilidade normalizada para medidas na i-ésima caixa é dada por

N;(r)

pi(r) = N (6.3)

onde N;(r) é o nimero de pontos na i-ésima caixa. Quando consideramos um fractal nao
uniforme, cuja distribuigao apresenta infinitas singularidades, no limite r < 1, temos uma

probabilidade p(r) que escala como
p(r) ~ 19, (6.4)

onde a pode assumir varios valores em um intervalo, correspondendo a diferentes regioes
da medida [133,134]. O expoente «, também conhecido como expoente de Holder [135],
esta associado a intensidade da singularidade local da medida. Embora a dependa da
posicao no fractal, existem muitas caixas que compartilham o mesmo indice a. Em geral,

o numero de tais caixas escala com 7 como
No(r) ~ 7@, (6.5)

onde f(a) é conhecido como espectro de singularidades, sendo este a dimensao fractal
do subconjunto de caixas caracterizadas pelo expoente a. O expoente a pode assumir
valores no intervalo [min, Omax| [134], € f(a) é usualmente uma func¢do concava com um
maximo,

max f(a) =D, (6.6)
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onde D representa uma dimensao fractal definida a seguir.

De forma resumida, segundo Mandelbrot [135]:

“A multifractal measure can be represented as the union of a continuous infinity of addends.
Each addend is an infinitesimal ‘unifractal measure’. It is characterised by a single value of «,
and is supported by a fractal set having the fractal dimension f(«). The sets corresponding

to the different o’s are intertwined.”

O espectro de singularidades f(«) encontra-se associado a propriedades locais, porém
através de uma transformada de Legendre o mesmo esté conectado a propriedades globais

(dimensoes fractais) [133],

D, = —laa ~ f(a)] (6.7
d

— 2@ 1D, (69

Y-y (6.9)

onde D, é denominada dimensao fractal generalizada, definida como

N

D, = qil}g% log%gi;lpg. (6.10)
Basicamente, para cada ¢q existe uma dimensao associada, e algumas amplamente conheci-
das sao: Dy = D, a dimensao fractal do suporte da medida, D; representa a dimensao de
informagao, que nos da a probabilidade de um ponto estar em uma determinada caixa e
D5 corresponde a dimensao de correlacao, que nos diz como a fungao de correlagao do con-
junto escala com r. Para g = 3,4, ... temos um conjunto infinito de dimensoes associadas
as fungoes de correlagdo superiores [136]. A fungdo f(a) é concava, d*f/da?® < 0 [133]; a
dimensao D da Eq. (6.6) representa na verdade a dimensao fractal do suporte da medida,

ou seja, Dy = D = max|f(«)] e para o caso simples de fractais uniformes com distribuigao
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uniforme, todas as D,’s sao iguais a D. Entao, o fractal ideal, com auto-similaridade per-
feita, é caracterizado por um tnico expoente de singularidade «; portanto, o grafico f(«)
versus a é representado por um tnico ponto. No grafico f(«) versus a a reta tangente a
curva f(a) no ponto f(a) = a = Dy passa pela origem e apresenta inclinacao igual a 1.
Nosso objetivo é investigar o comportamento da fungao f(«) associada ao conjunto
de parametros locais {g”4} obtidos na rede hierdrquica PWT. Para o calculo de a e f(a)
utilizamos o método introduzido por Chhabra e Jensen [137], onde o espectro é obtido

variando o parametro g e calculando

a(g) =lim 1OgTZuz g,) log pi(r), (6.11)
f(q) =lim 1ogrz’““ ¢.7)log ju(q.7), (6.12)
com
Py (r
pi(g,r) = o) (6.13)

> i)
O parametro ¢ pode variar, permitindo investigar regioes com diferentes expoentes «.
Regioes com valores pequenos do expoente o sao acessadas através de grandes valores
positivos de ¢, enquanto altos valores de o sao acessados com grandes valores negativos
de q.

Para realizar a andlise multifractal, definimos nossa medida como

[(S:)%]
Pi= =N (6.14)
Zz‘:l [<S%> ]c
de tal forma que iremos analisar o comportamento multifractal levando em consideracao
todos os sitios de uma rede hierarquica na ordem 7, e para cada temperatura realizamos
médias sobre 400 amostras.

Exibimos na figura 6.11 o comportamento do espectro f(«) para temperaturas que va-
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riam de kgT'/J = 0.91 a kgT'/J = 1.42, as quais alargam com o aumento da temperatura,;
a seta vermelha indica a curva associada a temperatura critica. Para T" < T, observa-se
uma lenta diminui¢cao na largura das curvas, com a reducao da temperatura, enquanto
para T" > T, existe um réapido alargamento das curvas. Na fase P o parametro de ordem
de EA anula-se (com excegao dos dois valores associados a condi¢ao de contorno adotada),
e assim o comportamento esperado nesta situacao seria a observagao de apenas um ponto
no grafico; porém, como observado na figura 6.11, isso nao ocorre. Na pratica observa-se
uma curva, e atribuimos tal comportamento a dois motivos: (i) os sitios localizados nas
proximidades dos sitios raizes sao influenciados pelas condi¢oes de contorno, impossibi-
litando que os mesmos apresentem parametros de ordem locais nulos; (ii) o método de
Chhabra e Jensen, em algumas situacoes, pode introduzir pontos espurios ao longo da
curva [138]. Este comportamento da curva f(«) versus a também foi observado na rede
hierdrquica de MK com D = 3 [34].

Para T' < T,, apresentamos na figura 6.12 o comportamento do espectro de singularida-
des. Observa-se que ocorre um estreitamento do espectro com a reducao da temperatura,
com clara tendéncia de convergéncia para uma delta, ou seja, um unico o para todo ¢,
tornando-se um monofractal no limite 7" — 0. Este resultado é coerente com o compor-
tamento termodinamico esperado quando 7" — 0, onde todos os sitios estao fortemente
correlacionados com as grandezas locais {gF4} apresentando valores tipicamente unitarios,
que nao sofrem alteragoes quando mudamos a escala de observacao do sistema.

Apesar do comportamento inesperado acima de 7., podemos associar esse rapido alar-
gamento do espectro de singularidades a transicao de fases VS—P. Para ilustrar melhor
este efeito no espectro de singularidades, apresentamos na figura 6.13 o comportamento
de aumin € may; estes indices sdo determinados para f(«a) = 0, ou seja, pelas intersegoes da
curva com a abscissa (aqui obtidos por meio de extrapolagoes). Para T' < T, verificamos
que aax varia pouco, aproximando de um valor constante para baixas temperaturas, en-

quanto que o oy, apresenta variagoes mais pronunciadas do que .. Um pouco acima
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de T, observamos uma mudanga abrupta no comportamento de .y, que cresce a uma
taxa muito maior que aquela observada para baixas temperaturas; tal comportamento
pode ser associado a transicao de fases. Na fase P o parametro de ordem de EA tende
a zero para grande parcela dos sitios, e esse efeito é captado por ana.y, que caracteriza o
conjunto de medidas menores ainda presentes. Por outro lado, para T' > T,, o expoente
amin que caracteriza o conjunto das medidas maiores, decai lentamente; tal comporta-
mento estd associado ao fato de que sitios proximos aos sitios raizes sao influenciados
pelas condigoes de contorno (ver figura 6.9(a)), apresentando valores de ¢* diferentes de
zero. B importante salientar que um comportamento similar para 7' > T}, foi observado

na rede hierdrquica de MK com D = 3 [34].
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Figura 6.11: Funcdo f(«) para vérias temperaturas. A seta vermelha indica a curva ponti-
Ihada que estd associada a temperatura critica (kgT./J) = 0.95(2); mais estrei-
tas que esta temos em ordem decrescente temperaturas até (kg1./J) = 0.91,
enquanto que as mais largas correspondem a temperaturas crescentes até
(kpT,/J) = 1.42.
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Figura 6.12: Fungdo f(«) para temperaturas T' < T,.. A curva pontilhada estd associada a
temperatura critica (kgT./J) = 0.95(2) e nota-se o estreitamento da fun¢do
f(a) com o decréscimo da temperatura até a curva para 7' = 0.27,, sugerindo
uma convergéncia para um Unico expoente « a temperatura nula.
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Figura 6.13: amax € amin do perfil médio do pardmetro de EA para diversas temperaturas.



Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Ao longo desta tese, apresentamos resultados analiticos e computacionais obtidos para
o modelo de vidro de spins de Ising com interagoes de curto alcance nas redes hierdarquicas
de Migdal-Kadanoff e ponte de Wheatstone tridimensional caracterizada por uma dimen-
sao fractal D =2 3.58; resumimos a seguir nossas principais conclusoes e perspectivas para
novos trabalhos.

A natureza cadtica da fase vidro de spins foi investigada na rede hierdrquica ponte
de Wheatstone tridimensional. Utilizamos dois procedimentos: (i) a temperatura nula,
realizando pequenas perturbagoes nos acoplamentos; (ii) a temperatura diferente de zero,
realizando pequenas variagoes da temperatura. Verificamos que os resultados independem
do procedimento adotado. Determinamos numericamente os expoentes de caos (( =
0.969(1)), rigidez (y = 0.224(3)), além da dimensdo fractal da superficie da gota (ds =
2.2386(2)). O expoente de caos é positivo (¢ > 0), confirmando a natureza cadtica da
fase vidro de spins, ou seja, pequenas perturbagoes levam o sistema para um novo estado
de equilibrio, que difere do estado antes das perturbacoes. A estimativa do expoente
de rigidez (realizada de duas formas independentes) apresentou boa concordancia com
resultados obtidos na rede ctbica. E importante destacar que estes resultados, para
um modelo na rede hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional, aproximam-se de

resultados obtidos por extensas simulagoes de Monte Carlo na rede cibica. Assim como a

119
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rede hierarquica de Migdal-Kadanoff com D = 3, a ponte de Wheatstone tridimensional
poder ser considerada como uma aproximacao para a rede ctibica.

Para redes hierarquicas de Migdal-Kadanoff com dimensoes fractais variando entre
D = 2.58 até D = 7, encontramos duas alternativas para a forma funcional da distri-
bui¢ao de ponto fixo, associada a transigao de fases vidro de spins-paramagnética: (i) a
distribuicao g-gaussiana, cujo parametro g apresenta uma reducao gradual, convergindo
para 1, com o aumento da dimensao fractal; (ii) a distribui¢ao exponencial esticada, cujo
parametro 0 apresenta um aumento gradual, convergindo para 2, com o aumento da di-
mensao fractal. Através da analise de histogramas, dos momentos das distribuicoes e
do teste x?, ambas propostas forneceram bons ajustes para a distribuicao de ponto fixo
em redes hierarquicas da familia de Migdal-Kadanoff com 2.58 < D < 7. Nestas redes,
observou-se que no limite p — oo (onde p representa o nimero de caminhos paralelos da
célula bésica) a distribuigdo de ponto fixo converge para uma gaussiana, como esperado
pelo teorema do limite central.

Para a rede hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional, um excelente ajuste para
a distribuicao de ponto fixo foi obtido com a distribuicao exponencial esticada. Outras
distribuicoes foram consideradas, porém, sem proporcionar ajustes aceitaveis. Neste caso,
a distribuicado exponencial esticada se destaca pelos resultados obtidos: (i) boa concor-
dancia nos ajustes dos histogramas; (ii) momentos tedricos da distribui¢do préximos dos
obtidos numericamente; (iii) bons valores fornecidos pelo ajuste no teste x2.

E importante destacar que a forma funcional da distribuicao de ponto fixo manteve-se
desconhecida por décadas para estas redes hierarquicas; as presentes propostas represen-
tam um avanco nesta area. Especificamente neste trabalho, a proposta de distribuicao de
ponto fixo para a rede hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional foi importante no
estudo da transicao de fases vidro de spins—paramagnética.

O método Morgado-Coutinho-Curado, implementado no presente trabalho para a rede

hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional, possibilitou a determinacao de magneti-
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zagoes locais, parametro de ordem de Edwards—Anderson, energia interna, calor especifico
e de termos que contribuem para o comportamento dominante da suscetibilidade mag-
nética nao linear. Desta forma, determinamos as relacoes de recorréncia que permitem
o céalculo numérico das magnetizacoes locais e fungoes de correlagao entre pares de spins
primeiros e segundos vizinhos. Calculamos o parametro de ordem de Edwards—Anderson
para diferentes temperaturas e geragoes da rede hierarquica; para a hierarquia n = 7 (a
maior estudada) a distingao entre a fase vidro de spins (¢4 > 0) e a fase paramagnética
(¢F* = 0) é clara, porém, efeitos de tamanho finito sao observados. Expoentes criticos
associados a transicao de fases vidro de spins—paramagnética foram obtidos. Através do
colapso de dados do parametro de ordem, obtemos v = 2.50(4) e 5 = 0.82(4); os demais
expoentes, 7, v e «, foram extraidos de relagoes de escala e hiperescala. Nossas simulacoes
foram realizadas na auséncia de um campo magnético externo, e utilizamos a distribuicao
exponencial esticada (representando a distribuicao de ponto fixo) para os acoplamentos
iniciais.

A curva do calor especifico em funcao da temperatura, obtida a partir de uma derivagao
numérica da energia interna, apresentou um maximo arredondado nas proximidades da
temperatura critica. Esta é uma caracteristica marcante observada em vidro de spins
reais; por nao apresentar divergéncia, o expoente o deve ser negativo, condizente com o
valor obtido através da relagao de hiperescala, o = —6.95(4).

As fungoes de correlacao entre primeiros e segundos vizinhos (estas apenas no interior
de cada célula basica) contribuem para a suscetibilidade nao linear. Calculadas para dife-
rentes temperaturas, verificamos um maximo associado a suscetibilidade, o qual desloca-se
em direcao a temperatura critica com o aumento da hierarquia. Entretanto, para estimar
a suscetibilidade nao linear é necesséario a obtencao das fungoes de correlagao de cada spin
com todos os demais spins da rede, o que nao é possivel através do método aqui utilizado.

Nao podemos afirmar se a relagdo de hiperescala, Dv = 2 — a (com D = 3.58),

usada na determinacgao do expoente «, é valida para o modelo de vidro de spins de Ising
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na rede hierarquica ponte de Wheatstone tridimensional. Para isto precisamos avancar
principalmente na determinacao de pelo menos mais um expoente critico de forma direta.

O calculo numérico dos parametros de ordem de vidro de spins locais, revelou uma
distribuicao nao trivial de valores ao longo dos sitios da rede hierarquica ponte de Whe-
atstone tridimensional; tal caracteristica foi observada através do perfil completo destes
parametros. Verificamos que caracteristicas multifractais estao presentes na distribui-
¢ao de valores dos parametros de ordem locais. Em especial, é possivel observar que
acima da temperatura critica, a curva do espectro de singularidades (f(«)), apresenta um
alargamento com o aumento da temperatura; tal comportamento nao é observado para
temperaturas abaixo de T.. No limite 7" — 0 observamos que a curva do espectro de
singularidades esta convergindo para uma delta, ou seja, uma distribuicao uniforme para
os valores dos parametros de ordem ao longo da rede, caracteristica de um fractal.

A determinacao das relagoes de recorréncia para a obtengao das magnetizacoes lo-
cais na rede hierdrquica ponte de Wheatstone tridimensional, abre possibilidades para
investigagoes futuras. Pretendemos explorar outras regioes do diagrama de fases, como
a fronteira critica entre a fase vidro de spins e a fase paramagnética, calculando o pa-
rametro de ordem e os expoentes criticos para valores Jy > 0. Podemos assim, verificar
se a universalidade dos expoentes criticos é preservada ao longo desta fronteira critica.
Outras regides que investigaremos, e pouco exploradas, sdo: (i) a fronteira critica entre a
fase vidro de spins e a fase ferromagnética; (ii) proximidades do ponto multicritico. Além
disso, pretendemos implementar este método para o modelo de Ising ferromagnético com
campo aleatério, assim como para o modelo de Potts (ambos os casos de ferromagneto
em campo aleatério e vidro de spins), definidos na rede hierarquica ponte de Wheatstone

tridimensional.



Apéndice A
Fungao de Particao Zg g,

Considerando um VS de Ising na rede hieraquica PW'T, cujo hamiltoniano é dado pela
Eq. (5.1), listamos abaixo os termos Zg, g, das Eqs. (5.2)-(5.4).

Zyy =) ™, (A1)

onde,

A =+Ki2o + Ko+ Ky + Ky — Kjn — Kpo — Kpus — Kpya — Kv1 — Ko — Ky — Kyy — Hy — He — H3 — Hy + Hy + Hy,
Ao = —Kio+ Koz + Kzg — Ky + Kp1 — Kpo — Kpus — Kpya + Ku1 — Ko — Ky — Kya + H1 — He — H3 — Hy + H), + Hy,
A3 = —Ki2 — Koz + Kza + Kg1 — Kjn + Kpo — Kpz — Kpa — Ku1 + Kye — Ky — Kya — Hi + Hy — Hs — Hy + Hy + Hy,
ANy = +K12 — Koz + K3y — Kg1 + Kpy + Ko — Kps — Kpg + K1 + Kpo — Ky — Kys +Hy + Ho — Hy3 — Hy + Hy, + Hy,
As = +K12 — Koz — Kza + Ka1 — Kpn — Kpo + Kps — Kpa — Ku1 — Kyo + Ky — Kya — Hi — Ho + Hs — Hy + Hy + Hy,
Ae = —K12 — Koz — K3y —Knn + Kjn — Ko + Kpus — Kpa + Kot — Koo + Ky — Ky +Hy — Ho + H3 — Hy + Hy, + Hy,
A7 = —Ki2+ Koz — Ksa + K1 — Kjn + Kpo + Kps — Kpya — K1 + Ko + Ky — Kya — Hi + He + Hs — Hy + H), + Hy,
A =+ K12+ Koz — K3y — Kqg1 + K1 + Ko + Kz — Ky + K1 + Kyo + K3 — Kya + Hy+ Hy + H3 — Hy + Hy + Hy,
+Ki12 + Koz — K3g — Kq1 — Ky — Ko — Kps + Kpg — K1 — Kpo — Kys + Kyy — Hy — Ho — Hz3 +Hy + H, + Hy,
—Ki2+ Koz — Ksa +Kayn + Kpn — Ko — Kps + Kpa + K1 — Kyo — Kys + Kpa +H1 — Ho — H3 + Hy + Hy + Hy,
A1 = —Ki2 — Koz — K34 — Ka1 — Kpa + Kpo — Kps + Kpa — K1 + Ky2 — Kys + Ky — Hi1 + Ha — H3 + Hy + Hy, + Hy,
12 = +Ki2 — Koz — K3a + Ka1 + Kpn + Kp2 — Kz + Kpa + Kun + Kv2 — Kus + Kpa + Hi + Ho — H3 + Ho+ Hy + Hy,
W13 = +Ki2 — Koz + Kza — Ka1 — Kpn — Kpo + Kps + Kpa — Kun — Kva + Kus + Kya — Hi — Ho + Hy + Hya + Hy + Hy,
W14 = —Ki12 — Koz + K34 + Ka1 + K1 — Kpo + Kps + Kpa + K1 — K2 + Kys + Kya + Hi — Ha + H3 + Hy + Hy, + Hy,
15 = —Ki2 + Koz + K3a — Ka1 — Kpn + Kp2 + Kz + Kpya — K + Ku2 + Kus + Kya — Hi + Ho + H3 + Hy+ Hy + Hy,
W16 = +Ki12 + Koz + Kzq + Ka1 + K1 + Kpo + Kps + Kpa + K1 + Ky2 + Kys + Kya + Hi + Ho + H3 + Hy + Hy, + Hy.
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16
Z__=) €, (A.2)
i=1

By =+Kio+ Koz +Ksu +Kyn + Ky + Ko + K3 + Kpa + Kn + Kue + K3 + Kya — H1 — Ho — H3 — Hy — H), — Hy,
By =—Ki2+ Koz + K3zga — Kg1 —Kpn +Kpo + Kps + Kpa — Kpn + Kyo + Kys + Kya + Hiy — Hy — Hs — Hy — H) — Hy,
B3z =—Ki2 — Koz + Kag + K1 + Ky — Ko+ K3 + Kpu + Koy — Kuo + Ky + Kyy — Hy + Hy — H3 — Hy — H, — Hy,
By =+Ki12 — Koz +K3a — Ky1 —Kpn — Ko+ K3+ Kpa — Kvn — Kua + K3+ Kya+ H1 + Hy — H3 — Hy — Hy — Hy,
By = +K12 — Koz — Kzg + Kg1 + Ky + Ko — Kz + Kpa + Ko + Ky2 — Kus + Kyy — Hy — Ho + H3 — Hy — Hy, — Hy,
B = —Ki12 — Koz — K3g — Ky1 —Kjn + Ko — K3+ Ky — Kvn + Kys — K3+ Kya +H1 — Ho+ H3 — Hy — Hy — Hy,
B7 = —Ki2+ Koz — K3qs + Kg1 + Ky — Ko — Kus + Kpa + Ky — Kyo — Kys + Kyg — H1 + Ho + H3 — Hy — Hy, — Hy,
By = +K12+ Koz — Kza — Kg1 — Kp1 — Ko — K3+ Kpa — K1 — Kyo — Kys + Kya + H1 + Ho + Hs — Hy — H)y — Hy,
Bg =+Ki12+ Koz — Kzgu —Kyn + Ky + Ko+ K3 — Kpa + Kvn + Kya + K3 — Kya — H1 — Hy — H3+ Hy — Hy — Hy,
B1o = —Kiz2 + Koz — K3a + Ka1 — Kpn + K2 + Kz — Kpa — Ku1 + Kvo + Kys — Kya + H1 — Ho — H3 + Hy — H, — Hy,
Bi11 = —Ki2 — Koz — K3a — Ka1 + Kp1 — Ky + Kz — Kpa + Kvin — Ky + Kug — Kyg — Hi + H2 — Hs + Hy — Hy, — Hy,
Bi2 = +Ki2 — Koz — K3a + Ka1 — Kpn — Ko + Kz — Kpa — Kv1 — Kyo + Ky — Kya + Hi + Ho — H3 + Hy — H) — Hy,
Bi1z = +Ki2 — Koz + K3a — Ka1 + Kp1 + Kp2 — Kpz — Kpa + Kv1 + Kv2 — Ky — Kya — H1 — Ho + H3 + Hy — H) — Hy,
Bia = —Ki2 — Koz + Kza + Ka1 — Kpn + Kp2 — Kps — Kpa — Ku1 + Ky2 — Ky — Kya + H1 — He + Hs + Ha — Hy — Hy,
Bis = —Kiz2 + Koz + K34 — Ka1 + K1 — K2 — Kz — Kpa + Kv1 — Kyo — Kys — Kya — Hi + Ho + H3 + Hy — H, — Hy,
Bi6 = +Ki2 + Koz + Kza + Ka1 — Kpa — Ky — Kz — Kpya — Kv1 — Ky — Kug — Kyg + Hi + H2 + H3 + Hy — Hy, — Hy.
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Zio_=> e (A.3)
=1

¢ =+Ki2+ Koz + Kzqa +Kq1 — Kpy1 — Kpo — Kus — Kpa + Ku1 + Ko + Kus + Kya — Hy — Hy — Hs — Hy+H, — Hy,
Co=—-Kio+ Koz + K3qg — Kag1 + Kpy1 — Kpo — Kz — Kpy — K1 + Koo + Kus + Kys +Hy — Ho —H3 —Hy+H, — Hy,
€3 =—-Kio— Koz + Kzs +Ka1 — Kpy1 +Kpe — Kus — Kpya + Ky1 — Ko + Kus + Kya — Hi+He — Hs — Hy+H, — Hy,
¢y =+Ki2 — Koz + Kzqg — Kg1 + Kpy1 + Ko — Kus — Kpy — K1 — Ko + Kus + Kya +Hy+He — Hs — Hy+H, — Hy,
Cs =+Kio— Koz — K3g+Ka1 — K1 — Ko + Kpus — Kpu + K1 + Ko — Kus + Kys — Hy — Ho+H3 —Hy+H, — Hy,
€= —Kiz2— Koz — K3g — Kg1 + K1 — Kpo + Kps — Kpa — Kyn + Kya — Kus + Kya + Hi — He + Hs — Hy + Hy, — Hy,
Cr=—-Kio+ Koz —K3gs+Kag1 — Kpun + Ko + Kps — Ky + Kyn — Ko — Kus + Kys — Hy+Ho +H3 —Hy+H, — Hy,
Cs = +Ki2+ Koz — K3g — Ka1 + K1 + Kpe + Kpus — Kpa — K1 — Ky — Kus + Kya +H1 +He + Hs — Hy+ H), — Hy,
Cog=+4+Kio+ Koz — K3g — Ky1 —Ku1 — K2 — K3 + Kpys + K1 + Ko + K3 — Kyy — Hy — Hy —H3 + Hy + Hy — Hy,
Cro=—Kia+ Koz — K3y + Kg1 + Kp1 — Kpo — Kpus + Kpga — K1 + Kyo + Ky3 — Ky + Hy — Hy — H3 + Hy + Hy, — Hy,
Ci1=—Ki2— Koz — Kza — Ka1 — Kjn + K2 — Kps + Kpa + Ku1 — Kua + Kus — Kva — Hi + Hy — Hs + Ha + Hy — Hy,
Cio2 = +Ki2 — Koz — K3a + Ka1 + Kjn + Kpa — Kps + Kpa — Kv1 — Kua + Kus — Kpa+ Hi + He — Hg + Hy + Hy — Hy,
Ci3 =+Ki2 — Koz + Kza — Ka1 — Kpn — K2 + Kps + Kpa + K1 + Kvg — Kuz — Kva — Hi — Ho+ Hs + Ha + Hy — Hy,
Cia = —Ki2 — Koz + Kza + Ka1 + K1 — Kpo + Kps + Kpa — K1 + Kvo — Ku3 — Kya + Hy — Ho+ Hs + Ha + Hy — Hy,
C15 = —Ki2+ Koz + Ksqa — Kg1 — Kpjn + K2 + Kps + Kpa + K1 — Kvo — Ku3 — Kya — Hi + Ho + Hy +hy + Hy — Hy,
Ci6 = +Ki2 + Koz + Kza + Ka1 + Kpn + K2 + Kps + Kpa — Kv1 — Ku2 — Kus — Kva+ Hi + Ho + Hs + Ha + Hy — Hy.



APENDICE A. FUNCAO DE PARTIGAO Zs,s, 125

16
Z_ =Y e (A.4)
=1

D1 =4+Ki2+Kozs + Ksa + Kan + Kjn + Kpo + Kz + Kpa — Koy — Ko — Ky — Kyy — H1 — Hy — H3 — Hy — H, + Hy,
Do =—-Kio+ Koz +K3gs —Kg1 —Ky1 + Ko+ K3 + Kpya + K1 — Kye — Kys — Kya + Hy — Hy — H3 — Hy — H, + Hy,
D3 =—-Ki2— Koz +Ksa+ Kan + Ky — Kpo + Kpus + Kpa — Kvi + Ko — Ky — Kyy — H1 + He — H3 — Hy — Hy + Hy,
Dy =+4+K12 —Kozg + K3za —Ka1 —Kjn — Kpo + Kz + Kpa + Ki + Ko — Kys — Kpa + H1 + Hy — H3 — Hy — Hy + Hy,
D5 =+Ki12 — Koz —K3gs + K1 + K1 + Ko — K3 + Kpy — K1 — Kye + K3 — Kyy — Hy — Hy+ H3 — Hy — H, + Hy,
De=—Ki2 — Koz —K3zg —Kg1 —Kjn +Kps — Kz + Kpa + Koy — Ko + Ky — Kyg + Hy — Ho + H3 — Hy — Hy + Hy,
D7 =—-Kio+ Koz —K3gs+ Ky1 +Ky1 — Kpa — Ky + Kpg — K1 + Kye + Kys — Kyya — Hy + Hay + H3 — Hy — H), + Hy,
Dg=+Ki2+ Koz —K3g —Ky1 — K1 — Ko — K3+ Kya + K1 + Kye + K3 — Ky + Hi + Hy + H3 — Hy — H, + Hy,
D9 =+Ki2+ Koz — K3g — Kg1 + Ky1 + Kpa + Ky — Kpga — K1 — Kye — Kys + Kysa — Hy — Hy — H3 + Hy — H), + Hy,
D10 =—Ki2+ Koz — Kza + Ka1 — Kpa + Kpo + Kps — Kpa + K1 — Kya — Kyg + Kya + H1 — Ho — H3 + Hy — Hy, + Hy,
D11 =—Kiz2 — Koz — K34 — Ka1 + K1 — Kpo + Kps — Kpa — K1 + Ky2 — Kys + Kya — Hi + Hy — H3 + Hy — Hy, + Hy,
D12 =+Ki2 — Koz — K3a + Ka1 — Kpn — Kp2 + Kpz — Kpa + Kvin + Kv2 — Ku3 + Kya + Hi + Ho — H3 + Hy — H, + Hy,
D13 =+Ki2 — Koz + K3q4 — Kq1 + K1 + Ko — Kz — Kpa — Kuy — Kvo + Kug + Kya — H1 — Ho + H3 + Hy — Hy + Hy,
D1y =—Ki2 — Koz + K3qg + K1 — Kpa + Kpo — Kps — Kpa + K1 — K2 + Kys + Kya + Hi1 — Ha + H3 + Hy — H), + Hy,
Di5 = —Ki2 + Koz + Kza — Ka1 + Ky — Ko — Kz — Kpa — Kun + Kvo + Ky + Kya — Hi + Ho + Hs + Hy — Hy + Hy,
D16 = +Ki2 + Koz + K3q + Ka1 — K1 — Kpo — Kps — Kpa + K1 + Ky2 + Kys + Kya + Hi + Ho + H3 + Hy — Hy, + Hy.



Apéndice B
Termos das relacoes de recorréncia

Os termos R;s (i = 1,2,...,64) da subsegao 5.3.1 sao listados a seguir,

Ry =Koz + K3gqs — K12 — Ky1 —H1 — Ko — Koy +Ho — K3 — K3y +H3s — Kpg — Kgp + Hy + K1y + K1,
Ry =Koz + K3y — K12 — K41 — Ky1— K1y +H1 —Ho— H3 — Hy+ Ky + Kpya + K3 + K3 + Kaw + K 2,
R3 =Koz + K41 — K12 — K3a — Hy — Kj2 — Koy + Ho — K3 — K3y + H3s — Hy + Ky + Kpa + K1 + K1,
Ry =Koz +Kg1 — K12 —K3a —Ky1—Ki1v+H1—Ho—Hs — Kya— Ky +Hy + K3y + Kps+ Koy + K2,
Rs =Ki2+ Ko — K34 — K41 —H1 — Hy —H3 — K4 — Kqp + Hi+ K3y + Kz + Koy + K2 + K1 + K1,
R =K12+ Koz + Ky1+ K3a —H1 —Ho —H3 —Hy + Kgp + Kpu + K3y + K3+ Ko + Ko+ K1y + K1,
Ry =Ko+ Koz + Ky1 + K34 — K1 — K1y +H1 — Ko — Koy + Hy — K3 — K3y + H3 — K g — Ky + Hy,
Ry =Ki12+ Koz — K3gs — Ky1 — Ky1 — K1+ H1 —Kpuo— Koy +Ho — K3 — K3y +Hs — Hy + Kay + K4,
Rg =Ki2+ K3qs — Koz — Ky1 —H1 — Ho— Ku3— K3y +Hs — Kya— Ky +Hy + Koy + Kpo+ K1y + K1,
Rio=Ki2+ K34 — Koz — Kq1 — K1 — K1+ Hi — Kyo— Koy +He—Hs — Hy+ Kqp + Kpya + Kz + Kpus,
Ry1 =Ko+ Kyn —Ko3 — Kgs —H1—Ho— K;3— K3y +Hs —Hy + Ky + Kpa+ Koy + Kpo+ K1y + Ky,
Ry =Ki2+ K41 — Koz — Kga — K1 — K1y + Hi — Ko — Koy + He — H3 — Kya — Kay + Hi + K3 + Ky 3,
Riz=—Ki2— Koz —K3s —Kyn—H1 —Kyu2— Koy +Ho—H3 — Kyg— Ky +Hs+ K3y + Kz + K1y + K,
Riy =Ky + K3y — K12 —Kos—H1 —Kpuo— Koy +Ho—H3s —Hy + Ky + Kpa+ K3y + Kps + K1y + Kpa,
Ri5 =K41 + K34 — K12 — Koz — K1 — K1y + Hi — Ho — K;3— K3z, + H3s — Kya — Kqp + Hi + Koy + K2,
Rig =— K12 — Koz — K3a — Ky1 — Ky1 — K1y +H1—Ho — K;3— Kz +Hs — Hy + Kqgp + Kpa + Koy + K2,
Ri7=—Ki2— Koz —K3as —Ky1 —Ky1— K1y —Hi+He —Kyu3—Ksy —H3+Hy +Kgp + Kpa+ Koy + K2,
Rigs =Koz + K34 — K12 — Kq1 + H1 — K2 — Koy —Ho — K, 3 — K3, —H3 — Kyga— Kqgp — Hi+ K1 + Kpa,
Rig =Koz + K3y — K12 —Kg1 — Kpy1 — K1y —Hi+Ho+Hs+Hy + Kgy + Kpa+ K3y + Kz + Koy + K2,
Roo =Koz + Ka1 — K12 — Kga + H1 — Ko — Koy —Ho — K3 — K3y — Hs + Ho + Kap + Kpa + Ki1w + Ky 1,y
Roy =Koz + K41 — K12 — K3a — K1 — K1y —Hi+Ho+ Hs — Kpa — Kgp — Hy + K3y + Kz + Koy + Ky 2,
Roy =K41 + K34 — K12 — Koz + Hi — K2 — Koy —Hao+ Hs + Hy + Kao + Kpa + Kgy + Kps + K1o + Kpa,
Ro3 =Ky41 + K34 — K12 — Koz — K1 — K1y —Hi +He — K3 — K3y — H3 — Kya — Ky — Hy + Koy + Kp 2,
Roy =— K12 — Koz — Ksgs — Kyn +H1 — Kpuo— Koy —Ho+Hs — Kpa— Ky —Hy + K3y + Kps + K1y + K1,
Ros =Ki2 + Koz — K3a — Ka1 — Kpy1 — Kiw —H1 — Kp2 — Koy — Ho — K3 — K3y — Hg + Ha + Kaw + K4,
Rog =Ki2 + K23 — K3g — Kg1 + Hi + Ho+ H3 — Ko — Kqow —Has + K3y + K3 + Koy + Ko+ Ki1w + K1,y

126
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Ror =Ko+ Kos + Ka1 +Kag+Hi +Ho + Hs + Hi + Ky + Kpa + K3z + Kps + Koy + Ko+ K1 + Ky,
Rog =Ki12 + Kog + Ksn + Ksa — K1 — K1y, —H1 — Ko — Koy —Ho — K3 — K3y — H3 — Ky — Kqp — Hy,
Rog =K12 + K34 — Ko —Kgyn +H1+He — K3 — Kz —H3 — Kpa— Ky —Hy+ Koy + Ko+ K1y + Ky,
R3o =Ki12+ K3g — Koz — Kg1 — Ky1 — K1y —H1 — Kpy2o— Koy —Ho+ Hs+ Hy + Ky + Kpa + Kz + Ky 3,
R31 =Ki2 + K41 — Koz — Kga + H1 + Hy — K;y3 — Kgy — Hs + Hy + Koy + Kpa + Koo + Ko+ K1y + K1,
R3z =Ki12+ K41 — Koz — Kgqa — K1 — K1y —H1 — K2 — Koy —Ho+ Hs — Ky — Kqy — Hy + Kz + Ky 3,
R3z3 =Ki12+ Ko+ Ky1 + K3y — K1+ H1 — Koy +Ho — K3y + H3s — Ky + Hi+ Kpa + Kps + Kpuo+ K,
R3qy =Ki12 + Koz + Ka1 + Kga — K1 —H1 — Ko —Ho — K3 — Hs — Kjyg— Hy+ Kqp + K3y + Koy + K10,
R3s =K12+ Koz — K3y —Kgyn —Kpy1—H1 — Ko —Ho — K3 —H3s — Ky +Hi+ Kpa+ K3y + Koy + K1,
R3g =K12 + Koz — K3qs — Ky1 — K1y +H1 — Koy +Ho — K3y + H3 — Kpgs — Hy+ Ky + K3+ Ko+ K1,
R37 =K12+ K34 — Ko —Kgyn — K1y +H1 — Koy +Ho — K3 —H3 — Kpg—Hy + Ky + K3 + Ko+ Ky,
R3g =Ki12 + K34 — Ko —Kgyn — K1 —H1 — Kpyo—Ho— K3y +Hs — Kqy + Hi+ Kpa+ Kpus+ Koy + K1,
R3g =K12+ K41 — Koz — K3y — K1y +H1 — Koy +Hy — K3 —H3 —Kqp + Hi+ Kpa+ K3 + Ko+ K1,
Ryo =Ki2+ K41 —Kog — K3y — K1 —H1 — Ko —Ho — K3y +H3s — Kya—Hy+ Ky + Kps + Koy + K1,
Ryt =Kq1 + K34 — K12 — Koz — K1y + Hi — K2 — He — K3y + H3 — Ky + Ho + Ko+ Kps + Koo + Kpa,
Ryo =Ky1 + K34 — K12 — Ko — K1 —H1 — Koy +Hy — K3 —Hs — Kpya—Hy+ Kqp + K3y + Kpo + K1,
Ry3 =Koz + K3a — K12 — Ky — K1y +H1 —Kpo—Ho— K3 —Hs — Kya—Hy+Kqp + K3y + Koy + Kpa,
Rya =Koz + K3a — K12 — Ky —Ky1—H1 — Koy +Ho— K3y +H3 —Kgy +Hy + Kpa+ Kps +Kpo+ Ky,
Rys =Koz + K41 — K12 — K3y — K1y +H1 — Ko —Ho — Kpus—Hs —Kqy + Hi + Kpa+ Kz + Koy + Ky,
Rig =Koz + K41 — K12 — K34 — K1 — H1 — Koy + Ho — K3y + H3 — Ky — Hy + Kay + K3 + Ko + Ky,
Ry7 = — Ki2 — Ko — K3qs — Kqg1 — Ky1— H1 — Koy +Ho — K3 — H3 — Ky + Hy + Kpa + K3 + K2 + K,
Rys = — K12 — Koz — K34 — K41 — K1, + H1 — K2 — Ho — K3y + H3 — Kyg — Hy + Ky + K3 + Koy + Kpu 1,
Rag =Ki12 + Koz + Ka1 + Kgq — K1, — H1 — Koy — Ho — K3y — H3 — Kay — Hys + Kpa + Kps + Ko+ K,
Rso =K12 + Koz + Kq1 + K3y — K1 +H1 — Ko+ Ho — Kyy3+ Hy — Kpga + Hy + Ky + K3y + Koy + K1,
Rs1 =Ko+ Koz — K3g — Kq1 — Kpy1+H1 — Kyo+Ho— Ky3+Hy — Ky — Hy + Ky + K3y + Koy + K1y,
Rs2 =Ki2 + Koz — K3g — Kg1 — K1, — H1 — Koy —Ho — K3, —H3 — Kpa+ Hy+ Ky + Kps + Kpo + K,
Rs3 =K12 + K34 — Koz — K41 — K1, —H1 — Koy —Ho — K3+ H3 — Kya+Hy+ Ky + K3 + Ko+ Ky 1,
Rsq =K12 + K34 — Ko — Kyn — K1+ H1 — Kpyo+He — K3y, — H3 — Ky — Hy + Kpg + Kps + Koy + K1,
Rss =K12 + K41 — Kog — K3y — K1, —H1 — Koy —Ho — K; 3+ H3 — Kg —Hy + Kpa + K3y + Ko+ Kpa,
Rse =K12 + K41 — Ko — K3y — K1+ H1 — Kpuo+ Ho — K3y — H3 — Kpa+ Hy + Ky + K3 + Koy + K1,
Rs7 =K41 + K34 — K12 — Koz — K1, —H1 — K2+ Ho — K3y, — H3 — K4y —Hy + Kpa + K3+ Koy + Kp1,
Rsg =K1+ K34 — K12 — Kos — K1+ H1 — Koy — Ho — Ky 3+ Hy — Kpa+ Hy + Ky + K3y + Ko + Kqo,
Rs9 =Ko3 + K34 — K12 — Ky1 — K1, —H1 — Kyo+Ho — K3+ H3 — Kpg+ Hy + Kgy + K3 + Koy + Kp1,
Reo =Koz + K34 — K12 — Kq1 — K1+ Hy — Koy —Ho — K3y — H3 — Ky —Hy + Kpa + Kpus + Kpuo + K,
Re1 =Koz + Kq1 — K12 — K34 — K1, —H1 — Kpo+Ho— Ky3+Hs — Kgp — Hy + Ky + K3y + Koy + Kp 1,
Rez =Koz + K41 — K12 — Kgqa — Kjy1 + H1 — Koy — Ho — K3y — H3 — Kpa + Ho + Kgy + K3 + K2 + K1y,
Rez = — K12 — Ko3 — K3y — Kg1 — Kpy1+H1 — Koy —Ho — K3+ Hs — Ky — Hy + Kpa + K3 + Kp2 + Ky,
Reg = — K12 — Koz — K34 — K41 — K1y —H1 — Kpo+Ho— K3y — Hs — Kpa+Hy + Ky + Kz + Koy + Kp1.
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O termos L;, M;, N; e O; (j =1,...,8) sao listados a seguir:

128

Li=— el + efl2 _ B3 + efta _ oBs _  Re + o7 + efts _ oRo + eflio _ oR11 + efl12 _ oRi3 _  Ria + efi1s + eRlﬁ7

Lo —eB1 _ oR2 + efts _ R4 _ Rs _ Re + eB7 4 eBs _ oRo + ef10 _ oR11 + ef12 + ef13 4 eR1a _ gRis _ BR167

R R R, R R R, R R, R, R R R R R R R
L3:€ 1 _¢e 2+€ 3 _eftd _ 5 _ o 5+e 7+€ B+€ 9 _ e 10+€ 11 _ eft12 _ o113 _ ¢ 14-‘1‘6 15+6 167

La —efl1 _ gR2 _  R3 4 efa 4 efts _ oRe + eBl1 _ oRs 4 eflo _ oR10 _ oR11 4 efi12 4 ef13 _ oRia 4 efi1s

Ls=— el _ gR2 _ oR3 _ Ra 4 elts 4 ele + elr + efis 4 efo + ef10 + e + efi2 _ oRiz _ (Ria _ JRis _  Rie

Ls —ef1 + eft2 + efts + efta + efts + efte + it + efts _ oRo _ oRio _ oR11 _ oRi2 _ o Riz _ oRia _  Ris _  Rie

— e

Rig

)

)

)

—ef1 B2 oRs _ oRa _ Hs | oRe | oB7 _ oRs 4 oRo 4 oBi0 _ oR11 _ gRi2 _ oRis | oRia | oR15 _ eRm7

Ls = — efl1 _ oR2 + efts + elta _ oBs + efte + eflr _ ¢Rs _ oRo _ Rio + efl11 + eft12 _ Ris + eft14 + eft1s _ eRlG7

M; = — efi17 4 eflis _ R 4 eft20 _ oR21 + eft22 _ Ras 4 eft2a _ Ras 4 efi26 4 efl27 _ oRas + eft20 _ oR3o 4 eftsr _ 6R32’
Mg =17 — eflis 4 oFio _ gR2o | oR21 _ oRoa | oRos _ oR2a  oRos | oBRae | oRar _ oRas | oRoo _ oRso 4 oRa1 _ oRs2

)

)

R R R R. R. R R R R R R. R. R R R R.
Mg = — eff17 — efl1s P10 _ 20 | oR21 | oRo2 _ oRas | oRaa _ oR2s | oR26 4 of27 _ of2s _ of20 | oR30 _ oRs1 4 oRaz
My =17 — eFas | oB1o 4 20 _ oR21 4 oRoo _ oRas _ oRaa y oRas _ oRae 4 oRo7 _ olas _ o2 4 ofso Bl _ oRaz

— R R R R. R. R. R R R R R R. R. R R R
Ms = — eff17 — gflis _ gF1o _ oRao _ oRa1 _ oRaz _ oRas _ oRaa | oRas | oR26 4 of27 | of2s | oR20 | oF30 4 oRs1 4 oRaz
Mg — _ Ri7 +eR18 +eR’19 +eR2° +6R21 _ eR22 _ oRaz _  Raa +6R25 +6R26 +eR27 +eR28 — ef20 _ B30 _ oR31 _  Ra2

— R R R R R R R: R R R R R R R, R: R,
My = — eff17 4 effis P10 _ oRoo _ oRo1 | oRo2 | oRas _ oRoa _ oRas _ oRoe 4 oR27 | oR2s | oR20 | oR30 _ oRs1 _ pHsz

R R R R. R. R R R R R R. R. R R R R.
Mg = — eff17 — gfl1s _ P10 4 20 | oRo1 | oRo2 | oRas _ oRaa _ oRas _ oRa6 4 of27 | ofl2s _ of20 _ oR30 4 oRs1 4 oRaz

R R R R R, R R R R R R R R R R R
N7 =ef33 — eflsa _ B35 4 oflse | a7 _ oRas 4 ollso _ oRao 4 oRar _ Raz | oRaz _ oRaa  oBas _ oRac _ oRa7 | oRas

)

Ny —elt33 _ R34 _  R35 + efi3e + elta7 _ oRas + eft3o _ gRao _ oRa1 + eftaz _ oRas + eftaa _ Ras + eltae + eltar _ ,‘31?4487
N3 —eft33 _ R34 _ B35 + eftse _ oRar + eftas _ oR3o + efta0 + eftar _ gRaz _ Ras + eftaa _ oRas + eftas _ oRar + eR487
Ny =ef33 — efisa | o35 _ ollse _ o7 | oRas 4 ofiso _ oRao 4 oRar _ Raz _ oRaz 4 oRaa | oRas _ oRac 4 oRar _ oRas
N5 —eft33 + eft3a + eft3s + efi3e + efta7 + eftas + eft3o + eftao _ gRa1 _ (Raz _  Raz _ Raa _ Ras _ Rae _ oRar _ 6R487
Ng =eft33 4 efisa | B35 4 oflse _ oBs7 _ oRas _ olso _ oRao _ oRar _ Raz | oRaz 4 oRaa | oRas | oRac _ oRar _ oRas
N7 —elt33 + eftsa _ oR3s _ R3e + elta7 + eltas _ oR3o _ oRao + efta1 + efta2 + eflas + eltaa _ oRas _ jRae _ gRa7 _ 6R4zs7
Nsg —eft33 + eftsa _ oRas _ oR3e _ oR37 _  Ras + eft39 + efta0 + efta1 + eftaz _ R4z _ Raa + eftas + eftas _ gRar _ eR487
071 = —eff49 L eBs0 | oBs1 _ oRs2 _ oRss | oRsa _ oRss | oRse _ ols7 4 oRss _ oRso | oReo _ oRe1 4 oRe2 | oles _ oRes
Og = — efta9 + efts0 + efts1 _ oR52 _ Rs3 + eftsa _ oRss + eftse + efts7 _ oRss + eftso _ oReo + efte1 _ oRe2 _ RHes + 63647
O3 = — eftao 4 efts0 4 efls1 _ o Rs2 + eftss _ oRsa 4 eftss _ oRse _ oRs7 4 efiss 4 eftso _ oReo + efte1 _ oRe2 4 eftes _ 6R64’
Oy = — eff19 P50 _ oRs1 | oRo2 | oRos _ oRsa _ oRss | ofse _ ofs7 | oflss | oflso _ of60 _ ofl61 4 oRe2 _ gRes 4 oles

Os5 —efa9 + efts0 + efts1 + efis2 + efts3 + eftsa + efiss + eftse _ oR57 _ oRss _ oRso _ oReo _ oRe1 _ oRe2 _ oRe3 _ 6R647

R Ry R R, R, R R Ry Ry R, R, R R, R, R, R
Og =elt19 4 fts0 4 ofls1 | o2 _ oRs3 _ ollsa _ oBss _ oBse _ olls7 _ oflss 4 oftso 4 ofeo 4 oFle1 4 ollez _ oBes _ oRea

On =eft49 4 ofts0 _ fts1 _ B2 | oRs3 4 ofsa _ oRss _ oRoe 4 ofls7 | oftss 4 efso | oRe0 _ ofle1 _ ez _ oRe3 _ oRoa

Os —elao 4 eftso _ oR51 _ oRs2 _ oRs3 _ o Rsa 4 efiss 4 efise 4 efis7 4 eflss _ oRs9 _ oReo 4 efte1 4 efte2

— €

Re3

— €

Rea
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Abaixo listamos os termos R;s (i = 1,...,32), T, e Al (i = 1,...,10) da subsegao 5.3.2.

Ry = Ka3 + K34 — K12 — K41 — K2 — Koy — K3 — K3y — Kpa — Koy + K1y + K
Ry = Koz + K34 — K12 — Ka1 — Kjn — Ky + Kay + Kua + Ky + Kz + Koy + Kpo
Ry = Koz + K41 — K12 — K34 — K2 — Koy — K3 — K3u + Kay + Kpa + K1 + K
R} = Koz + K41 — K12 — K3q4 — K;1 — K1y — Kpa — Kay 4+ Kz + Kz + Koy + Kpo
R = K12+ Kag — K3a — Ka1 — Kpa — Kay + K3y + Kus + Kow + Kpo + K1y + K
Rt = K12 + Koz + K41 + K3a + K4y + Kpa + K3y + Kus + Kou + Ku2 + K1v + K
Rl = Kio + Koz + Ka1 + K34 — K1 — K1y — Kpuo — Koy — Kz — Kz — Kpa — K,
Ry = K12+ Kag — K3a — Ka1 — K1 — K1y — Kpa — Koy — Kz — K3y + Kay + Kpa
Ry = K12 + K34 — Koz — Ka1 — K3 — K3y — Kpa — Kay 4+ Koy + Kpo + K1y + K
1o = K12+ K34 — Koz — Ka1 — Kjn — K1, — Ko — Koy + Kay + Kpa + K3, + Kps
11 =Kia+ Ka1 — Koz — K34 — Ky — Kzy + Kay + Kpa + Koo + Ko + Ki + K
1o = Kia+ Ka1 — Koz — K34 — Ky — K1y — Kpa — Koy — Kja — Kay + Ko + Ky
13 = —Ki2 — Koz — K34 — Ka1 — K2 — Koy — Kpa — Kay + Kz + Kuz + K1o + K
1a = Ka1 + Kzs — K12 — Koz — Kyuo — Koy + Kay + Kpa + Kz + Kuz + Ki + K
5 = Ka1 + K3a — K12 — Kog — Kj1 — K1y — Kus — K3y — Kpua — Kay + Koy + Kp2
Y6 = —Ki2 — Koz — K34 — Ky1 — K1 — K1y — Kz — K3y + Kay + Kpa + Koy + Kpo
7 = Kia+ Koz + Kq1 + K34 — K1, — Koy — K3y — Kay + Kpa + Kz + K2 + K
s = K12 + Kag + Ka1 + Ksa — Kp1 — Kpo — Kug — Kpa + Kay + K3y + Kou + K1y
o = K12+ Koz — Ksq — Ka1 — K1 — Ko — Kz — Kay + Kpua + Ko + Ko, + K1,
Rbo = K12 + Koz — K3a — Ka1 — K1, — Koy — K3, — Kpa + Kay + Kus + Kz + K
Ry = K12+ K34 — Koz — Ka1 — K1, — Koy — Kz — Kpa + Kay + K3y + Kz + K
Ry = K12 + K34 — Kog — K41 — Kp1 — Kuo — K3y — Kay + Kpa + Kus + Koy + K1
Rbs = K12+ K41 — Koz — K34 — K1, — Koy — Kz — Kay + Kpa + K3, + Kuo + K
Ry, = K12+ K41 — Koz — K34 — Ky1 — Ko — Kay — Kpa + Kay + Kuz + Koy + K1
Rbs = Ku1 + Ksq — K12 — Koz — K1y — K2 — K3y — Kay + Kpa + Kus + Kow + Kua
Rbg = K41 + K3q — K12 — Koz — Ky1 — Koy — Ku3 — Kpa + Kay + K3y + Kpo + K1,
RYy; = Kog + K34 — K12 — Ka1 — K1, — Ko — Kpus — Kpa + Kay + Kay + Koy + K
Rbg = Koz + K34 — K12 — K41 — Ku1 — Koy — K3y — Kay + Kpa + Kus + Ku2 + Ky
Ry = Koz + K41 — K12 — K34 — K1y — Kpo — Kus — Kay + Kpa + K3y + Kow 4+ Kui
Ry = Koz + Ka1 — K12 — K34 — Kp1 — Koy — Kay — Kpa + Kay + Kus + Kuz + K1
Ry = —Ki2 — Koz — K34 — Ky — Ky — Koy — Kz — Kay + Kua + K3 + Kz + K1,
Ry = —K12 — Koz — K3y — Ka1 — K1y — Ko — K3y — Kpa + Kay + Kuz + Koy + K
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Apéndice C

Enderecamento de sitios e ligacoes

O enderegamento serd realizado através de quatro indices (i, j, k,l) que permitem a
identificacao tnica de cada sitio, ou ligacao, sobre a rede hierarquica PW'T.

O primeiro indice (7) identifica a posigao do sitio interno da célula basica, sendo sempre
igual a 1 neste caso; no enderecamento das ligagoes este indice pode assumir os valores
i = 1 para a ligac@o conectada ao sitio superior (1), i = 2 para a ligagdo conectada ao sitio
inferior (v) e i = 3 representa uma ligagao do quadrado® situado & direita das ligagoes
identificadas por i = 1 e ¢ = 2. Note que dessa forma estamos dividindo a célula basica
em quatro partes ou pedagos, onde cada parte contém trés ligagdes; na figura C.1(b) cada
parte ¢ identificada por uma cor diferente. O segundo indice (j) varia de 1 a 4" e fornece
a posicao da esquerda para a direita do pedaco ao qual pertence o sitio ou a ligagao; por
exemplo, na figura C.1(b), j = 1 identifica a parte vermelha, j = 2 a parte verde, j = 3
a parte azul e j = 4 a parte preta. O terceiro indice (k) varia de 1 a (b+ 1)"~! e fornece
a posicao da célula, para exemplificar, considere a figura C.1(b), para a qual kK = 1; na
figura C.1(c) a célula cujos sitios da raiz sao u e 1 é identificada por k = 1 (célula verde),
a célula cujos sitios da raiz sao 1 e v é identificada por k = 2 (célula azul), enquanto que a
célula cujos sitios da raiz sao 1 e 2 é identificada por k& = 3 (célula vermelha). Na proxima

hierarquia note que entre os sitios p e 1 surgirao as células k = 1, £k = 2 e k = 3, entres

T As ligacbes do quadrado da célula bésica da figura C.1(b) s@o Jia, Jos, J34 € Ju1.
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Figura C.1: llustracido da construcido da rede hierdquica PWT.

os sitios 1 e v surgirao as células k = 4, k =5 e k = 6, entre os sitios 1 e 2 surgirao as
células k =7, k =8 e k =9, e a cada nova hierarquia este caminho que identifica a célula
torna-se mais complexo. O ltimo indice (1) varia de 0 a n, indicando em que hierarquia
um determinado sitio ou ligagao surgiu.

O mapeamento dos sitios inicia-se a partir dos dois sitios da hierarquia de ordem zero
[figura C.1(a)], e em seguida inserimos os quatro sitios da hierarquia n = 1; na hierarquia
de ordem dois surgem 48 novos sitios, de forma que a cada nova hierarquia surgem 4 x 127!
novos sitios, e assim sucessivamente até a hierarquia n. Em cada hierarquia variamos o
indice 7, em seguida o indice ¢ e por ultimo k. Implementamos este mapeamento através

de um programa escrito em Fortran 90.
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