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Resumo

Este trabalho esclarece, através da obtencao de solucoes exatas para condigoes
de contorno gerais, a quebra da relagdo entre quiralidade (conceito de natureza
algébrica) e sentido de propagacao (propriedade de origem cinemética) para férmions

governados por equacoes de campo do tipo-Dirac com derivadas superiores.



Abstract

The main goal of the work presented in this thesis is to clarify the breakdown
of the association between chirality and left/right-propagation modes, typical of
2D fermionic theories, once higher-derivative operators are present. The issue is
discussed by means of exact solutions for the field equations worked out under

general boundary conditions.
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Introducao

Sabe-se que a maior parte dos sistemas fisicos descritos por fungoes Lagrangeanas
nao incluem outras derivadas que as de primeira ordem nas variaveis dinamicas.
Isto acontece principalmente porque nas teorias com derivadas superiores (derivadas
temporais de terceira ordem ou maiores nas equacoes de movimento, derivadas tem-
porais de segunda ordem ou maiores no Lagrangeano), tanto ao nivel cldssico quanto
ao nivel quantico, ndo se tem um limite inferior para a energia [1]. Além disso, as
teorias quanticas de campo que contém derivadas das fungoes do campo superiores
a primeira ordem geralmente apresentam estados-fantasma, com norma negativa, e,
como conseqiiéncia, paga-se o preco da violagao da unitariedade [2, 3, 4, 5].

Porém, a utilizacao das derivadas superiores tem algumas propriedades atrativas
no contexto da teoria quantica de campos; em particular, a convergéncia dos dia-
gramas de Feynman é aprimorada. E assim que teorias de calibre com derivadas
superiores [6, 7, 8, 9] e modelos da gravitacao com corregoes quadréticas e ainda
de ordens maiores a curvatura, na agao de Einstein- Hilbert [10, 11, 12, 13, 14],

tém sido consideradas. Estas teorias sao descritas por Lagrangeanos singulares ou



degenerados com derivadas superiores. Tais Lagrangeanos foram usados também
em alguns modelos de cordas [15, 16].

Além dos ja mencionados anteriormente, outros sistemas fisicos cujas equacgoes
contem derivadas superiores a segunda ordem aparecem numa diversidade de con-
textos [17]. Por exemplo, na mecanica cldssica, a equacao de Korteweq-de Vries,
que descreve ondas superficiais de agua, faz uso de derivadas de terceira ordem [18].
Nas teorias de gravitagao classica, as derivadas de ordens superiores a dois foram in-
troduzidas por Weyl [19] e usadas também em alguns modelos cosmoldgicos [20, 21].
Em gravitagao quantica, existem modelos com derivadas superiores que resultaram
ser renormalizaveis [22] e livres assintoticamente [23]. Em fisica de particulas, os
modelos de Nambu-Jona-Lasinio [24], Schwinger [25] e Skyrme [26, 27] incluem
termos com derivadas supe-riores. Também, ha trabalhos onde as derivadas supe-
riores sao consideradas no formalismo canénico em teorias de campo [28, 29, 30],
em aspectos de simetrias e leis de conservacao [31, 32, 33, 34], num principio de
acao [35], num modelo de Eletrodinamica [8] e de Eletrodinamica Quantica [36],
em modelos fermionicos [37, 38] e bosonicos [39], em aplicagoes na supersimetria
[40, 41, 42, 43, 44, 45, 46], na cosmologia [47, 48, 49, 50|, em teorias de gravitacao
[51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61], em modelos com Lagrangeanos efetivos
[62, 46] (onde os problemas comuns das teorias com derivadas superiores, tais como
graus de libertade adicionais, energia sem limite inferior, etc., nao aparecem porque

as equacoes de movimento podem ser usadas para eliminar todas as derivadas tem-



porais de ordens superiores do termo de interagao efetiva), usadas também como
mecanismos de renormalizagao e regula-rizagao [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71,
42, 43], incluidas em modelos com integrais de caminho [72], em modelos-sigma
[73, 74, 44, 45], em teorias de cordas césmicas [75, 76, 77| e outros trabalhos. Vale
observar que muitos destes temas justapoem-se em torno da utilizacao das derivadas
superiores, e tudo isso da-nos uma boa idéia da utilidade e versatilidade das derivadas
superiores nos modelos fisicos e fisico-matematicos, apesar dos possiveis inconve-
nientes mencionados anteriormente.

O tema de nosso trabalho é baseado numa Tese de Mestrado anterior [78] que aborda,
entre outras coisas, a resolucao de certas equacoes de onda com derivadas superi-
ores, implementadas mediante fatores D’Alembertianos, em (141) dimensoes, pois
neste caso é possivel resolver exatamente as equagdes [79]. Vamos estudar o com-
portamento da quiralidade e dos modos de propagacao de um modelo fermionico
(1+1)-dimensional, ndo-massivo, e analisar o efeito da utilizacdo das derivadas su-
periores, neste caso, também, na forma de fatores D’Alembertianos. No Capitulo
1, comegamos considerando o caso simples da equacdo de Dirac em (1+1) di-
mensoes, para uma particula sem massa, onde os setores da quiralidade se cor-
respondem biunivocamente com os modos de propagacao. Inserimos, entao, um
fator D’Alembertiano, e resolvemos a equacao resultante mediante o método de
D’Alembert (transformando a equagdo espinorial original em dois sistemas nao-

acoplados de equagoes diferenciais de terceira ordem, que logo resolvemos usando



técnicas de algebra e andlise matemadtica), obtendo a solugao geral em fungao das
condicoes iniciais, e vemos que se produz a quebra na correspondéncia biunivoca
entre os sectores da quiralidade e os modos de propagacao. No Capitulo 2, pro-
cedemos similarmente, s6 que agora inserimos um fator D’ Alembertiano quadratico,
obtendo um sistema de equagoes de quinta ordem nas derivadas, que resolvemos de-
talhadamente, usando o mesmo procedimento que no capitulo precedente. Obtém-se,
também, a solucao geral em funcao das condi¢oes iniciais, e percebe-se um maior
grau de complexidade na quebra da correspondencia biunivoca entre os setores de
quiralidade e os modos de propagacao. No Capitulo 3, analisamos com mais de-
talhe as solugoes consideradas nos capitulos precedentes, fazendo as comparagoes
correspondentes que subsidiam as Conclusoes, que apresentamos no capitulo final.
Seguem-se os Apéndices A e B, com resultados auxiliares a leitura dos capitulos

desta tese.



Capitulo 1

Quiralidade e propagacao na
equacao de Dirac com derivadas

superiores

Para comecar a desenvolver o tema do presente capitulo, que continuaremos no
seguinte, consideremos primeiro o caso simples de uma uma particula sem massa,

em (141) dimensoes, descrita pela equacao de Dirac usual (com h=c¢ = 1):
iv"0, ¥ (z;t) = 0. (1.1)

Agora, usando a representacao para as matrizes y* :

v = Uy = ’yl = Z'O'x = (12)



e supondo que o espinor ¥ é da forma:

Uy (1) _ Uy (&)
U(x;t) = =v(EGn) = , (1.3)
Wy (s 1) (&5 m)
onde
=r—t, n=z+t (1.4)

mediante o uso da Regra da Cadeia para esta mudanca de variaveis, o que caracteriza
o método de D’Alembert (denominado assim por ser similar ao método usado no
Apéndice A para resolver a equacao da corda, obtendo-se a solucao geral conhecida

como formula de D’Alembert), a equagao (1.1) transforma-se na seguinte equagao:

obtemos, por simples inspegao, a solu¢ao mais geral para (1.1):

N A(¢) Az — 1)
U&n) = =U(x,t) = ) (1.6)
B(n) B(z +1)

A este ponto, cabe esclarecermos a relagao que queremos discutir entre as compo-

nentes de quiralidade e os modos de propagacao do férmion.



Com a escolha adotada de representacao para as matrizes-y* (a norma é a repre-

sentagao de Weyl em (1+1) dimensoes), o operador de quiralidade resulta em:

=" = o.. (1.7)
Assim, os projetores

1473 PR:1—73

P =
L 2 ) 9 )

(1.8)

indicam que ¥, corresponde a quiralidade “left” e Uy & quiralidade “right”, respecti-
vamente. O que pretendemos, agora, é relacionar este conceito meramente algébrico
das representagoes espinoriais das algebras de Clifford a uma informacao de natureza
cinematica: os modos de propagacao para a direita ({ = x — t) e para a esquerda
(n = = + 1), conceito, alids, invariante de Lorentz exclusivamente em 2 dimensoes.

A partir das transformagoes de Lorentz em (1+1) dimensdes, chega-se a:

1-p

=y—2¢ 1= 5"

(1.9)

onde [ é a velocidade relativa.

O que resulta dado na solugdo (1.6) da equagdo de Dirac é que o férmion com
quiralidade “left” propaga-se sempre para a direita, ¥; = A(z — t), enquanto que
a correspondente quiral “right” propaga-se exclusivamente para a esquerda, Uy =
B(z +t). Estas sao afirmagcoes invariantes de Lorentz e muito usadas em vérios
estudos ligados ao estudo das teorias de cordas, em cujo contexto é muito relevante

o estudo da teoria de campos definida sobre a superficie-mundo que uma corda



define.

O que pretendemos ao longo do proseguimento desta tese é analisar o quanto a
introdugao de derivadas superiores na equagao de Dirac em (141) dimensoes afeta
a relacao entre quiralidade e modos de propagacao.

Agora vamos considerar o caso de uma equacao de Dirac com derivadas superiores,

resultado de agregar um fator D’Alembertiano de primeiro grau:
iv"0,0¥(z;t) =0 (1.10)

Logo, usando as mesmas notagoes que no caso anterior, contidas nas equagoes (1.3)

e (1.4), mediante a Regra da Cadeia, obtemos as seguintes equagoes:

0 0 ~ 0 -
prad G —5—5‘11(5;77) +a—n‘1’(£;n) (1.11)
0 0 = 0 =
%‘I’(ﬂﬂ;t) = 8—5‘1’(5;77) + a—n‘l’(ﬁ;ﬁ) (1.12)
2 92 - 92 . 92 .
Frl(it) = 8—62‘1’(§;n)+a—772‘1f(5;n)—2@\1f(£;n) (1.13)
82 2 82 N 82 _
@‘I’(ﬂf;t) = 8—52‘1’(5;77) + 8—772\11(5;77) +2@q’(5;ﬁ)- (1.14)
E também:
0? 0? 9% -
O (z;t) = @\If(x;t) - w\lf(:p;t) = —465677\11(5;77). (1.15)

Agora, usando a representacao (1.2) para as matrices-y* conjuntamente con as

equagoes (1.11), (1.12), e (1.15), a equagao original (1.10) transforma-se em:

0 O\ o
‘4(9?; i 9€ 1(&5m) e
! 8_77 0 qu(fﬂ])



Deste modo, (1.10) equivale ao seguinte par de equagdes nao-acopladas:

3

W‘h(f?ﬁ) =0 (1-16)

3

@‘Pz(gﬂ]) =0, (1-17)

cujas solugoes mais gerais sao:

Ui(&m) = f1(&) + g1(n) + nha () (1.18)

Us(&m) = f2(€) + ga(n) + Eha(n) (1.19)

Agora, vamos impor as condigoes iniciais que determinarao f;, g;, h;, 1 =1,2:

F(x)
U(x;0) = : (1.20)
G(z)
H(x
%\y(:c;o) = ) , (1.21)
J(x)
2 R(z
%xp(:p; 0) = @) : (1.22)
S(x)

Entao, usando estas condigoes iniciais nas equagoes (1.3), (1.11) e (1.13), obtemos:

F@) | | A)+a@) + @) (1.23)

G(z) f2(%) + g2(x) + wha(x)

9



—fo(x) + go/ (x) — ha(x) + zhy'(x)

R(x) A7) + 91" (2) = 20 (2) + 2hy" (2)
= . (1.25)
f" (@) + 92" (x) — 2ho/(2) + why" ()

H(x) ) ( —f'(x) + g/ (@) + In(z) — zhi' () )
= , (1.24)

1.1 Solugdo para V,(&;n) = Uy (z;t)

Das primeiras componentes das equagoes(1.23), (1.24) e (1.25), temos:

F(x) = fi(z) + g1(x) + xha (z) (1.26)
H(z) = —fi'(z) + 9" (x) + hu(2) — hi/ (x) (1.27)
R(z) = fi"(z) + 9." (z) — 2hy/(x) + zh,"(x). (1.28)

Isolando fi(x) em (1.26) e logo diferenciando uma e duas vezes, chega-se a:

fi(@) = F(z) = g1(x) — i (a) (1.29)
Ji'(@) = F'(2) — g¢/(2) = () — ohy'() (1.30)
B (@) = F"(2) = 91" (&) — 2h'(2) — ah" (). (1.31)

Substituindo (1.31) em (1.28):
/ 1 " 1
h'(x) = ZF (x) — ZR(:E)

Logo, integrando esta equacgao, temos:

1 1

hi(z) = ZF/(x) ~ 1 /xdyR(y) + Ch. (1.32)

10



Substituindo (1.30) em (1.27):

9/(x) = 3F'(@) + SH(@) = In(o).

Agora, substituindo (1.32) em (1.33):

1

') = 1F'(@) + 5H() + 1 [ duRy) - o

Integrando:

1

1
gi(x) = ZF(&:) 2/dyH /dy/dzR — Cix + Co.

Logo, substituindo (1.34) e (1.32) em (1.29), determinamos f;(z):

file) = 2F() ok () - ; / dytt(y) + o[ dyR(y)

-1 [v [a2Re) -

(1.33)

(1.34)

Substituindo esta equagao junto com (1.34) e (1.32) em (1.18), e simplificando:

Bi(Em) = SFE)+F0) - 1€~ F€)+ /"dymy)

%(5 —n)/gdyR /dy/ dzR(z

11



Mas,

o o+ [ fin
A foome [
:_l/dy/dsz +Z/§dy/aczz}zz
 fafuenyd [a [l s
-3 | [rmers [iene
:i /E Wy /5 "1z R(2)

Entao, finalmente:

W) = JRO+ P - (€ nF© + 5 )

/ndy dz R(z). (1.35)
3 3

1.2 Solugdo para Uy (£:n) = Uy(x;t)

Das segundas componentes das equagoes (1.23), (1.24) e (1.25), temos o seguinte

conjunto de trés equagoes:

G(x) = fa(x) + g2(x) + wha(x) (1.36)
J(x) = = fo'(x) + g2 (x) = ha(x) + 2hy' () (1.37)
S(x) = £"(x) + ¢" (x) = 2k (2) + wha" (). (1.38)

12



Agora, isolando ga(z) em (1.36), e diferenciando uma e duas vezes, ontém-se:

92(x) = G(x) = fa() — why(z) (1.39)
g2 () = G'(x) = o (x) — ha(x) — xhy'(x) (1.40)
9" (x) = G"(x) — fo"(x) = 2ho/ (x) — why"(2). (1.41)

Substituindo (1.41) em (1.38), e isolando hy'(x) obtemos:
' (a) = 7 G"(@) - 15(0)
2 1 1 :

Entao, integrando esta equacao:

a

Também, substituindo (1.40) em (1.37) e isolando f5'(z), temos:
' (z) = 3 G'(x) — =J(x) — ha(x). (1.43)
Agora, substituindo (1.42) em (1.43), e simplificando:
, , 1 1 [*
fl(@) = 1C (z) — §J(I') +t1 dy S(y) — Ch.

Integrando:

fo(z) = iG(x) ;/dyj /dy/sz

—Cl$+02. (144)

13



Logo, substituindo (1.44) e (1.42) em (1.39), obtemos:

g(r) = ZG(Q?) — %azG'(x) + %/xdyJ(y) + %x/mdyS(y)

1 [ Y
—Z—L/dy/dZS(z)—C’lx—Cg. (1.45)

Agora, usando as equagoes (1.44), (1.45) e (1.42) na equacao (1.19), e simplificando:

y(&n) = EG(S)Jr%G(n)Jri(&—n)G’(n)Jr%/;dyJ(y)

—i (é—n)/andys(y) - i/;dy/aydzs(z)-

Mas:

~3e-n [arsw - [ [ a=50)
_ i(/fly)/andzé’(z)—%/;dy/aydzs(z)
_ i/;ly/andzb’(z) - i/;dy/aydzb”(z)
- /5 Zly/n 4z5() - /5 dy / @ S()
_ _;L/;dy[/nadzb”(z)+/adeS(Z)]

_ _}l/:dy/nydzé’(z).

Entao, obtemos, finalmente:

Balein) = 6+ 5600+ €~ na ') + 5 [ dy0)

—i/;dy/nydz S(z). (1.46)

14



1.3 Relacao entre as solucgoes \Tfl(f; n) e @2(5;77)

Entre as solugoes para Uy (£;7) e Uy(€; 1), dadas pelas equacdes (1.35) e (1.46), existe
uma espécie de “dualidade” no sentido que explicamos a seguir. Se na expressao
para \ifl(f :m), que depende das fungoes de uma variavel, F, H e R, fizermos as

transformagoes:
{—n, ¢ FeG He-J, R—S (1.47)

entao, vamos obter uma nova expressao, que depende das funcoes G, J e S, e que
denotamos por P (€;7). Concretamente, entdo, aplicando as transformacoes (1.47)

sobre o lado direito da equagao (1.35), obtemos:

~ 3
W6 = ZG<n>+ﬁG(g)—i@—g)G'@H% [ =1

1 [ y
Z/dy dz S(z

n

- je9+] (n)+1(§—n)G’(n)+% [

+

1 /7 y
—— [ dy [ dzS(z)
4 Je n

Comparando este resultado com a equagao (1.46), vemos que:

IP(&Gn) = Ua(&m).

Em outros termos, a partir da expresao para \Tfl(f ;m), mediante as transformagoes
(1.47), obtemos a expresdo para Wy(&;7).

Similarmente, podemos obter a expressao para \ifl(f :m) a partir da expressao para
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@2(5 :m), fazendo as mesmas transformagoes, em sentido oposto.
Agora vamos dar uma justificativa para este fato, que também sera de utilidade no
proximo capitulo.

Primeiro, reescrevemos as equagoes (1.18) e (1.19):
V(& m) = f1(€) + g1 (1) + nha(€)

Us(&5m) = f2(€) + ga(n) + Eha(n).

Aqui, observamos que, se fizermos as transformacoes

E=mn, n—& fir g, G foo b e (1.48)

sobre o lado direito da primeira destas equacgoes, resultado que denotamos por

@17(5 ;m), entao, obtemos a expresao do lado direito da segunda equagao:

UT(&n) = g)+ L&) +Eha) = Ta(&n). (1.49)

Assim, a partir da solugao mais geral para \ifl(f :1), expressa em termos de &, 7,
f1, g1, e h1, obtemos, mediante as transformagoes (1.48), a solugdo mais geral para
\112(5; n), expressa em termos de &, 1, fa, g2, € ha.

Agora, reescrevemos, por comodidade na comparagao a seguir, os dois sistemas

independentes de equagoes, considerados nas segoes precedentes:

;

F(z) = fi(x) + g1(2) + wha(2)

H(z) = —fi'(z) + ¢/ (z) + by (z) — xhy/(2) (1.50)

R(z) = fi"(z) + 91" (z) = 2l (2) + h" ()

\
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G(z) = fo(x) + g2(x) + zha(2)
J(x) = —fo () + g2/ () — ha() + zhy' (2) (1.51)

S(z) = f2"(z) + g2"(x) — 2ho' (x) + zhy" ().

\

Entao, aplicando as transformagoes (1.48) (considerando que quando ¢ = 0, temos
¢ =mn = x), sobre os lados direitos do sistema de equagoes (1.50), que dependem de
x, f1, g1, h1, obtemos trés novas expresoes, dependentes agora de x, fa, g2, ho, que

denotamos, respectivamente, por, F7 (z), H? (z), R (z):

(

FT(z) = ga(x) + folz) + who(z)

H (z) = —go/(z) + 2 (x) + ha(2) — xhy'(2)

RT(z) = ¢o" () + f2"(x) — 2ho/(z) + zhy" (2).

\

Comparando estas equagoes com as contidas em (1.51), obtemos:

Em outros termos, devido a que x é uma variavel arbitraria:
F—F' =G  H—H'=-J R—R'=8 (1.52)

Entao, aplicar as transformagoes “7 7, dadas por (1.48) na solugdo geral para
U, (&;7), dada pela equacio (1.18), o qual produz a solucéo geral para Wy(€;7), dada
pela equacgao (1.19), como jé observamos em (1.49), equivale completamente a fazer

as transformagoes (1.52), juntamente com a substitui¢oes £ +— n, n — &, ou seja,

17



equivale completamente a fazer as transformagoes (1.47), sobre \ifl(é‘ :1), quando ela
vem dada por (1.35). Em conclusdo, ficam justificadas as transformagoes de “dua-
lidade”, (1.47), que permitem obter a solucio Wy(&;n) , diretamente a partir da

solucao @1(5; n).

18



Capitulo 2

Estudo dos efeitos do operador [J?

Neste capitulo, continuamos o estudo da equacgao de Dirac com derivadas superiores,
considerando, como antes, por simplicidade, uma particula sem massa em (1+1)

dimensoes, porém, agregando um fator D’Alembertiano de segundo grau:
iy"0,0%W (x;t) = 0. (2.1)

Vamos usar a mesma representacao para as matrizes-y* que no capitulo anterior,

P = 0oy,, ¥ =io,, e também, supor que:

Uy (1) _ Uy (&)
Wiast) = S GOE , (22)
Wy (s 1) Wy (&5m)
onde:
E=x—t, n=ux-+t. (2.3)
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Usando o mesmo procedimento que na parte inicial do capitulo anterior, temos, no

lugar da equagao (2.1):

0 N

RO R N BRI
OEDN OEO 0 - -
$0n 0¢0n — 0 Uy (&5m)

on

de onde obtemos o seguinte par de equagoes nao acopladas:

>’ -

apae 1(Em =0 (2.4)
o’ -

sgrap 26 =0 22

cujas solugoes mais gerais sao:

Uy (&m) = A1) + 91(n) + nha (&) + Ek(m) + nPli(€) (2.6)

Ua(&m) = f2(€) + g2(n) + nha(€) + Eka(n) + E12(n). (2.7)

Vamos impor as seguintes condigoes iniciais que determinarao f;, g;, hq, ki, l;, 1 = 1,2

Alz)
U(z;0) = : (2.8)
B(x)
C(x
%\I/(x;O) = ) ; (2.9)
D(x)
2 F(x
%\I/(x; 0) = ) , (2.10)
G(x)
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2 (;0) = ) , (2.11)
ot

J(x)
i U(x;0) = R(z) : (2.12)
ot

S(x)

Agora,mediante a Regra da Cadeia, considerando (2.2) e (2.3), temos:

Logo,

0 0 -
L) = —a—g\l'(ﬁ ;1) + ‘If(f;n) (2.13)
0? 0? 0% - 9% -
@t = 8—52‘1’(5 ;) + an =5 V(&n) —285377@(5;77) (2.14)
3 3 - 93 - 3
@‘1’(%75) = —8—53‘1’(5'77)+—3‘1’(5;77)+3@‘1’(§;77)
83
D20¢ W(&:m) (2.15)
4 ot - 84 4
@‘I’(x;t) = 8—64‘1’(677)+ (¢ ">+6a§2a U (&m)
ot o

A agan (ﬁ;n)—4w (&m). (2.16)

usando estas equagoes em (2.6) e (2.7), e lembrando (2.2), obtemos as equagoes:
0
5 Lilit) = —f'(€) + 91" (n) + M (§) — ka(n) + 20l (§)

—nha'(€) + &k (1) — 1 (€) (2.17)
0
5 Ve(n:t) = —f(&) + 92’ () + ha(€) — Kaln) — 2L (n)

—nhy'(€) + &ka'(n) + €715 () (2.18)
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2

@‘Ill(x; t)

2

@‘1’2@;75)

3

%\Dl(‘tt)

33

%\1’2(@0

84

@\Pl(m; t)

84

%‘1’2(%75)

A1) + 9" (n) + nha"(€) + 01" (€) + Ek1" (n)

—2h(§) — 4nly(§) — 2k (n) + 241 (¢)

J2"(€) + 92" () + nha" (&) + k2" (n) + 21" (n)

—2hy'(§) — 415" (n) — 2ky'(n) + 21a(n)

") + 9" (n) — " (&) — 1" (€) + £k (n)

+3h,"(&) — 3k1"(n) + 6nl1" (€) — 61,"(€)

—f2"(&) + 2" () — nha"'(§) + &k (n) + €212 (n)

+3h2"(€) — 3k2"(n) — 661" (n) + 61" ()

flm/<§>+gllm(77)+7]h1m/<€>+§kllm<7]>+7]2l1m/<£>

—4hy"(§) — 41" (n) — 8nh" (§) + 120" (€)

f2””(§) +92/1//(n) + nh2////<§) +§k21//l<n) +é—2l21///(7]>

—4hy" () — 4ky" () — 8¢l (n) + 125" ().

capitulo, que fornecerao as solugoes para Wy (z;t) e Wy(z;t).
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(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Agora, usando estas equagoes junto con as equagoes (2.6) e (2.7) nas condigbes
iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), vamos obter dois sistemas independentes

de equagoes diferenciais, a serem tratadas separadamente nas seguintes segoes deste



2.1 Solucdo para V(&) = Uy(z;t)

Nosso primeiro sistema de equagoes resulta de aplicar as condigbes iniciais (2.8) a

(2.12) nas equagoes (2.6), (2.17), (2.19), (2.21) e (2.23):

Alz) = fi(z) + g(2) + zhy(z) + 2k (7) + 221 (2) (2.25)
Clx) = —f'(@) +g/(x) + In(z) + 22l (2) — ki ()
—zhy'(z) — 2%l (z) + ki () (2.26)

F(z) = f"(x) + 0" (@) + ah"(2) + 2L (2) + 2" (2)

—2hy(z) — 4zl (z) — 2k, (x) + 201 () (2.27)
H(J;) — —f]_///(aj) + g]_,//(x) _ :L'hl,//(:[:) _ ’:1:2[1///(1:) —l— :L'k'l///(x)
+3hy"(z) — 3k1" (x) + 621, (x) — 61,/ (x) (2.28)

R(x) = fi""(x)+a" (x) +xh""(z) + 2k, (x) + 2°1,"" ()
—4hy" (x) — 4k, (z) — 8zl (z) + 121" (). (2.29)
Agora, de (2.25), isolando fi(x):
fi(z) = A(x) — gi(x) — xhy(2) — ki (2) — 2% (2). (2.30)
Logo, derivando repetidamente:
fl@) = Ax) —g'(x) — 2hi(2) = ha(z) — oky'(2)

—k(z) — 2%l (z) — 221y () (2.31)
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fH'(x) = A'(z) — g/"(x) — xhy" (z) — 21/ (x) — 2k, (2)

—2k"(z) — 2°1," () — 4xl) () — 201 (z)

flll/<:1;> — A///<x> _ g1///<x) _ xhl///(x> _ 3h1//(:c) _ xkl///(x)

—3k"(z) — 2°1,"(x) — 62," (z) — 61, (x)
Fa) = A - 0" () = oy )  Ahy" (@) 2k
—4ky"(z) — 2?1, (2) — 8xly"" (%) — 121" ().
Agora, substituindo (2.34) em (2.29), e simplificando:
R(z) = A"(z)—8nh"(x) — 8k (x) — 16x,"" ().

Logo, substituindo (2.33) em (2.28), e simplificando, obtemos:

H(x) = —A"(z)+29," (x) + 6h" (x) + 22k" (x) + 1221," (z).

Em seguida, (2.32) em (2.27), e simplificando:
F(z) = A"(x)—4h/(z) — 4k (z) — 8zl (z).
Agora, (2.31) em (2.26), e simplificando:

Clz) = —A(z)+ 29/ (z) + 2hi(x) + 22k, (x) + 4ali (z).

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Entao, agora, as equagoes (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) constituem um sistema de

quatro equagoes diferenciais com as quatro fungdes incégnitas gi(x), hy(z),l1(x) e
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kl (.CE)
Agora, isolando hy(x) em (2.38):

hi(z) = %C’(x) + %A'(x) —g1'(z) — zky'(x) — 2204 ().

Derivando repetidamente:

1 1
h1/1/<x> — §Clll($) + _A////(x> _ glllll(x) _ :Ukll///(x) _ 3k'1///<:1;>

2
—2x0," (z) — 61" (x).

Agora, substituindo (2.40) em (2.37), e simplificando:
F(z) = —A"(z)—2C"(z) 4+ 49:"(x) + 4xk," (z) + 811 (x).
Logo, substituindo (2.41) em (2.36), e simplificando:
H(z) = 2A"(z) —4g,"(x) + 3C"(x) — dxk," ()
—12k," (z) — 241, (x).
Em seguida, substituindo (2.42) em (2.35), e simplificando:
R(z) = —3A""(x)—4C"(x)+ 8" (x) + 8xk,""(x)

+16k’1m(l’) + 48[1”(1’).
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(2.41)
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Entao, agora, as equagoes (2.43), (2.44) e (2.45) constituem um sistema de trés

equagoes diferenciais com as trés fungoes incégnitas g1(z), i (x) e ki(x).

Agora, isolando [;(x) em (2.43):

L(z) = éF(m) + éA”(x) + iC'(m) - %gl”(x) - %xkl”(:p).
Derivando uma e duas vezes esta equagao:
W) = $F'(@)+ A"(@)+ 10"(@) — 50”(0)
— k" (z) — 5k (2)
W'(r) = SF"(@)+ A" (@) + 10" () — 50"(x)
—%xk‘l""(x) — k" ().

Agora, substituindo (2.47) em (2.44), e simplificando:
H(z) = —A"(z)+ 8¢/ (x) —3C"(x) + 8zk," (x) — 3F'(x).
Logo, substituindo (2.48) em (2.45), e simplificando:

R(z) = 3A"(z)+8C"(x)— 16¢,""(x) — 16xk,"" ()

—32k," + 6F " ().

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Entao, agora, as equagoes (2.49) e (2.50) constituem um sistema de duas equagoes

diferenciais com as duas fungées desconhecidas gi(x) e ki(z), que procedemos a

resolver abaixo.
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Multiplicando (2.49) por 2, derivando, e logo somando com a equagao (2.50) produz:

2H'(z) + R(z) = A"(z)+2C"(z) — 16k" ().
Logo, isolando k" (x):

k’lm(l‘) _ —lH,(LE) . iR(l’) + iAH”(ZL‘) + éC”’(l’).

8 16 16

Agora, substituindo (2.51) em (2.49), e simplificando:

H(z) = —A"(z)-3C"(z)—3F'(x) +8¢p"(x) —xH'(x)

—%xR(m) + %Z’AHH(SL’) +2C"(z).

Logo, isolando ¢;"'(x):

n . 1 ]' ! 1 1224 _ i nn § 1
g (x) = 8H(x)+8$H (x)+8A (x) 161:/1 (x)—l—SC (x)
1 3 1
_ = n _F/ .
g (93)+8 (z) + GZUR( ).

Agora, integrando repetidamente a equagao (2.51), temos:

1
16

wie) = =5 [ a5 [ [dRe) + A

1
—i—gC'(az) + o+ an

ky(z) = ——/dy/dzH /dy/dz/duR

Al( )‘i‘gC( )+2Oéll' + Qox + Q3.

1 n 1 "
/dyR( )+ AT + OV )

+16
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Logo, vamos fazer um procedimiento similar com a equagao (2.52), porém, primeiro

vamos lhe dar uma forma mais conveniente:

) = L) e - oo s o
—é %{xC”(m)} + gF’(:r;) + 1—6$R(ZIT)

Entao, integrando:

1 3 1 1 1
g'(z) = S rH(z) + 1—6A”(x) T x A" (z) + 3 C'(x) — 3 xC"(x)
3 1 [
F@+ 4 / dy yR(y) + Bi. (2.56)

Agora, reescrevemos esta equacao de forma mais conveniente:

4 _ ]' 1 " o 1 d 17 5 /
g (z) = ng($)+ZA (x) 16 dx{m (:v)}+ 80 (7)
1d , 3 1
—5 {0 @} + SF@) + ad”R( v) + .
Logo, integrando:
(2) = 1/d Hy)+ § A2) L@+ 2o@) - tecw
p =g ), 16 8 8
:/dyF /dy/dzzR )+ Bz + P (2.57)

De novo, reescrevemos esta equagao, de forma conveniente para o seguinte passo:

o) = ;/adyym) ”‘m—{ A@)}+3 )

1 d
_§@ / /dy/dzzR

+51I + 52.
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Logo, integrando a equacao anterior, temos:

gz) = /dy/dzzH 1 A( )= LA

16
4/dyC()——xC /dy/sz
—|——6 ’ dy/adz/aduuR(u)+551x2+62x+63. (2.58)

Agora, de acordo com a equagao (2.46), temos que

h(z) = %F(:c) + éz‘l//(m) + ic’@;) ! 1

Entao, substituindo nesta equacao as equagoes (2.56) e (2.53), e simplificando:

1 1 1 r
= ——F — A" — dy R
U s @)+ g2 v R
1 1 1
- = — =0. 2.
32 dny( ) 233041 251 ( 59)

a

Também, segundo a equagao (2.39), sabemos que

hi(z) = %C’(x) + %A'(x) —g1'(z) — xky/(x) — 220y ().

Logo, substituindo aqui as equagoes (2.57), (2.54) e (2.59), e simplificando:

1

hi(z) = —éC’(w)%—ng(x)—kiA'(x)—%xA”(m)

—g/:dyF(y) + éx/:dyﬂ(y) — %/axdyyH(y)
116 / dyyR(y) — %QIQ/IdZ/R(Z/)

/dy/dzR /dy/dzzR

aa — [Fa. (2.60)
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Agora, da equagao (2.30), temos que

filz) = A(x) — gi(x) — xhy(2) — ki (2) — 2% (2).

Logo substituindo aqui as equagoes (2.58), (2.60), (2.55) e (2.59), que fornecem,
respectivamente, as expresoes para hi(x), ki(x) e l1(x), e apds vérias simplificacoes,
obtemos:

L 22 F(z)

fil@) = %A(x)+1xo<x)—1xA'(x)+ ¥

8
—%/mdyC(y)—i—gizx/dyR( )—3—12$2/xdny(y)
_ix/dy/dzR x/dy/dzzR

+1 /dq/da/md% /d@/da/me
—éx/dyH( )+8x/dyyH( )

1
+8:E/dy/dzH ——/dy/dzzH

—a3 T — . (2.61)

2 AN o
32xA (x)

Agora, segundo a equagao (2.6) temos:

Ui(&m) = f1(&) + g1(n) + nha(§) + Ekr(m) + L (€).

Entao, usando nesta equagao as formas explicitas das funcoes f1, g1, b1, k1 e l1, dadas,
respectivamente pelas equagoes (2.61), (2.58), (2.60), (2.55) e (2.59), simplificando

e reordenando, obtemos finalmente a expresao explicita para Wy (&;n):
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W) = so[11A©+540)] + 5 € - n[cE© +cn)]

(e <5>—%<5—n>[4A'<5>—A’<n>}

3 /dw /dy/w}
ecafomoffin)
—éa{(a—m/dymw +/dy/aczzH<z>}
——s{/dy/dz/duz% (5—n>/€dy/ydzR<z>
ool [ [ [

v ay [z R - -2 dny(y)}. (2.62)

2.2 Solucao para Uy(&; 1) = Uy(z;t)

Nosso segundo sistema de equagoes resulta de aplicar as condigoes iniciais (2.8) a

(2.12) nas equagoes (2.7), (2.18), (2.20), (2.22) e (2.24):

B(z) = fo(x) + go(x) + zho(x) + 2ko(2) + 2%15(2) (2.63)
D(z) = —f(z)+ ¢ (x) + ha(x) — 22ls(2) — ka(2)
—zhy (z) + 2%y (z) + vky/ (1) (2.64)
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Gz) = f"(x)+ g"(x)+ xh"(x) + 2°1" (x) + vk (2)

—2hy! (x) — dxly/ () — 2ky' (x) + 215(x) (2.65)
J(CL’) _ —fQ//,(.’l?) + gg"'(x) . CL’hQ”/(l‘) + CL’QZQW(ZL‘) + Ik?gm(l‘)
+3h2”<1‘) — 3]{32”(1’) — 6Il2”(l’) + 6[2,(1’) (266)

S(l‘) — f2/”/<x> +g2//1/(x) + thIIII(:C) +$k2/1//($) +x2l2//”(x)
—4hy" (x) — 4ky" (z) — 8xly" (z) + 121" (). (2.67)
Agora, como ja temos a forma explicita da solugao \Ifl(f;n), dada pela equagao
(2.62), vamos usar o método das transformacgoes desenvolvido na Secao (1.3), que
nos permitira abreviar os céalculos, para o qual precisamos primeiro achar as trans-

formagoes apropiadas, similares as transformagoes (1.48) da referida segao.

Entao, comegamos reescrevendo as equagoes (2.6) e (2.7):
Ui(&n) = f1(€) + g1(n) + nln (&) + Eka(n) + 1°1 (€)

Us(&51) = fo(€) + g2(n) + nha(€) + ERa(n) + Elo(n).

Aqui, vemos que, se aplicamos as transformacoes
E—mn, n—E& firr g, g1 fo,hi—= ke, ki hy, L=l (2.68)

na expresao do lado direito da primeira destas equacgoes, resultado que denotamos

por @17(5 ;m), entao, obtemos a expresao do lado direito da segunda equagao:

UT(&m) = g2(n) + f2(€) + Eka(n) + nha(€) + Ea(n) = Va(&;m). (2.69)
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Assim, a partir da solugao mais geral para \Tfl(f ;1), expressa em termos de &, 7,
f1, g1, ha, k1 e Iy, obtemos, mediante as transformagoes (2.68), a solu¢ao mais geral
para \ilg(g; n), expressa em termos de &, 1, f2, g2, ho, ks € lo. Mas,lill(f;n), segundo
(2.62), depende de &, n, A, C, F, H e R, os quais, estao relacionados com &, n, fi,
g1, hi, k1 e I, mediante nosso primeiro sistema indepedente de equagoes, (2.25),
(2.26), (2.27), (2.28) e (2.29).

Entao, as transformagoes (2.68) induzem outras transformagoes sobre o conjunto &,
n, A, C, F, H e R, que agora vamos a determinar. Para isso, reescrevemos, por co-

modidade nas comparacoes a seguir, nossos dois sistemas independentes de equacoes:

A(z) = fi(z) + g1(x) + zhy(x) + xki(2) + 221 (2)
Clz) = —fi'(x) + g/ (x) + by (x) + 220, (x) — Ky (2)
—zhy(z) — 22, (x) + zky/(z)
F(z) = fi"(x) + 91" (x) + zhy" (x) + 221" (2) + ok, ()
—2hy/(z) — 4zly(z) — 2Ky () + 201 (2) (2.70)
H(z) = —fi" () + " () — xhy" (x) — 221" (x) + zk," ()
+3h"(x) — 3k, (x) + 621, (x) — 61,/ ()

R(CL’) :fl””(l‘)‘l_gl””(x)+Ih1””(x)+$k1/,/,(x)+x2l1,/,/(x)

—4h" (z) — 4k, (z) — 8z, (z) + 121," (z)
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B(x) = fao(z) + ga2(x) + zho(z) + Tko(z) + 22lo(x)
D(z) = = fo'(x) + g2 (x) + ha(x) — 22l5(x) — k()
—xhy/(z) + 221y (z) + zky/(z)
G(x) = f2"(x) + go"(x) + why" (x) + 221" () + ks (x)
—2hy/ () — 4aly (z) — 2ky () + 21y(2) (2.71)
J(x) = =" (x) + " (x) — whs" (2) + 2°L" () + k" ()
+3hy"(z) — 3ky" (x) — 621y () + 6l ()
S(x) = f""(x) + " () + zhy" (z) + oky"" () + 221" ()

—4hy" (x) — 4ky" (z) — 8zly" (z) + 121" ().

Logo, aplicando as transformagoes (2.68) sobre os lados direitos de nosso primeiro

conjunto de equagoes, (2.70), obtemos:

/

AT () = go() + foz) + ho(z) + zho(2) + 2%12(2)
CT(z) = —go'(x) + fo! (x) + ko(x) + 22l2(x) — ho(z)
—xky'(z) — 2% (x) + zhy'(x)
FT(z) = ¢o/"(z) + f2"(x) + zhi"(x) + 2%1," (v) + xk:" ()
—2ky(z) — daly () — 2hs' (2) + 2ls(2) (2.72)
HT(z) = —g"(z) + f2"(x) — 2ky" (z) — 221" (2) + 2hy" (2)
+3ky" (x) — 3hy" (x) + 6aly" (x) — 6y (x)
RT(z) = go""(x) + f2""(x) + 2k () + xhy™ (z) + 221" ()
— 4k (x) — 4hy" (z) — 81y (z) + 121" (2),
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onde AT, C7, FT, HT e R7, sao as transformacoes de A, C, F, H e R, respectiva-
mente, induzidas pelas transformagoes (2.68). Agora, comparando (2.72) com (2.71),
obtemos: A7 = B, CT = —-D, FT =G, H? = —J e RT = S. Logo, nossa procu-
rada transformacdo, que nos permitird achar a forma explicita da solucao U &n),

consiste em:
E—n, n—§ A= B, C—-D, F—G, H——J, R— S (2.73)

Entao, aplicando este conjunto de transformacoes sobre a solucao explicita para
W, (&;7), equacio (2.62), obtemos a solucio para Wy(&;7):

1

W(en) = 15[3BO+1B0)] + € n[DE© + D)

— L (€= G - 1 €~ n)[B©) - 180

by € wrB + 5 [y

__{(g ofavew+ [ [aa: }
+§{<§—n>/a"dyw<y> +/§”dy/aydm<z>}
—%n{(é—n)/andw(y) o[y [a: J<z>}
{ [ oz [auswr e 'as [[azs
LI {/dy/dz/duus
re—n) [y [az256)+ 56— 07 @y )} (2.74)
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2.3 Simplificacao das solucoes e conprovacao da

independéncia com respeito ao parametro a

Nesta secio, vamos simplificar a expressio para a solucdo Wy (&;7), equacio (2.62),
e mostrar que o parametro real a é arbitrario, e para isso vamos lhe dar uma forma
onde nao apareca o dito parametro. Entao, como conseqiiéncia , devido ao exposto
na Secdo 2.2, onde as transformacoes que levam de Wy (&;n) para Wy(€;7) sdo com-
pletamete independentes do parametro a, entao, a expressao para a solugao @2(5 i),
equagao (2.74), tampouco vai depender do a.

Na equagao (2.62), os termos que envolvem o parametro a sao os que estdao dentro

das chaves. A primeira expressao entre chaves, que denotamos por 77, é:

T = (£— n/dyF /dy/sz

Fazendo algumas transformacoes sobre 7}, obtemos:

- (- o) fo [
_ /dy/sz /dy/sz
_ /dy/sz /dy/sz
_ /gdy[/gsz() /Gsz()

= /ndy ydz F(z). (2.75)
3 3
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As duas seguintes expressoes que aparecem entre chaves, da equagdo (2.62), que

denotamos por T e T3, sao dadas por:

I = (é—n)/;dyyH(y)Jr/;dy/aydzzH(Z)
T, = (6-— n/dyH /dy/dzH

Estas expressoes tém a mesma forma que a forma inicial de 77; entao, por com-

paracao, temos:

T, — /;dy/;dzzH(z) (2.76)
T, - /5 "ty /§ "0z H(2), (2.77)

A seguinte expressao que necessitamos considerar, e que denotamos por Ty, é dada

por:
/dy/dz/duR (f—n)/jdy/aydzR(z)
(=) / dy R(y).

Mas, agora, temos:

€= ay [ere) = -9 /{ dy [ duR)
_ ( /ﬁ Z@) /g 4z / du B(u)
= /jiy/:dz /azdu R(u)
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E também:

s farw) = j[n-o2 - - o] )

n a
= (/dy(y—é))/duR(U)
3 3
n a
= /dy(y—é)/duR(U)
3 13
7 y a
= /dy/dz/duR(u)
3 3 13
Entao, usando estos dois resultados na expressao previa para T}, obtemos:
T4:/dy/dz/duR /dy/dz/duR
—l—/dy/dz/duR(u)
:/dy(/dz/duR /dz/duR)

= /;dy( gydz/duR ) /dy/dz/duR

— /;dy/gydz/duR /dy/dz/duR

_ /;dy/jdz(/GduR( u) + /EduR( ))

_ /5 "ty /§ ydz( /5 ZduR(u))

- /5 "ty :dz :duR(u). (2.78)

A ultima expressao a considerar, que denotamos por T5, é

/ dy / dz / duuR(u) + (€ — n) / §czy / "0z 2R(2)

(5 n)/dny( )-
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Vemos que esta equacao tem a mesma forma que a forma inicial de Ty. Entao,

comparando com (2.78), podemos escrever:

Ts = /;dy/:dz /;duuR(u). (2.79)

Assim, devido a que estas expressoes, 11, T, T3, Ty e Ty, em sua forma simplificada
final, ndo dependem do parametro a, ¥y (£;7) tampouco depende de a.

Logo,usando estes resultados, (2.75), (2.76), (2.77), (2.78) e (2.79), na equacao
(2.62), obtemos a expressio mais simples para W1 (&; 1), que é também independente

do parametro a:

W(en) = o[1A©+54m)] + 5 € -n[c© +Ccw)

- g€ m[aa© - atm)]

s (€A + /5 ayCy) + 2 /g dy /g = F(2)
—%g/gzy/;lz]{(z)—f—%/;ly/;lzzH(z)
_%g/jdy/jdz /:duR(u)

1/ v z
+—/dy/dz/duuR(u). (2.80)
16 Je " Je  Je

Podemos fazer um procedimento similar sobre a equagao (2.74) para obter uma

]‘ 2
—E(f—ﬁ) F(§)

expressdo mais simples para Wy(&;n), porém, aqui resulta mais direto aplicar as
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transformagoes (2.73) sobre a equacao (2.80), com que obtemos:

&) = o [5BEO+ 1B+~ n[ D)
B(0)

16

5 €= 0P Gl) - o (€ - [Ble

o (€= B () + 2/61919( ) - :/d /ZZG( )
—éﬁ/ﬁy/ﬁzﬂz)*g/gdy/nd”‘](z)

Ly /5 Iy /n R /n du S ()

g y z
— dy/dz/duuS(u). (2.81)
3 n n

2.4 Verificacao das solucoes

Queremos verificar que as funcoes U, (&n)e W, (&; ) satisfazem as equacdes diferenciais
(2.4) e (2.5) junto con as condigoes iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12).
Lembremos que Wy (&;7) foi obtida a partir de Wy (&; 1) mediante as transformacoes
(2.73) e, por conseguinte, a comprovacio da validade da solucao Wy (&;n) implicard

a comprovagao da validez da solu¢ao Wy (&;n). Consideremos, entao, a solu¢ao para
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T, (&; 1) dada pela equacéo (2.80):

(en) = o[14@+54m)] + 5 € -n[c© +Ccw)

- g € m[aa© - atm)]

by € wr©+ [avew + { [y [are)
_%QE@[&H@+%Z%LEMH@
_j%gl@ylzzlzu3m>

1/ v z
+— dy/dz/duuR(u).
16 Je " Je  Je

Usando (2.2) e (2.3), temos que:

]‘ 2
—E(f—ﬁ) F(§)

~ 1

Uy (z;0) = Uy (x;2) = E[llA(x)—i—E)A(x) +0—-0—-0+0
04+ 0-0+0—0+0

= A(z) (2.82)

isto é, Wy (z;t) = WU(€;n) satisfaz a primeira condicao inicial (2.8).

Agora, fazendo operagoes de derivagao parcial na expresao anterior para Wi(&;n),

usando as identidades do Apéndice B e apds algumas simplificacoes, obtemos:

TG~ A+ A ) - 35(E— DA + 56— P A"(E)
200+ O+ 5 €M OO + 5 €~

g€ - ¢ [ [a=ne)

! @./Z /3 R(u)
- Y 2 u R(u).
16 Je " Je  Je
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a{l}l (f? 77)
on

62@1(&77)

32@1(5577)
0& On

33@1(5?”)
03

= A+ A - %(5 —n)A”

8

1 1

1 1 (&) +

O+ ) +

__g/dzH
g/dy/dzR

Lo
A -

S (E-nFE©)+

/dzzH()
/dy/dzzR

(5 77) Am/<€)
1
4

e8] —

SE-mae) +

—%C’(£)+%(£—n)0”(£)+ F() + 5(E~mF'(©)

(€= mPF () ~ (€~ H(E) + 35(6 1V R(E)

1

L
EA (5) + 16

(€= m)A" () + 5 O (n)

H(E= ) O () - %F(é) SF(n) — (€~ mH()

§/dzR /dZZR(>

3 1 1 1

S A(E) + ") E(S — ) A”(€) = £ C(€)

16A”( )+

n

* o<>—1F<s> se-wre - ¢ [

dy/dzR

1 1

) - Lie-
3 "

—gc (&) +

1 2 n
—1—6(5—77) F"() —

n)A””<€) ‘I’ i(g _ 77)214””,<€)

32

O”/(f) + 2F1(5>

1 1

g H(EO) = g€ =nH ()

S

+1—16(5 —n)R(€) + %(5 —n)*R'(¢)
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33{1}1(5?”)

63@1(&77)
onog 2

63\111(&77)
o ?

34@1(&77)
o¢4

34‘111(5?77)
onoE3

1 1

—A (77)+E

: (€ =A™ () + g ")

b€ =M C )+ SF ()~ L€~ n)H ()
1 1

+3 H(n) — E(f —n)R(n)

1 1 1 1

gAm(ﬁ) - 1_6(5 —n) A" (€) - 3 c"(€) - 3 F'(€)

+é(§ —n) F"(€) + %H(f) - %(5 — )R

i 1 i " l "(n) —
A + A" + S CM ()

1

SF©)

_éH(n) — % /;dz R(z)

1 1

— A i
A O+ 55

1

- C”’(f)

(5 . 77)2A/l////<€) . 1

(€=M OO+ SFE) — (€~ mF"(E)

8
L)

. (€ —nH"(E)

1 2 1
€= W) ~ JHO) ~
SR+ (- MR + 55(E— )R (©)

16

1 1

m Lo 1 1 m
A" ) + (€= mA™ () + 7 C ()
3 1

+é(§ =) C" () + S F"(n) + 7H'(n)

_é(g —n)H"(n) + %R(n) - 1%(5 —n)R'(n)
14 !

. 1_6(§ o n)A///lI(g) _

1 n
5C7E)

16
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ON(ED) L ! !

oot m’%m gCWW—§FW%jEMm
84‘31(5;77) - 1 " 1 " 1
“onzoer EA (5)—§F (§)+1—6R(§)

Derivando a equacao anterior respeito de 7 vemos imediatamente que

35‘111(5;77)

5ni0e7 0, (2.83)

que é idéntica a equagao (2.4), o qual queriamos verificar.

Agora, usando os valores anteriores para as diversas derivadas parciais de \i/l(g in)
nas equagoes (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), logo evaluando em ¢ = 0, e lembrando

que quando t = 0 entao £ = n = z, obtemos os seguintes resultados:

%@@m :-{%ﬁ@»+%ﬁ@pﬂ+0—ga@+%cu)

1 1
+0+0—0—0—0}+{ZA@9+ZAQQ—0+0

|
§0@y+20@»+0+0—0+0—0+0}

= C(x) (2.84)
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2
0 = {ary —oroteo 1 _
5 U(@:0) = {4,4 (1) =040 = 5 C'(x) +0+ 7F(2) +0 -0

]‘ " 3 " 1 /
—0+O}+{EA () + 1o A"(@) + 0+ 5 C'(a)
+0—1F@g+§F@g—0—o+o}—2{3A%@

8 8 16

1 1 1 1
_Al/ _ _ = ! - ! __F
+16 (r) =0 80(93)+80(:v) : () +0

—0—0}

= F(z) (2.85)

3

R T -
8t3 (x? 0)

3 3
'”(3:)—0+0—gC”(a:)+O+§F’(x)—O

I
m 0| =

| oo — —~——

T

1 3
(x) —0+0+0} - {gA"'(x)+O+ gC”(x) +0

_|_

|
=] 0l
Q

() — 0 + é Hx) —0} + 3{%A’”(w) ~0

(z) - %F’(x) L0+ éH(m) ~0} - 3{%,4"'(95)

= H(x) (2.86)
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4

8 . . ]‘ nn _1 " 3 " _ _
S U(:0) = {16A (£) 40— 5 C"(2) + 0+ SF"(x) =0~ 0

1 !/ "

_ZH< )—0+16R( )+0+0}+{16A (z)+0
1 " § " 1 ! _ 1

+ZC (x)+0+8F (x)+4H( ) 0+16R( x) — 0}

+6{%A’”’(m)—%F @)+ 7 6R( 0} - {EA""(I)

1 n _ 1 / _i _
—0—§C (¢) =0+ H'(x) = -R() 0}

e e o L)

— R(z) (2.87)

Sumarizando, os resultados (2.83), (2.82), (2.84), (2.85), (2.86) e (2.87), indicam que

a funcdo U, (&;n), dada pela equacdo (2.80), satisfaz a equacio diferencial (2.4) e as

condigbes iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), o qual queriamos comprovar.
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Capitulo 3

Discusao e comparacao dos modos

de propagacao

Neste capitulo, comparamos os resultadose solugoes para diferentes casos da equacao
iy, 0"V (x;t) = 0, (3.1)

onde n pode tomar os valores 0, 1, 2, considerados nos dois capitulos prévios.

A idéia é ter uma visao grafica e comparativa de como a poténcia da derivada in-
fluencia no modo de propagacao (direita ou esquerda) de uma certa componente de
quiralidade.

No caso em que n=0, a quiralidade “left” e “right” propagam-se tnica e exclusiva-
mente para a direita e esquerda, respectivamente.

Com n=1,2 esta relacao é quebrada. Queremos, com os graficos aqui apresentados,
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justamente evidenciar o quanto a associacao quiralidade-modo de propagacao € vio-
lada.

No que segue, vamos adotar a seguinte notagao: Wa(z;t), Up(z;t) e Ve(z;t), co-
rrespondem, respectivamente, as solugoes da equagao (3.1) paran = 0, n = 1 e

n = 2. Ou seja:

iv"0,Va(x;t) =0, (3.2)
iv"0,0Vp(z;t) =0, (3.3)
iy 0,*We(x;t) = 0. (3.4)

Também, adicionalmente, usamos as seguintes notagoes:

- War(z;1) B a(eim) W41 (&;m) (3.5)

alz;t) = = ¥alen) = ) :
U p9(x; 1) ‘i’A2(f; n)

Wp(x;t) = R Up(&5m) = e : (3.6)
U (23 1) Ups(&;m)
Ve (z;t) 3 Ve (&m)

Vo(z;t) = =Uc(&n) = ) : (3.7)
Ueo(x;t) Uea(€:m)
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3.1 Comparacoes gerais

Por comodidade, reescrevemos as solucoes consideradas nos dois capitulos prévios,

usando agora as novas notagoes:

\TJAI(&U) =

‘ifAz (f; 77)

‘i’B1 (&m)

@32(5; n)

‘i’(n(f%??) =

A(¢)

= B(n)

4 4 2

1 n Yy
+—/dy dz R(z)
e e

1RO + 3F0) = e~ nF©) + 5 [ dortt)

F6O+ 5600 + G =6+ 5 [do

1 (7 v
——/dy/sz(z)
4Je n

(a5 am) + ¢ - noe +cm)

16

o (€= () — 7 (€ =) [4 A€~ AG)]
st + / tyCt)+ [y [azr
_ég/;ly/;le(z +§/§dy/£dzzH z
—%g/sndy /:dz /;du R(u)

—|—i6 ;dy/gydz/;duuR(u)
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(3.11)

(3.12)



Voalesn) = 1o[3BO+11B()] +5 €~ n[DE + Do)
— L (€= PG — 55 (€~ ) [B(©) — 18 0)
s (€= )R (0) + i [avoe) = [y [0

1 n y
——n/dy/dzj /dy/dzz] 2)
8 13 n
1 n y
+—77/dy/dz/du5(u)

13 n n

n Yy z
S — dy/dz/duuS(u). (3.13)

13 n n

Agora, destas solugoes, lembrando que £ = x —t e n = x + t, tiramos as seguintes
observagoes:

As duas primeiras solugoes, equagoes (3.8) e (3.9), correspondentes ao caso da
equacao de Dirac normal, que representam os dois setores da quiralidade do sis-
tema, e que téem modos de propagacao, respectivamente, para a direita e para a
esquerda, o que se mantém todo o tempo.

Por outro lado, as seguintes dois solugdes, equagoes (3.10) e (3.11), correspondentes
ao caso da equacao de Dirac modificada por um fator D’ Alembertiano, que represen-
tam os dois setores da quiralidade deste sistema, tém modos de propagacao para a
direita e para a esquerda, misturados en certo grau, que inclusive variam no tempo.
Também, as duas tltimas solugdes, equagoes (3.12) e (3.13), correspondentes ao
caso da equacao de Dirac modificada por um fator D’Alembertiano quadratico, que
representam os dois setores da quiralidade deste sistema, também com modos de

propagacao para a direita e para a esquerda, misturados num maior grau de com-
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plexidade que no caso anterior. Os termos com fatores (£ —n), (£ — 1), £ en
sao responsaveis pelo aparecimento de possiveis fantasmas, entre outros termos que
podem vir das integracoes. Cabe discutir se é possivel escolher combinagoes apro-
priadas, nao-triviais, das fungoes associadas as condigoes iniciais, de tal forma que
eliminemos esses fantasmas, e, caso seja assim, estudar seus caracteristicas, tais
como estabilidade.

A seguir, apresentamos secoes de comparacoes gréaficas, para algumas funcoes de
prova. Os graficos foram elaborados com ajuda do programa Maple V (ver, por

exemplo, [84], [85]).

3.2 Comparacao de trés casos

Aqui, comparamos graficamente as solugoes W 4(z;t), Vp(x;t) e Vo(z;t) para varios

valores de t, com a seguinte escolha das condigoes iniciais :

e T
Ua(z;0) = Up(z;0) = Ve (2:0) = :
e

) 02 0
a@B([E,O) ﬁ\PB(I, 0) s

0
) ‘ 02 _ o3 ' o _ 0
a@c(.’ﬂ, 0) = @\Dc(l',()) = %\ch(iﬂ,()) = @\ch(l', O) =
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Figura 3.1: Estilos de linha usados nos graficos desta secao: 1% linha para W 41, W 49;

2% linha para Wpgy, ¥pe; 3 linha para Weq, Weo

Figura 3.2: \IfAl, \IJBla \1101, t=20
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Figura 3.3: \IjAly \I/Bl, \Ifcq, t=1

DI:|'|

Figura 3.4: \I/Al, \I/Bl, \I/Ch t=2
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t=3

Figura 3.5: Way, Uy, Ve,
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=25

Figura 3.7: W4y, Uy, Ve,
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Figura 3.8: W4y, Uy, Ve,
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Figura 3.9: \I/Ag, \I/BQ, \I/CQ, t=20

Figura 3.10: \I/AQ, \I/BQ, \I/CQ, t=1
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t=2

Figura 3.11: W 4o, g, Ueo,

3

t

Figura 3.12: W 4o, W, Ueo,
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t=4

Figura 3.13: W 4o, g, Ueo,

~
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Figura 3.14: W 4o, W, Ve,
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Figura 3.15: \IJAQ, \I/BQ, \I[CQ, t=15
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3.3 Comparacao de dois casos

Aqui comparamos graficamente as solugoes Vp(x;t) e W (x;t) para varios valores

de t, com a seguinte escolha das condiciones iniciais :

e—l'
Up(x;0) = Ve(z;0) = ,

e
B ) e
T Unlr0) = ZWA(z:0) =
at B(xv()) 8t C(xa()) ) 3

T+22

o2 o2 0
o0 = el = ||
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Figura 3.16: Estilos de linha usados nos graficos desta secao: 1% linha para Upgy,

W po; 2 linha para Ve, Yo

Figura 3.17: Vg, Yo, t=0
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Figura 3.18: Wgy, Uey,

t=1
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Figura 3.19: U, Ve, t=2
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t=3

Figura 3.20: Wpgy, Uey,

=4

t

Figura 3.21: Wpgy, Uey,

Y e
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Figura 3.22: U, Ve, t=05

t=15

Figura 3.23: Upy, Uey,

0-
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Figura 3.24: Uy, Wy, t=0

Figura 3.25: Wy, Wy, t=1
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t=2

Figura 3.26: Wpgy, Ueo,

Figura 3.27: Uy, Wy, t=3
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t=4

Figura 3.28: Wpgy, Ueo,
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Figura 3.29: Wy, Ueo,
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Figura 3.30: Uy, Wy, t=15
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3.4 Outra comparacao de dois casos

Agora comparamos graficamente as solugoes V(x;t) e U (z;t), para varios valores

de t, com uma nova escolha das condiciones iniciais :

e—l‘
Up(x;0) = Ve(r;0) =

e
0 0
E\I/B(ZE,()) = E\I/C([L’,()) =
82 2
2 Vb(;0) = Ve (w;0) =



Figura 3.31: Estilos de linha usados nos graficos desta secao: 1% linha para Upgy,

W po; 2 linha para Ve, Yo

Figura 3.32: U, Ve, t=0
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Figura 3.33: U, Ve, t=1

Figura 3.34: U, Ve, t=2
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t=3

Figura 3.35: Wgy, Uey,

=4

t

Figura 3.36: Wpgy, Uer,
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Figura 3.37: U, Ve, t=05

f n

Figura 3.38: Uy, Ve, t=15
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Figura 3.39: Uy, Wy, t=0

Figura 3.40: Wy, Wy, t=1
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t=2

Figura 3.41: Wpgy, Ueo,
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Figura 3.42: Wpgy, Ueo,
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t=4

Figura 3.43: Wpgy, Ueo,

Lep

5

t

Figura 3.44: Wpy, e,

74



15

t

20
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Conclusoes

Procurou-se elucidar nesta tese a relagao entre quiralidade, no sentido espinorial,
e modo de propagagdo para campos fermionicos em espagos-tempo de (141) di-
mensoes. Na teoria usual para férmions, baseada na equacgao de Dirac, fica clara a
relagao um-a-um existente entre a quiralidade do férmion e seu modo de propagacgao
para a direita ou esquerda. A introducao de derivadas superiores quebra esta relacao,
de modo que a quiralidade nao mais define o tipo de propagacao. Consegue-se, com
as solucoes exatas que obtivemos nos diferentes casos contemplados, calcular a por-
centagem referente aos diferentes modos de propagacao para cada setor de quirali-
dade do férmion.

Os resultados encontros também nos possibilitam uma visao clara dos modos nao-
fisicos classicamente e que simulam, sempre a nivel de teoria classica, o compor-
tamento dos modos-fantasma presentes em campos com dinamica governada por
derivadas superiores.

Uma possivel etapa a ser cumprida posteriormente serd a investigacao de possiveis

fontes externas que sejam capazes de cancelar os efeitos nao-fisicos dos modos-
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fantasma advindos das derivadas superiores. Esta tarefa pode nos abrir a com-
preensao sobre como o acoplamento de campos com excitacoes nao-fisicas a parti-
culares correntes externas pode viabilizar o cancelamento de tais excitagoes. Esta
questao traria uma certa modelagem cléssica o que se conhece na literatura como
os fantasmas de Faddeev-Popov, e nos propomos a estuda-la como prosseguimento

do trabalho desta tese.
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Apeéendice A

Método de D’Alembert para a

equacao da corda

Um sistema (14-1) dimensoal tipico é o da corda distendida infinita (caso usualmente
considerado nos textos de fisica-matematica ou de equagoes diferenciais parciales,

ver por exemplo [80], [81], [82]) que obedece a equagao diferencial parcial de tipo

hiperbdélico:

P L0 e [T o
Agora, utilizando a mudanca de variaveis

E=x—vt, n=x+uvt (A.2)
e adotando a notacao

u(z;t) = u(&n) (A.3)

78



obtemos, usando a Regra da Cadeia, os seguintes resultados

Pula;t) _ PulEn)  SuEn) | ,0%uEn)
Ox? 0¢? on? 00N
Pu(z;t) 32ﬁ(§;n)+52ﬂ(5;n)_25211(5;77)
ot? B 0&? on? 0E0n

Logo, a equagao original (A.1) transforma-se na seguinte equagao:

o*a&n) _
ocom

cuja solucao mais geral é, claramente:

a(&;n) = f(§) +g9n)

ou, em funcao das variaveis originais:

u(ait) = flx —vt) + gla +vt)

(A.5)

Nesta férmula, o termo f(x — vt) representa a componente da onda que viaja para

a direita (com velocidade v), e, o termo g(z + vt), a que viaja para a esquerda

(também com velocidade v).

Agora vamos supor que conhecemos as condigoes iniciais:

u(z;0) = A(x)
Ou(x;0)
o~ B

Logo, de (A.5) e (A.6) obtemos:

Az) = f(z) + g(x)
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Também, levando em conta que:

ou(x;t) _Uaﬂ(S;n)+Uaﬁ(§;n)

ot o€ an

e, usando este resultado conjuntamente com (A.4) e (A.7), obtemos:

B(x) = —vf'(z) + vg'(x) (A.9)

Agora, isolando f(z) em (A.8), e diferenciando, temos:

fi(x) = A'x) — g'(x)

Logo, substituindo este resultado na equacao (A.9), e logo isolando ¢'(z), temos:

/ 1 !/ 1

9'(2) = 54'@) + 5 B()
Integrando:

(2) = SA(z) + = /Id B(y) + C1

9(x) = 5A@) + 5 | dyBly

onde a e C'1 sao constantes. Substituindo este resultado na equagao (A.8), e logo,
isolando f(x), obtemos:

1 1

flx) = SA(@) = o

5 21}/ dyB(y) — C1

a
Agora, usando estas tultimas dois equages conjuntamente com a equagao (A.5), e,

ap0s simplificar, temos finalmente, a formula de D’Alembert:

u(z;t) = % [A(:v —vt) + Az + vt)] + % /ii) dyB(y). (A.10)
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Apeéendice B

Algumas identidades tuteis de

analise matematica

A seguir temos algumos resultados tteis da andlise matemética (ver por exemplo

[83]), usados no Capitulo 2.

%/deF(x) = F(b), %/deF(x) = —I(a) (B.1)

onde a e b sao constantes.

d [1? 0 dq dp
@ - 9 4 @ B.2
da/pde(as,a) /pda: 804G(x’a) +G(q,a)da G(p, a)da (B.2)

onde p e ¢ sao fungoes de a.
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Agora, baseandonos em (B.1) e (B.2) obtemos as seguintes expressoes:

é%l%yl%zF@%:@—nﬂNQ (B.3)
%/@/%F@:/EF@ (B4)
ag/dy/sz /sz (B.5)
oo Jn [4:P) =€ mFw (B

%/@/@/MF = (e~ PR (B.7)
%lwlwl“””:lwlwﬂd (B.3)
%l%é%éhm@zlbékF@ (B.9)
g%lzqézaézﬁm”:;@_nyF@> (8.10)
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Apéndice C

Cddigo em Maple

Foi usado o programa Maple V, versao 5.1, para elaborar os graficos desta tese
e também como ayuda para detectar possiveis erros nas solugoes das equacoes do
Capitulo 2, onde foi particularmente muito util. A seguir vamos descrever alguns
segmentos de codigo usados para construir fungoes definidas mediante derivadas e
integrais, nas formas utilizadas nas solugoes dos Capitulos 1 e 2.

Para definir uma funcdo da forma F(z) = e~** podemos usar a seguinte linha:
> F:=unapply(exp(-x~2),x);

Agora, suponhamos que precisamos definir uma fungao G(a,b) segundo a integral
simples, G(a,b) = fabda: F(z). Entao, considerando que ja temos definido a fungao
F(zx), podemos usar para tal propésito a seguinte linha de cédigo:

> G:=unapply(int(F(x),x=a..b),a,b);
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Agora, se queremos definir uma fungao da forma H(a,b) = fabdy [Ydz F(z) podemos

usar o seguinte codigo:
> H:=unapply(int(int(F(z),z=a..y),y=a..b),a,b);

Similarmente, se queremos definir uma fungao da forma I (a, b) = fabdy [Ydz [Tdu F(u)

podemos usar o seguinte codigo:
> I:=unapply(int(int(int(F(u),u=a..z),z=a..y),y=a..b),a,b);

Agora, supohnamos queremos definir uma fungao J(x) a partir de operacoes de
derivagao sobre a fungao F'(x), que ja temos definido antes, segundo, por exemplo,

J(z) = F"(z). Podemos usar para tal propésito a seguinte linha de cédigo:
> J:=unapply(diff (F(x),x,x),x);

Similarmente, para definir uma funcéo da forma K (z) = F"”(x) basta usar a linha

de cédigo:
> K:=unapply(diff (F(x),x,x,x,X),X);

Entao, usando combinacoes destos segmentos de cédigo, podemos construir em
Maple fungoes com formatos usados para expresar as solucoes das equagoes con-
sideradas em capitulos prévios. Tais funcoes construidas para o programa Maple
permitem fazer gréaficos e outros tipos de operacgoes com ajuda do computador,

como verificagao de solugoes e ainda célculos analiticos exatos.
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