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Resumo

Este trabalho esclarece, através da obtenção de soluções exatas para condições

de contorno gerais, a quebra da relação entre quiralidade (conceito de natureza

algébrica) e sentido de propagação (propriedade de origem cinemática) para férmions

governados por equações de campo do tipo-Dirac com derivadas superiores.
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Abstract

The main goal of the work presented in this thesis is to clarify the breakdown

of the association between chirality and left/right-propagation modes, typical of

2D fermionic theories, once higher-derivative operators are present. The issue is

discussed by means of exact solutions for the field equations worked out under

general boundary conditions.
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Introdução

Sabe-se que a maior parte dos sistemas f́ısicos descritos por funções Lagrangeanas

não incluem outras derivadas que as de primeira ordem nas variáveis dinâmicas.

Isto acontece principalmente porque nas teorias com derivadas superiores (derivadas

temporais de terceira ordem ou maiores nas equações de movimento, derivadas tem-

porais de segunda ordem ou maiores no Lagrangeano), tanto ao ńıvel clássico quanto

ao ńıvel quântico, não se tem um limite inferior para a energia [1]. Além disso, as

teorias quânticas de campo que contêm derivadas das funções do campo superiores

à primeira ordem geralmente apresentam estados-fantasma, com norma negativa, e,

como conseqüência, paga-se o preço da violação da unitariedade [2, 3, 4, 5].

Porém, a utilização das derivadas superiores tem algumas propriedades atrativas

no contexto da teoria quântica de campos; em particular, a convergência dos dia-

gramas de Feynman é aprimorada. É assim que teorias de calibre com derivadas

superiores [6, 7, 8, 9] e modelos da gravitação com correções quadráticas e ainda

de ordens maiores à curvatura, na ação de Einstein- Hilbert [10, 11, 12, 13, 14],

têm sido consideradas. Estas teorias são descritas por Lagrangeanos singulares ou
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degenerados com derivadas superiores. Tais Lagrangeanos foram usados também

em alguns modelos de cordas [15, 16].

Além dos já mencionados anteriormente, outros sistemas f́ısicos cujas equações

contêm derivadas superiores à segunda ordem aparecem numa diversidade de con-

textos [17]. Por exemplo, na mecânica clássica, a equação de Korteweq-de Vries,

que descreve ondas superficiais de água, faz uso de derivadas de terceira ordem [18].

Nas teorias de gravitação clássica, as derivadas de ordens superiores a dois foram in-

troduzidas por Weyl [19] e usadas também em alguns modelos cosmológicos [20, 21].

Em gravitação quântica, existem modelos com derivadas superiores que resultaram

ser renormalizáveis [22] e livres assintoticamente [23]. Em f́ısica de part́ıculas, os

modelos de Nambu-Jona-Lasinio [24], Schwinger [25] e Skyrme [26, 27] incluem

termos com derivadas supe-riores. Também, há trabalhos onde as derivadas supe-

riores são consideradas no formalismo canônico em teorias de campo [28, 29, 30],

em aspectos de simetrias e leis de conservação [31, 32, 33, 34], num prinćıpio de

ação [35], num modelo de Eletrodinâmica [8] e de Eletrodinâmica Quântica [36],

em modelos fermiônicos [37, 38] e bosônicos [39], em aplicações na supersimetria

[40, 41, 42, 43, 44, 45, 46], na cosmologia [47, 48, 49, 50], em teorias de gravitação

[51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61], em modelos com Lagrangeanos efetivos

[62, 46] (onde os problemas comuns das teorias com derivadas superiores, tais como

graus de libertade adicionais, energia sem limite inferior, etc., não aparecem porque

as equações de movimento podem ser usadas para eliminar todas as derivadas tem-
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porais de ordens superiores do termo de interação efetiva), usadas também como

mecanismos de renormalização e regula-rização [63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71,

42, 43], inclúıdas em modelos com integrais de caminho [72], em modelos-sigma

[73, 74, 44, 45], em teorias de cordas cósmicas [75, 76, 77] e outros trabalhos. Vale

observar que muitos destes temas justapõem-se em torno da utilização das derivadas

superiores, e tudo isso dá-nos uma boa idéia da utilidade e versatilidade das derivadas

superiores nos modelos f́ısicos e f́ısico-matemáticos, apesar dos posśıveis inconve-

nientes mencionados anteriormente.

O tema de nosso trabalho é baseado numa Tese de Mestrado anterior [78] que aborda,

entre outras coisas, a resolução de certas equações de onda com derivadas superi-

ores, implementadas mediante fatores D’Alembertianos, em (1+1) dimensões, pois

neste caso é posśıvel resolver exatamente as equações [79]. Vamos estudar o com-

portamento da quiralidade e dos modos de propagação de um modelo fermiônico

(1+1)-dimensional, não-massivo, e analisar o efeito da utilização das derivadas su-

periores, neste caso, também, na forma de fatores D’Alembertianos. No Caṕıtulo

1, começamos considerando o caso simples da equação de Dirac em (1+1) di-

mensões, para uma part́ıcula sem massa, onde os setores da quiralidade se cor-

respondem biunivocamente com os modos de propagação. Inserimos, então, um

fator D’Alembertiano, e resolvemos a equação resultante mediante o método de

D’Alembert (transformando a equação espinorial original em dois sistemas não-

acoplados de equações diferenciais de terceira ordem, que logo resolvemos usando
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técnicas de álgebra e análise matemática), obtendo a solução geral em função das

condições iniciais, e vemos que se produz a quebra na correspondência biuńıvoca

entre os sectores da quiralidade e os modos de propagação. No Caṕıtulo 2, pro-

cedemos similarmente, só que agora inserimos um fator D’Alembertiano quadrático,

obtendo um sistema de equações de quinta ordem nas derivadas, que resolvemos de-

talhadamente, usando o mesmo procedimento que no caṕıtulo precedente. Obtém-se,

também, a solução geral em função das condições iniciais, e percebe-se um maior

grau de complexidade na quebra da correspondencia biuńıvoca entre os setores de

quiralidade e os modos de propagação. No Caṕıtulo 3, analisamos com mais de-

talhe as soluções consideradas nos caṕıtulos precedentes, fazendo as comparações

correspondentes que subsidiam as Conclusões, que apresentamos no caṕıtulo final.

Seguem-se os Apêndices A e B, com resultados auxiliares à leitura dos caṕıtulos

desta tese.
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Caṕıtulo 1

Quiralidade e propagação na

equação de Dirac com derivadas

superiores

Para começar a desenvolver o tema do presente caṕıtulo, que continuaremos no

seguinte, consideremos primeiro o caso simples de uma uma part́ıcula sem massa,

em (1+1) dimensões, descrita pela equação de Dirac usual (com ~ = c = 1):

iγµ∂µΨ(x; t) = 0. (1.1)

Agora, usando a representação para as matrizes γµ :

γ0 = σy =




0 −i

i 0


 γ1 = iσx =




0 i

i 0


 (1.2)
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e supondo que o espinor Ψ é da forma:

Ψ(x; t) =




Ψ1(x; t)

Ψ2(x; t)


 = Ψ̃(ξ; η) =




Ψ̃1(ξ; η)

Ψ̃2(ξ; η)


 , (1.3)

onde

ξ = x− t, η = x + t (1.4)

mediante o uso da Regra da Cadeia para esta mudança de variáveis, o que caracteriza

o método de D’Alembert (denominado assim por ser similar ao método usado no

Apêndice A para resolver a equação da corda, obtendo-se a solução geral conhecida

como fórmula de D’Alembert), a equação (1.1) transforma-se na seguinte equação:

−2




∂

∂ξ
Ψ̃2(ξ; η)

∂

∂η
Ψ̃1(ξ; η)


 = 0.

Então, supondo a condição inicial

Ψ(x; 0) =




A(x)

B(x)


 , (1.5)

obtemos, por simples inspeção, a solução mais geral para (1.1):

Ψ̃(ξ; η) =




A(ξ)

B(η)


 = Ψ(x, t) =




A(x− t)

B(x + t)


 . (1.6)

A este ponto, cabe esclarecermos a relação que queremos discutir entre as compo-

nentes de quiralidade e os modos de propagação do férmion.
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Com a escolha adotada de representação para as matrizes-γµ (a norma é a repre-

sentação de Weyl em (1+1) dimensões), o operador de quiralidade resulta em:

γ3 = γ0γ1 = σz. (1.7)

Assim, os projetores

PL ≡ 1 + γ3

2
, PR ≡ 1− γ3

2
, (1.8)

indicam que Ψ1 corresponde à quiralidade “left” e Ψ2 à quiralidade “right”, respecti-

vamente. O que pretendemos, agora, é relacionar este conceito meramente algébrico

das representações espinoriais das álgebras de Clifford a uma informação de natureza

cinemática: os modos de propagação para a direita (ξ ≡ x − t) e para a esquerda

(η ≡ x + t), conceito, aliás, invariante de Lorentz exclusivamente em 2 dimensões.

A partir das transformações de Lorentz em (1+1) dimensões, chega-se a:

ξ′ =

√
1 + β

1− β
ξ , η′ =

√
1− β

1 + β
η , (1.9)

onde β é a velocidade relativa.

O que resulta dado na solução (1.6) da equação de Dirac é que o férmion com

quiralidade “left” propaga-se sempre para a direita, Ψ1 = A(x − t), enquanto que

a correspondente quiral “right” propaga-se exclusivamente para a esquerda, Ψ2 =

B(x + t). Estas são afirmações invariantes de Lorentz e muito usadas em vários

estudos ligados ao estudo das teorias de cordas, em cujo contexto é muito relevante

o estudo da teoria de campos definida sobre a superf́ıcie-mundo que uma corda
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define.

O que pretendemos ao longo do proseguimento desta tese é analisar o quanto a

introdução de derivadas superiores na equação de Dirac em (1+1) dimensões afeta

a relação entre quiralidade e modos de propagação.

Agora vamos considerar o caso de uma equação de Dirac com derivadas superiores,

resultado de agregar um fator D’Alembertiano de primeiro grau:

iγµ∂µ¤Ψ(x; t) = 0 (1.10)

Logo, usando as mesmas notações que no caso anterior, contidas nas equações (1.3)

e (1.4), mediante a Regra da Cadeia, obtemos as seguintes equações:

∂

∂t
Ψ(x; t) = − ∂

∂ξ
Ψ̃(ξ; η) +

∂

∂η
Ψ̃(ξ; η) (1.11)

∂

∂x
Ψ(x; t) =

∂

∂ξ
Ψ̃(ξ; η) +

∂

∂η
Ψ̃(ξ; η) (1.12)

∂2

∂t2
Ψ(x; t) =

∂2

∂ξ2
Ψ̃(ξ; η) +

∂2

∂η2
Ψ̃(ξ; η)− 2

∂2

∂ξ∂η
Ψ̃(ξ; η) (1.13)

∂2

∂x2
Ψ(x; t) =

∂2

∂ξ2
Ψ̃(ξ; η) +

∂2

∂η2
Ψ̃(ξ; η) + 2

∂2

∂ξ∂η
Ψ̃(ξ; η). (1.14)

E também:

¤Ψ(x; t) =
∂2

∂t2
Ψ(x; t)− ∂2

∂x2
Ψ(x; t) = −4

∂2

∂ξ∂η
Ψ̃(ξ; η). (1.15)

Agora, usando a representação (1.2) para as matrices-γµ conjuntamente con as

equações (1.11), (1.12), e (1.15), a equação original (1.10) transforma-se em:

−4
∂2

∂ξ∂η




0
∂

∂ξ
∂

∂η
0







Ψ̃1(ξ; η)

Ψ̃2(ξ; η)


 = 0.
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Deste modo, (1.10) equivale ao seguinte par de equações não-acopladas:

∂3

∂η2∂ξ
Ψ̃1(ξ; η) = 0 (1.16)

∂3

∂ξ2∂η
Ψ̃2(ξ; η) = 0, (1.17)

cujas soluções mais gerais são:

Ψ̃1(ξ; η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ) (1.18)

e

Ψ̃2(ξ; η) = f2(ξ) + g2(η) + ξh2(η) (1.19)

Agora, vamos impor as condições iniciais que determinarão fi, gi, hi, i = 1, 2 :

Ψ(x; 0) =




F (x)

G(x)


 , (1.20)

∂

∂t
Ψ(x; 0) =




H(x)

J(x)


 , (1.21)

∂2

∂t2
Ψ(x; 0) =




R(x)

S(x)


 . (1.22)

Então, usando estas condições iniciais nas equações (1.3), (1.11) e (1.13), obtemos:



F (x)

G(x)


 =




f1(x) + g1(x) + xh1(x)

f2(x) + g2(x) + xh2(x)


 , (1.23)
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


H(x)

J(x)


 =



−f1

′(x) + g1
′(x) + h1(x)− xh1

′(x)

−f2
′(x) + g2

′(x)− h2(x) + xh2
′(x)


 , (1.24)




R(x)

S(x)


 =




f1
′′(x) + g1

′′(x)− 2h1
′(x) + xh1

′′(x)

f2
′′(x) + g2

′′(x)− 2h2
′(x) + xh2

′′(x)


 . (1.25)

1.1 Solução para Ψ̃1(ξ; η) = Ψ1(x; t)

Das primeiras componentes das equações(1.23), (1.24) e (1.25), temos:

F (x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x) (1.26)

H(x) = −f1
′(x) + g1

′(x) + h1(x)− xh1
′(x) (1.27)

R(x) = f1
′′(x) + g1

′′(x)− 2h1
′(x) + xh1

′′(x). (1.28)

Isolando f1(x) em (1.26) e logo diferenciando uma e duas vezes, chega-se a:

f1(x) = F (x)− g1(x)− xh1(x) (1.29)

f1
′(x) = F ′(x)− g1

′(x)− h1(x)− xh1
′(x) (1.30)

f1
′′(x) = F ′′(x)− g1

′′(x)− 2h1
′(x)− xh1

′′(x). (1.31)

Substituindo (1.31) em (1.28):

h1
′(x) =

1

4
F ′′(x)− 1

4
R(x).

Logo, integrando esta equação, temos:

h1(x) =
1

4
F ′(x)− 1

4

∫ x

a

dyR(y) + C1. (1.32)
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Substituindo (1.30) em (1.27):

g1
′(x) =

1

2
F ′(x) +

1

2
H(x)− h1(x). (1.33)

Agora, substituindo (1.32) em (1.33):

g1
′(x) =

1

4
F ′(x) +

1

2
H(x) +

1

4

∫ x

a

dyR(y)− C1.

Integrando:

g1(x) =
1

4
F (x) +

1

2

∫ x

a

dyH(y) +
1

4

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzR(z)− C1x + C2. (1.34)

Logo, substituindo (1.34) e (1.32) em (1.29), determinamos f1(x):

f1(x) =
3

4
F (x)− 1

4
xF ′(x)− 1

2

∫ x

a

dyH(y) +
1

4
x

∫ x

a

dyR(y)

−1

4

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzR(z)− C2.

Substituindo esta equação junto com (1.34) e (1.32) em (1.18), e simplificando:

Ψ̃1(ξ; η) =
3

4
F (ξ) +

1

4
F (η)− 1

4
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

2

∫ η

ξ

dyH(y)

+
1

4
(ξ − η)

∫ ξ

a

dyR(y) +
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dzR(z).
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Mas,

1

4
(ξ − η)

∫ ξ

a

dyR(y) +
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dzR(z)

=
1

4

(
−

∫ η

ξ

dy

)∫ ξ

a

dz R(z) +
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz R(z)

= −1

4

∫ η

ξ

dy

∫ ξ

a

dz R(z) +
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz R(z)

=
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ a

ξ

dz R(z) +
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz R(z)

=
1

4

∫ η

ξ

dy

[∫ a

ξ

dz R(z) +

∫ y

a

dz R(z)

]

=
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz R(z).

Então, finalmente:

Ψ̃1(ξ; η) =
3

4
F (ξ) +

1

4
F (η)− 1

4
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

2

∫ η

ξ

dyH(y)

+
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz R(z). (1.35)

1.2 Solução para Ψ̃2(ξ; η) = Ψ2(x; t)

Das segundas componentes das equações (1.23), (1.24) e (1.25), temos o seguinte

conjunto de três equações:

G(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x) (1.36)

J(x) = −f2
′(x) + g2

′(x)− h2(x) + xh2
′(x) (1.37)

S(x) = f2
′′(x) + g2

′′(x)− 2h2
′(x) + xh2

′′(x). (1.38)
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Agora, isolando g2(x) em (1.36), e diferenciando uma e duas vezes, ontém-se:

g2(x) = G(x)− f2(x)− xh2(x) (1.39)

g2
′(x) = G ′(x)− f2

′(x)− h2(x)− xh2
′(x) (1.40)

g2
′′(x) = G ′′(x)− f2

′′(x)− 2h2
′(x)− xh2

′′(x). (1.41)

Substituindo (1.41) em (1.38), e isolando h2
′(x) obtemos:

h2
′(x) =

1

4
G ′′(x)− 1

4
S(x).

Então, integrando esta equação:

h2(x) =
1

4
G ′(x)− 1

4

∫ x

a

dyS(y) + C1. (1.42)

Também, substituindo (1.40) em (1.37) e isolando f2
′(x), temos:

f2
′(x) =

1

2
G ′(x)− 1

2
J(x)− h2(x). (1.43)

Agora, substituindo (1.42) em (1.43), e simplificando:

f2
′(x) =

1

4
G ′(x)− 1

2
J(x) +

1

4

∫ x

a

dy S(y)− C1.

Integrando:

f2(x) =
1

4
G(x)− 1

2

∫ x

a

dy J(y) +
1

4

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz S(z)

−C1 x + C2. (1.44)
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Logo, substituindo (1.44) e (1.42) em (1.39), obtemos:

g2(x) =
3

4
G(x)− 1

4
xG ′(x) +

1

2

∫ x

a

dyJ(y) +
1

4
x

∫ x

a

dy S(y)

−1

4

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz S(z)− C1 x− C2. (1.45)

Agora, usando as equações (1.44), (1.45) e (1.42) na equação (1.19), e simplificando:

Ψ̃2(ξ; η) =
1

4
G(ξ) +

3

4
G(η) +

1

4
(ξ − η) G ′(η) +

1

2

∫ η

ξ

dy J(y)

−1

4
(ξ − η)

∫ η

a

dy S(y)− 1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz S(z).

Mas:

−1

4
(ξ − η)

∫ η

a

dy S(y)− 1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz S(z)

=
1

4

( ∫ η

ξ

dy

)∫ η

a

dz S(z)− 1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz S(z)

=
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ η

a

dz S(z)− 1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz S(z)

= −1

4

∫ η

ξ

dy

∫ a

η

dz S(z)− 1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz S(z)

= −1

4

∫ η

ξ

dy

[ ∫ a

η

dz S(z) +

∫ y

a

dz S(z)

]

= −1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz S(z).

Então, obtemos, finalmente:

Ψ̃2(ξ; η) =
1

4
G(ξ) +

3

4
G(η) +

1

4
(ξ − η)G ′(η) +

1

2

∫ η

ξ

dy J(y)

−1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz S(z). (1.46)
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1.3 Relação entre as soluções Ψ̃1(ξ; η) e Ψ̃2(ξ; η)

Entre as soluções para Ψ̃1(ξ; η) e Ψ̃2(ξ; η), dadas pelas equações (1.35) e (1.46), existe

uma espécie de “dualidade” no sentido que explicamos a seguir. Se na expressão

para Ψ̃1(ξ; η), que depende das funções de uma variável, F, H e R, fizermos as

transformações:

ξ 7→ η, η 7→ ξ, F 7→ G, H 7→ −J, R 7→ S (1.47)

então, vamos obter uma nova expressão, que depende das funções G, J e S, e que

denotamos por Ψ̃D
1 (ξ; η). Concretamente, então, aplicando as transformações (1.47)

sobre o lado direito da equação (1.35), obtemos:

Ψ̃D
1 (ξ; η) =

3

4
G(η) +

1

4
G(ξ)− 1

4
(η − ξ) G ′(η) +

1

2

∫ ξ

η

dy[−J(y)]

+
1

4

∫ ξ

η

dy

∫ y

η

dz S(z)

=
1

4
G(ξ) +

3

4
G(η) +

1

4
(ξ − η) G ′(η) +

1

2

∫ η

ξ

dyJ(y)

−1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz S(z).

Comparando este resultado com a equação (1.46), vemos que:

Ψ̃D
1 (ξ; η) = Ψ̃2(ξ; η).

Em outros termos, a partir da expresão para Ψ̃1(ξ; η), mediante as transformações

(1.47), obtemos a expresão para Ψ̃2(ξ; η).

Similarmente, podemos obter a expressão para Ψ̃1(ξ; η) a partir da expressão para
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Ψ̃2(ξ; η), fazendo as mesmas transformações, em sentido oposto.

Agora vamos dar uma justificativa para este fato, que também será de utilidade no

próximo caṕıtulo.

Primeiro, reescrevemos as equações (1.18) e (1.19):

Ψ̃1(ξ; η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ)

Ψ̃2(ξ; η) = f2(ξ) + g2(η) + ξh2(η).

Aqui, observamos que, se fizermos as transformações

ξ 7→ η, η 7→ ξ, f1 7→ g2, g1 7→ f2, h1 7→ h2 (1.48)

sobre o lado direito da primeira destas equações, resultado que denotamos por

Ψ̃T
1 (ξ; η), então, obtemos a expresão do lado direito da segunda equação:

Ψ̃T
1 (ξ; η) = g2(η) + f2(ξ) + ξh2(η) = Ψ̃2(ξ; η). (1.49)

Assim, a partir da solução mais geral para Ψ̃1(ξ; η), expressa em termos de ξ, η,

f1, g1, e h1, obtemos, mediante as transformações (1.48), a solução mais geral para

Ψ̃2(ξ; η), expressa em termos de ξ, η, f2, g2, e h2.

Agora, reescrevemos, por comodidade na comparação a seguir, os dois sistemas

independentes de equações, considerados nas seções precedentes:




F (x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x)

H(x) = −f1
′(x) + g1

′(x) + h1(x)− xh1
′(x)

R(x) = f1
′′(x) + g1

′′(x)− 2h1
′(x) + xh1

′′(x)

(1.50)
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



G(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x)

J(x) = −f2
′(x) + g2

′(x)− h2(x) + xh2
′(x)

S(x) = f2
′′(x) + g2

′′(x)− 2h2
′(x) + xh2

′′(x).

(1.51)

Então, aplicando as transformações (1.48) (considerando que quando t = 0, temos

ξ = η = x), sobre os lados direitos do sistema de equações (1.50), que dependem de

x, f1, g1, h1, obtemos três novas expresões, dependentes agora de x, f2, g2, h2, que

denotamos, respectivamente, por, F T (x), HT (x), RT (x):





F T (x) = g2(x) + f2(x) + xh2(x)

HT (x) = −g2
′(x) + f2

′(x) + h2(x)− xh2
′(x)

RT (x) = g2
′′(x) + f2

′′(x)− 2h2
′(x) + xh2

′′(x).

Comparando estas equações com as contidas em (1.51), obtemos:

F T (x) = G(x), HT (x) = −J(x), RT (x) = S(x).

Em outros termos, devido a que x é uma variável arbitrária:

F 7→ F T = G, H 7→ HT = −J, R 7→ RT = S (1.52)

Então, aplicar as transformações “ T ”, dadas por (1.48) na solução geral para

Ψ̃1(ξ; η), dada pela equação (1.18), o qual produz a solução geral para Ψ̃2(ξ; η), dada

pela equação (1.19), como já observamos em (1.49), equivale completamente a fazer

as transformações (1.52), juntamente com a substituições ξ 7→ η, η 7→ ξ, ou seja,
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equivale completamente a fazer as transformações (1.47), sobre Ψ̃1(ξ; η), quando ela

vem dada por (1.35). Em conclusão, ficam justificadas as transformações de “dua-

lidade”, (1.47), que permitem obter a solução Ψ̃2(ξ; η) , diretamente a partir da

solução Ψ̃1(ξ; η).
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Caṕıtulo 2

Estudo dos efeitos do operador ¤ 2

Neste caṕıtulo, continuamos o estudo da equação de Dirac com derivadas superiores,

considerando, como antes, por simplicidade, uma part́ıcula sem massa em (1+1)

dimensões, porém, agregando um fator D’Alembertiano de segundo grau:

iγµ∂µ¤ 2Ψ(x; t) = 0. (2.1)

Vamos usar a mesma representação para as matrizes-γµ que no caṕıtulo anterior,

γ0 = σy, γ1 = iσx, e também, supor que:

Ψ(x; t) =




Ψ1(x; t)

Ψ2(x; t)


 = Ψ̃(ξ; η) =




Ψ̃1(ξ; η)

Ψ̃2(ξ; η)


 , (2.2)

onde:

ξ = x− t, η = x + t. (2.3)
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Usando o mesmo procedimento que na parte inicial do caṕıtulo anterior, temos, no

lugar da equação (2.1):

16
∂2

∂ξ∂η

∂2

∂ξ∂η




0
∂

∂ξ
∂

∂η
0







Ψ̃1(ξ; η)

Ψ̃2(ξ; η)


 = 0,

de onde obtemos o seguinte par de equações não acopladas:

∂5

∂η3∂ξ2
Ψ̃1(ξ; η) = 0 (2.4)

∂5

∂ξ3∂η2
Ψ̃2(ξ; η) = 0, (2.5)

cujas soluções mais gerais são:

Ψ̃1(ξ; η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ) + ξk1(η) + η2l1(ξ) (2.6)

Ψ̃2(ξ; η) = f2(ξ) + g2(η) + ηh2(ξ) + ξk2(η) + ξ2l2(η). (2.7)

Vamos impor as seguintes condições iniciais que determinarão fi, gi, hi, ki, li, i = 1, 2 :

Ψ(x; 0) =




A(x)

B(x)


 , (2.8)

∂

∂t
Ψ(x; 0) =




C(x)

D(x)


 , (2.9)

∂2

∂t2
Ψ(x; 0) =




F (x)

G(x)


 , (2.10)
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∂3

∂t3
Ψ(x; 0) =




H(x)

J(x)


 , (2.11)

∂4

∂t4
Ψ(x; 0) =




R(x)

S(x)


 . (2.12)

Agora,mediante a Regra da Cadeia, considerando (2.2) e (2.3), temos:

∂

∂t
Ψ(x; t) = − ∂

∂ξ
Ψ̃(ξ; η) +

∂

∂η
Ψ̃(ξ; η) (2.13)

∂2

∂t2
Ψ(x; t) =

∂2

∂ξ2
Ψ̃(ξ; η) +

∂2

∂η2
Ψ̃(ξ; η)− 2

∂2

∂ξ∂η
Ψ̃(ξ; η) (2.14)

∂3

∂t3
Ψ(x; t) = − ∂3

∂ξ3
Ψ̃(ξ; η) +

∂3

∂η3
Ψ̃(ξ; η) + 3

∂3

∂ξ2∂η
Ψ̃(ξ; η)

−3
∂3

∂η2∂ξ
Ψ̃(ξ; η) (2.15)

∂4

∂t4
Ψ(x; t) =

∂4

∂ξ4
Ψ̃(ξ; η) +

∂4

∂η4
Ψ̃(ξ; η) + 6

∂4

∂ξ2∂η2
Ψ̃(ξ; η)

−4
∂4

∂ξ3∂η
Ψ̃(ξ; η)− 4

∂4

∂η3∂ξ
Ψ̃(ξ; η). (2.16)

Logo, usando estas equações em (2.6) e (2.7), e lembrando (2.2), obtemos as equações:

∂

∂t
Ψ1(x; t) = −f1

′(ξ) + g1
′(η) + h1(ξ)− k1(η) + 2ηl1(ξ)

−ηh1
′(ξ) + ξk1

′(η)− η2l1
′(ξ) (2.17)

∂

∂t
Ψ2(x; t) = −f2

′(ξ) + g2
′(η) + h2(ξ)− k2(η)− 2ξl2(η)

−ηh2
′(ξ) + ξk2

′(η) + ξ2l2
′(η) (2.18)
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∂2

∂t2
Ψ1(x; t) = f1

′′(ξ) + g1
′′(η) + ηh1

′′(ξ) + η2l1
′′(ξ) + ξk1

′′(η)

−2h1
′(ξ)− 4ηl1

′(ξ)− 2k1
′(η) + 2l1(ξ) (2.19)

∂2

∂t2
Ψ2(x; t) = f2

′′(ξ) + g2
′′(η) + ηh2

′′(ξ) + ξk2
′′(η) + ξ2l2

′′(η)

−2h2
′(ξ)− 4ξl2

′(η)− 2k2
′(η) + 2l2(η) (2.20)

∂3

∂t3
Ψ1(x; t) = −f1

′′′(ξ) + g1
′′′(η)− ηh1

′′′(ξ)− η2l1
′′′(ξ) + ξk1

′′′(η)

+3h1
′′(ξ)− 3k1

′′(η) + 6ηl1
′′(ξ)− 6l1

′(ξ) (2.21)

∂3

∂t3
Ψ2(x; t) = −f2

′′′(ξ) + g2
′′′(η)− ηh2

′′′(ξ) + ξk2
′′′(η) + ξ2l2

′′′(η)

+3h2
′′(ξ)− 3k2

′′(η)− 6ξl2
′′(η) + 6l2

′(η) (2.22)

∂4

∂t4
Ψ1(x; t) = f1

′′′′(ξ) + g1
′′′′(η) + ηh1

′′′′(ξ) + ξk1
′′′′(η) + η2l1

′′′′(ξ)

−4h1
′′′(ξ)− 4k1

′′′(η)− 8ηl1
′′′(ξ) + 12l1

′′(ξ) (2.23)

∂4

∂t4
Ψ2(x; t) = f2

′′′′(ξ) + g2
′′′′(η) + ηh2

′′′′(ξ) + ξk2
′′′′(η) + ξ2l2

′′′′(η)

−4h2
′′′(ξ)− 4k2

′′′(η)− 8ξl2
′′′(η) + 12l2

′′(η). (2.24)

Agora, usando estas equações junto con as equações (2.6) e (2.7) nas condições

iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), vamos obter dois sistemas independentes

de equações diferenciais, a serem tratadas separadamente nas seguintes seções deste

caṕıtulo, que fornecerão as soluções para Ψ1(x; t) e Ψ2(x; t).
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2.1 Solução para Ψ̃1(ξ; η) = Ψ1(x; t)

Nosso primeiro sistema de equações resulta de aplicar as condições iniciais (2.8) a

(2.12) nas equações (2.6), (2.17), (2.19), (2.21) e (2.23):

A(x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x) + xk1(x) + x2l1(x) (2.25)

C(x) = −f1
′(x) + g1

′(x) + h1(x) + 2xl1(x)− k1(x)

−xh1
′(x)− x2l1

′(x) + xk1
′(x) (2.26)

F (x) = f1
′′(x) + g1

′′(x) + xh1
′′(x) + x2l1

′′(x) + xk1
′′(x)

−2h1
′(x)− 4xl1

′(x)− 2k1
′(x) + 2l1(x) (2.27)

H(x) = −f1
′′′(x) + g1

′′′(x)− xh1
′′′(x)− x2l1

′′′(x) + xk1
′′′(x)

+3h1
′′(x)− 3k1

′′(x) + 6xl1
′′(x)− 6l1

′(x) (2.28)

R(x) = f1
′′′′(x) + g1

′′′′(x) + xh1
′′′′(x) + xk1

′′′′(x) + x2l1
′′′′(x)

−4h1
′′′(x)− 4k1

′′′(x)− 8xl1
′′′(x) + 12l1

′′(x). (2.29)

Agora, de (2.25), isolando f1(x):

f1(x) = A(x)− g1(x)− xh1(x)− xk1(x)− x2l1(x). (2.30)

Logo, derivando repetidamente:

f1
′(x) = A′(x)− g1

′(x)− xh1
′(x)− h1(x)− xk1

′(x)

−k1(x)− x2l1
′(x)− 2xl1(x) (2.31)
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f1
′′(x) = A′′(x)− g1

′′(x)− xh1
′′(x)− 2h1

′(x)− xk1
′′(x)

−2k1
′(x)− x2l1

′′(x)− 4xl1
′(x)− 2l1(x) (2.32)

f1
′′′(x) = A′′′(x)− g1

′′′(x)− xh1
′′′(x)− 3h1

′′(x)− xk1
′′′(x)

−3k1
′′(x)− x2l1

′′′(x)− 6xl1
′′(x)− 6l1

′(x) (2.33)

f1
′′′′(x) = A′′′′(x)− g1

′′′′(x)− xh1
′′′′(x)− 4h1

′′′(x)− xk1
′′′′(x)

−4k1
′′′(x)− x2l1

′′′′(x)− 8xl1
′′′(x)− 12l1

′′(x). (2.34)

Agora, substituindo (2.34) em (2.29), e simplificando:

R(x) = A′′′′(x)− 8h1
′′′(x)− 8k1

′′′(x)− 16xl1
′′′(x). (2.35)

Logo, substituindo (2.33) em (2.28), e simplificando, obtemos:

H(x) = −A′′′(x) + 2g1
′′′(x) + 6h1

′′(x) + 2xk1
′′′(x) + 12xl1

′′(x). (2.36)

Em seguida, (2.32) em (2.27), e simplificando:

F (x) = A′′(x)− 4h1
′(x)− 4k1

′(x)− 8xl1
′(x). (2.37)

Agora, (2.31) em (2.26), e simplificando:

C(x) = −A′(x) + 2g1
′(x) + 2h1(x) + 2xk1

′(x) + 4xl1(x). (2.38)

Então, agora, as equações (2.35), (2.36), (2.37) e (2.38) constituem um sistema de

quatro equações diferenciais com as quatro funções incógnitas g1(x), h1(x), l1(x) e
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k1(x).

Agora, isolando h1(x) em (2.38):

h1(x) =
1

2
C(x) +

1

2
A′(x)− g1

′(x)− xk1
′(x)− 2xl1(x). (2.39)

Derivando repetidamente:

h1
′(x) =

1

2
C ′(x) +

1

2
A′′(x)− g1

′′(x)− xk1
′′(x)− k1

′(x)

−2xl1
′(x)− 2l1(x) (2.40)

h1
′′(x) =

1

2
C ′′(x) +

1

2
A′′′(x)− g1

′′′(x)− xk1
′′′(x)− 2k1

′′(x)

−2xl1
′′(x)− 4l1

′(x) (2.41)

h1
′′′(x) =

1

2
C ′′′(x) +

1

2
A′′′′(x)− g1

′′′′(x)− xk1
′′′′(x)− 3k1

′′′(x)

−2xl1
′′′(x)− 6l1

′′(x). (2.42)

Agora, substituindo (2.40) em (2.37), e simplificando:

F (x) = −A′′(x)− 2C ′(x) + 4g1
′′(x) + 4xk1

′′(x) + 8l1(x). (2.43)

Logo, substituindo (2.41) em (2.36), e simplificando:

H(x) = 2A′′′(x)− 4g1
′′′(x) + 3C ′′(x)− 4xk1

′′′(x)

−12k1
′′(x)− 24l1

′(x). (2.44)

Em seguida, substituindo (2.42) em (2.35), e simplificando:

R(x) = −3A′′′′(x)− 4C ′′′(x) + 8g1
′′′′(x) + 8xk1

′′′′(x)

+16k1
′′′(x) + 48l1

′′(x). (2.45)
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Então, agora, as equações (2.43), (2.44) e (2.45) constituem um sistema de três

equações diferenciais com as três funções incógnitas g1(x), l1(x) e k1(x).

Agora, isolando l1(x) em (2.43):

l1(x) =
1

8
F (x) +

1

8
A′′(x) +

1

4
C ′(x)− 1

2
g1
′′(x)− 1

2
xk1

′′(x). (2.46)

Derivando uma e duas vezes esta equação:

l1
′(x) =

1

8
F ′(x) +

1

8
A′′′(x) +

1

4
C ′′(x)− 1

2
g1
′′′(x)

−1

2
xk1

′′′(x)− 1

2
k1
′′(x) (2.47)

l1
′′(x) =

1

8
F ′′(x) +

1

8
A′′′′(x) +

1

4
C ′′′(x)− 1

2
g1
′′′′(x)

−1

2
xk1

′′′′(x)− k1
′′′(x). (2.48)

Agora, substituindo (2.47) em (2.44), e simplificando:

H(x) = −A′′′(x) + 8g1
′′′(x)− 3C ′′(x) + 8xk1

′′′(x)− 3F ′(x). (2.49)

Logo, substituindo (2.48) em (2.45), e simplificando:

R(x) = 3A′′′′(x) + 8C ′′′(x)− 16g1
′′′′(x)− 16xk1

′′′′(x)

−32k1
′′′ + 6F ′′(x). (2.50)

Então, agora, as equações (2.49) e (2.50) constituem um sistema de duas equações

diferenciais com as duas funções desconhecidas g1(x) e k1(x), que procedemos a

resolver abaixo.
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Multiplicando (2.49) por 2, derivando, e logo somando com a equação (2.50) produz:

2H ′(x) + R(x) = A′′′′(x) + 2C ′′′(x)− 16k1
′′′(x).

Logo, isolando k1
′′′(x):

k1
′′′(x) = −1

8
H ′(x)− 1

16
R(x) +

1

16
A′′′′(x) +

1

8
C ′′′(x). (2.51)

Agora, substituindo (2.51) em (2.49), e simplificando:

H(x) = −A′′′(x)− 3C ′′(x)− 3F ′(x) + 8g1
′′′(x)− xH ′(x)

−1

2
xR(x) +

1

2
xA′′′′(x) + xC ′′′(x).

Logo, isolando g1
′′′(x):

g1
′′′(x) =

1

8
H(x) +

1

8
xH ′(x) +

1

8
A′′′(x)− 1

16
xA′′′′(x) +

3

8
C ′′(x)

−1

8
xC ′′′(x) +

3

8
F ′(x) +

1

16
xR(x). (2.52)

Agora, integrando repetidamente a equação (2.51), temos:

k1
′′(x) = −1

8
H(x)− 1

16

∫ x

a

dyR(y) +
1

16
A′′′(x) +

1

8
C ′′(x) + α1 (2.53)

k1
′(x) = −1

8

∫ x

a

dyH(y)− 1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzR(z) +
1

16
A′′(x)

+
1

8
C ′(x) + α1x + α2 (2.54)

k1(x) = −1

8

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzH(z)− 1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

duR(u)

+
1

16
A′(x) +

1

8
C(x) +

1

2
α1x

2 + α2x + α3. (2.55)
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Logo, vamos fazer um procedimiento similar com a equação (2.52), porém, primeiro

vamos lhe dar uma forma mais conveniente:

g1
′′′(x) =

1

8

d

dx

{
xH(x)

}
+

3

16
A′′′(x)− 1

16

d

dx

{
xA′′′(x)

}
+

1

2
C ′′(x)

−1

8

d

dx

{
xC ′′(x)

}
+

3

8
F ′(x) +

1

16
xR(x).

Então, integrando:

g1
′′(x) =

1

8
xH(x) +

3

16
A′′(x)− 1

16
xA′′′(x) +

1

2
C ′(x)− 1

8
xC ′′(x)

3

8
F (x) +

1

16

∫ x

a

dy yR(y) + β1. (2.56)

Agora, reescrevemos esta equação de forma mais conveniente:

g1
′′(x) =

1

8
xH(x) +

1

4
A′′(x)− 1

16

d

dx

{
xA′′(x)

}
+

5

8
C ′(x)

−1

8

d

dx

{
xC ′(x)

}
+

3

8
F (x) +

1

16

∫ x

a

dy yR(y) + β1.

Logo, integrando:

g1
′(x) =

1

8

∫ x

a

dy yH(y) +
1

4
A′(x)− 1

16
xA′′(x) +

5

8
C(x)− 1

8
xC ′(x)

+
3

8

∫ x

a

dyF (y) +
1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz zR(z) + β1x + β2. (2.57)

De novo, reescrevemos esta equação, de forma conveniente para o seguinte passo:

g1
′(x) =

1

8

∫ x

a

dy yH(y) +
5

16
A′(x)− 1

16

d

dx

{
xA′(x)

}
+

3

4
C(x)

−1

8

d

dx

{
x C(x)

}
+

3

8

∫ x

a

dyF (y) +
1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz zR(z)

+β1x + β2.
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Logo, integrando a equação anterior, temos:

g1(x) =
1

8

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz zH(z) +
5

16
A(x)− 1

16
xA′(x)

+
3

4

∫ x

a

dy C(y)− 1

8
xC(x) +

3

8

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzF (z)

+
1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du uR(u) +
1

2
β1x

2 + β2x + β3. (2.58)

Agora, de acordo com a equação (2.46), temos que

l1(x) =
1

8
F (x) +

1

8
A′′(x) +

1

4
C ′(x)− 1

2
g1
′′(x)− 1

2
xk1

′′(x).

Então, substituindo nesta equação as equações (2.56) e (2.53), e simplificando:

l1(x) = − 1

16
F (x) +

1

32
A′′(x) +

1

32
x

∫ x

a

dy R(y)

− 1

32

∫ x

a

dy yR(y)− 1

2
xα1 − 1

2
β1. (2.59)

Também, segundo a equação (2.39), sabemos que

h1(x) =
1

2
C(x) +

1

2
A′(x)− g1

′(x)− xk1
′(x)− 2xl1(x).

Logo, substituindo aqui as equações (2.57), (2.54) e (2.59), e simplificando:

h1(x) = −1

8
C(x) +

1

8
xF (x) +

1

4
A′(x)− 1

16
xA′′(x)

−3

8

∫ x

a

dyF (y) +
1

8
x

∫ x

a

dy H(y)− 1

8

∫ x

a

dy yH(y)

+
1

16
x

∫ x

a

dy yR(y)− 1

16
x2

∫ x

a

dyR(y)

+
1

16
x

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz R(z)− 1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz zR(z)

α2 x− β2. (2.60)
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Agora, da equação (2.30), temos que

f1(x) = A(x)− g1(x)− xh1(x)− xk1(x)− x2l1(x).

Logo substituindo aqui as equações (2.58), (2.60), (2.55) e (2.59), que fornecem,

respectivamente, as expresões para h1(x), k1(x) e l1(x), e após várias simplificações,

obtemos:

f1(x) =
11

16
A(x) +

1

8
xC(x)− 1

4
xA′(x) +

1

32
x2A′′(x)− 1

16
x2F (x)

−3

4

∫ x

a

dy C(y) +
1

32
x3

∫ x

a

dy R(y)− 1

32
x2

∫ x

a

dy yR(y)

− 1

16
x2

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz R(z) +
1

16
x

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz z R(z)

+
1

16
x

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

duR(u)− 1

16

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du uR(u)

−1

8
x2

∫ x

a

dy H(y) +
1

8
x

∫ x

a

dy y H(y)

+
1

8
x

∫ x

a

dy

∫ y

a

dzH(z)− 1

8

∫ x

a

dy

∫ y

a

dz zH(z)

−α3 x− β3. (2.61)

Agora, segundo a equação (2.6) temos:

Ψ̃1(ξ; η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ) + ξk1(η) + η2l1(ξ).

Então, usando nesta equação as formas expĺıcitas das funções f1, g1, h1, k1 e l1, dadas,

respectivamente pelas equaçoes (2.61), (2.58), (2.60), (2.55) e (2.59), simplificando

e reordenando, obtemos finalmente a expresão expĺıcita para Ψ1(ξ; η):
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Ψ̃1(ξ; η) =
1

16

[
11 A(ξ) + 5 A(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
C(ξ) + C(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2F (ξ)− 1

16
(ξ − η)

[
4 A′(ξ)− A′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2A′′(ξ) +

3

4

∫ η

ξ

dy C(y)

+
3

8

{
(ξ − η)

∫ ξ

a

dy F (y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz F (z)

}

+
1

8

{
(ξ − η)

∫ ξ

a

dy y H(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz z H(z)

}

−1

8
ξ

{
(ξ − η)

∫ ξ

a

dy H(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz H(z)

}

− 1

16
ξ

{∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du R(u) + (ξ − η)

∫ ξ

a

dy

∫ y

a

dz R(z)

−1

2
(ξ − η)2

∫ ξ

a

dy R(y)

}
+

1

16

{∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du u R(u)

+(ξ − η)

∫ ξ

a

dy

∫ y

a

dz z R(z)− 1

2
(ξ − η)2

∫ ξ

a

dy y R(y)

}
. (2.62)

2.2 Solução para Ψ̃2(ξ; η) = Ψ2(x; t)

Nosso segundo sistema de equações resulta de aplicar as condições iniciais (2.8) a

(2.12) nas equações (2.7), (2.18), (2.20), (2.22) e (2.24):

B(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x) + xk2(x) + x2l2(x) (2.63)

D(x) = −f2
′(x) + g2

′(x) + h2(x)− 2xl2(x)− k2(x)

−xh2
′(x) + x2l2

′(x) + xk2
′(x) (2.64)
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G(x) = f2
′′(x) + g2

′′(x) + xh2
′′(x) + x2l2

′′(x) + xk2
′′(x)

−2h2
′(x)− 4xl2

′(x)− 2k2
′(x) + 2l2(x) (2.65)

J(x) = −f2
′′′(x) + g2

′′′(x)− xh2
′′′(x) + x2l2

′′′(x) + xk2
′′′(x)

+3h2
′′(x)− 3k2

′′(x)− 6xl2
′′(x) + 6l2

′(x) (2.66)

S(x) = f2
′′′′(x) + g2

′′′′(x) + xh2
′′′′(x) + xk2

′′′′(x) + x2l2
′′′′(x)

−4h2
′′′(x)− 4k2

′′′(x)− 8xl2
′′′(x) + 12l2

′′(x). (2.67)

Agora, como já temos a forma expĺıcita da solução Ψ̃1(ξ; η), dada pela equação

(2.62), vamos usar o método das transformações desenvolvido na Seção (1.3), que

nos permitirá abreviar os cálculos, para o qual precisamos primeiro achar as trans-

formações apropiadas, similares as transformações (1.48) da referida seção.

Então, começamos reescrevendo as equações (2.6) e (2.7):

Ψ̃1(ξ; η) = f1(ξ) + g1(η) + ηh1(ξ) + ξk1(η) + η2l1(ξ)

Ψ̃2(ξ; η) = f2(ξ) + g2(η) + ηh2(ξ) + ξk2(η) + ξ2l2(η).

Aqui, vemos que, se aplicamos as transformações

ξ 7→ η, η 7→ ξ, f1 7→ g2, g1 7→ f2, h1 7→ k2, k1 7→ h2, l1 7→ l2 (2.68)

na expresão do lado direito da primeira destas equações, resultado que denotamos

por Ψ̃T
1 (ξ; η), então, obtemos a expresão do lado direito da segunda equação:

Ψ̃T
1 (ξ; η) = g2(η) + f2(ξ) + ξk2(η) + ηh2(ξ) + ξ2l2(η) = Ψ̃2(ξ; η). (2.69)
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Assim, a partir da solução mais geral para Ψ̃1(ξ; η), expressa em termos de ξ, η,

f1, g1, h1, k1 e l1, obtemos, mediante as transformações (2.68), a solução mais geral

para Ψ̃2(ξ; η), expressa em termos de ξ, η, f2, g2, h2, k2 e l2. Mas,Ψ̃1(ξ; η), segundo

(2.62), depende de ξ, η, A, C, F , H e R, os quais, estão relacionados com ξ, η, f1,

g1, h1, k1 e l1, mediante nosso primeiro sistema indepedente de equações, (2.25),

(2.26), (2.27), (2.28) e (2.29).

Então, as transformações (2.68) induzem outras transformações sobre o conjunto ξ,

η, A, C, F , H e R, que agora vamos a determinar. Para isso, reescrevemos, por co-

modidade nas comparações a seguir, nossos dois sistemas independentes de equações:





A(x) = f1(x) + g1(x) + xh1(x) + xk1(x) + x2l1(x)

C(x) = −f1
′(x) + g1

′(x) + h1(x) + 2xl1(x)− k1(x)

−xh1
′(x)− x2l1

′(x) + xk1
′(x)

F (x) = f1
′′(x) + g1

′′(x) + xh1
′′(x) + x2l1

′′(x) + xk1
′′(x)

−2h1
′(x)− 4xl1

′(x)− 2k1
′(x) + 2l1(x)

H(x) = −f1
′′′(x) + g1

′′′(x)− xh1
′′′(x)− x2l1

′′′(x) + xk1
′′′(x)

+3h1
′′(x)− 3k1

′′(x) + 6xl1
′′(x)− 6l1

′(x)

R(x) = f1
′′′′(x) + g1

′′′′(x) + xh1
′′′′(x) + xk1

′′′′(x) + x2l1
′′′′(x)

−4h1
′′′(x)− 4k1

′′′(x)− 8xl1
′′′(x) + 12l1

′′(x)

(2.70)
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



B(x) = f2(x) + g2(x) + xh2(x) + xk2(x) + x2l2(x)

D(x) = −f2
′(x) + g2

′(x) + h2(x)− 2xl2(x)− k2(x)

−xh2
′(x) + x2l2

′(x) + xk2
′(x)

G(x) = f2
′′(x) + g2

′′(x) + xh2
′′(x) + x2l2

′′(x) + xk2
′′(x)

−2h2
′(x)− 4xl2

′(x)− 2k2
′(x) + 2l2(x)

J(x) = −f2
′′′(x) + g2

′′′(x)− xh2
′′′(x) + x2l2

′′′(x) + xk2
′′′(x)

+3h2
′′(x)− 3k2

′′(x)− 6xl2
′′(x) + 6l2

′(x)

S(x) = f2
′′′′(x) + g2

′′′′(x) + xh2
′′′′(x) + xk2

′′′′(x) + x2l2
′′′′(x)

−4h2
′′′(x)− 4k2

′′′(x)− 8xl2
′′′(x) + 12l2

′′(x).

(2.71)

Logo, aplicando as transformações (2.68) sobre os lados direitos de nosso primeiro

conjunto de equações, (2.70), obtemos:




AT (x) = g2(x) + f2(x) + xk2(x) + xh2(x) + x2l2(x)

CT (x) = −g2
′(x) + f2

′(x) + k2(x) + 2xl2(x)− h2(x)

−xk2
′(x)− x2l2

′(x) + xh2
′(x)

F T (x) = g2
′′(x) + f2

′′(x) + xh1
′′(x) + x2l1

′′(x) + xk1
′′(x)

−2k2
′(x)− 4xl2

′(x)− 2h2
′(x) + 2l2(x)

HT (x) = −g2
′′′(x) + f2

′′′(x)− xk2
′′′(x)− x2l2

′′′(x) + xh2
′′′(x)

+3k2
′′(x)− 3h2

′′(x) + 6xl2
′′(x)− 6l2

′(x)

RT (x) = g2
′′′′(x) + f2

′′′′(x) + xk2
′′′′(x) + xh2

′′′′(x) + x2l2
′′′′(x)

−4k2
′′′(x)− 4h2

′′′(x)− 8xl2
′′′(x) + 12l2

′′(x),

(2.72)
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onde AT , CT , F T , HT e RT , são as transformações de A, C, F , H e R, respectiva-

mente, induzidas pelas transformações (2.68). Agora, comparando (2.72) com (2.71),

obtemos: AT = B, CT = −D, F T = G, HT = − J e RT = S. Logo, nossa procu-

rada transformação, que nos permitirá achar a forma expĺıcita da solução Ψ̃2(ξ; η),

consiste em:

ξ 7→ η, η 7→ ξ, A 7→ B, C 7→ −D, F 7→ G, H 7→ −J, R 7→ S (2.73)

Então, aplicando este conjunto de transformações sobre a solução expĺıcita para

Ψ̃1(ξ; η), equação (2.62), obtemos a solução para Ψ̃2(ξ; η):

Ψ̃2(ξ; η) =
1

16

[
5 B(ξ) + 11 B(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
D(ξ) + D(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2G(η)− 1

16
(ξ − η)

[
B′(ξ)− 4 B′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2B′′(η) +

3

4

∫ η

ξ

dy D(y)

−3

8

{
(ξ − η)

∫ η

a

dy G(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz G(z)

}

+
1

8

{
(ξ − η)

∫ η

a

dy y J(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz z J(z)

}

−1

8
η

{
(ξ − η)

∫ η

a

dy J(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz J(z)

}

+
1

16
η

{∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du S(u) + (ξ − η)

∫ η

a

dy

∫ y

a

dz S(z)

+
1

2
(ξ − η)2

∫ η

a

dy S(y)

}
− 1

16

{∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du u S(u)

+(ξ − η)

∫ η

a

dy

∫ y

a

dz z S(z) +
1

2
(ξ − η)2

∫ η

a

dy y S(y)

}
. (2.74)
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2.3 Simplificação das soluções e conprovação da

independência com respeito ao parâmetro a

Nesta seção, vamos simplificar a expressão para a solução Ψ̃1(ξ; η), equação (2.62),

e mostrar que o parâmetro real a é arbitrario, e para isso vamos lhe dar uma forma

onde não apareça o dito parâmetro. Então, como conseqüência , devido ao exposto

na Seção 2.2, onde as transformações que levam de Ψ̃1(ξ; η) para Ψ̃2(ξ; η) são com-

pletamete independentes do parâmetro a, então, a expressão para a solução Ψ̃2(ξ; η),

equação (2.74), tampouco vai depender do a.

Na equação (2.62), os termos que envolvem o parâmetro a são os que estão dentro

das chaves. A primeira expressão entre chaves, que denotamos por T1, é:

T1 = (ξ − η)

∫ ξ

a

dy F (y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz F (z)

Fazendo algumas transformações sobre T1, obtemos:

T1 =

(
−

∫ η

ξ

dy

)∫ ξ

a

dz F (z) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz F (z)

= −
∫ η

ξ

dy

∫ ξ

a

dz F (z) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz F (z)

=

∫ η

ξ

dy

∫ a

ξ

dz F (z) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz F (z)

=

∫ η

ξ

dy

[ ∫ a

ξ

dz F (z) +

∫ y

a

dz F (z)

]

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z). (2.75)
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As duas seguintes expressões que aparecem entre chaves, da equação (2.62), que

denotamos por T2 e T3, são dadas por:

T2 = (ξ − η)

∫ ξ

a

dy y H(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz z H(z)

T3 = (ξ − η)

∫ ξ

a

dy H(y) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz H(z).

Estas expressões têm a mesma forma que a forma inicial de T1; então, por com-

paração, temos:

T2 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz z H(z) (2.76)

T3 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz H(z). (2.77)

A seguinte expressão que necessitamos considerar, e que denotamos por T4, é dada

por:

T4 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

duR(u) + (ξ − η)

∫ ξ

a

dy

∫ y

a

dz R(z)

−1

2
(ξ − η)2

∫ ξ

a

dy R(y).

Mas, agora, temos:

(ξ − η)

∫ ξ

a

dy

∫ y

a

dz R(z) = (η − ξ)

∫ a

ξ

dy

∫ y

a

duR(u)

=

(∫ η

ξ

dy

)∫ a

ξ

dz

∫ z

a

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy

∫ a

ξ

dz

∫ z

a

duR(u).
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E também:

−1

2
(ξ − η)2

∫ ξ

a

dy R(y) =
1

2

[
(η − ξ)2 − (ξ − ξ)2

] ∫ a

ξ

duR(u)

=

( ∫ η

ξ

dy (y − ξ)

)∫ a

ξ

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy (y − ξ)

∫ a

ξ

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ a

ξ

du R(u).

Então, usando estos dois resultados na expressão previa para T4, obtemos:

T4 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

duR(u) +

∫ η

ξ

dy

∫ a

ξ

dz

∫ z

a

duR(u)

+

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ a

ξ

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy

( ∫ y

a

dz

∫ z

a

duR(u) +

∫ a

ξ

dz

∫ z

a

duR(u)

)

+

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ a

ξ

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy

( ∫ y

ξ

dz

∫ z

a

duR(u)

)
+

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ a

ξ

duR(u)

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

a

duR(u) +

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ a

ξ

du R(u)

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

( ∫ z

a

duR(u) +

∫ a

ξ

duR(u)

)

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

( ∫ z

ξ

duR(u)

)

=

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duR(u). (2.78)

A última expressão a considerar, que denotamos por T5, é:

T5 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

a

dz

∫ z

a

du uR(u) + (ξ − η)

∫ ξ

a

dy

∫ y

a

dz zR(z)

−1

2
(ξ − η)2

∫ ξ

a

dy yR(y).
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Vemos que esta equação tem a mesma forma que a forma inicial de T4. Então,

comparando com (2.78), podemos escrever:

T5 =

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

du uR(u). (2.79)

Assim, devido a que estas expressões, T1, T2, T3, T4 e T5, em sua forma simplificada

final, não dependem do parâmetro a, Ψ̃1(ξ; η) tampouco depende de a.

Logo,usando estes resultados, (2.75), (2.76), (2.77), (2.78) e (2.79), na equação

(2.62), obtemos a expressão mais simples para Ψ̃1(ξ; η), que é também independente

do parâmetro a:

Ψ̃1(ξ; η) =
1

16

[
11 A(ξ) + 5 A(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
C(ξ) + C(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2F (ξ)− 1

16
(ξ − η)

[
4 A′(ξ)− A′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2A′′(ξ) +

3

4

∫ η

ξ

dy C(y) +
3

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z)

−1

8
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz H(z) +
1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz z H(z)

− 1

16
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duR(u)

+
1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

du u R(u). (2.80)

Podemos fazer um procedimento similar sobre a equação (2.74) para obter uma

expressão mais simples para Ψ̃2(ξ; η), porém, aqui resulta mais direto aplicar as
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transformações (2.73) sobre a equação (2.80), com que obtemos:

Ψ̃2(ξ; η) =
1

16

[
5 B(ξ) + 11 B(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
D(ξ) + D(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2G(η)− 1

16
(ξ − η)

[
B′(ξ)− 4 B′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2B′′(η) +

3

4

∫ η

ξ

dy D(y)− 3

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz G(z)

−1

8
η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz J(z) +
1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz z J(z)

+
1

16
η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

duS(u)

− 1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

du u S(u). (2.81)

2.4 Verificação das soluções

Queremos verificar que as funções Ψ̃1(ξ; η) e Ψ̃2(ξ; η) satisfazem às equações diferenciais

(2.4) e (2.5) junto con as condições iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12).

Lembremos que Ψ̃2(ξ; η) foi obtida a partir de Ψ̃1(ξ; η) mediante as transformações

(2.73) e, por conseguinte, a comprovação da validade da solução Ψ̃1(ξ; η) implicará

a comprovação da validez da solução Ψ̃2(ξ; η). Consideremos, então, a solução para
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Ψ̃1(ξ; η) dada pela equação (2.80):

Ψ̃1(ξ; η) =
1

16

[
11 A(ξ) + 5 A(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
C(ξ) + C(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2F (ξ)− 1

16
(ξ − η)

[
4 A′(ξ)− A′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2A′′(ξ) +

3

4

∫ η

ξ

dy C(y) +
3

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z)

−1

8
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz H(z) +
1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz z H(z)

− 1

16
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duR(u)

+
1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

du u R(u).

Usando (2.2) e (2.3), temos que:

Ψ1(x; 0) = Ψ̃1(x; x) =
1

16

[
11 A(x) + 5 A(x)

]
+ 0− 0− 0 + 0

+0 + 0− 0 + 0− 0 + 0

= A(x) (2.82)

isto é, Ψ1(x; t) = Ψ̃1(ξ; η) satisfaz a primeira condição inicial (2.8).

Agora, fazendo operações de derivação parcial na expresão anterior para Ψ̃1(ξ; η),

usando as identidades do Apêndice B e após algumas simplificações, obtemos:

∂Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ
=

7

16
A′(ξ) +

1

16
A′(η)− 3

16
(ξ − η)A′′(ξ) +

1

32
(ξ − η)2A′′′(ξ)

−5

8
C(ξ) +

1

8
C (η) +

1

8
(ξ − η) C ′(ξ) +

1

4
(ξ − η)F (ξ)

− 1

16
(ξ − η)2F ′(ξ)− 1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz H(z)

− 1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duR(u).
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∂Ψ̃1(ξ; η)

∂η
=

1

4
A′(ξ) +

1

4
A′(η)− 1

16
(ξ − η)A′′(ξ) +

1

16
(ξ − η)A′′(η)

−1

8
C(ξ) +

5

8
C(η) +

1

8
(ξ − η)F (ξ) +

3

8

∫ η

ξ

dz F (z)

−1

8
ξ

∫ η

ξ

dz H(z) +
1

8

∫ η

ξ

dz z H(z)

− 1

16
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz R(z) +
1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz z R(z)

∂ 2Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ 2
=

1

4
A′′(ξ)− 1

8
(ξ − η)A′′′(ξ) +

1

32
(ξ − η)2A′′′′(ξ)

−1

2
C ′(ξ) +

1

8
(ξ − η) C ′′(ξ) +

1

4
F (ξ) +

1

8
(ξ − η)F ′(ξ)

− 1

16
(ξ − η)2F ′′(ξ)− 1

8
(ξ − η)H(ξ) +

1

32
(ξ − η)2R(ξ)

∂ 2Ψ̃1(ξ; η)

∂η 2
=

1

16
A′′(ξ) +

3

16
A′′(η) +

1

16
(ξ − η)A′′′(η) +

1

2
C ′(η)

+
1

8
(ξ − η) C ′′(η)− 1

8
F (ξ) +

3

8
F (η)− 1

8
(ξ − η)H(η)

− 1

16
ξ

∫ η

ξ

dz R(z) +
1

16

∫ η

ξ

dz z R(z)

∂ 2Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ ∂η
=

3

16
A′′(ξ) +

1

16
A′′(η)− 1

16
(ξ − η)A′′′(ξ)− 1

8
C ′(ξ)

+
1

8
C ′(η)− 1

4
F (ξ) +

1

8
(ξ − η)F ′(ξ)− 1

8

∫ η

ξ

dz H(z)

− 1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz R(z)

∂ 3Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ 3
=

1

8
A′′′(ξ)− 1

16
(ξ − η)A′′′′(ξ) +

1

32
(ξ − η)2A′′′′′(ξ)

−3

8
C ′′(ξ) +

1

8
(ξ − η) C ′′′(ξ) +

3

8
F ′(ξ)

− 1

16
(ξ − η)2 F ′′′(ξ)− 1

8
H(ξ)− 1

8
(ξ − η)H ′(ξ)

+
1

16
(ξ − η)R(ξ) +

1

32
(ξ − η)2R ′(ξ)
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∂ 3Ψ̃1(ξ; η)

∂η 3
=

1

8
A′′′(η) +

1

16
(ξ − η)A′′′′(η) +

3

8
C ′′(η)

+
1

8
(ξ − η) C ′′′(η) +

3

8
F ′(η)− 1

8
(ξ − η)H ′(η)

+
1

8
H(η)− 1

16
(ξ − η)R(η)

∂ 3Ψ̃1(ξ; η)

∂η∂ξ 2
=

1

8
A′′′(ξ)− 1

16
(ξ − η)A′′′′(ξ)− 1

8
C ′′(ξ)− 1

8
F ′(ξ)

+
1

8
(ξ − η) F ′′(ξ) +

1

8
H(ξ)− 1

16
(ξ − η)R(ξ)

∂ 3Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ∂η 2
=

1

16
A′′′(ξ) +

1

16
A′′′(η) +

1

8
C ′′(η)− 1

8
F ′(ξ)

−1

8
H(η)− 1

16

∫ η

ξ

dz R(z)

∂ 4Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ 4
=

1

16
A′′′′(ξ) +

1

32
(ξ − η)2A′′′′′′(ξ)− 1

4
C ′′′(ξ)

+
1

8
(ξ − η) C ′′′′(ξ) +

3

8
F ′′(ξ)− 1

8
(ξ − η)F ′′′(ξ)

− 1

16
(ξ − η)2F ′′′′(ξ)− 1

4
H ′(ξ)− 1

8
(ξ − η)H ′′(ξ)

+
1

16
R(ξ) +

1

8
(ξ − η)R ′(ξ) +

1

32
(ξ − η)2R ′′(ξ)

∂ 4Ψ̃1(ξ; η)

∂η 4
=

1

16
A′′′′(η) +

1

16
(ξ − η)A′′′′′(η) +

1

4
C ′′′(η)

+
1

8
(ξ − η) C ′′′′(η) +

3

8
F ′′(η) +

1

4
H ′(η)

−1

8
(ξ − η)H ′′(η) +

1

16
R(η)− 1

16
(ξ − η)R ′(η)

∂ 4Ψ̃1(ξ; η)

∂η∂ξ 3
=

1

16
A′′′′(ξ)− 1

16
(ξ − η)A′′′′′(ξ)− 1

8
C ′′′(ξ)

−1

8
(ξ − η)F ′′′(ξ) +

1

8
H ′(ξ)− 1

16
R(ξ)

− 1

16
(ξ − η)R ′(ξ)
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∂ 4Ψ̃1(ξ; η)

∂ξ∂η 3
=

1

16
A′′′′(η) +

1

8
C ′′′(η)− 1

8
H ′(η)− 1

16
R(η)

∂ 4Ψ̃1(ξ; η)

∂η 2∂ξ 2
=

1

16
A′′′′(ξ)− 1

8
F ′′(ξ) +

1

16
R(ξ)

Derivando a equação anterior respeito de η vemos imediatamente que

∂ 5Ψ̃1(ξ; η)

∂η 3∂ξ 2
= 0, (2.83)

que é idêntica à equação (2.4), o qual queriamos verificar.

Agora, usando os valores anteriores para as diversas derivadas parciais de Ψ̃1(ξ; η)

nas equações (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), logo evaluando em t = 0, e lembrando

que quando t = 0 então ξ = η = x, obtemos os seguintes resultados:

∂

∂t
Ψ(x; 0) = −

{ 7

16
A′(x) +

1

16
A′(x)− 0 + 0− 5

8
C(x) +

1

8
C (x)

+0 + 0− 0− 0− 0
}

+
{1

4
A′(x) +

1

4
A′(x)− 0 + 0

−1

8
C(x) +

5

8
C(x) + 0 + 0− 0 + 0− 0 + 0

}

= C(x) (2.84)
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∂2

∂t2
Ψ(x; 0) =

{1

4
A′′(x)− 0 + 0− 1

2
C ′(x) + 0 +

1

4
F (x) + 0− 0

−0 + 0
}

+
{ 1

16
A′′(x) +

3

16
A′′(x) + 0 +

1

2
C ′(x)

+0− 1

8
F (x) +

3

8
F (x)− 0− 0 + 0

}
− 2

{ 3

16
A′′(x)

+
1

16
A′′(x)− 0− 1

8
C ′(x) +

1

8
C ′(x)− 1

4
F (x) + 0

−0− 0
}

= F (x) (2.85)

∂3

∂t3
Ψ(x; 0) = −

{1

8
A′′′(x)− 0 + 0− 3

8
C ′′(x) + 0 +

3

8
F ′(x)− 0

−1

8
H(x)− 0 + 0 + 0

}
+

{1

8
A′′′(x) + 0 +

3

8
C ′′(x) + 0

+
3

8
F ′(x)− 0 +

1

8
H(x)− 0

}
+ 3

{1

8
A′′′(x)− 0

−1

8
C ′′(x)− 1

8
F ′(x) + 0 +

1

8
H(x)− 0

}
− 3

{ 1

16
A′′′(x)

+
1

16
A′′′(x) +

1

8
C ′′(x)− 1

8
F ′(x)− 1

8
H(x)− 0

}

= H(x) (2.86)
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∂4

∂t4
Ψ(x; 0) =

{ 1

16
A′′′′(x) + 0− 1

4
C ′′′(x) + 0 +

3

8
F ′′(x)− 0− 0

−1

4
H ′(x)− 0 +

1

16
R(x) + 0 + 0

}
+

{ 1

16
A′′′′(x) + 0

+
1

4
C ′′′(x) + 0 +

3

8
F ′′(x) +

1

4
H ′(x)− 0 +

1

16
R(x)− 0

}

+6
{ 1

16
A′′′′(x)− 1

8
F ′′(x) +

1

16
R(x)

}
− 4

{ 1

16
A′′′′(x)

−0− 1

8
C ′′′(x)− 0 +

1

8
H ′(x)− 1

16
R(x)− 0

}

−4
{ 1

16
A′′′′(x) +

1

8
C ′′′(x)− 1

8
H ′(x)− 1

16
R(x)

}

= R(x) (2.87)

Sumarizando, os resultados (2.83), (2.82), (2.84), (2.85), (2.86) e (2.87), indicam que

a função Ψ̃1(ξ; η), dada pela equação (2.80), satisfaz a equação diferencial (2.4) e as

condições iniciais (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) e (2.12), o qual queŕıamos comprovar.
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Caṕıtulo 3

Discusão e comparação dos modos

de propagação

Neste caṕıtulo, comparamos os resultadose soluções para diferentes casos da equação

iγµ∂µ¤nΨ(x; t) = 0, (3.1)

onde n pode tomar os valores 0, 1, 2, considerados nos dois caṕıtulos prévios.

A idéia é ter uma visão gráfica e comparativa de como a potência da derivada in-

fluencia no modo de propagação (direita ou esquerda) de uma certa componente de

quiralidade.

No caso em que n=0, a quiralidade “left” e “right” propagam-se única e exclusiva-

mente para a direita e esquerda, respectivamente.

Com n=1,2 esta relação é quebrada. Queremos, com os gráficos aqui apresentados,
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justamente evidenciar o quanto a associação quiralidade-modo de propagação é vio-

lada.

No que segue, vamos adotar a seguinte notação: ΨA(x; t), ΨB(x; t) e ΨC(x; t), co-

rrespondem, respectivamente, às soluções da equação (3.1) para n = 0, n = 1 e

n = 2. Ou seja:

iγµ∂µΨA(x; t) = 0, (3.2)

iγµ∂µ¤ΨB(x; t) = 0, (3.3)

iγµ∂µ¤2ΨC(x; t) = 0. (3.4)

Tambêm, adicionalmente, usamos as seguintes notações:

ΨA(x; t) =




ΨA1(x; t)

ΨA2(x; t)


 = Ψ̃A(ξ; η) =




Ψ̃A1(ξ; η)

Ψ̃A2(ξ; η)


 , (3.5)

ΨB(x; t) =




ΨB1(x; t)

ΨB2(x; t)


 = Ψ̃B(ξ; η) =




Ψ̃B1(ξ; η)

Ψ̃B2(ξ; η)


 , (3.6)

ΨC(x; t) =




ΨC1(x; t)

ΨC2(x; t)


 = Ψ̃C(ξ; η) =




Ψ̃C1(ξ; η)

Ψ̃C2(ξ; η)


 . (3.7)
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3.1 Comparações gerais

Por comodidade, reescrevemos as soluções consideradas nos dois caṕıtulos prévios,

usando agora as novas notações:

Ψ̃A1(ξ; η) = A(ξ) (3.8)

Ψ̃A2(ξ; η) = B(η) (3.9)

Ψ̃B1(ξ; η) =
3

4
F (ξ) +

1

4
F (η)− 1

4
(ξ − η)F ′(ξ) +

1

2

∫ η

ξ

dyH(y)

+
1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz R(z) (3.10)

Ψ̃B2(ξ; η) =
1

4
G(ξ) +

3

4
G(η) +

1

4
(ξ − η)G ′(η) +

1

2

∫ η

ξ

dy J(y)

−1

4

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz S(z) (3.11)

Ψ̃C1(ξ; η) =
1

16

[
11 A(ξ) + 5 A(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
C(ξ) + C(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2F (ξ)− 1

16
(ξ − η)

[
4 A′(ξ)− A′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2A′′(ξ) +

3

4

∫ η

ξ

dy C(y) +
3

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z)

−1

8
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz H(z) +
1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz z H(z)

− 1

16
ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duR(u)

+
1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

du u R(u) (3.12)
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Ψ̃C2(ξ; η) =
1

16

[
5 B(ξ) + 11 B(η)

]
+

1

8
(ξ − η)

[
D(ξ) + D(η)

]

− 1

16
(ξ − η)2G(η)− 1

16
(ξ − η)

[
B′(ξ)− 4 B′(η)

]

+
1

32
(ξ − η)2B′′(η) +

3

4

∫ η

ξ

dy D(y)− 3

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz G(z)

−1

8
η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz J(z) +
1

8

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz z J(z)

+
1

16
η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

duS(u)

− 1

16

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

du uS(u). (3.13)

Agora, destas soluções, lembrando que ξ = x − t e η = x + t, tiramos as seguintes

observações:

As duas primeiras soluções, equações (3.8) e (3.9), correspondentes ao caso da

equação de Dirac normal, que representam os dois setores da quiralidade do sis-

tema, e que têm modos de propagação, respectivamente, para a direita e para a

esquerda, o que se mantém todo o tempo.

Por outro lado, as seguintes dois soluções, equações (3.10) e (3.11), correspondentes

ao caso da equação de Dirac modificada por um fator D’Alembertiano, que represen-

tam os dois setores da quiralidade deste sistema, têm modos de propagação para a

direita e para a esquerda, misturados en certo grau, que inclusive vaŕıam no tempo.

Também, as duas últimas soluções, equações (3.12) e (3.13), correspondentes ao

caso da equação de Dirac modificada por um fator D’Alembertiano quadrático, que

representam os dois setores da quiralidade deste sistema, também com modos de

propagação para a direita e para a esquerda, misturados num maior grau de com-
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plexidade que no caso anterior. Os termos com fatores (ξ − η), (ξ − η)2, ξ e η

são responsáveis pelo aparecimento de posśıveis fantasmas, entre outros termos que

podem vir das integrações. Cabe discutir se é posśıvel escolher combinações apro-

priadas, não-triviais, das funções associadas às condições iniciais, de tal forma que

eliminemos esses fantasmas, e, caso seja assim, estudar seus caracteŕısticas, tais

como estabilidade.

A seguir, apresentamos seções de comparações gráficas, para algumas funções de

prova. Os gráficos foram elaborados com ajuda do programa Maple V (ver, por

exemplo, [84], [85]).

3.2 Comparação de três casos

Aqui, comparamos graficamente as soluções ΨA(x; t), ΨB(x; t) e ΨC(x; t) para vários

valores de t, com a seguinte escolha das condições iniciais :

ΨA(x; 0) = ΨB(x; 0) = ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,

∂

∂t
ΨB(x; 0) =

∂2

∂t2
ΨB(x; 0) =




0

0


 ,

∂

∂t
ΨC(x; 0) =

∂2

∂t2
ΨC(x; 0) =

∂3

∂t3
ΨC(x; 0) =

∂4

∂t4
ΨC(x; 0) =




0

0


 .
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Figura 3.1: Estilos de linha usados nos gráficos desta seção: 1a linha para ΨA1, ΨA2;

2a linha para ΨB1, ΨB2; 3a linha para ΨC1, ΨC2

Figura 3.2: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 0
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Figura 3.3: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 1

Figura 3.4: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 2
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Figura 3.5: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 3

Figura 3.6: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 4
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Figura 3.7: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 5

Figura 3.8: ΨA1, ΨB1, ΨC1, t = 15
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Figura 3.9: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 0

Figura 3.10: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 1
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Figura 3.11: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 2

Figura 3.12: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 3
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Figura 3.13: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 4

Figura 3.14: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 5
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Figura 3.15: ΨA2, ΨB2, ΨC2, t = 15

3.3 Comparação de dois casos

Aqui comparamos graficamente as soluções ΨB(x; t) e ΨC(x; t) para varios valores

de t, com a seguinte escolha das condiciones iniciais :

ΨB(x; 0) = ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,

∂

∂t
ΨB(x; 0) =

∂

∂t
ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,

∂2

∂t2
ΨB(x; 0) =

∂2

∂t2
ΨC(x; 0) =




0

0


 ,
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∂3

∂t3
ΨC(x; 0) =

∂4

∂t4
ΨC(x; 0) =




0

0


 .

Figura 3.16: Estilos de linha usados nos gráficos desta seção: 1a linha para ΨB1,

ΨB2; 2a linha para ΨC1, ΨC2

Figura 3.17: ΨB1, ΨC1, t = 0

60



Figura 3.18: ΨB1, ΨC1, t = 1

Figura 3.19: ΨB1, ΨC1, t = 2
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Figura 3.20: ΨB1, ΨC1, t = 3

Figura 3.21: ΨB1, ΨC1, t = 4
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Figura 3.22: ΨB1, ΨC1, t = 5

Figura 3.23: ΨB1, ΨC1, t = 15

63



Figura 3.24: ΨB2, ΨC2, t = 0

Figura 3.25: ΨB2, ΨC2, t = 1
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Figura 3.26: ΨB2, ΨC2, t = 2

Figura 3.27: ΨB2, ΨC2, t = 3
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Figura 3.28: ΨB2, ΨC2, t = 4

Figura 3.29: ΨB2, ΨC2, t = 5
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Figura 3.30: ΨB2, ΨC2, t = 15

3.4 Outra comparação de dois casos

Agora comparamos graficamente as soluções ΨB(x; t) e ΨC(x; t), para varios valores

de t, com uma nova escolha das condiciones iniciais :

ΨB(x; 0) = ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,

∂

∂t
ΨB(x; 0) =

∂

∂t
ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,

∂2

∂t2
ΨB(x; 0) =

∂2

∂t2
ΨC(x; 0) =




e−x2

1
1+x2


 ,
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∂3

∂t3
ΨC(x; 0) =

∂4

∂t4
ΨC(x; 0) =




0

0


 .

Figura 3.31: Estilos de linha usados nos gráficos desta seção: 1a linha para ΨB1,

ΨB2; 2a linha para ΨC1, ΨC2

Figura 3.32: ΨB1, ΨC1, t = 0
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Figura 3.33: ΨB1, ΨC1, t = 1

Figura 3.34: ΨB1, ΨC1, t = 2
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Figura 3.35: ΨB1, ΨC1, t = 3

Figura 3.36: ΨB1, ΨC1, t = 4
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Figura 3.37: ΨB1, ΨC1, t = 5

Figura 3.38: ΨB1, ΨC1, t = 15
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Figura 3.39: ΨB2, ΨC2, t = 0

Figura 3.40: ΨB2, ΨC2, t = 1
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Figura 3.41: ΨB2, ΨC2, t = 2

Figura 3.42: ΨB2, ΨC2, t = 3
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Figura 3.43: ΨB2, ΨC2, t = 4

Figura 3.44: ΨB2, ΨC2, t = 5
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Figura 3.45: ΨB2, ΨC2, t = 15
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Conclusões

Procurou-se elucidar nesta tese a relação entre quiralidade, no sentido espinorial,

e modo de propagação para campos fermiônicos em espaços-tempo de (1+1) di-

mensões. Na teoŕıa usual para férmions, baseada na equação de Dirac, fica clara a

relação um-a-um existente entre a quiralidade do férmion e seu modo de propagação

para a direita ou esquerda. A introdução de derivadas superiores quebra esta relação,

de modo que a quiralidade não mais define o tipo de propagação. Consegue-se, com

as soluções exatas que obtivemos nos diferentes casos contemplados, calcular a por-

centagem referente aos diferentes modos de propagação para cada setor de quirali-

dade do férmion.

Os resultados encontros também nos possibilitam uma visão clara dos modos não-

f́ısicos classicamente e que simulam, sempre a ńıvel de teoria clássica, o compor-

tamento dos modos-fantasma presentes em campos com dinâmica governada por

derivadas superiores.

Uma posśıvel etapa a ser cumprida posteriormente será a investigação de possiveis

fontes externas que sejam capazes de cancelar os efeitos não-fisicos dos modos-
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fantasma advindos das derivadas superiores. Esta tarefa pode nos abrir a com-

preensão sobre como o acoplamento de campos com excitações não-fisicas a parti-

culares correntes externas pode viabilizar o cancelamento de tais excitações. Esta

questão traria uma certa modelagem clássica o que se conhece na literatura como

os fantasmas de Faddeev-Popov, e nos propomos a estudá-la como prosseguimento

do trabalho desta tese.
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Apêndice A

Método de D’Alembert para a

equação da corda

Um sistema (1+1) dimensoal t́ıpico é o da corda distendida infinita (caso usualmente

considerado nos textos de f́ısica-matemática ou de equações diferenciais parciales,

ver por exemplo [80], [81], [82]) que obedece à equação diferencial parcial de tipo

hiperbólico:

∂ 2u(x; t)

∂x2
− 1

v 2

∂ 2u(x; t)

∂t2
= 0, v =

√
T

ρ
(A.1)

Agora, utilizando a mudança de variáveis

ξ = x− vt, η = x + vt (A.2)

e adotando a notação

u(x; t) = ũ(ξ; η) (A.3)
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obtemos, usando a Regra da Cadeia, os seguintes resultados

∂2u(x; t)

∂x2
=

∂2ũ(ξ; η)

∂ξ2
+

∂2ũ(ξ; η)

∂η2
+ 2

∂2ũ(ξ; η)

∂ξ∂η

∂2u(x; t)

∂t2
=

∂2ũ(ξ; η)

∂ξ2
+

∂2ũ(ξ; η)

∂η2
− 2

∂2ũ(ξ; η)

∂ξ∂η

Logo, a equação original (A.1) transforma-se na seguinte equação:

∂2ũ(ξ; η)

∂ξ∂η
= 0

cuja solução mais geral é, claramente:

ũ(ξ; η) = f(ξ) + g(η) (A.4)

ou, em função das variaveis originais:

u(x; t) = f(x− vt) + g(x + vt) (A.5)

Nesta fórmula, o termo f(x− vt) representa a componente da onda que viaja para

a direita (com velocidade v), e, o termo g(x + vt), a que viaja para a esquerda

(também com velocidade v).

Agora vamos supor que conhecemos as condições iniciais:

u(x; 0) = A(x) (A.6)

∂u(x; 0)

∂t
= B(x) (A.7)

Logo, de (A.5) e (A.6) obtemos:

A(x) = f(x) + g(x) (A.8)
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Também, levando em conta que:

∂u(x; t)

∂t
= −v

∂ũ(ξ; η)

∂ξ
+ v

∂ũ(ξ; η)

∂η

e, usando este resultado conjuntamente com (A.4) e (A.7), obtemos:

B(x) = −vf ′(x) + vg ′(x) (A.9)

Agora, isolando f(x) em (A.8), e diferenciando, temos:

f ′(x) = A′(x)− g ′(x)

Logo, substituindo este resultado na equação (A.9), e logo isolando g ′(x), temos:

g ′(x) =
1

2
A′(x) +

1

2v
B(x)

Integrando:

g(x) =
1

2
A(x) +

1

2v

∫ x

a

dyB(y) + C1

onde a e C1 são constantes. Substituindo este resultado na equação (A.8), e logo,

isolando f(x), obtemos:

f(x) =
1

2
A(x)− 1

2v

∫ x

a

dyB(y)− C1

Agora, usando estas últimas dois equações conjuntamente com a equação (A.5), e,

após simplificar, temos finalmente, a fórmula de D’Alembert:

u(x; t) =
1

2

[
A(x− vt) + A(x + vt)

]
+

1

2v

∫ x+vt

x−vt

dyB(y). (A.10)
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Apêndice B

Algumas identidades úteis de

análise matemática

A seguir temos algumos resultados úteis da análise matemática (ver por exemplo

[83]), usados no Caṕıtulo 2.

∂

∂b

∫ b

a

dxF (x) = F (b),
∂

∂a

∫ b

a

dxF (x) = −F (a) (B.1)

onde a e b são constantes.

d

dα

∫ q

p

dxG(x, α) =

∫ q

p

dx
∂

∂α
G(x, α) + G(q, α)

dq

dα
−G(p, α)

dp

dα
(B.2)

onde p e q são funções de α.
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Agora, baseandonos em (B.1) e (B.2) obtemos as seguintes expressões:

∂

∂ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z) = (ξ − η)F (ξ) (B.3)

∂

∂η

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z) =

∫ η

ξ

dz F (z) (B.4)

∂

∂ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz F (z) =

∫ η

ξ

dz F (z) (B.5)

∂

∂η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz F (z) = (ξ − η)F (η) (B.6)

∂

∂ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

du F (u) = −1

2
(ξ − η)2F (ξ) (B.7)

∂

∂η

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz

∫ z

ξ

duF (u) =

∫ η

ξ

dy

∫ y

ξ

dz F (z) (B.8)

∂

∂ξ

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

du F (u) =

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz F (z) (B.9)

∂

∂η

∫ η

ξ

dy

∫ y

η

dz

∫ z

η

duF (u) =
1

2
(ξ − η)2F (η) (B.10)
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Apêndice C

Código em Maple

Foi usado o programa Maple V, versão 5.1, para elaborar os gráficos desta tese

e também como ayuda para detectar posśıveis erros nas soluções das equações do

Caṕıtulo 2, onde foi particularmente muito útil. A seguir vamos descrever alguns

segmentos de código usados para construir funções definidas mediante derivadas e

integrais, nas formas utilizadas nas soluções dos Caṕıtulos 1 e 2.

Para definir uma função da forma F (x) = e−x2
podemos usar a seguinte linha:

> F:=unapply(exp(-x^2),x);

Agora, suponhamos que precisamos definir uma função G(a, b) segundo a integral

simples, G(a, b) =
∫ b

a
dxF (x). Então, considerando que já temos definido a função

F (x), podemos usar para tal propósito a seguinte linha de código:

> G:=unapply(int(F(x),x=a..b),a,b);
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Agora, se queremos definir uma função da forma H(a, b) =
∫ b

a
dy

∫ y

a
dz F (z) podemos

usar o seguinte código:

> H:=unapply(int(int(F(z),z=a..y),y=a..b),a,b);

Similarmente, se queremos definir uma função da forma I(a, b) =
∫ b

a
dy

∫ y

a
dz

∫ z

a
duF (u)

podemos usar o seguinte código:

> I:=unapply(int(int(int(F(u),u=a..z),z=a..y),y=a..b),a,b);

Agora, supohnamos queremos definir uma função J(x) a partir de operações de

derivação sobre a função F (x), que já temos definido antes, segundo, por exemplo,

J(x) = F ′′(x). Podemos usar para tal propósito a seguinte linha de código:

> J:=unapply(diff(F(x),x,x),x);

Similarmente, para definir uma função da forma K(x) = F ′′′′(x) basta usar a linha

de código:

> K:=unapply(diff(F(x),x,x,x,x),x);

Então, usando combinações destos segmentos de código, podemos construir em

Maple funções com formatos usados para expresar as soluções das equações con-

sideradas em caṕıtulos prévios. Tais funções construidas para o programa Maple

permitem fazer gráficos e outros tipos de operações com ajuda do computador,

como verificação de soluções e ainda cálculos anaĺıticos exatos.
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