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Resumo

A discussao de aspectos da mecanica quantica de particulas carregadas em cenarios
com supersimetria (SUSY) é bem estabelecida no que concerne o setor magnético. Os
graus de liberdade fermionicos inerentes a uma formulagao supersimétrica sao natural-
mente associados as coordenadas de spin e, por conseguinte, ao momento de dipolo
magnético. Desta forma, a supersimetria naturalmente toca as eventuais propriedades
magnéticas de particulas carregadas. A carga elétrica, por outro lado, nao sendo um
nimero quantico de natureza espaco-temporal, nao aparece como uma tipica coordenada
em uma descrigao supersimétrica. Este fato responde pela dificuldade de se associar su-
persimetria a propriedades elétricas de particulas carregadas. Por essa razao, dedicamos
parte da nossa atencao ao estudo da SUSY na equacao de Pauli, em uma situagao de sis-
tema planar consistindo de particulas carregadas sob a acao de um campo eletromagnético
externo. Os aspectos especiais desta supersimetria parecem ter uma origem geométrica
bastante particular, provavelmente uma geometria do tipo-Kéahler. Motivados em conti-
nuar respeitando os requerimentos da estrutura supersimétrica deste problema, introdu-
zimos uma nova interacao, cuja origem remete a potenciais de natureza grassmaniana, e
discutimos seu papel na mecanica pseudoclassica e quantica. Por iltimo, apresentamos
duas abordagens para a extensao da SUSY N = 2 através da introdugao de um operador

de Carga Central.
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Abstract

The discussion about the quantum mechanics aspects of charged particles, in scenarios
with supersymmetry (SUSY) is well established concerning the magnetic sector of these
systems. The fermionic degrees of freedom, inherent in a supersymmetric formulation,
are naturally associated with the coordinates of spin and therefore with the magnetic
dipole moment. Thus, magnetic properties naturally fells the supersymmetry aspects of
charged particles. On the other hand, the electrical charge not being a quantum num-
ber of space-time nature, does not appear as a typical coordinate in a supersymmetric
description. This fact accounts for the difficulty of associating supersymmetry with elec-
trical properties of charged particles. Therefore, we dedicate part of our attention to
the study of SUSY in the Pauli equation in a planar situation, the system consisting of
charged particle under the action of an external electromagnetic field. The special aspects
of this supersymmetry seem to have a very particular geometric origin, probably a Kahler
type geometry. Motivated to continue respecting the requirements of the supersymme-
tric structure of this problem, we introduce a new interaction, whose origin dates back
to potentials of Grassmann nature. We discuss the role of this new interaction in the
pseudo-classical and quantum mechanics. Finally, we present two approaches to extend

the SUSY N = 2 by introducing a central charge operator.
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Capitulo 1

Introducao

Em meados da década de 70, a supersimetria (SUSY) foi sendo estabelecida na teoria
de campos, como sendo a tnica extensao nao-trivial da dlgebra de Poincaré, contendo co-
mutadores e anti-comutadores, com o propdsito de contornar os obstaculos impostos pelo
teorema no-go de Coleman-Mandula e os requerimentos da matriz S na teoria quantica
de campos [1].

Do ponto de vista tedrico, a SUSY pode unificar as particulas com diferentes spin, de-
nominadas de férmions e bésons, em um supermultiplete e permitir que simetrias internas,
tais como isospin ou SU(3), fossem incorporadas em um supermultiplete, produzindo uma
mistura entre a simetria interna e espago-temporal. Além de sua elegancia conceitual, a
SUSY produziu algumas teorias de campo renormalizdveis com um comportamento melhor
no regime ultravioleta, e foi explorada como possivel solugao ao problema da hierarquia
de gauge em teorias unificadoras, conforme [2].

Apesar do sucesso tedrico, a SUSY ainda nao foi observada experimentalmente. Como
existe na natureza uma disting¢ao entre férmions e bosons, devemos ter a quebra da SUSY
em qualquer teoria de campos realistica. A questao da quebra da SUSY permanece
atualmente. Existe um modelo padrao minimamente supersimétrico, cujas predicoes estao
na escala de energia do LHC, o qual até agora nao evidenciou nenhuma comprovacao. A

grande dificuldade estd na descricao da escala em que a mesma é quebrada.



Os principais mecanismos e cenarios da quebra da SUSY, como por exemplo, a dis-
cussao da quebra espontanea e dinamica, podem ser encontrados no livro do J. Terning
[2]. Alguns trabalhos abordam a possibilidade da quebra da SUSY associada a viola¢ao da
simetria de Lorentz, como discutido em [3], e outros por efeitos nao-pertubativos. Na lite-
ratura percebe-se que a ultima discussao foi essencial para o estabelecimento da mecanica
quantica supersimétrica como objeto de investigacao cientifica. Historicamente, Nicolai
[4] introduziu a SUSY na mecanica nao-relativistica', mas foi a partir dos trabalhos de
Witten [5] que a mesma foi sendo abordada. Neste trabalho, ele estudou os instantons
como efeitos nao-pertubativos, resultando na quebra dinamica da SUSY em um protétipo
de mecanica quantica para, posteriormente, tentar acomodar essas idéias na teoria de
campos.

A mecanica quantica supersimétrica tem sido muito utilizada na compreensao das
degenerescéncias e simetrias de sistemas fisicos e como uma ferramenta poderosa em
célculos de espectro de operadores; na monografia [6] existe uma excelente discussao de
suas aplicacoes e também nos trabalhos [7] e [8].

No contexto em que temos um ntimero pequeno de cargas de SUSY? (nessa dissertagao
até N = 2), existem duas principais abordagens para a mecanica quantica supersimétrica:
a formulacao em componentes e a de superespaco. A primeira é construida diretamente
no contexto da mecanica quantica, com a hamiltoniana satisfazendo uma algebra imposta
pela supersimetria. A segunda é inicialmente formulada em uma denominada mecanica
pseudocléssica (ou pseudodinamica), em que a algebra da supersimetria é relacionada ao
conceito de superespaco e, apds a quantizacao canonica, obtém-se a versao quantica. O
termo " pseudoclassico”significa que nao estamos em uma formulagao pura da mecanica

classica, pois utilizaremos variaveis anti-comutantes de Grassmann.

1¢ importante ressaltar que outros trabalhos na mesma época também indicavam a

existéncia da SUSY em alguns modelos pseudocléssicos; discutiremos isso em maiores
detalhes no apéndice.

2a mecanica quantica supersimétrica com N estendido foi estudado sistematicamente
por F. Toppan et al, por exemplo, na tese de doutorado [9].



A mecanica quantica supersimétrica aparece também como um contra-exemplo de que
as simetrias na teoria classica podem nao ser conduzidas para a teoria quantica. Apenas
para casos particulares é possivel mostrar explicitamente a equivaléncia entre as duas
abordagens, como descrito por [6] para o caso unidimensional, onde demonstra-se que a
quantizacao canonica de uma mecanica classica supersimétrica é equivalente a uma versao
da mecanica quantica supersimétrica construida por Witten.
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Figura 1.1: Esquema de teorias classicas, pseudoclassicas e quanticas.

Na Figura 1.1, apresentamos uma visao a respeito das teorias para a mecanica da
particula. A mecanica classica ordinaria seria um caso particular da mecanica cléssica su-
persimétrica, na situagao em que nao levamos em conta os graus de liberdade fermionicos;
ao passo que, a pseudodinamica seria a teoria mais geral, pois ela nao precisa ter ne-
cessariamente uma formulagao construida a partir da algebra da SUSY. Com relagao a
teoria quantica, tomamos a mecanica quantica supersimétrica como um caso particular da
mecanica quantica, pelo fato de que nem todas as teorias podem ser ”hamiltonizadas”e,
em caso positivo, as mesmas nao precisam satisfazer uma algebra imposta pela SUSY.

A quantizacao das trés teorias ”classicas”é possivel a priori, pelo menos do ponto de
vista canonico, que serd nossa abordagem. Entretanto, o limite classico, que nao trata-
se simplesmente tomar 7~ — 0 do ponto de vista matematico, é uma longa discussao,
conforme Bolivar [10]. No decorrer deste trabalho, mostraremos algumas situagdes em

que a pseudodinamica pode ser interpretada como uma teoria efetiva, entre a mecanica



classica ordindria e a mecanica quantica. Portanto, a Figura 1.1 apenas mostra a estrutura
de graus de liberdade sem levar em conta uma discussao conceitual por completo. Além
disso, recentemente o préprio conceito de pseudodinamica tem sido revisado: ela nao
engloba somente situacoes em que temos varidveis de Grassmann, mas também aquelas
em que o numero de varidveis observaveis no espaco de configuragao ¢ menor que o niimero
de graus de liberdade fisicos, conforme discutido por [11].

Nessa dissertacao, utilizaremos a abordagem em que partimos de uma mecanica classica
supersimétrica, com um superespaco construido de acordo com o niimero de supersime-
trias e, apds a quantizacao canonica dos modelos, obtemos uma mecanica quantica. Por
essa razao, nao estaremos interessados na discussao de qual é a melhor teoria para o limite
classico, mas sim no fato de que os graus de liberdade associados as variaveis de Grass-
mann sao facilmente relacionados com os operadores de spin, assim, a pseudodinamica
seria no minimo um modelo consistente e 1til na construcao de teorias quanticas.

O desenvolvimento da dissertigao esta organizada da seguinte maneira. No segundo
capitulo, apresentaremos a mecanica com SUSY N = 1 e N = 2 na formulacao de
superespacgo. No terceiro capitulo, estudaremos a SUSY da equagao de Pauli, para um
sistema planar consistindo de uma particula carregada sob a atuagao de um campo eletro-
magnético externo. Ainda no mesmo capitulo, seguindo alguns trabalhos desenvolvidos no
grupo de pesquisa [12], introduziremos uma nova interagao de natureza grassmaniana, que
respeitara a estrutura supersimétrica do tipo-Kahler do problema anterior. Neste cenario,
discutiremos o papel do potencial de interacao na mecanica quantica e pseudoclassica.

Por fim, no capitulo 4, apresentaremos uma contribuicao original referente a genera-
lizagao da SUSY N = 2, quando introduzimos um operador de Carga Central e uma nova
variavel v no superespaco. Neste contexto, abordaremos algumas possiveis aplicagoes.

No apéndice, encontra-se uma breve revisao da algebra de Grassmann, contendo as
notacoes e convencoes a serem utilizadas ao longo da dissertagao, e também uma discussao

da formulagao hamiltoniana na descricao pseudoclassica.



Capitulo 2

Modelos de Mecanica Supersimétrica

Neste capitulo, faremos uma revisao da formulagao da SUSY no superespaco, mostrando a
construcao de supercampos, derivadas covariantes e suas transformacoes. Essa abordagem
estd inserida no contexto de mecanica pseudoclassica. Assim, para fixacdo dos conceitos
de derivadas, integracao e paridade de Grassmann, consulte o apéndice.

Na primeira segao, sera discutida a SUSY N = 1 de uma maneira mais intuitiva e
comumente apresentada nos livros e na tese [12]. Entretanto, na segunda se¢do, estudare-
mos uma abordagem mais formal de grupos ou super-grupos, em que a partir da algebra
da SUSY ¢ possivel construir todas as propriedades do superespaco. Tal apresentagao é
normalmente realizada na teoria de campos, mas, sua construcao pode também ser feita

em uma mecanica cldssica, conforme [13].

2.1 Mecanica Classica com SUSY N =1

Comecemos com o caso de apenas uma supersimentria (N = 1), ou seja, com o superespago
mais simples (¢,0), onde ¢ denota o tempo e  um parametro pertecente a algebra de
Grassmann, ou seja, com paridade 7(f) = 1.

A fim de deixar invariante o elemento de linha diferencial,
dt' —i0'do — dt —i6d0, (2.1)
a transformagao de SUSY, parametrizada por ¢ (n(e) = 1), é definida como

O =0+c,t' =t+ich. (2.2)



Note que tal transformagao é apenas uma translacdo no superespaco (t;6), onde o
fator imaginario ¢ foi introduzido com o propdsito de que a translagao no tempo seja real.
A partir da formulacao de superespaco, é possivel definir a estrutura de supercampos.
Seja F'(#) uma fungao analitica de 6, i.e., que pode expandida em série de Taylor. Devido
a algebra de Grassmann, as ordens superiores a primeira se anulam automaticamente,

assim, a mesma podera ser escrita na forma geral
FO)=a+ 30, (2.3)

onde a,  sao constantes com n(a) = 0 e n(F) = 1 para que n(F') = 0.
Logo, ao substituirmos as constantes a e 5 por fungoes x(t) e A(t), podemos construir

um supercampo (escalar) bosonico e real,
X(t;0) =x(t) +i0A(t). (2.4)

Nas situagdes em que esse supercampo ¢ interpretado como supercoordenada, x(t) sera
a coordenada de posigao e A(t) o seu parceiro supersimétrico. De modo andlogo, podemos

contruir um supercampo fermionico,

\Ij(t> 9) = ¢(t) + ef(t) ) (25)

com n(¢) =1, n(f) = 0, implicando ¥? = 0.

A transformagao de SUSY aplicada no supercampo X,
X(t;0) - X(t',0)=X(t+icb;0+¢), (2.6)

resulta, apds a expansao de Taylor em torno de (¢;0),

, — 1 9 a\"
X<t+l£676+6)_;m(50%+6t§)X(t;e)_X(tye)—i_(sX(t’e)? (2.7)
onde 0t =ich, d0 =< e
0X(t;0)=c(0p+100;) X(t;86). (2.8)



A variacao acima pode ser escrita em uma notacao mais sucinta,
UV X =6X =c6°X(t; ), (2.9)

=0y +i60,. (2.10)

O operador diferencial 6% é denominado gerador da transformacao, o qual junto com

o operador diferencial associado a hamiltoniana, 67 = i9,, satisfazem a 4lgebra
(569)2:% (69,69 =9, = 6", [69,6"] = 0. (2.11)
Ao trocamos i «++ —i na expressao do gerador 6%, obtemos
D =0y—1i00,, (2.12)

que é chamada de derivada covariante. Sua importancia esta no fato de que, ao contrario

de 0y X, DX é um supercampo, ou seja, sua transformacao é dada por
S(DX)=¢e0“(DX). (2.13)

Do mesmo modo que X (¢;60), sua derivada X se transforma como um supercampo e
também para o produto de supercampos.

Na formulagao de supercampos, a acao com derivadas de primeira ordem,
Sl 4] = / dt L(z, i ) (2.14)
possui uma lagrangiana, dependente de um dado supercampo X ,
L= / 40 F(X,X,DX). (2.15)

De acordo com essa construcao, a agao sera invariante sob SUSY N = 1, pois, a funcao
dos supercampos F ()? , X , DX ) poderd ser escrita em termos de um dado supercampo

X (t;0). Para ser mais especifico, (2.9) é equivalente a

0X =0x+i06\ = dz=ich, A= —¢c1, (2.16)



assim

58:5/dtd0X:/dtd96X:/dtié/\:—ie/dt%(jc)zo, (2.17)

ou seja, a variacao da lagrangeana poderd ser igual a uma derivada total e exigimos que
as fungoes anulam-se nos extremos da integracao.
Nos célculos anteriores, foi usado o fato de que a medida fica inalterada pelas trans-

formacoes. De fato, o jacobiano

. 8tt’ 3925’ o 1 —ie
J‘(atef agef)—<o 1 ) (2.18)

possui determinante igual a 1.

O modelo mais simples, de uma particula livre,! é fornecido pela acao

S:%/dtd@)&px, (2.19)

a qual, em componentes, resulta na lagrangeana

L:%x'2+i%/\}\. (2.20)

O primeiro termo desta refere-se a parte cinética bosonica usual e o segundo a parte

cinética fermionica. Além disso, através dos momentos canonicos,

oL oL m
= — =M, = =—i—)\, 2.21
D 9% mx , px 5 i 5 ( )
obtemos a seguinte hamiltoniana
H:g'cpﬁApA—L:%#, (2.22)

concluindo, que o termo cinético fermionico nao contribui para a mesma.
A partir da estrutura desenvolvida nessa se¢ao, em particular, da agao (2.19) e uti-
lizando um multiplete de supercampos ® = (X;, A;(X)), mostraremos mais adiante a

formulagao de SUSY para uma particula nao-relativistica de spin 1/2.

na formulagao de SUSY N = 1 nao é possivel introduzir um potencial U(X) sozinho,
pois, apds expansao e integracao, [dfU(X) = iAd,U(x), o mesmo resultard num termo
com paridade contraria a lagrangeana.



2.2 Mecanica Classica com SUSY N =2

Na SUSY N = 2 o espaco é estendido para um superespaco (t, 6, 0), com duas varidveis
de Grassmann.? A mesma discussao que foi feita na secao anterior, poderia ser repetida
nesse caso. No entanto, faremos uma outra abordagem, comumente introduzida na teoria
de campos. Como ja foi comentado, para desviar dos obstaculos colocados pelo teorema
no-go de Coleman-Mandula, é necessario uma alteracao na estrutura algébrica, através
da super-dlgebra.

Apesar dessa abordagem ser mais longa, requerendo a introducao de novos conceitos,
para produzir os mesmos resultados, acreditamos que ela tem um papel fundamental
para estudar as generalizagoes da SUSY N = 2 com Carga Central, pois, a mesma
focaliza a estrutura de grupo, permitindo a partir desta derivar: as transformagoes do
superespaco, representagao das cargas como operadores diferenciais, derivadas covariantes
e representacoes dos supercampos. Nossa discussdo tem sua motivacao em [13] e [14].

Comecemos definindo algumas estruturas basicas.

Definigao 1 (Grupo) Um grupo (M,e) € definido como sendo um conjunto M com

uma operacao bindria, denotada por e, tal que Va,b,c € M,
1) aeb e M,

2) ae(bec)=(aeb)ec,

3) dJee M :aee=a,

4) Ja' eM :aealt=e.

Definigcao 2 (Algebra de Lie) Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial V
sobre um corpo F (aqui R ou C)? junto com uma operagao bindria de multiplicagio ® :

YV xV — V, que possui as sequintes propriedades, dado vy,vs,v3 € V,

2nessa dissertacdo adotaremos a convencdo de trabalhar com parametros grassmanianos

complexos, § = 01 + 6y e O = 0, — 65, ao invés de reais 0 e bs.
3note que tomamos apenas F = R ou F = C, caso permitissemos F = Z, = (0,1;+)
entdo a propriedade 3) deverd ser alterada para vy ® v = 0.



1) v Ouw eV,

2) OV +v3) =v OV + v Ous,

3) 11 OV = -V Oy,

4) 110 (V2O V3) + V2O (V3O V1) + V30 (V1 ©wvg) =0,

De um modo nao formal podemos, a partir da algebra de Lie e um mapeamento

exponencial, construir os elementos
A(t) =€, (2.23)

onde t € F e v € V, que formam um grupo, denominado de Grupo de Lie. Além disso,
os elementos de uma dada base da dlgebra de Lie serao chamados de geradores do corres-

pondente Grupo de Lie.

Definigao 3 (Super-algebra de Lie) Uma super-dlgebra de Lie é considerada uma A/lgebm
de Lie Zs-graduada, que consiste da soma direta de dois espacgos vetoriais, Vo e Vi,

YV = Vy & V1, junto com um produto © : V xV — V, com as sequintes propriedades,
dado x; € V; (i = deg(V;) = 0,1), 4

1) z; 0x; € V(i—f—j)mOdQ’

2) xr; © €Ty = —(—1)2] X ® X,

3) 2,0 (z; O xg) (—1)* +2; ® (2, © ) (1) + 23, © (w; © ) (-1)M = 0.

A super-algebra de Lie nao é uma édlgebra de Lie, pois, em geral o produto nao é anti-

simétrico. Apenas o subespaco Vy, denominado parte par ou bosonica de V, pode formar

10 grau do espaco vetorial V;, denotado por deg(V;), faz um papel andlogo ao da
paridade n(€) na dlgebra de Grassmann, assim, daqui por diante utilizaremos uma tnica
notagao.

10



uma ordindria algebra de Lie, enquanto, V;, chamado de parte impar ou fermionica de V,

nao ¢ fechado sob ®,
T1 Oy € V(1+1)mod2 =W,V x1,51 € Vi,

assim, o mesmo nao ¢ uma algebra.
Vamos agora fixar uma determinada operagao ® na super-dlgebra. Seja} = Span {X,},

sendo a soma direta de V, e V;, onde
Vo = Span{H,} ,b=1,...,dimV,, n(H,) =0,

Vi =Span{Q.} ,c=1,...,dimV;, n(Q.) = 1.

Definindo o produto ® como
X0 O Xo = [[Xa, Xo]] = Xy Xop — (—1)"Xa)nEa) X, X (2.24)

é possivel mostrar que os requirementos 1) até 3) sao satisfeitos. No caso de n(X,) n(Xy) =
0 entao o mesmo reduz para o comutador usual, caso contrario, para o anti-comutador. Por
essas razoes, muitas vezes na literatura, esse produto é denominado de super-comutador
(ou super-colchetes, comutador generalizado, comutador-graduado).

Para contornar o obstéculo de ndo termos uma algebra de Lie na super-algebra (com-
pleta), definimos o Envelope de Grassmann A(G),) de V, o qual consiste de todas as com-
binacoes lineares ), 0; v;, onde v; é base de V e g; € G,(C), tal que, para Vi, o; e v; sdo
ambos bosonicos ou fermionicos, ou seja, possuem a mesma paridade n(o;) = n(v;) = n;.

Deste modo, tomando dois elementos arbitrarios

X:ZO'Z'UZ', Y:ZO';UJ', (225)
i J

podemos, a partir do super-comutador, definir o seguinte comutador

PCYT=) ()" ai0) v vj]], (2.26)

1,
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A importancia dessa construcao esta no fato de que esse comutador confere a A(G,,)
uma estrutura de dlgebra de Lie, como discutido formalmente em [15], através do produto
tensorial entre uma superalgebra supercomutativa e uma superalgebra de Lie. Nessa
dissertacao, omitiremos o produtor tensorial o; ® v; = 0; v;. Ressalta-se ainda que existe
uma outra definigdo para o comutador acima, para maiores detalhes [16].

De maneira analoga ao que ocorre com o Grupo de Lie, podemos através desse en-
velope, introduzir o Super-Grupo associado a super-algebra V), como sendo o mapea-
mento exponencial do envelope de Grassmann A(G,,) de V. Nessa situagao, os geradores
bosonicos (resp. fermionicos) da super-algebra estao associados aos parametros bosonicos
(resp. fermidnicos) da dlgebra de Grassmann, de modo que, a partir do comutador definido
acima, podemos formalmente utilizar a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff nas mani-
pulacoes com as exponenciais.

E interessante frisar que a mesma discussao vale para a supersimetria na teoria de
campos, i.e., na extensao supersimétrica da algebra do grupo de Poincaré, onde consi-
deramos a algebra de Lie de Poincaré, descrita em termos dos geradores de transformagoes
de Lorentz M, e geradores de translagao P,, como sendo o espago vetorial V, e sua
graduagao (cargas da SUSY) como o espago vetorial V; = Span {Q,}.

Uma vez abordado o necessario das estruturas matématicas, iniciemos o estudo da
SUSY N = 2 na pseudodinamica. Com duas supersimetrias,® temos V; = Span {Q, Q} e

Vo = Span { H}, assim, a élgebra formada pelos elementos (Q, Q, H) ¢ dada por
i) {Q.Q} =20,
ii) [Q,H|=0= [Q,H] ,

i) {Q,Q}=0={Q,Q}.

5

nessa dissertacao, trabalharemos com cargas complexas, Q ~ Q1+iQ2 , Q ~ Q1—iQ,
ao invés de cargas reais )1 e Q.
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Note que existe uma simetria interna,® denominado de R-symmetry, pois, multipli-

cando Q e Q) por uma fase,
Q—e"Q,Q—e"Q, (2.27)

a algebra fica inalterada.
Conforme [13], podemos associar uma carga adicional para esse automorfismo, esten-

dendo a algebra com mais um gerador R, o qual satisfaz
[R.Q=Q, [RQ]=-Q, [RH =0, (2.28)
induzindo a seguinte transformacao no superespaco
(t,0,0) — (t,e”6,e"0) . (2.29)

Com a super-édlgebra (sem R) podemos, a partir do envelope de Grassmann associado,

formar o seguinte elemento de grupo
G (t,0,0) = MHH0Q+iQ0 (2.30)
cuja lei de multiplicagdo ou composicao (pela esquerda) é dada por
Gt 0,0)G(t,0,0) =G (t+t+i(00+00),0+6,0+6) . (2.31)

A equagao (2.31) tem um papel destacado nessa abordagem, pois, a partir dela inter-

pretamos a transformacao de SUSY como translagao no superespaco,
(t,0,0) = (t+t' +i(0'0+00),0+0,0+0) (2.32)

e obteremos as representacoes dos operadores e derivadas covariantes.

Definimos o supercampo real bosonico como

X(t,0,0) = z(t) +i0(t) + i0p(t) + 00W (t) (2.33)

Snesse caso a simetria é U(1), mas, em geral, um U(N') quando tivermos estudando a

SUSY com mais cargas, ou na teoria de campos.
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e, também um fermionico
U(t,0,0) = alt)+0ft)+0f(t)+003(t). (2.34)

E interessante nesse momento demonstrar a lei de composicao (2.31), observando o
papel da super-algebra. Tal discussao sera 1util mais adiante na introducao da Carga
Central.

Desde que a hamiltoniana H comuta com os demais geradores,
G0, é’) G(t,9, é) — (it H i(0'Q+Q0") i(0Q+Q0) , (2.35)
assim, o problema a ser resolvido estd no produto das duas ultimas exponenciacoes.
Faremos uso da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff, dada por
eA eB — €A+B 6(1/2) [A,B] ’ (236)
o qual é valida se e somente se [[A, B], A] = 0 = [[A, B, B].
Através do comutador (2.26), temos, tomando A = i(0'Q + Q8') e B = i(AQ + QF),

Destacamos que a estrutura (2.26) é equivalente a exigéncia de que, do ponto de vista
da algebra abstrata, ou seja, sem utilizarmos ainda a representacao dos geradores como

operadores diferencias, tenhamos

0Q=-Q0,0Q=-Q0,0Q=-Q0,0Q=-0Q0, (2.38)
tH=Ht,tQ=Qt, tQ=Qt. (2.39)

A equagao (2.37) pode ser simplificada pelo uso da propriedade iii) da algebra da
SUSY, resultando em
—[A,B]=2000+600)H. (2.40)

Logo, como [A, B] ~ H e H comuta com todos os geradores, a férmula (2.36) pode ser

utilizada para deduzirmos (2.31).
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Um supercampo X (¢, 6, 0), cujas propriedades de transformacdo sob H,Q, Q podem

ser determinadas pela translagao do superespago, é definido como

X =X(t,0,0) =G(t,0,0) X(0,0,0)G(t,0,0), (2.41)
pois, da lei de composicao,
Gt,0,0)X(t,0,0)GY,0,0) =
=X (t+t'+i(00+00),0+6,0+6). (2.42)

Com esta relacdo podemos obter a representacdo das cargas @, (Q como operadores
diferenciais. Para isso, sob transformacdes infinitesimais, (¢,6,0') = (e,¢,8), o lado
esquerdo de (2.42) produz

Gle,e,8) X (t,0,0) G e,e,8) = X +ie[H,X]+ie|Q,X]—i£]Q, X], (2.43)
a0 passo que, apos a expansao de Taylor do lado direito,

X(t+et+i(E0+el), 0+, 0+2) =X+e(0p+i00,) X +£(05+100,) X +e0, X . (2.44)

Ao compararmos os dois resultados acima, concluimos que

i[Q, X] = (0p +i00,)X = 09X, (2.45)
i[Q, X] = —(85 + i00,) X = —09X , (2.46)
i[H, X] =0, X = —id" X . (2.47)

E facil mostrar que todos os geradores, na representacao escolhida acima, satisfazem

a mesma algebra de SUSY N = 2:
69,67 = [69, 6] = {69, 69} = {5Q,5@} —0, {5Q,5@} — o5t (2.48)

Através das transformagoes infinitesimais discutidas anteriormente, podemos, por exem-

plo, obter a variacao do supercampo real (2.33). Como
5X = X(t+0t,0+ 00,0 +08) — X(1,0,8) = <5 59 + 259 — e 5H> X (2.49)
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e, por outro lado,

6X = 6z + i8¢ + 05 + 00 SW (2.50)

temos as seguintes transformacgoes para as coordenadas bosonicas e fermionicas:
. L s . d -
dx =1 +ex+igy , O =ep —ieW — ez, oW = 7 (Ew—I—EW—ew) . (2.51)

Esse resultado mostra que se formularmos uma ac¢ao em termos de supercampos reais,

ela ja seria invariante por construcgao, pois
55_5/dtd9déx_/dtdedé(5X)_/dtaw_o, (2.52)

onde supomos que as coordenadas se anulam nos extremos de integracao e utilizamos o
fato de que a medida nao é alterada pela variacao (médulo do determinante da matriz
jacobiana ¢é igual a 1).

Por convencao, costuma-se interpretar as transformacoes de SUSY, como sendo as
translagoes associadas apenas aos parametros € e &, assim, basta tomarmos € = 0 para
nao levar em conta a termo de translagao associado ao gerador H. Note que isso nao
altera a tltima conclusao, pois estamos num caso particular da variacao geral discutida

acima. Logo, a variacao de SUSY N = 2 é dada por
§SUSY = 259 4 269 (2.53)

Passemos agora a obtencao das derivadas covariantes. Novamente, explorando a es-
trutura da lei de composi¢ao (2.31), temos que as mesmas sao construidas a partir de
uma translacao alternativa no espaco dos parametros; com a multiplicacao de elementos

do grupo pela direita:
G(t,0,0)G(t',0,0) =G (t+t' +i(00' +00"),0+6",0+6) . (2.54)

Definimos ¢(t,0,0) = G~(t,0,0) X(0,0,0) G(t,6,0) , o qual implica, devido a inversao

G~ ! < G com relacio a X,
p=p(t,0,0) = X(—t,—0,-0). (2.55)
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Desse modo, repetindo o mesmo procedimento para parametros infinitesimais (e, ¢, &),

teremos
G ee,8)0(t,0,0)Glee,e) = (t+e+i(0c+0e), 0 +e,0+¢), (2.56)
que pode ser reescrito como

p—ielH ol —ic]Q,o] —i&[Q, 0] = o+ ecdip+e (0 —ib0,) o + (05 — i00,)p. (2.57)

Ao comparar os dois lados da equagao acima,

Q. ¢] = (05 — iB0)p = Dy, (2.58)
~i[Q,¢] = (9 — 109,)p = Dy, (2.59)
—i[H, ] = 0pp = —idp. (2.60)

Repare que, para obter as derivadas covariantes, basta trocarmos ¢ «<» —i nos opera-

dores 69 e §9. Além disso, tais derivadas satisfazem
{62,0} = {69, D} = {62, D} = {62, D} =0 (2.61)
{D,D}y={D,D} =0, {D,D} = —25". (2.62)

A partir das derivadas covariantes podemos construir as representacoes irredutiveis da

algebra da SUSY, através da imposicao:
D® =0, (2.63)

D® =0, (2.64)

onde os supercampos ¢ e ® serao denominados de quiral e anti-quiral, respectivamente.

Um célculo simples mostra que a solucao de (2.63) e (2.64) é dada por
O(t,0,0) = e %P (¢,0,0) , B(t,0,0) =e%D(t,0,0), (2.65)

assim,

D =z(t)+ O&@) —i00:(t), (2.66)
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D=7z(t)— 0&1t)+i00z(t). (2.67)

Note que esses supercampos sao complexos e distintos, com um sendo o conjugado do
outro. E interessante ressaltar que poderiamos também construi-los diretamente através

de outras parametrizacoes dos elementos de grupo:”
G1(t,0,0) = ! HH0Q) (10 (1§ §) = (HH+RQ0) (i0Q (2.68)

Os supercampos quiral e anti-quiral tém uma importancia significativa nos modelos
que abordaremos mais adiante, em particular, na descrigao supersimétrica da equacgao de
Pauli, pois, a partir deles construimos o potencial de Kéhler, que faz o papel de descrever
o campo eletromagnético externo. Portanto, é prudente conhecermos a transformacao

desses supercampos. De modo analogo ao feito para o supercampo real,
§SU P = (09 +269)® = 62 + 066 — 100 6%, (2.69)

§5UY P = (209 + 269D = 6z — 0.6 + 00 6%, (2.70)

os quais implicam as seguintes transformagoes nas coordenadas

0z =¢ef, 06 =—-2ic%, 62:%52, (2.71)
_ T fE ot d
0z =—&§, 66 =2iez, 6z = adz (2.72)

Para nossos objetivos, a revisao apresentada aqui ¢ suficiente no que diz respeito
a construcao dos modelos e generalizacoes da SUSY N = 2, que serao discutidos nos

préximos capitulos.

"para maiores detalhes consulte [13].
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Capitulo 3

Aplicacoes da SUSY N=1e N =2

Como ja é bem discutido na literatura [17], o limite nao-relativistico da equacao de Dirac
fornece a comumente denominada equacao de Pauli, a qual, por exemplo, elucidou a
introdugao do termo de spin 1/2 na Mecanica Quéantica em conexao com o experimento
de Stern-Gerlach, como sendo uma ”heranga”’mais relativistica do que quantica. Maiores
detalhes envolvendo as teorias para a particula com spin, bem como uma introducao
histérica, podem ser encontrados em [18].

Nesse capitulo, abordaremos a equacao de Pauli no contexto de supersimetria em
(24 1)D. A motivacdo estd no fato de que no espago planar uma particula apresenta
certa peculiaridade no modo com que ela interage, devido a existéncia de um acoplamento
nao-minimo. Por essa razao, e também pela possibilidade de investigar efeitos na matéria
condensada, estudaremos o papel da supersimetria em ”coordenar”a interacao, impondo
alguns vinculos nos campos e/ou potenciais eletromagnéticos.

Em (3+1)D e (2+1)D é conhecida a existéncia de uma SUSY exata para equagao de
Pauli com acoplamento minimo, como discutido por [8] e [19], respectivamente, via uma
formulacao diretamente em componentes, ou seja, sem usar a estrutura de superespaco
e supercampos. Outros trabalhos, dos quais destacamos [20], tém explorado a SUSY da
equacao de Pauli em espacgos nao-comutativos, através da mesma abordagem.

Para objetivos de obtencao do espectro de energia, a formulagao em componentes é

mais conveniente do que a de superespaco. Entretanto, a tltima é mais vantajosa no
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que diz respeito a introducao de novas interacoes respeitando a SUSY. De fato, todas as
referéncias citadas acima e as demais encontradas até entao na literatura, que utilizam
uma formulacdo em componentes, abordam apenas o acoplamento minimo. Por isso,
seguindo alguns trabalhos desenvolvidos no grupo de pesquisa [12], discutiremos a SUSY
para equacao de Pauli em uma formulacao de superespaco, com a idéia de acomodar o
acoplamento nao-minimo e, em seguida, introduzir novas interagoes, cuja origem remete

a potenciais de natureza grassmaniana.

3.1 Limite nao-relativistico da equacao de Dirac em
2+1)D

Nesta secao, como ponto de partida, deduziremos a equacao de Schrodinger de uma
particula pontual em (2 + 1)D, sob a interagdo com o campo eletromagnético, via um
acoplamento nao-minimo.

Como normalmente discutido no caso (3 + 1)D, podemos, a partir do hamiltoniano

livre, obter o hamiltoniano interagente se utilizarmos a derivada covariante minima
D, =0, +iqA,. (3.1)

Repare que nessa situacao, o dual F* = 1 ¢#*A [\ é um tensor de segunda ordem. No

1
2
entanto, em (24 1)D, ele é um vetor, dado por! Fr= % Ay, de modo que a derivada

covariante minima pode ser generalizada para uma derivada covariante nao-minima,
D, =0, +iqA, +1igF,, (3.2)

onde ¢ é a carga elétrica e g sera interpretado mais adiante como o andlogo planar do
momento de dipolo magnético.

Para nossos objetivos ¢ mais conveniente escrevé-la em componentes,

Dy = 0 +iqp — igB, (3.3)

Lutilizamos as unidades em que & = ¢ = 1 e a definicdo do dual de um 2-vetor, descrito
por ¥; = €;;U;, onde €;; = €g;5, com e" A sendo o tensor de Levi-Civita tal que €212 = €y =

+1. A métrica é escolhida como g, = g"” = diag(1, —1,—1). Logo, Fr= (-B,—E,, E,).
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D; =0; + z’q/_fi + igEZ- . (3.4)
A fim de obter tal equagao de Schrodinger procedemos de maneira parecida com a
prescricao minima, ou seja, trocamos dy = 0; e 0; por Dy e D;, respectivamente, ou,
equivalentemente, soma-se o termo q¢ — ¢gB ao hamiltoniano e substitui-se 0 momento
p= —iV porﬁ—qﬁ—i—g%.
Portanto, pela prescricao acima,

(5 — qA+ gE)?

10 =  qp + oM

onde ¥ (z,y,t) é a fungdo de onda e M a massa da particula.
Note que os mesmos resultados seriam obtidos caso utilizassemos a prescricao minima,

com as seguintes mudancas

E;, (3.6)

BHBIZB_QW.E*),EHEfZE+g(vB+atE). (3.7)

Passemos agora a obtengao do limite nao-relativistico da equacao de Dirac em (241)D
com a derivada covariante nao-minima e, em seguida, a comparacao com a equacao de
Schrodinger (3.5). Com isso, verificaremos uma semelhanca ao que ocorre em (3 + 1)D,
com o aparecimento do termo de Pauli.

Usando a derivada covariante (3.2), a equacao de Dirac fica
(iv"D,—M)¥ =0, (3.8)
onde v* sdo matrizes pertencentes a dlgebra de Clifford, as quais em (2 + 1)D satisfazem

{9} = 29" Taxa , Y = ¢" axo — i€y, . (3.9)
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Uma possivel representacao desta algebra é obtida através das matrizes de Pauli, que

possuem a seguinte propriedade

Uin:(sinQX2+i€¢jk0k s (’l,j,k': 1,2,3), (310)

assim, podemos, por exemplo, escolher 7 = o, , y! =io,, v* = io,.

Devido a dimensao da representacao (matrizes 2 X 2) o espinor de Dirac ¥ possuird
duas componentes. Além disso, no limite nao-relativistico, assumimos que a energia de
repouso M, nas unidades em que ¢ = 1, é superior as demais e que as componentes nao

variam muito com o tempo, de modo que possamos escrever

@:(ij):em’f(i) . (3.11)

Pela representacao escolhida para as matrizes v#, a equacao de Dirac toma a forma
i0,DyV — 0,D,¥ — 0,D,¥ — MV = 0. (3.12)
Por simplificagao, utilizaremos a seguinte notagao
F=p—qAtgE | 7= (FaTy) = (my,—3). (3.13)
O célculo do primeiro termo de (3.12) fornece
i0, DoV = (M — q¢ + gB)e™ M ( f ) + e M40, < 1 ) : (3.14)
a0 passo que, para o segundo,
—0,Dy = —imy e M < X ) = i, e M1 ( X ) (3.15)
e, finalmente, para o terceiro,
—0,D,V =, e M ( X > = 7, eiME ( X ) . (3.16)
Retornando com esses resultados em (3.12) obtemos

i@t(i):(q¢—gB)(§)—2M(2)+%x<$>+i%y(_SOX). (3.17)
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No limite de campos fracos (2M,m; >> idy, qp, gB), a segunda componente desta resulta

_ T4+

= 3.18
1L (318)

X

onde foi usado 74 = 7, + i7M,,.
Repare que x torna-se desprezivel em comparacao com ¢. A substituicao da equacao
acima na primeira componente de (3.17) elimina y, fornecendo

FE,
oM

10w = (q¢ — 9B + )@ (3.19)

Um célculo simples mostra que 7_74 ¢ = T2 + i(m, 7, — T, 7). Por outro lado, ao

utilizar [p;, f] = —i0; f, temos
(my Ty — Ty ) = iqgB + igV - E . (3.20)
Portanto, a equacao (3.19) pode ser escrita como

(F—qA+gE)* gB
oM oM

gB -5 (V-E)pe.  (321)

i0pp = § q9 + i

que é o chamado limite ndo-relativistico da equagao de Dirac em (2+41)D (ou simplesmente
equagao de Pauli) com o acoplamento nao-minimo. O mesmo resultado poderia também
ser obtido via uma redugao dimensional da situagao andloga em (3 + 1)D.

E relevante discutirmos a interpretacao fisica de cada termo presente na hamiltoniana
para compreendermos melhor de que modo uma particula nao-relativistica pode interagir

em situacgoes planares:

1) q¢ refere-se a energia elétrica usual do tipo carga-potencial.

2) (p—qA+gE)?/2M & a generalizacio da energia cinética, com momento
cinético dado por p— q/f + gﬁ . Na referéncia [21] mostra-se que o termo
envolvendo gE pode resultar numa fase de Aharonov-Casher e o termo

—q/T , como bem conhecido, gera uma fase de Aharanov-Bohm.
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3) —gB/2M ¢ o andlogo do termo de Pauli em (2 +1)D.

4) —gB é uma contribuicao de energia associada ao momento de dipolo

magnético, como descrito em [22].

5) —g(ﬁ . E) /2M corresponde a uma interacdo de quadrupolo elétrico,
mesmo que estejamos tratando a particula como puntiforme. Essa é

uma das peculiaridades que surgem quando trabalhamos com (2+1)D.

Note que nao fizemos V-E =0no quinto termo da equacdo (3.21), pois, podemos
utilizar uma teoria com contribui¢cao nao-trivial no vacuo, como por exemplo, a teoria de
Maxwell-Chern-Simons em (2 4+ 1)D, onde V-E = mB, com m sendo o coeficiente de

massa topoldgica de Chern-Simons.

3.2 SUSY N =1 da Equacao de Pauli

Uma particula em (2 + 1)D, com massa M e carga g, ndo-minimamente acoplada ao

campo eletromagnético ¢ descrita por meio da seguinte agao supersimétrica N = 1,
i M - S N T
SZT dtdf (DX)-X +1iq | dtdf(DX)-A(X), (3.22)
com X (t;0) sendo um supercampo (vetorial) real, cujas componentes
Xj(t,0) = x;(t) +10X;(t) , (7 =1,2) (3.23)

contém as coordenadas planares da particula x; e seus parceiros supersimétricos A; . Além
disso, A’(X) representa o superpotencial vetorial em um esquema de acoplamento nao-

minimo,? tal que, apds a expansao em torno de #, tenhamos

A7) = A7) - gﬁ(f) . (3.24)

Znessa descricio usamos apenas campos estaciondrios, de modo que A(Z,t) = A(%) e

E(Z,t) = E(T).
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O primeiro termo da agao (3.22) fornecerd na lagrangeana a parte cinética,

#oUINN, (3.25)

iIXx NV E. (3.26)

Note que, para obtencao do segundo termo, foi realizada uma expansao do superpo-
tencial em torno das coordenadas, X; = x; 4+ dx;, com dx; = ¢ 0 \;, e usado a defini¢ao
do campo magnético B e do dual E.

Portanto, a lagrangeana associada a agao (3.22), separada em componentes, resulta

M -2 M =

—¢7X-A+q:?-,a¥(f)—gf-E—z’ (X x ) B+

N [

—

—z'g(Xx NV-E. (3.27)

Com o proposito de falicitar o tratamento de quantizagao canonica de Bohr-Dirac

desse modelo, é conveniente efetuarmos uma mudanca de variavel,

Q/)E \/g()\l—i—Z)\g), QZE \/g(Al_i)\Q), (328)

assim, a lagrangeana pode ser reescrita como

Ll_%fz—% (¢@+J¢>+q&?-ﬁ(f)—gf-§+
q - g e A
+W[w,¢]3+m[w,¢}v-ﬂ (3.29)

Para implementacao da quantizagao canonica, devemos utilizar a formulagao hamilto-
niana. Passemos entao a sua construgao.

Pela definicao dos momentos canonicos,

5, (3.30)



l=—+=-—29, (3.31)
o 2
pj = oL _ M i; + qA;(7) — g (3.32)
ﬁxj

concluimos, segundo a terminologia de Dirac [23], que esse modelo enquadra-se nas
chamadas teorias singulares (ou vinculadas), pois, nem todas as velocidades puderam
ser escritas como fungao das demais varidaveis (momentos e posigdes) e, por conseguinte,
eliminadas via transformacao de Legendre.

Os vinculos primarios, i.e., aqueles que surgem das equagoes de movimento, resultando

em relagoes entre posigoes e momentos, sao obtidos através de (3.30) e (3.31);
b =0, (3.33)

mzﬁ+%¢=0. (3.34)

A equagao (3.32) permite isolar algumas velocidades

z

1 /. - =
” (p—qA—{—gE’) : (3.35)

A partir desta e dos vinculos, construimos a denominada hamiltoniana total
HT:f'ﬁ—F@Z)H_’_QEﬁ_LI:HC+X1M1+X2M27 (3.36)

com i = U e Mo = & sendo os multiplicadores de Lagrange e, como definicao, H.

referindo-se a hamiltoniana canoénica (sem os vinculos),

1 /. L=\ ? _ L
chm< —qA—i—gE) —ﬁ[w,w}B—ﬁw,w}v-E. (3.37)

Daqui em diante, utilizaremos os colchetes de Poisson generalizados e suas propriedades,
apresentados no apéndice. Logo, conforme tais discussoes, neste modelo os colchetes fun-

damentais sao

{zi,p;} =6y , {0, 0} ={IL v} = -1, {01} ={[,¢} = -1 (3.38)
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e os demais nulos.

Seja A = A(Z, 7,1, 11,4, 1I) uma varidvel dindmica com paridade definida. Suponha
também que a mesma nao dependa explicitamente do tempo. Para nossos objetivos, tal
hipdtese é suficiente, pois, os vinculos obtidos também nao dependem explicitamente do

tempo. Desse modo, sua evolucao temporal fica
A={A, Hr} = {A, H} + {A, x1 p} + {4, x2 pa} (3.39)

mas, pelas propriedades dos colchetes, o segundo termo pode ser reescrito como

{Axa } = ()70 3 LA b+ {A v} e~ {Axat (3.40)

e analogamente para o terceiro, onde usamos a notacao ” /= ” para denotar o fato de que os
vinculos foram utilizados, i.e., tais equacoes serao validas apenas em uma hipersuperficie

(no espago de fase) definida pelos mesmos. Logo,
A {AHY+{A x:} i (3.41)

Impondo a condigao de que os vinculos devem ser preservados no tempo (condicao de

consisténcia), temos, ao escolhermos A em (3.41) como sendo os préprios vinculos,

0~ x; ={x;, He} + {xj xi} 1t - (3.42)

Esse sistema de equacoes para os multiplicadores pode ser resolvido se a matriz A\,
com elementos A;; = {x;, x;}, for inversivel.

Um célculo imediato fornece {x1, x2} = —i, assim,

A ( {xxat {axe} ) _ ( 0 —i ) | (3.43)

{eaxat {xe xet -t 0
Como det A =1#0 = IA~! dada por

A= ( (Z.) é ) : (3.44)

Uma vez que a condi¢ao de consisténcia nao produziu novos vinculos e a matriz A foi

inversivel, todos os multiplicadores de Lagrange podem ser completamente determinados
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e, em seguida, os colchetes de Dirac (generalizados) construidos. De fato, mutiplicando

(3.42) por A,;jl obtemos py, ~ —A,;jl {x;, H.} e, substituindo-o em (3.41),
A {A HY = {A i} AF {xg, He} (3.45)

Através desta podemos definir os colchetes de Dirac, entre duas variaveis dinamicas A

e B, como sendo
e, como consequéncia,

A={AH}, . (3.47)

Note que trocamos = por igualdade, pois os vinculos podem ser feitos identicamente
nulos aos utilizarmos a estrutura desses colchetes. Abaixo listamos algumas de suas

propriedades, as quais podem ser demonstradas a partir dos colchetes de Poisson.
1) anti-simetria generalizada: {A, B}, = —(=1)"7B) B A} .
2) linearidade: {A,B+C},={A,B},+{AC}, .
3) regra envolvendo o produto: {4, BC}, = {A, B}, C+(=1)""B) B {A,C}, .

Por 1ltimo, temos os colchetes de Dirac fundamentais:
- 4 - ? - = 1
{xiapj}D = 6ij > {¢7¢}D =1, {H7H}D = Z ) {,lvbaH}D = {Q/JaH}D = _57 (348)
com os demais sendo nulos.
Conforme discutido no apéndice, no procedimento de quantizacao, os colchetes en-
volvendo duas varidveis fermionicas é substituido pelo anti-comutador e os demais por

comutadores, assim, obtemos a seguinte algebra para os operadores

1

[xivpj] = 251] ) {qujj} =1 ) {Hvﬁ} = _Z ) {,lvbaH} = {1/7}’1:[} = _%7 (349)

além de 12 = 112 = ¢? = ¢ = 0.
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Uma possivel realizacao desta é obtida através das matrizes de Pauli. Definindo o4 =

(0, £i0y)/2 e usando
lor,0-]=0r0-—0_0r=0., {oy,0-} =010 +0_04 =D, (3.50)

podemos, por exemplo, inferir

H:—%a_,ﬁ:—%mr,@/):mr,zﬁ:a_. (3.51)

Substituindo esses resultados em (3.37) teremos a versdo quantizada da hamiltoniana

_ b
oM

¢B 9V E)
oM 7P oM

~12
H {ﬁ— g A+ gE} - o3 . (3.52)

Conforme as referéncias [24], que discutem questoes gerais para particulas em (2+1)D,
a hamiltoniana acima descreve uma particula nao-relativistica de spin 1/2 com momento
de dipolo magnético qos/2M e fator giromagnético 2.

Ao compararmos esta hamiltoniana com aquela obtida no limite nao-relativistico da
equagao de Dirac em (24 1)D com acoplamento ndo-minimo, (3.21), observamos que nao
é possivel manter a invariancia sob SUSY N = 1 ou supersimetrizar tal modelo, a menos

que seja imposta a seguinte exigéncia

9B =q¢, (3.53)
de modo que, com essa condigao (3.21) se reduz a

(F—qA+gE) gB g

Wi VAR -F). (3.54)

<

H =

(

De imediato observa-se que esta corresponde a (3.52) projetada no auto-estado de
spin para cima da particula. O mesmo aconteceria com relacao a auto-estado de spin
para baixo caso trocdssemos o por o_ (e vice-versa) no procedimento de quantizagao.

A condicao (3.53) altera uma das componentes da derivada covariante (3.2), especifi-

camente em (3.3), onde agora temos Dy = 0.
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Na teoria de Maxwell-Chern-Simons, o tltimo termo de (3.52) pode ser relacionado

ao campo magnético, fornecendo um fator giromagnético efetivo

agm

onde m é o parametro de massa topoldgica de Chern-Simons. A fim de manter seu valor
padrao igual a 2, é necessario que gm/q = 1. A interpretagao fisica dessa condicao foi
amplamente discutida na literatura em trabalhos de teoria de campo. Maiores detalhes

podem ser encontrados em [12].

3.3 SUSY N =2 da Equacao de Pauli

Na se¢ao anterior, foi mostrado que a equagao de Pauli, em (2 + 1)D e com esquema de
acoplamento nao-minimo, restrita a condigao (3.53) possui uma SUSY N = 1. Vamos
agora apresentar uma nova estrutura, a qual permitird demonstrarmos que o mesmo
modelo também possui uma SUSY com N = 2, sob a mesma exigéncia.

Neste caso, conforme [25], introduziremos uma formulagao de supercampos quiral
e anti-quiral, bem como o super(pre)potencial de Kéhler. Novamente, consideraremos
situacoes de campos estacionarios.

O prepotencial de Kahler K (x,y), dard origem ao potencial vetor ff(f), satisfazendo
A'z' = eijﬁjK, (356)

e, como consequéncia,

B=V x A=¢;0,A; = -VK . (3.57)

Na construcao da acao supersimétrica é importante conhecermos como implementar
a prescricao nao-minima nessa formulacao. Para isso, utilizando o fato de que no caso

estaciondrio E; = —0;¢, temos

/_lz = /_1; — Eﬁl = eij 8][( — gﬁi]’ Ej = eij aj (K + §¢) = eij 8]'[(/, (358)
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assim, com o uso de (3.53), a prescri¢ao pode ser considerada como

2 2
K—>K':K+ggb:K+<g) B:K—(g) V2K . (3.59)
q q q

De acordo com a convencao introduzida em capitulos anteriores, o superespaco com
SUSY N = 2 é constituido pelas varidveis (¢t,6,6). Um dos primeiros trabalhos que
explorou a estrutura de Kéhler visando a descri¢ao do campo eletromagnético foi [13]. O
modelo baseava-se num esquema de acoplamento minimo, conduzindo a descricao de uma
particula ndo-relativistica de spin 1/2 e fator giromagnético igual a 2, sob a interac¢do com
um campo magnético estacionario, mas dependente da posicao.

No trabalho [25] foi desenvolvido o caso do acoplamento nao-minimo, o qual permitiu
a introducao da interacao elétrica no contexto supersimétrico. Passemos a discussao
detalhada desse modelo.

A acao supersimétrica introduzida,?
M - =
Sy = 3 dtdfdod DO DP +q | dtdodo K'(P,P), (3.60)

estd formulada em termos dos supercampos quiral e anti-quiral,

D(t,0,0) = 2(t) + 0£(t) — i00:(t) , ®(t,0,0)

Z(t) — OE(t) +i00%(1) (3.61)

onde o termo de interacio foi implementado no super(pre)potencial de Kihler K'(®, ®), o
qual, apds a expansao em torno de z e z, carrega a informacgao da prescricao nao-minima
(3.59).

Um célculo simples mostra que o primeito termo da agao fornece, para a lagrangeana

associada, a parte cinética

(€€ +£¢), (3.62)

M /deGDq)DCID— %

onde interpretamos z(t) = z(t) + iy(t) e z(t) = z(t) — iy(t), com z(t),y(t) sendo as

coordenadas planares da particula.

3a estrutura de supercampos quiral, anti-quiral e potencias de Kéhler, também aparece
com N =1 e (34 1)D, mas nesse caso a mesma estd associada ao setor de matéria. J&
para N =2 e (24 1)D associamos isso de maneira nao-trivial ao campo eletromagnético.
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J& para o segundo termo, procedemos de maneria andloga aquela feita para o super-
potencial vetor no modelo da segao anterior. Assim, a expansao do super(pre)potencial

em torno de z e zZ resulta em
K'(®,®) = K'(2,2) + (06 — i002)0,K' + (—0€ +i002)0.K' + 00¢£0.0: K'.  (3.63)

Integrando a ultima com relagao as variaveis de Grassmann e acrescentando o termo

cinético anterior, obtemos, finalmente, a lagrangeana L associada a ac¢ao (3.60),

Lo = %zé - i% (E€+ €6) +iq(2 0.K' — 3 0.K") — g [€,€]0.0:K" . (3.64)

Utilizando as variacoes das coordenadas associadas aos campos quiral e anti-quiral,

(2.71) e (2.72), verificamos que ela transforma-se como uma derivada total

M . M _- 3

Para escrever L, em termos dos campos e potenciais, basta usarmos a prescri¢ao (3.58)

e (3.59), de modo que

0K —30.K =i - A= A-2% E, (3.66)
q
(‘3(9—K/*EVQK’*—lﬁ-(e'-ﬁ»+gE»)*—EB—iﬁii (3.67)
Yz _4 - 4 1 1] 7 q 1) — 4 4q . .

Ao substituir z, Z em termos de z,y e pelos resultados acima, a lagrangiana pode ser

reescrita como

L= i @i vai Ao By (18129 B) e8] @63)

Através da mudanca de varidvel & = (2/v/ M)t é imediato concluir que (3.68) é
equivalente a (3.29) e, portanto, atestando o fato de que a equacao de Pauli em (2 +1)D

também possui uma SUSY N = 2, contato que gB = q¢ seja satisfeita.
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3.4 Nova interacao na Mecanica Quantica

A partir da estrutura dos supercampos quiral e anti-quiral, podemos acrescentar a acao
(3.60) uma nova interacgao, que continuard preservando a SUSY N = 2. Tal interagao é

formulada da seguinte maneira

Sint = /dzder(®)+/dtdér(q>), (3.69)

onde I'(®) e T'(P) sdao superpotenciais escalares de origem grassmaniana, ou seja, com

n(l) =n() =1.
Apés a expansao dos superpotenciais, a contribuigdo deles a lagrangiana (3.68) é, a

menos de uma derivada total, dada por

O termo acrescentado nao depende das velocidades entao, com a mudanca de variavel
£=(2/ VM )1, os momentos candnicos e os vinculos, obtidos no modelo anterior, ficam
inalterados. Logo, o procedimento de quantizacao conduzird aos mesmos resultados na
estrutura dos colchetes de Dirac e, por conseguinte, nos colchetes fundamentais.

A evolugao temporal de uma varidvel dinamica A(z;, p;, v, v, 11, IT), que independe ex-

plicitamente do tempo, continuard sendo descrita por A = {A,H_ .}, , com a substituigao

2 -
H.— H.+ T (VoI =4 0.T) . (3.71)

Uma vez que as relagoes de comutacao e anti-comutacao para os operadores sao as
mesmas, podemos escolher a mesma representacao (matrizes de Pauli 2 x 2) para as coor-
denadas e momentos. Entretanto, os potenciais I' e ', devido sua natureza grassmaniana,
devem anti-comutar com as coordenadas v, 1 e entre eles préprios. Tal exigéncia impoe
muitas condicoes, implicando que a unica representagao possivel é a matriz nula.

Com o propésito de nao obter uma contribuicdo trivial de I' e T' ao hamiltoniano

quantizado, escolhemos uma nova representacao 4 x 4, obtida via o produto tensorial da
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identidade com a antiga representacao,*

VvV=I®o, , v=I®0c_.

De fato, tomando, por exemplo,

19 849

L _ j(z z z miz

RT=TG)= [ 0 o) plz) q(z) |
r(z) s(z) t(z) u(z)

temos as seguintes condicoes
) ylV=-T"¢Y=j=l=r=t=0,k=—fm=—h,s=—n,u= —p;
2) YI'=-T"Yp = g=i=q=0=0;
) IM=0 = p=—f,n=—f%/h, h #0

e, analogamente, para ['(2) trocando-se f(z2) — f(2),...,u(z) — u(Z).

Por 1ltimo, a condicao de anti-comutacao entre os potencias,

4) I'T" = —I'T" = 2ffhh — h2f* = h%f?.

(3.72)

(3.73)

Essa tltima condi¢ao nao foi observada pelos autores em [25], onde foi introduzida tal

interacao, e ela desempenha um papel importante, pois vincula as fun¢oes da matriz.

Nessa representacao, a hamiltoniana quantizada toma a forma

(P qA+gE)? qB g(V-E
H= oM axa = o o8 @l onr s @l+ L
com
0 fo 0 h
;2 7 0 h 0
VM 0  —f*h 0 —f

e as funcoes f, h, f, h satisfazendo a condicdo 4).

4utilizando as propriedades do produto tensorial, (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD),
é possivel mostrar que {I® o4, I®oc_} = 1® {o4,0_} = l4x4 €, como consequéncia,
satisfazer as relagoes de comutacao e anti-comutagao para os operadores.
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Na representacao 4 x 4 a funcao de onda possui 4 componentes. O mesmo ocorre na
introdugao de férmions massivos em teoria de campos com (2+ 1)D, mas, com uma outra
motivacao, a de tornar a massa compativel com a simetria de paridade, como descrito,
por exemplo, em [26].

Uma das configuragoes mais simples para a interacao I, satisfazendo 4), é escolher
f =he f = h, assim, temos que a mesma acopla-se com as quatro componentes da
funcdo de onda; entretanto, para outra situacdo, em que f = f = 0, apenas um dublete
da fungao de onda é afetado, enquanto, o outro continua sendo descrito pela equacao de
Pauli (com gB = q¢).

Abaixo listamos algumas possiveis aplicacoes para essa formulacao:

e Na fisica do grafeno, pois, conforme [27], a estrutura de rede é he-
xagonal e para uma descricao via teoria de gauge quiral foi utilizado

uma fun¢ao de onda (espinor) de quatro componentes.

e Na interagao de uma particula com spin 3/2. Para ser mais especifico,
de acordo com [12], alguns sistemas na matéria condensada podem
apresentar ”buracos”com spin efetivo 3/2, assim, o termo matricial 7,
produzido pela introducao de I' e ', poderia explicar a interacio spin-
6rbita, na qual cada ”buraco”interage com o campo magnético devido

ao movimento dos demais.

3.5 Nova interagcao na Mecanica Classica

Uma vez discutido a introducao dessa nova interacao na Mecanica Quantica, vamos estu-
dar seu papel na Mecanica Classica Supersimétrica, pois, isso ainda nao foi abordado na
literatura. Nessa situacdo, como os potenciais IV e I'” ndo possuem dinamica, eles serdo
considerados como campos externos (pseudo-)classicos, do mesmo modo que o prepoten-

cial de Kahler K'(z, 2).
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Iniciemos o estudo de como esses potenciais influenciam na dinamica da particula. A

partir dos colchetes de Dirac e suas propriedades, obtidos na secao anterior, é possivel

mostrar que as equacoes de movimento sao dadas por

¢ ={¢,H.}p, =iD(@) Y —i % F(ml —ix3),
o ={d,H} = —iD@) P+ (%1 — %) (21 + izs)

1 L= L= _
pj = M(ﬁ—qA—gE) 05 (qA+gE) — 0/D(Z) Y+
+\/LM (¢ aj—(al _2262) [(zy +ixy) — @Mj_(& J;@) [z — ix2)> ’

onde, como definicao,

D(@)=-—B-LV-E.
@) =—778- 7/

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

Para facilitar as proximas discussoes, é conveniente no lugar de (3.76) e (3.77), uti-

lizarmos as equacoes de movimento para A e Ao,

. 1 . - . \/5 0 = .
Alz\/ﬁ(w—Fw):—,D(l‘))\g—l- Ma—@r(iﬁ—ll‘g),
. —1 . ks . \/§ 0 .

)\2 = \/m <¢—w> :D(l‘) )\1 — ﬁa_xlr(xl +ZZC2).

(3.81)

(3.82)

De agora em diante vamos analisar dois casos particulares para os campos e potencias

e, em seguida, dar uma interpretacao a nova interacao.
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3.5.1 Auséncia de campos eletromagnéticos

Comecemos com a situacao em que A = 0 e ¢ = 0, ou seja, desligamos o campo eletro-
magnético, D(Z) = 0. Além disso, tomemos o caso mais simples para os potencias grass-

manianos,

Iz)=az*+82z, () =az"+5%, (3.83)

com «, 3 sendo parametros de Grassmann reais, ou seja, pertencentes a G(R).

Nesse caso as equagoes de movimento (3.78) — (3.82) fornecem

1

B =3:P s pr=—4V2iady, po=—4V2ia)\ , (3.84)
. 2 : 2 2
A1:—4§m2, &:—4%@1‘1—2%6. (3.85)

Eliminando p; em termos de x; e desacoplando o sistema de equagoes para 1, T2, A1, Aa

e suas derivadas, obtemos a seguinte lei de forga (de Newton) para a particula:

.16 42 o

xry = W (Z&ﬂ)t - 7 ZO()\Q 5 (386)
. 4V2
To — —W (X0 /\50) (387)

onde as condigoes iniciais, A\ (t =0) = A§°) e X(t=0)= /\go), foram utilizadas.

As equacoes acima podem ser facilmente integradas e impondo as condigoes iniciais
restantes, x;(0) e #;(0) = p;(0)/M, o problema de Cauchy tem solucdo unica; como
esperado, pelo fato de que todos os multiplicadores de Lagrange foram determinados.

A partir de (3.86) e (3.87) é possivel dar um significado a introducao dos potenciais I'
e I'. Eles podem resultar em forcas externas, tanto uniforme quanto dependente explici-
tamente do tempo, que atuam no setor bosonico das coordenadas da particula. Note que,
para existéncia de forcas uniformes, é necessario que as condic¢oes iniciais as coordenadas
fermionicas A\; e Ay nao sejam nulas. Além disso, com relagao ao termo dependente do

tempo, interpretamos como uma ”fonte externa”, acelerando ou desacelerando a particula.
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Figura 3.1: Esquema de um solendide em (2 + 1)D, formado por duas
correntes estacionarias I em sentidos opostos, fornecendo, pela teoria de
Maxwell, um campo magnético resultante nulo nas regioes (1) e (3), e cons-
tante B = pol em (2).

3.5.2 Campo magnético constante

Vamos agora analisar o caso de campo magnético constante e com os mesmos potenciais I'
e I utilizados anteriormente. Uma idealizacao fisica para um campo magnético constante
no mundo planar seria, por exemplo, a particula dentro do ”solendide”em (2+1)D, como
descrito pela Figura 3.1. Com o propodsito de facilitar a resolucao, é mais conveniente
usarmos o formalismo lagrangeano,® pois todas as equacoes podem ser escritas apenas em
termos de ¢, que por sua vez, estd relacionado diretamente com B através de gB = q¢.

Utilizaremos a lagrangeana

(A +1X9)

V2

onde L; sendo descrita por (3.27).

(/\1 — Z/\Q)
V2

L3 = L1 —+ (81 — Z@Q)F(l’l + 2132) -+ ((31 -+ Zag>f(£€1 — 21'2) s (388)

As equacoes de Euler-Lagrange para z; e x5 sao dadas por

2 2
Mi, — (%qﬁ —gV%) Ty +1 (%81¢—981V2¢) A1 A2+

Sapesar da teoria ser vinculada, mostraremos que, nesse formalismo, as equacdes pos-
suem solugao unica para o problema de Cauchy.
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2
—_— ()\1 + ’l)\g) (8% — 28182)F(x1 + 2372) +

S
[\

2

Mo + <q_
g

2

¢—gv2¢> :i:1+z'<q—
g

2
— g ()\1 + Z)\Q) (81(92 — Z@%)F(l’l + ZJZ'Q) +

v
T

O — g 32V2¢) A1 A2+

(AL — iAg) (0105 + 10T (w1 — izs) = 0, (3.90)

enquanto que, para A\; e Ay, correspondem a (3.81) e (3.82), respectivamente. Nesse

problema, como D(T) = —q? ¢/(gM), tais equacoes resultam em
q q°
Miqy — = i —AV2idoa =0, Mis+ — i1 —4V2iMa =0, (3.91)
g g
: ¢ 42 ¢ 44/2 2V/2
)\1:g—¢)\2—7$2a )\2 —g—(b)\l—wxloz——ﬁ (392)

As equagodes acima podem ser desacopladas, fornecendo, por exemplo, para z1 e xs:

1 (o) 16
Miy + (q—) x1+Mz’ﬁat—4\/§M§0)a:O, (3.93)
g
AN -\ (0)
Miy + (= 2y —4vV2i X" a =0, (3.94)
g

onde foi usada a condigao inicial de que a particula estava em repouso na origem.
Uma equacao diferencial do tipo a &(t) +bx(t) +ct+d = 0, com a,b, ¢ e d constantes

(a,b > 0), sujeita as condigoes iniciais z(0) = 0 e £(0) = 0, possui solu¢ao dada por

z(t) = b?% [—\/B(d—i- ct) + Vbd cos (\/ét) ++Vac sin (\/gt)] : (3.95)

Portanto, em (3.94) fica evidente uma estrutura de um oscilador harménico, mas, o
mesmo ja nao ocorre para (3.93), devido ao termo dependente explicitamente do tempo.

Somente quando 3 = 0, a particula também oscila na diregdo x; e, como consequéncia,
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existiria a possibilidade de confinamento dentro do solendide, desde que o comprimento
L (veja Figura 3.1) satisfaga
2
L>8v2iaY a| M (%) . (3.96)
q* ¢
Novamente aparece as condicoes iniciais )\50) e )\go) acopladas com « nas equacgoes
(3.93) e (3.94). No caso de 3 = 0, o papel dos potenciais I' e T' seria apenas mudar o

centro de oscilagao.

3.6 Conclusoes Parciais

Nesse capitulo, verificamos a existéncia da SUSY N =1 e N = 2 para a equagao de Pauli
em (2+1)D com acoplamento ndo-minimo, quando a condi¢ao gB = q¢ ¢ satisfeita. Em
seguida, motivados em continuar preservando a segunda supersimetria, introduzimos uma
nova interacao produzida por potenciais grassmanianos I' e T

Ao estudarmos isso na contexto da mecanica pseudoclassica, observamos alguns resul-
tados bastante exoticos: primeiro, no exemplo em que retiramos o campo eletromagnético
(potenciais A=0e ¢ = 0) e ficamos apenas com um caso particular para os potenciais
grassmanianos (3.83), concluimos que as condigdes iniciais associadas aos graus de liber-
dade fermionicos afetam diretamente a dinamica da particula, como se os potenciais grass-
manianos tivessem uma "memoria”de como o sistema, no caso a particula, foi preparado.
Diferentes condigoes iniciais A1 (0) e A2(0) produzem diferentes forcas uniformes, tanto em
modulo quanto em sentido, para percepgao disso veja as equagoes de movimento (3.86) e
(3.87). No mesmo modelo, apareceu a possibilidade desses potenciais, independentemente
das condigoes iniciais, resultarem numa forca que depende explicitamente do tempo.

Em seguida, no segundo exemplo, onde temos os mesmos potenciais grassmanianos
e um campo magnético constante, observamos a possibilidade de descrever desvios no
centro de oscilagao da particula ou até um comportamento mais radical em que a mesma

deixa de oscilar.
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Uma questao importante, ou melhor, uma critica a esses modelos é a falta do poder de
previsao. Conforme discutido no apéndice, os parametros de Grassmann nao podem ser

numeros reais, pois eles sao anti-comutativos. Entretanto, a seguinte combinacao deles
1,

que comparece na equagao de movimento (3.86) ou em (3.93), pode ser um nimero real.
Logo, como essa combinagao é um parametro livre (real) que deve ser fixado, concluimos
que o modelo seria uma teoria efetiva.

Além disso, acontece também outra situacao bastante peculiar nas equagoes de movi-
mento (3.86) — (3.87) e (3.93) — (3.94), no qual o problema matematico foi resolvido, ou
seja, dadas as equagoes e as condicoes iniciais obtivemos a solugao. No entanto, o proble-
ma fisico permanece em aberto. Para ser mais especifico, o parametro de Grassmann «

acopla-se com as condigoes iniciais )\50) e )\éo) produzindo termos (reais) do tipo
z‘AﬁO) a, i>\§°) a,

mas, tais condicoes nao sao observaveis fisicos®

, assim, nesses modelos podemos estar
perdendo a idéia de uma trajetoria bem definida.

Por 1ltimo, com relacdo ao papel de I' e I' na mecanica quantica, a situacao é bem dife-
rente. Com a introducao desses potenciais, fomos conduzidos a duplicar a representacao
para matrizes 4 X 4 a fim de obter a interagao nao-trivial (3.74), a qual, por sua vez, nao
coloca nenhum parametro grassmaniano livre, mas sim funcdes bosonicas f(2), f(2), h(z)
e h(Z), que acoplam as componentes da funcdo de onda. Essa descricio, ndo apresenta

os problemas do caso pseudoclassico e, como comentado ao longo desse capitulo, existem

perspectivas de aplicagoes em modelos da matéria condensada.

Suma maneira de tentar contornar esse problema seria considerar os valores médios

das varidveis de Grassmann, que sdo nimeros reais. Para isso deveriamos introduzir
uma funcao distribui¢ao. No entanto, encaminhamentos com essa perspectiva ainda per-
manecem incompletos. Deixaremos maiores detalhes sobre isso, bem como as referéncias,
para serem discutidos nos apéndices.
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Capitulo 4

SUSY N =2 com Carga Central

Na teorias de campos com (3 4 1)D, a generalizagdo mais geral da dlgebra de Poincaré,
respeitando os requerimentos da matriz S, leva em conta a possibilidade de termos ope-
radores hermitianos pertencentes ao centro da super-dlgebra, denominados de Cargas
Centrais [28], os quais normalmente estdo associados ao setor topoldgico da teoria. A
utilizacao desses operadores evita a ploriferacao de representagoes massivas. Por essa
razao, eles possuem um papel importante em teorias de Super Yang-Mills com quebra
espontanea do grupo de Yang-Mills, mas sem quebrar a SUSY. Cargas centrais também
aparecem em supermultipletes nos modelos de supergravidade, onde as mesmas estao
associadas as simetrias de gauge.

Além disso, de acordo com [29], a introdugao de cargas centrais afeta a R-symmetry
na algebra da SUSY, fazendo com que a teoria possua uma simetria relacionada agora a
algum subgrupo de U(N).

Na Mecanica Quantica a SUSY estendida com carga central ja foi discutida sob uma
formulagao em componentes, como apresentada por [30], com aplicagoes para os problemas
de Coulomb, Aharonov-Bohm-Colomb (ABC), Aharanov-Casher e outros. A maneira com

que eles introduziram a carga central, Z,;, somente é valido para N > 4,
{Qaa@b} :25abH+Zab ,a,b: 1,...,7’L7 (41)

{QaaQb} = {Qaa@b} =0, (42)
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com N = 2n e N sendo o numero de supersimetrias (cargas da SUSY).

Como foi amplamente abordado aqui a SUSY N = 2, estaremos interessados na sua
generalizacao. Na literatura, existem dois trabalhos [31], explorando uma dualidade en-
tre a Teoria de Cordas e Mecanica Quantica Supersimétrica. A maneira com que eles

introduziram a carga central Z é dada por
i) {Q,Q}=2H,
i) [Q,H]=0=[Q H],
iii) Q% =7,
iv) ?=72=17.
A partir desta algebra verificamos
Q.2]=(Q,Z] = [H,Z] =0. (4.3)

E importante ressaltar que as condicoes i) e ii) sao vélidas independentemente de iii).
Além disso, para o caso de Z # Z devemos exigir também que [Z, Z] = 0.

Nessa dissertagao, o objetivo inicial é andlogo ao realizado no caso dos potenciais I'(P)
e ['(®), ou seja, implementar a SUSY N = 2 com uma carga central Z, generalizando a
acao (3.60) com a introducao de novos acoplamentos provenientes de Z e observar, apds
a quantizacao, se a mesma estd associada com alguma estrutura de momento de dipolo
magnético, carga topoldgica ou como campo de fundo.

H& que se ressaltar que nao encontramos na literatura uma discussao da SUSY N = 2
com Z sob a perspectiva de um super-grupo associado a super-algebra, assim fomos
conduzidos inicialmente ao estudo dessa questao. Mostraremos, ao longo do capitulo, que
isso pode estar associado a existéncia de um problema de representar as cargas de SUSY
univocamente. Além disso, apresentaremos uma contribuicdo nossa relacionada a uma

outra formulagao, onde introduzimos uma varidvel para a carga central com o propdsito
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de manter a estrutura do envelope de Grassmann e, por conseguinte, a aplicabilidade do
super-grupo.

Nesse momento é conveniente retornarmos a uma discussao do segundo capitulo, pre-
cisamente a equagao (2.37). Pela élgebra acima, temos que [A, B] ~ a1Z + asH (com
a; e ay sendo parametros nao-nulos), assim, como Z e H comutam entre si e com o0s
demais geradores, a férmula de Baker-Campbel-Hausdorff (2.36) pode ser utilizada. O
problema é que na exponenciacao os termos envolvendo Z nao se cancelam e, portanto,
nao podemos a priori definir uma lei de composi¢ao andloga a (2.31) a fim de relacionar
as transformacoes de SUSY com translacoes no superespaco e, posteriormente, deduzir as
representacoes das cargas e derivadas covariantes, como feito no segundo capitulo.

Na teoria de campos, especificamente no grupo de Lorentz, aparece uma situagao
semelhante, mas o problema pode ser contornado com uma redefinicao dos geradores, pois,
os operadores de carga central estao associados a representacao projetiva.! Na situacao em
que estamos trabalhando, ou seja, na mecanica supersimétrica, nao conseguimos esclarecer
essa questao e o mesmo para os demais artigos, que utilizaram um ponto de vista algébrico
em uma representacao abstrata, sem explorar a estrutura de super-grupo.

Vamos agora apresentar duas abordagens para introducao da carga central na SUSY
N = 2: primeiro, a formulagao algébrica desenvolvida por [31] e, em segundo, nossa
idéia de introduzir um parametro bosonico v para Z. As vantagens e desvantagens serao

discutidas e também as possiveis aplicagoes.

4.1 Carga Central sem variavel v

A partir da élgebra da SUSY N = 2 com Z, podemos utilizar a idéia dos artigos [31], que

introduziram a carga central através de um ponto de vista algébrico e abstrato, conforme

{5Q,5@} = 2i0, , {69,0°) = {5@,5Q} — 957 | (4.4)

Lo estudo da teoria de grupos envolvendo as representacdes projetivas, bem como a

discussao do grupo de Lorentz, pode ser encontrado em [32].
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onde os operadores diferenciais sao representados por?
§9 = 9y +i00, + 067, (4.5)

6@ = 05 + 60, + 657 . (4.6)

Note que nao especificamos como é o operador 4%, ou seja, 0 mesmo estd em uma
representacao abstrata, assim, conheceremos apenas o resultado de sua aplicacao nas
coordenandas. Para esclarecer melhor isso, vamos calcular a variacao do supercampo real

(2.33) perante a transformagao de SUSY
§SUSY = § = 269 + 209 . (4.7)
Conhecemos, pelos capitulos anteriores, que a variacao pode ser escrita como
6X = 0z + 0 5 +i0 6 + 00 5W, (4.8)

de modo que, atuando a transformacao acima, obtemos

Sx = i) +igy) | (4.9)
6 = ic (6%x) —ieW — i, 6 = i (6%2) +ieW —ei (4.10)
SW = evp + is (6%4) — 50 — iz (6%0) (4.11)

Através destas variacoes, concluimos que 6% deve ser uma transformacao com pari-
dade (de Grassmann) fmpar e 622 com paridade par e imaginario puro, a fim de que dv

e 01 estejam bem definidas. Uma situacao bastante geral é dada por

§%x =ifi(x) +ifa(x) i), (4.12)
§74p = % B e+ ) b+ Y afilo) | | (4.13)
>3

com f;(z)Vi sendo fungoes bosonicas arbitréarias e a; parametros fermionicos.

2nessa dissertacdo, a convencao utilizada para as cargas é diferente dos artigos citados,
mas, a abordagem é equivalente.
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H&4 que se ressaltar que as variacoes acima podem ser generalizadas quando traba-
lhamos com mais de um supercampo real; por exemplo, poderiamos estender a de-
pendéncia das fungdes arbitrarias f(z) — f(x), onde z; seriam as coordenadas dos
respectivos supercampos X ;. Alguns casos, consistentes com a super-algebra, estao dis-
cutidos nos artigos.

Uma vez fixado a maneira com que 6% atua em z e 1), eles acrescentaram a carga

central como ”correcao” ao seguinte termo de um modelo sigma

Para ser mais preciso, nessa construcao, ao contrario do que ocorre na SUSY ordinaria,
uma ac¢ao formulada em supercampos nao sera invariante sob SUSY com carga central
Z, assim, com o propdésito de garantir essa invariancia, devemos colocar outros termos
na lagrangeana e, em geral, ”quebrando”a estrutura de supercampos. Os novos termos
surgem devido aos acoplamentos gerados pela carga central.

Essa abordagem nao mostra a transformacao do superespaco induzida pelos geradores
e, portanto, ndo é possivel a priori afirmar que a medida dt df d@ fica inalterada, ou seja,
nao conhecemos o jacobiano da transformacao. Tal informacao é relevante na construcao
de uma agao invariante. Nos artigos [31], os autores nao discutem isso e parece ficar
implicito que assumiram a invariancia da medida (determinante da matriz jacobiana igual
al).

Por tltimo, ao aplicarmos essa formulac¢ao nos supercampos quiral e anti-quiral, (2.66)
e (2.67), respectivamente, com o objetivo de introduzir novos acoplamentos para a hamil-
toniana de Pauli, observamos que isso nao ¢é possivel, pois, esses supercampos implicam
que as transformacoes 6%z e §%¢ sejam proporcionais a € ou &, de modo que a contribuicao
5SUSY

a variacao é nula (termos quadraticos nos parametros infinitesimais).
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4.2 Carga Central com variavel v

Nessa descricao, introduzimos um parametro v associado a Carga Central Z, assim, a
estrutura de algebra de Lie fica evidente, desde que tomemos o envelope de Grassmann

desta super-algebra. O Super-grupo é construido através do mapeamento exponencial
G(t, v, 0, 9—) _ eitH+in+i9Q+iQ9_. (4'15)

Através de (2.37), podemos verificar uma estrutura de grupo (fechamento, associativi-

dade, elemento inverso e identidade), com lei de multiplicagao
Gt' W, 0,0)G(t,v,0,0) =
=G(t+t'+i(00+00),v+0 —i(00+60),0+60,0+0), (4.16)
o qual induz a seguinte translag¢do nesse novo superespaco:
(t,v,0,0) = (t+t' +i(0'0+60), v+ —i(0'0+60),0+6,0+0) . (4.17)

Note que, da mesma maneira que o tempo, o parametro v sofre uma translacao real.
A questao a ser respondida mais adiante: qual a interpretacdo de v 7 seria uma variavel
auxiliar, uma varidavel associada a coordenada de espaco ou tempo ?

A partir de G(t,v,0,0) acima e de sua lei de composicao, definimos um supercampo
X(t,v,0,0) = G(t,v,0,0) X(0,0,0,0) G *(t,v,0,0). (4.18)

Utilizando parametros infinitesimais (t,v,6,0) ~ (¢, (, €, &), podemos repetir o proce-

dimento feito para a situagao sem carga central, construindo
G(e,Ce,8) X (t,0,0,0)G (e, (,e,8) =
=X (t+eti(c0+e0),v+(—i(e0+c0),0+¢e,0+¢), (4.19)
o qual induz as seguintes representagoes para os geradores

s =40, , 6% = —i0,, (4.20)
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69 = 9y + 00, — i08, , 69 = 0y + 100, — 00, . (4.21)

Os geradores obedecem a mesma algebra
{5Q,5@} =20t | {§9,59) = {5@,5@} — 267 (4.22)

com 6 e 6% comutando com os demais.
Através da multiplicacao alternativa dos elementos de grupo pela direita, obtemos as

derivadas covariantes
D = 0y —i00, +i00, , D = 95 — i00, + 00, . (4.23)
Além delas anti-comutarem com as cargas 69 e 69, as mesmas satisfazem
{D,D} = —2i9, , {D,D} ={D,D} = 2i9,. (4.24)
Retornemos agora a discussao de supercampos, definimos um supercampo real
X(t,0,0,0) = fi(t,v) + 0 (t,v) + i0(t,v) + fo(t,v) 60 . (4.25)

Observe que, com essa formulacao, nao estamos mais em uma descricao de mecanica,
pois, agora temos campos f1, f2,1 e ¥ que, em geral, dependem de (¢,v).

Passemos a discussao de como os campos do supercampo real se transformam sob esta
SUSY. De modo anélogo ao feito para a situacao sem carga central, i.e., pela expansao

de Taylor do lado direito de (4.19) e comparando com
SX =6f1 +i05% +i0 50 + 006 fa (4.26)

temos que as variagoes ficam dadas por

Sfi=ictp+ich+efi + COufi, (4.27)
O =eduft —iEfo—Ef1 +eth+ COutp, (4.28)

d _ d . -
5f2:E(aw—éib—f-efg)—l—%(mﬁ—éw—l—Cfg). (4.29)
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Desde que f5 se transforma como derivada total de v e t e a medida fica inalterada
pelas transformagoes (determinante da matriz jacobiana é igual a 1), temos que uma acao
formulada em termos de supercampos reais, sera automaticamente invariante ao impormos
que os campos se anulam nos extremos. A transformacao de nosso interesse é a de SUSY,

assim, basta fixarmos ( = € = 0 nas variacoes acima, para termos
§SUSY — 69 4 269 (4.30)

com 69 e 69 sendo dados por (4.21).

E interessante frisar que nessa abordagem os supercampos quiral e anti-quiral nao
dependem de v e possuem a mesma forma obtida na SUSY sem carga central, nao acres-
centando nenhuma novidade. No caso de v ser compacto, uma ac¢ao formulada em termos
destes supercampos também sera invariante, pois, sob integracao de v aparecerd apenas
um fator multiplicativo global na lagrageana.

Vamos agora apresentar dois modelos onde aplicamos essa formulagao.
4.2.1 Configuragoes topolégicas em (1+1)D
Utilizando o supercampo real (4.25) e as derivadas covariantes (4.23), construimos a a¢ao

S:/dtdvd@dé [—%DXDXJFU(X) : (4.31)

com o termo cinético usual e um superpotencial U(X).

Em componentes essa agao resulta na seguinte densidade lagrangeana

_ 2
R L (T e
_0U i, s l -\ T
00 Gy + 5 0 = ) = 5 (@)D~ 0(0) (4.3

A partir dela fica evidente que a coordenada v é interpretada como uma dimensao
espacial e, como consequéncia, a carga central Z, na representacao diferencial, é propor-
cional ao operador de momento (6% = —id,). Nesse caso, concluimos que o papel da carga

central é acomodar uma estrutura de campos em (1 + 1)D.
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Sob transformagao de SUSY a lagrangeana toma a forma

UL = 2 % (i +ifigd + fos — b — ifiedd — hEd) +
+% d% (‘i(avf1)5¢ — (0 f1)E0 + facth — foF + ificth + ifléi/}) +
ou d ou - _
i (o~ =vir) s (a5 + 205g)- )

Desde que a varidvel auxiliar f2(¢,v) ndo possui dinamica, ela pode ser eliminada pelo

uso da sua equacao de movimento, f5(t,v) = 0U/0f1, resultando

o] 1 , 1/8U 02U
—§(f1) =5 @uf1) _§<3_fl) — Y o a7+
o (00 = 09) — 5 (0D)F — 9(0)) (1.34)

Essa nova lagrageana, equivalente a antiga, exibe claramente uma estrutura interes-

sante. Para isso, calculemos as equacoes de movimento:
fi—H+UU +yppU" =0, (4.35)

i +id b+ U =0, U =0U/df, . (4.36)
De acordo com [33], percebemos que as equagbes acima possuem uma configuragao

topolégica de sdliton, pois, fi(t,v) = fl(l)(v) satisfazendo

d ,
N ==U'(Y) (4.37)

é uma solucdo particular das equacdes acima, com ¥ (t,v) = M (¢,v) = 0.

A partir desta solugao e das transformagoes de SUSY (4.27) e (4.28) on-shell, ou seja,
com fo(t,v) = 0U/Of, podemos obter uma outra solugdo, nao-trivial para os campos
fermionicos e ainda com estrutura topolégica para os bosonicos. Para isso, pertubando a

solugao anterior, construimos

2=+ =AY, (4.38)
@ = 0 5 = 50 = 29, fY _ a0 | (4.39)

50



que sao solugoes das equagoes (4.35) e (4.36).
Por exemplo, no caso particular onde tomamos

1/2

U'(f) = + b%(l—cos(bfl)) , (4.40)

com b sendo constante, teremos uma versao supersimétrica para o kink associado a

equacao de sine-Gordon.

4.2.2 SUSY para o campo complexo de Klein-Gordon

Vamos agora explorar a estrutura da SUSY, com carga central Z e variavel v, em super-

campos complexos:
Y = y(t,v) + a(t,v) + 08(t,v) + 00h(t,v), (4.41)

Y =y(t,v) — 08(t,v) — Oa(t,v) + 00h(t,v). (4.42)

Formulemos a seguinte acao
5= / dtdvdfdé (a DYDY +a DYDY + YY) | (4.43)
com a e ¢ sendo constantes, a qual resultara na densidade lagrangeana
L =2a5§+2ahh+ c(yh+ hy) + ai(B3 — BB)+

~ia [(0,6) — B(0.0)] — 20 (,5)(Out) +
+ai (ad — aa) — ai [(0,0)a — (9,0)] + claa+ ). (4.44)

Novamente a varidvel auxiliar h pode ser eliminada pelo de uso de sua equacao de

movimento, h = —cy/(2a), fornecendo uma lagrangeana equivalente L’ dada por

2 pa —
L' = 2a3j = 20 (0.5)(0uy) — 5 vy + ai (aé — da + 53 — 45) +
—ai [(0,0)8 — a(3,5) + (0uB)a — B(D,a)] + ¢ (aa + 7). (4.45)
Nessa ultima fica evidente, pelos primeiros trés termos, que a mesma trata-se de uma

versdo supersimétrica para o campo complexo de Klein-Gordon massivo (m = ¢?/2a).
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Outras estruturas envolvendo supercampos complexos foram também exploradas, mas
nao forneceram os resultados desejados. Por exemplo, ao trocarmos o termo cY'Y por um
superpotencial U(cYY) em (4.41), obtivemos para a variavel auxiliar h = —c?y?4/(2a)
de modo que hh ndo resultard em um termo proporcional a (yi)?, que seria essencial para

outra formulagao de kink, como discutido por [34].

4.3 Conclusoes Parciais

Neste capitulo, estudamos a extensao da SUSY N = 2 através da introducao de um
operador de carga central Z. Duas situagoes foram discutidas: a primeira, baseada nos
artigos [31], e a segunda, construida nessa dissertacao. Passemos a uma andlise critica
das duas abordagens.

A introducao da carga central, na SUSY N = 2 e sem variavel v, nao conduziu a
nenhuma aplicacao para a equagao de Pauli, a menos que se tenha uma formulacao para
a mesma em termos de supercampos reais, o que até agora nao existe na literatura. Além
disso, algumas dificuldades aparecem nessa formulacao e que ainda precisam ser esclare-
cidas. Uma delas esta relacionada com a propria abordagem dos artigos citados acima:
eles utilizam uma formulagao de supercampos, mas nao mostram explicitamente qual é
a transformagao induzida no superespaco pelos geradores. Tal informacao é relevante
para obter a matriz jacobiana da transformacao e, por conseguinte, estudar a variacao
da agao. A segunda questao estd associada a prépria implementacao desta SUSY esten-
dida. Os modelos pseudoclassicos apresentados quebram a estrutura de supercampos,
tornando mais dificil construir uma acao invariante, pois, a mesma devera ser escrita em
componentes.

Na abordagem em que associamos uma variavel v para Z, fomos conduzidos natural-
mente as derivadas covariantes (4.23). Logo, através desses resultados, podemos acres-

centar um outro ponto de vista na situacao sem varidvel v, onde utilizamos as derivadas

D = 0y — 00, — 06% , D = 05 — 00, — 057 (4.46)
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no termo cinético usual. Com isso, poderiamos nos perguntar se a acao, formulada em
supercampos, ainda seria invariante, como ocorre quando §% = —id,. A mesma conclusao
poderia ser obtida ao lembrarmos do fato de que as derivadas covariantes devem anti-
comutar com as cargas de SUSY (4.5) e (4.6). Nos artigos, essa questao nao foi abordada
ou percebida, pois utilizaram as derivadas ”antigas”(2.58) e (2.59). Caso essa discussao
fosse verdadeira®, entdao seria mais simples construir uma acao invariante para variacoes
mais gerais e, por conseguinte, explorar isso na possivel dualidade com a teoria de cordas
ou em outros problemas fisicos.

Note que a aplicabilidade da segunda questao esta condicionada a resolucao da primeira.

Na introducao da SUSY N = 2, com Z e variavel v, temos que a mesma nao apresenta
os problemas do caso sem v, pois conseguimos uma descricao de super-grupo, permitindo
a compreensao do superespaco induzido pela super-algebra. Logo, foi possivel obter ex-
plicitamente as representacoes para as cargas e derivadas covariantes. Tal supersimetria
estendida seria aplicdvel em (1 + 1)D e nao mais na mecanica ordindria.

Na teoria de campos supersimétrica ordinaria, o anti-comutador das cargas de SUSY
¢ proporcional ao operador de momento junto com um matriz pertencente a algebra de
Clifford, assim, temos que a supersimetria estendida que estamos discutindo seria, de
modo informal, em ”1.5 - dimensional”.

Os exemplos estudados mostraram que a variavel v esta relacionada com uma dimensao
espacial. No primeiro deles, mostramos que configuragoes topoldgicas (kink) em (1+1)D
podem ser descritas por essa formulagao no setor bosonico, implicando numa solucao
nao-trivial para os campos fermionicos.

Uma observacao importante é que essa aplicacao nao foi discutida completamente,
pois, falta construirmos explicitamente as solugoes nos dois setores e mostrarmos que

elas conduzem uma agao invariante sob SUSY (on-shell). Por exemplo, para solugdes

3deve ficar claro para o leitor que isso é uma perspectiva. Inicialmente, deveriamos
estudar os casos particulares das transformagoes associadas aos modelos dos artigos [31]
e verificar se os ”contra-termos”sao gerados automaticamente devido as novas derivadas
covariantes. Em seguida, demonstrar a validade dessa abordagem para o caso geral.
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topoldgicas ndo podemos simplesmente impor em (4.33) que os campos se anulem nos
extremos. Além disso, deixamos também como perspectiva futura o estudo de uma teoria
quantica de campos para essa SUSY com 7 e variavel v.

Outros trabalhos, dentre os quais destacamos [35], partindo da teoria de campos rela-
tivistica em (14 1)D, obtiveram uma formulagao supersimétrica para kink, mas sem usar
a carga central. Nessa descricao, a supersimetria também confere uma solugao nao-trivial
aos campos fermionicos, que satisfazem uma equacao do tipo Weyl.

No segundo exemplo, construimos uma versao supersimétrica para o campo complexo
de Klein-Gordon.

No ambito da SUSY com carga central, existe ainda uma outra maneira de contornar
os problemas da representacao de 6% e da medida.? Para isso, abandonamos a idéia de

superespago e utilizamos a seguinte algebra de SUSY estendida:

{Q1, Q2 =7, (4.47)
Qi=Q3=H, (4.48)
[Q1, H] = [Q2, H] = 0. (4.49)

Por exemplo, para uma lagrangeana do tipo

verificamos que o papel da carga central Z é, além de satisfazer a algebra, impor o vinculo
Q2ZM (x,t) =0, (4.51)

a fim de manter a invariancia.

Portanto, o problema agora é encontrar as representacoes para Z, que satisfazem a
relagdo acima, definindo M(x,t) conforme os multipletes (1,2,1), (2,2,0) ou (0,2,2),
classificados de acordo com [36].

Observe que nessa dissertacao apenas alguns casos particulares e simples foram abor-

dados, outras possiveis aplicacoes e perspectivas serao discutidas nas consideragoes finais.

4esse apontamento foi dado por Sadi Khodaee.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Perspectivas
Futuras

Dentre os tépicos tratados ao longo dessa dissertacao e aqueles discutidos de modo es-
pecifico nas conclusoes parciais, gostariamos de mencionar algumas questoes mais globais
e também alguns problemas deixados em aberto como perspectivas futuras.

No terceiro capitulo, seguindo as argumentagoes da tese de doutorado [12], revisamos
a formulagao da SUSY N = 2 para a equagao de Pauli em (2+41)D, com acoplamento nao-
minimo, o qual forneceu um conhecimento necessario para dar continuidade ao seguinte
problema deixado nesta tese:

e generalizar os resultados obtidos para situacoes envolvendo campos Ae ¢ nao-
estacionarios.

Outra questao que apareceu ao longo da realizacao desse trabalho foi

e investigar a existéncia da SUSY desse modelo em espagos nao-comutativos.

Acreditamos que a abordagem de supercampos possa esclarecer melhor alguns desses
problemas. Por exemplo, a solucao da primeira questao deve estar associada a uma
redefinicao da prescrigao implementada no potencial de Kahler. Ja a segunda questao,
ainda nao foi discutida na literatura, pelo fato de que a maioria dos trabalhos de mecanica
quantica supersimétrica sao realizados em uma formulacao em componentes, assim, es-

pecificamente neste problema [20], somente foi apresentada a situagao de acoplamento
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minimo e, por conseguinte, nao levando em conta a contribuicao do momento de dipolo
magnético anomalo.

Ainda no terceiro capitulo, ao estudarmos a interacao produzida por potencias externos
I'(z) e ['(2) de natureza grassmaniana, conforme proposto na tese de doutorado [12] para
a mecanica quantica, corrigimos a representagao matricial 4 X 4 da interagao obtida pelos
autores e observamos a existéncia de alguns vinculos entre as componentes dessa matriz,
que nao foram considerados. Ao longo do texto, justificamos a necessidade de uma fungao
de onda com quatro componentes em véarias situacoes de sistemas planares, como, por
exemplo: na QED em (2 4+ 1)D invariante sob paridade, no estudo do grafeno e em
outras teorias envolvendo uma interagao de spin 3/2. Com relagao a esse assunto, temos
a seguinte motivagao:

e investigar a possibilidade desse modelo descrever algumas interacoes em sistemas
planares da matéria condensada.

Note que a introducao dos potencias I'(z) e T'(2) foi realizada através da quantizacio
canonica de um modelo na mecanica classica supersimétrica. Aproveitando tal construcao,
fizemos um tratamento desses potenciais em nivel pseudoclassico, que ainda nao tinha
sido discutido na literatura. Nessa situagao, estudamos apenas as situagoes mais simples
para os potenciais I' e ', os campos eletromagnéticos (com E nulo e B constante) e
resolvemos analiticamente o sistema de equagoes desses problemas. Os resultados foram
bastante interessantes, mostrando a possibilidade de introduzirmos forcas dependentes
explicitamente do tempo e outras uniformes, que trazem um acoplamento com as condigoes
iniciais associadas aos graus de liberdade fermionicos.

Como ja existem programas computacionais que podem resolver algebricamente ou
simbolicamente alguns sistemas de equagoes com variaveis de Grassmann, poderiamos

e estudar casos mais gerais para os potencias grassmanianos e com campos eletro-
magnéticos dependentes da posicao.

Acreditamos que a resolucao desses casos esclareceria melhor a interpretagao dessa des-

cricao como uma teoria efetiva, entre a mecanica classica ordindria e a mecanica quantica,
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sem colocar condigoes iniciais fermionicas (ndo-observaveis) no setor bosonico. Por exem-
plo, estudando I'(z) = >, o fi(2) , com f;(z) sendo dada por uma funcao polinomial ou
trigonométrica e a; parametros fermionicos.

No quarto capitulo, ao discutirmos uma generalizacao da SUSY N = 2 através da
introdugao de um operador de Carga Central, proposta por [31], nos deparamos com al-
gumas questoes nao percebidas pelos autores e que nao puderam ser resolvidas totalmente
nesse trabalho introdutoério, resumindo-se no seguinte problema: em um abordagem de su-
percampos ¢ imprescindivel o conhecimento das transformacoes induzidas no superespaco.

Os artigos formularam a supersimetria através de um ponto de vista algébrico, de
modo que nao obtiveram uma representacao explicita para os geradores como operadores
diferenciais. A solucao do problema provavelmente estd na construcao do super-grupo
associado a dalgebra estendida. Nesse sentido, ao introduzirmos um parametro bosonico
para a Carga Central, mostramos que a implementagao desta supersimetria é consistente,
mas, sua aplicabilidade se restringe a teoria de campos em (1 + 1)D.

Portanto, o problema inicial em nivel de mecanica ordindria, ou seja, em (0+ 1) D nao
foi resolvido. Entretanto, apareceu uma nova linha de investigacao em que até agora es-
tudamos apenas alguns casos particulares: utilizando supercampos reais em configuragoes
topoldgicas e, com supercampos complexos, na versao supersimétrica para o campo com-
plexo de Klein-Gordon. Logo, temos a seguinte perspectiva:

e explorar outras estruturas dessa supersimetria com v relacionado a Z, como, por
exemplo, a utilizacao de supercampos fermionicos e seu acoplamento com bosonicos.

Por 1ltimo, ainda na extensao supersimétrica de N = 2, fica uma outra motivacao:

e estudar a SUSY N = 2 na presenca de duas Cargas Centrais e com dois parametros
bosonicos associados.

Essa seria a extensao mais geral que a SUSY N = 2 poderia acomodar com a in-
troducao de Cargas Centrais e varidveis associadas. J& temos resultados preliminares
de que uma estrutura de super-grupo e superespacgo € consistente e obtivemos as repre-

sentacoes para os geradores, derivadas covariantes e supercampos. Nessa situacao, foi
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possivel obter também supercampos quiral e anti-quiral, permitindo que outras estru-
turas, como os potencias de Kahler, possam ser explorados. Deixamos a construcao de

alguns modelos como perspectiva futura.
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Apéndice A

Algebra de Grassmann

Nesse apéndice sera feita uma apresentacao bésica a respeito das estruturas matematicas
associadas a algebra de Grassmann, como, por exemplo, o conceito de geradores, paridade
de Grassmann, derivadas e integrais. Aproveitamos tal abordagem para fixar algumas
notagoes e convengoes a serem utilizadas ao longo da dissertacgao.

Uma algebra de Grassmann G,,, de dimensao finita n, é definida da seguinte maneira:

i) G,,(C) é um espago vetorial sob o corpo dos complexos C.

ii) existe um produto definido em G,,, que é bilinear e associativo com
respeito a adi¢ao e multiplicacao por escalares.

iii) G, contém o elemento unitario para esse produto.

iv) G,, é gerado por n elementos &, (o = 1,...,n), denominados geradores,

os quais satisfazem
€a£5+£5£a20, (a,ﬁzl,...,n) . (Al)

Uma base simples para tal espaco vetorial é dada por

{17 €a17"'7 6&717 gal 50127"'7 fal"'gan} ° (A2)

Através da algebra (A.1), satisfeita pelos geradores, temos que qualquer elemento

Q(&) € G, pode ser escrito na formal

Inote que estamos utilizando a idéia da soma implicita de Einstein quando dois indices
estiverem repetidos.

59



Q = wo + wOC f()f + wOCl a2 gal 50(2 + + wal < Qp g()él gan Y (A3)

com Wy, We y -y Way..a, € C. Isso nada mais é do que a soma de 2" monomios, onde
os coeficientes Wy, o, , (k= 2,...,n) devem ser anti-simétricos com o proposito de que a
representacao abstrata nao seja ambigua.

O espaco vetorial G,, pode ser escrito como a soma de dois subconjuntos:?
G,=GYacW, (A.4)

0 . .
onde G%) consiste de todos elementos pares de GG,,, ou seja, aqueles para o qual a soma
(A.3) contém apenas monémios com um numero par de geradores £. De modo contrario,
1), - . ,
GV ¢ formado pelos monomios com nimero impar de geradores. Logo, qualquer elemento

Q(¢) pertencente a G,, pode ser escrito na forma Q(¢) = QO (&) + QW (&) com

QO(&) = wo + Way ay Ear Eap + - € GO, (A.5)
QW(E) = wa €u + Way az a5 far Cas Cay + - € G (A.6)

Além disso, pela dlgebra (A.1), elementos de Gg) anti-comutam entre eles préprios e os
elementos de G\ comutam com qualquer elemento €2 € (,,. Para diferenciar os elementos

dos dois subconjuntos introduzimos o conceito de paridade, como sendo definido por

0, se Q € GO
n(Q):{ 1 se O € GW - (A7)

Muitas vezes os elementos com paridade par (n = 0) sdo chamados, por razdes na
fisica, de bosonicos, e aqueles com paridade impar (n = 1) de fermionicos.

Em resumo, se 21, Qs € G,, e possuem paridade definida entao
Q) Qy = (—1)" ) q, Q) (A.8)

n( Q) = [1n(Q1) + () | (mod 2).

2atente ao fato de que GSP nao é subespaco vetorial, pois ele nao possui a identidade.
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Passemos a introdugao de derivadas atuando sob essa algebra. Devido a propriedade
de anticomutacao dos geradores devemos distinguir dois casos. Considere inicialmente o
conceito de derivada ordindria de uma fungao f(xy,...,2x). Como bem conhecido, sua

variacao ¢ dada por
k

of ~~ Of
0f =) b Fo, = > B, 01 (A.9)
=1 =1

Observe que nessa situagao nao importa se a variacao dx; esta a direita ou a esquerda

da derivada parcial. Entretanto, para elementos da algebra de Grassmann, a ordem tem

importancia. Existe a seguinte distin¢ao na variacao de €2 € G,,:

TQ
082(&) = 0&a y ) (A.10)
90
5Q(€) = ST 0, - (A.11)

Denominaremos a derivada presente na variagao (A.10) e (A.11) como derivada direita
e esquerda, respectivamente.

Por construcao, a atuacao da derivada direita em um monomio arbitrario resulta

—

0
9. (§ar -+ €ai) = Gaay €z -+ €ay — Oacas §on Cag -+ Gy + o

(=1 O Ear Eap - Eayy s (A.12)

o qual permite demonstrarmos a seguinte propriedade no produto

% <9192) = (% Ql> Q2 + (_1>77(91) Ql <8i§a QQ) . (Al?))

Na mudanca de variavel, &, — £, = a.p s, a regra da cadeia fica

T . (g (Ta) EAY
T oo (38) (19 (20).

Apenas para elementos de GV a derivada direita e esquerda sao iguais. Em geral,

90
0o

_
n() 992
&,

—(~1) (A.15)
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assim, basta estudarmos as propriedades de uma delas.

O uso de derivadas direita e esquerda é apenas uma convencgao. Nessa dissertacao, uti-
lizaremos a derivada direita definida em (A.10). Repare também na notagao, comumente
usada por DeWitt [37], onde a flecha indica o sentido no qual a derivada vai atuar.?

Vamos agora introduzir as integrais, o qual foi feita independentemente por DeWitt

[37] e Berezin [38]. Através da exigéncia

d€a dfs + d€g d€a =0, Eadfs+d€sa =0, (A.16)

define-se formalmente as integrais fundamentais como

/dfa =0, / £ dé, =1, (sem soma sobrea), (A.17)

/(Cl Ql + Co Qg) dga = C / Ql d§a + Co / QQ dga s (A18)
com c¢;,co € C. Observe, pelos resultados, que a operagao de integragao possui uma
estrutura equivalente a derivacao.

Por dltimo, com relacao a operagao de complexo conjugado, aparece uma particula-
ridade na algebra de Grassmann. Ao contrario do que ocorre com nimeros complexos
usuais, € necessario convencionar uma ordem: seja ¢ € C e ¢ seu complexo conjugado,

entao a operacao involutiva * é definida por

(C§a>* = 552 ) (52)* =&a (ga gﬁ)* = 5;3 62 (Alg)

Logo, no caso particular de &, e {3 reais, i.e., pertencentes a G,,(R), obtemos

(€a£ﬁ)* = 5;5; = 55504 = _60455- (AQO)

Ao permitimos a existéncia de geradores complexos devemos exigir que

5«152 + fgfa =0, 525; + 5;5; =0. (A'Ql)

com o objetivo de facilitar a leitura das referéncias nesse assunto, vamos fixar a notacao
deles com relagdo & nossa. No livro do Sundermeyer [39] as derivadas sdo interpretadas
como (9/9¢) |R =9/0¢ , (0)9¢) |L = 9 /8¢, j4 no livro do Henneaux e Teitelboim [40],
temos 9L /0¢ = ﬁ/af , 0ftjo¢ = 3/85 e, por ultimo, no livro de Gitman e Tyutin [41],
81/0¢ = /o€ , 0,06 = D JO.

3
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Uma vez introduzido os elementos basicos da algebra de Grassmann, passemos a uti-

lizacao dela na fisica, a qual sera abordada no proximo apéndice.
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Apéndice B

Mecanica Pseudoclassica

Nesse apéndice discutiremos a introdugao de variaveis de Grassmann na mecanica. Vamos
analisar especificamente a formulacao hamiltoniana, construindo os colchetes de Poisson
generalizados e apresentando a idéia da quantizacao canonica, a fim de que, ao longo
da dissertacao, seja desenvolvido a quantizacao canonica para sistemas vinculados, sob a
perspectiva das teorias pseudoclassicas.

Comecemos com uma introdugao histérica. A primeira vez que as variaveis anti-
comutantes foram utilizadas na fisica foi no trabalho de Matthews e Salam [42], no es-
tudo de propagadores de campos fermionicos quantizados, em que para esses campos a
integragao funcional era sobre fungoes anti-comutativas. Ja o inicio de uma mecanica
com varidveis anti-comutantes foi em 1959 devido aos trabalhos de Martin [43], onde ele
apresenta o principio de Feynman para sistemas envolvendo tais varidveis e uma aplicacao
ao oscilador fermionico.

Todavia, apenas na década de 70, essa mecanica comeca a ser estudada sistemati-
camente, devido a Casalbuoni [44] e independentemente por Berezin e Marinov [45].
Destaca-se que as duas abordagens possuem motivacoes distintas. Na primeira, onde
foi introduzido o termo ”pseudocléssico” ou ”pseudodinamica”, Casalbuoni apresentou a
formulacao hamiltoniana, os colchetes de Poisson e as transformagcoes canonicas para esses
sistemas e ainda interpretou a pseudodinamica como uma teoria entre a mecanica classica

e a mecanica quantica. Para ser mais especifico, tal descricao estaria relacionada com o
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limite classico de uma teoria quantica com férmions e bdsons, onde persistimos com os
graus de liberdade fermionicos associados as variaveis de Grassmann. Na segunda abor-
dagem, Berezin e Marinov interpretaram a pseudodinamica como uma generalizacao da
mecanica cldssica, introduzindo uma formulacio estatistica para os observéveis! e dis-
cutindo algumas aplicagoes, como, por exemplo, uma descricao pseudocldssica para a
precessao do spin e a interacao spin-érbita.

E interessante colocarmos isso no contexto histérico. Na década de 70, a supersimetria
comega a ser estabelecida na teoria de campos em (3 + 1)D. Um dos trabalhos que
destacamos foi devido a Salam e Strathdee [46], no qual eles introduzem o conceito de
superespagco, colocando uma nova perspectiva para o uso da algebra de Grassmann, agora
como um parametro do espaco-tempo.>

Nessa década a pseudodinamica comeca a se tornar uma linha de investigacao cientifica,
cujos primeiros resultados relevantes foram a descricao pseudoclassica da equagao de Pauli
¢ de Dirac, conforme [45] e [47]. A motivacao inicial estava associada ao fato de que a
algebra de Clifford pode ser obtida via dlgebra de Grassmann, ou seja, as coordenadas de
Grassmann estariam descrevendo os graus de liberdade do spin. Em seguida, percebe-se
um intenso estudo da descrigao pseudoclédssica de modelos de supergravidade em (04 1)D
e nas equacoes de ondas relativisticas para spin arbitrario, de acordo com o livro do
Sundermeyer [39] e na dissertacao de Lemos [48], respectivamente.

Passemos agora a discussao da pseudodinamica e a sua formulagao lagrangeana e
hamiltoniana.

Para uma teoria pseudocléssica, a lagrangeana dependerd nao apenas de variaveis

ordinérias (bosonicas) ¢; e ¢;, mas também dos geradores &, e suas derivadas. Com isso

!desde que a varidvel de Grassmann ndo é um nimero real, ela ndo pode estar associada
a nenhum observavel. Entretanto, seu valor médio é um ntmero real e, portanto, pode
ser observavel. Para isso, os autores introduziram uma fungao distribuicao no espaco de
fase generalizado, a qual satisfaz uma determinada equacao de Liouville e, em seguida,
mostraram para alguns casos particulares que na quantizagao a fungao distribuicao fornece
a matriz densidade do sistema.

2essa ndo-comutatividade dos pardmetros fermidnicos do superespaco poderia ser um
reflexo de algum efeito quantico da gravitagao.
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devemos exigir

€alp+858a=0, &+&& =0, L& +E6E=0. (B.1)

Note que, ao introduzirmos dinamica, as variaveis de Grassmann dependem de um
parametro de evolugao, i.e., o tempo. Entretanto, da defini¢ao (A.3) as varidveis ordindrias
deveriam ser constantes. A sutileza é que agora consideramos as mesmas como fungao (ou
superfungoes, como denominado na literatura [37]), cuja imagem é o corpo dos complexos.
Desde que estas continuem satisfazendo as mesmas propriedades algébricas discutidas
aqui, nao sera necessario fazer uma distincao e abordar o conceito de supervariedades.

A acao, para teorias com derivadas de primeira ordem, é formulada de modo analogo

ao feito para o caso ordinario,

5= / 0t LG, i €asEnrt). (B.2)

Utilizando a convencao da derivada direita teremos que o principio variacional fornecera

as seguintes equacgoes de Euler-Lagrange:

— —
4oLy oLy oa (T L, 53
dt 8q1 (9qz dt 8§a 8§a

Definindo os momentos candonicos

oL L
P = = Ha = —, B.4
P= g oc. (B.4)
podemos contruir hamiltoniana,
HEC}ipi—i_éaHa_L? (B5)

eliminando as velocidades em funcao das demais variaveis.
Devido a nossa convencao, os momentos Il,, que aparecem na hamiltoniana, ficam
a direita dos &,. Caso utilizassemos a derivada esquerda entao os momentos ficariam a

esquerda.
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As equacoes de Hamilton sao dadas por

OH OH
= — G = , B.
p o = o (B.6)
: DH . OH
Ha - 85@ ) goz — _8Ha . (B7)

Note o fato de que aparece um sinal negativo na ultima.

A estrutura dos colchetes de Poisson pode ser deduzida de maneira similar do que é
feito na mecanica cldssica. Para isso, considere o espago de fase formado por (¢; , p; , &a s [la),
onde ¢; e p; sdo tomados como elementos pares da dlgebra de Grassmann, 7(q;) = n(p;) =
0, cujos geradores sao &, e II,. De acordo com (A.10), a variagdo de uma variavel ar-

bitraria A(q; , pi, &, a,t) (com paridade definida) pode ser escrita como

DA 0A DA 9 A T A
dA =6t — — i — + 08— + Il — . B.
0 8t+6qz8qi+5p18pi+ o 0€a—|—5 “ 31 (B.8)
Logo, utilizando as equagoes de Hamilton (B.6) e (B.7), temos que
L _0HOA 0HO0A (JH 3A+5H JA oA (B9)
~ Opi 0q;  Oq; Op; oll, 06,  0¢ 011, ot '

Exigindo que a equacao acima satisfaca uma estrutura analoga daquela obtida para

os colchetes de Poisson da mecanica classica, ou seja,

0A

= (B.10)

A={A H}+

entdo podemos inferir que os colchetes de Poisson (generalizados), entre uma variavel

dindmica A (com qualquer paridade) e uma outra B com n(B) = 0, serd dado por

(B.11)

OB 0A OB 0A 9B A . 9B TA
o, 0, | 0&, oM, |

Agora, gostariamos que esses colchetes possuissem as mesmas propriedades de seus

andlogos quanticos, {A, B} = —{B, A} , pois, a estrutura correta a ser usada na mecanica

quantica quando pelo menos uma das variaveis possui paridade par é o comutador, que
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é anti-simétrico.®> Para n(A) = 0 (colchetes entre béson-bdson) entdao a imposi¢ao de
anti-simetria é automaticamente satisfeita. No caso de n(A) = 1 obtemos, da mesma
imposi¢ao, uma defini¢ao para o colchetes entre béson-férmion.

Ainda falta discutir uma tultima questao: qual é a forma dos colchetes de Poisson gene-
ralizados quando as duas variaveis dinamicas I} e F, tém paridade impar ? Sabemos que
neste caso os colchetes devem satisfazer as mesmas propriedades de um anti-comutador

em mecanica quantica, ou seja,
{F, B} ={F, I}, {IFy, Fs} = Fy{Fy, F3} — {F, F3} Fy. (B.12)

Através da primeira propriedade e da forma (B.11), obtida para os demais casos,

podemos fazer o seguinte ansatz

(PP} —a (PROR  ORORY OF JF, . OF, OF (B13)
DT 0 op T 0a Op: 0o O, O O, ) '
o qual satisfard a segunda propriedade se a; = 1 = —as.

Pela definicao da derivada esquerda, podemos escrever todos os casos acima em uma

forma mais compacta,

8 A 9B
{A,B} = — C]J (B.14)
82J
onde z; é o vetor englobando (qi,pi,ﬁa,Ha) e Cry; = {z1,25} representa os colchetes
fundamentais
{QZap]} = - {l%(h} = 51] 3 {£a7Hﬁ} = {H,@afa} = _504,@ . (B15)

Abaixo listamos algumas propriedades destes colchetes.
1) paridade do colchetes: 71 ({A, B}) = [n(A) + n(B)] (mod2).

2) generalizagio da anti-simetria: {A, B} = — (=)™ 1B (B A} .

3

esses resultados de quantizagdo candnica podem ser resumidos através do seguinte
principio de correspondéncia de Bohr-Dirac em teorias regulares (ndo-vinculadas):

{A,B} — X (zé + (=1 B ,1).
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3) linearidade: {A, B+C}={A, B} +{A, C}.
4) generalizacdo da regra do produto:

{A,BCY = (—)""B)B (A C}+{A, B} C.

5) generalizacao da identidade de Jacobi:
{{A, B}, C} + ()" WO, O}, A} +
+(_)n(0)[n(A)+n(B)] {{C, A}, B} =0.

A estrutura desenvolvida até aqui é valida apenas para os modelos pseudoclassicos
sem a presenca de vinculos (teorias regulares), ou seja, para construir a hamiltoniana,
todas as velocidades generalizadas puderam ser escritas como fungoes das coordenadas
e/ou momentos e, por conseguinte, eliminadas através da transformacao de Legendre.
Entretanto, a maioria dos modelos fisicos sao teorias singulares (com vinculos).

O tratamento mais geral para teorias pseudoclassicas com vinculos deve levar em conta
a possibilidade de vinculos com diferentes paridades, tanto bosonicos quanto fermionicos,
conduzindo na necessidade de introduzir novos elementos matematicos (dlgebra de Berezin,
supermatrizes, ...) e, como consequéncia, novas operagoes (supertrago, superdetermi-
nante, T\ — transposigao, derivadas, integrais de Berezin, superjacobiano, ...). Além disso,
existe também a possibilidade dos vinculos dependerem explicitamente do tempo, o que
normalmente pode ocorrer em teorias com invariancia sob reparametrizacao. Essa situacao
acarreta em mudancas na estrutura dos colchetes. O leitor interessado na abordagem geral
poderd encontra-la em [40] e [41].

Na presente dissertacao, nao apresentaremos essa formulagao, pois, os modelos a serem
abordados possuem uma estrutura bem simplificada: os vinculos nao dependem explici-
tamente do tempo e possuem apenas paridade impar. Assim, para nossos objetivos,
a discussao apresentada é suficiente. A partir dos resultados obtidos nesse apéndice é

possivel, de modo andlogo ao feito para a mecanica classica ordindria, tratar estes casos
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particulares e construir os chamados colchetes de Dirac ({, },), os quais generalizam os
de Poisson, permitindo que o sistema evolua numa hipersuperficie do espaco de fase e

ainda preservando os vinculos. Por ultimo, através de
1 /o~ PR
[A,BYp — — <AB 4 (—1)MAnB A) . (B.16)
i

implemantaremos o procedimento de quantizacao.
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