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RESUMO

Entropia representa um dos conceitos mais notdveis da Fisica e, por meio da sua definicdo estatistica
em termos de probabilidades, permite uma conexao direta entre os mundos microscopico (descrito pela
mecanica estatistica) e o0 macroscopico (descrito pela termodinamica). A segunda lei da termodinamica
afirma que a entropia de um sistema isolado sempre aumenta para processos irreversiveis, conduzindo ao
interessante fendmeno da produgdo de entropia. Dentro da defini¢do estatistica da entropia, pode-se ver
que a producdo de entropia depende diretamente da derivada temporal da probabilidade correspondente.
Deste modo, pode-se utilizar, por exemplo, equagdes de Fokker-Planck, no caso de probabilidades con-
tinuas, ou equacdes mestras, ao tratar de probabilidades discretas. No presente trabalho, estudamos a
taxa temporal de producao de entropia relacionada com formas entrépicas generalizadas, por meio de
equagoes de Fokker-Planck ndo lineares e de equagdes mestras. Tanto a producao de entropia, associada
a processos irreversiveis, como o fluxo de entropia do sistema para o ambiente externo sdo estudados.
Alguns exemplos de formas entrépicas conhecidas sdo considerados e, em particular, o fluxo e a produ-
¢ao de entropia de Boltzmann-Gibbs sdo recuperados como casos particulares. Uma vez que as equacoes
de Fokker-Planck ndo lineares sdao apropriadas para o comportamento dindmico de varios fendmenos fi-
sicos da natureza, como muitos dentro do dominio de sistemas complexos, a abordagem desenvolvida
neste trabalho poderd ser aplicada em uma ampla classe de sistemas nao lineares, descritos por formas
entrépicas diferentes daquela de Boltzmann-Gibbs. Como exemplo desta classe de sistema, o fendmeno
da producdo de entropia em um sistema de vortices interagentes em um movimento superamortecido,
descrito por uma equagao de Fokker-Planck ndo linear, € analisado. Simula¢des de dindmica molecular
foram realizadas para este processo, mostrando uma boa concordéncia entre os resultados numéricos e
analiticos. Propomos também uma modificagdo no modelo da urna de Ehrenfest introduzindo termos
ndo lineares nas probabilidades de transicdo. Estas modificacdes conduzem, no limite continuo, a uma
equacgdo de Fokker-Planck caracterizada pela competi¢do entre dois termos difusivos, um linear e outro
nao linear. Por fim, uma extensdo da prova do teorema H utilizando equacdes mestras, considerando
formas entropicas generalizadas, é proposta.

Palavras-chave: Producao de entropia. Equagao de Fokker-Planck ndo linear. Equacao mestra.



ABSTRACT

Entropy represents one of the most outstanding concepts physics and, through its definition in terms of
statistical probabilities, it allows a direct connection between the microscopic worlds (described by statis-
tical mechanics) and macroscopic (described by thermodynamics). The second law of thermodynamics
states that the entropy of an isolated system always increases for irreversible processes, leading to the
interesting phenomenon of entropy production. Within the statistical definition of entropy, the entropy
production depends directly on the time derivative of the corresponding probability. For this purpose one
can use, e.g., the Fokker-Planck equation in the case of continuous probabilities, or the master equation,
when dealing with discrete probabilities. In the present work, we study the time rate of entropy produc-
tion associated with generalized entropic forms, through nonlinear Fokker-Planck equations and master
equations. Both entropy production, associated with irreversible processes, and entropy flux from the
system to its surroundings are studied. Some examples of known entropic forms are considered, and
in particular, the flux and production of the Boltzmann-Gibbs entropy are recovered as particular cases.
Since nonlinear Fokker-Planck equations are appropriate for the dynamical behavior of several physical
phenomena in nature, like many within the realm of complex systems, the approach developed in this
work should be applicable for a large class of nonlinear systems, described by entropic forms different
from the Boltzmann-Gibbs one. As an example of this class of systems, the entropy production in a mo-
del of superconducting vortices under overdamped motion is analyzed. Molecular-dynamics simulations
are carried for this process, showing a good agreement between the numerical and analytical results.
We also modified the Ehrenfest’s urn model by introducing nonlinear terms in the associated transition
probabilities. It is shown that these modifications lead, in the continuous limit, to a Fokker-Planck equa-
tion characterized by two competing diffusion terms, the usual linear and a nonlinear one. Finally, an
extension of the proof of the H theorem, using master equations, considering generalized entropic forms
is proposed.

Keywords: Entropy production. Nonlinear Fokker-Planck equation. Master equation.
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Capitulo 1

Introducao

O formalismo usual da mecanica estatistica, proposto originalmente por Ludwig Boltzmann (1844-
1906) e Josiah Gibbs (1839-1903), € considerado uma das teorias de maior sucesso, com intimeras apli-
cacgdes em Fisica, permitindo que modelos teéricos fossem propostos com o intuito de obter propriedades
termodinamicas de sistemas fisicos reais por meio de uma abordagem microscopica do problema [|1-3]].
Este formalismo possibilitou uma descri¢do adequada de uma grande quantidade de sistemas, essencial-
mente aqueles representados por equacdes lineares e caracterizados por interacdes de curto alcance e/ou
memorias de curta duracdo. Apesar da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) ser apropriada
(sob certas condi¢des) para sistemas em equilibrio, o mesmo pode nédo ser verdade para sistemas fora do
equilibrio, de tal forma que parte desta teoria pode ser aplicada apenas proximo ao equilibrio.

A caracteristica de um sistema fora do equilibrio termodinamico € a producdo continua de entropia.
A defini¢do da producdo de entropia remete a formulacdo da segunda lei da termodinamica, a qual
afirma que a entropia de um sistema isolado sempre aumenta em um processo irreversivel. No entanto,
a variacdo total de entropia por unidade de tempo nao acontece somente devido a troca de entropia com
o ambiente, mas também devido a produgdo de entropia no interior do sistema. A variacdo de entropia

dS de um dado sistema fisico pode ser decomposta em duas contribuicdes distintas [4-6]],

dS = dS, + dS; , (1.1)

onde dS. corresponde a variacdo de entropia devido as trocas de energia e matéria do sistema com
a vizinhanga (e: meio externo), enquanto que dS5; surge devido aos possiveis processos irreversiveis
efetuados pelo sistema (i: processos internos). Enquanto que d.S. pode assumir qualquer sinal, devemos
ter sempre d.S; > 0, de acordo com o segundo principio da termodinamica, valendo a igualdade apenas
para transformacdes reversiveis. Portanto, para processos irreversiveis, esta segunda contribuicao leva
ao efeito conhecido na literatura como producao de entropia de um dado sistema fisico.

Uma das formas de descrever o fendmeno de producdo de entropia consiste em definir a entropia

em termos de uma probabilidade P (%, t) (representando, por exemplo, a probabilidade de encontrar uma



particula na posi¢do Z, em um instante de tempo %), ou seja, S = S[P(Z,t)]. Desta forma, a derivada
temporal d.S/dt fica necessariamente ligada a derivada O P(Z, t)/0t; esta ultima pode ser obtida através
de equacdes importantes da mecanica estatistica, como por exemplo, as equacdes mestra ou de Fokker-
Planck [2,[3]]. A derivada temporal da entropia € usualmente escrita da seguinte forma [67]],

d

SsiP]=T- 3, (1.2)

onde II representa a taxa de produgdo de entropia em um processo irreversivel e ¢ denota o fluxo de
entropia do sistema para o ambiente por unidade de tempo. Neste contexto a segunda lei da termodina-
mica € equivalente a dizer que a taxa de producgao de entropia é sempre nao negativa, I[I > 0. No estado
estaciondrio, a taxa de variacdo de entropia € nula, desta forma II = ®. Se o estado estaciondrio € fora
do equilibrio, entdo II = ® > 0, enquanto que no equilibrio, I = & = 0.

A construgdo de uma teoria para sistemas fora do equilibrio passa por duas etapas principais relacio-
nadas a entropia. A primeira delas refere-se a defini¢cdo de uma entropia para sistemas fora do equilibrio;
usualmente utiliza-se a entropia de BG [8,9] para representar a entropia de ndo-equilibrio. A segunda
etapa consiste na definicao da taxa de producdo de entropia II ou, de modo equivalente, da taxa de fluxo
de entropia ¢, uma vez que estas duas quantidades estdo relacionadas pela Eq. (I.2). Com base na se-
gunda lei da termodinamica, I deve apresentar duas propriedades importantes: (i) ser ndo negativa; (ii)
ser igual a zero no equilibrio.

A grande maioria dos tratamentos que seguem este procedimento na literatura corrente fazem uso
da equacdo de Fokker-Planck (EFP) linear [7,8], ou de sua equacdo mestra associada [10,/11], as quais

estdo diretamente ligadas a entropia de BG,

Spc|P] = —k /OO dx P(Z,t)In[P(Z,1)] . (1.3)

— 00

Certamente, estes procedimentos se aplicam ao estudo do problema de producao de entropia em sistemas
caracterizados por difusdo normal, apropriadamente descritos por tais equagdes, € consequentemente
associados a forma entrépica Spi[P).

A aplicabilidade das equagdes lineares em fisica é usualmente restrita a sistemas idealizados, carac-
terizados por propriedades especificas, tais como: homogeneidade, isotropia, e invariancia translacional,
com particulas interagindo por meio de for¢as de curto alcance e com um comportamento dindmico
descrito por memorias curtas. Este é o caso das equagdes mestra e EFPs lineares mencionadas acima.
No entanto, ¢ muito comum, particularmente no que se refere a sistemas complexos, encontrar sistemas
fisicos que ndo preenchem estes requisitos como, por exemplo, sistemas que apresentam as seguintes
propriedades: interacdes competitivas, interacdes de longo alcance, memorias de longo tempo. Nes-

tes casos, as equagdes associadas devem ser modificadas, e muito frequentemente, termos nao lineares



sdo considerados para levar em conta estes efeitos. Como exemplo, podemos citar generalizacdes das
equagdes de Schrodinger, Klein-Gordon e de Dirac [[12,|13]], além das EFPs ndo lineares [[14]]. Muitas
areas da fisica tém sido beneficiadas pelos avangos no estudo de equacdes ndo lineares, como a dtica
nao linear, supercondutividade, fisica de plasmas, e mecénica estatistica de nao equilibrio, uma vez que
muitos fendmenos fisicos nestas dreas sao descritos por estes tipos de equagdes.

Dentre as equagdes mencionadas acima podemos destacar as EFPs ndo lineares [[14]], que estdo in-
timamente ligadas aos fendmenos de difusdo andmala [15]. Estes tipos de fendmenos podem ser en-
contrados em diversas situacdes fisicas, como o movimento de particulas em meios porosos e dindmi-
cas de crescimento de superficies, assim como de vortices interagentes em supercondutores desordena-
dos [16,/17], entre outros. Da mesma forma que a EFP linear estd diretamente associada a entropia de BG
da mecanica estatistica convencional [2], € possivel verificar que alguns tipos de EFPs nio lineares estdo
ligadas a teoria da mecanica estatistica nao extensiva [18]]. A demonstracdo do teorema H para sistemas
que obedecem equacgdes deste tipo nos leva necessariamente a introducio de entropias generalizadas,
diferentes da entropia de BG. Estes resultados sugerem uma conexao direta entre a dindmica de um dado
sistema fisico e a sua forma entropica.

Este trabalho consiste de oito capitulos, separados entre a presente introducdo, uma revisao biblio-
grafica concisa, cinco capitulos com resultados originais e uma breve conclusdo. No Capitulo [2] apre-
sentamos uma revisdo bibliografica relacionada aos temas abordados nesta tese. Por meio da andlise
do movimento browniano, definido em termos de uma equacdo de Langevin, introduzimos as formas
lineares da EFP e equagdo mestra. Mostramos que € possivel obter uma generalizacdo da EFP, mais
adequada para a descricao de fendmenos ndo lineares, que pode ser obtida via aproximacdes da equacdo
mestra. Fazemos também uma breve discussdo a respeito do teorema H e o modelo da urna de Ehrenfest,
mostrando como estes se relacionam com a EFP linear e a equacdo mestra. Além disso, discutimos o
fendmeno da producao de entropia, obtendo as contribui¢des de producdo e de fluxo de entropia usando
a EFP linear, bem como a equagdo mestra.

No Capitulo[3|analisamos a taxa de variagdo da entropia em sistemas descritos por EFPs nio lineares.
A EFP foi considerada em uma forma bastante geral, relacionada com formas entropicas generalizadas
por meio do teorema H. Ambas as contribui¢des associadas com as variagdes temporais da entropia,
ou seja, o fluxo e a producdo de entropia sdo obtidas, estendendo trabalhos anteriores com a entro-
pia BG para uma ampla classe de formas entropicas. Por fim, apresentamos alguns casos particulares
relacionados com formas entrépicas generalizadas existentes na literatura. Este mesmo formalismo € de-
senvolvido no Capitulo | para sistemas descritos em termos de probabilidades discretas, cuja evolucao é
dada por uma equagdo mestra associada a entropias generalizadas.

Uma aplicagdo fisica para a abordagem descrita no Capitulo [3] ¢ apresentada no Capitulo [5} onde
analisamos a produc¢do de entropia em um sistema de vortices interagentes em um movimento supe-
ramortecido, que mostrou-se associado a mecanica estatistica ndo extensiva. Os resultados analiticos

obtidos sdo comparados com resultados numéricos encontrados por meio de simulacdes de dindmica



molecular, onde verifica-se uma boa concordancia entre eles.

O modelo da urna de Ehrenfest ¢ modificado no Capitulo [6] onde termos ndo lineares sdo introduzi-
dos nas probabilidades de transi¢do. No limite continuo, estas modificagdes conduzem a uma EFP ndo
linear com dois termos difusivos, o termo linear usual e outro nio linear, associado a difusdo andémala.
Mostramos que a solugdo estaciondria € a mesma obtida pela extremizacao da entropia associada. Além
disso, os efeitos das contribuicdes ndo lineares na produgdo de entropia sio analisados.

Uma extensdo da prova do teorema H usando equacdes mestras, considerando formas entropicas
generalizadas definidas em termos de probabilidades discretas, ¢ apresentada no Capitulo [7| Neste
capitulo, mostramos que as derivadas temporais da energia livre e da energia interna estdo diretamente
relacionadas com as contribui¢des de producgao e fluxo de entropia, respectivamente, sendo estas relacoes
também verificadas quando consideramos EFP ndo lineares. Por fim, no Capitulo 8 apresentamos nossas

conclusdes e algumas perspectivas dos temas apresentados.



Capitulo 2
Revisao bibliografica

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des, demonstracdes e resultados conhecidos na litera-
tura, que serdo relevantes para o restante da tese. Para revisdes mais detalhadas recomendamos os livros
Huang [1], Reichl [2] e Balian [3] em mecanica estatistica; Prigogine [4-H6] e Groot e Mazur [/] para o
fendmeno de producgdo de entropia; para as EFPs sugerimos os livros do Risken [19] (caso linear) e do
Frank [14]] (caso ndo linear); Tsallis [18]] para a mecanica estatistica ndo extensiva.

O tema principal abordado nesta tese é o fendmeno da produgdo de entropia em sistemas complexos,
envolvendo equacdes mestras e EFPs ndo lineares. Desta forma, na sequéncia apresentaremos as EFPs
linear e ndo linear, assim como a equacdo mestra e a derivagdo de EFPs lineares e ndo lineares via
aproximacgoOes da equacdo mestra. Faremos também uma breve discussdo a respeito do teorema H e o
modelo da urna de Ehrenfest, mostrando como estes se relacionam com as EFPs. Por fim, discutiremos o
fendmeno da produgdo de entropia, mostrando como as contribui¢des de produgdo e de fluxo de entropia

podem ser obtidas, no caso linear, utilizando a EFP e a equacdo mestra.

2.1 Equacoes de Fokker-Planck

Uma das mais importantes equacdes fenomenoldgicas da mecénica estatistica de ndo equilibrio é
a EFP linear, que governa a evolugdo temporal da distribui¢cdo de probabilidades associada a um dado
sistema fisico, na presenca de um campo de forca externo, desde que os estados do sistema possam ser
expressos de forma continua. Esta equagao trata satisfatoriamente diversas situagdes fisicas, como por
exemplo, aquelas associadas a difusdo normal, e estd fundamentalmente associada com a teoria de BG,
uma vez que a distribui¢do de Boltzmann, que usualmente é obtida maximizando a entropia BG (sob
certos vinculos), também aparece como a solugdo estaciondria da EFP linear.

Entretanto, como ja foi dito, muitos sistemas complexos nao sdo descritos adequadamente por equa-
¢oes lineares, como aqueles que apresentam difusdo andmala, como por exemplo, o fendmeno do trans-

porte de particulas em meios desordenados. Uma possivel alternativa para descrever o processo de
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transporte andmalo consiste em introduzir nao linearidades nas equacdes. Para a EFP diversas gene-
raliza¢Oes foram propostas, permitindo a descricdo de sistemas caracterizados por difusdes andmalas e
dinamicas no equilibrio e fora do equilibrio. E comum encontrar distribui¢des de probabilidades em leis
de poténcias, as quais maximizam a entropia de Tsallis, como solu¢des de algumas EFP nao lineares.
Isto sugere que o formalismo da mecénica estatistica ndo extensiva estd intimamente relacionado com as

EFPs nao lineares.

2.1.1 Equacao de Fokker-Planck linear

A EFP, introduzida por Adriaan Fokker (1887-1972) e Max Planck (1858-1947), descreve a evolucao
temporal da densidade de probabilidades. O primeiro uso desta equagdo consistiu na descri¢ao estatistica
do movimento browniano de uma particula em um fluido. Como € sabido, 0 movimento browniano é
governado por uma equagdo de Langevin, que pode ser resolvida para diferentes perturbacdes estocdsti-
cas, permitindo o cdlculo de valores médios. Entretanto, um método alternativo consiste em utilizar uma
equacdo diferencial com derivadas parciais para a densidade de probabilidades associada ao processo
estocdstico, e no caso do processo ser descrito por um ruido gaussiano aditivo, a equacgao diferencial
resultante € uma EFP. Ao descrever um processo estocéstico usando uma EFP ndo temos acesso direto
a todas as informacdes provenientes da equagdo diferencial estocdstica que a originou. No entanto, a
EFP ¢ muito util, por exemplo, para obter expressdes analiticas para a densidade de probabilidades no
estado estaciondrio, que em muitos casos nao podem ser obtidas diretamente das equagdes diferenciais
estocasticas.

Para derivar um tipo de EFP linear, iremos considerar um processo estocdstico descrito por uma

varidvel dependente do tempo x(t), a qual obedece a seguinte equagio diferencial

dx(t)
dt

= f(x,t) +V2DC(t), 2.1)

onde f(x,t) denota uma funcdo dependente do tempo, D a constante de difusdo e ((t) corresponde a
uma varidvel aleatdria, que iremos considerar aqui como sendo um ruido branco, ou seja, com média

nula e correlagdo temporal do tipo delta,

(C(t)) = 0; (2.2)
(C)c)) = o@t—1t). (2.3)



2.1 Equacoes de Fokker-Planck

Seja uma funcg@o arbitraria h(x), usando a regra de Itd E] [20], assim como a Eq. (2.1), a equagdo diferen-

cial estocdstica para h(z) é

dh = (%) flz,t)dt+ D (%) dt + V2D @—h) C(t)dt .

T X

Tomando a média em ambos os lados desta equagdo

iy = (rten () ) (o (%)Yt

ou ainda,

2~ G (D) (o(2)
_ / [f(x,t) (%) +D (%)} P(z,t)dz |

— 00

onde nas equacdes acima utilizamos

(e 9]

(u(x,t)) = /u(x,t)P(x,t)da:,

— 00

2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

para representar uma média sobre uma dada distribui¢do de probabilidades P(z,t). Realizando integra-

¢Oes por partes e usando as condigdes usuais para que P(z,t) seja normalizada (lim, 4., P(z,t) =0

e lim, 4o (OP(z,t)/0z) = 0), obtemos

[arnoZe )~ [ aon [—g[f(:c,t)P(x,t)]JrD—aQP (z,t)

ot ox

—00 —00

Para maijores detalhes sobre a prescri¢iio de Itd, veja o Apéndice A.

(2.8)
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Como a Eq. (2.8) deve ser valida para qualquer /(z), temos a seguinte EFP linear,

WD~ O typlany) + D2 DL

ot ox (29)

Considerando D > 0 e f(z,t) independente do tempo e representando uma forca confinante, os dois
termos do lado direito competirdo entre si, de tal forma que para um tempo suficientemente longo,
teremos uma solug@o estaciondria. Para um processo descrito por N varidveis X = {z1,...,zx}, a EFP

linear pode ser escrita como [19],

8th 0?
— _Zaxz fi(x, t)P(x,1)] JFZDJ8 a$]P(X 1), (2.10)

=1 7‘77

onde as varidveis x; podem ser de natureza diferentes, por exemplo, posicao e velocidade.

2.1.2 [Equacoes de Fokker-Planck nao lineares

Apesar da EFP linear ser considerada apropriada para uma grande variedade de sistemas fisicos,
¢ reconhecido que muitos sistemas reais exibem dindmicas fora do ambito das equacdes diferenciais
lineares [14], como por exemplo, difusdo anomala [[15]]. Este tipo de fendmeno pode ser encontrado
em diferentes sistemas, como no movimento de particulas em meios porosos [21-24]], na dindmica do
crescimento de superficies [22]], na dinamica de vértices interagentes em supercondutores desordenados
[16L/17,[25]], entre outros.

Com o intuito de abordar tais sistemas, diversas generaliza¢des da EFP linear vém sendo propos-
tas. Essencialmente, duas abordagens t€m sido usadas com este propdsito. A primeira consiste em
introduzir o cardter anomalo do processo por meio de correlagdes presentes em operadores nao lo-
cais como acontece nas EFPs fraciondrias [26]. A segunda abordagem consiste no uso de EFPs ndo
lineares [14}22,27-32], algumas das quais surgiram como generalizacdes fenomenolégicas da EFP
usual [27-29], com solu¢des na forma de leis de poténcia para a distribui¢cao de probabilidades.

Uma forma geral para uma EFP ndo linear pode ser escrita como [|14}33]],

an,t) _ _a{A(x)\IéiP(x,t)]} D%{Q[P(%tﬂ%} : (2.11)

onde D representa uma constante positiva com dimensdes de energia e A(z) é uma forca externa asso-
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ciada a um potencial ¢(x) [A(x) = —d¢(z)/dz]. Os funcionais V[P (x,t)] e Q[P(x,t)] sdo quantidades
positivas finitas, integraveis e diferencidveis (a0 menos uma vez) com relacdo a distribui¢do de proba-
bilidades P(x,t) [33]. Além disso, para garantir que P(z,t) seja normalizada para todo ¢, as seguintes

condi¢des devem ser obedecidas,

P, ) psane = 0; 221 —0; A@V[P@, ]lessce =0 (V).  (2.12)

Esta EFP apresenta uma forma bastante geral e os funcionais W[P] e 2[P] podem ser escolhidos de
acordo com os requisitos do sistema estudado, podendo reproduzir formas conhecidas das equacdes ndo
lineares presentes na literatura. A generalizacdo da Eq. (2.11]) para um processo N dimensional pode ser

escrita da seguinte forma,

aP(X t) 0 OP(x,t)
= Ai(x,t)U t)] D; QIP(x,t)]|——— 2.13
za@{ X OUIP(x }+; R CUROE ) BRCAE
onde x = {xy,...,xN}. Por simplicidade, analisaremos na presente tese somente o caso unidimensio-

nal, considerando a Eq. (2.1T)) como a forma geral das EFPs néo lineares.

2.2 Equacao mestra

A equacgdo mestra € uma das equagdes mais importantes para a Fisica Estatistica, com uma vasta
gama de aplicacOes, governando a evolugdo temporal dos processos estocdsticos markovianos. Um pro-
cesso estocastico € denominado markoviano quando a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento
depende apenas da probabilidade de ocorréncia do evento imediatamente anterior [34]]. Mais especifica-
mente, a equacdo mestra descreve como a probabilidade de encontrar o sistema em um dado estado varia
com o tempo devido as transi¢des entre os estados.

Considerando um sistema descrito por um conjunto de varidveis estocdsticas discretas, podemos
definir P;(¢) como a probabilidade de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela varidvel
discreta ¢ no instante . Basicamente, a equac@o mestra expressa o simples fato de que P;(¢) aumenta
com o tempo devido as transi¢des de outros estados para o estado ¢, e diminui devido as transi¢des do

estado ¢ para outros estados, isto €,
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) S B w(t) — Pty (1) @14

Na equagdo acima, wy,(t) representa a taxa de probabilidade de transi¢do do estado k para [, ou seja,
wy (t)dt expressa a probabilidade da transi¢do do estado k para o estado [ ocorrer durante o intervalo de
tempo entre ¢ e t+dt. A equacdo mestra pode também ser escrita para o caso de uma varidvel estocdstica

continua x da seguinte forma,

an,t) _/ Oodx/[P(x/7t)w(x/|x) _ P(%,t)w(ﬂx/)], (2.15)

—00

onde w(y|z) representa a taxa de probabilidade de transi¢do do estado y para o estado z. Escolhendo
convenientemente as taxas de transi¢do, ambas as formas da equagdo mestra (Eqs.([2.14)) e (2.15)) levam,
sob certas aproximacodes [2,35]], a EFP linear. No entanto, EFPs ndo lineares também podem ser obtidas

diretamente da equag¢do mestra introduzindo efeitos nao lineares nas taxas de transi¢des [36,37].

2.2.1 Equacao mestra e equacao de Fokker-Planck linear

A equacdo mestra, sob certas condicdes, pode ser aproximada a uma EFP. Com o objetivo de exem-
plificar tal aproximacdo, iremos considerar inicialmente o problema do passeio aleatério (uma simplifi-
cacdo do movimento browniano) unidimensional, cujo comprimento do passo é dado por A. A equagio
mestra para este movimento pode ser escrita como

OP(nA,t &
(gt ) _ > [P(mA, ) wm (A1) = P(nA ) w, (A, 1] (2.16)

m=—00

onde P(nA,t) é a probabilidade de encontrar o caminhante no tempo ¢ no ponto x = nA. Escolhendo

a taxa de transicao como sendo

D
wi (A, 1) = F(ék’l“ + Op-1) .17

onde D é uma constante e substituindo esta taxa de transi¢do na Eq. (2.16)), obtemos

OP(nA,t) D

5 = 5 P((n+ DAL + P((n = DA, 1) — 2P(nA,1)] (2.18)
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Considerando z = nA e tomando o limite A — 0, podemos expandir o lado direito da Eq. (2.18) em

série de Taylor,

OP(x,t) .. D
— = ilino P[P(:c +At)+ Pz — At) — 2P(z,t)]

D oP 1 (%P ,
= E{I}OP |:P(33,f;) -+ (%)A:OA+§ (W)A:OA +
oP 1 (%P )
+P(l’,t)—(%>A:0A+§<W)A:OA +—2P<I,t):|

(2.19)

ou seja, no limite A — 0, o problema do passeio aleatdrio é descrito por uma EFP simples onde ndo
ha forgas externas atuando, isto €, por uma equacdo de difusdo. A EFP linear com for¢a externa pode
ser obtida da equacdo mestra usando a taxa de probabilidade de transi¢do de um passeio aleatério com

preferéncia, por exemplo, um bébado caminhando em uma rua inclinada,

1 D
wk,l(A, t) = _Z5k71+1A(kA) + P(&k’lJ’»l + 5]{71,1) . (220)

Substituindo esta taxa de transicao na Eq. (2.16)) e repetindo os mesmos procedimentos utilizados ante-

riormente, obtemos,

9P(z,t) _ _Q[A(x)P@,t)HD%,

By g (2.21)

onde A(x) representa uma forga externa agindo sobre o sistema. Como vemos, esta EFP é semelhante a

EFP obtida da equagdo de Langevin (2.1)).

2.2.2 Equacao mestra e equacoes de Fokker-Planck nao lineares

De modo semelhante ao caso linear, as EFPs ndo lineares podem ser derivadas por meio de aproxi-
macoes efetuadas em uma equagdo mestra. Para obtermos uma EFP ndo linear usaremos uma abordagem

semelhante a utilizada nas Refs. [36,37], introduzindo ndo linearidades através da taxa de transicdo da
equacdo mestra (2.16) [33,38],
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1

5 Ourn + 0o TIP(RA D), RUA D], 222)

W (A1) = —%%HA(M)OL[P(M)] +

onde A(kA) representa uma forca externa adimensional, a[P] é um funcional da probabilidade P(n,t),
enquanto o funcional Y|P, R] depende de probabilidades P e R. As probabilidades P e R estdo associa-
das a diferentes estados, embora R(kA, t) = P(kA,t). De modo semelhante ao caso linear, substituimos
a taxa de transi¢do (2.22) na Eq. (2.16)), definimos © = nA e expandimos os termos dependentes de A

em série de Taylor. Ao tomarmos o limite A — 0, obtemos a seguinte equagdo de EFP ndo linear,

8P§§,t) _ _8{A(m)\18/[xP(:U,t)]} +D% {Q[P(:E,t)]apa(i’t)} ’ (2.23)
U[P(x,t)] = P(x,t)a[P(z,t)], (2.24)
Q[P(x,t)] = |Y[P,R]+ P(x,t) (8'1“({[;;, B _ 8Tg;: m)}R . (2.25)

onde usamos o fato que OP(z,t)/0x = OR(x,t)/0x. Como ilustraremos no préximo capitulo, uma EFP

ndo linear semelhante a esta, Eq. (2.23)), pode ser obtida também a partir de uma equacdo de Langevin.

2.3 O teorema H de Boltzmann

Provado por Boltzmann em 1872, o teorema H € uma consequéncia natural da equagdo cinética por
ele introduzida. Esta equacdo, atualmente conhecida por equacio de Boltzmann, descreve a evolugdo
temporal da distribuiciao de particulas no espago de fases para um gds com inomogeneidades [2]. Na
auséncia de forgas externas, o sistema deve atingir o equilibrio apés um tempo suficientemente longo.

Considere f(p, ¢,t) uma distribuicdo tal que f(p, ¢,t)dpdq representa o nimero médio de particulas
que, em um instante de tempo ¢, possuem posi¢des entre ¢ e ¢+ d¢'e momenta entre p'e p+ dp no espaco

de fases. Desta forma, a equacio de Boltzmann pode ser escrita como [|1-3]]

of  pof gz 0f _(Of
8t+m8q_’+F(q 323_(315)601’ (2.26)
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onde m denota a massa das particulas, F (¢) a forga total atuando em um particula na posi¢do ¢ e
(0f/0ot),,, € denominado de integral de colisdes, o qual leva em conta efeitos de colisdes entre as particu-
las do gds. A partir da distribui¢do f(p, ¢, t), Boltzmann definiu o funcional (conhecido como funcional

H de Boltzmann),
H(t) = [ dpif (53,01 17 0.0) 227)

o qual obedece a desigualdade

dH(t)
<0, (2.28)

conhecida como teorema H de Boltzmann. Logo, a fungido H(t) possui uma direcdo bem definida no
tempo, o que abre a possibilidade de uma conex@o com a segunda lei da termodinamica. Portanto, o

funcional H (t) foi relacionado com a entropia de BG pela seguinte expressdo
Spa(t) = —kH(t) 4+ constante . (2.29)

Uma vez que H (t) sempre decresce com o tempo, Spg(t) ird, por sua vez, sempre aumentar com o

mesmo, ou seja,

dH (t) dSpa
> () 2.30
dt = . — ( )

para um sistema isolado.
A prova do teorema H pode ser realizada de diferentes formas, como por exemplo por meio da
defini¢do estatistica da entropia (na qual a entropia é expressa apenas em termos de probabilidades),

que, no caso de BG, é

Spa = —k / deP(z,t)In P(x,t), (2.31)

—00
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em termos de probabilidades continuas, e
Spa = —k Y _ Pi(t)In Pi(t) , (2.32)

no caso discreto. Deste modo, a variagdo temporal da entropia depende diretamente da derivada tem-
poral da probabilidade, onde pode-se utilizar, por exemplo, a EFP linear ou uma equac¢io mestra, como

mostraremos na sequéncia.

2.3.1 Teorema H usando a equacao de Fokker-Planck linear

Iremos considerar aqui a EFP linear dada por,

OP(z,t) O[A(x)P(z,t)] N D82P(x,t)

= — 2.33
ot oz dz? (2.33)
onde a for¢a A(x) estd associada a um potencial externo ¢(z), de modo que A(x) = —(d¢(z)/dt). Além
disso, assumiremos as seguintes condi¢des de contorno
OP(z,t
P(x,t)]ss400 =0 % =0; [A@)P(z,t)]]|ss400 =0 (Vt) . (2.34)
xr r—Eo00

Uma vez que estamos lidando com um sistema que troca energia com o ambiente, aqui representado

pelo potencial externo ¢(x), € importante definirmos também o funcional da energia livre,

F=U-TSss; U= / dx ¢(x)P(x,t) (2.35)

—00

onde U representa a energia interna do sistema.
Neste caso, o teorema H corresponde a um sinal bem definido para a derivada temporal da energia

livre, o qual consideramos como (dF'/dt) < 0. Usando as defini¢des acima, tem-se
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aF o] I
L. /dx gb(x)P(x,t)+kT/d;c Pz, t)In Pz, 1)
_ / do (6() + KTIn Pz, 1) (236)

Substituindo a EFP da Eq. (2.33)) para a derivada temporal da probabilidade na equagéo anterior, obtemos

dF r 0 oP
i / dz (¢(z) + kT In P(x,t)) P <A(:1:)P(x,t) - D$> , (2.37)

que, integrando por partes e assumindo as condi¢des dadas pela Eq. (2.34), resulta em

Z_f _ 765;5 5 (i’t) (A(x)P(x,t) —kT%) (A(x)P(x,t) —Dg—f) . e3®)

onde usamos A(x) = —(d¢(z)/dz). Identificando D = kT, a derivada temporal da energia livre pode

ser escrita como,

dF 1 oP\?
— = —/dx Pld) (A(:E)P(w,t)—DE> <0, (2.39)

o que corresponde ao teorema H para o presente caso.

2.3.2 Teorema H usando a equacio mestra

Consideraremos agora o caso de probabilidades discretas, tal que a evolugdo da distribui¢do de pro-
babilidade seja governada pela equagdo mestra definida pela Eq. (2.14). Para um sistema em contato

com um reservatorio térmico, o funcional da energia livre pode ser escrito como
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F=U-TSe, U=) &P, (2.40)

onde ¢ representa um autovalor de energia. Portanto, pelas Eqgs. (2.32) e (2.40), a derivada temporal da

energia livre € dada por

C;_I; _ (Zg +kTZP £)In P,(t >

= Y [ei+ kT InPi(t)] 81;;( ) : (2.41)

i

que, usando a equagdo mestra dada pela Eq. (2.14), resulta em

dF

dat > [es + kT P [Prwy; — Pawy] (242)

i’j
Por simetria, podemos trocar os indices 7 <+ j; somando esta nova equagdo com a Eq. (2.42)), obtemos

dF

1
- =5 > [(ei + kT P) — (g, + kT In P;)] (Pjw;; — Pawy) . (2.43)

0]

Sabe-se que as taxas de probabilidade de transi¢éo wy,,(t) da equagéo mestra (2.14) satisfazem, no
equilibrio, a condi¢ao de balango detalhado, Pj“wj; = P“w;;. Usando a distribuigao de equilibrio de

BG, esta condi¢do equivale a

wﬂe_aj/(kT) = wije_ai/(kT) . (244)

—&/(kT)

Realizando a seguinte mudanca de variavel w;,, = wj,e , a Eq. (2.43)) pode ser reescrita como
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dF

1
— = 3 D e+ kT P) — (g5 + kT In Py)] [Pyetes/F iy — Pret=e/ iy ] (2.45)

]

onde os novos coeficientes w;,, sdo simétricos (w;; = ;). Nota-se ainda que, na Eq. (2.45), os termos

entre parénteses podem ser escritos como,
&1+ kTIn P, = kT In[Pete/D] (2.46)

de modo que podemos definir uma nova varidvel B, tal que P, = Pete/(T) Portanto, a derivada

temporal da energia livre é dada por

oo BNy (E— }) (mﬁi—lnﬁj) <0, (2.47)

sendo o equilibrio alcancado quando P; = P;.
Dadas certas limitagdes da teoria de BG, principalmente no que se refere a analise de sistemas com-
plexos, no Capitulo [7] propomos uma prova do teorema H usando equacdes mestras associadas a formas

entropicas generalizadas.

2.3.3 Teorema H usando equacoes de Fokker-Planck nao lineares

A prova do teorema H usando EFPs ndo lineares foi feita recentemente por diversos autores [ 14,33}

38-41]], considerando uma forma entrépica generalizada [33],

S[P] = kAQIP]];  Q[P] = /OO dx g[P(z,t)];  9(0) =g(1) =0; il <0, (2.48)

o0

onde k é uma constante positiva com dimensdes de entropia, A[Q[P]] representa um funcional mono-
tonamente crescente, pelo menos uma vez diferencidvel, enquanto o funcional interno g[P(z,t)] deve
ser ao menos duas vezes diferencidvel. No caso de um sistema sujeito a um potencial externo ¢(z), o

teorema H corresponde a um sinal bem definido para a derivada temporal do funcional de energia livre
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(dF/dt < 0),

F=U-6S; U= /00 dx ¢(x)P(x,t) , (2.49)

—00

onde 6 representa um parametro positivo com dimensdes de temperatura.

Com estas equagdes temos

62_1:’ = % /dm ¢(x)P(z,t) — kOA[Q[P]]
- / dz <¢<:v) - W—dg[@Q ] %) %_]; ' 230

Usando a EFP ndo linear da Eq. (2.11)) na derivada temporal da equagdo acima e integrando por partes

(assumindo as condi¢des de contorno [2.12)), obtemos

iF [ (de(x) oP
= = —/dm( = \IJ[P]+DQ[P]%>
2
x (d(g(? = k&%g?] dd‘z__[,f]g—g . 2.51)

Para que o sinal da derivada temporal da energia livre seja bem definido (o qual foi considerado como
(dF/dt) < 0 nas Refs. [33,42]), os funcionais da Eq. (2.11) devem estar diretamente relacionados com

a forma entropica,

_dA[Q]g[P] _ Q[P]

— 2.52
i0 dp?  wlp]’ (2.52)
onde foi assumido, de maneira andloga ao caso linear, que D = kf. Com isto,
dF r dé(z) Q[P oP\’
—_— = — dz V(P D — ) <0 2.53
di /x[]<da:+ VP oz ) = (253)

—00
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lembrando que D e W[P] sdo quantidades positivas, e U[P] é um funcional monotonamente crescente de
P(z,t).

A Eq. apresenta uma importante relagdo entre os funcionais W[P| e Q[P] e as possiveis formas
entropicas, criando uma conexdo entre a dindmica descrita por meio da EFP (2.11) e a mecanica esta-
tistica, representada pela entropia da Eq. (2.48). Esta relacdo leva também a uma correspondéncia entre
familias inteiras de EFPs, definidas pela razao (2[P]/W[P], e uma tnica forma entrdpica, permitindo o
célculo da forma entrdpica associada com uma classe de EFPs. Por outro lado, considerando uma dada
forma entrdpica, esta relacdo permite também encontrar a familia de EFPs associada.

Outro fato que fortalece a relacao (2.52)) é que, no equilibrio, ela é equivalente ao principio de entro-

pia maxima [33]]. Para verificarmos isto, introduzimos o seguinte funcional

1P(z,t)] = %S[P]Jra 1—/de(x,t) + 8 U—/dxqb(x)P(x,t) s

onde « e  sdo multiplicadores de Lagrange. Impondo a condigdo §/[P]/dP = 0 para P = P,,, obtemos

QAP |, ) =

onde P, representa a distribui¢do de probabilidade no equilibrio. Pela EFP ndo linear geral da Eq. (2.T1)),

a distribuicdo de equilibrio satisfaz a

Q[P dP,,
que, integrando, leva
¢ _ ¢($) _ D/m de[PGQ] dPeq _ D/Peq(x) Q[Peq(aj/)} dP (13/) (2 57)
° w o VBl dr T ey WP (] |

Por outro lado, integrando a relagio (2.52)), no equilibrio,
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) aNQ) dglPrya)) [P QR
_/Peq(xo) dQ dPqu(l'/) el = / 1P (o Leal®) (2.58)

que comparada com a Eq. (2.57)) leva a

= —¢(2x)+C, (2.59)

onde C' € uma constante de integracdo. Nota-se que a equacdo acima € equivalente aquela obtida maxi-
mizando a entropia, Eq. (2.55),com C' = ae D =1/ = ké.
Outra importante propriedade requerida pelo funcional F[P] que satisfaz o teorema H é que o mesmo

deve apresentar um limite inferior para todo tempo ¢,

F(P(x,1) = F(P.y(x), (2.60)

assumindo a existéncia de um tnico estado de equilibrio no funcional F'(P(z,t)). Desta forma, a Eq. (2.60)
juntamente com a imposi¢ao do teorema H, para um decaimento temporal de F', assegura que apds um
tempo suficientemente longo, o sistema ird sempre encontrar o estado de equilibrio. A prova para tal

propriedade pode ser encontrada nas Refs. [33,/43].

2.4 O modelo da urna de Ehrenfest

Uma das mais sérias objecoes ao teorema H de Boltzmann baseia-se no teorema mecanico demons-
trado por Poincaré. Segundo este teorema qualquer sistema de particulas com uma energia finita e
confinado a um volume também finito, com forcas de interacdo dependendo apenas da posicdo, sempre
retorna para uma vizinhanga arbitrariamente préxima de suas condi¢des iniciais apds um tempo sufi-
cientemente longo. Este resultado automaticamente exclui a existéncia de uma direc¢do privilegiada no
tempo para qualquer funcdo mecanica. No entanto, o teorema H ndo é um teorema puramente mecanico,
ele reflete a hipdtese de caos molecular, o que troca uma informac¢ao microscépica por uma espécie de
comportamento médio.

Motivados por estes aspectos, Paul e Tatiana Ehrenfest introduziram em 1907 [44]] um modelo pro-

babilistico bastante simples com o intuito de ilustrar o teorema H de Boltzmann. Desde entdo este
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modelo, atualmente chamado de modelo da urna de Ehrenfest tem sido amplamente estudado, seja por
sua importancia para a mecanica estatistica, ou pelo interesse matematico como um exemplo de processo
markoviano simples. Pode-se descrever este modelo da seguinte forma: (i) sejam duas urnas, Ae B, e
N bolas distintas, numeradas de 1 a NV, distribuidas nestas duas urnas; (ii) um nimero inteiro entre 1
e N ¢ aleatoriamente escolhido de tal modo que todos os ndmeros tém probabilidades iguais de serem
escolhidos e a bola correspondente a este nimero € trocada de urna; (iii) este processo é regularmente
repetido em intervalos de tempo iguais.

O “estado macroscépico” do sistema € caracterizado para um tempo s por um nimero inteiro /, tal
que N4(s) = [ representa o nimero de bolas na urna A, e Ng(s) = N — [ o nimero de bolas na urna
B, sendo [N = N4(s) + Np(s)] (Vs). Ja o “estado microsc6pico” do sistema é dado pelo conjunto de
numeros das N4 (INg) bolas na urna A (B).

Seja P(l,T) a probabilidade de encontrar [ bolas na urna A depois de s passos; um estado com [

bolas na urna A pode somente ser alcancado a partir de estados com [ — 1 ou [ + 1. Entdo devemos ter

P(l, S + 1) = wl,LlP(l — 1, S) + le,lP(l —+ 1, S) . (261)

E razodvel supor que as probabilidades de transicdo w; ; sejam dadas pelas seguintes expressoes

" N—-(I-1) . w I+
e LT T

(2.62)

lembrando que w;_; ; corresponde a probabilidade de, apds s passos sortear-se uma bola da urna B (que
contém N — ([ —1) bolas), enquanto w; ; corresponde a probabilidade de, nesse mesmo instante, sortear

uma bola da urna A (que tem [ 4 1 bolas). Portanto, a equagao mestra (2.61) pode ser escrita na forma

(l+1)

P(l,s+1) = wP(l—l,s)—l— ~

N

P(l+1,s). (2.63)

A equacdo mestra anterior desempenha um papel semelhante a equacdo de transporte de Boltzmann.
E possivel mostrar, a partir desta equacio que, na média, o sistema decai para o equilibrio de forma
irreversivel, como requerido pelo teorema H.

Pode-se obter também uma EFP associada ao modelo da urna de Ehrenfest, via aproximacdes da

equacdo mestra Eq. (2.63)). Para isto, reescrevemos a Eq. (2.63))
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NP(,s+1)=I[PI+1,s)—Pl—1,8)]+[P(l+1,s)+PI—1,5)]+NP(I—1,5), (2.64)

de tal forma que podemos considerar o limite continuo introduzindo as seguintes variaveis,

[2D S 2D 1

Neste caso, definimos a probabilidade continua de encontrar uma bola em uma dada “posicdo” = no
tempo ¢ como P(z,t) = NP(l,s). E importante notar que devido a simetria presente na variavel ,
quanto N — oo tem-se x € [—00, 0], tal que no equilibrio espera-se (z) = 0. Por meio de uma expansao

em série de Taylor em que consideramos somente termos até a ordem 1/N, tém-se as seguintes relagdes

NP(l,s+1) = P(z,t)+ At% :
B OP(z,t)  (Ax)?9?P(z,t)
NP(l+1,s) = P(x,t)+ Az e + 5 P (2.66)

Substituindo na Eq. (2.64),

1 0P(x,t) 2 N N 2D OP(z,t) 2 D 0*P(x,t)
P+ 5= = & (v E””?) L el A

2D OP(z,t) D 0*P(x,t)
Plz,t) = ‘N Oz +N 0x?

+
OP(x,t) OP(x,t) O?P(x,t)

= 2 2P(x.t) + D————=- . 2.67

ot Ty @O+ D55 (2.67)
Assim, a EFP linear relacionada com o modelo da urna de Ehrenfest €,

OP(x,t) 0 O?P(x,t)
= 2—|[zP(x,t D—~ 2.68
ot g PO+ D=5 7= (2.68)

a qual pode ser associada com um passeio aleatério na presenga de um potencial confinante ¢(x) = x2.

No Capitulo [6] iremos propor uma generalizacdo do modelo da urna de Ehrenfest, para a qual a EFP
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associada possui termos difusivos ndo lineares, usualmente associados a entropia de Tsallis.

2.5 Producao de entropia

O conceito de producao de entropia baseia-se na formulagdao fenomenoldgica da segunda lei da ter-
modinamica proposta por Rudolf Clausius (1822-1888), onde postula-se a existéncia de uma func¢do de
estado .S, a entropia, a qual é uma quantidade extensiva e que para qualquer sistema termodinamica-
mente isolado nunca decresce com o tempo, devendo alcancar seu valor mdximo no estado de equilibrio.

A segunda lei pode entdo ser escrita como

d
d_f > (0 (sistema isolado), (2.69)

onde a igualdade (desigualdade) vale para processos reversiveis (irreversiveis). Baseados nestes resulta-

dos os conceitos abaixo foram introduzidos [4-H7]]:

(i) A taxa de variagdo, d.S/dt, pode ser separada em duas contribui¢des: a taxa de produgao de entro-
pia, II, devido a mudancas no interior do sistema e a taxa de fluxo de entropia do sistema para a

vizinhanga, ®, originado pelas interacdes com o ambiente, ou seja,

as

— = II-9. 2.70
7 (2.70)

(i) A taxa de producdo de entropia II em virtude de mudangas no interior do sistema € sempre nao

negativa:

> 0. 2.71)

Nesta formulagdo, a distin¢gdo entre processos reversiveis e irreversiveis torna-se essencial. A taxa de
producdo de entropia II € nula quando o sistema sofre apenas variacdes reversiveis e € sempre positiva

se o sistema estd sujeito a um processo irreversivel,

II=0 (processo reversivel),

>0 (processo irreversivel). (2.72)

Desta forma, somente processos irreversiveis contribuem com a producgdo de entropia. Como exemplos

de processos irreversiveis t€m-se as reagdes quimicas, a conducdo de calor e a difusdao. Por outro lado,
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um exemplo de processo reversivel € a propagacdo de onda no limite no qual a absor¢do da onda é
desprezivel. Para um sistema isolado, o fluxo de entropia é, por definicdo, igual a zero, e as Egs.
e reduzem-se a formulag@o cldssica da segunda lei da termodindmica da Eq. (2.69).

Um modo de obter cada uma destas contribui¢des, isto €, o fluxo e a producdo de entropia, € conside-
rar a defini¢do estatistica da entropia e usar, por exemplo, uma EFP (probabilidades continuas) ou uma

equagdo mestra (probabilidades discretas).

2.5.1 Producao de entropia usando a equacao de Fokker-Planck linear

Uma das possiveis abordagens para definir e calcular as taxas de produgdo de entropia e de fluxo
de entropia em sistemas fora do equilibrio € usando a EFP linear, como apresentado, por exemplo, nas

Refs. [7,8]. Com o objetivo de ilustrar tal abordagem iremos considerar a EFP linear,

OP(x,t) 0 O?P(z,t)
— = —%[A(x)P(x,t)] + D—3x2 , (2.73)
ou, na forma de uma equacdo de continuidade,
or éf b _ —a‘]éz . e t) = A@@)P(a, 1) — pOEED (2.74)

oxr '

onde D é uma constante positiva e A(x) uma forga externa atuando sobre o sistema. Adotaremos também

as seguintes condicdes de contorno

Pl )|osn =0; 2@ —0: A@)P@, s =0 (V). (2.75)

Como vimos anteriormente, a EFP relaciona-se com a forma entrépica através da Eq. (2.52). Portanto,

tem-se que a entropia associada com a EFP linear € a de BG,

Spa = —k / dx P(x,t)In P(z,t) . (2.76)

—00
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Usando a EFP na forma da Eq. (2.74), a derivada temporal da entropia pode ser escrita como

dSpc [ 8J(x,1)
- —k/d:c [In P(z,t) + 1] e (2.77)

Integrando por partes e usando a definigdo de corrente de probabilidade J(x, t) na Eq. (2.74), é possivel

mostrar que

dSs [P [ A@) ()
IPBG /dxm—k/de. (2.78)

—00 —0o0

Note que o primeiro termo do lado direito da equagdo € positivo definido, e assim podemos identificd-lo

com a produgdo de entropia, ou seja,

o [ PP

—00

e, comparando com a Eq. (2.70)), identificamos o fluxo de entropia como

Dpe = k / dz w . (2.80)

E importante ressaltar que, na situacdo em que ndo ha forcas externas atuando sobre o sistema, ou seja,
o sistema estd isolado, o fluxo de entropia descrito pela Eq. (2.80) ¢ nulo. Consequentemente, somente

o termo de produc¢do de entropia contribui para o aumento da entropia do sistema,

2.81)

o que estd de acordo com a Eq. (2.69).



2.5 Produgao de entropia 26

2.5.2 Produciao de entropia usando a equacao mestra

Outro modo de obter a producdo de entropia é através de uma equacdo mestra. A producdo de
entropia em sistemas descritos por uma equac¢ao mestra tem sido objeto de estudo de diversos traba-
lhos [8-11,45,/46]], sendo utilizada, por exemplo, no célculo numérico da produ¢do de entropia em um
gds em uma rede fora do equilibrio [45]]. Semelhante a abordagem considerando a EFP linear, a forma

entrépica usualmente utilizada € a de BG com probabilidades discretas,
Spa =~k Y _ P(t)InPi(t) (2.82)

juntamente com a equagao mestra usual

o = B (Dwy(t) = Pty (1) (2.83)

Uma expressdo frequentemente utilizada para a producdo de entropia em sistemas descritos por uma

equagdo mestra, proposta por Schnakenberg [[10], é

flac = § SR Ow(t) ~ Pleyu ] n @84

]

estando esta relacionada com o teorema de flutuacdo de Gallavotti e Cohen [47,/48]] e com a igualdade
de Jarzynski [49]. A expressdo na Eq. (2.84) satisfaz as propriedades necessdrias para a produgio de

entropia citadas anteriormente, sendo sempre maior ou igual a zero, uma vez que

Piws;
Piw;; > Pa;; — In { Chad } > 0; (2.85)

<0, (2.86)

Piw;

e além disso, [Ipg = 0 no equilibrio. Para sistemas descritos por uma equagdo mestra e que satisfazem
um teorema H, o equilibrio termodindmico implica na condi¢do do balango detalhado, onde Pjw;; =
P;w;;, para qualquer par de estados ¢ e j [46]]. Portanto, estando o sistema em equilibrio, o termo entre
colchetes na Eq. ¢ igual a zero, e ndo ha producdo de entropia no interior do sistema. Uma

expressdo para a taxa de fluxo de entropia do sistema para o ambiente pode ser encontrada no trabalho
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de Lebowitz e Spohn [11],

Opg =k Y Pj(t)wj(t) In will) (2.87)

Para uma demonstracdo detalhada de como podem ser obtidas as equagdes para a produgdo e o fluxo

de entropia nas Eqs. (2.84)) e (2.87), respectivamente, sugerimos a Ref. [11]]. Entretanto, estes calculos
serdo efetuados no Capitulo[]para taxas de transi¢coes mais gerais, levando em conta efeitos néo lineares.



Capitulo 3

Producao de entropia e equacoes de

Fokker-Planck nao lineares

A defini¢do e o cdlculo da producdo de entropia em sistemas fora do equilibrio tem sido objeto
de estudo de diversos trabalhos na literatura, sendo usualmente utilizada a entropia de BG juntamente
com a EFP linear, no caso de probabilidades continuas, ou a equacdo mestra, quando as probabilidades
sdo discretas. Apesar destas equagdes serem consideradas apropriadas para a descricdo de diversos
fendmenos naturais, sabe-se atualmente que as mesmas nao sdo adequadas no tratamento de sistemas
mais complicados, como por exemplo, para processos que envolvem difusdo andmala. Visando abordar
tais fendmenos, esta tese tem como objetivo desenvolver uma abordagem para o cédlculo da produgdo
de entropia mais adequada a sistemas complexos, fazendo uso de formas entrépicas gerais, associadas
a EFPs e equagdes mestras ndo lineares. Primeiramente, abordaremos neste capitulo o fendmeno da
producdo de entropia utilizando EFPs ndo lineares. O mesmo fendmeno envolvendo equacdes mestras
serd analisado na sequéncia, no Capitulo Ef}

Com este objetivo, iremos considerar aqui uma forma entrépica geral, definida como [33]]

o0 d%g
SIPI= kAP QIPI= [ drglPt)s g0) =g =0: T <0, G
onde k representa uma constante positiva, com dimensdes de entropia. Até onde sabemos, a anélise da
producdo de entropia, no ambito das entropias generalizadas, considerando EFPs ndo lineares gerais ndo
tinha sido realizada até recentemente, com exce¢do da andlise da difus@o andmala usando a equacdo dos
meios porosos na Ref. [S0]. Nesta etapa, iremos estudar a produ¢do de entropia relacionada com a forma
entropica geral definida na Eq. (3.1)), associada com a seguinte EFP néo linear,

\ 8Pé:§,t) B _a{A(x)ngPcc,t)]} +Da%{mp(m)]%} | (32)
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onde D representa uma constante com dimensdes de energia, A(x) uma forca externa associada a um
potencial ¢(z) [A(z) = —d¢(z)/dz] e introduzimos um fator constante 7 (coeficiente de atrito efetivo)
de acordo com a Ref. [2]. Os funcionais W[P(x,t)] e Q[P(x,t)] sdo definidos como quantidades positivas
finitas, integrdaveis e diferencidveis (a0 menos uma vez) com relacio a distribui¢do de probabilidades

P(z,t) [33,38]. Além disso, impomos as seguintes condi¢des de contorno,

P(a,t)|ssie = 0 % —0; A@)U[P(2,8)][osioe =0 (V1) (3.3)

r—+o0

Conforme detalharemos na sequéncia, neste trabalho (publicado segundo Ref. [51]) derivamos ex-
pressdes gerais para as taxas de produgdo e de fluxo de entropia, e para a energia dissipada por unidade
de tempo, ou seja, poténcia dissipada. Introduzimos também uma equacao do tipo Langevin associada
com a EFP ndo linear considerada aqui, e reobtemos a expressdo para a poténcia dissipada, a qual é
vdlida para o caso de uma forca externa geral (conservativa ou nao). Por fim, apresentamos alguns casos

particulares.

3.1 Producao de entropia

Para os cdlculos que serdo apresentados a seguir, é conveniente escrever a Eq. (3.2)) na forma de uma

equacao de continuidade [S1]],

OP(xz,t) — 0J(z,t)

ot 0 J@i= % {A(SU)‘P[P] — DQ[P] {%H : (3.4)

e deste modo, a derivada temporal da entropia S|P] definida pela Eq. (3.1) pode ser escrita como

d _dA[Q[P]] d [t _dA[Q) [t dg P
dA[Q] [T dg 0J(z,t)

Integrando por partes,

d o AA[Q] & A(2)0[P] — nJ (. 1)
< 51P) = / iy B9 (:c,t){ DQ[P? } (3.6)

—00
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e usando a relagdo Eq. (2.52)), obtemos

iﬂm:—%_fﬁnm@ﬂﬂw+%/fwmﬁ%£3. 37)

Entdo, pela relagdo na Eq. (2.70), identificamos o fluxo de entropia, que representa a troca de entropia

entre o sistema e sua vizinhanca como [S1]]

k[T
o = 5/ dx A(x)J(x,t), (3.8)

assim como a contribui¢do devido a produgdo de entropia,

_ ko {0}
H_f N dx wp]

(3.9)
Lembrando que as constantes k, 7, D e o funcional W[P(x,t)] foram definidos anteriormente como
quantidades positivas, entdo IT > 0. Além disso, no equilibrio termodindmico dP/dt = 0, levando a
J(z,t) = J., (constante). Isso implica que, se J., for igual a zero para algum valor de z, deverd também
ser igual a zero para qualquer outro. Assim, para satisfazer as condi¢des de contorno da Eq. (3.3),
Jeg = 0, € consequentemente II., = &, = 0.

Iremos mostrar agora como a taxa de fluxo de entropia da Eq. estd diretamente relacionada com

a poténcia dissipada P, associada com a forca conservativa A(z),

p:<m@%>, (3.10)

onde ( ) denota uma média sobre a distribui¢do de probabilidades P(z,t). Neste caso, podemos reescre-

ver a poténcia dissipada como

+oo
P = —%U(t) :—%/_ dx ¢(x)P(z,t)
+00 +oo
_ _/ dx ¢(x)%:/ dx gb(:p)aJéZ’t), (3.11)

onde usamos a equagdo de continuidade na dltima igualdade. Integrando por partes e usando as condi-

¢oes de contorno da Eq. (3.3)), obtemos
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p—_ /_ R dfi(;) T t) = /_ " A I ) (3.12)

[e.9] o0

que pode ser comparada com a Eq. (3.§), levando a

P %cp. (3.13)

A poténcia dissipada pode também ser expressa em termos dos funcionais da EFP ndo linear defi-
nida na Eq. (3.2). Para tal, substituimos a densidade de corrente de probabilidade J(z,t) da Eq. (3.4)

na Eq. (3.12),

_ L 2 D [ OP(z,t)
P o= 5/00 dx A*(z)W[P] — E . dx A(x)Q[P]T
1 +oo 9 D +oo a
- 5/_00 dv A(@) WP} + - / e Pat) 5 (A@SIP), (3.14)

onde integramos por partes a segunda integral. Esta dltima equagdo pode ser escrita como [S1]]

1
P=-

A%(2) D[ P] )
s

ren P a—xm(x)mp])> . (3.15)

Na sequéncia mostraremos que esta relacdo é bastante geral, podendo ser obtida também de uma equagao
de Langevin; consequentemente, ¢ valida para uma forca mais geral, caracterizada por duas contribui-

¢des, uma conservativa e outra nao conservativa.

3.1.1 A equacao de Langevin associada

Iremos considerar aqui uma equagdo do tipo Langevin, definida em termos de um ruido multiplicativo

¢(t),

n Z—f = f(x,t) + h(x, t)((t), (3.16)

sendo f(x,t) e h(z,t) fungdes arbitrarias, enquanto a varidvel estocéstica ((t) é caracterizada por
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(C(t)) =0; (C()C(t) = 20Dt —1') . (3.17)

Nas equacgdes acima os ( ) denotam médias sobre a distribui¢do de probabilidades P(x,t) (ou seja,
médias de ensemble), como as definidas na Eq. (3.10). Sabe-se que esta equagdo de Langevin estd
associada, pela prescricdo de Stratonovich (veja o Apéndice A), com a seguinte equagao de Fokker-
Planck [20],

n apé‘?t) _ _a[f(xvg)f(x’t)] + D% {h(x,t)%[h(x,t)P(x,t)]} . (3.18)

Note que a EFP linear pode ser recuperada a partir da Eq. no caso particular em que considera-
mos um ruido aditivo (isto é h(x,t) = constante), ou seja considerando a equagdo de Langevin usual,
conforme a Eq. . Além disso, a fun¢do f(x,t) definida na Eq. pode estar associada com
uma forga geral, conservativa ou ndo. Com o objetivo de recuperarmos a EFP ndo linear da Eq. (3.2)),
iremos nos restringir a escrever h(x,t) como um funcional de P(z,t), ou seja, h(z,t) = h[P(z,t)].
Na Ref. [29] utilizou-se uma dependéncia na forma de poténcias, h(x,t) < [P(z,t)]", para derivar a
EFP ndo linear das Refs. [27,28]], associadas com a entropia de Tsallis [[18,/52]. Certamente f(z,t)
depende da forga externa; no entanto, f(z,t) poderd apresentar também uma dependéncia funcional da

probabilidade P(x,t). Portanto, escrevemos

h(x,t) %[h(m,t)P(x,t)] = h[P(z,t)] 8% {h[P(z,t)|P(x,t)} (‘9P€§z, ) : (3.19)
de tal forma que Eq. torna-se
L&D APl o {h[P(a:,t)]aiP {R[P(z, ] P(z, )} apa(i’”} - (320)

Substituindo A(z) por A(x) na Eq. (3.2) e comparando com a Eq. (3.20)), obtemos as seguintes relagdes,

f(z,t)P(z,t) = A(x)¥[P(z,t)], (3.21)

h[P(x,t)]a%{h[P(a:,t)]P(x,t)} = Q[P(x,t)]. (3.22)

Neste caso, fl(x) representa uma forca geral, podendo ser escrita como
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Ax) = A(z) + A (x) (3.23)

isto é, composta por uma parte conservativa, A(z) = —d¢/dx, e uma parte ndo conservativa, A*(x).
Na sequéncia, derivaremos uma expressao para a poténcia dissipada associada com a forca geral

fl(m), usando a equacdo de Langevin. Deste modo, temos

P = (@) ) = LA ) + (e A0) (3.24)

onde substituimos a Eq. (3.16).

Consideremos o teorema de Novikov [53]],

(u(z, )C(t)) = D <h(a:, t)%> (3.25)

onde u(zx,t) é uma fungdo qualquer de z(t) e ¢, e a equacdo de Langevin e a varidvel aleatdria conside-
radas sdo as mesmas apresentadas nas Eqgs. (3.16)) e (3.17), respectivamente. Aplicando este teorema no
segundo termo da Eq. (3.24)), obtemos

(o) A)(0) = D (blat) 3 (A (r.0])

+oo a ~
= D/ dx h(x,t) {a—[A(x)h(x,t)]} P(z,t). (3.26)
e T
Integrando por partes duas vezes e substituindo a Eq. (@), podemos escrever este termo como

(o0 A@) = D [ do g {A@AP P

_ < D%{A(x)Q[P}}> . (3.27)

Agora, usando este resultado juntamente com a Eq. (3.21)), a poténcia dissipada da Eq. (3.24)) torna-se,

p_ 1 <212(x)\1/[13} 0

A TPe +D%{A(x)Q[P]}>, (3.28)
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apresentando a mesma forma da Eq. (3.15)), obtida no caso de uma forca conservativa. E facil ver que
a relagdo existente entre a poténcia dissipada e o fluxo de entropia [veja a Eq. (3.13))] aplica-se também
para a forga externa geral da Eq. (3.23). Portanto,

o — niD<A<$;‘f[i ()x’t)]+D%{A($)Q[P(%t)]}>
b k(WP 2 (g warpe, o)
b 2 (AP (3.29)

Note que ha trés contribui¢des para o fluxo de entropia, originados, respectivamente, das for¢as conser-
vativa e ndo conservativa, assim como uma contribui¢do mista. Podemos também, reescrever o fluxo de

entropia como a soma de dois termos, ® = &; + d,, simétricos em A(zr) e A*(x) respectivamente,

k[ Ax) A(z)W[P(z,1)] 0
5 - n—D< i +Da—x{A<x>Q[P<x,t>J}> ,
kA (2)A(z)U[P(z,1)] 0 ..

3.1.2 Alguns casos particulares

Iremos aqui abordar a taxa de producdo de entropia, assim como o fluxo de entropia por unidade de
tempo, para algumas formas entrépicas conhecidas. Como apresentado na Ref. [33], uma dada forma
entrdpica estd relacionada com uma familia de EFPs do tipo mostrado na Eq. (3.2), com seus funcionais

satisfazendo

Q[P] = a[PIB[P];  U[P]=a[P]P. 3.31)

Todas estas equacdes estdo relacionadas com a mesma entropia por meio da relagdo da Eq. (2.52)), a qual

torna-se
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dAQ) g b[P)

dQ dpP2 P’ (3-32)
enquanto que a densidade de corrente da Eq. (3.4) ¢ dada por
Jw 1) = { A(2)P(z,t) — DBP] {%} } | (3.33)
n x

A liberdade de escolha do funcional a[P] gera diferentes EFPs, caracterizadas por distintos compor-
tamentos dinadmicos, apesar de apresentarem o mesmo estado estaciondrio e estarem associadas a uma
mesma forma entrépica. Estas caracteristicas sdo refletidas na densidade de corrente anterior, onde a
forma entrdpica € identificada por meio do funcional b[P] na Eq. , enquanto os possiveis compor-
tamentos dindmicos, descritos pela EFP ndo linear na Eq. (3.2), distinguem-se por meio do funcional
multiplicativo a[P] na Eq. . Estes dois funcionais irdo aparecer nas quantidades dependentes do
tempo definidas nas Egs. (3.8) e (3.9), levando as seguintes contribui¢des para o fluxo e a produgdo de

entropia [51],

- 77% /:O dz A(z)alP] {A(m)P(x,t) — D[P [%] } | (3.34)
M= 77% /:o dz P“(ﬂ) {A(m)P(m,t) — D[P {%ﬁ’ﬂ }2 . (3.35)

Curiosamente, apesar da forma entropica ndo depender explicitamente de a|P], este funcional apa-
rece naturalmente na derivada temporal d.S/dt por meio da EFP associada. No entanto, para cada familia,
a EFP mais simples associada a uma dada forma entrépica é obtida considerando a[P] = 1. A seguir,

discutiremos alguns exemplos de entropias conhecidas usando a mais simples das EFPs de cada familia.
a) Entropia de Boltzmann-Gibbs

Iremos considerar aqui a producio de entropia de BG, ja anteriormente estudada por diversos autores,

usando a EFP linear (veja, por exemplo, as Refs. [7-9]]). Neste caso, temos

+oo
Spa = —k:/ dr P(z,t)In P(z,t) , (3.36)

o0

que, quando comparada com a Eq. (3.1)), corresponde a A = I (operador identidade) e g[P| = —P(z, t)
X In P(z,t). Da Eq. (3.32)) tem-se que b[P] = 1, levando a
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s — n% /_:O dz A(z) {A(a:)P(:c,t) D {3}7(;’;”5)} } | (337)
g = niD /_:O dx % {A(az)P(m,t) - D {apgi, t)] }2 . (3.38)

Vale a pena ressaltar que as expressdes acima coincidem com aquelas obtidas anteriormente na litera-
tura [[7H9]].

b) Entropia de Tsallis

A entropia de Tsallis é definida em termos de um parametro real ¢ [|18},52],

9 P(g,t) — P9
S, = k;/ dx (x’t)q_ . (@) (3.39)

que corresponde a A = I e g[P] = [P(z,t) — PY(xz,t)]/(¢ —1). DaEq. (3.32) tem-se que b[P] = qP7!

e entio,

P, — 77% /:O dz A(z) {A(I)P(x,t) 4D [Pz, )] {Mg’ﬂ] } , (3.40)

ap(w’t)} }2 . (3.41)

N 1 ot
1= 5 [ s Lawpen —ap ot [ 228

Considerando A(z) = 0, a contribui¢do da producdo de entropia recupera a obtida previamente a partir

de uma equacao de difusao anomala [50].
¢) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis € também definida em termos de um parametro real « [54,55],

— k e 14k 1-k
Se= = [ an (P - P ) (342)
da qual identifica-se A =T e
__ 1 1 1+ 1 1—k
olP) = 5 (alPe 01 = TP 0] ) (.43)
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Substituindo na Eq. (3.32) obtém-se b[P] = (P" + P~")/2e

D, n%/_:o dz A(z) {A(m)P(m,t) _p P+ [P, O] [ap@,t)]} L (a4

2 ox

ko[toe 1 [P(z, )] + [P(z,8)] " [0P(z,t)])°
Hﬁzn—D . dx ) {A(I)P(x,t)—D { A H . (3.45)

d) Entropia de Renyi

A entropia de Renyi € definida como [56]

Sy =k - : (3.46)
da qual obtém-se [33],
R I e o 1 L L LT
levando a

O fluxo e a producao de entropia correspondentes sdo dados respectivamente por

e ko D[Pt 9P
o = /_Oo dr A( ){A( O [ b }} L (49)

R_ k[T ] AP _ADIP@DI [P t) ?
I, = ) /_Oo d Pled) {A( )P (z,1) [ o [Plo. ) { o ]} . (3.50)

E importante lembrar que as quantidades acima sdo fisicamente relevantes somente no intervalo
0 < ¢ < 1, para o qual a entropia da Eq. (3.46) apresenta a concavidade apropriada requerida pelo
teorema H [33]].
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3.2 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo analisamos a variacdo da entropia em sistemas descritos por EFPs. A EFP foi con-
siderada em uma forma bastante geral escrita em termos de funcionais da probabilidade V[P(z,t)] e
Q[P(z,t)], que aparecem nos termos confinante e de difusdo, respectivamente. Como mostrado na
prova do teorema H (Capitulo [2)), esta EFP nao linear esta diretamente relacionada com entropias gene-
ralizadas, podendo descrever diversos fendmenos ndo lineares encontrados na natureza. Expressdes para
as duas contribuicdes associadas com as variagdes temporais da entropia, ou seja, o fluxo e a producao
de entropia foram obtidas, sendo a segunda sempre positiva para processos irreversiveis, como esperado.
Mostramos também que a contribui¢do do fluxo de entropia do sistema para o ambiente estd diretamente
relacionada com a poténcia dissipada por uma forca conservativa atuando sobre o sistema. Por fim, apre-
sentamos alguns casos particulares relacionados com formas entrépicas de interesse, sendo os resultados
existentes na literatura para a entropia de BG e a EFP linear recuperados.

A presente andlise € relevante para processos irreversiveis encontrados em muitos sistemas fisicos
para os quais formas entrépicas generalizadas sdo aplicdveis. No Capitulo [5] apresentaremos uma apli-
cacao do formalismo aqui apresentado em um modelo de vértices interagentes em um supercondutor do

tipo II.



Capitulo 4

Producao de entropias generalizadas e

equacao mestra

Para ir além do tratamento da produc¢do de entropia via EFPs, € interessante abordar o mesmo feno-
meno utilizando a equacido mestra, a qual governa a evolucao temporal de processos estocasticos mar-
kovianos. Para um sistema descrito em termos de varidveis estocdsticas discretas, a equacdo mestra
para uma probabilidade P;(t) de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela varidvel i em um

instante de tempo ¢, € dada por

8%t(t) = ;[R(t)wjz(t) - Pi(t)wij(t)}. (41)

Na equagdo acima, wy,(t) representa a taxa de probabilidade de transicdo do estado k para [, ou seja,
wy (t)dt expressa a probabilidade de transi¢do do estado k para o estado [ ocorrer durante o intervalo de
tempo entre t e t + dt.

Muitos dos tratamentos na literatura corrente calculam a produgdo de entropia de BG em diversas
situacoes fisicas, fazendo o uso da equacdo mestra anterior [9-11,46]. Essencialmente, obtém-se neste

caso

k Pjwj;
k Wi;

.3

Certamente, estes procedimentos se aplicam ao estudo de produ¢do de entropia em sistemas caracteriza-

dos por difusdo normal, apropriadamente descritos por tais equagdes, € consequentemente associados a
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forma entropica Spg[P).

Na presente investigacdo iremos calcular a produgao de entropia associada com formas entrépicas
gerais, para sistemas descritos por probabilidades discretas que evoluem segundo a equagdo mestra
(trabalho publicado segundo Ref. [57]). Como mostrado nas referéncias [33,36-38]], os efeitos ndo line-
ares podem ser introduzidos através da probabilidades de transi¢do, levando a conexdes entre a Eq. (1))
e entropias generalizadas. Na sequéncia, derivamos expressodes gerais para a producao e o fluxo de entro-
pia para sistemas descritos pela equacao mestra e aplicamos estes resultados para algumas formas

entropicas conhecidas.

4.1 Producao de entropia

Iremos considerar a forma entrdpica geral S[P] definida em termos de probabilidades discretas como

S[P] = kA[Q[P]];  Q[P] = Zg[Pi(t)] 0 9(0)=9(1)=0; —= <0, (4.4)

onde k é uma constante positiva com dimensdes de entropia, A[Q[P]] representa um funcional monoto-
namente crescente, pelo menos uma vez diferencidvel, enquanto que o funcional interno g[P;(t)] deve
ser ao menos duas vezes diferencidvel. Desta forma, a derivada temporal da entropia pode ser escrita

como

doo L dAQIP) d  dA— 0P
[P = kT@;gm(m—de;g(R) o (4.5)
onde definimos
) dg[P]
X)= 2 . (4.6)
g(X)=—5 .

Substituindo a derivada temporal pela Eq. (¢.1)), a Eq. (4.5) pode ser escrita como

d

GIP) = k55 S SR Oux(t) = Pitu(0] @7
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Somando e subtraindo o seguinte termo
dA
*5 Z g (Pawyy) (Pjwj; — Pavg) (4.8)

onde utilizamos a defini¢cao da Eq. (4.6); assim, obtemos

P = K ST PP~ Puv) g (Pany) — (P

Por simetria, podemos trocar os indices i <+ j; somando esta nova equacdo com a Eq. (4.9), obtemos

I S B = (Byy) = 0(F) = o (B)Fyos = R
+§% > g (Pawy) — g (Pyw;i)][Pjw; — Pawy] . (4.10)

Comparando com a relacdo dada pela Eq. (2.70), podemos identificar o fluxo de entropia do sistema para

o ambiente como [57]]

= S (Pay) — (P~ [ (Prugs) — o' (P} Pruys — Pavg] . (.11

k dA
— SIS (Pwy) — o (Pyuy)|[Prwys — Pavy) 4.12)

Lembrando que, sendo ¢g[X | uma fung@o concava, a sua primeira derivada ¢'[ X] € uma fun¢do monétona

decrescente [58]. Consequentemente, tem-se que
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Pywj; > Pawy; — ¢'(Pawyg) > ¢'(Pjwyi), (4.13)
ijji < .PZU)” — g/(Pz’LUU) < g/(ijji)' (4.14)

Usando estas relagdes juntamente com o fato de que & e dA/d(@ sdo quantidades positivas, pode-se
facilmente verificar que II é sempre positivo. Note que, as expressdes derivadas para o fluxo @.11) e
para a producdo de entropia podem ser entendidas como generalizacdes das expressoes Eq.
e Eq. (4.3) propostas por Schnakenberg [10] e Lebowitz e Sphon [11]], respectivamente, e reduzem-se a

estas quando consideramos a entropia de BG, como mostraremos na sequéncia.

4.2 Alguns casos particulares

A seguir apresentaremos as contribui¢des referentes a producdo e ao fluxo de entropia considerando

algumas formas entrépicas conhecidas [S7].
a) Entropia de Boltzmann-Gibbs

Iremos considerar agora a produgdo de entropia de BG, a qual tem sido estudada por diversos autores

usando equagdes mestra (veja, por exemplo, as Ref. [9-11,45,46]]). Neste caso, temos
Spa = —k > _ P(t)In Fi(t) (4.15)

que, quando comparada com a Eq. (4.4), corresponde a

dA[Q)]

0 !

; g(P)=—-PInP; Jd(P)=-InP, -1, (4.16)

levando a
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k Wi;
bpg = 5 Z[ijji — Piw;j|In Lﬂw} : (4.17)
2y
k Pjwj;

i?j

Vale a pena ressaltar que estas expressoes sdo iguais as obtidas anteriormente na literatura [[104/11].
b) Entropia de Tsallis

Seja a entropia de Tsallis [18],

Pq
S, _kz 1—q ), (4.19)

para a qual identifica-se A[Q] = Q e

dA[Q)] Pl — P, gP~ -1
=1; pP) == ; "P) = ———. 4.20
A contribuigdo da produgdo de entropia dada pela Eq. (4.12)) neste caso é
k q(Pwi)T =1 q(Paw;) ' —1
I, = 5; { - . - . [Pjwj; — Pyw;j]
- 2 1—¢ Z (Pawig) ™™ — (Pyw;) "] [Pywsi — Pawyg), (4.21)
lembrando que ¢"(P;) = —qPiq_Z, ou seja, a entropia de Tsallis € cOncava para ¢ > 0. Portanto, t€m-se

as seguintes relacdes,
e q>1 [q/(1—q)<0]:

(Pjws) ™™ > (Pawy)*™
(Pyw;i)™™" < (Pawy)™™

ijji > lel] =
ijji < PZU}” =
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e 0<g<1 [¢g/(1—¢q)>0]

(Pjws) ™™ < (Pawyg)*™
(Pyw;i)™™" > (Pawy)™™

ijﬁ' > lel] =
ijji < Pzww =

0 que mostra que a expressdo para produgdo de entropia na Eq. (4.21)) é sempre positiva para qualquer

valor de ¢ > 0. J4 o fluxo de entropia dado pela Eq. (4.1T]), no caso da entropia de Tsallis resulta em

1—g¢q 1—gq

P, = kZ g(Puwy)™ =1 qP 1
T2 1—g¢q 1—g¢q

Z‘)j

[P wﬂ wa]

—1 —1
- 2 1—g Z —1) = P/ (wf = 1)] [Pywy; — Pawyy] - (4.22)

g(Pw;) =1 qP] — 1] }

Conforme é mostrado nas Refs. [33,36-38]], EFPs nao lineares podem ser obtidas via aproximacgdes
da equacdo mestra na Eq. , considerando as probabilidades de transicao w;;(t) dependentes das
probabilidades P;(t) e P;(t). Estas probabilidades de transi¢do podem ser relevantes para diversos fend-
menos relacionados com a difusd@o anomala. Um exemplo tipico € encontrado nas Refs. [36,[37], onde é

proposta a seguinte probabilidade de transicao

wi(t) = (8ij41 + 6ij—1)[aPl () + bPY (1)) (4.23)

onde a, b, i € v sdo quantidades reais, restritas a condi¢des de estabilidade e normaliza¢ao impostas [36].
Particularmente, a EFP niao linear apresentada nas Refs. [27,28]] é recuperada parab = 0e u = 2 — ¢,
onde a constante positiva a transforma-se no coeficiente de difusdo. Esta equacgdo estd relacionada com
a entropia de Tsallis, seja via Teorema H [14,33,38-42], assim como por meio da sua solucdo, a qual
coincide com a distribuic@o obtida quando a entropia de Tsallis € maximizada. Podemos, desta forma,
utilizar a taxa de transi¢@o anterior com b = 0 e u = 2 — ¢ nas relagdes para a producdo e o fluxo de

entropia dadas pelas Eqs.(@.21)) e (4.22)), respectivamente. Para a primeira, tem-se

k @) p2 gt ol
m, = 51?_CﬂE:U#zmzmwif+Pﬁﬂ+fquﬁfx 9 4 ple e
P pi oy (424)
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enquanto que no segundo Ccaso,

k 12— 1) (2— 1) (2—
D, = 5y D e R PE  P 4 PPN )

—PITY — PITY 2Py — o PP+ P+ PP+ PR

—P,_1— P —2P}} . (4.25)

Podemos ainda combinar estas duas expressdes e obter a taxa de variacdo total da entropia,

d k _ _ _ _ - _
GSilPl = Ty =@, = 5 o7 a 3 {PPE - B+ PP+ P

i

—P_y— P —2P}. (4.26)

As Eqgs. (4.24)-(@.20) expressam a variagdo temporal da entropia de Tsallis somente em termos das
probabilidades { P;(¢)}, onde a probabilidade de transi¢do da Eq. (4.23) foi considerada como

wi;(t) = a(Bi 41 + 6ij1) PI(E) (4.27)

Considerando que a taxa de transi¢do acima conduz a uma EFP associada com a mecénica estatistica
nao extensiva [36,37], as quantidades anteriormente calculadas podem ser relevantes para uma grande
variedade de sistemas que exibem o fendmeno de difusdo anomala.

¢) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

5= =g (RO - ROl (4.28)

1
)i dm=grrer, @
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onde tem-se que ¢"(P;) = —(P""' + Pf')/2 < 0, logo S, é concava para qualquer x € R. Substi-

tuindo na equagdo para a produgdo de entropia (4.12)), obtemos

_k (Prwg)™"  (Pawg)" (Paw;;)™"  (Pyw;;)~
H”_5ZK ST )_( BT )}[ﬂwﬁ—ﬂwm], (4.30)

(%

que pode ser reescrita como

k

I, = E Z[l + (Pipjwi]'w]'i)’i] [(ljiwij)_ﬁ - (Pj’LUji)_R] [ijﬂ — lel]] (431)
tj

Neste caso, duas situacdes sao possiveis,

o x> 0:

ijji > PZ’LU” = (ID]"LU]'Z‘)_K < (Piwij)_" ;

Pjwj; < Pwiy = (Pjwsi) ™" > (Pawig) ™" ;
o k <0:

Pjwji > Pawg = (Pjw;i)™" > (Piwij) ™" ;

Pjwjs < Pwy = (Pjw;i)™" < (Pwi;)™"
implicando em II > 0 para qualquer « real. Para o fluxo de entropia na Eq. (4.11), tem-se que

Cr = ﬁ Z{[(Piwij)_ﬁ — (Pawy)"™ = P77 4 P = [(Pjw;e) ™ = (Pjwy)™ — P + Py}
X [szUn — Pyw;j]
= A0 (R 4 P = (L= ) [(Pra) ™+ P}

d) Entropia de Hanel-Thurner

Uma forma entrdpica bastante geral foi introduzida Hanel-Thurner na Ref. [59] (veja também a
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Ref. [60]), a qual depende de dois parametros reais, c € d, de tal forma a recuperar como casos par-
ticulares muitas entropias encontradas na literatura, com por exemplo, as entropias de BG, Tsallis e
Kaniadakis. Esta entropia € expressa em termos de uma fungdo Gamma incompleta,

ey, I'l1+d,1—-clnPp) c

S.q= — , 4.33
d l—c+cd l—c+ecd ( )

onde e corresponde a constante de Napier, com c e d sendo nimeros reais. Comparando com a Eq. (4.4)),

tem-se que A[Q] = Qe

1
P) = ——el'(1 1—clnP) —cP) : 4.34
g( 1) 1_C+Cd[6(+d7 cin Z) C’L]? (3)
"(P; — % 1—cmp)pet—1] . 4.
J(B) = oo (A —cmP) R 1] (4.35)

Pela Eq. (4.12), a contribui¢do de produc@o de entropia correspondente é

k c o e—
Hea = 577w D (1= eln(Pawgg)) (i)™ = (1 = eIn(Pyw;))*(Pyw;s) ']
i

Sendo a entropia de Hanel-Thurner na Eq. (4.33)) concava parad > 0e 0 < ¢ < 1, enquanto que a sua
concavidade depende de combinagdes particulares destes dois parametros na regidod < 0e 0 < ¢ <1
[59,60], iremos restringir nossa analise ao primeiro caso, para o qual ¢/(1 — ¢ + ed) > 0. Neste caso,

tem-se que

(Pjwj;)™ < (Pawy)t,
(1 = en(Pyw;)? < (1 = eln(Pwy))?
Pjwj; < Py« (Pywii)™ > (Pwy)™"
(1 — cIn(Pjw;;))* > (1 — cIn(Pw;;))?, (4.37)

Pjwji > Pywij

levandoall. 4 > Oparad > 0e 0 < ¢ < 1. J4 o fluxo de entropia (4.11) torna-se
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k c - o
Cea = ST > Al = eIn(Pawy)*(Pavgg)™" = [1 = eIn(Pyuwji)] (Pyuwy;)
i

l—c+ecd
—[1 —cln PP 4 [1 — cln PPy} [Pjwy; — Pawyy) - (4.38)
d) Entropia de Renyi

A entropia de Renyi € definida como

s7 = {zli EP;(t)]q} (qeR), (4.39)

da qual tem-se que A[Q[P]] = In Q[P]/(1 — ¢), onde Q[P] = >, P{. Consequentemente,

dA[Q] 1 1 ! -1
= = s 9P =P J(R)=qP . (4.40)
©Q a0 0 onp 0 =
A producdo de entropia correspondente ¢ dada por
e = k1 Z[q(p.w..)q—l — q(Pyw;;) Y [Pjw;; — Pyw;,]
q 2(1_Q)lelq - J W iadV} NV adi] J
k q q—1 q—1

= 0P 1—q [(Prwi)*™" = (Pyw;a)* ™ |[Pywji — Piwg] - (4.41)

Lembrando que A[Q] é monotonamente crescente somente para ¢ < 0, assim como ¢"(P;) = ¢(q —
1)Pl-q_2 , a entropia de Renyi € concava somente 0 < ¢ < 1, e consequentemente, reproduz resultados

fisicamente relevantes, somente neste intervalo. Desta forma, neste intervalo, ¢/(1 — ¢) > 0 e

Ppwji > Pwy = (Pw;)™" < (Pawy)™™" ;

Pwj; < Pawy; = (Pw;)™ " > (Pwy)*

ou seja, HqR > 0 para qualquer valor de ¢ pertencente ao intervalo 0 < ¢ < 1. Pela Eq. ti podemos

obter a contribui¢do do fluxo de entropia,
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k 1 _ _ _ .
2(1—q) >, P! Z [g(Prwij)*™" — qPf = q(Pwy) T - qP; 1H [Pjwji — Piwg]
Y]

2Q[P]1—¢ 0L (wh = 1) = PI Ml = 1)] [Pywy — Pawy) (4.42)

1) Jt

E interessante notar que, comparando as Egs. 1| € li com as Egs. 1} € |b temos as

seguintes relacdes,

g ! e IIF !

- = —TI,. (4.43)
DY DY

Isto ocorre pois as entropias de Renyi e de Tsallis estdo relacionadas da seguinte forma,

In[1+ (1 —q)(S,/k)]
1—¢q

St =k : (4.44)

levando a

ds;t dSjds, 1 dS, 1 dS, 4.45)
dt — dS, dt Y., P! dt  Q[P] dt '

4.3 Conclusoes e perspectivas

Apresentamos aqui um formalismo complementar ao apresentado no Capitulo[3] analisando a varia-
¢ao temporal de formas entrépicas generalizadas, definidas por meio de probabilidades discretas gover-
nadas por uma equacdo mestra. Obtemos expressdes para contribuicdes de fluxo e produgdo de entropia
para formas entrdpicas gerais, estendendo o trabalho anterior para probabilidades discretas. Até onde
conhecemos, este tipo de andlise s6 havia sido realizada para a entropia de BG. Mostramos que a produ-
¢ao de entropia é sempre positiva para processos irreversiveis, € que ambas as contribui¢des tornam-se
nulas quando impomos a condi¢do de balanco detalhado, como esperado.

Para ilustrar o formalismo desenvolvido, analisamos alguns exemplos de formas entrépicas, sendo
os resultados presentes na literatura para a producdo e o fluxo associados a entropia de BG recuperados

como um caso particular. De acordo com trabalhos encontrados na literatura [|33},36-38], estas entropias
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generalizadas estdo associadas a equacdes mestras introduzindo efeitos ndo lineares nas probabilidades
de transi¢do correspondentes. Portanto, espera-se que a andlise apresentada neste capitulo seja aplicavel
para processos irreversiveis em muitos sistemas fisicos dentro do ramo dos sistemas complexos carac-
terizados por ndo linearidades, para os quais formas entrdpicas generalizadas parecem ser as candidatas

adequadas para sua descricao.



Capitulo 5

Producao de entropia em um sistema nao

extensivo: vortices interagentes

Iremos abordar aqui uma aplicagdo do método para o célculo da producdo de entropia proposto
no Capitulo [3] Para tal iremos considerar um sistema de particulas interagentes em um movimento
superamortecido, o qual tem sido usado na literatura para descrever fendmenos fisicos tais como fluxo
de vortices em supercondutores desordenados do tipo II, particulas carregadas em suspensdes coloidais
e mecanismos fisicos dos plasmas empoeirados [25,/61,/62]. Este sistema pode ser descrito a partir da
equagdo de movimento de uma particula z em um movimento superamortecido, onde podemos desprezar

a aceleracgdo (a; = 0), em um meio com coeficiente de atrito 7, dada por

1

Fl:mlc?z:() - _n,l—]»z_’_ﬁ;pp_’_ﬁ‘leﬂ
no;, = FP 4+ F<t  (i=1,2,... N), (5.1)

onde ¥; representa a velocidade da particula i, nv; a forca de atrito, F}” a forga interna resultante da
interac@o entre as particulas, denotando as contribui¢des das demais particulas, e F**' uma forga externa.

As interagdes particula-particula sdo repulsivas e radialmente simétricas sendo expressas por

PP = %ZKl(m/)\)ﬂj : (52)
ji

onde r;; = |r; — ;| € a distancia entre as particulas i e j, e 7;; = (r; — ;) /r;; 0 vetor unitdrio definido
ao longo do eixo que liga as particulas. Além disso, /7 € a funcdo de Bessel modificada do tipo 2

de 1?* ordem, f; é uma constante positiva com unidades de forca e A\ é o comprimento de penetracio
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de London, que define uma distancia caracteristica do sistema. Consideraremos a for¢a externa ﬁf“
associada a um potencial externo confinante, que terd o papel de desacelerar as particulas levando-as a
um estado estaciondrio apds um tempo suficientemente longo.

A EFP associada a este sistema pode ser obtida via um procedimento conhecido como aproximacao
de “coarse-graining”, que consiste em olhar o sistema em uma escala maior que os intervalos discretos,
considerando as varidveis como continuas. Com o intuito de ilustrar tal procedimento, introduzimos a

seguinte equacgdo de continuidade,

ap(ﬁ t) v T
5 V-J, (5.3)

onde p(7,t) é a densidade local de particulas no tempo ¢, e J = p(7,¢)7 é a densidade de corrente.
Assumindo que a densidade local de particulas varia suavemente na escala da interagdo, podemos utilizar
a aproximacio p(7,t) ~ p(0,t) + 7 - Vp(7,t), obtida por meio de uma expansdo em série de Taylor

considerando somente termos de primeira ordem. Deste modo, podemos reescrever a equagao[5.2como,

o= d0 / Prp(F ) K (r/ V)i~ 2 / el p(F, D) K (r ) \)F - (5.4)

Lembrando que, sendo F*P radialmente simétrica, a integral envolvendo o termo p(0,t¢) é nula. Uma
vez que a variagdo da densidade € muito pequena dentro do intervalo caracteristico da forca, podemos

aproximar a a equacao anterior por,
FP ~ aVp(Ft) ; a= 7r/ drr? folK, (1)) (5.5)
0

que, resolvendo a integral, fornece a = 27 fy\3.

Investigamos neste trabalho o movimento de particulas em uma caixa bidimensional de comprimento
L, e altura L, sob a a¢do de uma for¢a externa na direc¢do z, Fert — —A(z)z. Deste modo, pode-
se assumir que a concentracdo € apenas fracamente dependente na coordenada transversal y, ou seja

p(7,t) =~ p(x,t). Portanto, a Eq. (5.3) pode ser reescrita como,

05t = 2ot [l aw) | 56)
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que é uma equacdo de Fokker-Planck em termos da densidade p(z,t). Definindo a probabilidade
P(xz,t) = (L,/N)p(x,t), aEq. (5.6) leva a seguinte EFP nio linear [16,/17,25]]

napg;,t) _ _G[A(xg];(x,t)] +2D@% {[Ap(x,m

OP(z,1) } 57

X

onde D = Nt fyA?/L,, e comparando com a EFP ndo linear apresentada nos capitulos anteriores, iden-
tificamos W[P(z,t)] = P(x,t) e Q[P(x,t)] = 2AP(z,t). Esta equagdo representa um caso particular
da EFP nio linear usualmente considerada na mecanica estatistica ndo extensiva [18]]; desta forma, co-
nhecemos a solugdo analitica para a evolugao temporal da distribuicdo de probabilidades para condi¢ao

inicial P(z,0) = §(x) e uma for¢a externa harménica A(z) = —ax (o > 0) [27,28],
P(z,t) = B(t)[1 - B(t)2"]+ (5.8)

onde [y|, = y para y > 0, sendo nulo em caso contrdrio. Podemos identificar a solu¢io acima como
uma g-gaussiana com ¢ = 0. Além disso, a distribui¢do na Eq. (5.8)) apresenta um suporte compacto
no intervalo [—Z(t), Z(t)], onde Z(t) = S~/2(t). Para garantir a normalizagio da probabilidade para
qualquer tempo ¢, os pardmetros dependentes do tempo B(t) e (t) devem estar diretamente relacionados

com seus valores em um tempo de referéncia ¢,

plt) _ lB(t)r 5o
Blto) ~ | Blto) 2
Para a distribuicdo Eq. (5.8)), obtém-se
_ —3at]—1 . _ @ _ - _
B(t)p(t) = ao[l + ase ; ay = DN a; = IDNB(to) B(to) 1. (5.10)

Desta forma, dados valores para «, D, B(tg) e ((to), é possivel obter os pardmetros com dependéncia
temporal B(t), §(t) e, consequentemente, Z(¢), utilizando as Egs. (5.8)) e (5.10).
Conforme discutido anteriormente, sabemos que a entropia e a EFP estdo relacionadas via teorema

H por meio da seguinte expressao
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LI Cy| (5.11)

onde consideramos A = I na Eq. (2.52). Para o caso da Eq. (5.7), onde V[P(z,t)] = P(x,t) e
Q[P(z,t)] = 2\P(z,t), a forma da entropia correspondente é
+a(t)

So[P] =k 1—)\/ dz[P(z,t)]? ¢ . (5.12)
—Z(t)

Durante a prova do teorema H utilizando uma EFP nio linear, relacionamos o parametro ¢ (presente na

defini¢do da energia livre) com o coeficiente de difusdo D (da EFP ndo linear), tal que
k=D =—""— =nrfo\?. (5.13)

Desta equacdo tem-se que a quantidade k6, que possui dimensao de energia estd diretamente relacionada
com a densidade n = N/L, e a interacdo entre os voértices. No caso do sistema de vértices em um
supercondutor do tipo II, a densidade n pode ser controlada experimentalmente [63,/64], possibilitando
a variagao da temperatura 6. Além disso, como mostrado na Ref. [65]], os valores de # em um supercon-
dutor do tipo II sdo, de modo geral, muito maiores do que a temperatura ambiente (¢ >> T), de modo
que o ruido térmico pode ser desprezado (7/0 ~ 0). Neste caso, certas propriedades termodinimicas,
como por exemplo a entropia e o calor especifico, tornam-se despreziveis utilizando o formalismo de
BG da mecanica estatistica. No entanto, como mostrado na Ref. [16]], é possivel verificar a terceira lei
da termodindmica no limite 7" — 0, onde Sy — 0, mantendo a entropia generalizada S5 > 0.

Neste trabalho[] estamos interessados em analisar a producdo e o fluxo da entropia S5 associada ao
sistema fisico definido anteriormente para diferentes valores da densidade linear n, desprezando o ruido
térmico (trabalho submetido para publicacdo segundo Ref. [[66]). Para comparar os resultados analiticos
e numéricos, considerou-se nas simulagdes uma condicao inicial semelhante a utilizada na resolucdo da
Eq. (5.7), a qual leva a solucdo na Eq. (5.8)). O processo irreversivel investigado consiste na expansao de
vortices em um caixa de dimensdes L, e L,. No tempo ¢ = 0, as particulas encontram-se aleatoriamente
distribuidas em uma regido muito pequena do espaco em torno de x = 0, que pode ser considerada
uma aproximag¢do razodvel para uma distribuicdo tipo delta de Dirac. Para tempos pequenos, devido as

grandes interagcdes repulsivas, as particulas movem-se rapidamente a partir da regido central da caixa.

'Realizado em conjunto com o colega Mauricio de Souza Ribeiro, o qual efetuou as simulacdes de dinimica molecular
correspondentes.
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A medida que o sistema evolui, o potencial harmdnico passa a ter um papel importante fazendo com
que as particulas desacelerem. Para tempos suficientemente longos, as forcas repulsivas e confinantes se
equilibram, conduzindo ao estado estaciondrio. Durante as expansdo, espera-se que [I > 0e ® # 0,e a
medida que o sistema se aproxima do estado estacionario II, ® — 0. Na sequéncia apresentaremos 0s
resultados tedricos obtidos para este sistema e entdo compararemos com os resultados numéricos obtidos

via simulacdes de dinAmica molecular.

5.1 Producao e fluxo de entropia

Por simplicidade iremos escrever a Eq. (5.7) na forma de uma equagéo de continuidade [[66],

OP(z,t)  0J(x,t)

— 5.14
ot ox ' (5.14)
onde
1 P(x.,t
J(z,t) = - {A(x)P(x,t) — 9\DP(x,t) {M] } . (5.15)
n ox
Além disso, assumimos as seguintes condi¢cdes de contorno
OP(z,t
P tmse =0, D201 ey (60 > 0). (5.16)
r=+T

de modo que, para a distribui¢do dada pela Eq. (5.8)) no intervalo [—Z(¢), Z(¢)] temos

U[P(z,t)]le=sz = P@,1)]o=2z =0,

Q[P(x,t)]|x—if = 2)\P(£L’,Z€)’x:i§:O,

= FE@), &) =2B@)6()T

J(#,1)|s=2z = 0. (5.17)
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Utilizando estas condi¢des de contorno é possivel mostrar que a EFP dada pelas Egs. (5.14) e (5.13), as-

sociada a forma entrépica (5.12), conduz as seguintes expressdes para o fluxo e a produgio de entropiaﬂ

k +z
o = ) / deA(x)J(z,t), (5.18)

) (5.19)

semelhantes aquelas apresentadas no Capitulo 3] Para o cdlculo da producdo e do fluxo de entropia no

sistema de vortices, J(x,t) é dado pela Eq. (5.15), e desta forma a produgdo de entropia € escrita como

kool oP(z,t)]* 1
I = 5 B da:? [A(:L’)P(x,t)—2)\DP(:U,t) o Pl t)
1k [+ ) OP(z,1)
=0/ dx [A (x)P(z,t) —4ANDA(x)P(z,t) Ep
2
FAN2D2P(, 1) (ap(x,t)) ] . (5.20)
Ox

Lembrando que A(z) = —ax (@ > 0), e P(xz,t) é dado pela Eq. (5.8), tal que P(z,t)/0x =

—2B(t)B(t)x, com x < 371/2(t), a Eq. (5.20) pode ser escrita como,

1k +z

I = -
nD J_z

dz {(—ax)*B(t)[1 — B(t)z*] — AAD(—ax)B(t)[L — B(t)2*)(—2B(t)B(t)x)

+4AND?B(t)[1 — B(t)?] (—=2B(t)B(t)x)*} . (5.21)

Resolvendo a integral, obtemos

ZPara mais detalhes, veja o Apéndice B.
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0o L {204113;@) 50— B 4 25 - OADE0)
iR iUl [3(1—5@)#”2]@3}

1k ,[3(1 = B(1)7?) + 2J7°
— T_]EQB(t) [a —4ADB(t)5(t)] 15 '

Como P(+7,t) = B(t)[1 — B(t)7?] = 0, tem-se que 1 — 3(¢)z* = 0. Logo,

4 kB(t)[a— 4ADB()B(1)]* _4
I = i 7D > >0.

Utilizando (¢)z* = 1, a Eq. (5.23)) pode ser reescrita de duas formas, ou seja, eliminando 3(t),

4 kB(t) [az* — 4A\DB(t))? -0
15 nD T -

ou ainda, eliminando 7 [60],

4 kB(t)\/B(1)
W'=%5"mn {6(75)

[3(1— B(t)z?) + 2)7°

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

O fluxo de entropia para o sistema de vértices € obtido substituindo a Eq. (5.15) na Eq. (5.18),

(5.26)

d — %% _: dx {AQ(x)P(x,t) — 2)\DA(x)P(:L’,t)aPa(?t)]
_ %% i {(—aa)? B[~ Blt)a?] — 2AD(~a) [-2B()B(0)a B — H(t)a)}
- %% _; dvaB(t) {a — 4ADB(t)(t)} [2* — B(t)z"]

Resolvendo a integral e utilizando 1 — f3 (zf)f2 = 0, tem-se que,
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Ry B(1 - p(t)z) + 2)7°
b = 2L TaB() {a - ADBOIO) =

4 kaB(t)lo — AADBA(H)]

5.27
15 nD (5-27)

A equacdo para o fluxo de entropia também pode ser reescrita de duas formas diferentes, dado que

B(t)z*> = 1. A primeira, eliminando §(t),

4 kaB(t), 5 _
o 5 0D [aZ° — 4ADB(t)|z, (5.28)
e a segunda eliminando = [60],
4 kaB(t) [ a }
— —4\DB(t)| . 5.29
159D\/B(t) L B(1) © 29

Como vimos no Capitulo 3] a poténcia dissipada devido a uma forga conservativa estd diretamente rela-
cionada com o fluxo de entropia ®. Portanto, pode-se utilizar a Eq. (5.28)) ou a Eq. (5.29) para obter a

poténcia dissipada pela forca A(x) = —ax por meio da relagdo

P = —d. (5.30)

Outro resultado interessante € a variacdo total da entropia no sistema,

dSs

— m—-o
dt

Y

(5.31)

que pode ser obtida utilizando as Eqs. (5.24) e (5.28) para a produgido e o fluxo de entropia, respectiva-

mente,
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dSy 16 kAB2(t) AADB(t) — a7

dt 15 p T

(5.32)

Da mesma maneira, utilizando as expressdes para II e ® onde eliminamos o parametro 7, Eqgs. (5.25)
e (5.29) respectivamente, tem-se [66],

dSy _ 16 kAB2(1)\/B(1)
dt 15 n

{4>\DB(t) - &] . (5.33)

Na sequéncia exibiremos figuras das grandezas calculadas acima em fun¢do do tempo e compara-
remos estes resultados analiticos obtidos para as taxa de produgdo e o fluxo de entropia, bem como a

variagdo temporal d.Sy/dt, com os resultados numéricos obtidos via simula¢des de dinAmica molecular.

5.2 Resultados numéricos

Iremos agora confrontar os resultados analiticos para a producdo, o fluxo e a variacao temporal total
da entropia apresentados na secao anterior com os resultados obtidos a partir de simulagdes de dinamica
molecular; este procedimento consiste na integracdo numérica das equacdes de movimento para todas as
N particulas interagindo de acordo com a Eq. (5.1). A simulaco consiste em uma caixa bidimensional
com comprimento L, = 280\ e altura L, = 20\, onde A é o comprimento caracteristico da for¢a de
repulsdo entre as particulas, sendo L, escolhido de modo que as particulas nunca encontrem a borda,
podendo-se considerar o sistema infinito nesta direcdo. Além disso, assume-se condi¢des de contorno
periddicas na dire¢do y.

Com o intuito de evitar as dificuldades numéricas decorrentes das interagcdes entre os vortices, quando
os mesmos estéo separados por distdncias muito pequenas, substitui-se a condi¢do inicial P(z,t) = d(x)
por uma distribui¢do uniforme estreita, considerando que todas as particulas encontram-se aleatoria-
mente dispersas em uma pequena regido em torno de x = 0 em ¢t = (0. A escolha do parametro « esté
diretamente relacionada com o tempo que o sistema leva para alcancar o estado estaciondrio, de modo
que, o comportamento qualitativo de II, ® e dSs/dt permanece inalterado pela escolha de diferentes
valores de . Os valores de « escolhidos para as simulagdes foram av = 1072 fy \, associado a um tempo
mais longo para alcancgar o estado estaciondrio, e « = 1072fy\, o que corresponde a um tempo mais
curto para atingir o estado estaciondrio. Por outro lado, a escolha do pardmetro D estd relacionada com

a densidade de vértices n = N/L,, uma vez que D ¢é linearmente proporcional a n e, portanto, ao
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parametro ¢ definido pela Eq. (5.13), o qual corresponde a temperatura efetiva no estado estaciondrio.
Usando a Eq. (5.13), a quantidade 2D\ presente na EFP ndo linear (5.7)), assim como na Eq. (5.15)),
¢ dada por 2D)\ = n(27fy\?), a qual pode divergir da estimada numericamente. Com o objetivo de
ajustar os resultados analiticos com os resultados numéricos usamos 2D\ = n[(5,87 +0,02) foA*]. Esta
discordancia entre as estimativas tedricas e numéricas (levando a uma discrepancia relativa em torno de
7%) é uma consequéncia direta da aproximacao de coarse-graining realizada para obter a EFP nao linear
na Eq. [16,17]. O nimero de particulas considerado nas simulacdes foram N = 4000, 2000 e 1000,
que levam a trés valores distintos para a densidade linear de vortices, respectivamente (200/)\), (100/)),

e (50/)), e consequentemente, a trés valores diferentes da temperatura efetiva 6.

-2
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5)(10-2 LREELIL B R R R R | 4><]0-3 UBLEEELL B AL R

4x10° .

4x10°F

3x10°F

AB(t)

2x10°F

1x10°F

(a) (b)

Figura 5.1: Os parAmetros adimensionais AB(t), e A\23(t) da distribuicdo Eq. versus o tempo estio repre-
sentados em (a) e (b), respectivamente. Os simbolos sdo os resultados numéricos, enquanto que linhas cheias sdo
os resultados analiticos. Em cada caso, dois valores da constante confinante sido considerados, & = 1073 fy\ e
a = 1072 fo\ (nas respectivas inser¢des). A densidade linear de vértices considerada foi n = (200/)). O tempo
¢ adimensional, medido em termos do passo temporal da dindmica molecular Jt.

Na Fig. estdo exibidos o comportamento temporal dos pardmetros B(t) [Fig. a)] e [(t)
[Fig. [5.1)(b)] da distribui¢do apresentada na Eq. (5.8) em linear-log [66]. Em cada caso, escolhemos
dois valores para a constante o, @ = 1073fyA e @ = 1072fy\. As linhas cheias correspondem as
curvas analiticas e os resultados numéricos estao representados por simbolos. O nimero de particulas
considerado foi N = 4000, ou seja, n = (200/)). Podemos ver por meio da Fig. que, para 0 maior
valor de « o sistema aproxima-se do estado estaciondrio mais rapidamente, no entanto, o comportamento
qualitativo de B(t) e §(t) permanece inalterado para ambos os valores de c.

A corrente de probabilidade J(z,t) versus a posi¢do é exibida na Fig. [66]. Na Fig. a),

representa-se J(x,t) para valores tipicos de tempo de evolu¢do. Nota-se que, para todos os tempos
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Figura 5.2: (a) A corrente de probabilidade adimensional da Eq. é representada versus a posi¢do x (em
unidades de \) para valores tipicos do tempo de evolucdo. Novamente, os resultados numéricos estdo representados
por simbolos, e os resultados analiticos pelas linhas cheias. (b) A mesma quantidade é apresentada de um modo
conveniente onde os dados obtidos para tempos diferentes colapsam em uma tnica curva universal, onde J*(t) é o
valor méximo de J(zx,t) no tempo ¢t. O tempo é adimensional, medido em termos do passo temporal da dindmica
molecular 4.

considerados, a corrente de probabilidade é nula para + = 0, o que estd de acordo com o esperado,
uma vez que A(x)|,—o = 0, e (0P(z,t)/0x)|,=0 = 0, sendo nula também para = =+Z(t), como
imposto pelas condicdes de contorno (5.17). Pode-se claramente ver na Fig. a) a simetria J(z,t) =
—J(—z,t) (V).

A Fig.[5.2(b) apresenta as curvas mostradas na Fig. [5.2(a), assim como curvas para outros tempos,
agora em uma representagao conveniente, .J(x,t)/J*(t) versus x/z(t), onde J*(t) é o valor maximo de
J(x,t) para cada tempo. E interessante notar que todos os dados obtidos para tempos diferentes colapsam
em uma Unica curva. Esta curva apresenta um valor maximo de J(z,t)/J*(t) para z/z(t) ~ 0,6,
portanto, tem-se que (9.J(x,t)/0x)|z/z/~0,6 = 0 para todo t. Os resultados mostrados nas Figs.[5.1]e[5.2]
evidenciam a boa concordancia entre os resultados das simulagdes numéricas do sistema de vortices e 0s
resultados analiticos derivados da EFP no linear (5.7).

A produgdo de entropia I1(¢) e o fluxo de entropia ®(¢) sdo exibidos como fung¢do do tempo na
Fig. para valores distintos do parametro D, obtidos escolhendo trés valores para o nimero total de
vortices, sendo eles N = 4000, 2000 e 1000, que equivalem, pela Eq. , aD = 2007 fo\, D =
1007 foA e D = 507 fy A\, respectivamente [66]. Assim como na Fig. foram realizadas simulacdes
para dois valores da constante confinante, & = 1072yl e @ = 1072fy\. Da Fig. a) observa-se
que I1(¢) > 0 para todo o tempo, como esperado, e o estado estaciondrio € atingido (dentro da nossa

precisdo numérica) para (II(t) ~ 10~%). Como mostrado na Fig. [5.3(b), no processo irreversivel em
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Figura 5.3: (a) A producio de entropia II e o fluxo de entropia ® versus o tempo sdo apresentados. Novamente,
os resultados numéricos estdo representados por simbolos, e os resultados analiticos pelas linhas cheias. Em cada
caso, dois valores da constante confinante sdo considerados, & = 1073 fg\ e o = 1072 fy\ (nas respectivas
insercoes). Tré€s valores para o nimero total de vortices foram considerados, N = 4000, N = 2000 e N = 1000,
que correspondem a trés valores distintos do parametro D. O tempo € adimensional, medido em termo do passo
temporal da dindmica molecular J¢.

andlise tem-se que ®(¢) < 0; consequentemente, neste caso a Eq. (5.31)) pode ser reescrita como,

dSs

=2 = T+ |9 34
7 + [ @] (5.34)

Portanto, pode-se concluir que a forca externa A(z) atua de forma a aumentar a variagdo temporal da
entropia do sistema, gerada por um fluxo de entropia para o interior do sistema. Assim como para B(t)
e 4(t), a constante « ndo afeta qualitativamente as quantidades I1(¢) e ®(t), apresentadas na Fig. A
unica mudancga visivel consiste no tempo que o sistema leva para alcancar o estado estacionério; para o
maior valor, o = 1072 fy\ (veja as insercdes nas figuras), este tempo diminui tipicamente por um fator
de 10.

Por fim, analisamos a evolu¢do no tempo da derivada temporal da entropia, bem como a evolugdo da
prépria entropia S (t), e os resultados estdo representados na Fig. onde os simbolos correspondem
aos resultados numéricos e as linhas cheias, as curvas analiticas [[66]. Comparando a Fig. [5.4(a) com
as Figs. a) e (b), nota-se que o comportamento exibido por dSy(t)/dt é essencialmente 0 mesmo
exibido por I1(¢). Na Fig. b), pode-se ver que a entropia total do sistema aumenta com o tempo para
todos os valores do parametro D considerados, até que o sistema atinge o estado estaciondrio, quando o

valor da entropia passa a ser constante e dado por [65,67]],
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Figura 5.4: A taxa de variagdo temporal da entropia, bem como a entropia estdo representadas como fun¢do do
tempo. Em cada caso, dois valores da constante confinante sio considerados, & = 1073 foA e a = 1072 fy\ (nas
respectivas inser¢des). Em ambos os casos, trés valores distintos do nimero total de vértices foram considerados,
N = 4000, N = 2000 e N = 1000, correspondendo a trés valores distintos do parametro D. O tempo é
adimensional, medido em termos do passo temporal da dindmica molecular dt.
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No entanto, o resultado mais importante que pode-se obter da Fig.[5.4refere-se a segunda lei da termodi-
namica, que pode ser observada como (dS»(t)/dt) > 0 na Fig.[5.4(a), e mais claramente com o aumento
de Ss(t) na Fig. b). Deste modo, a Fig. ilustra a segunda lei da termodindmica para um processo
irreversivel em um sistema descrito pela forma entropica da Eq. (5.12), onde os efeitos térmicos foram

desprezados (T — 0).

5.3 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo apresentamos uma aplicacdo do método proposto no Capitulo [3] em um modelo de
vortices supercondutores em um movimento superamortecido, identificado por uma EFP nao linear. O
sistema foi estudado em um regime tal que os efeitos térmicos podem ser desprezados e, desta forma,
as contribui¢des da entropia de BG puderam ser desconsideradas. Todos os resultados analiticos obtidos

utilizando o método proposto foram comparados com os resultados numéricos encontrados via simula-



5.3 Conclusoées e perspectivas 64

¢oes de dinamica molecular deste sistema, apresentando uma boa concordancia. Ambas contribuicdes
da derivada temporal da entropia foram analisadas, ou seja, as taxas de producdo e fluxo de entropia.

Além disso, mostrou-se que a segunda lei da termodinamica € verificada também neste sistema.



Capitulo 6
Generalizacao do modelo da urna de Ehrenfest

Uma das explicacOes mais brilhantes sobre a natureza do teorema H foi apresentada por meio do
modelo da urna introduzido por Paul e Tatiana Ehrenfest em 1907 [44], fornecendo uma interpreta¢do
estatistica para a irreversibilidade. Este modelo consiste em duas urnas, A e B, e N bolas distintas,
numeradas de 1 a N, distribuidas nestas duas urnas. A cada instante de tempo s, um nimero inteiro
entre 1 e NV € aleatoriamente sorteado e a bola correspondente a este nimero € trocada de urna. Apesar
deste modelo ser bastante simples, foi utilizado como um modelo de troca de calor entre dois corpos com
diferentes temperaturas no inicio do século XX, onde as temperaturas foram simbolizadas pelo niimero
de bolas em cada urna, e as trocas de calor aconteciam por meio de um processo aleatério [68)]].

Sejam N4(s) e Np(s) o nimero de bolas em cada uma das urnas no tempo s, de forma que N4(s) +
Ng(s) = N (Vs), e P(l,s) a probabilidade de encontrar N4(s) = [ bolas na urna A no tempo s (e
consequentemente, Np(s) = N — [ bolas na urna B). Como mostrado no Capitulo |2} este sistema ¢é
governado pela seguinte equacao mestra,

[+1 N—-Il+1

P(ls +1) = =PI+ 1,8) + ————P(—1,s). 6.1)

Como um estado com [ bolas na urna A pode ser alcancado somente movendo uma bola desta urna
para aurna B (N4: |l + 1 — [), ou movendo uma bola da urna B para urna A (Na: [l — 1 — 1), de
modo que as probabilidades de transi¢ao que aparecem no primeiro e segundo termo do lado direito da
equagdo mestra sdo dadas respectivamente pelas fra¢des de bolas nas urnas A e B no tempo s, ({+1)/N
e[N—(l—1)]/N.

Conforme mostramos no Capitulo 2] uma EFP linear associada a este modelo pode ser obtida via
aproximagdes da equagdo mestra correspondente. Esta equagdo mestra, definida pela Eq. (6.1)), pode ser

reescrita como

NP(l,s+1)=I1[P(l+1,s)— P(l—1,8)]+[P(l+1,8)+ P(l—1,8)]+ NP(l—1,s). (6.2)
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Podemos considerar o limite continuo introduzindo a seguinte mudanga de variaveis,

[2D N s 2D 1

e definindo P(x,t) = NP(l,s) como a probabilidade de encontrar uma bola em uma dada “posi¢ao” z
no tempo ¢. Expandindo a Eq. (6.2) e mantendo somente termos até a ordem 1/, obtém-se a seguinte
EFP linear [68.|69]]

OP(z,t) 0 0?P(z,t)

ot oz ©4

a qual pode ser associada com um passeio aleatério na presenga de um potencial confinante ¢(x) = x2,

ou seja, sujeito a uma forga restauradora A(x) = —[do(z)/dz] = —2z.

Conforme discutido anteriormente, sabe-se que o modelo da urna de Ehrenfest da Eq. (6.1) estd
diretamente relacionado com a entropia de BG [[70]], sendo o mesmo utilizado para reforcar o teorema H
de Boltzmann. Além disso, que a EFP linear definida pela Eq. (6.4) tem como solu¢do uma distribui¢ao
gaussiana, cuja variancia é (z%) ~ t (para tempos suficientemente curtos), tipico de um processo de
difusdo linear [2]. Sabe-se também que o limite de tempo longo desta distribui¢do coincide com a
distribui¢do obtida quando maximizamos a entropia de BG. Portanto, vemos claramente que a EFP
linear, a distribui¢do Gaussiana, a difusdo linear e a entropia de BG estdo intimamente relacionados com
os eventos ndo correlacionados presentes neste modelo.

Neste capitulo iremos propor uma modificagdo no modelo da urna de Ehrenfest da Eq. (6.1), onde ndo
linearidades sdo introduzidas nas probabilidades de transi¢do (trabalho submetido segundo Ref. [71]),
seguindo um procedimento semelhante ao realizado nas Refs. [36,37]], onde EFPs ndo lineares foram
obtidas via aproximagdes em uma equacao mestra. Muitas generaliza¢des do modelo da urna de Ehren-
fest foram propostas na literatura, como por exemplo nas Refs. [70,(72H74]], no entanto, até onde temos
conhecimento, nenhuma delas foi associada a uma EFP ndo linear. Sabe-se que as EFPs néo lineares sdao
fortes candidatas para explicarem uma vasta gama de processos, principalmente aqueles associados ao
fendmeno da difusdo anémala [[14)18.27.,28,33/38/40-42]], levando a um crescente interesse no estudo de
EFPs nao lineares. Portanto, generalizacdes do modelo da urna de Ehrenfest que incorporem tais efeitos
nao lineares tornaram-se de grande importancia. Na sequéncia definiremos uma modificacao no modelo
de urna de Ehrenfest, introduzindo nao linearidades nas taxas de transicdo da equacdo mestra, de modo
que uma EFP nao linear e sua forma entrdpica correspondente poderdo ser obtidas quando tomarmos o
limite continuo. Discutiremos também o fendmeno de producdo de entropia, obtendo as expressdes para
a produgdo e o fluxo de entropia correspondentes a0 modelo em andlise. Na Sec. apresentaremos a

solugdo estaciondria e de equilibrio, analisando alguns casos particulares.
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6.1 Modelo da urna de Ehrenfest nao linear

Definiremos a seguinte modificagdo do modelo da urna de Ehrenfest [[71]],

P(l,s+1) = Wiy [PIP(1+1,8) + Wi_1,[P]P(l — 1, ), (6.5)

onde Wy, [P] e W;_1,[P] sdo as probabilidades de removermos uma bola daurna A ({+1 — 1), oude
adicionarmos uma bola na urna A (I — 1 — 1), respectivamente. Uma vez que estas probabilidades de
transicdo apresentam uma dependéncia na probabilidade de ocupacdo, P, elas ndo correspondem mais
a eventos ndo correlacionados. Como veremos, as taxas de transi¢cao consideradas neste modelo sdo
bastante gerais, de modo que poderemos recuperar alguns casos de particulares de interesse. Definimos

tais taxas como [71]],

(I +1) 4+ w1, P
N )

Wi (p) = YDl (6.6)

VV1+1J [P] = N

onde

w1 y[P] = i PP Y1 £1,8) + P (I, 8) — coP* (14 1,5)P(l,8) — e, P~ (1 £1,8)P*(l,8) . (6.7)

E importante ressaltar que as constantes adimensionais ¢; e ¢, e expoentes y e v devem assumir valores
reais tais que as probabilidades de transigao satisfacam 0 < W, ;[P] < 1e 0 < W;_y;[P] < 1. Por
meio da andlise das Eqgs. (6.6) e (6.7), vé-se que o caso linear pode ser recuperado tomando os seguintes
casos particulares: (i) c; = ¢ = 0; (i1) ¢ € ¢y s3o ndo nulos, e os expoentes ;4 = 0 e v = 2. Esta
dependéncia nas taxas de transi¢do com a probabilidade de ocupacdo dada pela Eq. ¢ semelhante
aquela introduzida na equagdo mestra nas Refs. [36,[37]], e conduzem a uma EFP nio linear bastante
geral, como veremos mais adiante. Cada um dos termos da Eq. atua de modo a aumentar ou
diminuir as probabilidades de transi¢do W1, ,[P], dependendo da probabilidade de ocupagdo de cada
urna. Considerando ambas as constantes c; € ¢, positivas, o termo c¢; P#~ (I + 1, s) aumenta (diminui) a
probabilidade transi¢do W, 1 ;[P] para0 < p < 1 (x> 1). Por outro lado, o termo ¢, P* (1, s) contribui
para manter o0 mesmo numero de bolas (mudar o nimero de bolas) se 0 < v < 1 (v > 1) em ambas
as probabilidades de transi¢do W, ;[P]. Estes efeitos aparecem combinados nos outros dois termos da
Eq. (6.7), ou seja, co P*~2(1+1,8)P(l,s) e c; P~ (1 £ 1, 5) P*(l, s). Contribui¢des como as encontradas
na Eq. podem ser relevantes em muitos sistemas complexos, onde encontramos correlacdes fortes

e/ou interacdes de longo alcance, como aqueles citados na Ref. [36].
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Nosso interesse agora é encontrar uma EFP ndo linear associada a equagio mestra da Eq. (6.5). Para
isto, seguiremos o mesmo procedimento adotado para o caso linear, de modo que esta equacao pode ser

reescrita como,

NP(l,s+1) = I[P(l+1,5)—P(l—1,8)]+[P(l+1,5)+ P(l—1,s)]
+NP(l—1,s)+ w1, PU+1,8) + w1, Pl —1,s)] . (6.8)

Comparando com a equagdo mestra do modelo da urna de Ehrenfest padrdo definido pela Eq. (6.2),
verifica-se que foi adicionado o termo [w;41;P(l+1,s) +w;_1; P(l — 1, s)|, onde foram introduzidas as

nao linearidades. Substituindo as probabilidades de transicao na equacao acima tem-se,

NP(l,s+1) = I[P(l+1,s)—P(—-1,s)]+[P(l+1,s)+P(l—1,s)]+NP(l—1,s)
e [PH(141,8) + Pl —1,8)] + coP" 11, 8)[P(I + 1,5) + P(l — 1, 5)]
—coP(1,s)[P" (14 1,8) + P Y1 —1,5)] — 2¢1 P*(1, 5) . (6.9)

Usando a mesma mudanga de varidveis apresentada na Eq. (6.3, e expandindo em série de Taylor,

obtemos

1 OP(x,t) 2 | N N\ [2DOP(z,t) 2
P(m,t)—I—N T = v ( ﬁm—'—f) WT+NP(x’t)+P($’t)

2 2 Du
B /%8P($,t)+28 P(x’t)+a[P“(x,t)+QaP (x,1)

Ox N 022 N Ox?
D &*P(x,t)
v—1 - )
+oP" " (2, 1) [P(m,t) + N oz }
D &*Pv~1(x,t)
—_ v—1 - ’ _ I
bP(z,t) [P (x,t) + N 927 } aP*(z,t),

(6.10)

onde a = (2¢1)/N* e b = (2¢2)/N” e somente termos até a ordem 1/N foram considerados. Apés

algumas simplificacdes, obtemos a seguinte EFP ndo linear [[71]]
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OP(xz,t)  _0[zP(x,t)] 0?P(x,t) 02 PH(x,t) 1 O*P(x,)
g~ P e P TP TP,
0?P" " (x,t)
—bDP _ A1
bDP(x,t) 52 , (6.11)
a qual pode ser reescrita na forma geral, apresentada nos capitulos anteriores, como
OP(z,t)  O(A(x)V[P(x,t)]) 0 OP(z,t)
— " = o +D8—x Q[P(m,t)]—ax : (6.12)
onde
Alz) = -2z,
U[P(2,t)] = Pla,1),
Q[P(z,t)] = 14+ auP" Yz, t) + b2 —v)P" (a,t). (6.13)

De forma consistente com o modelo da urna de Ehrenfest usual, a EFP linear @) € recuperada fa-
zendo ap = b(2 — v) = 0 nas Egs. e , que abrange os seguintes casos particulares:
(i) g = co = 05 (il) ¢1 e co sdo ndo nulos com os expoentes 1 = 0 e v = 2. Além disso, os ter-
mos relacionados com a difusdo ndo linear na Eq. (6.11)) correspondem aos mesmos presentes na EFP
nao linear na Ref. [36], obtida via aproximacdes de uma equag¢ao mestra onde as probabilidades de tran-
si¢do consideradas também apresentavam dependéncia em P(x,t). Na verdade, a parte da restricdo a
um potencial harmoénico ¢(z) = 2, ou seja, a uma forga restauradora A(x) = —[d¢(z)/dx] = —2z, a
Eq. (6.11)) difere da EFP nio linear encontrada na Ref. [36] apenas pelo termo de difusdo linear.

Com o intuito de garantir que P(x,t) seja normalizdvel para todo tempo, assumiremos que as
Eqgs. (6.12) e (6.13)) satisfacam as seguintes condi¢des de contorno,

Pt =0,  2P@H —0,  A@@)U[P(2,)][ssse0 = 0, (6.14)

que sdo as condi¢des de contorno usuais utilizadas ao longo desta tese.
E interessante obter também a forma entrépica associada a EFP ndo linear dada pelas Eqs. (6.12)

e (6.13)). Para isto, utilizamos o mesmo procedimento adotado nos capitulos anteriores, onde definimos
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a seguinte forma entrépica geral,
+o0 d2g
st =k [ deglPl g0 =gy=0. TE<0. (615

onde k é uma constante positiva com dimensdes de entropia, enquanto que o funcional g[P(z,t)] deve
ser a0 menos duas vezes diferencidvel. Sabe-se que esta forma entrdpica relaciona-se com a EFP nao

linear através do teorema H, por meio da seguinte equagao,
- = (6.16)

onde consideramos D = kf (6 é um pardmetro positivo, com unidades de temperatura, conforme de-

finido na Eq. (2.49)). Substituindo os funcionais da Eq. (6.13)) na Eq. (6.16), integrando duas vezes e
impondo as condi¢des de contorno definidas pela Eq. (6.14), obtém-se

glP] = —|P(z,t)(InP(z,t) — 1)+ p i 1P“(x,t) + %P”(x,t) + C1P(x,t) + Cy
6.17)

onde ('} e (5 sdo constantes de integracdo que podem ser obtidas por meio das condi¢des de contorno
9(0) = g(1) =0,

Co=0. (6.18)

Logo,

P(z,t) — P*(x,t) N b(2 —v) P(x,t) — P"(x,t)
uw—1 v (v—1)

glP] = —P(z,t)lnP(x,t)+a (6.19)

Portanto, a forma entrépica associada a EFP nao linear (6.11]) € dada por [71]]
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o0 o p_pn p2-y) [f° P PpY
S[P}:—k/ delnP+ka/ dx R ”)/ dx . (6.20)

oo —00 M_l v 00 v—1

Podemos notar a presenga de contribuicdes de entropias conhecidas na equacao acima, uma referente
a de BG e outras duas relacionadas com a entropia de Tsallis, caracterizadas pelos expoentes j € v.
As contribuigdes do tipo Tsallis, ou seja, os dois dltimos termos da Eq. (6.20), podem também ser
enquadradas na classe de entropias de dois indices presentes na literatura [54,)55,/59,(60,75]], definindo
apropriadamente a, b, ;1 e v. Além disso, o sistema de vortices interagentes descrito no Capitulo 3|
tipico de supercondutores do tipo II, apresenta uma EFP ndo linear do mesmo tipo da apresentada nas
Eqgs. (6.12)) e (6.13)), e caracterizada por uma entropia da mesma forma da Eq. (6.20) com 1 = v = 2, ou

seja, dada pela soma das contribui¢des de BG e Tsallis [16].

6.2 Producao de entropia

Dada a presente generalizagdo do modelo da urna de Ehrenfest, de onde obtemos a EFP ndo linear
definida pelas Eqgs. (6.12)) e (6.13)), podemos utilizar o procedimento discutido no Capitulo [3| para obter
as contribui¢des de produgio e fluxo de entropia. Para isto, é conveniente escrever as Eqgs. (6.12)) e (6.13))

na forma de uma equagdo de continuidade, ou seja,

OP(z,t)  9J(z,t)

5 EramE (6.21)

onde

OP(z,t)

J(z,t) = —22P(x,t) — D[l +auP" *(2,t) + b2 —v)P" ! (z,1)] o

(6.22)

Como vimos, as contribui¢des de produgio e fluxo de entropia utilizando a EFP definida pela Eq. (6.12)

e as condi¢des de contorno (6.14)) sdo, respectivamente,

+o0 2
= / . OF dz | (6.23)
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+oo
o = / A(x)J(z,t) dx . (6.24)

(e}

Desta forma, substituindo a corrente de probabilidade da Eq. (6.22)) na Eq. (6.23)), a taxa de produgdo de

entropia para este caso torna-se

oo ) ) g 51 OP) 2
m = / {szz +D [PT +apPhE 4 b(2 — V)P"*a] —} dr | (6.25)

[ee) 8x

e utilizando as Egs. (6.22) e (6.24), a taxa de fluxo de entropia pode ser escrita como

b(2 —v)

v

+oo
o = / {43:2P(:v,t) + 2D$% {P(x,t) + aP!(x,t) +

P”(Lt)] } dx . (6.26)

Integrando o segundo termo por partes e impondo as condi¢des de contorno (6.14)),

b(2 —v)

14

+oo +oo
o = / 42° P(z,t) dv — 2D/ {P(m,t) + aP*(x,t) +

o0

Pan)| o

2b(2 —v)

+o00
= — / P(z,t) [2D —42* + 2aDP* Y (z,t) + D
- v

o0

P, t)} dr. (6.27)

Restringiremos agora nossa andlise ao caso 4 = v = 2 — ¢; conforme discutiremos na préoxima
secdo, esta situacdo pode ser relacionada com a mecanica estatistica ndo extensiva. Consequentemente,
a corrente de probabilidade da Eq. (6.22)), torna-se [[71]]

OP(x,t)

J(x,t) = —2zP(z,t) — D{1 + [a(2 — q) + bg] P (z,t)} e

(6.28)

que pode ser reescrita como,

J(x,t) = —2xP(x,t)+JY (2, t) + T (x,t), (6.29)
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onde separamos a corrente de probabilidade da Eq. (6.28)) em duas contribui¢des de difusdo, uma linear

e outra ndo linear, dadas respectivamente por

OP(x,t)
U] - _
TO(@,t) = —D=—==, (6.30)
e
Jrh (z,t) = —D[a(2 — q) + bq|P*4(x, t)—apégi’ ) ) (6.31)

A primeira, J) (2, t), é a contribui¢io para a corrente de probabilidade correspondente aos movimentos
aleatérios, isto é, ndo correlacionados, enquanto J™)(z,t) envolve os termos ndo lineares associados
a difusdo andmala. Pela andlise da Eq. (6.28), juntamente com as Eqgs. (6.30) e (6.31)), podemos ver
que, se [a(2 — q) + bg]P*~(x,t) > 1, temos que |J"™ (z,t)| > [JO(x,t)
prevalecem. Por outro lado, quando [a(2 — q) + bg] P ~%(x,t) < 1, ou seja, |J (z,t)| < |JO(z,1)],

, € os efeitos ndo lineares

0 processo passa a ser dominado pela difusao linear, associada aos movimentos aleatorios.
Consideremos entdo uma situagdo em que inicialmente as duas urnas apresentam aproximadamente
o mesmo nimero de bolas, ou seja, Ny ~ N/2 e Ng ~ N/2. Neste caso, a varidvel = definida
pela Eq. (6.3) ¢ muito pequena no inicio do processo, de modo que os termos relacionados com a difusao
prevalecem sobre a contribui¢do confinante na Eq. (6.29). Desta forma, a contribui¢do da produgdo de
entropia na Eq. é muito maior do que a contribui¢do de fluxo na Eq. (6.27), isto é, IT > |®|.
Particularmente neste caso, a contribui¢do néo linear J™)(z,t) atua de modo aumentar a produgio de
entropia na Eq. (6.23). Portanto, as correlagdes entre os movimento das bolas em cada uma das urnas,
introduzidas neste modelo por meio de taxas de transi¢do dependentes das probabilidades de ocupacao,
levam a um aumento da producdo total de entropia. Por outro lado, para um tempo suficientemente
longo, o sistema aproxima-se do estado estaciondrio, de forma que as contribui¢des da forca confinante

A(z) = —2z tornam-se da mesma ordem de grandeza que as contribui¢des difusivas, levando a IT ~ |®|.

6.3 Solucio estacionaria e de equilibrio

Consideremos primeiramente as distribuicdes estaciondrias para a EFP ndo linear definida pelas
Egs. (6.12) e (6.13), de modo que [0P.4(x)/0t] = 0. Tendo em mente a conservagdo de probabili-
dade dadas as condi¢des de contorno na Eq. (6.14)), a condi¢@o de solucdo estaciondria equivale aqui a

Jest(x) = 0, ou seja,
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_ 0P,
Jest(x) = —23P.y — D [1+apPly' +b(2 — v) P2 5 L=, (6.32)
x
a qual, apés uma integracdo em x, resulta em [71]]
ap o, b2—-v) 1
In(P.y) + i - Pl ' —— P4 1= H(C - 2?) (6.33)

onde C' é uma constante de integragao.

Um resultado interessante pode ser obtido ao compararmos a solucao estaciondria da EFP nao linear,
mostrada na Eq. (6.33), com a distribui¢do de equilibrio. Para tal, iremos maximizar a forma entrépica
na Eq. , utilizando os vinculos de normalizacdo e conservagdo da energia dados, respectivamente,

por

+o00 +oo
/ dx P(xz,t) =1, U= / dx ¢(x)P(z,t) . (6.34)

[e.e] o0

Supondo que a extremizagao da entropia leve a um unico estado de equilibrio, uma consequéncia direta
do teorema H € que o sistema atingird o equilibrio apds um tempo suficientemente longo. Desta forma,
nos referiremos a este estado como o estado de equilibrio.

Seja o seguinte funcional [71],

e = %P] ta (1 - /_+OO da P(m,t)) + 5 (U - /_m da gzﬁ(x)P(x,t)) (639

o0 [e.9]

onde a e 3 s@o os multiplicadores de Lagrange. Sabe-se que o principio da Entropia Mdxima equivale
a extremizagdo do funcional da Eq. (6.35) [3]]. Portanto, fazendo (0//0P)|p—p,, = 0, onde P.,(z)

representa a distribui¢do de equilibrio, tem-se

(45 - a-sow)

= 0. (6.36)

P=P.,
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Considerando a entropia dada pela Eq. (6.20) e o funcional ¢g[P] da Eq. (6.19)), temos

a N b(2 —v) o
—(InPy+1)+ E(l — pPi) + m(1 —vPY) = a+Bo. (6.37)

Lembrando que A(z) — dé(x)/dx = —2x, e portanto, ¢(x) = z* + ¢o, a Eq. (6.37) resulta em [71]

4 b2=-v)
1 v—1 2
1nPeq+[u—1’ngI +?Peq = ﬂ(cl_l‘), (638)
onde definimos a constante C’ como
b(2 —
o0 W22V g = —BC (6.39)
p—1 v—-1)

A menos das constantes C' e C’, a Eq. para o estado de equilibrio coincide com a Eq. (6.33),
correspondente ao estado estaciondrio da EFP nao linear definida pelas Eqs. (6.12) e (6.13), onde iden-
tificamos P.,(z) + P.y(z) e 8 = D' = (kf)~', como esperado. Este importante resultado mostra
a consisténcia da conexdo entre o funcional entrépico da Eq. e a EFP ndo linear definida pelas
Egs. (6.12) e (6.13), anteriormente demonstrado por meio do teorema H. Vale a pena ressaltar que a
solucdo estaciondria da EFP nao linear da Eq. (6.33) e a distribuigdo de equilibrio da Eq. (6.38)) foram
obtidas de formas independentes. Na sequéncia, analisaremos alguns casos particulares da Eq. (6.38)
(ou equivalentemente, da Eq. (6.33))).

6.3.1 Casos particulares

Uma vez que os termos com os expoentes ¢ v na Eq. (6.20) sdo facilmente relacionados com a
entropia de Tsallis, iremos reescrever estes expoentes da seguinte forma 4 = 2—¢q, e v = 2 — @9, onde ¢y
e ¢ referem-se ao indice “q” da entropia Tsallis. Por meio desta escolha, a Eq. (6.38) pode ser reescrita

como

@)+ BT W oy DB pragy o por ) (6.40)



6.3 Solugao estaciondria e de equilibrio 76

a qual pode também ser escrita em termos do g-logaritmo, In,(u) = (u'=7 —1)/(1 — q),

In Peg(2) + a(2 = q1) Ing, [Peq ()] + b2 Ing, [Pog ()] = B(C" — %) . (6.41)

Esta equacdo mostra claramente que a distribui¢do de equilibrio P,,(z) (e consequentemente, P, (z))
serd o resultado da combinacdo destes logaritmos, de modo que o seu resultado final dependerd das

escolhas de a, b, ¢; € ¢o. Abaixo apresentaremos resultados para alguns valores tipicos de ¢; € go.

a) Casoqy = ¢ = 1:

Este caso particular corresponde a entropia de BG e, consequentemente, a EFP linear, para o qual a

Eq. leva a [71]]

(1+a+b)In[P,.,(z)] = B(C" — 2?), (6.42)
ou seja,
C// 2
P.,(x) = exp {H} ) (6.43)

Impondo a condi¢do de normalizag¢do, obtém-se

+oo C// +oo IQ C//
/_oo P.,(z)dr = exp [E} /_OO exp [_E] dr = exp {E} VBr =1, (6.44)

onde B = 71(1 + a + b). Assim, a solugdo neste caso é dada por uma distribui¢o gaussiana,

1 1/2 _ 2
P.,(x)= <§) exp {%] : (6.45)

como esperado. No casoem que a =b = 0e 3 = D! = 2, recuperamos a solugdo estaciondria da EFP
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linear, Eq. (6.4), para modelo da urna de Ehrenfest usual [69],

P(z) = \/%6_2962 . (6.46)

b) Casoq; = g2 = 0:

Substituindo ¢; = ¢2 = 0 na Eq. (6.40), obtém-se [[71]]
In P, (7) + 2aP.,(z) = B(C" — 7). (6.47)
Aplicando a operacao exponencial em ambos os lados da Eq. e multiplicando-a por 2a,

exp(ln Poy(z) + 2aP.y(z)] = exp [B(C" — 2?)]
2aP,q(x)e? @ = 2qePC"=2%) (6.48)

Nota-se que a equagio acima possui a forma Y = Xe*, cuja solugdo pode ser escrita em termos de uma
fungdo W-Lambert, X = W(Y') (veja, por exemplo a Ref. [37]),

1 y
Py(a) = 5 W (zaeﬁw >) . (6.49)

Esta equacdo € semelhante a equacdo de equilibrio encontrada na Ref. [[16] para um sistema de vértices,
usado como modelo para supercondutores do tipo II. Com dito anteriormente, este sistema pode ser
descrito por uma EFP ndo linear semelhante a apresentada nas Eqs. (6.12) e (6.13)), caracterizada por
uma entropia na forma da Eq. (6.20), com p = v = 2.

Apesar da Eq. ndo apresentar uma solucao analitica explicita, a solu¢do de equilibrio recupera
os seguintes casos limites: (1) 2a < 1, onde o comportamento da distribui¢do gaussiana prevalece;
2a > 1, onde a funcdo W-Lambert se aproxima de uma pardbola, correspondendo ao importante limite
para a fase supercondutora em supercondutores do tipo II reais [65,67]. Na Fig.[6.1(a) e (b) exibimos a
distribui¢do de equilibrio da Eq. para alguns valores tipicos do pardmetro a e [3, respectivamente.

Na Fig. [6.1fa), fixamos = 2 e variamos o valor do pardmetro a, na qual nota-se que a largura da
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distribuicdo aumenta a medida que aumentamos o valor de a. Por outro lado, um comportamento inverso
acontece na Fig. [6.1[b), onde fixamos a = 1 e variamos /3, de onde concluimos que o pardmetro de

Lagrange /3 estd relacionado com o inverso da largura da distribuigao.

(a) (b)

Figura 6.1: A distribui¢do de equilibrio Pq(x) da Eq. |b ¢ representada em fung@o de x nos casos: (a) 5 = 2
e diferentes valores de a; (b) a = 1 e diferentes valores de 3.

) Casoqr =q(qg#1)eqg =0
Neste caso, a Eq. (6.40) fica,

CL(2 — Q) 1—q

_ I 2
In P, g PLz) = B(C"—2a?). (6.50)

eq(2) +
Aplicando a fun¢do exponencial em ambos os lados desta equagao,

P.y(z)exp {%P&;%x)} = O (6.51)

Assim como no caso anterior, podemos escrever esta equacao na forma de uma funcao W-Lambert. Para
isto, elevamos ambos os lados da Eq. (6.51) ao expoente (1 — ¢) e multiplicamos a equagdo resultante

por a(2 — q), de forma que obtemos,
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a(2 = q) Py "(z)exp [a(2 — )Py ()] = a2—q)exp[(1 - ¢q)B(C"—a%)],  (6.52)
ou ainda, em termos de um fung¢do do tipo W-Lambert,
(1(2 — Q)Pelqiq(iﬂ) = W (a(Q _ q)e(lfQ)ﬁ(C’ﬁrz)> . (6.53)

Portanto, a solucdo estaciondria neste caso é

1

W (a(2 —q)exp[(1—q)8(C" — 562)])} T
a(2 —q) '

P (z) = { (6.54)

Lembrando que, para a equagdo acima tenha solucdes reais tais que 0 < P, (z) < 1, devemos ter
a(2 —¢q) > 0.

Na Fig. a distribui¢do acima € exibida para alguns valores tipicos do parametro g. Os parame-
tros foram definidos como a = [ = 2, e a constante C” foi escolhida de tal modo que a distribuigao
P.,(x) fosse normalizada. Como podemos ver na Fig a), os casos ¢ < 1 produzem essencialmente
distribui¢des com caudas curtas. Por outro lado, os casos ¢ > 1 levam a um comportamento tipico de

distribui¢des com caudas longas, como pode ser visto na Fig. [6.2(b) na representacdo log-linear.
d) Casoq1 =2, q2 = ¢

Nesta caso, a Eq. (6.40)) fica

1nPeq(a:)+1quqP;q—q(x) = B(C'—2?). (6.55)

Da mesma forma que nos casos anteriores, queremos escrever a equacdo acima na forma XeX = Y.

Assim, aplicamos a func¢@o exponencial na Eq. (6.55),



6.3 Solugao estaciondria e de equilibrio 80

(a) (b)

Figura 6.2: A distribui¢ao de equilibrio P, (x) da Eq. li ¢ representada em fungdo de x, com a = § = 2 para
diferentes valores de ¢: (a) ¢ < 1, na representacdo linear-linear; (b) ¢ > 1, em log-linear.

b ,
P.,(x)exp L—_qqpelq—q(x)} e (6.56)

elevamos ambos os lados desta equag@o ao expoente 1 — ¢, multiplicamos o resultado por bg, e obtemos,
bgP,, (x) exp [bgP., (z)] = bge1— 8" =%) (6.57)
que pode ser escrita usando a funcao do tipo W-Lambert,
bgP, % (x) = W (bgexp [(q —1)B(C" —2?)]) . (6.58)

Logo, a solugdo estaciondria para o caso em que ¢; = 2 e go = ¢ pode ser escrita como,

1

(2) = W (bgexp (¢ — 1)B(C" — 2?)]) - 6.59)

bq

e novamente, devemos ter bg > 0.

A distribuicdo definida pela Eq. (6.59) é representada na Fig. [6.3] para alguns valores tipicos do
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pardmetro ¢. Novamente, a constante C’ foi escolhida de tal modo que a distribui¢do da Eq.
fosse normalizada, ja os pardmetros b e § foram definidos como b = 2 e = 2. Como podemos
ver, os resultados apresentados neste caso sdo semelhantes aos mostrados na Fig. [6.2] sendo que para
¢ < 1, mostrados na Fig [6.3(a), temos essencialmente distribui¢des com caudas curtas, enquanto que

para ¢ > 1, o comportamento tipico € de uma distribuicdo com cauda longa, como pode ser observado

na Fig.[6.3b).

(a) (b)

Figura 6.3: A distribuigdo de equilibrio P.,(z) da Eq. ll ¢ representada em funcgdo de x, com b = § = 2 para
diferentes valores de ¢: (a) ¢ < 1, na representacao linear-linear; (b) ¢ > 1, em log-linear.

e) Casoq1 = @ = ¢

Por fim apresentaremos o caso onde ¢ = ¢» = ¢, de forma que a Eq. (6.40) pode ser escrita

como [71]]

(1= q)InPey(x) + [a(2 — q) + bg] Py “(x) = (1—q)B(C" —a?), (6.60)

ou ainda, da seguinte forma

[a(2 — q) + bg] P 4(x) exp {[a(2 — q) + bg] P, (x)} = [a(2— q) + bg] "7~ (6.61)
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(© (d)

Figura 6.4: A distribuicdo de equilibrio P.,(z) da Eq. (6.63) é representada em fungdo de x, para 3 = 2 e para
diferentes valores de a, b, e: ¢ < 1, nos painéis (a) e (b), na representaco linear-linear; ¢ > 1, nos painéis (c) e
(d), em log-linear.

onde aplicamos a fun¢do exponencial na Eq. (6.60), elevamos a poténcia (1 —g), e por fim, multiplicamos
o resultado por [a(2 — ¢) + bg]. Podemos identificar na Eq. (6.61) a forma Xe® = Y, de modo que esta

equacgdo pode também ser reescrita em termos de uma funcdo W-Lambert. Logo,
[2a + q(b — a)]Pelq_q = W ([2& +q(b—a) e(l_q)ﬁ(cl_x2)> ) (6.62)

Assim, tem-se a seguinte solucao,

R e :
eq 50 " q(b — a)

(6.63)
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Neste caso, para que a equagdo acima tenha uma solucéo real, [2a + g(b — a)] > 0. Este resultado é
bastante geral, recuperando todas as situagdes de (b) a (d) como casos particulares, por meio da escolha
apropriada dos parametros a, b e q.

Na Fig. [6.4] exibimos a distribui¢@o estaciondria definida pela Eq. (6.63)) para alguns valores tipicos
dos parametros a e b, com g < 1 nos painéis (a) e (b), e ¢ > 1 nos painéis (c) e (d). Os casos ¢ < 1 pro-
duzem essencialmente distribuicdes com caudas curtas, e podemos ver que, comparando as Figs. [6.4(a)
e [6.4(b) os pardmetros a e b estdo diretamente relacionados com a largura da distribui¢do. Por outro
lado, os casos ¢ > 1 levam a distribui¢des com caudas longas, representados nas Figs.[6.4(c) e[6.4(d) em
log-linear. Da mesma forma que no caso em que ¢ < 1, aumentando os parametros a € b aumentamos a

largura de cada distribuicao.

6.4 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo propomos uma modificagdo no modelo da urna de Ehrenfest, introduzindo efeitos
nao lineares nas probabilidades de transicdo, definidas por meio de dependéncias na probabilidade de
ocupacdo de ambas as urnas. Desta forma, passamos de movimentos aleatérios de bolas entre as caixas,
para um processo onde hé correlagdes entre os movimentos. Estas modificacdes conduzem, no limite
continuo, a uma EFP ndo linear caracterizada por trés termos difusivos: um termo linear e outros dois
ndo lineares. Mostramos que a entropia associada a esta EFP ndo linear é composta pela soma das
entropias de BG e de Tsallis. E importante ressaltar que esta generalizacdo recupera a EFP nio linear (e
sua respectiva forma entrépica) relacionada ao sistema de vortices interagentes em um supercondutor do
tipo II, abordado no Capitulo [} quando fazemos p = v = 2.

Considerando a EFP ndo linear associada a este modelo, analisamos também o fendmeno da pro-
ducdo de entropia. Mostramos que, para tempos de evolucdo relativamente curtos, a contribui¢do de
producido de entropia ird prevalecer sobre a contribui¢do de fluxo, sendo que as ndo linearidades introdu-
zidas atuam de modo a aumentar a produgdo de entropia neste modelo. Além disso, obtemos a solucao
estaciondria da EFP ndo linear associada a esta generaliza¢dao do modelo da urna de Ehrenfest, e mostra-
mos que a mesma coincide com a solugdo de equilibrio obtida através da extremizacao da entropia. Por

fim, alguns casos particulares foram analisados.



Capitulo 7

Teorema H generalizado usando equacoes

mestras

Nos ultimos anos temos visto um crescimento do nimero de estudos que buscam generalizar im-
portantes equacdes e propriedades da mecanica estatistica para um formalismo mais adequado a anélise
de sistemas complexos. Um exemplo disto € o teorema H, o qual mostrou-se recentemente ser vélido
também quando levamos em consideracdo diferentes formas entrépicas [[14}|33,38-42]. Usualmente,
prova-se o teorema H definindo uma forma entrépica e substituindo a derivada temporal da distribui¢do
de probabilidades por uma equacdo mestra ou uma EFP.

Para um sistema em contato com um reservatério térmico, o teorema H corresponde a um sinal bem
definido para a derivada temporal do funcional da energia livre (dF'/dt < 0), que pode ser definida para

um sistema fora do equilibrio como

F=U-6S: U=> &P, (7.1)

onde 6 representa um parametro positivo com dimensdes de temperatura e U denota o valor médio da
energia interna.

Assim como no Capitulo ] consideraremos um sistema descrito em termos de varidveis estocasticas
discretas, cuja evolugdo temporal é dada pela seguinte equacao mestra,

a];it(t) = Y [Pi(wsilt) — Pi(t)wy (2], 72)

J

onde P;(t) rotula a probabilidade de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela variavel i em
um instante de tempo ¢ € w;; representa a taxa de probabilidade de transi¢do do estado 7 para o estado j.

No caso da entropia de BG, a prova do teorema H usando uma equacao mestra semelhante a definida pela
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Eq. (7.2) é bastante conhecida na literatura, sendo a derivada temporal da energia livre escrita como [76],

dF kT ~ =

onde wy,; e Py sdo dados, respectivamente, por

U~Jkl = wkle’&’“ ) pk = Pk€+/35k . (74)

Nas equagdes acima usamos 0 = T e f = (kT)7L.

Assumindo que as taxas de probabilidades de
transicao wy; sdo, de um modo geral, ndo nulas para qualquer estado k e [, a situacdo em que energia
livre é independente do tempo equivale a P, = P, ou seja,

Pk 6_651"

= (1.5)

Em outras palavras, no caso da entropia de BG apenas a distribui¢do candnica, que € aqui a distribui¢cao
de equilibrio, faz com que a energia livre seja constante no tempo.

No entanto, a teoria de BG apresenta limitagdes, principalmente no que se refere ao estudo de sis-
temas complexos, fazendo-se necessario uma generalizacao deste importante teorema, tornando-o mais
adequado ao tratamento de tal classe de sistemas. Deste modo, propomos neste capitulo uma prova para
o teorema H utilizando equacgdes mestras, considerando formas entrépicas generalizadas definidas em
termos de probabilidades discretas. Para isto, primeiramente demonstraremos duas relacdes bastante
interessantes entre as derivadas temporais da energia livre e da energia interna com as taxas de produgao
e fluxo de entropia, respectivamente, obtidas utilizando EFPs ndo lineares. Na sequéncia usaremos estas
relacdes na prova do teorema H generalizado utilizando equagdes mestras. Por fim, analisaremos alguns

casos particulares.

7.1 Producao de entropia e o teorema H

Como mostrado no Capitulo [2] a prova do teorema H usando a EFP ndo linear da Eq. (2.11) foi
efetuada recentemente por diversos autores [33,38-43|] considerando uma forma entrépica generalizada
definida pela Eq. (2.48). Deste modo, as derivadas temporais do funcional da energia livre e da energia

interna definidos pelas Eq. (2.49) sdo dadas respectivamente pelas seguintes expressdes,
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iF [ dp(x) _QP|oP\®
v o0 OP(z,t)
@ = ) e, -7

lembrando que os funcionais da EFP ndo linear W[P] e [ P] sdo quantidades positivas, monotonamente
crescentes, e relacionam-se com os funcionais da forma entrépica (2.48)) pela Eq. (2.52).

Por outro lado, conforme discutido no Capitulo[3] o fendmeno da produgéo de entropia usando a EFP
nao linear da Eq. (onde consideramos o coeficiente de atrito = 1) e a forma entrdpica definida
pela Eq. (2.48)), pode ser descrito por meio da seguinte equago,

ZSIP) = M-, (7.8)

onde as taxas de produgdo e de fluxo de entropia sdo, respectivamente,

ok @)
ko[t
o = 5/ de A(z)J(x,t) . (7.10)

Nas equagdes acima J(x, t) é a corrente de probabilidade, obtida quando reescrevemos a EFP néo linear

da Eq. (2.T1) na forma de uma equagio de continuidade, ou seja,

OP(x,t) — 0J(z,t)

ot or

(7.11)

J(z,t) = A(z)U[P] — DQ[P] {M} .

ox

Ao substituir a corrente de probabilidade J(z,t) dada pela equagdo anterior na expressdo para a
produgio de entropia da Eq. (7.9)), tem-se
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(7.12)

lembrando que a for¢a confinante A(x) foi definida como A(x) = —[d¢(z)/dx]. Comparando a Eq. (7.12)
com a Eq. (7.6), nota-se que a taxa de produgdo de entropia ¢é diretamente proporcional a variagdo tem-

poral da energia livre, ou seja,

1dF
M= ——— 7.1
0d (7.13)

onde consideramos D = k#. Este resultado estd de acordo com o esperado pelo teorema H, uma vez que
IT > 0 por defini¢do, levando a (dF'/dt) < 0.
J4 o termo de fluxo de entropia dado pela Eq. (7.10), pode ser reescrito como

k[ dé(x) k™ 9 (,1t)
k™ OP(z,t)
= —5 N d:L’gb([L‘)T 5 (714)

onde realizamos uma integragdo por partes (considerando as condi¢des de contorno dadas pela Eq. (2.12))
e substituimos a equacdo de continuidade da Eq. (7.11]). Da mesma forma, quando comparamos a equa-
¢do acima com a Eq. (7.8), temos

1dU
¢ = ———. 7.15
0 dt (7.15)

Logo, uma variagdo positiva (negativa) do fluxo de entropia, ® > 0 (¢ < 0), equivale a um decréscimo

(acréscimo) da energia interna do sistema. Além disso, na situagdo em que o sistema encontra-se isolado,

que para um sistema descrito pela EFP da Eq. equivale a A(z) = 0, tem-se ® = (dU/dt) = 0.
Utilizando as Egs. e ¢ facil mostrar que as seguintes equagdes
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d
—S[Pl = II-® 7.16
dt[] ’ (7.10)
c
dF  dU  dS S 1dF 1dU
a7 @ T va T (7.17)

sdo equivalentes. As relagdes (7.13)) e (7.15) sdo bastante gerais, sendo vélidas para qualquer sistema
descrito pela EFP nao linear da Eq. (2.11). Na verdade, como veremos na sequéncia, formas equivalentes

para estas equacdes podem ser obtidas também para sistemas descritos por equacdes mestras.

7.2 Teorema H e equacoes mestras

Iremos agora propor uma generaliza¢do do teorema H para um sistema descrito em termos de varid-
veis estocdsticas discretas, cuja evolugdo da probabilidade P;(t) é dada pela equagio mestra (7.2)). Para

isto, iremos considerar a seguinte forma entrdpica,

Pl = ng[B(t)] . g(0)=g(1) =0; dz% <0. (7.18)

Por simplicidade assumimos A = [ (operador identidade) na Eq. (4.4). No entanto, a extensdo dos
resultados que apresentaremos a seguir para a forma entropica mais geral definida pela Eq. (4.4) podera
ser efetuada facilmente.

A derivada temporal da entropia definida pela Eq. ¢ dada por

d dg 0P,
kdtzg dP ot (7.19)

que, substituindo a derivada temporal da probabilidade pela equacdo mestra dada pela Eq. (7.2)), pode

ser escrita como

=k Z tyw;i(t) — Pi(t)wy(t)] . (7.20)
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Por simetria, podemos trocar os indices ¢ <+ j; somando esta nova equacao com a Eq. (7.20)), obtemos

d k

S51Pl =35 > 19(P) = g (PP (t)wjalt) — Pi(tywy (1] (7.21)

,J
onde definimos

J(X)= Z— . (7.22)

A derivada temporal da energia interna da Eq. ((7.1)) pode ser obtida seguindo o mesmo procedimento
adotado para obter a Eq. (7.21)), resultando em

= 3 ket = 2Py 0us6) — Pt (1) (7.23)

Utilizando as Eqgs. (7.1)), (7.21) e (7.23)), a derivada temporal do funcional da energia livre por ser escrita

como

Cfi_]; - % Z {ei —e; = kOlg' () — g' (P} [P (Hw;i(t) — Pi(H)wi; (t)] - (7.24)

Uma vez que as relagdes encontradas usando a EFP ndo linear entre a variacao temporal da energia
livre e a taxa de producdo de entropia, bem como entre a derivada temporal da energia interna e o fluxo de
entropia, sdo bastante gerais, € razodvel supor que as mesmas continuem validas para sistemas descritos
por probabilidades discretas, obedecendo equagdes mestras. Ou seja, assumiremos

dF

aU
Bty _
dt ©

— =00 7.2
I 00, (7.25)

também para sistemas descritos por equagdes mestras, cujas solugdes estaciondrias satisfacam a condi¢ao
de balanc¢o detalhado Pf“wﬂ- = Pfw;,;. Utilizando os resultados obtidos no Capitulo 4, o fluxo de

entropia do sistema para o ambiente, @, e a taxa de producdo de entropia, 11, sdo dados por,
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® = 5 Z{ (Pwij) — g'(P)] = [g'(Pjwji) — ' (P)1}[Pjwji — Pows] ; (7.26)

nm= - Z (Pawij) — g (Pywji)][Pjwsi — Pawij] >0, (7.27)

onde usamos as Eqgs. e , com [dA[Q]/dQ] = 1. Portanto, a variagdo temporal da energia

interna e do funcional da energia hvre podem ser escritos, respectivamente, como

dU / /

- = E {lg'(Pawij) — g'(P)] = [g'(Pjwi) — ' (Py)}[Pywji — Pawij] ; (7.28)
dF ko

a 2 g/ (Prwij) — ¢’ (Pywi)][Pjw;i — Pawy] <0, (7.29)

/[:7].

de onde tem-se que dF’/dt < 0, como esperado pelo teorema H. Comparando a Eq. (7.23) [Eq. (7.24)]

com a Eq. (7.28) [Eq. (7.29)], nota-se que para que elas sejam equivalentes, a seguinte relagio deve ser

satisfeita,
1 / / / /
3 > Aei— g+ k0{ld (Prwyy) — ¢'(P)] = ¢/ (Pyw;s) — ¢'(P)]}} [Pywys — Pawyg] = 0. (7.30)
%,J

Uma vez que, de um modo geral, tem-se [P;(t)w;;(t) — P;(t)w;;(t)] # 0, para que a Eq. (7.30) seja

valida para quaisquer estados ¢ € 7 em um dado instante de tempo ¢, é necessario que,
e —&; + k0{[g' (Piwy;) — g'(B)] — [g'(Pjwji) — ' (P} =0 (Vi) . (7.31)

Esta equacdo relaciona os termos da equacao mestra com a forma entrdpica e deve ser valida para qual-
quer sistema descrito pela equacdo mestra dada pela Eq. (7.2). No caso particular em que a condicdo de
balango detalhado € satisfeita, podemos utilizar a equagao anterior para obter as distribui¢des estaciond-

rias. Neste caso, tem-se que ¢'( P> w;;) = ¢'(P;* wj;); logo,

Blei—ej) = g' (B — g/ (F™) (7.32)
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onde consideramos 3 = (k#)~'. Supondo que P¢** seja uma fun¢do do autovalor de energia £, uma

solugdo possivel para esta equagdo € do tipo

Pi(ex) = G(Bex) (7.33)

onde G(y) é a funcdo inversa de ¢'(z), ou seja, G[¢'(P¢")] = P¢*'. Desta forma, a condigdo de balango

detalhado pode ser escrita de um modo geral como,

G(Bei)wij = G(Bej)wy

QIJZ']' - /Lbji 5 (734)
onde wy; = [G(fBek)|wy. Com intuito de ilustrar estes resultados, analisaremos na sequéncia alguns
casos particulares.

a) Boltzmann-Gibbs:
Seja a entropia de BG,
Spa = —k Y _Pi(t)InPi(t) , (7.35)

que, quando comparada com a Eq. (7.18)), corresponde a

g(P)=~-PlnP; g¢(P)=-InP-1. (7.36)
Neste caso, a Eq. (7.31)) fica,
Bei — ;) + [~ In(Pwi;) + In(F)] — [ In(Pjw;;) + In(Py)] =0, (7.37)
ou
wji
ﬂ(@' — €j) +In =0 (738)
wij
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Este resultado equivale a Eq. (7.34) (e a Eq. (7.4)), uma vez que G(x) = e~ 172, ou seja,

wije_’BEi = ’LUjie_ﬁEj. (739)

Aplicando a condi¢d@o de balango detalhado na Eq. (7.37)), temos para a distribui¢@o estaciondria,

Blei = 2) + n(PE) — () =0, (740)

o que nos d4 a distribui¢do de Boltzmann,

(7.41)

onde 1/Z(/3) representa um fator de normalizacao.

Usando as Egs. e (7.27)), as variacGes da energia interna e da energia livre sdo respectivamente,

dU kO Wi
— = —0P=——>» [Pwj — Pw|In { ﬂ}
dt 9 = i Wj j w;i
1
= 5 Z(é} - Ej)[ijji - ]Diwij] ) (7.42)
(2]
e
dF kO P
— = —fll=-—— [Pjw;; — Paw;j]In [ J ﬂ] ) (7.43)
dt 9 2% j Py,

Z?J

E importante ressaltar que neste caso as Egs. (7.39), (7.42) e (7.43) recuperam resultados amplamente

conhecidos na literatura [[76,/77]].

b) Entropia de Tsallis

Seja a entropia,
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Fi(t) — Pi(t)
,%:kE; = (7.44)
para a qual identifica-se
P!— P, gP !t —1
P)=- = "(P) = —"——. 7.45
o)==t ) =T (7.45)
Substituindo na Eq. (7.31)), tem-se
Blei — &) + —— [(Pawy))"™ = (P)"™" = (Pyuy)™™ + (P)"'] =0, (7.46)

I—gq

que no caso particular em que o sistema encontra-se no estado estaciondrio [Pf*'w;; = Pj“wﬂ], leva a

Py =1 Py
R _ . 7.47
Blei — ;) - - (7.47)

Deste modo a solucdo estaciondria para a equagdo mestra associada a entropia de Tsallis é dada por

1 1
P (ey) = 14 (1 —q)Beg)aT (7.48)

onde identificamos P¢** = G(fey,), com 1/Z,(3) representando um fator de normalizagio. E importante
notar que a distribui¢do da Eq. corresponde precisamente a distribui¢do de equilibrio obtida através
da maximizagdo da entropia da Eq. (7.44), com os vinculos de normaliza¢do da probabilidade e da
defini¢do da energia interna segundo a Eq. (7.I). A condic@o de balango detalhado da Eq. pode

Ser reescrita neste caso como,

|:1—}-(]__q)651:|q—1 w |:1+(1_Q>B€J:|q_l ) (749)
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¢) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

k 1 1
S = —— P — —— [Pt 7.50
3 2 (st - per—). (7.50)
da qual identificamos
1 P'lJrN P'].*H 1
P)=—— (i _ i : "(P) = —(P " — Pr) . 7.51
o) =5 (T =10 ) o d Py =g =) .51)

Substituindo as relagdes acima na Eq. (7.31), tem-se

plei—g;) = (ijji)_f;; o) _ (P"w"j)_ﬂg; ) (Pj)_HZ; —

4t 2 (7.52)

Ao assumirmos a condi¢do de balanco detalhado, Pf“wij = Pf“wﬁ, temos

B(Z‘fi — gj) _ [P]es ]7” _ [[)jes ]n . [Piest]—n _ [Piest]n

2K 2K ’

(7.53)

cuja solugdo é

==

Pt(ey) = Z:(ﬂ) [\/ 1+ (kBex)? + ﬁﬁgk] : (7.54)

onde identificamos P, = G(f¢y,), com 1/Z, () representando um fator de normaliza¢do. A distribuicao
acima corresponde precisamente a distribuicdo de equilibrio das Refs. [54,55]. A condi¢do de balanco
detalhado da Eq. neste caso ¢
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Wij = Wy

Wij |:\/ 1+ (Hﬂ€i>2 + /iﬂ&'i

x|

[ —
3=
I

Wy; |: 1+ (/‘iﬁ€j)2 + /iﬂ&‘j‘| . (755)

7.3 Conclusoes e perspectivas

Propomos neste capitulo uma generalizacao do teorema H utilizando equagdes mestras, de maneira
andloga a prova do teorema H usando EFPs ndo lineares efetuada recentemente [33,38,/42]], considerando
formas entrépicas generalizadas. A partir deste resultado, juntamente com aqueles apresentados no
Capitulo [3] mostramos que para sistemas descritos por EFPs ndo lineares as variacdes temporais da
energia livre e da energia interna estdo diretamente relacionadas com as taxas de producdo e fluxo de
entropia, respectivamente. A prova de tais relacdes € bastante simples e direta, sugerindo que devam
ser vdlidas ndo somente para sistemas descritos por EFPs, mas também para aqueles descritos por meio
de equacgdes mestras. Na verdade, estas mesmas relagdes ja haviam sido verificadas no caso particular
da entropia de BG utilizando uma equacao mestra [7/7]. A fim de provar o teorema H considerando
uma forma entropica generalizada, propomos que uma relagdo envolvendo termos da equacdo mestra
e da entropia deve ser satisfeita. No caso particular em que o sistema satisfaz a condi¢do de balango
detalhado, esta relacdo conduz a distribuicdo de equilibrio. Por fim, analisamos alguns exemplos de
formas entrépicas conhecidas, sendo os resultados conhecidos para a entropia de BG recuperados como

caso particular.
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Conclusoes

O fendmeno da produgdo de entropia em sistemas fora do equilibrio tem sido objeto de diversos
trabalhos na literatura, frequentemente associados a entropia de BG juntamente com a EFP linear ou
a equacdo mestra. No entanto, a aplicabilidade das equagdes lineares em fisica usualmente € restrita
a sistemas idealizados, ndo sendo adequadas ao tratamento de sistemas mais complicados, como por
exemplo, aqueles cujos processos envolvem difusdo andomala. Desta forma, esta tese apresentou como
objetivo principal uma abordagem para o estudo da producdo de entropia mais adequada a sistemas
pertencentes a classe dos sistemas complexos. Neste dltimo capitulo apresentamos uma sintese dos
nossos principais resultados e propomos algumas possiveis extensdes para estes.

No Capitulo 3} a taxa de producdo de entropia em sistemas descritos por EFPs ndo lineares fo1 anali-
sada. Para tal, consideramos uma EFP nao linear bastante geral, escrita em termos de dois funcionais da
probabilidade P(z,t), relacionados, respectivamente, aos termos de arrasto e difusdo. Obtemos expres-
sOes para ambas as contribui¢des associadas a variagdes temporais da entropia, ou seja, as taxas de fluxo
e producdo de entropia, sendo a segunda sempre positiva para processos irreversiveis, como esperado.
Alguns exemplos de formas entrépicas conhecidas foram analisados, sendo a produ¢do de entropia e o
fluxo associado a entropia de BG e a EFP linear recuperados como casos particulares. Uma vez que
a EFP nao linear considerada estd diretamente relacionada com entropias generalizadas, a abordagem
desenvolvida neste capitulo € relevante para o estudo de diversos fendmenos ndo lineares encontrados na
natureza.

Uma extensdo do formalismo desenvolvido no Capitulo [3] é efetuada no Capitulo 4] onde investi-
gamos a varia¢do temporal de formas entrépicas generalizadas, definidas por meio de probabilidades
discretas, governadas por uma equagdo mestra. Encontramos expressoes para as contribuicdes de produ-
¢do e de fluxo de entropia, obtidas para entropias bastante gerais, estendendo trabalhos anteriores com
probabilidades discretas, os quais, até onde conhecemos, haviam sido realizados apenas para a entropia
BG. Mostramos também que ambas as contribui¢des tornam-se nulas quando impomos a condi¢ao de
balanco detalhado, sendo a taxa de producdo de entropia sempre positiva para processos irreversiveis,

como esperado. Com intuito de ilustrar os resultados obtidos, algumas formas entrépicas de interesse
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foram analisadas, sendo as expressdes da produgdo e fluxo de entropia de BG recuperadas como casos
particulares.

Apresentamos no Capitulo [5| uma aplica¢do do método para o cilculo da producdo de entropia uti-
lizando EFPs, descrito no Capitulo [3] Neste capitulo, consideramos um processo irreversivel em um
modelo de voértices interagentes em um movimento superamortecido, associado a um EFP nao linear. O
sistema foi estudado em um regime tal que os efeitos térmicos podem ser desprezados, e desta forma,
as contribui¢cdes da entropia de BG puderam ser desconsideradas. Ambas as contribui¢des da variacdo
temporal da entropia foram analisadas, ou seja, a produgdo de entropia e o fluxo de entropia do sistema
para o ambiente. Apesar da auséncia de ruido térmico, mostramos que a segunda lei da termodinamica é
verificada por meio do aumento de S3(t) (entropia do tipo Tsallis) com o tempo, até o sistema atingir o
estado estacionario. Todos os resultados analiticos foram comparados com dados numéricos obtidos via
simulacdes de dindmica molecular deste sistema, apresentando uma boa concordancia.

Na sequéncia, modificamos o modelo de urna de Ehrenfest, introduzindo efeitos ndo lineares nas
probabilidades de transicdo. Estas ndo linearidades, que foram definidas por meio de dependéncias na
probabilidade de ocupagdo de ambas as urnas, fazem com que o processo passe a apresentar correlagdes
entre os movimentos das bolas no modelo. Estas modificagdes conduzem, no limite continuo, a uma
EFP nao linear caracterizada por dois termos difusivos, o termo linear do modelo da urna de Ehrenfest
usual e outro ndo linear, tipico da difusdao andmala. Obtemos a entropia associada esta EFP, sendo esta
composta pela soma das entropias de BG e de Tsallis, e analisamos a producdo de entropia. Além disso,
mostramos que dois procedimentos diferentes, a extremizagdo da entropia e o estado estaciondrio da
EFP correspondente, conduzem a mesma equagdo para a distribuicdo de equilibrio, a qual foi resolvida
em alguns casos particulares. E importante ressaltar ainda que esta generalizacio recupera a mesma EFP
nao linear relacionada ao sistema de vértices, abordado no Capitulo[5| quando p = v = 2.

Por fim, no Capitulo[7|estendemos a prova do teorema H para formas entrépicas generalizadas usando
equagdes mestras. A prova do teorema H para entropias generalizadas usando EFPs nao lineares foi
efetuada recentemente [33,38,42]. Por meio dos resultados obtidos nos capitulos anteriores, mostramos
que as contribui¢des de producao e fluxo de entropia estdo diretamente relacionados com as derivadas
temporais da energia livre e da energia interna, respectivamente. Esta relagdo € facilmente verificada
quando utilizamos EFPs, de modo que argumentamos que também devam ser vélidas quando utilizamos
equagdes mestras. Para que esta relagdo seja verificada para sistemas descritos por equacdes mestras
uma equacao deve ser satisfeita. Mostramos que tal equacao conduz a distribuicdo de equilibrio quando
impomos a condicao de balan¢o detalhado.

Como algumas perspectivas para trabalhos envolvendo os temas abordados ao longo desta tese, pode-
mos destacar: (i) estudo de outros sistemas especificos cuja producdo e fluxo de entropia sejam descritos
pelo formalismo desenvolvido no presente trabalho, como por exemplo, plasmas e sistemas biolégicos;
(i1) andlise de outros modelos de urnas (ver por exemplo, Ref. [72]]), seus respectivos limites continuos

e possiveis entropias associadas; (iii) de maneira andloga ao que acontece no caso BG, tentar relacionar
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o termo de producdo de entropia generalizado, obtido através da equac@o mestra, como a igualdade de

Jarzynski [49]], assim como com o teorema de flutuagao de Gallavotti e Cohen [47,48].



Apéndice A
Integral estocastica: Itd versus Stratonovich

Em nossos célculos do Capitulo 3] consideramos a seguinte equagio diferencial estocdstica,

dx(t)
T at

= f(x,t) + h(z,t)((t), (A.1)

onde

(C(t)) =0; (C()C(t) =2nDé(t —1') . (A.2)

Esta é uma equag@o nao-linear do tipo Langevin, contendo um termo do tipo ruido multiplicativo h(x,t)((t).
Sabe-se que a varidvel aleatéria ((t) pode ser representada por uma sequéncia aleatéria de funcdes
delta [19]. Assim, cada salto da func¢do delta em ((¢) gera um salto também em xz(t). No entanto, ndo
estd claro na Eq. qual o valor de x(t) a ser substituido em h(x,t); se o valor de z(t) antes do salto,

o seu valor depois, ou ainda uma média de ambos.

Com o objetivo de exemplificar o problema, consideraremos a seguinte integral estocéstica,

/t dt'h(z(t"),t)(t) . (A.3)

to

AW (t)
dtl b

de Wiener. Desta forma, temos

Podemos escrever ((t') = onde W (t') é também uma fung¢do aleatdria conhecida como processo

/ dt'h(z(t'),t")((t) = / dt’h(x(t’),t’)dmét(/t,) = / h(x(t),t")dW (t') , (A.4)

to to to

e lembrando que, de acordo com as relagdes (A.2)), temos

(W(t))=0; (W2(t)) = 2nDt . (A.5)
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Com o intuito de obter uma interpretagdo para a integral (A.4), duas op¢des sdo frequentemente utiliza-

das:

1. Prescrigdo de Ito

N

I: /t dt'h(x(t'),t")dW (t') = lim Zh(x(ti_l))(W(ti) —Wi(ti—1)) (A.6)

¢ N—oo
0 i=1

2. Prescrigdo de Stratonovich

S / t d'h(a(t), )W (i) = lim > h (x(t") B‘”“i‘l)) (W(t:) —W(ti1)) (AT

Note que as duas interpretacdes nao sdo equivalentes. Enquanto na prescri¢do de It6 o valor de z(t)
em h corresponde ao seu valor antes do salto, para Stratonovich este valor € uma média dos valores
antes e depois do salto. Ou seja, uma mesma integral estocastica, de modo geral, pode levar a diferentes
expressoes, de acordo com a interpretagdo escolhida. Um exemplo disso € a EFP obtida a partir da
equacdo de Langevin (A.T).

Vamos considerar a seguinte expansao de Kramers-Moyal [19]]

0 P(u,t) = (=1)"}[D"™ (u,t)P(u,t)] (A.8)

n>1

onde

(A9)

Queremos determinar os coeficientes D™ (termo de arraste), D? (termo difusivo) e D™ paran > 3

usando a equagdo de Langevin (A.T)) para ambas as prescri¢des. Desta forma, usamos

n(x(t + dt) — () = f(@(t), )dt + h(z(ta), ta)[W(E+ dt) — W(2)] (A.10)

comt, =t + adt, « = 0 para Itd, e & = 1/2 para Stratonovich. Assim, temos

~+~

h(z(ta),ta) = h(z(t),t) 4+ O[h(z(t), O)](z(ta) — z(t)) + ...
= h(z(t),t) + %ax[h@s(t), B{f(x(t), t)adt
+h(x(t), t)[W(t 4+ adt) — W(t)]} . (A.11)
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Substituindo na Eq. (A.TT),

n(@(t+dt) —x(t) = f(z(t),t)dt + h(x(t),t)[W(t+dt) — W(t)]
+%8x[h(w(t), OIS (x(t), t)adt}[W (¢ + dt) — W(1)]

+%8x[h(x(t), O]{h(x(t), t)[W(t + adt) — W()][W(t +dt) — W (t)]} .
(A.12)

Agora, tomando a média,

n{(z(t +dt) —x(t)) = f(z(t),t)dt + %@[h(fc(b‘), HI{(z(t), (W (¢ + adt) — W(t)]
< [W(t + dt) — W)}
1 t+dt / t+adt " / "
= flx,t)dt+ Eh(az,t)axh(a:,t)/t dt /t At (C(t)C ("))
(a(t+dt) — (1)) = %{ F(a,t) + 2aDh(z, )3, [h(x, )]} dt . (A.13)

Logo, o termo de arraste D) é dado por f(x,t)/n paraltd (o = 0), e por [f(z,t) + Dh(z, )0, h(x,t)]/n
na interpretacdo de Stratonovich (« = 1/2). Célculo semelhante pode ser feito para obter o termo
difusivo da EFP; neste caso obtém-se D) = Dh?(x,t)/n em ambas as interpretacdes. Todos os demais
coeficientes D™ (n > 3) sdo nulos, tanto para Itd quanto para Stratonovich.

Desta forma, a equagéo diferencial estocdstica (A.)) leva a EFP

n@Pé::,t) _ _a[f(x,gf(x,t)] . Da2[h2(xéi)2P(a:,t)] , (A.14)

pela prescri¢do de It0, enquanto que a mesma equagao leva a

. 3Pg§,t) _ _3[f($7ta)f($»t)] n D% {h(x7t)%[h(aj,t)]3(x,t)]} , (A.15)

usando a prescri¢io de Stratonovich para a integral estocdstica. E importante notar que ambas as
interpretacdes levam a mesma EFP para uma equacdo do tipo Langevin com ruido aditivo, ou seja

h(z,t) = constante.
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Condicoes de contorno para uma distribuicao
de probabilidades com suporte compacto

Seja a equacdo de Fokker-Planck ndo linear apresentada no Capitulo 3]

napgz:,t) _ _5[A(Ig§($’t)] + QD% {[AP(x,t)]apa(i’t)} . (B.16)

Por conveniéncia, escrevemos a Eq. (B.16) na forma de uma equacao de continuidade,

OP(z,t)  0J(x,t)

ot ox

(B.17)

onde

J(z,t) = % {A(x)P(x,t) — 9\DP(z,1) Ppéi’ t)} } . (B.18)

Além disso, assumimos as seguintes condi¢des de contorno para a solugdo utilizada no Capitulo[3]

OP(z,t)
ox

p<x>t>|x=if = 07

= FE(t) (E(t)>0). (B.19)

r=4T

Deste modo, para a distribui¢do dada pela Eq. (5.8)), definida no intervalo [—Z(t), Z(t)] temos



Apéndice B 103

V[P, )]lo=tz = P(,1)[o=tz =0,

Q[P(z,t)]|s=xz = 2AP(x,t)]s=1z = 0,
M~ wew. a0 =200
z r=+17T
J(@, D)ooz = 0. (B.20)

Pela prova do teorema H, sabemos que a entropia e a equacdo de Fokker-Planck estdo relacionadas da

seguinte forma

d’g  Q[P]
— 207 = up) (B.21)

onde utilizamos (dA[Q]/dQ) = 1 na Eq. (2.52). Para U[P(x,t)| = P(z,t) e Q[P(x,t)] = 2AP(z,t), a

forma da entropia correspondente ¢

S=k {1 — )\/_ﬂ dz[P(z, t)]2} : (B.22)

xT

Assim, podemos calcular a taxa de variacdo da entropia

%S[P] = k%{l—A/_:d:c[P(xﬁP}
- —k)\% +gccla:[P(ﬂc,t)]Z

+z
— —2k>\/ de(x,t)aPéj’t)

-

+Z
— kA / de(x,t)aJéi’t>, (B.23)

xT

onde usamos a Eq. (B.T7). Integrando por partes a Eq. (B.23), obtemos

d e OP(z,t)

ES[P] = —2]{;)\/ dxJ(x,t) e

(B.24)

—x

e usando a corrente de probabilidades dada pela Eq. (B.18)),
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OP(z,t)  A(zx)P(z,t) — nJ(x,t)

or 2ADP(z,t) ’
resultando em
d e A(x)P(z,t) — nJ(x,t)
CsiP) = —m/_x de (e, ) ST
k +z

[ (z,t)]?
= -3 B dx [A(:r)J(x,t) —nm}

k +z [J(J:, t)]2 k +z

= n— de——— — — drA(z)J(z,t).

D)., " P&ty DJ,

Analisando a Eq. (B.26]), podemos identificar o termo

como sendo a produc¢do de entropia, e

k +z
o = 5/1 dzA(x)J(z,t),

(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

como o fluxo de entropia do sistema para o ambiente. Portanto, ambas as contribui¢des da produgdo e do

fluxo de entropia apresentam expressdes equivalentes aquelas obtidas no Capitulo [3| com uma simples

modifica¢do nos limites de integracao.
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