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RESUMO

Entropia representa um dos conceitos mais notáveis da Física e, por meio da sua definição estatística
em termos de probabilidades, permite uma conexão direta entre os mundos microscópico (descrito pela
mecânica estatística) e o macroscópico (descrito pela termodinâmica). A segunda lei da termodinâmica
afirma que a entropia de um sistema isolado sempre aumenta para processos irreversíveis, conduzindo ao
interessante fenômeno da produção de entropia. Dentro da definição estatística da entropia, pode-se ver
que a produção de entropia depende diretamente da derivada temporal da probabilidade correspondente.
Deste modo, pode-se utilizar, por exemplo, equações de Fokker-Planck, no caso de probabilidades con-
tínuas, ou equações mestras, ao tratar de probabilidades discretas. No presente trabalho, estudamos a
taxa temporal de produção de entropia relacionada com formas entrópicas generalizadas, por meio de
equações de Fokker-Planck não lineares e de equações mestras. Tanto a produção de entropia, associada
a processos irreversíveis, como o fluxo de entropia do sistema para o ambiente externo são estudados.
Alguns exemplos de formas entrópicas conhecidas são considerados e, em particular, o fluxo e a produ-
ção de entropia de Boltzmann-Gibbs são recuperados como casos particulares. Uma vez que as equações
de Fokker-Planck não lineares são apropriadas para o comportamento dinâmico de vários fenômenos fí-
sicos da natureza, como muitos dentro do domínio de sistemas complexos, a abordagem desenvolvida
neste trabalho poderá ser aplicada em uma ampla classe de sistemas não lineares, descritos por formas
entrópicas diferentes daquela de Boltzmann-Gibbs. Como exemplo desta classe de sistema, o fenômeno
da produção de entropia em um sistema de vórtices interagentes em um movimento superamortecido,
descrito por uma equação de Fokker-Planck não linear, é analisado. Simulações de dinâmica molecular
foram realizadas para este processo, mostrando uma boa concordância entre os resultados numéricos e
analíticos. Propomos também uma modificação no modelo da urna de Ehrenfest introduzindo termos
não lineares nas probabilidades de transição. Estas modificações conduzem, no limite contínuo, a uma
equação de Fokker-Planck caracterizada pela competição entre dois termos difusivos, um linear e outro
não linear. Por fim, uma extensão da prova do teorema H utilizando equações mestras, considerando
formas entrópicas generalizadas, é proposta.

Palavras-chave: Produção de entropia. Equação de Fokker-Planck não linear. Equação mestra.



ABSTRACT

Entropy represents one of the most outstanding concepts physics and, through its definition in terms of
statistical probabilities, it allows a direct connection between the microscopic worlds (described by statis-
tical mechanics) and macroscopic (described by thermodynamics). The second law of thermodynamics
states that the entropy of an isolated system always increases for irreversible processes, leading to the
interesting phenomenon of entropy production. Within the statistical definition of entropy, the entropy
production depends directly on the time derivative of the corresponding probability. For this purpose one
can use, e.g., the Fokker-Planck equation in the case of continuous probabilities, or the master equation,
when dealing with discrete probabilities. In the present work, we study the time rate of entropy produc-
tion associated with generalized entropic forms, through nonlinear Fokker-Planck equations and master
equations. Both entropy production, associated with irreversible processes, and entropy flux from the
system to its surroundings are studied. Some examples of known entropic forms are considered, and
in particular, the flux and production of the Boltzmann-Gibbs entropy are recovered as particular cases.
Since nonlinear Fokker-Planck equations are appropriate for the dynamical behavior of several physical
phenomena in nature, like many within the realm of complex systems, the approach developed in this
work should be applicable for a large class of nonlinear systems, described by entropic forms different
from the Boltzmann-Gibbs one. As an example of this class of systems, the entropy production in a mo-
del of superconducting vortices under overdamped motion is analyzed. Molecular-dynamics simulations
are carried for this process, showing a good agreement between the numerical and analytical results.
We also modified the Ehrenfest’s urn model by introducing nonlinear terms in the associated transition
probabilities. It is shown that these modifications lead, in the continuous limit, to a Fokker-Planck equa-
tion characterized by two competing diffusion terms, the usual linear and a nonlinear one. Finally, an
extension of the proof of the H theorem, using master equations, considering generalized entropic forms
is proposed.

Keywords: Entropy production. Nonlinear Fokker-Planck equation. Master equation.
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Capítulo 1

Introdução

O formalismo usual da mecânica estatística, proposto originalmente por Ludwig Boltzmann (1844-

1906) e Josiah Gibbs (1839-1903), é considerado uma das teorias de maior sucesso, com inúmeras apli-

cações em Física, permitindo que modelos teóricos fossem propostos com o intuito de obter propriedades

termodinâmicas de sistemas físicos reais por meio de uma abordagem microscópica do problema [1–3].

Este formalismo possibilitou uma descrição adequada de uma grande quantidade de sistemas, essencial-

mente aqueles representados por equações lineares e caracterizados por interações de curto alcance e/ou

memórias de curta duração. Apesar da mecânica estatística de Boltzmann-Gibbs (BG) ser apropriada

(sob certas condições) para sistemas em equilíbrio, o mesmo pode não ser verdade para sistemas fora do

equilíbrio, de tal forma que parte desta teoria pode ser aplicada apenas próximo ao equilíbrio.

A característica de um sistema fora do equilíbrio termodinâmico é a produção contínua de entropia.

A definição da produção de entropia remete à formulação da segunda lei da termodinâmica, a qual

afirma que a entropia de um sistema isolado sempre aumenta em um processo irreversível. No entanto,

a variação total de entropia por unidade de tempo não acontece somente devido à troca de entropia com

o ambiente, mas também devido à produção de entropia no interior do sistema. A variação de entropia

dS de um dado sistema físico pode ser decomposta em duas contribuições distintas [4–6],

dS = dSe + dSi , (1.1)

onde dSe corresponde à variação de entropia devido às trocas de energia e matéria do sistema com

a vizinhança (e: meio externo), enquanto que dSi surge devido aos possíveis processos irreversíveis

efetuados pelo sistema (i: processos internos). Enquanto que dSe pode assumir qualquer sinal, devemos

ter sempre dSi ≥ 0, de acordo com o segundo princípio da termodinâmica, valendo a igualdade apenas

para transformações reversíveis. Portanto, para processos irreversíveis, esta segunda contribuição leva

ao efeito conhecido na literatura como produção de entropia de um dado sistema físico.

Uma das formas de descrever o fenômeno de produção de entropia consiste em definir a entropia

em termos de uma probabilidade P (~x, t) (representando, por exemplo, a probabilidade de encontrar uma
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partícula na posição ~x, em um instante de tempo t), ou seja, S ≡ S[P (~x, t)]. Desta forma, a derivada

temporal dS/dt fica necessariamente ligada à derivada ∂P (~x, t)/∂t; esta última pode ser obtida através

de equações importantes da mecânica estatística, como por exemplo, as equações mestra ou de Fokker-

Planck [2, 3]. A derivada temporal da entropia é usualmente escrita da seguinte forma [6, 7],

d

dt
S[P ] = Π− Φ , (1.2)

onde Π representa a taxa de produção de entropia em um processo irreversível e Φ denota o fluxo de

entropia do sistema para o ambiente por unidade de tempo. Neste contexto a segunda lei da termodinâ-

mica é equivalente a dizer que a taxa de produção de entropia é sempre não negativa, Π ≥ 0. No estado

estacionário, a taxa de variação de entropia é nula, desta forma Π = Φ. Se o estado estacionário é fora

do equilíbrio, então Π = Φ > 0, enquanto que no equilíbrio, Π = Φ = 0.

A construção de uma teoria para sistemas fora do equilíbrio passa por duas etapas principais relacio-

nadas à entropia. A primeira delas refere-se à definição de uma entropia para sistemas fora do equilíbrio;

usualmente utiliza-se a entropia de BG [8, 9] para representar a entropia de não-equilíbrio. A segunda

etapa consiste na definição da taxa de produção de entropia Π ou, de modo equivalente, da taxa de fluxo

de entropia Φ, uma vez que estas duas quantidades estão relacionadas pela Eq. (1.2). Com base na se-

gunda lei da termodinâmica, Π deve apresentar duas propriedades importantes: (i) ser não negativa; (ii)

ser igual a zero no equilíbrio.

A grande maioria dos tratamentos que seguem este procedimento na literatura corrente fazem uso

da equação de Fokker-Planck (EFP) linear [7, 8], ou de sua equação mestra associada [10, 11], as quais

estão diretamente ligadas à entropia de BG,

SBG[P ] = −k
∫ ∞
−∞

dx P (~x, t) ln[P (~x, t)] . (1.3)

Certamente, estes procedimentos se aplicam ao estudo do problema de produção de entropia em sistemas

caracterizados por difusão normal, apropriadamente descritos por tais equações, e consequentemente

associados à forma entrópica SBG[P ].

A aplicabilidade das equações lineares em física é usualmente restrita a sistemas idealizados, carac-

terizados por propriedades específicas, tais como: homogeneidade, isotropia, e invariância translacional,

com partículas interagindo por meio de forças de curto alcance e com um comportamento dinâmico

descrito por memórias curtas. Este é o caso das equações mestra e EFPs lineares mencionadas acima.

No entanto, é muito comum, particularmente no que se refere a sistemas complexos, encontrar sistemas

físicos que não preenchem estes requisitos como, por exemplo, sistemas que apresentam as seguintes

propriedades: interações competitivas, interações de longo alcance, memórias de longo tempo. Nes-

tes casos, as equações associadas devem ser modificadas, e muito frequentemente, termos não lineares
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são considerados para levar em conta estes efeitos. Como exemplo, podemos citar generalizações das

equações de Schrödinger, Klein-Gordon e de Dirac [12, 13], além das EFPs não lineares [14]. Muitas

áreas da física têm sido beneficiadas pelos avanços no estudo de equações não lineares, como a ótica

não linear, supercondutividade, física de plasmas, e mecânica estatística de não equilíbrio, uma vez que

muitos fenômenos físicos nestas áreas são descritos por estes tipos de equações.

Dentre as equações mencionadas acima podemos destacar as EFPs não lineares [14], que estão in-

timamente ligadas aos fenômenos de difusão anômala [15]. Estes tipos de fenômenos podem ser en-

contrados em diversas situações físicas, como o movimento de partículas em meios porosos e dinâmi-

cas de crescimento de superfícies, assim como de vórtices interagentes em supercondutores desordena-

dos [16,17], entre outros. Da mesma forma que a EFP linear está diretamente associada à entropia de BG

da mecânica estatística convencional [2], é possível verificar que alguns tipos de EFPs não lineares estão

ligadas à teoria da mecânica estatística não extensiva [18]. A demonstração do teorema H para sistemas

que obedecem equações deste tipo nos leva necessariamente à introdução de entropias generalizadas,

diferentes da entropia de BG. Estes resultados sugerem uma conexão direta entre a dinâmica de um dado

sistema físico e a sua forma entrópica.

Este trabalho consiste de oito capítulos, separados entre a presente introdução, uma revisão biblio-

gráfica concisa, cinco capítulos com resultados originais e uma breve conclusão. No Capítulo 2 apre-

sentamos uma revisão bibliográfica relacionada aos temas abordados nesta tese. Por meio da análise

do movimento browniano, definido em termos de uma equação de Langevin, introduzimos as formas

lineares da EFP e equação mestra. Mostramos que é possível obter uma generalização da EFP, mais

adequada para a descrição de fenômenos não lineares, que pode ser obtida via aproximações da equação

mestra. Fazemos também uma breve discussão a respeito do teorema H e o modelo da urna de Ehrenfest,

mostrando como estes se relacionam com a EFP linear e a equação mestra. Além disso, discutimos o

fenômeno da produção de entropia, obtendo as contribuições de produção e de fluxo de entropia usando

a EFP linear, bem como a equação mestra.

No Capítulo 3 analisamos a taxa de variação da entropia em sistemas descritos por EFPs não lineares.

A EFP foi considerada em uma forma bastante geral, relacionada com formas entrópicas generalizadas

por meio do teorema H. Ambas as contribuições associadas com as variações temporais da entropia,

ou seja, o fluxo e a produção de entropia são obtidas, estendendo trabalhos anteriores com a entro-

pia BG para uma ampla classe de formas entrópicas. Por fim, apresentamos alguns casos particulares

relacionados com formas entrópicas generalizadas existentes na literatura. Este mesmo formalismo é de-

senvolvido no Capítulo 4 para sistemas descritos em termos de probabilidades discretas, cuja evolução é

dada por uma equação mestra associada a entropias generalizadas.

Uma aplicação física para a abordagem descrita no Capítulo 3 é apresentada no Capítulo 5, onde

analisamos a produção de entropia em um sistema de vórtices interagentes em um movimento supe-

ramortecido, que mostrou-se associado à mecânica estatística não extensiva. Os resultados analíticos

obtidos são comparados com resultados numéricos encontrados por meio de simulações de dinâmica
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molecular, onde verifica-se uma boa concordância entre eles.

O modelo da urna de Ehrenfest é modificado no Capítulo 6, onde termos não lineares são introduzi-

dos nas probabilidades de transição. No limite contínuo, estas modificações conduzem a uma EFP não

linear com dois termos difusivos, o termo linear usual e outro não linear, associado à difusão anômala.

Mostramos que a solução estacionária é a mesma obtida pela extremização da entropia associada. Além

disso, os efeitos das contribuições não lineares na produção de entropia são analisados.

Uma extensão da prova do teorema H usando equações mestras, considerando formas entrópicas

generalizadas definidas em termos de probabilidades discretas, é apresentada no Capítulo 7. Neste

capítulo, mostramos que as derivadas temporais da energia livre e da energia interna estão diretamente

relacionadas com as contribuições de produção e fluxo de entropia, respectivamente, sendo estas relações

também verificadas quando consideramos EFP não lineares. Por fim, no Capítulo 8 apresentamos nossas

conclusões e algumas perspectivas dos temas apresentados.



Capítulo 2

Revisão bibliográfica

Neste capítulo apresentamos algumas definições, demonstrações e resultados conhecidos na litera-

tura, que serão relevantes para o restante da tese. Para revisões mais detalhadas recomendamos os livros

Huang [1], Reichl [2] e Balian [3] em mecânica estatística; Prigogine [4–6] e Groot e Mazur [7] para o

fenômeno de produção de entropia; para as EFPs sugerimos os livros do Risken [19] (caso linear) e do

Frank [14] (caso não linear); Tsallis [18] para a mecânica estatística não extensiva.

O tema principal abordado nesta tese é o fenômeno da produção de entropia em sistemas complexos,

envolvendo equações mestras e EFPs não lineares. Desta forma, na sequência apresentaremos as EFPs

linear e não linear, assim como a equação mestra e a derivação de EFPs lineares e não lineares via

aproximações da equação mestra. Faremos também uma breve discussão a respeito do teorema H e o

modelo da urna de Ehrenfest, mostrando como estes se relacionam com as EFPs. Por fim, discutiremos o

fenômeno da produção de entropia, mostrando como as contribuições de produção e de fluxo de entropia

podem ser obtidas, no caso linear, utilizando a EFP e a equação mestra.

2.1 Equações de Fokker-Planck

Uma das mais importantes equações fenomenológicas da mecânica estatística de não equilíbrio é

a EFP linear, que governa a evolução temporal da distribuição de probabilidades associada a um dado

sistema físico, na presença de um campo de força externo, desde que os estados do sistema possam ser

expressos de forma contínua. Esta equação trata satisfatoriamente diversas situações físicas, como por

exemplo, aquelas associadas à difusão normal, e está fundamentalmente associada com a teoria de BG,

uma vez que a distribuição de Boltzmann, que usualmente é obtida maximizando a entropia BG (sob

certos vínculos), também aparece como a solução estacionária da EFP linear.

Entretanto, como já foi dito, muitos sistemas complexos não são descritos adequadamente por equa-

ções lineares, como aqueles que apresentam difusão anômala, como por exemplo, o fenômeno do trans-

porte de partículas em meios desordenados. Uma possível alternativa para descrever o processo de
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transporte anômalo consiste em introduzir não linearidades nas equações. Para a EFP diversas gene-

ralizações foram propostas, permitindo a descrição de sistemas caracterizados por difusões anômalas e

dinâmicas no equilíbrio e fora do equilíbrio. É comum encontrar distribuições de probabilidades em leis

de potências, as quais maximizam a entropia de Tsallis, como soluções de algumas EFP não lineares.

Isto sugere que o formalismo da mecânica estatística não extensiva está intimamente relacionado com as

EFPs não lineares.

2.1.1 Equação de Fokker-Planck linear

A EFP, introduzida por Adriaan Fokker (1887-1972) e Max Planck (1858-1947), descreve a evolução

temporal da densidade de probabilidades. O primeiro uso desta equação consistiu na descrição estatística

do movimento browniano de uma partícula em um fluido. Como é sabido, o movimento browniano é

governado por uma equação de Langevin, que pode ser resolvida para diferentes perturbações estocásti-

cas, permitindo o cálculo de valores médios. Entretanto, um método alternativo consiste em utilizar uma

equação diferencial com derivadas parciais para a densidade de probabilidades associada ao processo

estocástico, e no caso do processo ser descrito por um ruído gaussiano aditivo, a equação diferencial

resultante é uma EFP. Ao descrever um processo estocástico usando uma EFP não temos acesso direto

a todas as informações provenientes da equação diferencial estocástica que a originou. No entanto, a

EFP é muito útil, por exemplo, para obter expressões analíticas para a densidade de probabilidades no

estado estacionário, que em muitos casos não podem ser obtidas diretamente das equações diferenciais

estocásticas.

Para derivar um tipo de EFP linear, iremos considerar um processo estocástico descrito por uma

variável dependente do tempo x(t), a qual obedece a seguinte equação diferencial

dx(t)

dt
= f(x, t) +

√
2Dζ(t) , (2.1)

onde f(x, t) denota uma função dependente do tempo, D a constante de difusão e ζ(t) corresponde a

uma variável aleatória, que iremos considerar aqui como sendo um ruído branco, ou seja, com média

nula e correlação temporal do tipo delta,

〈ζ(t)〉 = 0 ; (2.2)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = δ(t− t′) . (2.3)
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Seja uma função arbitrária h(x), usando a regra de Itô 1 [20], assim como a Eq. (2.1), a equação diferen-

cial estocástica para h(x) é

dh =

(
dh

dx

)
f(x, t)dt+D

(
d2h

dx2

)
dt+

√
2D

(
dh

dx

)
ζ(t)dt . (2.4)

Tomando a média em ambos os lados desta equação

d〈h〉 =

〈
f(x, t)

(
dh

dx

)〉
dt+

〈
D

(
d2h

dx2

)〉
dt , (2.5)

ou ainda,

d〈h〉
dt

=

〈
f(x, t)

(
dh

dx

)〉
+

〈
D

(
d2h

dx2

)〉
=

∞∫
−∞

[
f(x, t)

(
dh

dx

)
+D

(
d2h

dx2

)]
P (x, t)dx , (2.6)

onde nas equações acima utilizamos

〈u(x, t)〉 =

∞∫
−∞

u(x, t)P (x, t)dx , (2.7)

para representar uma média sobre uma dada distribuição de probabilidades P (x, t). Realizando integra-

ções por partes e usando as condições usuais para que P (x, t) seja normalizada (limx→±∞ P (x, t) = 0

e limx→±∞(∂P (x, t)/∂x) = 0), obtemos

∞∫
−∞

dx h(x)
∂P (x, t)

∂t
=

∞∫
−∞

dx h(x)

[
− ∂

∂x
[f(x, t)P (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2

]
. (2.8)

1Para maiores detalhes sobre a prescrição de Itô, veja o Apêndice A.
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Como a Eq. (2.8) deve ser válida para qualquer h(x), temos a seguinte EFP linear,

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[f(x, t)P (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2
. (2.9)

Considerando D > 0 e f(x, t) independente do tempo e representando uma força confinante, os dois

termos do lado direito competirão entre si, de tal forma que para um tempo suficientemente longo,

teremos uma solução estacionária. Para um processo descrito por N variáveis x = {x1, . . . , xN}, a EFP

linear pode ser escrita como [19],

∂P (x, t)
∂t

= −
N∑
i=1

∂

∂xi
[fi(x, t)P (x, t)] +

N∑
i,j=1

Di,j
∂2

∂xi∂xj
P (x, t) , (2.10)

onde as variáveis xi podem ser de natureza diferentes, por exemplo, posição e velocidade.

2.1.2 Equações de Fokker-Planck não lineares

Apesar da EFP linear ser considerada apropriada para uma grande variedade de sistemas físicos,

é reconhecido que muitos sistemas reais exibem dinâmicas fora do âmbito das equações diferenciais

lineares [14], como por exemplo, difusão anômala [15]. Este tipo de fenômeno pode ser encontrado

em diferentes sistemas, como no movimento de partículas em meios porosos [21–24], na dinâmica do

crescimento de superfícies [22], na dinâmica de vórtices interagentes em supercondutores desordenados

[16, 17, 25], entre outros.

Com o intuito de abordar tais sistemas, diversas generalizações da EFP linear vêm sendo propos-

tas. Essencialmente, duas abordagens têm sido usadas com este propósito. A primeira consiste em

introduzir o caráter anômalo do processo por meio de correlações presentes em operadores não lo-

cais como acontece nas EFPs fracionárias [26]. A segunda abordagem consiste no uso de EFPs não

lineares [14, 22, 27–32], algumas das quais surgiram como generalizações fenomenológicas da EFP

usual [27–29], com soluções na forma de leis de potência para a distribuição de probabilidades.

Uma forma geral para uma EFP não linear pode ser escrita como [14, 33],

∂P (x, t)

∂t
= −∂{A(x)Ψ[P (x, t)]}

∂x
+D

∂

∂x

{
Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (2.11)

onde D representa uma constante positiva com dimensões de energia e A(x) é uma força externa asso-
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ciada a um potencial φ(x) [A(x) = −dφ(x)/dx]. Os funcionais Ψ[P (x, t)] e Ω[P (x, t)] são quantidades

positivas finitas, integráveis e diferenciáveis (ao menos uma vez) com relação à distribuição de proba-

bilidades P (x, t) [33]. Além disso, para garantir que P (x, t) seja normalizada para todo t, as seguintes

condições devem ser obedecidas,

P (x, t)|x→±∞ = 0 ;
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x→±∞

= 0 ; A(x)Ψ[P (x, t)]|x→±∞ = 0 (∀t) . (2.12)

Esta EFP apresenta uma forma bastante geral e os funcionais Ψ[P ] e Ω[P ] podem ser escolhidos de

acordo com os requisitos do sistema estudado, podendo reproduzir formas conhecidas das equações não

lineares presentes na literatura. A generalização da Eq. (2.11) para um processo N dimensional pode ser

escrita da seguinte forma,

∂P (x, t)
∂t

= −
N∑
i=1

∂

∂xi
{Ai(x, t)Ψ[P (x, t)]}+

N∑
i,j=1

Di,j
∂

∂xi

{
Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)
∂xj

}
, (2.13)

onde x = {x1, . . . ,xN}. Por simplicidade, analisaremos na presente tese somente o caso unidimensio-

nal, considerando a Eq. (2.11) como a forma geral das EFPs não lineares.

2.2 Equação mestra

A equação mestra é uma das equações mais importantes para a Física Estatística, com uma vasta

gama de aplicações, governando a evolução temporal dos processos estocásticos markovianos. Um pro-

cesso estocástico é denominado markoviano quando a probabilidade de ocorrência de qualquer evento

depende apenas da probabilidade de ocorrência do evento imediatamente anterior [34]. Mais especifica-

mente, a equação mestra descreve como a probabilidade de encontrar o sistema em um dado estado varia

com o tempo devido às transições entre os estados.

Considerando um sistema descrito por um conjunto de variáveis estocásticas discretas, podemos

definir Pi(t) como a probabilidade de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela variável

discreta i no instante t. Basicamente, a equação mestra expressa o simples fato de que Pi(t) aumenta

com o tempo devido às transições de outros estados para o estado i, e diminui devido às transições do

estado i para outros estados, isto é,
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∂Pi(t)

∂t
=
∑
j

[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)]. (2.14)

Na equação acima, wkl(t) representa a taxa de probabilidade de transição do estado k para l, ou seja,

wkl(t)dt expressa a probabilidade da transição do estado k para o estado l ocorrer durante o intervalo de

tempo entre t e t+dt. A equação mestra pode também ser escrita para o caso de uma variável estocástica

contínua x da seguinte forma,

∂P (x, t)

∂t
=

∫ +∞

−∞
dx′[P (x′, t)w(x′|x)− P (x, t)w(x|x′)], (2.15)

onde w(y|z) representa a taxa de probabilidade de transição do estado y para o estado z. Escolhendo

convenientemente as taxas de transição, ambas as formas da equação mestra (Eqs.( 2.14) e (2.15)) levam,

sob certas aproximações [2,35], à EFP linear. No entanto, EFPs não lineares também podem ser obtidas

diretamente da equação mestra introduzindo efeitos não lineares nas taxas de transições [36, 37].

2.2.1 Equação mestra e equação de Fokker-Planck linear

A equação mestra, sob certas condições, pode ser aproximada a uma EFP. Com o objetivo de exem-

plificar tal aproximação, iremos considerar inicialmente o problema do passeio aleatório (uma simplifi-

cação do movimento browniano) unidimensional, cujo comprimento do passo é dado por ∆. A equação

mestra para este movimento pode ser escrita como

∂P (n∆, t)

∂t
=

+∞∑
m=−∞

[P (m∆, t)wm,n(∆, t)− P (n∆, t)wn,m(∆, t)] , (2.16)

onde P (n∆, t) é a probabilidade de encontrar o caminhante no tempo t no ponto x = n∆. Escolhendo

a taxa de transição como sendo

wk,l(∆, t) =
D

∆2
(δk,l+1 + δk,l−1) , (2.17)

onde D é uma constante e substituindo esta taxa de transição na Eq. (2.16), obtemos

∂P (n∆, t)

∂t
=

D

∆2
[P ((n+ 1)∆, t) + P ((n− 1)∆, t)− 2P (n∆, t)] . (2.18)
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Considerando x = n∆ e tomando o limite ∆ → 0, podemos expandir o lado direito da Eq. (2.18) em

série de Taylor,

∂P (x, t)

∂t
= lim

∆→0

D

∆2
[P (x+ ∆, t) + P (x−∆, t)− 2P (x, t)]

= lim
∆→0

D

∆2

[
P (x, t) +

(
∂P

∂x

)
∆=0

∆ +
1

2

(
∂2P

∂x2

)
∆=0

∆2 + . . .

+P (x, t)−
(
∂P

∂x

)
∆=0

∆ +
1

2

(
∂2P

∂x2

)
∆=0

∆2 + · · · − 2P (x, t)

]
= D

∂2P (x, t)

∂x2
, (2.19)

ou seja, no limite ∆ → 0, o problema do passeio aleatório é descrito por uma EFP simples onde não

há forças externas atuando, isto é, por uma equação de difusão. A EFP linear com força externa pode

ser obtida da equação mestra usando a taxa de probabilidade de transição de um passeio aleatório com

preferência, por exemplo, um bêbado caminhando em uma rua inclinada,

wk,l(∆, t) = − 1

∆
δk,l+1A(k∆) +

D

∆2
(δk,l+1 + δk,l−1) . (2.20)

Substituindo esta taxa de transição na Eq. (2.16) e repetindo os mesmos procedimentos utilizados ante-

riormente, obtemos,

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[A(x)P (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2
, (2.21)

onde A(x) representa uma força externa agindo sobre o sistema. Como vemos, esta EFP é semelhante à

EFP obtida da equação de Langevin (2.1).

2.2.2 Equação mestra e equações de Fokker-Planck não lineares

De modo semelhante ao caso linear, as EFPs não lineares podem ser derivadas por meio de aproxi-

mações efetuadas em uma equação mestra. Para obtermos uma EFP não linear usaremos uma abordagem

semelhante à utilizada nas Refs. [36, 37], introduzindo não linearidades através da taxa de transição da

equação mestra (2.16) [33, 38],
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wk,l(∆, t) = − 1

∆
δk,l+1A(k∆)a[P (k∆)] +

1

∆2
(δk,l+1 + δk,l−1)Υ[P (k∆, t), R(l∆, t)] , (2.22)

onde A(k∆) representa uma força externa adimensional, a[P ] é um funcional da probabilidade P (n, t),

enquanto o funcional Υ[P,R] depende de probabilidades P e R. As probabilidades P e R estão associa-

das a diferentes estados, emboraR(k∆, t) ≡ P (k∆, t). De modo semelhante ao caso linear, substituímos

a taxa de transição (2.22) na Eq. (2.16), definimos x = n∆ e expandimos os termos dependentes de ∆

em série de Taylor. Ao tomarmos o limite ∆→ 0, obtemos a seguinte equação de EFP não linear,

∂P (x, t)

∂t
= −∂{A(x)Ψ[P (x, t)]}

∂x
+D

∂

∂x

{
Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (2.23)

com

Ψ[P (x, t)] = P (x, t)a[P (x, t)] , (2.24)

Ω[P (x, t)] =

[
Υ[P,R] + P (x, t)

(
∂Υ[P,R]

∂P
− ∂Υ[P,R]

∂R

)]
R=P

, (2.25)

onde usamos o fato que ∂P (x, t)/∂x = ∂R(x, t)/∂x. Como ilustraremos no próximo capítulo, uma EFP

não linear semelhante a esta, Eq. (2.23), pode ser obtida também a partir de uma equação de Langevin.

2.3 O teorema H de Boltzmann

Provado por Boltzmann em 1872, o teorema H é uma consequência natural da equação cinética por

ele introduzida. Esta equação, atualmente conhecida por equação de Boltzmann, descreve a evolução

temporal da distribuição de partículas no espaço de fases para um gás com inomogeneidades [2]. Na

ausência de forças externas, o sistema deve atingir o equilíbrio após um tempo suficientemente longo.

Considere f(~p, ~q, t) uma distribuição tal que f(~p, ~q, t)d~pd~q representa o número médio de partículas

que, em um instante de tempo t, possuem posições entre ~q e ~q+d~q e momenta entre ~p e ~p+d~p no espaço

de fases. Desta forma, a equação de Boltzmann pode ser escrita como [1–3]

∂f

∂t
+
~p

m

∂f

∂~q
+ ~F (~q)

∂f

∂~p
=

(
∂f

∂t

)
col

, (2.26)
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onde m denota a massa das partículas, ~F (~q) a força total atuando em um partícula na posição ~q e

(∂f/∂t)col é denominado de integral de colisões, o qual leva em conta efeitos de colisões entre as partícu-

las do gás. A partir da distribuição f(~p, ~q, t), Boltzmann definiu o funcional (conhecido como funcional

H de Boltzmann),

H(t) =

∫
d~pd~qf(~p, ~q, t) ln f(~p, ~q, t) , (2.27)

o qual obedece a desigualdade

dH(t)

dt
≤ 0 , (2.28)

conhecida como teorema H de Boltzmann. Logo, a função H(t) possui uma direção bem definida no

tempo, o que abre a possibilidade de uma conexão com a segunda lei da termodinâmica. Portanto, o

funcional H(t) foi relacionado com a entropia de BG pela seguinte expressão

SBG(t) = −kH(t) + constante . (2.29)

Uma vez que H(t) sempre decresce com o tempo, SBG(t) irá, por sua vez, sempre aumentar com o

mesmo, ou seja,

dH(t)

dt
≤ 0 ⇒ dSBG

dt
≥ 0 , (2.30)

para um sistema isolado.

A prova do teorema H pode ser realizada de diferentes formas, como por exemplo por meio da

definição estatística da entropia (na qual a entropia é expressa apenas em termos de probabilidades),

que, no caso de BG, é

SBG = −k
∞∫

−∞

dxP (x, t) lnP (x, t) , (2.31)
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em termos de probabilidades contínuas, e

SBG = −k
∑
i

Pi(t) lnPi(t) , (2.32)

no caso discreto. Deste modo, a variação temporal da entropia depende diretamente da derivada tem-

poral da probabilidade, onde pode-se utilizar, por exemplo, a EFP linear ou uma equação mestra, como

mostraremos na sequência.

2.3.1 Teorema H usando a equação de Fokker-Planck linear

Iremos considerar aqui a EFP linear dada por,

∂P (x, t)

∂t
= −∂[A(x)P (x, t)]

∂x
+D

∂2P (x, t)

∂x2
, (2.33)

onde a forçaA(x) está associada a um potencial externo φ(x), de modo queA(x) = −(dφ(x)/dt). Além

disso, assumiremos as seguintes condições de contorno

P (x, t)|x→±∞ = 0 ;
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x→±∞

= 0 ; [A(x)P (x, t)]|x→±∞ = 0 (∀t) . (2.34)

Uma vez que estamos lidando com um sistema que troca energia com o ambiente, aqui representado

pelo potencial externo φ(x), é importante definirmos também o funcional da energia livre,

F = U − TSBG ; U =

∞∫
−∞

dx φ(x)P (x, t) , (2.35)

onde U representa a energia interna do sistema.

Neste caso, o teorema H corresponde a um sinal bem definido para a derivada temporal da energia

livre, o qual consideramos como (dF/dt) ≤ 0. Usando as definições acima, tem-se
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dF

dt
=

∂

∂t

 ∞∫
−∞

dx φ(x)P (x, t) + kT

∞∫
−∞

dx P (x, t) lnP (x, t)


=

∞∫
−∞

dx (φ(x) + kT lnP (x, t))
∂P

∂t
. (2.36)

Substituindo a EFP da Eq. (2.33) para a derivada temporal da probabilidade na equação anterior, obtemos

dF

dt
= −

∞∫
−∞

dx (φ(x) + kT lnP (x, t))
∂

∂x

(
A(x)P (x, t)−D∂P

∂x

)
, (2.37)

que, integrando por partes e assumindo as condições dadas pela Eq. (2.34), resulta em

dF

dt
= −

∞∫
−∞

dx
1

P (x, t)

(
A(x)P (x, t)− kT ∂P

∂x

)(
A(x)P (x, t)−D∂P

∂x

)
, (2.38)

onde usamos A(x) = −(dφ(x)/dx). Identificando D = kT , a derivada temporal da energia livre pode

ser escrita como,

dF

dt
= −

∞∫
−∞

dx
1

P (x, t)

(
A(x)P (x, t)−D∂P

∂x

)2

≤ 0 , (2.39)

o que corresponde ao teorema H para o presente caso.

2.3.2 Teorema H usando a equação mestra

Consideraremos agora o caso de probabilidades discretas, tal que a evolução da distribuição de pro-

babilidade seja governada pela equação mestra definida pela Eq. (2.14). Para um sistema em contato

com um reservatório térmico, o funcional da energia livre pode ser escrito como
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F = U − TSBG , U =
∑
i

εiPi(t) , (2.40)

onde εk representa um autovalor de energia. Portanto, pelas Eqs. (2.32) e (2.40), a derivada temporal da

energia livre é dada por

dF

dt
=

d

dt

(∑
i

εiPi(t) + kT
∑
i

Pi(t) lnPi(t)

)

=
∑
i

[εi + kT lnPi(t)]
∂Pi(t)

∂t
, (2.41)

que, usando a equação mestra dada pela Eq. (2.14), resulta em

dF

dt
=

∑
i,j

[εi + kT lnPi] [Pjwji − Piwij] . (2.42)

Por simetria, podemos trocar os índices i↔ j; somando esta nova equação com a Eq. (2.42), obtemos

dF

dt
=

1

2

∑
i,j

[(εi + kT lnPi)− (εj + kT lnPj)] (Pjwji − Piwij) . (2.43)

Sabe-se que as taxas de probabilidade de transição wlm(t) da equação mestra (2.14) satisfazem, no

equilíbrio, a condição de balanço detalhado, P eq
j wji = P eq

i wij . Usando a distribuição de equilíbrio de

BG, esta condição equivale a

wjie
−εj/(kT ) = wije

−εi/(kT ) . (2.44)

Realizando a seguinte mudança de variável w̃lm = wlme
−εl/(kT ), a Eq. (2.43) pode ser reescrita como
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dF

dt
=

1

2

∑
i,j

[(εi + kT lnPi)− (εj + kT lnPj)] [Pje
+εj/(kT )w̃ji − Pie+εi/(kT )w̃ij] , (2.45)

onde os novos coeficientes w̃lm são simétricos (w̃ji = w̃ij). Nota-se ainda que, na Eq. (2.45), os termos

entre parênteses podem ser escritos como,

εl + kT lnPl = kT ln[Ple
+εl/(kT )] , (2.46)

de modo que podemos definir uma nova variável P̃l, tal que P̃l = Ple
+εl/(kT ). Portanto, a derivada

temporal da energia livre é dada por

dF

dt
= −kT

2

∑
i,j

w̃ij

(
P̃i − P̃j

)(
ln P̃i − ln P̃j

)
≤ 0 , (2.47)

sendo o equilíbrio alcançado quando P̃i = P̃j .

Dadas certas limitações da teoria de BG, principalmente no que se refere à analise de sistemas com-

plexos, no Capítulo 7 propomos uma prova do teorema H usando equações mestras associadas a formas

entrópicas generalizadas.

2.3.3 Teorema H usando equações de Fokker-Planck não lineares

A prova do teorema H usando EFPs não lineares foi feita recentemente por diversos autores [14, 33,

38–41], considerando uma forma entrópica generalizada [33],

S[P ] = kΛ[Q[P ]] ; Q[P ] =

∫ ∞
−∞

dx g[P (x, t)] ; g(0) = g(1) = 0 ;
d2g

dP 2
≤ 0 , (2.48)

onde k é uma constante positiva com dimensões de entropia, Λ[Q[P ]] representa um funcional mono-

tonamente crescente, pelo menos uma vez diferenciável, enquanto o funcional interno g[P (x, t)] deve

ser ao menos duas vezes diferenciável. No caso de um sistema sujeito a um potencial externo φ(x), o

teorema H corresponde a um sinal bem definido para a derivada temporal do funcional de energia livre
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(dF/dt ≤ 0),

F = U − θS ; U =

∫ ∞
−∞

dx φ(x)P (x, t) , (2.49)

onde θ representa um parâmetro positivo com dimensões de temperatura.

Com estas equações temos

dF

dt
=

d

dt


∞∫

−∞

dx φ(x)P (x, t)− kθΛ[Q[P ]]


=

∞∫
−∞

dx

(
φ(x)− kθdΛ[Q]

dQ

dg[P ]

dP

)
∂P

∂t
. (2.50)

Usando a EFP não linear da Eq. (2.11) na derivada temporal da equação acima e integrando por partes

(assumindo as condições de contorno 2.12), obtemos

dF

dt
= −

∞∫
−∞

dx

(
dφ(x)

dx
Ψ[P ] +DΩ[P ]

∂P

∂x

)

×
(
dφ(x)

dx
− kθdΛ[Q]

dQ

d2g[P ]

dP 2

∂P

∂x

)
. (2.51)

Para que o sinal da derivada temporal da energia livre seja bem definido (o qual foi considerado como

(dF/dt) ≤ 0 nas Refs. [33, 42]), os funcionais da Eq. (2.11) devem estar diretamente relacionados com

a forma entrópica,

− dΛ[Q]

dQ

d2g[P ]

dP 2
=

Ω[P ]

Ψ[P ]
, (2.52)

onde foi assumido, de maneira análoga ao caso linear, que D = kθ. Com isto,

dF

dt
= −

∞∫
−∞

dxΨ[P ]

(
dφ(x)

dx
+D

Ω[P ]

Ψ[P ]

∂P

∂x

)2

≤ 0 , (2.53)
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lembrando que D e Ψ[P ] são quantidades positivas, e Ψ[P ] é um funcional monotonamente crescente de

P (x, t).

A Eq. (2.52) apresenta uma importante relação entre os funcionais Ψ[P ] e Ω[P ] e as possíveis formas

entrópicas, criando uma conexão entre a dinâmica descrita por meio da EFP (2.11) e a mecânica esta-

tística, representada pela entropia da Eq. (2.48). Esta relação leva também a uma correspondência entre

famílias inteiras de EFPs, definidas pela razão Ω[P ]/Ψ[P ], e uma única forma entrópica, permitindo o

cálculo da forma entrópica associada com uma classe de EFPs. Por outro lado, considerando uma dada

forma entrópica, esta relação permite também encontrar a família de EFPs associada.

Outro fato que fortalece a relação (2.52) é que, no equilíbrio, ela é equivalente ao princípio de entro-

pia máxima [33]. Para verificarmos isto, introduzimos o seguinte funcional

I[P (x, t)] =
1

k
S[P ] + α

1−
∞∫

−∞

dx P (x, t)

+ β

U − ∞∫
−∞

dx φ(x)P (x, t)

 , (2.54)

onde α e β são multiplicadores de Lagrange. Impondo a condição δI[P ]/δP = 0 para P = Peq, obtemos

dΛ[Q]

dQ

dg[P ]

dP

∣∣∣∣
P=Peq

= α + βφ(x), (2.55)

onde Peq representa a distribuição de probabilidade no equilíbrio. Pela EFP não linear geral da Eq. (2.11),

a distribuição de equilíbrio satisfaz a

A(x) = D
Ω[Peq]

Ψ[Peq]

dPeq
dx

, (2.56)

que, integrando, leva

φ0 − φ(x) = D

∫ x

x0

dx
Ω[Peq]

Ψ[Peq]

dPeq
dx

= D

∫ Peq(x)

Peq(x0)

Ω[Peq(x
′)]

Ψ[Peq(x′)]
dPeq(x

′) . (2.57)

Por outro lado, integrando a relação (2.52), no equilíbrio,
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−
∫ Peq(x)

Peq(x0)

dΛ[Q]

dQ

d2g[Peq(x
′)]

dP 2
eq(x

′)
dPeq(x

′) =

∫ Peq(x)

Peq(x0)

Ω[Peq(x
′)]

Ψ[Peq(x′)]
dPeq(x

′) , (2.58)

que comparada com a Eq. (2.57) leva a

dΛ[Q]

dQ

dg[P ]

dP

∣∣∣∣
P=Peq

=
1

D
φ(x) + C , (2.59)

onde C é uma constante de integração. Nota-se que a equação acima é equivalente àquela obtida maxi-

mizando a entropia, Eq. (2.55), com C = α e D = 1/β = kθ.

Outra importante propriedade requerida pelo funcional F [P ] que satisfaz o teorema H é que o mesmo

deve apresentar um limite inferior para todo tempo t,

F (P (x, t)) ≥ F (Peq(x)), (2.60)

assumindo a existência de um único estado de equilíbrio no funcionalF (P (x, t)). Desta forma, a Eq. (2.60)

juntamente com a imposição do teorema H, para um decaimento temporal de F , assegura que após um

tempo suficientemente longo, o sistema irá sempre encontrar o estado de equilíbrio. A prova para tal

propriedade pode ser encontrada nas Refs. [33, 43].

2.4 O modelo da urna de Ehrenfest

Uma das mais sérias objeções ao teorema H de Boltzmann baseia-se no teorema mecânico demons-

trado por Poincaré. Segundo este teorema qualquer sistema de partículas com uma energia finita e

confinado a um volume também finito, com forças de interação dependendo apenas da posição, sempre

retorna para uma vizinhança arbitrariamente próxima de suas condições iniciais após um tempo sufi-

cientemente longo. Este resultado automaticamente exclui a existência de uma direção privilegiada no

tempo para qualquer função mecânica. No entanto, o teorema H não é um teorema puramente mecânico,

ele reflete a hipótese de caos molecular, o que troca uma informação microscópica por uma espécie de

comportamento médio.

Motivados por estes aspectos, Paul e Tatiana Ehrenfest introduziram em 1907 [44] um modelo pro-

babilístico bastante simples com o intuito de ilustrar o teorema H de Boltzmann. Desde então este
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modelo, atualmente chamado de modelo da urna de Ehrenfest tem sido amplamente estudado, seja por

sua importância para a mecânica estatística, ou pelo interesse matemático como um exemplo de processo

markoviano simples. Pode-se descrever este modelo da seguinte forma: (i) sejam duas urnas, A e B, e

N bolas distintas, numeradas de 1 a N , distribuídas nestas duas urnas; (ii) um número inteiro entre 1

e N é aleatoriamente escolhido de tal modo que todos os números têm probabilidades iguais de serem

escolhidos e a bola correspondente a este número é trocada de urna; (iii) este processo é regularmente

repetido em intervalos de tempo iguais.

O “estado macroscópico” do sistema é caracterizado para um tempo s por um número inteiro l, tal

que NA(s) = l representa o número de bolas na urna A, e NB(s) = N − l o número de bolas na urna

B, sendo [N = NA(s) + NB(s)] (∀s). Já o “estado microscópico” do sistema é dado pelo conjunto de

números das NA (NB) bolas na urna A (B).

Seja P (l, T ) a probabilidade de encontrar l bolas na urna A depois de s passos; um estado com l

bolas na urna A pode somente ser alcançado a partir de estados com l − 1 ou l + 1. Então devemos ter

P (l, s+ 1) = wl−1,lP (l − 1, s) + wl+1,lP (l + 1, s) . (2.61)

É razoável supor que as probabilidades de transição wi,j sejam dadas pelas seguintes expressões

wl−1,l =
N − (l − 1)

N
e wl+1,l =

(l + 1)

N
, (2.62)

lembrando que wl−1,l corresponde à probabilidade de, após s passos sortear-se uma bola da urna B (que

contémN−(l−1) bolas), enquantowl+1,l corresponde à probabilidade de, nesse mesmo instante, sortear

uma bola da urna A (que tem l + 1 bolas). Portanto, a equação mestra (2.61) pode ser escrita na forma

P (l, s+ 1) =
N − (l − 1)

N
P (l − 1, s) +

(l + 1)

N
P (l + 1, s) . (2.63)

A equação mestra anterior desempenha um papel semelhante à equação de transporte de Boltzmann.

É possível mostrar, a partir desta equação que, na média, o sistema decai para o equilíbrio de forma

irreversível, como requerido pelo teorema H.

Pode-se obter também uma EFP associada ao modelo da urna de Ehrenfest, via aproximações da

equação mestra Eq. (2.63). Para isto, reescrevemos a Eq. (2.63)
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NP (l, s+ 1) = l[P (l + 1, s)− P (l − 1, s)] + [P (l + 1, s) + P (l − 1, s)] +NP (l − 1, s) , (2.64)

de tal forma que podemos considerar o limite contínuo introduzindo as seguintes variáveis,

x =

√
2D

N
(l −N/2) , t =

s

N
; ⇒ ∆x =

√
2D

N
, ∆t =

1

N
. (2.65)

Neste caso, definimos a probabilidade contínua de encontrar uma bola em uma dada “posição” x no

tempo t como P (x, t) = NP (l, s). É importante notar que devido à simetria presente na variável x,

quantoN →∞ tem-se x ε [−∞,∞], tal que no equilíbrio espera-se 〈x〉 = 0. Por meio de uma expansão

em série de Taylor em que consideramos somente termos até a ordem 1/N , têm-se as seguintes relações

NP (l, s+ 1) = P (x, t) + ∆t
∂P (x, t)

∂t
;

NP (l ± 1, s) = P (x, t)±∆x
∂P (x, t)

∂x
+

(∆x)2

2

∂2P (x, t)

∂x2
. (2.66)

Substituindo na Eq. (2.64),

P (x, t) +
1

N

∂P (x, t)

∂t
=

2

N

(√
N

2D
x+

N

2

)√
2D

N

∂P (x, t)

∂x
+

2

N

[
P (x, t) +

D

N

∂2P (x, t)

∂x2

]

+

[
P (x, t)−

√
2D

N

∂P (x, t)

∂x
+
D

N

∂2P (x, t)

∂x2

]
∂P (x, t)

∂t
= 2x

∂P (x, t)

∂x
+ 2P (x, t) +D

∂2P (x, t)

∂x2
. (2.67)

Assim, a EFP linear relacionada com o modelo da urna de Ehrenfest é,

∂P (x, t)

∂t
= 2

∂

∂x
[xP (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2
, (2.68)

a qual pode ser associada com um passeio aleatório na presença de um potencial confinante φ(x) = x2.

No Capítulo 6 iremos propor uma generalização do modelo da urna de Ehrenfest, para a qual a EFP
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associada possui termos difusivos não lineares, usualmente associados à entropia de Tsallis.

2.5 Produção de entropia

O conceito de produção de entropia baseia-se na formulação fenomenológica da segunda lei da ter-

modinâmica proposta por Rudolf Clausius (1822-1888), onde postula-se a existência de uma função de

estado S, a entropia, a qual é uma quantidade extensiva e que para qualquer sistema termodinamica-

mente isolado nunca decresce com o tempo, devendo alcançar seu valor máximo no estado de equilíbrio.

A segunda lei pode então ser escrita como

dS

dt
≥ 0 (sistema isolado), (2.69)

onde a igualdade (desigualdade) vale para processos reversíveis (irreversíveis). Baseados nestes resulta-

dos os conceitos abaixo foram introduzidos [4–7]:

(i) A taxa de variação, dS/dt, pode ser separada em duas contribuições: a taxa de produção de entro-

pia, Π, devido a mudanças no interior do sistema e a taxa de fluxo de entropia do sistema para a

vizinhança, Φ, originado pelas interações com o ambiente, ou seja,

dS

dt
= Π− Φ . (2.70)

(ii) A taxa de produção de entropia Π em virtude de mudanças no interior do sistema é sempre não

negativa:

Π ≥ 0. (2.71)

Nesta formulação, a distinção entre processos reversíveis e irreversíveis torna-se essencial. A taxa de

produção de entropia Π é nula quando o sistema sofre apenas variações reversíveis e é sempre positiva

se o sistema está sujeito a um processo irreversível,

Π = 0 (processo reversível),

Π > 0 (processo irreversível). (2.72)

Desta forma, somente processos irreversíveis contribuem com a produção de entropia. Como exemplos

de processos irreversíveis têm-se as reações químicas, a condução de calor e a difusão. Por outro lado,
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um exemplo de processo reversível é a propagação de onda no limite no qual a absorção da onda é

desprezível. Para um sistema isolado, o fluxo de entropia é, por definição, igual a zero, e as Eqs. (2.70)

e (2.71) reduzem-se à formulação clássica da segunda lei da termodinâmica da Eq. (2.69).

Um modo de obter cada uma destas contribuições, isto é, o fluxo e a produção de entropia, é conside-

rar a definição estatística da entropia e usar, por exemplo, uma EFP (probabilidades contínuas) ou uma

equação mestra (probabilidades discretas).

2.5.1 Produção de entropia usando a equação de Fokker-Planck linear

Uma das possíveis abordagens para definir e calcular as taxas de produção de entropia e de fluxo

de entropia em sistemas fora do equilíbrio é usando a EFP linear, como apresentado, por exemplo, nas

Refs. [7, 8]. Com o objetivo de ilustrar tal abordagem iremos considerar a EFP linear,

∂P (x, t)

∂t
= − ∂

∂x
[A(x)P (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2
, (2.73)

ou, na forma de uma equação de continuidade,

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
; J(x, t) = A(x)P (x, t)−D∂P (x, t)

∂x
, (2.74)

ondeD é uma constante positiva eA(x) uma força externa atuando sobre o sistema. Adotaremos também

as seguintes condições de contorno

P (x, t)|x→±∞ = 0 ;
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x→±∞

= 0 ; A(x)P (x, t)|x→±∞ = 0 (∀t) . (2.75)

Como vimos anteriormente, a EFP relaciona-se com a forma entrópica através da Eq. (2.52). Portanto,

tem-se que a entropia associada com a EFP linear é a de BG,

SBG = −k
∞∫

−∞

dx P (x, t) lnP (x, t) . (2.76)
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Usando a EFP na forma da Eq. (2.74), a derivada temporal da entropia pode ser escrita como

dSBG

dt
= k

∞∫
−∞

dx [lnP (x, t) + 1]
∂J(x, t)

∂x
. (2.77)

Integrando por partes e usando a definição de corrente de probabilidade J(x, t) na Eq. (2.74), é possível

mostrar que

dSBG

dt
= k

∞∫
−∞

dx
[J(x, t)]2

DP (x, t)
− k

∞∫
−∞

dx
A(x)J(x, t)

D
. (2.78)

Note que o primeiro termo do lado direito da equação é positivo definido, e assim podemos identificá-lo

com a produção de entropia, ou seja,

ΠBG = k

∞∫
−∞

dx
[J(x, t)]2

DP (x, t)
≥ 0 , (2.79)

e, comparando com a Eq. (2.70), identificamos o fluxo de entropia como

ΦBG = k

∞∫
−∞

dx
A(x)J(x, t)

D
. (2.80)

É importante ressaltar que, na situação em que não há forças externas atuando sobre o sistema, ou seja,

o sistema está isolado, o fluxo de entropia descrito pela Eq. (2.80) é nulo. Consequentemente, somente

o termo de produção de entropia contribui para o aumento da entropia do sistema,

dSBG

dt
= Π ≥ 0 , (2.81)

o que está de acordo com a Eq. (2.69).
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2.5.2 Produção de entropia usando a equação mestra

Outro modo de obter a produção de entropia é através de uma equação mestra. A produção de

entropia em sistemas descritos por uma equação mestra tem sido objeto de estudo de diversos traba-

lhos [8–11, 45, 46], sendo utilizada, por exemplo, no cálculo numérico da produção de entropia em um

gás em uma rede fora do equilíbrio [45]. Semelhante à abordagem considerando a EFP linear, a forma

entrópica usualmente utilizada é a de BG com probabilidades discretas,

SBG = −k
∑
i

Pi(t) lnPi(t) , (2.82)

juntamente com a equação mestra usual

∂Pi(t)

∂t
=
∑
j

[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] . (2.83)

Uma expressão frequentemente utilizada para a produção de entropia em sistemas descritos por uma

equação mestra, proposta por Schnakenberg [10], é

ΠBG =
k

2

∑
i,j

[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] ln
Pj(t)wji(t)

Pi(t)wij(t)
, (2.84)

estando esta relacionada com o teorema de flutuação de Gallavotti e Cohen [47, 48] e com a igualdade

de Jarzynski [49]. A expressão na Eq. (2.84) satisfaz as propriedades necessárias para a produção de

entropia citadas anteriormente, sendo sempre maior ou igual a zero, uma vez que

Pjwji > Piwij −→ ln

[
Pjwji
Piwij

]
> 0; (2.85)

Pjwji < Piwij −→ ln

[
Pjwji
Piwij

]
< 0 , (2.86)

e além disso, ΠBG = 0 no equilíbrio. Para sistemas descritos por uma equação mestra e que satisfazem

um teorema H, o equilíbrio termodinâmico implica na condição do balanço detalhado, onde Pjwji =

Piwij , para qualquer par de estados i e j [46]. Portanto, estando o sistema em equilíbrio, o termo entre

colchetes na Eq. (2.84) é igual a zero, e não há produção de entropia no interior do sistema. Uma

expressão para a taxa de fluxo de entropia do sistema para o ambiente pode ser encontrada no trabalho
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de Lebowitz e Spohn [11],

ΦBG = k
∑
i,j

Pj(t)wji(t) ln
wji(t)

wij(t)
. (2.87)

Para uma demonstração detalhada de como podem ser obtidas as equações para a produção e o fluxo

de entropia nas Eqs. (2.84) e (2.87), respectivamente, sugerimos a Ref. [11]. Entretanto, estes cálculos

serão efetuados no Capítulo 4 para taxas de transições mais gerais, levando em conta efeitos não lineares.



Capítulo 3

Produção de entropia e equações de
Fokker-Planck não lineares

A definição e o cálculo da produção de entropia em sistemas fora do equilíbrio tem sido objeto

de estudo de diversos trabalhos na literatura, sendo usualmente utilizada a entropia de BG juntamente

com a EFP linear, no caso de probabilidades contínuas, ou a equação mestra, quando as probabilidades

são discretas. Apesar destas equações serem consideradas apropriadas para a descrição de diversos

fenômenos naturais, sabe-se atualmente que as mesmas não são adequadas no tratamento de sistemas

mais complicados, como por exemplo, para processos que envolvem difusão anômala. Visando abordar

tais fenômenos, esta tese tem como objetivo desenvolver uma abordagem para o cálculo da produção

de entropia mais adequada a sistemas complexos, fazendo uso de formas entrópicas gerais, associadas

a EFPs e equações mestras não lineares. Primeiramente, abordaremos neste capítulo o fenômeno da

produção de entropia utilizando EFPs não lineares. O mesmo fenômeno envolvendo equações mestras

será analisado na sequência, no Capítulo 4.

Com este objetivo, iremos considerar aqui uma forma entrópica geral, definida como [33]

S[P ] = kΛ[Q[P ]] ; Q[P ] =

∫ ∞
−∞

dx g[P (x, t)] ; g(0) = g(1) = 0 ;
d2g

dP 2
≤ 0 , (3.1)

onde k representa uma constante positiva, com dimensões de entropia. Até onde sabemos, a análise da

produção de entropia, no âmbito das entropias generalizadas, considerando EFPs não lineares gerais não

tinha sido realizada até recentemente, com exceção da análise da difusão anômala usando a equação dos

meios porosos na Ref. [50]. Nesta etapa, iremos estudar a produção de entropia relacionada com a forma

entrópica geral definida na Eq. (3.1), associada com a seguinte EFP não linear,

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂{A(x)Ψ[P (x, t)]}

∂x
+D

∂

∂x

{
Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (3.2)
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onde D representa uma constante com dimensões de energia, A(x) uma força externa associada a um

potencial φ(x) [A(x) = −dφ(x)/dx] e introduzimos um fator constante η (coeficiente de atrito efetivo)

de acordo com a Ref. [2]. Os funcionais Ψ[P (x, t)] e Ω[P (x, t)] são definidos como quantidades positivas

finitas, integráveis e diferenciáveis (ao menos uma vez) com relação à distribuição de probabilidades

P (x, t) [33, 38]. Além disso, impomos as seguintes condições de contorno,

P (x, t)|x→±∞ = 0 ;
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x→±∞

= 0 ; A(x)Ψ[P (x, t)]|x→±∞ = 0 (∀t) . (3.3)

Conforme detalharemos na sequência, neste trabalho (publicado segundo Ref. [51]) derivamos ex-

pressões gerais para as taxas de produção e de fluxo de entropia, e para a energia dissipada por unidade

de tempo, ou seja, potência dissipada. Introduzimos também uma equação do tipo Langevin associada

com a EFP não linear considerada aqui, e reobtemos a expressão para a potência dissipada, a qual é

válida para o caso de uma força externa geral (conservativa ou não). Por fim, apresentamos alguns casos

particulares.

3.1 Produção de entropia

Para os cálculos que serão apresentados a seguir, é conveniente escrever a Eq. (3.2) na forma de uma

equação de continuidade [51],

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
; J(x, t) =

1

η

{
A(x)Ψ[P ]−DΩ[P ]

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.4)

e deste modo, a derivada temporal da entropia S[P ] definida pela Eq. (3.1) pode ser escrita como

d

dt
S[P ] = k

dΛ[Q[P ]]

dQ

d

dt

∫ +∞

−∞
dx g[P (x, t)] = k

dΛ[Q]

dQ

∫ +∞

−∞
dx

dg

dP

∂P

∂t

= −k dΛ[Q]

dQ

∫ +∞

−∞
dx

dg

dP

∂J(x, t)

∂x
. (3.5)

Integrando por partes,

d

dt
S[P ] = k

∫ +∞

−∞
dx

dΛ[Q]

dQ

d2g

dP 2
J(x, t)

{
A(x)Ψ[P ]− ηJ(x, t)

DΩ[P ]

}
, (3.6)
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e usando a relação Eq. (2.52), obtemos

d

dt
S[P ] = − k

D

∫ +∞

−∞
dx A(x)J(x, t) +

kη

D

∫ +∞

−∞
dx
{J(x, t)}2

Ψ[P ]
. (3.7)

Então, pela relação na Eq. (2.70), identificamos o fluxo de entropia, que representa a troca de entropia

entre o sistema e sua vizinhança como [51]

Φ =
k

D

∫ +∞

−∞
dx A(x)J(x, t) , (3.8)

assim como a contribuição devido à produção de entropia,

Π =
kη

D

∫ +∞

−∞
dx
{J(x, t)}2

Ψ[P ]
. (3.9)

Lembrando que as constantes k, η, D e o funcional Ψ[P (x, t)] foram definidos anteriormente como

quantidades positivas, então Π ≥ 0. Além disso, no equilíbrio termodinâmico ∂P/∂t = 0, levando a

J(x, t) = Jeq (constante). Isso implica que, se Jeq for igual a zero para algum valor de x, deverá também

ser igual a zero para qualquer outro. Assim, para satisfazer as condições de contorno da Eq. (3.3),

Jeq = 0, e consequentemente Πeq = Φeq = 0.

Iremos mostrar agora como a taxa de fluxo de entropia da Eq. (3.8) está diretamente relacionada com

a potência dissipada P , associada com a força conservativa A(x),

P =

〈
A(x)

dx

dt

〉
, (3.10)

onde 〈 〉 denota uma média sobre a distribuição de probabilidades P (x, t). Neste caso, podemos reescre-

ver a potência dissipada como

P = − d

dt
U(t) = − d

dt

∫ +∞

−∞
dx φ(x)P (x, t)

= −
∫ +∞

−∞
dx φ(x)

∂P (x, t)

∂t
=

∫ +∞

−∞
dx φ(x)

∂J(x, t)

∂x
, (3.11)

onde usamos a equação de continuidade na última igualdade. Integrando por partes e usando as condi-

ções de contorno da Eq. (3.3), obtemos
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P = −
∫ +∞

−∞
dx

dφ(x)

dx
J(x, t) =

∫ +∞

−∞
dx A(x)J(x, t) , (3.12)

que pode ser comparada com a Eq. (3.8), levando a

P =
D

k
Φ . (3.13)

A potência dissipada pode também ser expressa em termos dos funcionais da EFP não linear defi-

nida na Eq. (3.2). Para tal, substituímos a densidade de corrente de probabilidade J(x, t) da Eq. (3.4)

na Eq. (3.12),

P =
1

η

∫ +∞

−∞
dx A2(x)Ψ[P ]− D

η

∫ +∞

−∞
dx A(x)Ω[P ]

∂P (x, t)

∂x

=
1

η

∫ +∞

−∞
dx A2(x)Ψ[P ] +

D

η

∫ +∞

−∞
dx P (x, t)

∂

∂x
(A(x)Ω[P ]) , (3.14)

onde integramos por partes a segunda integral. Esta última equação pode ser escrita como [51]

P =
1

η

〈
A2(x)Ψ[P ]

P (x, t)
+D

∂

∂x
(A(x)Ω[P ])

〉
. (3.15)

Na sequência mostraremos que esta relação é bastante geral, podendo ser obtida também de uma equação

de Langevin; consequentemente, é válida para uma força mais geral, caracterizada por duas contribui-

ções, uma conservativa e outra não conservativa.

3.1.1 A equação de Langevin associada

Iremos considerar aqui uma equação do tipo Langevin, definida em termos de um ruído multiplicativo

ζ(t),

η
dx

dt
= f(x, t) + h(x, t)ζ(t) , (3.16)

sendo f(x, t) e h(x, t) funções arbitrárias, enquanto a variável estocástica ζ(t) é caracterizada por
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〈ζ(t)〉 = 0 ; 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2ηDδ(t− t′) . (3.17)

Nas equações acima os 〈 〉 denotam médias sobre a distribuição de probabilidades P (x, t) (ou seja,

médias de ensemble), como as definidas na Eq. (3.10). Sabe-se que esta equação de Langevin está

associada, pela prescrição de Stratonovich (veja o Apêndice A), com a seguinte equação de Fokker-

Planck [20],

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[f(x, t)P (x, t)]

∂x
+D

∂

∂x

{
h(x, t)

∂

∂x
[h(x, t)P (x, t)]

}
. (3.18)

Note que a EFP linear pode ser recuperada a partir da Eq. (3.18) no caso particular em que considera-

mos um ruído aditivo (isto é h(x, t) = constante), ou seja considerando a equação de Langevin usual,

conforme a Eq. (2.1). Além disso, a função f(x, t) definida na Eq. (3.16) pode estar associada com

uma força geral, conservativa ou não. Com o objetivo de recuperarmos a EFP não linear da Eq. (3.2),

iremos nos restringir a escrever h(x, t) como um funcional de P (x, t), ou seja, h(x, t) ≡ h[P (x, t)].

Na Ref. [29] utilizou-se uma dependência na forma de potências, h(x, t) ∝ [P (x, t)]ν , para derivar a

EFP não linear das Refs. [27, 28], associadas com a entropia de Tsallis [18, 52]. Certamente f(x, t)

depende da força externa; no entanto, f(x, t) poderá apresentar também uma dependência funcional da

probabilidade P (x, t). Portanto, escrevemos

h(x, t)
∂

∂x
[h(x, t)P (x, t)] = h[P (x, t)]

∂

∂P
{h[P (x, t)]P (x, t)} ∂P (x, t)

∂x
, (3.19)

de tal forma que Eq. (3.18) torna-se

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[f(x, t)P (x, t)]

∂x
+D

∂

∂x

{
h[P (x, t)]

∂

∂P
{h[P (x, t)]P (x, t)} ∂P (x, t)

∂x

}
. (3.20)

Substituindo A(x) por Ã(x) na Eq. (3.2) e comparando com a Eq. (3.20), obtemos as seguintes relações,

f(x, t)P (x, t) = Ã(x)Ψ[P (x, t)] , (3.21)

h[P (x, t)]
∂

∂P
{h[P (x, t)]P (x, t)} = Ω[P (x, t)] . (3.22)

Neste caso, Ã(x) representa uma força geral, podendo ser escrita como
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Ã(x) = A(x) + A∗(x) , (3.23)

isto é, composta por uma parte conservativa, A(x) = −dφ/dx, e uma parte não conservativa, A∗(x).

Na sequência, derivaremos uma expressão para a potência dissipada associada com a força geral

Ã(x), usando a equação de Langevin. Deste modo, temos

P =

〈
Ã(x)

dx

dt

〉
=

1

η
〈Ã(x)f(x, t)〉+

1

η
〈h(x, t)Ã(x)ζ(t)〉 , (3.24)

onde substituímos a Eq. (3.16).

Consideremos o teorema de Novikov [53],

〈u(x, t)ζ(t)〉 = D

〈
h(x, t)

∂u(x, t)

∂x

〉
(3.25)

onde u(x, t) é uma função qualquer de x(t) e t, e a equação de Langevin e a variável aleatória conside-

radas são as mesmas apresentadas nas Eqs. (3.16) e (3.17), respectivamente. Aplicando este teorema no

segundo termo da Eq. (3.24), obtemos

〈h(x, t)Ã(x)ζ(t)〉 = D

〈
h(x, t)

∂

∂x
[Ã(x)h(x, t)]

〉
= D

∫ +∞

−∞
dx h(x, t)

{
∂

∂x
[Ã(x)h(x, t)]

}
P (x, t) . (3.26)

Integrando por partes duas vezes e substituindo a Eq. (3.22), podemos escrever este termo como

〈h(x, t)Ã(x)ζ(t)〉 = D

∫ +∞

−∞
dx

∂

∂x
{Ã(x)Ω[P ]}P (x, t)

=

〈
D
∂

∂x
{Ã(x)Ω[P ]}

〉
. (3.27)

Agora, usando este resultado juntamente com a Eq. (3.21), a potência dissipada da Eq. (3.24) torna-se,

P =
1

η

〈
Ã2(x)Ψ[P ]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{Ã(x)Ω[P ]}

〉
, (3.28)
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apresentando a mesma forma da Eq. (3.15), obtida no caso de uma força conservativa. É fácil ver que

a relação existente entre a potência dissipada e o fluxo de entropia [veja a Eq. (3.13)] aplica-se também

para a força externa geral da Eq. (3.23). Portanto,

Φ =
k

ηD

〈
Ã2(x)Ψ[P (x, t)]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{Ã(x)Ω[P (x, t)]}

〉

=
k

ηD

〈
A2(x)Ψ[P (x, t)]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{A(x)Ω[P (x, t)]}

〉
+

k

ηD

〈
(A∗(x))2Ψ[P (x, t)]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{A∗(x)Ω[P (x, t)]}

〉
+

2k

ηD

〈
(A(x)A∗(x))Ψ[P (x, t)]

P (x, t)

〉
. (3.29)

Note que há três contribuições para o fluxo de entropia, originados, respectivamente, das forças conser-

vativa e não conservativa, assim como uma contribuição mista. Podemos também, reescrever o fluxo de

entropia como a soma de dois termos, Φ = Φ1 + Φ2, simétricos em A(x) e A∗(x) respectivamente,

Φ1 =
k

ηD

〈
A(x)Ã(x)Ψ[P (x, t)]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{A(x)Ω[P (x, t)]}

〉
,

Φ2 =
k

ηD

〈
A∗(x)Ã(x)Ψ[P (x, t)]

P (x, t)
+D

∂

∂x
{A∗(x)Ω[P (x, t)]}

〉
. (3.30)

3.1.2 Alguns casos particulares

Iremos aqui abordar a taxa de produção de entropia, assim como o fluxo de entropia por unidade de

tempo, para algumas formas entrópicas conhecidas. Como apresentado na Ref. [33], uma dada forma

entrópica está relacionada com uma família de EFPs do tipo mostrado na Eq. (3.2), com seus funcionais

satisfazendo

Ω[P ] = a[P ]b[P ] ; Ψ[P ] = a[P ]P . (3.31)

Todas estas equações estão relacionadas com a mesma entropia por meio da relação da Eq. (2.52), a qual

torna-se
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− dΛ[Q]

dQ

d2g

dP 2
=
b[P ]

P
, (3.32)

enquanto que a densidade de corrente da Eq. (3.4) é dada por

J(x, t) =
a[P ]

η

{
A(x)P (x, t)−D b[P ]

[
∂P (x, t)

∂x

]}
. (3.33)

A liberdade de escolha do funcional a[P ] gera diferentes EFPs, caracterizadas por distintos compor-

tamentos dinâmicos, apesar de apresentarem o mesmo estado estacionário e estarem associadas a uma

mesma forma entrópica. Estas características são refletidas na densidade de corrente anterior, onde a

forma entrópica é identificada por meio do funcional b[P ] na Eq. (3.32), enquanto os possíveis compor-

tamentos dinâmicos, descritos pela EFP não linear na Eq. (3.2), distinguem-se por meio do funcional

multiplicativo a[P ] na Eq. (3.33). Estes dois funcionais irão aparecer nas quantidades dependentes do

tempo definidas nas Eqs. (3.8) e (3.9), levando às seguintes contribuições para o fluxo e a produção de

entropia [51],

Φ =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx A(x)a[P ]

{
A(x)P (x, t)−D b[P ]

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.34)

Π =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx

a[P ]

P (x, t)

{
A(x)P (x, t)−D b[P ]

[
∂P (x, t)

∂x

]}2

. (3.35)

Curiosamente, apesar da forma entrópica não depender explicitamente de a[P ], este funcional apa-

rece naturalmente na derivada temporal dS/dt por meio da EFP associada. No entanto, para cada família,

a EFP mais simples associada a uma dada forma entrópica é obtida considerando a[P ] = 1. A seguir,

discutiremos alguns exemplos de entropias conhecidas usando a mais simples das EFPs de cada família.

a) Entropia de Boltzmann-Gibbs

Iremos considerar aqui a produção de entropia de BG, já anteriormente estudada por diversos autores,

usando a EFP linear (veja, por exemplo, as Refs. [7–9]). Neste caso, temos

SBG = −k
∫ +∞

−∞
dx P (x, t) lnP (x, t) , (3.36)

que, quando comparada com a Eq. (3.1), corresponde a Λ ≡ I (operador identidade) e g[P ] = −P (x, t)

× lnP (x, t). Da Eq. (3.32) tem-se que b[P ] = 1, levando a
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ΦBG =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx A(x)

{
A(x)P (x, t)−D

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.37)

ΠBG =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx

1

P (x, t)

{
A(x)P (x, t)−D

[
∂P (x, t)

∂x

]}2

. (3.38)

Vale a pena ressaltar que as expressões acima coincidem com aquelas obtidas anteriormente na litera-

tura [7–9].

b) Entropia de Tsallis

A entropia de Tsallis é definida em termos de um parâmetro real q [18, 52],

Sq = k

∫ +∞

−∞
dx

P (x, t)− P q(x, t)

q − 1
, (3.39)

que corresponde a Λ ≡ I e g[P ] = [P (x, t)−P q(x, t)]/(q− 1). Da Eq. (3.32) tem-se que b[P ] = qP q−1

e então,

Φq =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx A(x)

{
A(x)P (x, t)− qD [P (x, t)]q−1

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.40)

Πq =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx

1

P (x, t)

{
A(x)P (x, t)− qD [P (x, t)]q−1

[
∂P (x, t)

∂x

]}2

. (3.41)

Considerando A(x) = 0, a contribuição da produção de entropia recupera a obtida previamente a partir

de uma equação de difusão anômala [50].

c) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis é também definida em termos de um parâmetro real κ [54, 55],

Sκ = − k

2κ

∫ +∞

−∞
dx

(
1

1 + κ
[P (x, t)]1+κ − 1

1− κ
[P (x, t)]1−κ

)
, (3.42)

da qual identifica-se Λ ≡ I e

g[P ] = − 1

2κ

(
1

1 + κ
[P (x, t)]1+κ − 1

1− κ
[P (x, t)]1−κ

)
. (3.43)
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Substituindo na Eq. (3.32) obtém-se b[P ] = (P κ + P−κ)/2 e

Φκ =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx A(x)

{
A(x)P (x, t)−D [P (x, t)]κ + [P (x, t)]−κ

2

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.44)

Πκ =
k

ηD

∫ +∞

−∞
dx

1

P (x, t)

{
A(x)P (x, t)−D [P (x, t)]κ + [P (x, t)]−κ

2

[
∂P (x, t)

∂x

]}2

. (3.45)

d) Entropia de Renyi

A entropia de Renyi é definida como [56]

SRq = k
ln
{∫ +∞
−∞ dx [P (x, t)]q

}
1− q

, (3.46)

da qual obtém-se [33],

Λ[Q[P ]] =
lnQ[P ]

1− q
;

dΛ[Q[P ]]

dQ
=

1

(1− q)Q[P ]
; g[P ] = [P (x, t)]q , (3.47)

levando a

b[P ] =
q[P (x, t)]q−1∫ +∞
−∞ dx [P (x, t)]q

. (3.48)

O fluxo e a produção de entropia correspondentes são dados respectivamente por

ΦR
q =

k

ηD

∫ +∞

−∞
dx A(x)

{
A(x)P (x, t)− qD[P (x, t)]q−1∫ +∞

−∞ dx [P (x, t)]q

[
∂P (x, t)

∂x

]}
, (3.49)

ΠR
q =

k

ηD

∫ +∞

−∞
dx

1

P (x, t)

{
A(x)P (x, t)− qD[P (x, t)]q−1∫ +∞

−∞ dx [P (x, t)]q

[
∂P (x, t)

∂x

]}2

. (3.50)

É importante lembrar que as quantidades acima são fisicamente relevantes somente no intervalo

0 < q < 1, para o qual a entropia da Eq. (3.46) apresenta a concavidade apropriada requerida pelo

teorema H [33].
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3.2 Conclusões e perspectivas

Neste capítulo analisamos a variação da entropia em sistemas descritos por EFPs. A EFP foi con-

siderada em uma forma bastante geral escrita em termos de funcionais da probabilidade Ψ[P (x, t)] e

Ω[P (x, t)], que aparecem nos termos confinante e de difusão, respectivamente. Como mostrado na

prova do teorema H (Capítulo 2), esta EFP não linear está diretamente relacionada com entropias gene-

ralizadas, podendo descrever diversos fenômenos não lineares encontrados na natureza. Expressões para

as duas contribuições associadas com as variações temporais da entropia, ou seja, o fluxo e a produção

de entropia foram obtidas, sendo a segunda sempre positiva para processos irreversíveis, como esperado.

Mostramos também que a contribuição do fluxo de entropia do sistema para o ambiente está diretamente

relacionada com a potência dissipada por uma força conservativa atuando sobre o sistema. Por fim, apre-

sentamos alguns casos particulares relacionados com formas entrópicas de interesse, sendo os resultados

existentes na literatura para a entropia de BG e a EFP linear recuperados.

A presente análise é relevante para processos irreversíveis encontrados em muitos sistemas físicos

para os quais formas entrópicas generalizadas são aplicáveis. No Capítulo 5 apresentaremos uma apli-

cação do formalismo aqui apresentado em um modelo de vórtices interagentes em um supercondutor do

tipo II.



Capítulo 4

Produção de entropias generalizadas e
equação mestra

Para ir além do tratamento da produção de entropia via EFPs, é interessante abordar o mesmo fenô-

meno utilizando a equação mestra, a qual governa a evolução temporal de processos estocásticos mar-

kovianos. Para um sistema descrito em termos de variáveis estocásticas discretas, a equação mestra

para uma probabilidade Pi(t) de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela variável i em um

instante de tempo t, é dada por

∂Pi(t)

∂t
=
∑
j

[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)]. (4.1)

Na equação acima, wkl(t) representa a taxa de probabilidade de transição do estado k para l, ou seja,

wkl(t)dt expressa a probabilidade de transição do estado k para o estado l ocorrer durante o intervalo de

tempo entre t e t+ dt.

Muitos dos tratamentos na literatura corrente calculam a produção de entropia de BG em diversas

situações físicas, fazendo o uso da equação mestra anterior [9–11, 46]. Essencialmente, obtém-se neste

caso

ΠBG =
k

2

∑
i,j

(Pjwji − Piwij) ln

(
Pjwji
Piwij

)
, (4.2)

ΦBG =
k

2

∑
i,j

(Pjwji − Piwij) ln

(
wji
wij

)
. (4.3)

Certamente, estes procedimentos se aplicam ao estudo de produção de entropia em sistemas caracteriza-

dos por difusão normal, apropriadamente descritos por tais equações, e consequentemente associados à
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forma entropica SBG[P ].

Na presente investigação iremos calcular a produção de entropia associada com formas entrópicas

gerais, para sistemas descritos por probabilidades discretas que evoluem segundo a equação mestra (4.1)

(trabalho publicado segundo Ref. [57]). Como mostrado nas referências [33,36–38], os efeitos não line-

ares podem ser introduzidos através da probabilidades de transição, levando a conexões entre a Eq. (4.1)

e entropias generalizadas. Na sequência, derivamos expressões gerais para a produção e o fluxo de entro-

pia para sistemas descritos pela equação mestra (4.1) e aplicamos estes resultados para algumas formas

entrópicas conhecidas.

4.1 Produção de entropia

Iremos considerar a forma entrópica geral S[P ] definida em termos de probabilidades discretas como

S[P ] = kΛ[Q[P ]] ; Q[P ] =
∑
i

g[Pi(t)] ; g(0) = g(1) = 0 ;
d2g

dP 2
i

≤ 0 , (4.4)

onde k é uma constante positiva com dimensões de entropia, Λ[Q[P ]] representa um funcional monoto-

namente crescente, pelo menos uma vez diferenciável, enquanto que o funcional interno g[Pi(t)] deve

ser ao menos duas vezes diferenciável. Desta forma, a derivada temporal da entropia pode ser escrita

como

d

dt
S[P ] = k

dΛ(Q[P ])

dQ

d

dt

∑
i

g[Pi(t)] = k
dΛ

dQ

∑
i

g′(Pi)
∂Pi
∂t

(4.5)

onde definimos

g′(X) ≡ dg[P ]

dP

∣∣∣∣
P=X

. (4.6)

Substituindo a derivada temporal pela Eq. (4.1), a Eq. (4.5) pode ser escrita como

d

dt
S[P ] = k

dΛ

dQ

∑
i,j

g′(Pi)[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] . (4.7)
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Somando e subtraindo o seguinte termo

k
dΛ

dQ

∑
i,j

g′(Piwij)(Pjwji − Piwij) , (4.8)

onde utilizamos a definição da Eq. (4.6); assim, obtemos

d

dt
S[P ] = k

dΛ

dQ

∑
i,j

{g′(Piwij)[Pjwji − Piwij]− [g′(Piwij)− g′(Pi)]

×[Pjwji − Piwij]} . (4.9)

Por simetria, podemos trocar os índices i↔ j; somando esta nova equação com a Eq. (4.9), obtemos

d

dt
S[P ] = −k

2

dΛ

dQ

∑
i,j

[(g′(Piwij)− g′(Pjwji))− (g′(Pi)− g′(Pj))][Pjwji − Piwij]

+
k

2

dΛ

dQ

∑
i,j

[g′(Piwij)− g′(Pjwji)][Pjwji − Piwij] . (4.10)

Comparando com a relação dada pela Eq. (2.70), podemos identificar o fluxo de entropia do sistema para

o ambiente como [57]

Φ =
k

2

dΛ

dQ

∑
i,j

{[g′(Piwij)− g′(Pi)]− [g′(Pjwji)− g′(Pj)]}[Pjwji − Piwij] , (4.11)

assim como a contribuição devido à produção de entropia no interior do sistema,

Π =
k

2

dΛ

dQ

∑
i,j

[g′(Piwij)− g′(Pjwji)][Pjwji − Piwij] . (4.12)

Lembrando que, sendo g[X] uma função côncava, a sua primeira derivada g′[X] é uma função monótona

decrescente [58]. Consequentemente, tem-se que
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Pjwji > Piwij −→ g′(Piwij) > g′(Pjwji), (4.13)

Pjwji < Piwij −→ g′(Piwij) < g′(Pjwji). (4.14)

Usando estas relações juntamente com o fato de que k e dΛ/dQ são quantidades positivas, pode-se

facilmente verificar que Π é sempre positivo. Note que, as expressões derivadas para o fluxo (4.11) e

para a produção de entropia (4.12) podem ser entendidas como generalizações das expressões Eq. (4.2)

e Eq. (4.3) propostas por Schnakenberg [10] e Lebowitz e Sphon [11], respectivamente, e reduzem-se a

estas quando consideramos a entropia de BG, como mostraremos na sequência.

4.2 Alguns casos particulares

A seguir apresentaremos as contribuições referentes à produção e ao fluxo de entropia considerando

algumas formas entrópicas conhecidas [57].

a) Entropia de Boltzmann-Gibbs

Iremos considerar agora a produção de entropia de BG, a qual tem sido estudada por diversos autores

usando equações mestra (veja, por exemplo, as Ref. [9–11, 45, 46]). Neste caso, temos

SBG = −k
∑
i

Pi(t) lnPi(t) , (4.15)

que, quando comparada com a Eq. (4.4), corresponde a

dΛ[Q]

dQ
= 1 ; g(Pi) = −Pi lnPi ; g′(Pi) = − lnPi − 1 , (4.16)

levando a
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ΦBG =
k

2

∑
i,j

[Pjwji − Piwij] ln

[
wji
wij

]
. (4.17)

ΠBG =
k

2

∑
i,j

[Pjwji − Piwij] ln

[
Pjwji
Piwij

]
. (4.18)

Vale a pena ressaltar que estas expressões são iguais às obtidas anteriormente na literatura [10, 11].

b) Entropia de Tsallis

Seja a entropia de Tsallis [18],

Sq = k
∑
i

P q
i (t)− Pi(t)

1− q
, (4.19)

para a qual identifica-se Λ[Q] = Q e

dΛ[Q]

dQ
= 1 ; g(Pi) =

P q
i − Pi
1− q

; g′(Pi) =
qP q−1

i − 1

1− q
. (4.20)

A contribuição da produção de entropia dada pela Eq. (4.12) neste caso é

Πq =
k

2

∑
i,j

[
q(Piwij)

q−1 − 1

1− q
− q(Pjwji)

q−1 − 1

1− q

]
[Pjwji − Piwij]

=
k

2

q

1− q
∑
i,j

[
(Piwij)

q−1 − (Pjwji)
q−1
]

[Pjwji − Piwij], (4.21)

lembrando que g′′(Pi) = −qP q−2
i , ou seja, a entropia de Tsallis é côncava para q > 0. Portanto, têm-se

as seguintes relações,

• q > 1 [q/(1− q) < 0]:

Pjwji > Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 > (Piwij)

q−1 ;

Pjwji < Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 < (Piwij)

q−1 ;
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• 0 < q < 1 [q/(1− q) > 0]:

Pjwji > Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 < (Piwij)

q−1 ;

Pjwji < Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 > (Piwij)

q−1 ,

o que mostra que a expressão para produção de entropia na Eq. (4.21) é sempre positiva para qualquer

valor de q > 0. Já o fluxo de entropia dado pela Eq. (4.11), no caso da entropia de Tsallis resulta em

Φq =
k

2

∑
i,j

{[
q(Piwij)

q−1 − 1

1− q
− qP q−1

i − 1

1− q

]
−

[
q(Pjwji)

q−1 − 1

1− q
−
qP q−1

j − 1

1− q

]}
×[Pjwji − Piwij]

=
k

2

q

1− q
∑
i,j

[
P q−1
i (wq−1

ij − 1)− P q−1
j (wq−1

ji − 1)
]

[Pjwji − Piwij] . (4.22)

Conforme é mostrado nas Refs. [33, 36–38], EFPs não lineares podem ser obtidas via aproximações

da equação mestra na Eq. (4.1), considerando as probabilidades de transição wij(t) dependentes das

probabilidades Pi(t) e Pj(t). Estas probabilidades de transição podem ser relevantes para diversos fenô-

menos relacionados com a difusão anômala. Um exemplo típico é encontrado nas Refs. [36, 37], onde é

proposta a seguinte probabilidade de transição

wij(t) = (δi,j+1 + δi,j−1)[aP µ−1
i (t) + bP ν−1

j (t)] , (4.23)

onde a, b, µ e ν são quantidades reais, restritas a condições de estabilidade e normalização impostas [36].

Particularmente, a EFP não linear apresentada nas Refs. [27, 28] é recuperada para b = 0 e µ = 2 − q,
onde a constante positiva a transforma-se no coeficiente de difusão. Esta equação está relacionada com

a entropia de Tsallis, seja via Teorema H [14, 33, 38–42], assim como por meio da sua solução, a qual

coincide com a distribuição obtida quando a entropia de Tsallis é maximizada. Podemos, desta forma,

utilizar a taxa de transição anterior com b = 0 e µ = 2 − q nas relações para a produção e o fluxo de

entropia dadas pelas Eqs.(4.21) e (4.22), respectivamente. Para a primeira, tem-se

Πq =
k

2

q

1− q
aq
∑
i

{P (q−1)(2−q)
i [P 2−q

i−1 + P 2−q
i+1 ] + P 2−q

i [P
(q−1)(2−q)
i−1 + P

(q−1)(2−q)
i+1 ]

−P q(2−q)
i−1 − P q(2−q)

i+1 − 2P
q(2−q)
i } , (4.24)
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enquanto que no segundo caso,

Φq =
k

2

q

1− q
∑
i

{
aq{P (q−1)(2−q)

i [P 2−q
i−1 + P 2−q

i+1 ] + P 2−q
i [P

(q−1)(2−q)
i−1 + P

(q−1)(2−q)
i+1 ]

−P q(2−q)
i−1 − P q(2−q)

i+1 − 2P
q(2−q)
i } − a{P q−1

i [P 2−q
i−1 + P 2−q

i+1 ] + P 2−q
i [P q−1

i−1 + P q−1
i+1 ]

−Pi−1 − Pi+1 − 2Pi}} . (4.25)

Podemos ainda combinar estas duas expressões e obter a taxa de variação total da entropia,

d

dt
Sq[P ] = Πq − Φq =

k

2

q

1− q
a
∑
i

{P q−1
i [P 2−q

i−1 + P 2−q
i+1 ] + P 2−q

i [P q−1
i−1 + P q−1

i+1 ]

−Pi−1 − Pi+1 − 2Pi} . (4.26)

As Eqs. (4.24)–(4.26) expressam a variação temporal da entropia de Tsallis somente em termos das

probabilidades {Pi(t)}, onde a probabilidade de transição da Eq. (4.23) foi considerada como

wij(t) = a(δi,j+1 + δi,j−1)P 1−q
i (t) . (4.27)

Considerando que a taxa de transição acima conduz a uma EFP associada com a mecânica estatística

não extensiva [36, 37], as quantidades anteriormente calculadas podem ser relevantes para uma grande

variedade de sistemas que exibem o fenômeno de difusão anômala.

c) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

Sκ = − k

2κ

∑
i

(
1

1 + κ
[Pi(t)]

1+κ − 1

1− κ
[Pi(t)]

1−κ
)
, (4.28)

da qual identificamos Λ ≡ I e

dΛ[Q]

dQ
= 1 ; g(Pi) = − 1

2κ

(
P 1+κ
i

1 + κ
− P 1−κ

i

1− κ

)
; g′(Pi) =

1

2κ
(P−κi − P κ

i ) , (4.29)
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onde tem-se que g′′(Pi) = −(P−κ−1
i + P κ−1

i )/2 ≤ 0, logo Sκ é côncava para qualquer κ ∈ <. Substi-

tuindo na equação para a produção de entropia (4.12), obtemos

Πκ =
k

2

∑
i,j

[(
(Piwij)

−κ

2κ
− (Piwij)

κ

2κ

)
−
(

(Pjwji)
−κ

2κ
− (Pjwji)

κ

2κ

)]
[Pjwji − Piwij] , (4.30)

que pode ser reescrita como

Πκ =
k

4κ

∑
ij

[1 + (PiPjwijwji)
κ]
[
(Piwij)

−κ − (Pjwji)
−κ] [Pjwji − Piwij]. (4.31)

Neste caso, duas situações são possíveis,

• κ > 0:

Pjwji > Piwij ⇒ (Pjwji)
−κ < (Piwij)

−κ ;

Pjwji < Piwij ⇒ (Pjwji)
−κ > (Piwij)

−κ ;

• κ < 0:

Pjwji > Piwij ⇒ (Pjwji)
−κ > (Piwij)

−κ ;

Pjwji < Piwij ⇒ (Pjwji)
−κ < (Piwij)

−κ ,

implicando em Π ≥ 0 para qualquer κ real. Para o fluxo de entropia na Eq. (4.11), tem-se que

Φκ =
k

4κ

∑
i,j

{[(Piwij)−κ − (Piwij)
κ − P−κi + P κ

i ]− [(Pjwji)
−κ − (Pjwji)

κ − P−κj + P κ
j ]}

×[Pjwji − Piwij]

=
k

4κ

∑
i,j

{(1− wκij)[(Piwij)−κ + P κ
i ]− (1− wκji)[(Pjwji)−κ + P κ

j ]}

×[Pjwji − Piwij] . (4.32)

d) Entropia de Hanel-Thurner

Uma forma entrópica bastante geral foi introduzida Hanel-Thurner na Ref. [59] (veja também a
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Ref. [60]), a qual depende de dois parâmetros reais, c e d, de tal forma a recuperar como casos par-

ticulares muitas entropias encontradas na literatura, com por exemplo, as entropias de BG, Tsallis e

Kaniadakis. Esta entropia é expressa em termos de uma função Gamma incompleta,

Sc,d =
e
∑

i Γ(1 + d, 1− c lnPi)

1− c+ cd
− c

1− c+ cd
, (4.33)

onde e corresponde à constante de Napier, com c e d sendo números reais. Comparando com a Eq. (4.4),

tem-se que Λ[Q] = Q e

g(Pi) =
1

1− c+ cd
[eΓ(1 + d, 1− c lnPi)− cPi] ; (4.34)

g′(Pi) =
c

1− c+ cd

[
(1− c lnPi)

dP c−1
i − 1

]
. (4.35)

Pela Eq. (4.12), a contribuição de produção de entropia correspondente é

Πc,d =
k

2

c

1− c+ cd

∑
i,j

[(1− c ln(Piwij))
d(Piwij)

c−1 − (1− c ln(Pjwji))
d(Pjwji)

c−1]

×[Pjwji − Piwij] . (4.36)

Sendo a entropia de Hanel-Thurner na Eq. (4.33) côncava para d ≥ 0 e 0 < c ≤ 1, enquanto que a sua

concavidade depende de combinações particulares destes dois parâmetros na região d < 0 e 0 < c ≤ 1

[59, 60], iremos restringir nossa analise ao primeiro caso, para o qual c/(1 − c + cd) ≥ 0. Neste caso,

tem-se que

Pjwji > Piwij : (Pjwji)
c−1 < (Piwij)

c−1 ,

(1− c ln(Pjwji))
d < (1− c ln(Piwij))

d ,

Pjwji < Piwij : (Pjwji)
c−1 > (Piwij)

c−1 ,

(1− c ln(Pjwji))
d > (1− c ln(Piwij))

d , (4.37)

levando a Πc,d ≥ 0 para d ≥ 0 e 0 < c ≤ 1. Já o fluxo de entropia (4.11) torna-se
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Φc,d =
k

2

c

1− c+ cd

∑
i,j

{[1− c ln(Piwij)]
d(Piwij)

c−1 − [1− c ln(Pjwji)]
d(Pjwji)

c−1

−[1− c lnPi]
dP c−1

i + [1− c lnPj]
dP c−1

j }[Pjwji − Piwij] . (4.38)

d) Entropia de Renyi

A entropia de Renyi é definida como

SRq = k
ln {
∑

i [Pi(t)]
q}

1− q
(q ∈ <) , (4.39)

da qual tem-se que Λ[Q[P ]] = lnQ[P ]/(1− q), onde Q[P ] =
∑

i P
q
i . Consequentemente,

dΛ[Q]

dQ
=

1

(1− q)Q
=

1

(1− q)
∑

i P
q
i

; g(Pi) = P q
i ; g′(Pi) = qP q−1

i . (4.40)

A produção de entropia correspondente é dada por

ΠR
q =

k

2

1

(1− q)
∑

l P
q
l

∑
i,j

[q(Piwij)
q−1 − q(Pjwji)q−1][Pjwji − Piwij]

=
k

2Q[P ]

q

1− q
∑
ij

[(Piwij)
q−1 − (Pjwji)

q−1][Pjwji − Piwij] . (4.41)

Lembrando que Λ[Q] é monotonamente crescente somente para q < 0, assim como g′′(Pi) = q(q −
1)P q−2

i , a entropia de Renyi é côncava somente 0 < q < 1, e consequentemente, reproduz resultados

fisicamente relevantes, somente neste intervalo. Desta forma, neste intervalo, q/(1− q) > 0 e

Pjwji > Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 < (Piwij)

q−1 ;

Pjwji < Piwij ⇒ (Pjwji)
q−1 > (Piwij)

q−1 ,

ou seja, ΠR
q ≥ 0 para qualquer valor de q pertencente ao intervalo 0 < q < 1. Pela Eq. (4.11) podemos

obter a contribuição do fluxo de entropia,
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ΦR
q =

k

2

1

(1− q)
∑

l P
q
l

∑
i,j

[
q(Piwij)

q−1 − qP q−1
i − q(Pjwji)q−1 − qP q−1

j ]
]

[Pjwji − Piwij]

=
k

2Q[P ]

q

1− q
∑
i,j

[
P q−1
i (wq−1

ij − 1)− P q−1
j (wq−1

ji − 1)
]

[Pjwji − Piwij] . (4.42)

É interessante notar que, comparando as Eqs. (4.41) e (4.42) com as Eqs. (4.21) e (4.22), temos as

seguintes relações,

ΦR
q =

1∑
k P

q
k

Φq e ΠR
q =

1∑
k P

q
k

Πq . (4.43)

Isto ocorre pois as entropias de Renyi e de Tsallis estão relacionadas da seguinte forma,

SRq = k
ln [1 + (1− q)(Sq/k)]

1− q
, (4.44)

levando a

dSRq
dt

=
dSRq
dSq

dSq
dt

=
1∑
i P

q
i

dSq
dt

=
1

Q[P ]

dSq
dt

. (4.45)

4.3 Conclusões e perspectivas

Apresentamos aqui um formalismo complementar ao apresentado no Capítulo 3, analisando a varia-

ção temporal de formas entrópicas generalizadas, definidas por meio de probabilidades discretas gover-

nadas por uma equação mestra. Obtemos expressões para contribuições de fluxo e produção de entropia

para formas entrópicas gerais, estendendo o trabalho anterior para probabilidades discretas. Até onde

conhecemos, este tipo de análise só havia sido realizada para a entropia de BG. Mostramos que a produ-

ção de entropia é sempre positiva para processos irreversíveis, e que ambas as contribuições tornam-se

nulas quando impomos a condição de balanço detalhado, como esperado.

Para ilustrar o formalismo desenvolvido, analisamos alguns exemplos de formas entrópicas, sendo

os resultados presentes na literatura para a produção e o fluxo associados a entropia de BG recuperados

como um caso particular. De acordo com trabalhos encontrados na literatura [33,36–38], estas entropias
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generalizadas estão associadas a equações mestras introduzindo efeitos não lineares nas probabilidades

de transição correspondentes. Portanto, espera-se que a análise apresentada neste capítulo seja aplicável

para processos irreversíveis em muitos sistemas físicos dentro do ramo dos sistemas complexos carac-

terizados por não linearidades, para os quais formas entrópicas generalizadas parecem ser as candidatas

adequadas para sua descrição.



Capítulo 5

Produção de entropia em um sistema não
extensivo: vórtices interagentes

Iremos abordar aqui uma aplicação do método para o cálculo da produção de entropia proposto

no Capítulo 3. Para tal iremos considerar um sistema de partículas interagentes em um movimento

superamortecido, o qual tem sido usado na literatura para descrever fenômenos físicos tais como fluxo

de vórtices em supercondutores desordenados do tipo II, partículas carregadas em suspensões coloidais

e mecanismos físicos dos plasmas empoeirados [25, 61, 62]. Este sistema pode ser descrito a partir da

equação de movimento de uma partícula i em um movimento superamortecido, onde podemos desprezar

a aceleração (~ai = 0), em um meio com coeficiente de atrito η, dada por

~Fi = mi~ai = 0 = −η~vi + ~F pp
i + ~F ext

i

η~vi = ~F pp
i + ~F ext

i (i = 1, 2, . . . , N) , (5.1)

onde ~vi representa a velocidade da partícula i, η~vi a força de atrito, ~F pp
i a força interna resultante da

interação entre as partículas, denotando as contribuições das demais partículas, e ~F ext
i uma força externa.

As interações partícula-partícula são repulsivas e radialmente simétricas sendo expressas por

~F pp
i =

f0

2

∑
j 6=i

K1(rij/λ)r̂ij , (5.2)

onde rij = |~ri − ~rj| é a distância entre as partículas i e j, e r̂ij = (~ri − ~rj)/rij o vetor unitário definido

ao longo do eixo que liga as partículas. Além disso, K1 é a função de Bessel modificada do tipo 2

de 1a ordem, f0 é uma constante positiva com unidades de força e λ é o comprimento de penetração
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de London, que define uma distância característica do sistema. Consideraremos a força externa ~F ext
i

associada a um potencial externo confinante, que terá o papel de desacelerar as partículas levando-as a

um estado estacionário após um tempo suficientemente longo.

A EFP associada a este sistema pode ser obtida via um procedimento conhecido como aproximação

de “coarse-graining”, que consiste em olhar o sistema em uma escala maior que os intervalos discretos,

considerando as variáveis como contínuas. Com o intuito de ilustrar tal procedimento, introduzimos a

seguinte equação de continuidade,

∂ρ(~r, t)

∂t
= ~∇ · ~J , (5.3)

onde ρ(~r, t) é a densidade local de partículas no tempo t, e ~J = ρ(~r, t)~v é a densidade de corrente.

Assumindo que a densidade local de partículas varia suavemente na escala da interação, podemos utilizar

a aproximação ρ(~r, t) ≈ ρ(0, t) + ~r · ~∇ρ(~r, t), obtida por meio de uma expansão em série de Taylor

considerando somente termos de primeira ordem. Deste modo, podemos reescrever a equação 5.2 como,

~F pp =
f0

2

∫
d2rρ(~r, t)K1(r/λ)r̂ ≈ f0

2

∫
d2r[~r · ~∇ρ(~r, t)]K1(r/λ)r̂ . (5.4)

Lembrando que, sendo ~F pp radialmente simétrica, a integral envolvendo o termo ρ(0, t) é nula. Uma

vez que a variação da densidade é muito pequena dentro do intervalo característico da força, podemos

aproximar a a equação anterior por,

~F pp ≈ a~∇ρ(~r, t) ; a = π

∫ ∞
0

drr2f0K1(r/λ) , (5.5)

que, resolvendo a integral, fornece a = 2πf0λ
3.

Investigamos neste trabalho o movimento de partículas em uma caixa bidimensional de comprimento

Lx e altura Ly sob a ação de uma força externa na direção x, ~F ext = −A(x)x̂. Deste modo, pode-

se assumir que a concentração é apenas fracamente dependente na coordenada transversal y, ou seja

ρ(~r, t) ≈ ρ(x, t). Portanto, a Eq. (5.3) pode ser reescrita como,

η
∂ρ(x, t)

∂t
=

∂

∂x

{
ρ(x, t)

[
a
∂ρ(x, t)

∂x
− A(x)

]}
, (5.6)
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que é uma equação de Fokker-Planck em termos da densidade ρ(x, t). Definindo a probabilidade

P (x, t) = (Ly/N)ρ(x, t), a Eq. (5.6) leva a seguinte EFP não linear [16, 17, 25]

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[A(x)P (x, t)]

∂x
+ 2D

∂

∂x

{
[λP (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (5.7)

onde D = Nπf0λ
2/Ly, e comparando com a EFP não linear apresentada nos capítulos anteriores, iden-

tificamos Ψ[P (x, t)] = P (x, t) e Ω[P (x, t)] = 2λP (x, t). Esta equação representa um caso particular

da EFP não linear usualmente considerada na mecânica estatística não extensiva [18]; desta forma, co-

nhecemos a solução analítica para a evolução temporal da distribuição de probabilidades para condição

inicial P (x, 0) = δ(x) e uma força externa harmônica A(x) = −αx (α > 0) [27, 28],

P (x, t) = B(t)[1− β(t)x2]+ , (5.8)

onde [y]+ = y para y > 0, sendo nulo em caso contrário. Podemos identificar a solução acima como

uma q-gaussiana com q = 0. Além disso, a distribuição na Eq. (5.8) apresenta um suporte compacto

no intervalo [−x̄(t), x̄(t)], onde x̄(t) = β−1/2(t). Para garantir a normalização da probabilidade para

qualquer tempo t, os parâmetros dependentes do tempoB(t) e β(t) devem estar diretamente relacionados

com seus valores em um tempo de referência t0,

β(t)

β(t0)
=

[
B(t)

B(t0)

]2

. (5.9)

Para a distribuição Eq. (5.8), obtém-se

B(t)β(t) = a0[1 + a1e
−3αt]−1 ; a0 =

α

4Dλ
; a1 =

α

4Dλβ(t0)B(t0)
− 1 . (5.10)

Desta forma, dados valores para α, D, B(t0) e β(t0), é possível obter os parâmetros com dependência

temporal B(t), β(t) e, consequentemente, x̄(t), utilizando as Eqs. (5.8) e (5.10).

Conforme discutido anteriormente, sabemos que a entropia e a EFP estão relacionadas via teorema

H por meio da seguinte expressão
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− d2g

dP 2
=

Ω[P ]

Ψ[P ]
, (5.11)

onde consideramos Λ ≡ I na Eq. (2.52). Para o caso da Eq. (5.7), onde Ψ[P (x, t)] = P (x, t) e

Ω[P (x, t)] = 2λP (x, t), a forma da entropia correspondente é

S2[P ] = k

{
1− λ

∫ +x(t)

−x(t)

dx[P (x, t)]2

}
. (5.12)

Durante a prova do teorema H utilizando uma EFP não linear, relacionamos o parâmetro θ (presente na

definição da energia livre) com o coeficiente de difusão D (da EFP não linear), tal que

kθ ≡ D =
Nπf0λ

2

Ly
= nπf0λ

2 . (5.13)

Desta equação tem-se que a quantidade kθ, que possui dimensão de energia está diretamente relacionada

com a densidade n = N/Ly e a interação entre os vórtices. No caso do sistema de vórtices em um

supercondutor do tipo II, a densidade n pode ser controlada experimentalmente [63, 64], possibilitando

a variação da temperatura θ. Além disso, como mostrado na Ref. [65], os valores de θ em um supercon-

dutor do tipo II são, de modo geral, muito maiores do que a temperatura ambiente (θ >> T ), de modo

que o ruído térmico pode ser desprezado (T/θ ' 0). Neste caso, certas propriedades termodinâmicas,

como por exemplo a entropia e o calor específico, tornam-se desprezíveis utilizando o formalismo de

BG da mecânica estatística. No entanto, como mostrado na Ref. [16], é possível verificar a terceira lei

da termodinâmica no limite T → 0, onde SBG → 0, mantendo a entropia generalizada S2 > 0.

Neste trabalho1 estamos interessados em analisar a produção e o fluxo da entropia S2 associada ao

sistema físico definido anteriormente para diferentes valores da densidade linear n, desprezando o ruído

térmico (trabalho submetido para publicação segundo Ref. [66]). Para comparar os resultados analíticos

e numéricos, considerou-se nas simulações uma condição inicial semelhante à utilizada na resolução da

Eq. (5.7), a qual leva a solução na Eq. (5.8). O processo irreversível investigado consiste na expansão de

vórtices em um caixa de dimensões Lx e Ly. No tempo t = 0, as partículas encontram-se aleatoriamente

distribuídas em uma região muito pequena do espaço em torno de x = 0, que pode ser considerada

uma aproximação razoável para uma distribuição tipo delta de Dirac. Para tempos pequenos, devido às

grandes interações repulsivas, as partículas movem-se rapidamente a partir da região central da caixa.

1Realizado em conjunto com o colega Maurício de Souza Ribeiro, o qual efetuou as simulações de dinâmica molecular
correspondentes.
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À medida que o sistema evolui, o potencial harmônico passa a ter um papel importante fazendo com

que as partículas desacelerem. Para tempos suficientemente longos, as forças repulsivas e confinantes se

equilibram, conduzindo ao estado estacionário. Durante as expansão, espera-se que Π > 0 e Φ 6= 0, e à

medida que o sistema se aproxima do estado estacionário Π, Φ → 0. Na sequência apresentaremos os

resultados teóricos obtidos para este sistema e então compararemos com os resultados numéricos obtidos

via simulações de dinâmica molecular.

5.1 Produção e fluxo de entropia

Por simplicidade iremos escrever a Eq. (5.7) na forma de uma equação de continuidade [66],

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
, (5.14)

onde

J(x, t) =
1

η

{
A(x)P (x, t)− 2λDP (x, t)

[
∂P (x, t)

∂x

]}
. (5.15)

Além disso, assumimos as seguintes condições de contorno

P (x, t)|x=±x = 0,
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=±x

= ∓ξ(t) (ξ(t) > 0) , (5.16)

de modo que, para a distribuição dada pela Eq. (5.8) no intervalo [−x(t), x(t)] temos

Ψ[P (x, t)]|x=±x = P (x, t)|x=±x = 0 ,

Ω[P (x, t)]|x=±x = 2λP (x, t)|x=±x = 0,

∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=±x

= ∓ξ(t) , ξ(t) = 2B(t)β(t)x

J(x, t)|x=±x = 0 . (5.17)
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Utilizando estas condições de contorno é possível mostrar que a EFP dada pelas Eqs. (5.14) e (5.15), as-

sociada à forma entrópica (5.12), conduz às seguintes expressões para o fluxo e a produção de entropia 2,

Φ =
k

D

∫ +x

−x
dxA(x)J(x, t) , (5.18)

e

Π = η
k

D

∫ +x

−x
dx

[J(x, t)]2

P (x, t)
≥ 0 , (5.19)

semelhantes àquelas apresentadas no Capítulo 3. Para o cálculo da produção e do fluxo de entropia no

sistema de vórtices, J(x, t) é dado pela Eq. (5.15), e desta forma a produção de entropia é escrita como

Π = η
k

D

∫ +x

−x
dx

1

η2

[
A(x)P (x, t)− 2λDP (x, t)

∂P (x, t)

∂x

]2
1

P (x, t)

=
1

η

k

D

∫ +x

−x
dx

[
A2(x)P (x, t)− 4λDA(x)P (x, t)

∂P (x, t)

∂x

+4λ2D2P (x, t)

(
∂P (x, t)

∂x

)2
]
. (5.20)

Lembrando que A(x) = −αx (α ≥ 0), e P (x, t) é dado pela Eq. (5.8), tal que ∂P (x, t)/∂x =

−2B(t)β(t)x, com x ≤ β−1/2(t), a Eq. (5.20) pode ser escrita como,

Π =
1

η

k

D

∫ +x

−x
dx
{

(−αx)2B(t)[1− β(t)x2]− 4λD(−αx)B(t)[1− β(t)x2](−2B(t)β(t)x)

+4λ2D2B(t)[1− β(t)x2] (−2B(t)β(t)x)2} . (5.21)

Resolvendo a integral, obtemos

2Para mais detalhes, veja o Apêndice B.
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Π =
1

η

k

D

{
2α2B(t)

15
[3(1− β(t)x2) + 2]x3 − 16αλDB2(t)β(t)

15
[3(1− β(t)x2) + 2]x3

+
32λ2D2B3(t)β2(t)

15
[3(1− β(t)x2) + 2]x3

}
=

1

η

k

D
2B(t)[α− 4λDB(t)β(t)]2

[3(1− β(t)x2) + 2]x3

15
. (5.22)

Como P (±x, t) = B(t)[1− β(t)x2] = 0, tem-se que 1− β(t)x2 = 0. Logo,

Π =
4

15

kB(t)[α− 4λDB(t)β(t)]2

ηD
x3 ≥ 0 . (5.23)

Utilizando β(t)x2 = 1, a Eq. (5.23) pode ser reescrita de duas formas, ou seja, eliminando β(t),

Π =
4

15

kB(t)

ηD

[αx2 − 4λDB(t)]2

x
≥ 0 , (5.24)

ou ainda, eliminando x [66],

Π =
4

15

kB(t)
√
β(t)

ηD

[
α

β(t)
− 4λDB(t)

]2

≥ 0 . (5.25)

O fluxo de entropia para o sistema de vórtices é obtido substituindo a Eq. (5.15) na Eq. (5.18),

Φ =
1

η

k

D

∫ +x

−x
dx

[
A2(x)P (x, t)− 2λDA(x)P (x, t)

∂P (x, t)

∂x

]
=

1

η

k

D

∫ +x

−x
dx
{

(−αx)2B(t)[1− β(t)x2]− 2λD(−αx)[−2B(t)β(t)x]B(t)[1− β(t)x2]
}

=
1

η

k

D

∫ +x

−x
dxαB(t) {α− 4λDB(t)β(t)} [x2 − β(t)x4] (5.26)

Resolvendo a integral e utilizando 1− β(t)x2 = 0, tem-se que,
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Φ = 2
1

η

k

D
αB(t) {α− 4λDB(t)β(t)} [3(1− β(t)x2) + 2]x3

15

=
4

15

kαB(t)[α− 4λDB(t)β(t)]

ηD
x3 . (5.27)

A equação para o fluxo de entropia também pode ser reescrita de duas formas diferentes, dado que

β(t)x2 = 1. A primeira, eliminando β(t),

Φ =
4

15

kαB(t)

ηD
[αx2 − 4λDB(t)]x , (5.28)

e a segunda eliminando x [66],

Φ =
4

15

kαB(t)

ηD
√
β(t)

[
α

β(t)
− 4λDB(t)

]
. (5.29)

Como vimos no Capítulo 3, a potência dissipada devido a uma força conservativa está diretamente rela-

cionada com o fluxo de entropia Φ. Portanto, pode-se utilizar a Eq. (5.28) ou a Eq. (5.29) para obter a

potência dissipada pela força A(x) = −αx por meio da relação

P =
D

k
Φ . (5.30)

Outro resultado interessante é a variação total da entropia no sistema,

dS2

dt
= Π− Φ ,

(5.31)

que pode ser obtida utilizando as Eqs. (5.24) e (5.28) para a produção e o fluxo de entropia, respectiva-

mente,
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dS2

dt
=

16

15

kλB2(t)

η

[4λDB(t)− αx2]

x
. (5.32)

Da mesma maneira, utilizando as expressões para Π e Φ onde eliminamos o parâmetro x, Eqs. (5.25)

e (5.29) respectivamente, tem-se [66],

dS2

dt
=

16

15

kλB2(t)
√
β(t)

η

[
4λDB(t)− α

β(t)

]
. (5.33)

Na sequência exibiremos figuras das grandezas calculadas acima em função do tempo e compara-

remos estes resultados analíticos obtidos para as taxa de produção e o fluxo de entropia, bem como a

variação temporal dS2/dt, com os resultados numéricos obtidos via simulações de dinâmica molecular.

5.2 Resultados numéricos

Iremos agora confrontar os resultados analíticos para a produção, o fluxo e a variação temporal total

da entropia apresentados na seção anterior com os resultados obtidos a partir de simulações de dinâmica

molecular; este procedimento consiste na integração numérica das equações de movimento para todas as

N partículas interagindo de acordo com a Eq. (5.1). A simulação consiste em uma caixa bidimensional

com comprimento Lx = 280λ e altura Ly = 20λ, onde λ é o comprimento característico da força de

repulsão entre as partículas, sendo Lx escolhido de modo que as partículas nunca encontrem a borda,

podendo-se considerar o sistema infinito nesta direção. Além disso, assume-se condições de contorno

periódicas na direção y.

Com o intuito de evitar as dificuldades numéricas decorrentes das interações entre os vórtices, quando

os mesmos estão separados por distâncias muito pequenas, substitui-se a condição inicial P (x, t) = δ(x)

por uma distribuição uniforme estreita, considerando que todas as partículas encontram-se aleatoria-

mente dispersas em uma pequena região em torno de x = 0 em t = 0. A escolha do parâmetro α está

diretamente relacionada com o tempo que o sistema leva para alcançar o estado estacionário, de modo

que, o comportamento qualitativo de Π, Φ e dS2/dt permanece inalterado pela escolha de diferentes

valores de α. Os valores de α escolhidos para as simulações foram α = 10−3f0λ, associado a um tempo

mais longo para alcançar o estado estacionário, e α = 10−2f0λ, o que corresponde a um tempo mais

curto para atingir o estado estacionário. Por outro lado, a escolha do parâmetro D está relacionada com

a densidade de vórtices n = N/Ly, uma vez que D é linearmente proporcional a n e, portanto, ao
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parâmetro θ definido pela Eq. (5.13), o qual corresponde à temperatura efetiva no estado estacionário.

Usando a Eq. (5.13), a quantidade 2Dλ presente na EFP não linear (5.7), assim como na Eq. (5.15),

é dada por 2Dλ = n(2πf0λ
3), a qual pode divergir da estimada numericamente. Com o objetivo de

ajustar os resultados analíticos com os resultados numéricos usamos 2Dλ = n[(5, 87± 0, 02)f0λ
3]. Esta

discordância entre as estimativas teóricas e numéricas (levando a uma discrepância relativa em torno de

7%) é uma consequência direta da aproximação de coarse-graining realizada para obter a EFP não linear

na Eq. (5.7) [16,17]. O número de partículas considerado nas simulações foramN = 4000, 2000 e 1000,

que levam a três valores distintos para a densidade linear de vórtices, respectivamente (200/λ), (100/λ),

e (50/λ), e consequentemente, a três valores diferentes da temperatura efetiva θ.
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Figura 5.1: Os parâmetros adimensionais λB(t), e λ2β(t) da distribuição Eq. (5.8) versus o tempo estão repre-
sentados em (a) e (b), respectivamente. Os símbolos são os resultados numéricos, enquanto que linhas cheias são
os resultados analíticos. Em cada caso, dois valores da constante confinante são considerados, α = 10−3f0λ e
α = 10−2f0λ (nas respectivas inserções). A densidade linear de vórtices considerada foi n = (200/λ). O tempo
é adimensional, medido em termos do passo temporal da dinâmica molecular δt.

Na Fig. 5.1 estão exibidos o comportamento temporal dos parâmetros B(t) [Fig. 5.1(a)] e β(t)

[Fig. 5.1(b)] da distribuição apresentada na Eq. (5.8) em linear-log [66]. Em cada caso, escolhemos

dois valores para a constante α, α = 10−3f0λ e α = 10−2f0λ. As linhas cheias correspondem às

curvas analíticas e os resultados numéricos estão representados por símbolos. O número de partículas

considerado foi N = 4000, ou seja, n = (200/λ). Podemos ver por meio da Fig. 5.1 que, para o maior

valor de α o sistema aproxima-se do estado estacionário mais rapidamente, no entanto, o comportamento

qualitativo de B(t) e β(t) permanece inalterado para ambos os valores de α.

A corrente de probabilidade J(x, t) versus a posição é exibida na Fig. 5.2 [66]. Na Fig. 5.2(a),

representa-se J(x, t) para valores típicos de tempo de evolução. Nota-se que, para todos os tempos
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Figura 5.2: (a) A corrente de probabilidade adimensional da Eq. (5.15) é representada versus a posição x (em
unidades de λ) para valores típicos do tempo de evolução. Novamente, os resultados numéricos estão representados
por símbolos, e os resultados analíticos pelas linhas cheias. (b) A mesma quantidade é apresentada de um modo
conveniente onde os dados obtidos para tempos diferentes colapsam em uma única curva universal, onde J∗(t) é o
valor máximo de J(x, t) no tempo t. O tempo é adimensional, medido em termos do passo temporal da dinâmica
molecular δt.

considerados, a corrente de probabilidade é nula para x = 0, o que está de acordo com o esperado,

uma vez que A(x)|x=0 = 0, e (∂P (x, t)/∂x)|x=0 = 0, sendo nula também para x = ±x̄(t), como

imposto pelas condições de contorno (5.17). Pode-se claramente ver na Fig. 5.2(a) a simetria J(x, t) =

−J(−x, t) (∀t).
A Fig. 5.2(b) apresenta as curvas mostradas na Fig. 5.2(a), assim como curvas para outros tempos,

agora em uma representação conveniente, J(x, t)/J∗(t) versus x/x̄(t), onde J∗(t) é o valor máximo de

J(x, t) para cada tempo. É interessante notar que todos os dados obtidos para tempos diferentes colapsam

em uma única curva. Esta curva apresenta um valor máximo de J(x, t)/J∗(t) para x/x̄(t) ≈ 0, 6,

portanto, tem-se que (∂J(x, t)/∂x)||x/x̄|≈0,6 = 0 para todo t. Os resultados mostrados nas Figs. 5.1 e 5.2

evidenciam a boa concordância entre os resultados das simulações numéricas do sistema de vórtices e os

resultados analíticos derivados da EFP não linear (5.7).

A produção de entropia Π(t) e o fluxo de entropia Φ(t) são exibidos como função do tempo na

Fig. 5.3 para valores distintos do parâmetro D, obtidos escolhendo três valores para o número total de

vórtices, sendo eles N = 4000, 2000 e 1000, que equivalem, pela Eq. (5.13), a D = 200πf0λ, D =

100πf0λ e D = 50πf0λ, respectivamente [66]. Assim como na Fig. 5.1, foram realizadas simulações

para dois valores da constante confinante, α = 10−3f0λ e α = 10−2f0λ. Da Fig. 5.3(a) observa-se

que Π(t) ≥ 0 para todo o tempo, como esperado, e o estado estacionário é atingido (dentro da nossa

precisão numérica) para (Π(t) ≈ 10−8). Como mostrado na Fig. 5.3(b), no processo irreversível em
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Figura 5.3: (a) A produção de entropia Π e o fluxo de entropia Φ versus o tempo são apresentados. Novamente,
os resultados numéricos estão representados por símbolos, e os resultados analíticos pelas linhas cheias. Em cada
caso, dois valores da constante confinante são considerados, α = 10−3f0λ e α = 10−2f0λ (nas respectivas
inserções). Três valores para o número total de vórtices foram considerados, N = 4000, N = 2000 e N = 1000,
que correspondem a três valores distintos do parâmetro D. O tempo é adimensional, medido em termo do passo
temporal da dinâmica molecular δt.

análise tem-se que Φ(t) ≤ 0; consequentemente, neste caso a Eq. (5.31) pode ser reescrita como,

dS2

dt
= Π + |Φ| . (5.34)

Portanto, pode-se concluir que a força externa A(x) atua de forma a aumentar a variação temporal da

entropia do sistema, gerada por um fluxo de entropia para o interior do sistema. Assim como para B(t)

e β(t), a constante α não afeta qualitativamente as quantidades Π(t) e Φ(t), apresentadas na Fig. 5.3. A

única mudança visível consiste no tempo que o sistema leva para alcançar o estado estacionário; para o

maior valor, α = 10−2f0λ (veja as inserções nas figuras), este tempo diminui tipicamente por um fator

de 10.

Por fim, analisamos a evolução no tempo da derivada temporal da entropia, bem como a evolução da

própria entropia S2(t), e os resultados estão representados na Fig. 5.4, onde os símbolos correspondem

aos resultados numéricos e as linhas cheias, às curvas analíticas [66]. Comparando a Fig. 5.4(a) com

as Figs. 5.3(a) e (b), nota-se que o comportamento exibido por dS2(t)/dt é essencialmente o mesmo

exibido por Π(t). Na Fig. 5.4(b), pode-se ver que a entropia total do sistema aumenta com o tempo para

todos os valores do parâmetro D considerados, até que o sistema atinge o estado estacionário, quando o

valor da entropia passa a ser constante e dado por [65, 67],
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Figura 5.4: A taxa de variação temporal da entropia, bem como a entropia estão representadas como função do
tempo. Em cada caso, dois valores da constante confinante são considerados, α = 10−3f0λ e α = 10−2f0λ (nas
respectivas inserções). Em ambos os casos, três valores distintos do número total de vórtices foram considerados,
N = 4000, N = 2000 e N = 1000, correspondendo a três valores distintos do parâmetro D. O tempo é
adimensional, medido em termos do passo temporal da dinâmica molecular δt.

S
(est)
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= 1− 32/3

5

(
αλ2

kθ

)
. (5.35)

No entanto, o resultado mais importante que pode-se obter da Fig. 5.4 refere-se à segunda lei da termodi-

nâmica, que pode ser observada como (dS2(t)/dt) ≥ 0 na Fig. 5.4(a), e mais claramente com o aumento

de S2(t) na Fig. 5.4(b). Deste modo, a Fig. 5.4 ilustra a segunda lei da termodinâmica para um processo

irreversível em um sistema descrito pela forma entrópica da Eq. (5.12), onde os efeitos térmicos foram

desprezados (T → 0).

5.3 Conclusões e perspectivas

Neste capítulo apresentamos uma aplicação do método proposto no Capítulo 3 em um modelo de

vórtices supercondutores em um movimento superamortecido, identificado por uma EFP não linear. O

sistema foi estudado em um regime tal que os efeitos térmicos podem ser desprezados e, desta forma,

as contribuições da entropia de BG puderam ser desconsideradas. Todos os resultados analíticos obtidos

utilizando o método proposto foram comparados com os resultados numéricos encontrados via simula-
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ções de dinâmica molecular deste sistema, apresentando uma boa concordância. Ambas contribuições

da derivada temporal da entropia foram analisadas, ou seja, as taxas de produção e fluxo de entropia.

Além disso, mostrou-se que a segunda lei da termodinâmica é verificada também neste sistema.



Capítulo 6

Generalização do modelo da urna de Ehrenfest

Uma das explicações mais brilhantes sobre a natureza do teorema H foi apresentada por meio do

modelo da urna introduzido por Paul e Tatiana Ehrenfest em 1907 [44], fornecendo uma interpretação

estatística para a irreversibilidade. Este modelo consiste em duas urnas, A e B, e N bolas distintas,

numeradas de 1 a N , distribuídas nestas duas urnas. A cada instante de tempo s, um número inteiro

entre 1 e N é aleatoriamente sorteado e a bola correspondente a este número é trocada de urna. Apesar

deste modelo ser bastante simples, foi utilizado como um modelo de troca de calor entre dois corpos com

diferentes temperaturas no início do século XX, onde as temperaturas foram simbolizadas pelo número

de bolas em cada urna, e as trocas de calor aconteciam por meio de um processo aleatório [68].

Sejam NA(s) e NB(s) o número de bolas em cada uma das urnas no tempo s, de forma que NA(s) +

NB(s) = N (∀s), e P (l, s) a probabilidade de encontrar NA(s) = l bolas na urna A no tempo s (e

consequentemente, NB(s) = N − l bolas na urna B). Como mostrado no Capítulo 2, este sistema é

governado pela seguinte equação mestra,

P (l, s+ 1) =
l + 1

N
P (l + 1, s) +

N − l + 1

N
P (l − 1, s) . (6.1)

Como um estado com l bolas na urna A pode ser alcançado somente movendo uma bola desta urna

para a urna B (NA: l + 1 → l), ou movendo uma bola da urna B para urna A (NA: l − 1 → l), de

modo que as probabilidades de transição que aparecem no primeiro e segundo termo do lado direito da

equação mestra são dadas respectivamente pelas frações de bolas nas urnas A e B no tempo s, (l+ 1)/N

e [N − (l − 1)]/N .

Conforme mostramos no Capítulo 2, uma EFP linear associada a este modelo pode ser obtida via

aproximações da equação mestra correspondente. Esta equação mestra, definida pela Eq. (6.1), pode ser

reescrita como

NP (l, s+ 1) = l[P (l + 1, s)− P (l − 1, s)] + [P (l + 1, s) + P (l − 1, s)] +NP (l − 1, s) . (6.2)
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Podemos considerar o limite contínuo introduzindo a seguinte mudança de variáveis,

x =

√
2D

N

(
l − N

2

)
, t =

s

N
⇒ ∆x =

√
2D

N
, ∆t =

1

N
, (6.3)

e definindo P (x, t) = NP (l, s) como a probabilidade de encontrar uma bola em uma dada “posição” x

no tempo t. Expandindo a Eq. (6.2) e mantendo somente termos até a ordem 1/N , obtém-se a seguinte

EFP linear [68, 69]

∂P (x, t)

∂t
= 2

∂

∂x
[xP (x, t)] +D

∂2P (x, t)

∂x2
, (6.4)

a qual pode ser associada com um passeio aleatório na presença de um potencial confinante φ(x) = x2,

ou seja, sujeito a uma força restauradora A(x) = −[dφ(x)/dx] = −2x.

Conforme discutido anteriormente, sabe-se que o modelo da urna de Ehrenfest da Eq. (6.1) está

diretamente relacionado com a entropia de BG [70], sendo o mesmo utilizado para reforçar o teorema H

de Boltzmann. Além disso, que a EFP linear definida pela Eq. (6.4) tem como solução uma distribuição

gaussiana, cuja variância é 〈x2〉 ∼ t (para tempos suficientemente curtos), típico de um processo de

difusão linear [2]. Sabe-se também que o limite de tempo longo desta distribuição coincide com a

distribuição obtida quando maximizamos a entropia de BG. Portanto, vemos claramente que a EFP

linear, a distribuição Gaussiana, a difusão linear e a entropia de BG estão intimamente relacionados com

os eventos não correlacionados presentes neste modelo.

Neste capítulo iremos propor uma modificação no modelo da urna de Ehrenfest da Eq. (6.1), onde não

linearidades são introduzidas nas probabilidades de transição (trabalho submetido segundo Ref. [71]),

seguindo um procedimento semelhante ao realizado nas Refs. [36, 37], onde EFPs não lineares foram

obtidas via aproximações em uma equação mestra. Muitas generalizações do modelo da urna de Ehren-

fest foram propostas na literatura, como por exemplo nas Refs. [70, 72–74], no entanto, até onde temos

conhecimento, nenhuma delas foi associada a uma EFP não linear. Sabe-se que as EFPs não lineares são

fortes candidatas para explicarem uma vasta gama de processos, principalmente aqueles associados ao

fenômeno da difusão anômala [14,18,27,28,33,38,40–42], levando a um crescente interesse no estudo de

EFPs não lineares. Portanto, generalizações do modelo da urna de Ehrenfest que incorporem tais efeitos

não lineares tornaram-se de grande importância. Na sequência definiremos uma modificação no modelo

de urna de Ehrenfest, introduzindo não linearidades nas taxas de transição da equação mestra, de modo

que uma EFP não linear e sua forma entrópica correspondente poderão ser obtidas quando tomarmos o

limite contínuo. Discutiremos também o fenômeno de produção de entropia, obtendo as expressões para

a produção e o fluxo de entropia correspondentes ao modelo em análise. Na Sec. 6.3, apresentaremos a

solução estacionária e de equilíbrio, analisando alguns casos particulares.
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6.1 Modelo da urna de Ehrenfest não linear

Definiremos a seguinte modificação do modelo da urna de Ehrenfest [71],

P (l, s+ 1) = Wl+1,l[P ]P (l + 1, s) +Wl−1,l[P ]P (l − 1, s), (6.5)

onde Wl+1,l[P ] e Wl−1,l[P ] são as probabilidades de removermos uma bola da urna A (l+ 1→ 1), ou de

adicionarmos uma bola na urna A (l − 1 → 1), respectivamente. Uma vez que estas probabilidades de

transição apresentam uma dependência na probabilidade de ocupação, P , elas não correspondem mais

a eventos não correlacionados. Como veremos, as taxas de transição consideradas neste modelo são

bastante gerais, de modo que poderemos recuperar alguns casos de particulares de interesse. Definimos

tais taxas como [71],

Wl+1,l[P ] =
(l + 1) + wl+1,l[P ]

N
, Wl−1,l[P ] =

N − (l − 1) + wl−1,l[P ]

N
, (6.6)

onde

wl±1,l[P ] = c1P
µ−1(l± 1, s) + c2P

ν−1(l, s)− c2P
ν−2(l± 1, s)P (l, s)− c1P

−1(l± 1, s)P µ(l, s) . (6.7)

É importante ressaltar que as constantes adimensionais c1 e c2 e expoentes µ e ν devem assumir valores

reais tais que as probabilidades de transição satisfaçam 0 ≤ Wl+1,l[P ] ≤ 1 e 0 ≤ Wl−1,l[P ] ≤ 1. Por

meio da análise das Eqs. (6.6) e (6.7), vê-se que o caso linear pode ser recuperado tomando os seguintes

casos particulares: (i) c1 = c2 = 0; (ii) c1 e c2 são não nulos, e os expoentes µ = 0 e ν = 2. Esta

dependência nas taxas de transição com a probabilidade de ocupação dada pela Eq. (6.7) é semelhante

àquela introduzida na equação mestra nas Refs. [36, 37], e conduzem a uma EFP não linear bastante

geral, como veremos mais adiante. Cada um dos termos da Eq. (6.7) atua de modo a aumentar ou

diminuir as probabilidades de transição Wl±1,l[P ], dependendo da probabilidade de ocupação de cada

urna. Considerando ambas as constantes c1 e c2 positivas, o termo c1P
µ−1(l+ 1, s) aumenta (diminui) a

probabilidade transiçãoWl+1,l[P ] para 0 < µ < 1 (µ > 1). Por outro lado, o termo c2P
ν−1(l, s) contribui

para manter o mesmo número de bolas (mudar o número de bolas) se 0 < ν < 1 (ν > 1) em ambas

as probabilidades de transição Wl±1,l[P ]. Estes efeitos aparecem combinados nos outros dois termos da

Eq. (6.7), ou seja, c2P
ν−2(l± 1, s)P (l, s) e c1P

−1(l± 1, s)P µ(l, s). Contribuições como as encontradas

na Eq. (6.7) podem ser relevantes em muitos sistemas complexos, onde encontramos correlações fortes

e/ou interações de longo alcance, como aqueles citados na Ref. [36].
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Nosso interesse agora é encontrar uma EFP não linear associada à equação mestra da Eq. (6.5). Para

isto, seguiremos o mesmo procedimento adotado para o caso linear, de modo que esta equação pode ser

reescrita como,

NP (l, s+ 1) = l[P (l + 1, s)− P (l − 1, s)] + [P (l + 1, s) + P (l − 1, s)]

+NP (l − 1, s) + [wl+1,lP (l + 1, s) + wl−1,lP (l − 1, s)] . (6.8)

Comparando com a equação mestra do modelo da urna de Ehrenfest padrão definido pela Eq. (6.2),

verifica-se que foi adicionado o termo [wl+1,lP (l+ 1, s) +wl−1,lP (l− 1, s)], onde foram introduzidas as

não linearidades. Substituindo as probabilidades de transição (6.7) na equação acima tem-se,

NP (l, s+ 1) = l[P (l + 1, s)− P (l − 1, s)] + [P (l + 1, s) + P (l − 1, s)] +NP (l − 1, s)

+c1[P µ(l + 1, s) + P µ(l − 1, s)] + c2P
ν−1(l, s)[P (l + 1, s) + P (l − 1, s)]

−c2P (l, s)[P ν−1(l + 1, s) + P ν−1(l − 1, s)]− 2c1P
µ(l, s) . (6.9)

Usando a mesma mudança de variáveis apresentada na Eq. (6.3), e expandindo em série de Taylor,

obtemos

P (x, t) +
1

N

∂P (x, t)

∂t
=

2

N

(√
N

2D
x+

N

2

)√
2D

N

∂P (x, t)

∂x
+

2

N
P (x, t) + P (x, t)

−
√

2D

N

∂P (x, t)

∂x
+
D

N

∂2P (x, t)

∂x2
+ a

[
P µ(x, t) +

D

N

∂2P µ(x, t)

∂x2

]
+bP ν−1(x, t)

[
P (x, t) +

D

N

∂2P (x, t)

∂x2

]
−bP (x, t)

[
P ν−1(x, t) +

D

N

∂2P ν−1(x, t)

∂x2

]
− aP µ(x, t) ,

(6.10)

onde a = (2c1)/Nµ e b = (2c2)/Nν e somente termos até a ordem 1/N foram considerados. Após

algumas simplificações, obtemos a seguinte EFP não linear [71]
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∂P (x, t)

∂t
= 2

∂[xP (x, t)]

∂x
+D

∂2P (x, t)

∂x2
+ aD

∂2P µ(x, t)

∂x2
+ bDP ν−1(x, t)

∂2P (x, )

∂x2

−bDP (x, t)
∂2P ν−1(x, t)

∂x2
, (6.11)

a qual pode ser reescrita na forma geral, apresentada nos capítulos anteriores, como

∂P (x, t)

∂t
= −∂(A(x)Ψ[P (x, t)])

∂x
+D

∂

∂x

{
Ω[P (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
, (6.12)

onde

A(x) = −2x ,

Ψ[P (x, t)] = P (x, t) ,

Ω[P (x, t)] = 1 + aµP µ−1(x, t) + b(2− ν)P ν−1(x, t) . (6.13)

De forma consistente com o modelo da urna de Ehrenfest usual, a EFP linear (6.4) é recuperada fa-

zendo aµ = b(2 − ν) = 0 nas Eqs. (6.12) e (6.13), que abrange os seguintes casos particulares:

(i) c1 = c2 = 0; (ii) c1 e c2 são não nulos com os expoentes µ = 0 e ν = 2. Além disso, os ter-

mos relacionados com a difusão não linear na Eq. (6.11) correspondem aos mesmos presentes na EFP

não linear na Ref. [36], obtida via aproximações de uma equação mestra onde as probabilidades de tran-

sição consideradas também apresentavam dependência em P (x, t). Na verdade, à parte da restrição a

um potencial harmônico φ(x) = x2, ou seja, a uma força restauradora A(x) = −[dφ(x)/dx] = −2x, a

Eq. (6.11) difere da EFP não linear encontrada na Ref. [36] apenas pelo termo de difusão linear.

Com o intuito de garantir que P (x, t) seja normalizável para todo tempo, assumiremos que as

Eqs. (6.12) e (6.13) satisfaçam as seguintes condições de contorno,

P (x, t)|x→±∞ = 0,
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x→±∞

= 0, A(x)Ψ[P (x, t)]|x→±∞ = 0 , (6.14)

que são as condições de contorno usuais utilizadas ao longo desta tese.

É interessante obter também a forma entrópica associada a EFP não linear dada pelas Eqs. (6.12)

e (6.13). Para isto, utilizamos o mesmo procedimento adotado nos capítulos anteriores, onde definimos
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a seguinte forma entrópica geral,

S[P ] = k

∫ +∞

−∞
dx g[P (x, t)], g(0) = g(1) = 0,

d2g

dx2
≤ 0 , (6.15)

onde k é uma constante positiva com dimensões de entropia, enquanto que o funcional g[P (x, t)] deve

ser ao menos duas vezes diferenciável. Sabe-se que esta forma entrópica relaciona-se com a EFP não

linear através do teorema H, por meio da seguinte equação,

− d2g

dP 2
=

Ω[P ]

Ψ[P ]
, (6.16)

onde consideramos D = kθ (θ é um parâmetro positivo, com unidades de temperatura, conforme de-

finido na Eq. (2.49)). Substituindo os funcionais da Eq. (6.13) na Eq. (6.16), integrando duas vezes e

impondo as condições de contorno definidas pela Eq. (6.14), obtém-se

g[P ] = −
[
P (x, t)(lnP (x, t)− 1) +

a

µ− 1
P µ(x, t) +

b(2− ν)

ν(ν − 1)
P ν(x, t)

]
+ C1P (x, t) + C2 ,

(6.17)

onde C1 e C2 são constantes de integração que podem ser obtidas por meio das condições de contorno

g(0) = g(1) = 0,

C1 = −1 +
a

µ− 1
+
b(2− ν)

ν(ν − 1)
; C2 = 0 . (6.18)

Logo,

g[P ] = −P (x, t) lnP (x, t) + a
P (x, t)− P µ(x, t)

µ− 1
+
b(2− ν)

ν

P (x, t)− P ν(x, t)

(ν − 1)
. (6.19)

Portanto, a forma entrópica associada à EFP não linear (6.11) é dada por [71]
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S[P ] = −k
∫ +∞

−∞
dx P lnP + ka

∫ +∞

−∞
dx

P − P µ

µ− 1
+ k

b(2− ν)

ν

∫ +∞

−∞
dx

P − P ν

ν − 1
. (6.20)

Podemos notar a presença de contribuições de entropias conhecidas na equação acima, uma referente

à de BG e outras duas relacionadas com a entropia de Tsallis, caracterizadas pelos expoentes µ e ν.

As contribuições do tipo Tsallis, ou seja, os dois últimos termos da Eq. (6.20), podem também ser

enquadradas na classe de entropias de dois índices presentes na literatura [54, 55, 59, 60, 75], definindo

apropriadamente a, b, µ e ν. Além disso, o sistema de vórtices interagentes descrito no Capítulo 5,

típico de supercondutores do tipo II, apresenta uma EFP não linear do mesmo tipo da apresentada nas

Eqs. (6.12) e (6.13), e caracterizada por uma entropia da mesma forma da Eq. (6.20) com µ = ν = 2, ou

seja, dada pela soma das contribuições de BG e Tsallis [16].

6.2 Produção de entropia

Dada a presente generalização do modelo da urna de Ehrenfest, de onde obtemos a EFP não linear

definida pelas Eqs. (6.12) e (6.13), podemos utilizar o procedimento discutido no Capítulo 3 para obter

as contribuições de produção e fluxo de entropia. Para isto, é conveniente escrever as Eqs. (6.12) e (6.13)

na forma de uma equação de continuidade, ou seja,

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
, (6.21)

onde

J(x, t) = −2xP (x, t)−D[1 + aµP µ−1(x, t) + b(2− ν)P ν−1(x, t)]
∂P (x, t)

∂x
. (6.22)

Como vimos, as contribuições de produção e fluxo de entropia utilizando a EFP definida pela Eq. (6.12)

e as condições de contorno (6.14) são, respectivamente,

Π =

∫ +∞

−∞

[J(x, t)]2

Ψ[P ]
dx , (6.23)
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e

Φ =

∫ +∞

−∞
A(x)J(x, t) dx . (6.24)

Desta forma, substituindo a corrente de probabilidade da Eq. (6.22) na Eq. (6.23), a taxa de produção de

entropia para este caso torna-se

Π =

∫ +∞

−∞

{
2xP

1
2 +D

[
P−

1
2 + aµP µ− 3

2 + b(2− ν)P ν− 3
2

] ∂P
∂x

}2

dx , (6.25)

e utilizando as Eqs. (6.22) e (6.24), a taxa de fluxo de entropia pode ser escrita como

Φ =

∫ +∞

−∞

{
4x2P (x, t) + 2Dx

∂

∂x

[
P (x, t) + aP µ(x, t) +

b(2− ν)

ν
P ν(x, t)

]}
dx . (6.26)

Integrando o segundo termo por partes e impondo as condições de contorno (6.14),

Φ =

∫ +∞

−∞
4x2P (x, t) dx− 2D

∫ +∞

−∞

[
P (x, t) + aP µ(x, t) +

b(2− ν)

ν
P ν(x, t)

]
dx

= −
∫ +∞

−∞
P (x, t)

[
2D − 4x2 + 2aDP µ−1(x, t) +D

2b(2− ν)

ν
P ν−1(x, t)

]
dx . (6.27)

Restringiremos agora nossa análise ao caso µ = ν = 2 − q; conforme discutiremos na próxima

seção, esta situação pode ser relacionada com a mecânica estatística não extensiva. Consequentemente,

a corrente de probabilidade da Eq. (6.22), torna-se [71]

J(x, t) = −2xP (x, t)−D{1 + [a(2− q) + bq]P 1−q(x, t)}∂P (x, t)

∂x
, (6.28)

que pode ser reescrita como,

J(x, t) = −2xP (x, t) + J (l)(x, t) + J (nl)(x, t) , (6.29)
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onde separamos a corrente de probabilidade da Eq. (6.28) em duas contribuições de difusão, uma linear

e outra não linear, dadas respectivamente por

J (l)(x, t) = −D∂P (x, t)

∂x
, (6.30)

e

J (nl)(x, t) = −D[a(2− q) + bq]P 1−q(x, t)
∂P (x, t)

∂x
. (6.31)

A primeira, J (l)(x, t), é a contribuição para a corrente de probabilidade correspondente aos movimentos

aleatórios, isto é, não correlacionados, enquanto J (nl)(x, t) envolve os termos não lineares associados

à difusão anômala. Pela análise da Eq. (6.28), juntamente com as Eqs. (6.30) e (6.31), podemos ver

que, se [a(2 − q) + bq]P 1−q(x, t) � 1, temos que |J (nl)(x, t)| � |J (l)(x, t)|, e os efeitos não lineares

prevalecem. Por outro lado, quando [a(2 − q) + bq]P 1−q(x, t) � 1, ou seja, |J (nl)(x, t)| � |J (l)(x, t)|,
o processo passa a ser dominado pela difusão linear, associada aos movimentos aleatórios.

Consideremos então uma situação em que inicialmente as duas urnas apresentam aproximadamente

o mesmo número de bolas, ou seja, NA ≈ N/2 e NB ≈ N/2. Neste caso, a variável x definida

pela Eq. (6.3) é muito pequena no início do processo, de modo que os termos relacionados com a difusão

prevalecem sobre a contribuição confinante na Eq. (6.29). Desta forma, a contribuição da produção de

entropia na Eq. (6.25) é muito maior do que a contribuição de fluxo na Eq. (6.27), isto é, Π � |Φ|.
Particularmente neste caso, a contribuição não linear J (nl)(x, t) atua de modo aumentar a produção de

entropia na Eq. (6.23). Portanto, as correlações entre os movimento das bolas em cada uma das urnas,

introduzidas neste modelo por meio de taxas de transição dependentes das probabilidades de ocupação,

levam a um aumento da produção total de entropia. Por outro lado, para um tempo suficientemente

longo, o sistema aproxima-se do estado estacionário, de forma que as contribuições da força confinante

A(x) = −2x tornam-se da mesma ordem de grandeza que as contribuições difusivas, levando a Π ≈ |Φ|.

6.3 Solução estacionária e de equilíbrio

Consideremos primeiramente as distribuições estacionárias para a EFP não linear definida pelas

Eqs. (6.12) e (6.13), de modo que [∂Pest(x)/∂t] = 0. Tendo em mente a conservação de probabili-

dade dadas as condições de contorno na Eq. (6.14), a condição de solução estacionária equivale aqui a

Jest(x) = 0, ou seja,
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Jest(x) = −2xPest −D
[
1 + aµP µ−1

est + b(2− ν)P ν−1
est

] ∂Pest
∂x

= 0 , (6.32)

a qual, após uma integração em x, resulta em [71]

ln(Pest) +
aµ

µ− 1
P µ−1
est +

b(2− ν)

ν − 1
P ν−1
est =

1

D
(C − x2) , (6.33)

onde C é uma constante de integração.

Um resultado interessante pode ser obtido ao compararmos a solução estacionária da EFP não linear,

mostrada na Eq. (6.33), com a distribuição de equilíbrio. Para tal, iremos maximizar a forma entrópica

na Eq. (6.20), utilizando os vínculos de normalização e conservação da energia dados, respectivamente,

por

∫ +∞

−∞
dx P (x, t) = 1 , U =

∫ +∞

−∞
dx φ(x)P (x, t) . (6.34)

Supondo que a extremização da entropia leve a um único estado de equilíbrio, uma consequência direta

do teorema H é que o sistema atingirá o equilíbrio após um tempo suficientemente longo. Desta forma,

nos referiremos a este estado como o estado de equilíbrio.

Seja o seguinte funcional [71],

I[P ] =
S[P ]

k
+ α

(
1−

∫ +∞

−∞
dx P (x, t)

)
+ β

(
U −

∫ +∞

−∞
dx φ(x)P (x, t)

)
, (6.35)

onde α e β são os multiplicadores de Lagrange. Sabe-se que o princípio da Entropia Máxima equivale

à extremização do funcional da Eq. (6.35) [3]. Portanto, fazendo (δI/δP )|P=Peq = 0, onde Peq(x)

representa a distribuição de equilíbrio, tem-se

(
dg[P ]

dP
− α− βφ(x)

)∣∣∣∣
P=Peq

= 0 . (6.36)
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Considerando a entropia dada pela Eq. (6.20) e o funcional g[P ] da Eq. (6.19), temos

− (lnPeq + 1) +
a

µ− 1
(1− µP µ−1

eq ) +
b(2− ν)

ν(ν − 1)
(1− νP ν−1

eq ) = α + βφ . (6.37)

Lembrando que A(x)− dφ(x)/dx = −2x, e portanto, φ(x) = x2 + φ0, a Eq. (6.37) resulta em [71]

lnPeq +
a

µ− 1
µP µ−1

eq +
b(2− ν)

ν − 1
P ν−1
eq = β(C ′ − x2) , (6.38)

onde definimos a constante C ′ como

1− a

µ− 1
− b(2− ν)

ν(ν − 1)
+ α + βφ0 = −βC ′ . (6.39)

A menos das constantes C e C ′, a Eq. (6.38) para o estado de equilíbrio coincide com a Eq. (6.33),

correspondente ao estado estacionário da EFP não linear definida pelas Eqs. (6.12) e (6.13), onde iden-

tificamos Peq(x) ↔ Pest(x) e β = D−1 = (kθ)−1, como esperado. Este importante resultado mostra

a consistência da conexão entre o funcional entrópico da Eq. (6.20) e a EFP não linear definida pelas

Eqs. (6.12) e (6.13), anteriormente demonstrado por meio do teorema H. Vale a pena ressaltar que a

solução estacionária da EFP não linear da Eq. (6.33) e a distribuição de equilíbrio da Eq. (6.38) foram

obtidas de formas independentes. Na sequência, analisaremos alguns casos particulares da Eq. (6.38)

(ou equivalentemente, da Eq. (6.33)).

6.3.1 Casos particulares

Uma vez que os termos com os expoentes µ e ν na Eq. (6.20) são facilmente relacionados com a

entropia de Tsallis, iremos reescrever estes expoentes da seguinte forma µ = 2−q1 e ν = 2−q2, onde q1

e q2 referem-se ao índice “q” da entropia Tsallis. Por meio desta escolha, a Eq. (6.38) pode ser reescrita

como

lnPeq(x) +
a(2− q1)

1− q1

P 1−q1
eq (x) +

bq2

1− q2

P 1−q2
eq (x) = β(C ′ − x2) , (6.40)
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a qual pode também ser escrita em termos do q-logaritmo, lnq(u) = (u1−q − 1)/(1− q),

lnPeq(x) + a(2− q1) lnq1 [Peq(x)] + bq2 lnq2 [Peq(x)] = β(C ′′ − x2) . (6.41)

Esta equação mostra claramente que a distribuição de equilíbrio Peq(x) (e consequentemente, Pest(x))

será o resultado da combinação destes logaritmos, de modo que o seu resultado final dependerá das

escolhas de a, b, q1 e q2. Abaixo apresentaremos resultados para alguns valores típicos de q1 e q2.

a) Caso q1 = q2 = 1:

Este caso particular corresponde à entropia de BG e, consequentemente, à EFP linear, para o qual a

Eq. (6.41) leva a [71]

(1 + a+ b) ln[Peq(x)] = β(C ′′ − x2) , (6.42)

ou seja,

Peq(x) = exp

[
β(C ′′ − x2)

1 + a+ b

]
. (6.43)

Impondo a condição de normalização, obtém-se

∫ +∞

−∞
Peq(x)dx = exp

[
C ′′

B

] ∫ +∞

−∞
exp

[
−x

2

B

]
dx = exp

[
C ′′

B

]√
Bπ = 1 , (6.44)

onde B = β−1(1 + a+ b). Assim, a solução neste caso é dada por uma distribuição gaussiana,

Peq(x) =

(
1

Bπ

)1/2

exp

[
−x2

B

]
, (6.45)

como esperado. No caso em que a = b = 0 e β = D−1 = 2, recuperamos a solução estacionária da EFP
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linear, Eq. (6.4), para modelo da urna de Ehrenfest usual [69],

Peq(x) =

√
2

π
e−2x2 . (6.46)

b) Caso q1 = q2 = 0:

Substituindo q1 = q2 = 0 na Eq. (6.40), obtém-se [71]

lnPeq(x) + 2aPeq(x) = β(C ′ − x2) . (6.47)

Aplicando a operação exponencial em ambos os lados da Eq. (6.47) e multiplicando-a por 2a,

exp[lnPeq(x) + 2aPeq(x)] = exp
[
β(C ′ − x2)

]
2aPeq(x)e2aPeq(x) = 2aeβ(C′−x2) . (6.48)

Nota-se que a equação acima possui a forma Y = XeX , cuja solução pode ser escrita em termos de uma

função W-Lambert, X = W (Y ) (veja, por exemplo a Ref. [37]),

Peq(x) =
1

2a
W
(

2aeβ(C′−x2)
)
. (6.49)

Esta equação é semelhante a equação de equilíbrio encontrada na Ref. [16] para um sistema de vórtices,

usado como modelo para supercondutores do tipo II. Com dito anteriormente, este sistema pode ser

descrito por uma EFP não linear semelhante à apresentada nas Eqs. (6.12) e (6.13), caracterizada por

uma entropia na forma da Eq. (6.20), com µ = ν = 2.

Apesar da Eq. (6.47) não apresentar uma solução analítica explícita, a solução de equilíbrio recupera

os seguintes casos limites: (i) 2a � 1, onde o comportamento da distribuição gaussiana prevalece;

2a � 1, onde a função W-Lambert se aproxima de uma parábola, correspondendo ao importante limite

para a fase supercondutora em supercondutores do tipo II reais [65, 67]. Na Fig. 6.1(a) e (b) exibimos a

distribuição de equilíbrio da Eq. (6.49) para alguns valores típicos do parâmetro a e β, respectivamente.

Na Fig. 6.1(a), fixamos β = 2 e variamos o valor do parâmetro a, na qual nota-se que a largura da
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distribuição aumenta à medida que aumentamos o valor de a. Por outro lado, um comportamento inverso

acontece na Fig. 6.1(b), onde fixamos a = 1 e variamos β, de onde concluímos que o parâmetro de

Lagrange β está relacionado com o inverso da largura da distribuição.
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Figura 6.1: A distribuição de equilíbrio Peq(x) da Eq. (6.49) é representada em função de x nos casos: (a) β = 2
e diferentes valores de a; (b) a = 1 e diferentes valores de β.

c) Caso q1 = q (q 6= 1) e q2 = 0:

Neste caso, a Eq. (6.40) fica,

lnPeq(x) +
a(2− q)

1− q
P 1−q
eq (x) = β(C ′ − x2) . (6.50)

Aplicando a função exponencial em ambos os lados desta equação,

Peq(x) exp

[
a(2− q)

1− q
P 1−q
eq (x)

]
= eβ(C′−x2) . (6.51)

Assim como no caso anterior, podemos escrever esta equação na forma de uma função W-Lambert. Para

isto, elevamos ambos os lados da Eq. (6.51) ao expoente (1 − q) e multiplicamos a equação resultante

por a(2− q), de forma que obtemos,
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a(2− q)P 1−q
eq (x) exp

[
a(2− q)P 1−q

eq (x)
]

= a(2− q) exp
[
(1− q)β(C ′ − x2)

]
, (6.52)

ou ainda, em termos de um função do tipo W-Lambert,

a(2− q)P 1−q
eq (x) = W

(
a(2− q)e(1−q)β(C′−x2)

)
. (6.53)

Portanto, a solução estacionária neste caso é

Peq(x) =

[
W (a(2− q) exp [(1− q)β(C ′ − x2)])

a(2− q)

] 1
1−q

. (6.54)

Lembrando que, para a equação acima tenha soluções reais tais que 0 ≤ Peq(x) ≤ 1, devemos ter

a(2− q) > 0.

Na Fig. 6.2, a distribuição acima é exibida para alguns valores típicos do parâmetro q. Os parâme-

tros foram definidos como a = β = 2, e a constante C ′ foi escolhida de tal modo que a distribuição

Peq(x) fosse normalizada. Como podemos ver na Fig 6.2(a), os casos q < 1 produzem essencialmente

distribuições com caudas curtas. Por outro lado, os casos q > 1 levam a um comportamento típico de

distribuições com caudas longas, como pode ser visto na Fig. 6.2(b) na representação log-linear.

d) Caso q1 = 2, q2 = q:

Nesta caso, a Eq. (6.40) fica

lnPeq(x) +
bq

1− q
P 1−q
eq (x) = β(C ′ − x2) . (6.55)

Da mesma forma que nos casos anteriores, queremos escrever a equação acima na forma XeX = Y .

Assim, aplicamos a função exponencial na Eq. (6.55),
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Figura 6.2: A distribuição de equilíbrio Peq(x) da Eq. (6.54) é representada em função de x, com a = β = 2 para
diferentes valores de q: (a) q < 1, na representação linear-linear; (b) q > 1, em log-linear.

Peq(x) exp

[
bq

1− q
P 1−q
eq (x)

]
= eβ(C′−x2) , (6.56)

elevamos ambos os lados desta equação ao expoente 1− q, multiplicamos o resultado por bq, e obtemos,

bqP 1−q
eq (x) exp

[
bqP 1−q

eq (x)
]

= bqe(1−q)β(C′−x2) , (6.57)

que pode ser escrita usando a função do tipo W-Lambert,

bqP 1−q
eq (x) = W

(
bq exp

[
(q − 1)β(C ′ − x2)

])
. (6.58)

Logo, a solução estacionária para o caso em que q1 = 2 e q2 = q pode ser escrita como,

Peq(x) =

[
W (bq exp [(q − 1)β(C ′ − x2)])

bq

] 1
1−q

, (6.59)

e novamente, devemos ter bq > 0.

A distribuição definida pela Eq. (6.59) é representada na Fig. 6.3 para alguns valores típicos do
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parâmetro q. Novamente, a constante C ′ foi escolhida de tal modo que a distribuição da Eq. (6.59)

fosse normalizada, já os parâmetros b e β foram definidos como b = 2 e β = 2. Como podemos

ver, os resultados apresentados neste caso são semelhantes aos mostrados na Fig. 6.2, sendo que para

q < 1, mostrados na Fig 6.3(a), temos essencialmente distribuições com caudas curtas, enquanto que

para q > 1, o comportamento típico é de uma distribuição com cauda longa, como pode ser observado

na Fig. 6.3(b).
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Figura 6.3: A distribuição de equilíbrio Peq(x) da Eq. (6.59) é representada em função de x, com b = β = 2 para
diferentes valores de q: (a) q < 1, na representação linear-linear; (b) q > 1, em log-linear.

e) Caso q1 = q2 = q:

Por fim apresentaremos o caso onde q1 = q2 = q, de forma que a Eq. (6.40) pode ser escrita

como [71]

(1− q) lnPeq(x) + [a(2− q) + bq]P 1−q
eq (x) = (1− q)β(C ′ − x2) , (6.60)

ou ainda, da seguinte forma

[a(2− q) + bq]P 1−q
eq (x) exp

{
[a(2− q) + bq]P 1−q

eq (x)
}

= [a(2− q) + bq] e(1−q)β(C′−x2), (6.61)
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Figura 6.4: A distribuição de equilíbrio Peq(x) da Eq. (6.63) é representada em função de x, para β = 2 e para
diferentes valores de a, b, e: q < 1, nos painéis (a) e (b), na representação linear-linear; q > 1, nos painéis (c) e
(d), em log-linear.

onde aplicamos a função exponencial na Eq. (6.60), elevamos à potência (1−q), e por fim, multiplicamos

o resultado por [a(2− q) + bq]. Podemos identificar na Eq. (6.61) a forma XeX = Y , de modo que esta

equação pode também ser reescrita em termos de uma função W-Lambert. Logo,

[2a+ q(b− a)]P 1−q
eq = W

(
[2a+ q(b− a)] e(1−q)β(C′−x2)

)
. (6.62)

Assim, tem-se a seguinte solução,

Peq(x) =

[
W ([2a+ q(b− a)] exp [(1− q)β(C ′ − x2)])

2a+ q(b− a)

] 1
1−q

,

(6.63)
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Neste caso, para que a equação acima tenha uma solução real, [2a + q(b − a)] > 0. Este resultado é

bastante geral, recuperando todas as situações de (b) a (d) como casos particulares, por meio da escolha

apropriada dos parâmetros a, b e q.

Na Fig. 6.4 exibimos a distribuição estacionária definida pela Eq. (6.63) para alguns valores típicos

dos parâmetros a e b, com q < 1 nos painéis (a) e (b), e q > 1 nos painéis (c) e (d). Os casos q < 1 pro-

duzem essencialmente distribuições com caudas curtas, e podemos ver que, comparando as Figs. 6.4(a)

e 6.4(b) os parâmetros a e b estão diretamente relacionados com a largura da distribuição. Por outro

lado, os casos q > 1 levam a distribuições com caudas longas, representados nas Figs. 6.4(c) e 6.4(d) em

log-linear. Da mesma forma que no caso em que q < 1, aumentando os parâmetros a e b aumentamos a

largura de cada distribuição.

6.4 Conclusões e perspectivas

Neste capítulo propomos uma modificação no modelo da urna de Ehrenfest, introduzindo efeitos

não lineares nas probabilidades de transição, definidas por meio de dependências na probabilidade de

ocupação de ambas as urnas. Desta forma, passamos de movimentos aleatórios de bolas entre as caixas,

para um processo onde há correlações entre os movimentos. Estas modificações conduzem, no limite

contínuo, a uma EFP não linear caracterizada por três termos difusivos: um termo linear e outros dois

não lineares. Mostramos que a entropia associada a esta EFP não linear é composta pela soma das

entropias de BG e de Tsallis. É importante ressaltar que esta generalização recupera a EFP não linear (e

sua respectiva forma entrópica) relacionada ao sistema de vórtices interagentes em um supercondutor do

tipo II, abordado no Capítulo 5, quando fazemos µ = ν = 2.

Considerando a EFP não linear associada a este modelo, analisamos também o fenômeno da pro-

dução de entropia. Mostramos que, para tempos de evolução relativamente curtos, a contribuição de

produção de entropia irá prevalecer sobre a contribuição de fluxo, sendo que as não linearidades introdu-

zidas atuam de modo a aumentar a produção de entropia neste modelo. Além disso, obtemos a solução

estacionária da EFP não linear associada a esta generalização do modelo da urna de Ehrenfest, e mostra-

mos que a mesma coincide com a solução de equilíbrio obtida através da extremização da entropia. Por

fim, alguns casos particulares foram analisados.



Capítulo 7

Teorema H generalizado usando equações
mestras

Nos últimos anos temos visto um crescimento do número de estudos que buscam generalizar im-

portantes equações e propriedades da mecânica estatística para um formalismo mais adequado à análise

de sistemas complexos. Um exemplo disto é o teorema H, o qual mostrou-se recentemente ser válido

também quando levamos em consideração diferentes formas entrópicas [14, 33, 38–42]. Usualmente,

prova-se o teorema H definindo uma forma entrópica e substituindo a derivada temporal da distribuição

de probabilidades por uma equação mestra ou uma EFP.

Para um sistema em contato com um reservatório térmico, o teorema H corresponde a um sinal bem

definido para a derivada temporal do funcional da energia livre (dF/dt ≤ 0), que pode ser definida para

um sistema fora do equilíbrio como

F = U − θS ; U =
∑
i

εiPi , (7.1)

onde θ representa um parâmetro positivo com dimensões de temperatura e U denota o valor médio da

energia interna.

Assim como no Capítulo 4, consideraremos um sistema descrito em termos de variáveis estocásticas

discretas, cuja evolução temporal é dada pela seguinte equação mestra,

∂Pi(t)

∂t
=
∑
j

[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] , (7.2)

onde Pi(t) rotula a probabilidade de encontrar o sistema em um estado caracterizado pela variável i em

um instante de tempo t e wij representa a taxa de probabilidade de transição do estado i para o estado j.

No caso da entropia de BG, a prova do teorema H usando uma equação mestra semelhante à definida pela
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Eq. (7.2) é bastante conhecida na literatura, sendo a derivada temporal da energia livre escrita como [76],

dF

dt
=
kT

2

∑
i,j

w̃ij(P̃i − P̃j) ln

[
P̃i

P̃j

]
≤ 0 , (7.3)

onde w̃kl e P̃k são dados, respectivamente, por

w̃kl = wkle
−βεk ; P̃k = Pke

+βεk . (7.4)

Nas equações acima usamos θ = T e β = (kT )−1. Assumindo que as taxas de probabilidades de

transição wkl são, de um modo geral, não nulas para qualquer estado k e l, a situação em que energia

livre é independente do tempo equivale a P̃k = P̃l, ou seja,

Pk
Pl

=
e−βεk

e−βεl
. (7.5)

Em outras palavras, no caso da entropia de BG apenas a distribuição canônica, que é aqui a distribuição

de equilíbrio, faz com que a energia livre seja constante no tempo.

No entanto, a teoria de BG apresenta limitações, principalmente no que se refere ao estudo de sis-

temas complexos, fazendo-se necessário uma generalização deste importante teorema, tornando-o mais

adequado ao tratamento de tal classe de sistemas. Deste modo, propomos neste capítulo uma prova para

o teorema H utilizando equações mestras, considerando formas entrópicas generalizadas definidas em

termos de probabilidades discretas. Para isto, primeiramente demonstraremos duas relações bastante

interessantes entre as derivadas temporais da energia livre e da energia interna com as taxas de produção

e fluxo de entropia, respectivamente, obtidas utilizando EFPs não lineares. Na sequência usaremos estas

relações na prova do teorema H generalizado utilizando equações mestras. Por fim, analisaremos alguns

casos particulares.

7.1 Produção de entropia e o teorema H

Como mostrado no Capítulo 2, a prova do teorema H usando a EFP não linear da Eq. (2.11) foi

efetuada recentemente por diversos autores [33, 38–43] considerando uma forma entrópica generalizada

definida pela Eq. (2.48). Deste modo, as derivadas temporais do funcional da energia livre e da energia

interna definidos pelas Eq. (2.49) são dadas respectivamente pelas seguintes expressões,
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dF

dt
= −

∞∫
−∞

dxΨ[P ]

(
dφ(x)

dx
+D

Ω[P ]

Ψ[P ]

∂P

∂x

)2

≤ 0 ; (7.6)

dU

dt
=

∫ ∞
−∞

dxφ(x)
∂P (x, t)

∂t
, (7.7)

lembrando que os funcionais da EFP não linear Ψ[P ] e Ω[P ] são quantidades positivas, monotonamente

crescentes, e relacionam-se com os funcionais da forma entrópica (2.48) pela Eq. (2.52).

Por outro lado, conforme discutido no Capítulo 3, o fenômeno da produção de entropia usando a EFP

não linear da Eq. (2.11) (onde consideramos o coeficiente de atrito η = 1) e a forma entrópica definida

pela Eq. (2.48), pode ser descrito por meio da seguinte equação,

d

dt
S[P ] = Π− Φ, (7.8)

onde as taxas de produção e de fluxo de entropia são, respectivamente,

Π =
k

D

∫ +∞

−∞
dx

[J(x, t)]2

Ψ[P ]
; (7.9)

Φ =
k

D

∫ +∞

−∞
dx A(x)J(x, t) . (7.10)

Nas equações acima J(x, t) é a corrente de probabilidade, obtida quando reescrevemos a EFP não linear

da Eq. (2.11) na forma de uma equação de continuidade, ou seja,

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
; J(x, t) = A(x)Ψ[P ]−DΩ[P ]

[
∂P (x, t)

∂x

]
. (7.11)

Ao substituir a corrente de probabilidade J(x, t) dada pela equação anterior na expressão para a

produção de entropia da Eq. (7.9), tem-se
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Π =
k

D

∫ +∞

−∞
dx

1

Ψ[P ]

(
A(x)Ψ[P ]−DΩ[P ]

∂P (x, t)

∂x

)2

=
k

D

∫ +∞

−∞
dx Ψ[P ]

(
dφ(x)

dx
+D

Ω[P ]

Ψ[P ]

∂P (x, t)

∂x

)2

,

(7.12)

lembrando que a força confinanteA(x) foi definida comoA(x) = −[dφ(x)/dx]. Comparando a Eq. (7.12)

com a Eq. (7.6), nota-se que a taxa de produção de entropia é diretamente proporcional à variação tem-

poral da energia livre, ou seja,

Π = −1

θ

dF

dt
, (7.13)

onde consideramos D = kθ. Este resultado está de acordo com o esperado pelo teorema H, uma vez que

Π ≥ 0 por definição, levando a (dF/dt) ≤ 0.

Já o termo de fluxo de entropia dado pela Eq. (7.10), pode ser reescrito como

Φ = − k
D

∫ ∞
−∞

dx
dφ(x)

dx
J(x, t) =

k

D

∫ ∞
−∞

dxφ(x)
∂J(x, t)

∂x

= − k
D

∫ ∞
−∞

dxφ(x)
∂P (x, t)

∂t
, (7.14)

onde realizamos uma integração por partes (considerando as condições de contorno dadas pela Eq. (2.12))

e substituimos a equação de continuidade da Eq. (7.11). Da mesma forma, quando comparamos a equa-

ção acima com a Eq. (7.8), temos

Φ = −1

θ

dU

dt
. (7.15)

Logo, uma variação positiva (negativa) do fluxo de entropia, Φ > 0 (Φ < 0), equivale a um decréscimo

(acréscimo) da energia interna do sistema. Além disso, na situação em que o sistema encontra-se isolado,

que para um sistema descrito pela EFP da Eq. (2.11) equivale a A(x) = 0, tem-se Φ = (dU/dt) = 0.

Utilizando as Eqs. (7.13) e (7.15) é fácil mostrar que as seguintes equações
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d

dt
S[P ] = Π− Φ , (7.16)

e

dF

dt
=
dU

dt
− θdS

dt
⇒ dS

dt
= −1

θ

dF

dt
+

1

θ

dU

dt
, (7.17)

são equivalentes. As relações (7.13) e (7.15) são bastante gerais, sendo válidas para qualquer sistema

descrito pela EFP não linear da Eq. (2.11). Na verdade, como veremos na sequência, formas equivalentes

para estas equações podem ser obtidas também para sistemas descritos por equações mestras.

7.2 Teorema H e equações mestras

Iremos agora propor uma generalização do teorema H para um sistema descrito em termos de variá-

veis estocásticas discretas, cuja evolução da probabilidade Pi(t) é dada pela equação mestra (7.2). Para

isto, iremos considerar a seguinte forma entrópica,

S[P ] = k
∑
i

g[Pi(t)] ; g(0) = g(1) = 0 ;
d2g

dPi
2 ≤ 0 . (7.18)

Por simplicidade assumimos Λ ≡ I (operador identidade) na Eq. (4.4). No entanto, a extensão dos

resultados que apresentaremos a seguir para a forma entrópica mais geral definida pela Eq. (4.4) poderá

ser efetuada facilmente.

A derivada temporal da entropia definida pela Eq. (7.18) é dada por

d

dt
S[P ] = k

d

dt

∑
i

g[Pi(t)] = k
∑
i

dg

dPi

∂Pi
∂t

, (7.19)

que, substituindo a derivada temporal da probabilidade pela equação mestra dada pela Eq. (7.2), pode

ser escrita como

d

dt
S[P ] = k

∑
i,j

dg

dPi
[Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] . (7.20)
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Por simetria, podemos trocar os índices i↔ j; somando esta nova equação com a Eq. (7.20), obtemos

d

dt
S[P ] =

k

2

∑
i,j

[g′(Pi)− g′(Pj)][Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] , (7.21)

onde definimos

g′(X) ≡ dg[P ]

dP

∣∣∣∣
P=X

. (7.22)

A derivada temporal da energia interna da Eq. (7.1) pode ser obtida seguindo o mesmo procedimento

adotado para obter a Eq. (7.21), resultando em

dU

dt
=

1

2

∑
i,j

[εi − εj][Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] . (7.23)

Utilizando as Eqs. (7.1), (7.21) e (7.23), a derivada temporal do funcional da energia livre por ser escrita

como

dF

dt
=

1

2

∑
i,j

{εi − εj − kθ[g′(Pi)− g′(Pj)]} [Pj(t)wji(t)− Pi(t)wij(t)] . (7.24)

Uma vez que as relações encontradas usando a EFP não linear entre a variação temporal da energia

livre e a taxa de produção de entropia, bem como entre a derivada temporal da energia interna e o fluxo de

entropia, são bastante gerais, é razoável supor que as mesmas continuem válidas para sistemas descritos

por probabilidades discretas, obedecendo equações mestras. Ou seja, assumiremos

dF

dt
= −θΠ e

dU

dt
= −θΦ , (7.25)

também para sistemas descritos por equações mestras, cujas soluções estacionárias satisfaçam a condição

de balanço detalhado P est
j wji = P est

i wij . Utilizando os resultados obtidos no Capítulo 4, o fluxo de

entropia do sistema para o ambiente, Φ, e a taxa de produção de entropia, Π, são dados por,
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Φ =
k

2

∑
i,j

{[g′(Piwij)− g′(Pi)]− [g′(Pjwji)− g′(Pj)]}[Pjwji − Piwij] ; (7.26)

Π =
k

2

∑
i,j

[g′(Piwij)− g′(Pjwji)][Pjwji − Piwij] ≥ 0 , (7.27)

onde usamos as Eqs. (4.11) e (4.12), com [dΛ[Q]/dQ] ≡ 1. Portanto, a variação temporal da energia

interna e do funcional da energia livre podem ser escritos, respectivamente, como

dU

dt
= −kθ

2

∑
i,j

{[g′(Piwij)− g′(Pi)]− [g′(Pjwji)− g′(Pj)]}[Pjwji − Piwij] ; (7.28)

dF

dt
= −kθ

2

∑
i,j

[g′(Piwij)− g′(Pjwji)][Pjwji − Piwij] ≤ 0 , (7.29)

de onde tem-se que dF/dt ≤ 0, como esperado pelo teorema H. Comparando a Eq. (7.23) [Eq. (7.24)]

com a Eq. (7.28) [Eq. (7.29)], nota-se que para que elas sejam equivalentes, a seguinte relação deve ser

satisfeita,

1

2

∑
i,j

{εi − εj + kθ{[g′(Piwij)− g′(Pi)]− [g′(Pjwji)− g′(Pj)]}} [Pjwji − Piwij] = 0 . (7.30)

Uma vez que, de um modo geral, tem-se [Pj(t)wji(t) − Pi(t)wij(t)] 6= 0, para que a Eq. (7.30) seja

válida para quaisquer estados i e j em um dado instante de tempo t, é necessário que,

εi − εj + kθ{[g′(Piwij)− g′(Pi)]− [g′(Pjwji)− g′(Pj)]} = 0 (∀t) . (7.31)

Esta equação relaciona os termos da equação mestra com a forma entrópica e deve ser válida para qual-

quer sistema descrito pela equação mestra dada pela Eq. (7.2). No caso particular em que a condição de

balanço detalhado é satisfeita, podemos utilizar a equação anterior para obter as distribuições estacioná-

rias. Neste caso, tem-se que g′(P est
i wij) = g′(P est

j wji); logo,

β(εi − εj) = g′(P est
i )− g′(P est

j ) , (7.32)
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onde consideramos β = (kθ)−1. Supondo que P est
k seja uma função do autovalor de energia εk, uma

solução possível para esta equação é do tipo

Pk(εk) = G(βεk) , (7.33)

onde G(y) é a função inversa de g′(x), ou seja, G[g′(P est
k )] = P est

k . Desta forma, a condição de balanço

detalhado pode ser escrita de um modo geral como,

G(βεi)wij = G(βεj)wji

w̃ij = w̃ji , (7.34)

onde w̃kl = [G(βεk)]wkl. Com intuito de ilustrar estes resultados, analisaremos na sequência alguns

casos particulares.

a) Boltzmann-Gibbs:

Seja a entropia de BG,

SBG = −k
∑
i

Pi(t) lnPi(t) , (7.35)

que, quando comparada com a Eq. (7.18), corresponde a

g(Pi) = −Pi lnPi ; g′(Pi) = − lnPi − 1 . (7.36)

Neste caso, a Eq. (7.31) fica,

β(εi − εj) + [− ln(Piwij) + ln(Pi)]− [− ln(Pjwji) + ln(Pj)] = 0 , (7.37)

ou

β(εi − εj) + ln

[
wji
wij

]
= 0 (7.38)
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Este resultado equivale à Eq. (7.34) (e à Eq. (7.4)), uma vez que G(x) = e−1−x, ou seja,

w̃ij = w̃ji

wije
−βεi = wjie

−βεj . (7.39)

Aplicando a condição de balanço detalhado na Eq. (7.37), temos para a distribuição estacionária,

β(εi − εj) + ln(P est
i )− ln(P est

j ) = 0 , (7.40)

o que nos dá a distribuição de Boltzmann,

P est
k =

e−βεk

Z(β)
, (7.41)

onde 1/Z(β) representa um fator de normalização.

Usando as Eqs. (7.26) e (7.27), as variações da energia interna e da energia livre são respectivamente,

dU

dt
= −θΦ = −kθ

2

∑
i,j

[Pjwji − Piwij] ln

[
wji
wji

]
=

1

2

∑
i,j

(εi − εj)[Pjwji − Piwij] , (7.42)

e

dF

dt
= −θΠ = −kθ

2

∑
i,j

[Pjwji − Piwij] ln

[
Pjwji
Piwij

]
. (7.43)

É importante ressaltar que neste caso as Eqs. (7.39), (7.42) e (7.43) recuperam resultados amplamente

conhecidos na literatura [76, 77].

b) Entropia de Tsallis

Seja a entropia,
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Sq = k
∑
i

P q
i (t)− Pi(t)

1− q
, (7.44)

para a qual identifica-se

g(Pi) =
P q
i − Pi
1− q

; g′(Pi) =
qP q−1

i − 1

1− q
. (7.45)

Substituindo na Eq. (7.31), tem-se

β(εi − εj) +
q

1− q
[
(Piwij)

q−1 − (Pi)
q−1 − (Pjwji)

q−1 + (Pj)
q−1
]

= 0 , (7.46)

que no caso particular em que o sistema encontra-se no estado estacionário [P est
i wij = P est

j wji], leva a

β(εi − εj) =
q(P est

i )q−1 − 1

1− q
−
q(P est

j )q−1 − 1

1− q
. (7.47)

Deste modo a solução estacionária para a equação mestra associada à entropia de Tsallis é dada por

P est
k (εk) =

1

Zq(β)
[1 + (1− q)βεk]

1
q−1 , (7.48)

onde identificamos P est
k = G(βεk), com 1/Zq(β) representando um fator de normalização. É importante

notar que a distribuição da Eq. (7.48) corresponde precisamente à distribuição de equilíbrio obtida através

da maximização da entropia da Eq. (7.44), com os vínculos de normalização da probabilidade e da

definição da energia interna segundo a Eq. (7.1). A condição de balanço detalhado da Eq. (7.34) pode

ser reescrita neste caso como,

w̃ij = w̃ji

wij

[
1 + (1− q)βεi

q

] 1
q−1

= wji

[
1 + (1− q)βεj

q

] 1
q−1

. (7.49)
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c) Entropia de Kaniadakis

A entropia de Kaniadakis pode ser escrita como

Sκ = − k

2κ

∑
i

(
1

1 + κ
[Pi(t)]

1+κ − 1

1− κ
[Pi(t)]

1−κ
)
, (7.50)

da qual identificamos

g(Pi) = − 1

2κ

(
P 1+κ
i

1 + κ
− P 1−κ

i

1− κ

)
; g′(Pi) =

1

2κ
(P−κi − P κ

i ) . (7.51)

Substituindo as relações acima na Eq. (7.31), tem-se

β(εi − εj) =
(Pjwji)

−κ − (Pjwji)
κ

2κ
− (Piwij)

−κ − (Piwij)
κ

2κ
− (Pj)

−κ − (Pj)
κ

2κ

+
(Pi)

−κ − (Pi)
κ

2κ
. (7.52)

Ao assumirmos a condição de balanço detalhado, P est
i wij = P est

j wji, temos

β(εi − εj) = −
[P est
j ]−κ − [P est

j ]κ

2κ
+

[P est
i ]−κ − [P est

i ]κ

2κ
, (7.53)

cuja solução é

P est
k (εk) =

1

Zκ(β)

[√
1 + (κβεk)2 + κβεk

] 1
κ
, (7.54)

onde identificamos Pk = G(βεk), com 1/Zκ(β) representando um fator de normalização. A distribuição

acima corresponde precisamente à distribuição de equilíbrio das Refs. [54, 55]. A condição de balanço

detalhado da Eq. (7.34) neste caso é
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w̃ij = w̃ji

wij

[√
1 + (κβεi)2 + κβεi

] 1
κ

= wji

[√
1 + (κβεj)2 + κβεj

] 1
κ

. (7.55)

7.3 Conclusões e perspectivas

Propomos neste capítulo uma generalização do teorema H utilizando equações mestras, de maneira

análoga à prova do teorema H usando EFPs não lineares efetuada recentemente [33,38,42], considerando

formas entrópicas generalizadas. A partir deste resultado, juntamente com aqueles apresentados no

Capítulo 3, mostramos que para sistemas descritos por EFPs não lineares as variações temporais da

energia livre e da energia interna estão diretamente relacionadas com as taxas de produção e fluxo de

entropia, respectivamente. A prova de tais relações é bastante simples e direta, sugerindo que devam

ser válidas não somente para sistemas descritos por EFPs, mas também para aqueles descritos por meio

de equações mestras. Na verdade, estas mesmas relações já haviam sido verificadas no caso particular

da entropia de BG utilizando uma equação mestra [77]. A fim de provar o teorema H considerando

uma forma entrópica generalizada, propomos que uma relação envolvendo termos da equação mestra

e da entropia deve ser satisfeita. No caso particular em que o sistema satisfaz a condição de balanço

detalhado, esta relação conduz à distribuição de equilíbrio. Por fim, analisamos alguns exemplos de

formas entrópicas conhecidas, sendo os resultados conhecidos para a entropia de BG recuperados como

caso particular.



Capítulo 8

Conclusões

O fenômeno da produção de entropia em sistemas fora do equilíbrio tem sido objeto de diversos

trabalhos na literatura, frequentemente associados à entropia de BG juntamente com a EFP linear ou

a equação mestra. No entanto, a aplicabilidade das equações lineares em física usualmente é restrita

a sistemas idealizados, não sendo adequadas ao tratamento de sistemas mais complicados, como por

exemplo, aqueles cujos processos envolvem difusão anômala. Desta forma, esta tese apresentou como

objetivo principal uma abordagem para o estudo da produção de entropia mais adequada a sistemas

pertencentes à classe dos sistemas complexos. Neste último capítulo apresentamos uma síntese dos

nossos principais resultados e propomos algumas possíveis extensões para estes.

No Capítulo 3, a taxa de produção de entropia em sistemas descritos por EFPs não lineares foi anali-

sada. Para tal, consideramos uma EFP não linear bastante geral, escrita em termos de dois funcionais da

probabilidade P (x, t), relacionados, respectivamente, aos termos de arrasto e difusão. Obtemos expres-

sões para ambas as contribuições associadas a variações temporais da entropia, ou seja, as taxas de fluxo

e produção de entropia, sendo a segunda sempre positiva para processos irreversíveis, como esperado.

Alguns exemplos de formas entrópicas conhecidas foram analisados, sendo a produção de entropia e o

fluxo associado à entropia de BG e à EFP linear recuperados como casos particulares. Uma vez que

a EFP não linear considerada está diretamente relacionada com entropias generalizadas, a abordagem

desenvolvida neste capítulo é relevante para o estudo de diversos fenômenos não lineares encontrados na

natureza.

Uma extensão do formalismo desenvolvido no Capítulo 3 é efetuada no Capítulo 4 onde investi-

gamos a variação temporal de formas entrópicas generalizadas, definidas por meio de probabilidades

discretas, governadas por uma equação mestra. Encontramos expressões para as contribuições de produ-

ção e de fluxo de entropia, obtidas para entropias bastante gerais, estendendo trabalhos anteriores com

probabilidades discretas, os quais, até onde conhecemos, haviam sido realizados apenas para a entropia

BG. Mostramos também que ambas as contribuições tornam-se nulas quando impomos a condição de

balanço detalhado, sendo a taxa de produção de entropia sempre positiva para processos irreversíveis,

como esperado. Com intuito de ilustrar os resultados obtidos, algumas formas entrópicas de interesse
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foram analisadas, sendo as expressões da produção e fluxo de entropia de BG recuperadas como casos

particulares.

Apresentamos no Capítulo 5 uma aplicação do método para o cálculo da produção de entropia uti-

lizando EFPs, descrito no Capítulo 3. Neste capítulo, consideramos um processo irreversível em um

modelo de vórtices interagentes em um movimento superamortecido, associado a um EFP não linear. O

sistema foi estudado em um regime tal que os efeitos térmicos podem ser desprezados, e desta forma,

as contribuições da entropia de BG puderam ser desconsideradas. Ambas as contribuições da variação

temporal da entropia foram analisadas, ou seja, a produção de entropia e o fluxo de entropia do sistema

para o ambiente. Apesar da ausência de ruído térmico, mostramos que a segunda lei da termodinâmica é

verificada por meio do aumento de S2(t) (entropia do tipo Tsallis) com o tempo, até o sistema atingir o

estado estacionário. Todos os resultados analíticos foram comparados com dados numéricos obtidos via

simulações de dinâmica molecular deste sistema, apresentando uma boa concordância.

Na sequência, modificamos o modelo de urna de Ehrenfest, introduzindo efeitos não lineares nas

probabilidades de transição. Estas não linearidades, que foram definidas por meio de dependências na

probabilidade de ocupação de ambas as urnas, fazem com que o processo passe a apresentar correlações

entre os movimentos das bolas no modelo. Estas modificações conduzem, no limite contínuo, a uma

EFP não linear caracterizada por dois termos difusivos, o termo linear do modelo da urna de Ehrenfest

usual e outro não linear, típico da difusão anômala. Obtemos a entropia associada esta EFP, sendo esta

composta pela soma das entropias de BG e de Tsallis, e analisamos a produção de entropia. Além disso,

mostramos que dois procedimentos diferentes, a extremização da entropia e o estado estacionário da

EFP correspondente, conduzem à mesma equação para a distribuição de equilíbrio, a qual foi resolvida

em alguns casos particulares. É importante ressaltar ainda que esta generalização recupera a mesma EFP

não linear relacionada ao sistema de vórtices, abordado no Capítulo 5, quando µ = ν = 2.

Por fim, no Capítulo 7 estendemos a prova do teorema H para formas entrópicas generalizadas usando

equações mestras. A prova do teorema H para entropias generalizadas usando EFPs não lineares foi

efetuada recentemente [33,38,42]. Por meio dos resultados obtidos nos capítulos anteriores, mostramos

que as contribuições de produção e fluxo de entropia estão diretamente relacionados com as derivadas

temporais da energia livre e da energia interna, respectivamente. Esta relação é facilmente verificada

quando utilizamos EFPs, de modo que argumentamos que também devam ser válidas quando utilizamos

equações mestras. Para que esta relação seja verificada para sistemas descritos por equações mestras

uma equação deve ser satisfeita. Mostramos que tal equação conduz à distribuição de equilíbrio quando

impomos a condição de balanço detalhado.

Como algumas perspectivas para trabalhos envolvendo os temas abordados ao longo desta tese, pode-

mos destacar: (i) estudo de outros sistemas específicos cuja produção e fluxo de entropia sejam descritos

pelo formalismo desenvolvido no presente trabalho, como por exemplo, plasmas e sistemas biológicos;

(ii) análise de outros modelos de urnas (ver por exemplo, Ref. [72]), seus respectivos limites contínuos

e possíveis entropias associadas; (iii) de maneira análoga ao que acontece no caso BG, tentar relacionar
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o termo de produção de entropia generalizado, obtido através da equação mestra, como a igualdade de

Jarzynski [49], assim como com o teorema de flutuação de Gallavotti e Cohen [47, 48].



Apêndice A

Integral estocástica: Itô versus Stratonovich

Em nossos cálculos do Capítulo 3, consideramos a seguinte equação diferencial estocástica,

η
dx(t)

dt
= f(x, t) + h(x, t)ζ(t) , (A.1)

onde

〈ζ(t)〉 = 0 ; 〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2ηDδ(t− t′) . (A.2)

Esta é uma equação não-linear do tipo Langevin, contendo um termo do tipo ruído multiplicativo h(x, t)ζ(t).

Sabe-se que a variável aleatória ζ(t) pode ser representada por uma sequência aleatória de funções

delta [19]. Assim, cada salto da função delta em ζ(t) gera um salto também em x(t). No entanto, não

está claro na Eq. (A.1) qual o valor de x(t) a ser substituído em h(x, t); se o valor de x(t) antes do salto,

o seu valor depois, ou ainda uma média de ambos.

Com o objetivo de exemplificar o problema, consideraremos a seguinte integral estocástica,∫ t

t0

dt′h(x(t′), t′)ζ(t′) . (A.3)

Podemos escrever ζ(t′) = dW (t′)
dt′

, onde W (t′) é também uma função aleatória conhecida como processo

de Wiener. Desta forma, temos∫ t

t0

dt′h(x(t′), t′)ζ(t′) =

∫ t

t0

dt′h(x(t′), t′)
dW (t′)

dt′
=

∫ t

t0

h(x(t′), t′)dW (t′) , (A.4)

e lembrando que, de acordo com as relações (A.2), temos

〈W (t)〉 = 0 ; 〈W 2(t)〉 = 2ηDt . (A.5)
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Com o intuito de obter uma interpretação para a integral (A.4), duas opções são frequentemente utiliza-

das:

1. Prescrição de Itô

I :

∫ t

t0

dt′h(x(t′), t′)dW (t′) = lim
N→∞

N∑
i=1

h(x(ti−1))(W (ti)−W (ti−1)) (A.6)

2. Prescrição de Stratonovich

S :

∫ t

t0

dt′h(x(t′), t′)dW (t′) = lim
N→∞

N∑
i=1

h

(
x(ti) + x(ti−1)

2

)
(W (ti)−W (ti−1)) (A.7)

Note que as duas interpretações não são equivalentes. Enquanto na prescrição de Itô o valor de x(t)

em h corresponde ao seu valor antes do salto, para Stratonovich este valor é uma média dos valores

antes e depois do salto. Ou seja, uma mesma integral estocástica, de modo geral, pode levar a diferentes

expressões, de acordo com a interpretação escolhida. Um exemplo disso é a EFP obtida a partir da

equação de Langevin (A.1).

Vamos considerar a seguinte expansão de Kramers-Moyal [19]

∂tP (u, t) =
∑
n≥1

(−1)n∂nu [D(n)(u, t)P (u, t)] , (A.8)

onde

D(n)(u, t) =
1

n!
lim
δ→0

〈[u(t+ δ)− u(t)]n〉
δ

. (A.9)

Queremos determinar os coeficientes D(1) (termo de arraste), D(2) (termo difusivo) e D(n) para n ≥ 3

usando a equação de Langevin (A.1) para ambas as prescrições. Desta forma, usamos

η(x(t+ dt)− x(t)) = f(x(t), t)dt+ h(x(tα), tα)[W (t+ dt)−W (t)] , (A.10)

com tα = t+ αdt, α = 0 para Itô, e α = 1/2 para Stratonovich. Assim, temos

h(x(tα), tα) = h(x(t), t) + ∂x[h(x(t), t)](x(tα)− x(t)) + . . .

= h(x(t), t) +
1

η
∂x[h(x(t), t)]{f(x(t), t)αdt

+h(x(t), t)[W (t+ αdt)−W (t)]} . (A.11)
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Substituindo na Eq. (A.11),

η(x(t+ dt)− x(t)) = f(x(t), t)dt+ h(x(t), t)[W (t+ dt)−W (t)]

+
1

η
∂x[h(x(t), t)]{f(x(t), t)αdt}[W (t+ dt)−W (t)]

+
1

η
∂x[h(x(t), t)]{h(x(t), t)[W (t+ αdt)−W (t)][W (t+ dt)−W (t)]} .

(A.12)

Agora, tomando a média,

η〈(x(t+ dt)− x(t))〉 = f(x(t), t)dt+
1

η
∂x[h(x(t), t)]{h(x(t), t)〈[W (t+ αdt)−W (t)]

×[W (t+ dt)−W (t)]〉}

= f(x, t)dt+
1

η
h(x, t)∂xh(x, t)

∫ t+dt

t

dt′
∫ t+αdt

t

dt′′〈ζ(t′)ζ(t′′)〉

〈(x(t+ dt)− x(t))〉 =
1

η
{f(x, t) + 2αDh(x, t)∂x[h(x, t)]} dt . (A.13)

Logo, o termo de arrasteD(1) é dado por f(x, t)/η para Itô (α = 0), e por [f(x, t)+Dh(x, t)∂xh(x, t)]/η

na interpretação de Stratonovich (α = 1/2). Cálculo semelhante pode ser feito para obter o termo

difusivo da EFP; neste caso obtém-se D(2) = Dh2(x, t)/η em ambas as interpretações. Todos os demais

coeficientes D(n) (n ≥ 3) são nulos, tanto para Itô quanto para Stratonovich.

Desta forma, a equação diferencial estocástica (A.1) leva a EFP

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[f(x, t)P (x, t)]

∂x
+D

∂2[h2(x, t)P (x, t)]

∂x2
, (A.14)

pela prescrição de Itô, enquanto que a mesma equação leva a

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[f(x, t)P (x, t)]

∂x
+D

∂

∂x

{
h(x, t)

∂

∂x
[h(x, t)P (x, t)]

}
, (A.15)

usando a prescrição de Stratonovich para a integral estocástica. É importante notar que ambas as

interpretações levam a mesma EFP para uma equação do tipo Langevin com ruído aditivo, ou seja

h(x, t) = constante.



Apêndice B

Condições de contorno para uma distribuição
de probabilidades com suporte compacto

Seja a equação de Fokker-Planck não linear apresentada no Capítulo 5,

η
∂P (x, t)

∂t
= −∂[A(x)P (x, t)]

∂x
+ 2D

∂

∂x

{
[λP (x, t)]

∂P (x, t)

∂x

}
. (B.16)

Por conveniência, escrevemos a Eq. (B.16) na forma de uma equação de continuidade,

∂P (x, t)

∂t
= −∂J(x, t)

∂x
, (B.17)

onde

J(x, t) =
1

η

{
A(x)P (x, t)− 2λDP (x, t)

[
∂P (x, t)

∂x

]}
. (B.18)

Além disso, assumimos as seguintes condições de contorno para a solução utilizada no Capítulo 5,

P (x, t)|x=±x = 0,
∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=±x

= ∓ξ(t) (ξ(t) > 0) . (B.19)

Deste modo, para a distribuição dada pela Eq. (5.8), definida no intervalo [−x(t), x(t)] temos
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Ψ[P (x, t)]|x=±x = P (x, t)|x=±x = 0 ,

Ω[P (x, t)]|x=±x = 2λP (x, t)|x=±x = 0,

∂P (x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=±x

= ∓ξ(t) , ξ(t) = 2B(t)β(t)x

J(x, t)|x=±x = 0 . (B.20)

Pela prova do teorema H, sabemos que a entropia e a equação de Fokker-Planck estão relacionadas da

seguinte forma

− d2g

dP 2
=

Ω[P ]

Ψ[P ]
, (B.21)

onde utilizamos (dΛ[Q]/dQ) = 1 na Eq. (2.52). Para Ψ[P (x, t)] = P (x, t) e Ω[P (x, t)] = 2λP (x, t), a

forma da entropia correspondente é

S = k

{
1− λ

∫ +x

−x
dx[P (x, t)]2

}
. (B.22)

Assim, podemos calcular a taxa de variação da entropia

d

dt
S[P ] = k

d

dt

{
1− λ

∫ +x

−x
dx[P (x, t)]2

}
= −kλ d

dt

∫ +x

−x
dx[P (x, t)]2

= −2kλ

∫ +x

−x
dxP (x, t)

∂P (x, t)

∂t

= 2kλ

∫ +x

−x
dxP (x, t)

∂J(x, t)

∂x
, (B.23)

onde usamos a Eq. (B.17). Integrando por partes a Eq. (B.23), obtemos

d

dt
S[P ] = −2kλ

∫ +x

−x
dxJ(x, t)

∂P (x, t)

∂x
, (B.24)

e usando a corrente de probabilidades dada pela Eq. (B.18),
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∂P (x, t)

∂x
=
A(x)P (x, t)− ηJ(x, t)

2λDP (x, t)
, (B.25)

resultando em

d

dt
S[P ] = −2kλ

∫ +x

−x
dxJ(x, t)

A(x)P (x, t)− ηJ(x, t)

2λDP (x, t)

= − k
D

∫ +x

−x
dx

[
A(x)J(x, t)− η [J(x, t)]2

P (x, t)

]
= η

k

D

∫ +x

−x
dx

[J(x, t)]2

P (x, t)
− k

D

∫ +x

−x
dxA(x)J(x, t). (B.26)

Analisando a Eq. (B.26), podemos identificar o termo

Π = η
k

D

∫ +x

−x
dx

[J(x, t)]2

P (x, t)
≥ 0 , (B.27)

como sendo a produção de entropia, e

Φ =
k

D

∫ +x

−x
dxA(x)J(x, t) , (B.28)

como o fluxo de entropia do sistema para o ambiente. Portanto, ambas as contribuições da produção e do

fluxo de entropia apresentam expressões equivalentes àquelas obtidas no Capítulo 3, com uma simples

modificação nos limites de integração.
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