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"Man,
he took his time in the sun,

had a dream to understand a single grain of sand.
He gave birth to poetry, but one day’ll cease to be.

Greet the last light of the library."
- Marco Hietala e Tuomas Holopainen, Nightwish.



Resumo
Nós investigamos a dinâmica cosmológica induzida por uma eletrodinâmica não-linear em
um universo homogêneo e isotrópico, dando enfoque ao papel de campos eletromagnéticos
primordiais com orientações espaciais aleatórias. Partindo de uma generalização do pro-
cedimento de médias de Tolman-Ehrenfest, nós derivamos um tensor momento-energia
consistente com as simetrias do espaço-tempo, incorporando a influência do invariante
dual G e suas contribuições estatísticas. Considera-se um modelo de eletrodinâmica
não-linear particular em que se realizam correções quadráticas à Lagrangeana de Maxwell,
avaliando situações puramente magnéticas e configurações estatisticamente nulas. Nós
analisamos a dinâmica cosmológica resultante por meio de métodos qualitativos. A partir
da construção de um sistema dinâmico planar é possível identificar pontos de equilíbrio,
analisar sua estabilidade e estudar o comportamento das soluções para diferentes escolhas
da curvatura espacial. O estudo qualitativo é complementado pela análise da dinâmica de
perturbações escalares geradas a partir do formalismo de Jordan-Ehlers-Kundt e utilizando
as equações quasi-Maxwellianas. Para a análise das perturbações é construída uma base
escalar de harmônicos esféricos que permite a construção de um sistema dinâmico planar
não-autônomo para a evolução de perturbações no cisalhamento e parte elétrica do tensor
de Weyl. As soluções obtidas apresentam a possibilidade de soluções de ricochete, soluções
cíclicas e cenários de expansão acelerada. É dada atenção especial aos dois casos limitantes,
em que ambos exibem retratos de fase qualitativamente distintos, assim como apresentam
comportamentos diferentes para as condições de energia nula e forte. A mesma estrutura
é utilizada para avaliar a evolução das perturbações escalares, discutindo sua atenua-
ção/crescimento durante as possíveis fases de expansão cosmológica, simultaneamente
apresentando uma comparação entre o modelo não-linear e o modelo linear. Este trabalho
permite compreender a influência de campos eletromagnéticos não-lineares em um universo
primordial e dá abertura para explorar suas consequências observacionais.

Palavras-chave: Eletrodinâmica não-linear; média de Tolman-Ehrenfest; cosmologia;
teoria qualitativa das equações diferenciais; teoria de perturbações; equações quasi-
Maxwellianas.



Abstract
We investigate the cosmological dynamics induced by nonlinear electrodynamics in a ho-
mogeneous and isotropic universe, focusing on the role of primordial electromagnetic fields
with random spatial orientations. Building upon a generalization of the Tolman–Ehrenfest
averaging procedure, we derive a modified energy-momentum tensor consistent with the
spacetime symmetries, incorporating the influence of the dual invariant G and its statistical
contributions. A specific nonlinear electrodynamics model with quadratic corrections to
Maxwell’s Lagrangian is considered, giving rise to what we define as a quasi-magnetic
universe, interpolating between purely magnetic and statistically null field configurations.
We analyze the resulting cosmological dynamics through qualitative methods. By casting
the equations into an autonomous dynamical system, we identify the equilibrium points,
determine their stability, and study the behavior of solutions under various spatial curva-
tures. The qualitative study is complemented by the analysis of the dynamics of scalar
perturbations introduced through the Jordan-Ehlers-Kundt formalism and using the quasi-
maxwellian equations. To analyze the perturbations, a scalar basis is built for spherical
harmonics that allows the construction of a planar non-autonomous dynamical system for
the evolution of the shear and the electric part of the Weyl tensor. Our findings reveal the
existence of bouncing and cyclic solutions, regions where energy conditions are violated,
and scenarios of accelerated expansion. Special attention is given to two limiting cases,
both of which exhibit qualitatively distinct phase portraits and energy-condition behavior.
The same structure is used to evaluate the evolution of scalar perturbations, discussing its
attenuation/growth through possible phases of cosmological expansion, simultaneously pre-
senting a comparison between the nonlinear model and the linear model. This work provides
a comprehensive framework for understanding the influence of nonlinear electromagnetic
fields in the early universe and opens avenues for exploring their observational consequences.

Keywords: Nonlinear electrodynamics; Tolman-Ehrenfest averaging; cosmology; qualita-
tive theory of differential equations; perturbation theory; quasi-maxwellian equations.
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diagrama de fase é para ϵ > 0 e a0 = 10.0, o segundo para ϵ = 0 e
a0 = 1.0, e o terceiro para ϵ < 0 e a0 = 1.0. Todos avaliados na região
em que B0 < B2. Para o diagrama em que ϵ < 0 são apresentadas curvas
para m < 3|ϵ| (tracejada vermelha), m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ|
(verde ponto-tracejada). A condição inicial para as perturbações é
(Σ0, E0) = (0.01, 0.01). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Figura 18 – Retratos de fase para o caso V em que w = 1/8. Curvas para B0 =
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β̃ - Renormalização paramétrica dada por 16βσ
3 .

w - Renormalização paramétrica dada por β̃−2α̃σ

4 ˜alpha(1+σ) .

ϵ - Tri-curvatura espacial na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker, com valores ϵ = 0,±1 .

c2
s - Velocidade do som ao quadrado.

λ - Parâmetro da equação de estados, relacionando pressão e densidade
de energia.

κ - Parâmetro de gravitação universal atuando como fator de proporciona-
lidade entre o lado geométrico e material da equação de Einstein.

m - Parâmetro livre que caí com o quadrado do comprimento de onda das
perturbações.

k - Comprimento de onda das perturbações.
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1 Introdução

O modelo cosmológico ΛCDM apresenta diversos sucessos, tais como a radiação
cósmica de fundo (CMB), a estrutura de grande escala, e a aceleração aparente do universo.
No entanto, apresenta desafios significativos quando confrontado com diferentes conjuntos
de dados [1]. Alguns destes desafios são recentes, como as incertezas sobre a natureza da
matéria escura e energia escura [2, 3], assim como a persistente tensão de Hubble [4, 5].
Outros desafios são antigos, incluindo dificuldades apresentadas pela presença de uma
singularidade inicial, tais como os problemas do horizonte e da planicidade.

Estes desafios demonstram a necessidade de exploração e refinamento dos mode-
los cosmológicos, introduzindo propostas que se estendem além do paradigma ΛCDM.
Por exemplo, em modelos cosmológicos com ricochete [6, 7] ou cíclicos [8, 9, 10, 11], a
homogeneidade e isotropia do espaço-tempo são preservadas, enquanto a singularidade
inicial e seus problemas associados são evitados, frequentemente através da incorporação
de princípios da mecânica quântica [12, 13, 14]. Em contraste, modelos cosmológicos
com inomogeneidades [15, 16, 17, 18] se afastam do princípio cosmológico, resultando em
uma estrutura mais complexa e diversa, com mais graus de liberdade, contudo ao custo
do aumento da complexidade técnica. Além disso, modificações às equações de campo
de Einstein são utilizadas por uma ampla gama de teorias alternativas, como modelos
de gravitação f(R) [19, 20, 21, 22], f(T ) [23, 24, 25, 26], e f(Q) [27, 28, 29, 30], assim
como a gravidade teleparalela [31], a teoria de Horndeski [32], e outros [33, 34, 35, 36, 37],
oferecendo um conjunto rico e variado de possibilidades para explorações teóricas.

Neste trabalho, nós exploramos uma abordagem alternativa ao investigar como
campos eletromagnéticos primordiais, governados por uma equação de movimento não-
linear, influenciam a dinâmica do universo primordial. A eletrodinâmica não-linear
(ENL) surge em vários contextos visando discutir desafios presentes na eletrodinâmica
clássica, tais como limites para os campos [38], predições de correções de campos fortes
[39, 40], birrefringência do vácuo [41, 42, 43], e a natureza da propagação da luz [44,
45, 46]. As diferentes características dos modelos não-lineares resultam em diferentes
efeitos cosmológicos [47, 48, 49, 50], incluindo modelos com fases de expansão acelerada
[51, 52, 53, 54, 55], modelos não-singulares [6, 10, 11, 52, 56, 57], e numerosos estudos
examinando as implicações para a dinâmica de buracos negros [58, 59, 60, 61, 62, 63].

Em contraste com os trabalhos anteriores que examinaram universos puramente
magnéticos ou modelos de ENL particulares [64, 44, 52, 56, 65, 66], este trabalho desenvolve
uma descrição dinâmica unificada. Aqui apresenta-se a (i) generalização do procedimento
de médias de Tolman-Ehrenfest para incluir sistematicamente efeitos não-lineares, (ii)
incorpora-se um campo elétrico não-nulo, que significativamente enriquece os ramos da
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dinâmica cósmica primordial, mesmo que os dados observacionais atuais sugiram que
o campo seja negligenciável, (iii) analisa-se a estrutura do espaço de fase do sistema
dinâmico autônomo resultante, incluindo os pontos fixos, separatrizes entre regiões de
comportamento qualitativo diferente, e limites das condições de energia, e (iv) apresenta-se
a evolução de perturbações escalares invariantes de calibre a partir do formalismo de
Jordan-Ehlers-Kundt (JEK) e da utilização das equações quasi-Maxwellianas (EQM),
comparando a atenuação/crescimento das perturbações entre uma ENL e a eletrodinâmica
linear de Maxwell.

A análise de perturbações dentro da cosmologia sempre foi uma área de extrema
relevância teórica ([67, 68, 69]) e observacional ([70, 71, 72, 73, 74]), sendo relevante
para explicar a formação de estruturas de grande e pequena escala ([75, 76, 77, 78]), a
geração de ondas-gravitacionais ([79, 80, 81]) e a presença de anisotropias ([82, 83, 84, 85])
no conjunto de dados observacionais atuais. A análise mais amplamente utilizada para
estudar a sua evolução é construída a partir de grandezas que dependem de uma escolha
de calibre ([86, 87, 69, 88, 68]), levando a incertezas sobre o caráter físico do resultado
obtido a partir das equações de campo da relatividade geral (RG). Nossa escolha de utilizar
o formalismo JEK é devido à possibilidade de analisar um sistema dinâmico fechado
não-autônomo que determina a evolução de perturbações escalares para grandezas que
são nulas na geometria homogênea e isotrópica de fundo, e, portanto, independentes de
calibre ([89, 90, 81, 91, 92]). Este trabalho discute a evolução destas perturbações a partir
do comportamento qualitativo de uma cosmologia gerada por ENL na perspectiva de um
procedimento de Tolman-Ehrenfest generalizado.

Para cobrir esta lacuna na literatura, o foco deste trabalho será o setor quadrático
de ENL. Os termos quadráticos surgem naturalmente como as correções dominantes na
ação efetiva de Euler-Heisenberg [41] e as expansões de campo fraco da teoria de Born-
Infeld [38], tornando-os pontos de partida bem estabelecidos para um estudo dinâmico
qualitativo. Para esclarecer o posicionamento deste trabalho dentro dos estudos em
cosmologia modificada, nós enfatizamos que nossa abordagem é construída com base
em modificações no setor material das equações de campo, ou seja, efeitos de uma ENL
em um fundo homogêneo e isotrópico, sem realizar modificações no setor gravitacional.
Além disso, nossas suposições são fisicamente razoáveis, uma vez que a fase quente e
densa de um universo primordial podia naturalmente excitar correções não-lineares no
eletromagnetismo.

O trabalho é organizado da seguinte forma. No capítulo 2, nós discutimos a
generalização do procedimento de Tolman-Ehrenfest na presença de ENL em um fundo
homogêneo e isotrópico, além de introduzir uma lagrangeana de ENL específica para
analisar as implicações cosmológicas deste procedimento, assim como apresentamos uma
relação entre os campos elétricos e magnéticos que permite tratar o sistema univocamente.
No capítulo 3, nós aplicamos a teoria de equações diferenciais para explorar a dinâmica
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completa do universo nesta construção: primeiro identificamos os pontos de equilíbrio e
examinamos sua estabilidade, então impomos a equação de Friedmann como vínculo e
discutimos as soluções físicas para diferentes valores para a curvatura da seção espacial,
também analisamos os casos limite em que o campo elétrico é nulo, universo magnético
(UM) e o caso em que estatisticamente ambos os invariantes eletromagnéticos são nulos,
universo estatisticamente nulo (UEN), e estudamos seu comportamento. No capítulo 4,
apresentamos o formalismo JEK para o estudo da evolução dos campos em RG, construímos
as equações de evolução para as perturbações escalares a partir de uma base escalar de
harmônicos esféricos e avaliamos qualitativamente a dinâmica de um sistema planar não-
autônomo formado pelo cisalhamento e pela parte elétrica do tensor de Weyl, comparando
os resultados da evolução destas perturbações à obtida por uma eletrodinâmica linear.
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2 O procedimento de Tolman-Ehrenfest revi-
sitado

Neste capítulo será apresentada a forma de introduzir uma eletrodinâmica não-
linear (ENL) como fonte para uma cosmologia homogênea e isotrópica. Apresenta-se
uma generalização para o procedimento de Tolman-Ehrenfest ([93, 94]) e as condições
para recuperar o procedimento original. Também será discutido o caso particular de uma
densidade lagrangeana, L(F,G), que incorpora correções quadráticas à lagrangeana de
uma eletrodinâmica linear.

2.1 Utilizando uma eletrodinâmica não-linear como fonte para uma
geometria homogênea e isotrópica.
Um universo homogêneo e isotrópico é descrito por uma métrica dada por

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + f 2(χ)(dθ2 + sen2(θ)dϕ2)

]
, (2.1)

em que f(χ) = (χ, sen(χ), senh(χ)) respectivamente para as escolhas do sinal do parâmetro
de curvatura espacial, ϵ = 0,+1,−1 [1]. Esta métrica representa a estrutura geométrica
gerada por uma fonte material, neste trabalho uma ENL realiza este papel. O tensor
energia-momento que descreve este tipo de modelo é dado por

T µν = −4LFF
µαF ν

α − (L −GLG)gµν , (2.2)

em que Fµν é o tensor de Faraday, decomposto em termos dos vetores campo elétrico, Eµ,
e campo magnético, Bµ, através de um campo de observadores, vµ, da seguinte maneira

Fµν = Eµvν − Eνvµ + ηµν
αβvαBβ, (2.3)

definindo LF e LG como as derivadas parciais da densidade lagrangeana L(F,G) em
relação aos invariantes eletromagnéticos, F e G. Os invariantes são definidos como
F = F µνFµν = 2(B2 −E2), e, a partir da operação dual G = F ∗µνFµν = −4(EµBµ). Note
que se faz necessário o uso do tensor dual η αβ

µν definido como [95]:

ηµναβ =
√

−gϵµναβ, (2.4)

em que ϵµναβ é o pseudo-tensor puramente antissimétrico de Levi-Civita e g = det(gµν).
Utilizando o campo de observadores, e definindo um projetor hµν = gµν − vµvν , é possível
obter os elementos independentes do fluido como [95]:
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ρ = −L + LGG− 4LFE
2, (2.5)

p = L − LGG− 4
3LF (F + E2), (2.6)

qλ = −4LFηλγρσv
ρBσEγ, (2.7)

πµν = 4LF (EµEν +BµBν) + 4
3LF

(
E2 +B2

)
hµν , (2.8)

em que ρ é a densidade de energia, p é a pressão isotrópica, qλ é o fluxo de calor e πµν é a
pressão anisotrópica. A intensidade dos campos E2 e B2 podem ser escritas como [96]

E2 ≡ −EµEµ, B2 ≡ −BµBµ. (2.9)

A presença de termos não-diagonais em um modelo de ENL geral não é compatível
com uma cosmologia homogênea e isotrópica. Note que as equações dinâmicas que definem
como um fluido pode gerar uma estrutura geométrica, em RG, são dadas pelas equações
de campo de Einstein ([1]) na forma

Gµν = Rµν − 1
2Rgµν = κTµν , (2.10)

e, como o lado esquerdo das equações, escrito em termos do tensor de Ricci, Rµν , e
do escalar de Ricci, R, descreve uma estrutura diagonal quando considera-se a métrica
(2.1),tem-se que apenas um fluido perfeito poderia gerar a estrutura geométrica desejada.
Uma alternativa a esta característica foi dada por Tolman-Ehrenfest, estabelecendo médias
espaciais sobre células cosmológicas da seguinte maneira

⟨X⟩(t) = lim
V →V0

1
V

∫
V
X

√
−gd3x, (2.11)

em que V0 é o volume da célula cosmológica ([93]). Utilizando esta definição é possível impor
sobre o fluido generalizado condições de homogeneidade e isotropia, ou seja, condições
tais que em uma média espacial, a fonte se comporte como um fluido perfeito. Para isso,
tomam-se as condições

⟨LFB
µEν⟩ = 0, (2.12)

e
⟨LFE

µEν⟩ + ⟨LFB
µBν⟩ = −1

3⟨LF ⟩(E2 +B2)hµν , (2.13)

construídas de forma que ⟨qλ⟩ e ⟨πµν⟩ sejam nulas. Diferentemente do proposto a partir
dos trabalhos de Tolman-Ehrenfest, nas condições (2.12) e (2.13) levam-se em consideração
a possibilidade de uma dependência espacial dentro das derivadas LF e LG. As variáveis
aleatórias utilizadas são os vetores campo elétrico e magnético, e as suas médias represen-
tadas como ⟨Eµ⟩ e ⟨Bµ⟩. Desta forma, a dependência de G nas grandezas físicas, também



Capítulo 2. O procedimento de Tolman-Ehrenfest revisitado 22

deve ser tomada como uma variável aleatória, uma vez que o ângulo entre os campos é
uma variável aleatória.

Ao estabelecer que ⟨G⟩ ≠ G surgem modificações na estrutura usual de um fluido
perfeito, a densidade de energia e a pressão isotrópica devem ter suas médias calculadas e,
portanto, apresentadas como

⟨ρ⟩ = −⟨L⟩ + ⟨LGG⟩ − 4E2⟨LF ⟩, (2.14)

⟨p⟩ = ⟨L⟩ − ⟨LGG⟩ − 4
3(F + E2)⟨LF ⟩. (2.15)

Adicionalmente, a partir das equações de movimento de uma ENL [95]

∂ν (LFF
µν + LG

∗F µν) = 0 (2.16)

se estabelecem vínculos que precisam ser identicamente obedecidos. Utilizando a definição
de médias espaciais e a decomposição (2.3) obtém-se que

⟨LFE
µ⟩ = −⟨LGB

µ⟩, e ⟨LGE
µ⟩ = ⟨LFB

µ⟩. (2.17)

Existem condições sobre L(F,G) que permitem recuperar as condições originais de Tolman-
Ehrenfest. Em particular, quando L(F,G) = L(F ) + L(G), tem-se que LF = f(F ). Sem
dependência em G, a derivada parcial pode ser retirada das médias nas condições (2.12) e
(2.13), e, tomando como condição a independência das variáveis aleatórias, obtém-se

⟨Eµ⟩ = 0, ⟨Bµ⟩ = 0, ⟨BµEν⟩ = 0,

⟨EµEν⟩ = −E2

3 hµν , and ⟨BµBν⟩ = −B2

3 hµν .

Note que estas condições também são válidas para toda lagrangeana da forma L(F,G) =
L(F ).

2.2 Aplicando correções quadráticas a uma eletrodinâmica linear
O modelo de ENL utilizado aplica correções quadráticas a uma eletrodinâmica

linear através dos invariantes eletromagnéticos, F e G. A forma mais geral deste tipo de
correção pode ser escrita como

L(F,G) = −1
4F + αF 2 + βG2 + γFG, (2.18)

em que α, β e γ são parâmetros livres do modelo com a dimensão apropriada. Modelos
com β, γ = 0 foram estudados minuciosamente na literatura, estabelecendo uma receita
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para construir modelos cosmológicos cíclicos, com ricochete do fator de escala e eras
inflacionárias (veja [10, 11, 52, 56] e suas referências). Sabe-se que em uma eletrodinâmica
quântica padrão, os valores numéricos dos coeficientes de Euler-Heisenberg são suprimidos
por potências inversas da massa do elétron:

α = 21α2

45m4
e

, β = 147α2

45m4
e

, γ = 0, (2.19)

em que me é a massa do elétron e α2 é a constante de estrutura fina [96]. Portanto, estas
contribuições são muito pequenas em escala cosmológica; consequentemente, as correções
quadráticas de uma eletrodinâmica quântica não produziriam efeitos intensos em um
universo primordial. Neste trabalho será discutido como a mudança destes parâmetros
pode mudar qualitativamente o comportamento do sistema dinâmico construído a partir
das equações de Friedmann, e também se é possível identificar diferenças na evolução de
perturbações de grandezas tensoriais devido às não-linearidades do modelo. Em primeiro
lugar é necessário avaliar as condições para se obter um fluido perfeito médio. Aplicando
a condição (2.12), obtém-se

(
−1

4 + 2αF
)

⟨G⟩ + γ⟨G2⟩ = 0. (2.20)

Da relação (2.20) percebe-se uma dependência direta entre as médias ⟨G2⟩ e ⟨G⟩. Não
há argumento físico para estabelecer estas médias sem resolver as equações médias de
movimento (2.17). Em geral, resolver estas equações é necessário, no entanto, este modelo
pode ser simplificado utilizando que γ = 0. Sob esta escolha, note que a condição (2.12)
implica que ⟨G⟩ = 0, e a condição para ⟨G2⟩ pode ser obtida a partir de argumentos de
independência das variáveis aleatórias. Note que

⟨G2⟩ = 16⟨EµBνEαBβ⟩gµνgαβ = 16⟨EµEα⟩⟨BνBβ⟩gµνgαβ, (2.21)

utilizando que ⟨Eµ⟩ e ⟨Bµ⟩ são variáveis aleatórias independentes . Com o mesmo argumento
também é possível separar as condições (2.13) da maneira estabelecida por Tolman. E,
utilizando as definições e as definições 2.9, obtêm-se que

⟨G2⟩ = 16
3 E

2B2. (2.22)

Esta média é a principal forma sob a qual o procedimento generalizado das médias pode
influenciar a evolução dinâmica do modelo. Calculando a densidade de energia e pressão
isotrópica para a lagrangeana (2.18) com γ = 0, tem-se

⟨ρ⟩ = 1
4F − αF 2 + β⟨G2⟩ + E2 (1 − 8αF ) , (2.23)

⟨p⟩ = −1
4F + αF 2 − β⟨G2⟩ + 1

3(F + E2) (1 − 8αF ) . (2.24)
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É importante perceber que ⟨F ⟩ = F pois este invariante depende apenas do tempo, e não
há razão para se esperar flutuações devido à distribuição utilizada ao se calcular as médias
sobre a célula cosmológica. Para que o sistema possa ser integrado completamente, ou
seja, obter, a partir das equações de Friedmann, a evolução temporal do fator de escala e
dos elementos das fontes, B(t) e E(t), é necessário vincular um destes elementos. Para
isso, estabelece-se a seguinte relação entre os campos

E2 = σB2, (2.25)

em que σ é uma variável adimensional delimitada no intervalo 0 < σ < 1. A escolha σ = 0
retorna o universo magnético (UM) estudado extensivamente em trabalhos anteriores
([10, 11]), e com σ = 1 tem-se o limite superior nomeado universo estatisticamente nulo
(UEN), uma vez que F = 0 em conjunto com a condição anterior ⟨G⟩ = 0. Utilizando
então a relação (2.25), e o resultado (2.22), é possível escrever as médias da densidade de
energia e pressão isotrópicas como

⟨ρ⟩ = 1
2(1 + σ)B2 +

[
β̃ − α̃(1 + 3σ)

]
B4, (2.26)

⟨p⟩ = 1
6(1 + σ)B2 −

[
β̃ + 1

3 α̃(5 − σ)
]
B4, (2.27)

em que β̃ = 16βσ
3 e α̃ = 4α(1 − σ). A partir destas relações é possível calcular as condições

de energia nula (NEC) e forte (SEC), a partir das relações

⟨ρ⟩ + ⟨p⟩ = 2
3
[
1 − 4α̃B2

]
(1 + σ)B2 ≥ 0, para NEC, (2.28)

⟨ρ⟩ + 3⟨p⟩ = (1 + σ)B2 − 2
[
β̃ + α̃(3 + σ)

]
B4 ≥ 0, para SEC. (2.29)

A partir das relações (2.28) e (2.29) é possível discutir as primeiras características do
modelo. Note que B2 > 1

4α̃
indica a violação da NEC. No entanto, como α̃ → 0 quando

σ → 1, esta condição nunca é violada no UEN. A SEC pode ser violada para toda escolha
de σ. Note que esta é uma condição necessária para obter uma expansão acelerada para o
fator de escala.

A partir das equações (2.5) e (2.6) também é possível avaliar a equação de continu-
idade para um fluido perfeito médio, escrita da forma

⟨ρ̇⟩ + 3 ȧ
a

(⟨ρ⟩ + ⟨p⟩) = 0, (2.30)

em que a(t) é o fator de escala deste universo. A expressão (2.30) pode ser reescrita da
seguinte forma

1
⟨ρ⟩ + ⟨p⟩

d⟨ρ⟩
dB

dB = −3da
a
,
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e integrada analiticamente quando ⟨ρ⟩ + ⟨p⟩ ̸= 0, obtendo

a

a0
=
√
B0

B

(
1 − 4α̃B2

1 − 4α̃B2
0

)w

, (2.31)

em que w = β̃−2α̃σ
4α̃(1+σ) e B = B(t) é a intensidade do campo magnético. A expressão acima

se reduz exatamente ao que foi obtido para o UM quando σ = 0, obtendo

a

a0
=
√
B0

B
. (2.32)

Mas note que quando σ → 1 a definição do parâmetro w não é válida. É possível obter,
como limite da relação (2.31), quando σ → 1, a seguinte expressão

a

a0
=
√
B0

B
e− 8

3 β(B2−B2
0), (2.33)

relação que também pode ser obtida integrando-se diretamente a equação (2.30) com
σ = 1. As relações (2.31), (2.32) e (2.33) serão utilizadas para realizar a análise qualitativa
do sistema dinâmico formado pelas equações de Friedmann.



26

3 A análise qualitativa de um universo quase-
magnético

Neste capítulo, são apresentadas a estrutura matemática e argumentos físicos que
permitem construir um sistema dinâmico a partir das equações de campo de Einstein
para um universo homogêneo e isotrópico. Também discute-se o comportamento quali-
tativo das soluções na vizinhança dos equilíbrios, verificando a presença de bifurcações,
comportamento singular e a violação das condições de energia.

3.1 O sistema dinâmico e seus equilíbrios
Para uma geometria dada por (2.1), e utilizando as equações de campo de Einstein,

obtém-se a seguinte equação diferencial de primeira ordem

(
ȧ

a

)2
+ ϵ

a2 = ⟨ρ⟩
3 , (3.1)

relacionando o fator de escala a(t) com a fonte material ⟨ρ⟩ e a curvatura da seção espacial
ϵ = 0,±1. Em conjunto com a equação (2.30) é possível escrever esta equação como a
seguinte equação diferencial de segunda ordem

ä

a
= −1

6 (⟨ρ⟩ + 3⟨p⟩) , (3.2)

chamada de equação da aceleração. Pelo lado direito de (3.2) fica clara a necessidade da
SEC ser violada para que haja uma expansão acelerada do fator de escala (ä > 0). A
partir desta equação é possível escrever um sistema dinâmico, reescrevendo uma equação
de segunda ordem como duas equações de primeira ordem autônomas. A maior dificuldade
neste procedimento ocorre devido a ⟨ρ⟩ e a ⟨p⟩ dependerem apenas do campo magnético
B(t), e a irreversibilidade da equação (2.31) para valores de σ arbitrários. Esta dificuldade
pode ser resolvida utilizando a equação (2.31) para escrever as equações (3.1) e (3.2) em
termos do campo magnético e suas derivadas, tem-se que

ȧ

a
= −(1 − 4α̃(1 − 4w)B2) Ḃ

2B(1 − 4α̃B2) , (3.3)

e, calculando a segunda derivada

ä

a
−
(
ȧ

a

)2
= − d

dt

[
(1 − 4α̃(1 − 4w)B2)

2B(1 − 4α̃B2)

]
Ḃ − (1 − 4α̃(1 − 4w)B2)

2B(1 − 4α̃B2) B̈, (3.4)

ou, a partir da mudança de variáveis y = Ḃ
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Ḃ = y, ẏ = f2(B)y2 + f3(B)
f1(B) , (3.5)

em que as funções auxiliares têm a seguinte definição

f1(B) = 1
2B(1 − 4α̃B2)[1 − 4(1 − 4w)α̃B2], (3.6)

f2(B) = 3
4(1 − 4α̃B2)2 + 64w(w − 1)α̃2B4, (3.7)

f3(B) = (1 + σ)(1 − 4α̃B2)2B4 [1 − 2α̃(4w + 3)B2]
6 . (3.8)

Quando f1(B) → 0, o sistema dinâmico apresenta verticais nas coordenadas

B1 = 0, B2 = 1
2
√

(1 − 4w)α̃
, ou B3 = 1

2
√
α̃
, (3.9)

indicando comportamento singular do sistema dinâmico. Estas verticais devem ser in-
terpretadas como singularidades paramétricas no sistema dinâmico, note que é possível
fazer uma reparametrização temporal da forma τ →

∫ dt
f1

, de forma a regularizar o sistema
dinâmico, ou seja

dB

dτ
= yf1(B), e dy

dτ
= f2(B)y2 + f3(B). (3.10)

Note que apenas na situação apresentada em (3.10) é possível perceber equilíbrios com
y ≠ 0, em particular quando y = ±

√
−f3

f2
. Perceba que f3 → 0 quando B → B3, portanto

esta coordenada não indica um novo equilíbrio no sistema renormalizado, no entanto,
quando B → B2 existe um par de valores de y que indicam equilíbrios no sistema dinâmico,
estes pontos apenas existem para valores de w no intervalo (− 1

12 , 0). Também é importante
apontar que as grandezas ⟨ρ⟩ e ⟨p⟩ nem sempre divergem nas coordenadas das verticais,
divergem apenas se existir a divergência do campo magnético, vide eq. (2.26) e (2.27). Os
equilíbrios do sistema dinâmico original são dados por

BP1 = 0, BP2 = 1√
2α̃(4w + 3)

, e BP3 = 1
2
√
α̃
. (3.11)

Os equilíbrios em (3.11) são obtidos tomando y = 0 em (3.20), e avaliando os valores
do campo magnético em que f3(B) → 0. Perceba que BP3 = B3 para toda escolha de
parâmetros do modelo, e que também indica o limite superior para que a NEC não seja
violada, ver (2.28). Para entender o comportamento qualitativo das soluções em torno
dos equilíbrios definidos em (3.11) é preciso realizar uma linearização do sistema dinâmico
(3.5) [97, 98], obtendo a seguinte matriz Jacobiana

J
∣∣∣
pts. eq.

=

∣∣∣∣∣∣ 0 1
f ′

3
f1

− f3f ′
1

f2
1

0

∣∣∣∣∣∣ , (3.12)
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em que y = 0. Note que a matriz (3.12) indica os coeficientes do sistema linearizado na
vizinhança de um ponto de equilíbrio, ou seja, existem coeficientes diferentes para cada
escolha em (3.11). As matrizes tomam a forma

J
∣∣∣
BP1

=

∣∣∣∣∣∣ 0 1
0 0

∣∣∣∣∣∣ , J
∣∣∣
BP2

=

∣∣∣∣∣∣ 0 1
−(1+4w)(1+σ)

3α̃(4w+3)(1+12w) 0

∣∣∣∣∣∣ , J
∣∣∣
BP3

=

∣∣∣∣∣∣ 0 1
(1+4w)(1+σ)

48wα̃
0

∣∣∣∣∣∣ . (3.13)

Os autovalores destas matrizes podem ser obtidos a partir da raiz quadrada do elemento
abaixo da diagonal. A estabilidade de um sistema dinâmico nos arredores de um equilíbrio
pode ser determinada a partir do sinal da parte real do autovalor, se Re(λ) < 0 as soluções
são estáveis dirigindo-se ao equilíbrio, se Re(λ) > 0 as soluções são instáveis, e caso
Re(λ) = 0, não se pode afirmar a estabilidade das soluções diretamente sem análises das
ordens superiores do sistema dinâmico, uma vez que estes equilíbrios são não-hiperbólicos.
O comportamento dos equilíbrios BP2 e BP3 está resumido na tabela (1).

Caso valor de w hierarquia BP2 BP3

I w < −3
4 B1 < B2 < B3 ∄ sela

II −3
4 < w < −1

4 B1 < B2 < B3 < BP2 centro sela
III −1

4 < w < − 1
12 B1 < B2 < BP2 < B3 sela centro

IV − 1
12 < w < 0 B1 < BP2 < B2 < B3 centro centro

V 0 < w < 1
4 B1 < BP2 < B3 < B2 centro sela

VI w > 1
4 B1 < BP2 < B3, ∄B2 centro sela

Tabela 1 – Posição relativa das linhas de divergência, pontos de equilíbrio, e a estabilidade
associada para diferentes valores de w tomando α̃ > 0.

Observando a tabela (1) é evidente a presença de bifurcações no sistema dinâmico.
Note que há o surgimento de equilíbrios com a evolução de w, assim como a mudança do
comportamento das soluções nos arredores dos equilíbrios. Para BP1 é necessário analisar
o sistema dinâmico com mais cuidado. Primeiro perceba que é possível avaliar o sistema
ao se aproximar de B = 0, as equações auxiliares se tornam f1(B) ≈ 1

2B, f2(B) ≈ 3
4 e

f3(B) ≈ 0, de forma que é possível escrever que

Ḃ = y, ẏ = 3y2

2B ,

indicando que o sistema não é estável por Lyapunov, uma vez que existe uma divergência
quando B → 0, o que impede a utilização dos teoremas de linearização clássicos [97, 98].
No entanto, é possível obter informações sobre a estabilidade do sistema dinâmico a
partir do teorema das variedades centrais [99]. Primeiramente, é preciso reduzir o sistema
bidimensional a um sistema unidimensional utilizando a função auxiliar

y = h(B), (3.14)
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em que h(0) = 0 e h′(0) = 0, uma vez que h′(B) = dh
dB

, a função é tangente ao equilíbrio.
Tomando uma aproximação desta função como uma série de potências

h(B) = aB2 + O(B3),

em que os termos lineares e constantes são nulos para que as condições de tangência sejam
válidas, e a é um parâmetro a determinar. Aqui mantêm-se apenas a primeira ordem
não nula, e será suficiente para a discussão a seguir. Em termos desta função, é possível
escrever que

ẏ = f2(B)[h(B)]2 + f3(B)
f1(B) .

Desta forma, usando a regra da cadeia é possível escrever ẏ = h′(B)h(B), com h′(B) = dh
dB

e Ḃ = y = h(B). Como h′(B) = 2aB, o sistema reduzido se torna

3a2B3

2 + 1 + σ

3 B3 = 2a2B3, (3.15)

em que se faz necessário considerar os termos dominantes em cada função auxiliar, ou seja,
tomar f3(B) ≈ (1+σ)

6 B4, assim evitando a divergência quando B → 0. A relação (3.15)
permite determinar o parâmetro a como

a = ±
√

2(1 + σ)
3 .

Ou seja, a equação de primeira ordem que aproxima o comportamento deste sistema é tal
que

y = ±
√

2(1 + σ)
3 B2. (3.16)

A relação (3.16) garante que se y < 0 as soluções são estáveis, pois as curvas se aproximam
da origem, e analogamente, para o caso y > 0 as soluções são instáveis pois as curvas se
afastam da origem. É possível mostrar que as soluções (3.16) estão relacionadas à escolha
de ϵ = 0. A partir da equação (3.1), a escolha ϵ = 0 leva a um conjunto de curvas idêntico
à (3.16), e com ϵ < 0 obtêm-se um conjunto de curvas com comportamento análogo, mas
que alcançam a (se afastam da) origem mais rapidamente. No entanto, antes de apresentar
o vínculo, é de interesse analisar o equilíbrio que surge devido à renormalização do sistema
dinâmico. Note que

P± =
B2,±

1
4α̃(1 − 4w)2

√
−w(1 + σ)(1 + 12w)

3

 , (3.17)

existente no intervalo − 1
12 < w < 0. O que equilíbrio (3.17) é obtido a partir do sistema

dinâmico renormalizado (3.10). É possível linearizar o sistema renormalizado nos arredores
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deste equilíbrio, obtendo a seguinte matriz Jacobiana para os coeficientes do sistema
dinâmico

J (P±) =

∣∣∣∣∣∣
4w

1−4w
y± 0

f ′
2y

2
± + f ′

3
−8w
1−4w

y±

∣∣∣∣∣∣ . (3.18)

Perceba que os autovalores aqui são obtidos como

λP±,1 = 4w
1 − 4wy± λP±,2 = −8w

1 − 4wy±,

ou seja, a escolha de sinal em y± não altera a estabilidade dos equilíbrios, que sempre se
comportam como um par de selas. Na próxima seção serão apresentados os diagramas de
fase e a equação de vínculo que permite observar o comportamento das soluções tendo em
vista diferentes escolhas de condições iniciais.

3.2 Diagramas de fase e a evolução qualitativa das soluções
Os campos vetoriais para o sistema (3.5) são apresentados nas figuras desta seção,

organizados caso a caso como indicado na tabela (1). As soluções podem ser integradas a
partir de uma escolha das condições iniciais, em particular B(t = 0) = B0 e Ḃ(t = 0) =
Ḃ0 = y0. No entanto, como a equação da aceleração (3.2) tem uma primeira integral bem
definida a partir da equação (3.1), é possível vinculá-las por meio da relação

[1 − 4α̃ (1 − 4w)B2]2 y2

4B2 (1 − 4α̃B2)2 + ϵB

a2
0B0

(
1 − 4α̃B2

0
1 − 4α̃B2

)2w

= (1 + σ)B2

6
[
1 − 2α̃(1 − 4w)B2

]
.

(3.19)
Note que agora é possível utilizar os parâmetros B0 e a0 para selecionar a curva que será
integrada. A figura (1) apresenta o primeiro caso.

No caso I, a SEC nunca é violada, o que é evidenciado pela ausência de BP2 , uma
vez que este equilíbrio ocorre no valor do campo magnético tal que ⟨ρ⟩ + 3⟨p⟩=0. A
violação da NEC ocorre indicada pela vertical B3, sendo violada sempre que B > B3.
Existem três regiões estabelecidas entre as verticais B1, B2 e B3 com comportamento
qualitativo diferente para as soluções. Para B < B2 percebe-se que as curvas com ϵ ≤ 0
representam campos magnéticos que diminuem (aumentam) em intensidade uma vez que
tenham condições iniciais com derivada negativa (positiva). As curvas com ϵ < 0 caem
(crescem) mais rapidamente do que as curvas para ϵ = 0, as curvas com ϵ > 0 não caem a
zero, em vez disso, atingem um mínimo em um tempo finito e voltam a crescer rapidamente.
Todas as soluções nesta região crescem rapidamente até o máximo assintótico dado por
B2, em que Ḃ diverge.

A região entre B2 e B3 apresenta o mesmo comportamento qualitativo para todas
as soluções independentemente da escolha de ϵ, todas as curvas se afastam de B2 e atingem
um valor máximo do campo magnético tal que B < B3 antes de voltar a se aproximar de
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Figura 1 – Retrato de fase do caso I. As linhas ponto-tracejadas verticais B1 (preto), B2
(azul), e B3 (vermelho) são as separatrizes. Os pontos de equilíbrio são BP1

(nó) e BP3 (sela). BP2 não está presente. A curva preta e sólida indica a
possibilidade de universos planos, separando o diagrama em regiões disjuntas
em termos da curvatura. Para este diagrama, foi escolhido α̃ = 1, σ = 1/2,
sem perda de generalidade, e w = −1.

B2. Para a região em que B > B3, existem apenas soluções para ϵ < 0, isso se dá devido a
um valor máximo estabelecido devido à condição ⟨ρ⟩

3 − ϵ
a2 ≥ 0 em (3.1), que leva todas

as soluções com ϵ ≥ 0 a alcançarem um valor máximo com B < B3, em particular ϵ = 0
indica o valor mínimo da densidade de energia quando B = 1√

2α̃(1−4w)
, valor sempre maior

do que B2, e igual a B3 quando w = −1
4 . A pressão isotrópica pode se tornar negativa

quando o campo magnético ultrapassa o valor B = 1√
2α̃(5+12w)

. Também para a região
em que B > B3 tem-se que as curvas alcançam mínimos para o campo magnético e não
apresentam um máximo em tempo finito.

A evolução do campo magnético fornece informações diretas sobre como o fator de
escala se comporta a partir da relação (2.31). Note que, para a escolha de parâmetros da
figura (1), α̃ = 1, σ = 1/2 e w = −1, esta relação pode ser escrita como
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a

a0
=
√
B0

B

(
1 − 4B2

0
1 − 4B2

)
.

Perceba que as soluções em que B → 0 fazem com que o fator de escala cresça rapidamente,
perceba que isso também ocorre quando B → B3. No entanto, é perceptível pela dinâmica
do campo magnético observada em (1) que nestas escolhas dos parâmetros, isso não ocorre
para todas as soluções, sendo possível apenas para curvas com ϵ < 0 capturadas por
B3. Note também que a escolha w > 0 em (2.31) levaria a um universo singular quando
B → B3, uma vez que esta escolha leva à a/a0 → 0 pla equação (2.31)e. A posição
relativa da solução às verticais B2 e B3 também fornecem informações sobre se o colapso
do universo ocorre com o aumento da intensidade do campo magnético (Ḃ > 0) ou a sua
atenuação (Ḃ < 0), vide (3.3). A seguir discute-se o caso II representado na figura (2).
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Figura 2 – Retrato de fase do caso II. As linhas verticais ponto-tracejadas são como no
caso anterior. Os pontos de equilíbrio agora são BP1 (nó), BP2 (centro), e
BP3 (sela). Novamente, as soluções de universo plano representadas pela curva
sólida preta separam o diagrama em regiões disjuntas em termos da curvatura.
Para este diagrama de fase, foi escolhido α̃ = 1, σ = 1/2, e w = −1/2.

Para o caso II há o surgimento do ponto de equilíbrio BP2 , assim como a diminuição
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da região entre as verticais B2 e B3. Com o estreitamento desta região as soluções são
capturadas mais facilmente por B3 levando ao crescimento rápido do fator de escala. A
presença do ponto de equilíbrio permite o surgimento de curvas fechadas para ϵ < 0, todas
violando eventualmente a SEC, além de violarem a NEC uma vez que estas curvas surgem
para B > B3. Curvas fechadas indicam que o campo magnético apresenta mínimos e
máximos em tempo finito, ou seja, um comportamento cíclico para a evolução do fator de
escala. As outras regiões têm o mesmo comportamento qualitativo, mudando apenas a
taxa na qual o campo magnético evolui.

Para o caso III (3) tem-se que a região entre as verticais é mais estreita, evidenciando
que existe um valor no qual ambas coincidem e eventualmente trocam de posição, isso
ocorre pois a vertical B2 ocorre sempre para valores maiores do campo magnético para
diferentes escolhas de w e a posição de B3 depende apenas do parâmetro α̃. O ponto de
equilíbrio BP2 é agora uma sela posicionada entre as duas verticais, e portanto, indicando
que a SEC é violada antes da NEC. Perceba que agora a violação da NEC ocorre até
mesmo para densidades de energia positivas, possibilitando que as curvas com ϵ ≥ 0
existam após a vertical B3, e nestas condições não existem soluções cujo campo magnético
cresce indefinidamente.

Figura 3 – Retrato de fase do caso III. As linhas verticais ponto-tracejadas são como no
caso anterior. Os pontos de equilíbrio são BP1 (nó), BP2 (sela (veja a região
ampliada no painel à direita)), e BP3 (“centro”). Novamente, as soluções de
universo plano representadas pela curva sólida preta separam o diagrama em
regiões disjuntas em termos da curvatura, mas agora existe um ramo à direita
de B3. Para este diagrama de fase, foi escolhido α̃ = 1, σ = 1/2, e w = −1/8.

Para o caso IV (4), o ponto de equilíbrio BP2 surge em valores menores que B2, ou
seja, a SEC pode ser violada na primeira região, e soluções nas quais o campo magnético
é atenuado deixam de violar a SEC eventualmente. Também surgem curvas fechadas para
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Figura 4 – Retrato de fase do caso IV. As verticais ponto-tracejadas são como no caso
anterior. Os pontos de equilíbrio são BP1 (nó), BP2 (centro), e BP3 (“centro”).
A região amplificada também mostra o surgimento de dois pontos de sela (azul)
sobre B2 cujas separatrizes delineiam a bacia de atração de BP3 . Novamente,
as soluções de universo plano separam o diagrama em regiões disjuntas, e os
ramos a direita de B3 se mantém. Para este diagrama de fase, foi escolhido
α̃ = 1, σ = 1/2, e w = −1/24.

ϵ > 0, diferentemente do que era indicado nos casos anteriores, note que estas curvas
fechadas agora também não violam a NEC, no entanto, o restante das curvas na primeira
região se comportam da maneira usual levando o campo magnético a zero ou a B2. Para
a região entre B2 e B3 existem dois tipos de comportamento, soluções com ϵ > 0 que
atingem um mínimo antes de seguirem a B3, e soluções que tendem a (se afastam de)
B3 sem nenhum ponto crítico intermediário. Estas regiões surgem devido à presença das
selas sobre a vertical B2, vide região ampliada à direita em (4), estas selas representam os
equilíbrios P± do sistema renormalizado. Para a região em que B > B3 o comportamento
não é afetado pela presença dos equilíbrios, se comportamento analogamente aos casos II
e III.

Os casos V e VI estão representados nas figuras (5) e (6), sendo situações nas quais
w > 0, ou seja, a evolução do fator de escala em termos do campo magnético pode levar a
universos singulares. Note que

a

a0
=
√
B0

B

(
1 − 4B2

1 − 4B2
0

) 1
8

,

é a relação quando w = 1/8 e α̃ = 1 (caso V), ou seja, quando B → B3, o fator de escala
toma um valor singular. Em ambos os casos também é notável que B3 < B2, em que
B2 continua sendo um valor máximo assintótico para o campo magnético, mas causa um
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grande crescimento para os valores de Ḃ. Nos arredores de B1 o comportamento é análogo
ao discutido anteriormente, com BP2 agindo como um centro e capturando as curvas com
ϵ > 0 e criando curvas fechadas, gerando universos cíclicos. No entanto, as curvas que
se afastam de B1 eventualmente atingem um universo singular em B3. Se as soluções
são selecionadas com condições iniciais B0 > B2, todas as soluções alcançam um máximo
rapidamente e recaem em B2. A principal diferença qualitativa entre as soluções do caso
VI e para o caso V é a ausência de B2, e portanto, as soluções com B0 > B3 podem crescer
indefinidamente.

As soluções de universo plano são representadas como fronteiras nos retratos de
fase, separando as regiões de curvatura espacial apropriadas. No entanto, esta divisão
não afeta fortemente os cenários permitidos com curvatura espacial não nula, como fica
evidente nas figuras (3-5), em que soluções cíclicas e de ricochete podem ocorrer tanto
para ϵ < 0 quanto para ϵ > 0. Então, mesmo que as observações mais recentes favoreçam
um universo quase plano [100], isso não deve ser tomado como uma limitação severa à
dinâmica de um universo primordial.

3.2.1 Uma rápida discussão do caso em que α̃ < 0

Para uma análise completa é preciso discutir rapidamente as possibilidades do mo-
delo caso sejam admitidos valores negativos para α̃. Analogamente ao feito anteriormente;
nesta seção apresenta-se na tabela de bifurcações (2), que resume o comportamento do
sistema (3.5), e apresentam-se os retratos de fase dos diferentes casos possíveis na figura
(7).

Caso valor de w B2 BP2

I w < −3
4 ∄ centro

II −3
4 < w < 1

4 ∄ ∄
III w > 1

4 ∃ ∄

Tabela 2 – Existência da linha de divergência e do ponto de equilíbrio (com sua estabilidade
associada) para diferentes valores de w e α̃ < 0.

A primeira diferença notável é a ausência de B3 e BP3 . Esta vertical e este equilíbrio
estavam relacionados à violação da NEC, situações de crescimento do fator de escala
ou de situações singulares, ver (2.28) e (2.31), uma vez que α̃ < 0, a NEC nunca será
violada independentemente do valor do campo magnético, e não existe valor positivo do
campo magnético que possa levar o fator de escala a zero. O restante do comportamento é
bastante similar ao discutido anteriormente, e será discutido caso a caso.

No caso I (painel à esquerda na figura (7)), para ϵ ≤ 0, as trajetórias se aproximam
de BP1 , indicando um crescimento indefinido do fator de escala. Da mesma forma, o ramo
em que o campo magnético cresce leva à diminuição do fator de escala a um valor singular
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Figura 5 – Retrato de fase do caso V. As verticais ponto-tracejadas são como no caso
anterior. Os pontos de equilíbrio são BP1 (nó), BP2 (centro), e BP3 (sela).
As soluções de universo plano continuam separando o diagrama em regiões
disjuntas, mas agora órbitas fechadas são impossíveis à direita de B3. Para
este diagrama de fase, foi escolhido α̃ = 1, σ = 1/2, e w = 1/8.

assintótico. E como anteriormente, para ϵ > 0 a presença de máximos e mínimos cria um
comportamento cíclico para a evolução do fator de escala.

Para o caso II (painel central), o equilíbrio em BP2 deixa de existir, e juntamente à
bacia de atração que possibilitava as curvas fechadas para ϵ > 0. Desta forma, todas as
soluções crescem indefinidamente levando a uma singularidade assintótica. Assim como
nos casos anteriores ainda se percebe que o campo magnético apresenta um mínimo quando
ϵ > 0, portanto existe um tamanho máximo para o universo após o qual ele retorna a
colapsar.

No caso III (painel à direita), para pequenos valores do campo magnético, o
crescimento do campo magnético corresponde à diminuição do fator de escala. No entanto,
a partir de um valor B = B2, este comportamento muda, e o fator de escala começa a
crescer juntamente ao campo magnético, comportamento semelhante ao que ocorria entre
as verticais B2 e B3 no caso geral. Esta mudança de comportamento ocorre exatamente
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Figura 6 – Retrato de fase do caso VI. A única diferença do caso anterior é a ausência de
B2 que foi levada ao infinito. Para este diagrama de fase, foi escolhido α̃ = 1,
σ = 1/2, e w = 3/4.

no mínimo dado pela equação (2.31) para esta escolha de parâmetros. A linha vertical no
espaço de fase marca um limite superior para o campo magnético, ou seja, o fator de escala
atinge um mínimo não singular. Para B > B2, o campo magnético atinge um máximo em
tempo finito para toda escolha de ϵ, de forma que o fator de escala também atinge um
máximo correspondente.

3.3 O universo magnético e o universo estatisticamente nulo
O UM pode ser obtido a partir de (3.5) com σ = 0, ou seja, com campo elétrico

nulo (vide (2.25)). O sistema dinâmico sob estas condições toma a forma

Ḃ = y, ẏ = B3

3
(
1 − 6α̃B2

)
+ 3y2

2B . (3.20)

Este sistema tem como equilíbrios os pontos



Capítulo 3. A análise qualitativa de um universo quase-magnético 38

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
B

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4
B

B1
BP1

BP2

SEC
=0
>0
<0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

In
te

ns
ity

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
B

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

B

B1
BP1

=0
>0
<0

0.2

0.4

0.6

0.8

In
te

ns
ity

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
B

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

B

B1
B2
BP1

=0
>0
<0

0.2

0.4

0.6

0.8

In
te

ns
ity

Figura 7 – Retratos de fase para α̃ < 0. Esquerda: Para o caso I (w = −1), os pontos de
equilíbrio são BP1 (“centro”) e BP2 (centro). Centro: Para o caso II (w = 0), o
único ponto de equilíbrio é a origem (nó). Direita: Para o caso III (w = 1/2),
o único equilíbrio é novamente a origem (nó), mas agora existe uma separatriz.
Para todos os diagramas de fase foi escolhido α̃ = −1, e, σ = 1/2.

P1 = (0, 0) e P2 =
(

1√
6α̃
, 0
)
. (3.21)

É possível realizar a linearização do sistema dinâmico nos arredores deste equilíbrio e
perceber que existem formações de curvas fechadas em torno de um centro, como pode
ser observado no painel esquerdo da figura (8). Os autovalores da matriz Jacobiana desta
linearização são tais que r± = ±i

√
6α̃, ou seja, para todo α̃ > 0, o equilíbrio se comporta

como um centro. Uma vez que E2 = 0, é perceptível que todos os fatores de β̃ desaparecem,
reforçando que nestas condições o invariante G é identicamente nulo. Para o UM também
é possível inverter a relação (2.32), obtendo que

B

B0
=
(
a0

a

)2
, (3.22)

ou seja, é possível escrever o sistema dinâmico em termos do fator de escala sem precisar
realizar uma análise indireta de sua evolução. O sistema tem a forma

ȧ = z, ż = −a4
0B

2
0

6a3

(
1 − 6α̃a4

0B
2
0

a4

)
, (3.23)

e a equação de vínculo pode ser escrita como

(
z

a

)2
+ ϵ

a2 = −1
6
a4

0B
2
0

a4

(
1 − 2α̃a

4
0B

2
0

a4

)
. (3.24)

Nesta formulação, existe apenas um equilíbrio, obtido para z = 0, e o seguinte valor crítico
do fator de escala

aPUM
= a0(2α̃B2

0) 1
4 . (3.25)
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Figura 8 – Retratos de fase para o caso do UM. Esquerda: plano (B, Ḃ), mostrando os
pontos de equilíbrio BP1 (nó) e BP2 (centro). Direita: plano (a, ȧ), com o ponto
de equilíbrio PUM (centro). Novamente, a curva preta sólida indica a solução
com universo plano, separando o diagrama em duas regiões disjuntas em termos
da curvatura. Aqui, foi utilizado que α̃ = 1.

Este equilíbrio também se comporta como um centro, e a linearização do sistema dinâmico
corrobora essa afirmação, no entanto, perceba que diferentemente do campo magnético,
agora apenas as curvas com ϵ > 0 são capturadas pela bacia de atração do centro e formam
curvas fechadas, observe o painel à direita da figura (8).

Analogamente ao UM, é possível reescrever o sistema dinâmico para o limite superior
em que σ → 1, ou seja, para o UEN. Nesta situação temos que a relação entre o fator de
escala e o campo magnético é dada por (2.33), e o sistema dinâmico (3.5) se reduz a

Ḃ = y, ẏ = 2B3

3
(1 − β̃B2)
(1 + 2β̃B2)

+
y2
[
(1 + 2β̃B2)(3 + 2β̃B2) − 8β̃B2

]
2B(1 + 2β̃B2)

. (3.26)

Os pontos de equilíbrio do sistema dinâmico são dados por

P1 = (0, 0), e P2 =
 1√

β̃
, 0
 . (3.27)

Note que a permanência do parâmetro β̃ indica a relevância da média ⟨G2⟩, e a ausência
de α̃ indica o fato que a equivalência dos campos leva o invariante F a zero. Assim como
o caso geral e no caso do UM, P1 não pode ser linearizado pelos métodos usuais, e o seu
comportamento deve ser avaliado nas proximidades de B = 0 a partir do teorema de
variedades centrais. Também pode-se afirmar que P2 se comporta como um centro. No
entanto, a bacia de atração deste equilíbrio só é capaz de capturar curvas com ϵ > 0, vide
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o painel esquerdo da figura (9). Da mesma forma que no caso anterior, é possível inverter
a expressão (2.33) para obter o campo magnético em função do fator de escala, tem-se que

B(a) =

√√√√√√W
[

2β̃B2
0a4

0e
2β̃B2

0

a4

]
2β̃

. (3.28)

em que W é a função LambertW. O sistema dinâmico escrito em termos do fator de escala
é dado por

ȧ = z, ż = − a

6β̃
W
2β̃B2

0a
4
0e

2β̃B2
0

a4


1 −

W
[

2β̃B2
0a4

0e2β̃B2
0

a4

]
2

 , (3.29)

em que o vínculo da equação de Friedmann pode ser escrito como

z2

a2 + ϵ

a2 =
W
[

2β̃B2
0a4

0e2β̃B2
0

a4

]
6β̃

1 +
W
[

2β̃B2
0a4

0e2β̃B2
0

a4

]
2

 . (3.30)

O único equilíbrio é dado pela relação

PUEN =
(
a0

√
B0β̃

1/4e
β̃B2

0−1
2 , 0

)
, (3.31)

com z = 0. Este equilíbrio também se comporta como um centro, como pode ser observado
no painel à direita na figura (9).

O comportamento qualitativo do fator de escala no UEN é semelhante àquele
observado para o caso do UM. Como pode ser observado no painel direito da figura (9),
quando ϵ < 0, o fator de escala atinge uma taxa constante de crescimento assintoticamente,
enquanto para ϵ = 0 esta taxa se reduz a zero. No entanto, para ϵ > 0 o universo apresenta
um tamanho máximo a partir do qual volta a colapsar. Todas as soluções possíveis
apresentam um ricochete do fator de escala, partindo de uma era de colapso para uma era
de expansão acelerada do fator de escala, mas apenas ϵ > 0 indica um universo cíclico.

Para o campo magnético existe uma diferença significativa no comportamento
qualitativo entre UM e UEN, note os painéis esquerdos nas figuras (8 e 9). No caso UEN
observa-se que a curva de ϵ = 0 indica uma taxa de aceleração constante para o crescimento
do campo magnético, e uma aceleração que aumenta com o tempo para ϵ < 0. Para o
caso de ϵ > 0 o UEN se comporta como no UM, e o campo magnético apresenta um valor
máximo e um valor mínimo em tempos finitos, indicando um comportamento periódico.

Toda a discussão realizada até este ponto pode ser encontrada de maneira mais
sucinta no trabalho "Qualitative analysis of a quasi-magnetic universe"[101].
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Figura 9 – Retratos de fase para o caso do UEN. Esquerda: plano (B, Ḃ), mostrando os
pontos de equilíbrio P1 (nó) e P2 (centro). Direita: plano (a, ȧ), com o ponto de
equilíbrio PUEN (centro). Novamente, a curva preta sólida indica a solução com
universo plano, que separa o diagrama em duas regiões disjuntas em termos da
curvatura. Para estes diagramas, foi escolhido β̃ = 1.
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4 Análise perturbativa

Neste capítulo será analisada a evolução de perturbações tensoriais em uma base
escalar a partir das EQM. As EQM representam um formalismo equivalente a RG construído
a partir das identidades de Bianchi. Aqui está apresentada a estrutura básica necessária
para realizarmos a análise da evolução das perturbações. Os procedimentos detalhados
para obter as equações dinâmicas estão presentes nas próximas seções. Divide-se em duas
seções, a primeira focada nas projeções independentes para o lado esquerdo da divergência
do tensor de Weyl, obtendo os elementos geométricos e cinemáticos relevantes. A segunda
seção foca-se nos elementos independentes do lado direito, relacionados à fonte material
da geometria. Além disso, apresenta-se uma breve discussão sobre a equivalência dos
formalismo de JEK e Einstein no apêndice A.

4.1 Projeções do lado esquerdo da divergência do tensor de Weyl
Antes de realizar as projeções é necessário escrever a decomposição do tensor de

Weyl em termos de sua parte elétrica e magnética, definidas por

Eαβ = −Wαµβν v
µvν , (4.1)

e, para a parte magnética

Hαβ = −W ∗
αµβν v

µvν , (4.2)

em que W ∗
αµβν ≡ 1

2ηαµσγW
σγ

βν e vµ é um campo de observadores do tipo tempo, tal que:

vµvµ = 1, (4.3)

e, a partir destes observadores e da métrica quadrimensional é possível construir o projetor
como:

hµν = gµν − vµvν . (4.4)

O tensor hµν obedece as seguintes propriedades:

h2 = hµνhµν = h, (4.5)

hµνv
µ = 0, (4.6)

permitindo que o objeto possa ser tratado como uma métrica do tri-espaço ortogonal
ao observador vµ. Ambos os tensores definidos nas relações (4.1) e (4.2) são simétricos,
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de traço nulo e pertencem ao tri-espaço ortogonal ao observador, ou seja, obedecem às
relações

Eµν = Eνµ , (4.7)

Eµν v
µ = 0, (4.8)

Eµν g
µν = 0, (4.9)

e, analogamente, para a parte magnética

Hµν = Hνµ , (4.10)

Hµν v
µ = 0, (4.11)

Hµν g
µν = 0. (4.12)

A decomposição deve também obedecer às mesmas simetrias do tensor de Weyl, ou seja,
simétrico na troca de pares e antissimétrico na troca de dois índices, da seguinte maneira:

Wαβµν = W µναβ = −W νµαβ = W νµβα. (4.13)

Uma construção que obedece a todas estas simetrias e é obtida invertendo as definições
(4.1) e (4.2) e pode ser escrita como

W µν
αβ = −2v[µv[αE

ν]
β] + δ

[µ
[αE

ν]
β] + ηαβγϵv

γv[µHν]ϵ, (4.14)

em que A[µν] = Aµν − Aνµ, ou seja, um indicador de antissimetrização nos índices.
Expandindo a relação, é possível obter doze termos independentes

W µν
αβ = −2vµvαE

ν
β + 2vµvβE

ν
α + 2vνvαE

µ
β − 2vνvβE

µ
α+

+ δµ
αE

ν
β − δµ

βE
ν
α − δν

αE
µ
β + δν

βE
µ
α + ηαβγϵv

γvµHνϵ+

− ηαβγϵv
γvνHµϵ + ηµνγϵvγvαHβϵ − ηµνγϵvγvβHαϵ.

Calculando a divergência do tensor obtém-se a relação

W µν
αβ ;ν = −2(vµvαE

ν
β );ν + 2(vµvβE

ν
α);ν + 2(vνvαE

µ
β );ν − 2(vνvβE

µ
α);ν+

+ δµ
αE

ν
β;ν − δµ

βE
ν
α;ν − δν

αE
µ
β;ν + δν

βE
µ
α;ν + ηαβγϵ(vγvµHνϵ);ν+

− ηαβγϵ(vγvνHµϵ);ν + ηµνγϵ(vγvαHβϵ);ν − ηµνγϵ(vγvβHαϵ);ν . (4.15)

A derivada covariante utilizada para calcular a divergência é definida em termos dos
símbolos de Christoffel da seguinte maneira
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A ν
µ ;ν = A ν

µ ,ν − Γρ
µνA

ν
ρ + Γν

ρνA
ρ

µ , (4.16)

aqui A ν
µ é um tensor de ordem dois com simetria arbitrária. A partir da definição (4.16),

a estrutura de uma geometria sem torção, como a da RG, leva à seguinte afirmação [95, 1]:

gµν;α = 0. (4.17)

Existem quatro projeções independentes que podem ser feitas para obter o lado esquerdo
das equações (4.121), (4.122), (4.123) e (4.124). Elas serão feitas individualmente nas
próximas subseções.

4.1.1 Primeira projeção

A primeira projeção é dada por

W µν
αβ ;ν v

βvµh
αρ,

em que vµ e hµν são definidos como nas equações (4.3) e (4.4). Será necessário realizar
as contrações adequadas em cada um dos doze termos na relação (4.15), apresentadas a
seguir. Para o primeiro termos tem-se

−2(vµvαE
ν
β );νv

βvµh
αρ = −2vµ

;νvαE
ν
βv

βvµh
αρ −2vµvα;νE

ν
βv

βvµh
αρ −2vµvαE

ν
β;ν v

βvµh
αρ.

Note que Eν
βv

β = 0, assim como hαρvα = 0, ou seja, o primeiro termo da projeção é

−2(vµvαE
ν
β );νv

βvµh
αρ = 0.

Agora, para o segundo termo:

2(vµvβE
ν
α);νv

βvµ.h
αρ = 2vµ

;νvβE
ν
αv

βvµh
αρ + 2vµvβ;νE

ν
αv

βvµh
αρ + 2vµvβE

ν
α;ν v

βvµh
αρ,

em que vβv
β = 1. Uma vez que Eν

αv
α = 0 é sempre possível escrever que

Eν
αh

αρ = Eνρ, (4.18)

utilizando-se a relação (4.4) e a propriedade (4.6. Estas afirmações são independentes do
observador e serão utilizadas ao longo de todas as projeções. Neste termo existe apenas um
fator identicamente nulo, para vermos isso é necessário lembrar a seguinte decomposição
para a derivada covariante do campo de observadores [95]

vα;β = θ

3hαβ + σαβ + ωαβ + aαvβ, (4.19)
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em que θ = vν
;ν é o fator de expansão, σαβ = 1

2h
µ

(αh
λ

β) vµ;λ− θ
3hαβ é o tensor de cisalhamento

com A(µν) = Aµν +Aνµ indicando a simetria nos índices, ωαβ = 1
2h

µ
[αh

λ
β] vµ;λ é o tensor de

vorticidade e aα = vα;νv
ν = v̇α é o vetor aceleração. Perceba, no entanto, que as seguinte

relações são válidas

σαβv
β = 0,

ωαβv
β = 0,

a partir da propriedade (4.6). E, como é possível escrever

aµv
µ = v̇µv

µ = ˙(vµvµ) − vµv̇
µ,

a relação aµv
µ = −vµa

µ é válida, ou seja, aµv
µ = 0. Procedimentos análogos serão

realizados ao longo das diferentes projeções, e note que no segundo termo podemos
identificar que para os dois primeiros fatores isso resulta em vβ;νv

β = 0. O fator restante
pode ser escrito como

2vµvβE
ν
α;ν v

βvµh
αρ = 2Eν

α;νh
αρ.

O procedimento para reescrever a expressão acima também será utilizado em outras
projeções. Note que hµν é a métrica no tri-espaço ortogonal ao campo de observadores vµ

tendo em vista a propriedade (4.6) do projetor. No entanto, as equações são construídas
em um espaço quadridimensional arbitrário, portanto, mesmo que gµν;α = 0 por definição,
o mesmo não pode ser dito para hµν;α. Tendo esta afirmação em mente, é possível utilizar
a regra da cadeia para obter

2Eν
α;νh

αρ = 2(Eϵ
αh

ν
ϵ );νh

αρ = 2Eϵ
α;νh

ν
ϵ h

αρ + 2Eϵ
αh

ν
ϵ ;νh

αρ,

em que utiliza-se as definições (4.17) e (4.4) para obter h ν
ϵ ;ν = −(vϵv

ν);ν , resultando na
seguinte relação para o segundo termo da projeção

2Eν
α;νh

αρ = 2Eϵ
α;νh

ν
ϵ h

αρ − 2aϵE
ϵ
αh

αρ,

ou seja, tem-se

2(vµvβE
ν
α);νv

βvµ = 2Eϵ
α;νh

ν
ϵ h

αρ − 2aϵE
ϵ
αh

αρ. (4.20)

Usando os mesmos argumentos do primeiro termo, é possível mostrar que o terceiro
termo é:

2(vνvαE
µ
β );νv

βvµh
αρ = 0.
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Para o quarto termo, o único fator não nulo é dado por −2(vνvβE
µ
α);νv

βvµh
αρ =

−2vνEµ
α ;νvµh

αρ. Note que é possível demonstrar que Eµ
α;ν vµ = −Eµ

αvµ;ν . Portanto,
tem-se que

−2vνEµ
α ;νvµh

αρ = 2aµE
µ
αh

αρ.

E, o quarto termo é dado por

−2(vνvβE
µ
α);νv

βvµh
αρ = 2aµE

µ
αvµh

αρ. (4.21)

O quinto termo é dado por δµ
αE

ν
β;ν v

βvµh
αρ, utilizando-se a propriedade da delta de

Kronecker δµ
αvµ = vα, obtêm-se a contração vαh

αρ = 0, de forma que

δµ
αE

ν
β;ν v

βvµh
αρ = 0.

A propriedade da delta de Kronecker aplicada acima será utilizada para obter a forma
final dos próximos termos. O sexto termo é dado por

−δµ
βE

ν
α;ν v

βvµh
ρα = −Eν

α;νh
ρα.

E, tomando um procedimento semelhante ao realizado no segundo termo, é possível mostrar
que

−Eν
α;νh

ρα = −Eϵ
α;νh

ν
ϵ h

αρ + aϵE
ϵ
αh

αρ,

ou simplesmente,

−δµ
βE

ν
α;ν v

βvµh
ρα = −Eϵ

α;νh
ν

ϵ h
αρ + aϵE

ϵ
αh

αρ. (4.22)

Para o sétimo termo:

−δν
αE

µ
β;ν v

βvµh
αρ = −Eµ

β;αv
βvµh

αρ.

Alternando a derivada covariante, é possível mostrar que Eµ
βv

β
;αvµh

αρ = 0, utilizando-se
a projeção Eµ

βvµ. Ou seja,

−δν
αE

µ
β;ν v

βvµh
αρ = 0.

O oitavo termo é

δν
βE

µ
α;ν v

βvµh
αρ.

Utilizando a definição Ȧ = A;νv
ν , tem-se que δν

βE
µ
α;ν v

βvµh
αρ = ˙Eµ

αvµh
αρ ou, alternando

a derivada,
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δν
βE

µ
α;ν v

βvµh
αρ = −aµE

µ
αh

αρ. (4.23)

Desta forma, a parte elétrica está completa, e agora iremos aplicar as projeções à parte
magnética da decomposição (4.14). O nono termo é dado por

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
βvµh

αρ = ηαβγϵv
γ
:νH

νϵvβhαρ+ηαβγϵv
γvµ

;νH
νϵvβvµh

αρ+ηαβγϵv
γHνϵ

;ν v
βhαρ.

Os dois últimos termos são identicamente nulos, devido à projeção ηαβγϵv
γvβ. Note

que ηαβγϵv
γvβ = ηαγβϵv

βvγ, e uma vez que os índices contraídos podem ser rotulados
livremente, a antissimetria na troca de quaisquer dois índices em ηαβγϵ garante que
ηαγβϵv

βvγ = −ηαβγϵv
γvβ, como esta propriedade implica em ηαβγϵv

γvβ = −ηαβγϵv
γvβ, é

necessário que ηαβγϵv
γvβ = 0. Desta maneira, sempre que o tensor dual for contraído com

dois campos de observadores, o termo será identicamente nulo. Resta-se apenas o fator

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ.

Aplicando a relação (4.19), escreve-se

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = θ

3ηαβγϵh
γ

νH
νϵvβhαρ + ηαβγϵσ

γ
νH

νϵvβhαρ+

+ ηαβγϵω
γ
νH

νϵvβhαρ + ηαβγϵa
γvνH

νϵvβhαρ.

O último fator é identicamente nulo uma vez que Hνϵvν = 0. O primeiro fator também
é identicamente nulo, uma vez que hγ

νH
νϵ = Hγϵ, obtém-se que ηαβνϵH

νϵ. Como Hνϵ é
simétrico em seus índices e o tensor dual é antissimétrico na troca de dois índices, esta
contração é identicamente nula. Os fatores restantes são

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ + ηαβγϵω
γ
νH

νϵvβhαρ.

O primeiro fator já está em uma forma conveniente para o trabalho. Para o segundo fator
é necessário introduzir a relação

ωαβ = ηαβµνω
µvν . (4.24)

Aplicando a relação (4.24), é possível escrever que

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ + ηαβγϵη
γνµσωµvσH

ϵ
ν v

βhαρ.

Para continuar expandindo esta relação é necessário introduzir as contrações do tensor
dual, escritas como
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ηαβµνηρσϵλ = −δαβµν
ρσϵλ , (4.25)

ηαβµληρσϵλ = −δαβµ
ρσϵ , (4.26)

ηαβϵληρσϵλ = −2δαβ
ρσ , (4.27)

ηασϵληρσϵλ = −6δα
ρ , (4.28)

ηρσϵληρσϵλ = −24. (4.29)

Note que as deltas generalizadas podem ser expandidas a partir da expansão de Laplace
como [102, 103]:

δµ1···µp
ν1···νp

=
p∑

k=1
(−1)p+k δµk

νp
δµ1···µ̂k···µp

ν1···νp−1 = δµp
νp
δµ1···µp−1

ν1···νp−1 −
p−1∑
k=1

δµk
νp
δµ1···µk−1µk+1···µp

ν1···νp−1 (4.30)

Em particular ao longo das projeções neste trabalho serão utilizadas as relações
(4.25), (4.26) e (4.27). A ordem dos índices é muito importante, pois pode resultar na
mudança de um sinal global nos fatores calculados. Como as relações são construídas com
os últimos índices contraídos é sempre necessário escrever as contrações com a mesma
estrutura. Para a projeção atual isso não resulta em uma troca de sinal global, e, tem-se
que

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ − δνµσ
αβϵωµvσH

ϵ
ν v

βhαρ,

em que a delta generalizada resultante pode ser expandida em termos de deltas de Kronecker
simples. Como tem-se três pares de índices livres é necessário realizar duas etapas na
expansão, primeiro, obtém-se três fatores

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ − [δν
αδ

µσ
βϵ − δν

βδ
µσ
αϵ + δν

ϵ δ
µσ
αβ]ωµvσH

ϵ
ν v

βhαρ,

perceba que o primeiro índice superior (γ) foi fixado enquanto os inferiores alternam e
tem sinal positivo ou negativo devido à um fator da forma (−1)i+j com i, j = 1, 2, 3. Em
particular, neste termo os índices são tais que (ν, µ, σ) = (1, 2, 3) e (α, β, ϵ) = (1, 2, 3)
devido à ordem que aparecem no tensor dual antes de ser contraído. Os índices nulos são
omitidos uma vez que os objetos contraídos aos tensores duais são pertencentes ao espaço
tri-dimensional. O único fator não nulo é

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ − δµσ
βϵ ωµvσH

ϵ
α vβhαρ,

em que Hµ
µ = 0. É preciso repetir o procedimento para a delta generalizada uma segunda

vez. Agora, obtém-se dois fatores



Capítulo 4. Análise perturbativa 49

ηαβγϵv
γ
;νH

νϵvβhαρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ − [δµ
βδ

σ
ϵ − δµ

ϵ δ
σ
β ]ωµvσH

ϵ
α vβhαρ.

Como ωµv
µ = 0, o primeiro fator do segundo termo do lado direito se anula, restando

apenas

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
βvµh

αρ = ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ + ωϵH
ρϵ. (4.31)

Por argumentos análogos aos usados no cálculo do termo anterior, mostramos que o décimo
termo é:

−ηαβγϵ(vγvνHµϵ);ν = 0.

Para o décimo-primeiro termo:

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);ν = 0.

O único fator não nulo no termo final é

−ηµνγϵvγ;νHαϵvµh
αρ.

Utilizando a relação (4.19), e lembrando que a contração de tensores simétricos com
tensores antissimétricos é identicamente nula, tem-se

−ηµνγϵvγ;νHαϵvµh
αρ = −ηµνγϵωγνHαϵvµh

αρ.

Ao usarmos a relação (4.24) e a relação (4.27), em que é necessário realizar apenas uma
expansão da delta generalizada, obtém-se

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);ν = 2ωϵH
ρϵ. (4.32)

Coletando os fatores não nulos, (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), (4.31) e (4.32), obtém-se

W µν
αβ ;ν v

βvµh
αρ = Eϵ

α;νh
ν

ϵ h
αρ + ηαβγϵσ

γ
νH

νϵvβhαρ + 3ωϵH
ρϵ. (4.33)

As outras projeções são obtidas de maneira análoga. Apenas as manipulações que
não foram utilizadas nesta projeção serão discutidas com detalhes nas próximas subseções.

4.1.2 Segunda projeção

Nesta subseção realiza-se a segunda projeção independente, dada por

W µν
αβ ;ν v

λvµη
αβ

ρλ .
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Novamente, é necessário reescrever todos os doze termos independentes na relação (4.15).
Para o primeiro termo:

−2(vµvαE
ν
β );νv

λvµη
αβ

ρλ = −2vα;νE
ν
βv

λη αβ
ρλ .

Utilizando (4.19) para deixar evidente os parâmetros cinemáticos, restam-se dois fatores
não nulos dados por

−2(vµvαE
ν
β );νv

λvµη
αβ

ρλ = −2σανE
ν
βv

λη αβ
ρλ − 2ωανE

ν
βv

λη αβ
ρλ ,

em que o termo proporcional a θ em (4.19) é eliminado uma vez que hανE
ν
β = Eαβ,

resultando na contração de um tensor simétrico com o tensor dual. Agora, utilizando a
relação (4.24) e a contração (4.26), é possível obter que

−2(vµvαE
ν
β );νv

λvµη
αβ

ρλ = −2σανE
ν
βv

λη αβ
ρλ − 2ωβE

β
ρ . (4.34)

O segundo termo segue-se a partir de argumentos identicos, temos que

2(vµvβE
ν
α);νv

λvµη
αβ

ρλ = 2σβνE
ν
αv

λη αβ
ρλ − 2ωβE

β
ρ . (4.35)

Os termos 3 à 6 são todos identicamente nulos após a primeira expansão, isto é

2(vνvαE
µ
β );νv

λvµη
αβ

ρλ = 0,

−2(vνvβE
µ
α);νv

λvµη
αβ

ρλ = 0,

δµ
αE

ν
β ;νv

λvµη
αβ

ρλ = 0,

−δµ
βE

ν
α ;νv

λvµη
αβ

ρλ = 0.

Para o sétimo termo, utilizando (4.19), os argumentos de simetria aplicados anteriormente
e a contração (4.26), tem-se

δν
αE

µ
β;ν v

λvµη
αβ

ρλ = σµαE
µ
βv

λη αβ
ρλ − ωγE

γ
ρ . (4.36)

Para o oitavo termo tem-se

δν
βE

µ
α;ν v

λvµη
αβ

ρλ = σµβE
µ
αv

λη αβ
ρλ − ωαE

α
ρ . (4.37)

Estes são todos os elementos para a segunda projeção da parte elétrica. Agora, faz-se a
projeção dos termos relativos à parte magnética. Para o nono termo é conveniente realizar
primeiro a contração do tensor dual a partir de (4.27), obtendo-se

ηγϵαβηρλαβ(vγv
µHν

ϵ );νv
λ = −2δγϵ

ρλ(vγv
µHν

ϵ );νv
λ.

Expandindo a delta generalizada e a derivada covariante, restam-se apenas os seguintes
fatores
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ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = 2vγ;νH

ν
ρv

γ + 2vµ
;νH

ν
ρvµ − 2vρH

ν
γ;ν v

γ + 2Hν
ρ;ν .

Os dois primeiros fatores se anulam devido à relação entre os elementos de (4.19) e o
campo de observadores. Os termos restantes devem ser reescritos utilizando a regra da
cadeia e a definição de hµν em (4.4). Note que

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = 2vρH

ν
γ v

γ
;ν + 2(Hαβh

ανhβ
ρ);ν .

Ao distribuir a derivada covariante no segundo fator, e lembrar que a derivada covariante
da métrica quadridimensional é nula por definição, como indicado em (4.17), a relação
torna-se

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ =

= 2vρH
ν
γ v

γ
;ν + 2Hαβ;νh

ανhβ
ρ − 2Hαβa

αhβ
ρ − 2Hαβh

ανvβ
;νvρ.

Perceba que o primeiro e último fator são idênticos, portanto tem-se

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = 2Hαβ;νh

ανhβ
ρ − 2Hαβa

αhβ
ρ. (4.38)

Para o décimo termo tem-se de maneira análoga que

ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = −2 ˙Hµ

ρvµ = 2Hµ
ρaµ, (4.39)

em que se usa a regra da cadeia na passagem final. Os dois últimos termos são identicamente
nulos após a expansão da derivada covariante, ou seja, tem-se

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = 0,

−ηµνγϵ(vγvβHαϵ);νv
λvµη

αβ
ρλ = 0.

Pode-se então escrever a forma final da segunda projeção combinando os fatores (4.34),
(4.35), (4.36), (4.37), (4.38) e (4.39) obtendo

W µν
αβ ;ν v

λvµη
αβ

ρλ = 2(Hαβ;νh
ανhβ

ρ − σανE
ν
βv

λη αβ
ρλ − 3ωαE

α
ρ ). (4.40)

Reforça-se que muitos dos argumentos para anular os fatores após expandir as
projeções são análogos aos realizados durante a primeira projeção. Desta forma recomenda-
se obter primeiro a relação (4.33) antes de iniciar o procedimento para (4.40). A terceira
projeção será realizada a seguir.
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4.1.3 Terceira projeção

A terceira projeção é dada por

W µν
αβ ;ν h

(σ
µ ηρ)λαβvλ.

Resultando em doze termos independentes a partir da equação (4.15). O primeiro
e segundo termos são identicamente nulos após a expansão dos elementos independentes
da derivada covariante, ou seja

−2(vµvαE
ν
β );νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 0,

2(vµvβE
ν
α);νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 0.

Para o terceiro termo:

2(vνvαE
µ
β );νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 2vνvα;νE

µ
βh

(σ
µ ηρ)λαβvλ,

e, utilizando a decomposição (4.19), tem-se

2(vνvαE
µ
β );νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 2aαE

µ
βh

(σ
µ ηρ)λαβvλ. (4.41)

Da mesma maneira obtém-se para o quarto termo:

−2(vνvβE
µ
α);νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = −2aβE

µ
αh

(σ
µ ηρ)λαβvλ. (4.42)

A princípio pode-se pensar que o terceiro e quarto termos se eliminam, no entanto, como
o tensor dual é antissimétrico na troca de dois índices, os termos (4.41) e (4.42) serão
somados ao final. O quinto e sexto termo são identicamente nulos, no entanto, a partir de
um argumento diferente dos apresentados anteriormente. O quinto termo é dado por

δµ
αE

ν
β;νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ.

Ao aplicar a propriedade da delta de Kronecker é possível obter a expressão h (σ
α ηρ)λαβvλ.

No entanto, como a contração do tensor dual com dois campos de observadores é nula, essa
relação se resume a η(ρλσ)βvλ, ou seja, há uma simetrização de um tensor antissimétrico,
de maneira que a expressão é identicamente nula, ou simplesmente

δµ
αE

ν
β;νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 0.

Da mesma forma, tem-se que

−δµ
βE

ν
α;νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = 0.
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O sétimo e oitavo termos necessitam apenas da aplicação da delta de Kronecker, tem-se
que

−δν
αE

µ
β;νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = −Eµ

β;αh
(σ

µ ηρ)λαβvλ, (4.43)

δν
βE

µ
α;νh

(σ
µ ηρ)λαβvλ = Eµ

β;αh
(σ

µ ηρ)λαβvλ. (4.44)

Os termos relativo à parte magnética da decomposição são mais extensos devido à necessi-
dade de expandir fatores da delta generalizada utilizando a relação (4.30). O nono termo
é dado por

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ.

Este termo apresenta apenas um fator não nulo. Note que após contrair o tensor dual
pode-se utilizar a relação (4.27), levando à

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = 2vµ
;νh

(σ
µ Hνρ).

Utilizando então a decomposição (4.19), obtém-se que

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = 4
3θH

σρ + 2σ (σ
ν Hνρ) + 2ω (σ

ν Hνρ), (4.45)

em que é necessário utilizar que H(ρσ) = 2Hρσ. Para o décimo termo, é necessário utilizar
a contração (4.27), resultando nos fatores

−ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −2(vγvνHµ(ρ);νh
σ)

µ vγ + 2(v(ρvνHµγ);νh
σ)

µ vγ,

após expandir as derivadas, os termos restantes são dados por

−ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −4θHρσ − 2Ḣµ(ρh σ)
µ + 2v(ρḢµγh σ)

µ vγ.

É necessário realizar algumas manipulações para deixarmos a projeção no formato desejado.
Utilizando a definição do projetor em (4.4), é possível escrever que

−ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −4θHρσ − 4Ḣρσ − 2aµH
µ(ρvσ) + 2v(ρḢσ)γvγ.

Agora, expandindo a relação Ḣρσ = ˙(hραhσβHαβ), é possível notar que os fatores restantes
são

−ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −4θHρσ − 4hραhσβḢαβ. (4.46)

No décimo primeiro termo, o único fator não nulo é dado por
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ηµνγϵ(vγvαHβϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −ηµνγϵη
αβλ(ρvγv ;ν

α H ϵ
β h

µσ)vλ.

Note que deve-se mudar o sinal global, pois alterna-se a ordem dos índices de forma que ρ
seja o último no produto dos tensores duais. Esta é uma escolha conveniente para utilizar
as simetrias do problema e eliminar fatores durante a projeção. Este é o primeiro caso
em que nenhum dos índices dos tensores duais estão contraídos entre si, ou seja, é preciso
usar a relação (4.25). A delta generalizada é quadridimensional, de forma que inicialmente
haverá quatro termos escritos da forma

− ηµνγϵη
αβλ(ρvγv ;ν

α H ϵ
β h

µσ)vλ = δαβλ(ρ
µνγϵ v

γv ;ν
α H ϵ

β h
µσ)vλ =

= δα
µδ

βλ(ρ
νγϵ v

γv ;ν
α H ϵ

β h
µσ)vλ − δα

ν δ
βλ(ρ
µγϵ v

γv ;ν
α H ϵ

β h
µσ)vλ+

+ δα
γ δ

βλ(ρ
µνϵ v

γv ;ν
α H ϵ

β h
µσ)vλ − δα

ϵ δ
βλ(ρ
µνγ v

γv ;ν
α H ϵ

β h
µσ)vλ.

Após aplicar a propriedade da delta de Kronecker será necessário expandir cada uma das
deltas tridimensionais restantes em três fatores independentes, e após repetir o processo
para as deltas bidimensionais em dois fatores. Obtém-se

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ =

= v ;β
α H

(ρ
β hασ) − θH

(ρ
β hβσ) − aαv

(ρH α
β hβσ) + v ;(ρ

α H α
β hβσ) − v ;β

α H α
β h(ρσ),

e, após utilizar a decomposição (4.19), tem-se

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −2
3θH

σρ + 2σ (ρ
α Hσ)α − 2σ β

α H α
β hρσ. (4.47)

O décimo segundo termo pode ser obtido de maneira idêntica ao anterior, tal que

−ηµνγϵ(vγvβHασ);νh
(σ

µ ηρ)λαβvλ = −2θHρσ + 2σ (ρ
β Hσ)β − 2σ α

β H β
α hρσ. (4.48)

Coletando então todos os fatores não nulos dados pelas equações (4.41), (4.42),
(4.43), (4.44), (4.45), (4.46), (4.47) e (4.48), pode-se escrever

W µν
αβ ;ν h

(σ
µ ηρ)λαβvλ = −4(−aαE

µ
βh

(σ
µ ηρ)λαβvλ + 1

2E
µ
β;αh

(σ
µ ηρ)λαβvλ + θHρσ+

− 3
2σ

(σ
ν Hρ)ν − 1

2ω
(σ

νH
ρ)ν + hρϵhσγḢϵγ + σ α

β H β
α hρσ). (4.49)

Este é o termo mais extenso das quatro projeções da divergência da decomposição do
tensor de Weyl. A última projeção está apresentada na próxima subseção.
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4.1.4 Quarta projeção

A projeção final é dada por

W µν
αβ ;ν v

βh (ρ
µ hσ)α.

Note que os argumentos utilizados nesta seção já foram apresentados nas projeções
anteriores, portanto as passagens serão mais diretas nesta seção. Da mesma maneira
iremos expandir os doze termos em (4.15). O primeiro termo é identicamente nulo, note
que

−2(vµvαE
ν
β );νv

βh (ρ
µ hσ)α = 0,

em que apenas basta expandir as derivadas. Para o segundo termo, resta-se apenas um
fator não nulo dado por

2(vµvβE
ν
α);νv

βh (ρ
µ hσ)α = 2vµ

;νE
ν
αh

(ρ
µ hσ)α,

em que utilizando (4.19), obtém-se

2(vµvβE
ν
α);νv

βh (ρ
µ hσ)α = 4

3θE
ρσ + 2σ(ρ

νE
νσ) + 2ω(ρ

νE
νσ). (4.50)

Para o terceiro termo basta expandir a derivada covariante para mostrar que todos os
termos se anulam:

2(vνvαE
µ
β );νv

βh (ρ
µ hσ)α = 0.

Para o quarto termo:

−2(vνvβE
µ
α);νv

βh (ρ
µ hσ)α = −2θE(ρσ) − 2Ėµ

αh
(ρ

µ hσ)α,

e utilizando a definição de hµν , obtém-se

−2(vνvβE
µ
α);νv

βh (ρ
µ hσ)α = −4θEρσ − 4hραhσβĖαβ. (4.51)

Para o quinto termo, basta utilizar a decomposição (4.19), e, escrever:

δµ
αE

ν
β;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = −2Eν

βσ
β

νh
ρσ. (4.52)

Para o sexto termo, é possível mostrar que

−δµ
βE

ν
α;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = 0,

em que utilizou-se a propriedade da delta de Kronecker. Para o sétimo termo:

−δν
αE

µ
β;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = Eµ

β;αv
βh (ρ

µ hσ)α.
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Após alternar a derivada covariante na expressão acima, é possível utilizar a decomposição
(4.19). Obtém-se

−δν
αE

µ
β;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = 2

3θE
ρσ + E

(ρ
βσ

βσ) + E
(ρ

βω
βσ). (4.53)

Para o oitavo termo, será necessário utilizar a definição do projetor em (4.4), e expandir
os fatores que apresentam derivadas temporais, resultando em

δν
βE

µ
α;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = 2hραhσβĖαβ. (4.54)

O nono termo é identicamente nulo, uma vez que expandindo a derivada covariante,
obtém-se

ηαβγϵ(vγvµHνϵ);νv
βh (ρ

µ hσ)α = 0.

Para o décimo termo:

ηαβγϵ(vγvνHµϵ);νv
βh (ρ

µ hσ)α = −aγHϵ(ρη
σ)

βγϵv
β. (4.55)

O décimo primeiro termo é identicamente nulo, avaliando as contrações depois de expandir
a derivada covariante obtendo que

ηµνγϵ(vγvαHβϵ);νv
βh (ρ

µ hσ)α = 0.

O último termo requer a utilização da decomposição (4.19), mostrando que grande parte de
seus fatores são nulos. Utiliza-se argumentos de simetria que já empregamos anteriormente.
Em particular, para resolver o fator ωλνH

(σ
ϵ hρ)

µη
µνγϵ utiliza-se a relação (4.24), e a

contração (4.27), restando apenas

−ηµνγϵ(vγvβHαϵ);νv
βh (ρ

µ hσ)α = −H (σ
ϵ ηρ)νγϵaγvν −Hαϵ;νh

α(σηρ)νγϵvγ. (4.56)

Coletando os fatores (4.50), (4.51), (4.52), (4.53), (4.54), (4.55) e (4.56), tem-se

W µν
αβ ;ν v

βh (ρ
µ hσ)α = −2(hραhσβĖαβ + θEρσ + Eν

βσ
β

νh
ρσ − 3

2σ
(ρ

νE
νσ)+

− 1
2ω

(ρ
νE

νσ) + 1
2Hαϵ;νh

α(σηρ)νγϵvγ + aγH
ϵ(ρη

σ)
βγϵv

β). (4.57)

Finalizamos, assim, as projeções da divergência da decomposição do tensor de Weyl em
suas partes elétricas e magnéticas. Desta forma, é possível escrever o lado esquerdo das
equações da representação JEK da RG.
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4.2 Projeções sobre os elementos da fonte material
Agora, faremos as quatro projeções independentes que resultam no lado direito

das equações (4.121), (4.122), (4.123) e (4.124). É necessário projetar a divergência dos
tensores associados a fonte material, obtida a partir do tensor energia-momento como

W µν
αβ ;ν = −κ

2T
µ
α;β + κ

2T
µ
β;α + κ

6 δ
µ

αT,β − κ

6 δ
µ

βT,α , (4.58)

em que a relação de referência pode ser encontrada no apêndice A na expressão (A.15).
Tomando a forma de um fluido arbitrário com densidade de energia ρ, pressão isotrópica
p, fluxo de calor qµ e pressão anisotrópica πµν , é possível escrever que [95]

T µ
ν = ρvµvν − phµ

ν + qµvν + qνv
µ + πµ

ν . (4.59)

Calculando o traço da relação (4.59), e utilizando-o na expressão (4.58). Uma vez que o
fluxo de calor é ortogonal ao campo de velocidades, qµv

µ = 0 e a pressão anisotrópica tem
traço nulo, πµ

µ = 0, esta expressão se reduz à

T = ρ− 3p, (4.60)

nos levando a uma expressão com quatorze termos, dados por:

W µν
αβ ;ν = −κ

2 (ρvµvα);β + κ

2 (phµ
α);β − κ

2 (qµvα);β − κ

2 (qαv
µ);β − κ

2π
µ

α;β

+ κ

2
(
ρvµvβ

)
;α

− κ

2
(
phµ

β

)
;α

+ κ

2
(
qµvβ

)
;α

+ κ

2
(
qβv

µ
)

;α
+ κ

2π
µ

β;α

+ κ

6 δ
µ

αρ,β − κ

2 δ
µ

αp,β − κ

6 δ
µ

βρ,α + κ

2 δ
µ

βp,α. (4.61)

Nas próximas seções apresentam-se as passagens relevantes para o entendimento de como
as projeções são realizadas sobre estes catorze termos, e quais argumentos são utilizados
para reescrevê-los individualmente.

4.2.1 Primeira projeção

A primeira projeção é da forma

W µν
αβ ;ν v

βvµh
ασ. (4.62)

É necessário avaliar termo a termo, e portanto, o primeiro termo é dado por

−κ

2 (ρvµvα);β v
βvµh

ασ.
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Assim como na seção anterior, é necessário expandir a derivada covariante, e analisar as
simetrias de cada fator projetado. Note que

−κ

2 (ρvµvα);β v
βvµh

ασ = −κ

2ρ,βv
µvαv

βvµh
ασ − κ

2ρv
µ

;βvαv
βvµh

ασ − κ

2ρv
µvα;βv

βvµh
ασ.

Os dois primeiros termos apresentam a projeção vαh
ασ, portanto, são identicamente zero,

restando o fator

−κ

2 (ρvµvα);β v
βvµh

ασ = −κ

2ρv
µvα;βv

βvµh
ασ,

em que pode-se reescrever a expressão utilizando que vµv
µ = 1 e vα;βv

β = aα, obtendo

−κ

2 (ρvµvα);β v
βvµh

ασ = −κ

2ρaαh
ασ.

Como aµv
µ = 0, então

−κ

2 (ρvµvα);β v
βvµh

ασ = −κ

2ρa
σ. (4.63)

Para o segundo termo:

κ

2 (phµ
α);β v

βvµh
ασ = κ

2p,βh
µ

αv
βvµh

ασ + κ

2ph
µ

α;βv
βvµh

ασ.

Utiliza-se o mesmo argumento que para o termo anterior, obtendo

κ

2 (phµ
α);β v

βvµh
ασ = κ

2ph
µ

α;βv
βvµh

ασ.

Expandindo a derivada covariante do projetor hµ
α, é possível simplificar essa expressão,

obtendo que

κ

2 (phµ
α);β v

βvµh
ασ = −κ

2pa
σ (4.64)

O terceiro termo é identicamente nulo após realizar as projeções do campo de velocidades
com o fluxo de calor qµ, e o projetor hασ, obtendo que

−κ

2 (qµvα);β v
βvµh

ασ = 0.

Para o quarto termo:
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−κ

2 (qαv
µ);β v

βvµh
ασ = −κ

2 q̇αh
ασ. (4.65)

Para o quinto termo, é possível alternar a derivada covariante, causando a mudança do
sinal global, uma vez que πµ

α;βvµ = −πµ
αvµ;β. Como πµ

αv
α = 0, tem-se

−κ

2π
µ

α;βv
βvµh

ασ = κ

2π
µσaµ. (4.66)

Para o sexto termo:

κ

2
(
ρvµvβ

)
;α
vβvµh

ασ = κ

2ρ;αh
ασ, (4.67)

em que os demais termos se anulam devido à projeção vµ;νv
ν = 0.

Para o sétimo termo:

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
vβvµh

ασ.

Após a expansão da derivada covariante resta-se

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
vβvµh

ασ = −κ

2ph
µ

β;αv
βvµh

ασ.

Utilizando a definição do projetor mostra-se que

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
vβvµh

ασ = 0.

Para o oitavo termo:

κ

2
(
qµvβ

)
;α
vβvµh

ασ = κ

2 q
µ

;αvµh
ασ.

Alternando a derivada covariante, obtém-se

κ

2
(
qµvβ

)
;α
vβvµh

ασ = −κ

2 q
µvµ;αh

ασ.

Utilizando a decomposição (4.19), escreve-se

κ

2
(
qµvβ

)
;α
vβvµh

ασ = −κ

6 θq
σ − κ

2 q
µ
(
σ σ

µ + ω σ
µ

)
. (4.68)



Capítulo 4. Análise perturbativa 60

O nono termo pode ser tratado de maneira semelhante, mostra-se que

κ

2
(
qβv

µ
)

;α
vβvµh

ασ = −κ

6 θq
σ − κ

2 qβ

(
σβσ + ωβσ

)
. (4.69)

Para o décimo termo:

κ

2π
µ

β;αv
βvµh

ασ = 0,

uma vez que πµ
β;αv

βvµ = −πµ
βv

β
;αvµ = 0.

Para o décimo primeiro termo tem-se

κ

6 δ
µ

αρ,βv
βvµh

ασ = 0,

utilizando a propriedade da delta de Kronecker. E, da mesma forma, tem-se para o décimo
segundo termo:

−κ

2 δ
µ

αp,βv
βvµh

ασ = 0.

Para o décimo terceiro termo, temos que

−κ

6 δ
µ

βρ,αv
βvµh

ασ = −κ

6ρ,αh
ασ. (4.70)

Da mesma forma, o último termo é tal que

κ

2 δ
µ

βp,αv
βvµh

ασ = κ

2p,αh
ασ. (4.71)

Juntando todos os termos não nulos obtém-se que

W µν
αβ ;ν v

βvµh
ασ = κ

2ρ;αh
ασ − κ

3 θq
σ − κ

2 (ρ+ p) aσ − κ

2 q̇αh
ασ + κ

2π
µσaµ

− κqµ
(
σ σ

µ + ω σ
µ

)
− κ

6ρ,αh
ασ + κ

2p,αh
ασ.

Para escrever esta expressão da maneira desejada é preciso utilizar a seguinte lei de
conservação para um fluido generalizado

(ρ+ p) aσ − p,µh
µσ + q̇µh

µσ + θqσ + qνθσ
ν + qνωσ

ν + πσν
;ν + πµνθµνv

σ = 0, (4.72)

em que os seguintes termos
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−κ

2
[
(ρ+ p) aσ + q̇αh

ασ − p,αh
ασ
]
,

estão presentes na expressão final obtida anteriormente. A partir da relação (4.72),
vincula-se

−κ

2
[
(ρ+ p) aσ + q̇αh

ασ − p,αh
ασ
]

= −κ
2
[
−θqσ − qνθσ

ν − qνωσ
ν − πσν

;ν − πµνθµνv
σ
]
.

De forma que a primeira projeção é escrita como

W µν
αβ ;ν v

βvµh
ασ = κ

3ρ;αh
ασ + κ

3 θq
σ + κ

2π
µσaµ+

− κ

2 q
µ
(
σ σ

µ + 3ω σ
µ

)
+ κ

2π
σν

;ν + κ

2π
µνσµνv

σ.

É preciso utilizar que

hσµπ ν
µ ;ν = gσνπ ν

µ ;ν − vσvµπ ν
µ ;ν

alternando a derivada covariante no segundo termo, e utilizando a relação (4.19), obtém-se

hσµπ ν
µ ;ν = πσν

;ν + vσ

(
θ

3h
µ

ν + σµ
ν + ωµ

ν + aµvν

)
π ν

µ ,

em que o primeiro e último termos se anulam. Note que a pressão anisotrópica tem
traço nulo, a relação πµνv

ν = 0 é válida. O fator de vorticidade se anula pois a pressão
anisotrópica é um tensor simétrico contraído à um tensor antissimétrico. Restando apenas
que

hσµπ ν
µ ;ν = πσν

;ν + vσσµ
νπ

ν
µ .

Isolando a relação para a derivada covariante da pressão anisotrópica, e reescrevendo a
primeira projeção, tem-se

W µν
αβ ;ν v

βvµh
ασ = κ

3ρ;αh
ασ + κ

3 θq
σ + κ

2π
µσaµ+

− κ

2 q
µ
(
σσ

µ − 3ωσ
µ

)
+ κ

2h
σµπ ν

µ ;ν . (4.73)

Obtemos assim a primeira projeção no formato desejado. Nas próximas seções estão
apresentadas as projeções restantes.
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4.2.2 Segunda projeção

A segunda projeção é dada por

W µν
αβ ;ν η

σλαβvµvλ. (4.74)

Para o primeiro termo:

−κ

2 (ρvµvα);β η
σλαβvµvλ = −κ

2ρv
µvα;βη

σλαβvµvλ,

em que é necessário lembrar que a contração do tensor dual com dois campos de observadores
é nula. Usando a decomposição (4.19), e argumentos de simetria, obtém-se

−κ

2 (ρvµvα);β η
σλαβvµvλ = −κ

2ρωαβη
σλαβvλ.

Uma vez que o vetor vorticidade é definido como

ωτ = 1
2η

αβρτωαβvρ. (4.75)

Pode-se usar a definição para reescrever o fator de interesse, mas com uma mudança de
sinal global, devido à ordem dos índices na contração com o tensor dual. Note que a
definição tem o quarto índice do tensor dual livre, os dois primeiros contraídos com o
tensor de vorticidade, e o terceiro índice contraído com o campo de velocidades. Obtém-se

−κ

2 (ρvµvα);β η
σλαβvµvλ = κρωσ. (4.76)

Para o segundo termo, uma vez que a derivada covariante da métrica quadridimensional é
nula, o procedimento é idêntico ao caso anterior. Escreve-se que

κ

2 (phµ
α);β η

σλαβvµvλ = κpωσ. (4.77)

Para o terceiro termo, tem-se

−κ

2 (qµvα);β η
σλαβvµvλ = 0.

Para o quarto termo, resta apenas um fator

−κ

2 (qαv
µ);β η

σλαβvµvλ = −κ

2 qα;βη
σλαβvλ, (4.78)
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já no formato desejado. Para o quinto termo:

−κ

2π
µ

α;βη
σλαβvµvλ = κ

2π
µ

αη
σλαβvµ;βvλ.

Utiliza-se a relação (4.19), restando

−κ

2π
µ

α;βη
σλαβvµvλ = κ

2π
µ

αη
σλαβ

(
σµβ + ωµβ

)
vλ. (4.79)

Para o sexto termo, utilizando argumentos similares ao primeiro termo, tem-se

κ

2
(
ρvµvβ

)
;α
ησλαβvµvλ = κρωσ, (4.80)

em que utilizou-se a relação (4.75).
Para o sétimo termo, de maneira similar ao termo anterior, mostra-se que

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
ησλαβvµvλ = κpωσ. (4.81)

Para o oitavo termo, tem-se que

κ

2
(
qµvβ

)
;α
ησλαβvµvλ = 0.

O nono termo é obtido da mesma forma que o quarto termo desta seção. Tem-se que

κ

2
(
qβv

µ
)

;α
ησλαβvµvλ = −κ

2 qα;βη
σλαβvλ. (4.82)

Para o décimo termo, utilizando argumentos análogos aos feitos para o quinto termo,
obtém-se

κ

2π
µ

β;αη
σλαβvµvλ = κ

2π
µ

αη
σλαβ

(
σµβ + ωµβ

)
vλ (4.83)

O décimo primeiro termo se anula devido à contração do campo de velocidades e o dual.
Ou seja,

κ

6 δ
µ

αρ,βη
σλαβvµvλ = 0.

Da mesma forma, o décimo segundo termo que pode ser escrito como

−κ

2 δ
µ

αp,βη
σλαβvµvλ = 0.
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E, analogamente, tanto o décimo terceiro termo

−κ

6 δ
µ

βρ,αη
σλαβvµvλ = 0,

e, o décimo quarto termo
κ

2 δ
µ

βp,αη
σλαβvµvλ = 0,

são nulos devido à contração com dual. Agora, coletando todos os quatorze termos
obtém-se

W µν
αβ ;ν η

σλαβvµvλ = 2(κ (ρ+ p)ωσ − κ

2 qα;βη
σλαβvλ+

+ κ

2π
µ

αη
σλαβ

(
σµβ + ωµβ

)
vλ). (4.84)

O fator global 2 também está presente na projeção do lado esquerdo da divergência do
tensor de Weyl, ou seja, a relação está no formato desejado. Agora, passe-se à terceira
projeção.

4.2.3 Terceira projeção

A terceira projeção é da forma

W µν
αβ ;ν h

(σ
µ ητ)λαβvλ.

Para o primeiro termo:

−κ

2 (ρvµvα);β h
(σ

µ ητ)λαβvλ = 0.

Nulo devido às contrações com o tensor dual e o projetor. De maneira análoga, para o
segundo termo:

κ

2 (phµ
α);β h

(σ
µ ητ)λαβvλ = 0,

em que deve-se lembrar que a simetrização do tensor dual é nula pois este é um tensor
antissimétrico. Para o terceiro termo:

−κ

2 (qµvα);β h
(σ

µ ητ)λαβvλ = −κ

2 q
µvα;βh

(σ
µ ητ)λαβvλ.

Note que a derivada covariante do campo de velocidades está contraída com o dual, de
forma que toda a sua parte simétrica leva a um fator nulo, restando a parte antissimétrica
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e o termo sem simetria definida. O termo de aceleração será anulado uma vez que está
acompanhado de um campo de velocidades. Tem-se que

−κ

2 (qµvα);β h
(σ

µ ητ)λαβvλ = −κ

2 q
µωαβh

(σ
µ ητ)λαβvλ.

Devido à ortogonalidade do fluxo de calor com o campo de velocidades, e a definição do
projetor, tem-se que

−κ

2 (qµvα);β h
(σ

µ ητ)λαβvλ = −κ

2 q
(σωαβη

τ)λαβvλ.

Utilizando a definição (4.75), obtém-se

−κ

2 (qµvα);β h
(σ

µ ητ)λαβvλ = κq(σωτ). (4.85)

Para o quarto termo:

−κ

2 (qαv
µ);β h

(σ
µ ητ)λαβvλ = −κ

2 qαv
µ

;βh
(σ

µ ητ)λαβvλ.

Usando a decomposição (4.19), mostra-se que

−κ

2 (qαv
µ);β h

(σ
µ ητ)λαβvλ = −κ

2 qασ
(σ

β ητ)λαβvλ + κ

2 qαω
(σ

β ητ)λαβvλ.

Para o termo de vorticidade é necessário utilizar a relação (4.24) e a contração (4.27),
para escrever a relação em termos da delta generalizada tridimensional. Desta forma, o
segundo fator do lado direito da equação acima pode ser escrito como

κ

2 qαη
(σµν

β ωµvνη
τ)λαβvλ = κgστqνω

µvνvµ + κ

2 q
(σωτ)vνvν + κ

2 qµω
µv(τvσ)

− κ

2 q
(σωµvτ)vµ − κ

2 qνω
(τvνvσ) − κgτσqµω

µvνvν .

Utilizando propriedades da simetrização e de ortogonalidade do fluxo de calor, simplifica-se
a expressão para

κ

2 qαη
(σµν

β ωµvνη
τ)λαβvλ = κ

2 q
(σωτ) + κqµω

µvτvσ − κgτσqµω
µ.

A partir da definição de projetor, tem-se que

κ

2 qαη
(σµν

β ωµvνη
τ)λαβvλ = κ

2 q
(σωτ) − κqµω

µhτσ,
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ou seja, o quarto termo toma a forma

−κ

2 (qαv
µ);β h

(σ
µ ητ)λαβvλ = −κ

2 qασ
(σ

β ητ)λαβvλ + κ

2 q
(σωτ) − κqµω

µhτσ. (4.86)

Para o quinto termo,

−κ

2π
µ

α;βh
(σ

µ ητ)λαβvλ, (4.87)

não é necessário realizar nenhuma modificação, já que está no formato desejado.
Para o sexto termo:

κ

2
(
ρvµvβ

)
;α
h (σ

µ ητ)λαβvλ = 0,

a partir da expansão da derivada covariante. Da mesma forma, o sétimo termo:

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
h (σ

µ ητ)λαβvλ = 0.

O oitavo termo, assim como os nono e décimo termos são exatamente os mesmos
que o terceiro, quarto e quinto respectivamente. Alternando os índices αβ e mudando o
sinal de maneira adequada, tem-se que

κ

2
(
qµvβ

)
;α
h (σ

µ ητ)λαβvλ = κq(σωτ), (4.88)

κ

2
(
qβv

µ
)

;α
h (σ

µ ητ)λαβvλ = −κ

2 qασ
(σ

β ητ)λαβvλ + κ

2 q
(σωτ) − κqµω

µhτσ, (4.89)

e,
κ

2π
µ

β;αh
(σ

µ ητ)λαβvλ = −κ

2π
µ

α;βh
(σ

µ ητ)λαβvλ. (4.90)

Os quatro termos restantes são nulos, tem-se que

κ

6 δ
µ

αρ,βh
(σ

µ ητ)λαβvλ = 0,

pois a propriedade da delta de Kronecker leva a simetrização do tensor dual. Da mesma
forma,

−κ

2 δ
µ

αp,βh
(σ

µ ητ)λαβvλ = 0.
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O décimo terceiro termo é análogo, com a delta de Kronecker atuando em um índice
diferente, mas como

−κ

6 δ
µ

βρ,αh
(σ

µ ητ)λαβvλ = 0,

o argumento se mantém o mesmo. Novamente, tem-se que

κ

2 δ
µ

βp,αh
(σ

µ ητ)λαβvλ = 0.

Organizando os termos não nulos, tem-se que

W µν
αβ ;ν h

(σ
µ ητ)λαβvλ = −4

(
−3

4κq
(σωτ) + 1

2κqµω
µhτσ + 1

4κqασ
(σ

β ητ)λαβvλ +

+1
4κπ

µ
α;βh

(σ
µ ητ)λαβvλ

)
. (4.91)

O fator −4, que é global, também está presente na projeção do lado esquerdo, portanto, a
forma desejada foi obtida. Agora, resta apenas a projeção final.

4.2.4 Quarta projeção

A última projeção é dada por

W µν
αβ ;ν v

βh (τ
µ hσ)α. (4.92)

Para o primeiro termo tem-se

−κ

2 (ρvµvα);β v
βh (τ

µ hσ)α = 0.

Basta expandir a derivada covariante.
Para o segundo termo,

κ

2 (phµ
α);β v

βh (τ
µ hσ)α = κ

2p,βh
µ

αv
βh (τ

µ hσ)α.

Utilizando que hµ
αh

τ
µ = h τ

α , escreve-se

κ

2 (phµ
α);β v

βh (τ
µ hσ)α = κṗhτσ. (4.93)

Para o terceiro termo,
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−κ

2 (qµvα);β v
βh (τ

µ hσ)α = −κ

2 q
µvα;βv

βh (τ
µ hσ)α.

Devido à ortogonalidade do campo de velocidades com o fluxo de calor e com o vetor
aceleração, assim como à definição do projetor (4.4), reescreve-se este termo como

−κ

2 (qµvα);β v
βh (τ

µ hσ)α = −κ

2 q
(τaσ). (4.94)

O quarto termo é equivalente ao anterior. Note que, após as expansões tem-se

−κ

2 (qαv
µ);β v

βh (τ
µ hσ)α = −κ

2 q
(τaσ). (4.95)

A única propriedade notável no quinto termo é que devido à simetria da pressão
anisotrópica, e à simetrização dos índices livres, um fator 2 é obtido durante a simetrização.
Ou seja,

−κ

2π
µ

α;βv
βh (τ

µ hσ)α = −κπ̇µ
αh

τ
µ hσα. (4.96)

Para o sexto termo:

κ

2
(
ρvµvβ

)
;α
vβh (τ

µ hσ)α = κ

2ρv
µ

;αh
(τ

µ hσ)α.

A partir da decomposição (4.19), e lembrando que a simetrização de tensores simétricos
gera um fator 2, e a simetrização de tensores antissimétricos leva a zero, tem-se que

κ

2
(
ρvµvβ

)
;α
vβh (τ

µ hσ)α = κ

3 θρh
τσ + κρστσ. (4.97)

Para o sétimo termo, realizando um procedimento análogo ao realizado para o sexto termo,
mostra-se que

−κ

2
(
phµ

β

)
;α
vβh (τ

µ hσ)α = κ

3 θph
τσ + κpστσ. (4.98)

Para o oitavo termo:

κ

2
(
qµvβ

)
;α
vβh (τ

µ hσ)α = κ

2 q
µ

;αh
(τ

µ hσ)α. (4.99)

O nono termo é identicamente nulo,
κ

2
(
qβv

µ
)

;α
vβh (τ

µ hσ)α = 0.
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Para o décimo termo, pode-se alternar a derivada entre a pressão anisotrópica e o campo
de velocidades, invertendo o sinal global. Utilizando o projetor, pode-se escrever

κ

2π
µ

β;αv
βh (τ

µ hσ)α = −κ

2π
(τ

β vβ
;αh

σ)α.

Utilizando a decomposição (4.19), obtém-se

κ

2π
µ

β;αv
βh (τ

µ hσ)α = −κ

3 θπ
στ − κ

2π
(τ

β σσ)β + κ

2π
(τ

β ωσ)β. (4.100)

Aplicando a delta de Kronecker, e simetrizando o projetor, para escrever o décimo primeiro
termo:

κ

6 δ
µ

αρ,βv
βh (τ

µ hσ)α = κ

3 ρ̇h
στ . (4.101)

Da mesma forma, para o décimo segundo termo:

−κ

2 δ
µ

αp,βv
βh (τ

µ hσ)α = −κṗhστ . (4.102)

Os dois últimos termos são identicamente nulos. Aplicando a propriedade da delta de
Kronecker, e expandindo a derivada covariante, obtém-se

−κ

6 δ
µ

βρ,αv
βh (τ

µ hσ)α = 0.

Da mesma forma

κ

2 δ
µ

βp,αv
βh (τ

µ hσ)α = 0.

Coletando todos os termos não nulos, tem-se que

W µν
αβ ;ν v

βh (τ
µ hσ)α = −κq(τaσ) − κπ̇µ

αh
τ

µ hσα + κ

3 [ρ̇+ θ (ρ+ p)]hτσ + κ (ρ+ p) στσ

+ κ

2 q
µ

;αh
(τ

µ hσ)α − κ

3 θπ
στ − κ

2π
(τ

β σσ)β + κ

2π
(τ

β ωσ)β.

Utilizando a seguinte lei de conservação

ρ̇+ (ρ+ p) θ + q̇µvµ + qα
;α − πµνθµν = 0, (4.103)

reorganiza-se os fatores para escrever que
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W µν
αβ ;ν v

βh (τ
µ hσ)α = −2

(
κ

2 q
(τaσ) + κ

2 π̇
µ

αh
τ

µ hσα + κ

6
[
q̇µvµ + qα

;α − πµνσµν

]
hτσ+

−κ

2 (ρ+ p) στσ − κ

4 q
µ

;αh
(τ

µ hσ)α + κ

6 θπ
στ + κ

4π
(τ

β σσ)β − κ

4π
(τ

β ωσ)β
)
, (4.104)

em que o fator de −2 é eliminado pela projeção do lado esquerdo. Assim, completam-se as
quatro projeções e se demonstra o formato das equações para o formalismo de JEK para a
RG.

4.3 As equações de evolução perturbadas
Nesta seção, obtém-se as equações de evolução das perturbações relevantes para

este trabalho, em particular, a equação do cisalhamento e da parte elétrica do tensor
de Weyl, bem como o vínculo para a perturbação do vetor aceleração. Aqui também
é apresentado como reduzir o sistema de equações para um sistema bidimensional não
autônomo para a evolução destas perturbações por meio de uma decomposição em uma
base escalar de harmônicos esféricos.

As perturbações das grandezas relevantes são sempre escritas como Aperturbado =
Afundo + δA. Uma vez que utiliza-se uma cosmologia homogênea e isotrópica dada pela
geometria (2.1), muitas das grandezas analisadas apresentam Afundo = 0. As grandezas
que não são nulas na cosmologia de fundo são as seguintes

θ(p) = θ(0) + δθ,

ρ(p) = ρ(0) + δρ,

p(p) = p(0) + δp,

em que o índice (0) e (p) indicam, respectivamente, a grandeza de fundo e a grandeza
perturbada. Note também que δA é a perturbação de primeira ordem realizada da grandeza.
Outras grandezas de relevância não apresentam valores de fundo, por exemplo

σ (p)
µν = δσµν ,

ω (p)
µν = δωµν ,

a (p)
µ = δaµ,

para os parâmetros cinemáticos, e também para os elementos do tensor de Weyl, tem-se
que

E (p)
µν = δEµν ,

H (p)
µν = δHµν .
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Perceba que estas grandezas são identicamente nulas na métrica de fundo, portanto, toda
perturbação pode ser tomada como uma perturbação física e não uma escolha de calibre.
Neste trabalho não se discute a evolução de todas as perturbações, mas focamos, em
particular, na evolução da perturbação de δEµν , δσµν , pois a partir destas perturbações
forma-se um conjunto mínimo necessário para avaliar um sistema dinâmico não-autônomo
para as perturbações ([90, 81, 91, 92]). Além disso, é necessário escrever um vínculo para
a perturbação δaµ.

4.3.1 Equações de evolução dos parâmetros cinemáticos perturbadas

Um exemplo de equação dinâmica que pode ser perturbada é a equação de Ray-
chaudhuri [104, 95] , dada por

θ̇ + θ2

3 + 2σ2 + 2ω2 − aα
;α = Rµνv

µvν , (4.105)

em que σ2 ≡ 1
2σµνσ

µν e ω2 ≡ 1
2ωµνω

µν . Usando as equações (A.9) e (A.14) com κ = 1, é
possível escrever que

θ̇ + θ2

3 + 2σ2 + 2ω2 − aα
;α = −Tµνv

µvν + 1
2Tgµνv

µvν .

É possível notar que Tµνv
µvν = ρ, e que gµνv

µvν = 1, tem-se também que T = ρ − 3p,
portanto a expressão se torna

θ̇ + θ2

3 + 2σ2 + 2ω2 − aα
;α = −1

2(ρ+ 3p).

Para escrever a equação perturbada, é preciso substituir toda grandeza presente por sua
versão com o índice (p) e então separada em fundo e perturbação, por exemplo

(
θ(p)

)2
= (θ(0) + δθ)2 ≈ (θ(0))2 + 2θ(0)δθ + O(2),

em que O(2) indica as ordens superiores que são omitidas. A partir deste ponto não se
indica a presença destas ordens superiores, mas lembre-se que todo fator de ordem superior
é omitido. No entanto, apenas conhecemos perturbações das grandezas e não de suas
derivadas, para contornar este problema, será preciso usar a definição θ̇ = (vµ

;µ);νv
ν . A

grandeza relevante aqui é (vµ)(p) = (vµ)(0) + δvµ, que substituída na definição leva à

θ̇(p) = (((vµ)(0) + δvµ);µ);ν((vν)(0) + δvν) ≈ θ̇(0) + θ(0)
,ν δv

ν + δvµ
;µ;ν (vν)(0).

Devido ao caráter temporal do observador e a definição de θ tem-se que θ = θ(t), pode-se
dizer que θ(0)

,ν δv
ν = θ̇(0)δv0, e usando que δvµ

;µ;ν (vν)(0) ≡ δθ̇, pode-se escrever que

θ̇(p) ≈ θ̇(0) + θ̇(0)δv0 + δθ̇.
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Os termos restantes são mais simples, note que como σµν e ωµν são nulos na geometria de
fundo, os termos σ2 e ω2 são apenas termos quadráticos que podem ser eliminados, e o
termo de aceleração aµ

;µ = δaµ
;µ pelo mesmo raciocínio. Para o lado direito da equação

(4.105) precisamos apenas escrever as relações em suas partes de fundo e perturbações,
obtendo finalmente que

θ̇(0) + θ̇(0)δv0 + δθ̇ + 1
3(θ(0))2 + 2

3θ
(0)δθ − δaµ

;µ = −1
2(ρ(0) + 3p(0)) − 1

2(δρ+ 3δp).

Como a igualdade θ̇ + θ2

3 = −1
2(ρ+ 3p) é válida em nossa métrica de fundo, a expressão se

torna simplesmente

δθ̇ + θ̇(0)δv0 + 2
3θ

(0)δθ − δaµ
;µ = −1

2(δρ+ 3δp). (4.106)

Agora, para a equação de evolução do cisalhamento [89, 95]

h µ
α h ν

β σ̇µν + 1
3hαβ(−2ω2 − 2σ2 + aλ

;λ) + aαaβ − 1
2h

µ
α h ν

β (aµ;ν + aν;µ) + 2
3θσαβ+

+ σαµσ
µ

β + ωαµω
µ

β = Rαϵβνv
ϵvν − 1

3Rµνv
µvνhαβ. (4.107)

Alguns termos podem ser omitidos uma vez que gerariam apenas perturbações quadráticas,
outros podem ser reescritos usando argumentos semelhantes aos que já foram discutidos
anteriormente. A partir daqui os índices (0) e (p) serão omitidos por simplicidade.
Considere que os termos sem δ referem-se ao fundo. O primeiro fator é da forma

h µ
α h ν

β σ̇µν ≈ (h µ
α + δh µ

α )(h ν
β + δh ν

β )δσ̇µν ≈ h µ
α h ν

β δσ̇µν = δσ̇αβ,

em que é preciso usar a definição do projetor e lembrar que σµνv
ν = 0. Perceba que

δh µ
α δσµν ≈ 0 pois é um fator de segunda ordem; este argumento será utilizado ao longo

de todas as expressões. Portanto, podemos resumir o lado esquerdo da expressão (4.107)
como

δσ̇αβ + 1
3hαβδa

λ
;λ − 1

2h
µ

α h ν
β δa(µ;ν) + 2

3θδσαβ.

Para o lado direito é necessário reescrever as projeções dos tensores de Riemann e Ricci. A
projeção do Ricci foi apresentada enquanto realizamos a perturbação da equação (4.105),
explicitamente

−1
3Rµνv

µvνhαβ = 1
6(ρ+ 3p)hαβ.

Agora, para projetar o tensor de Riemann é preciso lembrar das definições (A.11) e (4.1).
Convenientemente, ao realizar a projeção nos resta os seguintes fatores
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Rαϵβνv
ϵvν = −Eαβ − 1

6(ρ+ 3p)hαβ − 1
2παβ,

portanto, o lado direito pode ser escrito simplesmente como

−Eαβ − 1
2παβ,

em que foi necessário utilizar também a definição (4.59). Ambas as grandezas são nulas
na geometria de fundo, portanto, a equação perturbada é simplesmente

δσ̇αβ + 1
3hαβδa

λ
;λ − 1

2h
µ

α h ν
β δa(µ;ν) + 2

3θδσαβ = −δEαβ − 1
2δπαβ. (4.108)

Esta equação será uma das que formam o nosso sistema dinâmico bidimensional. Outra
equação que deve ser avaliada é a equação da vorticidade, dada por

h µ
α h ν

β ω̇µν − 1
2h

µ
α h ν

β (aµ;ν − aν;µ) + 2
3θωαβ + σαµω

µ
β − σβµω

µ
α = 0. (4.109)

A forma perturbada não requer argumentos novos em relação ao que foi feito para a
equação (4.107). Portanto pode-se escrever simplesmente que

δω̇αβ − 1
2h

µ
α h ν

β δa[µ;ν] + 2
3θδωαβ = 0. (4.110)

Agora, é preciso analisar as equações de vínculo sobre os parâmetros cinemáticos. Primeiro,
temos que

2
3θ,µh

µ
λ − (σα

γ + ωα
γ );αh

γ
λ − aν(σλν + ωλν) = Rµνv

µhν
λ. (4.111)

Vamos analisar o primeiro termo, note que a expressão perturbada é tal que

2
3(θ + δθ),µ(hµ

λ + δhµ
λ) ≈ 2

3θ,µh
µ

λ + 2
3θ,µδh

µ
λ + δθ,µh

µ
λ.

A perturbação do projetor pode ser escrita como δhµ
λ = −δvµvλ − vµδvλ, assim é possível

reescrever o segundo fator da expressão acima, obtendo então

2
3(θ + δθ),µ(hµ

λ + δhµ
λ) ≈ 2

3θ,µh
µ

λ − 2
3 θ̇δvλ − θ̇δv0δ0

λ + δθ,µh
µ

λ,

em que é necessário levar em consideração que θ é uma função apenas do tempo e que
vµ = δµ

0. Para o lado direito da equação (4.111), é necessário realizar a expansão utilizando
(A.9) e (4.59), obtendo que

Rµνv
µhν

λ = −qλ,

de forma que a perturbação pode ser obtida trivialmente. Todos os outros fatores também
são triviais, e obtém-se
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δθ,µh
µ

λ − 2
3 θ̇δvλ − θ̇δv0δ0

λ − (δσα
γ + δωα

γ )hγ
λ = −δqλ. (4.112)

Note que, o termo do fundo é simplesmente zero, uma vez que estamos em uma geometria
homogênea e isotrópica. Agora, para o segundo vínculo tem-se a seguinte equação

ωα
;α + 2ωαaα = 0. (4.113)

cuja equação perturbada é trivialmente obtida como

δωα
;α = 0. (4.114)

O terceiro vínculo é dado por

−1
2h

ϵ
τ h

α
λ η βγν

ϵ vν(σαβ + ωαβ);γ + a(τωλ) = Hτλ, (4.115)

em que argumentos adicionais aos já utilizados não precisam ser discutidos. A equação
perturbada é dada por

−1
2h

ϵ
τ h

α
λ η βγν

ϵ vν(δσαβ + δωαβ);γ = δHτλ. (4.116)

Todas as equações discutidas nesta seção são presentes em discussões usuais na temática
cosmologia relativística, mais detalhes sobre a sua derivação podem ser encontradas em
[89, 95, 1].

4.3.2 Equações de conservação do tensor energia-momento perturbadas

Também é necessário avaliar como as equações de conservação do tensor energia-
momento restringem a evolução das perturbações, para isso, é necessário avaliar duas
projeções independentes da relação

T µν
;ν = 0.

As projeções levam à equação de continuidade e à equação de Euler para um fluido
generalizado. Começando com a equação da continuidade [95]

ρ̇+ (ρ+ p)θ + q̇µvµ + qα
;α − πµνθµν = 0, (4.117)

obtida da projeção T µν
;ν vµ e em que θµν ≡ σµν + 1

3θhµν . Basta coletar os fatores de
primeira ordem nas perturbações e eliminar os termos de ordem superior, obtendo

δρ̇+ (ρ+ p)δθ + (δρ+ δp)θ + q̇µδvµ + δq̇µvµ + δqα
;α = 0. (4.118)

Agora, a equação de Euler generalizada é obtida a partir da projeção T µν
;ν h

α
µ , resultando

em [95]
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(ρ+ p)aα − p,µh
µ

α + q̇µh
µ

α + θqα + qνθαν + qνωαν + π ν
α ;ν + πµνθµνvα = 0. (4.119)

A partir do mesmo argumento usado para obter a relação (4.114), e coletando os termos
de primeira ordem, obtém-se

(ρ+ p)δaα + p,0δv
0δ0

α + ṗδvα − δp,βh
β

α + δq̇µh
µ

α + θδqα + θ

3hανδq
ν + δπ ν

α ;ν = 0. (4.120)

Esta última equação permitirá vincular a perturbação da aceleração dentro do sistema
dinâmico de interesse. Na próxima seção, apresenta-se a dinâmica das perturbações do
tensor de Weyl.

4.3.3 Equações das projeções da divergência do tensor de Weyl perturbadas

Nas seções anteriores foram obtidas as seguintes projeções independentes para a
divergência do tensor de Weyl

Eϵ
α;νh

ν
ϵ h

αρ + ηαβγϵσ
γ
νH

νϵvβhαρ + 3wϵH
ρϵ = κ

3ρ;αh
αρ + κ

3 θq
ρ + κ

2π
µρaµ+

− κ

2 q
µ
(
σρ

µ − 3ωρ
µ

)
+ κ

2h
ρµπ ν

µ ;ν , (4.121)

Hαβ;νh
ανhβρ − σανE

ν
βvλη

ρλαβ − 3ωαE
ρα = κ (ρ+ p)ωρ − κ

2 qα;βη
ρλαβvλ+

+ κ

2π
µ

αη
ρλαβ

(
σµβ + ωµβ

)
vλ, (4.122)

1
2E

µ
β;αh

(σ
µ ηρ)λαβvλ − aαE

µ
βh

(σ
µ ηρ)λαβvλ + θHρσ − 3

2σ
(σ

ν Hρ)ν+

− 1
2ω

(σ
νH

ρ)ν + hρσhσγḢϵγ + σ α
β H β

α hρσ = −3
4κq

(σωρ) + 1
2κqµω

µhρσ+

+ 1
4κqασ

(σ
β ηρ)λαβvλ + 1

4κπ
µ

α;βh
(σ

µ ηρ)λαβvλ, (4.123)

hραhσβĖαβ + θEρσ + Eν
βσ

β
νh

ρσ − 3
2σ

(ρ
νE

νσ) − 1
2ω

(ρ
νE

νσ) + 1
2Hαϵ;νh

α(σηρ)νγϵvγ+

+ aγH
ϵ(ρη

σ)
βγϵv

β = κ

2 q
(ρaσ) + κ

2 π̇
µ

αh
ρ

µ h
σα + κ

6
[
q̇µvµ + qα

;α − πµνσµν

]
hρσ+

− κ

2 (ρ+ p) σρσ − κ

4 q
µ

;αvβv
βh (ρ

µ hσ)α + κ

6 θπ
σρ + κ

4π
(ρ

β σσ)β − κ

4π
(ρ

β ωσ)β. (4.124)
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Similarmente ao realizado nas seções anteriores, é possível perturbar estas equações.
Não é necessário apresentar novos argumentos para reescrever as expressões. O formato
das equações é dado por

h ϵ
µ h

λ
ν δḢµν + θδHϵλ − 1

2δH
(ϵ

ν hλ)
µv

µ;ν + θ

3η
λνµγηϵβταvµvτhνβδHαγ+

+ δE µ
β ;αh

(ϵ
µ ηλ)γαβvγ = 1

4h
ν(ϵηλ)αβµvµδπνα;β, (4.125)

para a parte magnética do tensor de Weyl. Para a parte elétrica do tensor de Weyl
escreve-se que

δĖϵλ + θδEϵλ − 1
2δE

(ϵ
ν hλ)

µv
µ;ν + θ

3η
λνµγηϵβταvµvτδEαγhνβ+

− 1
2δH

µ
β ;αh

(ϵ
µ ηλ)γαβvγ = −1

2(ρ+ p)δσϵλ + 1
6h

ϵλδqµ
;µ+

− 1
4h

µ(ϵhλ)αδqµ;α + 1
2h

ϵ
α h

λ
µ δπ̇αµ + 1

6θδπ
ϵλ,

em que é possível simplificar a expressão se utilizarmos a contração (4.25), e a decomposição
(4.19), obtendo

δĖϵλ + θδEϵλ − 1
6θδE

(ϵ
ν hλ)

µh
µν + θ

3δE
λϵ+

− 1
2δH

µ
β ;αh

(ϵ
µ ηλ)γαβvγ = −1

2(ρ+ p)δσϵλ + 1
6h

ϵλδqµ
;µ+

− 1
4h

µ(ϵhλ)αδqµ;α + 1
2h

ϵ
α h

λ
µ δπ̇αµ + 1

6θδπ
ϵλ. (4.126)

Esta equação fornece uma das equações do sistema dinâmico desejado. Agora, para a
terceira equação tem-se que

hϵαhλγδEαλ;γ = 1
3h

ϵαδρ,α − 1
3 ρ̇δv

ϵ − 1
3 ρ̇δv

0δϵ
0 + θ

3δq
α + 1

2h
ϵαδπ ν

α ;ν . (4.127)

E, por fim a equação

hϵαhλγδHαλ;γ = (ρ+ p)δωϵ − 1
2η

ϵαβλqα;βδvλ − 1
2η

ϵαβλvλδqα;β. (4.128)

Assim finalizam-se as equações perturbadas. Na próxima seção trabalham-se as equações
(4.126), (4.108) e (4.120) em termos de uma base escalar de harmônicos esféricos e forma-se
o sistema dinâmico bidimensional não autônomo para a evolução das perturbações.
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4.3.4 A decomposição das equações termos de uma base de harmônicos
esféricos

A base de harmônicos esféricos escalares Q(xk) é suficiente uma vez que restringimos-
nos a perturbações irrotacionais. A base deve obedecer a relação

∇2Q ≡ γikQ,i||k = mQ, (4.129)

com Q̇ = 0, em que m = 1/k2 trazendo a informação do comprimento de onda das
perturbações. Note que a operação é construída utilizando a métrica tridimensional γik,
e utiliza a derivada covariante no mesmo recorte tridimensional, A||k. A partir destas
definições, descrevem-se grandezas vetoriais e tensoriais dadas pelas construções

Qi ≡ Q,i e Qij ≡ Q,i;j. (4.130)

E, a partir destas definições é possível definir o seguinte operador sem traço

Q̄ij = 1
m
Qij − 1

3Qγij, (4.131)

com a sua divergência dada por

Q̄ik
||k = 2

(1
3 + ϵ

m

)
Qi. (4.132)

Para este trabalho interessa-nos trabalhar com as equações (4.126) e (4.108) pois é a
partir destas relações que é possível construir um sistema bidimensional fechado. Para a
equação (4.126) iremos primeiro desconsiderar fatores rotacionais, como a parte magnética
do tensor de Weyl, Hµν , e o fluxo de calor qµ, uma vez que eles não afetam o sistema
dinâmico construídos utilizando os outros elementos, e geram perturbações que não estamos
interessados neste trabalho. Resta-se

δĖϵλ +θδEϵλ − 1
2δE

(ϵ
ν hλ)

µv
µ;ν + θ

3δE
λϵ = −1

2(ρ+p)δσϵλ + 1
2h

ϵ
α h

λ
µ δπ̇αµ + 1

6θδπ
ϵλ. (4.133)

Note que as perturbações que precisam ser decompostas na base escalar são δEϵλ, δσϵλ

e δπϵλ. Todas estas grandezas são ortogonais ao campo de observadores vµ, e portanto,
são tomadas como grandezas pertencentes ao espaço tridimensional e adequadamente
decompostas na base Q(xk). Em particular, pode-se realizar a decomposição a partir das
relações

δEij = E(t)Q̄ij(xk), (4.134)

δσij = Σ(t)Q̄ij(xk), (4.135)
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em que E(t) e Σ(t) determinam a evolução temporal das perturbações. Perceba que na
decomposição utiliza-se o operador sem traço, Q̄ij, uma vez que o cisalhamento e a parte
elétrica do tensor de Weyl são grandezas sem traço. Para a pressão anisotrópica, πij é
necessário utilizar argumentos de uma termodinâmica causal que relaciona esta grandeza
ao cisalhamento pela expressão [95]

τ π̇ij + πij = ξσij,

com τ indicando o tempo de relaxamento e ξ uma constante de viscosidade do fluido.
Tomando que o fluido é incompressível e o fator de τ pode ser desprezado, uma vez que
o tempo de relaxamento é muito pequeno. A relação se resume à πij = ξσij, ou seja, a
relação perturbada é dada por

δπij = ξδσij = ξΣ(t)Q̄ij. (4.136)

Utilizando as decomposições (4.134), (4.135) e (4.136) na equação (4.133), escreve-se que

ĖQ̄ij + θEQ̄ij − 1
3θEQ̄

ij + θ

3EQ̄ij = −1
2(ρ+ p)ΣQ̄ij + 1

2ξΣ̇Q̄
ij + 1

6θξΣQ̄
ij,

em que utilizou-se o projetor hµν para levantar os índices de grandezas do espaço ortogonal.
Como Q̄ij é um fator comum em todos os elementos pode-se igualar seus componentes.
Portanto, após algumas simplificações, tem-se que

Ė + θE = −1
2(ρ+ p)Σ + ξ

2Σ̇ + ξ

6θΣ.

Para obter a relação de Σ̇ é necessário aplicar o mesmo procedimento sobre a relação
(4.108). Neste momento, é necessário decompor a perturbação do vetor aceleração na base
esférica, obtendo

δai = Ψ(t)Qi(xk), (4.137)

em que Ψ(t) é a componente espacial da aceleração. Ao realizar procedimento análogo ao
apresentado anteriormente, agora sobre a relação (4.108) e utilizando a expressão (4.137),
tem-se

Σ̇Q̄ij + 1
3hijΨQk

;k − Ψ
2 δ

l
i δ

k
j Q(l;k) + 2

3θΣQ̄ij = −EQ̄ij − ξ

2ΣQ̄ij,

em que os projetores se comportam como deltas, uma vez que o campo de observadores
é definido tal que vµ = δµ

0 . É preciso retrabalhar o fator Ql;k para comparar todas as
componentes da decomposição, isso é realizado utilizando a relação (4.131). Obtém-se

−Ψ
2 δ

l
i h

k
j Q(l;k) ≡ −ΨQij = −mΨQ̄ij − m

3 ΨQγij,
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e, da mesma forma

1
3hijΨQk

;k = m

3 γijΨQ̄k
k + m

9 γ
k
kQ.

Note que γk
k = 3, uma vez que é a métrica tridimensional. Também tem-se que Q̄k

k = 0,
já que o operador não tem traço. Desta forma é possível simplificar as relações, e obter
que

Σ̇Q̄ij −mΨQ̄ij + 2
3θΣQ̄ij = −EQ̄ij − ξ

2ΣQ̄ij,

ou simplesmente,

Σ̇ = −E −
(

2
3θ + ξ

2

)
Σ +mΨ. (4.138)

A relação (4.138) é utilizada na relação para Ė , de forma que

Ė = −
(
θ + ξ

2

)
E − ξ

2

(
θ

3 + ξ

2

)
Σ − 1

2(ρ+ p)Σ + ξ

2mΨ. (4.139)

As equações (4.138) e (4.139) formam o sistema bidimensional não autônomo estudado
neste trabalho. Note que é necessário obter um vínculo para o parâmetro Ψ, obtido
utilizando a equação (4.120). Tem-se

(ρ+ p)δai + ṗδvi − δp,i + δπ k
i ;k = 0,

em que se tomou apenas a equação indexada espacialmente i = 1, 2, 3. Novamente, são
introduzidas novas decomposições em termos da base escalar. Escrevendo a perturbação
da componente espacial do campo de velocidades como

δvi = V (t)Qi(xk), (4.140)

em que V (t) é definido analogamente as variáveis apresentadas anteriormente. A relação
se torna

(ρ+ p)ΨQi = −ṗV Qi + δp,i − ξΣQ k
i ;k,

lembrando que Q̄ k
i ;k = gijQ̄

jk
;k = −a−2γijQ̄

jk
;k, ou, utilizando a relação (4.132), tem-se

que Q̄ k
i ;k = −2a−2γij

(
1
3 + ϵ

m

)
Qj. De forma que a relação do vínculo é dada por

(ρ+ p)ψQi = −ṗV Qi + δp,i + 2ξ
(1

3 + ϵ

m

)
a−2ξΣQi.

Ainda resta a perturbação da pressão isotrópica δp,i. Por conveniência, define-se esta
perturbação em termos da perturbação da densidade de energia δρ e da velocidade do som
ao quadrado, c2

s. Tem-se a seguinte definição
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c2
s ≡ dp

dρ
, (4.141)

Desta maneira, é possível afirmar que δp = c2
sδρ, e introduzindo a decomposição da

densidade de energia como

δρ = N(t)Q(xk) + µ(t), (4.142)

a variável N(t) é a componente da perturbação, e µ(t) é um fator dependente de calibre
que é eliminado a partir de uma escolha adequada de sistemas de coordenadas. O fator
µ(t) surge uma vez que existe uma densidade de energia não nula na geometria de fundo.
Mesmo que exista uma liberdade de calibre na escolha desta função, não é preciso realizar
esta escolha, uma vez que o vínculo que está sendo trabalhado apresenta apenas derivadas
espaciais. Utilizando a relação (4.142), tem-se que o vínculo toma a forma

(ρ+ p)ψ = c2
s(N − ρ̇V ) + 2ξ

(1
3 + ϵ

m

)
a−2ξΣ,

em que se usou que ṗ = c2
sρ̇. A princípio aparenta-se que o vínculo introduz dois novos

parâmetros ao modelo, N(t) e V (t). No entanto, é possível utilizar a relação (4.127) para
eliminar esta dependência. Note que

δEik
;k = 1

3δρ
,i − 1

3 ρ̇δv
i + 1

2δπ
ik

;k .

Utilizando as relações (4.132), (4.134), (4.136) e (4.142), tem-se

2E
(1

3 + ϵ

m

)
Qi = 1

3NQ
i − 1

3 ρ̇V Q
i + ξΣ

(1
3 + ϵ

m

)
Qi,

ou, simplesmente

N − ρ̇V = 3
(1

3 + ϵ

m

)
(2E − ξΣ) . (4.143)

A relação (4.143) é utilizada para escrever que

(ρ+ p)ψ =
(1

3 + ϵ

m

) (
3c2

s (2E − ξΣ) + 2ξa−2Σ
)
. (4.144)

Assim, vinculam-se os parâmetros N e V em termos de E e Σ, ou seja, a variável
Ψ = Ψ(B, E ,Σ). O sistema dinâmico se torna planar e sua dependência temporal é dada a
partir do campo magnético B(t). Na próxima seção são tomadas as condições suficientes
para que as equações (4.139), (4.138) e (4.144), formem um sistema dinâmico planar
não-autônomo.
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4.4 A construção de um sistema dinâmico não-autônomo
O sistema dinâmico será construído a partir das equações à seguir

Σ̇ = −E − Σ
(

2
3θ + ξ

2

)
+mΨ, (4.145)

Ė = −1
2(ρ+ p)Σ − E

(
θ + ξ

2

)
− ξ

2

(
θ

3 + ξ

2

)
Σ + ξ

2mΨ, (4.146)

(4.147)

em que a perturbação da aceleração, Ψ, pode ser vinculada a partir da expressão

(ρ+ p)Ψ = (1
3 + ϵ

m
)
[
3c2

s (2E − ξΣ) + 2ξa−2Σ
]
. (4.148)

Note que esta equação é válida apenas para ρ + p ≠ 0. Esta condição não é respeitada
quando B(t) → 0 ou B(t) → B3, como pode ser observado a partir das equações (2.28) e
(3.9). Para avaliar os casos singulares nestas perspectivas é necessário introduzir outros
elementos perturbativos nas equações, fugindo do aspecto de fluido perfeito médio do
modelo. Também considera-se a simplificação, ξ = 0, eliminando a presença de uma
perturbação proveniente da pressão anisotrópica. As equações se tornam

Σ̇ = −E − 2
3θΣ +mΨ, (4.149)

Ė = −1
2(ρ+ p)Σ − θE . (4.150)

com o vínculo dado por

(ρ+ p)Ψ = 6c2
s(

1
3 + ϵ

m
)E . (4.151)

É necessário escrever a expressão para θ, obtida a partir da expressão (2.31) como

θ = −3(1 − 4α̃(1 − 4w)B2)Ḃ
2B(1 − 4α̃B2) , (4.152)

em que Ḃ é dado pela equação de Friedmann (3.1), ou de forma mais direta

Ḃ2 = 4B2(1 − 4α̃B2)2

[1 − 4α̃(1 − 4w)B2]2 ×

×

1
6(1 + σ)B2 + 1

3[β̃ − α̃(1 + 3σ)]B4 − ϵB

a2
0B0

(
1 − 4α̃B2

0
1 − 4α̃B2

)2w
 . (4.153)

A escolha de sinal em (4.153) é feita tal que θ > 0 em (4.152), ou seja, a evolução das
perturbações será analisada para condições iniciais em que o universo está em expansão.
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Note que a escolha de sinal não é sempre negativa ou positiva. É necessário avaliar a
posição relativa de B0 às retas estabelecidas para os campos magnéticos B2 = 1

2
√

(1−4w)α̃
e

B3 = 1
2
√

α̃
, definidos em (3.9), e presentes nas figuras (1–6). As regiões entre as retas têm

soluções com θ > 0 com o crescimento do campo magnético (Ḃ > 0), e quando fora das
retas a expansão ocorre com a diminuição do campo magnético (Ḃ < 0).

4.4.1 O parâmetro da equação de estado e a velocidade do som

Para analisar as equações (4.149) e (4.151), é necessário utilizar a definição da
velocidade do som ao quadrado, obtida a partir da densidade de energia (2.5) e pressão
isotrópica (2.6). Uma vez que p e ρ são funções unicamente do campo magnético, B(t), é
possível utilizar as definições

c2
s = dp/dB

dρ/dB
e λ = p

ρ
. (4.154)

em que λ é o parâmetro da equação de estado. As relações são dadas por

λ = 1
3

[1 − 2α̃(12w + 5)B2]
[1 − 2α̃(1 − 4w)B2] , (4.155)

c2
s = 1

3
[1 − 4α̃(12w + 5)B2]
[1 − 4α̃(1 − 4w)B2] . (4.156)

Estas equações são equivalentes tanto no limite de campos fracos, quanto no limite de
campos fortes. Quando é possível desprezar o termo de B2, obtém-se que

λ = c2
s = 1

3 . (4.157)

em que este é o valor de λ usual para um universo dominado por radiação em uma
eletrodinâmica linear. Quando o termo de B2 é mais relevante do que o fator constante, o
limite é tal que

λ = c2
s = 12w + 5

1 − 4w . (4.158)

Ou seja, também há um limite superior constante para estas relações. No entanto, a
transição entre os dois limites não é sempre suave e depende da condição inicial escolhida
e se o campo magnético evolui em direção as seguintes divergências

Bλ = 1√
2α̃(1 − 4w)

e Bc2
s

= 1
2
√
α̃(1 − 4w)

. (4.159)

A divergência para c2
s ocorre para campos magnéticos menores do que λ por um fator de

√
2/2. Também é necessário avaliar a condição c2

s > 0, para evitar instabilidades dentro
do sistema dinâmico. Para isso, também é importante discutir o sinal do numerador em
(4.156), que se anula quando



Capítulo 4. Análise perturbativa 83

Bnum,c2
s

= 1
2
√
α̃(12w + 5)

. (4.160)

O intervalo delimitado entre Bnum,c2
s

e B2 indica quando c2
s < 0, gerando a amplificação das

perturbações. Nesta análise não serão consideradas regiões em que c2
s é sempre negativo.

Alguns valores de interesse são w = −1/4 para a igualdade Bnum,c2
s

= B2, w = −1/3
quando Bnum,c2

s
= B3, e w < −5/12, quando Bnum,c2

s
→ ∞.

A transição entre os limites de campos fracos e campos fortes não ocorre suavemente
para toda escolha de σ. Avaliando as relações (4.155) e (4.156), pode-se notar que para
w > 1

4 as divergência de ambos os parâmetros deixa de existir. Ou seja, fixando os
parâmetros do modelo α e β, existe uma quantidade mínima de campo elétrico E(t) médio
necessária para que a transição entre os limites seja suave, observe a figura (10).
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Figura 10 – Velocidade do som ao quadrado (esquerda) e parâmetro da equação de estado
(direita) em termos do campo magnético. Os parâmetros do modelos escolhidos
são α = 1 e β = 1, e σ = 0 (azul), σ = 0.85 (laranja) e σ = 1 (verde). As
horizontais tracejadas indicam os valores λ = c2

s = 1/3 e λ = c2
s = −1.

Note que para σ = 1
9(1 + 2

√
7), tem-se que w = 1

4 quando α = 1 e β = 1. Desta
forma, todas as escolhas de σ maiores do que este limite apresentam uma transição suave
entre os limites de campo fraco e forte. É relevante apontar que quando σ = 1, o limite
de campos fortes tem uma equação de estado linear, λ = −1, parâmetro comumente
utilizado para estabelecer modelos inflacionários, ou com a presença de uma constante
cosmológica. A presença de uma velocidade do som imaginária pode gerar instabilidades
primordialmente e na evolução das perturbações. No entanto, a presença formal desta
possibilidade aparece em trabalhos no contexto de teoria de campos efetivas, e no contexto
de uma hiperinflação [105, 106].
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4.4.2 A evolução das perturbações

A evolução das perturbações será avaliada caso a caso tendo em vista as informações
apresentadas nas tabelas (1) e (2). Também é de interesse avaliar como estes casos evoluem
para o UM (σ = 0) e o UEN (σ → 1). Em particular, o foco desta análise será em regiões
que θ > 0.

4.4.2.1 O universo quase-magnético

Inicialmente, apresentam-se as diferenças qualitativas na análise para os casos
individuais discutidos na situação generalizada do universo quase-magnético (UQM). Em
particular, a evolução das perturbações será analisada nas regiões disjuntas dos diagramas
de fase de cada caso. Estas regiões são estabelecidas pelas verticais B2 e B3, e pelas bacias
de atração do ponto de equilíbrio BP2 = 1√

2α̃(4w+3)
.

• Caso I

O caso I é obtido quando se considera w < −3/4. Nestas condições Bnum,c2
s

→ ∞,
portanto, a única região na qual c2

s pode ser positivo, é aquela em que as condições
iniciais são escolhidas no intervalo B0 < B2. O comportamento das perturbações
pode ser observado na figura (11) e (12).
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Figura 11 – Retrato de fase para o caso I em que w = −1. Escolhendo B0 = 0.22 < B2 e
Ḃ < 0 tal que θ > 0. À esquerda o retrato de fase para ϵ = 0 com a0 = 1.0 e
à direita o retrato de fase para ϵ > 0 com a0 = 25. A curva sólida vermelha
indica o sistema com uma ENL e a tracejada azul indica a eletrodinâmica
linear usual. A condição inicial para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Na figura (11) percebe-se que as não-linearidades do modelo fazem com que as
perturbações sejam amortecidas mais lentamente do que se esperaria para um
eletromagnetismo linear. O crescimento inicial mais acentuado se dá devido aos
valores muito altos de c2

s que impelem o crescimento de Σ a partir de Ψ. Ocorrendo
devido à proximidade do instante em que c2

s diverge. As perturbações são amortecidas
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enquanto B → 0, levando o sistema ao limite de campos fracos de uma eletrodinâmica
linear. Note que, ρ+p → 0 não é um problema se E → 0 mais rapidamente, avaliando
o limite de campos fracos na próxima seção indica que este é o caso.

Para a escolha em que ϵ = 0, o campo magnético assintoticamente aproxima-se de zero
levando à oscilação das perturbações em torno do equilíbrio em (Σ, E) = (0, 0). Este
comportamento não é perceptível quando ϵ > 0. Note que estas curvas apresentam
valores mínimos para campos magnéticos diferentes de zero, fazendo com que as
perturbações sejam amortecidas apenas até o campo alcançar este mínimo, sendo
amplificadas durante uma fase de colapso. Devido a este comportamento é necessário
escolher a0 tal que quando B = B0, o radicando em (4.153) seja sempre positivo, ou
seja, antes do campo magnético alcançar o seu valor mínimo.

Para analisar o caso em que ϵ < 0 é preciso tomar um cuidado adicional com o sinal
obtido para a perturbação da aceleração. Observe a dependência do fator m+ 3ϵ, e o
controle que a escolha de m tem sobre seu sinal. Portanto, se ϵ < 0, como m ∝ 1/k2,
existe uma relação entre a escala das perturbações e o seu crescimento. Observe a
figura 12).
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Figura 12 – Retrato de fase para o caso I em que w = −1. Escolhendo a região em que
B0 = 0.22 < B2 e Ḃ < 0 tal que θ > 0. À esquerda o retrato de fase para ϵ < 0
e a0 = 1.0 em uma ENL e à direita para uma eletrodinâmica linear. As três
curvas apresentadas são feitas para valores de m < 3|ϵ| (tracejada vermelha),
m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-tracejada). A condição inicial
para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Se m− 3|ϵ| < 0, o crescimento de Σ não é amortecido durante a fase de expansão,
e o seu crescimento é muito amortecido se m = 3|ϵ|. Agora, o campo magnético
tende a zero mais rapidamente do que quando ϵ = 0, suprimindo o comportamento
oscilatório presente na figura (11), novamente, as perturbações são amortecidas mais
lentamente do que em uma eletrodinâmica linear.

• Caso II
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Aqui ocorreo o surgimento do ponto de equilíbrio BP2 como um centro em regiões
com B > B3, ou seja, ρ + p < 0. As únicas curvas que têm acesso a esta região
são para ϵ < 0, como pode ser observado na figura (2). No entanto, com a escolha
w = −1/2, utilizada para apresentar a figura (2), ainda não há região com c2

s > 0
para valores de B0 > B2. Analisa-se esta região para o caso em que w = −1/3,
quando Bnum,c2

s
= B3, e assim, toda a região à direita de B3 apresenta positividade

da velocidade do som garantida. O comportamento pode ser observado na figura
(13).
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Figura 13 – Retrato de fase para o caso II em que w = −1/3. Escolhendo a região em que
B3 < B0 = 0.75 e Ḃ < 0 tal que θ > 0. À esquerda o retrato de fase para ϵ < 0
e a0 = 2.09 em uma ENL e à direita para uma eletrodinâmica linear. As três
curvas apresentadas são feitas para valores de m < 3|ϵ| (tracejada vermelha),
m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-tracejada). A condição inicial
para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Note que o campo magnético nesta região segue curvas fechadas, portanto, existe
um valor mínimo acima de B3. Desta forma evitando as instabilidades devido
ao crescimento de Ψ, e restringindo os valores possíveis para a0. Novamente, as
perturbações são atenuadas até uma elipse mínima no caso em que ϵ > 0, se m < 3|ϵ| o
crescimento das perturbações é inevitável. Em particular neste caso, as perturbações
são amortecidas mais rapidamente do que em uma eletrodinâmica linear.

• Caso III

Para o caso III, tem-se que BP2 < B3, ou seja, o equilíbrio surge em regiões em que
ρ+ p > 0. O comportamento do campo magnético pode ser observado na figura (3).
Note que, para esta escolha Bnum,c2

s
< B2 < B3. Ou seja, podemos analisar regiões

em que c2
s > 0 para B0 < Bnum,c2

s
ou B0 > B2. A região na qual B0 < B2 se comporta

da mesma forma observada anteriormente, no entanto, devido à presença de uma
região com c2

s < 0, as instabilidades resultam em um crescimento das perturbações,
como observado na figura (14).



Capítulo 4. Análise perturbativa 87

1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Σ

0.02

0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

E

Evolução das perturbações (E X Σ)

0.2 0.1 0.0 0.1 0.2
Σ

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

E

Evolução das perturbações (E X Σ)

0.2 0.1 0.0 0.1 0.2 0.3
Σ

0.002

0.000

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

0.012

E

Eletrodinâmica Não-linear:  ε< 0 (E X Σ)

Figura 14 – Retratos de fase para o caso III em que w = −1/8. Todos os gráficos foram
feitos para B0 = 0.27 < B2 e Ḃ < 0 tal que θ > 0. O primeiro diagrama de
fase é para ϵ > 0 e a0 = 10.0, o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0 e o terceiro para
ϵ < 0 e a0 = 1.0. Para o diagrama em que ϵ < 0 são apresentadas curvas para
m < 3|ϵ| (tracejada vermelha), m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-
tracejada). A condição inicial para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Note a instabilidade gerada quando c2
s < 0, e a recuperação do comportamento usual

enquanto B → 0. À medida que os casos avançam, a região na qual c2
s > 0 se torna

cada vez menores, uma vez que o intervalo [Bnum,c2
s
, B2] se torna cada vez maior.

Ao avaliar a região em que B2 < B0 < B3 é preciso avaliar o comportamento em
diferentes situações. Note que para ϵ > 0 existem duas regiões adicionais, uma na
qual as curvas alcançam um máximo anterior ao valor de BP2 , e outra que parte
de um mínimo com valores maiores que BP2 levando a B3. O comportamento das
soluções de ϵ > 0 nestas duas regiões podem ser observadas na figura (15).

Note que o comportamento ao atingir um máximo para o campo magnético é muito
semelhante ao que ocorre ao atingir um mínimo, estabelecendo uma elipse limite
para o valor das perturbações. As perturbações voltam a evoluir se for permitido
que o campo magnético volte a colapsar. É perceptível também que ao alcançar
B3, as perturbações em Σ começam a aumentar, como indicado pelo achatamento
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Figura 15 – Retrato de fase para o caso III em que w = −1/8. Curvas para ϵ > 0,
escolhendo a região em que B2 < B0 = 0.42 < BP2 com a0 = 6.95 (esquerda)
e a região em que BP2 < B0 = 0.46 < B3 com a0 = 7.2 (direita). Tem-se
que Ḃ > 0 tal que θ > 0 em ambos diagramas. A condição inicial para as
perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

horizontal das elipses. Eventualmente, as perturbações se tornam instáveis devido ao
limite ρ+p = 0. Como E sempre é rapidamente atenuada, isso controla o crescimento
de Ψ, e desta forma o crescimento de Σ, mas, a indeterminação no valor B3 ainda se
mantém. A figura (16) mostra o comportamento da terceira região relevante entre as
duas verticais, em que todas as curvas alcançam B3, ficando evidente a instabilidade
neste limite superior.

A região em que B0 > B3 não apresenta comportamento qualitativo diferente do
que o já discutido, o campo magnético diminui levando a B3, e à instabilidade das
perturbações. Para o caso III ainda é possível acessar a escolha w = −1/4, indicando
a transição entre casos. Tem-se que Bnum,c2

s
= B2, em que não existe região para

c2
s < 0, uma vez que para esta escolha a velocidade do som torna-se simplesmente
c2

s = 1/3 como pode ser verificado a partir da equação (4.156). Nesta escolha,
BP2 = B3, e, portanto, o comportamento qualitativo entre B2 e B3 é diferente, o que
pode ser observado na figura (17).

Perceba que as curvas não sentem a instabilidade ao se aproximar de B3, devido à
mudança do comportamento qualitativo do equilíbrio B3. Agora, repelindo as curvas
de ϵ > 0 e desacelerando a aproximação das curvas com ϵ ≤ 0.

• Caso IV

Nesta situação, o intervalo em que c2
s < 0 aumenta, de forma que a instabilidade

observada no caso II para as perturbações na região B0 < B2 aumenta, mas o
comportamento qualitativo é similar ao observado anteriormente. No entanto, as
curvas fechadas permitidas quando ϵ > 0 estão totalmente imersas na região c2

s < 0,
nunca alcançando uma região de estabilidade, levando à divergência das perturbações.
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Figura 16 – Retratos de fase para o caso III em que w = −1/8. Curvas para B2 < B0 =
0.45 < B3 e Ḃ > 0 tal que θ > 0. O primeiro diagrama de fase é para
ϵ > 0 e a0 = 10.0, o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0, e o terceiro para ϵ < 0
e a0 = 1.0. Para o diagrama em que ϵ < 0 são apresentadas curvas para
m < 3|ϵ| (tracejada vermelha), m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-
tracejada). A condição inicial para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Em todas as outras regiões, as curvas eventualmente alcançam B3, e sem a presença
de BP2 para desacelerar a aproximação das curvas, a instabilidade observada nos
outros casos se mantém. A única mudança relevante na transição entre casos é que
BP2 = B2, de forma que não existem mais curvas fechadas para ϵ > 0 ou a bacia de
atração das selas sobre B2 observadas na figura (4).

• Caso V

O comportamento qualitativo do campo magnético pode ser observado na figura (5).
Agora, a vertical B2 está presente em campos magnéticos maiores do que B3, em
uma região em que ρ + p < 0. Todas as curvas com condições iniciais entre B3 e
B2 têm c2

s < 0, e divergem ao alcançar B2 com o aumento do campo magnético. Se
escolhermos curvas além de B2, elas rapidamente recaem em direção a B2 causando
a divergência das perturbações, uma vez que c2

s → ∞. As soluções com B0 < B3 se
comportam similarmente ao caso II, no entanto, como c2

s não apresenta valores tão
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Figura 17 – Retratos de fase para a transição entre II e III em que w = −1/4. Curvas
para B2 < B0 = 0.4 < B3 e Ḃ > 0 tal que θ > 0. O primeiro diagrama de fase
é para ϵ > 0 e a0 = 10.0, o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0, e o terceiro para
ϵ < 0 e a0 = 1.0. Todos avaliados na região em que B0 < B2. Para o diagrama
em que ϵ < 0 são apresentadas curvas para m < 3|ϵ| (tracejada vermelha),
m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-tracejada). A condição inicial
para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

elevados próximo de B3. O crescimento das instabilidades não é tão acentuada para
as curvas de ϵ < 0, mas o tempo em que as curvas passam em regiões com c2

s < 0
causa a amplificação das perturbações. Observe a figura (18).

• Caso VI

A diferença chave entre o caso V e VI ocorre devido a B2 → ∞, ocasionando a
diminuição das regiões em que podemos analisar uma evolução física das perturbações.
Agora, Bnum,c2

s
é muito pequeno e B2 é muito grande, portanto, a maior parte do

diagrama de fase (6) apresenta c2
s < 0. Este também é o primeiro caso em que

w > 1/4, ou seja, não há a divergência de λ ou c2
s. As instabilidades aqui ocorrem

devido à presença de B3, levando ao crescimento das perturbações a partir de Ψ. Para
evitar estas instabilidades seria necessário avaliar casos em que α < 0, eliminando a
presença da vertical B3, estes casos não foram analisados perturbativamente neste
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Figura 18 – Retratos de fase para o caso V em que w = 1/8. Curvas para B0 = 0.45 < B3
e Ḃ < 0 tal que θ > 0. O primeiro diagrama de fase é para ϵ > 0 e a0 = 10.0,
o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0, e o terceiro para ϵ < 0 e a0 = 1.0. Para
o diagrama em que ϵ < 0 são apresentadas curvas para m < 3|ϵ| (tracejada
vermelha), m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde ponto-tracejada). A
condição inicial para as perturbações é (Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

trabalho, mas, o comportamento qualitativo do campo magnético pode ser observado
na figura (7). Outra possibilidade surge ao avaliar σ → 1 de forma que α̃ → 0,
e B3 → ∞. Esta discussão será realizada nas próximas seções, no entanto, é de
interesse avaliar primeiro o limite de campos fracos.

4.4.3 Aproximação de campos fracos

Uma vez que as perturbações são mais comportadas enquanto o campo magnético
se aproxima de B → 0, é de interesse avaliar a aproximação de campos fracos das equações
dinâmicas e buscar informações qualitativas sobre o sistema dinâmico. Estas aproximações
são válidas apenas para ϵ ≤ 0. Note que ϵ > 0, apresenta mínimos maiores do que zero em
todos os diagramas de fase. No limite em que B ≈ 0 é possível simplificar as relações para
se obter
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ρ+ p ≈ 2
3(1 + σ)B2, (4.161)

e, como c2
s ≈ 1/3, o vínculo para a perturbação na aceleração se torna simplesmente

Ψ ≈ 2(m+ 3ϵ)
3m(1 + σ)

E
B2 . (4.162)

Mesmo que B → 0, é possível que Ψ não cresça se E decair mais rapidamente do que um
fator de 1/B2. A equação de Ḃ deve ser avaliada para ϵ = 0 e ϵ < 0 separadamente, pois
o fator dominante nas equações é diferente. Para ϵ = 0 tem-se que

Ḃ ≈ ±2B2

√
1 + σ

6 , (4.163)

e, para ϵ < 0

Ḃ ≈ ±2|1 − 4α̃B2
0 |
√

−ϵ
a2

0B0
B3/2. (4.164)

Estas relações podem ser integradas analiticamente obtendo uma lei de potência para a
evolução do campo magnético. Da relação (4.163) percebe-se que a aproximação depende
apenas da intensidade do campo elétrico em relação ao campo magnético, ou seja, do valor
de σ. Uma vez que considera-se o fator de ϵ, a dependência no valor de w reaparece.

Σ̇ =
(

−1 + 2(m+ 3ϵ)
3(1 + σ)

1
B2

)
E − 2

3θΣ, (4.165)

Ė = −1
3(1 + σ)B2Σ − θE . (4.166)

Nesta aproximação, o sinal negativo para Ḃ deve ser escolhido para que θ > 0. Desta
forma, existem dois fatores de amortecimento em ambas as equações. Note que, não existe
fator que proporcione o crescimento de E justificando sua diluição em um universo em
expansão. Note que Σ̇ cresce enquanto B > B∗, em que B∗ é o valor crítico no qual o fator
proporcional a E muda de sinal. Isso causa um balanceamento, e atenua sua divergência.
No entanto, se m+ 3ϵ < 0, a derivada será sempre negativa, e, portanto a perturbação irá
atingir valores cada vez mais negativos. Esta propriedade justifica a razão das curvas para
m < 3|ϵ| sempre apresentarem um crescimento de Σ. O caso em que ϵ = 0 depende apenas
de σ, portanto, o comportamento das perturbações pode ser observado para diferentes
intensidades. Observe a figura (19).

Em quanto E → 0, é possível notar a mudança de sinal no primeiro fator de Σ̇, de
forma que no qual Σ começa a crescer. O aumento de Σ intensifica o amortecimento, e as
perturbações passam a ser diluídas novamente. Agora, o caso em que ϵ < 0 é dependente
do valor de w, e o comportamento é bastante similar ao que observamos nas análises
anteriores, uma vez que para curvaturas negativas, o campo cai a zero rapidamente, observe
a figura (20).
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Figura 19 – Evolução das perturbações na aproximação de campos fracos com ϵ = 0.
O primeiro é o retrato de fase Σ × E , segundo a evolução de Σ em função
do tempo, e o terceiro a evolução de E em função do tempo. As diferentes
curvas apresentam diferentes valores de σ. Para σ=0 a curva sólida azul,
para σ = 0.25 a curva verde tracejada, para σ = 0.5 a curva vermelha
ponto-tracejada, para σ = 0.75 a curva roxa pontuada, e para σ = 1 a curva
sólida laranja. Os círculos nas curvas indicam o instante em que B = B∗,
e similarmente, as retas verticais no segundo e terceiro gráfico indicam este
mesmo instante. As curvas foram feitas para B0 = 1.0 e a0 = 1.0 com Ḃ < 0
tal que θ > 0. A condição inicial para as perturbações é (Σ0, E0) = (1.0, 1.0).

Note que a instabilidade das perturbações parece aumentar com a velocidade com
a qual E → 0, ou seja, com o quão rápido o campo magnético se anula, isso deve-se ao fato
de que Ψ cresce muito rapidamente, de forma que o decaimento de E não é suficiente para
manter a estabilidade das perturbações quando temos curvas de ϵ < 0. Agora, analisemos
os limites nos quais σ = 0 e σ = 1, respectivamente UM e UEN.
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Figura 20 – Retratos de fase para todos os casos com ϵ < 0 em uma aproximação de
campos fracos. O primeiro para w = −1, o segundo para w = −1/2, o terceiro
para w = −1/8, o quarto para w = −1/24, o quinto para w = 1/8 e o sexto
para w = 3/4. Para o diagrama em que ϵ < 0 são apresentadas curvas para
m < 3|ϵ| (tracejada vermelha), m = 3|ϵ| (sólida azul) e m > 3|ϵ| (verde
ponto-tracejada). Os círculos nas curvas indicam o instante em que B = B∗.
Todas as curvas são feitas tal que B0 = 1.0 e a0 = 1.0, e a condição inicial
para as perturbações é (Σ0, E0) = (1.0, 1.0).

4.4.4 Universo magnético e o universo estatístico nulo

O universo magnético é obtido a partir do limite em que σ = 0. O sistema dinâmico
que controla o campo magnético não apresenta divergências, ou seja, as verticais B2 e B3

não exercem efeito sobre a dinâmica. No entanto, ainda é possível obter regiões em que
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c2
s < 0 e a sua divergência amplificando as perturbações. Note que

c2
s = 1

3
1 − 80αB2

1 − 16αB2 . (4.167)

O ponto de equilíbrio é um centro em B = 1
2
√

6α
, e gera curvas com máximo para o

campo magnético para toda curvatura espacial, vide figura (8). Escolher B0 >
1

4
√

α
levará

eventualmente à divergência de c2
s, e valores no intervalo 1

4
√

5α
< B0 <

1
4
√

α
iniciam-se em

uma região com c2
s < 0. Realizar a escolha B0 <

1
4
√

5α
leva a uma dinâmica mais estável,

para ϵ ≤ 0 atinge-se rapidamente o limite de campos fracos estudados anteriormente,
e, para ϵ > 0 a dinâmica ocorre rapidamente até alcançar um mínimo para o campo
magnético. O comportamento pode ser observado na figura (21).
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Figura 21 – Retratos de fase para o universo magnético com σ = 0 e α = 0.5. Todos
os retratos de fase são para B0 = 0.25, e Ḃ < 0 tal que θ > 0. O primeiro
diagrama para ϵ > 0 e a0 = 100.0, o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0, e o
terceiro para ϵ < 0 e a0 = 1.0. A condição inicial para as perturbações é
(Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

Observando a figura (21), é perceptível que ϵ < 0 gera o rápido crescimento das
perturbações, uma vez que é necessário que E → 0 mais rapidamente do que B, desta
forma o crescimento de Σ é amplificado devido à divergência de Ψ. Para ϵ ≥ 0 as
pertubações são amplificadas devido à região em que c2

s < 0, no entanto, ao sair desta
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região a amplificação é desacelerada. Perceba que devido ao valor mínimo para o campo
magnético, as perturbações são mais amplificadas em um universo com curvatura espacial
positiva.

Para o limite superior de intensidade do campo elétrico, σ → 1, a relação entre o
fator de escala e o campo magnético é dado pela relação (2.33). As equações dinâmicas
devem ser estudadas utilizando α̃ = 0, e a definição do parâmetro w não é válida. Para
descrever a dinâmica das perturbações é necessário avaliar as relações

Ḃ2 = 4B2(
1 + 32

3 βB
2
)2

(
B2

3

(
1 + 16β

3 B2
)

− ϵB

a2
0B0

e
16β

3 (B2−B2
0)
)
, (4.168)

θ = −3Ḃ
2B

(
1 + 32

3 βB
2
)
. (4.169)

A evolução de B pode ser observada a partir do diagrama em (9). A velocidade do som
pode ser escrita como

c2
s = 1

3
1 − 32βB2

1 + 32
3 βB

2 . (4.170)

Para evitar a divergência de c2
s, o valor de β será tomado como β > 0. Note que β < 0 cria

uma região para valores de B0 maiores em que c2
s > 0, no entanto, todas estas soluções

levam rapidamente para a divergência, apresentando um comportamento analítico ao
observado na figura (5) para valores B0 > B3. Se β > 0, deve-se preocupar apenas com
o sinal do numerador, ou seja, o limite B = 1

4
√

2β
. O ponto de equilíbrio nesta situação

é sempre um centro em B = 1
4
√

β/3
, ou seja, a situação do universo magnético se repete,

para observar a dinâmica completa, inevitavelmente, ultrapassa-se uma região em que
c2

s < 0. O comportamento pode ser observado na figura (22).
Para os casos em que ϵ ≤ 0 as perturbações são muito menos amplificadas do que

para um eletromagnetismo linear, isso se dá devido ao fato do campo magnético cair
lentamente a zero. Para ϵ > 0, as perturbações em Σ são muito amplificadas em relação ao
caso linear, isso se dá devido ao período com c2

s < 0. Note também que o caso linear tem
a evolução do campo magnético mais restrita do que o caso não-linear para esta escolha.
É importante apontar que o caso em que σ = 1, indica uma transição suave entre o limite
de campos fracos e o limite de campos fortes. Nestes limites é observado que um universo
com parâmetro da equação de estado λ = −1, é levado para um universo com parâmetro
λ = 1/3. Ou seja, existe uma transição suave entre a equação de estado p = −ρ e a
situação usual de um universo dominado por radiação. Este universo também apresenta
um crescimento acelerado para o fator de escala, a partir de um fator exponencial, vide
a equação (2.33). Não deve ser ignorada a potencialidade de um UEN ser posto a teste
como modelo inflacionário devido a estas características.

Ao fim desta análise fica claro que a evolução das perturbações podem ser am-
plificadas fortemente pelas não-linearidades do modelo em geral, principalmente devido
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Figura 22 – Retratos de fase para o universo estatisticamente nulo com σ = 1 e β = 1.0.
Todos os retratos de fase são para B0 = 1.0, e Ḃ < 0 tal que θ > 0. O
primeiro diagrama para ϵ > 0 e a0 = 0.689, o segundo para ϵ = 0 e a0 = 1.0,
e o terceiro para ϵ < 0 e a0 = 1.0. A condição inicial para as perturbações é
(Σ0, E0) = (0.01, 0.01).

às instabilidades geradas por c2
s < 0 e sua divergência. Assim como, é perceptível que

as perturbações podem apresentar instabilidades se o campo magnético, ou a relação
ρ+ p → 0, vai a zero rapidamente. É perceptível que a presença do campo elétrico pode
fornecer estabilidade para a evolução das perturbações, uma vez que se com valor de σ
suficiente, é possível que a divergência nos parâmetros da equação de estado e c2

s sejam
evitadas.
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5 Considerações Finais

A discussão apresentada neste trabalho leva à generalização do procedimento de
Tolman-Ehrenfest para a tomada de médias espaciais, garantindo a compatibilidade entre
uma ENL e um universo homogêneo e isotrópico. Sob condições adequadas, a abordagem
usual é recuperada, particularmente para Lagrangeanas dependentes apenas do invariante
F . Neste caso, a dependência espacial do invariante G não desempenha papel. Além
disso, da forma geral da pressão anisotrópica e do fluxo de calor, as mesmas condições de
compatibilidade podem ser obtidas sempre que a Lagrangeana é separável em uma parte
dependendo apenas de F e outra dependendo apenas de G.

A análise qualitativa indica a possibilidade de uma fase de expansão acelerada. Sob
diferentes escolhas da curvatura espacial, é possível obter universos que expandem indefini-
damente para ϵ ≤ 0, assim como universos com um tamanho máximo que eventualmente
volta a colapsar ao alcançar o limite superior, no caso em que ϵ > 0. O limite superior da
NEC (em termos de B) corresponde a uma indeterminação no sistema construído para o
caso do UQM. É esperado que esta indeterminação seja removida através da aplicação de
técnicas especiais da teoria qualitativa de sistemas dinâmicos singulares.

Resultados conhecidos relativos ao UM são recuperados e complementados pela
análise qualitativa do sistema dinâmico. Neste paradigma, tanto a NEC quanto a SEC
podem ser violadas, e soluções apresentando ricochetes do fator de escala e universos
cíclicos são obtidas. Também analisamos o regime oposto, quando se toma F = 0. Neste
limite, a NEC nunca é violada, mas a SEC ainda é, permitindo a existência de fases de
expansão acelerada. É válido mencionar que a violação das condições de energia em uma
análise de fluido efetivo indica que a dinâmica de fundo permite, em geral, comportamento
não usual, mas, por si só, não indica se a teoria de campos é livre de fantasmas ou
instabilidades de gradiente. Claramente, no regime de campos fracos, nosso modelo se
reduz suavemente à teoria de Maxwell, portanto, herda sua estabilidade.

Durante a análise perturbativa, é perceptível que quando há o decaimento do campo
magnético, é possível que as perturbações sejam totalmente diluídas em um universo em
expansão. Essa diluição ocorre de maneira mais lenta do que o esperado para um universo
cuja fonte seja uma eletrodinâmica linear. Também é possível que resquícios destas
perturbações ainda perceptíveis atualmente caso o universo apresente uma curvatura
espacial levemente positiva, uma vez que o campo magnético alcança um valor mínimo
não-nulo. Outro aspecto importante desta formulação é a imposição de um valor mínimo
de σ para o qual a transição entre o limite de campos fortes e fracos seja suave, ou seja,
indicando a necessidade de um valor mínimo para o campo elétrico médio nesta formulação.

A violação da NEC implica, para as perturbações, uma região de instabilidade,
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causando o crescimento de seus valores. No entanto, caso as perturbações decaiam mais
rapidamente do que o campo se aproxima do valor em que ρ+ p → 0, a instabilidade é
evitada. Isso pode ser observado durante a análise de campos fracos realizada. Outra causa
de instabilidade nas perturbações é a divergência de c2

s que ocorre para diferentes valores
do campo magnético em cada caso considerado. No entanto, valores muito pequenos de α
podem levar esta divergência a valores muito altos para o campo magnético. Para avaliar
a relevância da presença desta divergência seria necessário avaliar os dados observacionais
para os valores do campo magnético primordial, assim como os valores esperados para os
parâmetros α e β. Em geral, as perturbações são diluídas sempre que o campo magnético é
diluído pela expansão. Em regiões nas quais percebe-se que o campo magnético cresce em
direção a valores maiores, ou a valores singulares, as instabilidades levam ao crescimento
das perturbações.

Mesmo que este trabalho seja qualitativo, ele sugere possíveis caminhos observaci-
onais para vincular o espaço de parâmetros do UQM. A força e o espectro dos campos
magnéticos primordiais são vinculados pelas anisotropias da CMB [107, 108] e pelas medi-
das de rotação de Faraday [109, 110], que indiretamente vinculam combinações de α, β, e
da magnitude inicial do campo magnético, B0. Além disso, desvios na história da expansão
primordial induzidas pela NEC/SEC podem deixar resquícios nas perturbações primordiais
e na era de reaquecimento inflacionário. Um confronto direto com a CMB e os dados de
estrutura de larga-escala, assim como vínculos para os cenários de magneto-geneses, é
deixado para trabalhos futuros.

Ao contrário da cosmologia, onde os campos eletromagnéticos são pequenos, espera-
se que eles sejam presentes e com grande intensidade no interior de estrelas. Se este
modelo é aplicado no contexto do colapso gravitacional, o padrão peculiar seguido pelas
condições de energia pode levar a resultados inesperados, possivelmente comportamentos
cíclicos ou ricochetes no interior da estrela. Outro objetivo futuro para o desenvolvimento
deste trabalho é analisar Lagrangeanas nas quais termos como γFG estejam presentes, o
que permitiria a extensão a modelos conhecidos, como o modelo de Born-Infeld. Por fim,
deixamos o estudo destes modelos em outras métricas de fundo para trabalhos futuros.
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APÊNDICE A – A equivalência entre o
formalismo JEK e o de Einstein

Para demonstrar a equivalência entre ambos os formalismos é necessário partir das
identidades de Bianchi; tem-se que

Rµν
αβ;λ +Rµν

λα;β +Rµν
βλ;α = 0, (A.1)

ao contrair os índices ν e λ obtém-se a seguinte expressão

Rαβ
µν;ν −Rνµ α;β

ν +Rνµ β;α
ν = 0,

em que foram utilizadas simetrias do tensor de Riemann na forma

Rµναβ = Rαβµν , (A.2)

e, também
Rµναβ = −Rνµαβ = Rνµβα. (A.3)

Podemos então reescrever a equação (A.1) após a contração, usando a definição do tensor
de Ricci

Rµα = Rνµ α
ν , (A.4)

de forma que a primeira contração da identidade de Bianchi é dada por

Rαβµν
;ν = Rµα;β −Rµβ;α ≡ Rµ[α;β]. (A.5)

Também será necessário utilizar a segunda contração da identidade de Bianchi, portanto,
contraindo α e µ na equação (A.5), tem-se que

Rµβ ν
µ ;ν = Rµ ,β

µ −Rµβ;
µ.

Note que a primeira derivada covariante no lado direito se torna uma derivada simples
uma vez que temos a definição do escalar de Ricci como

R = Rµ
µ. (A.6)

Usando a equação (A.4) e a expressão (A.6) obtemos a segunda contração como

Rβν
;ν = R,β −Rνβ

;ν . (A.7)
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A expressão (A.7) indica uma propriedade importante do formalismo da RG. Note que,
usando a métrica para baixar o índice no primeiro termo à direita da equação (A.7) tem-se
que

Rβν
;ν − 1

2R,µg
µβ =

(
Rβν − 1

2Rg
βν
)

;ν
= 0. (A.8)

Assumindo a validade das equações da RG, é possível afirmar

Rβν − 1
2Rg

βν = −κT βν , (A.9)

em que κ é uma constante de proporcionalidade construída usando a velocidade da luz c e
a constante de gravitação universal G. Podemos então comparar a equação (A.9) com o
resultado obtido, e, assim, garantir a conservação do tensor energia-momento da seguinte
forma

T βν
;ν = 0. (A.10)

Esta é a base para as equações do formalismo da RG. De forma a mostrarmos a equivalência
entre os formalismos é necessário introduzir a representação JEK a partir da decomposição
do tensor de Riemann em suas partes irredutíveis, o que é apresentado na próxima seção.

A.1 As equações quasi-Maxwellianas
Para obter as equações desejadas é preciso utilizar a identidade de Bianchi contraída

(A.5), mas escrita em termos do tensor de Weyl, W µναβ, este tensor é definido de modo
que tenha as mesmas simetrias do tensor de Riemann, mas sem traço. Podemos obtê-lo a
partir do tensor de Riemann pela seguinte decomposição em partes irredutíveis

Rαβµν = Wαβµν + 1
2Rαµgβν + 1

2Rβνgαµ − 1
2Rανgβµ − 1

2Rβµgαν − 1
6Rgαβµν , (A.11)

em que é necessário simplificar a notação da expressão (A.11). Escrevendo a equação
(A.11) com todos os índices contravariantes e calculando a sua divergência, tem-se que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2
(
Rαµgβν

)
;ν

+ 1
2
(
Rβνgαµ

)
;ν

− 1
2
(
Rανgβµ

)
;ν

+

− 1
2
(
Rβ

µg
αν
)

;ν
− 1

6
(
Rgαβµν

)
;ν
.

Uma vez que não se considera elementos de torção em nosso formalismo, pode-se considerar
que a derivada covariante da métrica é nula por definição, desta forma podem ser retiradas
das derivadas, isso inclui os termos com gαβµν pois
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gαβµν = gαµgβν − gανgβµ, (A.12)

portanto, a divergência do tensor de Riemann pode ser escrita como

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2g

βνRαµ
;ν + 1

2g
αµRβν

;ν − 1
2g

βµRαν
;ν − 1

2g
ανRβ

µ;ν − 1
6g

αβµνR;ν .

Esta expressão pode ser simplificada reorganizando fatores, e escrevendo as derivadas em
sua forma contravariante, tem-se que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2δ

β
νR

αµ;ν − 1
2δ

α
νR

βµ;ν + 1
2g

αµRβν
;ν − 1

2g
βµRαν

;ν − 1
6g

αβµνR;ν ,

em que se usa a definição da delta de Kronecker, e aplicando a sua propriedade, tem-se que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

αµ;β − 1
2R

βµ;α + 1
2g

αµRβν
;ν − 1

2g
βµRαν

;ν − 1
6g

αβµνR;ν .

Utilizando a definição de anti-simetrização podemos escrever que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
2g

αµRβν
;ν − 1

2g
βµRαν

;ν − 1
6g

αβµνR;ν .

Para lidar com o terceiro e quarto termos é possível utilizar a segunda contração da
identidade de Bianchi (A.8), obtém-se que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
4g

αµgβνR;ν − 1
4g

βµgανR;ν − 1
6g

αβµνR;ν ,

escrevendo as derivadas de maneira contravariante e utilizando a propriedade das deltas
de Kronecker tem-se que

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
4g

µαR;β − 1
4g

µβR;α − 1
6g

αβµνR;ν .

Aplicando novamente a anti-simetrização

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
4g

µ[αR;β] − 1
6g

αβµνR;ν .

Agora, para lidar com o termo final é necessário utilizar a definição (A.12), podemos
escrever

Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
4g

µ[αR;β] − 1
6
(
gαµgβν − gανgβµ

)
R;ν

separando os termos, e levantando o índice da derivada covariante como feito anteriormente,
obtemos
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Rαβµν
;ν = Wαβµν

;ν + 1
2R

µ[α;β] + 1
4g

µ[αR;β] − 1
6g

µ[αR;β],

ou seja, podemos obter a divergência do tensor de Weyl como

Wαβµν
;ν = 1

2R
µ[α;β] − 1

12g
µ[αR;β]. (A.13)

Note que é necessário utilizar a equação (A.5) para simplificar a divergência do tensor de
Riemann. A equação (A.13) é uma de duas equações que podem ser utilizadas para escrever
as EQM em sua forma explícita, mas este formato não é necessário para demonstrar a
equivalência do formalismo com a RG, mesmo que a segunda equação se faça necessária.
Pode-se escrever a equação (A.13) em termos do tensor energia-momento T µν e seu traço
T , tomando o traço da equação (A.9), contraindo os índices β e ν em (A.9), é possível
obter que

R − 1
2Rδ

ν
ν = −κT ν

ν ,

usando que T ν
ν = T e, como estamos em um espaço-tempo de dimensão 4, tem-se δν

ν = 4,
de forma que

R = κT. (A.14)

Utilizando o resultado (A.14) e a equação (A.9) na equação (A.13), podemos escrever que

Wαβµν
;ν = 1

2

(
−κT µ[α;β] + 1

2κg
µ[αT ,β]

)
− κ

12g
µ[αT ;β],

distribuindo os termos, obtém-se

Wαβµν
;ν = −κ

2 T µ[α;β] + κ

6g
µ[αT ;β]. (A.15)

A partir das equações (A.13) e (A.15) podemos demonstrar a equivalência de ambos os
formalismos. É também a partir destas duas equações que obtemos as EQM, sendo elas
obtidas através das seguintes projeções independentes

Wαβµν
;ν vβvµh

σ
α (A.16)

Wαβµν
;ν η

σλ
αβvµvλ (A.17)

Wαβµν
;ν h

(σ
µ η

τ)λ
αβvλ (A.18)

Wαβµν
;ν vβhµ(τhσ)α (A.19)

Antes de realizar as projeções, apresenta-se argumentos para demonstrar a equivalência
entre a RG e o sistema formado pelas equações (A.13) e (A.15).
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A.2 Demonstrando a equivalência entre os formalismos
Uma vez que as equações (A.13) e (A.15) fornecem a mesma informação, pode-se

garantir que

1
2R

µ[α;β] − 1
12g

µ[αR;β] = −κ
2 T µ[α;β] + κ

6g
µ[αT ;β],

expandindo a antissimetrização, e também, evidenciando as derivadas covariantes em α e
β tem-se que

(
Rµα − 1

6gµαR + κTµα − κ

3gµαT
)

;β
−
(
Rµβ − 1

6gµβR + κTµβ − κ

3gµβT
)

;α
= 0. (A.20)

Uma vez que o traço da equação (A.9) resulta na relação (A.14), podemos mostrar que
cada componente em parênteses na expressão (A.20) pode ser identificado como

(
Rµα − 1

2Rgµα + κTµα

)
;β

−
(
Rµβ − 1

2Rgµβ + κTµβ

)
;α

= 0. (A.21)

Para propagar as EQM é preciso estabelecer condições iniciais de segunda ordem para
as equações diferenciais de terceira ordem dadas por (A.13) e (A.15). Essa propagação
é equivalente à RG se se escolhe como condição inicial em uma superfície tipo espaço
Σ em que seja válido o formalismo da RG. Isso é possível por meio da propagação da
equação (A.21) temporalmente e espacialmente, fazendo α = 0 e β = l, em que l = (1, 2, 3),
obtém-se

(
Rµ0 − 1

2Rgµ0 + κTµ0

)
;l

−
(
Rµl − 1

2Rgµl + κTµl

)
;0

= 0.

Note que outras escolhas de índice seriam equivalentes àquela, ou soluções triviais do
problema. Agora, uma vez que toma-se como condição inicial a validade das equações de
Einstein sobre uma superfície tipo espaço, a propagação espacial (termo com derivada
covariante em l) é identicamente nula, restando então a seguinte expressão

(
Rµl − 1

2Rgµl + κTµl

)
;0

= 0, (A.22)

ou seja, as componentes da equação de Einstein do tipo "µl"se propagam também tem-
poralmente, uma vez que a relação é propagada temporalmente e espacialmente. Mas,
ainda é necessário verificar se os componentes do tipo "µ0"também se propagam. Para
isso, utiliza-se a conservação do tensor momento-energia, tem-se da equação (A.10) que

T µν
;ν = T µ0

;0 + T µl
;l = 0. (A.23)

Como, na superfície tem-se a validade das equações de Einstein, pode-se escrever que
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(
Rµ0 − 1

2g
µ0R

)
;0

= −
(
Rµl − 1

2g
µlR

)
;l
. (A.24)

E uma vez que a relação (A.23) pode ser escrita como

T µν
;ν = T µ0

;0 − 1
κ

(
Rµl − 1

2g
µlR

)
;l

= 0,

é possível utilizar o resultado (A.24) para escrever esta expressão como

κT µ0
;0 +

(
Rµ0 − 1

2g
µ0R

)
;0

= 0,

ou seja, tem-se que

(
Rµ0 − 1

2g
µ0R + κT µ0

)
;0

= 0. (A.25)

Desta forma a conservação do tensor momento-energia garante que as componentes da
equação de Einstein da forma "µ0"também são propagadas temporalmente, e não somente
sobre a superfície. Desta forma, a validade das equações da RG sobre uma superfície do
tipo espaço e a conservação do tensor energia-momento (que é consequência direta das
identidades de Bianchi) garantem que as equações de Einstein são propagadas por todo o
espaço tempo pelas EQM.
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