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Resumo
Nós investigamos a dinâmica cosmológica induzida por uma eletrodinâmica não-linear em
um universo homogêneo e isotrópico, dando enfoque ao papel de campos eletromagnéticos
primordiais com orientações espaciais aleatórias. Partindo de uma generalização do pro-
cedimento de médias de Tolman-Ehrenfest, nós derivamos um tensor momento-energia
consistente com as simetrias do espaço-tempo, incorporando a influência do invariante
dual G e suas contribuições estatísticas. Considera-se um modelo de eletrodinâmica
não-linear particular em que se realizam correções quadráticas à Lagrangeana de Maxwell,
avaliando situações puramente magnéticas e configurações estatisticamente nulas. Nós
analisamos a dinâmica cosmológica resultante por meio de métodos qualitativos. A partir
da construção de um sistema dinâmico planar é possível identificar pontos de equilíbrio,
analisar sua estabilidade e estudar o comportamento das soluções para diferentes escolhas
da curvatura espacial. O estudo qualitativo é complementado pela análise da dinâmica de
perturbações escalares geradas a partir do formalismo de Jordan-Ehlers-Kundt e utilizando
as equações quasi-Maxwellianas. Para a análise das perturbações é construída uma base
escalar de harmônicos esféricos que permite a construção de um sistema dinâmico planar
não-autônomo para a evolução de perturbações no cisalhamento e parte elétrica do tensor
de Weyl. As soluções obtidas apresentam a possibilidade de soluções de ricochete, soluções
cíclicas e cenários de expansão acelerada. É dada atenção especial aos dois casos limitantes,
em que ambos exibem retratos de fase qualitativamente distintos, assim como apresentam
comportamentos diferentes para as condições de energia nula e forte. A mesma estrutura
é utilizada para avaliar a evolução das perturbações escalares, discutindo sua atenua-
ção/crescimento durante as possíveis fases de expansão cosmológica, simultaneamente
apresentando uma comparação entre o modelo não-linear e o modelo linear. Este trabalho
permite compreender a influência de campos eletromagnéticos não-lineares em um universo
primordial e dá abertura para explorar suas consequências observacionais.

Palavras-chave: Eletrodinâmica não-linear; média de Tolman-Ehrenfest; cosmologia;
teoria qualitativa das equações diferenciais; teoria de perturbações; equações quasi-
Maxwellianas.



Abstract
We investigate the cosmological dynamics induced by nonlinear electrodynamics in a ho-
mogeneous and isotropic universe, focusing on the role of primordial electromagnetic fields
with random spatial orientations. Building upon a generalization of the Tolman–Ehrenfest
averaging procedure, we derive a modified energy-momentum tensor consistent with the
spacetime symmetries, incorporating the influence of the dual invariant G and its statistical
contributions. A specific nonlinear electrodynamics model with quadratic corrections to
Maxwell’s Lagrangian is considered, giving rise to what we define as a quasi-magnetic
universe, interpolating between purely magnetic and statistically null field configurations.
We analyze the resulting cosmological dynamics through qualitative methods. By casting
the equations into an autonomous dynamical system, we identify the equilibrium points,
determine their stability, and study the behavior of solutions under various spatial curva-
tures. The qualitative study is complemented by the analysis of the dynamics of scalar
perturbations introduced through the Jordan-Ehlers-Kundt formalism and using the quasi-
maxwellian equations. To analyze the perturbations, a scalar basis is built for spherical
harmonics that allows the construction of a planar non-autonomous dynamical system for
the evolution of the shear and the electric part of the Weyl tensor. Our findings reveal the
existence of bouncing and cyclic solutions, regions where energy conditions are violated,
and scenarios of accelerated expansion. Special attention is given to two limiting cases,
both of which exhibit qualitatively distinct phase portraits and energy-condition behavior.
The same structure is used to evaluate the evolution of scalar perturbations, discussing its
attenuation/growth through possible phases of cosmological expansion, simultaneously pre-
senting a comparison between the nonlinear model and the linear model. This work provides
a comprehensive framework for understanding the influence of nonlinear electromagnetic
fields in the early universe and opens avenues for exploring their observational consequences.

Keywords: Nonlinear electrodynamics; Tolman-Ehrenfest averaging; cosmology; qualita-
tive theory of differential equations; perturbation theory; quasi-maxwellian equations.
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� - Parâmetro adimensional que relaciona o quadrado da intensidade do

campo elétrico,E 2 com o quadrado da intensidade do campo magnético,

B 2.

~� - Renormalização paramétrica dada por 4�(1 � �).

~� - Renormalização paramétrica dada por16��
3 .

w - Renormalização paramétrica dada por
~��2~��

4 ~alpha(1+�)
.

� - Tri-curvatura espacial na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker, com valores � = 0; �1 .

c2
s - Velocidade do som ao quadrado.

� - Parâmetro da equação de estados, relacionando pressão e densidade

de energia.

� - Parâmetro de gravitação universal atuando como fator de proporciona-

lidade entre o lado geométrico e material da equação de Einstein.

m - Parâmetro livre que caí com o quadrado do comprimento de onda das

perturbações.

k - Comprimento de onda das perturbações.
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1 Introdução

O modelo cosmológico �CDM apresenta diversos sucessos, tais como a radiação

cósmica de fundo (CMB), a estrutura de grande escala, e a aceleração aparente do universo.

No entanto, apresenta desa�os signi�cativos quando confrontado com diferentes conjuntos

de dados [1]. Alguns destes desa�os são recentes, como as incertezas sobre a natureza da

matéria escura e energia escura [2, 3], assim como a persistente tensão de Hubble [4, 5].

Outros desa�os são antigos, incluindo di�culdades apresentadas pela presença de uma

singularidade inicial, tais como os problemas do horizonte e da planicidade.

Estes desa�os demonstram a necessidade de exploração e re�namento dos mode-

los cosmológicos, introduzindo propostas que se estendem além do paradigma �CDM.

Por exemplo, em modelos cosmológicos com ricochete [6, 7] ou cíclicos [8, 9, 10, 11], a

homogeneidade e isotropia do espaço-tempo são preservadas, enquanto a singularidade

inicial e seus problemas associados são evitados, frequentemente através da incorporação

de princípios da mecânica quântica [12, 13, 14]. Em contraste, modelos cosmológicos

com inomogeneidades [15, 16, 17, 18] se afastam do princípio cosmológico, resultando em

uma estrutura mais complexa e diversa, com mais graus de liberdade, contudo ao custo

do aumento da complexidade técnica. Além disso, modi�cações às equações de campo

de Einstein são utilizadas por uma ampla gama de teorias alternativas, como modelos

de gravitaçãof (R) [19, 20, 21, 22], f (T) [23, 24, 25, 26], e f (Q) [27, 28, 29, 30], assim

como a gravidade teleparalela [31], a teoria de Horndeski [32], e outros [33, 34, 35, 36, 37],

oferecendo um conjunto rico e variado de possibilidades para explorações teóricas.

Neste trabalho, nós exploramos uma abordagem alternativa ao investigar como

campos eletromagnéticos primordiais, governados por uma equação de movimento não-

linear, in�uenciam a dinâmica do universo primordial. A eletrodinâmica não-linear

(ENL) surge em vários contextos visando discutir desa�os presentes na eletrodinâmica

clássica, tais como limites para os campos [38], predições de correções de campos fortes

[39, 40], birrefringência do vácuo [41, 42, 43], e a natureza da propagação da luz [44,

45, 46]. As diferentes características dos modelos não-lineares resultam em diferentes

efeitos cosmológicos [47, 48, 49, 50], incluindo modelos com fases de expansão acelerada

[51, 52, 53, 54, 55], modelos não-singulares [6, 10, 11, 52, 56, 57], e numerosos estudos

examinando as implicações para a dinâmica de buracos negros [58, 59, 60, 61, 62, 63].

Em contraste com os trabalhos anteriores que examinaram universos puramente

magnéticos ou modelos de ENL particulares [64, 44, 52, 56, 65, 66], este trabalho desenvolve

uma descrição dinâmica uni�cada. Aqui apresenta-se a (i) generalização do procedimento

de médias de Tolman-Ehrenfest para incluir sistematicamente efeitos não-lineares, (ii)

incorpora-se um campo elétrico não-nulo, que signi�cativamente enriquece os ramos da
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dinâmica cósmica primordial, mesmo que os dados observacionais atuais sugiram que

o campo seja negligenciável, (iii) analisa-se a estrutura do espaço de fase do sistema

dinâmico autônomo resultante, incluindo os pontos �xos, separatrizes entre regiões de

comportamento qualitativo diferente, e limites das condições de energia, e (iv) apresenta-se

a evolução de perturbações escalares invariantes de calibre a partir do formalismo de

Jordan-Ehlers-Kundt (JEK) e da utilização das equações quasi-Maxwellianas (EQM),

comparando a atenuação/crescimento das perturbações entre uma ENL e a eletrodinâmica

linear de Maxwell.

A análise de perturbações dentro da cosmologia sempre foi uma área de extrema

relevância teórica ([67, 68, 69]) e observacional ([70, 71, 72, 73, 74]), sendo relevante

para explicar a formação de estruturas de grande e pequena escala ([75, 76, 77, 78]), a

geração de ondas-gravitacionais ([79, 80, 81]) e a presença de anisotropias ([82, 83, 84, 85])

no conjunto de dados observacionais atuais. A análise mais amplamente utilizada para

estudar a sua evolução é construída a partir de grandezas que dependem de uma escolha

de calibre ([86, 87, 69, 88, 68]), levando a incertezas sobre o caráter físico do resultado

obtido a partir das equações de campo da relatividade geral (RG). Nossa escolha de utilizar

o formalismo JEK é devido à possibilidade de analisar um sistema dinâmico fechado

não-autônomo que determina a evolução de perturbações escalares para grandezas que

são nulas na geometria homogênea e isotrópica de fundo, e, portanto, independentes de

calibre ([89, 90, 81, 91, 92]). Este trabalho discute a evolução destas perturbações a partir

do comportamento qualitativo de uma cosmologia gerada por ENL na perspectiva de um

procedimento de Tolman-Ehrenfest generalizado.

Para cobrir esta lacuna na literatura, o foco deste trabalho será o setor quadrático

de ENL. Os termos quadráticos surgem naturalmente como as correções dominantes na

ação efetiva de Euler-Heisenberg [41] e as expansões de campo fraco da teoria de Born-

Infeld [38], tornando-os pontos de partida bem estabelecidos para um estudo dinâmico

qualitativo. Para esclarecer o posicionamento deste trabalho dentro dos estudos em

cosmologia modi�cada, nós enfatizamos que nossa abordagem é construída com base

em modi�cações no setor material das equações de campo, ou seja, efeitos de uma ENL

em um fundo homogêneo e isotrópico, sem realizar modi�cações no setor gravitacional.

Além disso, nossas suposições são �sicamente razoáveis, uma vez que a fase quente e

densa de um universo primordial podia naturalmente excitar correções não-lineares no

eletromagnetismo.

O trabalho é organizado da seguinte forma. No capítulo 2, nós discutimos a

generalização do procedimento de Tolman-Ehrenfest na presença de ENL em um fundo

homogêneo e isotrópico, além de introduzir uma lagrangeana de ENL especí�ca para

analisar as implicações cosmológicas deste procedimento, assim como apresentamos uma

relação entre os campos elétricos e magnéticos que permite tratar o sistema univocamente.

No capítulo 3, nós aplicamos a teoria de equações diferenciais para explorar a dinâmica
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completa do universo nesta construção: primeiro identi�camos os pontos de equilíbrio e

examinamos sua estabilidade, então impomos a equação de Friedmann como vínculo e

discutimos as soluções físicas para diferentes valores para a curvatura da seção espacial,

também analisamos os casos limite em que o campo elétrico é nulo, universo magnético

(UM) e o caso em que estatisticamente ambos os invariantes eletromagnéticos são nulos,

universo estatisticamente nulo (UEN), e estudamos seu comportamento. No capítulo 4,

apresentamos o formalismo JEK para o estudo da evolução dos campos em RG, construímos

as equações de evolução para as perturbações escalares a partir de uma base escalar de

harmônicos esféricos e avaliamos qualitativamente a dinâmica de um sistema planar não-

autônomo formado pelo cisalhamento e pela parte elétrica do tensor de Weyl, comparando

os resultados da evolução destas perturbações à obtida por uma eletrodinâmica linear.
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2 O procedimento de Tolman-Ehrenfest revi-

sitado

Neste capítulo será apresentada a forma de introduzir uma eletrodinâmica não-

linear (ENL) como fonte para uma cosmologia homogênea e isotrópica. Apresenta-se

uma generalização para o procedimento de Tolman-Ehrenfest ([93, 94]) e as condições

para recuperar o procedimento original. Também será discutido o caso particular de uma

densidade lagrangeana,L (F; G), que incorpora correções quadráticas à lagrangeana de

uma eletrodinâmica linear.

2.1 Utilizando uma eletrodinâmica não-linear como fonte para uma

geometria homogênea e isotrópica.

Um universo homogêneo e isotrópico é descrito por uma métrica dada por

ds2 = dt 2 � a 2(t)
h
d� 2 + f 2(�)(d� 2 + sen2(�)d� 2)

i
; (2.1)

em quef (� ) = ( �; sen(� ); senh(� )) respectivamente para as escolhas do sinal do parâmetro

de curvatura espacial,� = 0; +1; � 1 [1]. Esta métrica representa a estrutura geométrica

gerada por uma fonte material, neste trabalho uma ENL realiza este papel. O tensor

energia-momento que descreve este tipo de modelo é dado por

T �� = �4L F F �� F �
� � (L � GL G)g�� ; (2.2)

em queF�� é o tensor de Faraday, decomposto em termos dos vetores campo elétrico,E � ,

e campo magnético, B� , através de um campo de observadores, v� , da seguinte maneira

F�� = E � v� � E � v� + � ��
�� v� B � ; (2.3)

de�nindo L F e L G como as derivadas parciais da densidade lagrangeanaL(F; G) em

relação aos invariantes eletromagnéticos,F e G. Os invariantes são de�nidos como

F = F �� F�� = 2( B 2 � E 2), e, a partir da operação dualG = F ��� F�� = � 4(E � B � ). Note

que se faz necessário o uso do tensor dual ����� de�nido como [95]:

� ���� =
p

�g� ���� ; (2.4)

em que� ���� é o pseudo-tensor puramente antissimétrico de Levi-Civita eg = det(g�� ).

Utilizando o campo de observadores, e de�nindo um projetorh�� = g�� � v � v� , é possível

obter os elementos independentes do �uido como [95]:
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� = �L + L GG � 4L F E 2; (2.5)

p = L � L GG �
4
3

L F (F + E 2); (2.6)

q� = �4L F � �
�� v� B � E 
 ; (2.7)

� �� = 4L F (E � E � + B � B � ) +
4
3

L F

�
E 2 + B 2

�
h�� ; (2.8)

em que� é a densidade de energia,p é a pressão isotrópica,q� é o �uxo de calor e� �� é a

pressão anisotrópica. A intensidade dos campos E2 e B2 podem ser escritas como [96]

E 2 � �E � E � ; B 2 � �B � B � : (2.9)

A presença de termos não-diagonais em um modelo de ENL geral não é compatível

com uma cosmologia homogênea e isotrópica. Note que as equações dinâmicas que de�nem

como um �uido pode gerar uma estrutura geométrica, em RG, são dadas pelas equações

de campo de Einstein ([1]) na forma

G�� = R �� �
1
2

Rg�� = �T �� ; (2.10)

e, como o lado esquerdo das equações, escrito em termos do tensor de Ricci,R�� , e

do escalar de Ricci,R, descreve uma estrutura diagonal quando considera-se a métrica

(2.1),tem-se que apenas um �uido perfeito poderia gerar a estrutura geométrica desejada.

Uma alternativa a esta característica foi dada por Tolman-Ehrenfest, estabelecendo médias

espaciais sobre células cosmológicas da seguinte maneira

hXi(t) = lim
V !V 0

1
V

Z

V
X

p
�gd 3x; (2.11)

em queV0 é o volume da célula cosmológica ([93]). Utilizando esta de�nição é possível impor

sobre o �uido generalizado condições de homogeneidade e isotropia, ou seja, condições

tais que em uma média espacial, a fonte se comporte como um �uido perfeito. Para isso,

tomam-se as condições

hLF B � E � i = 0; (2.12)

e

hLF E � E � i + hL F B � B � i = �
1
3

hLF i(E 2 + B 2)h �� ; (2.13)

construídas de forma quehq� i e h� �� i sejam nulas. Diferentemente do proposto a partir

dos trabalhos de Tolman-Ehrenfest, nas condições (2.12) e (2.13) levam-se em consideração

a possibilidade de uma dependência espacial dentro das derivadas LF e LG. As variáveis

aleatórias utilizadas são os vetores campo elétrico e magnético, e as suas médias represen-

tadas comohE� i e hB� i . Desta forma, a dependência deG nas grandezas físicas, também
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deve ser tomada como uma variável aleatória, uma vez que o ângulo entre os campos é

uma variável aleatória.

Ao estabelecer quehGi 6= G surgem modi�cações na estrutura usual de um �uido

perfeito, a densidade de energia e a pressão isotrópica devem ter suas médias calculadas e,

portanto, apresentadas como

h�i = �hLi + hL GGi � 4E 2hLF i; (2.14)

hpi = hLi � hL GGi �
4
3

(F + E 2)hLF i: (2.15)

Adicionalmente, a partir das equações de movimento de uma ENL [95]

@� (L F F �� + L G
� F �� ) = 0 (2.16)

se estabelecem vínculos que precisam ser identicamente obedecidos. Utilizando a de�nição

de médias espaciais e a decomposição (2.3) obtém-se que

hLF E � i = �hL GB � i; e hLGE � i = hL F B � i: (2.17)

Existem condições sobreL (F; G) que permitem recuperar as condições originais de Tolman-

Ehrenfest. Em particular, quandoL (F; G) = L (F ) + L (G), tem-se queL F = f (F ). Sem

dependência emG, a derivada parcial pode ser retirada das médias nas condições (2.12) e

(2.13), e, tomando como condição a independência das variáveis aleatórias, obtém-se

hE� i = 0; hB � i = 0; hB � E � i = 0;

hE� E � i = �
E 2

3
h�� ; and hB� B � i = �

B 2

3
h�� :

Note que estas condições também são válidas para toda lagrangeana da formaL(F; G) =

L(F ).

2.2 Aplicando correções quadráticas a uma eletrodinâmica linear

O modelo de ENL utilizado aplica correções quadráticas a uma eletrodinâmica

linear através dos invariantes eletromagnéticos,F e G. A forma mais geral deste tipo de

correção pode ser escrita como

L(F; G) = �
1
4

F + �F 2 + �G 2 + 
FG; (2.18)

em que�; � e 
 são parâmetros livres do modelo com a dimensão apropriada. Modelos

com �; 
 = 0 foram estudados minuciosamente na literatura, estabelecendo uma receita
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para construir modelos cosmológicos cíclicos, com ricochete do fator de escala e eras

in�acionárias (veja [10, 11, 52, 56] e suas referências). Sabe-se que em uma eletrodinâmica

quântica padrão, os valores numéricos dos coe�cientes de Euler-Heisenberg são suprimidos

por potências inversas da massa do elétron:

� =
21� 2

45m4
e
; � =

147� 2

45m4
e

; 
 = 0; (2.19)

em queme é a massa do elétron e� 2 é a constante de estrutura �na [96]. Portanto, estas

contribuições são muito pequenas em escala cosmológica; consequentemente, as correções

quadráticas de uma eletrodinâmica quântica não produziriam efeitos intensos em um

universo primordial. Neste trabalho será discutido como a mudança destes parâmetros

pode mudar qualitativamente o comportamento do sistema dinâmico construído a partir

das equações de Friedmann, e também se é possível identi�car diferenças na evolução de

perturbações de grandezas tensoriais devido às não-linearidades do modelo. Em primeiro

lugar é necessário avaliar as condições para se obter um �uido perfeito médio. Aplicando

a condição (2.12), obtém-se

�

�
1
4

+ 2�F
�

hGi + 
hG 2i = 0: (2.20)

Da relação (2.20) percebe-se uma dependência direta entre as médiashG2i e hGi. Não

há argumento físico para estabelecer estas médias sem resolver as equações médias de

movimento (2.17). Em geral, resolver estas equações é necessário, no entanto, este modelo

pode ser simpli�cado utilizando que
 = 0. Sob esta escolha, note que a condição (2.12)

implica que hGi = 0, e a condição parahG2i pode ser obtida a partir de argumentos de

independência das variáveis aleatórias. Note que

hG2i = 16hE � B � E � B � ig �� g�� = 16hE� E � ihB � B � ig �� g�� ; (2.21)

utilizando quehE� i ehB� i são variáveis aleatórias independentes . Com o mesmo argumento

também é possível separar as condições (2.13) da maneira estabelecida por Tolman. E,

utilizando as de�nições e as de�nições 2.9, obtêm-se que

hG2i =
16
3

E 2B 2: (2.22)

Esta média é a principal forma sob a qual o procedimento generalizado das médias pode

in�uenciar a evolução dinâmica do modelo. Calculando a densidade de energia e pressão

isotrópica para a lagrangeana (2.18) com 
 = 0, tem-se

h�i =
1
4

F � �F 2 + �hG 2i + E 2 (1 � 8�F ) ; (2.23)

hpi = �
1
4

F + �F 2 � �hG 2i +
1
3

(F + E 2) (1 � 8�F ) : (2.24)
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É importante perceber quehF i = F pois este invariante depende apenas do tempo, e não

há razão para se esperar �utuações devido à distribuição utilizada ao se calcular as médias

sobre a célula cosmológica. Para que o sistema possa ser integrado completamente, ou

seja, obter, a partir das equações de Friedmann, a evolução temporal do fator de escala e

dos elementos das fontes,B(t) e E(t), é necessário vincular um destes elementos. Para

isso, estabelece-se a seguinte relação entre os campos

E 2 = �B 2; (2.25)

em que� é uma variável adimensional delimitada no intervalo 0< � < 1. A escolha� = 0

retorna o universo magnético (UM) estudado extensivamente em trabalhos anteriores

([10, 11]), e com� = 1 tem-se o limite superior nomeado universo estatisticamente nulo

(UEN), uma vez queF = 0 em conjunto com a condição anteriorhGi = 0. Utilizando

então a relação (2.25), e o resultado (2.22), é possível escrever as médias da densidade de

energia e pressão isotrópicas como

h�i =
1
2

(1 + �)B 2 +
h
~� � ~�(1 + 3�)

i
B 4; (2.26)

hpi =
1
6

(1 + �)B 2 �
�

~� +
1
3

~�(5 � �)
�

B 4; (2.27)

em que ~� = 16��
3 e ~� = 4� (1 � � ). A partir destas relações é possível calcular as condições

de energia nula (NEC) e forte (SEC), a partir das relações

h�i + hpi =
2
3

h
1 � 4~�B 2

i
(1 + �) B 2 � 0; para NEC; (2.28)

h�i + 3hpi = (1 + �) B 2 � 2
h
~� + ~�(3 + �)

i
B 4 � 0; para SEC: (2.29)

A partir das relações (2.28) e (2.29) é possível discutir as primeiras características do

modelo. Note queB 2 > 1
4~� indica a violação da NEC. No entanto, como~� ! 0 quando

� ! 1, esta condição nunca é violada no UEN. A SEC pode ser violada para toda escolha

de � . Note que esta é uma condição necessária para obter uma expansão acelerada para o

fator de escala.

A partir das equações (2.5) e (2.6) também é possível avaliar a equação de continu-

idade para um �uido perfeito médio, escrita da forma

h _�i + 3
_a
a

(h�i + hpi) = 0; (2.30)

em quea(t) é o fator de escala deste universo. A expressão (2.30) pode ser reescrita da

seguinte forma

1
h�i + hpi

dh�i
dB

dB = �3
da
a

;
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e integrada analiticamente quando h�i + hpi 6= 0, obtendo

a
a0

=

s
B0

B

 
1 � 4~�B 2

1 � 4~�B 2
0

! w

; (2.31)

em quew =
~��2~��

4~�(1+�) e B = B(t) é a intensidade do campo magnético. A expressão acima

se reduz exatamente ao que foi obtido para o UM quando � = 0, obtendo

a
a0

=

s
B0

B
: (2.32)

Mas note que quando� ! 1 a de�nição do parâmetrow não é válida. É possível obter,

como limite da relação (2.31), quando � ! 1, a seguinte expressão

a
a0

=

s
B0

B
e� 8

3 � (B 2 �B 2
0 ); (2.33)

relação que também pode ser obtida integrando-se diretamente a equação (2.30) com

� = 1. As relações (2.31), (2.32) e (2.33) serão utilizadas para realizar a análise qualitativa

do sistema dinâmico formado pelas equações de Friedmann.
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3 A análise qualitativa de um universo quase-

magnético

Neste capítulo, são apresentadas a estrutura matemática e argumentos físicos que

permitem construir um sistema dinâmico a partir das equações de campo de Einstein

para um universo homogêneo e isotrópico. Também discute-se o comportamento quali-

tativo das soluções na vizinhança dos equilíbrios, veri�cando a presença de bifurcações,

comportamento singular e a violação das condições de energia.

3.1 O sistema dinâmico e seus equilíbrios

Para uma geometria dada por (2.1), e utilizando as equações de campo de Einstein,

obtém-se a seguinte equação diferencial de primeira ordem

� _a
a

� 2

+
�
a2

=
h�i
3

; (3.1)

relacionando o fator de escalaa(t) com a fonte materialh�i e a curvatura da seção espacial

� = 0; � 1. Em conjunto com a equação (2.30) é possível escrever esta equação como a

seguinte equação diferencial de segunda ordem

•a
a

= �
1
6

(h�i + 3hpi) ; (3.2)

chamada de equação da aceleração. Pelo lado direito de (3.2) �ca clara a necessidade da

SEC ser violada para que haja uma expansão acelerada do fator de escala (•a > 0). A

partir desta equação é possível escrever um sistema dinâmico, reescrevendo uma equação

de segunda ordem como duas equações de primeira ordem autônomas. A maior di�culdade

neste procedimento ocorre devido ah�i e ahpi dependerem apenas do campo magnético

B(t), e a irreversibilidade da equação (2.31) para valores de� arbitrários. Esta di�culdade

pode ser resolvida utilizando a equação (2.31) para escrever as equações (3.1) e (3.2) em

termos do campo magnético e suas derivadas, tem-se que

_a
a

= �
(1 � 4~�(1 � 4w)B 2) _B

2B(1 � 4~�B 2)
; (3.3)

e, calculando a segunda derivada

•a
a

�
� _a

a

� 2

= �
d
dt

"
(1 � 4~�(1 � 4w)B 2)

2B(1 � 4~�B 2)

#

_B �
(1 � 4~�(1 � 4w)B 2)

2B(1 � 4~�B 2)
•B; (3.4)

ou, a partir da mudança de variáveis y = _B
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_B = y; _y =
f 2(B)y 2 + f 3(B)

f 1(B)
; (3.5)

em que as funções auxiliares têm a seguinte de�nição

f 1(B) =
1
2

B(1 � 4~�B 2)[1 � 4(1 � 4w)~�B 2]; (3.6)

f 2(B) =
3
4

(1 � 4~�B 2)2 + 64w(w � 1)~� 2B 4; (3.7)

f 3(B) =
(1 + �)(1 � 4~�B 2)2B 4 [1 � 2~�(4w + 3)B 2]

6
: (3.8)

Quando f1(B) ! 0, o sistema dinâmico apresenta verticais nas coordenadas

B1 = 0; B 2 =
1

2
q

(1 � 4w)~�
; ou B3 =

1
2
p

~�
; (3.9)

indicando comportamento singular do sistema dinâmico. Estas verticais devem ser in-

terpretadas como singularidades paramétricas no sistema dinâmico, note que é possível

fazer uma reparametrização temporal da forma� !
R dt

f 1
, de forma a regularizar o sistema

dinâmico, ou seja

dB
d�

= yf 1(B); e
dy
d�

= f 2(B)y 2 + f 3(B): (3.10)

Note que apenas na situação apresentada em (3.10) é possível perceber equilíbrios com

y 6= 0, em particular quando y = �
q

� f 3
f 2

. Perceba quef 3 ! 0 quandoB ! B 3, portanto

esta coordenada não indica um novo equilíbrio no sistema renormalizado, no entanto,

quandoB ! B 2 existe um par de valores dey que indicam equilíbrios no sistema dinâmico,

estes pontos apenas existem para valores dew no intervalo (� 1
12; 0). Também é importante

apontar que as grandezash�i e hpi nem sempre divergem nas coordenadas das verticais,

divergem apenas se existir a divergência do campo magnético, vide eq. (2.26) e (2.27). Os

equilíbrios do sistema dinâmico original são dados por

BP1 = 0; B P2 =
1

q
2~�(4w + 3)

; e BP3 =
1

2
p

~�
: (3.11)

Os equilíbrios em (3.11) são obtidos tomandoy = 0 em (3.20), e avaliando os valores

do campo magnético em quef 3(B ) ! 0. Perceba queBP3 = B3 para toda escolha de

parâmetros do modelo, e que também indica o limite superior para que a NEC não seja

violada, ver (2.28). Para entender o comportamento qualitativo das soluções em torno

dos equilíbrios de�nidos em (3.11) é preciso realizar uma linearização do sistema dinâmico

(3.5) [97, 98], obtendo a seguinte matriz Jacobiana

J
�
�
�
pts. eq.

=

�
�
�
�
�
�

0 1
f 0

3
f 1

� f 3 f 0
1

f 2
1

0

�
�
�
�
�
�
; (3.12)
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em quey = 0. Note que a matriz (3.12) indica os coe�cientes do sistema linearizado na

vizinhança de um ponto de equilíbrio, ou seja, existem coe�cientes diferentes para cada

escolha em (3.11). As matrizes tomam a forma

J
�
�
�
B P1

=

�
�
�
�
�
�

0 1

0 0

�
�
�
�
�
�
; J

�
�
�
B P2

=

�
�
�
�
�
�

0 1
�(1+4w)(1+�)

3~�(4w+3)(1+12w) 0

�
�
�
�
�
�
; J

�
�
�
B P3

=

�
�
�
�
�
�

0 1
(1+4w)(1+�)

48w~� 0

�
�
�
�
�
�
: (3.13)

Os autovalores destas matrizes podem ser obtidos a partir da raiz quadrada do elemento

abaixo da diagonal. A estabilidade de um sistema dinâmico nos arredores de um equilíbrio

pode ser determinada a partir do sinal da parte real do autovalor, seRe(� ) < 0 as soluções

são estáveis dirigindo-se ao equilíbrio, seRe(� ) > 0 as soluções são instáveis, e caso

Re(� ) = 0, não se pode a�rmar a estabilidade das soluções diretamente sem análises das

ordens superiores do sistema dinâmico, uma vez que estes equilíbrios são não-hiperbólicos.

O comportamento dos equilíbrios BP2 e BP3 está resumido na tabela (1).

Caso valor de w hierarquia BP2 BP3

I w < � 3
4 B1 < B 2 < B 3 @ sela

II � 3
4 < w < � 1

4 B1 < B 2 < B 3 < B P2 centro sela
III � 1

4 < w < � 1
12 B1 < B 2 < B P2 < B 3 sela centro

IV � 1
12 < w < 0 B1 < B P2 < B 2 < B 3 centro centro

V 0 < w < 1
4 B1 < B P2 < B 3 < B 2 centro sela

VI w > 1
4 B1 < B P2 < B 3, @ B2 centro sela

Tabela 1 � Posição relativa das linhas de divergência, pontos de equilíbrio, e a estabilidade
associada para diferentes valores de w tomando ~� > 0.

Observando a tabela (1) é evidente a presença de bifurcações no sistema dinâmico.

Note que há o surgimento de equilíbrios com a evolução dew, assim como a mudança do

comportamento das soluções nos arredores dos equilíbrios. ParaBP1 é necessário analisar

o sistema dinâmico com mais cuidado. Primeiro perceba que é possível avaliar o sistema

ao se aproximar deB = 0, as equações auxiliares se tornamf 1(B ) � 1
2B, f 2(B ) � 3

4 e

f 3(B) � 0, de forma que é possível escrever que

_B = y; _y =
3y2

2B
;

indicando que o sistema não é estável por Lyapunov, uma vez que existe uma divergência

quandoB ! 0, o que impede a utilização dos teoremas de linearização clássicos [97, 98].

No entanto, é possível obter informações sobre a estabilidade do sistema dinâmico a

partir do teorema das variedades centrais [99]. Primeiramente, é preciso reduzir o sistema

bidimensional a um sistema unidimensional utilizando a função auxiliar

y = h(B); (3.14)
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em queh(0) = 0 e h0(0) = 0, uma vez queh0(B ) = dh
dB , a função é tangente ao equilíbrio.

Tomando uma aproximação desta função como uma série de potências

h(B) = aB 2 + O(B 3);

em que os termos lineares e constantes são nulos para que as condições de tangência sejam

válidas, ea é um parâmetro a determinar. Aqui mantêm-se apenas a primeira ordem

não nula, e será su�ciente para a discussão a seguir. Em termos desta função, é possível

escrever que

_y =
f 2(B)[h(B)] 2 + f 3(B)

f 1(B)
:

Desta forma, usando a regra da cadeia é possível escrever_y= h0(B )h(B), com h0(B ) = dh
dB

e _B = y = h(B). Como h 0(B) = 2aB, o sistema reduzido se torna

3a2B 3

2
+

1 + �
3

B 3 = 2a2B 3; (3.15)

em que se faz necessário considerar os termos dominantes em cada função auxiliar, ou seja,

tomar f 3(B ) � (1+�)
6 B 4, assim evitando a divergência quandoB ! 0. A relação (3.15)

permite determinar o parâmetro a como

a = �

s
2(1 + �)

3
:

Ou seja, a equação de primeira ordem que aproxima o comportamento deste sistema é tal

que

y = �

s
2(1 + �)

3
B 2: (3.16)

A relação (3.16) garante que sey < 0 as soluções são estáveis, pois as curvas se aproximam

da origem, e analogamente, para o casoy > 0 as soluções são instáveis pois as curvas se

afastam da origem. É possível mostrar que as soluções (3.16) estão relacionadas à escolha

de � = 0. A partir da equação (3.1), a escolha� = 0 leva a um conjunto de curvas idêntico

à (3.16), e com� < 0 obtêm-se um conjunto de curvas com comportamento análogo, mas

que alcançam a (se afastam da) origem mais rapidamente. No entanto, antes de apresentar

o vínculo, é de interesse analisar o equilíbrio que surge devido à renormalização do sistema

dinâmico. Note que

P� =

0

@B2; �
1

4~�(1 � 4w) 2

s
�w(1 + �)(1 + 12w)

3

1

A ; (3.17)

existente no intervalo� 1
12 < w < 0. O que equilíbrio (3.17) é obtido a partir do sistema

dinâmico renormalizado (3.10). É possível linearizar o sistema renormalizado nos arredores
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deste equilíbrio, obtendo a seguinte matriz Jacobiana para os coe�cientes do sistema

dinâmico

J (P � ) =

�
�
�
�
�
�

4w
1�4w y� 0

f 0
2y2

� + f 0
3

�8w
1�4w y�

�
�
�
�
�
�
: (3.18)

Perceba que os autovalores aqui são obtidos como

� P� ;1 =
4w

1 � 4w
y� � P� ;2 =

�8w
1 � 4w

y� ;

ou seja, a escolha de sinal emy� não altera a estabilidade dos equilíbrios, que sempre se

comportam como um par de selas. Na próxima seção serão apresentados os diagramas de

fase e a equação de vínculo que permite observar o comportamento das soluções tendo em

vista diferentes escolhas de condições iniciais.

3.2 Diagramas de fase e a evolução qualitativa das soluções

Os campos vetoriais para o sistema (3.5) são apresentados nas �guras desta seção,

organizados caso a caso como indicado na tabela (1). As soluções podem ser integradas a

partir de uma escolha das condições iniciais, em particularB(t = 0) = B0 e _B(t = 0) =
_B0 = y0. No entanto, como a equação da aceleração (3.2) tem uma primeira integral bem

de�nida a partir da equação (3.1), é possível vinculá-las por meio da relação

[1 � 4~� (1 � 4w) B 2]2 y2

4B2 (1 � 4~�B 2)2 +
�B

a2
0B0

 
1 � 4~�B 2

0

1 � 4~�B 2

! 2w

=
(1 + �)B 2

6

h
1 � 2~�(1 � 4w)B 2

i
:

(3.19)

Note que agora é possível utilizar os parâmetrosB0 e a0 para selecionar a curva que será

integrada. A �gura (1) apresenta o primeiro caso.

No caso I, a SEC nunca é violada, o que é evidenciado pela ausência deBP2 , uma

vez que este equilíbrio ocorre no valor do campo magnético tal queh�i + 3hpi=0. A

violação da NEC ocorre indicada pela verticalB3, sendo violada sempre queB > B 3.

Existem três regiões estabelecidas entre as verticaisB1, B2 e B3 com comportamento

qualitativo diferente para as soluções. ParaB < B 2 percebe-se que as curvas com� � 0

representam campos magnéticos que diminuem (aumentam) em intensidade uma vez que

tenham condições iniciais com derivada negativa (positiva). As curvas com� < 0 caem

(crescem) mais rapidamente do que as curvas para� = 0, as curvas com� > 0 não caem a

zero, em vez disso, atingem um mínimo em um tempo �nito e voltam a crescer rapidamente.

Todas as soluções nesta região crescem rapidamente até o máximo assintótico dado por

B2, em que _B diverge.

A região entreB2 e B3 apresenta o mesmo comportamento qualitativo para todas

as soluções independentemente da escolha de� , todas as curvas se afastam deB2 e atingem

um valor máximo do campo magnético tal queB < B 3 antes de voltar a se aproximar de
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Figura 1 � Retrato de fase do caso I. As linhas ponto-tracejadas verticaisB1 (preto), B2

(azul), e B3 (vermelho) são as separatrizes. Os pontos de equilíbrio sãoBP1

(nó) e BP3 (sela). BP2 não está presente. A curva preta e sólida indica a
possibilidade de universos planos, separando o diagrama em regiões disjuntas
em termos da curvatura. Para este diagrama, foi escolhido~� = 1, � = 1=2,
sem perda de generalidade, e w = �1.

B2. Para a região em queB > B 3, existem apenas soluções para� < 0, isso se dá devido a

um valor máximo estabelecido devido à condiçãoh�i
3 � �

a2 � 0 em (3.1), que leva todas

as soluções com� � 0 a alcançarem um valor máximo comB < B 3, em particular � = 0

indica o valor mínimo da densidade de energia quandoB = 1p
2~�(1�4w)

, valor sempre maior

do queB2, e igual aB3 quandow = � 1
4. A pressão isotrópica pode se tornar negativa

quando o campo magnético ultrapassa o valorB = 1p
2~�(5+12w)

. Também para a região

em queB > B 3 tem-se que as curvas alcançam mínimos para o campo magnético e não

apresentam um máximo em tempo �nito.

A evolução do campo magnético fornece informações diretas sobre como o fator de

escala se comporta a partir da relação (2.31). Note que, para a escolha de parâmetros da

�gura (1), ~� = 1, � = 1=2 e w = �1, esta relação pode ser escrita como
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a
a0

=

s
B0

B

 
1 � 4B 2

0

1 � 4B 2

!

:

Perceba que as soluções em queB ! 0 fazem com que o fator de escala cresça rapidamente,

perceba que isso também ocorre quandoB ! B 3. No entanto, é perceptível pela dinâmica

do campo magnético observada em (1) que nestas escolhas dos parâmetros, isso não ocorre

para todas as soluções, sendo possível apenas para curvas com� < 0 capturadas por

B3. Note também que a escolhaw > 0 em (2.31) levaria a um universo singular quando

B ! B 3, uma vez que esta escolha leva àa=a0 ! 0 pla equação (2.31)e. A posição

relativa da solução às verticaisB2 e B3 também fornecem informações sobre se o colapso

do universo ocorre com o aumento da intensidade do campo magnético (_B > 0) ou a sua

atenuação (_B < 0), vide (3.3). A seguir discute-se o caso II representado na �gura (2).

Figura 2 � Retrato de fase do caso II. As linhas verticais ponto-tracejadas são como no
caso anterior. Os pontos de equilíbrio agora sãoBP1 (nó), BP2 (centro), e
BP3 (sela). Novamente, as soluções de universo plano representadas pela curva
sólida preta separam o diagrama em regiões disjuntas em termos da curvatura.
Para este diagrama de fase, foi escolhido ~� = 1, � = 1=2, e w = �1=2.

Para o caso II há o surgimento do ponto de equilíbrioBP2 , assim como a diminuição
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da região entre as verticaisB2 e B3. Com o estreitamento desta região as soluções são

capturadas mais facilmente porB3 levando ao crescimento rápido do fator de escala. A

presença do ponto de equilíbrio permite o surgimento de curvas fechadas para� < 0, todas

violando eventualmente a SEC, além de violarem a NEC uma vez que estas curvas surgem

para B > B 3. Curvas fechadas indicam que o campo magnético apresenta mínimos e

máximos em tempo �nito, ou seja, um comportamento cíclico para a evolução do fator de

escala. As outras regiões têm o mesmo comportamento qualitativo, mudando apenas a

taxa na qual o campo magnético evolui.

Para o caso III (3) tem-se que a região entre as verticais é mais estreita, evidenciando

que existe um valor no qual ambas coincidem e eventualmente trocam de posição, isso

ocorre pois a verticalB2 ocorre sempre para valores maiores do campo magnético para

diferentes escolhas dew e a posição deB3 depende apenas do parâmetro~� . O ponto de

equilíbrio BP2 é agora uma sela posicionada entre as duas verticais, e portanto, indicando

que a SEC é violada antes da NEC. Perceba que agora a violação da NEC ocorre até

mesmo para densidades de energia positivas, possibilitando que as curvas com� � 0

existam após a verticalB3, e nestas condições não existem soluções cujo campo magnético

cresce inde�nidamente.

Figura 3 � Retrato de fase do caso III. As linhas verticais ponto-tracejadas são como no
caso anterior. Os pontos de equilíbrio sãoBP1 (nó), BP2 (sela (veja a região
ampliada no painel à direita)), eBP3 (�centro�). Novamente, as soluções de
universo plano representadas pela curva sólida preta separam o diagrama em
regiões disjuntas em termos da curvatura, mas agora existe um ramo à direita
de B3. Para este diagrama de fase, foi escolhido ~� = 1, � = 1=2, e w = �1=8.

Para o caso IV (4), o ponto de equilíbrioBP2 surge em valores menores queB2, ou

seja, a SEC pode ser violada na primeira região, e soluções nas quais o campo magnético

é atenuado deixam de violar a SEC eventualmente. Também surgem curvas fechadas para
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Figura 4 � Retrato de fase do caso IV. As verticais ponto-tracejadas são como no caso
anterior. Os pontos de equilíbrio sãoBP1 (nó), BP2 (centro), e BP3 (�centro�).
A região ampli�cada também mostra o surgimento de dois pontos de sela (azul)
sobreB2 cujas separatrizes delineiam a bacia de atração deBP3 . Novamente,
as soluções de universo plano separam o diagrama em regiões disjuntas, e os
ramos a direita deB3 se mantém. Para este diagrama de fase, foi escolhido
~� = 1, � = 1=2, e w = �1=24.

� > 0, diferentemente do que era indicado nos casos anteriores, note que estas curvas

fechadas agora também não violam a NEC, no entanto, o restante das curvas na primeira

região se comportam da maneira usual levando o campo magnético a zero ou aB2. Para

a região entreB2 e B3 existem dois tipos de comportamento, soluções com� > 0 que

atingem um mínimo antes de seguirem aB3, e soluções que tendem a (se afastam de)

B3 sem nenhum ponto crítico intermediário. Estas regiões surgem devido à presença das

selas sobre a verticalB2, vide região ampliada à direita em (4), estas selas representam os

equilíbrios P� do sistema renormalizado. Para a região em queB > B 3 o comportamento

não é afetado pela presença dos equilíbrios, se comportamento analogamente aos casos II

e III.

Os casos V e VI estão representados nas �guras (5) e (6), sendo situações nas quais

w > 0, ou seja, a evolução do fator de escala em termos do campo magnético pode levar a

universos singulares. Note que

a
a0

=

s
B0

B

 
1 � 4B 2

1 � 4B 2
0

! 1
8

;

é a relação quandow = 1=8 e ~� = 1 (caso V), ou seja, quandoB ! B 3, o fator de escala

toma um valor singular. Em ambos os casos também é notável queB3 < B 2, em que

B2 continua sendo um valor máximo assintótico para o campo magnético, mas causa um
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