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Resumo

Nos investigamos a dinamica cosmoldgica induzida por uma eletrodinamica nao-linear em
um universo homogéneo e isotrépico, dando enfoque ao papel de campos eletromagnéticos
primordiais com orientagoes espaciais aleatorias. Partindo de uma generalizacao do pro-
cedimento de médias de Tolman-Ehrenfest, nés derivamos um tensor momento-energia
consistente com as simetrias do espaco-tempo, incorporando a influéncia do invariante
dual G e suas contribui¢oes estatisticas. Considera-se um modelo de eletrodinamica
nao-linear particular em que se realizam corre¢oes quadraticas a Lagrangeana de Maxwell,
avaliando situacoes puramente magnéticas e configuragoes estatisticamente nulas. Nos
analisamos a dinamica cosmologica resultante por meio de métodos qualitativos. A partir
da construcao de um sistema dinamico planar é possivel identificar pontos de equilibrio,
analisar sua estabilidade e estudar o comportamento das solugoes para diferentes escolhas
da curvatura espacial. O estudo qualitativo é complementado pela analise da dinamica de
perturbagoes escalares geradas a partir do formalismo de Jordan-Ehlers-Kundt e utilizando
as equagoes quasi-Maxwellianas. Para a analise das perturbagoes é construida uma base
escalar de harmonicos esféricos que permite a construgao de um sistema dindmico planar
nao-autéonomo para a evolugao de perturbagoes no cisalhamento e parte elétrica do tensor
de Weyl. As solugbes obtidas apresentam a possibilidade de solugoes de ricochete, solugoes
ciclicas e cendrios de expansao acelerada. E dada atencéo especial aos dois casos limitantes,
em que ambos exibem retratos de fase qualitativamente distintos, assim como apresentam
comportamentos diferentes para as condigoes de energia nula e forte. A mesma estrutura
¢ utilizada para avaliar a evolucao das perturbagoes escalares, discutindo sua atenua-
gao/crescimento durante as possiveis fases de expansao cosmoldgica, simultaneamente
apresentando uma comparacao entre o modelo nao-linear e o modelo linear. Este trabalho
permite compreender a influéncia de campos eletromagnéticos nao-lineares em um universo

primordial e da abertura para explorar suas consequéncias observacionais.

Palavras-chave: Eletrodindmica nao-linear; média de Tolman-Ehrenfest; cosmologia;
teoria qualitativa das equacgoOes diferenciais; teoria de perturbacgoes; equagoes quasi-

Maxwellianas.



Abstract

We investigate the cosmological dynamics induced by nonlinear electrodynamics in a ho-
mogeneous and isotropic universe, focusing on the role of primordial electromagnetic fields
with random spatial orientations. Building upon a generalization of the Tolman—Ehrenfest
averaging procedure, we derive a modified energy-momentum tensor consistent with the
spacetime symmetries, incorporating the influence of the dual invariant G' and its statistical
contributions. A specific nonlinear electrodynamics model with quadratic corrections to
Maxwell’s Lagrangian is considered, giving rise to what we define as a quasi-magnetic
universe, interpolating between purely magnetic and statistically null field configurations.
We analyze the resulting cosmological dynamics through qualitative methods. By casting
the equations into an autonomous dynamical system, we identify the equilibrium points,
determine their stability, and study the behavior of solutions under various spatial curva-
tures. The qualitative study is complemented by the analysis of the dynamics of scalar
perturbations introduced through the Jordan-Ehlers-Kundt formalism and using the quasi-
maxwellian equations. To analyze the perturbations, a scalar basis is built for spherical
harmonics that allows the construction of a planar non-autonomous dynamical system for
the evolution of the shear and the electric part of the Weyl tensor. Our findings reveal the
existence of bouncing and cyclic solutions, regions where energy conditions are violated,
and scenarios of accelerated expansion. Special attention is given to two limiting cases,
both of which exhibit qualitatively distinct phase portraits and energy-condition behavior.
The same structure is used to evaluate the evolution of scalar perturbations, discussing its
attenuation/growth through possible phases of cosmological expansion, simultaneously pre-
senting a comparison between the nonlinear model and the linear model. This work provides
a comprehensive framework for understanding the influence of nonlinear electromagnetic

fields in the early universe and opens avenues for exploring their observational consequences.

Keywords: Nonlinear electrodynamics; Tolman-Ehrenfest averaging; cosmology; qualita-

tive theory of differential equations; perturbation theory; quasi-maxwellian equations.
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campo elétrico, E? com o quadrado da intensidade do campo magnético,
B2

- Renormalizacdo paramétrica dada por 4a(1 — o).
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- Renormalizagao paramétrica dada por

B—2a&c

- Renormalizagao paramétrica dada por Tapha(10)"

- Tri-curvatura espacial na métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker, com valores e =0, +1 .
- Velocidade do som ao quadrado.

- Parametro da equacao de estados, relacionando pressao e densidade

de energia.

- Parametro de gravitacao universal atuando como fator de proporciona-

lidade entre o lado geométrico e material da equagao de Einstein.

- Parametro livre que cai com o quadrado do comprimento de onda das

perturbagoes.

- Comprimento de onda das perturbagoes.
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1 Introducao

O modelo cosmolégico ACDM apresenta diversos sucessos, tais como a radiagao
cosmica de fundo (CMB), a estrutura de grande escala, e a aceleragao aparente do universo.
No entanto, apresenta desafios significativos quando confrontado com diferentes conjuntos
de dados [I]. Alguns destes desafios sdo recentes, como as incertezas sobre a natureza da
matéria escura e energia escura [2), 3], assim como a persistente tensao de Hubble [4] [5].
Outros desafios sao antigos, incluindo dificuldades apresentadas pela presenga de uma
singularidade inicial, tais como os problemas do horizonte e da planicidade.

Estes desafios demonstram a necessidade de exploracao e refinamento dos mode-
los cosmoldgicos, introduzindo propostas que se estendem além do paradigma ACDM.
Por exemplo, em modelos cosmoldgicos com ricochete [6], [7] ou ciclicos [8, 9] 10 11], a
homogeneidade e isotropia do espago-tempo sao preservadas, enquanto a singularidade
inicial e seus problemas associados sao evitados, frequentemente através da incorporagao
de principios da mecénica quantica [12, 13|, 14]. Em contraste, modelos cosmolégicos
com inomogeneidades [15] [16, [17, 18] se afastam do principio cosmoldgico, resultando em
uma estrutura mais complexa e diversa, com mais graus de liberdade, contudo ao custo
do aumento da complexidade técnica. Além disso, modificagoes as equagoes de campo
de Einstein sao utilizadas por uma ampla gama de teorias alternativas, como modelos
de gravitacdo f(R) [19, 20, 21, 22], f(T) [23, 24, 25, 26], e f(Q) [27, 28, 29, 30], assim
como a gravidade teleparalela [31], a teoria de Horndeski [32], e outros [33] 34} [35] 36}, 37],
oferecendo um conjunto rico e variado de possibilidades para exploracoes tedricas.

Neste trabalho, nés exploramos uma abordagem alternativa ao investigar como
campos eletromagnéticos primordiais, governados por uma equacao de movimento nao-
linear, influenciam a dindmica do universo primordial. A eletrodindmica nao-linear
(ENL) surge em vérios contextos visando discutir desafios presentes na eletrodindmica
classica, tais como limites para os campos [38], predigoes de corre¢oes de campos fortes
[39, 140], birrefringéncia do vacuo [41), 42] 43], e a natureza da propagacao da luz [44]
45, 146]. As diferentes caracteristicas dos modelos nao-lineares resultam em diferentes
efeitos cosmoldgicos [47), 48], 49, [50], incluindo modelos com fases de expansdo acelerada
[511, 52 B3], 54) 55], modelos nao-singulares [6, 10, 1], 52), 56, 57], e numerosos estudos
examinando as implicagoes para a dindmica de buracos negros [58, 59, (60, (61} 62, 63].

Em contraste com os trabalhos anteriores que examinaram universos puramente
magnéticos ou modelos de ENL particulares [64, 44l 52 [56, 65 [66], este trabalho desenvolve
uma descrigao dindmica unificada. Aqui apresenta-se a (i) generaliza¢ao do procedimento
de médias de Tolman-Ehrenfest para incluir sistematicamente efeitos nao-lineares, (ii)

incorpora-se um campo elétrico nao-nulo, que significativamente enriquece os ramos da
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dindmica coésmica primordial, mesmo que os dados observacionais atuais sugiram que
o campo seja negligenciavel, (iii) analisa-se a estrutura do espago de fase do sistema
dindmico auténomo resultante, incluindo os pontos fixos, separatrizes entre regides de
comportamento qualitativo diferente, e limites das condigoes de energia, e (iv) apresenta-se
a evolucao de perturbacgoes escalares invariantes de calibre a partir do formalismo de
Jordan-Ehlers-Kundt (JEK) e da utilizacdo das equagoes quasi-Maxwellianas (EQM),
comparando a atenuacao/crescimento das perturbagdes entre uma ENL e a eletrodindmica,
linear de Maxwell.

A anélise de perturbacgoes dentro da cosmologia sempre foi uma area de extrema
relevincia teérica ([67, 68, [69]) e observacional ([70, [71, [72] [73, [74]), sendo relevante
para explicar a formagao de estruturas de grande e pequena escala (|75, [76, 77, [78]), a
geragao de ondas-gravitacionais ([79, 80, 81]) e a presenga de anisotropias (|82} [83] 84} [85])
no conjunto de dados observacionais atuais. A analise mais amplamente utilizada para
estudar a sua evolugao é construida a partir de grandezas que dependem de uma escolha
de calibre ([86, 87, 69, 88, [68]), levando a incertezas sobre o cardter fisico do resultado
obtido a partir das equagdes de campo da relatividade geral (RG). Nossa escolha de utilizar
o formalismo JEK é devido a possibilidade de analisar um sistema dinamico fechado
nao-auténomo que determina a evolucao de perturbacoes escalares para grandezas que
sao nulas na geometria homogénea e isotropica de fundo, e, portanto, independentes de
calibre (|89, 90} 8T} 9T, 92]). Este trabalho discute a evolugao destas perturbagoes a partir
do comportamento qualitativo de uma cosmologia gerada por ENL na perspectiva de um
procedimento de Tolman-Ehrenfest generalizado.

Para cobrir esta lacuna na literatura, o foco deste trabalho sera o setor quadratico
de ENL. Os termos quadraticos surgem naturalmente como as corre¢oes dominantes na
agao efetiva de Euler-Heisenberg [41] e as expansoes de campo fraco da teoria de Born-
Infeld [38], tornando-os pontos de partida bem estabelecidos para um estudo dindmico
qualitativo. Para esclarecer o posicionamento deste trabalho dentro dos estudos em
cosmologia modificada, nés enfatizamos que nossa abordagem ¢é construida com base
em modificagoes no setor material das equacoes de campo, ou seja, efeitos de uma ENL
em um fundo homogéneo e isotrépico, sem realizar modificagoes no setor gravitacional.
Além disso, nossas suposi¢oes sao fisicamente razoaveis, uma vez que a fase quente e
densa de um universo primordial podia naturalmente excitar corregoes nao-lineares no
eletromagnetismo.

O trabalho é organizado da seguinte forma. No capitulo 2, nés discutimos a
generalizacao do procedimento de Tolman-Ehrenfest na presenca de ENL em um fundo
homogéneo e isotropico, além de introduzir uma lagrangeana de ENL especifica para
analisar as implicacoes cosmologicas deste procedimento, assim como apresentamos uma
relacdo entre os campos elétricos e magnéticos que permite tratar o sistema univocamente.

No capitulo 3, nés aplicamos a teoria de equagoes diferenciais para explorar a dindmica
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completa do universo nesta construc¢ao: primeiro identificamos os pontos de equilibrio e
examinamos sua estabilidade, entao impomos a equacao de Friedmann como vinculo e
discutimos as solucoes fisicas para diferentes valores para a curvatura da secao espacial,
também analisamos os casos limite em que o campo elétrico é nulo, universo magnético
(UM) e o caso em que estatisticamente ambos os invariantes eletromagnéticos sao nulos,
universo estatisticamente nulo (UEN), e estudamos seu comportamento. No capitulo 4,
apresentamos o formalismo JEK para o estudo da evolucao dos campos em RG, construimos
as equagoes de evolugao para as perturbagoes escalares a partir de uma base escalar de
harmonicos esféricos e avaliamos qualitativamente a dinamica de um sistema planar nao-
autonomo formado pelo cisalhamento e pela parte elétrica do tensor de Weyl, comparando

os resultados da evolugao destas perturbagoes a obtida por uma eletrodinamica linear.
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2 O procedimento de Tolman-Ehrenfest revi-

sitado

Neste capitulo serd apresentada a forma de introduzir uma eletrodinamica nao-
linear (ENL) como fonte para uma cosmologia homogénea e isotrépica. Apresenta-se
uma generalizagao para o procedimento de Tolman-Ehrenfest ([93, 94]) e as condigbes
para recuperar o procedimento original. Também serd discutido o caso particular de uma
densidade lagrangeana, L(F,G), que incorpora corre¢oes quadraticas a lagrangeana de

uma eletrodinamica linear.

2.1 Utilizando uma eletrodinamica nao-linear como fonte para uma

geometria homogénea e isotropica.

Um universo homogéneo e isotréopico é descrito por uma métrica dada por

ds® = df* — a?(t) [dx® + f*(x)(d6” + sen*(0)d¢?)] , (2.1)

em que f(x) = (x,sen(x),senh(x)) respectivamente para as escolhas do sinal do pardmetro
de curvatura espacial, ¢ = 0,41, —1 [I]. Esta métrica representa a estrutura geométrica,
gerada por uma fonte material, neste trabalho uma ENL realiza este papel. O tensor

energia-momento que descreve este tipo de modelo é dado por

TH = —ALRFPFY — (L — GLG)g™, (2.2)

em que [, ¢ o tensor de Faraday, decomposto em termos dos vetores campo elétrico, F,,,

e campo magnético, B, através de um campo de observadores, v,, da seguinte maneira

F.=Ewv —Euv,+ nw,aﬂvaBﬁ, (2.3)

definindo Lr e L como as derivadas parciais da densidade lagrangeana L£(F,G) em
relacdo aos invariantes eletromagnéticos, F' e . Os invariantes sao definidos como
F =F"E,, =2(B*— E?), e, a partir da operagao dual G = F**F,, = —4(E"B,,). Note

que se faz necessario o uso do tensor dual nw,aﬁ definido como [95]:

Nwap = V 8 uwas: (24)

em que €,,,5 ¢ 0 pseudo-tensor puramente antissimétrico de Levi-Civita e g = det(g,,).
Utilizando o campo de observadores, e definindo um projetor h,, = g,., — v,v,, é possivel

obter os elementos independentes do fluido como [95]:



Capitulo 2. O procedimento de Tolman-FEhrenfest revisitado 21

p=—LA+ LG — 4L E?, (2.5)
p=L~LcG— ;lEF(F + E?), (2.6)
qn = —4LpNxpe V" BE7, (2.7)
T = 4Lp (B,E, + B,B,) + g‘LF (E* + B?) by, (2.8)

em que p ¢ a densidade de energia, p ¢ a pressao isotrépica, g, ¢ o fluxo de calor e m,, ¢ a

pressdo anisotrépica. A intensidade dos campos E? e B? podem ser escritas como [90]

E?*=-FE"E,,  B®>=-B"B,. (2.9)

A presenga de termos nao-diagonais em um modelo de ENL geral nao é compativel
com uma cosmologia homogénea e isotropica. Note que as equagoes dinamicas que definem
como um fluido pode gerar uma estrutura geométrica, em RG, sdo dadas pelas equagoes

de campo de Einstein ([I]) na forma

1
G =R, — §ng, = KT, (2.10)

e, como o lado esquerdo das equagoes, escrito em termos do tensor de Ricci, R, €
do escalar de Ricci, R, descreve uma estrutura diagonal quando considera-se a métrica
,tem—se que apenas um fluido perfeito poderia gerar a estrutura geométrica desejada.
Uma alternativa a esta caracteristica foi dada por Tolman-Ehrenfest, estabelecendo médias

espaciais sobre células cosmolégicas da seguinte maneira

(X)(t) = lim ‘1/ X =gdz, (2.11)

em que Vj é o volume da célula cosmolégica ([93]). Utilizando esta definigao é possivel impor
sobre o fluido generalizado condi¢des de homogeneidade e isotropia, ou seja, condigoes
tais que em uma média espacial, a fonte se comporte como um fluido perfeito. Para isso,

tomam-se as condi¢oes

(LpB"E") =0, (2.12)

(LREPE) + (CpBPBY) — —;(£F>(E2 + B, (2.13)

construidas de forma que (gy) e (7,,) sejam nulas. Diferentemente do proposto a partir
dos trabalhos de Tolman-Ehrenfest, nas condigoes e levam-se em consideragao
a possibilidade de uma dependéncia espacial dentro das derivadas Lr e L. As variaveis
aleatorias utilizadas sdo os vetores campo elétrico e magnético, e as suas médias represen-

tadas como (E,) e (B,). Desta forma, a dependéncia de G nas grandezas fisicas, também
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deve ser tomada como uma varidvel aleatoria, uma vez que o angulo entre os campos é
uma variavel aleatoria.

Ao estabelecer que (G) # G surgem modificagoes na estrutura usual de um fluido
perfeito, a densidade de energia e a pressao isotrépica devem ter suas médias calculadas e,

portanto, apresentadas como

(p) = —(L) + (LcG) — 4E*(Lr), (2.14)

(p) = (£) — {LaG) — 5 (F + EY){Lr). (2.15)

Adicionalmente, a partir das equagoes de movimento de uma ENL [95]

B, (LpF™ + Lo F™) =0 (2.16)

se estabelecem vinculos que precisam ser identicamente obedecidos. Utilizando a defini¢ao

de médias espaciais e a decomposigao (2.3)) obtém-se que

(LpE") = —(LaBY), e (LoE") = (LpBY). (2.17)

Existem condigoes sobre L(F, G) que permitem recuperar as condigoes originais de Tolman-
Ehrenfest. Em particular, quando L(F,G) = L(F) + L(G), tem-se que L = f(F). Sem
dependéncia em G, a derivada parcial pode ser retirada das médias nas condigdes (2.12)) e

(2.13), e, tomando como condigao a independéncia das varidveis aleatdrias, obtém-se

(B"y =0, (B"Y=0, (B"E")=0,
2 2
(EMEY) = —Egh’“’, and (B"B") = _thw.

Note que estas condigoes também sao validas para toda lagrangeana da forma L(F,G) =
L(F).

2.2 Aplicando correcoes quadraticas a uma eletrodinamica linear

O modelo de ENL utilizado aplica corregoes quadraticas a uma eletrodinamica
linear através dos invariantes eletromagnéticos, ' e GG. A forma mais geral deste tipo de

correcao pode ser escrita como

L(F.G) = —iF + aF? + BG? + vFG, (2.18)

em que «, [ e v sao parametros livres do modelo com a dimensao apropriada. Modelos

com 3,7 = 0 foram estudados minuciosamente na literatura, estabelecendo uma receita



Capitulo 2. O procedimento de Tolman-FEhrenfest revisitado 23

para construir modelos cosmologicos ciclicos, com ricochete do fator de escala e eras
inflacionérias (veja [L0) [11], 52l 56] e suas referéncias). Sabe-se que em uma eletrodinamica
quantica padrao, os valores numéricos dos coeficientes de Euler-Heisenberg sao suprimidos

por poténcias inversas da massa do elétron:

21a? 14702
o= —", 6 = T E_1
45m? 45m?

em que m, ¢ a massa do elétron e a? ¢ a constante de estrutura fina [96]. Portanto, estas

v =0, (2.19)

contribui¢oes sao muito pequenas em escala cosmoldgica; consequentemente, as correcoes
quadraticas de uma eletrodindmica quantica nao produziriam efeitos intensos em um
universo primordial. Neste trabalho sera discutido como a mudanca destes pardmetros
pode mudar qualitativamente o comportamento do sistema dinamico construido a partir
das equagoes de Friedmann, e também se é possivel identificar diferengas na evolugao de
perturbacoes de grandezas tensoriais devido as nao-linearidades do modelo. Em primeiro

lugar é necessario avaliar as condigoes para se obter um fluido perfeito médio. Aplicando

a condigao ([2.12)), obtém-se

(_i + 2aF> (@) +7(G?) = 0. (2.20)

Da relagao (2.20) percebe-se uma dependéncia direta entre as médias (G?) e (G). Nao
ha argumento fisico para estabelecer estas médias sem resolver as equagoes médias de
movimento . Em geral, resolver estas equagoes é necessario, no entanto, este modelo
pode ser simplificado utilizando que v = 0. Sob esta escolha, note que a condic¢ao ([2.12))
implica que (G) = 0, e a condi¢do para (G?) pode ser obtida a partir de argumentos de

independéncia das variaveis aleatérias. Note que

<G2> = 16<EuByEaBﬁ>g,uuga6 = 16<EuEa><BVBﬁ>g,uugaﬁa (221>

utilizando que (E,,) e (B,,) sao variaveis aleatérias independentes . Com o mesmo argumento
também é possivel separar as condigoes (2.13) da maneira estabelecida por Tolman. E,
utilizando as defini¢oes e as definigdes [2.9] obtém-se que

16

(G?) = §E2BQ. (2.22)

Esta média é a principal forma sob a qual o procedimento generalizado das médias pode
influenciar a evolugao dinamica do modelo. Calculando a densidade de energia e pressao

isotrépica para a lagrangeana (2.18) com v = 0, tem-se

(p) = iF —aF? + B(G*) + E* (1 — 8aF), (2.23)

(p) = —iF +aF? — B(G?) + ;(F + E?) (1 —8aF). (2.24)
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E importante perceber que (F') = F pois este invariante depende apenas do tempo, e nao
ha razao para se esperar flutuacgoes devido a distribuicao utilizada ao se calcular as médias
sobre a célula cosmolégica. Para que o sistema possa ser integrado completamente, ou
seja, obter, a partir das equagoes de Friedmann, a evolucao temporal do fator de escala e
dos elementos das fontes, B(t) e E(t), é necessario vincular um destes elementos. Para

isso, estabelece-se a seguinte relacao entre os campos

E?=o0B? (2.25)

em que o é uma variavel adimensional delimitada no intervalo 0 < o < 1. A escolha o =0
retorna o universo magnético (UM) estudado extensivamente em trabalhos anteriores
([10, 11]), e com o = 1 tem-se o limite superior nomeado universo estatisticamente nulo
(UEN), uma vez que F' = 0 em conjunto com a condi¢ao anterior (G) = 0. Utilizando
entao a relacao , e o resultado , é possivel escrever as médias da densidade de

energia e pressao isotrépicas como

(p) = ;(1 + 0)B? + [B —a(l+ 30—)} B, (2.26)

(p) = é(l +0)B* — [ﬁ +-a(5 - a)] B*, (2.27)

1680 ~
3

em que [ = e @ =4a(l — o). A partir destas relagoes é possivel calcular as condigoes

de energia nula (NEC) e forte (SEC), a partir das relagoes

(p) + (p) = ?2) [1-4aB?|(1+0)B*>0,  para NEC, (2.28)
(p) +3(p) =(1+0)B* -2 {B + a3+ 0’)} B*>0, para SEC. (2.29)

A partir das relacgoes e é possivel discutir as primeiras caracteristicas do
modelo. Note que B? > ﬁ indica a violagdo da NEC. No entanto, como & — 0 quando
o — 1, esta condi¢ao nunca é violada no UEN. A SEC pode ser violada para toda escolha
de 0. Note que esta ¢ uma condicao necessaria para obter uma expansao acelerada para o
fator de escala.

A partir das equagoes e também ¢é possivel avaliar a equacao de continu-

idade para um fluido perfeito médio, escrita da forma

) a
(o) +3-((p) + (p) =0, (2.30)
em que a(t) é o fator de escala deste universo. A expressao (2.30) pode ser reescrita da
seguinte forma
1 dp) da

Wrwas T
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e integrada analiticamente quando (p) + (p) # 0, obtendo

a By (1 —4aB?\"
_  [Do 2.31

3—2&0
4a(1+0)

se reduz exatamente ao que foi obtido para o UM quando ¢ = 0, obtendo

a B()
— == 2.32
o B (2.32)

Mas note que quando o — 1 a definicdo do pardmetro w nao é véalida. E possivel obter,

em que w = e B = B(t) é a intensidade do campo magnético. A expressao acima

como limite da relacao (2.31), quando o — 1, a seguinte expressao

a BO _§5(32_Bg)
— =\l7 2.33
Qo B €’ ’ ( )

relacdo que também pode ser obtida integrando-se diretamente a equagao ([2.30) com

o = 1. As relagoes (2.31)), (2.32)) e (2.33) serao utilizadas para realizar a andlise qualitativa

do sistema dinamico formado pelas equacoes de Friedmann.
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3 A andlise qualitativa de um universo quase-

magnético

Neste capitulo, sao apresentadas a estrutura matematica e argumentos fisicos que
permitem construir um sistema dinamico a partir das equagoes de campo de Einstein
para um universo homogéneo e isotropico. Também discute-se o comportamento quali-
tativo das solugoes na vizinhanca dos equilibrios, verificando a presenca de bifurcagoes,

comportamento singular e a violacdo das condigdes de energia.

3.1 O sistema dinamico e seus equilibrios

Para uma geometria dada por (2.1)), e utilizando as equagdes de campo de Einstein,

obtém-se a seguinte equacao diferencial de primeira ordem

(a>2+ c_ (3.1)

a a? 3’
relacionando o fator de escala a(t) com a fonte material (p) e a curvatura da se¢ao espacial
e = 0,£1. Em conjunto com a equacao ([2.30)) é possivel escrever esta equagao como a

seguinte equagao diferencial de segunda ordem

= LU 30, (32

a
chamada de equagao da aceleragdo. Pelo lado direito de (3.2)) fica clara a necessidade da

SEC ser violada para que haja uma expansao acelerada do fator de escala (@ > 0). A
partir desta equacgao é possivel escrever um sistema dinamico, reescrevendo uma equacgao
de segunda ordem como duas equagdes de primeira ordem autéonomas. A maior dificuldade
neste procedimento ocorre devido a (p) e a (p) dependerem apenas do campo magnético
B(t), e a irreversibilidade da equacao para valores de o arbitrarios. Esta dificuldade

pode ser resolvida utilizando a equagao ([2.31)) para escrever as equagoes (3.1)) e (3.2)) em
termos do campo magnético e suas derivadas, tem-se que

a (1 —4a(1 — 4w)B?) B

a  2B(1-4aB?) (3:3)
e, calculando a segunda derivada
. ) A . 2 ) A . 2 .
i (a) _d (1 —4a(1 flw)B ) B (1 —4a(1 jlw)B )B, (3.4)
a a dt 2B(1 — 4aB?) 2B(1 — 4aB?)

ou, a partir da mudanga de variaveis y = B
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: . f(B)y* + f3(B)
B =y, Y= ; 3.9
7(B) 3
em que as fungoes auxiliares tém a seguinte defini¢ao
1
fi(B) = 5B(1 —4aB?)[1 — 4(1 — 4w)aB?), (3.6)
3
f2(B) = 1(1 — 4aB?)* + 64w(w — 1)a*B*, (3.7)
1+ 0)(1 —4aB?)?B*[1 — 2a(4w + 3)B?
Quando f1(B) — 0, o sistema dindmico apresenta verticais nas coordenadas
1 1
Bl = 0, Bz = ——F—, Oou Bg = (39)

2./(1 — 4w)a 2va’
indicando comportamento singular do sistema dinamico. Estas verticais devem ser in-
terpretadas como singularidades paramétricas no sistema dindmico, note que é possivel
fazer uma reparametrizacao temporal da forma 7 — [ %, de forma a regularizar o sistema
dindmico, ou seja

P yh®), e Y B+ B). (3.10)
Note que apenas na situacao apresentada em é possivel perceber equilibrios com
y # 0, em particular quando y = :I:\/j% . Perceba que f3 — 0 quando B — Bs, portanto
esta coordenada nao indica um novo equilibrio no sistema renormalizado, no entanto,

quando B — B, existe um par de valores de y que indicam equilibrios no sistema dinamico,

L
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apontar que as grandezas (p) e (p) nem sempre divergem nas coordenadas das verticais,
divergem apenas se existir a divergéncia do campo magnético, vide eq. (2.26]) e (2.27)). Os

equilibrios do sistema dindmico original sao dados por

estes pontos apenas existem para valores de w no intervalo ( 0). Também é importante

1 1
Bp, =0, Bp=-——"" ¢ Bp=——. (3.11)

© Pa(dw+3) " ova
Os equilibrios em sao obtidos tomando y = 0 em , e avaliando os valores
do campo magnético em que f3(B) — 0. Perceba que Bp, = Bj para toda escolha de
parametros do modelo, e que também indica o limite superior para que a NEC nao seja
violada, ver . Para entender o comportamento qualitativo das solugoes em torno
dos equilibrios definidos em é preciso realizar uma linearizacao do sistema dinamico

(3.5) [97, O8], obtendo a seguinte matriz Jacobiana

0

fs  f3f]
fi 12 0

: (3.12)

‘pts. eq.
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em que y = 0. Note que a matriz (3.12)) indica os coeficientes do sistema linearizado na
vizinhanca de um ponto de equilibrio, ou seja, existem coeficientes diferentes para cada

escolha em (3.11]). As matrizes tomam a forma

g, - 0 1 - 0 1 g, - 0 L a3
- ’ - —(1+4w)(140) ) o 1+4w)(1+o :
By 0 0 Bry 3a(iot3)(1t120) O Brs ( +481)u(d )

Os autovalores destas matrizes podem ser obtidos a partir da raiz quadrada do elemento
abaixo da diagonal. A estabilidade de um sistema dindmico nos arredores de um equilibrio
pode ser determinada a partir do sinal da parte real do autovalor, se Re(A) < 0 as solugoes
sao estaveis dirigindo-se ao equilibrio, se Re(A) > 0 as solugbes sdo instaveis, e caso
Re(\) = 0, ndo se pode afirmar a estabilidade das solugoes diretamente sem andlises das
ordens superiores do sistema dinamico, uma vez que estes equilibrios sao nao-hiperbélicos.

O comportamento dos equilibrios Bp, e Bp, esta resumido na tabela .

Caso valor de w hierarquia Bp, Bp,
I w < —% B; < B; < Bs i sela
11 —% <w < —i B, < By < B3 < Bp, | centro | sela
I11 —i <w < —% By < By < Bp, < Bs sela | centro
v —1—12 <w<0 By < Bp, < By < Bs | centro | centro
Vv O<w< % By < Bp, < B3 < By | centro | sela
VI w > i By < Bp, < Bs, A B, | centro | sela

Tabela 1 — Posicao relativa das linhas de divergéncia, pontos de equilibrio, e a estabilidade
associada para diferentes valores de w tomando & > 0.

Observando a tabela (1)) é evidente a presenga de bifurcagoes no sistema dindmico.
Note que ha o surgimento de equilibrios com a evolugao de w, assim como a mudanca do
comportamento das solucoes nos arredores dos equilibrios. Para Bp, é necessario analisar
o sistema dindmico com mais cuidado. Primeiro perceba que é possivel avaliar o sistema
ao se aproximar de B = 0, as equagdes auxiliares se tornam fi(B) = $B, fo(B) ~ 3 e
f3(B) = 0, de forma que é possivel escrever que
By g
=Y, Y= @)
indicando que o sistema nao ¢é estavel por Lyapunov, uma vez que existe uma divergéncia
quando B — 0, o que impede a utilizagao dos teoremas de linearizacao classicos [97, O8].
No entanto, é possivel obter informagoes sobre a estabilidade do sistema dinamico a
partir do teorema das variedades centrais [99]. Primeiramente, é preciso reduzir o sistema,

bidimensional a um sistema unidimensional utilizando a funcao auxiliar

y = h(B), (3.14)
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em que h(0) =0 e h'(0) =0, uma vez que h'(B) = j—g, a funcao é tangente ao equilibrio.

Tomando uma aproximagao desta func¢ao como uma série de poténcias

h(B) = aB* + O(B?),

em que os termos lineares e constantes sao nulos para que as condigoes de tangéncia sejam
validas, e a é um pardmetro a determinar. Aqui mantém-se apenas a primeira ordem
nao nula, e serd suficiente para a discussao a seguir. Em termos desta fungao, é possivel

escrever que

_ LB)ABP + f1(B)
f1(B)

Desta forma, usando a regra da cadeia é possivel escrever § = //(B)h(B), com I/'(B) = 4&
e B =y = h(B). Como h(B) = 2aB, o sistema reduzido se torna
3a’B® 1
- _2:033 — 2B, (3.15)

em que se faz necessario considerar os termos dominantes em cada fungao auxiliar, ou seja,

tomar f3(B) ~ (IZU) B*, assim evitando a divergéncia quando B — 0. A relacao (3.15)

permite determinar o parametro a como

2(1
4=+ M_
3
Ou seja, a equacao de primeira ordem que aproxima o comportamento deste sistema é tal
que
2(14+o0
y—+ (;)B? (3.16)

A relacao garante que se y < 0 as solugdes sao estaveis, pois as curvas se aproximam
da origem, e analogamente, para o caso y > 0 as solugdes sao instaveis pois as curvas se
afastam da origem. E possivel mostrar que as solucoes estao relacionadas a escolha
de e = 0. A partir da equacao , a escolha € = 0 leva a um conjunto de curvas idéntico
a , e com € < () obtém-se um conjunto de curvas com comportamento analogo, mas
que alcangam a (se afastam da) origem mais rapidamente. No entanto, antes de apresentar
o vinculo, é de interesse analisar o equilibrio que surge devido a renormalizacao do sistema

dinamico. Note que

B 1 —w(l+0)(1+ 12w)
FPe = (BQ’ i454(1 — 4w)2\/ 3 ) ’ (3.17)

existente no intervalo —% < w < 0. O que equilibrio 1) ¢é obtido a partir do sistema

dindmico renormalizado (3.10)). E possivel linearizar o sistema renormalizado nos arredores
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deste equilibrio, obtendo a seguinte matriz Jacobiana para os coeficientes do sistema
dindmico

Ty 0
fi+f Ty

Perceba que os autovalores aqui sao obtidos como

J(Py) = (3.18)

B 4w \ _ —8w
Pyl — 1 _4wy:|: P2 — 1_ 4wyﬂ:7

ou seja, a escolha de sinal em y4 nao altera a estabilidade dos equilibrios, que sempre se
comportam como um par de selas. Na proxima secao serao apresentados os diagramas de
fase e a equacao de vinculo que permite observar o comportamento das solugoes tendo em

vista diferentes escolhas de condigOes iniciais.

3.2 Diagramas de fase e a evolucao qualitativa das solucGes

Os campos vetoriais para o sistema sao apresentados nas figuras desta secao,
organizados caso a caso como indicado na tabela . As solugoes podem ser integradas a
partir de uma escolha das condigoes iniciais, em particular B(t = 0) = By e B(t = 0) =
By = yo. No entanto, como a equacao da aceleracao tem uma primeira integral bem

definida a partir da equacao (3.1)), é possivel vinculé-las por meio da relagao

[1-2a(1 - 4w)B?.
(3.19)

Note que agora é possivel utilizar os parametros By e ag para selecionar a curva que sera

[1—4a(1-4w)By* B (1-4aB\* (1+0)B?
4B2? (1 — 4aB?)? 2By \1—4aB?) 6

integrada. A figura (1)) apresenta o primeiro caso.

No caso I, a SEC nunca é violada, o que é evidenciado pela auséncia de Bp,, uma
vez que este equilibrio ocorre no valor do campo magnético tal que (p) + 3(p)=0. A
violacao da NEC ocorre indicada pela vertical Bs, sendo violada sempre que B > Bj.
Existem trés regioes estabelecidas entre as verticais By, By e B3 com comportamento
qualitativo diferente para as solugdes. Para B < Bj percebe-se que as curvas com € <
representam campos magnéticos que diminuem (aumentam) em intensidade uma vez que
tenham condigbes iniciais com derivada negativa (positiva). As curvas com € < 0 caem
(crescem) mais rapidamente do que as curvas para € = 0, as curvas com € > (0 nao caem a
zero, em vez disso, atingem um minimo em um tempo finito e voltam a crescer rapidamente.
Todas as solugoes nesta regiao crescem rapidamente até o maximo assintotico dado por
Bs, em que B diverge.

A regiao entre By e B3 apresenta o mesmo comportamento qualitativo para todas
as solucoes independentemente da escolha de €, todas as curvas se afastam de B e atingem

um valor maximo do campo magnético tal que B < Bs antes de voltar a se aproximar de
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Figura 1 — Retrato de fase do caso I. As linhas ponto-tracejadas verticais B; (preto), By
(azul), e B3 (vermelho) s@o as separatrizes. Os pontos de equilibrio sdo Bp,
(n6) e Bp, (sela). Bp, nao esta presente. A curva preta e sélida indica a
possibilidade de universos planos, separando o diagrama em regioes disjuntas
em termos da curvatura. Para este diagrama, foi escolhido @ =1, 0 = 1/2,
sem perda de generalidade, e w = —1.

Bs. Para a regiao em que B > Bjs, existem apenas solucgoes para € < 0, isso se da devido a
um valor maximo estabelecido devido & condicao % — 5 >0em 1) que leva todas
as solucoes com € > 0 a alcangarem um valor maximo com B < Bjs, em particular e =0

indica o valor minimo da densidade de energia quando B = ﬁ, valor sempre maior
ol l—4aw

do que B,, e igual a B; quando w = —%. A pressao isotrépica pode se tornar negativa
quando o campo magnético ultrapassa o valor B = W Também para a regiao
em que B > Bj tem-se que as curvas alcangam minimos para o campo magnético e nao
apresentam um maximo em tempo finito.

A evolugdo do campo magnético fornece informacoes diretas sobre como o fator de
escala se comporta a partir da relagao . Note que, para a escolha de parametros da

figura , a=1,0=1/2ew = —1, esta relagdo pode ser escrita como
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a /@ 1 —4B?
a VB \1—-4B2)"

Perceba que as solugoes em que B — 0 fazem com que o fator de escala cresca rapidamente,

perceba que isso também ocorre quando B — Bj3. No entanto, é perceptivel pela dinamica
do campo magnético observada em que nestas escolhas dos parametros, isso nao ocorre
para todas as solugoes, sendo possivel apenas para curvas com € < 0 capturadas por
B3. Note também que a escolha w > 0 em levaria a um universo singular quando
B — Bj, uma vez que esta escolha leva a a/ay — 0 pla equagao e. A posicao
relativa da solucao as verticais By e B3 também fornecem informacgoes sobre se o colapso
do universo ocorre com o aumento da intensidade do campo magnético (B > 0) ou a sua
atenuacao (B < 0), vide . A seguir discute-se o caso II representado na figura ([2).

i L0.7
s
0.075 {4
. 0.6
0.050 i
i 0.5
0.025 4
>
0.4°5
‘@ 0.0001 5
<
—0.025 {H 1\ \ 0.3
~0.050;-| 0-2
—0.0751i 0.1
~0.100 4
0.0

Figura 2 — Retrato de fase do caso II. As linhas verticais ponto-tracejadas sdo como no
caso anterior. Os pontos de equilibrio agora sao Bp, (né), Bp, (centro), e
Bp, (sela). Novamente, as solugoes de universo plano representadas pela curva
solida preta separam o diagrama em regioes disjuntas em termos da curvatura.
Para este diagrama de fase, foi escolhido @ =1, 0 =1/2, e w = —1/2.

Para o caso II h& o surgimento do ponto de equilibrio Bp,, assim como a diminuicao
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da regiao entre as verticais By e B3. Com o estreitamento desta regiao as solugoes sao
capturadas mais facilmente por Bs levando ao crescimento rapido do fator de escala. A
presenca do ponto de equilibrio permite o surgimento de curvas fechadas para € < 0, todas
violando eventualmente a SEC, além de violarem a NEC uma vez que estas curvas surgem
para B > Bj3. Curvas fechadas indicam que o campo magnético apresenta minimos e
maximos em tempo finito, ou seja, um comportamento ciclico para a evolugao do fator de
escala. As outras regides tém o mesmo comportamento qualitativo, mudando apenas a
taxa na qual o campo magnético evolui.

Para o caso I1I (3]) tem-se que a regiao entre as verticais ¢ mais estreita, evidenciando
que existe um valor no qual ambas coincidem e eventualmente trocam de posicao, isso
ocorre pois a vertical By ocorre sempre para valores maiores do campo magnético para
diferentes escolhas de w e a posi¢do de B3 depende apenas do parametro &. O ponto de
equilibrio Bp, é agora uma sela posicionada entre as duas verticais, e portanto, indicando
que a SEC é violada antes da NEC. Perceba que agora a violagao da NEC ocorre até
mesmo para densidades de energia positivas, possibilitando que as curvas com ¢ > 0
existam apds a vertical Bs, e nestas condi¢oes nao existem solugoes cujo campo magnético

cresce indefinidamente.

0.100

B> 0.7
0.075

0.050
e=0
>0

e<0 T 0.5

0.025

0.4
‘@ 0.000
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|
@ 0,001 L]
|

—0.025

~0.050 {;

—0.0751i U
Iy 0.42 0.44

Figura 3 — Retrato de fase do caso III. As linhas verticais ponto-tracejadas sao como no
caso anterior. Os pontos de equilibrio sdo Bp, (n6), Bp, (sela (veja a regiao
ampliada no painel & direita)), e Bp, (“centro”). Novamente, as solugoes de
universo plano representadas pela curva sélida preta separam o diagrama em
regioes disjuntas em termos da curvatura, mas agora existe um ramo a direita
de Bs. Para este diagrama de fase, foi escolhido @ =1, 0 =1/2, e w = —1/8.

Para o caso IV , o ponto de equilibrio Bp, surge em valores menores que By, ou
seja, a SEC pode ser violada na primeira regiao, e solugoes nas quais o campo magnético

é atenuado deixam de violar a SEC eventualmente. Também surgem curvas fechadas para
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Figura 4 — Retrato de fase do caso IV. As verticais ponto-tracejadas sao como no caso
anterior. Os pontos de equilibrio sdo Bp, (né), Bp, (centro), e Bp, (“centro”).
A regiao amplificada também mostra o surgimento de dois pontos de sela (azul)
sobre By cujas separatrizes delineiam a bacia de atracao de Bp,. Novamente,
as solugoes de universo plano separam o diagrama em regioes disjuntas, e os
ramos a direita de B3 se mantém. Para este diagrama de fase, foi escolhido
a=1,0=1/2,ew=—1/24.

e > 0, diferentemente do que era indicado nos casos anteriores, note que estas curvas
fechadas agora também nao violam a NEC, no entanto, o restante das curvas na primeira
regiao se comportam da maneira usual levando o campo magnético a zero ou a Bs. Para
a regiao entre By e Bj existem dois tipos de comportamento, solucées com € > 0 que
atingem um minimo antes de seguirem a Bs, e solugdes que tendem a (se afastam de)
B3 sem nenhum ponto critico intermediario. Estas regioes surgem devido a presenca das
selas sobre a vertical By, vide regiao ampliada a direita em , estas selas representam os
equilibrios P, do sistema renormalizado. Para a regiao em que B > B3 o comportamento
nao é afetado pela presenca dos equilibrios, se comportamento analogamente aos casos II
e III.

Os casos V e VI estao representados nas figuras e @, sendo situagdes nas quais
w > 0, ou seja, a evolugao do fator de escala em termos do campo magnético pode levar a

universos singulares. Note que

1
a By (1 —4B%*\®
ag B \1-4B2)
é a relagdo quando w = 1/8 e &@ =1 (caso V), ou seja, quando B — Bs, o fator de escala
toma um valor singular. Em ambos os casos também ¢é notavel que Bs < By, em que

Bs continua sendo um valor maximo assintotico para o campo magnético, mas causa um
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grande crescimento para os valores de B. Nos arredores de By o comportamento ¢ anélogo
ao discutido anteriormente, com Bp, agindo como um centro e capturando as curvas com
e > 0 e criando curvas fechadas, gerando universos ciclicos. No entanto, as curvas que
se afastam de B; eventualmente atingem um universo singular em Bs. Se as solugoes
sao selecionadas com condigoes iniciais By > Bs, todas as solugoes alcangam um méximo
rapidamente e recaem em Bj. A principal diferenca qualitativa entre as solu¢oes do caso
VI e para o caso V ¢ a auséncia de Bs, e portanto, as solugoes com By > Bz podem crescer
indefinidamente.

As solugoes de universo plano sao representadas como fronteiras nos retratos de
fase, separando as regides de curvatura espacial apropriadas. No entanto, esta divisao
nao afeta fortemente os cenarios permitidos com curvatura espacial nao nula, como fica
evidente nas figuras , em que solugoes ciclicas e de ricochete podem ocorrer tanto
para € < 0 quanto para ¢ > 0. Entdao, mesmo que as observagoes mais recentes favorecam
um universo quase plano [I00], isso nao deve ser tomado como uma limitagao severa a

dindmica de um universo primordial.

3.2.1 Uma rapida discussao do caso em que & < 0

Para uma analise completa é preciso discutir rapidamente as possibilidades do mo-
delo caso sejam admitidos valores negativos para &. Analogamente ao feito anteriormente;
nesta secao apresenta-se na tabela de bifurcagoes , que resume o comportamento do

sistema ({3.5)), e apresentam-se os retratos de fase dos diferentes casos possiveis na figura

(7.

Caso | valordew | By | Bp,
I w < —% A | centro
I | -3<w<i|? 3
111 w > 5 3 3

Tabela 2 — Existéncia da linha de divergéncia e do ponto de equilibrio (com sua estabilidade
associada) para diferentes valores de w e & < 0.

A primeira diferenca notavel ¢ a auséncia de Bs e Bp,. Esta vertical e este equilibrio
estavam relacionados a violacdo da NEC, situagoes de crescimento do fator de escala
ou de situacoes singulares, ver e , uma vez que & < 0, a NEC nunca sera
violada independentemente do valor do campo magnético, e nao existe valor positivo do
campo magnético que possa levar o fator de escala a zero. O restante do comportamento é
bastante similar ao discutido anteriormente, e sera discutido caso a caso.

No caso I (painel & esquerda na figura ), para € < 0, as trajetorias se aproximam
de Bp,, indicando um crescimento indefinido do fator de escala. Da mesma forma, o ramo

em que o campo magnético cresce leva a diminuicao do fator de escala a um valor singular
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Figura 5 — Retrato de fase do caso V. As verticais ponto-tracejadas sao como no caso
anterior. Os pontos de equilibrio sdo Bp, (nd), Bp, (centro), e Bp, (sela).
As solugbes de universo plano continuam separando o diagrama em regioes
disjuntas, mas agora 6rbitas fechadas sao impossiveis a direita de B;. Para
este diagrama de fase, foi escolhido @ =1, 0 =1/2, e w = 1/8.

assintotico. E como anteriormente, para € > 0 a presenga de maximos e minimos cria um
comportamento ciclico para a evolucao do fator de escala.

Para o caso II (painel central), o equilibrio em Bp, deixa de existir, e juntamente a
bacia de atragao que possibilitava as curvas fechadas para ¢ > 0. Desta forma, todas as
solugbes crescem indefinidamente levando a uma singularidade assintética. Assim como
nos casos anteriores ainda se percebe que o campo magnético apresenta um minimo quando
e > 0, portanto existe um tamanho maximo para o universo apés o qual ele retorna a
colapsar.

No caso III (painel a direita), para pequenos valores do campo magnético, o
crescimento do campo magnético corresponde a diminuicao do fator de escala. No entanto,
a partir de um valor B = Bs, este comportamento muda, e o fator de escala comeca a
crescer juntamente ao campo magnético, comportamento semelhante ao que ocorria entre

as verticais By e B3 no caso geral. Esta mudanca de comportamento ocorre exatamente
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Figura 6 — Retrato de fase do caso VI. A tnica diferenca do caso anterior é a auséncia de
Bs que foi levada ao infinito. Para este diagrama de fase, foi escolhido & =1,
o=1/2,ew=3/4.

no minimo dado pela equacao para esta escolha de parametros. A linha vertical no
espaco de fase marca um limite superior para o campo magnético, ou seja, o fator de escala
atinge um minimo nao singular. Para B > By, o campo magnético atinge um maximo em
tempo finito para toda escolha de €, de forma que o fator de escala também atinge um

maximo correspondente.

3.3 O universo magnético e o universo estatisticamente nulo

O UM pode ser obtido a partir de (3.5)) com o = 0, ou seja, com campo elétrico
nulo (vide (2.25))). O sistema dindmico sob estas condigoes toma a forma
. ] B3 R 3y2
B=y, y:?(l—&xB)—i—ﬁ. (3.20)

Este sistema tem como equilibrios os pontos
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Figura 7 — Retratos de fase para @ < 0. Esquerda: Para o caso I (w = —1), os pontos de
equilibrio sdo Bp, (“centro”) e Bp, (centro). Centro: Para o caso II (w = 0), o
tnico ponto de equilibrio é a origem (nd). Direita: Para o caso III (w = 1/2),
o0 unico equilibrio é novamente a origem (nd), mas agora existe uma separatriz.

Para todos os diagramas de fase foi escolhido & = —1, e, 0 = 1/2.
P =(0,0) e P<10> (3.21)
1 — ) 2 — \/6_6[7 . .

E possivel realizar a linearizacio do sistema dindmico nos arredores deste equilibrio e
perceber que existem formagoes de curvas fechadas em torno de um centro, como pode
ser observado no painel esquerdo da figura . Os autovalores da matriz Jacobiana desta
linearizacdo sdo tais que ry = +iv/6a, ou seja, para todo & > 0, o equilibrio se comporta
como um centro. Uma vez que E? = 0, é perceptivel que todos os fatores de 3 desaparecem,
reforcando que nestas condigoes o invariante G é identicamente nulo. Para o UM também
é possivel inverter a relacao , obtendo que

B aop 2
—=—), (3.22)
BQ a

ou seja, ¢ possivel escrever o sistema dinamico em termos do fator de escala sem precisar

realizar uma analise indireta de sua evolugao. O sistema tem a forma

472 5 A2
: : ay By 6aagBg
— - _ 1— 3.23
a Z? z 60/3 < a4 Y ( )
e a equacao de vinculo pode ser escrita como
2\? € 1 agB? _agB?
— —=—= 1—-2 . 3.24
(a) + a? 6 at i (3.24)

Nesta formulacgao, existe apenas um equilibrio, obtido para z = 0, e o seguinte valor critico

do fator de escala

apy,, = ao(2aB2)7. (3.25)
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Figura 8 — Retratos de fase para o caso do UM. Esquerda: plano (B, B), mostrando os
pontos de equilibrio Bp, (n6) e Bp, (centro). Direita: plano (a,a), com o ponto
de equilibrio Pyjs (centro). Novamente, a curva preta sélida indica a solugao
com universo plano, separando o diagrama em duas regioes disjuntas em termos
da curvatura. Aqui, foi utilizado que & = 1.

Este equilibrio também se comporta como um centro, e a linearizagao do sistema dinamico
corrobora essa afirmagao, no entanto, perceba que diferentemente do campo magnético,
agora apenas as curvas com € > () sdo capturadas pela bacia de atracao do centro e formam
curvas fechadas, observe o painel a direita da figura .

Analogamente ao UM, ¢é possivel reescrever o sistema dindmico para o limite superior
em que 0 — 1, ou seja, para o UEN. Nesta situagdo temos que a relagdo entre o fator de

escala e o campo magnético é dada por (2.33)), e o sistema dindmico (3.5)) se reduz a

9B (1-j3B?)  y*|(1+28B%)(3+23B%) - 83B]
3 (1+28B?) 2B(1 + 24B2) '

B=y, (3.26)

Os pontos de equilibrio do sistema dindmico sao dados por

P1 == (0,0), (§] P2 == (\/15,0) . (327)
Note que a permanéncia do pardmetro § indica a relevancia da média (G?), e a auséncia
de @& indica o fato que a equivaléncia dos campos leva o invariante F' a zero. Assim como
o caso geral e no caso do UM, P; nao pode ser linearizado pelos métodos usuais, e o seu
comportamento deve ser avaliado nas proximidades de B = 0 a partir do teorema de
variedades centrais. Também pode-se afirmar que P, se comporta como um centro. No

entanto, a bacia de atracao deste equilibrio s6 é capaz de capturar curvas com e > 0, vide
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o painel esquerdo da figura @ Da mesma forma que no caso anterior, é possivel inverter

a expressao (2.33) para obter o campo magnético em funcao do fator de escala, tem-se que

W [23B32§62533‘|
B(a) = 3 (3.28)

em que W é a fungao LambertW. O sistema dindmico escrito em termos do fator de escala

é dado por

23 B2q4e25B3 a?
P e , (3.29)
6.3 a* 2
em que o vinculo da equagao de Friedmann pode ser escrito como
2~Bza4625B2 2~BQG,4€25B2
22 e W[ﬁoai O] W[ﬁoa% O]
—+ == - 1+ 3.30
a?  a? 603 2 (3:30)

O tnico equilibrio é dado pela relagao

- 3B2 -1
Pypn = (CLO\/ BypYie ™2 ,0> ; (3.31)

com z = 0. Este equilibrio também se comporta como um centro, como pode ser observado

no painel a direita na figura @D

O comportamento qualitativo do fator de escala no UEN é semelhante aquele
observado para o caso do UM. Como pode ser observado no painel direito da figura @,
quando € < 0, o fator de escala atinge uma taxa constante de crescimento assintoticamente,
enquanto para € = 0 esta taxa se reduz a zero. No entanto, para € > 0 o universo apresenta
um tamanho maximo a partir do qual volta a colapsar. Todas as solugoes possiveis
apresentam um ricochete do fator de escala, partindo de uma era de colapso para uma era
de expansao acelerada do fator de escala, mas apenas ¢ > 0 indica um universo ciclico.

Para o campo magnético existe uma diferenca significativa no comportamento
qualitativo entre UM e UEN, note os painéis esquerdos nas figuras (8 e E[) No caso UEN
observa-se que a curva de € = 0 indica uma taxa de aceleragao constante para o crescimento
do campo magnético, e uma aceleracao que aumenta com o tempo para € < 0. Para o
caso de € > 0 o UEN se comporta como no UM, e o campo magnético apresenta um valor
maximo e um valor minimo em tempos finitos, indicando um comportamento periddico.

Toda a discussao realizada até este ponto pode ser encontrada de maneira mais

sucinta no trabalho "Qualitative analysis of a quasi-magnetic universe' [101].
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Figura 9 — Retratos de fase para o caso do UEN. Esquerda: plano (B, B ), mostrando os
pontos de equilibrio P; (n6) e P, (centro). Direita: plano (a,a), com o ponto de
equilibrio Pygn (centro). Novamente, a curva preta solida indica a solugdo com
universo plano, que separa o diagrama em duas regides disjuntas em termos da
curvatura. Para estes diagramas, foi escolhido B=1.
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4 Analise perturbativa

Neste capitulo sera analisada a evolugao de perturbagoes tensoriais em uma base
escalar a partir das EQM. As EQM representam um formalismo equivalente a RG construido
a partir das identidades de Bianchi. Aqui estd apresentada a estrutura basica necesséria
para realizarmos a anélise da evolucao das perturbacoes. Os procedimentos detalhados
para obter as equacoes dindmicas estao presentes nas préximas secoes. Divide-se em duas
secOes, a primeira focada nas projegoes independentes para o lado esquerdo da divergéncia
do tensor de Weyl, obtendo os elementos geométricos e cinematicos relevantes. A segunda
secao foca-se nos elementos independentes do lado direito, relacionados a fonte material
da geometria. Além disso, apresenta-se uma breve discussao sobre a equivaléncia dos

formalismo de JEK e Einstein no apéndice A.

4.1 Projecoes do lado esquerdo da divergéncia do tensor de Weyl

Antes de realizar as projegoes é necessario escrever a decomposicao do tensor de

Weyl em termos de sua parte elétrica e magnética, definidas por

Eaﬁ — _WO([.LBV UM’UV, (41)
e, para a parte magnética

Haﬁ - _W*a#ﬂl/ U“UV, (42)
em que W7, 5, = %nawv WUVBV e v* é um campo de observadores do tipo tempo, tal que:

vh, =1, (4.3)

e, a partir destes observadores e da métrica quadrimensional é possivel construir o projetor

CO1mo.:

hyw = g — V0. (4.4)

O tensor h,, obedece as seguintes propriedades:

h? = h"h,, = h, (4.5)
hv" =0, (4.6)

permitindo que o objeto possa ser tratado como uma métrica do tri-espaco ortogonal
ao observador v*. Ambos os tensores definidos nas relagoes (4.1)) e (4.2) sdo simétricos,
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de traco nulo e pertencem ao tri-espaco ortogonal ao observador, ou seja, obedecem as

relacoes

E, =E,, (4.7)
E, " =0, (4.8)
E,g" =0, (4.9)

e, analogamente, para a parte magnética

H, =H,, (4.10)
H,,v" =0, (4.11)
H,,g" =0. (4.12)

A decomposicao deve também obedecer as mesmas simetrias do tensor de Weyl, ou seja,

simétrico na troca de pares e antissimétrico na troca de dois indices, da seguinte maneira:
Weony — el — _yyvmel — yyvebe, (4.13)

Uma construgao que obedece a todas estas simetrias e é obtida invertendo as defini¢oes

(4.1) e (4.2)) e pode ser escrita como

Waﬁuy = —QU[“U[aEV]B] + 5[u[aEy]ﬁ] + %B%U%[MHV]G’ (4'14>

em que Ay, = A, — Ay, ou seja, um indicador de antissimetrizagao nos indices.

Expandindo a relacao, é possivel obter doze termos independentes

Waﬁuy — _QUMUQEVB —|— 2'(}'“’[}/BEVO‘ + ZUVUQEMB — QUVUﬁE“a—i_
b6 By — 0" BV, — 0 By + 8" EY 4 a0 A H

— NafryeV V" H* + " vyva Hge — "7 0yv3 Hoe.

Calculando a divergéncia do tensor obtém-se a relagao

Waﬁ NV;I/ = _Q(UHUQEV,B);V + Q(UMUﬁEVa);V + 2<UUU0¢ENB);V - 2<UVU5E#Q);V—|—
+ O BV g, — 0" EY = 6 0 EY g, 4 04 EF L, + Nagye(VOFHY) 4
— Naprye (VO HP) ., + 07 (0500 Hpe) o — 177 (0405 Hpe) . (4.15)

A derivada covariante utilizada para calcular a divergéncia é definida em termos dos

simbolos de Christoffel da seguinte maneira
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AV, =AY, —TP AY 4TV AP (4.16)

aqui A,” é um tensor de ordem dois com simetria arbitraria. A partir da definicao (4.16)),

a estrutura de uma geometria sem torcao, como a da RG, leva a seguinte afirmacao [95] [1]:

e = 0. (417)

Existem quatro proje¢oes independentes que podem ser feitas para obter o lado esquerdo
das equacoes (4.121)), (4.122)), (4.123) e (4.124). Elas serdo feitas individualmente nas

proximas subsegoes.

4.1.1 Primeira projecao

A primeira projecao é dada por

W5, v7v,h*?,

em que v* e hy, sdo definidos como nas equagoes (4.3) e (4.4). Sera necessario realizar
as contragoes adequadas em cada um dos doze termos na relagao (4.15)), apresentadas a

seguir. Para o primeiro termos tem-se

—2(U“UQEVB);,,U'BU”ha” = —QU‘MWUQEVﬂUBU#hap - 2v“va;yE”Bvﬁvﬂha” — 20", B ;yvﬂvﬂha”.

Note que E”BUB = 0, assim como h*?v, = 0, ou seja, o primeiro termo da projecao é

—2(v*va EY )0 0, h* = 0.

Agora, para o segundo termo:

2(v"vg EY,) 0 v, kP = 2@“;Vv5El’avﬁvﬂh°‘p + 20tvy LB 0P, h*P 4 2U“U5E”a;uvﬁvuh°‘p,

)

[0}

em que Uﬁvﬁ = 1. Uma vez que EY, v* = 0 é sempre possivel escrever que

EY h* = EP, (4.18)

utilizando-se a rela¢ao (4.4) e a propriedade (4.6| Estas afirmagoes sao independentes do
observador e serao utilizadas ao longo de todas as projecoes. Neste termo existe apenas um
fator identicamente nulo, para vermos isso é necessario lembrar a seguinte decomposi¢ao

para a derivada covariante do campo de observadores [95]

0
s = D+ G+ 005+ 005 (4.19)
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em que 6 = v”,, € o fator de expansao, oap = %h“(ahﬁ)’\va—ghw ¢ o tensor de cisalhamento

com A,y = Ay + Ay, indicando a simetria nos indices, wag = %h“ hﬁ]’\vu;A ¢ o tensor de

[a

vorticidade e a, = V4,0 = v, € 0 vetor aceleracao. Perceba, no entanto, que as seguinte

relagoes sao validas

aaﬁvﬁ = 0,

wagvﬁ =0,

a partir da propriedade (4.6)). E, como é possivel escrever

a, " = v, ot = (v#b“) — v, 0",

a relagao a,v* = —v,a* é valida, ou seja, a,v* = 0. Procedimentos analogos serao
realizados ao longo das diferentes projegoes, e note que no segundo termo podemos
identificar que para os dois primeiros fatores isso resulta em vg,,v” = 0. O fator restante

pode ser escrito como

QU“ng”a;yvﬁv#hap =2L",., h".

O procedimento para reescrever a expressao acima também sera utilizado em outras
projecoes. Note que h,, é a métrica no tri-espaco ortogonal ao campo de observadores v,
tendo em vista a propriedade do projetor. No entanto, as equagoes sao construidas
em um espaco quadridimensional arbitrario, portanto, mesmo que g,,. = 0 por definicao,
o mesmo nao pode ser dito para hy,... Tendo esta afirmagao em mente, é possivel utilizar

a regra da cadeia para obter

2B, b =2(E b ), W =28, h  h** + 2B b B,
em que utiliza-se as definigdes (4.17) e (4.4)) para obter h” , = —(vv”),,, resultando na

seguinte relagao para o segundo termo da projecao

2B, h*? = 2E°,  h h*? — 2a, B h*”,

;v

ou seja, tem-se

2(v*vs Y, )0 v, = 2B, h W — 2a. B b (4.20)

Usando os mesmos argumentos do primeiro termo, é possivel mostrar que o terceiro

termo é:

2(v”vaE“ﬁ);Vvﬂvuhap = 0.
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Para o quarto termo, o tnico fator ndo nulo é dado por —2(v’vgE",), vPv,h* =

— VY EH ap : { 7 — _[n
20"E*, ., v,h*. Note que ¢ possivel demonstrar que E*, v, = —FE" v,,. Portanto,

tem-se que

—20"E* v, h? = 2a,E" hP.

E, o quarto termo é dado por

—2(v"vg E*). v v, h* = 2a,E*, v,h. (4.21)
O quinto termo ¢é dado por 5“aE”B;Vvﬁvuha”, utilizando-se a propriedade da delta de
Kronecker 6" v, = v,, obtém-se a contragao v,h*” = 0, de forma que
5“aE”6;yvﬂv“hap =0.

A propriedade da delta de Kronecker aplicada acima sera utilizada para obter a forma

final dos préximos termos. O sexto termo é dado por

_Skopw B po . _ [w po
0" g B v v P = —EY WP
E, tomando um procedimento semelhante ao realizado no segundo termo, é possivel mostrar
que
02 pa __ 1€ Vi ap € 1ap
EY, 0= —E bR+ a B P,

ou simplesmente,

—0"y B v v, P = — B h R + a B h. (4.22)

Para o sétimo termo:

—8" B, v 0, h = —E" 0P v, h*
Alternando a derivada covariante, é possivel mostrar que E" 5 vﬁ;avuhap = 0, utilizando-se
a projegao E"5v,. Ou seja,
—6" B, v 0, h = 0.

O oitavo termo é

0" E“a;,/vﬁv“ho‘p.

Utilizando a definicio A = A, vY, tem-se que 6”BE“G;Vv6th°"’ = E}‘avuh‘lp ou, alternando

a derivada,



Capitulo 4. Andlise perturbativa 47

85 B* v 0, ho = —a, BR RO, (4.23)

Desta forma, a parte elétrica estd completa, e agora iremos aplicar as projegoes a parte
magnética da decomposicao (4.14). O nono termo é dado por

UQBVG(UW“H”G);W%#}@QP = 'r]agwezﬂ:yH”evﬁhap+na576v7v“;yH”evﬁvuha”+na576v7H”€;y VP he.

Os dois tltimos termos sio identicamente nulos, devido & projegao 7us,.07v”. Note
que nw%QﬂUﬁ = nmlgevﬁvV, e uma vez que os indices contraidos podem ser rotulados
livremente, a antissimetria na troca de quaisquer dois indices em 7,5 garante que
Nory VPV = —1)ap,0707 ) como esta propriedade implica em 7,4,070° = —n,p,070°, é
necessario que namgﬂvﬁ = (0. Desta maneira, sempre que o tensor dual for contraido com

dois campos de observadores, o termo sera identicamente nulo. Resta-se apenas o fator

77045751)7;” HYvPher.

Aplicando a relagao (4.19)), escreve-se

0
naﬁ’yev’y;unvﬁh&p = g%/ﬁvemwaUﬂ h? + naﬂ’Yea’yuHWUﬂ heP+

+ Napyew, HY 0P hee + nafgvea'yvl,H“vﬁho‘p.

O dltimo fator ¢ identicamente nulo uma vez que H"“v,, = 0. O primeiro fator também

7

¢ identicamente nulo, uma vez que h" H"* = H", obtém-se que 1ap,.H". Como H"* é
simétrico em seus indices e o tensor dual é antissimétrico na troca de dois indices, esta

contracao é identicamente nula. Os fatores restantes sao

Napryev” ., H vepPper = Naprye0 ', H veuPher 4+ Napyew”, H vepPper,

O primeiro fator ja estd em uma forma conveniente para o trabalho. Para o segundo fator

¢ necessario introduzir a relacao

WaB = Napuw"v”. (4.24)
Aplicando a relagao (4.24)), é possivel escrever que

NagneV”y H'OPW? = a0, H' PR 4 1o gy w00 H, ‘0" B

Para continuar expandindo esta relacao é necessario introduzir as contragoes do tensor

dual, escritas como
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R ey = — 805, (4.25)
N N pger = =600, (4.26)
17 N peer = —2007, (4.27)

1% Mpoer = —607, (4.28)
17 Mpoer = —24. (4.29)

Note que as deltas generalizadas podem ser expandidas a partir da expansao de Laplace
como [102, 103]:

p

-1
Gt = 3 (L) gl g = g S kg (4.30)
k=1

v1-Up V1 Vp—1 Vp V1 Vp—1 Vp V1 Vp_1
k=1

Em particular ao longo das projecoes neste trabalho serao utilizadas as relagoes

(4.25), (4.26) e (4.27). A ordem dos indices é muito importante, pois pode resultar na

mudanca de um sinal global nos fatores calculados. Como as relagoes sao construidas com
os ultimos indices contraidos é sempre necessario escrever as contragdes com a mesma
estrutura. Para a projecao atual isso nao resulta em uma troca de sinal global, e, tem-se

que

NayeV Ty H VP h = noge0”, H* VPR — 5147w, 0, H, VP R,

em que a delta generalizada resultante pode ser expandida em termos de deltas de Kronecker
simples. Como tem-se trés pares de indices livres é necessario realizar duas etapas na

expansao, primeiro, obtém-se trés fatores

Nagyet Ty H VPR = nagyea™, H 0P R — [84647 — 65017 + 0¥ 6hG]w,veH, 0" h,

€

perceba que o primeiro indice superior () foi fixado enquanto os inferiores alternam e
tem sinal positivo ou negativo devido & um fator da forma (—1)"*/ com 4,5 = 1,2,3. Em
particular, neste termo os indices sdo tais que (v,pu,0) = (1,2,3) e (o, 5,¢) = (1,2,3)
devido a ordem que aparecem no tensor dual antes de ser contraido. Os indices nulos sao
omitidos uma vez que os objetos contraidos aos tensores duais sdo pertencentes ao espago

tri-dimensional. O tnico fator nao nulo é

nag%v”;VH”Evﬁho‘p = nameavyH”ev’Bh‘lp — 5“fwuvaHa€v’3ha"’,

em que H* = 0. E preciso repetir o procedimento para a delta generalizada uma segunda

vez. Agora, obtém-se dois fatores
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NagyeVy H U h* = nogye0, H' VPR — (0507 — 6465w, 0. H, 0P h*.

Como w,v* = 0, o primeiro fator do segundo termo do lado direito se anula, restando

apenas

Napre(VTVFH") l,vﬁvuhap = %B%UVVHVGM}LO‘P + w HP*. (4.31)

Por argumentos analogos aos usados no calculo do termo anterior, mostramos que o décimo

termo é:

o (VT H),, = O,

Para o décimo-primeiro termo:

" (v vaHpe)

)

= 0.

O tnico fator nao nulo no termo final é

vye «
=" 0y Ho v, B

Utilizando a relacao (4.19), e lembrando que a contragdo de tensores simétricos com

tensores antissimétricos é identicamente nula, tem-se

vye (0% Vye «
="y, Ho v, R = =M 70, Ho v, WP

Ao usarmos a relagao (4.24]) e a relacao (4.27)), em que é necessario realizar apenas uma

expansao da delta generalizada, obtém-se

7 (vyva Hpe ) = 2w HP . (4.32)

Coletando os fatores nao nulos, (4.20)), (4.21)), (4.22), (4.23)), (4.31)) e (4.32]), obtém-se

Weas ’”';V vﬂvuhap = FE., hh* + naﬂveavyH"evﬂhO‘p + 3w H" . (4.33)

As outras projegoes sao obtidas de maneira analoga. Apenas as manipulagoes que

nao foram utilizadas nesta projecao serao discutidas com detalhes nas proximas subsegoes.

4.1.2 Segunda projecdo

Nesta subsecao realiza-se a segunda projecao independente, dada por

W, B P‘V;V v)\vﬂnp)\aﬂ'

a
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Novamente, é necessario reescrever todos os doze termos independentes na relagao (4.15)).

Para o primeiro termo:

—2(v“vaE”,3);yv’\vunpAaﬁ = _2va;uEVﬁ/U)\?7p)\a/8'

Utilizando (4.19)) para deixar evidente os pardmetros cinemaéticos, restam-se dois fatores

nao nulos dados por

—2(U“vaE”ﬂ);yv)‘vu77p/\aﬂ = —ZGOH,E"BU’\UMW — 2ww,E”ﬁv”\np)\aﬁ,

em que o termo proporcional a 6 em (4.19) é eliminado uma vez que ha, E”; = Eaug,

resultando na contracdo de um tensor simétrico com o tensor dual. Agora, utilizando a

relagdo (4.24) e a contragao (4.26]), ¢ possivel obter que

—2(UMUQEV5);VU>\UM17W\QB = —QUWE”/BU’\UP)\“B — 2w5Ep5. (4.34)

O segundo termo segue-se a partir de argumentos identicos, temos que

Q(qugEVa);VUAU“npAaﬁ = QO'BVEVQU/\UP)\QB — 2wgE "’ (4.35)

Os termos 3 a 6 sao todos identicamente nulos apds a primeira expansao, isto é

2(UVUQEM,3);VU>\UN77W\OC§ =0,
—2(v”ng“a);Vv’\vunpAo‘/B =0,
(5“aE”5;,,v’\vunp/\o‘B =0,
—5“5E”a;,,v)‘vu77p/\°‘5 =0.

Para o sétimo termo, utilizando (4.19)), os argumentos de simetria aplicados anteriormente

e a contracao (4.26)), tem-se

& E" ;yv’\vﬂnpAO‘B = auaE“BvAnp/\aﬁ —w B (4.36)

Para o oitavo termo tem-se

(5”6E“a;l,v’\vu77p/\aﬁ = awE"avAnp/\a’B —wa B, (4.37)

Estes sao todos os elementos para a segunda projecao da parte elétrica. Agora, faz-se a
projecao dos termos relativos a parte magnética. Para o nono termo é conveniente realizar
primeiro a contra¢ao do tensor dual a partir de (4.27)), obtendo-se

7776a577p,\a,3 (UVUuHVE );VU/\ = _25;/)6\ (UVUMHVE );VU/\'

Expandindo a delta generalizada e a derivada covariante, restam-se apenas os seguintes

fatores
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name(WU“H”E);,,U)‘U#UP/\O‘B = 2v,,, H" v + 20" H" v, —2v,H" o' +2HY, .

Os dois primeiros fatores se anulam devido a relagao entre os elementos de (4.19)) e o
campo de observadores. Os termos restantes devem ser reescritos utilizando a regra da

cadeia e a definicao de h,, em (4.4). Note que

7704,3%(v”v“H”e);VvAvunp)\aB = 20,H" V7, + 2(H, Bho‘”hﬁp);y.

«

Ao distribuir a derivada covariante no segundo fator, e lembrar que a derivada covariante
da métrica quadridimensional é nula por defini¢do, como indicado em (4.17)), a relacao

torna-se

Tape (UquHw);vv)\vunp/\aﬂ =
= 20,H". V", + 2Hap5,h®'h’ ) — 2H,3a" R’ , — 2Hosh™ v v,

Perceba que o primeiro e ultimo fator sao idénticos, portanto tem-se

naMe(UWU“H”E);VU’\UMUMO‘B = 2Ha5;yha”hﬂp - 2Ha@a°‘hﬂp. (4.38)

Para o décimo termo tem-se de maneira analoga que

naﬂvs(UVUVHHE);VUAUunpAaﬁ = _QHMPU/L =2H" ,a,, (4.39)

em que se usa a regra da cadeia na passagem final. Os dois tiltimos termos sao identicamente

nulos apods a expansao da derivada covariante, ou seja, tem-se

77#1/76(vaaHfBG);VU/\UanAaﬁ — 0’

_nmﬂye(vaﬂHae);yvAvunpAaﬁ —0.

Pode-se entao escrever a forma final da segunda projecao combinando os fatores (4.34)),
(4.35), (4.36), (4.37), (4.38) e (4.39) obtendo

W5, UAvunp/\o"B = 2(Haﬁ;yha”h’3p — aaVE”BvAnpAo‘ﬁ —3wa E,%). (4.40)

Reforga-se que muitos dos argumentos para anular os fatores apds expandir as
projecoes sao analogos aos realizados durante a primeira proje¢do. Desta forma recomenda-
se obter primeiro a rela¢ao (4.33)) antes de iniciar o procedimento para (4.40]). A terceira

projecao sera realizada a seguir.
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4.1.3 Terceira projecao

A terceira projecao é dada por

W W;l/ hu(anp)kaﬁv/\_

Resultando em doze termos independentes a partir da equagao (4.15). O primeiro
e segundo termos sao identicamente nulos apos a expansao dos elementos independentes

da derivada covariante, ou seja

_2(U#UQEVB);Vh#(o—np)Aaﬂ/U)\ =0,

2wrvs B, )h, TP By = 0.

Para o terceiro termo:

2(v”vaE"5);yhu(”n"))‘aﬂv,\ = 2UVUQ;VE#ﬂ h#(”n”)’\aﬁv)\,

e, utilizando a decomposicao (4.19), tem-se

2(v”vaE”ﬁ);VhM(”np))‘°‘5v,\ = 2a,1" h#(an”)’\a'gm. (4.41)

Da mesma maneira obtém-se para o quarto termo:

—2(v”vﬁE“a);th(”np))‘o‘ﬁv/\ = —2agE", hu("np)’\o‘ﬂv,\. (4.42)

A principio pode-se pensar que o terceiro e quarto termos se eliminam, no entanto, como
o tensor dual é antissimétrico na troca de dois indices, os termos (4.41)) e (4.42)) serao
somados ao final. O quinto e sexto termo sdo identicamente nulos, no entanto, a partir de

um argumento diferente dos apresentados anteriormente. O quinto termo é dado por

5MaEV5;uhu(a77p)M’BU/\~

Ao aplicar a propriedade da delta de Kronecker é possivel obter a expressao h, (“n?A*By, .
No entanto, como a contracao do tensor dual com dois campos de observadores é nula, essa
relacao se resume a n(p’\")ﬁ vy, Ou seja, ha uma simetrizacdo de um tensor antissimétrico,

de maneira que a expressao ¢ identicamente nula, ou simplesmente

o, EVB;V hu(anp))\aﬁv/\ = 0.

Da mesma forma, tem-se que

—(5“ﬁE” h (Unp)/\aﬁv)\ —0.

a;v '
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O sétimo e oitavo termos necessitam apenas da aplicagao da delta de Kronecker, tem-se

que

(G ppaBy, —E"y h (o pp)haby, (4.43)

vk
—0 o ﬂ;vhu ot
(5”ﬂE“a;l,hu(”n’))>‘a%)\ = E“ﬁ;ahu("np)mﬁv)\. (4.44)

Os termos relativo a parte magnética da decomposicdo sao mais extensos devido a necessi-
dade de expandir fatores da delta generalizada utilizando a relagao (4.30). O nono termo
é dado por

(o pp)haby,

Ny (VU H )l

Este termo apresenta apenas um fator nao nulo. Note que apds contrair o tensor dual
pode-se utilizar a relagao (4.27)), levando a

naﬂ'ye(vvvﬂHw);uhu(anp)/\aﬂUA = QUN;uh,u(gHVp)'

Utilizando entao a decomposicao (4.19)), obtém-se que

4
Nagre(VTVFH").,h (Tppraby, = §9H”p + QJV("HVP) + QwV("HV”), (4.45)

I

em que é necessario utilizar que H®?) = 2H*?. Para o décimo termo, é necessério utilizar

a contracao (4.27)), resultando nos fatores

_name(v'yvaue)wh (07711))\0461}A — —Q(WUVH“('O) tha)wY + 2<U(pUVHW);uhuU)UW

1% >

apoOs expandir as derivadas, os termos restantes sao dados por

—naﬁqe(UVUVH“E)W}LM(UUP)/\MU/\ — —4hHPF° — QHu(phMU) + QU(pH‘WhMU)UV.

E necessario realizar algumas manipulagoes para deixarmos a projecao no formato desejado.

Utilizando a definicao do projetor em (|4.4)), é possivel escrever que

—Nagye(VTV"HY )., h (Tppraby = —40HP — AH — QauH”(pv") + 21)(”]-'[”)“’117.

o

Agora, expandindo a relacio H?® = (hl)ah".ﬁ H,p), é possivel notar que os fatores restantes

sao

—name(v”v”H“e);l,hu("n"))‘aﬁv,\ = —40H" — 4h"*h°P H,p. (4.46)

No décimo primeiro termo, o tinico fator nao nulo é dado por
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N7 (v va Hpe) ;Vh'u(anp))\aﬁv/\ = _77W7677aﬁ/\(pvvva;yHﬁ D) UX-

Note que deve-se mudar o sinal global, pois alterna-se a ordem dos indices de forma que p
seja o ultimo no produto dos tensores duais. Esta é uma escolha conveniente para utilizar
as simetrias do problema e eliminar fatores durante a projecao. Este é o primeiro caso
em que nenhum dos indices dos tensores duais estao contraidos entre si, ou seja, é preciso
usar a relacao . A delta generalizada é quadridimensional, de forma que inicialmente

havera quatro termos escritos da forma

- nuuwena (pU’YU ’VH Eh‘w)v — 5045)\(PU’YU ,VH eh,uo _

uvye
A v A( HZ
— 50w, ¥ Hy h) vy 5355%% Hy W oy +
82500, H By — 52500, Hy B

Apos aplicar a propriedade da delta de Kronecker sera necessario expandir cada uma das
deltas tridimensionais restantes em trés fatores independentes, e apds repetir o processo

para as deltas bidimensionais em dois fatores. Obtém-se

n/ﬂwe (’U U(XHBE) ]’L (a )\ocﬂ
= v, H,Yho?) — QHB(”hﬁ") — agv P H 1P + v W H RO — v P H R,

e, apds utilizar a decomposicao (4.19)), tem-se

vye g 67 2 g g)X « g
" (vvvaHgg);th( nPPBy, = —§(9H P4 20, PH* — QO'QBHB h*e. (4.47)

O décimo segundo termo pode ser obtido de maneira idéntica ao anterior, tal que

(0,05 Hog )b, PPy = —20HP7 4 20, HOP — 20,2 H Phe°. (4.48)

Coletando entao todos os fatores nao nulos dados pelas equagoes (4.41)), (4.42)),
({4.43), (4.44), (4.45), (4.46), (4.47) e (4.48), pode-se escrever

v

1
Wag"y 020y = —4(=aa B s h, [T oy 4 S By, by, T2 00y + OHP7+
1 .
= S0 THD = Swl HO 4 W7 Hey + 0" HLW7). - (4.49)

Este é o termo mais extenso das quatro projecoes da divergéncia da decomposi¢ao do

tensor de Weyl. A ultima projegao esta apresentada na préxima subsegao.
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4.1.4 Quarta projecao

A projecao final é dada por

Wos"", v'h, PR,

Note que os argumentos utilizados nesta secao ja foram apresentados nas projegoes
anteriores, portanto as passagens serao mais diretas nesta se¢ao. Da mesma maneira
iremos expandir os doze termos em (4.15). O primeiro termo é identicamente nulo, note

que
—2(v“vaE”5);,,vf3hu("’h")“ =0,
em que apenas basta expandir as derivadas. Para o segundo termo, resta-se apenas um

fator nao nulo dado por

2(v*vgE”,) yvﬁhu(ph")a = 20" E", hu(ph”)a,

em que utilizando (4.19)), obtém-se
v B1 (ppo)a 4 o ( Vo) ( Vo)
2(v'vg B, )07 h, PR = §9E” + 20" B + 2w'\P EY7). (4.50)
Para o terceiro termo basta expandir a derivada covariante para mostrar que todos os
termos se anulam:
2(v”vaE“B);yv'BhM(ph")a = 0.

Para o quarto termo:

—2(v"vgE* ) l,vﬁhu(ph")a — —99RPo) _ QE’“ahu(ph”)a,

)

e utilizando a defini¢ao de h,,,, obtém-se

—2(v"vgE* ) 0P h, Ph* = —40EPT — AR hP By, (4.51)

)

Para o quinto termo, basta utilizar a decomposigao (4.19), e, escrever:

5 EY 5 00, Ph = 2B ;67 1. (4.52)

Para o sexto termo, é possivel mostrar que

—§*5 B, 0 h, PR =0,

em que utilizou-se a propriedade da delta de Kronecker. Para o sétimo termo:

—6" B, v°h PR = By v°h PR
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Apos alternar a derivada covariante na expressao acima, é possivel utilizar a decomposicao

(4.19). Obtém-se

2
=80 B, VPR, PhO = SOE + EVy0") 4 BV, (4.53)

Para o oitavo termo, serd necessario utilizar a defini¢ao do projetor em (4.4)), e expandir

os fatores que apresentam derivadas temporais, resultando em

" g B, v h PR = 217 h7P B, (4.54)

O nono termo ¢é identicamente nulo, uma vez que expandindo a derivada covariante,

obtém-se
naMe(vwv“H”E);Vvﬁhu(ph“)a =0.
Para o décimo termo:
NaBrye (v”v”H“e);,,vﬁh”(ph”)a = —a”Hs(”nU)ﬁ%v'g. (4.55)
O décimo primeiro termo é identicamente nulo, avaliando as contragoes depois de expandir
G

a derivada covariante obtendo que

7]‘”’76(vaang);yvﬂhu(phU)a =0.

O dltimo termo requer a utilizagdo da decomposicao (4.19)), mostrando que grande parte de
seus fatores sao nulos. Utiliza-se argumentos de simetria que ja empregamos anteriormente.

Em particular, para resolver o fator uJMHE("hp)lmf‘w6 utiliza-se a relacao (4.24), e a
contragao (4.27)), restando apenas

—7]‘“’76(UWUBHQE);Z,vﬁhN(”hU)a = —He("np)’”’eayv,, — Hae;,,ha(”np)wevy. (4.56)

Coletando os fatores (4.50)), (4.51)), (4.52)), (4.53)), (4.54), (4.55) e (4.56]), tem-se

. 3
W R, PhO* = —2(W W77 By + 0B + B'30", b — 2o, 5"+

]' vo 1 al(o vye € (<)
- §w(pyE )+ §Hae;yh pPey, + a, HPp )Bvevﬂ). (4.57)
Finalizamos, assim, as projecoes da divergéncia da decomposicao do tensor de Weyl em
suas partes elétricas e magnéticas. Desta forma, é possivel escrever o lado esquerdo das

equacoes da representacao JEK da RG.
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4.2 ProjecGes sobre os elementos da fonte material

Agora, faremos as quatro projecoes independentes que resultam no lado direito
das equacoes (4.121), (4.122)), (4.123) e (4.124). E necessario projetar a divergéncia dos

tensores associados a fonte material, obtida a partir do tensor energia-momento como

K R K K
Waﬁ’“’;y = —§T“a;5 + ETM o T g(waTﬁ — 65”ﬁfa, (4.58)

em que a relacao de referéncia pode ser encontrada no apéndice A na expressao ((A.15)).
Tomando a forma de um fluido arbitrario com densidade de energia p, pressao isotrépica

p, fluxo de calor ¢* e pressdo anisotropica 7, é possivel escrever que [95]

T*, = pv*v, — ph*, + ¢"v, + g, " + 7, (4.59)
Calculando o traco da relagao (4.59)), e utilizando-o na expressao (4.58). Uma vez que o

fluxo de calor é ortogonal ao campo de velocidades, g,v* = 0 e a pressao anisotrépica tem

trago nulo, 7, = 0, esta expressao se reduz a

nos levando a uma expressao com quatorze termos, dados por:

. K K K K K
Waﬁu v _5 (pv“va);ﬁ + 5 (phuo);ﬁ - 5 (quva);ﬁ - 5 (QQUM);ﬁ - §7rua;ﬂ
K K K K K
i s v Iz ey ; _ 14 .t
+2 (p?} Uﬂ);a 2 (ph ﬁ),a_’_Q (q Uﬁ);a+2 (qﬁv );a+27T B

KR K KR KR
+ g(s’uap,ﬁ - 55#04]),5 - 66“,8p,a + 56“627,04‘ (461>

Nas préximas se¢oes apresentam-se as passagens relevantes para o entendimento de como
as projecoes sao realizadas sobre estes catorze termos, e quais argumentos sao utilizados

para reescreveé-los individualmente.

4.2.1 Primeira projecao

A primeira projecao é da forma

W' vPv, . (4.62)

E necessario avaliar termo a termo, e portanto, o primeiro termo é dado por

—g (pv'v,).4 vﬂvuho‘“.
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Assim como na se¢ao anterior, é necessario expandir a derivada covariante, e analisar as

simetrias de cada fator projetado. Note que

K K K K
v ,u B ac Y o B8 ac V0 B8 ac "V B8 oo
5 (pv"v,) 5070, h7 = 5 P.pV" Vo v,h 5PV Ua Y v,h 5PV Vayg¥ v, h*.

Os dois primeiros termos apresentam a projecao v,h*?, portanto, sdo identicamente zero,

restando o fator

K K
—3 (pv"v,).5 vﬁvuhw = —Epv“va;ﬂvﬁv#h‘m,

em que pode-se reescrever a expressao utilizando que v, 0" =1 e Va:pV” = a4, obtendo

K B oo K oo
b (pv'vy) 5070, W = —§paah .
Como a,v* = 0, entao
—g (pv''v,).4 vﬁvuh"“’ = —gpa”. (4.63)

Para o segundo termo:

B (ph*,).5 v v, h* = §p’5h“avﬁv“h + §ph“a;ﬁvﬁvuh :

Utiliza-se o mesmo argumento que para o termo anterior, obtendo

K K
5 (P, v 0, h*7 = §ph#a;5“ﬁ“uhw'
Expandindo a derivada covariante do projetor h*,, é possivel simplificar essa expressao,

obtendo que

K g K g
B) (ph*,) .5 vﬁvuho‘ = —gpa (4.64)
O terceiro termo é identicamente nulo apds realizar as projecoes do campo de velocidades

com o fluxo de calor ¢*, e o projetor h*?, obtendo que

—g (¢"va).5 vﬁvuho‘” = 0.

Para o quarto termo:
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K K,
b (9av").4 vﬁvuhw = —§qaho“’. (4.65)
Para o quinto termo, ¢ possivel alternar a derivada covariante, causando a mudanca do
sinal global, uma vez que 7" .30, = —7* v,.5. Como 7* v* = 0, tem-se
K K
—§7r“a;6vﬂvuh°w = 571'“0@#. (4.66)

Para o sexto termo:

K oo K oo
E(pv“vﬁ);avﬁv“h :§p;ah , (4.67)

em que os demais termos se anulam devido a projecao vy, v = 0.

Para o sétimo termo:

—g (ph“[g).a vﬂvuh‘w.

Apos a expansao da derivada covariante resta-se

K

M B ac _ B _u B ao
5 (ph /3);(11} v, h* = —§ph 5. U, Y.

Utilizando a definicdo do projetor mostra-se que

—g (ph“ﬁ)_a vﬁvuho‘" =0.

Para o oitavo termo:

K K
B oo ao
5 (q“vﬁ);av v,h* = §q“;avuh .

Alternando a derivada covariante, obtém-se
K

5 (q“%);a vﬁvuh“ = —gq“vmah‘“’.

Utilizando a decomposigao (4.19)), escreve-se

(quvﬁ);a Uﬁ%hw — _fgqo _ fqu (%U + wug) . (4.68)
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O nono termo pode ser tratado de maneira semelhante, mostra-se que

5 (a50") 0,07 = —%961“ — 55 (77 +077). (4.69)

Para o décimo termo:

K
5™ 5t 0, h07 =0,

uma vez que 75 v, = —m50% v, = 0.
Para o décimo primeiro termo tem-se
K
Nen B oo
66 aP gV v, h7 =0,

utilizando a propriedade da delta de Kronecker. E, da mesma forma, tem-se para o décimo

segundo termo:

K aoc
—55“0619”31)51)“}1 =0.

Para o décimo terceiro termo, temos que

K [67ea K oo
—Ed“ﬁp@vﬁvuh = —gpah . (4.70)
Da mesma forma, o tltimo termo é tal que
K oo K oo
55“ﬂp7avﬁvuh = §p,ah : (4.71)
Juntando todos os termos nao nulos obtém-se que
v oo K oo K g K g K . [67ea K o}
Waﬁu B% Uﬁ?juh = §p;ah - 50(] - 5 (p +p) a — §QC¥h + 571-“ ap,
K K
. n o o\ Y ao v ao
Kq (O‘H +w, ) 6p7ah + 2p’ah .

Para escrever esta expressao da maneira desejada é preciso utilizar a seguinte lei de

conservagao para um fluido generalizado

(p+p)a” —p " +q,h +0¢" +q"0°, + "W, + 77, + 70,07 =0,  (4.72)

em que os seguintes termos
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—g [(ﬂ +p)a” +q,h* — p,ah‘”] ,

estdo presentes na expressao final obtida anteriormente. A partir da relacao (4.72)),

vincula-se

—g [(p +p)a? +G,h* — p,ah”} = _75 [—Gq" —q"0°, —q"w’, — 77, — W“”%v”] :

De forma que a primeira projecao é escrita como

w8 aoc __ E ao E o E o
W', v, h = 3p;ah + 39q + 27?“ a,+
K ag g K ov K 174 e

- §q“ (Uu + 3w, ) + 5™ w + §7r“ 0,07

E preciso utilizar que

v

o, v __ OV_V 0,
Wt =g""n,", —v7tr,",

7 7

alternando a derivada covariante no segundo termo, e utilizando a relagao (4.19)), obtém-se

Mo

0
hUMﬂ_H/V;V = ﬂ—o-y;V + UU <3h‘uy + O-My + wuy + a’uvl/) ﬂ- v

em que o primeiro e ultimo termos se anulam. Note que a pressao anisotrépica tem
traco nulo, a relacao m,,v” = 0 ¢ valida. O fator de vorticidade se anula pois a pressao
anisotropica é um tensor simétrico contraido a um tensor antissimétrico. Restando apenas

que

v

ou __ oV o _p
hhrr, =77, + v, "

14
%
Isolando a relagao para a derivada covariante da pressao anisotropica, e reescrevendo a
primeira projecao, tem-se

p.oh* + géq + 57?“ a,+

K
Waﬁ W;l/ Uﬂvuhao = g

K g g K g v
= 50" (0% = 3w7,) + GhTm,Y, (4.73)

Obtemos assim a primeira projecao no formato desejado. Nas proximas segoes estao

apresentadas as projecoes restantes.
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4.2.2 Segunda projecdo

A segunda projecao é dada por

W5 n” v, v, (4.74)

Para o primeiro termo:

aglaf olaf

K K
Y (pv#sz);ﬂ n UMU)\ = _5/)”“%(;577

5 U,y
em que ¢é necessario lembrar que a contracao do tensor dual com dois campos de observadores

é nula. Usando a decomposicao (4.19)), e argumentos de simetria, obtém-se

K A K A
=5 (P0"0a) gm0, 0 = =5 pugsn™ P,

Uma vez que o vetor vorticidade é definido como

1
wh = PPy v

> 50, (4.75)

Pode-se usar a definicao para reescrever o fator de interesse, mas com uma mudanca de
sinal global, devido a ordem dos indices na contracao com o tensor dual. Note que a
defini¢ao tem o quarto indice do tensor dual livre, os dois primeiros contraidos com o

tensor de vorticidade, e o terceiro indice contraido com o campo de velocidades. Obtém-se

K oAaf

—3 (pv"v,) 5 n7 v, 0\ = Kpw”. (4.76)

Para o segundo termo, uma vez que a derivada covariante da métrica quadridimensional é

nula, o procedimento ¢ idéntico ao caso anterior. Escreve-se que

K TAX ag
B) (Ph*o).gm A 51)“% = rpw?. (4.77)
Para o terceiro termo, tem-se
K (o
_§ (quva);ﬁ n Aaﬂv,uv)\ = 0.

Para o quarto termo, resta apenas um fator

K

K oA
aﬂvuv)\ = - 9 qa;Bn

Y (QQU“);B{U orep

Uy, (4.78)

[\
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ja no formato desejado. Para o quinto termo:

K 4 oAaf K oXaB,

5T a0V, = ST Uy
Utiliza-se a relagao (4.19)), restando
K g K ag
_577#04577 ’\O‘ﬁvﬂv)\ = §7r“an Aap (0#5 —|—w#5) Vy. (4.79)

Para o sexto termo, utilizando argumentos similares ao primeiro termo, tem-se

K T A g
5 (pv“vﬁ);an A ’Bvuv/\ = kpw?, (4.80)

em que utilizou-se a relacao (4.75]).

Para o sétimo termo, de maneira similar ao termo anterior, mostra-se que

K

5 (ph“ﬁ);a n”’\o‘ﬁvﬂv/\ = Kkpw?. (4.81)

Para o oitavo termo, tem-se que

3 (#05) 17 0,0, 0.

O nono termo ¢é obtido da mesma forma que o quarto termo desta secao. Tem-se que

K

K

5 g0y (4.82)

Para o décimo termo, utilizando argumentos analogos aos feitos para o quinto termo,

obtém-se

K A K A
3 a.al’ aﬂ%v/\ = §7r“a77" op (UM/B + wuﬁ) vy, (4.83)
O décimo primeiro termo se anula devido a contracao do campo de velocidades e o dual.
Ou seja,
K
géuapﬂ?f’\aﬁvuv)\ =0.

Da mesma forma, o décimo segundo termo que pode ser escrito como

aglaf

K
—55%}?,57] VU, = 0.
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E, analogamente, tanto o décimo terceiro termo

K

6

olaf

5Mﬁp,an qu/\ = 07

e, o décimo quarto termo

olaf

K
§5N,3P,a77 ’UMU)\ = 07

sao nulos devido a contragdo com dual. Agora, coletando todos os quatorze termos

obtém-se

K

W, ﬁW;u UJMB%U,\ =2(k(p+p)w’ 9

[}

Q(x;,@ ?70'/\615/0)\ +
K

3

T n7h (cruﬁ + wuﬁ) vy). (4.84)

O fator global 2 também estd presente na projecao do lado esquerdo da divergéncia do
tensor de Weyl, ou seja, a relagao esta no formato desejado. Agora, passe-se a terceira

projecao.

4.2.3 Terceira projecao

A terceira projecao é da forma

WaB #V;V hp(UnT)Aaﬁv)\ :

Para o primeiro termo:

/{/ o, T (6%
=5 (P"0a) 5 1,070y = 0.

Nulo devido as contragoes com o tensor dual e o projetor. De maneira analoga, para o

segundo termo:

k A
5 (ph‘ua);ﬁ hM(UUT) aﬁv)\ = 07
em que deve-se lembrar que a simetrizacgao do tensor dual é nula pois este é um tensor

antissimétrico. Para o terceiro termo:
K o._T)\ K o, T)A
_5 (qﬂvo);ﬁ hy,( n ) aIBIU)\ = _§quva;5hu( n ) 0!5,0)\.

Note que a derivada covariante do campo de velocidades esta contraida com o dual, de

forma que toda a sua parte simétrica leva a um fator nulo, restando a parte antissimétrica
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e o termo sem simetria definida. O termo de aceleracao sera anulado uma vez que esta

acompanhado de um campo de velocidades. Tem-se que

Devido a ortogonalidade do fluxo de calor com o campo de velocidades, e a defini¢cao do

projetor, tem-se que

K o e K e
Utilizando a defini¢ao (4.75]), obtém-se
H; o._T (0% o T
=5 (¢"0a)5 1T 0y = kg 7w, (4.85)

Para o quarto termo:

k 0, T)A . o, T)A
_5 (qavu>;ﬁ h’u( n » IB,U)\ = _§Qavu;ﬁhu( n » IBU}\

Usando a decomposicao (4.19)), mostra-se que

K «@ K O T)AQ «
_5 (qav ),ﬂ h#(gnT))\ BU)\ = _§qa0-ﬁ( n A 6U + 2Qaw @ 77 i 6

Para o termo de vorticidade é necesséario utilizar a relagao (4.24) e a contragao (4.27)),

para escrever a relacao em termos da delta generalizada tridimensional. Desta forma, o

segundo fator do lado direito da equagao acima pode ser escrito como

K opv T) A\
EQO[T]B( g wuvyn ) B

T,0)

K
N who” v, + vy, + ~q who Ty
97 q, 2q v+ 50

v (o T) _E (r,v,0) _ TO v
2q whv™, 2qw vv kg™ q,w"v"v,,.

Utilizando propriedades da simetrizacao e de ortogonalidade do fluxo de calor, simplifica-se

a expressao para

K opv T) A\
7qa77,8( g W,ﬂuﬁ )b

5 vy = 2q(‘7 w” + K, W' — kg™ q,w".

A partir da definicao de projetor, tem-se que

K opuv T) A\ K o, T TO
§Q(1?75( ! wuvyn A Bv/\ = §q( w ) — ’%quw“h )
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ou seja, o quarto termo toma a forma
gty b g heBy = Ry o gmnaBy  Boen) g ohpTe (4.86)
9 4y B n AT 2qa B n 2q qM : :
Para o quinto termo,
K u (o0,,7)AafB
—57 0l n Uy, (4.87)

nao é necessario realizar nenhuma modificacao, ja que esta no formato desejado.

Para o sexto termo:

g (pv'uvﬁ).a h,u(gnT))\aBU/\ = 07

a partir da expansao da derivada covariante. Da mesma forma, o sétimo termo:

_g (Ph“ﬂ)a h, TPy, = 0.

O oitavo termo, assim como os nono e décimo termos sao exatamente os mesmos

que o terceiro, quarto e quinto respectivamente. Alternando os indices a8 e mudando o

sinal de maneira adequada, tem-se que

(¢#05)_ BP0, = glew?),

)

o | =

Kk o, T)Ax Kk O T)Ax o ‘r TO
9 (%U”);a hu( Py = —§qa‘75( n %, + 2(1( ) - rqW'h™,
e7
K nw o, T)\aS o K (o 'r/\ozﬁ
3™ sl oy = =Sl shy,

Os quatro termos restantes sao nulos, tem-se que

K

6(5 apﬁh (o T)\Oéﬁv)\:O’

(4.88)

(4.89)

(4.90)

pois a propriedade da delta de Kronecker leva a simetrizacao do tensor dual. Da mesma

forma,

UT/\a
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O décimo terceiro termo é analogo, com a delta de Kronecker atuando em um indice

diferente, mas como

— g 53 b TP, = 0,

o argumento se mantém o mesmo. Novamente, tem-se que

gé“ﬁp,ah“("nﬂ’\aﬁv/\ = 0.

Organizando os termos nao nulos, tem-se que

3 1 1 .
W0 b7, = —4 (—4f<q<"w7) + R W hT zﬁqa%( A, +
1

+4/<7r“a;5hu(”777)’\0‘52;)\> . (4.91)

O fator —4, que é global, também esta presente na projecao do lado esquerdo, portanto, a

forma desejada foi obtida. Agora, resta apenas a projecao final.
4.2.4 Quarta projecao
A 1ltima projecao é dada por

W', v"h,Tho)e, (4.92)

[0}

Para o primeiro termo tem-se

K T1,.0)x
—§(pv“va);ﬁvﬁhu( hoe = 0.

Basta expandir a derivada covariante.

Para o segundo termo,

K TLO)X K TLO)X
5 (PR, VPR, Th = 5pﬁmﬂ)ﬂhu( ho)e.
Utilizando que h* h,™ = h,7, escreve-se

K

5 (Ph"2),s v?h, Th* = kphT. (4.93)

Para o terceiro termo,
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K T1,0)x K T],0)x
5 (¢"v0) 5 Uﬁhu( ho)e = —§q“va;ﬂvﬁhu( ho)e,
Devido a ortogonalidade do campo de velocidades com o fluxo de calor e com o vetor

aceleracao, assim como a definigdo do projetor (4.4)), reescreve-se este termo como

K T}],0)X
) (qu%);ﬁvﬁhu( oo —

O quarto termo é equivalente ao anterior. Note que, apds as expansoes tem-se

q"a?. (4.94)

| X

—g (90" vﬁhM(Th")o‘ = —gq(TaU). (4.95)

)

A tnica propriedade notavel no quinto termo é que devido a simetria da pressao
anisotrépica, e a simetrizacao dos indices livres, um fator 2 é obtido durante a simetrizacao.

Ou seja,

K B T10)o0 . T1O0Q
—Eﬂua;ﬁv hu( ho)e = —k7t b, Th (4.96)

Para o sexto termo:

K T],0)x K T1,0)x
5 (p ”U'B);a vﬁhﬂ( ho) = §pv“;ahu( RO,
A partir da decomposicao (4.19)), e lembrando que a simetrizagdo de tensores simétricos

gera um fator 2, e a simetrizacao de tensores antissimétricos leva a zero, tem-se que

g (pv”vﬁ). vﬂh#”h”)"‘ = nghm + kpo'?. (4.97)

)

Para o sétimo termo, realizando um procedimento andlogo ao realizado para o sexto termo,

mostra-se que

_E o B1 (Tho)a _ E TO TO
5 (ph 5);(12} h, Th?® = 39ph + kpo™?. (4.98)
Para o oitavo termo:
I{/ T o) ,i T g)x
5 (q“vﬂ);a Uﬁh#( ho)e = Eqﬂ;ahu( ho)e, (4.99)

O nono termo ¢ identicamente nulo,

= (g0), 0"h, 17 =0,
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Para o décimo termo, pode-se alternar a derivada entre a pressao anisotropica e o campo

de velocidades, invertendo o sinal global. Utilizando o projetor, pode-se escrever

K K
B TLHO) (r, 8 o)a
§7Tuﬁ;av h,Th?* = 5T N

Utilizando a decomposicao (4.19), obtém-se

K T1,0)x K oT K T O K T O
57?“6@@5]1#( ho)e = —5071' — §7r,8( P 4 §7TB( w?P. (4.100)

Aplicando a delta de Kronecker, e simetrizando o projetor, para escrever o décimo primeiro
termo:
K K
— 8t p g0Ph Th = ZphoT 4.101
6 Oép,ﬂ 1 3 p ( )

Da mesma forma, para o décimo segundo termo:

K T1.0)x c 10T
—Eé“apﬁvﬂhu( ho)® = —kph°T. (4.102)
Os dois ultimos termos sao identicamente nulos. Aplicando a propriedade da delta de
Kronecker, e expandindo a derivada covariante, obtém-se
K °w B1 (Tho)a _
—65 50 oV 0, ThT = 0.

Da mesma forma

g5uﬁp7avﬁh”(7hg)a = 0.

Coletando todos os termos nao nulos, tem-se que

v T1,0)x T O . TJ],0Q K. TO TO
Was"u 0P, Th = kg Ta” — ki h,Th7 + 2[5+ 0 (p+ P W77 + 5 (p+p) o
K T1,0)x K oT K (t_o)B K (t o0)8
+ §qu;ahu( ho)e — §t97'l' — 5T O B 4 578 W 8.
Utilizando a seguinte lei de conservagao
p+(p+p0+dv, +q, 70, =0, (4.103)

reorganiza-se os fatores para escrever que
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v Tpo)a K (r o K. rpoa | KT, o v To
Waﬁu;uvﬁhu( h Jo = —2 <2q( a )+ §7ruahu h® + 8 qM'Uu +4q a — gt O-IU/} h™ +
k TO K T10) K, or K _(r _o)p A CIPY:
=5 (p+) 077 = 7@ BT 4 L Om T+ o — oy ) (4.104)

em que o fator de —2 é eliminado pela projecao do lado esquerdo. Assim, completam-se as
quatro projecoes e se demonstra o formato das equagoes para o formalismo de JEK para a
RG.

4.3 As equacoes de evolucao perturbadas

Nesta secao, obtém-se as equagoes de evolucao das perturbagoes relevantes para
este trabalho, em particular, a equacao do cisalhamento e da parte elétrica do tensor
de Weyl, bem como o vinculo para a perturbacao do vetor aceleragao. Aqui também
é apresentado como reduzir o sistema de equagoes para um sistema bidimensional nao
autonomo para a evolucao destas perturbagoes por meio de uma decomposi¢cao em uma
base escalar de harmoénicos esféricos.

As perturbagoes das grandezas relevantes sao sempre escritas como Apeturbado =
Atundo + 0A. Uma vez que utiliza-se uma cosmologia homogénea e isotrépica dada pela
geometria , muitas das grandezas analisadas apresentam Ag;,q0 = 0. As grandezas

que nao sao nulas na cosmologia de fundo sao as seguintes

6P = 9O 4+ 50,

em que o indice (0) e (p) indicam, respectivamente, a grandeza de fundo e a grandeza
perturbada. Note também que 0 A é a perturbacao de primeira ordem realizada da grandeza.

Outras grandezas de relevancia nao apresentam valores de fundo, por exemplo

Uuu(p) = 60,

wW(p) = 6Wpu,

%(p) = da,,

para os parametros cineméaticos, e também para os elementos do tensor de Weyl, tem-se

que
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Perceba que estas grandezas sao identicamente nulas na métrica de fundo, portanto, toda
perturbacao pode ser tomada como uma perturbacao fisica e nao uma escolha de calibre.
Neste trabalho nao se discute a evolugao de todas as perturbacgoes, mas focamos, em
particular, na evoluc¢ao da perturbacao de dF,,, do,,, pois a partir destas perturbagoes
forma-se um conjunto minimo necessario para avaliar um sistema dinamico nao-autoénomo
para as perturbagoes ([90, BT, 9T}, 92]). Além disso, é necessario escrever um vinculo para

a perturbacao da,,.

4.3.1 Equacdes de evolucao dos parametros cinematicos perturbadas

Um exemplo de equacao dindmica que pode ser perturbada é a equacao de Ray-
chaudhuri [104, 95] , dada por

.2
0+ 3 +20% 4 2w? — a®,, = R, 0", (4.105)

2 1 v 2 1 v ~ — 4
em que 0° = ;0,,0" e w* = jw,,w!”. Usando as equagoes 1} e 1D comk =1, ¢
possivel escrever que

.02 1
0+ 3 + 202 + 20w? — a“;a = =T + ETgm,v“v,,.
E possivel notar que T, 0"v” = p, e que g, v*"v" = 1, tem-se também que T = p — 3p,

portanto a expressao se torna

.02 1
0 + 3t 20% + 2w* — a®, = —§(p + 3p).

Para escrever a equagao perturbada, é preciso substituir toda grandeza presente por sua

versao com o indice (p) e entdo separada em fundo e perturbagao, por exemplo

(69 = (09 + 66)? ~ (69)? + 20950 + O(2),

em que O(2) indica as ordens superiores que sao omitidas. A partir deste ponto nao se
indica a presenca destas ordens superiores, mas lembre-se que todo fator de ordem superior
¢ omitido. No entanto, apenas conhecemos perturbacoes das grandezas e nao de suas
derivadas, para contornar este problema, sera preciso usar a defini¢ao 6 = (v“; u);,,v”. A

grandeza relevante aqui é (v*)® = (v*)© 4 §v#, que substituida na definicio leva &

0P = (") + 60"),) 0 (V") + 507) & 0@ + D50 + 50, ., ().

Devido ao carédter temporal do observador e a defini¢do de 6 tem-se que 6 = 6(t), pode-se

dizer que 860" = 0500, e usando que 5@“;M;V(v”)(0) = 66, pode-se escrever que

0w ~ 0 4 0500 + 5.
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Os termos restantes sao mais simples, note que como o, e w,, sao nulos na geometria de
fundo, os termos o2 e w? sdao apenas termos quadraticos que podem ser eliminados, e o
termo de aceleragao a*,, = da”,, pelo mesmo raciocinio. Para o lado direito da equagao
precisamos apenas escrever as relagoes em suas partes de fundo e perturbagoes,

obtendo finalmente que

. . o1 2 1 1
0© + 66500 4 56 + g(9<0>)2 + §9<°>50 —da,, = —§(p<”> +3p®) — 5(0p +30p).

Como a igualdade 6 + % = —%(p + 3p) é vdlida em nossa métrica de fundo, a expressao se
torna simplesmente

. 2
60 + 005" + ge)(%e —da",, = —=(0p + 30p). (4.106)

1
2
Agora, para a equacao de evolugao do cisalhamento [89, [95]

1 1 2
ho!'hg” & + ghaﬁ(—2w2 — 202 + aA;A) + aqnap — iha“hﬁ”(au;y + ay,,) + 590a5+
1
+ 04, 0" 5 + wWo, w5 = Raep 00" — gRWv“v”haﬁ. (4.107)

Alguns termos podem ser omitidos uma vez que gerariam apenas perturbagoes quadraticas,
outros podem ser reescritos usando argumentos semelhantes aos que ja foram discutidos
anteriormente. A partir daqui os indices (0) e (p) serdo omitidos por simplicidade.

Considere que os termos sem ¢ referem-se ao fundo. O primeiro fator é da forma

ho'hg" 0~ (ht + 0h)(hg" + 0hg")66,, =~ h'hg" 06, = 06ap,
em que ¢ preciso usar a definicao do projetor e lembrar que o,,v” = 0. Perceba que
dhytoo,, ~ 0 pois é um fator de segunda ordem; este argumento sera utilizado ao longo

de todas as expressoes. Portanto, podemos resumir o lado esquerdo da expressao (4.107)

CcOomo

1 1 2
0Gap + ghaﬁaaﬁA — 5ha" g 0aguw) + 500005,

Para o lado direito é necessario reescrever as projecoes dos tensores de Riemann e Ricci. A
projecao do Ricci foi apresentada enquanto realizamos a perturbagao da equagao (4.105)),

explicitamente

1 1
—gR“l,U'uUVhaB = é(p + 3p)ha5

Agora, para projetar o tensor de Riemann é preciso lembrar das definigoes (A.11)) e (4.1)).

Convenientemente, ao realizar a projecao nos resta os seguintes fatores
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) | 1
Roepv 0" = —Eqp — 6(p + 3p)has — 3 7ass

portanto, o lado direito pode ser escrito simplesmente como

1
_Eaﬁ - 57704,87

em que foi necesséario utilizar também a definicao (4.59). Ambas as grandezas sao nulas

na geometria de fundo, portanto, a equagao perturbada é simplesmente

1 1 2 1
§G s + ghwéa{A = 5ha"hs 0 + 300005 = =0Fap = 50Tag. (4.108)

Esta equacgao sera uma das que formam o nosso sistema dindmico bidimensional. Outra

equacao que deve ser avaliada é a equagao da vorticidade, dada por

1 2
ho!'hg” Gy — iha“hﬁ”(aw, — Qyy) + gé’waﬂ +0,,w" — 05,0, = 0. (4.109)

«

A forma perturbada nao requer argumentos novos em relacdo ao que foi feito para a

equacao (4.107)). Portanto pode-se escrever simplesmente que

1 2
0 = 5ha'hg" Sy + 300was = 0. (4.110)

Agora, é preciso analisar as equagdes de vinculo sobre os pardmetros cineméaticos. Primeiro,

temos que

2
gewh”)\ — (o, + wa,y);ahy/\ —a’(oy, + wy) = R, oMby (4.111)

Vamos analisar o primeiro termo, note que a expressao perturbada ¢é tal que

2 2 2
5(9 +00) ,(h"\ + oh")) =~ ge#h”A + ge,udh“,\ + 06 ,h",.

A perturbagéo do projetor pode ser escrita como dh", = —dvtvy — v*dvy, assim é possivel

reescrever o segundo fator da expressao acima, obtendo entao

2 2 2. .
5 (0430) (1" + 5R"\) = 20,1 — S050, — 050°0°, + 56,1,

em que é necessario levar em consideracao que 6 é uma funcao apenas do tempo e que
vt = o",. Para o lado direito da equacao (4.111)), é necessario realizar a expansao utilizando

(A.9) e (4.59), obtendo que

Rul/vuhy)\ = —q),

de forma que a perturbagao pode ser obtida trivialmente. Todos os outros fatores também

sao triviais, e obtém-se
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9. .
60 ,h"\ — 5051),\ — 060°6°, — (00, + 0w®, )k = —dqa. (4.112)

Note que, o termo do fundo é simplesmente zero, uma vez que estamos em uma geometria

homogénea e isotropica. Agora, para o segundo vinculo tem-se a seguinte equagao

w, + 2w = 0. (4.113)

cuja equagao perturbada ¢ trivialmente obtida como

Sw®, = 0. (4.114)

O terceiro vinculo é dado por

1
_§hreh/\aneﬁwvu(gaﬂ + wap)sy + agwyy = He, (4.115)

em que argumentos adicionais aos ja utilizados nao precisam ser discutidos. A equacao

perturbada ¢ dada por

1
—ghTEhAaneﬁva@aa@ + 6wap)y = 0H . (4.116)

Todas as equagoes discutidas nesta secao sao presentes em discussoes usuais na tematica
cosmologia relativistica, mais detalhes sobre a sua deriva¢do podem ser encontradas em
[89, 05, [1].

4.3.2 EquacoOes de conservacao do tensor energia-momento perturbadas

Também é necessario avaliar como as equacoes de conservacao do tensor energia-
momento restringem a evolucao das perturbagoes, para isso, ¢ necessario avaliar duas

projecoes independentes da relagao

As projegoes levam a equagao de continuidade e a equagdo de Euler para um fluido

generalizado. Comegando com a equagao da continuidade [95]

p+(p+p)0+d"v, + ¢, — 70, =0, (4.117)

obtida da projegao T"" v, e em que 0, = o, + %Qhw. Basta coletar os fatores de

primeira ordem nas perturbagoes e eliminar os termos de ordem superior, obtendo

8p + (p+p)dd + (0p + 6p)0 + ¢"6v, + 6" v, + 6%, = 0. (4.118)

v h ¢ resultando

Agora, a equagao de Euler generalizada ¢ obtida a partir da projegao 7", h %,

em [95]
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(p+p)ag —puh*, + Gh", + 00 + ¢ 0ny + " Wer, + 7,7, + 70,04 = 0. (4.119)

A partir do mesmo argumento usado para obter a relacao (4.114)), e coletando os termos

de primeira ordem, obtém-se

0
(p+ p)dag + podv°s°, + pdve — dp gh’, + dq, ", +66q, + gha,,éq” +om,”, = 0. (4.120)

Esta tltima equacao permitird vincular a perturbacao da aceleragao dentro do sistema
dinamico de interesse. Na préxima secao, apresenta-se a dinamica das perturbacoes do

tensor de Weyl.

4.3.3 Equacodes das projecoes da divergéncia do tensor de Weyl perturbadas

Nas se¢oOes anteriores foram obtidas as seguintes projecoes independentes para a

divergéncia do tensor de Weyl

E . hhP + Naprye0 ", H 0P W™ + 3w HP* = 37 LN+ 36’q + Zﬂ“pa -

_5(]#( _3wp)+ —hP,, (4.121)

K
Haﬁ;yho‘yhﬁp _ UaVEuﬁ U/\npmﬁ — 3w, Er* =k (p + p) wP — Eqa;ﬁnmoﬂ%\_{_

K (87
+ §7r“a77’”\ p (Uuﬂ + wuﬁ) vy, (4.122)

1 3
5 B siah 0oy = aa B h, Py + 017 — Do, \TH 4

1 3 1
= W HY + WThT Hey + 0" HLWT = =g 7w + iﬁquw“h’m—i-
1 3 1
+ anaaﬂ( PPy, 4 AT t sl TP, (4.123)

hpahaﬁE' 9 Fro EY B hro 3 (p EZ/U) 1 (p Ello' H ha p)vye

af + + BO- v - 50- v - 2 + ae;v /Uf)/—i_
g K o K. oo K. v o

+ a, H"p )mevﬁ = §q(pa )+ §7r”ahuph + 5 v, +q%, — JW} h?? +

- g (p+p)o — gq“;avﬁvﬁhu(pha)a + %9%”” - Zﬂﬁ(pa”)ﬁ - gﬂﬁ(pw")ﬁ. (4.124)
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Similarmente ao realizado nas se¢des anteriores, é possivel perturbar estas equacoes.
Nao é necessario apresentar novos argumentos para reescrever as expressoes. O formato

das equagoes é dado por

: 1 W 0
hyhSOHM + 05 H™ — SOH, Y, 0" + gn*ywnﬁﬁmvuv,hwaf[wﬂr
+ 0B b, NP, = h” DV 0T e, (4.125)

para a parte magnética do tensor de Weyl. Para a parte elétrica do tensor de Weyl

escreve-se que

. 1 , 0
SE + 0B — 75E (e LU+ gn’\”wnsﬁmvuvﬁEMhVﬁ—l—

—_

1
— 75]-]/3 h ey, = ——(p+p)dc™ + 6h€A5q"“;u+

1 €1\ 1 € Ao 1 [
—thh) 5qu;a+§ha h,\or “—1-6957? ,

(]

em que é possivel simplificar a expressao se utilizarmos a contracao (4.25)), e a decomposigao

(4.19), obtendo

. 1 0
SE + 00E — 695E (Eh” " + gaEM
1 1
— —5H5 h g1y, = —5(p+p)do + 6h‘“éq’ﬂ,ﬁL

1 1 1
— thfhmaqw + ih;hlﬁww + 6957#. (4.126)

Esta equacgao fornece uma das equagoes do sistema dindmico desejado. Agora, para a

terceira equacao tem-se que

(o4 1 EQx 1 . € 1 b € 0 (04 1 EQ v
RPN By = 3h 5pa — gpév — gpévoé s géq + 5hom," (4.127)
E, por fim a equagao

1
5776a6)\'0)\5qa;6. (4.128)

Assim finalizam-se as equacoes perturbadas. Na proxima secao trabalham-se as equagoes

1
hmhM&Ha,\m = (p+p)ow* — 57}“‘5}‘%;551},\ -

({4.126]), (4.108)) e (4.120) em termos de uma base escalar de harménicos esféricos e forma-se

o sistema dindmico bidimensional nao auténomo para a evolucao das perturbagoes.
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4.3.4 A decomposicao das equacdes termos de uma base de harmonicos

esféricos

A base de harmonicos esféricos escalares Q(z¥) ¢ suficiente uma vez que restringimos-

nos a perturbagoes irrotacionais. A base deve obedecer a relacao

V2Q = v*Q ik = mQ, (4.129)

com Q = 0, em que m = 1/k? trazendo a informagido do comprimento de onda das
perturbacdes. Note que a operacdo é construida utilizando a métrica tridimensional ¥,
e utiliza a derivada covariante no mesmo recorte tridimensional, Aj;. A partir destas

defini¢oes, descrevem-se grandezas vetoriais e tensoriais dadas pelas construgoes

Qi=Q, e Qi = Qi (4.130)

E, a partir destas defini¢oes é possivel definir o seguinte operador sem traco

1 1

Qi = —Qii — = Qij, 4.131
Qij mQ] BQ'VJ ( )
com a sua divergéncia dada por
Ok =2 <1 + E) O (4.132)
F="\3 "m/ " '

Para este trabalho interessa-nos trabalhar com as equacoes (4.126]) e (4.108) pois é a

partir destas relagoes que é possivel construir um sistema bidimensional fechado. Para a
equacao (4.126]) iremos primeiro desconsiderar fatores rotacionais, como a parte magnética
do tensor de Weyl, H,,, e o fluxo de calor ¢,, uma vez que eles nao afetam o sistema
dindmico construidos utilizando os outros elementos, e geram perturbacgoes que nao estamos

interessados neste trabalho. Resta-se

: 1 . 0 1 1 1
5E€A—H95E€’\—§6EV(EhA)uv"”’+ SE = —f(p+p>5aek+Eh;hukaﬁ&ugaawd. (4.133)

3 2

Note que as perturbacdes que precisam ser decompostas na base escalar sdao §E<*, jo
e 67*. Todas estas grandezas sdo ortogonais ao campo de observadores v*, e portanto,
sao tomadas como grandezas pertencentes ao espacgo tridimensional e adequadamente
decompostas na base Q(z¥). Em particular, pode-se realizar a decomposicio a partir das

relacoes

SEY = £(1)Q" («F), (4.134)
So = N (1)QY («F), (4.135)
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em que £(t) e 3(t) determinam a evolucao temporal das perturbagoes. Perceba que na
decomposicao utiliza-se o operador sem trago, ;;, uma vez que o cisalhamento e a parte
elétrica do tensor de Weyl sao grandezas sem traco. Para a pressao anisotrépica, m;; €
necessario utilizar argumentos de uma termodinamica causal que relaciona esta grandeza

ao cisalhamento pela expressao [95]

7'7:('1'j + 7Tij = 50'1']',
com 7 indicando o tempo de relaxamento e £ uma constante de viscosidade do fluido.
Tomando que o fluido é incompressivel e o fator de 7 pode ser desprezado, uma vez que

o tempo de relaxamento é muito pequeno. A relacao se resume a m; = {05, ou seja, a

relacdo perturbada é dada por

oy = E00y; = £5(1) Q. (4.136)

Utilizando as decomposigoes (4.134]), (4.135)) e (4.136]) na equacao (4.133), escreve-se que

EQT 4+ 0£Q7 — ;GSQ” + gSQ“ = —;(p +p)2Q7 + ;gZQ” + (1365262“,

em que utilizou-se o projetor h*” para levantar os indices de grandezas do espago ortogonal.
Como Q% é um fator comum em todos os elementos pode-se igualar seus componentes.
Portanto, apés algumas simplificagoes, tem-se que

£ | €

: 1 .
08 = —— Y+ 22X+ 0%
E+ 08 2(p+p) +toXtg

Para obter a relagao de X é necessario aplicar o mesmo procedimento sobre a relagao
(4.108). Neste momento, é necessario decompor a perturbacao do vetor aceleracdo na base

esférica, obtendo

Sa' = U(t)Q'(«F), (4.137)

em que W(¢) é a componente espacial da aceleragdo. Ao realizar procedimento andlogo ao
apresentado anteriormente, agora sobre a relacao (4.108)) e utilizando a expressao (4.137)),

tem-se

= 1 v 2 = - £ =
2Qij + ghz‘jquk;k - §5il5ij(l;k) + geEsz = —EQi; — 52@';‘,
em que os projetores se comportam como deltas, uma vez que o campo de observadores
¢ definido tal que v* = 6. E preciso retrabalhar o fator Qi para comparar todas as

componentes da decomposi¢ao, isso é realizado utilizando a relacao (4.131f). Obtém-se

U _ m
—§5ilhij(z;k) = —V0Qi; = —m¥Qy — 5 V@,
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e, da mesma forma

1 m ~ m
*hz‘j\I'Qk;k = *’Yz‘j\p@kk + *’kaQ-

3 3 9

Note que 7%, = 3, uma vez que é a métrica tridimensional. Também tem-se que Qkk =0,

ja que o operador nao tem traco. Desta forma é possivel simplificar as relacoes, e obter

que

§

o _ 9  _ _ _
2Qi — mVUQy; + geEQij = —EQy; — 52Qija

ou simplesmente,

¥=—&— (;e - g) ¥+ mU. (4.138)

A relacdo (4.138) é utilizada na relacio para &, de forma que

. 0
5:—<9+§>€—§<3+§>Z—;(p+p)2+gm\11. (4.139)

As equagoes (4.138]) e (4.139) formam o sistema bidimensional nao auténomo estudado

neste trabalho. Note que é necessario obter um vinculo para o parametro V¥, obtido

utilizando a equagao (4.120). Tem-se

(p+ p)da; + pov; — op,; + 57Tik;k =0,

em que se tomou apenas a equagao indexada espacialmente ¢ = 1,2,3. Novamente, sao
introduzidas novas decomposicoes em termos da base escalar. Escrevendo a perturbacao

da componente espacial do campo de velocidades como

sv' =V (t)Q' (zF), (4.140)

em que V(t) é definido analogamente as varidveis apresentadas anteriormente. A relacao

se torna

lembrando que Qlkk, = giijk;k = —a_nyiijk;k, ou, utilizando a relacao (4.132)), tem-se
que szk = —2a %y, (% + i) @Q’. De forma que a relacao do vinculo é dada por

(p+ P)UQi = —pV Qs + Op, + 26 (; + ;) 250,

Ainda resta a perturbagao da pressao isotrépica dp,;. Por conveniéncia, define-se esta
perturbacao em termos da perturbacao da densidade de energia dp e da velocidade do som

ao quadrado, ¢?. Tem-se a seguinte definigao
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2 _ dp
sd7

Desta maneira, é possivel afirmar que dp = c2ip, e introduzindo a decomposicio da

c (4.141)

densidade de energia como

5p = N()Q(*) + u(t), (4.142)

a variavel N(t) é a componente da perturbagao, e p(t) é um fator dependente de calibre
que é eliminado a partir de uma escolha adequada de sistemas de coordenadas. O fator
p(t) surge uma vez que existe uma densidade de energia ndo nula na geometria de fundo.
Mesmo que exista uma liberdade de calibre na escolha desta func¢ao, nao é preciso realizar
esta escolha, uma vez que o vinculo que estd sendo trabalhado apresenta apenas derivadas

espaciais. Utilizando a relagao (4.142)), tem-se que o vinculo toma a forma

(p+p) = (N —pV) +2¢ (; + ;) a %%,

em que se usou que p = c¢2p. A principio aparenta-se que o vinculo introduz dois novos
parametros ao modelo, N(t) e V(t). No entanto, é possivel utilizar a relacao (4.127) para

eliminar esta dependéncia. Note que

i Lo i Loy 1o,
Ly k;k = §5p’ - gp&) + 557r k;k.

Utilizando as relagoes (4.132), (4.134), (4.136) e (4.142), tem-se

28 @ + ;) Q' = ;NQI' - ;pin +€8 (; + ;) o',

ou, simplesmente

N—pV=3 <?1) + ;) (26 — £%)). (4.143)

A relagao (4.143)) é utilizada para escrever que

(p+p) = @ + ;) (3¢2 (26 — €%) +2607%%)) . (4.144)

Assim, vinculam-se os pardmetros N e V em termos de £ e 3, ou seja, a variavel
U =V(B,E,Y). O sistema dindmico se torna planar e sua dependéncia temporal é dada a

partir do campo magnético B(t). Na préxima segao sao tomadas as condigoes suficientes

para que as equagoes (4.139), (4.138]) e (4.144), formem um sistema dindmico planar

nao-autonomo.
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4.4 A construcao de um sistema dinamico n3ao-auténomo

O sistema dindmico serd construido a partir das equagbes a seguir

: 2

YX=-££-X% (30 + g) +mV, (4.145)

: 1 £\ £(0 ¢ £

= —— - 2 =2 =+ X2+ 2mV 4.14
& 2(p+p) 8<9+2) 2<3+2 +om?, (4.146)
(4.147)
em que a perturbagao da aceleracao, ¥, pode ser vinculada a partir da expressao
1

(p+P)¥ = (5 + %) [3¢2 (26 — £5) + 260725 (4.148)

Note que esta equagao é valida apenas para p + p # 0. Esta condigdo nao é respeitada
quando B(t) — 0 ou B(t) — Bs, como pode ser observado a partir das equagoes e
. Para avaliar os casos singulares nestas perspectivas é necessario introduzir outros
elementos perturbativos nas equagoes, fugindo do aspecto de fluido perfeito médio do
modelo. Também considera-se a simplificacdo, £ = 0, eliminando a presenca de uma

perturbacgao proveniente da pressao anisotrépica. As equagoes se tornam

¥ =—£— 292 +mU, (4.149)
£= —;(p+p)2 —0E. (4.150)
com o vinculo dado por
9,1 €
(p+p)V¥ = 6cs(§ + E)S (4.151)

E necessario escrever a expressao para 6, obtida a partir da expressao (2.31f) como

_ 3(1—4a(1—4w)B?)B
b=- 29B(1—4aB?) (4.152)

em que B é dado pela equacdo de Friedmann 1D ou de forma mais direta

AB%(1 — 46.B?)>

B
[1—4a(l — 4w)B2

~ 2w
X é(1+0)32+;[5—d(1+30)]34 B (1_4O‘Bg> (4.153)

"~ a2By \1 —4aB?

A escolha de sinal em (4.153)) é feita tal que # > 0 em (4.152)), ou seja, a evolucao das

perturbagoes sera analisada para condigoes iniciais em que o universo estd em expansao.
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Note que a escolha de sinal nao é sempre negativa ou positiva. E necessario avaliar a

.~ . N . ) . 1
posicao relativa de By as retas estabelecidas para os campos magnéticos By = st e

B3 = ﬁ, definidos em (3.9)), e presentes nas figuras l @ As regides entre as retas tém
solugoes com 6 > 0 com o crescimento do campo magnético (B > 0), e quando fora das

retas a expansao ocorre com a diminuigao do campo magnético (B < 0).

4,41 O parametro da equacdo de estado e a velocidade do som

Para analisar as equagoes (4.149) e (4.151]), é necesséario utilizar a definigdo da

velocidade do som ao quadrado, obtida a partir da densidade de energia ([2.5)) e pressao
isotrépica (2.6). Uma vez que p e p sdo fungdes unicamente do campo magnético, B(t), é

possivel utilizar as defini¢oes

dp/dB D
2 — A= —. 4.154
s dp/dB ¢ 0 (4.154)

em que A é o pardmetro da equacao de estado. As relacoes sao dadas por
1[1 —2a(12w + 5)B?]

A= S = 2a(1 —aw)BY (4.155)

,  1[1—4a(12w +5)B?
“ T3 —4a(l—4w)BY (4.156)

Estas equacgoes sao equivalentes tanto no limite de campos fracos, quanto no limite de

campos fortes. Quando é possivel desprezar o termo de B2, obtém-se que

A=c2=_. (4.157)

em que este é o valor de \ usual para um universo dominado por radiagdo em uma
eletrodinamica linear. Quando o termo de B? é mais relevante do que o fator constante, o

limite é tal que

12w + 5

A= ? = 2D
1 — 4w

Ou seja, também ha um limite superior constante para estas relacbes. No entanto, a

(4.158)

transicao entre os dois limites ndo é sempre suave e depende da condicdo inicial escolhida

e se 0 campo magnético evolui em direcao as seguintes divergéncias

1 1

ocorre para campos magnéticos menores do que A por um fator de

(4.159)

2

A divergéncia para c;

V2 /2. Também é necessdrio avaliar a condigdo ¢ > 0, para evitar instabilidades dentro
do sistema dindmico. Para isso, também ¢ importante discutir o sinal do numerador em

(4.156)), que se anula quando
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1
Brum,ez = . (4.160)
2/a(12w + 5)

O intervalo delimitado entre By 2 € Bs indica quando c? < 0, gerando a amplificacio das

2

2 € sempre negativo.

perturbagoes. Nesta analise nao serao consideradas regidoes em que ¢
Alguns valores de interesse sao w = —1/4 para a igualdade Bpym2 = By, w = —1/3
quando Byym2 = Bs, e w < —=5/12, quando By, 2 — 00.

A transicao entre os limites de campos fracos e campos fortes nao ocorre suavemente

para toda escolha de o. Avaliando as relagoes (4.155)) e (4.156)), pode-se notar que para

w > i as divergéncia de ambos os parametros deixa de existir. Ou seja, fixando os

parametros do modelo « e 3, existe uma quantidade minima de campo elétrico E(t) médio

necessaria para que a transi¢ao entre os limites seja suave, observe a figura ((10]).

2 xB Ax B
3 A 3

T T T T T T
1.0 15 2.0 2.5 1.0 15 2.0 25
B B

Figura 10 — Velocidade do som ao quadrado (esquerda) e parametro da equacao de estado
(direita) em termos do campo magnético. Os pardmetros do modelos escolhidos
ssoa=1ef =1,e0 =0 (azul), 0 = 0.85 (laranja) e 0 = 1 (verde). As
horizontais tracejadas indicam os valores A = ¢? =1/3 e A =2 = —1.

Note que para o = %(1 + 2V/7), tem-se que w = i quando a« = 1 e = 1. Desta
forma, todas as escolhas de o maiores do que este limite apresentam uma transicao suave
entre os limites de campo fraco e forte. E relevante apontar que quando o = 1, o limite
de campos fortes tem uma equacao de estado linear, A = —1, parametro comumente
utilizado para estabelecer modelos inflacionarios, ou com a presenca de uma constante
cosmoldgica. A presenca de uma velocidade do som imaginaria pode gerar instabilidades
primordialmente e na evolucao das perturbagoes. No entanto, a presenca formal desta
possibilidade aparece em trabalhos no contexto de teoria de campos efetivas, e no contexto

de uma hiperinflacao [105] 106].
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4.4.2 A evolucao das perturbacdes

A evolugao das perturbagoes serd avaliada caso a caso tendo em vista as informagoes
apresentadas nas tabelas e . Também é de interesse avaliar como estes casos evoluem
para 0 UM (0 =0) e 0 UEN (¢ — 1). Em particular, o foco desta anélise serd em regioes

que 6 > 0.

4.42.1 O universo quase-magnético

Inicialmente, apresentam-se as diferencas qualitativas na andlise para os casos
individuais discutidos na situagao generalizada do universo quase-magnético (UQM). Em
particular, a evolucao das perturbagoes sera analisada nas regioes disjuntas dos diagramas

de fase de cada caso. Estas regides sao estabelecidas pelas verticais By e Bs, e pelas bacias

de atracdo do ponto de equilibrio Bp, = —(—L—.
\/2a(4w+3)

e Casol

O caso I é obtido quando se considera w < —3/4. Nestas condigbes Brum,ez — 00,
portanto, a tinica regiao na qual ¢ pode ser positivo, é aquela em que as condigoes

iniciais sao escolhidas no intervalo By < Bs. O comportamento das perturbagoes
pode ser observado na figura e (12).

Evolugdo das perturbagdes (£ X %) Evolugdo das perturbagdes (&€ X Z)

0.010 0.0100

0.008 0.0075

0.006 0.0050

0.0025
0.004

w
0.0000
0.002

~0.0025
0.000

~0.0050
-0.002

~0.0075
~0.004

~0.0100

Figura 11 — Retrato de fase para o caso [ em que w = —1. Escolhendo By = 0.22 < By e
B < 0 tal que @ > 0. A esquerda o retrato de fase para e = 0 com ag = 1.0 e
a direita o retrato de fase para € > 0 com ag = 25. A curva sélida vermelha
indica o sistema com uma ENL e a tracejada azul indica a eletrodinamica
linear usual. A condigdo inicial para as perturbagoes é (3, &) = (0.01,0.01).

Na figura percebe-se que as nao-linearidades do modelo fazem com que as
perturbacoes sejam amortecidas mais lentamente do que se esperaria para um
eletromagnetismo linear. O crescimento inicial mais acentuado se da devido aos
valores muito altos de ¢? que impelem o crescimento de X a partir de . Ocorrendo

devido & proximidade do instante em que ¢2 diverge. As perturbagoes sdo amortecidas
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enquanto B — 0, levando o sistema ao limite de campos fracos de uma eletrodinamica
linear. Note que, p4+p — 0 ndo é um problema se £ — 0 mais rapidamente, avaliando

o limite de campos fracos na proxima secao indica que este é o caso.

Para a escolha em que € = 0, o campo magnético assintoticamente aproxima-se de zero
levando a oscilagao das perturbagoes em torno do equilibrio em (X, &) = (0,0). Este
comportamento nao é perceptivel quando ¢ > 0. Note que estas curvas apresentam
valores minimos para campos magnéticos diferentes de zero, fazendo com que as
perturbacoes sejam amortecidas apenas até o campo alcancar este minimo, sendo
amplificadas durante uma fase de colapso. Devido a este comportamento é necessario

escolher ag tal que quando B = By, o radicando em (4.153]) seja sempre positivo, ou
seja, antes do campo magnético alcangar o seu valor minimo.

Para analisar o caso em que € < 0 é preciso tomar um cuidado adicional com o sinal
obtido para a perturbacao da aceleracdo. Observe a dependéncia do fator m + 3¢, e o
controle que a escolha de m tem sobre seu sinal. Portanto, se € < 0, como m oc 1/k?,
existe uma relacao entre a escala das perturbacdes e o seu crescimento. Observe a

figura [12)).

Eletrodindmica N&o-linear: ¢ <0 (£ X ¥) Eletrodindmica Linear: <0 (£ X %)
0.012 0.012

0.010 0.010

0.008 ! \ 0.008
i

! \
0.006 / \ 0.006
/

i

/ H

/ \ i

0.004 f \ 0.004 i
\

s \
0.002 o 0.002

el \,
00007 e e DI 0.000 =

-0.002
-10

-0.002
-10

Figura 12 — Retrato de fase para o caso [ em que w = —1. Escolhendo a regidao em que

By =0.22 < Bye B < 0tal que > 0. A esquerda o retrato de fase para e < 0
e ag = 1.0 em uma ENL e a direita para uma eletrodinamica linear. As trés
curvas apresentadas sao feitas para valores de m < 3|e| (tracejada vermelha),
m = 3|e| (solida azul) e m > 3|e| (verde ponto-tracejada). A condigao inicial
para as perturbagoes é (3o, &) = (0.01,0.01).

Se m — 3|e| < 0, o crescimento de 3 nao é amortecido durante a fase de expansao,
e 0 seu crescimento é muito amortecido se m = 3|e|. Agora, o campo magnético
tende a zero mais rapidamente do que quando ¢ = 0, suprimindo o comportamento

oscilatério presente na figura ((11]), novamente, as perturbagoes sdo amortecidas mais

lentamente do que em uma eletrodinamica linear.

Caso 11
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Aqui ocorreo o surgimento do ponto de equilibrio Bp, como um centro em regioes
com B > Bs, ou seja, p+ p < 0. As tUnicas curvas que tém acesso a esta regiao
sao para € < 0, como pode ser observado na figura . No entanto, com a escolha
w = —1/2, utilizada para apresentar a figura (2)), ainda nao h4 regiao com ¢? > 0
para valores de By > By. Analisa-se esta regiao para o caso em que w = —1/3,
quando B2 = Bs, e assim, toda a regiao a direita de Bs apresenta positividade

da velocidade do som garantida. O comportamento pode ser observado na figura

).

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000

-0.002

Eletrodindmica Ndo-linear: ¢<0 (£ X ¥)

Eletrodindmica Linear: <0 (£ X X)

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000

-0.01 0.00 0.01 0.02

-0.002

~0.01

Figura 13 — Retrato de fase para o caso Il em que w = —1/3. Escolhendo a regidao em que
By < By=0.75¢ B < 0 tal que § > 0. A esquerda o retrato de fase para e < 0
e ap = 2.09 em uma ENL e a direita para uma eletrodinamica linear. As trés
curvas apresentadas sao feitas para valores de m < 3|e| (tracejada vermelha),
m = 3|e| (solida azul) e m > 3|e| (verde ponto-tracejada). A condigao inicial
para as perturbagoes é (3o, &) = (0.01,0.01).

Note que o campo magnético nesta regiao segue curvas fechadas, portanto, existe
um valor minimo acima de Bs. Desta forma evitando as instabilidades devido
ao crescimento de W, e restringindo os valores possiveis para ag. Novamente, as
perturbagoes sao atenuadas até uma elipse minima no caso em que € > 0, se m < 3|e| o
crescimento das perturbacoes é inevitavel. Em particular neste caso, as perturbacoes

sao amortecidas mais rapidamente do que em uma eletrodinamica linear.

e Caso III

Para o caso III, tem-se que Bp, < B3, ou seja, o equilibrio surge em regides em que
p+p>0. O comportamento do campo magnético pode ser observado na figura .
Note que, para esta escolha By, 2 < By < B3. Ou seja, podemos analisar regioes
em que cz > 0 para By < Buym,2 ou By > B. A regiao na qual By < Bs se comporta
da mesma forma observada anteriormente, no entanto, devido a presenca de uma

regiao com ¢ < 0, as instabilidades resultam em um crescimento das perturbagoes,
como observado na figura ((14)).
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Eletrodindmica N&do-linear: ¢<0 (£ X %)
Figura 14 — Retratos de fase para o caso III em que w = —1/8. Todos os graficos foram

feitos para By = 0.27 < By e B < 0 tal que 6§ > 0. O primeiro diagrama de
fase é para e > 0 e ag = 10.0, o segundo para € = 0 e ag = 1.0 e o terceiro para
€ < 0eap=1.0. Para o diagrama em que € < 0 sdo apresentadas curvas para
m < 3|e| (tracejada vermelha), m = 3|¢| (sélida azul) e m > 3|e| (verde ponto-
tracejada). A condicdo inicial para as perturbagoes é (3, &) = (0.01,0.01).

Note a instabilidade gerada quando ¢? < 0, e a recuperagao do comportamento usual
enquanto B — 0. A medida que os casos avancam, a regiao na qual ¢ > 0 se torna

cada vez menores, uma vez que o intervalo [Bpum,c2, Bs] se torna cada vez maior.

Ao avaliar a regiao em que By < By < Bj é preciso avaliar o comportamento em
diferentes situacoes. Note que para € > 0 existem duas regioes adicionais, uma na
qual as curvas alcangam um maximo anterior ao valor de Bp,, e outra que parte
de um minimo com valores maiores que Bp, levando a Bs. O comportamento das

solugoes de € > 0 nestas duas regides podem ser observadas na figura .

Note que o comportamento ao atingir um maximo para o campo magnético ¢ muito
semelhante ao que ocorre ao atingir um minimo, estabelecendo uma elipse limite
para o valor das perturbacoes. As perturbagoes voltam a evoluir se for permitido
que o campo magnético volte a colapsar. E perceptivel também que ao alcancar

B3, as perturbacoes em Y comegam a aumentar, como indicado pelo achatamento
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Figura 15 — Retrato de fase para o caso III em que w = —1/8. Curvas para ¢ > 0,
escolhendo a regidao em que By < By = 0.42 < Bp, com ag = 6.95 (esquerda)
e a regiao em que Bp, < By = 0.46 < B3 com ay = 7.2 (direita). Tem-se
que B > 0 tal que @ > 0 em ambos diagramas. A condicdo inicial para as
perturbagoes é (X0, &) = (0.01,0.01).

horizontal das elipses. Eventualmente, as perturbacoes se tornam instaveis devido ao
limite p+p = 0. Como £ sempre é rapidamente atenuada, isso controla o crescimento
de W, e desta forma o crescimento de ¥, mas, a indeterminacdo no valor B3 ainda se
mantém. A figura mostra o comportamento da terceira regiao relevante entre as
duas verticais, em que todas as curvas alcancam Bjs, ficando evidente a instabilidade

neste limite superior.

A regiao em que By > B3 nao apresenta comportamento qualitativo diferente do
que o ja discutido, o campo magnético diminui levando a Bs, e a instabilidade das
perturbagoes. Para o caso IIT ainda é possivel acessar a escolha w = —1/4, indicando
a transicao entre casos. Tem-se que Byym,2 = B2, em que nao existe regiao para
2 < 0, uma vez que para esta escolha a velocidade do som torna-se simplesmente

2:

Cs

1/3 como pode ser verificado a partir da equacao (4.156)). Nesta escolha,
Bp, = Bs, e, portanto, o comportamento qualitativo entre By e B é diferente, o que
pode ser observado na figura .

Perceba que as curvas nao sentem a instabilidade ao se aproximar de Bs, devido a
mudanca do comportamento qualitativo do equilibrio B3. Agora, repelindo as curvas

de € > 0 e desacelerando a aproximacao das curvas com € < 0.

e Caso IV

Nesta situagao, o intervalo em que ¢? < 0 aumenta, de forma que a instabilidade
observada no caso II para as perturbacoes na regiao By < By aumenta, mas o
comportamento qualitativo é similar ao observado anteriormente. No entanto, as
curvas fechadas permitidas quando € > 0 estdo totalmente imersas na regiao ¢ < 0,

nunca alcancando uma regiao de estabilidade, levando a divergéncia das perturbacoes.
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Figura 16 — Retratos de fase para o caso III em que w = —1/8. Curvas para By < By =
0.45 < By e B > 0 tal que 8 > 0. O primeiro diagrama de fase é para
e >0 e ayp=10.0, o segundo para ¢ = 0 e ay = 1.0, e o terceiro para ¢ < 0
e ag = 1.0. Para o diagrama em que ¢ < 0 sao apresentadas curvas para
m < 3|e| (tracejada vermelha), m = 3|¢| (sélida azul) e m > 3|e| (verde ponto-
tracejada). A condigdo inicial para as perturbagoes é (3o, &) = (0.01,0.01).

Em todas as outras regioes, as curvas eventualmente alcancam Bs, e sem a presenca
de Bp, para desacelerar a aproximacao das curvas, a instabilidade observada nos
outros casos se mantém. A tnica mudanca relevante na transicdo entre casos é que
Bp, = By, de forma que nao existem mais curvas fechadas para € > 0 ou a bacia de

atracao das selas sobre B, observadas na figura (4)).
o CasoV

O comportamento qualitativo do campo magnético pode ser observado na figura .
Agora, a vertical By estd presente em campos magnéticos maiores do que Bz, em
uma regiao em que p + p < 0. Todas as curvas com condi¢oes iniciais entre Bs e
By tém 2 < 0, e divergem ao alcangar By com o aumento do campo magnético. Se
escolhermos curvas além de Bs, elas rapidamente recaem em direcao a By causando
a divergéncia das perturbagoes, uma vez que ¢? — oo. As solugoes com By < Bs se

comportam similarmente ao caso II, no entanto, como ¢? nao apresenta valores tao
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Figura 17 — Retratos de fase para a transi¢ao entre IT e III em que w = —1/4. Curvas

para By < By =0.4 < B3 e B > 0 tal que # > 0. O primeiro diagrama de fase
é para € > 0 e ag = 10.0, o segundo para ¢ =0 e ay = 1.0, e o terceiro para
€ < 0eap=1.0. Todos avaliados na regiao em que By < Bs. Para o diagrama
em que € < 0 sdo apresentadas curvas para m < 3|¢| (tracejada vermelha),
m = 3|e| (solida azul) e m > 3|e| (verde ponto-tracejada). A condigao inicial
para as perturbagoes é (3, &) = (0.01,0.01).

elevados préoximo de Bs. O crescimento das instabilidades nao é tdao acentuada para
as curvas de € < 0, mas o tempo em que as curvas passam em regioes com c> < ()

causa a amplificagao das perturbagdes. Observe a figura .

Caso VI

A diferenca chave entre o caso V e VI ocorre devido a B; — 00, ocasionando a
diminuicao das regioes em que podemos analisar uma evolugao fisica das perturbacoes.
Agora, B2 € muito pequeno e By é muito grande, portanto, a maior parte do
diagrama de fase @ apresenta ¢ < 0. Este também é o primeiro caso em que
w > 1/4, ou seja, ndo ha a divergéncia de A ou ¢?. As instabilidades aqui ocorrem
devido a presenga de Bs, levando ao crescimento das perturbacoes a partir de W. Para
evitar estas instabilidades seria necessario avaliar casos em que a < 0, eliminando a

presenca da vertical B, estes casos nao foram analisados perturbativamente neste
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Figura 18 — Retratos de fase para o caso V em que w = 1/8. Curvas para By = 0.45 < Bj
e B < 0 tal que 8 > 0. O primeiro diagrama de fase é para € > 0 e ay = 10.0,
o segundo para ¢ = 0 e ap = 1.0, e o terceiro para ¢ < 0 e ay = 1.0. Para
o diagrama em que € < 0 s@o apresentadas curvas para m < 3|e¢| (tracejada
vermelha), m = 3|e| (solida azul) e m > 3|e| (verde ponto-tracejada). A
condi¢ao inicial para as perturbagoes é (3¢, &) = (0.01,0.01).

trabalho, mas, o comportamento qualitativo do campo magnético pode ser observado
na figura . Outra possibilidade surge ao avaliar ¢ — 1 de forma que a@ — 0,
e By — o0o. Esta discussao serda realizada nas préoximas se¢oes, no entanto, é de

interesse avaliar primeiro o limite de campos fracos.

4.4.3 Aproximacdo de campos fracos

Uma vez que as perturbagoes sdo mais comportadas enquanto o campo magnético
se aproxima de B — 0, é de interesse avaliar a aproximacao de campos fracos das equagoes
dindmicas e buscar informacoes qualitativas sobre o sistema dinamico. Estas aproximacoes
sao validas apenas para € < 0. Note que € > 0, apresenta minimos maiores do que zero em
todos os diagramas de fase. No limite em que B & 0 ¢é possivel simplificar as relagdes para

se obter



Capitulo 4. Andlise perturbativa 92

2
p+pr g(1+a)B?, (4.161)
e, como ¢ & 1/3, o vinculo para a perturbagio na aceleragao se torna simplesmente
2 3e) €
o AmE39) € (4.162)
3m(1l+ o) B2
Mesmo que B — 0, é possivel que ¥ nao crescga se £ decair mais rapidamente do que um
fator de 1/B%. A equagao de B deve ser avaliada para € = 0 ¢ € < 0 separadamente, pois
o fator dominante nas equacoes é diferente. Para e = 0 tem-se que

. 1
B~ 428 JGF", (4.163)

. —€
B~ 2|1 — 4aB?|,| —— B%/2. 4.164
| Q ()I\/agB0 ( )

Estas relagoes podem ser integradas analiticamente obtendo uma lei de poténcia para a

e, para € < 0

evolucao do campo magnético. Da relagao (4.163|) percebe-se que a aproximacao depende
apenas da intensidade do campo elétrico em relacao ao campo magnético, ou seja, do valor

de 0. Uma vez que considera-se o fator de €, a dependéncia no valor de w reaparece.

: 2(m + 3e¢) 1 2
Y=-1+" | E— 26 4.1
( * 3(1+0) B2> ¢ 37 (4.165)
. 1
E= —5(1 + 0)B?*Y — 6€. (4.166)

Nesta aproximacdo, o sinal negativo para B deve ser escolhido para que 6 > 0. Desta
forma, existem dois fatores de amortecimento em ambas as equagoes. Note que, nao existe
fator que proporcione o crescimento de £ justificando sua diluicdo em um universo em
expansao. Note que 3 cresce enquanto B > B,, em que B, é o valor critico no qual o fator
proporcional a £ muda de sinal. Isso causa um balanceamento, e atenua sua divergéncia.
No entanto, se m + 3¢ < 0, a derivada sera sempre negativa, e, portanto a perturbacao iré
atingir valores cada vez mais negativos. Esta propriedade justifica a razao das curvas para
m < 3|e| sempre apresentarem um crescimento de 3. O caso em que € = 0 depende apenas
de o, portanto, o comportamento das perturbacoes pode ser observado para diferentes
intensidades. Observe a figura .

Em quanto & — 0, é possivel notar a mudanca de sinal no primeiro fator de 3, de
forma que no qual X comecga a crescer. O aumento de Y intensifica o amortecimento, e as
perturbacoes passam a ser diluidas novamente. Agora, o caso em que € < 0 é dependente
do valor de w, e o comportamento é bastante similar ao que observamos nas analises

anteriores, uma vez que para curvaturas negativas, o campo cai a zero rapidamente, observe

a figura .
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Evolucéo das perturbagoes (£ X I) - Diferentes o

Evolugéo de & - Valores de o diferentes

Figura 19 — Evolugdo das perturbagoes na aproximacao de campos fracos com € = 0.
O primeiro é o retrato de fase ¥ x &, segundo a evolucao de ¥ em fungao
do tempo, e o terceiro a evolugdo de £ em funcao do tempo. As diferentes
curvas apresentam diferentes valores de 0. Para o0=0 a curva sélida azul,
para ¢ = 0.25 a curva verde tracejada, para ¢ = 0.5 a curva vermelha
ponto-tracejada, para ¢ = 0.75 a curva roxa pontuada, e para ¢ = 1 a curva
solida laranja. Os circulos nas curvas indicam o instante em que B = B,,
e similarmente, as retas verticais no segundo e terceiro grafico indicam este
mesmo instante. As curvas foram feitas para By = 1.0 e ag = 1.0 com B<0
tal que @ > 0. A condigao inicial para as perturbagoes é (3¢, &) = (1.0, 1.0).

Note que a instabilidade das perturbagoes parece aumentar com a velocidade com
a qual £ — 0, ou seja, com o quao rapido o campo magnético se anula, isso deve-se ao fato
de que ¥ cresce muito rapidamente, de forma que o decaimento de £ nao ¢ suficiente para
manter a estabilidade das perturbagoes quando temos curvas de € < 0. Agora, analisemos

os limites nos quais 0 = 0 e 0 = 1, respectivamente UM e UEN.
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Figura 20 — Retratos de fase para todos os casos com € < 0 em uma aproximagao de
campos fracos. O primeiro para w = —1, o segundo para w = —1/2, o terceiro
para w = —1/8, o quarto para w = —1/24, o quinto para w = 1/8 e o sexto
para w = 3/4. Para o diagrama em que € < 0 sdo apresentadas curvas para
m < 3|e| (tracejada vermelha), m = 3|¢| (sélida azul) e m > 3le| (verde
ponto-tracejada). Os circulos nas curvas indicam o instante em que B = B,.
Todas as curvas sao feitas tal que By = 1.0 e ap = 1.0, e a condicao inicial
para as perturbagoes é (3, &) = (1.0, 1.0).

4.4.4 Universo magnético e o universo estatistico nulo

O universo magnético é obtido a partir do limite em que o = 0. O sistema dinamico

que controla o campo magnético nao apresenta divergéncias, ou seja, as verticais By e Bj

nao exercem efeito sobre a dindmica. No entanto, ainda é possivel obter regidoes em que
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2 < 0 e a sua divergéncia amplificando as perturbagoes. Note que

_ 2
&= ELOO‘%_ (4.167)
31— 16aB
e o 1 .
O ponto de equilibrio é um centro em B = 3v6a © gera curvas com maximo para o
o . . 1 ’
campo magnético para toda curvatura espacial, vide figura . Escolher By > o levara
NEAE A . 2 . 1 1 s s _
eventualmente a divergéncia de ¢, e valores no intervalo ;7= N By < = Ja iniciam-se em
uma regiao com ¢ < 0. Realizar a escolha By < ﬁ leva a uma dindmica mais estavel,
para ¢ < 0 atinge-se rapidamente o limite de campos fracos estudados anteriormente,
e, para € > 0 a dindmica ocorre rapidamente até alcancar um minimo para o campo

magnético. O comportamento pode ser observado na figura .

Evolugéo das perturbagées (€ X %) Evolugdo das perturbagoes (£ X )
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Figura 21 — Retratos de fase para o universo magnético com o = 0 e a = 0.5. Todos
os retratos de fase sdo para By = 0.25, ¢ B < 0 tal que § > 0. O primeiro
diagrama para € > 0 e ap = 100.0, o segundo para ¢ = 0 e ayp = 1.0, e 0
terceiro para € < 0 e ag = 1.0. A condic¢ao inicial para as perturbagoes é
(30, &) = (0.01,0.01).

Observando a figura , ¢é perceptivel que € < 0 gera o rapido crescimento das
perturbagoes, uma vez que é necessario que £ — 0 mais rapidamente do que B, desta
forma o crescimento de X é amplificado devido a divergéncia de W. Para e > 0 as

pertubagoes sao amplificadas devido a regido em que ¢ < 0, no entanto, ao sair desta
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regiao a amplificacao é desacelerada. Perceba que devido ao valor minimo para o campo
magnético, as perturbagoes sao mais amplificadas em um universo com curvatura espacial
positiva.

Para o limite superior de intensidade do campo elétrico, 0 — 1, a relagao entre o
fator de escala e o campo magnético é dado pela relacao . As equacoes dinamicas
devem ser estudadas utilizando & = 0, e a definicao do pardmetro w nao é valida. Para

descrever a dinamica das perturbagoes é necessario avaliar as relagoes

. 4B? B? 16 B
1+ 5882

3B 32
0=——"1[(14+4= B2>. 4.1
23( + 3/6 (4.169)

A evolucao de B pode ser observada a partir do diagrama em @D A velocidade do som

pode ser escrita como

,  11-323B°

s 32 :
31+ 32682

Para evitar a divergéncia de c2, o valor de 3 serd tomado como 3 > 0. Note que 3 < 0 cria

(4.170)

C

uma regidao para valores de By maiores em que ¢ > 0, no entanto, todas estas solugoes
levam rapidamente para a divergéncia, apresentando um comportamento analitico ao
observado na figura (b)) para valores By > Bj. Se § > 0, deve-se preocupar apenas com

o sinal do numerador, ou seja, o limite B = 4%. O ponto de equilibrio nesta situacao

é sempre um centro em B = ﬁ, ou seja, a situagao do universo magnético se repete,

para observar a dinamica completa, inevitavelmente, ultrapassa-se uma regiao em que
c? < 0. O comportamento pode ser observado na figura .

Para os casos em que € < 0 as perturbagoes sao muito menos amplificadas do que
para um eletromagnetismo linear, isso se da devido ao fato do campo magnético cair
lentamente a zero. Para € > 0, as perturbagoes em ¥ sdo muito amplificadas em relagao ao
caso linear, isso se da devido ao perfodo com ¢ < 0. Note também que o caso linear tem
a evolucao do campo magnético mais restrita do que o caso nao-linear para esta escolha.
E importante apontar que o caso em que ¢ = 1, indica uma transi¢ao suave entre o limite
de campos fracos e o limite de campos fortes. Nestes limites é observado que um universo
com parametro da equagao de estado A = —1, é levado para um universo com parametro
A = 1/3. Ou seja, existe uma transi¢do suave entre a equagao de estado p = —p e a
situagao usual de um universo dominado por radiacao. Este universo também apresenta
um crescimento acelerado para o fator de escala, a partir de um fator exponencial, vide
a equagao . Nao deve ser ignorada a potencialidade de um UEN ser posto a teste
como modelo inflacionario devido a estas caracteristicas.

Ao fim desta andlise fica claro que a evolugao das perturbagoes podem ser am-

plificadas fortemente pelas nao-linearidades do modelo em geral, principalmente devido
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Figura 22 — Retratos de fase para o universo estatisticamente nulo com o =1 e = 1.0.
Todos os retratos de fase sdo para By = 1.0, e B < 0 tal que § > 0. O
primeiro diagrama para € > 0 e ay = 0.689, o segundo para ¢ =0 e ag = 1.0,
e o terceiro para € < 0 e ap = 1.0. A condigao inicial para as perturbagoes é

(20, &) = (0.01,0.01).

as instabilidades geradas por ¢? < 0 e sua divergéncia. Assim como, é perceptivel que
as perturbacoes podem apresentar instabilidades se o campo magnético, ou a relacao
p~+p — 0, vai a zero rapidamente. E perceptivel que a presenca do campo elétrico pode
fornecer estabilidade para a evolucao das perturbagoes, uma vez que se com valor de o
suficiente, é possivel que a divergéncia nos parametros da equacao de estado e ¢? sejam

evitadas.
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5 Consideracoes Finais

A discussao apresentada neste trabalho leva a generalizacao do procedimento de
Tolman-Ehrenfest para a tomada de médias espaciais, garantindo a compatibilidade entre
uma ENL e um universo homogéneo e isotropico. Sob condigoes adequadas, a abordagem
usual é recuperada, particularmente para Lagrangeanas dependentes apenas do invariante
F. Neste caso, a dependéncia espacial do invariante G nao desempenha papel. Além
disso, da forma geral da pressao anisotropica e do fluxo de calor, as mesmas condigdes de
compatibilidade podem ser obtidas sempre que a Lagrangeana é separavel em uma parte
dependendo apenas de F' e outra dependendo apenas de G.

A analise qualitativa indica a possibilidade de uma fase de expansao acelerada. Sob
diferentes escolhas da curvatura espacial, é possivel obter universos que expandem indefini-
damente para € < 0, assim como universos com um tamanho maximo que eventualmente
volta a colapsar ao alcancar o limite superior, no caso em que € > 0. O limite superior da
NEC (em termos de B) corresponde a uma indeterminagao no sistema construido para o
caso do UQM. E esperado que esta indeterminacio seja removida através da aplicacdo de
técnicas especiais da teoria qualitativa de sistemas dinamicos singulares.

Resultados conhecidos relativos ao UM sao recuperados e complementados pela
analise qualitativa do sistema dindmico. Neste paradigma, tanto a NEC quanto a SEC
podem ser violadas, e solu¢oes apresentando ricochetes do fator de escala e universos
ciclicos sao obtidas. Também analisamos o regime oposto, quando se toma F' = 0. Neste
limite, a NEC nunca é violada, mas a SEC ainda é, permitindo a existéncia de fases de
expansao acelerada. E vilido mencionar que a violacdo das condicoes de energia em uma
analise de fluido efetivo indica que a dindmica de fundo permite, em geral, comportamento
nao usual, mas, por si s6, nao indica se a teoria de campos é livre de fantasmas ou
instabilidades de gradiente. Claramente, no regime de campos fracos, nosso modelo se
reduz suavemente a teoria de Maxwell, portanto, herda sua estabilidade.

Durante a analise perturbativa, é perceptivel que quando ha o decaimento do campo
magnético, é possivel que as perturbacoes sejam totalmente diluidas em um universo em
expansao. Essa diluicao ocorre de maneira mais lenta do que o esperado para um universo
cuja fonte seja uma eletrodinamica linear. Também é possivel que resquicios destas
perturbagoes ainda perceptiveis atualmente caso o universo apresente uma curvatura
espacial levemente positiva, uma vez que o campo magnético alcanga um valor minimo
nao-nulo. Outro aspecto importante desta formulacao é a imposicdo de um valor minimo
de o para o qual a transicao entre o limite de campos fortes e fracos seja suave, ou seja,
indicando a necessidade de um valor minimo para o campo elétrico médio nesta formulacgao.

A violagao da NEC implica, para as perturbagoes, uma regiao de instabilidade,
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causando o crescimento de seus valores. No entanto, caso as perturbacgoes decaiam mais
rapidamente do que o campo se aproxima do valor em que p + p — 0, a instabilidade é
evitada. Isso pode ser observado durante a andlise de campos fracos realizada. Outra causa
de instabilidade nas perturbagoes é a divergéncia de ¢? que ocorre para diferentes valores
do campo magnético em cada caso considerado. No entanto, valores muito pequenos de «
podem levar esta divergéncia a valores muito altos para o campo magnético. Para avaliar
a relevancia da presenca desta divergéncia seria necessario avaliar os dados observacionais
para os valores do campo magnético primordial, assim como os valores esperados para os
parametros « e 5. Em geral, as perturbacoes sao diluidas sempre que o campo magnético é
diluido pela expansao. Em regioes nas quais percebe-se que o campo magnético cresce em
direcao a valores maiores, ou a valores singulares, as instabilidades levam ao crescimento
das perturbacgoes.

Mesmo que este trabalho seja qualitativo, ele sugere possiveis caminhos observaci-
onais para vincular o espago de parametros do UQM. A forca e o espectro dos campos
magnéticos primordiais sdo vinculados pelas anisotropias da CMB [107, [T08] e pelas medi-
das de rotacao de Faraday [109, 110], que indiretamente vinculam combinacoes de «, 3, e
da magnitude inicial do campo magnético, By. Além disso, desvios na historia da expansao
primordial induzidas pela NEC/SEC podem deixar resquicios nas perturbagoes primordiais
e na era de reaquecimento inflacionario. Um confronto direto com a CMB e os dados de
estrutura de larga-escala, assim como vinculos para os cenarios de magneto-geneses, é
deixado para trabalhos futuros.

Ao contrario da cosmologia, onde os campos eletromagnéticos sao pequenos, espera-
se que eles sejam presentes e com grande intensidade no interior de estrelas. Se este
modelo ¢é aplicado no contexto do colapso gravitacional, o padrao peculiar seguido pelas
condi¢oes de energia pode levar a resultados inesperados, possivelmente comportamentos
ciclicos ou ricochetes no interior da estrela. Outro objetivo futuro para o desenvolvimento
deste trabalho é analisar Lagrangeanas nas quais termos como yF'G estejam presentes, o
que permitiria a extensao a modelos conhecidos, como o modelo de Born-Infeld. Por fim,

deixamos o estudo destes modelos em outras métricas de fundo para trabalhos futuros.
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APENDICE A - A equivaléncia entre o

formalismo JEK e o de Einstein

Para demonstrar a equivaléncia entre ambos os formalismos é necessario partir das

identidades de Bianchi; tem-se que

Ruuaﬁ;/\ + R'wj/\a;ﬁ + R,U'VB)\;Q - O, (Al)

ao contrair os indices v e A obtém-se a seguinte expressao

RQBW;V _ Rl/uua;ﬁ + Rl/uuﬁ;a =0,

em que foram utilizadas simetrias do tensor de Riemann na forma

Ryveld = Rodm, (A.2)

e, também
R,ul/oz,@ — _RV/L(Xﬁ — RVMBG. (A3)

Podemos entao reescrever a equagao (A.1)) apds a contragdo, usando a definigdo do tensor
de Ricci
RF* = R < (A.4)

de forma que a primeira contracao da identidade de Bianchi é dada por

Raﬂuu_y — RHesB _ puBia — pulesB] (A.5)

Também serd necessario utilizar a segunda contragao da identidade de Bianchi, portanto,

contraindo « e p na equagao (A.5)), tem-se que

up v _ pp B pub;
R Y, =R P — R

Note que a primeira derivada covariante no lado direito se torna uma derivada simples

uma vez que temos a definicdo do escalar de Ricci como

R=R",. (A.6)

Usando a equagao (A.4]) e a expressdo (A.6) obtemos a segunda contragdo como

R¥, =R"—-R"7, (A7)
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A expressao (|A.7) indica uma propriedade importante do formalismo da RG. Note que,
usando a métrica para baixar o indice no primeiro termo a direita da equagao (A.7) tem-se

que

1 1
R, — SR ,g" = (Rﬂ” - 2Rgﬂ”> 0. (A.8)

v

Assumindo a validade das equacoes da RG, é possivel afirmar

1
R — §Rgﬁ” = —rT", (A.9)

em que x ¢ uma constante de proporcionalidade construida usando a velocidade da luz c e
a constante de gravitacdo universal G. Podemos entao comparar a equagao (A.9) com o
resultado obtido, e, assim, garantir a conservacao do tensor energia-momento da seguinte

forma

™  =0. (A.10)

Esta é a base para as equacoes do formalismo da RG. De forma a mostrarmos a equivaléncia
entre os formalismos é necessario introduzir a representacao JEK a partir da decomposi¢ao

do tensor de Riemann em suas partes irredutiveis, o que ¢é apresentado na proxima segao.

A.1 As equacdes quasi-Maxwellianas

Para obter as equacgoes desejadas ¢ preciso utilizar a identidade de Bianchi contraida
(A.5)), mas escrita em termos do tensor de Weyl, W## este tensor é definido de modo
que tenha as mesmas simetrias do tensor de Riemann, mas sem traco. Podemos obté-lo a

partir do tensor de Riemann pela seguinte decomposicao em partes irredutiveis

1

1 1 1
o = Wag + 58ap950 + 58s090n = 580090 = 580900 —

1

R
6

R (A.11)

em que é necessario simplificar a notagao da expressao (A.11)). Escrevendo a equagao

(A.11)) com todos os indices contravariantes e calculando a sua divergéncia, tem-se que

RO‘B’W;V _ Waﬁww + ; (Ra“gﬁl').y

)

ey () = (),
1

() (157,

Uma vez que nao se considera elementos de tor¢ao em nosso formalismo, pode-se considerar
que a derivada covariante da métrica é nula por definicao, desta forma podem ser retiradas

das derivadas, isso inclui os termos com ¢g“’*¥ pois
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gaﬁuu _ ga,ugﬁv _ gOtV95M7 (A.l?)

portanto, a divergéncia do tensor de Riemann pode ser escrita como

1 1 1 1 1
RoBuvy b Z P Rom ZgHRBY  _ Zgfrpoy  _ ZgovpB QB‘WR.V.
v R + 29 v + 29 v 29 v 29 % 6g 3

Esta expressao pode ser simplificada reorganizando fatores, e escrevendo as derivadas em

sua forma contravariante, tem-se que

Raﬁuv;y — Wab’wf;y + ;&BVRO"W _ ;(WVRBM;V + ;ga“R”BV;V _ ;gb’uRauw _ égaﬁwR%

em que se usa a definicdo da delta de Kronecker, e aplicando a sua propriedade, tem-se que

1 1 1 1 1
Raﬁuv. — Waﬁul{ ZRawB _ Z pBme  — auRﬁu. _ ﬂuRav. _ = aﬂm/RV_
v sV + 2 2 + 2g sV 29 WV 69 5
Utilizando a definicao de anti-simetriza¢do podemos escrever que
5 1 . 1 1 1
RoPw  — WO‘B”V.V + iRu[aﬂ} + igauRBV-u _ §gB“RaV.U _ 690‘BWRW.

Para lidar com o terceiro e quarto termos é possivel utilizar a segunda contracao da

identidade de Bianchi (A.8]), obtém-se que

1 1
,gﬂugavR;y _ —gaﬂ“l’R;y,

1 1
RoPw  _ eBur ZRHasBl  Zpengbrp
v W+2 +-9"9 1R, 1 6

4

escrevendo as derivadas de maneira contravariante e utilizando a propriedade das deltas
de Kronecker tem-se que
1

ROPur  _ yyebur lRu[a;/ﬂ + ,guocR;B _ lguﬁR;a _ lgaﬂwR'
v o2 4 4 6 w

Aplicando novamente a anti-simetrizagao

1 ) 1 ) 1
Raﬁuv;y _ Waﬁuvw + 5Ru[aﬂ] + Zgu[aRﬂ} _ égaﬁuvR;w

Agora, para lidar com o termo final é necessario utilizar a definicao (A.12)), podemos

escrever

1 1 1
RO _ yeBur ZRHasBl  Z pplapiBl _ Z (gangBr _ pav  Bu R,
v v T35 T 9 6@ 9 —9"9 ),

separando os termos, e levantando o indice da derivada covariante como feito anteriormente,

obtemos
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ReBw  _ yyebu lRu[a;ﬂ] + lgu[aR;B] _ lgu[aR;B]
v v2 4 6 ’

ou seja, podemos obter a divergéncia do tensor de Weyl como

1 1
afuy = pulasBl = opla piBl Al
wesn 2R 129 R (A.13)

Note que é necessario utilizar a equagao para simplificar a divergéncia do tensor de
Riemann. A equacao ¢ uma de duas equagoes que podem ser utilizadas para escrever
as EQM em sua forma explicita, mas este formato nao é necessario para demonstrar a
equivaléncia do formalismo com a RG, mesmo que a segunda equacao se faga necesséria.
Pode-se escrever a equagao em termos do tensor energia-momento T e seu trago
T, tomando o trago da equacao , contraindo os indices § e v em , é possivel

obter que

R-— ;Rayy = —KkT",,

usando que 7%, =T e, como estamos em um espago-tempo de dimensao 4, tem-se ¢”, = 4,

de forma que

R = «T. (A.14)
Utilizando o resultado ((A.14)) e a equagao (A.9)) na equagao (A.13]), podemos escrever que

Waﬁzw;y — ; <_,{Tu[a;,3] + ;,{gu[aTﬁ]> _ %g”[aT;B],

distribuindo os termos, obtém-se

W&BMV;V — %HTM[&;B} + ggu[aT;ﬁ]_ (A.15)

A partir das equagdes (A.13)) e ({A.15) podemos demonstrar a equivaléncia de ambos os

formalismos. E também a partir destas duas equacdes que obtemos as EQM, sendo elas

obtidas através das seguintes projecoes independentes

WP vsv b7 (A.16)
Waﬁ‘“’w ng)‘aﬁvuv)\ (A.17)
wesr hu(”nT)’\an)\ (A.18)
W woh, by, (A.19)

Antes de realizar as projecoes, apresenta-se argumentos para demonstrar a equivaléncia

entre a RG e o sistema formado pelas equagoes (A.13) e (A.15]).
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A.2 Demonstrando a equivaléncia entre os formalismos

Uma vez que as equagoes ([A.13) e (A.15]) fornecem a mesma informagao, pode-se

garantir que

12

expandindo a antissimetrizagdo, e também, evidenciando as derivadas covariantes em « e

L putossl L uto sl — “Roputess) | K pular)
2 2 6 !

[ tem-se que

K

3gu5T> — 0. (A.20)

o3

1 K 1
(R,ua — égﬂaR + RTHQ — 3guaT>.B — (R,uﬂ — égﬂﬁR + K;T,Uﬁ

Uma vez que o trago da equagao ({A.9) resulta na relagao (A.14)), podemos mostrar que

cada componente em parénteses na expressao ((A.20) pode ser identificado como

1 1
(Rlia - §Rgp,a + KTua)ﬂ - (Ruﬂ - §ngﬂ + HTMﬁ)-a = 0. (A21)

)

Para propagar as EQM ¢ preciso estabelecer condig¢oes iniciais de segunda ordem para

as equagoes diferenciais de terceira ordem dadas por (A.13) e (A.15). Essa propagacao

¢é equivalente a RG se se escolhe como condicao inicial em uma superficie tipo espacgo
> em que seja valido o formalismo da RG. Isso é possivel por meio da propagacao da
equagao (A.21) temporalmente e espacialmente, fazendo « = 0e = [, em que [ = (1,2, 3),

obtém-se

| |
(Ruo = 3890+ 5T0 ) = (R = 3Rgu+ KT, ) =0.

B ;0
Note que outras escolhas de indice seriam equivalentes aquela, ou solugoes triviais do
problema. Agora, uma vez que toma-se como condicao inicial a validade das equagoes de
Einstein sobre uma superficie tipo espago, a propagacao espacial (termo com derivada

covariante em [) é identicamente nula, restando entdo a seguinte expressao

1
<Rul - §Rg/d + I{Tul).o = O’ (A22)

ou seja, as componentes da equacao de Einstein do tipo "ul"se propagam também tem-
poralmente, uma vez que a relacao é propagada temporalmente e espacialmente. Mas,
ainda ¢é necessario verificar se os componentes do tipo "u0"também se propagam. Para

isso, utiliza-se a conservagao do tensor momento-energia, tem-se da equagao (A.10) que

™, =T" +T", =0. (A.23)

Como, na superficie tem-se a validade das equagoes de Einstein, pode-se escrever que
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1 1
(R“O — g“°R> =— (R“l - g’”R) : (A.24)
2 -0 2 l

E uma vez que a relagao (A.23)) pode ser escrita como

) )

T =TH, — 1 (R“’ — 19/“}2) =0,
’ ’ K 2 1

3

é possivel utilizar o resultado (A.24)) para escrever esta expressao como

1
KT, + (R"O — 2g“OR> =0,
;0

ou seja, tem-se que

(R“O - ;g"OR 4 HT“O) — 0. (A.25)

0
Desta forma a conservacao do tensor momento-energia garante que as componentes da
equacao de Einstein da forma "u0"também sdo propagadas temporalmente, e ndo somente
sobre a superficie. Desta forma, a validade das equagoes da RG sobre uma superficie do
tipo espago e a conservagao do tensor energia-momento (que é consequéncia direta das
identidades de Bianchi) garantem que as equagoes de Einstein sdo propagadas por todo o

espaco tempo pelas EQM.
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