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Resumo 

A presença de simetrias de calibre, sem ou como auxilio de campos de Wess-Zumino(WZ), 

em sistemas que, originalmente, não as apresentam, será investigada. Para tanto, serão 

utilizados os métodos de Dirac, simplético e de projetores. 

Primeiro a turbulência hidrodinâmica será investigada, serão aplicados os métodos de 

Dirac e simplético para sistemas vinculados invariantes de calibre com o objetivo de de-

terminar a dinâmica do modelo. Além disso, o método dos projetores será aplicado, o que 

permitirá a obtenção de uma interpretação geométrica da simetria de calibre existente[1]. 

Segundo, uma nova forma de revelar simetrias em sistemas vinculados não invariantes 

de calibre será abordada. Este novo método denomina-se método simplético de imersão, 

baseia-se no método simplético e na introdução das variáveis de WZ. Uma forma de 

ilustrar e permitir a comparação com outros métodos de imersão(BFFT e iterativo) será 

aplicado no modelo Schwinger quiral bosonizado [2]. Depois, será tratado um importante 

caso: o modelo mecânico do fluido. Este é obtido através de uma redução dimensional 

de uma teoria relativística de membrana. Neste sentido, a simetria de calibre da teoria 

de membranas relativistica, eliminada no processo de redução ao modelo de fluido d-

dimensional, será restaurada. Isto permitirá uma nova interpretação das simetrias do 

modelo de fluido [3]. 
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Abstract 

The presence of the gauge symmetries, without or with the help of the Wess-Zumino(WZ) 

fields, in noinvariant systems wi11 be invest gated. For this, will be utilized the Dirac, 

symplectic and the projectors methods. 

First, the hydrodynamic turbulence will be treated. In this context, will be applied the 

Dirac and symplectic methods for constrained system gauge invariant with the purpose 

of establish the dynamics of the model. Further, the projectors methods will be applied, 

what will allow a geometrical interpretation of the gauge symmetry ex stency. 

Second, a new way of disclose symmetries in constrained systems gauge noninvariant 

will be treated. This new method called symplectic embedding formalism is basead on the 

symplectic method and with the introduction of the WZ variable. In order to illustrade 

and allows to put in perspective with others embedding methods (BFFT and iterativo), 

this new formalism will be applied in the bosonized chiral Schwinger model. After that, 

will be treated an important case: the fluid mechanics model. This model was obtained 

through a dimensional reduction of a relativistic membrane theory. In this context, a 

gauge symmetry of relativistic membrane theory, losted after the reduction process to a 

d-dimensional fluid mode' will be recovered. This will allow a new interpretation of the 

symmetries of fluid model. 
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Introdução 

A presença de simetrias em teorias de campos tem um papel importante, uma vez que elas 

estão relacionadas com interações físicas fundamentais na Natureza. Estas simetrias são 

definidas por algumas relações chamadas, na linguagem de Dirac, de vínculos de primeira 

classe [4, 5, 6, 7, 8]. Assim, a aplicação de qualquer processo de quantização nestas teorias 

necessita de cuidados especiais, porque a presença de simetrias de calibre indica que existe 

algum grau de liberdade supérfluo. 

Nosso objetivo nesta tese é investigar as simetrias e seu respectivo papel nos diferentes 

sistemas que iremos tratar. Em um primeiro momento, devido a uma analogia com o 

eletromagnetismo de Maxwell, estudaremos turbulência hidrodinâmica como um sistema 

vinculado (teoria de calibre). Com o objetivo de determinar a dinâmica do modelo, 

aplicaremos os métodos de Dirac e simplético para sistemas vinculados invariantes de 

calibre, obtendo-se os parênteses de Dirac do modelo. Além disso, o método dos projetores 

é usado para uma análise dos aspectos geométricos do modelo calibrado. 

Em um segundo momento, apresentaremos um formalismo que permite a imersão, 

via formalismo simplético e variáveis de WZ, em teorias de calibre, razão pela qual é 

denominado formalismo simplético de imersão. Ele é aplicado no modelo de Schwinger 

quiral bosonizado e no modelo mecânico de fluido. Veremos que os resultados encontrados 
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estão de acordo com aqueles obtidos por outros formalismos de imersão, como o BFFT e 

o iterativo. Veremos que um ponto muito positivo neste novo método de imersão é que 

podemos escolher a simetria de calibre que o modelo mergulhado terá, já que é o modo-

zero o gerador de tais simetrias de calibre. Nos outros métodos, a simetria de calibre não 

se manifesta naturalmente. 

A fim de tornarmos esta tese auto consistente, a organizamos como segue: No capítulo 

1, seção 1.1, apresentamos uma introdução sobre turbulência hidrodinâmica. Na seção 

1.2, uma breve revisão da dinâmica metafluida, as quantidades físicas e notações perti-

nentes são apresentadas. Na seção 1.3, a formulação Lagrangeana e Hamiltoniana para 

a dinâmica metafluida é proposta e algumas considerações sobre a taxa de dissipação de 

energia são discutidas. Na seção 1.4, a nova descrição para a dinâmica metafluida é estu-

dada usando-se o método simplético e na seção 1.5 o método de Dirac, o qual conduz à 

revelação da simetria de calibre do modelo. Além disso, analisamos a simetria do modelo 

e mostramos que a invariância de calibre é preservada somente no intervalo inercial, e 

também identificamos as quantidades físicas que são invariantes de calibre nesta região. 

Na seção 1.6, a interpretação geométrica das simetrias de calibre é dada e discutida. Na 

seção 1.8, apresentamos as conclusões sobre este capítulo. No capítulo 2, o formalismo 

simplético invariante de calibre é sistematizado, onde enfatizamos os passos principais e 

vantagens para duas versões diferentes dadas nas seções 2.2 e 2.3, respectivamente. Este 

formalismo é desenvolvido a partir do método simplético [9, 10, 11], que é um modo mod-

erno de se lidar com sistemas vinculados, e com a introdução de variáveis de WZ. Em 

seguida, na seção 2.4, faremos uma aplicação para ilustrar o formalismo simplético de 
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Imersão ao modelo de Schwinger quiral bosonizado, que tem atraído muita atenção nas 

últimas décadas, principalmente no contexto de teoria de cordas [12, 13] No capítulo 

3, estudamos um caso mais importante, onde faremos uma investigação completa das 

simetrias de calibre escondidas em um modelo de mecânica de fluido. Mostraremos que 

este modelo não tem apenas uma descrição invariante, mas uma família de representações 

invariantes de calibre dinamicamente equivalentes. E para finalizar, no capítulo 4, apre-

sentamos nossas conclusões gerais e discussões finais. 



Capítulo 1 

Turbulência hidrodinâmica 

1.1 Introdução 

Há uma grande variedade de fenômenos que ocorrem na Natureza que podem ser classifi-

cados como turbulência hidrodinâmica. A turbubulência hidrodinâmica ocorre no escoa-

mento de líquidos e gases que vão desde a simples mistura de um coquetel ao compor-

tamento da atmosfera, do escoamento sanguíneo ao escoamento em tubos, rios, mares e 

oceanos, da convecção térmica em urna panela quando uma sopa é preparada à convecção 

térmica nas estrelas [14]. Entretanto, a sua compreensão tem sido um grande desafio ao 

longo dos séculos. O fenômeno de turbulência foi anteriormente estudado, aproximada-

mente há mais de 500 anos por Leonardo da Vinci[15], que brilhantemente observou a 

geração de vórtices em certo intervalo de escala de comprimento nos escoamentos tur-

bulentos de jatos d'agua passando por um obstáculo ou através de um orifício. Estas 

observações podem ser consideradas como uma antecipação de algumas idéias relativa-

mente recentes [16, 17, 18]. 

Há um grande intervalo de tempo entre os estudos de Leonardo da Vinci até o inicio 

matemático da mecânica de fluidos com Leonard Euler [19, 20]. Na busca de tentar 
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compreender as leis que regem o movimento dos fluidos, Euler em 1755 escreveu as leis 

de Newton da mecânica para um fluido, mais tarde chamada de equação de Euler, como 

pari, t) 	 1  
+ (11, t) .V ti(í. , t) = p(11, t)

Vp(g, t), at 

onde u(aTi, t) é o campo de velocidade, 	t) é a pressão e p(i, t) é a densidade do 

fluido. A equação de Euler, eq.(1.1), essencialmente representa a segunda lei de Newton 

do movimento É = rnei (ou melhor d = 	[21] que quando aplicada para um meio 

contínuo, expressa a conservação cio momento para um elemento de volume do fluido. O 

termo 	t) é a força total atuando sobre o volume devido à superficíe limite do 

volume, que é igual ao produto da massa por unidade de volume (p) e a aceleração 

t) — 
Dilí( 	t) 	(9Ü(±1,  t) 	

) 	 ( 	) 
Dt 	

t. 	 1.2 

O operador derivada D/Dt na eq.(1.2) é chamado derivada substantiva ou derivada ma-

terial. Significa não a taxa de variação da velocidade do fluido em um ponto fixo no 

espaço, mas a taxa de variação da velocidade de uma dada partícula-fluido quando esta 

se move no espaço. A derivada substantiva representa a relação entre uma formulação 

Lagrangeana na qual uma quantidade depende do tempo e uma formulação Euleriana na 

qual a quantidade depende da posição e do tempo t. 

Para um fluido ideal, como o considerado por Euler, além da equação de movimento, 

eq.(1.1), temos também a conservação da massa do fluido, ou seja, a densidade p é cons-

tante, que se traduz na condição de fluido incompressível, isto é, o campo de velocidade 

não é divergente, a saber 

t) = O, 	 (1.3) 
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que é o tipo de escoamento que estamos interessados em estudar. 

Algum tempo mais tarde;  o trabalho de Euler serviu como um guia para L.M.H. 

Navier [22] e G.G. Stokes [23], que apresentaram a equação dinâmica de movimento para 

um fluido viscoso. A eq.(1.1) modificada, chamada de equação de Navier-Stokes(NS), é 

reescrita como 

	 + u(x—  t) .V Ci(g t) + 1\7 p(i.. t) = 	, t), 
at 

, t) 	
(1.4) 

onde I/ é a viscosidade cinemática (viscosidade usual dividida pela densidade) e o termo 

vV2fi(i, t) representa a força dissipativa devida à viscosidade (v). 

Podemos escrever eq. (1.4) de uma forma mais conveniente, usando a identidade 

x — - ViTi2  onde w = V x it é o campo de vorticidade, da seguinte forma 

u2  t) 	Nv,(1, t) x 	t) 	
p  

+ —) + vV2ü(i, t). 
at 	 p 2 

O termo entre parênteses na eq.(1.5) é a função energia de Bernoulli [20] dada por 

P U2 
(I)( t = + 2 . 

O próximo passo no desenvolvimento da hidrodinânamica foi dado por O. Reynolds 

[24]. Ele provou experimentalmente que o caráter do escoamento de um fluido não de-

pende da sua velocidade e viscosidade separadamente. Sob certas condições de fronteira 

e inicial, o caráter do escoamento depende da razão adimensional Re =[ termo não linear 

na eq.(1.4)]/[ termo de viscosidade na eq.(1.4)], que é o número de Reynolds 

Re = 
uL 	 (1.7) 

(1.5) 

(1.6) 
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onde L é a escala de comprimento (escala integral) característica do campo de velocidade 

t). O termo ti.Vd, na eq.(1.4), é da ordem de u2 /L e a quantidade vV2fi é da ordem 

de vu/L2 . Assim, a razão entre estes dois termos é exatamente o número de Reynolds, 

eq.(1.7). Com isso, o termo n.Vã pode ser negligenciado se o número de Reynolds for 

pequeno, assim a eq.(1.4) torna-se uma equação de difusão 

oco',  t)_ ,v  2ü, at (1.8) 

onde a viscosidade v faz o papel do coeficiente de difusão. Assim, como estamos interes-

sados em tratar o escoamento turbulento, devemos considerar números de Reynolds altos, 

quando o termo não linear é fundamental, e onde as soluções das equações de NS tornam-

se instáveis, com o fluido assumindo um regime de movimento muito complexo, com a 

velocidade variando aleatoriamente e sem qualquer ordem notável, conhecido como regime 

turbulento totalmente desenvolvido [18]. Descobrir exatamente o que acontece quando o 

fluido assume tal regime é de fundamental importância tanto para a física teórica quanto 

para física experimental. 

O conceito moderno de turbulência hidrodinâmica totalmente desenvolvida surgiu com 

o modelo de cascata de Richardson [25]. De acordo com a representação de escoamento 

turbulento proposta por ele, os grandes vórtices, gerados em grandes escalas (escala inte-

gral) induzem vórtices menores que, por sua vez, induzem vórtices menores ainda e assim 

transferem a energia, fornecida ao fluido por uma força externa, pela não linearidade do 

movimento do fluido, até ser dissipada (escala de dissipação de energia ti) pela viscosidade 

em pequenas escalas. 

Uma contribuição importante para a teoria de turbulência totalmente desenvolvida foi 
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dada por Kolmogorov e Obukhov em 1941 [26, 27]. Eles supuseram que no processo de 

cascata, a transferência de energia entre vórtices de diferentes escalas é local, e todas as 

informações sobre a fonte de energia na escala integral são perdidas, exceto a informação 

sobre a taxa de injeção de energia e, que é igual ao fluxo de energia (e também à taxa de 

dissipação). 

Podemos ver isso melhor a partir da equação de balanço de energia. Da eq.(1.4), mo-

dificada pela adição da força externa f, tomando-se o produto escalar com ff e integrando 

o resultado no espaço, obtém-se 

f 12u2 = 	f rd, 
	 (1.9) 

que expressa o balanço de energia: a derivada total no tempo da energia do lado esquerdo 

é igual a diferença entre a taxa de injeção de energia f fã e a taxa de dissipação de 

energia v f (Vã)2. Tomando a média no estado estacionário, quando as características 

estatísticas do escoamento turbulento são independentes do tempo, obtém-se 

(ü# 	= ((V1-1)2) 	e. 	 (1.10) 

A taxa de injeção de energia em grandes escalas (L) é balanceada pela taxa de dissipação 

de energia em pequenas escalas (7)), e são iguais ao fluxo de energia e das grandes para as 

pequenas escalas do escoamento no chamado "intervalo inercial": 

97 G< Intervalo Inercial < L, 

introduzido por Kolmogorov na derivação da lei dos 4/5 [26] e por Obukhov [27] e anteci-

pado, em parte, por Richardson [28], onde a taxa de transferência de energia f f.t e a taxa 
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de dissipação 1/ f (V f.)2  são essencialmente nulas. Esta situação nos recorda a teoria de 

transição de fase. Existe uma frequência de corte e urna representação universal no meio. 

Sendo que no nosso caso, são duas frequências de corte naturais [29, 30], a frequência de 

corte infravermelha e ultravioleta, dadas por 1/L e 1/77, respectivamente. 

Desde o seu descobrimento, um enorme esforço tem sido feito para se estudar tur-

bulência, muitas aproximações e novas propostas tem sido feitas. Nos últimos anos, a 

investigação da turbulência hidrodinâmica têm experimentado um renovado otimismo so-

bre a possibilidade da solução do problema de turbulência. Isto se deve não a algum 

excepcional desenvolvimento no estudo teórico ou experimental de turbulência por si só, 

mas sim ao desenvolvimento em áreas vizinhas, como por exemplo, no estudo da analogia 

entre turbulência e a teoria de fenômenos críticos e o esforço combinado de teoria quântica 

de campos e física da matéria condensada [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37] entre outros, 

o que tem tornado a turbulência um campo de pesquisa muito promissor. 

Juntamente com os resultados obtidos com a unificação de idéias, conceitos e noções 

físicas de áreas totalmente diferentes para se estudar o escoamento de fluidos turbulen-

tos com número de Reynolds alto, surgiu uma nova teoria de turbulência proposta por 

H. Marmanis [38]. Ele apresenta uma nova dinâmica para descrever o comportamento 

de quantidades médias de um fluido incompressível em regime turbulento totalmente 

desenvolvido chamado de dinâmica metaflu da. Nesta nova dinâmica para turbulência 

hidrodinâmica, ele obtém um conjunto de equações lineares semelhantes às equações de 

Maxwell [39] para o eletromagnetismo. Com  isso tornou possível descrever o compor-

tamento dinâmico de quantidades médias do escoamento em fluidos incompressíveis de 
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número de Reynolds elevados. O primeiro passo para essa nova teoria é reconhecer a 

vorticidade (Q(f t) = V x ti) e o vetor Lamb (t(g,t) = w x ti) como os centros de uma 

teoria dinâmica de turbulência, com a introdução dos conceitos de carga turbulenta e cor-

rente turbulenta. A principal característica dessa nova teoria para fluidos turbulentos é a 

estrutura linear das equações de movimento, transformando o problema de completeza em 

turbulência em um estudo de fontes turbulentas para diferentes geometrias de interesse 

[38]. 

1.2 A dinâmica metafluida 

O estudo da turbulência consiste em encontrarmos as propriedades médias das soluções da 

eq.(1.5) sob a restrição da condição de incompressibilidade, eq.(1.3). As eq.(1.5) e (1.3) 

formam um sistema de equações diferenciais parciais acopladas, complementadas com 

condições iniciais e de fronteira. Entretanto, os escoamentos turbulentos são caracteriza-

dos pelo grande número de escalas de movimento dinamicamente significativas produzidas 

e sustentadas por uma transferência contínua de energia das grandes escalas até as peque-

nas escalas. Sob estas circuntâncias, vemos a necessidade de se conhecer as propriedades 

das quantidades médias que estão relacionadas com o escoamento. Para isto, Reynolds 

[40] introduziu a decomposição dos campos em uma parte média e uma flutuante. Esta é 

a famosa decomposição de Reynolds, que aplicada às equações de movimento conduz ao 

problema de completeza. O último é uma característica comum de equações não lineares 

médias, onde a não linearidade introduz momentos de alta ordem das flutuações. 

Uma maneira de se evitar este tipo de dificuldade seria encontrar um conjunto de 
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variáveis dinâmicas em termos das quais as equações de movimento tornam-se lineares, 

porém, tais variáveis em geral não existem. Neste caso, uma alternativa é tomar partes 

destas não-linearidades como fontes do modelo, de tal forma que estas não-linearidades 

tenham um significado físico especial, ou seja, que tenham uma clara conexão com quan-

tidades fundamentais do escoamento e cujas propriedades e distribuições possam ser es-

tudadas no espaço físico [38], como é o caso com as fontes do campo eletromagnético. 

Em mecânica de fluidos este tipo de aproximação é encontrado no trabalho de Lighthill 

[41] sobre som gerado aerodinamicamente, onde ele introduz a noção de tensões aplicadas 

externamente como as fontes do modelo.  

Partindo desta idéia, H. Marmanis [38] propôs uma nova teoria física para turbulência 

onde identifica certas quantidades do escoamento como as fontes do movimento turbu-

lento (o equivalente ao tensor das tensões de Lighthill).Estas novas quantidades do 

escoamento, identificadas como a carga turbulenta (n) e a corrente turbulenta (j), pos-

suem estrutura espacial e temporal e podem ser aplicadas ao modelo, no sentido de que a 

sua distribuição pode depender somente da geometria do escoamento [38]. Isto resulta em 

uma nova dinâmica para escoamentos turbulentos, onde a turbulência se apresenta como 

uma interação entre a vorticidade N."5" e o vetor Lamb E chamada de dinâmica metafluida. 

Essencialmente, com esta proposta, transforma-se o problema de completeza em um es-

tudo de fontes turbulentas para diferentes geometrias de interesse descrito pelo seguinte 

sistema de equações 

V.W](1, t) 	O, 

at 
t) =  vr X Ri, t) VV2 W(i1, t), 
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t) = n(.F, t), 

a1(±, 
 t)  — u2v x*•(±.,t) —Ri 0+ vVrief t) — tiV2t at 

	

	 (g,  t), 
— 

onde a corrente turbulenta é dada por 

j fin + 	x 	+ x V(<1> + u2) + 2(1.V)n. 	 (1.12) 

Estas equações são análogas às chamadas equações de Maxwell microscópicas [39] (com 

uma correção devido à viscosidade na segunda e quarta equações na eq.(1.11) ) que podem 

ser escritas da seguinte maneira 

710, t) = 0, 

ag(i?'  t) O x g(2', t), at 

 V.Kg, t) = 47rp(±, t), 

(1.13) 

aew, O_  c2 
at 	

,v, 	t) — 	t), 

onde g(11, t) é o campo magnético microscópico, 	t) é o campo elétrico microscópico, 

p(a7:, t) é a densidade de carga microscópica e i(±', t) é a corrente microscópica [39]. 

Os dois sistemas compartilham uma característica comum, que é a de ter seus campos 

variando extremamente rápido no espaço e no tempo. Pode-se argumentar que no eletro-

magnetismo a carga e a corrente são dadas, ao passo que na hidrodinâmica elas fazem 

parte do problema. De fato, não é bem assim: as variações espaciais dos campos eletro-

magnéticos microscópicos ocorrem em distâncias da ordem < 10-8cm, e suas flutuações 

temporais ocorrem em períodos de 10-12s para vibrações nucleares e 10-17s para movi-

mento orbitais eletrônicos. Medidas macroscópicas levam a médias em intervalos muito 
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maiores que estes. Portanto, todas as flutuações microscópicas são "mediadas", dando 

variações de quantidades macroscópicas relativamente suaves e lentas. Estas quantidades 

macroscópicas são determinadas experimentalmente e esta é a razão pelas quais são consi-

deradas como um espécie de "insumo" nas equações de Maxwell macroscópicas. O quadro 

qualitativo resultante para as fontes eletromagnéticas é análogo ao das fontes turbulentas 

na formulação da dinâmica metafluida. 

Obtidas as equações "microscópicas" fundamentais, eq.(1.11), toma-se as médias de 

todas as quantidades sobre o espaço, aplicando um método de filtragem devido a Rus-

sakoff [42]. As fontes médias obtidas deverão ser determinadas experimentalmente ou 

numericamente, e devem ser consideradas como um insumo" nas equações da dinâmica 

metafluida. No método de filtragem, a média espacial de uma função A(g, t) com respeito 

a uma função teste f (£) é definida por 

t)) = f f (11)A(51. 	511)d 3 x1. 	 (1.14) 

onde f (í.) > O em alguma vizinhança de g = 15, c f f 	= 1. 

Note que há uma distinção entre a filtragem espacial, eq.(1.14), com a função teste 

f (i) - denominada "truncamento" (do espectro de números de onda) - e a média da 

mecânica estátistica sobre os diversos tipos de conjuntos [39]. 

Aplicando o método de filtragem às eqs.(1.11), os campos de Lamb e vorticidade, na 

escala macroscópica (re 'O), são definidos como as médias espaciais dos campos na escala 

microscópica e Wr), dados por 

F(2, t) = (t(g, t)) 

711(£, t) = (\x,(ï, t)) 

(1.15) 
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Corno as operações de derivação em relação ao espaço e ao tempo comutam com a 

operação de filtragem [39], temos 

	

ax, (A(g, 	= f (1)
321 	

= (D A ) ) 

	

ax, 	 az, 

e 

a 	DA 
-(A(37, t)) =( at ). 

Logo, as eqs.(1.11) podem ser escritas como 

V.211(±], t) = O, 

t)  
et 	

— 	x 	t) + vv2g±., t), (1.16) 

Vi(g, t) = n(ré, t), 

ar (g' t)  = c2V x ni(g, t) — f(g,t) + vVn( i,t) — vV21(i, t). 
Ot 

Note que c2  = (u2), que é a média espacial do quadrado da velocidade e que pode ser 

tomada como a raiz quadrada da energia cinética total por unidade de massa e volume 

filtrado[38]. As quantidades ti e n são respectivamente as médias espaciais das fontes 5.  e 

n. 

A dinâmica metafluida é um modelo para a turbulência, que fornece um sistema de 

equações no qual os campos médios aparecem em uma interrelação contínua e respondem 

como ondas às fontes turbulentas (n, f) A carga turbulenta está relacionada com a 

função energia de Bernoulli, eq.(1.6), através da relação [38] 

n(z, t) = —v2(D(±', t). 	 (1.17) 
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As eq.(1.16) nos lembram mais o eletromagnetismo [39] do que a hidrodinâmica tradi-

cional. Esta analogia é a base da teoria proposta por Marmanis [38]. 

Além das equações para os campos, eq.(1.16) , a partir das equações de NS podemos 

escrever o vetor Lamb em termos do campo de velocidade e da função energia de Bernoulli, 

COMO 

t) atAg, t) 	0(2,  t) 	,v277(1, t). — 	at  (1.18) 

onde 2.7. = (d.) e 0 = (d)). 

Das equações da dinâmica metafluida, eq.(1.16), podemos tirar uma relação entre as 

densidades de carga re e I. Aplicando a divergência na última das equações eq.(1.16), 

temos 

—a v.1
- 

= at c2V.(V x tê') — V.,T+ vV.Vn — vV.V2i 

vV2n — vV2(V.i). 

O uso da relação V.r= re, fornece 

an(i, t)  
Ot 

(1.19) 

que é a equação da continuidade para a densidade de carga da dinâmica metafluida. 

Comparando as eq.(1.16), no caso particular de fluido sem viscosidade (v = O), com 

as equações de Maxwell para o eletromagnetismo [39] com fontes no vácuo, observamos 

que elas são as mesmas se o campo magnético B corresponder à vorticidade e o campo 

elétrico É corresponder ao vetor Lamb r. Para os potenciais, a analogia nos mostra que, 

comparando a eq.(1.18) com a equação do campo elétrico escrito em termos dos potencias, 
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que o potencial vetor corresponde ao campo de velocidade ü e o potencial escalar com a 

função energia de Bernoulli, 

Apesar de toda similaridade supracitada entre a teoria de turbulência hidrodinânica e a 

dinâmica dos campos eletromagnéticos, há uma diferença conceitual entre os dois sistemas 

na identificação dos entes físicos. No eletromagnetismo clássico os potenciais físicos são 

apenas artifícios matemáticos utilizados para facilitar os cálculos, já na dinâmica metaflu-

ida, os potenciais considerados são entes físicos fundamentais. 

Ainda é cedo para se falar de resultados e benefícios que a dinâmica metafluida possa 

trazer para o estudo da teoria de turbulência hidrodinâmica, entretanto, considerando que 

este é realmente um novo caminho nas pesquisas em turbulência, vamos explorar mais 

esta analogia usando o eletromagnetismo como um guia para o estudo de turbulência. 

Essa analogia com o eletromagnetismo sugere que a turbulência hidrodinâmica pode 

ser compreendida como um sistema vinculado e, portanto, tratada como uma teoria de 

calibre. Este sistema vinculado será investigado usando os formalismos simplético de 

Faddeev-Jackiw e Dirac com o objetivo de determinamos parênteses de Poisson entre os 

campos do modelo e, subsequentemente, obter a dinâmica e as simetrias dessa versão da 

turbulência hidrodinâmica. Porém, antes de aplicarmos estes formalismos, precisamos 

primeiramente encontrar uma Lagrangeana para este novo modelo. 

1.3 Abordagem Lagrangeana da dinâmica metafluida 

A partir da interpretação geométrica para escoamentos de Euler (NS com v = O), Arnold 

[43, 44] mostrou, usando métodos de algebra de Lie, que este tipo de escoamento pode 
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ser descrito em um formalismo Lagrangeano em qualquer dimensão. Isto tem muitas 

consequências interessantes para a mecânica de fluidos, e foi ativamente estudado [45, 46, 

47, 48, 49]. A aplicação do princípio variacional em escoamentos de fluidos incompressíveis 

sem viscosidade é muito usado no estudo do movimento de fluidos oceânicos e atmosféricos 

em grandes escalas, conhecidos como escoamentos quasigeostróficos [49, 50, 51]. 

Associado a estas formulações Lagrangeanas da equação de Euler, eq.(1.1), existe 

uma estrutura simplética e várias formulações Hamiltonianas. Isto não é novo no estudo 

deste tipo de sistema. Em hidrodinâmica, Clebsh introduziu variáveis canõnicas[52] para 

descrever o movimento de um fluido ideal(sem viscosidade) em uma classe particular, 

mas fisicamente importante, de escoamentos nos quais as linhas de vórtice são as linhas 

de interseção de duas familias de superfícies A(:, t) e µ(±?, t) [53]. As variáveis de Clebsh 

podem descrever a turbulência resultante da instabilidade do escoamento plano-paralelo 

ou escoamentos de Couette axialmente simétricos. Este é um exemplo de uma descrição 

contínua. Uma outra descrição Hamiltoniana de fluidos turbulentos é dada pela teoria de 

ondas de turbulência que estuda os estados estacionários do sistema estatístico clássico, 

que consiste de ondas que apresentam uma pequena interação [54, 55]. A Hamiltoniana 

neste caso pode ser escrita como a soma de duas partes: a Hamiltoniana não perturbada 

mais a Hamiltoniana perturbada. A descrição por vórtices pontuais também forma um 

sistema Hamiltoniano [56], porém discreto, para escoamentos de fluidos turbulentos. Uma 

outra representação Hamiltoniana, que é apropriada quando tratamos com escoamentos 

hélicos, é devida a Kuz'min [57] e Oseledets [58] (veja também Gama and Frisch [59]). 

Entretanto, embora haja uma grande variedade de formulações Lagrangeanas para 
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a equação de Euler, eq.(1.1), em nenhum destes casos as descrições Lagrangeanas (ou 

Hamiltonianas) permitem obter a equação de movimento de NS, eq.(1.4), para o escoa-

mento de fluidos viscosos. Não é óbvio que tais descrições possam ser estendidas para 

escoamentos viscosos, isto é, para a descrição verdadeira da turbulência. Naturalmente 

uma pergunta que se pode fazer é se existe um formalismo Lagrangeano (ou Hamiltoniano) 

cujas variáveis canônicas nos conduzam às equações de movimento de um escoamento com 

viscosidade. Neste ponto é que entra a dinâmica metafluicla, nos apontando um caminho 

para contornar estas dificuldades e, portanto, encontrar um formalismo Hamiltoniano 

(ou Lagrangeano) para tratar escoamentos turbulentos com viscosidade. Estenderemos a 

analogia que existe entre as equações de movimento da dinâmica metafluida, eq.(1.16), e 

as equações de Maxwell do eletromagnetismo para obtermos um formalismo Lagrangeano 

para o sistema que permitirá, mais tarde, discutir os vínculos e as simetrias presentes do 

escoamento turbulento. 

No eletromagnetismo clássico, a densidade Lagrangeana é dada pela diferença entre o 

quadrado do campo elétrico (É) e o quadrado do campo magnético (14), a saber, 

tisna 	—
2 

= (È2  — B2). (1.20) 

Usando a analogia estabelecida entre eletromagnetismo e turbulência e a correspondência 

entre as entidades físicas apresentadas anteriormente, propomos a seguinte Lagrangeana 

para a teoria de turbulência 

f (1.21) 

que pode também ser escrita em termos do campo de velocidade e da função energia de 
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Bernoulli. Usando a eq.(1.18), e pelo fato de que ti1= V x ft, ternos 

2 aft 
G= 2 -

1 (-v 0 - —Dt + vV 217,) - -
2 

c2(V x (02. (1.22) 

Aplicando as equações de Euler-Lagrange [60] na Lagrangeana (1.22) e considerando a 

equação canônica para a coordenada 0, temos 

ar 	ar 	arar  = 
2( 02Ó — 

ao 	a(8»,0) 	80 
o
' a(ai0) 	

ú;  + va2ni )(50, 

	

ar 	a 	ar = o 	=. 	s 7 7. l(x, t) = o, at 	+ mio)  alle a(8
r
340) ao  

onde usamos a identidade dada na eq.(1.18). Agora, considerando a equação canônica 

para a coordenada ib a identidade dada na eq.(1.18) e tõ = V x fi, temos 

ar  ar 
av 

 = —2c2(-8,0 — 	uu  ) X   - 2c2(ai  
l )  

- 

ar DG 
	- 2v( 0,0 	+ v(92 ui )dikbii, 

n  
u;  a(aikut) 

ar 	ar 	ar 	ar 	anz, t)_  c2v x ti;(1, - vv2i at (±', t) aitt + a(aui ) a3k  a(aikUl) 	
= o 	at  

Deste modo, a Lagrangeana, eq.(1.22), gera corretamente as duas últimas equações de 

movimento para a dinâmica metafluida, eq.(1.16), para o caso em que não existem fontes 

turbulentas (n = J = 0), com as coordenadas generalizadas sendo a função energia de 

Bernoulli O  e o campo de velocidade it. As outras duas equações são obtidas devido ao 

modo como 71i e ['são definidos. Para obter a primeira equação na eq.(1.16) basta tomar 

a divergência de ni =V xile para a segunda, tornar o rotacional da eq.(1.18). 

Consideremos agora a situação em que os termos de fonte estão presentes nas equações 

de movimento. Para isto, vamos somar a G a densidade Lagrangeana de interação rim 
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postulada como sendo 

rint  = J.ü — n¢) — vil.Vn, 	 (1.23) 

que traz um termo de correção devido à viscosidade. Neste caso, a densidade Lagrangeana 

total é dada por 

2 
= —

2 	
\1/2  — 	+ vv2271 — c2 (v x 27) 2 + 	— no — 

at 	 2 
(1.24) 

Este é sem dúvida um resultado interessante da dinâmica metafluida, que nos per-

mite encontrar um formalismo Lagrangeano para o movimento de fluidos viscosos in-

compressíveis. As equações da dinâmica metafluida, eq.(1.16), podem ser derivadas da 

densidade Lagrangeana (1.24) (da mesma forma que para o caso sem fontes) a partir das 

equações de Euler-Lagrange [60], com o campo de velocidade ü e a função energia de 

Bernoulli (/) sendo as variáveis canônicas. Um resultado importante que se pode derivar 

dessa descrição Lagrangeana para o escoamento de fluidos incompressíveis com viscosi-

dade, é a possibilidade de obtermos a equação de Navier-Stokes, eq.(1.5). Para tanto, 

vamos calcular o momento conjugado ao campo de velocidade ft, dado por 

i(f, t) 

Comparando com eq.(1.18) 

Podemos então escrever que 

 

(5£ 

  

 

577(1, t) 
a77(g, t) 	voi(g,  t) 

— vv227(i, t). 
at 

(1.25) 

emos que 

  

 

'ff (5 t) = — 

 

ariv, t) 	t) — ,v22(2, t ) 	_ r(g, t) 	 (1.26) 
at 



at 	
= w(±1 , t) x fi(g, t) — V q5(2, t) + vV t), 	(1.27) 

t) 
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ou 

que é a equação de Navier-Stokes, eq.(1.5), para os campos filtrados, onde usamos r(g, t) = 

x 

Vamos agora derivar a Hamiltoniana do sistema fazendo uma transformação de Le-

gendre da Lagrangeana, eq.(1.24), que é obtida como 

H = d3  (77 u — ,C) 	 (1.28) 

Mas, do momento conjugado dado na eq.(1.25), temos it = 7r— Vq5+ iiV217. Desta forma, 

a densidade Hamiltoniana para o escoamento de um fluido viscoso incompressível é dada 

por 

1 
	

1 
7-1 = —

2
' — fr*.V0 + vif.'72ã — —c2 (V x 27.) 2  ± // 27. VT1 — ti. f + 

As equações Hamiltonianas de movimento [60] são 

(1.29) 

	

ft(Ic', t) 	6H 
at 	877 

	

a77(1, t) 	(5H 
at 	óv 

= if(ï, t) — vo(g, 	+ vv217,(5,:, t), 

= vV2ff(g, t) + c2V x V x 	t) + vVn(g, t) — 	t). 

(1.30) 

A primeira destas equações é a eq.(1.25), que é a equação de NS, e que nos leva a concluir 

que 1(±', t) = 	(g, t). Então, a segunda equação na eq.(1.30) concorda com a quarta 

equação da dinâmica metafluida, eq.(1.16), já que vi(í., t) = V x it. A primeira e a 

segunda das equações, (1.16), são satisfeitas tornando-se o divergente de til = V x ti e o 

rotacional da eq.(1.18), respectivamente. A terceira das equações da dinâmica metafluida 

não pode ser obtida como uma equação Hamiltoniana baseada na eq.(1.29). Podemos, 
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contudo, dizer que devemos considerar as soluções das equações Hamiltonianas para as 

quais V. 	n = O ou V. fr.  + n = O, em algum instante de tempo definido. Se então 

pudermos mostrar que esta restrição é mantida para todos os instantes, as soluções obtidas 

formam um conjunto consistente e satisfatório. A derivada no tempo de V. ff + rt = O é 

encontrada a partir da segunda eq.(1.30). Tomando a divergência da equação e usando a 

equação da continuidade, eq.(1.19), ternos 

a --at
V .77" 

at (1(7.71.-  + n) 

vV2V.if + c2V.(V x V x ff) + vV2 n — VS/ 

vV2 (V.il + n) — v.f = -v.i.  = Ta: 

O. (1.31) 

Já que as equações de campo são de primeira ordem na derivada temporal, mostramos 

que a restrição de que V. 77 + n = O em um instante do tempo é equivalente à validade da 

terceira equação (1.16) ao longo do tempo. 

Uma característica importante dessa descrição Hamiltoniana para escoamentos tur-

bulentos de fluidos incompressíveis em 3D, é o caráter geral desse formalismo obtido. 

Obtivemos um formalismo Hamiltoniano para o escoamento mais geral sem a necessidade 

da introdução de novos parâmetros ou de trabalhar com um outro conjunto de variáveis 

[52, 61]. 

Consideremos agora o caso particular no qual podemos desprezar a viscosidade (v --

O), como no intervalo inercial. Neste caso, a densidade Lagrangeana que nos fornece a 

dinâmica do fluido dentro do intervalo inercial é dada por 

2 
L = — (—VO — Lt 
	

2
) 

2 	 e2( x u  
v 	

)

2 

a 	n°.  
(1.32) 
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Esta densidade Lagrangeana permite que se faça uma outra analogia entre a turbulência 

hidrodinâmica e o eletromagnetismo. Podemos observar que o campo f, eq.(1.18), e 

-= V x fi são componentes de um tensor de segunda ordem anti-s métrico(assim como 

os campos elétrico e magnético). O tensor intensidade do campo 

F" = &V' — OWP, 	 (1.33) 

pode ser escrito explicitamente em termos dele 'til como (v, µ = 0, 1, 2, 3) 

/ 0 —/z  —/v  —I, \ 
l x  O —wz  WY  

l y  Wz O —wz  
/, —WY  W x  O 

onde introduzimos o quadri-vetor potencial e o quadri-vetor corrente, 

= (cn, 	 (1.35) 

respectivamente. Portanto, podemos reescrever a eq.(1.32) em termos de FP', JP e VP 

COMO 

E = —4Fp„F" 1 — —
c

417P. 	 (1.36) 

onde c = i(u2). 

Aplicando a equação de Euler-Lagrange em (1.36), obtemos a seguinte equação de 

movimento 

8,2 P- = -1 
J1 	 (1.37) 

c 

que nos dá as equações de movimento da dinâmica metafluida não-homogêneas (terceira 

e quarta equações em (1.16)) na forma covariante de um fluido sem viscosidade. 

FP' = (1.34) 
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As equações de movimento homogênea (primeira e segunda equações em (1.16)) são 

obtidas, definindo-se um tensor dual de F" dado por 

= 1 evoco ri, 
2 	rai3 (1.38) 

como no eletromagnetismo. Tornando a divergência da eq.(1.38), temos 

1 
Ftw = —

2
é"( 3  #. Fap = O, 

Om F" = O, 	 (1.39) 

pois a contração de um tensor antisimétrico €1"ai3  com um tensor simétrico (9),Fas é zero, 

o que gera as equações de movimento homogêneas. 

1.4 Análise simplética 

Agora vamos aplicar o método simplético (veja apêndice seção 1.1) à dinâmica metaflu-

ida descrita pela densidade Lagrangeana, eq.(1.24). Primeiramente, vamos reescrever a 

eq.(1.24) como 

1 . 	 1 	1 
E = —

2
17 2  + g.V + —

2 
(V0)2  — —c2 (V x 27)2  — u26.0241 — v(V271).(Vq5) + 

2 v  

2 
— (V2f02 	— vil.Vn — (1.40) 

Conforme o método simplético, deve-se reduzir a densidade Lagrangeana de segunda-

ordem para primeira-ordem na velocidade. Para tanto, usa-se o próprio momento conju-

gado à velocidade como campo auxiliar, que ao ser nserido na Lagrangeana, eq.(1.40), 

gera a seguinte Lagrangeana de primeira-ordem, 

f(o) = 71. 	u(0) , 	 (1.41) 
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onde (0) indica iteração zero e onde o potencial simplético é 

1 	 1 
= 

2 
=772  — V10 + V77. V217 — 

2
— C2  CV x 10

2  + v17.Vn — v.J + (1.42) 

que pode ser identificado com a densidade Hamiltoniana eq.(1.29). O conjunto inicial de 

variáveis simpléticas é 	-= 	0), permite identificar, comparando a eq.(1.41) com 

a eq.(A.5), as quantidades 
Ai(° )I1  = 
A(°" = O, 

Ai" = O, 

(1.43) 

o que nos leva às seguintes quantidades não nulas (veja eq.(A.7) 

)ü11 	5a8Mdff  (0

i) 

	68a(i1)17(  (g) 	bii — 	= (53  f (°)  (x y). (1.44) fi70 = 	u 	
71" 

A matriz simplética correspondente f (°) é então dada por 

—éii 	0 \ 

f (0) 
 o o Pu — (1.45) 

\ O 	O 	O 

que obviamente é singular e, portanto, possui vínculos, de acordo com o método simplético. 

Vamos, então, encontrar estes vínculos para produzir uma deformação na estrutura geométrica 

e chegar a um novo tensor não-singular. 

Como a matriz, eq.(1.45), é singular ela tem um modo-zero, obtido a partir da 

eq.(A.10), a saber 

iyM = ( 	O 	) , 	 (1.46) 

onde f) é a matriz transposta de v, O representa uma matriz (1 x 3) e 0 é diferente de 

zero. Logo, contraindo este modo-zero com o gradiente do potencial UM, tem-se 

f d3  v° (g) 6 g:  (i) 	(§) = 0, 	 (1.47) 
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onde, usando eq.(1.42), encontra-se 

f
d3g v°(2) 60(±,)  UM (g) = f d3g/A5(f){V.71(0 + n( )}8(3)  — il) = 0. 	(1.48) 

Como 	é urna função diferente de zero, o seguinte vínculo é obtido, 

Str 	V.77(1, t) + n(±), t), 	 (1.49) 

que é equivalente à lei de Gauss no eletromagnetismo. 

Segundo o método simplético, este vínculo deve ser introduzido no setor cinético da 

densidade Lagrangeana, eq.(1.41), por meio de um multiplicador de Lagrange À logo, a 

Lagrangeana de primeira-iteração é obtida como sendo 

E = 	Â(V.f + rt) — 	—21C2 (V X 1102  — Vff.V21.7 

+ I - .V n On + i-.V q5. 	 (1.50) 

Agora, tomando o vínculo, dada na eq.(1.49), fortemente no setor potencial da La-

grangeana, eq.(1.50), temos 

fd 
(7r 	— On) = f d3±. (V.(770) — (V.if + n)q5) = 0. 

Desta forma, a densidade Lagrangeana de primeira ordem pode ser reescrita como 

Glll = 	+ Á(57.fri + n) — UM, 

onde o potencial simplético é dado por 

1 _2 	1 u(1) 	u(0) Ini=o= 2 — 2
_c2 (v x  77)2 + 	— f + vit.Vn. 

(1.51) 

(1.52) 

Note que, ao tomar o vínculo fortemente igual a zero no potencial simplético, o campo 

naturalmente desaparece. 
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Considerando agora que o novo conjunto de variáveis s mpléticas é dado na seguinte 

ordem, e. 1)  = 	/ri , À), temos os momentos canônicos uma-forma, 

;Ca  = 

Ai 77 (1)  = O, 	 (1.53) 

AMA = V.77 n, 

e a matriz s mplética, 
O 

f (1)  = (si; 	0 	af ) 6 3(£ — ff). 	 (1.54) 
O —Dl O 

Como podemos observar, a matriz f (1)  é singular. Precisamos, então, continuar procu-

rando vínculos na teoria para encontrarmos um tensor não-singular. Aqui, o modo-zero, 

usando a eq.(A.10), é dado por 

i)(1)  = V t7  O V A  ) 3 
(1.55) 

que deve satisfazer à condição 

vtil  — 02vA  = O, 	 (1.56) 

que são expressões totalmente arbitrárias. Contraindo o modo-zero v(1)  com o gradiente 

do potencial UM, temos 

é 	r 
d3  il 

77 
 (0 .V 2  il(§) 92 	vi)il (g)  { 21  buSi (A dtj(V x tiV))2 v6u2(±) 

+ /./ 6u,é(1,)  f d3§27(§).Vrt(§) 	(5.:(±,) f  d3  z7(g). Ti (o} . 

Combinando a eq.(1.56) e a eq.(1.57), temos 

(1.57) 

22 = f d3g1) 1)17(g),J,(06(3) (i - 9l = -v(i)A (Avi v) 

= v(1)A 

= vom (g)v2 doa?) 
	

(1.58) 
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onde foram usadas as eq.(1.17) e eq.(1.19). 

Note que a análise simplética abre a possibilidade de investigarmos a dinâmica me-

tafluida dentro e fora do intervalo inercial. Por enquanto. o conteudo físico por trás da 

dinâmica metafluida no intervalo inercial será investigada. A dinâmica metafluida fora 

deste intervalo será investiga em um trabalho futuro. É importante considerarmos que no 

intervalo inercial, apesar da existência de viscosidade, não existe dissipação de energia, 

então a função energia de Bernoulli (0) é constante. Devido a isto, Q2 é igual a zero e, 

consequentemente, a simetria de calibre escondida na teoria metafluida é revelada. Isso 

ocorre devido ao modo-zero não gerar um novo vínculo, ou seja, quando rb é constante, a 

eq.(1.58) é identicamente nula. Assim, conforme o método simplético, quando um modo-

zero não gera um novo vínculo, temos a presença de urna simetria. 

Antes de prosseguirmos com a análise simplética da dinâmica metafluida, vamos a-

nalisar a presença da simetria na dinâmica metafluida. Para fazermos esta análise da 

simetria, é necessário obtermos as transformações de calibre infinitesimais. No contexto 

simplético, as transformações de calibre são geradas pelo modo-zero que não produzem um 

novo vínculo. Neste caso, o modo-zero v(1) , dado pela eq.(1.55), e que pode ser reescrito 

como v(1) = ( —ai  o 1), não gera um novo vínculo, consequentemente, ele é o gerador 

das seguintes transformações de calibre infinitesimais (ci, = rv(1) ), 

Stt, = 4:92e, 

ólri  = O, 	 (1.59) 

(50 = 

onde ql  —>À e e é um parâmetro infinitesimal dependente do tempo. Aplicando estas 
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transformações na Hamiltoniana, dada na eq.(1.42), encontra-se 

(57-t = — (atvr, + n) é — por, + n) v02 € — J,02 6 

= —Sli é — Qi zn926 = EV2a°  at' 
(1.60) 

onde a equação da continuidade dada na eq.(1.19) foi usada. Observe que a variação da 

Hamiltoniana está diretamente relacionada com a condição de que se esteja no intervalo 

inercial, onde a energia de Bernoulli é conservada, ou seja, fora do intervalo inercial a 

simetria é quebrada. 

Para obtermos os parênteses de Dirac entre os campos do espaço de fase, temos que 

fixar a simetria de calibre. Isto é feito introduzindo uma condição de calibre no setor 

cinético da Lagrangeana de primeira-ordem, eq.(1.51), através de um multiplicador de 

Lagrange . 

Seguindo a analogia entre o eletromagnetismo e a turbulência, vamos escolher o "ca- 

libre de Coulomb" , 

Xz 	t). 	 (1.61) 

Este calibre vem da condição de incompressibilidade do fluido. Neste caso, obtemos a 

seguinte Lagrangeana, 

£(1)  = 77.2i+ 5k(V.77 + n) + n(V.T.0 — —2 7r2  — —21c2(V x 	— uff.V271+ f. 	(1.62) 

Tomando o vínculo X2 fortemente no setor do potencial simplético, eq.(1.62), tem-se 

f d3í (V X 1:02  = — d3±4  

Assim, a Lagrangeana de segunda iteração é dada por 

£(2)  = fr.it + À(V.ff + n) + n(V.27) — U(2), 	 (1.63) 



f
(2)  

/ 	0 
4 
O 

\ —81 

—4 
o 

—3; 
O 

O 

O 
O 

011  \ 

O 
O / 

(±) - (1.66) 
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onde o potencial é 

U(21 
	u(1) 

 x2.0— 27r + c u.V7 u + v7r.V u — u.J. 	 (1.64) 

Sendo o novo conjunto de variáveis simpléticas dado na ordem d21  = 	ri, À, IA 

temos 
!Cri = 

A(i
2)1f 

= 0

, A(z)a  = v.fr" + n, 
A(2)1) = V.27, 

(1.65) 

com a correspondente matriz simplética f (2)  escrita como 

que é uma matriz não-singular. Segundo o método simplético, a inversa de f (2)  gera os 

parênteses de Dirac entre os campos físicos, 

/ 	 aia= 
O ó,1 — :&2 	o 

	

ara- 	 ar 
(f (2))1 = 	—5 y 3  ±.," 	O v2 _z O 

a z 
O 	v2 	O 
a- 	O \ 	 O 	v2 

ó3  (x — 	(1.67) 

Sendo assim, a partir da matriz (f (2) ) -1  identificamos os seguintes colchetes de Dirac, 

{ui (477;(0}D = 	19;77  ) ó3(±— g), 

{ui(f), u;(0}D = fr i (g), wiro}D  = O. 	 (1.68) 

Estes são nada menos que o parêntese de Dirac da teoria de turbulência no calibre V.ü = 0. 

Para mostrarmos a consistência do nosso formalismo, vamos mostrar que as equações 

da dinâmica metafluida, eq. (1.16), podem ser obtidas a partir das equações de Hamilton. 
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Usando os parênteses de Dirac dados acima e a Hamiltoniana dada na eq.(1.29), temos 

0(1(2, t) 
— 	(Pç {il(g, t), N(y,  t)}D  

at 

= 	t) — Vtb(í', t) + vV217(i, t), 	 (1.69) 

que pode ser obtida com o uso da eq.(1.17). E, também podemos obter 

Of (g, t) 
— f  d3g{if (±" , t), 'HW til D  

at 

—vV2f(i, t) — c2V x V x 17(1', t) — VS7n(i, t) + 	t). (1.70) 

Note que, estas são as mesmas equações obtidas na seção 1.3, eq.(1.30), onde mostramos 

que a partir destas equações podemos obter as equações da dinâmica metafluida, eq.(1.16). 

A primeira equação, como já foi visto antes, é a equação de Navier-Stokes para os campos 

filtrados. 

O próximo passo seria a quantização da teoria vinculada, que pode ser obtida pela 

regra de quantização canônica { , }D 	—i[ , j. Fazendo isso, obtemos os comutadores da 

teoria 

fui(A, Ui(0) = O = {ir (A,  /t/CO] - 

[ui(2), 7ri  (01 = 	(6ii 	
av2  6

3( f  _ (1.71) 

onde os campos tt, e 75 passam a desempenhar o papel de operadores quânticos. 

Obtidas as regras de quantização canônica, pode-se implementar técnicas de Teoria 

Quântica de Campos para encontrar o funcional gerador e, consequentemente as funções 

de correlação e todas a quantidades físicas [62, 631 que desejarmos. Apesar de termos 

dado uma prescrição para a quantização da dinâmica metafluida, não a discutiremos com 

mais detalhe, já que, no momento, não é nosso objetivo principal. 
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1.5 Análise via método de Dirac 

Com o objetivo de verificarmos os resultados obtidos na seção anterior com o método 

simplético, vamos nos restringir ao cálculo dos parênteses de Dirac para o escoamento 

turbulento dentro do intervalo inercial. Neste intervalo, como já foi discutido antes, não 

há dissipação de energia, apenas uma transferência contínua de energia entre as escalas 

do escoamento, onde a dinâmica é dada pela Lagrangeana eq.(1.36). 

A passagem para o formalismo Hamiltoniano a partir do formalismo Lagrangeano é 

feita introduzindo-se os momentos canônicos 

= Sr 
7F  

à Vb. 

Desta forma, o momento conjugado de t» é dado por 

71.v _= _Fou,  

(1.72) 

(1.73) 

que nos fornece imediatamente o vínculo primário(matriz Hessiana singular) 

7r°(1, t) 	O, 	 (1.74) 

onde ir° é o momento conjugado ao campo 0. Entretanto, ir°, pode não ser o único vínculo 

da teoria. 

Precisamos verificar se há vínculos secundários, que são obtidos através da condição 

de consistência de que vínculos não devem possuir evolução temporal, eq.(A.17). Para 

tal, precisamos construir a Hamiltoniana primária, dada por 

Hp(f, = H, + f diz Artr°  , 	 (1.75) 
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onde À1  é o multiplicador de Lagrange enquanto H, é a Hamiltoniana canônica, a saber, 

H, = f dai  ( 	= f d3g7-t, 

= f 	(7r°17-0  _  
4 
—
1

F, 	+ —
1

J°14)  — 1 —
c

JW ) „ , 	(1.76) 
c 

que ao se usar as eq.(1.33)-eq.(1.36), torna-se 

H,= f d3±' (1.7T-2  4- 2 —
1

c2 (V x 17)2  — 77.V0 7r°0 4- nO — 
2  

(1.77) 

Assim, a Hamiltoniana primária pode ser escrita como 

Hp  = f d3.f 74(g, t), 	com 	7-(p(11, t) = 	+ Avir°. 	(1.78) 

Vamos verificar agora se existem vínculos secundários. Para tanto, usa-se a relação de 

consistência para o vínculo primário Tl , dado por 

Tl  = f d3 "ilfr°(5,3, t), ?ire, t)} 	0. 	 (1.79) 

Usando os parênteses fundamentais de Poisson, dados por' 

{1/"Ti), trw(g1)} = n" c5(g — 

{17'i (g),17" Will = ersi(g), 7r 11 (1)} = O, 	 (1.80) 

o vínculo secundário é encontrado como 

T2 	..17(5 t) n( t) 0. 	 (1.81) 

Este vínculo é exatamente umas das equações da dinâmica metafluida pois, pela relação 

dada na eq.(1.25), 77 = 

'Os campos nos parênteses estão em tempos iguais, por isso o argumento temporal é omitido 
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Precisamos continuar procurando vínculos secundários. Para isso, escrevemos a Hamil-

toniana total, que leva em consideração todos os vínculos da teoria até o presente mo-

mento, como 

H = f d3  (21  172  ± —21  C2  (V X i)2  ± 77 .Vo5 + 7"S 

+n0 — 	+ A I O + À2  (V.7? n)) . 	 (1.82) 

Conforme o método de Dirac, deve-se impor a condição de consistência sobre o vínculo 

secundário, a saber 

T2  = 	t) + n(ï, t), 	t)} 

t)  = On(g  ,  t) 	v/2(90(±:  t) 	o.  

at 
(1.83) 

Como estamos no intervalo inercial, a condição de consistência acima se anula identi- 

camente (O 	O), pois a energia de Bernoulli é conservada no intervalo inercial, não 

fornecendo novos vínculos terciários. Corno o parêntes de Poisson entre os vínculos T1  

e T2 é identicamente igual a zero, estes são denominados vínculos de primeira classe e, 

portanto, o modelo apresenta uma simetria de calibre onde estes vínculos são identificados 

como sendo os geradores da simetria. 

Segundo o método de Dirac, a dinâmica do modelo pode ser obtida através do processo 

de fixação de calibre. Isto significa que, ao procedermos a fixação de calibre, teremos 

apenas dois graus de liberdade. No eletromagnetismo, isto significa que, ao procedermos 

à fixação de calibre, teremos para o campo do fóton apenas dois graus de liberdade, o 

que está de acordo com a natureza. Estes dois graus de libedade podem ser associados 

aos dois estados de polarização do fóton. Assim, em analogia com o eletromagnetismo, 
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podemos dizerque estes dois graus de liberdade estão associados a vorticidade. 

Como mencionado acima, o fato de existirem dois vínculos de primeira classe significa 

que são necessários dois vínculos que fixem a simetria. À primeira vista, isto pode parecer 

um tanto estranho, pois, o nosso sistema é invariante sob a transformação de calibre 

1/4  ± 	 (1.84) 

onde vemos que só dispomos da liberdade de escolher urna certa função escalar A(g). Não 

é muito claro que seja realmente possível, com isto, fazer duas fixações de gauge. Com  o 

objetivo de esclarecr este ponto, deve-se discuti-lo com mais detalhe. 

A equação de movimento, obtida da densidade Lagrangeana, eq.( .36), é dada por 

i2 	

1 
= —Ju (1.85) 

Substituindo a expressão de F", dada pela eq.(1.33), na relação acima, obtemos 

OV' — aua,,vm =17. 	 (1.86) 

que é invariante frente à trasformação de calibre do tipo V 	Vµ  + OM A. Entretanto, 

podemos escolher a função escalar A tal que 

avir' = O. 	 (1.87) 

Esta condição é conhecida como calibre de Lorentz. Com  isto, a eq.(1.86), torna-se 

(1.88) 

Deve-se lembrar que as simetrias de calibre do escoamento turbulento só são preser-

vadas no intervalo inercial, onde há apenas uma transferência de energia entre as escalas 
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do escoamento. Assim, como a função energia de Bernoulli, eq.(1.6), é constante no 

intervalo inercial 

V°(f) = 0(f) = constante = C(55), 	 (1.89) 

que é o "calibre Temporal" da dinâmica metafluida. 

Susbstituindo a eq.(1.89) na eq.(1.87) encontramos 

aov° — avi air = o, 	 (1.90) 

ou seja 

t) = 0, 	 (1.91) 

que é a condição de fluido incompressível, dada na eq.(1.3), ou, o "calibre de Coulomb". 

As eq.(1.89) e eq.(1.91) são as expressões que devem ser usadas como condições de fixação 

de calibre. 

Como os vínculos dados na eq.(1.74), eq.(1.81), eq.(1.89) e eq.(1.91) tem pelo menos 

um parêntese de Poisson diferente de zero, 

	

{tr°(£'), 0(g) — C} 	—83(±' — 

	

{V.it(f), V.77(5.}) + rt(i' )} 	 — f), 

	

{V.17(£'), 0(g) — C} 	0, 

	

{V.fr'(±) + n(±'), 0(i) — C} 	0, 

{tto(2,), 	= 0, 

{tr°(£), V.77(i)} = o, 

(1.92) 

os vínculos são de segunda classe e, portanto, não existem outros vínculos na teoria. O 
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conjunto de vínculos da teoria é, então, dado por 

= — C 0, 
T2  = ir°  0, 
T3  = V /ri O, 

T4  = V.frt+n O. 

(1.93) 

Tendo-se encontrado os vínculos da teoria, podemos passar à construção dos parênte-

ses de Dirac. Para isso, precisamos da construção da matriz C de Dirac, eq.(A.12), dos 

parênteses de Poisson dos vínculos dados na eq.(1.93). Há entretanto uma propriedade 

dos parênteses de Dirac que nos permite contruí-los iterativamente [4]. 

Usando primeiramente os vínculos T1  e T2, encontramos a matriz de Dirac, a saber 

c(g,  g') = 1 	°I  Ol 
) 63(  21.  (1.94) 

a inversa de C(i,±"q) 

( 01  01 ) 63(±, í,)  
(1.95) 

A partir da definição dos parênteses de Dirac, eq.(A.12), construímos os seguintes 

parênteses preliminares (para sistemas contínuos) 

{W(g), ir„(f')}* 	= 	{1/1 (x) •Tri,(gi)} 

- 	f (PE{ vbi(g), neo}cjij (ff , 2){Tb(z1,Tri,(0)} , 

onde (a, b = 1, 2) 

1 o 	õtt) 	( 	— = 	) 
V (x) cp(g) — C} 

sendo ( )t a matriz transposta, e 

fro7ru(i.') 	 - 	-,\ 
{Tbn IT,W)/ = 	{95(i)

(4
—C ,ff,(2,

} 
 )} 
	— 
	1 

O ) (V3(- 	
). 

(1.96) 

(1.97) 

(1.98) 
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Substituindo, então, as eq.(1.95), (1.97) e (1.98) na eq.(1.96), temos 

{Ifit(i),7r,(±)}* = (6‘,' — 	82)83  (£ — ±") , 	 (1.99) 

sendo os demais parênteses nulos, 

{MA, V„(±)}* = {,(g),71-v(ig)}*  = 0. 	 (1.100) 

Agora, para os vínculos T3 e T4 temos 

C(±, ±) — {T4, T3}* {T4, rir 

onde, de acordo com a eq.(1.96), temos 

{T3(ï), Ti(S)}* = Vir'(£) + 	+ 	 (1.102) 

— f d3§d3i{V.a(±), Ta(g)}uab1  {Tb(z),v .77(zi) + n(e)} 

sendo (a, b = 3, 4) 

Ta(0} = 
{v il(±.) ,  v it(g)} 	

n 
 )

t 
v263(g 

{57.77(±) ,  V.77(g) 	n(§)} 	1 
(1.103) 

v 	 n(a-n} 	= 1 ) 	21) 
ir  {76(4 	+ n(±1} = {vv) ± n(s), v.77() a(i')} 	 v  

(1.104) 

e 

0 1 
C 	

) 2 3 
Cil, = 	_1 o  IV 6  O/ 5) • (1.105) 

A inversa da matriz C é dada por 

( o 1  
—1 ) 474 

(1.106) 
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Assim, substituindo a eq.(1.103), (1.104) e (1.106) na eq.(1.102), temos 

{T3(g), T4(x )}* = V263(g — g'). (1.107) 

Logo, a matriz É'', eq.(1.101), para os vínculos 7'3 e 7'4  fica 

Ú(g, g') = 	01 	01  ) V253(1— (1.108) 

A inversa de C-  é 

1  ( 	) = 	°1O1  ) ' 53(f)  27) ' 
(1.109) 

Partindo dos parênteses eq.(1.99) e eq.(1.100), podemos construir os parênteses de 

Dirac da dinâmica metafluida 

{17M(f), Trv  (gf )} D  = {V (g), 7r,(g{)}* + 

f d3Ç da i{ V"(A,  Ta(0}*C:bl eff 2){7117(4 7rw(0)}*  

que nos leva a 

"0  
{17m(g),7r,(2)}D  — 	g — e)43(15 	

(9  
g") 	v2 83(1 - x ) , 

sendo os demais parênteses nulos, 

	

{ VP 	, 17„ (g') } D  = O = { 7r11  ( , (fi ) } D  

Porém, um resultado importante deste tratamento de Dirac para sistemas vinculados é 

que as relações de vínculo, que só valiam fracamente em termos dos parênteses de Poisson, 

valem fortemente nos parênteses de Dirac. Sendo O—C e 7r°  nulos, somente a parte espacial 

das eq.(1.111) e eq.(1.112) são diferentes de zero, ficando 

az,vtai)  

{ 	, 	= O ={ z(37),7ri(5')}°, 	 (1.113) 
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que correspondem aos parênteses de Dirac obtidos anteriormente pelo método s mplético. 

1.6 Análise geométrica 

Nesta seção, daremos uma interpretação geométrica das simetrias presentes no modelo 

calibrado(Dinâmica metafluida como um sistema calibrado). A descrição das interações 

de partículas fundamentais com o auxílio da teoria de campos de calibre introduz graus 

de liberdade extras na teoria, que se manifestam na natureza singular da respectiva La-

grangeana ou na presença de vínculos de primeira classe no formalismo Hamiltoniano [64]. 

O espaço de fase, neste caso, é maior que o físico, que é uma hipersuperfície determinada 

pelos vínculos da teoria. No subespaço físico, um sistema Hamiltoniano usual pode ser 

definido sem quaisquer simetrias de calibre e vínculos. 

Devido à invariância de calibre, os objetos básicos da teoria de calibre, os potenciais 

de calibre, formam uma base supercompleta, enquanto os campos de calibre, que podem 

ser conectados por uma transformação, descrevem um mesmo estado físico. Deste modo, 

os potenciais de calibre são separados em classes equivalentes com relação à ação do 

grupo de calibre, onde cada um representa uma órbita no espaço de configurações do 

campo de calibre. Transições (verticais) ao longo das órbitas correspondem simplesmente 

a uma trasformação de calibre, consequentemente, estas trajetórias não têm nenhum 

significado físico. Por outro lado, as trajetórias perpendiculares (horizontais) às órbitas 

[65], descrevem a evolução temporal do sistema físico, logo, são fisicamente importantes 

para a teoria. Portanto, encontrar as equações de movimento para os campos físicos 

consiste em resolvermos o problema da construção das trajetórias horizontais que são 
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calculadas através da definição correta da métrica no espaço das órbitas. Para tanto, 

seguiremos o processo desenvolvido em [66], onde os autores demonstram que o espaço 

físico (espaço das órbitas) está equipado com uma métrica projetiva. 

Em virtude disto, nossa tarefa consiste em obtermos uma Lagrangena singular, dina-

micamente equivalente a eq.(1.24), para governar a dinâmica metafluida. Isto é alcançado 

eliminando a função energia de Bernoulli (do) a partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.24), 

o que pode ser feito, já que este campo não tem dinâmica. como demonstrado nas seções 

anteriores. Para eliminarmos este campo da Lagrangeana, usa-se a equação de movimento 

de Euler-Lagrange para o campo 

ar ar ar ar  
— (a]i0 + 	— va2iti)Sii ; 

	

aa(aikçb) u ) 30 	n' 0(8i0) 

at am 
+1/4 a

ar  

b) uik a(

a

i

r   

0) 

ar  
O' 

	

32q5(g, t) + 	t) — va2(aiui(2, O) + n(g, t) = O. 

Explicitando q5, temos 

	

01, t 	a2 ) =  ai + n 
+ va,u, 

Inserindo este resultado na Lagrangeana, eq.(1.24), tem-se 

Lá? 0m (UI ± 	vazui 	g/).82 	 2 0 _ 
u  

( 	a .2/ ) 
2 	 a2 	 2 	2 ik k  

v2 
- Vitia22./i —

2
(32ni )2  + ui Ji  — 

ou 

	

1 n 	az iti  + n 
= 	

ait• + n 
	 va,u,) a2  ( 	2a2 	+ 

	

2 2 	a2 

	

2 	 v2 
- Eijkei/majUkattlin — 	a2Ui — 

2 
(a221j)2  Udi — uniam 12. 

2  
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Ao se usar a relação 

f d3gEiikEiânejuk(g)atunt(g) = f d3g (aitik(g)(9juk(i) — Oitik(g)akuj(g)) 

k  = —I (13±) a2u,(i) (dk  • a 
— 3 	82

aj   

) '23(4 	(1.118) 

a densidade Lagrangeana, eq.(1.117), pode ser reescrita corno 

1 	 n 1 

	

E =
2

altiMi + 	(aziti )—a2 + —2-32 — v
(

ie,
,  

ni)mi,u;  

2 	
1 

+ —
2 

(a4u2)M, u
i 

+ —
2 

c2(52u2 )M 	tt + , J, 	 (1.119)  

onde 

Ma = 
ai aj  
82 (1.120) 

é a métrica do espaço de configuração. Deste modo, fazendo urna analogia com a ação da 

partícula livre, a maneira natural para definirmos a distância quadrática infinitesimal no 

espaço das órbitas [66] é 

832  = bui M6u3 	 ( 1 . 1 21) 

mostrando que o espaço das órbitas é dotado com uma métrica natural Mo. 

O operador M é um operador de projeção já que M2  = A/ e também alto-adjunto. 

Além disso, ele satisfaz às seguintes relações 

OiMo  = M00, = 0, 	 (1.122) 

ou seja, Mo  é uma matriz singular (detIVIii  = O) que tem a, como autovetor com autovalor 

nulo. 

Como as Orbitas de calibre bui  são ortogonais à superfície física (definida pela métrica 

Mo), ou seja 

M&2 6u, = O, 	 (1.123) 
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as transformações de calibre infinitesimais podem ser escritas como 

ai E, 
	 (1.124) 

onde e é o parâmetro das transformações de calibre infinitesimais. Note que esta trans-

formação também é obtida no contexto simplético e de Dirac. 

Neste ponto, gostaríamos de fazer alguns comentários sobre a geometria associada à 

simetria de calibre. À partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.119), identifica-se uma 

métrica projetiva singular que define uma superfície física (espaço das órbitas) da teoria 

metafluida. Uma vez que esta métrica não depende dos campos do espaço de fase, o tensor 

de curvatura é nulo, deste modo, o espaço das órbitas é plano.  

À partir daqui, investigaremos a teoria metafluida descrita pela densidade Lagrangeana, 

eq.(1.119), usando o método do projetor [66, 67]. Da densidade Lagrangeana, eq.(1.119), 

o momento canônico conjugado ao campo de velocidade u, é dado por 

t) = 
áf  

t) 
t) 

t) 	02 	vM,i(92ui(í, t). (1.125) 

Ao se contrair este momento canônico com o autovetor (9,, que é o modo-zero da matriz 

singular Mis , eq.(1.122), obtém-se imediatamente o vínculo primário, dado por 

x 	(9,7r(±", t) + n(£, t), 	 (1.126) 

que concorda com o resultado obtido anteriomente via método simplético e de Dirac. A 

evolução temporal do vínculo primário x deve ser analisado. Logo, precisa-se obter a 

correspondente Hamiltoniana do modelo. Assim, reduzindo a densidade Lagrangeana, 

eq.(1.119), para a primeira ordem na velocidade, a saber 

1 	1 2,1 n2  
E = l i2 i  — — 7TiMi •71- 2 • — —C °kl/Mija/Ai — 1/71-iMua2ni —

2 
—
82 

+ (1.127) 
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a densidade Hamiltoniana canônica pode ser obtida através da transformação de Legendre 

COMO 

1 	1 7, 	 1 n2  
= 2 

—iriMi 	-C-CknigijakUi 117riMi a2u;  - -
2 82 

- uiJi. 
2 

Perfazendo, a evolução temporal do vínculo primário, dada por 

f d3±4{x(f, t),71(±w, t)} 	0, 

t) — c2Mkja3e2ui (1., t) + 	t) 	0, 

(1.128) 

(1.129) 

então 

<93 ,71 (g, t) 	0, 	 (1.130) 

onde usou-se a eq.(1.122). Logo, o vínculo primário, eq.(1.126), gera um segundo vínculo, 

dado na eq.(1.130). 

A partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.119), o vetor de Euler-Lagrange [60, 66] 

pode ser escrito como 

Ek = Mk1üi 
„2 	A2„, 	 „2 A ir Azi,, 

.11.ttkill 	Jk - Ire kit., 
2 	v j. 

Como o vetor de Euler-Lagrange é um modo-zero do projetor [66], então 

Mi3 E3  = 0, 	 (1.132) 

isto é, as equações de movimento que satisfazem os vínculos são projetadas pela métrica 

singular Mu. Desta forma, aplicando a métrica na eq.(1.131), temos 

MikEk = MikMkj 
	c2mik mkia2u;  — mikik  — MikV — v2mik mkja4u;  = 0(1.133) 
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OU 

MiiEj  c23/10  821ii  — v2m-a flui = 0 , Li  (1.134) 

que pode ainda ser reescrita como 

V—  C
2M a2

Ui - 	- 	. 

	

IJ 	3 84U = 0,  (1.135) 

OU 

at2 

t) 	 t) 	t) 	v2v42L1(±., t)  _= o. 	(1.136) 

A equação acima é a equação de onda para o campo de velocidade transverso (veja [38], 

ela não depende do campo (t,  que foi eliminado), o que mostra o forte caráter ondulatório 

da dinâmica metafluida. Este caráter ondulatório pode ser sustentado por trabalhos 

experimentais, refs.[68, 69, 70, 71, 72]. Há também trabalhos teóricos relevantes ref.[73, 

74, 75]. 

Esta equação juntamente com o vínculo, eq.(1.126), define a dinâmica metafluida com 

campos tranversos. Com  a definição do campo transverso, a condição de incompressibili-

dade é satisfeita automaticamente, isto é 

ajtti-L  = a,M,iui = O. 	 (1.137) 

Uma outra consequência da geometria plana do espaço das órbitas é verificada contraindo 

o modo-zero (3) com o vetor de Euler-Lagrange, eq.(1.131), a saber, 

akEk = 8k(mkiiii) -ak(mkia2u;)-aak  -ak  32 — v201,(Mk ja4ui) 	(1.138) 
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akEk  = n + Ok A = 0. (1.139) 

Como n = —V20, a equação acima pode ser reescrita como 

—V2 ii5+ 	= o. (1.140) 

Desta forma, usando a eq.(1.130), vemos que a equação acima nos remete novamente à 

condição de que a energia de Bernoulli seja constante, ou seja, que estamos no intervalo 

inercial. 

1.7 Conclusão 

Neste capítulo, propusemos investigar a turbulência hidrodinâmica incompressível no con-

texto da dinâmica metafluida para abrir a possibilidade de aplicarmos todas as ferramen-

tas bem conhecidas na teoria quântica de campos. Esta investigação foi possível devido à 

analogia de turbulência hidrodinâmica incompressível com eletromagnetismo de Maxwell 

[38]. Explorando esta analogia, desenvolvemos uma descrição Hamilton ana para o escoa-

mento turbulento de um fluido viscoso. Este formalismo Hamiltoniano, além da equação 

de Navier-Stokes, eq.(1.4), também nos fornece um caminho para a transição da descrição 

clássica para a descrição quântica do sistema. A partir deste formalismo Hamiltoniano 

calculamos os parênteses de Dirac do sistema através do formalismo simplético e de Dirac, 

revelando uma simetria escondida presente na dinâmica de calibre metafluida. As trans-

formações de simetria são obtidas, eq.(1.59), e verificamos que a simetria é preservada so-

mente dentro do intervalo inercial. Desta forma, a invariância de calibre do Hamiltoniano 
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do sistema, eq.(1.42), está diretamente relacionada à condição de que não há dissipação de 

energia dentro do intervalo inercial. O vínculo, eq.(1.49), pode ser identificado como sendo 

o gerador destas transformações de simetria. Também apresentamos uma interpretação 

geométrica para a simetria de calibre revelada na teoria metafluida. Como a métrica, 

eq.(1.120), não depende dos campos do espaço de fase, o espaço das órbitas é plano (como 

no eletromagnetismo). Além disso, a Lagrangeana obtida. eq.(1.119), escrita em termos 

dos campos transversos (que são fisicamente importantes para a teoria), descrevem agora 

um sistema Hamiltoniano sem vínculos. Além disso, a contração da métrica, eq.(1.120), 

com o vetor de Euler, eq.(1.132), nos dá uma equação de onda, revelando o forte caráter 

de onda da teoria metafluida. Esta equação de onda é obtida também em [38], mas escrita 

em termos do campo de velocidade com ambas as componentes, horizontais (invariante 

de calibre) e vertical (variante de calibre). 



Capítulo 2 

Formalismo de imersão simplética 
via variáveis de Wess-Zumino 

2.1 Introdução 

Teorias de calibre têm desempenhado um papel importante em teorias de campos já que 

elas estão relacionadas com interações físicas fundamentais na Natureza. De um modo 

mais geral, estas teorias têm simetrias de calibre definidas por algumas relações chamadas, 

na linguagem de Dirac, de vínculos de primeira classe [4, 5, 6, 7, 8]. A quantização dessas 

teorias necessita de cuidados especiais pois, devido a presença de simetrias de calibre, 

existem graus de liberdade supérfluos, os quais devem ser eliminados (antes ou depois) 

da implementação de um processo de quantização válido. A quantização de sistemas de 

primeira classe foi formulado sob o ponto de vista de Dirac [4, 5, 6, 7, 8] e integrais de 

trajetórias [64]. Mais tarde, a análise por integrais de trajetórias foi estendida por Batalin, 

Fradkin e Vilkovisky [76, 77] para preservar a simetria BRST [78]. 

Por outro lado, a quantização de sistemas de segunda classe é, em geral, uma tarefa 

difícil, pois os parênteses de Poisson são substituídos pelos parênteses de Dirac. No 

nível quântico, as variáveis tornam-se operadores e os parênteses de Dirac tornam-se 

48 
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comutadores. Devido a isto, o processo de quantização canônico sofre alguns problemas, 

como problemas de ordenamento de operadores [79] e anomalias [80] no contexto de 

sistemas vinculados não lineares e teorias de calibre quiral, respectivamente. Em vista 

disto, parece que é mais natural e seguro trabalhar a quantização de sistema de segunda 

classe sem invocar os parênteses de Dirac. De fato, foi a estratégia seguida por muitos 

autores nas últimas décadas [81, 82, 83, 84]. O sistema não invariante tem sido mergulhado 

em um espaço de fase estendido a fim de mudar a natureza de segunda classe dos vínculos 

para primeira classe. Deste modo, todo o mecanismo para a quantização de sistema de 

segunda classe pode muito bem ser usado [78, 85] . Para implementar esta concepção, 

Faddeev e Shatashivilli [86] sugerem a extensão do espaço de fase com a introdução de 

novas variáveis para linearizar o sistema, chamadas variáveis de WZ. Esta idéia tem 

sido adotada por muitos autores [87, 88] e alguns métodos foram propostos e alguns 

formalismos de conversão de vínculos, baseados no método de Dirac [4, 5, 6, 7, 8], foram 

desenvolvidos. Entre eles, os métodos de Batalin-Fradkin-Fradikina-Tyutin (BFFT) [89] e 

o iterativo [90], poderoso o suficiente para ser aplicado em um grande número de sistemas 

físicos importantes. Embora estas técnicas compartilhem da mesma base conceituai [86] 

e se fundamentem na estrutura de Dirac [4, 5, 6, 7, 8], estes métodos de conversão de 

vínculos foram implementados seguindo diferentes direções. Historicamente, ambos os 

métodos, o BFFT e o iterativo foram aplicados em sistemas lineares tais como teoria 

de campos quirais [90, 91] a fim de eliminar a anomalia quiral que impede o processo 

de quantização. Apesar do grande sucesso alcançado por estes métodos, eles têm um 

problema de ambiguidade [84]. Este problema surge naturalmente quando os vínculos de 
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segunda classe são convertidos para primeira classe com a introdução das variáveis de WZ. 

Devido a isto, o processo de conversão de vínculos pode tornar-se uma difícil tarefa, como 

mostrado em [84]. Para contornar este tipo de problema propomos uma nova abordagem 

que implemente a reformulação invariante de calibre, baseada no formalismo simplético. 

Chamaremos esta abordagem de Formalismo Simplético de Imersão. 

A motivação neste capítulo é esclarecer e sistematizar o uso do formalismo simplético 

no processo de imersão de WZ e, também, dar uma interpretação geométrica para as 

simetrias de WZ, o que de acordo com o nosso julgamento não foi ainda propriamente 

investigado. Devido a isto, introduz-se um esquema alternativo de imersão de WZ para 

dar um tratamento geométrico para as simetrias induzidas de WZ. Isto parece impor-

tante porque as simetrias de WZ induzidas por outras técnicas de imersão, como BFFT e 

iterativo, foram estudadas a partir de um ponto de vista algébrico. Neste cenário, propo-

mos explicar o significado dos problemas de arbitrariedades presentes nos esquemas de 

conversão de vinculas.Assim, esperamos explorar estes aspectos de um modo positivo. 

O formalismo simplético de imersão é desenvolvido para lidar com sistemas vinculados 

não invariantes de calibre, portanto fundamenta-se no método simplético e na introdução 

das variáveis de WZ. O ponto fundamental por trás do formalismo simplético é a matriz 

simplética: se esta matriz é singular, o modelo apresenta uma simetria; caso contrário, os 

parênteses de Dirac são obtidos. Em virtude disto, o processo por trás do formalismo de 

imersão simplético é transformar uma matriz simplética não singular em uma singular, o 

que, consequentemente, permite revelar a simetria de calibre. Para tanto, introduz-se uma 

função arbitrária (G), que depende das variaveis originais e de WZ, na Lagrangeana de 
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primeira-ordem. Nas próximas seções o formalismo simplético de imersão será apresentado 

em duas formulações: Formalismo simplético de imersão I e II. Depois, ilustraremos a 

aplicação das idéias discutidas anteriormente no modelo de Schwinger quiral bosonizado, 

que tem atraído muita atenção nas últimas décadas, principalmente no contexto de teorias 

de cordas [12, 13] e também devido ao vasto progresso na compreensão do significado físico 

das anomalias em teoria quântica de campos. 

A fim de sistematizar o formalismo simplético invariante de calibre, consideramos um 

modelo mecânico não invariante cuja dinâmica é governada pela Lagrangeana dada na 

eq.(A.5). Iniciando com a introdução de duas funções arbitrárias dependentes do espaço 

de fase original e das variáveis de WZ , isto é, W (az , pi) e G (ai, p„ n), em uma primeira 

versão onde W é uma função qualquer e em uma segunda versão onde é o momento 

conjugado à váriavel de WZ n. 

2.2 Formalismo simplético de imersão 

Considere a Lagrangeana de primeira-ordem, como sendo 

f(c)  = 4N(0)cr  + W77 — 0-(°), 	 (2.1) 

onde 

	

= um + G(ai,pi, 9). 	 (2.2) 

A função arbitrária, G (a„ p„ n), é expressa como uma expansão em termos do campo de 

WZ, dada por 

00 

= E g(") (ai, Pi, 	g(n) (ai,vi,n) 	nn 
	

(2.3) 
n=1 
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e satisfaz à seguinte condição de fronteira 

G(ai, pi, 7 = 	= O. 	 (2.4) 

As variáveis s mpléticas foram estendidas para conterem também as variáveis de WZ, 

sendo assim, ë(1)ã  = (e)a, 77) (com ã = 1, 2, 2N + 1). O potencial simplético de 

iteração-zero é reescrito como 

00 
ü(°)  (ai , pi , 77) = 	(ai  , pi) + r g(n)  (ai, 	12). 	 (2.5) 

n=1 

Os momenta canônicos uma forma serão designados por 

:44°) _ Ar, com ti =1,2,... ,2N 
(2.6) IP, com ã= 2N + 1 

e o novo tensor simplético é dado por 

aii(P)  T» _ 	 (2.7) Jap (94,ãa, Dem' 

onde 

, (f20)  f ) (2.8) (a73 	fn(043) 

A implementação do esquema simplético invariante de calibre segue dois passos: o 

primeiro é dedicado ao cálculo de 41(a„pi) enquanto o segundo é dedicado ao cálculo de 

G(ai , pi , 77). Para iniciarmos o primeiro passo, impõe-se que o novo tensor simplético (7(0)) 

seja singular, então, 

ii-(o)apj43  o. 	 (2.9) 

Supondo que este modo-zero genérico é 

'7(°)  = Pa 1) , 
	 (2.10) 
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onde g' é arbitrário e usando a relação dada na eq.(2.9) junto com a eq.(2.8), obtem-se 

um conjunto de equações, a saber 

f2n)  = o, 
	 (2.11) 

onde 

de  f(0) 	8W 	O  
al7 ae(0)a an  (2.12) 

Observe que os elementos de matriz pía são escolhidos de modo a revelar a simetria de 

calibre desejada. Note que neste formalismo o modo-zero ii(0)ã é o gerador da simetria de 

calibre. Neste ponto, devemos mencionar que esta característica é importante porque ela 

abre a possibilidade de revelarmos as simetrias de calibre escondidas desejadas a partir 

do modelo não-invariante. Isto garante ao formalismo simplético de imersão a capacidade 

de lidar com sistemas não-invariantes de calibre. A partir da eq.(2.9), algumas equações 

diferenciais envolvendo W(ai,pi) são obtidas, eqs.(2.11), e após alguns cálculos diretos, 

W(ai,pi) pode ser determinada. 

Para calcular G (a„ pi, 77), impõe-se que nenhum vínculo surja da contração do modo-

zero (FP') com o gradiente do potencial U(0)  (ai , p„ rj). Esta condição gera uma equação 

diferencial geral, dada por 

,-(0)« 8(7°)  (ai 	n) = o,  
ac(o)a 

	

au(o)  (ai  , pi ) 
ae(0)a 	

a  aÇ(i)(ai, pi , n) 	ag(2)  (ai 	7()  + p 	ae(0)a + 	ae(0)a 	+...  

+ 80)  (ai Pi,71)  + 8g(2)(ai,Pi, 7() + . . . = o, 	 (2.13) 

	

077 	 877  

que permite calcular todos os termos de correção Ç(") (ai,pi, i) em termos de 77. Note 

que esta expansão polinomial em termos de ri é igual a zero, subsequentemente, todos 
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os coeficientes para cada ordem em 77 deve ser nulo identicamente. Em vista disto, cada 

correção em 77 é determinado. Para termos de correção linear, tem-se 

8U@0)  (ai, pi) 	ag(') (ai, pi, 77) = o. 

Para termos de correção quadrático, obtém-se 

ago.) (ai,  A,  n) 
+ 

ao) (a2, 	77) 	o.  
Pta 	ae(0)a (2.15) 

A partir destas equações, uma equação recursiva para n > 2 é proposta como sendo 

agen-,)(az , pi , 77) 	aç(n) (ai, 

que permite calcular cada termo de correção em 77. Este processo iterativo é sucessiva-

mente repetido até que a eq.(2.13) torne-se identicamente nula. Consequentemente, o 

termo extra C(ai,pi ,i7) é obtido explicitamente. Então, a Hamiltoniana invariante de 

calibre, identificada como sendo o potencial simplético, é obtido como 

N(a7, P7, n) = 	(ai, pi) + G(cti,Pi, 7)), 
	 (2.17) 

e o modo-zero ii(ü)ã  é identificado como sendo o gerador de uma transformação de calibre 

infinitesimal, dado por 

sta = sp(o)á 	 (2.18) 

onde E é um parâmetro infinitesimal. 

2.3 Formalismo simplético de imersão II 

A sistematização do formalismo simplético de imersão começa supondo que a versão in-

variante de calibre da Lagrangeana geral (C(ai,ái,t)) é dada por 

,C (ai , ái  yp,  t) = 	éti, t) + ráfx(ai, 	wp), (p = 1, 2), 	(2.19) 

pt° oe(0)a (2.14) 

8(0)cx 577 	
= o, (2.16) 



arcaz avia) (ai, ái , cp p) 
• (2.23) = 

(97) 
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onde (pp  = 	i) e o termo extra (rwz) depende das variaveis originais (ai, ái) e con- 

figuração de WZ (y227). De fato, esta Lagrangeana de WZ pode ser expressa como uma 

expansão da váriavel de WZ (ap) como 

rwz(ai, ai, (PP) = E v(n) (ai, ai, Sas 	com  °(71) (Scp) 	401 , 
	(2.20) 

rt=1 

que satisfaz à seguinte condição de fronteira, 

Ewz(ço p  = 0) = 0. 	 (2.21) 

A redução da Lagrangeana, eq.(2.19), para a sua forma de primeira-ordem precede o 

começo do processo de conversão, deste modo 

,É(13)  = A(ct())(CI)6 
	

7.7)7/ — ü(°), 	 (2.22) 

onde irn  é o momento conjugado às variaveis de WZ, isto é, 

As variaveis simpléticas expandidas são ë0:0  = (ai, pi, çap) e o novo potencial simplético 

torna-se 

CIO)  = UM + G(cti,Pi) AP), (p = 1,2), 	 (2.24) 

onde Ap = (n, irn). A função arbitrária G (ai , pi, Ai)) é expressa como uma expansão em 

termos dos campos de WZ, isto é 

00 

G(ai , pi , Ap) = E g(n) (ai , pi , p) 

	

(2.25) 
n=-0 

COM 

ç(") (ai, pi, Ap) 	ap. 	 (2.26) 
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Neste contexto, os momenta canônicos de ordem zero são dados por 

{A
(09) , com á =1,2,... ,N, 

42)  = 7777 , COM El= N + 1, 
0, 	com ã= N + 2. 

O tensor simplético correspondente, obtido a partir da seguinte relação geral 

6)) _ 	 044(-9) 	8,21.1°) 

J ãO 	aëui 	oë(0,á' ' 

(2.27) 

(2.28) 

TO/3) = 
I fa%)  O O 

0 O —1 , 
\ 0 	1 0 

(2.29) 

que deve ser uma matriz singular. 

A implementação do formalismo de imersão simplético consiste em calcularmos a 

função arbitrária (G(ai , 	Ap)). Para isto, os termos de correção em ordem de Ap  (Ç(n)(a,., pi , Av)), 

devem ser calculados. Se a matriz simplética, eq.(2.29), é singular, ela tem um modo-zero 

é e, consequentemente, tem-se 

2,-(o)ei r(0) = 
&p' 

onde assume-se que este modo-zero é 

ã(')  = ha o o) , 

(2.30) 

(2.31) 

onde f é uma matriz linha genérica. Usando a relação dada na eq.(2.30) junto com a 

eq.(2.29) e a eq.(2.31), obtém-se 

77,,(°2 = o. 	 (2.32) 

Desta forma, o modo-zero é obtido e, de acordo com o formalismo simplético, este 

modo-zero deve ser contraído com o gradiente do potencial simplético, isto é, 

afim -(0)a 	 — o <o»  (2.33) 
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como consequencia, surge um vínculo, a saber, 

=
rya 
 [ D

a(0
M

cx 	a 
OG (a, 

 0)  
pi ,  Ap)1 

(2.34) e(a 

Devido a isto, a Lagrangeana de primeira-ordem é reescrita como 

È(1) = Arrã  7r777? 	 ü(1) (2.35) 

onde (J(1)  = U(°) . Note que as váriaveis simpléticas agora são ë(1)a 	(a„pi, 4) (com 

õ = 1,2, . 	N + 3) e a matriz simplética correspondente torna-se 

if p fac  o 	o 

.fna O fcn 
o Ag  o —1 

\ o 	Aro( 	1 	o 

onde 

f cn = 
O[ a(OUM  + DG (ai, pi, Ap))1 

(99,7  7  ac(0)ex 	ae(c ). 	' 
am 	aG(ai,pi ,  Ap)  )1 1:‘ (  au 

 
(9,7r7) 	N-(0)a + 	000)a 

i9f2 =  a 	a  (amo) 	OG(a ,pi, Ap))] 

	

KO)CE ae(0)a [7 Ko)a + 	°e ma 	• 

 

 

f(wi 

fa( = 

(2.37) 

Já que o nosso objetivo é revelar uma simetria de WZ, este tensor simplético deve ser 

singular, consequentemente, ele tem um modo-zero, isto é, 

v(1)(v)(a)  = (pcd,)  1 a b) , 	 (2.38) 

a qual satisfaz à relação 

1--. ){(sa)/2i,  _ o. 	 (2.39) 

Note que os parâmetros (a, b) podem ser O ou 1 e t/ indica o número de escolhas para 

fã (2.36) 
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f)(1)'. Como consequência, há dois conjuntos independentes de modos-zero, dados por 

p (̀(,1))(0)  = (µc,.) 	1 0 1 ) , 

pM(,)  = (tg,)  1 1 o). 	 (2.40) 

Note que os elementos de matriz 4)  apresentam algumas arbitrariedades, as quais podem 

ser fixadas para revelarmos a simetria de calibre de WZ desejada. Além disso, no forma- 

lismo, 0.)  o modo-zero v@ma) é o gerador da simetria de calibre, o que nos permite apresentar 

as simetrias a partir do ponto de vista geométrico. Neste ponto chamamos a atenção para 

o fato de que esta é uma característica importante, uma vez que ela abre a possibilidade 

de revelarmos a simetria de calibre escondida desejada a partir do modelo não invariante. 

Diferentes escolhas do modo-zero geram diferentes versões invariantes de calibre do sistema 

de segunda classe. Contudo, estas descrições são dinamicamente equivalentes, isto é, há a 

possibilidade de relacionarmos estes conjuntos de modos-zero, eq.(2.40), através de uma 

transformação canônica (171;;)4))  = T.01,2(a) ) onde a barra significa matriz transposta. Por 

exemplo, 
µw)\ /1 O O 0A /pc(,)  
1 0 1 0 0 1 

O O O 1 1 
(2.41) 

 
\ 	1 	/ \0 O 1 O/ \ O 	/ 

No contexto do formalismo BFFT, diferentes escolhas para a matriz degenerada X conduz 

à diferentes versões invariantes de calibre do modelo de segunda classe [84]. Agora, torna-

se claro que a arbitrariedade presente nos métodos de conversão iterativo e BFFT tem 

sua origem na escolha do modo-zero. 

A partir da relação, eq.(2.39), junto com a eq.(2.36) e a eq.(2.38), algumas equações 

1É importante notarmos que v não é um parâmetro fixo 
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diferenciais envolvendo G(ai,pi , Àp) são obtidas, isto é, 

O = itd,j(W + fo, 

o = b(,) ja(? + afx +bf,c, 

O = je nci) ± b, 	 (2.42) 

O = 	— a. 

Resolvendo as relações acima, alguns termos de correção, Epto  Ç(m)(a„ p„ 4), podem ser 

determinados, incluindo também as condições de fronteira (0)(ai,p„ Àp  = O)). 

Para calcularmos os termos de correção restantes de G(a„ p„ Ap), impõe-se que mais 

nenhum vínculo surja da contração do modo-zero (0,12tp)) com o gradiente do potencial 

0.(1)(a2 , p2 , 4). Esta condição gera uma equação diferencial, dada por 

1)& (9f7(1)(az,Pi, Ap)  
O 	v64(a) 	0'0)5 

	

a  aU(1) (a„  pi ) 	OG(a,,p„ 77,  /fp)] 
 + a 

OG (ai, p j, 4) 

 + b

OG(a„ pi, Ap) 

µ(v) 	ae(1)a ae(1)a 	 an 	 Oirn  

	

OU(1)(a1, p,) 	OÇ(m) (a„p„4)] 	OÇ(n)  (a,, pi, Ap) = 
µ(te) ky) [ afi(l)a +  1_, 0 
	(9e0-» 	+ a E 

377 m= 	 n=0 

b
c°  ag(n)(ai,Pi,Ap) E 

a7rn  m=1)  
(2.43) 

A última relação permite calcular todos os termos de correção para Ap, Ç(")  (a„ p„ Ap). 

Note que esta expansão polinomial em termos de Àp  é igual a zero, consequentemente, 

todos os coeficientes para cada ordem nestas váriaveis de WZ devem ser identicamente 

nulos. Devido a isto, cada termo de correção em termos de Ai, podem ser determinados. 

Para um termo de correção linear, tem-se 

DUO) (a,,+ 
a  

00
eci»
(a„ p,)1 

 + a 
OÇ(1) (a„ p,, 4) 	DO)  (a„ 4)  

(2.44) 
ar„ 

O = 
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onde a relação UM = UM foi usada. Para um termo de correção quadrático, tem-se 

— 

A partir destas relações, 

= PC (‘If) 

„9 
"(1') 

00(1) (ai, Pi, Àp)1 
[ 

ag(2)(ai, Pi, Àp) 	
b
ag(2) (ai, Pi, AP) +a

aOl~) (ai,  a 	 + (2.45) 

(2.46) 
a0(-1) 

a(0)a 

uma equação 

(04, 	, 4)1 + 

077 

recursiva para n > 2 é proposta, a saber, 

ag(71) (ai , Pi, Ap) 	b aç(n) (ai, Pi, AP) a 
a(0)a 077 

que nos permite calcular os termos de correção restantes para ri e 7E i . Este processo 

iterativo é sucessivamente repetido até que a eq.(2.43) torne-se identicamente nula(caso 

ou quando um termo extra g(°) 	4) não pode ser calculado(caso 	Então, o novo 

potencial simplético é escrito como 

UM (ai, pi, 	= 	(ai, pi) G(ai , pi, AA. 	 (2.47) 

Para o caso i, o novo potencial simplético é invariante de calibre. Para o caso ii, devido 

a alguns termos de correção G(ai,pi, Ap) que ainda não foram determinados, este novo 

potencial simplético não é invariante de calibre. Como consequência, há alguns contra 

termos de WZ no novo potencial simplético, os quais podem ser fixados usando as equações 

de Hamilton de movimento para as váriaveis de WZ 	, trii ) junto com a relação de 

momento conjugado canônico para 77, dada na eq. (2.23). Devido a isto, a Hamiltoniana 

invariante de calibre é obtida explicitamente e o modo-zero i',(1)ã ) é identificado como (,)W 

sendo o gerador das transformações de calibre infinitesimais, dadas por 

se,)(a) = EDZ), 	 (2.48) 

onde E é um parâmetro infinitesimal. 

Na próxima seção, aplicaremos o formalismo simplético de imersão II no modelo de 

Schwinger quiral bosonizado. 
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2.4 Aplicação no modelo de Schwinger quiral bosonizado 

Tem sido mostrado nas últimas décadas que teorias de calibre anômalas em duas dimensões 

podem ser consistentemente e unitariamente quantizadas, tanto Abeliano [80, 92, 93, 94, 

95] quanto não Abeliano [96, 97]. Neste cenário, o modelo bi-dimensional que tem sido 

estudado é o modelo de Schwinger quiral bosonizado. Iniciamos com a seguinte densidade 

Lagrangeana do modelo com a > 1, 

1 	1 	 1 
= — 4  F,,„ Fm' + —

2 
0,45 012 0 + q (g" — E") 0m¢ + —

2 
q2  a AiL A.11  . (2.49) 

Aqui, Fm, = (912 A — 	g = diag(+1, —1) e c01 = cio = 1. O método 

simplético será aplicado para quantizar o modelo de segunda classe original e, então, os 

parênteses de Dirac e a sua respectiva Hamiltoniana reduzida será determinada. A fim de 

implementar o método simplético, a Lagrangeana de segunda-ordem na velocidade, dada 

na eq. (2.49), é reduzida a primeira-ordem, a saber, 

(g5 + 7r1  — U", 	 (2.50) 

onde o potencial simplético de iteração de ordem zero, UM, é 

U(°)  = 2(—  1 rl + 71-?0 (91010) ± AO (017r1  q2  (1 — a),4°  + q2 A1  — giro  — qaido) 

1 	 1 
+ Ai(qz 

2 
— —q2 (a + 1)/11  — 	0) — —

2 
q2(1 — a)A°210. (2.51) 

As variáveis simpléticas de ordem-zero são (0)`' = (0,7(0, A0, Al r1) com os seguintes 

momenta canônicos uma-forma 	, 

A(0°) = ro, 
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(2.52) 

	

A(C) 	
— ) = A(e) 	A(°) 	= 	0. 

	

ro 	AO 	7r1 

O tensor simplético da iteração de ordem zero é obtido como 

0 	—1 	O 	O 	O 	\ 
1 	0 	0 	0 	0 

f (°) (x, y) = O 	O 	00 	O (5(3) (X — y). (2.53) 
O 	O 	00 	—1 

\ 0 	O 	O 	1 	0 

Esta matriz é obviamente singular, deste modo;  ela tem um modo-zero que gera um 

vínculo quando contraído com o gradiente do potencial UM, dado por, 

f 3 	SUM(X) 

	

Q1 = 	(1 	(Y) R
° (y) 

	

= 	+ (12(1 amei + q2A1 giro  _ gaio,  (2.54) 

que é identificado como sendo a lei de Gauss, o qual satisfaz à seguinte algebra de Poisson 

Wi(x)421(Y)} = 0. 	 (2.55) 

Substituindo de volta o vínculo Q1  no setor canônico da Lagrangeana de primeira-ordem 

através de um multiplicador de Lagrange Ç, obtém-se a Lagrangeana de primeira iteração 

£(1), isto é, 

£04 	7r40 + 71'A1 	u(1), 	 (2.56) 

onde o potencial simplético de primeira iteração é 

(1(1)  = 	In,-0 

1 	 1 ir,26  — 810510 + (qwq, 
— 2 

—q2(a 1)Al _ 010) _ 
2
_g2 (1  _ amoAg.  

=  

(2.57) 
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Deste modo, as variáveis simpléticas tornam-se CM' = (O, iro, Ao, A1, 771, (") com os seguintes 

momenta canônico uma-forma de 

A(o1) 	iro, 

A(:a 	i1, 

	

A.(1)  = A?)  = A(12 	= 	O, 

	

A(Cl) 	_= 
q2(1 

q) AO + q2A1 galo.  

(2.58) 

A matriz correspondente f (O é então 

/ 	O 	—1 	O O O 	qa, 	\ 
1 	O 	O O O 	q 

f(1)(x v) = O 	O 	O 
O 	O 	O 
O 	O 	O 

O 
O 
1 

O 	q2 (a — 1) 
—1 	q2  

O 	av  

6(3) (x 	y), (2.59) 

\ — q81 	—q 	—q2(a — 1) —q2  —a, 	O 	/ 

que é uma matriz não singular. A inversa de f (O (x , y) gera os parênteses de Dirac entre 

os campos físicos, dados por 

{ di(x), Ø(y)}* = O, 

{ ¢(x) , 70  (y) }* = 6(3) (x — y) , 

{ 0(x) , Ao(y) }* = 	
1 

q(a — 1) 
8(3) (x — 	, 

{ 0(x) , Al(Y) 1-*  = O, 

{ 0(x) 7r1(y) 	= O, 

{R-  0(x), 0(y)}* = O, 

{ 7r0(x), ilo(y)}* = 	 
q(a 1 — 1)

a
Y
s(3)(x — y) , 

{7-0(x), Ai (y)}.  = O, 
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{7r0(x),7r1(y)}* = 0, 

{Ai(x),A0(y)}* — — 
q2 

( a1 
1) 

 a s(3)(x  _ 
— 	Y  

{Ai (x),./11(y)r = 0, 

{Ai  (x),I14 (Y)}' = 813) (x 	Y), 

ftri  (x), Ao(y)}* — 
(a 

1 
— 1) 

5(3)(x — y) , 

{/ri(x), 7ri(Y)}*  = 0. 

(2.60) 

Isto significa que o modelo não é uma teoria invariante de calibre. 

Para iniciarmos o formalismo simplético de imersão, alguns contra-termos de WZ, 

dentro de .0 wz, são introduzidos na Lagrangeana original, conduzindo a uma Lagrangeana 

invariante de calibre, a saber, 

= G + fwz. 	 (2.61) 

De acordo com o formalismo simplético de imersão, a Lagrangeana acima, eq.(2.6 ), 

deve ser reduzida para a primeira-ordem, dada por 

É")  = irçW5+ 7r1111  + Fn7) — (7", 	 (2.62) 

COM 

ü"
2 	+ .7r k  — (910810) + AcRii + Al(q7ro — 

2
—q2(a + 1)Al  — 00) 

1 	 1 

2q2 (1 — a)A0A°  + G(0, zo, 	AO, Ap) 
	

(2.63) 

onde a função arbitrária G é 

CO 

C(0, 7F0, Ar , 7(1, A0, Ap) = E g(n) (o, R0, Al, ir A0, 4), 
	 (2.64) 

n=0 
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e g(n) é expandida em termos das variáveis de WZ (ay, = (7), 7,7)), 

g(n) — (Ap)n. 	 (2.65) 

O vetor simplético é dado por ë(" = (O, 71-0, 441,7r1, A0,4) e seus momentos corres-

pondentes são 

A(0°)  

Ã(')  

11(0) 
= 

24(o
rd.
) — ;4(o) — Ã(o) 

Ao 	7  

g)  

o, 	 (2.66) 

n. 

A matriz simplética correspondente I03)  é 

O 	—5(x — y) 	O 	O O 	O 	O 	\ 
6.(x — y) 	O 	O 	O O 	O 	O 

O 	O 	O 	b(x — y) O 	O 	O 
f o) = O 	O 	—5(x — y) 	O O 	O 	O 

O 	O 	O 	O O 	O 	O 
O 	O 	O 	O O 	O 	—8(x — y) 
O 	O 	O 	O O 	8(x — y) 	O 	1 

2.67) 

Como a matriz é singular, ela tem um modo-zero. 

p•(,) ,(0 	o 	o 	0 	o 	1 	o 

o qual gera o seguinte vínculo 

0) 	 (2.68) 

(w) = 	+ q2 (1 — a)A°  + q2 	— qrr — 03.0 dw (2.69) f 	
6.24°
5G(

(x)' 

após a contração com o gradiente do potencial simplético. 
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Seguindo o formalismo simplético de imersão, este vínculo é introduzido no setor 

cinético da Lagrangeana, eq.(2.62), através de um multiplicador de Lagrange (0, que 

conduz a Lagrangeana de primeira iteração, dada por 

f(i) .= , ffos H_ 7,1_41  + Ç2 — um, 	
(2.70) 

onde -1)-(1)  = ("(0). O vetor simplético muda para t(1» = (c5,7ro, Al , ir i , Ao, e, Ap) , com a 

respectiva matriz simplética, 

/ 	0 	— 5(x — y) 	O 	0 	0 	fs(b1C) 	O 	O 
5(x — y) 	O 	O 	O 	O 	f7(r1) 	0 	0 

O 	O 	O 	8(x - y) 	O 	J.:4Z 	o 	o 

p1) o o 	-s(x -- y) 	O 	O 	.0 	o 	o .____ 
o o 	o 	o 	O a O 	O 

d .00 	f&I 	
1- 7,1),. 	.f.A1)0 	O 	fg) 	

07, 

O 	O 	O 	O 	O 	141) 	O 	-8(x -- y) 
\ 	O 	O 	O 	O 	O 	..(1) f„Tic  5(x - y) 	O 

(2.71) 

COM 

SG(w)
Of_5(±' -il) som .1 dw 5A°(x)' 

õr(w)  
4(5(g 9?) 	57r 0(y) I dw  6A° (x)' 

5Gw  -42 (1 - 45 	(mo 	(y)
f dw 

SA°((x)
)' 

5 	SG(w)  
-q25(1' il) 	sAl (y) I dw 45  A° (x)' 8G (w)  
Ts(5 g) szi(y) cklibnxr 

dw  (5(7G44 
58(y) 	A°(x) 

SG(w) 
(57ro  (y) 	 (x)

• 

(2.72) 
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Agora, para revelarmos a simetria de calibre, um modo-zero genérico é definido como 

(1)ã 	 71 	71 	I 	7 .1 	71 	I/ = 	 o5 	). n  5 ) (2.73) 

A contração deste modo-zero e o tensor simplético é, então, identicamente nulo, isto é, 

	

f d3x ' (g)  ( /110.) il) = O. 	 (2.74) 

O que nos conduz a sete equações diferenciais, dadas por 

O 
	

1 d3x 	—[v2(x)8(x0+ v6(i)fcd,(g,o1, 

O 
	

1 d3x [—vi(f)5V 	+ 

O 
	

1 d3x [—v4(f)8(±i — O+ vs(AfcAl(f, 01, 

O 	f d 3x [v3(2)61±' — o + v6 (2d)fc„i(x,o] , 	 (2.75) 

o f d3x v6(±)fç43(±,0, 

o f  d3x [vi(Af,,,(x,0 + v2(f) f 0C(± g) + v3 (£) f AI 	il) 

	

+ 1/4(±) f c(f + IMA f n(( 	+ 	, 

f d 3x [118(f)8  — il) + v6(±) f c?) 	-01 

O 	f d 3x [—v7 (i)(5(±— 	v6(Af(-„,(X, 9)]. 

Para colocar nosso trabalho em perspestiva com outros, escolhemos convenientemente, 

o modo-zero como sendo 

ü(l)a  = (q qDx1 	O O 1 A —q2/Aaf ) , 	 (2.76) 

com A2  = q2 (1 — a). Devido a isto, o conjunto de equações diferenciais acima torna-se 

o = f d3x  6  f sG(w)  
80(y) ,,, 6,4°(x)' 
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, 	(2.77) 

o d3x  

o f d3x 

o 

kro(y) J. 

[—q2õ(f 

6  

sA0(x)' 
w f  sc( ) 

sA1(y) I- 6 A°(x) ] 

5G(w)  f d3x 

o — f d3x 

o f d3x 

6714 (y) 	c, 

q2/ AaTk2(1—  

[-4219i 5(±•—  

52,10(x) 

a)5V 	sAo(y) 	õA°(x) 

6G(w) 
ü)+ 8-  cui(y) 	5A° (x) 

â, 	 
r 
	Sc(w) + 

ax 
 6 	f SG(w)  

s 	 A 1  &Ir (y) 	5A°(x) n(y) silo(x) 	n  

O d3x f 
172 õ 	5G(W) 
'(91.(5(±' 58(y) In, (524°(X)1' 

O = f d 3x 5(2 	y") 
f 8G(w)1 

Slin (Y) .1w WAP(X) • 

A partir da terceira e quinta relação acima, obtemos a condição de fronteira, que é escrita 

como 

g(°)  = — 2 —
1

Ail°A0  — q2A1/12. 	 (2.78) 

Assim, o termo de correção de ordem zero é 

g(0) = 2A2A°A0  — q2A1A°  + 0)(A1,7r1). 	 (2.79) 

Enquanto a partir da sexta e sétima relação acima, o termo de correção de primeira-ordem, 

é obtido parcialmente com sendo 

01)  = — 2:0177A0  + AirnAo. 	 (2.80) 

É importante notarmos que a relação acima não pode envolver todos os termos de 

primeira-ordem, por que alguns deles podem não depender da compomente temporal do 
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campo(A°). Desta forma, vamos reescreve-lo como 

g(1)(Al ,  1, 
A°, 

Ap) 	_ ainAo áarnAo 
 G(1) (A1, 
	4). 	(2.81) 

Assim, o potencial simplético pode ser expresso como 

1 92 

2 	 A 
(-7F17T1  tr2p  — 81010 + Ao  (-017r1  — giro  — 	— 	+ AR-ri) 

1 	 00 
Al(vro 2 (r. (a  ± )241 _ 010 + E g(n) (A1, 	Ap) g(0) 	7r1).  

n=1 

(2.82) 

Agora, torna-se necessário garantir que mais nenhum vínculo surja. Para isto, impõe-

se que a contração do modo-zero, eq.(2.76), com o gradiente do potencial simplético, 

eq.(2.82), não produza um novo vínculo, isto é, 

o 	f D(1)(x)6 ( 1) 6  (x)  ü0)(y)dy, ë 

f d3 x [q2 (1 — a)2411(£)08(2 — 	E  ajsq(
.)  (Ai 

- 	(5 Ai 	(5)  

co 	 Àp)(0 

80)  Ai, '71)(0 	6Çin)  (Ai  , tr i , Ap) (il)  

A E 
8A1(f) n=1 	dg(g) 

q2 
az 

 o. sg(n)( 	zri, Amo  
E 	\

] 

á n=1 	(57Tn(±) 
(2.83) 

Que é uma expressão polinomial para os campos de WZ (ap).Para a relação de ordem 

zero nos campos de WZ, obtém-se 

O 	f d 3x q2 (1 — a)
6g(0) (Ai , 7ri) (g) 

./11(01-S(X' — +8A1 	(±) 

A
sg(i)  (Ai, 7r1, Ap)(0 	q2  az  sg(i) (Ai 	, 4)(g)] 

577(f) 	A 1 	51rn(±) 
(2.84) 

Neste ponto, é importante notarmos que algumas degenerescências aparecem, já que não 

podemos resolver as relações acima levando a um resultado único, isto é, esta relação tem 
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solução mas não é única. A princípio, isto pode soar mal, entretanto, isto mostra quão 

poderoso o formalismo simplético de imersão pode ser: a partir desta relação podemos 

obter todos os termos de correção para os campos de WZ, o que nos dá o potencial 

simplético( Hamiltoniana) como uma relação invariante de calibre sob as transformações 

de calibre infinitesimais geradas pelo modo-zero dado na eq.(2.77). Então, há diferentes 

descrições invariantes de calibre para o modelo não invariante com a mesma simetria de 

calibre, que é possível devido à eq.(2.84). Por outro lado, esta relação pode nos levar a 

um cálculo difícil do potencial simplético invariante de calibre ao se supor uma solução 

ruim para 0)(A1, 7r1) e g(i)(Ai , 7F1, Ap). 

Como estamos interessados em comparar nossos resultados com outros, escolhemos 

uma solução conveniente que torna o cálculo dos termos de correção nos campos de WZ 

uma tarefa fácil. As soluções escolhidas para a eq.(2.84) são 

09,41 , 7r1) = q4  2A2 ,41.41  , 

91i) (241, Ap) = 

Assim, o potencial simplético torna-se 

2 

L
,

AVF 
A 	n.  

(2.85) 

(1(1)  = --(-71-1 7r1  + 	— 50010) + -40(—(517r1  — 91r — 010 — Çain +  zsarn) 

+ Aaqiro 	 
2(1 — a) 

Al  q(910 — 40177 — -"1 
 á
-7rn) + E g(n)(Ai, RA, 4). (2.86) 

(12 	 ,2 	00 

n=.2 

Novamente, usamos a eq.(2.84), que permite calcular o termo de correção quadrático nos 

campos de WZ 

O = f d3  x — Aarn(gKi5(1—  il) + çlrn a jAg 

  

80(2) (A1,  7r1,  4)(0 
577(±) 

2 sg(2) (Al ,  71-1, Àp)(01 

sir„(g) (2.87) 
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que nos leva à seguinte solução, 

1 g(2) _ 01770177  _ 1  
2

,72 
2 	 17.  

(2.88) 

Como este último termo de correção ç(2) tem dependência somente nos campos de WZ, os 

termos de correção g(n) = O para TI > 3. Devido a isto, o potencial simplético, identificado 

como sendo a Hamiltoniana invariante de calibre, é 

2 
	 — 01(6810 aion  _ 71.) 

+ 	(-81771  — Tifo — 	— 55 9171 + Arra) 

,2 	 ,2 

+ 	(q7r0 
2(1 
	'i

— a) 
Al  010 — 08117 — ‘=7r,) ), 

A 

que é o mesmo resultado obtido na ref.[90, 98]. 

(2.89) 

2.5 Conclusão 

Nós reformulamos sistemas não invariantes como teorias invariantes de calibre, usando 

um formalismo de imersão alternativo, baseado num tratamento geométrico, que nos 

permite revelar uma simetria escondida em modelos de segunda classe. De fato, estas 

simetrias pertencem a um conjunto independente de modos-zero, o qual é uma agradável 

característica deste formalismo, já que o modelo mergulhado apresentará uma simetria de 

calibre previamente escolhida. 

Para sistematizar o formalismo de imersão, ele foi aplicado ao modelo de Schwinger 

quiral bosonizado para ilustrar e tornar mais claro alguns pontos obscuros. Fomos ca-

pazes de reproduzir uma versão invariante de calibre bem conhecida do modelo e, além 

disso, a possibilidade de obtermos diferentes, mas dinamicamente equivalentes, descrições 
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invariantes de calibre para este modelo foi aberta. Como consequência, conclui-se que a 

solução bem conhecida não é única. 



Capítulo 3 

Simetrias escondidas no modelo de 
fluido 

3.1 Introdução 

Após o trabalho de Bordemann e Hoppe [99], o estudo da teoria de campo de fluido 

escalar tem atraído muita atenção [99, 100, 101, 102, 103. 104, 105] nos últimos anos. Na 

ref. [99], os autores demonstraram que a teoria relativística de membranas são sistemas 

integráveis, reduzindo o problema a uma dinâmica de fluido 2-dimensional. Este assunto 

é de grande interesse uma vez que ele oferece conexão com a descrição hidrodinâmica de 

mecânica quântica [106, 107], modelo de parton [100], cosmologia de buraco negro [108], 

hidrodinâmica de sistemas superfluido [109]. Muitas destas investigações são dedicadas a 

encontrar a solução deste sistema invariante de Galileu em d-dimensões em conexão com 

as soluções do sistema d-brane relativístico em (d+1)-dimensões [99, 102], o qual é de 

interesse direto para teoria de física de partículas.  

Recentemente, uma simetria escondida de teoria de campos de fluido foi discutida no 

contexto de WZ [110]. Em outro trabalho [111], foi examinada a simetria de calibre no 

espaço de fase original, onde campos de WZ não foram usados. Apesar destes estudos, 

73 
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uma investigação completa das simetrias de calibre escondidas presentes no modelo de 

mecânica de fluido não foi feita ainda. Para isto, propomos neste capítulo fazermos 

uma completa investigação das simetrias de calibre escondidas existentes no modelo de 

dinâmica de fluido, usando o formalismo simplético de imersão. 

3.2 O modelo de dinâmica de fluidos 

Neste capítulo a Lagrangeana que determina a dinâmica de fluido de interesse será 

derivada. Para tanto, seguiremos o desenvolvido em [102]. Iniciamos com a Lagrangeana 

da teoria de Schri5dinger (linear ou não linear) definida em um espaço (f.) d-dimensional 

evoluindo no tempo (t), dada por 

Ls  = f ddr{i,trth — '-1 (v/tG*) • (VO) — U('O*0)} 
	

(3.1) 

com U determinando qualquer interação não linear. Inserindo a representação em ter- 

mos de densidade de massa (p 	p(t, 71) e o potencial de velocidade (9 ==- 0(t, f")) como 

apresentado na ref.[109], isto é, 

pl/ e
, 
	 (3.2) 

na Lagrangeana de Schràdinger, obtém-se o modelo de dinâmica de fluido [20] descrito 

pela seguinte Lagrangeana em um espaço (f) d-dimensional 

L = f dd fl. (a p — 2 pX 70 .V — U (p)) , 	 (3.3) 

COM 

U (p) = U (p) +
8 p 
1 (v  )2 
	

(3.4) 
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que é a forma hidrodinâmica da teoria de Schrõdinger [106, 107]. Neste ponto, é impor-

tante notar que existe uma interação não trivial, mesmo na ausência de U. Este resultado 

pode ser obtido também a partir de uma formulação de fixação de calibre de uma mem-

brana no espaço de Minkowski [99], através de uma mudança de variáveis dependentes 

dos campos, para o caso especial d = 2 com o seguinte potencial, 

U(p) = g. 	 (3.5) 

O mesmo resultado foi obtido a partir de uma redução dimensional de uma teoria de 

campo relativística [100]. Na sequência, é obvio que o modelo de fluido descrito pela 

Lagrangeana, eq.(3.3), com algumas restrições sobre U(p), apresenta simetria de Galileu. 

As simetrias manifestadas e os correspondentes geradores estão listados: 

1. Invariância sob translações no espaço e tempo, 

(a) Energia 

H=f dd r E. 	E= pV8 VO+U(p). (3.6) 

(b) Momento 

= f dd r75, 75  = pV8 = j. (3.7) 

2. Invariância sob rotação 

(a) Momento Angular 

Jii 	dd r( 753 	r3 2'). (3.8) 

3. Boost de Galileu 
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(a) Gerador Boost 

=tÉ — f ddritp. 	 (3.9) 

4. Invariância sob translações globais do potencial de velocidade, O —> O + a, com a 

uma constante, que reflete a arbitrariedade de fase em (3.2). 

(a) Carga 

M = f ddrp. 	 (3.10) 

Fisicamente, a conservação da carga M = f d3 x p (massa total) significa que o centro 

de massa do fluido, X = f d'xicIpIM move-se com velocidade constante, 

(DC 
M—dt = f d3xIY,  

onde yi denota o momento total do fluido. 

Inesperadamente, simetrias extras foram encontradas nas refs.[100, 101, 102] e demon-

strado que elas estão presentes no modelo com um potencial específico (U(p) = g/p), assim 

como para o caso livre. Estas simetrias extras são: 

1. Invariância sob reescalonamento temporal t —> ewt: 

(a) Dilatação do tempo 

D = tH — f ddrp0 	 (3.12) 

com os campos transformando-se como 

p„,(t,9t) = 	p(e't,91, 

G(t, ft) —> 00,(t, f) = ew0(e't, 	 (3.13) 

(3.11) 



Capítulo 3. Simetrias escondidas no modelo de fluido 
	 77 

2. Antiboost de Galileu, 

(a) Gerador Antiboost 

f ddr (r's — 2ioV792) 	 (3.14) 

levando a 

t —› T(t,91) 	t + 1̂  c1i • (91' H- fi(t,71)), 

(t, 7 1) = r + (30(T, fi), 	 (3.15) 

onde os campos mudam como 

p(T, fi) = p(t,1-4. 

0(T,17) = 0(T, fi), 	 (3.16) 

com o Jacobiano J dado por 

• 
J = (1 — w • 'N 	

1
T, fi) — c,.)20(T, 	 (3.17) 

Nas refs.[101, 102] foi mostrado que somente para um potencial muito específico depen-

dente da densidade, eq.(3.5), a conexão entre o sistema invariante de Galileu apresentado 

nesta seção, definido em d=2 ou em um espaço d-dimensional, e membrana relativística e 

suas generalizações para o sistema d-brane em d=3 ou espaço (d+1)-dimensões aparece. 

Devido a isto, é importante notarmos que as simetrias adicionais presentes no sistema in-

variante de Galileu no espaço de dimensões d > 1 com o potencial de interação U(p) = g I p 

estão também presentes na membrana relativística e suas generalizações para o sistema 

d-brane no espaço d > 2 dimensões. 



f(0) 	( 	O 	8(d) 
(r 
	f..1) 

C5 (d)  (r — r') 
(3.21) 
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3.3 Análise simplética 

Nesta seção, o modelo de fluido será analisado a partir do ponto de vista simplético. Note 

que esta Lagrangeana já é de primeira-ordem, assim podemos escrevê-la como 

,C(°)  = 0/9 — U(°) , 	 (3.18) 

onde o potencial simplético é 

(3.19) 

Os campos simpléticos são eM[3  = (p, 9) com os correspondentes momentos canônicos 

uma-forma dados por 

= o, 

A(0°) = 0. 	 (3.20) 

A matriz simplética de iteração-zero é 

que é uma matriz não singular e, consequentemente, o modelo não é uma teoria de campo 

invariante de calibre. Como colocado pelo formalismo simplético [9, 101, os parênteses 

de Dirac entre os campos do espaço de fase são obtidos a partir da inversa da matriz 

simplética, isto é, 

{p(f), 	(71}* = b(d) (f — ft), 

{p(f), p(71}* = O, (3.22) 

{O (71 0 (f”)}* = 0. 

Isto completa a análise não invariante. 
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3.4 O modelo de fluido invariante de calibre 

Neste ponto, a versão invariante de calibre da teoria de fluido será obtida usando o forma-

lismo de imersão simplético I. De acordo com este formalismo de imersão, duas funções 

arbitrárias, W e G, dependentes dos campos do espaço de fase original e do campo de WZ 

(n) deve ser adicionada no modelo. A primeira é introduzida no setor cinético e a última 

no setor potencial da Lagrangeana de primeira-ordem. O processo começa com o cálculo 

de 4f e termina com o cálculo de G. 

Para reformularmos o modelo como uma teoria de campo invariante de calibre, va-

mos começar com a Lagrangeana de primeira-ordem ,C(') , eq.(3.18), somado os termos 

arbitrários (4i, G), dada por 

L(°)= 0/>+ 	(Lei), 	 (3.23) 

COM 

Ú(0)  = p3 93i9 + U(p) + G, 	 (3.24) 

onde II1 	W(//, 9) e G 	G(p, O, n) são funções arbitrárias a serem determinadas. Os 

campos s mpléticos são -(°)p = (p, O, n) enquanto a matriz simplética 

TIA = 
8(d) 

\ 

o 

(7. 	fi) 

53y  

5(d)  (7)  — 5Wei 	\ 

(3.25) 
se(t) 
MOI 

j 
6,9(r') SOMO 

onde \PT,  41(f) e 4/,,, 	W(r). 

Como estabelecido pelo formalismo simplético invariante de calibre, o correspondente 

modo-zero G"(91, satisfaz à relação dada na eq.(2.9), que é reescrita como 

f ddtt ii("(f4.) 	r = O, 	 (3.26) 
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o qual produz um conjunto de equações que permite determinar kIf explicitamente. Neste 

ponto, é muito importante notarmos que o formalismo de imersão simplético revela as 

simetrias de calibre U(1) escondidas no modelo físico, pois o modo-zero não gera um novo 

vínculo. Pelo contrário, ele determina a função arbitrária ‘1/ e, consequentemente, garante 

a reformulação invariante de calibre do modelo. Depois disso, a função G será calculada 

usando eq.(2.13). Uma característica da técnica do mergulho simplético é que ela abre a 

possibilidade de implementar uma investigação completa das simetrias de calibre escon-

didas existentes no modelo. No presente caso, propuzemos oito modo-zeros distintos para 

explorarmos, aparentemente, oito simetrias deiferentes. Com  esta estratégia, obteremos 

oito versões invariante de calibre dinamicamente equivalentes do model de fluido dado 

em [110] e podemos também elevar uma simetria global(simetria de fase) para uma local, 

de fato, obtemos uma Lagrangeana onde estas simetrias podem ser obtidas de um modo 

fácil. 

1. A primeira simetria escondida 

Iniciamos com a simetria de calibre relacionada com o seguinte modo-zero 

D(0)  = ( 1 1 —1). 	 (3.27) 

Uma vez que este modo-zero e a matriz simplética, eq.(3.25), devem satisfazer à 

condição de simetria de calibre, dada na eq.(3.26) um conjunto de equações dife-

renciais é obtida, isto é, 

1 dd  (6"(  d  — r') + 6;11((f,7)  

ddr (--s(d) (f — 	+ ") = o, 5o(-r)) 	
(3.28) 
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cof  SW(Ii + ó If (í.) 	_ 
p(r) PO(71 

Após um processo de integração, cp  é determinada como 

'PM = 9(7t) 

Em vista disso, a matriz s mplética torna-se 

0 —1 —1 
7(0) = 	1 	o 	1 ) s(d)(7t 

1 —1 0 

O. 

(3.29) 

(3.30) 

que é singular por construção. Devido a isto, a Lagrageana de primeira-ordem é 

,É (°)  = o + (9 — 	— ü(°) 
	

(3.31) 

com -LM)  dado na eq.(3.24). Agora, vamos começar com o segundo passo para 

reformularmos o modelo como uma teoria de calibre. O modo-zero 	não produz 

um vínculo quando contraido com o gradiente do potencial simplético, isto é, 

-(71 6(.7(°)  (F') 
= o fd di» ii(" 	 , 

ë (n 
(3.32) 

de fato, ele produz uma equação geral que permite o cálculo de todos os termos de 

correção para /77 em G(p, 9, 7)), dado na eq.(2.3). Para calcular o primeiro termo de 

correção para ri, Ç('), usamos a relação dada na eq.(2.14), escrita como 

[213,0(710,i9(7,,)6(d)(F, 	
+  6U (p(r))  

f d 
SP(77) 

P(''')ai'001iS(d)Crti 	áç,(1)(r) =o, 	 (3.33) 
(>77(1 

onde Dl = a+,. Após um cálculo direto, o termo de correção linear para 77 é obtido 

COMO 

1 	 6  
dÇ(1)  = 7.1ajoat 	

6p 
+ 	f dil (p(11) + pazoun. 

77   
(3.34) 
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Levando de volta este resultado no potencial simplético, eq.(3.24), obtemos 

1 	 1 

2 	
d f 

(1(°)  = 
2 
— pa,Oaz + U(p) + —nai oa

2 
 + n —

dp 	
r (p( r )) + pat eain. 	(3.35) 

Entretanto, a formulação invariante do modelo não foi ainda obtida por que a con-

tração do modo-zero, eq.(3.27), com o potencial simplético acima não gera um valor 

nulo. Devido a isto, termos de correção de ordem superior para ?' devem ser calcu-

lados. Para o termo quadrático usamos a equação dada na eq.(2.15), escrita como 

f ddf" [nen 52u(p(r))  + a io(r
,
) a"72(7-' )5(d) (7-'  — o + nerlaionati cs(d) 	— 17') 

6,92 (7-) 
\ 1 

+Orla in(F.1)49/15(dV/  	)] = O. 
697(71 	

(3.36) 

a qual após um cálculo direto, gera o seguinte resultado, 

1 2 	f 52  
g(2)  —2 n 5 	p2 d

d 
 r'U(P(r i )) + TOM' + T) Painain. 

Como o termo de correção de segunda-ordem é expresso em termos dos campos 

(p, 9), a contração do modo-zero com o gradiente clo potencial simplético (somado 

com os termos de correção de primeira e segunda-ordem) ainda gera um novo vínculo, 

consequentemente, o próximo termo de correção deve ser calculado para revelar a 

simetria. O termo de correção de terceira-ordem (Q(3) ) é obtido através da seguinte 

relação, 

2(163U(P()) ±
2 
1 , 

2 71 r 	43(f) 	0  277(7' )a17)( f' ) 8(d) (77."  — 

+77(ina/n(naii6(d)(7_:,, ) âç( 

S( (7

3)(f1)1 
O, 

1 

o qual após um cálculo simples, gera 

1 
Ç(3) 	,53 I ddi»U(p(71) + 	. 

9 6 Sp3  

(3.38) 

(3.39) 

(3.37) 

f 
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A formulação invariante do modelo ainda não foi obtida porque a contração do modo-

zero, eq.(3.27), com o gradiente do potencial simplético (somado com os termos de 

correção de primeira, segunda e terceira-ordem) não gera uma valor nulo. Devido a 

isto, termos de ordem superior em devem ser calculados. Para o termo de correção 

de quarta-ordem usamos a equação dada na eq.(2.16), escrita como 

[1  3(  -,,) 64U(P(7.1)  6On]   
f dcirti  [677 kr j  5  P4(f) 	4(0 J 

que após solução, é dada por 

ç(4) = 	4  54  
24 5p4  u(o(71). (3.41) 

Como g(4)  está escrito em termos de U(p), a formulação invariante de calibre do 

modelo requer um número infinito de termos de WZ, os quais são expressos de um 

modo geral para Tb > 3 como 

on) 	

M 
1 q 

 S 
(5n   f ddi,-.(u( p(r  )), 	 (3.42) 
pn 

Então, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre é escrita como 

op + (o — p)75 — 	, 

onde o potencial simplético 

= 1(0 +n)(3(0) 2  + 1( 9 + 71)(3i11) 2  + (p + n)aigain 2 	 2 

+ U(p)  + '71-tinn wri8n  f ddr-V(p). 

(3.43) 

(3.44) 

Note que os dois ultimos termos do lado direito da equação acima pode ser reescrito 

COMO 

u(p) + 771 à pn f ddrt'u(p(7,1)) = U(p) + 7,1 7inapnu(p) !  

(3.40) 
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= (1 + innan u(P) = 	= u(P + 77). n! 

Como consequência, o potencial simplético torna-se 

(-1(
0) 	 77)(39 + 307)2  ± (P 

(3.45) 

(3.46) 

Por construção, a contração do modo-zero (i)(°) ) com o potencial simplético acima 

não produz um novo vínculo, consequentemente, a simetria escondida é revelada. 

Para completar a reformulação invariante de calibre do modelo, as transformações 

de calibre infinitesimais serão calculadas. De acordo com o método simplético, o 

modo-zero v(o) é o gerador das transformações de calibre infinitesimais (50 = ef"), 

dadas por 

Sp(f) = e(it,t) 8(d) (f."- 

50(f) = E(f, 	8(d) (f. - (3.47) 

597(91 —E(7t, t) S(d) (7t  

onde e(f, t) é um parâmetro infinitesimal dependente do tempo. De fato, sob as 

transformações infinitesimais acima, a Hamiltoniana invariante, identificada como 

sendo o potencial simplético Cf (0) , transforma-se como 

sü(°) = o. 	 (3.48) 

2. A segunda simetria escondida 

Agora, vamos explorar a simetria escondida associada com um outro modo-zero, o 

qual é dado por 

Dg» = ( l o —1). 	 (3.49) 
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Como a condição de simetria de calibre, eq.(3.26), deve ser satisfeita, o seguinte 

conjunto de equações diferenciais, dadas por 

f ddr- 541(.1  — o 
sP(F1 ) 

dd  (-8(d) (f.._ 	61-1(n) 	o,  
60(771) 

que nos leva ao seguinte resultado para klf, 

(3.50) 

w(71 = 	, 	 (3.51) 

com a correspondente matriz simplética 

0 —1 O \ 
f(°)  = 	1 	O 	1 
	

(3.52) 
O —1 0 / 

Esta matriz é obviamente singular e a Lagrangeana de primeira-ordem é 

Ë(°) = Bp + (97) — ü(°) , 	 (3.53) 

com e-J(0)  dado na eq.(3.24). 

O segundo passo do formalismo de imersão começa com a condição que impõe que o 

modo-zero 0) , agora dado pela eq.(3.49), não produz um vínculo quando contraido 

com o gradiente do potencial simplético, isto é, 

dd -11  
(0),ã 	crú(')  V') 

m = O. së põ  (3.54) 

Pelo contrário, esta relação gera uma equação diferencial geral, dada na eq.(2.13), 

que permite o cálculo de todos os termos de correção para r) em G(p, O, n). Para de-

terminar o termo de correção linear para ri, g(1) , usamos a relação dada na eq.(2.14), 
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escrita como 

1 1 	- 	(d) f cilt1  [-(9,10(r93 8( ) 

	

" (5 (r r) 	p  
2 	

SUs(tr»))  (5G(1)(r)  d 	 = O. 
(51/(il J 	

(3.55) 

Após um cálculo direto, o primeiro termo de correção para ri é obt'do 

	

ço) = -21naieaie + 77 T.-5  p  f ddr'u(p(71), 
	 (3.56) 

e, consequentemente, o potencial simplético torna-se 

1 
u(°) = -408'0 + U(p) + 1-nazoa20+ 

Sp f d
dr-V(p(f 1)). (3.57) 

2 	 2  

Entretanto, a contração do modo-zero, eq.(3.49), com o gradiente do potencial 

simplético acima gera um valor não nulo. Devido a isto, termos de correção de 

alta ordem em ri devem ser calculados. Para o termo quadrático nós usamos a 

equação dada em (2.15), escrita como 

s2 u(p(r)) sg(2) (r)1 

	

n(f1) 
â
-
P2(f.) 
	

577(0 	
= O, 	 (3.58) 

Após um cálculo, temos 

ç(2) =2 1772 
5 

 52 
 2  .1 

f 	U(p(»)). 	 (3.59) 
[3 

Como Ç(2)  é expresso em termos de U(p), um número infinito de termos de WZ 

aparecem, que é denotado de um modo geral para n, > 2 pela seguinte relação, 

Ç(")  = 1 —17n 
 Sn 
— f d'irt'U(p(71) 
cSpn 

(3.60) 

Desta forma, a Lagrangeana invariante de calibre de primeira-ordem, após uma 

integração por partes, torna-se 

E = -( 9 + 71) 0  - ü(°), 
	 (3.61) 

f d  
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onde o potencial simplético, é dado por 

1 	 1 	à" f . 
d

d  Ü»° = =2 + 71)(3i0) 2  + u (P) + —n! bp7, 	 ))) 

que pode ser escrito como 

v(°) 	+ 77)(i9i0)2  + U(p + n), 

(3.62) 

(3.63) 

onde a relação, eq.(3.45), foi usada. Por construção, a contração do modo-zero 

("7)9, eq.(3.46), com o gradiente do potencial simplético acima não produz um 

novo vínculo, consequentemente, a nova simetria de calibre é revelada. 

Para finalizar, as transformações de calibre infinitesimais são obtidas como 

i6 /0(0 = E (T/ f) 8(d)  (ft — 

80(f) = O, (3.64) 

ó77(f) = t) 	43(d)  71, 

que conduz a uma Hamiltoniana invariante (50- M = O). 

3. A terceira simetria escondida 

O formalismo de imersão simplético pode identificar simetrias escondidas de um 

modo direto como o que foi feito para resolver as equações em ç(°)  nas duas simetrias 

anteriores, além de uma forma geral dada no capítulo anterior, eq.(2.13). Assim, os 

passos necessários para obtermos a função arbitrária Ç não serão repetidos a partir 

daqui. Apresentaremos o modo-zero e os respectivos resultados. 
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Para continuarmos com a investigação das simetrias escondidas presentes no modelo 

de dinâmica de fluido, consideraremos o seguinte modo-zero, 

= ( o 1 -1) . 	 (3.65) 

que juntamente com a matriz simplética, eq.(3.25), e a condição de simetria de 

calibre, dada em (3.26), o seguinte conjunto de equações diferenciais para kIf é obtido 

como 

J 
Ci d 	(5(d)  (17?  — ri) + 

	

P(r 
(SW(r)

)
) 	O, 

	

f
dd SW(71 	O 

r  50(T-1) 

que fornece a seguinte solução para 

(3.66) 

w(71 = 
	

(3.67) 

enquanto a apartir da eq.(2.13), o potencial simplético correspondente é calculado, 

a saber 

2
408'8 + U(p) + p0108'n 

= 2p(8ie + ainf + u(P)- (3.68) 

Deste modo, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre torna-se 

= (8 + 77 ),5 - ü(°). 	 (3.69) 

após uma integração por partes, e o Hamilton ano, eq.(3.68), é invariante sobre as 

seguintes transformações de calibre infinitesimal 

per) = O, 
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88(f) = E (r , 	6(d) (7v.' — 91, 	 (3.70) 

anel = —s(f», t) s(d)(1- — 2r/). 

Neste ponto, é importante notarmos que com esta simetria foi possível levar uma 

simetria global(simetria de fase) em uma simetria local, mostrando que existe uma 

invariancia sobre translações locais do campo de velocidade, que também preserva 

a conservação da massa, dada na eq.(3.10). 

4. A quarta simetria escondida 

Aqui, o seguinte modo-zero é considerado 

= ( 1 —1 —1 ) . 	 (3.71) 

o qual, devido à matriz simplética, eq.(3.25), e a condição de simetria de calibre, 

dada na eq.(3.26)W e o respectivo potencial simplético são obtidos, a saber, 

w(71 = 19(7) + P(77), 

C(°) 
1 	 1 

= +2 (P + 77)(3i9) 2  + —2 69  + n)(ai77)2 — (P + 71)aioain 

„ 	dd ,,u  

	

+ U(P) + 77! 67,4 	(P),  

onde o potencial simplético pode ser reescrito corno 

(1(°)  = 2(P + 7)) (a;8  ein)2  + u(P + 77), 

já que a condição dada na eq.(3.45) é usada. 

Desta forma, a Lagrangeana invariante de calibre é dada por 

= e,5+ (o + 	— (7")  , 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 
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e a Hamiltoniana acima é invariante sobre as seguintes transformações infinitesimais, 

= E(r',t) 5(d) v— 

(SOM 
	

t) s(d)(f— F'), 	 (3.75) 

õn(rt) 
	

—E(17»,t) 5(d) (f' — 

5. A quinta simetria escondida 

Neste ponto, a simetria relacionada com o seguinte modo-zero é considerada 

D(°)  = ( —1 1 —1) , 	 (3.76) 

que junto com a matriz simplética, eq.(3.25), devem obedecer à condição de sime-

tria de calibre, eq.(3.26), conduzindo ao seguinte resultado para 111 e o potencial 

simplético 

T) = 	p(71, 

ff(°) = 	— n)(õko+ain)2 + Lf(p—n), 
	 (3.77) 

onde a identidade dada na eq.(3.45) foi usada. Assim, a Lagrangeana de primeira-

ordem invariante de calibre é escrita como 

(3.78) 

onde as transformações de calibre infinitesimais são dadas por 

(VI = 	t) (MV— r 

(50(0 = s(r', t) (5.(d) (f — ti»), 	 (3.79) 

601 = 	t) 5(dV— 
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levando a um Hamiltoniano invariante (8ÚM)  = 0). 

6. A sexta simetria escondida 

Agora, simetria relacionada com o seguinte modo-zero 

Ú(°)  = ( —1 O —1) . 	 (3.80) 

será explorada. De acordo com os principais passos do formalismo de imersão 

simplético, 4' e o potencial simplético invariante de calibre são dados por 

w (f) 

r 8" 
(P — 77)(3M 2  + u(P) + 771  (—nrw, cldfgu(P(71), 

(P 	7/)(0,9) 2  + U(P 	77)- 
	 (3.81) 

Assim, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre é 

f = -(p róg)  - Ü(°) , 	 (3.82) 

que é o resultado obtido na ref.[110], após uma integração por partes. 

As transformações de calibre infinitesimais, que deixa a Hamiltoniana invariante 

(UM), são 

(5P(91 = t) s(d) (f— r) 

80(f) = O, (3.83) 

577(f) = —E(f', s(d)(7t — 

7. A sétima simetria escondida 

ü(°) 
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Uma simetria alternativa, associada com o seguinte modo-zero, 

Do) = o —1 —1) 
	

(3.84) 

será revelada. Novamente, os principais passos do formalismo simplético invariante 

de calibre serão usados e, como consequência, W e o potencial simplético invariante 

de calibre são determinados 

W(71 = P(f), 

U(01  = —21  p(c9i0 — 7iu)2  + U(p). 

Assim, a Lagrangeana invariante de calibre é 

= (e — 	— 

com as correspondentes transformações de calibre infinitesimais, 

8p(ii = O, 

.56)(91 = —E(r», t) s(d) ef 

boi = 	t) (5(d)(97..— fq). 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 

que deixam a Hamiltoniana (t:JM) invariante (6ü(°)  = O). Esta simetria, a menos 

de um sinal negativo, é a mesma considerada na terceira simetria. 

8. A oitava simetria escondida 

Para concluirmos com o processo de investigação das simetrias escondidas presentes 

na teoria de campo de fluido, consideremos o seguinte modo-zero 

Do) = (-1  —1 —1) . 	 (3.88) 
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Como antes, os principais passos do formalismo de imersão simplético serão execu-

tados. Como consequência, obtemos 

 

= 2 (P n)(aie — '92 71) 2 + u(p — n), (3.89) 

onde a identidade, dada na eq(3.45), foi usada. Assim, a Lagrangeana de primeira-

ordem invariante de calibre torna-se 

-= p + (-0 + 	— (1(°) , 	 (3.90) 

e as transformações de calibre infinitesimais, que deixam a Hamiltoniana invariante, 

são escritas como 

ispoi = — E(fzi,t) s(d)(f— f.”), 

	

sem = —c(f4,t) sg(f— ), 
	 (3.91) 

= 	t) S(d) et:  — fq). 

3.5 Simetria escondida 

Nesta seção, propomos deixar mais claro a questão da origem da simetria adicional encon-

trada na ref.[101]. Demonstramos que a presença da invariância sobre reescalonamento 

temporal em 11011 e na subseção 4.2, originam-se devido ao processo de fixação de calibre 

da teoria relativística de membrana [99]. Para deixar este ponto mais claro, o formalismo 

de imersão simplética será aplicado ao seguinte modo-zero 

= ( — p O —1) , 	 (3.92) 
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o que reproduz as transformações de campo infinitesimais dadas na eq.(3.13). Como 

antes, os principais passos do formalismo de imersão simplético, e o potencial simplético 

invariante de calibre são determinados como 

= 

17(0)  = 	p(80)2(2 — e71 )+ 813(0,0)(ai 	—2 pe (airi)
„ 

 + v(p — pn), 	(3.93) 

onde a expansão exponencial, similar a eq.(3.45), foi usada. Note que um novo termo, o 

exponencial, soa como um termo de Liouville na versão invariante de calibre do modelo 

de fluido. 

Agora, um modo-zero diferente será considerado, conduzindo a uma interessante in-

terpretação para a invariância por antiboost de Galileu. O modo-zero é 

-(o) v = pV0 (-1 O 1) .  (3.94) 

o que reproduz as transformações de campo infinitesimais, eq.(3.16), dadas por 

4(41 = —WpV0, 

80(t, 	= O, 	 (3.95) 

onde (3 é agora um parâmetro infinitesimal, como o parâmetro e usado em outros momen-

tos nesta tese. Agora, é muito importante mencionarmos que este modo-zero, a menos de 

um sinal negativo e coeficiente, é o mesmo usado para investigar a simetria no segundo 

modo-zero da seção anterior. Deste modo, esta formulação invariante de calibre do modelo 

de fluido, cuja dinâmica é governada pela Lagrangena, dada na eq. (3.61), e Hamiltoniana, 

dada na eq.(3.63), são também invariantes sobre as transformações de calibre dadas na 
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eq.(3.95). Isto revela, de uma maneira linear, a invariância por antiboost de Galileu na 

versão invariante de calibre do modelo de fluido. 

Como mostrado nesta seção, o formalismo de imersão simplética pode selecionar a 

simetria extra proposta na ref.[101] de um modo linear ampliando o espaço de fase com 

a introdução dos campos de WZ. 

3.6 Conclusão 

Nós estudamos, neste capítulo, uma investigação completa das falsas simetrias escondidas 

na teoria de campo de fluido [20], que é um laboratório teórico para estudar alguns aspec-

tos clássicos da teoria de membrana, mostrado por Bordemann e Hoppe na ref.[99]. Neste 

artigo, os autores demonstraram que a teoria relativistica de membranas são sistemas in-

tegráveis através da redução do problema a uma dinâmica cie fluido 2-dimensional. Mais 

tarde, alguns autores [101, 102] dedicaram-se a encontrar soluções deste sistema invariante 

de Galileu em d-dimensões em conexão com as soluções do sistema d-brane relativístico 

em (d+1)-dimensões, o que mostrou a presença de uma simetria de Poincaré escondida 

deste modelo não relativístico realizada pelo difeomorfismo dependente do campo. 

Em ref.[110], os autores mostraram que ambos os grupos de Galileu e Poincaré são 

preservados pela introdução dos campos de WZ e que os grupos de Galileu e Poincaré no 

modelo calibrado podem ser calculados a partir dos geradores do modelo não calibrado 

usando a relação O = e-10P0. Em nosso estudo, reobtemos o modelo de fluido invariante 

proposto na ref.[110] e mais sete versões invariantes, dinamicamente invariante, da teoria 

de fluido. Para deixar este ponto mais claro, demonstraremos que cada simetria escondida 
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investigada na seção 3.4 pode ser reduzida na simetria obtida na ref. [110] e no sexto modo-

zero através de transformações canônicas. 

1. A primeira simetria escondida. 

Após uma integração parcial e usando a seguinte transformação de campo 

8 	— 

p 	p — 27-7, 

a densidade Lagrangeana (3.43) torna-se 

E = -(p -97)é - 2(p - 77) (3i 0)(8' 9) - v(P - 77), 

que é o mesmo resultado obtido na ref.[110]. 

2. A segunda simetria escondida. 

Introduzindo as seguintes transformações, 

8 —> 8, 

p 	p — 277 , 

(3.96) 

(3.97) 

(3.98) 

a densidade de Lagrangeana (3.61) torna-se a Lagrangeana usual (3.82). 

3. A terceira simetria escondida. 

Usando as seguintes transformações canônicas, 

8 	— 

P 	P — 

a densidade Lagrangeana, eq.(3.69), muda para eq.(3.82). 

(3.99) 
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4. A quarta simetria escondida. 

A partir da eq.(3.74) e usando as seguintes transformações 

0 	+ 77 , 

P -4 p - 2n, 	 (3.100) 

obtemos a densidade de Lagrangeana dada na eq.(3.82). 

5. A quinta simetria escondida. 

Inserindo as seguintes transformações de campo, 

0 	0 — 71 . 

P, 
	 (3.101) 

na densidade Lagrangeana, dada na eq.(3.78), reproduzimos o resultado usual dado 

na eq.(3.82). 

6. A sétima simetria escondida. 

Através das seguintes transformações 

0 —> 0 + 17. 

- 
	 (3.102) 

a densidade Lagrangeana, eq.(3.86), torna-se a densidade Lagrangeana dada na 

eq.(3.82). 

7. A oitava simetria escondida. 
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A partir da Lagrangeana dada em (3.90) e usando as seguintes transformações de 

campo 

0 	0 + 7]. 

(3.103) 

obtemos a Lagrangeana invariante de calibre, eq.(3.82). 

Deste modo, mostramos que a teoria de campos de fluido tem uma família dinami-

camente equivalente de descrições invariantes de calibre. Como as versões invariantes de 

calibre do modelo de fluido obtidas neste capítulo são dinamicamente equivalentes e já 

que elas podem ser reduzidas ao modelo invariante obtido na ref,[110], elas também são 

invariantes de Galileu e Poincaré. Entretanto, note que no terceiro e sétimo modo-zero, 

uma simetria óbvia (simetria de fase), descrita na seção 3.5, pode ser identificada de um 

modo direto. De fato, a simetria de fase (simetria global) tem sua posição elevada para 

uma local. Além disso, foi demonstrado que esta simetria pertence a uma família de 

descrições de calibre dinamicamente equivalente do modelo de fluido. 

Além disso, este trabalho abre a possibilidade de verificarmos simetrias extras [101] 

de um modo linear, o que parece mais fácil. Foi possível investigar a simetria relacionada 

com a conservação do reescalonamento temporal, como foi feito na seção 3.5. De fato, a 

Lagrangeana e Hamiltoniana, invariante sob as transformações dadas na eq.(3.13), foram 

apresentadas. Também, com o mergulho do modelo de fluido, foi possível mostrar que os 

campos se transformam como dado na eq.(3.95), que está associado a uma família par-

ticular de simetrias, e é também as transformações infinitesimais dos campos produzidas 
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pelo gerador ant boost de Galileu, que deixa a Lagrangeana, eq.(3.61), e Hamiltoniana, 

eq.(3.63), invariantes. Para finalizar, concluímos que após a restauração da simetria, as 

simetrias extras foram naturalmente obtidas.  



Capítulo 4 

Conclusão geral 

Nesta tese, cujo principal objetivo consiste na investigação de simetrias presentes em 

alguns modelos, mostramos que, no contexto da dinâmica metafluida, a turbulência 

hidrodinâmica apresenta uma simetria escondida. Mostramos que esta simetria, revelada 

através do formalismo simplético e de Dirac, é preservada somente dentro do intervalo 

inercial. Portanto, a invariância de calibre da Hamiltoniana do sistema, eq.(1.42), está 

diretamente reacionada à condição de que não exista dissipação de energia dentro do inter-

valo inercial. Além disso, mostramos que a partir de uma interpretação geométrica para 

a simetria de calibre revelada, o espaço das órbitas é plano e que a contração da métrica, 

eq.(1.120) com o vetor de Euler, eq.(1.131), nos dá uma equação de onda, mostrando o 

forte caráter ondulatório da teoria metafluida. 

Em seguida, reformulamos sistemas não invariantes como teorias invariantes de calibre 

usando um novo formalismo de imersão, que nos permite revelar uma simetria escondida 

em modelos de segunda classe. Iniciamos com o modelo Schwinger quiral bosonizado, 

onde fomos capazes de reproduzir uma versão invariante de calibre bem conhecida do 

modelo, além de abrir a possibilidade de se obter diferentes, mas dinamicamente equiva- 

100 
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lentes, descrições de calibre para este modelo. Esta é uma característica muito importante 

deste novo formalismo, onde podemos escolher a simetria de calibre para o modelo mer-

gulhado, já que é o modo-zero o gerador de tais simetrias. E para finalizar, estudamos 

um caso importante, o modelo de mecânica de fluido, onde mostramos que este modelo 

não tem apenas uma descrição invariante, mas uma família de representações invariante 

de calibre dinamicamente equivalentes. Mostramos que cada simetria revelada pode ser 

reduzida na simetria obtida na ref.[110] através de transformações canônicas, e que desta 

forma elas também são invariantes de Galileu e Poincaré. Além disso, foi possível in-

vestigar a simetria relacionada com a preservação do reescalomento temporal (seção 3.5) 

e que esta formulação invariante de calibre do modelo de fluido, cuja dinâmica é gover-

nada pela Lagrangeana, eq.(3.61), e Hamiltoniana, eq.(3.63), é também invariante sob as 

transformações infinitesimais dadas em (3.95). O que revela, de uma maneira linear, a 

invariância antiboost de Galileu da versão invariante de calibre do modelo de fluido. 



Apêndice A 

Sistemas vinculados 

Todas as teorias de campo fundamentais em física são invariantes com relação a algum 

grupo de transformação de simetria local (Yang-Mills transformações de calibre; Super-

simetria: transformações de supersimetria local, etc.). Tais teorias são chamadas de teo-

rias de calibre ou mais geralmente de sistemas singulares, ou seja, sistemas com vínculos. 

A teoria de calibre tem ocupado um papel importante no contexto da teoria de campos. 

As interações fundamentais conhecidas na natureza são todas governadas pelas teorias de 

calibre. De um modo mais geral, nós chamamos de teorias de calibre aquelas teorias com 

vínculos de primeira classe [4, 5]. Sistemas vinculados foram estudados sistematicamente 

pela primeira vez por Dirac [4, 5] há mais de cinquenta anos, e seu desenvolvimento se 

fez no formalismo Hamiltoniano. 

Sistemas vinculados são caracterizados no espaço de fase pela presença de vínculos, 

que são funções das coordenadas e momentos, dados por 

T(q, 	= 0. 	 (A.1) 

Apesar disso, o parêntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer, A(q, p), da 
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teoria pode não ser nulo, ou seja 

{A, T} 	0. 

103 

(A.2)  

Por este motivo, em lugar de (A.1), é comum escrevermos 

T(q,p) Rud,0 (A.3)  

onde se diz fracamente igual a zero, significando que a relação acima não vale, necessari-

amente, dentro dos parênteses de Poisson. 

Para fazermos a passagem para a mecânica quântica, T e A devem ser transformados 

em operadores, que chamaremos de T e Â. Em virtude de (A.1), T é um operador nulo. 

Assim, qualquer comutador envolvendo í deve ser nulo. ou seja 

[Á, 	o 	 (A.4) 

Mas, pela regra geral de quantização canônica { , } 	, 1 e (A.2) deveríamos obter 

um resultado diferente de zero para o comutador entre T e Á. 

Como podemos ver, a regra geral de quantização canônica nos leva a uma inconsistência 

quando o sistema apresenta vínculos. Estes vínculos podem ser classificados em primários, 

secundários, etc., ou de primeira e segunda classe [4, 5, 6, 7]. Os vínculos de primeira 

classe inplicam na presença de invariância de calibre da teoria. Por outro lado, em teorias 

com vínculos de segunda classe não há esta propriedade. 

Existem vários métodos para se tratar sistemas vinculados baseando-se na classificação 

acima. A maioria trabalha com vínculos de primeira classe [6, 7], que estão relacionados à 

chamada simetria BRST [78], para os de segunda classe existe o método dos parênteses de 

Dirac [4, 5]. Existe também um método mais recente de Faddeev e Jackiw [9] e Barcelos 
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e Wotzasek [10, 11], que não segue a classificação acima. Neste método, o formalismo de 

Dirac pode ser evitado. 

Nós consideraremos os formalismos de Faddeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek e Dirac 

para tratarmos turbulência como um sistema vinculado. Estes procedimentos têm sido 

usados com grande sucesso em Teoria Quãntica de Campos para quantizar alguns modelos 

[112, 113, 114, 115, 116, 117]. Vamos ver um pouco mais sobre estes dois formalismos, 

começando com o de Faddeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek. 

A.1 Formalismo simplético 

No estudo de campos autoduais, Faddeev e Jackiw mostraram como os parênteses de Dirac 

podem ser obtidos através de um tratamento geométrico usando estruturas simpléticas 

[9]. Mas, campos autoduais só apresentam vínculos quando tratados no formalismo de 

Dirac [4]. O que nem sempre ocorre, já que a maioria dos sistemas vinculados no forma-

lismo de Dirac o são, também, no formalismo simplético. A proposta de Faddeev-Jackiw 

para tais sistemas é que se fizesse, primeiramente, a eliminação dos graus de liberdade 

supérfluos. Isto, porém, nem sempre é possível. Mesmo assim, o método simplético pode 

ser convenientemente estendido de tal maneira que os vínculos do sistema possam ser 

incorporados [10, 11], trabalhando com Lagrangeanas de primeira ordem, do tipo 

= AÁa — U. 	 (A.5) 

onde ea(iith  pi)(a = 1, 2, . 2N) são as variáveis simpléticas, A, são os momenta canônico 

uma forma e U é o potencial simplético. Os ai  e pi  são as variáveis do espaço e seus 

momenta conjugados, respectivamente. 
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As Lagrangeanas quadráticas sempre podem ser transformadas em primeira ordem 

introduzindo-se campos auxiliares estendendo-se o espaço das configurações. A equação 

de Euler-Lagrange de (A.5) é 

"'coe = aau, 

COM 

8.40  
fao 	 

	

aia 	aeo • 

Quando os coeficientes .4„(e) são tais que det(fo) O (sem vínculos), podemos resolver 

(A.6) para as velocidades, tal que 

= fafiapU 	 (A.8) 

onde fafi, que é a inversa de fo, é anti-simétrica e não singular. Ele é chamado de tensor 

simplético (a métrica do espaço simplético), e corresponde aos parênteses de Dirac do 

sistema descrito pela Lagrangeana (A.5) 

cd}D ;tad 
	

(A.9) 

Quando a matriz (fap) é singular, não podemos identificar J.o com o tensor simplético, 

e os parênteses da teoria não podem ser consistentemente definidos. Para se contornar esta 

dificuldade, os vínculos da teoria são usados para se produzir uma espécie de deformação 

na estrutura geométrica, levando ao aparecimento de um novo tensor que pode ser não-

singular [11]. 

Para isto, vamos denotar a quantidade singular acima por 43)  e considerar que ela 

tenha M modos zeros v40) , m = 1,2, M. tal que 

.f2.77,2) = 
	

(A.10) 

(A.6)  

(A.7)  
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Agora, usando (A.10) na equação (A.6) verificamos que 

Can (' = O, 	 (A.11) 

que pode ser um vínculo. Consideremos que (A.11) seja realmente um vínculo (chamado 

de vínculo verdadeiro). Para produzirmos uma deformação do tensor faQ, devemos in-

troduzir este vínculo na parte cinética da Lagrangeana por meio de multiplicadores de 

Lagrange. Isto é feito tomando-se a derivada no tempo do vínculo, ou do próprio multipli-

cador de Lagrange. O espaço das configurações da teoria é estendido com este processo. 

Assim, a partir desta nova Lagrangeana, identificamos novos vetores n). Em 

o  

con- 

(i) sequência, pode-se identificar novos tensores f. Se o det(faoo.)  ) O, os vínculos da teoria 

foram eliminados, e os elementos da matriz f (1) (não-singular) podem ser identificados 

como sendo os parênteses de Dirac da teoria. Caso contrário, o procedimento deve ser 

repetido tantas vezes quantas forem necessárias. Porém, pode acontecer do modo zero 

não conduzir a novos vínculos e a matriz continuar singular. Este é o caso, por exemplo, 

de teorias de calibre. Neste caso, a saida é fazer a fixação de calibre para se obter um 

tensor simplético. Vejamos agora um pouco mais sobre o formalismo de Dirac. 

A.2 Formalismo de Dirac 

Há mais de cinquenta anos Dirac apresentou um tratamento consistente para sistemas 

vinculados [5]. Este método é conhecido como método de Dirac e desenvolve-se no formal-

ismo Hamiltoniano, tendo como objetivo chegar aos parênteses de Poisson generalizados, 

os parênteses de Dirac. Para duas quantidades quaisquer A e B, o parêntese de Dirac em 
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tempos iguais é dado por 

{A, B}D  {A, B} — {A, 71,}C,:b1  {Tb, B} , 	 (A.12) 

onde { e } são parênteses de Poisson, Ta  são os vínculos da teoria e Cab = {Ta,Tb} 

são os elementos da matriz C, que é anti-simétrica para vínculos bosônicos [4]. 

Assim, este resultado sugere que, no caso de sistemas vinculados, temos a seguinte 

regra de quantização canônica 

{A, B}D 	—i[A, 	 (A.13) 

A evidência mais importante que sustenta a hipótese dada. por (A.13), é que as relações de 

vínculo, que só valiam fracamente em termos dos parênteses de Poisson, valem fortemente 

nos parênteses de Dirac. Isto significa, que se tomarmos os parênteses de Dirac entre um 

vínculo e uma quantidade qualquer, obtemos zero. Logo, a inconsistência mencionada 

anteriormente não existe mais. 

O caminho natural para aplicarmos o tratamento de Dirac, inicia-se encontrando o 

formalismo Lagrangeano e, depois, passa-se ao formalismo Harniltoniano. Entretanto, 

quando se faz esta passagem, isto implica uma transformação do tipo 

(q 	(4, p) ,  

onde o Jacobiano para esta transformação é determinado pela matriz 

api  82£  

agi agia4 

(A.14)  

(A.15)  

chamada de matriz Hessiana. No caso de teorias sem vínculos, o determinante desta 

matriz é diferente de zero, as transformações são possíveis e a Hamiltoniana pode ser 
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escrita unicamente em termos de (q,p). Porém, quando se trata de uma teoria com 

vínculos a matriz Hessiana é singular, e consequentemente nem todas as velocidades 

podem ser unicamente escrita em termos de q e p. Portanto, não podemos escrever a 

Hamiltoniana unicamente em termos de q e p. 

Neste caso, o que se faz é desenvolver o formalismo trabalhando com as variáveis 

dependentes e com as relações de vínculo. Portanto, a Hamiltoniana que é usada efetiva-

mente no formalismo é a Hamiltoniana clássica somada aos vínculos da teoria através de 

multiplicadores de Lagrange 4,, ficando 

= H, + ÀmTm  Pz-J H, 	 (A.16) 

onde m é o número de vínculos decorrentes diretamente da relação de definição dos mo-

mentos (vínculos primários). Mas podem haver mais vínculos, os vínculos secundários 

obtidos de relações de consistência, que diz que os vínculos não evoluem no tempo 

Tm  = {Tm, k} 0. 	 (A.17) 

Portanto, a Hamiltoniana total para uma teoria com k vínculos secundários é 

H = He  + kin 	 (A.18) 

onde a= 1, 2, ..., m k. 

A relação de consistência (A.17) deve ser repetida para todos os vínculos, inclusive os 

vínculos secundários que vão sendo obtidos. Este processo se estende até não se encontrar 

nenhum vínculo novo. 

Além dos vínculos primários e secundários, podem haver outros vínculos na teoria. 

Em teorias de calibre, como o eletromagnetismo, eles aparecem com a fixação de calibre. 
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