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Resumo

A presenca de simetrias de calibre, sem ou com o auxilic de campos de Wess-Zumino(W7),
em sistemas que, originalmente, nio as apresentam, sera investigada. Para tanto, serdo
utilizados os métodos de Dirac, simplético e de projetores.

Primeiro a turbuléncia hidrodindmica serd investigada, serdo aplicados os métodos de
Dirac e simplético para sistemas vinculados invariantes de calibre com o objetivo de de-
terminar a dindmica do modelo. Além disso, o método dos projetores sera aplicado, o que
permitird a obtengdo de uma interpretagao geométrica da simetria de calibre existente[1].

Segundo, uma nova forma de revelar simetrias em sistemas vinculados néo invariantes
de calibre sera abordada. Este novo método denomina-se método simplético de imersao,
baseia-se no método simplético e na introdugio das variaveis de WZ. Uma forma de
ilustrar e permitir a comparagio com outros métodos de imersio(BFFT e iterativo) serd
aplicado no modelo Schwinger quiral bosonizado [2]. Depois, serd tratado um importante
caso: o modelo mecénico do fluido. Este é obtido através de uma reducao dimensional
de uma teoria relativistica de membrana. Neste sentido, a simetria de calibre da teoria
de membranas relativistica, eliminada no processo de redugao ao modelo de fluido d-
dimensional, serd restaurada. Isto permitird uma nova interpretacio das simetrias do

modelo de fluido [3].
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Abstract

The presence of the gauge symmetries, without or with the help of the Wess-Zumino(WZ)
fields, in noinvariant systems will be investigated. For this, will be utilized the Dirac,
symplectic and the projectors methods.

First, the hydrodynamic turbulence will be treated. In this context, will be applied the
Dirac and symplectic methods for constrained system gauge invariant with the purpose
of establish the dynamics of the model. Further, the projectors methods will be applied,
what will allow a geometrical interpretation of the gauge symmetry existency.

Second, a new way of disclose symmetries in constrained systems gauge nonjinvariant
will be treated. This new method called symplectic embedding formalism is basead on the
symplectic method and with the introduction of the WZ variable. In order to illustrade
and allows to put in perspective with others embedding methods (BFFT and iterativo),
this new formalism will be applied in the bosonized chiral Schwinger model. After that,
will be treated an important case: the fluid mechanics model. This model was obtained
through a dimensional reduction of a relativistic membrane theory. In this context, a
gauge symnietry of relativistic membrane theory, losted after the reduction process to a
d-dimensional fluid model, will be recovered. This will allow a new interpretation of the

symmetries of luid model.
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Introducao

A presenga de simetrias em teorias de campos tem um papel importante, uma vez que elas
estdo relacionadas com interacoes fisicas fundamentais na Natureza. Istas simetrias sio
definidas por algunas relagdes chamadas, na linguagem de Dirac, de vinculos de primeira
classe [4, 5, 6, 7, 8]. Assim, a aplicagio de qualquer processo de quantizagio nestas teorias
necessita de cuidados especiais, porque a presenca de simetrias de calibre indica que existe
algum grau de liberdade supérfluo.

Nosso objetivo nesta tese é investigar as simetrias e seu respectivo papel nos diferentes
sistemas que iremos tratar. Em um primeiro momento, devido a uma analogia com o
eletromagnetismo de Maxwell, estudaremos turbuléncia hidrodindmica come um sistema
vinculado (teoria de calibre). Com o objetivo de determinar a dindmica do modelo,
aplicaremos os métodos de Dirac e simplético para sistemas vinculados invariantes de
calibre, obtendo-se os parénteses de Dirac do modelo. Além disso, o método dos projetores
é usado para uma andlise dos aspectos geométricos do modelo calibrado.

Em um segundo momento, apresentaremos um formalismo que permite a imersao,
via formalismo simplético e varidveis de WZ, em teorias de calibre, razido pela qual é
denominado formalismo simplético de imersio. Ele é aplicado no modelo de Schwinger

quira) bosonizado e no modelo mecanico de fluido. Veremos que os resultados encontrados




estao de acordo com aqueles obtidos por outros formalismos de imersao, como o BFFT e
o iterativo. Veremos que um ponto muitoe positivo neste novo método de imersao é que
podemos escolher a simetria de calibre que o modelo mergulhado terd, ja4 que é o0 modo-
zero o gerador de tais simetrias de calibre. Nos outros métodos, a simetria de calibre nao
se manifesta naturalmente.

A fim de tornarmos esta tese auto consistente, a organizamos como segue: No capitulo
1, segdo 1.1, apresentamos uma introdugdo sobre turbuléncia hidrodinamica. Na secio
1.2, uma breve revisdo da dinamica mectafluida, as quantidades fisicas e notagdes perti-
nentes sao apresentadas. Na segdo 1.3, a formulagio Lagrangeana e Hamiltoniana para
a dindmica metaflnida é proposta e algumas consideracées sobre a taxa de dissipacio de
energia sao discutidas. Na segéo 1.4, a nova descrigao para a dinamica metafluida é estu-
dada usando-se o método simplético e na segio 1.5 o método de Dirac, o qual conduz &
revelacio da simetria de calibre do modelo. Além disso, analisamos a simetria do modelo
e mostramos que a invariancia de calibre é preservada somente no intervalo inercial, e
também identificamos as quantidades fisicas que sao invariantes de calibre nesta regiso.
Na segdo 1.6, a interpretago geométrica das simetrias de calibre é dada e discutida. Na
secdo 1.8, apresentamos as conclusdes sobre este capitulo. No capitulo 2, o formalismo
simplético invariante de calibre é sistematizado, onde enfatizamos os passos principais e
vantagens para duas versdes diferentes dadas nas segdes 2.2 e 2.3, respectivamente. Este
formalismo é desenvolvido a partir do método simplético [9, 10, 11}, que ¢ um modo mod-
erno de se lidar com sistemas vinculados, e com a introdugao de variaveis de WZ. Em

seguida, na secio 2.4, faremos uma aplicagdo para ilustrar o formalismo simplético de




fmersdo ao modelo de Schwinger quiral bosonizado, que tem atraido muita atencdo nas
ultimas décadas, principalmente no contexto de teoria de cordas [12, 13]. No capitulo
3, estudamos um caso mais importante, onde faremos uma investigacio completa das
simetrias de calibre escondidas em urn modelo de mecanica de fluido. Mostraremos que
este modelo nao tem apenas uma descrigio invariante, mas uma familia de representacdes
invariantes de calibre dinamicamente equivalentes. E para finalizar, no capitulo 4, apre-

sentanos nessas conclustes gerals e discussées finais.




Capitulo 1

Turbuléncia hidrodinamica

1.1 Introducao

Ha uma grande variedade de fenémenos que ocorrem na Natureza que podem ser classifi-
cados como turbuléncia hidrodinamica. A turbubuléncia hidrodinamica ocorre no escoa-
mento de Hquidos e gases que vio desde a simples mistura de um coquetel ao compor-
tamento da atimosfera, do escoamento sanguineo ao escoamento em tubos, rios, mares e
oceanos, da convecgao térmica em uma panela quando uma sopa é preparada & convecgao
térmica nas estrelas [14|. Entretanto, a sua compreensao tem sido um grande desafio ao
longo dos séculos. O fenémeno de turbuléncia foi anteriormente estudado, aproximada-
mente ha mais de 500 anos por Leonardo da Vinci[15], que brithantemente observou a
geragao de vértices em certo intervalo de escala de comprimento nos escoamentos tur-
bulentos de jatos d’agua passando por um obsticulo ou através de um orificio. Estas
observagdes podem ser consideradas como uma antecipacao de algumas idéias relativa-
mente recentes [16, 17, 18].

Ha um grande intervalo de tempo entre os estudos de Leonardo da Vinei até o inicio

matemadtico da mecdnica de fluidos com Leonard Euler [19, 20]. Na busca de tentar
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compreender as lels que regem o movimento dos fluidos, Euler em 1755 escreveu as leis

de Newton da mecéanica para um fuido, mais tarde chamada de equacgio de Euler, como

H(F, t) 1

5. i 4.Vl 1) = —mw(:&‘, t), (1.1)

onde u(z, t) é o campo de velocidade, p(Z, ¢) é a pressédo e p(, t) é a densidade do
fluido. A equacéo de Euler, eq.{1.1}, essencialmente representa a segunda lei de Newton

do movimento F' = md (ou melhor & = -F) [21] que, quando aplicada para um meio
continuo, expressa a conservacao do montento para um elemento de volume do fluide. O
termo —Vp(T, t) é a forga total atuando sobre o volume devido & superficie limite do

volume, que é igual ao produto da massa por unidade de volume {p} e a aceleragio

Dii(Z, t)  9a(Z, t)

3(%, t). Va(Z, 1). :
Y 5 + U(F, t}. VA(Z, t} (1.2}

O operador derivada D/Dt na eq.(1.2) é chamado derivada substantiva ou derivada ma-
terial. Significa nio a taxa de variagio da velocidade do fluido em um ponto fixo no
espaco, mas a taxa de variagio da velocidade de uma dada particula-fluido quando esta
se move no espaco. A derivada substantiva representa a relagdo entre uma formulagao
Lagrangeana na qual uma quantidade depende do tempo e uma formulagao Euleriana na
qual a quantidade depende da posigdo & e do tempo t.

Para um fluido ideal, como o considerado por Euler, além da equagio de movimento,
eq.(1.1}, temos também a conservagio da massa do fluido, ou seja, a densidade p € cons-
tante, que se traduz na condigio de fluido incompressivel, isto é, o campo de velocidade

nao é divergente, a saber

V.i(T, 1) =0, (1.3)
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que € o tipo de escoamento que estanios interessados em estudar.

Algum tempo mais tarde, o trabalho de Euler serviu como um guia para L.M.H.
Navier [22] e G.G. Stokes [23], que apresentaram a equagio dindmica de movimento para
um fluido viscoso. A eq.(1.1) modificada, chamada de equagdo de Navier-Stokes(NS), é

reescrita como

O(, 1)

1
T (7, t). Vi(z. i) + ;Vp(i", ty = vV3i(Z, 1), (1.4)

onde v é a viscosidade cinematica (viscosidade usual dividida pela densidade) e o termo
vV2i(F, t) representa a forca dissipativa devida & viscosidade (v).
Podemos escrever eq. (1.4) de uma forma mais conveniente, usando a identidade 4.Vi =

—wx - %Vﬁg onde w = V x U é o campo de vorticidade, da seguinte forma

— CW(E ) XA ) -V (3 + %) + uV2i(d, 1), (1.5)
i)

SH(F, t)
ot

O termo entre parénteses na eq.(1.5} é a fungio energia de Bernoulli [20] dada por

u2

+ = (1.6)

(@t =2+ 2.

g

O préximo passo no desenvolvimento da hidrodinénamica foi dado por O. Reynolds
[24]. Ele provou experimentalmente que o cardter do cscoamento de um fluido nao de-
pende da sua velocidade e viscosidade separadamente. Sob certas condiges de fronteira
e inicial, o carater do escoamento depende da razdo adimensional Re =[ termo néo linear

na eq.(1.4)]/[ termo de viscosidade na eq.(1.4}], que é o mimero de Reynolds
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onde L ¢ a escala de comprimento (escala integral) caracteristica do campo de velocidade
(%, t). O termo 1.V1, na eq.(1.4), é da ordem de u?/L e a quantidade ¥V?% & da ordem
de vu/L? Assim, a razdo entre estes dois termos é exatamente o niimero de Reynolds,
eq.(1.7). Com isso, o termo U.VU pode ser negligenciado se o numero de Reynolds for
pequeno, assim a eq.(1.4) torna-se uma equagio de difuséo

Bi(T, t)
T

= vV2, (1.8)
onde a viscosidade v faz o papel do coeficiente de difusdo. Assim, como estamos interes-
sados em tratar o escoamento turbulento, devemos considerar nimeros de Reynolds altos,
quando o termo ndo linear é fundamental, e onde as solugdes das equagoes de NS tornam-
se instdveis, com o fluido assumindo um regime de movimento muitoe complexo, com a
velocidade variando aleatoriamente e sem qualquer ordem notdvel, conhecido como regime
turbulento totalmente desenvolvido [18]. Descobrir exatamente o que acontece quando o
fluido assume tal regime é de fundamental importancia tanto para a fisica teérica quanto
para fisica experimental.

O conceito moderno de turbuléncia hidrodinamica totalmente desenvolvida surgiu com
o modelo de cascata de Richardson [25]. De acordo com a representagéo de escoamento
turbulento proposta por ele, os grandes vértices, gerados em grandes escalas (escala inte-
gral), induzem vértices menores que, por sua vez, induzem vortices menores ainda e assim
transferem a energia, fornecida ao fluido por uma forga externa, pela nao linearidade do
movimento do flnido, até ser dissipada {escala de dissipagéo de energia 1) pela viscosidade
em pequenas escalas.

Uma contribui¢io importante para a teoria de turbuléncia totalmente desenvolvida foi
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dada por Kolmogorov e Obukhov em 1941 [26, 27). Eles supuseram que no processo de
cascata, a transferéncia de energia entre vértices de diferentes escalas € local, e todas as
informagdes sobre a fonte de energia na escala integral sdo perdidas, exceto a informacio
sobre a taxa de injecdo de energia €, que é igual ao fluxo de energia {e também & taxa de
dissipacao).

Podemos ver isso methor a partir da equagéo de balango de energia. Da eq.{1.4), mo-
dificada pela adigio da forca externa f, tomando-se o produto escalar com 1 e integrando

o resultado no espaco, obtém-se

d rl, o ~
w/ v = —uf(Vu) +]f.u, (1.9)

que expressa o balanco de energia: a derivada total no tempo da energia do lado esquerdo

é igual a diferenga entre a taxa de inje¢io de energia [ f.4 e a taxa de dissipagdo de
. . w2 . 3e .. s

energia v [ (VU)". Tomando a média no estado estacionario, quando as caracteristicas

estatisticas do escoamento turbulento sio independentes do tempo, obtém-se

v

(A.f) = <§(va)2> = . (1.10)

A taxa de injecio de energia em grandes escalas (L) é balanceada pela taxa de dissipagéo
de energia em pequenas escalas (1), e sfo iguais ao fluxo de energia ¢ das grandes para as

pequenas escalas do escoamento no chamado “intervalo inercial”:
n < Intervalo Inercial < L,

introduzide por Kolmogorov na derivagio da lei dos 4/5 [26] e por Obukhov [27] e anteci-

pado, em parte, por Richardson (28], onde a taxa de transferéncia de energia f fieataxa
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de dissipagio v f (Vﬁ')2 sao essencialmente nulas. Esta situagio nos records a teoria de
transi¢do de fase. Existe uma frequéncia de corte e uma representagio universal no meio.
Sendo que no nosso caso, séo duas frequéncias de corte naturais [29, 30], a frequéncia de
corte infravermelha e ultravioleta, dadas por 1/L e 1/7, respectivamente.

Desde o seu descobrimento, um enorme esfor¢o tem sido feito para se estudar tur-
buléncia, muitas aproximacdes e novas propostas tem sido feitas. Nos dltimos anos, a
investigagao da turbuléncia hidrodinamica tém experimentado um renovado otimismo so-
bre a possibilidade da solucdo do problema de turbuléncia. Isto se deve nic a algum
excepcional desenvolvimento no estudo tedrice ou experimental de turbuléncia por si sd,
mas sim ao desenvolvimento em areas vizinhas, como por exemplo, no estudo da analogia
entre turbuléncia e a teoria de fenémenos criticos e o esfor¢o combinado de teoria quantica
de campos e fisica da matéria condensada [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37] entre outros,
o que tem tornado a turbuléncia um campo de pesquisa muito promissor.

Juntamente com os resultados ohtidos com a unifica¢io de idéias, conceitos e nogdes
fisicas de areas totalmente diferentes para se estudar o escoamento de fluidos turbulen-
tos com niimero de Reynolds alto, surgiu uma nova teoria de turbuléncia proposta por
H. Marmanis {38]. Ele apresenta uma nova dindmica para descrever o comportamento
de quantidades médias de um fluido incompressivel em regime turbulento totalmente
desenvolvido chamado de dinamica metafluida. Nesta nova dindmica para turbuléncia
hidrodindmica, ele obtém um conjunto de equagdes lineares semelhantes as equages de
Maxwell [39] para o eletromagnetismo. Com isso tornou possivel descrever o compor-

tamento dindmico de quantidades médias do escoamento em fluidos incompressiveis de
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numero de Reynolds elevados. O primeiro passo para essa nova teoria € reconhecer a
vorticidade (W{Z,1) = V x ) e o vetor Lamb (I(z,t) = % x U} como os centros de uma
teoria dindmica de turbuléncia, com a introduciao dos conceitos de carga turbulenta e cor-
rente turbulenta. A principal caracteristica dessa nova teoria para fluidos turbulentos ¢ a
estrutura linear das equagocs de movimento, transformancdo o problema de corpleteza em

turbuléncia em um estudo de fontes turbulentas para diferentes geometrias de interesse

[38].

1.2 A dinamica metafluida

O estudo da turbuléncia consiste em encontrarmos as propriedades médias das solugoes da
eq.(1.5) sob a restrigao da condigéio de incompressibilidade, eq.(1.3). As eq.(1.5) e (1.3)
formam um sistema de equagdes diferenciais parciais acopladas, complementadas com
condicdes iniciais e de fronteira. Entretanto, os escoamentos turbulentos sao caracteriza-
dos pelo grande niimero de cscalas de movimento dinamicamente significativas produzidas
e sustentadas por uma transferéncia continua de energia das grandes escalas até as peque-
nas escalas. Sob estas circuntancias, vemos a necessidade de se conhecer as propriedades
das quantidades médias que estao relacionadas com o escoamento. Para isto, Reynolds
[40] introduziu a decomposigao dos campos em wma parte média e uma flutuante. Esta ¢
a famosa decomposicio de Reynolds, que aplicada as equacbes de movimento conduz ao
problema de completeza. O tltimo é uma caracteristica comun de equagtes nao lineares
médias, onde a nio linearidade introduz momentos de alta ordem das flutuagdes.

Uma maneira de se evitar este tipo de dificuldade seria encontrar um conjunto de
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variaveis dinamicas em termos das quais as equagdes de movimento tornam-se lineares,
porém, tais varidveis em geral nio existem. Neste caso, uma alternativa é tomar partes
destas nao-linearidades como fontes do modelo, de tal forma que estas nao-linearidades
tenham um significado fisico especial, ou seja, que tenham uma clara conexao com quan-
tidades fundamentais do escoamento e cujas propriedades e distribuigbes possam ser es-
tudadas no espago fisico {38], como & o caso com as fontes do campo eletromagnético.
Em mecanica de fluidos este tipo de aproximagio ¢ encontrado no trabalho de Lighthill
[41] sobre som gerado aerodinamicamente, onde ele introduz a nogéo de tensdes aplicadas
externamente como as fontes do modelo.

Partindo desta idéia, H. Marmanis [38] propés uma nova teoria fisica para turbuléncia
onde identifica certas quantidades do escoamento como as fontes do movimento turbu-
lento (o equivalente ao tensor das tensbes de Lighthill). Estas novas quantidades do
escoamento, identificadas como a carga turbulenta (n) e a corrente turbulenta (j'), pos-
suem estrutura espacial e temporal e podem ser aplicadas ao modelo, no sentido de que a
sua distribuicio pode depender somente da geometria do cscoamento [38]. Isto resulta em
uma nova dindmica para escoamentos turbulentos, onde a turbuléncia se apresenta como
uma interacao entre a vorticidade W e o vetor Lamb I, chamada de dindmica metafluida.
Essencialmente, com esta proposta, transforma-se o problema de completeza em um es-
tudo de fontes turbulentas para diferentes geometrias de interesse descrito pelo seguinte

sistema de equagoes

= -V x (&, t) + vVHH, 1), (1.11)
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onde a corrente turbulenta é dada por
7 =1tn+ V x (0%).4 + % x V(& +u?) + 2(LV)i. (1.12)

Estas equagbes sdo andlogas &s chamadas equacdes de Maxwell microscépicas [39] (com
uma correcao devido & viscosidade na segunda e quarta equagtes na eq.{1.11) ) que podem

ser escritas da seguinte maneira

ab(z, t) e
T —V x e, t), (1.13)
V.el(Z, t) = dmp(Z, t),

8e(3, t)
ot

=V x b(Z, t) - 4wi(T. ¢),
onde B(%, t) é o campo magnético microscépico, &(Z, t) é o campo elétrico microscépico,
p(Z, t) é a densidade de carga microscépica e i(Z, t) é a corrente microscépica [39].

Os dois sistemas compartilhanm uma caracteristica comum, que é a de ter seus campos
variando extremamente rdpido no espago e no tempo. Pode-se argumentar que no eletro-
magnetismo a carga e a corrente sdo dadas, ao passo que na hidrodinamica elas fazem
parte do problema. De fato, ndo ¢ bem assim: as variagdes espaciais dos campos eletro-
magnéticos microscépicos ocorrem em distinecias da ordem < 107%cm, e suas flutuagdes

temporais ocorrem em perfodos de 107'%s para vibragdes nucleares e 10~"s para movi-

mento orbitais eletrénicos. Medidas macroscépicas levam a médias em intervalos muito
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maiores que estes. Portanto, todas as flutuagdes microscépicas sio “mediadas”, dando
variagoes de quantidades macroscépicas relativamente suaves e lentas. Estas quantidades
macroscopicas sao determinadas experimentalmente e esta é a razao pelas quais séo consi-
deradas como um espécie de “insumo” nas equagoes de Maxwell macroscépicas. O quadro
qualitativo resultante para as fontes eletromagnéticas é andlogo ao das fontes turbulentas
na formula¢do da dindmica metafluida.

Obtidas as equagdes “microscopicas” fundamentais, eq.(1.11), toma-se as médias de
todas as quantidades sobre o espago, aplicando um método de filtragem devido a Rus-
sakoff [42]. As fontes médias obtidas deverao ser determinadas experimentalmente ou

3

numericainente, e devem ser congideradas como um “insumo” nas equagoes da dinamica
metafluida. No método de filtragem, a média espacial de uma funcao A(Z, ¢) com respeito

a uma fungao teste f(Z) é definida por
(A(F, 1)) = ]f(f’)A(f— #)d%. (1.14)

onde f(Z) > 0 em alguma vizinhanca de & = 0, ¢ | f(&)d%' = 1.

Note que hd uma distingao entre a filtragem espacial, eq.{1.14), com a funcio teste
f(Z) - denominada “truncamento” (do espectro de ndmeros de onda) - e a média da
mecAnica estatistica sobre os diversos tipos de conjuntos [39)].

Aplicando o método de filtragem as egs.(1.11), os campos de Lamb e vorticidade, na
escala macroscopica (f e 1), sdo definidos como as médias espaciais dos campos na escala

microscépica (1 e w), dados por

(1.15)
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Como as operagoes de derivagdo em relacio ao espaco e ao tempo comutam com a

operagdo de filtragem [39], temos

o . B nOA s, 0A
o A 1) = [ JE S~ )’ = (37
e
2] - 04
E(A(-'L, t)) = (_6?)
Logo, as egs.(1.11) podem ser escritas como
V.i(Z, t) =0,
aw_g?i) = =V x I{Z, t) + vVw%(Z, t), (1.16)

—

V.I(F, t) = n(d, t),

-

oI, t)
Bt

= PV x W(Z, t) — J(T,t) + vVn(Z,t) — vV(T, t).

Note que ¢ = (u?}, que ¢ a média espacial do quadrado da velocidade e que pode ser
tomada como a raiz quadrada da energia cinética total por unidade de massa e volume
filtrado[38]. As quantidades J e n sfo respectivamente as médias espaciais das fontes j e
n.

A dinamica metafluida é um modelo para a turbuléncia, que fornece um sistema de
equagdes no qual os campos médios aparecem em uma interrelacdo continua e respondem

como ondas as fontes turbulentas (n, J). A carga turbulenta estd relacionada com a

funcio energia de Bernoulli, eq.(1.6), através da relagao [38]

n(z, t) = —V2®(4, ). (1.17)
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As eq.(1.16) nos lembram mais o cletromagnetismo [39] do que a hidrodinamica tradi-
cional. Esta analogia é a base da teoria proposta por Marmanis [38].

Além das equagbes para os campos, eq.{1.16) , a partir das equacdes de NS podemos
escrever o vetor Lamb em termos do campo de velocidade e da funcio energia de Bernoulli,
como

ouE t) _ Vo(E, t) + vViE(E, t). (1.18)

onde @ = (U) e ¢ = (D).
Das equagtes da dindmica metafluida, eq.(1.16), podemos tirar uma relacio entre as
densidades de carga n e J. Aplicando a divergéncia na tltima das equagdes eq.(1.16),

temos

—Vi = IV(V @) =V.J+vV.Vn— V.V

V. T+ vV — V(WD

O uso da relagio V. = n, fornece

W+v.f@, £) =0, (1.19)

que é a equacao da continuidade para a densidade de carga da dindmica metafluida.
Comparando as eq.(1.16), no caso particular de fluido sem viscosidade (v = 0), com
as equagoes de Maxwell para o eletromagnetismo [39] com fontes no vécuo, observamos
que elas sA0 as mesmas se 0 campo magnético B corresponder & vorticidade @ e o campo
elétrico E corresponder ao vetor Lamb I. Para os potenciais, a analogia nos mostra que,

comparando a eq.(1.18) com a equagio do campo elétrico escrito em termos dos potencias,
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que o potencial vetor corresponde ao campo de velocidade @ e o potencial escalar com a
funcio energia de Bernoulli, ¢.

Apesar de toda similaridade supracitada entre a teoria de turbuléncia hidredinanica e a
dindmica dos campos eletromagnéticos, hd uma diferenca conceitual entre os dois sistemas
na identificagdo dos entes fisicos. No eletromagnetismo cldssico os potenciais fisicos sao
apenas artificios matemadticos utilizados para facilitar os calculos, jd na dindmica metaflu-
ida, os potenciais considerades sdo entes fisicos fundamentais.

Ainda é cedo para se falar de resultados e beneficios que a dindmica metafluida possa
trazer para o estudo da teoria de turbuléncia hidrodinamica, entretanto, considerando que
este é realmente um novo caminho nas pesquisas em turbuléncia, vamos explorar mais
esta analogia usando o eletromagnetismo como um guia para o estudo de turbuléncia.

Essa analogia com o eletromagnetisimo sugere que a turbuléncia hidrodindmica pode
ser compreendida como um sistema vinculado e, portanto, tratada como uma teoria de
calibre. Fste sistema vinculado serd investigado usando os formalismos simplético de
Faddeev-Jackiw e Dirac com o cbjetivo de determinamos parénteses de Poisson entre os
campos do modelo ¢, subsequentemente, obter a dindmica e as simetrias dessa versdo da
turbuléncia hidrodindmica. Porém, antes de aplicarmos estes formalisinos, precisamos

primeiramente encontrar uma Lagrangeana para este novo modelo.
1.3 Abordagem Lagrangeana da dinamica metafluida

A partir da interpretagio geométrica para escoamentos de Euler (NS com v = 0), Arnold

(43, 44] mostrou, usando métodos de algebra de Lie, que este tipo de escoamento pode
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ser descrito em um formalismo Lagrangeano em qualquer dimensdo. Isto tem muitas
consequeéncias interessantes para a mecanica de fluidos, e foi ativamente estudado [45, 46,
47, 48, 49]. A aplicagdo do principio variacional em escoamentos de fluidos incompressiveis
sem viscosidade é muito usado no estudo do movimento de fluidos oceédnicos e atmosféricos
em grandes escalas, conhecidos como escoamentos quasigeostréficos [49, 50, 51].
Assoctado a estas formulagbes Lagrangeanas da equacdo de Euler, eq.(1.1}, existe
uma estrutura simplética e varias formulagdes Hamiltonianas. Isto nao € novo no estudo
deste tipo de sistema. Em hidrodinamica, Clebsh introduziu varidveis canénicas[52] para
descrever o movimento de um fluido ideal(sem viscosidade) em uma classe particular,
mas fisicamente importante, de escoamentos nos quails as linhas de vértice sao as linhas
de intersecio de duas familias de superficies A(Z, t) e u(Z, t) [53]. As varidveis de Clebsh
podem descrever a turbuléncia resultante da instabilidade do escoamento plano-paralelo
ou escoamentos de Couette axialmente simétricos. Este é um exemplo de uma descrigao
continua. Uma outra descricdo Hamiltoniana de fluidos turbulentos é dada pela teoria de
ondas de turbuléncia que estuda os estados estaciondrios do sistema estatistico cldssico,
que consiste de ondas que apresentam uma pequena interagdo [54, 55). A Hamiltoniana
neste caso pode ser escrita como a soma de duas partes: a Hamiltoniana nio perturbada
mais a Hamiltoniana perturbada. A descrigio por vértices pontuais também forma um
sistema Hamiltoniano [56], porém discreto, para escoamentos de fluidos turbulentos. Uma
outra representacao Hamiltoniana, que é apropriada quando tratamos com escoamentos
hélicos, é devida a Kuz’min [57] e Oseledets [58] (veja também Gama and Frisch [59]).

Entretanto, embora haja uma grande variedade de formulagées Lagrangeanas para
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a equagio de Euler, eq.(1.1), em nenhum destes casos as descrigbes Lagrangeanas (ou
Hamiltonianas) permitem obter a equagdo de movimento de NS, eq.(1.4), para o escoa-
mento de fluidos viscosos. Nao é dbvio que tais descrigdes possam ser estendidas para
escoamentos viscosos, isto é, para a descrigio verdadeira da turbuléncia. Naturalmente
uma pergunta que se pode fazer é se existe um formalismo Lagrangeano (ou Hamiltoniano)
cujas varidveis candnicas nos conduzam as equagdes de movimento de um escoamento com
viscosidade. Neste ponto é que entra a dinamica metafluida, nos apontando um caminho
para contornar estas dificuldades e, portanto, encontrar um formalismo Hamiltoniano
(ou Lagrangeano) para tratar escoamentos turbulentos com viscosidade. Estenderemos a
analogia que existe entre as equacoes de movimento da dinimica metafluida, eq.(1.16), e
as equacgdes de Maxwell do eletromagnetismo para obtermos um formalismo Lagrangeano
para o sistema que permitird, mais tarde, discutir os vinculos e as simetrias presentes do
escoamento turbulento.

No eletromagnetismo cldssico, a densidade Lagrangeana é dada pela diferenga entre o

quadrado do campo elétrico (E) e o quadrado do campo magnético (B), a saber,
Loz
Low = 5(B* = B?). (1.20)

Usando a analogia estabelecida entre eletromagnetismo e turbuléncia e a correspondéncia
entre as entidades fisicas apresentadas anteriormente, propomos a seguinte Lagrangeana

para a teoria de turbuléncia
1
L= defi(fz — g?), (1.21)

que pode também ser escrita em termos do campo de velocidade e da fungdo energia de
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Bernoulli. Usando a eq.(1.18), e pelo fato de que w = V X 4, temos

c=1 —V¢—§E+ VZHQ—EQ(vx‘)2 1.22
=3 5 TV 5¢ i)”. (1.22)

Aplicando as equagbes de Fuler-Lagrange [60] na Lagrangeana (1.22) e considerando a

equagao canonica para a coordenada ¢, temos

oL oL oL oL

ar  AALA . As — b — 1 2 \g
dp  Nope) O¢ 0, ;) 2(—00 — uy + vdu;)dyj,
ataqs T T Paees os° T ViHEH=0

onde usamos a identidade dada na eq.(1.18). Agora, considerando a equagdo candnica

para a coordenada %, a 1dentidade dada na eq.(1.18) e w = V x 4, temos

OL o2 8 i+ vPud OL 525 — &,
o 2¢° (=050 — Uy + v u;)dy, 3, = 2¢”(Ju; — Fwy),
ar B o 5 vs 5 ar A
m - 2”( az¢ u; + v uz)éjkézh a’LLi - 0:
oL . 8L . AL AL OUE ) oo e i
Gy 3% + 3 B0,u) i, B 5mm) E 0 = ek V x W(Z, t) - vVi(Z, t)

Deste modo, a Lagrangeana, eq.(1.22), gera corretamente as duas Gltimas equagdes de
movimento para a dindmica metafluida, eq.{1.16), para o caso em que néo existem fontes
turbulentas (n = J = 0), com as coordenadas generalizadas sendo a fungio energia de
Bernoulli ¢ e o campo de velocidade . As outras duas equagdes sdo obtidas devido ao
modo como w e [ si0 definidos. Para obter a primeira equagao na eq.(1.16) basta tomar
a divergéncia de w = V x 4 e para a segunda, tomar o rotacional da eq.(1.18).
Consideremos agora a situacdo em que os termos de fonte estdo presentes nas equagdes

de movimento. Para isto, vamos somar a £ a densidade Lagrangeana de inferagao Lin
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postulada como sendo

Line = J.@ — ne — vil.Vn, (1.23)

que traz um termo de correcao devido a viscosidade. Neste caso, a densidade Lagrangeana
total é dada por

1 i : .
L= 5 (—ng - _(';;tf + I/VZ'J) - %CQ(V x @) + JU —no — vi. Vn. (1.24)

Este ¢ sem divida um resultado interessante da dinamica metafluida, que nos per-
mite encontrar um formalismo Lagrangeano para o movimento de fluidos viscosos in-
compressiveis. As equagdes da dinamica metafluida, eq.(1.16), podem ser derivadas da
densidade Lagrangeana (1.24) (da mesma forma que para o caso sem fontes) a partir das
equagdes de Fuler-Lagrange [60], com o campo de velocidade u e a fungao energia de
Bernoulli ¢ sendo as varidveis canénicas. Um resultado importante que se pode derivar
dessa descricio Lagrangeana para o escoamento de fluidos incompressiveis com viscosi-
dade, é a possibilidade de obtermos a equagio de Navier-Stokes, eq.(1.5). Para tanto,

vamos calcular o momento conjugado ao campo de velocidade i, dado por
w(T, t) =

= V(T t) - vV, ). (1.25)

+ V(T t) — VAT, t) = —l(T, t) (1.26)
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(021}
DU, 1)

Erne —(F, t) x 4(T, t) — Vo(T, t) + vVU(T, 1), (1.27)

—

que é a equacio de Navier-Stokes, eq.(1.5), para os campos filtrados, onde usamos {7, t) =
WX U
Vamos agora derivar a Hamiltoniana do sistema fazendo uma transformacgao de Le-

gendre da Lagrangeana, eq.(1.24}, que & obtida como
0= fd3f (wii— L) (1.28)

Mas, do momento conjugado dado na eq.(1.25), temos i@ =7 —Vé+ V2. Desta forma,
a densidade Hamiltoniana para o escoamento de um fluido viscoso incompressivel é dada

por

1 -
H = %7?2 — TV¢ + v7. Vi — §cQ(v % @) + vi.Vn — 4.J + ¢n. (1.29)

As equagdes Hamiltonianas de movimento {60] séo

du(f, t) _ éﬁi{ = A&, 1) — Ve(E, t) + vVilE, ), (1.30)
ot o7
m;aﬂg{ b %I = UV, t) + PV x V x @7, t) + vVn(d, 1) — J(Z, t).
k1

A primeira destas equagdes é a eq.(1.25), que é a equagdo de NS, e que nos leva a concluir
que I(Z, t) = —7(Z, t). Entéo, a segunda equagdo na eq.(1.30) concorda com a quarta
equacdo da dindmica metafluida, eq.(1.16), j& que W(Z, t) = V x u. A primeira e a
segunda das equacdes, (1.16), sio satisfeitas tomando-se o divergente de w = V x @ e 0
rotacional da eq.(1.18), respectivamente. A terceira das equagbes da dindmica metafluida

nio pode ser obtida como uma equagdo Hamiltoniana bascada na eq.(1.29). Podemos,
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contudo, dizer que devemos considerar as solugdes das cquagdes Hamiltonianas para as
quais V.i—n=00uV.#+n =0, em algum instante de tempo definido. Se entdo
pudermos mostrar que esta restrigio ¢ mantida para todos os instantes, as solugdes obtidas
formam um conjunto consistente e satisfatério. A derivada no tempo de V.7 +n =0 ¢
encontrada a partir da segunda eq.(1.30). Tomando a divergéncia da equagao e usando a

equacéo da continuidade, eq.(1.19), temos

—%V.'ﬁ = JVV.7+ CQV.(V x V x @) + w20 — 7.0
ﬁ(v~+ ) = 0 (1.31)
ARSI .

J4 que as equagdes de campo sdo de primeira ordem na derivada temporal, mostramos
que a restricdo de que V.7 +n = 0 em um instante do tempo é equivalente a validade da
terceira equagao (1.16) ao longo do tempo.

Uma caracterfstica importante cdessa descrigio Hamiltoniana para escoamentos tur-
bulentos de fluidos incompressiveis em 3D, é o cardter geral desse formalismo obtido.
Obtivemos um formalismo Hamiltoniano para o escoamento mais geral sem a necessidade
da introducio de novos pardmetros ou de trabalhar com um outro conjunto de varidveis
52, 61].

Consideremos agora o caso particular no qual podemos desprezar a viscosidade (v =
0), como no intervalo inercial. Neste caso, a densidade Lagrangeana que nos fornece a

dindmica do fluido dentro do intervalo nercial é dada por

1

ail
L——(-V -5

2
5 ) - %CQ(V x @)% + J.4 — no. (1.32)
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Esta densidade Lagrangeana permite que se faga uma outra analogia entre a turbuléncia
hidrodindmica e o eletromagnetismo. Podemos observar que o campo I, eq.(1.18), e
@ = V X 4 sdo componentes de um tensor de segunda ordem anti-simétrico(assim como

os campos elétrico e magnético). O tensor intensidade do campo
F# = g"yy — g"V*, (1.33)
pode ser escrito explicitamente em termos de ['e W como (v, u=0,1,2,3)

0 I, -l -~
0 —w, wy

l
yriy . x 1- 4
F ly, w, 0  -—w; |’ (1.34)
I, —wy, w, 0
onde introduzimos o quadri-vetor potencial e o quadri-vetor corrente,
VY o= {(¢,ct),
JY = (en, J), (1.35)

respectivamente. Portanto, podemos reescrever a eq.(1.32) em termos de F* J* e V#

COIILO

i 1
L= Fu P = JV" (1.36)

onde ¢ = /{u?).
Aplicando a equaciio de Euler-Lagrange em (1.36), obtemos a seguinte equagio de

movimento

B -i—J”, (1.37)

que nos dé as equagdes de movimento da dindmica metafluida nao-homogeéneas (terceira

e quarta equacdes em (1.16)) na forma covariante de um fluido sem viscosidade.
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As equagdes de movimento homogénea (primeira e segunda equagdes em (1.16)) sdo

obtidas, definindo-se um tensor dual de F* dado por

~ 1
= §EﬂyaﬁFaﬁ (138)

como no eletromagnetismo. Tomando a divergéncia da eq.(1.38), temos
O FH = ! uvab g
M = 56 ;LFO',G = U,

B, = 0, (1.39)

pois a contragio de um tensor antisimétrico e#“? com um tensor simétrico d,F,s é zero,

0 que gera as equagdes de movimento homogeéneas.
1.4 Analise simplética

Agora vamos aplicar o método simplético (veja apéndice se¢o 1.1) & dinamica metaflu-
ida descrita pela densidade Lagrangeana, eq.(1.24). Primeiramente, vamos reescrever a

eq.(1.24) como

L = %ﬁ? Vet %(w)? - é&(v « @) — it VAL v (V2E).(V) +
2
+ ’52—(v2a')2 @ — v Vn — ¢n. (1.40)

Conforme o método simplético, deve-se reduzir a densidade Lagrangeana de segunda-
ordem para primeira-ordem na velocidade. Para tanto, usa-se o préprio momento conju-
gado & velocidade como campo auxiliar, que ao ser inserido na Lagrangeana, eq.(1.40),

gera a seguinte Lagrangeana de primeira-ordem,

LO = 74— U9, (1.41)
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onde (0) indica itera¢io zero e onde o potencial simplético é

1 1 -
o — 57?2 — 7.V¢ + vii. VT — 5c?(v x D)2 + vi.Vn — 4.J + ¢n, (1.42)

que pode ser identificado com a densidade Hamiltoniana eq.{1.29). O conjunto inicial de
variaveis simpléticas é «ffo) = (uy, 7, @), permite identificar, comparando a eq.(1.41) com
a eq.(A.5), as quantidades

0 g, (1.43)

o que nos leva as seguintes quantidades ndo nulas (veja eq.(A.7)

_—— sal™7 4 5a§°’ﬂ T - R =
g = D S pog -0 @n.

A matriz simplética correspondente f(% é entdo dada por

fO=18; 0 0 18@ -, (1.45)
0 6 0

que obviamente é singular e, portanto, possui vinculos, de acordo com o método simplético.
Vamos, entdo, encontrar estes vinculos para produzir uma deformagao na estrutura geométrica
e chegar a um novo tensor nao-singular.

Como a matriz, eq.(1.45), é singular ela tem um modo-zero, obtido a partir da
eq.(A.10), a saber

7@ =(0 0 v*), (1.46)

onde ¥ é a matriz transposta de v, 0 representa uma matriz (1 x 3) e v® é diferente de

zero. Logo, contraindo este modo-zero com o gradiente do potencial U @ tem-se

0 o =
e U =0, (1.47)

/ B714(z)
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onde, usando eq.(1.42), encontra-se

8
d¢(Z)

[ BFu4() U (g) = / BFADIVAG + @I 6PE—g) =0, (1.48)

Como v? é uma fungao diferente de zero, o seguinte vinculo é obtido,
0 = VAT, t) +nlZ, t), (1.49)

que é equivalente & lei de Gauss no eletromagnetismo.

Segundo o método simplético, este vinculo deve ser introduzido no setor cinético da
densidade Lagrangeana, eq.(1.41), por meio de um multiplicador de Lagrange A logo, a
Lagrangeana de primeira-iteragéo é obtida como sendo

: 1
+ MV.7+n) - 5*2 + %cﬂ(v x §)2 — vit. VL

=
I~

L =

+ Jid—vi.Vn—¢n+7.Ve. (1.50)

Agora, tomando o vinculo, dada na eq.(1.49), fortemente no setor potencial da La-

grangeana, eq.(1.50), temos
]d3f(ﬁ.v¢ —¢n) = fdsf(v.(ﬁqb) _ (V.7 +n)e) = 0.
Desta forma, a densidade Lagrangeana de primeira ordem pode ser reescrita como
LW = 74+ MV.7+n) = UD, (1.51)

onde o potencial simplético é dado por

1 1 -
UM = U |, o= 57?2 ~ §c2(v x ©)? + v VG — i@.J + vii. Vn. (1.52)

Note que, ao tomar o vinculo fortemente igual a zero no potencial simplético, o campo &

naturalmente desaparece.
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Considerando agora que o novo conjunto de varidveis simpléticas é dado na seguinte
1 .
ordem, Ei( ) = (ws, m;, A), temos 0s momentos canonicos uma-forma,

AT — g (1.53)

e a matriz simplética,

0 —d&; O
FO=14é&;, 0 8 |BF-9. (1.54)
0 —& 0

Como podemos observar, a matriz F) & singular. Precisamos, entéo, continuar procu-
rando vinculos na teoria para encontrarmos um tensor nio-singular. Aqui, o modo-zero,

usando a eq.(A.10), é dado por
i =(vf 0 v) (1.55)

que deve satisfazer & condigéo

7 — ot =0, (1.56)

que sdo expressdes totalmente arbitrarias. Contrainde o modo-zero v com o gradiente

do potencial UM, temos

% = o) {*%Mf@) [ @ x| 5 | LTREVD)

Combinando a eq.(1.56) e a eq.(1.57), temos

@ = [dye" @@ E - 5 = o 04(E)
= vWNE)R(Z)

v(m(f)vﬁa‘g—f), (1.58)
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onde foram usadas as eq.(1.17) e eq.(1.19).

Note que a analise simplética abre a possibilidade de investigarmos a dindmica me-
tafluida dentro e fora do intervalo inercial. Por enquanto. o conteudo fisico por tras da
dinAmica metafluida no intervalo inercial serd investigada. A dindmica metafluida fora
deste intervalo serd investiga em um trabalho futuro. E importante considerarmos que no
intervalo inercial, apesar da existéncia de viscosidade, nfo existe dissipagao de energia,
entdo a fungéo energia de Bernoulli (¢) é constante. Devido a isto, 25 € igual a zero e,
consequentemente, a simetria de calibre escondida na teoria metafluida é revelada. Isso
ocorre devido ao modo-zero nio gerar um novo vinculo, ou seja, quando ¢ é constante, a
eq.(1.58) é identicamente nula. Assin, conforme o método simpiético, quando um modo-
zero nio gera um novo vinculo, temos a presenga de uma simetria.

Antes de prosseguirmos com a andlise simplética da dinamica metafluida, vamos a-
nalisar a presenga da simetria na dindmica metafluida. Para fazermos esta analise da
simetria, é necessdric obtermos as transformagdes de calibre infinitesimais. No contexto
simplético, as transformagdes de calibre séio geradas pelo modo-zero que nao produzem um
novo vinculo. Neste caso, o modo-zero 7%, dado pela eq.(1.55), e que pode ser reescrito
como 'V = (—=8; 0 1), ndo gera um novo vinculo, consequentemerte, ele € o gerador

das seguintes transformagdes de calibre infinitesimais (§¢; = ev'l),

6'1[.{ - 31'6,
6‘?1'5 = 0, (159)
56 = -

onde ¢ — M e ¢ é um pardmetro infinitesimal dependente do tempo. Aplicando estas
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transformagdes na Hamiltoniana, dada na eq.(1.42), encontra-se

H = - (&;m + n) € — (81'7'&' + 'n) vde - Jidhe

99

= —0é— Qwdle = eV? a5

(1.60)

onde a equacio da continuidade dada na eq.(1.19) foi usada. Observe que a variagio da
Hamiltoniana estd diretamente relacionada com a condig@o de que se esteja no intervalo
inercial, onde a energia de Bernoulli é conservada, ou seja, fora do intervalo inercial a
simetria é quebrada.

Para obtermos os parénteses de Dirac entre os campos do espago de fase, temos que
fixar a simetria de calibre. Isto é feito introduzindo uma condigéo de calibre no setor
cinético da Lagrangeana de primeira-ordem, eq.(1.51), através de um multiplicador de
Lagrange .

Seguindo a analogia entre o eletromagnetismo e a turbuléncia, vamos escolher o “ca-
libre de Coulomb” ,

xo2 = V.2, t). (1.61)
Este calibre vem da condi¢ao de incompressibilidade do fluido. Neste caso, obtemos a

seguinte Lagrangeana,
1) _ =53 = o 1o la 2 g2 o T
LV =7d+ AMV.T+n)+9(V.4Q) - 5T T 5¢ (V x @) - vn.Vu+u.J. (1.62)
Tomando o vinculo y» fortemente no setor do potencial simplético, eq.{1.62), tem-se
fd?’f(v X @) = —]dBf(ﬁ.Vﬂ’).
Assim, a Lagrangeana de segunda iteragéo é dada por

L® = 74+ AV +n) +7(V.a) - U, (1.63)
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onde o potencial é

30

1 -
Um=ﬂﬂwmﬂ=§#+8av%+yfv%_ai (1.64)
Sendo o novo conjunto de varidveis simpléticas dado na ordem f,-(g) = (u, ™, A, 1),
temos .
Af )t = Ty,
AT =0,
A% Vi, (169

V.7
AR — i

Li+]

com a correspondente matriz simplética f?) escrita como

0 -6, 0 o
6, 0 & 0

_ 63(1—:‘_

(2)
=10 - 0 o0
- 0 0 0

) (1.66)

que é uma matriz ndo-singular. Segundo o método simplético, a inversa de f ) gera os

parénteses de Dirac entre os campos fisicos,

azaT
0 &-EL 0
Ve ke 5 a%
(Fy1 = —0g + 7+ 0 —vr
h 0 -z 0
a9z v
—v 0 v

. | FE-9 (1.67)

Sendo assim, a partir da matriz (f\2)~! identificamos os seguintes colchetes de Dirac,

o202

@m0 = (55-LF) o9,
(wle), W@ = (7, @) =0 (168

Estes sdo nada menos que o paréntese de Dirac da teoria de turbuléncia no calibre V.i = 0.

Para mostrarmos a consisténcia do nosso formalismo, vamos mostrar que as equagoes

da dindmica metafluida, eq.(1.16), podem ser obtidas a partir das equagdes de Hamilton.
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Usando os parénteses de Dirac dados aciina e a Hamiltoniana dada na eq.(1.29), temos

8%, t)

L f SF{a(z, 1), "7, 1)}°

= #(Z, t) - V(Z, t) + vVE(E, t), (1.69)

que pode ser obtida com o uso da eq.(1.17). E, também podenios obter

7 (Z, 1)

OMED [ @giaz 0, 1y, )

= —UVER(Z, ) — AV X V X 4Z, 1) - vVn(Z, ) + J(Z, 1), (1.70)

Note que, estas sao as mesmas equagoes obtidas na segéo 1.3, eq.(1.30), onde mostramos
que a partir destas equagdes podemos obter as equagdes da dindmica metafluida, eq.(1.16).
A primeira equacao, como j4 foi visto antes, é a equagio de Navier-Stokes para os campos
filtrados.

O préximo passo seria a quantizagio da teoria vinculada, que pode ser obtida pela
regra de quantizagio canénica {, }¥ — —i[, |. Fazendo isso, obtemos os comutadores da
teoria

(i@, u;(§)] = 0=[m(@) =]

7
@) m@) =i (6 - T )0, (L)

onde os campos u; ¢ T; passam a desempenhar o papel de operadores quanticos.
Obtidas as regras de quantizacao canonica, pode-se implementar técnicas de Teoria
Quantica de Campos para encontrar o funcional gerador e, consequentemente as fungdes
de correlaciio e todas a quantidades fisicas |62, 63] que desejarmos. Apesar de termos
dado uma prescricio para a quantizagdo da dinAmica metafluida, ndo a discutiremos com

mais detalhe, j4 que, no momento, ndo é nosso objetivo principal.
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1.5 Anadlise via método de Dirac

Com o ohjetivo de verificarmos os resultados obtidos na se¢do anterior com ¢ método
simplético, vainos nos restringir ac célculo dos parénteses de Dirac para o escoamento
turbulento dentro do intervalo inercial. Neste intervalo, como ja foi discutido antes, nao
ha dissipagio de energia, apenas uma transferéncia continua de energia entre as escalas
do escoamento, onde a dinamica é dada pela Lagrangeana eq.(1.36).

A passagem para o formalismo Hamiltoniano a partir do formalismo Lagrangeano é

feita introduzindo-se os momentos candnicos
= —. (1.72)
Desta forma, o momentc conjugado de V*# é dado por
L (1.73)
que nos fornece imediatamente o vinculo primario(matriz Hessiana singular)
Ty = 7%(Z, #) = 0, (1.74)

onde 7% é o momento conjugado ac campo ¢. Entretanto, 7°, pode nio ser o tinico vinculo
da teoria.

Precisamos verificar se ha vinculos secundérios, que sdo obtidos através da condigdo
de consisténcia de que vinculos nio devem possuir evolugdo temporal, eq.(A.17). Para

tal, precisamos construir a Hamiltoniana primaria, dada por

Hy(F t) = H. + fd3az'/\1w°, (1.75)
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onde Ay é o multiplicador de Lagrange enquanto H. é a Hamiltoniana candnica, a saber,

H.

] & (Y, - L) = f PEH,

= de:E' ('.rrUVO — 7'V + %EgFiO + !

_F;'Flj _JTO - 1:‘.) )
TFaF? + =% - = TV),  (L76)

que ao se usar as eq.{1.33)-eq.(1.36), torna-se
31,132 N2 o 0 7
HC=/da:(§7r +§c(qu) wTr.qu+7r¢+nqb—J.u). (1.77)
Assim, a Hamiltoniana primdria pode ser escrita como
H,— /d%‘fH,,(f, £), com  H(f 1) = He+ M. (1.78)

Vamos verificar agora se existem vinculos secundérios. Para tanto, usa-se a relagéo de

consisténcia para o vinculo primario 71, dado por
Ty — ] SBF(r0(F, 1), H(F, 1)} ~ 0. (1.79)

Usando os parénteses fundamentais de Poisson, dados por*

{ve(), (&)} 7o (z - "),
{ve@),ve(@)}y = {n#(@),7"(@)} =0, (1.80)
o vinculo secundario é encontrado como

Ty, =V.a(Z, t) +n(E, t) = 0. (1.81)

Este vinculo é exatamente umas das equagdes da dinamica metafluida pois, pela relacao

dada na eq.(1.25), # = —L.

t0s campos nos parénteses estdo em tempos iguais, por isso o argumento temporal é omitido
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Precisamos continuar procurando vinculos secundarios. Para isso, escrevemos a Hamil-
toniana total, que leva em consideracao todos os vinculos da teoria até o presente mo-

menta, como

- 1 1 .
g - /d3f (57?2 + 5V X P+ 76+ 10
+ng — Jii+ \m® + Xy (V7 + 1)) (1.82)

Conforme o método de Dirac, deve-se impor a condigio de consisténcia sobre o vinculo

secundario, a saber

T, = {V.#& t)+n(z 1), H@, 1))

toTr on :EI: ¢ 1 ¢ fl) t)
= V.J(m,t)=———~——(8t ):VQ——(& a2

¢
=

(1.83)

Como estamos no intervalo inercial, a condigdo de consisténcia acima se anula identi-
camente (0 =~ 0), pois a energia de Bernoulli é conservada no intervalo inercial, néo
fornecendo novos vinculos tercidrios. Como o paréntes de Poisson entre os vinculos 13
e Ty é identicamente igual a zero, estes sdo denominados vinculos de primeira classe e,
portanto, o modelo apresenta uma simetria de calibre onde estes vinculos sio identificados
como sendo os geradores da simetria.

Segundo o método de Dirac, a dindmica do modelo pode ser obtida através do processo
de fixacdo de calibre. lsto significa que, ao procedermos a fixagdo de calibre, teremos
apenas dois graus de liberdade. No eletromagnetismo, isto significa que, ao procedermos
A fixacio de calibre, teremos para o campo do féton apenas dois graus de liberdade, o
que estéd de acordo com a natureza. Estes dois graus de libedade podem ser associados

aos dois estados de polarizacio do foton. Assim, em analogia com o eletromagnetismo,
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podemos dizer que estes dois graus de liberdade estao associados a vorticidade.
Como mencionado acima, o fato de existirem dois vinculos de primeira classe significa
que sfo necessarios dois vinculos que fixem a simetria. A primeira vista, isto pode parecer

um tanto estranho, pois, 0 nosso sistema é invariante sob a transformagio de calibre
V., — V., + A, (1.84)

onde vemos gue s6 dispomos da liberdade de escolher uma certa fungéo escalar A(Z). Nao
¢ muito claro que seja realmente possivel, com isto, fazer duas fixagdes de gauge. Com o
objetivo de esclarecr este ponto, deve-se discuti-lo com mais detalhe.
A equagdo de movimento, obtida da densidade Lagrangeana, eq.(1.36), é dada por
B, F = %J". (1.85)
Substituindo a expressdo de F*, dada pela eq.(1.33}, na relagdo acima, obtemos

OVY — 8“9,V = %J". (1.86)

que é invariante frente A trasformagéo de calibre do tipo V, — V,, + J,A. Entretanto,

podemos escolher a fungdo escalar A tal que
V" =0, (1.87)
Esta condigdo é conhecida como calibre de Lorentz. Com isto, a eq.(1.86}, torna-se
1
oV = -Jv. (1.88)
c

Deve-se lembrar que as simetrias de calibre do escoamento turbulento sé sdo preser-

vadas no intervalo inercial, onde hé apenas uma transferéncia de energia entre as escalas
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do escoamento. Assim, como a fungio energia de Bernoulli, eq.(1.6), é constante no
intervalo inercial

V(%) = ¢(£) = constante = C(7), (1.89)
que é o “calibre Temporal” da dindmica metafluida.
Susbstituindo a eq.(1.89) na eq.(1.87) encontramos
VP -aVi=aVvi =0, (1.90)
ou seja
V.a(z. t) =0, {1.91)

que é a condicio de fluido incompressivel, dada na eq.(1.3), ou, o “calibre de Coulomb”.
As eq.(1.89) e eq.(1.91) sdo as expressGes que devem ser usadas como condigdes de fixacéo
de calibre.

Como os vinculos dados na eq.{1.74), eq.(1.81), eq.(1.89) e eq.(1.91) tem pelo menos

um paréntese de Poisson diferente de zero,

(V@) 6() ~ C} = 0, (1.92)

os vinculos sdo de segunda classe e, portanto, nao existem outros vinculos na teoria. 0
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conjunto de vinculos da tecria €, entao, dado por

T1=¢—C%0,
T2=7TOZO,
Ty = V.l ~ 0, (1.93)

Th=Vi+n=0.

Tendo-se encontrado os vinculos da teoria, podemos passar a construgao dos parénte-
ses de Dirac. Para isso, precisamos da construgido da matriz C de Dirac, eq.(A.12), dos
parénteses de Poisson dos vinculos dados na eq.(1.93). Ha entretanto uma propriedade
dos parénteses de Dirac que nos permite contrui-los iterativamente [4].

Usando primeiramente os vinculos 7 e T3, encontramos a matriz de Dirac, a saber

C(F, &) = ( ‘i’ “01 )53(5_5), (1.94)

a inversa de C'(£, 2') €
CU&E, 7)) = ( 1 0 )53(3:-'— ). (1.95)
A partir da definicio dos parénteses de Dirac, eq.(A.12), construimos os seguintes

parénteses preliminares (para sistemas continuos)

{(VH(&), m (&)} = {VH(@) m(T)} + (1.96)

- [ & V@), L)} O3 @ DT @)
onde (a,b=1,2)
(VE(@), T} ( {5‘”(;)%@}6}) =( (1)) gOE-H. (L)

sendo ( )! a matriz transposta, e

(Ty(2), 7, (&)} = ( {;g)@;fé})} ) _ ( ‘f ) 595%(2 — ). (1.98)



Capitulo 1. Turbuléncia hidrodinimica 38

Substituindo, entao, as eq.(1.95), (1.97) e (1.98) na eq.(1.96), temos

{VH(@), m (&)} = (8 — 6§8,)6°(& — T), (1.99)
sendo os demais parénteses nulos,

{VA@), V(@) = {=*(8), (2} = 0. (1.100)

Agora, para os vinculos T3 e T temos

oen=( (Lo mnr ) 10

onde, de acordo com & eq.(1.96), temos

(T(D), T(2)} = {V.G(&), V.AT) + (@)} + (1.102)
[ €7 d2(V.a(@), L@} CaTUD), VA(E) + (@)}
sendo (a,b=3,4)

{v-a(f),nw)}f({vi(v;‘? (V_j”f)j@}) (‘f)vgé%fﬁm, (1.103)

(12, V) + 1@} = (g WA TN ) = (6 ) v
(1.104)
qga:(flé)Wﬁw—a. (1.105)

A inversa da matriz C é dada por

. {01 1
(¥,2) = ( 10 ) m (1.106)
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Assim, substituindo a eq.(1.103), (1.104} e (1.106) na eq.(1.102), temos
{T3(D), Ty (&)} = V263 (5 — &), (1.107)

Logo, a matriz C, eq.{(1.101), para os vinculos T3 e T} fica

C(z, %) = ( _01 é ) V(T — &), (1.108)
A inversa de C é
S—1p = 0 -1 1 = 4
C Nz, %) = ( i ) ﬁég(ﬂ, — ). (1.109)

Partindo dos parénteses eq.(1.99) e eq.(1.100}, podemos construir os parénteses de

Dirac da dindmica metafluida
(VHE), T, (&)} = {(VHE), m (3} + (1.110)
- [ @7 PHVE). @) CR AT, (@)

que nos leva a

o9,

{VE@E), 7. (&)} = (8 - 858))5% (&~ &) - 2 &z — '), (1.111)
sendo os demais parénteses nulos,
{V¥(&), Vi(Z)}° = 0 = {7"(&), . (Z)}". (1.112)

Porém, um resultado importante deste tratamento de Dirac para sistemas vinculados é
que as relacdes de vinculo, que s6 valiam fracamente em termos dos parénteses de Poisson,
valem fortemente nos parénteses de Dirac. Sendo ¢—C e n° nulos, somente a parte espacial

das eq.(1.111) e eq.(1.112) sédo diferentes de zero, ficando

@@ - (5-5)ee-9)

{W(@), 4@ = 0 ={r'@), mE)}" (1.113)
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que correspondem aos parénteses de Dirac obtidos anteriormente pelo método simplético.
1.6 Analise geométrica

Nesta segio, daremos uma interpretagio geométrica das simetrias presentes no modelo
calibrado(Dindmica metafluida como um sistema calibrado). A descrigio das interagdes
de particulas fundamentais com o auxilio da teoria de campos de calibre introduz graus
de liberdade extras na teoria, que se manifestam na natureza singular da respectiva La-
grangeana on na presencga de vinculos de primeira classe no formalismo Hamiltontano [64].
O espago de fase, neste caso, é maior que o fisico, que é uma hipersuperficie determinada
pelos vinculos da teoria. No subespago fisico, um sistema Hamiltoniano usual pode ser
definido sem quaisquer simetrias de calibre e vinculos.

Devido & invaridncia de calibre, os objetos bdsicos da teoria de calibre, os potenciais
de calibre, formam uma base supercompleta, enquanto os campos de calibre, que podem
ser conectados por uma transformagéo, descrevem um mesmo estado fisico. Deste modo,
os potenciais de calibre sio separados em classes equivalentes com relacio & agio do
grupo de calibre, onde cada um representa uma Orbita no espago de configuragdes do
campo de calibre. Transi¢bes (verticais) ao longo das érbitas correspondem simplesmente
a uma trasformagéo de calibre, consequentemente, estas trajetdrias ndo tém nenhum
significado fisico. Por outro lado, as trajetdrias perpendiculares (horizontais) as drbitas
165], descrevem a evolugdo temporal do sistema fisico, logo, sdo fisicamente importantes
para a teoria. Portanto, encontrar as equagbes de movimento para os campos fisicos

consiste em resolvermos o problema da construcdo das trajetorias horizontais que sao
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calculadas através da definiciio correta da métrica no espaco das érbitas. Para tanto,
seguiremos o processo desenvolvido em [66], onde os autores demonstram que o espaco
fisico (espago das drbitas) estd equipado com uma métrica projetiva.

Em virtude disto, nossa tarefa consiste em obtermos uma Lagrangena singular, dina-
micamente equivalente a eq.(1.24), para governar a dindmica metafluida. Isto é alcancado
eliminando a fungéo energia de Bernoulli (¢) a partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.24),
o que pode ser feito, j& que este campo nao tem dindmica. como demonstrado nas secdes
anteriores. Para eliminarmos este campo da Lagrangeana, usa-se a equacio de movimento

de Euler-Lagrange para o campo 4,

ac  oc or or o,
o -0 & _ — (Db 4 1 — AV
90 00xd) " Fe T Hag) 00Tl vy
ar oL ar aL
S— + — & —— =40, 1.114
‘26 T %5i00) ~ *B00) B0 (L-114)

O*G(E, t) + 0y (Z, 1) — vdP (Byu(T, t) + n(&, t) = 0.

Explicitando ¢, temos

B(7, t) = ————aiuéj " 4 vl (1.115)

Inserindo este resultado na Lagrangeana, eq.(1.24), tem-se

1 A, + 1 1

2
— v P + %(621”)2 + u;J; — vu;dn. (1.116)

au

. 65'!:1'.1' +n &-ui +n
‘L2 - (T - I/é‘iui) 82 (-—T + yaiui)

D= B

2
L’
czeijkeﬂmajuké‘;um — v 0% + 5 (6‘2uj)2 + uiJi — vu;Oin. (1.117)
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Ao se usar a relagao

f 437 £ im0k (£)Oum(E) = / 435 (B5ur(E)Byux(@) — Bjup(8)0yu;(E))

. I N e ~
_fd3$ &uy(T) (akj - _ng) uy(£),  (1.118)

a densidade Lagrangeana, eq.(1.117), pode ser reescrita como

L = %u,-Mijuj + (ami)% + %g—z — (&%) M,
+ '1/2_2(84Ui)Mijuj + %cz(azui)Mijztj + g J; (1.119)
onde
M; = 6 — aé? , (1.120)

€ a métrica do espago de configuragdo. Deste modo, fazendo uma analogia com a agio da
particula livre, a maneira natural para definirmos a distancia quadratica infinitesimal no
espaco das drbitas [66] é
85 = fu; My;6u; (1.121)
mostrando que o espago das orbitas é dotado com uma métrica natural M.
O operador M é um operador de projecio ji que M? = M e também alto-adjunto.

Além disso, ele satisfaz as seguintes relagdes
8,;M,‘j = Mij& = 0, (1122)

ou seja, M;; é uma matriz singular (detM;; = 0) que tem &; como autovetor com autovalor
nulo.

Como as érbitas de calibre du; sdo ortogonais a superficie fisica (definida pela métrica
M;;), ou seja

M',-jéui — O, (1123)
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as transformacées de calibre infinitesimais podem ser escritas como
du; = Oie, (1.124)

onde ¢ é o parametro das transformagdes de calibre infinitesimais. Note que esta trans-
formacao também é obtida no contexto simplético e de Dirac.

Neste ponto, gostariamos de fazer alguns comentérios sobre a geometria associada &
simetria de calibre. A partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.119), identifica-se uma
métrica projetiva singular que define uma superficie fisica (espago das drbitas) da teoria
metafluida. Uma vez que esta métrica nao depende dos campos do espago de fase, o tensor
de curvatura é nulo, deste modo, o espago das érbitas é plano.

A partir daqui, investigaremos a teoria metafluida descrita pela densidade Lagrangeana,
eq.(1.119), usando o método do projetor {66, 67|. Da densidade Lagrangeana, eq.(1.119),

o momento canénico conjugado ao campo de velocidade u; € dado por

G- ey 2MED e
m(Z, t) = S E D) M0, t) 5 M u; (T, t). {1.125)

Ao se contrair este momento candnico com o autovetor J;, que é o modo-zero da matriz

singular M;;, eq.(1.122), obtém-se imediatamente o vinculo primdrio, dado por
X = (&, t) + n(c, t), (1.126)

que concorda com o resultado obtido anteriomente viz método simplético e de Dirac. A
evoluciao temporal do vinculo primdrio x deve ser analisado. Logo, precisa-se obter a
correspondente Hamiltoniana do modelo. Assim, reduzindo a densidade Lagrangeana,

eq.(1.119), para a primeira ordem na velocidade, a saber

1n?

207

1 1
L= TTf’l-L;' - —‘Tl'iMij’JTj - 5628kuiﬂffijak’uj' - wr!-Mij@guj =+

5 -I—U,‘Ji, (1127)




Capitule 1. Turbuléncia hidrodindmica 44

a densidade Hamiltoniana canénica pode ser obtida através da transformacéo de Legendre

como
] 1, 9 1 n?
H= '2-7TiMij7Tj -+ §C akuiijakUj + T/TTE-MHB Uy — 5@ - ui‘L (1.128)
Perfazendo, a evolugdo temporal do vinculo primdrio, dada por
X = [ @ (@ 6, HE, ) ~ 0. (1.129)

—yMiija%ri(sﬁ', t) - czwfijajazui(f, t) -I—Bij(f, t) 2] 0,

entao

O J5(Z. £) = 0, (1.130)

onde usou-se a eq.(1.122). Logo, o vinculo primaério, eq.(1.126}, gera um segundo vinculo,
dado na eq.(1.130).
A partir da densidade Lagrangeana, eq.(1.119), o vetor de Euler-Lagrange [60, 66]

pode ser escrito como
Ek = Mkjﬁj - CQMkjaQUj - Jk - = - Ungjazluj. (1131)
Como o vetor de Euler-Lagrange é um modo-zero do projetor [66], entao

MyE; =0, (1.132)

ij=~y

isto ¢, as equacdes de movimento que satisfazem os vinculos sao projetadas pela métrica

singular M;;. Desta forma, aplicando a métrica na eq.(1.131), temos

M@kEk Mszkju_? — C MlkMkJa Ui — 1..kjk t Mzk 32> - V2MkMkJa Uy = %1 133
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ou
M Ey = Myt — & M0y — My J; — V2 M0y = 0, (1.134)
que pode ainda ser reescrita como
Myjit; — ¢ Myd*u; — My J; — v M8, = 0, (1.135)

ou

(T, t)
ot?

~ EVEEH(E, t) — THE, t) — AV NE 1) = 0. (1.136)
A equagdo acima é a equacdo de onda para o campo de velocidade transverso (veja [38],
ela ndo depende do campo ¢ que foi eliminado), o que mostra o forte cargter ondulatério
da dinamica metafluida. FEste cardter ondulatério pode ser sustentado por trabalhos
experimentais, refs.[68, 69, 70, 71, 72]. H4 também trabalhos tedricos relevantes ref.[73,
74, 75].

Esta equagao juntamente com o vinculo, eq.(1.126), define a dindmica metafluida com

campos tranversos. Com a definigao do campo transverso. a condicao de incompressibili-

dade é satisfeita automaticamente, isto é

Uma outra consequéncia da geometria plana do espago das drbitas € verificada contraindo

o modo-zero (&) com o vetor de Euler-Lagrange, eq.(1.131), a saber,

akEk - ak(Mkjﬁj) — ak(Mkjaqu-) — aka — O — Vzak(Mkjadu_j) (1.138)
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ou
OE, = n+8Js—0. (1.139)
Como n = —V?2¢, a equagio acima pode ser reescrita como
V2 + & Jp = 0. (1.140)

Desta forma, usando a eq.(1.130), vemos que a equagdo acima nos remete novamente a
condigdo de que a energia de Bernoulli seja constante, ou seja, que estamos no intervalo

inercial.

1.7 Conclusao

Neste capftulo, propusemos investigar a turbuléncia hidrodinamica incompressivel no con-
texto da dindmica metafluida para abrir a possibilidade de aplicarmos todas as ferramen-
tas bem conhecidas na teoria quantica de campos. Esta investigacdo foi possivel devido a
analogia de turbuléncia hidrodindmica incompressivel com eletromagnetismo de Maxwell
[38]. Explorando esta analogia, desenvolvemos uma descri¢io Hamiltoniana para o escoa-
mento turbulento de um fluido viscoso. Este formalismo Hamiltoniano, além da equacéo
de Navier-Stokes, eq.(1.4), também nos fornece um caminho para a transicao da descricéo
cldssica para a descricio quantica do sistema. A partir deste formalismo Hamiltoniano
calculamos os parénteses de Dirac do sistema através do formalismo simplético e de Dirac,
revelando uma simetria escondida presente na dindmica de calibre metafluida. As trans-
formacées de simetria sfo obtidas, eq.(1.59), e verificamos que a simetria é preservada so-

mente dentro do intervalo inercial. Desta forma, a invariancia de calibre do Hamilteniano
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do sistema, eq.(1.42), estd diretamente relacionada. & condicio de que nao hé dissipagao de
energia dentro do intervalo inercial. O vinculo, eq.(1.49), pode ser identificado como sendo
o gerador destas transformagbes de simetria. Também apresentamos uma interpretacéo
geométrica para a simetria de calibre revelada na teoria metafluida. Como a métrica,
eq.(1.120), ndo depende dos campos do espago de fase, 0 espaco das 6rbitas é plano (como
no eletromagnetismo). Além disso, a Lagrangeana obtida. eq.(1.119), escrita em termos
dos campos transversos (que sdo fisicamente importantes para a teoria), descrevem agora
um sistema Hamiltoniano sem vinculos. Além disso, a contragéao da métrica, eq.(1.120),
com o vetor de Fuler, eq.(1.132), nos d4 uma equagio de onda, revelando o forte cardter
de onda da teoria metafluida. Esta equagdo de onda é obtida também em [38], mas escrita
em termos do campo de velocidade com ambas as componentes, horizontais (invariante

de calibre) e vertical (variante de calibre).




Capitulo 2

Formalismo de imersao simplética
via variaveis de Wess-Zumino

2.1 Imtroducao

Teorias de calibre tém desempenhado um papel importante em teorias de campos j4 que
elas estdo relacionadas com interacdes fisicas fundamentais na Natureza. De um modo
mais geral, estas teorias tém simetrias de calibre definidas por algumas relacdes chamadas,
na linguagem de Dirac, de vinculos de primeira classe [4, 5, 6, 7, 8|. A quantizaciio dessas
teorias necessita de cuidados especials pois, devido a presenca de simetrias de calibre,
existermn graus de liberdade supérfluos, os quais devem ser eliminados (antes ou depois)
da implementagio de um processo de quantizagio valido. A quantizacdo de sistemas de
primeira classe foi formulado sob o ponto de vista de Dirac [4, 5, 6, 7, 8] e integrais de
trajetérias {64]. Mais tarde, a andlise por integrais de trajetérias foi estendida por Batalin,
Fradkin e Vilkovisky [76, 77] para preservar a simetria BRST [78].

Por outro lado, a quantizacio de sistemas de segunda classe é, em geral, uma tarefa
dificil, pois os parénteses de Poisson sao substituidos pelos parénteses de Dirac. No

nivel quantico, as varidveis tornam-se operadores e os parénteses de Dirac tornam-se

48
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comutadores. Devido a isto, o processo de quantizagao candnico sofre alguns problemas,
como problemas de ordenamento de operadores [79] e anomalias [80] no contexto de
sistemas vinculados nao lineares e teorias de calibre quiral, respectivamente. Em vista
disto, parece que € mais natural e seguro trabalhar a quantizagio de sisterna de segunda
classe sem invocar os parénteses de Dirac. De fato, fol a estratégia seguida por muitos
autores nas Gltimas décadas (81, 82, 83, 84]. O sistema nao invariante tem sido mergulhado
em um espago de fase estendido a fim de mudar a natureza de segunda classe dos vinculos
para primeira classe. Deste modo, todo o mecanismo para a quantizagio de sistema de
segunda classe pode muito bem ser usado [78, 85] . Para implementar esta concepcio,
Faddeev e Shatashivilli [86] sugerem a extensio do espago de fase com a introducio de
novas varidveis para linearizar o sistema, chamadas varidveis de WZ. Esta idéia tem
sido adotada por muitos autores [87, 88] e alguns métodos foram propostos e alguns
formalismos de conversdo de virculos, baseados no método de Dirac [4, 5, 6, 7, 8], foram
desenvolvidos. Entre eles, os métodos de Batalin-Fradkin-Fradikina-Tyutin (BFFT) [89] e
o iterativo [90], poderoso o suficiente para ser aplicado em um grande nimero de sistemnas
fisicos importantes. Embora estas técnicas compartillem da mesma base conceitual [86]
e se fundamentem na estrutura de Dirac {4, 5, 6, 7, 8], estes métodos de converséo de
vinculos foram implementados seguindo diferentes dire¢des. Historicamente, ambos os
métodos, o BFEFT ¢ o iterativo foram aplicados em sistemas lineares tais corng teoria
de campos quirais [90, 91] a fim de eliminar a aromalia quiral que impede o processo
de quantizacdo. Apesar do grande sucesso alcangado por estes métodos, eles tém um

problema de ambiguidade [84]. Este problema surge naturalmente quando os vinculos de
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segunda classe sio convertidos para primeira classe com a introducio das varidveis de WZ.
Devido a isto, o processo de conversdo de vinculos pode tornar-se uma dificil tarefa, como
mostrado em [84]. Para contornar este tipo de problema propomos uma nova abordagem
que implemente a reformulagio invariante de calibre, baseada no formalismo simplético.
Chamaremos esta abordagem de Formalismo Simplético de Imersdo.

A motivagdo neste capitulo é esclarecer e sistematizar o uso do formalismo simplético
no processo de imersao de WZ e, também, dar uma interpretacio geométrica para as
simetrias de WZ, o que de acordo com o nosso julgamento nao foi ainda propriamente
investigado. Devido a isto, introduz-se um esquema alternativo de Imersac de WZ para
dar um tratamento geométrico para as simetrias induzidas de WZ. Isto parece impor-
tante porque as simetrias de WZ induzidas por outras técnicas de imersao, como BFFT e
iterativo, foram estudadas a partir de um ponto de vista algébrico. Neste cendrio, propo-
mos explicar o significado dos problemas de arbitrariedades presentes nos esquemas de
conversiio de vinculos. Assim, esperamos explorar estes aspectos de um modo positivo.

O formalismo simplético de imersio é desenvolvide para lidar com sistemas vinculados
nao invariantes de calibre, portanto fundamenta-se no método simplético e na introducio
das variaveis de WZ. O ponto fundamental por trds do formalismo simplético é a matriz
simplética: se esta matriz é singular, o modelo apresenta uma simetria; caso contrario, os
parénteses de Dirac sdo obtidos. Em virtude disto, o processo por trés do formalismo de
imersao simplético é transformar uma matriz simplética nio singular em uma singular, o
que, consequentemente, permite revelar a simetria de calibre. Para tanto, introduz-se uma

fungae arbitriria (), que depende das variaveis originais e de WZ, na Lagrangeana de
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primeira-ordem. Nas proximas se¢des o formalismo simplético de imersao ser apresentado
em duas formulagdes: Formalismo simplético de imersao I e II. Depois, ilustraremos a
aplicagao das idéias discutidas anteriormente no modelo de Schwinger quiral bosonizado,
que tem atraido muita atencao nas ultimas décadas, principalmente no contexto de teorias
de cordas [12, 13] e também devido ao vasto progresso na compreenséo do significado fisico
das anomalias em teoria quéntica de campos.

A fim de sistematizar o formalismo simplético invariante de calibre, consideramos um
modelo mecanico nao invariante cuja dinamica é governada pela Lagrangeana dada na
eq.(A.5). Iniciando com a introdugdo de duas fungdes arbitririas dependentes do espago
de fase original e das varidveis de WZ , isto ¢, U(a;,p;) e G(a, pi, 1), em uma primeira
versdo onde W é uma fungdo qualquer e em uma segunda versdo onde ¥ é o momento

conjugado & variavel de WZ 7.
2.2 Formalismo simplético de imersao 1

Considere a Lagrangeana de primeira-ordem, como sendo

FO = 4D L gy 0 (2.1)
onde
U0 = U9+ Gas, i, ). (2.2)

A fungdo arbitrdria, G'(a;, p;,7), € expressa como uma expansio em termos do campo de
WZ, dada por

0

Glai,pin) = > G aspi ), G™(aspium) ~ " (2.3)

n=1
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e satisfaz a seguinte condicdo de fronteira
Glag,pi,m=0) =0. (2.4)

As varidveis simpléticas foram estendidas para conterem também as varidveis de WZ,
sendo assim, (W& — (02 ) (com & = 1,2,..,2N + 1). O potencial simplético de

iteracdo-zero € reescrito como

U, pi,m) = U0y, p3) + 3 6™ (ai, 91, ). (2.5)

n=1

Os momenta candnicos uma forma serdo designados por

- () 5 —
© _ | Ay, com & =12, 2N
A" = { ¥, com da=2N +1 (2:6)
e 0 novo tensor simplético € dado por
70
7o 8‘4;3) dAY @0
a5 gema  peos’ '
onde
. f(o) flo
79 = ( 0 o (2.8)
fnﬁ

A implementagio do esquema simplético invariante de calibre segue dois passos: o
primeiro € dedicado ao cdlculo de W(a;, p;) enquanto o segundo é dedicado ao cdleulo de
G(as, pi,m). Para iniciarmos o primeiro passo, impde-se que o novo tensor simplético ( f o
seja singular, entdo,

,;(mﬁfgg —0. (2.9)

Supondo que este modo-zero genérico é

7O = (pe 1), (2.10)
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onde p é arbitrédrio e usando a relagio dada na eq.(2.9) junto com a eq.{2.8), obtem-se

um conjunto de equacdes, a saber
pefag + £S89 =0, (2.11)
onde

o _ 0¥  8AD
fa?? - oE e - an -

(2.12)

Observe que os elementos de matriz u* sao escolhidos de modo a revelar a simetria de
calibre desejada. Note que neste formalismo o modo-zero 5% é o gerador da simetria de
calibre. Neste ponto, devemos mencionar que esta caracteristica é importante porque ela
abre a possibilidade de revelarmos as simetrias de calibre escondidas desejadas a partir
do modelo nao-invariante. Isto garante ao formalismo simplético de imersio a capacidade
de lidar com sistemas nao-invariantes de calibre. A partir da eq.(2.9), algumas equacdes
diferenciais envolvendo W(a;,p;) séo obtidas, egs.{2.11), e apés alguns cdlculos diretos,
W{a;, p;) pode ser determinada.

Para calcular G(a;, p;,77), impde se que nenhum vinculo surja da contracao do modo-
zero (7#%%) com o gradiente do potencial I (a;, p;, 7). Esta condigio gera uma equacio
diferencial geral, dada por

D{D)& 8U(0) (aia pi} T])

HEWa =0
2O Naip) | 0GP aspn) 06D e, pim)
HEO)a f Qe e
M{q.. n @ a;, p;
960 e pim) | G aipisn) | =0, (2.13)

In on
que permite calcular todos os termos de corregio G™(a;, p;, ) em termos de . Note

que esta expansdo polinomial em termos de 7 € igual a zero, subsequentemente, todos
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os coeficientes para cada ordem em 7 deve ser nulo identicamente. Em vista disto, cada

corregao em 7] é determinadeo. Para termos de correcio linear, tem-se

aaU(O}(ai,pi) 89(1)(31‘,?31’:7?)

1 5o Bn = 0. (2.14)
Para termos de correcio quadratico, obtém-se
o09W (@i pim) | 9GP aspin) _ (2.15)

e Qe on
A partir destas equagdes, uma equacio recursiva para n > 2 é proposta como sendo

G V{a;, p; (a3, i,
- G (a,p,n)+8g (i, piv1p)
A an

—0, (2.16)

que permite calcular cada termo de correcio em 1. Este processo iterativo é sucessiva-
mente repetido até que a eq.(2.13) torne-se identicamente nula. Consequentemente, o
termo extra G(a;,p;,7) é obtido explicitamente. Entfo, a Hamiltoniana invariante de

calibre, identificada como sendo ¢ potencial simplético, é obtido como

H(a, pi,n) = UO(as, pi) + Glai, pin), (2.17)

e 0 modo-zero (0)&

é identificado como sendo o gerador de uma transformacio de calibre
infinitesimal, dado por

6% = 0%, (2.18)

onde £ é um parametro infinitesimal.
2.3 Formalismo simplético de imersao I

A sistematizagio do formalismo simplético de imersio comeca supondo que a versio in-

variante de calibre da Lagrangeana geral (£(a;, a;,¢)) é dada por

E(aia ais Pp, t) = E(ai) éi’ t) -+ EWZ(aiu &i: (Pp): (p = 1: 2): (219)
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onde @, = (1,1) e 0 termo extra (Lwz) depende das variaveis originais (@, @;) e con-
figuragio de WZ (p,). De fato, esta Lagrangeana de WZ pode ser expressa como uma

expansZo da vériavel de WZ (p,) como

CWZ(aia ai, (p;p) = Z U(n)(a’ia aia (pp)a com U(n)((pp) ~ (Pg1 (220)

n=1

que satisfaz & seguinte condigao de fronteira,
Lwz(pp=0)=0. (2.21)

A reducao da Lagrangeana, eq.(2.19), para a sua forma de primeira-ordem precede o

comeco do processo de conversdo, deste modo
= ADETT w1 — OO, (2.22)

onde m, é o0 momento conjugado as variaveis de WZ, isto é,

BEWZ

i az, sz:(Pp) (223)

As variaveis simpléticas expandidas sio £9% = (a;, p;, ©,) e 0 novo potencial simplético
torna-se

0O = U9 4 Glapi ) (p=1,2), (2.24)

onde A, = (n,7,;). A fungdo arbitrdria G(ay, p;, A,) € expressa como uma expansao em

termos dos campos de WZ, isto é

G(aupu Z g{n a? p’LJ)\ )J (225)

n=0
com

G (as, pi, Ap) ~ AL, (2.26)
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Neste contexto, os momenta candnicos de ordem zero sdo dados por

) A® com & =1,2,... N,
AP = ¢ 7w coma=N + 1, (2.27)
0, com a= N + 2.

O tensor simplético correspondente, obtido a partir da seguinte relacio geral

o i
o 24 a0 -
& JEa  PeOd’
é
o [fe 00
fE=10 0 -1, (2.29)
0 1 0

que deve ser uma matriz singular.

A implementagido do formalismo de imersdo simplético consiste em calcularmos a
fungao arbitrdria (G/(a;, p;, Ap)). Paraisto, os termos de corregio em ordem de A, (G (a;, pi, Ap)),
devem ser calculados. Se a matriz simplética, eq.(2.29), é singular, ela tem um modo-zero

0 e, consequentemente, tem-se

=(0)& F(0) _
o 58 = Q, (2.30)
onde assume-se que este modo-zero é
= 0 0), (2.31)

onde ¥*, € uma matriz linha genérica. Usando a relacio dada na eq.(2.30) junto com a
eq.(2.29) e a eq.(2.31), obtém-se

'r"‘fgfa) =0. (2.32)

Desta forma, o modo-zero é obtido e, de acordo com o formalismo simplético, este

modo-zero deve ser contraido com o gradiente do potencial simplético, isto €,

5
§ (2.33)
dEOa
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como consequencia, surge um vinculo, a saber,

BU(O) BG(ai,pi, )\p)

. a
Q=x BEa + G (2.34)
Devido a isto, a Lagrangeana de primeira-ordem é reescrita como
AL () 20)& . |
LU = A8 fawg + Q- TW, (2.35)

onde UM = U©®, Note que as variaveis simpléticas agora sio £1& = (@i,p:,¢, Ap) (com

d&=1,2,...,N +3) e a matriz simplética correspondente torna-se
8 fue 00
| fas O S Sem,
f(’iﬂ O fnc 0 71 3 (2.36)
0 fre 1 0
onde
[ (809  8G(a;,p; Ap)
fon = T oy [7 (35(0).1 + 9 e ] '
[ o (8U®  8G(as,pi, \y)
fC"fn - _E_r_; {ﬂf (a{s(o)a + aé(ﬂ)ar ] ? (237)

o a0 . 3 o BU(U) BG(ai,pi, )\p)
fﬂlc - 35(0)01 - a(s((])ct i aé'((])a + aé'([))a )

J& que o nosso objetivo é revelar uma simetria de WZ, este tensor simplético deve ser

singular, consequentemente, ele tem um modo-zero, isto é,

~(1
UEV;(&) = ()u?u) l a b) : (238)
a qual satisfaz a relacédo
=& F(1) _
U(V)(a)f&ﬁ == O. (2-39)

Note que os pardmetros (a,b) podem ser 0 ou 1 e v indica o nfimero de escolhas para
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#1181 Como consequéncia, hé dois conjuntos independentes de modos-zere, dados por

O
Vom = (kG 1 0 1),

~(1
Py = (ug, 11 0). (2.40)

Note que os elementos de matriz 1,y apresentam algumas arbitrariedades, as quais podem
ser fixadas para revelarmos a simetria de calibre de WZ desejada. Além disso, no forma-
lismo, o modoe-zero f)((igf;) é o gerador da simetria de calibre, o que nos permite apresentax
as simetrias a partir do ponto de vista geométrico. Neste ponto chamamos a atencao para
o fato de que esta é uma caracteristica importante, uma vez que ela abre a possibilidade
de revelarmos a simetria de calibre escondida desejada a partir do modelo néo invariante.
Diferentes escolhas do modo-zero geram diferentes versdes invariantes de calibre do sistema
de segunda classe. Contudo, estas descrigées sao dinamicamente equivalentes, isto é, hé a
possibilidade de relacionarmos estes conjuntos de modos-zero, eq.(2.40), através de uma

transformacéo candnica (ﬁgj;ga) = T.ﬁ&m) onde a barra significa matriz transposta. Por

exemplo,
Hi) L0 0 0y /[ui
1 0O 1 0 0 1
0o 1=lo oo 1] 1 (2.41)
1 0 0 1 0 0

No contexto do formalismo BFFT, diferentes escolhas para a matriz degenerada X conduz
a diferentes versdes invariantes de calibre do modelo de segunda. classe [84]. Agora, torna-
se claro que a arbitrariedade presente nos métodos de conversio iterativo e BFFT tem
sua origem na escolha do modo-zero.

A partir da relagao, q.(2.39), junto com a eq.(2.36) e a eq.(2.38), algumas equacdes

'E importante notarmos que v ndo é um pardmetro fixo



Capitulo 2. Formalisme de imersio simplética via varidveis de Wess-Zumino 58

diferenciais envolvendo G/(a;, s, Ap) sdo obtidas, isto 6,

0 = #'(x,,)fé%) + feas
0 = uf)fid +afy +bfrg
0 = f9+s, (2.42)
0 = fm-
Resolvendo as relagdes acima, alguns termos de correcéo, Y G e, p;, Ap), podem ser
determinados, incluindo também as condigtes de fronteira (G®(ay, p;, A, = 0)).
Para calcularmos os termos de correcao restantes de Glai, pi, Ap), impoe-se que mais
nenhum vinculo surja da contracdo do modo-zero (17(( ;f;)} com o gradiente do potencial

U (1)(ai, Pi, Ap). Esta condigdo gera uma equacdo diferencial, dada por

~(1)a BU( (a'r.ap‘u/\)

0 = P BEma

N BU(I)(ai,pi) 8G(ai’ i, Ty ﬂ"ﬁ) BG(ai, i, /\p) BG(ai: Pi, /\P)

= g, 0 5 +a +b

ggl)a gga 57? amy

o aU(l)(ai:pi) >, ag( (az:pt: ag(n ahph/\ )

= p’(y) |: 86(1)& +m:0 &‘(1 + Z ‘_‘—“_‘n—"_
&, 8G™ (ay, py, A

by P9 (2.43)
=0 8?’['7?

A tltima relagdo permite calcular todos os termos de corregio para Apy G gy, Pis Ap).
Note que esta expansao polinomial em termos de A, é ignal a zero, consequentemente,
todos os coeficientes para cada ordem nestas vériaveis de WZ devem ser identicamente
nulos. Devido a isto, cada termo de corre¢io em termos de A, podem ser determinados.

Para um termo de corregio linear, tem-se

AUO(a,p) 9GO (a5, ;) 8GN (a;, 05, M) 4 bé‘g(‘) (a:,piy Ap)

0= pi,) AEWa DM a an an, J

(2.44)
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onde a relacgo UM = U® foi usada. Para um termo de correcio quadritico, tem-se

3G (a;, pi, Ay G D a;, pi, Np) 0GB 4z, 5, N)
0 21 My p 2y Miy p i1 Miy \p . 9
4] K [ Bf(o)a +a E +b 87’1’,? ( 45)
A partir destas relagdes, uma equagdo recursiva para n > 2 é proposta, a saber,
o ag(n—l) (ai, i, )\p) ag{n)(ai:pia )\p) ag(n)(a"h Pis A;D)
0= ,U(V) { 8(5(0)0‘ +a 81’] + b aﬂ',r', 5 (246)

que nos permite calcular os termos de corre¢iio restantes para 7 e 7, Este processo
iterativo € sucessivamente repetido até que a eq.(2.43) torne-se identicamente nula(caso 1)
ou quando um termo extra G™ (a;, p;, Ap) ndo pode ser calculado(caso ). Entéo, o novo

potencial simplético € escrito como

UM as, i, Ap) = U (as, pi) + Glas, pi, Ap). (2.47)

Para o caso 4, 0 novo potencial simplético é invariante de calibre. Para o caso #, devido
a alguns termos de corre¢io G(a;,p;, Ap) que ainda nio foram determinados, este novo
potencial simplético ndo ¢ invariante de calibre. Como consequéncia, hé alguns contra
termos de WZ no novo potencial simplético, os quais podem ser fixados usando as equagoes
de Hamilton de movimento para as vériaveis de WZ (5 | 7ry) junto com a relacdo de
momento conjugado candnico para 7, dada na eq.(2.23). Devido a isto, a Hamiltoniana

invariante de calibre é obtida explicitamente e 0 modo-zero D((l

1’4

;‘(1) é identificado como

sendo o gerador das transformagdes de calibre infinitesimais, dadas por

o
08 = Vi (2.48)

onde € & um parfmetro infinitesimal.

Na préxima segio, aplicaremos o formalismo simplético de imersdo II no modelo de

Schwinger quiral bosonizado.
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2.4 Aplicagao no modelo de Schwinger quiral bosonizado

Tem sido mostrado nas Gltimas décadas que teorias de calibre andmalas em duas dimensdes
podem ser consistentemente e unitariamente quantizadas, tanto Abeliano [80, 92, 93, 94,
95] quanto ndo Abeliano [96, 97]. Neste cendrio, o modelo bi-dimensional que tem sido
estudado é o modelo de Schwinger quiral bosonizado. Iniciamos com a seguinte densidade

Lagrangeana do modelo com a > 1,

1 1
L=—SFuFY % 0up0"b+q (¢ — &) 0,0 Ay + 5 e At (2.49)

Aqui, Fy, = 0,A, — 0,A, g = diag(+1,—-1) e e = —¢1® = ¢; = 1. O método
simplético serd aplicado para quantizar o modelo de segunda, classe original e, entdo, os
parénteses de Dirac e a sua respectiva Hamiltoniana reduzida serd determinada. A fim de
implementar o método simplético, a Lagrangeana de segunda-ordem na velocidade, dada

na eq.(2.49), é reduzida a primeira-ordem, a saber,
LO = gup+ 7t A — U (2.50)
onde o potencial simplético de iteragio de ordem zero, U® &

1
U — 5(417# + 1%+ 8198'9) + Ao(Oir' + (1 — a) A + A — gmy — qB19)

1 1
+ Ai(gmy — 5(12(@ + 1A — g8 ) — §q2(1 —a)A’ Ay, (2.51)

As varidveis simpléticas de ordem-zero sdo £0% = (¢, my, Ag, A1, 7!) com os seguintes

momenta candnicos uma-forma AQ) |

P
)
g
il

Ty
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AR = g (2.52)

AD = AD =40 = o

O tensor simplético da iteracio de ordem zero é obtido como

0 -1 00 0
1 0 00 0

FfP,=[0 0 00 0 |§¥z—y). (2.53)
00 00 —1
0 0 01 0

Esta matriz é obviamente singular, deste modo, ela tem um modo-zero que gera um

vinculo quando contraido com o gradiente do potencial U, dado por,

_ 3.1, SUO ()
Ql - fdx a(y) 5§a(y)

= —=d'm + (1 - a)A® + A — Gy — g0, (2.54)
que é identificado como sendo a lei de Gauss, o qual satisfaz & seguinte algebra de Poisson
{Q(z), N ()} = 0. (2.55)

Substituindo de volta o vinculo € no setor canénico da Lagrangeana de primeira-ordem
através de um multiplicador de Lagrange ¢, obtém-se a Lagrangeana de primeira iteracio
L) isto é,

LY =76+ 7t Ay + 0 — U, (2.56)

onde o potencial simplético de primeira iteracio é

g~ la,—o

i 1 1
= 5(—1r17r1 + wg — 0193'¢) + Ai(gmy — 5(]2(& + 1A — 8'¢) - §q2(1 —a)A A,.

(2.57)




Capftulo 2. Formalismo de imersao simplética via varidveis de Wess-Zumino 63

Deste modo, as varidveis simpléticas tornam-se €102 = (6, 74, Ag, A*, 7!, () com os seguintes
) ¢ y :

momenta candnico uma-forma AL,

A= AR =AW g,

A matriz correspondente f() é entdo

FO(z,y) =

1
Aé) = W,

AE,}R:'.'T

(2.58)

AP = _8'm 4 (1 — ) A+ A" - gry — gD

0 —1 0 0 0 Q0

1 0 0 0 0 q

0 0 0 0 0 -1 | @

0 0 0 0 1 qz d (33 y): (2-59)

0 0 0 1 0 ay
_qa?: —q _qZZ(a -

1) —¢* -5, 0

que é uma matriz nio singular. A inversa de f(*)(z,y) gera os parénteses de Dirac entre

0s campos fisicos, dados por

{6(z), m(y) }'
{molz), me(y)}"
{ms(z), Ao(w)}
{7a(z), ()}

5(3)($ _ y),

q(a — 1) 5(3)(3‘7 - y) )
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{mp(z), m{y)}” = 0,
Ae), W)} = — 5-—p0 89z —y), (2.60)
{Al(x)vAl(y)}* = 01

{A(@), )} = O —y),

trie) o)} = =58V —).

e

{m(z),m@y)} =

Isto significa que o modelo ndo é uma teoria invariante de calibre.

Para iniciarmos o formalismo simplético de imersdo, alguns contra-termos de WZ,
dentro de Ly z, sdo introduzidos na Lagrangeana original, conduzindo a uma, Lagrangeana
invariante de calibre, a saber,

L=L+ Lz (2.61)

De acordo com o formalismo simplético de imersio, a Lagrangeana acima, eq.(2.61),

deve ser reduzida para a primeira-ordem, dada por

L = 740+ 7 Ay + mm — U, (2.62)
COII
- 1 1
uor = 5(—-#171'1 + 75 — 8198 ) + Aoy + Ai(gms — iqz(a + 1) A — ¢8'¢)
1
- §q2(1 —a) A A° + G, g, AL, T, Ao, ), (2.63)

onde a funcdo arbitrdria G é

Glo,mg, AL Ag, Ap) = 3 G (9, my, AL, T4, A, Ap), (2.64)

n=_0
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e G ¢ expandida em termos das varidveis de W2 (X, = (1, 7,)),
G™ ~ (M) (2.65)

O vetor simplético é dado por £0% = (¢, 14, AL, 7, Ap, A,) € seus momentos corres-

pondentes sfo

‘Zlg)) = s
AJ(‘?I) = W1,
AD = A0 = A0 = 40 = o, (2.66)
J O
A matriz simplética correspondente ) &
0 —d(z —y) 0 0 0 0 0
o(z —y) 0 0 0 0 0 0
) 0 0 0 dz—-y) O 0 0
fO=1 o0 0 ~5z—y) 0 0 0 0
0 0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 0 0 —d(z — y)
0 0 0 0 0 d(z—y) 0
(2.67)
Como a matriz é singular, ela tem win modo-zero,
7O =(0 0 0 001 0 0) (2.68)
o qual gera o seguinte vinculo
IG(w)
- 0
Q= —8'm +¢*(1 - a) A + AL — qms — gBré + fdwm, (2.69)

apds a contragdo com o gradiente do potencial simplético.
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Seguindo o formalismo simplético de imersao, este vinculo é introduzido no setor
cinético da Lagrangeana, eq.(2.62), através de um multiplicador de Lagrange (), que

conduz a Lagrangeana de primeira iteracao, dada por

LY = b+l dy + Q¢ — U, (2.70)

onde U = U©. O vetor simplético muda para D& = (¢, g, AL, 7, Ag, ¢, Ap), com a

respectiva maftriz simplética,

0 —dz-y) 0 0 0 £ 0 0
8z —y) 0 0 0 o £ 0 0
0 0 0 fz—y) 0 S, 0 0
jao-| O 0 —bz-y) O 0 fu, 0 0
0 0 0 0 0 fm0 0
1&g ) 1, A 0 g o)
0 0 0 00 f 0 =iy
0 0 0 0 R A ) 0
(2.71)
conl
(1} _ T 5f
feo (Z,4) = q0F8(Z -9 5¢ ]dngo
; §G(w )
(1} ﬁ N
FR (&) = od(F-g) 5%(@;) ] dog yaat
. 5 5G (w)
(1) I PR o
Jnl®9) =~ - - 6A°()f d“—w;)’
ey _
o o ) )
fen(Z4) = G0E-1) 57r1 fd“’aAo ()’
5 5("( )
(1 _
Jor (&:9) = 59(;,)/ d‘*’aAO(a;)’
. g 3G (w)
(1) _
Jows(8:4) = dme(y) ./dw5AG($)-
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Agora, para revelarmos a simetria de calibre, um modo-zero genérico é definido como

l}(l)& = (V] Vo Vg Vi Vs g U7 L’g) . (273)

A contragdo deste modo-zero e o tensor simplético é, entdo, identicamente nulo, isto &,

f dBz PV () f (Z,y)=0. (2.74)

O que nos conduz a sete equagdes diferenciais, dadas por

0 = [ @2 m@)dE— ) + (@) fel ).
0 = [ & {—Vl(f) &~ §) + vo(@) fen, (3,7)]
0 = [ & n@8E 7+ wl@) o (7,5,
0 = [ & m@IF 9t (@) femr(2,30) (2.75)
0 = [ & (@) fou@.9),
0 = [ & [n@ @5+ 12(0) fuseld, )+ 00() fang(F, )
+ (&) frag(Z,5) + va(E) foe (£, 5) + va (@) Jrnc (7))
0 = / Ez [us(Z)6(T — 1) + vs(E) fon (7, 7)),
0 = [ & [ @~ 5) + vo() fon, (5,59

Para colocar nosso trabalho em perspestiva com outros, escolhemos convenientemente,

o modo-zero como sendo
v~ (q g8 B 0 0 1 A —g*/A5Y), (2.76)

com A% = ¢*(1 — a). Devido a isto, o conjunto de equacdes diferenciais acima torna-se

/ Pl )
0o(y) Jw A%z’
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0 = [ ¢t [smey
5 5G(w)],

0 = fdsaf [—925(5_5)_5;11(;;) w 6A°(z)
- s, 0 §G(w)
0 = [ ot (y) Ju A%(z)’

0 = —f &Pr g2 JAF [qQ(l—a)é(g's’—g')— M;*(y)]dngu((‘jc))], 2.77)

[ . 5 6G (w)
— d3 Py~ _ 1
0 [ 5 |~ -9+ O | S

5 66w .. 6 5G(w)]

T S5 8@ Y RN e L 540

B [ o & 5G(w)
0 = fd3$ A% 9= s w“pﬁf)}’

I P 5G(w)
0 — fd$ 5=~ 5 MMD(I)].

A partir da terceira e quinta relagio acima, obtemos a condigéo de fronteira, que é escrita
COINo

1
GO — '“EAAOAG — g2 AN A% (2.78)

Asgsim, o termo de correcio de ordem zero é
1
GO = AT Ay — P AIA° + GO A ). (2.79)

Enquanto a partir da sexta e sétima relacdo acima, o termo de correcio de primeira-ordem,

é obtido parcialmente com sendo

2
g — _i/_\_am Ag + AmyAg. (2.80)

E importante notarmos que a relagdo acima nfo pode envolver todos os termos de

primeira-ordem, por que alguns deles podem nio depender da compomente temporal do
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campo({A?). Desta forma, vamos reescreve-lo como
2
gW (ALt A0, 2,) = —%aon + Amydg + GB(AY, 70, (2.81)

Assim, o potencial simplético pode ser expresso como

2

~ 1
o = 5(—7&7?1 + 7y — 0190'9) + Ao(—Oh 7" — gmy — qO1 - qzaﬂ? + Amy)
1
+ Aufgmy — 5¢'(a+ 1A - ¢9'¢) +ZQ(" Lt A+ GO(AL ).
n=1
(2.82)
Agora, torna-se necessario garantir que mais nenhum vinculo surja. Para isto, impoe-

se que a contragao do modo-zero, eq.(2.76), com o gradiente do potencial simplético,

eq.(2.82), ndo produza um novo vinculo, isto é,

§ .
0= | P (a) s OO,

W(z)
- f d’z 1g*(1 - a)Al(T)0;0(Z ~ ) + f} 2974, X))

§AY(T)
L8GO(AL 71 (5) §GM(AY, 7 ) ()

+ ot 5 AL(F) AZ (i)
2 [es]

- LT g)] 5

Que ¢é uma expressao polinomial para os campos de WZ (\,).Para a relagio de ordem

zero nos campos de WZ, obtém-se

(O A1 1
0 = dex [q2(1—a)Al(f)a;cS(f—g)+8;5g ;jliﬂ))@

SOOAL T NG ¢, DAL, 05|
2 5n() BN

(2.84)

Neste ponto, & importante notarmos que algumas degenerescéncias aparecem, ja que nao

podemos resolver as relagdes acima levando a mm resultado inico, isto é, esta relagdo tem
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solugdo mas ndo é Unica. A principio, isto pode soar mal, entretanto, isto mostra quao
poderoso o formalismo simplético de imerséio pode ser: a partir desta relagio podemos
obter todos os termos de corregdo para os campos de WZ, o que 10s dé o potencial
simplético{ Hamiltoniana} como uma relacio invariante de calibre sob as transformacoes
de calibre infinitesimais geradas pelo modo-zero dado na eq.(2.77). Entdo, hd diferentes
descrigoes invariantes de calibre para o modelo nao invariante com a mesma simetria de
calibre, que é possivel devido & eq.(2.84). Por outro lado, esta relagdo pode nos levar a
um caleulo dificil do potencial simplético invariante de calibre ao se supor uma solucdo
ruim para GO (A?, 7t} e GU(AL, 71, \,).

Como estamos interessados em comparar nossos resultados com outros, escolhemos
uma solugao conveniente que torna o calculo dos termos de correcao nos campos de WZ

uma tarefa facil. As solugdes escolhidas para a eq.(2.84) sio

q4
g(D)(Al,‘}Tl) _ @Alfil?
2
GU(AlL 7Y N,) = —AAlé‘ln—qZAlvrn. (2.85)

Assim, o potencial simplético torna-se

- 1 2
U = glomm 4] - 6,60'9) + Ao(~0ym" — gmy — a0h — Loy + Amy)

2 o0
A =gt - A = L) 130 G (AN 7 ). (236)

n=2

2

q
+ Ailgry — -a)

Novamente, usamos a eq.(2.84), que permite calcular o termo de corregdo quadritico nos

campos de W7

q2

m(@)045(z - §)
697 (4", 1, 1,) ()

57a(@)

0 = [ & [—Aafn(f)aéé(f—m

3G (AL TN ¢
I
() A
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que nos leva a seguinte solugao,

1 1
G@ = 5317,?51?7 — i‘fr??. (2.88)

Como este wltimo termo de correcdo G® tem dependéncia somente nos campos de WZ, os

termos de correciio G = ( paran > 3. Devido a isto, 0 potencial simplético, identificado

como sendo a Hamiltoniana invariante de calibre, é

. I
U(l) — §(_,ﬂ_l,ﬂ_l + ﬂ-; —_ 5I¢81¢ —+ 817](3177 —_ Ti'g)

2
+ Ao(—=Our! — gmy — O — %817] + Amy)
2

q g
2(1—a)

Al — qd'¢ — AB'p — Zm,), (2.89)

-+ Al(qW¢ —_ A

que € 0 mesmo resultado obtido na ref.[90, 98].

2.5 Conclusao

Nés reformulamos sistemas nfio invariantes como teorias invariantes de calibre, usando
um formalismo de imerséo alternativo, baseado num tratamento geométrico, que nos
permite revelar uma simetria escondida em modelos de segunda classe. De fato, estas
simetrias pertencem a um conjunto independente de modos-zero, o qual é uma agraddvel
caracteristica deste formalismo, j4 que o modelo mergulhado apresentars uma simetria de
calibre previamente escolhida.

Para sistematizar o formalismo de imersio, ele foi aplicado ao modelo de Schwinger
quiral bosonizado para ilustrar e tornar mais claro alguns pontos obscuros. Fomos ca-
pazes de reproduzir uma verséo invariante de calibre bem conhecida do modelo e, além

disso, a possibilidade de obtermos diferentes, mas dinamicamente equivalentes, descrigdes
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invariantes de calibre para este modelo foi aberta. Como consequéncia, conclui-se que a

solugio bem conhecida néo é dnica.



Capitulo 3

Simetrias escondidas no modelo de

fluido

3.1 Introducgao

Apés o trabalho de Bordemann e Hoppe [99], o estudo da teoria de campo de fluido
escalar tem atraido muita atencio [99, 100, 101, 102, 103. 104, 105] nos dltimos anos. Na
ref. [99], os autores demonstraram que a teoria relativistica de membranas sao sistemas
integraveis, reduzindo o problema a uma dinamica de Buido 2-dimensional. Este assunto
¢ de grande interesse uma vez que ele oferece conexdo com a descrigio hidrodinamica de
mecénica quantica [106, 107], modelo de parton [L00], cosmologia de buraco negro [108],
hidrodindmica de sistemas superfluido [109]. Muitas destas investigagdes sdo dedicadas a
encontrar a solucio deste sistema invariante de Galileu em d-dimenstes em conexao com
as solugdes do sistema d-brane relativistico em (d+1)-dimensdes [99, 102}, o qual é de
interesse direto para teoria de fisica de particulas.

Recentemente, uma simetria escondida de teoria de campos de fluido foi discutida no
contexto de WZ [110]. Em outro trabalho [111], foi examinada a simetria de calibre no

espago de fase original, onde campos de WZ néo foram usados. Apesar destes estudos,

73
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uma investigagao completa das simetrias de calibre escondidas presentes no modelo de
mecanica de fluido ndo foi feita ainda. Para isto, propomos neste capitulo fazermos
uma completa investigacdo das simetrias de calibre escondidas existentes no modelo de

dindmica de fluido, usando o formalismo simplético de imersao.

3.2 0O modelo de dinamica de fluidos

Neste capitulo a Lagrangeana que determina a dinamica de fluido de interesse serd
derivada. Para tanto, seguiremos o desenvolvido em [102]. Iniciamos com a Lagrangeana
da teoria de Schrédinger (linear ou néo linear) definida em um espago () d-dimensional

evoluindo no tempo (¢), dada por
Lo = [atelaw -~ 5(V97) - (V9) - D)}, (31)

com [ determinando qualquer interagdo ndo linear. Inserindo a representacac em ter-
mos de densidade de massa (p = p(t,7)) e o potencial de velocidade (6 = 6(t,7)) como
apresentado na ref.[109], isto é,

w . 91/28:&9: (32)
na Lagrangeana de Schrédinger, obtém-se o modelo de dindmica de fluido [20] deserito

pela seguinte Lagrangeana em um espaco (7) d-dimensional
1
L= [ ddF(Bp - PV0.V0 - U(p)) , (3.3)

com

(Vp)? | (3.4)
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que é a forma hidrodindmica da teoria de Schrodinger [106, 107]. Neste ponto, € impor-
tante notar que existe uma inferagdo néo trivial, mesmo na auséncia de U. Este resultado
pode ser obtido também a partir de uma formulagio de fixagao de calibre de uma mem-
brana no espago de Minkowski [99], através de uma mudanga de varidveis dependentes

dos campos, para o caso especial d = 2 com o seguinte potencial,
g
Ulp) = o (3.5)

O mesmo resultado foi obtido a partir de uma redugio dimensional de uma teoria de
campo relativistica [100]. Na sequéncia, é obvio que o modelo de fluido descrito pela
Lagrangeana, eq.(3.3), com algumas restrigées sobre U(p}, apresenta simetria de Galileu.

As simetrias manifestadas e os correspondentes geradores estao listados:
1. Invariancia sob translacdes no espago e tempo,

(a) Energia

1
H= /ddnf? £ = 5pV0- 6+ U(p). (3.6)
(b) Momento
ﬁ:/ddrﬁ, P =,V =] (3.7)
2. Invariancia sob rotagao
(a) Momento Angular
Ji = f A (i — P, (3.8)

3. Boost de Galilen
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(a) Gerador Boost

B=1tP— fddrf'p. (3.9)

4. Invaridncia sob translagoes globais do potencial de velocidade, 8 — 6 + o, com o

uma constante, que reflete a arbitrariedade de fase em (3.2).

(a) Carga

M= f drp. (3.10)

Fisicamente, a conservacio da carga M = [ d®z p (massa total) significa que o centro

de massa do fluido, X = [ d*z%p/M move-se com velocidade constante,
dX
Y gk ] B 5 1
7 d’zp. (3.11)
onde § denota 0 momento total do fluido.

Inesperadamente, simetrias extras foram encontradas nas refs.[100, 101, 102] e demon-
strado que elas estdo presentes no modelo com um potencial especifico (U(p) = g/p), assim

como para o caso livre, Estas simetrias extras sao:
1. Invaridncia sob reescalonamento temporal ¢ — €“i:

(a) Dilataggo do tempo

D=tH fddrpﬁ, (3.12)

com 08 campos transformando-se como

p(t, ™) — pu(t,7) = e ¥ p(et, 7),

B(t,7) — Ou(t,7) = 0"t 7). (3.13)
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2. Antiboost de Galileu,

(a) Gerador Antiboost

. 1
G= [at (7"’5 - §pvez) , (3.14)
levando a

1 ~
oo TR =t 53 (7 F),

F — R(t,7)=7+a0(T, E), (3.15)

onde os campos mudam como

= 1
pTE) = Pt
1
o(1 B) = 0T R), (3.16)
com o Jacobiano J dade por
- 1 . oy
J= (1 ~ G- V8T, Ry — 5T, R)) . (3.17)

Nas refs.[101, 102| foi mostrado que somente para um potencial muito especifico depen-
dente da densidade, eq.(3.5), a conexéo entre o sistema invariante de Galileu apresentado
nesta secio, definido em d=2 ou em um espago d-dimensional, e membrana relativistica e
suas generalizaces para o sistema d-brane em d=3 ou espago (d+1)-dimensdes aparece.
Devido a isto, é importante notarmos que as simetrias adicionais presentes no sistema in-
variante de Galileu no espago de dimensdes d > 1 com o potencial de interagio U(p) = g/p
estao também presentes na membrana relativistica e suas generalizacdes para o sistema.

d-brane no espacgo d > 2 dimensoes.
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3.3 Analise simplética

Nesta secao, o modelo de fluido serd analisado a partir do ponto de vista simplético. Note

que esta Lagrangeana ja é de primeira-ordem, assim podemos escrevé-la como
L0 =gp—UO, (3.18)
onde o potencial simplético é
U — %p@-@@iﬂ + U(p). (3.19)

Os campos simpléticos sido £9F = (p,8) com os correspondentes momentos candnicos

uma-forma dados por

AP = g,
AP = o (3.20)

A matriz simplética de iteragio-zero &

—gla e
f<°)=(5(d)(ff,) ! (O K ) (3.21)

que é uma matriz nio singular e, consequentemente, o modclo ndo é uma teoria de campo
invariante de calibre. Como colocado pelo formalismo simplético [9, 10], os parénteses
de Dirac entre os campos do espaco de fase sdo obtidos a partir da inversa da matriz
stmplética, isto é,

{p(m), 06}y = §9r—1"),

{o(M, (7} = 0, (3.22)

{00}, 007} = 0.

Isto completa a andlise ndo invariante.
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3.4 O modelo de fluido invariante de calibre

Neste ponto, a versio invariante de calibre da teoria de fluido serd obtida usando o forma-
lismo de imersdo simplético I. De acordo com este formalismo de imersdo, duas fungdes
arbitrarias, ¥ e &, dependentes dos campos do espago de fase original e do campo de WZ
(n) deve ser adicionada no modelo. A primeira é introduzida no setor cinético e a Gltima
no setor potencial da Lagrangeana de primeira-ordem. O processo comega com o calculo
de I e termina com o cédlculo de G.

Para reformularmos o modelo como uma teoria de campo invariante de calibre, va-
mos comecar com a Lagrangeana de primeira-ordem £ eq.(3.18), somado os termos
arbitrarios (¥, ), dada por

LO = 0+ o — 7O (3.23)

com

~ 1 )
oo = 5P9090 +U(p) + G, (3.24)

onde ¥ = ¥(p,8) e G = G(p,8,7n) sdo fungdes arbitrarias a serem determinadas. Os

campos simpléticos s&o g(o)ﬁ = (p,#, ) enquanto a matriz simplética ¢é

0 ~§(F )
FO [ s@— ) 0 %’ﬁ , (3.25)
g 6%y 0
So(77) 5877

onde ¥r = ¥(r) e ¥ = V(7).
Como estabelecido pelo formalismo simplético invariante de calibre, o correspondente

modo-zero 7O(r), satisfaz & relagio dada na eq.(2.9), que é reescrita como

f & HOB(F) [ (7,7) = 0, (3.26)
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o qual produz um conjunto de equacdes que permite determinar ¥ explicitamente. Neste
ponto, é muito importante notarmos que o formalismo de imersdo simplético revela as
simetrias de calibre /(1) escondidas no modelo fisico, pois 0 modo-zero nao gera um novo
vinculo. Pelo contrario, ele determina a fungio arbitraria ¥ e, consequentemente, garante
a reformulagao invariante de calibre do modelo. Depois disso, a funcio G serd calculada
usando eq.(2.13). Uma caracteristica da técnica do mergulho simplético é que ela abre a
possihilidade de implementar wma investigagdo completa das simetrias de calibre escon-
didas existentes no modelo. No presente caso, propuzemos oito modo-zeros distintos para
explorarmos, aparentemente, oito simetrias deiferentes. Com esta estratégia, obteremos
oito versdes invariante de calibre dinamicamente equivalentes do model de fluide dado
em [110] e podemos também elevar uma simetria global(simetria de fase) para uma local,
de fato, obtemos uma Lagrangeana onde estas simetrias podem ser obtidas de um modo
facil.
1. A primeira simetria escondida

Iniciamos com a simetria de calibre relacionada com o seguinte modo-zero
A9 =(1 1 —-1). (3.27)

Uma vez que este modo-zero e a matriz simplética, eq.(3.25), devem satisfazer &
condicdo de simetria de calibre, dada na eq.{3.26), um conjunto de equagdes dife-

renciais é obtida, isto &,

f ddF(ﬁé(d)(F—f")%—gj(g?) = 0, (3.28)
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for3058) -

Apés um processo de integragio, I é determinada como

() = 6(7) — pl). (3.29)

Em vista disso, a matriz simplética torna-se

i 0 -1 -1
fO=11 0 1 |-+, (3.30)
1 -1 0

que € singular por construgdo. Devido a isto, a Lagrageana de primeira-ordem €
LO=8p+ (6 - p)y — U, (3.31)

com U dado na eq.(3.24). Agora, vamos comegar com o segundo passo para
reformularmos o modelo como uma teoria de calibre. O modo-zero #% nio produz

um vinculo quando contratdo com o gradiente do potencial simplético, isto é,

]dd—»r 508 (7 5?;((4)) _o (3.32)

de fato, ele produz uma equagio geral que permite o cdlculo de todos os termos de

correcio para 1 em G{p, 0,n), dado na eq.{2.3}. Para calcular o primeiro termo de

COTTeGAD para 1, G usamos a relagio dada na eq.(2.14), escrita como

=/ 1 I —i 15 AYY el - d‘U(p(FI))
[ at [5@.9@ R ek
g d) e ()'g(l (T':‘!) B
+ p(r)/08" 8D — ) — NTGE } =0, (3.33)

onde &/ = %. Apés um célculo direto, o termo de corregao linear para i € obtido

como

G\ ;naaazem—jddw (7)) + pd:8E'. (3.34)
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Levando de volta este resultado no potencial simplético, eq.(3.24), obtemos
20y _ L i 1 i 0 dr - i
U = 260,606+ Up) + 500609 + ] AU (p(7")) + pB,6&'n.  (3.35)

Entretanto, a formulacao invariante do modelo nao foi ainda obtida por que a con-
tragao do modo-zero, eq.(3.27), com o potencial simplético acima nio gera um valor
nulo. Devido a isto, termos de corregdo de ordem superior para 1 devem ser calcu-

lados. Para o termo quadrdtico usamos a equagio dada na eq.(2.15), escrita como

—f — 62U(p(F,)) ! —f 1 =/ I =
/ddr [W(T)WWLQG(;' YO (FE SO — )+ (RS 0(FNE D (7 — F)

. @
+p(7)0 (7)) 8D (7 — ) — in(% )] 0, (3.36)

a qual apds um cdlculo direto, gera o seguinte resultado,

1
(2) =
g 2

25 . / &4 (p(F")) + 1,08 + pa*nan (3.37)
Como o termo de corregio de segunda-ordem é expresso em termos dos campos
(p,9), a contragdo do modo-zero com o gradiente do potencial simplético (somado
com os termos de correcao de primeira e segunda-ordem) ainda gera um novo vinculo,
consequentemente, o préximo termo de corregio deve ser calculado para revelar a

simetria. O termo de corregdo de terceira-ordem (G'*) é obtido através da seguinte

relagao,

3 7 ,
[ [ S anarons o -
5G@ ()

SN N (d) _ —
() 3n(7)8" 8P (7 — 7) 5| =0 (3.38)

o qual ap6s um célculo simples, gera

—f 1 v i
g 67; 5 f 4 U (p(57)) + 5n0md'n. (3.39)
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A formulagdo invariante do modelo ainda néo foi obtida porque a contracio do modo-
zero, eq.(3.27), com o gradiente do potencial simplético (somado com os termos de
corregio de primeira, segunda e terceira-ordem) néo gera uma valor nulo. Devido a
isto, termos de ordem superior em 7 devem ser calculados. Para o termo de corregéo

de quarta-ordem usamos a equagio dada na eq.(2.16}, escrita como

LT U 6]
] [“6”3(” Sty o) }‘0’ (340

que apds solugao, é dada por

1 64 .
@ _ 4_-/ddrf"U ). 3.41
G 547 541 (p()) (3.41)
Como G estd escrito em termos de U(p), a formulagdo invariante de calibre do
modelo requer um ntmero infinito de termos de WZ, 0s quais sdo expressos de um

modo geral para n > 3 como

[ L "
G = s [ AUGel) (3.42)

Entdo, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre é escrita como
L=0p+(0—pyn—U0, (3.43)
onde o potencial simplético é

. 1 1 ,
A E(’O +n)(8:0)° + E(P +m)(8m)* + (p + 7)8:88'n

1,6 7o
Bl S ! ) A4
+ Ulp) + 71 6pnfdrU(p) (3.44)

Note que os dois ultimos termos do lado direito da equagio acima pode ser reescrito

COmo

1 n 6n d = = " i nan
U(e) + o | AU = ULo) + 05U (o)
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= (1406} ) Ule) = %) = U+ ). (3.45)
Como consequéncia, o potencial simplético torna-se
0O = 2o+ @0 + Bin)* 1 Ulp 4 ). (3.46)
Por construcéo, a contragio do modo-zero (#(?) com o potencial simplético acima
ndo produz um novo vinculo, consequentemente, a simetria escondida é revelada.

Para completar a reformulagio invariante de calibre do modelo, as transformagdes
de calibre infinitesimais serdo calculadas. De acordo com o método simplético, o
modo-zero X% é o gerador das transformacdes de calibre infinitesimais (§O = (),
dadas por
bolr) = e(F1) SO —F),
() = e(Ft) §9(F—), (3.47)
on(f) = —e(Ft) dOG =),
onde (7, ) é um parametro infinitesimal dependente do tempo. De fato, sob as

transformacoes infinitesimais acima, a Hamiltoniana invariante, identificada como

sendo o potencial simplético U@, transforma-se como

sU© — 0, (3.48)

2. A segunda simetria escondida

Agora, vamos explorar a simetria escondida associada com um outro modo-zero, o

qual é dado por

=1 0 -1). (3.49)
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Como a condigio de simetria de calibre, eq.(3.26), deve ser satisfeita, o seguinte

conjunto de equagoes diferenciais, dadas por

L OwE)
/ddr S 0,
/ ddF(—d(d)(v?—F’)-{— gg(g) = 0, (3.50)

que nos leva ao seguinte resultado para W,

T(F) = 6(7), (3.51)

com a correspondente matriz simplética

i 0 —1 0
FO=11 0 1 |69F—, (3.52)
0 —1 C

Esta matriz € obviamente singular ¢ a Lagrangeana de primeira-ordem é
LO=0p+ 07 -0, (3.53)

com U© dado na eq.(3.24).

O segundo passo do formalismo de imersédo comega com a condigao que impoe que o
modo-zero 7%, agora dado pela eq.(3.49}, ndo produz um vinculo quando contraido

com o gradiente do potencial simplético, isto é,

/ddﬂr ~(0)6 (5[;;’6((_')) — 0. (3_54)

Pelo contrério, esta relacio gera uma equacio diferencial geral, dada na eq.(2.13),
que permite o calculo de todos os termos de corregao para 7 em G(p, 8, n). Para de-

terminar o termo de correcio linear paran, G (1}, usamos a relagio dada na eq.(2.14),
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escrita como

I E U SU(p(7))  SgW()
a7 [_8;9 A" O(F D (7 — ) + — = 0. 3.55
J il P L e G e e (3.55)
Apéds um calculo direto, o primeiro termo de correcao para n é obtido
m _ 1 i g d -
g% = 50000 + f AU (), (3.56)
e, consequentemente, o potencial simplético torna-se
~ (0) 1 ; 1 i d- d =1 —f
U© = 200,600 +U(p) + ;18690 + 1= /d U (o(7)). (3.57)
J2

Entretanto, a contragao do modo-zero, eq.(3.49), com o gradiente do potencial
simplético acima gera um valor ndo nulo. Devido a isto, termos de correcio de
alta ordem em 7 devem ser calculados. Para o termo quadratico nds usamos a

equacdo dada em (2.15), escrita como

BT 8GN
| %”) . mwv]‘& (3.58

Apds um caleulo, temos
g = 1 L [ atr vy, (3.59
2" §p?

Como G2 é expresso em termos de U{p), um numero infinito de termos de WZ
aparecem, que é denotado de um modo geral para n > 2 pela seguinte relagéo,

1 4" . B
g = g”’?nﬁ fddr Ulp(r")) (3.60)

Desta forma, a Lagrangeana invariante de calibre de primeira-ordem, apds uma

integragiao por partes, torna-se

L=—(p+nb6-UY, (3.61)
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onde o potencial simplético, é dado por

wyl

G0 = o+ @) + V(o) + 2 [ a U, (3.6

que pode ser escrito como
- 1
OO = (o +m)(@:8)* + Ulp + 1), (3.63)

onde a relagio, eq.(3.45), foi usada. Por construcéo, a contragio do modo-zero
(7%, eq.(3.46), com o gradiente do potencial simplético acima ndo produz um

novo vinculo, consequentemente, a nova simetria de calibre é revelada.

Para finalizar, as transformacdes de calibre infinitesimais sio obtidas como

Sp(F) = e, t) (=),
§0(7) = 0, (3.64)

dn(r) —e(r’,t) 5(‘1)(7"-— ),

que conduz a uma Hamiltoniana invariante (67 = 0).

3. A terceira simetria escondida

O formalismo de imersio simplético pode identificar simetrias escondidas de um
modo direto como o que foi feito para resolver as equagtes em G nas duas simetrias
anteriores, além de uma forma geral dada no capitulo anterior, eq.(2.13). Assim, os
passos necessarios para obtermos a fungéo arbitraria G néo serdo repefidos a partir

daqui. Apresentaremos o modo-zero e os respectivos resultados.
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Para continuarmos com a investigagao das simetrias escondidas presentes no modelo

de dindmica de fluido, consideraremos o seguinte modo-zero,

A0 =(0 1 —1). (3.65)

que juntamente com a matriz simplética, eq.(3.25), e a condigio de simetria de
calibre, dada em (3.26), o seguinte conjunto de equacgdes diferenciais para ¥ é obtido

COmo

fddF (5(‘”(7"—7"’)+6qu) 1

op(7)
L5
d¢ = .
j P s = O (3.66)
que fornece a seguinte solugio para ¥
U = —pl), (3.67)

enquanto a apartir da eq.(2.13), o potencial simplético correspondente é calculado,

a saber

% 00,630 + U (p) + &0y

= SplB:0+ d)’ + U (o) (3.68)

h
N
2
I

Deste modo, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre torna-se

L=0+n)p—09, (3.69)

apés uma integragio por partes, e o Hamiltoniano, eq.(3.68), é invariante sobre as

seguintes transformacdes de calibre infinitesimal
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860(r) = (7, t) 6'D(F -7, (3.70)
dn(r) = —(7t) §9F— ).
Neste ponto, é importante notarmos que com esta simetria fol possivel levar uma
simetria global(simetria de fase) em uma simetria local, mostrando que existe uma
invariancia sobre translagoes locais do campo de velocidade, que também preserva
a conservagao da massa, dada na eq.(3.10).
4. A quarta simetria escondida

Aqui, o seguinte modo-zero é considerado
P =1 -1 -1), (3.71)

o qual, devido a matriz simplética, eq.(3.25), ¢ a condi¢do de simetria de calibre,

dada na eq.(3.26)W e o respectivo potencial simplético sao obtidos, a saber,

() = 6(r)+ p(r),

1 1 .
U0 = slo+n)@0) + 5o+ n)0m)” - (p+ )30

1 n 6” d_."
£ U)o [ a7uip), (3.72)

onde o potencial simplético pode ser reescrito como
- 1
U9 = ~(p+m(88 — 0m)* + Ulp +n), (3.73)

ja que a condigdo dada na eq.(3.45) é usada.

Desta forma, a Lagrangeana invariante de calibre é dada por

L£L=0p+(0+p)—U9, (3.74)
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e a Hamiltoniana acima é invariante sobre as seguintes transformactes infinitesimais,

Sp(r) = (i, 1) 897 —7),
88(F) = —e(7,t) §D(F— 7, (3.75)

sniry = —e(t) S (7~ 7.

5. A quinta simetria escondida

Neste ponto, a simetria relacionada com o seguinte modo-zero é considerada
PO =(-1 1 -1), (3.76)

que junto com a matriz simplética, eq.{3.25), devem obedecer & condigao de sime-
tria de calibre, eq.{3.26}, conduzindo ao seguinte resultado para ¥ e o potencial
simplético
() = —0() — p(m),
@ _ 1 2
UT = Sp =88 +0m)” +Ulp—n), (3.77)
onde a identidade dada na eq.(3.45) foi usada. Assim, a Lagrangeana de primeira-

ordem invariante de calibre é escrita como

L=0p—(0+pn— U9, (3.78)
onde as transformacdes de calibre infinitesimais sao dadas por

op(y = —e(7 1) 6 (F ),

s0(7) = (7, t) 89(F—7), (3.79)

Sn(r) = —e(,t) 8"V (F — 7",
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levando a um Hamiltontano invariante (607 = 0).

6. A sexta simetria escondida

Apora, simetria relactonada com o seguinte modo-zero
PO =(-1 0 —1). (3.80)

sera explorada. De acordo com os principais passos do formalismo de imersio

simplético, ¥ e o potencial simplético invariante de calibre sdo dados por

W(E = -8,

- 5?1
00 = S(o=mO8) +Ulo) + (=) o [ A7 U(a(),
= %(p —m)(8i6)* + Ulp — n). (3.81)

Assim, a Lagrangeana de primeira-ordem invariante de calibre é

L=—(p—n)0-09, (3.82)

que é o resultado obtido na ref.[110], apés uma integracao por partes.

As transformacdes de calibre infinitesimais, que deixa a Hamiltoniana invariante

(U, sdo
6p(F) = —c(7.8) 6D~ ),
s0(7) = O, (3.83)
on(M) = —e(F,t) SY(F -7,

7. A sétima simetria escondida
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Uma simetria alternativa, associada com o seguinte modo-zero,
PO =(0 -1 -1), (3.84)

serd revelada. Novamente, os principais passos do formalismo simplético invariante
de calibre serdo usados e, como consequéncia, ¥ e o potencial simplético mvariante

de calibre sdo determinados

() = o),

1
U9 = '2"40(31'9 —am)* + U(p). (3.85)
Assim, a Lagrangeana invariante de calibre ¢
L=0-np-U, (3.86)

com as correspondentes transformacgoes de calibre infinitesimais,

op(ry = 0,
§O(F) = —e(r t) Y (r—7), (3.87)
Sn(r) = —e(r t) 87 —7),

que deixam a Hamiltoniana (®) invariante (60 = 0). Esta simetria, a menos

de um sinal negativo, é a mesma. considerada na terceira simetria.

8. A oitava simetria escondida

Para concluirmos com o processo de investigagdo das simetrias escondidas presentes

na teoria de campo de fluido, consideremos o seguinte modo-zero

7O =(-1 -1 -1). (3.88)
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Como antes, os principais passos do formalismo de imersao simplético serdo execu-

tados. Como consequéncia, obtemos

v = —0(r) + p(F),

00 = (oM@ )+ Ulp— 1), (3.89)

onde a identidade, dada na eq(3.45), foi usada. Assim, a Lagrangeana de primeira-

ordem invariante de calibre torna-se
L=0p+(-0+p—U, (3.90)

¢ as transformagoes de calibre infinitesimais, que deixam a Hamiltoniana invariante,

820 escritas como

p(F) = —e(,t) 87 -7,
00(F) = —e(i,t) 8P (F— 7, (3.91)
Sn(F) = —e(F,t) &Y (F— 7).

3.5 Simetria escondida

Nesta secdo, propomos deixar mais claro a questio da origem da simetria adicional encon-
trada na ref[101]. Demonstramos que a presenga da invariancia sobre reescalonamento
temporal em [101] e na subsegio 4.2, originam-se devido ao processo de fixagao de calibre
da teoria relativistica de membrana [99]. Para deixar este ponto mais claro, o formalismo

de imersao stimplética sera aplicado ao seguinte modo-zero

PO =(—p 6 -1), (3.92)
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0 que reproduz as transformagoes de campo infinitesimais dadas na eq.(3.13). Como
antes, os principais passos do formalismo de imersio simplético, ¥ e o potencial simplético

invariante de calibre sdo determinados como

U = —fp,

VO — %p(@i9)2(2 — &™) + 0p(8,0)(6'n) — %pﬁz(amf +V(p—pn), (393

onde a expansfo exponencial, similar a eq.(3.45), foi usada. Note que um novo termo, o
exponencial, soa como um termo de Liouville na versdo invariante de calibre do modelo
de fluido.

Agora, um modo-zero diferente serd considerado, conduzindo a uma interessante in-

terpretagéo para a invariancia por antiboost de Galilew. O modo-zero é
7= pvh(-1 0 1). (3.94)
o que reproduz as transformagdes de campo infinitesimais, eq.(3.16), dadas por

bp(t,r) = —dpVe,

80(¢,7) = 0, (3.95)

onde @ é agora um parametro infinitesimal, como o parametre € usado em outros momen-
tos nesta tese. Agora, é muito importante mencionarmos que este modo-zero, a menos de
um sinal negativo e coeficiente, é o mesmo usado para investigar a simetria no segundo
modo-zero da se¢iio anterior. Deste modo, esta formulagéo invariante de calibre do modelo
de fluido, cuja dindmica é governada pela Lagrangena, dada na eq.(3.61), e Hamiltoniana,

dada na eq.(3.63), sfo também invariantes sobre as transformacdes de calibre dadas na
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€q.(3.95). Isto revela, de uma maneira linear, a invariancia por antiboost de Galileu na
versao invariante de calibre do modelo de fluido.

Como mostrado nesta secdo, o formalismo de imersio simplética pode selecionar a
simetria extra proposta na ref.[101] de um modo linear ampliando o espaco de fase com

a introdugdo dos campos de WZ.
3.6 Conclusao

Nés estudamos, neste capitulo, uma investigagio completa das falsas simetrias escondidas
na teoria de campo de fluido [20], que é um laboratério tedrico para estudar alguns aspec-
tos classicos da teoria de membrana, mostrado por Bordemann e Hoppe na ref. [99]. Neste
artigo, os autores demonstraram que a teoria relativistica de membranas s3o sistemas in-
tegraveis através da redugéo do problema a uma dinamica de fluido 2-dimensional. Mais
tarde, alguns autores [101, 102] dedicaram-se a encontrar solugdes deste sistema invariante
de Galileu em d-dimensdes em conexiao com as solugdes do sistema d-brane relativistico
em (d+1)-dimensdes, o que mostrou a presenca de uma simetria de Poincaré escondida
deste modelo nao relativistico realizada pelo difeomorfismo dependente do campo.

Em ref.[110], os autores mostraram que ambos os grupos de Galileu e Poincaré sio
preservados pela introducdo dos campos de WZ e que os grupos de Galileu e Poincaré no
modelo calibrado podem ser calculados a partir dos geradores do modelo nio calibrado
usando a relagio @ = ¢~ (. Em nosso estudo, reobtemos o modelo de fluido invariante
proposto na ref.[110] e mais sete versdes invariantes, dinamicamente invariante, da teoria

de fluido. Para deixar este ponto mais claro, demonstraremos que cada simetria escondida
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investigada na segdo 3.4 pode ser reduzida na simetria obtida na ref.[110] e no sexto modo-

zero através de transformagoes candnicas.

1. A primeira simetria escondida.

Apds uma integragio parcial e usando a seguinte transformacio de campo
g — 0-—-mn
p — p-2n, (3.96)
a densidade Lagrangeana (3.43) torna-se
£= (o)~ (o~ m)(@0)@0) ~ V(o) (3.97)
que é o mesmo resultado obtido na ref.[110].

2. A segunda simetria escondida.

Introduzindo as seguintes transformacoes,

o — p—2n, (3.98)
a densidade de Lagrangeana (3.61) torna-se a Lagrangeana usual (3.82).
3. A terceira simetria escondida.
Usando as seguintes transformacdes candnicas,
6 — 8-,
po— p-, (3.99)

a densidade Lagrangeana, eq.(3.6%), muda para eq.(3.82).
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4. A quarta simetria escondida.

A partir da eq.(3.74) e usando as seguintes transformagdes

g — 8+n,

p — p—2n (3.100)

obtemos a densidade de Lagrangeana dada na eq.(3.82).

5. A quinta simetria escondida.

Inserindo as seguintes transformacoes de campo,

f — H_T]

po— P (3.101)

na densidade Lagrangeana, dada na eq.(3.78), reproduzimos o resultado usual dado

na eq.(3.82).

6. A sétima simetria escondida.

Através das seguintes transformacdes

g — 8+n.

p = p—n (3.102)

a densidade Lagrangeana, eq.(3.86), torna-se a densidade Lagrangeana dada na

eq.(3.82).

7. A oitava simetria escondida.
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A partir da Lagrangeana dada em (3.90) e usando as seguintes transformagdes de

campo

& — 0+n,

P — p (3.103)

obtemos a Lagrangeana invariante de calibre, eq.(3.82).

Deste modo, mostramos que a teoria de campos de fluido tem uma familia dinami-
camente equivalente de descrigbes invariantes de calibre. Como as versdes invariantes de
calibre do modelo de fluido obtidas neste capitulo sdo dinamicamente equivalentes e ja
que elas podem ser reduzidas aoc modelo invariante obtide na ref.[110], elas também sio
invariantes de Galileu e Poincaré. Entretanto, note que no terceiro e sétimo modo-zero,
uma simetria dbvia (simetria de fase), descrita na se¢io 3.5, pode ser identificada de um
modo direto. De fato, a simetria de fase (simetria global) tem sua posigio elevada para
uma local. Além disso, foi demonstrado que esta simetria pertence a uma familia de
descrigbes de calibre dinamicamente equivalente do modelo de fluido.

Além disso, este trabalho abre a possibilidade de verificarmos simetrias extras [101]
de um modo linear, o que parece mais facil. Fol possivel investigar a simetria relacionada
com a conservagio do reescalonamento temporal, como foi feito na secdo 3.5. De fato, a
Lagrangeana ¢ Hamiltoniana, invariante sob as transformacoes dadas na eq.(3.13), foram
apresentadas. Também, com o mergulho do modelo de fluido, foi possivel mostrar que os
campos se transformam como dade na eq.(3.95), que estd associado a uma familia par-

ticular de simetrias, e é também as transformacdes infinitesimais dos campos produzidas
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pelo gerador antiboost de Galileu, que deixa a Lagrangeana, eq.(3.61), e Hamiltoniana,
eq.(3.63), invariantes. Para finalizar, concluimos que apds a restauragio da simetria, as

simetrias extras foram naturalmente obtidas.




Capitulo 4

Conclusao geral

Nesta tese, cujo principal objetivo consiste na investigagao de simetrias presentes em
alguns modelos, mostramos que, no contexto da dinamica metafluida, a turbuléncia
hidrodindmica apresenta uma simetria escondida. Mostramos que esta simetria, revelada
através do formalismo simplético e de Dirac, é preservada somente dentro do intervalo
inercial. Portanto, a invaridncia de calibre da Hamiltoniana do sistema, eq.(1.42), estd
diretamente reacionada & condigio de que ndo exista dissipacio de energia dentro do inter-
valo imercial. Além disso, mostramos que a partir de uma interpretacdo geométrica para
a simetria de calibre revelada, o espago das érbitas € planc e que a contracio da métrica,
eq.(1.120) com o vetor de Euler, eq.(1.131), nos dd uma equagéo de onda, mostrando o
forte cardter ondulatdrio da teoria metafluida.

Em seguida, reformulamos sistemas nao invariantes como teorias invariantes de calibre
usando wm novo formalismo de imerséo, que nos permite revelar uma simetria escondida
em modelos de segunda classe. Iniciamos com ¢ modelo Schwinger quiral bosonizado,
onde fomos capazes de reproduzir uma versio invariante de calibre bem conhecida do

modelo, além de abrir a possibilidade de se obter diferentes, mas dinamicamente equiva-
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lentes, descrigoes de calibre para este modelo. Esta é uma caracteristica muito importante
deste novo formalismo, onde podemos escolher a simetria de calibre para o modelo mer-
gulhado, ja que é o modo-zero o gerador de tais simetrias. E para finalizar, estudamos
um caso importante, o modelo de mecanica de fluido, onde mostramos que este modelo
nao tem apenas uma descrigdo invariante, mas uma familia de representagdes invariante
de calibre dinamicamente equivalentes. Mostramos que cada simetria revelada pode ser
reduzida na simetria obtida na ref.[110] através de transformacies candnicas, e que desta
forma elas também séo invariantes de Galileu e Poincaré. Além disso, foi possivel in-
vestigar a simetria relacionada com a preservagéo do reescalomento temporal (segio 3.5)
e que esta formulagao invariante de calibre do modelo de fluido, cuja dinémica é gover-
nada pela Lagrangeana, eq.(3.61), e Hamiltoniana, eq.(3.63), é também invariante sob as
transformagées infinitesimais dadas em (3.95). O que revela, de uma maneira linear, a

invariancia antiboost de Galileu da versao invariante de calibre do modelo de fluido.




Apéndice A

Sistemas vinculados

Todas as teorias de campo fundamentais em fisica sdo invariantes com relagao a algum
grupo de transformacdo de simetria local {Yang-Mills: transformacées de calibre; Super-
simetria: transformacdes de supersimetria local, etc.). Tals teorias sdo chamadas de teo-
rias de calibre ou mais geralmente de sistemas singulares, ou seja, sistemas com vinculos.
A teoria de calibre tem ocupado um papel importante no contexto da teoria de campos.
As interagdes fundamentais conhecidas na natureza sao todas governadas pelas teorias de
calibre. De um modo mais geral, nds chamnamos de teorias de calibre aquelas teorias com
vinculos de primeira classe [4, 5]. Sistemas vinculados foram estudados sistematicamente
pela primeira vez por Dirac [4, 5] hd mais de cinquenta anos, e seu desenvolvimento se
fez no formalismo Hamiltoniano.

Sistemas vinculados sdo caracterizacdos no espaco de fase pela presenca de vinculos,

que sao fungoes das coordenadas e momentos, dados por
T(gq,p) = 0. (A1)

Apesar disso, o paréntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer, Alg,p), da
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teoria pode néao ser nulo, ou seja

(AT} 40 (A.2)

Por este motivo, em lugar de (A.1), é comum escrevermos
T(g,p) ~0 (A.3)

onde se diz fracamente igual a zero, significando que a relacic acima nio vale, necessari-
amente, dentro dos parénteses de Poisson.

Para fazermos a passagem para a mecénica quantica, 7' e A devem ser transformados
em operadores, que chamaremos de 7' e A. Em virtude de (A.1), T é um operador nulo.

Assim, qualquer comutador envolvendo 7" deve ser nulo. ou seja
[A,T]=0 (A.4)

Mas, pela regra geral de quantizacio candnica { , } — —i[, | e (A.2) deverfamos obter
um resultado diferente de zero para o comutador entre 7' e A.

Como podemos ver, a regra geral de quantizacao candnica nos leva a uma inconsisténcia
quando o sistema apresenta vinculos. Estes vinculos podem ser classificados em primérios,
secundarios, etc., ou de primeira e segunda classe [4, 5. 6, 7]. Os vinculos de primeira
classe inplicam na presenga de invariancia de calibre da teoria. Por outro lado, em teorias
com vinculos de segunda classe nao ha esta propriedade.

Existem vérios métodos para se tratar sistemas vinculados baseando-se na classificacéo
acima. A maioria trabalha com vinculos de primeira classe [6, 7|, que estdo relacionados A
chamada simetria BRST [78|, para os de segunda classe existe o método dos parénteses de

Dirac [4, 5]. Existe também um método mais recente de Faddeev e Jackiw [9] e Barcelos
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e Wotzasek [10, 11], que nao segue a classificacio acima. Neste método, o formalismo de
Dirac pode ser evitado.

Nés consideraremos os formalismos de Faddeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek e Dirac
para tratarmos turbuléncia como um sistema vinculado. Estes procedimentos tém sido
usados com grande sucesso em Teoria Quantica de Campos para quantizar alguns modelos
[112, 113, 114, 115, 116, 117]. Vamos ver um pouco mais sobre estes dois formalismos,

comegando com o de Faddeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek.
A.1 Formalismo simplético

No estudo de campos autoduais, Faddeev e Jackiw mostraram como os parénteses de Dirac
podem ser obtidos através de um tratamento geométrico usando estruturas simpléticas
[9]. Mas, campos autoduais sé apresentam vinculos quando tratados no formalismo de
Dirac [4]. O que nem sempre ocorre, j& que a maioria dos sistemas vinculados no forma-
lismo de Dirac o séo, também, no formalismo simplético. A proposta de Faddeev-Jackiw
para tais sistemas é que se fizesse, primeiramente, a eliminagio dos graus de liberdade
supérflues. Isto, porém, nem sempre é possivel. Mesmo assim, o método simplético pode
ser convenientemente estendido de tal maneira que os vinculos do sistema possam ser

incorporados {10, 11], trabalhando com Lagrangeanas de primeira ordem, do tipo
L=A L8 =T (A.5)

onde £%(a;, pi}(a = 1,2, ..., 2N} sélo as varidveis simpléticas, A, sd0 0s momenta candnico
uma forma e U/ é o potencial simplético. Os a; e p; sdo as variaveis do espaco e seus

momenta conjugados, respectivamente.
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As Lagrangeanas quadraticas sempre podem ser transformadas em primeira ordem
introduzindo-se campos auxiliares estendendo-se o espago das configuragdes. A equagio

de Euler-Lagrange de (A.5) é

faﬁéﬁ = 80:U7 (Aﬁ)
com
945 A,
oo = G2~ e (A7

Quando os coeficientes A,(&) sdo tais que det(f,5) # 0 (sem vinculos), podemos resolver

(A.6) para as velocidades, tal que
" = fPHpU (A.8)

onde f* que é a inversa de f,g, ¢ anti-simétrica e nio singular. Ele é chamado de tensor
simplético (a métrica do espago simplético), e corresponde aos parénteses de Dirac do

sistema descrito pela Lagrangeana (A.5)
{€2. &7} = fo8. (A.9)

Quando a matriz (fas) é singular, ndo podemos identificar f,5 com o tensor simplético,
e os parénteses da teoria nao podem ser consistentemente definidos. Para se contornar esta
dificuldade, os vinculos da teoria sio usados para se produzir uma espécie de deformacéo
na estrutura geométrica, levando ao aparecimento de um novo tensor que pode ser nio-
singular [11].

Para isto, vamos denotar a quantidade singular acima por fé%) e considerar que ela

tenha M modos zeros v m = 1,2, ..., M, tal que

FOL0) _ g (A.10)

mn-m
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Agora, usando (A.10) na equacio (A.6) verificamos que
7190, =0, (A.11)

que pode ser um vinculo. Consideremos que (A.11) seja realmente um vinculo (chamado
de vinculo verdadeiro). Para produzirmos uma deformacao do tensor fé%), devemos in-
troduzir este vinculo na parte cinética da Lagrangeana por meio de multiplicadores de
Lagrange. Isto ¢ feito tomando-se a derivada no tempo do vinetlo, ou do préprio multipli-
cador de Lagrange. O espaco das configuracdes da teoria é estendido com este Processo.

Assim, a partir desta nova Lagrangeana, identificamos novos vetores AQ), Em con-
sequeéncia, pode-se identificar novos tensores f((zllg) Se o det( f(ﬂg)) # 0, os vinculos da teoria
foram eliminados, e os elementos da matriz f (ndo-singular) podem ser identificados
como sendo os parénteses de Dirac da teoria. Caso contrério, o procedimento deve ser
repetido tantas vezes quantas forem necessdrias. Porém, pode acontecer do modo zero
nao conduzir a novos vinculos e a matriz continuar singular. Este é o caso, por exemplo,

de teorias de calibre. Neste caso, a saida é fazer a fixacdo de calibre para se obter um

tensor simplético. Vejamos agora um pouco mais sobre o formalismo de Dirac.
A.2 Formalismo de Dirac

H4 mais de cinquenta anos Dirac apresentou um tratamento consistente para sistemas
vinculados [5]. Este método é conhecido como método de Dirac e desenvolve-se no formal-
ismo Hamiltoniano, tendo como objetivo chegar aos parénteses de Poisson generalizados,

os parénteses de Dirac. Para duas quantidades quaisquer A e B, o paréntese de Dirac em
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tempos iguais é dado por
{A>B}D = {A) B} - {A)TG}C(EJ]{TE)!B}! (A12)

onde { e} sdo parénteses de Poisson, 7, sdo os vinculos da teoria e Cjp = {Ta, Tp}
sao os elementos da matriz C, que é anti-simétrica para vinculos bosdnicos [4].
Assim, este resultado sugere que, no caso de sistemas vinculados, temos a seguinte

regra de quantizagdo candnica
{A, B} — —i[A, B]. (A.13)

A evidéncia mais importante que sustenta a hipétese dada por {A.13), é que as relagdes de
vinculo, que s6 valiam fracamente em termos dos parénteses de Poisson, valem fortemente
nos parénteses de Dirac. Isto significa, que se tomarimos os parénteses de Dirac entre um
vinculo e uma quantidade qualquer, obtemos zero. Logo, a inconsisténcia mencionada
anteriormente nao existe mais.

O caminho natural para aplicarmos o tratamento de Dirac, inicia-se encontrando o
formalismo Lagrangeano e, depois, passa-se ao formalismo Hamiltoniano. Entretanto,

quando se faz esta passagem, isto implica uma transformagao do tipo

(q.9) — (4. p), (A.14)

onde o Jacobiano para esta transformacgao é determinado pela matriz

8pi _ 82£

= - A.15
oq;  0¢:0q; ( )

chamada de matriz Hessiana. No caso de teorias sem vinculos, o determinante desta

matriz é diferente de zero, as transformagdes sdo possiveis ¢ a Hamiltoniana pode ser
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escrita unicamente em termos de (g,p). Porém, quando se trata de uma teoria com
vinculos a matriz Hessiana é singular, e consequentemente nem todas as velocidades g
podem ser unicamente escrita em termos de ¢ e p. Portanto, nio podemos escrever a
Hamiltoniana unicamente em termos de ¢ e p.

Neste caso, o que se faz é desenvolver o formalismo trabalhando com as varidveis
dependentes e com as relagdes de vinculo. Portanto, a Hamiltoniana que é usada efetiva-
mente no formalismo é a Hamiltoniana cléssica somada aos vinculos da teoria através de

multiplicadores de Lagrange A, ficando
H=H + M\, T, ~ H, (A.16)

onde m é o nimero de vinculos decorrentes diretamente da relagio de definicio dos mo-
mentos (vinculos primérios). Mas podem haver mais vinculos, os vinculos secundérios

obtidos de relacdes de consisténcia, que diz que os vinculos nio evoluem no tempo
T = {Tm, H} = 0. (A.17)
Portanto, a Hamiltoniana total para uma teoria com % vinculos secunddrios é
H=H + )T, (A.18)

ondea=12 ... m+k.

A relagéo de consisténcia (A.17) deve ser repetida para todos os vinculos, inclusive os
vinculos secundarios que vio sendo obtidos. Este processo se estende até nao se encontrar
nenhum vinculo novo.

Além dos vinculos primérios e secundarios, podem haver outros vinculos na teoria.

Em teorias de calibre, como o eletromagnetismo, eles aparecem com a fixacko de calibre.



Referencias

[1] A.C.R. Mendes, C. Neves, W. Oliveira and F.I. Takakura, Braz. J. Phys. 33, 346

(2003).

[2] A.C.R. Mendes, C. Neves, W. Oliveira and D.C. Rodrigues, Nuclear Phys. B-

Proceeding Supplements, (2003) (Submetido)
[3] A.C.R. Mendes, C. Neves and W. Oliveira, Phys. Rev. D (2003) (Submetido).

[4] P.AM. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics (Belfer Graduate School of Science,

Yeshiva University, New York, 1964).

[5] P.A.M. Dirac, Can. J. Math. 2, 129 (1950); Can. J. Math. 3, 1 (1951); Proc. R. Soc.

A 246, 326 (1958); Proc. R. Soe. A 257, 32 (1960).

6] A.J. Hanson, T. Regge and C. Teitelboin, Constrained Hamiltonian Systens.

Academia Nazionale dei Lincei, Rome (1976).

[7] K. Sundermeyer, Constrained Dynamics, Lectures Notes in Physics, vol 169.

Springer-Verlag, New York/Berlin (1982).

i8] P.G. Bergmann, Phys. Rev. 75, 680 (1949); Phys. Rev. 89, 4 (1953).

109



Referéncias 110

[9] L. Faddeev and R. Jackiw, Phys. Rev. Lett. 60, 1692 (1988);

N.M.J. Woodhouse, Geometric Quantization, Clarendon Press, Oxford 1980.
110] J. Barcelos Neto and C. Wotzasek, Mod. Phys. Lett. A 7, 1737 (1992).
[11] J. Barcelos Neto and C. Wotzasek, Int. J. Mod. Phys. A 7, 4981 (1992).
[12] J. Sonnenschein, Nucl. Phys. B 309, 752 (1988).
[13] T. Fujiwara, Y. Igarashi and J. Kubo, Nucl. Phys. B 341, 695 (1990).
[14; C. H. Gibson, Appl. Mech. Rev. 49(5), 299 (1996).

[15] G. Piumati, Il Codice Atlantico di Leonardo da Vinci. Reproduced and published by

Academia dei Lincei, Ulrico Hoepli, Milan, (1894).

[16] B. Mandelbrot, The fractal geometry of Nature. W. H. Freeman and Conpany, New

York, (1983).

[17] A.S. Monin and A.M. Yagolm, Statistical Fluid Mechanics: Mechanics of Turbulence.

The MIT Press, Cambridge (1971).

[18] U. Frisch, Turbulence: The Legacy of A.N. Kolmogorov. Cambridge University Press,

Cambridge (1995).

[19] L. Euler, Principes générauz de Uétat d’equilibre des fluides, Hist. Acad. Berlin, 1755,
217-273 (1757);

Principes généraux du mouvement des fluides, Hist. Acad. Berlin, 1755, 274-315



Referéncias 111

(1757);

Sectio quarta de motu aeri in tubis, Novi Comm. Petrop., 16, 281-425 (1770).
[20] L.D. Landau and E.M. Lifshits, Fluid Mechanics. Pergamon Press, Oxford (1980).

[21} T. Newton, Philosophiae Naturolis Principia Mathematica. Pemberton, London, 3rd.

edition, 1687.

22] L.M.H. Navier, Mémoire sur les lois du mouvement de fluides, Mém. de I’Acad des

Sciences, 389 (1822).

[23] G.G. Stokes, On the theories of the internal friction of fluids in motion, Camb. Trans.

viii, 287-200 (1845).
[24] O. Reynolds, Phil. Trans. R. Soc. London A 174, 935 (1883).

[25] L.F. Richardson, Weather prediction by numerical process. Cambridge University

Press, Cambridge (1922).
[26] A.N. Kolmogorov, Dokl. Akad. Nauk SSSR 30, 9 (1941).

[27] A. M. Obukhov, Dokl. Akad. Nauk SSSR 32, 22 (1941); Izv. Akad. Nauk SSSR Ser.

Geogr. Geofiz., 5, 443 (1941).

[28] L.F. Richardson, Proc. R. Soc. Lond A 110, 709 (1926), also in Collected Papers of

L.F. Richardson, vol. 1, ed.P.G. Drazin, Cambridge University Press, 523-551 (1993).
[29] V. Periwal, cond-mat/9602123 (1996).

[30] G.L. Eyink and N. Goldenfeld, Phys. Rev. E 50, 4638 (1994).



Referéncias 112

[31] S.T. Bramwell. P.C.W. Holdsworth and J.F. Pinton, Nature , 552 (December 1998).
[32] V.8. L'vov, Nature 396, 519 (December 1998).
[33] AM. Polyakov, Nucl. Phys. B 396, 367 (1993).

{34] V. Gurarie, Field Theory and The Phenomenon of Turbulence, Proceedings, Recent
progress in statistical mechanics and quantum field theory, Los Angeles (1994) 131-

147.
[35] M. Nelkin, Phys. Rev. A 9, 388 (1974).

[36] P.G. de Gennes, Fluctuation, Instability and Phase Transition. Proc. NATO Adv.

Study Inst., Geilo, Norway. T. Riste. ed. Noordhoff, Leiden, series B {1975), p1.
[37) H.A. Rose and P.L. Sulem, J. Phys. France 39, 441 (1978).
[38] H. Marmanis, Phys. Fluids 10, 1428 (1998).
[39] J.D. Jackson, Classical Electrodynamics. J. Wiley, New York {1983).
140] O. Reynolds, Phil. Trans. R. Soc. London A 186, 123 (1894).
{41] M.J. Lighthill, Proc. R. Soc. London, Ser. A 211, 564 (1952).
[42] G. Russakoff, Am. J. Phys. 38, 1188 {1970).
'43] V.I. Arnold, Ann. Inst. Fourier, 16, 319 (1966).
[44] V.I. Arnold, Appl. Math. Mech., 36, 236 (1972).

[45] V.I. Arnold and B.A. Khesin, Ann. Rev. Fluid Mech. 24, 145 (1992).



Referéncias 113

(46] J. Marsdem and A. Weistein, Physica D 7, 305 (1983).
[47] V. Zeitlin, J. Phys. A 25, L171 (1992).
[48] V. Zeitlin, Physics D 49, 353 (1991).

149] P.J. Morrison, Hamiltonian description of the ideal fluid, ..., Proceedings GFD 1993,

17-110. Woods-Hole Oceanographic Institute, Woods Hole (WHOI-94-12).
[50] D.D. Holm and V. Zeitlin, Phys. Fluids 10, 800 (1998).
[51] D.D. Holm, Physica D 98, 379 (1996).
[52] H. Lamb, Hydrodynamics. Dover, New York (1932).

[63] A. Clebsh and A. Crelle, J. reine angew. Math. 54, 293 (1857);

A. Clebsh and A. Crelle, J. reine angew. Math. 56. 1 (1859).
[54] V.E. Zakharov, S.L. Musher and A.M. Rubenchik, Phys. Rep. 129(5), 285 (1985).

[55] V.E. Zakharov, V.8. L‘vov and G. Falkovic, Kolmogorov spectra of turbulence 1. Wave

turbulence. Springer Verlag, New York (1992).
[56] H. Marmanis, Proc. R. Soc. London A 454, 587 (1998).
57) G.A. Kuz'min, Phys. Lett. A 96, 83 (1983).
[58] V.I. Oseledets, Russian Math. Surveys 44, 210 (1989).

[59] S. Gama and U. Frish, Local helicity, a material invariant for the odd-dimensional

Euler equations, in NATO-ASI: Solar and Planetary Dynamos, 115-119, eds M.R.E.



Referéncias 114

Proctor, P.C. Mathews and A.M. Rucklidge. Cambridge University Press, Cambridge

(1993).

[60] II. Goldstein, Classical Mechanics. 2nd edition. Addison-Wesley, Reading, MA

(1980).
[61] I. Antoniou and G.P. Pronko, hep-th/0106119.

[62) C. Itzykson and J. B. Zuber, Quantum Field Theory. McGraw-Hill Inc., New York

(1980).

[63] M. Henneaux and C. Teitelboim, Quantization of Gauge Systems. Princeton Univer-

sity Press, Princeton (1992).
[64] L.D. Faddeev, Teor. Mat. Fiz. 1, 3 (1969); Theor. Math. Phys. 1, 1 (1970).
[65) LM. Singer, Commun. Math. Phys. 60, 7 (1978).
[66] M. Grabiak, B. Muller and W. Greiner, Ann. Phys. 172, 213 (1986).

[67] N. Ilieva, L. Litov, Proceedings, Selected topics in QF T and mathematical physics,

Liblice (1989) 239-250.
[68] E.L. Mollo-Christensen, ASME J. Appl. Mech. Ser. E 89, (1967).
[69] A.K.M.F. Hussain and W.C. Reynolds, J. Fluid Mech. 41(2}, 241 (1970).
[70] P.E. Dimotakis and G.L. Brown, J. Fluid Mech. 78, 535 (1976).

[71] T.R. Heidrick, S. Banerjee and R.S. Azad, J. Fluid Mech. 81, 137 (1977).



Referéncias 115

[72] J. Jimenez, P. Moin, R. Moser and L. Keefe, Phys. Fluids 31, 1311 (1988).
[73] W. Thomson, Philos. Mag. 4(47), 342 (1887).
[74] M.T. Landahl, J. Fluid Mech. 29, 441 (1967).

[75] O.V. Troshkin, Wawve Theory of Turbulence (VTs Akad. Nauk S.S.S.R., Moscow,

1989).
[76] E.S. Fradkin, G.A. Vilkovisky; Phys. Lett. B 55, 224 (1975).
[77] LA. Batalin, G.A. Vilkovisky; Phys. Lett. B 69, 309 (1977).

[78] C. Becchi, A. Rouet and R. Stora, Ann. Phys. 98, 287 (1976);
LV. Tyutin, Gauge Inwvariance in Field Theory and Statistical Mechanics, Lebedev

preprint 39 (1975).

[79] N. Banerjee, B. Banerjee and S. Ghosh; Ann. Phys. 241, 237-257(1995) and references

therein.
[80] R. Rajaraman, Phys. Lett. B 154, 305 (1985).
[81] C. Neves and C. Wotzasek, J. Math. Phys. 34, 1807 (1993).
[82] N. Banerjee, S. Ghosh and R. Banerjee, Nucl. Phys. B 417, 257 (1994).
[83] J. Barcelos-Neto and W. Oliveira, Phys. Rev. D 56, 2257 (1997).

[84] J. Barcelos-Neto, Phys. Rev. D 55, 4, 2265 (1997).



Referéncias 116

[85] LA. Batalin and G.A. Vilkovisky; Phys. Lett. B 102, 27 (1981); Phys. Lett. B 120,
166 {1983); Phys. Rev. D 28, 2587 (1983); Phys. Rev. D 30, 508 (1984); Nucl. Phys.

B 234, 106 (1984); J. Math. Phys. 26, 172 (1985).
[86] L. Faddeev and S.L. Shatashivilli, Phys. Lett. B 167, 225 (1986).

[87] S.T. Homg, Y. W. Kin and Y.J. Park, Phys. Rev. D 59, 114026 (1999); Mod. Phys.

Lett. A 15, 55 (2000).

[88] C. Neves and C. Wotzasek, Phys. Rev. D 59, 125018 (1999): Phys. Rev. C 62, (025205

(2000).

[89] L.A. Batalin and E.S. Fradkin, Nucl. Phys. B 279, 514 (1987); Int.J. Mod. Phys. A,

3255(1991).
[90] C. Wotzasek, Int. J. Mod. Phys. A 5. 1123 (1990).
[91] M. Moshe and Y. Oz, Phys. Lett. B 224, 145 (1989).

[92] R. Jackiw and R. Rajaraman, Phys. Rev. Lett. 54. 1219 (1985): Phys. Rev. E 54,

2060 (1985).
[93] R. Banerjee, Phys. Rev. Lett. 56, 1889 (1986).
[94] S. Miyake and K. Shizuya, Phys. Rev. D 36, 3781 (1987).
[65] K. Harada and I. Tsutsui, Phys. Lett. B 171, 311 (1987).

[96] R. Rajarama, Phys. Lett. B 162, 148 (1985).



Referéncias 1 1 7

[97] J. Lott and R. Rajarama, Phys. lett. B 165, 321 (1985).

(98] C. Wotzasek, J. Math. Phys. 32(2), 540 (1991).

[99] M. Bordemann and J. Hoppe, Phys. Lett. B 317. 315 (1993).

[100] A. Jevicki, Phys. Rev. D 57, 5955 (1998).

(101} D. Bazeia, R. Jackiw, Annals Phys. 270 (1998) 246, e-Print Archive: hep-th/9803165
[102] D. Bazeia, Phys. Rev. D 59, 085007 (1999).

[103] R. Jackiw and A.P. Polychronakos, Commun. Math. Phys. 207 (1999) 107-129; e-

Print Archive: hep-th/9809123.
[104] M. Hassaine, P.A. Horvathy, e-Print Archive: math-ph/9904022.
[105] N. Ogawa, e-Print Archive: hep-th/9801115.
[106] E. Madelung, Z. Phys. 40, 322 (1926).
[107] E. Merzbacher, Quantum Mechanics, 3rd ed. (Wiley, New York, 1998).
[108] A. Yu. Kamenshchik, U. Moschella and V. Pasquier. Phys. Lett. B 487, 7 (2000).

[109] A. M. J. Schakel, Mod. Phys. Lett. B 4, 927 (1990); 5, 833 (1991); Proceedings of
the Kérber Symposium on Superfiuid * He in Rotation, Helsinki, 1991, edited by M.

M. Salomaa, Physica B 178, 280 (1992): Int. J. Mod. Phys. B 8. 2021 (1994).
[110] C. P. Natividade and H. Boschi-Filho, Phys. Rev. D 62, 025016 {2000}.

[111] C. Neves and C. Wotzasek, e-Print Archive: hep-th/0109089.




Referéncias 118

[112] J. Ananias Neto, W. Oliveira and Emanuel R. de Oliveira, J. Phys. A: Math. Gen.

34, 1 (2001).
[113] M.M. Horta-Barreira and C. Wotzasek, Phys. Rev. D 45, 1410 (1992).
[114] J. Barcelos-Neto and E.S. Cheb-Terrab, Z. Phys. C 54, 133 (1992).
[115] J. Barcelos and E. Vasquez, Z. Phys. C 61, 695 (1994).
[116] C. Wotzasek, Ann. Phys. 243, 76 (1995).

[117] J. Ananias, C. Neves and W. Oliveira, Phys. Rev. D 63, 085018 (2001).



Turbuléncia como um sistema vinculado ¢ imersao
simplética de sistemas de segunda classe

Albert Carlo Rodrigues Mendes

Tese apresentada no Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisicas, fazendo parde da Banca

Examinadora os seguintes Professores:

Flavio Lassuo Takakura — Presidente/UFJF
Francisco Caruso Neto — Coorientador/CBPF
Fernando Manuel Ramon — INPE

Clovis José Wotzasek — UFRJ

Antonio Fernandes da Fonseca Teixeira — CBPF
José Abdalla Helayel Neto — CBPF

Suplente: Sebastifio Aves Dias — CBPF

Rio de janeiro , 21 de Maio de 2003



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127

