Tese de Doutorado

A Radiacao Eletromagnética

em Teorias Estendidas do Eletromagnetismo

Washington Inacio de Souza Soares

Orientador: Sérgio B. Duarte
Co-Orientador: Rodrigo Turcati

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
Rio de Janeiro, Marco de 2025



GOVERNO FEDERAL

ﬁ.\ CB ArecuoLosts “ rll
CIENCIA,TECNOLOGIA i g I
(fmm Brasileiro g '
( do Posquisas Fisicas E INOVAGAO A ol

W
UNIAO E RECONSTRUGAO

"A RADIACAO ELETROMAGNETICA EM TEORIAS ESTENDIDAS DO
ELETROMAGNETISMO"

WASHINGTON INACIO DE SOUZA SOARES

Tese de Doutorado em Fisica apresentada no
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas do
Ministério da Ciéncia Tecnologia e Inovagdo.
Fazendo parte da banca examinadora os seguintes

professores:
Sy LB

Sergio José Barposa rientador/CBPF

Documento assinado digitalmente

ub RODRIGO TURCATI
g Data: 16/07/2025 19:02:54-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Rodrigo Turcati — Coorientador/ UFRGS
Documento assinado digitalmente

ub HENRIQUE BOSCHI FILHO
g Data: 07/05/2025 22:37:46-0300

verifique em hitps://validar.iti.gov.br
Henrique Boschi Filho - UFRJ

Documento assinado digitalmente

ub IARLEY PEREIRA LOBO
Data: 10/05/2025 09:45:51-0300

Veritique em https://validar.iti.gov.br
larley Pereira Lobo - UFPB

Documento assinade digitalmente

“b SILVIO PAOLO SORELLA
g Data: 16/07/2025 10:36:25-0300

verifique emhttps://validar.iti.gov.br

Silvio Paolo Sorella - UERJ

Documenta assinado digitalmente

ub MARCELO CHIAPPARINI
g Data: 14/07/2025 16:34:08-0300

verifique em https://validar.iti.gov.br

Marcelo Chiapparini — UERJ

Rio de Janeiro, 09 de abril de 2025



Agradecimentos

Gostaria de agradecer

inicialmente a DEUS,

e a minha esposa Taisa Gomes Mattos Brandao Soares e meu filho Rafael

Inacio pelo apoio e pela luz

e a todos os meus familiares pelo carinho e apoio. Em especial, & minha

tia Celma Salete pelo amor e consideracao

e ao Orientador, Prof. Sérgio B. Duarte, pelo acolhimento, confianca e

postura humana;
e a0 Co-Orientador Rodrigo Turcatti, pelo apoio e confianca;

e a0 CBPF - através da COEDU e da COSMO, pela infraestrutura for-

necida - e aos seus funcionarios;



Resumo

O objetivo dessa tese de Doutorado é discutir a radiagao eletromagnética em teorias
eletromagnéticas que sao extensoes do eletromagnetismo de Maxwell. Para isto, serao
abordados trés formalismos distintos, a saber: teorias nao-lineares do eletromagnetismo,
modelos com dimensoes espaciais extras e a propagacao eletromagnética em cenarios de
fenomenologia de Gravitacao Quantica. Serao, entao, construidos distintos formalismos
matematicos que permitam o estudo da propagacao de ondas eletromagnéticas nos con-
textos acima citados. Eventuais modicagoes na distribuicao de frequéncias de Planck, nas
leis de deslocamento de Wien e de Rayleigh-Jean, além da lei de Stefan-Boltzmann, serao
estudadas. Questoes ligadas as propriedades termodinamicas em equilibrio térmico, tais
como a pressao, densidade, entropia e calor especifico, serao igualmente contempladas.
Sera estudada também a propagacao de ondas nao-lineares em um espago-tempo com
grandes dimensoes infinitamente espaciais adicionais. Efeitos de uma fenomenologia de
gravidade quantica no espectro da radiacao serao estudados. Futuras aplicacoes serao

discutidas para préoximos trabalhos.



Abstract

The objective of this PhD thesis is to discuss electromagnetic radiation in electro-
magnetic theories that are extensions of Maxwell’s electromagnetism. To this end, three
distinct formalisms will be addressed, namely: nonlinear theories of electromagnetism,
models with extra spatial dimensions and electromagnetic propagation in scenarios of
Quantum Gravity phenomenology. Different mathematical formalisms will then be cons-
tructed that allow the study of the propagation of electromagnetic waves in the contexts
mentioned above. Possible modifications in the Planck frequency distribution, in the Wien
and Rayleigh-Jean displacement laws, in addition to the Stefan-Boltzmann law, will be
studied. Issues related to thermodynamic properties in thermal equilibrium, such as pres-
sure, density, entropy and specific heat, will also be contemplated. The propagation of
nonlinear waves in a space-time with large, infinitely large additional spatial dimensi-
ons will also be studied. Effects of a quantum gravity phenomenology on the radiation

spectrum will be studied. Future applications will be discussed for future work.
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Capitulo 1

Introducao

O eletromagnetismo é uma das teorias mais bem sucedidas da fisica, possuindo me-
didas extremamente precisas em intimeros processos fisicos[1]. Classicamente, os fenémenos
eletromagnéticos sao descritos em termos dos campos elétrico e magnético, os quais satis-
fazem as equagoes de Maxwell. No contexto do Modelo Padrao da Fisica de Particulas, por
sua vez, a estrutura de gauge abeliana do eletromagnetismo nos diz que a interagao eletro-
magnética é descrita por uma particula de massa zero, o foton, ente este responséavel pela
mediacao da interacao entre particulas com carga elétrica nao nula. Embora o eletromag-
netismo seja uma teoria consolidada, atualmente, a radiagao eletromagnética desempenha
também um papel central na investigacao e na compreensao de aspectos ligados a teorias
fisicas mais fundamentais[2]. Sua importancia reside em ser uma ferramenta poderosa
para testar-se principios fisicos bem estabelecidos, como a simetria de Lorentz, por exem-
plo [3]. O estudo da estrutura da matéria em escalas atomicas e cdsmicas, assim como a
exploracao de diversos fenomenos no universo, podem ser investigados a partir da analise
da radiacao eletromagnética advindas destas fontes[4].

Alguns processos fisicos em determinados regimes, por sua vez, sugerem que o proprio
eletromagnetismo tenha que ser modificado. Da perspectiva tedrica, a possibilidade de
uma teoria eletromagnética além de Maxwell tem como motivagao teorias fisicas mais fun-
damentais, tais como a teoria de cordas, loop quantum gravity, geometria nao-comutativa,

entre outros [5]. No que diz respeito a observacao de fenomenos além do paradigma



de Maxwell, a deteccao de campos magnéticos em objetos compactos sugere que a nao-
linearidade seja um componente essencial na descricao fisica destes entes [6, 7]. Efei-
tos nao-lineares também incluem o espalhamento féton-foton na presenca de campos
magnéticos intensos em colisdes Pb 4+ Pb no Grande Colisor de Hadrons (LHC) [8]. A
propagacgao eletromagnética em certos materiais [9, 10], assim como feixes de laser de
alta intensidade [11, 12, 13, 14], também pedem por uma extensao do formalismo eletro-
magnético.

No que diz respeito a natureza quantica do eletromagnetismo, ao longo dos séculos
XIV a XX, varios fenomenos fisicos levaram a conclusoes empiricas de uma relacao direta
entre a temperatura de um objeto e a radia¢do emitida por ele [15]. Intimeros cientis-
tas propuseram-se a pensar em como retratar a situagao em um modelo mateméatico que
permitisse explicar a fisica por tras destes fenomenos observados. Foi, entao, adotado o
pressuposto de que toda a radiacao emitida por um determinado objeto advém de sua
energia interna e de que nao ha reflexao, ou seja, a energia incidente sobre o objeto é por
ele totalmente absorvida, aumentando a energia interna e reemitindo-a como radiacao
eletromagnética, tendo, desta forma, um espectro caracteristico[16]. A esse espectro ob-
servado, denominou-se de Espectro de Radiacao de Corpo Negro. Entretanto, para um
objeto real, observa-se que existe um determinado percentual de reflexao, dependente
do material de composicao do objeto e de sua temperatura superficial. Por outro lado,
para temperaturas altas, a radiacao emitida pelo objeto é muito maior que a refletida,
podendo-se despreza-la. Na natureza, nao existem corpos negros ideais. Contudo, alguns
fenomenos fisicos podem ser aproximados por um corpo negro, o que inclui a emissao de
radiagao eletromagnética da superficie de objetos estelares, a radiacao césmica de fundo
e a emissao oriunda da atmosfera de planetas[17].

O modelo classico de Rayleigh-Jeans foi um dos primeiros modelos a tentar descrever
a radiacao eletromagnética de um corpo negro para todos os comprimentos de onda.
O modelo leva em conta a equiparticao de energia, onde a energia média por grau de

liberdade da particula apresenta-se como E = %kT com intervalos de valores de energia



possivel continuos e dependentes da temperatura, ajustados pela constante de Boltzmann
(k). A relagao propunha que a densidade de energia emitida pelo objeto era uma relagao
diretamente proporcional a temperatura e variava inversamente ao comprimento de onda

da emissao elevado na quarta poténcia, dada pela féormula:

R\, T) = 87;#. (1.1)

Vale a pena notar que o comportamento da relacao acima nos mostra que para peque-
nos comprimentos de onda, a energia diverge, o que ficou conhecido na literatura como a
Catastrofe Ultravioleta.

Na tentativa de solucionar esta dificuldade, Planck postulou que as moléculas da pa-
rede da cavidade formavam osciladores que absorviam ou emitiam energia apenas em
quantidades discretas (ou, quantizada). A estes pacotes de energia denominou-se a ter-
minologia de quanta. No formalismo de Planck, o espectro de emissao de um corpo negro

assumia a seguinte forma:
8mhe 1

ROT) =22 2
( ) AP e)\’ILcCT —1

(1.2)

a qual fornece a distribuicao de densidade de energia em termos do comprimento de onda,
relacao esta também conhecida como a Lei de Planck.

Obtém-se entao uma equagao que nao diverge mais para pequenos valores de compri-
mento de onda. Além disso, o que se observa ainda é que para grandes valores de A, a
distribuicao de Planck reduz-se a Lei de Rayleigh-Jeans.

A partir da intensidade da luz emitida de um corpo negro, é possivel, entao, obter-se a
poténcia emitida por unidade de area, a qual é obtida integrando-se sobre uma semi-esfera,

o que nos fornece
P =o0T*, (1.3)

onde P é a poténcia total irradiada por unidade de area do corpo negro, o é a constante

de Steffan-Boltzmann e T' é a temperatura do corpo negro.



A partir da lei de distribuicao espectral de um corpo negro, é possivel encontrar o

comprimento de onda associado ao pico de emissao, o qual é dado pela expressao:

Amam -

(1.4)

~le

sendo « a constante de Wien e tendo o valor de 2,898.1073m.K. A relacao acima é conhe-
cida como a lei de deslocamento de Wien, e nos diz que as curvas associadas a radiacao
de corpo negro para diferentes temperaturas tera seu pico de emissao em comprimentos
de onda que sao inversamente proporcional a temperatura do objeto em questao. O su-
cesso do modelo proposto por Planck em sua explicagao para o fendmeno da catastrofe do
ultravioleta levou ao nascimento da teoria quantica, levando, assim, a uma compreensao
mais profunda da natureza em pequenas escalas de comprimento.

Atualmente, a radiagao de corpo negro é objeto de estudo em distintos cendrios nos
campos da astrofisica e da cosmologia. Com relacao a astrofisica, existem intensas pesqui-
sas na modelagem do espectro de emissao de magnetares na regiao dos raios X de baixa
frequéncia. Magnetares sao estrelas de néutrons com campos magnéticos intensos na or-
dem de 107 [6, 7]. Campos desta magnitude superam o limite de Schwinger B, = 10°T
[18], e corregoes nao-lineares ao eletromagnetismo nao podem mais ser negligenciadas.
Com relagao ao espectro de emissao, o mesmo ¢ modelado levando-se em consideracao a
superposicao de duas componentes de corpo negro ou de um corpo negro mais uma lei
de poténcias. Além disso, o vdcuo quantico da matéria densa estelar sob a influéncia de
campos magnéticos intensos pode apresentar-se polarizada devido a nao-linearidade, le-
vando ao fenomeno da birrefringéncia da luz e, por consequéncia, modificar as quantidades
termodinamicas associadas ao gas de f6tons [19]. Assim, a equac@o de estado da matéria
nuclear precisa ser revista nestes cenarios astrofisicos e eventuais contribuigdes advindas
de teorias estendidas do eletromagnetismo podem ser entao consideradas. Nesse ambito,
o estudo do espectro de emissao de magnetares pode ser extremamente valioso para a
compreensao de propriedades fisicas de tais objetos. Ademais, eventuais assinaturas na

radiacao cosmica de fundo advindas de teorias além do modelo padrao da cosmologia,



efeitos estes originarios de formulacoes alternativas do eletromagnetismo, sao também de
interesse.

Levando em conta a motivacao acima descrita, o objetivo da presente tese reside
no estudo da Radiacao Eletromagnética advindas de formulacoes alternativas do eletro-
magnetismo. No Capitulo 2, estabeleceremos os aspectos tedricos de uma formulacao
de um eletromagnetismo nao-linear. No Capitulo 3, utilizaremos os fundamentos defini-
dos no capitulo anterior para estudar a Radiacao de Corpo Negro sob a 6tica de teorias
eletrodinamicas nao-lineares. No Capitulo 4, estudaremos a propagacao de ondas eletro-
magnéticas nao-lineares em dimensoes espaciais extras e notaremos a contribuicao destas
dimensoes extras para a radiacao de um corpo negro. No Capitulo 5, serd a vez de anali-
sar a fenomenologia da Gravitacao Quantica e sondar a sua contribuicao para o espectro
de Radiacao de Corpo Negro. No Capitulo 6, faremos as conclusoes necessarias com o

presente estudo e lancaremos novas perspectivas para o futuro.



Capitulo 2

Teorias Eletromagnéticas Nao
Lineares

O objetivo deste capitulo é apresentar, de maneira geral, a propagacao de ondas ele-
tromagnéticas em teorias nao lineares do eletromagnetismo. A Eletrodinamica de Maxwell
¢ a teoria para se descrever, de maneira mais bem sucedida, as propriedades de interagoes
eletromagnéticas nas escalas classica e quantica. Entre eles, o espalhamento féton-foton,
uma questao tedrica aberta desde 1933. O LHC, o Colisor de Fétons na Alemanha (Va-
cuum Hohlraum) e o LASER super-intenso de Shangai (SULF) estardo desenvolvendo
testes experimentais sobre a proposta de fétons em auto-interagao direta. Além disso, o
estudo de magnetares, estrelas de néutrons sob fortes campos magnéticos, sao laboratorios
para o teste de modelos eletromagnéticos que possam comportar fendomenos nao-lineares.

O capitulo presente se baseia no artigo [20] ja publicado.

2.1 Formalismo Geral

Nesta secao, sera apresentado o formalismo geral para a obtencao das equacgoes de
campo de teorias nao-lineares do eletromagnetismo.

A densidade de lagrangiano de teorias nao-lineares do eletromagnetismo pode ser des-



crita pelos seguintes invariantes:

1 1
F = —-F,F" =_(E>-B? 2.1
4 H 2( )7 ( )
1 [V
= —ZFWF“ =E- B, (2.2)

onde o tensor de Maxwell e seu dual sao dados, respectivamente, por

F., = 0,A, — 0,A,, (2.3)
Ty 1 vao
P = e Ay (2.4)

A densidade de lagrangiano é, entao, dada por:
Ly, =L(F,G). (2.5)

A descricao completa do sistema consiste na equagao dinamica do campo eletro-

magnético

a»CNLED .

junto com a identidade de Bianchi
Oty + 0 F o + 0,F,, = 0. (2.7)

Levando em consideragao as formas bilineares invariantes (2.1) e (2.2), a equagao de

campo para o modelo eletromagnético nao-linear assume a seguinte forma:

1
10, F" — iMﬂ”aﬁayFaﬁ =0, (2.8)

onde o tensor M fica expresso como:
MHveB — g, e B 4 gy PR EOB 4, (F“”FQB + F‘”’Faﬁ> + et (2.9)

tal que os coeficientes sao:

0*L

0*L
dy =
EB 0F0G

) 2= 459
E.B Y

O*L
) 1 — A9
EB OF?

or
OF

oL

, Gy = — (2.10)
es 09

EB

T =
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O tensor M8 & simétrico em relacdo a troca dos pares de indices uv e a3, e antis-
simétrico em relacao a troca de indices dentro de cada par. Além disso, quando se insere
o tensor M**# na equacao de movimento, a contribuicao do tensor Levi-Civita desapa-
rece devido a identidade de Bianchi, enquanto as partes restantes reproduzem a equacao
dinamica dos fétons no ambito do eletromagnetismo nao-linear. Observe também que os
coeficientes ¢y, ¢, dy, dy e d3 sao todos avaliados nos campos E e B. O resultado é geral

para os campos E e B, que dependem do espago-tempo.

2.2 Propagacao de f6tons em um campo eletromagnético
de fundo

O objetivo desta secao é o estudo das relagoes de dispersao do presente modelo e,
entao, obter-se a expressao da funcao de particao para um gas de fétons em equilibrio
térmico, a qual permitird a derivacao das respectivas quantidades termodinamicas.

Para o calculo da relacao de dispersao, adotamos a linearizacao do modelo em questao,

o qual consiste em expressar o campo magnético F*” como
Fr = Fg" 4 f*, (2.11)

onde FE” descreve um campo eletromagnético externo cldssico e f#* é uma perturbagao
ao redor deste campo de fundo. Inserindo (2.11) em (2.6), e assumindo que o campo de

fundo satisfaz as equagoes de campo, temos

Oy (8P fo5) =0, (2.12)
onde
0*L
el = —— | 2.1
OF,,0F .5 4 (2.13)

O tensor acima mantém as mesmas simetrias que o tensor M"*? e o subscrito B

significa que Q#*# ¢ avaliado nos campos eletromagnéticos de fundo.
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A seguir, considerando as formas bilineares invariantes (2.1) e (2.2), e impondo que
os campos variem lentamente no espago e no tempo, as equagoes de campo associadas ao

tensor f,, sao dadas por:

1
10, [ — §Mg”“5ay fag = 0. (2.14)

Apés, considerando a decomposicao em modos de Fourier do campo f,,, a Eq. (2.14)

assume a seguinte forma:
Qm Pk, fop = 0. (2.15)
A identidade de Bianchi, por sua vez, fica escrita em termos do campo f,,, isto é,
Oty + Oufva + v fau = 0, (2.16)
o que restringe o campo de onda f*” a ter a seguinte forma:
Juw = Oy — Oy, (2.17)

onde a* ¢ o campo de calibre associado ao tensor de intensidade de campo f,.

Em termos do campo de calibre a*, a Eq. (2.15) pode ser escrita como:
QePk, kgaq = 0, (2.18)
onde a quantidade tensorial Q**? é dada por:
QB — ¢ (nuanl/ﬁ _ nuﬁ nua) _ Mgvaﬁ’ (2.19)

a qual contém uma parte isotrépica mais uma contribuicao anisotréopica M fg“'aﬁ , contri-

buicao esta que é advinda da nao-linearidade do campo eletromagnético.

12



2.3 Tensor Energia Momento

Para analisarmos o tensor energia momento para modelos de eletrodinamica nao-linear,
vamos utilizar o fato de que a identidade de Bianchi (2.16) é mantida e podemos contrair
as equagoes de campo ja derivadas (2.14) com f,, e, utilizando Bianchi, obter a equagao

de continuidade

0, (04Y) = h?, (2.20)
onde o tensor energia momento para o campo é dado por:

O = fM f — 5@? Afmfy +n* (chf,fg - ngF fpafm> ) (2'21)
e o tensor h® é dado por

B = = (04Girya) S+ (0°0) f+ 5 0702) fuf™ = 5 (0°QE™) fufir (222)

com as definicoes de tensores:

G = aff +efl, (2.23)

Q™ = di [ Fit + o f i+ o fi i + da i T (2:24)

O resultado acima é importante e necessita de algumas consideracoes. A primeira é que
o termo topolégico[21], que é acompanhado pelo coeficiente ¢y, é cancelado na expressao e
nao contribui para o tensor energia-momento pela sua natureza topologica. Outra questao
é o tensor h*. Os campos de fundo que constituem sua expressao no caso geral nao sao

homogéneos e dependem do tempo. Mas pela conservacao de energia e momento:

0,0, (©") = 0, (2.25)

o que é obtida com a condicao d,h® = 0. Para que a condicao seja satisfeita, podemos

impor uma restricao na qual os campos de fundo devem ser constantes e uniformes.

13



Sendo assim, a densidade de energia sera fornecida pela expressao:

1o/ o\ 1 2\2 1 N2 1 e N2 1o N2
R R AN S A

+dy (a E}) (a ép) 4 ds (13 EF> (z? §F> , (2.26)

onde os coeficientes dependem dos campos de fundo E e B. Recuperamos o limite de
Maxwell se os campos de fundo forem nulos e ¢; for zero.
Analisando a Eq.(2.26), vemos que alguns coeficientes negativos. A expressao pode

ser escrita como:

1 1
@00 = iKijeiej + §Aijbibj7 (227>

onde K;; e A;; sao definidas respectivamente, por:

A densidade de energia Eq.(2.26) é positiva-definida sempre que os autovalores das matri-
zes simétricas K;; e A;; sao nao negativos. Vamos contemplar o caso d3 = 0 e assumir um
campo de fundo puramente magnético, ou seja, F; = 0. Portanto,com essas suposigoes,
os autovalores de K;; sao ¢y, ¢;+ (da — |da|)B?/2 e ¢1 + (da+ |da|) B?/2, e os autovalores de
A;j sdo ¢y, e e — d1 B2, respectivamente. Se dy < 0 ou dy > 0, para garantir autovalores

positivos, as seguintes condi¢oes devem ser cumpridas:
c1>0,c0—diB*>0 e ¢ +dyB*>0. (2.30)

As condicoes acima devem ser analisadas para cada modelo nad-linear aplicado, e

serem verificadas as possiveis restrigoes.
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2.4 Relacao de Dispersao Modificada

Conforme visto na secao anterior, a equacao de movimento associada ao campo
fu € linear e dependente dos coeficientes (2.10). Para uma melhor compreensao da
propagacao das ondas nesta situacao, e levando em conta o cenario fisico que desejamos
discutir, sera, entao, considerada a propagacao de ondas eletromagnéticas na presenca
somente de campos magnéticos de fundo, isto é, o campo elétrico sera negligenciado na
nossa abordagem.

Para encontrar os modos propagantes, temos, entao, que resolver o sistema de equacoes
A%, =0, (2.31)

onde A** é definido como:
Are = QErebl kg, (2.32)

e o tensor de polarizacao normalizado é dado por €, = a,/Va?.

Conforme a relagao (4.15), o tensor A** pode ser escrito na seguinte forma:
At = ey (1K — K'E™) — M Pk, kg. (2.33)

A teoria correspondente € invariante de calibre, o que significa que existem modos
espurios e uma fixagao de calibre torna-se necesséaria para a obtencao dos modos propa-
gantes. Uma escolha possivel é adotar o gauge temporal a® = 0, a qual possui a vantagem
de remover imediatamente 1 grau de liberdade do campo de calibre a*.

No gauge temporal, o sistema de equacgoes lineares fica decomposto em
A% =0, (2.34)
mais o sistema de equacoes reduzido

A¢; = 0. (2.35)
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Os estados de polarizacao dinamica sao dados por solucoes linearmente independentes
do problema de autovalor (2.35) sob as solugoes nao triviais da condi¢ao det A% = 0, que,
de acordo com (2.36), nos fornece quatro solucoes. Por outro lado, devido a invariancia
CPT, se k = (—w,k) é uma solucdo, entdo —k = (w, —k) também é uma solugao.
Portanto, temos um espacgo bidimensional de estados de polarizacao.

Até o momento, o formalismo é totalmente geral, isto é, os campos magnético e elétrico
estao incluidos. Contudo, como comentado anteriormente, estamos interessados em pro-
cessos fisicos no qual somente o campo magnético de fundo se faz presente. Nesse caso
particular, vamos tomar E = 0. Com esta simplificacao, apenas os coeficientes ¢y, dy e ds
sao diferentes de zero.

O polinémio obtido é de quarta ordem Py (k) nas varidveis w e k, a frequéncia angular

e o numero de onda, respectivamente, que é explicitamente dado por

Py (k) = Puw* + Qu* + R, (2.36)
onde
P = —(1+-B 2.37
64 ( + C1 ) ’ ( )
Q = 12 {—218 L4 (k x B)? — da [(k-B)> +k*B?] + dlgb (k x B)*B?| ,(2.38)
c c1 C1 51

d d dyd
R = k'— 2K (kx B’ + 2k (k-B)’ — == (k- B)’ (k x B)®. (2.39)

C1 C1 (&)

As frequéncias associadas as ondas eletromagnéticas no cenario em discussao, portanto,

assumem a seguinte forma:

di (= o\?
w (k) = ck:\/l - (k X B) : (2.40)
R 2
&, (k x B)

As frequéncias acima estao associadas a propagacao de ondas em um meio magnetizado

do ponto de vista da eletrodinamica nao-linear. Além disso, essas relacoes de dispersao
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sao distintas, o que leva ao fendmeno da birrefringéncia[22]. Observamos também que
di — 0 e dy — 0, ou, equivalentemente, sempre que B — 0, as relacoes de dispersao
reduzem-se ao caso usual de ondas eletromagnéticas. As condigbes ¢; > d; <R X B>2 e
¢+ doy <R . B)2 > 0 garantem que as frequéncias (2.40) e (2.41) sdo reais e positivo-
definidas.

As frequéncias correspondentes podem ser escritas em termos do angulo 6 entre o vetor

de onda k e o campo magnético de fundo B, o que nos da

d
wy (k) = ck\/l - C—IBQSiTLZQ, (2.42)
1
e
dy B?
= 1 — —————sin?6. 24
wy (k) ck\/ LD sin?6 (2.43)

Aqui nota-se que sempre que o vetor de onda k e o campo magnético de fundo B sao

perpendiculares entre si, as frequéncias reduzem-se para as seguintes expressoes:

d

wy (k) = cky /1 — = B2, (2.44)
C1
da

wy (k) = cky/1+ —B2, (2.45)
(&1

w

respectivamente.

As velocidades de grupo [23], definidas por v, = por sua vez, relacionadas as

frequéncias acima, sao dadas por[24]

[clﬁ — B x (12 v B)}
viD = ¢ : (2.46)

R 2
e \/1 ' (k X B>
[C1f< + d>B (f{ . B)]
v = ¢ : (2.47)

~ 2
do(kxB
(c1 4 dsB2) /1 — —jl(+;B)2

as quais possuem componentes nas direcoes de k e B. Além disso, sempre que B — 0,

recupera-se a teoria de Maxwell, e a velocidade do grupo reduz-se a:

v, = :12. (2.48)
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2.5 Conclusao Parcial

Gostariamos de salientar que as caracteristicas nao-lineares do vacuo quantico foram
tratadas como um meio classico. Uma descrigao alternativa implica considerar as modi-
ficagoes no vicuo como uma geometria efetiva para a propagagao de fétons[22, 25]. Nesse
caso, os fétons se propagam como geodésicas nulas em uma métrica de fundo que se desvia
da métrica de Minkowski devido as nao linearidades do campo eletromagnético. Embora
esses formalismos descrevam situagoes distintas, ambas as abordagens sao descritas na
aproximacao de fotons suaves e fornecem exatamente os mesmos resultados para os mo-
dos de frequéncia. Neste ponto, talvez valha a pena observar que existem trés situagoes
diferentes onde a métrica efetiva emerge na eletrodinamica nao linear, que se devem a
G. Boillat[25], Bialynicki-Birula[22], e Novello e colaboradores[26]. As métricas efetivas
em Boillat e Bialynicki-Birula sao inteiramente equivalentes, enquanto a métrica efetiva
de Novello é apenas conformemente equivalente as mencionadas|27], ou seja, as métricas
sao equivalentes por uma diferenca de um fator conforme. A diferenca entre as duas
abordagens se deve ao procedimento esquemético adotado pelos autores para obtencao
da geometria efetiva. Enquanto as estruturas de Boillat-Birula levam em conta a apro-
ximacao eikonal, a geometria Novelo é derivada considerando a teoria de Hadamard, que
fornece coeficientes distintos quando comparados com as métricas de Boillat-Birula. Con-
tudo, essas métricas efetivas podem ser conectadas através de um fator conforme, que
pode desaparecer em alguns casos especiais[27].

Para concluir este capitulo, gostariamos de enfatizar que a nossa abordagem ¢é equiva-
lente aos quadros Boillat-Birula. Porém, diferentemente desses trabalhos, aqui explora-
mos a estrutura de calibre do sistema para obter as frequéncias da onda eletromagnética

nao-linear[28].
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Capitulo 3

A Radiacao de Corpo Negro em
Teorias Eletrodinamicas Nao
Lineares

O objetivo neste capitulo é utilizar as técnicas da mecanica estatistica para deri-
var o espectro de frequéncia e as quantidades termodinamicas de um géas de fétons no
ambito da eletrodinamica nao-linear. O objeto fundamental para esta andlise é a funcao
de particao Z. Nesta abordagem, serao consideradas temperaturas abaixo da massa de
repouso do elétron m,, ou seja, kT < m.c?, o que nos permitird usar o formalismo
de teoria de campos efetiva para o calculo da energia livre de um gés de fétons no pre-
sente cenario. De fato, no regime de temperaturas bem abaixo da massa de repouso do
elétron, a concentracao elétron-positron é exponencialmente pequena, ou seja, propor-
cional a exp(—m.c®/kgT), e as contribuicoes para as propriedades termodindmicas da
radiagdo do corpo negro vém principalmente do setor de gauge [29, 30]. Além disso, a
funcao de particao serd formulada no potencial grande canonico, onde assumiremos que o
potencial quimico do gas de fétons é nulo. Na derivagao da fungao partigao serd utilizada
a estatistica de Bose-Einstein [31, 32]. O capitulo presente se baseia no artigo [20] j&

publicado.
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3.1 A Funcao de Particao e a Densidade de Energia
Espectral

Como afirmado acima, precisamos encontrar a funcao de particao para derivar a
radiacao do corpo negro e as grandezas termodinamicas em equilibrio térmico. Para isso,

observa-se que o nimero de estados disponiveis N para um determinado sistema é dado

N = /dx/%. (3.1)

Em coordenadas esféricas, a relacao acima pode ser escrita como

N = #/d&) /OOO dkk?, (3.2)

onde V' é o volume do reservatorio e df2 é o elemento de angulo sélido.

por:

Para encontrar o niimero de estados N para os quais a frequéncia do foton esta entre
v e v+ dv, é necessario transformar a integral k acima para o espaco de frequéncias w.
Para que isso seja possivel, tem-se que levar em conta as respectivas velocidades de fase
v, = w,/|k| nas Eq.(2.42) e Eq.(2.43) e de grupo v, na Eq.(2.46) derivadas na capitulo
anterior.

Contudo, no caso geral, a integral é de dificil resolucao. Para contornar este problema,

consideramos a aproximacao de campo fraco, que é obtida impondo as seguintes condigoes:
. 2

e > dy (k x B) (3.3)
. 2

c1 > —dg (k . B) s (34)

onde estes coeficientes foram definidos pelas condigoes na equacao Eq.(2.10), e que de-
pendem apenas dos campos de fundo.

Esta condicao significa que nosso formalismo ficard restrito a situagoes em que haja
pequenos desvios da teoria de Maxwell. Neste regime, as velocidades de fase e grupo para

cada modo de excitacdo sao iguais e dados, respectivamente, por[22]

d N 2
o) = o) = ¢ {1 _ 2_1 <k X B) } , (3.5)

C1
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N 2
@ @ dl (k X ”)
=@ =cllo— 72 | 3.6
Up Ug ¢ 2 (Cl + dQBQ) ( )

Substituindo, entdo, k? pelas relagoes de dispersdo (2.40) e (2.41), na aproximacio de

campo fraco, obtemos

21 dv
dkis = —— 3.7
e (37)

para cada modo, onde A; 2 sao definidos como

d
Al = 1- 2—611325?:7129, (38)
B2 02
Ay = 1_d2—szn9 (3.9)

2 (61 + dsz) ’

O numero de estados disponiveis N ¢, portanto lido como
N=N +Ny=— [ dQ dvv*AN (B, 0), (3.10)
¢ 0

onde AA (B, 0) é dado por

(11N .,
AAN(B,0) = (A:{’ + Ag) ~ 2+ esind, (3.11)
€
_ 3d,B? (d2/dy)
—2—[ T (doje) B2 (312)

Observe que AA (B, #) depende da magnitude do campo magnético de fundo B e do
angulo 0 entre o vetor de onda k e o campo magnético B. No caso especial em que
a propagacao do féton é perpendicular ao campo magnético, o fator AQ (B) depende
apenas da magnitude do campo magnético. Além disso, sempre que B — 0, AA =2, e
o numero de estados disponiveis de um gas féton na teoria de Maxwell sao recuperados.
Observamos também que quando a propagacao do féton é paralela ao campo magnético

de fundo (f = 0), AA = 2, e o féton se propaga na velocidade da luz.
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Tendo caracterizado o regime de validade do nosso formalismo, estamos agora prontos
para obter a funcao de particdo Z nesta situacao. Seguindo a metodologia padrao, o

logaritmo da funcao de particao Z ¢é lido como
V > 2 —Bhv
logZ = —— [ dQ dvv* AN (B, 6) log (1 — e 7). (3.13)
c 0

A partir da relacao (3.13), pode-se derivar o espectro de frequéncias e as grandezas
termodinamicas relacionadas.
A densidade de energia espectral u, por unidade de volume, em equilibrio térmico a

temperatura 1T', é entao dada por

w(v,T) = (87;3”2> (1+ g) (eﬁhh—”_l) (3.14)

O espectro de emissao acima nos mostra claramente que a contribuicao proveniente

da nao-linearidade esta codificada no parametro €. No limite ¢ = 0, ou seja, sempre que
B — 0, ou, equivalentemente, d; — 0 e do — 0, a energia interna a densidade u (v, T) se
reduz a distribuicao de Planck na temperatura T, como esperado. Além disso, o nimero
3 em €/3 tem origem geométrica, pois é oriundo da integracao angular do fator AA (B, 0)
in (3.13 ).

Em baixas frequéncias, a distribuicao de frequéncia (3.14) assume a forma

w(,T) = (87;3”2> (1 + g) (ksT). (3.15)

Da relagao acima, chegamos a conclusao de que a lei de Rayleigh-Jeans é modificada
devido a um campo magnético de fundo. Por outro lado, a lei de deslocamento de Wien
nao ¢ alterada neste contexto.

Integrando (3.14) sobre todas as frequéncias, a densidade de energia total obtida é
u(T) = aT*, (3.16)

com

4 (270K €
= 1+ — 1
‘T (15h3c2> ( * 3> (3.17)



sendo um coeficiente efetivo que retém as modificacoes nao lineares.
No que diz respeito a dependéncia angular, a contribuicao da densidade de energia

para cada elemento de angulo sélido é dada por

w(T,Q)dQ = (2”4“%3) T (1 + fsm29) ds). (3.18)
15h3¢3 2

Assim, a distribuicao de energia angular induz o aparecimento de um termo quadru-

polo (I =2) no espectro angular de poténcia, o que d& uma contribuigdo anisotrépica

ao espectro de frequéncia. Além disso, poderiamos ter expandido o fator (3.11) em or-

dens superiores na aproximagao binomial, o que daria contribuigoes adicionais ao espectro

angular de poténcia da ordem [ = 2n. Para conseguir isso, teriamos que impor novas res-

tricoes a magnitude do campo magnético B. Este resultado pode desempenhar um papel

importante nas anisotropias da radiacao césmica de fundo em microondas.

3.2 Radiancia e a Lei de Stefan-Boltzmann Modifi-
cada

A radiancia é definida como a energia total emitida por unidade de tempo e por
unidade de area através da superficie da cavidade. Para um gés de fétons na teoria de
Maxwell, a radiancia espectral B (v, T) emitida da superficie do corpo negro é isotrépica
e depende apenas da frequéncia v e da temperatura 1. Aqui, por outro lado, a radiancia

espectral

B(w,6,T)="2 (Ll) AA (B, 6), (3.19)

c2 6Bhl/ —

depende também do campo magnético de fundo B e do angulo 6 entre o vetor de onda k
e 0 campo magnético externo.
Em relacao a radiancia, a forma explicita pode ser encontrada resolvendo-se a seguinte

integral
2w w/2 (9]
R(T) :/ dgb/ d@sin@cos@/ B (v,0,T)dv. (3.20)
0 0 0
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A solucao desta integral fornece como resultado a lei de Stefan-Boltzmann, a qual fica

expressa como:
R(T) = 0.4;T", (3.21)

onde

€

Ocff =0 <1 + Zl) s (3.22)

é a constante efetiva de Stefan-Boltzman e o = (27°k%/15h3¢?) é a constante de Stefan-
Boltzman usual. Novamente, observamos que o fator e carrega as modificagoes nao lineares
do eletromagnetismo.

Como ¢ bem conhecido, a radiancia e a densidade de energia sao proporcionais entre
si, estando relacionadas por fatores puramente geométricos. Por outro lado, no presente
contexto, esta relacao nao é mais preservada, e parece haver uma dependéncia do modelo
nao linear especifico, como pode-se verificar avaliando as relagdes (3.17) e (3.22). Isto
acontece devido ao surgimento da dependéncia angular na radiancia espectral (3.19), o
qual altera a integral do angulo sélido da radiancia (3.20), e a conexao entre a densidade
de energia e a radiancia através de fatores geométricos é entao perdida. Especificamente,
é o aparecimento do momento quadrupolo no espectro de frequéncias induzido pela nao-

linearidade que quebra a relacao entre as quantidades mencionadas.

3.3 A Energia Livre de Helmholtz e as Variaveis Ter-
modinamicas

Agora, pretende-se investigar os efeitos de campos magnéticos intensos nas quan-
tidades termodinamicas associadas ao corpo negro. Nesse sentido, primeiro obtemos a

energia livre F' = —kgT'log Z, a saber,

STokA T €
F=— — B ) (1+4+-). 2
V< 45h3¢3 > ( i 3) (3:23)
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A partir da energia livre (3.23), a pressao p, a energia u, a entropia s e a capacidade

térmica cy a volume constante sao, respectivamente, dadas por

oF oF OFE
PEav ST Tar YT ar (324
que nos dao
@ g 4 4 3
p:§T, u=al", 5:§aT, cy = 4aT”, (3.25)

com a sendo definida na relagao (3.17).

As relagoes (3.23) e (3.25) nos mostram que um gas de fétons imerso em um meio
magnetizado leva a desvios das grandezas termodinamicas associadas, no sentido que os
parametros (3.17) e (3.12) ndo dependem da temperatura, mas carregam as informagoes
de uma eletrodinamica nao linear, pois dependem dos campos eletromagnéticos externos.
Por outro lado, inspecionando a equacao de estado que relaciona a densidade de energia
e a pressao, nota-se que a mesma reproduz o mesmo resultado que o caso de Maxwell, ou

seja, p = u/3.

3.4 Modificacoes da Radiacao de Corpo Negro de-
vido a Modelos Nao Lineares

O intuito desta sec¢ao é averiguar como a nao-linearidade do campo eletromagnético
modifica a distribuicao de frequéncias de Planck. Para isso, serao considerados trés mo-
delos eletrodinamicos distintos, a saber: a eletrodinamica de Euler-Heisenberg, a teoria

generalizada de Born-Infeld e a eletrodinamica Logaritmica.

3.4.1 A Lagrangiana Efetiva de Euler-Heisenberg

A teoria de Euler-Heisenberg é uma teoria efetiva que descreve os efeitos da po-
larizacao do vacuo da eletrodinamica quantica advindos de correcoes radiativas em pri-

meira ordem [33, 34]. Essas corre¢oes tornam-se relevantes acima do campo critico &,
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o chamado limite de Schwinger, onde a produgao de pares elétron-pdsitron nao pode ser
negligenciada.

A densidade lagrangiana do modelo de Euler-Heisenberg é dada por:

o0 2 R h V _F ]
,CEH:./—‘.—L/ @ e (68)2g €os (63 +Zg> —1—2(63)2}"—1 s
82 s Zcosh (esv/—F +iG) 3
(3.26)

onde R e Z estao relacionados as partes real e imaginaria, respectivamente.

No limite de campo fraco, a densidade lagrangiana acima reduz-se a [35, 36|

Lon = F+ 20 (4F* +7G7) (3.27)
BH= 45micd ’ '

e
onde o = €2 /he, obtida inicialmente por Euler-Kockel, conforme [33] .

O limite de campo fraco da eletrodinamica de Euler-Heisenberg é justificado se o
parametro de expansao adimensional 4wah3|F|?/ (mict) é muito menor que a unidade
[22]. Este é o caso, por exemplo, de campos magnéticos fortes em estrelas de néutrons,
os quais podem possuir uma intensidade de 102 Gauss [37].

Conforme nosso formalismo desenvolvido anteriormente, a relacao de dispersao na

presenga de um campo magnético de fundo uniforme assume a forma [24]

8a’h? [ 2

W1 (k) = ck |:]_ — 45T§05 <k X B) :| s (328)
14023 /4 2

Wa (k) = ck |:1 — W <k X B) :| . (329)

Aqui, o fator AA é dado por

22020 _, .,
AN = 2 —+ 1573053 sin 97 (330)
enquanto o sigma efetivo obtido é
1a?m®
Oeff = (1 + 30m305B ) ag. (331)
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3.4.2 Eletrodinamica de Born-Infeld

A principal motivacao de Born e Infeld para propor sua teoria foi garantir a finitude
da autoenergia do campo elétrico [38]. Recentemente, tem havido um interesse renovado
na teoria de Born-Infeld no contexto da teoria das cordas, modelos de gravidade quéntica
e teorias com monopolos magnéticos [6, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45].

A densidade lagrangiana de Born-Infeld é dada por[46, 47]

F g2 p
Lpr(F,G) =0 {1 - (1 - 25— b—4) : (3.32)
onde b é um parametro de escala e p é um numero real 0 < p < 1. A eletrodinamica
padrao de Born-Infeld é recuperada quando p = 1/2.
Seguindo o procedimento descrito na Secao 2.4, a relacao de dispersao assume a se-

guinte forma[24]

kxB)
wy (k) = ck\l—2(1—p)%, (3.33)
kxB)
wy (k) = ck\l—%. (3.34)

O caso particular para o qual p = 1/2, tem-se que as frequéncias w; e ws reduzem, no

limite do campo fraco (b > B), a:

B2
w(k) = ck 1—b—28in26. (3.35)

As frequéncias acima sao sempre reais. O fator AA assume a forma

2

B?
AN~ 2+ 3b—2$m29. (3.36)

O sigma efetivo, por sua vez, é dado por

3B?
Ocff = (1 + W) g. (337)
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3.4.3 Eletrodindmica Logaritmica

Outro modelo que pretendemos explorar é o da eletrodinamica logaritmica [48],

onde a densidade lagrangiana é dada por

L (F,G) = —f%n [1 — L (3.38)

Vale salientar que o eletromagnetismo de Maxwell é recuperado no limite § — oo. Vale
salientar que existem outras propostas de eletrodinamica logaritmica, como em [49]

A relagao de dispersao para cada modo produz [24]

N 2
_ - 2 (k X B)
wy (k) ck\|1 DE B (3.39)
(kxB)’
X

Para garantir que a densidade de energia seja positiva definida, a condicdo B < v/23
deve ser satisfeita [24]. No limite de campo fraco (5 > B), ambas as frequéncias sao
reduzidas para (3.35), o que fornece os mesmos modos de frequéncia que a teoria de Born-
Infeld. Assim como a teoria de Born-Infeld, a eletrodinamica logaritmica nao apresenta
birrefringéncia no regime mencionado. Além disso, AA e o.5; s@o dados pelas relacoes

(3.36) e (3.37), respectivamente.

3.4.4 Propagacao de Onda Eletromagnética Perpendicular ao
Campo Magnético de Fundo

A seguir, levaremos em consideracao o caso especial em que as ondas eletro-
magnéticas propagam-se perpendicularmente ao campo magnético. Nesta configuracgao,

temos 6 = 7/2, e os coeficientes A; 5 nas relagoes (3.8) e (3.9) reduzem-se a

A = @ll—ﬂBz, (3.41)
C1

dy B?
Ay = l— ———. 3.42
2 \/ c1 + d2B2 ( )
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Como consequéncia, o fator AA depende apenas da magnitude do campo magnético
de fundo B e assume a forma

dl —3/2 dQB2 —3/2
AAN(B)=(1—- —B? 1 - —= . 4
(B) ( 1 ) * c1 + do B? (3.43)

Com as suposicoes acima mencionadas, a dependéncia angular do espectro de emissao

é ausente. Nesse caso, a distribuicao espectral de densidade de energia fica:

(3.44)

UO@T>::(4WV%3A(B))( h

c3 ebhv — 1)’

Em um laboratoério, é viavel organizar o sistema fisico de tal forma que se tenha
uma onda eletromagnética propagando-se perpendicularmente a um campo magnético
externo uniforme. Por outro lado, no que diz respeito as observagoes astronomicas, onde
a luminosidade proveniente de objetos compactos pode ser medida, por exemplo, esta
condicao é muito restritiva.

Chamamos também a atencao para o fato de que no regime de campos muito além
do limite de Schwinger, o que na teoria de Born-Infeld é dada pela condicao B > b e
por B > [ na eletrodinamica logaritmica, as frequéncias nao dependem da magnitude
do campo magnético externo, sendo uma fungao apenas da varidvel angular 0 [24]. Neste

regime, o nosso formalismo nao pode ser aplicado.
Teoria de Born-Infeld

Vamos entao calcular o fator AA para a teoria de Born-Infeld nas condigoes acima

mencionadas. Levando em consideracao o lagrangiano (3.32), ambas as frequéncias para

/ B2

(B2 + b2)3/2
b3 )

p =1/2 sao lidas como

O que nos fornece

AA =2 (3.46)
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Em relacao ao fator AA, se assumirmos, em unidades de A = ¢ = kg = 1, uma
intensidade de campo magnético B = 3MeV? e b = 3MeV?, obtém-se AA ~ 5,65. O
numero de estados acessiveis, por outro lado, permite AA/2 & 2.82 mais f6tons para cada

modo de frequéncia.
Eletrodinamica Logaritmica

A eletrodinamica logaritmica é induzida por correcoes radiativas no regime de cam-
pos variando lentamente no espaco, e que aumenta de forma logaritmica com as intensi-
dades do campo mesmo no regime de intensidades de campo fortes. Como consequéncia,
o lagrangiano logaritmico ¢ valido para valores de campos elétricos e magnéticos mais
fortes que o valor critico.

Realizando o célculo das frequéncias para cada modo, obtemos [24]

2B?
B2

A partir das frequéncias acima, fica claro que a eletrodinamica de Born-Infeld e a
eletrodinamica logaritmica diferem no regime de campos fortes. Na eletrodinamica lo-
garitmica ocorre o aparecimento da birrefringéncia, fenomeno ausente na teoria de Born-

Infeld.

A seguir, seguindo o mesmo procedimento anterior, o fator AA assume a forma

B 282 — B? —3/2 32 —=3/2

Considerando entdo um campo magnético B = 3MeV? e B = 3MeV?2. Esses valores
nos fornecem um fator AA ~ 8.

Gostarfamos de destacar que para campos magnéticos B com intensidade superior
a /20, havera o surgimento de termos imagindrios nos modos de frequéncia. Neste
limite, as ondas eletromagnéticas serao atenuadas e nao contribuirao para o processo de

termalizagao.
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Antes de concluir esta secao, gostariamos também de salientar que os cédlculos das
frequéncias na eletrodinamica de Euler-Heisenberg no regime de campo magnético forte
sao mais complicados, pois envolvem a agao efetiva ndao perturbativa completa (3.26) e

nao serao considerados aqui.

3.5 Consideracoes Adicionais

Vamos agora discutir algumas consequéncias adicionais da nao linearidade no ele-
tromagnetismo na termodinamica da radiacao do corpo negro. Nas secoes anteriores,
mostramos que o parametro que carrega informacoes sobre a nao linearidade do campo
magnético, AA, é sempre maior que 2 nos modelos analisados, levando a uma modificacao
no valor da constante de Stefan-Boltzmann (3.22). Como consequéncia, a densidade de
energia do gas féton (3.16), por exemplo, terd mais energia armazenada do que na ele-
trodinamica de Maxwell. Fisicamente, a propagacao do féton no campo magnético de
fundo leva a uma transferéncia de energia para o gas féton, aumentando, desta forma,
a sua energia. Analogamente, as densidades de pressao, entropia e capacidade térmica
associadas ao gas ideal do féton nas equagoes (3.25) também aumentarao.

No que diz respeito aos desvios de densidade espectral devido a nao linearidade, plo-
tamos, na Fig. 3.1, o espectro de frequéncias proveniente da teoria de Maxwell e da
eletrodinamica de Born-Infeld e logaritmica quando a propagacao do féton é perpendicu-
lar ao fundo magnético campo. O grafico mostra que, para uma determinada temperatura,
os modelos nao lineares apresentam um aumento na curva de corpo negro em comparagao
a distribuicao padrao de Planck. Este fato pode ser entendido avaliando a densidade de

estados ¢ (v, B), que é dada por

4Ar?

g(v,B) = AA(B). (3.50)

3
Segundo a relacao (3.50), as nao linearidades do campo magnético levam a mais estados

acessiveis para o gas de fétons e provocam um aumento no nimero de fétons para cada

frequéncia.
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Figura 3.1: Grafico da distribuicao da densidade espectral de energia dos
modelos avaliados para 7' = 0, 5keV quando a propagacao dos fétons é per-
pendicular ao campo magnético externo. Aqui, adotamosc=h=kg =1. A
conversao de Tesla T para o sistema natural ¢ 17 = 6,8 x 1071°GeV2. Além
disso, em cada modelo, consideramos uma intensidade de campo magnético
de fundo B = 3MeV?. Para eletrodinamica de Born-Infeld e logaritmica,
definimos 8 = 3MeV? e b = 3MeV?. A linha azul corresponde ao espec-
tro de Planck, enquanto o laranja e o verde tracejado estdao associados a
Born-Infeld e a eletrodinamica logaritmica, respectivamente. Segundo a lei
de Wien, v, =~ 0.45T, e o pico esta localizado em v,,,, ~ 225eV .

3.6 Conclusao Parcial

Para concluir esta se¢ao, observamos que todos os modelos em consideragao se reduzem

a uma forma semelhante na aproximacao de campo fraco, ou seja, todos os modelos tém

correcoes ao termo usual de Maxwell F que sao proporcionais a F2 e G2. Isto garante que

~ 2 R 2
as restrigoes ¢; > d; (k X B) ecy > —ds <k . B) sejam satisfeitas.

Neste capitulo, investigamos as consequéncias das ondas eletromagnéticas que se pro-

pagam em um meio magnetizado. Especificamente, derivamos as leis de radiacao do

corpo negro nessa situagao, como a distribuicao espectral e a lei de Stefan-Boltzmann.
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Particularmente, incluimos a dependéncia angular no espectro de frequéncia, o que nos
mostrou o surgimento de um termo quadrupolo no regime de campos fracos. A férmula
de Rayleigh-Jeans também foi contemplada. Além disso, mostramos que a conexao entre
a densidade de energia e a radiancia por fatores geométricos é perdida na aproximagao de
campo fraco, enquanto € restaurada na forte. A energia livre modificada levou a pequenos
desvios nas quantidades termodinamicas. Noés também estudamos a energia livre, bem
como as densidades de energia, pressao, entropia e capacidade térmica. Como aplicacao,
consideramos trés eletrodinamicas nao lineares distintas, a saber, a eletrodinamica de
Euler-Heisenberg, a eletrodinamica generalizada de Born-Infeld e a logaritmica. O regime
de campo forte também foi sondado no caso particular quando a propagacao da onda é
perpendicular ao campo magnético de fundo. Gostariamos de observar que nossa aborda-
gem pode ser usada com qualquer modelo eletrodinamico nao linear dentro da validade

de nossas suposigoes.

33



Capitulo 4

A Propagacao Nao Linear de Ondas
Eletromagnéticas em Dimensoes
Espaciais Extras

4.1 Introducao

Nas ultimas décadas, houve um surgimento de modelos fisicos envolvendo espacos-
tempos com dimensdes extras para resolver problemas abertos na fisica moderna[50, 51,
52]. Essas teorias incluem cendrios envolvendo a unificagao das interagoes fundamentais,
como as teorias de Kaluza-Klein[53] e supercordas[54, 55]. A dimensionalidade também
desempenha um papel importante em outras areas da fisica, como formulacao de integrais
de caminho[56, 57], operadores de espago de fase e momento[58|, defeitos topolégicos [59],
entre outros[60, 61, 62, 63].

A introducao de dimensoes extras na estrutura do espago-tempo tem o potencial de
modificar as leis fundamentais como as conhecemos[64, 65, 66]. Nesse sentido, seria de se
esperar pequenos desvios dos resultados bem conhecidos e estabelecidos na fisica. Teo-
rias como Kaluza-Klein e teorias de cordas propoem dimensoes extras compactadas, que
podem induzir desvios dos resultados padrao em altas energias. Por outro lado, grandes
dimensoes infinitamente extras, embora uma situacao nao fisica, podem ser muito tteis,

da perspectiva tedrica, para obter uma visao sobre as leis fisicas fundamentais[66].
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O propédsito do presente capitulo, baseado no artigo jé publicado [67] é duplo. Pri-
meiro, estudamos a propagacao de ondas em dimensoes espaciais infinitamente grandes
arbitrarias da perspectiva de teorias nao lineares. Nesse sentido, serao consideradas te-
orias que dependem exclusivamente do invariante F. Segundo, serao contempladas ca-
racteristicas relacionadas a radiacao do corpo negro na presenca de um campo elétrico
externo e as consequeéencias para as quantidades termodinamicas neste contexto.

O restante deste artigo é organizado da seguinte forma. Na Sec. (4.2) revisamos as
principais caracteristicas das teorias eletrodinamicas nao lineares invariantes de gauge e
Poincaré em grandes dimensoes extras espaciais, enquanto a propagacao de ondas em
campos eletromagnéticos de fundo é derivada na Segao (5.2). Aspectos relacionados a
densidade espectral do corpo negro, lei de Stefan-Boltzmann generalizada, regime de
comprimento de onda longo e lei de Wien sao discutidos nas Segoes (4.3.1), (4.3.2) e
(4.3.3), respectivamente. As implicagoes nas quantidades termodindmicas, como energia,
pressdo, entropia e densidades de calor especificas, sdo contempladas na Secao (4.4).
Nossas observagoes e conclusoes finais podem ser encontradas nas Segoes (4.5) e (4.6).

A seguir, trabalharemos em unidades gaussianas. Em nossas convengoes, a assinatura

da métrica de Minkowski é (+, —, —, —).

4.2 A Propagacao de Ondas Nao Lineares em Di-
mensoes Espaciais Extras

Nesta se¢ao, derivaremos a propagacao de ondas nao lineares em espacgos-tempos com
dimensoes espaciais infinitamente grandes adicionais. Tal descricao pode ser alcangada
quando se considera a propagacao de ondas em um campo eletromagnético externo como
uma perturbacao de campo fraco propagando-se em torno de um campo cléssico de fundo.

Para comecar, consideramos a classe geral de lagrangianas de densidade no espago-

tempo de Minkowski (d + 1)—dimensional M+ ou seja, d—dimensoes espaciais e di-
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mensao unica, que é dada por

L=L(F), (4.1)
onde
1
F o= — Fuk", (4.2)

¢ uma forma bilinear invariante, F,, (= 0,4, — 0,A,) ¢é a intensidade do campo eletro-
magnético e A" é o campo de calibre associado. Em M9*! o campo de gauge A* tem
(d+1)—componentes. Em relagao as dimensoes do espago-tempo, é bem conhecido que nao
h& campos magnéticos em d = 1, o que impede a existéncia de ondas eletromagnéticas[65].
Portanto, estamos restritos a considerar dimensoes espaciais d > 1 para ter propagacao
de onda. Gostarfamos também de enfatizar o fato de que o tensor dual F**, que estd
relacionado ao simbolo de Levi-Civita, nao sera considerado aqui porque depende da di-
mensao do espago-tempo. Como nosso formalismo pretende incorporar um resultado geral
para dimensoes arbitrarias do espaco-tempo, o dual do tensor de Maxwell F'* sera entao
negligenciado.

As equactes de campo correspondentes para o sistema podem ser obtidas por meio

das equagoes de Fuler-Lagrange, a saber,

o (57 ) = (13)

A descricao completa do sistema nao linear também inclui a identidade de Bianchi,
Oalyy + 0, F o + 0, Fy,, = 0. (4.4)

Em seguida, adotando o procedimento de linearizacao, o campo eletromagnético F'*

pode ser dividido em um campo de fundo F%” mais uma onda de propagagao f** como

FH = I pu, (4.5)
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Introduzindo a relagao (4.5) na Eq. (4.3), e assumindo que o campo de fundo satisfaz

as equagoes de Euler-Lagrange, encontra-se

By (V7 fo5) =0, (4.6)
onde
9L
el — __— =~ | 4.
0F,,0F 5|5 (4.7)

Observamos que o tensor 2% é simétrico em relacdo a troca dos pares de indices pv
e afl, e antissimétrico em relacao a troca de indices dentro de cada par.
Se preferir, é possivel trabalhar no nivel da lagrangiana de densidade linearizada, que
) )

assume a forma

L= S fu. (4.8)

A partir da densidade lagrangiana (4.1), as equagoes de campo associadas ao campo

de onda f,, sao

1

cld,f“” — §ngaﬁayfaﬁ - 07 (49)

onde
MHeB = g e pes, (4.10)

e
oL 9L

= = d = — . 4.11
C1 8F EVB; 1 8.72 BB ( )

O tensor M**# tem o mesmo conjunto de simetrias que Q5. Além disso, os coefi-
cientes c; e d; sao todos avaliados nos campos externos e carregam a nao linearidade do

campo eletromagnético.
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Considerando o regime de campos eletromagnéticos de fundo de variacao lenta, Eq.

(4.6) no espaco de Fourier, ou seja, usando o ansatz de ondas planas a* ~ a*e’*® assume

a seguinte forma:
QM Pk, fop = 0, (4.12)

onde k* é o vetor de quatro ondas associado a direcao da onda plana.

Por causa da identidade de Bianchi, o campo de onda f*” pode ser escrito como
fuw = Oua, — 0yay, (4.13)

onde a* é o campo de gauge.

Inserindo (4.13) em (4.12), imediatamente encontramos
QPk, kgan = 0, (4.14)
onde
el = ¢ (nuanv,ﬁ _ nuﬁnua) _ Mgua@ (4.15)

Para simplificar, negligenciamos o simbolo til em a.
O tensor acima contém uma parte isotrépica mais uma contribuicao anisotrépica
M ]‘3“’0‘5 , que esta relacionada ao comportamento nao linear do campo eletromagnético

em M4t

4.2.1 Relagoes de Dispersao na Presenca de Campos Eletro-
magnéticos Externos

Vamos comecar nossas consideracoes derivando os modos de onda para o campo ele-

tromagnético. Para esse propdsito, é preciso resolver o sistema de equagoes lineares
At%, =0, (4.16)
onde
Abe = QPP kg, (4.17)
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e €, = a,/Vva? é o vetor de polariza¢do normalizado. O a* = a,a* é 0o médulo quadrdtico
do campo de gauge a* associado ao campo de onda f*. O quadri-vetor ¢, denota os
estados de polarizacao da onda eletromagnética.

De acordo com a relagao (4.15), temos
Ar = oy ('K — KPEY) — MM Pk, kg (4.18)

Como a teoria em consideracao é invariante de gauge, precisamos consertar o gauge.
Por conveniéncia, adotamos o gauge temporal a®° = 0, que divide o sistema de equacoes

lineares em

A% =0, (4.19)
e o sistema reduzido

A¢; = 0. (4.20)

Uma solucao nao trivial do sistema de equacoes lineares acima pode ser encontrada se

encontrarmos o determinante de desaparecimento de A%, ou seja,
det (A7) = 0. (4.21)

E importante notar que a abordagem desenvolvida aqui ¢ valida para espacgos-tempos
planos em (d + 1)—dimensées, ou seja, para grandes dimensoes infinitamente extras.

Na préxima secao, as frequéncias de onda correspondentes para campos eletromagnéticos
uniformes de fundo serao derivadas. Para simplificar nossa tarefa, os campos magnéticos

e elétricos uniformes externos serao avaliados separadamente.
O Caso do Campo Puramente Magnético

O primeiro caso a ser considerado é para um campo magnético uniforme de fundo puro,
ou seja, Fi; # 0. Neste caso, o campo elétrico Fy; = E; é zero, e assumindo k* = (w/c, k),

a Eq. (4.19) se torna
k-e=0, (4.22)
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que se reduz ao calibre de Coulomb em M9+, Portanto, a onda eletromagnética possui
(d — 1)—graus de liberdade. Observe que o calibre temporal e o calibre de Coulomb
formam o calibre de radiacao generalizado em grandes dimensoes extras.
Com relagao a Eq. (4.20), é preciso tomar o setor espacial puro do operador (4.18),
ou seja, o termo A%, que nos d4 a seguinte forma:
wr dy
Aij = (g -k ) 0ij + C—lFilekkzk?k- (4.23)
Entao, calculando o determinante de A¥, a solucao nao trivial nos fornece as seguintes

frequéncias angulares de onda:

w (k) = ck\/1—%(<?./%)2, (4.24)
wy (k) = ck, (4.25)
wg—o (k) = ck, (4.26)

onde definimos (? -k); = Fik;j.

Da rela¢do acima, encontramos (d — 1) frequéncias de ondas angulares, que estao
relacionadas aos modos de propagacao fisica. Além disso, a influéncia do campo magnético
externo altera apenas um dos modos de frequéncia angular, levando ao aparecimento
da birrefringéncia em grandes dimensoes extras. Também observamos que d; — 0, ou,
equivalentemente, sempre que Fj; — 0, a frequéncia w; reduz para w; (k) = ck. Para
garantir que w; seja real e positivo-definido, a condi¢ao ¢; > dl(? . l%)2 deve ser satisfeita.

Um caso interessante é quando d = 3, e o campo magnético assume a seguinte forma
F;; = —¢€;ji By, no espaco euclidiano, onde By ¢ o campo magnético em trés dimensoes
espaciais e €;;, ¢ a parte espacial do simbolo de Levi-Civita, que produz as frequéncias

angulares de onda correspondentes associadas aos dois estados de polarizagao:

wi (k) = ck:\/l _ Dk xBy (4.27)

&1

wy (k) = ck, (4.28)
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de acordo com os resultados anteriores[22, 68, 20].
A velocidade de grupo v,y(;) = Ow/0k; relacionada ao conjunto de frequéncias, por sua

vez, ¢ dada por

]A’Ci - (dl/cl) <<? ) if) ,Fji

i (k) = ¢ : , (4.29)
\/1—%(?-@

v (k) = ck, (4.30)

v (k) = ck. (4.31)

Os vetores de velocidade de grupo tém componentes nas direcoes de ke do campo

magnético externo Fj;, que, em d = 3, assume a seguinte forma[22, 68, 20]

[clﬁ — B x (12 x B)]
viD = ¢ , (4.32)

9 R 2
cl\/l—%<ka>

v (k) = k. (4.33)

Além disso, na auséncia do campo magnético externo, ou seja, sempre que F;; — 0,
entao vgl) = ck.

Para concluir, gostariamos de enfatizar que a natureza do campo magnético depende
da dimensao do espago-tempo. No caso (3 + 1)—, o campo magnético é um vetor. Por
outro lado, em outras dimensoes, Fj; nao forma mais um vetor. Este aspecto é uma
consequencia direta da antissimetria do tensor de tensao F*. O campo elétrico Fy;
tem d—componentes, que ¢ um campo vetorial para qualquer dimensao do espaco-tempo,

enquanto o Fj; tem d(d — 1)/2 componentes e forma um vetor apenas em d = 3.
O Caso do Campo Elétrico de Fundo

Agora, para o caso de um campo elétrico uniforme de fundo puro E, a Eq. (4.19)

produz

koee - D k. B)E. ), (4.34)

8]
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enquanto o sistema reduzido de equagoes lineares Eq. (4.20) assume a forma

2 d d 2
K“’— - k2> 5;; — — (k- E)k,E; + C—i%EEJ] e = 0.

c? 1

(4.35)

Um célculo explicito do determinante do operador A% nos dd o seguinte frequéncias:

d (E2 (k- E)?)

wy (k) = ck\|1— P o : (4.36)
wy (k) = ck, (4.37)
we_o (k) = ck. (4.38)

Como no caso do campo puramente magnético, o fenomeno da birrefringéncia aparece
aqui. Além disso, existem (d — 1)—modos de propagagao de onda. A frequéncia (4.36) é
real e definida positiva se a condicao ¢; + d; (f{ -E)? > 0 for satisfeita. No caso particular
d = 3, a relacao de dispersao reduz-se a dois modos de frequéncia, que sao dados por

dl(ﬁ X E)2
k) = ck\|]1 - —— 4.

wy (k) = ck, (4.40)

que, novamente, produz o mesmo resultado que trabalhos anteriores[22].
A frequéncia de onda (4.36) também pode ser escrita em termos do angulo 6,5 entre

o vetor de onda k e o campo elétrico uniforme externo E, que assume a forma

d\E?
w1 (k) = Ck\/]_ — mSlTLQQd_Q. (441)

A velocidade de grupo para as frequéncias (4.36) e (4.38) sao, respectivamente, dadas
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por

(k) =
Ug ¢ - 5 )
di(E2—(k-E
(c1 + diE2) \/1 - —l(cﬁd(lEz) )
(4.42)
v (k) = ck, (4.43)
v (k) = ck. (4.44)

A velocidade de grupo Uél) tem componentes na diregao de k e E;. Na auséncia de um

campo elétrico de fundo, a velocidade do grupo relacionada ao modo w;(k) reduz para

= ck.

4.3 A Radiacao do Corpo Negro em Dimensoes Ex-
tras

Agora gostariamos de entender os efeitos do campo eletromagnético nao linear em
dimensoes extras no gas de fétons em equilibrio térmico. Para fazer isso, primeiro con-
sideramos ondas eletromagnéticas nao lineares presas em uma caixa de volume V' em
d— espaco dimensional em equilibrio térmico na temperatura T com o invélucro. A es-
tatistica de spin é considerada vélida em dimensdes superiores[69]. Além disso, cada
foton de massa de repouso zero tem d — 1 graus de liberdade. Além disso, como o campo
magnético depende da dimensao especifica do espago-tempo, consideraremos apenas um
campo elétrico uniforme externo.

O numero de estados acessiveis em dimensoes arbitrarias é dado por

Vi [
Ve o / d'k, (4.45)

onde V; é o volume do reservatério na d—hiperesfera e df2; 1 é o elemento de angulo

solido.
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Para avaliar o elemento infinitesimal d%k, empregaremos as coordenadas hiperesféricas,
que nos dao d?k = dQq_1dkk?'. O angulo sélido diferencial dQ4_;, por sua vez, assume

a forma

d—1

Qg1 = | [ dbnsin0,. (4.46)
n=1

Um ponto na hiperesfera pode ser especificado por (d —1)—angulos (01, 0s, ..., 042, @),
onde {0 }r—1

_____ d—2 € [0, 7] sdo os angulos polares e ¢ € [0,27] é o angulo azimutal.

Para obter a distribuicao de frequéncia espectral, é preciso transformar o elemento
infinitesimal no espaco de fase para a frequeéncia v, que envolve tanto a fase v, quanto as
velocidades de grupo vy, como de costume. Por outro lado, a partir das relacoes (4.39)
e (4.42), nota-se prontamente que o integrando obtido é muito dificil de resolver. Para
simplificar nossa tarefa, consideramos entao a aproximacao de campo fraco para angulos
arbitrarios, que é satisfeita pela condicao c¢; + dl(l; -E)? > 0. Sob essa suposi¢io, as
velocidades do médulo de grupo e de fase sao iguais e dadas por

d1E2S’in20d_2> (4 47>

vy=v,~c|l— —m————
g P ( 2(61 + d1 EQ)
Portanto, levando em consideracao as velocidades de grupo e fase no regime de campo

fraco, podemos escrever o nimero de estados disponiveis N como

N = % / dQq_, / h dvv™ AN (E, 0, 5), (4.48)
0
onde
AN (E,05 ) ~ (d— 1) + esin*0q_o, (4.49)
(&
o 3P (4.50)

2(cy + dy E?)’
O fator AA depende da intensidade do campo elétrico uniforme de fundo, que é co-

dificado no parametro €, e do angulo #;_» entre o vetor de onda k e o campo elétrico

E.
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Em relacao a funcao de particao Z, seguindo o procedimento padrao da mecanica
estatistica para a distribuicao de particulas bosonicas com potencial quimico igual a zero,

temos

V o0
logZ = —C—s /de_l/ dvv® ' AAlog (1 — e_ﬂh”),
0

(4.51)

onde f = 1/kgT, h é a constante de Planck e kg é a constante de Boltzmann.
Agora que temos a funcao logaritmica da funcao de particao, podemos obter as quanti-
dades termodinamicas correspondentes associadas ao gas de fétons, bem como a densidade

de energia espectral e a lei de Stefan-Boltzmann no cenario atual.

4.3.1 A Distribuicao de Radiancia Espectral

A partir da funcao de partigao (4.51), é simples obter a densidade de energia espectral

u, por unidade de volume, em equilibrio térmico na temperatura 7', que é dada por

(v, T) = (g)d (Fd(;/;)) <eﬁfy”i 1) 1+5]. (4.52)

Uma répida olhada na densidade de energia (4.52) nos mostra claramente que as

contribuicoes das nao linearidades sao codificadas no parametro e. No limite € = 0, ou seja,
sempre que o médulo do campo elétrico £ — 0, ou, equivalentemente, o parametro d; — 0,
a densidade de energia interna u (v,T) se reduz a distribuicdo de Planck em grandes
dimensdes extras[65]. A férmula de Planck é recuperada quando d = 3 e € = 0, como
esperado. Além disso, a dependéncia dimensional d em €/d tem uma origem geométrica,
pois chega da integragdo angular do fator AA (E, 6, 5) em (4.51). Na Fig. 4.1, plotamos
a densidade de energia espectral normalizada para d = 2,3,4 e d = 5. Observe que a
frequéncia na qual a distribuicao atinge o méaximo depende da dimensionalidade. Esse

recurso, conhecido como lei de Wien, sera discutido na proxima secao.
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Figura 4.1: Grafico da distribuicao normalizada da densidade de energia
espectral para d = 2 (linha azul), d = 3 (linha vermelha), d = 4 (linha
verde) e d =5 (linha laranja). Além disso, assumimos uma temperatura de
T = 0.5keV e e = 0.01. Aqui, adotamos ¢ = h = kg = 1.

Vamos agora considerar uma dimensao especifica e negligenciar por um momento o
papel da dimensionalidade para ver de que forma a nao linearidade afeta a distribuigao
de frequéncia. Nesse caso, levando em consideragao a dimensao (3 + 1)—, comparamos a

distribuigao de Planck com nosso modelo, assumindo € = 0,01 (veja a figura 4.2).

08l
06l

04f

Spectral Energy Density, u(v,T)

0.0l

L 1 1 1 L L L L
200 400 600 800

o

Frequency, v

Figura 4.2: Grafico da distribuicao de densidade de energia espectral nor-
malizada para a distribuicdo de Planck (linha azul) e para o caso em que

¢ = 0.001 (linha vermelha). Além disso, assumimos uma temperatura de
T =0,5keV.
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Figura 4.3: Grafico da distribuicao de densidade de energia espectral nor-
malizada para a distribuigdo de Planck (linha vermelha) e para o caso em
que € = 0.001 (linha azul). Além disso, assumimos uma temperatura de
T = 0.5keV.

Da Fig. 4.2, nota-se prontamente que ambas as curvas estao muito proximas uma
da outra na escala em consideracao. Portanto, realizando um zoom préximo ao pico da
curva (ver Figura 4.3), é possivel ver um aumento na intensidade da distribui¢do para o
caso nao linear. Ressaltamos o fato de que a nao linearidade eletromagnética nao altera o
ponto em que a distribuicao de frequéncia atinge um méaximo[20]. A pequena diferenga na
intensidade pode ser entendida analisando a densidade de estados. Neste caso, a densidade
generalizada de estados g (v) assume a seguinte forma:

g(W)=2(d—1) (g)d% [1+§] (4.53)

A densidade generalizada de estados (4.53) leva a estados mais acessiveis, que au-
mentam o numero de fotons para cada modo. Observe que esse comportamento depende
tanto da nao linearidade quanto da dimensionalidade. Em outras palavras, os efeitos nao
lineares do campo eletromagnético induzem estados mais acessiveis em maiores dimensoes

espaciais.
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Em seguida, integrando (4.52) sobre todas as frequéncias, a densidade total de energia

obtida é
u(T) = a7, (4.54)
onde
eff 2\ d-1 d+1
aif’ = () (VAT d(d - 1) kg x
d+1 €
r <T) C(d+1) (1 + 3) , (4.55)

sendo um coeficiente efetivo que retém as modificacoes nao lineares.
Com relacao a dependéncia angular, a contribui¢ao da densidade de energia para cada

elemento de angulo sélido é dada por

1\¢
u (T, Qd—l) de—l = (E) [(d - 1) + 68in2¢9d_2] X
EET A0, . (4.56)

Aqui, gostarfamos de enfatizar o fato de que ha a aparéncia de uma dependéncia
angular no espectro de poténcia, fornecendo um termo anisotrépico para a distribuicao

de frequéncia.

4.3.2 A Lei de Stefan-Boltzmann Generalizada

A radiancia é obtida realizando a integragao da radiancia espectral sobre o hemisfério

(d — 1)-dimensional
R (T) = /delcOSedg/ dvB (I/, Oq_o, T) , (457)
0
onde a radiancia espectral é dada por

B(v,04.T) = (3)“ (L> AA(B.6). (4.58)

c ebhr 1

Portanto, realizando a integral, prontamente se encontra
R(T) = o/ T+, (4.59)
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onde

. 2 d—1 de k_dJrl
ot = (E) (V)™ ﬁdd(d—l)x

r <g) C(d+1) {1 + d—il] : (4.60)

que se reduz aos casos anteriores quando € = 0[65], onde ¢ é a fungao zeta de Riemann.
A relagao (4.59) é a lei de Stefan-Boltzmann generalizada em grandes dimensoes infi-

nitamente extras na presenca de um campo elétrico de fundo, com (4.60) sendo a cons-

tante de Stefan-Boltzmann generalizada. Além disso, da relagao (4.59), conclui-se que a

radiancia é uma funcao crescente monotonica com o ntimero de dimensoes espaciais.

4.3.3 O Regime de Comprimento de Onda Longo e a Lei de
Deslocamento de Wien

Em baixas frequéncias, a distribuigdo de frequéncia (4.52) assume a forma

u(T) = 241 <g)d (Fd(;/;)) [1 + 2] (ksT). (4.61)

A relagao acima nos mostra que as nao linearidades induzidas pelo campo elétrico
de fundo em dimensoes extras modificam a lei de Rayleigh-Jeans. Por outro lado, a
dimensionalidade nao influencia a temperatura, que tem o mesmo comportamento que
em D=3+ 1.

Em relagao a lei de deslocamento de Wien, definimos & = hvy,q,/kpT em (4.52) e

realizamos du(x)/dx = 0, o que nos dé

x
A 4.62
‘ - (4.62)
onde D ¢é a dimensao do espago-tempo.
A solugao da equacao acima é dada por
x=D+W (-De "), (4.63)
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onde a fungao de Lambert W é definida como
W(z)+e"® =2 (4.64)

Portanto, a lei de Wien assume a forma vy, /T = «, onde o é uma constante[65]. E
importante ressaltar que as nao linearidades eletromagnéticas nao alteram a lei de Wien.
No entanto, a constante o depende da dimensionalidade do espago-tempo, que aumenta
a medida que o numero de dimensoes aumenta. Uma inspe¢ao da Fig. 4.1 demonstra o
comportamento esperado da lei de Wien em dimensoes superiores, que depende do valor

de «.

4.4 Propriedades Termodinamicas do Gas de Foétons

Caracteristicas relacionadas as nao linearidades do setor de spin-1 abeliano em gran-
des dimensoes extras podem ser investigadas mais a fundo avaliando as variaveis termo-
dinamicas do gas de fétons. Nesse sentido, a maneira direta de obter essas quantidades
no equilibrio térmico é obtendo a energia livre de Helmholtz F' nessa situacao, a saber,

F = Va (2 d—1 d+1
- W (E;) (VA d (d = 1) k1 x
r (%) C(d+1) (1 + 2) Tdt, (4.65)

A partir da energia livre (4.65), a pressao p, a energia u, a entropia s e a capacidade

térmica cy a volume constante sao, respectivamente, dadas por

que nos dao
p= CllaszTdH, 5 = (df—zl)@flfde, (4.67)
e
cy = (d+1)af T (4.68)



As grandezas termodinamicas em (4.67) e (4.68) nos mostram que a propagacao da
onda eletromagnética em um campo elétrico de fundo induz desvios da energia livre e das
quantidades de equilibrio termodinamico derivadas correspondentes. Além disso, levando

em consideragao as Eqs. (4.54) e (4.67), a equacao de estado assume a forma
p=220 (4.69)

onde d est4 associado & dimensdo espacial em M4+,

4.5 Observacoes Adicionais

Vamos agora discutir nossos resultados. Alguns trabalhos anteriores ja considera-
ram a questao da radiagao eletromagnética em equilibrio térmico em grandes dimensoes
extras|[64, 65, 66]. Nestes trabalhos, parece que generalizacao da lei de Stefan-Boltzmann
com uma dependéncia da dimensdo espacial, ou seja, R ~ 79!, Em nossa estrutura,
por sua vez, estendemos esses resultados introduzindo o comportamento nao linear do
campo eletromagnético. Embora exista uma influéncia da nao linearidade, que é codi-
ficada no parametro €, a dependéncia da temperatura na radiancia apresenta o mesmo
comportamento dos trabalhos mencionados. Pode ser facilmente compreendido pelo fato
de que a dependéncia da temperatura na lei de Stefan-Boltzmann, por exemplo, emerge

quando se realiza a integral sobre as frequéncias, que vai para v¢

, como se pode ver pela
relagao (4.57). O mesmo argumento é valido para a densidade de energia e as grandezas
termodinamicas também. Nesse sentido, podemos concluir que existe um comportamento
universal da lei de Stefan-Boltzmann em dimensoes extras para teorias eletromagnéticas
que mantém uma dependeéncia linear entre a frequéncia de onda w e o momento k, que vai
para R ~ T9F!. Teorias nas quais parece haver uma relacio distinta entre os modos de

frequéncia e o vetor de onda, como w ~ k™ com n # 1, por exemplo, dariam um padrao

diferente a lei de Stefan-Boltzman.
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Em Ramos[70], um modelo mais atraente fisicamente foi estudado. Em seu trabalho,
os autores analisaram a influéncia de dimensoes extras compactas na distribuicao de
energia do espectro. No regime de baixa temperatura, a radiacao do corpo negro se
comporta normalmente, enquanto em temperaturas acima do inverso ao tamanho das
dimensoes compactas, pequenos desvios aparecem na distribui¢ao do espectro, bem como
na densidade de energia, que depende da dimensionalidade do espaco-tempo. Aqui, o
papel da dimensao extra emerge no regime de altas temperaturas. Por outro lado, neste
regime, a dependéncia da temperatura ¢ a mesma que em dimensoes extras nao compactas.

Em relagao a birrefringéncia na propagacao de ondas, mostramos que a nao linearidade,
ao considerar campos magnéticos e elétricos externos, percola através de um inico modo.
Isso ocorre porque consideramos teorias nao lineares que dependem exclusivamente do in-
variante F. No caso (3+1)—, por exemplo, teorias como Euler-Heisenberg e Born-Infeld le-
vam em conta invariantes que dependem também do G <: —(1/4)F*F,, =E- B). Nesse
caso, ha o surgimento de dois modos distintos que sao dependentes do campo. A extensao
do invariante G para dimensoes arbitrarias, por sua vez, nao é claramente definida, pois
depende da dimensionalidade do espaco-tempo, ou seja, o tensor dual eletromagnético
Fm ¢ uma funcao do simbolo de Levi-Civita, que depende da dimensao do espago-tempo.

Em relacao ao papel da estatistica de spin e da dimensionalidade do espaco, alguns
comentarios sao necessarios. O teorema da estatistica de spin afirma que particulas de
spin inteiro seguem a distribuicao de Bose-Einstein, enquanto particulas de spin meio
inteiro obedecem a distribui¢ao de Fermi-Dirac. Este teorema emerge da Teoria Quantica
de Campos Relativistica em quatro dimensoes do espago-tempo. Para dimensoes espaciais
diferentes de d = 3, esta conexao nao é garantida. O papel do spin e da estatistica foi
investigado por alguns autores. Weinberg[69], por exemplo, estudou a conexao entre spin
e estatisticas para particulas massivas e mostrou que a relacao entre bdsons e férmions
é vélida para todas as dimensoes do espaco-tempo. Boya e Sudarshan([71], por sua vez,
investigaram se a simetria do produto escalar bilinear no lagrangiano sob rotacoes em d =

3 pode ser estendida para campos quanticos em dimensoes arbitrarias. Eles descobriram
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que as conexoes padrao entre bosons e férmions sao validas para dimensoes especificas.
Aqui, adotamos o ponto de vista de que as estatisticas de Bose-Einstein permanecem
validas independentemente da dimensao do espaco-tempo, onde cada modo tem uma

energia média E dada pela férmula de Planck, a saber,

_ hv

4.6 Conclusao Parcial

Neste trabalho, estudamos a propagacao de ondas eletromagnéticas nao lineares em
grandes dimensoes extras espaciais. Especificamente, obtivemos as frequéncias de onda e
as velocidades de grupo para campos elétricos e magnéticos de fundo. Além disso, as leis
generalizadas de radiacao de corpo negro e as quantidades termodinamicas em equilibrio
térmico para um gas de fétons na presenga de um campo elétrico externo constante
também foram contempladas.

Também gostariamos de observar que a configuracao estudada neste trabalho parece
reproduzir uma situacao fisica nao padrao. Isso ocorre porque as dimensoes extras es-
paciais sao assumidas como infinitas, enquanto as teorias modernas sugerem que essas
dimensoes extras espaciais devem ser compactadas até uma escala muito pequena. Por
outro lado, modelos tedricos s6 podem ser descartados por experimentos, o que, neste
ponto, nao é o caso. Além disso, é a primeira vez, até onde sabemos, que teorias nao
lineares de eletrodinamica sao contempladas em um formalismo geral que depende de
dimensoes extras de espaco-tempo. De fato, ele pode nos fornecer informagcoes valiosas

sobre algumas caracteristicas do eletromagnetismo neste cenario.
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Capitulo 5

Fenomenologia da Gravitacao
Quantica e a Radiacao do Corpo
Negro

5.1 Introducao

A natureza do espaco-tempo é talvez o principal desafio da fisica moderna. E co-
mumente aceito que na escala de Planck, ou seja, para energias préximas a 101%GeV,
nossas teorias fisicas deixam de ser preditivas, e os efeitos da Gravitagao quantica devem
se tornar relevantes [72, 73, 74].

Por outro lado, nos tltimos anos, foi sugerido que os efeitos da gravitacao quantica
podem induzir pequenos desvios nas previsoes padrao, que poderiam ser observaveis,
pelo menos em principio, por meio de observacoes astronomicas e experimentos terrestres
(74,75, 76,77, 78,79, 80, 81]. A possibilidade de observar esses fenomenos inclui oscilagoes
de neutrinos, raios gama, interferometria a laser e violagdo de CPT, entre outros [82].

A estrutura onde esses fenomenos podem ser investigados é a chamada Fenomenolo-
gia da Gravitagdo Quantica[83]. Este formalismo inclui varios testes, como assinaturas
sobre as perturbacoes cosmoldgicas iniciais, buracos negros relacionados a dimensoes ex-
tras e ondulagoes do espago-tempo na escala de Planck. Caracteristicas relacionadas a
violagoes de simetrias fundamentais, como as simetrias de Lorentz e CPT, também sao

contempladas nesses cendrios[82].
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Entre as varias maneiras de sondar essas assinaturas decorrentes da gravitacao quantica,
um papel importante é desempenhado por meio de modificagdes na relacao de dispersao[84,
85, 86, 87]. Desvios das relagdes de dispersao relativisticas podem ser estudados anali-
sando fotons de alta energia emitidos por fontes astrofisicas a distancias cosmologicas, o
que pode sinalizar efeitos de gravitagao quantica ou mesmo a presenca de violagoes de
simetria de Lorentz[88]. Em cenérios de gravitagdo quantica em loop, por exemplo, alguns
trabalhos sugerem que violagoes de simetria de Lorentz podem induzir modificagoes nas
equagoes de Maxwell, levando a efeitos de birrefringéncia na propagagao de fétons|[89].

Relacoes de dispersao modificadas e teorias de campo de derivadas de ordem superior
sao aspectos comuns de varias abordagens fenomenoldgicas a gravitacao quantica. De
fato, na estrutura da fenomenologia da gravitagao quantica, modificacoes da relacao de
dispersao relativistica associada a particulas livres sao esperadas na escala de Planck, o
que pode lancar alguma luz sobre a teoria quantica subjacente da gravitacao. Do ponto
de vista fenomenoldgico, duas possibilidades devem ser distinguidas. O primeiro introduz
diregoes preferenciais na estrutura do espago-tempo, e a simetria de Lorentz nao é pre-
servada. Esta abordagem é definida na estrutura da teoria de campo efetiva, onde varios
experimentos e observacoes nos ultimos anos levaram a muitas restri¢oes nos coeficientes
responsaveis pela quebra da invariancia de Lorentz[90]. O segundo preserva a equivaléncia
de todos os observadores inerciais na chamada relatividade especial deformada, onde é
introduzida uma nova escala independente do observador, a energia de Planck[91]. Esta
suposicao, por sua vez, requer uma deformacao das simetrias relativisticas da relatividade
especial, que podem ser obtidas adotando uma representagao nao padrao do gerador de
boosts. Por outro lado, espera-se que a escala de Planck suprima as modificagoes das
relacoes de dispersao relativisticas. Nesse sentido, pode-se perguntar se esses efeitos sao
significativos e por que considera-los, afinal. Da perspectiva da cosmologia, os efeitos
transplanckianos devem ter afetado a evolucao inicial do universo, o que pode ter levado

a assinaturas digitais no fundo césmico de micro-ondas[92, 93].
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Além disso, a emissao térmica de buracos negros estd associada a modos de energias
arbitrariamente altas perto do horizonte, que foram baseados em relacoes de dispersao
modificadas e forneceram insights notaveis com relagao a radiacao Hawking[94]. Além
disso, os efeitos de violagao de Lorentz em teorias de campo quantico perturbativas podem
ser aprimorados no mecanismo de regularizacao e renormalizagao[95].

Estudos fenomenolégicos envolvendo propriedades termodinamicas de um gas de fétons
com relagoes de dispersao modificadas foram investigados em trabalhos anteriores[96, 97,
98, 99, 100, 101, 102], enquanto aspectos termodinamicos de bésons e férmions aplicados a
cosmologia e astrofisica foram discutidos em cendrios semelhantes[103, 104]. Assim, existe
uma grande literatura associada a esse assunto, que mostra consideravel interesse nesse
topico. Nossa abordagem pretende fornecer detalhes sobre as leis térmicas de radiacao de
corpo negro e sondar as eventuais implicagoes em estrelas de neutrons.

A estrutura deste capitulo foi baseada no paper ja publicado [105] organizada da
seguinte forma: Na Segao (5.2) relagoes de dispersao modificadas s@o introduzidas e o
formalismo grand-canonico é empregado para essas relagoes de dispersao. Na Secao (5.3),
a radiancia espectral e a lei de Stefan-Boltzmann no contexto atual sao derivadas. As leis
térmicas do corpo negro e as quantidades termodinamicas no regime de baixas tempera-

turas sdo contempladas nas Segoes (5.4) e (5.4.1).

5.2 Relacao de Dispersao Modificada e a Mecanica
Estatistica

Motivados pela ideia de que os efeitos da gravitagao quantica podem induzir modi-
ficagoes na relagao de dispersao [106, 107, 108, 109, 110, 111], consideramos a relagao de
dispersao geral dependente de energia da seguinte forma:

p? = f(B,m;\,) = E* —m?c* + Z A B (5.1)
n=1
onde f (E,m; \,) é a funcao que fornece a relagao de dispersao exata decorrente de alguma

teoria fundamental da gravitacao quantica, A\, sao fatores com a dimensao do inverso da
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energia, onde seu valor depende do modelo especifico da gravitagao quantica, e assumimos
uma expansao de Taylor para E < 1/A,. Além disso, sempre que A\, — 0, recupera-se a
relacao de dispersao relativistica padrao.

Como estamos considerando o setor de calibre do eletromagnetismo, assumiremos
entao uma massa de repouso zero. Além disso, concentraremos nossa atengao na corregao

de primeira ordem, que reduz (5.1) para
Ap? = E* 4+ \ B3, (5.2)

onde A; é considerado da ordem do comprimento de Planck [p. A relacao de dispersao
modificada (5.2) é a equacao fundamental para a dinamica dos fétons a partir dos quais
as propriedades termodinamicas do corpo negro serao estudadas.

Neste ponto, alguns comentarios sao necessarios.
1. Para Ay positivo-definido, o momento p é sempre positivo.
2. A1 negativo e |A| < 1/E fornece um ramo fisico para a particula.

3. Sempre que A\; > 1/FE para valores negativos de A, ele corresponde a

uma regiao nao fisica.

Como os efeitos da gravitagao quantica sao introduzidos por meio de modificagoes nas
relacoes de dispersao relativisticas, pode-se perguntar quais sao as consequéncias para os
sistemas de mecanica estatistica. Nesse sentido, é importante ressaltar o fato de que os
fundamentos da mecanica estatistica sdo preservados nessa situagao[103, 112]. No entanto,
havera modificacoes na densidade de estados acessiveis, que serao discutidas mais tarde.

Neste ponto, seria interessante nos perguntarmos sobre a razao de fazer pesquisas
com relagoes de dispersao modificadas da forma (5.1) no setor de fétons. O aumento do
interesse nos 1ltimos anos neste assunto é motivado principalmente pela possibilidade de
detectar o tempo de chegada dependente de energia de explosoes de raios gama originadas

em distancias cosmoldgicas[84, 85]. Neste contexto, relagoes de dispersao modificadas
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com termos de ordem superior na energia levam a uma velocidade dependente de energia
de particulas sem massa, dada por v =~ 1 — AE. Uma velocidade nao constante da
luz no vécuo, por sua vez, implica um tempo de retardo (positivo A) para um sinal
que se propaga com alta energia, caracterizando uma propagacao subluminar para os
fotons. Da perspectiva tedrica, a velocidade da luz dependente de energia pode resolver
os problemas de horizonte, falta de curvatura e constante cosmoldgica[113]. Além disso,
alguns resultados em gravitacao quantica em loop sugerem que relagoes de dispersao
modificadas da forma (5.1) nos setores de fétons e neutrinos podem surgir em conexao com
a violagao da simetria de Lorentz[114], que fornece uma estrutura consistente para explorar
as consequéncias fenomenoldgicas das teorias da gravitacao quantica. Além disso, relagoes
de dispersao modificadas surgem em teorias onde o principio da incerteza é generalizado,
um aspecto comum de teorias com um comprimento minimo[115, 116]. Embora algumas
estruturas tedricas motivem modificacoes nas relagoes de dispersao relativisticas, o fato de
que relagoes de dispersao modificadas sao experimentalmente mensuraveis por si mesmas
é, portanto, uma razao muito convincente para considerar isso seriamente por si so.

Tendo motivado a relevancia fisica da relacao (5.1), vejamos entao como a densidade de
estados para a energia de um géas de fétons é modificada no cenario atual. Para comecar,
usamos o conjunto grand-candnico para descrever o gas de fétons em um recipiente de
volume V[117]. Para um sistema de N bdsons sem massa com espectro de energia Shw;,
temos que cada estado é rotulado pori (i = 1,2,...), onde 8 = 1/kgT, kp é a constante de
Boltzmann e T é a temperatura. Além disso, assumimos que a relacao de De Broglie nao
é modificada, levando a condigoes de contorno dos fétons com momentos p,, = n/2L[118,
119].

A conexao entre termodinamica e mecanica estatistica é dada pelo potencial gran-

canonico,

¢ = —%logZ, (5.3)
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onde o logaritmico da funcao de particao assume a seguinte forma:
logZ = =Y log (1 —e ™). (5.4)

A energia média é entao dada por

No limite de grande volume, pode-se aproximar a soma por uma integral da seguinte

Z / dx / 4”‘/3 / k>, (5.6)

Realizando uma mudanca de varidvel integral do espago de momentos kpara o espago

maneira:

de frequéncias w, de forma semelhante a obtida na mecanica estatistica[120], através do

uso da relagao de dispersao (5.2), obtém-se

Z 53 / dww?q (\;w), (5.7)

onde a func¢ao g (A;w) contém as corregoes da gravitagdo quantica e é dada por

AMh
g (A w) = (14 A\hw)”? + ( ; ) wy/1+ A\hw. (5.8)

Da relagao acima, nota-se prontamente que a densidade de estados acessiveis mudou do
resultado padrao para fétons. Vale ressaltar que a expressao (5.8) codifica os efeitos da
gravitacao quantica para o gas de fotons. Sempre que \; = 0, g = 1, e as previsoes
usuais da mecanica estatistica sao recuperadas. Para valores positivos de A\, a g—funcao
é sempre positiva-definida, enquanto para valores negativos, a restrigao |A| < hw deve ser
satisfeita.

De acordo com a prescricao padrao, o nimero N de modos no intervalo de momentos

[k, k + dk] &

g (k) dk =~ K2dk. (5.9)
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Ao realizar um célculo direto e levar em consideracao a relacao de dispersao modificada

(5.2), encontramos prontamente no espago de frequéncia w,

Vw?
g (w)dw = 539 (A w). (5.10)

A relacdo de dispersao modificada (5.9) depende apenas da magnitude do vetor de
momento, ou seja, |p| = p = hk. Portanto, a integracdo no espago de fase é trivial e
produz V. Além disso, a densidade de estados de momento permanece a mesma, uma vez
que as condigoes periddicas nao sao alteradas. A partir da relagao (5.7), fica claro que a
relagao de dispersao (5.9) modifica a densidade de estados acessiveis, o que pode ser visto
na relagao (5.10). Como consequéncia, haverd um aumento ou diminui¢do no nimero
de fotons para cada modo de frequéncia dependendo do sinal de A;, o que influenciara
o comportamento das grandezas termodinamicas, como energia, pressao, entropia e calor
especifico.

O teorema da equiparticao classica, por sua vez, afirma que a energia média para
fotons em equilibrio térmico na temperatura T é kgT. A mecanica quantica, por outro
lado, afirma que cada modo de um gas de fétons que satisfaz as estatisticas de Bose-
Einstein tem uma energia média dada por E = hw/(e’™ — 1). Na estrutura atual, os

efeitos da gravitacao quantica modificam a energia média, que se generaliza para
_ hw

5.3 O Espectro de Planck Deformado

Para um géas de fétons nao interativos nessa situacao, a densidade de energia em
equilibrio térmico na temperatura 7" no intervalo de frequéncia [w,w + dw| é dada por
2

w(w)dw = —o— {(1 + A hw)®? + <M) w\/m]

m2c3 2

y <h_w1> dw. (5.12)

e,@hw _
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Note que sempre que A\; — 0, recupera-se a distribuicao de Planck. Para ter uma
ideia melhor das mudancas induzidas pelos efeitos da gravitacao quantica, plotamos, na
Fig. (5.1), tanto a distribuicao de Planck quanto o espectro deformado. Para realizar tal
andlise, consideramos 7" &~ 1/);. Neste caso, podemos ver que os efeitos da gravitagao
quantica sao relevantes quando lidamos com altas temperaturas no Universo, como a tem-

peratura da época inflaciondria, por exemplo, onde a temperatura atinge 7' = 103GeV .

2.x1039

1.5x10%9 |

1.x10%9

5.x1038 |

Spectral Energy Density, u(v,T)

0 2.x1018 6.x1013 1.x1014

Frequency, v

Figura 5.1: Grafico da distribuicao de densidade de energia espectral para
o modelo de gravitacao quantica sob consideracao para T = 103GeV e
A = 10713GeV. Aqui, adotamos ¢ = h = kg = 1. A linha vermelha corres-
ponde ao espectro de Planck, enquanto a azul esté associada ao modelo de
gravitagao quantica.

Normalmente, seria de se esperar que as correcoes da gravitacao quantica nos resulta-
dos da termodinamica padrao fossem negligenciadas em baixas temperaturas. Por outro
lado, esses efeitos dependerao do valor de A\;. Para avaliar se os efeitos de baixa tempe-
ratura poderiam ser sondados neste regime, vamos considerar a lei de Stefan-Boltzmann
para alguns valores de \;.

Portanto, levando em consideracao a lei de Stefan-Boltzmann

u=—T" (5.13)
C
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onde

2 51.4
g 2T k5
15h3¢c?

(5.14)

¢ a constante de Stefan-Boltzmann, obtemos as seguintes curvas na Fig (5.2). Para
A1 = 1071%V ! (linha roxa), nota-se prontamente que para temperaturas préximas a
10%eV, pequenos desvios da lei padrao de Stefan-Boltzmann podem ser observados. Para
valores de \; em torno de 1071%V =1, podemos estudar o regime de baixa temperatura e

investigar como a termodinamica da radiagao do corpo negro é afetada.

1.2x1030 |
1.0x10%6 |
8.0x1035 |
6.0x10%5 |

4.0x10%5 F

Energy Density, u(T)

2.0x10%5 F

0

0 2x108 4x108 6x108 8x108 1x109

Temperature, T

Figura 5.2: Grafico da densidade de energia vs temperatura. Aqui, adotamos
A1 = 1071%V ! (linha roxa) e Ay = 1073eV ! (linha azul) para o modelo de
gravitacao quantica em consideracao, onde as curvas foram obtidas por meio
de integracao numérica. A lei padrao de Stefan-Boltzman estd associada
a linha vermelha, que é sobreposta pela linha azul. Para avaliar o gréafico
acima, assumimos unidades naturais.

5.4 Correcoes de Gravitacao Quantica em Baixa Tem-
peratura

Agora, gostariamos de identificar a principal correcao da gravitacdo quantica para as
quantidades termodinamicas em baixas temperaturas, ou seja, quando 8 < 1. Neste

regime, o fator (¢’ — 1)~! decai exponencialmente, e entdo pode-se expandir g(\;, w)
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em séries de Taylor em torno de zero. Para realizar esta aproximagao, a condi¢ao A\; < 3
deve ser satisfeita. Para objetos compactos, como estrelas de néutrons recém-formadas,
que mantém temperaturas em torno de 10* — 102K dentro de seu interior, esta condicao
é garantida se \; < 10GeV 1.

Levando em consideragao as suposi¢oes mencionadas, portanto, a Eq. (5.12) reduz-se

w? hw

O valor maximo da relacao acima, como uma funcao de w, é deslocado, modificando
a lei de deslocamento de Wien (Ver Fig. 5.3). No regime de comprimento de onda longo,

a distribuicao de frequéncia acima assume a seguinte forma:

2

u(w) = % (1+ 2\ hw) kpT, (5.16)

que nos fornece as correcoes da gravitacao quantica para a férmula de Rayleigh-Jeans.
A energia total, por sua vez, agora pode ser computada. Para fazer isso, deve-se

integrar a Eq. (5.15), onde, levando em conta a integral[121]

/ do——— =T (n+1)¢(n+1), (5.17)
0 er —1
nos fornecera
T2kLTY SN E (5) k3 TP
— Nl
u(T) 15¢3h3 m2c3h3 ’ (5.18)

com I' (n + 1) sendo a fun¢do Gamma e ¢ (n + 1) sendo a funcao zeta de Riemann.
Se introduzirmos a constante de Stefan-Boltzmann (5.14) na expressao acima, obtém-
se prontamente

5 5
(1) = 27 BNCOVIT?

1 m2e3h3

(5.19)

Para \; — 0, recupera-se a lei de Stefan-Boltzmann. A equagao (5.21) também pode

ser escrita como
4 4
w(T) = ~oers (s T) T, (5.20)
c
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onde
720M:C (5
oors O T) = 0 (1 + +<()kBT) (5.21)
T

¢ a constante efetiva de Stefan-Boltzmann.
Para altas temperaturas em estrelas densas, por exemplo, é possivel observar desvios

da lei de Stefan-Boltzmann.

1x1023 F

8x1022

6x10%2

4x1022 |

2x1022 |

Spectral Energy Density, u(v,T)

0 2x108 4x108 6x108 8x108

Frequency, v

Figura 5.3: Grafico da distribuicao da densidade de energia espectral para
o modelo de gravitagao quantica sob consideragao para T' = 86,17TMeV e
A = 10GeV~!. Aqui, adotamos ¢ = h = kg = 1. A linha vermelha
corresponde ao espectro de Planck, enquanto a azul esta associada ao modelo
de gravitacao quantica.

5.4.1 Termodinamica na Presenca de Relagoes de Dispersao Mo-
dificadas

Um dos resultados mais importantes da modificacao da relacao de dispersao rela-
tivistica é a deformacao de quantidades termodinamicas. Para investigar isso, levamos
em consideracao o grande potencial canonico, que pode ser usado para derivar a pressao,
entropia e calor especifico para a radiacao do corpo negro.

Para a pressao, entao encontramos

LT 1208 (5) KT
p= 45c3h3 m2c3h3 ’

(5.22)
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enquanto para as densidades de entropia e capacidade térmica, temos

AT G0N (5) KT
45¢3h3 T2c3h3 ’

(5.23)

_ATKATS 2A0ME(5) KT
v 15¢3h3 m2c3h3 ’

(5.24)

Gostariamos de enfatizar que, dependendo do sinal de A;, as quantidades termo-
dinamicas acima podem aumentar ou diminuir, o que pode influenciar a dinamica de
objetos compactos, como estrelas de néutrons. Além disso, para temperaturas altas o
suficiente, desvios dos resultados padrao da termodinamica devem ser mensuraveis para
esses objetos.

Vamos agora analisar o caso para valores positivos de \;. Neste cendrio, a pressao
cresce em relacao ao gas ideal.

Este resultado sugere que os efeitos da gravitacao quantica podem ser medidos como
uma interacao repulsiva entre os componentes do gas de fétons. Esta interpretacao pode
ser esclarecida se considerarmos os desvios do gés ideal em termos de expansao virial[120],

onde a pressao assume a seguinte forma:

[e.e]

Vo N3\
NET _;Bl (T)( 5 ) : (5.25)

com A = +/27h?/mkgT sendo o comprimento de onda térmico, N/V denota a densidade

de particulas, V é o volume e Bj(T) é o coeficiente virial. Para [ = 1, B = 1, e
recuperamos a equagao de estado para um gas ideal. Para [ = 2, o segundo coeficiente
virial, By, é uma funcao genérica do potencial de par entre as particulas do gas. Uma
interagao repulsiva significa By(T) > 0, o que aumenta a pressao, enquanto By(T) < 0
implica uma interagao atrativa, levando a uma pressao menor do que o gas ideal.

A andlise anterior indica que a gravitagao quantica leva a desvios na pressao para o
gas ideal. Para \; positivo, a pressao cresce, enquanto para valores negativos de \{, a

pressao diminui.
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O calor especifico (5.24) é outra quantidade mensuravel que pode ser usada para a
busca de corregoes de gravitacao quantica no nivel de configuragoes experimentais. No
entanto, essas modificagoes aparecem como A7, que introduz limites rigidos do ponto de
vista experimental.

A equacao de estado, por sua vez, pode ser encontrada dividindo a pressao (5.22) pela

energia (5.18), o que nos da

1 16200E(5)kpT
b_ - 155 kT (5.26)

u 3 T

No limite Ay — 0, temos p = 5. A equacdo de estado ¢ uma fungao da energia,
ou seja, p = p(u). Para eliminar a dependéncia da temperatura na expressao acima,
é preciso expandir a temperatura em séries de poténcias de A, até a primeira ordem,
como T = Ty + M T} e aplicd-la recursivamente na densidade de energia (5.21). Portanto,
comparando as poténcias em A, encontra-se prontamente para a temperatura a seguinte

forma:

1533\ V4 ul/4 1620¢(5) 2 A
T = 15h3 3 b 1/2‘
( 2 ) kp + 5 (15h°C%) k‘Bu
(5.27)
Inserindo a relagao (5.27) em (5.26), temos, até a ordem linear em Ay,
u 540ME(5) [ 15R33\
p=3 [1 - 7;4 ( p Aut/t (5.28)

A partir da equagao acima, nota-se prontamente o surgimento de efeitos de gravitacao

quantica na equacdo de estado padrao da ordem \;(hc)®/4ul/4.

5.5 Conclusao Parcial

Neste trabalho, consideramos o efeito dos efeitos da gravitagao quantica na termo-
dinamica da radiagao do corpo negro. Partindo de uma relacao de dispersao dependente
de energia até a correcao da ordem principal, exploramos o comportamento do espectro

de emissao em altas e baixas temperaturas. Com relacao ao regime de alta temperatura,
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a distribuicao de Planck deformada e a lei de Stefan-Boltzmann generalizada foram deri-
vadas. No limite de baixa temperatura, por outro lado, as leis de radiacao do corpo negro
e as propriedades termodinamicas foram obtidas. Neste regime, mostramos que para va-
lores positivos de Aq, a densidade de energia, a pressao, a entropia e o calor especifico sao
maiores do que aqueles da relatividade especial. Em contraste, com um \; negativo, os
efeitos da gravitagao quantica emergem na direcao oposta. No entanto, essas modificacoes
se manifestam significativamente quando a temperatura é maior que 7' = 102K, o que
nao pode ser detectado diretamente em configuracoes de laboratério. Por outro lado, su-
gere que essas previsoes podem desempenhar um papel importante no universo primitivo,
como a inflacao, e na formacao de estrelas de néutrons.

Em relacao ao valor de A;, nao hé evidéncias experimentais de desvios da relacao
de dispersao relativistica até a escala de energia TeV[122]. Portanto, valores de \; <
1073GeV ! sao uma escolha adequada para considerar eventuais efeitos de gravitacao
quantica no setor fotonico em baixas energias em nossa estrutura. Além disso, medicoes
recentes de explosoes de raios gama sugerem fortes restrigoes na relacao de dispersao in-
vacuo desses fotons de alta energia. Diferentes abordagens para a gravitacao quantica
levam a resultados semelhantes ao levar em conta a relacao de dispersao da forma (5.2),

com a velocidade da luz assumindo a seguinte forma:

E

onde Egg =~ 3.6 x 10'"GeV[123], que fornece um valor estimado em torno de \; <
2.7 x 107'8(GeV)~!. Essas estimativas justificam a consideragao de pequenos valores
para i, o que da suporte a ideia de considerar os efeitos da ordem principal da relacao
de dispersao da forma (5.1).

Em temperaturas muito altas, as leis térmicas de radiacao de corpo negro induzidas
pela expansao de baixa energia (5.1) nao sao mais validas. Assim, fornecemos uma imagem
confidvel em temperaturas bem abaixo da escala de Planck. Uma relagcao de dispersao

modificada de ordem completa para o setor fotonico da forma c*p* = E* [1 + F (E/Eqc)],
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com Eg sendo a escala de energia da gravitagao quantica e F sendo uma fungao genérica
dependente do modelo, é esperada para emergir para temperaturas 7'/Egg > 1, o que
supostamente elimina tais divergéncias.

Gostarfamos também de chamar a atengao do leitor para o soccer ball problem[124].
Neste trabalho, comeg¢amos com a funcao de particao no ensemble grand-canonico e entao
aplicamos a metodologia padrao da mecanica estatistica para derivar as leis térmicas do
corpo negro correspondentes. Teorias nas quais ha modificagoes nao lineares dos mo-
mentos da lei de composicao, como a relatividade especial deformada, levam a problemas
conceituais associados a transformacao de estados multiparticulas. Em particular, com a
adicao sucessiva de muitas particulas com energias sub-Planck cada, pode-se acabar com
uma enorme contribuicao de energia maior do que a energia de Planck ao considerar um
objeto macroscépico. Em nossa abordagem, a distribuigdo de Planck deformada (5.12),
que ¢é valida para temperaturas abaixo da escala de Planck, é bem comportada ao longo
do espectro de frequéncia (veja a Fig. (5.1)), o que sugere que o problema mencionado
nao aparece em nossa estrutura. Para temperaturas muito altas, como comentado acima,
espera-se uma relagao de dispersao modificada de ordem completa, onde as caracteristicas
relacionadas a transformagao dos estados multiparticulas podem levar a outras possibili-
dades. Esta analise esta fora do escopo deste artigo.

Algumas outras teorias consideraram termos de ordem superior em relagao (5.1). Na
Ref. [119], com base em argumentos da termodinamica do buraco negro, apenas poténcias
pares da energia na relacao de dispersao modificada foram consideradas. Aqui, por outro
lado, consideramos o termo de ordem lider na expansao mencionada. Termos de ordem
superior (n > 2) levariam a dependéncias de temperatura da forma A, 7™ para a lei
de Stefan-Boltzmann. Além disso, o perfil do espectro do corpo negro também seria

modificado por esses termos.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Apesar do grande sucesso da teoria de Maxwell em explicar os fenémenos eletro-
magnéticos, a procura por extensoes do eletromagnetismo visando incorporar novos pro-
cessos fisicos em determinadas situagoes extremas tém levado a uma série de modelos que
sejam aptos a descrever tais circunstancias. Dentro deste panorama, esta tese propos-se
a buscar e compreender, nos Capitulos 2 e 3, a radiacao eletromagnética na presenca de
campos magnéticos intensos, no ambito de teorias nao-lineares do eletromagnetismo. Es-
pecificamente, focamos nossos esfor¢os em ver como a nao-linearidade no campo magnético
influenciou a radiacao de corpo negro e suas respectivas quantidades termodinamicas.
Nesse sentido, nossos resultados mostraram uma modificacao na distribuicao de Planck,
onde surgiu uma dependéncia do campo magnético externo e dos parametros do especifico
modelo. Além disso, é interessante notar a dependéncia angular no espectro de emissao.
Eventuais correcoes na lei de Stefann-Boltzmann e de Rayleigh-Jeans também foram ob-
servadas. As quantidades termodinamicas e a influéncia devido a nao-linearidade do
campo eletromagnético também foram consideradas.

Como perspectiva para o proposto no Capitulo 4, gostariamos de destacar que eventu-
ais desvios das conhecidas leis térmicas de radiagao de corpo negro em (34 1)—dimensoes
seriam uma indicacao de nova fisica. Nesse sentido, uma configuracao de laboratorio
na qual um géas de fétons estd sob a influéncia de um campo elétrico externo pode-

ria revelar a existéncia dessas dimensoes extras por meio de desvios da distribuicao de

69



Planck, semelhantes aos presentes nas Figs. 4.1, 4.2 e 4.3. Outra possibilidade de son-
dar dimensoes extras estaria relacionada ao condensado de Bose-Einstein na presenca de
campos elétricos e magnéticos externos. De fato, foi observado experimentalmente que
um processo de termalizacao para um gas de fétons bidimensional em uma microcavidade
éptica preenchida com corante dé origem a um condensado de fétons[125]. A influéncia
de campos eletromagnéticos de fundo, bem como dimensdes espaciais extras durante o
processo de condensacao, poderia induzir modificacoes na temperatura de transicao, por
exemplo, o que poderia revelar a existéncia dessas dimensoes extras. Pretendemos explo-
rar essa possibilidade em um futuro préximo. Esperamos que o presente trabalho estimule

investigagoes adicionais sobre o problema.

Como perspectiva para o proposto no Capitulo 5, pretendemos estender nosso forma-
lismo aqui desenvolvido para particulas massivas no setor fermionico e, entao, estudar as
consequencias do equilibrio hidrostatico de objetos compactos como estrelas de néutrons.
O setor bosonico massivo também pode ser contemplado. Como a densidade de estados
acessiveis para particulas bosonicas sem massa é modificada no cenario atual, seria de se
esperar o mesmo comportamento para particulas massivas. Nesse sentido, parece suge-
rir que corregoes de gravitacao quantica devem desempenhar um papel nos fenomenos de
condensado de Bose-Einstein, levando a uma modificagao na temperatura de condensagao,
o que pode levar a experimentos mensuraveis em um futuro préximo[126].

Como perspectiva futura, pretende-se compreender aspectos ligados a fisica de mag-
netares a partir do uso das quantidades termodinamicas aqui derivadas. Neste caso,

estudaremos uma Lagrangiana que possui a forma:

L= *Cw + ‘Cednh (6]-)

onde L, ¢é a Lagrangiana de Walecka para o modelo QHD-I:

- 1 1 1 - -
Ly = (i7,0" — M) + 3 (0,00 0 —m2o) — ZFWFW - §miwuw“ + goYo — gy, YwH(6.2)
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e Le.gn € a Lagrangiana de uma eletrodinamica nao-linear.

Para um futuro estudo das magnetares, na presenca de fortissimos campos magnéticos,
onde calcularemos quantidades como seu diagrama massa-raio e outras grandezas as-
trofisicas, serd necessaria uma reformulacao da equagao de Tolman—Oppenheimer—Volkoff[127]
para levar em conta a presenca da contribui¢ao dos modelos eletromagnéticos nao-lineares
e de também da contribuicao da temperatura das estrelas, usando teoria quantica de cam-

pos a temperatura finita.
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