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Resumo

Consideramos teorias com anomalias na simetria de calibre em d dimensoes e demonstra-
mos explicitamente a invariancia da medida bosonica, que leva diretamente ao cancelamento
da anomalia de calibre. Para mostrar isso, utilizamos argumentos advindos da integracao
funcional, além de resultados conhecidos sobre a renormalizabilidade das teorias de Yang-
Mills. Em seguida, procuramos ilustrar nossos resultados com o exemplo concreto da Eletro-
dinamica Quantica Quiral em 2 dimensoes, onde demonstramos o cancelamento da anomalia
de calibre, a sua (nao) anula¢do quando inserida em fungées de Green de operadores (nao)
invariantes de calibre e a realizacao explicita das identidades de Ward-Takahashi anomalas.

Palavras-chave: Teorias de calibre; anomalias de calibre; férmions quirais; 2 dimensoes



Abstract

We consider gauge theories with anomalies in gauge symmetry in d dimensions and we
demonstrate explicitly the invariance of the bosonic measure, which implies directly the
canceling of the gauge anomaly. To show that, we use arguments coming from functional
integration, along with known results on the renormalizability of Yang-Mills theories. Then,
we illustrate our results with the concrete example of Quantum Chiral Electrodynamics in 2
dimensions, where we demonstrate the canceling of the gauge anomaly, its (non) vanishing
when inserted in Green’s functions of operators (non) gauge invariant and the explicit reali-
zation of anomalous Ward-Takahashi identities.

Keywords: Gauge theories; gauge anomalies; chiral fermions; 2 dimensions
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Introducao

As interacoes eletrofracas e fortes sao bem descritas, atualmente, pelo modelo padrao de
Glashow, Salam and Weinberg [1]. Este modelo é formulado, em sua fase anterior a quebra
espontanea de simetria, em termos de léptons e quarks quirais, acoplados a campos de
calibre abelianos e ndo-abelianos. £ bem conhecido que tais acoplamentos induzem anomalias
de calibre [2], que deixam as questdes sobre renormalizabilidade e unitaridade em aberto.
O procedimento usual ¢ escolher cuidadosamente as representacoes onde se acomodam os
campos de matéria, de modo que as anomalias de calibre sejam canceladas [3]. Uma das
consequéncias observacionais deste procedimento é a igualdade entre o nimero de familias
de léptons e de quarks.

A despeito de todo o sucesso obtido com o cancelamento das anomalias de calibre, po-
demos questionar legitimamente se uma teoria com este tipo de anomalia pode ser consis-
tente ou nao. Durante os anos de 1980 varios autores importantes abordaram esta questao
[4, 5, 6, 7], obtendo resultados promissores, que apontaram na diregao da restauragao da
simetria de calibre na teoria completa, vista nao-perturbativamente. Mais recentemente, foi
mostrado que a anomalia de calibre, como um operador agindo no espaco de Hilbert, tem
valor esperado no viacuo (VEV) nulo e inser¢oes nulas em fungoes de correlagao envolvendo
apenas operadores invariantes de calibre [8]. Esta foi mais uma evidéncia de restauragao
quantica da simetria de calibre, na linha do que mencionamos acima. Contudo, uma questao
importante permanece sem resposta: seria também nula a inser¢cao da anomalia de calibre
em fungoes de correlagao envolvendo operadores nao invariantes de calibre? Se este fosse
0 caso, a Unica conclusao possivel é de que a propria anomalia de calibre seria o operador
nulo, o que poderia significar que o proprio campo de calibre também deveria ser nulo, resul-
tando na trivialidade das teorias de calibre quirais. Esta questao é dificil de ser investigada
em 4 dimensoes, por envolver teoria de perturbacoes para teorias com anomalias de calibre,
técnica que nao estd definida neste contexto.

Outro trabalho recente [9] buscou verificar o impacto sobre a renormalizagao da anulagao
do VEV da anomalia de calibre. Este trabalho concluiu que, apesar desta anulacao, havia
modificagao nas identidades de Ward-Takahashi. Tal modificacao no entanto, mantinha a
relacao entre as constantes de renormalizacao de funcao de onda fermionica e de carga,
embora um fator multiplicativo de 1/2 aparecesse. Este fato representa um desafio para o
estabelecimento de condigoes de renormalizacao compativeis com o nivel de arvore da teoria
e se mostrou outra questao a ser considerada no futuro.

Em 2 dimensoes, contudo, um modelo simples foi bastante importante para esclarecer
questoes e fornecer inspiracao quanto a direcoes a seguir. Trata-se da eletrodinamica quiral
em 2 dimensoes (EDQQ2), estudada originalmente por Jackiw and Rajaraman [4]. O modelo
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é exatamente solivel e unitario e foi discutido desde muitos pontos de vista [10, 11, 12]. Ele
contém divergéncias nao-perturbativas, que podem ser tratadas e removidas [13, 14, 15]. De-
vido & sua solubilidade (entendida aqui como a possibilidade de calcular exatamente qualquer
funcdo de correlacdo), o modelo prové o cendrio ideal para investigar o comportamento de
inser¢oes da anomalia de calibre em fungoes de correlagao arbitrarias. Mais ainda, podemos
observar diretamente as identidades de Ward-Takahashi e verificar com precisao o que esta
acontecendo neste caso particular. Temos a intencao, nesta tese, de realizar este estudo em
detalhe.

Organizamos a tese da seguinte maneira: no capitulo 1, revisamos brevemente a questao
do cancelamento das anomalias de calibre demonstrando, explicitamente, a invariancia da
medida funcional associada ao campo de calibre (mais brevemente mencionada como “medida
bosonica™). No capitulo 2, apresentamos a EDQQ2, mostrando resultados que confirmam as
conclusoes apresentadas anteriormente em [8]. Ainda neste capitulo, abordamos as identida-
des de Ward-Takahashi, revisando os resultados obtidos em [9] e mostramos que, no contexto
da EDQQ2, ha mofica¢oes que excluem, apenas em 2 dimensoes, o fator 1/2 mencionado
acima. Em seguida checamos as identidades de Ward-Takahashi com o célculo explicito das
funcoes de Green relevantes. Finalizamos apresentando nossas conclusoes e perspectivas de
futuros estudos.

Os resultados originais contidos nesta tese estao contidos em um trabalho publicado [16]
(andlise do Jacobiano associado a medida bosonica) e outro em preparacao [17] (obtengao
das identidades de Ward-Takahashi anomalas de calibre em 2 dimensoes).
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Capitulo 1

A anomalia de calibre e a invariancia
da medida bosoOnica

Neste capitulo, revisamos alguns dos principais resultados da referéncia [8], de forma a
fixar nossas convengoes e definir precisamente o problema sob andlise. Além disso, também
recordamos o que foi obtido na referéncia [9] em relagao as identidades de Ward-Takahashi
no caso em que ha anomalia na simetria de calibre.

1.1 Teorias de calibre quirais

Chamamos as teorias descritas pela agao

S [7/}7 &7 Auj| = SG [A/J,] + SF [1/}7 QZ? A,uj|
:i/dx%xEWFW%i/dx&D¢, (1.1)

de teorias de calibre quirais. Na expressao acima, dr indica integragao sobre um espaco de
Minkowski d-dimensional. O operador D é chamado de operador de Dirac da teoria e é dado
por
— A _ — il
D =iy (0,1 —ieA,Py) =iv'D,,. (1.2)

Os campos 9 sao espinores de Dirac. A presenca do projetor P, = (1 +5) /2 faz com que
o termo ) D1 seja equivalentemente escrito como

YD = it (0,1 — ieA,) ¥y, + Yri*Oubr, (1.3)

onde ¢, = P e pp = P-4 (com P = (1 —r5)/2). Portanto, a acao (1.1) descreve,
efetivamente, um férmion de Weyl v, (51, = 11.), carregando a representagao fundamental
de SU (N) e interagindo minimamente com um campo A,, nao-abeliano, em geral. Este
campo A, toma valores na algebra de Lie do mesmo SU () de forma que,

A, = AT,
Fo, = 0,A, — 9,4, —ie[A, A, (1.4)
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e os geradores T, satisfacam

1
[Ta,Tb] = ifabcTCa tr (TaTb) = —é(gab. (15)
Considerando
g = exp(i6* (z) Ty), (1.6)
g9+ = exp(if* (v) T, Py), (1.7)

e mudancas simultaneas dos campos ¥ e A, como

_ ( _
AZZQAMQ l‘i‘g(gug)g L

Qég = Q_MP?
9 =g, (1.8)

vemos que a acao S é classicamente invariante de calibre:

S[w?, 09, A7) = ST, b, A, (1.9)

1.2 A anomalia de calibre e seu cancelamento

A teria quantica é definida pelo funcional gerador, dado por

Zln, 7. 30] = / dpdidA, exp (z‘sw, B A+ / dafi + @ +jf,fAz]) S (110)

De modo a forcar o aparecimento da anomalia, fazemos as fontes externas nulas ¢ promove-
mos a mudanga de variaveis A, — AZ:

210,0,0] = / dvdipd A, exp (iS[, b, A,))
_ / dpdipd AL exp (iS[1, . AZ)) . (1.11)

E um fato bem conhecido [3] que a medida fermionica nao ¢é invariante sob ¢ — 9,
1 —> 9. No entanto, no que diz respeito a medida bosonica, a sua invariancia de calibre é
universalmente aceita,

dAS = dA,,. (1.12)

Mostramos abaixo que, considerando (1.12), mostramos facilmente que a corrente de No-
ether associada a simetria de calibre (1.8) é covariantemente conservada. Para ver isso,
suponhamos que g = 1+ 0% (x) T,, com #* infinitesimal, e lembremos que

1
A=A, — Db, (1.13)
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co1m
Dy = Ty (9,68 + € fupcAS) 6

Usando essa expressao para A (1.12) obtemos:

T, (D) 0" (1.14)

200,0,0] = / dpdFaA exp (1S, T, A%))

= / dipdipd A, exp (iS[d),J},AM] + / dr 0" (z) (D) (g%“TbPJr@b))

= 710,0.0] + / dz 0" () / dpdipdA, [(DL)"y (W' ToPiab)] exp (iS[, 4, A,]) . (1.15)
Isto implica

/ ddpdA, [(Dy)" s (V' Ty Peib) | exp (iS[v, ¥, Au))

= (0[(Dy)" s (VA"T Pro) |0)
= 0. (1.16)

Poderiamos ter seguido um caminho diferente quando consideramos a dependéncia ori-
ginal de Z em Af, absorvendo a dependéncia do calibre nos férmions e usando novamente a
wmvariancia da medida bosonica:

710,0,0] = / dpdpd AS exp (iS[, 1, A%))
= /d'{/)d’c/;dAu exp (iS[’¢)g_1,'g/79_l,Au]>
_ / dpdipd A, exp (iS[w, &, A,] —ion [An g7Y]), (1.17)

onde o [A,, g7'] estd relacionado ao Jacobiano para transformagoes de calibre da medida

fermionica como,
1

dipdi) = exp(—iay [A,, g7 ]9 9. (1.18)

Sob uma transformagao de calibre infinitesimal,
ar (A, —0) :i/deGAa(AH)+...., (1.19)

com A,(A,) sendo o operador correspondente a anomalia de calibre, como é bem sabido [3].
Seguindo este caminho, chegamos a

Z10,0,0] = Z 0,0, 0]

—3 / dx 6° / dpdipd A, A" (A,) exp (15[, ¥, A,])

- / dpdpd Ay Aa(Ay) exp (iS[, 1, A,)

= (0] A%(4,) [0) = 0. (1.20)

14



Se a integragao sobre os campos de calibre nao tivesse sido feita seria fécil verificar que
o resultado obtido através de cada um dos caminhos acima seria

O (D)o (Y Ty ) [0), = A%(A,), (1.21)

onde
(01 (D)o (57" T¢) [0),,, = / dibdid [(D)" (57T Petb)] exp (iS[, 0, A) . (1.22)

corresponde ao valor esperado da corrente de Noether considerando o campo A, como um
campo externo fixo.

Isso significa que, com todos os campos sendo quantizados, nao ha anomalia de calibre
impedindo a conservagio da corrente de calibre J* = py*T,Py1p. Podemos chamar este
resultado de “versao quantica” do teorema de Noether. No entanto, precisamos ressaltar
que este resultado nao estd em contradicao com a existéncia e interpretacao topologica da
anomalia de calibre (veja, por exemplo, [18, 19]), pois ela estd presente quando a integracao
sobre os campos de calibre A} nao for feita. Além disso, mostramos apenas que o seu valor
esperado no vacuo ¢ nulo e nao que o operador é identicamente zero. Este tépico sera
abordado mais a frente nessa tese.

1.3 Uma objecao vinda da renormalizacao algébrica

Um argumento baseado na técnica de renormalizagao algébrica [20] poderia, em principio,
questionar os resultados encontrados acima. Comegamos com uma versao de (1.1) com o
calibre fixado,

SFP [@Zjvr'z)?AuaB)C? 6] - S [1/%@/_)»14#} + ng [AuaB)Cv E]v (123)

onde
1
Set [Ay, B, c, ] = /da: tr <B@“Au + 50(32 —¢ot (10, +ie|c, AM])> , (1.24)

com B sendo um campo auxiliar (o campo de Lautrup-Nakanishi) e ¢, ¢ sendo campos de
fantasmas, todos tomando valores na algebra de Lie de SU (N). A agao (1.23) seria obtida de
(1.1) pelo uso do procedimento de Faddeev-Popov para fixar o calibre. Em seguida, define-se
o operador linearizado de Slavnov-Taylor [21], que ird testar a invariancia de calibre da a¢ao
efetiva quantica em cada ordem de teoria de perturbacoes. Quando se resolve o problema de
cohomologia associado com este operador nilpotente, encontra-se uma solugao nao trivial,
que reflete a inescapabilidade da anomalia de calibre e, portanto, da perda irremediavel da
invariancia de calibre da teoria (cujo reflexo mais imediato é a anomalia de calibre). Isto
significa que termos nao invariantes de calibre sao dinamicamente gerados em cada ordem de
teoria de perturbagoes e nao podem ser absorvidos por contratermos invariantes de calibre
adequadamente escolhidos. Isto contradiz frontalmente o que encontramos anteriormente e
poe a renormalizabilidade da teoria em risco.

O problema desta linha de raciocinio é o seu ponto de partida. Fixar o calibre é essencial
para a definicao perturbativa de uma teoria de calibre, mas nao é possivel fazer isso numa
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teoria anomala da mesma forma que se faz no caso convencional. Se comegamos com a
acao sem calibre fixado (1.1) e insistimos na inser¢do da identidade, através do método de
Faddeev-Popov, terminamos com um funcional gerador dado por [6]

710,0,0] = /d@d@bdz/?dAudBdcdé
X exp (iSFp [z/), Y, A, B,c, E} + 0 (AM,G))
= /de@/)dz/_)dA#dBdchexp (iSfuu [1/), U, A, B, c,¢, «9}) , (1.25)

onde «; foi definido em (1.18) e é chamado de a¢do de Wess-Zumino. Os campos 6%, con-
tidos em 0 = 0°T, sao chamados de campos de Wess-Zumino e representam novos graus
de liberdade, que aparecem apenas no nivel quantico. A ac¢ao Sgy ¢ o verdadeiro ponto de
partida de onde deveriamos reiniciar a andlise da cohomologia do operador linearizado de
Slavnov-Taylor. A acao é invariante de calibre e, gracas a técnica de Faddeev-Popov, da
origem a um propagador bosonico bem definido. Infelizmente, como os campos 6 tem di-
mensao de massa nula, nao ha restrigoes sobre os contratermos de renormalizacao envolvendo
0 e, entao, nao se sabe como resolver o problema de cohomologia do operador linearizado de
Slavnov-Taylor até hoje, neste caso. Se nao quisermos conviver com a presenca dos campos
de Wess-Zumino, nao podemos fixar o calibre. Mas, ao nao fixa-lo, nao héa simetria BRST
para definir um problema de cohomologia.

Assim, até onde se sabe, a renormalizacao algébrica nao parece ser 1util para decidir se
as teorias de calibre quirais sdo verdadeiramente andémalas na simetria de calibre (e, logo,
potencialmente inconsistentes). Como apontamos na segao anterior, hé indicagoes fortes de
que o caso seja exatamente o oposto.

1.4 Sobre a invariancia de calibre da medida bosonica

Se a medida bosonica dA, nao fosse invariante de calibre, deverfamos levar em conta a
contribui¢ao do Jacobiano da transformacao de calibre dos campos A,, o que iria estra-
gar a conservacao covariante da corrente obtida anteriormente. Vamos agora investigar em
detalhe esta invariancia de calibre. Notemos que a auséncia de invariancia de calibre da
medida fermionica nao tem importancia na obtencao da conservacao covariante da corrente,
ao contrario do que é usualmente afirmado. A anulacao do VEV da anomalia de calibre deve
ser vista como um requerimento de consisténcia ao considerarmos o caso de uma teoria com
todos os campos completamente quantizados.

Vamos mostrar, a seguir, que podemos obter informacao sobre um possivel Jacobiano as-
sociado & medida bosonica a partir de um argumento oriundo da integral funcional. Para isso,
vamos considerar o funcional gerador para func¢oes de correlacao de operadores invariantes
de calibre,

0; (A%) = 0; (A,), (1.26)
numa teoria de Yang-Mills pura, sem férmions. As fungoes de correlagao sao obtidas através
de derivadas funcionais deste funcional gerador

5" i -
ST (1) oA () [X] ey (01T (01 (Ay) (1) .05 (Ay) (20)) |0) (1.27)
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- Z [N] = /dA expz/ (;FWF“H—)\ 0;[A, ]) (1.28)

Consideremos a integragao funcional sobre a versao transformada de calibre AZ:
. 1 .
Z P\z] — /dAM expi/tr <§FWF/W + \O; (A,))
. , 1 v
= / dAj expi / tr (5 (FL F"™)? + O (Aﬁ))
= /dAuJ[AM,g] exp (i/tr (B P + XN'O; (Au))) ) (1.29)

onde permitimos a presenca (possivel) de um Jacobiano para a transformagao de calibre da
medida. E facil ver, entao, que

O T (J[Aus g1 Or (Apy) (1) ..On (Ay) () |0)
= (0T (01 (Ay) (21) ..0n (Ay) (2)) |0) (1.30)

o que significa que todas as funcoes de correlacao envolvendo J [4,, g] com operadores inva-
riantes de calibre s@o as mesmas que aquelas envolvendo a identidade. Assim, no espago de
Hilbert fisico da teoria, os dois operadores sao iguais,

J[Au g = 1. (1.31)

Este argumento nao se generaliza para operadores arbitrarios, nao necessariamente in-
variantes de calibre. Contudo, um calculo explicito pode resolver a questao. Vamos usar
a prescricao usual para definir a medida bosonica, por meio de um conjunto completo de
funcoes ortonormais {¢, } de um operador hermitiano D:

D(bn = /\nﬁbm
/d:ﬂ¢1ﬂ5m - nm» Z¢n (‘T - U)v
Zaﬂ o () = dA, = [ das,.. (1.32)

a, f4,n

Por uma transformacao de calibre infinitesimal (1.13) obtemos
i
A9 = Zam Tt (z Zam Tan (v) = - D0

= <Z (a5, , + ia), , fapcl®) dn () — éauea> T (1.33)

n

Decompondo 0% em termos das mesmas autofungoes de D,

——a 0° (x Z (z), (1.34)
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chegamos a

Tin = <5a,b5nm + / e}, (x) i faret® () dm (:c)> ab .+, (1.35)
de modo que

[ da;,. = det [5a,b5n,m + / dzdl, () i fapd” () brm (x)} I1da... (1.36)

a,p,n a,p,n

O termo aj, , nao contribui devido a invariancia translacional de cada medida daj, ,,. Seguindo
os passos de Fujikawa [3], obtemos a seguinte expressao para o Jacobiano:

T A 6] = exp (Z (tr [ 26, @) itantr @) 0, <x>)) , (1.37)

n

onde “tr” se refere aos indices de algebra de Lie. E imediato ver que a expressao para
J [A,, 0] é indefinida:

S (o [ dodh @ittt (0)0n (0)) =t [ et (0 > on (216}

n

= /dm’faacﬁc ()0 (0) =0 x oo. (1.38)

Portanto, a expressao acima deve ser regularizada de modo a fazer sentido. E natural escolher
os autovalores do operador D para regularizar o Jacobiano:

T [Au 0] = exp ( m > (15 [ sl () (0)exp (315 ) <x>)>

- ( > (tr [ @) it (@) exo (—%) bn @)), (1.39)

onde a é escolhido de modo que o argumento da exponencial seja adimensional. A escolha
do operador D ¢ guiada pelos requisitos de que a) ele apareca naturalmente na teoria; b) ele
seja invariante de calibre; e ¢) seus autovalores sejam reais. Além disso, nossa escolha de que
os coeficientes ay ,, carreguem toda a dependéncia em p e a implica serem os ¢, autofungoes
de um operador escalar e sem cor. Uma boa escolha é

D =tr (D, D", (1.40)

com o traco sendo tomado apenas sobre os indices de cor. Sob estas condic¢oes, vemos que a
soma ¢ regularizada e, como nao ha dependéncia adicional dos indices de cor proveniente de
exp (—D2 /M 4), o traco pode ser calculado imediatamente, com o resultado

T4 0] = e (A};inmz (ife [ 56}, (0)0° @) exp (~ 17 ) o <x>)>
— exp (0) = 1. ' (1.41)
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E claro que poderiamos escolher outras estratégias e obter um resultado diferente de
1. Mas a “anomalia de calibre” obtida deste Jacobiano “nao-trivial” poderia, entao, ser
removida por uma escolha adequada de contratermos. Mais precisamente, podemos usar o
fato de que as teorias de Yang-Mills sao renormalizaveis. De fato, a prova de 't Hooft [22]
mostra que ¢ possivel preservar a invariancia de calibre em todas as ordens em teoria de
perturbagoes e isto é crucial para demonstrar que a teoria é renormalizdvel. Resultados de
renormalizacao algébrica confirmam isso, através da trivialidade da cohomologia do operador
de Slavnov-Taylor para uma teoria de Yang-Mills [23]. Entao, mesmo se regularizdssemos
a teoria com reguladores nao-invariantes de calibre (que nos dariam um Jacobiano nao-
trivial), uma mudanca no esquema de renormalizacido poderia restaurar a invariancia de
calibre e colocar o Jacobiano como 1.

Gostariamos de observar que deve haver diversas formas de provar a invariancia de calibre
da medida bosonica. Uma delas ¢, certamente, considerar a teoria na rede, onde se pode
definir a medida bosonica como uma medida de Haar, que é naturalmente invariante de
calibre (veja, por exemplo, a férmula (7.12) de [24]). Em seguida, deverfamos considerar
cuidadosamente o limite de espacamento de rede nulo, para provar esta invariancia na teoria
no continuo. Contudo, essa discussao (nem outras, utilizando argumentagoes diferentes) nao
¢é vista costumeiramente na literatura e isso nos motivou a apresenta-la explicitamente, por
meio da abordagem de Fujikawa.

1.5 E a anomalia axial?

Uma pergunta importante seria: poderiamos usar as mesmas técnicas para cancelar também
a anomalia axial? Ela é definida através da violagao da conservagao da corrente axial,

(0 210} 1, = (01 0 (F7350) [0}, = As (A,). (1.42)
A corrente axial é classicamente conservada em virtude da simetria axial
W = e = gou, (1.43)

que ¢ exata, no nivel da agao, no caso em que os férmions nao tem massa. Ja a anomalia de
calibre aparece como a violacao da conservacao covariante da corrente de calibre

(01 (D) 15 10) 4, = O (D) s (U1 T P10) 0) 5, = A" (Ay) . (1.44)
cuja conservacao classica é uma consequéncia da simetria de calibre
Yo = TPy = gy, (1.45)

Enquanto a transformacao de calibre (1.45) pode ser transferida dos férmions para os campos
de calibre (como todos eles considerados como quanticos)

S [0, 99, 4,) = S v b, 47" (1.46)
o mesmo nao pode ser feito com a transformacgao axial sob as mesmas circunstancias:
S [y, 9%, Ay] = S [,9, Au], (1.47)

19



o que significa que os campos de calibre nao desempenham papel andlogo, em relacao a
simetria axial, ao que tém na simetria de calibre. Consequentemente, nao podemos fazer as
mesmas manipulagoes na integral funcional e, portanto, nao podemos mostrar que a ano-
malia axial se cancela também. A anomalia axial é muito bem-vinda, pois é responsavel
pela explicacao do decaimento observado do méson 7% em dois fétons. Por outro lado, a
anomalia de calibre é indesejada e deve ser cancelada (na constru¢ao do modelo padrao) de
modo a nao arruinar a renormalizabilidade explicita da teoria. Podemos afirmar que o papel
dinamico da anomalia axial nao é tocado em nossa abordagem. Ela continua aparecendo e
influenciando agoes efetivas derivadas da Cromodinamica Quantica (CDQ) em baixas ener-
gias, por exemplo. Nossa abordagem, contudo, oferece alguma esperanca de que a anomalia
de calibre nao seja necessariamente catastrofica.

1.6 As identidades de Ward-Takahashi

Vamos agora nos restringir ao caso em que a simetria da agao é abeliana (mais especifi-
camente, simetria U (1)), mas ainda em d dimensdes. Neste contexto, vamos analisar em
detalhe as identidades de Ward-Takahashi, que sao relacoes entre funcoes de Green, impli-
cadas pela invariancia de calibre da teoria. E de se esperar que haja modificagbes nessas
identidades devido a presenca da anomalia de calibre. De fato, este é um dos argumen-
tos mais citados para o descarte das teorias com anomalia de calibre, pois a modificacao
das identidades de Ward-Takahashi acabaria com as relacoes entre constantes de renorma-
lizagao, necessaria para a prova da renormalizagao perturbativa de uma teoria de calibre.
Nesta secao, vamos deduzir essas identidades no caso anomalo de calibre. Esta secao se
baseia nos resultados obtidos na referéncia [9].

As identidades de Ward-Takahashi podem ser obtidas com a ajuda de uma mudanca de
variaveis infinitesimal que é uma transformacao de calibre abeliana, no funcional gerador:

1
AV = A, - ~0ud0
Y = (1— 100 Py ),

0 = P(1 +i00P). (1.48)

O funcional gerador é escrito, entao, como
1 - - _
2l = [ AP0 a5 e (z‘s [0, 5, A2) i [ o (P4 P + J“'Aff))

=¥ /dA dwdwexp( Sh, v, Al +i/d2m(zl_}P_n+ﬁP+¢+J“Au))
X ( /dzx 00 (x ) ( dQL 00 () (’F)PM/} —pP_n — EGMJ‘L))
i 1
:(1+E/d2$6 ( A(Z(S >+6J“
17 %
—enky <?W> <z o0 (@ ) —U)) Ty 1. 7). (1.49)
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A consequéncia é a equacdao master para as identidades de Ward-Takahashi anomalas:

<_
<—e77P+ (%%) +e (%%) P.n—ieA (%M“L(:U)) + (9,JJ“> Z[Ju,m,7) = 0.

(1.50)
Como a anomalia de calibre A ¢, em geral, um operador composto, ¢ conveniente introduzir
na discussao uma fonte A (x) para ela, definindo um novo funcional gerador:

a2y [dadsdbeny (i80.0.4,) +i [ dtins o 4, +34).

(1.51)
Em termos desta nova fonte, podemos escrever
ed (=i Z1g il = —ie (=i Zy[ T, 7 A (152)
—teA | —i = —je | —i—— .
5JH (ZL) M)ﬁ?” 5)\ ((L) A M?ﬂ)ﬁ) )\:07
de modo que a equagao master pode ser reescrita como
ke 5 5

en P, e P — 4+ 0, J* | 2\, 1, Aja=o = 0. 1.53
(zen +577(:U)+Z€577(CE) n+65>\($)+ f > M s 15705 Ala=o ( )

Em seguida, expressamos a equacao master em termos do funcional gerador para as funcoes
de Green conexas, W), definido como

Z\[ s, 71, N = e WAluni Al (1.54)

O que nos conduz a

+0,J" =0 (1.55)

5 5 5
ie P—77 (x> _7'677 ($> P+ — te W)\[J,u?nvﬁ7 /\]
07] x) o

on () ()~ 0A(

Para expressar a equacao master em termos da acao efetiva incluindo insergoes da ano-
malia de calibre, fazemos a transformada de Legendre funcional

U [Ye, Ve, Ao, N] = W[ m, 71, A] — / dz (Mpe + Ven + JH AL ) - (1.56)

onde definimos os campos classicos como,

— —
o Wy - )
e (Z) = — (@) = Wae——=1|
oW
AN70 (fl:) - 5(],1 (T) o : (157)
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O funcional T'y gera as fungoes de Green irredutiveis a uma particula (I1P) com inser¢oes da
anomalia de calibre. Observando que

s
— = —n(x),
0e (f_) ' A=0
5
= —7(x),
e () A=0
v ]
5V, 5T,
@) |y Ny (1.58)

podemos expressar a equacao master em termos de ['y:

7 ———— Pyt () + e (x) P I + 0 i + ie ° \r (Ve the, Ape, N, =0
(@) T 00 () A (@) T oA (w) ) AT T
(1.59)

A partir da equagao acima, obtemos identidades envolvendo diferentes funcoes de Green
I1P com insercoes da anomalia, simplesmente derivando funcionalmente o lado esquerdo da
equacao, de acordo com a funcao de Green que quisermos considerar.

Vamos nos concentrar na relagao entre o propagador fermionico e a funcao de vértice
I1P, uma das que é modificada pela presenca da anomalia de calibre. Para isso, derivamos
funcionalmente duas vezes a relacdo acima, com relacio a v, (1) & esquerda e ¥, (y1) &
direita e pomos todos os campos cldssicos como nulos no final. Obtemos, assim,

e
K 0T 6T ) 5
— + 07 +el')\0 (z — —el\o(z—x — =0.
st (30 * s o0 ) = oD =) gt pomect
Ay e=A=0
(1.60)
O primeiro termo é o propagador fermionico com insercao da anomalia de calibre,
<_
EARE) S
= =T (¢, 0|7 0
T A @[y o) = AV ) O
Ay e=2=0

(1.61)
Os outros trés termos sao a fungao de vértice 1P usual,

A VR
6t (1) OAL () 0the (y1)

= I‘(3) (x,21,91) = <0|T( w (@)Y (1) ¢ <£1>) |0>1PI’

wc:’d_)c:
Ay e=A=0
(1.62)
e a inversa do propagador fermionico I1P
K 5
— T =T® (21, 91) = ((0|T b (1)) |0 b 1.63
5wc (xl) /\5% <y1) (Tl yl) (< | (?/) (3/1) 1/) (T1>) | >1p1) ( )
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Com essas defini¢oes, a equacao (1.60) se escreve como,

iel' M (2,21, y1) + OJ’CTS’) (z,21,91) + eT@ (21, 2) 6 (x —y1) — D@ (z,91) 6 (x — 1) = 0.
(1.64)
A equagao (1.64) é a modificacao da identidade correspondente para o caso de acopla-
mento vetorial. A diferenca é a presenca do termo I'»?) (z, 21, 5;). A partir dela, no caso
usual (com férmions de Dirac, com acoplamento com ambas as quiralidades e, portanto,
sem anomalia de calibre) conclui-se pela igualdade entre a constante de renormalizacdo de
funcao de onda fermionica e a constante de renormalizacao de carga, o que é crucial para
provar a renormalizabilidade da Eletrodinamica Quéntica em 4 dimensoes. A modificacao
que estamos exibindo coloca esta relagao em questao.
Podemos mostrar, no entanto, que ha uma relacio entre '™ e '@ apenas, que simplifica
a equagao (1.64) e mantém uma relagdo possivel entre as constantes de renormalizacdo
mencionadas acima. Para encontra-la, retornamos a equagdo master para W, (equacao
(1.55)), a derivamos funcionalmente a esquerda e a direita, em relagao a 77 (1) e 1 (y1),
respectivamente, fazendo todas as fontes iguais a zero na sequéncia, o que nos da:

= A = Ay
0 5 , 0 5
(””517 ) oy T e ) P s )
> —
o OWN o
= 0. 1.65
“mmmuwnwoﬂ 16)
=f=JH=0
Definindo
5 5
G (z1,41) = (1) W
W (z1,y1) i) on(z) on(y) NI
= (0|7 (¢ (x1) ¥ (1)) 10) , (1.66)

N2 5 w5

O (@) = () =
Gy (21, 11) (z 077 (1) OX () 67 (1) A JH =0
x)

= (01T (A (z) ¥ (21) ¥ (1)) [0) — (0]A () 0) (O (¥ (1) ¥ (1)) 0)
= (0T (A(2) ¥ (1) ¢ (1)) |0) (1.67)

(onde usamos o resultado obtido anteriormente, (0|4 (z) |0) = 0), notamos, entdo, que obti-
vemos a identidade

)
)

z’Gf) (x1,2) P_6(x —yp) — zP+G (x,1y1)0 (z — x1)
=G (z,21,11). (1.68)

Lembrando as relacoes entre I'® e G e entre I ¢ G,
/ d2GD (2, )T (2,y) = / 47O (2, 2) GO (2,y) = i6 (z — y), (1.69)
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42 (2 0,9) = — /dudvl“@) (z,u) GY? (z,u,0) TP (v,y), (1.70)
obtemos entao, a partir de (1.68),
I (z 2y, 1) =6 (x — y1) P-T® (21, y) — i6 (1 — ) TP (2,7) Py (1.71)

Substituimos, entdo, a expressio acima para I'"?) na equacdo (1.64) para obter a relacio
entre Fff’) e I'®_ que pode ser comparada (em termos apenas da forma) com a identidade

correspondente numa teoria nao andémala (para maiores detalhes, veja [9]):

1
P (555F£3) (2, 21, yl)) Py
= P_ (ied (z — y1) ' (21, 2) —ied (x1 — ) T@ (z, y1)) Py (1.72)

O fator 1/2 nao aparece na identidade correspondente numa teoria nao anomala. Ele, po-
tencialmente, é responsavel por uma relacao alterada entre as constantes de renormalizacao,
pela multiplica¢ao por 1/2. Nao é claro ainda se essa alteragao poderia afetar a renormali-
zabilidade da teoria anomala. Guardamos essa discussao para as conclusoes.

No capitulo seguinte, vamos considerar o caso particular (ainda abeliano) de 2 dimensdes.
Observamos que, para esta situagdo, também nao teremos a presenga do fator 1/2, em funcao
da estrutura da anomalia de calibre nesta dimensao, que vamos discutir em detalhe.
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Capitulo 2

Eletrodinamica quantica quiral em 2
dimensoes (EDQQ2)

Neste capitulo, vamos detalhar os resultados obtidos anteriormente para o caso abeliano
em 2 dimensoes. As duas primeiras se¢oes sao fortemente baseadas no trabalho realizado na
dissertacao de Mestrado de Daniel Ribeiro de Pontes [25], enquanto a tltima se¢ao engloba a
analise das identidades de Ward para o caso abeliano em 2 dimensoes, uma das contribuigoes
originais desta tese. Este capitulo é a base para um trabalho cientifico em fase de redagao [17].
Uma discussao extensa de teorias quanticas de campos em 2 dimensoes pode ser encontrada
em [26].

2.1 O modelo e sua solucao

A eletrodinamica quiral em (1 + 1) dimensoes ¢ definida pela agao:

S, ¢, A, = /d%; (—%FWFWJr@/_zD [A,] ¢> : (2.1)

onde F,, = d,A, — 0,A, é o tensor de intensidade de campo, ¢ é um férmion de Dirac e
D[A,] é
DA, =~*(i0, + eA,Py), (2.2)

com Py = (1+73)/2.' A presenga de P, no operador de Dirac garante que apenas as
componentes esquerdas do férmion de Dirac ¢, = P4, ¢, = ¥ P_, acoplam-se ao campo

'Nossas convencdes sio:

0 1 . 0 -1 10
“/0:01=<1 0), “/12—1022(1 0 ) 73570712032(0 _1), (2.3)

com 7% = —p!! = 1. Algumas identidades importantes em 2 dimensoes sdo:
V7T = =267, i = e tr(viPy) =t — e (2.4)
onde 91 = —€%! = 1. Também definimos, para qualquer vetor Vyy Oy = €07
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A,. As componentes direitas Y = P_1), Y = Y P, sdo férmions de Weyl livres. A simetria
de calibre da agao é expressa pelas transformagoes

i, L,
AZ:A“_EQ ldﬂg:A#_ng07

V9 = e = (P-4 gPy) ¢,
V! =0e" = (P + Pg™t), (2.5)

com g = exp (—if (x)). Em termos de 1, e 1, a agdo pode ser escrita como

S [7/}L71/;L71/}R71/;R7Au] = /dzT (_%lFuVF;w
+ir, ("0, + ey" AL) Y + Y (i4"0,) Yr) - (2.6)

Ambas as formas (com férmions de Dirac e com férmions de Weyl) descrevem uma teoria
interagente de um tunico férmion de Weyl esquerdo com um campo de calibre abeliano.
Contudo, usar férmions de Dirac é preferivel, pois iremos considerar det D [A,] e apenas
neste caso o operador D [A,] tem um problema de autovalores bem definido [19].

A teoria quantica é definida através do funcional gerador

1 - - _
Z[Jy,n, 7] = N/dAudwdw exp (Z'S[w, P, Al —i—z’/de(wP_n + 7P+ J“Au)) . (2.7)
com N = Ny, N, sendo um fator de normalizacao que implementa Z [0, 0,0] = 1 e a presenca

de P. nos acoplamentos com as fontes garante que apenas os férmions esquerdos aparecem
nas fungoes de correlagao. Fazendo a translacao

<=

— ) =1 — /deG (A m,y) Pon(y), (2.8)

<

S0 =0 [ ) PG (i) (29)
com G (A,;z,y) sendo o propagador fermioénico completo na presenca de um A, arbitrério,
D[A) G(Ayiz,y) = G(Ay 2,y)D [A] = 6*(x — ), (2.10)

obtemos
1 _
Z[Jm 7, 7_7] = N /dAudeChb

1 _
X exp (i/dzw (_ZLFWFW + YD [AL] Y+ J“Au> — i/dzwdzy NP G(Ay; x,y)P_'r]) .
(2.11)

A integral funcional acima é quadratica nos férmions. Ela corresponde, formalmente, a

L ) | dPx 1 eti =exp (i
m/dwdwexp (z/d zD [Au]z/)> = N¢d tiD[A,] = exp (iH [A,]). (2.12)
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O funcional H [A,] engloba os efeitos dinamicos dos férmions. Uma boa escolha para N,
que remove as singularidades inerentes ao calculo do determinante, é

Ny = detiD [0] = det i (iv"0,), (2.13)
0 que nos da
, _ detD[A,]

Assim, Z toma a forma:
0,1 ! A i 1 L i1H[A "A
Z[Jy.m, 1) =N dA,exp (i [ d*x _ZF F,, | +tH[A,]+ J'A,
—i/d2xd2yﬁP+G(Au;x,y)P_n>. (2.15)
As manipulagoes acima poderiam ter sido feitas em qualquer niimero de dimensoes. Con-
tudo, em 2 dimensoes, somos capazes de calcular exatamente tanto G(A,;z,y) quando

H[A,]. Em particular, H[A,] serd um funcional quadrético de A,. Isso nos permitira
escrever

1 1
/ &z (—ZF“”FW) +HI[A,)] = / Prs A" A, (2.16)

com Q" sendo um operador inversivel, independente de A,,
_ 1 , 5 (1 5
Z[Jn. 0 =— [ dAyexp | i [ d°x | A QA ) + JFA,
Na, 2
—z'/ded2y ﬁG(Amx,y)n) : (2.17)

Entao, fazendo a mudanca de varidveis

Au(z) = A, (2) = Au(x) — /dzy(Q_l)W(x,y)J”(y), (2.18)
chegamos a uma expressao fechada para Z:

4 - v

Z[J,.m, 7] = exp (—5 / dad*yJ, (2) (Q Y (x —y) J, (y))

<y e (1t (Gasea) < [ dayin, (4, (@ s Poa)
(2.19)

que indica que devemos escolher o fator N4, como

Na, = /dAN exp (z’/dQ:c <%AMQ‘“’AV)) : (2.20)

de forma que Z[0,0,0] = 1.
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Notamos que nao utilizamos o método de Faddeev-Popov para fixar o calibre, mas con-
seguimos obter um propagador ((Q~1)* (z — y)) para o campo de calibre da mesma forma.
Isso mostra que os efeitos quanticos provenientes dos férmions sao capazes de dar conta desta
tarefa, se conseguirmos informacoes nao perturbativas sobre eles. Tais informacoes nao estao
disponiveis em d dimensoes, em geral, o que torna o problema extremamente complicado em
dimensoes superiores.

A férmula acima para Z é uma solugao completa da teoria se for possivel obter G(A,,; z,y)
e se H[A,] puder ser calculado e for quadratico. Este é o caso para a EDQQ2. Ambas as
quantidades foram calculadas no passado [27]. Elas sao dadas por:

G(Au;,y) = exp {iePJr/dzle,,(z;x,y)A“(z) Gr(r—vy), (2.21)
com
Su(z;2,y) = [Dp(z — 2) — Dr( )] (9] + ;)
Gp(z—y) = —H, (2.22)
e
H[A,] = 8; / d>x A" (an“” (8M - 5M) é(éy - (i)) AY = —iln %. (2.23)

Na férmula acima para H notamos o aparecimento do parametro a, que nao estava presente
na agao original. Ele foi apresentado originalmente por Jackiw e Rajaraman [4] e estd
relacionado a ambiguidades de regularizacao. Conforme mencionamos, H ¢ um funcional
quadrético em A,, o que permite a definicao de *":

\

<—ZF“”FW> + H[A,]

i
e? ~
uyvo_ apav = uvo L n v v
/ (Dn aa+4ﬂ( (" + ) (a+a)>>,4
/d

al =

20 A Q" A, (2.24)

Dada a expressao para 2*”, podemos obter a sua inversa sem problemas:

(@) (2~ y) = / %<Ql>ﬂy<k>em<xw, (2.25)
. B 1
( )“”(>_)\(a—1)(k2 A-2)

(2.26)
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62

A= —. 2.27
o (2.27)
A anomalia de calibre estd relacionada a nao invariancia de calibre de H [A,]. O funcional
de Wess-Zumino ¢é definido por

a1[Au 6] = WIAY] = W[A,). (2.28)
onde, dado que g = exp (i),
1
Al = A, — Eaue. (2.29)
Sua forma explicita é dada entao por
a—1 e ~
ai[A,, g = / &z ( —0"00,0 — A" ((a=1)00 - aue)) . (2.30)

O Jacobiano de uma transformacao de calibre (vista como uma mudanga de varidveis) em
Zé
J Ay, 9] = exp (iaq [A,, g]) - (2.31)

Isso nos da imediatamente a anomalia de calibre [3]:

5al[A 79]
A(x) = /w4
(7) 30(x) |-,
= ((a =19 = 8,) 4" () = hu* () (2.32)
. 1 1 = Ny ) .
onde definimos h,, como
e ~

by = = ((a 1), - au) . (2.33)

A anomalia de calibre aparece, como é bem sabido, na violacao da conservacao covariante
da corrente de calibre, na presenca de um campo externo A,:

(010, (" Pr)[0),, = Al(x). (2.34)

Contudo, o que acontece se o campo A, também for quantico? Como vimos anteriormente,
a equacao acima tem que envolver um valor esperado extra

(010, (V7" Py1p)|0) = (0]A () |0) . (2.35)

Este valor esperado pode ser facilmente calculado a partir dos nossos resultados anteriores e
é:

04 0) = (o) (3577 ) 7L 0.0

1 1 46 1
- Z A ' 2 —A,Q"A, kA
NAuh“(z)<'(5J (x)) /d 1 €XP (z/da:(z L + J u))

0 (2.36)

Ju=0
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Assim, no nivel quantico completo (todos os campos quantizados), a corrente de calibre
é conservada, o que indica restauragao da simetria de calibre. Este resultado confirma a
analise geral delineada no capitulo anterior. O préximo passo é checar o que acontece com
uma funcao de correlacao arbitraria envolvendo a anomalia de calibre. Investigamos esta
questao na proxima se¢ao.

2.2 Insercoes da anomalia de calibre em funcgoes de cor-
relacao

Aproveitando a solubilidade exata da EDQQ2, vamos calcular diversas fungoes de correlacao
com uma insercao do operador associado a anomalia de calibre. Vamos comecar pelos ope-
radores bosonicos, calculando a inser¢cao da anomalia de calibre na funcao de Green de 1
ponto do féton:

Gi (2,) = (0T [A(2)Au ()] 0) = <0|T[ (z) A"(2) Ay (y)]]0)

= h, ( < MV( >> Z[J,.,0,0]

o s

xemp(‘ﬁflfffyu¢<><ﬂ”¥”tﬂ_y5jﬁ@”>ﬁFo

= il () (0 (2 — ). (2.37)

Ju=0

Usando a expressao explicita para (Q~1)*(z — y), obtemos
. ) i\ )
iy (2) (@Yol =) =2 ((0 =18 = 8,) (7)ula — )

-2 [ (=0 =) @ e

:_1/ &’k kyeik(w—y)
(2m)*

= an()? (x—1y). (2.38)

O resultado acima pode ser diretamente generalizado para uma inser¢ao da anomalia de
calibre numa funcao de Green de n campos de féton,

G (@1, e 1) = (O [TLA() Ay, (1) Ay (02).. Ay, (20)]] ) (2.39)

Se n for par, teremos um numero impar de derivadas funcionais agindo numa exponencial
quadrética, dando um resultado nulo quando a fonte .J,, é posta a zero:

GU™ (x xy..2,) =0, npar. (2.40)

1 fim
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Se n for impar, obteremos um resultado nao nulo para a funcao de correlacao. Considere,
por exemplo, n = 3:

1,n)
G,Eu,uzug (:I: Iy, T2, $3>

<O|T[ ( )Aﬂl(‘Ll)AH2(I2)AN3($3)]|O>
= (0[Thy, () A*(2) Ay, (1) Ay (72) Ay, (3)]] 0)
(€)" i ( '

- h (‘T) (7 ) p\T — ‘Tl)) (Z(Q_ )/121113(‘%2 - 13))
+ By () (1) (2 = 22)) (1) iy (1 — )
+ h./,, (x) (i(Q_l)Hﬂs (z — (53)) (7:(9_1)/1/1/@ (71 — z2))
= 3(9’“52 (x — 1) (Z(Q_ )M2M3($2 - 333))

+ ;8/1252 (33 - 552) (i(Q_l)MM (Il - $3))
) y—
+ ;%352 (= 21) ((( Q) o (1 — 22)) (2.41)
Este resultado pode se facilmente generalizado para um n impar arbitrério.

Vamos agora calcular a insercao da anomalia de calibre numa funcao de correlacao de
operadores invariantes de calibre. Tomamos, como um exemplo concreto, o caso

( (1> Rk <l> 5Jf<y>>>

- (_i / 2 'de'Ja ) @) @ ) s 0)

GEJ/];/-:L)( y) = (0[T[A(z) Flu(y)

2 Jpu=0
= ihy () GUQTY, (2 = y) — ihy () RO, (). (2.42)
Os termos individuais podem ser escritos como:
. 7 - Z)\ AT ? -
ihy (1) Qe =) = = ((a=1) 3 = 7) QUL la =)
_ A [ Ak ~ “1yo (1) pika—y)
o s (@ =1k = ) k(@77 (R e
:E/d’fkk ik(z—y)
(27)*
iy () QU (2 — ) = —éayauaz (z—y). (2.44)
Assim,
GOV (x,y) =0. (2.45)
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Numa funcgado de correlagao geral, envolvendo um produto de n termos do tipo em pontos
diferentes, essa anulacao vai se repetir para cada pareamento entre A(z) e F},,,, (zx), dando
um resultado nulo para o correlador:

G Gy (9) = (OTLAG) Fy (2)- Foy ()] 0) = 0. (2:46)

(pav1)...

Vamos, agora, calcular o resultado de uma insercao da anomalia de calibre em funcgoes
de correlacao fermionicas. Serd conveniente, contudo, calcular primeiramente

G (w,7) = (0|7 (¢r(x)dr(2))]0) . (2.47)
Usando a expressao para Z|[J,,n, 7] dada por (2.19):

2,7) = (0 |T (¢r(x) (7)) | 0)

(
K 1%
<6mw>”0”m<om>>nﬁo
1 ? . 2 /]' ny
= N_AM (ZM(:C)) /dAMexp (z/d xéAMQ A,
. 2.0 2= = ! ! =/ = 1 %
_z/d r'd°T n(x)PJrG(AM;x,:C)P_n(x)) (267;(9?))

/dA P,G(A,;x,%) P_exp (z’/de'lAHQWA,,) : (2.48)
~ Na, 2

G

S R

Inserindo a expressao explicita para G (A,; x,7), eq. (2.21), teremos
) 1
GO(2,7) = — / dA, exp (i / P’ = A, QM A,
Na, 2
X Py exp (ePyS*(a';x,T)A, (2') Gr(z — T)P-. (2.49)
Observando que, sendo a uma funcao escalar arbitraria,

exp (Pra) =1+ Pra+ — (P+a)

2!
1

=P +P; (1+a+2|oz + .. )

=P_+ P exp (o), (2.50)

obtemos
G (x,7) = —/dA“ exp( /dQ"E —A A, + eSH (2 1, T)A, (m')) P.Gp(x —7)P-

= exp (z’eQ/dQ:c’dQJU"SM(:c'; z.7) (@)Y (2 — ") S, (2", :r)) PyiGp(x —Z)P-. (2.51)
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Usando as expressoes explicitas para S, e 7! dadas anteriormente, chegamos a:
/ d*2'd®z" S, (22, 2) (A )" (2" — 2”) S, (2" 2, T)

. 1 Lk (2 — ik(z—2) __ ,—ik(z—x)
_ / i (2-e ¢ ) (2.52)
Aa-1)/ @n) B2 -\

Este termo vai a zero quando x — Z, o que indica que as singularidades na diagonal de
2, o\ o~ . _

GS )(a:, T) sdo exatamente as mesmas que aquelas do propagador livre, Gr(z — T).
Vamos, entao, inserir o operador da anomalia de calibre na funcao de correlacao consi-

derada acima:

GS’Q)(x, x1,T1) <O ]T x)y, (xl)zh

X [exp <—3 / Lde’de’Jw (&) (Y (2 — o) S (z/))

; _ 1 }
X N /dAu exp (z/dzx §AMQ“ AU>

X G(A‘u — (Q_I)HVJV; Xy, f1>j| Ju=0" (253)

\)

Observando que
G(A, — (), J"; 21, 71)
= exp {—i@PJF/dQZdeS“(z;:cl,:El)(SZ_l)W(z,y)J”(y)}
X G (A, x1,71), (2.54)

vemos que a dependéncia em A, estd inteiramente contida em G (A,; x1, 1), ¢ isso significa
que, fatorizando o termo exponencial independente de A,,, a integral remanescente se reduz

aquela considerada no calculo de ng)(:i, x). Assim, obtemos
Ggl’Q)(a:,xl,:fl) = —ie (/ d*z hy () Sa(z; azl,fl)(ﬂ_l)a“(z,x))
x PLGP(xy,7). (2.55)
Outras fungoes de correlagao como
(0| TTA(2) Y (20) V(1) (20) 01 (20)] 0) (2.56)
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irao envolver produtos e fatores como o calculado acima. Vamos considerar em mais detalhe
0 termo que vem antes de PGS (21, 1) em (2.55):

[ #h @) Saleimm) @) )
d2p ezp r1—2)
e / / 22 tie

x / W (@ = 1)k = By ) (ko ) (1) (e =2)

— (.’L‘l — .Cf'l)
= —é(d(:l)l—il')—(s(fl_w))
= G (@21, 31) =i (6 (01 — 2) = 6 (71 — 7)) PGP (1, 7). (2.57)

Assim, a estrutura de singularidades de G2 (x,1,%1), quando x; — T, é a mesma que
aquela de G&) (r1,T1). Neste limite, a fun¢do de Green

G (x1,21) = (0| T[r(z1)0r(T1)] 0) (2.58)

pede uma renormalizacao extra (renormaliza¢do de operador composto [28]), com regula-
rizacdo e subtragao de divergéncias. Contudo, o termo § (1 —z) — § (1 — x) ndo é diver-
gente, nem precisa de regularizagao. Quando xy — ¥ ele simplesmente vai a zero, o que diz
que, independente de qualquer renormalizagao a ser feita sobre K (z1, ),

G (z, 21, 21) = (0| T[A(2)¥r(z1)Pr(21)| 0) = 0. (2.59)

Observamos que ¥y, ()9, (z1) é um operador invariante de calibre (se os indices espinoriais
de 11 (1) ndo sdo contraidos como os de ¥y (z1)).

Assim, no contexto da EDQC2, confirmamos que insercées do operador associado a
anomalia de calibre em correladores envolvendo operadores invariantes de calibre dao um
resultado nulo, em concordancia completa com os resultados gerais obtidos em [8]. Em
contrapartida, essas inser¢oes nao se anulam, em funcoes de correlagao de operadores nao
invariantes de calibre, o que confirma que a anomalia de calibre nao pode ser o operador
nulo e empurra a teoria para longe da trivialidade.

2.3 As identidades de Ward-Takahashi

Nesta secao, vamos checar as identidades de Ward-Takahashi, que obtivemos no capitulo
1 para o caso abeliano quiral em d dimensoes, verificando a sua validade no contexto da
EDQC2. No entanto, antes de fazer tal verificacao, vamos corrigir a equacao master das
identidades de Ward para o caso em 2 dimensoes. Partimos da equagao master em termos
de Z, sem introduzir uma fonte X\ para a anomalia A = h*A,. A razao para isso é que,
como vimos diretamente, em 2 dimensoes, a anomalia ¢ linear no campo A,, nao sendo um
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operador composto e, portanto, nao requerendo a introdugao de uma fonte independente
para ele. A equacao master assume a forma abaixo, entao:

Y.
<_eﬁp+ (%%) e <%5770(:r)> P = ieh” (% 6Jf($)> " @J“) Pl =0

(2.60)
Transformamos essa equacao numa para W, introduzindo Z = expiW,
ie 5 P (x)—z'e‘(x)PL+eh“ 1o Wil m, 17, Al +0,J" =0
on(x) " T 5 () P6Jn(x)) ) A O T
(2.61)
Identificamos os campos classicos,
<_
YW _ 5
wc T)= —7~ ) wc r)=W )
D= w|_ o YT e
ow
A = , 2.62
s (JI) 5JM (ZL') "o ( 6 )
substituimos as correntes por
—? r = -1 (I) 3
ZECNN
0
r = _ﬁ (37) )
0 (T) \—0
)
— 7T =—J"(x), (2.63)

e reescrevemos a equagao master para W em termos da equacao master para I

ip e () P & 90—\ T [, A WA, =0
6(51/1(; (1:) '+ e (l’) + et ($> —5@6 (fl?) +1 HéA,u,c (1‘) WC, Y, ,LL,Cj| +e we = 0.
(2.64)

O primeiro termo é idéntico ao do caso nao anomalo. Assim, quando tomarmos derivadas
funcionais de qualquer ordem em termos de 1 ou 7, o Ultimo termo (associado a anomalia)
vai sumir e vamos ficar com uma equagao idéntica a do caso sem anomalia de calibre. Ve-
mos, assim, que a anomalia nao interfere em identidades de Ward associadas a funcoes I1P
fermionicas.

Temos, assim, basicamente duas equagoes para verificar:

GEM) (x>xl>y1> = GEQ) (xh $> P_o (I - y1) - P+G£2) (377 3/1) 0 (517 - 5’?1) ) (2-65)

P (65FL3) (z, 71, Z/1)) Py
= P_ (ied (z — y1) @ (21, 2) —ied (x1 — 2) TP (x, 1)) Py (2.66)
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Para isso, vamos calcular cada uma das func¢oes que aparecem acima, substitui-las nas res-
pectivas equacoes e nos certificar da consisténcia de nossos resultados.

Vamos comegar com a equagao (2.65). As expressdes para G (r,y) e G2 (x,z1,y1)
foram exibidas anteriormente neste capitulo:

. 1 ko (2 _ eik}(x—y) _ e—ik(x—y))
G (r,y) =ex te2p /
¢ ( J) p 2 +)\<CL—1> (27’(’)2 kg_)\aaTzl

X iGr(r — 1),

Gr(r —y) = —M (2.67)

G (z,21,y1) = =(0 ‘T ) (x1) Yy |0>
=i (0(x1 —x) = 6 (1 — 2)) PLGP(x1, ). (2.68)

Notamos que a estrutura de G (z,y) P_é

G‘(f) (x,y) P~ = —exp (Pra(z,y)) Z"Y#%P—
=P+ Py (e ()] Pt
= P[P+ P (o a )it
— P,G? (z,y), (2.69)
onde i, 1 A2k (2 — etk(z—y) _ g—ik(x—y))
a(x,y) = 293 (a—1) / (2n) 2 /\aa__gl . (2.70)
Assim,

(G (2) (r1,2) P -6 (x — 1) — P+G£2) (r,91)0 (x — :rl))
) ( (x — 1) P+G(2) (x1,2) — 6 (x — xq) P+G£2) (a:,yl))
:z( (r — 1) 5($—$1))P+G£2 (ml,yl))
=G )(L,ll,yl). (2.71)

Para finalizar, vamos verificar a equagdo (2.66). Vamos agora usar a versao I1P da
equagao (2.65), projetada com P, e P_,

P.T®D (z,20,91) Py = P (i6 (v — y1) T® (21, 3) — 6 (v — 2) TP (x, n)) Py, (272
para eliminar os termos envolvendo I'® de (2.66):

P (GQ‘CTS’) (z,z1,11)) Py = P- (eF(1’2) (z,21,11)) Ps- (2.73)
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)

Isso nos da uma relagao direta entre Fff’ e TM2) | que vamos verificar na QED2 quiral. Para

isso, vamos usar a expressio de I'Y) em termos de sua fungao conexa correspondente:
Fff’) (z,21,91) = /dudzdw (T (21,u) G*® (w,u, ) FI(,QH) (w, 2) T® (2,41)) , (2.74)

com ') dada por

2

@ (w, ) = <Dn’“”’ —o'0" + Z—an’W) 6 (w— )
m

62

- ((au + 5#) é(a“ + 5”)) d(w—1x). (2.75)

7

A dependéncia em z estd toda contida em ') sobre a qual incidird, entdo, a derivada:

2

T (w, ) = Z— ((a —-1)0" — 5”)$ d(w—1x)=ehld(w—u1), (2.76)

™

onde lembramos que

= ((a=1)8,-3,). (2.77)

£
47
Dessa forma,
8“1"&3) (r,z1,11) = /dudzdw (F(Q) (r1,u) Gv® (w, u, 2) (8“1"(”23 (w, w)) r® (z, yl))
/dudzdw (F(Q) (z1,u) G*®) (w,u, 2) (eh® (w — z)) TP (2, 1))
=e / dudz (T'® (21, u) (REG"S) (z,u,2)) TP (2,41)) . (2.78)

Lembrando que

T2 (2, 2y, 1) = — /d?Ld?)P(Q) (21,u) G (2, u,0) TP (v, y,)

= /dudv (F(Q) (21, u) (REG"S) (z,u,v)) T® (v,41)) , (2.79)
concluimos que
aur;(?) (xv X1, yl) - 611(172) (:137 X1, yl) . (280)

o que confirma as identidades WT para o modelo.
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Conclusao

Nesta tese, procuramos dar argumentos convincentes de que teorias anomalas nao sao ne-
cessariamente inconsistentes. Como estratégia, apds uma revisao de trabalhos anteriores
na mesma direcao, consideramos a Eletrodinamica Quantica Quiral, que é uma teoria exa-
tamente solivel em 2 dimensoes. Procedendo desta forma, confirmamos todos os resul-
tados apenas conjecturados para 4 dimensdes (ou dimensoes superiores): a anulagdo do
valor esperado no vacuo da anomalia de calibre, a anulagao de sua inser¢ao em fungoes de
Green envolvendo apenas operadores invariantes de calibre, a sua nao anulagao em insercoes
correspondentes com operadores nao invariantes de calibre. Em relacao as identidades de
Ward-Takahashi, encontramos a sua preservagao, como uma particularidade do caso de 2
dimensoes. Tais resultados nos fazem crer que o programa de quantizacao de teorias com
anomalias de calibre pode vir a ser bem sucedido, em dimensoes superiores.

Um ponto importante, em d dimensoes, é a modificacdo, através de um fator 1/2, da
relacao entre a auto-energia do férmion e a funcao de vértice tripla. Este fator vai modificar
uma possivel relagao entre as constantes de renormalizagio associadas a essas duas fungoes
de Green. Embora isso nao ocorra em 2 dimensoes (e, se ocorresse, nao seria problemético,
pois a teoria é super renormalizdvel) tal questao é crucial para provar a renormalizabilidade
perturbativa em dimensoes superiores. E aqui aparece um problema adicional: nao ha uma
definicao adequada de teoria de perturbacgoes para uma teoria com anomalia de calibre.

Numa teoria de calibre convencional, o procedimento de Faddeev-Popov resolve o pro-
blema de definir, sem redundancias, a integracao funcional sobre configuracoes de campos
de calibre nao equivalentes fisicamente. Ao fazer isso, também resolve o problema da singu-
laridade do operador A", definido abaixo:

/ " (_le v Fw) _ / du (%A“ (0 — 9") AV) = / do GA“AWAV) (281

A definicao de um propagador para o campo de calibre depende da possibilidade de in-
versao deste operador, o que viabiliza a definicao da abordagem perturbativa. O método de
Faddeev-Popov resolve esse problema, levando A*” num operador nao singular:

_ 1
A — AP =0 - (1 - — ) 0"0", (2.82)

o}
com « sendo o parametro de calibre. No entanto, quando ha anomalia de calibre, a aplicacao
do método de Faddeev-Popov ocasiona a introdugio de campos de Wess-Zumino [6], o que,

em dimensoes maiores que 2 leva a problemas sérios para o estudo da renormalizabilidade da
teoria. Afinal, tais campos tem dimensao de massa nula e poténcias arbitrarias deles podem
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aparecer como contratermos. Em duas dimensoes o problema é resolvido pela expressao
explicita da agao efetiva, que fornece os termos necessarios para inverter o operador Q.
substituto de A* nesse caso, conforme pode ser visto na equacao (2.24), sem a necessidade
de se utilizar o método de Faddeev-Popov. Isso prejudica a definicao perturbativa de uma
teoria de calibre anomala em dimensoes superiores.

Uma possibilidade a ser investigada ¢ introduzir um termo de fixacao de calibre arbitra-
riamente, considerando:

Z [ Jusm, 1) = / DA, DDt exp (z’S [, ¢, A,] + fontes +%O‘ / dx (8HA“)2) , (2.83)

a=0

onde, diferentemente do caso nao anomalo, a deve ter um valor fixado ao final como zero.
O operador cinético que aparece agora é

AW = g0 — (1 — @) 949", (2.84)

e sua inversa nos da o propagador

. 1 1\ k#kY
Duu (k> = _ﬁ (nuu - (1 - a) L2 ) . (285)

Tal propagador é singular no limite em que « vai para zero (que deve ser tomado, necessari-
amente), mas isso é esperado. Poderfamos usd-lo como pardmetro regularizador para definir
a expansao perturbativa e entao tentar remover as divergéncias em o = 0 junto com as
divergéncias ultravioletas usuais, que precisarao ser renormalizadas da teoria, fazendo o = 0
apenas quando tivermos expressoes que nao sejam singulares em «. Pretendemos investigar
essa possibilidade em trabalhos futuros.

Como um resultado acessério, investigamos em detalhe a questao da invariancia da me-
dida funcional associada ao campo de calibre, dando argumentos claros que levam a sua
invariancia. Esta é bem conhecida (e utilizada) na literatura. No entanto, nao conseguimos
encontrar trabalhos onde esta invariancia fosse mostrada de maneira explicita, o que é uma
das contribuigoes desta tese.
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