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q
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q
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b†
'
b
�
N
�L�D�L�!� �5�-]��h�K�K���-�I���=�E¢K�©�.����� ���h� �-3��[�=� �K�0¥�� ��¢[�q�-3�Ga�

[N, b] = −b /S­[� ­ � 6
[
N, b†

]
= b†

/t­[� ­��n6
[
b, b†

]
q±

= q∓N ,
/t­[� ­���6

���h�K�K�
b = (b†)†

' [
b, b†

]
q±

≡ bb†−q±b†b ¨ � (q±)
¤ ¥�� �'¢ �q�a� �E�6�

q
¢ � � � �{�h��� ���Q�k�@¥q¬K� �M�k�K�

�K�d�:�a�.� ���h�L�����K� �K� �8�E� �{�-3�Gk�K�t* �a�L�dB.¢K�IB.¢:�a� �K�
q → 1
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�@���N�K� ¥�� �'¢ �q�-3�Ga�0�a¥h� �{�
���h¥�¢��e����� �T�-�£����� �43
�@�����K�§¥h� ��¢ �L�-3�Gk���:�[Ua�!�a��,K�����K�_H��h�!���h�n, �h�.��'@��Bn���!/t­@��
 �a¤x­[�+
&¯�6 ��¡£� ���
¢ �{�U¥h�E������B.¢ ��� ¥�� ��� �����K���k�q���:����B9�V/S­[� ­��Z68'K�-, �L� �{���

b†b = [N ] ,
/t­[� ­a¯Z6

�

bb† = [N + 1] ,
/t­[� ­� �6

�E�K�K�0�K�8\:�K� �{���

[x] ≡ qx − q−x

q − q−1
.
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q
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B.¢K�

Nb† = b†(N + 1).
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N
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N(b†|n〉) = b†(N + 1)|n〉 = (n + 1)(b†|n〉). /t­[� � ®Z6
$O�@�K� ����� �K�a�L�a� �q� �`,e¨ � B@¢ �'�������L�a�K�

b†|n〉 ¨�¢ � �a¢ �L�@�����q�a� �M�K�����e���L�k�K�E�
N

¥�� � ¢ �
�a¢ ��� �k�a�©�E�\�a¥h���=��¥��©�K�0�K� ¢ �{��¢K�K���K�a�K� � � �������-3�Gk�0�a���a¢ �L�&�k�a�©�E�N�K� |n〉 �O¦_�.��� � �0���e�����a�K�E�
b†

¨ �����e���L�k�K�E�������a�k�.�L� �����2�L�0�:�[Ua�!�E�=,K�L���K�-�
q
¤�����¥��©� �a�K�a�����h�O¦��:�a�©���2� �����2�L�4'.�����e�����a�K�E�

b
¨��{��� �h�L�a� �E�§�4,:�a�|S � �����2���K�d(��M�=B9�V/S­[� � ®Z6I�e�@�K� ����� ����¥h�����E���_B@¢ �

b†|n〉 = c|n + 1〉 � ¦
¥��E�;���q�k�.���

c
� �@�K�d������¥Q�a�©¥�¢K���a�:�§� � �e�E�K� �DB@¢ � �-���a¢ �L�@�����q�a� ���\�K�

N
��� ��� � �K�a� �{�a����]Q�a�K�-��'

�t� �a�|'

|c|2〈n+ 1||n+ 1〉 = |c|2 = 〈n|bb†|n〉 /t­[� � 
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c
� �����©���©�E�-��'

c =
√

[n+ 1]
�&(§� �M�a� �������

��� �{�©� �a� � �@�K� �{��� � ���K¢�]h��� ¥�� �{�U�U���e���L�k�K�E�
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b†

�K�U�-Uk¥�¢K��';B@¢ ��¨��a�K��B.¢K�����a�K�`�e�E�
b
'
b|0〉 = 0

'K�:�u���=�E¢K���2��� �M�a� ������� �

|n〉 =
1√
[n]!

(b†)n|0〉, /t­[� � ­�6

���h�K�K�
[n]! ≡ [n] [n− 1] .... [1]
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n

¢ � � � �{�h���U���2���������K�
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√
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√
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[n]
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q
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d
'2��, ��� ������¢ �{�����=�K���=�����2�L�-3�Ga��¥�� � ¢ � � � �������D\:�K�©���
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q
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��� ���L� ¥Q�-������� � �����K�0���h� �a¥h���E�K�a�K��¥�� � �������L� �M�4�\�K�f�a�K���a���f/ v �&% s � p 6
�+
&­��t�

$O�a�������K�K�U�:�uH�� �{�©�©���E�K� �}�:�a���U�
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h̄ω
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h̄ω
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([n] + [n + 1]) =
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[1/2]
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n
¥h������¥��k�
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q
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AJ0 = f(J0)A
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A,A†
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= f(J0) − J0,

/t­[� �2®Z6

� � B.¢K�4' � �E� ¬ �!� aa�L�=���-'
(A†)† = A
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J0

¨�¢ � ���e���L�k�K�E� ¬K�h� ���©�L���a�K���
f(J0)

¨0¢ �{���8¢K��3�Ga�
�a�:�a� �©����¥Q�U�K�

J0

'i���h�K�K�
f
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'O�4���©�L�h�L�-3��[�=� �8¢ �L¢K���-�D��� � � ���U�L��� �K� � �k�X�e�E�2�L�y\;S[�
α∗ = 1/(1 − q)

'�B.¢K�
¨ ¢ � �e�E�2�L��\;S[� �=��� UQ�a���g'D�����K� � B.¢K�i���Z�a¢ ��� �k�a�©�E���=���K�

J0

/5�:�a� ���T� �E�
fm(α0)

6M�-Gk�
�����a¥h¢ ��¢K���a�K�K��� �8�E� �M�k�K�K��¢ � B@¢K�-��� ¤�¥��a�.� ���.¢K�Z�K�����C� �h¥h�L����� �����K�h�.�E���-��'6�K� �8�������K�K�M�K�
¥Q�-�����K������¥������a�K�E� ¬:�a� � ma�K��¥h�M� � B.¢K������� �B�E�h�!�§� �����K�h�.�E���-�_�.Ga���!�E¢K�a� �����2�L�����C�:�-3��a�K���h�
�\�.�������q�a�2�L�;'e� �9B.¢K�0¥h�E�K¥��h���K���a���%�k�a�©�E���=�d� �h� ���©�����K��� �K���a¢ ��� �k�a�©�E�%�K���4Ua¥h¢K��'

fm(α0) >

α0(m ≥ 1)
'[��, �L� �{�-�%�K�����L��¥��-���5B.¢K�0�-�e���K�-� ���£�k�a�©�E���=�%�:�a�K�-�#� �a�

α0 < α∗ = 1/(1− q)
'
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./�
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α0 = −3

�!�+����0#1
	2���&3�45�
f(α) = α+1 6 q = 1 7 s = 1 8:9<; �����>=
3��&���/����	���	��!3�����0��! (�����
	 α0

	������?���+4@'"�+'(����	
A �B=)3��

α0 < αm = fm(α0) ∀m 9DC ��4E� A �F�����G���H	��I�
	��*�����!�&�J�
	+�?�
���+���J�����������+��',�B�?��	�	+3�'���K"0#��'(	
���B�������+��',�@'"��3��! "4E���
���L�
	+������������	H�B�M�N'"4E����	����5���M���������
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���������O1F'"�N����'"��� 9

�K����¥����©�q�0�a¥h� �{��¨%�4Ua�©���:���-� �h�:�-� �:�k�L� −1 < q < 1
'2¥�� ���A�e�[� �#���h���[�����L� �5�a¥��©� �����2�L�k�t* �a�L�

�q� �s, ¨ � B.¢K���PS[�!������¢ �{�M���=�K���=���h�.�L�-3�Gk�Z¢ �K���K� �{�h�����©�E�:�a� B.¢K��¥h�E�������C� �E� �K����� ���M�=��¥��a��¬K�h�
¢ � �a¢[�L�k¤t�a�k���E� �K���-Uk¥�¢K�

α0 = α∗ = 1/(1 − q)
�

*��I\^�a¢K�L�§­[� � '����������L� ������� �a�^Ua�©�!��� �E�.U4\:¥��f�:�k�L� �§¥Q�4���§� � ¢ �{� �8¢K��3�Gk�§���©�K�Q�k�6¥�� �
¢ �{�Z�©�K¥��©���:�-3�Ga�

q > 1
�{*��a��� B.¢K� B@¢K�a�!B.¢K�h���B�L�����-3�Gk� �8¢ ��¢K�L�����K�a�������0�K�

α0

/
α0 > α∗ 6

�L�h�K�K�i�a� ��� \:�K�©��� �w���i���5�4���q� � �Q� �E�2����\ S �
α∗ = 1/(1 − q)

'fB.¢K�Y¨Y¢ � �e�E�2�L�)\ S �
������� UQ�E�h�t�+$O�E���q�a�2����':��� �K�K�©¥���� �k�a���a�����I�e��� �{�B�L��� ���R�:�k�L�U�M�a¢[�L�&�k�a���E�£�K���4Ua¥h¢K�9�7Ga���:�a�K�-�
� �a�

α0 > α∗ = 1/(1− q)
' �`B.¢K���L� �`,e¨ ������� U�� � ¥h�E�K¥��a���^�a� ¥�� ��¥h� � �s���E�©¢�3�Gk���K�`% ��� �

�q�Z$O�@�K� �{�����a�����L� �`,e¨ ��B.¢K� �-���a¢ �L�&�k�a�©�E���=���K�
J0

/5�K�a�K��� �e�E�
fm(α0)
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�N�!�a¢K�L�M­[� ­@��� ���������
./�
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α0

�!�+����0#1
	F���J3�45��� 3��������5 "'"�����!�
f(α) = 0, 5α + 1 6 q < 1 8 �G�N3���	

�N'�� �������
���
	J������'(.)�
	F���!��� � 0�����3����
(a) α0 < s/(1 − q) 6 �?���+4@'"�+'(��� 8 � (b) α0 > 1/(1 − q) 6 �����

�?���+4@'"�+'(��� 8:9 ; �����5=)3��5��	J'"���������
./�
	�� 3��+3�����	J0���� 	��5����3�4J3� ,�!����� �5����������4 ���!��� � �?���
��� �����

α∗ = 1/(1 − q) = 2
=
3��B1G�
	+���
0#�� <�J��		����'(�
��	H0��! (�����
	��*���+4@'"�+'(����	����!���E�50�����3��5�*���+�������
��4 ���

����	��
(a)

�������
α0 < αm = fm(α0) ∀m 9

�N�©�:�a� �{�h�.���`�E�����q�a� � � �������K� �8���!���a�DB.¢K�U�8S[�!���L��¢ �{�	�������-3�Gk�Z� �������q�����2�������Z¦_HA?
�:�a������¥Q�-���'�K� ¢ �{� �8¢K��3�Gk�'¥Q�k�L�a¥��L��� �!���L��¥�������� �Q�a�\�:�k�:�}�e�����-����Bn���!/t­@� �!� ¤\­@� ¯E®�6\� �[Ua�!�E�=,K�L�
�K���

q
¤ ����¥h��� �k�K�E���=� /�� ­��"� ¤�� ­a¯��V68'O�K� �{�a�K�h���L�yB.¢K�	¢ �M�T� �@�K�9���h���{�-� ���a�:�Z�:���E¢[�L�L��� �h� �-�

���h� �-3��[�=���

J0 = qNα0 + s [N ]q
/t­[�  
 6

A†

N0

= b†qN/2 /t­[�  E­�6
A

N0

= qN/2b,
/t­[�  � 6

�E�K�K�
b
'
b†

�
N
�L�k���!� �5�-]�� � �9Ua�!�E�=,K�L��� ���

q
¤ ����¥h��� �k�K�E���=�

bb† − qb†b = q−N /t­[�  ��n6

[N, b] = −b /S­[�  !��6
[
N, b†

]
= b†.
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	L���!��� � 0�����3��
(a) α0 < s/(1 − q) 6 ����� �?���+4@'"�+'(��� 8 � (b) α0 > 1/(1 − q)

6 �?���+4@'"�+'(��� 8:9 ; ����� =)3�� � �*���)��� ���N�
α∗ = 1/(1 − q) = −2

1 '"��	+����0#�� 9 ; ����� ���!4G$*1�4 =)3��
��	 ����'(�
��	M0��! (�����
	M�*���+4@'"�+'(����	M���!��� � 0�����3�� �
	+����� ��� ������',���

(b)
A � =
3�� 0��! (���L��� 0�����3�� ����0#�

	��!�+'(	 � � � ��� α0 < αm = fm(α0) ∀m
�F=
3��G��	 '"���������
.)�
	 � 3��+3�����	H����������4 ���@'"�N����'"��� 9

*��a���EB@¢ ���9Ua���E��,K�����K�}H��h�!���h�n, �h�.��¨��-, �L�©�:���:�-� ��Bn���!/t­@�  
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q → 1
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α0 = 0
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��� � �:�a���L��¥h¢K� �k�=�=���L�a��� �{���£���2�L�h�����C�L�a� ��� �K��¥Q�4��� �{�a�!� ��� � �K�©���=' B.¢K��¨��-, �L�©�K������¥��E�©¬K��� �K�
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�wUa�!�a��,K���H�K���

q
¤�����¥��©� �a�K�a�����h�q*��z\ � �:�w�K�Ca S[� �M������3�Ga�Y�K�!��¥�¢ ������� ������� ���2�����.� ���h�L�-3�Gk�
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�K�{���!�e�
f(x) = tx2 + qx + s

' B.¢K��¨��{�8S[� �9�K�©�{�^Gk�k¤��©���K���a� �{�a�!�d��� �9�K���=���#* �����L�'¥��-���M�-�
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†
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= tA†J2
0 + sA† /t­[�  � �6
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t = 0
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t = 0
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q = 1
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s = 1

�
¦dB.¢K�[�K����¥h�E�K¥��h�2�L�L�k��� ������� � �h�K¥��a�.���L�a���-�����=�K���=���h�.�L�-3
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�:�

�8¢K��3�Ga�
f(x)

'f���E�©¢�3
�@���	� �
f(x∗) = x∗

'f�7Ga� �
(1) ∆ < 0

1
(2) ∆ = 0

�
(3) ∆ > 0

'
���h�K�K�

∆ = (q − 1)2 − 4ts
� * �Q�K��� �{�h�����i¥Q�4��� �^Ga� ¬�U)� �E�2�����x\;S[�����4'M�e����� �a�^Ua�©�!���

�E�7U \:¥Q�;' \^�E¢ �L��­[���;'�¨ �2Ua¥h�����a���}B@¢ � �:�k�L�
t > 0

�����=�K���=���h�.�L�-3�Gk�H�L� � �K� �������.Ga�����;\K�K�©�L�
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N2

m 6= 0
' ∀m ' m ∈ Z+

6j�e���.��¢K���K� �A��� � �K���£¢ � �����q�a� ���K�£�4Ua¥h¢K��¥�� � � �{�h�K�E���k¢ �L�&�k�a���a��'
α0 < fm(αo)(m ≥ 1)

' ¥�� ���U�K����� ���a�K� �£�\�2� Ga���U¥Q�-���
(1)

�K���[�K¢;]�¢ �M�����=�K���=���h�.�L�-3�Gk�M�K�
�K� �����;�7Ga���©�;\:�K�B�q�sB.¢:�a� �K�U� ����� �E� �a¢ ���&�a�k���E�

α0

�����d�:�a�.� ���h�L�����
t, q

�
s
���k�L��� �5�-]h� � �-�

¥��E� �K�!3��[�=���

t > 0 : (q − 1)2 − 4ts < 0, α0 ∈ R.
/t­[���E®Z6
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'
∆ = 0
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t > 0
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α∗ = (1 − q)/2t
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(α∗)| = 1
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���©�E�:�a�K'.�����B�[���a�g'-�:�a�L�'������¥��E�©¬:�
α0 = α∗
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N0 = 0
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(q − 1)2 − 4ts = 0
�[B.¢:�a�K�K� �
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−∞ < α0 < αm
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α∗ < α0 <∞ �

(ii) αm < α0 < α∗ ';�����K� �9B.¢K� αm ≡ −(1 + q)/(2t)
¨��q�a�&B.¢K�

f(αm) = f(α∗)
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����¥��E�©¬K���K�{�K��¥Q�-���
(ii)

� ¡£� ��� |f ′

(α∗)| = 1
�^Ga��¨[�e���C� �©�a���j�K�����E�h�§�M¥h� �9� �E���q� �����2���

�:�-� �©�������-3
�@��� �8¢ ��¢K�L�-�I�e�����L���K� �e�E�2�L�5\;S[��'e���^Ga�9���h�IB@¢ �[���������K¬:�U�E¢ ���L�-� �©� �8�E� �{�-3��[�=��'
� � �a���L�k�6���!�E�a�:�-�£���K�h���B�a�k�:�-� �K�0�E���K� � �{�a��� �a�©�L�-���

* �	¥Q�-���
(3)

'
∆ > 0

'�¨[� ���C� �B�E�����L�h���k�L���k�L�a����� �K�`�e��� ���@�K�
1, 2, 4, ...

���D�L¨������ �{�



� ' ��dg)+C2R5):P�P�4 ;*4"�:R8794@W�, ):PU;�4 X�4@3SPh4[I W\4@, 7+7e4@I*4.,D)KRS38_2):;*):P

0 0,5 1 1,5

0

0,5

1

1,5

f(
α)

α
0 α

função identidade

�N�!�a¢K�L�§­[��� � � ���������
./�
	<���
α0 = 0.75

�!�+���
0#1
	����&3�45� � 3���������=
3����N���!�+'(���
f(α) = 2, 5α2−2, 5α+

1, 3 6 t > 0
�

∆ < 0 8:9DC ��4E�B�*�/��� 	���� � ����'" "4E���)���I0/'(	+��� 7 ���/��� α0 ∈ R
1&�?���+4@'"�+'(���B�I��	D'"���������
./�
	

� 3��+3�����	
αm = fm(α0)

����������4 ���!���M'"�N����'"��� 9

-0.35 0 0.35 0.7 1.05 1.4
0

0.5

1

1.5

f(
α)

αi

0 α

função identidade

αii

0
α

m

�N�!�a¢K�L��­[� �[�	� ���������
./�
	H���
αi

0 = 0, 85
�

αii
0 = 0, 56

�!�+���
0#1
	����F3�45� � 3��������5=)3����N���!�+'(���
f(α) =

2, 5α2 − 2, 5α + 1, 225 6 t > 0
�

∆ = 0 8 �O�N3���	L�N'�� �������
���
	M������'(./�
	J���!��� � 0�����3��
(i) −∞ <

α0 < αm

��3
α∗ < α0 < ∞ 6 �?���+4@'"�+'(��� 8 � (ii) αm < α0 < α∗ 6 �?���+4@'"�+'(��� 8 	�������� αm =

−(1 + q)/2t = 0.3 9 ; �����J=)3��B���5����	�� (i)
��	I'"���������
./�
	H����������4 ���!���@'"�N����'"���O����=
3��!�)���O=)3��B���

����	��
(ii)

��	 '"���������
./�
	I����������4 ���@�?���
���@���N�
α∗ = 0, 7 9



� - � V R5794.WO, ) ;*4YX�4@35P�4@I�W\4., 7^]�4@I*4.,D)KRS38_2):;*)���
�XY]�� � 	

���=�E� �@��� ¥Q�4aa�L�©¥Q�-�d�:�k�L�U¥������L��� �k�a���a����� � ���M�K�a�7� ���h�������
t
'
q
'
s
�
α0

�=¦_�C��� �X'K¬�U������E� �[�=� � �
�:�a�.� �{���L�����£�4�.���@¥����a�K��� ¥�� �������K�������h�2�q�-3��[�=�%�K���K� �{�h���7Gk�}\:� �©�q���§�©�;\:�K�B�q�;'.�E�K� ���a�:�k���!���D¤
��� �{���='k� �§¥Q�4���§� � �K� �{�h���7Gk�I\K�K�©�L�;'k�-�O¥��-�������K� �k�L���k�L�a�������K� � �h� �©�[�K�-�

1
�
2
�p?0�����q�a� � � �����

�K� �8�����L�a�pB.¢K� �5�a��� �����\���a�^Ua�©�!��� �{�h�K¥��©�E�:�a�:���k¥�� �{�_�:�k�L�
t > 0

'Z���h�K�K�}B@¢ �§�0�a�^Uk���!���#�:�a���
t < 0

��Ga���-�K���=���h�.�L�{�K� �8��������3��-� ¥��E�K¥h���B�L¢:�a�����
$O�a�L����¥Q�-���

(3)
���d�e�E�2�L���d\;S[���f�7Gk���K�a�K���I�e�E�

α∗
± =

1 − q ±
√

∆

2t
,

/t­[����
 6
B.¢K��¨0�=��� UQ�a��� ��� |f ′

(α∗)| < 1
�0������� UQ�E�h�*�K�U¥Q�-���{¥h�E�2�L�7Uk����� �

� � �a�.���{\;S[�
α∗

+

¨`��� �9�K�����©�����7U&�a�����U�Q�k�a�©� �a�K� ���	�K�����©�k�a�:�{�K�
f

� �
α∗
−

�E� �{�-�
B.¢K�

α∗
−

¨	�=���7U&�a���d�:�k�L� ���`�K�a�7� ���h�������
t > 0

�
q
�
s
�L�a�RB.¢K�

0 < ∆ < 4
��$O�a�L� �=�����

�E��¢;� �i�K�T�:�a�.� �{���L�����u�K���@¥�¢K��� �����U�-�U���=�E� �@���U�K�
α0

B.¢K�Z¥��E�������C� �a�K�K� � �k�i�=���L�a�K�g� �
�{�h�K�E�0�a¢[�L�&�k�a���E���K�

J0

� � �2Ua¥��©�O�E�h��'�\^�E¢ �L�Z­[� ¯;'�B.¢K���������E�!Ga�
α∗
− < α0 < α∗

+

�K���E�9���h�
���©� �����:�a�K�;'
�.UuB.¢K�0�=���q�������E�!Ga���^Ga�U¥��a�����=�.�e�E�K�K����¢ �{�����=�K���=�����2�L�-3�Ga��� � B@¢ �

α0

� ���C��¢K�
� �����K�E�U�k�a���a��� �)B.¢K�zB.¢:�a��B@¢ ���M�B�L�h�L�-3�Ga� �8¢[�L¢K��� � $O�a�L�+���{�k�a�©�E���=� �e��� �{�B�L��� ���U�K�

α0B.¢K��¥��E�����=�.�e�E�K�K� � �M¢ �{�M���=�K���=���h�.�L�-3�Gk���K��� � �������.Ga�	��� \:�K�©�L�;'e�t� �a�|' −∞ < α0 < α∗
−

�

α∗
+ < α0 <∞ 'e�PS[�!����� � �K�a�!�%�L��� �-� � ��¥h� �9� �E���q� �����2���{�4�.���©�2�7aa����¥��u�:�k�L�U��� �a¢ �L�&�k�a�©�E���=�

�K�
J0

� �\���=�s�e�[�K� � �����K� �����k� ���;\K�K�©�����E¢+�L��� �K�����4�.���©�2�L�a����¥Q���{�h�.���x�:�k�L����� �E�2����\;S[�
α∗
−

�£¡£� � �U���2�L¢ �©�L��� ���K� �8�h�����;3Q�a� �=���q�4� � ¢:�-� ���=�E� �@���='K¥��E�;����� �������u�e�E�2�L�
f(α∗

+)
� H_U�¢ �

�E¢ �������e�E�2�L�;'tB.¢K�	�K�h�K�a�L�a��� �{���}�e�E�
αm

'O�q�k� B.¢K�
f(αm) = f(α∗

+) = α∗
+

1 �����L�{�e�E�2�L��¨
�:�a�K�9�e�E�

αm =
−1 − q −

√
∆

2t
.

/t­[���2­�6
� �2Ua¥��©���E�h�MB.¢K��� �a��¢��e�{� �}�K�a�7� ���h������� �L�a��B.¢K�

0 < ∆ < 4
� −∞ < α0 < αm

�a¢
α∗

+ <

α0 <∞ ¥h�E�������C� �E� �K� �������K���������2�q�-3��[�=���K�£�K� �{�h���7Gk�§��� \:�K�©�L��� � B.¢K�£���N¥h� � �e�E���q� �����2�L�-�
�K���M�a¢ �L�&�k�a�©�E���=��� �

J0

�L��� �K� � �a�i���;\:� �©�L� �e$N�a���
0 < ∆ < 4

�
αm < α0 < α∗

−

�-�
�a¢ ��� �k�a�©�E���=��� �

J0

�L��� �K� ���a�U�a�k���E� �-�C�����2�.aa�L�©¥��
α∗
−

'e¥�� �{� � �@�K�}����� �@�!�����M�:�u\^�E¢K���	­[� ¯ �
*��a���§�q���`, ¨ � B.¢K��� ��������¥Q�-���U�-�%�B�L�����-3
�@��� �8¢ �L¢ �L�-�%� �

α0

�^Gk��¥�������¥h� � ���E�K�k�L�E�:���{�h�.���-'
�-�e���L�k�%�K�A�e���.��¢K����� ��¢ ���k�a���E�=�K�§�4Ua¥h¢K��'

α0

'[¥��E�;���!���L�h�.���a��¦§�©¨ �T�K�!�C����'[�-�%�=��¥h�E��¬:�4�#�:�a���
∆ > 0

�
α0 = α∗

−

�E¢
α0 = α∗

+

¥��a�����=�.�e�E�K�K� � ��¢ �M�Z���=�K���=�����2�L�-3�Ga�Y¢ �K���K� �{�h�����©�E�:�a�K'



� A ��dg)+C2R5):P�P�4 ;*4"�:R8794@W�, ):PU;�4 X�4@3SPh4[I W\4@, 7+7e4@I*4.,D)KRS38_2):;*):P

0 0,8 1,6

0

0,5

1

1,5

2

f(
α)

α
αb

0
αa

0
αm α∗

− α*

+

�N�!�a¢K�L�{­[� ¯ � � ���������
.)�
	����
α0

�!�+���
0#1
	����G3�45� � 3��������O=)3����N���!�+'(���
f(α) = 2, 2α2 − 2, 5α + 1, 1

6 t > 0
�

∆ = 2, 57 8:9DC ��4E���?�)��� 	���� � ����'" "4E���
���>0/'(	+��� 7 ��	-������'(.)�
	 �*���+4@'"�+'(����	-���!��� α0

��	�	��/��',������	
�L3�45�L���������
	����)���������E���F�N'"4E����	����M'"�N����'"���@��4 =)3��

0 < ∆ < 4
	����@��������	 �?���

(a) −∞ < α0 <

αm
��3

α∗
+ < α0 < ∞

�
(b) αm < α0 < α∗

− 7 	�������� =)3��E��� ����	�� (a)
��	B'"���������
./�
	J����������4 �

'"�N����'"���O����=
3��!�)���@���E����	��
(b)

����������4 ��	�	�'"�
�����+'(���!4E���
���M�
α∗
− 9

�L���©�@� �a�K' �K�a�L�U�U¦AHA?��
� � �.a�S[� ���[�:�4�.���'�-�E�E����¨ �K����¥�¢[�L������¥Q�-���'� � B@¢ ��� �8¢ ��3�Ga�

f
�-�K���=���h�.�L���k���L�k���E���=�

�K�`�e��� ���@�K�
2
�_$O�a�L�{�!�����M�K���E� �{���§������¢K�:�a�������D�L�L�D�L�E�����

x∗
�:�k�K���_�e�E�

f 2(x∗) = x∗
' B.¢K�

�-�K�������h�2�q� � �K�&�k�-�t���E��¢�3��[�=�N�k��¨ � �K�-�t���E��¢�3��[�=�����!�e�M�e�E�2�L�f\;S[���.U�� �!��¥h¢ �L�©�:�-�h�O¦M�t���a��¢�3��[�=�
�:�a���U�=�������f� �E�2�����d\;S[����� �

f 2
�.Ga���:�a�K���I�e�E���

β∗
± =

−1 − q ±
√

∆1

2t
,

/t­[��� � 6
���h�K�K�

∆1 = −3 − 2q + q2 − 4ts = ∆ − 4
�I(§�=���K�sB@¢ �

f
� ���C��¢K�O������� �M�U�K�h���©�k�a�K�{�K���

� �a�.������\;S[���
β∗
±

' ¨ ��¢;\:¥h���h�.���=�a�:�a�©�!�L�k�!� ���=�E�VGa� � �=�=���L�-,K���©���:�k�K�N�K��¢ � �K���©���h� � ��� �9�K���=���E�h�
B.¢K� �����L�������a�VGa��¨ �K�a�:�D� �h� �������E�!Ga���K�d�:�k�7� ���h�������N�L�a��B.¢K�

4 < ∆ < 6
�O¦_�.��� � �E� ����� B.¢K�

�:�a���
∆ = 4

���+� �a�.����� \;S[���£�K�M� �h� �©�[�K�
1
� �h���K� �������L�-,K�©�����K�a�K� �M���§�©�K��¥h� �0���=���q�4,K���©���:�a� �

�K���+� �E�2����� \ S �-�£�K�M� �h� ���@�K�
2
� (�������� ���[�K�;'.�����=�E�VGk���K�M�:�a�.� �{���L�����\�q�a� B.¢K�

4 < ∆ < 6
� −∞ < α0 < αm

�a¢
α∗

+ < α0 < ∞ ¥h�E�������C� �E� �K� � ���=�K���=�����2�L�-3
�@�����K� � � �������.Ga�
���;\K�K�©�L�{� �FB.¢K���-�§�k�a���E����� �K�����k¢ �L�&�k�a���a����� �K�

J0

�L�h�K�K� � �:�a���M�	�©�;\:�K�B�L�K� ¦ �����E�!Ga�M� �
�:�a�.� �{���L�������q�a� B.¢K�

4 < ∆ < 6
�
αm < α0 < β∗

−

¥��E�����=�.�e�E�K�K� � �Z���=�K���=�����2�L�-3
�@����� �



� - � V R5794.WO, ) ;*4YX�4@35P�4@I�W\4., 7^]�4@I*4.,D)KRS38_2):;*)���
�XY]�� � >

�K� �����;�7Ga����� \:�K�©�L�M�:�-�EB.¢:�a���������k�a���E������� �����a¢ �L�&�k�a�©�E���=���K�
J0

�L��� �K� � �:�k�L�	�����k�a���a�����
�K��� �k���L�k���E���=� �K��¥h��¥h���

2
' �:�a�K���I�e�E�

β∗
±

�
* ��������¥Q�-���	¬^UM�L� �`,e¨ � ¢ �{�M���=�E�VGa�{�K�`�:�k�7� ���h�������M�:�a�L�

4 < ∆ < 6
�
α0 = β∗

−B.¢K�§¥h�E�������.�e�E�K� ����¢ �M�0���=�K���=�����2�L�-3�Ga�5, ���K� �{�h�����©�E�:�a�K'a¢ �{�0�a��]MB@¢ �
α0 < α1 = f(α0) =

f(β∗
−) = β∗

+

�5$N�k�L�
∆ > 6

� �8¢K��3�Ga�
f

�-�K�������h�2�q��¥���¥h�����§�K�u� �h� ���@�K�
4, 8, ....., 2k, ....

�k��¨
���2�L���a� �:�U�����a�VGa��¥��-aa�L�©¥Q�;' �{�-���L���a�K�K�U� ����� ���U¥��h�^Ua���©�uB@¢ ��� �{�-�:�����-� �!���L��¥h� � �E®��S�

?������L�a� ��� �����!�K� �8�����L�a��B.¢K�=�����q�-�O�a�^Ua�©�!������' �8���B�q�-���K�a�L� ����¥Q�-�����O�©���K���a�!� B.¢:�a�K�.Uk�L�©¥���'
�7Ga����� �K��� �{�h�������p�:�-�C�����+�:�a���0¢ �M���a�^Ua�©�!��� �K��¥��-����� � B.¢K��� �8¢ ��3�Ga�

f
�8�E��¢ � �e�E���©��m �����

�M�k�!�#�E�h�L�a�K'
f(J0) =

∑n
i=0 ai(J0)

i
'^B.¢K�0¥h�E�K�K¢�])�5���=�E¢K���2����¦_HA?5'

[
J0, A

†
]
a1

= a0A
† +

n∑

i=2

aiA
†(J0)

i /t­[���!�n6

[J0, A]a−1

1

= −a0

a1
A−

n∑

i=2

ai

a1
(J0)

iA
/t­[��� ��6

[
A,A†

]
=

n∑

i=2

ai(J0)
i + (a1 − 1)J0 − a0.

/t­[���E¯Z6

*��=���L�M¥Q�-��� �{�a�!�E�E�h�L�a�=���C� �h�L�D¤ ���xB.¢K�{� �����L¢K� � �:�-������� ���������2�q�43
�@�����:��¦AHA? ��� ��� �8�h�©�L�
�q� �s, ¨ � �k���L�Q�E¨=�{�:� �a��Ua�������M�K�i�=���q�4,K���©���:�a� �M�K���u�e�E�2�L���`\ S �-���K� �8¢ ��3�Ga�

f
���K�T��¢K�-�

�8¢K��3��[�=��¥h� � �e�����q�-�h�x$O�a�L�T� �a�����;m �{�©���§� �{�E���K� � �M�a�©�E���=�DB.¢K�
2
��� ��¤ �����T� �-�.����,K���©�:�a�K�

�:� �8¢ ��3�Ga�	�-�K���=���h�.�L�a� �{�a��� � �'¢ � �k���L�k���E��'9¥Q�k�:�{¥h� �F��¢:�9�K�.a�� ��� �9,:�a¥h� �U�K���k���L�-3�Ga���K�
���C�:�-3��U�K�D�K�a�7� ���h�������h�\¦_�e�����a� �K�!�C����'[� � ¢ �M�`�K�a������¥�¢ � �a�+,:�a¥����'�K�0�k���L�-3�Ga��'[��¥�����Ua���©��¨
� �{�=� ����� �M�-� ���������2�q�k�K�M�4B@¢ ���:�a�L����¥Q�-��� B.¢:�k�K�7Uk����¥h�K�

$��E�5\ �X'��@� �����`B.¢K�Z� ���.�e��¥��L���g�K����� ���.�a� �Y�E���©¢K�K�K� �:�Y¦_HA? �e�[�K���4�K���=�����2�L�a�
¥�� �9�e�E���L� �{�h�2�L���E,e� � � �h¥�¢K�©� �a�����='N�K�=� �h�K�K��� �K�Y�:�������E�!Ga�Z�K� �K�a�7� ���h�������}B.¢K�M�=���L� �{�-�
¥��E�;����� ���L�k�K�K��'@,e� � ¥�� � �:�x� �.a��K��� ���8¢ ��3�Ga�

f
�E*����C�L���-,e�E���:�-�E� � �8�h�K� �����K�E��a��E�©¥Q�u�E�����

� � �L�E���K�Y�:�-�s�:�a��� ��¥h¢K� �-�}B.¢K�y���h����� � � ��r5v2y2vDp � v � r ��� r�|Bv2y2vDp �e���©���'�-� �h�L�a�K�a�����
A†

�
A
'

���=�.�e��¥h���©�k� �����2�L�k�A<@�'¥��a�����©�K�����a� �������M¬:� �����B�L�E�K���a�:�'� �'¢ � ����¥������a�K�E� y@m � sD� n�v2y@s ¥h� ���
���h�K�K��' � �a� �PS[� �9�K����'9�����e���L�k�K�E�

J0

'9�����a¢ �L�&�k�a�©�E���=� �K�{¬:� �����B�L�E� � �a�:�}���h�7Ga�{���M� �.a��K�������
�a¢ ��� �k�a�©�E���=�%�K�

J0

�=¡£� �{���=���L� �{�-�%���2�L�h���=�.�L�k�K��� � � ���C� �h¥h�L������'^�e�E�%�PS[� �9�K����'[�K���L��� �'�K�
Uk�L� �{���K��¬K�©�K���-�����K�©��':���2�7Ga�	�K���E� �����§���L�-,K�a��¬:�k� ¥h� �

q < 1
'e�K�M¥��-���	�©���K���a��'9��¥�� �

t
'
q

�
s
�K��¥Q�-��� B.¢:�k�K�7Uk����¥h��'K�K� �{�a�K���©�L�sB.¢K����� �a¢[�L�&�k�a���E����� �K�

J0

�-�K���������2�L� � ¢ � ���C� �h¥h�����



�&� ��dg)+C2R5):P�P�4 ;*4"�:R8794@W�, ):PU;�4 X�4@3SPh4[I W\4@, 7+7e4@I*4.,D)KRS38_2):;*):P

-1 0 1

-1

0

1

função quadrática

função identidade

espectros

quadrático linear

função linear

(a) (b)α0

�N�!�a¢K�L��­[�  [� �  "3�	+�+���������O�
��4@���!���!�+'"0��O���
�+���G����'(	I�?��	�	+K"0#��'(	��
	+�*�
���+����	�������%�� ���!���E�N3���	H�N'�� ���
�����)���
	-�
	��
�� �����	 ��� � 3������������!�����������+K(	+'"�+'(��� � � 3��������H "'"�����!�

f(α) = 0, 75α+0, 25
��3�45�H=
3����N���!�+'(���

f(α) = −0, 5α2 + α + 0, 5 6 t < 0
�

∆ > 0 8:9	� 4 (a)
�����! "' � �!4E��	E��	J'"���������
./�
	L3��+'" "' � �!����� �

4E�
	+4E�
α0

���!��� �!4J$���	 � 3����
./�
	E� ��4
(b)

�
	+$?�)���!4E��	@� �
	+�?�
���+��� ��� �������+��',� �
���+���
	+�?���������
���
���!���O������� � 3��������

f 9IC ��4E�5�?�/����4E��	I0#��� 7 �E�
	+�?�
���+���O�! "�#1�$��+'(�
� =
3��!����� f
1F�����
�  "'"�����!���?��	�	+3�'

3�4 �
��4@�?���+���!4E���
���O45�!'(	 �#�����! ���5=
3������@����	��5��4 =
3��
f
1� "'"�����!� 9

� ���K��¥h���K�uUk�L� �{����� ���E�©¨�¥�¢ � �-�='!¥�� ���y�e�[�K�5�������@�!���L���:�{\^�E¢K���Z­[�  @�5*��a���uB@¢ �-'*�K��¥Q�-���
B.¢:�a�K�.Uk�L�©¥���' � �@�K� �����%�-, �L�h�%���C� �h¥h�L�����IB.¢K�D� �-�.��¢ � � ¥h� � �e�E���q� �����2�L�-�£�K�����L�©�2�L���%�K�-B.¢K���©�
�-�K�������h�2�q�a�K�;'R�e�E���8S[� �9�K�©��' � ��UD�L� ���Y�K��¬K��� �������h�K���;'=� � B.¢K�Z�i� � �8��������3��Y�K�����K�h�.�E���
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�����a�!��¥�� ���AUD�L� �����*� ���E�©¨�¥�¢ � �-� � ­!���S�O¦ ¦AHA? ��� �0��� �{�����L���a�K� �M�a���*�=\:¥h�����2���£� � � ��¢;���q�k�
�^Ga�[��� �����2�L� �����.�e��¥��L�����K�§�h�K���C�E� � �{�-�\�q� �`,e¨ � ����� ���.�a� �0�K��� �!�.���[¥h� �-3�Ga���K� ���E�©¨�¥�¢ � �-�
�K� �D�7m ����¥��-� � ­!���S�

� �K�����2�������=�.�����q���`, ¨ � �8�����L�a�IB.¢K���8S[�!���L�'¢ �M�U�E¢ ���L�U���2�L�h�.�K���h�q�43�Ga� �:�a�L���{¦_HA?
B.¢K��¥h�E�������K�h�L�U� �8�E� �M�k���!� �{���:�u�����a¢K�K�:�9B@¢K�a�2�L�!]��-3�Gk� �:�k�L�u�:�a��� ��¥h¢K� �-� ¥h� �9� �����q�-�}/�� � ���B¤



� - � V R5794.WO, ) ;*4YX�4@35P�4@I�W\4., 7^]�4@I*4.,D)KRS38_2):;*)���
�XY]�� �&�

� � ¯�� 6 �A$O�a�L�	�4, �E���:�a� �{��� �=���q�	�©�2�L���C�K�����q�-3�Ga��' � �h� ���©�L�D¤��K�-� �����©� �`,K���a�fB@¢ ���:�{Ua���E��, �L�{� �
H��h�!���h�n, �h�.� � �8�E� �{�a����� �����K�z�����a¢K�K�:�wB.¢:�a�2�L��]Q�-3�Ga� �K�����K��]{B.¢K���Y���K�h�.�E��� �K�w��������� �{�
�8�E� �{�a�K�w�e�E�

n
�:�k��� �©¥�¢K���-��¨��!�a¢:�a�%�

n
�E�=]��=�M�Y��� ���.�a� �Y�K��¥Q�a�K�q�K�a��� ��¥�¢ � ��/2�K�a��� ��¥�¢ � �-�

���K� ���e���K�K�h�2�L���768'e�E¢T��� ���;'
εn = nε1

�
¡£� ��� �8�a� �������L�L�k�K���K�'ª � �x�(� ��� �!��¦AHA? �K�=��¥h���h�a��¢ �{� �5� � ���©� �§�K�M�������L� �M�4�+B.¢^�a�@¤

�L�©¥����0¢K�K�©�K� �����;�����a�:�a�!��� � B.¢K�{�-���k�a�©�E���=���K�-�'�h�K���C�E� �-�0�K���K�E���0� �©�a���!�}��¢ ¥����C���B�E�����=���7Ga�
���h� �a¥h���E�:�k�K���d�e�E�

εn = f(εn−1)
� ¡£� �{���@� ������':� ���e���K�K�h�K�K�{�:� �8¢ ��3�Ga�

f
��� ���M�K�a�7� ����¤

�L�������a���E¨�, ����¥h����'O��, ��� ������'O� � �E�����a�g'
εn 6= nε1

'N�E¢)��� ���;'\�Z���K�h�.�E�����^Ga�H¨ �{�a�!���a�K�B�L�©�k�
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���=B@¢ ���K¥h� �
� ���������L�a�K' �=Be�!/ � ��� 6P'%�-' � �:�a���L���U�K�=���L�;'#�e�[�K� �{�-�{¥��a��¥h¢K� �a�U� �{¨h�K� � �K���a�!�a¢ � ��,��������-U ¤
�E�h� � �!����¥h���K�����!���L� �M�;'O¢��L�k�K�K�Y�H�=B9�V/ � � � 6������2�����h�L�a�2�L��'\¥h� ��� �4\:� �M�k�K��� � ��� �©¥��©�Z� �������
¥Q�-� �©�L¢ ����'.� �{¨h�K� ��¥��a��¥h¢K� �k�:���:���=B9�V/ � � � 6N��� � B.¢K�f���h� �8�h�©�q���K�=� �a�!���K� �K��¥h�E�������K��¢ � ¥h�������
�������q�a�2��� �K�%�L� � �e��'E¥q¬:���M�a� ���K�%�L� � �e�§�L���a���������2���-'2�K�h¥����C�7Ua�����E�:�a���DB@¢ � �D���!���L� �M���k���������
���=���L�a�K�Z�����L�a¥��©�E�^Ua������'��K� �{�@�K�TB.¢K���Z�K���������!, ¢K�!3�Ga���K�u�K���-,:�-,K�©�����K�a�K���§�{�yB.¢:�a�2�����:�a� �
� �!����¥Q����,����h���4UQ�E�h� �^Ga� �k�a���©� � ¥�� � �w�:�-�C�L�a��� � �L� �9�e�K�q%N�a� �����q�a�K� �=���q�k¥����a�^Ua���©�z�e�[�K�
���h�0�a��¥��a��3Q�k�K�	� �9�e�E�K�K�{B.¢K�U�4���K�!���L���!,K¢K��3
�@�����K�5�K���-,:�-,K�©�����K�a�K��� ���2�a�E�©�@���K�-���K�y��������� �{�
�L�k���!� �5�-3Q� � ��¥h�E�K�K��3�Ga�U�K�E,:�k� �a��3h���K�h�L�a��¬K�a�K��'K�=B9�V/ � � ��68':¥�� �{�u���=�E¢K�

Pβ(n)P (n→ n′) = Pβ(n′)P (n′ → n),
/ � �+
&®Z6

�:�a�������[� �9�K�a� �K�0� �©�a���!�
n

�
n′
'^���h�K�K�

β
¢ � �K�a�7� ���h�����u�e�����B�L�©�a�K�

¡£� �����=���q���{���N¥��E�������K�h�L�a� �K�EB@¢ � � � ¥Q�a�:�A�K�-�.����� �%�L� �9�e���D�������L� �M�M� �@�K�#��� �8���h�
�L���a������3
�@��� �K��¢ � � �©�a���

n
�:�a�L���{� �©�E�h� ��¢�,�����B.¢K�h�.���

n + 1
�0�@��¥h��¤ �a���C�L�;' ���=B9�V/ � ��
&®�6d\:¥��

�:� �8�E� �{�

Pβ(n)P (n→ n + 1) = Pβ(n+ 1)P (n+ 1 → n),
/ � �+
�
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�E¢@':�:���K�-�.�L�U�K�a�L�-3�Gk��'
Pβ(n)P+ = Pβ(n+ 1)P−.

/ � �+
 ­�6
(��a�:�����K�!���L���!,K¢K��3�Ga���K�`� ����,:�4,K���©���:�a� �

Pβ(n)
'i�e�[� � ������� �=\:�K�©� � �����N�M�K����� �{�©¥Q�U�K�{���!��¤

�L� �M�	�:�{�����E¢ ���2�L� �{�a�K�h���L�[��¥h� �{�M¢ �M�M���L�a�;���!3�Ga�	�K��¢ � � �B�E���
n
�:�a���	¢ � � �B�E�h�p�K���h¥�� ¤

�K���2���
n − 1

��� � � �����K� �{�©�@¢ ���	��� ���.�a� � /2�e�E�!�§�����L� ������¥��E�;����� ���L�k�K�K�
εn < εn+1

68'6���2�7Ga�
�����q���L�L�k������3�Ga��¨ �8���B�q�	¥h� � ¢ �{�y�K���-,:�-,K�©�����K�a�K�

P− ≡ c
'6¥h� �

0 < c < 1
2

1 �:����B9�V/ � �+
 ­�68'
� �a�{¥h�E�����=�E¢K�©�.���-' �q�K���-,:�-,K�©�����K�a�K���K�Z�L�L�k������3�Ga�i�K�g� �©�E�h�

n
�:�k�L�+�+� �©�a���I��¢;,����=B@¢ ���2�L�

n + 1
¨M�:�a� �z� �a�

P+ ≡ c
Pβ(n+1)

Pβ(n)

�X*��k�L�xB.¢K�	�H�K����� �{�©¥Q�y��¢;�K�L� �K�8\:�K�©�:���2�a���a�2�L�9B.¢K�
�x�K����,:�-,K�©���©�:�a�K�0�K�`�e��� �M�k�K��¥h�����K� �{�=� ���M�����q�a� ��'

P (n → n)(≡ 1 − P+ − P−)
'�¨��^Gk�

�K���E�k�L�B�a� '6�5B@¢ �{�K�h¥��=�.�L�k��� ���{�h�.���U�����!���L� �{���a��¥��a��3��a�7U	�������q�a� ���=���q�k¥����a�^Ua���©�	¥�� � ¢ �{�
�K�!���L���!,K¢K��3�Ga��� �}� ����,:�4,K���©���:�a� ���£�K�a�:�u� �E�

Pβ(n)
'^B.¢K�0���K�K�=� �h�K�K�0�K�U�L� � �e�K�

(§�8\:�K�©�K����� ���^� ����¥����K�U� � ¡_'[���=���q� ¤��K��� �5�-]h���%��� �9�K��� �{�h�.�L�-3�Gk��¥h� �9�K¢ �q�k¥����a�:�a�
¢ �L�©����]Q�a�K� ��� �����E¢ ���2�L���a���E�E���B� ��� � �����S�


E� ¥��a��� B@¢ ��� ���!����� �{��� � ¢ � � �©�a���
n = n0

1

­[�I�E�h���0¢ � � � �������{�k���Q�D�7aE�����
z
¢K�K� �8�a� ��� �����2�L��� �!��������,K¢ ��� �����2�L���

0
�

1
1

� � ¥Q�k��¥�¢ ���
P+

�
P−

1

�K�I���
z < P+

���2�7Ga�
n → n + 1

1 ���
P+ < z < (P+ + P−)

���2�7Ga�
n → n − 1

1 ¥��-���
¥��a�.���7Ua�����

n→ n
1

�[� �E�a�©�L�D�K�a�L�U�u�:�-�.���
2
1

���=�K�©�L���-�}�K�-�.�����0�K�
2
�

5
�e�E��¢ � ¥h�������Z��� �9� �;'

t
'j��¢;\:¥h�����2��� �����2�L�9�E�L�k�K�K�-'*�u��� �{�h�.���

�-� a��O� ��¥��a�����©�K� ¢ � �L� � �e�
te
'-�K�a�L�I�2�a���a�2�L��� B.¢K� �M���!����� �{���k��¥Q�k�K¥��=�������E� �{���=���q�k¥����a�^Ua���©�K�

(§�����q� �{�a�K���©�L�;'@��, ��� �����%¢ � ¥��E� ��¢K�2�L���K���k�a�©�E���=�R�:�a���
n
'K�-, �h�K��¥h���K�K�U�K�h¥��=�.�L�k��� ���{�h�.���

���K�!���L���!,K¢K��3�Ga�'�K�A�K����,:�-,K�©���©�:�a�K�
Pβ(n)

��¦_�C��� �X' � �{¨h�K� �'� ��¢ � Uk�!�E¢ �T��,��������-UQ�a��� � �!����¥h�
¥Q�a�©¥�¢K���a�:�`�e�����U�=B9�V/ � � � 6d�����.U����E¢:�a��� ��¨�� � ��¥Q�a�©¥�¢K���a�:��¥��a�K�E�K�©¥Q� �����2���D� �h� ����B9�!/ � �+
 6��

� �K�Y���2�L�h���=�.��� �8���!�L�k�xB.¢K� ¢ �{�g� �9� �a���q�k�.���H¥h�E�K�K��3�Ga�Q���k�L��� �8���B�q�N�e����� �K����� �{�©¥Q�
�K���-� �����q�0¨IB@¢ �-'@� � ¥��a�:�E�:�-�.���'�K� ��� �9� ��'2�}��������� �{�E�e�@�K�I��¢�,K�©���E¢U�K����¥����+�:�a���0�-� � �B�E�=�
�K�!���q�a�2���£�K�

1
¢K� ���:�a� �-'a�a¢`��� �������K�©�^� ����¥�� �4� �h�:�-�t�e��� �{�B�L�\�L���a�����!3
�@���O�K�����!�e�

n→ n±1
1
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 FeI b&4 �') ,kR8F � �

�����L�U�L�!�e���K���K�©�^� ����¥��	¨��K��¥h���.�.Ua���©�X�e�E���������!���L� �{�{�e�[�K�U�©���K�U¢ �{�	¥��E�;\��E¢K�L�43�Ga���:�a���
B.¢:�a�!B.¢K�h���E¢ �L���;'§�h��B.¢:�a�2�L� B.¢K� � � ¢ �M� �K�©�^� ����¥Q�+� � B.¢K�+�-�	���L�a�����!3��[�=�y� �h� ���©�L�©�:�-�
�7Ga�;'p� �a�'�8S[� � �K�©��'��K���L�!�e�

n → n ± 2
�K� � �L�@�:�-���4��¥��E� \^�E¢K���-3
�@���`�.Ga�Y�a¥h���C� �©�a�������a�

�������L� �M� '�B.¢K�%�K�=� �h�K�K� �K�=���q� �{�a�K�h�������:�-�N¥��E�K� �!3
�@���N���K�©¥�� �k�!��' �e�E�!�O�A��������� �{�M\:¥Q���©� ���©�L�a�K�
� �{�&�E�h��¤ ����� � � �B�E�h�!�d�:�a����� �E¢ � �9�:�a����� � �����S�

¦��K���.���g���2������3�Ga�)�:�a���g� �K�.a�S[� �{������3�Gk� ¨ �5�-]h���{¢ �M�+�-�K�©��¥Q�43�Ga�i�K�#� �H¡ �K�
����¥h�����a�K�E�%¬K�a� �9mE�K�©¥���/t�DH_6£��¥��a��¥h¢K� �k�#��¢:�4�M�K�����K�������K�a�K���%����� �{�@�K����� �{�©¥Q�-�h�

� � � * (�� +  	�	����( � � � ��� � "� 	+-( �  	� �! �� ���	�
	�� ( ��� � ( " � �
� � �&��(

*��=���q�����=3�Ga� �5�a��� �{���0���K���C�L���K��� �{�h���L�M�-�K���©¥Q�-3�Ga���K�H� � ¡ ��¢ �����!����� �{� � �����©¥���'6�Z����¤
¥��©� �a�K�a��¬:�a� �9mE�K�©¥�� /t�DH_68' B.¢K���������@�©�7U+¥h� ���+¢ � �PS[� �9�K���i�K�H��� �8�h����� ¥�� �q�:�a����B.¢:�a� �K�
�-�K�©��¥Q�k� �������L�a� ��¨h�L�@�K�����E¢ �������E���!����� �{�-��'!�L�a��¥h� �{����Uk��� �����K�U¬K���K�������h�K��� 1 ���=���L¢ �K�
�K���DH �L�a���:�D¤ ���0���2�������=�.���a�2�L�s�e�E���f�K�a�L���q�a�����!���L� �{�U� �8�E� �M�k���!� �{�'�K�s" �E�©�.] �{�a�K�[¤ ?0��,�,��
/K"d?}6��K� �{�h¥��a�K�©¥Q�i�����L�k� ��������¥Q�+� �K����¥����h�E� �e�E�M¥h� � � ���h����' �8�E���K��¥h���K� � �4�{B.¢:�a�2�L�©�:�a�K�=�
�L�h� ���[�K�©�^� ����¥��-���q�a����¥h� �{�H���K�h�.�E��� �{¨h�K� �Z�	¥Q�k���E�����C� �h¥ ��\K¥��K�Y¦M�.��� � �����K� ��' � �@�K� �{���
¥�� �9�:�a���a� ���§������¢K�©�L�a�K��� �E���©¢K�K�K�-���K�{�K���C��� ���8S � �h��� �{�h�.���M¥h� � � ¢ �q�a¥h���E�K�a�+�§¥�� � �-B.¢K�h���=�
�K�����@�!�������I� �h��� �8�E� �M�a�©�!� �{���K�}"d?U�

� ���.�e��¥��L���M�K�{�DH[':�=Be�!/t­@� �Z6P':¨0�:�a�K�u�e�E���

En = (n+
1

2
)h̄ω n = 0, 1, 2, ....

/ � �+
 � 6
$N�a���9��� �9�K���|\:¥Q�k��'@�K�=\:� ����� �{�-�

εn = n n = 0, 1, 2, ....
/ � �+
 �n6

¥�� �
εn ≡ (En − E0)/(h̄ω)

�
E0 = (1/2)h̄ω

�
¦dB.¢K�*�����L¢K�K�a��� �{��� �=���L�E���!����� �{���[�����M�H� ¡ ¢ ��������]Q�a� �K�����K����� �{�©¥Q�s� �����e�����L���:�

���=3�Ga�
4.1.2

�\¦ \ � � ��¥h� �9�:�a�L�k� �����£��� ������¢ �©�q�k�K��� �K�U�K���C��� �x�PS;�e����� �����2�L��¥h� �9�K¢ �q�k¥����D¤
�:�a� ��¥�� � �-B.¢K�h���=�O�:�k�K���t�e����� ����¥��a�K�©¥Q� �����L�k� ��������¥Q� �K�R"d?u' �K�8\:�K�©��� �����O�-�j�K����,K�-,K���©���:�k�K���
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�K���L���a������3�Ga�U�:�5�����E¢K�©�2�L� �M�a� �������

P+ = c exp[−εn+1 − εn

θ
]

/ � �+
 ��6

P− = c
/ � ��
&¯�6

� ��B.¢K�
θ ≡ (kBT )/h̄ω

'�B.¢K�u� �E�D��� �9�K���©¥��©�:�a�K��¥q¬:� �{�a��� �{�-���K���L� � �e�����k�L¢K���;'6�
kB

¨��
¥��E�;���q�k�.���%�K�R"£�E�©�.] �{�a�K�!�*¦M�t�K����,:�-,K�©���©�:�a�K�=��� � �L���a�����!3
�@���O�K�=\K�K���:�4�N�:� �K���^���{�©¥Q� �a¥�� �M�
�7Ga��¥��E� ¬K��¥h���:�-��¥�� ��� �8¢ ��3
�@�����K�	�Z�h�L�����e�E������' ��¢K�©����¢[�L���©�!]��a�:�-�D�:�k�L���=����¢K�:�a�[���!���L� �M�-�
�M�4�E�K¨h����¥h�����k�L���&�a¨��='f�e�E���8S[� �9�K�©��'£�K� �{�@�K�h���i�K� � ������� ��� 
��t� *��-�{� ���.���-�{��� ��¢K���-3
�@���
¢ �L�©����]Q� �����

c = 1
2

1 ���2�L���h�L�a�2�L��'��a�����L�a� ��� �{�-�\�K� �8�����L�a� B.¢K�§�a¢ �L���-�£�=��¥��a��¬:�-�£�:��¥h�E�����L�a�2�L�
c

�K�����2�L�h���k�a���
(0, 1

2
)
�^Gk� �'¢K�:�5B.¢:�a�2�L�B�q�k���©�k���EB@¢K�a���B�q�k���©�k� �����2�L���K���.����� ������¢K�©�L�a�K���h�

¦��e���.���!,K�©�����K�a�K���K�9�e�[�K�h� �����0¥�� �9�:�a���a���K���C����������¢K�©�L�a�K���0¥h� � ���0�:�a�K�-� �8�E���K��¤
¥��©�K���_�e����� ����¥��a�K�©¥Q�{�=���L�k� �����L�©¥Q���K�`"d? �a� � �K� �5�k��� B.¢K��¢ �M�U�E��]'�K�=\:� ���:�{�M�K����� �{�©¥Q�
�:�a�:�A�e�����-�N�=Bn���!/ � �+
 � ¤ � ��
Q¯�68'E���K�!���L����,K¢K��3�Ga� �K�#�K����,:�-, �����©�:�a�K���K���=���L�a�K�

n
�K�§�����a� ��� �=���q� ¤

¥��©�E�^Ua�����f�����.U§�:�a�K�_� �a�
Pβ(n) = exp(−βn)/Z

1 �E¢[��� ���;'E¢ �{� �a��]%�=��¥��a��¬K�©�K��� �K�!���L����,K¢K��3�Ga�
�K�u�K���-,:�-,K�©�����K�a�K���K�U�=B@¢ ��� ��,K���©��'

Pβ(n) = exp(−βn)/Z
�:����B9�!/ � ��
 ­-68'����K���^���{�©¥Q�	�:�a�K�

� �h� �-�£��Bn���!/ � �+
 � ¤ � �+
&¯�6 \K¥Q���a¢ ��� �{�k�L�©¥Q� �����2�L� �K�8\:�K���K� �=¡£� ���'�E�h��� ����� �K�`\K�:�a��� ��������¥Q�D¤
� �©��¢K���;'[���K����� �{�©¥Q�0�K�=\K�K���:���:�-�£�=Bn���!/ � �+
 �D¤ � ��
&¯-6���Ga��¨�� �K�K��¥��[B.¢K� �5�4]��`���!���L� �{�����E�E�©¢K���
�:�a��� �H�K�����L���!,K¢ �!3�Gk���K�M��B.¢K��� �!,K�������8S �e�E�K�h�K¥����a�£���{�����L���a��� �{���}B.¢K�	�E¢[�L�L�4�'����¥��E�©¬:�-��� �
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2θ
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P− = c
exp[4ε

2θ
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2θ

] + exp[−4ε
2θ
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�^� ���L�-� �8¢K��3
�@���9B.¢K�Z�K�=\:� � � �
�K����� �{�©¥Q���k¥�� �{�`�7Gk�{¥h�E�K¬K�h¥����K�-� ¥�� ��� �8¢K��3��[�=���K�[?�� �a¢;, �h� ��� 
��t�

$O�a�L� �����q� �K�&�k� �K���^���{�©¥Q�;'Q���Q�a�©�!]�� �{�-���K�&�k�-����� ��¢K���-3
�@���!¥h� � �4� ����� �M�4�!¥��E� �K�!3��[�=�
�:�-B.¢K�h� �-� �8�h�©�q�4���:�z\^�E¢K��� � �+
E� ¡£� �{�w�e�[� � ��������,��������a�k���:�z\^�E¢K��� � � ¯ '\�������=��¢K�B�q�a�K�-�



� - � � FePQC235R8):;�F9, #�) ,kd�� I�35CEF+1*38)iPQ3Sd (�R5) ���KFg;*4 
 FeI b&4 �') ,kR8F � 	

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
ε

n

0

0,5

1

P(
ε n) t=0

t=10
t=10

2

t=10
3

t=10
5

θ =1.0

�N�!�a¢K�L� � � �K����'(	+�+�+'"$�3�'(�����I���D������$��!$�'" "'(�������
	-����	 �������+��',��	 0#����	+3�	
εn

���!��� � ��	���'" ,������� ���!�+4�����'(�
�
��4 �N'�� �������
���
	M'"��	+���!�)���
	E���5����4@�?�

t 9�� �����!4 �����! "' � ������	 N = 105
�!4E��	+�+����	@�
��4 �
�����N'(�
./�
	

'"��'(��',��	
n0 = 3

���!��� ���/����	O��	O�!4E��	��+����	 7 � � ����4@�?�����!�+3����
θ = 1.0 9 ; ����� =
3�� � ���!�+�+'"�O���

t = 102
� �N'(	+�+�+'"$�3�'(����� ����� 4J3���� 45�!'(	 7 '"���N'(���!����� =)3�� � 	�'(	+����45� A � �! (���!���
��3 � �
=)3�'" "K"$��+'(� 9

; �����F���!4J$?1�4 =)3��F�
	+���E�!���! "'(	��J1F�
����	+'(	+�����
���J�
��4 �L����3������ 9��@9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
ε

n

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

P(
ε n) 

t=10
4

P(ε
n
) = 0.56121 * exp( -0.9853 * n)

θ =1.0

�N�!�a¢K�L� � � �[�	� ���
�!�+'"�+4E�����H�N'(	+�+�+'"$�3�'(��������� ������$��!$�'" "'(�������
	D����	 �������+��',��	
P (εn)

0#����	�3�	-�H�������+��',�

εn

���!���J�J��	���'" ,������� ���!�+4�����'(�
�L���!���F����4@�?�
t = 104

�H���!���G��	24E�
	+45��	&�
�����N'(�
.)�
	>��������3����
� 9 � 9
; �����J=)3�� 7 �
��4E� A �E�����5���G	��B�
	+�?�����!� 7 �E��3��+0��O� A 3�	+�������O1F3�45�O� �/�?����������',�! ��3 A ��	����!� �!4E���+����	
�
	+�����E$*��4 ����� �/'"4E��	�����	I������0/'(	+����	 ���
���+'(���!4E���
��� 9



?:A �!3Sd (�R5)���� FgCEFedgfO(*bQ):C235FeI*):R

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

t

0

1

2

3

4

<
ε(

t)
>

Metropolis 
Glauber
Boltzmann-Gibbs

0.58

θ=1.0

�N�!�a¢K�L� � � ¯[� C ��4@���!��������� ���
�+��� ��	 �N'"� �!4@'(����	 ����� ���+�����*�� "'(	 � �� ,�!3�$?��� ���!��� � ��	���'" ,�������
���!�+4�����'(�
� 9 � �����!4 3��+'" "' � ������	 N = 104

�!4E��	��+����	&�
��4 �
�����N'(�
./�
	>'"��'(��',�!'(	
n0 = 3

���!���G���/����	I��	
�!4E��	+�+����	 7 �
��4 �5����4@�?�����!�+3����

θ = 1.0 9L; �����M=)3��M��$�����4E��	B� 4E�
	+4E� ���
	+3� "������� =
3��! "'"���!�+'"0#� �
=)3��B��	I�N3���	H�N'"� �!4@'(����	 � � � ��4 �@	+'(	+����45�M'"� ���!���E�L4E�
	�45�@�������+��',�E���F�
=)3�'" "K"$��+'(� 9

��, �����K���I�.Ga� B.¢:�k�.���©�L�k�L�B�a���}B.¢:�a���B�q�k���©�k� �����2�L�§��� �{�=� ������' ���������L�a�K� �9B.¢K����� ���=��¢K�B�q�a�K�-�
�-�K�������h�2�q�a�K�-�	�k��¨��h�.�7Ga� �7Ga�+¢ �M�w�K�����K�������K�a�K���K�N���!���L� �{�Y����Ga�+�K�+�K�©�^� ����¥Q�[��*��a���
�q� �s, ¨ � B.¢K� �#�K����� �{�©¥Q� �K�8\:�K�©�:�^� � / � � ­ 
 ¤ � � ­E­-6	����� � SK���:�a��� � ����� �{� ���K�h�.�E���^� �
��B.¢K�©� �!, ����� �.UdB@¢ ��� ����� �M� �8�a�a¥��a��������¢ �©�:� �K� �M�k�K���©�L�RB.¢K�=� �K�!���L���!,K¢K��3�Ga� �K� �K���-,:�-,K�©�����K�a�K�
�K�������a� ���������q�a¥h���E�^Uk����� �8�-�.���0�K�U�L��� ���PS � �E� ���K¥h� �a�S�

����, ���h���©�a��� ����� ¥��!�K�a�N�K�=���L������3�Gk� �8�E�N�^Ga�y�.aZ���K� �5�-]h��� ������¢ �{�����2�L���[� ¢�3�Ga���k�
�{¨��L�@�K� �K�H���E�2�L�H¡%�a���©�i�-�K���©¥Q�a� �K� �i¢ � �������L� �M�q,e� � ¥h�E�K¬K�h¥���� �+��� �9�K� � �����2���	���x¤
�L¢K�K�a�K��' �M�-�0�q���`, ¨ � �K�{�K�!��¥�¢ �������a�!�a¢ �M�4���©�K¨����-��'��-�[B.¢:�a�!�}���h�7Ga���K�x�a�L�a�K� �{�©�.���������.���
B.¢:�a�K�K�U�=���L¢ �:�a� ����� �-� � �:�a��� �©¥�¢K���-�£¥h� � �e�����q�-� �§�������a¥��©�E�:�a�:�4�£¥�� � �`c§���E��, �L���K�DH ���������@¤
, �h�.�{?0�h�K�����a����]Q�a�:�X/5¦_HA?}6I,e� � ¥h� � �{Uk��� ���{�K��¬K�©�K����� ���K�©�K� � � �9� �a���q�k�.�������h��� �s,K�L�a�
B.¢K�U�������=��¢K�B�q�a� ���0�-B.¢K����,[�L��� ���_�:�k�L�	¢ � �K�K��¥h������¥h�����a�K�E��¬:�a� �9mE�K�©¥�� �7Ga����� ����� �{��� �
¢ � ��������� �{� �8�a� �{�a�K���D�e�E���4Ua���©��������¥������a�K�E������¬:�k� �9mE�K��¥h������� �K���e���K� ���2�L�=������¢ ��� ���;'O� �
�5�k�L�'�`B.¢K�������L¢K�:���{���£�K�����q�`���=3�Ga� �8�a� ¢ � �ZU-� �K������¥��©� �a�K�a����� ¬:�a� � mE� ��¥��-�+��� � �©�2�L�����-3�Gk�
���a®��t�

* �{�K�.a�S[� ���M¥��-� �B�L¢K�©�M�-� ����¥��a��� �{�-� ���[�K�-�§�=���q�4�����K¨h� �-���-� � �:�a��� �©¥�¢K���-� ¥�� �9� �-���q�4���
�E���©¢K�K�:�4���:�Z¦AH_?U�6¦T�K� �8�h���h��3Q�;'O¥�� ��� �.U��K���.��� �{�-�'�a�2�������©�E� �����2���-'�¨ B.¢K�M� �8¢K��3�Ga�H� �



� - � � FePQC235R8):;�F9, #�) ,kd�� I�35CEF+1*38)iPQ3Sd (�R5) ���KFg;*4 
 FeI b&4 �') ,kR8F ?6>

�:�a���L�!3�Ga�Y�K�=���L�y���!���L� �{� ¨��K�B�E���C�E���2���Z�4'�¥�� ���Y¥��E�;����B.¢ �h�K¥����;' � ���K�h�.�E��� ���2�L�h���:� ��,[�L���K�
� �h��� �8�E� �M�k���!� �{���K�E"d? ¨������K�h�.�E�����K���K���.���@¥����-3�Gk��'[�a¢Z�©�E�K��]Q�-3�Ga��'@�K�5�������L� �M�[����¢���� ���;'
�`��������� �{�s��� � �K���A���§���E�K��]Q�}�:�a�L�[B@¢K�a�!B.¢K�h�£�L� � �e�����k�L¢K���[\:�K�B�q� �N¦_�.��� ��' �8�@¥Q�k��� ����� �K���.���
�k�L�h��3�Gk� � � ���2�a�������!�2�k��'t�e�E�0�8S[� � �K�©��'tB.¢:�k�.���H�L� � �e�H�X�������L� �M�Z�����a�T�:�a���X���M���a�K�!]��a�0�
¥�� ���Z�������{��� �9� �Z�K���e��� �K�M�:���L� � �e�����k�L¢K���;'j, � � ¥�� ����� �{�E¢[�L�L�4���©� �8�E� �{�-3��[�=� � �!���©¥Q�-�
�K�9���!���L� �M��¥�� �{���h�K���C�E� � ��¨��K������¥��a���a� ���.�e��¥ ��\:¥h�K�



? � �!3Sd (�R5)���� FgCEFedgfO(*bQ):C235FeI*):R



� ����� � ���@� �

� ��� �����
� � ���
q �

���y	�� �����������
���
q �
� ���

*��=���L�i¥Q�4� �©��¢K���#�����q�a��� ���������2�L�h���=�.�L�k�K���Z� � �-�K���������2�q�a�Z���=��¢K�B�q�a� ���TB@¢ �+¥h�E������, �a��� � �
���2�L�h�.�K���h�L�-3�Ga�H�:��¦_HA? � � �L�h� ������� �{�:�a��� ��¥h¢K� �4��¥h� �9� �����q�-�='N�©�.�����@�K¢�]h���:���K� ¥��-� �©��¢K���
­[�L$N�k�L�+��������' �a�:�k���!���a��� �{�-�U�-� � �����K�����h�:�a�K�=������� ���@�K���^���{�©¥Q�-���K�Z¢ � �ZU-����� �Q�a� �K�

q
¤

����¥h�����a�K�E�������
q
¤ ��U-�6���K���a�t��� �����+���!���L� �{�d�E��� ���L�k���!]�� �f��U-�*���K���a�2�K������¥h�����a�K�E������' �K����¥h¢ �L�©�K� �K�

¥Q�-� �©�L¢ ���U�a�2�L�h���©�E��'��e���©��¢������K�0¢ � ¥h�E����¢K�2���{�K� � �:�a��� ��¥h¢K� �-� ¥�� �9�e�����L�-���u/
q
¤�����¥������a�K�E�����768'

�t� �a�p�K�a��� ��¥�¢ � �-��¥h� � �����L��¢ �L¢K���;'.�^Ga�k¤ ���2�L�h�L�-�a���2�L�=�=� � �E�=]��K�-� ����¥��©� �a�K�a�����\¬K�a� �9mE�K�©¥���� � � ®��
¢���¢K�a�!�h�

* � �h����� �`,K��� ¥��a��mE�K�©¥���'�¢ �L�©����]Q�a�K� � � �8�E� �M�k���!� �{�+�K� "£�E�B�7] �{�a�K�@¤b?��!,�,��w/K"d?}68'
� �K��\K¥�¢K�©�:�a�K�zB.¢K� ��� �����M� � ��,[�L���	�-�{�K�����K���©���:�k�K���	����� ���@�K���^���{�©¥Q�-�U�K�Y¢ � ��������� �{�
�8�E� �{�a�K�x� �E�D�K�a��� ��¥�¢ � �-���^Ga�k¤ ���2�L�h�L�-�E�h�2�L����¨�� ����� �{�yB.¢K����� �����D�:�a���	��, �����D�:�a���	¢ �{�
�K�K�©¥Q�T�:�a��� ��¥h¢K� � � �E®��S�U¦_�.��� ��' �8�[¥��a��� �{����� ���.�������2�a�������!�2�43�Ga��� � �-, �L�h���4�}� �����K�����h�:�a�K�=�
�L�h� ���[�K�©�^� ����¥��-�R�e�E� � �K�a��� ��¥�¢ � �-�%¥h� �9� �����q�-� �u/

q
¤ ����¥h�����a�K�E�76 �K�0¢ � �ZU4� ���K���a�t�

o��h��� �����EB.¢K�-'O�a�:�k�����2���{�h�.���U�a��B@¢ �M�a¥h�E�2�L�h¥���¥�� � �XUk��� �{���K�U¬K�©�K���-�����K�©�yB.¢K�
���h�7U��K����¥�¢[�L��� �'�K�`� �.a�S[� ���'¥Q�4� �©��¢K����'@� �8¢ ��3�Ga�'�K�A�:�a���L��3�Ga���K���8�E� �M�a�©�!� �{���K�A"d? �K��¢ �
�ZU-���K�

q
¤��-��¥��©� �a� �E���=��¨{�K�©�a���C�E���2�L� �:�a�������K�a�7� ���h�����Z�K�M� � �8�E� �M�-3�Ga�Z�K�H�©�.�������a�k���

0 <

q < 1
�\¦§�:�a�©�!���a��� �{��� �����L�D�K����,K��� �M�'�k�L���&�a¨�� �:�4�d��� �'¢K� �-3��[�=�£¥h� � � ¢ �q�a¥h���E�K�a�!� ¢ �L�©���!]��a�K�K�

�Y��¨��L�@�K�H� �	���a�.����¡%�a�����N/t� �H¡d6 � � ���K'N�K����¥�¢[�L��� ���K��¥Q�-� ��¢K�©� � �{o������ �{�-�[B.¢K�{�K���.���
� �:�k��� �©¥�¢K����¥h� �9� �����q���D� �h� �{�a�K��¥h�'� ��¢ � � p�wtv2y@s�y@m � � vDp&m�� � ��� r�|�� � � rts /5����� 6��k�.������� �
�������E� �!]Q�k��'@�E¢�� �!�.���[¥h� �a�=' ���-�K���������2�q�����2�E�h��¬K�h¥�� �����2���z/ v k r � k 6��

%O�a�!����� �L� �T¢ ���L� � �e���K���K¢ �L�-3�Ga�`B.¢K�0�a¢ �����2�L�'�8S �e�E�K��� ¥�� �k� �����2�L��¥h� �T�����[¤

� �



? � ] �:P�35;�4.):R%;*4
q
J�F P�C23SR8):;*Fe, 4@Pa`

q
J�] �:P

�E�h�.���§�:� ��� �9� �h�L�k��¢K�L� ��,e���K�h¥���� �K��¢ �{� �©���.�K�=¦§������� ¬K��¢��='k� �!�K�©¥Q� �K�R� ����,K�©� �{�-�6¥q¬:� �{�a�K�-�
�K���=��¥Q�4� ���K�����L� �����C��'�� �����Q�-3��[�=�AB.¢ � ����¥��-�s/�� � ��� ¤�� �2®��V6��_$������e�E��� �{����¢ �{�M���=�E¢K� �k���!]��D¤
3�Ga�^�:� �8¢K��3�Ga�^�K�q�:�a�����!3�Ga�#� B.¢:�k���K����¥������E�h�7U �

q
¤ �ZU-��� � ����� � �{�-���L���a��� �{�-�{B.¢K�

�������=��¢K�B�q�a� ������, �����K���'�����7Ga� � � , �2� ¥h�E�K¥h�E���^�k�K¥���� ¥�� � �������=��¢K�B�q�a�K�-���:�-�5��� ��¢K���-3
�@���
¥�� �9�K¢ �L�a¥��©�E�:�a����� ,:�a�|S �-� �L� � �e�����k�L¢K���-���D<[��¥��a�����©�K����� �{�-�§������� ¥h� �{�{¢ � ��B.¢K��� �!,K�����
� �8���L�©�a��' ���[�:�4� �-�d�K���-�K���©���:�a� ���%�L�h� ���[� ���^� ����¥��-���K�

q
¤ �ZU-�#�e�@�K� � �����d� ����� �©�q�4�%�[����� �8�E��¤

�M�k���!� �{� ���@�K��\:¥��a�K� /5�����E¢ � �a���!]Q�k�K�n6��&$O�a�+\ ��'2�E����� �����RB.¢K�§�������E¢ � �a���!]Q�43�Ga�0�����a����]Q�a�K�}���
,:�-����� ��� � ¢ �{�U�����K�a� �{�a����]Q�-3�Ga���K���I�:�k�7� ���h������� � ������¥h���%�K�9��������� �{� �

�A�����=��¢K�B�q�a� ���0�-B.¢K�\��, �����K�-����� �8�E�.3�� � �	���2�����.� ���h�L�-3�Gk� �8�h��m �����K�a�!a��E�©¥Q�M�K��¦_HA?
���K���§�^Ga�{��¢�,�� �©�K���x�:�a�L�{���������K� �����	�=���L¢ �K���K������� �M¢ �M���5�����©��� ��� �`�������L� �M�4��'�¥h� ���
Uk�L� �{��� � ���E��¨h¥�¢K���-��' ¥Q�a���a¥h��������]Q�a�K�-�d� �a� �=�.�e��¥��L���-���K����� ���.�a� �-� ¥h� � ���;\K�K�©�����%� �B�E�����I� �k¤
��¨ � ��� �{�B�q�a�K�-� ��¢��e�����©�E� �����2���a� O � �8S[� �9�K�©��'K�uUk��� �{��� ��¬K���K�������h�K����' ���h�7U��K����¥�¢[�L��� ���K�
¥Q�-� �©�L¢ ���U¯ �

� �	� 
 �  � �%�&���#" +  .� � � � � " 	�� ( ����� � � �  	�� ( � (
q ) ���/�

���K��¥h� � �����%� ���.���{���2�a�������!�2�43�Ga���K�
q
¤ �ZU-� ��� �Q�a�6¥h�E�����©�K�����a�K�K��¢ � �h����� �`,K�����K� � �K�a��� ��¥�¢ � �-�

¥�� �9�e�����L�-���X/
q
¤ ����¥h�����a�K�E����� 6 �^Ga�k¤ ���2�L�h�L�-�E�h�2�L���h�M¦M�[�K�����K�������K�a�K���0�L�h� ���[� ���^� ����¥��-�§� �������

�������L� �M�[� �@�K� � ���h�%¥Q�k��¥�¢ � �a�K�-�%�s�:�k���L�©� �K���8¢K��3�Gk���K�A�:�k���L��3�Ga���K� ����� ���K�\� ���q�`�e�E�R��¢:�
�E�=]-'R��� �5�k�L�a���!]��H� � ¢ �W� ���@�K¢ �L��� �E®��K' �.UzB.¢K���-�5�:�a��� �©¥�¢K���-�s�.Ga� �^Ga�k¤ ���2�L�h�L�-�E�h�2�L���='����
�K���-,K��� �M�`���������K¢�]0� � ¥Q�a�©¥�¢K���a� � �8¢K��3�Ga���K�E�:�a�����!3�Ga���K�0¢ �{� � �K��¥��u�K�a��� ��¥�¢ � � �

(§�8\:�K� �{��� �U¬:���{�©�©�L�a�K� �a� �'�K�0¢ �{� �K�K��¥��5�:�a��� ��¥h¢K� ��¥h� �{� �

H ≡ h̄ω

N2
0

A†A =
h̄ω

N2
0

(J0 − α0)
/ � ��
 6

� � B.¢K�
A†
'
A

�
J0

�L�k���!� �5�-]�� � �-�{�������-3
�@�����K�Z¥�� ��¢[�q�-3�Ga�+�K�+¦AH_? /t­[� �2®D¤x­[���2­�6s�:�a���
¢ �{� �8¢K��3�Gk��¥��a�L�a¥��L�h� �!���L�©¥Q�	���©�K�Q�k�

f
/
q
¤��-��¥��©� �a� �E���=� 68'

N2
0 = f(α0) − α0

�
α0

¨�� �����K�E�
�a¢ ��� �k�a�©�E�%�K�

J0

�
(§�=������¬:���{�©�©�L�a�K� �a� �y/ � ��
�6 �-, �L� �{��� �4�d�����a¢K���2�L�=�§�k¢ �L�@���K�h�.�E���-�d�:�a���U�u�K�a��� ��¥�¢ � � �

εn = h̄ω [n]q =
1 − qn

1 − q
h̄ω,

/ � � ­�6



� -S>H
 ;�381e4., 7&%[I�C238) ;�)���(�I ���KF#;*4Hf�)K,&b 3 ���KF ;*F
q
JL7&�:P ?9?

���h�K�K�
[n] ≡ 1−qn

1−q

��� � ���������K�I?0�a¢��.�\� �
n
'
n = 0, 1, 2, ...

� �D�:�a�.� �{���L���§�K� �K� �8�E� �{�-3�Ga� �
0 < q < 1

�
¡£� ������,��������a���{��� �K�U¥��-� �©��¢K����­ ':�����L�0¨0¢ � �=�.�e��¥h�����{�K�����K�h�.�E����� �!� ��¥���� �}���!���L��¤

�M�4���©�!�2�a� ���%���fB.¢:�a�!� � �F�E�h�L�a�*�4�K���=�����2�L� � ���;\:� �©�L�-� � �©�E�h�!� �K�����K�h�.�E���-���}�7Gk�M��� �{�B�q�a� ���
��¢��e�������E� �{�h�2�L�a�}*�� \^�E¢K�����K�+
����.,e� 3Q� �����

εn/h̄ω
/
a
6�¥�� �

q = 0.80
'!�:�{B.¢:�a�O¥�� �9�:�a���D¤

�{�-� ¥h� ���'���C� �h¥h�������K��¢ ������¥h�����a�K�E��¬:�a� � ma�K��¥h�x/
b
6=�K�=���K���������q�a�K� �8¢K�K�:� �����2�L�a�

n = 0
/2�K��� �����©�L�'�©���K¬:��� �},K�a�|S[�u�:�a���U¥h� �{�Z6£�k��¨������q�a�K�-� �{�a�!�£�8S[¥��B�q�a�K�-� ¥h� ���

n→ ∞ '^�:�k�L���

q
¤ ����¥h�����a�K�E�='!�

n = 5
' �:�a�����Z�-��¥��©� �a� �E��¬:�a� � ma�K��¥h�K�`* �a�q� �����AB.¢K� � �{�h�K���K�	� ��B.¢K�

n
¥�������¥h�'�U���C� �h¥h�������K�

q
¤��-��¥��©� �a� �E� �����K�K� �u���=�E¢K���2�����h�K���C�E� �[�

ε∗ =
1

1 − q
h̄ω,

/ � � � 6
B.¢K��¥��a�����=�.�e�E�K�K���a�{�k�a�©�E� �:�{�h�K���C�E� �M� �'���a�K�!]��-3�Ga�X/8�E¢ �K���.���@¥����-3�Gk�n6%�:�x�:�a��� �©¥�¢K���;':¢ �{�
�E�=][B.¢K�������K�h�.�E���U� ���=���L�a�K� �8¢K�K�:� �����2�L�a�g'

n = 0
'K�k�a���

ε0 = 0
�

0

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4

5

ε n/(
h 

ω
)

oscilador q-oscilador

(a) (b)

�N�!�a¢K�L� �K��
a� ; K"0#��'(	����L�������+��',�O���L3�4 6 a 8 ��	���'" ,�����������!�+4�����'(�
� �G���G3�4 6 b 8 q
� ��	���'" ,������� 6 q =

0.80 8 	���� 4E��	+�+��������	 ���
	���� � �
	+������� � 3������!4E���
���! 6 n = 0 8:7 ���+'"4E��'"���  "'"� ��� ��� $��!'��N� ���!���
��'"45� 7 �!��1M�
	+��������	�45�!'(	F� ����'"��������	��
��4E� n → ∞

���!��� �
q
� ��	���'" ,�������F�

n = 5
���!��� � ��	���'" ,�������

���!�+4�����'(�
� 9 ; �����!4E��	 =)3����L�
	��*�
���+���M��� q
� ��	���'" ,�������>1� "'"4@'"�������@	+3��?���+'(���+4E���
���B���!���

0 < q < 1
	���4E�� ����!�)������=)3��� (� �!�����
	����
������� �*���E	�'(	+����45��	M "'"�
������	 7 ����=
3��!�)��� =
3�� � ��	���'" ,������� ���!�+4�����'(�
�
�!�����
	����)���@3�4 �
	��*�
���+���M'" "'"4@'"�������O�
��4 ��K"0#��'(	I���B�������+��',��	H'"��3��! "4E���
���L�
	+������������	 9

��	"� ��
%	����
q > 1

	 	�� � 
 $&�(������	�� ��� ���
	
�



? � ] �:P�35;�4.):R%;*4
q
J�F P�C23SR8):;*Fe, 4@Pa`

q
J�] �:P

$��E�E��� �9�K�©��¥��©�:�a�K�4'!���K�h�@��� �H�������q�X��� �����©¬:�a��3��Z¥h� �X' �e�E�0�8S[� �9�K�©��'*��Uk��� ���Z� �
¬K��� �������h�K���;'a�K������� �8��������� �������������L� ��� �{�B�L� ��¢;� �h�����a���K�0���C� �h¥h�L����� � ���K�h�.�E�����K�

q
¤ ����¥h��� �k�K�E�

¥�� ���U���K�h�.�E�����K�0���E�K��]Q�-3�Ga�K�
* �{�h����� �`,K����¥Q�k��mE�K�©¥����-�f�K����� �����h�:�a�K�=� �L��� �{�@�K�©�^� ����¥Q�4�%�K��¢ � ��������� �{�9�.Ga�{�PS.¤

�L��� ���:�4���K�u��¢:� �8¢K�;3�Ga���K�5�:�k���L��3�Ga�
ZBG

/K"£�E�B�7] �M�a� �[¤b?��!,�,;� 6���¡£�E�;����� ���L�k�K�K��¢ �{�{�:�a��¤
� �©¥�¢K����¥�� � �H���.�e��¥��L��� �K�	�h�K���C�E� �N/ �K� ­�68'N�^Ga�H� ���E�h�K�����a�K��'�����¢:� �8¢K�;3�Ga� � �x�:�a���L��3�Ga��¨
��, �����:�5�e�E���

ZBG =
∞∑

n=0

exp (−βεn) = exp (−βq)
∞∑

n=0

exp (βqq
n)
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β = 1/kBT
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βq ≡ βε∗

'
ε∗ = (h̄ω)/(1 − q)
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0 < q < 1
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ZBG = exp (−βq) lim
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exp (βq q
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exp (βq )ZBG = lim
n∗→∞
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n=0

∞∑

m=0

(βq)
m
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(qn)m

= lim
n∗→∞
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(βq)
m
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1 − (qm)n∗+1

1 − (qm)
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= lim
n∗→∞

(
n∗ + 1 +
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m=1

(βq)
m

m!
[n∗ + 1]qm

)
.
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∞∑
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limn∗→∞−∂ln(Zn∗

BG)/∂β
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Zn∗

BG ≡ ∑n∗

n=0 exp(−βεn)
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uBG =





0
���

T = 0

ε∗
���

T > 0
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Z
′ ≡ ZBG − exp (−βq ) lim

n∗→∞
(n∗) = exp (−βq )

(
1 +

∞∑

m=1

(βq)
m

m!

1

1 − qm

)
,
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∞∑

n=0

exp (−βq) =
∞∑
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0 < c < 1/2
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n→ n−1
'
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ε∗ = (h̄ω)/(1 − q)
�K�-�[�K�a��� ��¥�¢ � �-���K�

q
¤ �ZU-���Z� B.¢K�M��, �L�B�E� �{�����k��¨M�-�a�E�L��¨xB.¢K�M���K� ¤

� �h�K� �h�K¥������:�Z�������K��¥�������¥�� �����2���H�^Ga������� U��K� �8¢K��3�Ga�
h(q)

�.UTB@¢ �
h(q) = h ∼ 2

�:�a�L�
∀qε(0, 1)

�+$O�a���E¢[�L����� �k�K�U�K�a�q���{���dB.¢K�
θ ≡ kBT/ε

∗
����� �K�{B.¢K�

ε∗ = 1/(1 − q)
�=¦_�.��� ��'



� - �
q
J�] �:P�35;�4.):R�1*35)iF 
 
 � dgF!;O3���CE)K;�F � >

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
q

1

1,5

2

2,5

3

h(
q)

�N�!�a¢K�L� � ��
�
a� �����?����� ������',�F���F�
�/�:����'(���
���I���� (��'���� �����
	���'"4E���)���
h(q)

��������4@�?����� �N3����������J���

� � � τ(q, θ)
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q
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�N',� h(q) = 2.00 ± 0.07 9
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τ(q, θ) ∼ exp
[
h

′

(q)/(kBT/h̄ω)
] / �K�+
 �Z6

���h�K�K�wB.¢K�
h

′

(q) = 2/(1 − q) = 2ε∗/(h̄ω)
��*���\^�E¢ �L���K�+
 ­����.,e� 3Q� �������H�K���e��� � ���K¥h� �

�K�
h

′

(q)
¥h� � �T�:�k�7� ���h�����

q
�u$O����¥��=, � �{���}B.¢K� � �{�h�K���:�	� ��B.¢K�

q → 1
���h�K���C�E� ���K�

���E� �!]Q�43�Ga�
ε∗/(h̄ω) → ∞ � �-�C��� �

h
′

(q)
¥h������¥�� ��� �K�=\:� ���:� �����2���-'2�E¢5��� ���;'2����� �9� ���K�%�@�©�:�

�{¨h�K� �	� �H����� �K�T��������� �{��¥h���=��¥�� � �{�h�K���K�TB.¢K�
q → 1

�u$O�E�0�E¢[�L�������a�K��'!�-,����h���k� �����
�q� �s, ¨ �X' B@¢ �9B.¢:�k�K�K�

q → 0
'
h

′

(q) → 2
��� ���L��������¢ �©�q�k�K������¥h¢��e���L��¢ �{�M¥��a�L�a¥��L�h� �!���L�©¥Q�

�K�T�������L� �M�{� � B.¢K�U�	��� �9� �	� ���K¢K�L�43�Ga���K�Z�����d'!� ��¢ �M�{�:�a�:�	�L� � �e�����k�L¢ �L�
θ
'6�����7U

�K�����h�L� �{�h�2�L�'�������a¥��©�E�:�a�K��¥�� � �{�L� �9�e�M�K���[�©�:����¨�� � �{� �'¥Q�k�:�x�:�a��� �©¥�¢K��� 1 �=�����`� �a�M��¢:�
�E�=]-'O�a¢ �����2�q� � �����K�©�:�	� � B@¢ �{���h�K���C�E� �	�K�U�©�E�K�!]��-3�Gk��'

ε∗
'6�K�T���!����� �{���a¢ �����2�q�{�e�E�!�

B.¢:�a�2�L� �{�a�©�E�=����� ���.�a� ��� �§���a�K�!]��-3�Ga� �{�a���a� �����.U'����� �9� �}�:�a���'�s���!����� �{�'�-,;���E���E��� ¢ �{�
���K�h�.�E�����!�E¢:�k�!�E¢T��¢��e�������E� �

ε∗
�:�a�L�5�����©�E�K��]Q�a�h�

O �M� �E¢[�L�L� ¥��a�L�a¥��L�h� �!���L�©¥Q�QB.¢K�q� �@�K� ��������,;�������k�a���q� �`,e¨ � ¨qB@¢ �
ε∗/(h̄ω) →

ε1/(h̄ω) = 1
B.¢:�a� �K�

q
�K� �����.¢K�N�	�-�C��� ��'��H¥��@�=\K¥����h�2�L�M�K�����h�\�K�M¥h���=��¥�� �{�h�2�L�

h
′

(q) →
h = 2.00± 0.07
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′

(q) ≡ hε∗/(h̄ω) ∼ 2/(1−q)
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hε∗/(h̄ω)
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�L�a�dB.¢K� �Y�q� SK�i�K�Z¥����=��¥h� �����2�L�+¨H� �{�=� �{� � � ���L�Z������¢K�©�L�a�K�i�q� �`,e¨ ��'=����¥h¢��:�a���
¢ �{�Z�E¢[�L�L�Z¥Q�a���a¥h����� �©�L�©¥Q���K�X���!���L� �M�Z� � B.¢K�-'t�:�a�L�T�e��B.¢K��� ���'�k�a���a�����0�K�

q
'���� ��� �����©���

�����q�a�K�{�8S[¥��B�q�a� �
ε1/(h̄ω) = 1

�K��¥Q�a�:�9�:�a��� ��¥h¢K� �`�e���C��¢K�*¢ � �k�a�©�E�d�K�.a�S[� �������h�K���C�E� �U�K�
���E� �!]Q�43�Ga�

ε∗/(h̄ω)
�-'i� �E���q�a�2����'��	��� �9� �	� �'�@���:� ��¨�� � �M�K�'¥Q�a�:�{�K�a��� ��¥�¢ � �M�4�.��¢ �{��¢ �

�k�a���E��� �.a�S[� ��� � � ��� �9� � �K�\�@���:� �{¨h�K� � �K�f�K��� ��������� �����q�a�K� �8S[¥h�©�q�k�K� 1 ¥h� �{�
ε1/(h̄ω) = 1

'
∀q '6����� �9� ���K���@�©�:� �{¨h�K� �{�K��¥Q�a�K�T�K�a��� ��¥�¢ � �;' �5� �E���q�a�2������� ¢K�L�-3�Ga���K�Z����� �:�a�����

q
¤ �ZU-�=':�-�.��¢ ���0�k�a�©�E���=�d�K�.a�S[� �����d�:�k�L���k�a���E����� �K�

q
� �=B@¢ ���K���h�

O �M���E�=]'��,[�L���K���U���h�6�K��¥����=��¥h� �����2�L�z/ �K�+
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q
¤ ��U-��¥�� �

q = 0.80
'�¢ �L�©���!]��a�K�K�

N = 3
S
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� ���������L�-��¥h�E���@¥Q�k�:�-�§�©�K��¥h� �a� �{�h�2�L�

� �
n0 = 0

'@¥�� � ���L� �9�e���L�D�L¢K���
θ = 0.07

1 �:�k�L�'��� �������q�a�2�����£� �§�L� � �e���
t = 102, 103, 104

�
105 �{�h�K� �����=� �8����B�� ��� ¥�� �{/2�K����,:�-,K�©���©�:�a�K��6

P (un)
'
un ≡ εn/(h̄ω)

'@¥�� ��B.¢K��¢ �{���K�a�:�
���K�h�.�E�����a�K� �����;�����a�:�a�

un = εn/(h̄ω)
�-�:�a����¥h�a�M�T���=��¢K�B�q�a� �Z¨ ���������L�a� �Z�K�T\^�a¢K�L� �K�+
 �
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un

���h�K�K�H�Z� ��¢;���L���:�a� �X�e�E�
P (un) = 1.0991 exp(−b un)

� ��B.¢K�
b = 2.95 ± 0.09

�9<@�
¥��E�;����� ���L���{���

β = 1/(kBT ) ≡ b/(h̄ω)
�-, �L� �{�������!� �

kBT/(h̄ω) = 0.34± 0.01
�p*��a�L� �{�-�

B.¢K�M�=���q�Z�K�=\K�K�!3�Ga��� �����©�h�k�Z�a�Z�k�a�©�E��'*�K�h�2�L�����:�X,K�a�����Z�K����������'O�:���L� �9�e���L�D�L¢K���
θ
� �

B.¢K���u���!����� �{� �8�E�!¥��a���@¥Q�a�K� �.U5B.¢K�
θ ≡ kBT/ε

∗ � � � ����¥���� �
kBT/(h̄ω) = 0.35

�
o§� �����	�K�=���q� ���=3�Ga� B.¢K�+�^����� �e�[�K�q�������K����¥����©�L� �e��� � � �8¢K��3�Gk�^� � �K�a�����!3�Gk���

���=�E¢K� �k���!]��a�:�
Z

′ � � ���q�
�e�E�z��¢K� �E��]Q�e���C��¢K��¢ � �e����� �����L�k� ��������¥�� �K� �L��� �
P

′

(εn) ∼
[exp(−βεn) − exp(−βε∗)] ���e�E���q�a�2�L�^���C�L� � �@�K� �����Z¢����a�:� ¥h� ��� �#�K���e��� � ���K¥h� �^�:�
�K�!���L���!,K¢K��3�Ga���K�A�K����,:�-, �����©�:�a�K� �K������� �^*��k�q� ����� B@¢ � �{�=� ���������L�D�e�������=���L�k� �����L�©¥�� ���k¤
�K��\K¥Q�a�K�0�4�K���=�����2�L�0¢ �M���K�=� �h�K� �h�K¥����0�PS � �E� ���K¥h� �a�[¥�� �

εn

'2� ��B.¢K� ���L�h� �������=�E¢K���a����]Q�a�K�
¨ ��¢K�B�L�[� �=B@¢ ���K��':�S� �k�

exp(−βε∗) = 6.249
S
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θ
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ZBG = exp (−β R) lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

exp
(
β R/n2

)
.

/ �[�+
 ­�6
�H�a�K���K¢K���a�K�K�{�M�L�h� ���	�8S �e�E�K��� ¥�� �k�g' � �@�K� �����������=��¥h���h�a�����M�=B@¢K�-3�Ga���k¥�� �{�{�K�x���=�E¢K���2���
�8�E� �{� �

exp (β R)ZBG = lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

∞∑

k=0

(βR)k

k!

1

n2k

= lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

[
1 +

∞∑

k=1

(βR)k

k!

1

n2k

]
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= lim
n∗→∞

[
n∗ +

∞∑

k=1

Hn∗,2k
(βR)k

k!

] / �[�+
 � 6

� � B.¢K�
Hn∗,2k =

∑n∗

n=1 1/n2k
¨��i� � �{�h���i¬:�a� � mE� ��¥��Y� �Z�a���K� �

2k
���E¯��t� �A���©� ���©�����

n∗ → ∞ �K�-�§� � �������-�§¬:�a� � ma�K��¥h���I�7Ga�{,e� � �K�8\:�K�©�K����' �K���@�K¢�]h���K� �M¥��@�=\K¥����h�2�L���M\:�K�©������'
B2k = limn∗→∞Hn∗,2k

/2�e�E���8S[� �9�K���;'
B2 = π2/6

'
B4 = π4/90

'
B6 = π6/945

6P'§�
¥��E�2�a���.�a� � �:�k�L�

1
� �{�h�K���:��B@¢ �

k
¥�������¥h�a� ¦_�C��� ��' �g��B9�!/ �[�+
 � 6 �e�@�K������������¥����©�q�+�:�

�8�E� �{� �

ZBG = exp (−β R)

[
lim

n∗→∞
(n∗) +

∞∑

k=1

B2k
(βR)k

k!

] / �[�+
 �n6
B.¢K� ���������L� ¢ �{�i�K�B�E�h�.���h�K¥����i�©���K���a��¥�� � �+� � �{�h����B@¢��a�2�L��¥h�

n∗
'#B.¢K���E� � �K�i�L�h� ���

k = 0
�:����B9�!/ �[��
 � 6��
���2�L���[� ¢�]�� �{��� � � �8¢K��3�Ga�'�K�M�:�a���L�!3�Ga�������a¢K� �a���!]��a�:���E/ ���[�K�|\:¥Q�k�:�Z68'

Z
′ ' �:�-�C�L�a�K� ���

�L�h� ���sB.¢K�A�K���[� ¢�]��'� �©�E�h�.���h�K¥����'� � / �[��
 �n6 �K�a�L�'�'� �a�K�����CB.¢K�����K��':�:�}�����a¢K���2�L� �M�a� ������� �

Z
′ ≡ ZBG − lim

n∗→∞

n∗∑

n=1

exp (−β R) = exp(−βR)
∞∑

k=1

B2k
(βR)k

k!
.

/ �[�+
 ��6

Z
′ ¨D\:�K�B�q�����q� �s, ¨ � �e�[�K�D����� ����¥����©�q�U¥�� �{�K�

Z
′

=
∞∑

n=1

exp (−βEn) −
∞∑

n=1

exp (−βR) =
∞∑

n=1

[exp (−βEn) − exp (−βR)] .
/ �[�+
&¯Z6

¦M� �=�L�a���:� �8¢K��3�Gk�H�K�9�:�a���L�!3�Ga���K� �8�E� �{�a����� ���	�K� "d? ���h��� �©�E�h�.�E�h�2�L�-'&� �@�K� �{���
� �8���L¢:�a�O�§¥�Ua��¥h¢K��� �:� ���K�h�.�E�������2�������K�M�e�E�tUD�L� ��� �K�£¬K�©�K���-�����K�©� �K�A�ZU-����� �Q�a�2�K� ¬K��� �������h�K���
� � �8¢K��3�Ga���:����� �9� �h�L�k��¢K�L�;'a¢��L�a� �K�0�§�8S �K�����C�7Ga�

uBG = limn∗→∞−∂ln(Zn∗

BG)/∂β
'����h�K�K�

Zn∗

BG ≡ ∑n∗

n=1 exp(−βεn)
���9�-]h���K� �Z��������'!��, ��� �������T���=�E¢K���2����������¢K�©�L�a�K�T�:�a���������K�h�.�E���

�{¨h�K� �
uBG

� �E�IUD�L� �����K�0¬K��� �������h�K��� �

uBG =





0
���

T = 0

R
���

T > 0
.

/ �[�+
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(§� �5�D�L��'4���
T = 0

�_�ZU-�&� �h� �{�a�K�h¥��£� �§�����q�a� � �8¢K�K�:���{�h�.�L�a�g'D��� ���.�a� � ��¨�� � �I� �E�j�:�a��� �©¥�¢K���
�!�E¢K�a�N�{]h������'6�K¢K���a�2�L��¢ �����2�L�h���k�a�©�	�K�'��� �9� ���©�;\:�K�B�L�K�D$��E���E¢ �����	���a�K��' �:�a���{B@¢K�a�!B.¢K�h�
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��UD�L� �����K��¬K���K�������h�K�����.¢K�K¥����h�.���L��� � �=B@¢ ��� ��,K���©�M�L�h� ���[� ���^� ����¥h�M�9� �a���q�k�.����¢��L�a� �K�
� �8�E� �M�k���!� �{�{�K� "d? �^Ga��� �@�K� �����0�8S@���L�a�©��� ���K¬.¢ �{���©� �8�E� �{�-3�Ga� /2B.¢:�a�2�����:�a� ��� � �!���©¥Q�-�
�{¨h�K� �4� 6R���-,K���0�u�������L� �M� �.U5B.¢K�0�q�a� �8�a� �{�a����� ���'¨��4Ua���©�K���-�e���:�4� � ���=B.¢K��� �!,K�����K�

¡£� ������, �L�©�K�9�:�a�L���
q
¤�����¥��©� �a�K�a��':�K� �8�E� �{�a����� �����K�s"d? �{Uk��� �{�U�K��¬K��� �������h�K���

��� � �K���`���'���E�K��]Q�u�:�a���xB.¢:�a�!B.¢K�h�§�L� � �e�����k�L¢ �L�9\K�K�©�L�{� � �K�h¥��E������� ¥�� �{�:�	�K�©�a���C�����K¥h� ���:�
��¢:� �8¢K��3�Ga�g�K���:�a���L��3�Ga�

ZBG

�E���©¢K�K�:� �:� ¥��E�2�L���!,K¢ �!3�Gk�+�©�;\:�K�B�q�Y�K� B@¢K�-��� ¤�¥��a�.� ���.¢K� � �
���K�h�.�E��� ��¦ �8¢K�;3�Ga���K�f�:�a�����!3�Ga�����=�E¢K� �k���!]��a�:�

Z
′ � �E� ��¢:�0�a��] ¨ ��, �L�©�:�D� �h� �����©� �����:�43�Ga���:�

¥��E�2�����!, ¢K�!3�Ga�
exp (−β R)

�K��¥��a�:�	�=���q�k�K��'!�K�-�����;\:� �©�L�-��' B@¢ � �8�E� �{� � �yB.¢:�-��� ¤�¥h�E�2� ���.¢K�
�K�£�h�K���C�E� �[�p(§���[�©�K��� �����L�����©� �����:�-3�Ga��'&�=�.�e���L���{���&B.¢K�%� �8¢ ��3�Ga�§�K�R�:�k���L��3�Ga� ���=�E¢K���a����]Q�a�:�
Z

′ �K�=��¥����h�k�	�-�I�K�����K�������K�a�K��� �K� Uk�L� �{�U�K��¬K��� �������h�K���X/r���!���L� �M�U�^Ga�����E� �!]Q�k�K�n6£�a�2����� �:�
���E� �!]Q�43�Ga�M� �E���

Z
′ �=���q����Ga��¥��E�;����� ���L�����������q�a� ���I/5� �©�E�h�!�76�¥�� � �h�K���C�E� �-�t�K�.a�S[� �������:�����E� �B¤

]Q�-3�Ga��'.��� B.¢:�a�!��¥h�E�2�L����,K¢K�©��� ��� ¥h� � �0�L��� �{�
exp (−β R)

��� ���L� �8�E� �{�a�©�!� ���A�����7U��-�K�©��¥��a�K�
�:� ����3�Ga�	¯ � �M� � B.¢:�a�6�L� �`,e¨ � ���������L�a��� �����IB@¢ �[�e�[� � ����� �q� �`,e¨ � ���Q�a�©�!]��a� ¢ �{�������E¢[¤
� �a���!]��-3�Ga���:� �8¢K��3�Gk�	�K�s�K�a�����!3�Gk�x����¥��E�;����� ���L���{��� �	�=�.�e��¥h�����	� ���E�h�K�����a�K�K�_*§�x�K�Ca�S � �M�
���=3�Ga�0�����L¢K�K�a��� �{���\¢ ���ZU-�N���K���a� �K�IUD�L� �����N� � ¬K���K�������h�K���§�@���_��� ��¢K� �43�Ga��¥h� �9�K¢ �q�k¥����a�:�a�
¢ �L�©����]Q�a�K� ���	�H� ¡§�

��� � * ����� �$�%�� � �#" � (�+ ( � � � � ��+  	(�" �/� � � � ��� ( � � (
� ( ���
�� 	���&(/� �#"� �(

ª ���a����]Q�a��� �������K�-�.��� �x�PS;�e����� �����2�L�Z¥�� � �K¢[�q�a¥h���E�:�k�+���:���L���2�L�k�L�B�a���K����, �����0��� �8�a� �{�-3
�@���
�K�T�ZU-���©�K�Q�k���K�uUk��� �{�-�§�K��¬K�©�K���-�����K�©���a�2�L�=�0�K���©�5�������a�K�!]��a���}$N�k�L���!���L��¢ ��������]Q�a��� ����� �
� � ¡ �K�!��¥�¢ �����K�M�K�	¥Q�4� �©��¢K��� �K��¦ �K�©�^� ����¥��9B.¢K��¢[�L���©�!]��a��� �{��� �����7U����{�=� �{� �8�E� �M���:�
¢ �L�©����]Q�a�:���K�{¥��-���U�K�

q
¤�����¥������a�K�E�h�

P+ = c exp[−εn+1 − εn

θ
]

/ �[�+
 �Z6

P− = c
/ �@��
 ��6
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<
ε(

t)
>

θ = 0.20 
θ = 0.15
θ = 0.12
θ = 0.11
θ = 0.10
θ = 0.09
θ = 0.08
θ = 0.07

�N�!�a¢K�L� �[� �K� � �����+��',� 4E1
�N',� �*��� �!����4E� ��� ��'(�N����� ����'(�
< ε(t) >

��4 � 3�������� ��� ����4@�*�
t 7

���!��� �N'�� �������
���
	O����4@�?�����!�+3�����	
θ 9 � �N'"� �!4@'(��� �������?��	+���  (��0�� � 	+'(	+����45� ���!��� �������+��',� 4E1
�N',�

< ε∗ >= 1 6 '(����' � ������� 8:9�; �����H=)3����B�������+��',�B4E1
�N',�J�*���&�!����4E� 7 ���!���J�
���+����	2����4@�?�����!�+3�����	 7 �?��� �
45�!���
�
�F�N3����!�)���F3�4 �
���+���M'"�
�����+0��! (�@��������4@�*�M�
��4 3�4 0��! (��� =)3���0��!�+',�G (���
���!4E���)��� 7 � ���+45�!�����
3�4 ���!���!45�!�J��� �������+��',� 	�������� =)3��M���! ����!���!45�!�J	��M�����+��� 45�!'(	B��0)'(�����)��� � 4E�
�N'(��� ��4 =)3��E�
����4@�?�����!�+3���� �N'"4@'"�
3�' 7 �!�����
	����
���!����� 3�4 ���
	+3� "�������O=)3��! "'"���!�+'"0��!4E���
���L'"��3��! -���O��$�	����+0������O���!���
�

q
� ��	���'" ,������� 9

���h�K�K�
0 < c < 1/2

'
P+

�[� ����,:�4,K���©���:�a� �%�K� �L�L�k������3�Ga���K�
n→ n+1

'
P−

�}�K���-,:�-,K�©�����K�a�K�
�K���L���a������3�Ga�U�K�

n→ n− 1
'
θ = kBT/R

�
εn = En/R

�
� ���L� ������¢ ��������]Q�a� �K�{¢ �M�M� ���^� ����¥�� ,:�4���Q�k�:�	� ���8S � �a�K���K¥h� �a�����`�e�E���L�a�2�L���	� �!��¤

�L���!,K¢K��3�Ga���K�9�K����,:�-,K�©���©�:�a�K��� ���=B@¢ ��� ��,K���©�y���h�7U��PS � �E� ���K¥h� �a�S�x(§�=���K� B.¢K�M�=���q�Z�K����� �{�©¥Q�
�����a� ' �K�=� �E���%�K��¢ � ¥��h���L����� �9� �T/r��¢;\K¥����h�2�L�E�:�a�����a��¥��a��3Q�k�£����B.¢K�©� ��,K���©�n6=��¢ � ���=��¢K�B�q�a� �
�:�a�K�x� �h�����8�a� �{�a����� ����� �`"d?5' �M�K���.��� �x�PS � �h��� �����2���	¥�� �9�K¢ �L�a¥��©�E�:�a� ���©�h�k�a�7U��{��������� �{�
���©�E�K�!]��-3�Gk�K� � �9�K��� �{�h�.�L�a�K�K�H�-� �{�=� �{�-�������E���-�'� �!��¥h¢ �L�©�:�-��� � �K�+
E� ­Z¥�� � �Z�K����� �{�©¥Q�
�a¥�� �M� '2��, �L� �{�-�£�0���K�h�.�E��� ��¨�� � ���a�K� �����;�����a�:�a���e�E� Uk�L� �{�0�K��¬K���K�������h�K��� �

< ε(t) >
� �

�8¢K��3�Ga�{� �U��� �9� �
t
'^�:�k�L���K� �8�h���h�.����� �L� � �e�����k�L¢ �L�-�=':¥�� ��� �{�-���L���U�5\��E¢K�L� �[� ���

* ��������¢ �©�q�k�K� �{�����L���a�K���:�y\^�E¢K�����[� ��'*¢ ��������]Q� �����
c = 1/2

/5¢ �����©�!]Q�k�K�	� � ���[�K�-�
��� ��¢K� �43
�@��� 6P'_�����K�K�^�E�h����\K¥Q�a�K� B.¢K�i�E¢ �L���-������¥��E�©¬:�-�Z�K�����q�#¥��E�����q�a�2���

(0 < c < 1/2)
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�� �+.�� � ����� ���+����� ��������� .(
���	�.(�,� ��	��#	 � .��+� ����� ���+������� � 	��
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N = 2.000
� �{�-���L���-�

¥�� �T¥��a�K�K�!3��[�=�%��� ��¥����a�!�
n0 = 2
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< ε∗ >= 1
�-� a���¢ � ¥������L�

�L� � �e��'@����
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k=1(B2k/k!)(βR)k




,

/ �[� ­a¯Z6
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θ  = 0.07 (Usual)
θ  = 0.07 (Modificada)

(b)(a)

�N�!�a¢K�L� �[�+
 ­[� � �����+��',�54E1
�N',�5���N'"4E����	�'(�����! �?�����!����4E�5��� ��'(�N����� ����'(� < ε(t) >
��4 � 3��������5���

����4@�?�
t 7 ���!��� ��	F�N'"� �!4@'(����	F3�	+3��! 6 ��K"����3� (��	B0�� � '(��	 8 �L4E�/�N' ��������� 6 ��K"����3� (��	F�����
����� ��'(����	 8:9 ��	

	+'"4G3� ,���
.)�
	 � �����!4 �����! "' � ������	����!���5�N3���	�����4@�?�����!�+3�����	��N'�� �������)���
	 6 � 8 θ = 0.09
� 6 $ 8 θ = 0.07 9

; �����B=)3��F�M����4@�*�E���F�N3����������O��� � � � �!3�4E���
��� �L4E�
�N'(���5��4 =
3��G�L����4@�*�����!�+3����5�N'"4@'"�
3�' 9

���h�K�K�
u

′ �
c
′ � �����K�h�.�E�����©�.�������:��� �§� �x¥��a���E�\�=�.�e��¥ ��\:¥h���M� �E�+Uk��� �{���K��¬K���K�������h�K���0�K�[�ZU-���

$O�E� ��� �9�K���©¥��©�:�a�K��� �a�:�k�����E���;'D¥q¬:� �{�a��� �{���N�����L�-� �E���a�K�K�=]Q�-�\�K� �h�K���C�E� ���£¥Q�a�©�E�����C� �h¥ �|\:¥���'
�-�e���L�k���:�-� ����� �M�-�O�^Ga��������� �������K��¥��a��¥h¢K� �k�:�-�N� � ¢ � �����q�a� ���K� ��B.¢K� �!,K�����K�O�H�a�2���©�E� �{�-�
�	�-� a����L�����8�x�:�a���{�©� �`,K���a�IB.¢K���L�a�!�f�K���-�K���©���:�a� ��� �8�E�L� � ¥��a��¥h¢K� �k�:�-� ¢ �L�©����]Q�a�K� �{� �8¢K��3�Ga�
�K�E�:�a���L�!3�Ga�U���=�E¢K� �k���!]��a�:�

Z
′ �

*��I\^�a¢K�L� �[�+
 � ���.,e� 3Q� ������� ���K�h�.�E��� �©�.�������:�d� �E� �:�k��� �©¥�¢K���%¥Q�a�©¥�¢K���a�:� �:� �8S �K�����.�.Ga�
�a�:�a� �©����¥Q��/ �[� ­!�-6 ��¥�� �9�:�a��� ����� ¥�� � �M������¢K�©�L�a�K�M�K�-�_��� ��¢K���-3
�@��� �.¢ ��¨����©¥Q�-�=' �����K� �{B.¢K�
����¨��K�����:�����K�h�.�E�������2�������K� �8�E�9¥Q�a�©¥�¢K���a�:�;'.�K�������d'@�K�����2�������k�a�©��� ���L� � �e�

t1 = 200
�D�L¨

t2 = 400
¢ �����©�!]Q�k�K�K���U�K����� �{�©¥Q�'¢;��¢:�a�K'����-,K���

N = 106 � �{�-���L���-� ¥�� � ¥��E� �K�!3��[�=� ���K�©¥�� �k�!�
n0 = 1

�:�a���U���[�K�-� �-� � ���������L�-�h�
*fa����-,����h���k� ����� ¢ �M�u,e�2��¥h�E�K¥h�E���^�k�K¥����{���2����������� �E�!� ���=��¢K�B�q�a� ���§�D�L¨

104K
�d(��

�5�k�L�;'����K�!��¥����=�^�a�K¥h� �M�������k�L�B�a�U���2�����'�=���������K�E���M� ���@¥���� � �����2�L�����a¢ �����2�L� �������K�©�:� B.¢K���
�L� � �e�����k�L¢K���0�a¢ �����2�q�;'.�4�.��¢ �{�©�K�K���k�a���E�����\�K�

0.004
�:�a�L�

θ = 0.05 (T ≈ 7895K)
�

0.282
�:�a���

θ = 0.06 (T ≈ 9474K)
� � ����� �{�=� ���H¥h� � �e�E���q� �����2�L���	�K����¥������^�k�K¥����-�'����� �D�L�©�k�-�

/5� � ����� �{���E���K� � �K� �M�4�E�K�©��¢K�K��6 �����a������\:¥�� � �L� �`,e¨ � � ��¥Q�a�©�E�%���C� �h¥ �|\:¥��u�e�E�dUk��� �{�
�K�0¬K��� �������h�K���;' �8S[��,K���K�U�:�`\^�a¢K�L� �[�+
 �K�

$O�a�L�����©�2�L�����k�a�����K�U�L� � �e�����k�L¢ �L��� � B.¢K�����K¥h�E�2�L��� �{�-��¢ �M�y,e�2�Z¥h�E�K¥h�E���^�k�K¥����
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�����+���E�*���I�!����4E�E������'(�N����� ����'(�E���! (��3� ,�����O�!��1 T = 15000K 7 �*��� ����'(	
�N'�� �������
���
	 4E1����)����	 �

(i)
� � ���+45�! "'(	+4E�B��� � 3��������B���I���!�+�+'(�����F������3� ,�!�+' � ����� 6  "'"� ���B�
���
�+K"�
3�� 8 (ii)

	+'"4G3� ,������� ��� � ���
��� C �!�+ (� 6 �*���)����	 8 3�	 �!����� �?�
	���	L�����>�� "� � 45�!��� � ��'"$�$�	 9 � ���������
� '"�)�����+���
4E��	+�+���@3�45�E�!4@�� "',�������5���
	+���
	I���
	+3� "��������	I���M'"�)�����+0��! (�O���
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�N�!�a¢K�L� �[�+
 �K� C �! (���L�
	+�?�
��K ���
� �?���G�!����4E� ������'(�N����� ����'(� 1E���! (��3� ,����� �!��1
T = 15000K 7 �*���

����'(	D�N'�� �������
���
	<4E1����/����	 �
(i)

�	� ���+45�! "'(	�4E�F��� � 3������������ ���!�+�+'(������������3� ,�!�+' � ����� 6  "'"� �����
���)�+K"�
3�� 8
(ii)

	�'"4J3� ,������� ��� � ���
��� C �!�+ (� 6 �*���)����	 8:9 � ���������
� '"�
�����+��� 4E��	+�+��� 3�45� �!4@�� "',������� ���
	+���
	
���
	+3� "��������	 ��� '"�
�����+0��! (� ���

T = 0K
�

T = 11000K 9�� '"4@'" ,�!� �
��4@�*���+���!4E���)��� ���!4J$?1�4 1
��$�	����+0������@���!���E�M�������+��',�E'"�
�����+���E�*���H�!����4E�E��� ��'(�N����� ����'(� 9
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���2�L��� �-��� �E�!���K���[¥h���K� �{�h�2�L��� /��L�!� ��¥Q���{�h�.���\�K�
0K

�
104K

68' � � p�wtv2y@s§y@m � � vDp&m�� � ��� r�|�� � � rts
� �@�K� ���h�N¥��a�����©�K�����a�K�§¥h� ���§¢ � � p�wtv2y@s0y@m � ��� r�|�� � � rts � � m�wSr�~as 'k�£�-�C��� �X' � �@�K� �{����¥Q�k��¥�¢ � �a�
�-�s� �����K�����h�:�a�K�=������� ���@�K���^���{�©¥Q�-���K�X�ZU-�����K���a���K�{UD�L� �����0�K�M¬ ���K��������� �����[����� �8¢K��3�Ga�
�K�s�K�a�����!3�Gk�M���=�E¢K���a����]Q�a�:�

Z
′ � � � � �e�E���q�a�2�L� �8���!�L�k�MB.¢K���	���2�L�h���k�a�©�{�K���L� � �e�����k�L¢K���-� �K�

B.¢:�a�N���8�E� �{�a����� ��� �{�@�K�|\:¥Q�a� ��' ,K�-�����a�K�	�:� �8¢K��3�Gk���K�s�:�k���L��3�Ga�{���=�E¢K� �k���!]��a�:�;' �e�[�K�[���h�
�-�K�©��¥Q�k�K�U���L� �9�e���L�D�L¢K���-�d, � � �a¥h� �{���:�U��� �9� �h�L�k��¢K�L�����`,K���h�2�L�a�

$��E� \ �X' �����K�©��� �{���\����� �9� ���K� �K¢K���-3�Ga���K�=���L�§���0�d'
τ(θ)

'@¥�� ���E����� �K�'�0�L� � �e�
�K¢K���a�2�L���dB.¢:�a�E�I��������� �{�#� �h� �{�a�K��¥h�\�K�����L�������q�a� � ¥h� � � �K�©�^� ����¥�� ¢���¢:�a�g' �K� �{�a�K�h�����RB.¢K�
�Z� � �8��������3����4,����E�©¢ �q���h�.�����M�-�0���K�h�.�E���-� �{¨h�K� �-�D�e�E�E�:�a��� �©¥�¢K���	��, �L�©�:�-�E�e��� �4���K���^���{�©¥Q�-�
¢���¢K�a�0� ���@�K��\:¥��a�:�)��� ��� �{�h�K�E�TB.¢K�

δ = 0.05
��¦_�C��� ��'_�K�a�L�^�-���L� � �e�����k�L¢K���-�

θ =

0.08, 0.09, 0.10, 0.11
�

0.12
' ���Q�a�©�!]Q���{���9��� ��¢K���-3
�@���{¥�� �

N = 2000
� ���������L�-�=' ���[�:�4�

���K�©¥����a� �����2�L�§� �
n0 = 2

/2�K��� �����©���U�8S[¥��B�q�a� �n6�� ¡£� �{� � �@�K� ����� ��,��������a�k���:�u\^�E¢K�����[�+
 � '
�K���C����������¢K�©�L�a�K�9����� ��¢����q�u, � � ��¢ �{�U�©���!�PS � �E� ���K¥h� �a�S�

τ(θ) ∼ exp(b/θ) = exp [bR/(kBT )]
/ �[� ­� �6

���h�K�K�
b = 1.94± 0.07

��� ���L� �a�k���E����, �����K�}�:�a������¥��@�=\:¥h�����2���
b
¥��a���K¥h���K�4'@� ���2�L�����:�[,K�a�����

�K���h�����;' ¥h� � � �{¨h�K� �U�K�����a�k���E����� �K���§¥h�[�8\:¥��©���2�L�=� �����K�©�K���
h(q) = 2.00 ± 0.07

�:�a�L�{�

q
¤ �ZU-�����K���a�M/

q ∈ (0.25, 0.80)
6��8S[�!, ���K�����:��\��E¢K�L� �K��
!
E��¦_�.��� ��'O�a� �����`B.¢K�M� � ����� �{���

�:�{��� �9� �h�L�k��¢K�L�
θ = kBT/(E

∗)
'i���h�K�K�

E∗ = h̄ω/(1 − q)
�K�a�L�M�

q
¤ ����¥h��� �k�K�E� �

E∗ = R
�:�a�����5Uk��� �����K��¬K��� �������h�K���;'[�����h�e� �§¥�������¥�� �����2���`� �-�.��¢ ��������� �M���q� SK���K�§¥h������¥�� �{�h�.���
�:�a���Y���[� ���������L�=� ���!����� �{�-�5B.¢K�y�e���.��¢K� � �=�.�e��¥h�������U�K���h�K���C�E� �4��¥�� � ���;\:� �©�L�-��� �©�a�������
��� �{�B�q�a�K�-���

�A,��������k� �������q� �s, ¨ � �K�a�L���
q
¤�����¥������a�K�E� B.¢K�MB.¢:�a�K�K�'����¥h�����E� ����� �0�L� �9�e���L�D�L¢K���

� � ����� �43�Ga�Z�����K�h�.�E���Z� ��� ��� �����©�����=���q�k�K���PS[¥��©�L�a�K�
kBT/E1

' ����� �K�
E1 = h̄ω

'������h�\�K�
¥�������¥h� �����2�L�u\:¥����=��¥����©�L�U�K� �8�E� �M�T/ �K�+
 ��6 �

τ(q, θ) ∼ exp
[
h

′

(q)/θ1

] / �[� ­!�Z6

���h�K�K� B@¢ �
h

′

(q) = h(q)E∗ ∼= 2E∗
�
θ1 = kBT/(h̄ω)

� �9�-]��h�K�K�#�!���L�Q�:�a��� � �������K�
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�N�!�a¢K�L� �[�+
 �[� �����?����� ������',�@���M����4@�?�E���F�N3����������E��� ��� � ���!���@�M�
��	 '(�����! ���B�!����4E��	H������' �
�N����� ����'(�@0#����	�3�	I�L'"�
0#����	��E���L����4@�?�����!�+3����

1/θ (θ ≡ kBT/(R)) 9 � ���������
�@1F� �/'"$�'(���M���M�
	����! ,�

�
��4@' � � ���L� �?�)����4E��	D0#��� =
3��I��	2��������	 6 ��K"����3� (��	������
����� ��'(����	 8 	��I� A 3�	����!4 $*��4 �F3�45�� (��'�� �/�?�
�
��������',�! *��4 =)3��H��'"���� "'"���������L���� "'"� ���B	��� "'(���B1

b = 1.94±0.07 9 ��	�	+'"4J3� ,���
./�
	 � �����!4 �����! "' � ������	
���!���

N = 2000
�!4E��	+�+����	>�
��4 �
�����N'(�
.)�
	&'"��'(��',��	

n0 = 2
����'"���
�L�N'�� �������)���
	>����4@�*�����!�+3�����	

θ 9 ��	
$��!�+����	����F���+���E	����E���L4E�
	+45�E��������4 ����	I	+K"4G$*�� (��	H3��+'" "' � ������	 9

¥�������¥h� �����2�L���K������� �K�9Uk�L� �����K�0¬K�©�K����� ���K�©��';�:�k�L���uB@¢K�a�
E1 = 3R/4

'K�-, �L� �{���h�

τ(θ) ∼ exp
[
b
′

/θ1
] / �[� ­!�Z6

���h�K�K�
b
′ ≡ 4b/3 = 2.59 ± 0.09

�
θ1 = kBT/(0.75R)

�W*§�
\^�E¢ �L� �[�+
&¯ �8S[�!, � �����
b
′

= 4b/3
�
h

′

(q) = h(q)E∗ ∼= 2E∗ / \^�E¢K��� �K�+
�
 �$�K�+
 ­�6��E���C��¢��
E1/E

∗ � $��[�K� �{�-�
��,��������k�a� B.¢K���0���h� �-3�Ga�

E1/E
∗ = 1− q �:�k�L�0�

q
¤�����¥��©� �a�K�a���M�K�a�L���sUk��� ����� ��¬K�©�K���-�����K�©�

E1/E
∗ = 0.75

�§¦M�.��� �X' B.¢:�a�K�K� �{�h�K� �������{�L� � �e�����k�L¢K���{� ������� �43�Ga�M�a�{�K��� ���������{� �©�E�h�
�8S[¥��B�q�a� �

θ1 = kBT/(0.75R)
':��,;�������k� �{�-�fB.¢K���xUD�L� ���U�K��¬ ���K��������� ���u� �-�.��¢ ��¢ �M���q� SK�

�K�Z¥����=��¥h� �����2�L�
b
′ ≡ 4b/3 = 2.59 ± 0.09

B@¢ ��¥h�E���K¥h���K�4' � ���2�L���+�:�q,:�a���L� �K����������'£�a�
�-�K�������h�2�q�a�K�5�e���©�

q
¤�����¥��©� �a�K�a�\¥�� �

q = 0.25
'
h

′

(0.25) = 2.75± 0.08
�p*��a�L� �{�-�+B.¢K���=�������

�K�E���5���!���L� �M�-�5�e���C��¢K� � ¢ � �=�.�e��¥h�����+�K�����K�h�.�E���Y¥�� � ¢ �M� ¥��a�L�a¥��L�h� �!���L�©¥Q� � � ¥�� ��¢ ���

E1/E
∗ = 0.75

�Z� ���L�{���=��¢K�B�q�a�K�X��¢��a����� B.¢K�M¢ �{�X�a�L�a�K� ��]Q�Z� �9� �a���q�k�.���U¨	���h�K���C�E� ���K�
�K��� �{�h�����i�=���L�a�K�g�PS[¥��©�L�a�K�
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����� ��'(����	 ��4 ��������� 8 � b′
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����� ��'(��� ��4
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∗ 9 � �)����4E��	J��$�	����+0��!�B=)3��L��� ���� ,�������

E1/E
∗ = 1 − q 7 ���!�)��� ���!���5� q

� ��	���'" ,��������=)3��!�
��� ���!���5� �!����4E�O��� ��'(�N����� ����'(� 0��! (�
E1/E

∗ =

0.75 9 � �)����4E��	&��$�	����+0��!�2���!4J$?1�4 =)3��H�G�!����4E�J��� ��'(�N����� ����'(�G�?��	�	+3�'�3�45����� ���B���H�����
	���'"4E���
���
'"��3��! 7 �����)�+���5���M$��!�+���E���F���+��� 7 ���5�!�����
	����)�������E�?�� (� q
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��4
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< ε(t) >≡ E(t)/E∗
' �����K� �

E∗ = 4(h̄ω)/3 =
�:�k�L�0�

q
¤�����¥��©� �a�K�a�I/2B���® � ­���6��

E∗ = R
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���2�L���M���0�K�a�!�E�������L� �M�4���{* �����q��\��E¢K�L���8S[��,K� �������K¢:�4����� �9� �h�L�k��¢K�L�-�

θ = (kBT )/E∗
�K�B¤
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E1/E
∗ = 0.75
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q
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q = 0.25
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q
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	J����4@�?�����!�+3�����	

θ = (kBT )/E∗ 9 � �!��� � �!����4E� ��� ��'(�N����� ����'(� ����4E��	
E∗ = R
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� ��	���'" ,������� 7 �
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�{�-���L���a��� �{�-� �U�����E¢ � �a���!]Q�43�Ga���K� �8¢K�;3�Ga�U�K�}�:�a���L�!3�Ga��¥�� � ���K���E�h�K��������¥���� ¥�� �[�

ZBG = exp (−β R) lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

n2 exp
(
β R/n2

)
.

/ �[� � ®Z6

�H�k�K�!�K¢ � �a�K� �+�g����� �{�+�8S � �a�K���K¥h� �a�K'#�e�[�K� �{�-�{��������¥����h�E�h�Z�+��B.¢:�43�Ga� �k¥�� �{� �:�
���=�E¢K���2��� �8�a� �{� �

exp (β R)ZBG = lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

n2
∞∑

k=0

(βR)k

k!

1

n2k

= lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

n2

[
1 + (βR/n2) +

∞∑

k=2

(βR)k

k!

1

n2k

]

= lim
n∗→∞

[
(

n∗∑

n=1

(n2 + βR)) +
∞∑

k=2

Hn∗,2(k−1)
(βR)k

k!

] / �[� � 
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� � B.¢K�
Hn∗,2(k−1) =

∑n∗

n=1 1/n2(k−1)
¨��'� � ��������¬:�a� � mE� ��¥����K���E���K� �

2(k− 1)
���E¯��S�=�A�

��� �{�B�L���
n∗ → ∞ � ����� � �������-�§¬:�a� � ma�K��¥h���M�.Ga�{,e� � �K�8\:�K��� ����'@� ���@�K¢�]��©�K�K�{¥��@�=\:¥h�����2�����

\:�K�B�L���='
B2(k−1) = limn∗→∞Hn∗,2(k−1)

/2�e�E���PS[� �9�K����'
B2 = π2/6

'
B4 = π4/90

'
B6 =
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ZBG = exp (−β R)

[
lim

n∗→∞
(

n∗∑

n=1

(n2 + βR)) +
∞∑

k=2

B2(k−1)
(βR)k

k!

] / �[� � ­�6
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deg = ZBG − exp (−β R) lim
n∗→∞

n∗∑

n=1

(n2 + βR) = exp(−βR)
∞∑

k=1

B2k
(βR)(k+1)

(k + 1)!

/ �[� ��� 6
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Z
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n2 exp (−βEn) − (n2 + βR) exp (−βR)

]
= exp(−βR)

∞∑

k=1

B2k
(βR)(k+1)

(k + 1)!
.
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1 −

∑∞
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H + H → H2
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H +H → H2
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�8S �e����� �����2�q�a���{�:�a��� �q�a�A��¢��e������3�Ga� � � B.¢K�q�:�a���=���K� Uk�L� �{���=' �-�.��� � ¥q¬K� �M�k�K����'
p � r � � � sD|Bva� r��Dm�y�p�wtvawxm 'K�^Ga�u�e�[� � � �K���[� ¢�]��©� �����L�a�K��� �©�!�2�a� ���E/�� �  �� ¤�� ���"� 6 1

­[� �'�L� � �e�����k�L¢ �L�
T

¨D,:�a�|S ���5��¢;\:¥��©���2�L�0�K� ���@�K�`B.¢K�0� �M�k���E��� �0�K���IUk��� �{�-�£�K�5�ZU4�
����� Ga���K��� �=���q�k�K��� �K� �{�h�K�E� �h�K���C�E� � 1

� � ¢ �T�:�a�K�`Uk�L� ���'� ��¬K��� �������h�K���[� �@�K���4� �h�:�-� ��¢ �:�a�£� �������q�a�K�U�D�L�L�Q�a¨��%�K�§¥��E�©�!� �@���
¥�� � �E¢ �������fUk��� �{�-�}/S�-�C��¢ ������� �����dB.¢K�'�U�K� �{�h���7Ga�U�©���K���a�%�:�U¥Q�a� S �uB.¢K��¥��a�;\:�:���
�ZU-�O¨#,e� � �M�a�©�E� B.¢K�%���©�©�@���=¥Q� ����� ¬K� ��¨��K�©�§�K�AUk�L� ����'D�K� �{�a�K�h���L�fB.¢K� �-�O¥��E�©�!� �@���
¥�� � � �K�a���h�K�X�e�@�K� � �������K���C�K���=]Q�a�K�-� 6 �
O � UD�L� ���wB.¢K���=����� ���+� � ¢ � �=���q�k�K�
�K�Ca S[� �{��� �������L�a�K� �8¢K�K�K� �{�h�2�q�a�@�e�@�K�A�����8�����=':�a�2�L�=� �:���8S[¥h�©�q�43�Ga��'[�-Uk��� �4�£¥��a���!� �[�=��'
�e�E�!���XUk�L� �{�	��� ��B.¢K�9��� �8�����0¢ �{��¥��E�©�!�7Gk��¥�� � ¢ � Uk�L� �����a�B�L� �����2�������K�h�.�E¨��L��¥h�
�:�a���U�-,����a���E�h��¢ �M����� ���.�a� �5��¢��e�������E� �

3R/4
�:�a���U¢ �M���L���a�����!3�Gk���[¥h�E���������

¦M�.��� �X'@�'��� �9� � �{¨h�K�������2�L�����K¢:�-� ¥��E�©�!� �@���+��¢K¥h���C���©�k�-�='
τ(T )

'[� � �8¢K��3�Gk���:����� ��¤
� �h�L�k��¢K�L� '

T
';� �@�K�D���h��¥��a��¥h¢K� �k�K���:���L�h�E������¥���� ¨h�L�©¥Q� � 
&®E®��*�K�a�K�K�U�9�����a¢K���2�L�0������¢ �©�q�k�K�K�

τ(T ) ≈ 1

16
√
πρa2

(
m

kBT

)1/2

,
/ �[� � ¯Z6

���h�K�K�uB.¢K�
ρ
���=�K���=�����2�L�{�'� ���������:�a� ���K�EUk�L� �{���=�K�5�ZU4��'

m
���{�-�.�����K�uUk��� �{���K��¬K�©�K���k¤

����� ���U�
a
���L�a�©���K�}"£�E¬K�h�£¡£� � �{�©�2�L¢K�B�L���K�0�����q�-,e���©��¥h��� ¢ �M��¥h�E�K�8S;Ga�����2�������U� ¢K�L�-3�Ga�
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��� � �K�©���=' �M�4�f��¢��E�=���L�B�k�;':¥��E�����=�.�e�E�K� �h�K¥���� �
τ(T ) = t

'^���h�K�K�
t
���L� �9�e�{�K�����a�.����¡%�k����� �

¡£� � �=���q�5��¢�� �-���!3�Ga���E� �{���IB.¢K�����K¢K���-3�Gk��/8� � ��� �9� �����Q�a�V6 �K�������I'^�K�a�L���uUk��� �{��� �
¬K��� �������h�K���;';�e�[�K�E����� ����¥����B�L�U¥�� �{�K�

treal = t τ(T ) ≈ 1

16
√
πna2

(
m

kBT

)1/2

exp [2R/(kBT )] ,
/ �[� �  �6

���h�K�K�
treal

�{�h�K��� �^� � ���=�E¢K�K�K�-��'�� � B.¢K�i¥��a�����©�K����� �{�-�Z���:�k�7� ���h�����
b = 2

'��:�k�K�
� �h���+� ��¢����L� �{�����L���a�K� �:� ��B9�V/ �[� ­� �6�� *��a���TB@¢ ���=���L�Z�L� � �e� �K��� ¢K�L�-3�Ga�i�K�+�=���L�a�K�g� �
B.¢:�-��� ¤��=B@¢ ������,K���©� �K�=� �h�K�K���K���K�E���`�:�a�.� ���h�L������'�� � ���������:�a� �Z� �TUk�L� �������K��¬K��� �������h�K���
n

�i�:�#�L� �9�e���L�D�L¢K���
T
�F<@���K�K� �-�.��� ��'���a��Z�����L� �M� �����

treal

�K�a�L� �k�a���E������� ���K��¥h����'��
�L�-,e���h�

n = 1023
Uk��� ����� ���

3
�
θ = 0.10 (T ≈ 15797K)

'
θ = 0.05 (T ≈ 7898K)

'
θ =

0.03 (T ≈ 4739K)
�
θ = 0.01 (T ≈ 1580K)

'ZB.¢K� �8�E���K��¥h� ��'@�����C� �h¥h�L�B�k� �{�h�2�L�-'.���\��� �9� ���
�K�M� ¢K�L�-3�Ga��'

treal = 5, 35
�����E¢ �K�K���='

treal = 3, 67 × 109
���=�E¢K�K� ����'

treal = 1, 81 × 1021

���=�E¢K�K�K�-�
(≈ 5, 73 × 1013 �a� ��� 6 1 �K�a��� �����_B.¢K���{�L� �9�e�	�K���K¢ �L�-3�Ga�	�K������� ¨'���K�E� �{�
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�L�B�a���{�h�.���#��� ¥h�E�������K�h�L�a� �{���N�����.�e��¥��L����� ���E�h�K�����a�K�E� �a�!��'-�:�a�L�A,K�a�|S �-�N��� �9� �h�L�k��¢K�L�4�pB.¢K�
¨U� �5�a�|S �M�K����� �9� �h�L�k��¢K�L�4��� � B.¢K��� ���.�����0������¢K�©�L�a�K���D�.Ga� �M�k�!�§� �����h¥��©�E�:�a�K�-��'!���=���q�k�K�
B.¢K� �{�a���%¥��E�2�����!, ¢K�!¨0�U�����L�a�K� �8¢K�K�:���{�h�.�L�a� /5��Ga�U�K���E�h�K�����a�K�n6 �

������� � � !$� ����( ��# 	�+
���'� ���.��+)��# � ��� ��� ��	�� ��# ��� !$� ��(

� , � � ¥��a�K¬K��¥h���K� B.¢K�zUD�L� �������K��¬K�©�K����� ���K�©�i��Ga� ���E�K��]Q�a� �����8S[�!���L� � � � ,:�a� S �-�U¥��E�[¤
¥��h�.���L�-3��[�=�§��� �F,:�a� S �-� �L� �9�e���L�D�L¢K���-�`/��L���K��¥�� �{�h�2�L�

3K
6P'9�K�������©�{�©�2�L���C�2�a�!Uk�L�©¥��K�=� �������

Uk�L� �{���=����� Ga�'� ��¥��E�2�L�k�L��¥h� � �raa�L�a��� � � �M�k�K���©�L�EB@¢ ���-�=�L�L�k������3
�@���£�h�2�L���§�����L�a�K��� �[¥h�E��¤
��� � �k�L���Q�E¨�� �:��� ���!�C�7Ga�U���-,����E�.3�Ga���K� �raa�L�E�;���

¦M�E�E�L�g�-�K���=���h�.�L�a��� �{�-��¢ �M����� �9�K�©���M�=����� �{�k�L�B�a� �K� ¢ � ��� �{�B�L���©� �8�������E�9�:�a��� �
�K¢K���-3�Ga�
/5� � �L� � �e�+���Q�a�V6'�K�g�h�2� Ga�i¥q¬:� �{�a�K�+���0� �K�a�L� �NUD�L� ��� �K��¬ ���K��������� ��� � �
�{�h����� ¥h� �����������©�����2�L�h�.�2�a�!Uk�L�©¥��K�&$N�k�L�U�!�����U��a�� ¥��E�;����� ���L���{���h�
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E� ¢ �vUk��� �{���K�{¬K��� �������h�K�����^Gk�H���a�K�!]��a�K�Z� � ¥��a�.�L�k�L�H¥�� � ¢ � ,:�k�K¬K�H� ���raa���E�����
�L� � �e�����k�L¢ �L�

T
1

­[� ���L� � �e�����k�L¢K���
T
��¢;\:¥h�����2��� �����2�L�E,:�a� S �`�:�a�L�`B.¢K�0�9Uk��� �{�s��� �����h�K¥��E�2���L�a�K�U�©�K��¥h�B¤

�a� �{�h�.����� � ����¢Z�����q�a�K� �8¢K�K�K� �{�h�2�q�a� 1

� � ���E�h���@¥����K�a�K���K� Uk�L� �{���K�=�E�����E��� ¥��VUQ�a���!¥h� � ���=�.�e���B�L� ���E���©�[¥h���:�k�K���:�U��¢�] 1

¡£¬:���{� �{���
t1→n(θ)

���L� � �e� �{¨h�K���yB.¢K�U��Uk��� �{�	�-,����a���E��¢ � �raa�L�E�q��¢;\:¥��©���2�L� ¤
�{�h�2�L�����K�h�.�E¨��L��¥h�Q/8¥�� � �8���=B�� ���K¥h� ���a���E¢K���a�

ω ≥ 3R/(4h̄)
6��K�U�q�a� �{�a�K�h���L�yB.¢K�{���e����¤

����,K���©�©�L�������Q�a�©�!]��a��¢ �{�����L�a�;���!3�Ga���K�Z�����L�a�K� �8¢K�K�:���{�h�.�L�a� �:�a�����k�!�E¢ �������q�a�K���8S[¥��B�q�a� �
¥Q�a���a¥h�������!]Q�k�K�[�e���©��� � �������[B.¢^�k�.����¥h�

n (n > 1)
' �K�a�L�0¢ � �:�a� ���k�a�©�E�\�K�

θ
���A,2�@� � �����2�L�4'

t1→n(θ)
���=�K���=���h�.�L�'¢ � �©� ���©���£��� �8�����©�E�p�:�k�L�0���=����� �{�k�L�B�a���K����� �9� �0�K� �K¢ �L�-3�Ga��� �'�����d'

�K�����K�5B.¢K���yUD�L� ���x�e�[� �'�����L�E���:�a�M�:�a�L���	�����q�a� � �8¢K�K�:� �����2�L�a�#/rB.¢K�`�e�[�K���[¥h�E��������¥�� �
�E�L�k�K�K�x� ����,:�4,K���©���:�a� �-'*�K�����K�{B.¢K�{�����L� ������¥h�E�������K�h�L�a�K� �z,:�a� SK�4����� �9� �h�L�k��¢K�L�-�76���¡£�E�[¤
���©�K����� �������-�a�E�L�U�	� � ���������{¨h�K�����K���rak�L�E���f�e�E��¢ �K���:�k�K�'�K���E�E�©¢ ���{/8���K¥h��¢K�©�K�K�{� �`,:�-�
�K������3��[�=� � �}�e�E���a����]Q�-3�Ga�n68'@¥�� � �8���=B@¢ ���K¥h� ���a���E¢K���a�

ω ≥ Λ
'

nω≥Λ(θ) =
8

(2πc)3

∫ ∞

Λ

ω2dω

exp [(h̄ω)/(Rθ)] − 1
,

/ �[� � �Z6

���h�K�K�
c
� �a���©�[¥h���:�a� �\�:� �©¢�]\�

θ ≡ kBT/R
�&$N�a��� � �©�.�������a�k��� �K�\�L� � �e�����k�L¢ �L� �K�����2�L�h���=�.���4'

�L� �{���DB.¢K�
exp [(h̄ω)/(Rθ)] � 1

�K� �M�k�K���©�L�xB.¢K�������2�L�=�E�L�k���a¥h� �{�x� �@�K�`�����0¥Q�k��¥�¢ � �a�:�
�5�a¥��©� �����2�L�4'

nω≥Λ(θ) ≈ 8

(2πc)3
exp

(−3

4θ

)
2
(
Rθ

h̄

)3

+ 2Λ

(
Rθ

h̄

)2

+ Λ2Rθ

h̄


 .

/ �[� � �Z6

Of�L�a�K� �������������=��¢K�B�q�a�K�s� �@�K� �����%�=����� �{�a� ��� � ���������K� �raa���E��� ¥�� � ���K�h�.�E���
h̄ω ≥

3R/4
�K� �E�E�©¢ ���M�K�qUk��� ��� �K�	¬K�©�K���-�����K�©��/5¥h�E�������K�h�L�a�K�Y¥h� ���

4πa3/3
'\� �WB.¢K�

a
¨��

�L�a�©�H�K�x"£�E¬K�76�� � ��� �9� � �xU S � �{�T�:�k�L�H�=���L���raa�L�E�g�k�L���Q�E���C�L�a�U�������a�VGa�Z�K�H�a�E��¢ �����K�
Uk�L� �{�{¨

2a/c
���\�2� Ga�;'!�	� � ������� ��¨�� ���M� ���raa�L�a���§�K�	�a�E��¢ �{���K�yUk��� �{�{�K��¬K�©�K���-�����K�©�

� �a� ¢K�K���K�a�K�0�K���L� � �e��'��e�[� �D����� �=��¥����©���{¥h� �{� �
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Nω≥Λ(θ) = nω≥Λ(θ)
(
c

2a

)(
4

3
πa3

)
≈ 2a3

3πc2
exp

(−3

4θ

)
2
(
Rθ

h̄

)3

+ 2Λ

(
Rθ

h̄

)2

+ Λ2Rθ

h̄


 .

/ �[� �2®Z6
$O�a�������K�K�Z�K�=���L�����=��¢K�B�q�a� ���=���L� �M���{�������L� � �e� �{¨h�K���T�:�a����B.¢K���XUk�L� �����K��¬K�B¤

�K���-�����K�©�	�-,;���E���a�{¢ � �raa�L�E�H¥�� � ��� ���.�a� �{�x��¢;\:¥h���h�.���`�:�a���M�����a����]Q�a� �{���L�a�;���!3�Ga�
1 → n

'
t1→n(θ)Nω≥Λ(θ) = 1

'e�t� �a�|'
t1→n(θ) = [Nω≥Λ(θ)]−1 � � � �9� �E���q�a�2�����K�k�q�a�fB.¢K�-'6�k�:�a���-�2�D¤

�{�h�2�L� ¥�� �{���k¥��E�2�L�h¥��I�:�a�������L� � �e���K� �K¢ �L�-3�Ga���K�0�����I'k�E���\�=B9�V/ �[� ­! Z68'E���©� ���©�L���©� �8�������E�

t1→n(θ)
/5� � ¢K�K�©�:�a�K�=� �L� �9�e�����Q�k� 6 �q���`, ¨ � �����E¢K��¢ �{���������K�0¦§�������K¬ ��¢��h�

t1→n(θ) ∼ exp [3/4θ] = exp [3R/(4KBT )] .
/ �[� � 
 6

* �a�L�4'�¥�� ���Z���L���K�x���	���C� �h�L�a�='pB.¢K�	� �5�D�L�E� ��¢K�B�L�!� ����¥��k�L�B�E���K�
1/θ

�:���=B9�V/ �@��� 
 6
¨������K�a�MB.¢K���M��� ¥��E�2�L���a�K�	�K�M��B9�!/ �[� ­� �6 �M* �a�q���{��� �L� �`,e¨ �FB.¢K�s�e�[� � � �8S[�!���L�©� �{�a�K�h�B¤
�L�-�U�k�©�L�h���:�D�L�©�k�-�'�K����, �����

Nω≥Λ(θ)
�D�L�L�Q�a¨��U�K� ¥��E� ¬K��¥h� �����2�L�i�K�

nω≥Λ(θ)
'=¥h� ��� �8���©���

�:�+�=B9�V/ �[���E®Z68'+� �E�U¥h�E�����©�K�����a�U¢ �{�i�K�=� �h�K� �h�K¥����i�L� � �e�E���a�%�K�����L�©�2�q� �:�i�=B9�V/ �[���E®Z6�� ���@¤
�L���h�q�k�.����'N���K�����K¥h�!�:�a�\¥h� �9� �E���q� �����2���N/5���©���\�K�{¦§�������K¬ ��¢��76E�e��� �M�a� ��¥������K�a�©�����L�k�K�T� �E�
¢��L�k��� � �8�������2�L�=��� ���e���K� �h�K¥����-�0�L� �9�e�E�L�a������¦ � �B�L¢K�©���K�U�8S[� �9�K�©��'*¥Q�a�©¥�¢K���a��� �{���§�K�E�!���k�D¤
���E�����M� �!�K�©¥����9�:�a���g� ��� �{�B�L���©� �8�������E�

t1→n(θ)
'��)���-,e�����

θ = 0.01 (T ≈ 1580K)
'
θ =

0.0001 (T ≈ 15, 80K)
' B@¢ ��¥��E�����=�.�e�E�K�K�4'!���=�.�e��¥h���©�k� �����2�L�4'!�a�-���L� � �e��� ¥��E�©���.���a�!�`/5¥h� �U¤

�:�a���a�K���U¥�� � �Y���:�k�K���K� ¢K�K�B�E���C���
1, 5 × 1010

�a�K���768'
t1→n(0.01) ≈ 3, 52 × 1016

�a�K�-�
�
t1→n(0.0001) ≈ 1, 57 × 103243

�a� ������(§�����K�yB.¢K�	�H��� �9� ���K�	�K¢K���-3�Gk� �K�Y����� /8� �
¢K�K�©�:�a�K�=���K����� �9� �{�����a� 6 �K�h�a�5���h� �M�k���E�IB.¢K�

t1→n(θ)
'9�L�E���:�D¤ ���'���[�©�K���2�����{�L���k�q���{�h�.���

�K�����L�������L�a�K� '%¥��E�;����� ���L�k�K�g�4B@¢ �g'£¥h� ���+¢ � �=���L�a�K�g� ���=B@¢ ��� ��,K���©�Y� �8���L�©�a���K�a�L� ,:�a�|S �-�
�L� � �e�����k�L¢K���-���
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� ����� � ���@� �

��� � ��� � ���X� ���
�
� 	 ��� ������� �

��� ��� �X� ����� �����

¦����Q�k���!]��-3�Gk�	�:��Ua�!�E�=,K�L�	� �
su(2)

�@� ��� �M�4�:�	�K� « �E���K�a�[¤b<@¥q¬ � �©���E�h�x/ « <�6u/�� � 
�� ¤����E­��V6§¨
¢ � ��¨h�L�@�K� ��¢K�B�L�U���2�L�h���=�.�L�k�.���-' �'� �9�K��� �{�h�2�L��¥��a�K¬K��¥h���K�;'e� �����Q�a�©�!]Q�k� ��¥h�E�K�8S;Ga�{���2�L���
�uUa�!�E�=,K�L���K� ��� �����2�L¢ � �a���E¢ � �a�%���uUa���E��,K�����K�0�K�E�!� �-��¥��©� �a� �E���=�%���K� ���e���K�K�h�2�L��� � �!���S�

* �������	¥Q�4� �©��¢K���Z���2�L���[� ¢�]��©��� �������-�`Uk�!�E�=,K�L�-���K�
su(2)

� ��� �K'
suq(2)

/�� ���g'(� � ���B¤�� �����V6
�M¢ �{��¥h� �-�C���{�K�{Ua���E��, �L�-���K�

sl(2)
�a���K�h�L�a�©�!]Q�k�:�-� � � � �S�Z� ���q� �K�©��� �{� �8�a� ¥h�E��������¢ �©�:��� �

�M�k�K���©�L�0�a�^Ua�©���2� �Ec§�!�a��,K�����K�MH��h�!�����n, �h�.�u?���� ���L�k���!]��a�:�9/5¦_HA?}6�� � B.¢K�§¢[�L���©�!]��D¤ ���%¢ �{�
�8¢K��3�Ga��¥Q�a���a¥h����� ��������¥Q�

g
�K��¢ � �K���D����¢��E�E�h�L�a� �E���=��� � ��¢:�-���������-3
�@����� ��¥�� ��¢[�q�-3�Ga���a�B¤

�E¨�, ����¥��-���9%��[�:�4���=�.���-�`Ua���E��, �L�-�D�����7Gk�H�����a����]Q�a�K�-���k���L�Q�E¨=�'�K� �{¨��L�@�K���K� « < � � B.¢K�{�-�
�E�����a�K�E�������K�-�AUa���E��, �L�-�M�7Ga�	�=��¥h���©�����§� � ����� �{�����K���M�E�����a�K�E�������:�4�AUa���E��,K���-�§� ���§����¥��©� �D¤
�K�E������'

q
¤�����¥��©� �a�K�a�����£���:��¦_HA?5'K���=�.�e��¥��L�©�k� �����2���a�
$O�a�L�������a����]Q�a�£�����L���K�&�a��¥h� �-�C���0�K�}Ua�!�a��,K���-�%�K�

sl(2)
�E���K�h�L�a�©�!]��a�:�-�=';�K����¥����L�a��� �����

�5�-]��h��¢ �{�M�E�h�K�����a����]Q�-3�Ga�§� � �M�-�K���K� « <'� ��B.¢K�R�����.U��K��¥h���C�7Ua����� �{�a�!���K�DB.¢K�%¢ �{� �8�E� �M�
B.¢:�a�K�.Uk�L�©¥Q���K��� ���e�����a�K��� �:��¦AH_?U�

� �{�-�:� � � « <e���h�7U �4�K���=�����2�L�a�K� � �^¥��-��� � � B.¢K�+�-� �8¢K��3��[�=��¥��a�L�k¥h�L�h� �����L�©¥Q�-�
�K�i� �`,:�4���-�TUa���E��,K���-�{�E�h�K�����a����]Q�a�K�-� �8�E��� � ��Ga�k¤��©���K���a���=��' � � �:�a���L��¥h¢K� �k�M¢ �{� �8¢K��3�Ga�
B.¢:�a�K�.Uk�L�©¥Q� � �a®"�t� ���=� ���+�K�=������¥��-���i� � B.¢K���-�U���h� �-3��[�=�U�a�!�E¨=,K���©¥Q�-�U�4�K���=�����2�L� � ¢ �{�
�����L��¢[�L¢K��� �M�k�!�U¥�� �9�K�©�8S �;'£�a����� �{�-�xB.¢K� � �M�-�K�i�K� « < �e���.��¢K��¢ �M� �8�E� �{� ��� �9�K���=�U�
¥�� �9�:�a¥��q� �


�
 �
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*�� ���=3�Ga��¯[��
����2�L���[�K¢;]������ ����� �-�AUk�!�E�=,K�L�-� �K�
su(2)

�'�K�
suq(2)

�[���M�����Q�k���!]��-3�Gk�
�K� « < � *��q����3�Ga�g¯[� ­Y�-�K���������2�q�a��� �������qUa�!�E�=,K�L�z�a���K�h�L�a�©�!]Q�k�:� �K�

sl(2)
�Q*§�w����3�Gk�g¯ � �

�5�a��� �{�-� �U¥h�E�K�PS�Gk�{�h�.��������¦AHA? �0�9Ua���E��,K�����K�
sl(2)

�E�h�K�����a����]Q�a�K� �

� �	� � �#� �	 ���� 	�� ( ��(
su(2)

�'��(
suq(2)

�  .� � � � � ����� �
*��=���q� ����3�Ga��' ���2�L���[�K¢;]������ �����f�K��� �{�h���L���{�h�.���0�{Ua���E��,K����� � �{� �{�h�.���M�k���E¢K���a�

su(2)
�@� �

�g�����a����]Q�-3�Ga�i�K� « �E���:�a�[¤ <[¥q¬�� �����E�h�w/ « <�6�/�� � 
��B¤�� �E­�� 6U�H�K�=� �a�!���5�k��� �����{�g�����a����]Q�-3�Ga�i�:�
Ua�!�a��,K���U� �

suq(2)
�

¡£�E�;����� ���������2� Gk���-�+Ua�!�a��,K���-���K��� �E�!�=����¥h�����a�K�E���������K� ���e���K�K�h�2�L���£� � B.¢K���k�K�a�q�k����¤
�{�-�\��� ���K�K�©¥��=�

1
�

2
�:�a������������¥h��� �k�K�E���=���O¦_�.��¢ ��� �����pB.¢K���-���������-3
�@���\� � ¥h� ��¢ �L�-3�Gk��� ���

�E�����a�K�E����� �K�§¥��a�:�`Ua���E��, �L�E�L�k���!� �5�4]�� � �-� ���h� �-3��[�=� �:�sUa�!�E�=,K�L�0�K�_H��������h� ,e���C�T/t­@��
 �D¤�­[�+
&¯46

[Ni, ai] = −ai

/S¯[��
 6
[
Ni, a

†
i

]
= a†i

/S¯[� ­�6
[
ai, a

†
i

]
= 1,

/5¯ � � 6

���h�K�K�
Ni ≡ a†iai

�:�a���
i = 1, 2

�
¡£� ���^�����L� �����Z�-�.��¢ �{�©�K�K� B.¢K�g�4��Ua���E��, �L�-�y�.Ga� �©�K�K���e��� �K���2�L�=��'0��, ��� �����TB.¢K�

B.¢:�a�!B.¢K�h�I�:�a� �K�0���e���L�k�K�E���=� ¥�� �'¢ �q� � ���2�L�����-��¥��©� �a� �E���=� �K� �8�h�����2����� � �!� �t�

[
a1, a

†
2

]
=
[
a2, a

†
1

]
= 0

/S¯[���n6
���-�.��� � �e�E� �K���a�2�L�a�

¡£� ���0�������e���L�k�K�E���=��� � �{�h�����
N1

�
N2

¥�� ��¢[�q� ��'Z� �@�K� �{���\¥h�E�������K�h�L�a��¢ � �k¢ �L�k¤
�����q�a�K�{�K���4Ua¥h¢K�x��� ��¢ �©� �k�K��� |0, 0〉 ≡ |0〉 �K�8\:�K��� �M¥�� �{�

ai|0〉 ≡ 0
/��a¢

Ni|0〉 ≡ 0
6I�:�k�L�

i = 1, 2
�I$N�a���L��� �K�M�K�=�����'�����q�a� �	�K���4Ua¥h¢K�x�e�@�K� ����� ¥������a� ¢ �{� ,:�-���'�K�{���C�:�-3��M�K���:�@¥�'

�8�E� �{�a�:�`�e���©��� �a¢ ���[�=���L�a�K��� �K�
N1

�
N2

�:�a�K�-�f�e�E�h�

|n1, n2〉 =
(a†1)

n1(a†2)
n2

√
n1! n2!

|0〉 /S¯[� ��6
���h�K�K�

n1

�
n2

�©�.�����©�����='K�0�������K���������2�q�-3�Ga�M�K�9Uk�!�E�=,K�L��¨A\;S �a�:�U¥�� �{�K�



� -S>��	4.):RS38_2)����KF+;*F
su(2)

4Y;�F
suq(2)

1*38)idg)Kf�)g;*4 G*� >9> �

Ni|ni, nl〉 = ni|ni, nl〉
/S¯[� ¯Z6

a†i |ni, nl〉 =
√
ni + 1|ni + 1, nl〉

/S¯[�  �6

ai|ni, nl〉 =
√
ni|ni − 1, nl〉,

/S¯[� �Z6

���h�K�K�
i 6= l

�
ni/l = 0, 1, 2, ...

�
� �M�-�K�U� � « <�¨��K�8\:�K��� � �e�E���

Jz ≡ h̄

2
(a†1a1 − a†2a2) =

h̄

2
(N1 −N2)

/S¯[� �Z6

J+ ≡ h̄a†1a2

/S¯ �+
&®Z6

J− ≡ h̄a†2a1

/S¯ �+
�
 6

�w� �@�K� �{��� �5�a¥��©� �����2�L�Z�E�h�yB@¢ �i�-�	���e���L�k�K�E���=�
Jz

'
J+

�
J−

���k�L��� �5�-]h� � �QUa�!�E�=,K�L�+�K�
�{� �{�h�.�����a���E¢K���a�%�:�k�:�5� �E�h�

[Jz, J±] = ±h̄J±
/S¯ �+
 ­�6

[J+, J−] = 2h̄Jz

/S¯ �+
 � 6

���h�K�K�xB.¢K�
(J+)† = (a†1a2)

† = (a†2a1) = J−
�

¦M� �������-3
�@���}/5¯ ��
&­&¤x¯[��
 � 6R� �@�K� � ���h� � � ���E�������L�a�K�-� �5�a¥��©� �����2�L�k� $O�E� �PS[� �9�K����';� �k¤
�K� �������K� �{�E�;���L���a���0��B9�V/5¯ �+
 � 6�¢ �L�©����]Q�a�K� ���-�����h� �-3��[�=�f/S¯ �+
h¤x¯[��� ' ¯ ���D¤�¯ ��
!
�6��:�E���=�E¢K���2��� �{�D¤
�K���©�L� �

[J+, J−] = h̄2
[
a†1a2, a

†
2a1

]

= h̄2a†1
[
a2, a

†
2a1

]
+ h̄2

[
a†1, a

†
2a1

]
a2

= h̄2a†1
[
a2, a

†
2

]
a1 + h̄2a†2

[
a†1, a1

]
a2

= h̄2a†1a1 − h̄2a†2a2

= 2h̄Jz.
/S¯ �+
 �n6
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(§� �M�a� ���������a�^Uk�����2� ';�e�[�K� �{�-�%�E������\:¥��a� ����B9�V/5¯ �+
 ­�6��
<[�'�K�=\:� � �����������e�����a�K�E��� � �������	�L�a�L�a�

N ≡ N1 + N2 = a†1a1 + a†2a2

'@� �@�K� �{���
�K���&�k�a� �q���`, ¨ � B.¢K�0����� �h�L�a� �E� ¡%�-��� �{�©�£�:�9Ua���E������¨��K�a�K�u� �a���

J2 ≡ J2
z +

1

2
(J+J− + J−J+)

/S¯ �+
 ��6

=
h̄2

2
N(

N

2
+ 1),

/S¯[��
&¯�6

�K���q�a� �{�a�K�h�����sB.¢K�
[J2, Jz] = [J2, J±] = 0

�
$��E���L�a�2�L��' �@� �{���+B.¢K��� �M�4�:�'�K� « <	�:�a� �5� �h� �-�%�=Bn���!/S¯ ���k¤x¯ �+
�
�6£¥��E� ��¥h�L�U�5Ua�!�E�=,K�L�

�K�0�K�E��� ����¥h��� �k�K�E���=� ���K� ���e���K�K�h�2�L��� ¥�� � � Uk�!�E�=,K�L���K� ��� �����2�L���a���a¢K� �a�
su(2)

�
¦ ����� ���������2�q�43�Ga� �:�zUk�!�E�=,K�L�Z�K� �{� �{�h�.��� �a�;�E¢K� �k�[�e�[� �x���h����, �����:���k�L���Q�E¨��'�:�

�-�K�©��¥Q�43�Ga���K���£�-� �h�L�a�K�a�����
Jz

'
J+

�
J−

�K�-� �a¢ ���[�=���q�k�K���R��� ��¢ �©� �k�K�����=�K�
N1

�
N2

�����2�7Ga�
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��� ���'�K���-�E�E�:�k�t�\¡£�a�����©�K����� �{�-� |αj〉
¥h� �{�[���h�K�K�

¢ � �a¢[�L�@�����L�a�K�U�K�E� �M�k���!]��a�K��� �
S0

¥�� � � �M�a�©�E� �a¢[�L�&�k�a���E�£�:������� ���������2�q�43�Ga�
αj

'K�t�\�k��'

S0|αj〉 = αj|αj〉.
/S¯ � � �Z6

¦_�K�©��¥��a�K�K�U�U��B9�!/S¯ � � � 6£� � |αj〉
��,[�L� �����

S0(J−|αj〉) = J− (g(S0)|αj〉) = g(αj)(J−|αj〉).
/S¯ � � �Z6

¦_�C��� � �a� ����� B@¢ �
J−|αj〉

¨ ¢ ���a¢ ��� �a�h���E� � �
S0

¥�� � ¢ ���a¢ �L�&�k�a�©�E�
g(αj)

B.¢K� �K�E���&�k�a�2���
¥q¬:� �{�a��� �{�-���K�

αj−1

�I$O�a�������K�K�{�K�����L�������L�a�K�{¥�� � �{�a���E�d�e�����M�:�����=�K���=�����2�L�-3�Ga� |αj〉
�

�-�K�©��¥Q�k�K�K�}��¢K¥h���.���©�k� �����2�L�
J−

�K�=�����������q�a�K�'¥������ �������K� �8�h�����2�����%�k¢ �L�@�����q�a�K�-�£�K�
S0

�:�a�K�-�
� �a���

S0(J−
m|αj〉) = gm(αj)(J−

m|αj〉) ∝ αj−m(|αj−m〉),
/S¯ � �a®Z6

���h�K�K�
g(m)(αj)

�
m
¤�¨���� �{���B�L�����-3�Gk�H�:� �8¢K�;3�Ga�

g
� �

αj

�qO �{�Z�E�=]yB.¢K��¥��E�;����� ���L���{���
|αj〉

¥�� ���{���h�K�K�����a¢ ���[�=���L�a�K��¥�� � �{�a���a�§�a¢[�L�&�k�a���E���:�	���=�K���=���h�.�L�-3�Gk��'!�k�a���[B@¢ �
αj >

g(m)(αj)
'^����� �K�

m
¢ � � � �������{�©�.�����©���5�e�����B�L�©�a�K�

(§�=���K�sB@¢ �'�{�-�K���©¥Q�-3�Ga�U�K�
J−

¥h��� �U¢ � �K�&�E�M�a¢ ��� �a�h���E�§�K�
S0

¥h� � ¢ � �a¢ ���&�a�k���E�
�L�h�K�K���§�B�L�h�L�-3�Ga��� �

αj

�k���L�Q�E¨=���K�
g
�a¢ �����2�q�a�K���K� ¢ �M� ¢K�K�©�:�a�K� �M�-�='k� ���a���L�k�g'D¥�� � ¢ �

�k�a���E� ����� �E��'2¨ ¥��a�.�a���K�©���2�L���K�=\K�K���\�����K�&�a���=�a�h���E���=�
J−

m|αj〉
¥�� ���E����� �K�[� �����e�E��¥h���E�K�a�!�

� |αj−m〉
'�¥�� ��� �8���B�L� �:� ��B9�!/S¯ � �a®Z6P'§�Y�h�.�7Ga�#¥q¬:� �{� �����	�#���e���L�k�K�E�

J−
�K� ���e�����a�K�E�

�-,:�a� S � �{�h�2�L�K��¦M�.��� ��'K�K�=\K�K� �������

αj−m ≡ gm(αj) = g(αj−(m−1))
/S¯ � � 
 6

� � B.¢K�
m

� ���K�a�L���{� � ��������� ���B�L�h�L�-3��[�=� �K�
αj

�D�L�L�Q�a¨�� �K�
g
�

<[�=�E¢K�©�K�K�Y¢ � �K���@¥��h�K� �����2�L�w��� �����©¬:�a�2�L�y�:�k�L�
J+

'=�-� ����¥��a�K�K� � ��B9�V/5¯ � ���n6�� ¢ �
�a¢ ���[�=���q�k�K� |αj−m〉

'K��,[�L� �����

J+(S0|αj−m〉) = g(S0) (J+|αj−m〉) = g(αj−m)(J+|αj−m〉).
/S¯ � �E­�6
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OM���a�K�K���	��B9�!/S¯ � � 
 6_�e�[� � �������E�h�}B.¢K�
J+|αj−m〉

¨�¢ � �k¢ �L�&�E���L�E�0�K�
S0

¥�� � �a¢ ���&�a�k���E�

αj−m+1 = g(αj−m)
�£���2�7Ga��'

J+|αj−m〉
¨}�K�����e�E��¥����a�:�a�6� |αj−m+1〉

' ���������L�a� �K� B.¢K�
J+

¨
����� �h�L�a� �E�������a�k�.�L� �����2�L�K�`(§�����K�xB.¢K���-�C��¢ ��� �����AB.¢K�������=�K���=�����2�L�-3�Ga�X� �-�.��¢ �=���a�h�L�a�
�K� �M�k���E�#�e����� |αj〉

' ��, �L� �{�-�dB@¢ �

J+ |αj; j〉 = 0.
/S¯ � � � 6

¡£� ���	���0�k¢ �L�&�E���L�E�������K�
S0

�K�=� �h�K�K� � �K� �{�a���E���a¢ ���&�a�k���E�
αj

���K��� � ��������� �
�E�=]����[B.¢K�M�4�K���©¥Q� �����

J−
� � |αj〉

'*�K���K�k�q�a��� �����0���������������q�a�K�-��¥h� �{� |αj−m〉 ≡ |αj, j −
m〉 ∝ J−

m|αj〉
�+
&® 
��S� ���:�a�7���{���L���

αj

���K�K�©¥Q�U� �{�a���a� �a¢ ��� �k�a�©�E� ¢ �L�©����]Q�a�K�����x�����E¢K� �K�
�:�a�.� �{���L���

m
��� �K��¥��U�U� � ��������� �0�a��]h���_B.¢K�

J−
�8�E�6�4�K���©¥Q�a�K��� � |αj〉

�
¦M�K���©¥Q�a�K� �A��¢K¥h���C���©�k� �����2��� ���-� �h�L�a�K�a�

J−
'2��,[�L� ������¢ �M�A,:�4��� �K���=�.�:�-3h�0�K� �:�[¥�'

�E�:�a�L��¢ �{�����=�K���=�����2�L�-3�Ga�{�K�0�K� �����;�7Ga�5\:�K�B�q����,[�L� �����

J− |αj; j − d+ 1〉 = 0,
/S¯ � ���n6

���h�K�K�
d
�{� � �������.Ga�M�:�{����� ���������2�q�43�Ga�K�D<[� � � �h���:�{�K�`�E�h�K�����a���©�:�a�K� �+
&® 
��O¥q¬:� �{�a��� �{���

d = 2j + 1
�[*��k�L�`B.¢K�

2j
¨�¢ � ���2�L�h�����{B.¢K�U¨���� � �{�h�����K���B�L�����-3
�@���§�K�

αj

�k���L�Q�E¨=��� �

g
�:�k�L�Z�a��¥��a��3Q�k���Z�=���L�a�K�Z�K������� �E�D� �=���Z�:������� ���������2�q�43�Ga� |αj;−j〉

¥�� � �������.�e��¥��L�B�E�
�a¢ ��� �k�a�©�E���K�

S0

�:�k�K�X�e�E�
αb = f d−1(αj) = αj−d+1

�M¦M�.��� �X'*�K��]�� �{���EB.¢K���8S[�!���L��¢ �{�
��� �{���L����������¥��E�K� ���:���:�u���=B@¢ ���K¥h� �{� ��� �a¢ �L�&�k�a�©�E���=�%�:�9Ua�!�E�=,K�L��� �

sl(2)
�E��� ���L�k���!]��a�:� �

$��E���L�a�2�L��'K� � �E�h�L�a�K'[� ���e�E�!�%� �0�a�!�E¢ �M�`Uk�!�E�=,K�L�'�-, �L� �{���%�-�#���=�E¢K�©�.����� �8S �K�����C� �@���
�:�a���U¢ � �k�a���E�R�E�����a�6�K�

m = 0, 1, 2, ..., 2j
� � ���

S0 |αj; j −m〉 = αj−m|αj; j −m〉 /S¯[� ���-6

J+ |αj; j −m〉 = N̂m−1|αj; j −m+ 1〉 /5¯ � �k¯Z6

J− |αj; j −m〉 = N̂m|αj; j −m− 1〉 /5¯ � �! �6

Ĉ|αj; j −m〉 = αj(αj + 1) |αj; j −m〉 /S¯[� �!��6

���h�K�K�
N̂2

m = (αj − αj−m−1)(αj + αj−m−1 + 1) = αj(αj + 1) − αj−m−1(αj−m−1 + 1)
�

αj−m = gm(αj) = g(αj−m+1)
�+
Q®�
��S�
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¦M����Bn���!/S¯[� ���D¤�¯ � �!�-6}� �@�K� � �������K� �{�a�������L�a�:�4���K� �{�a�K�h���L���a�^Ua�©���2�Z�a�zB.¢K� �8�h�©���
B.¢:�a�K�K�����2�����@�K¢�]�� �{�-�%¢ �{�U�����K���������2�q�-3�Ga�M�K�U¦_HA? � �{¥��-� �©��¢K����­@�

¡£�E�©�[¥��a�K�K�
m = 0

�:����B9�!/S¯ � �a¯Z68'[��, ��� �����
N̂2

−1 = (αj − αj)(αj + αj + 1) = 0
B.¢K�

¨'¥h�E�������������2�L��¥h� � �{�=Be�!/S¯[� � � 6��M*��a�L� �{�-� �L� �`,e¨ �FB.¢K������B9�!/S¯ � ���Z6 ¨'¥��a���������L�h�2�L��¥h� � �
��B9�!/S¯ � � �Z6#�:�a���

m = 0
�

¦M�K���©¥Q�a�K� ���§�=Be�!/S¯[��� � 6O�K���=���q�k�K���K� �{�a���a�j�e�������:�����=�K���=���h�.�L�-3�Gk� |αj; j〉
��, �L� �{�-�

S0(J−|αj, j〉) = J− (g(S0)|αj, j〉) = g(αj)(J−|αj, j〉).
/S¯ � �!�Z6

¦M�.��� �X'��K�=\K�K���K� �
J−|αj, j〉 = N̂0|αj, j − 1〉 'A���h�K�K� N̂0

¢ �{� ¥��E�����q�a�2���g�����h�
�K�h����� �{�©�:�a�:�;' �e�@�K� �����'�a���uB.¢K�

S0|αj, j − 1〉 = g(αj)|αj, j − 1〉 = αj−1|αj, j − 1〉 �
�-�.��� � ���=Be�!/S¯[� ���-6 �=���7U��K� �{�a�������L�a�:�5�:�k�L�

m = 1
�

¦ ¥h�E�����q�a�2�L�
N̂0

� �@�K�{�������K���L��� �{�©�:�a�:��¢ �L�©���!]��a�K�K�D¤ ���{� ��B9�!/S¯ � � ��6��{�L�-,e��� �K�k¤ ���
B.¢K�����a¢[�L�@�����L�a�K� |αj, j − 1〉 ¨0�K�E� �{�a�©�!]Q�k�K�K�

1 = 〈αj, j − 1|αj, j − 1〉 =
1

N̂2
0

〈αj, j|J+J−|αj, j〉

=
1

N̂2
0

〈αj, j| [J−J+ + S0(S0 + 1) − g(S0)(g(S0) + 1)] |αj, j〉

=
1

N̂2
0

[αj(αj + 1) − g(αj)(g(αj) + 1)]

=
1

N̂2
0

[αj(αj + 1) − αj−1(αj−1 + 1)]
/S¯[� ¯E®�6

�MB.¢K� � �9�K���©¥Q�RB.¢K�
N̂2

0 = αj(αj+1)−αj−1(αj−1+1)
�£�4�.��� � � ��B9�V/5¯ � �! Z6@\K¥Q��� � ���E�������L�a�K�

�:�a���
m = 0

�_$O�E���q�a�2�L�;'!�-����Bn���!/S¯ � ���D¤x¯[� �� 6I\K¥Q� � �E�h����\K¥Q�a�:�4�A�:�a���
m = 0

�M$N�a���
m = 1

�	��B9�!/S¯ � ����6 �.U��8�E�O�a������\:¥��a�:� ��¦ ��B9�V/5¯ � �a¯n6f�e�[� �`���h�§�E�h����\K¥Q�a�:�{�K�a�L�
m = 1

�-� ����¥��a�K�K�M�
��B9�!/S¯ � � ��6%� � |αj, j〉

�

(S0J− − J−J+)|αj, j〉 = [S0(S0 + 1) − g(S0)(g(S0) + 1)] |αj, j〉).
/S¯ � ¯�
 6

O ��������]Q�a� �K���-� ��Bn�h�V/5¯ � �!�D¤x¯ � �� -6R�K�a�L�
m = 0

'��.U��E�h���|\:¥Q�a�K�-��'9��, ��� �����

N̂0Ĵ+|αj, j − 1〉) = [αj(αj + 1) − g(αj)(g(αj) + 1)] |αj, j〉).
/S¯ � ¯2­�6
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¦ ¥��E�;���q�k�.���§�K��� �k�K��� �����h�©�����K���=Be�!/S¯[� ¯2­Z6pB.¢K� ��¢K�©���!�K�©��¥��§�'�k¢ �L�@�����q�a�K� |αj, j−1〉
¨
N̂2

0

¥h� ��� �{�����L���a�K�K���\�2� Ga�;':��, �L� �{�-�

J+|αj, j − 1〉 = N̂0|αj, j〉
/S¯ � ¯ � 6

�=�%��B9�V/5¯ � �a¯n6 \:¥Q�%�a�����|\:¥Q�I�:�a���
m = 1

�t$O�a�L�%�a�����|\:¥Q�k�*� �=B9�V/S¯[� �� -6i�:�a�L�
m = 1

�-�K�©��¥��a��� �{���
S0(J−)2

� |αj; j〉
�

S0[J−]2|αj, j〉 = [S0J−]J−|αj, j〉 = [J−g(S0)]J−|αj, j〉

= J−[g(S0)J−]|αj, j〉 = J−[J−g
(2)(S0)]|αj, j〉

= [J−]2g(2)(αj)|αj, j〉.
/S¯[� ¯!�Z6

(§�=���L�0�=B.¢:�-3�Gk�}�e�@�K� �����N� �=\:�K�©�
J−

2|αj, j〉 = J−|αj, j−1〉 = N̂1|αj, j−2〉 '������K�K�
N̂1

¢ �M��¥h�E�����L�a�2�L�§�E�����=�K�h����� �{�©�:�a�:�DB.¢K� � �9�K���©¥Q�§� �
S0|αj, j−2〉 = g(αj)|αj, j−1〉 =

αj−2|αj, j − 2〉 ���-�.��� � ���=Be�!/S¯ � ���Z6£����� UU�K� ���E�����L���a�:�5�:�a���
m = 2

�
¦ ¥h�E�����q�a�2�L�

N̂1

¨�� �h�L�h� �����:�k�:�s�e����� �5�D�L���K�U�a¢[�L�@�����L�a�K� |αj, j − 2〉 ���h� �K�E� �M�a�©�B¤
]Q�a� ��':�:�5���=�E¢K���2��� �{�a�K�h����� �

1 = 〈αj, j − 2|αj, j − 2〉 =
1

N̂2
1

〈αj, j − 1|J+Ĵ−|αj, j − 1〉

=
1

N̂2
1

〈αj, j − 1| [J−J+ + S0(S0 + 1) − g(S0)(g(S0) + 1)] |αj, j − 1〉

=
1

N̂2
1

[
N̂2

0 + αj−1(αj−1 + 1) − g(αj−1)(g(αj−1) + 1)
]

=
1

N̂2
1

[αj(αj + 1) − αj−2(αj−2 + 1)]
/S¯[� ¯ �-6

�_B.¢K�%� � � ����¥��%� �
N̂2

1 = αj(αj+1)−αj−2(αj−2+1)
�£�4�.��� � ����B9�!/S¯ � �� �6�\:¥Q�§� � ���E�������L�a�K�

�:�a���
m = 1

�
¦%��¨��-�E�E���{�@� �����fB@¢ �U�-����Bn�h�V/5¯ � �!�D¤x¯ � �� 6 �k�a��� � �K�a�L�

m = 0
�
m = 1

�D<[¢��e�E�K�K�
B.¢K� ��� �4���a�k��¬:� ���:�a���0¢ � �:�a� �0�k�a�©�E�

m
� �@�K� ����� ���������L�a�tB@¢ � �h� �-���k�a�©� � �q� �`,e¨ ���:�a���

m + 1
�'�x�K��� �k� \K¥Q�M¥h� � � ���h�L� �M$O�E�f\ �X' �8�����L� �����fB.¢K���{�=B9�V/S¯[� �!�n6 ¨���,[�L���K�{¢����a�K�K���4�

��Bn���!/S¯[���2¯�' ¯ � � � 6 �
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�\�2� Ga�;'K�-�%�=Bn���!/S¯ � ���D¤x¯[� �� 46 �K�8\:�K� � ¢ �{�'���=�K���=�����2�L�-3�Ga�U�K��� � �������.Ga�`�E�h�L�a� �:�a�����
Ua�!�a��,K���U� ����¥h���B�q�-�I�e��� �4� �������-3
�@��� � ��¥h� ��¢ �L�-3�Gk��/5¯ � � � ¤�¯ ��� �-6��

�9�-]h���K�K�
m = d − 1

�:����B9�!/S¯ � �� �6���, �L� �{�-��¢ �M�����=�K���=�����2�L�-3�Ga�H�K�{� � �������.Ga�
d
�

� �k�a�©�E���K�
αj

¥h�E�������.�e�E�K� ���2�L�i�g�=���q� �����K���������2�q�-3�Ga�#¨ ��, �����K� �k�L���&�a¨����:�g� ��B.¢:�-3�Ga�
N̂d−1 = 0

B.¢K��¨E���k�L��� �8���B�q�`���

αj = αj−d

/S¯ � ¯E¯Z6
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