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Resumo

Nesta tese, abordaremos duas estruturas algébricas, conhecidas como Algebra de Hei-
senberg Generalizada (AHG) e Algebra do sl(2) Generalizada (s/(2)-G), que contém,
respectivamente, as algebras de Heisenberg e sl(2) como casos especias. Cada algebra
generalizada é construida através de uma fungao caracteristica de um dos seus gera-
dores. Primeiramente exploramos uma interpretacao fenomenologica, em termos de
particulas compostas, da AHG. Considerando a AHG com uma funcao caracteristica
linear, investigamos as propriedades “termodindmicas™ de um sistema formado por
um conjunto de “particulas compostas” ndo interagente (g-gés ideal). Mostramos que
a funcdo de particdo de Boltzmann-Gibbs (BG) do sistema é divergente, refletindo o
fato de que tais sistemas compostos ligados, sempre se ionizam para qualquer tem-
peratura finita. Estudamos entao, este ¢-gas ideal, tanto numericamente, através de
simulacoes computacionais utilizando o Método de Monte Carlo, quanto analitica-
mente, através de uma funcao de particio regularizada (Z'); esta por sua vez é obtida
por uma regularizacao que realizamos na funcao de particao de BG. As nossas simula-
¢oes computacionais utilizando o MMC mostram que o ¢-gés ideal permanece em um
Estado de Quase-Equilibrio (EQE) termodinimico, antes da ionizac¢do, a baixas tem-
peraturas (medidas em relagdo a energia de ionizagdo). Mostramos que neste mesmo
intervalo de temperatura os resultados analiticos para as quantidades fisicas médias
calculados através de Z', coincidem com aqueles obtidos numericamente calculados no
EQE. Mostramos também que o EQE possui um tempo de duragao que segue uma lei
de Arrenhius com a temperatura, tipica de problemas em reacées quimicas conhecidos
como escape de Kramers, bem como o fenémeno de envelhecimento do sistema neste

EQE. Argumentamos que estes resultados se extendem para uma familia gases ideais
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formados por particulas compostas ligadas, que possuem um espectro de energia com
infinitos niveis e limitados superiormente. Esta familia sempre se encontram, a baixas
temperaturas, em um EQE, durante um certo tempo, que precede a ionizacao; como
exemplo, mostramos explicitamente que todos os resultados mencionados acima para
o g-oscilador, i. e., a existéncia de uma funcdo de particao regularizada fornecendo
as fungoes "termodindmicas”™ do EQE e o tempo de duragdo desse estado seguindo
uma lei de Arrenhius, valem para o caso de um gés ideal de 4tomos de hidrogénio.
Para este, mostramos também que todas as propriedades fisicas do seu EQE podem
ser aproximadas, a baixas temperaturas, pelo ¢-gés ideal com ¢ = 0.25.

Por fim, estudamos a Algebra do sl(2) Generalizada (sl(2)-G) com uma funcio
caracteristica nao-linear. Para este caso, mostramos através de um mapa de Jordan-
Schwinger (JS) generalizado que podemos mapear os geradores da algebra do si(2)-G
nos geradores da AHG. Finalmente, argumentamos uma futura utilidade deste mapa

de JS generalizado para entendermos o contetdo fisico da algebra do sl(2)-G.



Abstract

Herein, we are going to discuss two classes of algebraic structures called Generalised
Heisenberg Algebra (GHA) and Generalised sl(2) Algebra, that include, respectivelly,
the Heisenberg algebra and the si(2) algebra as particular cases. Each generalised
algebra is constructed with a characteristic function of one of the its generators. First
of all, we study a phenomenological approach, in terms of composite particles, using
some of the algebras within the class of algebras called GHA. Considering the GHA
with a linear characteristic function, we investigate the “thermodynamics™ properties
of a system formed by a set of noninteracting “composite particles™ (ideal g-gas).
We show that the Boltzmann-Gibbs (BG) partition function of the system is diver-
gent, reflecting the fact that such a system allways undergoes ionisation for any finite
temperature. We have studied this ideal g-gas numerically, using the Monte Carlo
Method (MMC), and analytically, using a regularized partition function that is ob-
tained of a regularization of the BG partition function. Our numerical results show
that the ideal g-gas lives on a Quase Equilibrium State (QES), for low temperatu-
res, before approaching ionisation. For low temperatures, the physical properties of
the QES calculated via analytical procedure are in agreement with those obtained
numerically. We also show that the duration time of the QES follows an Arrenhius
law with the temperature, tipically of Kramers‘s problem in chemical reaction; while
the system lives in this QES, it presents the aging phenomena. We argue that this
results can be found in a family of ideal gases formed by composite perticles wich
present a energy spectrum with infinte levels bounded. All single elements of this
family of such systems, for low temperatures, always live in a QES, during a certain

time, before approaching ionisation; as a example, we show explicitally the case of the
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ideal gas formed by a hydrogen atoms. For this system all results mentioned above for
g-oscillator are also valid for the hydrogen atom, i. e., a regularized partition function
describing the "thermodynamics™ properties in the QES and the duration time of the
QES following an Arrenhius law with the temperature. Moreover, we show that all
physical properties of the QES of the hydrogen ideal gas can be approximated, for
low temperatures, by the ideal ¢g-gas with ¢ = 0.25.

Finally, we study a Generalised s{(2) (G-sl(2)) Algebra with a non-linear cha-
racteristic function. For this case, we show via generalised Jordan-Schwinger (JS)
map that we can to map the generators of the G-si(2) algebra into the generators of

the GHA. At the end, we argue possible future utility of this generalised JS map.
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Capitulo 1

Introducao

Algebras quanticas (quantum algebras) ([T]-|5]), ou grupos quanticos (quantum groups)
sao versoes deformadas da algebra de Lie, as quais se reduzem, em geral, a &lgebra de
Lie padrao quando o parametro de deformagao é igual a unidade [6]. Do ponto de vista
matemaético, as algebras quénticas sao algebras de Hopf quase-triangulares (|[7]-|14]).
A algebra quéntica su,(2) foi descoberta quando se estudava a cadeia quantica de spin
XXZ (|2],[15]-|16]) pelo método do espalhamento quantico inverso. Desde entao, foram
encontradas aplicacoes dessa algebra deformada em diversas areas da fisica como em
Otica quéantica ([I7]-[21]), espectroscopia e teorias conformes [6] e anions (anyons)
(22]-[24]). O uso das algebras quénticas em fisica tornou-se bastante difundido com o
uso da algebra dos g-osciladores, que pode ser obtida através da realizagao da 4lgebra
do su,(2) pelo mapa de Jordan-Schwinger (JS) ([25]-|26]), apesar de, historicamente,
uma outra versao de g-osciladores ter sido introduzida muito antes por Arik e Coon
[27]. A algebra dos g-osciladores pode ser vista como uma deformacio da Algebra de
Heisenberg (AH), ou algebra do oscilador harmonico [28]. Esta deformagéo é realizada
através da introducao de um parametro ¢, e a AH é recuperada no limite em que ¢
tende a um.

Devido a importancia da Algebra de Heisenberg em diversas partes da fisica,
suas versoes deformadas, ou generalizadas, tém atraido muita atencao desde sua des-
coberta devido a possiveis aplicagoes em fisica, bem como no interesse em sua inte-

ressante estrutura matematica ([29]-[31]).



2 Introducao

No capitulo 2 introduziremos a élgebra de Heisenberg e uma versao deformada,
conhecida como g-osciladores ([25]-[26]), que contém a &algebra de Heisenberg como
caso especial. Abordaremos também uma classe de Algebras Generalizadas de Heisen-
berg (AHG), que foi recentemente proposta [32]; essa algebra é uma algebra do tipo
Heisenberg, tendo como geradores operadores de criagao, aniquilacdo e um operador
Hermitiano, Jy. Nesta AHG podemos encontrar como casos particulares a algebra de
Heisenberg usual (ndo-deformada) e outros tipos de dlgebras de Heisenberg deformada
como a multiparamétrica. As relagoes de comutacoes entre os geradores da AHG con-
tém uma fungdo caracteristica, analitica, de um dos seus geradores f(Jy). Quando
esta funcdo caracteristica é a fungdo linear com inclina¢do um, i.e. f(Jy) = Jo+ 1, as
relacoes algébricas da AHG tornam-se aquelas da 4lgebra de Heisenberg. No caso de
uma fungdo caracteristica linear com inclinacao ¢, i.e. f(Jo) = qJo+1, a AHG corres-
ponde a algebra de Heisenberg deformada a um parametro; para este caso, podemos
exibir um mapa que conecta os geradores desta algebra deformada a um parametro
com os geradores da algebra dos g-osciladores [32]. Considerando uma fun¢ao carac-
teristica nao-linear, a AHG possui uma estrutura algébrica mais geral do que os casos

supracitados.

Para uma dada funcdo analitica f, foi mostrado [32] que dois auto-valores
sucessivos quaisquer de Jy, €, e &, 1, estdo relacionados por ¢, = f(g,_1) sendo f
a funcao caracteristica escolhida para a algebra e €, o auto-valor de J, associado ao
estado geral |n). Interpretando o operador J, como sendo o operador Hamiltoniano,
foi mostrado também que esta classe de algebras do tipo Heisenberg generalizadas
pode ser relacionada a uma familia de sistemas quanticos possuindo dois niveis de

energia sucessivos quaisquer satisfazendo a relagao ¢, = f(e,-1) [B3].

Como os auto-valores de J; estdo relacionados por ¢,, = f(e,_1), as representa-
¢oes da AHG sao construidas usando conceitos de sistemas dindmicos como atratores e
estabilidades [34], com os quais o comportamento dos autovalores de J; estardo intima-
mente ligados. Assim, dependendo da funcao caracteristica f, os espectros oriundos
da AHG podem apresentar varios tipos de comportamentos e podem descrever em

particular, espectros tipicos de &tomos e moléculas, os quais possuem, em geral, um



limite superior precedido por uma quase-continuo de niveis de energia. De fato, na
Ref. [29] foi construido um tratamento algébrico e fenomenologico baseados na AHG

para a descricao de espectros vibracionais de sistemas moleculares diatémicos.

Uma outra interpretacao da AHG é possivel considerando o formalismo da
segunda quantizac¢do para particulas compostas ([35]-|36]), no qual os operadores de
criacdo e aniquilagdo sao interpretados como operadores de criagao e aniquilacao,
respectivamente, de particulas com estrutura. E importante frisar que tanto para
uma funcao caracteristica linear f quanto para uma nao-linear é possivel construir
uma Teoria Quantica de Campos baseada na AHG ([35]-[36],[37]) que descreveria,

fenomenologicamente, a interacao entre particulas compostas.

Uma vez apresentada a AHG e discutido sobre sua interpretacao, investiga-
remos a mesma no capitulo 4, no qual estudaremos as propriedades termodinadmicas
de um géas ideal de AHG com f(Jy) = qJo + 1(que corresponde aos g-osciladores):
q-gas ideal (|30],|38]). Veremos que a fung¢do de parti¢do de um tnico g-oscilador é
divergente e portanto a de todo o sistema o é. Isto reflete o fato de que para qualquer
temperatura finita o sistema sempre se ioniza. A divergéncia ocorre no caso 0 < g < 1
para a versao algébrica usada aqui do g-oscilador em que o ntimero de Gauss é dado
por [n] = (1 —¢")/(1 — q). Para estes valores do parametro ¢, o g-oscilador apresenta
um espectro de energia com infinitos niveis de energia limitados pela energia de “ioni-
zagao” E*, precedido por um quase-continuo de niveis de energia. A divergéncia surge
pelo fato de existir um ntmero infinito de niveis, neste quase-continuo de energia,
que contribui com aproximadamente exp(—(GFE*), sendo [ o inverso da temperatura,
para a fungao de particdo Zpg calculada usando o formalismo de Boltzmann-Gibbs
(BG). Este problema em se obter as propriedades termodinamicas do g-oscilador sera
estudado a partir dos “experimentos computacionais” utilizando o Método de Monte
Carlo (MMC). Esta técnica sera introduzida no capitulo 3, a qual serd aplicada ao
gas ideal de osciladores harmonicos, o que serd 1til ja& que poderemos comparar nos-
sos resultados com aqueles calculados analiticamente via o formalismo da mecéanica

estatistica de BG.

Nas simulagoes computacionais, a energia média por g-oscilador do ¢-gés ideal



4 Introducao

sempre alcanga o valor da energia de ionizacao E* devido ao fato de que para qual-
quer temperatura finita o sistema sempre se ioniza. O comportamento novo é que a
energia média apresenta um patamar (plateau) na energia, para temperaturas meno-
res que 10% da energia de ionizacdo e apresenta uma dindmica lenta, imitando um
sistema que se encontra em um estado de equilibrio. Durante este Fstado de Quase-
Equilibrio (EQE) o sistema apresenta envelhecimento (aging) caracterizando que o
sistema se encontra em um estado fora do equilibrio termodinamico. Este EQE tem
um tempo de duragao que cresce exponencialmente com o inverso da temperatura
e, assim, segue uma lei de Arrenhius, tipica de problemas de Kramers em reagoes
quimicas ([38],[39),[240]). Enquanto o sistema permanece no EQE podemos calcular as

propriedades fisicas médias do ¢-gés como calor especifico e energia por particula.

Mostraremos que a funcao de particao Zpg pode ser regularizada produzindo
uma funcio de particio modificada, Z', finita. Induzidos por esta, proporemos um
MMC modificado, o qual produzira resultados em boa concordancia com relagao aos
obtidos com 0 MMC usual até temperaturas equivalentes a 10% da energia de ioniza-
¢ao (E* = (hw)/(1 — q)), tipicamente dentro da faixa de temperatura na qual surge
o EQE. O intervalo de temperatura em que esta concordancia é valida depende do
parametro ¢ e a lei de crescimento do EQE segue ainda uma lei de Arrenhius. Consi-
derando o EQE como um estado de equilibrio efetivo, o que é uma hipotese razoavel a
baixas temperaturas devido ao crescimento exponencial do tempo de duragao do EQE
com o inverso da temperatura, mostramos que todas as propriedades termodinamicas
do EQE podem ser obtidas através da funcdo de particio regularizada Z', ja que o
MMC modificado, baseado nesta funcao de particao, produz as mesmas quantidades

fisicas médias do MMC usual dentro do EQE.

Por outro lado, o &tomo de hidrogénio também possui um espectro com infinitos
niveis de energia limitados superiormente. Uma familia de sistemas reais, como atomos
e moléculas, também apresentam este tipo de espectro. Assim, para estes, a mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) é incapaz de predizer quantidades fisicas médias
para qualquer temperatura finita, desde que a mesma sempre prediz que o sistema

estd ionizado (que é a situacdo de equilibrio) ([41],[22]).



O mesmo tratamento realizado para o ¢-gés ideal sera utilizado no capitulo 5
para estudar um géas ideal de dtomos de hidrogénio ([41],[43]), onde, por simplicidade,
nao consideraremos a sua degenerescéncia. Através dos “experimentos computacio-
nais” utilizando o MMC, veremos que o sistema, quando submetido a temperaturas
menores que 10% da temperatura correspondente a sua energia de ionizacdo, perma-
nece em um FEstado de Quase-FEquilibrio, por um certo tempo, antes de alcancar o

estado de ionizacao predito pelo fornalismo de BG.

Através de uma manipulacdo da funcao de particido divergente Zpg, obtida
usando o formalismo de BG, propomos uma func¢do de particao regularizada para os
estados ligados do 4tomo de hidrogénio. Devido a isto, esperamos que as grandezas
calculadas usando esta funcao de particao sejam capaz de predizer, & baixas tempe-
raturas, as propriedades do EQE do 4tomo. Motivado por esta funcao de particao
regularizada, propomos um MMC modificado e de fato veremos que os resultados
obtidos com esté método modificado coincidem com aquele MMC usual para tempe-
raturas até proximas de 10*/K. Assim, a funcao de particdo regularizada descrevera as
propriedades termodinamicas do gas ideal de 4&tomos de hidrogénio, até temperaturas
proximas de 102K, no EQE. O tempo de duracao deste EQE aumenta exponencial-
mente com o inverso da temperatura seguindo uma lei de Arrenhius. A existéncia
do EQE bem como o fato de que o tempo de duraciao deste estado seguir uma lei
de Arrenhius sdo as primeiras caracteristicas em comum entre nossa particula com-
posta, g-oscilador, e um sistema real, o 4&tomo de hidrogénio. Estes sao resultados
que sustentam a interpretacdo da AHG em termos de particulas compostas quando

comparadas com dtomos e moléculas.

No caso particular do 4&tomo de hidrogénio, observamos também que a taxa de
crescimento do tempo de duracao do EQE coincide, dentro da barra de erro, com a do
g-oscilador quando utilizamos ¢ = 0.25; este resultado sugere que diversas proprieda-
des fisicas de um gés ideal de 4tomos de hidrogénio podem ser aproximadas, & baixas
temperaturas, pelo ¢-géas ideal (¢ = 0.25). De fato, quando comparamos a energia mé-
dia por particula, em funcao do tempo, tanto para o gés ideal de hidrogénio quanto

para o gas ideal de g-osciladores (¢ = 0.25) observamos uma excelente concordancia
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entre os resultados. Isto implica que o 4&tomo de hidrogénio & baixas temperaturas
pode ter sua dindmica imitada pelo g-oscilador com ¢ = 0.25. Como veremos, esta
caracteristica comum se deve ao fato de que os dois sistemas apresentam uma energia
do primeiro nivel excitado que corresponde a 75% da energia de ionizacao de cada

sistema.

Por fim, propomos duas possiveis realizacoes experimentais nas quais o a&tomo
de hidrogénio estaria no entao chamado EQE. Destas, faremos hipdteses razoaveis
discutindo relagoes entre o tempo de Monte Carlo e o tempo real e veremos que o
tempo de duracao do EQE pode assumir valores muito grandes para temperaturas
bem acima da temperatura ambiente. Assim sendo, em temperaturas suficientemente
baixas, o EQE pode ser considerado com um estado de equilibrio efetivo, descrito pela

funcao de partigao regularizada.

Estes resultados obtidos com as simulacoes computacionais, foram realizados
sem considerar a degenerescéncia no espectro de energia do &tomo. O que mostraremos
é que podemos regularizar a funcao de particdo de maneira analoga ao feito sem
considerar a degenerescéncia. Os resultados analiticos obtidos com esta nova fungao
de particao regularizada tém quantidades fisicas médias em que os estados excitados
apresentam uma maior contribuicdo, como era de se esperar. Resultados analiticos
sugerem que se realizarmos simulagoes considerando o espectro degenerado do 4tomo,

os resultados serdao obtidos através daqueles obtidos com o espectro nao-degenerado.

No capitulo 6, voltaremos a discutir mais sobre algebras quanticas. Em especial
abordaremos as algebra do su(2) [A4], su,(2) (|5],[45]-[49]) e uma classe de algebra
do sl(2) generalizada [34]. Esta tltima é gerada por trés operadores Sy, J, e J_
onde, suas relacoes de comutacao, possui uma funcao caracteristica, g, do operador
diagonal, e Hermitiano, S;. Para uma funcao ¢(Sy) = So — 1 e g(Sy) = ¢Sp — 1
obtemos a algebra do sl(2) e a algebra do si(2) deformada a um parametro (cujos
geradores podem ser mapeados nos geradores da algebra do sl,(2)), respectivamente.
Para uma dada funcdo caracteristica g, o auto-valor de um autoestado geral |a;; j—m)
do operador Sy ¢ dado por a;_,,, = ¢"(;) onde, «; é o auto-valor associado ao auto-

estado de maior peso da representagio algébrica e g™ () € a m-ésima iteragio de g em



«;. Assim, de maneira andloga ao caso da AHG, as representacoes sao estudadas pela
andlise da estabilidade dos pontos fixos da funcao caracteristica g e de suas fungoes
compostas [34].

Uma vez apresentado e discutido a algebra do si(2) generalizado, veremos que é
possivel realiza-la através da composi¢io de duas AHG independentes (desacopladas)
e, em particular, mostaremos no caso em que as fung¢oes caracteristicas, f e g, das
algebras generalizadas forem quadraticas [B0)]. Esta realizacdo sera feita através de
um mapa de Jordan-Schwinger (JS) generalizado que inclui, como caso especial, o
mapa de JS padrao (|5I]-[52]). Apesar de ser uma generaliza¢do do mapa de JS usual,
veremos que tal mapa generalizado possui uma forma simples e compacta, podendo
inclusive ser simplificado para escolhas particulares das funcoes caracteristicas, f e g,
de cada algebra generalizada.

E importante mencionar que o método de JS é util ndo apenas como uma
ferramenta matematica, mas também possui suas aplicagdes na fisica ([6],[53]-[57]),
inclusive a sua versdo generalizada ([b8]-[60]). Esperamos, em particular, que este
mapa de JS generalizado nos guie de maneira a sugerir uma possivel interpretagao

para a algebra do sl(2) generalizada, o qual serd objeto de estudo posterior.
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Capitulo 2

Uma classe de algebras de Heisenberg

generalizadas

Neste capitulo introduziremos as Algebras de Heisenberg e dos g-osciladores, bem
como uma classe de algebras de Heisenberg generalizadas proposta recentemente [32]
onde podemos encontrar a algebra de Heisenberg e a algebra dos g-osciladores como
casos especiais.

Esta classe de algebras de Heisenberg generalizadas (AHG) pode ser associada
uma familia de sistemas quanticos unidimensionais onde dois niveis de energia suces-
sivos quaisquer estao relacionados pela equagao ¢, = f(e,-1). f é chamada de fun¢ao
caracteristica usada para construir a algebra [33].

Na secao 2.1 abordaremos a algebra de Heisenberg e a algebra dos g-osciladores.
Na secao 2.2 apresentaremos a AHG para os casos em que a fun¢ao caracteristica for

linear e nao-linear. Por fim, discutiremos a interpretacdo que é dada para a AHG.

2.1 As Algebras de Heisenberg e dos ¢-Osciladores

Iniciaremos nossa discussao, para introduzir a dlgebra de Heisenberg, com o método do
operador de Dirac, para obtermos os autovalores e autovetores do oscilador harménico
simples [44].

A hamiltoniana do oscilador harménico é dada por

9
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H = 2.1
T R (2.1)

sendo w a frequéncia angular do oscilador classico, = e p sao os operadores hermitianos

momento e posi¢cao que satisfazem a seguinte relacdo de comutagao:

[, p] = ih. (2.2)

Define-se dois operadores ndo-hermitianos a e a' como,

B mw p
@ = 5 (x+ —mw) (2.3)
P mw, - ip 2.4
a o (x —mw). (2.4)

Usando a relagdo de comutagio da eq.(22)), obtemos,

1

[a.af] = (55

Definindo agora o operador ntimero,

)(=ilz,p] +ilp,z]) = 1. (2.5)

N = a'a, (2.6)

obtemos uma relacao importante entre o operador niimero e o operador hamiltoniano

H:hMN+%) (2.7)

Chamando um autoestado de N como |n), sendo n o autovalor associado, obtemos:

Hin) = (n + 3 )hn), (2.8)

e assim os autovalores de H do OH sao dados por

1
En:(n+§)hw n=0,1,2,... (2.9)

Da definicdo de N podemos ver que
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[N,a] = {aTa, a} (2.10)
= da'[a,a] + {aT,a] a (2.11)
- —a (2.12)
Analogamente:
[N, a] = al. (2.13)

Assim, os operadores af, a e N geram uma 4lgebra descritas pela seguintes relacdes

de comutagao:

[N,a] = —a (2.14)
[N,al] = af (2.15)
a.af] = 1, (2.16)

que é conhecida como &lgebra de Heisenberg, ou algebra do oscilador harmonico.

Agora, procuraremos uma representacao da algebra descrita pelas relagées de

comutagio dadas pelas egs. (214 ZT0). Da eq.(ZI50) podemos ver que,

Na' = al(N +1). (2.17)

Aplicando a eq.(ZI7) a um autoestado [n) de N obtemos,

N(a'|n)) = a'(N + 1)|n) = (n + 1)(al|n)). (2.18)

Podemos notar que a'|n) é também um autoestado do operador N com um autovalor
acrescido de uma unidade em relagdo ao autovalor de |n). Por esse motivo o operador
a' é chamado de operador levantamento. Analogamente, o operador a é conhecido
como operador abaixamento.

Supondo que exista um autovetor de “vacuo” |0) tal que a|0) = 0, ou N|0) = 0,

podemos obter uma representacao da algebra de Heisenberg dada por
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Nln) = n|n) (2.19)
a'ln) = Vn+1ln+1) (2.20)
aln) = +/njn —1), (2.21)

em que n = 0,1,2,... . Podemos ver também que um autovetor |n) pode ser obtido

da seguinte maneira

n) = —=(a")"|0), (2.22)

2~

para todon =0,1,2, ....

Neste ponto é interessante relembrar a associagao proposta por M. Planck entre
unidades de energias discretas e radiacao de osciladores que conduziu ao nascimento
dos conceitos quanticos [4]. Como mostramos, a atuacio do operador a' em um
vetor |n) faz o sistema ir de um autovetor |n) para um outro autovetor |n + 1),
que possui um autovalor de energia do operador hamiltoniano H acrescida de uma
quantidade fiw em relagao ao autovalor de |n). Assim, podemos associar o surgimento
de particulas pontuais e independentes (fdtons), criadas nas paredes de um corpo negro
em equilibrio a uma certa temperatura e possuindo uma energia igual a hw, com a agao
do operador a! em um espaco de Fock, que seria entdo um operador de criacdo, neste
caso, de particulas pontuais. Analogamente, podemos ver que o operador a pode ser
interpretado como um operador de aniquilacao de particulas pontuais. Podemos notar
também que uma conseqiiéncia direta do fato das particulas serem independentes é que
E, = nkFy, i.e., a energia de n particulas é n vezes a energia de uma tnica particula,
ou seja, a energia ¢ aditiva. Esta propriedade do espectro de energia do oscilador
harménico sera discutida quando estudarmos a Algebra de Heisenberg Generalizada
(AHG), no que concerne a interpretagao fenomenologica.

Uma vez introduzida a algebra de Heisenberg, ou algebra do oscilador harmo-
nico, iremos introduzir a dlgebra dos ¢-osciladores. E importante frisar que existem
outras versoes de algebras deformadas de osciladores (veja, por exemplo [62]-[72]),

mas elas sao equivalentes e podem ser acomodadas dentro de uma mesma classe de
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algebra deformada de oscilador ([60],[68]).

De um ponto de vista histérico, esta algebra foi introduzida por Arik e Coon
[27]. Apesar disto, a algebra dos g-osciladores se tornou bem difundido quando Mac-
farlane [25] e Biedenharn [26], onde em um cenario em que ja existiam algebras quan-
ticas como por exemplo o su,(2), tentam realizar a algebra do su,(2) de maneira
semelhante a realizagdo da algebra do su(2) através da algebra de dois osciladores
harmonicos independentes, como feito por Jordan e Schwinger [44]. Eles percebem
que para fazer tal realizagio é necessario uma algebra diferente (deformada) daquela
apresentada pelos osciladores harménicos. A discrepancia entre a algebra do oscilador
(algebra de Heisenberg) e a algebra deformada introduzida por Macfarlane e Biede-
nharn, também chamada de g-osciladores, € um paradmetro de deformacao ¢ a partir
do qual podemos obter a algebra do oscilador harmoénico quando ¢ tende a unidade.

Esta algebra deformada de Heisenberg, ou algebra dos g-osciladores, é gerada

por trés operadores b, b e N satisfazendo as seguintes relacoes de comutacio

IN,H = —b (2.23)
(N = o (2.24)
[b,b*]qi = ¢, (2.25)

sendo b = (b7, [b, bq . = bb'—¢Fb'b é o (¢*)-comutador e ¢ um nimero real chamado
q

de parametro de deformacao. Note que quando ¢ — 1 as relacdes de comutacgao acima

recuperam as relagoes de comutagio da algebra de Heisenberg, eqs.(ZT2H2ZT6). Como

uma consequéncia imediata da eq.([Z25]), obtemos

b'b = [N], (2.26)
[§]
bl = [N + 1], (2.27)
onde definimos
p =11 (2.28)
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Podemos notar também que no limite ¢ — 1 as relagdes dadas pelas eqs. (Z23HZ27)
recuperam as relacoes usuais da algebra do oscilador harménico.

De maneira anéloga ao feito no caso da &algebra de Heisenberg procuraremos
uma representacdo para a algebra dos g-osciladores. Da equacdo (Z24) podemos ver

que

Nb' = bI(N +1). (2.29)

Aplicando a eq.(Z29) a um autoestado de N obtemos

N(b'|n)) = b'(N + 1)|n) = (n + 1)(b'|n)). (2.30)

Podemos notar também que o estado b'|n) é um autoestado do operador N com um
autovalor acrescido de uma unidade em relagio ao autovalor de |n). Assim o operador
bt é o operador levantamento da algebra dos g-osciladores. Analogamente, o operador
b é o operador abaixamento. Da eq.(230) podemos escrever que b|n) = cjn +1). A
constante ¢ pode ser calculada impondo que os autoestados de N sejam normalizados,

ie.,

|c|2<n +1n+1) = |c|2 = <n|bbT|n> (2.31)

e utilizando a eq.(2Z227) obtemos, para valores de ¢ positivos, ¢ = {/[n + 1]. De maneira
similar podemos deduzir como o operador b atua nos autoestados de N.
A base no espaco de Fock é definida por aplicacdes sucessivas do operador b

no vacuo, que é aniquilado por b, b|0) = 0, da seguinte maneira:

) = =10 (2.32)
sendo [n]! = [n|[n — 1]....[1] € n um namero inteiro.

Com isso, podemos exibir uma representacao da algebra dos g-osciladores como

s€ segue

Nln) = n|n) (2.33)
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biin) = In+1]n+1) (2.34)
bln) = /Inlln — 1) (2.35)

emquen=0,1,2,....

Note que esta representagao difere da representagao da algebra de Heisenberg
padrdo pelo fato de aparecer [n| no lugar de n. Como [n] — n quando ¢ — 1 a algebra
do g-oscilador pode ser deformada continuamente a partir da algebra de Heisenberg.

E importante frisar que da eq.(232), se impusermos a condigdo de nilpoténcia
(b")? = 0 |28] para algum inteiro d, obtemos uma representacio com um niimero finito
de estados. Isto ocorre quando o parametro ¢ for raiz da unidade ¢¢ = 1 ja que neste
caso teremos [d] = 0. Este caso tem sido relacionado com sistemas de anions (anyons)
[12].

Partindo da Hamiltonia para o g-oscilador,

I
H= 7"(5% + bbh), (2.36)

os seus autovalores, usando as eqs. ([(Z33HZ35), sao

hiw hw [n+1/2]
E,=— 1]) = ———— 2.
sendo n = 0,1,2,.... Podemos facilmente ver que para um dado valor de ¢ real, o

espectro de energias difere daquele dado pelo oscilador harmoénico em que os niveis
de energia sdo igualmente espagados. Da eq.(228)) podemos ver que para todo ¢ > 0
o espagamento entre os niveis de energia sempre aumenta 4 medida em que n cresce.

Por fim, gostariamos de frisar que muitos autores tem investigado sobre o con-
tetdo fisico dos varios tipos de osciladores deformados construindo potenciais cléssicos
que reproduzem espectros de energias similares aos dos g-osciladores correspondentes
(291, [310, [73]- 172

Na proxima secao faremos uma introducao da AGH para os casos em que as
fungoes caracteristicas usadas para construir tal algebra sao linear e nao-linear. Por

fim, abordaremos as interpretacoes para a AHG.
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2.2 Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG)

Considere uma algebra, AHG, gerada por trés opreradores Af, A e .J, descrita pelas

seguintes relagoes [32]

Jo AT = ATF(Jy) (2.38)
A, = f(Jn)A (2.39)
(A AT = F(Jo) = o, (2.40)

em que, por hipotese, (AT)T = A, J; é um operador hermitiano e f(Jy) é uma funcio
analitica de Jy, sendo f conhecida como a func¢do caracteristica da algebra. Usando

as relagoes (Z38ZA0) podemos ver que o operador

é o operador Casimir da algebra, ou seja, [C, Jy] = [C’, Aq = [C,A] = 0. Pode-
mos ver também que os geradores da algebra satisfazem a identidade de Jacobi, i.e.
HJO, AT] ,A} + HAT, A} , JO} + [[A, Jo] ,AT} = 0, para qualquer fung¢io analitica f [7§].

Gostariamos de frisar que estaremos trabalhando inicialmente com uma funcao
caracteritica analitica geral f(.Jy); nas proximas sub-se¢oes estaremos considerando
os casos linear e quadratico e encontrando as representacoes de dimensoes finita e
infinita para a algebra.

Vamos assumir que exista uma representacao irredutivel e de dimensao n da
algebra descrita pelas eqs.([Z38HZAM). Nosso objetivo inicial é construir esta represen-
tacao e investigar as possiveis dimensoes finita e infinita para a algebra. Para isso,

consideraremos um estado |0) possuindo o menor autovalor de Jy tal que

Jo|0) = ao |0), (2.42)

onde oy é um nimero real. Seja |m) um autoestado normalizado de J; tal que

Jo|m) = ag, |m), (2.43)
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onde «,,, € o auto-valor de Jy atuando em |m). Usando a eq.(Z38) em |m) obtemos

Jo(AT|m)) = ATf(Jo) [m) = f(cvm)(ATIm)). (2.44)

Assim vemos que Af|m) é um autoestado de Jy com autovalor f(c,,). Agora, partindo
do estado de vacuo |0), definido pela relagdo A|0) = 0, e aplicando sucessivamente o

operador AT em |0), criamos diferentes estados com diferentes autovalores de .Jj

Jo(AT)™]0) = ™ (a0)(AT)™|0) (2.45)

em que f™(ag) é a m-ésima iteragdo de f em «p. A eq.([ZZD) pode ser mostrada

diretamente. Primeiramente aplicamos JyA' a |0). Utilizando a eq.([Z38) obtemos

JoAT0) = ATf(Jo) [0) = f(ew)AT|0). (2.46)

Repetindo o mesmo procedimento, mas agora aplicando Jy(A")? a |0) e utilizando a

eq.(Z38) obtemos

(JoAT)AT|0) = (ATf(Jo))AT]0) = AT(f(Jo)AN)|0) = AT(AT£2(Jo))]0) = f*(a0)(AT)?|0).
(2.47)
Repetindo este procedimento m vezes, obtemos a eq.(Z45).

Desde que a aplicagao de AT em |m) cria um novo estado com um respectivo
autovalor de Jy em que a iteracao de ag através de f é aumentada de uma unidade,
é conveniente definir este novo autoestado (A")™|0) como sendo proporcional a |m),
e assim chamar A" de operador levantamento, semelhante ao caso da algebra de Hei-

senberg em que chamamos o operador a' de operador levantamento da algebra. Das

eqs. (Z43H223)) temos que

= () = f(aum-1), (2.48)

sendo m o numero de iteragoes de o através de f.
Seguindo o mesmo procedimento para operador A, aplicando a eq.(Z39) a

|m + 1) e utilizando a eq.(Z43)), obtemos
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Adolm + 1) = F(J)(Alm + 1)) = st (Ajm + 1)). (2.49)

Utilizando a eq.(ZZ48) temos que a,,11 = f(ay,) e, como conseqiiéncia, vemos que
Alm + 1) é também um autovetor de J, com autovalor «,,. Entdo, Alm + 1) é
proporcional a |m), mostrando que A é o operador abaixamento. Como |0) é o vacuo,

temos

Al0) = 0. (2.50)

Como se tornaré claro nas proximas subsegoes, as iteragoes futuras f™ () (m >
1) devem ser sempre maiores que oy de maneira a porduzir valores de vacuos consis-
tentes.

A base no espaco de Fock é definida pelas aplicacdes sucessivas do operador A'
em |0), e a representacdo é fixada pela atuagio dos operadores na base e pela escolha

de agp. Em geral, dada a funcao caracteristica f, temos:

Jolm) = f"(ao)|m) (2.51)
Allm) = Np|m+1) (2.52)
Alm) = Np_i|lm—1) (2.53)

sendo N2 |, = f™(ag) —ap e m = 0,1,2,... . Podemos obter as eqs.([Z5IHZ53) por
inducao, mostrando primeiramente que elas sao validas para m = 0; notamos que
colocando m = 0 na eq.(Z53) obtemos N_; = f(ag) — ap, que & igual a zero, o que
é consistente com a eq.(ZX50). Notamos também que a eq.(ZE]I]) é consistente com a
eq.(222) para m = 0. A eq.(Z22) por sua vez pode ser obtida para m = 0 aplicando

a eq.([Z38) ao estado de vacuo |0),

Jo(A'10)) = ATf(Jo)]0) = f(n)(AT[0)), (2.54)

e definindo um estado |1) como sendo a aplicacio do operador levantamento At em |0),

ie. |1) = N%)AHO), sendo Ny uma constante a ser determinada. A constante N, pode
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ser determinada impondo que o estado |1) seja normalizado e com o uso da eq.(Z40)
obtemos N2 = f(ap) — ap. Assim, as eqs.[(ZAIHZES) sdo validas para m = 0. Uma
vez que as eqs.([ZRIHZH3)) sdo validas para m = 0, podemos mostrar que as mesmas
sdo validas para m = 1. De fato, utilizando a defini¢do |1) = i@AHO} e substituindo
na eq.([254) obtemos Jy|1) = f(ap)|l), i.e. a eq.ZhIl) para m = 1. Para verificar
a eq.(2353)), para m = 1, aplicamos a eq.([Z40) ao estado de vacuo |0) e usando as
eqs. (ZZ22250) no6s obtemos A|1) = Ny|0). Definindo um auto estado |2) como sendo
a aplicagdo do operador levantamento A" no estado |1), i.e, |2) = N%ATH), sendo
N; determinada impondo que o estado |2) seja normalizado, e utilizando a eq. (240
obtemos N? = f2(ag) — ap, ou seja, a eq.([Z5A) para m = 1.

Agora suponha que as eqs.([ZRIH2Z53) sejam validas para um dado m. Neste
caso, levando a eq.(Z52) na eq.([ZZ4) e utilizando a eq.(Z48), obtemos

Jolm+1) = f™(ap) jm + 1), (2.55)

i.e. aeq.(ZXhI) para m = m+1. Para verificar a eq.([Z03) para m = m+1 aplicamos a
eq.(Z40) ao estado |m) e usando as eqs.([ZA2AZ5T) temos que Alm+1) = N,,|m). Por

fim, definimos um estado |m + 2) como sendo a aplicacdo do operador levantamento

At em |m+1),ie. [m+2) = N1+1AT|m—i— 1). A constante N,,,; pode ser encontrada

impondo que o estado |m + 2) seja normalizado. Assim,

I = (m+2im+2)= (m 4 1|AATm + 1)

1
N

1
= = [(m -+ 1|ATAlm + 1) + (m + 1| £ (Jo) — Jolm + 1)]
m+1
1 m m
- N2 (N,i — [ (o) + f +2(040)) (2.56)
m+1
que leva a N2 | = f™"?(ag) — ap. Assim, nossa prova fica completa.

Note que as eqs.(ZRIHZE3)) definem uma representagdo geral n-dimensional
para a algebra dada pelas eqs.([(Z38HZA0). A dimensdo depende, como ficara claro nas
subsec¢oes seguintes, da fungao caracteristica f utilizada e da escolha de «y.

Para uma funcdo caracteristica linear, f(Jy) = Jo + 1, a algebra dada pela

eqs. (Z38HZAM) recupera a algebra de Heisenberg, se indentificamos o operador Jy
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com o operador numero N, i.e., Jy = N. Como veremos, a escolha de f(Jy) =
qJo + s corresponde a algebra deformada a um-parametro [32] ; no caso de uma
fungao quadratica f(Jy) = tJ2 + qJy + s obtemos uma &lgebra deformada a dois-
parametros; para um polindomio de grau n obteremos uma &algebra de Heisenberg
deformada multiparametricamente [32]. Devido ao fato da algebra apresentar uma
estrutura mais geral, que depende da funcao f escolhida, iremos nos referir & 4lgebra
definida nas eqs.(Z38HZAM) como uma Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG).
Por fim, é de interesse dizer que em [33| foi mostrado que a AHG aqui apre-
sentada pode ser associada a uma familia de sistemas quanticos unidimensionais que

tenham dois niveis sucessivos quaisquer de energia relacionados pela eq.([Z48), i.e,

en = flen_1). (2.57)

A cada sistema quantico unidimensional diferente, cujos niveis de energia satisfazem a
eq.(2357), podemos associar uma fungio caracteristica f correspondente. Esta funcao é
exatamente a funcao caracteristica da algebra. Como uma possivel consequéncia fisica
foi mostrado também que é possivel contruir uma generalizacao da teoria quantica de
campos baseada nesta AHG tanto no caso em que a fungao caracteristica f é linear

(I35],[36], [79]) quanto no caso nao-linear [37].

2.2.1 A AHG para uma fungao caracteristica linear

Nesta subsecao abordaremos o caso em que a funcao caracteristica da AHG é uma

fungao linear. Considerando a funcdo f(Jy) = ¢Jy + s, as relacoes algébricas (238

2.40), tornam-se

[JO,AT]q = sAl (2.58)
o, Al = —gA (2.59)
(A AT = (g=1)Jo+s (2.60)

em que [a, b] = ab — gba é o g-comutador de dois operadores a e b.
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Note que fazendo ¢ = 1 e usando o reescalonamento A/\/s, AT/\/s e Jy/s
obtemos a algebra de Heisenberg eqs.[(ZT4H2TH). Portanto, a AHG definida pelas egs.
(23/240) é uma algebra de Heisenberg deformada a um-parametro que possui como
caso especial (¢ = 1) a élgebra de Heisenberg.

Neste caso linear, f(z) = qr + s, é facil ver que [32]

f™ag) = ¢ ag+s(@" "+ 1) (2.61)
1—qg™
= q" 2.62
q o+ S 1—q ( )
assim,
Ny_y = f™(a0) — ag = [m], Ng (2.63)
sendo [m], = 11__‘1::, conhecido como o nimero de Gauss de m, e NZ = ap(q — 1) + s.

Note que, da eq.(Z63), podemos escrever:

_Ni—1_1—qm
“ Ny l-gq’

que pode ser vista de maneira mais geral [32] e permite definirmos o nimero de Gauss

[m] (2.64)

generalizado [m)] geral PAra uma fungao f como:

CNE L f™ag) —ag
Mgerat = Ng  floo) —ap

que é util em casos nao-lineares. E importante frisar que o niimero de Gauss definido

(2.65)

na eq.(2.64)) é diferente daquele definido na se¢do 2.1, relacionado com a algebra dos

g-osciladores, eq.(Z28). Entretanto, eles estdo relacionados por meio da expressao:

(2.66)

Uma vez explicitada a funcao caracteristica f, linear, vamos estudar as repre-
sentacoes de dimensoes finitas da AHG. Para tal, partiremos do estado de vacuo |0) e
aplicaremos repetidamente o operador A'; eventualmente, dados os parametros algé-
bricos g, s e ag, Aflm — 1) = 0, que correspondera a uma representacio de dimensdo

m. Das eqs.([ZB2Z63) vemos que, para uma representacao de dimensao m, vale:
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N2 | =1[m] N =0. (2.67)

m q

Como NZ > 0, as solugoes [m], = 0 sdo dadas por ¢ = exp(2mik/m) para k =
1,2,....,m—1 (k = 0 corresponde a élgebra de Heisenberg, que nio estaremos consi-
derando aqui), as quais correspondem & raiz primitiva da unidade, ja que ¢’ # 1 para
1 <1 < m com [ inteiro. Como .Jy é hermitiano, existe apenas uma solucao interes-
sante de dimensdo finita que é o caso m = 2 (soluc¢do bidimensional) com ¢ = —1 e
ap < /2. Para g € (—1,1)U (1, 00) obtemos uma solu¢ao trivial unidimensional para
ap = o = s/(1 — ¢q). Obtemos também uma solugdo marginal unidimensional para
q — oo e s/q* finito.

Por outro lado, e mais interessante, obtemos as solugoes de dimensao infinita.

Nestes casos temos que resolver a seguinte equagao

N2 >0 Vm=1,2,3,.., (2.68)

que possui as seguintes solugoes

S

qg>1, g >
l—q

(2.69)

S
1—g¢q

—1l<qg<1, ap < (2.70)

que chamaremos de solucoes Tipo I e Tipo II, respectivamente. Note que para as
solugbes do Tipo I, dadas pela eq.(269), os autovalores de .J;, que podem ser com-
putados da eq.(2248]), tendem ao infinito quando consideramos autoestados |m) com
valores de m crescentes. Por outro lado, nas solugoes do Tipo II, dadas pela eq.([Z70),
os autovalores tendem para s/(1 — ¢), o ponto fixo de f, quando m cresce.

A razao deste comportamento assintético dos autovalores de Jy pode ser visto
de outra maneira; das eqs.(2248]) e ([Z2I) vemos que os autovalores de Jy sdo dados
pelas iteragoes funcionais de f(a) = ga+ s a partir de . Além disso, a estabilidade
dos pontos fixos de f(«) esta diretamente relacionada com o comportamento assinto-

tico dos autovalores de .Jy. Se o ponto fixo de f(a) é estavel, i.e. |f (a*)| < 1, para
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—1 < ¢ < 1, ou instavel , i.e. |f'(a*)| > 1, para ¢ > 1, os autovalores de .J, tendem
para o ponto fixo a* = s/(1 — ¢) ou para infinito respectivamente, ji que sdo dados
pela iteracao de ag através de f.

Uma outra maneira de encontrar as representagoes de dimensao finita e infi-
nita discutidas anteriormente baseia-se na andlise grafica da funcao f, que serda mais
relevante quando estudarmos o caso quadratico. Para realizar a analise grafica, pri-
meiramente esbo¢amos y = f(«) junto com y = «; os pontos fixos sdo determinados
pela condi¢do y = o« = f(«). Partindo de uma escolha de ay podemos encontrar os
autovalores de J; correspondentes a partir das iteracoes de f seguindo os seguintes

passos:

1. mover verticalmente até o grafico de f(«)
2. mover horizontalmente até o grafico y = «

3. repita os passos (1) e (2)

Como exemplo, mostramos na figura 2.1 uma representacao grafica curiosa da
algebra de Heisenberg em que o aspecto iterativo desta algebra é enfatizado. Na figura
2.1 esbocamos as funcoes f(a) = a+ 1 e f(a) = a versus «a e realizamos as iteragdes
para og = —3. Notamos que os niveis de energias sao igualmente espacados e que a
dimensao da representacao algébrica é infinita, como ja era de se esperar.

Na figura 2.2, mostramos um exemplo tipico de anéalise grafica definida acima
para estudar as representacoes de dimensoes infinitas da AHG para o caso de uma
funcao linear f com inclinagdo ¢ < 1 e s = 1. Note que para qualquer autovalor
de vacuo ayp, as iteragdes futuras sempre tendem ao ponto fixo a* = 1/(1 — q), que
é um ponto fixo estavel, sendo que os autovalores de Jy (dados por f™(ap)) vao
se acumulando e formando um quase-continuo no espectro de energias, diferindo do
caso do oscilador harménico em que os niveis de energias sao igualmente espacados.
Entretanto, no que concerne aos valores permitidos do autovalor de vacuo, f™(ag) >
ap(m > 1), obtemos neste caso que apenas os valores dados por ay < a* =1/(1 — q),

condizentes com as solugbes do Tipo II, eq.([Z70), sdo aceitaveis. Esta anélise grafica



24 Uma classe de algebras de Heisenberg generalizadas
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Figura 2.1: Representagio grafica da éalgebra de Heisenberg dada pelas iteragoes de ap = —3
através de uma f(a) = a+1 (¢ =1, s = 1). Note que todos os autovalores o sdo permitidos
jad que ap < a; = fM(ap) Vm. Como j4 era de se esperar o espectro de energia possui niveis

de energia igualmente espacados e a dimensdo da representacao ¢ infinita.

descrita acima é valida apenas para —1 < g < 1, como pode ser vista facilmente. Note
também que existe uma representacao unidimensional que corresponderia a escolher
um auto-valor de vacuo oy = a* = 1/(1 — q).

Na figura 2.3, mostramos a analise grafica para o caso de uma fungao linear com
uma inclinagdo ¢ > 1. Note que qualquer iterac¢do futura a partir de ap (o > )
tende ao infinito e se afasta do ponto fixo a* = 1/(1 — ¢), que é um ponto fixo
instavel. Portanto, os tinicos valores permitidos para o autovalor do vicuo sao dados
por ap > o =1/(1 —¢q), o que também esta em concordancia com a solugao do Tipo
I. Podemos ver também que os autovalores de Jy (dados por f"(ay)) diferem daqueles
do oscilador harmonico, uma vez que a distancia entre dois niveis sucessivos aumenta

a medida em que as iteracoes tendem a infinito.

Mais uma vez gostariamos de frisar que este estudo das representagoes da
AHG via analise grafica para a classificagao dos diferentes tipos de pontos fixos e suas
estabilidades serao mais relevantes quando estudarmos o caso quadratico, em que até
mesmos as representacoes de dimensoes finitas serao estudadas pela analise dos pontos

fixos através dos atratores de f.
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Figura 2.2: Iteracoes de ap através de uma funcdo linear f(a) = 0,5a+ 1 (¢ < 1) e duas
diferentes regides para o vacuo: (a) ag < s/(1 — ¢q) (permitido) e (b) a9 > 1/(1 — q) (ndo
permitido). Note que as iterages futuras vao se acumulando e tendem para o ponto fixo
o =1/(1 —q) = 2 que é estavel e os tnicos valores permitidos para o vicuo pertencem ao

caso (a) onde ap < ay, = f™(ag) Ym .

Finalmente gostariamos de frisar que existe uma relacao direta entre a AHG
para o caso de uma fungdo caracteristica linear dada pelas eqs. (258 Z60) e a algebra
dos g-osciladores ([25]-[26]), de maneira que uma pode ser mapeada na outra pelas

relacoes:

Jo = qNao+s[N]q (2.71)
At
— = big"? 2.72
N q (2.72)
A N/2
— = b 2.73
N, q"b, (2.73)
onde b, b’ e N satisfazem a algebra dos g-osciladores
bl — qb’b =gV (2.74)
[N,b] = —b (2.75)

[N, bf] =0, (2.76)
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funcéo identidade

Figura 2.3: Iteragoes de ag através de uma funcdo linear f(a) = 1,5a+ 1 (¢ > 1) e duas
diferentes regides para o vacuo (a) ap < s/(1 — ¢) (ndo permitido) e (b) ap > 1/(1 — q)
(permitido). Note que o ponto fixo a* = 1/(1 — ¢q) = —2 é instéavel. Note também que
os Gnicos valores permitidos para o vacuo estdo na regido (b) ja que valor do vacuo deve

satisfazer ag < a;, = () Ym e que as iteracoes futuras tendem ao infinito.

Note que a élgebra de Heisenberg é obtida das eqs.[(ZZIHZT3)) para ¢ — 1 e ag = 0.
Na préxima subsecao estudaremos a AHG para o caso em que f é nao-linear
e em particular estaremos interessados no caso mais simples, que é obtido escolhendo
uma funcao quadratica. Veremos que a estrutura algébrica é mais geral do que a
estrutura algébrica apresentada aqui nesta secao e por conseguinte mais geral que
a algebra dos g-osciladores. No fim da préoxima se¢do discutiremos a interpretacao

fenomenologica.

2.2.2 A AHG para uma fungao caracteristica nao-linear

Nesta subsecao consideraremos a AHG para o caso em que f é uma fungao quadratica
do tipo f(x) = tz?® + qx + s, que é o0 exemplo nao-linear mais simples. Neste caso as

AHG’s possuem as seguintes relacoes de comutagao:

[, AT]q = 1AL 4 At (2.77)
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oAl = —ZJA= 0 (2.78)
(A, AT = ¢+ (g—1)Jo+s (2.79)

que recuperam as relacoes da AHG linear para t = 0 e da algebra de Heisenberg para
t=0,g=1es=1.

Aqui nos concentraremos em encontrar as representacoes finitas e infinitas para
as algebras descritas nas eqs.([(ZTHZTY) através da andlise grafica mostrada no caso
de uma f linear. Os casos a serem estudados na procura dos pontos fixos z* da
fungao f(z), solugdes de f(z*) = z*, sdo: (1) A < 0; (2) A =0e (3) A > 0,
sendo A = (q — 1)? — 4ts. No primeiro caso ndo ha pontos fixos e, pela analise
grafica, figura 2.4, é facil ver que para ¢ > 0 a representagdo tem dimensao infinita
(N2 #0,Vm, m € ZT) possuindo sempre um estado de vacuo com o menor autovalor,
ap < f™(a,)(m > 1), como desejado. Entdo o caso (1) produz uma representagio de
dimensao infinita quando o menor autovalor ag e os parametros t, q e s satisfazem as

condicoes:

t>0: (¢g—1)*—4ts <0, ag € R. (2.80)

No caso (2), A =0, para t > 0, f apresenta um ponto fixo dado por o* = (1 — ¢q)/2t
sendo que |f (a*)| = 1. Este ponto fixo corresponde a uma representacio unidimen-
sional, trivial, para a escolha oy = o, pois Ny = 0. Além desta, ha representacoes de
dimensao infinita quando os parametros satisfazem (¢ — 1)*> — 4ts = 0 e quando: (7)
—00 < ap < ay ou F < o < 00 e (i1) ay < ag < aF, sendo que a,, = —(1+q)/(2t)
é tal que f(a,,) = f(a*), como podemos ver na figura 2.5. Nesta figura, vemos que
no caso (i) as iteragoes tendem para infinito enquanto que no caso (i) as iteragoes
tendem assintoticamente para o ponto fixo a* = 0.7.

Notamos também que o ponto fixo é um ponto atrator apenas para valores de
o escolhido no caso (#4). Como |f'(a*)| = 1 ndo é possivel prever o comportamento
das iteracoes futuras perto do ponto fixo, a nao ser que se tenha outras informacoes,
em geral ligadas a derivadas de ordem mais altas.

No caso (3), A > 0, é possivel ter atratores de periodo 1,24, ... e até mesmo
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Figura 2.4: Tteracdes de g = 0.75 através de uma funcdo quadratica f(a) = 2,5a% -2, 5a+
1,3 (t > 0eA <0). Como pode ser facilmente visto, todo oy € R é permitido e as iteracoes

futuras a,;, = f™(ap) tendem para infinito.
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Figura 2.5: Iteracdes de af) = 0,85 e af = 0,56 através de uma fungdo quadratica f(a) =
2,502 — 2,500 + 1,225 (t > 0 e A = 0) e duas diferentes regiées para o vacuo (i) —oo <
oy < ap ou af < ap < oo (permitido) e (i) ay, < ap < o (permitido) sendo ay, =
—(1+q)/2t = 0.3. Note que no caso (i) as iteracdes tendem para infinito enquanto que no

caso (7i) as iteracoes tendem ao ponto fixo a* =0, 7.
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regides cadticas para certos valores dos parametros t, ¢, s e cg. Assim, ha regioes de
parametros associados com representacoes de dimensao finita e infinita, onde analisa-
remos, no caso de dimensao finita, os casos de atratores de periodos 1 e 2. Gostariamos
de frisar que faremos a analise mencionada acima para t > 0, sendo que a analise para
t < 0 nao apresenta diferencas conceituais.

Para o caso (3) os pontos fixos sdo dados por

1—qg++vA
2t ’

que & estavel se |f (a*)| < 1 e instavel no caso contrario.

al = (2.81)

O ponto fixo o é sempre instavel e avaliando a derivada de f em a* vemos
que o é estavel para os parametros t > 0 e g e s tal que 0 < A < 4. Para este
grupo de parametros procuramos as regioes de oy que correspondem ao estado de
menor autovalor de .Jy. E facil ver, figura 2.6, que a regido a* < ay < o’ deve ser
eliminada, j4 que esta regiao nao corresponde a uma representagao em que o possui
o menor valor do que qualquer iteracdo futura. Para os valores permitidos de g
que correspondem a uma representacao de dimensao infinita, i.e., —00 < ap < a* e
ol < oy < oo, existem dois tipos de comportamento assintotico para os autovalores
de Jy. Eles podem tender ao infinito ou tender assintoticamente para o ponto fixo
a*. Com o intuito de diferencar estas duas regides, considere o ponto f(a’ ). Ha um
outro ponto, que denotaremos por a’, tal que f(a™) = f(a}) = o ; este ponto é
dado por

m_ —l—a—vA

== 2.82
a 5 (2.82)

E facil ver que o grupo de parametros tal que 0 < A < 4 e —00 < ap < &™ ou al <
g < 0o corresponde a representacoes de dimensao infinita em que os comportamentos
dos autovalores de J; tendem ao infinito. Para 0 < A < 4 e o™ < a9 < a* os
autovalores de Jy tendem ao valor assintético a* , como pode ser visto na figura 2.6.
Note também que neste caso as iteracoes futuras de oy nao crescem monotonamente,
apesar de possuirem um valor de vicuo, «ag, consistente. Além disso, as escolhas para,

A >0eaq) =a’ ouwoy = af correspondem a uma representacao unidimensional,
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Figura 2.6: Tteragdes de aqg através de uma funcio quadratica f(a) = 2,202 — 2,50+ 1,1
(t >0e A =2,57). Como pode ser facilmente visto, as regides permitidas para «g associadas
a uma representacdo de dimensdo infinita em que 0 < A < 4 sdo dadas por (a) —o0 < ag <

m

a™ou off < ag <ooe (b)a™ <oy < al,sendo que no caso (a) as iteracoes tendem a

infinito enquanto no caso (b) tendem assintoticamente a a* .

trivial, para a AHG.

O proximo passo agora € discutir o caso em que a funcao f apresenta atratores
de periodo 2. Para isto devemos estudar os atratores z* dados por f2(z*) = z*, que
apresentam novas solucoes além das solucoes tipo ponto fixo ja discutidas. As solugoes

para estes pontos fixos de f? sdo dados por:

—]_—q:]:\/Al

5i = 2

(2.83)

sendo A; = —3 —2q + ¢®> — 4ts = A — 4. Desde que f possui a mesma derivada nos
pontos fixos 371, é suficiente analisar a regiao de estabilidade de um deles. E simples ver
que esta regido é dada pela regido de parametros tal que 4 < A < 6. Assim vemos que
para A = 4 os pontos fixos de periodo 1 perdem estabilidade e se inicia a estabilidade
dos pontos fixos de periodo 2. Deste modo, a regiao de parametros tal que 4 < A < 6
e —00 < ap < a™ ou o} < ag < oo corresponde & representacoes de dimensao
infinita em que os valores dos autovalores de .J; tendem para o infinito. A regiao de

parametros tal que 4 < A < 6 e ™ < ay < (* correspondem a representacoes de
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dimensao infinita nas quais os valores dos autovalores de .Jy tendem para os valores
dos atratores de ciclo 2, dados por 7.

Neste caso had também uma regiao de parametros para 4 < A < 6 e ag = *
que corresponde a uma representa¢io bidimensional, uma vez que g < a; = f(ag) =
f(B7) = B, Para A > 6 a fungdo f apresenta ciclos de periodo 4,8, .....,2%, ... até
entrar na regido cadtica, mostrando o mesmo cenério que o mapa logistico [€0).

Gostariamos de frisar que estas anélises, feitas para os casos linear e quadratico,
sS40 0s primeiros passos para uma analise no caso em que a funcao f for um polinémio

mais geral, f(Jy) = 37, a:(Jo)?, que conduz a seguinte AHG,

[Jo, AT = agAT + 3" a; AT (Jo)' (2.84)
! i=2
oy Al = —2A-S" % (5)iA (2.85)
1 ai i—p Q1
A AT = Y ai( o) + (a1 — 1).Jo — ao. (2.86)
=2

Neste caso mais geral espera-se que o estudo das representacoes da AHG seja feita
também através da analise da estabilidade dos pontos fixos da funcao f e de suas
fungoes compostas. Para polindmios de ordem maiores que 2 tem-se a possibildade
da funcao apresentar mais de um atrator, cada com sua prépria bacia de atragdao no
espaco de parametros. Apesar disso, em uma particular bacia de atracao, o cenério é
o mesmo do apresentado aqui para o caso quadratico.

Por fim, vimos que o espectro de energia oriundo da AHG pode apresentar
comportamentos bem peculiares, dependendo da regiao de parametros que estamos
considerando, bem com da prépria funcdo f. Nossa abordagem fenomenolbgica gira
em torno das particulas que seriam criadas e aniquiladas pelos operadores Af e A,
respectivamente. Se considerarmos a hamiltoniana de um oscilador deformado como
sendo, por exemplo, o operador Jy, os autovalores da hamiltoniana serdo os proprios
autovalores de Jy. Como estamos interessados em espectros, por exemplo, do tipo do
atomo de hidrogénio, entao devemos trabalhar com ¢ < 1, no caso linear, e com ¢, ¢

e s no caso quadratico, de maneira que os autovalores de J; apresentem um espectro
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Figura 2.7: Tlustracdo comparativa entre dois possiveis espectros da AHG para duas dife-
rentes escolhas da fungdo caracterisitica: fungao linear f(a) = 0, 75a+0, 25 e uma quadrética
fla) = —0,50% +a+ 0,5 (t <0e A >0). Em (a) realizamos as iteracoes utilizando o
mesmo « para ambas fungdes e em (b) esbocamos o espectro de energia correspondente
para cada fun¢do f. Como podemos ver, o espectro algébrico quando f é ndo-linear possui

um comportamento mais geral do que no caso em que f é linear.

tipico de atomos e moléculas, como pode ser visto na figura 2.7. Note que, no caso
quadratico, podemos obter espectros que possuem comportamentos distintos daquele
apresentado, por exemplo, no atomo de hidrogénio, em que a diferenca de energia
entre dois niveis de energia sucessivos sempre diminui & medida em que o nimero
quantico n vai aumentando. Isso mostra que o espectro de energia do caso quadratico
pode se ajustar a uma familia de espectro mais variado comparados aqueles obtidos
no caso linear, com ¢ < 1, que sempre diminuem a medida em que subimos de nivel.
Esses comportamentos peculiares dos possiveis espectros de energia que podem ser
obtidos da AHG tém sido usados em abordagens fenomenoléogicas de sistemas fisicos
reais como atomos e moléculas [29]. A AHG tem se mostrado mais eficiente em ajustar
nao somente o espectro de energia mas também a energia de dissociagao de moléculas
diatomicas [29).

E de interesse também frisar que existe uma outra interpretacio para a AHG

que considera o formalismo da segunda quantizagio para particulas compostas (|35]-
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[36]). Para abordarmos esta interpretagio, permita-nos relembrar que na algebra de
Heisenberg o formalismo da segunda quantizacdo nos diz que a energia do sistema
formado por n particulas é igual a n vezes a energia de cada particula (particulas
independentes), ou seja, &, = ne;.

Como foi mostrado na Ref.[33] a AHG descreve uma familia de sistemas quan-
ticos unidimensionais em que os valores das energias de dois niveis sucessivos estao
relacionados por ¢, = f(g,_1). Como vimos, dependendo da fungdo f e dos parame-
tros algébricos, obtemos, em geral, £, # ney, ou seja, a energia nao é mais aditiva
diferenciando-se do caso dado pela algebra de Heisenberg. Essa nao aditividade na
energia ¢ similar com a nao aditividade presente em sistemas reais, como em atomos
e moléculas.

Assim, nesta interpretacao via formalismo de segunda quantizacio, a atuagao
do operador de criagao e, analogamente, do operador de aniquilagao, esta relacionada
com a criagao de sistemas compostos onde as particulas constituintes do sistema
composto sao criadas necessariamente com interacao entre si. Tal interacao estaria
sendo levada em conta através do parametro, ou dos parametros, de deformacao da
AHG.

Enfim, vimos um cenario no qual podemos interpretar a AHG de duas maneiras
distintas, tanto ao considerar o formalismo da segunda quantizagdo para particulas
compostas quanto na abordagem fenomenolégica de usar o espectro de energia algé-
brico para representar o espectro de sistemas ligados, como por exemplo dtomos e
moléculas.

Os resultados que tém sido produzidos trabalhando-se com a AHG tém se
mostrados compativeis com a interpretacao da algebra para particulas compostas
([29],135]- 3], [38],[41],[43]), de maneira que desviando-se das relacoes usuais da alge-
bra de Heisenberg podemos levar em conta de maneira fenomenolégica a estrutura da
particula.

No proximo capitulo calcularemos as propreidades “termodinamicas™ de um gés
ideal de particulas compostas, por considerar a AHG com uma funcao caracteristica

linear.
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Capitulo 3

Simulacao computacional

Com o advento de computadores mais velozes, as simulagoes computacionais, ou “ex-
perimentos computacionais”, tornaram-se uma ferramenta de trabalho de grande valia
na fisica moderna, surgindo como uma terceira abordagem, complementar as tradici-
onais fisicas experimental e tedrica [1].

As informagoes obtidas por um “experimento computacional”, podem ser “exa-
tas” (desde que, em principio, podemos fazer os erros tao pequeno quanto desejarmos)
[81], em contraste com, por exemplo, as informagoes extraidas de abordagens teori-
cas em que, em muitos casos, sao exigidas aproximagoes nao controladas, fazendo-se
necessario um tratamento computacional para verificad-las. Assim, nos casos em que
a fisica teorica e a fisica experimental sao duvidosas, inconclusivas e até mesmo im-
praticaveis, um “experimento computacional” torna-se necessario para tentar produzir
respostas, que poderao indicar mais conclusivamente se o modelo teérico representa
sistemas reais ou nao, e até mesmo, propor observagoes experimentais até entao nao
apreciadas. Some-se também o fato de que na simulacao podemos alterar parametros
fisicos de forma conveniente que dificilmente conseguiriamos experimentalmente [82].

O éxito dos “experimentos computacionais” nao esté restrito a fisica, desempe-
nhando um papel, interdisciplinar, importante em outras areas do conhecimento como
ciéncias politicas sociais [83], biologia [84], engenharia [85], quimica [86] e etc, nos
quais fornecem informagoes estatisticas (valores médios) relevantes para a confirma-

¢ao de teorias e modelos propostos, realizando “experimentos” até entao impraticaveis.

35
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Os “experimentos computacionais” serao tteis nesta tese, em que serao realiza-
das simulagbes utilizando o Método de Monte Carlo (MMC) o qual sera introduzido
nas proximas subsecoes, nas quais discutiremos tanto a aplicagao do método quanto
os conceitos envolvidos no mesmo.

A necessidade de tal abordagem computacional se deve ao fato de que calcular
quantidades fisicas médias, como a energia e o calor especifico, de “particulas compos-
tas” associadas a AHG, tanto de sistemas tipo Atomos e moléculas, usando a mecéanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) é, em geral, uma tarefa impossivel [38]. Esta
impossibilidade se deve ao fato de que esta familia de sistemas apresenta um espec-
tro de energias com infinitos niveis limitados superiormente e assim apresentam uma
funcao de particao divergente. Como consequéncia, as energias médias para qual-
quer temperatura finita de tais sistemas, correspondem as energias de ionizacao, ou
dissociacao, indicando que os sistemas se ionizam para qualquer temperatura finita.
Assim, como atomos, moléculas e “particulas compostas” nao podem ser estudados
via o formalismo teérico de BG, aplicaremos o MMC e investigaremos o que acontece
com cada sistema antes da sua ionizagao (dissociagdo).

Uma discussao mais detalhada sobre a divergéncia na fun¢ao de particdo bem
como a aplicacao do MMC para “particulas compostas” serao apresentadas no proximo
capitulo. Aqui nos restrigiremos a introduzir o MMC e estudaremos a sua aplicagao

no oscilador harmonico.

3.1 O Método de Monte Carlo (MMC)

O MMC é uma técnica de simulagdo computacional com vasta aplicacdo na ciéncia.
Recebe este nome devido ao uso de niimeros “aleatérios” para simular flutuacoes es-
tatisticas com o objetivo de gerar numericamente distribui¢des de probabilidade. A
primeira aplicacao relevante deste método foi em 1953, quando Metropolis e co-autores
estudaram um “fluido” constituido de esferas rigidas [87].

O MMC é mais facilmente descrito para um sistema com um nimero finito de

estados possiveis, apesar de nao ser limitado para este tipos de sistemas, sendo possivel
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a generalizagdo para sistemas com um nimero (enumeravel) infinito de estados e até
mesmo para sistemas com um continuo de estados possiveis [88].

Vamos introduzir o MMC no contexto de sistemas magnéticos e mostraremos
as grandes utilidade e vantagem de tal técnica. Para isto consideramos um sistema
formado por N spins em que cada configuragdo do sistema, denotada por {S;}, é
obtida fornecendo o valor de cada spin s; com j = 1,2,...,N. Se conhecemos a
funcao de particao Z do sistema podemos calcular, analiticamente, a média de algum

observavel fisico, como a magnetiza¢ao, definida por Li:

> exp(—=E({Si})/ksT) m({S:}) (3.1)
{S:}

N[ =

<m>ﬁ =

sendo a média realizada sobre todas as configuragbes acessiveis {S;}, kg é a cons-
tante de Boltzamann, T" é a temperatura, m({S;}) e E({S;}) sdo, respectivamente, a

magnetizac¢do e a energia da configuragao {5;} e Z é a fung¢ao de particdo dada por:

7= Y cap(—~E({S:})/knT), (32)
{8}

E da funcio de particdo Z que derivamos as quantidades termodinamicas do nosso
sistema. O problema em obter tais propriedades é devido a soma (B.2) sobre todas
as configuragoes acessiveis ao sistema, a qual torna o problema muitas vezes invidvel
e/ou pode divergir em algumas condigoes.

Por exemplo, consideramos o sistema para o modelo de Ising em uma rede qua-
drada com tamanho 32 x 32, i.e. 2'° spins. O namero de configuracdes é 232° ~ 103,
Suponha um computador com freqiiéncia de relégio f = 10 GHz = 10 x 10° Hz (bem
acima do mercado hoje) [89], o que equivale a 10'° pulsos de relégio a cada segundo.
Se o computador gastar um pulso de relégio para gerar uma configuracdo {95;}, este
gastard um tempo aproximado de 10?*? anos (a idade aproximada do universo é 101°
anos) para realizar a soma (B2)). Portanto, calcular alguma propriedade do sistema
via (1) se torna impraticavel. E neste tipo de problema que o MMC se torna ttil.

Como é impossivel realizar a soma sobre todas as configuracoes {S;}, a idéia

Ipor simplicidade assumimos uma distribuicdo exponencial
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é realizar a média da magnetizacao sobre M configuragoes de maior peso do sistema

amostragem por importancia), para cada temperatura 7', dada por:
g

(m)y = 7 3 ml{Si}) (3.9

t=1
O MMC é um eficiente algoritmo para gerar esta amostragem das configuragoes por
importancia {S;},, {Si},, ..., {Si},, sendo cada configuracio {S;},,, construida a
partir de {.S;}, através de uma probabilidade de transi¢do W. Disto podemos construir

uma sequéncia amostral dada por:

Nl[iinoo onumero de vezes {5]3] ={S;},j=1,..M (3.4)
sendo {S;} ; a j-ésima configuragdo, das M configuragoes, gerada; esta equagao nada
mais é a definicdo de probabilidade P({S;}) como a frequéncia que a configuragio
{S;} ocorre. A utilidade em construir uma sequéncia amostral é que para M sufici-
entemente grande é possivel escolher W tal que cada configuragio gerada {S;} tenha
probabilidade dada por P({S;}) = zexp(—E({S;})/kpT) como desejado, e assim, es-

peramos que H a média calculada canonicamente, eq.(B1]), seja igual a média realizada

sobre as M configuragdes de maior peso, eq.([B3]), ou seja:

(M) p1—oe = (M), (3-5)

evitando muitas vezes o impossivel célculo da funcdo de particdo Z, eq.([B2).

A configuragao aleatéria com que se inicia certamente nao corresponde aquela
de equilibrio na temperatura de interesse. Entao, antes de calcular qualquer média
devemos gerar varias configuragoes. No final obteremos um sistema termalizado, i.e,
as configuragoes corresponderao ao equilibrio termodinamico naquela temperatura
[R2]. S6 entdo passamos a gerar novas configuragoes e calcular a média (B3).

Notamos entao que o MMC é uma técnica muito 1til nestes casos em que pode-
mos evitar o célculo analitico (B2) bem como possiveis aproximagdes nao controladas.

Na proxima subse¢ao faremos uma breve abordagem sobre a Equagao Mestra e desta

2veremos na préxima subsecdo que de fato isto acontece
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retiraremos a condicao de balanco detalhado que serd utilizado para definirmos o

algoritmo do MMC.

3.1.1 Equagao mestra e a condicao de balanco detalhado

No MMC, ao sistema em estudo é permitido fazer transi¢coes de uma configuracao
(ou um estado) para outra, de maneira probabilista. Em cada instante de “tempo”,
chamado de passo de Monte CarloH (trpc), o sistema passa para uma nova configuragao
que pode ser igual ou nao a anterior.

Assim, se o sistema encontra-se em uma configuracao C' em um dado instante de
tempo, ele pode passar para uma outra configuragdo C’ no instante de tempo posterior,
com uma certa probabilidade de transi¢do 7'(C' — C”), independente do tempo (sendo,
necessariamente C' # ('), que nao depende das configuragoes passadas, i.e. nao
depende das configuragoes anteriores a configuracao atual C'; este tipo de processo,
em que a probabilidade de transi¢do 7(C' — (") é independente das configuracoes em
que o sistema passou antes de chegar na configuracao atual C' é chamado de processo
Markoviano [88].

Uma vez definido a probabilidade de transicdo T'(C' — (C”), serd de nosso
interesse achar uma equagdo que governa a dindmica da probabilidade, P,(C), em
que o sistema esteja em uma certa configuracao C', depois de decorridos um tempo t.
Podemos derivar esta equacao de uma maneira relativamente simples; a probabilidade
do sistema estar em uma dada configuracao C' e sofrer uma transi¢ao para uma outra
configuracao acessivel C’, no proximo instante de tempo, ¢ dada por >0 T(C —
C"); portanto, a probabilidade do sistema permanecer na mesma configuracio C, no
préximo instante de tempo, é dada por (1 — X T(C — C)).

Assim, a probabilidade, P,(C'), do sistema se encontrar na configuracio C, no

instante de tempo ¢, é formalmente dada por:

P(C) =P, (C) 1= ¥ T(C — )

C'£C

+ > P (CHT(C'— C) (3.6)
C'#£C

3de agora em diante nesta secdo nos referiremos o ;¢ como simplismente t.
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que é simplesmente lida como a probabilidade de permanecer na mesma configuragao
C' (primeira parte do lado direito da equacdo) somado com a probabilidade de estar
em uma configuragdo diferente e ir para a configuragdo C (segunda parte do lado

direito da equagdo). Esta eq.(B8]) pode ser colocada na forma:

P(C)—P_1(C) = g; [P, (C"T(C"— C)— P1(C)T(C — C")], (3.7)
cr#C

conhecida como Equacdo Mestra [90], equacao esta, que governa a dindmica da distri-
buicao de probabilidade de um sistema fisico. Desde que a probabilidade de transicao
T(C — (") é independente do tempo, pode-se mostrar [88] que a distribuigao de pro-
babilidade P;(C') tende a uma distribuicao, P(C'), independente do tempo. Neste caso
a distribuicdo de probabilidade do estado estacionario satisfara a eq.(B7) colocando

P,(C) — P,_1(C) = 0, e assim chegaremos a seguinte relacio:

S P(C)T(C'—C)= Y P(O)T(C— ("), (3.8)
C'#£C C'#C

que simplesmente diz que, no equilibrio, a probabilidade do sistema estar em uma
configuragio C' e ir para a configuracio C' é igual a probabilidade do sistema se
encontrar na configuracdo C' e ir para qualquer outra configuracio distinta C'.

Em geral, a utilidade das eqs.(B.7HZ8) reside no fato de que podemos com elas,
calcular a probabilidade P(C'), dada a probabilidade de transi¢cao T(C — C'), que
¢ um problema freqiiente no estudo de processos Markovianos [88], ou de maneira
inversa no MMC, em que procuramos a probabilidade de transi¢do T(C — C") que
implica em uma certa distribuigdo de probabilidade, Ps(C'), independente do tempo.
Entdo, dada a distribui¢do de probabilidade independente do tempo, Ps(C), uma ,
mas nao a tnica, solu¢ao para a probabilidade de transi¢do T'(C' — C”) da eq.[BS) é

dada por:

Ps(CT(C" — C) = P5(C)T(C — C") (3.9)

que é valida para cada par de configuragoes C' e C’. Essa relacao é conhecida como

condicao de balanco detalhado, a partir da qual definiremos o algoritmo do MMC.
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3.1.2 O algoritmo do MMC

Antes mesmo de direcionar nossa atencao a um problema concreto, introduziremos
o algoritmo com uma certa generalidade, aplicando-o a um sistema que possui um
espectro de energia discreto. O objetivo neste “experimento computacional” seré o de
calcular a média de um observéavel fisico do sistema.

Consideremos ¢, a energia do nivel n, onde n € um nimero inteiro que indexa
o nivel em que se encontra o sistema, satisfazendo ¢, < ¢,,1. Em cada passo de
tempo, ao sistema é permitido, de maneira probabilista, permanecer, ou nao, no
mesmo nivel. Assim, se o sistema se encontra no estado n, ele tem uma probabilidade
de transicdo P(n — n + 1)(= P.) de ir para o nivel n + 1, uma probabilidade de
transicdo P(n — n — 1)(= P-) de ir para o nivel n — 1, ou uma probabilidade de
transi¢gdo P(n — n)(=1— P, — P_) de permanecer no nivel n.

Utilizando estas probabilidades de transicio podemos criar uma sequéncia
amostral, eq.[4), e, a partir desta, podemos calcular a média de algum observa-
vel fisico do sistema, usando a eq.([3)). Entretanto, como afirmado no inicio deste
capitulo, a média calculada na eq.([B3) tem que ser feita depois de decorrido um certo
instante de tempo, chamado de tempo transiente, necessario para que o sistema atinja
o estado estacionario, de modo que a distribuicao de probabilidades e a quantidade
fisica observavel nao variem com o passar do tempo. Tal estado estacionario pode
ser alcancado impondo que as distribuicoes de probabilidades envolvidas no sistema

satisfacam a condigdo de balanco detalhado, eq.(B3), como segue

Ps(n)P(n — n') = Ps(n")P(n' — n), (3.10)

para todo par de niveis n e n/, sendo § um parametro positivo.
Como estamos considerando que em cada passo de tempo o sistema pode sofrer
transi¢bes de um nivel n para o nivel subsequente n + 1 e vice-versa, a eq.([BI0) fica

na forma

Ps(n)P(n - n+1)=Ps(n+1)P(n+1— n), (3.11)
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ou, na nossa notagao,

Ps(n) Py = Ps(n + 1)P_. (3.12)

Dada a distribuigao de probabilidade Ps(n), podemos definir [88] a dinimica do sis-
tema da seguinte maneira: como uma transi¢cao de um nivel n para um nivel prece-
dente n — 1 sempre diminui a energia (pois estamos considerando €, < €,41), entdo
esta transi¢do é feita com uma probabilidade P_ = ¢, com 0 < ¢ < %; da eq.(B12),
por conseguinte, a probabilidade de transicao do nivel n para o nivel subsequente
n + 1 é dado por P, = ¢ %. Note que a dindmica supra definida garante que
a probabilidade de permanecer no mesmo estado, P(n — n)(=1— P, — P_), é ndo
negativa, e que necessariamente o sistema alcancard o estado estacionario com uma
distribui¢ao de probabilidades dada por Ps(n), que independe do tempo.

Definido a dinamica do MMC, resta-nos fazer a implementacao computacional

utilizando o seguinte algoritmo [88]:

1. coloque o sistema em um nivel n = ng;
2. gere um numero aleatério z uniformemente distribuido entre 0 e 1;
3. calcule P, e P_;

4. se z < P entdon — n+ 1;se Py < z < (P + P_) entdo n — n — 1; caso

contrario n — n;

5. volte para o passo 2;

repita os passos de 2 a 5 por um certo tempo, ¢, suficientemente grande, e somente
apo6s decorrido um tempo t., para garantir que o sistema alcance o regime estacionario.
Desta maneira, obtemos um conjunto de valores para n, obedecendo necessariamente
a distribui¢do de probabilidade Ps(n). Assim, a média de um algum observével fisico
calculada pela eq.([B3) sera igual a média calculada canonicamente pela eq.(B]).

E de interesse frisar que uma importante condicio satisfeita pela dinamica
proposta é que, em cada passo de tempo, o sistema pode subir ou descer para os nives

distante de 1 unidade, ou seja a dinaAmica apenas permite transi¢oes do tipon — n41;
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este tipo de dindmica é necessario pois o sistema pode ir de uma configuracao para
qualquer outra, enquanto que em uma dinadmica em que as transi¢oes permitidas
sao, por exemplo, do tipo n — n + 2 nem todas as configuragoes sao acessiveis ao
sistema, que depende desta maneira das condigoes iniciais, pois o sistema fica limitado
a mover-se em niveis pares ou impares [88].

A nossa intencao para a proxima secao é fazer uma aplicacaio do MMC no

oscilador harmoénico (OH) e calcular suas propriedades termodinamicas.

3.2 O oscilador harmonico via simulagcao de Monte

Carlo

Nesta secao faremos a nossa primeira aplicacio do MMC a um sistema fisico, o os-
cilador harmonico (OH), que servird como um exemplo de referéncia para quando
aplicarmos tal método a outros sistemas, tal como o atomo de hidrogénio; o estudo
do OH torna-se interessante pois para tal sistema o formalismo de Boltzmann-Gibbs
(BG) da mecénica estatistica o descreve por completo, fornecendo as quantidades
termodindmicas tais como energia média e calor especifico. Assim sendo, podemos
comparar os resultados oriundos do nosso “experimento computacional” com aqueles
previstos pelo formalismo de BG.

O espectro do OH, eq.(23)), ¢ dado por:

E, = (n+ =)hw n=012,... (3.13)

Para simplificar, definiremos

Ep="n n=20,1,2,... (3.14)

com ¢, = (E, — Ey)/(hw) e Ey = (1/2)hw.
Aqui estudaremos este sistema via o MMC utilizando a dindmica proposta na
secao 4.1.2. A fim de compararmos os resultados do nosso “experimento computacio-

nal” com aqueles dados pela mecénica estatistica de BG, definiremos as probabilidades



44 Simulacao computacional

de transicao da seguinte maneira

P, = cexp[—w] (3.15)

P = ¢ (3.16)

em que 0 = (kgT')/hw, que por simplicidade chamaremos de temperatura, e kg é a
constante de Boltzmann. As probabilidades de transicoes definidas na dinamica acima
sao conhecidas como fun¢oes de Metropolis, muito utilizadas para estudar sistemas
magnéticos através, por exemplo, do modelo de Ising [81]. Nas nossas simulagoes

utilizamos ¢ = 3; entretanto, gostarfamos de frisar que outras escolhas da constante c

>
no intervalo (0,3) ndo muda quantitativa e qualitativamente nossos resultados.

A possibilidade de podermos comparar nosso resultados com os dados forne-
cidos pela mecanica estatistica de BG vem do fato que uma vez definida a dinamica
dada pelas eqs.[BI5H3.T6), a distribui¢do de probabilidade do estado n no regime esta-
cionério serd dada por Pg(n) = exp(—pn)/Z; ou seja, uma vez escolhido a distribuigao
de probabilidade de equilibrio, P3(n) = exp(—0n)/Z na eq.([8I2), a dindmica dada
pelas eqs.(BI0HETH) fica automaticamente definida. Como veremos no final deste ca-
pitulo, a dindmica definida nas eqs.(BI5HZTH) nao é a tnica que faz o sistema evoluir
para a distribuicao de equilibrio exponencial e mostraremos que outras escolhas de
fungdes (fungbes de Glauber, por exemplo, [81]) para as probabilidades de transi-
¢ao, levam a uma distribuicao de equilibrio exponencial, e nao mudam qualitativa e
quantitativamente nossos resultados.

Definida a dinamica, realizamos simulagoes atribuindo uma condigao inicial
com ny = 3 para duas diferentes temperaturas 6 = 1.0 e § = 10.0. Os resultados da
energia média < £(¢) > em funcdo do tempo de Monte Carlo ¢ podem ser vistos na
Fig. 3.1, sendo a média < ... > realizada sobre N = 10.000 amostras (ou seja, em
cada instante de tempo ¢ anotamos o valor da energia para cada amostra e depois
realizamos a média sobre N = 10.000), juntamente com os resultados para a energia
interna reduzida, u = epg/hw, obtidas utilizando o formalismo de BG da mecéanica

estatistica: u = 9.50 (linha tracejada) e u = 0.58 (linha continua) para 6 = 10.0 e
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Figura 3.1: Enegia média < € > versus tempo de monte carlo ¢ para uma condicao inicial
ng = 3 e duas diferentes temperaturas 6 = 10.0 (circulos preenchidos) e § = 1.0 (tridngulos
preenchidos). A média na energia foi feita sobre N = 10.000 amostras. Note que para ambas
temperaturas, a energia média relaxa no valor previsto pelo formalismo de BG, v = 9.50

(linha tracejada) e u = 0.58 (linha continua) para 6 = 10.0 e § = 1.0, respectivamente.

0 = 1.0, respectivamente. Note que apos decorrido um certo tempo transiente t., o
sistema alcanca um regime estacionario e sua energia média coincidinde com aquela
fornecida pelo formalismo de BG.

O proéximo passo é comparar a energia média em fungdo da temperatura 6, ob-
tida por esse “experimento computacional”, com o resultado previsto pelo formalismo

de BG. Para isto, devemos esperar o sistema termalizar e s6 depois realizar a soma

S e(t), (3.17)

€ t>te

. 1
lim
t—oo t — ¢

sendo t. o tempo de termalizacao. Portanto, devemos primeiramente definir o tempo
transiente t, para cada temperatura. Uma maneira de definirmos o tempo transiente
em uma dada temperatura 6 é comparmos < €(t + A(t); ) > com o valor da energia
interna no equilibrio dado pelo formalismo de BG, u(6), sendo A(t) = 0, 10, 20,... até

que:

<4 (3.18)




46 Simulacao computacional

5 T T

i — Analitico
o Simulacao

Figura 3.2: Comparacao entre os resultados analitico (linha) e simulac@o (circulos) para a
enegia média < € > em fun¢ao da temperatura 0 para o oscilador harmonico. Na simulagao,
a média na energia foi calculada com N = 10° amostras e ng = 3 para todas amostras,
utilizando um tempo de relaxacdo t. = 100 e um tempo maximo t,,,, = 500 para todas as

temperaturas.

sendo que utilizaremos § = 0.05. Esta condi¢do (BIR) nos diz que para obter
o tempo transiente devemos comparar a energia média nos instante t e t + A(t)
(A(t) = 0,10,20,...) com a energia interna dada pelo formalismo de BG; quando
todas estas energias diferirem, relativamente, de no maximo ¢ = 0.05 dizemos que o
regime estacionario foi alcancado e a partir deste tempo transiente podemos calcular
a média dada pela eq.(BI1). Nos casos mostrados na figura 3.1, para 6 = 1.0 o tempo
de relaxacao calculado foi de t. = 50 enquanto que para a temperatura ¢ = 10.0

t. = 890.

Uma vez definido o tempo de relaxacao t., podemos averigar sua consisténcia,
ou nao, calculando o valor médio da energia para cada temperatura 6 a partir da
eq.(BI7). Obviamente, colocaremos um tempo maximo t,,,., apoés o tempo de relaxa-
¢ao0, até o qual realizaremos a média. O resultado da simulagao para a energia média e
o calor especifico, obtido sobre N = 10° realizagoes (amostras), com condigdes iniciais
ng = 3, t, = 100 e t,,,, = 500 para todas amostras, em funcao da temperatura, podem

ser vistos nas figuras 3.2 e 3.3, nas quais confrontamos com os resultados analiticos
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Figura 3.3: Comparacao entre os resultados analitico (linha) e simulacdo (circulos) para o
calor especifico médio < ¢/Kp > em fung¢ao da temperatura 6 para o oscilador harménico. Na
simulacdo, a média foi calculada com N = 10° amostras, utilizando um tempo de relaxacao

te = 100 e um tempo maximo t,,,, = 500 para todas as temperaturas.

obtidos pelo formalismo de BG que sao dados por:

1

U=—— 3.19
exp(é) -1 ( )
para a energia média, e para o calor especifico
1 exp(:
¢/kp = —f—(e). (3.20)

02 (exp(5) —1)?
Como podemos observar os valores preditos pela formalismo de BG coincidem com os
resultados “experimentais”, validando a condicao para o calculo do tempo transiente
dado pela eq.(BIJ).

A partir deste ponto discutiremos o significado de equilibrio a partir dos resul-
tados aqui obtidos. Por exemplo, uma inspencao na figura 3.1 nos permite ver que uma
vez colocado o sistema em uma dada condigao inicial, ele comeca a evoluir e depois de
um certo tempo sua energia alcanca um valor que nao varia mais com o tempo, apenas
flutuando em torno de um valor fixo, o valor médio da grandeza de equilibrio, durante
um tempo muito grande. E apos decorrido este tempo muito grande que garantimos

que o sistema alcancou o que chamamos de equilibrio termodinamico . E neste estado
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de equilibrio termodinamico que a condi¢do do balango detalhado (B é satisfeita, e
que a distribui¢do probabilidades alcanca o regime estacionario, i.e. (OP(t)/0t) = 0.

Esta caracteristica é vista na figura 3.4 na qual exibimos a frequéncia de apa-
recimento de uma dada energia para distintos tempos de referéncia que vao de t = 0
até t = 10°, para N = 10° amostras todas inicialmente em ny = 3 para a temperatura
0 = 1.0. Esta figura foi construida da seguinte maneira: coloca-se as N = 10° amos-
tras com a condic¢ao inicial ng = 3 e com a temperatura 6 = 1.0; em um dado instante
anota-se quantas das N amostras estao em um dado valor de energia, e faz-se isto
para t = 10,102,103, 10* e 105. O resultado ¢ mostrado na figura 3.4 em que podemos
ver que a distribuicao de probabilidades evolui para uma distribuicao estacionaria. De
fato, temos uma leve flutuacao que diminui a medida em que aumentamos o niimero
de amostras. Note na figura 3.5 que a distribui¢ao de probabilidades é uma exponen-
cial do tipo Ps(n) = exp(—pn)/Z (Z é a fungdo de parti¢do) com 6 = 1.0, como era
de se esperar, pois a dindAmica ([BI5HZTH) foi definida de maneira que a distribuigao
de equilibrio reproduzisse esse comportamento. Podemos ver também que o ajuste
mostrado na figura 3.5, P(e,) = 0.56121exp(—0.9853 n) esté proximo do previsto teo-
ricamente Ps(e,) = exp(—0n)/Z = 0.6321exp(—n). Podemos melhorar tanto quanto
queiramos os resultados, bastando apenas aumentar o niimero de amostras do nosso
“experimento”.

Por fim, voltemos a discussao sobre as possiveis escolhas da dinamica utilizada
no MMC que produzem uma distribui¢ao de equilibrio também exponencial. Uma

outra escolha muito utilizada é

B exp[—55]
T el + e[ 5] (321
= capl] (3.22)

(exp[SE] + exp[—55))

com Ae = gp41 —€py, 0 < ¢ < 1/2 e 0 = kgT/hw. Estas funcdes que definem a
dindmica acima sdo conhecidas como fun¢des de Glauber [87].
Para esta nova dinamica, realizamos novas simulagoes com as mesmas condicoes

daquelas feitas na figura 3.1. Como podemos observar na figura 3.6, os resultados
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Figura 3.4: Distribuicao de probabilidades das energias versus €, para o oscilador harmoénico

em diferentes instantes de tempo ¢ . Foram realizadas N = 10° amostras com condicdes

inicias ng = 3 para todas as amostras, e a temperatura # = 1.0. Note que a partir de

t = 10? a distribuicio ndo muda mais, indicando que o sistema ja alcancou o equilibrio.

Note também que esta anéalise é consistente com a figura 4.1 .

[
s =10 ]

— P(g,) =0.56121 * exp( -0.9853 * n) |

A

A

A

123456 78910111213

Figura 3.5: Logaritmo da distribuicdo de probabilidades das energias P(e,) versus a energia

€n para o oscilador harménico para tempo ¢ = 10* e para as mesmas condicdes da figura 4.4.

Note que, como ja era de se esperar, a curva ajustada é uma exponencial cujos parametros

estdo bem proximos dos previstos teoricamente.
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Figura 3.6: Comparagdo entre as dinamicas de Metropolis e Glauber para o oscilador
harménico. Foram utilizadas N = 10* amostras com condices iniciais ng = 3 para todas as
amostras, com a temperatura # = 1.0. Note que obtemos o mesmo resultado qualitativo e

que as duas dindmicas fazem o sistema ir para a mesma energia de equilibrio.

obtidos sao quantitativa e qualitativamente os mesmos, mostrando que os resultados
apresentados até entao sao uma propriedade do sistema e nao da dinamica. Note
também que a dinimica definida em B2IHZ2ZA) relaxa para a mesma energia de
equilibrio j4 que a mesma foi construida de maneira que a distribuicao de probabilidade

no regime estacionario fosse do tipo exponencial.

O objetivo principal nesta secao foi nao s6 o de fazermos uma introducao ao
método de Monte Carlo aplicando a um sistema bem conhecido e amplamente es-
tudado, mas também de discutir algumas idéias, as quais serao de grande interesse
quando estudarmos as “particulas compostas” relacionadas com a Algebra de Heisen-
berg Generalizada (AHG) bem com o &tomo de hidrogénio. E importante relembrar
que os resultados aqui obtidos para um tnico oscilador harménico sao os mesmo de
um sistema formados por varios osciladores harmonicos independentes. Ou seja, de
fato o que estudamos nesta secao foi um gas de osciladores harmonicos sem interagao

[90].

No préximo capitulo aplicaremos todas estas idéias as "particulas compostas”

oriundas da AHG. A diferenca, como ja dissemos anteriormente, é que a funcido de
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particao deste sistema é divergente e, como consequéncia, a energia interna obtida
pelo formalismo de BG é a energia de dissociagao, ou ionizagdo, do sistema. Ou seja,
o sistema sempre se ioniza para qualquer temperatura finita. Assim, focaremos nossa
atengao em investigar, por exemplo, quanto tempo o sistema leva para se ionizar e
como este tempo depende da temperatura, bem como de outras informacoes fisicas

do sistema como energia média e calor especifico.
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Capitulo 4

(Gas i1deal de g-osciladores: ¢-(Gas

Neste capitulo estaremos interessados em apresentar resultados que corroborem a
interpretacao da AHG em termos de particulas compostas, introduzida no capitulo
2. Para isto, analisaremos as propriedades termodinamicas de um gas ideal de ¢-
osciladores: ¢-gas ideal. Este sistema generaliza o gas ideal de osciladores, discutido no
capitulo anterior, pelo uso de um conjunto de “particulas compostas” (¢g-osciladores),
i.e. particulas com estrutura, ndo-interagentes em vez dos osciladores harmonicos [30]
usuais.

No ensemble canénico, utilizando o formalismo de Boltzmann-Gibbs (BG),
a dificuldade que temos em obter as propriedades termodindmicas de um sistema
formado por particulas nao-interagentes é o mesmo que temos para obter para uma
tinica particula [90]. Assim, focaremos nossa investigacdo em obter as propriedades
termodinamicas por “particulas compostas” (g-oscilador) de um géas ideal.

Veremos que, analogamente ao que acontece com o dtomo de hidrogénio que
serd discutido no proximo capitulo, a funcao de particao no formalismo de BG de um
gas de g-osciladores é divergente para o parametro de deformacao no intervalo 0 <
g < 1. Analisaremos este problema através das simulagoes computacionais utilizando
o Método de Monte Carlo (MMC) [38], discutido no capiulo 3. Veremos que nossa
“particula composta” permanece em um FEstado de Quase-Equilibrio (EQE) antes de
se ionizar, ou dissociar, e apresenta envelhecimento (aging).

Tal EQE tem um tempo de duracao que aumenta exponencialmente com o in-

93
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verso da temperatura obedecendo uma lei de Arrenhius, tipica de problemas chamados
de escape de Kramers, em reagdes quimicas ([39]-[40]). Proporemos uma regulariza-
¢ao na funcdo de particao a qual descreverd o ¢-gas no EQE e mostraremos que
os resultados obtidos estao em boa concordancia com os resultados das simulagoes
computacionais & baixas temperaturas. Se consideramos 0 EQE como um equilibrio
efetivo, todas as propriedades termodinamicas do ¢-gas podem ser preditas via o for-
malismo modificado (regularizado). Por fim, veremos que a regularizacao realizada se
baseia em uma renormalizacao dos parametros fisicos do sistema.

Os resultados aqui obtidos reforcam a interpretagao fendémenolégica da AHG
e nos dao subsidio para estender o estudo do EQE a uma familia de sistemas, como
atomos e moléculas, caracterizadas por espectros de energias com infinitos niveis po-
rém limitados superiormente. Um exemplo, o &tomo de hidrogénio, seré discutido no

capitulo 6.

4.1 A divergéncia da funcao de particao do ¢-gas

Iniciamos nossa investigagao do ¢-gas ideal considerando um ensemble de “particulas

compostas” (g-osciladores) ndo-interagentes. As propriedades termodinamicas deste

sistema podem ser calculados a partir da funcao de particao do mesmo. Esta por sua

vez, se fatoriza em um produto [90], j4 que as particulas sao ndo-interagentes, e o

problema se reduz em calcular a funcao de particao de uma tinica particula.
Definimos o hamiltoniano de uma tnica particula como:

hw

Tiw

em que Af, A e Jy satisfazem as relagdes de comutagio da AHG (2.40-2.42) para
uma fungao caracteristica linear f (g-osciladores), N§ = f(ap) — ap € ap é 0 menor
autovalor de J;.

Deste hamiltoniano ([B1]) obtemos as seguintes autoenergias para a particula:

n

I—gq

en = hwin|, = hw, (4.2)

q
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sendo [n| = % o nimero de Gauss den, n = 0,1,2, ... e o parAmetro de deforma(;éoﬂ
0<qg<l.

Como observamos no capitulo 2, este € um espectro de energia tipico de siste-
mas ligados os quais em geral apresentam infinitos niveis de energias e sao limitados
superiormente. Na figura 4.1 esbogamos ¢, /hw (a) com ¢ = 0.80, na qual compara-
mos com o espectro de um oscilador harménico (b) desde o estado fundamental n = 0
(primeira linha de baixo para cima) até estados mais excitados como n — oo, para o

g-oscilador, e n = 5, para o oscilador harménico. Notamos que & medida em que n

cresce o espectro do g-oscilador tende a seguinte energia:

*:— 4-
£ 1_qhw, (4.3)

que corresponde ao valor da energia de ionizacao (ou dissociagao) da particula, uma

vez que a energia do estado fundamental, n = 0, vale g = 0.

oscilador . g-oscilador
4 1 4F :
3 3 1 3 .
& L i L i
~c2- 4 2 -
w | .| |- .|
1- 11 1
Ok 4 Ot 3
(a) (b)

Figura 4.1: Niveis de energia de um (a) oscilador harménico e de um (b) g-oscilador (¢ =
0.80) s@o mostrados desde o estado fundamental (n = 0), primeira linha de baixo para
cima, até estados mais excitados como n — oo para o g-oscilador e n = 5 para o oscilador
harmoénico. Notamos que o espectro do g-oscilador é limitado superiormente para 0 < g < 1
semelhante aquele apresentado por sistemas ligados, enquanto que o oscilador harmoénico

apresenta um espectro ilimitado com niveis de energias igualmente espacados.

1o caso de ¢ > 1 foi estudado em [30)].
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Por simplicidade, e devido a esta semelhanca com, por exemplo, o &tomo de
hidrogénio, nos referiremos a este limite superior no espectro de energia do g-oscilador
como energia de ionizagao.

No ensemble candnico as propriedades termodinamicas de um sistema sao ex-
traidas de sua funcao de particio Zpe (Boltzmann-Gibbs). Considerando uma par-
ticula com o espectro de energia (f2), ndo degenerado, a sua fungdo de particao é

obtida por:

Zno = 3 eap(=Be) = eap(~5) S exp (") (4.9

n=0
sendo = 1/kgT, B, = fe*, " = (hw)/(1 —q) e 0 < ¢ < 1. Esta equacdo (4] pode

ser escrita na forma:

n*

Zpa = exp(—F,) lim > exp(B,q"). (4.5)

n*—oo
n=0

Manipulando o termo exponencial, podemos reescrevé-la da seguinte maneira:

exp (8,) Zpe = lim 2_: 5 A
= lim (i (5q)m1_(qm)n*+1>

= ml  1—(qm)

— nliinoo <n +1+ i (ﬁ# [n* + 1]qm> . (4.6)

~—

O limite n* — oo do nimero de Gauss [n* + 1] ,, € finito e bem definido, resultando

no valor (1/1 — ¢™), ¥Ym > 1. Assim, a eq.(&6]) conduz a:

o = cap (=5 (Jom 1+ 52 OO0, @)

— m! 1—gqm
que apresenta uma divergéncia linear com o ntimero quantico n*, oriundo do termo
m = 0 da eq.(@6]). Apesar da funcdo de parti¢do no formalismo de BG ser divergente
podemos efetuar formalmente o calculo da energia média, ugg, em funcao da tem-
peratura calculando lim,,-_.., —0In(Z%) /03, sendo Ziy, = S"_, exp(—fe,); fazendo

isto obtemos o seguinte resultado para a energia média upgg:
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0 se T=0
Upg = (48)
e se T >0

O resultado obtido na equagdo () ocorre para uma familia de sistemas ligados
caracterizados por espectros de energias com um limite superior €* precedido por um
quase-continuo de niveis de energias. Cada estado associado a um nivel de energia que
forma este quase-continuo produz uma pequena contribuicdo, exp(—0,), para a fung¢ao
de parti¢do Zpg (). A divergéncia surge porque existe, em principio, um nimero
infinito de tais estados. Essencialmente, isto reflete o fato de que tais sistemas ligados
sempre se ionizam, para qualquer temperatura finita, apos decorrido um certo tempo.
E devido a esta divergéncia que tais sistemas raramente sio estudados nos livros
textos de mecanica estatisticaqg. Um exemplo que pertence a esta familia de sistema
ligados apresentando uma func¢ao de particdo divergente é o 4tomo de hidrogénio. A
funcao de particdo deste, que seréd investigado no capitulo seguinte, foi regularizada
via a mecanica estatistica nao-extensiva [42], que emerge de uma generalizacdo do
funcional entropia de BG [92], proposta por Tsallis. Mesmo dentro deste formalismo,
as propriedades termodinamicas, como por exemplo o calor especifico, apresentam

anomalias como divergéncias e descontinuidades. O mesmo cenério é apresentado

para o g-oscilador.

Como vimos, a divergéncia em Zpg ), reflete o fato de que a particula
composta se ioniza, se esperamos um certo tempo, para qualquer temperatura finita.
Na proxima subsecao realizaremos “experimentos computacionais” e investigaremos
nosso sistema via simulagdo computacional utilizando o MMC, procurando extrair

informagoes sobre o sistema.

Pimeiramente, introduziremos a “funcdo de partigdo regularizada” (modifi-
! . . . . A .
cada), Z , para o g-oscilador, eliminando o termo que produz a divergéncia na eq.(Z1),

da seguinte maneira:

2para uma exce¢io veja [91]
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7 = Zpa —exp(— ﬁq) lim ( ) =exp( < i m!m . —1qm> : (4.9)

que ¢é finita, e que também pode ser escrita como:

[e.e]

7 = i exp (—fPey,) — Z exp (— Z exp (—Pey,) — exp (—Fe")]. (4.10)
n=0

Esta funcdo de particdo regularizada Z', sera utilizada para propor um MMC mo-
dificado para estudar nosso sistema. Aqui nesta secao, nos restrigiremos a exibir
a divergéncia da “funcdo de particao” do g-oscilador. Entretanto, vimos que esta
divergéncia na fun¢do de particdo Zps (BI) é causada pela contribuigdo infinita,
lim,« oo n*exp(—p,), do quase-continuo de energia presente no espectro de energias
do sistema. Esta divergéncia conduz a um resultado em que o sistema se encontraria,
para qualquer temperatura finita, ionizado. Esperamos que ao extrairmos o termo
divergente, B9, a funcdo de particdo regularizada Z' forneca as quantidades fisicas
médias do sistema antes da ionizagao.

E interessante notar que o termo, exp(— B,), que regulariza a funcdo de particao
Zpe (D) depende da temperatura. Por exemplo, para 7" = 0, que implica 3, — oo,
o termo regularizador tende a zero, i.e. exp(—03,) — 0. Assim, para 7' = 0, todos os
estados, exceto o fundamental, tem uma contribuicao nula para a funcao de particao
e portanto, podemos somé-los sem problemas adicionais de modo que a funcao de

particao é finita para esta temperatura.

4.2 ¢-Gas ideal via o MMC

Como vimos, o formalismo de BG é incapaz de predizer as propriedades de sistemas
ligados, ja que o mesmo s6 é valido no equilibrio termodinamico, no qual os sistemas
ja se encontram ionizados (néo-ligados).

Argumentamos que algumas propriedades de sistemas ligados podem ser ob-

. . ~ o o~ . ! .
tidas por meio da funcao de “particdo regularizada” Z , como mostraremos a seguir.
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Com este objetivo, realizaremos um estudo via o MMC usual e também via um MMC
modificado, motivado pela funcdo de particio regularizada Z'.

Aqui realizaremos nossos “experimentos computacionais” utilizando o algori-
timo do MMC discutido no capitulo 3. A dindmica que utilizaremos tera a mesma

forma da utilizada no caso do oscilador harmoénico eqs.([BI0H3TH) dada por:

Py = cexp[—B(ent1 —&n)] (4.11)

P = c (4.12)

em que 0 < ¢ < 1/2, P, é a probabilidade de transicdio de n — n+ 1, P_ é a
probabilidade de transigao de n — n—1, 8 = (kgT)~! e g, € 0 espectro de energia (FE2)
do g-oscilador. E importante relembrar que a dindmica supra definida é construida
de maneira a satisfazer a condi¢ao de balango detalhado (BI2).

Uma vez que estamos utilizando uma dinamica baseada em exponenciais, como
no caso do oscilador harménico discutido no capitulo precedente, a distribuicao de
probabilidade no equilibrio serd exponencial, P(e,) = exp(—fe,)/Z em que Z é a
funcao de particao do sistema. Desde que esta dindmica leva, depois de um certo
tempo ( suficiente para alcancar o equilibrio) a um resultado dado pelo formalismo
de BG (distribuigdes de probabilidades exponenciais), sabemos a priori que o nosso
“experimento computacional” levara, necessariamente, o sistema a ionizagao, i.e., a
um valor da energia média igual a u* = £*/hw. Implementando as mesmas regras
discutidas na subsecao 4.1.2 com a dindmica ([ITIHLTZ), obtemos a energia média
adimensionalH < u(t) >=< €(t) > /hw em fun¢io do tempo de Monte Carlo ¢, para
diferentes temperaturas 6 = kg71'/e*, como mostra a figura 4.2 .

Para o resultado mostrado na figura 4.2 a média na energia foi realizada so-
bre N = 2000 amostras com condigoes iniciais, ng, uniformemente distribuidas no
intervalo [0,9] e ¢ = 1/2 (utilizado em todas simulagées). Verificamos que outras
escolhas desta constante (0 < ¢ < 1/2) ndo muda quantitativa e qualitativamente

nossos resultados.

3por simplicidade referiremos a energia adimensional como energia.
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Figura 4.2: Energia média adimensional < wu(t) > por particula do ¢-gas em funcao do
tempo de Monte Carlo t, para diferentes temperaturas § = kgT'/c* e para o parametro de
deformacao ¢ = 0.80. Note que depois de um certo tempo a energia média do sistema tende
a energia de ionizagdo < uw* >= 5, para qualquer temperatura finita. Para temperaturas
0 ~ 0.10, a energia média apresenta um patamar, caracterizado por uma lenta variagdo em

seu valor, o qual se torna mais evidente 4 medida em que a temperatura diminui.

Notamos nesta figura que a energia média por g-oscilador alcanca o valor da
energia de ionizagdo < u* >= 1/(1 — q) = 5. Este comportamento reflete o fato de
que ele se ioniza para qualquer temperatura finita, exibindo o resultado fornecido pelo

fornalismo de BG dado na eq.(@J).

Notamos também que & medida em que diminuimos a temperatura, surge um
patamar (plateau) na energia e esta flutua em torno de um valor médio durante um
certo intervalo de tempo (dindmica lenta), antes de alcancar a energia de ionizacao.
A duracao deste patamar estd diretamente relacionada com a temperatura, e possui
uma longa duragao para valores de temperaturas pequenos, em relacao a temperatura
de dissociagao T* = ¢* /K.

Desde ja chamamos o tempo de Monte Carlo de tempo. A motivacao pode
ser vista do proprio MMC em que, em cada passo de Monte Carlo, ou seja cada
atualizacao do estado atual do sistema, o sistema pode ou nao sofrer uma transicao

para um outro nivel de energia. Esta dindmica refere-se as diversas colisoes entre as
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particulas existentes no ¢-gas ideal, a partir dos quais cada particula pode ou nao
sofrer uma transi¢do para outros niveis de energia. Portanto, cada instante de tempo
estaria relacionado com o tempo médio entre duas colisoes sucessivas das particulas
que formam o ¢-gas ideal. Uma relacao mais formal entre o tempo de Monte Carlo e
o tempo real serd sugerido no capitulo 5, quando estudarmos um géas ideal de 4tomos

de hidrogénio.

4 T T T T T T T
3 o k;T=1.00hw (osciladores) -
A" fﬁ = k;T=0.40h w (g-osciladores)-
=, = (9=0.8)
S o
\ 2
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Figura 4.3: Energia média adimensional u(t) por particula versus tempo ¢ para o gas ideal
de osciladores (circulos vazios) e o ¢-gas ideal, ¢ = 0.8, (quadrados preenchidos) para as
temperaturas kg1 = 1.0hw e kpT = 0.40hw, respectivamente. Nesta figura observamos
que durante grande parte do intervalo de tempo mostrado a energia média por particula
do ¢-gas ideal comporta-se como a energia média por particula do gas ideal de osciladores,

caracterizada por uma dindmica lenta do g-gés antes de se ionizar.

Neste ponto gostariamos de relembrar o comportamento da energia média por
oscilador em funcao do tempo, figura 3.1. Naquela figura, obtivemos que depois de
um certo tempo a energia média por particula do sistema assume um valor que flutua
em torno daquele predito pelo formalismo de BG. Tal comportamento é mostrado
novamente na figura 4.3, em que foi escolhida a temperatura 6 = 1.0 (kg7 = 1.0 hw).
Nesta mesma figura, mostramos também o comportamento da energia média por
particula do ¢-gas ideal, ¢ = 0.8, para a temperatura § = 0.08 (kT = 0.40 hw) até o

instante de tempo ¢t = 107. Durante grande parte do tempo exibido, observamos que a
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Figura 4.4: Funcéo de autocorrelacdo de dois pontos C(t+ty, t,,) para o oscilador harmoénico
¢é apresentada em funcdo do tempo ¢ para a temperatura 6 = 5.0 e quatro diferentes tempos
de espera t,, em que foi utilizado 10° amostras com condic@es iniciais ng = 6. Notamos que
a fungdo de correlacao nao depende de t,,, caracterizando que o sistema ja se encontra no

equilibrio termodinamico.

dinamica apresentada pelo ¢-gas ideal é semelhante aquela apresentada pelo gas ideal
de osciladores que obviamente se encontra em um estado de equilibrio termodinamico
a partir de tempos superiores a t = 102. Como observado na figura 4.2, o ¢-gas ideal
sempre alcanca o estado de equilibrio ionizado depois de um periodo de tempo que
depende da temperatura. Entretanto, antes de se ionizar completamente, o sistema
permanece em um estado caracterizado por uma dinamica lenta imitando um sistema
que se encontra em equilibrio. Este estado que precede o da ionizagao é um Estado

de Quase-Equilibrio (EQE) [38]. E neste EQE que focaremos nossos estudos.

Ainda neste capitulo, investigaremos a dependéncia destes resultados com o
parametro de deformagao ¢, mas, primeiramente, caracterizaremos concretamente este
EQE verificando o fenémeno de envelhecimento (aging) que é caracteristico de sistemas
que ndo se encontram no verdadeiro equilibrio termodinimico [93]. Para observamos
tal fendmeno de envelhecimento devemos calcular a fun¢ao de autocorrelagao de dois-

tempos definida como [93]:
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< x(t 4 ty)x(ty) > — < z(t +ty) >< x(ty) >

C(t + ty, tw) = (4.13)

Ottt Oty

sendo t,, o tempo de espera (waiting time), < ... > é a média sobre amostras e
2 _ 2 2
of =<z(t)” > — <x(t) > (4.14)

é variancia de uma grandeza x no instante ¢, sendo x uma grandeza que caracteriza o
sistema em anélise.

A eq.([EI3) mede a correlagio entre a varidvel x em instantes diferentes ¢,
et +t,. Para sistemas que se encontram no verdadeiro equilibrio termodinamico,
a correlacdo nao depende do tempo de espera t,, i.e., depende apenas da distan-
cia temporal ¢t que separa os valores x(t,) e z(t, + t). Esta caracteristica pode
ser vista na figura 4.4 na qual exibimos a fungao de correlacdo C(t + ¢, t,), sendo
x(t) = u(t) = e(t)/hw, para o oscilador harménico em funcdo de ¢. Os resultados
exibidos nesta figura foram obitidos para # = 5.0 e quatro diferentes valores para
o tempo de espera t,, = 102,103, 10* e 10°, em que foram utilizados 10° amostras
com condicgoes iniciais ng = 6. Como ja era de se esperar, a funcao de correlacao
nao depende de t,,, C(t + t,,t,) = C(t), uma vez que o sistema ja se encontra no
verdadeiro equilibrio termodinamico. Além disto, exibe um decaimento exponencial
C(t) = 0.72813 exp(—bt) sendo b = 0.006244-0.00007, caracteristico de um sistema em
equilibrio. Tal dependéncia pode ser vista na figura 4.5 na qual exibimos a logaritmo
de C(t) em fungao de ¢ para t,, = 10°, bem com o ajuste dos dados.

Por outro lado, para sistemas que nao alcancaram o verdadeiro equilibrio ter-
modinamico, a funcdo de correlagdo (ELI3)) depende explicitamente de t e t,,. Esta ca-
racteristica é uma assinatura de sistemas fora do equilibrio termodindmico. Um exem-
plo pode ser visto na figura 4.6 em que mostramos C(t + t,,, t,,) (sendo x(t) = u(t))
para o g-gas com ¢ = 0.80, § = 0.08 e cinco diferentes tempos de espera t,,, sendo
que as médias foram realizadas sobre N = 150000 amostras com as mesmas condi¢oes
iniciais dos resultados obtidos da figura 4.2. Os t,, escolhidos foram tais que a func¢ao
de correlacao foi avaliada com o sistema no EQE (tipicamente dentro do intervalo 102

a 10% como mostra a figura 4.2).
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Figura 4.5: Logaritmo da fun¢do de autocorrelagdo de dois tempos C(t + ty, ty) = C(t)
para o oscilador harménico é apresentada em funcao do tempo ¢ para a temperatura 6 = 5.0
e t, = 10°. O ntimero de amostras e as condicdes iniciais sdo as mesmas da figura 4.4 .
Notamos que a funcdo de correlagdo exibe um decaimento exponencial em ¢, caracteristico

de sistemas em equilibrio.
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Figura 4.6: Funcdo de autocorrelagdo C(t + ty,t,) para o g-oscilador com g = 0.80 e
f = 0.08 em funcao do tempo t. Foram realizadas 150000 amostras com as mesmas condigoes
iniciais da figura 4.2. Os valores de t,, foram escolhidos de maneira que a fungao de correlagao
seja avaliada no estado de quase-equilibrio. Notamos claramente que a funcdo de correlagao
depende de t,, mostrando assim a assinatura de que o sistema estd em um estado que nao

corresponde ao estado de equilibrio termodindmico.
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Claramente existe uma dependéncia com o tempo de espera t,, mostrando que
no entao chamado EQE o sistema estd envelhecendo e que portanto nao alcangou o

verdadeiro equilibrio termodinamico.

4.3 ¢-Gas ideal via o MMC modificado

Quando exibimos a funcao de particdo regularizada Z' (E10) discutimos sobre o con-
tetido fisico da mesma e vimos que esta, possivelmente descreveria as propriedades
fisicas, durante um certo intervalo de tempo, do ¢-gas ideal no EQE. Com o intuito
de investigar tal hip6tese, propomos nesta se¢cao uma dindmica de Monte Carlo mo-
dificada, motivada e baseada na funcio de particio regularizada Z'. Analogamente &
dindmica usual (LTTHETD), definimos a dindmica do MMC modificada com as seguin-

tes probabilidades de transi¢ao:

exp (—fBeni1) — exp (—fBe*)
exp (—fe,) — exp (—Pe*)
P = c (4.16)

P, (4.15)

sendo ¢ = 1/2, P, é a probabilidade de transi¢ao de n — n+1, P_ é a probabilidade de
transigiode n — n—1, 3 = (kgT) ™!, */(lw) =1/(1—q) e e, = hw% com (0 < g <
1. E importante dizer que esta dinamica modificada também satisfaz a condicdo de
balango detalhado (BI2) e que a distribui¢do de probabilidades estacionaria sera dada
por P(e,) = (exp(—PBe,) — exp(—Be*)) /Z sendo Z a funcio de particio regularizada
(ET0).

Fazendo a mesma implementagao computacional feita no caso da dindmica do
MMC usual, obtemos a energia média por particula do ¢-gas em fun¢ao do tempo para
diferentes temperaturas ¢ e comparamos com os resultados obtidos com a dindmica
usual, como mostra a figura 4.7.

As condi¢oes inicias tanto quanto o nimero de amostras para os resultados
obtidos com a dinamica usual (simbolos preenchidos) sdo as mesmas da figura 4.2 en-

quanto que para os resultados com a dinidmica modificada as médias foram realizadas
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sobre N = 1000 amostras com as condigoes inicias, ng, distribuidas uniformemente no
intervalo [0,9]. A dindmica modificada ndo permite que o sistema alcance a energia
de ionizacao, desde que a funcao de particao associada a esta dinamica ¢ finita, e
portanto a energia média por particula alcanca um valor de equilibrio diferente de
< u* >= 5. Para temperaturas em torno de § = 0.10, observamos que a energia
meédia por particula obtida com a dindmica modificada coincide com a energia média
por particula, no EQE, obtida com a dinamica usual. Tal concordancia entre as duas
dindmicas persiste durante um intervalo de tempo que aumenta & medida em que a

temperatura diminui.

Assim vemos que, para temperaturas # ~ 0.10 ou menores, dependendo da
escala de tempo de interesse, a dinamica modificada reflete o comportamento do sis-
tema no EQE que antecede o estado de ionizacdo. A grande vantagem desta dinamica
¢ que a funcdo de particio correspondente Z ¢ finita, e portanto, podemos calcular
analiticamente as quantidades fisicas médias do ¢-gas no EQE. Assim, em situacoes
em que podemos considerar o estado de quase-equilibrio como um estado de equili-
brio efetivo, o formalismo modificado fornecera as quantidades “termodinamicas” do
sistema para temperaturas menores que ¢ ~ 0.10, em que seguramente poderemos
utilizar o formalismo modificado. No capitulo 6 estudaremos o 4&tomo de hidrogénio e
veremos que o tempo de duracao real deste EQE é em geral muito grande, e portanto,

poderemos considerar tal estado como um estado de equilibrio efetivo.

Agora focaremos nossa atencao em calcular qual é o periodo de duragao do
EQE, bem como a sua dependéncia com a temperatura e com o parametro de defor-
magao ¢q. J& é sabido, das anélises e resultados obtidos até agora, que este tempo
aumenta com a dimimuicao da temperatura. Este resultado ja era de se esperar pelo
fato de que o tempo de duracao do EQE é o tempo de vida média de cada g-oscilador
que forma o ¢-gas ideal. E intuitivo perceber que este tempo de vida média aumenta a
medida em que a temperatura do ¢-gas diminui, j& que as colisdes entre as particulas
se tornam menos freqiientes. Some-se a isto o fato da energia cinética média de cada
particula diminuir e portanto a probabilidade de ocorrer uma colisao que faca uma

particula se ionizar se torna cada vez menor.
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Figura 4.7: Energia média por particula < ¢(t)/(hw) > do ¢-gas (¢ = 0.80) em funcdo do
tempo ¢, para as dinamicas usual (simbolos preenchidos) e modificada (simbolos vazios ) para
trés diferentes temperaturas. Notamos que a dindmica modificada, por ser baseada em uma,
funcdo de particio Z finita, ndo apresenta a ionizacio. Observamos uma boa concordéancia,

no EQE, entre as duas dindmicas para temperaturas em torno e menores que 6 = 0.10.

Ja que o tempo de duracao do EQE é o tempo de vida médio de cada particula
que compoe o g-gas, este possui também uma dependéncia com o parametro de de-
formacao q. Como vimos, o espectro de energia das particulas constituintes do ¢-gas
possui um limite superior €*/(hw) = 1/(1 —q) que é a energia de ionizac¢do adimensio-
nal da particula . Notamos que, & medida em que o parametro ¢ se aproxima do valor
1, a energia de ionizagao se torna cada vez maior e como conseqiiéncia, a particula
tem que absorver uma energia cada vez maior para se ionizar.

Agora, definimos a dura¢do do EQE, 7(q,0), como o tempo durante o qual
o sistema permanece em tal estado com a dindmica usual de BG, de maneira que
a diferenca absoluta entre as energias médias por particula obtidas pelas dindmicas
usual e modificada seja menor que um dado valor . Embora a escolha de 0 seja arbi-
traria, esperamos que a lei de crescimento de 7(g, 6) seja independente desta escolha
particular.

Assim, podemos estimar 7(q, 8) considerando g = 0.80 e cinco diferentes tempe-

raturas 0 = 0.08,0.09,0.10,0.11 e 0.12, impondo que § = 0.05. Realizamos simulagoes
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Figura 4.8: Dependéncia do logaritmo do tempo de duragdo do EQE 7(q,6) versus 1/6
(0 = kpT/(hwE™)) para o ¢-gas com ¢ = 0.80. Os dados se ajustam bem com uma lei
exponencial. A inclinagdo da linha sélida é 2.024+0.09 e a barra de erros refere-se & imprecisao
na medida do final do EQE. Para estes resultados realizamos simula¢ées com condigoes inicias

ng = 1 para todas as 2000 amostras.

com condicdes iniciais ng = 1 com N = 2000 amostras. O resultado é mostrado na
figura 4.8 na qual esbogamos 7(q, 0) versus 1/6. Podemos ver que os dados se ajustam
bem a uma lei exponencial do tipo 7(q,0) ~ exp[h(q)/0]) com h(q) = 2.02 £+ 0.09.
Essencialmente, a duracao do EQE segue uma lei de Arrenhius, tipica do problema de
escape de Kramers em reagoes quimicas ([39],[40]) em que o sistema pode permanecer
por um longo periodo de tempo em um estado quase-estacionario, antes de superar
a barreira de potencial associada com a reagdo. Notamos que 7(q,0) — 0o quando
T — 0, recuperando o fato de que o sistema permanece no estado fundamental sem

se ionizar. A barra de erros refere-se a imprecisao em medir o instante final do EQE.

Agora, investigaremos como este resultado do tempo de duragao do EQE de-
pende do parametro de deformacao ¢q. Primeiramente, como mostrado na figura 4.9,
podemos ver que para outros valores do parametro ¢, por exemplo ¢ = 0.25, o resul-
tado da energia média por particulas do ¢-gas em funcao do tempo é qualitativamente
igual ao mostrado na figura 4.2 para ¢ = 0.80, na qual podemos ver também o sur-

gimento do EQE. Estes resultados foram obtido utilizando N = 2000 amostras com
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Figura 4.9: Energia média por particula < e(¢)/hw > do ¢-gas em funcdo do tempo ¢,
para oito diferentes temperaturas § = kT /e* e para o pardmetro de deformacgdo g = 0.25.
As condicoes iniciais utilizadas foram ng = 1 para as N = 2000 amostras. Este resultado é
analogo aquele mostrado na figura 4.2 na qual foi utilizado ¢ = 0.80. Podemos observar a
existéncia de um EQE que precede a ionizagao, < e(t)/hw >=e*/hw = 1/(1 — q) = 1.333,
que possui um periodo de duracdo que depende da temperatura, o qual aumenta & medida

em que a temperatura diminui.

condigoes iniciais ng = 1 para todas as amostras.

Assim, de maneira analoga ao realizado para ¢ = 0.80, medimos o tempo de du-
racao do EQE para outros valores do parametro de deformagao ¢ = 0.25, 0.40, 0.50, 0.60
e 0.70. Realizamos simulagoes com N = 2000 amostras com condig¢oes iniciais ng = 1.
Os resultados dos tempos de duragdo 7(q, #) para quatro valores de ¢ sdo mostrados
na figura 4.10 e comparados com o resultado obtido com ¢ = 0.80. Podemos ver que
todos os dados se ajustam bem a uma lei exponencial com o inverso da temperatura e
que todas as curvas ajustadas tém inclinacdes bem proximas. De fato, as inclinagoes
das linhas so6lidas referentes a ¢ = 0.25, ¢ = 0.40, ¢ = 0.60 e ¢ = 0.70 sao, respectiva-
mente: (a) 2.06+0.06 (b) 1.96 £0.09 (¢) 2.02+£0.07 (d) 1.93+0.03. De maneira geral

obtemos que o tempo de duracao do EQE obedece a seguinte lei de crescimento:

7(q,0) ~ exp[h(q)/0] (4.17)
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Figura 4.10: Dependéncia do logaritmo tempo de duracdo do EQE 7(q, ) versus 1/0 (6 =
kT /(c*)) para o g-gas com g = 0.25,0.40,0.60 e 0.70 comparados com g = 0.80. Os dados
se ajustam bem com uma lei exponencial. As inclinacoes das linhas solidas, ajustadas aos
7(q,0) para g # 0.8, s@o: (a) 2.06 + 0.06 (b) 1.96 £+ 0.09 (¢) 2.02 + 0.07 (d) 1.93 + 0.03.
Considerando as barras de erros, notamos que as inclinagdes sao praticamente iguais. Para
estes resultados realizamos simulacdes com condicdes inicias ng = 1 para todas as 2000

amostras.

sendo h(q) a inclinagdo das curvas ajustadas nas figuras 4.8 e 4.10. Como observamos
na figura 4.10 as inclinagGes h(q) sdo bem proximas. Tal resultado pode ser melhor
observado na figura 4.11 na qual exibimos a dependéncia de h(q) com o parametro
q. Como observado na figura 4.10, vemos que dentro da barra de erro mostrada, h(q)

nao depende do parametro ¢ sendo sua média dada por:

h(q) = 2.00 £0.07 = h. (4.18)

Como analisamos anteriormente, a duracao do EQE deve depender do para-
metro ¢ ja que o mesmo estd diretamente relacionado com a energia de ionizagao
e* = (hw)/(1 — q) das particulas do g-gés. O que obtivemos até agora é que a de-
pendéncia na lei de crescimento nao estd na fungio h(q) ja que h(q) = h ~ 2 para

Vqe(0,1). Por outro lado notamos que 6 = kg7 /e* sendo que * = 1/(1 — ¢). Assim,
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Figura 4.11: Dependéncia do coeficiente da lei de crescimento h(g) do tempo de duragao do

EQE 7(q, 0) versus q. Dentro da barra de erro mostrada, h(q) assume um valor constante para

todos os valores do parametro ¢ mostrado na figura, assumindo a média h(q) = 2.00 £ 0.07.

se isolamos por completo toda a dependéncia em ¢ no argumento da exponencial, a

lei de crescimento (EI7) assume a seguinte forma:

7(q,0) ~ exp [ (q)/ (kpT/hw)] (4.19)

sendo que h'(q) = 2/(1 — q) = 2¢*/(hw). Na figura 4.12 esbocamos a dependéncia
de h'(q) com o parametro q. Percebemos que & medida em que ¢ — 1 a energia de
ionizacdo £* /(hw) — oo e assim h'(q) cresce indefinidamente, ou seja, o tempo de vida,
média do EQE do sistema cresce & medida que ¢ — 1. Por outro lado, observamos
também, que quando ¢ — 0, h'(¢) — 2. Este resultado recupera uma caracteristica,
do sistema em que o tempo de duragao do EQE, em uma dada temperatura 6, esta
diretamente relacionado com o tempo de vida média de cada particula; este por sua
vez, aumenta a medida em que a energia de ionizacao, €*, do sistema aumenta pois
quanto maior a energia de ionizacao maior serd o tempo para o sistema absorver uma
energia igual ou superior a £* para se ionizar.

Uma outra caracteristica que podemos observar também é que */(hw) —
£1/(hw) = 1 quando ¢ diminui e assim, o coeficiente da lei de crescimento h'(q) —

h = 2.00 £ 0.07. Portanto, dentro da barra de erro existente, ha uma faixa de valores
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Figura 4.12: Dependeéncia do coeficiente da lei de crescimento h'(¢q) = he*/(hw) ~ 2/(1—q)
do tempo de duracao do EQE versus q. Notamos que quando ¢ — 1, o termo he*/(hw)
cresce indefinidamente. Tal comportamento reflete o fato de que quanto maior a energia de
ionizagao mais dificil se torna a ionizagao do sistema. Podemos notar também que he* /(hw)

satura quando ¢ — 0. A barra de erro é do tamanho do simbolo utilizado.

de ¢ tal que a taxa de crescimento é a mesma. Este resultado também, recupara
uma outra caracteritica do sistema em que, para pequenos valores de g, o primeiro
estado excitado €,/(hw) = 1 de cada particula possui um valor proximo a energia de
ionizagao £*/(hw) e, portanto, o tempo de vida média de cada particula assume um
valor proximo do tempo de vida média do primeiro estado excitado; como 1/ (hw) = 1,
Vq, o tempo de vida média de cada particula, e portanto a duracao do EQE para o

g-gés, assume valores proximos para valores de ¢ pequenos.

Uma vez obtida a lei de crescimento (1), focamos agora nossos esfor¢os em
discutir sobres as distribui¢ao das energias neste EQE. Para isto realizamos simulagoes
para o ¢-gas com ¢q = 0.80, utilizando N = 3 x 10° amostras colocadas inicialmente
em ny = 0, com a temperatura = 0.07; para os instantes de tempos ¢ = 10%, 103, 10*
e 10° medimos a freqiiéncia (probabilidade) P(u,,), u, = ¢,/(Aw), com que uma dada
energia adimensional u,, = ¢,/(hw) aparece. O resultado é mostrado na figura 4.13
na qual esbogamos o logaritmo da probabilidade P(u,) versus u, bem como a linha

solida que é o ajuste aos dados. Notamos que P(u,) depende exponencialmente de
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u, sendo o ajuste dado por P(u,) = 1.0991 exp(—bu,) em que b = 2.95 + 0.09. Se
consideramos 5 = 1/(kgT") = b/(hw) obtemos [94] kT /(hw) = 0.34 £ 0.01. Notamos
que esta definicao nos leva ao valor, dentro da barra de erro, da temperatura 6 em

que o sistema foi colocado ja que 6 = kgT'/c* implica em kT /(hw) = 0.35.

Vimos nesta secao que o EQE pode ser descrito pela “funcao de particao”
regularizada Z'. Esta por sua vez possui um peso estatistico do tipo P'(én) ~
lexp(—Pe,) — exp(—pPe*)] e portanto essa pode ser usada como a dependéncia da
distribuicao de probabilidade no EQE. Notamos que mesmo este peso estatistico mo-
dificado apresenta uma dependéncia exponencial com ¢,,, em que o termo regularizado
é muito pequeno, i.e. exp(—F3c*) = 6.249x10~7, para os valores de ¢ e § considerados.
E importante relembrar que este termo, apesar de muito pequeno, ¢ o que produz
a divergéncia na funcdo de particao devido a contribui¢dao dos infinitos niveis que

formam o quase-continuo no espectro de energias do sistema.

Podemos notar também que dentro do EQE a distribui¢ao das energias possui
um regime quase-estacionario e mais uma vez tal comportamento é similar ao de um
sistema que se encontra em equilibrio como, por exemplo, o resultado que obtivemos
para o oscilador harménico na figura 3.6. Neste tltimo, a distribuicao de probabilidade
no estado estacionario nao muda com o tempo enquanto que para o ¢g-gés a distribuigao
muda, mas de maneira bem lenta, fazendo surgir o EQE. Podemos notar na figura 4.13
que em t = 10° as energias dos estados mais excitados aparecem com uma freqiiéncia
maior com relagao aos tempos anteriores, caracterizando um aumento na energia
média do sistema com o tempo, até a mesma alcangar a energia de ionizacao ¢*. Este
comportamento foi mostrado na figura 4.2, na qual observamos que a energia média
do sistema varia lentamente até alcancar a energia de ionizagao; durante este tempo
em que a energia média possui uma variagao lenta, o sistema tem uma distribuigao

de energias como mostrado na figura 4.13.

Nas figuras 4.2 e 4.9, observamos também que existem dois tempos nos quais o
sistema possui o mesmo valor na energia média por particula. Entretanto nesses dois
instantes de tempo as distribuicoes nas energias, ou equivalentemente a distribuicao

dos niveis de energias n, sio completamente diferentes como mostra a figura 4.14, na
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Figura 4.13: Logaritmo da distribui¢do da energia adimensional P(u,) versus a energia
adimensional wu,, u, = &,/(hw), para o ¢g-gas dentro do EQE. A simulagédo foi realizada para
q = 0.80, # = 0.07, N = 3 x 10% amostras com condicdes iniciais ng = 0. Notamos que a
distribuicao dentro do EQE é quase-estacionéria ja que praticamente ndo varia no intervalo
de t = 102 a t = 10° e que a mesma se ajusta bem a linha sélida, lei exponencial, com

inclinagao —2.95 4 0.09.

qual esbogamos os resultados das distribuigdes dos niveis de energias P(e,) versus n
para o ¢g-gas, ¢ = 0.25, na temperatura # = 0.15; no grafico interno, exibimos o mesmo
resultado em escala Log-Log, no qual excluimos o nivel fundamental n = 0. Podemos
ver que para t = 10 o sistema possui uma distribui¢do P(e,) mais acentuada em
niveis de energias menores. Para t = 10* notamos que P(g,) diminui para os niveis
de energias menores, o que implicaria em uma diminui¢ao na energia média mas, por
outro lado, P(e,) aumenta para os estados mais excitados de maneira que a média da
energia por particula seja igual & do instante ¢ = 10. Apesar disto, notamos, figura
4.9, que nestes instantes de tempos analisados a energia média por particula possui
comportamentos bem distintos, devido ao fato de que as distribuicées dos niveis de

energias serem completamente diferentes.

Na préxima secao calcularemos a partir da fungdo de particao regularizada
!/ . , . s 1. . .
Z quantidades fisicas médias do sistema e compararemos com os resultados medi-

dos através do nosso “experimento computacional”. Neste tltimo, esperamos que as
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Figura 4.14: Probabilidade dos niveis de energias P(g,) versus n para o ¢-gas com g = 0.25,
6 = 0.15 para dois tempos t = 10 e t = 10%. No grafico interno, exibimos em escala Log-
Log P(e,) versus n a partir do primeiro estado excitado (n = 1). Nas simulagdes foram
utilizadas ng = 1 para N = 10° amostras. Notamos da figura 4.9 que para estas condicdes
iniciais o g-gés apresenta uma energia média por particula com valores bem préximos para os
instantes de tempo em questdo. Apesar disto, as distribuicoes de probabilidades dos niveis
sao bem distintas produzindo comportamentos bem distintos na evolucao da energia média

em funcdo do tempo, como podemos observar na figura 5.9.

propriedades fisicas extraidas do EQE possuam uma certa robustez com relagao as
condicgoes iniciais, ng, fornecidas ao sistema. De fato, na figura 4.15 exibimos a energia
média por particula < €(¢)/(hw) > versus o tempo ¢ para o ¢-gas (¢ = 0.80), para
60 = 0.10 e com duas condicoes inicias diferentes ng = 0 e ng = 1 para N = 2000
amostras. Podemos notar que temos uma certa liberdade nas condic¢oes iniciais tal
que a energia média do EQE calculada para as duas condic¢bes iniciais diferentes te-
nham o mesmo valor. Este comportamento é similar ao que acontece em um sistema
que alcanca o equilibrio termodinamico, sendo que para condigoes iniciais diferentes

a dindmica sempre faz o sistema relaxar para o estado estacionério.

Assim, qualquer que seja a condicao inicial distribuida entre ng = 0 e ng = 1
em que preparamos o nosso sistema, as quantidades fisicas médias do EQE serao

as mesmas para qualquer valor do parimetro ¢q. E importante dizer que para um
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Figura 4.15: Energia média por particula < £(t)/(hw) > versus tempo para o ¢-gis com
g = 0.80, 6 = 0.10 e duas condicOes iniciais ng = 0, ng = 1 para N = 2000 amostras.
Notamos que as duas simulacdes relaxam para a energia média do EQE e assim temos uma

certa liberdade em preparar nosso sistema de maneira a obter o EQE.

valor do parametro ¢ pequeno, um esfor¢o computacional maior (maiores valores do
namero de amostras N) deve ser feito para que as simulagdes com condigdes iniciais
diferentes produzam as mesmas energias no EQE. Um exemplo disto é mostrado na
figura 4.16 na qual mostramos os resultados das simulacées para o g-gés (¢ = 0.40)
com as condicoes iniciais ny = 0, nyp = 1 bem como combinacoes destas duas tlitimas:
(no/N) = 0.50 e (ny/N) = 0.50; (no/N) = 0.75 e (ny/N) = 0.25; (ng/N) = 0.90
e (n1/N) = 0.10 para N = 10" amostras. Podemos ver que as energias médias por
particula obtidas das simulagoes para as diferentes condicoes iniciais relaxam todas

para a mesma energia e assim definem a energia do EQE.

Um outro resultado importante é mostrado na figura 4.17 na qual exibimos
os resultados das simulagoes para o ¢-gas utilizando as dindmicas de Metropolis

ETRETH) e Glauber (B21327), relembrando que esta ultima é definida como:

el
g PP gy (4.20)
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Figura 4.16: Energia média por particula versus tempo para o ¢g-gas com ¢ = 0.40, § = 0.05
e cinco condicoes iniciais ng = 0, ng = 1 e outras trés combinacoes destas duas tltimas, para
N = 2000 amostras. Notamos que as simulacoes relaxam para o EQE com a mesma energia

mas em tempos diferentes.

exp[5s]
(exp[5E] + exp[—25))

com Ae = €,01 — &y, 0 < ¢ < 1/2 e § = kgT/hw. Os resultados exibidos na

P =c (4.21)

figura 4.17 foram obtidos para ¢ = 0.80, # = 0.10 e nq distribuido uniformemente no
intervalo [0, 9] para N = 2000 amostras. Como podemos ver, o sistema estudado pelas
duas dinamicas apresenta qualitativamente o mesmo comportamento para a energia
média por particula, e portanto, todas as andlises até agora discutidas do EQE sao
propriedades do sistema que se mantém, como desejado, independente da dinamica
utilizada.

Na préxima secao calcularemos a quantidades fisicas médias do EQE via a

funcao de particao regularizada e dos nossos “experimentos computacionais”.

4.4 Propriedades “termodinamicas” do EQE.

Nesta secao focaremos nossos esfor¢cos em obter as quantidades fisicas médias do ¢-géas

enquanto o mesmo permanece no EQE. Estas quantidades serao obtidas por métodos
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Figura 4.17: Energia média por particula versus tempo para o ¢-gas com g = 0.80, § = 0.10
utilizando as dindmicas de Glauber (circulos vazios) e Metropolis (circulos preenchidos).
As condigbes iniciais foram escolhidas uniformemente distribuidas em [0, 9] para N = 2000
amostras. Notamos que as duas dindmicas produzem o mesmo comportamento qualitativo
para a energia média por particula do sistema, e portanto, o EQE pode ser estudado utili-

zando qualquer uma das din&micas.

computacionais e pela funcao de particao regularizada.

Assim, realizamos o célculo da energia média por particula em funcao da tem-
peratura 6 para o ¢-gas com ¢ = 0.80. O resultado é mostrado na figura 4.18, o qual
= 10°
= 400

foi obtido com uma simulacao utilizando a dindmica usual do MMC com N
amostras, inicialmente em ng = 1. A média foi calculada entre t; = 200 a ¢
para garantir que a mesma fosse realizada dentro do EQE. Os resultados sao qualita-
tivamente iguais para outros valores do parametro q.

Para as mesmas condicoes em que foi obtido o resultado mostrado na figura
4.18, foi calculado o calor especifico médio por particula do ¢-gas. Este resultado é
mostrado na figura 4.19, na qual podemos observar um comportamento analogo ao
da energia média por particula na figura 4.18.

Uma vez mostrado os resultados das simulagoes, iremos calcular a energia e o
calor especifico do ¢-gas através do formalismo modificado que é obtido da funcao de

o~ . / ~ . .
particao regularizada Z . Como observamos na sec¢ao anterior, os resultados obtidos
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Figura 4.18: Energia média por particula versus temperatura 6 para o ¢-gas com ¢ = 0.80.
As simulacoes foram realizadas com N = 10 amostras, com condicdes iniciais ng = 1 para
todas as amostras. A média foi realizada entre os tempos t; = 200 até ¢ = 400 para garantir
que a mesma fosse realizada dentro do EQE. Resultados similares sdo obtidos para outros

valores do pardmetro q.

para a energia média por particula, com o MMC modificado, coincidem com aqueles
resultados obtidos utilizando o MMC usual, para certos valores de temperaturas,
dentro do EQE. Assim, para estes valores de temperatura a energia interna e o calor
especifico por particula do ¢-gas preditos com a funcdo de particdo regularizada Z’
devem coincidir com os resultados obtidos pela dinamica usual, ja que a dinadmica
modificada é baseada na funcao de particao regularizada.

Dentro deste novo formalismo dado pela funcdo de particdo regularizada Z’

(£3), a energia interna por particula é dada por:

ey (8" (11 = )
u = ~0inZ /0f 5{1 1+Z%°:1((6q)m/m!)(1/(1—qm)} (4.22)

e o calor especifico por particula ¢ /kg = 3%0u’ /03 ¢ dado por:

/

L+ 301 ((Bg)™/m!)(1/(1 = g™)) (1+ X5 ((Bg)™/m!)(1/(1 —
(4.23)

ks

— = (@;)2{ ez m(m = 1)(1/m)(B)"2(1/(1 = g™)  [Soe_y(m/m!)(B)" M (1/(1 = g™)))’
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Figura 4.19: Calor especifico médio por particula versus temperatura 6 para o ¢-gas com
q = 0.80. Nas simulacoes foram utilizadas N = 10% amostras com condicdes iniciais ng = 1
para todas as amostras. A média foi realizada entre os tempos t; = 200 até to = 400 para
garantir que a mesma fosse realizada dentro do EQE. Um resultado similar é obtido para

outros valores do parametro q.

sendo 3 = (kgT)~! e 3, = fe*, em que mantemos o apostrofo para lembrar que tais
propriedades foram calculadas utilizando a funcio de particio regularizada Z .
Antes de compararmos estes resultados com os resultados mostrados na figura
4.18 e 4.19, observamos que usamos a mesma forma de calcular a energia interna por
particula (E222)) e o calor especifico por particula (L23) como no formalismo de BG.

Entretanto, vimos que a fung¢do de particao regularizada, eq.(10), é dada por:

o0

Z =" [exp(—Pen) — exp (—P")] (4.24)

n=0

e portanto, a energia média por particula pode ser calculada por:

7= f: - leap (~e.) — exp (~)] e, (4.25)

que, como vemos facilmente, ¢ diferente da expressio v = —dInZ /03 ([E2). Apesar
disto podemos ver na figura 4.20 que a energia interna u (circulos preenchidos) [22)

e a energia média T (linha solida) (EZH) para ¢ = 0.60 coincidem para temperaturas
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Figura 4.20: Energia interna por particula do ¢-gas (¢ = 0.60) calculada analiticamente
u' (circulos preenchidos) e numericamente % (linha s6lida) pelo formalismo modificado em
func@o da temperatura. Podemos ver que para temperaturas até § = 0.12 os dois procedi-
mentos produzem o mesmo resultado. Como o EQE surge para temperaturas em torno de
0 = 0.10, este pode ser descrito pelo formalismo modificado utilizando o célculo da energia

. , ’
interna por particula u .

menores que § = 0.12. Como o EQE surge para temperaturas em torno de 6 = 0.10
podemos utilizar a relagdo ([22) ja que a mesma reproduz completamente o calculo
(#27). As duas relagoes, dadas pelas egs.([{L2Z2HA.20), sdo, portanto, equivalentes para

baixas temperaturas (¢ < 0.10).

Na figura 4.21 esbocamos a energia interna por particula calculada pela ex-
pressdao analitica dada pela eq.(@22)) e comparamos com o resultados das simulagoes
numéricas, sendo a média nas simulacoes calculadas no EQE para ¢ = 0.80, no in-
tervalo de tempo t; = 200 até t, = 400 utilizando a dinamica usual, sobre N = 10°
amostras com condicoes iniciais ny = 1 para todas as amostras. Podemos ver que o
formalismo modificado fornece, com boa precisao, a energia média do EQE que existe
para temperaturas menores que 6 = 0.10. De fato, o erro relativo entre o resultado
analitico e o medido nas simulagoes aumenta com o aumento da temperatura, assu-

mindo valores de 0.0007 para # = 0.09, 0.017 para 6§ = 0.10 e 0.03175 para 6 = 0.11.

Na figura 4.22 esbocamos a mesma comparacao realizada na figura 4.21 mas
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Figura 4.21: Comparagao entre a energia interna por particula calculada analiticamente pelo
formalismo modificado (linha so6lida) e aquela calculada numericamente (ciculos preenchidos),
sendo ¢ = 0.80 e a média na simulacao realizada no intervalo ¢; = 200 até to = 400 sobre
N = 10% amostras, com condicdes inciais ng = 1 para todas as amostras. Podemos observar

que o formalismo modificado fornece com boa precisdo a energia interna do sistema no EQE.

com g = 0.60. Podemos observar que a concordancia entre o célculo analitico e o
obtido através das simulacoes diminui quando comparadas nas mesmas temperaturas
com ¢ = 0.80. De fato, o erro relativo assume valores 0.057 para ¢ = 0.09, 0.095 para
6 =0.10 e 0.125 para 8 = 0.11.

Um cenério semelhante é encontrado para o calor especifico. Na figura 4.23
sao comparados o resultado obtido via o formalismo modificado e o resultado das
simulacoes computacionais, sendo que os erros relativos assumem os valores 0.029
para # = 0.09, 0.051 para @ = 0.10 e 0.092 para # = 0.11.

Concluindo, vimos que o formalismo modificado obtido a partir da fun¢ao de
particio regularizada Z' descreve com boa precisdo as quantidades fisicas médias como
energia e calor especifico por particula do g-gis no EQE. O intervalo de temperaturas
que produz uma boa concordancia diminui para valores menores do parametro ¢q. Para
cada parametro ¢, os erros associados em cada temperatura podem ser diminuidos com
o aumento do nimero de amostras N, o que exige um esfor¢co computacional maior.

Como veremos no capitulo 5, quando estudarmos o atomo de hidrogénio, o
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Figura 4.22: Comparacdo entre a energia interna por particula calculada analiticamente
pelo formalismo modificado (linha so6lida) e aquela calculada numericamente (circulos pre-
enchidos), sendo ¢ = 0.80. A meédia na simulacdo foi realizada no intervalo ¢; = 200 até
t = 400 sobre N = 10% amostras com condicdes inciais ng = 1 para todas as amostras. Po-
demos notar que a concordancia entre os dois procedimentos diminui quando comparamos

as mesmas temperaturas com o caso q¢ = 0.80.
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Figura 4.23: O calor especifico por particula versus temperatura 6 para o ¢g-gas com g = 0.80
é comparado com o calor especifico médio calculada através da simulacao . Nas simulagoes
foram utilizadas N = 10® amostras com condicdes iniciais ng = 1 para todas as amostras. A
média foi realizada entre os tempos t; = 200 até to = 400 para garantir que a mesma fosse
realizada dentro do EQE. Resultados similares sao obtidos para outros valores do pardmetro

q e os erros relativos estdo na ordem daqueles obtidos para a energia média.
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tempo de duracao do EQE pode ser muito grande e, assim, podemos considerar
o EQE como um estado de equilibrio efetivo em que as suas propriedades “quase-

termodinamicas” podem ser obtidas via a funcao de particao regularizada.



Capitulo 5

(Gas i1deal de Atomos de hidrogénio

Neste capitulo iniciaremos o estudo do atomo de hidrogénio que é um dos sistemas
de particulas ligadas mais simples. Nao obstante ser um dos mais simples, este é
0 mais importante de um ponto de vista histérico, pois foi o primeiro sistema que
Schroedinger tratou com sua teoria de mecanica quantica, abrindo as portas para
os tratamentos de sistemas como moléculas e nucleos [95]. Ironicamente, os livros
textos de mecanica estatistica quase nuncaH calculam as propriedades de equilibrio
do hidrogénio. Esta dificuldade existe devido ao fato de que a funcao de particdo no
formalismo de Boltzmann-Gibbs (BG) é divergente e como consequéncia o sistema
sempre se ioniza para qualquer temperatura finita [41]. Por simplicidade estudaremos
o atomo de hidrogénio sem considerar a estrutura fina (interagdo spin-orbita) e a
degenerescéncia no seu espectro de energia.

Como feito para o gés ideal de g-osciladores no capitulo 5, estudaremos o gas
ideal de 4tomos de hidrogénio via simulacao computacional utilizando o MMC.

Veremos que o atomo de hidrogénio permanece em um FEstado de Quase-
Equilibrio (EQE) antes de alcangar o estado de ionizagdo. Analisando tal EQE po-
deremos prever algumas quantidades fisicas médias para o gis como energia e calor
especifico. Analogamente ao g-oscilador, mostraremos que a duragdo do EQE segue
uma lei de Arrenhius com a temperatura, e que a taxa de crescimento é a mesma do

g-oscilador para o parametro ¢ = 0.25. Gostariamos de frisar que o resultado analitico

para uma excegao ver [91].

85
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que apresentaremos, s6 deve valer até temperaturas de aproximadamente 10*K (6%
da energia de ionizagdo) e se estende, qualitativamente, a qualquer particula com-
posta que possua um espectro de energia limitado superiormente com infinitos niveis
de energia, tais como atomos e moléculas.

Proporemos também uma dindmica do MMC néo usual (dindmica modificada)
que surgird de uma regularizacao da funcao de particao do a&tomo de hidrogénio. Esta
dindmica coincidira com a dindmica usual do MMC até 6% da energia de ionizacao
(10*K). Por fim, proporemos duas possiveis situagoes fisicas nas quais o 4tomo de

hidrogénio pode estar no EQE.

5.1 Equacao de Schrodinger e o Atomo de hidrogénio

Aqui abordaremos suscitamente o tratamento da mecéanica quantica de Schrédinger
para o atomo de hidrogénio, de maneira a obter quantidades prevista por este forma-
lismo, as quais serao utilizadas e analisadas nas secoes futuras.

O atomo de hidrogénio consiste de um ntcleo carregado positivamente e um
elétron carregado negativamente ligados pela atragdo Coulombiana mutua. Consi-
deraremos [95] assim um elétron de massa reduzida p que se move sob a agdo do

potencial Coulombiano:

2

V(r)= (5.1)

dmegr
sendo —e a carga do elétron e r a distancia que separa o nitcleo, fixo, do elétron.
Utilizando a técnica de separacao de varidveis, podemos encontrar as solucoes

aceitaveis para o estado ligado da equagao de Schrédinger para o potencial (5.1) como:

wnlm(rv 97 Qb) = Rnl(T)Yzm(@ ¢) (52)

sendo Y;"(0, ¢) os harmonicos esféricos, enquanto que a solugdo radial é dada por:

R, (r) = emp(—nLaO> (aio)l e (aio) (5.3)
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2 ~ A . ,
em que ag = 4757025 e Gnl ;—0) sdo os polinomios de Laguerre [44], sendo que os niimeros

quanticos devem satisfazer as seguintes condigoes:

n = 1,2,3.. (5.4)
I = 0,1,2,..,n—1 (5.5)
m = —l,—l+1,...,0,....,+1—1,1 , (5.6)

para que as solugoes sejam fisicamente aceitaveis.

A energia do estado 1, ;,, é:

13.6eV
E,=——5— (5.7)

n
sendo n dado por (B4); ou seja, a energia permitida para o 4tomo de hidrogénio,
bem como para qualquer outro sistema ligado, é quantizada com valores discretos.
As eqs.(BZHH) mostram que para um mesmo valor de n existem geralmente valores
diferentes para [ e m. Como as autofungdes (22) dependem dos trés nimeros quan-
ticos, podemos ver [95] que para cada nivel de energia E, teremos n® autofungdes
diferentes, i. e. teremos estados degenerados.

Estudando as formas das fungoes distribui¢oes de probabilidades podemos ob-
ter informagoes adicionais sobre o 4&tomo de hidrogénio, como por exemplo, o valor
esperado da coordenada radial do elétron que caracteriza o raio da subcamada (n, ),

dado por:

Pt = % (3n2—1(+1)), (5.8)

que, diferente da energia E,, eq.(21), depende dos nimeros quénticos n e [. Notamos
também das eqs. (22HoH) que para um dado valor de n temos n subcamadas (referente
aos n valores possiveis de [) com o mesmo valor de energia E,; este resultado mostra
que o elétron pode se encontrar em subcamadas mais afastadas (subcamadas mais
externas) do niicleo, [ = 0, entretanto possuir a mesma energia, F, (1), que as

outras subcamadas que possuem o mesmo niimero quantico n mas diferentes valores
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Figura 5.1: Probabilidade radial P, ;(r)/(1/ag) versus r/ag para o elétron no &tomo de
hidrogénio para n = 2 e [ = 0. A seta indica o valor esperado da coordenada radial 7,,; do

elétron.

de [. Este resultado pode ser visto [95] se representarmos graficamente P, ;(r)/(1/ao)

versus 7,,;/(1/ag), em que P,,(r) é a densidade de probabilidade radial dada por [95]:
Poi(r) = R:,(r) Ry (r) r2. (5.9)

Nas figuras 5.1 e 5.2 exibimos a densidade de probabilidade P, ;(r)/(1/ao) [&3)
paran =2,1=0e [ = 1. Podemos ver que o raio médio, indicado pela seta, é maior
quanto menor for o valor de [, indicando assim que o elétron se encontra mais afastado
da origem (niicleo). De fato, 7,,; depende fundamentalmente mais de n do que de [,
como podemos observar comparando as figuras 5.1 (n =2el =0)e 63 (n=1e
[ =0).

Portanto, este resultado para o raio médio em fungio de n e [ dada pela eq. (.8
nos diz que o elétron pode se encontrar em subcamadas mais distante do niicleo e
possuir a mesma energia das subcamadas que possuem 0 mesmo nimero quantico n
mas um nimero quantico [ maior; ou seja, ele pode sofrer transicoes para subcamadas
mais externa sem que mude a sua energia.

Na proxima se¢ao mostraremos a dificuldade em obter as propriedades termo-

dindmicas do 4tomo de hidrogénio nao ionizado.
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Figura 5.2: Probabilidade radial P,;(r)/(1/ag) versus r/ap para o elétron no atomo de

hidrogénio para n = 2 e [ = 1. A seta indica o valor esperado da coordenada radial do

elétron. Podemos observar que o valor esperado 721 € menor do que 729 mostrado na figura

5.1. Apesar disto, a energia do sistema F,, nestas duas subcamadas (B.7)) ¢ a mesma pois

possuem o mesmo nimero quantico n.
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Figura 5.3: Probabilidade radial P, ;(r)/(1/ag) versus r/ag para o elétron no atomo de

hidrogénio para n = 1 e [ = 0. A seta indica o valor esperado 7,,; do coordenada radial do

elétron. Este resultado, quando comparado com o mostrado na figura 5.1 mostra que 7,;

depende mais fortemente de n do que de [.
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5.2 Divergéncia e regularizacao da funcao de parti-
cao

Nesta secao estaremos interessados em mostrar, concomitantemente, a divergéncia e a

regularizacao da funcao de particao do a&tomo de hidrogénio. Para isto, consideramos

o seu espectro dado por (B1): E, = —13.6eV/n? com n = 1,2,3,... . Colocando,

por conveniéncia, o estado fundamental n = 1 com energia nula, i.e. F; = 0, o seu

espectro fica escrito como:

1
En:R<1—ﬁ>,n:1,2,3,... (5.10)

sendo R a constante de Rydberg (R = 13.6 eV, que corresponde a uma temperatura
de (R/kp) = 1,579X10°K). A fungdo de parti¢ao no formalismo de BG, considerando

os niveis nao degenerados, é dada por:

Zpa = i exp (—PE,) =exp(—F R) i exp (ﬁ R/nz) (5.11)

n=1

sendo 3 = 1/kpT. E importante relembrar que o espectro acima possui uma dege-
nerescéncia g(n) = n? para cada nivel n. Entretanto, na analise que realizaremos,
apenas os niveis de energias mais baixos contribuirao significantemente de maneira
que os efeitos da degenerescéncia nao afetardao qualitativamente nossos resultados.
Conseqiientemente, trabalharemos com g(n) = 1, por simplicidade.

A eq.(BI0) pode ser escrita na forma:

*

Zpe = exp(—F R) lim > exp (ﬁ R/n2) : (5.12)

Manipulando o termo exponencial, podemos reescrever a equagao acima da seguinte

forma:

1
n2k

e (3R) 75 =t 3 3 U

n*—»oo

N
I
—
B
Il
=)

ﬁRkl

k
= Z 1+¥ =T
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- (BR)*
= lim |n’ —i-kZlHn 2Ry (5.13)

n*
n=1

em que H,« o = 1/n?* & o ntimero harmoénico de ordem 2k [96]. Os limites
n* — oo dos numeros harmoénicos sao bem definidos, produzindo coeficientes finitos,
Bor = limys o Hy o (por exemplo, By = 72/6, By = 7%/90, Bs = 7°/945), e
convergem para 1 a4 medida que k cresce. Assim, a eq.(I3) pode ser escrita da

forma:

(BR)*
!

que mostra uma divergéncia linear com o nimero quantico n*, que vem do termo

k=0 da eq.(BI3).

Introduzimos a “funcdo de partigao regularizada” (modificada), Z ', passando o

Zpc = exp(—(F R) nhinoo(n*) + Y By, (5.14)
k=1

termo que produz a divergéncia em (5.I4]) para o lado esquerdo, da seguinte maneira:

*

7' = Zpe — n11LnOo i exp (=0 R) = exp(—FR) i Bop~——— (ﬁR) (5.15)
n=1

/ rd . V3 .
Z é finita e também pode ser escrita como:

oo

7 = i exp (—BE,) — i exp (—f Z exp ( —exp(—pR)]. (5.16)

Apesar da fungao de particao no formalismo de BG ser divergente, podemos
efetuar o calculo da energia interna por &tomo de hidrogénio do gés ideal de hidrogénio
em fun¢io da temperatura, usando a expressio upg = lim,« o, —0In(Z%) /03, sendo

ne =" exp(—fBe,). Fazendo isto, obtemos o seguinte resultado para a energia

média upgg por atomo de hidrogénio:

0 se T'=0
upg — . (517)
R se T>0

De fato, se T' = 0 o gas permanece no estado fundamental, energia média por particula

igual a zero, durante um intervalo de tempo infinito. Por outro lado, para qualquer



92 Gas ideal de atomos de hidrogénio

temperatura finita o sistema possui uma energia média por particula igual a R, cor-
roborando o fato de que ele sempre se ioniza (equilibrio). Este resultado mostra que
0 atomo de hidrogénio nunca entra em equilibrio termodinamico e portanto usando
o formalismo de BG ndo podemos extrair nenhuma informacao (quantidades fisicas
médias) sobre o sistema ja que tal formalismo é vélido apenas no equilibrio.

Como obtido para o g-oscilador, no formalismo de BG o 4tomo de hidrogénio
sempre se ioniza para qualquer temperatura finita em decorréncia da divergéncia da
sua funcao de particdo Zpg oriunda da contribuicao infinita do quase-continuo de
energia. A funcdo de particio regularizada Z' por sua vez é obtida pela eliminacio da
contribuic¢do exp (—F R) de cada estado, dos infinitos, que formam o quase-continuo
de energia. Devido a esta eliminagdo, esperamos que a fungao de parti¢ao regularizada
7' descreva as propriedades do 4tomo de hidrogénio (sistema nfio ionizado) antes da
ionizacdo pois Z' esta ndo considera os estados (niveis) com energias proximos da ioni-
zagao, os quais contribuiriam com o termo exp (—3 R). Este formalismo seré aplicado
na se¢ao 6.4 no qual também mostraremos que podemos também realizar uma regu-
larizagao da funcao de particao se consideramos o espectro degenerado. Na proxima
secao estudaremos um gas ideal de &tomos de hidrogénio via simulacao computacional

utilizando o MMC.

5.3 O “experimento computacional” para o Atomo de
hidrogénio

Realizaremos nosso “experimento computacional” na tentativa de obter informacoes
do gas ideal de atomos de hidrogénio antes dele se ionizar. Para isto utilizaremos o
MMC discutido no capitulo 4. A dindmica que utilizaremos terd a mesma forma da

utilizada no caso do ¢-oscilador:

P, = cexp[—m] (5.18)

P = c (5.19)
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Figura 5.4: Energia média por dtomo de hidrogénio < &(t) > em funcdo do tempo t,
para diferentes temperaturas . A dinidmica proposta leva o sistema para energia média
< ¢* >=1 (ionizagdo). Note que a energia média por 4tomo, para certas temperaturas, per-
manece durante um certo intervalo de tempo com um valor que varia lentamente, formando
um patamar na energia sendo que tal patamar se torna mais evidente a medida em que a
temperatura diminui, apresentando um resultado qualitativamente igual ao observado para

o g-oscilador.

sendo 0 < ¢ < 1/2, P, a probabilidade de transicdo de n — n+ 1, P_ a probabilidade
de transicago de n - n—1,0 =kgT/Rec, = E,/R.

Estamos utilizando uma dindmica baseada em exponenciais e portanto a dis-
tribuicao de probabilidade no equilibrio serd exponencial. Desde que esta dinamica
leva, depois de um certo tempo (suficiente para alcancar o equilibrio) a um resultado
dado pelo formalismo de BG, o nosso “experimento computacional” levara o sistema
a ionizacao. Implementando as mesmas regras discutidas em 4.1.2 com a dinamica
acima, obtemos a energia média adimensional por 4&tomo de hidrogénioH < g(t) > em

funcao do tempo ¢, para diferentes temperaturas, como mostra a figura 5.4 .

No resultado mostrado na figura 5.4, utilizamos ¢ = 1/2 (utilizado em todas

simulagoes), sendo verificado que outras escolhas desta constante (0 < ¢ < 1/2)

2de agora em diante nos referiremos & energia média adimensional como energia média, por

simplicidade
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nao mudam quantitativa e qualitativamente nossos resultados. Para este resultado
mostrado na figura 5.4, a média na energia foi realizada sobre N = 2.000 amostras
com condigoes iniciais ng = 2 (primeiro estado excitado) para todas as amostras; isto
significa que em cada instante de tempo anotamos a energia de cada uma das amostras

e realizamos uma média sobre o niimero de amostras total.

Note que para qualquer temperatura finita o sistema tende a aumentar a ener-
gia média por 4tomo para o valor da energia de ionizagao < £* >= 1 apds um certo
tempo, refletindo o fato de que o 4tomo de hidrogénio sempre se ioniza para qualquer
temperatura finita. Antes de alcancar este estado de ionizagao, o resultado mostra que
a medida em que a temperatura diminui forma-se um patamar caracterizado por uma
lenta variacao na energia média por atomo de hidrogénio fazendo surgir um Estado
de Quase-Equilibrio (EQE) que pode ter uma longa duracao para valores de tempe-
ratura pequenos. Neste EQE o atomo sofre varias colisdes com os outros atomos que
compoem o gés ideal e o elétron ligado ao niicleo tende com o passar do tempo, a
se afastar do nucleo (sofrendo transigdes entre estados eletronicos), produzindo uma
lenta variagdo na energia média do sistema (propriedades macroscopicas praticamente

inalteradas) durante um certo tempo.

Este comportamento apresentado aqui para o &tomo de hidrogénio ¢ o mesmo
apresentado para os g-osciladores, os quais fazem parte de uma familia de sistemas
que tém uma funcao de particao divergente pois apresentam espectros de energias
limitados e com infinitos niveis de energia. Como podemos ver também na figura 5.5,
o surgimento do EQE para o 4tomo de hidrogénio também independe da dindmica
escolhida, sendo que nesta figura comparamos a dinamica de Metropolis (resultado
da figura 5.4) e a dinAmica de Glauber [B2TB22). A simulacdo foi realizada com
N = 2000 amostras, com condicoes iniciais ng = 1 para todas as amostras, sendo a
temperatura = 0.11. E importante relembrar que os conceitos basicos do Método
de Monte Carlo (MMC) sdo os mesmos independente de qual dindmica esta sendo
utilizada, Metropolis ou Glauber; escolher dindmicas diferentes implica apenas em

escolher probabilidades de transicao diferentes.

Iniciaremos noso estudo deste EQE analisando a distribuicao dos niveis durante
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Figura 5.5: Comparacao entre as dinamicas de Glauber (quadrados preenchidos) e Metro-
polis (quadrados vazios) para a temperatura @ = 0.11 e condi¢des inicias ng = 2 (primeiro
excitado) para todas N = 2000 amostras. Note que o comportamento da energia média por
atomo de hidrogénio é semelhante para as duas dindmicas, apresentando uma lenta variacao
antes de alcancar a energia de dissociacdo, reafirmando que tal comportamento é uma carac-
teristica tipica de sistema com infinitos niveis de energias limitados superiormente. Cenario

semelhante foi encontrado para o g-oscilador com 0 < ¢ < 1.

o intervalo de tempo em que o sistema permanece em tal estado.

Na figura 5.6 exibimos em escala Log-Log, a distribuicao de probabilidades
P(n) dos niveis n do atomo de hidrogénio dentro do EQE. Estes resultados foram
obtidos nos instantes de tempo ¢ = 10%,10% e 10*, sendo que as simulacdes foram
realizadas com N = 10® amostras, com a temperatura § = 0.07 e iniciamente em
ny = 1 (estado fundamental). Podemos observar que os niveis com energia mais
baixa (tipicamente até n = 10) tém uma frequéncia de aparecimento muito grande
em relagdo ao niveis mais excitados (tipicamenete acima de n = 10). Observamos
que o estado fundamental n = 1 possui uma contribuicaio dominante em relagao aos
outros niveis. No decorrer do tempo, os niveis mais excitados vao sendo visitados mas

de uma maneira muito lenta, fazendo surgir o EQE.

Uma caracteristica do comportamento da energia média por 4tomo de hidro-

génio mostrada na figura 5.4 é que existem dois instantes de tempo nos quais o 4tomo
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Figura 5.6: Distribuicdo de probabilidade para o atomo de hidrogénio dentro do EQE
na escala Log x Log. Utilizamos N = 10% amostras com a temperatura 6 = 0.07 e todas
as amostras inicialmente no estado fundamental (ny = 1). Note que a probabilidade do
atomo estar nos estados de mais baixa energia praticamente nao varia durante o intervalo
de tempo (10%,10%). Os niveis mais excitados vo sendo ocupados de maneira a produzir a
lenta variagao da energia média mostrada na figura 5.4. Por conveniéncia deslocamos o eixo

n = 1.

de hidrogénio possui o mesmo valor para a energia média. Por exemplo, para a tem-
peratura 6 = 0.15, nos instantes t = 10 e t = 10* o sistema possui o mesmo valor da
energia média. Entretanto, a figura 5.7 nos mostra que nestes dois instantes de tempo
as distribui¢oes dos niveis sdo completamente diferentes. O resultado mostrado nesta
figura foi obtido realizando simulacdes com N = 10° amostras inicialmente em ng = 2
com a temperatura # = 0.15, sendo analisadas as distribuicoes nos instantes ¢ = 10 e
t = 10%. Esse mesmo comportamento foi observado para o g-oscilador (¢ = 0.25) na

figura 4.14 .

Uma vez que durante um certo intervalo de tempo o atomo de hidrogénio
vive em um estado caracterizado por uma dinamica lenta em dire¢ao & ionizagao
cujas propriedades sao analogas a de um sistema em equilibrio, devemos ser capazes
de caracterizar mais concretamente que este estado nao corresponde ao verdadeiro

estado de equilibrio termodinamico.
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Figura 5.7: Na escala Log-Log exibimos a distribui¢ao de probabilidade do niveis de energias
P(n) versus n para o 4tomo de hidrogénio para dois instantes de tempo ¢t = 10 e t = 10*. Nas
nossas simulacoes foram utilizadas N = 10° amostras, todas inicialmente em ng = 2 e com
a temperatura 8 = 0.15. Note, figura 5.4, que o sistema apresenta energias com valores bem
préximas para t = 10 e t = 10%, mas apresenta distribuicdes bem distintas. Por conveniéncia

deslocamos o eixo n = 1.

Para isto, verificamos o fendmeno de envelhecimento (aging) como discutido no
capitulo 5 para o g-oscilador. Para observamos este efeito de envelhecimento devemos
medir a fun¢ao de autocorrelagao de dois-tempos:

Clt 4t 1) = <e(t+ty)e(ty) > — <e(t+ty) >< e(ty) > (5.20)

Ottty Oty

sendo t,, o tempo de espera (waiting time), < ... > é a média sobre amostras e
2 _ 2 2
o =<e(t)” > — <e(t) > (5.21)

é a variancia da energia £(t) = E(t)/R.

Calculamos a fungao de correlagao para o gas ideal de 4tomos de hidrogénio
na temperatura # = 0.08 com diferentes t,,, como mostra a figura 5.8. As condig¢oes
iniciais sao as mesmas da figura 5.4, com as médias sobre N = 350000 amostras. Os
t,, escolhidos foram tais que a funcao de correlagao foi avaliada com o sistema no EQE

(tipicamente dentro do intervalo 10 a 10® como mostra a figura 5.4).
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Figura 5.8: Funcao de autocorrelagdo C(t + t, ) em fungdo do tempo ¢ para o gas ideal
de 4tomos de hidrogénio para a temperatura 6 = 0.08 e para diferentes tempos de espera
tw. Claramente a funcdo de autocorrelagao depende do tempo de espera t,,, mostrando a

assinatura de que o sistema de fato estd fora do equilibrio.

Claramente existe uma dependéncia com o tempo de espera t,, mostrando que

o sistema esta envelhecendo enquanto permanece no EQE.

Uma vez observado e caracterizado este EQE, calcularemos a energia média e
o calor especifico para o gas ideal de atomos de hidrogénio, por atomo de hidrogénio,

em funcao da temperatura, enquanto ele permanece neste estado.

O resultado para a energia média em eV x 1073 (mili-elétron volts) versus
a tempertura em K x 10° (quilo Kelvin) é exibido na figura 5.9, sendo as médias
realizadas no intervalo de tempo de t = 200 a ¢t = 400 utilizando N = 10% amostras,
todas inicialmente no estado fundamental (no = 1). No grafico interno exibimos uma

ampliacao dos resultados no intervalo 7'= 0K até T' = 11000/

Utilizando as mesmas condicoes computacionais, obtemos o calor especifico
por atomo de hidrogénio; o resultado é mostrado na figura 5.10 no qual exibimos uma

ampliacao dos resultados, grafico interno, no intervalo 7' = 0K até T' = 11000K.

Na proxima secao estaremos focando nossos esforcos em obter informacoes

sobre o atomo de hidrogénio via o formalismo modificado.
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Figura 5.9: Energia média (em eV x 1073) (mili-elétron volts) por atomo de hidrogénio do
géas ideal de atomos de hidrogénio em funcdo da temperatura em K x 10° (quilo Kelvin)
calculada dentro do EQE. As simulacdes foram realizadas N = 10 amostras com todas
inicialmente no estado fundamental ng = 1 e a média sendo calculada no intervalo de tempo
(200,400). O grafico interno mostra uma ampliacdo dos resultados no intervalo 7' = 0K até

T =11000K.

6
0,3 T T T — o |
N | 0,2+ o |
o 4 I i
— Ovlf o °
:i o+ oooooooo" —
XMZ* _01(;‘ s ° m
g 4 8 .
°
Of eoeeeeeeeeceoe® |
R R R R DR
0 5 310 15
T(K) x 10

Figura 5.10: Calor especifico médio por dtomo de hidrogénio em funcdo da temperatura
calculada dentro do EQE. As condigoes das simulagoes foram as mesmas utilizadas na figura
5.10. O gréfico interno mostra uma ampliacdo dos resultados no intervalo ¢ = 0K até

T =11000K.
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5.4 Propriedades termodinamicas via o formalismo
modificado

Nesta secao propomos uma dindmica modificada, baseada na fun¢ao de particao regu-
larizada Z', eq.(515), obtida na secdo 6.2 . Esperamos que os resultados obtidos com
esta dindmica modificada coincidam com aqueles da dindmica usual, j4 que a funcao
de particdo regularizada Z' leva em consideracdo apenas os estados ligados do 4tomo
de hidrogénio.

O peso estatistico associado a funcio de particio regularizada Z' (E13) é dado
por:

lexp (—BEy) — exp (—FR)]

Py(n) = — : (5.22)

Assim, propomos a dindmica modificada com as seguintes probabilidades de

transicao:

)

o () e (D)
P = c (5.24)

P+ = C (523)

sendo 0 < ¢ < 1/2, P, a probabilidade de transi¢do de n — n+ 1, P_ a probabilidade
de transicio den — n—1, 0 = (kgT/R) e &, = (E,/R). E importante dizer que esta
dindmica modificada tembém satisfaz & condicao de balanco detalhado.

Fazendo a mesma implementacao computacional feita para a dinAmica anterior
obtemos a energia média por 4tomo de hidrogénio em fun¢ao do tempo como mostra
a figura 5.11, sendo que nas simulacoes utilizamos N = 2000 amostras inicialmente
em ng = 2 para as temperaturas 6 = 0.12 e = 0.07.

Note que o fato desta dinadmica modificada ser construida com um peso esta-
tistico que possui uma funcao de particao finita, faz com que o sistema alcance um
estado de equilibrio diferente daquele estado de ionizagao.

Na figura 5.12 comparamos o resultado obtido com a dindmica modificada

com o resultado obtido com a dindmica usual. Em relacao a dindAmica modificada,
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Figura 5.11: Energia média adimensional por atomo de hidrogénio < £(t) > em fungao
do tempo t para o gés ideal de atomos de hidrogénio utilizando a din&mica modificada.
As simulacoes foram realizadas para duas temperaturas § = 0.12 (circulos preenchidos) e
6 = 0.07 (circulos vazios) utilizando N = 2000 amostras inicialmente no primeiro estado
excitado ng = 2. Esta dindmica modificada é baseada na fungao de particao regularizada Z ,

e portanto, a mesma previne o sistema da ionizacao.

que permanece com um valor de energia média constante, observamos que & medida
em que a temperatura baixa, as duas dinamicas possuem uma concordancia melhor,
persistindo durante um intervalo de tempo (dentro do EQE).

Assim se consideramos, para baixas temperaturas, o EQE como sendo um
equilibrio efetivo, podemos usar Z de maneira a calcular as propriedades fisicas mé-
dias para o gas ideal de atomos de hidrogénio. Dentro deste novo formalismo, tais

quantidades médias podem ser dados por:

u = —0lnZ |03 = R {1 Y/ k(B%/kJ!)(ﬁR)k—l}

S22 (Ba /K!) (BR) (5.25)

2

/

o e | SR Rk = 1)(Bae/R)(BR)F? SR k(Bu/R) (BR)F
B~ P /0F = (OR) S (Bor /) (BR) S (Bor/H) (BR)

(5.26)
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Figura 5.12: Energia média adimensional por d4tomo de hidrogénio < £(t) > em funcdo do
tempo ¢, para as dinamicas usual (circulos vazios) e modificada (circulos preenchidos). As
simulacoes foram realizadas para duas temperaturas diferentes (a) 6 = 0.09 e (b) 6 = 0.07.

Note que o tempo de duragdo do EQFE aumenta a medida em que a temperatura diminui.

sendo u’ e ¢ a “energia interna” e o “calor especifico” por dtomo de hidrogénio do gés.
Por simplicidade e analogia, chamaremos estas grandezas de energia e calor especifico,
apesar das mesmas nao terem sido calculadas em um estado de equlibrio. Mantivemos
o apostrofo para lembrar que tais propriedades foram calculadas utilizando a funcao
de particio regularizada 7 .

Na figura 5.13 esbocamos a energia interna por particula calculada da expressao
analitica (223) e comparamos com o resultado das simula¢oes numeéricas, sendo que
a média na energia interna foi calculada, no EQE, no intervalo de tempo ¢; = 200 até
t, = 400 utilizando a dinamica usual, sobre N = 10° amostras com condicdes iniciais

ng = 1 para todas as amostras.

Noés observamos uma boa concordancia entre os dois resultados até 10°K. De
fato, a discrepancia relativa entre estes dois procedimentos aumenta & medida que a
temperatura aumenta, assumindo valores de 0.004 para § = 0.05 (T' =~ 7895K) e 0.282
para 0 = 0.06 (7' ~ 9474K). Este mesmo comportamento e discrepancias relativas
(em mesma ordem de magnitude) se verificam também no calor especifico por 4tomo

de hidrogénio, exibido na figura 5.14.

Para o intervalo de temperatura em que encontramos uma boa concordancia
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Figura 5.13: Energia interna por 4tomo de hidrogénio calculada até T'= 15000K, por dois
diferentes métodos: (i) o formalismo da funcdo de particdo regularizada (linha continua) (i)
simulagdo de Monte Carlo (pontos) usando pesos de Boltzmann-Gibbs. O gréfico interno

mostra uma ampliacao destes resultados no intervalo de T'=0K a T = 11000K.

T(K) x 10°

Figura 5.14: Calor especifico por atomo de hidrogénio é calculada até T' = 15000K, por
dois diferentes métodos: (i) o formalismo da funcdo de parti¢do regularizada (linha continua)
(7i) simula¢do de Monte Carlo (pontos). O gréfico interno mostra uma ampliacdo destes
resultados no intervalo de 7' = 0K a T = 11000K. Similar comportamento também é

observado para a energia interna por dtomo de hidrogénio.
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entre os dois procedimentos (tipicamente de 0K a 101K, o Estado de Quase-Equilibrio
pode ser considerado como um Estado de FEquilibrio Efetivo, e assim, podemos calcular
as propriedades termodinamicas do gas ideal de atomos de hidrogénio via a funcao
de particdo regularizada Z'. E importante frisar que o intervalo de temperaturas no
qual o formalismo modificado, baseado na funcao de particao regularizada, pode ser

aplicado a temperaturas bem acima da temperatura ambiente.

Por fim, mediremos o tempo de duracao deste EQE, 7(6), como sendo o tempo
durante o qual o sistema permanece neste estado com a dindmica usual, de maneira que
a diferenca absoluta entre as energias médias por particula obtidas pelas dinamicas
usual e modificada seja menor que 6 = 0.05. Assim, para as temperaturas 0 =
0.08,0.09,0.10,0.11 e 0.12, realizamos simulagoes com N = 2000 amostras, todas
inicialmente em ny = 2 (primeiro excitado). Como podemos observar na figura 5.15,

nosso resultado se ajusta bem a uma lei exponencial:

7(0) ~ exp(b/0) = exp [bR/(kgT)] (5.27)

sendo b = 1.94+0.07. Este valor obtido para o coeficiente b coincide, dentro da barra
de erro, com a média dos valores dos coeficientes medidos h(g) = 2.00 £ 0.07 para o
q-gas ideal (¢ € (0.25,0.80)) exibidos na figura 4.11. Assim, vemos que em termos
da temperatura 6 = kgT/(E*), sendo E* = hw/(1 — q) para o g-oscilador e E* = R
para o atomo de hidrogénio, a lei de crescimento possui a mesma taxa de crescimento

para todos estes sistemas que possuem espectros de energias com infinitos niveis e

limitados.

Observamos também para o g-oscilador que quando escrevemos a temperatura
em relagdo a energia do primeiro estado excitado kg7 /FE;, sendo E; = hw, a lei de

crescimento fica escrita na forma (ZT9):

7(q,6) ~ exp [h'() /6] (5.28)

sendo que h'(q) = h(q)E* = 2E* e 6, = kpT/(hw). Fazendo isto para a lei de
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Figura 5.15: Dependéncia do tempo de duracdo do EQE para o gés ideal de atomos de hi-
drogénio versus o inverso da temperatura 1/0 (6 = kgT/(R)). O gréfico é exibido na escala
Semi-Log e podemos ver que os dados (circulos preenchidos) se ajustam bem a uma lei expo-
nencial em que a inclinacdo da linha sélida é b = 1.944+0.07. As simulages foram realizadas
para N = 2000 amostras com condigOes inicias ng = 2 e cinco diferentes temperaturas 6. As

barras de erro sdo da mesma ordem dos simbolos utilizados.

crescimento do EQE do atomo de hidrogénio, para o qual £, = 3R/4, obtemos:
7(0) ~ exp [b' /61 (5.29)

sendo b = 4b/3 = 2.59 £0.09 e 0§, = kpT/(0.75R). Na figura 5.16 exibimos
b = 4b/3 e h'(q) = h(q)E* = 2E* (figura 4.11 e 4.12) versus E;/E*. Podemos
observar que a relagdo F;/FE* = 1 —q para o g-oscilador e para o 4tomo de hidrogénio
E,/E* = 0.75. Assim, quando medimos a temperatura em relagdo ao primeiro nivel
excitado 0; = kgT'/(0.75R), observamos que o atomo de hidrogénio possui uma taxa
de crescimento b = 4b/3 = 2.59 £ 0.09 que coincide, dentro da barra de erro, ao
apresentado pelo g-oscilador com ¢ = 0.25, '(0.25) = 2.75+0.08. Notamos que estes
dois sistemas possuem um espectro de energia com uma caracteristica em comum:
E,/E* = 0.75. Este resultado sugere que uma grandeza importante é a energia do
primeiro estado excitado E; medido em relacao a energia de ionizacao E* de ma-
neia que atomo de hidrogénio pode ter seu comportamento dindmico imitado pelo

g-oscilador com ¢ = 0.25. De fato, como podemos observar na figura 5.17, quando
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Figura 5.16: Dependéncia do coeficiente da lei de crescimento h'(q) para o g-oscilador
(circulos preenchidos em preto) e b para o dtomo de hidrogénio (circulo preenchido em
vermelho) do tempo de duracdo do EQE versus E;/E*. Podemos observar que na relacdo
E,/E* =1 — g, tanto para o g-oscilador quanto para o dtomo de hidrogénio vale F;/E* =
0.75. Podemos observar também que o 4tomo de hidrogénio possui uma taxa de crescimento

igual, dentro da barra de erro, ao apresentado pelo g-oscilador com ¢ = 0.25.

representamos a energia média de cada sistema escalada pela energia de ionizacao,
ie. <e(t) >= E(t)/E*, sendo E* = 4(hw)/3 = para o g-oscilador (q=0.25) e E* = R
para o atomo de hidrogénio, observamos um comportamento essencialmente idéntico
entre os dois sistemas. Nesta figura exibimos duas temperaturas 6 = (kgT')/E* di-
ferentes sendo as condicoes iniciais ng = 1 para todas as N = 2.000 amostras para
ambos os sistemas. E importante frisar mais uma vez que uma caracteristica em co-
mum entre estes dois sistemas é que os dois possuem a mesma energia de separagao
entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado, quando medidos em relacao
a energia de ionizagdo, i.e. F;/E* = 0.75. Assim, o a&tomo de hidrogénio pode ter sua

dindmica imitada pelo g-oscilador (¢ = 0.25).

Assim, da interpretacio fenomenolégica da Algebra de Heisenberg Generali-
zada (AHG) em termos de particulas compostas, apresentada no capitulo 2, o gas ideal

de a4tomos de hidrogénio corresponderia ao ¢-gas ideal com o pararametro ¢ = 0.25.

Agora, para discutir a influéncia da degenerescéncia nos resultados obtidos,
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Figura 5.17: Energia média escalada pela energia de ionizacdo E* para o dtomo de hi-
drogénio (simbolos vazios) e para o g-oscilador com g = 0.25 (simbolos preenchidos) para
duas diferentes temperaturas § = (kpT)/E*. Para o dtomo de hidrogénio temos E* = R
enquanto que para o g-oscilador, com ¢ = 0.25, E* = 4(hw)/3. Essenciamente podemos

notar um comportamento idéntico entre os dois sistemas.

mostraremos a regularizacao da fun¢do de particdo com a degenerescéncia:

Zpg = exp(—F R) nllinoo ”Z n? exp (ﬁ R/nQ) . (5.30)
n=1

Manipulando o termo exponencial, podemos reescrever a equacao acima da

seguinte forma:

1
exp(BR) Zpe = hm —
00 k 1
= llm Z n2 [1 + (ﬁR/n2) + Z (ﬁﬁi> ﬁ‘|

= hm l ng n +5R>> +]§Hn*,2(k—l) (6]5) ‘| (531)

em que H,« o1y = S0, 1/n**Y & 0 nimero harménico de ordem 2(k — 1) [96]. Os
limites n* — oo dos niimeros harmonicos sao bem definidos, produzindo coeficientes

finitos, Bog—1) = limy+oo Hys 25—1) (POr exemplo, By = 7?/6, By = ©*/90, Bs =
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7%/945), e converge para 1 & medida que k cresce. Assim, a eq.(B5.31]) pode ser escrita

da forma:

(BR)"
Kl

n=1

k=2

que mostra a divergéncia nos dois primeiros termos do lado direito da equagao, que
estao relacionados aos termos k =0 e k = 1 da eq.(B3T)).
Introduzimos a “funcao de partigdo regularizada” (modificada) com a degene-

. ’ .
rescéncia, Z,,.,, definida como:

*

/ ' n 00 (ﬁR)(k:—i-l)
Zaeg = Zpc — exp(—f R) lim 3 (n*+ BR) = exp(—fR) >_ Bay - (5:33)
n*—oo £~ = (k+1)!

sendo que reordenamos os termos da soma, que é finita, e que também pode ser escrita

€como:
, >0 9 9 0 (ﬁR)(k—i—l)
Zig = Y [n? exp (=BEL) — (n* + BR) exp (=BR)| = exp(—FR) 3 Bt
— = (k+1)!
(5.34)
Assim, por exemplo, a energia interna por 4tomo é dada por:
r Coa SRy (k + 1) (Ba/(k + 1)) (BR)*
Udeg = —0lnZ /aﬁ =R {1 - 220:1(32143/(]{: n 1)!)(6R)(k+1) (5.35)

sendo u’deg a energia interna obtida com o formalismo modificado levando em con-
sideracdo a degenerescéncia. A comparacao entre este resultado e aquele em que
desconsideramos a degenerescéncia é mostrado na figura 5.18. Como ja era de se es-
perar a energia interna possui um valor maior quando consideramos a degenerescéncia
ja que os niveis excitados fornecem contribui¢cdes maiores.

O resultado exibido na figura 5.18 é obtido via a regularizagdao da funcao de

. o~ . A . ’
parti¢do considerando a degenerescéncia 7, , eq.(232). Esperamos que o resultado

eg’

PR . . ’ / . .
analitico da energia interna por particula u,,, mostrado na figura 5.18 seja condizente

com os resultados obtidos pela simulacao computacional utilizando o MMC usual
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Figura 5.18: Comparacao entre o célculo analitico da energia interna por 4tomo de hidroge-
nio via o formalismo modificado considerando a degenerescéncia (circulos preenchidos) e sem
a degenerescéncia (linha solida). O gréfico interno é uma ampliagdo dos resultados no inter-
valo de T'=0K a T = 11000K. Como j4i era de se esperar, a energia interna considerando

a degenerescéncia possui uma valor maior.

levando em conta a degenerescéncia do espectro de energia do atomo. Este tltimo
certamente forneceria uma energia média por 4tomo maior do que aquela obtida com
o MMC usual sem considerar a degenerescéncia, ja que nas simulagoes aumentariam
as frequéncias com que as energias dos niveis excitados apareceriam. Como a energia
de ionizacao do 4tomo nao se modifica quando levamos em conta a degenerescéncia,
esperamos que a lei de crescimento do EQE continue sendo exponencial, talvez com
um coeficiente um pouco menor.

Na proxima secao proporemos duas realizagoes fisicas nas quais o gés ideal
de 4tomos de hidrogénio apresentaria o EQE. Destes, faremos uma conexao entre o

tempo de Monte Carlo e o tempo real.

5.5 Possivel realizacao fisica

Do ponto de vista experimental, parece-nos dificil fazer medidas em sistemas reais

altamente diluidos de 4&tomos nao ionizados, desde que devemos evitar que os &tomos
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de hidrogénio se ionizem (que é favorecido a altas temperaturas) e se combinem,
H + H — H, (que é favorecido a baixas temperaturas). Aqui nesta subse¢do nos
propomos duas possiveis realizacoes fisicas em que o a&tomo de hidrogénio poderia ser

encontrado no acima mencionado Estado de Quase Equilibrio (EQE).

5.5.1 Gas de atomos de hidrogénio

Aqui estaremos assumindo a viabilidade, do ponto de vista experimental, de produzir
um gas de atomos de hidrogénio ndo ionizado em baixas temperaturas (comparadas

com a energia de ioniza¢do) em que supomos ser satisfeitas as seguintes condigoes:

1. as combinacoes, H + H — H,, podem ser ignorados. De fato, existem técnicas
experimentais para tal suposicdo em que pares de atomos, assim chamados,

spin-polarized state , ndo podem produzir estados ligados ([97]-[99)]);

2. a temperatura 71" é baixa o suficiente de modo que a maioria dos atomos do gés

estao nos estados de menor energia;

3. um dado atomo de hidrogénio pode apenas mudar de estado através de colisoes
com outros atomos (assumiremos que a dimensdo linear da caixa que confina o
gas é bem maior que o livre caminho médio do 4&tomo, de maneira que as colisoes
com a parede podem ser desprezadas). Um atomo que esteja em um estado
proximo do estado fundamental pode sofrer, antes da excitacao, vérias colisoes,
pois 0 atomo tem que sofrer uma colisdo com um atomo altemente energético

para absorver uma energia superior a 3R/4 para uma transi¢io ocorrer.

Assim, o tempo médio entre duas colisdes sucessivas, 7(T"), em funcdo da tem-

peratura, 7', pode ser calculado da teoria cinética [T00] dando o seguinte resultado:

M)~ () (5.6)
6 mpa \kpT) '

sendo que p representa a densidade de 4&tomos no gas, m a massa do atomo de hidro-
génio e a o raio de Bohr. Com o intuito de estabelecer uma conexao entre a durac¢ao

do EQE (figura 5.4 dados em passo de Monte Carlo) com o tempo real propomos uma
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simples, mas sugestiva, correspondéncia: 7(7') = ¢, sendo ¢ o tempo de Monte Carlo.
Com esta suposi¢ao vemos que a duragdo (em tempo real) do EQE, para o 4tomo de

hidrogénio, pode ser escrito como:

trea = t (T ! NN cap 2R (kT 5.37
et =1 7(0) = o (o) eon 2B/ (kT)), (537

sendo t,.,; medido em segundos, em que consideramos o parametro b = 2, dado
pelo ajuste mostrado na eq.(2). Note que este tempo de duragdo do estado de
quase-equilibrio depende de dois parametros, a densidade de atomos de hidrogénio
n e da temperatura 7. Sendo assim, nés estimamos t,., para valores tipicos, a
saber: n = 10?® atomos/m? e 6 = 0.10 (T =~ 15797K), 6 = 0.05 (T ~ 7898K), 0 =
0.03 (T ~ 4739K) e 0 = 0.01 (T =~ 1580K), que fornecem, respectivamente, os tempos
de duracdo, tyeq = 5,35 segundos, t,eq = 3,67 x 10° segundos, t..q = 1,81 x 10
segundos (= 5,73 x 10'® anos); notemos que o tempo de duragao do EQE é enorme
para baixas temperaturas.

E importante relembrar que o resultado acima néo leva em consideracio a dege-
nerescéncia do espectro de energia do &tomo de hidrogénio; entretanto, o crescimento
exponencial encontrado acima, para baixas temperaturas, nao se alterararia significa-
tivamente se considerarmos o espectro degenerado pois, para baixas temperaturas que
é a faixa de temperaturas em que nossos resultados sao mais direcionados, o estado

que mais contribui é o estado fundamental (ndo degenerado).

5.5.2 Atomos de hidrogénio em um banho de fétons

E bem conhecido que atomos de hidrogénio nio ionizados existem em baixas con-
centragoes e em baixas temperaturas (tipicamente 3K), no meio intergalatico. Estes
aAtomos estao em contato com fétons de maneira que as transigoes entre estados ocor-
rem através da emissao e absorcao de fotons.

Agora apresentaremos uma simples estimativa de um limite inferior para a
duragdo (em tempo real) do entdo chamado EQE para o atomo de hidrogénio em

meios como o meio intergalatico. Para isto nds consideramos:
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1. um atomo de hidrogénio nao ionizado em contato com um banho de fétons a

temperatura 7

2. a temperatura T suficientemente baixa para que o atomo seja encontrado inici-

almente em seu estado fundamental;

3. a velocidade do atomo negligenciivel com respeito a velocidade da luz;

Chamemos t;_,,(f) o tempo médio que o atomo absorve um féton suficiente-
mente energético (com freqiiéncia angular w > 3R/(4h)) de tal maneira que o pos-
sibilite a realizar uma transicao do estado fundamental para algum estado excitado
caracterizado pelo nimero quantico n (n > 1), para um dado valor de #. Obviamente,
t1-n(0) representa um limite inferior para a estimativa do tempo de duragio do EQE,
desde que o atomo pode retornar para o estado fundamental (que pode ocorrer com
grande probabilidade, desde que estamos considerando baixas temperaturas). Con-
sideremos agora o nimero médio de fotons por unidade de volume (incluindo ambas

diregoes de polarizagao), com frequéncia angular w > A,

o 2
8 / wodw (5.38)

w 0) = )
nwza () (2mc)® Ja eap [(hw)/(RO)] — 1
sendo c a velocidade da luz e § = kgT'/R. Para o intervalo de temperatura de interesse,
temos que exp [(hw)/(RO)] > 1 de maneira que a integral acima pode ser calculada

facilmente,

3 2
2 <R—6> + 2A <%> + a2 (5.39)

8 -3
= s (50) [ () o (1) s

(2mc)3 40

Usando este resultado podemos estimar o niimero de f6tons com energia hw >
3R/4 no volume do atomo de hidrogénio (considerado como 4ra®/3, em que a é o
raio de Bohr). O tempo méaximo para este féton atravessar a regido do volume do
atomo é 2a/c. Entdo, o nimero médio de fétons no volume do atomo de hidrogénio

por unidade de tempo, pode ser escrito como:
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RO\® RO\? R#
) oA [ 22 A2

(5.40)

c\ (4 2a® -3
Noza®) = nean®) (57) (570°) ~ 57 (55)

Partindo deste resultado estimamos o tempo médio para que o 4tomo de hi-
drogénio absorva um fé6ton com energia o suficiente para realizar a transicdo 1 — n,
t1-m(@)Nusa(0) = 1, i.e., t1_n(0) = [Nusa(0)] . E importante notar que, analoga-
mente como acontece para o tempo de duracdo do EQE, ver eq.([21), o limite inferior

t1-n(0) (em unidades tempo real) também segue uma lei de Arrenhius:

t1-n(0) ~ exp[3/40] = exp [3R/(4KT)]. (5.41)

Note, como era de se esperar, que o fator multiplicativo de 1/6 na eq.(24Tl)
é menor que o encontrado na eq.(527). Notamos também que podem existir manei-
ras alternativas de obter N,>,(f) através do conhecimento de n,>x(6), como feito
na eq.(B40), por considerar uma dependéncia temporal distinta na eq.(540). En-
tretanto, o principal comportamento (a lei de Arrenhius) permanece inalterado por
usar diferentes dependéncias temporais. A titulo de exemplo, calcularemos dois va-
lores tipicos para o limite inferior ¢;_.,(0), a saber: § = 0.01 (T =~ 1580K), 6 =
0.0001 (7" =~ 15,80K), que corresponde, respectivamente, aos tempos colossais (com-
parados com a idade do universo 1,5 x 101° anos), ¢;.,(0.01) =~ 3,52 x 10'® anos
e t1.,(0.0001) ~ 1,57 x 10?3 anos. Desde que o tempo de duragao do EQE (em
unidades de tempo real) deve ser maior que t;_,(6), torna-se evidente o tratamento
deste estado , considerado aqui, como um estado de equilibrio efetivo para baixas

temperaturas.
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Capitulo 6

Mapa de Jordan-Schwinger

generalizado

A realizagdo da algebra do su(2) via o mapa de Jordan-Schwinger (JS) ([oI]-[52]) é
um método muito interessante, e amplamente conhecido, de realizar a conexao entre
a algebra de momentum angular e a 4lgebra de dois osciladores independentes [44].

Neste capitulo introduziremos as 4lgebras do su(2) [44], su,(2) (|5],[25]-[49])
e uma classe de algebras do sl(2) generalizadas [34]. Esta ultima foi construida de
maneira analoga 4 Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG) em que utiliza-se uma,
funcao caracteristica g de um dos seus geradores em suas relagoes de comutacao al-
gébricas. Todas essas algebras serao realizadas através do método de JS em que os
geradores das algebras sao escritos em termos dos geradores das algebras dos oscila-
dores, g-osciladores e da AHG, respectivamente.

Para realizar esta nova classe de élgebras do si(2) generalizadas, precisaremos
fazer uma generalizacao do mapa de JS em que serd necessario mais do que uma forma
quadratica dos operados da AHG.

O mapa de JS serd apresentado no caso em que as fungoes caracteristicas
de ambas as algebras generalizadas forem nao-lineares, em particular uma funcao
quadratica [50]. Mesmo neste caso em que as relagdes algébricas apresentam uma
estrutura mais complexa, veremos que o mapa de JS possui uma forma simples e

compacta.
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Na secdo 6.1 introduziremos as algebras do su(2) e do su,(2) via a realizacido
de JS. Na secdo 6.2 apresentaremos a algebra generalizada do si(2). Na secdo 6.3

faremos a conexdo entre a AHG e a algebra do sl(2) generalizada.

6.1 Realizacao do su(2) e do su,(2) via mapa de JS

Nesta se¢do, introduziremos primeiramente a algebra do momento angular su(2) via
a realizagdo de Jordan-Schwinger (JS) ([oI]-[52]) e depois faremos a realizagdo da
algebra do su,(2).

Considere entao as algebras de dois osciladores independentes em que adotare-
mos os indices 1 e 2 para os osciladores. Assumimos que as relacoes de comutacgao dos

geradores de cada algebra satisfazem as relagoes da algebra de Heisenberg (ZT2HZ.TH)

[N;,a;] = —a; (6.1)
[NZ, a” = af (6.2)
lai,al] = 1, (6.3)

sendo N; = ajai para ¢ =1, 2.
Como estamos assumindo que as algebras sao independentes, obtemos que

qualquer par de operadores comutam entre osciladores diferentes [44]:

{al,aﬂ = {ag,aﬂ =0 (6.4)

e assim por diante.
Como os operadores niumeros N; € N, comutam, podemos considerar um auto-
estado de vacuo simultaneo |0,0) = |0) definido como @;|0) = 0 ( ou N;|0) = 0) para
1 = 1,2. Partindo deste estado de vicuo podemos criar uma base no espago de Fock

formada pelos autoestados de N; e Ny dados por:

(a})™ (a))"
vV n1! ’flg!

sendo n; e ny inteiros, e a representacao da élgebra é fixada como:

0) (6.5)

‘nh n2> -
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Ni‘”i;”l) = nz’|nz’7nl> (6-6)
a”ni, TLl> = Vn; + 1|7LZ + 1, nl) (67)
ailni, ) = V/nini — 1,n), (6.8)

sendo it #len;; =0,1,2,...

O mapa de JS é definido por:

h h
J, = §(a1al—a;a2):§(N1—N2) (6.9)
J, = halay (6.10)
J_ = hala (6.11)

e podemos facilmente ver que os operadores J,, J, e J_ satisfazem a algebra do

momento angular dada por:

[J..Je] = +hJy (6.12)
[Jo,J] = 2hJ, (6.13)

sendo que (J,)' = (alag)t = (abay) = J_.

As relagoes (EI2HETH) podem ser demonstradas facilmente. Por exemplo, po-
demos demonstrar a eq.(6.13)) utilizando as relagoes (EIEAGIE.TT) da seguinte ma-

neira:

i, J] = h*|alas, abai]
= hal [az, abas| + 1* [a], abau ] a5
= Kal[ay, ab] ay + Kal [a], a1] a
= nh2alay — h2abas

= 2RhJ.. (6.14)
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De maneira analoga, podemos verificar a eq.(6.12).
Se definimos o operador nimero total N = Ny + Ny = aial + agag, podemos

provar também que o operador Casimir da algera é dado por:

1
J = I+ 5 (Jed+ Ty (6.15)
R N
= —N(=+1 1

de tal maneira que [J?, J,] = [J?, J4] = 0.

Portanto, vimos que o mapa de JS dado pelas eqs.([6E9HETT]) conecta a algebra
de dois osciladores independentes com a algebra do momento angular su(2).

A representacdo da algebra do momento angular pode ser obtida através da
aplicacao dos operadores J,, J, e J_ nos autoestados simultaneos de N; e N,. Entao

se identificamos

. +
n1—>j+m:>j:n12n2 (6.17)
n2—>j—m:>m:n1;n2 (6.18)

obtemos

J-\j,m) = mhlj,m) (6.19)
Jeljym) = G —m)(+m+1) [jm+1) (6.20)
J_ljg—m) = JG+m)—m+1)]jm-1) (6.21)
Pljm) = 30+ DR, —m). (6.22)

Por fim, podemos notar que utilizando as eqs.([EABI7 BEI8), um autoestado

de J., |j,m) é construido da seguinte maneira:

(e} (afy

= GG =

10). (6.23)
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Uma vez introduzido a éalgebra do momento angular su(2) via a realizagio de
JS, vamos abordar a realizagio da algebra do su,(2) utilizando o mesmo método de
JS ([25],[26]).

Agora, trabalharemos com as algebras de dois g-osciladores independentes, que

assumimos satisfazer as relagoes de comutagao da algebra dos g-osciladores (Z2Z3HZ2H):

[Ni,bi| = —b; (6.24)
[N, b = b (6.25)
bebl] . = a (6.26)

sendo que i = 1,2, (N;)T = N;, b; = (b)), [bi, bﬂ = b;bl — qblb; é o g-comutador e ¢ é
q
o parametro de deformacao.

Como uma conseqiiéncia das élgebras serem independentes obtemos:

(b1, 08| = [b2,0]] =0, (6.27)

que é valida para quaisquer dois pares de operadores pertencentes a 4lgebras diferentes.

Assumimos que existe uma representagdo irredutivel da &lgebra formada pe-

los dois g-osciladores independentes. Esta representacao é fixada pela atuacao dos

geradores da algebra nos autoestados simultaneos |n;,ny) dos operadores ]/\7\1 e ]/\72

Estes autoestados simultaneos podem ser obtidos pelas aplicagoes dos operadores le-

vantamento de cada éalgebra no autoestado de vacuo |0), definido como b;/0) = 0 (ou
N;|0) = 0) sendo i = 1 ou 2, da seguinte maneira:

i1, n2) = 10) (6.28)

—n;

em que ny e ny s40 nimeros inteiros e [n;] = . Assim, uma representacao da

algebra formada pelos dois g-osciladores independentes é dada por:

]/\71-|nl-,nl> = nilng,ng) (6.29)

bilni, ) = /[ + L + 1,m) (6.30)
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bilni,ny) = \/mmi—l,nl), (6.31)

sendo i #len;; =0,1,2,....

De maneira a obter a algebra do su,(2), definiremos o seguinte mapa de JS:

S, = %(ﬁl_ﬁg (6.32)
S, = blb, (6.33)
S_ = blb. (6.34)

A representacao algébrica é obtida aplicando o operador S sucessivamente ao
autoestado de vacuo |0). Se realizarmos as mesmas identificagoes dada pelas eqgs. (E10

E18) obtemos a seguinte representagio:

S:|j,m) = m|j,m) (6.35)
Siljym) = Jlj—m)[j+m+ 1] [jm+1) (6.36)
S_ljj—m) = Jlj+ml[j—m+1] |j,m—1). (6.37)

O proximo passo agora é demonstrar que os operadores S,, S, e S_ definidos nas
eqs. (E32HE.34) satisfazem & algebra do suy(2). Para isto, mostraremos que os opera-

dores S, S, e S_ satisfazem as seguintes relagoes de comutagao:

[S., 8] = 5% (6.38)
[S-i-a S—] = [QSZ] ’ (639)
sendo (S;)F = S_e[25.] = %

Primeiramente derivamos das eqs.([E20l6.26) duas importantes relagoes dadas
por N;b! = bl(N; + 1) e b;N; = (N; + 1)b;. Entdo,

[SZ7S+] - Sz5+—5+5z
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1 —~ — 1 —~ —
— 5(Nl — Ny)bib, — bibQ§(Nl - N,)

1~ = 1 — _
= ?M—MM@—yM—L%M+UM®
= blb,

Efetuando o conjugado Hermitiano da equagdo (E40) a relagdo de comutacdo dada

pela eq.([638) fica completamente demonstrada para S, e Sy :

[S., Su] = £S,. (6.41)

Demonstrar a relagdo dada na eq.(639) como feito anteriormente ndo é uma tarefa tao
simples como foi no caso nao-deformado. Uma maneira mais simples de demonstra-
la é através da aplicagdo das relacdo de comutacdo [S;,S_| nos autoestados de S..

Assim,

[S-HS—] |.]7m> = (S+S—_S—S+)‘j7m>

= (+m[j—m+1]—[j—m][j +m+1])j,m)

2m —2m
qa - —q .
= (——)lim
( p—— )| m)
25 —23
q z __ q z )
= ]7 m 7
( p— )| m)
a partir do qual obtemos
[Si,S_]=[25.]. (6.42)

Portanto, concluimos que a algebra gerada pelos operadores definidos pelo mapa de
JS nas eqs.([E32Ho34) é a algebra do su,(2) e assim sendo, a algebra do su,(2) é
realizada pela 4lgebra dos g-osciladores através do mapa de JS.

Depois dessa introdugao, partiremos para a proxima se¢ao na qual discutiremos
uma recente generalizagao da algebra do sl(2) a qual sera realizada pela AHG através

de um mapa de JS generalizado.
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6.2 Algebra do sl(2) generalizada

Recentemente, de maneira analoga como foi construida a AHG, uma generalizacao da
algebra do sl(2) H foi introduzida na qual a mesma apresenta uma funcao caracteristica
de um dos seus geradores ([34],[I01]. Esta nova estrutura algébrica que generaliza a

algebra do sl(2) é construida através das seguintes relagoes entre seus geradores

So J_. = J_g(S()) (643)

J+ J() = g(SO)S+ (644)

(S, J-] = So(So+1) — g(So)(g(S0) + 1), (6.45)

sendo que seus geradores obdecem J_ = J,T, Syt = Sy e sendo g(Sp) uma fungao

analitica de Sy. Esta algebra satisfaz, para toda fungao g, a identidade de Jacobi

[Sos [ S5 S]] + [, [Sos S]] + [T, [ I, So]] = 0. (6.46)

O primeiro termo da eq.(E26) é identicamente nulo devido a eq.(64H). Para mostrar-
mos que a soma dos outros dois termos é nula, basta expandi-los e usar a propriedade
oriunda das eqs.([E43H6.44) em que [Sy, J.J_| = 0.

Usando as egs. ([623H6-45) podemos ver também que:

C= % (T4 T+ J Jo 4+ So(So + 1) + 9(S0)(9(So) + 1)} (6.47)

satisfaz [C, Sy] = [C, J+] = 0, i.e. C & o operador Casimir da algebra.

Se utilizamos a funcdo g(Sy) = Sp — 1 nas eqs.[EZ3HEZH) obtemos as relagoes
de comutagdo da algebra do sl(2) a qual ja é conhecida. Assim, as relagGes algébricas
propostas nas eqs. ([E43H6.40) contém como caso particular a dlgebra do si(2) quando
escolhemos uma particular funcdo linear de Sy. Agora vamos discutir a teoria de

representagio desta dlgebra do si(2) generalizada e o papel da fungao caracteristica

g.

la diferenca entre as dlgebras do sl(2) e su(2) é que nesta tltima as matrizes sdo uinitérias, i.e.

Uty =1.
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Inicialmente assumimos existir uma representagio da algebra dada pelas eqgs. (6.43+
E.43)) tal que o operador Hermitiano Sj seja diagonal. Consideramos |«;) como sendo

um autoestado normalizado de Sy com o maior autovalor da representacao «;, i. e.,

Sole) = ajlay). (6.48)

Aplicando a eq.(6:43) em |o;) obtemos

So(J-]az)) = J- (9(So)las)) = g(a;)(J-|a)). (6.49)

Assim vemos que J_|a;) é um autovetor de Sy com um autovalor g(«;) que doravante
chamaremos de «;_;. Partindo deste estado com maior peso da representagio |a;) e
aplicando sucessivamente J_ neste estado criamos diferentes autoestados de Sy dados

por:

So(J-"e)) = g™ () (J-"[ ) o< ajmm(laj—m)), (6.50)

sendo g™ (a;) a m-ésima iteragdo da funcio g em a;. Uma vez que consideramos
|aj) como sendo o autoestado com maior autovalor da representagdo, vale que «o; >
g™ (a;), sendo m um niimero inteiro positivo.

Desde que a aplicagao de J_ cria um novo autovetor de Sy com um autovalor
tendo a iteragao de o; através de g aumentada de uma unidade mas, em geral, com um
valor menor, é conveniente definir os novos vetores J_"|a;) como sendo proporcionais
a |oj_m), como feito na eq.(600), e entdo chamamos o operador J_ de operador

abaixamento. Assim, definimos:

ajm = 9" () = 9(—(m-1)) (6.51)

em que m denota o nimero de iteracoes de a; através de g.
Seguindo um procedimento semelhante para J., aplicando a eq.(644) a um

autoestado |c;_,,), obtemos

S (Solaj-m)) = 9(S0) (Jelaj-m)) = g(ajm)(Jr]aj—m)). (6.52)
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Usando a eq.(6.51]) podemos ver que J|a;_,,) é um autovetor de Sy com autovalor
Qjomt1 = g(aj_m). Entdo, Ji|a,_,,) é proporcional a |a;_,,+1), mostrando que J; é
o operador levantamento. Desde que assumimos que a representacao possui o vetor

de maior peso |« ), obtemos que

Ty Jagi ) = 0. (6.53)

Como os autovetores de Sy dependem do maior autovalor o;; e do niimero de
vezes que aplicamos J_ em |a;), denotaremos estes estados como |a;_,,) = |a;,j —
m) o< J_"|a;) [T0I]. O pardmetro «; indica o maior autovalor utilizado e o segundo
parametro m indica o nimero de vezes que J_ foi aplicado em |o;).

Aplicando sucessivamente o operador .J_, obtemos uma base no espaco de Fock

e para uma representacao de dimensao finita obtemos

J_|aj;j—d+1) =0, (6.54)

sendo d a dimensdo da representacdo. Sem perda de generalidade [T0T] chamaremos
d = 2j + 1. Note que 2j é um inteiro que é o nimero de iteracoes de «; através de
g para alcancar o estado de menor peso da representacdo |a;; —j) com o respectivo
autovalor de Sy dado por o, = f7 () = aj_gy1. Assim, dizemos que existe uma
simetria escondida na sequéncia dos autovalores da algebra do sl(2) generalizada.
Portanto, em geral, depois de alguma algebra obtemos as seguintes expressoes

para um valor geral de m = 0,1,2,...,2j [34]

So oy j—m) = ajmlag;j—m) (6.55)
Ty lajij—m) = Nplagij—m+1) (6.56)
J_ Jaj;j—m) = Nplajj—m-—1) (6.57)

Clagj—m) = aj(a;+1)|ag;j —m) (6.58)

sendo N2 = (o — aj_pm-1)(aj + @jm1 +1) = aj(e; + 1) = @ m1(jm1+1) &

aj—m = g"(a;) = g(@j—m41) [TO].
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As eqs.([E00HEDY) podem ser demonstradas de maneira analoga ao que feito
quando introduzimos uma representacao da AHG no capitulo 2.

Colocando m = 0 na eq.(BHH), obtemos N2, = (a; — a;)(a; + a; +1) = 0 que
é consistente com a eq.(653). Notamos também que a eq.(E50) é consistente com a
eq.(648) para m = 0.

Aplicando a eq.([643) no estado de maior peso da representacao |a;; j) obtemos

So(J-laj, 3)) = J- (9(So)ley, 5)) = g(a;)(J-|aj, 5)). (6.59)

Assim, definindo J_|o;,j) = ]/\7\()\04]-,3' — 1), sendo N, uma constante a ser

determinada, podemos ver que Sp|aj,j — 1) = g(aj)|ay,j — 1) = aj_1|a;,j — 1) e
assim a eq.(E50) estd demonstrada para m = 1.

A constante ]VO pode ser determinada utilizando-se a eq.(f450]) e sabendo-se

que o autoestado [y, j — 1) é normalizado:

. . 1 . )
1 = Aoy, ) —1ay,j — 1) = =y, j|J+J-|ay, 5)
No
1 , .
= ﬁ<aj7.]| [J_Jy + So(So + 1) — g(S0)(9(So) + 1)] |aj, 5)
0

_ ﬁi (0 + 1) — g(a)(g(a) + 1)]

= ﬁig [aj(aj + 1) - O{j_l(Oéj_l + 1)] (660)

o que implica que N2 = a;(o;+1)—a;_1(a;_1+1) e assim a eq.([B57) fica demonstrada
para m = 0. Portanto, as eqs.([Eh0HEET) ficam verificadas para m = 0. Para m = 1
a eq.(E00) ja foi verificada. A eq.(E28]) pode ser verificada para m = 1 aplicando a

eq.(B40) em |, j):

(Sod— — J_J4)|ay, 3) = [So(So + 1) — g(S0)(g(So) + 1)] |y, 7))- (6.61)

Utilizando as egs.(EB5HE.DT) para m = 0, ja verificadas, obtemos

NoJilag, j — 1)) = [az(ay + 1) — g()(g(ay) + 1] |az, 5)). (6.62)
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A constante no lado direito da eq.([662) que multiplica o autoestado |a;, j — 1)

¢ N; como mostrado. Entao, obtemos

Tilag,j - 1) = Nolay, j) (6.63)

e a eq. (650 fica verifica para m = 1. Para verificar a eq.([£57) para m = 1 aplicaremos
So(J-)% a |ay; j):

SolJ-Plag,j) = [SoJ-]J-|ag,j) = [J_g(S0)]J-|ey, 7)
= J_[g9(So)J-]lay, ) = J-[T-g®(So)]levs, 5)
= [J_]?4®¥(ay)|ay, 7). (6.64)

Desta equagio podemos definir J_2|a;, j) = J_|ay, j—1) = Ny|a;, j—2), sendo
N, uma constante a ser determinada que implica em Solaj, 7 —2) = g(aj)|ey, j—1) =
aj_s|aj, j — 2) e assim a eq.(6.50]) estd demonstrada para m = 2.

A constante N; é determinada pelo fato do autoestado |aj, j — 2) ser normali-

zado, da seguinte maneira:

. 4 1 . —~ .
1 = (a;,j —2|oy,j—2) = ﬁ@j,] — 1y J |ay, 5 — 1)
i

- %mj,j STy + So(So+ 1) — g(S0)(9(S0) + 1)] |, — 1)

= % [ﬁg + oy + 1) — g(aj-1)(g(a;-1) + 1)}

= ],\%2 [Ozj(Oéj + 1) — Oéj_g(Oéj_Q + 1)] (665)

o que implica em N? = aj(a;+1)—;_s(aj_o+1) e assim a eq.([657) fica demonstrada
para m = 1.

Até agora vimos que as eqgs.([EB5HEDT) valem para m = 0 e m = 1. Supondo
que elas valham para um dado valor m podemos mostrar que elas valem também para

m + 1 e a prova fica completa. Por fim, frisamos que a eq.([E58) é obtida usando as

eqs. ([E2016.53).
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Entéo, as egs.(@55HEET) definem uma representacdo de dimensio geral para a
algebra descritas pelas relagoes de comutacao (G43HE.40).

Fazendo m = d — 1 na eq.(6517) obtemos uma representacao de dimensao d.
O valor de «; correspondente a esta representagao é obtido através da a equacao

]/V\d_l = 0 que é satisfeita se

a; = g (666)

ou se o vetor de maior peso da representagio satisfaz a equagdo de de corte (cut

condition equation) dada por:

(6%} + Qg +1= O, (667)

caso contrario a dimensao seré infinita.

Como ficaré claro em seguida, a eq.(6.66]) s6 podera ter solugao no caso em que
a fungdo caracteristica g for nao-linear (para d > 1) enquanto que a representacao
de dimenséo finita dada pela eq.(667) podera ter solu¢ao para os casos nao-linear e
linear da funcao caracteristica g. Uma consequéncia direta da eq.([E67) é que a; > —%
desde que a; > «j_q, que obviamente é valida para uma representacao de dimensao
finita.

Nas proximas subsecoes estudaremos a algebra para casos especiais da fungao
caracteristica g e veremos que, analogamente ao ja discutido para a AHG no capitulo

2, podemos estudar as dimensoes finitas e infinitas da algebra através da analise de

estabilidade dos pontos fixos da funcao g e de suas funcoes compostas.

6.2.1 Funcgoes caracteristicas lineares: si(2) e sl,(2)

Como frisamos, podemos obter a algebra do sl(2) das eqs.([E43H6.ZH) se utilizamos
uma funcdo caracteristica g(Sy) = Sy — 1. E simples verificar que para esta funcio

caracteristica, um autovalor geral «;_,, pode ser escrito como

Qjom = g™ () = aj —m. (6.68)
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Usando a eq.(668) na eq.(661), lembrando que d = 2j + 1, obtemos «; = j.
Como 2j 41 é um inteiro, isto significa que j e potanto «;, pode ser um inteiro ou um
semi-inteiro, como é bem conhecido. Podemos ver também que o menor autovalor é
—J e os autovetores podem ser escritos como |j;j —m) sendo m = 0,1, ..., 2j.

Este resultado em que a funcdo caracteristica é g(z) = z — 1, pode ser mais
facilmente visto através da analise grafica como mostrado na figura 6.1, na qual reali-
zamos 0 mesmo procedimento descrito quando estudamos as representacoes da AHG.
Nesta representacgao grafica de uma representagao finita da algebra do sl(2) em que o
aspecto iterativo da algebra é enfatizado, graficamos as fungoes y = a,g(a) = a — 1
versus « para «; = j = 2. Graficamos também a linha vertical que representa a
condicdo de corte dada pela eq.(E67), i.e. aj_q=—a; —1=—j—1=-3.

Podemos ver que as iteragoes de o; através de g alcangam exatamente a inter-
secao da linha vertical dada pela condi¢ao de corte e a funcao identidade. Se o ponto
de partida o; nao ¢ um inteiro ou um semi-inteiro, as futuras iteracoes deste valor
nunca alcancarao o ponto de intersecao da condicao de corte com a funcao identidade
e assim a iteragao permanecerd, produzindo uma representacao de dimensao infinita.
Note também que ndo ha pontos fixos neste caso, ou seja g(z*) # z*, e que a analise
grafica da funcao caracteristica nos fornece uma rapida e atil informagao sobre a re-
presentacao da algebra sem a necessidade de muitos calculos. Note também que «;
¢ o maior autovalor da representacdo, satisfazendo a condigdo o; > ¢"(a;) para m
inteiro positivo.

Agora vamos discutir a algebra do sl(2) generalizda para uma funcdo do tipo
g(So) = ¢So — 1 sendo o parametro ¢ um nimero real. Neste caso as eqgs.(G-23H620)

podem ser escritas da seguinte maneira

(S0, ], = —J- (6.69)
S0, Tl = (1/a) s (6.70)
[T, J ] = (1=¢%) 8>+ (142¢—q)So+ (1 —q), (6.71)

sendo [a,b], = ab — gba.
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Figura 6.1: Representagao grafica da algebra do si(2) de dimensdo d = 5, i.e. oj = j = 2.
A linha tracejada («j_qg = —3) é a condigdo de corte e a curva esbogada com a linha mais
fina é a funcdo identidade, como indicado na figura, enquanto a curva soélida é a funcao

gla) =a—1.

Aqui existem trés casos de interesse a ser analisados (i)g = 1, (ii)g > 1 e
(17i)|q| < 1. No primeiro caso, como ja vimos, a algebra do sl(2) generalizada torna-
se a algebra do sl(2) padrao. Uma vez que a dimensdo é escolhida, a condigao de

corte nos fornece o seguinte valor para o;:

aj = ——. (6.72)

Note que para cada dimensao da representacao que escolhemos, obtemos diferentes
valores permitidos para «;. Um exemplo deste caso foi mostrado na figura 6.1, em
que escolhemos uma representacao de dimensao d = 5 que corresponde a a; = 2.

No segundo, ¢ > 1 e portanto existe um ponto fixo a* = 1/(q — 1), solugdo da

equagao g(z*) = z* no qual a funcdo g(«) intercepta a funcao identidade y = a. Este

ponto fixo é instavel ((Jg/0a)|o+ = ¢ > 1), mostrando que apenas pontos abaixo de
a* sdo permitidos ja que por hipotese a; > ¢"(«;). Também da equagdo de corte
obtemos que a; > —1/2 como uma conseqiiéncia para a; > a;_q. Entao, o pardmetro

q deve satisfazer a relagdo a* > —1/2 e assim —1/2 < a; < a*. Mas, mesmo neste
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intervalo apenas os valores de a; que satisfazem a condicao de corte sdo permitidos.
Uma vez fornecido a fungdo caracteristica g(z) = gz — 1 podemos ver da condicdo de
corte que o valores de a; que fornecem uma representagao de dimensao d sao dados

por:

=1 6.73
a] qd +1 ( )

ja que os autovalores de Sy podem ser escritos como:

ajom = 9" (o) = ¢"a; — [m],, (6.74)

sendo [m], = (1 —¢™)/(1 — ¢) o nimero de Gauss de m. A eq.(673) ¢ diretamente
demonstrada da equacdo de corte (E67) para d = m. Na figura 6.2 mostramos um
exemplo deste caso em que escolhemos ¢ = 2 e portanto para uma representagao
de dimensao d = 5(j = 2) obtemos da eq.(EZ3) que «; = 30/33. Note que quando
alguma iteracao futura alcanca exatamente o ponto de intersecao da funcao identidade
com a reta vertical a;_q = —a; —1 = —63/33 as iteragdes param, fixando uma
representacao de dimensao d finita. Podemos ver também que outras escolhas de
a; sempre produzirao representagoes de dimensoes infinitas, cujas iteracoes futuras
tendem a —oo. Notamos também que para uma representacao de dimensao d >
1 a eq.(666) nunca sera satisfeita no caso linear, e portanto as representagoes de
dimensdes finitas sdo dada apenas através da condigiao de corte na eq.(6.61). Apesar
disso, existe uma solu¢ao trivial unidimensional para o; = o*.

Existe também uma representacdo marginal bi-dimensional para ¢ = —1. O
caso em que ¢ < —1 nao é permitido pois nao é possivel obter uma representacao com
um estado de maior peso da representagao.

No caso (i7i) ha também um ponto fixo solu¢do da equagdo g(z*) = z* com
a mesma expressao formal o* = 1/(¢ — 1) mas agora estéavel pois |¢| < 1, indicando
que apenas a regido o; > o é permitida (desde que o; tem que ser o maior peso da
representacdo). Mesmo neste caso a forma da expressdo para os valores permitidos
de «; continua sendo dada pela eq.(6Z3). Além disso, de maneira a obtermos uma

representacao de dimensao finita devemos satisfazer o* < a;_4 = —a; — 1, caso
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Figura 6.2: Analise grafica da representacao da algebra do si(2) generalizada para g linear
com inclinacdo ¢ > 1 e de dimensdo d = 5, para ¢ = 2, o; = 30/33 e o* = 1. A linha
tracejada (oj_q = —63/33) é a condicdo de corte e a curva esbocada com a linha mais fina

é a funcao identidade, como indicado na figura, enquanto a outra € a fungéo g(a) =2a — 1.

contrario a dimensao da representacao serd infinita e as iteragoes tendem ao ponto fixo
a*. Da eq.(673)) e da restringdo dada por a; > —1/2 obtemos que o < —1/2. Uma
representacao grafica desta situagdo pode ser vista na figura 6.3 em que graficamos
as fun¢oes identidade e linear g(«) = 0,8« — 1. Para esta fungdo caracteristica g em
que escolhemos ¢ = 0,8 e para uma representagao de dimensao d = 5 obtemos da
eq.(673) «; = 1,7787. Note mais uma vez que outras escolhas para a; produziriam
representacoes de dimensao infinita em que as iteracoes futuras tenderiam ao ponto
fixo o*.

Para findar essa subsecao gostarimos de demostrar que no caso em que utiliza-
mos uma fungdo caracteristica linear com inclinagao ¢, a algebra do sl(2) generalizada
corresponde a algebra do s,(2).

Como vimos na secao 3.1 a algebra do sl,(2) é uma algebra gerada por trés

operadores S,, S. e S_ que satisfazem as seguintes relagoes de comutagao (E38HE.39):

[S,,5.] = +S. (6.75)
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Figura 6.3: Analise gréfica da representacao da algebra do sl(2) generalizada de dimenséo
d =5, paraq=0,8 a; =1,7787 e o = —5. A linha tracejada (aj_q = —2.7787) é a
condicao de corte e a curva esbogcada com a linha mais fina é a funcdo identidade, como
indicado na figura, enquanto a outra é a funcdo g(a) = 0,8 a — 1. Note que o caso em que

* ~ 2 L Tz ~ . m . . .
a; < o nao é permitido ja que nao satisfazemos a; > g (a]) Vm inteiro.

[S-HS—] = [2Sz]7 (676)

sendo [z] = (¢° —q¢7)/(q — ¢7'). A agao destes operadores em autoestados de S, de

dimensdo 2j + 1 é uma representacao da algebra do sl,(2) que pode ser escrita como

Si ljig—m) = \Ja G F G- mlal G —m) + Upljzi—m+1)  (6.77)

S.1gij—m) =G —m)lj;j—m), (6.78)

sendo 2j+ 1 um inteiro positivo, m = 0,1,2, ...., 27, em que utilizamos a relacao (ZGH)
[2] = ¢~ [2] -
Em geral sempre podemos exibir um mapa que conecte os geradores de uma

dada &lgebra a outra ([I02]-[T03]). Em particular existe um mapa que converte os

2fazendo-se m — j — m nas eqs. (BEIREID)




6.2 Algebra do sl(2) generalizada 133

geradores da algebra do sl(2) nos geradores da algebra do sl,(2) ([T02]-[103]). A
relevincia em conhecer tal mapa é que eles podem munir informacoes das co-dlgebras
desconhecidas baseadas nas co-algebras conhecidas ([34],[T02]-[T03]).

Em nosso caso, se relembrarmos a ac¢do do operador S; em um espago de
dimensédo 2j + 1, eq.(E53), e usarmos a expressao para «;_,, (fazendo ¢ — ¢*) dado

por a;_,, = ¢*"a; — [m)] ;2 Podemos ver que expressando o operador Sy como:

So = (9)*V"a; — [j — 5] (6.79)

q*
este age em uma representacao de dimensao 2j + 1 da algebra do sl,(2), exatamente
como ele age em seu proprio espago de mesma dimensao.

Se nos identificamos também:

@0+ 1+ Q2 - S. + 1)
= \/q_2j+1 lj+ Sz]q2

sendo Qs = (¢?—1)a;—s, este gerador também age em uma representagio de dimensao

J. S, (6.80)

2j + 1 da algebra do sl,(2) de mesma maneira que ele age em seu proprio espaco
de estados de mesma dimensdo. Como J_ = (J;)f, as transformacoes dadas pelas
eqs. ([E7HERD) conectam a algebra do sl,(2) com a &lgebra do sl(2) generalizada para
o caso de uma fungao ¢ linear com inclinagao q # 1.

Entéao fica demonstrado que o caso linear (com inclinagio g # 1) da algebra do
sl(2) generalizada corresponde & algebra do s/,(2). Na proxima subsecdo estaremos
interessado em analisar o caso em que a func¢do caracteristica g é nao-linear, procu-
rando as representagoes de dimensdo finita e infinita da algebra do sl(2) generalizada.
E neste caso de uma funcio caracteristica ndo-linear que estaremos interessados em
exibir uma realizacao de JS que conecte esta algebra generalizada com aquela AHG

para uma funcao caracteristica f também nao-linear.

6.2.2 Funcao caracteristica nao-linear (quadratica)

Nesta subsecao estaremos focando nossa atencao ao estudo da algebra do sl(2) gene-

ralizada no caso em que a func¢ao caracteristica g é uma fungao nao-linear de Sy, em
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especial consideraremos uma funcao quadréatica. Por uma futura simplicidade, que
se tornard claro quando apresentarmos o mapa de JS, consideraremos uma funcao
caracteristica quadrética do tipo g(z) = —tz? + qv — 1 para t > 0. Neste caso as

relacoes de comutagao da algebra ficam da seguinte forma:

[So, J-], = J-(—tS§—1) (6.81)
[So, Tl = (1/a) Jo(—tS5 — 1) (6.82)
[Jo,J-] = 2S5+ 2tqS; + (1 — ¢* — )Sg + (1 + ¢)So. (6.83)

Se t =0 (¢ # 1) obtemos as relagdes de comutagio da algebra do sl,(2); parat =0e
¢ = 1 obtemos as relagdes de comutagio da algebra si(2).

Agora voltamos nossa atengao para a andlise das representacoes de dimensoes
finita e infinita da algebra descrita pelas relagoes de comutagao acima, onde estaremos
estaremos considerando uma fun¢do g(a) =t o®>4+q¢ a—1 parat > 0 e com a restrin¢ao
o < q /(2t"), para garantir uma funcdo inversivel g.

Para uma representacao de dimensao finita, desde que ndés iniciamos sempre
de um estado de maior peso, podemos encontrar dois diferentes tipos de condicoes em

que a eq.(607) é identicamente nula, i.e. N,, = 0, dadas por:

a; = g (684)

(6%} + a5_g +1= O, (685)

caso contrario a dimensao da representacao serd infinita.

O zero oriundo da condigdo dada pela eq.([E84) podem ser estudados a partir
da analise e estabilidade dos pontos fixos a* da funcdo caracteristica g e suas funcgoes
compostas [34]. Primeiramente analisaremos a estabilidade dos pontos fixos de periodo
1, solugoes da equagao a* = g(a*). Esta andlise pode ser separada em trés diferentes

casos: (1) A< 0,(2)A=0e(3) A>0sendo A= (q —1)>—4t. Como, a idéia
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Figura 6.4: Analise grafica das representacoes da élgebra do sl(2) generalizada para
g(a) = —a?+3a—1 (A = 0). Note que ha um ponto fixo a* = 1 e duas diferentes regides que
correspondem a dois diferentes comportamentos assint6ticos para os auto-valores de Jy, que
estdo associados com as representacoes de dimensdo infinita. Nesta figura, exibimos as ite-

ragoes de a? cujas iteracoes futuras tendem para —oo. Note também que uma representacao

uni-dimensional pode ser obtida para a escolha a; = o*.

fundamental é exibir o mapa de JS que conecte as alegras do sl(2) generalizada e a
AHG, restringiremos nossa andlise para o caso (2) A = (¢ — 1)? — 4t = 0.

Neste caso g apresenta um ponto fixo dado por a* = (¢ — 1)/2t sendo que
|f'(@)| = 1. Para a; = a* obtemos uma representacao unidimensional d = 1 da
algebra, desde que ]/\fo =0, ou seja, oj_q = aj_1 = a; = .

Além desta representacao de dimensao finita, ha representagoes de dimensoes
infinitas para os seguintes valores de a;: (i) (a) @ < aj < —q'/(2t) e (b) —c0 <
a; < o*. No caso (a) os auto-valores de Jy, ¢"™(q;), tendem ao valor assintético a*
enquanto naregiao (b) tendem ao —oo. Na figura 6.4 mostramos as fungoes g(a) =
—a?+3a—1ey = a versus o e exibimos as iteracoes de a? = —0.05. A linha

J

pontilhada vertical corresponde ao ponto fixo a* = 1 e a linha tracejada vertical a
a=—q/(2t) =15
E importante frisar que a algebra apresenta representacio de dimensio infinta

se escolhemos um «; dentro das regioes permitidas e se a condicao de corte nao é
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Figura 6.5: Analise gréafica das representacoes da algebra do sl(2) generalizada para g(«) =
—a? +3a —1 (A =0). Note que ha uma representacio bi-dimensional (j = 1/2) associada
com a condicao de corte aj_2 = —a; — 1 para a escolha de a; = 0.33479. Existe também
uma outra representacdo bi-dimensional para «; = 2.9228, mas este valor esta fora da regiao,

a < —q /(2t') = 1.5, em analise.

satisfeita para alguma iteracao futura. Como dito, a equacao de corte (E.85) corres-
ponde a uma representacdo d-dimensional da algebra. Por exemplo, usando t = —1,
¢=3es =1, queimplica em A = 0, e selecionando a representacdo j = 1/2 (d = 2),
obtemos «o; = 0.33479 e o; = 2.9228 como solug¢do da eq.(68H). Assim, para obtermos
uma representagao de dimensao 2, devemos escolher a; = 0.33479, ja que a; = 2.9228
est4 fora da regido em anélise (; < —¢'/(2t) = 1.5). Um exemplo desta represen-
tagdo bi-dimensional-d = 2(j = 1/2)- é mostrada na figura 6.5, na qual exibimos as

funcoes g(o) = —a 4+ 3a — 1 e y = « versus «, onde escolhemos a; = 0.33479.

6.3 Na direcao de um mapa de JS generalizado

Primeiramente, considere a algebra de dois osciladores deformados independentes (de-
sacoplados) que chamaremos de oscilador do tipo-1 e oscilador do tipo-2. Assumiremos
que as relagoes de comutacdao dos geradores de cada algebra satisfacam as relagoes

(Z38Z0) para uma dada fungio analitica f. Como vimos no capitulo 2, estas alge-
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bras tém uma representacao geral dada por:

Hl\nl,ng) = f(”l)(ozo)\nl,ng) (686)
Allng,ng) = M, |ny +1,n5) (6.87)
Al\nl,ng) = Mm_1|n1 — 1,712) (688)
sendo M7 | = fM) () —ag, n; = 1,2,3,....parai = 1,2 e |ny,no) = |n1)®|nsy), onde

® é o produto tensorial. De maneira andloga H, atua na segunda entrada de |ny, ny).
Aqui estamos considerando que H; e Hy possuem autoestado de vacuo com o mesmo
auto-valor, i.e. af’ = ol = ag, onde H,|0,0) = a$”]0,0) and H,|0,0) = o?|0,0).
Partindo do autoestado de vacuo |0,0) podemos construir diferentes autoestados dos

osciladores deformados, dados por:

(AD™ (A])"

Mgl+n2 [nl]f' [ng]f‘

|y, ng) = |0, 0) (6.89)

onde o niumero de Gauss generalizado de m, denotado por [m] s> para uma dada fungao

geral f, é definido como [33]

_ Mgm—l _ f(m)(ao) —
™ =28 T ) —a

(6.90)

m],! = [m], [m — 1], ... 1], (6.91)

—

O objetivo nesta se¢ao é exibir um mapa de JS que conecte duas AHG indepen-
dentes, com uma funcao caracteristica nao-linear f, a algebra do sl(2) generalizada,
com uma funcdo caracteristica nao-linear g. Analogamente ao mapa de JS padrao,

nos introduzimos o seguinte mapa:

J. = G(N,Ny) (6.92)
J. = F(N, Ny)AlA, (6.93)
J_. = A;AlF(Nl,NQ), (694)



138 Mapa de Jordan-Schwinger generalizado

onde N7 e Ny sao os operadores niimeros definidos como

Nl\nl,n2> = n1|n1,n2> (695)

Ng\nl,n2> = n2|n1,n2> (696)

e o funcional F' e G tendo as seguintes formas

\/—Q2 g1 ] (2% +1+Qafj+1- —N15N2L>
F(0, No) = (6.97)
T ==

f
e
. Ny —N.
G(N1, Ny) = a; + Qs [J - 2} (6.98)
g
onde Qs = g(a;) — vy, [m]; = % e [m], = % Vm inteiro e positivo,

onde f e g sdo fungoes analiticas gerais. Podemos notar que para f(x) = z+ 1 e
g(x) = x—1 o mapa de JS generalizado recupera o mapa padrao [44]. Se f(x) = qz+1
e g(x) = gr — 1, ¢ # 1, o mapa JS generalizado é o mapeamento que converte os
geradores do sl,(2) nos geradores da algebra do sl(2) generalizada [34].

Como ficara claro adiante, o operador

2= % T+ T Ty 4 J(To+ 1) + () (g( ) + 1)] (6.99)

é o operador Casimir da algebra gerada por J,, J, e J_. Se identificamos

n1—>j+m:>j:n1_gn2 (6.100)
n2—>j—m:>m:nlgn2 (6.101)

podemos facilmente verficar das eq.([689), que um autoestado geral do operador J, é

escrito como
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_(Ahmagy
Mozj\/[J + m]f! - m]f

onde m = —j,—7 + 1,...,0,....,5 — 1,j. Sem perda de generalidade identificamos

|7, m) '|0,0> (6.102)

m — j —m e denotamos |j,j —m) = |a;,j —m) onde m =0, 1,2,...,2j. A mudanca
de j para «;, e vice-versa, ¢ bem definida, ja que, estamos considerando apenas funcoes
caracteristicas inversiveis.

As representacoes da algebra é fixada por J., J, e J_ obtidas pela acao destes

operadores nos autoestados de J,, |a;,j —m), dados por:

J:ley, ) —m) = (a; + Q2 [m] )|ay, j —m) (6.103)

Tilag, 3 —m) = /=Qa [m], (20; + 1+ Q2 [m],) |aj,j —m+1) (6.104)

J-lag,j—m) = /=Qs[m+1], 20 + 1+ Qs [m +1],) |oj, i —m —1)  (6.105)

Jaj, j—m) = ajla; + 1)|aj, 7 —m), (6.106)

valida para funcoes analiticas gerais f and g, onde podemos ver que J? é o operador
Casimir da algebra. E importante frisar que esta representacio (EI0SHEI0H) é valida
para m = 0,1,2,...,2j. Assim, o mapa de JS generalizado (E92H6.97) é muito bem
definido para estes valores de m.

Uma vez apresentado a realizacao de JS generalizada, podemos mostrar que
o mesmo, definido nas eqs.([E92H6.95)) conecta a algebra do si(2) generalizada a duas
AHG independentes.

Para isto, basta mostrar que os operadores Sy, J,,J_ e C atuam em 27 +1
estados da representagdo da algebra do si(2) generalizada, egs. (E55HG.58, exatamente
como os operadores J,, J,, J_ and J?, definos nas eqs.([ET03HE.T06), atuam nos 2j + 1
g (aj)—a;

estados de sua propria representacdo. Para verificar isto, usamos [m] 9= ooy o
J J
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O — O . - ,
5 € Qjm = g™ (a;). Assim, podemos reescrever a representacdo da algebra do

sl(2) generalizada eqs.(E50H6.58 como

Jolay, j —m) = (a; + Q2 [m],)|ej, j —m) (6.107)

Tilag, 3 —m) = \/=Qs [m], (20; + 1+ Q2 [m],) |aj,j —m+1) (6.108)

J-lag,j—m) = /=Qs[m+1], 20 + 14 Qs [m +1],) |oj,j —m—1)  (6.109)

CA'\ozj,j—m> = a;(a; +1)|ay, 5 —m) (6.110)

e nossa prova esta completa.

A partir deste ponto, discutiremos, por simplicidade, o caso em que as fungoes
caracteisticas das algebra generalizadas, f e g, sejam polindmios de grau dois. Neste
caso, é possivel simplificar o mapa de JS generalizado, fazendo-se escolhas particulares
para f e g. Por exemplo, se escolhemos f(ag) = tag +qao+1, g(ay) = —taj+qa; —1
e a; = —ag podemos ver que —Qy [m], = Mg [m], Vm inteiro, de tal maneira que a

expressao para ofuncional F' torna-se

B \/2aj+1+Q2[j+1—%]

F(Ni, N,) =
2 o [+ 524]

(6.111)
onde, doravante, [m] = % para a funcgao caracteristica g definida acima. Note
também que a representagio (EI03HE.I0O0) ndo se altera para estas escolhas particu-
lares de fun¢oes caracteristicas.

O proximo passo é verificar se estas escolhas de fungoes caracteristicas para f
e g e, para os parametros ag e o; sao possiveis quando vistos dentro das AHG e da
algebra do sl(2) generalizada.

Como vimos no capitulo 2 e neste capitulo, as representacoes de cada algebra

pode ser estudada através de anélise de estabilidade dedosatratores de f (ou g) e de
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Figura 6.6: Analise grafica das representagoes das AHG e da élgebra do sl(2) generalizada

para f(a) =a?+3a+1eg(a) = —a®?+3a—1 (A =0). Note que existe um ponto fixo,

a* = —1 and o* = 1, para f e g, respectivamente. Note também que épossivel escolher ag

como o menor peso da representagdo da AHG que implica em a; = —agp como sendo o maior
peso da representacdo da algebra do si(2) generalizada. Nesta figura mostramos os casos

ag = —0.15 e aj = —ap = 0.15.

suas fungoes compostas. Como discutido anteriormente nesta secao, consideraremos
as fungdes caracteristicas f(a) = ta®+qa+1 com oy > —¢q/2t e g(a) = —ta? +qa—1
com «; < q/(2t). Mostramos que na AHG, para A = (¢ — 1)? — 4t = 0, as regides
permitidas de aq associados com representacoes de dimensao finita sdo dadas por: (i)
—q/(2t) < ap < a* e (i) o < ay < oo onde f'(—q/(2t)) = 0. Por outro lado, na
algebra do sl(2) generalizada, ha também regides permitidas para «; onde podemos
encontrar representagdes de dimensdo finita; estas regides sdo: (a) a* < a; < ¢/(2t)
e () —0co < a;j < a*, onde g'(¢/(2t)) = 0.

Das regioes permitidas para oy podemos ver que cada valor dentro delas, cor-

responde a um valor a; = —ay dentro das regioes permitidas para «;, desde que

o = —a. (6.112)

Um exemplo deste caso, € mostrado na figura 6.6 onde exibimos as fungoes

fla)=a?+3a+1, g(a) = —a?+3a—1ey =« versus a. Nesta figura, as iteragoes
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sao realizadas para oy = —0.15 e a;j = —p = 0.15. Note também que as algebras
podem apresentar representagdes uni-dimensional para ap = o e a; = —p = a*.
Agora, focamos nossa atengao para discutir as represtacoes de dimensao finita

dadlgebra do sl(2) generalizada, vinda da eqaucdo de corte

Qi + Qj_d +1=0. (6113)

Como mostrado na se¢ao 6.2, considerando a fungéo caracteristica g(a) = —a?+3a—1,
podemos obter uma representacdo bi-dimensional da &lgebra do sl(2) generalizada
quando escolhemos o; = 0.33479. Na figura 6.4, mostramos as iteragoes de o; =
0.33479. Nesta mesma figura,podemos vertambém que oy = —a; = —0.33479 estd
dentro da regiao permitida para o, a* < oy < 00, que corresponde a uma represen-
tagio de dimensdo infinita da AHG para f(a) = a® + 3a + 1.

Finalmente, argumentamos que para fungoes caracteristicas gerais f e g, po-
demos sempres escolher, para uma dada fungio f(ag) = 31, a; ()" + 1, uma fungao
g(a;) =" a@; (aj)" — 1 onde @; = —ajy, se i € impar, e a; = — de tal maneira que
—Q2 [m], = Mg [m], Vm inteiro. Assim, podemos simplificar o funcional F' de modo
a tornar o mapa de JS generalizado mais simples. Obviamente, dado os parametros
algébricos, devemos ser cuidadosos em encontrar as regioes permitidas para oy and

Oéj.



Capitulo 7

Conclusao

Utilizamos nesta tese a Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG) que é construida,
através de uma generalizacdo das relacdes de comutacio da Algebra de Heisenberg
(AH). As relagoes de comutacdo sdo generalizadas com uma fungio f(.Jp), sendo Jy
um dos geradores da AHG, que recupera as relagdes de comutacao padrao da algebra
de Heisenberg no caso f(Jy) = Jo + 1. Esta funcdo, chamada fung¢do caracteristica,
permite-nos obter estruturas algébricas mais gerais. Por exemplo, se f(Jy) = ¢Jy + 1,
a AHG corresponde a algebra de Heisenberg deformada a um parametro, a qual pode
ter seus geradores mapeados nos geradores da algebra dos g-osciladores ([25],[26])
que, no limite ¢ — 1, reobtem a AH. Quando f é uma funcao nao linear, vimos que
as relagoes algébricas tornam-se mais gerais que a AH e a algebra dos g-osciladores.
Foi mostrado que quaisquer dois auto-valores sucessivos de J; estao relacionados por
en = f(en_1), sendo que €, é o auto-valor correspondente a um autoestado geral,
|n), de Jy. Como vimos, um auto-valor ¢, de J; pode ser escrito como ¢, = f™(ap),
onde f"(ap) é a n-ésima iteragao da fungdo f em g (auto-valor de vacuo). Assim,
as representacoes da AHG foram estudadas analisando a estabilidade dos atratores
da funcao caracteristica f e de suas fungdes compostas. Observamos que os autova-
lores do operador .J, podem apresentar os mais variados comportamentos, os quais
dependem da funcao caracteristica usada e do auto-valor de vicuo escolhido.

Um comportamento peculiar que analisamos usando este formalismo é analogo

aquele que encontramos em sistemas ligados, como em &tomos e moléculas, os quais
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em geral apresentam um espectro de energia limitado superiormente, com infinitos
niveis de energia. Esta analogia sugere que a AHG, pode ser usada na descri¢ao
fenomenologica de alguns espectros de energia de atomos e moléculas [29]. Um outro
possivel uso fenomenolégico da AHG consiste em considerar o formalismo de segunda

quantizacdo ([|35],|36]) aplicado para particulas compostas (sistemas ligados).

Consideramos entao as propriedades termodindmicas de um sistema formado
por um conjunto de “particulas compostas” (AHG com uma fungio caracteristica
linear) ndo interagentes: o ¢-Géas ideal. Este sistema para 0 < ¢ < 1, possui um es-
pectro de energia limitado superiormente e com infinitos niveis de energia [38]. Como
conseqiiéncia, a func¢do de particdo de Boltzmann-Gibbs (BG) dos estados ligados é
divergente; isto reflete o fato de que este tipo de sistema sempre se ioniza a qualquer
temperatura finita. Analisando esta funcao de particao obtemos uma funcao de par-
ticao regularizada que permitiria obter as propriedades tipo-termodinadmicas a baixas

temperaturas do ¢-gés ideal antes de alcancar o equilibrio termodinamico (ionizagao).

Analisamos também o problema oriundo da divergéncia da fun¢ao de particao
via simulagGes computacionais, utilizando o Método de Monte Carlo (MMC). Através
deste, podemos realizar simulagoes que mostram que o ¢-gas ideal de g-osciladores
permanece, em baixas temperaturas, em um Estado de Quase-Equilibrio (EQE) antes
de atingir o estado correspondente a ionizagao, apresentando uma energia média por
g-oscilador que varia lentamente até alcangar a energia média de ionizagao prevista
pelo formalismo de BG. Este EQE possui um tempo de duracdao que aumenta expo-
nencialmente com o inverso da temperatura, seguindo uma lei de Arrenhius tipica do
problema de Kramers em reacoes quimicas. Nos casos estudados, o EQE surge para
temperaturas menores que 10% da temperatura correpondente a energia de ionizacao

do sistema.

Induzido pela funcao de particao regularizada, propomos um MMC modificado
que produz resultados em boa concordancia com aqueles obtidos com o0 MMC usual
no EQE, a baixas temperaturas. Assim, o formalismo analitico modificado obtido da
funcao de particao regularizada, descreve as propriedades fisicas médias do sistema no

EQE. A grande vantagem de obter esta funcao regularizada é que podemos calcular



145

analiticamente as propriedades fisicas médias do sistema no EQE. A concordancia
entre o formalismo modificado e as simulagoes utilizando o MMC usual depende do
parametro ¢ bem como do intervalo de temperatura analisado. Ja o tempo de duragao

do EQE segue sempre uma lei Arrenhius com a temperatura para qualquer ¢ € [0, 1).

Investigamos o EQE analisando as distribuicoes das energias em tal estado e
observamos que as mesmas apresentam uma dependéncia exponencial com a energia e
sao quase-estaciondarias, onde os niveis mais energéticos vao, com o passar do tempo,
sendo cada vez mais visitados até que o sistema atinja o equlibrio, ionizacao, predito

por Boltzmann-Gibbs (BG).

Mostramos explicitamente que o EQE é um estado fora do equilibrio medindo
a funcao de autocorrelacao de dois tempos. Observamos que a mesma possui uma
dependéncia com o tempo de espera (envelhecimento), que é caracteristico de sistemas

que ainda nao alcancaram o equilibrio termodinamico.

Este comportamento, observado para o ¢-gas ideal, é esperado que seja uma
caracteristica de muitos sistemas formados por particulas que possuem espectros de
energia limitados superiormente e com infinitos niveis. De fato, por exemplo, este
comportamento foi observado para um géas ideal de atomos de hidrogénio [41]. Neste,
o “experimento computacional” utilizando o MMC fornece resultados analogos aos
obtidos para o ¢-gés ideal, em que o gés ideal de a&tomos de hidrogénio também
permanece em um EQE caracterizado por uma variacao lenta das suas propriedades

fisicas.

Observamos também que para o gas de atomos de hidrogénio é possivel reali-
zar uma regularizacdo da funcao de particdo. Desta funcao de particao regularizada,
propomos um MMC modificado e com este obtemos resultados que coincidem com
aqueles utilizando o MMC usual no EQE, a baixas temperaturas. Tal concordancia
melhora & medida em que baixamos a temperatura do géis ideal de atomos de hi-
drogénio. Assim, via a fun¢do de particao regularizada, a baixas temperaturas, as
propriedades fisicas do EQE do gés ideal de atomos de hidrogénio pode ser completa-
mente determinadas analiticamente. Comparando a energia média por particula das

dindmicas usual e modificada, medimos o tempo de duragao do EQE e vimos que o
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mesmo segue uma lei de Arrenhius com a temperatura, assim como apresentado para
0 g-gés.

Comparando as propriedades do EQE do gés ideal de atomos de hidrogénio
com aquelas obtidas para o ¢-gas ideal com ¢ = (.25, concluimos que o gas ideal
de atomos de hidrogénio pode ter comportamento, a baixas temperaturas, descrito
pelo g-gas ideal (¢ = 0.25) sendo, portanto, o ¢-gas ideal com ¢ = 0.25 um prot6tipo
para estudar o gas ideal de atomos de hidrogénio a baixas temperatura (temperatura
medida em relagio a energia de ionizacdo). Esta boa concordancia entre as dindmicas
deste dois sistemas se deve ao fato de que os mesmos possuem o primeiro nivel de
energia excitado, com uma energia que corresponde a 75% da energia de ionizacdo de

cada sistema.

Como observado, a baixas temperaturas e durante o intervalo de tempo de
existéncia do EQE, o MMC com a dinamica modificada coincide com o MMC com
a dindmica usual e, assim, vimos que a funcao de particado modificada descreve as
propriedades fisicas do gés ideal de 4&tomo de hidrogénio no EQE. Mostramos tam-
bém que incluindo a degenerescéncia no espectro de energia do atomo de hidrogénio,
podemos também regularizar a funcao de parti¢ao. Os resultados para a energia mé-
dia por particula mostram uma contribuicdo maior dos estados excitados, como era
de se esperar, para baixas temperaturas. Nao realizamos simulagoes extensivas com
o MMC usual levando em consideracdo a degenerescéncia no espectro de energia do
atomo, entretanto, os resultados observados sugerem que o EQE e a lei de cresci-
mento do tempo de duragao do mesmo, apresentem resultados similares aos medidos

anteriormente.

Propomos duas realizagoes fisicas nas quais o &tomo poderia ser encontrado no
EQE. Destes, obtemos uma estimativa do tempo de duracao real do EQE e vimos que
o mesmo fornece valores muito grandes em temperaturas proximas a da temperatura
ambiente. Portanto, o EQE de um gés diluido de &tomos de hidrogénio pode ser
considerado como um FEstado de Equilibrio Efetivo. Apesar disto, no EQE medimos a

funcao de autocorrelacao de dois tempos e mostramos a existéncia do envelhecimento.

Os resultados aqui apresentados corroboram a interpretagao em termos de par-
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ticulas compostas da AHG para uma funcao caracteristica linear com inclinagao ¢
(¢ # 1), uma vez que o comportamento das propriedades “termodinidmicas”’, em par-
ticular, do gas ideal de atomo de hidrogénio é analogo ao comportamento das propri-
edades do gés ideal de g-oscilador (¢ = 0.25).

Por fim, abordamos também uma generalizacdo da algebra do sl(2) que foi
construida de maneira analoga a feita para a AHG, em que as relagoes de comutagao
dos seus geradores possuem uma funcao caracteristica g de um dos seus geradores. No
caso em que g(z) = x—1 as relagdes de comutagao tornam-se as relagoes de comutagao
da &lgebra do s/(2). No caso g(z) = qx — 1 a algebra corresponde a algebra do sl,(2).
Se g for nao-linear, a estrutura algébrica é mais geral do que aquelas apresentadas nos
casos lineares [33]. As representacoes foram estudadas usando técnicas de sistemas
dindmicos como a estabilidade dos atratores de g e de suas fun¢oes compostas.

Uma interpretacao para a algebra do sl(2) generalizada pode ser futuramente
sugerida com o auxilio de uma classe de mapa de Jordan-Schwinger (JS) generalizado,
aqui introduzido, que contém o mapa usual como caso especial [50]. A compreenséao
fisica desta transformacao apresenta um grande interesse e é atualmente objeto de
pesquisa.

Vemos na AHG e na algebra do si(2) generalizada estruturas algebricas ricas
que podem ter aplicacoes bastantes complexas dependendo de escolhas especiais das
funcoes caracteristicas de cada algebra. Esta riqueza intrinseca pode ser 1til em
diversos sistemas fisicos, alguns deles mencionados nesta tese. O estudo de suas
possiveis aplicacoes bem como o estudo de seus aspectos matemaéticos apresentam

interesse e merecemser explorados.
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