Ministério da Ciencia e Tecnologia

Centro Brasileiro de Pesquisa Fisicas

Tese de Doutorado
Algebras de Heisenberg Generalizadas:
formalismo e possiveis aplicacoes

Autor: Jeferson de Souza
Orientador: Evaldo M. F. Curado

Co-orientador: Marco Aurélio Rego Monteiro


http://www.cbpf.br
http://www.cbpf.br/
mailto:jeferson@cbpf.br

Conteudo

I  Algebra de Heisenberg Generalizadal

(1 Introducao|

(1.1 Meétodos algebricos em fisical . . . . . .. ... ... .. ....

|1.2 Algebra de Lie, Algebra de Heisenberg e algebra de su(2).|

1.2.1 Algebrade Liel . . . . . . . .. ... ..

.22 Algebrade su(2)| . . .. ... ... ... ... .. ...

(1.3.1 O oscilador de Schwinger|. . . . . . . .. .. ... ...

[1.4 Algebra de g-osciladores| . . . . . . . ...

(1.4.1 Outros exemplos de g-osciladores| . . . . . . .. .. ..

[1.5 Algebra de Heisenberg Generalizadal. . . . . . ... ... ...

2 Aplicacao a Molécula Diatomical

[2.1 O espectro Molecular Vibracional . . . . . .. ... ... ...

[2.2 A aproximacao Born-Oppenheimer e o Potencial Harmonico| .

[2.3  Potenciais tipo Morse|. . . . . . ... ...




CONTEUDO i

2.3.1 Potencial de Morsel . . . . . . ... o000 36
2.3.2 Meétodo de Morse Perturbadol . . . . . . ... ... 37

2.4 AHG e Espectro Molecular Vibracional . . . ... . ... .. 38
[2.4.1 Caso Linear (¢g-oscilador)[. . . . . . ... .. ... ... 38
[2.4.2  Aplicacao a molecula de CO| . . . . . .. ... .. ... 39
243 Casonao-linearl. . . . . . ... ... ... ... ..., 41

[3 Algebra de Heisenberg Estendidal 54
[3.1 O porque de uma algebra de dois passos| . . . ... ... ... 54
|3.2 Algebra de Heisenberg estendida a dois—passos| ......... 56
[3.2.1 Teoria da Representacaol . . . . . . . . ... ... ... 57

13.3 O Caso Linear - Algebra de Fibonacci Generalizada . . . . . . 59
[3.3.1 Analise de Estabilidade e Teoria da Representacaol. . . 60
B.3.2 Séries de Fibonaccil . . . . ... ... ... ... 63

13.4 Espaco de Fock da Algebra de Heisenberg a Dois Passos| . . . 64
[3.4.1  Analise dos valores permitidos de ag e Fo.| . . . . . . . 67

(3.0 Comentarios Finaisl . . . . . . . .. ... .. 0L 69

[(II  Analise Multifractal de Séries Temporais de Mer- |

lcado Financeirol 76
I MFDE? ol ATSER Y g -
4.1 Introducao|l. . . . . . . . . . ... ... 77

[4.2  Analise Multifractal de Flutuacoes com Eliminacao de Tendencia- |

[ MEF-DFAl . . .o 78

[4.3  Origem da multifractalidade em séries temporais.| . . . . . . . 84




CONTEUDO iii

[4.4  Volumes Negociados| . . . . . .. ... ... ... ... .... 86

45 Retornodl . . . . . . .. 92

4.6 Comentario Finaid . . . . . . . .. ... ... 93
Il Conclusoes 106
[A_Simetrias dinamicas 112
|B Algebra de Heisenberg| 116
[C Sequencias de Fibonacci 119
(D Estabilidade Segundo Lyapunov| 121
A _analise de Hurstl 124
(O formalismo Multifractal.l 126
(G O g-tripletol 128
(H Cdédigo MATLAB/OCTAVE| 132

B1bliog 3 145



Lista de Figuras

(1.1 ~Analise grafica para a tuncao caracteristica linear.| . . . . . . . 28
[2.1 Niveis de energia para os potenciais de Morse e harmonico.| . . 45
[2.2  Ajuste do parametro ¢ no caso caso linear.| . . . . . . .. ... 46
[2.3  Ajuste do parametro g para o caso nao-linear.| . . . . . . . .. 47
[2.4  Ajuste do parametro p para o caso nao-linear.| . . . . . . . .. 48
[2.5  Espectros de energia normalizados e deslocados, gerados pelos [

modelos de Morse, g-oscilador, AHG nao-linear, Morse Per- [

turbado e dados experimentais, para a molécula de CO.[. . . . 49
2.6  Comparacao entre os erros relativos dos modelos de Morse, |

g-oscilador, AHG nao-linear e o modelo de Morse perturbado. 50
[3.1 Regioes de estabilidade no espago dos parametros (r,s).|. . . . 72
[3.2  Regioes no plano (A_\ ) associadas as possiveis representagoes |

para a AHG linear.| . . . . ... ... ... ... ... ..., 73
3.3 Cadeia de Fibonaccil . . . . . .. .. o000 74
[3.4 Cadeia do tipo Fibonacci.| . . . . . .. ... .. .. ... ... 74
[3.5 Niveis de energia obtidos para varios parametros da AHG.| . . 75

v



LISTA DE FIGURAS 4

[4.1  Espectro multifractal dos volumes negociados para o DJ30 cal- [
[ culado com o método ME-DFASS . . . . . . ... ... .. .. 95
[4.2  Espectro multifractal médio f (a) vs. o, com a média feita |
| sobre os f’s e os alpha’s para cada g, para cada uma das as [
| 30 companhias do DJ-30.f. . . . ... ..o 97
4.3 Funcao densidade de probabilidade para a série de volume |
| observada (volume médio das 30 Companhias do DJ30)[ . . . 98
[4.4  Funcao densidade de probabilidade para a série de volume |
| observada aleatorizada e ajustada.. . . . . . . ... ... ... 99
[4.5 Expoentes 7 (¢q) vs. ¢, com a média feita sobre as 30 compa- |
| nhias do DJ30, para cada g, para as séries de volume negociado.[100
[4.6  Funcao densidade de probabilidade para a série de retorno |
| observada (retorno médio das 30 Companhias do DJ30),| . . . 101
[4.7 Funcao densidade de probabilidade para a série de retorno [
[ observada aleatorizadal . . . . ... ... ... ... ... ... 102
[4.8  Espectro multifractal dos retornos para a 30 companhias do |
| DJ30, calculado com o método MF-DFAS5| . . . . . ... . .. 103
[4.9 Espectro multifractal médio f(a), com a média feita sobre as |

30 companhias para cada ¢.| . . . . . ... ... ... ... 104

[4.10 Expoentes 7 (¢q) vs. ¢, com a média feita sobre as 30 compa- |

nhias do DJ-30, para cada ¢, para as series de retornos.| . . . . 105




Lista de Tabelas

[2.1  Valores dos parametros usados em cada modelo estudado neste [

trabalhol . . . . . ... 51

[2.2  Espectro vibracional da molécula de CO. Comparacao dos |

dados experimentais com os modelos de Morse, g-oscilador, |

Morse perturbados e AHG.|. . . . . ... ... ... ... ... 52

[2.3  Valores das energias de dissociacao calculadas para cada modelo.| 53

[3.1  Autovalores dos operadores H e J3; quandor=s=1). . . . . 71

[4.1 Legenda das companhias que compoes o DJ30.[. . . . . . . .. 96

vi



Agradecimentos

Agradecer a todos, que de uma forma ou de outra contribuiram para a rea-
lizacao deste trabalho seria muito dificil, senao impossivel. No entanto, acre-
dito que ha pessoas e instituicoes que pela sua contribuicao e participacao
nao podem ficar de fora desses sinceros agradecimentos.

Primeiramente agradego aos pesquisadores Evaldo Mendonga Fleury Cu-
rado e Marco Aurélio Rego Monteiro pela orientagao deste trabalho.

Ao Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF) por me dar esta opor-
tunidade.

A banca examinadora composta pelos professores Evaldo M. F. Curado,
Marco Aurélio do Rego Monteiro, Marcelo L. Lyra, Itzhak Roditi, Constan-
tino Tsallis, Ricardo L. Viana e José A. Helayel Neto, por terem contribuido
para o enriquecimento do presente trabalho.

Ao corpo docente do CBPF por contribuirem para minha formacao académica.

Agradeco também aos que participaram diretamente deste trabalho: Sil-
vio M. de Queirds, Luis G. Moyano, Nemésio Mattos, Prof. Constantino
Tsallis e Cesar Ribeiro.

Contribuiram para este trabalho, também, os colegas Francisco Tamarit,
Ney Lemke, Fernando Nobre e Célia Anteneodo, além do pessoal da CAT-
CBPF, e dos os funcionarios Luzia, Wanda, Almério, Myriam, Regininha e
Beth, e a equipe do Sujinho.

Outras pessoas dentro e fora do ambito académico merecem ser mencio-
nadas neste agradecimento.

A minha Familia.

Os colegas da UFPR: Sidney Pires Rostirolla, Fernando Mancini e Rafael

Vil



Correa de Freitas.

Aos casal de amigos Claudia e Marcio, e as amigas Jocelene (J6) e Marecea
(Tetéia).

Os amigos Fulvio Baldovin e Marisa Zamberlan.

Os colegas Fernando Gatcho e Ari (da UFPR), e Nuno, Diogo e Garin
(do CBPF).

Além do CBPF as seguintes instituicoes também deram contribuicoes fun-
damentais para a realizacao e enriquecimento deste trabalho: CNPq, FCT -
Portugal, Sociedade Brasileira de Fisica, PETROBRAS, UFPR e FUNPAR/UFPR,
Abdus Salam International Centre for Theoretical Physics (ICTP) e UNI-
RIO.

Viil



Resumo

Na primeira parte desta tese é proposto um método novo, baseado em
uma Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG) nao-linear proposta recen-
temente na literatura, a qual é capaz de reproduzir o espectro anarmonico
de algumas moléculas diatomicas. O espectro tedrico gerado pela AHG nao-
linear permitiu o ajuste dos dados experimentais e a obtencao da energia de
dissociacao para a molécula do monéxido de carbono. Os resultados globais
sao melhores do que aqueles obtidos através dos modelos usualmente utili-
zados para estudar vibragoes moleculares, a saber, os modelos tipo-Morse e
de g-osciladores. Também foi construida uma estrutura algébrica tipo Hei-
senberg, gerada pelo operador Hamiltoniano, pelos operadores ladeira e por
um operador auxiliar. Esta estrutura descreve os sistemas quanticos cujos
autovalores do operador Hamiltoniano dependem de dois autovalores prece-
dentes, como acontece, por exemplo, em sistemas com o espectro de energia
dado por uma seqiiéncia de Fibonacci. Além disso, esta estrutura algébrica
depende de duas fungoes f(z) e g(x), o que difere da AHG anteriormente
proposta, a qual depende de um autovalor precedente e de uma fungao ca-
racteristica. As possiveis representacoes para a algebra formada quando as
fungdes f(z) e g(x) sao lineares foram classificadas, analisando-se a estabili-
dade dos pontos fixos das func¢oes. Na segunda parte desta tese sao exploradas
as propriedades multifractais das séries temporais de 1 minuto dos retornos
(lucro) e dos volumes de agoes negociados das companhias que compoem o
chamado Dow Jones 30 (DJ30), através do método “andlise de flutuacao de
tendéncia multifractal” (MF-DFA). Através de um procedimento que con-

siste no calculo do espectro multifractal das séries nas quais foram extraidas

1X



as fases das séries temporais originais e foram adicionadas fases aleatérias e
outro que consiste no calculo do espectro multifractal das séries onde os ele-
mentos foram aleatoriamente trocados de posicao, ja descritos na literatura
anteriormente, foi avaliado o papel das dependéncias lineares e nao-lineares
na estrutura multifractal das observaveis. Os resultados mostram um carater
persistente do volume negociado e aproximadamente “Browniano” dos retor-
nos. Para os volumes é mostrado que tanto as correlacoes de longo alcance
como funcao distribuicao influenciam no carater multifractal das série. Para
os retornos, foi confirmado que o carater nao Gaussiano da fungao densidade

de probabilidade das séries é a principal responsavel pela multifractalidade.



Abstract

In the first part of this thesis it is proposed a new method, based on a
non-linear Generalized Heisenberg Algebra (GHA) recently proposed in the
literature, which is able to reproduce the anharmonic vibrational spectrum
of diatomic molecules. The theoretical spectrum generated by the non-linear
GHA allows us to fit the experimental data and to obtain the dissociation
energy for the carbon monoxide molecule. The global results are more accu-
rate than the standard models used to study molecular vibrations, namely
Morse-like and g-oscillator models. Also, it was constructed a Heisenberg-
like algebra generated by the Hamiltonian operator, ladder operators and an
auxiliary operator. This algebra describes quantum systems having eigenva-
lues of the Hamiltonian operator depending on the eigenvalues of the two
previous levels. This happens, for example, for systems having the energy
spectrum given by a Fibonacci sequence. Moreover, the algebraic structure
depends on the two functions f(x) and g(z). When these two functions are
linear we classify, analysing the stability of the fixed points of the functions,
the possible representations for this algebra. In the second part of this thesis
it was explored the multifractal properties of 1 minute traded volume and re-
turns of the equities which compose the Dow Jones 30, through Multifractal
Detrend Analysis (MF-DFA) method. By using a procedure, previously des-
cribe in the literature, which is based in the extraction of the original phases
and subsequent addition of random phases to the original time series and
another one that consists in the mixture of the elements of the time series, it
was evaluated the role of the linear and nonlinear dependences in the multi-

fractal structure of this observables. The results show a persistent character

x1



of the traded volume e a “Brownian” character of the returns. For the volu-
mes is shown that the long-range correlations as much as the non-Gaussian
Probabilities Distribution Functions control the multifractal character of the
time series. For the returns, it was shown that a non-Gaussian Probabilities
Distribution Functions is the main cause of the multifractality in the time

series.
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Algebra de Heisenberg

Generalizada



Capitulo 1

Introducao

1.1 Métodos algébricos em fisica

Os métodos algébricos tém sido largamente utilizados em fisica desde o inicio
do século XX [I]. Este tipo de abordagem encontra aplica¢oes nos mais vari-
ados campos da fisica como a fisica nuclear, teoria de campos, a fisica mole-
cular, a mecanica estatistica, etc. Em Mecéanica Quantica (MQ) os métodos
algébricos ganharam destaque a partir da introducao da formulacao matricial
de Heisenberg [2], isto porque em MQ os operadores de posigdo e momen-
tum (ou outros operadores relacionados) obedecem a relagao de comutagao
[z,p.] = ih. Este tipo de abordagem teve uma papel fundamental na for-
mulacao da chamada “segunda quantizacao”, a qual teve posteriormente um
papel fundamental na formulacao relativistica da MQ. Essas relacoes foram
introduzidas por W. Heisenberg em 1925 [3], quem argumentou que o espectro
atomico poderia ser melhor compreendido se associamos a este certos arranjos
de nimeros (matrizes) que obedecem certas regras de multiplicacdo. Poste-

riormente, P. Jordan e M. Born [4] apontaram que a regra de multiplicagao
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desenvolvida por Heisenberg era essencialmente a mesma da algebra de ma-
trizes [B]. Assim, a chamada “Mecanica Matricial ” foi desenvolvida com base
na representacao matricial das relacoes de comutacao canonicas. Do ponto de
vista matematico, a Mecanica Matricial consiste representar as quantidades
fisicas relevantes por matrizes. As leis que regem o sistema sao dadas pela
regra de multiplicacao, no caso as relacoes de comutagao canonicas. Desta
forma, estas matrizes, quando manipuladas apropriadamente, fornecem as
freqiiéncias (as quais sdo as quantidades fisicas relevantes) e as intensida-
des observadas das linhas espectrais de sistemas quanticos como atomos e
moléculas, sem a necessidade de discutir as trajetorias dos elétrons.

As relacoes de comutacao estao associadas as simetrias do sistema fisico
em questao e estas, por sua vez, estao relacionadas as leis de conservacao.
Em MQ as simetrias determinam as regras de selecao para as transicoes de
estados quanticos [2] e definem as quantidades fisicas conservadas (energia,
momentum, etc.). As simetrias tém um papel fundamental em fisica, pois a
complexidade de muitos sistemas classicos ou quanticos pode ser, em geral,
simplificada se for possivel utilizar as simetrias existentes. A estrutura ma-
tematica que expressa as simetrias de um sistema fisico é a teoria de grupos.
A teoria de grupos é importante para a fisica nao sé pelo seu poder de céalculo
mas também por fornecer novas intui¢oes para problemas fisicos.

Mais recentemente o estudo de sistemas fisicos baseados nos métodos
algébricos ganhou um novo impulso com o aparecimento dos chamados ¢-
osciladores associados as chamadas “algebras deformadas”, as quais, em ge-
ral, sao versoes deformadas das dlgebras de Lie usuais. As dlgebras defor-

madas modificam, através da introducao de um ou mais parametros, as
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relagoes de comutagao usuais, sendo a algebra de Lie usual recuperada quando
os parametros tendem para um limite especifico. Do ponto de vista ma-
tematico as algebras deformadas s@o dlgebras de Hopf quase-triangulares [6].
As algebras deformadas tornaram-se bastante conhecidas através do uso dos
g-osciladores, os quais podem ser considerados como uma deformacao da
algebra de Heisenberg [7].

Estas algebras tém sido utilizadas em problemas fisicos dos mais variados
(veja as referéncias [8 [0, [7]). Ainda mais recentemente, Curado e Rego-
Monteiro [9] propuseram uma “Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG)”
a qual contém a algebra de g-osciladores padrao (um tipo de dlgebra de
Heisenberg deformada) como caso particular, e depende de uma fungao, ao
invés de um tunico parametro.

Isto permite a AHG poder representar diversos sistemas fisicos simples
unidimensionais, como veremos a seguir, dependendo da escolha adequada
da funcao f.

Um aspecto interessante da AHG é que um autovalor de um dos opera-
dores da algebra pode ser escrito em fungao do seu antecessor, analogamente
aos mapas com variaveis discretas. Isto possibilita utilizar ferramentas de sis-
temas dinamicos no estudo das representacoes desta algebra para um dado
sistema fisico associado a uma funcao f, simplificando o estudo destas repre-

sentagoes.
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1.2 Algebra de Lie, Algebra de Heisenberg e
algebra de su(2).

Ser4 feito aqui uma breve descrigdo da algebra de Lie e da algebra de su(2).
Na préxima secao sera discutida a algebra de Heisenberg. As defini¢oes foram

baseadas, principalmente, nas referéncias [2] e [10].

1.2.1 Algebra de Lie

Para os objetivos deste trabalho, é suficiente considerar algebras de Lie as-
sociadas aos grupos de Lie matriciais, ou seja, algebras onde os elementos
sao matrizes. Algebras de Lie, as quais em geral nao sao comutativas nem
associativas, sao espagos vetoriais g, definidos sobre um corpo F', dotados de

uma operacao bindria [-,-] : g X ¢ — ¢, e que satisfazem as propriedades:
1. Bilinearidade:
l[ax + by, z] = a[x, 2] + bly, 2], [z,ax + by] = a[z,x] + b[z,y], (1.1)
Va,be FeVux,y zeg.
2. Para todo = € g: [x,x]=0
3. Identidade de Jacobi:
@, Iy, 2]+ [p, [z, al) + [z [ 9] = 0 (1.2)
Va,y, z€g.

A primeira e a segunda propriedades combinadas implicam na antisime-

tria do produto de Lie:

[z, y] = —[y, 2] (1.3)
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Vax,y€eg.
Exemplos de algebra de Lie sao: o espaco euclidiano R? com o produto ve-
torial, as dlgebras de su(2) (spin), SO(3) (momento angular) e de Heisenberg

(oscilador harmoénico).

1.2.2 Algebra de su(2)

A algebra de Lie do grupo especial unitério de grau dois ou SU(2) cor-
responde as matrizes unitarias 2 X 2, com determinante igual a um, anti-
hermitianas e de traco nulo.

O principal exemplo em fisica sao as matrizes de Pauli definadas com:
01 = 702 = 703 = ) (1'4)

com relagoes de comutacao dadas por:
[O'Z',Uj] = QiEijk Ok, (15)

onde €5, ¢ o tensor de Levi-Civita, o qual é dado por

(

+1  se (4,7, k) for igual a (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1, 2),
Cijk = § —1 se (i,7, k) for igual a (3,2,1),(1,3,2) ou (2,1, 3),

0 seei=j,j=kouk=nu.

As matrizes de Pauli sao de fundamental importancia em fisica e em parti-

cular estas estao associadas ao operador de spin 1/2.
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1.3 O oscilador harmonico

Na formulagao de Heisenberg da Mecanica Quantica, ao invés de se resolver
a equagao de Schroedinger (ES), HV(z) = E¥(z), com o hamiltoniano dado
por:

h? d?

H = —%%—l-‘/(l’), (1.6)

se resolve equacoes matriciais onde os operadores diferenciais sao represen-
tados por operadores matriciais e as func¢oes de onda sao representadas por
vetores no espaco de Hilbert. Assim, os operadores de posicao e momento sao

134 }]

representados & e p (p = —iha%), onde o simbolo indica que a variavel
representa um operador ao invés de uma variavel dinamica. Estes operadores

obedecem "relagoes de comutagao canonicas” (ou de Heisenberg):
[Dis 4j] = —ihd; ; (1.7)

[ﬁiaﬁj] = [qua qA]] = 07 (18)
onde ¢;; ¢ a fungao delta de Kronecker. As relacoes acima constituem uma
algebra de Heisenberg, a qual é um caso particular de dlgebra de Lie.

O oscilador harmonico é um dos modelos os mais importantes em mecanica
quantica porque uma grande variedade de sistemas pode ser modelado exata
ou aproximadamente utilizando-o [5]. Este é, por exemplo, o caso de vi-
bragoes em moléculas diatomicas. Vamos considerar, por simplicidade, o caso
do oscilador harmonico unidimensional, onde potencial é dado, em termos do
operador z, por:

ki?

V() = = (1.9)

Podemos escrever os operadores de posicao e de momento em termos dos
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chamados operadores de criacao e aniquilagao:

h
- i
=5 (a+al) (1.10)
R hwm
p=i\— (a' — a) (1.11)

onde w = \/% . Substituindo as equacoes anteriores no hamiltoniano 1)

H= % + V(z), teremos
H = hw(ata +1/2). (1.12)

O operador de criacao atua sobre o estado de vacuo dando origem a novos
estados quanticos:

(a™)™0). (1.13)

n) =

al-

O operador de aniquilacao atuando sobre o estado de vacuo define o estado
fundamental:

al0) = 0. (1.14)

O operador a'a (ou operador niimero N) atuando sobre um vetor |n) fornece
o autovalor (o qual estd relacionado & energia) correspondente a este vetor.
Os operadores a,a’ e a'a formam uma dlgebra de Heisenberg-Weyl H (2) [I]

com as seguintes operacoes de comutagao:

[a,d"] = 1 (1.15)
la,d’a] = q; (1.16)
[@T,aTa] = —af (1.17)

A dlgebra formada por estes novos operadores também é uma algebra de

Heisenberg [I]. O operador de criacao atuando sobre um auto-estado de H,
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dé origem a um novo estado com energia maior por uma unidade:
a'ln) = vn + 1|n + 1). (1.18)

O espectro de energia do Hamiltoniano é dado por:

1
E(n)zhcu(n—}—é) , n=20,1,2.., (1.19)
e o estado de energia mais baixo (E(0) = 1hw) define a representacio para

a dlgebra Os valores do espectro de energia dado pela equagao (1.19) sao

igualmente espacgados

1.3.1 O oscilador de Schwinger

Nesta se¢ao sera revisto brevemente a construcao de Schwinger, considerando-
se dois osciladores harmonicos simples [5], com os operadores de criacao e de
aniquilacao dados por aI e a;, com ¢ = 1,2. Os operadores nimero sao dados
por:

N; = ala;, (1.20)

e considerando que [a;, a}] = 0,; teremos:

[N;, a;] = —a;0; (1.21)

]
E assumido que os osciladores sao desacoplados, assim N; e Ny comutam e
pode-se construir auto-estados simultaneos de Ny e Ny com auto-valores nq

e ng, respectivamente. Agora, sao definidos os novos operadores J, J_ e J,:

J, = alay, (1.23)
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J_=dla; e (1.24)
L t 1
J, = §(a1a1 —ajay) = §(N1 — Ns). (1.25)

Pode-se mostrar que estes operadores satisfazem as relagoes de comutacao

da algebra su(2):

[Je Je] = xJq, (1.26)

[y, J] =2J.. (1.27)
Definindo o operador ntimero total, com autovalores n; + ns:
N = Ny + N, = alay — alas, (1.28)
um operador Casimir da algebra pode ser escrito como

1 N (N
P =Rt (el = Jd) =5 (5 + 1) . (1.29)

Os autovalores ny e ny podem ser interpretados como o niimeros de particulas

com spin para cima e para baixo, respectivamente.

1.4 Algebra de g-osciladores

As Algebras de Heisenberg Deformadas (as quais englobam a algebra de
g-osciladores) sao generaliza¢oes nao-triviais das algebras de Heisenberg. De-
vido a sua interessante estrutura matematica e as possiveis aplicagoes fisicas,
as algebras deformadas despertaram muita atencao nos ultimos vinte anos.
Em 1982 Kulish [IT] mostrou que a élgebra subjacente ao modelo de spin
X X7, com condigoes de contorno especificas, era uma deformacao da algebra
de su(2), a qual é chamada hoje su,(2). Posteriormente, aplicando a mesma

técnica usada por Schwinger para compor dois osciladores para obter a algebra
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de su(2), MacFarlane e Biedenharn [12], I3] construiram, em 1989, a algebra
de su,(2) usando dois g-osciladores. Uma vez que a algebra de Heisenberg
tem um papel importante em diversas dreas da fisica, houveram (e tem
havido) muitas tentativas de se encontrar aplicagbes também para os ¢-
osciladores. Muitas possiveis aplicacoes fisicas ja foram descritas na literatura
[8, 14, [15] 16l 17, 18, [19] 20, 21]. Estas dlgebras foram usadas, por exemplo,
para se estudar fenomenologicamente particulas compostas [8, 22], 23] 24], 25],
espectro dos dtomos e moléculas [26, 17, 18, 22], 23], 27, 28], teoria de campos
[24, 25], 29, B0] e estados coerentes [31]. Como ja foi mencionado, a algebra
de g-osciladores modifica a algebra de Heisenberg usual dada pelas equacoes
—, através do parametro g. A deformacao modifica as relagoes
de comutacao usuais e estas podem ser expressas do seguinte modo (dentre

outras maneiras):

[N, a] = al; (1.30)
[N, ] - —a; (1.31)
la, awq = aat—qda= ¢V, (1.32)

onde o chamado ¢-comutador é definido por:

[z, ylqg = vy — q yx,

e o parametro ¢ podera assumir valores reais ou imaginarios, sendo que para
diferentes valores de ¢, o conjunto de autovalores do operador Hamiltoniano
gerado pela dlgebra terd comportamentos diferentes [32]. Se ¢ = 1 a algebra
deformada se reduz a algebra de Heisenberg usual. Existem outras dlgebras
de g-osciladores, a forma apresentada aqui é baseada em MacFarlane (1989)

[13], na préxima se¢do descreveremos brevemente algumas destas. Vamos
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agora analisar os estados gerados por esta algebra, seguindo o mesmo roteiro
como no caso da algebra de Heisenberg usual. O estado de vacuo é definido

da mesma forma que no caso nao-deformado:

al0) =0, (1.33)
(Ola" =0, (1.34)
N|0) = ap|0), (1.35)

Como conseqiiéncia da equagao ([1.32)) tém-se:

[N], = da; (1.36)
N+1], = aa, (1.37)
onde
qac _ q—x

Com esta definicao podemos estudar a teoria da representacao desta
dlgebra. O operador a' atuando sobre o estado de véacuo |0) produz outro

estado, digamos |k):
a'lo) = 1k), (1.39)

com o seu dual dado por (k| = (0]|a. Fazendo o produto interno entre o vetor

dado pela equagao (1.39)) e o vetor do vécuo, |0), tem-se:
(k]0) = (0]al0) = 0. (1.40)

Assim o novo vetor |k) é ortogonal ao estado de vécuo |0). Chamando |k) de

My|1), onde (1]1) = 1, teremos:

a'l0) = My|1), (1.41)
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onde M, é uma constante de normalizacdo. Aplicando N e af sobre um auto-

estado geral e utilizando (|1.30]), obtemos
N(a")|n) = a'(N +1)|n) = (n + 1)a’|n), (1.42)

o que mostra que a'|n) também é um auto-estado do operador N, porém

com um autovalor acrescido de uma unidade. Assim teremos
a”n> = M,|n+1),

onde a constante de normalizagao é calculada, utilizando-se a equagao ([1.37)),
por:

1 1
Il=(n+1n+1)= W(nmawn} = W[n + 1], (1.43)

n n

Assim, de maneira geral:

a'ln) = Vn+1n+1), (1.44)
aln) = /njn—1). (1.45)

Diferentemente do caso nao-deformado, o operador a'a ndo corresponde

ao operador nimero:
a'aln) = [n][n) (1.46)

O auto-valor [n], ¢ o chamado g-nimero simétrico, sendo que [n|, — n para
q— 1.
Os estados superiores sao criados por sucessivas aplicagoes do operador

de criagao, como no caso usual:

n) = (a)"]0), (1.47)

1!

onde [n],! = [n]4[n—1],...1, é o chamado g-fatorial, com a defini¢ao [1], = 1L
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1.4.1 Outros exemplos de g-osciladores

Além do g-oscilador apresentado na sec¢ao anterior, muitos tipos de g-osciladores
foram introduzidos na literatura. Nesta secao sera feita, brevemente, uma
descricao de algumas algebras destes g-osciladores ja apresentadas nas litera-
tura. Algumas destas algebras serao novamente lembradas nos capitulos da

primeira parte que se seguem.

O g-oscilador nao-simétrico Podemos redefinir os operadores a e a' para

obter a forma nao-simétrica da dlgebra de g-osciladores:

Al = qzg7 al. (1.49)

Fazendo a transformacao acima, a dlgebra dada pelas relagoes (|1.30])-(1.32))

se torna:

[N, A"] = Al (1.50)
[N, A] = —A; (1.51)
Mﬂmf:AN—fﬁAzl, (1.52)

como conseqiiéncia da equagao (1.52), teremos

ATA = [N]2s

onde [n]5 é dado por:

s =2 (1.53)
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o qual é conhecido com g-niimero ou nimero de Gauss. Este tipo de ¢g-ntimero
¢é importante devido ao fato de possuir, para certos valores de ¢, auto-valores
com um limite superior, quando se faz n — oco. Esta algebra foi introduzida

por [33] e possui um Hamiltoniano dado por:

hw

H=—=
2

(AAT + ATA). (1.54)

O espectro de auto-valores do operador Hamiltoniano possui um limite su-
perior se 0 < ¢ < 1. Assim, esta algebras tem sido utilizada para modelar

sistema fisicos com espectros com esta caracteristicas.

O g-oscilador Fermionico - Os autores tentaram em [34] também definir

um g-oscilador fermionico [34], B5], através das relagoes:

[NV, fT] = f1; (1.55)
[N, f] = ~f; (1.56)
{£.11}, = AAl+ gATA = ¢ %, (1.57)

onde {a,b}, = ab+ gba, e como anteriormente definimos um estado de vécuo

f|0) = 0, de forma que os estados subseqiientes sao dados por:

In) = ———(a")"0), (1.58)

[n]s!

onde o g-numero fermionico é dado por:

; qfn/Z _ (_1)nqn/2

[nfy = g2+ ¢/ (1.59)

Porém, como foi demonstrado em [35], para 0 < ¢ < 1 qualquer nimero de

férmions pode ocupar um dado estado. Os mesmos autores propuseram entao
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a transformacao:

F = q¢°f; (1.60)
Ft = fig=. (1.61)
(1.62)
a qual produz a algebra:
[N, F'], = F (1.63)
[N, F] = —F; (1.64)
{F.F'} = FFi+@ATF = 1. (1.65)

Para valores de 0 < ¢ < 1 a algebra é nilpotente como no caso da algebra de
férmions usual, mas neste caso a nova algebra tém a mesma forma da algebra
deformada usual para ¢’s negativos.

O oscilador fermionico generalizado foi utilizado na construgao de modelos

generalizados de estados coerentes e em supersimetria.

O g-oscilador bi-paramétrico - Também foi proposta uma algebra de-
formada a dois parametros (ou bi-paramétrico) [36], a qual tem as seguintes

relagoes de comutacao:

[N,af], = a'; (1.66)
[N, a] = —a; (1.67)
[a, aT]p = adl —pafa= p"; (1.68)

[a,aq = aat —qafa= ¢V, (1.69)
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Subtraindo as duas ultimas expressoes, obtemos o operador niimero genera-

lizado bi-paramétrico:

a'a = [Npq = =2, (1.70)
N+1_ N+1
aat = [N+ 1],y = ¢ p— (1.71)
Assim as equagao ([1.68])-(1.69) podem ser unidas em
[a, aT] = [N+ 1pg — [Nl (1.72)

Esta operador contém todos os operadores nimeros generalizados estuda-
dos acima para valores particulares dos parametros p e ¢. Este modelo foi

utilizado no estudo de vibragoes moleculares [37].

Algebra de su,(2) - Podemos construir uma algebra deformada su,(2)
analoga a construcao de Jordan-Schwinger, compondo duas algebras de ¢-

osciladores [38]. Assim, define-se os operadores:

Jy = alay; (1.73)

J_ = dbay; (1.74)
1

J, = §(N1—N2), (1.75)

(1.76)

os quais obedecem as seguintes relagoes de comutacao:

[J,,J4] = +J.. (1.78)

(1.79)
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O operador Casimir é dado por:

C(SUL(2) = [L+1/2°+J_J, (1.80)
= [L][+ 1]+ [1/2+ J_J,. (1.81)
(1.82)

_ Ut/ t1/2p2

Os autovalores de C'(SU,(2)) sdo dados por [38]: [+1/2] ST

No limite de ¢ — 1, este serd, como no caso usual (j + 1/2)%.
A dlgebra su,(2) foi também utilizada no estudo de moléculas diatomicas

139].

1.5 Algebra de Heisenberg Generalizada

Como jé foi mencionado, recentemente Curado e Rego-Monteiro [9] propu-
seram uma algebra chamada por eles de Algebra Heisenberg Generalizada
(AHG), a qual pode apresentar uma rica variedade de comportamentos e
tem como principal caracteristica a obtengao dos autovalores através de um
processo iterativo (equagao de diferengas). O comportamento dos autovalores
pode ser estudado por técnicas da teoria de sistemas dinamicos, simplificando
enormemente a tarefa de se encontrar representacoes possiveis para a algebra
[9). Esta élgebra depende de um funcional f (m)EI e quando este funcional é
linear, a dlgebra se reduz a dlgebra de g-osciladores [9] [40]. A dlgebra é gerada

por trés operadores Jy, A e AT, satisfazendo as seguintes relacdes:

Jo AT = AT f(Jo), (1.83)
Aldy = [f(Jo) A, (1.84)
(A, AT = f(Jo) = o, (1.85)

L Ao invés de um tnico parametro, como no caso do g-oscilador.
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onde T designa hermitiano conjugado, Jg = Jp é o Hamiltoniano de um
sistema fisico e f(Jy) é uma fungao arbitréria de Jy, chamada de fungao
caracteristica. Supondo a existéncia de um estado de vacuo representado por
|0) e definido por: A|0) = 0 e Jy|0) = ap|0), podemos estudar as possiveis
representacoes para algebra. O operador Af atuando sobre o estado de vacuo

|0) produz outro estado, digamos |k):
A0y = [R), (1.86)

com o seu dual dado por (k| = (0|A. Fazendo o produto interno de |k) com

o vacuo, |0), tem-se:
(k|0) = (0] A]0) = 0. (1.87)

Assim o novo vetor |k) é ortogonal ao estado de vécuo |0). Chamando o novo

vetor |k) de My|1), onde (1|1) = 1, teremos:
A10) = MyJ1), (1.8)

Para se calcular o valor da constante M, fazemos o produto interno do vetor

|k) com seu dual:

< klk >=< 0|AAT|0 >=< 0|ATA + f(Jy) — Jo|0 >= MZ = f(ag) — .

(1.89)
Para se determinar o autovalor de J; usamos:
Bl 5= Gy 5 AU o A0 5= (fagit >
0 = OMO = M, YA 0 = 0 .
(1.90)

Assim, teremos:

Joll >= 1|1 >= (f(aw))|1 > . (1.91)
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Agora, aplicando o mesmo procedimento que deu origem ao vetor |1), ao

préprio vetor |1) teremos:

A1) = Mi2); (1.92)
M) = (AAT) = (UATA+ () — Bl (1L.99)

e, como (2|2) = 1, tem-se:
M = f(en) — . (1.94)

Da mesma maneira que para o vetor |1 >, para se encontrar o autovalor

de Jy do vetor |2 >, fazemos:

t i t
Jo|2 >= JO%IH >= %ﬁ‘]ﬁ))u >= ]\%f(al)‘l >= f(aq)|1 >, (1.95)
assim,
ag = f(ar). (1.96)

De maneira geral teremos as seguintes relagoes, as quais podem ser pro-

vadas por inducao [9]:

Jolm—1) = " Hap)|m—1),m=1,2..., (1.97)

Alim —1) = M,_i|m), (1.98)

Alm) = Mp_1|m—1), (1.99)

onde M2 | = f™(ag)—ayp, ag é 0 menor autovalor de Jy (autovalor do vdcuo)

e f™(ap) é a m-ésima a iteragao da fungao f. Esta dlgebra contém uma classe

de algebras do tipo Heisenberg as quais tém os autovalores dados por:

am = flam-1), (1.100)
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onde «,, € a,,_1 sao dois autovalores sucessivos e podem ser relacionados a
energia do sistema [41]. Conseqiientemente, os autovalores de Jy podem ser
obtidos iterativamente, podendo ser limitados superiormente ou nao, depen-
dendo da funcao caracteristica, dos valores dos parametros da funcao e do
valor inicial ag. Para cada tipo de fungao, os valores dos parametros determi-
nam a existéncia ou ndo dos pontos fixos o* = f(a*) e sua estabilidade [30].
Conseqiientemente, diferentes espectros sao obtidos para funcoes diferentes
e o comportamento dos autovalores pode ser analisado usando técnicas de
sistemas dinamicos?l

O funcional f(x) pode ser, por exemplo, um polinémio e conseqiien-
temente depender de alguns parametros (os coeficientes polinomiais). De-
pendendo do tipo de funcional e seus parametros, representacoes finitas
ou infinitas serdo obtidas [9]. Os autovalores do operador .J, dependem da
fungao caracteristica f(r) e podem apresentar uma grande variedade dos
comportamentos: podem ser monotonamente crescentes, decrescentes, po-
dem ser limitados superiormente ou nao, etc. Por exemplo, para o funci-
onal f(Jo) = <\/To+ \/1_7)2, onde b = 72/2mL? sendo m e L a massa
e o comprimento do poco, respectivamente, é obtida a AHG para o poco
potencial quadrado unidimensional [41], com os autovalores «,, dados por
an, = f"(ap) = bn?, com n > 1. Nas duas subsecoes seguintes, serao descritos
casos em que o funcional é uma funcao linear e um polinomio de 22 grau,
respectivamente. Estes casos ja foram estudados previamente na literatura

[9].

2Diferentemente dos sistemas dindmicos, neste caso m nio esté relacionado ao tempo,

mas pode ser relacionado, por exemplo, aos niveis quanticos.
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1.5.1 Caso Linear

Para o caso linear, f(Jy) = q Jo + s, as equagoes ((1.83))-(1.85)) tornam-se:

[Jo, AT] = s AT (1.101)
[Jo, Al = —gA; (1.102)
[A,AT] = (¢—1)Jo+s, (1.103)

relembrando que [a, b], = ab — ¢ ba é o g-comutador dos operadores a e b.

30 (3.
Portanto, as equagoes ([1.101))-(1.103]) descrevem a AHG estudada em [9] e

podem ser mapeadas na algebra de g-osciladores. Quando ¢ = 1, a algebra de
Heisenberg padrao é recuperada, para qualquer valor de s, uma vez que este
pode ser eliminado pela transformacio: A = a/\/s, AT =a'/\/s e Jy = N/s.
Além disto, foi mostrado em [9] que a AHG pode ser mapeada na algebra de
g-osciladores através de uma transformacao.

Uma anélise gréifica das funges f(a) = g+ s e y = o é mostrada na
figura[l.1] A intersecgao entre as duas linhas é identificada como o ponto fixo
da equacao de recorréncia a,, = qa,—1 + s. Um caso interessante é obtidos
parald <g<leaqy< ﬁ, pois o espectro de energia apresenta, para esses

valores, um limite superior dado por:

af = . (1.104)

Este comportamento é similar aquele de sistemas com espectros limitados,
com por exemplo o de moléculas diatomicas. O ponto fixo a* pode ser rela-
cionado a energia de dissociagao do sistema: D, = a* — . Este interessante

resultado credencia a AHG para o estudo fenomenoldgico de sistemas com
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espectros limitados, tais como moléculas diatomicas. Similar abordagem foi
usada em trabalhos anteriores, utilizando-se g-osciladores [23], 28], os quais
podem ser obtidos via AHG. Porém, a AHG permite a escolha de outros
tipos de funcionais que podem gerar as estruturas algébricas mais gerais do

que g-osciladores [9].

1.5.2 Caso nao-Linear

Um caso nao-linear da AHG, com a funcao quadratica tz? + rx + s, ja foi

estudado anteriormente na referéncia [9]. Para este caso as equagoes ((1.83}

1.85|) se tornam:

[Jo, i), = tJy Jg+sJy (1.105)
t

o, J] 1 = —;JSJ_—;J_ , (1.106)

[(Ji,J ] = —tJ3+(1-r)Jo—s . (1.107)

Para o caso em que t = 0, a 4lgebra de Heisenberg deformada é recuperada,
assim como a algebra de Heisenberg padrao parat=0,r=1¢e s = 1.
Como no caso linear, sera analisada a estabilidade dos pontos-fixos das
equacoes —, com o objetivo de se encontrar as possiveis repre-
sentagoes (finitas e infinitas) da algebra nao-linear acima. Porém, agora sera
usada a andlise grafica da funcao f, para tal fim. Representando graficamente
a funcdo y = f(z) juntamente com y = x, os pontos-fixos sdo os pontos onde
as duas curvas se interceptam (r = y = f(x)). Para se determinar grafica-
mente a evolucao de um ponto inicial qualquer g, diferente do ponto fixo, na
medida que a funcao f é iterada, procede-se da seguinte maneira, partindo

se do ponto x = xq:
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1. desloca-se verticalmente até o grafico de f(z);
2. desloca-se horizontalmente até o grafico de y = x;
3. repete-se os passos (1) e (2) para o novo ponto .

Este processo é ilustrado na figura [I.1} Os pontos-fixos sdo as solugoes de
f(z*) = z*. H4 trés casos a serem estudados: (I) A < 0, (II) A = 0 e (III)
A >0, onde A = (r —1)? — 4t s. No primeiro caso nao existem pontos-fixos
e existem representagoes de dimensao infinita (M2 # 0, Vm, m € Z1), que
tem o como menor valor da representagao, somente quando ¢ > 0. Assim,
o caso (I) fornece representagoes infinitas sendo «y sempre o menor valor da

representacao:
t>0 , (r—17%—4ts<0 e ayeR (1.108)

No caso (II), quando ¢ > 0 existe um ponto-fixo dado por a* = (1 — r)/2t.
Este ponto fixo corresponde a uma representacao uni-dimensional trivial da
algebra para oy = o, pois My = 0. Além desta representacao também
existirdo, para o caso (II), representacoes infinitas, com o sendo o menor
valor para os autovalores da representagao, quando os parametros forem tais

que:
t>0 , (r—12%—4ts=0 e ay€R, ap # (1—7)/2q. (1.109)

No caso (IIT) podem existir, no espago dos parametros (¢, r, s, ag), atratores
de periodo 1,2,4,--- e regides cadticas. Assim, ha regioes neste espago asso-
ciadas a representagoes de dimensao finita e infinita. Serao analisados aqui
os exemplos dos atratores do periodo 1 e 2. A andlise sera feita, de agora

em diante, somente para t > 0, pois para t < 0 o comportamento ¢é similar.
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Relembrando que um ponto-fixo a* é estavel se |(f )azas| = | (8L) _ .| 6

menor que um e é instével se este for maior que um. Para o caso (III), os

pontos fixos sao
1-r+VA

1.11
5 (1.110)

o =
O ponto fixo o} é sempre instdvel e, calculando-se f’ em «, encontra-se que
a* é estavel para (t,r,s) tais que 0 < A < 4. As regides onde os valores de
a, > ap ¥n sao dadas por: i ) o™ < ap < o* quando, «,, evolui para o* e ii

) —00 < o < ™ ou o < o < 00, quando «, tende ao infinito, onde a™ é

—1—7~—\/Z

dado por o™ = 5

, sendo o valor de f(«) calculado por o™ = f(af) =
o’ . A regiao o < o < o7 nao corresponde a uma representagao onde ag ¢
o menor valor e portanto deve ser descartada. Além disso, A > 0 e ay = a*
ou ay = oy, correspondem a representacao finita uni-dimensional trivial.

Quando o conjunto de parametros (¢, r, s, ag) forem tais que a fungao
fla) = ta® + ra + s tem um atrator do periodo 2, podem ser obtidas
representacoes de dimensao infinita onde o comportamento assintético dos
autovalores de Jy tende a um atrator de periodo 2. Além disso, quando ag
for o menor valor da representacao, existird um conjunto de parametros (t,
T, ) que correspondem a representacao bi-dimensional.

Para analisar a estabilidade dos pontos fixos de f2(3) = f(f(3)), é ne-

cessdrio encontrar os pontos que satisfazem [* = f?(3*). Estes pontos sdo

dados por:
-1 —-r+ VA
R (1.111)
2t
onde Ay = —3 — 27 + r? — 4ts. Os pontos-fixos de f?, 31 tém a mesma

tangente, portanto, é suficiente analisar a regiao da estabilidade para um

deles. Esta regiao é formada pelos valores (t, r, s) tais que 4 < A < 6.
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Entao, os valores permitidos de ag sdo tais que: it ) —0o < ap < o™ ou
af < ag < oo, quando os autovalores de Jy vao ao infinito e v ) o™ <
ap < B* quando os autovalores de Jy tendem a um ciclo estavel de periodo

2. Pode-se obter ainda uma representagao bi-dimensional quando «q for

VA

ap = = 5 : (1.112)

para A > 4.
Aplicagoes da AHG, especialmente com fungoes nao-lineares, as quais
oferecem uma maior riqueza de comportamentos, em algumas areas da fisica

estao em desenvolvimento [17), 22].

1.5.3 Objetivos deste trabalho

Nesta primeira parte da tese estudaremos o espectro molecular vibracional
através da AHG propostas pelos autores [9], problema que j4 foi abordado an-
teriormente via métodos algébricos. No Capitulo sera proposta uma AHG
nao-linear que é capaz de ajustar o espectro vibracional molecular utilizando
poucos parametros, de maneira simples e com resultados globais melhores
do que aqueles obtidos com métodos (ab initio ou algébricos) anteriormente
propostos. Sera utilizada como exemplo de eficiacia do método a molécula de
monoxido de carbono. Posteriormente, sera apresentada uma nova estrutura
algébrica a qual contém muitas algebras anteriormente propostas na litera-
tura e na qual, diferentemente da &lgebra proposta por [9], os autovalores
do operador Hamiltoniano sao escritos em funcao de dois autovalores ante-
cessores. Uma vez que os autovalores de um dos operadores AHG proposta
em [9] depende do seu antecessor, chamaremos esta de Algebra de Heisen-

berg Generalizada a “um passo”. A nova estrutura algébrica proposta no
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Capitulo serd denominada, entao, Algebra de Heisenberg Generalizada a
“dois passos”. Mostraremos que esta algebra é capaz de descrever sistemas

cujos espectros nao podem ser descritos por uma algebra a “um passo”.
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Figura 1.1: a) Anélise grafica para a fun¢do caracteristica linear, f(a) para
0<g<1comay< 1%(1, e para o polinomio de 22, para um caso onde t < 0 e
A > 0. A estabilidade é avaliada iterando-se a fungao: na primeira iteracao,
partindo do valor inicial ag, projeta-se este ponto verticalmente na curva da
fungao f(«); na segunda iteragao, o valor da fungao é projetado horizontal-
mente na reta da fungao identidade, ou seja, a3 = f(ap), e novamente «; é
projetado verticalmente na curva da funcao (f(ay)) e assim sucessivamente.

Note que, para o caso linear, quando a funcao é iterada, o valor de energia

=, (o limite superior). A energia de

se aproxima do ponto-fixo estavel a* =
dissociac@o do sistema é proporcional a (a* — «ap). Para o caso nao-linear, as
iteracoes levam ao mesmo ponto-fixo, mas por um caminho diferente do caso

linear. b) Comparagao entre os niveis de energia dos casos linear e nao-linear

da figura (a).



Capitulo 2

Aplicacao a Molécula

Diatomica

Uma das possiveis aplicagoes das dlgebras de g-osciladores e da AHG, ja
apontadas anteriormente, é em fisica molecular, principalmente na descrigao
dos espectros rotacional, vibracional e ro-vibracional de moléculas. Vibracoes
e rotagoes moleculares sao candidatas para a aplicacao das algebras defor-
madas, pois moléculas sao exemplos de sistemas onde as aproximacoes usu-
ais, baseadas no oscilador harmonico (vibragdes) e no rotor rigido (rotagdes)
sao claramente insuficientes, especialmente para estados quanticos excitados.
Esta violagao ocorre no caso de vibragoes moleculares devido ao fato de que,
para modos vibracionais mais altos, o potencial real da molécula se distancia
do potencial harmonico (anarmonicidade). Para o caso do espectro rotacio-
nal a simetria de rotagao é violada, para modos rotacionais altos, porque a
molécula deixa de se comportar como um rotor rigido. Para o caso de vi-
bracoes, esta violagao do comportamento harmonico se reflete diretamente

no espacamento desigual entre os sucessivos niveis do espectro de energia, as-

29
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sim, uma vez que o espectro dos g-osciladores também é caracterizado por um
espagamento desigual dos niveis de energia, é razoavel pensar em algebras de
g-osciladores como modelo para estes sistemas. A vantagem destes em relacao
aos métodos ab initio e aos métodos algébricos usuais, além da simplicidade
do célculo, é a pequena quantidade de parametros a ser ajustados sem a ne-
cessidades de se recorrer a métodos perturbativos, os quais, freqiientemente,
tem problemas de convergéncia e/ou excesso de parametros (veja apéndice
(B])). A algebra de g-osciladores, possuindo apenas um parametro, fornece
uma descri¢ao local do espectro, e em geral funciona bem para os primeiros
niveis de energia e falha na descricao de estados muito excitados. A AHG,
entretanto, em particular os casos nao-lineares, pode fornecer uma variedade
maior de espectros sem acrescentar muitos parametros, mantendo a simpli-
cidade. Dai a idéia de se usar a AHG para descrever fenomelogicamente o
espectro global de moléculas diatomicas. Neste capitulo serao apresentados,
nas primeira secoes, alguns métodos utilizados para se estudar o espectro
vibracional de moléculas diatomicas. E por fim serao apresentados os resul-
tados dos trabalho desenvolvido em [22], o qual utilizou com sucesso uma
AHG nao-linear para descrever fenomenologicamente o espectro vibracional

global da molécula CO.

2.1 O espectro Molecular Vibracional

A espectroscopia vibracional tem um papel fundamental na fisica molecular
e suas aplicacoes se estendem a outros campos da ciéncia, como a astronomia
[42], a biologia [43], as ciéncias da Terra e do meio-ambiente [44]. A andlise

do espectro vibracional fornece informagoes importantes sobre a estrutura
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das moléculas.

Recentemente foram desenvolvidas técnicas experimentais que permitem
a observagao de estados quanticos vibracionais altamente excitados [45], [46],
além do aprimoramento das técnicas espectroscopicas que permitem o es-
tudo de estados ro-vibracionais em alta resolugao[d7]. Este fato reforca a
importancia do aperfeicoamento de modelos adequados para obtencao destes
estados.

Na aproximagao de Born-Oppenheimer (a qual serd discutida na préxima
secdo) os estados quanticos eletronico, vibracional e rotacional podem ser con-
siderados separadamente [43] e as vibragoes moleculares podem ser descritas
aproximadamente pelo oscilador harmonico [48]. Entretanto este modelo fa-
lha na descri¢oes dos estados vibracionais mais elevados e, portanto, nao é
capaz de fornecer a energia de dissociagao correta.

Um dos primeiros modelos que adiciona corregoes ao termo harmonico
foi proposto por Morse [49]. No modelo de Morse o potencial harmonico é
substituido, na equacao de Schroedinger (ES), pelo conhecido potencial de
Morse. O modelo de Morse tem a vantagem de poder ser resolvido analiti-
camente e reproduz razoavelmente os primeiros niveis de energia vibracional
para a maioria das moléculas diatomicas [50], além de fornecer um espectro
com limite superior (energia de dissociagao).

Para melhorar o ajuste com dados experimentais, muitos métodos base-
ados no uso de potenciais tipo Morse [50, 51], Kratzer [52, B3] ou versdes
modificadas destes ou de outros potenciais, tém sido usados para estudar

sistemas moleculares [54, [55, 56]. Além da melhoria no ajuste dos primei-

1O potencial de Kratzer ¢ dados por: V(r) = —2D <% — %’;‘—;), onde D é a energia de

dissociacao e A estd associado aos parametros moleculares.
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ros niveis de energia, também tém sidos propostos métodos para se estimar
acuradamente energia de dissociacao de moléculas diatomicas [57), 58].

Apesar de os métodos mencionados acima serem capazes de fornecer bons
resultados para o espectro de muitas moléculas, muitos autores tém apontado
algumas limitagoes para estes. Podemos citar, por exemplo, o trabalho de
Angelova et al. [2§], onde os autores registram o fato de que a solugao de
Morse contém apenas corregoes quadraticas e para se obter mais termos
necessita-se recorrer a expansao de Dunhan (equacao da secao .
Exemplos de moléculas cujos potenciais se desviam fortemente de potenciais
tipo Morse pode ser visto em [59]. Tachello e Levine [60], por outro lado,
observam que a solu¢ao da ES é muito dificil para moléculas com mais de
dois atomos e neste caso os métodos algébricos poderiam trazer vantagens.
Problemas relacionados ao célculo ab initio da energia de dissociagao, um
método algébrico para calcula-la e a aplicagao para 14 estados eletronicos de
4 moléculas, foram descritos por Sun et al. [57].

A abordagem algébrica para o estudo dos espectros moleculares vibra-
cional e rotacional foi introduzida por F. lachello [61] (para uma revisao
recente veja a referéncia [1]). Métodos baseados na abordagem algébrica tém
mostrado ser 1util para se calcular niveis vibracionais altamente excitados e
para descrever o espectro global de moléculas complexas, mantendo a sim-
plicidade, nos casos onde o uso de métodos ab initio nao é implementavel na
prética [45], (62, [63], 64].

Além da abordagem tradicional via algebra de Heisenberg, as algebras
de Heisenberg deformadas (e/ou de g-osciladores) tém atraido considerdvel

atengao desde que foram propostas [12, [13], devido principalmente as suas
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potenciais aplicagoes fisicas [65] (veja referéncia [8] para uma revisao). Como
ja foi mencionado, a algebras de g-osciladores, que sao generalizagoes nao-
triviais da algebra de Heisenberg, sao geralmente caracterizadas por um
parametro q. E interessante observar que, para alguns valores do parametro
da deformacao, o espectro de autovalores gerados por um dos operadores
do g-oscilador, apresenta um limite superior, como ocorre nos sistemas de
particulas compostas [I7], por exemplo, nas moléculas diatomicas [8, 19, 23]
28]. Dentro desse formalismo os g-osciladores sao usados como um modelo de
osciladores anarmonicos, e o valor do parametro ¢ é escolhido para se tentar
reproduzir o espectro vibracional molecular experimental em estudo. Quando
comparada com outros métodos, a abordagem de g-osciladores requer poucos
parametros, permite expressoes analiticas e ajusta bem os primeiros niveis
experimentais. Entretanto, como ficara claro mais tarde, este formalismo nao
fornece a energia de dissociacao correta para a molécula estudada neste tra-
balho, pois este nao é capaz de ajustar os niveis vibracionais muito eleva-
dos. Recentemente, muitos autores tém discutido a interpretacao fisica do
parametro ¢ dos g-osciladores [66] [67, (68, [69] mas esta andlise esté fora do
escopo deste trabalho. A titulo de ilustracao, podemos citar a interessante
abordagem proposta por [67], onde os autores estudam o potencial subja-
cente aos g-osciladores através do método WKB. Outros trabalhos associam
o parametro ¢ a constante de anarmonicidade, através da expansao de Taylor
da expressao para a energia do g-osciladores [70].

No presente trabalho nés introduzimos e implementamos um caso parti-
cular da Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG), nao-linear, proposta

pelos autores da referéncia [9], ja discutida na introdugao e mencionada na
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secao anterior, a qual é capaz de descrever com boa precisao o espectro mo-
lecular vibracional da molécula do monéxido de carbono (CO). O espectro
gerado por esta AHG nao-linear permite o ajuste das 20 primeiras transicoes
vibracionais conhecidas experimentalmente, apresenta valores aproximados
para os outros niveis (mesmos os de nimeros quanticos bastante elevados) e
fornece a energia de dissociagao correta, produzindo resultados globais me-

lhores do que os métodos acima mencionados.

2.2 A aproximacao Born-Oppenheimer e o Po-
tencial Harmonico

A hipétese basica da chamada separacao de Born—Oppenheimelﬂ é a de que
a razao entre as massas do elétron e do nicleo é suficientemente pequena
para que se possa considerar que os elétrons se movam em um campo de
ntcleos fixos [71]. A funcdo de onda total pode, entdo, ser considerada com
sendo composta por uma parte eletronica e outra nuclear, sendo que na cha-
mada aproximacao de Born-Oppenheimer a parte nuclear depende somente

da posigao relativa dos nicleos [71]:
\Ijmolec(Ria 7ﬂj) = \I]ele(Ria rj)‘l]nuc(Ri>7 (21)

onde VU, € a fungao de onda molecular, ¥, é a funcao de onda eletronica,

U, € a funcao de onda nuclear, os R; indicam as posigoes relativas dos

2 Esta separacdo reflete o fato experimental de que o espectro molecular se divide
em trés regices: 1) microondas-radiofreqiiéncia que corresponde ao espectro rotacional;
2) infravermelho, que corresponde ao espectro vibracional e 3) visivel- ultravioleta, que

corresponde ao espectro eletronico.
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nucleos e r; as posigoes relativas dos elétrons. Assim, pode ser obtida uma

equagao de Schroedinger nuclear

Serd abordado aqui o caso de moléculas diatomicas.Neste caso, o Hamiltoni-

ano nuclear ¢ dado por:

~ —K2
Hnuc - _v2 + ‘/ef(Rz)a (23)
20
onde V.; é um potencial efetivo e u = % ¢ a massa reduzida, sendo

my e mo as massas dos dois atomos participantes da ligagao. Para baixas
temperaturas (em torno de 300K) as vibragoes de moléculas diatomicas sao
aproximadamente harmonicas e a maioria das moléculas esta no primeiro es-

tado quantico vibracional [71]. O potencial neste caso pode ser aproximado

pelo potencial harmonico mais o efeito rotacional: Vo = V(R) + % As-
sim, tem-se um potencial para cada modo rotacional e para se ter o espectro
vibracional puro, considera-se o estado rotacional fundamental (J = 0). O

potencial pode entao ser escrito, aproximadamente, como:

1 1
V(z) = 5/{3’2 = §mw2R2 (2.4)

onde k é a constante de forca e w é a freqiéncia w = \/% . O espectro tem a

bem conhecida forma:

b 1) o5

Os efeitos de anarmonicidade surgirao para modos vibracionais mais elevados,

cOmo veremos na proxima secao.
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2.3 Potenciais tipo Morse

2.3.1 Potencial de Morse

Vamos discutir agora a descrigao quantica do espectro vibracional de moléculas
diatomicas, que incorpora efeitos nao-harmonicos. Como vimos anteriormente,
para niveis de energia baixos, o potencial molecular pode ser aproximado pelo
potencial harmonico. Porém, para energias mais elevadas esta aproximacao
falha. Assim, para se levar em conta efeitos rotacionais e de anarmonicidade,
termos nao-lineares devem ser incluidos na expressao da energia [43]:

By =t S5 Vi <u + %) T+ 1", (2.6)

=0 m=0

onde v e J sao numeros quanticos vibracionais e rotacionais, respectiva-
mente, w, ¢ a freqiiéncia vibracional no estado fundamental. Os coeficientes
Y, m devem ser determinados experimentalmente. Para !l =1 e m = 0 (estado
puramente vibracional), Y7 o = 1 e o espectro do oscilador harmonico é recu-
perado. A expressao foi obtida por Dunhan através do método WKB
[51]. Os dois primeiros termos vibracionais desta equagao foram obtidos ana-

liticamente (I = 2 e m = 0), através da solucao da ES com o potencial de

Morse [49] (veja figura [2.1)):
V(r) = De 2r=r0) — 2 De=r=ro) (2.7)

onde a > 0 é uma constante caracteristica de cada molécula, r é a distancia
nuclear relativa, ry é a posicao de equilibrio entre dois atomos e D é a ener-
gia de dissociagao. A solugao do ES para este potencial fornece a seguinte

expressao para a energia vibracional:

1 1 k—1
E,=-D+ h’w(n + 5) - Xe(n + 5)27 (7’L =0,1,2,.., T)) (28)
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com

hw

o (2.9)

Xe =
e k = Xl Os niveis de energia obtidos estao em razoavel acordo com os
primeiros niveis experimentais [43]. O méximo valor permitido para n na
equagao ([2.8)) é tal que a solugdo da ES permaneca finita. Assim, o valor

maximo de n é dado por:

11
—int [ — — . 2.1

Portanto, existe um valor maximo de energia n,,.., para além do qual o
sistema se torna nao-ligado.

Embora o método pioneiro de Morse apresente a vantagem de possuir
uma solucao analitica e fornecer um espectro com limite superior, métodos
posteriores (baseados ou nao no potencial de Morse) foram capazes de melho-
rar os resultados de Morse. Na proxima subsecao descreveremos um destes

métodos, o qual foi aplicado a molécula de Monoxido de Carbono.

2.3.2 Meétodo de Morse Perturbado

Para melhorar os resultados de Morse, foram propostos diversos métodos
perturbativos, que tém como ponto de partida o potencial de Morse ou outro
potencial analitico ou numérico, ao invés do potencial harmonico. Huffaker
[51], usou um modelo de Morse perturbado para calcular os primeiros termos
da expansao de Dunhan (equagao para a molécula do CO. Esse autor

usou o potencial dado pela seguinte expressao:

V(r) = D[(1—e )%+ by(1 —e)* (2.11)

+b5(1 — e’aq)‘r’ + bg(1 — e’“q)ﬁ) + b7(1 — e’“q)7 + bg(1 — e’“q)g],
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onde ¢ = r — rg e, como anteriormente, a é uma constante caracteristica de
cada molécula, r é a distancia nuclear relativa, ro é a posicao de equilibrio,
D é a energia de dissociacao, o coeficientes by, b5, - - - estao relacionados as
constantes moleculares e de anarmonicidade.

Usando 28 linhas espectrais da molécula do CO [42], foram calculados oito
parametros do potencial dado pela equacao . Este modelo representou
um melhoria do ajuste quando comparado com o modelo obtido através do
método de RKRH por Mantz et al. [42]. Este dltimo modelo, por sua vez,
obteve resultados melhores que o modelo de Morse. Ignorando-se o grau de
liberdade rotacional (m = 0 na equagcao , o modelo de Huffaker tem sete
parametros. Na proxima secao serao comparados os resultados obtidos com
o modelo de Huffaker e dos modelos baseados na AHG linear (g-oscilador) e

na AHG nao-linear.

2.4 AHG e Espectro Molecular Vibracional

2.4.1 Caso Linear (g-oscilador)

Para se estudar o espectro vibracional de moléculas diatomicas através do
formalismo da AHG, vamos partir do Hamiltoniano bastante geral desenvol-

vido nas referéncias |24, [30]:
H = hw(c, AAT 4+ ca ATA 4 ¢3), (2.12)

onde A e AT obedecem as relagoes ((1.83H1.85)) e ¢, ¢o e c3 sdo niimeros reais.
Escolhendo ¢; = ¢; = 1, ¢3 = 0 e usando as equagoes (1.97H1.99) obtém-se

30 método RKR (Rydberg-Klein-Rees) é baseado numa aproximacao WKB de primeira

ordem e encontra numericamente a curva potencial a partir dos dados espectroscépicos.
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[30]:

Assim, para o caso linear, f(Jy) = qJo + s (¢ < 1), tem-se:
H="hw((g+1)Jo+s—2a). (2.14)

Aplicando o Hamiltoniano dado pelas equagoes (2.14) nos auto-estados |v)
de Jy, lembrando que Jy|v) = o, |v), onde apq1 = fla,,) = [ (ap) obtemos

H|v) = E,|v), onde os autovalores de energia sao dados por
E, = hw[(g+1)f"(a0) + 5 — 200], (v =0,1,2,--) (2.15)
onde f)(ag) = ¢"ag + sqqy%ll. Apds um pouco de dlgebra obtém-se:
E, = hw (M, — Lyg"t'?) (2.16)

com L, = 1 (i - ao> = (a0 —ag) e M, = 2(1%, — ) = 2(a" — o),

A energia maxima (v — oo) para este sistema é dada por (¢ < 1):
Ey = hwM, = 2hw(a” — o).
A energia de dissociagao (E,, — Ey) pode, entao, ser escrita como:

Dy = hw(l+ q)(a” — ag). (2.17)

2.4.2 Aplicagcao a molécula de CO

A escolha da molécula de CO para este trabalho, foi motivada pela existéncia
de uma quantidade razoavel de dados disponiveis e pela existéncia de estudos

anteriores os quais, poderiam ser usados para comparacao com o atual. Além
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disso, como foi colocado no inicio deste capitulo, o estudo espectroscopico
desta molécula encontra aplicacao em muitas areas da ciéncia.

Vamos agora aplicar os resultados acima ao estudo do espectro da molécula
do monoxido de carbono e vamos compara-lo com os dados experimentais e
com o espectro obtido usando-se o potencial de Morse. O dados experimen-
tais foram obtidos através da base de dados HITRAN|[72]. Foram escolhidas
as linhas nas quais as moléculas estao no estado fundamental eletronico. Fo-
ram selecionadas entao as linhas cujos os niimeros quanticos rotacionais sao
zero. Assim, restam apenas as linhas espectrais que representam as primei-
ras 21 transigoes puramente vibracionais da molécula do CO. Para ajustar
os parametros (g e ) aos valores experimentais, notamos que o logaritmo
da diferenca entre dois niveis sucessivos da equacao , em fungao de v,

¢ uma linha reta com inclinacao In ¢:
AE, =E,;, — B, = hwL,q" (1 — q) (2.18)

Tomando-se o logaritmo da diferenca entre dois valores experimentais suces-
sivos, nos obtemos o parametro ¢ calculando-se a inclinagao da reta log g por
regressao linear (veja figura . Os parametros ajustados sao mostrados na
tabela . Na figura ) ¢é apresentado o espectro de energia deslocado
(Ep = 0) e normalizado pelo valor da energia de dissociacao experimental,
para cada um dos modelos estudados neste trabalho. Pode-se observar que
o espectro da AHG linear estd em bom acordo com os dados experimentais

da molécula de CO (veja a tabela (2.2) e a figura (2.5))), principalmente para

40s dados podem ser obtidos gratuitamente, mediante cadastro e a base é atualizada
constantemente. H4 uma diferenca sisteméatica de 0.03cm™! entre os dados usados nas
referéncias [42, [51] e os fornecidos pela base de dados HITRAN, cujos dados sdo mais

recentes.



CAPITULO 2. APLICACAO A MOLECULA DIATOMICA 41

o caso dos primeiras transi¢oes experimentais. Entretanto, o valor de D cal-
culado pela equacao (2.17)) é bastante diferente do valor experimental como
pode ser visto na tabela (2.2). Isto significa que, embora os erros relativos

do g-oscilador (AE, = =*%—=) sejam menores do que os erros relativos
exp

obtidos pelo modelo de Morse para a maioria dos 20 primeiros niveis vibraci-
onais experimentais (figura (2.6))), a aproximacao baseada no g-oscilador nao

¢ capaz de ajustar niveis vibracionais altamente excitados.

2.4.3 Caso nao-linear

Como nés vimos acima, o AHG linear (isto é o g-oscilador) ¢ um bom mo-
delo somente para os primeiros niveis vibracionais da molécula de CO. Para
tentar ajustar os niveis de energia e obter a energia de ionizacao correta, foi
necessario usar um funcional f(x) nao-linear na AHG dada pelas equagoes
—. Para se encontrar o funcional que é capaz de melhor descrever
o espectro, foram testados varios polinomios e foi encontrado que o funcional
de quarta ordem:

flxy=pa*+qoz+1, (2.19)

ajusta bem os dados experimentais e fornece a correta energia de ionizagao.
Este funcional representa o funcional linear (g-oscilador) mais um pequeno
termo de quarta ordem. Entretanto, o espectro gerado por esta AHG nao-
linear, nao tem uma expressao analitica fechada como a equacao , do
caso dos g-osciladores. Neste caso o espectro pode somente ser calculado
numericamente.

Por simplicidade, partiremos do hamiltoniano:

H = hw(ATA + ag) = hwJy, (2.20)
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o qual é derivado do hamiltoniano descrito pelas equagcoes com c¢; = 0,
ca = 1 e c3 = ap. Substituindo f(Jy) dado pela equacao (2.19)) nas relagoes
dadas pelas equacoes — e aplicando H nos auto-estados de Jy,
obtém-se:

E, = hwf® (ayp), (2.21)

onde f) = q,, é dados por:
Qyi1 = pa,‘f + qay, + 1. (2.22)

Foram usados os valores gerados pela equacao (2.21)) com f¥(«p) dado pela
equacao (2.22)) para ajustar os parametros ¢, p e agp com os dados experi-

mentais. A energia de dissociacao é dada por:
DAHG = Eoo — EO == hw(a* — Oé()), (223)

onde o é o ponto-fixo estavel da equacao de recorréncia dada pela equacao
e é encontrado pela solucao da equagao: a* = p(a*)* + qa* + 1. Os
parametros ajustados sao mostrados na tabela . O ajuste foi realizado
fazendo-se, primeiro, a diferenca entre dois niveis experimentais consecutivos
(r+1) e (v) e depois a diferenca entre os niveis (v +2) e (v + 1). O sistema
formado por estas duas diferengas é linear nos parametros p e ¢ como mostra

a equacao abaixo:

Q1 — ay = play — o) +qlay, — o, ); (2.24)
Qpyo — Qi1 = p@‘ﬁ—s—l - O‘ﬁ) + gl — ), (2.25)
uma vez que os a’s sao dados pelos valores experimentais. Este procedimento

foi adotado para cada um dos conjuntos de trés pontos consecutivos dos niveis

experimentais, onde por meio da solugao do sistema de equagoes lineares



CAPITULO 2. APLICACAO A MOLECULA DIATOMICA 43

dado pelas equagoes ([2.24))-(12.25)), foram calculados os p’s e ¢’s para cada

conjunto e finalmente foi extraida a média para cada conjunto de p’s e ¢’s.
O parametro ¢ é estavel até a terceira casa decimal, embora este tenha uma
leve tendéncia de queda como mostra a figura . O parametro p é estavel
somente para os ultimos pontos, como mostra a figura , mas como sera
discutido mais adiante, este tém pouca influéncia nas primeiras iteracoes e
sua influéncia é maior justamente na regiao onde é estavel. Para se chegar
aos valores: p = 0,9872 e ¢ = 1,43 x 1077, partiu-se dos valores p = 0,987 e
q=1,4x 1077, e as casas decimais seguintes foram obtidas por tentativa e
erro.

A energia de dissociacao é mostrada na tabela . Na tabela Sa0
comparados os niveis de energia obtidos com os diferentes modelos estudados
neste trabalho. Os niveis de energia da molécula de CO obtidos por este
método estao mostrados na figura e os erros relativos dos primeiros
niveis em relacao aos dados experimentais estao mostrados na figura .
Podemos observar que a AHG nao-linear com o funcional dados pela equacao
fornece um melhor ajuste com os dados experimentais do que o ¢-
oscilador, o modelo de Morse e o Morse perturbado. Além disso, a AHG
nao-linear fornece a correta energia de dissociacao, mostrando também que
este pode ser um bom método para se obter os niveis de energia mais elevados
da molécula do CO.

Como o parametro p é muito pequeno (tabela ), se a for também pe-
queno, as primeiras iteracoes da equacao (2.22]) serao dominadas pelo termo
linear. O termo nao-linear torna-se relevante quando o nimero das iteracoes

aumenta. A diferenca entre dois niveis de energia sucessivos diminui até zero
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na medida que a fungdo dada pela equagao (2.22) ¢ iterada. Além do mais,

o parametro p é negativo, o que faz com que a diferenca entre dois niveis de

energia sucessivos tenda a zero rapidamente. Assim, o termo nao-linear faz

a curva da energia tender a um valor constante mais rapidamente do que no

caso linear, mas ligeiramente mais lento do que o modelo de Morse, como nés

podemos ver na figura (2.5)).

No quadro abaixo sao sintetizadas as vantagens e desvantagens dos métodos

utilizados no estudo de vibragoes moleculares.

modelo faixa do espectro | n? de parametros | calculo

oscil. harmoénico (OH) | estado fundamental poucos simples
OH perturbado completo muitos dificil
g-oscilador primeiros niveis poucos simples
AHG nao-linear completo poucos simples

Pode-se observar que, para a molécula utilizada neste trabalho, a AHG

nao-linear ¢ o inico método que concilia o bom ajuste em toda a extensao do

espectro mantendo a simplicidade do cédlculo e utilizando poucos parametros
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V(r)

Figura 2.1: Niveis de energia para os potenciais de Morse (niveis em linhas
cheias) e harmonico (niveis em linhas tracejadas). O eixo horizontal repre-
senta a posi¢ao nuclear relativa r. Note que os dois potenciais tém um valor
minimo em r = ry e que o potencial de Morse tem uma energia de dissociacao

D.
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7.7

@) dados

y = - 0.013659*x + 7.6877

7.65F ajuste linear k|

75F

7451

7.4 L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

linha de transicéo

Figura 2.2: Ajuste do parametro g no caso caso linear, para as 20 primeiras

transigoes vibracionais da molécula de CO.
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Figura 2.3: Ajuste do parametro ¢ para o caso nao-linear. Cada ponto do eixo
horizontal representa 3 niveis de energia consecutivos e o valor de ¢ nestes
pontos é calculado pela equagao —. A linha horizontal representa
o valor utilizado na equacao , apds o ajuste fino.
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tro p

parame
|
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_10 1 1 1 1 1 1 1 1
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conjunto de 3 linhas de transicao

Figura 2.4: Ajuste do parametro p para o caso nao-linear. Como anterior-
mente, cada ponto do eixo horizontal representa 3 niveis de energia consecu-
tivos e o valor de p nestes pontos é calculado pela equacao —. A
linha horizontal representa o valor utilizado na equacao , apos o ajuste

fino.
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Figura 2.5: Espectros de energia normalizados e deslocados, gerados pelos
modelos de Morse (), g-oscilador (4), AHG nao-linear (-), Morse Perturbado
(¢) e dados experimentais (0), para a molécula de CO. A linha tracejada
representa o valor da energia de dissociacao experimental. Pode-se ver que a
energia de dissociagao do modelo AHG nao-linear estd bastante proxima da
energia de dissociagao experimental (curva tracejada), enquanto a energia de
dissociacao do g-oscilador e modelo de Morse estao, respectivamente, acima
e abaixo desta. Inser¢ao (“Inset”): mostra em detalhe as curvas de energia
para os modelos de Morse e AHG nao-linear, préximas a linha da energia
de dissociagao (linha tracejada). Note que a curva de Morse satura antes de
alcancar o valor experimental da energia de dissociacao, enquanto a AHG

nao-linear se aproxima desta quando o nivel de energia cresce.
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Figura 2.6: Comparacao entre os erros relativos dos modelos de Morse (o),
g-oscilador (¢), AHG nao-linear () e o modelo de Morse perturbado com 7
parametros ajustados (x) com os valores experimentais para os 20 primeiros
niveis da molécula de CO. Note-se que o os erros da AHG s@o menores (em

quase todos os pontos) do que os modelos de Morse e g-oscilador.
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modelo parametros valores
Morse Xe 0.0062
g-oscilador q 0.9864
(AHG linear) Qg 36.98
AHG nao-linear o 0.9235
q 0.9872
P —1.43 x 1077
Morse perturbado o 77.21317
(Huffaker) T 83769.28
by 0.036067
bs 0.017505
bg 0.014945
by 0.010770
bs 0.008142
Tabela 2.1: Valores dos parametros usados em cada modelo estudado neste
trabalho. As constantes o e 7 sdo dadas por o = Y22 ¢ 7 = L
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transicao energia(cm™1)
linha exp. Morse | AHG-nl | AHG linear | Morse perturbado
1—0 2143.24 | 2143.30 | 2144.56 2152.46 2143.27
2—1 2116.76 | 2116.39 | 2117.10 2123.32 2116.79
3—2 |2090.34 | 2089.48 | 2089.99 2094.57 2090.37
4 — 3 | 2064.00 | 2062.57 | 2063.19 2066.21 2064.02
5—4 |2037.72 | 2035.66 | 2036.68 2038.23 2037.73
6 — 5 2011.51 | 2008.75 | 2010.44 2010.63 2011.51
7—6 | 1985.38 | 1981.84 | 1984.43 1983.41 1985.35
8 — 7 |1959.32 | 1954.93 | 1958.62 1956.55 1959.26
9—8 |1933.33 | 1928.01 | 1932.97 1930.06 1933.24
10 —9 | 1907.43 | 1901.10 | 1907.43 1903.93 1907.29
11 — 10 | 1881.61 | 1874.19 | 1881.99 1878.15 1881.40
12 — 11 | 1855.85 | 1847.28 | 1856.58 1852.72 1855.59
13 — 12 | 1830.19 | 1820.37 | 1831.18 1827.63 1829.84
14 — 13 | 1804.61 | 1793.46 | 1805.74 1802.89 1804.16
15— 14 | 1779.11 | 1766.55 | 1780.23 1778.48 1778.55
16 — 15 | 1753.69 | 1739.64 | 1754.61 1754.39 1753.00
17 — 16 | 1728.36 | 1712.73 | 1728.85 1730.64 1727.53
18 — 17 | 1703.12 | 1685.82 | 1702.90 1707.21 1702.13
19 — 18 | 1677.96 | 1658.91 | 1676.75 1684.09 1676.79
20 — 19 | 1652.88 | 1632.00 | 1650.37 1661.29 1651.53

Tabela 2.2: Espectro vibracional da molécula de CO. Comparacao dos dados

experimentais com os modelos de Morse, g-oscilador, Morse perturbados e

AHG. Dados experimentais da base de dados HITRAN.
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modelo energia dissociagao (cm™!)
Experimental 89591.35
Morse 86426.44
g-oscilador 158970.48
Morse perturbado ( ref. [51]) 94476.01
Morse perturbado (ref. [58]) 95394.23
AHG nao-linear 89987.76

23

Tabela 2.3: Valores das energias de dissociacao calculadas para cada modelo.



Capitulo 3

Algebra de Heisenberg

Estendida: dois passos

3.1 O porqué de uma algebra de dois passos

Nos capitulos [1] e [2] foram estudados sistemas que podem ser descritos pela
Algebra de Heisenberg Generalizada (uma édlgebra a um passo). Entretanto,
hé diversos sistemas que nao podem ser descritos por esta classe de algebras,
como exemplo, podemos citar as estruturas quase-periodicas, que tém atraido
muito interesse nos ultimos tempos [73]. Em particular, as seqiiéncias de Fi-
bonacci (veja o apéndice , as quais tem sido estudadas em diversas areas
da matematica e da fisica. Um gds de elétrons, por exemplo, sob aqueci-
mento repentino, apresenta um regime de quase-equilibrio com uma funcao
de distribuigao (dN/dFE) quase-periddica de energia [74]. Neste capitulo sera
apresentada uma estrutura algébrica que é capaz de gerar uma variedade
ainda maior de espectros [75] do que a AHG, incluindo espectros periddicos

e quase-periddicos. Sera construida, por exemplo, uma algebra do tipo Hei-

o4
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senberg para sistemas que apresentam espectros de energia descritos pela
seqiiéncia de Fibonacci generalizada. Estas seqiiéncias podem também re-
presentar o espectro de sistemas fisicos tipicos, sendo que algumas delas nao
podem ser representadas através de uma dlgebra de um passo (AHG).

Para realizar o objetivo, foi proposta uma estrutura algébrica simples, a
qual depende de dois funcionais, f(z) e g(z), estendendo o formalismo da
AHG. Sera introduzido o operador H, o Hamiltoniano do sistemaEL cujos au-
tovalores obedecem a uma equacgao de recorréncia do tipo e,11 = f(en, e,_1),
isto é, o autovalor do n-ésimo estado depende dos dois autovalores preceden-
tes. Esta estrutura ¢ chamada de dlgebra de Heisenberg generalizada a dois
passos. Para estender a algebra de um passo descrita pela AHG, é introduzido
um operador adicional J3. Quando ambos os funcionais f(z) e g(z) que apa-
recem na algebra de dois passos forem fungoes lineares, é possivel reescrever
os operadores H e J3 no espaco de Fock como func¢oes de um tnico operador,
o operador numero usual, N. A AHG, a édlgebra de g-osciladores e outras
algebras interessantes sao casos especiais desta nova estrutura algébrica.

Na secao II é introduzida a algebra de Heisenberg generalizada a dois
passos. Na secao III é estudado o caso linear para a algebra de dois passos,
a qual contém espectros tipo Fibonacci e muitas outras seqiiéncias interes-
santes. Também serao discutidas os tipos de representacoes que podem ser

encontradas.

1 Ao invés de chamar .Jy, como foi feito nas equacoes (1.83)-(1.85)), este operador serd

chamado, daqui em diante, de H, pois este é o operador Hamiltoniano.
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3.2 Algebra de Heisenberg estendida a dois-
passos

A estrutura algébrica proposta neste trabalho é composta pelos operado-
res H, Js3, a' e a, com a = (a')?, sendo os operadores de passos, H =

(H)T, o Hamiltoniano e J3 = (J3)1, os quais obedecem as seguintes relacoes:

Hat = a'(f(H)+J3);  (3.1)

aH = (f(H)+ J3)a; (3.2)

Jsat = alg(H); (3.3)

als; = g(H)a; (3.4)

[a,al] = f(H)—H+Js; (3.5)

[H,J3] = 0, (3.6)
onde é assumido que f(x) e g(x) sao fungdes analiticas. A representagao desta
estrutura algébrica no espaco de Fock, tem o estado de vacuo normalizado

|0) definido pelas relagoes:

al0) = 0; (3.7)
H]0) = aol0); (3.8)
J5|0) = 5ol0), (3.9)

onde oy e [y sao nimeros reais. Um operador de Casimir associado com estas

relagoes algébricas é:
CY =qa’ — f(H) - Js =a'a— H, (3.10)
satisfazendo as seguintes relagoes:

CW,al] = [C0,a) = [€V, H] = [CW, 1) 0. (3.11)
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3.2.1 Teoria da Representacao

O ponto de partida de uma teoria da representagao para a estrutura algébrica
dada pelas equacoes (3.1)-(3.6)), é o estado de véacuo definido pelas relagoes
(3.7)-(3.9). O operador a' age no estado de vdcuo produzindo outro vetor,

digamos |k). Assim teremos:

a'l0) = k)

(kla = (0].

Com estas relagoes, nao é dificil mostrar que o vetor novo |k) é ortogonal ao

vetor que representa o vacuo |0), uma vez que
(k]0) = (0]al0) = 0.

Nomeando o novo estado como |k) = Ny|1), a constante Ny pode ser determi-

nada fazendo o produto interno de |k) com seu dual e o usando-se a relagao

(3-9):
(klI) = (0laa'|0) = (Ola atf(H)—H+J]0) = NZ = f(ao)—ao+Bo. (3.12)
Para determinar o autovalor de H no estado |1), usa-se a equagao :
H[1) = ai[1) = (f(o) + o)1) (3.13)

Da mesma maneira que H, pode-se calcular o autovalor de J; usando a
equacao (3.3)):
T

al a
o) = Bill) = Js 7100 = g(H)I0) = glao) D), (3.14)
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conseqlientemente, obtém-se 3 = g(ap). De maneira geral, pode-se provar

por indugao as seguintes relagoes:

Hn) = ap|n); (3.15)
J3ln) = Baln); (3.16)
a'ln) =  Nyln +1); (3.17)
alny = Np_q1|n — 1), (3.18)
onde:
i1 = flam) + B (3.19)
6n+1 = g(an); (320)
Nn2+1 = Ng + flant1) — ang1 + B (3.21)
= Qpt2 — Q.

Combinando as equagoes (3.19) e (3.20), a dependéncia de autovalor H com

dois autovalores antecessores (dois passos) torna-se clara:

ani1 = flag) + g(an_1), (3.22)

onde oy < a, para todo n > 0. Escolhendo diferentes fungoes e diferentes
valores iniciais para ag e [y, é possivel construir diferentes representacoes

para esta estrutura matematica no espaco de Fock. Os operadores H, Js, af
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e a podem ser representados matricialmente como:

a 0 0 0 .. % 0 0 0
0 a0 0O 0 ... 0O 4/ 0 O
H = 0 0 g 0 ... |, Jz3= 0 0 B 0
0 0 0 as ... 0 0 0 B
0O 0 0 0
No 0 0 0
add=] 0 N 0 0 : a = (af)!
0 0 N O

29

(3.23)

Na secao seguinte, serd estudado o caso onde f(z) e g(x) sao fungoes

lineares.

3.3 O Caso Linear - Algebra de Fibonacci Ge-

neralizada

Se for assumido que f(z) = rz e g(x) = sz (r,s € R), as equagoes (3.1])-(3.6))

reduzem-se a:

Ha' = af(rH + J3);
aH = (rH + J3)a;
Jsal = sa'H:
aJs = sHa;

[a,al= (r—1)H + Js.

(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)

(3.28)
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Usando as equacoes (3.19) e (3.20) obtém-se:
Br1 = sau. (3.29)

Qpi1 = T0, + By = ray, + Sa,_1. (3.30)

A equacao de recorréncia ¢ uma equagao de diferengas (ou mapa) que
gera de uma seqiiéncia de Fibonacci generalizada [70, [77]. Assim, a seqiiéncia
de autovalores do operador H segue uma seqiiéncia de Fibonacci generali-
zada. As equagoes e podem ser escritas como um mapa linear
bidimensional, o qual é mais adequado para se analisar a teoria da repre-

sentagao da algebra. Este mapa pode ser escrito como:

Qi1 r 1 o,

= . (3.31)
5n+1 S O ﬁn

No trabalho da referéncia [9], os autores analisaram a teoria da repre-
sentacao da AHG a um passo usando técnicas da teoria de sistemas dinamicos.
As representacoes foram obtidas através da andlise de estabilidade dos pontos-
fixos e dos ciclos da equacao a,+1 = f(a,). Neste trabalho, a técnica utili-
zada em [9] serd estendida para a dlgebra de dois passos (3.1)-(3.6). Assim,
sera analisada a estabilidade dos pontos-fixos do sistema bidimensional da

equagao (|3.31)).

3.3.1 Anadlise de Estabilidade e Teoria da Representacao

Os pontos-fixos da equagao ([3.31) podem ser encontrados resolvendo o sis-

tema:

= . (3.32)
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As solugoes da equagao precedente sao: (i) (a*, 5*) = (0,0) V r,s € R e (4)
(a*, 5*) = (a*, sa*) parar +s=1,onde r, se a* € R.

A estabilidade destes pontos-fixos é dada pelos autovalores da matriz
2 x 2 da equacao (veja apéndice @, os quais podem ser calculadas
por meio da equacao caracteristica, A*> — r\ — s = 0. Estes autovalores sao
independentes de um ponto especifico no espago (a, 3), pois a equagao de

recorréncia dada pela férmula (3.31)) é linear, e podem ser escritos como:

r+r?2+4s

Ay = 5

(3.33)
As principais possibilidades sao:

1. o ponto fixo (a*, 3*) é assintoticamente estavel se |A+| < 1; um ponto
inicial (o, fo), iterado usando a equagao (3.31)), se aproxima de (o*, 5*)

quando o numero das iteragoes aumenta;

2. se pelo menos um dos autovalores for, em moédulo, maior do que um, o
ponto fixo (a*, 3*) é instavel e as iteragdes de um ponto inicial (ayg, 5o),

através da equagao (3.31]), levam este ponto longe do ponto fixo;

3. se ambos os autovalores forem, em modulo, igual a um - a borda BC
na figura - o ponto fixo (a**) = (0,0) é marginalmente estével.
As iteragoes de um ponto inicial no espago («, ) ndo se afastarao para
longe do ponto-fixo, mas também se aproximarao muito deste, quando

o numero de iteragoes aumenta.

Na figura (3.1) sdo mostradas as regides de estabilidade dos pontos-fixos
(a*, 5*) = (0,0) e (a*, ) = (a*, sa*) no espago dos parametro (r, s).
Quando 7 + s # 1, o ponto-fixo (a*, 3*) = (0,0) é o tinico ponto-fixo no

espago («, 3). Este ponto é assintoticamente estavel para valores de r e de
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s dentro do triangulo ABC' e instavel para valores de r e de s fora deste
triangulo. Sobre a borda BC' o ponto é marginalmente estavel. Finalmente,
na borda AB, linha tracejada da figura , onde um autovalor (A_) é
sempre igual a —1 e o outro (A;) éigual a 1 +r (r € [—2.0]), a iteracao de
qualquer ponto inicial (ag, fy) se aproximara de um ciclo dois, com a linha
que os une cruzando o ponto-fixo (0,0) no espago («, 3), a cada iteragao.
Se r +s =1, a linha pontilhada na figura , h& uma linha de pontos-
fixos no espaco (o, ), (a*, 5*) = (a*, (1 — r)a*) com a* € R. Todos estes
pontos fixos sao instaveis se na linha r + s = 1 os valores de r forem r < 0
ou r > 2, isto é, sao instaveis para pontos que estao nesta linha, mas estao
fora da borda AC (ver figura[3.1)). Para os pontos (r, s) nesta linha que estao
sobre a borda AC, os autovalores associados sao Ay = +1e A_ =7 —1, com
€ [0,2]. Os pontos-fixos no espago («, 3) serao (a*,3*) = (a*, (1 — r)a*)
e sao estaveis em um sentido, cruzando a linha de pontos fixos, associados
com o autovalor \_ =r—1,r € (0,2). O sentido ao longo da linha de pontos
fixos é marginalmente estavel, e esta associado com o autovalor A\, = +1.
Para o caso linear, os valores possiveis de ag e [y para as representacoes
da algebra, dados os valores dos paré,metrosﬂ r e s, serao apresentados na
secao . Se o mapa bidimensional, dado pelas equagoes —,
tem um ponto fixo instavel (isto é, se os valores de r e s estiverem fora do
triangulo de figura ), as representacoes possiveis tém dimensao infinita e
os espectros correspondentes nao possuem um limite superior; a diferenca en-
tre dois niimeros consecutivos na seqiiéncia correspondente aumenta, quando
o numero das iteracoes aumenta. Se este mapa tiver um ponto fixo assinto-

ticamente estédvel (isto é, se os valores de r e s estiverem dentro do triangulo

2 Ou, equivalentemente, os valores de A, e A_, mostrados na figura 1)
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de figura ), as representacoes possiveis sao também de dimensao infinita,
mas tém espectro com um limite superior: a diferenca entre dois niimeros con-
secutivos na seqiiéncia correspondente diminui quando niimero de iteracoes
aumenta. As representacoes associadas com os casos marginalmente estaveis
sao mais complexas e, além das representacoes de dimensao infinita, sao
também possiveis representacoes de dimensao finito. Na segao serao

discutidos os valores possiveis de a0 e (3, para estas representagoes.

3.3.2 Séries de Fibonacci
Quando r = s = 1 a equagao (3.30) torna-se:
Qpy1 = Qp + Qp1, (334)

a qual gera seqiiencia de Fibonacci usual se os valores iniciais forem escolhidos
com (g, 3y) = (1,0). Os autovalores da equagao para as séries de
Fibonacci sdo Ay = (14+/5)/2. O autovalor A, (> 1) é o conhecido “niimero
de ouro”. O unico ponto-fixo (a*, *) = (0,0) é, conseqiientemente, instavel.
As representagoes tém dimensao infinita e as seqiiéncias, dependendo dos
valores iniciais (g, ), aumentam sem um limite superior, como é conhecido.
Os valores especificos de ag e By que descrevem as representacoes possiveis
para este caso serao discutidos na secao seguinte. Os valores de «,, e de (3,
parar = s = 1 sdo mostrados na tabela[3.1} Os autovalores «, e (3, fornecem
o numero dos elementos do tipo “A” e "B” respectivamente, na n-ésima
iteragao da cadeia de Fibonacci (figura . Assim, o operador a' age como
um “operador inflagao” da cadeia de Fibonacci, enquanto os autovalores de
H fornecerem o ntmero de elementos da cadeia quase-peridédica gerada na

n-ésima inflacao. Um outro exemplo é o da cadeia tipo Fibonacci da figura
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onde r = 2 e s = 1, sendo os autovalores relacionados ao chamado

“nimero-de-prata”.

3.4 Espaco de Fock da Algebra de Heisenberg
a Dois Passos

A série de Fibonacci generalizada da equagao ((3.30) pode ser escrita por meio
da chamada férmula de Binet 76} [77] (veja apéndice |C)):

= =L 4 gL (3.35)
= ap[n+ 1pq + Bolnlpg, (3.36)

onde (p,q) = (A, A_) sdo as raizes da equacao (3.33), n > 1 e [n],, =

(e n

P —q
pP—q

é o nimero deformado bi-paramétrico (p,g-number) [36]. Como H é
o Hamiltoniano, a escolha de 3y nao esta completamente livre uma vez que
deve-se garantir que «,, > g para o todo n > 0, ou seja, a energia do estado
fundamental deve ser a menor. Esta condicao implica que, uma vez que o
valor de « tinha sido escolhido, os valores permitidos de 3, devem satisfazer
a relacao;

Bolnlpg = (1 = [n+1],4) ao, (3.37)

para qualquer valor de n (n > 0). Em particular, se [n],, > 0 para todo
n > 0, a condicao a ser satisfeita por 3y pode ser escrita como:

1—[n+ 1]p,q

>
o = [M]p.q

oo, (3.38)

para qualquer valor de n (n > 0). A solugao completa para 3, para o espago

de parametros («, 3) completo, serd descrita na se¢ao (3.4.1]). Para o caso
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especifico da cadeia de Fibonacci (r = s = 1) é facil ver que o termo (1 —
[0+ 1],.4)/[]p.q varia de —(1 4 /5)/2 até 0. Assim, ap > 0 implica 3y > 0 e
ap < 0 implica que By > ((1++/5)/2)|aol.

E possivel mostrar também que existe um outro operador de Casimir C?

quando f(z) e g(x) forem fungoes lineares:

C® =aa’ — ag([N 4+ 2]pq — 1) = Bo([N + 1], — 1), (3.39)

N

N— /7 z . ~
onde [N],,, = #-=1= ¢ o operador ntiimero deformado a dois parametros e N

é o operador nimero usual, definido no espaco de Fock como:
N|n) = nJn) . (3.40)

Usando a equagao (3.35]), é possivel reduzir a estrutura algébrica (3.24))
-(3.28)) a uma estrutura tipo Heisenberg composta pelos operadores usuais

A, AT e N. Usando a equacao (3.35), H pode ser escrito no espaco de Fock

como:
N+l _ N41 N __ N
H — ag T 4 ﬁou : (3.41)
b—q b—q
e, usando a equagao (3.29)), J; pode ser escrito como:
N N N-1_ N-1
Jy — s (aop T 41 ) . (3.42)
p—q b—q

Note que o efeito da aplicagdo de H e de J3 em |n) é exatamente o mesmo

da aplicagao das equagoes (3.41)) e (3.42)) sobre |n). Substituindo H e J; na
equacao (3.28]) pelas relagoes (3.41) e (3.42) e usando as equagoes (3.17)),
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(13-18) e (3.40]), obtém-se:

[N,a'] = a, (3.43)
[N,a] = —a, (3.44)
[a,a'] = (r—1) (a0[N +1pq + Bo[Nlp) +

+ s(ag[Nlpg+ Bo[N — 1)) - (3.45)

A estrutura algébrica acima é a representacao da Algebra de Heisenberg
generalizada a dois passos (linearizada) no espago de Fock. Note que a estru-

tura algébrica descrita pelas equagoes (3.24)-(]3.28)) corresponde as equagoes
(3.43)-(3.45) mais o Hamiltoniano H = ao[N + 1], , + Bo[N]p.4, cujos autova-

lores seguem a seqiiéncia generalizada de Fibonacci.
Lembrando que p.q = —s e p+q =17 (p e ¢ sdo rafzes da 2% —rz — s = 0),

o lado direito da equagao pode ser escrito como:
(P +q— D)(o[N +1]pq + Bo[Npg) — pa(@0[N]pg + Bo[N = 1]pq).  (3.46)
Apds um pouco de algebra, a equacao pode ser escrita como:
[a,a'] = ag ([N + 2y — [N + Up) + o ([N + Uy — [N]) - (347)

Se fazemos ag = 0 e By = 1 na equacao (3.47), as equagoes (3.43))-(3.44))
e (3.47) se reduzem as equagoes (|1.66)-(1.67) e (1.72)), ou seja, o oscilador

deformado bi-paramétrico, introduzido na referéncia [36] e aplicado em es-
pectroscopia nuclear [78]. Para, o caso em que r = 1 e s = 1, a estrutura
algébrica proposta aqui é similar ao “Oscilador de Fibonacci®, proposto na
referéncia [79], o qual também tem os autovalores do operador Hamiltoniano

dado pelos nimeros de Fibonacci. Assim, os autovalores do operador H do
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oscilador deformado bi-paramétrico podem ser escritos como um caso par-
ticular dos nimeros de Fibonacci generalizados, com as “condigoes iniciais”
ap =0 e [y = 1. Na “dlgebra estendida” proposta neste trabalho [75], para
o caso linear, os autovalores de H sao dados pelos ntumeros de Fibonacci
generalizados, onde os valores iniciais ag e y podem assumir qualquer valor
desde que oy < a, para qualquer n > 0. Assim, cada conjunto de valores

iniciais (g, fp) define uma nova representagao.

3.4.1 Analise dos valores permitidos de o e [.

Nesta secao serao discutidas as representacoes associadas ao caso linear da
AHG. Para classificar os valores possiveis de ag e de 3y de acordo com o
valor dos autovalores A (ou p) e A_ (ou ¢) o plano (A_, \;) foi dividido em
regioes, rotuladas pelos nimeros I, I'I, I11, IV, V ,VIeVII, como mostrado
na figura [3.2] Como, por defini¢do, Ay > A_, somente o semi-plano igual e
acima da linha diagonal a 45° neste plano tem sentido. As representagoes
da algebra estendida podem ser obtidas fornecendo os valores de ag e [
que satisfazem as condicoes dadas pelas equacoes e . Analisando
estas equagoes para as regioes rotuladas por I a V11 na figura|3.2] é possivel
obter representacoes para a algebra estendida desde que «q e (3 satisfacam as
seguintes condigoes (os resultados para regioes IV, VI e VII sdo numéricos):
Regiao I: Ay >1e—-1<)A_ <A,

a)seapg>0— 0o > (1— A —A)ag

b) se ag <0 — [y > Ay |y

Regiao I 0 < Ay <le =Xy <A <Ay

ap <0 — By > (At + A= — 1|
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Regiao III: =1 < Ay <le —1<A_ <min(—A;, Ay)

ag=0e By >0

Regiao IV: Ay >1e A <A_ < -1
a)se g >0— Gy > (1= 4+ ||

A2 A [Z=Ap|A_|—1
b) se ag <0 — [y > (= lAl_Mj | )l

Regiao V: 0 < A\; < —A_ e A_ < min(—X\;, —1)
Nesta regiao nao hé uma solucao analitica geral para os valores de ag e (3 e

as possiveis representagoes devem ser encontradas caso a caso.

Regiao VI: A\_ < Ay <0e A_ <min(—1,A;)
a)seag >0 — Gy > (1+ |Ay] + Ao

ALHAZ —Aq[]A- -1
b) se ag < 0 — fip > ((FTIRIT

Regiao VI A < —1, A_ < —1e |A_| > [M\y].
a)se g >0— G > (14 |Ay|+|A|)ao

b) se ap <0 — By > —[A_||a|

As possiveis expressoes para g e [y pertencentes as fronteiras entre estas

regioes sao as seguintes:

i) Fronteira entre as regides [ e I1:

ﬁO > —A_ Qp for O € R

ii) Fronteira entre as regioes [ e IV:

As mesmas expressoes para g e [y permitidas para a regiao I com A_ = —1.

iii) Fronteira entre as regioes 11 e I11:
As mesmas expressoes para ag e [y permitidas para a regiao I11 com

A_ - _A'i“
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iv) Fronteira entre as regioes IV e V:

Bo > .

v) Fronteira entre as regioes V e VI:

As mesmas expressoes para ag e [y permitidas para a regiao V' I com A, = 0.

vi) Fronteira entre as regioes I1] e V:
a) Seapg >0 — [y > (24 ) o

b) Se g <0 — By > A4 |l

vii) Fronteira entre as regices [11 e V I:
As mesmas expressoes para ag e [y permitidas para a regiao VI com

A= —1.

viii) Fronteira entre as regices VI e VII:
As mesmas expressoes para ag e [y permitidas para a regiao VI com

)\+ - —1

3.5 Comentarios Finais

A estrutura algébrica apresentada neste trabalho, abre a possibilidade de se
abordar algebricamente sistemas que apresentam os mais variados espectros,
inclusive aqueles que nao podem ser gerados pela AHG a um passo (como
espectros tipo Fibonacci). Diferentes espectros podem gerados por diferen-
tes escolhas das funcgoes caracteristicas, ou diferentes parametros de fungoes
caracteristicas particulares. A figura ilustra bem este fato. Nesta sao
apresentados espectros que podem ser gerados a partir da escolha de diferen-

tes parametros das fungoes lineares f(x) = r x e g(x) = s x, correspondentes
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a diferentes regides do espago de parametros da (r,s) da figura (3.1)) (ou
equivalentemente, do espago (Ay, A_) figura da (3.2))). Assim, como no caso
da AHG a-um-passo, espectros complexos podem ser descritos com a simples
interagao de duas equacgoes de recorréncia, sem o uso de métodos perturbati-
vOs e com poucos parametros. As caracteristicas gerais do espectro podem ser
prevista pela andlise de estabilidade das equagoes de recorréncia no espaco

dos parametros das funcoes caracteristicas.
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n ﬁn = Qp_1 | Oy = Qp_1 + ﬁn—l

0 Bo g

1 o7 o + Bo
21 a+ B 20 + o
31 2a0 + By 3 + 209

4| 3ag + 20 Sa + 35

Tabela 3.1: Autovalores dos operadores H e J3 quando r = s = 1.
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25} .

Figura 3.1: Regioes de estabilidade no espago dos parametros (r, s). A regiao
assintoticamente estdvel do ponto-fixo (a = 0,5 = 0), i.e., |Ax| < 1, estd
dentro do triangulo ABC' (bordas nao incluidas). Fora do triangulo ABC
o ponto-fixo (0,0) no espago («, 3) é estavel (pelo menos um dos autovalo-
res tem moédulo maior do que um). A area hachurada corresponde a regiao
assintoticamente estavel onde os autovalores sao complexos. A regiao mar-
ginalmente estavel do ponto-fixo (0,0) estd sobre a linha tracejada. Sobre
a fronteira BC ambos autovalores A+ sao complexos com modulo unitario.
A linha pontilhada é a regiao do espaco dos parametros onde é permitida a
existéncia de pontos-fixos (a*, sa*) no espaco («, 3). Estes pontos-fixos sdo
marginalmente estaveis para valores dos parametros (r,s) sobre a fronteira
AC' e instaveis fora do intervalo AC. Os autovalores nos pontos A, B, e C'

sao, respectivamente, (1,—1), (=1,—1) e (1,1).
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Figura 3.2: Regides no plano (A_\,) associadas as possiveis representagoes

para a AHG linear.
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A— AB - ABA - ABAABA — ABAABAABA — ...

Figura 3.3: Uma cadeia de Fibonacci. A regra de substituigao para construir

esta cadeia é: A—AB e B—A.

A— ABA — ABAAABA — ABAAABAABAABAAABA — ...

Figura 3.4: Uma cadeia tipo Fibonacci. A regra de substituicao para cons-

truir esta cadeia é: A—ABA e B—A.
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o,
B ‘

Figura 3.5: Niveis de energia obtidos para varios parametros da AHG. Em
a, os niveis sao uniformemente espagados. Em b, o afastamento dos niveis é
crescente. Em ¢, os niveis sao periddicos. Em d, os niveis formam um conjunto

denso. Em e, o afastamento dos niveis é decrescente.
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Capitulo 4

MF-DFA Aplicada as

Observaveis Financeiras

4.1 Introducao

O comportamento de séries temporais do mercado financeiro tem desper-
tado o interesse no ambito da fisica devido as interessantes propriedades
estatisticas e dinamicas [80, BT, 82, B3] que estas possuem e de possiveis
aplicacoes praticas. Além de apresentarem comportamento de lei de poténcia
na cauda da funcao de densidade da probabilidade das flutuagdes dos (loga-
ritmos dos)ﬂ pregos (o chamado retorno)ﬂ e do volume de acoes negociado
(traded volume), uma outra caracteristica estatistica importante que tem sido
observada nestas séries é a sua natureza multifractal [84], R5]. Esta proprie-

dade foi importante para o estabelecimento de analogias entre flutuagoes de

INo jargdo financeiro, em geral, quando se fala em flutuacdes de precos, refere-se a

diferenca do logaritmo de precos.
2No caso dos retornos, também sio detectadas correlagoes de longo alcance.

7
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preco e a turbuléncia em fluidos [86], e para o desenvolvimento de modelos
multiplicativos em cascata para a dinamica de retornos [87]. As mudangas
de precos de alguma acao estao relacionadas, basicamente, as transacoes re-
alizadas com esta agao. Assim, o volume de agodes negociados, que é defi-
nido como o nimero de agoes que sao negociadas durante algum periodo de
tempo (neste caso 1 minuto), é um observavel importante na dinamica dos
mercados financeiros[88]. H4 uma vasta literatura onde as diversas propri-
edades estatistica ou dinamicas do volume negociado, V', foram estudadas
[89, 90} 011, 92] 93], 04]. Nesta parte deste trabalho, serd apresentado um es-
tudo da estrutura multifractal de séries temporais de 1 minuto, dos retornos e
dos volumes negociados de 30 companhias, as quais fazem parte da chamada
Média Industrial de Dow Jones, DJ30 (veja tabela ) As séries comecam
em 01 de Julho e vao até 31 de Dezembro de 2004, com um comprimento
em torno de 50 000 pontos cada uma. A andlise é feita usando o método
de Multifractal Detrend Flutuation Analysis [05], MF-DFA. Além da andlise
multifractal, também foi analisada a influéncia das correlagoes e das nao-
linearidades no espectro multifractal do volume negociado e dos retornos, e

também possiveis conexoes com a Mecanica Estatistica nao-Extensiva [96].

4.2 Analise Multifractal de Flutuacoes com
Eliminacao de Tendéncia - MF-DFA

Uma caracteristica comum em muitos sistemas complexos é a existéncia de
invariancia de escala de quantidades tipicas. Esta invariancia da escala, cha-

mada de auto-afinidade para o caso de séries temporais, pode ser associada
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ou a uma estrutura do tipo lei-de-poténcia, a qual pode ser caracterizada por
um tunico expoente, H (o expoente de Hurst), ou por uma composicao de
diversos subconjuntos, cada um com um determinado expoente local, a e di-
mensao fractal f(«), sendo que estes subconjuntos estao definidos em um su-
porte principal. O primeiro caso é definido como um (mono)fractal e o ltimo
como um multifractal. No caso multifractal, as propriedades estatisticas dos
varios subconjuntos sao caracterizados pelos expoentes locais «, os quais pos-
suem dimenséao fractal f(«), compondo assim um espectro multifractal [97].
O método denominado “analise de flutuacoes com eliminacao de tendéncia”
(Detrend Flutuation Analysis) tem sido utilizado no estudo das relagoes de
escala (fractal) e das correlagoes de longo prazo (alcance) de séries temporais
(espaciais). Esta abordagem ja foi aplicada em campos tao diversos como a
fisiologia, fisica, meteorologia e geociéncias [95]. O método DFA é uma mo-
dificacao da andlise de Hurst [98], a qual foi utilizada primeiramente para se
estudar registros de cheias do rio Nilo, e consiste em analisar a relagao entre
a ”diferenca méximaEI” R (a diferenca entre o maximo e o minimo da soma
da série subtraida da sua média, para um certo intervalo de tempo) e desvio
padrao da série temporal, para periodos de tempos crescentes (veja apéndice
, para detalhes). De maneira geral uma série temporal pode, desde que esta
seja estaciondria, ser caracterizada pela sua média, pelo desvio padrao e/ou
por momentos de mais alta ordem, além das funcoes de correlagao. Isto é
possivel porque em séries estaciondrias estas grandezas s@o invariantes (es-
tatisticamente) sob translagoes temporais. Séries temporais com intervalos
de tempo cujas médias desviam acentuadamente da média de longo prazo

da série temporal, sao chamadas de nao-estacionarias. Assim, nesse tipo de

3Denominado range, na literatura.
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série, as grandezas estatisticas usuais, como a média e desvios padrao, nao
sao invariantes sob deslocamentos temporais, portanto nao sao grandezas
bem-definidos. Um dos métodos pioneiros para se analisar este tipo de séries
¢ a ja mencionada andlise de Hurst.

Se além da nao-estacionariedade e/ou da fractalidade, o registro tempo-
ral apresentar a multifractalidade, o método DFA usual nao possibilita a
andlise desta propriedade. O formalismo multifractal padrao (veja apéndice
, baseado no formalismo da “funcao de particao”, envolve o calculo de
uma medida normalizada, portanto, nao é adequado para tratar sinais afeta-
dos por tendéncias e/ou nao-estacionariedades. Para resolver este problema
foi proposto o método chamado “Maximos Modulos da Transformada Wa-
velet” (Wawvelet Transform Modulus Mazxima - WTMM) [87], o qual, como
o nome diz, é baseado na transformada wavelet do sinal. Tal método en-
volve um grande esfor¢o computacional, o que dificulta a analise de registros
temporais muito grandes e/ou quando se quer analisar um ntimero grande
de séries. Assim, recentemente foi proposto o formalismo chamado “Anaélise
Multifractal de Flutuagoes com Eliminacao de Tendéncia” (Multifractal De-
trend Flutuation Analysis- MF-DFA) pelos autores da referéncia [95], onde
também foi mostrado que o formalismo da MF-DFA ¢ equivalente ao forma-
lismo multifractal padrao, quando a etapa da remogao da tendéncia (passo
trés da descri¢@o a seguir) for eliminada. O formalismo multifractal da DFA é
muito simples e acrescenta ao algoritmo da DFA usual, apenas o calculo para
vérias ordens ¢ da Fungao de Flutuacao (a qual serd definida abaixo), além
da ordem dois. O algoritmo MF-DFA envolve cinco passos, os quais serao des-

critos a seguir. A série temporal serd denotada por {z;} e seu comprimento
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por N. Supoe-se também que a série seja de suporte compact(ﬂ:

e Passo 1: Soma cumulativa da série subtraida da média :

i

Y(i) =) [z — ()], i=1,2,...,N, (4.1)

k=1

onde (z) = + S T

e Passo 2: Divide-se o perfil em Ny = int(IN/s) segmentos s (a escala),
os quais nao devem se sobrepor. Se a série nao for um multiplo da
escala considerada, pode-se repetir o mesmo procedimento comecando
do final da série, assim o segmento que resta nao sera desconsiderado e
serao obtidos 2N, segmentos. Aqui, por simplicidade, serd considerado
que a série tem um nimero de pontos igual a uma poténcia de 2. Este
processo serd repetido para diferentes escalas, ou seja para diferentes
valores de s. O valor de s pode se estender de 1 a N, mas em geral
o sistema apresentara lei-de-poténcia apenas em um certo intervalo da
escala. Para facilitar o processamento numérico e evitar tendéncias na
hora do ajuste linear, em geral, s varia segundo uma poténcia de 2:

s = 2%,

e Passo 3: Calcula-se a tendéncia local para cada segmento da escala
considerada, ou seja, para cada um dos Ny segmentos na escala s, sera
ajustado um polinomio de grau m. O grau m do polinomio determina
a ordem da MF-DFA. O polinomio ajustado em cada um dos Ny, de-

notado por vy, (i), é subtraido do préprio segmento utilizado no ajuste.

4 Segundo [95], suporte de 2 = 0 é definido como o conjunto de indices k tais que
x, = 0, e este é compacto se x; = 0 para uma fragao insignificante da série. O valor z; = 0

é interpretado como sem valor para este k.
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Entao calcula-se a variancia:
F?(s,v) = Z{Y[(V —1D)s+1] —y, (i)}, (4.2)
=1

para cada um dos segmento v (v = 1,..., Ny). O perfil Y[(v — 1)s +1] é

o pedago da série (4.1)) ao qual foi ajustado o polinémio y, ().

e Passo 4: Calcula-se a média sobre todos o segmentos de cada funcao

de flutuagao de ¢g-ésima ordem:

2N, 1/q
0= {g DIPe o) L are G

Fy(s) = exp {4]1\[ i[ln[FQ(s, 1/)]}, q=0. (4.4)

S v=1

Por construgao, F,(s) é definida somente para escalas tais que s > m+2,

onde m é a ordem da DF A.

e Passo 5: Determina-se as relagoes de escala através da analise do coefi-
ciente h(q) para cada um dos gréficos log — log de Fy(s) x s. O expoente
h(2) pode ser identificado como o expoente de Hurst da andlise DFA

usual:

F,(s) ~ s, (4.5)

Seguindo a recomendacao de [95], para evitar grandes flutuagoes em F,(s)
para ¢’s negativos e quando h(q) é préximo de zero (especialmente para sinais
extremamente anti—correlacionado&ﬂ), é realizado um procedimento adicional
ao passo 1, a saber, a soma dupla da série:

Y(i)=) [Y(k)—(Y)], (4.6)

k=1

®Sinais com expoentes de Hurst dentro do intervalo 0 < H < 1/2. Quanto mais préximo

de zero for H, mais anti-correlacionado serd o sinal.
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a qual adiciona 1 ao expoente h(q), analogamente ao processo de integragao.

Assim teremos;

Fy(s) ~ s"@) = ghta)+, (4.7)

A nao extragao da média na equacao (4.6) a cada passo da soma, leva a
tendéncias quadraticas na série EN/(Z), como sera discutido no ultimo pardgrafo
desta secao. Assim, se este procedimento nao for adotado, deve-se aplicar a
MF-DFA de ordem, no minimo, igual a dois, para se eliminar esta tendéncia
espuria. Os proximos passos seguem o formalismo multifractal padrao. A
correspondeéncia entre o MF-DFA e o formalismo multifractal padrao é obtida
por [95]:

7(q9) = qh(q) - 1, (4.8)

onde 7(q) é o expoente da funcdo de partigdo generalizada (apéndice [F)).
Usando a transformada de Legendre de 7(g) descritas no apéndice [F} f(a,) =
qo, — Ty € ap = ‘2—7;1, h(q) pode ser relacionado ao expoente de Holder, o e a

dimensao fractal f(a) [97]:

o =hig) + q%q), (4.9)
f(a) =qla—h(q)] + 1. (4.10)

A utilizagao da série acumulada (ou integrada) ao invés da série original,
cOmo na equagao , para o estudo das propriedades de escalas das mes-
mas, tém como objetivo a distingao de séries onde ha correlagoes de longo
alcance daquelas descorrelacionadas. Além disso, em muitas séries temporais,
a amplitude se mantém inalterada nas diferentes escalas (janelas temporais),

dificultando a anélise das flutuagoes nas diferentes escalas (para processos
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auto-similares, as flutuagoes crescem com ao tamanho da janela seguindo
uma lei-de-poténcia), a soma acumulada (integracao resolve este problema),
porém introduz uma tendéncia linear na série. Neste caso a aplicacao da uma
(MF)-DFA de primeira ordem, remove a tendéncia. No caso de uma segunda
soma (integragao), serd introduzida uma tendéncia de segunda ordem. Um
exemplo bem conhecido é a dinamica do movimento Browniano. Neste caso,
a forca aleatdria que age nas particulas é limitada (similar ao caso da am-
plitude nas diferentes escalas), entretanto, a trajetoria (uma integracdo de

todas as forcas precedentes) nao é limitada e possui propriedades fractais.

4.3 Origem da multifractalidade em séries tem-
porais.

Em [95] o autores investigaram as origens da multifractalidade em séries tem-
porais, distinguindo dois tipos: (i) multifractalidade devido a uma fungao
densidade de probabilidade com largo espectro de valores; (ii) multifractali-
dade devido a diferentes correlagoes de longo alcance para as pequenas e para
as grandes flutuagoes. Evidentemente que uma mesma série temporal pode
apresentar os dois tipos de multifractalidade. Em [95] foi descrito um método
para se estudar os fatores que contribuem para o aparecimento do carater
multifractal. Entre estes fatores pode-se citar: correlagoes lineares, correlagoes
nao-lineares e funcao densidade de probabilidade tipo lei-de-poténcia. Para
estudar estes fatores, as séries originais podem ser embaralhadas (shuffled),
isto é, os elementos dentro de cada série sao aleatoriamente deslocados de

suas posigoes originais um numero de vezes da mesma ordem de grandeza do
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numero de pontos da série. Se as correlagoes de longo alcance contribuem para
a multifractalidade, espera-se que o embaralhamento quebre estas correlacoes
fazendo com que o espectro f(«) se estreite. Se nao contribui, espera-se pouca
alteracao do espectro multifractal.

Além destas séries temporais nao-correlacionadas pode se trabalhar com
outro conjunto de séries, nas quais se extrai, no espaco de Fourier, as fa-
ses originais e se adiciona novas fases aleatérias com distribui¢ao uniforme,
processo que é chamado de aleatorizacao (“randomising’). Posteriormente,
¢é aplicada a transformada inversa Fourier para se retornar ao dominio do

tempo. Numericamente, este processo é feito da seguinte maneira:

e aplicacdo da transformada de Fourier ao sinal original zy: Flzg] = X;.

Separacao da valor absoluto da fase do sinal transformado:

Im(x )

Geracao de fases aleatorias com distribuicao uniforme: © ..

e Recomposicao do sinal utilizando a série dos valores absolutos originais

e as novas fases: X]‘%le = abs(Xy) Oge.

Aplicacao da transformada inversa de Fourier sobre o sinal com fase

aleatérias: F~![X ] = ae.

Estas novas séries devem ter uma distribuicao Gaussiana estacionaria e ex-
poente aye(q). Da mesma maneira, se a fungao densidade de probabilidade
contribui para multifractalidade, espera-se o estreitamento do espectro de
valores de a.. O grau de estreitamento do espectro de a’s mede a intensidade

da multifractalidade da série temporal, a qual pode ser analisada por meio
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da diferenga dos valores a(gmax) € @(qmin)- Assim podemos medir o cardter

multifractal de uma série pelo valor:

Aa = a(Gmin) — A Gmaz)- (4.11)

Para um monofractal perfeito tem-se Aa = 0, i.e. , a fungao 7(q) é linear.

4.4 Volumes Negociados

Uma vez que esta se tratando de séries de mercado financeiro com amostra-
gem a cada minuto, foi necessaria a remocao chamada tendéncia intra-diaria,
a qual é considerada freqiientemente como uma propriedade esptria [99] e
esta relacionada a periodos de maior ou menor atividade do mercado finan-
ceiro durante o diaﬁ. A nao remocao desta tendéncia pode levar a deteccao
de correlagoes artificiais no calculo da MF-DFA. Depois de removidas as
tendéncias intra-didrias das séries temporais originais V' (t), cada elemento
da nova série V' foi normalizado por seu valor médio, obtendo-se assim um

volume negociado médio normalizado v(t):

_ V@)
v = (4.12)

onde o volume com a extragao do padrao intra-dia é dado por:

(')
()

6Uma possivel explicacio é que durante o periodo sem atividade sio acumuladas in-

<

Vi (t)

(4.13)

(11

formagoes que sao utilizadas pelos agentes préximo ao periodo de abertura. Por outro lado

muitos agentes sdo mais ativos no perfodo préximo ao fechamento [100].
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sendo o padrao de cada dia definido como a média do volume negociado no
tempo t', para todos os dias:

SV

() :IT (4.14)

[1]

onde (...) é definida como a média sobre o tempo (¢’ representa o tempo
intra-dia, ¢ é o dia e NV é comprimento da série). Em outras palavras, calcula-
se a média dos volumes negociados para um certo horario fixo, sobre todos
os dias de atividade da bolsa, e esta média é feita para cada horario de
atividade [100]. Assim, a tendéncia uma fungao de cada horario do periodo
de funcionamento do mercado.

Para se calcular, numericamente, o espectro multifractal foi aplicado o
método MF-DFA descrito acima [95] (o codigo MATLAB/OCTAVE é apre-
sentado no apeéndice . Através deste método mostrou-se que a flutuagao

de ordem ¢ da funcao F,(s), apresenta uma lei de escala:
F,(s) ~ s"®. (4.15)

Para remocao das tendéncias locais foram utilizados polinomios de ordem 5
(MF-DFA5), uma vez que foi verificado que desta ordem em diante, o espectro
multi-fractal é quase independente da ordem, contrariamente ao que acontece
com os polinomios de ordem menor. Na figura sao mostrado os espectros
f(a) para as 30 companhias. O comportamento geral das séries é bastante
parecido. Assim para se fazer uma andlise mais global, foi feita uma média
onde, para cada ¢ foi realizada a média dos a’s e dos f(«)’s para todas as
companhias. Na figura ¢ mostrado o espectro f(a) (linha cheia) onde

as médias para cada g foram calculadas para as 30 companhias. No calculo
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do espectro ¢ se estende de —20 a 20. Pode-se verificar que f(a) apresenta
uma vasta gama de expoentes de a,,;, = 0.324+0,04 até ae. = 1.094+0, 04,
correspondendo a um forte comportamento multifractal. Para ¢ = 2 foi obtido
o valor a(2) = H = 0.71 + 0,03, o que concorda com um comportamento
fortemente persistente ja observado na literatura [89, [02].

Foram geradas, também, séries embaralhadas, a partir das quais foram
calculadas aemp(q). Além destas séries, foi criado outro conjunto de séries,
onde, a partir da série embaralhadas, foi utilizado o processo de aleatorizacao
ja descrito anteriormente. Estas novas séries tém uma distribuicao Gaussiana
estaciondria e expoente Qemp—are(q)-

Nas figuras e pode-se comparar as funcoes densidade de pro-
babilidade das duas séries: esta evidente que o processo de aleatorizagao das
fases torna a PDF Gaussiana.

Na figura pode-se ver que dois tipos de séries apresentam um espec-
tro multifractal, embora a série que foi apenas misturada tenha um espectro
de expoentes de Holder mais largo do que aquela a qual foi adicionada a
fase aleatéria. Com relagdo ao expoente de Hurst, a(2) = H, foi obtido
H = 0.49 £+ 0,03 para a série embaralhada e H = 0.5 4+ 0,03 para a série
embaralhada e com fases aleatérias. Considerando as margens do erro, estes
valores sdo compativeis com H = 1/2 do movimento Browniano. Além disso,
foram construidas séries somente com adicao de fase aleatéria para a qual
obteve-se H = 0.7 £ 0, 03. Isto mostra que as correlacoes temporais tém um
papel chave no carater persistente das séries temporais de volume negociado.

Uma vez que é um fato bem conhecido na literatura os problemas numéricos

relacionados a estimativa de dimensoes fractais (especialmente devido aos
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efeitos de tamanho finito), foi adicionado ao grafico a funcao f(«) cal-
culada com o algoritmo MF-DFA de uma série temporal Gaussiana descor-
relacionada, gerada através da funcao randn do MATLAB. Esse problema
estd evidenciado pela persisténcia de uma certa largura da curva f(«) para
a série Gaussiana, especialmente no braco direito o qual corresponde aos ¢’s
negativos. Um outro parametro critico ¢ o intervalo das curvas Fy(s) (4.15))
para o qual o regime de escala se mantém: a escolha de ddiferentesvalores de
Smin € Smaz acarretam, em geral, em diferentes fungoes f(«). Ainda assim,
a curva f(a) da série observada aleatorizada e embaralhada (para qual se
esperava uma curva similar a Gaussiana) tém um A« maior do que para
a Gaussiana. Sera visto, na préxima secao, que isto nao ocorre para os re-
tornos. Assim, tem-se uumasérie temporal com uma distribuicao Gaussiana
(apds a aaleatorizacaodas fases) e com descorrelacionada (pelo eembaralha-
mento mas ainda assim com uma multifractalidade residual. Este resultado
contraria a indicacao de [101], com base no estudo de séries de batimentos
cardiacos, que a multifractalidade esta contida nas fase de Fourier da série.
Correlagoes nao-lineares realacionadas a volatilidade também sao estudadas
em [102] onde os autores sugerem que os mmecanismosde memaéria em mer-
cados flinanceirossao mais robusto do que o modelo GARCH [103]. Outra
linha que esta correntemente sob investigacao pelo autor e colaboradores é
se o a série temporal embaralhada e aaleatorizadase assemelha ao chamado
“elefante caminhador aleatério“ [104]. Neste modelo, a série temporal tem
uumaPDF Gaussiana mas com média variancia dependente do tempo (o que
é incompativel com processos Markovianos).

A séries modificadas podem ser usadas para se estudar os fatores que
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contribuem para ao carater multifractal das observaveis. Estes fatores po-
dem ser: correlacoes lineares, correlacoes nao-lineares e fungoes densidade
de probabilidades tipo lei-de-poténcia [92]. Usando as relages de escala de
F,(s) [95] para as trés séries e supondo que todos os fatores sdo independen-
tes, pode-se quantificar a influéncia das correlagoes, o (q) = a(q) — demp(q),
a influéncia da func¢ao densidade de probabilidade nao-Gaussiana, appr(q) =
Qemb(q) — Qemb—ate(q), € 0 peso das nao-linearidades, Qemp—aie(q) = nin(q) =
a(q) — aeor(q) — appr(q).

Na figura é mostrado o valor médio de 7(q) para as séries temporais:
original, embaralhada e embaralhada com fase aleatéria. Para estas foram
calculados os Aa’s. Os resultados obtidos sao os seguintes: Aa = 0.675,
A, = 0.027, Aappr = 0.445, e Aay, = 0.203. Assim, verifica-se que a
influéncia de correlagoes lineares na natureza multifractal dos volumes ne-
gociados é minima com o Aa, que corresponde a 4% de Aa. Este valor
é substancialmente menor do que a influéncia de Aaq,y;,, que corresponde
a 30% de Aa. Este resultado estd em acordo com trabalhos precedentes
[94] onde, usando a medida de informagao mutua generalizada nao-extensiva
[105, 106], foi mostrado que as dependéncias nao-lineares sdo mais fortes
(e também mais persistente) do que a dependéncia linear (correlagoes) nas
séries temporais de volume negociado. Finalmente, a partir da analise dos
valores de Ac«, verifica-se também que o fator principal para a multifrac-
talidade da série temporal de volume negociado é o carater nao-gaussiano,
g-gama generalizada [89, O1], 94], da func¢do densidade de probabilidade, com
um peso de 66% nos Aa. Além disso, foi verificado que o comportamento de

T para ¢ > 0 é completamente diferente do ¢ < 0, o que também ¢ visivel
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na forte assimetria da funcao f(«). Isto poderia indicar que as grandes e pe-
quenas flutuagoes nas séries temporais sao devidas a diferentes mecanismos
dinamicos.

Um cenario descrito acima, com grandes flutuacoes espaco-temporais, foi
recentemente descrito através da chamada super-estatistica [I07]. A super-
estatistica pode ser como a superposicao de duas ou mais estatisticas, sendo
uma dada pelo fator de Boltzmann ordinario e outra por grandes flutuacoes
de um ou mais parametros intensivos. A distribuicdo estacionaria corres-
pondente surgiria como uma convolugao das vérias estatisticas [10§] e a es-
tatistica de T'sallis [96] surge como uma caso especial, para certos valores dos
parametros[91], [04]. Foi mostrado na literatura [109] que para certos sistemas
com sensibilidade fraca as condigoes iniciais (expoente de Liapunov em torno
de zero - veja apéndice ), com atratores multifractais, o indice entrépico
da estatistica de Tsallis pode ser relacionado com os extremos do espectro

multifractal por [110]:

1 1 1
= - . (4.16)

(1 - QSens) Qmin Xmax

Posteriormente Tsallis identificou um conjunto de nimeros, o “g-tripleto”
= (Qstat, Ysens, Qret), Para sistemas descritos pela mecénica estatistica de nao-
extensiva. Um conjunto de ¢’s tais que ¢siat = Gsens = Gret = 1, corresponde a
mecanica estatistica Boltzmann-Gibbs (apéndice (G))). Aplicando os resulta-
dos acima as séries de volume negociado, a sensibilidade as condicoes iniciais

poderia ser descrita por:

1

f = []‘ + (1 - qSenS)Aq.senst] ! ~dsens ) (417)

com @sens = 0,55+0, 08, onde £ é dado por & = () —2'(t), sendo x(t) e x'(t)
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duas trajetorias arbitrariamente proximas no espaco de fase dos sistema em

questao (detalhes no apéndice (G)).

4.5 Retornos

O retorno R de uma transacao ¢é definido em funcao do preco de uma agao

S;, da seguinte maneira:

St — S

4.18
5 (4.18)

R=1n (Sst ) =1In(S;) — In(S,_,) =

t—1
e da a informacao sobre o lucro obtido na transacao das acoes. Antes da
analise dos retornos, foi realizado o mesmo pré-processamento realizado para
os volumes, para remocao da tendéncia intra-diaria. Ou seja, foi calculado

um retorno médio normalizado:

_ R
r(t) = a0 (4.19)

onde o retorno com a extracao do padrao intra-dia é dado por:

R(t)
A’

R (t) (4.20)

sendo o padrao de cada dia definido como a média dos retornos no tempo t’,

para todos os dias:

At)y==L—. (4.21)

Analogamente ao caso dos volumes, as figuras (4.6) e (4.7)) mostram as
funcoes densidade de probabilidade da série de retorno original e aleatorizada

evidenciando a papel das PDF’s na multifractalidade das série. Também foi

calculado o espectro MF-DFA5 (figura(4.8)) e a média para cada g sobre as



CAPITULO 4. MF-DFA E AS OBSERVAVEIS FINANCEIRAS 93

30 companhias (figura ([£.9)). Dentro da margem de erro todas as médias
das séries dao um ay proximo de 0.5, ou seja o embaralhemento da série nao
retira o carater aproximadamente “Browniano” desta, como ja observado na
literatura [93]. Por outro lado o embaralhamento desloca principalmente o
brago direito da curva f(«), indicando que as pequenas flutuagoes sao mais
afetadas por correlagoes de longo alcance. Ja as PDF’s afetam diretamente a
série como pode ser visto da curva das séries com fase aleatoria da figura ,
uma vez que o processo de adi¢ao de fases aleatorias diminui Aa. Pela figura
podemos confirmar que o espectro de 7’s originais € mais afetado pela
adicao de fases aleatorias, indicando uma forte influéncia da funcao densidade
de probabilidades no carater multifractal das séries de volume negociado.
Mais uma vez vamos testar a relagao , com valores obtidos do gréfico
: Qmaz = 0,84 + 0.04, donde chegamos a gsens = 0.58 + 0.10.

4.6 Comentario Finais

Os resultados obtidos neste parte do trabalho, permitiram observar o carater
multifractal dos volumes negociados e dos retornos das companhias do DJ30,
sendo que foi verificado o carater persistente das séries de volumes nego-
ciados e o cardter a aproximadamente Browniano das séries de retornos.
Assim, em vista destes resultados, podemos afirmar que o mecanismo que
a dinamica subjacente ao lucro nao depende muito dos eventos passados,
em contrapartida aos mecanismos dinamicos do volume de ac¢oes negociados,
que exibem uma forte dependéncia de eventos passados. Também buscou-se,
neste trabalhos, relacionar os parametros do espectro multifractal a chamado

g-tripleto o qual foi conjeturado por Tsallis no contexto da Mecanica Es-
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tatistica nao-Extensiva, em particular, ao g-indice relacionado a sensibilidade
as condigoes iniciais. Assim, supondo que a ddinamicado mercado financeiro
apresenta sensibilidade fraca (lei-de-poténcia ou g-exponencial) as condigoes
iniciais, podemos utilizar o espectro multifractal para calcular o mesmo. Es-

tas relacoes poderao ser aprofundadas na continuidade deste trabalho.
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Figura 4.1: Espectro multifractal dos volumes negociados para as 30 compa-

nhias do DJ30 calculado com o método MF-DFA5. E possivel notar o carater

fortemente persistente (ay > 0.5) das séries temporais.
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AA ALCOA INC

AIG | AMER INTL GROUP INC
AXP AMER EXPRESS INC

BA BOEING CO

C CITIGROUP INC

CAT CATERPILLAR INC

DD DU PONT E I DE NEM
DIS WALT DISNEY-DISNEY

GE GEN ELECTRIC CO
GM GEN MOTORS

HD HOME DEPOT INC
HON | HONEYWELL INTL INC
HPQ | HEWLETT PACKARD CO
IBM INTL BUSINESS MACH
INTC INTEL CP

JNJ | JOHNSON AND JOHNS D
JPM | JP MORGAN CHASE CO

KO COCA COLA CO THE
MCD MCDONALDS CP
MMM 3M COMPANY

MO ALTRIA GROUP INC
MRK MERCK CO INC
MSFT MICROSOFT CP
PFE PFIZER INC

PG PROCTER GAMBLE CO

sbc SBC COMUNICATIONS
UTX UNITED TECH

VZ VERIZON COMMUN

Tabela 4.1:

Legenda das companhias que compoes o DJ30.

96
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Figura 4.2: Espectro multifractal médio f («) vs.a,, com a média feita sobre
os f’s e os a’s para cada uma das as 30 companhias do DJ-30. As séries
temporais originais e as séries embaralhadas apresentam um forte carater
multifractal, enquanto as médias das séries que foram embaralhadas e de-
pois adicionadas de uma fase aleatéria, apresentam a estreita faixa de o’s,
o que pode ser relacionado com a forte contribuicao da fun¢ao densidade de

probabilidade nao-Gaussiana do volume negociado para a multifractalidade.
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Figura 4.3: Funcao densidade de probabilidade para a série de volume obser-
vada (volume médio das 30 Companhias do DJ30). A curva exibe um claro

carater nao-Gaussiano.
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Figura 4.4: Funcao densidade de probabilidade para a série de volume obser-
vada aleatorizada (pontos) e ajustada (linha cheia) - volume médio das 30

Companhias do DJ30. A curva exibe um claro carater Gaussiano.
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Figura 4.5: Expoentes 7 (¢) vs. ¢, com a média feita sobre as 30 companhias
do DJ30, para cada ¢, para as séries de volume negociado. Podemos observar
que o embaralhamento aproxima a curva 7(¢) de uma reta, indicando que
as correlagoes tém um forte influéncia no carater multifractal das séries de

volume negociado.
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Figura 4.6: Funcao densidade de probabilidade para a série de retorno obser-
vada (retorno médio das 30 Companhias do DJ30). A curva exibe um claro

carater nao-Gaussiano.
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Figura 4.7: Funcao densidade de probabilidade para a série de retorno obser-
vada aleatorizada (pontos) e ajustada (linha cheia) - retorno médio das 30

Companhias do DJ30. A curva exibe um claro carater Gaussiano.
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Figura 4.8: Espectro multifractal dos retornos para a 30 companhias do DJ-

30, calculado com o método MF-DFA5. Pode-se notar o carater aproxima-

damente “Browniano” (as & 0.5) das séries temporais.
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Figura 4.9: Espectro multifractal f(a), com a média feita sobre as 30 compa-
nhias para cada ¢. As séries temporais embaralhadas (shuffled) foram afeta-
das principalmente para ¢’s positivos, indicando que as pequenas flutuagoes
sao afetadas por correlagoes. As médias das séries adicionadas de uma fase
aleatoria apresentam a estreita faixa de o’s indicando uma forte influéncia

das PDF'’s sobre os retornos.
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Figura 4.10: Expoentes 7 (q) vs. ¢, com a média feita sobre as 30 companhias
do DJ-30, para cada ¢, para as séries de retornos. Podemos observar que
o espectro de 7’s originais é mais afetado pela adicao de fases aleatorias,
indicando uma forte influéncia da funcao densidade de probabilidades no

carater multifractal das séries de volume negociado.
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Primeira Parte

Neste trabalho foi proposto um método baseado na Algebra de Heisenberg
Generalizada (AHG) para reproduzir o espectro vibracional de moléculas
diatomicas. Para o caso da molécula de monéxido de carbono (CO), foi mos-
trado que um dos métodos anteriormente propostos na literatura, o qual é
baseado na algebra de g-osciladores (ou a AHG linear), é capaz de repro-
duzir o espectro vibracional molecular para as 20 primeiras transicoes da
molécula de CO, mas nao fornece a energia de dissociacao correta, isto é,
este modelo falha na descrigao dos niveis vibracionais mais elevados. Usando
um funcional nao-linear de quarta ordem na AHG foi possivel ajustar os
20 primeiros niveis de energia experimentais e calcular a energia de disso-
ciagao para a molécula de CO, com boa precisao. Para esta molécula, a AGH
(com um funcional nao-linear), forneceu resultados globais melhores do que
os modelos de: Morse; Morse perturbado e o modelo de g-osciladores (AGH
linear [9]). Este trabalho mostra que a AHG pode ser usada como uma fer-
ramenta fenomenoldgica simples para se estudar particulas compostas. A
AHG produz espectros diferentes para funcoes caracteristicas diferentes, as-
sim diferentes fungoes poderiam ser relacionadas a diferentes deformagoes
no potencial harmonico. De fato, esta estrutura algébrica pode reproduzir

uma grande variedade de espectros desde que seja utilizada a fungao carac-
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teristica apropriada. Conseqiientemente, esta dlgebra poderia ser usada para
estudar outras moléculas, simplesmente escolhendo as funcoes caracteristicas
apropriadas ou mudando-se os parametros das fungoes.

Este novo método, introduzido no presente trabalho, é uma generalizagao
de métodos algébricos anteriormente propostos. O método foi testado para
a molécula de CO e foi capaz de: ajustar os dados experimentais das 20 pri-
meiras transicoes; predizer niveis desconhecidos e calcular a energia de dis-
sociacao correta. Os resultados obtidos neste trabalho motivam a utilizagao
da AHG para o estudo de sistemas moleculares. Investigacoes futuras de-
vem incluir: 1) estudo da relagdo entre os pardmetros dos funcionais e os
parametros moleculares; 2) a investigacao da curva potencial subjacente a
AHG; 3) o estudo dos estados eletronicos e rotacionais através da AHG; 4) o
estudo da aplicabilidade do método para moléculas com mais de dois atomos.
Uma possivel realizagao dos itens 3 e 4 poderia ser feita escolhendo-se outras

fungoes caracteristicas e/ou estendendo-se o nimero de operadores.

Propomos também nesta tese uma algebra tipo Heisenberg para, por
exemplo, um sistema com espectro de energia descrito por uma seqiiéncia de
Fibonacci generalizada. Os geradores da estrutura algébrica sao: o operador
Hamiltoniano, os operadores ladeira e um operador auxiliar. Além disso, esta
estrutura depende de duas fungoes analiticas f(z) e g(x). Esta algebra ge-
ral foi denominada “dlgebra de Heisenberg generalizada a dois passos” [75].
Foram discutidas as representacoes para esta algebra e as possiveis repre-
sentagoes foram classificadas em termos das regides no espaco dos parametros

das fungoes f(x) e g(x). Para fazer esta classificagao foram utilizadas ferra-
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mentas e técnicas usadas em teoria de sistemas dinamicos, como a analise de
estabilidade dos pontos-fixos de mapas. Esta estrutura algébrica pode descre-
ver sistemas quanticos que possuem autovalores do operador H (o Hamiltoni-
ano) que dependem de dois autovalores precedentes, isto é, ;11 = h(€;, €;_1),
onde h : N2 — RN é uma funcio e ¢; é o autovalor de H correspondente ao
auto-estado |i), isto é, H|i) = ¢;i). Esta algebra pode descrever, para o caso
de fungoes f(z) e g(x) lineares, um sistema quantico cujos autovalores do
operador Hamiltoniano obedecem uma seqiiéncia de Fibonacci generalizada.
Os espectros possiveis gerados por esta algebra podem ser vistos na figura|3.5
Pode ser constatado que espectros tipicos, encontrados na natureza, podem
ser gerados por esta algebra. Futuramente, poderia ser interessante aplicar
esta algebra como uma ferramenta para se estudar sistemas que tém es-
pectro mais complicado, como foi realizado em [22]. Também, poderia ser
interessante analisar em detalhe a representacao desta algebra para funcoes

caracteristicas nao-lineares.



Segunda Parte

Na segunda parte desta tese foram estudadas algumas propriededes estatisticas
das séries dos retornos e volumes negociados da Média Industrial de Dow Jo-
nes (DJ30). Foi comprovado o cardter persistente das séries temporais dos vo-
lumes negociados para o DJ30 e o carater aproximadamente Browniano para
os retornos [94]. Este carater foi constatado através do expoente de Hurst
das séries temporais, o qual foi calculado através do método “andlise de flu-
tuacao de tendéncia multifractal” (multifractal detrend flutuation analysis).
Foi verificado, pela presenca de um largo intervalo de expoentes de Hurst
a(q), uma forte multifractalidade nas séries temporais de retorno e de vo-
lume. As origens desta multifractalidade foram investigadas pelos processos
de embaralhamento e adicao de fases aleatorias. Nas séries de volume a multi-
fractalidade é originada principalmente devido a presenca de um largo espec-
tro de valores na funcao densidade de probabilidade, embora as correlagoes
de longo-prazo também tenham um papel importante. A forte assimetria da
funcao f(a) para os volumes indica que as pequenas e as grandes flutuacoes
sao devidas a mecanismos dinamicos diferentes, motivando futuras inves-
tigacoes destas séries temporais no contexto da chamada super-estatistica.
Nas séries de retorno, a multifractalidade também ¢é devida principalmente a

funcao densidade de probabilidade, sendo que as correlacoes tém influéncia
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principalmente nas pequenas flutuagoes. Também foram calculados para os
volumes negociados e para os retornos, a partir do espectro multifractal, o
indice gsen, 0 qual foi introduzido com base em argumentos da Mecanica Es-
tatistica nao-Extensiva de T'sallis, o qual da uma medida da sensibilidade as
condigoes iniciais, em lei de poténcia (g-exponencial), das séries temporais
estudadas. Estudos mais detalhados poderiam esclarecer diversos aspectos

deste formalismo.



Apeéendice A

Simetrias dinamicas na equacao

de Schroedinger

Em [IT1] o autor classifica quatro tipos de simetrias em fisica: ¢) simetrias de
calibre (gauge), as quais estao relacionadas, por exemplo, a transformagoes de
escala dos campos magnéticos; 1) simetrias de espago-tempo, que estao rela-
cionadas a invariancia de Lorentz em sistemas relativisticos; 7ii) as simetrias
geométricas que estao relacionadas a invariancia sob operagoes geométricas
espaciais, tais como rotacgoes, inversoes, reflexoes, translagoes e etc, as quais
sao muito usadas em fisica molecular e do estado sélido; iv) a simetrias
dinamicas, que sao transformacgoes dependentes do tempo que deixam in-
variante o Hamiltoniano do sistemas quantico em questao e determinam as
propriedades espectrais do sistema. Os tipos de simetrias do sistema se refle-
tem na algebra dos operadores (em geral matrizes) de simetrias do sistema.

A simetria de translagdo temporal [I11] apresentada pela solugao da
equagao de Schroedinger ¢ um exemplo de simetria dinamica simples que

facilita a solucao de problemas fisicos. A ligagao entre a teoria quantica e os
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métodos algébricos se torna clara quando analisamos a evolugao temporal de

um sistema quantico dada pela equacao de Schroedinger:
N 0
H<X7 p) - Za @/J(Xa t) =0, (Al)

onde H(x,p) = % + V(z), é o operado hamiltoniano. Para o caso em que o

espectro de energia nao varia no tempo a funcao de onda deve tém a forma

Y(x,t) = U(t)y(x,0), (A.2)

onde U ¢é o operador de evolucao temporal. Para que o sistema permaneca
invariante sob deslocamentos temporais é necessario que o operador U tenha
a propriedade:

A~

U(t)U(t2) = U(ts + ta), (A.3)

0 que é possivel somente se

A

U = et (A.4)

ou seja, UtU = 1. Assim, pode-se interpretar o operador de evolugao temporal
como um gerador de simetria do sistema. Ao lado da translacao temporal,
outras simetrias sao comuns em sistemas quanticos, tais como rotagoes no
espaco, transformacoes de Lorentz, transformacoes de fase, permutacao de
particulas idénticas , etc [2].

Como vimos acima, a invariancia sob a evolugao temporal levou a con-
servacao de uma quantidade fisica observavel. Em MQ um observavel é re-
presentada por um operador auto-adjunto k que atua no espago de Hilbert e

que assume o valor k£ para um dado estado y:

ke (x, 1) = kbi(x, 1) (A.5)
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Agora, considerando a equacao Schroedinger dependente do tempo e apli-
cando um operador qualquer sobre a funcao de onda l%@b(x, t), a fungao de
onda transformada serd ainda uma solu¢do para a ES (ou seja, serd uma

transformagao de simetria) se for satisfeita a condigao:

- . Ok
[H(X7 P, t)u k] - Za = 07 (AG)

onde foi usada a definicao da derivada total de uma operador k [2:

% = % +i[H k). (A7)
Assim, o operador k esté associado & uma quantidade conservada, ou seja, o
operador deixa a funcao v invariante sob a acao da ES. Se k; e kAj satisfazem a
equacao entao o préprio comutador é uma constante de de movimento.
Se [l%,, k?]] ¢é fechado com relagdo a comutagao entao k; é um ”gerador da

algebra de simetria” do sistema quantico independente do tempo. Em geral,

os operadores k; nao comutam com o Hamiltoniano, ao invés satisfazem a

relagao:
[H(X,p,t) - ZEJ%} =0. (AS)
Se este for o caso, entao
Y(x,t) = i, (x)eEnt, (A.9)
levando a
(B(x,p) = ) p(x) = 0. (A.10)

Os k geradores constituem a “dlgebra dinamica”. Para que estes sejam cons-

tantes de movimento é necessario que os k;’s sejam independentes do tempo,

LConstituindo assim uma 4lgebra de Lie.
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ou seja
[H,k] = 0. (A.11)

De maneira o raciocinio desenvolvido aqui poderia ser estendido para um

operador geral, ao invés do operador da equagao (A.1)) [2]:

~

Ov(x,t) =0, (A.12)

onde o operador O poderia representar a equacao de Maxwell ou de Dirac,

por exemplo.



Apeéendice B

Algebra de Heisenberg e

Vibracoes Moleculares

O fundamento dos métodos algébricos no contexto da fisica molecular pode
ser compreendido a partir da formulacao de Heisenberg da mecanica quantica,
jé discutida no capitulo 2]

Quando o potencial V' for um potencial geral, ao invés do potencial
harmonico, podemos expandi-lo em poténcias de Z e conseqiientemente, em
funcao de af e a [1]:

Vi) = ka (B.1)

Considerando os termos de ordem maior que dois como perturbagoes no

potencial harmonico, o Hamiltoniano pode ser reescrito como:
H = Hy+ \U, (B.2)

onde Hj € o potencial harmonico, U representa os termos de mais alta ordem

do potencial e 0 < A < 1 é um parametro adimensional que controla a
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perturbagao. Se A = 0, tem-se o caso nao-perturbado:
H0|n(0)> = ET(LO)|n(O)> ) n(O) - 07 17 27 37 R (B?))

onde o super-indice (0) indica que as quantidades sao associadas com o siste-
mas nao perturbado. Supondo que a perturbagao seja suficientemente fraca
(A pequeno) e nao existam estados degenerados, o espectro de autovalores

pode ser expandido em poténcias de A:
E,=E9 + \EW 4 N2E® ... (B.4)
E da mesma maneira os auto-estados perturbados sao dados por:
[n) = [nV) + Aln®) + X n) + - (B.5)

Note-se que quando A = 0, recupera-se o sistema nao-perturbado.
O primeiro termo na expressao da energia corresponde ao espectro do Ha-
miltoniano nao-perturbado. O segundo e o terceiro correspondem aos termos

de perturbacao de segunda e terceira ordem, respectivamente, e sao dados

por:
EY = (n®|U]n®) (B.6)
k(o)\Uln(O)H?
EP =Y i : (B.7)
n 0 0
o B - B

Quanto mais alta a ordem dos calculo perturbativo, mais dificil é o tra-
balho de encontra-los, além da dificuldade de diagonalizacao.

Para um potencial que é muito diferente do potencial do oscilador harmonico,
a expansao tem muitos parametros. Isto torna o problema dificil para
estados quanticos muito excitados (n — o0) [I], devido & existéncia de um
grande numero de termos. Este é o caso, por exemplo de vibragoes molecu-

lares. Para superar este problema pode-se usar um potencial que seja mais
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préximo do potencial real como ponto de partida, sendo o mais comum para

o caso de moléculas diatomicas, o uso de potencial de Morse [49):
V(x) = Vo[l — exp(—a(z — zp))]? (B.8)

Substituindo este potencial na ES e apds uma série de transformacoes a
ES pode ser escrita em termos de trés operadores F\,F_ e F, [I], os quais

satisfazem:

[Fy, F] = 2F;; (B.9)
[Fy, F] = +Fy; (B.10)
IN,F,] =[N,F)] =o. (B.11)

A 4lgebra resultante ¢ isomérfica a dlgebra su(2). O Hamiltoniano para o

oscilador de Morse na forma algébrica pode ser escrito como:
H = Ey + AF?, (B.12)

onde Fy e A sdo constantes. O espectro de energia da equagao (B.12)) tem a

conhecida forma:
1 1\?2
E() =hweo+ v+ 5 | +lwexe (v + 3 v=0,1,2.., (B.13)

onde Y. é a constante de anarmonicidade e w, é a freqiiéncia do estado

fundamental.



Apéndice C

Propriedades das Seqiiéncias de

Fibonacci

Os numeros de Fibonacci (ou outros niimeros relacionados) foram conhecidos
por muitas culturas desde a antigiiidade. A seqiiéncia de numeros de Fibo-
nacci é gerada pela relagao F, 11 = F,+F,—1 ({F,}02, =1,1,2,3,5,8,13, ...).
Os numeros de Fibonacci ou ntimeros relacionados, como o nimero de ouro,
aparecem em muitas areas das ciéncia e das artes. Além da férmula acima,
existem muitas outras formas de se obter os nimeros de Fibonacci. A nimero
de ouro é obtido quando se faz o limite da razao de dois niimeros de Fibonacci
consecutivos:
1++/5

lim F,/F,_1 =¢= 5 (C.1)

Como vimos este também é um dos pontos-fixo instaveis da equacao de Fi-
bonacci.
A partir do nimero de ouro ¢ podem ser obter muitas outras férmulas

para se gerar as seqiiéncias de Fibonacci. Uma das mais importantes é a de
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Binnet:
&~ (o)
NG )

Duas outras maneiras interessantes de se obter a seqiiéncia de Fibonacci é

F, = (C.2)

através das formulas:

F - {%} (C.3)

F,+1 = floor(¢F, +1/2) (C.4)

onde [z] representa o arredondamento de x, ou seja, o nimero inteiro mais
préximo de x e a fungao floor(z) retorna o maior inteiro cujo valor é menor
do que =.

Existem muitas outras relacoes interessantes que envolvem os nuimeros
de Fibonacci as quais aparecem nas mais variadas dreas, como a fisica (por
exemplo em quase-cristais), na arquitetura (proporgao durea das piramides
de Gisé), na biologia (flor de gira-sol), na computacao (algoritmo da trans-
formada rapida de Fourier), etc. Recomenda-se o pagina da Rede Mundial
de Computadores http://en.wikipedia.org/ wiki/ Fibonacci number e a revista

especializada Fibonacci Quaterly, para mais informacoes.



Apeéndice D

Estabilidade Segundo Lyapunov

em Mapas: Critério de Jury

A estabilidade de pontos-fixos em mapas lineares, pode ser analisada através
da matriz Jacobiana do mapa linearizadcﬂ (se este for nao-linear) desde que
todos os pontos-fixos sejam hiperbolicos, ou seja, se todos os autovalores
forem diferentes da unidade em moédulo (Teorema de Hartman-Grobman).
Se um dos autovalores for igual a um a estabilidade dever ser avaliada pelo
chamado método de Lyapunov ou pela Teoria da Variedade Central. Dada
uma equagao de diferencas (ou mapa), os ponto-fixos z* sdo definidos como
T

os valores T, tais que ¥, = ¥,.1 = --- = T, ou seja, é o conjunto de valores

para qual o mapa

—

fn-ﬁ-l = f(fn)a (Dl)

1O mapa pode é linearizado pela expansdo de Taylor em torno do ponto-fixo, despre-

zando os termos de ordem maior que dois.
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tera os mesmos valores a partir de um certo n:

—

7 = f(7). (D.2)

A matriz Jacobiana pode ser escrita como:

ofM oz 9fM) /o2 ... 9fW)/9xN)
Of2 /92D 9f@ /9,2 ... 9F@) /9 (N)
A f(:c J9)0x [0 (D.3)
(N) /9D N) 1922 ... (N) /9 (N)
af\™N) /) ox of\™N) /ox af\™) oz P

O conjunto de pontos-fixos de uma mapa é a solu¢ao da equagao [D.2] e para
se avaliar sua estabilidade deve-se encontrar os autovalores A\ através do de-

terminante de A, o qual gera o polinomio:
POA) = A"+ ar N a2+ ap A+ ay,. (D.4)

Para se avaliar a estabilidade pode-se usar o critério de Jury. Este garante
que todas as rafzes do polinomio sao menores que 1 se os coeficientes a;

satisfazem as seguintes condigoes:

—_

an < 15
2. P(1) > 0;

3. P(—1) > 0 se n for par; P(—1) < 0 se n é impar;

W

- Nbu—1] > [bol; len—2| > [cols--; |g2| > |qol, onde:
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Qp, an—l—]
b = j=12....n—1; (D.5)
L ajn
b1 bpo-
¢ = ! 7 ji=12....,n—2; (D.6)
bo bjt1
(D.7)
P3 P2—j .
q = J=12 (D.8)
Po Pj+1
Os determinantes b;, c;, ... sao calculados os sucessores em funcao dos ante-

cessores, sendo b; calculado em funcao dos coeficientes a; do polinomio

Por exemplo, no caso bidimensional (n = 2), a equagao de auto-valores é:
A 4+ N+ ay + as) =0, (D.9)

e pelo critério de Jury tém-se as condicoes para que o sistema seja estével
serao:|as| < 1, P(1) > 0 e P(—1) > 0. Para um estudo detalhado da estabi-

lidade em mapas é indicada a bastante interessante referéncia [112].



Apeéndice E
A analise de Hurst

A chamada andlise de Hurst ou “rescaled range analysis” ou ainda andlise“R/S”,
consiste em calcular a relacao entre quantidade denominada range e o desvio
padrao. Para a série temporal representada por zx, (k= 1,2,..., Njpaz), O

range R é dado por:

R(7) = max X(t,7) — min X(¢,7), (E.1)

1<t<r 1<t<r
ou seja, é a diferenga entre o minimo e méximo da quantidade X (¢, 7), que
representa a soma cumulativa em relacao a média da série temporal, e é dada

por:
t

X(t,7)=> () — (z)-), (E.2)

k=1
com a média sobre um periodo 7 dada por:

=23 u (E3)

S = - (xp — (x),)% (E.4)
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Hurst observou que para muitos registros temporais R/S segue uma lei do
tipo:
R/S = (1/2)". (E.5)

O valor do expoente H reflete trés tipos basicos de comportamento do registro
temporal (espacial): i) H = 1/2 - as correlagoes decaem muito rapidamente
e a série representa entao um processo aleatério independente, como no caso
do movimento Browniano ordindrio; it) H > 1/2 - tem-se o chamado com-
portamento persistente, ou seja, uma tendéncia do passado da série (seja
ela uma tendéncia de aumento ou decaimento), persistird - em média - no
futuro; wi) H > 1/2 - tem-se a antipersisténcia, ou seja, uma tendéncia no
passado, provocara o efeito contrario no futuro. Para uma melhor discussao

do método, é recomendada a referéncia [97]



Apeéndice F
O formalismo Multifractal.

Considere um conjunto de pontos distribuidos sobre um (hiper)-volume de
tamanho linear L, ou seja um volume L%, onde E é a dimensido volume
do espaco euclidiano no qual a medida estd embutida. Os pontos podem
representar membros de uma populacao de seres vivos distribuidos sobre a
superficie da Terra, pontos num espago de fases, medidas geofisicas sobre
a superficies da Terra, ou qualquer outra medida fisica. Seja N o nimero
total de pontos, N; o niimero de pontos na i-ésima caixa de tamanho €. P; é

definida como a probabilidade da medida na i-ésima caixa de tamanho e:
(F.1)
Definindo uma funcao de particao:
n;(€)
Zy(€) = Z P, (F.2)

onde n;(€) representa o numero de caixas na resolucao €, se a medida tiver

uma distribuicao multifractal, espera-se que a funcao de particao seja uma
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funcao da escala € com a forma:
Z(q) o €7, (F.3)

onde 7 é chamado de expoente de correlagao ou expoente de massa de ordem

g. Cada P; segue uma relacao de escala com e:
Pi(€)) ox €, (F.4)

onde «; é o chamado de expoente de Lipschitz-Holder. O espectro de di-

mensoes generalizadas é definido por:

1 In Z
D, = lim Za(6). (F.5)
qg—1e-0 Ine
Assim a relac@o entre D, e o expoente 7, é
7, = (¢ —1)D,. (F.6)

A mesma informacao dada pelas dimensoes generalizadas pode ser obtida
de forma mais intuitiva pela conhecida funcao f(«), a qual é obtida pela

transformada de Legendre da funcao 7(q):

flag) = qaq — 745 (F.7)
dr,
Olq = d_q (F8)

A fungao f(«a) fornece o dimensao fractal f do sub-conjunto da medida com

expoente de Lipschitz-Holder «.



Apéndice G

O ¢-tripleto da Mecanica

Estatistica nao-Extensiva

Inspirado na teoria dos multifractais, C. Tsallis propos em 1988 [96] a cha-
mada entropia nao-extensiva dada por:
W

SNES > 4] 1
a qual se reduz a entropia de Boltzmann-Gibbs (Spg), quando ¢ se aproxima
de um: limy—1.S, = Spg. O valor do “indice entrépico” ¢ é uma caracteristica
de cada sistema. Acredita-se que o valor de ¢ para um sistema especifico deve
ser determinado a partir da dinamica microscépica. Esta discussao esta na
origem de uma explicacao dinamica para mecanica estatistica, a qual, mesmo
no formalismo de BG, ainda nao é completamente compreendida [I13]. O for-
malismo nao-extensivo tem sido intensivamente estudado e tem tido sucesso
na descricao de fenémenos complexos que, em geral, exibem comportamentos
do tipo lei-de-poténcia, além de aplicagoes em varias disciplinas [113]. Para

que haja uma compreensao dinamica da Mecanica estatistica nao-extensiva,
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um ponto fundamental, seria o conhecimento a priori do parametro ¢. Assim
os aspectos macroscopicos do sistema trariam informagoes sobre comporta-
mento microscépico deste. Este ponto ainda tem aspectos a serem esclarecidos
(assim como o mesmo problema na fisica estatistica usual). Acredita-se que
a resposta esteja ligada a uma ocupacao parcial (multifractal) do espago de
fases do sistema. Este tipo de ocupagao viola a hipdtese de equiprobabilidade
dos estados acessiveis. Tsallis [I14] conjecturou que, para certos sistemas, se-
ria necessario um conjunto de trés indices - o chamado g-tripleto: (Gsen; Grei;
est), para uma completa descri¢ao destes, onde sen, rel e est significam, res-
pectivamente, sensibilidade, relaxacao e estado estacionario. Os trés indice
recuperam a mecanica estatistica padrao quando @een = Gret = Gest = 1. A
seguir sera feita uma breve descricao de como o ¢-tripleto surge no contexto

da mecanica estatistica.

1. Sensibilidade as condigoes iniciais - A mecanica estatistica BG
é relacionada a alta sensibilidade as condicoes iniciais ou seja dada
duas trajetéria no espago de fase arbitrariamente préximas z(t) e x'(t),
a quantidade £(t) = limag)—o %, com A(t) = z(t) — 2/(t), evolui

segundo a equacao:

dg
2
dt )\1€a (G )
com solucao
£(dt) = eM?t, (G.3)

onde os expoentes \; (expoentes de Lyapunov) sao positivos e diferentes
de zero (caos molecular). Mas se A\; = 0 (caos fraco) a evolugao de £ é

dada por
d§

= A€, (G4)
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com solucao (sensibilidade em lei de poténcia)

£(t) = eaiv, (G.5)
onde
ef = [1+ (1+q)a]/D (ef = e7) (G.6)

¢ a chamada g—exponencial, e

|

In,z = R (Inyz =1Inx), (G.7)

é o chamado g¢-logaritmo. Para ¢ = 1: e] = €” e Inyjx = Inx. Assim,

mecanica estatistica de BG é recuperada.

2. Relaxacao - A mecanica estatistica BG esta relacionada a relaxacao
exponencial de quantidades macroscopicas rumo ao equilibrio. Assim,

seja a grandeza macroscopica O, e a quantidade

O(t) — O(0)
Q= —F—— —~ G.8
0(0) — 0(>0)’ &8
cuja evolucao rumo ao equilibrio é dada por
ds) 1
—=——0 G.9
dt T ’ ( )
com solucao
Q(dt) = e V™, (G.10)

onde 7 é o tempo de relaxacao. Por analogia, em sistemas nao-extensivos

teremos

s 1
& o (G.11)
dt TQT&Z

com solucao

Q(t) = el ot (G.12)
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3. Estado estacionario - A funcao densidade de probabilidade de BG
é um exponencial que descreve o estado de equilibrio térmico caracteri-
zado pela temperatura 7'. Para um sistema com interacoes locais e com
auto-valores do Hamiltoniano dados por FE;, as probabilidades para os
estados, no equilibrio térmico sao dadas por:

e_ﬁlEz

Zy

(B

pi = VkT; Zy =) e P, (G.13)
J

Como ja foi observado na literatura [114], esta distribuigao pode também

ser obtida por:
d(piZy)
dE;

= —bi(piZ1). (G.14)

Para sistemas com interagoes de longo alcance, teremos por analogia

d<pZZ stat) tat
qu = _ﬁ(Istat (piZQStat>qS “ Y (G15)
com solucao
eiﬂqstatEi
stat _ qstatEZ‘
n="y Boriar = /W stas Zus = D eauis™™). (G.16)

qstat j



Apéendice H

Cédigo MATLAB/OCTAVE
para o Calculo da MF-DFA

function mfdfa
% dO=ordem da mfdfa

do=5;

entra e le os arquivos de dados
hargq=(dir(’retornos/*.dat’));
arg=(dir(’/home/jeferson/duvida/*.dat’));
arg=[char (arq.name) ]

ndata=[size(arq)];

ndata=ndata(l,1);
for ia =1:ndata;

c=strcat(’/home/jeferson/duvida/’,arq(ia,:));
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file=load(c);

file=file(:,2);

% faz a dupla soma da serie

N=length(file’);

y=cumsum(file-mean(file));

y=cumsum(y-mean(y)) ;

clear file

% a funcao scale define uma escala s em potencias de 2

s=scale;

% duplo ‘‘loop’’ sobre a escala k e sobre cada segmento nu numa dada
% escala k, onde e ajustado um polinomio de ordem do para cada segmento
for k=1:length(s);
for nu=1:1:floor(N/s(k));
F2(k,nu)= sum((y(((nu-1)*s(k)+1 ): ((nu-1)*s(k)+s(k)))-

polyval (polyfit((1:s(k))’,y(((nu-1)*s(k)+1): ((nu-1)*s(k)+s(k))),do),(1:s(k))’)).

end
ni(k)=N/s(k);
F2(k,:)=F2(k,:)/s(k);
end
clear y

%calculo de da funcao F(q,s) para cada escala e para cada momento de ordem q

gqmin=-20;
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qmax=20;
gq=qmin:0.25:qmax;
for i=1:length(s);
for j=1:length(q);
F=F2(i,find(F2(i,:)));
Fq(i,j)=(C sum(F."(q(j)/2)) / ni(i) ).~ (1/q(j));
end
fqs(i,:)=Fq(i,:)/s(i);
end
% claculo de F(q,s) para gq=0
j=find(g==0);
for i=1:length(s);
F=F2(i,find(F2(i,:)));
Fq(i,j)=exp( sum(log(F."2)) / (2*ni(i)));
fqs(i,:)=Fq(i,:)/s(i);

end

% salva os parametros utilizados
save /home/jeferson/retornos/s.mat s
save /home/jeferson/retornos/q.mat q
save /home/jeferson/retornos/fqs.mat fgs

save /home/jeferson/retornos/nome.mat c

% chama a rotina para ajustar os expoentes h(q) a partir de F(q,s)

% e fazer a transformada de Legendre
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ajuste(ia);

end

toc
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