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Resumo

Embora tenhamos a disposicao uma variedade de métodos para manipular e calcu-
lar amplitudes perturbativas divergentes é possivel dizer que tais métodos, quando gerais
nao sao completamente consistentes e quando consistentes nao sao gerais. Esta situacao
nao ¢é a desejada visto que gostariamos de ter uma prescricao preditiva e consistente afim
de promovermos investigacoes conclusivas no ambito das Teorias Quanticas de Campos
(TQC’s). Tendo isso em mente, recentemente tem sido desenvolvida uma estratégia al-
ternativa para manipular as divergéncias contidas nas amplitudes. Tal estratégia elimina,
de um modo automatico, todas as arbitrariedades intrinsecas ao calculo perturbativo ge-
rando resultados para as amplitudes que sao consistentes com o conteido de simetria, em
todas as teorias formuladas em todas as dimensoes espaco-temporais renormalizdveis ou
nao. Ainda, as anomalias sao descritas de um modo muito natural e em um cendrio livre
de ambiguidades.

No presente trabalho usamos a evolugao formal da referida prescrigao, originalmente
denominada de Regularizacao Implicita, o qual nos referimos como Calculo Perturbativo
Preditivo, afim de investigar alguns problemas bastante gerais referentes aos calculos per-
turbativos em TQC’s. Primeiro consideramos a Eletrodinamica Quantica na dimensao
fisica D=1+43 (EDQj4), onde um bem detalhado e completo estudo é realizado. Impor-
tantes aspectos da EDQ3 e EDQj5 sao também considerados. Além destes tépicos, apre-
sentamos duas investigacoes originais sobre o problema das anomalias: a existéncia de
anomalias em amplitudes finitas através da investigagao da amplitude AVV no espaco-

tempo D=1+1, e, finalmente, a anomalia AVVV no espago-tempo D=1+5. As conclusoes
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extraidas das investigacoes realizadas indicam que a estratégia proposta exibe a con-
sisténcia e generalidade desejada. A prescricao apresentada ainda é mais simples que
aquelas tradicionais, nao modifica as amplitudes nos passos intermedidrios e nao requer
a avaliacao de integrais divergentes. As arbitrariedades sao removidas e as simetrias pre-
servadas nas amplitudes nao anomalas. Nas amplitudes anomalas as inevitaveis violagoes
emergem dos célculos de um modo natural sem as ambiguidades desenvolverem algum
papel relevante. As investigagoes realizadas na ampluitude anomala AVV representam
uma contribuicao para clarear a questao, ainda em aberto, sobre a existéncia ou nao de

anomalias em amplitudes perturbativas finitas.
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Abstract

Although nowadays we have at our disposal many methods to manipulate and cal-
culate perturbative divergent amplitudes it is possible to say that such a methods, when
they are general they are not consistent and when they are consistent they are not ge-
neral. The situation is not the desirable one since we would like to get a predictive and
general tool in order to do conclusive investigations in a so wide as possible context in
QFT. Having this in mind, in recent years, an alternative strategy to handle divergences
has been proposed and developed. Such a strategy eliminates, in an automatic way, all
the arbitrariness intrinsic to the perturbative calculations as well as produces amplitudes
which are consistent with its symmetry content, in all theories formulated in all space-
time dimensions renormalizable or not. In addition the anomalies are described in a very
natural way in a free of ambiguities scenario.

In the present work we use a formal evolution of the referred method, originally de-
nominated as Implicit Regularization scheme, which we refer as Predictive Perturbative
Calculations, in order to investigate some problems covering a large lack of situations in
QFT relative to the perturbative calculations. First we consider the quantum electrody-
namics formulated in the physical D=3+1 space-time dimension ( QED,), where a very
detailed and complete study is performed, and important aspects of QED3 and QEDj5 are
considered too. In addition we considered two original investigations about the problem
of anomalies: the existence of anomalies in finite amplitudes, by investigating the single
axial AVV triangle in D=1+1 space-time dimension, and, finally, the single axial box

anomaly in D=5+1 space-time dimension. The conclusions extracted from the performed



investigations indicate that the proposed strategy exhibit the desirable consistency and
generality. The prescription is simplest than the traditional ones, does not modify the
amplitudes in intermediary steps of the calculations and does not require evaluation of
divergent integrals having physical quantities involved. The arbitrariness are removed and
the symmetries are preserved in the non anomalous amplitudes. In the anomalous ampli-
tudes the unavoidable violations emerge from the calculations in a natural way without
having to consider a role for ambiguities. The investigation performed in the single axial
AVYV triangle represents a contribution to clarify a very old open question in the theme:

the existence or not of anomalies in finite perturbative amplitudes.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A elaboragao de uma Teoria Quantica de Campos (TQC) passa invariavelmente por
trés etapas. A primeira é referente a escolha dos campos que estarao presentes na teoria
tendo como base as caracteristicas das particulas das quais pretendemos obter a fenome-
nologia. A segunda diz respeito ao modo como estes campos, ou particulas, irao interagir,
o que ocorre através da escolha do(s) grupo(s) de simetria que guiara(ao) a construgao
dos termos de interagdo de modo que tenhamos combinagoes invariantes sob o(s) grupo(s)
escolhido(s). Este procedimento gera as chamadas Teorias Cléssicas de Campos (TCC).
O préximo passo seria dar um carater quantico a teoria formulada, o que ocorre através
da adocao de algum procedimento de quantizacao.

A escolha dos campos, do grupo de simetria e a construcao dos termos invariantes
permitem que escrevamos o funcional densidade de Lagrangiana, ou simplesmente La-
grangeano, para o modelo estudado. A quantizacao da teoria pode ser realizada através
do estabelecimento das regras de Feynman lidas diretamente deste funcional. O conheci-
mento das regras de Feynman permite-nos determinar a expressao matematica, a ampli-
tude fisica perturbativa, referente a um dado processo fisico a uma ordem perturbativa
escolhida. De mao destas amplitudes bastaria procedermos seu calculo afim de obtermos
a fenomenologia associada ao modelo proposto [1].

Porém a prescricao acima nos conduz a um Lagrangeano que é sempre escrito como



produtos de campos tomados no mesmo ponto do espago-tempo, sendo esta localidade
a maneira mais facil de evitar problemas com principios da Relatividade (uma possivel
interagao instantanea a distancia). Tais campos sdo matematicamente entendidos como
distribuicoes, e, produtos de distribuicoes tomadas em um mesmo ponto nao sao, a priori,
matematicamente bem definidos. Assim o provavel surgimento de problemas na obtencao
e interpretacao da fenomenologia do modelo pode ser previsto na esséncia da sua cons-
trucgao.

Os problemas acima mencionados de fato existem. Ao procedermos o cédlculo das am-
plitudes fisicas advindas da utilizagao das regras de Feynman vemos que alguns processos
sao escritos em termos de amplitudes com carater divergente, o que tornaria o resultado
obtido destituido de significado fisico. A fim de contornar estas dificuldades presentes na
formulagao das teorias foram adicionados mais dois passos na obten¢ao da fenomenologia
de uma TQC, os processos de requlariza¢ao e renormalizacdo.

O processo de regularizacao, sob a dtica de um tratamento perturbativo das TQC’s, é
um mecanismo matematico utilizado para separar a parte divergente de uma amplitude
(destituida de significado fisico) da sua parte finita (associada a fenomenologia). Esta
identificacao das divergéncias nas amplitudes tornaria possivel absorve-las no chamado
processo de renormalizacao da teoria através da redefinicao dos parametros contidos no
modelo (parametros nus utilizados na construgao do Lagrangeano). Estes dois passos
aparentemente contornariam as dificuldades encontradas na solucao perturbativa de uma
TQC. Porém surgiram alguns novos problemas que impediam a interpretacao clara dos
resultados obtidos. Na manipulacao destas estruturas divergentes surgem arbitrariedades
representadas por parametros nao fisicos e estes parametros nao fisicos figuravam nos
resultados finais obtidos para as amplitudes. Além de perdermos totalmente o cardter
preditivo que poderiamos obter da solucao de um modelo, em alguns casos estas ambi-
guidades impossibilitaram uma interpretacao coerente dos resultados obtidos através do
tratamento perturbativo das TQC’s.

Porém nem toda a comunidade fisica olhou com maus olhos para estas arbitrariedades.



Em vérios estagios do avanco do conhecimento das TQC’s estas " liberdades” foram usadas
para ajustar resultados ou para justificar comportamentos nao esperados das solugoes de
algumas amplitudes. O maior exemplo desta aplicacao foi na busca da interpretagao das
violagoes das identidades de Ward, as chamadas anomalias [2], [3], [4].

Ao longo dos anos, muitos métodos foram empregados na tentativa de contornar estas
dificuldades. Alguns destes métodos se mostraram consistentes no tratamento de uma
classe de modelos e inconsistentes no tratamento de outros. Além disso, observou-se
que diferentes métodos tratavam de formas diferentes as arbitrariedades existentes na
solucao perturbativa de uma TQC e que um mesmo método ” precisava” adotar diferentes
interpretagoes para as mesmas arbitrariedades para se mostrar consistente [5]. Isto implica
que os resultados do célculo das amplitudes estao, de certo modo, associados a escolha
da prescricao adotada para a manipulacao das divergéncias, o que se torna desastroso
do ponto de vista de consisténcia e universalidade das TQC’s caso estas arbitrariedades
desempenhem algum papel relevante no contexto das teorias formuladas. Ainda, se o
resultado final das amplitudes fisicas depende de parametros arbitrarios e que nao podem
ser determinados a priori, entao estes resultados sao destituidos de poder de predig¢ao de
fenomenos ainda desconhecidos, perdendo a fisica tedrica a sua maior beleza.

Mesmo com estes tropecos conseguiu-se solucionar os problemas surgidos na avaliacao
das amplitudes envolvidas na construcao da Eletrodinamica Quantica Quadridimensional
(EDQ4). O resultado obtido, ao contrario do que se esperaria frente a sorte de proble-
mas encontrados, mostrou a maior concordancia entre predicao tedrica e a confirmacao
experimental ji observada na histéria da fisica moderna [6]. Assim a TQC adquiriu o
status de mais importante formalismo tedrico para o estudo dos fenomenos das particulas
elementares.

Porém, devido as limitagoes apresentadas pelos métodos de regularizacao é ainda de
extremo interesse e necessidade a busca de uma prescricao de cdlculo geral que trate
sobre uma mesma Otica todas as amplitudes fisicas e dé um significado tinico para as ar-

bitrariedades nelas contidas, independente do ponto onde aparecam e do modelo do qual



facam parte, e que além destas caracteristicas, possua um carater universal de aplica-
bilidade, possibilitando uma interpretagao consistente dos resultados obtidos na solugao
de qualquer TQC, independendo da dimensao considerada ou das entidades matematicas
presentes na sua formulacgao.

Um exemplo da nao universalidade e das limitagoes das usuais estratégias de célculo
que tem sido utilizadas estd no estudo da EDQg [7]. A mais famosa e bem conceituada
estratégia de manipulacao das divergéncias em TQC’s, a Regularizagao Dimensional (RD)
[8], possui restrigoes de aplicabilidade em tal dimensao. A saber, tal incompatibilidade
nao ocorre somente na dimensao em questao, mas sim em todas as dimensoes espagco-
temporais impares. Tal deficiéncia é da mesma sorte que aquela apresentada na avaliagao
das pseudo-amplitudes no estudo de modelos formulados em dimensoes pares, porém na-
quela teoria o problema nao se concentra somente em um conjunto isolado de amplitudes,
mas faz parte de todas as amplitudes fisicas de interesse [9]. Este problema de aplicabi-
lidade nao permite, por exemplo, o estudo de fenomenos em teorias formuladas na mais
baixa dimensao extra, como a EDQs, onde uma estratégia consistente de manipulacao
das divergéncias é ainda mais necessaria devido ao elevado grau de divergéncia das ampli-
tudes fisicas. Esta extensao dimensional da EDQ4 tem se tornado importante a medida
que os experimentos no acelerador Large Hadron Collider (LHC) tem sido realizados na
perspectiva de serem observados efeitos de dimensoes extras [10].

Uma estratégia alternativa para o tratamento das divergéncias é também necessaria
caso queiramos estudar teorias e modelos que sao bem definidos somente em uma dada
dimensao, a dimensao fisica do modelo. Um exemplo onde isto ocorre é no tratamento
de teorias supersimétricas onde a continuacao analitica da dimensao de 4 para n leva a
conflitos entre os graus de liberdade bosonicos e fermionicos implicando assim em uma
quebra das relacoes de supersimetria.

Considerando toda a problematizacao existente na solucao das amplitudes divergen-
tes foi recentemente proposta uma estratégia alternativa as usuais prescrigoes de regula-

rizagao. Esta prescrigao, proposta e desenvolvida por O.A. Battistel [11], foi inicialmente



batizada de Regularizacao Implicita por nao adotar, em etapa alguma do calculo de uma
amplitude divergente, um método de regularizacao explicito, ou seja, em momento algum
é realizado o cdlculo de alguma integral indefinida. Neste procedimento parte-se do ponto
que hé uma regularizagao implicita sobre as integrais divergentes que permite que os inte-
grandos das mesmas sejam manipulados matematicamente. Sobre esta regularizacao sao
impostas somente condi¢oes muito gerais (que qualquer regularizagao consistente tem que
satisfazer) para que tenhamos a preservagao da linearidade e das simetrias apresentadas
pelas integrais, tal como a simetria de Lorentz. Uma vez implicitamente regularizada,
podem ser utilizadas convenientes igualdades matematicas afim de separar a parte diver-
gente de uma amplitude da sua parte finita. A parte divergente é escrita em termos de
um conjunto de objetos divergentes e a parte finita é solucionada através das técnicas
usuais de cédlculo. Ao fim, analisam-se os objetos divergentes a luz da preservacao da
simetria de translagao no espago dos momentos e das simetrias contidas no Lagrangeano
do modelo. Isto por sua vez cria as chamadas condigoes de consisténcia sobre os objetos
divergentes basicos que nos conduzem a resultados livres de ambiguidades e que preservam
as simetrias esperadas [12].

Nesta tese desenvolvemos investigagoes através da utilizacao de uma prescricao de
calculo que representa uma evolugao natural da Regularizacao Implicita. Esta evolucao
foi conseguida observando-se que a adogao do regulador implicito é feita apenas para fins
formais e que os mesmos resultados que sao obtidos através desta regularizagao podem
ser obtidos simplesmente através de uma conveniente redefinicao das Regras de Feynman,
porém agora sem a ado¢ao em momento algum de qualquer tipo de regularizacao, implicita
ou explicitamente. Assim, ficara claro que a regularizagao que por vezes figurou como uma
escolha a ser feita para a solucao das amplitudes divergentes nao precisa mais ser adotada
para quaisquer fins em calculo perturbativo de TQC’s.

Obviamente que qualquer nova proposta de calculo de amplitudes divergentes deve re-
produzir a fantastica concordancia entre a previsao tedrica e as evidéncias experimentais

apresentadas pela Eletrodinamica Quantica em quatro dimensoes (EDQy4). Assim pode-



mos considerar a EDQ4 como um laboratorio de testes para a avaliacao da consisténcia de
qualquer estratégia de calculo para as amplitudes fisicas perturbativas. Caso venhamos
a encontrar a consisténcia esperada com uma nova prescri¢ao estaremos aptos a aplica-la
a outros casos, ainda mais se a tal estratégia se mostrar mais limpa, clara e geral que as
atualmente utilizadas. Além disto devemos considerar cada modelo de estudo como um
teste de consisténcia, onde os resultados sempre deverao apresentar-se desvinculados de
qualquer arbitrariedade, preservando assim o poder de predi¢ao do formalismo tedrico,
e todas as estruturas matematicas semelhantes deverao ser interpretadas segundo uma
mesma Otica.

Outros casos de interesse para a aplicacdo e demonstragao das potencialidades de
uma nova proposta de calculo seriam inicialmente as extensoes tri e pentadimensionais da
EDQ visto que nestes dois modelos as usuais prescri¢oes de calculo das amplitudes fisicas
apresentam limitacoes de aplicabilidade.

Ao longo destes trés estudos sempre estaremos enfatizando que as arbitrariedades ine-
rentes ao tratamento perturbativo das TQC’s nao desempenham nenhum papel relevante
na interpretagao dos resultados. Talvez este seja o ponto onde o presente trabalho mais
se afasta daquilo que é difundido pela maioria da literatura das TQC’s [1]. Para sermos
mais especificos, citamos o problema das violagoes das identidades de Ward. Na grande
maioria dos livros a nao verificagao de todas as identidades de Ward associadas a uma
amplitude fisica se deve ao fato de nao ser possivel realizarmos escolhas sobre as arbitrari-
edades/ambiguidades de modo que todas as identidades sejam preservadas. J& em outros
livros encontramos as anomalias sendo justificadas com base no surgimento de termos de
superficie quando sao realizados shifts nas variaveis de integracao das amplitudes divergen-
tes que nao satisfazem todas as suas respectivas Identidades de Ward. Justifica-se ainda
que esta nao verificacao das identidades é devida a uma nao implementacao quantica das
simetrias cldssicas contidas no modelo [1], [2], [3]. Para mostrarmos que nenhuma destas
visoes de fato fornece uma explicacao consistente e universal para a origem das anomalias

consideraremos o problema das anomalias triangular AV'V' (vértices axial-vetor-vetor) em



D=1+1 e box de quatro pontos AVVV (vértices axial-vetor-vetor-vetor) em D=1+b5.

Com base no acima exposto consideramos no capitulo 2 o primeiro modelo de estudo,
a EDQ4. Apresentamos detalhadamente os passos necessarios para a solucao das am-
plitudes divergentes de uma forma preditiva e sem a adogao de qualquer mecanismo de
regularizacao. A ideia central do modo como vamos abordar o calculo das amplitudes é
bastante simples e intuitiva. Simples, pois apenas adotamos representacoes alternativas
para os propagadores dos campos utilizados para a formulacao do modelo. Tais repre-
sentacoes nada mais sao que adequadas identidades matematicas. Intuitiva, pois adiamos
ao maximo a integracao sobre o momento irrestrito dos loops dos diagramas, uma vez que
¢ justamente quando procedemos esta integragao que surgem as divergéncias, assim nada
mais direto do que realizar todas as manipulagoes necessarias nas amplitudes fisicas antes
de proceder tal integracao. Se com estas simples medidas conseguirmos obter todos os
resultados pertinentes a uma teoria (renormalizacao, resultados finitos e ndo ambiguos,
comportamento assintético, entre outros) se tornara claro que nao é necessario que lance-
mos mao, em qualquer etapa da solucao do modelo, de alguma prescri¢ao de regularizacao
explicita ou implicita. Este capitulo pode ser visto como uma apresentacao dos passos
inerentes a esta nova abordagem para o tratamento das divergéncias em TQC’s.

No capitulo 3 passamos para o estudo da Eletrodinamica Quantica em dimensoes
impares. Este capitulo mostra quanto geral é a estratégia utilizada no capitulo 2. Ao
contrario do que ocorre com a utilizacao das usuais prescricoes de tratamento das di-
vergéncias, a solucao da EDQj3 se torna mais simples do que o tratamento da EDQ4 com
a utilizacao da nossa prescricao. Isto decorre diretamente de dois aspectos: o primeiro
devido ao carater geral da prescricao com que trataremos as divergéncias e segundo pelo
fato de as divergéncias em D=1+2 serem menos severas que em D=143. De mao destas
facilidades conseguiremos mostrar claramente a geracao de massa para o féton [13] e o
carater finito da EDQ3, explicitando como ocorrem os cancelamentos das divergéncias in-
fravermelhas e ultravioletas no calculo das amplitudes. Fechamos este capitulo mostrando

alguns resultados ja obtidos em D=1+4.



Dedicamos o quarto e o quinto capitulos ao estudo das anomalias. Este assunto é de
nosso pronto interesse visto que na literatura existem interpretagoes controversas sobre
a origem das violagoes das identidades de Ward. Embora controversas, todas as inter-
pretacoes de alguma forma ou de outra se sustentam na existéncia das ambiguidades e das
divergéncias contidas nas amplitudes para justificar tal comportamento. Veremos nestes
capitulos como ¢ possivel realizarmos uma investigacao, do ponto de vista perturbativo,
sobre as anomalias mostrando que existe uma interpretacao clara sobre este fenomeno
que nao esta de forma alguma associada a existéncia de arbitrariedades no calculo das
amplitudes. Para isso consideraremos o problema da anomalia finita AVV em D=1-+1.
Se as amplitudes consideradas sao finitas, entao as mesmas sao livres de arbitrariedades
e desta forma as interpretacoes usuais acerca das violacoes das Identidades de Ward nao
podem ser aplicadas para a explicacao do surgimento destas violacoes.

Por fim aplicamos as mesmas ideias acima no tratamento da amplitude anomala
AVVV em D=145 para mostrarmos que a explicagao para as anomalias baseadas nas ar-
bitrariedades/ambiguidades ou no carater divergente das amplitudes ndo pode ser aceita
mesmo quando aumentado o grau de divergéncia envolvido. Com estes estudos nao res-
tarao duvidas sobre a incorreta interpretacao que se tem dado as ambiguidades e arbi-
trariedades encontradas na construgao e obtencao dos resultados das TQC’s através dos
usuais métodos de regularizagao.

No sexto capitulo ressaltamos as conclusoes mais importantes obtidas ao longo da
elaboragao dos nossos estudos e apresentamos nossas perspectivas.

Em todos os capitulos seguintes a esta introducao geral estabelecemos uma pequena
introducao mais detalhada do que se propoem em cada um dos deles. Apds um desen-
volvimento minucioso do assunto apresentamos um breve resumo das conclusoes mais
interessantes obtidas no capitulo. Este formato da uma idéia da apresentacdo de uma

série de artigos que foram elaborados durante o periodo de doutoramento.



Capitulo 2

Eletrodinamica Quantica em D=1+43

2.1 Introducao

Neste capitulo consideraremos a Eletrodinamica Quantica Quadridimensional (EDQy)
ao nivel perturbativo 1-loop. Os resultados correspondentes sao bem conhecidos e eviden-
temente nao se deve esperar obter novidades no contetido. Por outro lado, tendo em vista
que utilizaremos uma nova estratégia para o tratamento das divergéncias das solugoes
perturbativas de TQC, é necessario mostrar que resultados consistentes e ganhos signifi-
cativos na forma sao obtidos. A EDQy, pelo que representa como modelo para teorias de
gauge mais complexas, deve ser vista como um laboratério para testes de consisténcia de
qualquer proposta para o tratamento das amplitudes perturbativas divergentes. O fato de
os resultados pertinentes a EDQ4 serem bem conhecidos permite a imediata comparacao
do tratamento que utilizaremos com aqueles associados aos tradicionais. Neste sentido
mostraremos que nao sera necessario a utilizacao ou até mesmo a mencao de uma re-
gularizacao em passos intermedidrios do processo de renormalizacao. Nao serd portanto
necessario completar o calculo de integrais de Feynman divergentes. Por outro lado os
resultados que obteremos poderao, se desejado, ser mapeados naqueles correspondentes
a métodos tradicionalmente utilizados na literatura para o mesmo fim. Neste aspecto a

vantagem oferecida pelo método que utilizaremos reside na nao existéncia de limitacoes



de aplicabilidade o que permite utiliza-lo em cenérios onde os tradicionais nao se aplicam
ou nao sao consistentes. Os resultados sao obtidos de uma forma clara, transparente
e geral pois quando ha escolhas arbitrarias as mais gerais sao adotadas. Isto permite
automaticamente a discussao a respeito do possivel papel desempenhado pelas eventuais
ambiguidades associadas. Por fim, além dos aspectos relacionados ao carater divergente
das amplitudes é parte importante do tratamento que utilizaremos uma sistematizacao
eficiente para as partes finitas das mesmas, o que permite tratar amplitudes com grau de

complexidade algébrica elevado de modo completamente analitico.

2.2 Modelo e notacao

Consideremos um modelo contendo um campo fermionico de spin 1/2 interagindo
com um campo vetorial sem massa em um espaco-tempo quadridimensional para o qual

a densidade de Lagrangiana é dada pelo funcional
- - 1 1
L=V[iy" 0y —m] ¥ =W (ey"A,) ¥ = 7 (0,4, — 0,A,)° — 5((@#)2, (2.1)

Na expressao acima o campo ¥ é um campo espinorial de Dirac, associado ao elétron,
e A, é o campo vetorial, associado ao féton. As matrizes y* formam uma representagao
quadridimensional das matrizes de Dirac e ( é o parametro (arbitrario) de fixacdo do
gauge.
Inicialmente, é importante notar que a contagem de poténcias para as amplitudes ao
nivel um loop revelam para o grau superficial de divergéncia
3

D=4~ Ep—3Er, (2.2)

onde Ep e Er sao respectivamente o nimero de linhas externas bosonicas e fermionicas.
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Esta expressao nos mostra inicialmente que estamos tratando de uma teoria renor-
malizavel (por contagem de poténcias) o que implica que serd possivel absorver as di-
vergencias das amplitudes perturbativas através de uma redefini¢do dos parametros (nus)
utilizados para a construcao do Lagrangeano. Além disso, da expressao acima, poderemos
constatar que as auto-energias do elétron e do féton e a correcao de vértice da interacao
elétron-foton sao processos divergentes. Por fim, os diagramas contendo trés e quatro
fotons externos, com apenas propagadores fermionicos internos, sao também quantida-
des divergentes. Eles representam contribuicoes para o que seria o decaimento fotonico
do féton e o espalhamento elastico foton-féton, respectivamente. Tais divergéncias nao
poderiam ser absorvidas pelos termos presentes no Lagrangeano. O decaimento fotonico
do féton é um processo proibido segundo o grupo de simetria utilizado na construcao
do funcional (2.1) mas o diagrama correspondente é permitido. Obter naturalmente o
cancelamento do processo de decaimento é um aspecto importante do tratamento das
divergéncias presentes nestes diagramas. O diagrama contendo quatro linhas externas
bosonicas, embora superficialmente divergente, deve ser naturalmente obtido finito em
um tratamento consistente. No que se segue trataremos detalhadamente todas as ampli-
tudes mencionadas ao nivel um loop, com excecao daquela com quatro fétons externos.
Embora os calculos ja tenham sido realizados a extensao das formas matemaéticas obti-
das torna proibitivo a exibicao detalhada das mesmas no presente trabalho ao passo que
a auséncia destes resultados nao causa prejiuzo significativo & compreensao do que sera

exposto.

2.3 Processos relevantes

Uma vez estabelecidos os processos bésicos aos quais dedicaremos nossa atencao,
passamos para a construgao das formas matematicas correspondentes. Na linguagem do
calculo perturbativo isso deve ser feito através das regras de Feynman. Estas sao extraidas

diretamente do Lagrangeano (2.1).
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Examinando a parte livre do referido funcional teremos para o propagador da particula

fermionica carregando momento k£ e massa m

iS (k) = (2.3)

onde & = ,k".

Para o propagador do campo vetorial sem massa carregando momento £k teremos

—1 k. k
iD (k) = — |guw + (¢ — 1)L 2.4
wlh) = o [+ (€= D3 (2.4)
Finalmente para o vértice da interacao do Lagrangeano da ED(Q4 teremos
—iey,. (2.5)

Com estes elementos, mais eventuais fatores combinatorios, tomada de tracos e sinais
globais, podemos estabelecer as formas matematicas das amplitudes associadas aos pro-

cessos basicos para os quais a contagem de poténcias revelou possibilidade de divergencias.

2.3.1 Propagacao do elétron na presenca da interagao

Consideremos inicialmente o processo elementar caracterizado pela presenca de duas
linhas externas fermionicas, ou seja, a propagacao do elétron na presenca da interagao.
Para obter a expressao correspondente construimos, com os elementos das regras de Feyn-
man, todos os diagramas contendo no maximo um loop que conectam os estados inicial
e final. A amplitude correspondente sera a auto-energia do elétron neste nivel de apro-
ximacgao. A série perturbativa para o processo esta diagramaticamente representada pela
figura (2.1).

A primeira contribui¢do representa a propagacao livre do elétron (nivel arvore). A
segunda contribuicao é devida a auto-energia do elétron por excitagao de um féton. Se-

guindo as regras de Feynman teremos para esta contribuigao a expressao, para um valor
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Figura 2.1: Expansao perturbativa a 1-loop da Auto-Energia do Elétron.
do momento nao restrito pela conservacao de energia e momento nos vértices,
% (qa;m) = (—ie)?t (ky, ka;m) , (2.6)
onde

(k4 k)" (k + k)" 1

t°¢ (ki,ko;m) = .
(b1, kasm) = (k + k1)? (k + k1)?

(2.7)

s /ﬁl)_m]% g+ (¢ —-1)

Na expressao acima notemos primeiramente a adocao de rotulagoes arbitrarias para
os momentos carregados pelas linhas internas do loop, tanto para a linha fermionica como
para a linha bosonica. Estas rotulacoes se fazem necesséarias para que inicialmente nao
nos comprometamos com nenhuma escolha particular para o valor do momento das linhas
internas dos loops e para que sejamos capazes de identificar, na expressao final de uma
amplitude perturbativa, quais termos sao potencialmente ambiguos referentes a escolha
destes momentos indeterminados. Embora individualmente arbitrarias, estas rotulagoes
devem obedecer as conservacoes de energia e momento em cada um dos vértices. No caso

do presente processo, teremos

g2 = ky — ky. (2.8)

Relacoes semelhantes irao surgir na avaliacao de todos os processos de modo que
qualquer diferencga entre momentos arbitrarios, (k; — k;), sempre representarao momentos
fisicos. Porém a soma destes momentos internos serd, evidentemente, uma quantidade
arbitraria. Assim devemos esperar que tais arbitrariedades nao desempenhem nenhum

papel relevante na forma final das amplitudes fisicas, devendo o resultado das mesmas
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ser escrito somente em termos das diferencas entre estas rotulagoes arbitrarias, as quais
representarao quantidades fisicas.

Notamos também que na expressao (2.7) o momento k nao estd restrito, o que signi-
fica que cada valor para este representa uma contribuicao para o processo. Deste modo
a amplitude total é obtida tomando-se a soma sobre todos os valores deste momentos
(integracdo) que representa a implementagao da tltima regra de Feynman em amplitudes
contendo [oops. Nos, entretanto, nao tomaremos a integracao nesta etapa, por razoes que
ficarao claras mais adiante. Assim no contexto da estratégia que adotamos construimos

inicialmente as amplitudes ao nivel um loop para um valor do momento nao restrito.

2.3.2 Propagacao do Féton na presenca da interagao

Este processo é caracterizado por duas linhas externas bosonicas. A série perturbativa

até o nivel um loop esta representada diagramaticamente na figura:

k+k,

QQ q2

Figura 2.2: Expansao perturbativa a 1-loop da Auto-Energia do Féton.

A correcao ao propagador livre é dada pela auto-energia do féton cuja expressao,

construida através das regras de Feynman, fica

Ton(azsm) = (=)(—ie)*ty,” (kv ks, m), (2.9)

onde definimos a funcao de dois pontos bivetorial puramente fermionica

1 1
(f+ K —m)%(/ﬁ‘ ko —m)|

Esta amplitude é conhecida como tensor de polarizacao do vacuo. Pela contagem de

tl‘fl}/ (k}l,kg,m> =Tr T

(2.10)

poténcias, notamos que, ao ser integrada sobre todos os valores possiveis do momento do
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loop, esta quantidade adquirird um grau de divergéncia quadratico.

2.3.3 Interacao Elétron-Foéton

O préximo processo elementar a ser considerado é aquele contendo duas linhas ex-
ternas fermionicas e uma bosonica, que é a configuracao do vértice da interacao. A série

perturbativa, até o nivel um loop, estd representada diagramaticamente na figura abaixo

Figura 2.3: Expansao perturbativa a 1-loop da Correcao de Vértice.

O primeiro grafico corresponde a contribuicao ao nivel arvore, que nada mais é que o
proprio vértice da interagao. Por este motivo a série perturbativa formada pelos proximos
graficos é chamada de correcao de vértice com o segundo grafico sendo a corre¢ao de mais

baixa ordem. A amplitude correspondente sera dada por

Ay (q2,q3;m) = — (i@)g 6 (K1, ko, k3, m) (2.11)

onde definimos

tze’y (klu k27 k37 m)

1

1 (k + k1))\ (k+ k)" 1
Okt s —m) " (gt Joa—m)

(k + ky)° (k4 k)*
(2.12)

T g)\u+ (C_ 1)

Aqui os momentos para as linhas internas também foram tomados como arbitrarios.

Estes, em consequéncia das relagoes de conservacao nos vértices, satisfazem as diferencas
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G2 = ko — Fk, (2.13)
a3 = ks —ku, (2.14)

a3 —q2 = kz— ko (2.15)

As somas destes, como dissemos anteriormente, sdao, obviamente, quantidades ar-
bitrarias. A contagem de poténcia revela que ao tomarmos a integracao sobre o momento
do loop (dltima regra de Feynman) a amplitude serd uma quantidade logaritmicamente

divergente.

2.3.4 Decaimento fotonico do féton

Este processo é caracterizado pela presenca de trés linhas bosonicas externas. Por
isso nos referimos a ele como sendo o decaimento de um féton em dois outros fétons.
A contribuicao de ordem mais baixa vem do diagrama contendo trés linhas fermionicas

internas em um diagrama de um loop, representado diagramaticamente pela figura

Figura 2.4: Expansao perturbativa a 1-loop do Decaimento do Foéton.

Notemos entretanto que este processo deve ser proibido uma vez que nao é possivel
a construcao de um termo trilinear no campo do féton (A4,A4,A,) invariante de gauge.
Porém, as regras de Feynman permitem que escrevamos a expansao acima e associemos
uma expressao a cada um dos diagramas. Isto implica que se a prescricao de trata-
mento das amplitudes fisicas for consistente, de modo que os resultados finais carreguem
o conteido de simetria do modelo, deveremos encontrar um resultado nulo para este

processo. Como cada ordem da expansao perturbativa é caracterizada por uma dada
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poténcia da constante de acoplamento, pois este é o parametro perturbativo, deveremos

ter o cancelamento ordem a ordem, o que implica que a expressao

o (G2, q35m) = — (ie)? tKLV (k1, ko, k3;m) (2.16)

onde identificamos a funcao de Green trivetorial puramente fermionica,

1

"AA% . — 1 !
s (oo i) = 0 | W e o W e T =) " o =) |

Apv

(2.17)

associada ao primeiro diagrama do lado direito da expansao acima , deve se cancelar
identicamente quando somada a segunda (canais direto e cruzado). O resultado nulo deve
surgir naturalmente apods a simetrizacao dos estados finais exigida pela simetria de Bose
e isto representa um vinculo de consisténcia para as formas explicitas dos diagramas.
Novamente as relagoes de conservacao de energia-momento estabelecem para as dife-
rengas dos momentos internos as relagoes (2.13) - (2.15). O grau superficial de divergéncia

apos a implementacao da ultima regra de Feynman serd linear.

2.4 Vinculos de Consisténcia

Na secao anterior, quando tratamos o ultimo processo, pudemos estabelecer um
vinculo que ird servir como teste de consisténcia para qualquer prescricao que seja uti-
lizada para o calculo das amplitudes fisicas perturbativas presentes na EDQ4. Vinculos
como este poderao ser estabelecidos mais tarde e sao chamados de identidades de Ward
ou relacoes de simetria. Tais identidades sao consequéncia direta do contetido de simetria
com base no qual construimos os termos de interacao presentes no Lagrangeano do modelo.
Contudo, podemos ainda encontrar um outro conjunto de vinculos a serem satisfeitos pe-
los resultados das amplitudes e que mais tarde se mostrarao mais fundamentais que as
relacoes de simetria. Tais vinculos sao chamados de relagoes entre funcoes de Green e

sao obtidas a partir de relagoes entre integrandos que apés a integracao sobre o momento
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do loop relacionam amplitudes com diferentes niimeros de pontos, o que significa que po-
deremos estar relacionando integrais divergentes com diferentes graus de divergéncia de
modo preciso. Estas relagoes tem um papel fundamental na interpretacao consistente das
solucoes perturbativas das TQC’s e se tornam ainda mais importantes quando algum dos
lados relacionados apresentar um grau de divergéncia superior ao logaritmico, pois neste
caso as arbitrariedades relacionadas com a rotulacao arbitraria dos momentos internos
poderao ter um papel relevante, uma vez que shifts nas variaveis de integragao, mudando
assim o valor da rotulagao arbitraria, devem ser compensados por termos de superficie e
podem levar entao a diferentes formas para as amplitudes.

As relagoes entre fungoes de Green podem ser estabelecidas facilmente com a utilizagao

da algebra das matrizes de Dirac. Como tal, se partirmos da identidade

TR S— R A
’ ' %(/f‘i‘ﬁl—m)%(/f‘f‘ﬁz—m) _%Uf‘f‘/fl—m) %(/f‘i‘/%—m).

(2.18)
Tomando o traco em ambos os lados podemos identificar
qgt,fyv (K1, koym) = tz‘// (k1,m) — tz‘// (k2,m), (2.19)
onde definimos a funcao de Green vetorial de um ponto
t, (ki,m)=Tr {’V;] : (2.20)
(f+ k1 —m)

cuja contagem de poténcias revela grau superficial cibico quando integrada sobre o mo-
mento irrestrito.

O aspecto importante da relagao acima é que, apés a integragao no momento do loop
em ambos os lados, a identidade acima ird se tornar uma relagao entre duas amplitu-
des perturbativas. No lado esquerdo teremos uma amplitude com grau de divergéncia
quadratico enquanto que do lado direito teremos uma combinacao de duas amplitudes

com graus de divergéncia cubicos. A verificacao desta identidade apods a integracao é um
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requerimento de consisténcia. O mesmo procedimento mostrado acima pode ser utilizado

para a obtencao das relacoes

VtVV (1{31, ]{?2, ) t/‘; (k?l, m) — t:{ (k?Q, m) ) (221)
q5 E\/,X,V (k1, ko, kg;m) = tK,Y (K1, k3;m) —tK,Y (Ko, kz;m), (2.22)
;\/l)/VV (kla k?) k3a ) - t)\u (kh k2a ) t>\y (k:27 kSa ) 5 (223)
e
(g3 — C]Q)Atnf,v (kv ko, ksym) =ty (kv kssm) — b)) (ky, kasm) (2.24)
e também
(g3 — @)t (K, ko, ks m) = t°° (K, kg;m) — ¢ (y, kg;m) (2.25)

que relacionara as amplitudes referentes a correcao de vértice e a auto-energia. Apds o
calculo das formas explicitas das amplitudes envolvidas, no contexto de alguma prescrigao,
esperamos que todas as relagoes acima possam ser obtidas satisfeitas de modo natural e

exato.

2.5 Estratégia para manipulacoes e calculos de am-
plitudes contendo divergéncias em TQC’s

Na secao precedente estabelecemos para cada um dos processos basicos considera-
dos uma expressao para um valor do momento do loop. Assim, o primeiro passo na
aplicagao da prescricao que detalharemos nesta segao é justamente retardar a soma sobre

todas os possiveis valores do momento do loop, ou seja a implementacao da ultima regra
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de Feynman. Este procedimento se justifica através do entendimento que é justamente
quando introduzimos a integragao sobre o momento nao restrito que as indeterminacoes
matematicas se estabelecem. Integrais de Feynman divergentes contendo a dependéncia
com os momentos externos teriam que ser modificadas por algum processo de regula-
rizagdo. Foi recentemente percebido [12] que é possivel evitar o uso de regularizagoes para
todo e qualquer propédsito seguindo um procedimento simples. Apds o primeiro passo
que ¢ a construcao da amplitude para um wvalor do momento do loop, antes de inserir a
expressao para o propagador observa-se o grau superficial de divergéncia e adota-se uma
representacao adequada para o mesmo.

No caso do propagador fermionico teremos

AU k) 4+ m)

WS (k+ ki) D

RV

e forma analoga para o propagador bosonico. Na expressao acima definimos

k2+2kk’ + A2 —m2)
)\2)J+1
(=DM (B2 + 2k k; + A2 — m2)VH
(k:2 _ )\z)N—i—l Di ) (2'26)

QMZ

S

+

Dy oy = [(k+k1)? = m?] o [k + ko)? —m?].

A representagao adequada é obtida pela escolha do valor de N na expressao acima.
Esta escolha é determinada pelo maior grau de divergéncia apresentado pelas amplitudes.
No caso da EDQ4 o maior grau encontrado nas amplitudes perturbativas ao nivel um loop

a serem calculadas é o ctibico na integracio de tV, e desta forma podemos adotar

S(/k-_|_/kl) _ (/f—i-ﬁl—i—m) 1 _(k’i—l-Qk.k@"i‘)\ —m)

(kQ _ )\2) (kQ . )\2)2
(K2 + 2k + N2 —m?)” (K2 + 2k + N2 — m?)°
(k2 — N2)° (k2 — N2)*
2 4 2k k; + A2 — m?)’
+(k:l + 2k kl—l—); m?) 7 (2.27)
(k2 — \2)* D,
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onde A é um parametro arbitrario com dimensao de massa que desempenha o papel de
escala comum para as partes finitas e divergentes de uma amplitude. Podemos verificar

que o propagador independe do parametro arbitrario \;

0
a5 A+ Fi) =0, (2.28)

e o resultado final de qualquer amplitude fisica deve possuir esta propriedade caso as
operacoes intermedidrias sejam consistentes. O desenvolvimento de uma dependéncia real
com o parametro A implicard na quebra da independéncia de escala e isto levara a quebra
de outras simetrias locais e globais.

A representacao (2.27) para o propagador fermionico é capaz de fazer com que a
dependéncia com os momentos internos esteja presente em integrais finitas quando a
ultima regra de Feynman for implementada, nas amplitudes (2.20), (2.10) e (2.17). Além
disto as integrais divergentes nao conterao nenhuma quantidade fisica no integrando mas

apenas a escala arbitraria assumindo assim formas padronizadas

d*k (1; kuky; kaks; kukokaks)
— . 2.29
/ (2r)" (k2 — \2) (2:29)
A partir destas formas podemos definir quatro objetos basicos convenientes
0@ ()\2) _ / d*k 24k, k,koks _gaﬁ/ d*k 4k,k,
o (2m)" (k2 — )" (2m)" (k2 — 22)°
d*k  4kgk d*k  4kgk,
_goa// 4 2 i MQ 3 _gau/ 4 5 g N3’ (230)
(2m)" (k% — A?) (2m)" (k% — A?)
d*k  4k,k, d*k y
A () = [ S [ e 23
(2m)" (k%2 — \?) (2m)" (k%2 — \?)
v ()\2) _/ d'k 2k.k, _/ d*k v (2.32)
2224 (27T)4 (k2 o )\2)2 (27T>4 (k,Q o )\2)7 .

W oy [ d% 1
Log (V) = / ) (e (2.33)
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@) [y2y d*k 1
Iquad ()\ ) - / (27’(’)4 (]{72 _ /\2)7 (234)

em termos dos quais todo o contetido divergente das amplitudes podera ser escrito. Em

niveis superiores de aproximacao ou em teorias nao renormalizaveis outros destes objetos
podem ser definidos. Nenhum dos objetos acima necessitara ser calculado explicitamente
para qualquer propdsito, como veremos no que se segue. Apenas propriedades gerais
destes terao que ser estabelecidas, como as propriedades de escala. Notemos que os trés
primeiros objetos sao diferencas entre integrais com o mesmo grau de divergéncia porém
com estrutura tensorial diferente ao passo que as 1ltimas duas sao estruturas irredutiveis.
Como nao ¢ necessario que realizemos o célculo explicito de nenhuma das estruturas (2.30)
- (2.34), poderemos obter todos os resultados pertinentes sem que tenhamos utilizado al-
gum método de regularizagao. Porém, se o interesse for mapear nossos resultados naqueles
obtidos através da utilizacao destes métodos, bastara avaliar os objetos acima definidos a

luz de alguma prescri¢ao escolhida.

2.6 Solucao das amplitudes fisicas puramente fermionicas

A representacao apresentada acima para o propagador fermionico nos possibilita en-
contrar as formas explicitas para todas as amplitudes fisicas que sao construidas somente

com propagadores fermionicos. Estudaremos cada uma delas separadamente.

2.6.1 Funcao de um ponto vetorial

A mais simples das estruturas matematicas que necessitaremos calcular é a funcao de
Green de um ponto vetorial. Porém a mais simples estrutura é aquela que contém o mais

alto grau de divergéncia. Apds substituirmos os valores dos tracos de Dirac encontraremos
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k 1
14 . —

Necessitaremos entao avaliar as estruturas:

% e Dil (2.36)
Quando procedermos a integracao destes objetos em D = 1+ 3 veremos que a primeira
destas estruturas apresentard um grau superficial de divergéncia ctibico e a segunda um
grau quadratico.
Utilizando a representacao adequada para o propagador e mantendo somente os termos

pares no momento de integracao das integrais divergentes, ja que os impares se anularao,

a primeira das estruturas acima podera ser escrita como

k, o 2kak,
Y = k0
D1 pares <k2 - )‘2)

(R ) ke Aok, KURSED 24kakgk ki,

(=X vy

2 2 2N\2 7 kaku
(k2 + 2k ky + X2 —m?) " K,

D, (2.37)

Os trés primeiros termos serdo escritos como combinagao dos objetos (2.30) - (2.34)
quando estes se juntarem aqueles vindos de outra estrutura. Os dois 1ltimos tornar-se-ao
integrais finitas e apenas na 1ltima encontramos um integrando que depende da rotulacao
arbitraria k; através da presenca da estrutura D;.

Ao considerarmos a segunda estrutura utilizamos a expressao (2.26) para N = 2.

Desta forma obteremos
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1 1 1
{E]pm BRSO (ki X7 =) (k2 = A2)?

Ak kg (k2 + A2 — m2)?
(k2 _ )\2)3 (/{:2 _ )\2)3
(k2 + 2k.ky + A2 — m32)°

e (2.38)

+ECED

onde novamente encontramos a dependéncia com as rotulagoes arbitrarias dos momentos
internos somente no integrando das integrais finitas.

Poderfamos igualmente utilizar a representagao (2.26) com N = 3 para a estrutura
acima. Tal escolha somente adicionaria complicagoes algébricas desnecessarias uma vez
que a escolha N = 2 cumpre a tarefa de fazer com que a parte finita esteja separada
da parte potencialmente divergente estando a dependéncia com os momentos presente
somente nos integrandos finitos. Como regra, qualquer valor de N maior daquele que
define a representacao adequada, levara ao mesmo resultado.

Agora que temos a forma desejada para as estruturas podemos realizar a soma das

contribuigoes de todos os possiveis valores do momento irrestrito do loop. Encontraremos

Vo d'k
TM (kl,m) = Wtu, (239)
o que nos conduz a forma
TV (k = RVO0) — SREEIROY (V) + Sk2READ(N2
,u(hm) - T Fv ,ua( )_5111 Ozﬁup( >+§11 ,uoz( )
8
ok kR A (O2). (2.40)

3

A expressao encontrada é puramente divergente e totalmente ambigua. Analisaremos

este resultado posteriormente.

2.6.2 Funcgao de dois pontos bivetorial

Ap6s substituirmos os valores dos tragos de Dirac, a expressao (2.10) adquire a forma
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(U k), (ko o), + (R, (ko ),

YV

" Daz

1 1 1
+20,, —————|—q2—}, 2.41
gli { D1 D2 2D12 ( )
onde identificamos o surgimento das estruturas

! P k". (2.42)

Diy" D1y’ Dy

Com o uso da representacao adequada para os propagadores a ultima estrutura do

conjunto acima adquire a forma

Kk _ Kyuky Lrio o 2 2 | \2 2 Ak ks,
B, — G e ]
1 24k kgk, k
= raB a1.B arB avBhvphvy
g R+ kgh o api] S
TN =) (R4 N2 — ) b
2 2) \F1 1 (k2 — 22
2 2 2)\2 2 2 2)\2 kukv
(R4 A2 = m) + (k4 42— m)’| e
B A3 Ak, k, B Ay ATk, K,
(k2 =X)"Dy (k2= X\2)" D,
3 3
B AQlcukrZ B Alkul{;y | (2.43)
(k2 =A%) Dy (k? = X?)" Dy
onde definimos
A= (K} +2k;, -k + X —m?), (2.44)
para a compactagao das expressoes e utilizamos a notagao A;; = A;A;.
Para o segundo termo do conjunto (2.42) nds encontramos
2 2
{k—“] _ g 2wk e b (2.45)
D12 ] papes (K = AP) (k? = AD)
kA3 kA7 k. Avs (2.46)

(k2 =22°Dy  (K2=X2)°Dy (k2= X2)°Dyy’



J& para o ultimo termo de (2.41) encontramos

1 1 Ay Ay
—_— = — — . 2.47
[DHLM (2227 (- 72D, (k-2 Dp (247)

Juntando os resultados e integrando teremos para o tensor de polarizacao a forma

4
1) (ki kym) = 2 (9w — G209m) ]1(;2 (A)

3
A [t — ] 269 (G070 0%) — € (. 17)
A (X). (2.48)

onde definimos a estrutura

Aw (N?) = +4V5) (3?)
1

+§ng5 |:|:|((x4ﬁ);u/
1

+ 0508 — Q58] [0 (02) + ) 0) + g0 (2) + s (02)]

FQ3Q7 | O (V) = 9usA) (V) = 92, AL (V) - 9. AL5 ()]

—4 (A =m?) AL (N2, (2.49)

v

() + 008 (32) = 30088 () + 90 A (02) — 20,508 ()]

com

Qi = k; + k. (2.50)

A parte finita foi escrita em termos das fungoes &° (g3, m?; \?). Trata-se de um caso

particular das fungoes

1 2(1 _ 2 oy, .2
£ (q3;m%; 1% \?) :/ dz (") In {QQ( 2zt (/&2 m)z—m ] : (2.51)
; _
no caso de massas iguais pu? = m? ;
1 2 1— a2
£ (qg;mQ;)\Q) :/ dz (z")In [QQ( Z))\QZ m } ) (2.52)
; _
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Esta esquematizacao para a parte finita das funcoes de Green é de extrema importancia
para a solugao das amplitudes por permitir que coloquemos a solugao destas em uma forma
mais clara, simples e organizada. A representagao na forma integral é muito conveniente e
eficiente em calculos perturbativos. Somente propriedades gerais destas funcoes se fazem
necessarias como veremos adiante.

Quando estivermos tratando de processos representados por graficos com maior niimero
de pontos outras fungoes poderao ser definidas seguindo esta mesma filosofia e estas pos-
suirao propriedades que estabelecerao relagoes com as que acabamos de definir, tuteis na
verificagao de relagoes entre fungoes de Green ou relacoes de simetria. Além disso notare-
mos ao longo de todo o trabalho o carater geral que tal esquematizagao permite. Todas
as fungoes definidas neste capitulo tem seus andlogos em outras dimensoes, de modo que
o resultado final das amplitudes aqui calculadas tem a forma muito semelhante que as
mesmas amplitudes calculadas em outras dimensoes quando projetadas nestes conjuntos
de funcoes.

Outro ponto importante diz respeito as arbitrariedades presentes na solucao para o
tensor de polarizacao. Todas as potenciais ambiguidades se concentram na estrutura
A, (A?). Os demais termos dependem apenas de diferengas dos momentos externos e
embora a escala arbitraria apareca explicitamente, nao ha dependéncia liquida pois as
propriedades de escala do objeto divergente logaritmico juntamente com as propriedades
de escala para as funcoes finitas terminam por produzir um resultado independente do
parametro arbitrario A [14]. Isto ocorrera em todas as amplitudes e é uma propriedade

da prescricao que adotamos.

2.6.3 Funcao de trés pontos trivetorial

Ap6s terem sido tomados os tragos na expressao (2.17) podemos colocar o resultado

na forma:
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tVVV

A 12)+ | ,(32 3
Z = té)\;zu + tg)\,u)z/ + té)\l,u)u
1
-I—g,u, [(]C + ]{51))\ 823 — (k? + k3)>\ 512 — (k? + k?Q))\ 513] D123
1
+au [(k + ks), S12 = (k + k2), S13 = (k + k1), S| 75
123
1
o [(k+ ka),, Sis = (k + k), Sra = (K + k), Sas 5o (253)
onde introduzimos a notacao
Sij = [(k+ k) (k + ky) —m?] , (2.54)
s 1
(o = (ko )y (k4 ) kR, + () (B ), (B k), | 5= (259)

es—==.

Ao realizarmos a distribuicao dos termos nos depararemos com as seguintes estruturas

bbby, kak, ka1
D123 7 D123’ D123 D123‘

(2.56)

Para a primeira destas estruturas encontraremos um grau de divergéncia linear, as-

sim ao utilizarmos a representacao adequada para os propagadores envolvidos poderemos

escrever
{kukykﬂ (kR k) 2k kb
Das pares a 12 <k2 - /\2)4

23: kK k‘)\AU ki kaArs
SN Ry

i ki k k;A ) i Kk kaAi (A;)2 . i kukoka (A0)? (A;)°
' D; (k2 — X\2)° D, (k2 — \2)° D

itj=1 i#j=1
3 k,.k kAAU Al) ’ Kk kxA; (Aj)2(Al>2
+ Z D, - Z k2 )25 D
i#jA=1 x)° (K = X" Dy
Kk Ky (Al) (A2)* (As)*
(k2 = X2)° D193 .

i#jA=1

(2.57)
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Para a segunda estrutura de (2.56) nés escrevemos

{kﬂkl,} _ 1 4k, _23: Ak, k,
D193 | apes (k2= N2 & (k2 - N2)° D,
3
i Z Aijkukzz . Alggkﬂk,, (258)

As duas ultimas estruturas de (2.56) sao finitas por contagem de poténcias e podem

ser integradas diretamente. A implementacao da tltima regra de Feynman nos leva a

4
T)‘\/QIZV = A)\,uu _'_g [g/\,u (2%1/ - q21/) + <2q2u - q3,u) Iy — (q2)\ + Q3)\) guu] [1(;;) ()\2)

(4m)”

—16 (qo.q20 93 + G3020922 + Q2 30922) 12

+

{—16¢2,49 42203 — 1603403003750

—16 (2,93, 93) + @G0 3x + T3uG30022) €01
+8 [Q2ugu/\ + QQ/\g,ul/ + QQ,ugu)\] 5?0 + 8 [QBug,u)\ + QB)\g,uI/ + Q3ugl/)\] 581

1 - ~ _
+8 (g3 + q2), |:_§g,u1/€80 + @uoloy + (Qoutas + G3udan) €1 + q:squégol}
1 - - _

+8qa, {—§gm§80 + @2 020&0 + (Q2u@ax + G3ud2r) 7' + CI3MCI3A§201}

+84¢3, {—%gmi&) + 4202280 + (qu@3x + G3ug2) &7 + Q3Vq3/\£201:|

—4 (q3u92x + G2,93)) [QQuf(il + %uffol]

—4 (g3ugor + @20 032) (220600 + @600 ]

+4 (@392 + G2v3u) [@22E01" + @3x&ro ]

+29,43x [ (g3 — 0) & — 3y + @3 (&0 —&0)]

29330 (33 — @2)° €10 + 65650 + 65 (00 — &)

+29,,.G2) [(QS — CJ2)2 &l — B + @ (50_01 - 50_11)]
]

2002 [(@3 — @) €01 + &t + @2 (&6 — &t
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290030 (3670 — (a3 — 0)° &' + @ (&0 — &0)]
200020 [6360)" — (g3 — ) &l + 4 (&0 — 1))

%_Q[gMVQ3A _'gAuQ3u]€8 (Q377n2;A2> _'z[gAVQQy _'QMVQ2A]£8 (Q277n2;A2)

+2 [gxu (g5 = 2),, — 9o (g5 — qg)y] & (43 — ga, m*; AQ)} : (2.59)
onde
3 o
5‘4)4“/ = - (kl + k3) [Dg\guu (/\2) + goé)\A;(ﬁ/) ()\2) + gaNAgi) (/\2) + gchE\i) ()‘2)

30,00 (02) = 39, AL (V)]
— (k3 + ko) :Dggw (2?) + gaAA;(fu) (N%) + gauAgi) (A*) + ga,,AE\A;) (%)

~3gan ALY (3?) — 30, A% (V)]

— (b + ko) [T () 4 ganA® () + gan & () + gAY (1)

Aopy

300, AL () — 302,808 ()

' (2.60)

Na expressao para a fungao Ty /" omitimos o argumento (g3, g3;m*) das fungdes &,
bem como o argumento (g3, g5; m?; A\?) das fungoes £, para uma melhor visualizagao do
resultado. Tal visualizacao somente se torna possivel gracas a definicao destas fungoes,
sem as quais a apresentacao deste resultado seria impraticavel. Aqui também as funcoes

sao casos particulares de formas mais gerais:

1 1—z Zmyn
& (03,45, Mm% 11° :/ dZ/ dy : 2.61
(3 2 ) 0 0 Q(qg,q2;m2;u2) ( )
e
1 1—2 S22
0 o (63, @3 m?; 1% 0?) =/ dZ/ (2™y™) dyan(qS’qz’g ), (2.62)
0 0 -
onde
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Qg q2m* 1) = GG —=2)z+¢ (1 —y)y—2(q2.q3) 2y

+ (1 —=m?) 2+ (1 —m?) y — . (2.63)

Como no caso acima estamos considerando propagadores carregando massas iguais,
devemos entao tomar p? = m?.

Novamente chamamos atencao para o fato de apenas a representagao integral ser ne-
cessaria para as operacgoes que realizaremos nao sendo portanto necessario completar as
integracoes nos parametros de Feynman. Algumas propriedades, que podem ser estabe-

lecidas através da representacao integral serao suficientes.

2.7 Solucao das amplitudes fisicas contendo propa-
gadores bosonicos

Na auto-energia do elétron bem como na correcao de vértice aparecem propagadores
bosonicos e fermidnicos. O fato de o campo bosonico ser nao massivo nos recomenda
cuidados adicionais devido a possibilidade da presenca simultanea de divergéncias ultra-

violetas e infravermelhas.

2.7.1 Auto-energia do elétron

A amplitude correspondente (2.7) poderd ser escrita numa forma mais conveniente

com a utilizacao das identidades

Yu O+ fo) +my" = =2 (k+ k2) + 4m, (2.64)
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(Kt k) [(f+ ko) +m) (F+ k1) = —(k+k)? (o —m)
+ (Kt k) {{(k+ k)* = m?] — (¢ —m?) }.

(2.65)
Teremos entao
tee (kl,kg,m) - _ (/k_'_ /k2) 5
[(k + Ek2)? — m?] (k + k)
1
"+ k)2 —m2] (k1 k)’
—(¢-1) omm) (At R
(k4 ko) =m?] (k+ k1)”  [(k + k)]
(-1 (@ - m?) (ot A) (2.66)

[(k + ko) — m?] [(k + k1)?]"

Neste ponto é conveniente adotar a forma padrao para o propagador, introduzindo

uma massa ficticia para o féton. Assim teremos

ee . _ (k + k2)0¢,ya 1
¢ (ky, ko, myp) = —2 D, P, + 4szlDl
(k + kl)a Yo
~C DM g =D e
o 2oy (K k)" e

onde P, = [(k + ki)? — (%], A correta estrutura t° (ky, ks, m) é obtida quando tomamos
o limite lim,,_, t°° (k1, k2, m; ). Eventuais termos divergentes neste limite caracterizarao
a presenca de divergéncias infravermelhas. Mas devido a estratégia que adotamos apa-
recerao separadas daquelas ultravioletas e serao caracterizadas pelo comportamento das
funcgoes finitas introduzidas no limite indicado. Adiantamos neste ponto que nao exis-
tirao termos divergentes neste limite nas expressoes finais para as amplitudes ao nivel um
loop da QEDy. A estratégia adotada permite entretanto uma visualizagao transparente

do processo de cancelamento destes termos.
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Na expressao para a correcao de vértice identificamos os seguintes elementos

Bl 1k k]
DyPy” Do Py [P [P Dy [P Dy [P

(2.68)

Notamos que apods a integragao no momento do loop teremos integrais que divergem
com graus logaritmico e linear.

As primeiras duas estruturas do conjunto acima sao similares as que apareceram na
avaliacao da funcao bivetorial mas com os propagadores carregando massas diferentes.
Seguindo os passos recomendados pela prescricao adotada, obteremos os resultados de-
sejados. Aqui, para conveniéncia futura, explicitamos os resultados para as integrais de

Feynman ao invés da amplitude total. Assim

dk 1
I k ’k' 5 2’ 2 = /
() (o ' 1) (27)* Do Py
i
Iy (%) - W&S (g2;m% 1% A?) (2.69)
€
d*k k>
I @ ]{ ’k s 27 2 e / -
()" G s 1) (27)* Do Py
1 1
- QA (%) — QUi ()
2
+§—(4;)2 {4 [2€1 (azsm® 1% N?) — &0 (g3 m®; 15 N%)]
+ Q& (azm® p* N ) (2.70)

Para a terceira e a quarta estruturas de (2.68) nés usamos o fato de que

8%2 {r%] _ #, (2.71)

para podermos utilizar os resultados encontrados na avaliagao da amplitude de um ponto

vetorial. Logo
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A / Ak 1

(2m)* [A1]*
%)
= a_,ug(ll)<k1;,u)
4) (2 i y
= I, ()\)—Wlnﬁ, (2.72)
L) G = [

9 1 a
= a_lug(]l) (K1; )
= kg AW (N2) — kg |1 (A2) - 21n“—2 . (2.13)
og (47T) >\2

Os dois 1ltimos elementos do conjunto (2.68) sado finitos no limite ultravioleta por

contagem de poténcias quando integrados em quatro dimensoes, logo teremos

d*k 1
% = | G Er
0

1
= Pt (XY, (2.74)

o [dh ke
(2)" = / (2m)* Dy [Py]?

i 0 .
N (47)? ou? (4560 (qos m®; 1% A%) + kPEQ (g2 m?; 1% A?) ] (2.75)
Com os resultados acima poderemos escrever a solugao da amplitude T (ky, ko, m)

CcOo1mo
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e (]{71, ]{ZQ, m) = lim 7T°° (kl, k’Q, m; /L)

n—0

=+ (k1 + k2) g AP (A) — (¢ = 1) ks AW (X?)

— (42 — 4m) {Iﬁi‘; () - ( 4;)2 lim &5 (423 m* 1% A?)}
—MZT)Q fio i [267 (423 %5 1% X°) — &0 (g3 ;1275 A7)
(€= U ) |10 (%) = s T s )
(¢ — 0
—% (63 —m®) fo ,Eli’% {a—lﬁfg (g2; m*; 1% )\2)} : (2.76)

Um aspecto importante na forma como escrevemos a solucao final para a amplitude
acima precisa ser enfatizado. Notamos que com o uso das representacoes adequadas dos
propagadores e a introducao da escala arbitraria conseguimos fazer com que nenhum
dos objetos divergentes basicos dependesse da massa ficticia do féton. Logo foi possivel
separar o problema das divergéncias ultravioletas das possiveis divergéncias surgidas no
limite infravermelho da teoria de forma natural.

No que diz respeito ao surgimento de divergéncias infravermelhas pode-se facilmente
mostrar que das estruturas consideradas em (2.68) apenas algumas apresentam problemas
quando o limite lim, ,o é considerado. S&o as estruturas (Ls), (L)%, (Y2) e (Y2)*. As
estruturas (Ly) e (Lo)® somente aparecem em T°¢ (ky, ko, m; pt) através de uma combinagao

que elimina os problemas infravermelhos individuais. Ou seja, teremos

(Lo)® + kY (La) = —kigAWP (A2) (2.77)

eliminado problemas no regime infravermelho.
De modo semelhante, as estruturas (Y3) e (Y3)® probleméticas individualmente no
regime infravermelho somente aparecem em uma combinagao livre deste problema. Ou

seja

i 0

(Y2)* + k3 (Ya) = (47)20_,M2

& (qoym®; 1% N?) (2.78)
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que ¢ livre de divergéncias infravermelhas.
Assim, mesmo na auséncia de divergéncias infravermelhas manteremos o limite explicito

por conveniéncia. O motivo desta atitude ficara claro mais adiante.

2.7.2 Correcao de Vértice

Para concluirmos, resta apenas avaliarmos a corregao de vértice. A este processo
associamos a expressao (2.12). Primeiramente notamos que é possivel colocar a forma

(2.12) em outra mais conveniente com a utilizagdo das identidades

Wkt Es)+mly [(k+ ko) +mly = —4(k+ k), (k+ k) +2 [(k+k)?]
=2 Moy (k) —2(k+ k) v A3 — 2 f2ve A3
+4m |2 (k + kl)u + (g3 + CJ2)#]

—2m*y,,, (2.79)

(Ft k) [(F+ Fs) +m]yux =
<[k ko) +m] Cht k) =+ G k) { 4 20500 (6 + k)]
= [k 4 k)* = %] = (a5 = m?)]
[0k + ko) = m?] = (a3 —m*)] 7
— (s =) % (2 = m)}
= [tk +ks)* = m?] = (a3 = m®)] Yuva (2 = m) (k+ k1)
+ [k + k2)* = %] = (a3 = m®)] 7a (s +m) 7 (b + k1)®

2 (s = m) Y (o = m) | (k+ k), (k+ k)] (2:80)

Ficaremos entao com a forma
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[+ k), (K + )| !

7 (ky, k = 4y, 2y, ——
o kem) = et e PPy,
(k+ k)"
—2 o« + Yo —4mee] Y
| 2V Ve + Yavn s — 4mé, ] DoiP,
1
—2 [/?2% A3 —2m (g3 + g2), + m2%] Do P,

1 1 1 (k+ k)®
= {% {D23 - D, [P ] " Dy [Pl]] " qua%m

1
+{[(d; —m?) = (&2 = m*) ] 7 = (U = m) 30 (o =) }
Do [P]
(k4 kp)° (k4 k)"
e (o =) ST (s )
12 2 DQ [P1]2 3 12 D3 [P1]2
k+k)®
{(6 = ) e (e — ) — (8 = ) 7 (i + ) 3} )
Dy [P]
(k+ k1), (k+ k)
+2 (/s —m) Ya (f2 —m) : (2.81)
Dy [P1]*
Na expressao acima nos identificamos as seguintes estruturas
1 1 1 k Kk 1
Dys’ D;[P\]” Das [Py]" Dos[Pr]” Dos[P1]” D; [Py
k 1 ’ k k,k (2.82)

2 2 3 € 3
D; [P] Doz [P1]" Da3 [P Dy3 [P]
Neste conjunto o primeiro, o segundo, o sexto e o sétimo termos sao estruturas que ja

surgiram anteriormente. Os novos elementos sao

1 ke kke 1 B ke
Dy3[P1]” Dos[P1]” Doy [P]" Doy [P1)?’ Das[P1]* Do [P1)*

Destes termos somente o terceiro é divergente no regime ultravioleta. Para os calculos

(2.83)

necessarios manteremos a filosofia adotada no caso anterior, admitiremos a presencga de

uma massa no propagador do féton que serd posteriormente retirada. Assim

Pi=[k+k)] = P(1?) = [(k+k)—p?]. (2.84)

Os dois primeiros elementos do conjunto (3.43) podem agora ser solucionados direta-

mente
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s o d*k 1
(I3) (g2, g3;m*; p?) = / (2m)* D3 [P1 (12)]

1 _
= Wfool (Q27 QS;WQ; M2) ) (2.85)

d*k ke
L) (g2, g3 m* ) = /
(Is) ( 2 s ) (27r)4 Das [Py (p?)]

i o¢e— o e—

= e (45601 (a2, a33m%; 1) + 5610 (a2, q33m?; 17)
+ k{00 (g2, q35m*; 1%)] (2.86)
Para o terceiro elemento do conjunto (3.43) nés consideramos o mesmo procedimento
usado na solucao do elemento

k, ke
D123’

(2.87)

presente na avaliacao da funcao de Green trivetorial, mas considerando massas diferentes

nos propagadores. Logo

o e 2. ,,2 = d4k ul
<[3>M (QQ7CI37m » M ) - /(271’)4 Dys [Pl( 2]

— iAL‘l ()\2) + 504 w ()\2)
' 1
+(47ZT)2 [_553580 (Q27 qz;m; M2; /\2)

o560 (a20 a35m%; 1) + 4305 S0 (2, g3 m°; 1)
005611 (02, 03375 1) + 43,0561 (g2, g33 s 11°)
Y [g2.601" (a2, a3 %5 107) + q3uéao (g2, g3 m%; 17) |
ki (65601 (g2, a3 m%; 10%) + 4510 (g2, g35 m*; 1) ]

+k1,k 7 oo (CI2, gs;m’; MQ)] : (2.88)
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Os resultados para os ultimos termos de (3.43) podem ser escritos com base naqueles

que ja obtivemos, bastando que utilizemos

0 1 1
= : 2.89
Op? Dog [P1] Doy [P1) (2.89)
Assim
(Ls) (2, @i 1) = 0 /d‘*k 1
3) \q2, 43; 3 a/'l’2 (271')4 D23 [Pl]

— Lﬂ —1 e 2.2

- (471')2 8,&2500 (QQa qs3;m- ) ; (290)

0 d*k k*
Ls)" (g2, gz m* p%) = /
( 3) (QQ q3 2 ) (9/12 (271')4 D23 [Pl]

0
= _LQa_'ug (580" (a2, a3 % 1) + 45630 (g2, a3 m; 1)

(47)
+ kY& (a2, g5 m” 1)) (2.91)

o d*k k®
L3) (qo, gy 1) = /
( S)N (Q2 q3 m lu ) au2 (27‘(’)4 D23 [P]_]
i 0 L,
N (47)2 Op2 {_ééufgo (g2, g3 m?; 1% A?)

F42u05 €07 (G2 a3 Mm% 107) + @305 €00 (a2, a3 m%; 1)

0,050 (a2, a3 m?; 1) + 43,0561 (a2, g3 m%; 11°)
+k7 [q2.601" (a2, a33m%5 1) + q3uéao (o, g3 m*; 107) ]
kv [65 €01 (a2, a3 m%5 10%) + 4510 (g2, 435 m*; 1) |

+h1k €00 (g2, g3m* 1%) } (2.92)

Com todos estes resultados em maos nés poderemos escrever o resultado para a am-

plitude T35 (ky, k2, m?) como
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i(C+1)

C ﬁ“[l(jg) - %A%)a ¥ - Wng (g5 — go;m* \%)
%
g {0l (00,5 %)

—2(qs M2+ @ f3) &1 (q20 q35m%; 107)
+ o fot Mo fs — Aman] &6 (a2, a3 m%5 1) — 200, f003" (2, a3 m°; 1)
+ 37 st M3 e — Amas) &' (a2, a3 m%5 107) — 203, 43€a0 (2, a3 m°; 1)

- [/?m s+ m*y, — 2m (g5 + C]z)u} oo (a2, g3 m”; MQ)}

i(¢C-1)
_ie-1) 2 ) lim £, €0 (assm%; %5 A7) = €5 (@2 % 07)]

(4)
— { (& — & +2m®) v — (s — m) v (2 — m)] &oo (2, a3 m%; %)
=2y, (65610 (@2, assm®; 1) + (43-q2) Eo1' (a2, a3 Mm% 10°) ]
0
— (65 — m®) VYo (fio — m) 02 (45661 (a2, g3 m*; 1) + 4550 (a2, q33 M5 1)
0
+ (g3 — m?) Yo (S +m) W (45601 (a2, a33m% 1°) + 65650 (a2, g3 m%; 12) ]
0 0
Y Ao (fo — m) 8725? (g2 m® 1% N) + s (M3 + m) %a—ﬂzﬁ‘f (g3;m®; 1% A?)
0 |1
a2 553580 (g2, q3:m?%; 1% A?)
— o5 Eos (G2, a33m*; 1) — 3,05 650" (G2, q33 %5 10?)

—2(43 = m)Ya (f2 —m)

- — (@205 + 43405) &1 (a2, g3 Mm% u2)} }
} _ (2.93)

Novamente salientamos que os objetos divergentes basicos nao dependem da massa ficticia
introduzida para o féton. Desta maneira conseguimos novamente separar o problema das
divergéncias ultravioletas daquelas possiveis divergéncias no regime infravermelho. Estas
estariam presentes somente nos termos proporcionais a (Y3), mas como novamente esta
estrutura somente aparece através da combinagao (Y3)® + k% (Y3) o resultado final é livre
deste problema.

Assim, mesmo que aquelas estruturas identificadas em (2.68) e (2.82) possam apresen-
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tar problemas no regime infravermelho quando integradas separadamente, somente ocor-
rem combinacoes delas tais que a expressao final para a auto-energia e para a corre¢ao de

vértice estejam livres deste tipo de divergeéncia.

2.8 Verificacao das Relagoes entre Funcoes de Green

Agora que obtemos os resultados para todas as amplitudes, escritos na linguagem
especifica da estratégia que adotamos, devemos verificar se os mesmos sao consistentes,
ou seja, mostrar que eles satisfazem as relagoes construidas na segao 4 deste capitulo.

A esquematizacao adotada para a parte finita das amplitudes permitiu primeiramente
que o resultado pudesse ser escrito de uma forma bastante clara. Além disso, ha um

elemento altamente facilitador com a definigao das fungoes &2, &1 e €2 . Como todos

mn
os resultados estao escritos em termos destas fungoes basta que conhecamos algumas
identidades especificas para que possamos verificar os vinculos estabelecidos.

As relagOes necessarias sao as seguintes

1
Géo + (6.0) &y = 3 {€ (a3:m% 1% X?) — & (a3 — g2 m?; 1% N?)
+ a3+ (1P —m*)] &'} (2.94)
1
B + (3-02) &g = 3 {€0 (a3:m% 1% X)) — & (a3 — g2 m?; 1% N?)
+la+ (W —m*)] &'} (2.95)
1
G + (G302) &7 = 3 {0 (a5 — q2sm? 1*; N?) — &0 (a3 — g2 m?; 12 A?)
+&00 + (a3 + (WP —m?)] &'} (2.96)

41



) B 1
Gl + (a3@) &0 = S {8 (68— @m® 1% W) = & (a3 — g 1% X0)

+600+ [+ (P —m?)] &'} (2.97)
1
i’ + (i) G = {8 (am% 05 X) =& (a5 — g™ 173 V)
+ g+ (v*—m*)] &'} (2.98)
1
Gén' +(60) & = {8 (@m% e X)) =& (0 — gam™ 17 V)
+ 6+ (v*—m?)] &'}, (2.99)

Gy + (63-02) &30 = { & (g3 — quym? 1% N) + 2600 + [a5 + (1° —m®) ] &'}
(2.100)

036 + (43.02) &' = { & (g3 — g2’ 1% N°) + 265 + [g3 + (7 —m*) [ &2 }

(2.101)
1
Go' + (Gg) &' = 3 {69 (a5 — g2 m? 1* N°) — & (a3 — g2 m?; 1 A?)
o+ a3 + (17 —m?)] &'} (2.102)
1
Gé + (3-0) &' = 3 {€9 (a3 — qusm* 1*; N*) — & (a3 — @z m®; %5 N?)
+0 + [63 + (W —m*)] &'} (2.103)

G H(g3.02) &t = {62 (a3 m® 1% X)) — €9 (g3 — qsm®; 1% V) + a5 + (1° — m®) ] &3}
(2.104)
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1
Gt +(g3.02) &5 = 3 {69 (a5;m® s X)) — &5 (g3 — qosm® 1% N°) + [ + (10 —m?)] &4’}

(2.105)

1
B + (3.02) &y = 3 {26365 (a3 m? 1% N%) —2(p+ @)2 €0 (g5 — qo; m%; %5 A?)
—a3€0 (a3 m® 3 N + (p+ 0)* &) (g3 — goym®; 1?5 A7)

+ (6 + (12 —m*)] &} (2.106)

1
G + (3.02) & = 3 {26565 (a3 m? 1% A7) —2(p+ @)? &0 (g5 — qo; m%; %5 A?)
+(p+ )7 & (g5 — am® 1% N) — a3€0 (a3 m*; %5 A?)

+ a5+ (12 = m”)] o} (2.107)

2

1 2, M 2 2 2\1 ¢0 (2. 2. 2. 12
2T Inog + 6+ (7 = m?) ] &0 (g m® et V)

@& (ahm* % N?) = < |2 —m? — P In

N —

(2.108)
Onde omitimos o argumento (g, g3; m?; u?; A?) das fungoes €2 bem como (ga, q3; m?; u?)
das fungoes & 1. As relagoes acima foram estabelecidas considerando massas diferentes
para que as mesmas possam ser utilizadas na verificagao da relacao entre funcao de Green
da correcao de vértice. Caso estejamos considerando as funcoes puramente fermionicas
basta que usemos a condicao 2 = m? nos resultados acima.
Comecamos realizando a contracao do momento externo com a funcoes de Green de
dois pontos bivetorial. O resultado para esta fungao é representado pela equagao (2.48).

Contraindo este resultado com o momento externo ¢4 teremos
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4
6T (1 haim) = §q§ (90 @5 — G20G24] Il(fg) (A%
et s — e 260 (a0 =6 (g )]

+ah A (N?) (2.109)

Os dois primeiros termos da expressao acima se anulam na contracao devido a estrutura
tensorial do coeficiente. Restara somente avaliarmos a contragao do momento externo com
a estrutura ambigua A4, (A\?). Realizando a contragdo com a estrutura (2.49) e com um

pouco de algebra poderemos escrever

4 4
Ehw (V) = —WVEIOR) - SKEIMOL, 00 + SKISALOR) + Sk kALY
4 4 8
FARSVE) () + keI REOLE,, (V) — SkakSAL(N) = Shahg kI AL (V).
(2.110)

Comparando o resultado acima com (2.40) poderemos estabelecer a verificacao da

versao integrada de (2.19), ou seja,

ATy (kykaym) =T, (ki,m) =T, (ka,m). (2.111)

De um modo completamente andlogo podemos obter

4 4

8
G A () = —ARPVEO°) = ShTRTRITLS,, (V) + ShTRT AL + Sk ki kA5 (°)
4 4 8
FARSVEN) + SRR, () — SEASALN) = Shahsky AV),
(2.112)
que verifica a relacao
quLV (k1, ko;m) = TX (ky,m) — T;/ (ka,m) . (2.113)
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As duas verificagbes acima sao obtidas sem que realizemos qualquer possivel escolha
acerca das arbitrariedades existentes nas solucoes das amplitudes envolvidas. Tanto os
objetos divergentes como as rotulagoes sao mantidas arbitrarias.

Ja para a funcao de trés pontos puramente vetorial escolhemos promover inicialmente a
sua contracao com o momento externo ¢5. Ao procedermos a contra¢ao com este momento
externo encontraremos diretamente a necessidade de utilizarmos as relagoes (2.100) -
(2.105) e (2.106) - (2.107) na condigao p* = m?. Ao utilizarmos estas relagoes todas as
funcoes que ainda restarao sao fungoes cuja soma dos indices inferiores é no maximo 2.
Utilizamos entao as relagoes (2.96) - (2.99) para obtermos somente fungoes de soma 1.

Por fim ao utilizarmos as relagoes (2.94) e (2.95) obteremos o seguinte resultado

A }FINITA - 4(427)2 (@ — a3pa30) (285 (63, m* N?) — & (g3, m* A7) ]
gy (o = g [268 (% X%) = € (63, m% )]

(2.114)

Para a parte divergente (2.59) apds cancelamentos e algum esforgo algébrico encon-

trarmos
4 [TXL‘;V}DIVERGENTE - [A/\M (/\2)}1“,163 a [A’\“ ()\2)}’617’62
4 4
+3 (9003 — @3, T (A2) — 3 (9003 — d2u2,) T (A2 .
(2.115)

Os dois resultados acima permitem estabelecer a relacao entre funcoes de Green
qlle;\iL‘;V (l{fl, ]{72, ]{?3, m) = T;\LV (kl, kg, m) - T)Y/;V (]{72, ]{?3, m) . (2116)

De uma forma completamente analoga pode-se verificar a validade das relagoes
BTNy (ki ko, ksym) =T (ki koym) — T3, (ko ks;m) (2.117)
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<Q3 — QQ) T)\“/u‘l/;v (]{71, kQ, kg, TTL) = TZZLV (]{31, ]{53, m) - T;{,V (/{31, ]{52, m) . (2118)

Ao apresentarmos as solucoes para a auto-energia do elétron e para a correcao de
vértice afirmamos que as mesmas eram livres de divergéncias no regime infravermelho.
Porém mantemos os limites explicitamente nas suas respectivas expressoes. O motivo
desta atitude é que mantendo os limites e as derivadas explicitamente nao ha a necessidade
de definirmos um novo conjunto de fungdes e podemos utilizar as mesmas relagoes que
utilizamos para as fungoes de Green puramente fermionicas, apenas nao considerando a
condicao p? = m?2.

Com este procedimento podemos promover a contragao do momento externo (g3 — qg)“
com a expressao obtida para a solugdo da correcao de vértice, usar as relagoes (2.95) -

(2.99) e obter

(a3 — q2)" Tsw = —Valg— (.72)5 AWPe ()‘2>
~ (s — 4m) {Iffg) (W) - (4;)2 lim €3 (qme;uZ;V)]
=) |1 0%) = 1 T sy )

_ﬁ o T [267 (423 %5 1% X%) = &0 (g5 ;1% A

+ 7T243hm [2¢7 (g5 m*; 11 A2) &0 (qz:m?; 1> A7) ]

(= 1) () [0 0%) - ) sty €8 (s 407)|
. {Ilog )hmfo (g5:m ,uQ;V)}
‘“éw & Wiﬂ%[— aim3)

+i((i7:)21) (&~ m?) /o limy {%g (qg;maﬁw)}, (2.119)

de onde poderemos promover a identificacdo da versao integrada da relagao (2.25), ou
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seja, identificamos

(g3 — @) T = T (qo;m) — T (g3;m) , (2.120)

como desejado.

Mais uma vez notemos que as relacoes estabelecidas para os integrandos das ampli-
tudes foram mantidos pelas operacoes realizadas de modo exato, ainda na presenca de
quantidades arbitrarias. Isto significa que os resultados apresentados sao ainda mapeaveis
em qualquer prescricao de regularizacao tradicional, se desejado. Vencida esta etapa po-
demos entao considerar um passo adicional, considerando o papel das simetrias para a

consisténcia dos cédlculos perturbativos.

2.9 Relacoes de Simetria

Embora tenhamos construido e verificado as relagoes entre fungoes de Green envol-
vendo todas as amplitudes de interesse, podemos encontrar ainda mais vinculos para
serem impostos sobre os resultados obtidos. Estes vinculos diferem dos anteriores pois
nao sao advindos de relagoes matematicas entre integrandos, mas sim de imposi¢oes sobre
os resultados das amplitudes a fim de verificar se a estratégia utilizada preservou as si-
metrias contidas no modelo especifico bem como outras de carater geral das TQC’s como
unitariedade, homogeneidade do espago-tempo, entre outras. Algumas destas imposi¢oes
de carater geral como invariancia de Lorentz e CP'T sao utilizadas para o estabelecimento
de teoremas gerais como o de Furry e estabelecem consequéncias definitivas para algumas
amplitudes que se adicionam aquelas estabelecidas pelas identidades de Ward. O aspecto
importante é que estas simetrias nao estao garantidas a priori na expansao perturbativa
e necessitam de propriedades especificas das integrais de Feynman para serem mantidas.
Motivo pelo qual alguns métodos de regularizacao levam & quebra destas simetrias em
certos cenarios.

Voltando ao nosso problema especifico, o Lagrangeano da EDQ4 foi construido através

47



da imposicao da invariancia de gauge. Do teorema de Noether sabemos que a toda
invariancia estd associada a conservagao da chamada corrente de Noether. No caso da
simetria de gauge a corrente conservada é a corrente vetorial. Matematicamente esta
conservagao da corrente vetorial se realiza quando obtemos um valor nulo para a contragao
de um indice vetorial da amplitude com o respectivo momento externo, ja que escrevemos
as regras de Feynman no espaco dos momentos.

Para o caso mais simples, aquele que envolve a funcao de um ponto vetorial, devemos

encontrar

KYTY (ki;m) = 0. (2.121)

Ja para a funcao bivetorial temos duas possiveis contracoes, onde teriamos

€
@5 T, (K1, ka;m) = 0. (2.123)

Para a analise das amplitudes com trés ou mais pontos a conservacao da corrente
vetorial surge apds a simetrizagao dos estados finais segundo a simetria de Bose, ou seja,
a soma dos diagramas referentes ao canal direto e ao canal cruzado. Para a funcao

trivetorial encontraremos as seguintes identidades de Ward

a5 Ty (g2, q35m) = 0, (2.124)
5T, =0, (2.125)

(&4
(g5 — 42) T (R, K, Kism) = 0, (2.126)
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com
Ty =TowY (ki ko ksym) + T30V (I, b, Issm) (2.127)
onde para a contribuicao do canal cruzado adotamos também a mais geral rotulagao dos

momentos internos, exigindo-se apenas as conservacoes de energia e momento

p=b-hLeg=I—1. (2.128)

Os resultados finais das amplitudes devem ainda respeitar as imposicoes vindas do
Teorema de Furry. Este teorema exige que as amplitudes que possuam um nimero impar
de linhas externas bosoOnicas e apenas uma espécie de férmion circulando pelas linhas
internas sejam identicamente nulas apds a simetrizacao dos estados finais. Devemos entao

encontrar naturalmente os resultados

Ty (ki,m) =0, (2.129)
(&4
Ty (ki ko, ks,m) + Ty Y (I, lo, I3, m) = 0. (2.130)

2.9.1 Verificacao das relacoes de simetria

Segundo o teorema de Furry devemos encontrar um resultado identicamente nulo

para a funcao de um ponto vetorial. O resultado que encontramos é dado por

4 4 8
T (ki m) = —4ki V(%) = SRPRTRIOLS,, () + ShEAT AL () + Shhf kT AG(O),
(2.131)
Afim de obtermos TX (k1;m) = 0 temos dois possiveis caminhos a seguir. Um deles

é escolher a rotulacao arbitraria tal que k; = 0. Com esta escolha estariamos de acordo

com as implicacoes do Teorema de Furry porém estariamos violando uma simetria tao
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fundamental quanto este teorema, a simetria de invariancia translacional. Logo tal escolha
nao parece razoavel no que se refere a manutencao de simetrias fundamentais. A outra

possibilidade seria tomar

v (2% =o, (2.132)

0., (3) =0, (2.133)
e

ALY (3) =o0. (2.134)

Esta escolha, ao contrario da anterior, é muito mais viavel. Primeiramente notamos
que ela faz com que o resultado da amplitude T MV (k1,m) seja identicamente nulo. Ainda,
tal escolha faz com que os termos potencialmente ambiguos sejam todos eliminados auto-
maticamente preservando assim a invariancia translacional.

Ao somarmos as contribuicées do canal direto e do canal cruzado para a amplitude

TVVV

Y (k1, ko, k3; m) encontraremos

T (b, ko, ks;m) + TaY (I, b, Is;m) = [Th, VY] (2.135)
onde

2 «
[T"] = =5 (k) (D0 (02) + gan A (V) + 00,5 (W) + g A (V)

=890, A4 () = 392,40 (V)|

2 o
—3 (k3 + ko) _D(@W (A?) + gan A (0) + g, AL (A7) + gauAE\i) (3
—3gan AW (32) — 34, A% (12)]
) ]

—5 (k1 + k)" :D(;QW (02) + gan A (A2) + ga ALy (A?) + ganAl,) (A2)

=3, () = 30, A8 (W)
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9 @
3 (I +13)” [D

o (A7) + 9an AL (W) + 90,85 (V) + g0 A (V)
300, (3?) = 39, AG) ()]

—g (I3 + 12)" [DMW (X%) + gan Al () + GanASs) (A7) + gowA(At) (3*)
30021 (V) — 39, A% (V)

3 ot )" (B0 () + L2 () + 00, (07) + 00, A5) ()

300 A5 (02) = 300,08 ()] (2.136)

Aqui encontramos um caso mais explicito de qual escolha é mais acertada. Uma vez
que todos os momentos k; estao relacionados através da conservacao de momento em cada
vértice, nao podemos escolher arbitrariamente todas as rotulacoes nulas, k; = 0, pois isto
violaria a conservacao de energia-momento. Além disso estariamos, igualmente ao caso
anterior, forcando uma quebra da simetria translacional. Insistimos entao na atribuigao

dos valores (2.132) - (2.134), obtendo

[Ty V] =0. (2.137)

Ay

Notamos que além de obtermos um resultado de acordo com o Teorema de Furry tal

TVVV

escolha faz com que a amplitude Ty

seja totalmente nao-ambigua, ou seja

Ay = 0. (2.138)

Embora tenhamos chamado as relagoes (2.132) - (2.134) de escolhas elas nao devem ser
vistas como tais. Na verdade, a obtenc¢ao de resultados para as amplitudes que satisfacam
todos os requerimentos de simetria, inclusive de invariancia translacional e a conservacao
de momento em cada vértice, e que além disso gere resultados livres de ambiguidades
”implica”nas relagoes (2.132) - (2.134). Como tais relagoes asseguram a consisténcia da
estratégia utilizada para a manipulacao e solugao das amplitudes divergentes podemos

chama-las de Condi¢oes de Consisténcia. Elas devem ser vistas como propriedades das
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integrais divergentes que devem ser preservadas para as situagoes em que o integrando
produz um resultado divergente.
Assumindo (2.132) - (2.134) poderemos escrever o resultado final das amplitudes que

calculamos como

_ _(42—4m){10g (2) — (4;)268 <Q2;m2§0?>‘2>]

5 A2 (267 (q25m®; 03 0%) — &0 (g2 m?; 0; 0%)]

?

(4m) |
_ (C — 1) (/42 — m) |: log ()\2) (4;)258 (qz;mQ; O; )\2):|
i(C—1) 9 2. 2.2
_ = (62 —m?) fo hm {Wg (go;m®; %5 A )} , (2.139)

7 4 i 1 (2+2m?)
Qv 4) \2 43 0/(,2 2.2
e2 g (gHVQ2 QQMQQV) {]log ()\ ) - (47?')2 [g + q—%go (qz,m ,)\ )} } s (2140)
Ay i(C+1)
i S I (\2) — 0 (o — 0 n2: A2
<—€3) C,YN log ( ) (471')2 ,Y,ugO (q3 q2; M, )
9%
e ) lim {7,800 (g2, 451 m" 1% X%)
—2(qsp Mo+ @ou M3) €11 (a2, @33 %)
+ o Mot Lo fis — Amao,] &6t (a2, 035 m%; 1°) — 200, A0’ (a2, a3 m°; 1)
+ s A3+ A3 fio — 4Amas) &0 (g2, a3 % 1°) — 203, A0 (g2, g3 m”; 1)
- [ﬁz% s +mPy, — 2m (g3 + qQ),J oo (42, 43 m?; u2)}
i(¢—1)
—W}g% {70 [€0 (g3:m%; 1% X)) — & (g2: m®; 1?5 2%)]

— (& — & +2m®) v — (s — m) v (o — m)] &oo (2, a33 M5 %)
+29, [63610 (a20 a55m%; 1) — (43.02) €01’ (2, 433 M5 147) ]

0
+ (a3 — m*) %uYa (f2 — m) o (45601 (g, a3 m®; 1) + 45630 (o a33 ;s 1) ]
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Yy
T)\ Ny

1e3

0
— (63 = m®) Yo (S5 +m) Woa (4565 (a20 a35m%; 1) + 4550 (a2, q33 M5 1%)]

0 0
Y Sz (o — ) a—ugf? (g2;m* 1% N?) — s (3 +m) 7“8725? (g3;m*; %5 \?)

o [1.,
2 (3 —m)Ya (A2 _m>8_u2 5%580 (g2, g3;m*; 1?5 \?)
— 4205603 (@2, q33m% %) — 43,0585 (@2, a3 Mm% 1)

- — (@205 + 43405) &1 (a2, g3 M u2)} } 7 (2.141)

4
§ [gAM (2q3u - Q2V) + (2q2u - Q3u) 9w — (q2/\ + Q3,\) g,w] [l(jg ()\2)
1 . .
+ 2 {_16(.12MCI2VCI2A530 — 16¢3,93,93:803
(47)

—16 (2,920 03) + GB3uG2vGor + Q2uG30022) €01
—16 (g2, 93,037 + Budov3x + G3uG30022) Eo
+8[g20.90 + 7w + G2ugur] €0+ 8[a309un + @32y + G902 €D

1 _ _ _
+8 (g3 + q2), {—§9ngo + QQNQ2V§201 + (2930 + 93.920) 5111 + Q3MQ3ufo21}
1 _ _ _

+8¢a, {—igmgo + Gou22Ex0 + (Q2uGsr + @3ugr) €' + q:mq:ufogl}

1 _ _ _
+8¢sy [—591/)\580 + @ gnan + (@@sn + @30g20) &7 + QSVQS)\fozl}
—4 (gau@or + @2ua30) [20E10 + 430601
—4 (gzugor + @32 [@2ui0 + @31E01" ]

+4 (g3 + Qv @3u) [a22E10 + 430601 ]

+29,1,G3x [( q3 — Q2) &i' — Gl T 6 (f&)l - 5(711)}
1

+29,,92x [( @ — q)° &0 — B0 + G (500 10 )}

200030 [a380 — (g3 — 0)° &) + 6 (&0 — &)
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—29)/42u [(Q3 - C]2) 510 + (I2f10 + (J3 (5 01 - 51—01)]
290020 (G610 — (43 — ¢2) ‘G0 + a4 3 (S0 — &10)]
_29)\/Jq31/ [(q ) 501 + Q3§o1 + q; (5001 50_11)]

+2 [guax — 9autse] €0 (a3, Mm% 0%) = 2 [9a0 G2 — Gunt2a] & (g2, m*; N?)

+2 [gm, (43— a2), — 9o (a3 — CIQ)Z,} & (a3 — @2, m?; )\2)} : (2.142)

Notamos que todos os resultados sao nao-ambiguos e satisfazem todos os requisitos de
simetria. Em relagao as divergéncias, notamos que o unico objeto divergente que restou
foi 0 objeto g (\?). Este objeto serd absorvido no processo de renormalizagao através

da incorporagao de adequados contra-termos.

2.10 Renormalizacao e comportamento assintéotico da
Eletrodinamica Quadri-Dimensional

Afim de promovermos a renormalizacao comecamos determinando os contra-termos
Oy e 0, que renormalizam a auto-energia do elétron.

A auto-energia do elétron renormalizada pode ser escrita como

2 _ (2]
() ()

Os contra-termos dy e d,, irdo assegurar que esta amplitude seja finita e satisfaca as

0y + M, (2.143)

condicoes de renormalizacao. Estas sao condi¢oes que uma amplitude deve satisfazer em
. P . s . N . 2
um ponto cinematico arbitrario. Por conveniéncia escolhemos o ponto g5 = 0 e deste

modo teremos as seguintes condigoes

Xl ren (q% = 0; m2) =0, (2.144)
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d [Zee]REN (q%; m2)
0 /42 q2=0

Usando entao os comportamentos assintdticos das funcoes

=0. (2.145)

0(2 5 0% 00) =™ 1 (@ om0 = L [ L 24
go(cb_);mav )_nv_v 51(q2_>7m7a )_5 nﬁ_§7<' )
e

lim igo (3 — 0;m? i N?) = . (2.147)
p—0 Q2 >t V2 T 2m?2’ '
poderemos determinar a forma dos contra-termos. Estes sao dados por
- 2
b= (C+3) e [ I () - - (Ins —1 2.148
€+ 1000 - o (5 1) . 2145
e
* (4m) AT 2 (4m)

Para a determinacao do contra-termo que renormaliza o processo de correcao de vértice

impomos a condigao

[N gy (@2 = 0595 = 05m®) = [AF7] (g2 = 0595 = 0;m%) +0. =0, (2.150)
O que gera
5o = —Ce® 3 T (N?) — (N P ) QR (2.151)
e log (47)2 2 92 (47)2 '

que surge ao utilizarmos os comportamentos assintéticos

1T m2 1 - 1
&0 (a3 = 0,92 — 0;0;m* \?) = 3 {ln— - —} : o' (a3, g2 0;m?) = ——5 (2.152)



0 1 0 9 m?

: 0 2002012 : 2 . . ,2.12)
}}L%a_’lﬂfoo (Q37qQ7,u ym 7)\ ) _ﬁ7 }}1}650 (q —>07m I J)\ ) =1In 22 _17 (2153)
e
0 2.2 m’
&o (CJ3 — g2 = 0,m7; A ) =In BYR (2.154)

J& o contra-termo que renormaliza o tensor de polarizacao do vacuo surge quando

impomos a condigao

" gy (qg = 0; m2) = 11" (q% = 0; m2) + 04 =0, (2.155)

onde

17 (5 = 0;m%) = (g3 — qougz) I (g3 = 0;m?) . (2.156)

Desta forma o contra-termo que renormaliza o tensor de polarizagao tem a forma

462 (4) 2 1 m2
(SA = ? (Ilog ()\ ) — (47‘[’)2 h’lv . (2157)

As constantes de renormalizagdo que renormalizam o campo fermionico, o campo

bosonico e a constante de acoplamento sao dadas respectivamente por

: 2 i
Zg =1—Ce? | IW (22) — (mﬁ——)] _ e , 2.158
)4 C |: log ( ) (47’(’)2 A2 2 (471')2 ( )
462 (4) 1 m2
Za=14+— (17 ()\?) — In — 2.1
A + 3 ( 10g( ) (47)2 n /\2)’ (2.159)
e
Zo=1-¢ |19 () - A | Y (2.160)
‘ log amz " T2 @n)? |

Uma vez que descobrimos as constantes de renormalizagao podemos agora determinar

o comportamento assintotico. Para isso precisamos investigar qual o comportamento da
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constante de acoplamento a medida que a escala de energia varia. Tal comportamento é
chamando de running da constante de acoplamento e é determinado pelo célculo da fun¢ao
beta da teoria. Para encontrarmos a funcao beta da EDQ4 nds inicialmente notamos que
devido a relagao entre fungoes de Green envolvendo a corregao de vértice e a auto-energia

do elétron temos a seguinte igualdade

Z,
£ =1 2.161
7=t (2161)

e desta forma é apenas necessario que saibamos a constante de renormalizacao do campo

bosonico para utilizarmos na relacao

5= eq® 07 4

= ——— 2.162

onde ¢* é um ponto arbitrario de renormalizagio escolhido [1]. Neste ponto arbitrério a

constante de renormalizacao do campo bosonico toma a forma

4e* ) 4 i [2m? m? 1 ¢ +2m?
Ja=1——1I >\2 _ 2 —  lIn— — = — 0 2 2’ 2;>\2 :
(2.163)
o que nos conduz a seguinte funcao beta
&3
B = Ton2 (2.164)

como deveria ser.

2.11 Comentarios finais

Neste capitulo mostramos detalhadamente os passos necessarios para a obtencao de
solugoes consistentes para todas as amplitudes divergentes presentes na avaliacao pertur-

bativa da EQD4. A obtencao destas solucoes, a renormalizacao da teoria e a determinacao
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do running da constante de acoplamento foram possiveis sem que fosse necessario reali-
zarmos explicitamente a integracao de alguma integral divergente.

Como nossos resultados concordam com aqueles estabelecidos na literatura podemos
concluir que, no que diz respeito ao tratamento das divergéncias presentes na EDQy, a
prescricao que adotamos gera resultados consistentes.

Apéds impormos as condigoes de consisténcia sobre os resultados das amplitudes, obte-
mos solucoes nao ambiguas e que dependem somente dos parametros fisicos. Isto concede
a prescricao que adotamos o cardter de predizibilidade necessario a qualquer prescri¢cao
que venha a ser utilizada para o calculo de amplitudes relacionadas a processos fisicos. Um
aspecto importante da prescricao adotada é a nao necessidade de modificar as amplitudes,
relativamente as formas produzidas pelas regras de Feynman, para em um passo posterior
"retirar”as modificagoes através de algum processo de expansao seguido de um limite.
Processo este que nao pode ser controlado completamente e que costumeiramente leva a
producao de amplitudes que dependem da prescricao especifica adotada assim como da
sequéncia especifica dos passos intermediarios. Através do procedimento utilizado, que é
geral, chegamos aos resultados desejados de um modo simples e transparente. Além disto,
a identificacao de fungoes finitas dos momentos externos nos permite uma sistematizacao
eficiente das expressoes para as amplitudes perturbativas permitindo resultados compac-
tos e manuseaveis, tarefa que no contexto de métodos tradicionais torna-se frequentemente

impraticavel.
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Capitulo 3

Eletrodinamica Quantica em

Dimensoes Impares

3.1 Introducao

No capitulo anterior consideramos a ED(Q4 ao nivel perturbativo um loop. Todas as
amplitudes de interesse foram calculadas e os vinculos de consisténcia foram verificados.
Ao final a renormalizacao e o cédlculo da fungao beta também foram considerados. Um
resultado nao ambiguo e preservando as simetrias foi obtido sem que qualquer integral
divergente tenha sido, de fato, calculada. Apenas propriedades gerais foram utilizadas.
Neste capitulo consideraremos a universalidade da prescricao no que diz respeito a di-
mensao espaco-temporal. E importante lembrar que, a rigor, a dimensao espaco-temporal
na construcao de uma TQC é uma escolha e, portanto, nao é razoavel aceitar que tenha-
mos ferramentas somente aplicaveis em valores especificos desta escolha.

Com isto em mente, neste capitulo trataremos a Eletrodinamica Quantica em di-
mensoes impares. Um completo estudo da E D@3 serd apresentado assim como o célculo
do tensor de polarizacao do vacuo da FDQ)5. Este aspecto é particularmente importante
pois o método de regulariza¢do mais popular, a Regularizagdo Dimensional (RD), como

ja dissemos, apresenta limitagoes de aplicabilidade quando as amplitudes sao tensores
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anti-simétricos em dimensoes pares ou em dimensoes impares. Nestas tltimas as ampli-
tudes misturam naturalmente tensores simétricos e anti-simétricos. Isto se deve ao fato
de as matrizes de quiralidade ~3 e 5 serem incorporadas aos conjuntos de matrizes v,
em suas respectivas dimensoes, na construcao da representagao da algebra de Dirac. Na
impossibilidade de estender para uma dimensao arbitraria a matriz de quiralidade, a RD
nao pode ser diretamente aplicada na solugao destas simples extensoes da EDQy4. Logo,
regras particulares devem ser aplicadas no estudo de cada dimensao e isto pode gerar
duvidas quanto a consisténcia da prescri¢ao utilizada comprometendo o carater preditivo
dos resultados.

A EDQj3 possui como teoria suas proprias implicagoes fenomenolégicas de interesse.
Ela tem sido utilizada principalmente para o estudo de fendmenos nao perturbativos em
teorias de campos de gauge, tal como a geracao dinamica de massa para os férmions.
Este modelo também apresenta quebra dinamica de simetria quiral (QDSQ) [15] e o
fenémeno de confinamento [16], existente na formulacao quadridimensional da Cromo-
dinamica Quantica (CDQ4) e em outras teorias quanticas de campos. Como a FDQ;
¢ uma teoria relativamente mais simples pois envolve divergéncias de ordem mais baixa
e naturalmente uma quantidade menor de amplitudes divergentes é razoavel supor que
o estudo da mesma estabeleca uma referéncia para o estudo de outras mais complexas
tal qual o caso da ED(@s5. A importancia deste estudo para nossos propdsitos imediatos
reside na demonstracao da aplicabilidade natural e consistente da estratégia adotada no
capitulo anterior no contexto de dimensoes impares. Entretanto, uma vez demonstrada
esta consisténcia teremos uma ferramenta 1til para investigagoes em cendrios onde ha con-
trovérsias frequentemente associadas ao uso de regularizacoes em calculos perturbativos.
Como tal, tem-se recentemente descoberto aplicacoes em sistemas planares da matéria
condensada [17], em particular no estudo da supercondutividade a altas temperaturas e
do Efeito Hall Quantico [7]. Ainda, o estudo de teorias quanticas de campos de baixa
dimensionalidade tem mostrado importantes aplicagdes no estudo do grafeno [18].

Por outro lado, extensoes para dimensoes além da dimensao fisica das teorias de cam-
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pos sempre mereceram grande atencao na literatura de TQC’s. Recentemente, entretanto,
com a construgao do Large Hadron Collider (LHC) e a possibilidade de detectarmos efeitos
de dimensdes extras [10] tornaram-se ainda mais importantes. Assim, o eventual reconhe-
cimento do carater geral e consistente da prescricao para o tratamento das divergéncias
nas solugoes perturbativas considerada aqui credencia o mesmo como uma ferramenta 1til
para investigagoes relevantes num contexto onde nao ha ferramentas confiaveis.

Finalmente, sob o ponto de vista matemaético, a dimensao, com ja dissemos, ¢ apenas
uma escolha na formulacao da teoria. Logo, é esperado de uma prescri¢ao consistente que
esta seja aplicavel de modo idéntico em qualquer dimensao, seja ela par ou impar, menor
ou maior que a dimensao fisica. Preservar as simetrias e eliminar ambiguidades nao deve
estar relacionado ao carater renormalizavel ou nao de uma teoria.

A estrutura deste capitulo é praticamente a mesma que a do capitulo anterior, porém

com alguma supressao de detalhes relativos aos passos intermediarios.

3.2 Modelo e Processos de Interesse

O Lagrangeano que consideraremos para a Eletrodinamica Quantica tridimensional
é evidentemente o mesmo que o considerado no estudo da EDQy, expressao (2.1). Porém,
as matrizes vy, formam uma representacao tridimensional da dlgebra de Dirac e, de modo
andlogo, os campos espinorial e vetorial adquirem formas adequadas para a composi¢ao
de invariantes em cada termo do Lagrangeano.

Um ponto interessante no que diz respeito ao Lagrangeano da EDQ3 é que os ter-
mos deste funcional continuam a ser escritos com base na invariancia frente a simetria
de gauge. Nesta dimensao o tensor de Levi-Civita possui somente trés indices e desta
forma poderfamos ter a presenga de um termo adicional aqueles que apareceram em (2.1),
que é invariante na agao sob transformacgoes de gauge. Este novo termo surge através do
acoplamento do campo de gauge A, com o seu préprio field-strength F),, e é chamado de

termo topoldgico de Chern-Simons. Acoplamentos desta forma podem ser construidos em
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todas as dimensoes impares através do acoplamento de campos de gauge mais complexos
com seus field-strengths. Como estes termos sao quadraticos nos campos eles geram con-
tribuicoes na forma de massas para os propagadores. Embora estes termos nao possam
ser inseridos em Lagrangeanos de dimensoes pares podemos inserir termos com o mesmo
efeito, mas nestes casos as custas da introducao de elementos que possuam derivadas de
ordens superiores do campo de gauge [19].

Mesmo sabendo desta possibilidade nao consideraremos inicialmente a presenca do
termo de Chern-Simons para mostrarmos como o surgimento do mesmo pode ser observado
via correcoes radiativas. Este comportamento irda configurar uma geracao de massa para
o féton na EDQj3.

As formas para os propagadores do elétron, do féton e do vértice da interacao sao

idénticos aqueles correspondentes a EDQ,. Eles sao dados respectivamente pelas ex-

pressoes:
iS (k) = —— (3.1)
= .
. —1 k. k,
ZDuu(k> = ﬁ g/ﬂ/ + (g - 1) ’22 9 (32)
e
—iey,,. (3.3)

Ao verificarmos a contagem de poténcias para a EF D@3 entretanto notaremos inicial-
mente que se trata de uma teoria super-renormalizavel e que o grau de divergéncia no
regime ultravioleta para os processos elementares; propagacao do elétron e do féton na
presenca da interagao, decaimento fotonico do féton e interacao elétron-foton, corres-
pondem a divergéncias menos severas. A possibilidade de divergéncias infravermelhas
permanece como uma possibilidade.

No que diz respeito as dificuldades técnicas, as solugoes para as amplitudes da EDQj3

sao relativamente menores que para aquelas da EDQy, diferentemente do que ocorre
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quando alguns métodos tradicionais de regularizagao sao utilizados. Isto decorre prin-
cipalmente do carater geral do procedimento que adotamos, pelo fato de estarmos consi-
derando um numero menor de diagramas divergentes e de apresentarem, estes, graus de
divergéncias menores. Isto implica que a representacao adequada para os propagadores
envolvidos podera ser consideravelmente mais simples.

Se os propagadores e os vértices do modelo sao idénticos aos da EDQ,, as expressoes
para os processos, para um valor do momento interno do loop, terao a mesma forma que
aqueles mostrados em (2.7), (2.10), (2.12), (2.17) e (2.20). Diferengas entre as expressoes
que obteremos neste capitulo em relacao as obtidas no capitulo anterior somente irao
surgir quando utilizarmos os resultados dos tracos das matrizes ou realizarmos a soma
das contribuicoes referentes a cada um dos possiveis valores do momento indeterminado
(integracdo). Deste modo, os vinculos de consisténcia a serem estabelecidos sobre as
fungoes de Green sao os mesmos encontrados na avaliagao da EDQy, ou seja, as relagoes
(2.19) e (2.21) - (2.25).

As conservacoes dos momentos arbitrarios carregados pelas linhas internas dos dia-
gramas também respeitam as mesmas condig¢oes que aquelas apresentadas em (2.13) -

(2.15).

3.3 Calculo das amplitudes fisicas

O maior grau de divergéncia superficial que encontraremos é o quadratico e esta
presente na funcao de Green vetorial de um ponto relacionada ao tensor de polarizacao
através de uma relacao entre fungoes de Green. Assim o primeiro passo é a adogao de

uma forma adequada aos propagadores. Para aqueles fermionicos devemos adotar
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ism+h)=iKkhm+mﬂ@iga+

(k2 + 2k.k; + A2 —m?) (k24 2k.k; + X2 — m?2)°

- (k2 — X2)° i (k2 — A2)°
(—1)* (k2 + 2k.k; + A2 — m?2)?
+ (2~ )P D, } : (3.4)

Esta representacao tornara possivel escrevermos as amplitudes com as partes poten-
cialmente divergentes separadas das partes finitas e a dependéncia com os momentos in-
ternos estara presente, assim como ocorreu no capitulo anterior, somente em integrandos
de integrais finitas.

Como os objetos divergentes basicos sao estruturas particulares da dimensao e da
ordem perturbativa que estamos considerando, devemos identifica-los. Para estudos no

espaco tridimensional ao nivel 1-loop temos

(A2 = / (;l:); i ! ot (3.5)

Bk 2k, k, d3k 1
Wﬂm:/ :sg”ﬂ—w/ N (3.6)
(27)% (k2 — \2) (2m)® (k% — \2)
onde A\? é como antes um parametro arbitrario com dimensao de massa que desempenha
papel de escala comum para as partes finitas e divergentes.

Para qualquer propésito, como no caso da ED(),, nao sera necessario calcular, de fato,

nenhuma destas estruturas.

3.3.1 Funcao de um ponto vetorial

Comecamos pela determinagao da solucao das amplitudes considerando a mais sim-
ples das estruturas, a funcao de um ponto vetorial. Utilizando os resultados da algebra

das matrizes de Dirac em trés dimensoes poderemos escreve-la

k 1
14 . —
tﬂ (kl,m) =2 |:D_Hl + k’luE:| . (37)
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Em termos das estruturas de momento do loop, identificamos

ke 1
w2 3.8
D, © D, (3.8)

A escolha D = 3 para a dimensao produzird divergéncias quadréticas e lineares, res-
pectivamente, quando procedermos a integragao das estruturas acima. Utilizamos entao
a representagdo adequada para o propagador do férmion (3.4) e consideramos somente
os termos potencialmente divergentes pares no momento de integragao. Assim para a

primeira estrutura teremos

5], - ]
Di]pares Pk = A2)?

k. k
2 2 2 @ prva
Ky (K 2k -k + N —m?)’ (3.9)
(k2 = 22)° [(k+ Kk1)® —m3] '

Do mesmo modo, podemos escrever

L _
‘Dl pares a (k2 - )\2)

(RN -m?) (K3 + 2k - |+ M2 — m?)* (3.10)
(k2 =227 (k2= N [(k + k)" — mi]

Com as duas estruturas nas formas acima, poderemos agora implementar a integracao

sobre o momento do loop. Encontraremos

Ty (ki;m) = —2k$VE) (X?). (3.11)

Assim como na EDQ, o resultado para esta amplitude é totalmente divergente e

ambiguo.
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3.3.2 Funcao de dois pontos bivetorial

Passamos agora para a analise da funcao de Green de dois pontos bivetorial. Através

dos resultados da dlgebra de Dirac poderemos escrever

(k+ k), (k+ka), + (k+ k1), (k+ ko),

tl‘;j‘/(kl,kg;m) == +2

D
1 , 1
) S Y
9w | =, ~p, TR k) 50
1
—|—22’m€,“,a (k)l — kz)a -—_. (312)
D12

Na expressao acima encontramos trés novas estruturas;

kuky k, 1

: : . 3.13
Dy D1z Drg ( )

As duas primeiras estruturas produzirao graus de divergéncia superficiais linear e lo-
garitmico, respectivamente. Ja a tltima estrutura sera finita.

Usando a representagao (3.4) poderemos escrever

{Wﬂ - 1{ 2%k, }
Dy pares 2 (k2_)\2)2

k,k k. k
2 2 2 % 2 2 2 why
by (k2 + 2k.ky 4+ A2 — m?)?
(k2 — X\2)° D,
+kuk,, (k:f + 2k.ky + N2 — mz) (k% + 2k ko + N2 — m2)
(k2 — X2)° D,
2 2 . 2\2
+kukv (ki + 2k.ky + X m?) 7 (3.14)
(k2 — \2)* Dy,
e
{ﬁ} B _ku(k§+2k.k2+)\2—m2)
D12 pares (kQ - )\2)2 D2
k, (k3 + 2k.k1 + A2 — m?)
_Mu 7= D, , (3.15)
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As formas acima permitem que efetuemos as integragoes. Os resultados, juntamente

com (3.10), produzem

Ty (ki kaym) = +2V,{§3 (A?)

i 2 -1/2 2 561/2 (Q2‘ m2)
+% (Q2MQ21/ - QWCI2> &s (QZ;m ) -9
N L
o (Zm) T Euvals 50 12 (QQ; m2) . (316)

47

A parte finita da amplitude acima foi escrita em termos das fungoes &, 1/2 (q2; m?)

definidas como

Zn

1
" (as _/ dz . (3.17
( ) 0 g7 (1—Z)Z+(/L2—m2)z_u2]1/2 )

na condicdo pu? = m2.

O resultado encontrado para a funcao bivetorial possui semelhancas e diferencas re-
lativas a forma encontrada no estudo da EDQ4. Temos uma parte divergente, que é
potencialmente violadora de simetria, e uma parte com coeficiente invariante de gauge
(q2u920 — 9w @3)- A diferenca significativa reside no dltimo termo. Este reflete a presenga
de um termo topoldgico de Chern-Simons surgido via correcao radiativa ao propagador.
Entao, no processo de renormalizacao da teoria, sera necessario adicionar no Lagrangeano

um termo da forma

e AP AN (3.18)

para absorvermos o contra termo da renormalizacao do campo. Este termo modificaria
a forma do propagador livre do foton se o tivéssemos considerado em nossa lagrangiana
inicial. Como a fungao bivetorial é o tensor de polarizagao do vacuo tal termo traria para
o propagador do féton um termo de massa, caracterizando-se assim a geracao de massa

para o féton por correcoes radiativas na EDQj3.
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Embora tenhamos encontrado esta geracao de massa na EDQ3; o mesmo comporta-
mento nao deve ser esperado para a EDQ5, isto porque na dimensao D = 1 + 4 o tensor
de Levi-Civita possui cinco indices. Dois destes indices estariam contraidos com duas
poténcias do campo, ja que trata-se de um termo cinético. Dos trés restantes, um deveria
estar contraido com uma derivada, sobrando assim dois indices livres e nao sendo possivel

construir, com o campo A, um termo de Chern-Simons em D =1+ 4 [19].

3.3.3 Funcao de Green de trés pontos trivetorial

A funcao de trés pontos trivetorial pode ser colocada na forma

) 12+ . ,a13)+ | ,(32)-
9 = t3)\,uu + tQ,\W + tlz\,u,u
g [k 4 K1)y o — (k4 k) Sus — ( + k), St Dlg
+ 9 [(k + k3), S12 — (k + k2), Sz1 — (k + k1), Sas] Do
+9x [(k + k2), S1s — (k4 k1), Saz — (K + k3),, Sh2] DLg
20O, (3.19)
onde
Onw = —€wals (k+Ek1)y +exnpe (203 — )" (k4 k1), — exvatou (k + k1)
~Guwraps (k + K1) — grucvasds (k + k1)’
Fernd2ls — Ewalsnds — Exval2udy — GuwErapdsds + ExwSiz,  (3.20)

ik o~
e as estruturas t&)j e S;; tem as mesmas defini¢oes que aquelas adotadas em quatro

dimensoes, ou seja,
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1 = (b ), [t k) (b k), + (9 (o k), (B b, o (322

IAUY

es—=+.

Observamos também que haverao quatro novas estruturas para serem integradas

kakuky Kok, ko1
D123 ’ D123’ 191237 D123.

(3.23)

O maior grau de divergéncia encontrado sera o logaritmico, quando a primeira estru-
tura do conjunto for integrada. As demais estruturas sao todas finitas.

Para a primeira estrutura inicialmente escrevemos

bk k, o hukuk (K2 2k ks 4+ A2 — m?)
|:D1D2D31pares - (k2 — X2)° Dy
kukoks (k2 + 2.k + A2 — m?)
- (k2 — 7\2)? Dy
kukok (K2 + 2.y + A2 — m?)
B (k2 — X2) Dya3 ‘

(3.24)

Integrando a estrutura acima e agrupando com as demais estruturas finitas encontra-

Te1nmos
7; —1/2 —1/2
o' = 3= {—4 (Goatzy + Gutor + 9ru2) o1 — 4 (Gavage + Guuisn + 9ruten) Exo”

—4go7GouanEan” — A (G3aouton — GorG3ular — Gondondsn) s
—4Q3AQ3MQ31153_03/2 — 4 (g37G2u 930 + ©23u930 T U37T3u020) 52_13/2

+2p, [g,\uf&)lﬂ + QQ,\Q2V§O_23/2 + (q22q30 + @37q20) 51_13/2 + Q3/\Q3ufz_o3/2]

+2 (g3 — q2), [gm&f/ 2 Gopenon (Gt + G3utn) 1+ dulanbay 2]

—1/2 —3/2 —3/2 —-3/2
—2q2, [gAufoo/ + %szfog/ + (G293 +q3uq»)511/ +Q3MCJ3A€20/ }

69



—3/2 —3/2 —3/2
— (@37 920 + 922G30) [C]Qufol 2y Q3u§10/ ] — (@37Q2p + G22q31) [Q2I/501 + q3.810 / }
—3/2 —3/2 -3
- (Q2VCJ3M - q:),quu) [q2>\£01 / + Q3Aflo/ ] — Guv (612-613) [Qufm + QSAf /2 ]
—3/2 —3/2 3/2

— 9 (45 — ¢3.0) [qum/ + gsubrg’ ] — 9w (& — @2-a3) [un&n +gs e ]

1 32 1 —3/2
_§g>\ﬂ (ng«?v - Q§QQ1/) 500 / + 59)\1/ (ngau QSQZ,LL) 4

1
—~1/2 -3
+ [QAM (3 —q2), — 9w (g3 — C]z)#] o / (g3 — qa;m) + 59w (QQQ&\ + Q3Q2,\) /2
-1/2 /. -1/2

- (g;w(JZA - gAVQQM) 60 (Q2a m) + (g)\,uQSV - guuq&\) 50 (QS7 m)

. —-3/2 —-3/2 . a 3/2
_ng)\p,aqs |:q2V§01 / + Q3V£10 / } — UMExpa (CI3 - 2q2) |:q2u§01 + 93u§1 / i|

. o / ) —3/2
+Zm€,uVQzQ3)\ 4> 501 + Q3 —mm [g)\,u,guaﬁ gu)\g,uaﬂ] CI3 q2 01
—im 16 2 «a «a —3/

9 Auvd3 Expads g2x + Exvalds q3v + 6;1VaQ3/LQ2 g)\p,gua,é’q:s q2

Fimeauw&o 7 (g5 — g3 m) + imeru €y (g5 m)} : (3.25)

Na expressao acima omitimos o argumento (g, g3; m) das fungoes associadas as estru-
turas de trés pontos para uma melhor visualizacao do resultado.
A amplitude correspondente ao processo denominado decaimento fotonico do féton foi

escrita em termos das fungoes fmn e §m§/ A definicao para estas fungoes é

1 1—=z m,,n
Y
Sl (a3, @25 1% m” :/ dz/ dy : (3.26)
( 0 0 (Q (g3, q2; p2;,m?2))"?
e
3/2 2., 2 ! o 2"y
Eonn (835 @25 75 —/ dZ/ dy : (3.27)
(@52 ) o Jo Q (g3, go; 2 m2)]*?
onde

Qg qm* 1) = GG —2)z+¢ 1 —y)y—2(g2q3) 2y
+ (,u2 — m2) z+ (uQ — mz) y — p2. (3.28)
Nos caso tratado nesta secao basta impormos a condicao p? = m?.
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3.3.4 Auto-energia do elétron

A expressao referente a auto-energia do elétron pode ser colocada na seguinte forma

e L (k+k)* P 1
1 (k+k1>a
+(¢—1) {_ (2 —m) Dy [(k—i— kl)z] * Ya [(k—i- k1)2}2
(2 m2 (k + kl)a
(43 )%DQ s kl)Q]g}. (3.29)

Repetindo o procedimento do capitulo anterior, uma massa ¢ introduzida no propaga-

dor do féton, obtendo assim

k+ k) 1
t°¢ (ky, kasm?*; p®) = —%%—(m—i’m) DuP:
) [ = m) gy~ R (g ) 5, B

-~ -~ a9 _I_ - m2 a9 Y
D,P AP (42 )7 D, [P)?
(3.30)

onde P, = (k+ky)® — p2. A amplitude ¢ (ky, ko; m?) correta serd obtida com o limite
lim,, 0 ¢ (K1, ko; m?; pi?).

Inicialmente identificamos as seguintes estruturas

1 k1 k1 ke
DyPy’ Do Py [Py [Py Dy [Py Dy [Py

(3.31)
Ao integrarmos sobre o momento do loop encontraremos no maximo o grau de di-
vergéncia logaritmico.
Os dois primeiros elementos do conjunto acima sao similares aqueles avaliados no
calculo do tensor de polarizacao do vacuo, mas agora carregam massas diferentes em seus

propagadores. O primeiro ¢ finito e pode ser integrado diretamente, gerando

(1J2) (k1, ko;m) = /d3k: 1

(2m)* Do Py
(-
= % V2 (gzsm??) (3.32)
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Ja para o segundo nés aplicamos os mesmos passos l4 aplicados para obtermos uma

estrutura semelhante a (3.15) e que ao ser integrada gera

a &Pk k-
(" J2)" (K, kasmy ) = /(277)3D2P1

= —é [qé"é“fl/g (g2 m42%) + Ry 2 (qZ;mz%Mz)} - (3.33)

Para os demais elementos do conjunto (3.31) nés utilizamos a seguinte igualdade

0 [i} S (3.34)

a qual permite-nos escrever

) i) = [ A

= —— (3.35)

CR) (k) = /ﬁﬁ

= _k

o (3.36)

) &
(25) (hu, by s 1) = /Hﬁ

i 0 iz, 2o
= ga—/ﬂfo (927771,#)7 (3.37)
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2 @ . . — dgk ka
( JQ) (kjlak%ma#) - / ( ) D [ ]
_aa [ -1/ (g2;m* %) + /{?falﬂ (225 m2;ﬂ2)} (3.38)

i
8m
Nas integrais acima podemos perceber o surgimento de divergéncias infravermelhas

quando tomarmos o limite lim, o em (*J1)" (k1, 1) e (3J1) (k1, ). Porém na expressao

(3.30) estas aparecem através da combinagao

(3 T1)" (kay ) + k5 (B) (ks ) (3.39)

que é nula. Ou seja, a presenga de divergéncias infravermelhas na auto-energia do elétron
é apenas aparente.

Com estes resultados obtemos a seguinte expressao para a a amplitude T (ky, ko;m)

T _ _
T (ki,ko,m) = g}}ﬂ% {— (2 —3m) &, 2 (g2 m* 1®) + A V2 (q2;m*; 11°)

— (-1 (fo—m)& " <q sm?; 1)
(=1 (@ =) foy 5 éfl "% (g2;m ,/f)}, (3.40)

onde podemos notar o surgimento de um resultado finito, tanto no regime ultravioleta

como no infravermelho.

3.3.5 Correcgao de vértice

A expressao referente a esta amplitude pode ser escrita como

(k + ky) (k + kp)*
- 2/1704
Dy Py

Feey

+7“D—23

(k+ k)

+ [/éS’Y,u’Ya + YoV A2 — 27a7u A3 — 22 /47u7a + 6mgua] Do P,
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1
Do3 Py

+ {_2 A2V Azt A3e M2 +m [4 (05 +92), = W M2 Az = m%} }
1

1 (k4 k1)*
1) d vy 4 2oy P .

0 g+ 2ma = G m) =)
1 1 2 2 2 2 1
pep Wy, T ) =)l

(k4 kp)" (k + k1)"

pr e (M2 —m) oty

M D2 [P1]2

e Um0 T e

Y 6~}
k) (k+ k)

+2(ﬁs—m)va(/b—m)( +D2):[(Pl;2r ) } (3.41)

Na expressao obtida para a correcao de vértice podemos identificar as seguintes estru-

turas:
1 1 1 ke kuko‘
Dy3’ D, [Pl]’ Dos [Pl]’ Dos [Pﬂ’ Dos [Pl]’
1 Kk~ 1 ke k, k%
: s e ———. (3.42)
Dy3 [P1] Dys [P1]

27 2> 2
D; [P]” D;[Pi]” Do [P
No conjunto acima notamos que a primeira, a segunda, a sexta e a sétima estruturas

foram consideradas nos casos anteriores. Os novos elementos sdo:
1 ko k, k%
’ (3.43)

1 ke ke
) ) ) 29 2 € 2
Doz [Pr]" Dy [P1]" Doz [PI]" Dog[P1]°" Dos[P1]°  Daos[P]

Estes termos serao todos finitos e serao dados por

A3k 1
() = [ Gy mim
= m%r%m (2; g3:m; %) (3.44)
b, - [
(27)” Dag [ 1]
- - [qm’&m (g2: 4355 112) + @360 (003 0335 1) + Knon” (CI2QQS;m;M2)] :
(3.45)

167
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Cve [ B kR,
(Jg)“ a /(27r)3D23 [P1]

ﬁ {535501/2 (23 @333 1%) + (205 + @305) €177 (o3 g5 1%)
a3 s”” (g2 as s 12) + asuaiay’” (qos azms 12)

+k [q@f&w (g2; g3;m; 1%) + g3u€re”” (a03 033 m; /f)}

+hyy, [qgg(;f/? (g2 a3 1) — 056157 (g3 g3 m; uz)}

ek o0 (p; g ms i) } : (3.46)
As demais integrais sao obtidas derivando-se as anteriores em relagao a massa ficticia,

ou seja

A3k 1
(2‘]3) = / 3 2
(27T> D23 [Pl]
i 0 3
= 16_7r@_u2§00/ (Q2;Q3§m;ﬂ2)> (3-47)

a 3k k<
Ch) = [ hp e
(27T) D23 [Pl]
i 0 - _ _
= “Ton g [Q2u5013/2 (g5 433 3 12%) + 43,630 (a3 g3 3 1%) = Kngp” (Qz;qs;m;ﬁ)} :

(3.48)

a Bk kYK
(1‘]3)# = /( £

2m)° Das [P1]?
= #8%2 {52‘50_01/2 (425 @333 1%) + (0205 + @305) €177 (o3 @35 1%)
a3y (g2 as s 112) + @3uaiCan” (gos asms 12)
+k¢ [q%é&m (42; g3:m; 1%) — g3 (qo; q33m; uz)]
+hyy, [qé“foﬁ?’/Q (q2: a3 m5 1) — 656" (g3 g3 m; /f)]
ks (a0 as3ms 12) } : (3.49)
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Com os resultados acima encontraremos para a correcao de vértice

. i
TM T = C’Yu8—§o 12 (Q3 — q2; m2)
+—1im < - — 29,6007 (@3 @03 s 12) — 2 (aop s + @3 fio) €777 (43, g3 s 1)
167T 10 ©#S00 ) ) ) I 17 11 ) ) ’
202 fio€os” (@50 @23 1%) — 2030 fisEag” (30 @23 1%)
_ _9 a¢—3/2 o 2 a¢—3/2 e 2
(VoY M2 — 2 fovua) |65800" " (a3, q23mi 1?) + a5 €107 (3, qo5 ms 1°)
ae—3/2 ) apg—3/2 e 2
- (43%%1 — 2%y 43) 145601 (Q37612,m7u ) + 4510 (Q37(J2,m,/vb )
—6m [qzﬁ&?’/z (g3, g2;m; 12) + g3u€r0”” (a3, o35 /f)]
—3/2
+ 3 ve M2 — 2 Sy As) foo/ (g3, q23 m; 11°)
+m [4 (a3 +a2),, — Vo M2— A3Vu — mw] oo (g3, a2 m; 1?)
+(C—1) { 27,65 "% (g5 1%) — 27,60 (qo3 m*; 112)
=27y [qgff()3/2 (Q37 g2; m; ,LLQ) + (g3-92) 5613/2 (Q37 g2; m; MZ)]
+ [(Q?, ) (/is - )’Yu (/42 - m)} 5&)3/2 (Q:s» q2; MM, MQ)
0 _
"o {_2 fis (s +m) 760 2 (g5 m*; 1)
+ 29, fio (2 — m) &7 (s m?; 1)

2

+ (g2 = m2) v (s +m) 700560 (43, g2 m; 0

3/2

)
(3 +m) ’Yu%fm 43, q2; M vﬁ‘Z)
)

( “(
(&2 = m*) Ya (
— (0" = m?) o (fo — m) 4565”7 (3, @23 i p1°
( ) VYo (f2 — m) g5 510 ¥ (C] Go2; M5 [ 2)
+2 (s —m) Yo (fi2 — [5a§00 (Q37CI2,m M )
+(g2u5 + g3005) €11 (g3, g23 m; 11°)
+Q2quf(;23/2 (g3, q2:m; 1)
- 3050 (03, q23m; 112) } }}}23-50)
Como as Unicas integrais que apresentam problemas na regiao infravermelha sao (J;)

e (J1)®, podemos concluir que a amplitude é livre deste tipo de problema.
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E interessante salientar o papel da sistematizacao adotada para expressar a parte finita
das amplitudes perturbativas para que esta conclusao tenha sido retirada de modo simples

e transparente.

3.4 Verificacao das Relacoes entre Funcoes de Green

Agora que encontramos os resultados para todas as amplitudes identificadas na se-
gunda secao deste capitulo devemos verificar se estes resultados obtidos sao consistentes.
Para verificarmos esta consisténcia devemos inicialmente testar a validade das relacoes
entre as fungoes de Green. Logo é necessario que estabelecamos um conjunto de relacoes

/2 o—1/2  -—3/2

que envolvam as funcoes &, ', Emn ~ € Emn . Estas relagoes sao analogas aquelas obtidas

para a verificacao das relagoes em quatro dimensoes e sao dadas por

2 2 2
_ _ _ _ q; +(u"—m
C]§5103/2+(93-612) 5013/2 =& 12 (a3 — qz;m) =& 12 (qo2; i )+ : ( 2 )

o2 (3.51)

@+ (1* —m?) —3/2

630+ (a3.02) €10 " = 6% (a5 — @y m) — & (g ms ) + 5 , (3.52)
26, (a3.00) €03 = 67 (a5 — @y m) — €07 (g m; u)+q§ i (M; —m) 0%, (3.53)
ngn 32 +(g3-92) &0 = & 12 (g3 — g2 m)_€1—1/2 (q3;m; M)+q% u (M; = m2> _3/2> (3.54)
6+ (10 677 = 16" (@ — ) — 7+ BT o (5
B+ (B4 & = L6 (0 — im) - g%+ BT (350
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a + (u* —m?) —3/2 L

026 (43.00) €03 = €% (a5 — @3 m) — &7 (qoymis )+ 5

3.57)

¢+ (> —m?) —3/2 (

Bt (g5.q2) 0 = 6% (g5 — gy m) =& % (q3im; ) + 5

3.58)

2 2 2
32 ~1/2 ~1/2 “12 @5+ (P —m7) 550
92512/ +(q3-92) & / =¢ / (g3 — q2;m)—&, / (g3 — q2;m)— 10/ +2 2 11/7

(3.59)

2 2 2
_ - - q; + (" —m=) _
Q§§213/2 (CIB C]Q) 512 32 — 51 2 (QS — 2; m)_gg 2 (CJ3 — {2; m)—5011/2+ 3 ( 9 ) 113/2a

(3.60)

3/ 5_1/2

24+ (u2—m?)
V2 (gy — quym) — 267 4+ B Je32 (361

-3/2
%%530/ (Q3 CI2) 5 20

2 2 2
- - Q5+ (W —m”) _
B+ (03.02) " =& (g5 — quim) — 26" + 2 (2 )023/2, (3.62)

{((13 - Q2)2 51_1/2 (Q3 — q2; m) -2 (CJ3 - Q2)2 52_1/2 (CJ3 — 42 m)

N | —

Q3£10/ + (QS CI2> 501 =
—1/2 —1/2
26265 "% (qusmi 1) — 626777 (g mi; o)

+ [ + (1 —m®)] 601/2} , (3.63)

B B 1 B B

Bl + (g3.2) €07 = 3 {(Qz, — ) P (g — qm) —2(gs — 2)* &% (g5 — qo;m)
12026, 1% (gs; ms ) — 2607 (g3 ms )
[+ (02 - m)] &} (3.64)
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onde omitimos o argumento (gs, g2; m; p?) das funcoes &
No estudo do tensor de polarizagao do vacuo escrevemos a amplitude referente a este
processo em termos da funcao de Green bivetorial Tl}f/v (k1; ko;m). Estabelecemos para

esta funcao dois vinculos

tVV (k’l, ]{2, ) t‘y/ (kl, m) — tl‘// (kg, m) s (365)

gty (ki ky;m) =t (ky,m) —t,, (ka,m). (3.66)

Para a funcao de dois pontos envolvida na relacao acima encontramos

Ty (ki kaym) = +2V§fg (A?)

+% (qoutor — 9ud?) 165" (gz;m?) —

& (gz;m?)
2

1 _
— a5 & 1/2 (qg; m2) ) (3.67)

— (im) yp

Quando realizarmos a contragao com o momento externo todos os termos finitos se

cancelarao devido a estrutura invariante de gauge que os multiplica. Assim teremos

quIYVV (k1,ko;m) = 2q5v§f’) ()\2)
= 2kVE) (X)) = 2KV E) (W)
= T (ki,m) =T, (ka,m), (3.68)
onde identificamos o resultado (3.11). O desenvolvimento acima comprova a validade da

versao integrada da relagao (3.65). De forma completamente andloga ao procedermos a

contragao com o outro indice de Lorentz encontramos

BTy (ki ky;m) =Ty (ky,m) — T, (ky,m). (3.69)
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J& para a funcao de trés pontos trivetorial temos trées relacoes entre fungoes de Green

05 E\/,X,V (b, ko, k3ym) = tK,Y (K1, kz;m) —tY,Y (K2, kz;m) (3.70)
a5 E\/,YVV (kv, ko, ks;m) = 63, (kv kasm) — ) (ko ksym) (3.71)

e
(45 — ¢2) K,K,V (K1, ko, kz;m) = t,Y,Y (K1, k3;m) — tL/VV (K1, ko;m) . (3.72)

Realizando a contra¢do do resultado (3.25) com o momento externo g5 aparecerao
naturalmente os lados direitos das relagoes (3.57) - (3.64). Utilizando o lado esquerdo
destas relacoes, com a imposicao da condicdo p? = m?, restarao apenas funcoes cuja
soma dos indices inferiores é menor ou igual a 2. Utilizamos as relages (3.53) - (3.56)

para que tenhamos somente funcoes cuja soma dos indices inferiores é igual a 1. Utilizamos

finalmente as relagoes (3.51) - (3.52). Apds estes procedimentos encontraremos

. -1/
? - o " (gs;
q2T/KXV = +% (QSMQ?)I/ - guuQé) [&2 12 (q3;m2) — %3)]
ot - Lot e
- (Zm) 4_5,uzlaq3 50 12 (Q37 m2) + (Zm) _E;woz (Q3 - CI2) 50 12 (Q3 — @G2; m2)
. ™ 4m
]
o [(% - Q2)u (43— @2), — 9w (a3 — Q2)2}
-1/2 2
- q3 — G2;m
X [521/2 (g5 — qo;m?) — S 32 : )] :

(3.73)

Somando e subtraindo a quantidade 2V,(;9§,) (A?) poderemos identificar as estruturas

referentes a duas funcoes de dois pontos. Assim temos a verificacao da seguinte relacao

T/K};V (kl, k’g, k‘g, m) = TAV/:LV (/{31, 1{33, m) - TXLLV (l{ig, kg, m) . (374)
Para o estabelecimento desta relagao é também necessario que utilizemos uma relagao

tensorial que envolve o tensor de Levi-Civita
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5uauk)\ + gozu)\ku + Euz\uka + E':/\,uozku =0. (375)

Esta identidade é similar a Identidade de Schouten em quatro dimensoes.

De modo completamente andlogo podemos verificar as duas outras relagoes envolvendo
a funcao trivetorial.

Ja para a correcao de vértice devemos verificar a validade da versao integrada da

relagao

(CI3 - Q2)u t;e’y (klv k27 k37 m) =t (kb k?? m) — 1 (k17 k37 m) . (376)

I

Realizando a contracdo do momento externo (g3 — g2)" com a solucao (3.50) e utili-

zando as relagoes (3.51) - (3.56) conseguiremos colocar a expressao resultante na forma
i - _
(g5 — @) T = o lim {— (do —3m) G % (g m® 1%) + oy (25 m% 112)

T p—0

(€= 1) (2 —m) & (@ m?; 1?)
a
+(€—1) (qg - mz) 426—u2§1 2 (Q2;m2§M2)}
(2 ~1/2 -1/2
—giﬂ{— (s —3m) G5 % (asm? 1) + A€ (a3 m?; 1)

— (€ =) (fs —m) & (g5; m% 11?)

+(E-1) (g5 —m?) 433%251_1/2 (Q3;m2;u2)} . (3.77)

de onde identificamos

(g3 — @) TS (K, kg, kg, m) = T (K, ko, m) — T (ky, ks, m) . (3.78)

Logo, do ponto de vista da preservacao das relagoes entre funcoes de Green, podemos
dizer que a prescricao que utilizamos é consistente para o tratamento das amplitudes
ao nivel um loop da ED(@3. Notamos que em momento algum nos afastamos de uma
completa analogia em relacao aos procedimentos que aplicamos na solucao da EDQy,

caracterizando assim a universalidade da estratégia.
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3.5 Relacoes de Simetria

Nosso interesse agora é verificar se os resultados encontrados para as funcoes de

Green satisfazem as relagoes de simetria esperadas. As primeiras imposigoes sao aquelas

referentes a conservacao da corrente vetorial para a verificacao da preservacao da simetria

de gauge e sao dadas por
KT (ki;m) =0,
qg‘TlK,V (k1, ka;m) =0,
QZT,K/V (K1, ko;m) = 0,
TV=VV

ql2/ Apv (klv kQ: k37 m) =0,

Q:?TX;VV (1, k2, k3;m) = 0,

(g5 — @2) Ta ¥V (a1, ko, kgym) = 0,
onde
TXJVV = TA‘%V (K1, ko, kgym) + T,&Zv (1, 1o, l35m) |
e

Ty (kyy ko, ka;m) = Ty0Y (g2, qs;m)

TXXV (I, 12, I35m) = TX,‘;V (g3, q2:m),
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com as defini¢oes

p=b-hLeg=I—10. (3.88)

Inicialmente consideremos a verificacao da conservacao da corrente vetorial na fungao

de dois pontos. Realizando a contragao com o momento externo obteremos

AT (ki kaym) = zqgvff,) (A?). (3.89)

Para que o resultado final da funcao de dois pontos preserve a conservagao da cor-
rente vetorial sem que violemos a conservacao dos momentos externos ou a invariancia

translacional temos somente uma possibilidade:

vE (X)) =o. (3.90)
A condigao acima é analoga as propriedades identificadas para os objetos divergentes
no capitulo anterior. Como esta condicao tem a propriedade de fazer com que os resultados
das amplitudes se tornem totalmente livres de ambiguidades e de termos violadores de
simetria, nos referimos a ela como relagao de consisténcia.
J& para a funcao de trés pontos devemos considerar as contribuicoes referentes aos
canais direto e cruzado devido a simetrizacao de Bose. Assim teriamos

QQVT)E;;H/V (K1, ko, kz;m) = quXXV (g2, g33m) + quX/‘;V (3, q2;m) - (3.91)

Utilizando a relacao

@ Ta" (q2,q3,m) = T3 (gsim) — Ty, (g3 — qa;m) (3.92)
(&
&Iy (3. q05m) = T3, (a5 — qasm) — Ty, (qs3m) (3.93)
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poderemos mostrar

BTNV Y (ky ko ksim) = T3 (gzim) — T3, (g3 — g2y m)

+13 (g3 — qzsm) — Ty, (gs;m)

(3.94)

De forma andloga podemos mostrar a conservacao das demais correntes vetoriais na

funcao de trés pontos.

Notemos ainda que, como implicacao da relagao de consisténcia teremos

vV _
T, =0, (3.95)
e
Ty, =0 (3.96)
Para a demonstracao do resultado imediatamente acima utilizamos propriedades das
funcoes &;

gfnn (Q% qs; m) = ffzm (Q37 q2, m) )

que conduz a

T/{/;');V (Q2aQ3§m) = - Avp (q37Q27m)7

ratificando assim a propriedade (3.93).

3.6 EDQ em D=1+4

(3.97)

(3.98)

Para o caso da EDQj5 consideramos no presente trabalho apenas o calculo da ampli-

tude com maior grau superficial de divergéncia, o tensor de polarizacao do vacuo.
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Porém, antes de procedermos o célculo do tensor de polarizagao é interessante que de-
finamos os objetos divergentes basicos particulares desta dimensao na ordem perturbativa
1-loop. Estes objetos seriam aqueles necessarios para expressarmos a parte divergente de

qualquer amplitude na dimensao e ordem perturbativa consideradas e sao definidos por

5) [2\ d°k 1
19 (%) = / o A (3.99)

d°k 1
1% (\2) = / 1
cub ( ) (27_[_)5 (k,2 _ )\2)’ (3 OO)
&k 4k, k, Sk g
AL, (0?) :/ e _/ A (3.101)
(2m)” (k2 — \2) (2m)° (k* — \2)
&k 2k, k &k g
AP (A2 =/ n —/ w___ 3.102

Pk 24k, k k. k &Pk Akok
D(?) 32 :/ phvRakg V/ alvp
4;pvaf ( ) (27T)5 (kQ _ )\2)4 I (27‘()5 (k2 — )\2)3

PPk 4k k Pk 4k, k,
_g“a/ 5 2 52 3 _gﬂﬁ/ 5 2 2\3 " (3103)
(2m)° (k2 — \2) (2m)° (k2 — \2)

Assim como ocorreu na EDQ3, a lagrangiana e consequentemente as regras de Feynman
sao as mesmas que aquelas mostradas no estudo da EDQ,. Assim, a expressao matematica

referente a um valor do momento interno do loop para a auto-energia do féton é dado por

WZZ(q27 m) = €2t}jz§/ (kla k27 m) ) (3104)

onde definimos a funcao de dois pontos bivetorial puramente fermionica

ty, (ki ka,m) =Tr |y, (3.105)

1 1
(F+ Jo) —m " (Gt Jea) —m ]

Substituindo os valores dos tracos a expressao acima toma a forma
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kE+ky),(k+ke), +(k+k), (k+E
tl‘l/y <k17k2>m) = 4( 1)“( 2)” ( 1>V( Q)M

Drz
+2 g (3.106)
v |TH T ph T%Hr |- :
I | "Dy Dy "Dy
Nos deparamos entao com as seguintes estruturas de momento
1 1 k k.k,
E_e K (3.107)

Dy’ Dy’ DiDy DDy’

Todas estas estruturas se tornarao divergentes quando procedermos a integracao do
momento do loop. Utilizando a representacao adequada para os propagadores envolvidos

poderemos escrever estas estruturas de momento na forma

1 — ; _ ()2 _ 2 ; a.B 4kak5 . Jap
|:D1:|pa7’es - (k? _ )\2) (>‘ m ) (kQ _ )\2)2 + kl k?1 (k2 _ )\2)3 (k2 _ )\2)2
2 1 3 1
+ (K24 A —m?) T (k2 + 22 —m?) T
kok Al
—12K0KY (K2 4+ N2 —m?) —2F L : 3.108
vk () ) (k2= 22" (k2= 22" Dy (3.108)
5.~ T
DD, pares (k2 - >\2)2
1
Ay)? Ap)? A A
+2(22)3 + 2(133 +— (3.109)
(k2 =N)"Dy (K> =X)"Dy (k> = A*)" Dry
k, } 2k, ks,
= —(ky + ko) —E ¥
|:D1D2 pares ( : 2) (kQ - )\2)3
4k .k
+ (B2 4+ N —=m2) kY + (kB2 + N2 —md) kY] — 22—
0 K+ (8 0% ) k] ey
2k, k, 2k, k,
L Ra(A) (A2 ka(A)*(A2) k(A k(A
(k2=X)"Dy  (B2=X)"Dy,  (B2=X2)"Dy (k2= X2)°Dyy’
(3.110)

86



{ ke } C kky

DD, pares B (k2 — /\2)2

k. k,
[(k2+>\2—m1) (k2+>\2—m2)} <]€2Z—A2)3
kukykaks

(k2 22!
(84 A2 = md)" 4 (K24 X2 = md) (kS + A2 — m3)

+4 (k:f‘kf kD 4 k3k§>

+ (K2 + 22— )2} Rk

(k2 = A2)*

— (k42 —m§)3+ (k2 + 22 —m2)” + (12 + X —m?) (k3 + X —m2)’*
ks
Kk kiokis
— 22y
k ki b kﬁ

— 4 ( + X2 = m3) [k hf + K] + 2/&1{:5}

— 4 (k2422 —m2) [k%ﬁ +ROKE 1 2kok?

(A1) (A2) Kk, | (A1)” (A2)” kb, (Al) (A2) k ke (A1) Rk,
5 + 5 + + 1 .
(=2 Dy | (—2PD, | (R—X)PDy (K —) Dy

(3.111)

Como um exemplo da versao integrada das estruturas mostramos abaixo o resultado

da integracao de duas delas

(L) = /d5k 1

10(237( ) = (¥ ) O (02 + EIAL), (02)
167r2 { -3 - % [(—mz)?’/2 - (—A2)3/2} } . (3.112)

Pk 1
() = /(2#) "Dis

19 (32) — L (gorm?; 0?). (3.113)

lin 1671'2 0
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A integracao das demais estruturas acima permitem escrever

4
TXVV = — § (q2uq2u - gul/q%) { lin ()\2)
61
+(47T)2 [ ;/2< m2- )\2) 1/2( m2- )\2)]}

5
+5%), (3.114)

onde definimos

5(5) — 4A2 S ()\2)
—2[(K 22— m?) + (k3 + 22 —m2)] AL, (W)
-2 (k‘g + kl),j (kQ + kl)a A3 %] (>\2)

9 9
+ 3t A0 (V) = S0was AL, (V)

3
+ % [qaq + 3 (kg + k1) (kg + kl)ﬂ Ot Dvas (M%) (3.115)
e as fungoes finitas
€072) (g3 m?; 32) = /0 o)) - (-9, (3.116)
com
Q(d.2)=¢(1—2)z—m" (3.117)

Porém o resultado (3.114) de nada nos vale se nao estivermos seguros da consisténcia
do mesmo. Tal consisténcia pode ser testada através da verificacao das relagoes entre
fungdes de Green. A fim de procedermos esta investigagao realizamos o calculo da funcao
de um ponto vetorial. Esta funcao de Green é escrita como

ty (ki,m) =Tr {% (3.118)

el

88



podendo ser colocada na seguinte forma

k 1
\% _ K

Obtemos, apos utilizarmos formas adequadas aos propagadores, ao integrarmos

4
T (km) = —<KSRTRE (D000 ()] — 4kt |AS), ()]

0

4 (K + 2% = m?) kg [AD), (4?)] (3.120)

3;uv

A contracdo do momento externo com o resultado (3.114) gera diretamente

BTV (ki ka;m) = g5 S5,

(3.121)

onde

¢S = —%k?kfk'f [ijgﬁw ()\2)] e [Ag?gw ()\2)} +4 (k2 4+ 22— m?) ke [Ag?gy (A2)}

41 a1 re [o® a [AG) a [A)
+ SkSRIK [DWW (A2)} 4k [Agw (Aﬂ — 4 (k2N —m?) kS [AW ()\2)] .
(3.122)
e desta forma identificamos
AT, (ki kaym) =T, (ki,m) =T, (kay,m). (3.123)
Da mesma forma podemos mostrar que
BT (ki ky;m) =Ty (ki,m) — T, (ka,m). (3.124)

A conservacao das correntes vetoriais somente ocorrerd apos a identificacao das condigoes
de consisténcia. A nulidade da funcao de um ponto vetorial, as conservagoes da corrente
vetorial no tensor de polarizacao e a auséncia de ambiguidades nas solugoes das amplitudes

somente podem ser obtidas se
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00 5, (V) =0, (3.125)
AP, (A% =0, (3.126)
AL, (A% =0. (3.127)

Em consequéncia disto obtemos

4
TlYVV = — g (q2uq2u - gul/‘]%) {[l(zf;L) <)\2)

61 12 (2. 2.\2\ (/2 (2. 2. \2
2
i [2 (g2:m* \%) — &1 (qg,m,A)}}, (3.128)

T) (ky,m) =0. (3.129)

O objeto divergente [ l(f;) (A\?) ainda presente no tensor de polarizagao pode ser absor-
vido em um processo de renormalizacao. Embora nao apresentados aqui os resultados
para os calculos das demais amplitudes e a verificacao de suas propriedades, afirmamos

que estes sao obtidos igualmente consistentes.

3.7 Comentarios finais

Neste capitulo consideramos a eletrodinamica quantica ao nivel perturbativo 1-loop
em formulacoes tri e pentadimensionais. Vimos que a prescrigao utilizada para o calculo
das amplitudes divergentes no capitulo anterior pode ser utilizada nestas casos (em di-
mensdes impares) de modo rigorosamente idéntico. Os passos seguidos sdo 0s mesmos e
as defini¢oes introduzidas sao andlogas. Isto reforca o que dissemos na introdugao deste
trabalho: o cardter geral da estratégia que utilizaremos para o calculo de amplitudes di-

vergentes faz com tal prescricao seja utilizada exatamente da mesma forma em qualquer
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teoria ou modelo, independentemente das simetrias utilizadas ou da dimensao conside-
rada.

Além disso, vimos que mesmo quando estamos considerando teorias fora da dimensao
fisica as ambiguidades nao desempenham nenhum papel nas solucoes finais das amplitudes
perturbativas. Esta observacao caracteriza o carater preditivo inerente a prescricao, pois
os resultados para as amplitudes sao escritos completamente em termos de quantidades
fisicas, ou seja, sao naturalmente livres de ambiguidades.

Dois pontos que merecem ser destacados s@o o modo natural como surgiu o termo
gerador de massa para o féton quando consideramos a EDQ3 e o carater renormalizavel

encontrado para o tensor de polarizagao do vacuo no estudo da EDQs.
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Capitulo 4

Anomalias Finitas em D=1-+1

4.1 Introducao

Uma teoria quantica de campos é gerada a partir da quantizacao de uma teoria
classica. Mas o que devemos esperar, ou exigir, da versao quantizada de uma teoria?
Segundo a literatura [1], uma vez que o modo como os campos (particulas) irdo interagir
¢ uma consequéncia direta do conteido de simetria utilizado na construcao da teoria
classica podemos atribuir um status especial as simetrias. Logo é esperado que a versao
quantizada da teoria mantenha o mesmo conteido de simetria utilizado na construcao da
teoria cléssica.

Na versao quantizada de uma teoria, os objetos de estudo sao o gerador funcional e
as funcoes de Green. A validade das leis de conservacao classicas induzem, através da
algebra de correntes, relagdes envolvendo fungoes de Green com diferentes niimeros de
pontos e estas relagoes sao as chamadas identidades de Ward-Takahashi, ou simplesmente
identidades de Ward no caso dos geradores das simetrias serem abelianos. Estas relagoes,
vistas por hora apenas como consequéncias do conteido de simetria da versao classica
da teoria, tornam-se de fundamental importancia quando investigamos a unitariedade e
a renormalizabilidade das teorias quanticas que tais simetrias geraram.

A literatura destaca também que existem modelos, especialmente aqueles contendo
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particulas quirais ou correntes axiais, para os quais as identidades de Ward nao sao todas
satisfeitas e atribuem esta caracteristica a uma nao implementacao quantica do contetido
de simetria contido no modelo cléssico associado [2], [3], [4], [20], [22]. Se as violagbes das
identidades de Ward sao referentes a uma simetria global entao apenas as regras de selegao
classicas nao seriam obedecidas no nivel quantico e certos processos que seriam proibidos
classicamente poderiam ocorrer quanticamente. Porém, se a simetria nao implementada
for uma simetria local teriamos problemas na interpretagao da teoria quantica de campos
construida, uma vez que tais violagoes poderiam implicar em nao-renormalizabilidade ou
nao-unitariedade caso a simetria nao preservada fosse uma simetria interna dos campos
[21]. A esta catastréfica observagao deu-se o nome de anomalias [23].

As fungoes de Green, em termos das quais as identidades de Ward sao estabelecidas,
sao escritas como combinacoes de integrais de Feynman e estas possuem geralmente um
carater divergente. Logo a verificacao ou nao das identidades de Ward passa pela escolha
de uma prescricao de tratamento destas integrais divergentes. Deste modo as anomalias
foram inicialmente vistas como efeitos perturbativos resultantes da regularizacao inade-
quada de alguma integral divergente [24], [23]. Mais tarde percebeu-se que as anomalias
nao eram devidas a regularizagao utilizada, mas refletiam conceitos fundamentais da teoria
quantica de campos. Uma vez alcancado este patamar de importancia, as consequéencias
da existéncia das anomalias passaram a ser estudadas com maior profundidade o que le-
vou a entender que as anomalias constituiam uma via de dois caminhos. Se por um lado
deveriamos exigir o seu cancelamento, mesmo as custas da suposicao de particulas ainda
nao observadas, a fim de preservarmos a renormalizabilidade e a unitariedade, por outro
deveriamos exigir a sua presenca para que nossas predicoes tedricas estivessem de acordo
com a fenomenologia observada.

O primeiro problema onde as anomalias tiveram papel decisivo foi na explicacao do
decaimento eletromagnético do pion neutro em dois fotons. A fenomenologia deste de-
caimento esta diretamente associada ao comportamento de baixa energia da funcao de

Green de trés pontos com dois vértices vetoriais e um vértice axial, ao que chamaremos
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daqui por diante de amplitude AV'V. O divergente da corrente axial é dado classicamente

pela seguinte relacao

8, A" = 2imP, (4.1)

onde utilizamos a definicdo das correntes P = U5 ¥ e A* = UH ;. Tal relacio implica

na seguinte identidade de Ward

(p1 +p2) T (pr,p2sm?) = 2mTH 7YY (py, paym?) (4.2)

com p; e py sendo os momentos externos.

Sem a presenca de anomalias podemos prever o comportamento

lim (pl ‘HUz)A T,C;VV (Pbpz; m2)} =0, (4-3)
(p1+p2)>—0

0 que por sua vez implicaria em

. P—VV o)
(pljg)g—m TMV_> (pl,pg,m ) =0, (4.4)

ou seja, nao observariamos o decaimento do pion neutro. Com a redefinicao da amplitude
AVV através da introdugao do termo anomalo encontramos um valor nao nulo para a
taxa de decaimento do pion. Além disso este valor estd em boa concordancia com o valor
experimentalmente observado. Tal concordancia experimental somente seria alcancada
com a suposicao de que os quarks existem em trés estados diferentes, o que mais tarde foi
chamado de grau de liberdade de cor.

No que diz respeito ao cancelamento das anomalias para a preservacao da unitariedade
e da renormalizabilidade podemos citar a construcao do modelo padrao e do espectro das
particulas elementares. O tnico modo de salvar a renormalizabilidade e a unitariedade
de uma teoria é assegurarmos que a contribuicao total para as anomalias de todos os dia-

gramas seja zero, promovendo assim um cancelamento geral das anomalias. Isto implica
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em condigoes sobre o conteido fermionico do modelo e indicou que deveriam existir um
balanco exato entre o nimero de quarks e de léptons.

Tais conclusoes puderam ser obtidas realizando-se somente o estudo ao nivel um loop
para os processos envolvidos, pois segundo mostrou o teorema de Adler-Bardeen [25], toda
a contribuicao para as anomalias quirais sao dadas pela contribuicao de mais baixa ordem
e deste modo as anomalias nao recebem contribuicoes de correcoes radiativas.

Existem outras sub-areas da teoria quantica de campos onde as anomalias adquiriram
papel de destaque. Nas teorias de cordas observamos a violacao da simetria de Weyl
(generalizagao das transformagoes conformes para espagos curvos), que gera a conhecida
anomalia de Weyl. L&, assim como na construcao do modelo padrao, devemos ter um
cancelamento desta anomalia, o que somente ocorre se considerarmos que o espago tenha
as chamadas dimensoes criticas de 26 dimensoes para o caso de considerarmos apenas
cordas bosonicas ou 10 dimensoes se considerarmos uma teoria de supercordas, onde
introduzimos a supersimetria para gerar excitagoes fermionicas a partir das excitagoes
bosonicas da corda. A versao mais simples desta anomalia de Weyl é chamada de anomalia
de escala e aparece quando tratamos a cromodinamica quantica (CDQ) no limite quiral. O
Lagrangeano da CDQ no limite quiral apresenta todos os quarks sem massa e a constante
de acoplamento adimensional, o que significa que tal modelo apresenta uma simetria de
escala. Quando procedemos o cédlculo da funcao beta vemos que a mesma é diferente
de zero, ou seja, ocorre uma quebra da invariancia de escala, o que por sua vez gera a
chamada liberdade assintética. Tal escala é conhecida como a escala de confinamento
de cor e nos fornece informacgoes acerca das massas dos hadrons, incluindo prétons e
néutrons. A liberdade assintética ainda permite darmos um tratamento perturbativo
a CDQ, pois a altas energias o acoplamento tende a ser pequeno, justificando assim a
expansao perturbativa em ordens da constante de acoplamento. Outra importante area
de estudo onde figuram as anomalias é na evaporacao de buracos negros, conhecida como
Efeito Hawking, a qual é atualmente explicada com base na Anomalia de Weyl em duas

dimensoes [26], [20].
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Mas o problema das anomalias nao pode ser considerado um problema ja fechado e tal-
vez nem correta e completamente compreendido. Na literatura, as anomalias tiveram seu
foco mudado da escolha do método de regularizagao para a impossibilidade de realizarmos
escolhas sobre as arbitrariedades envolvidas na solucao perturbativa das teorias quanticas
de campos, mais precisamente na impossibilidade de escolhermos shifts nas varidveis de
integracao de integrais divergentes de modo que todas as identidades de Ward associadas a
amplitude estudada fossem satisfeitas. Porém, se queremos ver as anomalias como elas de
fato sao, um conteido fundamental das teorias quanticas de campos, essa correlagao nao
seria a esperada e nao pode ser fundamentada como a explicacao para o seu surgimento.

Podemos também lembrar que as ambiguidades sao uma caracteristica intrinseca ao
tratamento perturbativo das teorias quanticas de campos. Logo em modelos nos quais
pode-se obter solugdes exatas (alguns modelos em duas dimensoes) nao ocorre o surgi-
mento de ambiguidades e desta forma, se existir a ocorréncia de anomalias, estas nao
poderao ser entendidas da mesma forma como sao apresentadas na literatura. Ainda po-
demos ressaltar que em varios trabalhos, tanto os primordiais no assunto [24] [27] como
os recentes [23], as anomalias estao associadas diretamente a existéncia de divergéncias.

Porém, mesmo quando solugoes perturbativas sao necessarias, as anomalias nao de-
veriam ser justificadas com base nas ambiguidades. Lembremos que é possivel mostrar
que em todas as dimensoes pares encontraremos inevitaveis violagoes das identidades de
Ward. Elas estao presentes em tensores (fungoes de Green) que contém um nimero impar
de vértices axiais com os demais sendo vértices vetoriais e o menor ntimero possivel de
propagadores fermionicos. Em D=1+1 encontramos a amplitude AV anomala, ja em
D=1+3 temos as famosas anomalias triangulares AVV e AAA. Por sua vez em D=1+5
poderemos ter as anomalias nos diagramas box AVVV e AAAA e assim para cada nova di-
mensao. Entao promovemos o seguinte questionamento: Tensores como os acima citados,
mas contendo um nimero maior que o minimo de propagadores fermionicos, apresentarao
anomalias? Estes seriam os diagramas triangulares AVV e AAA em D=1+1, os diagramas

box AVVV e AAAV em D=1+3, etc. Neste caso estariamos tratando de amplitudes finitas
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e nao existem argumentos que proibam a existéncia de anomalias nos referidos diagramas.
Caso venhamos a caracterizar estas amplitudes finitas como anomalas poderemos concluir
que as ambiguidades e as divergéncias nao podem desempenhar nenhum papel relevante
na descricao do fenomeno das anomalias.

Podemos mostrar que as estruturas gerais de cada um dos tensores acima citados na
sua respectiva dimensao dao suporte a existéncia das anomalias, sendo as amplitudes
divergentes apenas as que contém estruturas de menor complexidade.

Para enfatizarmos ainda mais esta questao iremos analisar detalhadamente o problema
das anomalias finitas em D=1+1 através da investigacao da amplitude AVV. Os resultados

apresentados neste captulo podem ser encontrados também na referncia [28].

4.2 Modelo de estudo e definicao da notacao

A fim de desenvolvermos a investigagao a que nos propomos, neste capitulo considera-
mos um modelo bastante geral contendo somente uma espécie de férmion massivo de spin
% que é acoplado a campos pseudo-escalares, vetoriais e axial-vetores. Estes acoplamentos

podem ser representados pelo seguinte Lagrangeano de interacao

,CI = i@p(qf’y;g\p)ﬂ — ey (\Tf’}/’u\l’> AM — €A (\I”'}/g"}/u\lf) Wf, (45)

onde as matrizes ¥* e 3 sao matrizes de Dirac em D=1+1, ¥ é o campo fermionico
massivo, ™ é um campo pseudo-escalar e A, e W;L“ sao respectivamente os campos vetorial
e axial-vetor.

As constantes de acoplamento ep, ey, e e4 serao tomadas unitarias por simplificacao
dos resultados sem comprometer em nada nossas futuras conclusoes. A lagrangiana acima
apresenta duas importantes propriedades envolvendo as correntes fermionicas vetorial,

axial e pseudo-escalar
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O VH =0, (Iy"T) =0,
(4.6)
0, A" =0, (@737“\11) = 2mi(U30) = 2miP.

A conservacao da corrente vetorial e a relacao entre a corrente axial e aquela pseudo-
escalar implicarao em relagoes entre fungoes de Green com diferentes niimeros de pontos e,
do ponto de vista usual, tais relacoes deverao ser verificadas pelas solugoes das amplitudes
associadas para que estas solugoes carreguem o contetido de simetria do modelo.

Afim de investigarmos estas verificagoes iremos definir nossas amplitudes através dos
dois conhecidos passos. O primeiro é a construgao das amplitudes, seguindo as regras de
Feynman, para um valor de momento interno do loop. Apds realizarmos as convenientes
modificacoes nos propagadores realizamos o segundo passo, a integracao sobre o momento

irrestrito do loop.

Para uma funcao de Green de n pontos teremos

thmbnalng-Lni - — T AT Sp (k4 kyy;m) Ty Sk (K + Koy m)

Xy Sp (k4 kag;m) ...Tn, Sk (k+ kosm)},  (4.7)

onde o propagador fermionico tem a mesma definicao dos capitulos anteriores

1 _ (k- k) +m

SF:(k:+k:a)—m_ D, ’

(4.8)

com

D, = [(k + ko)* —m?] . (4.9)

A amplitude sera gerada apds computarmos a contribuicao de todos os possiveis valores

do momento irrestrito do loop, ou seja,

J P SO ISR d2k | PP SO PRI e
T nylnglng n; — ttmitnatng ni (4 10)
(2m)*
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Os operadores T',, em (4.7) sao os operadores dos vértices dos diagramas, e neste

capitulo poderao assumir as seguintes formas

L'y = 735 Y3 Va3

respeitando a algebra das matrizes de Dirac

YaV8 + V8YVa = 29as;

com a matriz de quiralidade tendo a definicao

1

s = 57" VeV

(4.11)

(4.12)

(4.13)

Para a andlise das anomalias finitas em D=1+1 necessitaremos do cédlculo de ampli-

tudes com 1, 2 e 3 pontos. Estas amplitudes podem ser escritas respectivamente como

T Ty

tFnl Fnz Fn3

k+ kg, )" m
trnl — (ZD—)TT I:Fnl/yoc] + D Tr [Fnl] 9
k+ ko)™ (k + kqy)’
( l)) ( ) Tr [Fnl'VaFnz/Yﬁ]
k + ka1 “ k + kaQ IB
7Tl£——23—————2—'2ﬂ77[Ijnl’yaljnz] _F 77L£—_2§_____2__1ﬂT‘[Ijn111n2,yﬁ]
+4n2 T%[FnJlm]a

aias

. (k + ko)™ (k + ko) (k + kqy )
Do, asas
(k + kay)? (k + Koy )
Do, asas
ok by ) (k + Kay )
Do, asas
Ut Koy )* (k + )

Da1a2a3

k+k, )
-+nﬂ£j§t—éﬁ—7v[Fngmrngﬁ]
ajazas

k+ky)°
+4n2£—jl—ﬁl—jw[ranmyﬂrnJ

l)alagag

Tr [Fm IYaFnz Vﬁrns '76]

+m Tr [Fru Fn27ﬁrn37§]

Tr [Pm /7arn2 FTL3 75]

Tr [Fnl fYOtFTLQ f}/ﬁrns]
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(4.15)



k+kq )"
+m2¥ﬂ L Yol no Tl

Da1a2a3

+m? Tr(Cp,TnyTsl - (4.16)

aiazas

4.3 Amplitudes Triangulares

Na secao anterior encontramos a estrutura geral para as amplitudes de 1, 2 e 3 pontos.
Se assumirmos na expressao (4.16) as escolhas I',,, = yvs, Ty = Yy Tny = 7 € a1 = 3,
as = 1, a3 = 2 estaremos com a estrutura referente a um valor de momento interno
da amplitude AVV. Apéds substituirmos os tracos de Dirac pelos seus respectivos valores
poderemos escrever esta estrutura como

tf;‘fuv — 5Mtz’(;++) _ 8Mtva . gAytlleP 4 gw/tfpp- (4'17)

Aqui temos adotado a definicao para o tensor
os1s2s3) _ ,a(s1)123 o(s2)312 a(s3)231
L (4.18)
onde s; = 1 e

(k+ kj)ﬁ (k + kl)p + (sp) (k + kj)p (k+ k1) g

4.19
Dha3 ( )

a(sn)(igl «
5600 = 9 (k + k)

As fungoes de trés pontos identificadas em (4.17) aparecem naturalmente quando os
tragos de Dirac sao tomados. Elas correspondem as expressoes obtidas da definigao (4.16)

tomando as correspondentes escolhas para os vértices I',,, I',, e I',,,. Explicitamente

tfgv = {(k+ ks, [(k+ k) - (K + ko) — m?]
— (k? + kz)y [(/{7 -+ ]{Zg) . (k’ + k’l) — m2]
—(k+ k), [(k+ks) . (k+ ky) — m?]} Dl , (4.20)
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bl (k) [+ ) 8+ ) — ]
= (k+ kg),, [(k + k). (K + Ky) = ]
1
D3’

—(k+ ), [k + ks) . (k + k) —mﬂ} (4.21)

I

APP
t)\

= —exa {(k+ k)" [(k+ks). (k+ k2) —m?

— (k+ k)™ [(k + k1) . (k + ko) — m?]
1
D23

— (k + kg)a [(k’ + k’3) . (]{7 —+ kl) — mﬂ}
Feus {(k + )y (k + ks)® (k + ki)

— (k4 k), (k4 k3)* (k + ky)°
1
Dio3

= (ko Ry O+ k)™ o+ 1)) (4.22)

A identificacdo de subestruturas no calculo das amplitudes é importante em dois as-
pectos. Primeiro permite que realizemos o célculo das amplitudes através do calculo de
estruturas mais simples e procedamos a verificacao das relagoes entre fungoes de Green
também de uma forma mais clara e organizada. O segundo aspecto se evidencia quando es-
tamos tratando amplitudes divergentes, pois podemos considerar condicoes de consisténcia
para cada subestrutura individualmente. Estes dois aspectos permitem que analisemos
todas as amplitudes de uma forma universal, tratando estruturas matematicas idénticas
da mesma forma, independente de onde aparecam. Esta é uma condicao necessaria se qui-
sermos tratar as amplitudes de uma forma consistente que permita obtermos conclusoes
claras acerca do que nos propomos. Porém, antes de avancarmos na determinacao das
amplitudes vamos considerar algumas relacoes envolvendo as fungoes de Green presentes

neste estudo.
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4.4 Relacoes entre funcoes de Green

A decomposigao em termos de subestruturas encontrada na se¢ao anterior nos mos-
trou que a avaliagao das fungoes de Green de trés pontos com um indice axial e dois
vetoriais envolve a avaliacao de amplitudes com mesmo niimero de pontos mas com um
ntimero de indices de Lorentz menor. E esperado que estas subestruturas satisfacam
também suas relacoes de simetria, o que significa que devemos encontrar todas as cor-
rentes vetoriais conservadas como decorréncia de (4.6). A investigacdo da conservagao
da corrente vetorial se da através da nulidade do resultado da contracao dos indices de
Lorentz vetoriais da correspondente amplitude com seus momentos externos. Entretanto,
antes de realizarmos a investigacao em torno das identidades de Ward podemos estabelecer
as relagoes entre fungoes de Green e utilizar estas relacoes como guias de consisténcia.

Como um exemplo consideramos a relagao entre fungoes de Green que envolve a fungao

de dois pontos bivetorial onde temos

@ty (ki kaym) =t (ki;m) —t)) (kaym) (4.23)

Esta relagao é a mesma mostrada nos estudos realizados em outras dimensoes. Nova-
mente esperamos que apos a integracao ser realizada a relagao acima permaneca valida.
Na presente investigagao nds teremos, além da relagao (4.23), as contragoes com o0s

indices vetoriais

Gty (ki ka) =t (k1) =t (k2) (4.24)
A (ky, ko) = 2 (ky) — 62 (Is) (4.25)
qs tPVP (kl, kg, kg) Pp (kl, kz) — tPP (kg, kQ) s (426)
qgutlePV (k‘l, k,‘g, k3) = tPP (k‘l, k‘g) — tPP (k’g, k’g) s (427)
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a5 f,yuv (K1, ko, ks) = tf};/ (1, k) —t;‘y (K3, k2) (4.28)
qgthVVV (ky, ko, ks) = t‘;‘;/ (ky, ks) — tf;/ (ks ks) . (4.29)

De um modo completamente similar podemos estabelecer relagoes através da contracao

do momento externo com os indices axiais de uma amplitude. Teremos

iy (ki ke) = t0 (k1) — t0 (ka) + 2m [t]Y (K1, k2)] (4.30)

(g3 — )™t ,\,W YV (1, ko, k3) = ,Y (k1, ka) — t,‘f,fl (b1, ks) — 2mt,’nyV (k1, ko, ks) . (4.31)

Na dimensao considerada podemos ainda estabelecer relacoes envolvendo funcoes de
Green que contenham um numero impar de matrizes de quiralidade com aquelas que
possuem um numero par destas matrizes. Como um exemplo podemos citar a relacao

entre as fungoes de um ponto

t (k1) = —€uag™ [ty (k1)] . (4.32)
Um dos aspectos mais relevantes das relagoes estabelecidas acima se encontra ao ana-
lisarmos as relagoes (4.28), (4.29) e (4.31). Estas relagdes indicam que para obtermos
conclusoes claras acerca da ocorréncia de anomalias em amplitudes finitas é indispensavel
que tenhamos uma compreensao consistente para a amplitude divergente e anomala AV
Se nao estivermos seguros de qual estrutura representa a amplitude AV nao poderemos
verificar a validade das mencionadas relagoes com a forma integrada das estruturas iden-
tificadas.
Para a solucao das amplitudes divergentes envolvidas no estudo deste capitulo utiliza-

remos a prescricao apresentada nos capitulos anteriores. Ao utilizarmos tal metodologia
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para a solucao das amplitudes divergentes poderemos escrever a parte divergente das

amplitudes em termos dos objetos

d*k 2k, k d*k g
AP (N2 :/ S —/ LA 4.33
pv ( ) (27’(’)2 (kg . /\2)2 (27’(’)2 (k:Z _ /\2) ( )
e
) (A)/ Tk (4.34)
log - (2W>2(k2__,A2)' .
J& para a parte finita sera escrita como combinagao das fungoes
(<1 (2. 2 ' 2
. sim”) = dz———-—, 4.35
i) = e (43
onde
Q (¢7m*2) =i (1 - 2)z —m?, (4.36)
e
G ( o 2y
£ QZu QSv dZ 2 9 jR (437)
QQ7Q3;m 7273/)]
onde
Q (a3 a3:m* 2,y) = 5 (L= y)y + 65 (1 = 2) 2 — 2 (q2.q3) zy — m*. (4.38)

4.5 Consisténcia no calculo perturbativo em D=1+41

O conjunto de vinculos construidos na secao anterior, juntamente com as relagoes de
simetria, constituem um conjunto apreciavel de imposicoes a serem estabelecidas sobre
os resultados finais das amplitudes fisicas. KEstas imposi¢oes nos servirao de guias de
consisténcia sobre os resultados obtidos. Antes disso porém vamos investigar se é possivel

a expressao para a amplitude satisfazer simultaneamente todos os vinculos.
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Como um primeiro exemplo estudamos a forma mais geral para o tensor de polarizagao
da EDQ,. Este é proporcional a funcao de Green de dois pontos bivetorial, obtida ao
escolhermos I',,, =7, e I';,, =7, em (4.15). Se ele é um tensor de rank-2, a forma mais

geral para ele serd

T = g [F1(63)] + qouten [F2 (43)] (4.39)
onde as F; (q?) sao funcoes invariantes de Lorentz e ¢; é o momento externo.

Ao realizarmos a contragdo com o momento externo ¢4 teremos

T, = qon [F1(63)] + G390 [F2 (43)] - (4.40)
Se impormos que o tensor de polarizacao satisfaz a conservacao da corrente vetorial

dada pela relagao

quMVVV = quMV,,V =0, (4.41)

teremos

@ [F1(B)] + B [P (6)] =0 = Fi (63) =—-6F(43), (4.42)

e a forma mais geral para a funcao de Green bivetorial passa a ter a forma

T,LYZ'/V = (QQ,quV - qsguy) F2 (qg) . (443)
Podemos também estabelecer mais uma relagao entre as funcoes Fi e Fy através da

andlise de um limite de baixa energia. Lembrando da condicao (4.42) teremos

71 (42)] gy = 0 (4.44)

Porém a relagao (4.23), apds integrada, ird gerar

BT (hy, ko) = TY (k) — TV (k) (4.45)
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onde as fungoes de um ponto vetorial acima relacionadas apresentam as solugoes pura-

mente ambiguas

T) (k1) = =2k Ay (), (4.46)

T (kg) = =2k Agy (). (4.47)

Notamos entao uma aparente contradicao entre as relagoes (4.41) e (4.45). Se soluci-
onarmos a fun¢ao de Green Tlxjv (k1, k2) seguindo os passos que temos utilizado ao longo

deste trabalho encontraremos

TV (ki ksm?) = 240 (\?)

. 2
v | Q2u920 — G 9> 24(=1) ¢ 2., 2
- {%} [1 +m~E, <QQ7m )] . (4.48)

Procedendo a contragao com momento externo

AT (ki) = 202 (3)

= TV ()~ TY (ko). (4.49)

ou seja, a relacao entre funcoes de Green é preservada pelas formas calculadas mesmo os
resultados encontrados possuindo ambiguidades. Mas se a relacao entre funcoes de Green
foi preservada o mesmo nao pode ser dito para a relagao de simetria obtida da conservagao
da corrente vetorial, pelo menos aparentemente.

Notemos ainda que nao existem escolhas acerca dos valores dos momentos internos que
sejam capazes de fazer com que a funcao de Green satisfaga a conservacao da corrente
vetorial e que respeitem a conservacao de energia e momento em cada um dos vértices.

Embora pareca que o resultado por nds obtido para as amplitudes envolvidas na in-

vestigacao desta secao nao sejam consistentes, podemos afirmar que estas inconsisténcias
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sdo apenas aparentes e estao presentes pois ainda mantemos o objeto divergente (4.33)
indefinido.

Sobre este objeto é interessante também salientarmos que a sua presenca nao condiz
com a forma mais geral que o tensor TZ/V pode assumir apds as imposicoes das con-
servacoes das correntes vetoriais, o que nos levaria a prever que este termo é potencial-
mente violador de simetria.

A anélise acima nos conduz a chamada relacdo de consisténcia para a dimensao em
discussao. Os resultados encontrados para as amplitudes somente serao consistentes se
adotarmos que o objeto A,(?,,) (\?), definido por (4.33) e que é uma diferenga de integrais
com o mesmo grau de divergéncia, for identicamente nulo.

Tal escolha faz com que todas as amplitudes, divergentes ou finitas, satisfacam a
conservacao da corrente vetorial bem como as imposigoes advindas do teorema de Furry e
além disso se apresentem completamente nao ambiguas, referente tanto ao momento das
linhas internas quanto em relacao a escala arbitraria, dependendo somente de parametros
dotados de significado fisico.

Além disso, obtemos a relagao do limite de baixa energia (4.42) satisfeita, pois iden-

tificaremos

Fi (3) =:[17+-Tn2£§_1)(qg;fn2)], (4.50)

[1+m%§”@;m%} —0. (4.51)

q3=0
Se estamos adotando que a prescricao utilizada para obtermos as conclusoes acima é
consistente e universal, devemos obter resultados consistentes para quaisquer amplitudes
divergentes em D=141 apo6s impormos a rela¢ao de consisténcia e em momento algum

poderemos assumir um valor diferente para (4.33) que nao aquele identicamente nulo.
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4.6 Amplitude anomala AV

Podemos realizar uma investigacao andloga a mostrada acima para a funcao de Green
AV. Novamente, antes de verificarmos se o resultado obtido para a amplitude AV satisfaz
as relacoes entre funcoes de Green e as relagoes de simetria vamos descobrir o que podemos
esperar em relagao a estas verificagoes. Esta analise é fundamental para que possamos
compreender a amplitude divergente AV e avangar no estudo da ocorréncia ou nao de
anomalias na amplitude finita AVV.

A amplitude AV possui a estrutura tensorial de um pseudo-tensor de rank 2 em duas

dimensoes. A forma mais geral para este tensor é dada por

T = ewGi (43) + €uats 420G (63) + €005 021G (63) | (4.52)

onde os G; (¢3) sao fungoes invariantes de Lorentz e g, é novamente o momento externo.

Devemos esperar, das relagoes (4.6), as seguintes condigoes

T =0, (4.53)
e
AT =2mT)". (4.54)
Realizando a contragao da expressao (4.52) com o momento externo ¢4 obteremos
quﬁ,V = ewqr Gi (q%) + 8#aq§‘q§G2 (qg) . (4.55)
Impondo a conservacao da corrente vetorial obteremos a seguinte relacao entre os
invariantes

Gi(a3) = —45G (43) - (4.56)

Ja para a contracao com o indice axial encontraremos
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T = evads [63Gs (63) — G (63)] (4.57)

que apos utilizarmos a relagao (4.56) toma a forma

BT = a3 {evats [Gs (63) + G2 (3)]} - (4.58)

Notamos entao que a contracao do momento externo com o indice axial da funcao de

Green apresenta o seguinte comportamento no limite cinemdtico g5 — 0,

(BT ] 50 =0 (4.59)

Mas como a divergéncia da corrente axial deve ser proporcional a corrente pseudo-

escalar devemos verificar a relagao de simetria (4.54). A forma mais geral para a amplitude

TPV ¢ dada por

TV = cagsT (63) (4.60)
e desta forma
LAV
a3 T v a
—27; = gyaq2r (qg) , (461)

ou seja, se a relagao entre funcgoes de Green for satisfeita devemos esperar o seguinte

comportamento

[F (qg)]qg_m =0, (4.62)

indicando que a amplitude 7" deve se anular em tal limite.
Por outro lado, ao realizarmos o cdlculo da amplitude 77V, encontraremos um resul-

tado finito e dado por

TV = %%mqfi &t (m%d?) . (4.63)
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e usando

1
&' (@im’) = ——; 1+6q—2+0(q2) : (4.64)

PV
Tu

veremos que no limite cinemdtico ¢z — 0 a amplitude assume o valor

[TI/PV} 2 = —LEWQS- (465)

20 2mm
Concluimos entao que existe uma inconsisténcia entre a verificacao da relagao de si-
metria (4.54) e o limite de baixa energia na contragdo do momento externo com o indice

axial da amplitude AV. Ou seja, as condicoes

AT =2mTrY, (4.66)
(§]
lim g5 TAV =0, (4.67)
q5 20

nao podem ser simultaneamente verificadas pois a estrutura g4 TAV nao pode apresentar
o mesmo comportamento que a estrutura 7"V no ponto cinemdtico g3 = 0.

Do acima exposto entendemos que as trés propriedades de simetria referentes a fungao
de Green AV nao podem ser simultaneamente satisfeitas. Como consideramos a forma
mais geral para o tensor esta conclusao é independente de a amplitude considerada ser
divergente ou nao ou de possuir uma carater ambiguo. Se a conservacao da corrente
vetorial bem como o limite de baixa energia sao satisfeitos entao a identidade de Ward

axial ird ser invariavelmente violada. Este é o fenomeno da anomalia AV bidimensional.

Procedendo o célculo da amplitude AV encontraremos

T (k) = =200 (V)
7; E I/q2 — ¢ aqaq 5 B
_; pv2 q%/i 242 [1 + m2§0 1 (qg’ mg)} 7 (468)
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que satisfaz a relacao

T;ﬁzv (kla k2; m2) = _guagaﬁT‘f/V (kla k2; m2) . (469)

Realizando a contragao do momento externo com o indice vetorial encontraremos

QQVT:‘VV (kla k?) = _2€uaqu(u2)a (>‘2)
= T} (k) — T (ks) . (4.70)

onde as fungoes de um ponto axiais possuem as solucoes completamente ambiguas

T2 (k) = 22,0 kig APP (A?) (4.71)

I

A contracao do momento externo com o indice axial gera

« Z o -— Z (0%

qu;ﬁ/V = 2,003 A (m?) + (2m) o TEval &' (gzim)| + —Evallz (4.72)
7

= T4 (k) — T2 (ko) + 2mTEY (i, k) + —Evall (4.73)

Notamos que a relacao entre funcoes de Green relacionada a contracao do momento

externo com o indice vetorial é satisfeita mas que aquela referente a contracao com o

indice axial nao. Lembrando da relacao de consisténcia estabelecida na secao anterior,

VEImos que

T (k) =T, (k1) =0, (4.74)

implicando que no estudo das relacoes de simetria da amplitude AV encontramos a cor-

rente vetorial conservada

quﬁv (K1, k2) = 0. (4.75)
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Ja a proporcionalidade da divergéncia da corrente axial com a corrente pseudo-escalar

¢é violada

1
qu;ﬁ,V (]{?1, ]{?2) = 2mTIfDV (]{?1, ]{?2) + %émqg‘.

Estes resultados eram aqueles previstos para a forma mais geral para a funcao de
Green AV. Nos resta apenas investigar se o limite de baixa energia na contracao com o

indice axial esta correto. Utilizando o resultado (4.65) na expressao acima encontraremos

lim 4T (k1 k2) = 0. (4.76)

q§—>0
E importante salientarmos que nao existe escolha possivel acerca das arbitrariedades
que possam conduzir a um resultado para a amplitude AV que satisfaga todas suas relagoes
de simetria. A imposi¢ao A,, (A?) = 0 ¢ a unica escolha possivel para que tenhamos a
conservacao da corrente vetorial sem violarmos a simetria translacional e a conservagao dos
momentos em todos os vértices. Se assumimos um valor diferente de zero para o objeto
A, (A?) a fim de verificarmos a proporcionalidade entre a corrente axial e a pseudo-
escalar estaremos tornando nossos resultados inconsistentes por violarem a conservacao
da corrente vetorial.
Nos agora estamos prontos para realizar a investigacao envolvendo a amplitude AVV,
pois sabemos que a estrutura
{ €,u1/Q§ B E,uaq(QXQQV

T,ﬁv (k:l, ko; mz) = 2 [1 + m2€0—1 (qg;mz)} , (4.77)
2

deve ser identificada como a funcao de Green AV. Tal expressao satisfaz a conservacao da
corrente vetorial, satisfaz o limite de baixa energia na contracao com o indice axial mas

apresenta a proporcionalidade entre a corrente axial e a corrente pseudo-escalar violada.
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4.7 Amplitudes Triangulares

Ao procedermos a integragao da estrutura (4.16) vemos que pela contagem de poténcias
todas as fungoes com trés pontos sao finitas. Embora aparentemente mais simples, a
solucao destas amplitudes envolve um grande esforco algébrico e a sua solucao sem uma
sistematizacao semelhante a que promovemos para a parte finita das amplitudes diver-
gentes seria impraticavel.

Para a amplitude AV'V néds inicialmente lembramos que foi possivel, apos a operacao

de traco, escrevermos

2SAVV

Ay v

= erat0H) — g PPV — e\ PV g g, T (4.78)

Apds somarmos a contribuicao referente a todos os possiveis valores de momento de

cada uma das estruturas identificadas no lado direito da expressao acima, encontraremos

(—im) Tos ™ =+ (qugls + @2l + 65 9uw) &1 + (a5095 + @595 + @5 9u) &0’
205 Gouonos + 2 (45 Guton + 05 Guter + 65 Gopdsn) &1z
+2¢5 @300 €30 + 2 (45 G300 + 05 230 + G5 G3ud30) Eor
— (g3 + @)” [%f&)l + @2y + (G Gap + Guon) 17 + %u%ﬁiﬁ]
—Qav {%EOJ + Q25 Eor + (Q2uds + G3u95) &1 + q:»,uq?fg(f}
—q3p [%5001 + qarg5&oy + (qardy + aangs) &7 + Q3,\Q§Y§202}

+45 020 (@208 + Buio] + B @ [020607 + 3610 (4.79)

(—im)TPPY = (g3 — @), & (a3 — qosm) + g€y " (g33m)
—2 (g5 — (g3-02)] [a20r” + 430610 )

+ (QPQ,QQV - C]g(]?w) 50_[)27 (480)
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(—4im) T,"" = (5= @), & ' (63— @2m) + g2 (q2m)
2[5 — (43.02)] [@2ubor” + @310 )

+ [Basu — G3a2] &oo (4.81)

(—4im) TRPP = 4erad3&s " (gsim) + €205 " (g25m)
+2600 (43-02) (65608 + 45610 )

—exa (0305 + 4345) Soo- (4.82)

A jungao destas estruturas conforme (4.78) gera

(—im) Ty = &xa { (02095 + Q290 + 45 9u) €1 + (@309} + @395 + 05 9w) Ero)
+205 2020 €07 + 2 (05 Qopor + 42405 0o + 45 42u030) 17
+205 43, 030650 + 2 (05 B3udow + 65 Putsr + 45 @3uq30) E37
— (g2 + q3)" [%5&)1 + Put2vor + (Quap + Guo) 70 + %u%pfiﬂ
—Gaw {%5001 + 45 Qauonr’ + (42045 + 43,45) &77 + Qe,qufﬁ]
—qsu {%&T& + 4205607 + (42005 + 95045 €77 + quqé’&g‘oz}
+05 qav (@2u60r” + @su€io) + 45 asp (q2vor” + a3uic) }
+% { (43 — 42)" (ExvGan — Exubow) & (a3 + G23m)
+65 (gjwEra — Exudra) f&l (g35m) — G5 (ExvGua — GuwEra) 5&1 (q2;m)
+2e0 (63 — (03-22)] (a3véio + @26077) + en (Baw + Basv) Eoo
265 [0 + (03-32)] (@3u00 + @2u&r) — e (BBu — Bu) oo

+2e 00 (43-02) (65607 + 65610°) — €xa (B35 + 6345 &0 } : (4.83)
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Além das fungoes acima, necessitamos também da solugao da fungao 7).V para que

possamos promover a verificacao das relacoes entre fungoes de Green. Teremos entao

[—4in] TV = 2megn (205 (q20bor + as0ie) — (@5 a2 + 43 G30) Eo )
—2meya [2¢5 (@260 + Guéie) — (45030 + 45 @2p) Eo0 )

+2m [gwgaﬁqg%ﬂ + Ew (QS-Q2)} 5&)2 - QmEWS()_l (g3 — q2;m) (4.84)

4.8 Relacoes entre Funcoes de Green

A sistematizacao utilizada para expressar a parte finita das amplitudes permitiu que
encontrassemos uma forma simples e organizada para a solugao final das amplitudes con-
sideradas. Porém, para procedermos a verificacao das relagoes de simetria e das relacoes
entre fungoes de Green torna-se inevitavel utilizarmos um conjunto de relacoes que envol-

1 ~2  Este conjunto é dado pelas relagoes

vam as fungoes &1, &1 e &

6o + (02.63) €10 = % (67 (@ — a2 m”) = &7 (@33 m”) + @3éo0] (4.85)
G0 + (q2.03) & = % &7 (a3 — azm®) = & (a3:m®) + a3o0’] (4.86)
Bt + (00s) & = 5 [67 (05 — i ”) — & + et (4.87)
&0 + (@gs) &7 = % (67 (45 — @2,m%) — &0 + G3617) (4.88)
GE7 + (02:43) ag” = % (&7 (63 — gim®) — &7 (a3:m°) + 6361 (4.89)
&7+ (42.03) o = % (67 (65— q2.m®) = &7 (a3, m°) + 3617 (4.90)
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_ _ 1. _ _
Béos + (2.03) &5 = 92 [52 ! (Q3 - 92, m2) — 26, + 935022] ’ (4.91)

1
G+ (q3) &2 = 3 (671 (63 — a2 m?) — 263" + 63&ad] (4.92)
1
G’ +(00) &0 =5 [&7 (@ —am®) =& (@im7) + 6] (4.93)
1
G+ () &0 = 3 (6 (a5 — gm®) — & (g23m®) + 63607 (4.94)

B o1 B B )
G’ + (00) &5’ = 5 [&7 (6 — i) =& (65— eim®) — &' +@3677], (4.95)

_ _ 1. - _ _ _
q%flf + (92.93) 5212 = 2 [51 ! (CJ3 — q2; mz) — & ! (Q3 — q2; m2) - 5101 + qg&lf] , (4.96)

_ _ 1 _ _
6360 T (@a) & = 5 {(e- 0)2 &7 (g3 — a2 m?) — 2(g5 — ¢2)2 &7 (g3 — gosm?)

=& (g5 m?) + 26565 (a3 m?) + 43600 | (4.97)

_ _ 1 _ _
Gl + (@0) &G0 = 5 {(e- 0)" & (g3 — qim®) — 2 (g3 — ¢2)° & ' (g3 — q2;m?)

—g3&7" (a3:m%) + 26365 (a3:m%) + 3600 } (4.98)

Gég + B =& (a3 — qm?) + 2mPE, (4.99)

além da redugao
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_ 1 q —2m?
& 1 (gi;m) = —? + o7 50 (gi;m) . (4.100)

Em adigao as relagoes acima é necessario utilizarmos também uma propriedade anéloga
aquela conhecida como identidade de Schouten em 4 dimensoes. Tal relagao, em D=1+1,

é dada por

Eulix + Eunlip + ExuGiv = 0, (4.101)

Com estes resultados torna-se possivel estabelecer os seguintes resultados para as con-

tragoes dos momentos externos com a solucao da amplitude AVV

i [exug? — erags
5 )@\;V _ __|: )\HQS 2)\ QSQ3H:| [1_‘_m€ (q“ ):|
™ a3
. 2 o
1 [ Exp g3 —q2) —Exalg3 — @2 q3 — 42
4- M( ) ( . ) ( )N |:1+m£ (Q3—QQ7 ):|
m (3 — q2)
(4.102)
. 2 e’
1 Exvds — Exalds Qov
A __{ F—¢ 22}[1+m§ (455 m)]
™ a3
. 2 «
1 | Exy — — E)a — —
T (23 — @) xa (G5 2612) (43 — @), [1+m§ (i )}’
m (g3 — q2)
(4.103)
e
A RAVV 1€
_ T — il
(Q3 C]2> Auv + T
. 2 o
U | Ewds — Enals QQV} 1
- +m 5 Ga; M
Ja | e
. 2 o
v | €wq3 t Eval3q _
e e e ISR )
™ q3
Z « (07 —
; { m? Ena [2% (Q2u§01 + Q3u€1o ) - (Q3 Q2v + 45 Qi’w) 5002}

+m*eva [205 (q2uéor” + aspbao) — (65 @30 + 45 @o) Eoi' )
—m? [gwaa/sq?qg + € (CI3-QQ)] Eo + Myt (a3 — a2; m)} :

(4.104)
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4.9 Analise dos resultados obtidos e a anomalia finita

AVV

Neste capitulo realizamos um estudo acerca do carater anomalo da amplitude finita
de trés pontos AVV em D=1+1. Mesmo que este estudo estivesse focado na avaliacao
de amplitudes finitas vimos que um estudo das funcoes de Green divergentes de dois
pontos era inevitavel devido a existéncia de relagoes entre fungoes que envolviam estas
amplitudes divergentes e aquelas de nosso principal interesse. Assim, se quiséssemos
obter conclusoes consistentes acerca das anomalias em funcoes finitas deviamos antes de
tudo ser capazes de obter solugoes para as amplitudes divergentes que apareceriam neste
estudo bem como uma consistente interpretacao acerca do comportamento anoémalo destas
funcoes de Green. Sabendo das limitagoes existentes na avaliagao de pseudo-amplitudes
divergentes através dos métodos de regularizagao usuais, optamos por trata-las segundo
a prescricao apresentada e utilizada nos primeiros capitulos deste trabalho.

Com a utilizagao da referida prescricao obtemos um entendimento claro para o fenomeno
das anomalias na amplitude divergente AV que estda em completo acordo com aquele ob-
tido através do estudo da forma tensorial mais geral possivel para a funcao de Green AV.
Este entendimento deixou claro que as anomalias nao estao de forma alguma relacionadas
com algum tipo de arbitrariedade ou ambiguidade existente na solu¢ao de uma amplitude
divergente mas sao sim uma consequéncia do nimero de relacoes que impomos sobre a
amplitude, visto que podemos prever a existéncia das violagoes das relagoes de simetria
considerando apenas a forma geral da amplitude.

Apos obtermos uma solugao consistente com aquilo que esperavamos para a ampli-
tude AV passamos para o estudo das amplitudes triangulares. Este estudo exigiu um
grande esforco algébrico principalmente no estabelecimento das expressoes finais para os
resultados das contragoes das amplitudes triangulares com os seus momentos externos.
Os resultados para estas contragoes sdo mostrados nas expressoes (4.102) - (4.104). Iden-

tificando os resultados (4.77) e (4.84) poderemos escrever estas contragoes da seguinte
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forma

@Iy =15 (ki ks;m) — T (ks, ka;m) (4.105)
qu)ﬁKV = Tﬁ,v (k1, koym) — Tﬁ,v (ks3, koym), (4.106)

(g3 — Q2)/\ T,CX,V (K1, ko, kz) = Tﬁ,v (K1, ka;m) — TLA (K1, kz;m) — 2mT£,VV (K1, ko, kz;m)

1€

. (4.107)

A identificacao das amplitudes nas relagoes acima facilita a andlise dos resultados
obtidos. Notamos que mesmo sendo finitas e livres de ambiguidades e arbitrariedades o
comportamento das amplitudes triangulares ¢ exatamente o mesmo que aquele mostrado
pelas amplitudes anomalas divergentes: a contracao do momento externo com o vértice
axial viola inevitavelmente a relagao entre funcoes de Green esperada, o que ird levar a
violagoes de simetria no correspondente processo fisico. Isto nos conduz a uma conclusao
clara sobre a amplitude triangular AVV: mesmo finita esta amplitude é andomala.

O termo que viola a mencionada relacao entre funcoes de Green se converterda no
termo anomalo quando considerarmos a simetrizacao dos estados finais das amplitudes
triangulares segundo a simetria de Bose. A presenca de tal termo implica que uma teoria
nao-abeliana ira ter anomalias. Além disso, este termo é justamente aquele necessario
para que ocorra a verificagao do limite de baixa energia na contragao do vértice axial.

Podemos promover uma comparacgao entre os resultados obtidos neste capitulo e aque-
les que seriam obtidos na anédlise das amplitudes triangulares anomalas em D=4 [29].
Nesta dimensao as amplitudes triangulares sao divergentes e pode-se langcar mao, sem
restricoes, da prescricao utilizada neste trabalho para o calculo das amplitudes. A parte
divergente destas amplitudes podera ser escrita em termos dos objetos divergentes basicos

que sao similares a (4.33) e (4.34) mas caracteristicos da dimensao D=4. A parte finita
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podera ser escrita em termos de fungoes andlogas as (4.35) e (4.37). Como mostrado
neste capitulo, este modo de escrever a solucao para uma funcao de Green torna mais
simples a obtencao dos resultados das contragoes das amplitudes com os seus momentos
externos. Ao final é possivel obter um resultado que ird automaticamente satisfazer as
relacoes de Green referente a contracao com indices vetoriais, conservagao da corrente
vetorial, mas violard aquela referente ao indice axial. O limite de baixa energia no indice
axial é verificado de uma forma completamente andloga ao que mostramos neste capitulo.

As anomalias verificadas neste capitulo podem ser estabelecidas através de argumentos
gerais de um modo completamente similar aquele que mostramos no caso da amplitude
anomala AV. Para tal, consideramos a forma mais geral para um pseudo-tensor construido
com dois vetores independentes, o simbolo de Levi-Civita e o tensor métrico. Tal expressao

pode ser escrita como

T,\A;XV (q2,93) = exulenHy (92,03) + g3 H2 (g2, G3))

+ew [ Hs (g2, 93) + g3aHa (g2, g3)]

+ex (@25 (92, 93) + g3 He (G2 q3)]

+9nEpa (45 Hr (g2, q3) + 45 Hs (42, 43)]

+9uuEna (45 Ho (G2, g3) + 65 Hio (2, g3)]

+0ruEva (@5 H11 (42, 43) + ¢35 Hi2 (g2, ¢3)]

+Exa [C]?CI3MCJ3VH13 (CIQ, Q3) + Q?CI3MQ2VH14 (Q2, CI3) + Q?QQMQ3VH15 (C]2, Q3)
+45 qouq20 Hie (42, 43) + 65 420920 H17 (G2: 43) + 45 Q2430 His (g2, 43)
45 3uq20 Hio (42, 43) + 45 G3u930 Hoo (42, 43)]

+eva (450337 Ho1 (G2, 43) + 65430920 H2a (92, 3) + 45 G20933 Has (q2, g3)
+45 20920 Ha4 (92, G3) + 652920 Hos (02, q3) + 5 G2933 Hoe (g2, 43)

+45 @390 Hor (92, 43) + 503,933 Hos (g2, q3)]
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+Epa [Q§93AQ3VH29 (Q2; 93) + CJ3QQ3,\Q2VH30 (QQ, 613) + Q§Q2AQ3VH31 (927 CI3)
+45q20q20 Hs2 (G2, 43) + 05927020 H33 (G2, 43) + 45 q20q30 H34 (g2, ¢3)

+45q3x3q2v Hss (G2, 93) + 65 93xq30 Hse (G2, 93)] - (4.108)

Ao contrairmos o indice axial da expressao acima com o momento externo nés de-

veriamos encontrar um tensor da forma

TﬁVV == guujl (q27 Q3>
+eua (6503002 (02, @3) + 45 G20 I3 (G2, 43) + 45920 J4 (42, G3) + 45 q30J5 (g2, q3)]
+eva (05930 d6 (92, 43) + 45 G2 d7 (42, 43) + 45020 J5 (G2, 43) + 45430J9 (g2, q3)]

+0uwEasds @3 J10 (G2, 3) | (4.109)

onde H; (q2,q3) e J; (g2, q3) sdo fungdes invariantes de Lorentz dos momentos indicados.
A contragao do tensor que representa a forma mais geral para a amplitude AVV

gera quatro relagoes entre as fungdes H; (¢2,q3) e J; (¢2,q3). Uma destas relagoes esta

profundamente relacionada com a anomalia encontrada nas se¢oes anteriores. Nos estamos

nos referindo ao termo €, que tera a forma

(Q3 - Q2)>\Tﬁxv (92, Q3) = Euv [((Q3-CJ2) - QS) Hj (CJ27 613) + (Q§ - (Q3'Q2)) Hy (Q27 CB)} .

termo €y

Como cada termo surgido da contragao acima é proporcional a um bilinear nos mo-
mentos nos esperamos que o resultado da contragao torne-se nulo quando o limite de baixa
energia, (¢ — 0, ¢ — 0 e (g3.q2) — 0), for tomado. Porém a expressao contraida deve
ser proporcional ao tensor PV'V devido a existéncia da identidade de Ward. No que diz
respeito ao termo £, teremos

72)

= 5,LWG1 (Q27 Q3) ) (4110)

termo €py
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que deve igualmente se anular na condigao cinematica g5 — 0, ¢3 — 0 ¢ (g3.q2) — 0.
Ao calcularmos perturbativamente o termo proporcional a ¢, na amplitude TIZVV

encontraremos

7] = ey [(a02) & — & (a5 — @), (4.111)

epv term 2

que nao se anula como esperado. Logo a contracao da amplitude axial com o momento
externo nao pode ser identificada com a amplitude pseudo-escalar pois nao possuem o
mesmo comportamento no limite de baixa energia e a relacao de simetria serd invariavel-
mente violada.

Através da andlise promovida com a forma mais geral possivel para os tensores obtemos
a mesma conclusao que havia sido obtida quando realizamos o calculo efetivo das ampli-
tudes consideradas. Isto torna a conclusao de que a amplitude finita AVV em dimensao

D=1+1 de fato é anoémala, completamente segura.
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Capitulo 5

Anomalias em D=1-+}5

5.1 Introducao

No capitulo anterior realizamos um detalhado estudo do comportamento anomalo
das amplitudes AV e AVV em D=1+1. Conseguimos mostrar que mesmo em amplitudes
finitas observamos inevitaveis violagoes das relagoes entre funcoes de Green. Esta nao ve-
rificagdo implica na violagao das Identidades de Ward. O carater finito destas amplitudes
permitiu concluirmos que as anomalias nao estavam ligadas de forma alguma a existéncia
de ambiguidades ou indeterminacoes presentes no tratamento perturbativo de uma TQC.

Além disso mostramos que a interpretacao utilizada para o entendimento da anomalia
na amplitude finita AVV em D=1+1 ¢ utilizada de uma forma completamente analoga
para a descricao da anomalia AVV em D=143. Com esta analogia indicamos que mesmo
quando as amplitudes consideradas sao divergentes as ambiguidades nao representam
nenhum papel na interpretacao consistente deste fenomeno.

Neste capitulo queremos dar um passo definitivo na compreensao e entendimento das
anomalias e do papel das ambiguidades nas solucoes perturbativas das TQC’s. Para isso,
realizamos a investigacao da ocorréncia de violacoes das relacoes entre funcoes de Green
na amplitude AVVV em D=145. Para a amplitude considerada o grau de divergéncia

¢ mais elevado que aquele encontrado no estudo em D=143 e o modelo agora é nao
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renormalizavel.

Mesmo a teoria formulada sendo nao renormalizavel mostraremos que as anomalias
podem ser compreendidas atravéa de uma interpretacao unica, independente da dimensao
que esta sendo considerada, do carater finito ou divergente das amplitudes envolvidas ou
de a teoria ser renormalizavel ou nao.

Poderemos ainda colocar o problema muito semelhantemente ao problema em 2 e 4
dimensoes. Como o grau de divergéncia envolvido ¢ mais severo que aqueles encontrados
nos dois modelos, o uso de uma prescricao clara, geral e consistente ¢ imprescindivel. Como
vimos nos capitulos anteriores, a estratégia que temos utilizado possui a generalidade e a
consisténcia necessarias para manipularmos todas as amplitudes divergentes que surgirem
nesta analise.

Por fim, ao termos avaliado as anomalias em diferentes dimensoes, poderemos obter
uma visao bastante geral para este fenomeno. Veremos que o problema das anomalias
¢ incontornavel e que de forma alguma devem ser relacionadas com as arbitrariedades
presentes na descricao perturbativa de uma TQC, independente de as amplitudes serem

finitas ou divergentes.

5.2 Modelo, notacao e definicoes

Afim de desenvolvermos a investigagao deste capitulo consideraremos novamente um
delo bastant I contend t Scie de férmi ivo de spin % €
modelo bastante geral contendo somente uma espécie de férmion massivo de spin 3 que é
acoplado aos campos pseudo-escalares, vetoriais, axial-vetores e tensoriais. Estes acopla-

mentos podem ser representados pelo seguinte Lagrangeano de interacao,

L7 = ep(UyU)T — ey (\Il'y“\I') A, —ea (@777“\11) WMA +er (@770“”111) H,,, (5.1)

onde as matrizes v, v7 e 0" sao matrizes de Dirac em D=1+5, ¥ e ¥ sao os campos
fermionicos massivos, 7 é um campo pseudo-escalar, A, é o campo vetorial e Wf e H,,

sao, respectivamente, os campos axial-vetor e tensorial.
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Ao realizarmos o power-couting veremos que os acoplamentos propostos caracterizam
um modelo nao renormalizavel e embora as constantes de acoplamento ep, ey, €4 € er
possuam dimensao, adotaremos elas como unitarias para uma maior simplificacao dos
resultados.

O Lagrangeano acima apresenta duas importantes propriedades que relacionam as
correntes fermionicas vetorial, axial e pseudo-escalar,

O VH =0, (Iy"T) =0,
(5.2)
0,AF =0, (\I/vw“\lf) = 2mi (U7 ¥) = 2miP.

A conservacao da corrente vetorial e a relagao entre as correntes axial e pseudo-escalar
implicao em relagoes precisas sobre as amplitudes. Estas relacoes sao analogas aquelas
encontradas no estudo das anomalias finitas e sao chamadas identidades de Ward.

J& o divergente da corrente tensorial nao pode ser escrito em termos das demais cor-
rentes contidas no modelo. Esta constatagao impede que utilizemos o método da algebra
de correntes para encontrarmos vinculos a serem impostos sobre as amplitudes tensoriais.
Porém podemos estabelecer relagoes entre fungoes de Green envolvendo a amplitude ten-
sorial de uma maneira completamente andloga a que viemos utilizando ao longo dos trés
capitulos anteriores [30].

Inicialmente definimos as amplitudes envolvidas através dos dois conhecidos passos.
O primeiro é a construcao das amplitudes a 1-loop, seguindo as regras de Feynman,
para um valor do momento irrestrito. Apds realizarmos as convenientes modificagoes nos
propagadores passamos para o segundo passo, a integragao sobre o momento irrestrito do
loop.

Para uma funcao de Green de n pontos teremos
thmtnetni — pr P Sp (k4 ke ;m) Doy Sp (K + kay;m) .T0,Sp (k4 ko sm)] . (5.3)

onde o propagador fermionico tem a mesma definicao dos capitulos anteriores

Sp=— = , (5.4)




com

A = (ki + kn) —m, (5.5)

D, = [(k + k,)* —m?] . (5.6)

A verdadeira amplitude é gerada apds computarmos a contribuicao de todos os possiveis

valores do momento através da integracao em D=145, ou seja

6
TFannQan,...an _/d_kﬁtrnlrnzrns'"rnn_ (57)
(2m)

As amplitudes envolvidas nesta investigagao sao potencialmente divergentes desde que
as formas integradas das funcoes de Green irao gerar um power-couting que revela uma
contagem quadraticamente divergente para as amplitudes AVV'V e PVV'V e uma conta-
gem ctbica para AVV. As expressoes podem, em principio, ser contaminadas com ambi-
guidades em um modo completamente similar ao caso 4D, como é bem conhecido. Aqui
o problema pode se tornar ainda mais complicado devido ao elevado grau de divergéencia
contido nos diagramas avaliados. As solugoes encontradas irao mostrar a potencialidade
de nossa estratégia desde que os resultados obtidos estarao em completo acordo com aquilo
que esperamos.

Os operadores I',, sao os operadores dos vértices dos diagramas e neste capitulo poderao

assumir as seguintes formas

Lo = V7, Va3 Ya¥7; 11008 (5.8)

respeitando a algebra das matrizes de Dirac

Ya¥8 + V8V = 29as; (5.9)
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Va8 — V8Va = 210ap, (5.10)

com a matriz de quiralidade tendo a definicao

1
yy = 65045%07,%76,%,%7077‘ (5.11)

Para a andlise da anomalia AVVV em D=1+5 necessitaremos do calculo de funcoes
de Green de trés e quatro pontos. Estas amplitudes podem ser escritas respectivamente

Ccomo

k+ky ) (b + ko) (kb + k)¢
tFn1Fn2FTL3 fr +TT [F”17aFnQ'YBFn3’Y§] ( + 1) ( + 2) ( + 3)

l)alagag
k) (k+ky )
+mTr L, Loy vl ng Ve (k + Fa)” (k + Kay)
l)alazag
k+ ko)™ (k + Koy )t
+mTr L, Yol noUng el ( )" )
l)a1a2a3
k+ ko)™ (k + ko)’
+4nTWWI%17aI%QVBFnA ( lg ( )
aiasas
L k4 k)’
+mTr [y Ty T e (1)—3) +m*Tr [, Ty 78 s ] (1)—2)
ailazas aiazaz
k+kq )"
+m?Tr [Ty Yol o Dig) (D—) +m*Tr [T, Tyl (5.12)
aia2a3z aijasa3

K Tr [Fnl 7arn2 /VBF% ’yprml ’YH]
l)a1a2a3a4

o T (Lo Yol ne 8 ns Yol 'n)

grmlmalnalne = 4 (k4 oy ) (b + kay)” (B + kay)” (K + k)

+m (k + ka1)a (k+ ka2>5 (k + kas)

l)a1a2a3a4
K Tr [Fnl Ya P"Q W/ﬂrns Fn4 %ﬁ]

l)a1a2a3a4

Am (ke + ko) (5 + kay)® (5 + kay)
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T Fnl arngl—‘nf Fn K
+m (k+kal)a (k+ kas)p (k,'+ k:a4)/$ r[ ’y 57[1 47 ]

Da1a2a3a4

w I [Fm Ly, ] L, /Yprm 'Yr-c]

+m (k + ko)’ (k + ko)’ (k + ka,)

l)a1a2a3a4
p I'r LYol ol ns Vme]

l)a1a2a3a4

w I [Fm Yol 'y Ung Uy '7&]

l)a1a2a3a4

Tr U Yol vslns I
_'_m2 (k} + k’az)ﬁ (k‘ + kal)a T[ 17 2 V8L ng 4]
Da1a2a3a4

P Tr [Fm Fnz’yﬂrnS,'YPFM]
Da1a2a3a4

g I'r L, Ly Ygl'nglny Vi)

+m? (k + ko, )" (k + kay)

+m? (k + ko, )" (k + ka,)

+m? (k + ka,)’ (k + kay)

+m? (k + kay)" (k + kay)

Da1a2a3a4

K Tr [Fn Fn F” g Pn ’}/n]
+m2 (k + ka4) (k + ka3>p 1Daja2aja4p 4

o Tr Lo Yol n Doy Uny

g I'r Ly Ty v8 s D

+m? (k + ka,) +m? (k + ky,)

Da1a2a3a4

w I [Fm I RN 7%]

Da1a2a3a4

TT [Fnl FnQ Fns ’prn4]

+m? (k + kqy)° +m? (k + ka,)
3

l)a1a2a3a4 l)a1a2a3a4

m4TT [Fnlrmrmrm] ] (513)

Da1a2a3a4
Os resultados para os tragos que necessitaremos podem ser obtidos através da definicao

da matriz de quiralidade. Utilizando a definigao (5.11) encontraremos

T VeV Ya Y Y8V Yo Ve V)
g : = 9ra€puprptr — Gau€aBuptr + IABEapvptr — IrEauBptr

F9npEappren — Ire€apprpr T GAnEappups

t9apErsvper — GapEauwptr T GavEruppen — JapEruprer
t9atEruprpor — JarEauprpe

F9usEravper — Juv€rapper T GupErapren — JucErabupn

+g;m5>\ozﬂyp£
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+gﬂl/€>\a,up§n — 9B8pErauver + 9BeENapvpr — 9BrEAapuvpt
F9vpEranser — GueErapBpr + Jun€rapsog
t9peEraprr — JprEraupre

+g§n5AaMﬁup; (514)

Tr YA Yu Yo Yo Ye V)

6 = Expvptrs (515)
Tr [yiviy--Vin [ 1< 4] =0, (5.16)

e
Tr [vryiy -, /| n = impar| = 0. (5.17)

Nas expressoes acima todos os indices aparecem um mesmo numero de vezes, o que

nos leva a chama-los de tracos simetrizados.

5.3 Amplitude AVVV em D=1+5

O primeiro passo para o calculo de uma amplitude perturbativa fisica é o estabele-
cimento da sua estrutura matemaética para um valor de momento das linhas internas. A

estrutura ¢5, /" surge ao realizarmos as devidas escolhas em (5.7) para obtermos

1 1 1 1
A
HVYY — Ty {’YA’Y?E%E%E%E} - (5.18)

Quando procedermos a soma das contribuicoes de todos os possiveis valores do mo-

mento indeterminado adicionaremos uma poténcia sexta de momentos ao numerador.
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Realizando a contagem de poténcias notaremos estar tratando de uma estrutura que
apresenta um grau de divergéncia quadratico.
Usando a expressao (5.13) com as respectivas escolhas dos operadores I'; e com os

resultados dos tragos apresentados na se¢ao anterior poderemos escrever (5.18) como

vy , 1
o = K [9aCusupen + JauErsupen + JavErusptn T JacErusupn] 5
1234
la1e% 1
_K1ﬁ2pg4 [976Eapwpen + GupEravper + 9vErauper T 9peErapmpr] 75—
D234
la1e% 1
_KprPA [g)\pga,uﬁufn + GupEraprér + GupEraubér + gpﬁsx\auﬁun] D—
1234
la1e% 1
_K152/)34 [rwEausroe + GunEraBupe T GunErapsoe + Gex€rapsup) D
) ) ) ) ) 1234
Ky Ky K
+ EaBrptr + v |€a K + EapBrpr 7~
o | Cadvrt D234 h noes D234 Iac | Couve D234
st istrel DA DR <¢ il
+ v 19 K + € VpK + v € K
G | Erabit D234 Sl D234 e D234
1 K
+ 5 [kt E) - (k+ ka) =] exnapen (k + ko) (k + ks)
1234
1 K
o [k + ko) - (k + ka) = mP] exupuen (b + K1)” ( + k)
1234
1 K (0%
+ 55— [kt k) - (k+ ko) =] Sxapen (k + ks)" (k + ka)
1234
1
o5 [k ko) - (k + s) = m°] g (k + ka)” (K + k)
1234
1 o
+ 5 [kt k) - (k+ ks) — ] Sxapne (K + k)" (K + )
1234
1 a
+ [(k + k) . (k + k3) — m?] exappue (b + k1)’ (k+ k), (5.19)
1234
onde
K = (k4 k)" (k + ko)” (k + k)™ (k + kg)™ . (5.20)
Na expressao acima é possivel identificarmos as seguintes subestruturas
G
= ExéBora—, 5.21
5 Moy (5.21)
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tAPVP Kﬁpna

v 1234
= T CA\Bprka T~ 522
6 EA BP D1234 ( )
e Kl
- — KO ) 523
6 EAubp D1234 ( )
tSPVV Kﬁpmx
23 1234
= — € tBora , 5.24
5 Sveppra Ty (5.24)
tSVPV Kﬁpna
ué 1234
= Ko T~ 5.25
6 Cuche D234 ( )
tSVVP Kﬁpmx
pv 1234
o — T &uBprkaT~ 526
6 EM Bp D1234 ( )
o tensor
t)\VE — —)ap — «a - S - — —)ap
8 = —euapits |+ nnganptll TPt enugapptl T T — exwapety M,
(5.27)
onde
192 90980 = (k4 ky), (k+ ko) (k + ka)® (k + k)’
+ (1) (k + k)™ (k + ko), (k + ks)® (k + k)"
+ (s2) (k + k)™ (k + ko)’ (k + ks),. (k + ka)”
+ (s3) (k + k)™ (k + k)’ (k + k3)” (k + ky) (5.28)

K )
-D1234

com s = +1 e a subestrutura tensorial

—Exugap [tTOOPPP] = [(k + k) . (k + k3) — m?] expueap (k + ka)® (k + k1)°
24 D934
+5 [(k + K1) . (k + k3) — m?] expueap (k + ka)® (k + k2)”
1234
1 a
-5 [(k + K1) . (k4 k2) — m?] expueap (b + ka)® (k + k3)”
1234
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[(k + ka) . (k + k3) — m?] expueap (k + k1) (k + k2)”

D234
1 a
+ [(k + ka) . (k + k2) — m?] expugap (k + k1) (k + k3)”
1234
1 a
- [(k + Ka) . (k + K1) — m?] expueap (b + ko) (k + k)"
D234
(5.29)
Com tais identificagoes a estrutura tﬂ,‘gv adquire a forma
1
A «a
t)\/y,)gv = +tAuy£ + Zg)wygaﬂ [tT( ﬁ)PPP]
+outie "+ ety gueti T = anitng T — gt — ety
(5.30)

Como evidenciado no capitulo anterior, a forma alcancada para a estrutura acima
torna muito mais simples a obtencao de uma solucao para a amplitude relacionada pois a
integracao de cada estrutura pode ser feita separadamente. Também poderemos realizar
as contragoes com os momentos externos separadamente quando estivermos verificando a

validade das relagoes entre funcoes de Green.

5.4 Vinculos de Consisténcia

Na se¢ao anterior vimos que a decomposicao em termos de subestruturas promovida
para tiy " faz com que ao integrarmos ambos os lados obtenhamos uma relacao entre
varias fungoes de Green. Mas esta nao é a Unica relagao que podemos obter, pois sempre
que contraimos uma amplitude perturbativa com o momento externo encontramos uma
relacao entre amplitudes com diferentes niimeros de pontos.

Do mesmo modo como estabelecemos as relagoes entre fungoes de Green nos capitulos
AVVV

anteriores podemos construir relagoes envolvendo a estrutura ¢y, " . Estas relagoes sao

dadas por
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(QQ - Q3) f;}jj‘gv (k17 k27 k37 k47 ) f/},/l;v <k47 kl; k37 ) f\i/yv (k47 k17 k27 ) ) (531)

f/i/y‘gv (kla k27 k37 k4a ) f,YgV (k47 kla k?n ) f/YEV (k47 k?n k?; ) ) (532)

(I4 f/l/y‘gv <k17 k27 k3a k47 ) f\‘lYgV (klv k?v k37 ) nygV (k47 k?v k?n ) ) (533)
(q.3 - Q4))\ fl‘;}gv (kjh k:27 k37 k4; ) - ?/){/V (k:47 kl) k?; ) ﬁlzv (kh k?) k3a )

+2mitly” (ki ko, ks, ky;m?) | (5.34)

e sao uma consequéncia da algebra das matrizes de Dirac envolvidas.

Independente do método através do qual as estruturas envolvidas serao manipuladas,
ao calcularmos as funcoes AVVV, PVVV e AVV devera ser possivel contrair o resultado
de AVVV com os momentos externos e identificar os resultados das amplitudes mostradas
nestas relagoes.

As relagoes acima sao estabelecidas para um valor do momento interno do loop. E
esperado que elas sejam verificadas apds procedermos a integracao sobre o momento inde-
terminado de cada uma das estruturas relacionadas. A verificacao ou nao destas relagoes é
de extrema importancia na interpretacao consistente das amplitudes. Quando a discussao
é relativa as anomalias, o conceito das relacoes entre funcoes de Green desempenha um
papel fundamental desde que elas permitem entender as amplitudes anomalas e as nao

anomalas de um modo muito claro.

5.5 Aspectos gerais da anomalia AVVV em D=1+45

Antes de procedermos o céalculo explicito das estruturas envolvidas na avaliagao da

ocorréncia de violagoes nas relacoes entre fungoes de Green obtidas na segao anterior, é
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interessante realizarmos uma investigacao matematica muito geral acerca das propriedades
dos tensores envolvidos. Apds esta andlise, poderemos realizar uma identificagdo destes
tensores com as amplitudes fisicas que surgiram na construgao das relagoes entre funcoes
de Green.

A forma mais geral para um pseudo-tensor em seis dimensoes formado com trés vetores

independentes e quatro indices de Lorentz é dada por

Trjwe (P1,D2,P3) = Expveas [p?‘ng 1+ p(fng2 + pgngza]
o, B 33 o, B PR, + o, B P [
TPINEweappP1 P2P3L's + P2xEpveaBpP1 PaP3 L' + P3NEuweaspP1 P2 P3 L7
4 aﬁPF+ aﬁpF+ aBPF
Pip€rveaspP1PoP3L's T Pou€aveaBpP1 PoP3L'9 T P3uErveéaBpP1 P2 P3L'10
+p1u€)\u§aﬂpp?p§p§Fll + p2u5)\,u§aﬁpp?p§p§F12 + p31/5/\u£a,3pp?p§pgpl3
+P1eENuappPS Do PaF 14 + PacExumapoDt Do P F1s + P3eEnuwapobt PaPs Fio,

(5.35)

onde os F), sao fungoes invariantes dos vetores independentes p;, ps € ps.

O tensor T),,¢ podera mais tarde ser identificado com amplitude AVVV, assim como
os vetores py, po € p3 poderao ser associados aos trés momentos externos independentes
existentes na avaliacao desta funcao de Green. Podemos também associar os trés indices
de Lorentz i, v e £ aos indices vetoriais da amplitude AVVV, e assim estes estariam
relacionados as conservacoes das correntes vetoriais. Ja o indice A\ estaria relacionado,
através da contragao com o respectivo momento externo, com a relagao entre a corrente
axial e a pseudo-escalar.

Ao procedermos a contracao com o momento externo pj teremos

P Touve (P1s P2, P3) = Exveappbi Paph [Fs + (p}) Fs + (p1.p2) Fo + (p1.p3) Fio] . (5.36)

Impondo que estd contracao se anule, pfTh,.e = 0, para posteriormente & identificar-

mos com a conservagao de uma corrente vetorial, encontraremos a seguinte relagao entre
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os invariantes

Fy = — (p}) Fs — (p1.p2) Fo — (p1.p3) Flo. (5.37)

Procedendo a contracao com o momento externo pj teremos

Py Tauve (D1, D2, D3) = ExucapoDsDaph [Fy + (p2.p1) Fin + (p3) Fio + (p2.ps) Fis],  (5.38)

e ao impormos novamente a anulagao do resultado da contragao acima teremos

Fy = — (pa-p1) Fir — (p3) Fiz — (pa-p3) Fis. (5.39)

Procendendo a contracao com o momento externo pg teremos

PgT,\,wg (P1,p2,p3) = €Auyaﬁpp(1lp§p§ [Fl + (p1.p3) Fra + (p2.p3) Fis + (p?:,) F16} ,  (5.40)

que ao impormos a sua anulacao gera mais uma relagao entre invariantes

Fy = — (p1.ps) Fa — (p2.p3) Fis — (Pg) Fie. (5.41)

~ . ~ A
Falta-nos entao considerar a contragdo com o momento externo (p; + ps + p3)”. Ao

realizarmos esta contracao teremos

(1 + D2+ 03) Toe (01,02,03) = —EpcasoliPapsFs + (93) €pweap DS Do D Fs
+ (P1.12) EpeappDi Do P s + Euveapol Do D5
+ (P1-P3) EpeapoD P PRFr + (P1-P2) €veapodt Do D3 Fs
+ (13) Epveapol i PoP5 Fo — Epveapr Dy Do 05 L
+ (P2D3) Euveas, D PIDEFr + (P1.D3) Eveas,D Do D3 FS
+ (p2.13) EpveappDi Do P s + (P3) Epeasopt oD .

(5.42)
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Utilizamos agora as relagoes (5.37), (5.39) e (5.41) para eliminarmos os invariantes Fj,

F, e I|. Obteremos entao

(p1+ 2+ 3)" Touwe (01, 02:03) = Epapod Do {(p1.p2) [Fo — iy + F5 + Fy
+ (p2-p3) [F1s — Fi3 + Fe + F7]
+ (p1.p3) [Fia + Fro + Fr + Fy]
+ (p3) [Fs — Fi2] + (93) [Fi6 + 4]

+ (p?) [Fs + F5} - (5.43)

O resultado acima pode ser escrito em uma forma mais compacta

(pr + P2+ p3)” Tapwe (01, D2, 3) = Thve (1, D2, P3) (5.44)

onde

Tuu{ (p1:p27p3) = Suufaﬁpp?pgpgr (p1>p27p3) ) (545)
e todos os termos da estrutura I (py, pa, p3) s@o multiplicados por bilineares dos momentos.

A caracteristica mais interessante da expressao acima é que a forma alcangada implica

na condi¢ao

I (p17p27p3)|pi.p]~:(] com i,j=1,2,3 0, (5.46)

que por sua vez conduz a

(pr +p2 +ps) Truwe (P1,P2,13)| - = 0. (5.47)
pi.p;=0 com 1,5=1,2,3

Estes resultados foram obtidos considerando a forma mais geral possivel para os ten-
sores. Deste modo podemos realizar um link da andlise promovida acima com o estudo
da anomalia AVVV em D=1+5. Isto ocorre quando identificamos a amplitude AVVV

com o tensor Ty,,¢ e o tensor T, com a amplitude PVVV. As relagoes impostas acima
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sobre os tensores correspondem as conservagoes das correntes vetoriais e a proporcionali-
dade entre o divergente da corrente axial e a corrente pseudo-escalar. Estas relagoes sao

representadas por

(g2 — ¢3)° Y (g2.q3.91) = 0, (5.48)
atame (q2.q3.01) = 0, (5.49)
ditame’ (@2,43,0) = 0, (5.50)

(g3 — q4)Atf,YVZV (g2:q3,01) = 2mt "V (2,03, qa) - (5.51)

Se as propriedades deduzidas para os tensores sao impostas sobre as amplitudes, entao

TAVVV

obtemos um comportamento para a amplitude T3 J¢ " no limite de baixa energia ¢;.q; =

0comzi,j =234

[(Q:a —q) ngﬁgv (42,43, Ga) =0, (5.52)

qi.q;=0 com 1,j=2,3,4

Escrevendo a amplitude PVVV na forma

T = Cuveappds 0557 (2. 3 ) (5.53)

e utilizando a condigao (5.47) teremos

[TPVVV} _
23 pi.p;j=0 com i,j=2,3,4

0. (5.54)

Quando calcularmos as amplitudes AVVV e PVVV a um certo nivel perturbativo
é necessario que tais resultados sejam verificados pelas correspondentes expressoes. O
mesmo tipo de exercicio pode ser feito com todas as amplitudes fisicas onde as propri-
edades gerais dos tensores envolvidos podem ser usadas para estabelecermos limites de
baixa energia. No caso que estamos considerando, a expressao matematica referente ao

processo fisico deve ser construida através da simetrizacao dos estados finais segundo a

simetria de Bose. Isto significa que devemos somar as contribuigoes dos canais s, t e u.
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Esta simetrizacao permite também a investigacao acerca da verificacao das identidades de
Ward. J4 as relagoes entre as fungoes de Green podem ser vistas como mais fundamentais
que estas relacoes por serem validas canal a canal.

Nossa questao agora ¢ se o resultado das amplitudes ao nivel 1-loop construidas através
das regras de Feynman lidas da lagrangiana satisfazem as relacoes esperadas? A resposta
é nao e de um modo inevitavel. Este é o fenomeno da anomalia axial em D=14b5. Esta
situacao ¢ completamente similar a que encontramos no capitulo anterior ao estudarmos as
anomalias axiais em D=1+1 e seria andloga a que encontrariamos no estudo da anomalia
AVV em D=1+3.

As dificuldades relacionadas a esta investigacao residem no fato das amplitudes per-
turbativas obtidas com o uso das regras de Feynman serem quantidades potencialmente
divergentes e as usuais prescricoes de calculo de integrais divergentes nao poderem ser apli-
cadas diretamente na solugao das amplitudes envolvidas. No caso considerado o power-
couting revela um grau de divergéncia superficial quadratico, tornando o problema da
avaliacao da amplitude ainda mais complexo que aquele encontrado em D=1+3. Por
estes motivos adotaremos a estratégia alternativa que temos aplicado em todos os casos
estudados neste trabalho e mostraremos que o fenomeno das anomalias aparece de uma
forma natural.

A existéncia de anomalias pode ser colocada de uma forma bastante simples. O pri-
meiro passo é verificar qual o comportamento da solucao ao nivel 1-loop da amplitude
PV V'V no ponto cinematico considerado acima. Ao realizarmos esta tarefa encontraremos
um resultado finito para PVV'V mas que nao se anula no limite de baixa energia. Assim,
mesmo que obtenhamos a amplitude Tj\%gv de um modo consistente, preservando tanto
as identidades referentes as conservagoes das correntes vetoriais como o limite de baixa
energia, nao sera possivel satisfazer a identidade de Ward no indice axial simultaneamente

TAVVV

- N N
e a contracao (g3 — q4)” 7%, = nio apresentam um mesmo com-

pois a amplitude 7} 7""
portamento no ponto cinematico considerado. Estes argumentos sao simples de serem

formulados mas nao é simples obtermos uma comprovacao explicita. Nossa proposta é
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mostrar através da estratégia alternativa de manipulacao de divergéncias como o compor-
tamento anomalo surge naturalmente quando realizamos uma investigacao envolvendo os

resultados das amplitudes.

5.6 Calculo explicito das amplitudes

Ao realizarmos o power-couting sobre os possiveis diagramas contidos no modelo
considerado, veremos que o grau de divergéncia mais severo ¢ aquele que diverge com
uma poténcia 5 do momento e estaria presente na avaliagao da funcao de um ponto
vetorial. Neste caso a representacao alternativa que adotariamos para o propagador teria

a forma

(f+ ki) +m

S(k:—kki;m;)\Q) = Th T k) — 2

B | L (B 42k k+ )2 —m?)
= (/k+ /kz“‘m) {(kQ _)\2) (k‘2 _)\2)2

(k2 + 2k; - k + A2 — m?2)?

(k2 = 32"
(K2 + 2ki -k + X = m?)" (K2 42k k+ X —m?)°
(k2 _ )\2)5 (k2 _ >\2)4
(k24 2k k4 N2 —m?)’ N (k2 + 2k; - k + A2 — m?2)°
k2 — \2)° k2= X2)° [(k+ k) —m2] [
(
(5.55)
com o0s objetos divergentes basicos necessarios a 1-loop em D=1+5 sendo
d°k 2k, k g
AP (X2)] = / AL — 5.56
[ 2;uv ( )i| (27T)6 (k‘Q _ )\2)2 <k2 _ )\2) ) ( )
61 T -
[Aé?;y (A2)} - / (;lﬁljf" (k;llile\l;)3 - (k2 g_!LV)\2)2 ) (5.57)
[A<6) (/\2)} _ dﬁk‘ [ 12]-{3“]{3,, B ng, 1 (5 58)
(2m)" L(k2 =22)" (k2 = 22)*) |
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d%k [ 24k, k, koK 4k k
[O8hs 00)] = [ s { Tt = o

om)® | (k2 = A2)* (k2 — A2)°
Ak, ks 4k, ko
—Yua (kQ — )\2)3 — 9up (kQ — AQ_)S} y (559)
dSk 96k, k.ksk 12kgk
(6) 2 _ uhvavghg _ ¢
[D5;uaﬁé (>‘ )} - / (27?)6 { (/{:2 _ )\2)5 Jpa (k2 _ )\2)4
12k ks 12kaks
—9us (k’2 — >\2)4 — Gus (k;2 ~ /\2>4} ) (560)
dSk 960k, k, ko ksksk 96k, ksksk
(6) 2\ | phvlvahghshr alphéhr
96k, ksksk, 96k, ko ksk,
~ Gpa (k2 — )\2)5 — 9up (k2 — )\2)5
06k, koksk: 96k, kaksks
—Gus (]{32 _ )\2)5 — Gur (k‘2 _ )\2)5 }7 (561)
dk 1
19, () = / 62
quart ( ) (271')6 (kQ . )\2)7 (5 6 )
dSk 1
19 (\) = / , 5.63
quad ( ) (27T)6 (kQ . )\2)2 ( )
€
6
1
[1(06) ()‘2) :/ d k6 3" (5.64)
& (2m)” (k2 — N\?)

Estes sao os ingredientes necessarios para que possamos realizar o calculo explicito de
qualquer amplitude fisica na dimensao e ordem perturbativa considerada.
Nossa primeira amplitude de interesse é a amplitude AVV. Apéds utilizarmos os re-

sultados dos tracos envolvidos encontraremos a seguinte expressao

(k + ks)® (k + k1)® (k + ky)"
D13

TAVV

A (k17 ]{?27 k3; m2) = _65)\0411,[3&@ ) (565)

Em termos das estruturas de momento encontramos dois elementos. Estes elementos

podem ser escritos como
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k~ 1 12k°K# 298
= = (kug + ko + K .
|:D123:|pa7.es 6 ( 18 28 36) (k’Q . )\2)4 (kQ . )\2)3

1 1
—3 (kY + kS + k5)

(k2 — )’
+ kozAg + ]{ZaAgg + ]{ZaAlg
(k2 =X2)"Dy  (k2=X2)"Dy (k2 —\2)" D4
ke A3 k*A k> A?
+ SR 2 L (5.66)
(l{/’g - )\2) D23 (]{32 - /\2) D23 (k’2 - )\2> D123
€
1 1 A, Ay A,
= 3 3 - 2 ~ 712 5 , (5.67)
D123 pares (kZ - >‘2) (kQ - )‘2) D3 (kg - )\2) D23 (k: - A )D123
onde
Ail’iz...in = (k121 + Qkfllk' + )\2 — m2) X (k’?2 + 2]{'22]{5 + )\2 — m2) X
wox (k2 + 2k, k4 AT —mi) . (5.68)

Nas formas acima poderemos identificar os termos potencialmente divergentes com os

objetos (5.56) - (5.64). Os demais podem ser integrados diretamente. Encontraremos

[ 1
() = /(%)GE

Iy () = ﬁ&%? (5.69)

d°k k>
[3 @ = / _—
(') (27)° Das

1 (6% 1 @ [e% o
=~ (kg hag o+ Kag) AP (X) — 2 (K + ks + K9) Iy (V%)
7
+—— [a5€0 + a5 €% + kPES] (5.70)

(4m)
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onde omitimos o argumento (ki, ko, k3; m?; A?) das funcoes £° = que serao posteriormente

definidas.

Com estes dois resultados a solugao para a amplitude Tﬁ,}gv pode ser escrita como

T)él‘gv (k17 k2a k?)a m2) - +8)\MEQBRQ§Yq25 (klp + k2p + k3p) |:A4(16)K/p ()\2)] . (571)

Notamos o cardter totalmente ambiguo e divergente do resultado acima desde que a
combinagao ki, + ko, + k3, nao pode ser escrita em termos dos momentos externos e o

parametro A é uma quantidade arbitraria.

As préximas amplitudes que consideraremos sao as amplitudes Tﬁxgvv e Tﬂxgv. Apos
utilizarmos os resultados dos tracos poderemos escrever
PVVV a P K 1
twe = TOMEeapnds a3 Dot (5.72)
1234
onde temos o surgimento da estrutura
1
. 5.73
D234 ( )

Quando procedermos a integracao a estrutura acima sera finita, e como solucao en-

contraremos
o / dk 1
(2)° Di2sa
(A
= Wﬁooﬁ (5.74)
Logo
i _
Toe' " = +6mW€uuéamdf 4595 000- (5.75)

Para o céalculo da amplitude AVV'V inicialmente notamos que para a decomposicao

(5.30) teremos
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APPV APV P AV PP SPVV SV PV SVVP
guvjkg +_gH£7&V +_gV£7&y __gAN7L§ __gAV7L§ ILV

d®k APPV APVP AVPP SPVV SVPV SVVP
B / W [gutae "+ guetsy T+ guet ~ Gl Ol Gaet ]

— 9xe

Al uv

= 0. (5.76)

aB)PPP

J& a estrutura tensorial ¢7( e o tensor ty,,¢ podem ser respectivamente escritos

CcOo1mo

[tT(aﬁ)PPP]
12

1
Da3y

Expvéaf

— %Mw{—ﬁﬁﬁiﬁ—ﬁﬁ—@%?—ﬁﬁ]
1
D134
o (k+ k1)’
19234

(0% 1 (07
4545 Diot 3q5q;

(k4 ky)°

_ QQ4'__35_____
134

1

1)1234

+2 (¢35 — q2)

+ |dda5ds + d3ds s — ianas

(k+k)°
1)1234

B
+2[(g3-94) 45 — (q2-q1) G5 — (g3-92) ¢ ] M}S.??)

+2g54%

(k+ k)" (k + kp)°
1)1234

(k + k1)* (k + ky)”
D934

tAuug

= +2{(¢545) Envepnpon + (G595) GacErpwprp}

—2{(¢54%) Gaveruepns + (4541) GvaCaueonst
434591 [933%amnes + Gusravpen + IpvErapen + 9peErapmon] 5~
— G545 [9rFonsun + GuoSropen + Jupamien + GpeEransun] —p—
— 5595 [9raEpvp + GonExsuen + JavErusots + GoeSmpvon] —p—
_nggqff [g)\ngauﬂupf + GurEraBrpe T Gus€rapspe T QEREAaqup] 4(.5.78)

Notamos entao o surgimento de duas novas estruturas de momento
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k kekP

€ )
Doz Diasa

(5.79)

e que somente a tultima estrutura se tornara divergente quando integrada. Procedendo o

calculo destas estruturas encontraremos

d°k k>
M = /
() (2m)° Dizs

i — o ¢— o E— oE—
= T3 [ ds 510%) +qs 501% +q 50011 + kY foou ) (5-80)
(4m)
e
o Ak kokP
= [
(27)° D1234
1 2 1 aﬁ 2
= +E |:A4 7Y (/\ )i| 6 ]1og (/\ )
i 1
+ 3 {——9 P00 + 450 5200 + q5q3 5020 + 4y qffooz
(4m) 2
+45¢5 5110 + 454y 5101 + nggg(ill
+45 Gy 5101 +qy qgfoll + g5 45 5110
g [qg €00 + G or0 + 41 é‘o‘oﬂ
Y (a8 &0 + a5 &b + a5 o] + KT EL Eooh. (5.81)
Com os resultados acima e (5.74) poderemos escrever
exweaslag . / d°k (TPPP
4 uréaf (27'(')6 afs

= nuweas [(2 — 33)" (kap + kap + Fsp) + a5 (kap + ks + Ka,)] A (32)
4223 meas <2q§fq§ —q5q5 — df qif) Ly (3?)

3. 144}
_% { 4Q3 [2510 (lﬁ, ks, kq;m; )\2) — & (kly ks, kg m: )\2)}

+2 <Q?q§ +q5q5 — qffq§> & (Ka, ks, ky; m*; X?)
— (q?qg +q5qs — qffqg) &9y (k2. K, kaym?; \?)
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+q5 qgﬁoo (kh ko, ky;m; )\2) ) C]gfoo (kh ko, ks; m®; )\2)

+2 (as.01) 05 (56 + 07 6ach
—2(qo-qu) G5 (qgéfoh + fo6&)
2 (g3-02 — 43) ¢ <q5£foB + qf&&%)

—2 (qingzf +q3d5 g5 — Q§Q5QZ‘> 5&35} :

dSk
T)\,uu.ﬁ = / Wt)\,uuﬁ

K K 6)a
=+ [(@545) ExvepnsGan + (6505) Gacerumpns] AL (N?)
6)a
— [(a545) GawErueons + (@505) Guacruepms] AL (A2)
+2 [2% qy + 2‘13 + a3 q4] Expvéap []log ()‘2)}
124 1 a B] +0
+—0 € vt [292 qy + g5 C]s +qy %] €000
(4m)* | 2
p Kk B -1 k. p B -1
+4505 44 QapEnveprpSooa — 459192 920E Mg prBS200

+ 450505 seesuwpmp — G055 QSugkuﬁpﬁﬁ} &020

+ |5 a5 6} e aveons — Galds q4ngpnﬁ} &0l

—@oErucapn€ion — (B30T QuerveapsSoot

+ (4545 45) [43eEauvapn — G3vErngaps) €010 } :

|45 G5 Qe ruvons — Ao 0TS QovErnepns — 050505 T3vErne o

(5.82)

+ | G5 9L G3uErvepms + Bo0T 0 Qaeruwpns — TS %ﬁmwﬁ} ot

-1
110

Estes resultados permitem que escrevamos a solucao para a amplitude AVVV como
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TAVVV _ d°k AVVV
Auvg - (271')6 Apvg

6)a
= (G505 EnepmpTap + o0 GacErumpms) AL (V)
(q2Q4 GavExpgprp t 3 q49ua5/\u§pf€ﬂ) A( o (/\2)

tenweas [(Q2 - CIS)a (k4p + k2p + k3p) + qu (klp + k3p + k4p)] Az&ﬁ)pﬂ (>‘2)

12 { Expvéaf

Tanp U 2

(2612 qy + CI2 CJ3 +qy Q3> 5800
@554 QapErvepmsSor — T59095 G20 AueonsEand

+ <q§ a5 qsf G3¢E\uwprp — G504 qu Q3u5/\u£mﬁ> 50_25

+

Q2 q3 q4 Q2uExveprp — q3 CIZ qg qa,€ Au&pnﬂ) 51_011

+

+

(q a3 Q4 3uErveprs T 459 q3 q4eENpvprB — aq qg Q4u5/\u£pﬂﬁ) 5&11
kB kP B -1
(q q q3 q2§5)\,u1/pn,8 q2 4,493 QQVSA/LEpI{B 434495 q3l/€)\p,£pli,3) 5110
— (45458 @ovErugapnéiog
1 . _
+§5AW§aﬂ [(Q2-Q4) a3 + (¢3-92) ¢4 Q2Q4} 5510%)

1 _
) {295615 05 QupErveapn — Expeas [(G2-01) @5 — (45.91) 45 ¢f } &0t

+545 G5 (G3eEnwapn — G3vErucapn) 010

1 )
—5Exmcon [(45-04) 65 — (43-02) 4 + 4345 a5 €010

1 (0% (0% (0% —
- Exueas (qi% s + 24595 — 4aqs q4) €000
1

—5Enmtas (q§“q§ - qiftﬁ) & (K, ks, ka; m®; N?)

1 (03 (07 a
+ e (qg & +a5ds — diab ) &0 (ka, ks, kg; m?; N?)

1
— 080 Exwean 260 (ks ks ks i 0%) = € (K, b, ks 3%)]

1
—Zq$q§€Auyga5£80 (K1, ko, ka; m; A?)

1
+ZEAMV§Q6QSq§£80 (kla k?v k37 mQ; )\2) } ) (583)

onde omitimos os argumentos (qg, q3,q3; m* \?) das fungoes £, bem como o argumento

mno

(43,43, q3; m?) das fungdes &1,

A parte finita dos resultados encontrados para todas as estruturas consideradas nesta
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secao foram escritas em termos das funcoes &9 0 e&1  Estas funcoes sao definidas

mn? mno mno’

por
! 1=z Lk ke Euem?:
mn (Kis B s m?; N%) :/ dz/ dy(zmy")an( AR f’\;m ’Zay)7
0 0 _
onde
— (ki — kj) (ks — ki) zy — m?,
e

1 1—2 l—2z—y Q 2 2 2. 2.
m, n,.o 43,43,q4, M5 2,Y, T
7(31”0(q%’qg’qi7”'"”25)‘2):/dz/ dy/ dr (2"y"2%) In %4 4)\2 i ),
0 0 0 _

1 1-z 1—z—y 0,,N M
Ermo (@, @5, 433 m7) =/ dz/ dy/ dz (%y"2™)
0 0 0 Q(

2 2 2. 2. ’
q2>q37q4am ,Z,y,l')

Ccom

Q (g3, ¢5.¢m* zy7) = gl—o)e+g(l—yy+q(l—2)z
—203.2YT — 2q4.G22% — 2¢4.q32Y — M. (5.84)

As funcoes de Green apresentadas acima sao aquelas necessarias para completarmos
nossa investigagao. Notemos a presenca de termos potencialmente ambiguos na expressao
da amplitude AVV'V e que estes termos vieram do setor da amplitude que foi identificado
como a amplitude tensorial.

O resultado obtido para as amplitudes carregam todas as arbitrariedades intrinsecas
aos diagramas. Nenhuma modificacao nas amplitudes foi feita até o momento. Agora que
nos temos os resultados das amplitudes podemos verificar se as relagoes entre fungoes de

Green sao preservadas pelas formas encontradas.
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5.7 Verificacao das relacoes entre funcoes de Green

Para verificarmos os vinculos construidos entre as funcoes de Green é necessario que
primeiro estabelecamos um conjunto de relacées que envolvam as fungoes finitas utilizadas

para expressarmos o resultado das amplitudes. Estas relacoes sao dadas por

_ _ _ 1 _
C]Sfm%)"‘(%-%)501%)‘1“(614-612)50011 — 9 [580 (k?h ks, ka; m?; /\2) - 580 (k2»k3a kea; m?; /\2) + qgfooﬂ )

(5.85)

1
BEor0+(a3-02) E100+(04-03) Egor = 5 (€00 (K1, ko, ka; m®; X)) — &0 (K3, ko, kay m*5 2%) + ¢3&000] »

(5.86)

_ _ _ 1 _
QZ50011+(Q4-Q2) 510%)+(Q4-QB) '501%) D) [580 (kh ke, ks;m?; )\2) - 580 (l% ko, kg; m?; )\2) + quooﬂ ’

(5.87)

_ _ _ 1
G + (03-02) Eo + (0-32) &0y = 2 [f?o (k% ks, kay m?; >‘2) +&0 (k% ks, ka;m?; )‘2)

—&0o (k% ks, ka; m?; )\2) + &ooo + qgffoﬂ , (5.88)

- _ _ 1
A€o0 + (43-02) €10 + (04-03) €0y = 2 [581 (ki’n kz, kay m?; )‘2) + &0 (k37 iz, kasm?; )‘2)

—&o (ks, ko, ki m?; N?) + G301 + E000) » (5-89)

_ _ _ 1
Gioon + (04-02) &b + (0a-03) &y = 3 €00 (Kas o, ks m®s N?) + & (Ka, k2, kg; m®; A?)

_580 (k:4, ka, k’:’»;m2§ )\2) + 5800 + QZQI)H ) (5-90)

_ _ _ 1 _
q;§1011+(Q4-Q2)50012+(Q3-Q2) 50111 = ) [581 (kb ks, k4;m2; )\2) - 581 (k27k37k43m23 /\2) + qgfooll} )

(5.91)
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_ _ _ 1 _
qgfu%ﬁ‘(%ﬂz)502%+(Q4-QZ) 50111 = 5 [5?@ (/ﬁ, k3, k4;m2; )\2) - f?o (k27k37k43m23 )\2) + qgfmlo} )

(5.92)

_ _ _ 1 _
qg£0111+(QS-Q2> 51011"_((14@3) 50012 = ) [581 (klv ko, ky; m2; )\2> - 581 (k37 ko, ky; m2§ /\2) + Q:%fooll} )

(5.93)

_ _ _ 1 _
qgfnb‘*‘(%-%)520%)‘1“(94-613)51011 = 5 [5(1)0 (k?h k1, k4;m2; /\2) - f?o (k3,k2, k4;m2; /\2) + q;‘féloﬂ )

(5.94)

1
@1&or1+(q1-02) E76+(9a-93) Lo = 5 (€00 (K1, K, kg; m®s X)) — €00 (ka, ko, ks m* 2%) + 3010 »

(5.95)

_ _ _ 1 _
G2101+(41:02) oo+ (90-3) Ex0 = 5 [€or (R, Koy eg; m* %) = &0y (R, B, Ressm™s A7) + 6o

(5.96)
juntamente com a reducao
1 2 _
5800 - o9 gm%oo%)
1 - _ _
+3 [43€ 100 + Béor0 + Gioot + £0o) - (5.97)

A identificacao destas relacoes permite que procedamos de uma forma bastante clara
a verificacao das relacoes entre funcoes de Green.
Ao realizarmos a contracao do resultado da amplitude T A“L‘ng com os respectivos

momentos externos encontraremos

(CI2 - 613)E T)éxgv = +5Auuaﬁnngg (klp + kSp + k4p) [Af)pn ()‘2)]
_Ekw/aﬁnngg (klp + k2ﬂ + k4p) [Aﬁ(lﬁ)lm (Az):| ) (598)
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QSTﬂ‘ﬁgv = +5x\u£aﬂﬁng§ (klp + kSp + k4p) [Az(f)m ()‘2)]

—Exutapn (k1 — ko) (ks — ka)” (kop + ks + ku) [Aiﬁ)’m ()‘2)} , (5.99)

ATV = —pncapndsds (Frp + kop + kap) AP (02)
—Exutapn (k1 — ko) (ks — ka)” (kap + ks + ku) [Aiﬁ)’m (AQ)}

iy . i
+353 (q2 ad) ) Epwears + 2m {6m€uusaw <Q2 0“d) ) —— &0 (63 6 @ mQ)} :

(47)
(5.100)
(§
(Q3 - Q4))\ T/CLVVXV = +5£uua[3nq§fqg (k4p + kzp + klp) AiG)pK ()\2)
+eweapnts @3 (ki + kap + ksp) AP (02) . (5.101)

Se realizarmos a identificacao das fungoes de Green dos lados direitos das expressoes

acima poderemos entao verificar a validade das relagoes

(2 — 3)° Tt = Tf,%v (Ka, k1, ks;m?) — Tf})ﬁv (Ka, ki, ko;m?) (5.102)
T = Toe" (kb ks;m®) — T (ka, ks, kaym?) | (5.103)

e
qZTﬁxgv = T)ﬁ,‘gv (]{31, ]CQ, ]{33, mz) - Tj:lj‘gv (]{34, ]{?27 k‘g, m2) . (5104)

Ja a relacao referente a contragao com o vértice axial toma a forma
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(g3 — Q4)/\Tﬁ},i¥v = T{LXV (k?4, k1, ko; m2) - ,ﬁ,‘gv (k‘h ka, ks; mz)

+2mT LY (ky, ko, ks, ka;m?)

/[: (0%
too3 <Q2 ngg) Epvears- (5.105)

Os resultados acima sao obtidos sem que realizemos nenhuma especifica escolha acerca
das arbitrariedades contidas nas solugoes das amplitudes envolvidas.

Sabemos que resultados consistentes para as amplitudes somente serao obtidos apds o
estabelecimento das relagoes de consisténcia. Estes vinculos surgem apds impormos que
os resultados devem satisfazer as conservacoes das correntes vetoriais e serem totalmente
livres de ambiguidades. A unica possibilidade de obtermos estes vinculos satisfeitos sem

que abramos mao da invariancia translacional é atribuirmos nos resultados acima

AP (N2) = 0. (5.106)

Com esta imposi¢ao obtemos a amplitude AV'V com o seguinte resultado

Tﬂ‘gv (kh ka, ks; m2) = +€/\u€a,8nq§tq§ (klp + k2p + k3p) [Agﬁ)ﬁp ()‘2)]

= 0. (5.107)

Além disso, é conveniente lembrarmos que a imposicao sobre o objeto divergente basico
deve ser aplicada em todos os lugares em que o mesmo surge, pois somente quando este
objeto assume este valor é que consistentes interpretagoes podem ser obtidas a partir dos

resultados encontrados para as amplitude fisicas.

5.8 Comentarios finais

TAVV

Ao impormos que o resultado consistente da amplitude T} ¢

¢ identicamente nulo,

encontraremos as seguintes relacgoes
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(g2 — q3)* Tt =0, (5.108)

¢ Tt =0, (5.109)

AT =0, (5.110)

(s — o) TLEY = +2mT 00 + —— (650347 ) cuweans (5.111)

As trés primeiras relacoes refletem as conservagoes das correntes vetoriais. A ultima
relacao vem concordar com as conclusoes que obtivemos ao adotarmos a forma mais geral
possivel para os tensores que representaram as amplitudes relacionadas acima.

Para explicitarmos este fato ainda mais, podemos determinar o valor da amplitude

TPVVV

e 1o limite cinemadtico ¢;.q; = 0 com 4,7 = 2,3, 4. Teremos

PVVV _ i -1
[TWS }qi‘quo com i,j=2,34 +6m (47T)35W5apﬁnggqg [6000} ¢;-q;=0 com i,j=2,3,4" (5'112)

onde

1 1-2 1—z—y 1
—1 —
[5000} i-q;=0 com i,j=2,34 /0 dz/o dy/o dx[—m2]

1

= ——, 5.113
- (5.113)
e deste modo
[TV 1 5 Cqhqn (5.114)
we Lgiqi=0 com ij=234 " ;a3 rvéernds 293 .
Notamos entao que como esperado a amplitude Tﬁ&gvv nao se anula no ponto ci-

nematico considerado. Porém, seu valor no ponto em questao faz com que tenhamos
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1
TAVVV o a, P K

A i A
(g3 —qa)" Thne ™ = _%%Vﬁa/m% 9293 + 3973 (ngs qf) Epvéars

—_ (5.115)

Logo, para que o limite de baixa energia seja satisfeito na contraco (g5 — qs)” e
é necessario que a relacao entre fungoes de Green seja violada, sendo que esta violagao
ocorre por um valor que é justamente igual ao oposto do valor assumido por 2mT V"
no limite considerado.

Apos esta andlise, juntamente com o exposto no capitulo anterior, enumeramos as
principais conclusoes obtidas sobre as anomalias:

a) Todas as amplitudes nao andmalas de uma teoria, se consistentemente calculadas,
tem suas relagoes entre funcoes de Green preservadas, mesmo na presenca de termos
potencialmente ambiguos e violadores de simetria.

b) Para estas amplitudes, todas as simetrias (identidades de Ward) sao satisfeitas
pelas formas calculadas apos a imposicao das relacoes de consisténcia e os termos poten-
ctalmente ambiguos sao eliminados.

¢) Para as amplitudes anéomalas, os termos ambiguos sao também eliminados mas pelo
menos uma das relagoes entre funcoes de Green ird ser violada.

d) A relagao entre fungoes de Green que ird ser violada € aquela em que a contrac¢ao
do momento externo ocorre no vértice axial onde o limite de baiza energia € satisfeito.

Salientamos por fim que as colocacoes acima sao gerais, aplicando-se a quaisquer

amplitudes independentemente de ser divergentes ou finitas ou de pertencerem a modelos

renormalizaveis ou nao.
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Capitulo 6

Conclusoes

Embora a Teoria Quantica de Campos seja atualmente a principal ferramenta para
a investigacao de teorias e modelos acerca das particulas elementares e suas interagoes
ainda existem uma série de aspectos presentes na interpretacao dos resultados obtidos que
nao sao completamente esclarecidos. Destes podemos destacar o papel das ambiguidades
e o surgimento de inevitaveis violacoes das relagoes de simetria das amplitudes fisicas
perturbativas. Tais aspectos ainda sao fontes de discussoes na literatura devido a nao
generalidade das prescricoes utilizadas para o calculo das amplitudes fisicas envolvidas.
Neste trabalho nos propomos a gerar contribuicoes bastante significativas acerca dos dois
temas destacados.

No primeiro capitulo apresentamos resultados referentes a formulacao quadridimen-
sional da eletrodinamica quantica (EDQy). A obtengao destes resultados passa invaria-
velmente pela avaliacao de amplitudes divergentes e é necessario que utilizemos algum
artificio matematico para contornar as indeterminacoes presentes no célculo destas es-
truturas. Como as usuais técnicas para o tratamento destas divergéncias quando geram
resultados consistentes para as amplitudes nao sao gerais e quando gerais nao sao con-
sistentes, podendo em alguns casos conduzir a resultados destituidos de significado fisico,
optamos por adotar uma prescricao alternativa. Esta prescricao alternativa, chamada

de Predective Prescription, é uma evolucao natural do formalismo adotado pela Implicit
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Regularization [11] e estd centralmente baseada no retardo, tanto quanto possivel, da in-
tegragao sobre os momentos irrestritos dos diagramas de Feynman. Com isso podem ser
utilizadas identidades matematicas nos integrandos (daquelas integrais que quando inte-
gradas se tornam indefinidas) separando a parte potencialmente divergente da parte finita.
Assim é possivel solucionarmos as amplitudes sem que seja necessario realizar o cédlculo
explicito de qualquer integral divergente ou a adocao de algum tipo de regularizagao.

Este éxito é alcancado gracas as identidades matematicas que sao utilizadas nos in-
tegrandos. Tais identidades, que sao representacoes alternativas para os propagadores
da teoria, fazem com que toda a dependéncia em relacao aos parametros fisicos esteja
presente somente na parte finita das amplitudes, evidenciando desde este ponto, o fato
das divergéncias nao representarem nenhum papel fundamental para a interpretagao dos
resultados obtidos.

Para a organizacao destes resultados é definido um conjunto de fungoes especificas da
dimensao considerada mas que possuem analogos nas demais dimensoes. Tal organizacao
permitiu apresentar de uma forma bastante clara e compacta as solugoes das amplitudes
consideradas. Nenhuma integracao nos parametros de Feynman necessitou ser realizada,
precisando apenas de relacoes entre as diferentes funcgoes definidas bem como o seu com-
portamento em certas condigoes cinematicas.

Ja a parte divergente pode ser escrita em termos dos objetos divergentes bdsicos. Estes
objetos sao também particulares da dimensao e da ordem perturbativa considerada tendo
seus analogos nos outros casos. Sobre alguns destes objetos impomos as relacoes de
consisténcia e aqueles que permaneceram na solucgao final das amplitudes foram absorvidos
no processo de renormalizacao da teoria.

Ao fim do primeiro capitulo conseguimos mostrar que a prescricao utilizada possibi-
lita obter resultados para todas as amplitudes divergentes presentes na EDQ4 de modo
que as mesmas satisfacam todos os critérios de simetria, proceder a renormalizacao da
teoria e realizar o calculo da funcao beta. A concordancia dos resultados obtidos com

aqueles esperados evidenciou a consisténcia da alternativa que utilizamos para o calculo
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das amplitudes.

No segundo capitulo a generalidade da Predective Prescription foi evidenciada através
do estudo da EDQ em dimensoes impares. O primeiro modelo de estudo foi a extensao
tridimensional da EDQ usual. Todas as amplitudes de interesse foram calculadas de uma
forma completamente andloga a que utilizamos no estudo do primeiro capitulo. Além
disso, mostramos claramente como ocorre a geracao de massa para o foton via correcoes
radiativas e como ocorre o cancelamento das divergéncias que tornam a EDQj finita.
No fim daquele capitulo foram apresentados alguns resultados obtidos na extensao pen-
tadimensional da EDQ dando uma énfase maior ao carater renormalizavel do tensor de
polarizacao do vacuo.

Nestes dois estudos destacamos que em momento algum na interpretagao dos resul-
tados as ambiguidades desenvolveram papel relevante, seja aquela introduzida devido a
liberdade na escolha da rotulacao arbitraria dos momentos ou seja aquela referente a
escala comum as partes finitas e divergentes.

O terceiro e quarto capitulos foram dedicados ao estudo das anomalias. No primeiro
destes capitulos foi apresentada uma breve descricao da importancia deste tema e nos
levantado o questionamento acerca da interpretacao que é dada e a forma como a literatura
justifica o surgimento das violagoes das identidades de Ward. Salientamos que a grande
maioria dos livros apresenta o surgimento das anomalias com base nas ambiguidades
inerentes ao tratamento perturbativo das TQC’s. Se as ambiguidades nao desempenham
papel algum na interpretacao das solugoes das TQC’s o conceito apresentado na literatura
deveria ser revisto. Para isso propomos um problema bastante interessante: anomalias
em amplitudes finitas.

E de comum acordo que na avaliagao de amplitudes finitas nao ha o surgimento de
ambiguidades, pois as mesma surgem devido ao carater divergente das amplitudes. Entao
se estas amplitudes pudessem apresentar anomalias, este comportamento nao poderia ser
explicado com base nas ambiguidades, muito menos com shifts nas variaveis de integracao,

0s quais nao seriam compensados pelos termos de superficie. Propomos entao a inves-
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tigacao da existéncia de anomalias na amplitude AVV em D=1+1. Ao considerarmos a
forma mais geral para um tensor que pudesse mais tarde ser identificado com a fungao de
Green AVV vimos que nao seria possivel satisfazer as conservacoes das correntes vetori-
ais, a relacao entre o divergente da corrente axial e a corrente pseudo-escalar e o limite
de baixa energia, caracterizando assim um comportamento anémalo. Ao realizarmos o
calculo explicito da amplitude perturbativa confirmamos o comportamento encontrado
para o tensor na forma mais geral. Desta forma se quisermos entender o fenomeno das
anomalias de uma forma universal, através de uma mesma interpretacao independente
do modelo e da dimensao que estamos considerando, as ambiguidades presentes em am-
plitudes divergentes nao podem ser utilizadas para justificar o comportamento anémalo
apresentado por algumas amplitudes.

Para evidenciarmos este aspecto utilizamos a generalidade e a consisténcia apresentada
pela prescricao de tratamento das divergéncias para o estudo da anomalias AVVV em
D=1+5. No tratamento das amplitudes envolvidas neste estudo os graus de divergéncia
que surgem sao ainda mais severos que aqueles encontrados na avaliacao da conhecida
anomalia AVV em D=1+43. Novamente consideramos o estudo da forma mais geral para
um tensor que pudesse posteriormente ser identificado com a amplitude AVVV. Vimos
que um tensor com esta forma nao poderia de forma alguma satisfazer as trés conservacoes
da corrente vetorial, a relagao da divergéncia da corrente axial com a corrente escalar e o
limite de baixa energia simultaneamente, caracterizando novamente um comportamento
anomalo. Apoés realizarmos o calculo de todas as estruturas envolvidas mostramos que
mesmo quando o grau de divergéncia das amplitudes consideradas aumenta, continuamos
a interpretar o surgimento das anomalias sem mencao alguma as ambiguidades.

Assim, no que diz respeito as anomalias, nossos estudos nos permitiram obter as
seguintes conclusoes:

a) Todas as amplitudes nao anomalas de uma teoria, se consistentemente calculadas,
tem suas relagoes entre funcgoes de Green preservadas, mesmo na presenca de termos

potencialmente ambiguos e violadores de simetria.
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b) Para estas amplitudes, todas as simetrias (identidades de Ward) sao satisfeitas
pelas formas calculadas apdos a imposicao das relacoes de consisténcia e os termos poten-
cralmente ambiguos sao eliminados.

¢) Para as amplitudes anéomalas, os termos ambiguos sao também eliminados mas pelo
menos uma das relacoes entre fungoes de Green ird ser violada.

d) A relagao entre fungoes de Green que ird ser violada € aquela em que a contrac¢ao
do momento externo ocorre no vértice axial onde o limite de baira energia é satisfeito.

Nossos proximos estudos estarao focados na investigacao do possivel carater renorma-
lizavel da extensao pentadimensional da EDQ utilizando a Predective Prescription. Ainda
sobre este modelo, procuramos por algum efeito semelhante a geracao de massa para o
foton obtida na EDQs. Além disso pretendemos verificar um comportamento semelhante
aquele que encontramos na avaliagao da amplitude AVV em D=1+1 na amplitude AVVV
em D=1+3. Também pretendemos realizar investigacoes em D=1+7 evidenciando ainda
mais que os argumentos que apresentamos na interpretacao das anomalias sao universais

e consistentes.
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