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Resumo

O Modelo Cosmologico Padrao é bem sucedido quando confrontado com os dados ob-
servacionais para escalas de tempo apoés a aniquilacao elétron-poésitron. Embora apresente
questoes ainda nao respondidas, seus problemas encontram-se principalmente nos estagios
iniciais do universo e o paradigma inflacionario apresentou-se como uma hoa solucao ao
incluir uma fase de expansao acelerada no universo primordial, em que o fator de escala
cresce exponencialmente. No entanto, apesar de seu sucesso, da maneira em que é cons-
truido o modelo padrao é singular, isto é, possui um Big Bang no qual nenhuma fisica
conhecida é possivel. Neste sentido, os Modelos Cosmologicos com Ricochete, em que
uma fase de contragao é conectada a uma de expansao por um periodo em que o rico-
chete ocorre, evitam a singularidade. Por esse motivo, estes modelos vém sendo estudados
como uma solugao para o problema da singularidade, se tornando um complemento, ou
até mesmo uma alternativa a inflacao para a descricao da fase primordial de evolucao do
universo.

Por outro lado, apds os dados de supernova tipo la sugerirem que o universo encontra-
se em uma fase de expansao acelerada, indicando que uma possivel fonte para esta ace-
leracao seria um tipo de campo que viola a condicao de energia forte. Torna-se razoavel
supor que esta energia escura também esteja presente na fase de contracao em que o uni-
verso ¢ muito grande, de modo que é importante incluir esta influéncia nos modelos com
ricochete. Uma forma de analisar o comportamento do modelo é o estudo da dinamica
de perturbacoes primordiais a medida em que o universo evolui, uma vez que a presenca
deste campo exotico alteraria as condigoes iniciais das perturbagoes.

Assim, neste trabalho consideramos um universo composto por um campo escalar que
se comporta como um fluido hidrodinamico, além da constante cosmologica A represen-
tando a forma mais simples de energia escura. Evoluimos as perturbacoes cosmologicas
durante a fase de contracao, e verificamos como a presenca de A altera o espectro de
poténcias das perturbacoes.



v

Abstract

The Standard Cosmological Model is quite successfull when confronted with observati-
onal data and, even though it presents issues still to be addressed, its problems are mainly
at the very early stages of the universe and the inflationary paradigm came as a good
solution, adding an accelerated expansion to the early universe, in which the scale factor
grows exponentially. However, despite its successes, from the way it is built, the standard
model is singular, i.e., has a Big Bang where no physics that we already know is possible.
In that sense, Bouncing Cosmological Models, in which a contraction phase is connected
to an expansion one by a period where a bouncing occurs, avoiding the singularity. In
this way, those kind of models have been investigated as a solution to the singularity
problem, becoming a completion or even an alternative to inflation for the description of
early stages of the universe’s evolution.

On the other hand, after supernova Ia data suggested that the universe is now in
a state of accelerated expansion, indicating that a possible source for this unexpected
acceleration would be some kind of field violating strong energy condition, it became
reasonable to assume that this dark energy is also present at the contracting phase, when
the universe is very big. Then, it is important to include this influence on bouncing
models. A way to investigate the behaviour of the model is analising the dynamics of
primordial perturbations as the universe evolves, since the presence of this exotic field
would change the intial conditions for perturbations.

Hence, in this work we consider a universe containing a scalar fild which behaves as a
hydrodynamic fluid, besides the cosmological constant A that represents the simplest can-
didate for dark energy. We evolve the cosmological perturbations through the contraction
phase to see how the presence of A changes the power spectrum for perturbations.
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Capitulo 1

Introducao

A Astronomia é uma das mais antigas ciéncias, uma vez que as questoes sobre a origem
do universo e sobre a movimentagao dos astros é quase tao antiga quanto a propria razao
do homem. Juntamente com a Cosmologia, ¢ um campo da ciéncia que aplica a Fisica
na tentativa de compreender a estrutura e a evolucao do universo. Da mesma forma, a
importancia do seu estudo reside parcialmente no fato de que nosso entendimento das leis
da Fisica, e em particular de sua aparente universalidade no espaco e no tempo, ter um
niumero de evidéncias que dependem crucialmente de dados astronémicos.

Por Cosmologia entende-se o estudo da estrutura dinanica em larga escala do universo,
sua formacao e sua evolugao. Sua versao mais antiga se encontra nos mitos cosmogonicos,
versoes mitolégicas sobre a origem dos elementos e dos seres vivos. As idéias de como
0 universo e seus elementos se comportam foram sendo modificadas ao longo do tempo,
mas a Cosmologia s6 passou a ser considerada como ciéncia apds a formulacao da Teoria
da Relatividade Geral (RG) por Albert Einstein, em 1915.

O Modelo Cosmologico Padrao, um modelo de universo homogéneo e isotrépico origi-
nado a partir de uma singularidade inicial, é descrito no Capitulo 2 desta tese. Embora seja
muito bem sucedido quando confrontado com dados observacionais, um universo assim
construido ainda apresenta discordancias com algumas observacgoes, entre elas a formacao

de estruturas e a aceleracao do universo hoje observada [22,30]. Mesmo com a introdugao



de um novo tipo de componente exdtica (matéria e energia escuras) [3], responséveis por
mais de 95% do contetdo material do universo, o modelo padrao se mostra insuficiente
para responder algumas questoes, especialmente aquelas relacionadas as condigoes iniciais
para sua evolugao, como a sua atual planeza e homogeneidade tendo partido de um Big
Bang.

A Teoria Inflacionéria, ao propor que nos instantes primordiais o universo era domi-
nado por um campo escalar que foi responsavel pela sua expansao exponencial, surge
como uma maneira bem aceita para contornar alguns problemas que o modelo padrao
apresenta. No entanto, uma das questoes fundamentais nao abordada pelo paradigma
inflacionario ¢ a singularidade inicial. Neste sentido, os Modelos Cosmolégicos com Rico-
chete [20] mostram-se uma alternativa que apresenta solugdes para os mesmos problemas
que a inflagdo ja resolve, sendo por construcao nao singulares. Os problemas do modelo
padrao da cosmologia e a forma como a inflacao e os modelos com ricochete abordam
estas questoes estao descritos no Capitulo 3.

Por outro lado, ja ¢ bem estabelecido que em largas escalas o universo pode ser apro-
ximado para uma distribuicao homogénea e isotropica de matéria. Porém, claramente se
o universo fosse completamente homogéneo e isotropico, nao existiriam estruturas como
galaxias e aglomerados de galaxias. A observacao em pequenas escalas sugere, portanto,
que a formacao de estruturas seja resultado de pequenas perturbacoes iniciais, uma vez
que a matéria é atrativa e pequenas instabilidades gravitacionais tenderiam a aglome-
rar cada vez mais massa. Para verificar se pequenas inomogeneidades iniciais presentes
no universo primordial sao responsaveis pela formacao das estruturas observadas hoje, é
preciso estudar como estas perturbacoes evoluem a medida que o universo expande. No
Capitulo 4, a fim de descrever o universo de forma mais realista, consideramos que as
estruturas sao originadas pela evoluc¢ao de pequenas flutuagoes (chamadas perturbagoes)
com relacao a uma métrica de fundo, esta sim homogénea e isotropica, e apresentamos

este estudo por meio da teoria linear de perturbacgoes.



Apés a revisao tedrica dos primeiros capitulos, o Capitulo 5 expoe a proposta de
modelo que é objeto desta tese. O universo é composto por um campo escalar que se
comporta como um fluido hidrodinamico e por constante cosmologica, a forma mais sim-
ples de representar energia escura. Ele evolui a partir de uma fase de contracdo em que
o universo tende assintoticamente a de Sitter, atravessa por um ricochete que evita a
singularidade em ¢t = 0 e passa para uma fase de expansao em que tende novamente a
de Sitter assintoticamnete. Neste contexto, é feita a evolucao das perturbacoes escalares,
seguindo [26,27], através do ricochete, a fim de encontrar o espectro de poténcias. Como
resultado [15], verificamos que o espectro de poténcias para grandes comprimentos de

onda possui termos oscilatérios e uma pequena inclinacao para o vermelho, indicando o

efeito da constante cosmologica no modelo.



Capitulo 2

Cosmologia Padrao

2.1 As equacoes da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é uma teoria geométrica da gravitacao: o conceito
classico de forca gravitacional, dado pelas leis de gravitacao de Newton como resultado
da interacao entre massas, ¢ substituido pela geometria espaco-temporal. Em outras pa-
lavras, a gravitagao passa a ser interpretada como uma manifestagao da propria curvatura
do espaco-tempo, causada pela presenca de massa, ou energia. A equacao dinamica que
descreve a forma como matéria e energia modificam a geometria do espaco-tempo cor-
responde a equagao de campo gravitacional de Einstein, que pode ser deduzida como
resultado do principio variacional.

Suponha, inicialmente, o funcional acao dado por

SG = /d4$£G, (2‘1)

onde a densidade lagrangiana L, chamada densidade lagrangiana de Einstein, depende
exclusivamente da métrica g,,, isto ¢, diz respeito somente a efeitos do campo gravitaci-

onal. Uma vez que a acao deve ser independente da escolha de coordenadas, a densidade



lagrangiana L deve ser um escalar, de modo que a escolha mais simples é dada por

= VIR, (2.2)

onde R = ¢g" R, é o escalar de Ricci e g = det(g,,) é o determinante da métrica.
As equagoes de movimento surgem variando-se a agao com relacdo a métrica g"”. De

(2.2), segue que

58 = %/d%é(\/—_gR)
- % / d'z {R (6v/=g) + V=919"" 6 R + (0g") Ry}

_ % [(68)1 + (68)s + (8)3] . (2.3)

Lembrando que, para uma matriz qualquer M vale [2]
Tr(InM) = In(det M), (2.4)
e, consequentemente,

0Tr(InM) = dln(det M),

1 1
Tr(=-6M) = ——d(det M). (2.5)

Dado que
TrM = Y My
(Mil(SM)ij - ZMi?éMkj
k

Tr(M~'6M) = > (M7'6M), ZZMM%SM,W, (2.6)



e usando (2.5) e (2.6) com M = g e g~! = det g" = det M, segue que

9uwdg” = gd(g),

_ 1 5
S(g7h = ggw,ég“. (2.7)

Assim,

oN/—g = 6

[ —

(—9_1)_1/2}
(o) o~
) 897

1 v
;gu 5guu

—~ N

N~ N~

(—g)*?

1
= —5\/—gg“yégw. (2.8)
Além disso, a forma do tensor de Riemann & tal que!

RZAV = o\, — &,FZA + 7,00, = T7,0 (2.9)

urs o ov)

onde I'g = 59°* (939ry + Oygrs — Orgsy) € a conexdo métrica. Assim, fazendo a variacao

tem-se

ORS,y, = O\OTY,, — 0,017\ + (61, )T\ + 1T,

N ;wél—‘g/\ - (5FZ)\)FgV - FZ)\(SFgV' (210)

Com um pouco de algebra, a equagio (2.10) pode ser reescrita na forma?

ORf,, = Vi (T7,) =V, (6T%,) (2.11)

'Em que 0,=52

2Note que apesar de I'f, ndo ser um tensor, a variagao o', é, tornando a expressao bem definida.



onde

vV Tg = 0,15 + T8, Tp + - =Ty, T — - (2.12)

é a derivada covariante. A equacdo (2.11) é chamada de equacdo de Palatini. Deste modo,

a variagao do tensor de Ricci R, dado pela contragao Rf, ,

R, =R\, = ¢ R (2.13)

tem a forma

6R. =V, (6I0,) =V, (oI ) . (2.14)

Assim, para encontrar a contribui¢ao da integral (6S)s em (2.3) segue que

(68), = / d'zy/=g 9" [V, (6T%,) — V., (61%,)]
_ / aQ [¢V, (37%,) - ¢V, (3T%,)]

Q
= [ Vo (g"oTy, - goTy,) 2

= / (g‘“’éFZV - g“pél“l”w) as,, (2.15)
o9

onde foi usado que V,¢g""=0. Além disso, o Teorema de Stokes foi aplicado e a equagao
(2.15) representa uma integral de superficie. No entanto, como é usual no principio

variacional, as variagoes 0g" e as variacoes de suas primeiras derivadas, combinadas em

ore

fvs devem ser nulas® no contorno 952, de modo que

(05), =0. (2.16)

3E importante ressaltar que existem também derivadas temporais das variacoes que siao usualmente
supostas nulas nas bordas.



Finalmente, usando as contribuiges (2.8) e (2.16) em (2.3) tem-se que
1 4 1 v
0S¢ = B d*zy/—g | R — §Rglw g’ =0. (2.17)

Como a equacao acima deve valer para qualquer variacao dg"” arbitréaria, entao

oS 1 1
< - _\/__g |:R/w - §Rg/w:| =0

ogHv 2
G =0 (2.18)

que é a equacao de campo de Einstein no vdcuo.
Torna-se razoével, agora, supor que existem outros campos presentes além do campo

gravitacional, de modo que a acao completa da relatividade geral a ser considerada sera

S = S+ 6Su

— /d4:1: (Lg + kL), (2.19)

onde L), chamada lagrangiana de matéria, compreende toda a matéria e os campos além
do tensor métrico e L é dado pela equacao (2.2). A constante de proporcionalidade x é
chamada constante de acoplamento da matéria com a gravitacao. Aplicando o principio

variacional na ac¢ao (2.19) com relagao a métrica g"” tem-se

e K(SSM
(Sgl“/ o 59#1’ (Sg/r“/
1 OSm
= 5\/__9GH,V + I{(Sg/“’ = 0. (220)
Definindo o tensor energia-momento como [21]
2
T,, = 05 (2.21)

T



segue que

G = KT (2.22)

E importante notar que a definicdo (2.21), apesar de nao ser a unica forma de escrever
o tensor energia-momento, demonstra ser uma maneira bastante satisfatoria de fazé-lo ja
que T}, é automaticamente conservado devido a identidade de Bianchi.

Assim, o lado esquerdo da equagao (2.22) fornece informacoes a respeito da curvatura
do espaco-tempo determinada pela métrica, enquanto o lado direito representa a distribui-
cao de matéria contida no espaco-tempo. Fazer esta relacao é um dos principios basicos
da relatividade geral.

A constante x é determinada utilizando o principio de correspondéncia, uma vez
que a equagao (2.22) deve ser reduzida aquela da gravitagdo de Newton no limite ndo-

relativistico, e é um resultado conhecido da relatividade geral dado por

B G

em unidades nao-relativisticas. A equagao de Einstein, portanto, tem a forma (¢ = 1):

Gy = 87GT,,. (2.24)

2.2 Modelo Cosmolégico Padrao

De posse das equacoes acima, podemos aplica-las ao universo, uma vez que é possivel
dizer que o universo é praticamente neutro e, portanto, sua evolucao é regida fundamen-
talmente pela gravitacao. No entanto, como garantir que as equacgoes sejam vélidas para
qualquer ponto do universo e em qualquer instante de tempo? Para tanto, é imprescindi-

vel considerar como hipotese de trabalho o que chamamos de Principio Cosmoldgico, que

4E possivel também demonstrar que se a acdo de matéria Sy é invariante por transformacdes de
coordenadas, entdo o tensor energia-momento assim definido também se conserva, isto &, V, TH” = 0.
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pode ser enunciado como

“A parte do universo a qual temos acesso é uma parte representativa do
universo como um todo, e, portanto, as leis da fisica determinadas em nossa
vizinhanca sao validas em qualquer regiao e momento da historia e em qualquer

escala de distancia e tempo.”

Duas consequéncias estruturais da formulacao mais forte do principio cosmologico sao a
homogeneidade e a isotropia espaciais. Assim, supondo que o universo evolui no tempo,
é possivel considerar o espago-tempo como R X X, onde R representa a direcao temporal
e X uma fatia tipo espago maximalmente simétrica, ou seja, simétrica por translacoes e
rotacoes. A métrica do espaco-tempo que descreve uma hipersuperficie maximalmente

simétrica que evolui em tamanho pode ser escrita como

dr?

ds® = dt* — [R(t)]? (m

+ r2d92) : (2.25)

A constante K, que representa a curvatura constante da superficie espacial, pode
assumir, em principio, qualquer valor positivo, negativo ou nulo. Torna-se interessante
definir £ de modo que K = |K |k, e assim k vale +1 ou —1, dependendo de K ser positivo

ou negativo. Fazendo a mudanga em (2.25) segue que

M:W_WMX|MW

K|r2d0? ) . 2.2
K| 1—1<:|K|7~2+| Ir ) (226)

No caso de K =0, a equacao (2.25) toma a forma

ds* = dt* — [R(t)]? (dr® + r?dQ?) . (2.27)



11

. 1
Procedendo uma mudancga de escala em r, redefinindo r=|K|2r, e chamando

a(t) = RE)/IK|*  se K #0,
a(t) = R(t) se K =0,
é possivel reescrever a equagao acima na forma

d2
cw2:dﬂ-—MQﬂ2(1_:W2+r%KF), (2.28)

onde k pode assumir os valores +1, —1 ou 0 e (2.28) ¢ chamado elemento de linha de
Friedmann-Lemaitre- Robertson- Walker (FLRW).

Observe que a métrica de FLRW é definida independentemente do comportamento
do fator de escala a(t). A fim de analisar a evolugao do fator de escala, é necessario
associar a métrica da forma acima, que contém a informacao a respeito da geometria do
espaco-tempo que supomos descrever o universo, as equacoes de Einstein, que descrevem
a maneira como esta geometria se relaciona com a matéria que compoe este universo.

Usando as equacoes de Einstein temos

G[)O = 87TGT()Q

at+k
"~ 3 el 8rGe (2.29)

e também
G11 = 87TGT11

2 .. k; .2
WIETY _ srcp (2.30)

a

onde a(t) = da/dt, em que supomos que o universo pode ser considerado, com boa aproxi-

macao, como um fluido perfeito. Esse fluido é caracterizado por uma densidade de matéria
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e(z"), por uma pressdo p(z*), ambas medidas por um observador em um referencial em
repouso com relacao ao fluido, isto é, um referencial co-movel, e pela 4-velocidade deste
fluido. Além disto, p e € estao relacionadas por uma equacao de estado que governa o
tipo de fluido em consideracao. No limite em que a pressao tende a zero, o fluido perfeito
reduz-se & poeira, o que corresponderia a era de matéria. Deste modo, a definicao do

tensor energia-momento para o fluido perfeito adotado ao longo deste trabalho é dada por

T = (e + p)utu” — pg"”, (2.31)

dxt

no_
onde u* = o

é a 4-velocidade do fluido. A homogeneidade e a isotropia do espaco
postuladas pelo Principio Cosmologico exigem que a densidade de energia € e a pressao p

sejam funcoes exclusivas do tempo. Assim, da lei de conservacao

VI =0 (2.32)
segue que
d, 4 d, 5
- _ 2.
dt<€a )—i—pdt(a ) =0, (2.33)

que representa a equacao de conservacao. De posse deste conjunto de equacoes, podemos
encontrar a solu¢do a(t) para cada caso de estudo e analisar o comportamento do universo

na era de dominacdo de cada um dos fluidos.?

2.2.1 Modelo Estatico de Einstein

Além de homogéneo e isotropico, o modelo proposto por Einstein era estatico (isto é,
desprovido de dindmica em larga escala e, portanto, @ = 0) e fechado (ou seja, limitado

nas dire¢oes espaciais e portanto finito, com k = 1). Assim que tentou aplicar a equagao

5Note que, como as identidades de Bianchi levam & conservacdo do tensor energia-momento, entdo
o conjunto de equagdes (2.29), (2.30) e (2.31) é redundante: para encontrar uma solucdo, apenas duas
delas sao utilizadas.
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de campo na forma original (2.24), Einstein verificou que s6 seria possivel uma solugao
estatica se a equacao fosse modificada introduzindo um termo extra, chamado constante
cosmoldgica A.

A equagdo (2.19) ¢ alterada ao adicionar um termo constante & agdo convencional de

modo a ter

S = / dn/=G (R — 20) + L] . (2.34)

Neste caso, surge na solucao um termo proporcional a métrica g,, e a equacao de campo
tem a forma

G — Mgy = 87GT),, (2.35)

de modo que as equacoes modificadas tornam-se

a? A 1 k
- _ - = = ._ 2.
a? 3 3 ¢ a?’ (2.36)
a A e
Z_ - = _ . 2.
-3 3 (e + 3p) (2.37)

Observe de (2.36) que acrescentar um termo A na equacao de Einstein é equivalente a
considerar no conteido do universo uma componente adicional cuja densidade de energia

é dada por
1

——A. 2.
G (2.38)

EA =

Assim, colocado do lado esquerdo da equacao de campo (2.35), o termo com cons-
tante cosmolbgica sugere que o espaco-tempo seria curvo mesmo na auséncia de matéria
(T, = 0). Por outro lado, ao mové-lo para o lado direito de (2.35) este termo aparece
nao mais como uma mudanc¢a nas equagoes de campo, e sim como uma contribuicao no
tensor energia-momento. Desta forma, o tensor energia-momento possuiria, além de uma
contribuicao devida a matéria em si, uma componente proporcional ao tensor métrico
Ag,,. Neste sentido, uma vez que esta componente seria tal que sua densidade de ener-

gia permaneceria constante independentemente da expansdo/contragdo do universo (ou
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seja, do comportamento de a(t)), a constante cosmologica pode ser interpretada como
representante da densidade de energia do vacuo.

Note que, se o contetido do universo for limitado a apenas matéria tipo poeira (py; = 0)
e constante cosmologica, entao a(t) é tal que a, = 1//87Ge, e, de (2.37), concluimos que
eaxr = 2ep, onde pp = —ex.% Assim, o efeito repulsivo da pressao negativa de A equilibra o
efeito atrativo da matéria. No entanto, o universo de Einstein se encontra em um ponto
de equilibrio instavel: se a(t) for ligeiramente menor que a., entao €, é ligeiramente maior
que €5 e (2.37) indica que d/a < 0 e a(t) decresce. Analogamente, se a(t) for um pouco
maior que a., o fator de escala tende a crescer. Deste modo, a constante cosmolédgica
deveria estar submetida a um ajuste fino para que o modelo funcionasse e permanecesse

estatico.

2.2.2 Modelo de de Sitter

Conforme apresentado na secao anterior, a constante cosmologica A se comporta como
um fluido com equacgao de estado py = —ep. Os espacos de de Sitter sao solucoes espaci-
almente planas (k = 0) das equagbes de Einstein em dois casos indistinguiveis. Um deles
¢ na auséncia de matéria, mas com constante cosmologica representando a densidade de
energia do vacuo. O segundo é na auséncia da constante cosmoldégica, mas na presenca

de um fluido com w = —1. Neste cenario, a equac¢ao de Friedmann (2.36) torna-se

. mGep
2 _ a2

a 3 (2.39)
e possui solucao dada por
a(t) = eHatt=t), (2.40)
onde
1/2
Hy = (8”56") _ (2.41)

6Ver equagdo de continuidade (2.33).
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O pardmetro de Hubble, que define a taxa de expansao do universo, é escrito como
a
H(t)= -, (2.42)
a
e é uma constante para este caso, isto &, H(t) = Hj.

2.2.3 Horizontes

Uma vez que a velocidade de propagacao de particulas é limitada pela velocidade
da luz, que ¢é finita, entdao existe uma distancia maxima que um féton originado no Big
Bang (¢t = 0) pode ter percorrido até atingir um observador em um tempo arbitrario 7
Considere o sistema de coordenadas FLRW dado em (2.28) em que um fo6ton viaja na
direcao radial. Como a luz percorre geodésicas nulas, isto é, fotons satisfazem a equacao

ds® = 0, entao segue que (d¢ = df = 0)

dr

dt = a(t)ﬁ.

(2.43)

Em particular, para o caso em que tomamos k = 0, a distancia radial co-mo6vel maxima
rmax(t) até a qual um observador posicionado no centro de coordenadas em um tempo ¢

pode receber sinais emitidos em ¢t = 0 é dada por

t ! rmax (t)
/ ar_ / dr. (2.44)
o a(t) 0

A distancia fisica encontrada multiplicando-se (2.44) por a(t)

d, = a(t) /0 g (2.45)

a(t’)

define o horizonte de particulas: as particulas localizadas a uma distancia maior que 7.y

do observador na origem ainda nao foram observadas. Claramente, se a integral em (2.45)
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nao converge em t = 0, nao existe horizonte de particulas.

E importante destacar que o horizonte de particulas dado em (2.45) representa a
distancia minima entre particulas para que elas tenham estado em contato causal em
algum momento do passado. Esta relagao difere da definicao do raio de Hubble co-movel,
1/aH, que determina a distancia minima de separacao entre duas particulas para que elas
estejam em contato causal agora. Desta forma, duas particulas podem nao se comunicar
hoje, mas terem estado em contato causal em algum momento do passado.

Ao invés de olharmos para o passado, podemos nos perguntar também se existe um
limite de distancia maxima no futuro a partir da qual eventos serao sempre inobservaveis.

Esta é a definicao de horizonte de eventos, dado por

00 dt/ Tmax (t)
d. = a(t) = dr. (2.46)
¢ a(t) 0

Desta forma, fontes localizadas a uma distancia r > ry., emitem fétons que nunca serao

observados pelo observador situado na origem. Analogamente ao caso do horizonte de
particulas, se a integral em (2.46) ndo converge para t — oo, nao existe horizonte de
eventos.

Assim, para um universo composto por um unico fluido, em que o fator de escala é

uma lei de poténcia do tempo (isto é, a(t) = t9, ¢ # 1), o horizonte é tal que

de(t) = ——, (2.47)

nao existe horizonte de eventos, uma vez que d(t — oo) diverge. Por outro lado, a integral
do horizonte de particulas converge, e este aumenta & medida em que o universo expande.

Analogamente, para um universo dominado por constante cosmologica, temos

d(t) = — (2.48)
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ou seja, é constante para qualquer instante de tempo. Assim, todo evento que ocorra,

em qualquer instante de tempo, a uma distancia maior que HKI nao sera percebido pelo

observador e nao influencia seu futuro.

2.2.4 Casos especiais

Para secao espacial plana, vamos supor que o contetido do universo seja uma tnica

componente representada por um fluido perfeito de equacao de estado p = we, em que w é

uma constante. Neste caso, utilizando o parametro de Hubble dado em (2.42), a equagao

de conservacao de energia (2.33) pode ser reescrita como
é¢=—-3H(e+p)=-3H(1+w)e

e possui solucao dada por
a3(1+w)
0

€= €————
0 43(1+w)”

em que o subindice 0 representa o valor atual das quantidades.”

Assim, a equacao de Friedmann (2.29) torna-se

,_ 881G eoa )

H 3 g34w) ’

de modo que sua solucao é dada por

2
¢\ e
- ()7
to
; 1 1
0= :
L+ w\ 6rGeai ™

onde

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

70 valor atual do parametro de Hubble é dado pela constante de Hubble Hy. Para uma descricio dos
diferentes métodos utilizados para a determinagao de Hy, ver por exemplo [32] e referéncias nele contidas.
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A partir de (2.52), é possivel analisar alguns casos particulares de interesse:

+ Matéria nao-relativistica (w = 0): No caso de um universo dominado por um fluido

tipo poeira, a dependéncia do fator de escala com o tempo ¢ dada por a(t) o< t3/3.
+ Matéria relativistica (w = 1/3): Para um universo dominado por radiagao, a solugao

(2.52) tem a forma a(t) oc t'/2,

2.2.5 Caso Geral

Uma descricao realista do universo, obviamente, nao pode conter apenas um tnico

fluido. Introduzimos o pardmetro de densidade €2 como a grandeza adimensional

€

Q= , (2.54)
€Ecrit
em que a densidade critica e, € dada por
3H?
crit = . 2.55
Cait = 50 G ( )
Assim, é possivel reescrever (2.36) como
H(t)* _ ()
= 2.56
Hg €0crit ’ ( )

onde a densidade critica hoje ¢ dada por €y = (3HZ)/87G. Logo, se considerarmos que
o universo é composto por um fluido tipo poeira (w = 0), por radiagao (w = 1/3) e por
uma componente de energia escura representada pela constante cosmologica A (w = —1),
entao (2.56) torna-se

H(t)? Qo Qom

= — +Q 2.57
H? a* + a3 +2hoas (2.57)
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em que

QOT = o ; Q(]m = €om P QOA = €0 P (258)
€0crit €0crit €0crit
QO = Qor + Q(]m + Q()A - 1 (259)

De (2.57), & possivel notar que, 4 medida em que a — 0, o fator dominante na dinamica
do universo é aquele correspondente a matéria e em seguida, para a muito pequeno,
aquele que corresponde a radiacdo. Por outro lado, no limite em que a — oo, o termo
com constante cosmolégica domina a expansao. Assim, nestes limites, uma descri¢do do
universo que inclua apenas um fluido fornece uma boa aproximacao da realidade. No
entanto, é importante ter em mente que na transicao entre estas fases, a descricao de um

Unico fluido é limitada.

2.3 Caso particular: A + fluido

Neste trabalho, consideraremos a evolucao de um universo em contracao composto por
um fluido perfeito de equacao de estado p = we e constante cosmologica A. Neste cenério,

a equacao de Friedmann que rege a evolucao do fator de escala é dada por

) _ 871G cal A

que apresenta como solucao
Qo 1/3(1+w) 30 (1 H 2/3(14w)
a(t) = ao [ =2 sinh Al +w) Ot : (2.61)
Qoa 2
em termos dos parametros cosmologicos Hy, {2y, € gp, onde
0, = 2 (2.62)
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A

Oy = —
A H—Oza

(2.63)

com €.y = 87G/(3HE). Note que, a medida que ¢ — 0, a solugao (2.61) tende® a a(t) —
t2/304«) indicando dominacdo do fluido. Por outro lado, para t grande a exponencial
positiva de sinh(¢) domina e temos o espago-tempo de de Sitter como solugao.

Observe que, para o universo dominado apenas pelo fluido (ou no limite deste caso
particular em que ocorre a dominagao do fluido), em que o fator de escala tem a forma

a(t) xt?e g =2/3(1 4+ w), o horizonte de particulas (2.45) é tal que

t dt/
dig(t) = alt . 2.64
H( ) a( >/tl a(t’) ( )
Integrando (2.64), temos que
3(1+w) [,a+30)/3014w) 2
dy =22 (t‘ _ 2/3(4w) _ t) 2.65
H 1 + 3(,(] 1 ? ( )

onde fica claro que, para o caso da contragao (em que t; — —o0), o horizonte é infinito
para w > —1/3 para qualquer tempo t. Por outro lado, na dominacdo da constante

cosmologica, em que o fator de escala é a(t) o< exp(Ht), temos
t
dy = e / ettt = Hyt (M) — 1) (2.66)
t;

de modo que, para t — t; > H;l, o tamanho da regiao causalmente conectada cresce
exponencialmente e, no limite em que t; — —oo o resultado diverge e o modelo nao possui

horizonte.

8Pois para argumento muito pequeno sinh(t) ~ t.



Capitulo 3

Modelos Cosmolégicos com Ricochete

A histéria da evolu¢ao do universo conforme prevista pela Cosmologia Padrao encon-
tra grande respaldo observacional e pode ser deséa com bastante confianca a partir do
momento da aniquilacao elétron-positron. No contexto do modelo conhecido como Big-
Bang, é possivel explicar a abundancia de elementos quimicos leves (como Hidrogénio e
Hélio) por meio de processos de nucleossintese.

No entanto, para escalas menores o modelo padrao pode somente especular a respeito
do comportamento do universo. Além disto, apesar de ser muito bem sucedida quando
confrontada com as observagoes, a Cosmologia Padrao nao consegue descrever completa-
mente o comportamento do universo conforme observado. Uma maneira muito difundida
de se contornar esses problemas do modelo padrao é supor que previamente & fase de
radiacdo, quando o fator de escala a(t) ~ v/1, existe um periodo em que o fator de escala
cresce exponencialmente, chamado de periodo inflacionario. Contudo, a inflacao nao con-
segue resolver todos os problemas do modelo padrao cosmologico, e é neste contexto que
os modelos com ricochete (bounce) surgem como uma boa alternativa.

Os problemas da Cosmologia Padrao, a maneira como a inflacao os enfrenta e como
os modelos com ricochete surgem como uma boa alternativa ao paradigma inflacionario

serao apresentados nesse capitulo.

21
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3.1 Problemas da Cosmologia Padrao

Condicgoes iniciais e homogeneidade

Os dados da radiagao cosmica de fundo (CMB) [12], que nos fornecem uma imagem do
universo primordial, atestam que a matéria esta distribuida de forma bastante homogénea
e isotropica para escalas maiores que alguns megaparsec (Mpc).! No entanto, a solugao
homogénea é um caso muito particular das equagoes de Einstein, ou seja, nosso universo
¢ uma configuracao pouco provavel entre todas as situagoes possiveis. (Quais seriam entao

as condigOes iniciais para que o universo tivesse estas caracteristicas?

Horizonte

E possivel entdao supor que o universo tenha se formado em algum estado totalmente
aleatorio e passado por um processo que o homogeneizou. Suponha um féton que se
desloque por uma geodésica nula na dire¢do radial no referencial co-movel (mantendo as

coordenadas 0 e ¢ constantes)?
dt* — a(t)*dr* = 0, (3.1)

de modo que a distancia coordenada radial percorrida desde o desacoplamento até hoje é

dada por

o dt 3 .1/3 13
T, = —~ —(ty " —t , 3.2
/};d a(t) m( 0 d ) ( )

pois a era de radiagao é muito curta quando comparada com a era de matéria e podemos
aproximar a(t) ~ mt*?, em que m é uma constante de proporcionalidade. Assim, a
distancia coordenada entre dois fo6tons que chegam em r = 0 ¢, aproximadamente,

6 13 13
d. = —(t,/" —t;/7). 3.3
= D (3.9

11Mpc = 3.09 x 10%*cm.
2Supondo que o universo possui seccao espacial plana, ou seja, k = 0.
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O horizonte, por sua vez, pode ser calculado (novamente aproximando para poeira)

ta (gt
he :/ — ~ it}/f”. (3.4)
o alt) m

Fazendo a comparagao temos que

M ~ ( ) —2, (3.5)

he it;/ 3 10°

ou seja, a distancia entre estes dois fotons é quase 100 vezes maior que o tamanho do ho-
rizonte, nao permitindo contato causal entre eles. Como entao é possivel que duas regioes
que nunca estiveram em contato causal apresentem aproximadamente a mesma tempera-

tura, resultando na quase total homogeneidade e isotropia observada na distribuicao da

CMB?

Planeza

Supondo entao que o universo é homogéneo, a curvatura espacial k presente na equacao

de Friedmann

811G k 81G k
2 _ _
H* = 3 6—?:> =3¢ o (3.6)
esta relacionada ao parametro de densidade €2 da forma
k
ou
1
Diferenciando a equacao acima,
Q-1 = -2+ (3.9)

ad’
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é facil notar de maneira intuitiva que, como o universo esté a maior parte da sua evolucao
desacelerado, a tendéncia é de que () se afaste cada vez mais do valor 1. No entanto,
dados observacionais de medidas de anisotropias da CMB [11,12] indicam que o valor de
() estd muito proximo de 1, o que nos leva a inferir que ele esteve ainda mais proximo da
unidade no passado.

Deste modo, fazendo a razao que compara o valor do parametro de densidade atual

2y e o seu valor no periodo de equivaléncia matéria-radiagao {2,

Q) —1 '62 t2/3 1 10\ 2/3
i |_“q:0_:<0) ~ 107, (3.10)

|€2eq — 1 dy’? t?é?’ 10
temos
Qeq — 1] = 1074 — 1. (3.11)
Se considerarmos®
Qo~140,02=|Qp— 1| ~ 0,02, (3.12)
entao
Qg — 1| 21070 = Q= 1£107° (3.13)

Fazendo a mesma comparacao entre o periodo de equivaléncia e da nucleossintese

Qe — 1 N° teg 10"
Qe — 1 _ o leg 107 e, (3.14)

Qv — 1] ay? tv 1

ou seja,

Oy — 1] =107 Q — 1| = Qy ~ 14+ 10715 (3.15)

Isto é, quanto mais avancamos em direcao ao passado, se hoje €2y ~ 1, percebemos
que mais proximo ainda ele deveria estar de 1. No entanto, observe pela equacdo (3.9)

que este ¢ um ponto muito especial, o que exigiria novamente condigoes iniciais muito

3De acordo com [11,12], Q°* = 1.02 4 0.02.
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especificas.

3.2 Inflacao

Tendo em vista os problemas descritos na segao anterior, foi proposta na década de 80
[9,14] uma maneira de trata-los com apenas um mecanismo cosmolégico. A inflagdo é um
periodo de expansao acelerada que se da em uma escala de energia de aproximadamente

10'6 GeV. Como a equacdo de Friedmann,

a e
Z_ A
a 3 (e + 3p), (3.16)

descreve o comportamento do universo em expansao, note que para que haja aceleracao,
isto é, @ > 0, é necessario € + 3p < 0, o que implicaria que a inflacao ocorra quando o
universo é dominado temporariamente por um fluido com parametro da equacao de estado
w < —%. Um exemplo particular de componente que viola esta condicao de energia é uma
constante cosmologica positiva, para a qual w = —1. Neste caso, a solucao das equacoes

de Einstein corresponde ao universo de de Sitter, discutido no capitulo anterior.?

Horizonte

Se no periodo inflacionario o universo possui fator de escala que se comporta como

uma lei de poténcia a(t) ~ t?, em que ¢ = entao se w < —% tem-se ¢ > 1. O

_2
3(1+w)”
horizonte co-moével na fase acelerada que ocorre entre um tempo inicial ¢; e um instante

final ¢y pode ser calculado como

brodt b dt 1 1 1
Ar, = / — / — = ——— |- (3.17)
i, alt) U qg—1 t;-] t?

K3

4 A solucdo de de Sitter no entanto falha em satisfazer todas as condicdes necessarias para um modelo
inflacionério satisfatério pois ndo possui conexdo suave (“graceful exit”) com o estagio em que o universo
se comporta como Friedmann. Para maiores detalhes nas condi¢oes que fazem um modelo inflacionario
bem sucedido, consultar [13].
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Considerando-se que t; pode ser bastante pequeno, a maior contribuicdo da integral
acima vem deste termo, sendo possivel que o horizonte seja tao grande quanto se queira,
isto ¢, o resultado da integral em (3.17) diverge a medida em que t; — 0 (ao contrario
do caso sempre desacelerado em que o resultado converge). Observe, por outro lado, que
se utilizarmos o espacgo-tempo de de Sitter como uma aproximacao para a inflacao, o
horizonte dado em (2.66) é finito, uma vez a inflagdo é iniciada em um tempo finito ;.

Para este caso, o horizonte é proporcional a Hgl.

Planeza

Conforme visto anteriormente na equagao (3.8) para o parametro de densidade total
QT7
1
[Qr =1 = — (3.18)

temos
P

d
— (00— 1)) = =2, (3.19)

3
Se o universo esteve sempre desacelerado, a tendéncia de 27 é sempre se afastar de 1. No

entanto, supondo

a(t) oc t4, (3.20)
em que
2] (3.21)
e W —— .
T30 rw) 3

entao é possivel notar que existe uma maior gama de situagoes iniciais possiveis: mesmo
que 7 esteja em um valor distante de 1 no inicio do periodo inflacionario, ele é forcado
para um valor préoximo de 1 durante a inflacao, ou seja, a diferenca entre Q7 e 1 diminui

com o tempo durante a fase acelerada.
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3.3 Modelos com Ricochete

Mesmo sendo muito bem sucedida em resolver alguns dos problemas da Cosmologia
Padrao com um tinico mecanismo, a teoria inflacionaria ainda nao é capaz de formar um
modelo completo para o universo. A inflacao precisa de condigoes iniciais especificas para
ser iniciada, que recaem em pré-requisitos sobre o campo escalar que domina a dinamica
do universo quando este emerge da fase quantica (planckiana) [8]. Uma maneira de
contornar este problema do Modelo Padrao ¢ em um modelo de universo eterno, uma vez
que nao existe evidéncia observacional de que o universo de fato tenha um inicio: neste
caso, as condigoes iniciais poderiam ser colocadas em um tempo bastante remoto. Dentro
desta possibilidade, é possivel dividir os modelos de universos eternos em duas subclasses:
aqueles que assintoticamente tendem a um volume finito no passado (pré Big-Bang) e os
universos que sofrem um ricochete ap6s uma longa fase de contracao antes de comegarem
a se expandir novamente.

Estes ultimos serao objeto de estudo desta secao.

3.3.1 Propriedades

A maneira mais simples de estudar um modelo cosmologico com ricochete nao singular
é considerar modelos classicos FLRW (isto é, baseados na relatividade geral), com se¢ao
espacial fechada (k = 1) e com um campo escalar, ou seja, a dinamica é governada por

uma acao de forma

R 1
~0,00"0 =V ()] , (3.22)

— 4 gl = —
S—/dx\/ g[&g 5

em que lf) = %ﬂ'G ¢ o comprimento de Planck e V () o potencial para o campo escalar

¢. De modo geral, a densidade de energia €, e pressao isotropica p, sao obtidas a partir
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do célculo do tensor energia-momento para a acao acima, de modo que temos

=21V p=5 Vi) (3.9

As equagoes de Einstein relacionam a evolugao temporal do fator de escala a(t) com

o tensor energia-momento de ¢,

1. k
H? = <§¢2+V> — 5 (3.24)

o = - (V-¢*) -1, (3.25)

e a condicao de conservagao de T resulta na equacao de Klein-Gordon
¢+3Hp+V,=0, (3.26)

em que V,, = dV/dyp. Combinando apropriadamente as equacoes (3.24) e (3.25), segue

que

L
€p+ Py =2 (E_H) (3.27)

€+ 3p, = —6 (H + H2) (3.28)

representam as condicoes de energia reescritas em termos do fator de Hubble H e do
fator de escala a. Note que a condigdo de energia nula (NEC), definida por € + p > 0,
é necessariamente satisfeita pois a energia cinética do campo escalar é sempre positiva.
Por outro lado, a condi¢ao de energia forte (SEC), dada por € + 3p > 0, deve ser neces-
sariamente violada, ao menos em torno do valor minimo do fator de escala, jA que nesta

regido este deve ser uma fungdo concava (@ > 0) para realizar um ricochete (onde, por
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construcao, H = 0 e H > 0). O requerimento do ricochete, em que ha um momento
quando H > 0, exige ainda que a curvatura da se¢do espacial seja positiva (ver equacdo
(3.27)) e de potencial V() > 0, ou seja, o campo escalar ndao pode ser livre.

Por simplicidade, escolheremos n = 0 como o tempo conforme no qual o ricochete
ocorre e iremos analisar o fator de escala na vizinhanca do ricochete, uma vez que estamos
interessados em caracterizar o sistema nas regides proximas ao minimo de a(n). Para este
fim, é possivel descrever o fator de escala por uma expansao em série de Taylor em 7 sem

perda de generalidade, com um parametro livre para cada termo da série, de modo que

“(")~1+1(">2+6<")3+5(1+§)(")4 (3.29)
ap 2\ o 24 ) '
O primeiro parametro livre ag representa o valor do fator de escala no ricochete, enquanto

o segundo parametro livre, 7y, fornece a escala temporal caracteristica (a duragdo fisica

do ricochete é dada pelo tempo ty = agnp).

Singularidade

Conforme é possivel observar pelas equagoes de Friedmann do capitulo anterior, a
evolucao do universo via Modelo Padrao apresenta uma singularidade em ¢ = 0. Neste
instante, uma vez que singularidades estao fora do escopo de qualquer teoria fisica, nao é
possivel descrever o comportamento do universo. A inflagao se omite no que diz respeito
a existéncia de uma singularidade inicial no modelo cosmologico padrao, e, desta forma,
cenarios em que a singularidade inicial seja eliminada constituem modelos que se apre-
sentam como alternativa ao paradigma inflacionédrio. Universos nao-singulares podem ser
obtidos supondo, por exemplo que este alterne uma fase de contracao e expansao com um

ricochete entre elas.
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Horizonte

Supondo que o ricochete ocorre em t = 0, de modo que a fase de contragao ocorre em

t < 0 e a fase de expansao ocorre em ¢t > 0, o horizonte é obtido da integral

du(t) = /t % (3.30)

e portanto, se a dinamica ¢ dada por um fluido com parametro da equacao de estado w,

ou seja,
a(t) oc [t[*/30F%)] (3.31)
entao
bdr
d —, 3.32
wo [ (3.52)
ou seja,

dch( Lo ) (3.33)

et et
de modo que, & medida em que t; — —o0, a integral acima diverge para qualquer fluido
1 2

usual com w > —2, uma vez que neste caso g = ) < 1.

Planeza

Por construcao de nosso modelo com ricochete, se supusermos que o universo expandiu
até atualmente muito menos do que contraiu, podemos resolver o problema da planeza,
presente na equacao (3.9), com uma longa fase de contragdo (em que & < 0 e a < 0).
Assim, Qr teve tempo suficiente para aproximar seu valor da unidade, mas ainda nao se
afastou suficientemente do valor 1 na fase de expansao para que seja possivel observar

esta discrepancia.



Capitulo 4

Teoria Linear de Perturbacoes

Conforme discutido no capitulo anterior, o universo pode ser aproximado por uma dis-
tribuigao homogénea e isotrépica de matéria para largas escalas, de acordo com os dados
observados da radiagao cosmica de fundo. Em escalas menores, obviamente o universo
possui estrutura nao-linear bem desenvolvida (como galaxias, aglomerados de galaxias,
etc), o que implica ter havido um pequeno desvio de homogeneidade no universo primor-
dial. Uma teoria de pequenas oscilacoes na densidade de energia pode explicar a formacao
de estruturas no universo, pelo principio de que pela instabilidade gravitacional pequenas
regioes de inomogeneidade tendem a concentrar cada vez mais massa, uma vez que a
matéria é atraida para regides de alta densidade, aumentando assim inomogeneidades ja

existentes.

4.1 Teoria Newtoniana

Nesta secao, consideramos a instabilidade gravitacional na teoria Newtoniana da gra-
vitacao. Apesar de os resultados serem aplicados somente & matéria nao relativistica em
grandes escalas, as solucoes aplicadas aqui sao importantes para explicar as caracteristicas
gerais do comportamento das pequenas inomogeneidades iniciais e sua evolucao a fim de

formar as estruturas do universo.

31
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Em larga escala, podemos descrever a matéria com boa aproximacao como um fluido

perfeito descrito por

« densidade de energia € (x,t),

« entropia por unidade de massa S (x,t) e

« campo vetorial de velocidades V (x,t),

que obedecem as equagoes hidrodinamicas abaixo:

Equacao de Continuidade

Equacao de Euler

Conservacao da Entropia

Equacao de Poisson

Equacao de Estado

Oe
—_ . g .
5 TV (V) =0

oV Vp

— +(V-V)V+ L1 Vp=0.

ot €

as
9 V.V S = 0.
-+ ( )S =0

V2¢p = 47 Ge.

p:p(é,S).

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.5)

Inicialmente e por simplicidade, supomos que o universo é estatico e portanto nao esta

expandindo, com uma densidade de energia € (x,t) constante!, e realizamos as pertur-

bacoes em torno dela. Aplicando uma pequena perturbacao na distribuicao de matéria

tem-se:

€ = €o + e,

INo entanto, observe que € (x,t) = const. # 0 é incompativel com as equagoes de Newton, uma vez
que se a densidade de energia for constante nao existe velocidade relativa entre as particulas do fluido, o

que implicaria em V (x,t) = 0 e, portanto, ¢ = 0, o que contradiz a equacdo de Poisson.
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¢ = ¢o + 09,
V:V0+5V,
S=5)+0S

além da perturbacao na pressao

p(x,t) = po(€n + e, So+ 0S5)

B dp Op
= pot 06+ 508
= po+op

onde

§p = c2de + a68S.

em que ¢, é a velocidade do som.?

Para que as equacgoes de Newton sejam validas, é preciso que

p K €, A <e, | v |« c. (4.6)

Assim, as equacoes tomam a forma

V235¢ = 4rGie, (4.7)
2
NV | G gse+ TvoS +Vos = 0, (4.8)
ot €0 €0
10l
8—; + Eov -ov = 0. (49)

Combinando as expressoes (4.8) e (4.9) apropriadamente, temos a equacao linear para

2Note que pequenas perturbacdes em uma substancia de pressio p propaga-se com a velocidade do
som. Para substancias com w > 0, temos ¢; = v/w. Por outro lado, se w < 0, ou seja, a substancia possui
pressao negativa, entao pequenas perturbagoes terao amplitudes que crescem ou diminuem com o tempo.
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o€
0%8e
ot?

— ?V?%6e — 4nGeyde = o265, (4.10)
cuja solucao representa a evolucao temporal das perturbacoes na densidade de energia
para o cenario proposto.

Perturbacoes Adiabaticas

Supondo que a perturbacao é adiabatica, isto é, 4S5 = 0, e fazendo a expansao de

Fourier

ik-x d3k
Je (x,t) = [ dex(t) exp 2 (4.11)

em que k =| k | € o nimero de onda e A é o comprimento de onda caracteristico de uma

determinada perturbacao, temos
0€x + (kQCi — 47TG€0) dex = 0. (4.12)
As solugbes de (4.12) tém a forma
Seoc expT@ R (4.13)

onde

w (k) = \/k?c2 — 4nGey. (4.14)

Note que o comportamento da perturbacao depende crucialmente do sinal da expressao

dentro da raiz. Deste modo, definimos o comprimento de onda de Jeans como

2
kg

T 1/2
= Cg (G_EO) y (416)

Ay = (4.15)
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onde

k’J = z\/7TG(60

Cs

é o valor exato para o qual w (k;) = 0. Portanto, concluimos que

« para perturbagoes com comprimento de onda A < A\; = de x sin (wt + kx + «), de
modo que as pequenas perturbacoes na densidade possuem comportamento oscila-

torio;

« por outro lado, se A > \; = de x exp (*|w|t). Para este caso, pequenas perturba-

¢oes na densidade tendem a crescer exponencialmente.

Note que se A < A; (k> kj), podemos desprezar os efeitos gravitacionais. Por outro
lado, se A > A, (ou k < ky) temos | w(k) |= ﬁ ~ (4nGeo)* = tor = (4nGey) 2,
que representa o tempo caracteristico para que o fluido sofra um colapso significativo. A

escala de Jeans portanto determina até que ponto o fluido é capaz de conter o colapso

gravitacional, isto é, a escala de comprimento até a qual o sistema reage as perturbacoes.

Perturbacoes Vetoriais

Suponha agora que de =0 e 05 = 0, entao as equagoes hidrodinamicas reduzem-se a

Oov
— =0 4.17
ot ’ (4.17)
V.-ov =0, (4.18)
de onde concluimos que para
v = wy exp (ikx) (4.19)

temos

wi -k = 0. (4.20)
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Perturbacoes na Entropia
Considere agora que 0.5#0. Neste caso temos que

0€x + (kQCi - 47TG60) Sex = —0k*05k, (4.21)

é a equacao para a qual uma solugao particular pode ser

O'/{JQ(SSk
(k2c2 — 4nGey)

Se = — (4.22)

4.1.1 Instabilidade em um universo em expansao

Encontramos até agora dois modos adiabaticos, dois modos vetoriais e um modo de
entropia descrevendo perturbagoes em um meio gravitacional homogéneo e sem expansao.

Vamos agora generalizar a situacao anterior, supondo que a dinamica de fundo é tal que

e=¢(t), (4.23)

V=Vy=H() x (4.24)

Substituindo na equacao de continuidade (4.1) temos a equacdo de conservacao de
energia

6'0 + 3H€0 = 0. (425)

Note que esta ¢ a mesma equagao de conservacao de energia para p = 0, embora nao
tenhamos feito até agora nenhuma suposicao a respeito da pressao. Analogamente, da

equacao de velocidade (4.2)

%—Y+(V~V)V+¥+V¢:0 (4.26)
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e tomando os divergentes temos?

42— _dnG

o (4.27)

Observe que o modelo Newtoniano pode descrever muito bem um universo em ex-
pansao em que o fluido dominante é a poeira. Porém, é importante ressaltar que a
interpretacao do caso em Relatividade Geral é diferente, uma vez que para este iltimo o
que esta em expansao é o proprio espaco-tempo.

Dadas as perturbacoes

€ = €y + O€,
V:V0+5V,
¢:¢0+6¢7

p=po+0p=po+ e
e tomando a equacgao de continuidade até primeira ordem, obtemos

Note que o fato de V¢ depender da posicao impossibilita a expansao de Fourier. A fim
de eliminar esta dependéncia, torna-se conveniente introduzir as coordenadas co-mébveis

(lagrangianas) q relacionadas com as coordenadas x por

x=a(t)q, (4.29)

onde a(t) é o fator de escala, associado & expansdo do fluido, uma vez que em q as
particulas estao paradas umas em relacao as outras.

Definimos o contraste de densidade (a amplitude fracional das perturbagoes de densi-

30bserve que se H = %, em que a(t) é o fator de escala, entdo (4.27) é a equagdo de Friedmann.
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dade)
0
5= (4.30)
€0
de modo que obtemos assim a equacao
. . 02
0 +2Ho — =V?5 — 4rGepd = 0, (4.31)
a

a qual descreve a instabilidade gravitacional em um universo que expande ou contrai, uma
vez que nao fizemos nenhuma suposigao sobre o fato de a(t) estar aumentando.
Perturbacoes Adiabaticas

Como em (4.31) todos os coeficientes dependem exclusivamente do tempo, podemos

tomar agora a transformada de Fourier

27.2
cik

O + 2H by + (? — 47TG60> 5 =0. (4.32)

Fazendo a mudanca de variavel

v=a'? (4.33)

e reescrevendo (4.32) em termos do tempo conforme 7 em que

dt = a(n)dn
temos
" 2 2 1 2 20’”
v+ Csk - 47TG€0(L + Z H” — v = 0, (434)
a
onde
2y 1d’a a_”.

T adp T a
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Usando as equacoes de fundo

a A G
=17 4.35
a 3 €o, ( )
6.0 + 3H€0 = O, (436)
que levam a
87TG€0 E
H? = — 4.37
2+, (4.3
em que FE representa a energia gravitacional total do sistema, segue que
" 2 2 L
V" + |csk® — 4AnGea” — 7= 0. (4.38)
Na transformada de Fourier em coordenadas co-méveis temos
ek — ¢ (4.39)

em que X é a coordenada fisica e, portanto, IE‘ representa k fisico. Assim, o comprimento

de onda de Jeans fisico é

M= a);

2ma
= 4.40
kJ ) ( )

[4rGega?
ky = Wc—goa (4.41)

em que o termo E/4 em (4.38) pode ser desconsiderado, uma vez que da equacao de

onde

continuidade temos que ¢y o< 1/a® e desta forma o termo 47Gepa® é maior.
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Assim

Moo= e[, (4.42)

~ g, (4.43)

ou seja, o comprimento de onda A\ ¢ da ordem do horizonte do som. Ainda podemos
concluir que o colapso gravitacional de certa estrutura esta relacionado a quanto uma
perturbacdo ¢ maior ou menor que \; em um determinado tempo.*

J po.

Desta forma, temos que

e Se A< Ay

1 , dt
Hik [ 257

\/csae

(SkO(

« Se A > \;, a solucdo geral de (4.32) tem a forma

dt
5:01H/CL2_H+C2H’

de onde concluimos que se a o< t*/3 (universo dominado por matéria) temos

dt
= Ot 4 Oyt

= Cl(l + C2H (444)

Perceba que no caso de um universo em expansao a instabilidade é bem menos eficiente,

uma vez que a amplitude da perturbacao cresce como uma poténcia do tempo.

4Podemos usar também a massa a partir da qual ocorre colapso gravitacional, definida como a massa

de Jeans M, = ¢y (\F)°
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Perturbacoes Vetoriais

Com ¢ = 0, as equacoes hidrodinamicas reduzem-se a

dov
— + Hov = 4.4
5 + Hov =0, (4.45)

V- 6v =0, (4.46)

de onde concluimos que para a perturbacao de onda plana

v = dvy (1) exp (ikq) , (4.47)
temos
5v o » (4.48)
Vo —. :
~ %

Note que se dvy fosse importante no passado ele hoje seria tao grande que as perturbagoes
teriam saido do regime linear. Portanto, para que o regime linear seja valido, é preciso

que as condicoes iniciais sejam tais que dv seja muito pequeno hoje.

Matéria na presenca de matéria relativistica

E importante estudar o comportamento das perturbacdes na presenca de mais de
um fluido, uma vez que existe forte evidéncia observacional de que além da matéria
(essencialmente, matéria escura) o universo é composto também por uma componente
chamada energia escura. Vamos supor que a matéria escura nao interage com a energia
escura, e analisar, para pequenas escalas (menores que o comprimento de onda de Jeans),
o crescimento das perturbacoes na matéria usando a teoria Newtoniana. A fim de realizar
este estudo, vamos estudar como as perturbacoes evoluem quando o background possui
um fluido com equacao de estado em aberto p; = wey, além de matéria.

Assim

_87TG
3

H? €tots (4.49)
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em que a densidade de energia total é dada por

_ €y (@)3 (@)3“*“ 4.50
€tot 2[ g + . ) ( )

onde a., ¢ o fator de escala quando as densidades de energia de ambas as componentes

sao iguais. Como estamos interessados em estudar as perturbagoes na matéria escura,

entao
€0 = ear = %‘1 (%)3 (4.51)
Definimos
z = aiq (4.52)

e assim podemos reescrever a equagao para ¢ como

5 3 ds 3
2 —3w —3w
1 — + -z |14+ (1— — —=0=0. 4.53
2 (1+a )dI2+2x[+( w)x }dx 5 (4.53)
O modelo mais simples de energia escura é a constante cosmologica, ou seja, w = —1.

Neste caso, a solucao geral ¢ dada por

5(z) = 01m+02m/0x ( y )3/2 dy. (4.54)

1+y3

+ No limite em que x < 1, isto é, no regime de dominagao da matéria escura (a < 1),

temos

c; 2
2
= ClH + gCQCL, (456)

consistente com o resultado encontrado anteriormente.

« No limite em que x > 1, ou seja, quando h& dominacgao da constante cosmolbgica,
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usando
0o 3/2
[ () -
3 b
0 I+y
temos que
6(z) = (Cy + ICy) ¢,
x) = - —=
1 2 2,T2’

ou seja, o crescimento das perturbagoes cessa e a amplitude das perturbacoes con-

gela.

4.2 Perturbacoes Cosmolégicas na Relatividade Geral

Para o estudo das perturbacoes em escalas menores que a escala de curvatura, a
Teoria Newtoniana descrita na secao anterior nao é suficiente. Torna-se necessario, entao,
o estudo no contexto da Relatividade Geral. Para tal, é preciso definirmos um espaco-
tempo de fundo, ficticio, onde nao ocorrem perturbacgoes, e um espaco-tempo real, em que
estao contidas as inomogeneidades. Como estas perturbacdes na densidade de energia
(e consequentemente no espago-tempo) sao consideradas como sendo muito pequenas,
podemos lancar mao da aproximacao linear para estudar sua evolucao temporal. Deste

modo, a métrica do espago-tempo serd dada por
G = Vg + 0gyu, (4.57)
em que (© guv representa a métrica do espago-tempo de fundo, tal que
O g, datd” = a®(n) (dn? — iydz'da?) . (4.58)

E possivel dividir as perturbacoes 09, em trés categorias, uma vez que no regime linear
os diferentes tipos de perturbagoes evoluem independentemente e, portanto, podem ser

analisados separadamente.
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Escalares

A parte da métrica associada as perturbagoes escalares pode ser escrita como [16]

—2 B;
59;”/ = CL2 ¢ 7 , (459)

B; 2(—vvi;+E,;)

onde

(O)Qij

Yi; =
J aQ

e B, E, ¢ e ¢ sao grandezas escalares.

Vetoriais

Analogamente, a parte vetorial pode ser descrita por

0 —S;
Sgu = a* : (4.60)
=S Fig+ Fj;
em que
S=0 F;=0

e S; e F}j sao vetores.

Tensoriais

E finalmente, a componente tensorial das perturbacoes pode ser dada por

0
8gu, = a’ : (4.61)
0 hij

onde
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Observe que o tensor dg,, é representado agora por quatro fungoes escalares (4 graus de
liberdade), duas fun¢oes vetoriais (4 graus de liberdade, pois foi imposto uma condigao
de vinculo para cada 3-vetor) e uma funcao tensorial (2 graus de liberdade, pois o tensor
hi; & simétrico e possui 4 equagoes de vinculo), totalizando 10 graus de liberdade, em
consisténcia com o nimero de componentes independentes de dg,,. As perturbacoes
vetoriais decaem & medida em que o fator de escala aumenta, sendo portanto irrelevantes
para o estudo da formacao de estruturas. O setor tensorial, por sua vez, descreve ondas
gravitacionais (que sdo os graus de liberdade do proprio campo gravitacional), que nao
influem na evolucao das pequenas perturbagoes na densidade de energia. Portanto, a fim
de estudar a formacao de estruturas no universo, a parte de interesse é a de perturbacoes

escalares na métrica.

4.2.1 Invariancia de Calibre

Como a Relatividade Geral foi construida para ser uma teoria covariante por transfor-
macoes arbitrarias de coordenadas, é importante saber se uma determinada transformacao
na geometria é resultado de uma perturbacao fisica ou resultado de uma transformacao
de coordenadas, uma escolha inconveniente de sistema de coordenadas. Por esta razao, é
importante reescrever a métrica do espago-tempo real em termos de grandezas invariantes
de calibre (gauge, isto é, que nao dependem de uma escolha particular de coordenadas.

Seja, portanto, g, o tensor métrico de um espago-tempo e §,,, um outro tensor métrico
que pode ser construido sobre este espago-tempo. Uma perturbacao infinitesimal em g,

pode ser escrita como

69#1/ = g;w — Guv- (462)
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Tomemos entdo a transformacio infinitesimal de coordenadas®

% — 2% = 2% 4+ £%(x), (4.63)
tal que
ox” o N
prei 05 + &%, (4.64)
entao
5g/w = _5;;;1/ - @/;M, (465)

em que ; representa a derivada covariante.

Podemos separar a variacao £*(x) em duas partes. A primeira

& = (¢.17¢y) (4.66)

depende apenas das grandezas escalares ¢ e £ e serd chamada de parte escalar. Ja a

segunda parte

& =(0,) (4.67)

depende da grandeza vetorial £ e sera chamada de parte vetorial. Entao

0goo = —2&o0 (4.68)

= —22*(4-0). (4.69)

®Note que como £%(x) é um vetor, nao existe parte tensorial na transformagio de coordenadas. Por-
tanto, os termos tensoriais das perturbagoes ja sdo perturbacgoes fisicas de fato, uma vez que nao podem
ser originados por transformagcoes de coordenadas.
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Assim

fo;o = 50,0 - (°>Féfo 1
= fo,o - (O)FBO&)

— %" —adg

a’ad

— _a2cl_

¢, (4.70)

a

ou seja,

d=6-¢ == (4.71)

Além disto

dg0i = —fo;z'—fz‘;o

= o (Bﬂ- - B,i> , (4.72)
e portanto

fi = —a’C;—da&;

§io = GQS,IZ-+@/@§¢,

de modo que

B=B+(¢-¢. (4.73)

Finalmente

69 = —&ij— &
- 2|(B-£) - (0-4)]

a/
= —2a° <€,m + EC%’]’) ; (4.74)



48

e desta forma

E = E—¢ (4.75)

a/
v+ = (4.76)

S
I

Note que existem dois graus de liberdade ({ e &) para as transformagoes de coordena-
das, e quatro fungoes escalares (¢, ¥, F e B). Construimos entdo dois campos invariantes

por transformagoes de coordenadas, chamadas varidveis de Bardeen [1]

d = ¢+ é (B—E)adl (4.77)
U = ¢— % (B—E') (4.78)

Podemos agora, por exemplo, escolher um calibre em que duas dessas funcoes sao

nulas.

Gauge longitudinal ou Newtoniano

O calibre longitudinal é dado por

oo
Il
e
I

=

(4.79)

que implica em

¢=FE (4.80)

(=-B+E. (4.81)
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Gauge sincroénico

Para o gauge sincronico, fixamos gopo = 1 e go; = 0 e assim

¢=DB=0. (4.82)

Note que o gauge longitudinal é fixado unicamente, isto é, qualquer transformacao
temporal em que ¢ # 0 viola B; = 0. Em contrapartida, se a condi¢do ¢, = B, = 0, que
define o calibre sincronico, é satisfeita em algum sistema de coordenadas z* = (n,x), ela
também sera satisfeita para qualquer outro sistema de coordenadas £* tal que 7 = n+C4/a
e ' = x' + C1; [(dn/2) + Cy;. Logo, existe uma classe de sistemas de coordenadas

sincronicos, ou seja, este calibre nao é determinado unicamente.

4.2.2 Equacoes de Einstein

Levando em consideracao somente as perturbacoes escalares, a métrica do espago-

tempo pode ser entao escrita como
ds* = a*(n) [~ (14 2¢) dn® + 2B dz'dn + [(1 — 2v) vi; + 2E, ;]| da'da’. (4.83)
Reescrevendo no gauge newtoniano, temos que

Y=V, (4.84)

b=, (4.85)
onde ¢ e ¥ sdo os potenciais de Bardeen (4.77) e (4.78). Assim
ds* = a®(n) [(1 + 2®) dn* — (1 — 2) ;;da'da’] (4.86)

que é a forma da métrica invariante de calibre.
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Colocando a métrica perturbada na forma (4.86) nas equagoes de Einstein,

GG
G,uz/ = 7T,uu> (487)
devemos obter

G =G, +0G,, (4.88)
Tp,l/ - (O)Tm/ + 6Tul/7 (489)

de tal modo que

&G

OG ., +6G,, = 5 (OT,, +6T,,) . (4.90)

Uma vez que a equacao de Einstein ¢ valida para a métrica de fundo, temos que

5Gp = 2C 5T, (4.91)

c2

Um tensor arbitrario A% sob transformacao infinitesimal de coordenadas é escrito como

Al = A — A €0 4 R AT — O AL (4.92)

Portanto
G, = 6G1 — OGH ¢ 4+ ¢ OGe — g2 OgH (4.93)

ou seja,
©6GY = 6GY + VaY (B - E') (4.94)
1 /

©5GY = 6GY + (<O>G8 — §<0>Gg) (B-FE), (4.95)
©5G =66+ (VG (B—F) (4.96)

onde o indice (¢) foi colocado para indicar que estas grandezas estdo escritas na forma
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invariante de calibre®.

Além disto, sendo

87G
5G0 = ; 5TY, (4.97)
entao
©5G0 = 87TQG<C>5T(?. (4.98)
C

Realizando este mesmo procedimento para todas as componentes e substituindo pela

métrica em (4.86), temos as equagoes que descrevem o comportamento das perturbagoes,

dadas por
—4n@
VU — 3H (HD + V) + 3k = —— Za*5T¢ (4.99)
—4nG
(HD + '), = ——Za*I§TO(4.100)
’ C
" / / / 2 Lo i 1o AnG 2(c) srpi
W+ 2HY + HO + (2H + H) kY + VD 6 — 59" Dy = —5-a”I8Tj(4.101)
onde
D=%&— . (4.102)

4.2.3 Fluido hidrodinamico

Até agora nao especificamos qual o contetido material, isto é, qual a expressao de 7},
Primeiramente, vamos estudar estas equacoes e sua evolucao para o caso de um fluido

perfeito, que ja sabemos ser descrito por

Tg = (e +p)u“ug + pdg. (4.103)

E importante notar que a métrica de fundo deve descrever uma configuracao homogénea

e isotropica, mas nada impediria que na forma geral do fluido perfeito fossem incluidos

6Note que se formos para o gauge longitudinal (B = E = 0), a grandeza que fornece a perturbacgio ja
é a propria grandeza invariante de calibre.
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pressao anisotropica e fluxo de calor. Porém, se estes termos estiverem presentes, as

equacoes de Einstein mostram que eles decaem muito rapidamente, de modo que para que

eles de fato fossem relevantes eles teriam que ser inicialmente muito grandes, arruinando

o comportamento homogéneo e isotropico do fundo.

Entao
oTg = (0e + dp) ©)9,20)qy5 4 <(0)6 + (O)p) (5u°‘(0)u5 + (O)U‘)‘(Suﬁ) + dpdg,

e supondo o referencial co-mébvel,

i
Ot = 20
a )
temos que
§T) = —d0e—0dp+ ((0)6 + (O)p) (5u0(0)u0 + (0)u05u0) +6p = —de

Ty = a ((0)6 + (O)p) Su’
6T = —é ((0)6 + (O)p) ou;

(5T; = —(5p(5;-.
Mas

©5e = de + Ve (B — F)

©§ p=2dp+ Oy (B—E'),

(4.104)

(4.105)

(4.106)
(4.107)
(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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logo
4
VAU — 3H (HD + V') + 3kV = WQG a?96e (4.112)
C
4
(HO + 1), = 7T—fa (Ve + Op) D5, (4.113)
’ Cc
1 ‘ 1
U+ 2HV + HO + (2H +H?) © — kU + 5v2D 5 - Ewpﬂ,k
4 )
= - ;Ga%;(c)ap. (4.114)
Se i # j, entdo ® = U7 e, portanto,
4
V20 — 3H (H® — ') 4 3kd = WQGaﬂC)(se (4.115)
C
O +HP = 47T2Ga (Ve + Dp) ©éu (4.116)
C
4
" +3HP + (2H' +H?) D —k® = — 7T2Ga2(c)5p. (4.117)
C
Se
p=p(€S5) (4.118)
entao
dp op
op = —de+ —=0
P = 5% T 5%
= 20+ 7168 (4.119)

e assim, combinando com (4.115), reescrevemos (4.117) como

"+ 3 (14 ) ¥ — AV + 2 + (1+3¢2) (H? — k)] @ = 4nGa’r6S.  (4.120)

Daqui por diante neste capitulo estaremos lidando sempre com as grandezas invariantes

de calibre e portanto o indice (c) serd suprimido para simplificar a notagao. Iniciaremos

"Como queremos que ® e ¥ representem perturbacdes, entio seu valor médio % J(® —W)dV deve ser
nulo. Para que a integral seja nula, o integrando deve ser igual a zero.
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analisando o caso plano e adiabatico, em que

k=0, (4.121)

55 =0, (4.122)

para trés diferentes fluidos hidrodinamicos.

Poeira
Nesta fase
/
2=L_, (4.123)
€
e como
2 2
axn =H=-, (4.124)
n

entao a equacao da perturbacao toma a forma

6

¢ + -9 =0, (4.125)
n
cuja solucao
® = Cy(x) + C;(5X> (4.126)

possui um modo constante, que domina independente da escala da perturbacao, e um
modo decrescente, respectivamente.

Para a amplitude de densidade de energia, multiplicamos

e
7T2 a9 §e

V20 — 3H (HP — &) + 3k =

c
por €y/¢€g, lembrando que €y o< 1/a®. Desta forma, temos

(56_

1 1
— |V2Cin® — 120, + (V?Con® +18C5) = |, (4.127)
e 6 n
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de modo que seu valor pode ser avaliado para os seguintes limites

« M < H! (ou kn>1)
By,

7

0
& X Ak772 +
€o

que é o mesmo resultado que encontramos anteriormente para o caso Newtoniano

em (4.44).

c M> H (oukn < 1)

) B
ﬁO<14k—f—_§7
€0 n

onde ficam claros os efeitos da relatividade geral, uma vez que para esta escala o
resultado se apresenta diferente do caso Newtoniano.

Matéria relativistica

Em uma fase dominada por um fluido onde

p = we (4.128)
entao
! 4.129
€0 X 304w) (4.129)
e
2
a o< nTEEe. (4.130)
A equacao da perturbacao torna-se
6(1 4+ w) ¥
Y+ ———L—F L Wk D, =0 4.131

e sua solucao é

&), =" [C1], (Vwkn) + CLY, (Vwkn)], (4.132)
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em que J, e Y, sao as funcoes de Bessel, e

_ % {5 il 3“} (4.133)

Assim, para

« M < H e, (ou Jwkn > 1)

P, o 77—1/—1/2 expii\/@kn

5€k
L x k%a
€o

1+3wq)
Y

« M H e, (ou yJwkn < 1)

(I)k X Cl + 027]721/

— x —20.
€o

Radiacao

Como caso particular da matéria relativistica temos a radiacao, em que

(4.134)

Assim

« M < H ¢, (ou \/wkn > 1)



« M'>> H e, (ou wkn < 1)

Caso Geral

57

Para resolver o caso geral, primeiramente vamos eliminar o termo com derivada pri-

meira na equacao diferencial introduzindo a variavel

eXp%fH(1+c§)dn P

u =
1 o
= exp ~ (50&’0) (Hef()))dn P
— expln(eﬁpo)l/2 ®
= (e +po)/* 0. (4.135)
Assim, a equacao toma a forma
9//
u’ — AV — U= N, (4.136)
onde
H [3 e
6 = — [5 (7—[2—7-L’+k)}

1 o\ 2 3k

= —|14+= 1l———+— 4.137
a < * eo> 8rGa’e ( )
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N =a® (e + po) /2765, (4.138)

Para o caso adiabético (6S = 0), a solu¢ao formal da equagao (4.136) é dada por

método iterativo pela expressao

d n n o dﬁ

e, portanto, a equacao

6//
uy, + (c§k2 — ?) up =0 (4.140)

apresenta dois regimes:

« No caso em que 0”/0 < 2k? (ou M\ <« H71¢,), a solugao é oscilatoria, modulada

por uma amplitude dependente do tempo.

« Por outro lado, quando 6”/6 > c2k? (ou A" > H~'¢,), a solucdo da equacao pode

ser bem aproximada por

d
dn
0
Para k = 0,
dn
2

(4.142)
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Assim

(I) = (60+p0)1/2u
d
= (60 +p0)1/2 029/9—727
1/2
. 1/2 €0 /d77
= + Co—20 [ 1
(€0 + po) 2a(60+po) 02

= A(l—%/cﬁdn)
_ A% (é / adt). (4.143)

Na fase de poeira-radiacao

a(n) = aeq (£ +2€), (4.144)
onde
=1 4.145
¢ Tor” (4.145)
entao
L [ (Bp g, L 13), B
<I>_<§+2)3 {A(E)f +3§+§+1+3)+£3}, (4.146)

de modo que

KLl =>Px A+ n% (fase dominada pela radiagao);

enN>1=>dx A+ n% (fase dominada pela poeira).

4.2.4 Perturbacoes de um campo escalar

Considere agora que a matéria é descrita por um campo escalar, cuja acao pode ser

escrita como

= / P, o)V —gd'z, (4.147)
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onde
1

X = §g0‘5307a90”3 (4.148)

é o termo cinético. E possivel demonstrar que o tensor energia-momento é representado

por
Ty = (e + p)ug — pdg, (4.149)
onde
v
U, = — 4.150
2K 150
e
€ =2Xpy — P (4.151)
Para a acao acima, temos que
px; ) =x = Vip) (4.152)
e(x: ) =x + V(p). (4.153)

No calibre longitudinal, a perturbacao invariante de calibre do campo ¢ é

©§p = dp + ©h(B — E') = dyp. (4.154)

Além disto, as equacoes de Friedmann para o fundo no tempo conforme sao

2
MW= 8”; ‘ (4.155)
H — H? = —4ma®(e + p) (4.156)

€ =€ X0t €ppy = —3H (e +p), (4.157)
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onde

/2

%o
= —. 4.158
X0 902 ( )
Perturbando y temos
X = Xo+0x
1 v v
= 5 (V9" +39") (0 +0p) , (po+69) (4.159)
em que
§gof = —(©) gon(©) gbrgsy (4.160)
Logo
29
5g" 5 (4.161)
e portanto
5 /
X = 2xo (—(I) - —“f) . (4.162)
)
Além disto
STY = de
= €,0X + €00
so\’ 4] o
= P 1% p| —3p(e )28, (4.163)
2 / / /
Cs Yo %o Yo
onde definimos
2=bx_£FP (4.164)
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Analogamente, temos

6T = (e+ p)u’du;

)
= (e+p) (—9,0) (4.165)
Yo/ i
e
6T} = —dpds. (4.166)
Da equacao de Einstein
§GY = 8nGSTY, (4.167)

temos entao que

)
U+ HP = 4ma’(e + p)_(/p (4.168)
0
Além disto
§Gy = 8rGITY, (4.169)
que implica em
1 5o\’ ) )
V20 — 3H (V' + H®) = 47a®(e + p) {—2 [(_(/p) + ’H—S,O - CID] — 37—[—?] . (4.170)
Cs %o %Yo %o
Deste modo, podemos escrever
47a’ dp '
VU = — + U 4.171
M (% o " ) @17)

(aQ%)/ = M(\IIH{&—?). (4.172)



Fazendo a mudanga de variaveis [19]

v
4r (e +p)'?

v =\ /exa (590 + %@) ,

u

as equacoes podem ser simplificadas para

s Viu =z <2)/

z

como2).

onde

L a?(e +p)t/?
- csH
1 81 -1/2
0= =22 (1 + ]—9)
CsZ 3 a €
Assim, temos agora
0//
u” — 2Vu — ZU= 0
Z//
v — AV — = =0,
z

ou

6//

Z//
vy — <c§k2 + —) v = 0.
z
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(4.173)

(4.174)

(4.175)

(4.176)

(4.177)

(4.178)

(4.179)

(4.180)

(4.181)

(4.182)
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Solugoes Classicas

Para pequenos comprimentos de onda, isto é, c2k? > %ﬂ, a solucao WKB da equacao

(4.181) ¢ dada por

P exp ik [ esdn (4.183)

Ve
Por outro lado, para grandes comprimentos de onda (ou seja, c?k? < %)7 temos (até

segunda ordem em k)
dn

o (4.184)

we = Ch(k)0 + @(k)e/

onde Ci(k) e Cy(k) sao fungoes do numero de onda que devem ser determinadas pelas

condic¢oes iniciais. Assim, como

d =T = 4n(e + p)/%u

v drad(e+p)  Adm(e+p)

entao

dp = Ay, (1 - E/a(t)dt) (4.185)

a

1

As equagoes (4.181) ou (4.182) serao usadas no capitulo seguinte para a andlise da

evolugao das perturbagoes no caso particular de interesse.



Capitulo 5

Modelo Cosmolégico com Ricochete e A

5.1 Geometria de fundo

Neste trabalho, consideramos a evolu¢ao de um universo em contragao, composto por
um fluido perfeito de equacgao de estado w e componente de energia escura representada
pela constante cosmologica A. Neste cenario, iniciamos com a ac¢ao gravitacional descrita

da forma

1

Sin = — / V—9(R+2A)d"z, (5.1)

em que ¢ = (87G/3)"/? ¢ o comprimento de Planck em coordenadas relativisticas (h = ¢ =
1). Conforme discutido no capitulo anterior, a geometria de fundo é dada pela métrica

homogénea e isotropica descrita pelo elemento de linha
ds® = a*(n)(dn* — 6;;dz'dx?), (5.2)

onde escolhemos o caso plano, isto é, a curvatura espacial s é nula.

O contetido material em nosso estudo serd representado pelo campo escalar, que sa-

65
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tisfaz & acao'

Sm - /p(Xv @)d4x> (53)

resultando no tensor energia-momento
T = (e + p)VHV, — pot, (5.4)

em que

V, = 0./\/2x (5.5)

€=2xp,y — D (5.6)
A energia cinética do campo escalar ¢ é dada por

1

X = 59“5 P, (5.7)

e a Lagrangiana p(x, ¢) é uma fungio arbitraria que representa a pressao. No caso parti-

cular em que p é uma lei de poténcia de Yy, isto é,

p(x, ) = ax”, (5.8)

temos que

€ = 2Xpx—D
— a(2Xan_1 o Xn)

= ax"(2n—1)=p(2n—-1), (5.9)

ou seja, o campo escalar descrito pela agio (5.3) é equivalente a um fluido hidrodinamico

Ver Secio 4.2.4.
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com equacao de estado dada por

1
2n—1

p= € = We. (5.10)

Conforme discutido na se¢ao (2.3), diferenciando a ac¢ao (5.1) com relagdo & métrica,
encontramos as equagoes de Friedmann do fundo que regem a evolugao do fator de escala

a(n) em termos do tempo conforme 7. Uma delas é dada por

B G

2
# 3

a’e + a’A, (5.11)

em que € é a densidade de energia total do sistema e que obedece a equagao de conservacao

€ = —3H(e +p), (5.12)

onde p é a pressao e [ = %.
Note que diferenciando a equagao (5.11) com relagdo a n e substituindo € em (5.12),
tem-se a relacao

H — H? = —4nGa®(e + p), (5.13)

que é a outra equacao de Friedmann do sistema e que nao possui dependéncia explicita
em A.
Reescrevendo (5.11) em funcdo do tempo cosmico ¢, lembrando-se da relagdo dt = a dn

e considerando que

ao 3(14w) cy
€ =€ (;) = m, (514)
segue que
A
2= 3G _a (5.15)

3 @30tw) 37

cuja solucao, expressa em termos dos parametros cosmologicos Hy [7], Q0. € Qoa, € dada
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por
Q| V/30+) S (] oV H \ 1230
a(t) = ag [ == sinh { — Al +w) Ot , (5.16)
Qoa 2
em que
A
QA = T
Hg
Qo = >, (5.17)
€crit
3H2
ECT’L - .
"7 8nG

5.2 Evolucao das Perturbacoes Escalares

A métrica total do sistema pode ser escrita realizando uma pequena perturbacao na
métrica de fundo homogénea e isotropica (¥ 9w

Juv = (O)QMV + 5g;w7 (518)

onde as perturbagoes podem ser decompostas usando (4.59) em que serdo objeto de es-
tudo deste trabalho somente as componentes escalares. J& descrevemos em detalhes na
segdo (4.2.4) que a evolucdo das perturbagoes pode ser descrita por um tnico campo

representado pela variavel de Mukhanov-Sasaki

V= Jena (590 + %\D) , (5.19)

onde dp é o campo escalar perturbado e g seu valor de fundo. Sabemos também que

(5.19) satisfaz a equagao
"

V' — AV — =0, (5.20)
2

em que
a?[4rG(e + p)]t/?
ceH

P (5.21)
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2 =Ex (5.22)
€.x

As equagOes para a evolucao das perturbagoes podem ser escritas em termos apenas
da equagao de Friedmann (5.13), que independe da constante cosmologica A. Além disto,
dA = 0 e portanto a forma das equagoes (5.19), (5.21) e (5.22) nao se altera pela presenca
de A no modelo.

Para a descricao de fluido perfeito, ou seja, quando

p(x, ) = ax™ = X2, (5.23)
temos que?
p=we — p, = we,
= w (5.24)

Como o fator de escala é descrito por (5.16), entao

H = g = —Hy\/Qy coth (1), (5.25)
em que
' 3\/Q_A(12+ 2, (5.26)
Assim
_ am)’[4nG(e+p)]'* _ a(t)[dnG(e + p)]'/?
= cH = i : (5.27)

ZNote que, para uma descri¢ao usual de campo escalar, em que p = x — U(¢), temos que c; = 1 para
qualquer potencial, de modo que é possivel escolher a forma para U(y).
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ou seja,

z(t) = %\/ ArGe %

1/2
- L) \/47TG€oag(1+w)a—3(1+w) alt)
w —+v/'A coth (7t)
3 (14w a(t) _ (5.28)
2\ w /cosh(yt)
Assim, o potencial V(t) em (5.20), definido por
Z//
V(t) = —, (5.29)
z
¢ escrito como
2" a® [ (1—3w) 1 (1+ 3w) 9(1 +w)?
V(it)=V() = — = 55 { — — — 5 ., (5.30)
z  Rya} 2 sinh®(~t) 2 2 cosh”(7t)
onde usamos (5.28) e

é o raio de Hubble co-movel.
De acordo com o que ja foi discutido no Capitulo 2, o fator de escala apresentado em

(5.16) representa dois regimes:

Contragao (—oo <t < 0): Para t — —oo, existe a domina¢do da constante cosmologica
e o fator de escala comporta-se como a(t) o« exp(—+/At). Para t — 0™, tem-se que
a(t) o< t¥/B0+9) e o fluido com equacio de estado p = we domina. Logo, esta fase
descreve um universo que tende assintoticamente ao espaco-tempo de de Sitter no
passado remoto e contrai em direcao a uma singularidade em ¢ = 0, préoximo da

qual a constante cosmolodgica ¢ irrelevante.
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Expansao (0 < t < 00): De forma absolutamente aniloga, neste intervalo o fator de
escala descreve um universo que expande a partir de uma singularidade em t = 0,
em torno da qual existe a dominacao do fluido hidrodinamico, para um universo que

tende assintoticamente para o espaco-tempo de de Sitter no futuro remoto.

Logo, para a regiao em que existe a dominagao da constante cosmologica, no passado

remoto do modelo, temos que

a(t) = e VM, (5.32)
e portanto
d
d—? = vVAe VA = _/Aa. (5.33)
Assim
1 1
dn = ﬁ:—ﬁala:— da
a ada VAa?
1 1
dn = ——— | —=d .34
/ 7 VA / 2™ (5:34)
1 1

Moo —MN = Jha = G(ﬁ):m,

em que 7, ¢ uma constante de integracao positiva tal que —n,, < 7 < 0. De maneira

semelhante, para a fase em que ha dominacao do fluido e A é irrelevante temos que
a(t) oc t/BAFl = () o /(43 (5.35)

Da mesma maneira que a(t), o potencial V (¢) também apresenta comportamento as-
sintotico. Deste modo, o potencial na equagao (5.30) para a solucao de de Sitter (5.34)

torna-se

(5.36)
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parat — —o0 e

Vin) =

" 2(1 -3
2, 20— 3w) (5.37)
z

T (14 3w)2p?
proximo a singularidade, regido na qual podemos aproximar o fator de escala para (5.35).

Note que nesta regido, cosh (y¢) ~ 1 e, de (5.28) segue que

a?(e + p)/?
z = % x a(n), (5.38)
e deste modo
a//
Vi(n) = — (5.39)

A figura (5.1) representa o comportamento do potencial (5.30) para ¢t < 0 tomando
diferentes valores de w.

Uma vez que a constante cosmologica nao é importante nas proximidades da singula-
ridade, ¢ possivel incluir nesta regiao o ricochete de origem quantica para um tnico fluido,
descrito em detalhes em [23,24,28, 29|, que separa a fase de contracdo da expansdo. Este

ricochete é representado pelo fator de escala

1+T2
Ty

onde dT' = a'~3“dn, de modo que T pode ser identificado com o tempo cosmico se o fluido

1
3(1—w)

a(T) = ap : (5.40)

for poeira e com o tempo conforme no caso de radiagao. Além disto, a, (o valor do fator
de escala no ricochete) e T, (a escala de tempo que determina a duracao do ricochete) sao
constantes positivas determinadas pelas observacoes.

Desta forma, a singularidade entre as etapas de contracao e expansao do modelo é
evitada, e uma vez que para |T| >> T} a solu¢do acima tende & solugao classica a(n)

n?/(1+3%) " possivel conectar o fator de escala (5.40) com (5.16). Assim, nas proximidades
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w={Lit]

Vi)

-3 -25 -2 -1.5 -110 ] .

Wit

Wil

=30 -25 =210 -1.5 - 1.0 -5 (.0
L

Figura 5.1: Potencial V (t) dado por Eq. (5.30) para trés valores diferentes de w (w < 1/3,
w=1/3ew > 1/3). Observe que V (t) diverge para +oo no infinito passado para w > 1/3
e w < 1/3, respectivamente, e para +oo proximo a t = 0 para w < 1/3 e w > 1/3,
respectivamente.
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de t = 0, o potencial que rege a evolucao das perturbacoes serd

2 3(1-w)
L2y o (5.41)
alt3w 3\ T, 1—w ’

e seu comportamento é apresentado na figura (5.2). Note que o potencial tem seu mé-

3(1—w)
2 ay

3(1 — w)T7

a//

ximo proximo de n = 0 e tende para o potencial representado em (5.37) (encontrado
considerando que existe um tnico fluido p = we presente para 7t < 1). Deste modo,
é possivel conectar os potenciais associados as fases de contragao e expansao classicas
representados em Fig. (5.1) com o potencial em (5.41) da Fig. (5.2), evitando desta forma
a singularidade®. Quando ha a dominagao da constante cosmologica (isto €, || — o0),
a contribui¢ao de (5.41) é irrelevante e é possivel considerar somente sua parte classica

(5.30).

5.3 Escolha de condicoes iniciais

O estudo das perturbacoes escalares para este modelo portanto é feito evoluindo as per-
turbacoes a partir da fase de contracao até a era de expansao atual, através do potencial.
No entanto, para este fim é preciso estabelecer condigoes iniciais para as perturbacoes.
Em geral para modelos com ricochete, estas condigoes iniciais de vacuo sao colocadas no
passado remoto, onde os potenciais (5.41) sao irrelevantes e o universo é muito grande
e aproximadamente plano, de modo que se torna natural aproximar a regiao para Min-
kowski nesta regiao. No entanto, devido a presenca da constante cosmoldgica, o universo
tende a de Sitter ao invés de Minkowski no infinito passado, além de o potencial nao ser

nulo nesta regiao (na verdade, seu valor tende para (5.36)).

3Para outros tipos de modelo de ricochete, é esperado que a situacdo tenha comportamento similar,
embora provavelmente mais complicado para o caso de mais de um campo ser responsével pela producao
do ricochete.
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Figura 5.2: Comportamento do potencial V(T") dado em Eq. (5.41) para diferentes valores
de w (w<1/3, w=1/3ew > 1/3). O maximo esta localizado em de T" = 0 e seu valor
decresce rapidamente, tendendo para o potencial em Eq. (5.37).
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5.3.1 Caso particular: w=1/3

Um estudo preliminar é feito considerando o caso particular em que o potencial da
equagao (5.30) de fato tende a um valor nulo no infinito passado, sendo possivel nesta
regido colocar Minkowski como condi¢ao inicial de vacuo. Observando Fig. (5.1), note que
temos esta situacao quando o fluido em questao é a radiacao, isto é, w = 1/3 e Qg, ~ 1075,

A solugao da equacao (5.11) na fase de contragao para este caso particular é

a(t) = (%) . <sinh(—2t\/K))1/2 (5.42)

que pode ser apresentada na forma

(—1)1/4l1/4 sn [(—1)3/4(ZA)1/477, _1}

a(n) = — N : (5.43)

em que

| = Pc; = PPeyag (5.44)

e sn|z,m| é a funcao eliptica de Jacobi de argumento z e parametro m.

Além disto, para esta situacao de estudo temos

2 1/2 2
o= 20 %0 _ (26(1)/2a§> a
H a

Y

de forma que, sendo
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o potencial da equacao de Mukhanov-Sasaki é dado por

Vin) = —

, (5.45)

ou, em termos do tempo c6smico t,

V() = 8agHy* v/ Qo sec(2Hot/Qy) tanh (2Hyt/Qy). (5.46)

E possivel observar pela Fig. (5.1) que o potencial torna-se desprezivel rapidamente, de
modo que é razoavel supor, uma vez que a constante cosmologica domina apenas no
passado remoto do universo, que (5.46) é pequeno ja na fase em que a radiagdo domina
(isto &, para vt < 1). Assim, para resolver a equagdo (5.48) analiticamente, tomamos a
aproximagao expandido (5.45) em série em torno de n = 0, de modo que pode ser reescrito

como

V(n) = —8(IA)n” + Oln)°, (5.47)

de forma que a equacao a ser resolvida para as perturbacoes escalares, aproximada

para 1 pequeno, tem a forma®

k‘2
v"(n) + (3 + 8Aln2> v(n) =0 (5.48)
e sua solucao é dada por
vr(n) = Ca(k)Dy(iz) + C1(k) D (), (5.49)

4Mantemos o indice k relacionado ao comprimento de onda do modo normal implicito.
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onde

n = -=2aq,

m = —2aq,

ro= 2(=2)Y11N),
1 ik?

Z+ —24\/§m, (5.50)

D, (x) é a funcao parabolico-cilindrica de indice n e @ é o conjugado complexo de a. As
constantes de integracao C' e Cy dependem somente das condic¢des iniciais e do nimero.de
onda k.
A solugao acima deve ser valida assintoticamente. Vamos propor entao a solugao de
vacuo de Minkowski
eikn/ V3

k/\3

e deste modo, comparando as solucoes (5.49) e (5.51), encontrar a dependéncia em k para,

C1, Cs, a saber

_ 274 (VBT [@] + 6 23/4(—IA)YT [a + 1]) T [2a]

“ 33/4v/Ekm(—IA)Y4 (esc(ar) + isec(ar))

(5.52)

2071 (VBR(—IAPAT [a] + 6i2¥4IAT [+ 1]) T 2]
C2= 33/4V/klm A (csc(arm) + isec(ar)) . (5:53)

De modo geral, a solucao de (5.48) pode ser escrita como uma expansao em termos
de poténcias de k2, que, mantendo apenas os termos de ordem maior, pode ser escrita

formalmente como

ort = Ar(k) = + As(k) z/ Zf—fm (5.54)

onde os coeficientes A; e Ay dependem do nimero de onda k e também podem ser deter-

5Pois estamos interessados em grandes comprimentos de onda, ou seja, kn < 1. Note que esta expansio
deve ser valida para qualquer momento do universo.
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minados pelas condigoes iniciais.

Como essa é a solucao formal da equacao para qualquer instante de tempo, em parti-
cular ela deve ser valida para o regime em que n é muito pequeno, isto é, para este limite
a equacao (5.54) pode ser expandida em série em torno de n = 0 e, até primeira ordem,

é dada por

A
v = —72 + oA, (5.55)

/

1/2 o .
em que a constante o = 2¢,' “a3. Desta forma, fazendo a jungao das solugoes vy e vyr e de

sua primeira derivada, obtemos,

A = (nMF[2a] (29/4\/§MA77§4F[@] + 12T[a@ + %] (—4n§4(—lA)5/4 —(3— 3@)(1/\)3/4)
+ 33/2z’23/4k\/l_AF[a]> X D_4]q]
— (34 30)I'[2q] <\/§k(lA)1/4F[a] — 6i(—2)**VIAT[@ + %}) x Dagzlq]
4 9%-ip[2q] (77M (21/4\/§kr[a] (—4[1\77]2\4 + 3i\/§m>
+ 12Ta + %] (—dini (—IA)°* + (3 + 3@‘)([/\)3/4)) x D_ox[—7 (5.56)

— (3 30)(V3E(IA)VT[a] — 6(—2)**VIAT[o + %]) X Dh[—q])>

9—a
(33/40'\/E7T(—ZA)1/4 (3 + 8Ini A) (ese(mar) + isec(ﬂa)))




80

Ay = (r[m] (—21/4\/§kr[a] F12(=IA) YA (=1 + 2822 VIN)T[a + %]
+ 27/4z'\/§kn§4\/ﬂr[a]> X D_4]q]
— (2= 20 (IA)Y4 (z\/ﬁkr[a] +6(—=2)¥*(IN)Y*T'[a + %])F[Za] x Daglq]
+ 2T [2a] ((21/4\/§kr[a] (1 + 22'\/577%4@) (5.57)
+ 12T[a+ %] (i) + 2+ 2z‘)n§4(z/\)3/4)> x D_s5[—q]
- 2i)nM(lA)1/4<\/§kF[a] — 6(—2)* (1A YT + %]) x Dza[—q]»
Canigiag
g (\/Ew(—m)w 3+ 82177§4, i) (csc(am) + isec(om))) ’ (5:3%)
em que

¢ o parametro que corresponde a regiao na qual fazemos a juncao, isto é, a regiao para a

qual k?/3 ~ 8IAn?, e também
q = (L4)2% " (10)Y4 (5.60)

Quando a perturbacao comeca a sair do horizonte, entra no regime oscilatorio e portanto
sua forma geral é

Vose = C e1/V3 1 D 6_““7/\/3, (5.61)

e as constantes C' e D dependem de k e podem ser obtidas repetindo-se o procedimento
de juncao entre v,,. € vy e suas derivadas de primeira ordem, de modo que, em termos

das constantes dadas em (5.56) e (5.57), podemos escrever

B V32 A, + kA,

C p—
2ck

(5.62)
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_ —3Bic*A + V3kAy
2v/3ck '

Finalmente, esta solu¢do deve ser compativel com a forma geral (5.54) no regime em

D=

(5.63)

que z = a, ou seja,

vrtr = By(K)aln) + Ba(k)atr) [ < (5.64)

de modo que, em primeira ordem, os coeficientes By e By apresentam dependéncia de k

tal que

By o k32, (5.65)

By o k7Y2, (5.66)

e portanto negligenciamos a dependéncia explicita em n uma vez que estamos interessados

essencialmente na poténcia dominante de k em

oo (V) = @~ B0)BI(K) + F(n) BZ@ - Gn)Bs(k). (5.67)

Neste contexto, o espectro de poténcias

_ 2k3 ns—1
é tal que
ns—1=2, (5.69)

ou seja, o espectro nao é invariante de escala.

5.3.2 VAacuo adiabatico

Observamos que o potencial (5.30), para w < 1/3 (nosso caso de interesse, represen-

tando um fluido que viola a condigao de energia forte), diverge para +oo proximo de t = 0
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e para —oo a medida que ¢ — —oo. KEste comportamento sugere que o potencial cruza
o valor zero em algum momento, conforme apresentado na figura (5.1) para w = 0.01.
Como em nosso caso nao é possivel definir um vacuo de Minkowski no infinito passado,
pois nem o modelo tende para Minkowski nem o potencial é desprezivel nesta regiao, sera
que é possivel definir um vacuo adiabatico de Minkowski no intervalo em que o potencial
é muito pequeno, isto é, na proximidade em que ele cruza o zero?

Supondo que o potencial se anule em um tempo

yv =ty (5.70)

e que faremos a escolha de utilizar daqui por diante a coordenada adimensional

p=1" (5.71)

em que 7y corresponde ao tempo conforme associado a (5.70). Na regido em que o

potencial é muito pequeno, é possivel aproximéa-lo para uma reta, de coeficiente angular

dv . dV
= = AR a—
ﬁ dx Ty T (a dy) yv
31+ W)V (gﬂ) (5.72)
2 ) dy yv' '

Usando (5.16) e (5.30), e considerando que o, + Q4 = 1, temos que [ depende

explicitamente de €2, conforme

QUI/2t] (1 _ g y1/(+)

6 = /80.77 (573)

0.7(0+3w)/R(1+w)] () 31/1+w)

em que fy7 € o valor de 8 para Q) = 0.7 [12]. Note que § — 0 & medida que Q5 — 0.



Assim, equacao diferencial a ser solucionada toma a forma

dQUk

W + (wk2 + 6%‘)1)14 = O,

e o vacuo adiabatico [17] é definido como a aproximagao WKB da solucao de

v"(n) + fio(n) =0,

para quando fZ varia adiabaticamente, isto ¢, supondo que

dfk: 2
Neste caso,
f2 = wk? + Br.
Substituindo o ansatz
() = o exp l—z’ /x Qk(x’)dm’}
2[00 ()]

em (5.75), temos que Q. (z) satisfaz a equagao auxiliar

1 d2Q, 3 [du\?
02— 12— .
E= T o0 e +49§(dzp)

Assim

(Ql(cO))2 = fl??

(22 _ 55
@2 = (14 557

@y _ g2y 508490 5_2)2
= [”16]2? (7
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(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)
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sao os termos de ordem (0), (2) e (4).
Para a expansao (5.80) fazer sentido, ¢ necessario que o parametro da expansao 2/ f2
seja muito pequeno, isto é, 32/ fF < 1. Como estamos perto do valor 7y para o qual o

potencial se anula, entao sabemos que x < 1, de forma que entao temos

B2 1R~ 87/ (csk)®. (5.81)

Estamos interessados em grandes comprimentos de ondaS, de modo que nosso intervalo
de interesse ¢ 1 < k < 103. Assim, para o caso em que a escolha do campo escalar se
assemelha a um fluido hidrodinamico, isto é, quando ¢ = w, sabemos que a evolugao das
perturbacoes escalares s6 fornece um espectro invariante de escala” para w ~ 0, de modo

que nao é possivel definir o vacuo adiabatico.

5.4 Evolucao das Perturbacoes Escalares

5.4.1 Descricao de fluido hidrodinamico e Vacuo de Bunch-Davies

Conforme discutimos na secao anterior, nao é possivel definir o vicuo de Minkowski
para o caso em que tratamos do fluido hidrodinaAmico como escolha para a componente
material do modelo. Contudo, em nosso caso de estudo o universo se aproxima assintoti-
camente de de Sitter, conforme (5.34). Nesta regido, o potencial comporta-se de acordo
com (5.36), de modo que a equacio de Mukhanov-Sazaki (5.20) a ser resolvida para as

perturbacoes nesta regiao é

(9w? — 1)
4(1 + Moo

6Usamos o ntimero de onda k = Ry /), em que A é o comprimento de onda co-mével da perturbacio.

"Esta situacdo também é verdadeira na presenca de A, uma vez que a condicdo inicial de vacuo é
colocada no periodo em que o fluido domina e a constante cosmologica é irrelevante, de forma que a
evolugdo das perturbagdes ¢ feita de forma idéntica a [25].

vy + |wk? — v = 0. (5.82)
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A partir daqui faremos a substitui¢ao® dada pela translagao temporal (7 + 7.) — 7%
A equagao (5.82) é equivalente & equacao de movimento para um campo escalar mas-

sivo no espaco-tempo de de Sitter, isto é,

" m?\ 1
ou
vi + fem)or, = 0, (5.84)
onde
fr(n) = \Jwk? +mZ;(n), (5.85)
e
B 9 9 a//
Mes = m-a”(n) — — (5.86)

Ou seja, com massa efetiva dada por
3VA
Moy = %_\/1 — 2 (5.87)
A solucao geral de (5.82) ¢ dada em termos das funcoes de Bessel J,(2) e Y, (2)

ou

ve = VI [ HP (Vwkn®) + e HP (Vwkn®)] (5.89)

em que H,Em) sao fungoes de Hankel de primeiro e segundo tipo e o indice v = 3w/2.

Sabendo que o comportamento assintotico das fungoes de Hankel para kn > 1 é tal

8Note que, apos a substituicio, quando 7 se aproxima de —1.., a nova varidvel n* é muito pequena.
Por simplicidade de notagao, daqui por diante no texto escreveremos 7 ao invés de n*.
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que

vr
2

HO(2) ~ ] 2eile=1-5)
T

HP () ~ 4 f 2 i),
T

temos que quando ¢; =1 e ¢o = 0 a solugao (5.89) tende assintoticamente a

ei\/akn
ook

v, — (5.90)

e assim

v = VIHD (Virkn) (5.91)

define o chamado vacuo de Bunch-Davies.
Vamos entao impor esta escolha especial de condicoes iniciais. A regiao em que (5.82)
é valida ocorre quando o argumento da funcao de Hankel é muito pequeno, isto é, n — 7.

Assim, a expansao de (5.91) para Jwkn < 1 é

R [ (_i23°’/2k3”/2w3w/4r 51V, ope /2>

V=1
T

273w/2k3w/2w3w/4 (1 + ZCOt(?ﬂr_Lu)) \/ﬁ
+* - +OomP )|, 5.92
. ( . ) (5.92)

que de forma simplificada pode ser escrita como
717% v = aln(1+3w)/2k3w/2 + aQn(l—Sw)/Zk—Bw/Q’ (593)

em que a; e as sao constantes.
Além disto, conforme fizemos anteriormente, a solugao completa de (5.20) pode ser

escrita em termos de poténcias de k?, uma vez que estamos interessados em grandes
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comprimentos de onda. Assim, a solu¢do formal de (5.20) é dada por

Ay () [1—wk2/tzf” /n 2(77)d77+...1

+ Ag(/c){ nd" k:2/ / 2d7 —727+} (5.94)

12

IS IS

em que as constantes de integracdo A;(k) e As(k) dependem unicamente de k. Como
(5.94) é solugao para a equagao completa, ou seja, sem aproximagao, a dependéncia em
k se mantém a mesma durante toda a contracao, sendo valida quando o universo entra
na fase dominada pelo fluido, inclusive imediatamente antes de o universo realizar o
ricochete. Em particular, a solugdo (5.94) devem coincidir com (5.93) na regido em que

(5.82) descreve a evolucao das perturbagoes. Nesta regiao, temos de (5.34) que

) = —
a(n) = —=,
VA7

H o~ a(n)v
e assim de (5.21) temos que

zocn z. (5.95)
Logo, de (5.93) temos

% - ng;w = ark™/? - agn kT, (5.96)

Usando (5.95) na solugao geral (5.94)

LUIN Al(k;)+A2(k)/n%
- Al(k;)—l—Az(k)/nﬁld%

= Ay(k) + Ay (k)n~. (5.97)
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Concluimos ao comparar as duas equagoes que

Ay oc k2 (5.98)

Ay o k32, (5.99)

Ao entrar na regiao em que ocorre o ricochete, o fator de escala passa a ter a forma

(5.40). Além disto, sabemos que nesta fase z ~ a, de modo que a solu¢do (5.94) torna-se

Uk 7 dn
— =~ Ay (k) + Aa(k . 5.100
Lo )+ Al [ (5.100)
Assim, substituindo (5.40) na expressiao acima temos que
% Ay (k) + Ag(k) a3V / ds (5.101)
a ! B (1+s2)’ '
em que
T
= — 5.102
de modo que
L R ad“=y (arctan(s) + g)
a
~  Ay(k) + As (k)T ap“ ™V arctan(s), (5.103)

em que colocamos a constante de integragao 7/2, que se mostra conveniente pois queremos

manter A; inalterada. Dadas as relacoes

para o regime em que 1" > Ty, ou seja, para s — —o00, e expandindo em primeira ordem
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(5.103) em torno de 1/s ~ 0, temos

w1 1
U o Ay (k) — Ao(B) Tyl @V 2, (5.104)
a s
onde usamos que
2  2® 2l
tanl(z) ~ o — — 4 = — 8 1
an” (r) ~x 3 + - + Olz] (5.105)

para x pequeno.
Apos o ricochete, o comportamento da variavel v é resultado da propagagao do resul-
tado (5.103) para o outro lado, fazendo agora a expansdo para s — +o00, da qual segue

que

1 o
s ~ Al(k)+<7r—;)ag( DT, Ay (k) (5.106)
o 1 a0
_ (Al(k)Jrﬂag( UTbAg(k;))—gag( DTy Ay (k), (5.107)

de onde observamos que, apos atravessar o ricochete, o modo constante das perturbacoes é
formado pela combinacao dos dois modos A; e As que vém da fase de contracao, sendo um
efeito do ricochete na evolucdo de vy,. E importante ratificar aqui que a dependéncia em
k dos coeficientes se mantém a mesma apos o ricochete, de modo que é possivel utiliza-los
para calcular o espectro de poténcias das perturbacoes na fase de expansao.

A relagdo entre o potencial de Bardeen ® e a variavel v(n) é dado em [19] e pode ser
descrita por

o = — (5.108)

)

de modo que o espectro de poténcias, definido por (5.68)

2k3
/PCI) = — o< ]{;”s_17 (5109)
s
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depende essencialmente do modo dominante Ay(k), e portanto temos que

P o k?|Ap]? oc ks (5.110)
torna-se
P oc b (k%/%)" oc ks, (5.111)
de modo que
ng=1+3(1—-w). (5.112)

Assim, o espectro é invariante de escala somente para w = 1, ao contrario do caso na
auséncia de constante cosmologica em [25], em que era necessario que o fluido fosse tipo

poeira (w =~ 0) a fim de se obter um espectro invariante de escala [5].

5.4.2 Descricao de campo escalar e Vacuo de Minkowski

Vamos agora analisar o caso em que o conteido material do nosso modelo é descrito

por um campo escalar tal que sua lagrangiana é

1

L=p00¢) = 59a9" — Ul). (5.113)

Neste caso, o tensor energia-momento, dado por (2.21)

2 68y
Ty = — oM 114
N Ll A1

fornece

1
T = 0009 — Guu §gaﬁﬁawaﬁ¢ + U(p) (5.115)
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de modo que

1
e = Ty = §¢2 + U(yp) (5.116)
) 1.
p = Ti=5¢" - Uly), (5.117)
mantendo a relacao
2=Px_ -1 (5.118)
€.x

para qualquer escolha de U(y).
Substituindo (5.116) nas equagoes de Friedmann temos que, para o caso da métrica

de fundo homogénea e isotropica, o campo escalar é tal que

o(t) = +, /m In ) tanh [W\/Q_AH@] ’ (5.119)

onde usamos (5.16), pois a forma do fator de escala nao se altera uma vez que a equacao de
estado (5.118) permanece valida para o caso do campo escalar. A conservagio de energia

de ¢ é dada pela equacgao de Klein-Gordon,
p+3Hp—-U,=0. (5.120)

Conforme discutido anteriormente, para este caso em que fazemos a escolha do campo
escalar canonico, uma vez que ¢ = 1, é possivel definir o vicuo de Minkowski adiabético
(5.78) quando o potencial (5.30) aproxima-se do valor nulo. Assim, tomando o termo de

ordem zero de (5.80), Q;CO), em (5.78) temos

1 2ik? i
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Portanto as condigoes iniciais sao dadas por

1 2ik3
[§]
doy, N g
T~ —0(0) <4—k2 + zk). (5.123)

Logo, devemos resolver (5.20) dadas as condigdes iniciais (5.122) e (5.123).

Da mesma forma como fizemos anteriormente, a solugdo formal da equagao (5.19) é
dada por (5.94). Para encontrar analiticamente a dependéncia em k dos coeficientes A, (k)
e Ay(k) (em especial As, que domina sobre A; na fase de expansao) e consequentemente
o espectro de poténcias, vamos conectar em um ponto x, = (7. — ny) duas solucdes
aproximadas de (5.19) proximo ao ponto em que o potencial se anula.

A primeira delas, claramente, é dada pela solu¢ao de vacuo adiabético (5.121)

() ~ ﬁ (1 . ig;) exp [— z(% + kx>] (5.124)

A fim de que a conexao entre as duas solucoes seja suave, vamos também conectar suas

derivadas. De (5.124) segue que

. - gl e o

A segunda solugdo, como no instante 7, o universo ja é dominado pelo campo escalar,

¢ dada pelas fungoes de Hankel
vk(n) = v/ [C1(k)Hy (kn) + Co(k)HZ (kn)] (5.126)

em que o indice v = 3(1 — w)/2(1 + 3w). Expandindo (5.126) para |kn| > 1 e tomando
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no ponto em que queremos conectar as duas fungoes 7, temos

Bl(k) (03] BQ(IC) (05}
)~ 1— 14— | 5.127
vk (1) Wk [ 2zknj + Wk [ + 2zk:nj ( )
com primeira derivada
duy, 1 . aq . Qay
ol = m{Bl(k;) [ik - 277*} — By(k) [ik + 277*] 3 (5.128)
onde
, oo
Bi(k) = 201(k)exp [z(k‘n* -5 - Z>]’ (5.129)
, v
By(k) = 2Cy(k)exp [— z(kn* - % — %)], (5.130)
- I'(v+3/2) _ 2(1 — 3w) (5.131)

IFv—1/2) (14 3w)?

Agora, s6 resta conectar as duas solugoes, dadas pelas Eqgs. (5.124) e (5.125), e suas
primeiras derivadas, Eqs. (5.127) e (5.128), em 7,. Encontramos assim os coeficientes

Ci(k) e Cy(k),

i B, 2k3
Ci(k) =~ (16kz3 - 8k2) exp [— Z<% + kx. + a2>] (5.132)
1 10 10 L 2k3
Cg(k‘) ~ 5(1—0—%—@) exp [—Z(%—Fk%*—ag)] > (5133)
onde
W

Além disto, o limite da solu¢ao (5.126) para kn — 0~ deve poder ser representado
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pela solucao formal (5.94) para kn < 1. Logo,

A1<k)n1/2+z/ + AQ(k)nl/Qﬂz

a (3) ot

kn\ ™" i[Ca(k) — Ci(K)]
i ( 2 ) (1 — v)sin(vr) } (5.135)

vk(n)

Ci(k) + Ca(k) + +i [Cy (k) — Co(k)] cot(vm)

Q

de modo que o coeficiente As(k) tem a dependéncia

2, Lok 1 B,
A(R)F =~ 1 (2) [D(1 — v) sin(vm))? [1 T g c0s(202)
d B
g mSlH(QOQ)]. (5.136)

Analogamente & secdo anterior, o indice espectral n, é dado por

12w Tl . 2 1a? «
ng=1+ T30 g kn sin(2ag) — 5 [4—7713 + %(1 + 2z, cos(2az)
« 35 .
+ % COS(2C¥2)} + 4—53 sin(2az). (5.137)

Conforme mostrado em [25], na auséncia de constante cosmologica e havendo somente
uma componente material de equacao de estado w no universo, o indice espectral seria
representado pelos dois primeiros termos em (5.137) e seria invariante de escala para
w ~ 0. No entanto, na presenga de A, aparecem termos adicionais em ng que indicam
uma inclinagdo para o vermelho (representada pelo primeiro termo entre colchetes), além
de termos oscilantes, ambos decrescentes com relacao a k.

A fim de verificar numericamente este resultado, mudamos a variavel temporal de 7

para y = vt e definimos a funcao transformada

w, = a/?uy, (5.138)
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de modo que a equacgao transformada é

dzuk X 4k2
dy? O(1 + w)2[QH /20y, ]2/B(+w)] ginh ¥ B+ (_y)

w? w 2

(14 w)? * (1 + w)?sinh?(y) * cosh?(y)

up = 0, (5.139)

e tomamos as condigoes iniciais (5.122) e (5.123) em v = yy. Os resultados estdo
apresentados na Fig. 5.3.

A partir das solugoes apresentadas na Fig. (5.3), calculamos vy, e tomamos seu valor
em y = —107%. Usando (5.35), transformamos este resultado para dependéncia em 7,

uma vez que dy = aydn e assim

A

CLQHg(l + 3&))\/ QA

1
1-—2 [ T 3+3w
3(14w 20w

n= (5.140)

Com este resultado, tomamos a expansao em (5.94) até os termos de ordem menor em £k,

tal que
T dg
o= Ay + Ak [T (5141
2(7)
e sabendo que nesta regiao z(n) x a(n), de modo que temos
v = Ay (k)= + Gy Ag(k)n i, (5.142)
em que \ .
2w(1 + 3w) [apy(1+3w)\ T [ QeI
Cy = — . 5.143
> 942 (w? — 1) < 3(14+w) Qp ( )

Multiplicamos entao (5.142) por 7]”% e diferenciamos o resultado com relagao a n para
isolar As(k). Este resultado esta expresso na Fig. (5.4) para diferentes valores de w.
Note que, de forma consistente, quando a constante cosmologica se anula e 2y — 0,

temos que 5 — 0 e |n.| — oo, de modo que os termos adicionais em (5.137) desaparecem.
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Figura 5.3: Resultados numéricos da Eq.
valores de k.

w=I/8

w=1I/d |

etk

(5.139) paraw = 1073, 1/8 e 1/4, para diferentes
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Figura 5.4: Resultados numéricos de |Ay(k)| para w = 1073,1/8 e 1/4 calculados em
y = —1071°, Para fins de comparacao, as linhas cheias mostram os resultados numéricos

3(w—1)

e as curvas tracejadas sao proporcionais a k26«+1),

Este resultado esta apresentado na Fig. (5.5), na qual representamos os valores numéricos

de ng para diferentes valores de 2. E possivel observar que as oscilagoes sao cada vez

menores & medida que 2, se torna menor, sugerindo que de fato sao resultado da influéncia

da constante cosmologica no modelo.

=

£
|

4

LLy=il ¢
— Alg=id
—— Jl‘.-lll.ll""

=)

1k LLETR (kT K]

Figura 5.5: Indice espectral calculado numericamente ng(k) para y = —107% e w = 1073,
para diferentes valores de 25. Observe que claramente as oscilagoes diminuem a medida
em que a contribuicao da constante cosmologica se torna menor.



Capitulo 6

Conclusao

O modelo cosmolbgico padrao, construido a partir das propriedades da matéria e
utilizando apenas a Relatividade Geral como teoria de base, apesar de seu sucesso no que
diz respeito a previsao da abundancia de elementos leves ou na comparacao com a curva
de Hubble, tem necessidade de condicoes iniciais muito especificas para dar conta das
caracteristicas de homogeneidade e planeza hoje observadas. Deste modo, foi proposta
na década de 80 [18,31] uma teoria em que a presen¢a de um campo especial no universo
primordial seria responsavel por uma expansao exponencial nos estigios iniciais, e este
paradigma inflacionario foi proposto a fim de apresentar uma solugao para os problemas
presentes no modelo padrao. No entanto, uma questao tedrica fundamental a respeito
deste modelo nao era abordada pela inflacao: a questao da singularidade, um ponto no
qual nenhuma teoria fisica conhecida poderia ser aplicada.

Por muito tempo acreditou-se que nao seria possivel evitar a singularidade inicial em
qualquer modelo gravitacional, baseando-se nos teoremas de singularidades vigentes [4,10].
No entanto, uma das condig¢oes para a validade dos teoremas era a auséncia de campos
que violassem a condicao de energia forte, isto é, componentes materiais para as quais
€+ 3p > 0. Entretanto, dados de supernova tipo la [22,30] indicaram que o universo hoje
estaria em expansao acelerada, sugerindo a presenca de um conteiido que ficou conhecida

como energia escura. Assim, modelos de universo nao singulares atrairam cada vez mais
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atencao.

Os modelos cosmologicos com ricochete [5,28] sdo exemplos de modelos nao singula-
res que se apresentam como complemento e até mesmo como alternativa ao paradigma
inflacionéario, supondo serem capazes de solucionar os problemas do modelo padrao de
maneira satisfatoria. Neste sentido, a fase de contracao acelerada resolve os problemas
de planeza e do horizonte, e por construcao o modelo de ricochete nao apresenta sin-
gularidade. Resta portanto saber se tais modelos também fornecem em sua evolugao a
formagao de estruturas que observamos hoje. Para este fim, ¢ preciso fazer um estudo da
dinamica das perturbagoes primordiais, responséaveis pela aglomeragao de matéria e pela
consequente formagao de galaxias e aglomerados de galéxias, & medida que este universo
evolui.

Neste trabalho, realizamos um estudo da evolucao das perturbagoes cosmoldgicas em
um universo composto por constante cosmologica, representando uma forma simplificada
de incluir uma componente que viola a condicao de energia forte, além de um campo
escalar, cujo potencial tem forma que torna sua descricao andloga a um fluido hidrodi-
namico de equacao de estado p = we. Este universo vem de uma fase de contracao, que
assintoticamente tende para um universo de De Sitter a medida que o tempo t — —o0,
ou seja, supomos que quando o universo ¢ muito grande a constante cosmologica domina
sobre o campo escalar. A medida em que evolui, passamos por uma fase em que A torna-
se irrelevante, e o campo escalar domina. Nesta regiao, colocamos condigoes de vacuo
para as perturbacoes cosmologicas, uma vez que o potencial da equagao que representa a
dindmica das perturbagoes tem valor nulo em algum instante de tempo dentro desta fase.
A partir dai, evoluimos as perturbacgoes até que elas entrem na regiao em que o ricochete
ocorre, sendo entao influenciadas por um potencial da forma (5.41).

Analisando o espectro de poténcias destas perturbacoes cosmologicas apos a fase de
ricochete, mais precisamente seu indice espectral, observamos que o espectro é invariante

de escala se o fluido for tipo poeira, isto é, w ~ 0, como esperado e ja verificado em



100

trabalhos anteriores [6,25]. No entanto, além disto existe uma pequena inclinagdo para o
vermelho no espectro, além de termos oscilatorios, indicando que o comportamento das
perturbacoes é alterado pela presenca de A. Uma evidéncia desta influéncia estd no fato
de que os termos extras em ng variam com 25, tornando-se cada vez menores a medida
em que tornamos a concentracao da constante cosmologica menor.

Note que escolhemos um campo escalar como parte componente do modelo. Uma
evolucao natural deste problema seria se, por outro lado, analisdssemos a situacao em que
a contragao fosse causada por um fluido hidrodinamico tipo poeira com ¢? = w ~ 0, na
qual a descricao do vacuo adiabético seria mais complicada. Além disto, uma extensao
natural seria o estudo do comportamento para outras formas de energia escura além da

constante cosmologica.
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