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Resumo

Neste trabalho iremos estudar modelos de mecéanica quantica ndo comutativa
através das deformacdes de algebras de Hopf, em particular pelo Twist de
Drinfel'd. Serdo estudadas duas deformacdes distintas para um oscilador
harmonico.

Primeiramente mostraremos como introduzir de forma apropriada uma
algebra de Lie dinamica, incluindo a constante de Planck como uma exten-
sdo central, seguindo [1]. Com uma algebra de Lie em mados, utilizamos a
algebra universal envelopante a m de obtermos uma algebra de Hopf, e em
seguida utilizamos o Twist de Drinfel'd para deforméa-la. Seguindo o traba-
Iho de Woronowicz [2], encontramos os geradores deformados, e mostramos
que estes satisfazem relagdes de comutacdo deformadas sob a a¢do adjunta
usual, apesar de a acdo adjunta deformada levar as mesmas constantes de
estrutura.

Duas deformacdes sao estudadas, a primeira levando a uma ndo comuta-
tividade constante e a outra levando a uma similar a de nida por Snyder [3].
No primeiro caso mostramos que 0 espectro € o mesmo encontrado na litera-
tura, assim como a quebra de simetria rotacional. No segundo caso a teoria
resultante é pseudo-hermitiana, e encontramos um produto interno apropri-
ado para o sistema fisico. Nos dois casos a interpretacéo fisica do coproduto
leva a uma néo aditividade na energia de estados de mdltiplas particulas.



Abstract

In this work we will study noncommutative quantum mechanical models by
deformations of Hopf algebras, in particular the Drinfel'd Twsit. Two distinct
deformations for an oscillator will be considered.

First we will show how to approprietly introduce adynamical Lie algebra,
introducing Planck’s constant as a central extension, as in [1]. With the Lie
algebra at hands we use the universal enveloping algebra as to obtain the
Hopf algebra, and use the Drinfel'd Twsit to deform it. Following the work
by Woronowicz [2], we nd the deformed generators, and show how these
obey deformed commutation relations under the usual adjoint action, even
though the deformed adjoint action leads to the same structure constants.

Two deformations are studied, the rst leading to a constant noncommu-
tativity e the other leading to one similar to the Snyder noncommutativity
[3]. In the rst case we show that the spectrum just as the one found in the
literature, as is the break in the rotational symmetry. In the second case
the resulting theory is pseudo-hermitian, and we nd an appropriate inner
product for the physical system. In both cases the physical interpretation of
the coproduct leads to a non-additive energy for multiparticle states.



Introducao

Tem-se visto atualmente na fisica um grande interesse em versées ndo comu-
tativas ou deformadas de teorias ja conhecidas. Em grande parte isto se deve
ao trabalho de Seiberg e Witten [4], onde a ndo comutatividade aparece em
um limite de baixas energias da teoria de cordas. Os autores consideram uma
corda aberta sob um campo externo, e mostram como a ponta da corda tem
operadores de posi¢do com comutadores ndo nulos em uma teoria efetiva.

O primeiro trabalho a considerar uma deformacéo levando a ndo comuta-
tividade foi devido a Heisenberg [5]. Seu objetivo era buscar uma forma de
regularizar teorias quanticas de campos utilizando um parametro com signi-
cado fisico (e.g. o comprimento de Planck), esperando que uma incerteza
nas coordenadas espaciais pudessem evitar os pontos singulares das distribui-
cOes. Esta ideia foi desenvolvida por Snyder [3], que substituiu o0 comutador
proposto por Heisenberg (que quebrava a simetria de Lorentz) por um néo
constante. A ideia de Heisenberg ndo ganhou muita atencao, principalmente
devido ao sucesso da teoria de renormalizagéo.

Na década de 80, as teorias ndo comutativas ganharam novas forcas com
os trabalhos de Connes [6], Drinfel'd [7] e Jimbo [8]. Alain Connes foi res-

ponsavel por introduzir o conceito de geometrias ndo comutativas, com a



possibilidade de introduzir estruturas diferenciais neste contexto assim como
a construcdo de variedades diferenciaveis. Drinfel'd e Jimbo construiram,
independentemente, a nogdo de grupos quanticos [9, 10], que de fato se mos-
traram ser 0s grupos de simetria de geometrias ndo comutativas.

Apesardeinicialmenteteoriasde deformacdesseremrelacionadasaaspec-
tos de quantizacdo, a primeira aplicacao de grupos quanticos foi na solucéo
das equacdes de Yang-Baxter no préprio trabalho de Jimbo [8], e logo apds
no efeito Hall quantico [11], para apenas entdo ter sua aplicacdo em teo-
rias quanticas de campos deformadas [12]. O interesse em grupos quanticos
ainda passa por outras areas da fisica, como o grupo de simetriado modelo
de cadeia de spins XXZ [13], ouaindaem modelos integraveis como em [14].

Devido aum interesse em desenvolver umateoria efetiva para a quantiza-
cdo do campo gravitacional, entre as areas com o maior numero de publica-
¢Oes utilizando deformacdes estdo a de geometrias deformadas [15, 16, 17] e
a teoria quantica de campos ndo comutativa [18, 19]. Ainda encontramos na
segunda uma série de novos aspectos em desenvolvimento - como gravidade
emergente [21, 22, 23] ou a reproducdo de resultados de quebra espontanea
de simetria [24] - assim como problemas em aberto, em particular a questao
de renormalizagdo comamistura IV/UV [25] (comalguns resultados parciais
em [26, 27]).

Com a presenca de deformac@es de grupos em fisica, também podemos
encontrarumcrescente interesse nasalgebrasde Hopf[28, 29, 30], que descre-
vem de forma uni cada os conceitos mencionados acima (especialmente nas
equacOes de Yang-Baxter, relacionadas a estrutura triangular - que serade-

nida adiante - das algebras de Hopf), tornando-se o instrumento no estudo



destes.

Dentre as possiveis deformacdes que se utilizam de algebras de Hopf esta
o twist de Drinfel'd, de nido em termos de transformacdes de similaridade,
de tal forma que o resultado ainda é uma algebra de Hopf. Com este twist a
estrutura triangular € modi cada, e podemos encontrar novas algebras. Em
particular, este método permite a construcdo de solucbes ndo triviais das
equacdes de Yang-Baxter a partir de solucdes triviais. Outra aplicacdo é a
deformacéo de algebras de Lie [2] onde o twist é aplicado a algebra universal
envelopante, sendo possivel de nir um novo subespaco invariante sob a nova
acdo adjunta - os geradores deformados.

Além de serem associadas ao termo grupo quantico , as algebras de Hopf
também tém encontrado aplicacGes menos esperadas como em renormaliza-
¢do [32, 33], onde os gra cos de Feynman aparecem como grafos na chamada
algebra de Hopf de arvores enraizadas. Com estas algebras de Hopf, foi pos-
sivel entender melhor como ateoria quantica de campos e amecanica classica
se relacionam [34].

Buscando uma compreensao cuidadosa de como construir e compreender
teorias deformadas, muitos autores escolheram focar no estudo da chamada

mecanica quantica ndo comutativa [35, 36, 37]. Esta se caracteriza por
relacdes de comutacdo ndo nulas entre seus operadores de posicao, além das
relacdes de comutacdo entre posi¢cdo e momento. Sua formulacdo nédo é sim-
ples, e mesmo o simples caso de um oscilador harmdnico exige um estudo
cuidadoso [38, 39, 40, 41, 42]. Outros exemplos da consequéncia de uma néo
comutatividade em mecanica quantica sdo no efeito Aharanov-Bohm [43], e

para um gas de elétrons [44, 45].



Além de abordagens por deformac6es, também podemos encontrar co-
ordenadas ndo comutativas em estudos de extensdes centrais, por exemplo
no grupo de Galileu [46, 47]. Nos dois trabalhos as extensdes centrais sdo
exatamente os termos de quebra da comutatividade nas coordenadas. Desta
forma, ap0s a quantizag¢do obtemos uma mecanica quantica ndo comutativa.
No primeiro trabalho, dois métodos de quantizacdo sdo analisados, traba-
Ihando com uma particula livre em duas dimensdes. No segundo a néo co-
mutatividade leva a uma massa efetiva para uma particula se movendo sob
um campo magneético.

Para uma abordagem por algebras de Hopf, a identi cacdo de uma ex-
tensdo central é de grande importancia. Apesar de as extensfes centrais
atuarem em uma representacao de forma proporcional a identidade, elas séo
geradores da algebra de Lie, 0 que signi ca que seu coproduto, counidade e
antipoda serdo iguais aos de um gerador.

Em [1] os autores identi cam a constante de Planck em uma mecanica
quantica usual como uma extensdo central, tornando a dlgebra de Heisenberg
uma algebra de Lie. Com essa construcéo, € possivel de nir a algebra univer-
sal envelopante, e assim a algebra de Hopf. Utilizando uma deformacao por
um twist de Drinfel'd abeliano, os autores mostram como os geradores defor-
mados de Woronowicz [2] satisfazem exatamente as relacdes de comutacgéo
da mecénica quantica ndo comutativa (para o caso de comutadores constan-
tes entre operadores de posi¢édo). Este resultado € encontrado utilizando a
acdo adjunta ndo deformada para os geradores deformados, levando a uma
construcdo hibrida .

Ao considerar uma extensdo para a quantiza¢do de campos, torna-se ne-
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cessario a introducdo de osciladores de Wigner, onde a Hamiltoniana passa
também a ser um gerador da algebra de Lie. Os autores também deformam
uma algebra de Heisenberg fermidnica, mostrando que 0s mesmos conceitos
utilizados se aplicam para o caso de anticomutadores.

Em [31] os autores também apontam a necessidade de identi car certos
polindmios como elementos primitivos daalgebra de Hopf, ou seja, geradores
de uma algebra de Lie formal, levando a um formalismo de desdobramento
na construcdo da algebra de Lie dinamica a ser utilizada. Com esta iden-
ti cacdo o coproduto destes elementos pode ser utilizado de forma a obter
estados de multiplas particulas mantendo estas quantidades aditivas, o que
ndo seria possivel antes. Com este desenvolvimento 0s autores apontam para
a possibilidade de uma teoria deformada desenvolver uma anomalia - um
operador simétrico por rotacGes pode perder esta propriedade.

Neste trabalho parte dos resultados de [1] seréo desenvolvidos com maior
profundidade para o caso do oscilador harmonico. Dois tipos diferentes de
deformacGes podem ser encontradas neste caso. A primeiraé o twist abeliano,
levando a um oscilador anisotropico. O segundo € o twist Jordaniano da
algebra sl,, que leva a uma ndo comutatividade de Snyder (a parte espacial
apenas). Os resultados expostos aqui podem ser encontrados nos artigos
[48, 49].

No primeiro capitulo serdo introduzidos 0s conceitos basicos necessarios,
particularmente as algebras de Hopf, a algebra envelopante universal, e o
twist de Drinfel'd. No segundo capitulo serdo apresentados os resultados para
o twist abeliano, comecgando por uma apresentacdo da abordagem utilizada -

ade nicdo da algebra de nindo polinémios quadrados como novos geradores,



o formalismo hibrido, a interpretacdo do coproduto. A seguir serdo apresen-
tados os resultados da deformacdo para um oscilador harmonico, com seu
espectro dado explicitamente e a quebra de simetria rotacional. No terceiro
capitulo sera apresentado o caso do twist ndo abeliano, com os operadores
de posi¢cdo e momentum deformados apresentando relagdes de comutacao de

Snyder e a consequente ndo hermiticidade dos operadores.



Capitulo 1

Algebras de Hopf e Suas

Deformacoes

Neste capitulo iremos introduzir alguns conceitos relevantes para esse traba-
Iho. Uma exposicao mais detalhada sobre o assunto pode ser encontrada nas
referéncias [9, 10, 29, 30], ou no primeiro capitulo de [50]. Neste trabalho

procuraremos introduzir apenas 0 necessario.

1.1 Grupos Quanticos e Algebras de Hopf

A de nicdo de uma algebra de Hopf pode ser inicialmente pouco familiar,
mas esta é relacionada a um conceito frequentemente utilizado em fisica, a
teoria de grupo. Para ver isso, considere um grupo G, e tome a k -algebra do
grupo k G, ou seja combinacdes lineares ( nitas ou ndo) com coe ciente no
corpo k . Para simpli car o tratamento, sera utilizado o corpo dos nimeros

complexos k =C.



O primeiro passo para encontrarmos uma algebra de Hopf a partir de um

grupo é substituir a multiplicagdo por um mor smo p: kG ®kG — kG

g-h=p(g&®h) g,h€e G, (1.1)

de tal forma que a associatividade permaneca valida. A identidade pode ser
introduzida através do mor smo ¢(@) = I, onde I € a identidade e a € C.
Para a inversa de um elemento do grupo, primeiramente considere o anti-
automor smo S(g) = g~* (a antipoda), tal que S(g - h) = S(h) - S(g). Desta

forma temos

I=g7" g=p(g" ®g) = (S ®id) (g ®g), (1.2)

onde id € 0 mor smo identidade id(g) =ge - €acomposi¢cdo de mor smos.
Para chegarmos a de nicao de uma algebra de Hopf, introduzimos A(g) =

g ®gen(g) =1, de tal forma que

een(@) =I=g7" - g=pe°(SQid) *A(), (1.3)

onde A é chamado de coproduto (ou comultiplicacdo) e n € a counidade. Dito
de outra forma, a multiplicacéo pela inversa em um grupo pode ser de nida

pela composicdo de mor smos

gon=p° (S Qid) e A= pe (id ®S) ° A, (1.4)

onde a Gltima igualdade corresponde a inversa pela direita g - g* = I. Esta

igualdade é justamente a de ni¢cdo para uma algebra de Hopf, com a possi-



bilidade de escolher outros mor smos. Toda vez que um elemento de uma
algebra de Hopf tem seu coproduto e antipoda como introduzidos acima,
este é chamado de um elemento do tipo grupo ( group-like element ). Esta

relagdo de mor smos pode ser colocada na forma do diagrama comutativo

A CCC ",7 1}

CECCC . K 1Z.
e i
A

A

ccC§

", . C
1, _ d&®
N — . A QK ®

onde A € um espaco vetorial sobre C (no caso da algebra de grupo, A=kG).
Se temos uma familia de coprodutos tal que limi_o A(g) = g ® g, entdo a
algebra de Hopf com A; como coproduto é chamada de grupo quéntico .
Este termo também pode ser usado para uma de nicdo andloga em termos
da algebra universal envelopante.

Com esta formulacéo de um grupo, a acio adjuntag - h - g™* pode ser

escrita de seguinte forma. Primeiro introduzimos a notacédo de Sweedler

>
A(g) = i ®Yi=0g1 Kg2. (1.5)

Desta forma a acdo adjunta se torna

adgh=g; -h-S(g2)=g-h-g™* (1.6)

As algebras de Hopf sdo, em particular, simultaneamente algebras e coal-



gebras, 0 que também costuma-se representar por diagramas comutativos.
A necessidade da algebra ser associativa (f - (g - h) = (f- g) - h) pode ser

representado pelo diagrama

id g
A RA RA A QA
H®id H
. is

js "
ARQRA——A

e a existéncia do elemento identidade na algebra pode ser colocada como

k QALY A®A
5
5SS id®:

s
A c.sS A Qk

O lado da coalgebra é exatamente o dual, o que signi ca que devemos
simplesmente inverter as setas nos diagramas acima, obtendo uma coalgebra
coassociativa, (AQid)°A = (id@A)°A, e com uma counidade, (n Qid)°A = (id
@) ° A.

Ainda sdo necessarias condi¢cfes de compatibilidade entre a algebra e a

coalgebra, o resultado sendo chamado de biadlgebra. As condi¢fes também
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podem ser descritas por diagramas, ou pelas expressoes

A(g-h) = A(9) - A(h)

n(g-h) = n(gn(h) (17)
AQ) = I @&
nd = 1

Observe que as duas primeiras condi¢Oes sdo simplesmente que A e ¢ Sdo
homomaor smos da algebra. Como podemos ver pela propria construcao, as
bidlgebras sdo auto-duais.

Aequacdo (1.4) exprime a existéncia de uma antipoda, o tltimo elemento
necessario para transformar uma bialgebra em uma algebra de Hopf. Esta

antipodadeve satisfazertambém certas condi¢cdes de compatibilidade, asaber

S(g-h) = S(h)-S(9)

n°S(9) = n(9)

A°5(9) = t°A(9)
ST = L

(1.8)

onde 7 (g ®h) = h ®g € 0 mapa de transposi¢cdo. A primeira condigdo &

equivalente a dizer que a antipoda é um antiautomor smo da algebra.

1.1.1 Algebras de Hopf quase-triangulares

Uma classe de algebras de Hopf desempenha um papel de especial impor-
tancia para a teoria de deformacdes, as algebras de Hopf quase-triangulares.
Primeiramente, de nimos o conceito de cocomutatividade: este é o caso de

grupos, como introduzidos acima. Especi camente, uma algebra de Hopf
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cocomutativa é dada por um coproduto simétrico

To A=A (1.9

Uma possibilidade de enfraquecer esta condicéo € de nindo as algebras de
Hopf quase-cocomutativas. Estas s@o dadas por um elemento R € A Q A

invertivel, tal que

1o A=RAR™! (1.10)

onde, por (R A R™1)(g), entende-se R A(g) R™1.

O coproduto A% =t - A também deve formar uma algebra de Hopf, por
isso R ndo é arbitrario, e deve satisfazer a condicdo de coassociatividade.
Seja R = R*®R,, onde o € um multi-indice, entdo de nimos

Rij=I®*1QR‘QI®TQR,QI® .. i <j
(1.12)
Ri=I®*1QR,QI®¥TQR'QI®... i >j
ou seja, se i <j, Rj signi ca que R*é colocado na i-ésima posi¢éo e R, na
j-ésima, completando o resto com identidades, até o nimero de produtos
tensoriais necessarios para a equacao. Por exemplo, Ri13 = R*®I ®R, (ou
com mais identidades ao nal) e R3; = R, @I QR

Para A® formar uma algebra de Hopf, a condicdo sobre R é que

Ri2(A®id) (R) = R23 (id® A) (R). (1.12)

Uma algebra de Hopf quase-triangular é de nida por uma condicdo um

12



pouco mais forte, dada por

(A ® id) (R) = R13R23
(id ®A) (R) = R13R12,

(1.13)

ou seja, a quase-triangularidade garante que t - A também de na uma al-
gebra de Hopf. Uma propriedade particularmente interessante da estrutura

triangular R, € que ela satisfaz a equacdo de Yang-Baxter

Ri12R13R23 = R23R13R12. (1.14)

Se ainda Ro; = R, entdo temos uma algebra de Hopf triangular. O caso
onde apenas esta ultima condicdo € imposta, com também (n ®n)(R) =1¢€
chamado de algebra de Hopf com cofronteira.

Uma forma de obter estas algebras quase-triangulares é através do twist

de Drinfel'd como sera explicado mais adiante.

1.2 A Algebra Universal Envelopante

O caso da algebra de Hopf para um grupo é especialmente simples pois seu
coproduto € simétrico, ou seja, cocomutativo. Uma segunda possibilidade
para um coproduto simétrico é de nir

AU) =u®I+1IQu, (1.15)
onde u pertence a algum espaco vetorial. Qualquer elemento com um co-

produto como este é chamado de primitivo. Também de nimos a antipoda
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S(u) = —u. Repare que para o elemento identidade estas relagdes ndo valem
(lembrede 1.8 e 1.7). A acdo adjunta para este caso se torna (a multiplicagéo

sera omitida a partir deste ponto)

adyv=u1vS(uz) =uvS(I) +vS(u) =uv-vu, (1.16)

ou seja, um comutador. De fato, as relagdes acima nos levam a uma algebra
de Liecomu,v e g.

Uma diferenca para o caso de um grupo € que no primeiro caso a mul-
tiplicacdo de coprodutos ndo muda sua forma, enquanto para algebras de

Lie

AUV) =AWANV) =uvQ I+IQuv+u@®v+vQu. (2.17)

Desta forma, o que temos nédo é apenas a algebra de Lie, mas sua algebra
universal envelopante U (g). Esta é de nida como a algebra tensorial so-
bre a algebra de Lie g, mddulo o ideal gerado pelo comutadores. O teorema
de Poincaré-Birkho -Witt oferece uma descricdo da algebra universal envelo-
pante utilizando polinémios dos geradores, modulo as relagdes de comutacéo,

ou seja

Clti1j,...]

[Tm 1 Tn ] ~ Ckmn Tk

U(g) = (1.18)

onde 7 sdo os elementos da base de ge c* = sdo as constantes de estrutura.

n

Identi camos a algebra de Lie com o subespaco linear de U (g) fechado sob

14



a acdo adjunta. Além do coproduto e antipoda introduzidos acima, ainda
temos que g(u) = 0.

E importante observar que a algebra de Hopf é formada n&o por g e pelos
comutadores, mas por U (g) e pelo produto usual. Isto se torna necessario pois
uma algebra de Lie ndo contém a identidade, além de o comutador ndo ser
associativo (a identidade de Jacobi pode ser vista como uma quebra explicita
da associatividade).

O termo grupo quantico também pode ser utilizado para as algebras
envelopantes de forma similar ao caso de grupos, ou seja, um grupo quantico

é uma deformacéo do coproduto 1.15.

1.3 O Twist de Drinfel'd

Uma importante abordagem para deformar coprodutos mantendo a coasso-
ciatividade € dada pelo twist de Drinfel'd. Primeiramente escolhemos um

2-cociclo counitario, ou seja, um elemento F tal que

I®F)(d®AF=(FQI)(ARIid)F, (1.19)

e (e®id)F =1 =(id® €)F. Com este, de nimos a nova algebra de Hopf
COMO o mesmo espago vetorial, € apenas dois dos mor smos modi cados, o
coproduto e a antipoda, de acordo com

AT =FAF?

(1.20)
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ondey=p(id® S)F ey ! = u(S® id)F~1. Desta forma ndo sé garantimos que
oresultado é umaalgebrade Hopf, como estaseratriangular. Isto é facil de

veri car, utilizando 1.19 e que

1o A" = RAFR™, (1.21)

onde R = F1F 1,
Uma aplicacdo importante para o twist de Drinfel'd estd no caso de uma
algebra de fungdes deformada por um produto estrela. Se a multiplicacéo

usual de fungdes for escrita como

f(x) - h(x) = m(f,h)(x), (1.22)

entdo existe uma compatibilidade com representacfes do grupo de simetria,
Ou seja, a acao do grupo em f e g sequida de uma multiplicacédo deve ser o
mesmo resultado que sua acdo no produto m(f, g). Isto pode ser escrito

como (por g entenda-se sua acdo na algebra de funces)

gem(f,h) = me (g ®g)(f,h). (1.23)

Podemos ver por esta expressao que o coproduto desempenha um papel cen-
tral nesta compatibilidade. No caso do produto estrela, podemos escreve-lo

como

my = moF_l, (124)

onde aqui também entendemos F como sua acao nas func¢des. Destaforma,
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acompatibilidade exige que o coproduto seja deformado de acordo com 1.20.
A condicéo de cociclo garante a associatividade de m,.

Em termos gerais, sempre que umaalgebra de Hopf for representada sobre
uma algebra com multiplicacdo m, entdo o twist induz uma multiplicacdo

deformada mF.

1.3.1 O Twist de uma Algebra Universal Envelopante

A técnica do twist de Drinfel'd pode ser aplicada de forma can6nica a uma
algebrauniversal envelopante. Seucoproduto e antipodaserdo deformadosde
acordo com (1.20). Com isto, a acdo adjunta também se torna deformada,

de forma que ndo nos leva mais a um comutador, mas a um comutador

deformado

[uv]e =adfv, (1.25)

onde u, v e U(g).
Em [2] o autor prova que, da mesma forma que a a¢édo adjunta usual leva
g em g, podemos encontrar um subespaco g” em U (g) tal que ad” : g" — g",

ou seja, se (,& € g7, entdo

[ Elrcg’. (1.26)

Este subconjunto é chamado de algebra de Lie deformada. Podemos ver tam-
bém que recuperamos as mesmas constantes de estrutura que a algebra nao

deformada, ou seja, se t; Sa0 0s geradores da algebra de Lie com constantes
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de estrutura c;, ento

3 2
TiF’TjF =c

F

i (1.27)

Com isso é facil ver também que a identidade de Jacobi sera preservada. A

Unica propriedade modi cada sera a regra de Leibniz, ou seja

3 3 2 3 3 3
TiF’TjFTkF _ TiF’TjF FTkF_'_TjF TiF’TkF . (1.28)

Dizemos que a regra de Leibniz foi minimalmente deformada neste caso, onde

0 coproduto deformado é dado por

. o
AF 1 =1 I+ R*Q Rt (1.29)

onde R,[F] denota a agdo adjunta, e a barra em R, signi ca que esta
expansdo é para o elemento inverso de R, ou seja, R™* = F_2°‘® Iia, assim
como

Fl=f'Qf, (1.30)

A notacéo para a acdo adjunta R,[t;"] deve ser tratada da seguinte forma.
Seja um operador T, entdo T [v] = [T, v], mas T 2[v] = [T, [T, V]]

Comistoemmente, os geradores deformados podem ser encontrados pela
expressao

i = Fulf, (1.31)

0 gque nos permite escreve-los como polinémios nos geradores usuais. Esta
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possibilidade serd explorada para estudar as propriedades destes geradores
deformados, como seu espectro e simetria rotacional.

Estes geradores deformados formam o subespaco maisapropriado quando
trabalhamos com o twist de uma algebra universal envelopante. No caso de
um twist trivial (F um 2-cociclo trivial), serdo estes geradores deformados
que terdo explicitamente os coprodutos e antipodas usuais de uma algebra
de Lie.

19



Capitulo 2

Caso Abeliano

Ap0s introduzir os conceitos matematicos necessarios, podemos estudar sua
aplicagdo paraa mecéanicaquantica, como desenvolvidos nos trabalhos [48] e

[49]. Neste capitulo seré exposto o primeiro caso - o twist abeliano.

2.1 De nindo a Algebra

Para uma deformacédo da mecanica quantica iremos utilizar o twist de Drin-
fel'd aplicado a uma algebra universal envelopante. Esta algebra sera de nida
a partir de motivacdes fisicas.

Primeiramente introduzimos a algebra de Heisenberg em d dimensdes,

[Xi,pj] :ik5ij, [Xi,Xj] :[pi,pi] =0, i,j:1,2,...,d. (21)

Esta algebra ndo é uma algebra de Lie a ndo ser que k seja introduzido como

uma extensio central (carga central), oque sera feito mais adiante.
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No intuito de calcular o espectro para um oscilador harmdnico, introdu-

zimos também

1
K = __ iPi 2.2
21k|0|o (2.2)

D = H((Xipi"'pixi),

onde a notacdo de soma estd implicita. Com isto podemos de nir a hamil-
toniana do oscilador harmdnico, H" = H + K.
Sera necessario também introduzir o momento angular. Para d = 3 temos

1
Li= i SiikXiPk, (2.3)

onde sjjx € 0 simbolo de Levi-Civita (uma densidade tensorial), completa-
mente anti-simétrico. Para d = 2 temos apenas L = L, como momento
angular.

Com estas de ni¢bes temos a algebra em d = 3 com os comutadores

[D, H]=iH, [D, K] = -iK, [K, H] =2iD

[xi,H] =ipi, [xi,K] =0, [xi, D] =i

[pi,H] =0, [piK] ==ixi,  [pi, D] =5pi (2.4)
[Li.xi] = isijxi, [Li.pi] = isijPk, [Li, Lj] = s [Xi, pil

= ik

Em d =2 temos [L, xi] = isjjxj e [L, pi] = isijp;. Nos dois casos 0 momento
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angular comuta com H, K e D.

As relacBes de comutacdo acima de nem uma algebra de Lie - que cha-
maremos de Gq4 - com a carga central k. Isto se deve exclusivamente pelo
fato de de nirmos inicialmente H, K e D com uma divisao por k. Sem este
aspecto, teriamos comutadores como [H, xi] = —ikp;, com um produto de
dois geradores como resultado - sendo uma carga central, k deve ser tratado
como um gerador. Desta forma devemos adicionar também as relac@es de co-
mutacdo [k,g] =0, Vg € Gg, ou simplesmente [k, -] = 0. Com uma extensao
central, temos uma familia a um pardmetro de representac@es, classi cadas
pelo valor de k.

A razdo paraintroduzir um operador como primitivo (ou seja, um gerador
da algebra de Lie), € pelo seu coproduto. O coproduto de um elemento
primitivo é uma quantidade naturalmente aditiva, além de nos levar a uma
construcdo associativa, consequéncia da propriedade de coassociatividade.
O estado de trés particulas € de nido univocamente por (A ®id) - A = (id

®A) ° A, logo, se H|y) = E,|v), entdo

(AQIDAH) (W) @19) B [9)) =Ey 0.6(lv) @ [9) ®[9)), (2.5)

CcOM Ey 0.6 = Ey.6.0= Eo.y = ... levando, para o caso aditivo, a E, ¢4 =
E, + Eo+ Ey.

A diferenca entre os operadores H, K e D e suas expressoes em termos dos
geradores da algebra de Heisenberg pode ser colocada como uma igualdade

fraca =. Desta forma diremos que dois operadores sdo fracamente iguais se
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suas relagdes de comutacgdo séo as mesmas, assim como seu espectro. Dois
operadores fracamente iguais diferemapenas como elementos de umaalgebra

de Hopf, ouseja, com coprodutos e antipodas distintas. Com isso escrevemaos

2kH = PiPi
2kK =  XiX; (26)
4kD = Xipit PiXi,

assim como k = ky I, onde denotamos por ky 0 valor numérico assumido pela
extensdo central na representacdo V . O mesmo se aplica para 0 momento

angular.

2.2 O Coproduto e Geradores Deformados

Como uma primeira deformacéo iremos utilizar o twist abeliano

F = exp (ioijpi ® pj), 0jj = 0. (2.7)

Este twist € particularmente simples pois ndo deforma a antipoda,

2
PR |
X=He (Id ® S) F= V! ;(_i(lijpi ®pj)n , (28)

n=0

onde utilizamos que S(pmpn) = S(Pm)S(Pn) = S(Pn)S(Pm), POIS [pm, pn] = QDesta
forma cada termo da expansé&o se torna a contracdo de um termo simétrico

com um anti-simétrico. Com isso temos que x = x ! = I, ouseja,
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sF =s.
Desta forma apenas o coproduto € deformado, e a estrutura triangular €

dada por

R=FyF1=F?2 (2.9)

pois

F21 = exp (iaijp; ® pi) = exp (-iopi @ pj) = F 1. (2.10)

Como iremos trabalhar principalmente com os geradores deformados, apenas

0s coprodutos (1.29) serdo calculados. Os geradores deformados sao calcula-

dos pelas expansdo de f*[g]f,, que nesse caso se torna

> (i
gF = -(_n?- O gy Oligj, «++ 0 ipjy [pin!"'[pil ’g]] Pir  --Pjn - (211)
n=0

Para x;, temos

2

F

X =X ~ia g [ppxIp e oo mn PP m XHAPR o+ -1, (2.12)

onde o termo n = 0 corresponde simplesmente a multiplicacé@o pela identi-
dade. Como [pi, xj] = —ika;;, entdo apenas a correcdo de primeira ordem é
ndo nula, ou seja, xi = x; - a;pjk. Esta transformacdo é chamada ra

literatura de Bopp Shift , ou translacdo de Bopp, usualmente utilizada para
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mapear uma teoria ndo comutativa em uma comutativa (o inverso do que

temos aqui). Para D, o termo de primeira ordem € dado por

-2

. _ i
—iogj [P:DIp j =—ia jj _2P ip =0, (2.13)

pois pip; é simétrico, enquanto aj; € um tensor anti-simetrico. Temos entéo
que D = D. Como H e k comutam com p;, entdo resta apenas a

deformacéo de K e do momento angular. Para d = 3, temos entao

F _
Xj = Xi—aijpjk

O OLi
KF =K - Xipj t _Jk—ztlp Pk 1 (2.14)

LE = Li—Sijkojipypr,

enquanto para d = 2 temos L" = L-s;aip;pk = L-a(p®+R), onde usamos
que em duas dimensdes qualquer tensor de segunda ordem anti-simétrico é
proporcional ao simbolo de Levi-Civita, ou seja, ajj = asjj, além de usarmos
também a relacéo sijsik = dj«.

A Hamiltoniana deformada para o oscilador harmdnico agora é dada por

H =HF+K =H+K-0  xip; +9"%L'p ik (2.15)
Utilizando que R™ = exp (2a;j pi ®p;), podemos calcular os coprodutos

deformados, encontrando
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AT() = X @I+I8x - 20 @k
AF(KF) = KFEQI+IQKT +2aip @ x] + (2.16)
20ij0u5Pipk @K

AFLE) = LEQI+IQ LY+ 2s5m ® pe

E importante observar que k deve permanecer de um lado do produto tenso-
rial. No caso de elementos proporcionais a identidade isto ndo é necessario,
ou seja, se q for um nimero e g € U (g), temos g ®q=qg ®I =q(g RI).
Apenasap0s escolhermos umarepresentacéo a extensao central assume valor,
e podemos passa-la através do produto tensorial.

E possivel calcular oscomutadores deformados paraestes geradores defor-
mados, obtendo obviamente que as constantes de estrutura sdo as mesmas.
Um aspecto mais interessante é calcular seus comutadores usuais, ou seja
considerando os geradores deformados simplesmente como polindmios nos
geradores usuais, formando uma algebra de operadores - este € chamado de
formalismo hibrido. Para os operadores de posicdo deformados, obtemos a

conhecida ndo comutatividade constante,

X'i:,X;-: = i@ij, (217)

onde ®;; = 2a;;k?. Desta forma podemos de nir uma mecanica quantica ndo
comutativa utilizando a deformagéo de algebras de Hopf, utilizando o twist

de Drinfel'd - um importante mecanismo de deformacéao. Outras relacdes de
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comutacdo modi cadas séo

) -
x-,D = éx'i:+ioc 0k
2 2
x;, KE = 2ioyx; K (2.18)
y
D KF = -iKF —io;x{p;.

Para o resto dos comutadores temos as mesmas constantes de estrutura (0s

comutadores deformados coincidem com 0s usuais).

2.3 Multiplas Particulas

Para a construcdo de estados de mdaltiplas particulas, nos voltamos agora ao
coproduto. Como as relagbes de comutagao descritas acima sao consequéncia
de um coproduto deformado, temos que nesta formulacdo da mecanica quan-
tica ndo comutativa os estados de multiplas particulas serdo modi cados.
Nas referéncias [51, 52, 53, 54] os autores introduzem uma estatistica de-
formada para o caso da deformacdo x-Poincaré, onde eles encontram uma
aparente quebra na simetria por troca de particula, que pode ser vistacomo
consequéncia de um coproduto deformado - como o que encontramos aqui.
Nestas referéncias, como apontam os autores, a quebra na simetria por troca
de particulas é apenas aparente. Isto se deve a necessidade de introduzir um
operador de transposic¢ao deformado, ou seja, se tomamos a terceira relagéo
em (1.8) como uma de nicdo deste operador, entdo uma deformacéo na al-

gebra de Hopf induz uma deformacéo no operador de transposicdo. Entdo,
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se de nimos t7 = R™1tR, temos

" o AF(g) = R™ 11 AT (g)R = RTIRAF(g)R™IF = AF(g), (2.19)

recuperando a simetria por troca de particulas - em umsentido deformado.

Se buscamos uma teoria espectral desta deformacédo da mecanica quan-
tica, podemos utilizar ainda outra abordagem. A noc¢éo de conjugacao ad-

junta em um algebra de Hopf é tal que (g ®h)" = g" ®h'. Com isso & facil

ver que FT = F~1, ou seja, F é um operador unitario no produto tensorial
do espaco vetorial consigo mesmo. Desta forma, tendo uma teoria espectral
em vista, podemos utilizar o coproduto usual na de ni¢éo de estados de mul-
tiplas particulas, ja que os dois sdo unitariamente equivalentes. Obviamente
isto se deve a escolhermos como subespaco de U(g) os geradores deforma-
dos, onde ainda temos a informacéo de que se trata de uma algebra de Hopf
deformada. Como vantagem sobre outras abordagens, temos uma simetria
explicita na troca de particulas, possivel pelo fato de se tratar de um twist
unitério (no sentido discutido acima).

Parad = 3 podemos xar um sistema de coordenadas para simpli car o
tratamento. Neste caso temos que um tensor ojj anti-simétrico de ne um
vetor (seu dual de Hodge) ojj = sixox. Como este vetor & constante,
podemos realizar uma rotacdo de modo que ox = (0, 0, ), equivalente a
escolher coordenadas de Darboux em uma 2-forma simplética. Em d = 2
um tensor anti-simétrico é proporcional ao simbolo de Levi-Civita, ou seja,

aij = Sijo, €ntéo os dois casos tratados aqui passam a ser descritos em termos
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de apenas um parametro de deformacao, mesmo se tratando de diferentes
dimensGes.
O coproduto da Hamiltoniana deformada do oscilador harmonico, indu-

zindo o estado de duas particulas, ca escrita como

2
AHR) = HFQI+IQH -  o(xi®pj+p;®xi)+
ij=1
0?3 . 2 2%
+, 20k®p ;+2p; ®pik +p7 Qk +k ®p~ , (2.20)
1
1

ou ainda, em termos de geradores deformados,

F F F = = FoL
AH) = HQRI+IQH" - aij Xi @pj+pj ©X; +
ij=1

2

a
+~
2

Rok+kep @.21)

i=1
Desta formaanao aditividade consequente da deformacao se encontraapenas
no plano xy.

Podemos tambéem escrever explicitamente o caso de trés particulas. Uti-

lizamos a notacao

. >
An+1) = A®id®n Ay, (2.22)

para de nir os estados de (n-1) particulas, onde id® signi ca que temos k

produtos tensoriais de id. A coassociatividade do coproduto (paraqualquer
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algebra de Hopf) implica que podemos também utilizar como de nigéo de
Ay qualquer expressdo que seja uma permutagdo de A com 0S mor smos
identidade na de nicdo dada acima. Por exemplo, no caso n = 2, podemos
utilizar tanto (A ®id)A como (id ® A)A para Acz), oque é simplesmente a
coassociatividade da algebra de Hopf.

Temos entdo para trés particulas,

AHD)=H QIQI+IQH QI+IQIQH +
+ou(IQY®px+tyQIQ@px+y®pxQ@I+IQ@px@Yy+px®IQY+px @y I)+
—o(IQX@Py+X@IQ@ Py +xQ@Py @I +IQpy@X+py @I QX+ py QXY I)+

>
+a? I Qpik @pi+ pik Qpi QI + pik @pi QI + +I Qp; pik + pi Rpik QI+

i=1
1
+p@k@I+Kk® & i+ pi® i ®K+p@p @K + (1@ ®p7+k ®p* @I+
+k ®p% QI +1Rp? @k +p? @k QI +p? Rk RI)]. (2.23)

Podemaos ver explicitamente a coassociatividade desta expresséo (repare, por
exemplo, em como a identidade alterna entre suas trés possiveis posicdes).

Até 0 momento temos uma equivaléncia unitaria apenas para o coproduto
- estados de duas particulas - mas é possivel provar este resultado também
para estados de multiplas particulas. Em geral, se F € unitario, entdo qual-
quer AE) sera unitariamente equivalente a A(,y. A prova desta a rmativa é
por inducéo.

Seja Af,) = UnA(mU;'  para algum operador unitario U,. Para elevar
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este a um produto tensorial a mais, temos a de ni¢éo

: .
Al = AT Qid® A, (2.24)

consequéncia direta da de ni¢éo para o caso ndo deformado e do twist de
Drinfel'd - onde a exigéncia de F ser um 2-cociclo € essencial. Utilizando que

AF ®id ®id ®... = F12(A ®id ®..)F 1, femos

VNS S S
Ay =F2 AQId® Al F 7, (2.25)

Como supomos Af,y = UnAmUy?, entdo

AP v =Upt A 'd®”zA ZU‘1 = U, 1A Ut 2.26
(n+1) n+1 ®i (n) n+1 — Yn+1Bn+1)Y 41 (2.26)
onde

Un+1 = F12 (A ®id®") U,
1 =Fiz2 (A 17 Un) (2.27)
UL =(AQid®)U™HF1,

Nos resta mostrar que Un+1 € de fato unitario, e que a expressao dada
acima para U 1, realmente de ne seu inverso. Para ver que estes dois s&o

realmente inversos, basta que U, tenha uma expansdo formal
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=ik, ’
Un: EU1®®UH+1
. K

k
L 2 (-
b= e (2.2

k

com ul. = un, se tornando fécil ver que

.. Ior.. I N 3. yy
AQid® U, TAQI® Ut = TTAQId®™ U Ut (2.29)

pois A(U)AU™) = A(uy™), Resta provar que Uf,; =U™

+1

Se uy néo for primitivo, mas um mondmio u; = viVvy...vk de elementos primitivos

(para algum k xo) tal que

AV = ViQI+IQv) =w @I+1®v = A i=1,...k (2.30)

entdo

A(u)T = AT AW = AWV = AD), (2.31)

ou seja, se u; é hermitiano A(u;)t = A(u;). Desta forma
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.. T T+ = (-
A®d®n U, T: (k)l

A(UD Q... ®Un+k1 =

k
k

.. y o
="TAQId® U (2.32)

Se uy ndo for primitivo o resultado se estende trivialmente pela linearidade
do coproduto.

Como F4', = Fi, chegamos ao nal da prova, ou seja, basta uma equi-
valéncia unitaria para qualquer n que todas as outras estdo garantidas. No
caso particular em que F = U, € unitario, temos a equivaléncia para qualquer
estado de multiplas particulas.

Em particular, para o caso abeliano, é trivial veri car que esta equivalén-

cia é dada por
Un=exp(io;(pi®I®" 1 @ p+IQpi® I 2 @ pj+...)), (2.33)

ou seja, pela exponencial da soma de todas as permutacdes de p;, pje n—1
identidades I.

Esta equivaléncia permite um tratamento do problema de multiplas par-
ticulas sem a necessidade de introduzir uma simetria deformada de troca,
a diferenca para um caso sem deformacao estra apenas na nao aditividade.
Podemos ver que apesar de inicialmente o operador Hamiltoniano induzir

uma energia para o estado de duas particulas

Ei2 = E1+Ey, (2.34)
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apos a deformacéo temos

EL = EF + EY +Qu. (2.35)

Esta ndo aditividade esta atrelada a ndo comutatividade ndo sendo possivel
separar os dois. Podemos esperar entdo que a diferenca entre considerar
que um sistema esta colocado em um potencial externo - induzindo uma
ndo comutatividade efetiva - ou deformado pode ser investigado em efeitos
coletivos onde a ndo aditividade da energia tera um papel relevante. Dito
de outra forma, uma deformacao da mecénica quantica é diferenciada de um
problema com interacdo a partir de estados de multiplas particulas.
Apesar desta ndo aditividade temos ainda a associatividade para estados
de maltiplas particulas, consequéncia da coassociatividade do coproduto, ou

seja

E(':12)3 = Er(23) = E{: + E; + E:,'\: + Q1 + Q3 + Qi3 + Qq3, (236)

onde Q13 € dado em termos dos Qj's.

2.4 Espectro e Simetria Rotacional em d=2

Passamos agora a buscar a representacdo desta mecanica quantica ndo co-
mutativa em um espaco de Hilbert H, para o caso de duas dimensdes d = 2.
Para isso, consideramos agora que estamos em um modulo tal que a extensao

central seja ky = 1. Também podemos considerar a deformacdo em termos
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de uma quantidade adimensional a, de nindo ;j = sjj(/Z), para uma cons-
tante de referéncia Z, e escolhendo um sistema de de unidades onde Z = 1.

Desta forma escrevemos apenas

ajj = Sjjd, (237)

a € [0,+=], sem perdas de generalidade, a € [-«,0] correspondendo ape-
nas a uma rotagao x»— vy, y »>— —X.

Para encontrar 0 espectro da Hamiltoniana deformada, consideramos
agora a base simultanea de H e L. Primeiro realizamos a transformacéo

usual

_ Xi ~ipi
T
§1T9+ IDi
aj = 5 (2.38)
de forma que
[ai,af] = by, (2.39)

para i, j = 1, 2. Esta transformacédo nos permite encontrar o espectro da

Hamiltoniana usual, utilizando as relagbes de comutacao

[H, ai] = —qj

[H,al] = al. (2.40)

35



Nesta base, para ny, ny € N,

H]|ny, ny) = (nx+ny + 1)|ny, ny) (2.41)

Para diagonalizar simultaneamente L, devemos passar para os operadores

h = ax T lay
. _ alxial
bt = 7 (2.42)
* 2
com
[bs,bl]=1. (2.43)

Estes ainda s&o operadores de criacdo e aniquilacdo para a Hamiltoniana,

[H, bi] = _bi
[H’bI] = bT+, (2.44)

mas servindo também para 0 momento angular, pois

[L, bi] = $bi

[L,bl]=2b", (2.45)

ouseja, osoperadoresb_,b" _ tem suas funcdes trocadas em relagio a Hamil-

- T .
toniana, por exemplo b" aumenta o autovalor de H em uma unidade, mas
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diminui o autovalor de L. Nesta base, parans,n- € N,

Hins,n2)=(ny +n-+1)|ny,n-)

LIns+, n2) = (ny —=n2)|ns, o), (2.46)
ouainda,se n=ny +n-em=n; — n-, entdo

Hin,m)=(n+1)|n, m)

L|n, m)=mjn, m). (2.47)
A Hamiltoniana deformada em d = 2 é dada por

H =H+K- fi..z o 2% _
= axpy+ aypx+ pipi= 1+o° H+K-oaL, (2.48)

onde utilizamos a igualdade fraca para denotar que esta é valida apenas
quando ndo consideramos os mor smos da algebra de Hopf. Primeiro consi-

deramos o operador

.. 3
H="1+d¢> H+K (2.49)

E fécil ver que este sera diagonalizado pela mesma base autovetores de H, e
Sseu espectro terd apenas uma renormalizacdo em sua frequéncia. Para isso

considere o espectro de

1oy « Pibi (2.50)
= + = . .
(1+0a?) (1+a?) 2 2(1+a2)
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Desta forma temos um oscilador harmdnico com massa unitéria e frequéncia

o =1/ 1+ a?, e é trivial veri car que
- NG
Hjn,m)= 1+ o?(n+ 1)|n, m). (2.51)

Ou seja, a Hamiltoniana H é equivalente a um oscilador com frequéncia

® = I+aZ Com este resultado podemos facilmente escrever o espectro

da Hamiltoniana deformada, obtendo

_ 2 z
H|n,m)= 1+a?(n+1)-am |[n,m), (2.52)

ondene Nem=-n,-n+2,--- ,n=-2,n.

N
A energia do vacuo é 1+ a2, e 0s primeiros estados serdo dados por

L
1,1):2 1+02-a
N
1,-1):2 1+ 02+a
N
2,2):3 1+02-2a (2.53)
N
2,0):3 1+ 2

N
2,-2):3 1+ a2+ 20

Com o momento angular adicionado a algebra, podemos considerar o que

acontece com a invariancia so(2) do oscilador harménico. Lembrando que

L™ =L-a(p® £ p%), (2.54)
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podemos facilmente veri car que
[LE X = isijx] + 2apik), (2.55)

ou seja, o operador L™ ndo é mais um gerador de rotacdes para este sistema
(ndo comutando com a Hamiltoniana deformada). A simetria rotacional da
Hamiltoniana deformada pode ser encontrada analisando sua expressdo em
termos dos antigos geradores, onde € facil perceber que 0 momento angular

nao deformado sera ainda uma simetria. De fato,
[L.X} ] = sy}, (2.56)

e também

[LLH] =0. (2.57)

Desta forma podemos a rmar que a invariancia rotacional é preservada,
mas o operador que realiza esta simetria ndo é o gerador deformado. Também

temos invariancia em estados de maultiplas particulas, ja que
[ACH), A(L)]= 0. (2.58)

Esta Gltima relacdo pode ser calculada explicitamente, ou podemos simples-

mente utilizar a propriedade que A € um homomor smo de algebras.
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2.5 [Espectro e Simetria Rotacional em d=3

Para a representacdo no caso de d = 3, o procedimento € similar. Primeiro,
xamos a extensdo central em ky = 1. A mesma consideracdo sobre a
dimensionalidade do parametro de deformacéo pode ser feita, lembrando que

agora o simbolo de Levi-Civita de ne um vetor como dual,
Olj = SijicOik- (2.59)

Comojafoi mencionadoanteriormente, podemossempreescolherumsistema
de coordenadas tal que ok esteja na dire¢éo do eixo z, ox = (0, 0, o), POis aj;j €
constante. Da mesma forma que o caso anterior também podemos escolher
a € [0,+].

Para diagonalizacdo podemos realizar as mesmas transformacgdes para
operadores de criacdo e aniquilacdo, agora com dois operadores extras na

direcdo z,

_axt gy
: 2
4ol
al tia
b= Xiy (2.60)
b, =a, b}
=al.



Obviamente estes operadores satisfazem as relagdes

[0i,b]] = dij
[H,bi] = b (2.61)
[HL,b]] = bf,

com i,j = +,—,z. Para 0 momento angular temos novamente que 0s papéis

de b- eb'_ estdo trocados,

[Lz, bi] = $bi

[Lobl]=+b", (2.62)

enquanto que para b, temos apenas que [L,,b,] = [L,,bf] = 0.
Com estes operadores podemos de nir a base |n+ , n-, n;), comny, n, €

N, de forma que

] s
3
Hlny,no n)= ny +n- +n, * Iy ,n- . ny)

L;|n+,n-,n;) = (ny —=n-) |n4y,n-,n,). (2.63)

Repare que o espectro de L, ndo serd 0 mesmo que o de L, j& que a presenca
de n, ird mudar a degenerescéncia de cada auto valor.

Podemos também de nirn,y=n, +n-€ Nem=n, - n_, com
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m= _nxy, _nxy + 2, ey, nxy - 2, nxy, de forma que
- 2

3
Hny ,n; . m)= ny +n; +—2 [Ny .Nz , M)

L,|nxy,Nz,m) = m|nyy,nz,m). (2.64)

Utilizando o sistema de coordenadas onde oy esta no eixo z, a Hamilto-

niana deformada toma a mesma forma que no caso d = 2,

HF =H+K-oxp .+ +gzz - 2.65
= p ytayp PR (2.65)

i=1
2 iy

mas agora H = pipi/2 e K = xixi/2 sdo operadores em d = 3. Repare que a
parte deformada da Hamiltoniana ndo contém termos em z, se mantendo
exatamente a mesma expressdo encontrada emd = 2.

Para sua aplicacdo no modulo H, podemaos realizar a separacao
HF = ﬁxy - OLLZ + Hz, (2-66)

onde Fy, = Hyy + (/2)(p° 3 1),

: 3
H,, = % p2X+ p2y+ x> + y2

: 3
H, =% p> +2° (2.67)

Com esta base ¢ trivial ver que H,, tera exatamente 0 mesmo espectro

que o operador H de nido para d = 2, ou seja

Hy |y N,m) = 1+ aZ(Nxy + 1)|nyy, Nz, M), (2.68)
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nos levando ao espectro da Hamiltoniana deformada
Z\/ 1 2
H ny 0, ,m)=  1+a%(ny, +1)—am+(n Z+2_) Iy Nz , m).
(2.69)
AenergiadovécuoparaestaHamiItonianaézl+ 1+a2,eseusprimeiros

niveis de energias sdo dados abaixo. Paran=nyy+n,=1, temos

3
0,1,0) :2—+ 1+ 02
N
|1,0,—1)112+2 1+02+a (2.70)

1 -
|1,0,1):2_+2 1+ a2-a.

Para n = nyy + n,= 2, temos

5 v _
0,2,0): 7+ 1+0a2

winN

N
1,1,-1): T+21+a? +a

2
3 N____
[1,1,1): £+2 1+a2-a
N
[2,0,-2): %+3 1+ a2+ 2a (2.71)

[EEN

N
|2,0,0): Z+3 1+a?

=N

N
|2,0,2): Z+3 1+ a?-2a.

N

Podemos reparar que todos os estados com n, = 0 coincidem, exceto por uma
constante aditiva de % (a energia de ponto-zero em z), com as energias para
d = 2. E 6bvio perceber também que a deformagcéo se da completamente no

plano xy (devido a escolha de coordenadas).
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Diferentemente do caso anterior, agora a simetria rotacional é perdida. Os

geradores da simetria so(3) adicionados a algebra sdo deformados de acordo

com

LT = Li + opip, - aipjpj,

(2.72)

ou seja, LY = L, - a(p® + p?), @ mesma expressio para a deformacdo de L,
X y

enquanto

LY = L+ apyp;

Ly = Ly + apyp;.
Estes ndo nos levam a uma simetria rotacional, pois
[LT, X} ] = isijix — 2iK(3ijop; = wipj).
Repare que para i = 3, temos
[L7, X} ] = issjxy — 2iK(3350p; = apj),
ou seja,

LY, x7] = iyF + 2ikapy
[LT.y"]=-ix" + 2ikapy

[LY,2F] = -2ik(op, - ap,) = 0

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

No entanto, podemos veri car se 0s operadores ndo deformados L; nos
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levam ainda a uma simetria rotacional, mas
[Li,X:-:] = iSiijlk: - ik(Sij opz — piaj) (277)

de forma que ndo temos mais a simetria so(3) mesmo se utilizamos os gera-

dores ndo deformados. Neste caso temos, para i = 3,

[L., X5 ] = issjxy = iK(3350p; = ajp,), (2.78)
ou seja,
(L x"]=iy"
[LYy7]=-ix" (2.79)

LY 271 = -ik(ap, - ap,) = 0,

de forma que L, ainda nos leva a uma algebra de rotacdo. Ainda é facil
ver pela expressdo explicita da Hamiltoniana em termos dos operadores ndo
deformados que [H , L,] =0, ou seja, a simetria em L, é mantida pela
deformacéo, enquanto Lye L, se perdem. Desta forma podemos dizer que
a simetria so(3) foi quebrada a uma simetria so(2).

Novamente temos que 0 mesmo € verdade para estados de multiplas par-
ticulas, pois

[ACH), A(Lz)] = O, (2.80)

como é facil de veri car.
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Capitulo 3

Caso Nao Abeliano

Neste capitulo deformaremos a mesma algebra de nida no capitulo ante-
rior, mas utilizando um twist ndo abeliano. Os calculos neste caso sdo mais
complicados, mas a maioria dos conceitos necessarios sdo 0s mesmos ja de-
senvolvidos para o caso abeliano, com uma diferenca, que tornara necessaria

a introducéo de um produto interno deformado.

3.1 Geradores deformados

Existem apenas duas deformacdes ndo equivalentes da algebra sl,. A pri-
meira, conhecida como U,(slz) depende de um parametro adimensional g e
ndo pode ser obtida pela técnica do twist de Drinfel'd. A segunda, que sera
utilizada aqui, é chamada de deformacéo Jordaniana, e pode ser obtida pelo
twist

F=exp(-iD® o), (3.1)
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onde o =In(I + £H), e £ € Ry. Devemos excluir a possibilidade & € R- de

forma a evitar que o operador I + £H tenha autovalores nulos, tornando o

bem de nido em todo espaco de Hilbert H.

Para os geradores deformados, comegamos com x|, onde

Xl = [D,"'[D,X]i"']Gn.

Ou seja,

Para os outros geradores o calculo é similar, resultando em

pF=pie™”?
HF =He™
K" = Ke®,

além de D" = D, obviamente.

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Para encontrar os comutadores, devemos calcular antes as seguinte ex-
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pressoes

2 (- n+ g
xt= " ey = T e =
n=0 n=1
. = n . -1 . -
=—igpi  (-EH)'=-igpi(I+&H) " =—ipie °, (3.6)
n=0

além de

[0, pi] = [0, H] =0

[6,D] = —i&He™® = —iEH". (3.7)
Para [0, K] é um pouco mais complicado’. Primeiramente temos

=t
[H"K]=2i  H"™'DH*=

k=0 -1 -1
=2iDH"™"  1+2i [H"! DJHX (3.8)
k=0 k=0

onde o primeiro termo nasegunda linha corresponde ao resultado obtido caso

obtivéssemos [H, [H, K]] = 0. Desta forma,

n — n-1 H L n-k-2 k
[H, K] =2inDH" "~ +2i (n-k-1)H [H,D]H" =
k=0

=2inDH" ! +n(n-1)H""*, (3.9)

*Em todos os casos acima utilizamos a regra da derivada, valida nesses casos pois
[H,[H, xi]]=0e[H, [H, D]] = 0.
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Com este resultado podemos encontrar a expressdo desejada,

>
[0,K] = (—1)“‘1§ (2inDH"! + n(n- )H") =
n
= ="
=2iED  (=EH)TTHE (n-1)(EH)T =

n=1 n=1

=2ieD(I+EH) ™ —£2H(I +£H) 72,

ou seja,

[6,K] =2iEDe’-E%He™2°.

Com estes resultados, podemos calcular

o0

X i,
‘ ni2n g if

donde

1+ )X X] = =5p 1= xp) =
i€

i
= - 2(prFj— prjF).i

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Desta forma podemos ver que a ndo comutatividade obtida para a deforma-

cdo Jordaniana é ndo constante, similar a de nida por Snyder (é exatamente

a parte espacial dos comutadores de nidos por Snyder). Diferentemente do

caso abeliano, também temos novas relacdes de comutacdo entre os opera-

dores de posicdo e de momenta, que podemos calcular de maneira similar

a utilizada acima ou como consisténcia imposta pela identidade de Jacobi,
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resultando em

[xF,p"] = iks +IEpF_pF_- (3.15)
i ] 1 2 ]

Os outros comutadores sao
i
D, B = " = &H")

[XP,HT] = ipf (T-¢H")

[XiF, KF] = ié(KFpFi + DXF) _¢ g + g HF)
g 2

[p", D] =—ip"(I -~ H")
| | 2 2
F = E F é F F
[pi ! K] = _i(xi + épl D) + :pl H (316)

[D,HF]=iH 1 -&eH") [D,
KF]=-ikK (I -&eH")
[K",HF] = 2iD(1 + £H") + 26H - 2(EH" ) [pf,

p;1=Ip; H1=0.

Destes, apenas [x}, KF ] ndo é trivial. Para encontrar o resultado deste comu-

tador o calculo € similar ao utilizado para [c,K]. Primeiramente encontramos

que
1 > 24 1 i

[60/2, K] = - [o", K] = ' non [ 1[0, K]csl
n=0 n_.2 a=01=0 M2
=5 1o mmlelm lmo 42 n-1,y.-20%

= Ly oDl = e (3.17)
n!

n=0 1=0
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como [¢""1, D] = (n - | - 1)[c, D]6"""2, temos que
g2 ,
[¢/2 K] = (iED - ZH e o2 (3.18)

Com este resultado e outros ja obtidos veri ca-se que o resultado de [xF, K]
é 0 colocado acima.

Neste caso ca trivial veri car que a Hamiltoniana deformada mantém a
simetria por rotagcbes. Como 0 momento angular comuta com cada elemento
dasubélgebrasls, ele ndo serd deformado, e continuara comutando com cada

um destes operadores individualmente (ja que ele ird comutar com o).

3.2 Estados de Multiplas Particulas

Assim como no twist abeliano, teremos no caso Jordaniano umaequivaléncia
unitéria entre o coproduto usual e o deformado, jaque D'= Deo'= In

(I+&H)T = In(I +&H) (para & € R) nos levam a

RN ,
Ft = " iD® T _ eiD® — -1 (3.19)

Para este caso também podemos mostrar que 0 operador unitario para esta-
dos de multiplas particulas se escreve como
N Y
Un= Fij (3.20)

Para demonstrar esta expressdo, procedemos por indugdo. Seja algum U,

dado pela expressdo acima, com f! na expansdo de F primitivo (como é no
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caso tanto do twist abeliano como no ndo-abeliano que utilizamos), entéo

temos que (lembrando de 2.27)

@ NOY
Un+1 = F12(AQid®") Fij
=2 i<

b 'd
= F12 (A ® id®n)|:ij, (321)

=2 i<

onde utilizamos que o coproduto € um homomor smo. Como A atua apenas

no primeiro elemento do produto tensorial, temos

™l . &n > Y . _on b3
Un+1 = F12 (A ® id )Flj (A ® id )Fij . (322)
j=2 1f=i<

O twist F sendo dado por uma exponencial, temos

S

(AQId™F1; =F1g+1)F2g+1), (3.23)
pois estamos supondo que f * é primitivo, e também usamos que

[f! QI @F, 1 @f ®F =f QI RF, ! @F]=
= Qf @[f*,f]1=0 (3.24)
Para 0 caso onde i f=1, o coproduto atuara na identidade, ou seja,

Y i N
(A ® id°MF; = Fi+1)(+1)s (3.25)

1f=i<j 1<i<j
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de forma que

A Y
Unri1=F12  FigrnFag+1) Fa+1)g+1)
1 1<i<j
Y N2
=Fi2  FyjFy Fij =

i=3 2<i<j =2 i<j

Il
N

<

Fir (3.26)

E trivial veri car que a expressdo vale para U; = F = Fy», nalizando a
prova.

Desta forma temos também uma expressdo geral para o operador que
nos da a equivaléncia entre qualquer estado de multiplas particulas, no caso
de um twist do tipo usado aqui (exponencial do produto tensorial de um
elemento primitivo com outro qualquer).

Para 0 caso de duas particulas temos

AHF)=Ke® @ e°+e° @ Ke® - £ (KH @ H + H ® KH)+

b2
> > -
+ & E H* @H"™, (3.27)

n=1 k=0

onde a simetria por troca de particulas esta garantida pela simetria dos

- P
bindmios de Newton (lembrando que "= "),

Para o0 caso de trés particulas temos

AyHH)=(KQI QI +1 QK QI +1 QI QK][e° Re° ®e+

-P2HRHRI+HE®I ®H+I QH ®H) - £(H ®H QH)]+

= 2.2
o K k. H' @H QH™, (3.28)

n=0 k=0 1=0
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onde podemos ver explicitamente a simetria por troca de particulas devido

a coassociatividade.

3.3 Pseudo-Hermiticidade

Utilizandoasexpressdes (3.4) e (3.5) paraosgeradores deformadosemtermos
dos usuais, podemos ver que a Hamiltoniana (assim como o operador de

posi¢do) ndo serd mais hermitiana, pois

KFT=(Ke®)T=e°K = KF +2iéD. (3.29)

Desta forma ndo podemos garantir um espectro real. Poderiamos de nir a
Hamiltoniana

HF + KF+iED, (3.30)

que € hermitiana, mas existe uma Hamiltoniana equivalente mais apropriada.

Primeiramente percebemos que

KF T=e°K=e’°KFe™, (3.31)

ou seja, K™ ndo é um operador hermitiano, mas sua conjugagao resulta em
uma transformacao de similaridade.

Operadores como este sdo chamados de pseudo-hermitianos, ou ainda,
com algumas condicdes extras, de n-pseudo-hermitiano. Este ultimo caso se
da quando o operador de conjugacéo n € linear e positivo-de nido (e inver-

tivel), como é o caso aqui. Um operador como este age de forma analoga a
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uma métrica, onde a positividade do operador garante que produtos internos
ainda serdo positivos.

Como HF T =HF |, entdo ca 6bvio que

H T =nH™™, (3.32)

comn=e’=1+EH.
Neste caso, existe um espaco de Hilbert H, com um produto interno
((-, -)) onde esta Hamiltoniana sera auto-adjunta. Este produto interno pode

ser de nido em termos do produto usual de H, da seguinte forma

((v,9)) = (w.no). (3.33)

Os dois espagos H e H sdo iguais como espacos vetoriais, mas ndo como

espacos de Hilbert, ja que seus produtos internos sao diferentes (a de nicao

de um espaco de Hilbert é a de um espaco vetorial com um produto interno).
E trivial veri car que, com este produto interno, a Hamiltoniana seréa

auto-adjunta,

(v, H ¢)) = (v, e’H  ¢) =
=(e°H e°e%, ¢) =
= (H"y, e¢) =

= (H"y.9)), (3.34)

onde usamos que (y, O¢) = (OTy,p).

55



A seguir mostramos que esta Hamiltoniana ainda terd autovalores reais.
Para isso, de nimos a raiz quadrada formal p, p® = n. Este operador é
hermitiano, se o consideramos um endomor smo de H, ou seja, p: H — H.
Mas se o consideramos como uma transformacao entre os diferentes espacos
de Hilbert, p: H — H, entdo ele sera unitario, garantindo que os autovalores
da Hamiltoniana sejam reais.

Para compreender como p pode ser considerado uma transformacao uni-
taria, lembramos da de nicdo de uma conjugacdo adjunta T entre dois es-
pacos vetoriais T : V. — W . Sua conjugacdo serd uma transformacdo T
t:W* 5 V*, ondeV* e W" sdo 0s respectivos espacos duais. Com ess
podemos de nir produtos internos em V e W, e a conjugacdo de T € dada
por

(W, TV)w = (THw,v)v. (3.35)
Para o caso considerado aqui, considere |p) € H e |y) € H, entdo
(.0 o) = (0" ) v.0), (3.36)

por de nicdo. Mas, manipulando a de ni¢éo do produto interno deformado,

temos

(Wp " 0) = (W.p 'p’p) =
= (pv.0), (3.37)

ou seja, (p™1)* = p é uma transformacéo unitaria entre H e H. Repare que

ly) também pode ser considerado um vetor em H.
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Sendo uma transformacdao unitaria, podemos utilizar p para levar opera-
dores de um espaco de Hilbert em outro. A Hamiltoniana H' é auto-adjunta
como operador de H. Desta forma podemos de nir uma Hamiltoniana equi-

valente no espaco de Hilbert usual, através de
H™ - H =pHp " (3.38)

Esta Hamiltoniana equivalente sera explicitamente hermitiana, sendo dada
por

2
H =(@1- ng F+ ot iED. (3.39)

p
K
Repare que apenas 0 termo iED seria necessario para tornar a Hamiltoniana
hermitiana, mas com esta abordagem podemos garantir que HpF tem o0 sig-

ni cado fisico apropriado, ou seja, pr como operador em H é 0 mesmo que

HF em H.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos duas deformac6es de um sistema de mecanica
quantica - descrevendo um oscilador harmonico - de forma que os operadores
de posigéo se tornem ndo comutativos.

A abordagem para a deformacéo foi o twist de Drinfel'd, ou seja, uma
deformacdo de uma algebra de Hopf. Para isto foi necessario identi car a
algebra de Lie apropriada, considerando a constante de Planck como uma
extensdo central e considerando polinémios quadraticos como geradores de
uma algebra formal. A primeira sugere que o coproduto e antipoda (e outros
mor smos da algebra de Hopf) da constante de Planck devem ser aqueles de
um elemento primitivo, e ndo de um mdltiplo da identidade. A segunda diz
0 mesmo a respeito dos polinémios quadraticos - o que de ne o formalismo
de desdobramento.

A interpretacdo para a identi cacdo de polindmios quadraticos como ge-
radores é relacionada ao coproduto. O coproduto de um gerador leva a uma
aditividade em estados de produto tensorial, e preserva também a associati-
vidade para multiplos produtos tensoriais. Desta forma o coproduto € visto
como a forma apropriada de de nir estados de multiplas particulas para o

caso de quantidades aditivas - os polindmios identi cados como geradores séo
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aqueles que serdo relacionados com estas quantidades.

Com todas as identi cagdes feitas, procedemos com a deformacdo dada
pelo twist de Drinfel'd. Apenas 0os mor smos da antipoda e o coproduto
mudam na deformacéo, enquanto o espaco vetorial da algebra de Hopf ndo
muda. Apesar disto, no caso da algebra universal envelopante, o subespaco
identi cado como a algebra de Lie também é modi cado, e ganhamos a noc¢ao
de geradores deformados. S&o estes novos geradores que sdo identi cadoscom
uma mecanica quantica ndo comutativa, quando vistos pelos comutadores
usuais - utilizando as expressdes dos geradores deformados como séries no
pardmetro de deformacéo (formalismo hibrido). Com isto podemos ver que
é possivel derivar relacdes de comutacéo a partir de primeiros principios.

Uma diferenca entre esta e outras abordagens encontradas na literatura
estd nos estados de multiplas particulas. Como os geradores deformados
pertencem a uma algebra de Hopf, eles terdo seus coprodutos modi cados, e
quantidades que eram aditivas deixam de ser. Desta forma uma consequéncia
essencial da deformacdo serédo efeitos coletivos, que estardo atrelados - de
uma forma precisa - aos efeitos de ndo comutatividade em estados de uma
particula, diferenciando o problema de, por exemplo, potenciais externos -
que poderiam levar a efeitos similares (como o efeito de um campo magnético
sobre uma particula em duas dimensdes).

Estudamos explicitamente dois tipos diferentes de deformacdes. A pri-
meira, levando a uma ndo comutatividade constante, e devida ao twist abe-
liano. Neste caso, as expressdes explicitas das quantidades deformadas em
termos das usuais permite o calculo do espectro utilizando apenas técnicas

canonicas. Como a ndo comutatividade é constante, temos uma quebra da
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simetria de rotagdo em trés dimensdes, enquanto que no caso d = 2 a simetria
é mantida (de uma forma degenerada - o tensor de ndo comutatividade sera
proporcional a forma de volume).

A segunda ndo comutatividade é ndo constante, e equivale a parte espacial
das relagOes propostas por Snyder, e por isso dizemos que ela € uma néo co-
mutatividade do tipo Snyder . Neste caso alguns dos operadores deformados,
incluindo a Hamiltoniana, deixam de ser hermitianos. Isto se deve ao fato de
que em algebras de Hopf também podemos introduzir o conceito de conjuga-
cao, e este esta atrelado a antipoda, que é deformada apenas neste caso néo
abeliano. Apesar desta di culdade foi possivel identi car que a Hamiltoni-
ana pertence a uma classe de operadores chamados de n-pseudo-hermitianos,
tornando possivel a de ni¢do de um produto interno deformado, onde a Ha-
miltoniana é auto-adjunta. Também é possivel de nir uma Hamiltoniana
equivalente no espaco de Hilbert inicial, que sera explicitamente hermitiana.
Para este twist temos que a simetria por rotacdes serd preservada.

Por m, podemos ver que € possivel de nir teorias de mecénica quan-
tica ndo comutativa a partir do twist de algebras de Hopf. Este formalismo
permite a investigacédo detalhada do sistema resultante, e oferece uma cons-
trucdo explicita em termos das quantidades usuais. Esta abordagem tambem
deixa claro como o comportamento de estados de multiplas particulas esta
atrelado aos efeitos ndo comutativos, aspecto que ndo ca evidente em outros

formalismos.
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