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Resumo

Propomos uma maneira alternativa de compreender o papel da geometria
do espago-tempo na descricao da dinamica de particulas e campos. Em
especifico, mostramos que a dinamica dos campos fundamentais da fisica
(escalar, vetorial e espinorial) pode ser representada (esta mesma dinamica)
de maneiras diferentes dependendo da geometria de fundo escolhida e da
presenca de processos de auto-interacao de cada campo.

Consequentemente, ao introduzir outros campos caso a caso, o que chama-
mos de interacao numa dada representacao deve ser reinterpretado apods o
processo de mapeamento de uma dinamica na outra. Em outras palavras,
na abordagem descrita neste texto, vemos que a geometria é responsavel por
traduzir concretamente o modo pelo qual os campos interagem entre si, a
partir de principios fisicos pré-estabelecidos — acoplamento minimo, principio
variacional, covariancia geral — e como esta interacao é levada de um caso a

outro através da prépria geometria.
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Abstract

We propose an alternative way to comprehend the role of the spacetime
geometry in the description of the dynamics of particles and fields. In par-
ticular, we show that the dynamics of fundamental fields of physics (scalar,
vector and spinor) can be represented (the dynamics itself) in different ways
depending on the choise of the background geometry and the presence of the
self-interaction terms for each field.

Consequently, by introducing other fields in each case, which we named by
interaction in a given representation should be reinterpreted after the map-
ping process of a dynamics into the other. In other words, in the approach
described in this text, we see that the geometry is responsible for translating
the particular way in which the fields interact, from pre-established physical
principles—minimal coupling, variational principle, general covariance—and

this interaction is taken as a case to another through the geometry itself.
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Notacao

As definigoes apresentadas neste capitulo serao usadas ao longo de todo o
texto, a menos de modificagoes previamente avisadas e pontuais. A maioria

destas defini¢bes estdo em concordancia aquelas do livro-texto [1].
e Indices gregos: «, (3,7,...=0,1,2,3;
e Indices latinos: 1,7, k,...=1,2,3,;

e Delta de Kronecker:

P I, se p=v_
Y 0, se ,u7é1/’

e Velocidade da luz ¢ = 1;

e Constante de Planck reduzida h = 1;

e Constante de Einstein k = 8% =1

e Métrica de Minkowski: 7, = diag(+1,—1,—1,—1);

e Derivada parcial (,):
Sendo A% um vetor e x¥ uma carta, a derivada parcial de A® com
respeito a x* é
e i aAa
A% = g

e Simbolos de Christoffel de primeira espécie:

1
[ﬁ% a] = Q(gaﬁw t9ay:8 —9Bva );

vii



Simbolos de Christoffel de segunda espécie:
5, = g5, Al:
Tensor de Riemann:

Raﬁ,uz/ = T@ — T«

a A « A
B,y ﬁmu‘+'rukrﬁu _'FMAFﬁV’

Tensor de Ricei:
R,uz/ = Ra,uau;

Escalar de curvatura:
R = R*,;

Equacao de campo de Einstein:

G*, = R', — $Ro#, = —kT*,;

Pseudo-tensor de Levi-Civita:

1, se (afuv) for permutacao par de 0123,
€apr =4 —1, se (afuv) for permutacao impar de 0123,
0, caso contrario;

Tensor de Levi-Civita:

Noappw = v —9 €apuv;

onde g é o determinante de g, ;

Tensor dual:
Dado um tensor antissimétrico de ordem 2 A*”, o dual deste tensor é

definido como sendo

*Aaﬁ = %UQBHVA“V;

Derivada covariante (;):
Sendo A“ um vetor contra-variante e z* uma carta, a derivada covari-
ante de A% é

(0% hd AOZ le% .
Aey, = 94T 4 T8 A%,

viii



e Operacao de simetrizagao ( ):
Ay = A + Avy;

e Operagao de antissimetrizagao []:
Apw) = A — Aupe-

X



Capitulo 1
Introducao

Nesta tese, sera apresentada uma nova maneira de descrever as equagoes
dinamicas para os campos fundamentais da fisica. Para isso devemos cons-
truir um mapa entre equagoes dinamicas distintas, tal que este mapa atue
simultaneamente em métricas do espago-tempo, nas quais estas equagoes es-
tarao definidas. No caso de campos livres, todas as solucoes de uma dada
equagao dinamica numa métrica especifica deverao ser levadas em solugoes
de uma outra dinamica em uma outra métrica.

Nos tltimos anos, temos nos dedicado ao estudo de elementos de geome-
tria Riemanniana semelhantes aos descritos pela abordagem de W. Gordon,
como apresentado em [54]. Em particular, aqueles que permitem uma forma
binomial tanto para a métrica do espago-tempo quanto para a sua inversa.
Em outras palavras, suas correspondentes expressoes covariante e contravari-

ante sao

Z]\,ul/ = Anpy‘l'B(bpy (11)

v =an + 5o, (1.2)

onde A, B, a e ( sao fungoes arbitrarias, n*” é a métrica de Minkowski num

sistema de coordenadas arbitrario e ®*¥ é um tensor simétrico definido no



espaco de Minkowski. Esta forma para a métrica requer que o tensor $#

deva satifazer a condicao
®,, P =m b, +nd), (1.3)

sendo m e n parametros arbitarios.

Esta caracteristica permite-nos escrever a métrica inversa em uma forma
binomial semelhante a métrica, evitando assim dificuldades com séries in-
finitas [14], as quais aparecem na formulagao de teoria de campos para a
gravitacao de Einstein. Dois exemplos notaveis desta propriedade podem
ser obtidos através do campo escalar (em que ®,, = 0,¢0,¢) e do campo
eletromagnético (em que ®,, = F,,*F,,), que serao analisados em capitulos
posteriores.

Todo este trabalho iniciou-se da tentativa de rescrever a equagao dinamica
de um dado campo (numa dada métrica), dinamicamente equivalente em
termos de uma outra equac¢ao (numa outra métrica) [21]. O problema que
imediatamente surgiu foi: em qual métrica? Com isso os trabalhos do Gordon
motivaram — apesar de serem distintos exatamente neste ponto — a escrever
esta geometria em termos exclusivamente do campo sob consideracao e da
geometria de fundo. Este método mostrou-se satisfatério tanto para o campo
escalar como para o campo eletromagnético e estd sendo desenvolvido para
campos espinoriais.

Em paralelo, surgiu uma outra questao simples e sutil — que até o mo-
mento nao haviamos encontrado no ambito da fisica-matematica —, que diz
respeito a relacao entre curvas geodésicas e geometria. De uma maneira
matematicamente precisa, enunciamos: dado uma curva arbitraria sobre uma
variedade diferencidvel, existe uma métrica na qual esta curva corresponda
a uma geodésica na variedade? A resposta, da maneira em que propomos
responder, é afirmativa [46]. Porém neste texto analisamos somente os casos
em que a métrica que exerce este papel é da forma descrita por (1.1), ou seja,
uma métrica binomial.

Diversas outras possibilidades de significados para estes objetos tensoriais



tém sido desenvolvidas. Por exemplo, atualmente, alguns autores iniciaram
uma tentativa de associar @w nao a uma métrica, mas sim a um elemento
de um grupo [13, 20] que mantém a dinamica invariante. Deste modo, fi-
caria claro qual é o sentido fisico (ou mesmo matematico) deste objeto em
cada caso: quando funciona como métrica, quando funciona como grupo de
simetria da dinamica ou, numa perspectiva pessimista, se é somente um solip-
sismo matemético da representagao do sistema (o que nao estd excluido do
arcabougo tedrico envolvido no método).

Entretanto, neste texto apresentamos exemplos concretos e bastante tteis
fisicamente, quando assumimos a realidade fisica da descricao de um sistema
que era puramente abstrato, segundo o procedimento que descreveremos nos

proximos capitulos e que temos denominado de Método da Ponte Dinamica.



Capitulo 2

Revisitando a métrica de
Gordon

Em 1923, Gordon [19] fez uma sugestao diferenciada ao tratar a propagagao
de ondas electromagnéticas num dielétrico em movimento como uma mo-
dificagao da estrutura métrica de fundo. Ele mostrou que as ondas eletro-
magnéticas nao se propagam efetivamente como geodésicas nulas na métrica

de Minkowski 7,,,, mas sim numa métrica dada por
g ="+ (ep — 1) vt ", (2.1)

onde € e p sao parametros constantes que caracterizam o meio dielétrico e
v é a quadri-velocidade do material sob consideracao. Posteriormente, foi
reconhecido que esta interpretacao poderia ser utilizada para descrever estru-
turas nao-lineares complexas, mesmo quando € e p dependem da intensidade
do campo eletromagnético [52] ou quando sdo fungdes mais complexas das
intensidades dos campos [61]. Em todos estes casos, o ponto crucial é que o
cone causal, o qual esta associado com a métrica efetiva, nao coincide com
o cone nulo da teoria. Isto acontece devido as modificagoes provocadas pela
presenca de um dielétrico em movimento, que altera os caminhos das ondas
eletromagnéticas no interior do material.

Diante desta situacao, coloca-se a seguinte pergunta: seria possivel que

4



tal particular descricao das ondas eletromagnéticas no interior de dielétricos
em movimento possa ser generalizada para outros casos, nos quais trajetorias
aceleradas devido a outros tipos de forcas sejam descritas como geodésicas
numa métrica associada ¢, 7 Ver-se-4 que a resposta ¢ afirmativa e uma
solucgao para isso é quando a geometria associada depende somente do movi-

mento do corpo em questao e da geometria de fundo.

2.1 Geometrizacao de movimentos acelerados

Considere um campo vetorial® u, com norma N = u,uzg®® numa geometria

dada Juv- A aceleragao de u, é definida por
°w m
Ay = Uy u”.

Agora considere um outro tensor métrico ¢, tal que

Uy 0 = f(p)uy, (22)
onde || significa derivada covariante com respeito a ¢, e f(p) é uma funcao
arbitraria do parametro p ao longo da curva. Sempre que u, é um gradiente
ou um campo vetorial normalizado, f(p) pode ser escolhida igual a zero
sem perda de generalidade. Caso contrério, é preciso ser mais cauteloso na
aplicagdo do método aqui descrito, pois f(p) pode estar definida apenas num
determinado intervalo da curva. As componentes contravariantes do campo
vetorial sao definidas por u* = ¢"u, e, consequentemente, a norma é definida
por N = q*u .

Desenvolvendo a Eq. (2.2), obtém-se

1 -
—N,

5V + Ut = f(p) up. (2.3)

1O campo de velocidades que aparece naturalmente neste formalismo é o campo definido
por formas diferenciais. Em particular, o vetor de onda k,, por ser um gradiente, é uma

1-forma diferencial exata, como veremos a seguir.



Se G, € escolhida de tal forma que esta equacao seja verificada, entao o movi-
mento acelerado de u, em g, passa a ser representado por uma geodésica
na métrica ¢,,. Dado este resultado e conhecendo a métrica de Gordon,
mostra-se que esta é um exemplo particular de tal procedimento. Ha uma
classe maior de métricas que exercem tal funcao exibindo differentes pro-

priedades geométricas, como veremos a seguir.

2.2 Caminhos de luz num dielétrico em movi-

mento: abordagem de Gordon

Comegamos por definir dois tensores antissimétricos F), (eletromagnético)
e P,, (polarizacao) representando o campo eletromagnético total dentro do
meio material. Estes tensores sao expressos em termos dos campos elétrico

e magnético K" e H”, e dos campos induzidos D* e B* como segue

F, Ewv, — Ev, + nw,aﬁvaBg,

PHV = D“’U,, — D,,’U“ + npyaﬁvaHﬁa

onde v* ¢ um quadri-vetor velocidade comével com o dielétrico e 7,,* é o
tensor de Levi-Civita. Assumimos que as propriedades eletromagnéticas do

meio sao caracterizadas pelas seguintes relagoes constitutivas

D, = ¢.”(E,H)E,, Ba= p"(E,H)H,,

onde €,/ (E, H) e p.*(E,H) sao a priori tensores arbitrarios. Com isso,
considera-se as equagdes de Maxwell em um meio dielétrico [32] com per-
missividade € e permeabilidade u, as quais caracterizam o dielétrico e, além
disso, considera-se v* como sendo um campo de velocidades comovente com

o meio. Ou seja, podemos escrever estas equacoes como



(2.4)
PR, =0,
sendo *F* o dual do tensor eletromagnético.

Ao longo deste capitulo, assumimos que o espago-tempo plano de Minkowski
representa a geometria de fundo, que a permeabilidade é uma constante
1o € a permissividade depende somente da norma do vetor campo elétrico
E = /—E,E*, ou seja, ¢ = ¢(F). Apesar dos calculos serem mais longos,
¢é razoavelmente simples generalizar as equagoes abaixo para o caso de um
espago-tempo curvo. Sera considerado que o campo de observadores comoveis
com o dielétrico é tal que v*., = 0. Logo, as Egs. (2.4) em termos dos vetores

deslocamento elétrico D* e indugao magnética B* sao

D“;V'UV — l)y;y'U’u + n“yaﬁ'UQHﬁ;V = 07
(2.5)

B*., v — BY ot — n Py, Eg.,, = 0.
Projetando estas equagoes com respeito a v#, obtém-se equagoes de movi-
mento nao-lineares descrevendo o campo eletromagnético no interior do meio

dieletrico

B = #Ea;ﬁ =0,

MOHQ;Q = 07
(2.6)

. A,
eEN — E/E#Ep;a + nAﬁpgvag;g =0,

,uOH’\ — 77’\5””va0;5 =0.
Por conveniéncia, define-se o vetor unitario [* fixando-se E* = EI*, onde [*
satisfaz [ {® = —1.
Em primeira ordem de aproximagao, as condigoes de Hadamard [25] im-

postas sobre a propagacao de ondas dao as superficies caracteristicas 3.

Tomando as descontinuidades das Eqs. (2.6), segundo as relagoes



[E%)\]E = 6}1]{‘3\7 [H,u,)\]E = hpk:)\, (27)

onde e, e h, sao as amplitudes das descontinuidades, obtém-se
/
ek%e, — EEEQ6QE6]€5 =0,
,U(]hak‘a = 0,

ek®v, et — E—/E’\e Vko E* + 0Bk v hg = 0
o E A o n vUalls )

,uok‘avah’\ — 77’\5”"1{:52;,)60 =0,
sendo que k, = 0,2 é o vetor de onda e € ¢é a derivada de € com relagao a

FE. Combinando estas equagoes, encontra-se a seguinte relacao intermediaria

kP !
,uok‘%ku + ek v, et — %E’\ewak‘aE“ =0, (2.9

o — ()
Lokav®
a qual, multiplicando por £, e eliminando o termo k*e,, resulta na relagao

de dispersao

/
(77“” + (po€ — 1+ po€ EYv*v” — G—EE“E> kuk, = 0. (2.10)
€

Veja que o envelope de descontinuidades propaga-se diferentemente do cone
de luz do espago de Minkowski da teoria linear. Neste caso, a estrutura causal
¢ dada por uma geometria Riemanniana? efetiva . Deste ponto de vista,

k, ¢ considerado como sendo um vetor do tipo-nulo em relacao a g, isto é

9" kyk, = 0. (2.11)

A expressao da geometria efetiva é dada por

/
E

" =" + (o€ — 1 + poe' E)v*o” — el (2.12)
€

2Matematicamente, o tensor métrico é denotado por um tensor covariante de ordem 2.
Porém, aqui reserva-se o nome de “métrica” também a um tensor contravariante de ordem

2, pois, em particular, este é o caminho natural pelo qual a métrica de Gordon aparece.



Um célculo simples mostra que a métrica inversa é

1 ¢
G = Ty — (1 = ———— ) w0, 4+ ——11,,. 2.13
G = ( M0€(1+€))U“U+1+€“ (2.13)

€F
-

onde
£ =

Em particular, quando € é constante, esta formula se reduz ao resultado
do trabalho pioneiro de Gordon, no qual ele mostra que as ondas eletro-
magnéticas dentro de um dielétrico em movimento nao se propagam como

geodésicas na geometria de fundo 7,,, mas na métrica efetiva

g ="+ (epo — 1) v 0, (2.14)

a qual depende somente das propriedades do dielétrico como g, € e v, como
dito anteriormente. Note que esta métrica é a mesma para todo k,, ou seja,
a mesma para todas as solugoes das Eqs. de Maxwell (2.8). A magnitude
N do vetor de onda no espago-tempo de Minkowski (escrita em termos das

propriedades do dielétrico) é determinada pela relagao de Gordon

G kuk, = (" + (epo — 1) vHo”) kyky, =0 =
(2.15)
= N = (1 — poe)(k.v)?,
sendo k.v = k,v°.

A anadlise da propagacao de ondas em meios materiais e o estudo de ge-
ometrias efetivas sao particularmente interessantes na investigacao de mode-
los andlogos de gravitacao [54, 52]. Uma discussao completa sobre o assunto
pode ser encontrada em [59] e suas referéncias. Neste capitulo aponta-se
apenas um paralelo entre essas geometrias a semelhanca daquelas de Gordon
e algumas possiveis aplicacoes de ambas as classes de métricas. O interesse
do nosso método no trabalho do Gordon é somente resgatar o papel exercido

pela métrica efetiva no contexto das ondas eletromagnéticas.



2.3 Meétricas Binomiais: caso especial

Dados os elementos apresentados na introducao, nesta secao limita-se a
andalise do caso mais simples no qual dado um campo de velociodades u*,
fixa-se " da métrica (1.1) como sendo utu”. Assim, os coeficientes das

métricas covariante and contravariante estao relacionados por

_ 1 ___ B
A_a’ B= ala+ 8)’

onde foi escolhido u,u,n* =1 e a métrica escrita na forma
" = an' 4+ put u”.

A derivada covariante de um vetor qualquer X* na métrica ¢, é definida
por

X=X, + T2, X",
Neste caso, o simbolo de Christoffel de segunda espécie correspondente é

construido usando ¢*”. Note que podemos decompor ffw da seguinte forma

=1, +K,, (2.16)

onde I'},, é o simbolo de Christoffel construido com a métrica de fundo e K,
¢ um verdadeiro tensor. A descricao de uma curva acelerada® no espaco-
tempo plano como uma geodésica na métrica ¢, ¢ possivel, se a seguinte

condicao é satisfeita

(uw, - ffw ue) u =0, (2.17)

aqui foi usada a métrica ¢"” para escrever u* = ¢" u, = (a+()u*. Portanto,

(uw, — ffw ue) u” = 0. (2.18)

3Note que estamos lidando aqui com uma colecio de caminhos I' que normalmente é
chamada de congruéncia de curvas. Entende-se que cada elemento desta colegao refere-se a
particulas que tém as mesmas caracteristicas. Por exemplo, se a aceleracao é devido a um

campo elétrico estatico, todas as particulas de I' devem ter a mesma razao carga-massa.

10



A fim de preservar a norma 4/, ao longo da curva assume-se 3 ,u” = 0, sem
perda de generalidade (o que corresponde a uma simples reparametrizagao
ao longo das curvas). Uma vez que a aceleragao na geometria de fundo é
definida por a, = u,, u”, a condigao de movimento geodésico em ¢, toma

a seguinte forma

ap = K, ucu”, (2.19)

a qual se reduz a

a, == ; B o G (2.20)

Apesar de I, ser uma conexao, a projegao e a decomposi¢ao em termos das
defini¢oes na geometria de fundo nos d4, ao final, um verdadeiro vetor.
Usando a expressao de gnp € combinando-a com a condi¢ao (2.18) segue

que
Ou(a+ B)
2(a+ 0)

Isto significa que o vetor aceleragao a, deve ser um gradiente de uma funcao

a, + =0.

escalar ¥, ou seja,

a, = 0,0, (2.21)

Logo, a expressao dos coeficientes a e 3 da métrica ¢*” sao dados em termos

do potencial ¥ da aceleracao, a partir da relagao

a+p=e?". (2.22)

Este exemplo simples fornece uma férmula muito 1til para o tratamento
especifico de um campo de velocidades cuja aceleracao provém de um gradi-
ente. Posteriomente, sera analisado o caso em que ¥ representa o potencial

gravitacional.
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2.4 Métricas Polinomiais: caso geral

Uma vez que a abordagem de Gordon depende fortemente da velocidade v do
dielétrico, parece-nos razoavel introduzir uma outra métrica ¢,, que descreve
os mesmos resultados obtidos por Gordon do ponto de vista cinematico e,
além disso, reduz a dependéncia na velocidade do meio. Por razoes praticas,
seria 1til enfraquecer esta restricao dado que é mais facil determinar a forma
do pacote de ondas eletromagnéticas no laboratério do que realizar a cons-
trugao de meios dielétricos nao lineares com parametros arbitrarios €, € ftas
— apesar dos grandes avangos nessa area de pesquisa recentemente [69, 66].
Vamos mostrar também que é possivel escolher uma classe de geometrias
que desempenham o mesmo papel que a métrica de Gordon, a qual depende
apenas do angulo k,v® entre o vetor de onda k, e o vetor velocidade do
dielétrico v®. Este resultado é facilmente obtido e para exemplificar listamos

alguns casos abaixo:
i) Considere o caso no qual a métrica ¢* é dada por

" = an™ + BE" KV
e a inversa como sendo

1 g

Guv = Enmx - m kf“ k‘,,.

Dado que o vetor de onda k, ¢ um gradiente de uma dada superficie X,
tem-se
k[“7y] - 0

Substituindo este resultado na Eq. (2.3) segue que k, satisfaz

A

N,=0 = N = constante.

Para que este vetor siga um movimento geodésico em ¢, ¢ necessario que
k, deva ter norma constante em ¢,,. A expressao explicita para este vinculo

é

12
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N =(a+BN)N =1, (2.23)

onde a unidade foi escolhida apenas por simplicidade.

Nota-se que esta abordagem transforma o vetor de onda nao-normalizado
k, no espaco-tempo de Minkowski num vetor de onda do tipo-tempo nor-
malizado em @,,. Este fato nao viola a invariancia de Lorentz, pois tudo se
passa dentro do dielétrico. Observe que nao é possivel fixar N igual a zero,
caso contrario, a métrica estaria mal definida. Este resultado notavel, que
¢ vélido devido a norma constante de k, em ¢,,, nao garante que o vetor
de onda seja do tipo-nulo em qualquer geometria ¢,,. Outra caracteristica

importante é que a magnitude do vetor velocidade comével ao dielétrico
" v, = a+ B(kv)?

nao é positiva definida, o que permite um observador mais rapido que a luz

no interior do meio. Por exemplo, se
a+ B(kv)* =0,
entdo, usando a Eq. (2.15), obtemos

_ (poe—D)a
§= e

Substituindo este resultado na Eq. (2.23), resulta em

1
_,UOEN'

«

Portanto, a métrica ¢"*” com esses valores de v e 3 produz o seguinte resul-
tado: o vetor de onda k, torna-se normalizado e do tipo-tempo, enquanto
que a velocidade do dielétrico sendo um vetor do tipo-tempo passa a seguir
uma geodésica nula em g, .

Note que a métrica ¢* apresentada nas secoes precedentes nao é inica.
Podemos ampliar o conjunto de métricas que tém as mesmas propriedades a-

presentadas acima acrescentando outros termos em ¢*”, desde que a condigao

13



(1.3) seja valida. Para exemplificar estes casos consideramos:

1) Quando a métrica polinomial é dada por

Q" =" + BE K + Sata”,

sendo a, a aceleragao de k, na métrica de Minkowski. Sua inversa tem um

termo extra e é dada por

Qu = N + By ky, + Aaya, + Aaukyy,

onde 51— 6a?)
—da
B—_P—0)
X )
5(1+ BN)
A= TP
X )
e .
35N
A=
2X
Aqui definimos a? = —a%a,, N = N k" e

N2
X51—5a2—|—ﬁN—ﬁ5<T—l—Na2>.

O aparecimento de um termo extra também acontece com a métrica in-
versa quando consideramos o termo a*k), ao invés de a*a”. Em ambos
os casos, um termo adicional necessariamente quebra a simetria polinomial
entre a métrica e a sua inversa. No entanto, apresentamos os calculos para
este caso focando apenas na métrica com o termo aa” e indicamos que os
resultados sao muito semelhantes quando apenas o outro termo é considerado
separadamente.

A condicao de movimento geodésico para o vetor de onda leva-nos a

N:(1+6N)N+%N2:0.

14



Note-se que esta abordagem permite um movimento através de uma geodésica
nula para o vetor de onda k,, pois foi possivel escolher N = 0 sem ambigui-
dades com a métrica. Este é o caso mais simples em que recupera-se os
resultados de Gordon (k, sendo uma geodésica nula na métrica efetiva). A
norma do vetor v* é indeterminada e, em principio, pode ser escolhida igual

ou diferente de zero, como vimos no caso acima.

i71) O caso mais geral, envolvendo derivadas de primeira ordem de k,,
ocorre quando a métrica é expressa sob a forma
¢ = an™ + BK* K + data” 4+ Nat kY
e sua inversa é dada por
R 1
Qu = Em” + Bk, k, + Aaya, + Nag,ky.

Os coeficientes do tensor métrico covariante sao dados por

Bla —da?) + \a?

B=-— 7 ,
A _d(a+BN) - NN
7 )
€ . .
A= _)\(2a+N)\) — 280N
27 ’
onde

: N2
7 =a|a®—ada®+ aBN +aNX — (5 — \?) <T—|—Na2>] .

Uma vez que este caso envolve mais graus de liberdade do que equacoes
a serem satisfeitas, pode-se recuperar todos os resultados apresentados ante-
riormente com diferentes relagoes algébricas. Em particular, a magnitude do

vector de onda é dada por

N = (a+ BN + ANIN + %N
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Observe que a métrica e sua inversa tém o mesmo nimero de termos polino-
miais conforme requerido no inicio. Isso nao occoreu nos ultimos dois exem-
plos em que um termo extra era necessario na expressao da métrica inversa.
Seguindo este raciocinio, na préxima se¢ao vamos usar apenas os casos (i) e
(7i1) que satisfazem as condigoes (1.1) e (1.2). Além disso, como um exem-
plo pratico, escolhemos o potencial ¥ como sendo o potencial Newtoniano e

analisaremos as métricas g, resultantes deste método.

2.5 Aplicagoes

2.5.1 Identificando ¥ com o potencial gravitacional

Uma descricao importante da gravitacao Newtoniana pode ser expressa em
termos de uma representacao geométrica do campo gravitacional. Isto pode
ser feito fazendo uso de potenciais efetivos, os quais correspondem a co-
nhecida aproximagao pés-Newtoniana parametrizada (APNP) [73]. Podemos
comparar alguns resultados da APNP — em particular, aqueles relativos as
previsoes da Relatividade Geral (RG) correspondentes a corregoes da teoria
da gravitagao de Newton no sistema solar — com alguma métrica ¢, dada
pela condicao de movimento geodésico no caso de queda livre, por exemplo.

Neste momento, ressaltamos que §,, apenas imita as caracteristicas de
movimento geodésico de solugoes da GR. Nao hd nenhuma equagao dinamica
para ¢, e nao estamos propondo tal teoria. Serd analisada apenas uma
analogia puramente cinematica.

Esta secao é principalmente para mostrar que a descri¢ao de fenomenos
fisicos que envolvem aceleracoes como caminhos geodésicos numa dada ge-
ometria nao é um privilégio da RG, apesar desta teoria ter sido a primeira a
atentar para esta possibilidade, mas apenas uma escolha delicada da métrica.
Em acordo com as ideias de H. Poincaré sobre descri¢oes geométricas do
mundo fisico [62], em traducao livre, citamos um de seus escritos sobre fisica

e geometria:
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Num espaco nao-FEuclidiano, no qual seria menos conveniente, entretanto
tao legitimo como 0 nosso espaco comum, a eEnuNciacao poderia ser mais com-

plicada, mas ainda assim seria possivel.

Em outras palavras, se formos suficientemente habilidoso para escolher a
métrica do espaco-tempo, um movimento acelerado numa determinada ge-
ometria pode ser devidamente descrito como uma geodésica em algum outro
espago.

Por conveniéncia, considere o espaco-tempo de Minkowski em coorde-
nadas esféricas e um dado campo de observadores u, = (1, f(r),0,0), o qual
¢ definido pelo gradiente da fungao ¥ =t + F'(r)?. Este vetor é acelerado na
geometria de fundo e sua aceleracao é dada por

1
Qy = u,u,z/uy = §N,u = (07 _ff/7070)7

)

onde o simbolo ’ significa derivada com respeito a coordenada radial r e
N = w,u,n™.

Podemos escolher a fungao escalar ¥, que define a aceleragao a, = 0,V
como sendo o potencial newtoniano. Assim temos uma relagao direta entre
N e ¥ dada por

N=14+20=1-"2
.

onde rgy = 2M e M é a massa geométrica da fonte do campo gravitacional.
Nesta féormula, a unidade ¢ importante para fixar u,u* = 1 na auséncia do
potencial gravitacional. Para seguir adiante nos calculos de uma maneira
mais didatica, separamos a andlise em duas etapas com respeito as formas

funcionais da métrica g,:

i) Considere a métrica ¢"” como segue

4Esta situacdo pode perfeitamente ser adaptada & descricio de vetores de onda em

meios materiais.
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" =" + futu”. (2.24)

A métrica inversa é

(j;w =Nuw — m Uy Uy - (2-25)

A condicao para que u, siga uma geodésica nesta métrica é fornecida por
1

i = 5N, =0, (2.26)

onde u" = ¢"u, = (1 + SN)u" e o médulo de u, em ¢, é
N = itu, = (1+ BN)N,

o qual impde via Eq. (2.25) que este seja uma constante diferente de zero.

Por conveniéncia, fixamos N = 1. Isto implica que ( é dado por

_1-N TH/T
N2 _( _T_H)2'
£

g

Uma expansao em lei de poténcia em termos de € = ry/r da métrica
(2.25), que corresponde ao limite de campo fraco (grandes distancias), resulta

nas seguintes expressoes

Goo = 1—"E(1+5L)+0(&),
an = — (37 (1+ 5 + o), (2.27)
i = —1= () (1+ ) + 0.

Vé-se que esta métrica nao corresponde a solucao de Schwarzschild line-
arizada (mesmo em coordenadas de Painlevé-Gullstrand devido ao expoente
3/2 ao invés de 1/2 na componente go1). Esta métrica é muito provavelmente
similar a alguma aproximacao pés-newtoniana se considerarmos fontes em

movimento para o campo gravitacional [73].
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i1) Considere ¢, dada por

Cj,uz/ = Nuv + Bu,u Uy + A Qy Ay + Aa(“ Uy)- (228)

As componentes da métrica sao dadas explicitamente por

oo = 1+ B,
don = f(B—=Af), (2.29)
Giu = —1+ fA(B+Af?%—-2Af").

As demais componentes espaciais sao idénticas as da métrica de Minkowski
em coordenadas esféricas. A condicao que leva u, a seguir uma trajetéria
geodésica nesta métrica é imposta sobre sua norma através de

v N- A(a®N + N?/4)
B Z

= const., (2.30)
onde
72

. 2
NA N
ZE(l—l—T) —a2A+NB+a2NA2—BA<a2N+T>

Analogamente a secao anterior, denotamos por N o termo N ut.
Neste caso, pode-se escolher tanto N = 0 quanto N = 1. Analisemos

ambos casos separadamente:

ii.a) Se N =0, a Eq. (2.30) implica em

N
a®N + N?/4

Dado que u, ¢ do tipo-nulo na métrica ¢,,, espera-se obter as compo-
nentes da métrica segundo a aproximacao PNP responsaveis por descrever
corretamente a deflexao dos raios luminosos, a qual é dada pela componente

1 — 1 da métrica. Portanto, com as consideracoes acima, obtemos
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A= % (2.31)
A 4 (7’2 )2 (1T
onde f' = —(1/2r)\/rg/r. Em termos das componentes da métrica, temos

Goo = 1+ -1 4 0(e?),

H
oo = 0+ O(¥?), (2.32)
. 2
Ggn = —1-2 4+ (TL)" 4 0.

Note que um termo linear em r nao esperado aparece em ¢y devido a nossa
consideracao. Se tentamos eliminar este termo, inevitavelmente o regime
plano assintético é perdido pelas demais componentes da métrica. Deste
modo, o problema persiste.

i1.b) No caso em que N = 1, podemos reproduzir a aproximacao linear

da solucao de Schwarzschild. Isto é,
. 2
Goo = 1—="H+2(5)" +0O(e),
do = 0+0(e/?), (2.33)

g1 = —1-THL 4+ 0().

Este resultado s6 é possivel sendo os parametros da métrica dados por

Bo= e
A = %, (2.34)
Af? = —(1+35) (1428

Observe que §goo difere dos resultados APNP ja na segunda ordem de
aproximacao em €, o que certamente produzira discrepancias no termo de

ordem superior na expansao.
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Estes calculos foram feito basicamente de modo a ilustrar algumas analo-
gias entre as geometrias ¢, e aquelas estudadas em modelos andlogos. Por
esta razao, a primeira ordem de aproximagao € suficiente para correlaciona-
las cinematicamente. Se levarmos a sério essa abordagem, procurando uma
analogia cinematica perfeita, a introducao de um potencial nao-linear W
na equacao de Newton torna-se necesséario e, entao, pode-se reproduzir ex-
atamente a solucao de Schwarzschild. Neste caso, devido ao ntmero de
parametros arbitrarios, podemos demonstrar facilmente que num cenario
similar ao tratado previamente (onde N = 0), se impusermos de saida que a

métrica (2.28) é Schwarzschild, obtemos um potencal dado por

Esta generalizagao do caso anterior envolve uma questao muito delicada
sobre a dinamica de ¥, pois nao conhecemos na fisica cotidiana um poten-
cial deste tipo. Por isso, neste capitulo, discutimos apenas as propriedades
cinematicas da trajetoria de particulas num regime bem estabelecido para

que haja uma interpretacao fisica imediata daquilo que estamos propondo.

2.5.2 Movimento circular no espago de Minkowski

Consideremos o caso simples de um corpo acelerado se movendo circular-
mente numa dada variedade. Para isso, comecamos por escrever a seguinte

métrica em coordenadas cilindricas (t,7, ¢, z), dada pelo elemento de linha

ds* = a*[dt* — dr* — dz* + g(r)d¢* + 2h(r)dedt], (2.35)

onde a é uma constante. FEscolhemos a seguinte base de tétradas dadas

implicitamente pelas 1-formas
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00 = a(dt+ hdo),

0 = adr,
02 = aAdo,
0 = adz,

(2.36)

donde denotamos A = \/h? — ¢g. As tinicas componentes nao nulas do tensor

de Riemann R*pcp na base escolhida sido

1 /K2
0 _
Fhow = 3 (A) ’

R L (h WA
112 — 2@2 A A2 ]
1 /h\?

0 f— _ JE—
1 [A” 3 /R
P = 535 (5) |

onde ' significa derivada com respeito a coordenada radial r.

No caso R*pcp = 0, obtemos

h' = 0; A" = 0.

Resolvendo estas equagoes, encontramos

h = constante; A = wr,

onde w é uma constante. Portanto, Eq. (2.35) torna-se

ds® = a®[dt* — dr® — d2* + (h* — w*r?)d¢® + 2h dpdt)].

Se considerarmos o campo de observadores
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1
Ry Y
av/h? — w?r? %2

a este vetor corresponde um vetor aceleracao dado por

w?r
Cl“ = (0, m,o,()) .

Isto implica que a, = 0,V, sendo

vt =

20 = — In(h? — w?r?).

Esta situagao é similar ao caso anterior uma vez que a aceleracao é um
gradiente. O parametro $ da métrica (1.1), dado pela expressao (2.22), pode
ser escrito como

1+ 8 =h* —w*r?,
onde consideramos « = 1, por simplicidade. O elemento de linha construido

com esta métrica é definido como sendo

ds*  w'r' —w*r’h® + 1

a2 (B — wk?)? dt* + dg* +

2h

No caso em que h? — w?r? > 0, curvas aceleradas do tipo-tempo fechadas
(CTC) aparecem na geometria de fundo. Este mapa leva estas curvas em
geodésicas do tipo-tempo fechadas (CTG) na geometria §,,. Observe que hé
um singularidade real em 7 = h/w e que @y troca de sinal em
h? £ Vht—4

2

De modo a esclarecer o que esta ocorrendo com estas geodésicas em particular

Wit =

e quais as propriedades nao-triviais que emergem deste resultado, pretende-
se fazer uma andlise mais detalhada deste caso. Entretanto, de comeco, tem
sido muito dificil entender como foi possivel encontrar curvas do tipo-tempo
fechadas no espaco de Minkowski proximo da origem. Esta questao ainda nao
foi esclarecida completamente mas, por nao afrontar diretamente a proposta
do nosso método, deixamos sua analise minuciosa para ser feita num trabalho

posterior, fora do escopo desta tese.
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2.5.3 Movimento circular na geometria de Godel

A métrica de Godel [22] pode ser obtida da métrica apresentada na segao
anterior (2.35), onde a é uma constante relacionada com a vorticidade a =

2/w? e as funcgoes h(r) e g(r) sao dada por
h(r) = V2 senh?r;

g(r) = senhzr(senhzr —1).

Na Ref. [57] foi apontado as propriedades acausais de uma particula se

movendo numa érbita circular ao redor do eixo z com quadri-velocidade

1
v = 10,0, 0.
< asenhr \/senh’r — 1 )

A este vetor corresponde um vetor aceleracao dado por

2
S (0 coshr [2senhr — 1]]’0’0) .

)
a2 senhr [senh?r — 1

O que significa que a, = d,¥, sendo
¥ = — In(senhr /senh®r — 1).

Novamente estamos numa situacao onde a aceleracao é o gradiente de um

potencial. Neste caso, o parametero 5 da métrica (1.1) é dado por
1 + 8 = senh?r(senh®r — 1).

A métrica ¢, tem entao a seguinte expressao escrita em termos do elemento

de linha infinitesimal

~2
ds 3 — senh’r V2

— = ————————dt* + d¢* + 2————do dt — dr* — d2*. 2.40
a®  (senh?r — 1)2 gt senh’r — 1 ¢ : © (2.40)

A partir da andlise das geodésicas na geometria de Godel, o dominio

r < re onde senh’r. = 1 separa a regido causal das regides acausais do
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espago-tempo. Isto esta relacionado com o fato de que uma geodésica que
atinge o valor r = 0 estd confinada dentro do dominio €2, definido pela regiao
0 < r < r. (ver Ref. [51] para obter maior detalhes sobre o movimento
geodésico na métrica de Godel). No entanto, o campo gravitacional é finito
na regiao r = r.. Nada semelhante acontece na métrica (2.40), jd que em
senh?r = 1 existe uma singularidade real nesta métrica. Somente o dominio
exterior é permitido. Isto significa que para este tipo de curva acelerada na
geometria de Godel, o dominio permitido para a métrica ¢, ¢ precisamente
toda a regiao acausal.

Assim resumimos este capitulo com o seguinte:

Lema. Para qualquer caminho acelerado I' descrito pelo quadri-vetor veloci-
dade v, e aceleragao a, em uma determinada geometria Riemanniana g,
sempre podemos construir outra geometria @, que chamamos de métrica
arrastada, que depende apenas de g,.,,v, e a, tal que o caminho I' € uma

geodésica em Q.

No proximo capitulo analisaremos o que acontece quando assumimos uma
realidade fisica para g, e uma certa universalidade no sentido de satisfazer
o principio da equivaléncia da relatividade geral, porém no contexto de uma
teoria escalar da gravitacao. Resultados altamente nao-triviais serao obtidos

e novos caminhos surgirao para este tipo de abordagem.
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Capitulo 3

Teoria escalar-geométrica da

gravitacao

Neste capitulo, veremos como a métrica efetiva apresentada no capitulo an-
terior pode ganhar um cardter universal (deixando de ser somente efetiva),
quando assumimos que esta geometria é aquela que descreve os fenomenos
gravitacionais e a unica que interage diretamente com a matéria [50].

Nos ultimos anos, estudos tém sido feitos revisitando a teoria escalar
de gravitacao e apontando as razoes pelas quais essa teoria foi abandonada
—cf. [17], [18], [67] e [73] e referéncias para uma revisao completa sobre as
teorias escalares da gravitacao. As criticas vao desde os fundamentos tedricos
até os observacionais e sao baseadas nas hipdteses feitas desde a proposta de
Einstein-Grossmann [71], que diz que as teorias escalares da gravitagao devem

essencialmente satisfazer trés condigoes:

e A teoria é descrita numa geometria conformalmente plana e a métrica

de Minkowski é observavel;
e A fonte do campo gravitacional é o traco do tensor momento-energia;

e O campo escalar é a generalizagao segundo a relatividade especial do

potencial newtoniano.
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Neste capitulo, apresenta-se uma nova possibilidade para a descricao da
interagao gravitacional em termos de um campo escalar ®, isto é, uma
gravitacao escalar-geométrica (GSG)!. Os trés pressupostos acima citados
nao se realizam em nossa teoria. Em particular, veremos que a crenga geral
de que a tunica fonte possivel de uma gravitacao escalar é o traco do tensor
momento-energia nao é valida.

Esclarecemos desde o inicio que esta nao é uma gravitacao escalar no
sentido da relatividade especial e o adjetivo geométrico aponta-nos sua seme-
lhanca com a relatividade geral, ou seja, estamos construindo uma teoria
métrica da gravitagao. Em outras palavras, seguimos a idéia principal da
relatividade geral e assumimos como um a priori que a gravidade é descrita
por uma geometria riemanniana. Na relatividade geral, as 10 componentes
do tensor métrico sao as varidveis basicas da teoria. Na GSG, o tensor
métrico é determinado pelas derivadas de uma quantidade fisica fundamental
representada pelo campo escalar .

Isto significa que, apesar de fazermos uso de um campo escalar para re-
presentar todos os processos gravitacionais, nds nao seguimos os exemplos
anteriores de gravitacao escalar, por exemplo, a “Entwurf Theory” de Ein-
stein e Grossmann. Antes de apresentar as razoes que nos motivaram a

realizar esta proposta, vamos resumir as principais caracteristicas da GSG:

e A interagao gravitacional é descrita por um campo escalar ®;
e O campo P satisfaz uma dinamica nao linear;

e A teoria satisfaz o principio da covariancia geral, ou seja, esta nao é
uma teoria restrita ao dominio da relatividade especial e de espagos

planos;

e Todo tipo de matéria e energia interage com ® unicamente através da

LGSG ¢ a sigla em inglés para geometric scalar gravity. Decidimos manter a sigla para

preservar o nome originalmente dado.
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métrica pseudo-riemanniana

Qv = AN + b0, 0,P; (3.1)

e As particulas teste seguem geodésicas na métrica gravitacional ¢, ;

o ® esta relacionado de uma maneira nao trivial com o potencial newto-

niano P y;

e Asondas eletromagnéticas se propagam como geodésicas nulas na métrica
14
qr.

Os parametros a e b sao funcionais do campo escalar ® (que serdo especi-
ficados quando fixarmos a lagrangiana do campo ®). A métrica auxiliar
(Minkowski) n*” é inobservavel, pois o campo gravitacional se acopla com
a matéria somente através de ¢"”. Seguimos os principais passos da rela-
tividade geral ao assumir que uma tnica entidade geométrica interage com
todas as formas de matéria e energia e que a geometria subjacente a todos
os eventos é controlada pelos fenomenos gravitacionais.

A partir deste postulado segue imediatamente que a geometria do espaco-
tempo é um processo evolutivo identificado com a dinamica do campo gravita-
cional. Esta hipotese da relatividade geral esta contida em cada experimento
como um exemplo especifico de uma geometria resolvendo essa dinamica.

O segundo postulado importante da relatividade geral afirma que a métrica
acopla-se universal e minimamente a todos os campos do modelo padrao,
substituindo em toda parte a métrica de Minkowski pela métrica do espaco-
tempo. Vamos aceitar também este postulado, mas investigamos uma forma
especial para a métrica riemanniana que representa o campo gravitacional.
Vamos descrever a origem deste distanciamento com a relatividade geral
numa secao posterior depois de analisar o caso da relatividade geral.

Uma observagao final diz respeito ao nosso método de identificar a forma
correta da dinamica do campo escalar. A acao de uma dada teoria é geral-

mente construida com certos principios e regras. Por exemplo, poder-se-
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ia querer impor covariancia geral, principios de simetria, tais como a in-
variancia de calibre ou alguma limitacao na ordem das derivadas. Embora
estes principios em especifico sejam preservados na nossa teoria, natural-
mente eles nao sao suficientes. Adotamos um procedimento voltado para as
observagoes e tentamos determinar a forma da dinamica da teoria a posteri-
ort, como uma expansao em série no campo ¢ cujos coeficientes sao fixados
a partir das observagoes. Isto significa que avangaremos passo a passo, se for
o caso, adicionando novos termos a lagrangiana quando necessario e continu-
amos tal procedimento até que a teoria alcange sua forma final, descrevendo
corretamente o maximo possivel de fendmenos gravitacionais. No que segue,
apresenta-se um exemplo de como esta estratégia pode ser usada na anélise
do movimento de particulas teste (como as 6rbitas planetédrias) do campo

gerado por um corpo massivo no regime quase-linear.

3.1 Descricao da relatividade geral como uma

teoria de campo

Embora a relatividade geral seja normalmente apresentada no quadro de uma
geometria riemanniana, é possivel descrever totalmente a teoria da gravitacao
de Einstein em termos de um campo de spin-2 propagando-se num espaco-
tempo arbitrario de fundo. O caso minkowskiano foi investigado por diversos
autores (ver detalhes em [24] e [14]) e para uma geometria de fundo genérica,
o modelo foi descrito por [8] e [23].

A ideia principal pode ser resumida da seguinte forma: considere um
espaco de fundo dotado da métrica Minkowski (apenas para simplificar nossa
exposi¢ao). Em um sistema de coordenadas lorentziano a métrica de fundo
toma a forma constante. Podemos até assumir sistemas de coordenadas

gerais. No entanto, o tensor de curvatura permanece identicamente nulo:

R (Neo) = 0.

De agora em diante 7),,, corresponde as componentes (nao necessariamente
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constantes) da métrica de Minkowski num sistema de coordenadas qualquer.

Sendo assim, introduzimos um tensor simétrico h,, de ordem 2 e escrevemos

g = (32)

Esta forma binomial é uma expressao exata para a métrica g". Entretanto,
note que sua inversa, o tensor covariante g, nao possui uma forma binomial

em general, mas pode ser escrita como uma série infinita:
gHV — ’)7“1, - h'/»“’ ‘I‘ h“a h,al, ‘I‘
Existem dois postulados principais nos fundamentos da relatividade geral:

e A gometria de Minkowski nao é observavel. Matéria e energia inter-
agem gravitacionalmente apenas através da combinagao n**4h*" e suas
derivadas. Toda particula teste em um campo gravitacional move-se

ao longo de uma geodésica em relacao a métrica g, ;

e A dinamica da gravitacao é descrita por uma equacao que relaciona o
tensor de curvatura contraido R, com o tensor momento-energia da

matéria.

A teoria escalar da gravitacao que estamos apresentando lida com uma
modificacao da métrica plana de Minkowski semelhante a relatividade geral.
No entanto, ha uma diferenca muito importante em relagao a origem da
curvatura do espago-tempo e da sua dinamica. Em nosso modelo da forma

(binomial) da métrica g,,, vem de um principio que explicaremos agora.

3.2 O surgimento da geometria na gravitacao

escalar

Nesta secao vamos mostrar que uma métrica g,, naturalmente aparece em

certas teorias nao-lineares de campos escalares. Vamos comegar por consi-
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derar a seguinte lagrangeana nao-linear no espago-tempo de Minkowski
L=V(®)w, (3.3)

onde w = 90,9 0,P. Para V = 1/2 este é apenas o caso de um campo
escalar livre, sem massa, satisfazendo a equacao de Klein-Gordon. No caso
geral, o termo cinético usual é rescalado por uma amplitude — um potencial
V(¢) — dependente do campo. Lembramos que estamos usando n*” para
apresentar a teoria num sistema de coordenadas arbitrario, uma vez que a
teoria satisfaz o principio da covariancia e, portanto, nao ha nenhum sistema

de referéncia privilegiado. A equacao de campo é

1V

M (\/—77 nt &,CD) + Sy w= 0, (3.4)

1
V=
onde V' = dV/d® e n é o determinante de 1), .

Um resultado notavel é que a equacao de campo acima (3.4) pode ser
vista como uma equacao de Klein-Gordon para um campo ® sem massa
se propagando num espaco-tempo curvo cuja geometria é governada pelo
proprio campo. Em outras palavras, a mesma dindmica pode ser escrita
ou numa métrica de Minkowski ou numa outra geometria construida em
termos do préprio campo escalar. Seguindo os passos estabelecidos em [54],
introduzimos o tensor métrico contravariante ¢" pela férmula binomial

g

v =an + » HD " P, (3.5)

onde O*® = n* 9,® e os parametros «a e 3 sao funcoes adimensionais? de .

A expressio covariante correspondente, definida como a inversa q,,, ¢** = 5:},

2A quantidade w pode ser escrita em termos de seu correspondente
2=0,920,9q¢",
se especificarmos a lagrangiana da teoria. De fato, temos
Q= (a+ P w.

A partir desta expressdo, fornecendo « e (3 obtemos 2 como funcao de w e ®.
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¢ dada também por uma expressao binomial®:
_1 p
D = v ala+ p)w

Agora perguntamos se é possivel encontrar a e 3, de tal maneira que a

9,3 9, 9. (3.6)

dinamica do campo (3.4) tome a forma
O® =0, (3.7)
sendo [J o operador de Laplace-Beltrami relativo a métrica gy, isto é
1
——0,(v/—q ¢ 0,D).
\/_—q H( )

Para responder a esta questao, calculamos o determinante da métrica ¢ =

Od =

det ¢, usando o teorema de Cayley-Hamilton [55]
4 1 1
—4det A = TrA* — §T7’AT7’A3 — §(T7’A2)2 + TrA*(TrA)? — E(TTA)4,
onde A é uma matriz. Sendo assim, um calculo direto nos da

— :—\/_—77 . 3.8
voa av/a(a+ ) (38)

Usando a equagao (3.5), segue que
" 0,® = (a+ B) n"0,P. (3.9)
O resultado final é resumido no seguinte lema:

Lema. Dada a lagrangiana L = V(®)w com um potencial arbitrdrio V(®),
a teoria de campo satisfazendo a Eq. (3.4) no espago-tempo de Minkowski é
equivalente a um campo sem massa satisfazendo a equacdao de Klein-Gordon
00 = 0 na métrica ¢ dado que as fungoes a(P) e B(P) satisfazem a
condi¢ao
a+pB=aV. (3.10)
O fato consideravel é que esta equivaléncia é valida para qualquer dinamica
descrita no espago-tempo de Minkowski pela lagrangiana L. Este lema pode
ser extendido a outros tipos de lagrangianas nao-lineares (ver detalhes em
21)).

3Métricas deste tipo sdo também relevantes num outro contexto. Ver, por exemplo, as

teorias descritas em [36].
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3.3 A prescricao da métrica geral: rumo a

geometrizacao da gravitacao escalar

Nesta secao, mostramos como uma teoria nao-linear com base na lagrangiana
L seleciona uma classe de tensores métricos associados com a dinamica do
campo escalar. E tal propriedade apenas uma simples curiosidade matematica
ou é o lema apresentado anterioriormente apontando para um programa mais
ambicioso? Sera que a métrica associada ¢"¥ desempenha um papel mais
fundamental? A seguinte hipétese dd um passo na direcao de construir uma

teoria para a interacao gravitacional com base no campo escalar ®.

Hipétese Fundamental. A interacdo gravitacional é mediada pelo campo
escalar ®. Porém, todas as formas de matéria e energia interagem com ®
somente por meio da métrica q,, e suas derivadas de forma covariante. Ou

seja, a gravitacao ¢ um fendomeno métrico.

Ao longo deste capitulo exploraremos esta hipétese para ver se ela é valida
nao s6 do ponto de vista formal, mas também em comparacao com as ob-
servacoes experimentais. Em particular, vamos examinar a situagao referente
aos testes classicos da relatividade geral.

Vale a pena ressaltar que o campo escalar nao é a generalizacao a la
relatividade especial do potencial newtoniano. Na verdade, seguindo o es-
quema da relatividade geral [12] e assumindo que as particulas teste seguem

geodésicas relativas a geometria g, temos que

dt?

onde estamos assumindo uma configuracao de campo fraco, estatico e baixas

=T}, =—0"dy, (3.11)

velocidades para as particulas teste.
Da Eq. (3.6), temos
, 1 .
Iy~ —=0"na.
00 5
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Segue dai que o potencial newtoniano ®y é aproximadamente dado por
1
Oy~ —=Ina.
N
Esta férmula estabelece a relagao entre a métrica g, e o potencial newtoniano
® como sendo

qoo = ~1+2dy.

Q|+

—~

Além disso, usando a equagao (3.7), obtemos corretamente o limite new-

toniano na auséncia de matéria:
V2N = 0.

Este foi o ponto de partida do caminho seguido por Einstein na construcao
de sua teoria tensorial da gravitacao. A gravitacao escalar geométrica segue
por outro caminho que descreveremos a seguir. A partir de agora, vamos
explorar as conseqiiéncias da extrapolacao a partir da aproximacao acima,

considerando-a uma expressao geral entre a e ¢, ou seja,

a=e?% (3.12)

A proxima tarefa é determinar a dependéncia funcional de 3 em relagao

a ® ou a forma do potencial V(®), ja que
B=ala*V-1). (3.13)

Antes de seguir adiante, faremos alguns comentarios sobre as versoes an-

teriores de teorias escalares infrutiferas da gravitacao.

3.4 As dificuldades das teorias escalares da

gravitacao precedentes

Uma das principais desvantagens das propostas antigas para a gravitacao
escalar origina-se a partir da relagao entre o campo ® e o potencial newto-

niano ®y, na tentativa de generalizar a equagao de Poisson [18]. Nordstrom
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foi o primeiro que tentou uma tal generalizacao segundo os argumentos da
relatividade especial da gravitagdo de Newton [40]. Ele fez a suposi¢ao mais

simples, impondo que

¢ = —4nGp, (3.14)

onde p é a densidade de matéria. Infelizmente, a massa inercial das particulas
teste nao era mais constante e, além disso, a teoria nao podia ser derivada
a partir de um principio variacional. Em seguida, o préprio Einstein [71]
afirmou ter encontrado de uma maneira muito clara a possivel generalizagao

correta escrevendo a equacao na forma
0é=—xrT, (3.15)

onde T é o trago do tensor momento-energia. Nesta teoria, particulas teste
se movem de acordo com a equagao

d (0% (0% 14 (0%
57 (@) (r)) = m(a (7)), ®(2°(7)), (3.16)
onde 7 é o tempo proprio. Note que ainda existe uma dependéncia espaco-

temporal da massa m fornecida pela equagao

m = moe!®~)
onde mg e Py sao constantes. A teoria melhorada de Einstein tem um
principio de minima acao e satisfaz o principio da equivaléncia. No en-
tanto, o campo eletromagnético nao interage com a gravidade. Seguindo
nesta direcao, a melhor proposta foi a reformulacao da teoria de Nordstrom

feita por Einstein e Fokker, em que eles estabelecem
R =247GT.

onde R é o escalar de curvatura. No entanto, o campo electromagnético
permanece desacoplado do campo gravitacional.

Segue entao um resumo das principais desvantagens das propostas acima:
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o A existéncia de um sistema de referéncia preferencial: todas teorias

relativistica especiais adotam esta hipdtese desde o comeco.

e A fonte da gravitacao escalar € o trago do tensor momento-energia:
esta é a origem da principal dificuldade de todas as teorias escalares
precedentes; o campo gravitacional nao se acolpla com o campo eletro-

magnético.

o A gravitacao escalar € conformalmente plana: a geometria de fundo

(Minkowski) é observével.

Mesmo apods o advento da teoria da relatividade geral e seus sucessos na
descricao das observagoes, algumas teorias alternativas que envolvem campos
escalares em diferentes cendrios tem sido sugeridas até os dias de hoje, com
o objetivo de serem competitivas em explicar os testes observacionais e, as
vezes, trazendo fisica nova (ver alguns exemplos em [17, 18, 67, 65]).

Nossa teoria escalar da gravidade supera os problemas mencionados acima:
a estrutura do tensor métrico (3.5) é covariante desde o inicio, a formulagao
via teoria de campos faz com que a geometria de fundo nao seja observavel e o
principio variacional permite um acoplamento completo do tensor momento-
energia. Vale a pena destacar a hipotese de que todos os corpos se movem

ao longo de geodésicas em relagao a métrica

g

g =an” + —0"® 9" .
w

Como uma realizagao deste procedimento, veremos a seguir como os cam-
pos eletromagnéticos acoplam-se ao campo gravitacional somente através da

métrica g, .

3.5 O campo eletromagnético

O principio da equivaléncia afirma que todo tipo de matéria e energia interage

com o campo gravitacional através do acoplamento minimo com a métrica
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¢u- Os antigos modelos gravitacionais escalares assumiam que o campo
escalar s6 gerava uma métrica conformalmente plana e que ele acoplava-se
apenas com trago do tensor momento-energia. Essas hipoteses nao se aplicam
aqui, pois em nossa teoria escalar-geométrica da gravitagdo (GSG), o campo
eletromagnético interage com o campo escalar através da métrica g, como
qualquer outro tipo de matéria e energia.

Assim, a parte eletromagnética da lagrangiana é dada por
L =F,,Fs,q" ¢ (3.17)
A equacao de campo correspondente obtida através do principio variacional
) / V—qd'z L =0,
¢é dada por
., =0, (3.18)

onde F* = F,5q¢* ¢°. O ponto e virgula (;) representa aqui a derivada
covariante com respeito a métrica ¢,g. As condicoes de Hadamard sobre as

descontinuidades (ver apéndice [A]) fornecem a relacao de dispersao
ky Kk, ¢" =0,

onde k, = 0,2 ¢é o gradiente da funcao ¥ que define a superficie de des-
continuidade. Assim, as ondas eletromagnéticas se propagam ao longo de
geodésicas nulas na geometria g, .

Vamos agora completar a teoria especificando os parametros « e 3 como
funcoes de ®. Seguindo a estratégia que escolhemos, devemos olhar para os
vinculos impostos pelas observagoes. Isto é feito, antes de mais nada, olhando

para o campo gravitacional de objetos esfericamente simétricos.

3.6 A dinamica da gravitacao escalar

O ponto de partida habitual para construir uma teoria consiste em escrever

uma acao guiado por certos principios, como a covariancia geral, as equacoes
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diferenciais de segunda ordem, o limite newtoniano correto e assim por di-
ante. Uma teoria fisica deve, porém, ser refutavel por suas consequéncias
observacionais. A GSG contém dois ingredientes principais: a interacao do
campo gravitacional & com a matéria e todo tipo de energia se dé através

do tensor métrico g, e a dinamica de ® relacionada com a lagrangiana
L=V(®)w

é escrita na geometria de fundo auxiliar nao-observavel (Minkowski). Para
selecionar dentre todas as possiveis lagrangianas na forma acima, procuramos
indicagoes das varias circunstancias em que experimentos confiaveis foram re-
alizados. Nesse sentido, iniciamos a discussao analisando as conseqiiéncias da
GSG para o sistema solar. Isto, naturalmente, é nao suficiente e para especi-
ficar completamente a dinamica teremos de olhar para outras propriedades.
A andlise das orbitas planetdrias permite, no entanto, colocar restrigoes na

teoria como vamos explicar agora.

A solucao estatica e esfericamente simétrica

Qualquer teoria da gravitacao deve levar em consideracao as érbitas planeta-
rias. Na relatividade geral estes movimentos sao descritos por geodésicas da
geometria de Schwarzschild. Na GSG, as particulas seguem geodésicas na
métrica q,,. Sendo assim, nesta secao basicamente veremos qual a relagao
entre g, e a métrica Schwarzschild, pois esta é a solucao fornecida pela
relatividade geral ao problema com simetria esférica e estatico.

Comegamos por reescrever a métrica auxiliar de fundo (Minkowski) em

coordenadas esféricas
dsi, = dt* — dR* — R*d)?. (3.19)

Mudando a coordenada radial de acordo com R = /ar, onde o = «(r),

temos

1d 2
dsi, = dt* — « (%d_i T+ 1) dr® — ar? dQ?. (3.20)
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Dado que estamos procurando por solugoes estaticas esfericamente simétricas,
assumimos que o campo escalar depende apenas da variavel radial ® = &(r).

Logo, a métrica gravitacional (3.6) fica sendo dada por

1
ds® = —dt* — Bdr* — r* dQ?, (3.21)
«
donde denotamos )
« 1 do
B = —_ 1
a+ 3 (2a dr * )

2 -1
rvet s Lda AR (3.22)
« 200 dr

2

sendo ®; uma constante. Sabendo que a(®) = e~2® procedemos por suces-

sivas aproximacoes e obtemos um ansatz para a forma do potencial V' como

segue:
(o — 3)?
V(P) = ——F—. 3.23
@)=""" (3.23)
Substituindo as Egs. (3.12) e (3.23) na Eq. (3.22), obtemos
dad P
29 0
— = — 3.24
S (3.24)
e, portanto,
1 )
=l (201 — 270) , (3.25)

onde ¢; é uma constante de integracao. O comportamento assintético do
campo ® implica que ¢; = 1/2 e &g = MG/c?, sendo M a massa da fonte

gravitacional, G é a constante de Newton e ¢ a velocidade da luz, isto é

o — %m (1 - T—H) : (3.26)

r

sendo ry = 2MG/c*. O campo escalar ® se reduz ao potencial newtoniano
no limite de campo fraco. Usando « e 5 dados por (3.12) e (3.13), respecti-

vamente, o elemento de linha pode ser escrito como
-1
ds? = (1 - T—H) dt? — (1 - T—H) dr? — r2d0?. (3.27)
r r
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Esta geometria tem a mesma forma que aquela da relatividade geral e pro-
duz o mesmo regime observado para os testes solares. Assim, a teoria da
gravitagao escalar-geométrica corresponde a uma boa descricao das orbitas
planetarias e também da trajetorias dos raios de luz, que seguem geodésicas
(tipo-tempo e tipo-nulo, respectivamente) na geometria g,,. Se novas ob-
servagoes exigirem uma modificacao da métrica na vizinhanga de um corpo
macigo isto deve ser feito através do ajuste da forma do potencial V(P). Até

o momento, a escolha feita de V (®) é considerada satisfatoria.

3.7 Principio variacional

Agora que encontramos um possivel potencial para o campo escalar, estamos
na posicao de escrever sua equacao dinamica. Comecamos entao pela acao

escrita na geometria auxiliar de Minkowski. Do principio variacional
0SSy =0 /\/—_nd4:EL,
obtemos:
§Sy = — / V-ndtz (V'w+2V Oy®) 59, (3.28)

onde .
—0, (vV/—nn"* 0,o
/—_77 w ( nn )

é o operador de d’Alembert no espago-tempo plano (num sistema de coorde-

DMq)E

nadas arbitrario). Usando as relagoes do lema para passar ao espago-tempo

curvo, temos

5SSy =—2 /\/_—qd‘la:\/VD@ 5d. (3.29)

Na presenca de matéria, adicionamos um termo correspondente a L,, a acao
total:

Sm:/\/—_qd4:ch. (3.30)
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Uma primeira variacao deste termo resulta em

1
0S, = b / V=qd'z T" § q, (3.31)
onde definimos o tensor momento-energia de forma padrao

Ve g

A covariancia geral da teoria leva a seguinte lei de conservacao do tensor

momento-energia
v
T ., = 0.

)

A equacao de movimento é obtida pelo principio de minima acao
0SSy + 65, =0.

Até este ponto estamos seguindo os caminhos da relatividade geral. Entre-
tanto, na teoria GSG, a métrica g,, nao é a quantidade fundamental. Deste

modo, temos que escrever a variagao 0¢q,, como funcao de d®:

1 p
0Gu=0—nw——0,90,P ). 3.32
o (a um aZw " ) ( )
Apesar de estarmos usando a métrica de Minkowski como geometria de fundo
para simplificar, no fim das contas todas as expressoes devem ser rescritas
em termos da métrica gravitacional ¢,,. Apds alguns célculos, obtemos
0Sm 1

50 2

/ Z/
/ J—qd'z (%(E ~T)- 2B+ 2%@) :

onde Z = a + 3 = o®V. Denotamos também

T 9,® 0,0 dX
T=Twgq,, E=—r " X =_""
qﬂ? Q Y d@’
e 8
cr= = (T™ - E¢*) 9,0.
QQ( q ) I

Por fim, a equagcao de movimento para o campo gravitacional  é dada por:
VV O =k y, (3.33)
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onde )

1 [d Z N

20

Substituindo o valor & = e™*% e usando a equagao (3.23) para o potencial V',

reescrevemos esta expressao sob a forma

1 (3e2q’+1

X=3 3e2® — 1

5 E—T—V,\CA).

Esta equagao descreve a dinamica da GSG na presenca de matéria, com
base nas hipdteses (3.12) e (3.23). A quantidade x envolve um acoplamento
nao-trivial entre o gradiente do campo escalar V,® e do tensor momento-
energia completo do campo de matéria 7}, e nao exclusivamente o seu trago.
Esta propriedade permite que o campo eletromagnético possa interagir com
o campo gravitacional por completo. O limite newtoniano da teoria, na

presenca de matéria, é corretamente obtido se fizermos a identificagao

G

K= ——
A’

pois neste regime F ¢é aproximadamente a pressao, a qual se anula; C* = 0

pois nao ha termos de viscosidade e T" ¢ igual a densidade de matéria (poeira).

Decomposicao natural

A forma da métrica contendo derivadas de ® sugere uma simplificacao na
descricao da matéria em questao, a qual é conveniente na exploragao de
consequeéncias cosmoldgicas da GSG. Suponha que 9,P seja do tipo-tempo

em ¢, ou seja, {2 > 0. Definimos entao o seguinte vetor normalizado

_ 90
Vv

Este vetor pode ser usado na decomposi¢ao do tensor momento-energia resul-

I, (3.34)

tando em um fluido perfeito, se assumirmos a representacao comovel fixando

T = (o+p)I"I" —pg", (3.35)
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onde p é a densidade de matéria e p é a pressao. Segue entao que

" 9,d = VQol",

™ 9,80, = Q.

Logo, de acordo com esta decomposicao, a quantidade E e T se reduzem

E = p, T=p0-3p. (3.36)

Usando estes resultados temos que C* = 0. Ainda dentro desta abordagem,
a equacao de movimento para a teoria escalar da gravitacao é fornecida pela

equacao

2
\/Vmcbz—g (a_agg—?)p). (3.37)

Esta é a forma da dinamica de ® quando a fonte da gravitacao é um fluido
perfeito. As consequéncias cosmolégicas desta equacao nao fazem parte da
proposta deste texto por ainda estarem sob analise, mas podem ser encon-
tradas em [50], onde resultados nao triviais ja comegam a surgir.

Com isso vemos que esta teoria escalar da gravitagao é capaz de reproduzir
os resultados bem estabelecidos pela relatividade geral usando “apenas” um
campo escalar. A maneira pela qual este campo interage com os demais é
dada por um processo nao trivial, sendo este o responsavel pelo sucesso desta
teoria. Obviamente muitas questoes ainda devem ser analisadas sobre este
caso para que possamos estabelecé-la como uma nova teoria da gravitacao
universal. Entretanto, os resultados aqui apresentados e os que estao em
andamento nos fazem otimistas quanto a isso.

No préximo capitulo, deixaremos este assunto de lado e passaremos a
tratar o caso do campo eletromagnético. Mostraremos que a mesma realidade
fisica que aqui atribuimos para a métrica g,,, quando introduzimos matéria,
pode ser dada a uma métrica que chamamos de eletromagnética. Fare-

mos com que campos espinoriais se acoplem com o campo eletromagnético
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através desta métrica e veremos as consequéncias desta interacao em duas

formulagoes distintas da mesma dinamica.
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Capitulo 4
Momento magnético anomalo

Neste capitulo, propomos uma nova forma de contribuicao para o momento
magnético anomalo de todas as particulas. Esta origem comum é apresentada
dentro do cendrio recente da eletrodinamica, denominado Método da Ponte
Dinamica (PD), no qual introduz-se uma métrica eletromagnética corres-
pondente, que nao tem carater gravitacional. Esta métrica eletromagnética
constitui um processo universal percebido por todos os corpos, carregados
ou nao carregados. Como tal, produz automaticamente uma explicacao para
a possivel existéncia de um momento magnético para os neutrinos, o qual
aparece de modo distinto no mundo quantico, quando se permite uma ex-
tensao do modelo padrao da fisica de particulas elementares.

Para que isto seja possivel, supoe-se que o momento magnético de qual-
quer particula é composto de duas partes distintas: uma parte classica que
depende da carga da particula e, por conseguinte, a partir da analise dimen-
sional, é inversamente proporcional a massa correspondente; e uma outra
parte, que denominamos momento magnético métrico, o qual depende lin-
earmente em relacao a massa. FEsta segunda parte — que deve ser vérias
ordens de grandeza menor do que o termo classico, como veremos — é co-
mum para todas as particulas e nao depende da carga, pois o acoplamento
entre o momento magnético e o campo F),, se dd através da métrica. Iremos

argumentar que parte do momento magnético andémalo do elétron (e outras
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particulas) é devido ao momento magnético métrico. Analisamos também o
caso especifico do neutrino para exemplificar concretamente este fato, pois é
um caso que nao envolve a carga elétrica.

Embora o neutrino nao tenha um momento magnético classico, uma vez
que nao tem carga, hé investigagdes acerca da possibilidade de que (para além
do modelo padrao da fisica de particulas) o neutrino poderia ter um momento
magnético efetivo [37], [33], [4] e [6]. Para qualquer particula carregada o mo-
mento magnético p € inversamente proporcional a sua massa correspondente.
No entanto, no caso de neutrino v, sugere-se que p, dependa linearmente da
sua massa. Esta dependéncia é uma consequéncia da forma como o mo-
mento magnético do neutrino é introduzido na teoria quantica. Entretanto,
o objetivo aqui é sugerir uma nova maneira de entender a origem deste mo-
mento magnético em particular, tal que este também dependa linearmente
com a massa do neutrino, mas tenha uma origem geométrica. Obviamente,
esta nossa proposta esta centrada em principios fisicos que nao aparecem na
proposta quantica. Por isso, este é o ponto fundamental a partir do qual
consideramos a explicagao deste fenomeno via a PD como sendo tao esclare-
cedora quanto a proposta quantica e, assim, espera-se que os dois métodos

possam ser competitivos ou mesmo complementares.

4.1 A ponte dindmica eletromagnética

Num trabalho recente [53] mostrou-se que a teoria de Born-Infeld num espago-
tempo curvo dotado de uma métrica é*”, que depende do proprio campo
eletromagnético, é dinamicamente equivalente a eletrodinamica linear de
Maxwell descrita numa geometria de Minkowski. Em outras palavras, existe
uma conexao entre as dinamicas destas duas teorias de tal maneira que elas
sao representagoes distintas de uma e mesma dinamica. Isto significa que uma
solugao qualquer da primeira teoria serd também uma solucao desta ultima,
a qual é dada em termos de um mapa prescrito. Esta tarefa altamente nao

trivial s6 se torna possivel se a métrica do espago-tempo depende explicita-
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mente do campo eletromagnético. Devido a estrutura algébrica do campo
eletromagnético F),, e seu dual, existe um tipo de relagao de fechamento que
permite a existéncia deste mapeamento, gerando assim uma ponte dinamica
entre as duas teorias paradigmaticas. O preco a pagar é abrir mao do espago-
tempo de Minkowski 7, e ir para uma geometria curva especifica €,,,, que é
construida somente em termos do espago-tempo de fundo e dos campos eletro-
magnéticos. Chamamos PD o mapeamento que implementa tal modificacao
da representacao. A receita completa do mapa e da discussao correspondente
de suas propriedades foi feita em [53]. A primeira vista, este procedimento
pode parecer como uma simples ferramenta matematica. Entretanto, vamos
usar essa equivaléncia a fim de revelar uma nova fisica, mas, primeiramente,
faremos um breve resumo da proposta.

Considere a Lagrangiana de Born Infeld para o campo eletromagnético

F,,, definida numa geometria curva é,,, como sendo

L= (1—\/5), (4.1)

onde

~

. F G2
I =
U=1+53 165

As equagoes dinamicas para o campo eletromagnético, neste caso, sao

\/T nIn% 1 A kY
&{ 06(FH —4—62GF“>] ~ 0. (4.2)

Os objetos desta teoria neste espaco-tempo curvo sao costruidos a partir

duma métrica eletromagnética definida por
M =an? +boH, (4.3)

sendo € o determinante da métrica €., e @, = F,,o F'*,. Os coeficientes a e b
sao dados como fungoes dos invariantes F' = F),, I e G = F" F};, escolhi-

das de tal modo que fazem com que ambas as dindmicas sejam equivalentes?.

!Todas as quantidades escritas com o sfmbolo (*) tem seus indices levantados e abaix-
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Para demonstrarmos esta equivaléncia, é necessario conhecer os campos
Fr ¢ seu dual que estdao definido na métrica e como funcoes dos campos
da teoria de Maxwell. A partir da definicao dos campos de Born-Infeld e da
escolha da métrica é,,, podemos mostrar que eles estao relacionados através

de

ng n—ebfm __eCém Fr
¢ = . : (4.4)
* -~
a2 _€ 2m n FH
onde € = b/a e os demais parametros sao
eG? eF
=1 =1—-—.
K TR 1

Logo, a equacgao (4.4) pode ser entendida como a “transformacao linear” que
leva os campos de Born-Infeld aos campos de Maxwell. Substituindo esta
equacao em (4.5) e fazendo com que o resultado corresponda a dinamica

de Maxwell, temos as seguintes equagoes para os coeficientes da métrica

eletromagnética
n—eFm—l—%em = —Q,
203 1
. (4.5)
—eGm + ZG—B% = 0,
sendo . 2
€ €
=1 _
@ 2 16

Resolvendo estas equacoes para a e € temos a métrica €, que leva a teoria de
Born-Infeld no espago curvo na teoria de Maxwell no espago de Minkowski.
Neste momento, poderiamos nos perguntar se, dadas as equagoes acima,
seria possivel fazer o mapa dinamico inverso, ou seja, encontrar a métrica

que levaria a teoria de Maxwell no espaco de Minkowski numa teoria de

ados com a métrica é*¥. Em particular, os invariantes F' e G sao construidos com é*¥.
Conferir o apéndice (B) para encontrar as definigdes de quantidades referentes a cada

teoria em sua respectiva métrica.
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Born-Infeld num espago curvo. Para isso seria necessério o calculo da trans-
formagao inversa aquela apresentada em (4.4), o que seria simples. Entre-
tanto, como as equagoes (4.5) dependem explicitamente da forma funcional
da langragiana de ambas teorias, a métrica que faria o mapa na direcao
inversa (se existir), ndo possui relacao direta com a métrica é,,, a principio.

Como dito anteriormente, estamos interessados apenas no mapa atuando
em uma dada direcao, num regime especifico para os campos e, em paralelo,
buscando uma expressao simples para a métrica €,,. Em outras palavras,
estamos buscando um principio fisico que ao aplica-lo a dinamica de Born-
Infeld produz algum resultado nao trivial na dinamica de Maxwell. Para isso
supomos G = 0. Este regime corresponde a um campo elétrico ortogonal a
um campo magnético, que podem ser descritos por ondas planas. Com isso
a segunda equagao de (4.5) é identicamente satisfeita. Sendo assim, um dos
coeficientes da métrica permanece indeterminado e, por simplicidade, fixamos
a = 1. Com isso o outro coeficiente esta completamente determinado e é dado

por 3 possibilidades

2 2 1 2 1

F'F 1+\/1—F/262 A V11— F232

E facil notar que €; nao é uma boa solugao para este problema pois, neste

e ={€1,€9,€63} =

caso, o determinante da transformacao (4.4) nao esta definido.
Consideremos o regime em que o campo eletromagnético esta muito abaixo
do campo critico, ou seja, F' < (32. Neste caso, se fizermos uma expansao em
série de poténcias para as demais solugoes permitidas em termos de F/23?
vemos que a série nao converge neste ponto para €. Logo, somente €3 é
uma boa solugdo neste regime e, como mostrado em [53], a métrica pode ser

aproximada por

. 1
Cur = Ny + 2—62 QS/JV' (46)

Neste capitulo somente este caso nos interessara, pois podemos considerar
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o segundo termo da métrica como uma correcao a geometria de fundo, o
que simplificard consideravelmente o estudo da dinamica de particulas ele-
mentares, como veremos mais adiante. A partir de agora vamos denominar
representacao MM quando escolhe-se descrever efeitos eletromagnéticos na
teoria linear de Maxwell no espaco-tempo de Minkowski. Por outro lado,
quando escolhe-se fazer o mapa entre as dinamicas e descrever os mesmos
efeitos na teoria nao-linear de Born-Infeld em um espago-tempo curvo repre-
sentado pela métrica é€,,, serd chamada representagao E. Vamos enfatizar
que essas representagoes (MM e E) devem descrever uma unica e a mesma
dinamica, caso contrario, ha ambiguidades a representacao do movimento
de objetos interagentes com o campo eletromagnético. Em outras palavras,
se nao houver a garantia de que estamos descrevendo de maneiras distintas
o mesmo fenomeno, a correlagao entre as duas representagoes para campos
eletromagnéticos através da ponte dinamica faz sentido, mas nao havera mais

uma equivaléncia.

4.2 A métrica eletromagnética

A presenca de uma estrutura curva para o espaco-tempo no dominio dos cam-
pos eletromagnéticos pode ser um importante instrumento tedrico somente
se houver uma prescricao de como a matéria pode perceber essa geometria.
A questao é: como a matéria interage com a métrica eletromagnética? A fim
de explorar esta formulagao métrica devemos realizar uma generalizacao do
método apresentado na sec¢ao anterior para lidar com a presenca da matéria.
Neste ponto, propomos a idéia natural de que: todo tipo de particulas,
carregadas ou nao, interagem com ¢,, da mesma forma.? O modo
mais simples de realizar esta hipotese é através do principio de acoplamento
minimo, no qual particulas testes ou campos tém sua dinamica escrita em

termos da métrica eletromagnética. Analisaremos entao o caso especifico de

2Esta proposta surge a partir de uma analogia com o papel desempenhado pela geome-

tria no caso do campo gravitacional.
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campos espinoriais (por exemplo, o neutrino do elétron) para investigar que
tipo de novos efeitos pode-se obter dentro deste cendrio métrico.

Esta ponte dinamica estendida diz respeito agora ao comportamento de
todo tipo de matéria numa dada representacao. Em particular, na repre-
sentagao E, o pressuposto de que qualquer tipo de matéria carregada ou
nao so interage com a geometria é,, deve ter uma equivaléncia na repre-
sentagdo MM. A equagao de movimento do neutrino, que inclui os efeitos da
geometria eletromagnética deve ter uma equivaléncia na representacao MM;
deve-se aceitar que nesta representagao deve existir algum termo extra na la-
grangiana que seja o andlogo do acoplamento minimo com a métrica é,,. Por
exemplo, a dependéncia da teoria de Born-Infeld sobre o parametro 5 que
aparece na representacio F torna-se na representacdo MM uma relacio en-
tre o momento magnético de qualquer particula e sua massa correspondente,
tal como serda mostrado mais adiante. Note que esta forma de descrever o
acoplamento da matéria com o campo eletromagnético através da métrica

depende fortemente do modo pelo qual o mapa dinamico é feito.

4.3 Principio de acoplamento minimo

Nesta secao descrevemos efeitos eletromagnéticos na representagao E. Pode-
mos explorar a equivaléncia dinamica apresentada pela PD e propor uma
extensao de modo a acoplar qualquer tipo de matéria ao campo eletro-
magnético. No formalismo tradicional, apenas uma particula carregada é
capaz de perceber diretamente o campo eletromagnético. No entanto, a mo-
dificacao da estrutura métrica, devido a presenca do campo eletromagnético,
permite uma outra possibilidade como veremos abaixo.

A equivaléncia entre a dinamica de Maxwell num espago-tempo plano e
a teoria de Born-Infeld foi mostrada apenas sob a consideracao de campos
livres. Assumindo que a matéria que se acopla com o campo EM pode
ser descrita tanto na representacao-MM quanto no cendrio da métrica é,,,

entao esta equivaléncia pode ser estendida e passa a ter um significado fisico
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concreto. Vamos investigar as consequéncias da andlise na representagao-
E. De comecgo notamos que hé duas formas possiveis de interagao entre a

matéria e o campo EM, que sao

e através do potencial A;

e através do tensor métrico €, .

Uma vez que este segundo modo de interacao nao havia sido considerado
anteriormente, vamos nos concentrar aqui apenas nele. Salientamos que a
existéncia da geometria eletromagnética tem consequéncias relevantes so-
mente se esta geometria é percebida por todos os tipos de matéria. Somos
entao levados a afirmar algo aparentemente contra-intuitivo e subjetivo: na
presenca de campos eletromagnéticos, cada corpo individual vive numa ge-
ometria eletromagnética é€,,. Isso corresponde a um aparente paradoxo de
que uma particula pode acoplar-se ao campo eletromagnético mesmo sem
ter carga elétrica. Mais precisamente: se uma particula tem carga, ela se
acopla com o campo eletromagnético de modo usual através do potencial
A,. Isso acontece apenas para a classe de corpos que chamamos carrega-
dos. Por outro lado, iremos examinar aqui a nossa hipdtese fundamental
de que todas as particulas (carregadas ou nao) interagem com a geometria
eletromagnética de uma tnica e mesma maneira e veremos se existem con-

sequéncias observacionais deste fato.

4.4 Acoplamento entre o neutrino e o campo

eletromagnético

No caso do neutrino, o qual nao possui carga, ha apenas a possibilidade
de acoplamento direto com o campo eletromagnético via a métrica. Sendo

assim, aplicamos o principio de acoplamento minimo a este caso.
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Na métrica eletromagnética, definimos a dlgebra das matrizes de Dirac

associadas 4% como sendo
4R5Y + 474 = 28 1, (4.7)

sendo 1 a matriz identidade associada a &lgebra de Clifford. Da equacao
(4.6) obtemos®
== b (4.8)
4 (32
Segundo esta representacao, a equacgao de evolucao para o campo espinorial

torna-se
WAV, U — mc? U = 0, (4.9)

sendo que a derivada covariante é dada em termos dos simbolos de Christoffel
construidos com a métrica eletromagnética e a conexao interna é dada pelos

coeficientes de Fock-Ivanenko obtidos pela condigao riemanniana

V.3 =V, (4.10)
onde V, é um elemento arbitrario da algebra de Clifford. Supomos que na
auséncia de qualquer tipo de matéria, o comutador que aparece do lado
direito da equacao acima se anula. Entretanto, quando hd matéria, V,, deve
depender tanto do campo eletromagnético quanto das propriedades do campo

de matéria. Deste modo, consideremos o caso em que V,, seja dado por

mc F,, _,
Vi = g Vs (4.11)

3Sem envolver derivadas de F),,,, a expressdo mais geral para 4 em termos das matrizes

de Dirac constantes v* e o campo eletromagnético F},,, é

A =AH + [pVeF o + qedt o]V,

onde p e q sdo constantes satisfazendo 2¢ = p?> + 1 e € = —1/23%. Com o objetivo de

simplificar nossa exposigao, ecolhemos um caso especifico fixando p = 0.
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Note que (4.10) é a condigdo general que permite que a probabilidade e a
corrente espinorial se conservem nas geometrias riemannianas [41, 44], ou
seja, a derivada covariante da métrica continua sendo nulat: V,é* = 0.

Substituindo estas expressoes e a Eq. (4.6) na equagao de movimento de
U no espaco curvo, obtém-se, com o auxilio da ponte dinamica, a equacao
de evolugao para o campo espinorial no espaco-tempo de Minkowski. Lem-
brando que estamos considerando apenas o regime em que F' < 232, des-
prezamos os termos de ordem superior (F/3%)? e ficamos com a seguinte
equacao para W ja escrita no espago-tempo de Minkowski e segundo a teoria
de Maxwell

2

i hertd, U + Tg—; Flp S350 —m 0 =0, (4.12)
O Hermitiano conjugado desta equacao, resultando na dinamica para ¥, é
- mc? - o =
z'hc*y“(‘?“\lf— %\PFHV S“V’}/;—')‘l—mc U = 0, (413)

sendo SH = yHAY — VR,
Veja que o efeito concreto do acoplamento minimo é fornecer um momento
magnético efetivo para os neutrinos. A intensidade do acoplamento depende

da massa da particula e do parametro j3, i.e,

m c?

g = 5 (4.14)

Ressaltamos que a hipétese da universalidade de €, revela a existéncia de
uma fonte extra para a origem do momento magnético de todas as particulas
(carregadas ou nao). A compatibilidade deste resultado com a representagao
Maxwell-Minkowski implica que a Lagrangiana que descreve a interagao do
neutrino com o campo eletromagnético contém um termo extra que nesta
representagao (MM) deve ser colocado & mao e nao corresponde a um acopla-
mento minimo nesta representacao. Em outras palavras, a presenca de um

momento magnético para o neutrino na representacao usual nao deve ser

4Ver detalhes no apéndice (C).

o4



visto como uma surpresa exética, mas em vez disso deve ser compreendido
— em funcao da ponte dinamica — como consequéncia da universalidade da

eometria é,, na representacao E.
o

4.5 Acoplamento entre o elétron e o campo

eletromagnético

E importante realcar que o valor do momento magnético obtido na secao
anterior contém apenas a contribuicao geral para qualquer particula, seja ela
carregada ou nao. Particulas carregadas tém uma fonte extra para pu que
estd relacionada a sua carga. O momento magnético classico do elétron, por
exemplo, é o magneton de Bohr up = eh/2m,.. Assim, o valor total do
momento magnético do elétron deve ser lido, segundo nossos argumentos,

co1mo

Me 2

g

A primeira parte é o termo cldssico e a segunda partecorresponde a

e = B + + correcoes quanticas.

cotribuicao geométrica, que estamos propondo sua existéncia. As correcoes
quanticas adicionadas a esta férmula possuem sua origem ligada estritamente
a carga elétrica da particula, mais precisamente as correcoes em série de
poténcias sobre a constante de estrutura fina

e 1
(2¢0)he 137

«

onde e é a carga do elétron e ¢y é a permissividade do vacuo. Sendo assim,
estas corregoes quanticas ao momento magnético anomalo nao sao de na-
tureza geométrica, o que elimina qualquer ambiguidade entre a contribuigao

quantica e a geométrica, fazendo de nossa proposta algo bastante pertinente.
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4.6 Comparacao com experimentos

Nesta secao, comparamos a proposta acima da contribuicao para o momento
magnético de particulas carregadas e nao-carregadas devido a métrica eletro-
magnética com resultados observacionais. Na literatura, encontra-se apenas
duas medicgoes precisas para o momento magnético anomalo de particulas fun-
damentais: a primeira é o caso do elétron (dado experimental mais preciso),
que permite testes locais da QED, em particular, a constante de estrutura
fina «; a segunda é o momento magnético do mion que, apesar de menos
preciso, pode testar o modelo padrao da fisica de particulas como um todo
[60]. Atualmente, o momento magnético anomalo do 7 nao é observavel devi-
do a sua vida-média muito curta (cerca de 2.9 x 107! s). No entanto, existe
uma estimativa da anomalia que produz um limite superior de 13 x 1073
na diferenca entre o valor medido e o valor tedrico. Nao iremos analisar
aqui o caso de particulas compostas, como protons e néutrons, uma vez que
a fisica de seus componentes fundamentais (por exemplo, os quarks) ainda
estd em desenvolvimento, no que diz respeito ao momento magnético destas
particulas.

Nos dias de hoje, a discrepancia entre os valores experimentais e tedricos
do momento magnético anomalo dos léptons é miniscula®. As correcoes devi-
das a teoria quantica em lagos (loop quantum theory) do momento magnético
padrao faz essa discrepancia ser muito pequena, o que restringe fortemente
a possibilidade de fisica nova. O valor anémalo a; do momento magnético y;
da particula ¢ é definido por

; — 2 i i
g =2 Ty (4.15)

2 Me B

onde up = eh/2m, é o magneton Bohr, m, é a massa do elétron, g; é o fator
de Landé e m; é a massa da particula em considera¢ao. No caso do mion [7],
a diferenca Aa entre o valor experimental E e o valor tedrico T' da anomalia

é

®Todos os valores usados aqui foram retirados do Particle Data Group [38].
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Aay, = al —a), = (1.90 £0.19) x 107, (4.16)
Por conseguinte, este é o limite superior em que o momento magnético
geométrico ji, poderia contribuir. Assim, se considerarmos que os efeitos
devido ao acoplamento da matéria com é*” aparecem nesta ordem de mag-

nitude, tem-se

Por outro lado, a férmula para o momento magnético geométrico é dada
por
) m“C

pd = 5 (4.18)

Se assumirmos que o acoplamento geométrico é responsavel por todos os
termos restantes da anomalia do muon, ou seja, as corregoes quanticas de
ordem superior seriam identicamente nulas, é possivel estimar a partir da
féormula (4.18) um valor para o campo eletromagnético critico: § ~ 2.0 X
10T ou B~ 6.0 x 103 V/m.

Assumindo que a calibracao do campo critico determinada pelos resulta-
dos acima é valida, as correcoes geométricas no caso do momento magnético

do elétron sao previstas ser

py = 4.44 x 1071, (4.19)

A diferenga entre o valor experimental padrao (E) e o valor tedrico (T), no

caso do elétron é cerca de 600 vezes menor do que no caso do muon [26], que
é

Aa, = a¥? —al = (3.13 £5.20) x 10712, (4.20)

Como podemos ver, os erros experimentais predominantes sao compativeis

com efeitos da geometria é*” na anomalia elétron.
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No que diz respeito a anomalia do 7, que estda prevista ser inferior a
13 x 1073, nossas predicoes sao também compativeis com os experimentos.

De fato, usando a férmula (4.14), temos

pp = 1.08 x 107°. (4.21)

Vamos agora discutir o caso excepcional do neutrino. Sendo uma particula
elementar sem carga, podemos esperar que o neutrino nao tenha momento
magnético algum, nem mesmo correcoes quanticas. Nao obstante, uma ex-
tensao ao modelo padrao prevé um momento magnético para o neutrino
diferente de zero, o qual estd em relacao direta com a massa. A partir da dis-
cussao acima, parece natural propor que a existéncia do momento magnético
do neutrino tenha apenas uma origem geométrica. Entao, podemos estimar

seu valor como sendo dado por

m,c>

My = 3

Este valor extremamente pequeno é compativel com o dominio dos val-

=8.70 x 107 . (4.22)

ores obtidos a partir de areas distintas da fisica sobre o possivel momento
magnético do neutrino 4 x 1072 up < 1, < 9 x 10~°up — ver referéncias [2],
[34] e [30]. Por fim, vale ressaltar que a previsdo proposta por este método
estd préximo do valor estabelecido pelo Modelo Padrao Extendido (aproxi-

madamente igual a 3,2 x 1079up).

Relacao principios fisicos e geometria

Neste capitulo apresentou-se um exemplo concreto da importancia que pode
ser atribuida a Ponte Dinamica. Quando escolhemos os principios fisicos —
neste exemplo, o acoplamento minimo entre F},, e ¥ via a métrica €, — que
determinam o sistema fisico em consideragao, as duas representacoes (E e
MM) ja estao automaticamente correlacionadas através do mapa entre as

equacoes dinamicas. Tudo se passa como se o significado fisico de certas
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quantidades s6 pudesse ser claramente estabelecido numa das representacoes
da dinamica — uma vez que estes postulados nesta representacao estariam
em acordo com o senso comum. Em consequéncia, o resultado do mapa
dinamico sobre estes postulados aplicado na outra representagao pode nao
ser compativel, ou melhor, pode nao coincidir com o que se espera destes mes-
mos postulados aplicados diretamente a representacao usada apds o mapa.
Para expressar melhor o ponto que queremos enfatizar, consideremos no-
vamente o exemplo desenvolvido neste capitulo: o procedimento usado no
mapa entre as dinamicas nos mostra que nao é possivel aplicar o principio
de acoplamento minimo entre F,, e ¥ no espaco de Minkowski e obter um
momento magnético para o campo espinorial. De imediato, destacamos que
a representagao de uma dada dinamica deve vir em seguida da escolha dos

postulados da teoria e nao ao contrario, como as vezes é-se levado a acreditar.
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Capitulo 5

Quebra da simetria quiral na

auséncia de massa

Neste capitulo usamos o formalismo de tétradas (vierbeins) para mostrar que
um campo espinorial satisfazendo a equacao linear de Dirac definida numa
geometria curva é equivalente a uma equacgao nao-linear no espaco-tempo de
Minkowski, que num caso particular se reduz a equacgao de Heisenberg. Este
mapa depende apenas da geometria de fundo e das correntes vetorial J, e ax-
ial 1,,. Além disso, a estrutura algébrica de Clifford da geometria curva pode
ser lida em termos da estrutura definida no espaco-tempo plano. Por isso, a
ponte dinamica estabelece que ambas as representacoes sao completamente
equivalentes no caso de campos livres.

Dentro de um contexto histérico para as teorias espinoriais nao lineares,
podemos citar que, nos anos cinqiienta, Heisenberg [28] propos uma nova
teoria para campos e particulas elementares, a fim de resolver alguns prob-
lemas que surgiram no modelo padrao da época, por exemplo, encontrar um
processo matematico rigoroso para a renormalizacao, o aparecimento de es-
tados “fantasmas” (ghosts) dos campos e unitariedade da matriz S. Alguns
anos depois, Nambu juntamente com Jona-Lasinio (NJL) [39] publicaram
dois trabalhos usando a lagrangiana proposta por Heisenberg para descrever

algumas analogias entre a fisica de particulas elementares e fenomenos de
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supercondutividade. Por varias razoes, que nao vamos entrar em detalhes,
esta teoria foi deixada de lado e esses problemas foram contornados. Re-
centemente esta teoria reapareceu como sendo um regime fenomenoldgico da
cromodinamica quantica, baseada na quebra da simetria quiral (ver detalhes
na Ref. [27]).De um ponto de vista puramente tedrico, algumas teorias es-
pinoriais nao lineares tém sido extensivamente estudadas e varios resultados
sobre a natureza dos espinores tem surgido — cf. [63, 16] e referéncias.

Desta maneira, mostra-se que o termo auto-interac¢ao da equacao de NJL
pode ser derivado a partir do principio de acoplamento minimo aplicado
a uma geometria curva efetiva. Supondo-se que um determinado campo
espinorial satisfaca a equacao de Dirac num espaco-tempo curvo, reescreve-se
essa dinamica como uma generalizacao da equacao de NJL no espago-tempo
plano de Minkowski. Num regime especifico do parametro de acoplamento,
a equacao ¢ se torna aquela de NJL. Tal mapa entre dinamicas corresponde
a uma substituicao sistematica dos objetos definidos num dado espago em
termos dos objetos definidos no outro espago. No entanto, esta alteracao da
representacao deve levar em consideracao somente o campo spinorial.

Sendo isso possivel, este capitulo completa os demais e uma sequéncia
de trabalhos mostrando a equivaléncia matematica entre equacoes dinamicas
para os campos fundamentais. De fato, as Refs. [54, 21] analisam o caso
de campos escalares e as Refs. [53, 48] o caso do campo eletromagnético.
Tal método, que denominamos de (Ponte Dinamica PD), esta sutilmente lig-
ado ao contexto dos modelos andlogos de gravitagao, como dito em capitulos
anteriores, entretanto realgamos que, por construcao, nao ha dinamica prefer-
encial. Essa simetria s6 é quebrada quando acrescentamos alguma interagao.

Ao contrério do que foi feito em [45], o campo espinorial ele mesmo nao é
transformado, mas obedece a duas formas diferentes da mesma dinamica em
dois espacos-tempos diferentes. Isso significa que o campo espinorial funda-
mental satisfazendo a equacao de Heisenberg no espago-tempo de Minkowski
pode ser considerado como sendo o mesmo campo livre de Dirac definido em

uma geometria curva.
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Fazemos uso do formalismo de tétradas (vierbein), a fim de que o mapa
possa atuar simultaneamente sobre o espaco dos espinores e no espago-tempo.
Este formalismo claramente simplifica os célculos e as propriedades geométri-
cas do espago-tempo podem ser descritas por meio dos campos de tétradas.
A lagrangiana assim como a equacao dinamica devem ser invariantes nao sé

sob difeomorfismos, mas também sob transformacoes de Lorentz locais.

5.1 Compéndio matematico para a ponte di-
namica

Para comecar em direcao a construcao da ponte dinamica para campos
espinoriais, denotamos o tensor métrico no qual a equacao de Dirac serd
definida como segue

g ="+ 208, (5.1)

onde v*¥ é a geometria de Minkowski num sistema de coordenadas arbitrario
e a é uma funcao arbitraria. O segundo termo X*” estd relacionado com as
correntes e escalares construidos a partir dos espinores fundamentais. Com
esta hipdtese sobre YX*, sempre podemos decompor o tensor métrico nesta
forma binomial. Para escrever a inversa da métrica também desta forma,

temos que impor a condicao de
SR\ = poy + gy,
onde p e q sao fungoes arbitrarias. Portanto,
Guv = MY + 1 S, (5.2)

cujos coeficientes do lado direito da equacao sao

20

e T Y Sk

sendo que ¥? = Y'Y .
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Consideramos agora o campo espinorial ¥ e construimos dois escalares

hermitianos:
A=Y, Al = A, (5.3)
B =iV,  B'=B. (5.4)

Também definimos as correntes vetorial e axial associadas ao espinor, respec-

tivamente, como sendo
JHE=Ut0, =Tt (5.5)

onde v* sao as matrizes de Dirac.
Usando a identidade de Pauli-Kofink (PK), temos

(TQNII T = (TQU)Y — (PQy5P)75 V.

considerando () um elemento arbitrario da algebra, a relagao abaixo conecta

os escalares A e B com as correntes J, e I,,, ou seja,
JP=-I"=A* + B?, J 1" = 0. (5.6)

donde denotamos X? como sendo X, X*.
O termo >* representando a influéncia do espinor fundamental ¥ sobre

o espaco-tempo de Minkowski é controlado pela relacao

YW = HVYH", (5.7)
onde
HY = JF 4+ el”, (5.8)
ou, na expressao estendida,
Y = JEJY 4 T + e(JHTY + 1M 7). (5.9)
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Assumimos que € é um numero real arbitrario. Vemos que H* satisfaz
H?*=H'H, = (1-¢€)J>

Observe que PK implica em

(v.H)¥ = [1 + ey5](A + iBvs) 0, (5.10)

onde denotamos o produto escalar X*Y,, de dois objetos X* e Y” por X.Y.
Esta expressao corresponde exatamente ao termo de auto-interagao da equa-
cao de Heisenberg.

Por fim, usando as defini¢oes acima, o tensor métrico e seu inverso podem

ser lido como
g =" +2a H*H",
(5.11)
o = Yo — T2 H M,
w w1 4 2aH? TR
onde a = a(A, B).

O préximo passo é reescrever os objetos definidos anteriormente em ter-
mos das tétradas'. Para isso devemos primeiro dizer como a base de tétradas
no espaco ¢g"” se relaciona com a base no espaco de Minkowski, de modo
que o mapa entre as dinamicas seja compativel também com a algebra de
cada espaco. Segundo estes vinculos, supomos as bases de tétradas estejam
relacionadas por

é“A:ﬁ’“A—I—ﬁHAH“, (5.12)

donde tiramos que as seguintes relagoes devem ser vélidas

AB A A
ntretae’p =g,
AB _
N et ae’p =,
HA = 6“AH,LL>

et aH, = (1 —l—ﬁHz)HA.

Os indices gregos sao subidos e descidos com as métricas do espaco-tempo

(G ou 1) € os indices latinos usando a métrica nap.

LConferir alguns elementos sobre o formalismo de tétradas no apéndice (D).
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Para que, além disso, o mapa atue corretamente sobre os elementos da
algebra, as matrizes de Dirac devem estar relacionadas através das tétradas

como segue
A = et gyt = * + ByAH 4 HH,

A

o (5.13)
=61 = e,

A

onde as componentes inversas da base ¢,” sao dadas por

&t = e, + BHH,,.

Devido as relacoes de fechamento da base, 5 é dado em termos de § por

P
1+ BH?
Por fim, para que estes conjuntos de matrizes satisfacam a algebra de
Clifford associada a cada espacgo, devemos ter as seguintes relacoes sendo

verificadas
@{M@V} =24"1, 7{wv} =291,
(5.14)
Yy B =298 1,
sendo 1 a identidade da algebra de Clifford. Estas relagoes de fechamento da
algebra implicam na seguinte relagao entre a e (3
p

a=f {1 + EHQ] . (5.15)

Note que quando usadas na contragao de quaisquer objetos, as identidades

acima sugerem que a seguinte disting¢ao deve ser feita

XV = g7 X,V = nAB XV,
(5.16)
XY =9 X,Y, =nABX,Yp,

ou seja, os escalares X.Y e X.Y nao coincidem necessariamente.
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5.2 Ponte Dinamica para campos espinoriais:

de Dirac a uma dinamica nao-linear

Um campo espinorial ¥ se transforma como um campo escalar sob a agao de

um difeomorfismo

U/ (') = U (zH) (5.17)

e como um espinor sob as transformacgoes de Lorentz locais

U = AT, (5.18)

onde A representa as matrizes de Lorentz infinitesimais e locais.

Um campo espinorial esta na representacao de Dirac quando este obedece
a equacao de Dirac, a qual corresponde a um campo espinorial livre sem
massa. No nosso caso, esta equagao definida na métrica g,,, Eq. (5.11), é

dada por

AV, = 0, (5.19)
onde

Vy=08,—Ty,
sendo f“ a conexao de Fock-Ivanenko? definida por

~

r 1 fooa fooa
B = =5 (B Fad = T2u5° 50

donde denotamos o comutador de A com B por [A,B] = AB — BA. Em

termos das tétradas, a conexao é escrita como

- 1

'y = _Z'AYBCASBC

ZPara que a conexdo I, coincida com a conexao de Fock-Ivanenko é necessario impor
que a derivada covariante das matrizes de Dirac se anulem, i.e., V7" = 0. No caso mais
geral poderfamos ter V,v* = [V,,,7*], sendo V,, um elemento arbitrdrio da dlgebra de
Clifford [41]. Entretanto, ao longo deste capitulo assumimos a hipétese de que a derivada

covariante é zero.
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onde

1
SBC = 5[,}/3’,}/0]’

e Ypca sao chamados coeficientes de rotagao de Ricci, que sao definidos por

. 1, . A A
YABC = §(CABC — Cpea — Ccan),
e, finalmente,
Capc = —€ua" (5" c) . (5.20)
Vemos facilmente que éABc satisfaz éABc = —CACB.

A partir das definicbes acima, podemos reescrever a equacao de Dirac

usando a Eq. (5.12) como

1
i (04 + BHAHP 05 + Z&BCASBC)\I! —mW = 0. (5.21)

Para encontrar a equacao diferencial para o espinor no espaco de Minkowski,
é preciso calcular o termo 44pcSP¢ da equacdo (5.21). Para isso, primeiro
devemos encontrar Capc. Usando a definicio (5.20) e a hipétese (5.12),

temos que

Capc = —(1+ BH?)(HaBHe + B*HaHpHey — B HaHop)+

+BHapHe) + SBBHAH? (pHey.
(5.22)

onde denotamos Hy = H 4pHP. Segue dai que os coeficientes de rotagao de

Ricci sao dados por

. . B
Yapc = Capc — 5 [ﬁHz(HAH[B,C] + HipHiey,4)) — HajcHp) — Hi,oHa| -
(5.23)

De posse dessas quantidades, devemos agora encontrar

YTy = — Z’?BCA’YA’YB’YC-
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Para isso usamos a identidade

,YA,YB,YC — nAB,yC + nBC,yA o nAC,yB + 'éEABCD’YC’Y5-

Sendo assim, devemos calcular apenas dois termos que sao dados como segue

apo BBH?

’AYBCAE D = HAH[BC]EABCD (5.24)

Goean™yC = (14 GH?) |BH.y = H*B.y + F*H? Hoy = 32(H.H)(Hoy)+

—ﬁHz.v + gHﬂ - —g}pq + %—ﬁHzH.v - %Hsz.%
(5.25)
onde 3 = BAHA, .y = fay* e H? .y = 2HAHy pv".

O resultado do método da Ponte Dinamica aplicado a um campo espino-
rial satisfazendo a equagao de Dirac num espago curvo mostra que, quando
a dinamica é reescrita no espago-tempo de Minkowski, produz-se trés termos
de auto-interacdo dadas por HyHP0pW, (5.24) e (5.25). Nao obstante, a
equacao resultante nao possui nenhuma forma reconhecivel. Para avancarmos
mais e alcancarmos a uma equacao razoavel para ser tratada no espaco de
Minkowski, procedemos na simplificagao da equacao dinamica para o campo
espinorial ¥ no espaco plano.

Portanto, temos que assumir um valor especifico para €. Por conveniéncia,
que ficard clara mais adiante, supomos na Eq. (5.8) que e = —1. Isso implica
que

HYH, = 0.

Vale ressaltar que esta condi¢ao nao implica que J* = 0 (o que seria uma
hipé6tese extremamente forte). No entanto, esta condi¢ao reduz significativa-

mente os termos de auto-interacao da dinamica, produzindo

Apca€?’p =0 (5.26)
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Apcan™PyC = BH~ + gHv (5.27)

Assim, o campo spinorial obedece a seguinte equacao simplificada

i <7A8A + ByAH HB 05 + gHMA + gHMA> U =0. (5.28)

Note-se que esta ainda é uma equacao dinamica altamente nao-linear para o
espinor. Dentre todos estes termos, os trés primeiros incluem derivadas de
U e s6 o ultimo seria algébrico. Os resultados importantes virao a seguir,

quando examinarmos alguns regimes para o parametro de acoplamento (.

5.2.1 Caso < 3 e a solucao de Inomata

Antes de mais nada, gostariamos de ressaltar que no modelo padrao da fisica
de particulas, qualquer campo espinorial sem massa pode representar um
neutrino. Assim, tudo o que foi desenvolvido acima pode ser imediatamente
aplicado a esta particula. Neste caso particular, os resultados obtidos serao
cruciais para tornar o método proposto mais competitivo. Nesta e na secao
seguinte consideraremos apenas neutrinos.

No regime em que § < (3, a equagao para o campo espinorial no espago
de Minkowski (5.28) possui apenas os termos dinamicos (o termo algébrico é

negligenciado)

i (qAaA + By AHAHPOp + gHMA) T = 0. (5.29)

No geral, esta solugao nao corresponde a nenhuma dinamica que pudéssemos
tratar. No entanto, existe uma classe muito interessante de solucoes para
este caso, que é dada pela condi¢do de Inomata [29], onde as derivadas de
U sao proporcionais aos elementos da dlgebra de Clifford, ou seja, uma com-
binagao linear da base formada por 1, 75, 74, Y475 € Yavs. Nesta classe de
solucgao, a dinamica do campo espinorial se reduz a equagoes algébricas sobre

os coeficientes da expansao.
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Se, por outro lado, assumirmos que a geometria efetiva (5.1) corres-
ponde, de fato, a uma geometria real — solucao das equacoes de Einstein
e que é causada por um campo gravitacional gerado pelos préprios neutrinos
— seguindo os passos Inomata, podemos analisar segundo a teoria Rainich-
Misner-Wheeler-Inomata (RMWI), quais informagoes sobre o campo gravita-
cional gerado pelos neutrinos podem ser obtidas somente pelas simetria desta
teoria. Entretanto, neste capitulo, estamos interessados somente nas pro-
priedades das particulas elementares, ou seja, este regime para o parametro
de acoplamento 3 nao traz informagoes simples sobre a dinamica de particulas
elementares no espaco de Minkowski. Logo, generalizacoes nao triviais devem
ser feitas. Com isso, o desenvolvimento sistemético da teoria RMWI nao é
nosso objetivo neste trabalho e esta andalise devera ser abordada num futuro

proximo. Nosso principal objetivo encontra-se na proxima secao.

5.2.2 Case 3> f(ea quebra da simetria quiral

No lagrangiano do Modelo Padrao da fisica de particulas, os neutrinos de-
stros nao estao presentes, uma vez que interacoes fracas apenas alguns dos
neutrinos canhotos. Consequentemente, nao é possivel formar termos de
massa para eles de acordo com as simetrias do Modelo Padrao. No entanto,
a experiéncia de 1998, Super-Kamiokande, e vérios outros experimentos in-
dependentes e diferentes detectaram a familia oscilacao dos neutrinos [5]. Do
casal minima aplicada a Minkowski espaco, esse fato sé é possivel se os neu-
trinos sao levemente enorme, quebrando a simetria quiral. Mas levanta uma
questao fundamental: onde estd o ainda nao observado neutrinos destro?
Hoje em dia, existem duas maneiras possiveis para responder a esta per-
gunta: em primeiro lugar, eles simplesmente nao existem, o que nao é muito
satisfatério. Em segundo lugar, eles existem, mas nao interagem fracamente.
No entanto, por causa do prazo de massa, o qual mistura os dois quirali-
dades, foi necessario assumir que neutrinos destros sao pesados. Em seguida,

a simetria quiral é quebrada “ na mao ”e nao explica por que esses neutrinos

70



sao tao macica. Além disso, uma vez que o destro neutrino precisa muito
altas energias a serem observados permanece despercebida em experimentos
de baixa energia, apesar de sua fraca interagao com outras particulas. no
entanto, vamos que no regime 3 > 3, o resultado é completamente diferente
do modelo padrao e nossa explicacao é compativel com a fenomenologia.
Consideremos > 3 na Eq. (5.28). Neste caso, dois dos trés termos de

auto-interacao se anulam e apenas um permanece, resultando em

i <7A8A + gHMA> T =0. (5.30)

Substituindo a expressao para H4y4 ¥, obtemos

040 + 25(1 — 75) (A + iBys) U = 0. (5.31)

Esta equacgao é muito semelhante a equacao de Heisenberg para um campo
espinorial se propagando no espaco-tempo de Minkowski, onde denotamos
s=ifs /4. Surpreendentemente, concluimos que o termo nao-linear de auto-
interacao dos modelos de Nambu-Jona-Lasinio pode ser visto como uma mod-
ificacao da estrutura do espaco-tempo.

Até este ponto, nosso método parece apresentar equagoes dinamicas equiv-
alentes apenas de um ponto de vista puramente matematico, sendo ambas
as representacoes sao igualmente satisfatorias; a equacao de Dirac é mais
simples que a de Heisenberg, mas no espago de Minkowski é mais facil de
tratar o campo que na geometria curva, a qual depende de V.

Para introduzir uma representacao preferencial, induzida por fatos exper-
imentais/fenomenolégicos referentes ao campo espinorial, vamos comegar por
reescrever ¥, como uma superposicao de duas componentes com quiralidades

opostas
U=y, + Upg,

onde . .
V=51 —7)¥ Ur=5(1+7%)7,
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sao componentes do espinor representando a quiralidade de mao esquerda
e de mao direita, respectivamente. Dada a sua arbitrariedade, assumimos
o parametro s como uma constante (pelo menos ao longo das curvas inte-
grais representadas pelo campo vetorial H#). Sabemos que a equacdo de
Dirac é invariante sob a acao de 5 — pois ambas as componentes quirais
satisfazem a mesma dinamica no espaco curvo efetivo — portanto, apds a
aplicacao do método, percebemos que cada componente de W satisfaz uma

equagao dinamica distinta no espaco de Minkowski

iy 04U R + 45(A +iBys) Up, = 0, (5.32)

i 040 = 0. (5.33)

A partir dessas equagoes, obtemos um resultado notavel: se, por exemplo, ¥,
representa o estado de um neutrino de mao esquerda e Uy representa um
neutrino de mao direita, vemos que a cada componente da superposicao
satisfaz uma dinamica diferente equacao no espago plano. Este resultado
torna-se ainda mais impressionante se olharmos para todo o processo de
construcao de dinamicas equivalentes: comecamos a Ponte Dinamica com um
campo espinorial satisfazendo a equagao de Dirac em um espaco curvo, que
¢ a superposicao de estados com diferentes quiralidades. Nesta geometria,
cada componente quiral satisfaz a mesma equacgao. No final do processo,
uma vez no espaco de Minkowski, obtivemos duas componentes separadas,
que satisfagcam duas equacoes diferentes.

Este resultado é uma possivel explicacao do porqué mede-se apenas um
tipo de neutrino. A partir deste método, este fenomeno deveria ser com-
preendido como sendo devido ao fato de que o termo de auto-interaccao,
que aparece apenas para uma componente quiral, envolve uma escala de en-
ergia muito alta — fazendo com que o termo algébrico domine o termo de
propagacao —, de modo que o aparato de medida nao é capaz de detectar a
presenca da outra componente quiral. Sumariamente, ambas as quiralidades

existem mas é possivel fazer medidas com apenas uma delas.
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No caso de férmions massivos, ainda ha resultados preliminares, porém
espera-se que este tipo de auto-interagao nao aparecerd facilmente devido
a dois motivos observacionais: o parametro 3 deve depender do inverso da
massa de cada particula considerada (ou seja, ele seria pequeno para estas
particulas) e a presenca do termo de massa também quebra quiralidade e
produz uma mistura na contribuicao de cada termo. Entretanto, o mod-
elo padrao se interessa apenas por auto-interagoes advindas de corregoes
quanticas. Logo, seria necessario examinar se alguma dessas correcoes quanticas
poderia ser modelada por um termo de auto-interagao do tipo NJL general-
izado e se que seria consistente com a nossa proposta. Sabemos que, hoje em
dia, s6 hé estimativas para as propriedades do neutrino de mao direita [9].
A tentativa de introduzir nimeros especificos para este modelo ainda estd
sendo desenvolvida e sera enderessada a um trabalho mais experimental so-
bre o assunto. Mesmo assim, do ponto de vista puramente tedrico, o método
da Ponte Dinamica no caso de campos espinoriais ja traz a possibilidade de

nova fisica para o modelo padrao.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste texto foi apresentada uma nova maneira de descrever a dinamica dos
campos fundamentais da fisica. Isto foi possivel devido a construcao de um
mapa entre equagoes dinamicas distintas. Este mapa atua sobre a métrica
do espacgo-tempo na qual uma dada dinamica esta definida de maneira bem
precisa, levando-a a uma outra dinamica definida em outra métrica.

Em particular, no segundo capitulo, apresentamos uma extensao da métri-
ca de Gordon no sentido de construir uma classe maior de geometrias que des-
crevem movimentos acelerados no espaco-tempo de Minkowski como geodési-
cas em uma geometria modificada ¢,,. Esta métrica g, depende apenas
da geometria de fundo e do vetor velocidade do corpo acelerado. Analisa-
mos caminhos de luz (acelerados) dentro de um dielétrico em movimento e
construimos uma colecao de geometrias com propriedades distintas aquelas
da abordagem de Gordon, mas com os mesmos efeitos cineméaticos. Re-
unimos também esta nova classe de geometrias, que chamamos de métricas
arrastadas, com as geometrias efetivas do eletromagnetismo nao-linear, pro-
duzindo uma colegao de possiveis estruturas métricas do espago-tempo, que
tém uma aplicacao imediata na teoria de modelos analogos. Ao final do
capitulo, foram estudados casos em que uma geometria curva de fundo apre-
senta observadores num movimento circular e, entao, aplicamos o método

desenvolvido no inicio do texto para descrevé-los como geodésicas.
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No terceiro capitulo, apresentamos uma nova proposta para lidar com
processos gravitacionais através de um campo escalar como uma extensao
natural da teoria de Newton. Mostramos também como as desvantagens
tradicionais de modelos da gravitagao escalar sao superadas em nossa pro-
posta. Em particular, nota-se que a geometria de Minkowski 7, é auxiliar
e nao observavel. Este procedimento é semelhante a formulacao de campo
da Relatividade Geral proposta por Gupta, Feynman, Deser, Grischuk e ou-
tros. A matéria interage com o campo escalar ® apenas através da métrica
gravitacional e a dinamica da teoria advém de um principio variacional. O
Lema Fundamental relaciona uma classe de sistemas dinamicos descritos pela
lagrangiana L = V(®)w com um campo de Klein-Gordon sem massa auto-
interagente em um espacgo-tempo curvo. A auto-interacao do campo escalar é
descrita pelo potencial V(¢) que multiplica o termo cinético. Diferentes for-
mas de V' (¢) resultam em diferentes teorias gravitacionais. Naquele capitulo,
analisamos somente o caso em que
(o —3)°

V =
4 a3

Essa escolha particular permite solucoes em acordo com o conhecimento ob-
servacional dos fenomenos da gravitacao. Como dito anteriormente, as con-
seqliéncias cosmoldgicas desta teoria e outros testes classicos da gravitacao
ainda estao sob anadlise e, por isso, nao foram apresentados no texto.

No capitulo seguinte, estudou-se a possibilidade de descrever a dinamica
da teoria linear de Maxwell em termos da teoria nao-linear de Born-Infeld.
Como foi demonstrado em [53], o prego a pagar é a introducao de uma ge-
ometria curva que tem apenas um carater eletromagnético, ou melhor, nao
¢é atribuida nenhuma dinamica extra a esta geometria. Em seguida, demos
um passo além ao generalizar esta equivaléncia na presenca de matéria. A
representacao geométrica em termos da métrica eletromagnética é atribuida
a todos os corpos, carregados ou nao. Isto implica em varias possibilidades
de descricao dos fenomenos eletromagnéticos, algumas das quais exploramos

aqui. No caso em que o campo eletromagnético estd num regime muito
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distante de seu valor maximo /3, o resultado mais surpreendente é o apareci-
mento de um momento magnético para o neutrino. A comparacao da abor-
dagem proposta aqui com os resultados observacionais indicam que nossa
teoria nao estd em contradicao com a observacao. Portanto, este modelo
deve ser levado adiante e o caso de campos eletromagnéticos muito eleva-
dos deve ser examinados, a fim de encontrarmos algum fenomeno claramente
descritivel em termos do nosso modelo.

Por fim, estendemos o método da ponte dinamica para o caso de campos
espinoriais, cujo resultado mais importante foi permitir a elaboracao de uma
proposta para a quebra da simetria quiral sem a necessidade de um termo

de massa na equacgao dinamica do campo.
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Capitulo 7
Perspectivas

Nota-se que o método das Pontes Dindamicas representa agora um novo
campo de estudo; uma nova linha de pesquisa. Cada exemplo apresentado
aqui possui uma série de questoes que ainda permanecem em aberto. Em par-
ticular, citamos algumas daquelas relacionadas a cada capitulo apresentado,
que pretende-se respondé-las num futuro préximo.

No caso das métricas arrastadas, que representam um conjunto de métricas
que nao estao diretamente ligadas a dinamica de um dado campo, estas
métricas deveriam ser analisadas do ponto de vista de todos os processos
dinamicos que produzem uma cinematica bem conhecida. Por exemplo, o
eletromagnetismo. Seria importante estudar particulas carregadas sujeitas
a campos eletromagnéticos, cuja aceleracao é produzida por uma forca de
Lorentz que envolva a presenca simultanea de campos elétricos e magnéticos.
Em seguida, deveriamos entender as propriedades fisicas que possuem um
comportamento singular devido a presenca ou nao de campo eletromagnético:
perfil da radiacao eletromagnética, trabalho realizado pelo campo, efeitos de
retro-reacao etc.

Na teoria escalar da gravitagao ainda é necessario verificar se a teoria per-
mite uma solucao exata e consistente com o efeito Lense-Thirring, a solucao
interna de uma estrela, a cosmologia, a radiacao gravitacional e a quan-

tizagao.
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No caso da métrica eletromagnética, devemos ainda considerar o acopla-
mento minimo do campo eletromagnético com outros campos além do es-
pinorial e ver se hé efeitos desta métrica sobre bdsons e mésons, ou mesmo,
a possibilidade de outros acoplamentos em €,,. Também seria interessante
tentar encontrar um mapa entre a teoria de Maxwell definida num espago
curvo e alguma teoria nao linear do eletromagnetismo definida no espaco
plano.

Para a métrica espinorial, ainda seria necessario desenvolver completa-
mente todas as consequéncias do modelo proposto e tentar encontrar uma

viabilidade experimental para a confirmacao da nossa proposta.
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Capitulo 8
Epilogo

Nas ciéncias exatas sempre nos defrontamos com a escolha de primeiros
principios na elaboragao de um modelo, que em geral se faz sobre dados
empiricos ou bases matematicas abstratas. Na Fisica, em particular, para
criar uma determinada teoria é necessario estabelecer quais sao as premis-
sas consideradas como verdadeiras e, em seguida, desenvolver o arcabouco
tedrico e experimental que dai decorrem [62]. Até o advento da teoria da
relatividade geral e da mecanica quantica esta questao nao se colocava, ou
melhor, era enderegada somente a metafisica. O observador e seu papel eram
de dominio do bom senso e do senso comum (“todo mundo sabe que...”).
No caso da teoria da relatividade especial (restrita) esta questao aparece de
forma bastante evidente com o rompimento dos conceitos mecanicos absolu-
tos. Na mecanica quantica, o problema é ainda mais profundo, abalando os
alicerces da ciéncia com a critica a prépria realidade objetiva (ou, pelo menos,
o seu modo a priori) [64]. De duas maneiras bem distintas, estas duas novas
teorias iniciadas no fim do século XIX trouxeram para o ambito da Fisica
uma critica ao mundo fisico organizado desde os gregos (pds-socraticos).

O que nos interessa por tras desta revolucao é o processo. A relatividade
geral com seus processos nao-lineares (gravitacdo <= energia-momento) e a
mecanica quantica como processo de construcao gradativa da representacao

da realidade (pelo menos, segundo a interpretagao de Copenhagen) permitem
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que certos conceitos primitivos da fisica tradicional possam ser deduzidos de
processos nao-lineares de interagao entre campos e/ou fluidos.

Seguindo nesta dire¢ao, mostramos que propriedades elementares, como
o momento magnético e a quebra da simetria quiral — conferir os casos da
massa em [58, 49] e o spin em [56], que nao foram detalhadamente discutidos
aqui (por serem textos que nao estdo ligados diretamente com as pontes
dinamicas) — podem emergir de acoplamentos nao-minimos de campos de
matéria com a geometria.

E claro ver que algumas ideias apresentadas neste trabalho tem res-
sonancias diretas com textos classicos sobre esta discussao e que citamos,

para terminar, um trecho breve de um deles [43]:

“Estariamos assim no limiar de uma ontologia... o conceito de
campo aparecendo entao como primordial; a matéria, 0os corpos
nele se destacando como eventuais flutuacoes locais, distor¢oes

aleatorias do espaco-tempo”.
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Appendix A

Método de Hadamard para a
GSG

O método de Hadamard é muito utilizado no estudo da propagacao de des-
continuidades de um determinado campo. Proposto por J. Hadamard em
1903 [25], o método consiste em associar as descontinuidades das derivadas
de um dado campo, ao atravessar uma dada superficie, com o vetor normal
a esta superficie. Como dito anteriormente, este mesmo método pode ser
usado para obter a métrica de Gordon.

Faremos aqui uma anélise breve das descontinuidades do campo eletro-
magnético que foram usadas no caso da teoria escalar da gravitagao. Mostra-
remos que as ondas eletromagnéticas seguem ao longo de geodésicas na
métrica g,,. Procederemos de acordo com o método de Hadamard (ver de-
talhes também em [52] e referéncias) para obter a relagdo de dispersao das
ondas nesta métrica.

Seja X uma superficie de descontinuidade do campo A,. A descon-

tinuidade de uma funcao arbitraria f através desta superficie é definida por

[f(z)]gy = lim (f(a?+e)—f(x—e)). (A.1)

e—0t

No caso em questao, assumimos que o campo A, e suas primeiras derivadas

0,A, sao continuas ao atravessar X, enquanto que as segundas derivadas
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apresentam uma descontinuidade:

[AM]E = 0, (A.2)
[&’AH]E = 0, (A.3)
0u0sA)y = Kaksl(a) (A4)

onde k, = 0,2 é o vetor de propagagao ortogonal a superficie X e £,(z)
¢ a amplitude da descontinuidade. Usando estas propriedades da descon-

tinuidade na equacao de movimento do campo eletromagnético
qayF‘ul,;a = anA[/J,V];a = 0,

segue que
kokpg® = 0.

Isto significa que as descontinuidades do campo eletromagnético se propagam
ao longo de geodésicas nulas na métrica g, .

Do ponto de vista da GSG, isso acontece devido a relagao entre o campo
EM e a métrica, os quais se acoplam minimamente segundo o principio da
covariancia geral. Portanto, qualquer outro tipo de matéria s6 interage gravi-

tacionalmente via a métrica gy, .
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Appendix B

Invariantes topoldgicos do

eletromagnetismo

Dados o tensor eletromagnético F,, e seu dual *F,,, os dois invariantes
topoldgicos escalares da teoria eletromagnética que podemos construir sao

definidos como sendo

onde usamos que o tensor [}, pode ser descomposto, com respeito a uma

classe de observadores, da seguinte forma
F.,=Ewv, —Euv,+ nuyaﬁvaBg,

sendo v* um campo vetorial normalizado do tipo-tempo. De posse destas
defini¢oes, um calculo direto mostra-nos que as seguintes relacoes algébricas

sao validas
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* * F
i (B.1)

. G
P Foy = = 0", (B.2)
G x F
Fr FegFP, = -5 -5, (B.3)
G? F
Fr FosFP\F*, = Eaﬂy = Ml (B.4)

Seguindo a prescricao do método das pontes dinamicas aplicado ao campo
eletromagnético, todo objeto tensorial na teoria de Maxwell tem seus indices
levantados ou abaixados pela métrica de Minkowski 7,,,, enquanto que num
espago-tempo curvo, onde definimos a teoria de Born-Infeld, os indices de-
vem ser levantados ou abaixados fazendo-se uso da métrica g,,. De modo

esquematico, temos:

e Teoria de Maxwell: dada pelo par ordenado (nuy,—iF), onde a
primeira entrada corresponde a métrica do espago-tempo e a segunda

entrada diz respeito a Lagrangiana. Deste modo, temos

F* = Fognn”’,
F = FyFognn”.
A equagao dinamica desta teoria na auséncia de fontes é dada por
(Fagn"*n"”),, = 0.

e Teoria de Born-Infeld: corresponde ao par (é“,,, B2(1 — \/E)), donde
[ é um parametro arbitrario da teoria (campo eletromagnético critico)

e
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U=1+-——2———,
232 1644
Fr = Fogeree?,

F = F,, F,zehe’,

A 1 L x
G=—= N Fy Fog = F* Fy,.
A dinamica desta teoria nao-linear do eletromagnetismo na auséncia
fontes é dada por
v_—¢ [ . 1 . .
0, | =S (- — GrEm )| =0
U 45

Na proposta apresentada no capitulo (4), a métrica é,,, depende do préprio
campo eletromagnético e da métrica de Minkowski. Devido as relagoes
algébricas (B.1)-(B.4), existe um unico caminho para introduzir a métrica

eletromagnética, ou seja,
M =ant + bt (B.5)

onde a e b correspondem a duas funcoes arbitrarias dos dois invariantes de
Lorentz F' e G. Novamente, assumimos que ¢ = FFF,”. O termo “métrica
eletromagnética” é justificado pelo fato de que €, ¢ unicamente definida em
termos dos campos eletromagnéticos e nao possui dinamica prépria.

A relacao entre os invariantes topoldgicos de cada teoria estao correla-

cionados pela seguinte equagao:

F = a [(n—eFm)F— %Gz} ,

A (B.6)
G = a? [n - %F} G,
onde
14 eG? B eF
n= T m= T
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As fungdes arbitrarias a e € = b/a sdo coeficientes do tensor métrico. Com
estas equacoes o calculo para encontrar a relacao entre as quantidades fisicas

de cada dinamica em termos da outra torna-se mais simples.
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Appendix C

Derivada covariantes de campos

espinoriais

Faremos aqui um breve resumo correspondente aos resultados fundamentais
desenvolvidos em [41] e que podem ser encontrados de uma maneira extrema-
mente diddtica em [70]. Sabe-se que no tratamento de campos espinorias em
espacos curvos é necessario introduzir uma estrutura extra responsavel por
fazer a conexao em a geometria curva e o espaco espinorial. Isto é feito a
partir de uma generalizacao do conceito de transporte paralelo na presenca
de espinores, no qual aparece uma nova conexao (interna) que atua simul-
taneamente nos dois espacos. No caso mais geral, a partir da condigao (4.10),

segue que esta conexao interna I'), ¢ dada por

L, =T+, (1)

onde V,, é um vetor arbitrério satisfazendo a dlgebra de Clifford e I'}" ¢
chamada conexao de Fock-Ivanenko, a qual é definida em termos da matrizes
de Dirac y* como

PFI 1

=3 e — e + 000 = 7] (C.2)
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sendo que I'§ , sdo os simbolos de Christoffel construidos com a métrica g, .

Logo, a derivada covariante de W é escrita como

vy =0,¥v-TI,V
(C.3)
=0,V — Fij\If -V, V.
Para que esta expressao esteja bem definida, a corrente de probabilidade

JH = U~ deve ser preservada
V. J' = 0.

Sendo assim, o hermitiano conjugado desta expressao deve ser

(C.4)

=0,V + UTH + UV,
Desta expressao, vemos que V# deve se transformar como uma conexao, como
demonstrado por [15]. Logo, a escolha dada pela Eq. (4.11), sob a condigao
de que F,,g" = 0 — condigao trivialmente satisfeita dado que F},, representa

o campo eletromagnético também em g*” — é compativel com esta restrigao

sobre V*.
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Appendix D

Tétradas

O formalismo das tétradas (ou vierbein) foi inicialmente introduzido por
Hermann Weyl para tratar de campos espinoriais em espacos curvos. Grandes
avancos nesta drea foram também desenvolvidos por Elie Cartan, o qual
demonstrou que este formalismo é completamente equivalente aquele usado
pela relatividade geral (dependente sistema de coordenadas).

No caso considerado, assumimos um espaco quadri-dimensional munido
com um tensor métrico g,, e um sistema de coordenadas z®. As tétradas
sao objetos definidos localmente que formam uma base invariante de Lorentz

neste espaco
efa=eaz) = (e"(2)) 4, (D.1)

tal que

g =ntB ety e g, (D.2)

onde n1% ¢ a métrica de Minkowski. A inversa da base e,” ¢ definida através

de

A v gv A p _ sA
e, €4 =10y, e, e'p=dg, (D.3)

que verifica
9uv = TAB 6,uA 61/B- (D4)
Vale ressaltar que os indices de espago-tempo p, v, ... sao levantados e abaix-

ados usando a métrica do espaco-tempo g,,,, enquanto que os indices espino-
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riais A, B, ... sdo alterados através da métrica do espaco interno (espinorial)

que, neste caso, escolhemos ser a métrica de Minkowski n4p:

LA

et = g e, = 77AB etp, (D.5)

eud = guw €’ a =1NaB euB. (D.6)

O determinante ligado a esta base é dado por

e=+v~g,  g=det(guw). (D.7)

Este é o motivo pelo qual os vierbeins as vezes sao chamados de “raiz
quadrada” do tensor métrico.
Sob a acao de difeomorfismos, as tétradas se transformam como um vetor

e sob a acgao de transformagoes de Lorentz locais, como sendo

A AA B
{ep = A'pe,”,

_ D.8
P AAB ehp = (AAB) 1 6'uB> ( )

-1 . . . o .
onde Ap e (AA B) sao matrizes de Lorentz infinitesimais e locais, sendo

uma a inversa da outra segundo a definigao.
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