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Resumo

Esta tese visa utilizar um formalismo baseado numa formulagdo da Mecénica Estatistica base-
ada na matriz S para estudar gases quanticos interagentes nao - relativisticos.

Este formalismo € inspirado num resultado exato para uma dimensao obtido por meio do An-
satz de Beth Termodinamico (Thermodinamical Beth Ansatz - TBA) e envolve uma expressao
exata da energia livre em termos de elementos de matrizes conexos relacionados com a matriz S,
porém € uma expansdo de infinitos termos que ndo se sabe como calcular exatamente, contudo
seus termos podem ser escritos com base numa diagramética que serd explicada ao longo da tese e
que terd interpretacdes interessantes.

Existe também uma aproximacdo para energia livre no formalismo, chamada aproximagdo de
espuma, em que apenas processos de espalhamento de duas particulas sdo considerados. Esta
aproximacgdo pressupde que o gds esteja bastante diluido e sobre temperaturas suficientemente
altas.

Com a aproximacao de espuma € possivel obter uma expressao finita da energia livre em termos
do kernel de dois corpos e de uma pseudo-energia que obedece uma equacao integral. O resultado
obtido se assemelha ao do gés ideal com a pseudo-energia no lugar da energia de cada particula e
a equacdo integral da pseudo-energia se assemelha a uma equagao de Yang-Yang.

Neste trabalho € mostrado um método sistematico para obter os coeficientes do virial para um
gds de bosons ou de férmions dentro e fora da aproximacao de espuma, em dimensao arbitréria;
bem como a influéncia de uma armadilha harmdnica nos coeficientes do virial dentro da perspectiva
da Aproximacdo de Densidade Local (Local Density Approximation - LDA).

Os quatro primeiros coeficientes do virial sdo estudados dentro da aproximacao de espuma em
uma, duas e trés dimensdes dentro do limite unitdrio tanto para bésons quanto para férmions, e
apenas em trés dimensdes além do limite unitdrio. Alguns resultados obtidos ainda ndo tinham

sido estudados na literatura, como a expansao do virial para bdsons, e outros concordam com
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resultados obtidos por outros métodos. A expressdo exata do terceiro coeficiente do virial é obtida
em termos do kernel de dois e trés corpos.

Também sdo obtidas algumas fun¢des de escala e propriedades termodinamicas para os gases
em questdo além do limite unitério, j4 que resultados no limite unitario com este método ja existem
na literatura. Um critério para transicao de fase € estabelecido e o estudo do crossover BCS/BEC
¢ feito por meio da obtencdo do comportamento das temperaturas criticas em fungdo do inverso do

comprimento de espalhamento.



Abstract

This work uses a formalism based in a formulation of Statistichal Mechanics based on the S -
matrix to study non - relativistic interacting quantum gases.

This formalism is inspired in a previous result obtained in one dimension with the use of the
Thermodinamical Beth Ansatz - TBA, it involves an exact expression of the free energy written
in terms of connected matrix elements related to the S - matrix. This expansion has an infinity
number of terms and can’t be exactly performed but these terms may be found with some specific
diagrammatic rules with interesting interpretations.

There is also an approximate expression for the free energy, the approximation used is the
so called foam approximation in which the only processes considered are two-body scattering.
This approximation has the assumption that the gas is very diluted and the temperature is high. It
provides a finity expression for the free energy which depends only of the two-body kernel.

The finity expression of the free energy in the foam approximation is similar to the ideal gas
expression, but with a pseudo-energy instead of the energy. The pseudo-energy satisfies an integral
equation quite similar to the usual Yang-Yang equations.

A sistematic method to obtain the virial coefficients is exposed here in and out of the foam ap-
proximation for arbitrary number of dimensions, it works for Bose and Fermi gases. The influence
of an harmonic trap in the virial expansion is also studied using the Local Density Approximation
- LDA.

The first four virial coefficients are obtained in the foam approximation for Bose and Fermi
gases in one, two and three dimensions in the unitary limit. The same results are obtained in only
three dimensions out of the unitary limit. Some new results are obtained as the virial expansion
for a bosonic gas and others results are in agreement with other methods used in the literature.
The exact expression of the third virial coefficient is obtained in terms of the two and three body

kernels.
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Scaling functions and thermodynamical properties are studied out of the unitary limit, because
results in the unitary limit already exist in the literature with this method. A criteria for phase

transition is defined and the BCS/BEC crossover is studied.
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Introducao

O interesse da comunidade pela drea de atomos frios apresentou um crescimento considerdvel
nos ultimos anos, isto pode ser atribuido especialmente a dois fatores: o aumento da precisao
dos experimentos que vem sido feitos nos ultimos anos [1, 2, 3, 4, 5, 6] e ao desenvolvimento de
métodos tedricos cada vez mais capazes de reproduzir os dados experimentais, dentre os quais se
destacam os métodos de simulagdo Monte - Carlo [7, 8, 9, 10].

O objetivo desta tese € o estudo de gases quanticos com interagdo, tanto bosdnicos como fer-
miodnicos. Desde o século passado importantes contribui¢des cientificas t€ém ocorrido nesta area
que inicialmente permaneceu um pouco enigmatica, basta dizer que ap6s os trabalhos de Bose em
1920 sobre a estatistica das particulas bosdnicas, apenas cinco anos depois em 1925 Abert Einstein
previu teoricamente a existéncia do condensado de Bose - Einstein [34], mas somente em 1995 o
primeiro condensado de Bose - Einstein foi obtido experimentalmente [35].

Como seré dito mais a frente: a natureza superfluida do *He foi rapidamente associada a
condensacdo de Bose - Einstein. De fato hoje ndo apenas a superfluidez mas também a supercon-
dutividade sdo em vérios casos descritos pela famosa teoria BCS (Bardeen - Cooper - Schrieffer)
na qual particulas fermidnicas se acoplam em pares de Cooper formando um ente bosdnico, que
por sua vez pode sofrer condensac@o de Bose - Einstein. Deste modo uma boa compreensao do gas
quantico pode proporcionar também uma melhor compreensdo da superfluidez e da superconduti-
vidade, que sdo importantes nao apenas para um melhor entendimento da natureza mas também e
principalmente para a evolucdo tecnoldgica por motivos 6bvios.

Voltando mais uma vez a parte experimental: os experimentos de Ressonancia de Feshbach,
originalmente usados em Fisica Nuclear [52], se mostraram uma boa alternativa experimental para
o estudo de dtomos frios, com eles é possivel regular o comprimento de espalhamento e natural-
mente a interacdo entre as particulas num processo multicanal, regulando um campo magnético

externo. Com estes experimentos € possivel se obter para o gas de bdsons uma temperatura critica



na qual o comprimento de espalhamento diverge para um certo valor da constante de acoplamento
de modo que logo abaixo deste valor o gds se apresenta como um condensado de Bose - Einstein
(BEC). Estes experimentos apresentam alta precisdo e uma grande avalanche de dados experimen-
tais tem aparecido nos ultimos anos de modo que mais uma vez vale ressaltar: sdo necessdrios
métodos tedricos para reproduzi-los.

Este trabalho apresenta uma ferramenta tedrica para explorar estes tipos de sistema, o qual foi
baseado na soluc@o exata em uma dimensdo do problema por meio do famoso Ansatz de Beth
Termodinamico - TBA [22]; contudo em dimensdo maior que um o sistema em questdo nio é
integravel e a impossibilidade de se fatorizar a matriz S inviabiliza a obtencdo de uma solucdo
exata por este método.

No formalismo aqui apresentado existe uma expressao exata da energia livre em termos de
elementos de matrizes conexos de um operador obtido a partir do operador associado a matriz S,
esta expressao possui uma representagdo diagramatica mas envolve uma soma de infinitos termos
que ndo se consegue calcular exatamente, de fato mesmo os elementos de matrizes conexos nao sao
faceis de se calcular. Para resolver este dilema € feita uma aproximacdo vélida para temperaturas
suficientemente altas e baixas densidades na qual se consideram apenas processos de dois corpos;
nesta aproximacgao a energia livre apresenta numa expressao finita em termos do kernel de dois
corpos, o qual pode ser calculado exatamente, e de uma pseudo-energia que satisfaz uma equagao
integral similar a equacdo de Yang - Yang em [22].

Nesta tese este formalismo € usado para calcular os coeficientes do virial para um gas quantico
interagente, resultados sdo obtidos tanto para bésons quanto para férmions em uma, duas e trés
dimensdes; dentro e fora do chamado limite unitdrio, que serd explicado mais adiante. As proprie-
dades termodinamicas sdo obtidas fora do limite untario e o estudo do crossover BCS/BEC é feito
para o caso fermionico tridimensional. Muitos dos resultados aqui aparecem em [27] e apresentam
boa concordancia, considerando os limites adequados, com os resultados obtidos em [24] no limite
unitdrio.

No primeiro capitulo desta tese sdo discutidos conceitos basicos fundamentais para compreen-
sdo do assunto em questdo e até mesmo de parte desta introdugdo: primeiro é discutido o conceito
de indistinguibilidade das particulas e o porqué de existirem particulas bosdnicas e fermiOnicas;
depois € feita a solucdo do gés ideal quantico de Bose e de Fermi, a definicdo do que é a con-
densa¢do de Bose - Einstein e por quais motivos ela € tipica de sistemas bosdnicos; na subsecao

seguinte € feita uma disgressdo meramente conceitual e desprovida de detalhamento matemético



sobre a teoria BCS, sua importancia para os gases quanticos e como ela e a condensacio de Bose-
Einstein sdo importantes para outros topicos de grande interesse da Fisica contemporanea como a
superfluidez e a supercondutividade; no fim do capitulo sdo feitas algumas explicagdes sobre 0s
experimentos de Ressonincia de Feshbach e sua importancia para o trabalho feito nesta tese. Este
capitulo € rico em discussdes conceituais e historicas e sem grande detalhamento matematico.

Diferente do capitulo anterior, o segundo capitulo é um capitulo razoavelmente denso onde
os detalhes matemdticos sdo mostrados com alguma mintcia; nele é mostrada uma formulagdo
da Mecanica Estatistica baseada na matriz S. Esta formulagdo pode ser encontrada em [13], e € a
partir dela que o formalismo desta tese é construido.

O terceiro capitulo também € rico em detalhamento matematico e nele € mostrado o forma-
lismo utilizado nesta tese para estudar o sistema em questdo: gases quanticos interagentes. Pri-
meiramente é mostrada uma expansdo exata da energia livre, depois como esta expansao pode ser
vista com o auxilio de regras diagraméticas e a interpretacdo destas regras; posteriormente ¢é feita
uma constru¢cao matematica baseada em métodos funcionais, similar ao que acontece corriqueira-
mente em Teoria Quantica de Campos, na qual a energia livre é obtida por meio da minimizacao
de um funcional; na subsecao seguinte € mostrada a aproximacao de espuma e como ela determina
o funcional mencionado anteriormente, com isto acha-se uma expressao exata para a energia livre
em termos do kernel de dois corpos e uma equagdo integral que pode ser resolvida numericamente.

Com o formalismo ja estabelecido, no quarto capitulo é mostrada a acdo para gases quanticos
bosdnicos e fermidnicos e sobre ela sdo aplicadas as técnicas usuais do grupo de renormalizacao,
sdo achados entdo os pontos fixos da teoria € um esbogo do diagrama de fases € mostrado para
dimensdo um, dois e trés. Depois € calculada a amplitude de dois corpos renormalizada, a se¢ao
de choque, o comprimento de espalhamento e finalmente o kernel de dois corpos e a matriz S da
teoria. Posteriormente € definido o conceito do limite unitdrio, sua importancia e as adaptagdes
sobre este conceito feitas aqui, o kernel de dois corpos renormalizado no limite unitrio € entdao
achado. No final do capitulo sao definidas algumas funcdes de escala com base no comportamento
da teoria livre e como elas podem ser tteis durante a aplicacdo dos métodos numéricos relacionados
com a aproximacao de espuma.

No quinto capitulo € mostrado como se obter os coeficientes do virial com o presente forma-
lismo. Os quatro primeiros coeficientes sdo obtidos na aproximagao de espuma em trés dimensdes
dentro e fora do limite unitario, € em uma e duas dimensdes no limite unitario. A influéncia de

uma armadilha harmonica sobre os coeficientes do virial € estudada com o uso da Aproximacao de



Densidade Local - LDA e em particular € considerado o efeito de uma armadilha hamonica gaussi-
ana anisotrépica. E mostrado também como obter uma expressdo exata para o terceiro coeficiente
do virial em termos do kernel de dois e trés corpos (além da aproximacgao de espuma). Finalmente
dentro da aproximagdo de espuma sdo obtidas as propriedades termodinamicas e o estudo do cros-
sover BEC/BCS € feito ap6s se definir adequadamente os critérios de transicao de fase para bésons
e férmions com base nos resultados numéricos obtidos.

Por altimo sdo mostradas as conclusdes e perspectivas futuras decorrentes deste trabalho.



Capitulo 1

Um pouco de historia e panorama geral

Antes de expor o formalismo utilizado e obter os resultados, este capitulo visa apresentar um
pouco da histéria por trds dos experimentos e das teorias que estdo relacionados com o presente
trabalho, bem como uma breve discussdo sobre alguns resultados tedricos elementares (como a
solucdo do gés ideal quantico) e como eles podem motivar a existéncia de campos de pesquisas bem
atuais. Também € feita uma breve discussdo sobre as teorias e métodos experimentais utilizados e
como os parametros ajustados no experimento se relacionam com a teoria que serd exposta aqui.

Este é um capitulo introdutério que visa contextualizar o leitor historicamente com a drea de
pesquisa deste trabalho, com as idéias tedricas bésicas por trds dos fendmenos de interesse e com
os métodos experimentais utilizados neste campo de estudo. Alguns conceitos e resultados teéricos
sdo brevemente discutidos.

Primeiramente serd apresentada uma breve discussao historica e conceitual sobre o conceito de
indistinguibilidade de particulas; depois serd apresentada a solu¢do do gas quantico, a condensacao
de Bose-Einsein e como esta pode ser vista teoricamente dentro do simples modelo do gas ideal;
posteriormente uma breve disgressdo sobre a teria BCS e sua importancia para alguns sistemas
fisicos € feita; por ultimo sdo dadas algumas explicacdes sobre o experimento de Ressonancia de

Feshbach, sua importancia e sua relagdo com o crossover BCS/BEC, bem como outras aplicacdes.

1.1 A indistinguibilidade das particulas

Como € sabido hoje em dia, pelo menos até o presente momento, existem essencialmente dois
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tipos de particula no Universo: os bosons e os férmions. A diferenca fundamental entre eles é que
os férmions obedecem o chamado Principio de Exclusdo de Pauli e os bésons ndo, mas isso serd
explicado mais adiante.

Uma maneira razodvel de se comecar a entender o porqué destes dois tipos de particula é
pensar na importancia de se considerar a indistinguibilidade de particulas idénticas na Mecanica
Quantica, isto simplesmente quer dizer que dadas duas particulas idénticas 1 e 2 (mesma massa e
caracterizadas pelos mesmos nimeros quanticos: spin, hipercarga, ...) em dois estados especificos
A e B, o estado global do sistema é o mesmo se 1 estiver no estado A e 2 no B ou se 1 estiver no
estado B e 2 no A. A generalizacdo para mais particulas € 6bvia.

Este principio de indistinguibilidade das particulas se traduz matematicamente da seguinte
forma, o quadrado da norma da fun¢do de onda de um conjunto de particulas idénticas deve ser
invariante pela permutacdo das particulas. Isto sugere varias maneiras de definir a func¢do de onda
de particulas idénticas: produto das fun¢des de uma particula, antideterminante das funcdes de
uma particula e os determinantes de Slater. Em todo o caso para manter esta invariancia pela per-
mutacao a permutacdo s6 pode mudar a funcao de onda por uma fase ou um sinal, a discussao aqui
serd restrita ao sinal.

Um caso interessante a ser considerado € quando a permutacao de duas particulas muda o sinal
da funcdo de onda (diz-se entdo que a funcdo € antissimétrica), o que € construido por meio dos
determinantes de Slater. Neste caso a funcdo de onda naturalmente se anula quando duas particulas
ocupam o mesmo estado, pois uma permutacdo de duas particulas no mesmo estado implicard que
a funcdo de onda € igual a ela mesma com o sinal trocado e como o Espago de Hilbert € definido
sobre um corpo, e portanto sobre um dominio de integridade, a funcdo de onda naturalmente se
anulard.

Sendo assim fun¢des de onda antissimétricas descrevem particulas que ndo podem ocupar o
mesmo estado, este principio de que duas particulas idénticas descritas por fun¢des antissimétricas
nao podem ocupar o mesmo estado se chama Principio de Exclusdo de Pauli. Este tipo de particula
e suas propriedades estatisticas foram amplamente estudados por Fermi e por isso estas particulas
se chamam férmions.

Se as particulas entretanto niao forem descritas por fun¢des antissimétricas, elas ndo sofrem
nenhuma restri¢ao e portanto o Principio de Exclusdo de Pauli ndo € vélido. Este tipo de particula
e suas propriedades estatisticas foram amplamente estudados por Bose em meados de 1920 e por

1sso essas particulas se chamam bdsons.
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Dentro da perspectiva mais abrangente da Teoria Quantica de Campos - TQC, € possivel ainda
provar que bdsons sempre possuem spin inteiro e férmions spin semi-inteiro. Este resultado é
chamado de Teorema de Spin-Estatistica e € de se esperar que ele s6 possa ser visto na TQC, pois
na Mecénica Quantica o spin é colocado a mao sem nenhum principio fundamental para concordar
com as raias espectrais produzidas pelo efeito Zeeman.

A carga de spin corresponde a carga de Noether do Boost de Lorentz e portanto ndo poderia

ser explicada por uma teoria nao relativistica como a Mecanica Quantica.

1.2 O gas ideal quantico e a condensacao de Bose-Einstein

Em 1925 Albert Eisntein previu a possibilidade do fendmeno de Condensacao de Bose-Einstein
[34] que serd mostrado a seguir dentro da perspectiva de um gés ideal. O primeiro condensado de
Bose - Einstein foi feito em 1995 [35], desde entdo inimeros exemplos deste condensado foram
obtidos com atomos alcalinos e outros elementos [36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45] e também
com moléculas [46, 47, 48, 49].

Ainda antes de 1995, em 1938, treze anos depois da previsdo tedrica de Einstein; Pyotr Kaptisa,
John Allen e Don Misener descobriram a natureza superfluida do * He a temperaturas inferiores a
2,17K, a qual foi rapidamente associada a condensacdo de Bose -Einstein. Hoje se sabe que o *He
sofre uma espécie de condensagdo de Bose - Einstein (uma divergéncia do nimero de ocupagdo do
estado fundamental) a temperatura de 3,14K que € a chamada transi¢do A que separa as fases Hélio
I e Hélio II; contudo o *He, por ser um liquido, niio é um exemplo genuino de um condensado
de Bose - Einstein, este s6 foi obtido experimentalmente em 1995. O nome transi¢do A se deve
a forma da curva do grafico do calor especifico contra temperatura, mostrado na figura (1.1), na
figura (1.2) é mostrado o rico diagrama de fases do * He no grafico da pressio contra temperatura.

Dentro do formalismo de Boltzmann-Gibbs da Mecanica Estatistica, usando o ensemble grande-

candnico, o grande potencial de um conjunto de bésons € dado por:

= i Z e~ BB —p)m+(Er—pz)na+..] i i Hefﬁ[(El*#1)n1+(E2*M2)n2+...] =

N=0 ni,n1+n2+...:N n1=0 ny=0 =1

N (B 1 1

i n;=0 ] %

[1]

(1]
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Dentro deste ensemble o niimero médio de particulas de um dado estado é dado por:

1 0ln=

(n;) =—- : (1.2)
! B OLE;
Logo o resultado para o nimero médio de ocupacao no ensemble gande-candnico €:
1 0 1 1 ) e~ B(Ej—pj)
N - - ) == — e BBy —
(ns) B OL; Z In (1 — 65(Eiﬂi)) 5 Z anln <1 ¢ ) 1 — e BEj—k;) =
1
= (n;) = (1.3)

eBEj—um;) —1°

Olhando para a ultima expressdo € perceptivel que se ng, jio € Ey forem respectivamente o
ndmero de ocupacdo, o potencial quimico e a energia do estado fundamental; tem-se que o nimero
de ocupacgdo do estado fundamental diverge quando iy = Ej. Esta divergéncia € que caracteriza a
condensacdo de Bose-Einstein.

Fazendo o mesmo procedimento para férmions, a tnica diferenga é que como os férmions
obedecem o Principio de Exclusdo o somatério da Funcao de Particdo Grande-Candnica € tal que

cada nimero de ocupagdo s6 pode ser zero ou um, logo:

= H Z e BEi—pi)ni _ H[l + e*ﬁ(Ewm)m] (1.4)

i n;=0,1 i

e o nimero médio de ocupacdo é entdo dado por:

e~ BEj—1) 1

i) = B(Ei—pi)\ — A
= 53E Zln (e ) = T eEmm ) = T (1)

Note que o nimero médio de ocupacio é limitado 0<(n;) <1 e portanto nunca diverge, sendo a
condensacdo de Bose-Einstein uma caracteristica exclusiva de bdsons e, em principio, impossivel

para férmions.

1.3 Férmions, condensacio de Bose-Enstein e a teoria BCS

Na udltima sec¢ao foi visto que férmions nao podem sofrer condensacdo de Bose-Einstein, isto
ndo € totalmente verdade. O fato é que para haver condensa¢cdo de Bose-FEinstein € crucial que

o Principio de Exclusdo ndo seja vélido e portanto a Estatistica de Fermi-Dirac ndo pode valer
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He |

(K} )

Figura 1.1: Grafico do calor especifico contra temperatura para o *He.

Pressure (MPa)
[

0 T T T T

Temperature (K)

Figura 1.2: Diagrama de fases do * He no gréfico da pressio contra temperatura.

também; no entanto € possivel formar bosons a partir de férmions como estados ligados destes, 0s
quais podem sofrer condensagao de Bose-Einstein. Algebricamente (levando em conta o Teorema
de Spin e Estatistica) isto ndo é surpresa, afinal € possivel construir uma representagao de spin
inteiro a partir de uma representacdo de spins semi-inteiros mas nao o contrario.

Esta possibilidade de formar bdésons a partir de férmions € a idéia central de uma teoria nas-
cida em 1957 chamada teoria BCS, cujo nome corresponde as inicias de seus criadores Bardeen-
Cooper-Schrieffer (John Bardeen, Leon Cooper, Robert Schrieffer). A teoria BCS é amplamente
usada na matéria condensada para descrever fendmenos de grande interesse atual como supercon-
dutividade, superfluidez e gases quanticos fermidnicos, este dltimo € o que mais interessa nesta
tese.

A 1idéia central da teoria BCS € que proximo da energia de Fermi a distribuicdo de Fermi se
torna instavel quando a interacdo € atrativa. Isto porque os elétrons proximos do estado de Fermi
se encontram ligados formando pares, os famosos pares de Cooper, estes pares possuem spin total
inteiro e portanto se comportam como bdsons, logo € possivel mudar a estatistica das particulas
por meio deste mecanismo da teoria BCS.

No caso dos gases quanticos, por meio da variagdo da interacdo entre dtomos € possivel mudar o

sinal da interacdo entre as particulas do gas. Na vizinhanca de quando a constante de acoplamento
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muda de sinal o comprimento de espalhamento diverge e ja ndo se tem mais um gés fracamente in-
teragente de modo que uma teoria quantica de muitos corpos € necessdria para descrever o sistema,
quando a interacao € atrativa os pares de Cooper podem se formar. Este tipo de transi¢do de fase
que ndo depende da temperatura, ou melhor dizendo, depende da constante de acoplamento e pode
ocorrer a temperatura nula é chamada de transicao de fase quantica e é um dos objetos de estudo
deste trabalho. Contudo vale ressaltar que o crossover BCS/BEC € suave, ou seja, ndo apresenta
nenhuma mudanca abrupta em nenhuma propriedade termodinamica e por isso ndo costuma ser
considerado como uma transi¢do de fase convencional.

No caso do supercondutor os elétrons dos pares de Cooper interagem trocando fonons, para
separar o par de Cooper € necessdrio fornecer uma energia maior que o dobro da energia de gap,
que € a diferenga de energia entre o estado de Fermi e os estados excitados; os pares de Cooper
no supercondutor também sofrem condensacdo de Bose-Einstein. No caso do ®He, depois da con-
densacdo de Bose-Einstein ocorre ainda outra transi¢ao que € a formacao do superfluido, bastante
parecido com o supercondutor e também descrito pela teoria BCS.

Como foi dito anteriormente esta tese trata de gases quanticos, portanto € necessario entender
como se pode fazer a interacdo entre os &tomos de um gas variar € com iSs0 conseguir o0 crossover
BCS/BEC; o principal método para isso € a chamada Ressonancia de Feshbach, que serd o tema

da préxima secao.

1.4 Ressonancia de Feshbach

Em teoria de espalhamento o conjunto de nimeros quanticos que caracterizam os estados in
e out € chamado de canal (algumas referéncias definem o canal como sendo o processo em si).
Quando os nimeros quanticos dos estados in e out sdo distintos o espalhamento é dito multi-
canal. Existem situagdes em que o limite de baixa energia de um canal afeta o comprimento de
espalhamento de outro canal, este tipo de situacdo € que € explorada nas chamadas Ressonancias
de Feshbach.

A ressonancia de Feshbach acontece quando a energia total de um canal aberto coincide com a
energia de um estado ligado de um canal fechado; em primeira ordem na constante de acoplamento
entre os canais o espalhamento ndo é afetado, j4 que ndo existem estados continuos no canal

fechado. Em segunda ordem na constante de acoplamento € possivel que duas particulas num
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canal aberto se espalhem e formem um estado intermedidio no canal fechado, que por sua vez
pode decair em duas particulas num dado canal aberto. Estes processos de segunda ordem, em

teoria de perturbagdo, geram termos do tipo

C

- 1.
E—Ey (1.6)

a

onde ' ¢ a energia das particulas no canal aberto e I a energia de um estado nos canais fechados.

Sendo assim, observando a teoria de perturbagdo em segunda ordem, € 6bvio que se a energia
total de duas particulas no canal aberto coincidir com a energia de um estado ligado no canal
fechado o comprimento de espalhamento diverge.

A energia das particulas no canal aberto pode ser controlada de varias formas, de modo que
existem diferentes maneiras de se fazer a ressonancia de Feshbach, no entanto a mais popular é
controlar a energia do canal aberto por meio do efeito Zeeman regulando um campo magnético
externo. A figura (1.3) mostra o grafico do comprimento de espalhamento em fun¢do do campo

magnético externo numa ressonancia de Feshbach.

ala b

(B-B,)/A

Figura 1.3: Comprimento de espalhamento em funcdo do campo magnético externo numa resso-

nancia de Feshbach no canal S.

Se a energia das particulas no canal aberto for maior que a do estado ligado no canal fechado, a
interacao efetiva entre os dtomos € repulsiva, se por outro lado a energia do estado ligado for maior
ainteragdo € atrativa. Vé-se entdo que € possivel diminuir a intensidade da atracdo até que ela mude
de repulsiva para atrativa ou o contrario. O caso em que o comprimento de espalhamento diverge
¢ bastante estudado nesta tese e corrresponde ao limite unitdrio da matriz S em trés dimentsdes.

Estes experimentos de Ressonancia de Feshbach sdo bastante precisos e foram primeiramente
usados em Fisica Nuclear [52], depois em 1992 foram sugeridas as primeiras aplicacdes a &tomos
frios [53, 54], em 1998 demonstrou-se experimentalmente a viabilidade deste tipo de ressonancia

[55] e desde entdo este método se tornou um paradigma na area.
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Dentre algumas das principais aplicagdes ja realizadas das Ressonancias de Feshbach em 4to-
mos frios encontram-se: o crossover BCS/BEC que serd estudado nesta tese e as primeiras evidén-
cias experimentais sobre a existéncia dos estados de Efimov (estados de trés bosons idénticos com

interacao de dois corpos ressonante) [51], que foram sugeridos teoricamente em 1970 [50].



Capitulo 2

A formulacao de Dashen da Mecanica

Estatistica

Neste capitulo apresentar-se-a a formula¢do de Dashen da Mecénica Estatistica, a qual serve

como ponto de partida para a elaboragdo do formalismo que serd utilizado no presente trabalho.

2.1 Obtendo o grande potencial em termos de elementos de

matriz conexos

A formulagao de Dashen da Mecanica Estatistica visa descrever sistemas fisicos cujos constitu-
entes micriscopicos obedecam aos principios fundamentais da Relatividade Restrita. Esta proposta
apresentada em 1969 por Roger Dashen, Shang - Keng Ma e Bernstein [13] mostra-se uma alter-
nativa importante para o tratamento estatistico deste tipo de sistema, ja que até o surgimento deste
trabalho ndo havia uma formulacdo geral da Mecanica Estatistica capaz de descrever sistemas re-
lativisticos interagentes; no entanto sistemas relativisticos sem interacao eram tratados como o gas
de fotons relativisticos ndo-interagentes.

Dentre as diferentes abordagens que surgiram para tratar os sistemas citados, duas se destaca-
ram: a expansdo do virial e o método da funcdo de Green a temperatura finita. O primeiro destes
métodos foi desenvolvido anteriormente e vem sido amplamente usado por quimicos para obter a

equacgdo de estado de gases diluidos, o segundo foi desenvolvido posteriormente, envolve o em-

13
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prego do formalismo e das técnicas perturbativas e diagramaticas da Teoria Quantica de Campos -
TQC e é amplamente usado em Fisica do Estado Sélido e de baixas temperaturas em geral.

O método da expansio do virial apresentou pioneiramente um resultado historicamente im-
portante que € a obtencdo do segundo coeficiente do virial em termos do deslocamento de fase
"phase-shift"da teoria de espalhamento [14]. Este resultado foi posteriormente obtido com 0s mé-
todos modernos da teoria de espalhamento por Goldberger [19], o que sugere que uma formulacao
da matriz S deve ser possivel a partir da expansdo do virial, j4 que em principio esta é essencial-
mente a Unica informacdo que a Mecanica Quantica Relativistica, ou mais corretamente a TQC,
fornece. A despeito de sua importancia histérica o método da esxpansdo do virial mostra-se um
tanto limitado ja que ele ndo permite obter nenhum coeficiente do virial a partir do terceiro, embora
existam trabalhos mais formais sobre o terceiro coeficiente [15, 16, 17, 18] .

O método da funcdo de Green a temperatura finita € de maneira geral menos limitado e pode
ser aplicado sem grandes restricdes a diferentes sistemas relativisticos, exceto por uma dificuldade
técnica: a determinagdo do hamiltoniano de interagdo. Como € sabido das diferentes teorias de
campos relativisticas conhecidas, como a Eletrodinamica Quantica, a Teoria Eletrofraca e a Cro-
modinamica Quantica do Modelo Padrao, o hamiltoniano de interacao vai sendo modificado ordem
a ordem pela soma de contratermos de renormaliza¢do de modo que ndo se tem de forma geral o
hamiltoniano total de interag¢do do sistema. Este problema pode ser contornado assumindo-se pre-
viamente que exista um hamiltoniano de interacdo e posteriormente eliminando este das férmulas
finais da teoria usando identidades provenientes da teoria de espalhamento, desta forma apenas os
elementos de matriz S (os quais sdo sempre bem definidos por razdes fisicas, embora nem sempre
faceis de calcular) aparecem nas férmulas finais.

E importante ressaltar que embora a formulagio do Dashen tenha tido a meta de descrever
sistemas quanticos relativisticos, ela engloba também os sistemas ndo-relativisticos como caso
particular. O objeto de estudo desta tese sdo gases quanticos interagentes, porém nao relativiti-
cos, como podera ser visto mais adiante na expressao das acdes dos campos que descrevem estes

sistemas.

2.2 A formulacao de Dashen

Como € sabido da Mecanica Estatistica usual de Boltzmann - Gibbs: dentro do ensemble
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grande - candnico, no qual se considera o sistema termodinamico em contato com um reservatorio

de energia e de particulas, o grande potencial é definido como sendo:

1
0= —B.lnTre_ﬁ[H_“N], 2.1

onde H € a hamiltoniana do sistema, § = % € o inverso da temperatura e ;. 0 potencial quimico.

A equacao de estado do sistema pode ser obtida eliminando-se ;+ das seguintes equagdes:

Q=-PV, (2.2)
o
N =——; (2.3)
o
onde P e V sdo respectivamente a pressao e o volume do sistema.
Vale recordar que dentro da perspectiva do ensemble grande-canlonico o fator 8 = % € o poten-

cial quimico x4 fazem o papel de multiplicadores de Lagrange, cuja fun¢do € garantir a conservagao
da energia e do nimero de particulas do sistema. Desta forma caso o sistema possua outras sime-
trias fundamentais envolvidas e naturalmente outras leis de conservacdo, a equacdo 2.1 deve ser

naturalmente generalizada para:

1
Q= —E.lnTre_ﬁ[H_zi nilVil, (2.4)

um exemplo trivial € quando existem varios tipos de particula cujo nimero se conserva, caracte-
rizando o equilibrio quimico. No caso das intera¢des fortes o indice i poderia significar o nimero
baridnico, a estranheza e a cor. Embora aqui ndo se fagca mengdo a isto o tempo todo, € claro
que essas leis de conservagao refletem as simetrias fundamentais do sistema como € esperado pelo
Teorema de Noether classicamente ou em "nivel de drvore", ou do ponto de vista quantico pelas
identidades de Ward - Takahashi; do ponto de vista quantico essas simetrias podem ser quebradas
pelas correcdes quanticas.

O trago da ultima equacdo equivale a tomar o trago sobre os elementos de N particulas, so-
mando N de 0 a infinito, fazendo isto e expandindo a tltima equag¢do em poténcias de z; = i é
possivel obter os coeficientes da expansio de €2 em poténcias de z; e naturalmente os coeficientes
do virial do sistema em questao.

Espera-se que esta série convirja para o caso diluido z; << 1 e este € essencialmente o método
do virial, o segundo coeficiente pode ser obtido a partir do deslocamento de fase "phase-shift"da te-

oria de espalhamento mas os coeficientes de ordem superior permanecem uma grande dificuldade;
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contudo o resultado do segundo coeficiente sugere que seja possivel obter os outros coeficientes
em funcdo dos elementos de matriz S, o que é fundamental para o caso do sistemas relativisticos
como ja foi discutido.

A formulagdo do Dashen, que € o que se pretende apresentar nesta se¢do; embora parecida, ndo
¢ exatamente igual a do método da funcdo de Green a temperatura finita.

Supondo que seja possivel definir um hamiltoniano de interacdo do sistema que envolva inte-

racoOes entre duas particulas de cada vez, define-se:

Hy — Hy — pN, (2.5)
V=> Vi (2.6)
1<J

onde V;; é a interagdo entre as particulas i e j; vale lembrar também que Tre P = S"%_ Trye PH
eH=Hy+YV.

Seja o conjunto ordenado k = ki, ..., ky o rétulo do autoestado de H, de N particulas, o
elemento de matriz < k|e ?#|k > corresponde a amplitude de probabilidade de achar o estado
|k > num tempo imagindrio —i(3 apGs obter este mesmo estado no tempo 0. Considerando 0 <

71 < ... < Ty < 3, pode-se fazer uma expansio de Feynman-Dyson e escrever:

> B
e PH = Z(—l)N/ dry...dry [e_(ﬁ_ﬁ)H“Ve_(”_TQ)HOV..e_(TN)HOV} . 2.7)
N=0 0

Até aqui ndo se estd levando em conta a indistinguibilidade das particulas e portanto termos
como < ky, ko, ..., kn|e PH |ky, Ky, ..., kx> ndo estdo sendo considerados diagonais.

A expansdo de Feynman-Dyson mostrada admite representacdes diagramdticas como acontece
usualmente em TQC. Cada diagrama pode ser escrito como produto de diagramas conexos e por-
tanto argumentos combinatérios idénticos aos usados para definir o gerador das funcdes conexas

permitem escrever:

Q=0 — % [Tre ] =y — 5 > [Trve ™, (2.8)
N

onde (), corresponde ao grande potencial do gas livre dado por:

1
Qp = —E.Trle*ﬁ’fo. (2.9)
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E interessante observar que cada diagrama conexo é proporcional ao volume de modo que
termos com poténcias espurias de volume foram eliminados da expressdo, deixando o grande po-
tencial com as propriedades de extensividade desejadas; este resultado exprime o Principio da
Decomposi¢dao em Cluster.

Vé-se entdo que apenas os elementos conexos contribuem para o grande potencial, de modo
que soé resta agora escrever os elementos de matriz conexos em termos dos elementos de matriz S
e, € claro, considerar os outros elementos diagonais ignorados pela ndo observancia da indistingui-

bilidade das particulas.

2.3 Obtendo o grande potencial em termos dos elementos de

matriz S

Na secdo anterior obteve-se o grande potencial termodindmico dado pelas equacdes (2.8) e
(2.9), nesta se¢do mostrar-se-4 como expressar estes resultados em termos dos elementos de matriz

S.

Para isso pode-se definir os operadores "resolventes"G e (G pelas sguintes expressoes:

1

C=%"m

Go

= 2.1
o @10

de forma que o traco que aparece na expressao do grande potencial fica trivialmente dado, usando

o Teorema dos Residuos, por:

Tre PH = L e_ﬁETTG(E)dE :/@e_ﬁElm[TrG(E)]a 2.11)
T

271
onde o contorno da integral € fechado e envolve o espectro de H, sendo adotado o sentido anti-
horério. O argumento de G(E) é entendido como possuindo uma parte imagindria que vai a zero
com valores positivos no limite em que o volume tende a infinito.
A partir de agora até o final desta se¢do usar-se-20 as seguintes defini¢des abaixo, lembrando

que H = Hy+V:
T(E)=V+VGE)YV  QE)=GE)G(E)" SE)=QYEHQUE), (2.12)

onde V' obviamente nada tem a ver com o volume e {2 ndo deve ser confundido com o grande

potencial, a letra usada visou simplesmente ressaltar sua relagdo com a matriz de onda da teoria de
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espalhamento que € definida com a mesma letra. S em principio € um operador criado para fazer
manipulacdes matematicas como os outros, mas mostrar-se-a que € o operador associado a matriz
S mais a frente.

Das defini¢cdes de G(E) e Go(E) obtém-se o seguinte resultado:

1 1 E-H,
E) = = = 0o = .
CE) = TH T E-m-v [ 1—VG0 ZGO VG B

(2.13)

A seguir uma série de desenvolvimentos matemadticos serd feita com o intuito de se obter uma
expressao matemadtica para o operador S que seja util para calcular o traco da equagdo (2.8) e ao
mesmo tempo permita identificar S com o operador da matriz S.

Primeiramente pode-se obter G em funcio de Gy e T:

G = Go(VGo)" = Gy + GoVGo + GoVGoV Gy + GV GV GV Gy =

n=0

Go+Go [V + VGV + VG VG + ...] Go = Go+Go [V + V(Go + ... + GoV Gy + .. ) V]| Gy =

Go+ Gy |V+V <Z GO(VGO)"> VI Go=Go+ G|V +VGV]Gy = Gy + GoTGy,
n=0
(2.14)
logo:
G = Gy + GyT'Gy. (2.15)

A seguir pode-se escrever T em funcdo de V e (2:

T =V4HVGV = V+V(Go+GoVGo+GoVG\VGo+..)V = V[I+GV+G VGV +..] =
=VI[Go + GoVGo+ GoVGVGy + .. ]Gyt = VGG = VQ. (2.16)

logo:

T =VQ. 2.17)

Da expressao (2.15) e da defini¢do de (2, pode-se obter {2 dependente de Gy e T":
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(2::(;(;0_13: U;o—%(;on;0>(;0_13: 1%—(?dT, (2.18)
logo:
Q=1+ GoT. (2.19)

Das identidades (2.17) e (2.19) tem-se de imediato que 7' = V' + V G(T', mas olhando nova-

mente para a definicdao de 7' tem-se:

VG = VGo[V +VGV] = VGV + VGV + VG VGV +..] = VGV + VG VGV +
+—VY}OVQ}OVY}OV’+-“.::[V’+—VY}OV’+-VY}OvQ90V’+-“j(}OV’::

[V + V(Go + GoVGo + GoVGoVGo + .. )V GoV = [VAVGVIGeV = TGV = VGoT = TG,V,
(2.20)

logo obtém-se para T:

T=VQ=V+VGT =V +TG,V. (2.21)

Usando as identidades (2.19) e (2.21) pode-se escrever também () dependente de GG em vez de

Gb:

QO =14GT = 1+Go(VHVGV) = 14+(Go+GoVG)V = 1+ |Go + GV Y Go(VGo)" | V =
n=0
L+ [Go+ D Go(VGo)"| V =1+ | Go(VGo)"| V =1+GV, (2.22)
n=1 n=0
logo juntando com o resultado (2.19) tem-se:
Q=1+G T =1+GV. (2.23)

De (2.23) pode-se verificar por inspecio que o inverso de () é dado por:

QO t=1-GyV, (2.24)

a verifificacdo € direta usando (2.21) e (2.23):

(1= GoV)Q = (1 — GoV)(1+GoT) =1+ GoT — GoV — GoVGyT =
1+ GoT — Go(V +VGT) = 1+ GoT — GoT = 1. (2.25)
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E possivel ainda observar das defini¢des (2.10) e da hermiticidade de H e Hy que: G'(E) =
G(E*), GI(E) = Go(E*) e V = V1; usando (2.21) tem-se que T(E) = T(E*) e usando os
resultados anteriores QT (E) = QT (E*).

Usando a defini¢do de S e as equagdes (2.23) e (2.24) obtém-se as seguintes identidades para

S = QNEQE) = (1= Go(E)V)(1+ Go(E)T(E)) = (1 - G{(E)V)(1+ Go(E)T(E)) =
— 14Go(E)T(E)-G)(E)V=Gl(E)VGo(E)T(E) = 14+Go(E)T(E) -G} (E)(V+V Gy (E)T(E)) =
=14+ Gy(E)T(E) — G)(E)T(E) =1+ (Go(E) — GIENT(E) = S =1+ (Gy — G))T
(2.26)

STL=Q N E)QE") = (1-Go(E)V)(1+Go(E))T(E*)) = (1-Go(E)V)1+GHE)TH(E)) =
= 1+GH(E)TT(E)=Go(E)V —-Go(E)VGHE)TH(E) = 1+G)(E)TH(E)-Go(E)(V+VGHE)TT(E)) =
= 14+ G(E)TH(E) — Go(E)(V + T(E)Go(E)W) =14+ GI(E)T(E) — GoTH(E) = 1+
(GHE) = Gy(ENTH(E) = S~ =1+ (G — Go)TT. (2.27)
Lembrando que VGyT' = T'GyV e recordando as propriedades de conjugacdo hermitiana ja

vistas tem-se TTG}V = VGIT1, o que unido a (2.21) resulta em:

T =V + TGV =V +VGiTt. (2.28)

Usando-se (2.21) e (2.28) convenientemente pode-se obter as seguintes identidades:

T-T' = V4VGT—(V+TIGV) = VG T-T'GlV = (TT TGV G T-TTGH(T-V G T) =

= T'GyT — T'GIV G, T — T'GIT + TTGiV G T = TH(Gy — GHT, (2.29)
T—T' = V4TGV —(V+VGITY = TGV -VGIT = TGo(T -V GiTH —(T-TG V)G TT =
= TG It — TGVGITH — TGIT! + TGVGITT = T(Gy — GHTT (2.30)
€ analogamente aos casos anteriores

T—-T'=V(Gy—GhHV. (2.31)
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Juntando os resultados anteriores tem-se a seguinte identidade

T-T'=T"Gy— G)T =T(Gy — G)TT = V(Gy — GV, (2.32)

que representa simultineamente uma condi¢do de unitariedade e o Teorema Optico na forma de
operador.

Como ja foi dito antes: espera-se que no limite em que o volume tende a infinito, o argumento
E dos operadores "resolventes"Gy(E) e G(FE) tende a se tornar real por cima do eixo real; mas

nesta circunstincia a diferenca Go(E) — G} (E) tende a uma delta de Dirac:

Go(E) — GI(E) = —2mié(E — H,). (2.33)

Usando este resultado, as identidades (2.26) e (2.27) podem ser escritas como:

S =1-2mis(E — Hy)T (2.34)

S~ =14 2mid(E — Hy)T". (2.35)
Sabe-se da teoria de espalhamento que os elementos de matriz S satizfazem a equagio
Skk’ = (Skk’ - 2m’5(Ek - Ek/>Tkk/<Ek/), (236)

comparando com (2.34) vé-se claramente que o operador S definido artificialmente nesta secio

estd associado aos elementos de matriz S:
Skk’ =< ]C|S(Ek/>|k’, > . (2.37)

Finalmente, apds tantos artificios matemadticos, chegar-se-4 a identidade que permitird escrever
o grande potencial em termos dos elementos de matriz S da teoria. Recordando que S = Q~*(),

S = Q71Q* e definido: A%B = A%B — 24 B pode-se calcular T'r [5_1%5]:
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) oS 987!
_1— fry _1— — fry
Tr {S aES} Tr {S 9E 5F S}
o0~ o o0t o
o —10* —1oxO)—1x* o *O)—1x0 _ 01 —1x —
—T7”|:Q Q 55 Q4+ QQ"Q 9B oF Q- Q _8EQ Q}

o ot o~ o0*
P -1 _ -1 - —1x —
=Tr {Q 35 8EQ+Q <Q 5E 8EQ )Q]

o ot o~ o0

. —1 . —1 * - —1x —

=Tr {Q 9B 9E Q] +Tr {Q (Q 9E 35 Q > Q]

o0 ! 007 oar L

Q:|+TT[Q 5E _8EQ }_

_ -1
=1 {Q 0FE ~ OF
o0 997! o0~ o0 %) d
_ -1 * o x| _ -1 - * _~ ()~ 1x
=Tr [Q 5E  0F 95 8EQ ] Tr {Q 8EQ+Q (9EQ ] =
0 0 )
-1_~ — -1 = * O~ 1x
=Tr [S 8ES] Tr [Q 8EQ +Q 8EQ } . (2.38)

Vale ressaltar que na tltima equagdo usou-se a linearidade e a invariincia por transformacgdo

de similaridade do traco.

Usando as identidades (2.23) e (2.24) tem-se:
0 0 o0 0 0G,T 9 or oG
O g = (1= GV)gpt =55 ~ CoggVi) = Zg~ ~ GoggT = Cogp + 557
or oGy, 0 1 L —2 B 9
_GO@JF(?_ET_Q@_E <E—H0) == (E—HO)QT_ 2GyT. (2.39)
Como o operador d é obviamente antissimétrico tem-se entio:
d 0 %) 0 9]
-1 Y _ -1 > *_ 7 O lx| -1~ o_0o1x_Z o —
Tr {S QES} Tr [Q 8EQ +Q OEQ ] Tr {Q 8EQ Q 8EQ ]
=Tr Q—liﬂ— Q—li * =Tr |2iIm 9‘129 = —4iImTr [(G§T)] =
OF OE 0

oF
= —4iImTr [(GoTGy)|] = Tr [Slﬁi? } = —4iImTr [(GoTGy)], (2.40)

onde na ultima igualdade antes do sinal 16gico de implica¢do foi usada a invariancia do trago por

permutagdo ciclica do produto dos elementos.

Usando a identidade (2.15), a equacdo acima se reduz a:
)
Tr [Sla—ES] = —4iImTr |G — G). (2.41)

Comparando com (2.11) conclui-se:
1 0

dE.e"PTr | S —S|. 2.42
e r [ 9E (2.42)

BH _ BHo| _— _ _—
Tr [e e 0] 1
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Comparando com (2.8) chega-se finalmente a expressdo do grande potencial em termos dos

elementos de matriz S:

1 [dE 0
= —_— —_— _ﬂE _1—
Q=00+ 3 / yme .(Tr {S GESDC' (2.43)

2.4 Considerando o efeito da indistinguibilidade das particulas

Para considerar o efeito da indistinguibilidade das particulas deve-se incluir na equacdo (2.8)
os elementos ndo diagonais que envolvem permutagdes dos termos diagonais, formalmente isto

pode ser feito definindo o operador

A= Z 5p.P, (2.44)
P

onde a soma envolve as N! permutacdes de um estado de N particulas, P é o operador que faz per-
mutacdo do rétulo das particulas e dp vale 1 para permutag¢des pares e s para permutagdes impares
(s = —1 para férmions e s = 1 para bosons). Em [13] apenas os férmions sdo considerados, mas
a contrugdo para bosons é obviamente esta feita aqui.

A generalizacdo entdo inclui diagramas associados a elementos ndo diagonais que envolvem a

permutacdo dos elementos diagonais, sendo assim a expressado (2.8) fica:

1 -
Q=0 — 5 §Nj [TryAe™M] (2.45)
onde
1
Try =+ > (2.46)

O fator % evita que se conte a mesma amplitude mais de uma vez. Em [13] € feita a in-
terpretacdo grafica destes diagramas e mostra-se que os diagramas ndo diagonais também sao
proporcionais ao volume, mantendo a extensividade do grande potencial como esperado.

O mesmo truque se aplica a equagdo (2.47). Vale ressaltar que para obter (2.47) usou-se sim-
plesmente a invariancia do traco por uma permutacdo ciclica de operadores, esta propriedade nao
¢ afetada pela colocagdo do operador A, pois A comuta com H e H, e consequentemente com 7',

S, Qe GG. Sendo assim a equacao (2.47) fica:
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1 [dE B
_ - —BE —1
Q=0+ Z / e (Tr {A.S oF DC (2.47)

onde o tragco novamente € dado por (2.46) e assim obtém-se a expressado final do grande potencial
em termos dos elementos de matriz S. Em [13] € discutido ainda como incluir estados ligados
na teoria, exemplos de aplicacdes, mais detalhes sobre o uso da matriz de espalhamento 7', a
expansao do virial neste contexto e vdrias outras coisas; mas para este trabalho apenas os resultados
mostrados até aqui sao suficientes como ponto de partida para o formalismo que serd introduzido

no préximo capitulo.



Capitulo 3

O formalismo

Nesta secdo explcar-se-4 o formalismo utilizado neste trabalho para obter os resultados que
serdo apresentados nas secdes posteriores. Os resultados da secdo anterior serdo usados como
ponto de partida.

Primeiramente serd mostrado o formalismo de forma geral e como este pode ser usado para
obter a expressdo exata da energia livre e consequentemente das propriedades termodinamicas de
um sistema fisico qualquer, bem como a possibilidade de se interpretar esta expressdo em termos
diagramaticos; depois mostrar-se-4 como obter uma expressdo aproximada para energia livre em
termos da "aproximac¢do de espuma", que serd explicada mais a frente com detalhes, e como esta
expressdo pode ser usada para obter a energia livre e as outras propriedades termodindmicas por
meio da solucdo de uma equagao integral para a pseudo-energia ou para uma grandeza y, que serao
defindos mais adiante; por ultimo mostrar-se-4 como obter os coeficientes do virial dentro e fora

da aproximacdo de espuma.

3.1 Obtencao da energia livre

A funcdo de parti¢ao € definida, no ensemble grande-candnico, por:

Z(B,p) = Tre PH=#N), 3.1)

que em vez de ser chamada de €2, como no capitulo anterior em concordincia com a notacio de

[13]; serd chamada de Z, em concordancia com a notacdo de [20] e [21] que € onde este formalismo

25
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é desenvolvido. O trago é dado por Tr = > N_) = [ édﬂl_‘); ...‘ng)fg\l...N )(1...N| considerando a

indistinguibilidade das particulas.

Considerando (2.47) pode-se escrever:

1 [dE B
_ - —BE —1
Z_ZO+6/—4m,.e .(Tr {S o5 SDC, (3.2)

substituindo (2.26) e (2.27) tem-se:
1
Z="Zy+ 5 / dE.e " TrimoglogS(E). (3.3)
m

Como o logaritmo da matriz S € proporcional a uma delta de conservacdo da energia, pode-se
definir o operador W:

ImlogS(E) = 2r6(E — Ho)W (E), (3.4)
substituindo em Z e integrando por partes obtem-se:
7 = Zy+ / dEe PETr[(0pd(E — Hy)W (E))] = Zy + e *PTr[W(E)S(E — Hy)|°+
+ / Be PETr[W(E)S(E — Hy)|dE = Tre o 4 3 / e PETr[W(E)S(E — Hy)|dE =
= / dEe ™ PETr[W(E)§(E — Hy)] + 8 / e PETr[W(E)S(E — Hy)|dE =
/dEe—ﬁETr[é(E —H)YW(E)B+1)]=Z= /e_'BETr[(S(E — Hy)(W(E)3 +1))dE.
(3.5)
Definindo W = W §3 + 1, tem-se entdo:
7 = / e PETr[§(E — Ho)W]dE. (3.6)

Seja a notagdo |ky, ..., ky) = |1, ..., N), escreve-se entdo os elementos de matriz conexos como

se faz usualmente em teoria de campos:
(VW) = (W1,
(U2|W)12) = (V2|W[12) + (V|W]1)e(2|[W[2)e + s(2'|[W[1)e(1|W]2).
(23 |W[123) = (1'2'3'|W[123), + [(1’|W|1>c<2’3'|W|23>c + ]
6
[V 1) (2 W12) (3 W [3)e + .| (3.7)
9
onde o indice subscrito mostra o total de termos dentro do colchete e s é um fator estatistico que

vale 1 para bésons e -1 para férmions. Considerando (k1, ..., k) = (k1, ..., kn) pode-se também

definir os fatores w(k) da seguinte forma:
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UW[L) = (1WIL)e = (ki)
(12[W[12) = (ke ko) + 1 (ky )i (ko)
<123|W|123> = ws(ky, ko, k3) + wo(ke, k3)q (k) + wo(ky, k3)un (ko)

+y(ky, ko) (ks) + Wy (ky)wq (ko) (ks) -

Recordando que a energia livre é dada por F' = ——logZ e considerando que cada fator wy €

proporcional a uma funcio delta e portanto ao volume tem-se:

d’k dk |
ﬁzn'/ 1. Ne BELiwigy(ky, ..., Ky), (3.8)

onde w; = “’7, z = " & a fugacidade e a energia livre é extensiva e escrita apenas em termos de
produtos de elementos de matrizes conexos, em concordincia com o Principio da Decomposicao
em Cluster.

Em particular no caso da teoria livre, os inicos elementos de matriz conexos que nao se anulam

sd0 os de uma particula para uma particula, logo:
Wy (k... ky) = sV HN — DUN|1)(1]2)...(N — 1|N), (3.9)

substituindo em (3.8) e sabendo que (a|b) = (27)?5(a — b), acha-se para a energia livre da teoria

sem interagcdo Fj:

—1)! Kk k

Fy=— Z / d 1 .d N e BEL v ()5 (N—1).(27)45 (1-2)...(27)4S (N

2N 27T d5 ddk 1 A%k & sNzNe PN
I 7,6’11) N N 1 o _ _
N! ZNI/ - (N-Dt=~ / dz -

1 dk 1 ddk

S 1 —sze Pe] = Fy = — 1—sze 7] (3.1

Bs / (27T)dlog [ sze } = Fy Bs / (27T)dlog [ sze ] (3.10)
Como s~! = s, jdque s = 1 ou s = —1, a energia livre do caso ndo interagente fica:
s [ d%k
— —Bw

Fy = B/Wlog [1— sze 7x]. (3.11)

Considerando |k) autoestado estével de uma particula tem-se (k| W k'), = (k|k’)., neste caso
pode-se somar em (3.8) os termos que envolvem fatores do tipo (a|T¥|b) analogamente ao feito no

caso livre; o resultado para isso foi obtido em [21] e é:

—1)=N)
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al d'k;

N>2

onde as aspas ao lado do somatoério indica que a soma nao inclui os termos que envolvem fatores

de uma particula e fy(k;) chama-se "filling fraction"e é dado por:

z

fo(k) = —Zo—— (3.13)

 efuk — 5z

A equacdo (3.12) € uma das equagdes centrais do formalismo desta tese por vérias razoes: €
exata, ou seja, nao envolve nenhuma aproximacao; seus termos podem ser representados diagra-
maticamente e a poténcia em z mais baixa de cada diagrama € facilmente identificivel quando se
olha o diagrama, o que favorece uma expansao do virial; e considerando uma aproximagao que
envolve apenas processos de dois corpos (a chamada aproximagdo de espuma que serd explicada
mais adiante) esta expressao adquire uma quantidade finita de termos que envolve essencialmente
o kernel de dois corpos da teoria. Na proxima secdo deste capitulo explicar-se-4 a diagramatica

estabelecida sobre a expressdo (3.12) e na secdo posterior a aproximacao de espuma.

3.2 Diagramatica

Definindo (k, ...,k;|W|k1, k) = 2m) 360> K — Z;n:l k;)Bu(k], ... Kk ke, ... k),
os termos de interacdo de (3.12), ou seja os de F'— F{;, podem ser representados diagramaticamente
por meio das seguintes regras:

1 - Cada linha carrega um momento k e a cada linha associa-se um fator fy(k).

2 - A cada vértice com momenta ki, ..., ky entrando e momenta k', ..., k', saindo associa-se
um fator (27)4Bv(ky, ..., kn; K}, ..., k). Note que o nimero de linhas entrando e saindo de cada
vértice é sempre igual, além disso ndo existem "patas externas".

3 - Impde-se conservagdo de momenta em cada vértice.

4 - Integra-se sobre os momenta independentes usando a medida 571;1.

5 - Divide-se por um fator de simetria igual ao nimero de permutacao das linhas internas que
nao mudam a topologia do diagrama, incluindo as linhas internas. Este fator € andlogo ao das

regras de Feynman usuais.

6 - Para cada loop inclui-se um fator estatistico s que vale 1 para bésons e -1 para férmions.



CAPITULO 3. O FORMALISMO 29

7 - Divide-se o resultado final pelo volume 8V = (27)%5(0)3; o que equivale a dividir pelo
volume do espago-tempo SV, ja que a temperatura finita 5 € a circunferéncia compactificada da
dimensao temporal.

O circulo sozinho nao € permitido pois ja foi considerado em Fy; logo o diagrama mais simples
€ (a) que aparece na figura (3.1), onde sdo mostrados os termos mais simples da expansao diagra-
matica. E 6bvio que, a despeito de semelhancas, as regras apresentadas sdo bastante diferentes das
regras de Feynman, que serdo usadas mais adiante para calcular as amplitudes de espalhamento do

kernel de dois corpos.

-5 O0 - 000 - @ = -

(a) (b) () (d)

Figura 3.1: Contribui¢des mais simples da expansdo diagramatica da energia livre

Uma observacao importante € que a fugacidade s6 aparece nas regras diagraméticas dentro do
fator de cada linha na regra 1, que engloba uma "filling fraction". Expandindo as filling fractions

em poténcias da fugacidade tem-se:

5252028

_ — 5 p—Puk —Buwi
= aofun — 2C 1+ sze + 5 + .0,
(3.14)

z 2.e P

fo(k) = Bk _ g, = fo(k)
logo cada "filling fraction", e consequentemente, cada linha possui a poténcia linear da fugacidade
como a mais baixa. Sendo assim cada diagrama possui o nimero de linhas como a menor poténcia
da fugacidade para qual ele contribui, ou dito de outra forma: um diagrama de n linhas s6 contribui
para o n-€simo coeficiente do virial e para os coeficientes de ordem mais elevada. A menor poténcia
de fugacidade dos diagramas da figura (3.1) sdo: 2 para o diagrama (a), 4 para os diagramas (b) e
(c), e 3 para o diagrama (d).

Para ilustrar a aplicacdo das regras diagramaticas seguem os resultados da aplicacacdo das
regras para os diagramas da figura (3.1):

1 ddk1 ddkg
(a) = 5/fo(k1>fo(k2>U2(klak23k17k2)(27T>d (2m)d’ 3.15)
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S ! d%%k;
(b) = 5(27)%’/ [H fo(ki)@ﬂ;] vy (ki, kos ki, k3).va(ko, ky; ks, ky)d(ky — ki), (3.16)
i1

S d ! ddkl 1
(c) = 2 (2m)"8 / ]_Ifo(ki)(%)d va(k, ko kg, k) va(ks, kas ki, ka)d | D ki |, (3.17)

=5/

3.3 Aproximacao de dois corpos e equacao integral

- d'k;
[H fo(k:) (27r)zd] vs(ki, ko, k3 ki, ko, ks). (3.18)

Fazendo uma transformacdo de Legendre na energia livre define-se:

G =F + un, (3.19)
onde n é dado por
F
n= —8—. (3.20)
o

Vé-se entdo que n corresponde ao nimero de particulas. A partir de n € possivel definir a

chamada "filling fraction fisica" f:

dik
n:/(%)df(k). (3.21)

Tratando f e 1 como varidveis independentes tem-se 9,G = 0 oG 9E — ),

’a_f:'ueé_f_

Invertendo a construgdo anterior pode-se definir o funcional F

d
PUw) = GUP) = [ 5l ®) (322
€ tem-se que: 3
g—];(f,u) —0=F=F (3.23)

oF
of

de ponto de sela, € necessdria para que o funcional F’ seja igual a energia livre.

ou seja a condi¢do de estacionariedade dada pela equacdo = 0, também chamada de equacdo

Relembrando a definicdo da "filling fraction"(3.13) tem-se:

9fo

o = Blo(L+sfo). (3.24)
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Analogamente a construcdo inversa da transformacao de Legendre feita anteriormente pode-se

definir o funcional Fy(f) por:

dje
Fo(f, fo) = 5/ d’k (3 log(1+sf) — {4_5];?0) (3.25)

Procedendo desta maneira vé-se que a equagdo de ponto de sela (% = () implica que f = f
€ consequentemente F, = Fy, onde F, é dado por (3.11). E claro que esta escolha para Fy ndo é
Unica , mas ela € razodvel e € consistente com a expansao diagramatica.

Finalmente pode-se supor que o funcional F tenha a seguinte estrutura:

F = Fy+ Fy, (3.26)

d
P 5/ dk ‘ (3.27)

Deste modo, o problema de achar a energia livre fica escrito como o problema de achar U, pois

onde

dai tem-se o funcional F' e, usando a equagdo de ponto de sela, a energia livre F'.

Usando (3.21) e (3.12) tem-se:

f(k) = fo(k) + fo(k)(sfo(k) + 1) ZN,/[H

fo )] w1 (k, ki, ..., ky). (3.28)

Seja
~ Sf()(k) )
k)= folk) + | —1—~—— k) — fo(k 3.29
o = i+ (A8 ) (700 £k (.29)
e a pseudo-energia ¢(k) dada por:
1
flk) = (3.30)
relembrando (3.13) tem-se que:
~ z Py T 1 z _ ePUK — gr — zePx 4 g
k) = e sz _ Pwg — Bwk _
f(k) ek — sz ;Bwk (eﬁEk s ) eburx — Sz—l—sze (B — g)(ePrx — sz)
e’k —sz
B zePr _ sy 4 sz — gx2ePlac—wi) B Zeﬁ(ek—wk)(eﬁwk _ SZ) B ~ePlec—wi) B eBlextn—wi) B
(efac — s)(ePve — s2) (e — s)(ePuk — s2)  ePa —s5  ePa —

= f(k).ePlatrwd o f(k) = f(k).ePlatimu0 - (33])

De (3.29) tem-se também que:

(3.32)
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Como € de praxe em Teoria Quantica de Campos, uma linha vestida é obtida somando-se sobre
todas as insercdes possiveis devido a interacdes. Isto € feito tomando um diagrama de vécuo
conexo, cortando uma linha interna de forma a gerar duas patas externas e somando sobre todos os
diagramas possiveis criados desta maneira. Este procedimento equivale no fundo a gerar os termos
de correcdo do propagador.

Considerando as regras diagraméticas aqui estabelecidas: cortar uma linha interna e gerar duas
externas corresponde a substituir um fator fy(k) por s fo(k)?, onde o fator s aparece devido a regra
6 porque ao cortar uma linha interna é removida uma integral de loop. Note que ao obter f(k)
em (3.28) a derivacdo parcial sobre o potencial quimico garante que toda linha interna de ' — Fj
(que corresponde a soma de todos os diagramas conexos) foi considerada, mas que o fator fy(k)
foi substituido por fo(k)(1 + sfo(k)) em vez de s fy(k)?; sendo assim fica evidente que (3.29) no
fundo € a linha vestida da teoria e tem-se entdo a verdadeira motivacao para a equagao (3.29).

A linha vestida f deve satisfazer uma equagao de Dyson do tipo:

fk) = fo(k) + sfo(k)X(k), (3.33)

onde (k) é a soma das inser¢des redutiveis a uma particula (1PI) amputadas. A analogia com
os diagramas de Feynman se da da seguinte maneira: considere um diagrama de viacuo de duas
particulas 2PI com cada linha interna sendo uma linha vestida e remova uma linha interna de modo
a forma uma insercdo 1PI.

Se — B F; for a soma dos diagramas 2PI com linhas internas f entao:

1+Sf0(k)) 5F]
sfo(k) ) 6f(k)’

S(K) = —s8 ( (3.34)

o fator s mais uma vez aparece devido a regra 6.
Deste modo a equacdo de Dyson (3.33) na auséncia de interagdo, quando todos os vértices se
anulam, se torna:
0F;

F(k) = folk) + BF(k)(1+ Sfo(k”wk) = 0. (3.35)

A equagdo (3.33), que na aproximac¢do de espuma corresponde a (3.35), pode ser representada
diagramaticamente pela figura (3.2).
Impor que a equacgdo de ponto de sela de F' resulte em (3.35) fixa Fy a menos de uma constante

e impor ainda que a equagdo de ponto de sela reproduza (3.11) implica que F{ € dado por (3.25).
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Diante dos fatos expostos € claro que F{y e F; sdo respecticamente a parte livre e a parte de interacao

_ == = ok I@——»—-f

do funcional F'.

Figura 3.2: Representacdo diagramatica da linha vestida.

Até aqui o problema de achar a energia livre foi apenas apresentado em termos de funcionais
e interpretacdes diagramaticas foram estabelecidas com base em analogias com os métodos usuais
da Teoria Quantica de Campos. Ainda ndo se sabe como achar a parte interagente do funcional
F ou analogamente a fungio U(k), a ndo ser por meio da expansio (3.12), que por si s6 pode
ser implementada diretamente ou com o auxilio regras diagramaticas apresentadas; sendo assim a
interpretacdo sobre o conceito de linha vestida, a série de Dyson e os funcionais definidos anteri-
ormente até agora sdo inuteis, exceto pelo possivel regozijo que venham a causar com a beleza de
suas nuances matematicas.

Apesar da vantagem de ser exata e poder ser representada diagramaticamente a expansao (3.12)
tem a desvantagem de ter infinitos termos e ninguém, até o presente momento, sabe achar o re-
sultado exato da soma infinita. A alternativa natural para solucionar este impasse é fazer uma
aproximacdo que envolva um nimero finito de termos, ou ainda, que envolva um nimero infinito
mas que se saiba calcular com métodos analiticos ou numéricos. Neste trabalho apresentar-se-a
uma aproximacao deste tipo: a aproximag¢do de espuma.

A aproximacao de espuma parte da premissa de que o gés esteja a temperaturas suficientemente
altas e densidades suficientemente baixas. Ela consiste em considerar apenas 0os processos que
envolvem o espalhamento de dois corpos, englobando diagramas como os da figura (3.3), estes
diagramas sdo chamados diagramas de espuma.

A hipétese de que o gas esteja diluido justifica considerar apenas processos de dois corpos pois
para um gds diluido os processos de trés ou mais corpos contribuem muito pouco para a energia

livre, como de acordo com a regra 2 cada vértice é proporcional a /3, entdo a hipétese de altas
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Figura 3.3: Diagramas de espuma.

temperaturas se justifica ja que, fixado o nimero de linhas, os diagramas de espuma possuem o
menor nimero de vértices.

Dentro desta aproximacao o funcional da parte interagente da energia livre é dado por:

1 [ d% A% . . ,
F=-; [ Gyt ! 0 0)Galic ), (3.36)

e os termos com mais fatores f sdo ignorados, G (k, k') = w,(k, K')..

Sendo assim (3.35) fica:

~ - d1.!
7o) = utk) + 700 (58009 [ FR)Galk 1) 55 ) (37

Isolando f(k) — fo(k) em (3.28) e (3.37), e substituindo (3.13), (3.30) e (3.31) tem-se:
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d1,/

) (109 = 09) = 7095573tk [ FO)Gall k)55 =

= J93 [ F0)Gat 1) S = 109

( Sf() (k)
Sf() (k) —+ 1

8f0(k) + 1
ePWk — syt s2—zePek

r r ddk/ Bex Bwy _ ewak — Zeﬁﬁk 1— 65(6k+,ufwk)

= f(k K)Gs(k, K — (T - _
05 [ Feati ) g = S = S s
- ddk/
f(k)(l — eﬁ(6k+ll*wk)) = f(k)eﬁ(€k+#wk)ﬂ/f(k/)GQ(k’ k/) (2 )d — f(k)(l _ eﬂ(€k+,u'*wk)) =
T
5 Ak’ eBlas+u—wyr) Ak’
—Blextp—wyk) _ / / . ,

= =1 k') Ga(k, k =1  —Ghkk =

e +ﬁ/f( )Ga(k, )(27r)d + 3 R o )(27r)d

1 eBlew+u—wy) Ak’
= €k = —p—l 1 ———Gy(k, K . (3.38
€k Wk H ﬂ og ( +5/ efBﬁk s 2( ’ )(27-‘-)d> ( )
Sendo assim, dentro da aproximagdo de espuma a pseudo-energia satisfaz a seguinte equacao
integral:
1 e/B(Ek’+N_wk/) ddk/
=wk — = Slog (1 5 Ga(k, K . 3.39
€k = Wk — b ﬁog< +5/ B _ o o )(27r)d) ( )
Definindo

y(k) = e Plactnmmd, (3.40)

a equacdo (3.39) fica:

dok’ ze’%
(27) 1— szy(k’)e_ﬁTrL

Vé-se entdo que a linha vestida, a série de Dyson e os funcionais definidos anteriormente sdao
importantes dentro do contexto da aproximacao de espuma nao apenas por sua beleza matemaética,
mas porque por meio deles estabelece-se uma equacao integral para a pseudo-energia ou para y;
resolvendo esta equagdo integral é possivel achar o comportamento da energia livre e das outras
propriedades termodinamicas.

E bem verdade que mesmo antes da aproximagio de espuma (3.35) jd era uma equagio integral,
mas ela era inutil do ponto de vista prético ja que ndo havia uma maneira de se achar o funcional
Fr.

Finalmente resta escrever a expressdo final da energia livre na aproximagdo de espuma, que
é exatamente F' satisfazendo a equaciio do ponto de sela. Substituindo entdio (3.37) e (3.29) em

(3.36), tem-se:
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d% % L WL fdk (o A
[ it 05060k = 4 [ 425 (709 [ 0006061 525 ) =

1 [ d% fk)—folk) 1 [ d%k f(k) = fo(k)
-5/ @i sohlk)  28) @t 1tshlo O

Somando o ultimo resultado com (3.25) resulta em:

\)

_ 1A% L f—fo
F__E 2n) [S'log(l_l—sf)_él—l—sfo}

Substituindo (3.30) e (3.13) em (3.43) e usando(3.40) obtém-se a expressao da energia livre na

(3.43)

aproximacdo de espuma em termos de y:

d 2 —
1 [ d% a2z oy—1 ] )

F=—- —s.log(1 — szye™zm ) — =
BJ (2m) [ 2 6%2, — 52y

A expressdo (3.44) juntamente com (3.41), ou equivalentemente com (3.39), representa a base
do nosso formalismo. Resolvendo (3.41) ou (3.39) numericamente e substituindo em (3.44),
obtém-se uma expressdo aproximada da energia livre, a partir dai pode-se entdo obter todas as
outras propriedades termodindmicas, isto € basicamente o que € feito neste trabalho. A outra ex-
pressao fundamental deste formalismo € (3.12), pois fornece uma expressao exata da energia livre
e € a fonte primordial de inspiragdo para as regras diagramaticas definidas anteriormente, como ja
foi dito; a partir dela também pode-se obter expressdes exatas para os coeficientes do virial, pois a
cada ordem apenas um ndmero finito de termos de (3.12) contribui para estes coeficientes.

No capitulo 5, (3.12) serd usada para obter a expressdo exata do terceiro coeficiente do virial

em termos do kernel de dois e do de trés corpos.



Capitulo 4

Propriedades de escala, limite unitario e

kernel

Com o fim da dltima secao € possivel dizer que o formalismo utilizado nesta tese ja foi total-
mente apresentado, restando apenas fazer aplicacdes e mostrar os resultados novos obtidos neste
trabalho. Contudo antes de chegar propriamente aos novos resultados, convém discutir alguns
aspectos basicos e mais especificos do sistema fSico que sera tratado.

Em particular € interessante discutir um pouco a aplicagdo do Grupo de Renormalizagdo e as
propriedades de escala da teoria que descreve o gds quantico que serd abordado aqui pois isto é
importante para definir propriamente o chamado limite unitdrio e também para obter uma expressao
finita para o kernel de dois corpos, que desempenha um papel decisivo no formalismo dentro da
aproximacdo de espuma vista no capitulo 3. Finalmente € importante também ver como a energia
livre e algumas grandezas termodinamicas escalam com alguma poténcia da temperatura ou de
outro parametro termodinamico e definir fungdes de escala apropriadas para descrever o sistema
fisico em questao.

No presente capitulo apresentar-se-a primeiramente a andlise do Grupo de Renormalzagdo so-
bre a acdo do gds quantico, em particular serdo achados os pontos fixos da teoria e discutidas as
transicoes de fase possiveis que eles possam representar; depois calcular-se-4 a secdo de choque e
o comprimento de espalhamento da teoria. Feito tudo isto, pretende-se finalmente calcular o kernel
de dois corpos renormalizado e a matriz .S de dois corpos, posteriormente discutir-se-4 o conceito
e a existéncia do limite unitario em fun¢ao do nimero de dimensdes do sistema para exibir o kernel

de dois corpos no limite unitdrio. Na ultima se¢do mostra-se-ao as propriedades de escala da teoria

37
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com o formalismo apresentado e definir-se-ao as funcdes de escala pertinentes que serdo usadas na

aplicag¢do do formalismo.

4.1 Grupo de Renormalizacao

A acgdo para um gds quantico de bésons considerada neste trabalho € dada por:

S = /dt.ddx ( D 0, — |V¢|2 (¢T¢)2) . 4.1)

Para um gas de férmions usa-se uma acdo de dois campos dada por:

S = / dt.d’x ( (w*atwa | w‘“’)—gwmwim)- (42)
a="1,)

A ac¢do (4.1) tem simetria U(1), enquanto a acdo (4.2) tem simetria SO(5) e por isso ja foi
tratada com uma versao relativistica em [25]. Em [26] € considerada uma versao de N componentes

com simetria Sp(N), no caso de duas componentes tem-se Sp(4)=SO(5).

A funcdo de vértices de quatro pontos da teoria livre correspondente a (4.1) é dada por:

, —2ig)? [ dw.d%k i i
T4 — _9iq — ( / . 4.3
T e \w-E i )\ Cw - B e )

Calculando a integral em (4.3) tem-se:

/ (dQIjT)CZIi (w — % - i6> (—w — Z‘—; - i6> N / (le;;l;l /—Z [w— (& - Zf)ﬁz — (— 5 +ie)] -

[ d%k 1 - Q(d) d-3
:2m/ IR :2ﬂmzw/ k7 dk = 2mma
(2m) T 2( — de) (2m)HL Jy

Ad 2
D A

onde foi usado o Teorema dos Residuos na resolugdo da integral em w, que foi vista como uma
integral de contorno complexa sobre um semi-circulo englobando todo o semi-plano superior com
o auxilio do Lema de Jordan. €2(d) é elemento de angulo sélido em d dimensdes, que é calculado

no apéndice A. A integral em dk foi regularizada com a colocacdo do "cut-off"A.

Sendo assim a fun¢do de vértices de quatro pontos é dada por:

2Ad—2
P = (g 2maA . 4.5)
2¢m2T(4)(d — 2)
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Seja g = gA?~4, entdo:

~2
r@ g (g 2m9 A2, (4.6)
2¢m2T(4)(d — 2)

Impondo que I'™® independa do "cut-off"A acha-se a equaciio do Grupo de Renormalizagio:

or® ol 2mg?
dA on ~ - da+ 20730 (2) 7
Seja | = —logA\, entdo a fungdo beta da teoria é:
04 2mag?
—=02-d)g— —F——. 4.8
T @ (4.8)
Para d=3 (4.8) fica:
99 . mg’
A . 4.9
ol 272 4.9)

Os zeros da fungdo beta ddo os pontos fixos do grupo de renormalizagdo. Uma possivel tran-
sicdo de fase ocorre num ponto fixo, que passa a ser chamado de ponto critico. No entanto nem
todo ponto fixo € critico, em particular os pontos fixos no triviais sdo interessantes. O sinal da
funcdo beta na vizinhanga de um ponto fixo determina sua relevancia, note que apenas para d>3
existe ponto fixo relevante ndo-trivial e portanto ponto critico.

O ponto fixo em fun¢do do nimero de dimens oes é dado por:

(2 — d)2¢750(2)

T ) 4.10
g o (4.10)
Para d=1,2 e 3 tem-se:

d=1= ¢ =~ 4.11)

m
d=2=§"=0. 4.12)

2 2
d=3=§" =" (4.13)

m

Note que em d=2 s6 existe o ponto fixo trivial g* = 0, comum a todas as dimensdes, para d=1
o ponto fixo € irrelevante e para d>2 relevante.

A figura (4.1) apresenta os pontos fixos e suas relevancias para d=1, 2 e 3. Em d=3 a fase acima
do ponto critico é chamada de BCS (Bardeen-Cooper-Schrifer) e a fase abaixo é chamada de BEC

(Condensado de Bose-Einstein).
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Para o caso fermionico o cédlculo € idéntico, exceto pelo fato de que a presenca de dois campos

leva a apari¢do de um fator meio no termo a um loop da fungdo beta.

<

d<2 0
| ° g
' g

d>2
0

BEC = BCS % g
Ox

d=2 0
+ g
G

Figura 4.1: Diagrama de fase.

4.2 Secao de choque e comprimento de espalhamento

A secdo de choque diferencial é dada por:
do  m?lk —Kk|[¢3 9
EZW“\/{&’H) %, (4.14)
onde M (k) é a amplitude de espalhamento.

A auséncia de simetria de Lorentz devido a natureza nao-relativistica do sistema restringe os
diagramas de Feynman que aparecem no cdlculo da amplitude de espalhamento, j4 que ndo sao
permitidos processos que envolvam criacao e aniquilagdo de particulas. Sendo assim € possivel
calcular exatamente a amplitude de espalhamento que fica dada por uma série geométrica cujos
termos sdo representados pelos diagramas de Feynman da figura (4.2).

Sendo assim a amplitude de espalhamento € dada por:
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- + + N o
> SOK T 30K
Figura 4.2: Diagramas de Feynman que contribuem para a amplitude de espalhamento.
. . —2ig)? (—2ig)? —2ig
K K) = —2ig + ¢ A A+ = 4.15
iM(k, k) ig+-— o + T T igA’ (4.15)
onde A é dado por

dw.d’k i i
A= : - 4.16
/k%ﬂﬂl(w—§;+k>(kE—uﬁ ke +%> (10

ePeEsﬁodeﬁnidoscomoPEk—l—k’eE:%.

A seguir a parte temporal de A € resolvida.

e / dw.d’k 1 1 B
2m )t %—i—ie (E—w)—%—i—z’e
/ dw.d%k 1 1 B
(2m)d+t w—(%—ie) w—(E_%_i_iE) a

2mi / 1k 1 _omi / K 1 B
(2m)d+ BB K 9 (2m) mE — k2 — 2 4 Pk + ic
=- k 3 = — d'k . 417
(%W/‘ (k—22+ B —mE —ie (2)d kL{A+@2( )

2 _p2 21912 121’2 / 2_ /112 k—K
onde A — \/mE—PT: \/4mE4P = | fREACIE Kkl [ x 2l e _ ek

2
usou-se o fato de que ¢ € infinitesimal: aei = €i se a éreal e (A +i€)? = A? + 21 — € ~ A% +ie.

Uma simples contagem de poténcias mostra que A diverge para d>1. Em uma dimenséo obtém-
se:

A__@/m dk _J@/ dz B
o kR —(A+ie)?2 27 Jo (z—A—de)(z+ A +ie)

o / dz o mi 2w m m 4.18)
2 Jo [z — (A +ie)][z — (=A —ide)] 27 2(A + ie) T 2A K=k
logo a amplitude de espalhamento sera:
. —2ig
M= —"" 4.19
M= (4.19)

[k—K|
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Sendo assim a sec¢do de choque diferencial serd

do m? 4g2 g
2 k— k:’?"
aQ 4|k: K214 m = k/|2 1 + \ |

(4.20)

Em duas dimensdes A é dado por:

A__mi/ &2k __@/00 k.dk __@/00 kdk
T e - (Atier o), KRR—(A+i?  2r ), KR—A?

mi (A7 kdk  omi [* k.dk mi (A —e€)? =A% mi A? — A?
_ oA = ——.n 5 ——.1

o — A2 21 Jo, K2—AZT 4m A i (Aﬂ)?—A?]Z

L l%} M, [(A —o) - AQ} — [A—Q = 1} I {(A —° - AZ} —

4 A (A+¢€)? — A2 AT A? 4 (A +¢€)? — A?
mi A2 mi mi 4A? ,

onde se colocou o "cut-off" A para regularizar a integral.

Logo a amplitude de espalhamento em duas dimensoes é:

iM = Y (4.22)
U2 i () +in
A secdo de choque em duas dimensodes € € entdo dada por:
2 171 2
Z—g -0 E > K] 19 . (4.23)
Cm) 122 [in (25 ) +im] 1
Em trés dimensdes o resultado para A €:
A / d*k _ 2mu /°° k%dk B
(271' —(A+ide)2  (2m)2 )y K2— (A+ie)?
> (A —|— i€)® + (A +ie)?]dk mi [ mi o [T dk
=—— dk——(A =
/0 — (A + ie)? 272 /0 27r2< +ie) /0 k? — (A +i€)?
o dk mi
— —A - —(A = —-5A-
o 27?2( +ie)’ / =@l (AT 2w

mi 9 dz B A+tie]  mi irlk — K|
_2W2(A+ZE)/C[z—(A—i—ie)].[z—l—(A—l—ie)]_ 27 [A“m 2 }_ 2 [/” > }
4.24)

Logo a amplitude de espalhamento em trés dimensdes fica:
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—9 —9
iM — i — = L — (4.25)
L N e

Logo a se¢d@o de choque diferencial é dada por:

do m? 4
= = ) (4.26)
dQ 42T (1, mA\ , imk—K|]?
B ) -]
Definindo a constante de acoplamento renormalizada:
2 1 A
S 4.27)
gr g 2w
tem-se:
. —igR
iM — ‘ __ (4.28)
imgr|k—k’|
L+ =5
e
do m? 1
— = ) 4.29
A 4(2m)2 | 1 | imkk|]? (429)
o T e

Finalmente define-se em trés dimensdes o(|k — k'|) = ma(|k — k’|)?, e o comprimento de
espalhamento € definido entdo como a = a(|k — k’| = 0), ou seja como o raio da se¢io de choque
quando a diferencga |k — k’| no argumento da se¢éo de choque é nula.

Dentro da perspectiva experimental de uma Ressonédncia de Feshbach, o comprimento de es-
palhamento pode ser variado, de forma que € possivel variar a interagao efetiva entre as particulas
do gas.

Em trés dimensdes o comprimento de espalhamento € dado por:

a= (4.30)

Analogamente para d=2 quando |k — k’| tende a zero o logaritmo diverge e a secio de choque

e o comprimento de espalhamento se anulam:

c=a=0. (4.31)

Note que todos os resultados para férmions sdo andlogos, exceto pelo fator % que aparece em A
e se propaga no restante dos calculos, e pelo fator 2 na constante de acoplamento devido ao modo

como se definiu a acao para férmions.
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4.3 O Kkernel de dois corpos

Finalmente agora serd mostrado como achar o kernel de dois corpos, tdo crucial para a aproxi-
magdo de espuma e a partir dele a matriz S. Recordando as defini¢des e resultados do capitulo 3,
usando as equacoes (3.4) e (3.6), lembrando da defini¢dao W = W B + 1 e da defini¢do de w, w e

do vértice, tem-se que o kernel de dois corpos obedece a equacio:

A ki + k3
(kl,k2|lml0g5|k1,k2> == 27TV5(E - )Gz(kl,k2>. (432)
m
Usando o fato de que a matriz S € unitdria tem-se que / mlogg = —ilogg , logo:
- ki + k3
—i<k1,k2’10g5’k1,k2> = 27TV5<E — )GQ(kl,kQ). (433)

Redefinindo o operador 7" em (2.34) de modo que S = 1 + 2miT(E)J(E — Hy), tem-se que T
satisfaz:

[k, ko| (B[ K}, Ky) = (2m)"0(ke + ko — ki — Kb ) i 1, e (4.34)

De (4.34) pode-se concluir com um certo esforco que

k? + k2

(Iks, kol[270(E — Ho).T(E)"|[K,, k) = 27V 6(E — VG @35)

onde 1 € a amplitude de espalhamento pu, k,—k, k, € I € dado por:

_ / ddpl ddp2 (27T)d+16 k% + k% . p% + p%
(2m)? (2m)1 om om

) O(k; + ko — p1 — p2) (4.36)

e serd chamado de volume do espago de fase.
Substituindo (4.34) em (4.33), usando a expansdo do logaritmo em série de Taylor e (4.35)

chega-se a:

Go(ky, ko) = —%109(1 +ipld). (4.37)

As equacoes (4.35) e (4.37) sao deduzidas com detalhes no apéndice C.
Desta forma para se achar o kernel de dois corpos s6 falta resolver a integral do volume do
espaco de fase I, que € feita no apéndice D para d=1, 2 e 3. Sendo assim, usando as amplitudes

calculadas na secdo anterior, tem-se em trés dimensdes:
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1670 mgr.k — K|
kk)=——"""— — 4,
Ga(k, k') m.’k_k,‘arctg( S : (4.38)
em duas dimensoes
8o s
Go(k, k') = ——arctg 4 - (4.39)
m 1+ Flog (ﬁ)
e em uma dimensao
o|k — E| |k — K'| —igm
Golh k) = 7 l . 4.40
2(k, ) m o9 |k — K'| + igm (4.40)

Vale ressaltar que a diferenca do cdlculo para férmions considerando as agdes (4.1) e (4.2) se
da apenas pelo fator meio na integral do loop e na constante de acoplamento, de modo que os
resultados foram agrupados com o auxilio da varidvel o, definida tal que 0 = 1 para bosons e
o= % para férmions.

Conhecendo o kernel de dois corpos e usando a equacao (4.33) € possivel escrever a matriz S

de dois corpos, fazendo isto tem-se em trés dimensdes:

(k- 1e]) = 2o kK1 @)
o ik — K|

em duas dimensodes acha-se:

2 2A 3
25 +loo () —
S(k —K/|) = 29 ':A“' 2 (4.42)
2t log (2 )+
e finalmente em uma dimensdo obtém-se
k—E'|—1igm
kK = | ) 4.4
Sk, ) |k — K'| + igm “4)

Antes de prosseguir para a préxima se¢ao vale enfatizar que o comprimento de espalhamento

costuma ser definido também da seguinte maneira:

)
—a = limy_wis0oo—— 4.44
a Mk k|—>0’k_k,‘> ( )
onde 6 = —ilogS. Usando esta definicdo e (4.41) tem-se em trés dimensdes:
k -k
5 — —2aretg (%) , (4.45)
Y
logo o comprimento de espalhamento em trés dimensdes serd dado por:
— MR (4.46)
4

Esta ultima definicio € que serd usada a partir deste ponto ao longo da tese, em concordancia com

[27].
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4.4 O limite unitario

O chamado limite unitario é definido como sendo um ponto fixo do grupo de renormalizacao,
no qual a matriz S € unitdriae S = —I, isto impde um limite na se¢do de choque que faz o compri-
mento de espalhamento divergir. O ponto fixo do grupo de renormalizacdo no qual o comprimento
de espalhamento diverge ocorre a temperatura nula, caracterizando um ponto critico quantico.

Estes sistemas sdo exemplos de teorias invariantes de escala que apresentam expoente critico
dindmico z = 2 e portanto ndo relativisticas.

Considerando o caso tridimensional, o ponto fixo do grupo de renormaliza¢d é dado por (4.13)
e é um ponto fixo relevante com constante de acoplamento negativa. Recordando que g = gA?~¢
vé-se que em trés dmensdes o ponto fixo € negativo e ocorre quando a constante de acoplamento, e
consequentemente o comprimento de espalhamento e a constante de acoplamento renormalizada,
divergem.

Fazendo gg divergir em (4.41) tem-se que a matriz S tende a S = —1, caracterizando o limite
unitario. Pode-se fazer ¢ — ¢* com valores acima ou abaixo do ponto critico, o que leva o
comprimento de espalhamento e a constante de acoplamento renormalizada a divergir para mais
ou menos infinito; deste modo o limite unitdrio pode ser atingido do lado BCS ou do lado BEC. O
kernel no limite unitdrio € entdo dado pela expressao a seguir, onde o pardmetro o, além de assumir
os valores absolutos de 1 e 1/2 dependendo do da natureza bosonica ou fermionica do gés, pode

ser positivo ou negativo para englobar os resultados na fase BCS e BEC na mesma expressao.

810
m.k — K|’

onde na regido BCS (a — —o0) o vale 1 para bésons e 1/2 para férmions e na regidao BEC (a — c0)

Gy(k, X') = (4.47)

a mesma coisa mas com sinal trocado.

Em duas dimensdes o unico ponto fixo do grupo de renormalizacao que existe é dado por (4.13),
no qual o comprimento de espalhamento nunca diverge e portanto ndo existe o limite unitario
propriamente definido. No entanto olhando para a equacdo (4.42) vé-se que fazendo a constante

de acoplamento divergir e aceitando a hipdtese de que o "cut-off"obedeca a seguinte expressao

_ k=K
D)

A (4.48)

tem-se que S — —1 e portanto este serd definido aqui como um limite unitario artificial, ainda que
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nao corresponda a um ponto fixo do Grupo de renormalizacdo. Resolvendo (4.8) para d=2 tem-se:

go(A)
1 — %%]og <AA0) 7

onde gy € a constante de acoplamento para um certo "cut-off"arbitrario A.

(4.49)

g(A) =

A equacdo (4.49) evidencia que em duas dimensdes a constante de acoplamento diverge quando
o "cut-oft"é dado por A* = Aoe"%, que € o famoso polo de Landau.

De (4.49) conclui-se também que g € positiva para A* > A, e negativa para A* < Ay de modo
que o limite g = oo ocorre no ultra-violeta e ¢ = —oo no infravermelho.

Sendo assim o kernel de dois corpos no limite unitario em duas dimensdes é dado por:

4
Galk k) = =, (4.50)

onde o obedece a mesma convencao que para o caso tridimensional, exceto pelo fato de que aqui
os nomes BCS e BEC nao fazem muito sentido ja que o ponto critico quantico ndo existe e devem
ser interpretados apenas como o sinal da divergéncia do comprimento de espalhamento, definido
de maneira similar ao caso tridimensional.

A necessidade de se introduzir artificialmente um limite unitdrio para d<3 ndo € tdo surpreen-
dente levando em conta que o Teorema de Mermim-Wagner proibe quebra espontanea de simetria
para d<3, restando apenas em duas dimensoes a transicao de fase de Kosterlitz-Touless como can-
didata a uma transigao.

Em uma dimensao o grupo de renormaliza¢do apresenta um ponto fixo irrelevante dado por
(4.12), ainda assim (4.43) mostra que fazendo g tender a mais ou menos infinito tem-se S — —1e
este serd definido artificiamente aqui também como um limite unitario.

Sendo assim o kernel de dois corpos em uma dimensao no limite unitario serd dado por

|k — k' |o

GQ(k7 k/) = 2m

4.51)

onde o segue a mesma convencdo e discussao que no caso bidimensional.

Independente de qualquer coisa, os limites unitarios definidos nesta tese em uma e duas dimen-
soes sdo exemplos de teorias invariantes de escala e podem ser vistos, no minimo como um caso
particular de acoplamento forte, ainda que nao tenham a mesma importancia que o limite unitario
em trés dimensdes, que é amplo objeto de estudo tedrico e também experimental com o auxilio

dos experimentos de Ressonancia de Feshbach.
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4.5 Propriedades e func¢oes de escala

Nesta sec@o definir-se-ao func¢des de escala convenientes para energia livre e outras grandezas
termodinadmicas. Como ponto de partida, pode-se pensar primeiramente no caso da teoria livre em

que a energia livre € dada por (3.11), que pode ser manipulada da seguinte maneira:

s [ dik 2 3 2
Fy=— / ——log [1 — sze Pwx] = / k1 log(1 — sze™ 2m )dk =
orss (k‘dl a ) o0 sze’%kd“dk
= - —_— Og — sze 2m =
(2m)pT (%) d 0 1— sze_%

. I3z /Oo kL dk . Irss (m)§+l/oo szxdk B
o @m)imdl (5) Jo e — s (2m)mdD (5) \ B er —sz

d
mI\? . mT ,
—sT (%) .ngﬂ(sz) = [y = —sT ( o ) .Lz%ﬂ(sz), (4.52)

va O

onde Li, representa o polilogaritmo.
Préximo da condensagdo de Bose-Einstein £ — 0 e consequentemente a fugacidade vai para

um, logo para bosons tem-se:

T d+2
u%0:>FO—>—(m—) TC( i ) (4.53)
2m 2
onde se usou que Li,(1) = ((1). Observando que Li,(—1) = — (1 — 5-) (1), vé-se que

o resultado se estende para férmions a menos de uma constante multiplicativa. A definicao do
polilogaritmo e da funcdo zeta, bem como a prova de algumas de suas propriedades, pode ser
encontrada no apéndice B.

Sendo assim, € possivel definir no caso interagente a fun¢do de escala da energia livre depen-
dendo apenas das grandezas adimensionais v = £ e a = A onde \ = \/% € o comprimento de
onda térmico e a é o comprimento de espalhamento (em trés dimensdes dado por a = “2%). Esta

funcao de escala sera entdo definida por:

F=— (7;—:)2TC (#)c(x%) = —\T¢ (d—gQ)c(x,a). (4.54)

Deste modo c tende para 1 na condensacdo de Bose-Einstein de bdsons livres.

Derivando em relacdo a y é possivel ver que a densidade de particulas n escala com A%, logo

definindo
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g =n\%, (4.55)
tem-se:
d+ 2\ Oc(z, )
= . 4.
(o) =¢(152) 4 50
Em trés dimensdes, lembrando que a entropia é dada por S = gi , tem-se:
5) . 53[5 Jc  adc(x,a)
=C(=|23|= — = ’ 4.57
5=¢ (2) lzc Yor T2 0o } *37)
e
S 51 1[5 Jec adc(z,a)
s=— = —Cc—T— — — . 4.58
n C( ) q {20 Yor T2 da } (4.58)

Comparando (3.44) com (4.54) e (4.55) acha-se as funcdes de escala da energia livre e da
densidade de particulas em funcdo de y(k). Supondo que y depende apenas do médulo de k, a

parte angular das func¢des de escala pode ser integrada e o resultado em trés dimensodes ¢:

—L h —S.t0 — Sz e " ZL
C‘ﬁc(g)/o { log(1 — szy(k)e™) — 26k—szy(k:)}\/_dk (4.59)

== / _Szy f kdk. (4.60)

Em [23] outras fun¢des de escala sdo definidas além destas aqui presentes, s6 que no limite
unitario. Estas outras fungdes de escala poderiam ser definidas aqui também; no entanto as que ja
foram apresentadas sdo suficientes para expor os resultados numéricos das propriedades termodi-

namicas e do estudo do crossover deste trabalho, resultados estes que se encontram em [27].



Capitulo 5

Resultados

5.1 Expansao do virial dentro da aproximacao de espuma

Os coeficientes do virial podem ser definidos de varias maneiras, nesta tese a definicdo adotada

sera
1 o,
F:-WZW. (5.1
=1

Tendo em mente que n = —g—i e usando (4.55) os coeficientes do virial podem ser definidos

de maneira equivalente por:
g=> Lb.2 (5.2)

=1

Usando novamente (4.55) e recapitulando as defini¢des da pseudo-energia (3.30), do filling

fraction fisico (3.21) e de y(k) (3.40) tem-se:

_ Bk
.- nAd _ (2_7_(_>d/2/ ddk 1 _ ( 1 )d/Z/ddk Zy(k)e 2m ‘ (53)
mT (2m)d ebe() — g 2emT 1— szy(k)e*%

Como foi mostrado no capitulo 3, dentro da aproximagdo de espuma, a grandeza y(k) =

e~ Plactu—wi) satisfaz a equacio integral (3.41). Expandindo (3.41) em série de Taylor tem-se:

12

. B dy,/ / — Bk~ - 9 o 82
y(k) =1+ o) d°K'.Gy(k, k') .zem 2m (1 + szy(k')e” 2m + 2%y%e™ ™ +...).  (5.4)

50
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Expandindo em série de Taylor a fun¢do de escala ¢ do nimero de particulas, dada pela equagdo

(5.3) tem-se:

Bk2

1 4/2 BK2 B2
q= ( ) /zy(k)e_Qm[l + szy(k)e” 2m + 223 (k)e” m 4+ ..]d%k. (5.5)
2mmT

Usando as equacdes (5.4) e (5.5) tem-se os coeficientes do virial que aparecem na equacgdo

(5.2). O resultado para o primeiro coeficiente b; é:

1 2 o’ o 2 o 2m
by = —— | dke T = / dk ke 5 — zm
' (2mmT)d/2 / ‘ (27rmT)d/2F(g) 0 ‘ (ZWmT)d/QP B

gl

3)
/ dk.kd—le—“:id/ asd?e‘f”d—fﬁz%/ 2T e e =~ e < )
0 F(g) 0 212 F(g) 0 3

2

(5.6)
onde foi usada a férmula do elemento de angulo s6lido em coordenadas esféricas, a qual € deduzida
no apéndice A e serd usada a partir de agora corriqueiramente € sem men¢do. Ao longo deste
capitulo serd usado também o resultado da integral gaussiana simples em dimensdo qualquer, a
qual encontra-se feita também no apéndice A junto com o cdlculo do elemento de angulo sélido;
as demais integrais serdo desenvolvidas ao longo do capitulo. O primeiro coeficiente do virial é

entdo dado por:

by = 1. 5.7

Note que o resultado (5.7) € universal ja que ele ndo depende de nenhum kernel ou de qual-
quer caracteristica do hamiltoniano, isto era esperado ja que este € um resultado conhecido. Vale
ressaltar que mesmo dentro da aproximacao de espuma os dois primeiros coeficientes do virial sdo
exatos, como sera mostrado mais adiante.

Para o segundo coeficiente, cujo resultado também € exato, tem-se:

i L b B Gk, K), (5.8

2
Wy = ——— | dike dkdK e~ 5 e~
? (QWmT)d/Q/ ¢ + (2mmT)4/2 (27r)* ¢ me

mas
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d d a
s K2 2m2 8 e k2 2728 m\ 2
" | d%e T = / L le= 5 dk = <_)
(zme)d/ﬂ/ ‘ (2rmT)#20 () J, ¢ (2rmT)20(9) \ B

[\SlisH

o 2s 4 dx s * 4 s d
kile ™ dl = —/ et = / e tdr=—— () =7
/0 ‘ 2e0(E) Jo 0 9pb 20er(d) )y U0 YT T 2arp(d) \2

logo

S 15} g2 pK/?
2by = + / dkdiK'e” 7w e 2m .Gk, K). (5.10)
OTE (2m)*(2mmT) /2 2l k)

O terceiro coeficiente do virial, que é o primeiro coeficiente aproximado, é dado por:

1 _ 38K2 S 20 B2 _Bk'2
by = —— [ d%e om d%kd%’e 2m k, k') +
3 3 (27rmT)d/2 / € + (27TmT)d/2 (27T>d/ GQ( )

1 ﬁs ;) _BkZ _ﬁk’z .
(27TmT)d/2 (QW)d/ddkddke am e m -Gz(k,k), (5.11)

Devido a invaridncia translacional e rotacional da hamiltoniana, o kernel de dois corpos deve

depender apenas do médulo da diferenca dos momenta do argumento do kernel, ou seja: Go(k, k') =

Go(K' k) = Go(|k — K’

); logo a equagdo anterior fica mais simples:

1 a3k 303s dv. d sk’ 2 ,
= — k 2m k k 7” 27” k k . 12
3b3 (27rmT)d/2 / d"ke + (27TmT)d/2(27T)d / d’kdkK'e” me” Gof ). (5.12)

Calculando a parte que ndo depende do kernel tem-se:

1 d 36K2 ord d_1 38k
el <2me>d/2r<%>/ K =

d
o 2m '\ 2 2 2 R dx

_ are ]{Jd_l —k dk = —/ 5 5T —
<2vrmT>d/2r<§>(35) / ‘ 3er(d) Jy " 2

1 © . 1 d 1
= 27 - :—F - —_ 7~ 1
3‘1/21“(%)/0 x2 e %y 3720 (1) <2> 32’ (5.13)

logo o terceiro coeficiente do virial na aproximagdo de espuma é dado por:

N

1 . 303s
342 (2rmT)4/?

Finalmente o quarto coeficiente do virial fica:

Bk/2

@ny / dkd?K'e~ e~ 2 .Go(k, K. (5.14)

3bs =
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B s e 1 30 _3pk2 _ pK'? N adv. ady s
4b4_W/e dk+(27rmT)d/2(27r)d/e e Gall K kd ke

s 203s g2 pr?
RrmT )2 (27T)d/ e Galle W)k

Bkl2 5ku2

2
(2m) / et e B e Gk, K)Ga(k, K”)d kd"K'd'K "+

+ B
(2emT)4/?

15} _Bk2 3pK’? dv ad
" (2m)4(2mmT) /> e zme 2 Go(k, K')d"kdK'+
32s _p? _p? g dy, 7dy,/ 7d
+ (27TmT)d/2(27T)2d/e e e B Gy (k, K Ga (K, k") dkd?K dK" . (5.15)

Mais uma vez a simetria de translagdo e rotacdo da hamiltoniana implica que Gz (k,k’) =

Go (K, k), sendo assim é possivel agrupar alguns dos termos da dltima equag@o e obter:

B S _28 g 4p _3p g N gd1, 7d1,/
464_W/6 dk+(2me)d/2(2w)d/e e Galke K)dhd ke

206 o2 K’
e m Go(k, K)dkdK
+ (27r)d(27rmT)d/2/e e 2(k, k) +

2628 _M _Bklz _Bk”2
T (2emT) 7 (27) / e e me 2m Gy(k, K)Go (K, K")dkdK dk". (5.16)

Calculando o primeiro termo, que ndo depende do kernel, obtém-se:

s 24K 2m2s > 28k 2t s m\ 2
[ d%eTm = / k& le™"m dk = (—)
(2mrmT)4/2 / ‘ (2rmT)42T(2) Jo ‘ (2rmT)%/20(4) \ 26
s

o 2s i dx s g d S
d—1_—k2 37. _ it — sl Pl = — "~ T(Z) = "
/0 ke dk = 4d/zp(g)/0 ree 51 4d/2r(g)/0 rrendu 4d/2r(g)r(2) 442"

deste modo o quarto coeficiente dentro da aproximagao em questao é:

S8 43 _sp pK!? N gdy, 3d1,/
4= 307 F G (2 / e G Edic:

20 gk2 _ pK/?

e m Go(k, K)dkd K/

+ (27T)d(27rmT)d/2/6 € GQ( s )d d“k'+
2,823 /’ _M _Bk/2 _,Bk//Q

e zme moe 2m Go(k, K)Gy(K, K)d%kd K dk". (5.18)
(2rmT)(2r)* 2 KGR K
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5.2 Expansao do virial em trés dimensoes

5.2.1 Resultados no limite unitario

Para achar os quatro primeiros coeficientes do virial no limite unitario em 3 dimensdes basta
substituir (4.47) nas equagdes (5.7), (5.10), (5.14) e (5.18) com d=3.

Conforme foi mostrado em (5.7), by = 1 em todas as dimensdes independentemente do kernel;
sendo assim comegar-se-a pelo segundo coeficiente. Substituindo o kernel no segundo termo de

(5.10) para d=3 tem-se:

k2 12
e pK? 872fo BkdPK e~ 5 e B
3/2/ Fkd’K'e™zm e w Gy (k) = 3 3/2/ k — k' -
(2m)*( 27TmT m(2m)”(2rmT) | |
m(2m)* (2rmT)3/2 \ |k—k’| m(QW)?’(gﬂmT)?)/Q 3 v

167t 9 2 [P e 167 om\ 2
6 50‘ (_m) e_zdu/ v.e 2dy = O BO- (Fm) 2\/5\/7%1 ==
0 0

m(2m)* (2rmT)3/2 \ 3 m(2r)® (2rmT)*?
2v20. (5.19)

Note que na ultima equag@o foi usada a substitui¢do u = k + k' e v = k — k' para resolver as

integrais. Finalmente substituindo d=3 no primeiro termo obtém-se:

by = \f + 2v/20 (5.20)

Seguindo o mesmo procedimento para a equacdo (5.14), acha-se o segundo termo:
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2k +k’2)
3Bs / N R , 30s 8720 [ dPkdKe P
’kd’kK'e” m e 2m .Gy(k, k') = =
(2rmT)3/2(2x)? 2(k, k) (2rmT)3/2(2x)> m k — K|
2472 Bos /d3kd3k’ M B 2472 Bos (2m>5/2/d3kd3k’e(2k2+k’2) B
m(2rmT)3/2(2r)? k — K|  m2rmT)32(2x)* \ B k — K|
u2 4202
2472 Bos (2_m)5/2/d3ud3fue( S B 16.247*Bos (2_m>5/2 /°° 2o du
27m(2rmT)3/2(2x)* \ B v 27m(2rmT)3/2(2x)* \ B o

S 16.2474 om\*? .53 [ >
/ ve 5 dv — m"pos - (_m> 33/2.—/ u2.e“2du/ ve " dv =
0 27m(2rmT)3/2(2r)° \ B 2 0 0

16.2471Bos <2m) 323 VT 1
) 32z — 25v/30, (5.21
27m(2rmT)3/2(2m)* \ B 274 2 (>-21)

onde foi usada a substitui¢do u = 2k + k’ e v = k — k’. Finalmente o terceiro coeficiente do virial

serd dado por:

3by = ? +25v30. (5.22)

Procedendo analogamente com (5.18), encontra-se para o segundo termo de (5.18):

Bk2 Bk/2
44 3ok pi'? N By 31 44 8720 [ et e~ .dPkd®k’
(2nm T2 (2m)? / e e Gk K kd K = o e T k — K|
B 43 820 (2m 5/2/63k26kl2.d3kd3k/ B Brlo om\ >/
B (27rmT)3/2(27r) m \ S |k — K| ~(2mmT)3/2(2m)3(2m) \ BB

/e £ o= Puddy 8Bmio 2m 5/2/00 2 =22 /OO a2
— u .e U v.e v =
v (27rmT)3/2(27T)3m B 0 0

8 4 2 5/2 4 [° 0 1 8
= fro m .23.—/ xz.e_xgdx/ y.e v dy = —=.23. = £ = = —U,
(27mT)3/2(27)3m \ B 3Jo 0 \/7_r 342 3

(5.23)

onde se utilizou a mudanca de varidveis u = 3k + k'’ e v = k — k’. A seguir calcula-se o terceiro

termo de (5.18):
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26 B2 Bk’ 26 8120
o k k/ 3k 3k/ o
(2mmT)?2(2r)3 / e e Gl IO)dkdk = o m
/eﬂi‘fe PRdK 23 sr%o (m\ >/ /e‘er‘kQ.d3kd3k’ -
|k — K| (27rmT)3/2(27r) m \ S 'k — k| B

—1)

B 20 o m 5/2/6 ;26 > . dPudv 32070 m 5/2/°°u2 du e*%
 (2mmT)32(27)3 m \ B v T (2rmT)32(27)3m \ B o

2 64v/28mc m\*? [, 2
/Ov.e Q'dﬂ_(QﬂmT)3/2(27r)3m(E) /Ox.e .dac/o v.e 2.dv=

64v/28m40 m\*/? VT
(2rmT)3/2(27)3m (E)

onde a substitui¢io u = k + k' e v = k — k' foi feita. O quarto termo de (5.18) pode ser

Tl =0,

(5.24)

simplificado para

2325 _a g g2 2/3%s 647mto?
me m Gy(k, K).Go (K, K PPkd®k' Pk” =
Gy | e G 6w GrmT PRy

R R IO 1283271t 02s om\? [ eI W oK BrBK @PK!
/ k — K'|.[K — K| ~ (2emT)32(2m)5m? (7) / k — K'[.[K — K| -
8027T_7/28/ €_k2€_2k/2€_k/'2.dgkd3k/d3k” _ 8027r_7/2 / 6_[u2+v2+4w2+2w(u+v)].dgudgvd?’w
k — K| |k’ — K|

uv
_ 8027_(77/28(16%3) /e(u2+v2+4w2)uvw2dudvdw/ eZuwcoste/ 672vw0089’d91 _
0 0

1280 S

/ / / o~ (WHv? +4w?) senh(2uw)senh(2vw}dudvdw (5.25)

onde foi feita a substituicdo de varidveisu =k — k', v=k" —k'ew =K.

Logo o quarto coeficiente do virial em trés dimensdes no limite unitdrio € dado por:

1 128 w2
by = T E + —U o / / / ot dw?) senh(Quw)senh(2vw)dudvdw] .
(5.26)
A integral da dltima equacao pode ser resolvida numericamente. Concluindo, para gases quan-

ticos em 3 dimensdes no limite unitario, tem-se:

b =1 (5.27)

\F +2V/2 o—] (5.28)
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1 3
b= 1|V 4 0svEe (5.29)
319
1 11 1280%s [ [ [ 2402 42
by = 1 2 + 30 ++ \/(; i /0 /0 /0 e (Wit Hw )senh(Quw)senh(%w)dudvdw} :
(5.30)
Logo para férmions na regido BCS em 3 dimensdes (s = —20 = —1) o limite unitdrio da:
by =1, (5.31)
2
by = i, (5.32)
8
8v/3
by = ——— 5.33
3 27 ) ( )
by = —0.0535. (5.34)
Para bosons em 3 dimensdes na regido BCS (s = 0 = 1) tem-se:
by =1, (5.35)
2
by — % (5.36)
19v/3
by = ——— 5.37
3 27 ) ( )
by = 2.87. (5.38)
Em 3 dimensdes na regido BEC, o limite unitdrio para férmions (s = 20 = —1) d4:
by =1, (5.39)
5v2
by = __\8/_’ (5.40)
10v/3
by = —— 541
3 27 ) ( )
by = —0.9702. (5.42)
Para bésons na regido BEC (s = —o = 1) em trés dimensdes no limite unitdrio tem-se:
by =1, (5.43)
V2
by = —i, (5.44)
8
17v3
by = ——f, (5.45)

27
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by = 1.034. (5.46)

Como esperado, o presente resultado para o segundo coeficiente concorda com o resultado
exato obtido para férmions na regidao BCS em [28]. Ainda na regido BCS o resultado obtido para
férmions em [29, 30, 31], que envolve até processos de trés corpos, apresenta o valor -0.29 para
o terceiro coeficiente, estando em melhor concordancia com os resultados experimentais [4] que
o valor obtido aqui; isto € esperado ja que a aproximagao de espuma despreza a contribuicao dos
processos de trés corpos, que sdo importantes para o cdlculo deste coeficiente como ja foi visto,
contudo ainda assim o sinal obtido estd correto. O quarto coeficiente ndo concorda nem mesmo no
sinal com os resultados obtidos em [4], o que € perfeitamente natural ja que para este coeficiente
seria necessario considerar os processos de trés e quatro corpos, que nao sdo considerados na

aproximacao feita aqui.

5.2.2 Resultados além do limite unitario

Além do limite unitdrio deve-se substituir o kernel da equacdo (4.38) em (5.7), (5.10), (5.14)
e (5.18) com d=3 para obtencao dos coeficientes do virial, onde o cale 1 para bésons e 1/2 para
férmions.

Diferente dos resultados no limite unitdrio, aqui até mesmo as integrais do segundo e do ter-
ceiro coeficiente sdo dificeis de se calcular analiticamente de modo que elas foram simplificadas
e majoradas analiticamente e posteriormente, com o auxilio do software Mathematica, resolvi-
das numericamente; os coeficientes foram plotados em fun¢do da constante de acoplamento para
diferentes temperaturas.

Seguindo os mesmos passos da subsecdo anterior, tem-se para o segundo termo de (5.10):
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2 12

N — P / Pk K e~ T e~ 2 .Gy(k, k') =
(27)° (2emT)3/2

Bk/?

Bo 167 Pkd’K Q_We_ 2marctg (%ﬂ)
(2m)* (2rmT)3/2 m kK|

167 fo ( 87 >5/d3kd3k’ ke 2™ ek aretg (Jk — K) _
m(2m)*(2emT)3/2 \ mgr k — K|

327r2,8(k2+k'2
167 S0 st \° [ PkdKe "R arctg(k —K/|) B
m(2r)* (2rmT)3/2 (ng> / |k — K| N
167726(u2+v2)
27 Bo st \* [ Buddve "R arctg(v)
m(27r)3(27rmT)3/2 <ng) / v

3273 g \° [ . _en’su? 0o _16n280%
m(2m)°(2rmT)3/2 \mgr/) Jo 0

3973 8 5 3 2\ 3/2 roco ) 0o 1672802
37r oo < i ) <m ‘ZR> / ule™ du/ ve ™% arctg(v)dv =
m(2m)° (2emT)3/2 \ mygr 16727 0

2 3 5 3,2 3/ 1671'2/31)
32m°fo (8”) (ng) \/_/ Ik arctg(v)dv =

m(2n)*(2rmT)3/2 \ mgr 167203
128 lﬁﬂzﬁUQ
\/3_7r50/ "9k arctg(v)dv  (5.47)
m3gf, 0

onde foi usada a substitui¢do de varidveis u = k + k e v = k — k. Substituindo d=3 no primeiro

termo acha-se:

1{sv2 128v2 o _lemisgt
[5\/— 8v2nfo / ve ™ ] . (5.48)
0

by = ol vt =y m9r arctg(v)dv

Majorando a integral do segundo termo acha-se:

0o _ 16m28v? 00 _ 1672803 S o 1672802
342 342 3.2
/ ve ™k arctg(v)dv| < / lvle ™R |arctg(v)|dv < 5/ ve ™R dv =
0 0 0

x| m3 g2 167\-52[321; e m3 912%
_ meg = 549
2 [327r256 " . s (549

logo o segundo coeficiente do virial obedece as seguintes restrigdes:

5 [ V2 —2V20 ] <3 [%ﬁ +2\/§o—] . (5.50)



CAPITULO 5. RESULTADOS 60

Para férmions (s = —20 = —1) tem-se:
oV 2 3vV2
_i <by < _\/_7 (5.51)
8 8
e para bosons (s = o = 1):
V2 9v/2
—Tf <by < Tf (5.52)

Note que as desigualdades obtidas acima englobam o resultado do limite unitdrio, como era
de se se esperar, pois o limite unitdrio € um caso particular do geral. Vale ressaltar também que
os valores do limite unitdrio correspondem aos extremos do intervalo permitido para o segundo

coeficiente em cada caso, sendo o limite do lado BCS o extremo superior e o do lado BEC o

inferior.

Calculando a integral do segundo termo de (5.14) com d=3 tem-se:

s / Pkd*K'e
(2rmT)*? (27)

2 12 ,
3805 (167T> / dgkd?’k’e_%e_%_arctg (—ngELl:k l)
(2amT)*?(2r)> \ m k — K|
5 _ B4 6an?
3pos (167?) ( 8 ) /dSkd?’k’e o miaR arctg(|k — K|)
(2rmT)*?(2x)* \ m ) \mgg k — K|
s _32ﬂ2ﬁ(2k2+k’2)
3B0s (167r> < 8 ) /d?’kd?’k’e mPor®arctg(lk —K|)

2rmT)*?(2x)* \ m ) \mgr k — K|

5 —( 3?2@) (w2)
3B0s (167T> ( 8 ) /d3ud3ve mo9R ° arcg(v)
27(2emT)*?(27)* \ m ) \'mgr

3.1672 16 8 5 oo 32w2/3u 647r2,3v
Y /63728 ( 7"—) ( m > / u e 3m3 IR du/ ve 3m3 IR arctg( )d —
27(2emT)”“8m3 \ m myr 0
ot ( 7 )5 (3m3gR2)3/2/ - / S arctg(u)do
ve 3m9R® qre =
Im(2rmT)*?* \mgr 32m*3 0 7
32 ] 5 /3m3gp2 3/2 64ﬂ2ﬁv
pos ( s > ( M gr > \/_/ ve 3m%9r? aretg(v)dv =

Im(2rmT)** \mgr 32123
512 _647r2ﬁ'u2
M/ ve 3m9r* arctg(v)dv. (5.53)
3m?gr? 0

/2
e Gy(k, K) =

Substituindo o resultado em (5.14) e calculando o primeiro termo:
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b3:

1 [\/_§ B 512v/33mos /°° _6an2pv ] . (5.54)
0

ve 3m%9r* arctg(v)dv
319 3m3g?

Majorando a integral da equacao anterior obtém-se:

512v/3pmo <512\/§B7ra /oo’ san? 802
0

o0 _647r2ﬁv2 _
= ve 3m*9r* arctg(v)dv| < = ve 3R arctg(v)|dv <
3M°gr 0 3migr

512v/3pmo /°° 64x2 v ( 512\/§5m> 0 _oan?s?
B e——— B e—— . ( > ve Sm°9R d?} =
0 0

g ve *%9r* [arctg(v)|dv < S
B 25638120 { 3m3gr? _64“25“5]00 B [256\/§67r20] {3m3g32

o]

. 33y —20v3 (5.55
3m3gR? 128728 |, 3m3gR? 128%26} oV3 (555)

A conclusio € que b3 € limitado:
1 [\/3

319

1
—oV3g| <by < =
3 fa] 353

3
% + 2\/§a] . (5.56)
Sendo assim para férmions (s = —20 = —1) o terceiro coeficiente do virial obedece a seguinte

limitagdo:

; (5.57)

e para bésons (s = o = 1):

<by < ———. (5.58)

Os valores do limite unitdrio também s@o consistentes com as desigualdades obtidas; no en-
tanto, diferente do segundo coeficiente, o limite unitario do lado BCS corresponde ao limite inferior
para férmions e ao limite superior para bésons na faixa de valores do terceiro coeficiente do virial.
O limite unitdrio do lado BEC corresponde aos outros extremos do terceiro coeficiente.

Calculando o segundo termo de (5.18) tem-se:
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45 sl o N B 31—
(2mrmT)3/2(2m)3 /e e 2m Go(k, K)d kd’k
—3§k2 —321‘—/2 ng.|kfk’\>
648mo / e e arctg <—87r .
m(2emT)3/2(2m) k — K|
N iG]
- _ 64fmo 8w / e mior®  arctg (|Jk — k/’)d?’kdg’k’ _
m(2rmT)?2(27)* \ mgn k- K|
= — (2 67_’732_/2(2 )3 ( 8 )5 / e m39R2| | aTCtg (Ul)d?’ud?’v _
miamm T myr v
16/67T30- 87T 5 o0 2 _ 87\'2Bu§ oo _ 2471'231)22
= _m(QWmT)3/2(27T)3 (ng> /0 u®.e ™°9r du/ ve ™m39r arctg(v)dv —

16571’30 87 o \/— 24752&22
— m3g t dv =
m(2rmT)3/2(2m)3 (ng> (87r25> / ve " arctg(v)dv

2 7r2 ’U2
_256671—0 ve_ :139[;2 arctg(v)dv, (5.59)
m3gr? Jo ’ 7

onde se usou a substituiciou =3k + k'e v =k — k'

Para o terceiro termo acha-se:

2B B2 Bk’2
Som Gy (k, KPkd’k' =
@2m)? @amT )2 [ E e amw
2 12 ,
32870 e e arctg (memlel)
T Pkd’k =
T -
39 g \7 _oan?s0 i) (k1
_ pro T /e 7 arctg |k — |)d3kd3k’ _
m(27)3(2emT)*? \ mgr k- K|
Apro sm 1\’ e_%ﬁﬁ)arctgﬂv‘) 3, 13
= _m<27T)3(27TmT)3/2 man 0] d’ud’v =
64373 8 5 oo _ 3272842 00 3272342
B _m(27r)3(‘;77rr;T)3/2 (m;TR> /D u'e mor” du / ve  m%or? arctg(v)dv =

64870 87 \° \/_ _327;)%@2
— m3gR? t dv =
m(2m)3(2rmT)3/2 (ng> (32#25) / ve = arctg(v)dv

128 _32#25’02
:_ﬂ / ve” ™ arctg(v)dv, (5.60)
m3gr* Jo

onde se usou a substituiciou =k +k'ev =k — k'

Finalmente para o dltimo termo de (5.18) obtém-se:
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2 2 2 12 72
b / e~ e e B Go(k, K)Ga (K, K" Pkd®k d*K” =

(2amT)*?(27)"
2 12 172 ’
5128%120%s e~ e~ e B arctg (%ﬁ_k» arctg (%) d3kd3k’d3k”
B m2(2rmT)*?(2x)° / 'k — K||k — Kk”| N

5126%1202%s (2m> 3 / €_k2e—2k'26—k~2arctg (% " > arctq (ngIk’ k”|\/7>

m2(2emT)*?(27)° \ B k — K[|k’ — K’

7
d3kd3k/d3k// _ 512527{'20‘23 (2_m> 2 /6_[u2+v2+4w2+2w(u+v)]arctg (% 2_mu)
m2(2rmT)*?(27)° \ B 8r V p
2 3202 > o
arctg %”_mv dPPud*vd®w = M(Qﬂ)?’/ ue“Qdu/ ve " dv
8 B 70 0 0
/ w2e ™ are tg (ng —mu) arctg (%1/ m ) dw/ sen@wde/ e~ 2uweostu gonf) dh,
0 8 B 8 B 0 0
™ 2
/ e~ 2vweostho genf). df, = o120 S/ / / (W02 4w%) ctg ng\/2—mu
0 v v ’7]'2\/_ 8’]'(' /B

2
arctg (%, / Fmv> senh(2uw)senh(2vw)dudvdw. (5.61)
7T

Logo o quarto coeficiente do virial em trés dimensdes além do limite unitario é dado por:

s 64 2472802 392 00 32202
by = ol m?’iﬂz / ve ™9r° arctg(v)dv — mgL;m;/ ve ™9r* arctg(v)dv+
R R

12805 (w2402 H4w? mgr [2m mgr [2m
T et (e e s (2

senh(2uw)senh(2vw)dudvdw. (5.62)

Como ja foi dito anteriormente: € possivel definir a varidvel de escala o = onde A=/ =

mg

€ o comprimento de onda térmico e a = %

£ ¢ 0 comprimento de espalhamento. Fazendo isto é
327r B

possivel ver que o® = . Escrevendo entdo (5.48), (5.54) e (5.62) em termos de « obtém-se:

2 242 e 2
by = i — V2o / ve 2 arctg (2> dv, (5.63)
0 o

8 2

\/§ 16\/§Js 202

by = o7 W/ﬂ ve” 3% arctg ( ) dv (5.64)
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e
20 [ a2 - i
by = S ve_gTwarctg i dv — z/ ve " arctg vy dv+
32 7 J o’ ™ Jo «
1280%s [ [ [
Ml / / / e~ (W) senh (ww) senh(vw)arctg (M> arctg (M) uvdudvdw.
T2 0 0 0 @ “

(5.65)

E facil ver que a condicdo do limite unitdrio (a — +00) pode ser escrita em termos de v como
sendo o — 0*. Deste modo, majorando as integrais que envolvem a arcotangente, como feito
anteriormente, recuperam-se as desiguadades obtidas antes e fazendo o = 0% recuperam-se as
expressoes do limite unitdrio (5.28), (5.29) e (5.30).

E interessante notar também que embora os termos de (5.65) possam ser majorados, by ndo é
limitado pelos valores do limite unitdrio, embora os valores do limite unitdrio estejam englobados
como caso particular (o« — 0%F) de (5.65) como esperado. De fato ndo h4 razdo para pensar que
esta regra exista em geral. Embora aqui o terceiro coeficiente seja limitado pelos valores do caso
unitério, se fosse computado aqui o valor exato de b3 com a contribui¢io do kernel de trés corpos, o
resultado poderia ndo estar limitado pelos valores do caso unitdrio. Contudo b, € exato e podemos
dizer sim, com certeza, que de fato o espectro de valores de segundo coeficiente do virial € limtado
pelos valores do limite unitario para este coeficiente.

Numericamente é possivel resolver as integrais que aparecem nas expressoes dos coeficientes
do virial e plotar seus graficos em fun¢ao da razdo a = 2 Nas figuras (5.1), (5.2) e (5.3) aparecem
respectivamente os graficos do segundo, do terceiro e do quarto coeficiente do virial para bésons
(s = 1) em fungdo de « e nas figuras (5.4), (5.5) e (5.6) aparece respectivamente a mesma coisa

para férmions.

Figura 5.1: b para bésons (s = 1) contra a razdo o = % As linhas azuis representam os valores

do limite unitario e a vermelha o caso livre.
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Figura 5.2: b para bésons (s = 1) contra a razdo a = g As linhas azuis representam os valores

do limite unitario e a vermelha o caso livre.

Eooimrocb oo el oo o ) : . a

-15 -10 -5

Figura 5.3: b, para bdsons (s = 1) contra a razdo o = % As linhas azuis representam os valores

do limite unitario e a vermelha o caso livre.

Figura 5.4: by para férmions (s = —1) contra a razdo o = % As linhas azuis representam os

valores do limite unitario e a vermelha o caso livre.
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Figura 5.5: b3 para férmions (s = —1) contra a razdo o = % As linhas azuis representam os

valores do limite unitario e a vermelha o caso livre.

Figura 5.6: b, para férmions (s = —1) contra a razdo o =

Q>

As linhas azuis representam os

valores do limite unitario e a vermelha o caso livre.



CAPITULO 5. RESULTADOS 67

Como era de se esperar, as figuras mostram que quando o — 0% os valores do limite uni-
tario, representados pelas linhas tracejadas azuis, sdo recuperados e as desigualdades deduzidas
anteriormente também sdo respeitadas; além disso quando g — 0F = o — oo os valores dos
coeficientes do gds ideal (basta fazer Go(k,k’) = 0, ou seja o primeiro termo de (5.10), (5.14) e
(5.18)) s@o recuperados, estes valores sdo representados pelas linhas tracejadas vermelhas e serdo

obtidos exatamente mais adiante.

5.3 Expansao do virial em duas dimensoes no limite unitario

Como foi mencionado no capitulo 4, o kernel da equacdo (4.50) ndo corresponde a um ponto
fixo do Grupo de Renormalizagdo, contudo representa uma forma artificial de construir uma teoria
invariante de escala e na pior das hipéteses pode ser visto como o kernel da teoria visto sob um
determinado limite de acoplamento forte.

Deste modo define-se uma espécie inovadora de limite unitario em duas dimensdes, no entanto;
apesar do nome igual, € importante ter em mente que o limite unitirio neste caso ndo estd tao
rigorosamente definido como no caso tridimensional.

Tendo em mente estas consideragdes dizer-se-a agora: o kernel de dois corpos no limite unitdrio
em duas dimensdes € dado por (4.50), logo com o auxilio das equagdes (5.7), (5.10), (5.14) e (5.18),
achar-se-20 os coeficientes do virial em duas dimensdes no limite unitério.

Calculando o segundo coeficiente acha-se:

o= S 0 [ e 3o ul 5y Bo (2’ / Pk e K ek
= — (& 2m e 2m = — _— R — [ [ ==
Y27 2n)?(2emT) m 2 2mm2T \ f8

s Bo om\ > o | 77, ke 2_3 Bo 2m\ > 2 | 1] s
=5 2y (7) (2r) [/ ke d’f} =5 2y (7) (2r) [z] — 5t

logo

by = Z to. (5.67)

Procedendo-se analogamente para o terceiro coeficiente:
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1 3Bs dmo o1 oy _BK2 _6k’2 1 38s dro (2m 2/ 91 _oK?
by = = d*kd“Kk'e mo= = — d°k
3bs 3+(27TTTLT)(27T)2 m ’ 3+(27TmT)(27T)2 m \ B ‘

/kol k2 _ + 358 dro 2_m ’ (271_)2 OO k 6—2k2dk /OO k/ G_lezdk’, _
(2rmT)(27)% m I5; 0o 0 ' N

1
"3
1 38s 4mo (2m\° (1) /(1 1 1
S )Y (2 () =2+3 3by =~ +3 5.68

37 @amT) m (ﬁ) (4)(2) g 7308 = 3by = g4 30s, (5.68)

obtém-se:

1
bs = 9 + s.0. (5.69)

Finalmente pode-se calcular o quarto coeficiente, que agora pode ser achado analiticamente

devido a simplicidade do kernel:

i 43 dro _a? _pi? 203 Aro _pk? _pi?
4by = me 2z d°kd’K' me  m d°kd’k’
YT (27T77’LT)(27T)2 e +(27r)2(27rmT) m ¢ "

28°s dmo\? g2 g - W oy ovn S 48  4mo (2m)\ [(2m
e m w d?kd?k 2K = Z 22 (=
T 2amT) (20" ( m) /e e ) 1 2 m \35) \ B
[e’e) , 2 4 2 o0 o0 /
/ k:.e‘dek/ e dk! + 2 5T) no (%) / k.e"‘“Qdk:/ ke k! +
0 0 ™m m 0 0
P s imo T e R dk / Y / TR g —
(27TmT>(27T) 0 0
s L4 45 47?0 2 26 4o (m\? (1 2+
T4 2mmT) m (27rmT) m \ B 2
2 1\° 8
+ (27TmBTS ( ) ( ) ( ) (5) :Z+§+a+402$, (5.70)

logo b4 € dado por:

s 20 o (160% +1)s  1lo
by = — + = 4+ = 26 — . 5.71
T T T 5.71)

5.4 Expansao do virial em uma dimensao no limite unitario

Assim como no caso bidimensional, o limite unitario também é definido artificialmente em uma

dimensao e nao corresponde a um ponto fixo do Grupo de Renormaliza¢do; contudo pensando num
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limite especial de acoplamento forte dizer-se-4 que, no limite unitdrio unidimensional, o kernel de
dois corpos da teoria é dado por (4.51).

Substituindo novamente o kernel correspondente nas equagdes (5.7), (5.10), (5.14) e (5.18)
para d=1 obtém-se os coeficientes do virial relativos a esta situagdo.

Para o segundo coeficiente o resultado é:

S n 15} o
\/§ 21 A 2memT 2m

:\%Uwirwm (Q_m) ;/d“dve Tl
:%-1-#/00 _2du/me_f]v|dv:%+# (:e_fdu/oooe_zfvdv:

2y = dkdk' e~z (FK2) |k — 1/| =

de modo que o segundo coeficiente do virial é:

sx/§+a\/§: (a—l—s)\/z

by = 5.73
2 1 1 1 (5.73)
Para o terceiro coeficiente acha-se:
3
1 30s o B(2k 2+ 2) 1 308s wo [(2m)?
3y = —+———— [ dkdk'e” E—FE|= + (—)
MV (27)V2mmT 2m | = V3 (2m)V2mm T2m
3
/ 1 303s 2m\ 2 1 (u? +2v )
dkdk e= @+ 1| — k! +— 7 ( ) - / dudve™ v
/ 1 = \/— (2m)V2rmT T 2m 3 ol =

1 470 mfﬁd /OO **§||d +U‘S/Oo -y /OO -~
= — e “ u. € vav = — — e ¢ u. € 3 v.au =
\/§ Zﬁ —00 —00 \/g \/E —00 0

B 1 0.8 3 _L 3\/50.3_@ 3\/30.3
—ﬁ+ﬁ(\/3_w).<—>_\/§+ =3t 67

Logo b3 € dado por:

1 30.5\ V3
by = (§ + T) 5 (5.75)

Finalmente calcular-se-4 o quarto coeficiente dado pela equacdo (5.18), para o segundo termo

tem-se:
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4 2 2 4
5 e e 2w Gk, K )dkdk = W T T k| dkdI =

(2m)V2mmT (2m)V2mrmT 2m
3 3
45 2m 2/ —(3/4:24-/4:’2) ’ ’ 45 o (2m)2/ _ 24302 dudv
— e k—kK'\dkdk' = ——— | — e 1 |
(2m)V2mm 2m ( ) | | (2m)V2mmT 2m \ f v 4
2\/_/ - du/ ST|v|dv = %/oo e_4du/0 e T vdy = % (\/4#) <§) = ?J.

(5.76)
Calculando o terceiro termo acha-se:
24 _sK? _pK? 203 O a2 i
———— [ e"me m Golk,K)dkdk = ———x=— me” m |k—K|dkdk' =
(2m)V2mmT 2(k, ) (27)V27mmT 2m | |
3
25 o (m 2/ Pk , , 28 mo ( )2 1/
= | = e k—FK'|dkdk" = — e
(2m)V2rmT 2m <5> | | (2m)V2mmT T 2m 2
g & _u2d o v2 d g & u d & v2 d
= e zau e 2 |vjdv = e zau e 2vdv =
421 J_ o /_oo g 2V21 J_o /0 24/ 2w
(5.77)
Resta agora apenas o ultimo termo calculado a seguir.
2/825 BE2 BK/2 BK!"2
———— [ e e m e 2w Go(k,K)Gy (K K dkdk' dk" =
(27)*V/2remT 2(k, K Gl )
2432 2 2 2
___ W (22) /eé’fneﬁie s |k — ||k — K |dkdk/dk" =
(2m)°V2mmT \2m
5
= —35 s (E>2 (Q—m) ’ / e~ PR e | |K — K| dkdK dE" =
(27)°V2mmT \2m 5
2
T3 [ o202 K dkdR dE . (5.78)

NG
Finalmente a expressdo do quarto coeficiente do virial em uma dimensdo, no limite unitdrio,

definido da maneira peculiar ja discutida, ¢ dado por:

by = g + 74 5 8”\/3_ e~ RHHRER) k| — K| dkdK dK, (5.79)

onde a integral do dltimo termo pode ser resolvida numericamente:

/6—(k2+2k’2+k”2)|k — K|k — K"|dkdk'dk" = 1.985. (5.80)
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5.5 Calculando os coeficientes do virial na presenca de uma ar-

madilha harmonica

Para considerar a influéncia de uma armadilha harmonica nos coeficientes do virial foi usada a
aproximacao de densidade local (Local density Approximation - LDA), esta aproximacao é imple-
mentada simplesmente fazendo a seguinte substitui¢do no potencial quimico p — p — V (r), onde
V(r) é o potencial da armadilha. A energia livre € dada por F' = [ F(r)d"r.

Conhecendo as mudancgas que a armadilha provoca na energia livre é facil achar as mudancgas

que aparecerao nos coeficientes do virial:

1 (o) 1 o0
_ —BV(r) — n _ n, —pnV(r) jd.. __
p—>pu—V(r)=z—ze = F = m\dr?:lbnz — /5/\dn§:1bnze d°r =

1 o0
~ (bn / e_B”V(r)ddr) 2" = b, — b, / e AV gdy - (5.81)
n=1

2 .
Considerando a seguinte armadilha harménica V (r) = S0 [wm] — InA, os coeficientes do

=1 2

virial se modificam de acordo com a expressao abaixo.

[

% d 2
b’nzbn/ —BnV(x) gdp — p, ATH/ P e = — b A (;—”) . [Hwi] . (5.82)
n
=1

onde b/, representa o coeficiente do virial quando a armadilha é considerada e b,, o coeficiente

quando a armadilha estd ausente.

No caso particular em que a armadilha é isotrdpica (w; = wy = ... = wy = w) tem-se:
o\ }
b= b AT [ ——) (5.83)
Bwn

~ b . A e
Como se pode ver em (5.83), fixada a temperatura, a razdo ;* decai com a frequéncia w como
uma lei de poténcia, como é mostrado na figura (5.7). Fixada a frequéncia, a expressao (5.83)

/

b .
% Cresce com a temperatura como uma lei de

mostra que no regime de altas temperaturas a razao ;

poténcia onde o expoente depende da dimensao do sistema; por outro lado para baixas temperaturas
se A > 1 arazdo diverge com uma lei exponencial quando a temperatura tende a zero mas se A < 1

arazdo tende a zero. Se A = 1 o comportamento exponencial desaparece completamente e apenas
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. A ~ b < b ~
a lei de poténcia governa a razdo ;. A figura (5.8) mostra a razdo ;* em fung@o da temperatura
n n

para uma frequéncia fixa quando A = 2 e A = 0.5, ilustrando a andlise feita aqui para este caso.

bn’

bn
35

3.0
2.5

2.0

L w
2 4 6 8 10

Figura 5.7: Razdo entre o coeficiente do virial na auséncia e na presenca de armadilha harmonica
para o segundo, terceiro e quarto coeficientes do virial contra a frequéncia da armadilha para

A=T=1: % x w, n = 2 (azul), n = 3 (vermelho) e n = 4 (verde).

150
100

50

Figura 5.8: Razdo entre o coeficiente do virial na auséncia e na presenca de armadilha harmonica
para o segundo, terceiro e quarto coeficientes do virial contra a temperatura para w = 1 com
A = 0.5 (linhas cheias) e A = 2 (linhas tracejadas): Zi x T, n = 2 (azul),n = 3 (vermelho) e

n = 4 (verde).
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5.6 Resultados além da aproximacao de espuma

Nesta se¢do os trés primeiros coeficientes do virial serdo obtidos exatamente, sem o uso da
aproximacdo de espuma. O método para fazer isso € facil de se imaginar, basta usar a expressao
exata da energia livre dada por (3.12), expandir seus termos em poténcias da fugacidade e obter os
coeficientes do virial por comparagdo com (5.1).

Os termos de interacdo de (3.12) podem ser obtidos diretamente da expressdo ou com o auxilio
das regras diagramaticas estabelecidas no capitulo 3, aqui os termos serdo escritos e referidos aos
diagramas correspondentes indicados na figura (3.1).

Além de escrever os termos interagentes, € preciso escrever a contribuicao da parte nao intera-
gente da energia livre. para isso basta expandir (3.11) em poténcias da fugacidade. Isto € feito a

seguir:

5/ Ak logll—sze gf}:ﬁ/

Z smHen ok /ookdleﬁé‘i”dk _
~ | @n)"sT (9) Jo

S i st oms (2m)
(2m)"npT (§)\ 5
d n+1 n

- o [ g+t i (2m g iy, B o0 - 2m g A

Z[Qﬂ' nﬁr()(BWI) /0 S ZIQW nﬁf()(ﬁn) F<2>]_
e n+1 N T n+1 N

:_Z[S s (5 ) P g [ ] o

Da tultima expressao vé-se que os coefiientes do virial para o gés ideal sdo exatos e dados por:

S

n+1.n 2 g 2 % o]
—dz (= / ple K g | =
@2m)!pT (5) \Bn /) Jo

/ ke d:cll =
0 2x2

.—-Mgrﬁ
|—|:

Sl—i—l

[5+1

b = ) (5.85)

correspondendo ao caso em que todos os kernéis sdo nulos e a contribuicao do primeiro termo de
(5.7), (5.10), (5.14) e (5.18).

A seguir resta calcular a contribui¢ido da parte interagente da energia livre, que possui repre-
sentacdo diagramdtica. Como ja foi discutido, um diagrama de n linhas sé contribui a partir do
n-ésimo coeficiente do virial.

O unico diagrama de duas linhas que existe € (a) em (3.1) e ele contribuird para todos os

coeficientes do virial a partir do segundo. Note que (a) ¢ um diagrama de espuma e por iSso 0



CAPITULO 5. RESULTADOS 74

resultado achado na secdo anterior € exato e a aproximagdo de espuma déd o segundo coeficiente
do virial corretamente.

Sendo assim, expandindo (a) em poténcias da fugacidade:

_1 [ &%k &K : A O I 2 2Go(l,K) )
=3 [ o S 0K = 5 [ K ( ) ( >_

e =82 e 2m — 5%
2 12
2;2 ddk ddk/ 6_% 6_32km /
=2 ) @ry2n) oz o | Galex) =
[1 — sze 2m } [1 B sze—m}
/ [3(k2+k’2
22 giTl){d—é?;d €7T)G2(k’ k/)
T2 ’2 ==
2 [1—5z(e‘% _;_e—%)_i__l
2 ddk ddk/ 2 2 , .
%/ (2 )d (2 )deﬁ(kg:gk)GQ(k, k’) [1 + sz(e*% + 67%) + } . (5.86)
T T

O resultado é:

1 dk  d9k’ B2 +K'? A3k BK sex2ik?
= — ] 2m ) / 2 2m ) ! 3
(a) [2 / 2n) (27r)de Gg(k,k)} 2 —l—[s/ 2n)? (271)36 Gg(k,k):| 22+
(5.87)

O unico diagrama de trés linhas que existe € (d), que contribuird para os coeficientes do virial
a partir do terceiro; logo os diagramas que contribuem para o terceiro coeficiente do virial sdo (a)
e (d).

Note que, diferente de (a), o diagrama (d) ndo € de espuma; logo o resultado exato que sera
obtido para o terceiro coeficiente do virial deve incluir um termo extra proveniente de (d) e a contri-
bui¢do de (a) e da parte ndo interagente deve corresponder ao resultado achado antes. Calculando

(d) tem-se:
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1 ddk ddk, ddk” / " / "
@)= 51 | Tyttt o)) )Gl K K) =

s / d?kd?k' dk" G5 (k, k', k")

Bk2 ﬁk/2 ﬁk”2

- 6(2m)3¢ ezm — sz} [eW — sz} [eW — sz]

B +k’2+k”2

B 23 / dkdK' dK" e~ am G3(k k', k")
- 3d 2 72 172
6(2m) [1 — sze’%} [1 — sze’%} [1 — sze’%}

Bk +k’2+k”2

2 /ddkddk’ddk” - )Gk, K, K")
- 2 /2 72
6(2m)™ [1 - sz(e*% te B +e Bm )+ }

3 12 //2 5 o o
B W/ddkddk/ddkﬁeﬂ(ﬂ( Gy (k, K, k") [1 + sz((f% L e ) + 1
s

= # d%kdK dK" e ,B(k2+k'2+k”2 Gg(k K k//)
6(2m)*

2 12 "2 2 12 72
[W /ddkddklddklleﬁ(k +;€m+k ) (e,(;l:n + e ﬂ;:"n + e B;m ) Gg(k k/ k//)
m

(5.88)
Finalmente como ndo existe diagrama de uma linha, a contribui¢io para o primeiro coeficiente
vem totalmente de (5.84) e tem-se b; = 1 como esperado.
Juntando a contribui¢do de (5.84) e (5.86) tem-se novamente (5.10) e a aproximagdo de espuma
¢ exata para o segundo coeficiente como esperado.
Considerando apenas a contribui¢do de Fj e (a) obtém-se novamente (5.14); no entanto o
terceiro coeficiente recebe ainda uma contribuicao de (d), ignorada pela aproximacao de espuma.

Finalmente o resultado exato para o terceiro coeficiente do virial é:

1 Bs dy, 3d1,/ oK' /
% = gam t ey () / Fhdlce™m emam Gallo K+
+ o )ng = / AR AR e ) Gy (k, K, K). (5.89)
e mwm

5.7 Propriedades termodinamicas

Dentro da aproximacdo de espuma € possivel obter as propriedades termodinamicas do gés

como ja foi explicado no capitulo (3), para isto basta calcular o kernel de dois corpos e com ele
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resolver a equagdo integral (3.41) ou equivalentemente a equagdo integral da pseudo-energia (3.39)
e com isto obter a pseudo-energia ou y em fungdo de k. A partir, dai usando as equacdes (4.59) e
(4.60), tem-se as funcdes de escala c e g e com isso a energia livre e a densidade de particulas. As
outras propriedades termodindmicas podem ser encontradas por derivacdo numérica.

Resultados para o limite unitario com este procedimento ja foram obtidos em duas dimensdes
em [23] e em trés dimensdes em [24]. Nesta tese € estudado o caso tridimensional além do limite
unitdrio, cujos resultados sdo publicados em [27], para isso usa-se o kernel (4.38) e a equacao
integral (3.41). Antes de resolver numericamente a equacao integral (3.41) é possivel resolver
analiticamente a integral das partes angulares do integrando, restando apenas uma equacao integral
em uma variavel para ser resolvida numericamente, a resolu¢do da parte angular de (3.41) encontra-
se no apéndice E para o kernel de dois corpos em trés dimensdes além do limite unitario.

As principais propriedades termodinamicas aparecem plotadas a seguir em termos das varidveis
deescalar = L e TLF, onde T € a temperatura de Fermi para diferentes valores de .

A seguir aparecem os gréficos da entropia em funcio de = e de % e também o grafico de ﬂLF
contra T—Y; (ur € o potencial quimico de Fermi) para um gés de férmions com diferentes valores de
alpha negativos, ou seja na regido BCS.

Também foram achados resultados para bdsons, mas para ilustrar a capacidade do método
apenas graficos para férmions serdo mostrados nesta secdo. Os resultados para férmions sdo in-
teressantes para descrever o crossover BCS/BEC. Na préxima sec@o serd mostrado um critério de

transicao de fase para bdsons e outro para férmions, ai serdo mostrados graficos para ambos os

tipos de particula e o estudo do crossover seré feito.
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Figura 5.9: Entropia em fung¢@o da razao % para férmions na regido BCS (a<0) e no limite unitario

(a=0).

Figura 5.10: Entropia em funcdo de » = £ para férmions na regido BCS (a<0) e no limite unitdrio

(a=0).
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Figura 5.11: Razao entre o potencial quimico e a energia de Fermi contra razao entre temperatura

e temperatura de Fermi para férmions na regido BCS (a<0) e no limite unitario (a=0).

5.8 Transicao de fase

Uma pergunta importante dentro da perspectiva deste formalismo € como se pode identificar o
crossover BCS/BEC para um gds quantico. Para um géds de bosons isto € facil: a condensagdo de
Bose-Einstein € caracterizada pela divergéncia da densidade de particulas do estado fundamental
(K = 0), olhando a expressdo (3.30) é facil ver que isto pode ser caracterizado por e(k = 0) = 0.
Vale ressaltar que neste caso € assumido que o condensado de Bose-Einstein existe na regidao BCS
(a<0) como um estado metaestavel, ndo se colapsando.

Logo, para bésons: tragando a curva da pseudo-energia nula em fun¢do de x tem-se os pontos
criticos da figura 5.12 no limite unitario (=0). Repetindo este procedimento fora do limite unitario
€ possivel achar para cada valor de o as respectivas temperaturas criticas € com isso tragar os
valores criticos da func¢do de escala ¢ em funcdo de o, como € feito na figura (5.13). O grafico da
razao 1% contra a razao ﬁ aparece na figura (5.14).

No caso dos férmions ndo ha uma forma tao direta de se fazer isto, entdao o critério adorado é
que uma mudang¢a no comportamento do crescimento da entropia por particula evidencia a transi-

cdo de fase.

I

Para férmions, com o critério estabelecido, o grafico da razao T

1
contra ¢~ aparece na figura

(5.15) e com isto o crossover BCS/BEC para férmions € estudado.
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Os resultados esperados no limte untario em [24] sdo recuperados aqui, como por exemplo: no

limte unitdrio (a=0), a funcdo de escala do nimero de particulas no ponto critico deve tender a
2

4(3)

3T

O comportamento do crescimento das temperaturas criticas em fun¢do da razao kFLa apresenta

3
¢ (%) e a razao T—j; deve tender a [ } para bésons.

boa concordincia com os resultados obtidos com o método Monte-Carlo [7, 8, 9, 10].

Xc

7 00 Zs0 —60  —40 20 0 At/ as
-0.2F -
—0.6;
—0.8;

-1216F

Figura 5.12: Pontos criticos da fungdo de escala x = £ para b6sons na regido BCS.
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Figura 5.13: Valores criticos da funcdo de escala ¢ contra o para bésons na regido BCS.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

O método aqui apresentado se mostra uma boa alternativa para obtengdo dos coeficientes do
virial. O segundo coeficiente do virial é obtido de maneira exata e uma forma sistemdtica de obter
expressoes exatas para os coeficientes de ordem superior € mostrada, sendo que para cada ordem
€ acrescentada a dificuldade de se calcular um kernel de mais corpos. A expressdo exata para o
terceiro coeficiente é achada e a do quarto, embora ndo tenha sido encontrada, ndo € muito dificil
também.

Sendo assim, com o formalismo proposto, a dificuldade de se calcular os coeficientes do virial
de ordem superior decorre da dificuldade de se achar o kernel de mais corpos e resolver as integrais
das expressdes que aparecem, esta dificuldade ndo parece ser nem um pouco maior que a dificul-
dade dos outros métodos encontrados na literatura [30, 31, 32]. De toda sorte a aproximagao de
espuma apresenta ao menos concordancia com o sinal do terceiro coeficiente no sistema tratado
aqui, servindo ao menos como ferramenta exploratdria para sistemas ainda nao estudados.

As propriedades termodinamicas foram achadas e o crossover foi estudado dentro da aproxima-
cdo vigente, os resultados obtidos ndo apresentam a mesma precisao que os obtidos com métodos
Monte Carlo, mas isto € esperado uma vez que o sistema em questdo envolve baixas temperaturas
e a aproximacdo do formalismo € para altas temperaturas. Espera-se entdo que este mesmo mé-
todo apresente uma melhor descri¢do da criticalidade quando aplicado a outros sistemas em que as
transi¢des de fase ocorram a altas temperaturas.

Dentre as perspectivas futuras tem-se calcular o kernel de trés corpos e obter o valor exato do
terceiro coeficiente do virial; utilizar outras técnicas para se obter o kernel de trés ou até mesmo de

quatro corpos aproximado e com isso melhores aproximagdes para o terceiro e quarto coeficientes
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do virial.

Como no limite unitdrio a constante de acoplamento diverge, técnicas nao perturbativas para
se obter o kernel devem ser usadas, algumas candidatas sd@o bosoniza¢do, expansao 1/n, métodos
de integrabilidade e teoria de perturbacdo otimizada. Claro que cada uma dessas técnicas requer
peculiaridades que as tornem aplicdveis a talvez outros sistemas, que ndo o presente, integrabili-
dade geralmente € dificil de se encontrar em mais de uma dimensao, bosonizacdo em dimensao
maior que um geralmente requer aproximacgdes € expansdo 1/n requer simetrias especificas como
simetria O(n) do lagrangeano.

Espera-se também obter os coeficientes do virial para gases multi-componentes, em principio
na aproximagao de espuma e posteriormente além dela.

Finalmente, espera-se aplicar os métodos numéricos inerentes ao formalismo e a aproximag¢do
de espuma a sistemas com temperaturas criticas altas e cujo diagrama de fases ndo dependa muito
dos processos de trés ou mas corpos, neste caso se espera que a aproximacao apresente melhores

resultados.



Apéndice A

Integral gaussiana e elemento de angulo

solido em dimensao quaquer

Uma possibilidade de se achar o elemento de angulo sélido em dimensdo qualquer consistem
em resolver a integral Gaussiana em dimensdo qualquer e comparar os resultados.

Primeiramente, devido a simetria esférica tem-se:

[t = [" o tat =g [Tt (A1)
_ 0

o0

Recordando a defini¢cdo da funcdo gama tem-se:

['(n) = / 2" e dr = n! =T(n+1),Vn € N. (A.2)
0
Fazendo a substituicdo y = /7 = dy = ﬁ%dm = ‘21—5; = dx = 2ydy obtém-se outra expressao
para a fungdo gama:
['(n) = / 2" e dr = / yQ(”_l)e_yQdey = 2/ y2”_16_y2. (A.3)
0 0 0
Logo a integral Gaussiana em (A.1) pode ser escrita como:
d
/ ettt gy = —Q(d)QF(Q). (A4)

A integral gaussiana simples em uma dimensao é facilmente calculada usando coordenadas

polares e observando que seu quadrado corresponde a uma integral dupla:
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/ e dy = \// el‘Qd:U/ eV dy = \// e~ @+ dady = \// e "rdrdf =
2T 0 oo 6_7’2 00
/ d9/ e "’rdr = 27?/ e "rdr = (|27 [ ] =./7. (AS5)
0 0 0 2 ]y

A integral de (A.1) € facilmente achada, conhecendo-se a integral gaussiana, como se pode ver

a seguir:

[e.9] o0 o0 d
/e‘<x%+"'+x3)dd:v = / e_x%dxl.../ e_xzdxd = {/ e_x%dml] — 75, (A.6)
Usando (A.1) e (A.4) acha-se o valor do elemento de angulo sélido em d dimensdes:
2
Q(d) = . (A7)
L(4)



Apéndice B

Funcoes zeta de Riemann e polilogaritmo

A funcdo zeta de Riemann € definida como a continuagdo analitica da série

(=Y~ (B.1)

n*
n=1
Considerando o caso real, vé-se que a série acima s converge para z < 1 e diverge para z > 1,
sendo que em z = 1 é a famosa série harmonica; este resultado pode ser obtido pelo teste da
integral para séries. No caso complexo o resultado é similar e a série s6 converge para Re(z) > 1.
Considerando a defini¢ao prévia € possivel relacionar a funcdo gama com a funcado zeta. Usando

(B.1) e (A.3) pode-se calcular a seguinte integral, onde n € em principio um nimero natural maior

que 1
oo ,.n—1 oo ,.n—1,—x 00 0 o0 S
/ v dr :/ rocar dr :/ ! Ze‘mx dr = Z/ 2 le Ty =
=S L M= (S ) ([Tete ) = ot ®2
m=1 m 0 m=1 m 0

Sendo assim a fun¢do zeta de Riemann pode ser escrita como:

1 * r*ldy
((z) = F<Z)/O r— (B.3)

A integral da expressdo (B.3) converge ndo apenas para z natural, mas para todo numero com-
plexo com parte real diferente de 1; de fato esta € a extensdo analitica da série (B.1) e a definicdo

da fun¢do zeta de Riemann.
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Antes de seguir em frente vale ressaltar que os célculos realizados até agora ndo provam que
a expressao (B.3) € a extensdo analitica de (B.1) ou que ela seja tnica, s3o apenas uma motivagao
para tornar o enunciado deste resultado mais convincente, tal demonstracdo estd fora do escopo
desta tese. Na verdade mesmo os célculos realizados em (B.2) s@o questiondveis, pois a comutagao
do somatdrio infinito com a integral depende da veracidade de certas propriedades de convergéncia
que nao foram demonstradas aqui; contudo esta veracidade acontece e o resultado estd correto.

O polilogaritmo € definido como sendo:

, 1 © 2"tz
Li,(z) = 0] /0 . (B.4)

Analogamente ao que acontece com a fungdo zeta, o polilogaritmo pode ser visto como a

continuacao analitica de uma série:

1 ® zav tdx 1 ® ze % pv ldx 1 * o
Liy(2) = _ = e "x ldy =

- /Oo_ 1 1°°z”/°°__1 RN 2 2"

2" e " dr = — e fx" dr = —I(v) = —.

[(v) ; 0 I'(v) ; n Jo I'(v) <= n” — nv
(B.5)

Considerando v = 1, o polilogaritmo € dado por:

, 1 * zdx > ze *dx N0
Liy(z) = D) /0 i :/0 T 2o — [In(1 —ze )] = —In(1 - z), (B.6)

dai o seu nome.

Finalmente comparando (B.3) e (B.4) vé-se claramente que

Li, (1) = ¢(v), (B.7)
propriedade que foi usada ao longo desta tese.
Calculando o polilogaritmo agora com argumento z = —1 obtém-se:
1 > v~y
Li,(-1) = ——— _, B.8
(=) F(y)/o et +1 (B-8)

mas observando que

1 (e +1-2) 1 2 1 2
_ _ _ _ _ (B.9)
e+1 (e"+1)(er—1) er—1 (e"+1)(e*—1) e*—1 ex—1
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e recordando (B.3) tem-se

, 1 © g ldx 2 < v —ldx 1 ® g ldx 1 < v —ldx
Li,(—1) = — - 4 S +— _
'(v) )y ee—=1 T(v) /), e*—-1 'v) /)y, er—1 2v71T'(v) J, e*—1

1 1 <~ ldx 1 1 .
= — (1 — F) m/o 1 (1 — 21/1) ((v)=— (1 — 2V1> Li, (1), (B.10)

que foi a outra propriedade de polilogaritmo usada nesta tese.




Apéndice C

Calculo da expressao do kernel de dois

COrpos.

Este apéndice visa mostrar os detalhes da obten¢do da expressao (4.37), o primeiro passo para

isso € obter (4.35). Sendo assim, recordando (4.34) tem-se:

(|1, ko|[27i6(E — Hy).T(E)]"||k1, ko) = /(2m’)”<|k1, ko|5(E — Ho).T(E)|a1, p1)-..

d'py d'q
(|an—2, Pn—2|0(E — Ho).T(E)|dn-1,Pn-1)-{|n—1,Pn1|0(E — Ho). T(E)|ky, ky) @) 2m)i

ddpnfl ddqnfl
= <|k1;k2|T(E)|q1ap1>-~-<|qn—2apn—2|T(E)|qn—1apn—1>'<|qn—17pn—1|T(E)|k17k2>-

2r)? ()

ki +kj Pt +qf Ph1+ 1, dP1 d'ar d'pat A
(B - 1—2)§F -2 5B - -l — " (27" =
( 2m )-o( 2m )0l 2m )(27T)d (2m)d (2m)d (2m)? (2mi)
/(27TZ) (S(E—12—mz).5<E—12—ml)...5<E—#>(27T)d(3(k1+k2—p1—ql),uk17k2_>p17q1
d’p, d'q

(27)0(P1-+ a1 —P2 =) ipy s sp .o+ (27) O (P11 =K1 =Ko )11, 1 g1 ler o (2m)® (2m)*

dd e dd e . dd dd k2—|—k2 2+ 2
Dot € G-t = [Zuk1,k2—>k1,k2]n' |:(27T)d+1/ p d 0 ( . 2 — P a ) 5(k1 + k2 — P q>

(2m)d  (2m)? (2m)? (2m)d (2m 2m

2 2 2 2
(27)416(0)5 (E - %) = 27V, (ip)". 1" 16 (E - klszQ) =
m

m
ki + k3

= <|k1,k2’[27T2(5(E — H[))T(E)]n||k1,k2> =27V.0 (E — ) (iu)n.]n_l, (Cl)

onde [t = pik, k,—k k., € 1 € definido como em (4.36).

Finalmente desenvolvendo o primeiro membro de (4.33) obtém-se:
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—¢<k1,k2|zogg|k1,k2>——z<k1,k2|zog[1+2ma(E H)T(E)]|ky, ks) =

;5 VM Kalloid E — H) T K)o s (4K U] _
n=1 n
2miV k? + k3 (=)"@Epl)™]  2miV k? —i—k%
- = 5<E— o ){—ZT} == 5(E o )log(1+z,ul)
(C.2)

Olhando novamente para (4.33) e observando que o primeiro membro corresponde ao desen-

volvimento feito em (C.2), pode-se obter o kernel de dois corpos diretamente; o resultado é:

Galler, ko) = —log(1 +inl) (C.3)

e assim estd provada a expressao (4.37).



Apéndice D

Calculo do volume do espaco de fase

A seguir calcular-se-4 o elemento de volume do espago de fase em uma, duas e trés dimensdes;

recordando (4.36) e definindo £/ = 1+k2 e P = k; + ks, tem-se:

d'p1 d'py . 4 pi +pj d'p, _pi+(P-p)?
= 2m) s (B — “—2) 5(P— / L
/ @i @i ) ( om TP om
d'p, pi —P.pi + 5 —2mE ddpl 2 p?
= o = -0 — — —mkFE
/ (2m)d 1 < — m/ P1 + L
d? 4mE — P? mQ 4mE P2
[ [ =5 e [l -
mE—P mE—P? —_
[ § |p— YAmEEEE| 4§ [p o+ YamEEEE } L m) (VimE—P\"
IR VAmE — P2 P= arydt 2 ’
(D.1)
onde se usou a substituicdo p = p; — %.
Recordando as defini¢des de £ e P tem-se:
VAmE —P?  \/2k}+2k3 — (ki + ko)?  VkI+k3—2ki ko [k — ko D2)
2 B 2 B 2 2 '
logo o elemento de volume do espago de fase fica sendo dado por:
md) [ |k —ko|\ "
I = : D.3
B (2 O

Fazendo d = 1, 2, 3 e usando a expressao (A.7) tem-se:
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d=1=]=—— (D.4)
d=2=1=—, (D.5)

(D.6)



Apéndice E
Simplificacao da equacao integral

Substituindo o kernel (4.38) em (3.41) obtém-se:

m k—k’ /
=1 16705 / th == ‘) Y
y _ _
k — k/ 11— szy(k’) -9 (2m)F
|k—k’| 2
2 ! k/2 '
Tm ’k—k| 1—szy(k’) —

A integral do segundo membro pode ser simplificada quando escrita em coordenadas esféricas.

Escolhendo coordenadas esféricas de modo que o eixo z coincida com a direc¢ao do vetor k tem-se:

m k2+k'2—2kk' cosf K'2

5 0 n 2r  arctyg < - — > _Lm

s =120 [~ gy / senddf / d 8 =
0 0 0 VE2+ k2 — 2kk'cosf 1 _ szy(k')e~

m2m
m k2+k'2—2kk’ cosd BK'2
A m arctg < i — ) )
o) = 1— 295 [T gy i = _senfdo
™ Jo 0 VE2 + k2 — 2kk'cosd 1 _ szy(k')e~ o
(E.2)
Fazendo a mudanca de varidveis © = cosf) = dx = —senfdf tem-se:
m 2 12 /o )
dofB [ ., [Larctg ( B ) v
yk) =1+ — k" dk 7 dx. (E.3)
™ Jo 1 VE2+ k2 - 2kk'y 1 _ szy(K)e — k2

Apesar de ndo parecer simples, a integral da parte angular pode ser transformada numa in-

VEk24+k'2—-2kK
8w

tegral simples com uma mera substituicdo de varidveis, seja s = TIE = ds =

/ .
—%, entdo a equagdo integral fica:
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m \/W 2
(k) 1 3206 [ k"dk’ mgpVE2+k2 1 2kk! Ze—ﬁQkTarctg( )ds
T g Sy BT e B e
! m 2 12 ’
Lo 1 BB [ Y /m s, (B4
- arctg(s)ds. )
Y m*gr Jo 1 _ szy(k’)e‘% k @ g

A integral do arcotangente € facilmente feita usando integracao por partes:

d 1 2sd 1
/arctg(s)ds = s.arctgs—/ 1122 = s.arctgs—i/ 1j_; = s.arctgs—glog(l—i-sz), (E.5)

Sendo assim, apds a integracdo do arcotangente, a equagao integral fica:

Bk/Q
dof8 [ ze  2m k' dk'
y(k) =1+ 2

mmoJo 1-— szy(k’)e_% k
2
8w 2
4 (m—> + (k+ K
m log Ir 5 — (k+ K)arctg <%(l€ + k’)) + (k — KNarctg (%(k _ k;’))
myr (8_7r> +(k— k)2 8 8T
mgr
(E.6)
Fazendo as mudancas de escala k — /2mTk, k' — v/2mTk’ e escrevendo a equagdo anterior
em termos do paramtero o = 2, definido no capitulo 4 desta tese, chega-se ao seguinte resultado:
fc 0 Ze—k’2 E dk!
k)y=1+—
y(k) T o 1—szy(k)e?* k
2
%)+ (k+E)?
> log (W2)2 : N (k + K'arctg <ﬁ(k‘ + k")) + (k — Karctg (ﬁ(kz — k:’))
2/ | (&) + (k= ky o z
(E.7)

Resolvendo (E.7) numericamente, obtém-se y(k) e depois as fungdes de escala ¢ e g e as

propriedades termodinamicas, como explicado ao longo da tese.
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