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Resumo:

Essa tese trata de estudos sobre algumas propriedades básicas dos sistemas quânticos, como

o emaranhamento e a dualidade onda-part́ıcula, sob a ótica dos experimentos de RMN. O pri-

meiro estudo trata de uma análise experimental de testemunhas de emaranhamento propostas

no contexto de sistemas de RMN, com os observáveis medidos diretamente nos espectros de

RMN. Nesse caso, são preparados alguns estados Bell-diagonal para a análise de detecção de

pseudo-emaranhamento pelas testemunhas estudadas, assim como a detecção de emaranha-

mento pelas testemunhas é comparada no processo de relaxação do estado |Φ−〉.

O segundo estudo dessa tese é relacionado à dualidade onda-part́ıcula, através da realização

experimental da recente proposta de uma versão quântica do experimento de escolha retardada

de Wheeler. Essa proposta e sua comprovação experimental possuem implicações diretas para o

entendimento da dualidade onda-part́ıcula, como a utilização de um único aparato experimental

para a observação dos comportamentos de onda e part́ıcula de um sistema quântico. Uma outra

implicação dessa proposta é a exclusão desses comportamentos como propriedades realistas

dos sistemas quânticos, fatos que demonstramos ser válido mesmo na presença de um ńıvel

arbitrário de rúıdo branco.

Finalmente, são discutidas duas propostas ligadas ao processamento de informação quântica

por RMN. Primeiro, uma proposta de um método geral para a preparação de estados térmicos,

particularmente adequado para experimentos de RMN. A segunda proposta é ligada á simulação

de uma máquina térmica de um q-bit que executa um ciclo Otto, que apresenta algumas

caracteŕısticas diferentes de uma máquina térmica de sistemas clássicos.



Abstract:

This thesis deals with some basic aspects of quantum systems, namely, entanglement and

wave-particle duality, studied by NMR techniques. The first study is the experimental analysis

of some entanglement witnesses proposed in the context of NMR experiments, with the ob-

servables measured directly from the NMR spectra. For this study, some Bell-diagonal states

were prepared for the analysis of the detection of pseudo-entanglement using the witnesses. We

also studied the evolution of the witnesses upon the relaxation, that is the NMR decoherence

process, for the state |Φ−〉 relaxing towards equilibrium.

The second study is related to the wave-particle duality, through the NMR implementation

of the recent proposal of a quantum version of Wheeler’s delayed-choice experiment. This

proposal and its experimental realization have some direct implications for the understanding

of the wave and particle behaviors of a quantum system, such as the use of a single experimental

apparatus to the observation of both characters. Another implication of that proposal is the

exclusion of wave and particle behaviors of a quantum system as realistic properties, which we

prove to hold even in the presence of an arbitrary level of white noise.

Finally, we discuss two proposals for NMR quantum information processing. The first one is

a general method for preparation of thermal states, particularly adequate for NMR experiments.

The second proposal is a simulation of a quantum heat engine of one qubit executing an Otto

cycle, which presents some different properties than a classical heat engine.
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3.2.2 Modelo de variáveis ocultas locais para RMN . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.2.3 Experimentos de RMN com pseudo-emaranhamento . . . . . . . . . . . . 83
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1.1 Direção de detecção dos observáveis de Alice e Bob. . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.2 (a) Esquema do aparato experimental para um experimento de interferência
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aberta. P12 é a distribuição de probabilidades observada com as duas fendas

abertas. Retirado de [11]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3 (a) Esquema do aparato experimental para um experimento com elétrons em
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buição de probabilidades com apenas a fenda superior aberta, enquanto P ′2 é a
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precessa na direção do campo magnético ~B0, a direção z. . . . . . . . . . . . . . 35

2.2 Espectro de 13C da molécula de tricloroetileno, que tem sua fórmula estrutural
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estados separáveis, e T é o conjunto de todos os estados posśıveis. O parâmetro
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do circuito, o estado de entrada |00〉 é transformado no estado do gato, |Φ+〉.
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Caṕıtulo 1

Introdução

No ińıcio do século passado vários fenômenos f́ısicos não podiam ser explicados pela f́ısica

clássica. Por exemplo, a radiação de corpo negro, o efeito fotoelétrico e o aparente conflito

entre a mecânica clássica e o eletromagnetismo de Maxwell. Tais problemas foram resolvidos

com o desenvolvimento da mecânica quântica, no caso dos dois primeiros exemplos, e com a

proposta da teoria da relatividade especial, no último. Em particular, a mecânica quântica teve

grande desenvolvimento ao longo da primeira metade do século XX, com sua axiomatização,

atribúıda a Von Neumann, e diversos testes experimentais da teoria [1]. No entanto, a discussão

mais importante sobre a descrição da natureza pela mecânica quântica ser completa ou não foi

iniciada por Einstein, Podolski e Rosen, e resultou no famoso paradoxo que leva o nome desses

autores [2].

Paradoxo EPR e desigualdades de Bell

O paradoxo EPR é relacionado ao prinćıpio de incerteza. Dois observadores, Maria e João,

preparam duas part́ıculas com os seguintes v́ınculos1: (i) os momentos são relacionados por

p1 + p2 = 0 e (ii) a posição relativa entre as mesmas sempre será x2 − x1 = L, em que L é

grande. Em seguida, primeiro Maria mede x1 ou p1 e depois João mede p2. Supondo que as

part́ıculas não interagem, o resultado da medida de p2 não pode depender se é medido x1 ou

p1. Contudo, se Maria medir p1 e obtiver que p1 = p, automaticamente João terá que encontrar

que p2 = −p, já que p1 + p2 = 0. Por outro lado, se Maria medir x1, não pode medir p1 e,

consequentemente, nada pode ser dito sobre p2. Porém, como foi suposto que a medida de p2

não pode depender da escolha de Maria, então João terá que encontrar p2 = −p, um resultado

pré-determinado independente do resultado da medida feita por Maria. No primeiro caso, a

1na Mecânica Quântica existe a relação de incerteza [x, p] = i~, que impede a medida simultânea da posição
e do momento de uma part́ıcula com precisão arbitrária. No entanto, como [x2 − x1, p1 + p2] = 0, não há
impedimento das medidas simultâneas de x2 − x1 e p1 + p2
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incerteza de João sobre o valor do momento de sua part́ıcula antes da medida é subjetiva, ou

seja, depende do resultado de Maria. Já no segundo caso, a incerteza de João é objetiva, ou

seja, depende da relação de incerteza. Se João tivesse medido antes de Maria, não seria posśıvel

distinguir a incerteza subjetiva da objetiva. Tal contradição fez com que Einstein, Podolsky e

Rosen propusessem que a Mecânica Quântica seria uma teoria incompleta.

Numa tentativa de contornar o indeterminismo intŕınseco à Mecânica Quântica, foi proposto

que essa teoria seria apenas uma descrição estat́ıstica de uma teoria determińıstica. Tal teo-

ria seria baseada na existência de um conjunto de variáveis chamadas de “variáveis ocultas”.

A razão para esse nome é que tais teorias conteriam os ingredientes necessários para expli-

car o indeterminismo quântico, mas esses ingredientes estariam fora do escopo da Mecânica

Quântica, ou seja, estariam ocultos. Sendo λ uma variável oculta que determina o valor exato

de um observável O de uma part́ıcula, uma coleção de part́ıculas idênticas terá associada uma

distribuição de variáveis ocultas p(λ). Assim, o valor esperado do observável O será dado pela

média:

〈O〉 =

∫
dλO(λ)p(λ). (1.1)

Se tal descrição estivesse correta, reproduziria todos os resultados da Mecânica Quântica e não

apresentaria contradição com o realismo local. A hipótese de realismo afirma que o sistema

possui todas as suas propriedades f́ısicas pré-determinadas, independente da medida a ser

realizada sobre ele. Já a hipótese de localidade postula que as medições feitas por um observador

não podem influenciar as medições feitas por outro, se os dois estiverem tão distantes que

nenhuma troca de informação possa ser feita entre eles. Essas duas hipóteses, juntas, formam

o realismo local.

Um passo decisivo no entendimento do paradoxo EPR foi dado em 1964, por J. S. Bell,

ao mostrar a incompatibilidade da mecânica quântica com o realismo local proposto por Eins-

tein [3]. Mais tarde, nos anos 70 e 80, começaram-se os testes experimentais da hipótese de

realismo local de Einstein a partir das chamadas desigualdades CHSH [4–7], que inclúıram as

imperfeições experimentais nos testes de realismo local propostos por Bell.

Imaginemos o seguinte experimento: um estado de duas part́ıculas é preparado e cada

uma delas é enviada a um observador, Maria e João. Maria recebe a part́ıcula A e João

a part́ıcula B. Cada observador possui dois aparatos experimentais para medir propriedades

f́ısicas dessas part́ıculas, A1 e A2 com Maria e B1 e B2 com João. A escolha dos aparatos usados

para medir será feita independentemente por cada observador e as medidas serão realizadas

simultaneamente para garantir que as medidas feitas por Maria não influenciarão as feitas por

João, e vice-versa. Por simplicidade, suponha que cada uma das medições possa resultar em +1

ou −1. Então, numa teoria de variáveis ocultas, o valor esperado quando Maria mede usando
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o aparato Ai e João o aparato Bj é dado por:

E(AiBj) =

∫
dλp(λ, a, b)a(λ, i)b(λ, j), (1.2)

em que p(λ, a, b) é a distribuição de probabilidades do sistema estar em um estado tal que

a(λ, i) seja resultado da medida de Ai e b(λ, j) seja resultado da medida de Bj. O operador de

Bell é definido como

〈B〉 = E(A1B1) + E(A1B2) + E(A2B1)− E(A2B2)

=

∫
dλp(λ, a, b)a(λ, 1)b(λ, 1) +

∫
dλp(λ, a, b)a(λ, 1)b(λ, 2)+

+

∫
dλp(λ, a, b)a(λ, 2)b(λ, 1)−

∫
dλp(λ, a, b)a(λ, 2)b(λ, 2). (1.3)

Da linearidade das integrais na última equação, obtemos a seguinte relação entre as distri-

buições de probabilidades:

a(λ, 1)[b(λ, 1) + b(λ, 2)] + a(λ, 2)[b(λ, 1)− b(λ, 2)] = ±2,

já que a(λ, 1)[b(λ, 1)+b(λ, 2)] = 0 e a(λ, 2)[b(λ, 1)−b(λ, 2)] = ±2, devido à dicotomia de a(λ, i)

e b(λ, j) entre os valores +1 e −1. Substituindo esse resultado em (1.3), temos

〈B〉 = E(A1B1) + E(A1B2) + E(A2B1)− E(A2B2)

= E(A1B1 + A1B2 + A2B1 − A2B2)

=

∫
dλp(λ, a, b)[a(λ, 1)[b(λ, 1) + b(λ, 2)] + a(λ, 2)[b(λ, 1)− b(λ, 2)]]

≤ 2. (1.4)

Essa expressão é conhecida como desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH), de-

vido aos seus quatro criadores [4].

Por outro lado, se as duas part́ıculas compartilhassem o estado quântico emaranhado |ψ−〉
= 1√

2
(|01〉 − |10〉). E o conjunto de observáveis dado pelo operadores A1 = σz e A2 = σx, com

σi sendo uma matriz de Pauli (veja a Seção 2.1, adiante), além dos observáveis Bj, dados pelos

operadores B1 = 1√
2
(−σz − σx) e B2 = 1√

2
(σz − σx), que representam componentes de spin nas

direções indicadas pelos vetores vermelhos na Fig. 1.1. Nesse caso, a mecânica quântica fornece

os seguintes valores esperados: 〈A1B1〉 = 〈A1B2〉 = 〈A2B1〉 = −〈A1B1〉 = 1/
√

2. Substituindo

esses valores na desigualdade CHSH, dada em (1.3), temos como resultado 2
√

2, ou seja,

a mecânica quântica viola a desigualdade CHSH. Isso significa que a mecânica quântica

não satisfaz à hipótese de realismo local. Esse fato foi verificado experimentalmente por várias

técnicas experimentais, como interferometria de neutrons [5], ótica quântica [6,7] e Ressonância
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Figura 1.1: Direção de detecção dos observáveis de Maria e João.

Magnética Nuclear (RMN) [8].

Consequentemente, pode-se concluir da violação da desigualdade de Bell que existem cor-

relações não-clássicas em estados emaranhados. Em outra palavras, a desigualdade de Bell

nos mostra que o emaranhamento é algo fundamentalmente novo que vai além das possibili-

dades clássicas. A partir de 1990, foi notado que o emaranhamento pode ser utilizado como

recurso para o envio de informação através de esquemas de criptografia baseados na mecânica

quântica, como o protocolo BB84 [9] e o teleporte quântico [10]. Assim, o desenvolvimente

de ferramentas para a detecção e quantificação de emaranhamento se fez necessária. Nesse

contexto, as testemunhas de emaranhamento [19,20] apresentam um papel importante, já que

são ferramentas capazes de detectar a presença de emaranhamento em sistemas quânticos a

partir da medição de observáveis do sistema.

Complementaridade e experimento de escolha retardada de Wheeler

Uma outra propriedade caracteŕıstica dos sistemas quânticos é a dualidade onda-part́ıcula,

que consiste na observação de sistemas quânticos se comportando como ondas, apresentando

padrões de interferência, ou como part́ıculas, situação em que uma informação sobre o caminho

que o sistema quântico percorreu é obtida. No entanto, apenas um dos comportamentos é

observado por vez e é associado com o aparato experimental que é utilizado no processo de

medida.

Um exemplo desses dois comportamentos pode ser encontrado no experimento de fenda du-

pla. Se realizado com fótons ou elétrons, nesse experimento podem ser observados, em condições

diferentes, tanto a aparição de franjas de interferância quanto a obtenção de informação do ca-

minho do elétron (ou fóton). Consideremos um experimento realizado com elétrons. Para que
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Figura 1.2: (a) Esquema do aparato experimental para um experimento de interferência com
elétrons. Em (b), temos temos as estat́ısticas nos detectores no caso em que apenas uma
das fendas está aberta. Finalmente, em (c) temos o padrão de interferência observado nos
detectores no caso em que as duas fendas estão abertas. P1 é a distribuição de probabilidades
com apenas a fenda superior aberta, enquanto P2 é a distribuição de probabilidades com a
fenda inferior aberta. P12 é a distribuição de probabilidades observada com as duas fendas
abertas. Retirado de [11].

se observe um padrão de interferência, os elétrons são emitidos e passam por uma placa com

uma fenda dupla, cada fenda com dimensão da ordem de grandeza do comprimento de onda

de de Broglie [11], e são detectadas em um detector colocado após a placa com as fendas (veja

a Fig. 1.2). Nesse caso, para que o aparecimento das franjas de interferência no detector seja

explicado, é necessário assumir que cada fóton passou pelas duas fendas simultaneamente.

Para que o comportamento de part́ıcula seja observado, deve se “olhar” os elétrons um a

um. Isso pode ser feito com a colocação de uma lâmpada atrás do anteparo, situada entre as

duas fendas (veja a Fig. 1.3). A lâmpada é posicionada de forma que, para cada elétron que

passar pelas fendas, emita um flash que indique por qual fenda o elétron passou. Nesse caso, a

estat́ıstica observada nos detectores é dada pela soma direta das distribuições de probabilidades

do elétron passar por cada uma das fendas, já que o elétron sempre passa por uma ou pela

outra fenda. Esse fato deve-se à luz espalhada pelo elétron perturbar o estado desse elétron, o

que implica no padrão de interferência ser anulado. Assim, no caso que se obteve informação

sobre o caminho percorrido pelos elétrons, não há a observação de padrões de interferência

nos detectores. Diminuindo a frequência da luz (ou seja, diminuindo a energia emitida em

cada flash) o que ocorre é que, quando o comprimento de onda da luz fica muito maior que a

separação entre as fendas, os flashs não mais fornecem informação sobre o caminho percorrido

pelos elétrons, já que a luz emitida fica um borrão maior que a separação entre as fendas.
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Figura 1.3: (a) Esquema do aparato experimental para um experimento com elétrons em que
a informação sobre qual fenda o elétron passou é obtida. Em (b), temos as estat́ısticas nos
detectores no caso em que apenas uma das fendas está aberta. Finalmente, em (c) temos a
ausência do padrão de interferência observado nos detectores no caso em que as duas fendas
estão abertas, mas o caminho pelo qual o elétron passou é observado pela luz espalhada na
lâmpada. P ′1 é a distribuição de probabilidades com apenas a fenda superior aberta, enquanto
P ′2 é a distribuição de probabilidades com a fenda inferior aberta. P ′12 é a distribuição de
probabilidades observada com as duas fendas abertas. Retirado de [11].

Nesse caso, a perturbação provocada pela luz sobre os elétrons é tão pequena que um padrão

de interferência volta a ser observado.

Nesse experimento, é imposśıvel se observar os dois comportamentos dos elétrons simulta-

neamente, a partir de uma escolha apropriada do comprimento de onda da luz espalhada pelos

elétrons de forma que se obtenha a informação sobre o caminho percorrido pelos elétrons sem

perturbar os elétrons de forma que o padrão de interferência seja destrúıdo. Tal fato levou

Bohr a enunciar o seu prinćıpio de complementaridade, que diz que os comportamentos de

onda e part́ıcula são complementares e que a observação de tais comportamentos é obtida a

partir de aparatos experimentais diferentes [11, 12]. Segundo Bohr, um único aparato experi-

mental seria incapaz de observar os dois comportamentos, de onda ou part́ıcula. Basicamente,

a observação do comportamento ondulatório ou de part́ıcula passou a ser uma escolha, feita

pelo experimentador. Tal prinćıpio também levou a questionamentos sobre a completeza da

mecânica quântica na descrição da dualidade onda-part́ıcula [122], de forma que a possibili-

dade de existência de variáveis ocultas, relativas ao realismo desses dois comportamentos, foi

levantada já que a complementaridade dos aparatos afasta uma posśıvel coexistência dos dois

comportamentos, o que permite uma visão realista, ou seja, a qualquer momento, o elétron

seria uma onda ou uma part́ıcula.
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Figura 1.4: Acima, uma visão esquemática da proposta original de Wheeler para o experi-
mento de escolha retardada. Na parte de detecção, temos à esquerda a placa para a detecção
de padrões de interferência, enquanto à direita temos os foto-detectores, que revelam o com-
portamento de part́ıcula dos fótons. No detalhe, a proposta de Wheeler para o dispositivo de
controle que remove ou não a placa detectora, assim permitindo a observação dos dois com-
portamentos, sujeitos à escolha do experimentador após a passagem do foto pela fenda dupla.
Retirado de [13].
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A fim de eliminar tal possibilidade, Wheeler propôs o seu famoso gedanken experiment de

escolha retardada [13]. Em um experimento de fenda dupla realizado com fótons, os compor-

tamentos de onda ou part́ıcula podem ser observados por meio de uma escolha de detectores a

diferentes distâncias da fenda dupla. O comportamento ondulatório é observado se uma placa

detectora é colocada na posição mais próxima indicada na Fig. 1.4, enquanto a informação

de caminho é obtida colocando-se os foto-detectores na posição mais distante indicada na Fig.

1.4. A ideia principal de Wheeler foi a remoção ou não da placa detectora, a partir de uma

escolha do experimentador, após a passagem do fóton pelas fendas. Assim, se a placa estiver

presente, observa-se um padrão de interferência na placa, e deve-se assumir que o fóton passou

por ambas as fendas. Caso contrário, uma estat́ıstica caracteŕıstica de part́ıculas será observada

nos foto-detectores, e deve-se assumir que o fóton passou por apenas uma das fendas. Com a

proposta desse experimento, pode-se remover a relação causal entre uma posśıvel mudança do

comportamento do fóton com a escolha do experimentador de se colocar ou não a placa detec-

tora. Essa proposta de experimento foi realizada experimentalmente em um interferômetro de

Mach-Zenhder [14], com a escolha de se mudar o aparato experimental feita de forma aleatória.

Computação quântica, informação quântica e testes experimentais

Com o desenvolvimento das áreas de informação e computação quânticas, que consistem no uso

dos prinćıpios da mecânica quântica para o processamento e transmissão de informação, assim

como em tarefas computacionais, vários conceitos e prinćıpios da teoria tem sido sistemati-

camente revisitados. Esse fato deve-se à possibilidade de utilização de dispositivos quânticos,

desenvolvidos a partir do aprimoramento das técnicas de controle de sistemas quânticos. As

áreas de informação e computação quânticas tem ińıcio com a possibilidade de se usar sistemas

quânticos para o processamento de informação, fato demonstrado por Paul Benioff [15]. Além

disso, sistemas quânticos podem ser utilizados para a simulação de outros sistemas quânticos

de forma mais eficiente que em computadores clássicos, como apontado por Feynmann [16].

Tanto o trabalho de Benioff quanto o de Feynmann datam de 1982. A primeira proposta de

algoritmo quântico é devida a David Deutsch, em 1985 [17]. Em 1995, Peter Shor propôs um

algoritmo quântico para fatoração em números primos, problema computacionalmente dif́ıcil e

que um computador clássico não consegue resolver de forma eficiente [18]. Tal fato fez com que

as áreas de informação e computação quânticas passassem a atrair grande interesse da comu-

nidade de f́ısica. A partir dáı começa-se também a busca pela construção de um computador

quântico. Junto a esse fato, começam a surgir as dificuldades ligadas à implementação de tais

algoritmos, devido à dificuldade no controle de sistemas quânticos de larga escala.

A unidade básica de informação quântica é o q-bit (bit quântico), que é um sistema quântico

de dois ńıveis. Cada ńıvel de energia do sistema é associado a um estado lógico do sistema.

Normalmente, se associa o estado fundamental do sistema quântico usado como q-bit com o
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Figura 1.5: Esfera de Bloch. O estado |ψ〉, dado pelo vetor centrado na origem da esfera, é
descrito pelos ângulos θ e ϕ, além do raio. Nos pólos norte e sul da esfera estão os estados da
base computacional, enquanto os autoestados de momento angular nas direções x e y estão ao
longo desses eixos.

estado |0〉 e o estado excitado com o estado |1〉, que são os estados da base computacional. Os

estados de um q-bit, puros ou não, podem ser representados geometricamente em uma esfera

de Bloch, com o raio do vetor indicando a pureza do estado e os ângulos ϕ e θ determinando

as coerências e projeções do estados nos eixos coordenados, que representam os autoestados

dos operadores de momento angular nas direções x, y e z. Por definição, os estados da base

computacional são os autoestados da componente z de momento angular, ficando situados nos

pólos norte e sul da esfera de Bloch, respectivamente. A representação do estado de um q-bit

na esfera de Bloch é mostrada na Fig. 1.5. A principal diferença entre um computador clássico

e um computador quântico é a possibilidade de os q-bits, poderem apresentar não apenas os

estados |0〉 e |1〉, como os bits clássicos, mas a possibilidade de serem manipulados em qualquer

superposição desses dois estados, que apresenta a forma geral cos θ
2
|0〉+ eiϕ sin θ

2
|1〉.

Essa possibilidade de se usar superposições de estados traz à tona o uso de estados ema-

ranhados em tarefas de computação quântica, o que é apontado como um dos principais re-

cursos para o ganho de poder de processamento dos computadores quânticos com relação aos

clássicos. Basicamente, o emaranhamento deixou de ser visto apenas como uma propriedade

fundamental dos sistemas quânticos, passando a ser um dos principais recursos computacionais

na computação quântica. Por exemplo, o emaranhamento é apontado como o recurso principal

no algoritmo de Shor e no protocolo de teleporte quântico. Essa “mudança de papel” fez com

que várias ferramentas para a detecção e quantificação de emaranhamento fossem desenvolvidas

em sistemas quânticos, como as testemunhas de emaranhamento e os mapas quânticos [19,20],

fossem propostas e investigadas.
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Em conjunto com o desenvolvimento teórico da computação quântica, ocorreram os primei-

ros testes de protocolos e algoritmos quânticos. A primeira demonstração experimental ligada à

computação quântica ocorreu com uma montagem de armadilha de ı́ons, com a implementação

da porta lógica quântica C-NOT [21]. No entanto, a técnica que despontou como principal

ferramenta para os testes de algoritmos quânticos foi a RMN, que já possúıa à época uma

vasta gama de técnicas para o controle dos spins nucleares, os q-bits de RMN. Em particu-

lar, a primeira implementação experimental de um algoritmo quântico foi feita utilizando-se a

técnica de RMN [22]. Apesar do sucesso inicial das implementações experimentais, logo foram

observadas as dificuldades para o controle de sistemas quânticos de vários q-bits, o que levou

ao desenvolvimento de novas técnicas para o controle desses sistemas e o desenvolvimento de

dispositivos quânticos.

Com o avanço no controle de sistemas quãnticos, novamente se observou a possibilidade e

necessidade de se revisitar os conceitos mais básicos da mecânica quântica. Por exemplo, os

prinćıpios de Incerteza e de Complementaridade foram recentemente revisitados tanto teori-

camente [23, 24] quanto experimentalmente [25–31]. O prinćıpio de Incerteza associado com

o desenvolvimento do conceito de medidas fracas e o prinćıpio de Complementaridade ligado

à utilização de dispositivos quânticos. Em particular, o segundo necessitou ser reformulado a

partir da proposta da versão quântica do experimento de escolha retardada de Wheeler, ligada

à utilização de um dispositivo de controle quântico. Nesse caso, um divisor de feixes que pode

apresentar superposições de estar presente e ausente [24].

Nesta tese, serão discutidos os resultados ligados à detecção experimental de pseudo-

emaranhamento em sistemas de RMN através de testemunhas de emaranhamento [32] e a

implementação experimental da proposta de experimento de escolha retardada quântico [27]

em um sistema de RMN, assim como a demonstração de que o caráter quântico de tal experi-

mento é presente mesmo em um ambiente com alto ńıvel de rúıdo branco [33].

No Caṕıtulo 2, será apresentada uma breve revisão das técnicas básicas de RMN aplicadas

à computação quântica. O Caṕıtulo 3 trata de uma revisão sobre a relação entre o emara-

nhamento e os estados pseudo-puros, os estados utilizados no processamento de informação

quântica por RMN. No Caṕıtulo 4 será discutido o primeiro resultado, ligado à testemunhas

de emaranhamento para RMN. O Caṕıtulo 5 trata de uma revisão sobre o prinćıpio de comple-

mentaridade, passando pelo experimento de escolha retardada de Wheeler nas versões clássica

e quântica, assim como uma discussão acerca de suas implementações experimentais via ótica

quântica. O Caṕıtulo 6 trata da discussão sobre a realização experimental desse experimento,

além da demonstração de que a versão quântica do experimento de escolha retardada é robusta

à presença de rúıdo branco. O Caṕıtulo 7 trata de algun resultados preliminares. O primeiro à

proposta e teste experimental de um método para a preparação de estados térmicos via RMN,

para sistema de N q-bits e com um hamiltoniano qualquer. Nesse Caṕıtulo também é discu-
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tida a realização de uma simulação em um computador quântico, via RMN, de um cilo Otto

realizado em uma máquina térmica composta por um único q-bit. Por fim, o Caṕıtulo 8 trata

das conclusões e perspectivas futuras dos trabalhos.
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Caṕıtulo 2

Elementos do processamento da

informação quântica através da RMN

Neste Caṕıtulo são discutidos os conceitos básicos sobre o processamento de informação quântica

via Ressonância Magnética Nuclear (RMN), que é uma das principais ferramentas para a in-

vestigação experimental e desenvolvimento de métodos de controle de sistemas quânticos no

contexto da informação quântica. O Caṕıtulo começa com a discussão do sistema f́ısico de

RMN, passando a uma discussão dos conceitos fundamentais de computação quântica em con-

junto com a sua implementação pelas técnicas de RMN. A descrição de tais conceitos pode

ser encontrada tanto em artigos de revisão [34, 35], quanto em livros [36, 37]. Os conceitos

ligados à RMN são discutidos em maior profundidade nos livros de Slichter [38], Ernst [39] e

Abragham [40], entre vários outros. Os tópicos ligados à informação e computação quânticas

são discutidos detalhadamente no livro de Nielsen e Chuang [41], entre outros.

2.1 O sistema f́ısico de RMN

Começaremos por uma descrição do sistema f́ısico de RMN, a partir da hamiltoniana do sistema

e da hamiltoniana de controle. A hamiltoniana do sistema fornece os ńıveis de energia dos

sistemas de spins nucleares em um campo magnético estático, enquanto a hamiltoniana de

controle é associada à aplicação de pulsos de radiofrequência no sistema, próximo às frequências

de ressonância do sistema. Nesse caso, devido à dependência temporal da hamiltoniana de

controle, a descrição do sistema é feita a partir de um referencial girante.

33
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2.1.1 Spins isolados

A evolução de um spin 1/2 (os únicos tipos que serão considerados nessa tese) na presença de

um campo magnético homogêneo ~B0 ao longo do eixo z é governada pelo hamiltoniano

H0 = −~γB0Iz = −~ω0Iz =

 −~ω0

2
0

0 ~ω0

2

 , (2.1)

em que γ é o fator giromagnético do núcleo, ω0/2π é a frequência de Larmor e Iz é o operador de

momento angular na direção z. Os operadores de momento angular Ix, Iy e Iz são relacionados

às bem conhecidas matrizes de Pauli:

σx = 2Ix, σy = 2Iy, σz = 2Iz, (2.2)

em que

σx =

 0 1

1 0

 , σy =

 0 −i

i 0

 , σz =

 1 0

0 −1

 . (2.3)

A interpretação da eq. (2.1) é a de que a energia do estado |0〉 (ou | ↑〉), o primeiro elemento

da diagonal principal de H0, é menor que a energia do estado |1〉 (ou | ↓〉) por uma quantidade

de ~ω0.

A evolução de um spin é governada pelo operador de evolução U = exp (−iH0t/~) e pode

ser facilmente interpretada geometricamente como a precessão de um vetor de Bloch na direção

do campo ~B0. Usualmente, o eixo z é definido como o eixo de quantização do hamiltoniano,

com o estado |0〉 ao longo de +z e |1〉 ao longo de −z, como na Fig. 2.1.

Nessa tese lidaremos com amostras ĺıquidas contendo núcleos de 1H e 13C, que apresentam

frequências de precessão na casa de centenas de MHz. Os valores t́ıpicos do campo estático

B0 são de 5 T a 15 T . Cada espécie nuclear apresenta um fator giromagnético, o que faz

com que spins de diferentes espécies possam ser quase sempre distinguidos em experimentos de

RMN, já que essa diferença nos fatores giromagnéticos leva a frequências de precessão muito

diferentes. Por exemplo, em campos de 11, 74 T , núcleos de 1H apresentam frequência de

Larmor de 500 MHz, enquanto a frequência de 13C é da ordem de 125 MHz. No caso de spins

de uma mesma espécie nuclear (spins homonucleares), a vizinhança qúımica desses spins em

uma molécula leva a diferentes deslocamentos qúımicos, σ̃i, que fazem com que esses núcleos

possam ser distinguidos em alguns casos.
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Figura 2.1: Esfera de Bloch. O estado |ψ〉, dado pelo vetor centrado na origem da esfera,

executa um movimento de precessão na direção do campo magnético ~B0, a direção z.

Assim, o hamiltoniano de uma molécula com N spins que não interagem entre si é dado

por

H0 = −
N∑
j=1

~(1− σ̃j)γB0I
j
z = −

N∑
j=1

~ωj0I
j
0 , (2.4)

nessa equação, o ı́ndice j indica o núcleo.

Os deslocamentos qúımicos tem origem na blindagem parcial da nuvem eletrônica que cir-

cunda o núcleo sobre os campos magnéticos externos. Como essa blindagem depende da am-

biente eletrônico de cada núcleo, núcleos com ambientes eletrônicos inequivalentes apresentam

deslocamentos qúımicos diferentes.

2.1.2 Interações entre spins

Basicamente existem dois tipos de interação entre os spins em moléculas. A interação direta

entre os núcleos, ou interação dipolar, e a interação indireta mediada pelos elétrons via uma

interação de contato de Fermi, conhecida como acoplamento J .

Interação dipolar

A interação magnética dipolar é semelhante à interação entre duas barras magnéticas vizinhas.

Ela ocorre independente de um meio e depende do vetor ~rij que liga os núcleos i e j, sendo
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descrita pelo hamiltoniano

HD =
∑
i<j

µ0γiγj~
4π|~rij|3

[
(~I i, ~Ij)− 3

|~rij|2
(~I i, ~rij)(~I

j, ~rij)

]
, (2.5)

nessa equação, µ0 é a permeabilidade magnética no vácuo e ~I i é o momento magnético do spin

i. Essa expressão pode ser simplificada em diversos casos, de acordo com as condições às quais

o sistema se encontra sujeito.

Para moléculas em ĺıquidos, as interações dipolares tanto intramoleculares (entre os núcleos

de uma mesma molécula) quanto intermoleculares (entre os núcleos de moléculas diferentes)

anulam-se na média, devido à alta mobilidade translacional e rotacional das moléculas na

amostra. Esse é o caso em que nos focaremos nessa tese.

Acoplamento J

O segundo mecanismo de interação entre os spins nucleares é o acoplamento J , ou acoplamento

escalar. Essa interação é mediada pelos elétrons compartilhados nas ligações qúımicas entre

os átomos e devido à sobreposição das funções de onda desses elétrons com os dois núcleos.

Essa é uma interação do tipo de contato de Fermi. A intensidade desse acoplamento depende

das espécies nucleares e decresce com o número de ligações qúımicas que separam os núcleos.

Valores t́ıpicos de J são da ordem de algumas centenas de Hz para primeiros vizinhos e de

alguns poucos Hz para núcleos separados por três ou quatro ligações. O hamiltoniano que

descreve essa interação é dado por

HJ = ~
∑
i<j

2πJij~I
i · ~Ij = ~

∑
i<j

2πJij(I
i
xI

j
x + I iyI

j
y + I izI

j
z ), (2.6)

em que Jij é a constante de acoplamento entre os spins i e j. No caso de sistemas homonucleares

em que o acoplamento J é muito menor que o deslocamento qúımico, ou em casos de sistemas

heteronucleares, o hamiltoniano pode ser simplificado na forma

HJ = 2π
∑
i<j

JijI
i
zI
j
z . (2.7)

A interpretação para o termo de acoplamento escalar é de que o spin “sente” o campo

magnético ao longo da direção z produzido pelo núcleo vizinho, além do campo externo ~B0. Esse

campo adicional é responsável por uma pequena mudança nos ńıveis de energia da molécula

e permite novas transições entre os ńıveis de energia. Por exemplo, em um sistema de dois

spins acoplados, o espectro de frequências do spin i consiste de duas linhas separadas por Jij
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e centrado na frequência de Larmor ωi0. Nesse caso, o espectro do spin i contém informação

sobre o estado do spin j, |0〉 ou |1〉, o que não ocorre no caso de spins desacoplados. Para cada

spin adicional, o número de linhas em cada multipleto, que é ligado ao número de transições

no sistema, dobra. Dessa forma, um sistema com 3 spins possui 4 linhas em cada multipleto,

desde que todos os acoplamentos sejam resolvidos e linhas diferentes não se sobreponham

completamente. Na Fig. 2.2 temos o exemplo do espectro de 13C na molécula de tricloroetileno.

Figura 2.2: Espectro de 13C da molécula de tricloroetileno, que tem sua fórmula estrutural
mostrada na Figura da direita.

Embora a magnitude dos acoplamentos possa ser medida diretamente no espectro, a partir

da separação entre as linhas, o sinal dos acoplamentos não é acesśıvel diretamente nos espectros.

Os sinais relativos dos acoplamentos J são determinados através de sequências de pulsos bem

conhecidas, como soft-COSY, por exemplo [39].

Resumindo, a forma mais simples do hamiltoniano de um sistema de N spins acoplados é

dada por

H = −
N∑
i=1

~ωi0I iz +
∑
i<j

2πJijI
i
zI
j
z . (2.8)

Esse hamiltoniano descreve bem uma vasta quantidade de sistemas de RMN usados na litera-

tura de computação quântica, em particular a amostra que é usada nos resultados experimentais

dessa tese.

2.1.3 O hamiltoniano de controle

Feita a descrição das interações dos spins nucleares com o campo magnético externo e entre si,

passaremos à descrição dos mecanismos utilizados no controle do sistema de RMN. O estado de
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uma part́ıcula de spin 1/2 pode ser manipulado pela aplicação de campos de radiofrequência,
~B1(t), oscilantes no plano x−y com uma frequência ωrf , que é de intensidade igual ou próxima

à frequência de precessão do spin. O hamiltoniano correspondente ao campo de radiofrequência

(RF) é dado de forma análoga à Eq. (2.1), para a interação com o campo estático B0,

Hrf = −~γB1 [cos(ωrf t+ ϕ)Ix − sin(ωrf t+ ϕ)Iy] , (2.9)

em que ϕ é a fase do campo de RF e B1 a amplitude. Tipicamente, temos ω1 = γB1 ≈ 50

kHz, em ĺıquidos. Para N spins, temos

Hrf = −
N∑
i=1

~γiB1

[
cos(ωrf t+ ϕ)I ix − sin(ωrf t+ ϕ)I iy

]
. (2.10)

Na prática, um campo de RF oscilante é aplicado ao longo de um eixo fixo no laboratório, per-

pendicular ao campo estático. Notemos ainda que a frequência, a fase e a amplitude do campo

de radiofrequência podem ser variados, ao contrário de outros parâmetros como a frequência

de Larmor e as constantes de acoplamento. Tal possibilidade tem papel central no controle de

sistemas quânticos via RMN, com técnicas como o GRAPE1 [54], que será discutido adiante

na Seção 2.3.4.

Referencial girante

A descrição da evolução de um spin sob a ação de um campo de RF, devido à dependência

temporal expĺıcita no hamiltoniano da Eq. (2.9), é complexa se feita no sistema de coordenadas

usual do laboratório (o referencial do laboratório). No entanto, essa descrição pode ser muito

simplificada se feita em um sistema de coordenadas que gira com frequência ωrf ao longo do

eixo z (o referencial girante). Nesse sistema de coordenadas, em que o hamiltoniano do sistema

é independente do tempo, o estado do sistema é descrito como [34]

|ψ〉rot = exp(−iωrf tIz)|ψ〉. (2.11)

A substituição de |ψ〉 na equação de Schrödinger i~(d|ψ〉/dt) = H|ψ〉 com

H = −~ω0Iz − ~ω1 [cos(ωrf t+ ϕ)Ix − sin(ωrf t+ ϕ)Iy] (2.12)

nos dá i~(d|ψ〉rot/dt) = Hrot|ψ〉rot, em que

Hrot = −~(ω0 − ωrf )Iz − ~ω1 [cos(ϕ)Ix − sin(ϕ)Iy] . (2.13)

1Do inglês GRadient Ascent Pulse Enginering.
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Figura 2.3: Nutação de um spin sujeito a um campo de RF. (a) no referencial girante. (b) no
referencial do laboratório.

Naturalmente, o campo de RF fica ao longo de um eixo fixo no referencial girando a uma

frequência ωrf . Além disso, na condição de ressonância dada por ωrf = ω0, o primeiro termo

da Eq. (2.13) anula-se. No referencial girante, um observador vê o spin precessando em torno

do campo B1 (veja a Fig. 2.3 (a)). A escolha da fase da radiofrequência define o eixo de

nutação. Um observador no referencial do laboratório observa o spin realizando um espiral

sobre a superf́ıcie da esfera de Bloch (Fig. 2.3 (b)).

Caso o campo de RF não esteja em ressonância com a frequência de Larmor por uma

diferença ∆ω = ω0 − ωrf , o spin precessa no referencial girante ao longo de um eixo que

apresenta um pequeno desvio do eixo z, de um ângulo α = arctan(ω1/∆ω), com frequência ω′1

=
√

∆ω2 + ω2
1. Dessa forma, se o campo de RF é aplicado longe da ressonância, não há efeito

sobre os spins, já que α é muito pequeno se |∆ω| � ω1. No caso de sistemas heteronucleares,

em que os spins possuem frequências de Larmor muito diferentes, pode-se girar apenas um dos

spins sem afetar os demais.

Para o caso de sistemas com vários spins, utilizam-se vários referenciais girantes para cada

espécie nuclear, de forma que os pulsos de RF nesse referencial girante múltiplo são dados pelo

hamiltoniano

Hrot
rf = −

∑
i,r

~ωr1
[
cos((ωrrf − ωi0)t+ ϕr)Ix − sin((ωrrf − ωi0)t+ ϕr)Iy

]
, (2.14)

em que as amplitudes ωr1 e as fases ϕr são parâmetros de controle.

No caso de um sistema de spins acoplados, o hamiltoniano do sistema, dado pela Eq. (2.8), é

simplificado de forma a ficarem apenas os termos ligados ao acoplamento J , aos deslocamentos

qúımicos de cada núcleo e ao campo de RF.
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2.1.4 Relaxação e descoerência

Uma caracteŕıstica importante dos spins nucleares é o seu relativamente alto isolamento do

ambiente, de forma que os tempos de coerência do sistema sejam altos comparados com as

escalas de tempo da dinâmica do sistema. Dessa forma, sob boa aproximação e em condições

espećıficas, a dinâmica do sistema de RMN pode ser considerada como a de um sistema isolado.

O acoplamento do sistema com o ambiente é descrito por um hamiltoniano adicional Hamb,

fracamente acoplado ao sistema. Esse acoplamento é o que leva à descoerência, ou perda de

informação quântica. Em RMN, a descoerência é parametrizada por dois parâmetros: T1,

ligado à perda de energia do sistema para o ambiente, e T2, ligado à perda de coerência do

sistema.

T2 tem origem em acoplamentos não levados em consideração no hamiltoniano do sistema

ou mesmo interações que não se anulam na média, como interações dipolares tanto intramo-

leculares quanto intermoleculares e em termos do hamiltoniano dipolar que não contribuem

para a distribuição dos ńıveis de energia, mas apenas para a perda de coerência do sistema.

Outras fontes podem vir da anisotropia dos deslocamentos qúımicos e a presença de ı́ons pa-

ramagnéticos. No entanto, tipicamente T2 é da ordem de algumas centenas de milisegundos,

chegando a tempos maiores que 1 s. Esse mecanismo de descoerência não é associado à perda

de energia.

T1, por outro lado, se origina na interação dos spins com a rede, que são modos de excitação

que podem absorver a energia na escala das frequências de Larmor do sistema. Esse processo é

associado, por exemplo, com a interação dos spins com modos vibracionais da molécula ou pela

presença de ı́ons paramagnéticos. Em amostras ĺıquidas, esses tempos usualmente são da ordem

de algumas poucas dezenas de segundos. Esse mecanismo é o responsável pela termalização do

sistema com a rede, sendo associado à dissipação de energia.

Obviamente, a descrição da relaxação em termos desses dois parâmetros soa um tanto

quanto simplista, particularmente para sistemas de spins acoplados, nos quais mecanismos de

relaxação multiparamétricos aparecem e podem ser descritos pelas equações de Redfield [38,42].

Entretanto, essa descrição mais simples é útil por capturar os principais efeitos da descoerência

em computações quânticas simples via RMN [43], em que as sequências de pulsos são mais

curtas que T2.
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2.2 Q-bits e spins nucleares

2.2.1 Estados puros

Um bit quântico, ou q-bit, é simplesmente um sistema quântico de dois ńıveis, com seus au-

toestados definidos como |0〉 e |1〉 e ligados efetivamente com os estados lógicos 0 e 1. Essa

base convencional é dita a base computacional. No caso de RMN, os spins 1/2 satisfazem

automaticamente essa definição, de forma que o estado |0〉 é o estado fundamental | ↑〉 e |1〉 o

estado excitado | ↓〉. Como é obvio, sistemas com N spins 1/2 são sistemas de N q-bits.

Contrário ao caso dos bits clássicos em que apenas dois estados, 0 e 1, podem ser acessados,

os bits quânticos podem estar em qualquer superposição dos estados da base computacional,

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉. (2.15)

Apesar dessa caracteŕıstica, um sistema de um único q-bit não chega a ser interessante. São

para sistemas com mais de um q-bit que as propriedades mais interessantes começam a surgir.

Um sistema de dois q-bits, por exemplo, pode ser encontrado em uma superposição qualquer

de seus quatro estados da base computacional, |ψ〉 = α|00〉 + β|01〉 + γ|10〉 + δ|11〉, com |α|2

+ |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1. Esses estados podem ser divididos em duas classes de estados, os ditos

estados separáveis, que podem ser decompostos em um produto tensorial de estados individuais

de cada sistema, como o estado 1/2(|00〉+|01〉+|10〉+|11〉) = 1/
√

2(|0〉+|1〉) ⊗ 1/
√

2(|0〉+|1〉).
A segunda é a classe de estados emaranhados, que não podem ser decompostos dessa forma,

como por exemplo os estados |φ±〉 = 1/
√

2(|00〉±|11〉) e |ψ±〉 = 1/
√

2(|01〉±|10〉), que formam

a base de Bell. O emaranhamento, relacionado à não separabilidade de estados, é apontado

como um dos principais recursos que os computadores quânticos apresentam e que permitem

o maior poder em termos de processamento se comparado com os computadores clássicos.

Vale comentar que, embora sistemas heteronucleares apresentem algumas vantagens, a

quantidade de espécies com spin 1/2 é bastante limitada (1H, 13C, 15N , 19F , 29Si e 31P ).

Dessa forma, sistemas totalmente heteronucleares são obtidos na natureza apenas para um

número muito baixo de q-bits. Assim, sistemas com núcleos de uma mesma espécie tem sido

constantemente utilizados como amostras para o processamento de informação quântica por

RMN, como o tricloroetileno (1H e dois 13C) e o ácido transcrotônico (dois 1H, quatro 13C e

um grupo metil).

2.2.2 Matrizes densidade e misturas estat́ısticas

A descrição acima dos posśıveis estados de um q-bit pressupõe uma preparação de estados

perfeita, de forma que esses estados sejam estados puros conhecidos. No entanto, tal situação
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é apenas uma idealização, devido à limitações experimentais. Uma forma de se lidar com essa

situação é pela introdução de estados não puros, ou misturas estat́ısticas (ou estados mistos).

Para ilustrar a ideia por trás do conceito de estados mistos, podemos imaginar uma pre-

paração de estados real como uma combinação de preparações de estados puros em conjunto

com um misturador aleatório dessas preparações. Nessa situação, cada aparato de preparação

emite um dado estado puro |ψi〉. O misturador escolhe aleatoriamente um dos estados |ψi〉,
com uma certa probabilidade pi, e fornece o estado ao experimentador.

Para elaborar a descrição matemática desses estados, podemos partir do resultado de que

a totalidade dos valores esperados contém toda a informação sobre um sistema. Como o valor

esperado de um observável A com um estado misto é a soma dos valores esperados de cada

estado |ψi〉, cada um com uma probabilidade pi, temos

〈A〉ρ =
∑
i

pi〈ψi|A|ψi〉

=
∑
i,k

pi〈ψi|A|βk〉〈βk|ψi〉

=
∑
k

〈βk|

(∑
i

pi|ψi〉〈ψi|A

)
|βk〉, (2.16)

em que |βk〉 é um estado de uma base do espaço de Hilbert. Da última expressão, podemos

descrever o estado misto pelo operador

ρ =
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|, (2.17)

com o valor esperado dado por 〈A〉 = Tr(ρA). ρ é dito operador densidade, em analogia com

densidades de probabilidade da teoria de probabilidades clássica. Como pode-se mostrar facil-

mente, o operador densidade é um operador hermitiano, não-negativo (já que seus autovalores

são todos não-negativos (≥ 0)), e de traço unitário (Trρ = 1). Obviamente, a condição de

traço unitário é associada à normalização da distribuição de probabilidades que o estado misto

representa.

Uma outra propriedade importante dos estados mistos é que um estado é puro se, e só se,

seu operador for idempotente, ou seja, ρ2 = ρ. Para mostrar tal fato, basta notar que se pi

= 1 para algum i, então todas as outras são nulas. Como temos Trρ2 ≤ 1, com a igualdade

apenas para os estados puros, essa propriedade é usada para quantificar o quanto um estado é

“puro”. Essa propriedade é dita a pureza do estado.

Uma propriedade interessante, e sem análogo na teoria de probabilidades clássica, é que o

operador densidade pode ser descrito por diferentes misturas de estados puros. Por exemplo,
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ao misturarmos os seguintes estados de um q-bit |0〉, |+〉 = 1√
2
(|0〉 + |1〉) e |−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)

com os pesos p0 = 0.8, p+ = 0.1 e p− = 0.1, temos o operador densidade dado por

ρ = 0.8

 1 0

0 0

+ 0.1

 1/2 1/2

1/2 1/2

+ 0.1

 1/2 −1/2

−1/2 1/2


=

 0, 9 0

0 0, 1

 , (2.18)

que é o mesmo operador densidade obtido com a mistura de |0〉 e |1〉, com pesos p0 = 0, 9 e p1

= 0, 1.

2.3 Portas lógicas

O objetivo da computação quântica é a implementação de operações lógicas sobre os q-bits de

forma que o estado final seja associado à solução de algum problema computacional espećıfico,

como a fatoração em números primos [18] ou a busca em uma base de dados [44]. Dessa

forma, no que tange ao controle de sistemas quânticos, o objetivo é a implementação de uma

transformação unitária sobre os q-bits, U , que possa ser decomposta em uma sequência de

transformações unitárias, U = UkUk−1 . . . U2U1, em que as transformações Ui são chamadas

portas lógicas quânticas.

No contexto de computação clássica, uma operação qualquer sobre um conjunto de bits pode

ser decomposta nas portas AND, OR e NOT , que é um conjunto de portas lógicas universais,

assim como o conjunto minimal formado pelas portas NAND e NOR. No entanto, essas portas

não possuem significado no contexto de computação quântica, devido à não reversibilidade das

portas lógicas AND e OR. Diferentemente do conceito de reversibilidade da termodinâmica,

reversibilidade aqui se entende como a possibilidade de se conhecer os estados iniciais de uma

porta lógica a partir do estado de sáıda. A irreversibilidade dessas portas é devido à entrada

de dois bits de informação com apenas um bit como o resultado dessas operações. Um exemplo

simples de irreversibilidade de uma operação nesse sentido é a possibilidade de se escrever de

infinitas maneiras diferentes um dado número como a soma de outros dois, por exemplo, 1 +

1 = 2 + 0 = 2.

Assim, precisamos definir um conjunto de operações lógicas de tal forma que uma operação

unitária qualquer possa ser decomposta em um número finito de operações lógicas “básicas”.

A possibilidade dos q-bits poderem estar em um estado de superposição dificulta na obtenção

desse conjunto. No entanto, é posśıvel obter um conjunto de operações básicas que descreva uma
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transformação unitária qualquer, de forma arbitrariamente precisa, por meio de um circuito que

use um número pequeno dessas operações básicas [41]. Esse conjunto é dado pelas operações

de um q-bit

H =
1√
2

 1 1

1 −1

 , (2.19)

conhecida como porta de Hadamard (por ser uma matriz de Hadamard), que realiza as trans-

formações

|0〉 → |+〉 → |0〉

|1〉 → |−〉 → |1〉,

e a ráız quarta da operação de fase (T ):

T =

 1 0

0 expi
π
4

 , (2.20)

Em conjunto, essas duas operações podem ser utilizadas para produzir qualquer transformação

unitária sobre um q-bit. Com a adição da porta de dois q-bits NÃO-controlada (ou CNOT )

dada por

• =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


(2.21)

qualquer transformação unitária pode ser constrúıda de forma eficiente [41]. Essa porta inverte

o q-bit alvo (representado na segunda linha do circuito na equação acima) se, e só se, o q-bit

de controle (no primeiro q-bit) estiver no estado |1〉.

No caso particular de RMN, todas as portas lógicas são escritas como sequências das por-

tas representadas pelas matrizes de Pauli σx e σy, via pulsos de RF, além da porta de fase-
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controlada, dada por

•
Z

=



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


, (2.22)

e que é ligada à um peŕıodo de evolução livre do sistema de q-bits.

É conveniente notar aqui que diferentes portas lógicas podem ser aplicadas a um mesmo

estado e ter o mesmo resultado, desde que essas portas lógicas gerem apenas uma diferença de

fase global.

2.3.1 Portas de um q-bit e pulsos de RF

Dado que temos o conjunto de portas lógicas para a implementação de uma transformação

unitária qualquer, o passo seguinte é conseguirmos obter cada uma dessas portas lógicas a

partir dos pulsos de RF, que são rotações ao longo dos eixos x e y, que são as ferramentas da

RMN. Nessa Subseção e na seguinte assumimos a capacidade de excitar cada spin isoladamente.

Os pulsos de RF, que são descritos pelo hamiltoniano de controle da Eq. (2.9), geram

evoluções do tipo

Rϕ(θ) = exp (−iω1 (cos(ϕ)Ix − sin(ϕ)Iy) td), (2.23)

em que ω1 é ligado à potência2 do pulso e td é a duração. Rϕ(θ) descreve uma rotação de

ângulo θ = ω1td do spin na esfera de Bloch, no plano x− y e ao longo de um eixo definido pelo

ângulo ϕ. Assim, um pulso de fase ϕ = π e duração θ = π/2 é uma rotação de π/2 sobre o

eixo x. Enquanto uma rotação tal que ϕ = π/2 e θ = π é uma rotação de π sobre o eixo y.

As rotações sobre o eixo z podem ser facilmente obtidas através de sequências3 do tipo

Rz(θ) = Rx(π/2)Ry(θ)R−x(π/2) = Ry(π/2)Rx(θ)R−y(π/2). (2.24)

Como a porta T é uma rotação de π/4 em z, temos T = Rz(π/4).

2A potência é dada pelo quadrado de ω1.
3A sequência de pulsos é ordenada temporalmente da direita para a esquerda.
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A porta Hadamard é dada pela sequência de pulsos

H = Rx(π)Ry(π/2). (2.25)

Algumas vezes, a porta Hadamard pode ser trocada simplesmente por uma rotação de π/2 no

eixo y ou −y, quando é dita pseudo-Hadamard.

2.3.2 Portas de dois q-bits

Como foi mencionado no ińıcio dessa Seção, a porta de dois q-bits básica nas implementações

de RMN é a porta de fase controlada, dada pela Eq. (2.22),

•
Z

=



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


. (2.26)

Esse fato deve-se a essa porta ser ligada quase que diretamente à evolução originada pelo

hamiltoniano de interação sobre o acoplamento J dos dois spins envolvidos na porta lógica.

Aqui daremos uma forma válida de se obter a CNOT para sistemas heteronucleares de dois

q-bits (para casos mais gerais, veja [34,35]).

A ideia principal é a de que a CNOT pode ser obtida a partir da porta de fase controlada

por meio do circuito4

• = •
H Z H

Expandinho a porta de fase controlada na base das matrizes de Pauli, também dita base de

operadores produto, temos

Z − controlada = exp

(
−iπ

2

(
−1

2
1 + Iz + Sz − 2IzSz

))
, (2.27)

em que Iz é a componente z do spin 1 e Sz é a componente z do spin 2. Como todos os termos

comutam, temos que a porta de fase controlada é dada por uma sequência de pulsos de π/2 na

direção z em cada q-bit e de um termo ligado à uma evolução livre gerada pela interação por

4A ordem temporal das operações em um circuito quântico é da esquerda para a direita.
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acoplamento J , por um tempo 1/2J . Utilizando a sequência de pulsos para as rotações sobre

o eixo z e a porta Hadamard, dadas nas Eqs. (2.24) e (2.25), e simplificando a sequência de

pulsos temos a porta CNOT por5

CNOT =
√
iR1

z(π/2)R2
−z(π/2)R2

x(π/2)UJ(1/2J)R2
y(π/2). (2.28)

Nessa equação, UJ é uma evolução livre.

Uma outra classe de portas controladas particularmente importante é a das rotações con-

troladas, que são importantes na preparação dos estados pseudo-puros (como pode ser visto

na Subseção 2.4.2 adiante). Tais portas realizam uma rotação sobre o q-bit alvo se, e só se, o

q-bit de controle estiver no estado |1〉. Essas portas podem ser obtidas através das sequências

de pulso

•
Rϕ(θ)

= R2
y(π/2)R2

x(π)UJ

(
θ

2πJ

)
R2
x(π)R1

z(π/2)R2
z(π/2)R2

y(π/2). (2.29)

2.3.3 Limitações experimentais

Na Subseção anterior, foi pressuposta a capacidade de se excitar cada um dos q-bits individu-

almente. No entanto, essa condição não é trivialmente satisfeita para sistemas que contenham

spins de uma mesma espécie nuclear, já que eles estão situados próximos uns aos outros na

escala de frequência. Cada pulso de duração td excita normalmente uma faixa de frequências

da ordem de 1/td. Os pulsos retangulares, da forma dada na Eq. (2.23), usam alta potência e

possuem, tipicamente, duração da ordem de uma dezena de microssegundos. Assim, tais pulsos

excitam uma faixa de frequências da ordem 100kHz. Como os deslocamentos qúımicos que

separam os núcleos são da ordem de 1 a 10 kHz, pulsos retangulares em geral não acessam os

spins de um sistema homonuclear isoladamente.

Para contornar tal problema, é necessário que a liberdade de se variar a potência e fase dos

pulsos seja usada, de forma que apenas um spin seja excitado durante a aplicação do pulso.

Pulsos dessa forma são ditos pulsos modulados. Por exemplo, para acessar individualmente um

spin que dista de 1kHz de um outro spin e seu conjunto de linhas espectrais, que formam um

multipleto, seja da ordem de 300 Hz, precisamos excitar apenas a região de frequências desse

multipleto, o que levaria a um pulso seletivo com duração de 1/300s ≈ 3ms. Alguns pulsos

modulados bastante comuns são os pulsos gaussianos [45], hermitianos [46] e BURP [47].

Apesar desses pulsos conseguirem acessar individualmente os spins homonucleares, a duração

desses pulsos é da ordem dos tempos caracteŕısticos da evolução dos q-bits pelo hamiltoniano

5Os ı́ndices sobrescritos indicam sobre qual q-bit a rotação é feita.
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do sistema, já que o inverso dos acoplamentos J são da ordem de grandeza da duração dos

pulsos modulados. Isso leva os spins a uma evolução diferente da evolução gerada apenas por

uma rotação, devido à evolução pelos hamiltonianos de interação do sistema. Uma forma de

se anular essas evoluções indesejadas é por técnicas de refocalização, que usam pulsos de π

e peŕıodos de evolução livre dos spins [48]. No entanto, a quantidade de evoluções livres e

pulsos necessários nos esquemas de refocalização aumenta exponencialmente com a quantidade

de spins, o que torna a técnica pouco eficiente para o processamento de informação quântica.

Um outro problema na implementação de portas lógicas em sistemas homonucleares é a

imperfeição na forma dos pulsos modulados, que pode levar aos deslocamentos de Bloch-Siegert

[49]. Esse efeito é devido aos pulsos modulados ainda excitarem mais de um núcleo, devido à

imperfeições experimentais.

Uma forma de se lidar com todas essas dificuldades é por meio do desenvolvimento de

sequências de pulsos a partir do uso de referenciais abstratos [50]. Nesses referenciais, um

para cada spin do sistema, podem ser desenvolvidas sequências de pulsos por meio de trans-

formações nesses referenciais que cancelam os efeitos indesejados. Por exemplo, as fases geradas

pelos deslocamentos de Bloch-Siegert podem ser corrigidos girando-se cada um dos referenci-

ais abstratos de forma que essas rotações absorvam essas fases. Esses referenciais abstratos

também são utilizados em técnicas de desacoplamento dinâmico, que consistem em sequências

de pulsos que isolam o sistema dos efeitos da interação com o ambiente, levando à memórias

quânticas e portas lógicas de alta fidelidade [51–53].

Alternativamente, esses problemas podem ser tratados a partir do uso de métodos de oti-

mização para a implementação de transformações unitárias, como o GRAPE [54] e o SMP [55].

Essas técnicas serão vistas em mais detalhes a seguir.

2.3.4 GRAPE e outras técnicas de otimização

Como discutido na última Subseção, o controle de sistemas homonucleares e de vários q-bits

apresenta algumas dificuldades inerentes ao sistema de RMN. Apesar de existirem soluções para

esses problemas como os esquemas de refocalização, esses demandam um número cada vez maior

de operações sobre o sistema para a implementação de portas lógicas simples. No entanto, o

sistema de RMN permite a implementação de uma transformação unitária qualquer, a partir do

hamiltoniano de interação, dado na Eq. (2.8), e de controle, na Eq. (2.9). Além disso, existe a

possibilidade de se modular parâmetros do sistema de controle como a amplitude, a frequência

e a fase de um pulso. A partir desses fatos, alguns métodos de otimização foram desenvolvidos

para a implementação de operações unitárias em sistemas de RMN de forma direta, a fim de se

evitar as longas sequências de refocalização e o acúmulo de erros sistemáticos no sistema devido

à imperfeições nos pulsos, à inomogeneidades do campo de RF ou ao efeito de Bloch-Siegerts.
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O primeiro método nesse sentido é a implementação de unitários a partir de pulsos for-

temente modulados (SMP6) [55], que são pulsos modulados em amplitude, fase, duração e

frequência. Esses pulsos consistem do resultado de uma otimização via método simplex que

leva em conta todas as interações do sistema, e fornece a transformação unitária desejada, sem

a necessidade de esquemas de refocalização e levando em conta erros experimentais ineren-

tes ao sistema. Esse método usa um pequeno número de pulsos, que cresce à medida que a

complexidade do unitário desejado aumenta. Esses pulsos foram largamente usados em vários

experimentos de RMN no contexto de informação quântica em estado ĺıquido [56–59], estado

sólido [60, 61] e núcleos quadrupolares [62, 63]. Esse foi o principal método de otimização uti-

lizado até o desenvolvimento do GRAPE [54], que utiliza técnicas de controle ótimo para a

otimização das transformações unitárias.

As ideias de se implementar transformações unitárias via métodos de otimização e controle,

começadas com os SMP’s, mostram-se atrativas devido ao número reduzido de pulsos modula-

dos que são aplicados sobre o sistema de spins nucleares. Uma questão que surge naturalmente

é se a duração dos pulsos modulados é a mı́nima posśıvel e se a otimização é robusta a er-

ros experimentais. Essas ideias são normalmente trabalhadas no campo da teoria de controle

ótimo. A partir desse ponto, foi desenvolvido o método conhecido como GRAPE7, que permite

o desenvolvimento de pulsos modulados para a implementação de uma transformação unitária

qualquer a partir da adição de campos de controle ao hamiltoniano do sistema. A ideia prin-

cipal por trás do GRAPE é a utilização de um método simples e eficiente [54] para o cálculo

do gradiente da fidelidade entre uma transformação ideal e o pulso modulado, o que permite

a otimização no desenvolvimento de pulsos. Para se ter uma ideia da eficiência do método,

enquanto métodos tradicionais para o cálculo do gradiente da fidelidade de um pulso composto

com n passos, descrito por 2n parâmetros ligados às fases e amplitudes de cada passo, gasta

2n + 1 cálculos completos para a determinação do unitário, no GRAPE essa operação é feita

com apenas dois cálculos completos. Esse fato permite a otimização de pulsos com um grande

número de parâmetros, liberdade que não está presente no SMP. Essa técnica tem sido utilizada

tanto em experimentos de RMN [64,65] e experimentos de informação quântica [66,67].

No entanto, essas técnicas de otimização sofrem com a cŕıtica de não passarem de “truques”,

por dependerem de uma simulação completa do sistema para que forneçam as transformações

unitárias desejadas. Como é um fato conhecido [41], a complexidade da simulação de um

sistema quântico cresce exponencialmente com o tamanho do sistema. Basicamente, com-

putadores quânticos seriam a ferramenta ideal para o desenvolvimento dessas transformações

unitárias. Para maiores detalhes sobre a técnica, veja [68].

6Do inglês Strongly Modulated Pulses.
7Do inglês GRadient Ascent Pulse Engineering.
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2.4 Estados pseudo-puros

Até aqui, descrevemos como os spin nucleares de uma molécula podem ser usados como q-bits

e como realizar a implementação de operações lógicas quânticas sobre esses q-bits a partir de

pulsos de RF e de evoluções livres, assim como algumas dificuldades inerentes ao controle de

sistemas de spins nucleares. No entanto, igualmente importante à possibilidade de controle

sobre sistemas quânticos é a inicialização do sistema em um estado quântico espećıfico.

A forma mais simples de inicializarmos um sistema de q-bits é através de uma medida

projetiva. Se o resultado dessa medida for 0, temos o estado inicial |0〉 preparado e não

precisamos fazer nenhuma operação sobre o q-bit. Caso o resultado da medida seja 1, devemos

aplicar uma porta NOT sobre o q-bit, já que seu estado é | 1〉 e o estado alvo é |0〉. Esse

procedimento pode ser facilmente estendido para sistemas de vários q-bits. No entanto, como

veremos adiante, em RMN a medida é sobre todo o ensemble, de forma que medidas projetivas

não são posśıveis sobre o sistema.

Além disso, experimentos de RMN com ĺıquidos ocorrem a temperatura ambiente, isso leva o

estado do sistema a ser descrito por uma distribuição de Boltzmann, que em altas temperaturas

é dada por

ρT =
exp(−iβH)

Z
=

1

2N
− βH, (2.30)

em que β = 1/kT , com k a constante de Boltzmann, com T a temperatura do sistema, Z é a

função de partição do sistema (Z = Tr(exp(−iβH))) e H é o hamiltoniano do sistema de N

spins. Como temos em geral ωi0 � Jij, nessa equação apenas o termo ligado à interação com

o campo externo é levada em conta. Para sistemas de um spin, temos

ρ =
1

2
− ~ω0

kT
Iz.

É importante notar que para uma temperatura de 300K e um campo de ≈ 10T , temos ~ω0/kT

≈ 10−5. Ou seja, o estado de uma amostra ĺıquida a temperatura ambiente é altamente

misturado.

O fato do estado térmico ser altamente misturado a temperatura ambiente torna dif́ıcil a

preparação do sistema de spins no estado fundamental |00 . . . 0〉. Devido a essa dificuldade em

preparar estados puros em sistemas de RMN, quase todos os experimentos de processamento de

informação quântica por RMN usam os estados pseudo-puros [69–71], algumas vezes chamados

estados puros efetivos. Existem várias formas de se preparar os estados pseudo-puros, com

destaque para os métodos de médias temporal e espacial.
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Um estado pseudo-puro de um sistema de N q-bits é um estado misto da forma

ρ =
1− ε
2N

1 + ε|ψ〉〈ψ|, (2.31)

em que |ψ〉 é um estado puro, 1 é a matriz identidade, associada com um estado maximamente

misturado (com o sistema com probabilidade igual de ser encontrado em um estado qualquer),

e ε é uma medida da pureza do estado. Cabe notar que esse estado possui todas as simetrias

do estado puro |ψ〉. Como os processos de computação quântica ocorrem por meio de trans-

formações unitárias, a evolução da componente dos estados pseudo-puros ligada ao estado |ψ〉
sob ação dessas transformações unitárias é exatamente igual à evolução de |ψ〉. Dessa forma,

em experimentos de processamento de informação quântica por RMN os estados pseudo-puros

são usados na inicialização de algoritmos e/ou outros processos computacionais, com a parte

pura no estado |ψ〉 = |00 . . . 0〉.

Apesar da evolução do estado pseudo-puro ser equivalente à evolução de estados puros,

na medida sobre o sistema é que a diferença entre os dois estados é mais pronunciada. Essa

diferença se deve ao fato de que o termo de mistura máxima pode fornecer o resultado de uma

medida, em vez da parte pura desejada. No entanto, em RMN a detecção do sistema não

é influenciada pela parte da identidade, ou seja, os espectros de RMN oferecem informação

apenas sobre a parte pura do estado pseudo-puro. Cabe deixar claro que a intensidade do sinal

é dependente da pureza, o que leva estados pseudo-puros a terem um sinal muito menos intenso

que o de estados puros.

Esse pequeno sinal dos experimentos de RMN fez com que rapidamente se notasse que os

experimentos com ĺıquidos à temperatura ambiente não poderiam levar a sistemas de muitos

q-bits, devido ao sinal de um sistema de N q-bits ser proporcional a 1/2N [72] no limite de

altas temperaturas. Esse efeito limita os experimentos de computação quântica com ĺıquidos,

baseados em estados pseudo-puros, a uma quantidade entre 10 e 20 q-bits [73].

A preparação de estados pseudo-puros via média temporal [69] usa a linearidade do sinal de

RMN (discutido na próxima Seção) com a matriz densidade, fazendo-se a média de vários ex-

perimentos diferentes com estados iniciais que diferem por transformações unitárias adequadas.

Tal esquema de preparação demanda um número de experimentos que cresce exponencialmente

com o número de q-bits, o que limita a sua aplicabilidade a sistemas com poucos spins.

Os métodos baseados em médias espaciais [70,71] não demandam a realização de vários ex-

perimentos, o que os torna menos custosos experimentalmente no que diz respeito à quantidade

de medidas sobre o sistema. Na preparação desses estados são usados gradientes de campo,

além dos campos de RF e evoluções livres. Esses gradientes de campo são necessários para o

aumento da pureza dos estados pseudo-puros, já que a pureza é invariante por transformações

unitárias.
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Uma terceira forma de se preparar os estados pseudo-puros é a partir do método conhe-

cido como rotulagem lógica [69, 74], que usa um número maior de spins para definir o estado

pseudo-puro de um subconjunto desses spins. Apesar desse esquema de preparação sequer

utilizar operações sobre o sistema de spins, consistindo apenas de uma escolha adequada da

base computacional {|00 . . . 0〉, |00 . . . 1〉, . . . , |11 . . . 1〉} entre os ńıveis de energia do sistema, a

aplicação das portas lógicas torna-se altamente complexa, já que os spins do sistema não são

mais os q-bits lógicos do sistema.

Estados pseudo-puros e operadores produto. Uma forma conveniente de se descrever os estados

pseudo-puros é utilizando-se a base de operadores produto. Por exemplo, o estado pseudo-

puro |00〉〈00| é descrito nessa base como Iz + Sz + IzSz, em que o termo da identidade foi

negligenciado por não ser observável no sinal de RMN. A utilização dessa base facilita na

visualização do efeito de transformações unitárias e não-unitárias sobre os q-bits, facilitando

a construção de sequências de pulsos para a preparação de estados e a implementação de

operações lógicas. A matriz de traço nulo que trata apenas da parte observável em RMN é

dita matriz desvio.

2.4.1 Pulsos de gradientes de campo

Antes de passarmos à descrição dos métodos de preparação de estados pseudo-puros via

métodos de médias espaciais, cabe uma pequena discussão sobre os gradientes de campo. Os

gradientes de campo criam uma inomogeneidade na direção z do campo magnético sentido

pela amostra, o que tem o efeito de uma transformação não-unitária sobre o macroestado do

sistema. A aplicação desses gradientes de campo é necessária, no contexto de computação

quântica, na preparação de estados pseudo-puros e na reprodução da evolução não-unitária de

um sistema gerada por uma medida forte (veja a Seção 2.5.4 adiante).

Em uma região em que o campo gerado pelo gradiente é B(z) (Figura 2.4), a evolução é

dada por

H = H0 + ~B(z)
∑
n

γnI
i
z, (2.32)

em que o ı́ndice i se refere a cada spin do sistema. Por hipótese, temos que o hamiltoniano

do sistema comuta8 com Iz. Esse é o caso que estamos interessados, de amostras ĺıquidas a

temperatura ambiente. Assim, podemos considerar apenas o efeito da interação com o gradiente

de campo magnético, já que a evolução sob o hamiltoniano do sistema (com o campo estático)

adiciona apenas um fator multiplicativo à matriz densidade.

Como o termo de gradiente não depende do tempo, a matriz densidade evolui de acordo

8Em diversos casos em que essa condição não é satisfeita, é posśıvel simplicar o hamiltoniano através de
uma aproximação secular [75] de modo que o hamiltoniano simplificado a satisfaça.
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Figura 2.4: Esquema de uma amostra de RMN e linhas de campo em uma região com gradiente.

com

ρ(t) = e−iB(z)t
∑
γnInz ρ(0)eiB(z)t

∑
γnInz . (2.33)

Usando a base de autoestados de Iz, |m1,m2, ..mN〉 que por simplicidade vamos denotar

por |M〉, é fácil ver que um elemento da matriz densidade evolui com

〈M ′|ρ(t)|M〉 = 〈M ′|ρ(0)|M〉eiB(z)t
∑
γnδmn . (2.34)

em que δm = m−m′. Como o sinal observado é a média do sinal de toda a amostra, podemos

integrar na direção z para obter a média. Supondo que o campo gerado ao aplicar um gradiente

tenha a forma B(z) = αz, temos

1

2L

+L∫
−L

eiB(z)t
∑
γnδmndz =

sin(αLt
∑
γnδmn)

αLt
∑
γnδmn

. (2.35)

Vemos então que, ao final da aplicação do gradiente por um tempo suficientemente longo,

os elementos da matriz densidade que satisfazem δm 6= 0 são anulados. No caso de um sistema

heteronuclear, em que os fatores giromagnéticos são distintos, o gradiente elimina todos os

elementos fora da diagonal. Uma complicação aparece no caso de sistemas homonucleares, nos

quais podemos ter δm = 0 mesmo para termos fora da diagonal (as chamadas coerências de

ordem zero9), que também não sofrem a ação do gradiente.

É importante notar que a aplicação do gradiente de campo magnético por si só não é uma

9Um estado |m1,m2, ...mN 〉 tem número quântico µ = m1 +m2 + ...+mN . Coerências de ordem prs podem
ser entendidas como os termos da matriz densidade de estados (de cada q-bit) com números quânticos µr e µs

tais que prs = |µr − µs| [39]
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operação não-unitária, dado que o gradiente é apenas um campo magnético que varia ao longo

da amostra. O que torna o efeito dele não-unitário é a média sobre a amostra, que acontece

apenas na aquisição de dados.

2.4.2 Preparação de estados

Aqui descreveremos os métodos de preparação de estados pseudo-puros, via métodos de médias

espaciais [70, 71]. Para uma descrição de como preparar estados pseudo-puros via média tem-

poral, veja [22,69]. Começaremos pela primeira abordagem apresentada na literatura [70].

A ideia na preparação de estados via média espacial é o uso dos gradientes de campo

para que coerências indesejadas sejam removidas. Esse método pode ser facilmente entendido

usando-se os operadores produto. A partir do estado térmico de um sistema de dois q-bits

homonucleares, Iz + Sz, a sequência de transformações

Iz + Sz −→(60oSx) Iz +
1

2
Sz −

√
3

2
Sy

−→(∇) Iz +
1

2
Sz

−→(45oIx)
1√
2
Iz −

1√
2
Iy +

1

2
Sz

−→(acop. J)
1

2
Iz −

1

2
Ix +

1

2
2IxSz +

1

2
Sz +

1

2
2IzSz

−→(∇)
1

2
Iz +

1

2
Sz +

1

2
IzSz,

em que ∇ indica a aplicação de gradiente, “acop. J” indica um peŕıodo de evolução livre do

sistema de duração 1/2J e Ii(Si) indica uma rotação sobre o spin I(S), na direção i. Novamente,

aqui e no decorrer da Seção, o estado do sistema é descrito utilizando a matriz desvio.

Para sistemas heteronucleares essa sequência pode ser simplificada para

Iz + Sz −→(45o(Ix+Sx)) −→(∇)−→(45oIx)−→(acop. J)−→(∇)

−→
√

3

8
(Iz + Sz + IzSz) ,

já que nesses sistemas não é necessária a garantia de que não sejam geradas coerências de ordem

zero na matriz densidade, ao contrário dos sistemas homonucleares. Mas, nesses sistemas se faz

necessária a aplicação de uma sequência de pulsos para que os dois núcleos possuam a mesma

polarização [76].

Uma desvantagem desse método com relação à preparação usando média temporal é que a

pureza do estado pseudo-puro não é a máxima posśıvel, já que o gradiente faz com que haja

pequenas perdas na intensidade do sinal, ou seja, perdas de pureza do sistema. Um método de
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preparação de estados, via média espacial, que contorna esse problema é através da utilização

de portas de transferência controlada [71]. Nesse procedimento de preparação de estados, a

população do estado fundamental do sistema permanece inalterada ao longo de todo o processo,

o que garante a máxima pureza do estado preparado.

Preparação de estados via portas de transferência controlada. Esse método consiste no uso

de rotações controladas seguidas da aplicação de gradientes, que formam as ditas portas de

transferência controlada. A atuação dessas portas sobre um estado diagonal qualquer é dada

por 

a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c 0

0 0 0 d


→



a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c′ 0

0 0 0 d′


,

com c′ e d′ dados por

c′ =
c+ d+ (c− d) cos θ

2
, (2.36)

d′ =
c+ d− (c− d) cos θ

2
,

em que θ é o ângulo da rotação controlada. As portas de transferência controlada podem ser

representadas, em linguagem de circuitos, como

•
θ

Notemos que nessa notação o gradiente fica impĺıcito.

Para que um estado pseudo-puro de dois q-bits seja preparado a partir da aplicação de portas

de transferência controlada, deve-se aplicar duas portas em sequência, uma com controle no

primeiro q-bit e, na sequência, uma com controle no segundo q-bit. O ângulo de rotação de

cada uma dessas portas é calculado a partir dos coeficientes do estado térmico do sistema. Por

exemplo, no clorofórmio os ângulos são dados por θ1 = 99, 5o e θ2 = 90o. Esse esquema de

preparação pode ser ilustrado pelo circuito

• θ2

θ1 •
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As portas de transferência controlada de um ângulo θ, com controle no primeiro q-bit,

podem ser implementadas por meio da sequência de pulsos dada por

R2
y

(π
2

)
R2
x (π)UJ

(
θ

2πJ

)
R1
z

(
θ

2

)
R2
z

(
θ

2

)
R2
y

(π
2

)
, (2.37)

em que os sobrescritos indicam o spin que é excitado e os subscritos as fases dos pulsos. UJ é

uma evolução livre no hamiltoniano do sistema.

A parte pura do estado de sáıda do circuito acima é dada por

ρ =



a 0 0 0

0 b+c+d
3

0 0

0 0 b+c+d
3

0

0 0 0 b+c+d
3


.

Como pode ser visto diretamente nessa matriz, apenas as populações dos ńıveis excitados são

alteradas no processo de preparação do pseudo-puro, o que garante a máxima pureza posśıvel do

estado pseudo-puro. Vale mencionar também que esse esquema não gera coerências de ordem

zero em sistemas homonucleares e, mesmo para sistemas heteronucleares, não é necessária a

equalização de populações como primeiro passo da preparação de estado.

Além disso, esse método pode ser usado em um procedimento iterativo, em que o circuito de

preparação de estado é aplicado várias vezes e, independente do estado de entrada no processo,

o estado de sáıda é um estado pseudo-puro [71]. Esse procedimento torna-se interessante

em sistemas em que o tempo de coerência do sistema seja grande, já que não é necessária a

termalização completa do sistema para que a sequência possa ser aplicada e o estado pseudo-

puro corretamente preparado.

Para a preparação de estado em sistemas com mais q-bits, as portas de transferência con-

trolada devem ser aplicadas somente nos spins em que o acoplamento seja mais forte, a fim de

otimizar o tempo gasto na preparação de estados. Como exemplo, o seguinte circuito pode ser

usado na preparação do estado |000〉〈000| em um sistema de 3 q-bits

θ1 •

• • π
2 • π

2

θ2 •
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2.5 Medidas, análise de espectros e tomografia de estado

Até o momento, descrevemos como caracterizar os q-bits por meio dos spins nucleares, como

implementar as portas lógicas e como inicializar o sistema para que um processo de computação

quântica seja executado em um sistema de RMN em ĺıquidos. A última parte para a descrição

completa de um processo de RMN é a sáıda do experimento, ou seja, a descrição de como são

feitas as medições sobre o sistema, assim como qual a informação que o processo de medida

oferece sobre o sistema. Nessa Seção faremos uma breve descrição de como o sinal de RMN é

obtido e como é feita a reconstrução do operador densidade do sistema [77].

Como já foi mencionado anteriormente, em um sistema de RMN não é posśıvel que se

façam medidas sobre um único spin. Nesses sistemas, é posśıvel a obtenção de informação

apenas sobre toda a amostra, de forma que o resultado de uma medição é o valor esperado da

magnetização do sistema. Ou seja, em RMN não temos uma medida sobre o sistema, mas uma

média espacial das medidas sobre cada um dos spins da amostra.

A magnetização transversal de um sistema de N spins é dada por

〈I〉 = Tr(ρ(t)I−) = Tr(ρ(t)(Ix − iIy)), (2.38)

em que Ii =
∑N

k I
k
i é a componente do momento angular total na direção i e ρ(t) = exp (−iH~ t)ρ exp (iH~ t),

e H é o hamiltoniano do sistema.

2.5.1 Base de operadores produto

Uma base comumente utilizada na descrição dos experimentos de RMN, como já dito anteri-

ormente, é a base de operadores produto. Essa base é formada pelos produtos tensoriais dos

operadores dados por

{I0, I1, I2, I3} = {1, 2Ix, 2Iy, 2Iz}, (2.39)

que formam a base de um sistema de um spin. Para sistemas de vários spins, essa base é dada

por

B(n),s = ⊗nk=1Iqk(s), (2.40)

em que qk(s) indica k-ésimo elemento da base, como a representação na base 4 do inteiro s. Por

exemplo, a base de um sistema de 2 spins é dada por

{1⊗ 1,1⊗ 2Ix,1⊗ 2Iy,1⊗ 2Iz,
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2Ix ⊗ 1, 2Ix ⊗ 2Ix, 2Ix ⊗ 2Iy, 2Ix ⊗ 2Iz,

2Iy ⊗ 1, 2Iy ⊗ 2Ix, 2Iy ⊗ 2Iy, 2Iy ⊗ 2Iz,

2Iz ⊗ 1, 2Iz ⊗ 2Ix, 2Iz ⊗ 2Iy, 2Iz ⊗ 2Iz}.

Para deixar a notação da Eq. (2.40) mais clara, o elemento B21 é dado pelo elemento da terceira

linha e segunda coluna, 2Iy ⊗ 2Ix. Sem perda de generalidade, podemos indicar os elementos

da base como um produto de matrizes, com B21 = 4IyIx, por exemplo. Essa é a notação que

será usada daqui em diante.

A base de operadores produto é ortonormal com relação ao seguinte produto interno no

espaço de Hilbert-Schmidt

(A,B) ≡ 1

2N
Tr(A†B), (2.41)

em que N é o número de spins. Essa propriedade de ortonormalidade nos permite descrever o

operador densidade de um sistema na forma

ρ =
1

2n
1 +

4N−1∑
s

ρsB(n),s, (2.42)

em que ρs é um número real dado por ρs = (ρ,B(n),s).

2.5.2 Análise do sinal

Como dissemos no ińıcio da Seção, o sinal de RMN é devido à magnetização dos spins pre-

cessando no campo externo. O sinal adquirido, o FID (do inglês Free Induction Decay), é

proporcional à taxa de variação temporal do fluxo magnético induzido na bobina de detecção

do espectrômetro. O sinal guarda a informação sobre a magnetização transversa instantânea

da amostra durante o processo de detecção. A magnetização transversa é dada pela Eq. (2.38),

〈I−〉 = Tr(ρ(t)I−) = Tr

(
exp

(
−iH

~
t

)
UPρ0U

†
P exp

(
i
H

~
t

)
(Ix − iIy)

)
, (2.43)

em que ρ0 é o estado do sistema antes da medida e UP é um pulso de leitura, que é um pulso

de π/2 nas direções x ou y. É importante notar que ρ0 representa o estado de uma molécula

individual, e não da amostra toda. Como o sinal de RMN oferece uma média da magnetização

transversa sobre toda a amostra, não há nenhum problema na detecção oferecer informação

tanto sobre Ix quanto Iy, que são observáveis não compat́ıveis.

Para uma análise mais detalhada da Eq. (2.43), vamos considerar aqui apenas hamiltonia-
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nos dados pela Eq. (2.8):

H = −
N∑
i=1

~ωi0I iz +
∑
i<j

2πJijI
i
zI
j
z . (2.44)

Nesse caso, utilizando a ciclicidade do traço na Eq. (2.38), temos

S(t) =
n∑
k

Tr(ρ0OP,k(t)), (2.45)

com o operador OP,k(t) dado por

OP,k(t) = U−1P eiHtIk−e
−iHtUP . (2.46)

Um ponto interessante da Eq. (2.45) é que o FID pode ser usado para se investigar as

propriedades da matriz densidade do sistema, ρ0. Além disso, o FID possui informação sobre

várias frequências do espectro, como pode ser visto facilmente pela substituição do hamiltoniano

da Eq. (2.8) em (2.46).

Para descrevermos OP,k(t) em detalhes, fazemos a seguinte decomposição do operador de

evolução

exp

(
−iH

~
t

)
= UJUZ , (2.47)

em que UJ é o operador de evolução ligado ao acoplamento J ,

U−1C =
∏
i<j

exp (i2πJijI
i
zI
j
z t), (2.48)

e UZ é o operador de evolução ligado à interação com o campo externo e o deslocamento

qúımico,

UZ =
N∏
i

exp (iωi0I
i
zi). (2.49)

Como normalmente temos mais de uma espécie nuclear nas amostras e a magnetização de

apenas uma espécie é medida por vez, podemos nos concentrar em cada ressonância do sistema

individualmente. Assim, o sinal de uma ressonância fica

SP,k = Tr(ρ0U
−1
P U−1J Ik−UJUP )eiωkt, (2.50)
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em que a relação de comutação U−1Z Ik−UZ = Ik−e
−iωk0 t foi usada [39]. Expandindo as exponen-

ciais da Eq. (2.48) e usando em conjunto com as relações as relações [Imz, Ik−] = −δmkIk− e

I2mz = 1
4
1, válidas para sistemas de spin 1/2, temos a relação de comutação

ei2πJhjIhzIjztIk−e
−i2πJhjIhzIjzt =

1

2

[
(Ik− − 2IjzIk−)eiπδhkJjkt + (Ik− + 2IjzIk−)eiπδhkJjkt

]
. (2.51)

Essa equação mostra que cada termo de interação do hamiltoniano (2.44) ou não faz nada (caso

em que δhk = 0) ou divide cada operador Ik− em dois operadores, Ej±Ik− = (Ik− ± 2IjzIk−).

Os operadores Ej± são projetores que expandem o subespaço do operador Ijz, com autovalor

±1/2. Dessa forma, os operadores Ej±Ik− podem ser vistos como operadores de transição entre

os ńıveis de energia do sistema.

Em um sistema de N spins temos N − 1 componentes de UJ que não comutam com Ik−.

Como cada componente atua de forma independente, já que comuta com os Ej±, temos a

formação de um multipleto com 2N−1 operadores em cada spin. Cada um desses operadores

contribui com duas frequências ωk0 ±
∑

i 6=k 2πJik.

Análise em sistemas heteronucleares de dois q-bits. Passemos agora a uma análise mais de-

talhada do FID, em um sistema de apenas dois q-bits. Nesses sistemas, a Eq. (2.51) é dada

por

ei2πJI1zI2ztI1−e
−i2πJI1zI2zt =

1

2
[(e−iπJt + eiπJt)I1− + (e−iπJt − eiπJt)2I2zI1−]. (2.52)

Essa equação pode ser escrita na forma matricial dada por

1

2
(e−iπJt, eiπJt)

 1 1

1 −1


 I1−

2I1−I2z)

 .

Substituindo essa expressão no lugar do termo U−1J I1−UJ , temos a seguinte expressão para o

FID

SP,1(t) =
1

2
(ei(ω1−πJ)t, ei(ω1+πJ)t)

 1 1

1 −1


 Tr(ρ0Ĩ1−)

Tr(ρ02Ĩ1−Ĩ2z)

 , (2.53)

em que Ĩ1− = U−1P I1−UP (o mesmo para I1−I2z). Aplicando uma transformada de Fourier,
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dada por

S(ω) =
1

T

∫ T

0

e−iωtS(t),

em (2.53), temos duas componentes de frequência contribuindo para o espectro. Uma dada por

SP,1(ω1 − πJ) =
1

2
(1, 0)

 1 1

1 −1


 Tr(ρ0Ĩ1−)

Tr(ρ02Ĩ1−Ĩ2z)

 (2.54)

e uma componente associada à frequência ω = ω1 + πJ , obtida trocando o vetor linha (1, 0)

por (0, 1). Essas duas componentes podem ser descritas por meio da equação matricial SP,1(ω1 − πJ)

SP,1(ω1 + πJ)

 =
1

2

 1 1

1 −1


 Tr(ρ0Ĩ1−)

Tr(ρ02Ĩ1−Ĩ2z)

,

 (2.55)

Como podemos observar por meio dessa equação, as intensidades das linhas de um espectro de

RMN são ligadas à combinações lineares dos valores esperados de observáveis espećıficos, I1−

e 2I1−I2z para o espectro do spin 1 em um sistema de 2 spins.

Para sistemas com mais q-bits, a análise do sinal pode ser feita de maneira semelhante, com

o operador de detecção do sistema, OP,k(t), dado para sistemas de N spins na forma

OP,k(t) = U−1P

(
1

2n−1
ukHN−1vk

)
UP , (2.56)

na qual HN−1 é uma matriz de Hadamard de ordem N − 1

uk = (eiωkt)⊗
(
⊗j 6=k(e−iπJjkt, eiπJjkt)

)
e

vk = (Ik−)⊗

⊗j 6=k
 1

2Ijz


 .
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Figura 2.5: Espectros dos operadores da base de espectros. (a) Os oito espectros dos operadores
da base de espectros, de um spin i. Cada um desses espectros é obtido de um operador
densidade igual a cada um desses operadores. A presença do operador Ijz faz com que as
linhas associadas à interação do spins que tenha Jij tenham sinais opostos. (b) Nesse exemplo,
J12 é o acoplamento mais fraco e J13 o forte. (c) Exemplo da descrição de um espectro como
uma combinação linear dos espectros básicos. Originalmente em [77].

Por exemplo, em um sistema de 3 spins, temos

SP,1(ω1 − πJ12 − J13)

SP,1(ω1 + πJ12 − J13)

SP,1(ω1 − πJ12 + J13)

SP,1(ω1 + πJ12 + J13)


=

1

4



1 1 1 1

1 −1 1 −1

1 1 −1 −1

1 −1 −1 1





Tr(ρ0Ĩ1−)

Tr(ρ02Ĩ1−Ĩ2z)

Tr(ρ02Ĩ1−Ĩ3z)

Tr(ρ04Ĩ1−Ĩ2z Ĩ3z)


. (2.57)

Como se pode ver pela última expressão, os espectros em um sistema de três spins são

formados por combinações lineares dos operadores 2I1x, 4I1xI2z, 4I1xI3z, 8I1xI2zI3z, na parte

real, e de 2I1y, 4I1yI2z, 4I1yI3z, 8I1yI2zI3z, na parte imaginária. Permutando-se os operadores

Ix e Iy pelos spins 2 e 3, obtemos todos os operadores que formam os espectros de um sistema
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Figura 2.6: Regra para o mapeamento dos operadores produto na base de espectros. Original-
mente em [77].

de três spins. Esses operadores são um conjunto ortonormal, já que são um subconjunto da

base de operadores produto, e são ditos base de espectros. Assim, um espectro qualquer pode

ser decomposto em uma combinação linear desses espectros (oito em cada multipleto), que são

normalizados no sentido de que o quadrado de um desses espectros pode ser usado como a

unidade (no cenário sem imperfeições experimentais). Na Fig. 2.5 são mostrados esses oito

espectros básicos de um sistema de três spins, assim como a formação dos multipletos a partir

das interações no sistema.

Um ponto importante de ser observado nas equações (2.55) e (2.57) é que ao invertermos

esses sistemas lineares, passamos a ter informação sobre a matriz densidade do sistema antes

da detecção. Uma propriedade importante dessas equações é que as matrizes de Hadamard são

autoinvert́ıveis, ou seja, H−1m = 1
2m
Hm.

2.5.3 Tomografia de estado

No processamento de informação quântica, um passo importante é a caracterização do estado

do sistema ao fim de um processo computacional. Tal passo possibilita mensurar a fidelidade

[41] na preparação de um estado ou na implementação de uma porta lógica, ou ainda na

estimativa de erros na implementação experimental. Esse procedimento de reconstrução da

matriz densidade de um sistema é conhecido como tomografia de estado quântico. Os processos

de tomografia de estado demandam a realização de um conjunto de medições sobre o sistema, já

que experimentalmente apenas uma pequena parte dos 22N − 1 elementos da matriz densidade

são acesśıveis.

O passo importante no procedimento de tomografia de estado em sistemas de spin 1/2 é

notar que qualquer elemento da base de operadores produto pode ser mapeado em um dos

operadores da base de espectros. Isso é posśıvel por meio de uma rotação seletiva de π/2,

em um ou mais dos spins, ao longo dos eixos x ou y (ou ausência de pulso). Por exemplo,
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Figura 2.7: Conjuntos de pulsos de leitura para a tomografia de estado em sistemas de 1 a 4
spins. Originalmente em [77].

uma rotação de π/2 na direção −y sobre um spin faz com que a magnetização ao longo do

eixo z se torne observável na parte real do espectro. Como o termo ligado à identidade não é

observável, precisamos de dois experimentos para caracterizar completamente o estado de um

sistema de um spin. É necessário comentar que além desses experimentos, mais um espectro

(por núcleo) é necessário para que o procedimento de tomografia de estado seja completo. Esse

espectro deve ser de um estado necessariamente conhecido, por dois motivos: o primeiro é

para que esse espectro seja a referência para o acerto das fases dos espectros do estado a ser

tomografado. A segunda razão é servir como normalização dos espectros, para que apenas os

valores absolutos da matriz densidade sejam levados em conta. Tal fato se deve à identidade

não ser um observável em sistemas de RMN, o que impede de se definir uma normalização a

partir apenas das medidas sobre o estado a ser tomografado.

O mapeamento dos elementos da base de operadores produto na base de espectros pode ser

feito diretamente, obedecendo à regra demonstrada na Fig. 2.6. Com essa regra em mãos, pode-

se obter o conjunto de pulsos de leitura que mapeia todos os elementos da base do espaço de

estados na base de espectros. Um fato que deve ser mencionado aqui é que não são necessários

todos os 3N pulsos posśıveis sobre um sistema de N spins para que a matriz densidade seja

tomografada. No máximo, são necessários 3N/2 multipletos para caracterizar completamente

a matriz densidade de um sistema com N spins [77]. Isso implica em um número mı́nimo de

3N/2N experimentos para sistemas homonucleares, já que todos os multipletos são lidos em

um único espectro. Na Fig. 2.7, temos os conjuntos de pulsos que podem ser usados para a

caracterização do estado do sistema pela tomografia de estado.

2.5.4 Medidas fortes e RMN

Como mencionado anteriormente, as medidas sobre um sistema de spins nucleares apenas tem

acesso ao macroestado do sistema, ou seja, as medidas são sobre todas as moléculas da amostra.

Uma importante ferramenta para o processamento de informação quântica é a possibilidade

de se realizar medidas projetivas sobre o sistema quântico. Por exemplo, nos protocolos de

teleporte quântico [10, 78, 79] é necessária a realização de medidas projetivas sobre o sistema
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para que o teleporte do estado quântico seja realizado com sucesso. Apesar de não ser posśıvel

realizar as medidas projetivas sobre os microestados da amostra, existem formas de simular a

dinâmica não-unitária de todo o ensemble, causada pela realização de uma medida projetiva

sobre o sistema.

Uma possibilidade é usar a dinâmica não-unitária que ocorre no processo de relaxação

do sistema, já que os processos de descoerência (no caso de RMN, relacionados à T2) são

equivalentes a uma medida projetiva na direção z sobre o sistema [80]. Esse efeito pode ser

utilizado em sistemas que possuam uma relação de tempos de descoerência adequados, como

na molécula de tricloroetileno utilizada na realização experimental do teleporte quântico por

RMN [81](veja a Subseção 3.2.3 no próximo Caṕıtulo). Nesse caso, os dois núcleos de 13C

possuem tempos de coerência muito menores que o tempo de coerência do 1H, o que faz com

que os dois carbonos não tenham coerência alguma enquanto o núcleo de hidrogênio mantém

sua coerência. Assim, ajustando-se o tempo que o sistema fica sujeito à relaxação, pode-se

obter uma medida projetiva apenas sobre uma das espécies.

Uma desvantagem de se realizar as medidas projetivas dessa forma é que, enquanto os

processos ligados à perda de coerência atuam, os processos ligados à termalização do sistema

estão atuando simultaneamente. Esse processo de termalização faz com que se perca a fidelidade

na implementação de todo o protocolo. Como mencionado anteriormente, é posśıvel de se

implementar dinâmicas não-unitárias em sistemas de RMN pelo uso dos gradientes de campo

[76, 82]. Em particular, essa possibilidade torna posśıvel a realização de medidas fortes sobre

o sistema. No entanto, como em sistemas de RMN só é posśıvel obter informação sobre o

macroestado da amostra, não existe a possibilidade de se fazer medidas seletivas.

A ideia principal desse método de se realizar as medidas fortes sobre o spins nucleares é a

possibilidade de uma descoerência forçada sobre um dos spins do sistema, a partir da criação

de uma aleatoriedade na orientação dos spins da amostra pela introdução do gradiente de

campo. Como essa inomogeneidade de campo é introduzida na direção z, a ideia é girar o

eixo de medidas para a direção z, e então aplicar uma sequência de gradientes e pulsos de

refocalização. Ao se fazer isso, as coerências estarão ao longo do eixo z e serão preservadas

após a aplicação do gradiente.

No caso de um sistema de dois spins, uma sequência posśıvel para a realização da medida

projetiva na direção x, sobre o spin 2, é dada pela sequência [76]

R1
y(π/2) −→ ∇z −→ R2

y(π) −→ ∇z.

Essa sequência de pulsos anula toda a magnetização presente no plano y − z, deixando a

magnetização apenas ao longo do eixo x, em ambos sentidos. No caso de um estado pseudo-

puro |φ+〉, por exemplo, metade da magnetização fica ao longo de +x e a outra metade na
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Figura 2.8: (a) Tomografia do estado |GHZ〉. (b) Tomografia do estado após uma medida
forte na direção z, dado na Eq. (2.59). (c) Tomografia do estado após uma medida forte na
direção x, dado na Eq. (2.60). Original em [82].

direção −x. A matriz desvio do sistema, após essa medida, é dada por I1xI
2
x, que descreve

exatamente o estado do sistema após uma medida forte na direção x. Já que o estado após

uma medida forte não-seletiva sobre o estado |φ+〉 é dado por

ρ = E2
+ ⊗ |0〉〈0|+ E2

− ⊗ |1〉〈1|, (2.58)

em que E1
± são os projetores na direção z sobre o spin 1.

Em um sistema de três q-bits, dado um estado |GHZ〉 = 1
2
(|000〉+ |111〉)), se fizermos uma

medida projetiva ao longo de z sobre o spin 1, temos a matriz densidade do sistema dada por

ρ = E1
+ ⊗ |00〉〈00|+ E1

− ⊗ |11〉〈11|, (2.59)

no qual os operadores E1
± são os projetores ligados às medidas na base computacional. Como

o estado |GHZ〉 pode ser escrito na forma

|ψ〉 =
1

2
(|+〉|φ+〉+ |−〉|φ−〉),

em que |±〉 são os autoestados de Ix e |φ±〉 são estados da base de Bell. Então, após a realização

de uma medida no eixo x sobre o primeiro q-bit, temos o estado do sistema dado por

ρ = E1
+ ⊗ |φ+〉〈φ+|+ E1

− ⊗ |φ−〉〈φ−|. (2.60)

Esse estado é uma mistura dos estados de Bell, rotulados pelo q-bit auxiliar que indica o

resultado da medida. Esses dois estados são indistingúıveis, de forma que apenas com o uso

da informação do q-bit auxiliar esses estados podem ser distinguidos.

Nesse tipo de sistema, temos a dificuldade adicional de se isolar mais de um spin do efeito
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do gradiente. Isso implica em uma quantidade maior de operações para a implementação da

medida forte sobre o sistema. Tanto a refocalização dos spins que não sofrem a medida necessita

de mais pulsos, quanto a quantidade de gradientes aplicados é maior. Uma sequência para a

medida forte na direção z sobre o spin 1 é dada por

P 1
z = ∇z → R2

x(π)→ ∇z → R2,3
x (π/2)∇z → R2

−x(π)→ ∇z → R2,3
−x(π/2).

Essa sequência cria o mesmo estado do ensemble que uma medida forte sobre cada uma das

moléculas na amostra fosse feita, dado na Eq. (2.59). Para uma medida na direção x, basta

girar as coerências na direção x, do spin que sofre a medida, para a direção z e então aplicar

a sequência que executa a medida na direção z. Essa operação é feita com a aplicação de um

pulso de π/2 com fase −y. Ou seja, uma medida na direção x é obtida pela sequência

P 1
x = R1

−y(π/2) −→ P 1
z .

Na Fig. 2.8, são mostrados os estados tomografados após as medidas nas direções z e x, sobre

um estado |GHZ〉.

2.6 Breve descrição do aparato experimental

Nessa tese, em todos os resultados experimentais é utilizado um espectrômetro de alta re-

solução, VARIAN Premium Shielded 500MHz. A RMN de alta resolução apresenta algumas

caracteŕısticas interessantes para se realizar o processamento de informação quântica por RMN,

como a alta sensibilidade, maximização da separação de multipletos e a minimização dos efei-

tos devidos a acoplamentos fortes. Esses três efeitos são devidos, basicamente, ao alto campo

magnético B0 [83]. A discussão sobre o espectrômetro pode ser feita a partir da discussão de

seus principais elementos: o magneto, o transmissor de RF, a sonda e o receptor de sinal.

Para tornar posśıvel a alta resolução no domı́nio da frequência do sinal da RMN, o magneto

deve ser capaz de gerar um campo que seja de grande intensidade, homogêneo e estável. A alta

intensidade do campo é obtida através de um solenóide supercondutor imerso em um banho

de Hélio ĺıquido, com o espectrômetro sendo normalmente denominado a partir da intensidade

do campo magnético. Mais exatamente, por meio da frequência de Larmor do 1H.

Para que o campo magnético tenha a homogeneidade desejada, são adicionadas próximas à

amostra várias bobinas que geram gradientes de campo que cancelam as inomogeneidades do

campo magnético do solenóide supercondutor. A prinćıpio, é desejável que a homogeneidade

de campo seja da ordem de uma parte em 109, para garantir que as linhas do espectro tenham

uma largura de linha da ordem de 1Hz.
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Figura 2.9: Esquema mostrando os elementos essenciais de um espectrômetro de RMN, ade-
quado para trabalhar conjuntamente com a transformada de Fourier implementada no compu-
tador. Abreviações: RF é a radiofrequência, e AF a frequência de áudio.

Por fim, no caso de RMN com ĺıquidos, a estabilidade desejada para o campo magnético

é obtida pelo que ficou conhecido como o locking da frequência do campo. A intensidade do

campo B0 é monitorada pela frequência de um composto de referência, normalmente o sinal

do 2H de um solvente enriquecido com deutério, e qualquer variação desse sinal é usada para

controlar a intensidade de campos magnéticos suplementares capazes de compensar o desvio

no campo principal ou a frequência da RF no transmissor.

Os componentes mais importantes do transmissor de RF (e do espectrômetro) estão mos-

trados esquematicamente na Fig. 2.9. Um gerador de ondas produz uma voltagem que oscila

senoidalmente em uma frequência desejada. Esta sáıda é cortada em pulsos por uma chave

(switch) que é aberta ou fechada por um gerador de pulso, controlado pelo computador do

espectrômetro. Os pulsos são amplificados e enviados para a sonda de RMN.

A sonda contém a amostra e é a responável pelo acoplamento do campo de RF aos spins.

Também é na sonda que o sinal de RMN proveniente da amostra é coletado. Ela fica localizada

exatamente no centro da bobina supercondutora, mas mantendo uma certa distância para

que a amostra e a sonda possam permanecer à temperatura ambiente. A componente mais

importante da sonda é uma bobina de fios (ou de folha metálica), colocada em volta da amostra,

que recebe o pulso enviado pelo transmissor e o aplica na amostra. A corrente alternada na

bobina gera um campo magnético com a mesma frequência e fase que aquela selecionada no

transmissor. A precessão da magnetização nuclear, excitada por este campo de RF, induz na

mesma bobina uma voltagem oscilante, que é o sinal de RMN, que é enviado na sequência para

o receptor.

Pode-se melhorar a sensibilidade do espectro através do registro de M sinais de RMN e



2.6 Breve descrição do aparato experimental 69

depois adicioná-los, para se fazer médias do sinal. A resposta idêntica do espectrômetro, nesse

processo de média, é proporcional a M , enquanto um sinal ruidoso inevitável (variando de

maneira aleatória de um registro para o outro) dos sinais, são mais lentos e proporcionais a

M
1
2 . Portanto, um melhoramento é verificado nesse espectro, pela adição de vários FIDs e é

dado pela relação sinal-rúıdo M/M
1
2 = M

1
2 .

Pode-se também, na repetição de um mesmo experimento, alternar as fases dos pulsos para

cada FID obtido. Isso é chamado de phase cycling, que pode ser utilizado para selecionar sinais

de RMN que tenham certas propriedades de interesse, enquanto remove outros tipos de sinais.

Por exemplo, pode-se selecionar os sinais de um spin nuclear acoplado via interação escalar J

com outros spins, enquanto se suprime sinais daqueles spins que não tem parceiros sobre tal

interação. Além disso, o phase cycling pode ser utilizado para limpar o sinal de RMN de sinais

espúrios gerados por imperfeições nos dispositivos eletrônicos do espectrômetro.

2.6.1 Preparação de amostras

Nos experimentos usamos amostras com os q-bits codificados nos núcleos de hidrogênio e

carbono. A forma mais abundante do carbono é o 12C, com abundância de 98.93%. Porém,

esse isótopo possui spin nulo, o que impossibilita seu uso para RMN. As amostras usadas

são enriquecidas, possuindo acima de 99.9% de 13C, que possui spin S = 1/2. O hidrogênio

não apresenta esse problema, já que sua forma mais abundante é o 1H (99.98%), cujo núcleo

consiste apenas de um próton, tendo spin S = 1/2.

Para que não haja interações intermoleculares, a amostra deve ser uma solução de baixa

concentração das moléculas de interesse em um solvente que não possua sinal de RMN na

região do espectro que estejamos observando. Essa solução é tipicamente de 50mg de soluto

com 700µl de solvente, resultanto em concentrações em massa tipicamente na faixa de 5 ∼ 9%.

Nos experimentos realizados, a amostra de dois q-bits foi uma solução de clorofórmio en-

riquecido (CHCl3, Fig. 2.10). Os q-bits são codificados nos núcleos de 1H e de 13C. Com a

montagem experimental dispońıvel, essa molécula é bastante conveniente. Primeiro por possuir

dois spins com frequências de Larmor muito distintas (em um campo de 11.7T , ωH ≈ 500MHz

e ωC ≈ 125MHz), o que nos permite usar pulsos retangulares (Eq. (2.9) na p. 38) seletiva-

mente. Segundo, por apresentar um acoplamento escalar relativamente intenso (J ≈ 215Hz),

tornando posśıvel aplicar diversas portas lógicas antes que os efeitos de relaxação se tornem

pronunciados.
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Figura 2.10: Fórmula estrutural da molécula de clorofórmio.
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Caṕıtulo 3

Emaranhamento e sua relação com

RMN

Neste Caṕıtulo será discutida a relação entre o emaranhamento, apontado como o principal re-

curso computacional no processamento da informação quântica, com os experimentos de RMN.

Depois de discutida essa relação, apresentaremos alguns exemplos de experimentos realizados

em RMN no qual o emaranhamento é usado como tal recurso. Maiores detalhes acerca das

propriedades do emaranhamento, e suas propriedades ligadas com a geometria do espaço de

estados, podem ser encontradas no livro de Zyczkowski [84] ou no artigo de revisão de Ho-

rodecki [85]. A relação entre os estados pseudo-puros e o emaranhamento é encontrada em

maiores detalhes no livro de Oliveira et al [36].

3.1 Algumas propriedades básicas do emaranhamento

Nesta Seção será dada uma definição mais rigorosa e serão discutidas algumas propriedades

básicas do emaranhamento, que foi introduzido na Seção 2.2. O emaranhamento é diretamente

relacionado à estrutura de produtos tensoriais do espaço de Hilbert-Schmidt, e é uma mani-

festação f́ısica do fato de que nem todos os estados nesse espaço vetorial podem ser descritos

como produtos tensoriais dos vetores da base desse estado. Uma definição, para estados puros,

é a seguinte: considere dois sistemas A e B, com os estados representados por vetores nos

espaços de Hilbert HA e HB. Um estado quântico |ψ〉 ∈ HA ⊗HB é dito emaranhado se não

puder ser escrito como um produto tensorial de estados |ψ〉A ∈ HA e |ψ〉B ∈ HB. Em outras

palavras, |ψ〉 é emaranhado se não puder ser escrito na forma

|ψ〉 = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B. (3.1)

73
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Caso contrário, o estado é dito separável. Exemplos de estados separáveis em sistemas de

quatro ńıveis são os estados |00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 e | + +〉 = |+〉 ⊗ |+〉 = 1
2
(|00〉 + |01〉 + |10〉 +

|11〉). Exemplos de estados emaranhados são os estados da base de Bell, |φ±〉 e |ψ±〉 [41].

Uma propriedade sem análogo clássico dos estados emaranhados é o fato de que o estado

de cada part́ıcula não é um estado puro, mas uma mistura estátistica. Isso implica que os

estados individuais das part́ıculas que constituem o sistema não são bem definidos, embora

o estado do sistema todo seja bem definido. Nesses sistemas, a propriedade reprodut́ıvel é a

correlação entre os resultados experimentais de cada part́ıcula do sistema. Na mecânica clássica

tal propriedade não é posśıvel, já que o estado de cada part́ıcula sempre é bem definido. Por

exemplo, sempre se pode associar posição e momento a uma part́ıcula clássica.

A definição de emaranhamento pode ser facilmente generalizada para sistemas constitúıdos

por N part́ıculas. No entanto, em tais sistemas existem diferentes tipos de emaranhamento

entre as part́ıculas. Esses diferentes tipo de emaranhamento são ligados à possibilidade de

apenas algumas partes do sistema estarem emaranhadas. Podemos classificar o emaranhamento

nesses sistemas a partir da seguinte definição de separabilidade: um estado puro de um sistema

de N constituintes é dito k-separável, ou seja, possui k subsistemas não emaranhados, se puder

ser escrito como um produto tensorial de k estados:

|ψ〉 = |ψ〉1 ⊗ |ψ〉2 ⊗ . . .⊗ |ψ〉k. (3.2)

Se k = N o estado é dito completamente separável, já que não há emaranhamento entre

quaisquer dos subsistemas. No entanto, se k < N , apenas alguns constituintes estão emaranha-

dos enquanto outras partes do sistema permanecem separáveis. Além de serem classificados

quanto à separabilidade, também é comum classificar estados quanto ao número máximo de

constituintes emaranhados necessários para gerá-los. Esta classificação leva a seguinte definição:

um estado k-separável é dito fabricável por emaranhamento m-partido, ou simplesmente m-

fabricável, se os estados |ψi〉 em (3.2) contiverem no máximo m part́ıculas emaranhadas.

Como estados mistos são definidos a partir de combinações lineares convexas dos projetores

|ψi〉〈ψi|, ligados aos estados puros |ψi〉, a definição de estados emaranhados pode ser facilmente

estendida às misturas estat́ısticas. Nesse caso, um estado ρ é dito k-separável se puder ser

escrito como uma combinação linear convexa de estados k-separáveis, ou seja,

ρ =
∑
i

piρ1,i ⊗ ρ2,i ⊗ . . .⊗ ρk,i. (3.3)
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3.1.1 Critérios de separabilidade

Apesar de o conceito de emaranhamento ser claramente definido, a tarefa de caracterizar se

um dado estado é emaranhado ou não é uma tarefa dif́ıcil. Em particular, foi mostrado por

Gurvitz que esse problema é da classe de complexidade NP -duro [117]. Entretanto, alguns

critérios de separabilidade podem ser definidos de forma a dizer se um sistema é emaranhado

ou não. Para vários casos particulares, como sistemas bipartidos, existem diversos critérios de

separabilidade bem conhecidos. Um critério de separabilidade, necessário e suficiente de forma

assintótica, é obtido a partir da definição de testemunhas de emaranhamento e foi proposto

por Brandão e Vianna [94]. Esse critério será discutido em detalhes na Seção 3.4.1. Um dos

mais conhecidos é o critério de Peres-Horodecki [86, 87] para sistemas bipartidos, que é uma

condição necessária para o caso geral de sistemas bipartidos, mas necessária e suficiente nos

casos de sistemas bipartidos1 2⊗ 2 e 2⊗ 3.

Esse critério se baseia na definição de uma operação sobre o espaço de estados, dita trans-

posição parcial (PT 2). Dado um sistema bipartido d⊗d′, em um estado descrito pelo operador

densidade

ρ =
∑
ij,kl

pij,kl|i, j〉〈k, l|,

a transposição parcial é a operação que mapeia esse operador densidade no operador

PT (ρ) =
∑
ij,kl

pij,kl|i, l〉〈k, j|. (3.4)

Essa operação preserva a não-negatividade de ρ no caso de um estado separável3. No

entanto, se o estado for emaranhado, essa operação pode não preservar a não-negatividade de

ρ [86,87]. O critério de Peres-Horodecki pode ser enunciado na seguinte forma: se a transposta

parcial de uma matriz densidade ρ apresentar autovalores negativos, então o estado descrito

por ρ é emaranhado.

A partir desse critério, pode ser definida uma grandeza para se quantificar o emaranhamento

de um dado estado ρ, a negatividade N(ρ). Essa quantidade é definida como

N(ρ) =
||PT (ρ)|| − 1

2
, (3.5)

1A notação d⊗ d′ indica sistemas quânticos descritos em espaços de Hilbert d e d′ dimensionais.
2Do inglês Partial Transpose.
3Seja ρ = ρ1 ⊗ ρ2 um estado separável. A transposta parcial desse estado é dada por PT (ρ) = PT (ρ) =

PT (ρ1⊗ ρ2) = ρ1⊗ ρT2 . Como ρT2 também é uma matriz densidade, temos então que ρT2 ≥ 0, o que implica na
não-negatividade de PT (ρ).
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na qual ||X||=
√
X†X é a norma de um operadorX no espaço de Hilbert-Schmidt. Essa medida

indica a presença de emaranhamento em um dado estado não apenas no caso de sistemas 2⊗2 e

2⊗3, mas no caso geral. Nesses dois casos particulares, a negatividade pode ser usada também

para quantificar o emaranhamento, por caracterizá-lo nesses casos.

3.1.2 Quantificação de emaranhamento em sistemas bipartidos

O papel do emaranhamento como recurso para a computação e a informação quânticas torna

a sua quantificação um passo importante para a realização de tarefas computacionais ou de

protocolos de comunicação e criptografia, já que o sucesso na realização dessas tarefas pode

depender da disponibilidade desse recurso. Isso torna importante a definição de ferramentas

para se quantificar o emaranhamento em sistemas quânticos utilizados no processamento de

informação quântica.

No caso de estados puros, como a pureza do estado de cada subsistema é diretamente

relacionada à presença ou não de emaranhamento, essa quantidade pode ser utilizada na quan-

tificação do emaranhamento. Essa quantificação é feita a partir da entropia de Von Neumann,

definida para um estado ρ como S(ρ) = −Tr(ρ log2 ρ), e é uma medida ligada à ignorância

sobre o estado de um sistema quântico. Para estados puros, temos S(ρ) = 0, enquanto para

estados maximamente misturados temos S(1) = 1/d, em que d é a dimensão do subsistema

(para um q-bit, d = 2). A quantificação do emaranhamento para estados bipartidos é feita pela

entropia de von Neumann calculada sobre a matriz densidade reduzida do sistema sobre uma

das partes. No caso em que S(ρ) é máxima, o estado é dito maximamente emaranhado. Essa

quantidade é dita a entropia de emaranhamento, SE(ρ), e foi introduzida por Bennet em [88].

Para estados mistos, a entropia de emaranhamento não é uma boa forma de se quantificar

o emaranhamento. Isso se deve ao fato de que a matriz densidade reduzida pode apresentar

entropia nula mesmo para estados emaranhados. Para esse tipo de estados, uma medida de

emaranhamento E deve apresentar algumas propriedades básicas, que são:

• E(ρ) = 0 para qualquer estado separável ρ.

• O grau de emaranhamento de um estado ρ não pode aumentar por operações locais e

comunicação clássica (ΛOLCC), ou seja, E(ρ) ≥ E(ΛOLCC(ρ)).

• O emaranhamento de um estado puro maximamente emaranhado ρ de um sistema d⊗ d
deve ser dado por E(ρ) = log2 d.

• E deve ser uma função cont́ınua do espaço de estado em R.

• O emaranhamento de n cópias idênticas de ρ deve ser igual a n vezes o emaranhamento

de uma cópia, ou seja: E(ρ⊗n) = nE(ρ). Ou seja, E é aditiva.
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• O emaranhamento do produto tensorial de dois estados não deve ser maior que a soma

do emaranhamento de cada estado: E(ρ1 ⊗ ρ2) ≤ E(ρ1) + E(ρ2).

• E deve ser uma função convexa, ou seja, E(λρ1 + (1− λ)ρ2) ≤ λE(ρ1) + (1− λ)E(ρ2).

Emaranhamento de formação. Essa medida de emaranhamento é definida a partir da ideia

de que o grau de emaranhamento de um estado misto pode ser obtido como a média entre as

entropias de emaranhamento de estados puros, que misturados formam o estado misto. Como

um estado misto admite infinitas decomposições diferentes em termos de estados puros, e para

diferentes decomposições essa média muda, o emaranhamento de formação (EF ) de um estado

ρ é definido como o mı́nimo sobre todas esas médias posśıveis [89], ou seja

EF (ρ) = min
∑
i

piSE(ρi). (3.6)

Para sistemas de dois q-bits, o emaranhamento de formação é dado analiticamente por [90]:

EF (ρ) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x), (3.7)

em que x = (1+
√

1− C2)/2. Nessa expressão, C é a concurrência, dada por C = max{0, λ
1
2
1 −

λ
1
2
2 −λ

1
2
3 −λ

1
2
4 } e λi são os autovalores, em ordem decrescente, do operador R = ρ(σy⊗σy)ρ∗(σy⊗

σy). Como o emaranhamento de formação é uma função monótona da concurrência, muitas

vezes a própria concurrência é usada como medida de emaranhamento.

Para o caso geral de sistemas bipartidos, obter uma expressão anaĺıtica para o emaranha-

mento de formação é um problema dif́ıcil. Em sistemas com algum grau de simetria, como

no caso dos estados de Werner, é posśıvel obter uma expressão anaĺıtica [85, 91], como no

caso simples de um sistema de dois q-bits. Nos casos em que não há expressão anaĺıtica, o

emaranhamento de formação deve ser calculado numericamente [92–94].

3.1.3 Robustez generalizada e quantificação de emaranhamento em

sistemas multipartidos

Uma outra classe de medidas de emaranhamento é baseada na possibilidade de se misturar

dois estados, em uma combinação linear convexa, e se obter um terceiro estado. A robustez

de emaranhamento [95] é definida como o mı́nimo que se adiciona de rúıdo separável σ a um

estado ρ de forma que a combinação convexa seja um estado separável. Ou seja, a robustez de

emaranhamento (RE) é definida como

max
s,σs
{sρ+ (1− s)σs)}, (3.8)
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Figura 3.1: Uma mistura estat́ıstica ótima de um estado ρ com um estado separável σ, de forma
que o estado resultante seja separável. O conjunto S é o conjunto dos estados separáveis, e T
é o conjunto de todos os estados posśıveis. O parâmetro ótimo de mistura, s = 1/(1 +RE(ρ)),
é diretamente relacionado à robustez de emaranhamento. Original em [95].

em que 0 < s < 1 e σ é a matriz densidade de um estado separável. Basicamente, a robustez de

emaranhamento é relacionada a uma medida geométrica ótima que relaciona o estado ρ com o

conjunto dos estados separáveis, S, com um peso máximo s = 1/(1+RE(ρ)) em um combinação

convexa ρS = sρ + (1 − s)σs, de forma que ρS ∈ S. Na Figura 3.1, o conceito é ilustrado

geometricamente. Nessa Figura, a robustez de emaranhamento é relacionada diretamente ao

comprimento do segmento de reta que liga o estado ρ ao conjunto dos estados separáveis S, do

ponto ρ a ρ+s .

Seguindo a mesma ideia da robustez de emaranhamento, podemos definir a robustez gene-

ralizada [96], a partir do mı́nimo posśıvel de rúıdo σ que se mistura a um estado ρ, em uma

combinação convexa ρS = sρ + (1 − s)σ que seja separável. O valor máximo de s tal que ρS

∈ S, é usado para definir a robustez generalizada (RG) [96], por:

RG(ρ) =
1

s− 1
. (3.9)

Essa medida de emaranhamento não se restringe a sistemas bipartidos, podendo ser utilizada

na quantificação de emaranhamento de sistemas multipartidos. Entretanto, pode ser calculada

apenas numericamente, via métodos de otimização convexa, como programação semi-definida

[94]. Ainda cabe comentar que a robustez generalizada determina o grau de emaranhamento,

não o tipo de emaranhamento presente em sistemas multipartidos.

Alguns exemplos de aplicações da robustez generalizada podem ser encontradas em estudos

ligados à transições de fase quântica em cadeias de spins e emaranhamento de ativação, ou

seja, a quantidade de emaranhamento necessária para que um estado seja útil para o teleporte

quântico, podem ser encontradas em [97–99].
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A existência de várias classes de estados emaranhados dificulta a caracterização do emara-

nhamento em sistemas multipartidos. Por exemplo, em um sistema de três q-bits, os estados

|GHZ〉 = 1√
2
(|000〉+ |111〉) e |W 〉 = 1√

3
(|100〉+ |010〉+ |001〉), são maximamente emaranhados

mas possuem diferentes tipos de emaranhamento, não podendo ser levados um ao outro por

OLCC. Enquanto o estado |GHZ〉 possui emaranhamento tripartido, o estado |W 〉 possui ema-

ranhamento entre os posśıveis pares de q-bits. Isso torna medidas de emaranhamento amb́ıguas,

no sentido de que apenas indicar o grau de emaranhamento de um estado não caracteriza o

emaranhamento completamente. Nesse tipo de sistemas, diferentes classes de emaranhamento

tem seu emaranhamento quantificado por diferentes medidas de emaranhamento, que indicam

não apenas o grau de emaranhamento, mas também à qual classe de emaranhamento o es-

tado é relacionado. Isso não ocorre com a robustez generalizada, que indica apenas o grau

de emaranhamento de um estado. Já o tangle [85] é uma medida que quantifica apenas o

emaranhamento genuinamente tripartido, sendo máximo para o estado |GHZ〉 e nulo para o

estado |W 〉.

Em resumo, sistemas multipartidos possuem uma estrutura muito mais rica e complicada

de emaranhamento. É razoável que apenas uma única quantidade escalar não seja suficiente

para caracterizar o emaranhamento multipartido. Uma revisão mais completa sobre medidas

de emaranhamento multipartido pode ser encontrada em [84,85].

3.2 Relação entre emaranhamento e estados pseudo-puros

Na Seção 2.4, do Caṕıtulo 2, foram introduzidos os estados pseudo-puros e como são prepara-

dos esses estados em sistemas de amostras ĺıquidas. Como vimos, esses estados são misturas

estat́ısticas da forma

ρ =
1− ε
2N

1 + ε|ψ〉〈ψ|, (3.10)

no qual ε é a polarização do estado, N é o número de q-bits e |ψ〉 é um estado puro. A pureza

desses estados é diretamente ligada à polarização do estado, e é dada pela expressão Tr(ρ2) =
1−ε2
2N

+ ε2. Como o valor t́ıpico de ε para sistemas com poucos q-bits é da ordem de 10−5, esse

estado é altamente misturado. Nesse tipo de estados, temos infinitas decomposições da matriz

densidade em termos de combinações lineares convexas de estados puros, o que torna dif́ıcil a

quantificação de emaranhamento nesse tipo de estado, como vimos na última Seção. Devido à

forma dos estados pseudo-puros, o emaranhamento de |ψ〉 é dito pseudo-emaranhamento.
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3.2.1 Separabilidade dos estados pseudo-puros

Se aplicarmos o critério de Peres-Horodecki ao estado pseudo-puro de dois q-bits ρ = 1−ε
4
1 +

ε|φ+〉〈φ+|, os autovalores da transposta parcial desse estado são dados por {(1+ε)/4, (1−3ε)/4},
sendo que o autovalor (1+ε)/4 possui multiplicidade 3. Usando esse critério, o valor mı́nimo de ε

para que o estado ρ não seja separável é dado por ε > 1/3. Como a temperatura ambiente temos

ε ≈ 10−5, o estado pseudo-puro, mesmo com a parte pura dada por um estado maximamente

emaranhado, é separável.

O critério de Peres-Horodecki é necessário e suficiente apenas para sistemas de dois q-

bits (ou sistemas de um q-bit e um q-trit), o que implica que uma análise mais detalhada

da separabilidade dos estados pseudo-puros em sistemas de mais q-bits deve ser feita de uma

outra forma. Em 1999, Braunstein e seus colaboradores [100] obtiveram um limite superior de

ε para a separabilidade dos estados pseudo-puros, assim como um limite inferior para que esses

estados sejam emaranhados. Esses limites, no caso de sistemas de N q-bits, são dados por

ε ≤ 1

1 + 22N−1 , (3.11)

para o limite superior de separabilidade dos estados pseudo-puros, e

ε >
1

1 + 2
N
2

, (3.12)

como limite inferior para que os estados pseudo-puros não sejam separáveis. Na região entre

esses dois valores, não é posśıvel determinar se encontra-se emaranhamento ou não em um

estado pseudo-puro. Como é óbvio, no caso em que N = 2, o valor de ε encontra-se na região

separável. Para experimentos de RMN a temperatura ambiente, mesmo com o máximo já

realizado experimentalmente de 12 q-bits [101], o valor de ε é tal que não se alcança o limite

inferior para garantir o emaranhamento do estado pseudo-puro. No entanto, nesse caso já se

tem um valor de ε que deixa a região de separabilidade dos estados pseudo-puros.

É importante enfatizar que a separabilidade dos estados pseudo-puros a temperatura am-

biente não impossibilita a RMN de implementar computação quântica. Como a RMN produz

a dinâmica correta, é sempre posśıvel implementar algoritmos e protocolos quânticos utili-

zando estados pseudo-puros, já que a dinâmica é a mesma de um estado puro. O ponto crucial,

apontado por Linden e Popescu [102], é que a separabilidade dos estados pseudo puros não pro-

porciona ganho exponencial de velocidade de processamento. Considere que a implementação

de um dado algoritmo quântico via RMN resulta no estado:

ρ =
1− ε
2N

1 + ε|ρf〉〈ρf |,
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em que |ψf〉 representa a solução de um problema computacional. Neste estado, temos uma

probabilidade ε de encontrar o sistema no estado que representa a solução e uma probabilidade

(1 − ε) de encontrar o sistema em um outro estado qualquer. Como ε é proporcional a 1/2N ,

a medida que N aumenta, a probabilidade de encontrar a solução diminui exponencialmente.

Assim, a solução fica sob um rúıdo enorme, sendo preciso repetir a computação m número

exponencial de vezes para que a solução possa ser encontrada. Linden e Popescu [102] mos-

traram que se o estado pseudo puro for separável, o número de repetições necessárias escalona

exponencialmente.

3.2.2 Modelo de variáveis ocultas locais para RMN

Como em experimentos de ĺıquidos não temos emaranhamento a temperatura ambiente, o

estado individual de cada spin em um amostra ĺıquida pode ser descrito por um modelo de

variáveis ocultas locais. No entanto, para que um experimento seja descrito por um modelo

de variáveis ocultas locais, não apenas o estado dos spins deve ser descrito pelo modelo, mas

também as dinâmicas unitária e não-unitária às quais os spins da amostra estão sujeitos. Uma

primeira tentativa de descrição dos experimentos de RMN se deve a Caves e Schack [103], mas

com aplicação apenas na descrição dos estados pseudo-puros. Nessa Subseção discutiremos

brevemente o modelo proposto por Menicuci e Caves para a descrição tanto do estado quanto

da evolução dos spins nos experimentos de RMN com ĺıquidos [104].

A ideia central do modelo de Menicuci e Caves é a possibilidade de se descrever os estados

de um sistema quântico através de uma quase-distribuição de probabilidades, wρ(ñ) ligada a

um conjunto de direções na esfera de Bloch, dado por vetores nj. Se o estado é separável,

como é o caso para sistemas de até 12 q-bits, essa quase-distribuição é não-negativa e passa

a descrever a matriz densidade de um sistema de N spins como o produto de N matrizes

densidade de spins com orientações bem definidas, dadas pelos vetores nj. Ou seja, o estado é

dado na forma

ρ =
∑
ñ

wρ(ñ)|ñ〉〈ñ|, (3.13)

em que |ñ〉〈ñ| = | ~n1〉〈 ~n1|⊗ | ~n2〉〈 ~n2|⊗ . . .⊗| ~nN〉〈 ~nN |, e |~n〉〈~n| = (1+ (~n, ~σ)/2. A probabilidade

de se encontrar o sistema em uma configuração ñ = ( ~n1, ~n2, . . . , ~nN) é dada por wρ(ñ). Então,

o modelo basicamente trata da dinâmica dessas probabilidades, que é diretamente associada

com a dinâmica do sistema quântico. Um ponto importante é que a equação acima só é uma

matriz densidade se temos wρ(ñ) ≥ 0 para todos os ñ, ou seja, se o estado for emaranhado o

modelo de Menicuci e Caves não é válido.

A atuação de elementos de operação Ek sobre o estado dado em (3.13) tem como resultado



82 3 Pseudo-emaranhamento e sua detecção por RMN

o estado

ρ′ =
∑
ñ′

wρ′(ñ′)|ñ′〉〈ñ′| = EkρE
†
k, (3.14)

e as distribuições wρ(ñ) tem a evolução dada por

wρ′ =
∑
ñ

TEkñ′,ñwρ(ñ). (3.15)

Nessa equação temos TEk = 〈ñ|EkQ(ñ′)E†k|ñ〉, em queQ(ñ) = 1
NN (1 + 3( ~n1, ~σ))⊗(1 + 3( ~n3, ~σ))⊗

. . .⊗ (1 + 3( ~nN , ~σ)).

Em termos de wρ(ñ), os valores esperados dos observáveis de RMN, 〈(~a1, ~σ)⊗(~a2, ~σ)⊗ . . .⊗
( ~aN , ~σ)〉, são dados por

C(ã) =
∑
ñ

wρ(ñ)(~a1, ~n1)(~a2, ~n2) . . . ( ~aN , ~nN), (3.16)

nessa equação, os ~ai’s definem as componentes de magnetização medidas para cada um dos

spins.

Para descrevermos a dinâmica, precisaremos de um conjunto de variáveis ocultas, λ, dado

por um vetor ~w com componentes wρ(ñ), as direções ñ e um conjunto de N variáveis Λr. As

variáveis Λr satisfazem, por definição, as relações

A(~ar,Λr, ñ) =


+1, se − (~ar, ~nr) ≥ 1

−1, se − (~ar, ~nr) < 1

. (3.17)

A distribuição de probabilidades das variáveis ocultas é dada por

P (λ) =
1

2N
δ(~w − ~wρ)w(ñ). (3.18)

Após uma evolução temporal, a distribuição P (λ) evolui para uma distribuição P (λ′), re-

lacionada com a primeira por

P (λ′) =

∫
dλT (λ′, λ)P (λ), (3.19)

na qual T (λ′, λ) é uma transição de probabilidade devido à evolução do sistema e deve ser

positiva. Descrevendo a evolução por operadores de Krauss, o vetor ~w é atualizado pela trans-

formação dada em (3.15). Na eq. (3.18), a função delta não muda o valor de ~w que resulta da
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aplicação de (3.15). No entanto, pode se mostrar que a distribuição de probabilidade dada por

(3.18) implica sempre em uma transição de probabilidade positiva [105].

O valor esperado de uma medida de magnetização, C(ã) é dado por esse modelo como

C(ã) =

∫
dλP (λ)

N∏
j

Aj(~aj, λ)

=
∑
ñ

∫
dΛ̃

∫
dw

1

2N
δ(~w − ~wρ)w(ñ)

N∏
j

Aj(~aj,Λj, ~nj)

=
∑
ñ

wρ(ñ)
N∏
j

1

2

∫ +1

−1
dΛ̃Aj(~aj,Λj, ~nj)

=
∑
ñ

wρ(ñ)
N∏
j

(~aj, ~nj). (3.20)

Esse modelo fornece a estat́ıstica correta de uma medida, a descrição dos estados e a

evolução do sistema. Ou seja, reproduz os resultados da mecânica quântica. O modelo é

local, pois o resultado da medida sobre o spin r não depende de nenhum parâmetro relacio-

nado a outro spin, e é reaĺıstico, pois cada spin pode ser visto como um pequeno ı́mã clássico

com o momento magnético orientado em uma direção bem definida.

É importante ressaltar que o modelo de Menicucci e Caves não é um modelo computaci-

onalmente eficiente, já que o número de variáveis ocultas cresce de forma exponencial com o

tamanho do sistema. Logo, apesar de um sistema de RMN a temperatura ambiente não apre-

sentar nenhum grau de emaranhamento, a dinâmica do sistema é quântica, já que não pode ser

simulada eficientemente em um computador clássico. Esse fato corrobora com a argumentação

de que o poder da computação quântica é relacionado à dinâmica do sistema [106].

Adiante, na Seção 6.2, é mostrado que a versão quântica do experimento de escolha retar-

dada não pode ser explicado em termos clássicos mesmo na presença de altos ńıveis de rúıdo

branco, ou seja, em casos que a polarização do estado pseudo-puro é muito baixa, como no caso

de ĺıquidos. No entanto, nesse experimento as variáveis ocultas são ligadas ao comportamento

ondulatório ou corpuscular de sistemas quânticos, e não à orientação dos spins do sistema. Os

elementos de realidade nos dois problemas são diferentes, seguindo a linguagem usada no artigo

de Einstein, Podolski e Rosen [2].

3.2.3 Experimentos de RMN com pseudo-emaranhamento

Apesar de experimentos de RMN com ĺıquidos a temperatura ambiente não apresentarem

emaranhamento entre os q-bits, vários experimentos de computação e informação quânticas,

envolvendo emaranhamento, foram realizados com sucesso através da técnica, como o teleporte
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quântico [81], o protocolo de codificação superdensa [107] e análogo de RMN para testes de

violação de desigualdade de Bell [8] (veja a Seção adiante). A implementação desses protocolos

mostra como as ferramentas de RMN podem ser úteis no desenvolvimento de técnicas de

controle e de protocolos que ajudem na implementação prática de computadores quânticos,

além de ter papel relevante como plataforma para vários testes de fundamentos da mecânica

quântica, por exemplo, testanto o prinćıpio de complementaridade [27, 28] e simulações de

violações de desigualdades de Bell [8] (veja a próxima Seção).

Teleporte quântico

Uma das aplicações mais emblemáticas do emaranhamento é o teleporte quântico, que trata

da transmissão da informação contida no estado de um q-bit para um outro q-bit, sem a

transmissão f́ısica do q-bit que tem a informação inicial [10]. O protocolo consiste de um

conjunto de três q-bits (veja a Figura 3.2, inicialmente no estado |ψ〉⊗ |φ+〉, com |ψ〉 = α|0〉+
β|1〉. Esse conjunto de q-bits é sujeito a uma medida na base de Bell sobre os q-bits que

estão com Maria, como indicado na Figura. Os resultados dessa medida são relacionados aos

seguintes estados no q-bit alvo, em posse de João:

00 → α|0〉+ β|1〉,

01 → α|1〉+ β|0〉,

10 → α|0〉 − β|1〉,

11 → α|1〉 − β|0〉.

Para que o teleporte seja completado, Maria deve necessariamente usar um canal clássico

para transmitir o resultado da medida sobre os q-bits para João. O teleporte é completado

com João atuando portas X e Z, condicionadas ao resultado da medida feita por Maria sobre

os q-bits. Assim, o estado inicial do primeiro q-bit, com Maria, é enviado para o q-bit que está

com João.

Essa proposta foi realizada experimentalmente primeiro via ótica quântica, mas sem a parte

relacionada à comunicação clássica [108]. A primeira implementação experimental completa

desse protocolo foi realizada utilizando a RMN [41]. Nielsen, Knill e Laflamme utilizaram como

q-bits os dois núcleos de 13C e o núcleo de 1H de uma molécula de trocloroetileno. O q-bit que

tem seu estado teleportado é o spin de um dos núcleos de 13C, e o alvo é o spin do 1H. Nessa

implementação, foi utilizada a equivalência entre a descoerência e a realização de um medida

projetiva sobre o sistema [80] (veja a Subseção 2.5.4 do Caṕıtulo anterior), já que os tempos

de descoerência do carbono são menores que o do hidrogênio por uma ordem de grandeza
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Figura 3.2: (a) Circuito quântico para o protocolo de teleporte quântico. Os q-bits são inicia-
lizados no estado |ψ〉 ⊗ |00〉, com |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉. (b) Circuito com as operações realizadas
para a implementação do teleporte via RMN. Retirado de [36].

Figura 3.3: Circuito quântico para o protocolo de codificação superdensa. Na primeira parte
do circuito, o estado de entrada |00〉 é transformado no estado do gato, |Φ+〉. Após, o operador
de ”mensagem”é aplicado, levando |Φ+〉 em um dos quatro estados da base de Bell. A parte
final do circuito indica a medida na base de Bell.

na amostra utilizada. Dessa forma, os dois carbonos perdem toda a coerência enquanto a

coerência do hidrogênio ainda é mantida. Com o estado dos spins nucleares dos carbonos como

bits clássicos, já que a medida projetiva deixa esses dois spins em um dos estados da base

computacional (00, 01, 10 ou 11), as operações condicionais do canal clássico são realizadas,

completando a implementação do teleporte. O esquema da realização experimental é dado na

Figura 3.2(b).

Codificação superdensa

A codificação superdensa consiste no envio de dois bits de informação clássica pelo envio de

apenas um q-bit e foi proposta por Bennet et al. [109]. A ideia central é que Maria e João

tenham um q-bit de um par emaranhado no estado |φ+〉. Maria então aplica uma operação
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dependendo da mensagem que deseja enviar a João, que consiste na aplicação ou não das portas

X e Z sobre o q-bit que se encontra com ela. Essas operações mapeiam o estado |φ+〉 nos outros

estados da base de Bell,

|φ+〉 =
1√
2

(|00〉+ |11〉) = |φ+〉,

Z|φ+〉 =
1√
2

(|00〉 − |11〉) = |φ−〉,

X|φ+〉 =
1√
2

(|10〉+ |01〉) = |ψ+〉,

XZ|φ+〉 =
1√
2

(|10〉 − |01〉) = |ψ−〉.

O protocolo é completado com Maria enviando seu q-bit para João. Em seguida, João faz

uma medida na base de Bell sobre os dois q-bits, obtendo um dos resultados: 00, 01, 10 ou 11.

Esses dois bits clássicos de informação, resultantes da medida feita por João, foram obtidos

pelo envio de apenas do q-bit inicialmente com Maria.

Esse protocolo foi experimentalmente realizado em RMN por Fang et al [107], em uma

molécula de clorofórmio. Nessa implementação, o controle sobre o resultado final é obtido por

meio da realização de uma tomografia de estado ao final do circuito, confirmando o controle

no envio da mensagem pela aplicação das portas locais X e Z.

3.3 Análogo de RMN para testes de violação de desi-

gualdades de Bell

Experimentos nos quais o emaranhamento possui papel crucial são os testes de violação de

desigualdades de Bell, que tratam do aspecto não-local da mecânica quântica e podem ser for-

mulados para sistemas de N q-bits [110–112]. Esses testes consistem da medição de funções de

correlação nos resultados das medidas de M observáveis dicotômicos4, feitas por cada obser-

vador em um conjunto de N observadores. As MN funções de correlação, E(n1, . . . , nN), que

podem ser constrúıdas nesse caso podem ser combinadas linearmente de diferentes formas e

comparadas com limites impostos pela hipótese de realismo local, com as previsões da mecânica

quântica exibindo contradições com modelos de variáveis ocultas locais. Uma expressão geral

para as desigualdades de Bell é dada por

−L ≤
M∑

n1,...,nN=1

C(n1, . . . , nN)E(n1, . . . , nN) ≤ +L. (3.21)

4Observáveis dicotômicos são observáveis que podem apresentar apenas dois resultados distintos: s = ±1.
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Figura 3.4: Circuito para o cálculo da função de correlação dada por (3.23). Retirado e
adaptado de [8].

Nessa equação, C(n1, . . . , nN) são coeficientes reais e L é o limite imposto pela hipótese de

realismo local. Cada uma das funções de correlação pode ser escrita na forma

E(n1, . . . , nN) =
∑

s1,...,sN=±1

 N∏
sj

sj

P (s1, . . . , sN), (3.22)

em que P (n1, . . . , nN) são as probabilidades de cada observador j obter o resultado sj. O

sistema é então preparado em um estado puro e emaranhado, e as M componentes de spin são

medidas por observadores diferentes, que comparam seus resultados a fim de obter as funções

de correlação E(n1, . . . , nN) e verificar se a desigualdade (3.21) foi violada ou não.

Uma proposta de um análogo da realização desses testes usando RMN foi apresentada e

realizada em [8]. No caso de RMN, os observáveis são as projeções de N spins 1/2 ao longo de

direções dadas por ~r. Para se medir as projeções (~r, ~σ) de um spin Ij ao longo de uma direção

arbitrária ~r = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ), transformações locais unitárias são aplicadas sobre

o spin de forma que os autovetores de (~r, ~σ) sejam girados para a base computacional. Como

U(~r)σzU(~r) = ~r · ~σ e U(~r) = Ry(θ)Rz(φ), aplicando uma U(~r) adequada a cada spin temos as

funções de correlação dadas por

E(n1, . . . , nN) = Tr(ρ)~r1 · ~σ ⊗ . . .⊗ ~rN · ~σ)

= Tr(ρ′σz ⊗ . . .⊗ σz), (3.23)

em que ρ é o estado inicial do sistema de spins e ρ′ = U(~r1)⊗ . . .⊗U( ~rN)ρU †(~r1)⊗ . . .⊗U †( ~rN).

A medida projetiva na base computacional sobre todos os spins, em sistemas heteronucleares,

pode ser emulada pela aplicação de um gradiente de campo na direção z. O resultado dessa

operação é uma matriz diagonal, com os elementos dados pelas probabilidades em (3.22). Essas

probabilidades podem ser acessadas experimentalmente pela aplicação de pulsos Rx(
π
2
) em cada
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Figura 3.5: Resultados experimentais para o estado |φ+〉. H indicam os resultados de RMN,
enquanto � indicam os resultados de ótica em [113]. A linha sólida é a previsão da mecânica
quântica. Retirado de [8].

um dos spins. Esse procedimento pode ser descrito pelo circuito dado na Figura 3.4.

Essa proposta foi realizada experimentalmente em uma amostra de clorofórmio (veja 2.6).

Nesse sistema, é simulada a violação da desigualdade CHSH [4], um caso especial de (3.21). A

desigualdade CHSH é dada por

−2 ≤ CHSH = E(n1, n2) + E(n3, n2) + E(n3, n4) + E(n1, n4) ≤ +2, (3.24)

e o limite para a mecânica quântica é dado por ±2
√

2. Para as direções dadas por ~n1 = (0, 0, 1),

~n2 = (sin 2θ, 0, cos 2θ), ~n3 = (sin 4θ, 0, cos 4θ) e ~n4 = (sin 6θ, 0, cos 6θ), os valores preditos pela

mecânica quântica para CHSH são dados por CHSH = 3 cos 2θ − cos 6θ para o estado puro

|φ+〉. A comparação dessa com os resultados experimentais pode ser vista na Figura 3.5, em

que também são mostrados os resultados experimentais do experimento realizado com ótica,

dado em [113].

Apesar do excelente acordo entre os resultados experimentais e a previsão da mecânica

quântica, como mostrado nas seções anteriores 3.2.1 e 3.2.2, os experimentos de RMN não

possuem emaranhamento e podem ser descritos por um modelo de variáveis ocultas locais em

que a orientação dos spins é sempre bem definida. Logo, a aparente violação da desigualdade

de Bell é apenas uma simulação, e não um experimento para testar a hipótese de realismo local,

como pode ser visto pelo excelente acordo entre os dados e a previsão do modelo de variáveis

ocultas locais exibido na Figura 3.6. Mesmo se tratando de uma simulação, esses testes com

RMN podem ser úteis em vários outros casos, por exemplo, em que o aparato experimental,

como os experimentos de ótica ou de outras técnicas, se tornam muito complicados.
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Figura 3.6: Resultados experimentais para os estados |φ+〉 (H) e |ψ−〉 (�). A linha sólida é a
previsão do modelo de variáveis ocultas de Menicuci e Caves. Retirado de [8].

3.4 Testemunhas de emaranhamento

Apesar de o emaranhamento ser apontado como uma das principais ferramentas nos campos

da computação e informação quânticas, tanto sua detecção quanto sua quantificação são um

problema de alta complexidade [117]. Além disso, as medidas de emaranhamento como o ema-

ranhamento de formação e a robustez generalizada demandam um alto custo experimental, já

que elas são definidas a partir de informação sobre o estado completo do sistema, demandando

a realização de uma tomografia de estado sobre o sistema. Como discutido na Seção 2.5, a

tomografia de estado quântico necessita de um número de experimentos que cresce exponenci-

almente com o tamanho do sistema. Esse alto custo experimental faz com que seja desejável

o desenvolvimento de ferramentas para a detecção de quantificação de emaranhamento com o

uso de poucas medidas. Nesse sentido, foram desenvolvidas as tesemunhas de emaranhamento.

Uma testemunha de emaranhamento é um observável, W , tal que Tr(ρW ) ≥ 0, para

qualquer estado ρ ∈ S, em que S é o conjunto dos estados separáveis, e Tr(ρ′W ) < 0 para

pelo menos um estado emaranhado ρ′ [20, 85]. As testemunhas de emaranhamento podem

ser utilizadas tanto para a detecção de emaranhamento em um dado estado, quanto para se

quantificar o emaranhamento para um estado espećıfico ou uma classe de estados [20, 94]. A

principal vantagem no uso das testemunhas de emaranhamento é a possibilidade da detecção

de emaranhamento sem a necessidade de se fazer a tomografia de estado quântico do sistema,

reduzindo de forma significativa o número de medições. As testemunhas de emaranhamento

são diretamente relacionadas às desigualdades de Bell, de forma que para toda desigualdade de

Bell existe uma testemunha de emaranhamento associada [19, 114]. Essa relação tem origem

na necessidade de emaranhamento para que ocorra a violação de uma desigualde de Bell.
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Figura 3.7: Interpretação geométrica das testemunhas de emaranhamento EW e EWot, que é
uma otimização de EW .

Um exemplo interessante de utilização das testemunhas de emaranhamento é na carac-

terização de emaranhamento em sistemas térmicos, através da definição de testemunhas de

emaranhamento a partir de observáveis termodinâmicos [115, 116], como a susceptibilidade

magnética, por exemplo.

É posśıvel dar uma interpretação geométrica simples para as testemunhas de emaranha-

mento. Dado o conjunto de todas as matrizes densidade, com E e S os subconjuntos dos esta-

dos emaranhados e separáveis, uma testemunha de emaranhamento W é interpretada como o

operador que define um plano que separa um dado estado emaranhado do conjunto de estados

separáveis (veja a Figura 3.7).

As propriedades mais básicas das testemunhas de emaranhamento são diretamente ligadas

ao fato de o conjunto dos estados separáveis ser um conjunto convexo (a mistura de dois estados

separáveis é um estado separável) e à estrutura geométrica do espaço de Hilbert-Schmidt

[84, 85]. A propriedade mais simples é a de que, para qualquer estado emaranhado ρ, sempre

é posśıvel se definir uma testemunha W tal que tr(ρW ) < 0. Esse fato permite a detecção de

emaranhamento de qualquer estado quântico a partir da medida direta de observáveis, sem a

necessidade de fazer a tomografia de estado. De um ponto de vista experimental, talvez esse

seja um dos resultados mais importantes ligados às testemunhas de emaranhamento. Além

disso, a existência de testemunhas de emaranhamento para qualquer estado emaranhado é um

fato equivalente à própria definição de emaranhamento.

Uma outra propriedade importante das testemunhas de emaranhamento é a possibilidade de

se comparar a detecção de emaranhamento de duas testemunhas de emaranhamento distintas,

com relação a um estado ou a uma classe de estados. Para tal, façamos a seguinte definição:

uma testemunha de emaranhamento W é dita mais fina que uma testemunha W ′ se o conjunto

IW , dado por todos os ρ tais que tr(ρW ) < 0 (ou seja, o conjunto dos estados emaranhados
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detectados por W ), contém o conjunto IW ′ . Um resultado importante relacionando duas tes-

temunhas W e W ′, tais que W seja mais fina que W ′, é que a testemunha W pode ser obtida

a partir de W ′ pela subtração de um operador positivo [20]. Se não for posśıvel extrair um

operador positivo de uma testemunha W , então W é dita uma testemunha ótima. Geometri-

camente, uma testemunha ótima Wot pode ser obtida promovendo-se o transporte paralelo do

plano de forma ao mesmo se tornar tangente ao conjunto de estados separáveis (veja a Figura

3.7).

Um ponto que deve ser comentado é que a detecção dos estados emaranhados com transposta

parcial não-negativa, ou estados de emaranhamento preso, só pode ser feita a partir do uso das

testemunhas de emaranhamento não-decompońıveis, que são testemunhas de emaranhamento

que não podem ser escritas na forma

W = aP + (1− a)QT , (3.25)

em que a ∈ [0, 1]. P é um operador positivo e Q um operador não-negativo. Esses estados de

emaranhamento preso são os estados na borda da região limitada pelo conjunto dos estados

separáveis na Figura 3.7.

3.4.1 Otimização de testemunhas e PSD

Apesar de existir a possibilidade de se definir, ou mesmo otimizar, uma testemunha de emara-

nhamento para detectar um estado ρ ou uma classe de estados, a definição de uma testemunha

de emaranhamento é uma tarefa complicada, assim como a sua otimização. Tratando esse

problema de um ponto de vista computacional, a definição de uma testemunha de emara-

nhamento para um estado ρ é um problema da classe NP -duro, assim como a fatoração em

números primos [117].

Um critério de separabilidade necessário e suficiente, no regime assintótico, foi proposto

por Brandão e Viana [94]. Esse método faz uso de programação semi-definida (PSD), que

pode ser eficientemente executada em computadores clássicos. Basicamente, a ideia é se obter

um operador W que minimize um funcional linear definido com relação a um estado ρ, sob

a condição de ser não-negativo para todos os estados separáveis. Basicamente, a testemunha

de emaranhamento W , ótima com relação ao estado ρ(1...n), em um espaço de Hilbert-Schmidt

H1⊗...⊗Hn−1 é obtida como a solução do seguinte PSDR, ou programa semi-definido robusto:

minimize Tr(Wρ1...n) sujeito a

dn∑
i1=1

dn∑
j1=1

...

dn∑
in−1=1

dn∑
jn−1=1

(
a∗i1 ... a

∗
in−1

aj1 ... ajn−1 (3.26)
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Figura 3.8: Porcentagem de resultados errados com o tamanho da amostragem (N), para
sistemas 2⊗ 2 (linha pontilhada) e 2⊗ 3 (linha sólida). Original em [94].

Wi1...in−1j1...jn−1

)
≥ 0

Tr(W ) = 1, ∀aik ∈ C, 1 ≤ k ≤ n− 1

em que dn é a dimensão de Hn, Wi1...in−1j1...jn−1 = 1〈i| ⊗ ...⊗ n−1〈i|W |j〉n−1 ⊗ ...⊗ |j〉1 e |j〉k é

uma base ortonormal de Hk.

Em geral PSDR’s da forma acima são problemas de otimização que não são tratáveis em

um computador clássico, sendo da classe de complexidade NP -duro [118]. No entanto, esse

problema pode ser relaxado e tratato de forma determińıstica ou probabiĺıstica, sendo mapeado

em um programa semi-definido (PSD), que é eficientemente resolvido em um computador

clássico.

A relaxação desse problema é feita tratando-se a definição da testemunha de emaranhamento

de forma probabiĺıstica, definindo um conjunto de N amostras aij , que determina a priori a

probabilidade de um estado qualquer ser emaranhado ou não. À medida que N aumenta, a

probabilidade de acerto sobre a separabilidade ou não do estado aumenta de forma a tender

à unidade para N suficientemente grande [94]. Dessa forma, o PSD definido a partir da

relaxação do PSDR dado em (3.26) fornece um critério de separabilidade suficiente no caso

geral e assintoticamente necessário. Ou seja, pode-se determinar com precisão e probabilidade

arbitrárias, se um estado qualquer é separável ou não. A porcentagem de conclusões erradas

sobre a separabilidade, para o caso de um sistema 2⊗ 2 ou 2⊗ 3, de um estado com o número

de amostras usado no PSD é mostrado na Figura 3.8. Fica claro na Figura que, para N >

500, a porcentagem de conclusões erradas é quase nula.



Caṕıtulo 4

Resultado I: implementação de uma

testemunha de emaranhamento de

RMN

Nesse Caṕıtulo trataremos do primeiro resultado dessa tese, ligado à detecção do pseudo-

emaramento em estados pseudo-puros [32]. Nesse trabalho, foi feita uma análise experimental

da detecção de pseudo-emaranhamento em um sistema de dois q-bits, dados pelos spins dos

núcleos de 1H e 13C na molécula de clorofórmio, por uma testemunha de emaranhamento

definida a partir do protocolo de codificação superdensa, proposta em [119]. A detecção de

pseudo-emaranhamento por essa testemunha é analisada para os estados Bell-diagonais. Além

disso, definimos testemunhas de emaranhamento W , ótimas para os estados Bell-diagonal, a

partir do método de otimização da Seção 3.4.1 para cada um dos estados de Bell. Por fim, a

detecção de pseudo-emaranhamento por F e W na relaxação do estado |φ−〉 é comparada.

4.1 Teoria

Recentemente, uma proposta para uma testemunha de emaranhamento foi feita no contexto

do processamento de informação quântica por RMN [119] a partir do protocolo de codificação

superdensa, que foi implementado com sucesso em RMN por [107] (veja a Seção 3.2.3 do

Caṕıtulo anterior). O circuito para a codificação superdensa é dado na Figura 4.1. Para

um estado puro o circuito transmite dois bits de informação clássica com apenas um q-bit

transmitido.

Como em RMN temos misturas estat́ısticas, a análise do protocolo de codificação superdensa

para estados mistos se faz necessária. O estado de equiĺıbrio de um sistema de RMN contendo

93
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Figura 4.1: Circuito quântico para a codificação superdensa. Na primeira parte do circuito, o
estado de entrada |00〉 é transformado no estado do gato, |φ+〉. Após, o operador de ”men-
sagem”é aplicado, levando |φ+〉 em um dos quatro estados da base de Bell. A parte final do
circuito indica a medida na base de Bell.

dois q-bits pode ser escrito na forma

ρ = (pI |0〉〈0|+ qI |1〉〈1|)⊗ (pS|0〉〈0|+ qS|1〉〈1|), (4.1)

em que

pi =
1 + εi

2
, qi =

1− εi
2

, (4.2)

e os ı́ndices I e S indicam cada um dos spins nucleares usados como q-bits. O parâmetro εi é

a relação entre as energias magnetica e térmica e é tipicamente ≈ 10−5, como visto na Seção

2.4.

Aplicando uma porta EPR (primeira parte do circuito na Figura 4.1) a esse estado, a sáıda

será um estado Bell-diagonal:

ρ1 = pIpS|φ+〉〈φ+|+ pIqS|ψ+〉〈ψ+|
+ pSqI |φ−〉〈φ−|+ pIpS|ψ−〉〈ψ−|, (4.3)

em que |φ+〉, |ψ+〉, |φ−〉 e |ψ−〉 são os estados da base de Bell.

As magnetizações são medidas ao fim do circuito e são proporcionais à polarização estado,

ε, e são dadas por

〈ZI〉 = (−1)zεI , 〈ZS〉 = (−1)xεS. (4.4)

Se as variáveis x e z, a mensagem codificada, são conhecidas. a implementação da codificação

superdensa por RMN é bem sucedida.

A condição estat́ıstica para o sucesso da implementação por RMN desse protocolo e a

condição para o emaranhamento dos estados Bell-diagonais são a mesma, dada por [119]:

pIpS >
1

2
(4.5)
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Essa equação pode ser usada para definirmos uma testemunha de emaranhamento como F =

1/2− pIpS. Usando as expressões para as probabilidades e para pi e qi, temos

F =
1

2
− 1

4
(1 + | 〈ZI〉 |)(1 + | 〈ZS〉 |). (4.6)

As medidas das magnetizações ZI e ZS ao fim do circuito são equivalentes a medidas de ρ1

(veja a Figura 4.1) na base de Bell, já que

〈ZI〉 = Tr(ρf (ZI ⊗ 1S) = Tr(ρ1(XI ⊗XS) ≡ 〈W1〉 , (4.7)

〈ZS〉 = Tr(ρf (1I ⊗ ZS) = Tr(ρ1(ZI ⊗ ZS) ≡ 〈W2〉 , (4.8)

o que nos leva a:

F =
1

2
− 1

4
(1 + | 〈W1〉 |)(1 + | 〈W2〉 |). (4.9)

Essa equação mostra explicitamente que F é uma medida de correlações entre os dois q-bits.

4.2 Testemunhas de emaranhamento ótimas e decom-

pońıveis em RMN

Nessa Seção, propomos um conjunto de testemunhas de emaranhamento ótimas e decom-

pońıveis, que podem detectar o emaranhamento de estados na vizinhança dos estados de Bell.

Com relação à testemunha F , o custo experimental é a medição de apenas mais uma medida

local, de forma a obtermos uma melhor descrição do emaranhamento, como visto na Figura

4.7 (veja a próxima Subseção).

As novas testemunhas são da forma:

W = CI1 + CxXI ⊗XS + CyYI ⊗ YS + CzZI ⊗ ZS. (4.10)

A fim de garantir que W tenha um valor esperado positivo para todos os estados separáveis

σ, temos apenas de impor que a transposta parcial de W seja um operador positivo, ou seja,

que W TA ≥ 0. Isso decorre diretamente do fato de que se σ é um estado separado bipartido,

então a sua transposta parcial, σTA , também o é. Portanto, Tr(WσTA) = Tr(W TAσ) ≥ 0, o

que mostra que W é uma testemunha de emaranhamento bem definida.

Para um dado estado de Bell |βii〉, uma testemunha ótima na forma da Eq.(4.10) é obtida

resolvendo-se o seguinte programa semidefinido (PSD): [94, 97]:
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I XX YY ZZ

|φ+〉 0.5 -0.5 0.5 -0.5

|ψ+〉 0.5 -0.5 -0.5 0.5

|φ−〉 0.5 0.5 -0.5 -0.5

|ψ−〉 0.5 0.5 0.5 0.5

Tabela 4.1: Testemunhas de emaranhamento ótimas para os estados de Bell na forma W =
CI1 + CxXI ⊗XS + CyYI ⊗ YS + CzZI ⊗ ZS.

minimize 〈βii|W |βii〉

sujeito a


W TA ≥ 0,

W ≤ 1.

(4.11)

O PSD dado em (4.11) nos fornece as testemunhas dadas na Tab. 1.

4.3 Experimento

Com essas duas testemunhas de emaranhamento definidas, podemos analizá-las em três classes

de estados:

• estados emaranhados detectados por F ;

• estados emaranhados não detectados por F ;

• estados separáveis.

Essas três classes de estados serão consideraddas usando os estados Bell-diagonais, que são

definidos como

ρ =
1

4
1 +

3∑
i=1

ciIi ⊗ Ii, (4.12)

em que ci ∈ [−1, 1]. Para essa classe de estados, a região de detecção de emaranhamento por

F é dada pelo volume sombreado no lado esquerdo da Figura 4.2. O volume vazio no interior

do tetraedro da esquerda representa os estados não detectados por F . Os estados separáveis

são representados pelo octaedro na Figura à direita. As testemunhas de emaranhamento F e

W podem detectar a presença de emaranhamento não apenas para os estados Bell-diagonal,
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Figura 4.2: No lado direito é mostrada a geometria dos estados Bell-diagonal, em que o octaedro
no interior é a região dos estados separáveis, com os estados emaranhados fora desse octaedro.
No lado esquerdo, os estados Bell-diagonal emaranhados e detectados por F estão no volume
sombreado. O espaço vazio na Figura representa os estados Bell-diagonal tais que F ≥ 0, ou
seja, os estados emaranhados não detectados por F e os estados separáveis. A Figura no lado
direito é retirada de [120].

mas para qualquer classe de estados. Adiante mostraremos a detecção de emaranhamento por

essas duas testemunhas no processo de descoerência de RMN, a relaxação transversal.

A medição das magnetizações foi feita diretamente a partir dos espectros de RMN. O

espectro de uma molécula de 2 spins 1/2, ou seja, dois q-bits, nos fornece diretamente as

medidas de quatro projetores no espaço de Hilbert-Schmidt, combinando-se as intensidades

normalizadas das duas linhas do espectro para cada núcleo (veja a Seção 2.5 do Caṕıtulo 2).

Por exemplo, os valores medidos no primeiro núcleo (com uma equação similar para os valores

medidos no segundo núcleo) são dados por Tr(ρĨ− ⊗ 1)

Tr(ρĨ− ⊗ Z̃)

 =

 1 1

1 −1


 S(ω1 − ω12)

S(ω1 + ω12)

 , (4.13)

em que Ĩ− = U(X − iY )U † e Z̃ = UZU †. U é um pulso de leitura que transforma quatro

observáveis desejados da base do espaço de Hilbert-Schmidt em I− ⊗ 1 e I− ⊗ Z, os quatro

elementos da base que são observados no espectro de RMN. S(ω1 − ω12) e S(ω1 + ω12) são as

intensidades das linhas.

O pulso de leitura que leva os elementos desejados da base nos que são observados no

espectro é um pulso de (π/2) na direção x ou y em um ou ambos os spins. Por exemplo,

para medirmos as duas funções de correlação desejadas, 〈Z ⊗Z〉 e 〈X ⊗X〉, o pulso de leitura
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Figura 4.3: Os espectros de RMN usados na medição das funções de correlação 〈XI ⊗XS〉 e
〈ZI ⊗ ZS〉 para cada um dos estados preparados. O espectro de 1H está no lado esquerdo,
enquanto os de 13C estão à direita. (i) espectros de RMN para o estado |φ−〉. Para ilustrarmos
a medição das funções de correlação, 〈XI ⊗XS〉 é medida pela diferença entre as intensidades
normalizadas das linhas 1 e 2 no lado esquerdo. (ii) espectros de RMN para a identidade. (iii)
espectros observados no estado emaranhado não detectado por F .

necessário é um pulso (π/2)y no segundo q-bit, o núcleo de 13C nesse caso. As duas funções de

correlação são dadas na segunda linha do membro esquerdo da Eq. (4.13), ou seja, a diferença

entre as intensidades normalizadas no espectro de cada núcleo (veja a Seção 2.5 do Caṕıtulo

2). A função de correlação 〈XI ⊗XS〉 é observada na parte real do espectro de 1H, enquanto

〈ZI ⊗ ZS〉 é observada na parte real do espectro de 13C. As medidas foram obtidas após o

ajuste de fase usando o espectro de equiĺıbrio como referência, e a remoção do sinal de fundo

presente no espectro de RMN.

O estado detectado por F preparado é o estado |φ−〉, para o qual foram medidas 〈ZI ⊗ ZS〉
= 1.00 ± 0.01 e 〈XI ⊗XS〉 = −1.01 ± 0.01. Esses valores nos fornecem F = −0.51 ± 0.01,

em excelente acordo com os valores teóricos, dados por 〈ZI ⊗ ZS〉 = 1.00, 〈XI ⊗XS〉 = −1.00

e F = −0.50. O estado Bell-diagonal emaranhado e não detectado por F é dado por c1 =

−0.20, c2 = 1.00 e c3 = 0.20. Para esse estado, foram medidas 〈ZI ⊗ ZS〉 = 0.22 ± 0.01 e

〈XI ⊗XS〉 = −0.17±0.01, que resultam em F = 0.15±0.01. Enquanto os valores teóricos são

〈ZI ⊗ ZS〉 = 0.20 e 〈XI ⊗XS〉 = −0.20, resultando em F = 0.14. Como exemplo de estado

separável, preparamos a identidade, que é o estado de mistura estat́ıstica máxima. Para esse

estado, temos 〈ZI ⊗ ZS〉 = 0.01± 0.01 e 〈XI ⊗XS〉 = 0.00± 0.01, levando a F = 0.25 ± 0.01.

Todos os valores esperados teóricos para as funções de correlação são nulos para a identidade,

com F = 0.25. As fidelidades dos estados tomografados são da ordem de 0.99, 0.97 e 0.98,
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Figura 4.4: Tomografia de estado dos três estados. As partes reais são multiplicadas por um
fator de 4 a fim de tornar os erros experimentais mais claros, e as partes imaginárias são da
mesma ordem das flutuações nas partes reais das matrizes tomografadas em todos os casos. (i)
tomografia do estado |φ−〉. (ii) tomografia de estado da identidadade, o estado separável. (iii)
o estado Bell-diagonal emaranhado e não detectado por F .
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Figura 4.5: Sequência de pulsos empregada na preparação do estado emaranhado não detectado
por F . A primeira parte, (A), é a passagem do estado de eqúılirio térmico para o estado pseudo-
puro |00〉, após, o pulso modulado usando o GRAPE (B), a porta pseudo-EPR (C), o pulso
de leitura e a medição. Essa é a sequência para a medição no núcleo de 13C. Para a medição
no 1H, a sequência de pulsos é a mesma, mas com as linhas correspondentes a cada núcleo
trocadas. Acima cada retângulo indica um pulso de radiofrequência. A fase de cada pulso está
acima dos retângulos, enquanto o ângulo de rotação está abaixo.

respectivamente. Os estados tomografados podem ser vistos na Figura 4.4.

Como as testemunhas de emaranhamento W demandam a medição de mais um projetor,

a aplicação de mais um pulso de leitura é necessária para a medição de 〈YI ⊗ YS〉. Nesse

caso, o pulso (π/2)x no 13C. Os valores de 〈YI ⊗ YS〉 para os estados preparados são dados

por 0.96 ± 0.01, 0.96 ± 0.01 e 0.00 ± 0.01, respectivamente. Os valores esperados teóricos

são, respectivamente, 1.00, 1.00 e 0.00. Para o estado |φ−〉, é preciso usar a testemunha dada

pelos valores da terceira da tabela 4.2, como o estado não detectado por F está na mesma

região do tetraedro (veja a Figura 4.2) a mesma testemunha de emaranhamento é adequada

para calcularmos o emaranhamento desse estado. Os valores medidos para W nos três estados

preparados é W|φ−〉 = −1.01 ± 0.01, para |φ−〉. Para o estado não detectado por F , temos

W|φ−〉 = −0.20 ± 0.01, que mostra que esse estado é detectado por W . Para a identidade,

temos W|φ−〉 = 0.50 ± 0.01.

O emaranhamento medido em cada estado é dado por 0.96 ± 0.01, 0.14 + 0.01 e 0.00 ±
0.01, respectivamente. A quantificação de pseudo-emaranhamento foi feita usando a robustez

generalizada [96], discutida na Seção 3.1.

As preparações de estado para |Φ−〉 e a identidade foram feitas utilizando-se o método

proposto em [22], enquanto o estado não detectado por F foi produzido utilizando a técnica

de otimização GRAPE [54] (veja a seção 2.3.4 do Caṕıtulo 2), que leva o estado |00〉 ao estado√
0.6|00〉 +

√
0.4|11〉. Um gradiente de campo é aplicado de forma a eliminar as coerências

desse estado, e o estado desejado é obtido após a aplicação de uma porta pseudo-EPR (veja a

Figura 4.5). O método de tomografia de estado aqui empregado é proposto em [121].
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Figura 4.6: Detecção de emaranhamento por F e pela robustez generalizada na relaxação do
estado |φ−〉. A Figura mostra explicitamente que existem estados que são emaranhados mas
que não são detectados por F não apenas para estados Bell-diagonais, já que a descoerência de
|φ−〉 leva a estados fora da classe dos estados Bell diagonais. Essa região é localizada entre os
tempos próximos a 0.3s e 0.4s. Nas Figuras, τR e τW são os tempos caracteŕısticos das curvas
de detecção de emaranhamento pela robustez generalizada e por F , respectivamente. O tempo
τC é o tempo aproximado que indica o fim da detecção de emaranhamento por F .

Como uma extensão do estudo acima, a detecção de emaranhamento por F na relaxação

do estado |φ−〉foi estudada. Usando a robustez generalizada [96] para quantificar o emaranha-

mento, é posśıvel comparar a detecção de emaranhamento pelos dois métodos. Como pode

ser visto na Figura 4.6, a testemunha de emaranhamento para de detectar o emaranhamento

em τc = 0.32 segundos, próximo ao tempo de relaxação transversa do hidrogênio, dado por

0.31(2) segundos para essa amostra, enquanto a robustez generalizada ainda mostra a presença

de emaranhamento por alguns milissegundos a mais. No entanto, como fica claro a partir

da Figura, os valores de F indicam a presença de emaranhamento ao longo da maior parte

do processo de descoerência. Além disso, também fica claro, a partir da análise de dados da

robustez generalizada, que o pseudo-emaranhamento decai com um tempo caracteŕıstico dado

pelo menor tempo de descoerência do sistema, nesse caso, o tempo de relaxação transversa do

núcleo de 13C, que é de 0.11(2) segundos para essa amostra.

Na Figura 4.7, comparamos as testemunhas F e W para a relaxação do estado |φ−〉. Por

um lado, vemos que W é mais senśıvel que F e é um melhor quantificador de emaranhamento.

Por outro lado, as duas testemunhas detectam o pseudo-emaranhamento na mesma região.
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Figura 4.7: Detecção de emaranhamento por F e W na relaxação. As duas testemunhas
detectam emaranhamento na mesma região, mas W quantifica o emaranhamento melhor que
F .

4.4 Conclusões

Nesse trabalho, foi feita a implementação e análise experimental da testemunha de emaranha-

mento F , proposta por Rahimi et al [119], no contexto de experimentos de RMN. Mostramos

explicitamente a detecção de pseudo-emaranhamento em duas situações diferentes. Inicial-

mente, foi mostrada a região de detecção de F para a classe dos estados Bell-diagonais, com

exemplos de estados emaranhados que são detectados e não são detectados por essa testemu-

nha, e um estado separável. Também foi analisada a detecção de pseudo-emaranhamento por

F no processo de descoerência de RMN, a relaxação transversal. Nesse caso, foi claramente

demonstrada a presença de um intervalo de tempo no qual ainda há uma pequena presença de

pseudo-emaranhamento, mas que não é detectado pela testemunha de emaranhamento. Apesar

de essa testemunnha não poder ser utilizada para a quantificação de emaranhamento para as

duas classes de estados estudadas nesse trabalho, essa testemunha de emaranhamento pode

detectar o pseudo-emaranhamento para um grande número de estados nessas duas situações

com a realização de apenas duas medições sobre o sistema. Enquanto para a reconstrução

completa do estado via tomografia de estado quântico, necessária para a quantificação de ema-

ranhamento usando medidas como a concurrência e a robustez generalizada, é necessária a

realização de oito experimentos (quatro medições no 13C e quatro no 1H).

Também foram propostas, via otimização por PSD, outras quatro testemunhas de emara-

nhamento W , que são ótimas para cada uma das regiões de estados Bell-diagonal emaranhados.

Como pode ser visto por um exemplo, essas testemunhas podem detectar estados Bell-diagonal

emaranhados que não são detectados por F . No contexto da relaxação, a comparação entre as

testemunhas de emaranhamento W e F mostra que ambas detectam o pseudo-emaranhamento
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na mesma região, mas W possui a vantagem de quantificar melhor o pseudo-emaranhamento

nessa região.
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Caṕıtulo 5

Experimentos de escolha retardada de

Wheeler

“It’s like neither”

R. P. Feynman

Alguns conceitos da mecânica quântica, como o emaranhamento e a dualidade onda part́ıcla

desafiam a nossa intuição. A dualidade onda-part́ıcula é relacionada ao debate iniciado ainda

à época de Newton, sobre a natureza da luz, se ondulatória ou corpuscular. No ińıcio do

século XIX, o experimento de fenda dupla de Young tornou mais aceita a visão ondulatória da

luz. Einstein reacendeu a hipótese de uma natureza corpuscular da luz com os estudos ligados

ao efeito fotoelétrico, em 1905. Esse debate novamente ganhou fôlego, de forma mais ampla,

com a Mecânica Quântica, que previu comportamentos ondulatórios para os elétrons, como

as possibilidades de difração e interferência dessas part́ıculas. A dualidade entre esses dois

comportamentos levou Bohr a enunciar o seu prinćıpio de complementaridade, que afirma que

os comportamentos de onda e part́ıcula são complementares e não podem ser observados com

um único aparato experimental. Para testar esse prinćıpio e excluir posśıveis tipos de variáveis

ocultas ligadas a esse prinćıpio, Wheeler propôs seu famoso experimento de escolha retardada,

que elimina uma relação causal entre a escolha do aparato experimental e o comportamento do

sistema como onda ou part́ıcula. O recente desenvolvimento da área de informação quântica

possibilitou a proposta de um novo experimento para testar o prinćıpio de complementaridade.

Essa proposta exige uma abordagem nova sobre esse prinćıpio, já que apenas um aparato

experimental é utilizado para observar os comportamentos de onda e part́ıcula de um sistema

quântico. A complementaridade é presente nos dados experimentais que permitem a observação

desses dois comportamentos, não mais nos aparatos experimentais.

Este Caṕıtulo trata de uma pequena revisão sobre o prinćıpio de complementaridade e o

experimento de escolha retardada de Wheeler, tanto na versão clássica [13] quanto na versão
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quântica, proposta por Ioniciou e Terno [24]. Também são discutidas as implementações expe-

rimentais desses experimentos no contexto de ótica quântica [14,29–31].

5.1 Prinćıpio de Complementaridade

Sistemas quânticos comportam-se tanto como part́ıculas como quanto ondas. Como discutido

no Caṕıtulo 1, em um experimento de interferência de fenda dupla com elétrons, os elétrons

comportam-se como ondas ou como part́ıculas. Os elétrons passam pelas fendas e formam

franjas de interferência nos detectores. Como explicar esse padrão de interferência sem a

hipótese de que o elétron passou por ambas as fendas? Einstein apontou que, pelo menos a

prinćıpio, seria posśıvel medir o recuo nos detectores devido a cada elétron que chegasse aos

detectores. Como explicar cada recuo desses sem a hipótese de que o elétron tenha passado

por apenas uma das fendas?

O racioćınio de Einstein é intuitivo, como afirmado por Bohr [122]. Suponhamos que tanto

os recuos dos detectores quanto as franjas de interferência possam ser medidos. Dos dados

relacionados aos recuos, é obtida a informação sobre o caminho que os elétrons passaram, por

uma das duas fendas. Para explicar o aparecimento das franjas de interferência, é necessária

hipótese de que os elétrons passaram por ambas as fendas. No entanto, essa conclusão é auto-

contraditória, já que o comportamento do elétron dependeria de uma fenda pela qual não

passou. Portanto, a mecânica quântica destrúıria a si mesma por uma inconsistência interna.

A resposta de Bohr a esse racioćınio é tida como uma lição central da mecânica quântica.

Podemos registrar os recuos ou as franjas de interferência, mas nunca os dois juntos. O arranjo

para que um seja observado automaticamente elimina a observação do outro. O elétron possui

momento p, o que implica em um comprimento de onda de de Broglie λ = h/p. Para que sejam

observadas as franjas de interferência, deve-se fixar a posição do detector tal que

∆y < ∆F <

(
L

2s

)
λ, (5.1)

em que ∆F é o espaçamento entre as franjas, L é a distância entre a fenda dupla e o anteparo e

s é a distância que separa as duas fendas. Para que se possa obter por qual das fendas o elétron

passou, deve-se medir o recuo no detector com uma distância pequena o suficiente para que se

possa distinguir entre um elétron de momento p = h/λ vindo de baixo, com uma inclinação

s/L, e um elétron com o mesmo momento, mas vindo de cima, na inclinação oposta. Assim,

∆py <
( s
L

) h
λ
. (5.2)

Combinando as duas equações acima, que são as condições para que o detector sirva para se



5.1 Prinćıpio de Complementaridade 109

observar os dois comportamentos, conclui-se que esse detector teria de ser incompat́ıvel com o

que o prinćıpio de incerteza [1] tem a dizer sobre sua dinâmica na direção y:

∆y∆py >
~
2
. (5.3)

Esse fato levou Bohr a enunciar o seu prinćıpio de complementaridade: as medições de

variáveis canonicamente conjugadas impõem conclusões conflitantes [123]. Quanto mais um ex-

perimento satisfaz às condições para a medição de uma variável, menos ele satisfaz às condições

para a medição de sua variável canonicamente conjugada. Dessa forma, a Eq. (5.3) é uma

quantificação da complementaridade entre a posição e o momento de uma part́ıcula. Vol-

tando ao experimento de dupla fenda, a incerteza na posição das fendas, resultante de uma

medida suficientemente precisa do momento do elétron é a distância entre dois máximos de

interferência, dado por D = λL/s. Como o prinćıpio de incerteza impossibilita a medição da

distância entre as fendas a um valor mais preciso que D, as franjas de interferência não são

observadas. Assim, quando podemos obter a informação sobre por qual fenda o elétron passou,

nenhuma interferência é observada. Segundo Bohr, o prinćıpio de complementaridade elimina

a conclusão paradoxal de que o comportamento do elétron depende da presença de uma fenda

pela qual o elétron não tenha passado.

5.1.1 Interferômetro de Mach-Zehnder

Um dos aparatos experimentais mais utilizados na literatura para experimentos envolvendo

o prinćıpio de complementaridade, nas mais diversas técnicas experimentais [124–130], é o

interferômetro de Mach-Zehnder [131]. Esse interferômetro funciona da seguinte maneira: um

fóton incide em um divisor de feixe (BSc na Fig. 5.1), e se propaga via dois caminhos, a e b,

para um segundo divisor de feixe (BSq), que direciona a part́ıcula para um dos detectores. Ao

longo de um dos caminhos, há um dispositivo que cria uma diferença de fase φ entre os dois

caminhos.

Se o caminho a é associado ao estado |0〉 e o caminho b ao estado |1〉, temos a seguinte

sequência de transformações no estado do fóton, se inicialmente no estado |0〉:

|0〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉)→ 1√
2

(|0〉+ eiφ|1〉)→

→ cos
φ

2
|0〉 − i sin

φ

2
|1〉.

Ao fim do interferômetro, as probabilidades de se detectar o fóton nos detectores Da e Db
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Figura 5.1: Interferômetro de Mach-Zehnder.

são dadas, respectivamente, por

P0 = cos2 φ
2

e

P1 = sin2 φ
2

. (5.4)

Como pode se ver, as probabilidades de detecção dependem da diferença de fase entre os cami-

nhos, caracterizando um padrão de intereferência. Assim, o papel de cada um dos integrantes

do interferômetro é claro. O primeiro divisor de feixe cria uma superposição dos estados |0〉
e |1〉, enquanto o deslocador de fases cria a diferença de fase entre os caminhos. O segundo

divisor de feixe apaga a informação de caminho do estado do fóton, eliminando a informação

sobre por qual caminho o fóton passou. Esse último processo é a parte mais importante para o

experimento de escolha retardada, como veremos adiante na próxima Subseção. O experimento

de Mach-Zehnder, com fótons individuais, foi realizado pela primeira vez pelo grupo de Aspect,

em 1986 [132].

Esse esquema pode facilmente ser entendido em um contexto mais geral de computação

quântica, através de uma sequência de portas lógicas [133]. Uma vantagem dessa abordagem é

a independência de um sistema experimental espećıfico, de forma que entendendo-se o experi-

mento em um sistema, entende-se em todos os outros. Os divisores de feixe são representados

por portas Hadamard, enquanto o deslocador de fase é representado por uma porta de fase.

Em particular, qualquer experimento de interferência com um q-bit pode ser entendido pela

sequência ilustrada no circuito quântico abaixo

H φ H

Uma conexão direta desse interferômetro com a computação quântica é dada pela seguinte
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construção [131], que utiliza uma porta U controlada atuando em dois sistemas: um q-bit

inicialmente no estado |0〉 e um segundo q-bit no estado |ψ〉, autoestado de U . Essa contrução

pode ser descrita pelo seguinte circuito:

|0〉 H • H

|ψ〉 U

Nesse exemplo, mostrado no circuito acima, temos a seguinte sequência de transformações

nos q-bits:

|0〉 ⊗ |ψ〉 → 1√
2

(|0〉+ |1〉)⊗ |ψ〉 → 1√
2

(|0〉+ eiφ|1〉)⊗ |ψ〉 →

→ cos
φ

2
|0〉 − i sin

φ

2
|1〉 ⊗ |u〉. (5.5)

Como o estado do q-bit auxiliar, |ψ〉, é autoestado de U , seu autovalor eiφ é “jogado” para

o estado do primeiro q-bit, à frente da componente |1〉 do estado, criando uma diferença de

fase. Como podemos ver claramente pela sequência de transformações (5.5), esse circuito é

uma simulação exata de uma medida interferométrica usando um interferômetro de Mach-

Zehnder e é a base de vários algoritmos quânticos, como o algoritmo de Shor [18] e o circuito

de espalhamento [134].

5.2 O experimento de escolha retardada de Wheeler

Uma das opções levantadas por Wheeler [13] para a realização do experimento de escolha re-

tardada utiliza o interferômetro de Mach-Zehnder. Nesse caso, o principal ingrediente, como

mencionado na Subseção anterior, é o segundo divisor de feixe do interferômetro. A função

desse divisor de feixe é apagar a informação sobre qual caminho o fóton passou, o que per-

mite a observação do padrão de interferência nos detectores da Fig. 5.1. Assim, a presença

ou não desse divisor de feixe é o que implica na observação de um padrão de interferência,

caracteŕıstico de uma onda, ou na obtenção de informação sobre o caminho percorrido pelo

fóton, caracteŕıstico de uma part́ıcula.

Na ausência do segundo divisor de feixe, o estado do fóton logo antes de chegar ao detector

é dado pela superposição 1√
2
(|0〉+ |1〉), que implica em uma estat́ıstica nos detectores dada por

P0 = 1
2

,

P1 = 1
2

, (5.6)
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Figura 5.2: Proposta de experimento de escolha retardada utilizando um interferômetro de
Mach-Zehnder. Retirado de [13].

que é independente da diferença de fase criada pelo deslocador de fase. Assim, dependendo

de como o aparato experimental é montado, se observa um fenômeno de interferência ou se

obtém qual dos caminhos do interferômetro foi percorrido pelo fóton. Mas, em conformidade

com o prinćıpio de complementaridade, não é posśıvel se realizar os dois tipos de observação

simultaneamente.

Adicionando a esse experimento o ingrediente da escolha retardada, obtém-se o arranjo

experimental da Fig. 5.2. Nesse caso, a proposta de Wheeler é de que a posição dos detectores

seja trocada entre as posições C1 e C2 ou C ′1 e C ′2 a partir da escolha do experimentador e de

forma que o fóton já tenha passado primeiro divisor de feixe, A. É importante notar que os

eventos da passagem pelo primeiro divisor de feixe e a escolha por quais posições dos detectores,

se C1 e C2 ou C ′1 e C ′2, devem ser desconectados causalmente. Ou seja, devem possuir uma

separação tipo espaço. Nas palavras de Wheeler (em tradução livre), como nenhum sinal pode

viajar mais rápido do que a luz “temos uma estranha inversão na ordem normal do tempo.

Nós, agora, colocando ou retirando o espelho temos um efeito inevitável sobre o que podemos

dizer sobre o passado do fóton.” [135].

5.2.1 Realização experimental

Desde a proposta de Wheeler, vários experimentos foram realizados [132,136–139], mas nenhum

seguiu completamente as ideias originais. Em 2007, Jacques et al realizaram o experimento

de acordo com a proposta de Wheeler em um experimento de ótica quântica. Para tal, foi

utilizada uma montagem em que o segundo divisor de feixe é colocado ou retirado de forma

aleatória, com o aux́ılio de um gerador de números aleatórios quântico [140].

Os fótons são emitidos de um centro de vaga de nitrogênio em diamante e são enviados com
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Figura 5.3: Realização experimental do experimento de Wheeler. Retirado de [14]

uma polarização bem definida em um divisor de feixe para um interferômetro com 48 metros de

comprimento, com dois braços associados a polarizações ortogonais S e P . O divisor de feixe

remov́ıvel BSsaida (veja a Fig. 5.3) consiste de uma combinação de uma placa de meia onda, um

divisor de feixe de polarização BS ′, um modulator eletro-ótico com eixo ótico orientado a 22, 5o

das polarizações de entrada e um prisma de Wollaston. A escolha entre as duas configurações

é feita pelo modulador eletro-ótico, que pode ser configurado em duas configurações dentro

de um tempo de 40ns. Se uma tensão é aplicada ao modulador, o divisor de feixe BSoutput é

colocado, caso não seja aplicada a tensão, o divisor de feixe é ausente.

O tamanho dos braços do interferômetro (48m) implica em um tempo de vôo para os fótons

de 160ns. Um número binário aleatório 0 ou 1, gerado por um gerador de números aleatórios

quântico, decide pela aplicação ou não da tensão sobre o modulador eletro-ótico em 40ns, depois

de um atraso do circuito eletrônico de 80ns. Dois sinais sincronizados a partir de um relógio

são usados para disparar a emissão do fóton e o gerador de números aleatórios quântico. No

referencial do laboratório, a escolha aleatória entre as duas conFigurações do interferômetro, se

aberto ou fechado, é feita simultaneamente com a entrada do fóton no interferômetro. Como o

gerador de números aleatórios quântico está ao final do interferômetro, podemos garantir que

o fóton entre no cone de luz futuro da escolha aleatória quando está no meio do interferômetro,

após ter passado por BSinput.

O experimento foi realizado modificando-se aleatoriamente o estado do modulador para

cada fóton enviado ao interferômetro, correspondendo a uma escolha aleatória entre as duas

configurações posśıveis, com o segundo divisor de feixe presente ou ausente. A diferença de

fase entre os dois braços do interferômetro é obtida com o aux́ılio de um atuador pizoelétrico.

Na Fig. 5.4 observa-se claramente em (a) a aparição de um padrão de interferência quando

a tensão é aplicada sobre o modulador eletro-ótico. Na mesma Figura, em (b) é observada a

mesma probabilidade de detecção nos dois detectores quando o modulador não recebe tensão.
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Figura 5.4: Resultados do experimento de escolha retardada. Retirado de [14]

Essa realização do experimento de escolha retardada de Wheeler mostra que o comporta-

mento do fóton em um interferômetro depende da escolha do observável que é medido, mesmo

que a escolha seja feita em uma posição e um instante que sejam separados da entrada do fóton

no interferômetro por um intervalo de tipo espaço.

5.3 Versão quântica do experimento de escolha retar-

dada

A proposta de Wheeler elimina uma posśıvel relação causal entre o comportamento do q-bit, se

de onda ou part́ıcula, com a escolha do aparato experimental a ser utilizado. No entanto, ainda

persiste a complementaridade entre os dois aparatos experimentais: ou o interferômetro está

aberto, o que leva a um comportamento de part́ıcula, ou está fechado, o que implica em um

comportamento ondulatório. Isso implica que uma visão realist́ıca dos q-bits ainda pode ser

obtida, já que os q-bits comportam-se como ondas ou como part́ıculas durante todo o tempo.

Em 2011, motivados por essa questão, Ioniciou e Terno [24] propuseram uma versão quântica

desse experimento, trocando o controle clássico da proposta de Wheeler por um dispositivo

quântico. Usando a linguagem de circuitos quânticos, a proposta de Wheeler pode ser encarada

como um sistema contendo um q-bit auxiliar no estado |+〉 = 1√
2
(|0〉 + |1〉), que sofre uma

medida e o segundo divisor de feixe do interferômetro de Mach-Zehnder é ausente ou presente,

dependendo do resultado dessa medida. Esse dispositivo pode ser representado por uma porta

Hadamard que atua ou não condicionada ao resultado da medida sobre o q-bit auxiliar (veja

a Fig. 5.5(a)). Se esse dispositivo é trocado por um dispositivo quântico, que consiste de um

q-bit auxiliar em um estado de superposição que atua como controle de uma porta Hadamard-

controlada, que tem como alvo o q-bit que se encontra no interior do interferômetro. Esse

dispositivo pode ser representado pelo circuito da Fig. 5.5(b).

A introdução desse dispositivo implica que o segundo divisor de feixe está em um estado de

superposição entre estar “presente e ausente”. Da interpretação de Wheeler do experimento
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Figura 5.5: Representação em circuitos quânticos dos experimentos de escolha retardada de
Wheeler (a) e sua versão quântica (b). Retirado e adaptado de [24].

[135], isso implica que o q-bit está em uma superposição de part́ıcula e onda ao mesmo tempo.

Uma outra implicação da introdução do dispositivo quântico é a quebra da ordem temporal

entre as medidas sobre o q-bit auxiliar e sobre o q-bit que passa pelo interferômetro (referido

como sistema daqui em diante). A medida sobre o q-bit auxiliar pode ser feita após a medida

sobre o sistema, e o comportamento do sistema só é conhecido, se de part́ıcula ou de onda, após

a correlação dos resultados experimentais entre as medidas sobre o q-bit auxiliar e o sistema.

Combinados, esses fatos implicam na não necessidade de uma separação tipo espaço entre a

entrada do q-bit no interferômetro e a escolha se o segundo divisor de feixe estará presente ou

não.

Ao final do circuito, o estado do sistema todo é dado por

|ψ〉 = cosα|p〉S|0〉A + sinα|w〉S|1〉A, (5.7)

em que |p〉 = 1√
2
(|0〉+eiϕ|1〉) é o estado ligado ao comportamento de part́ıcula e |w〉 = cos ϕ

2
|0〉−

i sin ϕ
2
|1〉 é o estado ligado ao aparecimento de franjas de interferência. A estat́ıstica observada

no detector D0 agora é dada por

I0(ϕ, α) = Ip cos2 α + Iw(ϕ) sin2 α, (5.8)

e Ip = 1/2 é a contagem no detector caracteŕıstica de uma part́ıcula e Iw é a contagem ligada ao

comportamento ondulatório e ligada à visibilidade V pela relação V = (Imax−Imin)/(Imax+Imin)

= sin2 α. Dessa forma, temos uma transição suave entre o comportamentos de part́ıcula, para

α = 0, e o comportamento ondulatório, para α = π/2 (veja a Fig. 5.6).

O segundo divisor de feixe controlado quanticamente faz transcender a dicotomia entre onda

e part́ıcula nos estados do q-bit, permitindo que esse seja preparado em uma superposição de

ambos. Por exemplo, se a medida sobre o q-bit auxiliar é feita na base |±〉, o estado do sistema

é dado por uma superposição cosα|p〉 ± sinα|w〉, que é uma superposição sem análogo clássico
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Figura 5.6: Transição suave entre os comportamentos de onda e part́ıcula. Retirado de [24].

e que garante o caráter quântico do sistema.

A introdução do divisor de feixe quântico nos permite excluir modelos de variáveis ocultas

nos quais “onda” e “part́ıcula” sejam propriedades realistas do sistema, ou seja, propriedades

intŕınsecas e independentes de qualquer operação feita sobre o sistema. Caso exista, esse modelo

deve satisfazer a duas condições: primeiro, a de que deve reproduzir a estat́ıstica prevista pela

mecânica quântica e em segundo lugar de que um dado q-bit possua a propriedade de ser uma

onda ou part́ıcula intrinsecamente. A segunda hipótese faz com que a não existência desse

modelo elimine teorias de variáveis ocultas existentes [141] que tenham noções realistas de

onda ou part́ıcula. Na base computacional A⊗S = (00, 01, 10, 11) a estat́ıstica para o sistema

conjunto, formado pelos dois q-bits, é dada por

p(a, b) =

(
1

2
cos2 α, sin2 α cos2

ϕ

2
,
1

2
cos2 α, sin2 α cos2

ϕ

2

)
. (5.9)

Nenhum modelo satisfatório de variáveis ocultas descreve essa estat́ıstica e possui ondas ou

part́ıculas como propriedades realistas de um q-bit. Pode-se assumir que a fonte emita aleatori-

amente ondas e part́ıculas, com alguma probabilidade. No entanto, para que a estat́ıstica (5.9)

seja obtida, os q-bits exibem um comportamento inconsistente: em um interferômetro aberto

ondas obedeceriam a uma estat́ıstica associada a part́ıculas, enquanto em um interferômetro

fechado part́ıculas exibiriam um padrão de interferência, propriedade caracteŕıstica de ondas.

Consequentemente, as propriedades de onda e part́ıcula perdem o sentido. A demonstração

desse fato em detalhes faz parte dos resultados dessa tese e é dada no Caṕıtulo seguinte, em
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Figura 5.7: Esquema da montagem experimental para o experimento de escolha retardada
com controle quântico. Acima, o esquema de montagem do interferômetro, com as lâminas de
“onda” e “part́ıcula”. No detalhe, o esquema de montagem dessas lâminas. Retirado de [29].

um contexto mais geral, com a presença de rúıdo branco.

5.3.1 Realização experimental via ótica quântica

Três experimentos foram realizados utilizando fótons individuais, por meio de diferentes monta-

gens experimentais [29–31]. O primeiro usa os graus de liberdade de polarização dos fótons [29]

para implementar o circuito dado na Fig. 5.5 (b), e demonstra o caráter quântico do experi-

mento fazendo medidas sobre o q-bit auxiliar em diferentes direções de polarização. O segundo

experimento utiliza um circuito fotônico integrado [30], seguido de um teste de violação de desi-

gualdades de Bell para se fazer a diferenciação do estado do sistema para uma mistura clássica.

A terceira implementação trata do uso de dois fótons inicialmente emaranhados [31], com um

deles passando por um interferômetro de Mach-Zehnder e o outro passa por um modulador

eletro-ótico que permite caracterizar o comportamento do fóton que passou pelo interferômetro,

se de part́ıcula ou onda.

Implementação de Tang et al.

Na implementação realizada por Tang e seus colaboradores [29], os fótons individuais, emitidos

pela fonte com polarização bem definida, passam por um interferômetro de Mach-Zehnder,

como descrito na Fig. 5.7. O fóton auxiliar passa pelas duas lâminas “onda” ou “part́ıcula”,

que fazem parte do controle quântico que coloca o estado dos dois fótons na superposição dada
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Figura 5.8: Probabilidades de se observar o fóton no detector do caminho 1. De a a h, o
ângulo α varia de jπ/8, com j variando de 0 a 7. Os śımbolos vermelhos são os pontos
experimentais para a mistura estat́ıstica entre os estados de onda e part́ıcula, enquanto os
azuis são relacionados à superposição entre esses comportamentos. As linhas representam as
curvas esperadas teoricamente. Retirado de [29].
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Figura 5.9: Esquema em circuito do dispositivo fotônico integrado usado no experimento.
Retirado de [30].

na Eq. (5.7) e podem ser vistas no detalhe da Fig. 5.7. O controle da fase do fóton que passa

pelo interferômetro é feito pelas placas de quartzo colocadas antes do primeiro divisor de feixe

(BD1). O segundo divisor de feixe (correspondente à segunda Hadamard) no interferômetro

fechado é dado por BD3, BD4 e HWP2 (HWP1). Para a lâmina de meia onda na lâmina “onda”,

o eixo ótico é ajustado a 22, 15o, o que garante o aparecimento das franjas de interferência e o

comportamento como onda do fóton. No caso da lâmina de “part́ıcula”, o eixo ótico é ajustado

a 0o e o interferômetro é aberto, com o fóton comportando-se como part́ıcula.

A terceira parte do experimento consiste no controle quântico através das duas lâminas de

“onda” e “part́ıcula”. Fótons individuais são preparados com um estado de polarização |pol〉 =

cosα|H〉+ sinα|V 〉 antes de BD2 e passam pelas lâminas de “part́ıculas”e “ondas”, de forma

controlada pela polarização desse fóton. As duas lâminas são então combinadas por BD5, com o

estado dos fótons dado pela Eq. (5.7). A detecção é feita por contadores de fótons, associados a

cada um dos caminhos do interferômetro. Para que uma superposição entre os estados de onda

e part́ıcula seja observada, é inserido um polarizador a 45o para que sejam pós-selecionados

fótons nos estados |+〉 e |−〉. A comparação na contagem do detector do caminho 1 entre os

estados de Eq. (5.7) e uma mistura estat́ıstica, dependendo do ângulo de polarização (α) do

fóton auxiliar é mostrada na Fig. 5.8. Essa diferença entre os comportamentos de uma mistura

clássica e da superposição entre os estados de part́ıcula e onda na Fig. 5.8 mostram o caráter

quântico do sistema.

Implementação de Peruzzo et al.

A segunda implementação experimental por ótica quântica da proposta de Terno e Ioniciou é

devida a Peruzzo e seus colaboradores [30], que utilizaram um dispositivo fotônico integrado e

fótons individuais emitidos por conversão paramétrica, inicialmente não emaranhados. Um dos

fótons passa pelo interferômetro, representado pelo fóton s na Figura 5.9, enquanto o fóton a

controla o segundo divisor de feixe, responsável pelo estado final do sistema (Eq. (5.7)). Para
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Figura 5.10: Resultados experimentais (a), os pontos brancos são os pontos experimentais,
para a transição entre os comportamentos de onda e part́ıcula, comparados com os resultados
esperados teoricamente (b). Em (c) e (d), a comparação entre os resultados experimentais
(pontos amarelos em (c)) e teóricos (d) para o teste de violação de desigualdade de Bell, com
a violação na região em azul nos gráficos. Retirado e adaptado de [30].

se garantir a diferença desse estado para um estado em que o fóton a esteja em uma mistura

estat́ıstica clássica, eles acoplam o sistema a um teste de violação de desigualdades de Bell.

Em maiores detalhes, o fóton s entra no interferômetro passando pela porta Hadamard (H

na Figura), na parte inferior da Fig. 5.9. A fase relativa ϕ é aplicada entre os dois modos do

interferômetro. Então, a Hadamard controlada (CH) é implementada por meio de uma porta Z

controlada não-determińıstica, por meio de dois interferômetros de Mach-Zehnder adicionais.

O fóton auxiliar é controlado por um deslocador de fase, que determina o estado quântico do

segundo divisor de feixe, em superposição de presente e ausente. Por último, as medidas locais

para o teste de violação de desigualdade de Bell são feitas por meio de rotações locais, UA e

UB, seguida da detecção dos fótons. As portas são implementadas por acopladores direcionais

de refletividade 1/2 (dc1 − dc5 e dc9 − dc13) e 1/3 (dc6 − dc8), além de aquecedores resistivos

(retângulos alaranjados), responsáveis pela implementação dos deslocadores de fase [4]. A
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Figura 5.11: Esquema da montagem experimental para a realização do experimento de escolha
retardada. No lado esquerdo, o aparato para o fóton auxiliar c, enquanto à direita é mostrado
o aparato para o fóton de teste t. Retirado e adaptado de [31].

comparação entre os resultados teóricos e experimentais pode ser vista na Fig. 5.10 (a) e (b),

assim como a observação da violação da desigualdade de Bell para o estado da Eq. (5.7), em

(c) e (d) da mesma Figura.

A partir da verificação de violação da desigualdade de Bell pelo estado dado em (5.7),

é garantido o caráter quântico desse sistema e elimina-se uma posśıvel fuga de detecção da

proposta teórica e das realizações experimentais via RMN1 [27, 28]. Nessa implementação,

credita-se a correlação entre o comportamento do fóton s, se como onda ou part́ıcula, e o

estado do fóton s ao emaranhamento presente no estado final do sistema, dado por (5.7).

Implementação de Kaiser et al.

A última implementação de um experimento de escolha retardada controlado por um dispo-

sitivo quântico é devida a Kaiser e seus colaboradores [31]. Nesse experimento, a proposta

de Ioniciou e Terno [24] foi alterada, com os dois q-bits incialmente emaranhados e apenas

um deles passando por um interferômetro de Mach-Zehnder, com o q-bit auxiliar controlando

o comportamento do q-bit que passa pelo interferômetro, se corpuscular ou ondulatório. O

comportamento do q-bit que passa pelo interferômetro só é conhecido após a correlação com o

resultado de uma medida feita sobre o q-bit auxiliar. Como na implementação realizada por

Peruzzo e seus colaboradores, um teste de violação de desigualdades de Bell é realizado após a

passagem dos dois fótons por todo o aparato experimental, para se garantir o caráter quântico

desse experimento.

Para realizar experimentalmente essa proposta, uma fonte emitindo fótons individuais com

os graus de polarização emaranhados envia um fóton t para um interferômetro de Mach-

1veja o Caṕıtulo seguinte para uma discussão em detalhes da implementação de [27].
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Figura 5.12: Resultados experimentais. Os pontos pretos são os pontos experimentais, com
suas respectivas barras de erros. A superf́ıcie sólida é a previsão teórica, com a região vermelha
indicando a região em que ocorre a violação de desigualdade de Bell. Em (a), a curva para
a detecção do fóton c realizada na base {H,V }, enquanto em (b) é mostrada a curva para a
detecção de c na base {D,A}. Retirado e adaptado de [31].

Zehnder, que é aberto para fótons com polarização horizontal e fechado para fótons verti-

calmente polarizados (veja a Fig. 5.11). O controle da polarização do fóton t é feito pelo uso

de um divisor de feixe dependente de polarização. O segundo fóton c é enviado para outro

laboratório, distante 20m do primeiro, e utilizado como fóton auxiliar, permitindo a deter-

minação do comportamento do fóton t: se onda, part́ıcula ou uma superposição entre os dois

comportamentos.

O divisor de feixe quântico (QBS na Fig. 5.11) é composto de duas partes. A primeira

é o divisor de feixe dependente de polarização (PDBS), que reflete totalmente fótons com

polarização horizontal e divide o feixe 50/50 para fótons verticalmente polarizados. Esse divisor

de feixe especial é obtido a partir da combinação de materiais óticos [142]. Após PDBS, cada

estado de polarização do fóton t é associado a um dos comportamentos complementares, onda

ou part́ıcula. O segundo estágio do divisor de feixe quântico é a passagem pelos divisores de

feixe PBS1 e PBS2, que apagam toda a informação que tenha existido potencialmente na

sáıda de PDBS [143]. Dessa forma, a única forma de se conhecer o comportamento do fóton

detectado em um dos detectores Da′ , Da′′ , Db′ e Db′′ é através de uma medida sobre o fóton c.

O fóton c passa pelo aparato mostrado no lado esquerdo da Fig. 5.11 e consiste de duas

partes. Inicialmente, o fóton passa por um modulador eletro-ótico (EOM na Fig. 5.11), que

permite o controle da polarização desse fóton, permitindo superposições entre os estados de

polarização, cosα|H〉+sinα|V 〉 . Após a passagem do fóton por PBS3, o fóton auxiliar é trans-

mitido (|H〉) ou refletido (|V 〉). Isso projeta o estado do fóton t no estado cosα|p〉 − sinα|w〉,
no caso de um clique em DH , ou no estado sinα|p〉 + cosα|w〉, quando o detector DV é acio-

nado. Escolhendo-se 0 < α < π/2, obtem-se uma mudança cont́ınua entre os comportamentos

de onda e part́ıcula do fóton t. Essa transição entre os dois comportamentos é mostrada na
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Fig. 5.10, tanto com o fóton auxiliar detectado nas bases {|H〉, |V 〉} e {|D〉, |A〉}, em que |D〉
= 1√

2
(|H〉+ |V 〉) e |A〉 = 1√

2
(|H〉 − |V 〉).

Assim como na implementação de Peruzzo, é creditado o caráter quântico desse experimento

ao emaranhamento entre os dois fótons, e verificado experimentalmente através de um teste

de violação de desigualdade de Bell. Além disso, o emaranhamento é apontado pelos autores

como o recurso responsável pela possibilidade de implementação do divisor de feixe com controle

quântico e da correlação entre o estado do fóton c com o comportamento do fóton t.

O emaranhamento também é apontado como o recurso principal dos experimentos de Pe-

ruzzo e Kaiser por Lloyd [144], como o responsável pela correlação e pela possibilidade de se

inverter a ordem das medidas do fóton auxiliar e do fóton que passa pelo interferômetro nesses

dois experimentos. No entanto, na Seção 6.2 é mostrado que essa correlação é robusta à pre-

sença de rúıdo branco, mesmo em ńıveis em que não exista a presença de emaranhamento no

sistema, como no caso de RMN, por exemplo.
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Caṕıtulo 6

Resultados II: realização, via RMN, da

versão quântica do experimento de

escolha retardada

Nesse Caṕıtulo são discutidos os dois resultados ligados à proposta de Ioniciou e Terno para

uma versão quântica do experimento de escolha retardada [24]. Inicialmente, é discutida a

implementação experimental, anterior às realizações via ótica quântica discutidas no último

Caṕıtulo, dessa proposta utilizando as técnicas de RMN [27]. Feita essa discussão, é demons-

trada explicitamente a robustez quanto à presença de rúıdo branco das correlações entre o

estado do q-bit auxiliar e o comportamento do q-bit que passa pelo interferômetro, se de onda

ou part́ıcula [33]. Além disso, é demonstrada a incompatibilidade de modelos de variáveis

ocultas que possuam noções realistas de onda ou part́ıcula, mesmo no caso em que o sistema

está em contato com um ambiente com uma quantidade arbitrária de rúıdo branco.

6.1 Realização experimental da versão quântica do ex-

perimento de escolha retardada

Nessa Seção, utilizando as técnicas de RMN, é estudada experimentalmente a versão quântica

do experimento de escolha retardada, proposta por Ioniciou e Terno [24] (veja a Seção 5.3

do Caṕıtulo anterior). Como já discutido, nessa proposta o segundo divisor de feixe de um

interferômetro de Mach-Zehnder, como na Fig. 6.1, está em uma superposição de estar ausente

e presente. Em outras palavras, o interferômetro está em uma superposição de estar aberto

e fechado. Essa superposição leva o q-bit que passa pelo interferômetro a uma superposição

entre onda e part́ıcula. Os resultados experimentais obtidos mostram bom acordo com a teoria

125
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Figura 6.1: Interferômetro de Mach-Zehnder com BS2 em superposição de estar ausente e
presente. Retirado e adaptado de [27].

e mostram que, contrário ao prinćıpio de complementaridade, é posśıvel a observação dos

comportamentos de onda e part́ıcula de um sistema utilizando um mesmo aparato experimental.

Esse fato é uma consequência da natureza quântica do dispositivo que controla o sistema

quântico, o segundo divisor de feixe nesse caso (como mostrado na Fig. 6.1).

A ideia, como discutido na Seção 5.3, é a seguinte: o experimento de escolha retardada

clássico pode ser implementado utilizando um gerador de números aleatórios quântico [14],

como discutido na Seção 5.2.1. Esse gerador pode ser realizado utilizando-se um q-bit auxiliar

A em estado de superposição uniforme e medido após o q-bit do sistema S passar o primeiro

divisor de feixe. A sáıda da medida sobre A (0 ou 1) define se o interferômetro está aberto ou

fechado [14]. Na versão quântica, esse controle clássico é substitúıdo por um controle quântico,

antes da medida sobre o q-bit auxiliar [24]. Os dois comportamentos podem ser observados a

partir da correlação entre os resultados das medidas sobre A e S.

A transformação empregada por BS2 é controlada coerentemente pelo q-bit auxiliar de

forma que, se esse q-bit é medido no estado |0〉A, BS2 está ausente (o interferômetro é aberto)

e o estado final é |0〉A|p〉S com |p〉S =
(
|0〉S + eiθ|1〉S

)
/
√

2, representando o comportamento de

part́ıcula do q-bit S. Por outro lado, se o estado de A é dado por |1〉A, BS2 está presente (o inter-

ferôemtro fechado) e o estado final é |1〉A|w〉S em que |w〉S = eiθ/2 (cos (θ/2) |0〉S − i sin (θ/2) |1〉S),
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Figura 6.2: Esquema para a sequência de operações realizadas no experimento de escolha
retardada. No primeiro bloco (a), o estado inicial é preparado e a superposição do estado de
S é criada. No segundo bloco (b), temos a sequência de operações para a implementação da
porta Hadamard controlada. O último bloco (c) é a medida forte não seletiva feita sobre o
q-bit auxiliar. Retirado e adaptado de [27].

ligado ao comportamento ondulatório de S. O q-bit auxiliar também pode ser preparado em

uma superposição da forma cos(α/2)|0〉A + sin(α/2)|1〉A, nesse caso, após BS2, obtemos o

estado [24] (Eq. (5.7):

|ψ〉 = cos
(α

2

)
|0〉A|p〉S + sin

(α
2

)
|1〉A|w〉S. (6.1)

Esse cenário é completamente diferente do caso de informação parcial das quantidades com-

plementares discutida por Englert em [145], no qual uma interação fraca com o interferômetro

permite a obtenção de informação incompleta sobre essas quantidades. Nesse mesmo trabalho

foi apresentada uma desigualdade que limita a informação máxima que pode ser obtida simul-

taneamente sobre os dois comportamentos, padrões de interferência e informação de caminho.

Nesse caso se tem o conhecimento completo sobre as duas propriedades, deixando o q-bit em

uma superposição de ambos os comportamentos [24].

O experimento foi realizado utilizando espectroscopia por RMN de estado ĺıquido com uma

amostra de de CHCl3, marcada com 13C e que contém dois spins 1/2. A amostra foi preparada

misturando-se 50 mg de CHCl3 99 % em uma solução de 0,7 ml de acetona deuterada a 99%

em um tubo de 5 mm. A amostra de clorofórmio enriquecido foi fornecida por Cambridge

Isotope Laboratories - Inc. Os experimentos foram feitos a temperatura ambiente (25◦ C), em

um espectrômetro Varian 500 MHz Premium Shielded e uma sonda de dupla ressonância de

5mm, equipada com bobinas de gradiente, instalados no Centro Brasileiro de Pesquisas F́ısicas.

A Fig. 6.2 mostra o circuito para o procedimento experimental. O q-bit representado

pelo spin nuclear do Hidrogênio exerce o papel de q-bit auxiliar, enquanto o spin do carbono

representa o q-bit S. O primeiro bloco da Fig. 6.2 executa a preparação de estados inicial e cria

a superposição do estado de S. O estado pseudo-puro inicial |00〉A,S é preparado aplicando-se
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a sequência de pulsos de radiofrequência e gradientes de campo dada na Seção 2.4 do Caṕıtulo

2. Após a preparação do estado inicial, uma rotação (α)Hy é aplicada sobre o 1H, para que

o estado cos(α/2)|0〉A + sin(α/2)|1〉A do q-bit auxiliar seja preparado. Uma porta pseudo-

Hadamard, (π/2)Cy , é aplicada ao 13C, criando a superposição (|0〉S + |1〉S) /
√

2. A diferença

de fase é introduzida por uma rotação de θ na direção z, aplicada também sobre o núcleo de

carbono. No segundo bloco da Fig. 6.2, o controle quântico do interferômetro é implementado

por meio de uma porta Hadamard controlada [146], decomposta em quatro rotações e duas

portas CNOT, como mostrado na Fig. 6.2. O terceiro bloco do procedimento experimental

é a parte de medida forte na base de autoestados de σz sobre o q-bit auxiliar [76, 82] (veja a

Subseção 2.5.4 no Caṕıtulo 2). Após o último bloco, a informação sobre a natureza corpuscular

ou ondulatória do q-bit pode ser obtida a partir de uma tomografia de estado parcial dos spins

nucleares.

A medida forte é implementada da seguinte maneira: a sequência da Fig. 6.2 leva à perda

de coerência do spin de 1H pela aplicação de pulsos e gradientes de campo. A coerência do

spin de 13C é protegida pelo pulso (π)
13C
x , que refocaliza sua coerência. Esse proocedimento

implementa a medida forte na direção z, já que a matriz densidade do sistema é exatamente a

mesma obtida em um ensemble de medidas projetivas na direção z sobre o q-bit auxiliar.

Empregando essa medida forte sobre o q-bit auxiliar, obtemos a seguinte matriz desvio

∆ρZ ∝ 1 + σAz
2

⊗ cos
(α

2

)2
|p〉S〈p|+

+
1− σAz

2
⊗ sin

(α
2

)2
|w〉S〈w|. (6.2)

A matriz desvio na Eq. (6.2) é uma matriz diagonal por blocos, em que cada bloco contém

a informação sobre o comportamento ondulatório ou corpuscular do sistema. Como RMN lida

com um ensemble de moléculas, não é posśıvel a realização de uma medida e a subsequente pós-

seleção dos resultados. No entanto, é posśıvel se implementar uma medida forte não seletiva

sobre o sistema a partir de uma dinâmica não-unitária. Seguindo a dinâmica de apenas um

elemento da matriz desvio (6.2), pode-se emular a pós-seleção de um dado resultado para a

medida do q-bit auxiliar. Nota-se que não é necessária a tomografia completa do estado para

se explorar os aspectos da complementaridade entre onda e part́ıcula de um spin. Isso pode ser

feito seguindo-se a dinânima de apenas um elemento da matriz desvio: aquele que representa

a população do estado inicial do interferômetro.

Na Fig. 6.3 pode ser observada a transição cont́ınua, em função do parâmetro α, do

comportamento ondulatório (a oscilação em função de θ) para o comportamento caracteŕıstico

de part́ıcula (a probabilidade constante em função de θ). Esses dois aspectos complementares

podem ser observados nesse único arranjo experimental a partir de medidas da magnetização

dos spins nucleares.
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Figura 6.3: Probabilidade de se detectar o estado inicial, Tr (∆ρ|10〉A,S〈10|). Os pontos repre-
sentam os pontos experimentais e as linhas são as curvas esperadas teoricamente. Retirado e
adaptado de [27].

Resumindo, implementamos a versão quântica do experimento de escolha retardada de Whe-

eler, proposto teoreticamente por Ioniciou e Terno [24]. Os resultados obtidos estão em acordo

com as predições teóricas e revelam novos e importantes aspectos do prinćıpio de complemen-

taridade de Bohr. Uma reinterpretação desse prinćıpio se faz necessária, já que os resultados

exibidos na Fig. 6.3 mostram que é posśıvel se preparar um sistema em uma superposição dos

aspectos de onda e part́ıcula. Esse fato permite que sejam observados os comportamentos de

onda e part́ıcula com o mesmo aparato experimental, já que temos um dispositivo capaz de

controlar de forma coerente a interferência entre os dois caminhos do interferômetro. Esse fato

é contraditório com a afirmação original do prinćıpio de complementaridade. Além disso, isso

nos força a descartar os comportamentos de onda e part́ıcula como propriedades realistas do

sistema [24], como mostraremos na próxima Seção.

6.2 Dualidade onda-part́ıcula em um ambiente com rúıdo

branco arbitrário

A introdução do controle quântico na proposta de Ioniciou e Terno [24] possui duas con-

sequências principais. A primeira delas é a de que o experimentador pode medir o q-bit auxi-

liar após a detecção do q-bit que passa pelo interferômetro (sistema). Os comportamentos de

onda ou part́ıcula são obtidos pela correlação entre os dados experimentais para as medidas
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sobre o q-bit auxiliar e sobre o sistema. A complementaridade não está mais nos arranjos

experimentais, já que apenas um aparato experimental é utilizado, mas nas correlações entre

os dados experimentais [24, 27–31]. Essa propriedade do sistema permite uma transição suave

entre os comportamentos de onda e part́ıcula do sistema. A segunda consequência, talvez a

mais importante, é a demonstração de que, no caso de estados puros, não existe um modelo

de variáveis locais que reproduza a distribuição de probabilidades obtida do estado dado na

Eq. (6.1), em que os comportamentos de onda ou part́ıcula do sistema sejam propriedades

reaĺısticas do sistema, ou seja, propriedades intŕınsecas e que não variam no tempo [24].

A proposta de Wheeler elimina uma posśıvel relação causal entre o comportamento do q-bit,

se de onda ou part́ıcula, com a escolha do aparato experimental a ser utilizado. No entanto,

ainda persiste a complementaridade entre os dois aparatos experimentais, ou o interferômetro

está aberto, o que leva a um comportamento de part́ıcula, ou está fechado, o que implica em

um comportamento ondulatório. Isso implica que uma visão realist́ıca dos q-bits ainda pode ser

obtida, já que os q-bits comportam-se como ondas ou como part́ıculas durante todo o tempo.

Ou seja, ainda existe um modelo de variáveis ocultas, em que os comportamentos de onda e

part́ıcula sejam definidos de forma realista. Na versão quântica desse experimento, o segundo

divisor de feixe está em superposição de ausente e presente durante todo o tempo. Assim, surge

a pergunta sobre a existência de um modelo de variáveis ocultas que reproduza a estat́ıstica

obtida experimentalmente e que possua noções realistas de onda ou part́ıcula, ou seja, de que

são ligados a propriedades intŕınsecas dos q-bits e que não variam no tempo [24].

Fenômenos quânticos são apontados como recursos importantes para tarefas de computação

e comunicação [41]. Sob um ponto de vista prático, é importante se conhecer o quanto a

presença de rúıdo afeta a coerência do sistema. Nessa Seção analizaremos como a presença

de rúıdo influencia a versão quântica do experimento de escolha retardada e mostraremos que

a dualidade onda-part́ıcula não pode ser explicada em termos clássicos. Um outro aspecto

importante é ligado ao papel do emaranhamento nesse experimento, já que o estado dado em

(6.1) apresenta emaranhamento para todos os valores de α, exceto os extremos.

Os estados |0〉S e |1〉S são utilizados para se rotular os braços b e a do interferômetro, respec-

tivamente. A transformação aplicada pelo segundo divisor de feixe é controlada coerentemente

pelo sistema auxiliar A. Se A está no estado |0〉A o segundo divisor de feixe é ausente, o que

significa que o interferômetro está aberto. Enquanto se seu estado for |1〉A, BSq está presente

e o interferômetro fechado. Como BSq agora é um sistema quântico, seu estado não é limitado

a presente ou ausente, já que pode estar em qualquer superposição de |0〉A e |1〉A. Ou seja,

o interferômetro pode estar em uma superposição arbitrária de estar aberto e fechado [24]. O

estado final (6.1), é dado por

|ψ〉 = cosα|p〉S|0〉A + sinα|w〉S|1〉A. (6.3)
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Inicialmente, a presença de um ambiente com rúıdo branco faz com que o estado do sistema

seja dado pelo estado de Werner [147] da forma

ρSA = η1SA + εσSA, (6.4)

no qual η = (1 − ε)/4, com ε quantificando a pureza do estado e σSA é a matriz densidade

associada ao estado puro dado na Eq. (6.1). Quando ε = 1 recuperamos o caso em que o

estado é puro, com a distribuição de probabilidades dada em (6.7). No entanto, para qualquer

outro valor de ε, temos um estado misto como estado de entrada do sistema.

Para o estado da eq. (6.4), a probabilidade de detecção do q-bit no detector Db é dada

por Ib(α, ϕ) = Tr(ρ|0〉〈0|), em que ρ1 = TrA(ρSA) = 1−ε
2
1+ ε(cos2 α|p〉+ sin2 α|w〉〈w|). Nesse

caso, temos então

Ib(α, ϕ) =
1− ε

2
+ ε

(
cos2 α

1

2
+ sin2 α cos2

(ϕ
2

))
. (6.5)

Como pode-se ver diretamente dessa equação, a transição suave entre os comportamentos de

onda e part́ıcula é observada mesmo na presença de rúıdo branco. Um padrão de interferência

com visibilidade dada por V = ε sin2 α é observado. Caso as medidas sobre o q-bit auxiliar e

sobre o sistema sejam correlacionadas, temos um comportamento de part́ıcula quando o q-bit

auxiliar é medido em |0〉, com probabilidades iguais de detecção em Da e Db. Caso o resultado

da medida seja o estado |1〉, observa-se um padrão de interferência com visibilidade

V =
ε sin2 α

(1− ε)/2 + ε sin2 α
. (6.6)

Ou seja, a correlação entre o estado do q-bit auxiliar e o comportamento do sistema é robusta

à presença de rúıdo branco no sistema, mesmo no caso em que não haja emaranhamento

no sistema. Esse fato é experimentalmente observado em [27, 28] (Seção anterior), nos quais

ε ≈ 10−5 e não há emaranhamento [100] (veja a Seção 3.2.1 do Caṕıtulo 3). Para se distinguir

esse caso de uma situação em que o estado do q-bit auxiliar encontra-se inicialmente em uma

mistura do tipo ρ′A = cos2 α|0〉〈0| + sin2 α|1〉〈1|, basta notar que a probabilidade de detecção

Ib depende da base em que é feita a medida sobre o q-bit auxiliar no caso em que o estado é

dado por (6.4), enquanto Ib é invariante a mudança na base de detecção do q-bit auxiliar no

caso em que esse q-bit encontra-se inicialmente no estado ρ′A.

Na base computacional {00, 01, 10, 11} no espaço S ⊗A, a distribuição de probabilidade de

S e A é dada por [24]

P (S,A) =
[
1
2

cos2 α, sin2 α cos2 φ
2
,
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1
2

cos2 α, sin2 α sin2 φ
2

]
. (6.7)

em que S ∈ S e A ∈ A são os resultados das medidas na base computacional.

Para demonstrarmos que a dualidade onda-part́ıcula não pode ser descrita por um modelo

de variáveis ocultas local, mesmo na presença de rúıdo branco, consideramos a estat́ıstica

obtida na base computacional para o estado dado na Eq. (6.4). Relembrando que todo o

interferômetro é uma operação unitária, a distribuição de probabilidade de S e A é dada por

Pε (S,A) = Tr
[
UIρSAU

†
I P̂SA

]
= η + εP (S,A) , (6.8)

em que P̂SA = |S〉 ⊗ |A〉〈S| ⊗ 〈A| ≡ |SA〉〈SA| é um projetor, na base computacional, sobre o

espaço SA, P (S,A) é dado na Eq. (6.7) e UI é o operador unitário que descreve a evolução

de ρSA no interferômetro.

Na sequência, mostraremos que, independente do valor de ε, não existe um modelo de

variáveis local que descreva a estat́ıstica dada na Eq. (6.8), como observado nos experimentos

de [27,28].

Seguindo a proposta da Ref. [24], assumimos que cada q-bit apresente comportamento

corpuscular ou ondulatório, com esses dois comportamentos determinados de forma uńıvoca

por uma variável oculta dicotômica. Essa variável oculta é determinada exclusivamente pela

fonte dos q-bits e determina o comportamento dos q-bits de forma totalmente independente

do aparato experimental. Em outras palavras, assumimos que existe uma variável oculta λ

que determina o comportamento de part́ıcula (λ = p) ou de onda (λ = w) do q-bit. Nesse

caso, p e w podem representar valores distintos de uma variável ou conjunto de variáveis.

Nesse modelo, a distribuição de probabilidades experimental Pε (S,A) é a distribuição marginal

de uma distribuição envolvendo λ, Pε (S,A) =
∑

λ Pε (S,A, λ). Pela regra de Bayes, essa

distribuição pode ser reescrita na forma mais conveniente

Pε (S,A) =
∑
λ

Pε (S|A, λ)Pε (A|λ)Pε (λ) , (6.9)

em que P (X|Y ) é a probabilidade condicional de X dado Y .

O próximo passo é a definição de todas as distribuições desconhecidas necessárias para se

calcular Pε (S,A, λ):

• A distribuição de probabilidades da variável oculta

Pε (λ) = [a, 1− a] , (6.10)
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na qual a é a probabilidade de λ assumir o valor p e (1− a) para o valor w.

• As probabilidades condicionais

Pε (A|λ = p) = [b, 1− b]

Pε (A|λ = w) = [c, 1− c] . (6.11)

• O comportamento de um q-bit do tipo onda (λ = w) em um interferômetro aberto (A = 0)

é desconhecido. Portanto

Pε (S|A = 0, λ = w) = [d, 1− d] . (6.12)

O mesmo ocorre para o comportamento de um q-bit tipo part́ıcula em um interferômetro

fechado (A = 1)

Pε (S|A = 1, λ = p) = [e, 1− e] . (6.13)

As demais distribuições podem ser calculadas diretamente de Pε (S,A, λ), dada na Eq.

(6.8), como distribuições marginais.

• Para o q-bit auxiliar temos Pε (A) =
∑

S Pε (S,A), o que leva a

Pε (A) =
[
2η + ε cos2 α, 2η + ε sin2 α

]
, (6.14)

sujeito aos v́ınculos

Pε (A) =
∑
λ

Pε (A|λ)Pε (λ) (6.15)

• O comportamento de um q-bit tipo part́ıcula em um interferômetro aberto (A = 0 e

λ = p) e de um q-bit tipo onda em um interferômetro fechado (A = 1 e λ = w) são dados

por

Pε (S|A = 0, λ = p) =

[
1

2
,
1

2

]
. (6.16)

e

Pε (S|A = 1, λ = w) =
1

p1

[
η + ε cos2

φ

2
sin2 α, η + ε sin2 φ

2
sin2 α

]
, (6.17)

respectivamente. Na última equação, temos p1 > 0 para qualquer ε positivo, já que α

deve ser real.

Na última equação, p1 ≡ pA=1 = 2η + ε sin2 α é a probabilidade de se medir A no estado |1〉A.
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Substituindo as distribuições acima na Eq. (6.9), sujeita ao v́ınculo (6.15), obtemos o

seguinte conjunto de equações

c (1− a)

(
d− 1

2

)
= 0, (6.18)

a (1− b) (e− β) = 0, (6.19)

ab+ c (1− a)− p0 = 0, (6.20)

em que foi feita a definição

β =
η + ε cos2 (φ/2) sin2 α

1− p0
(6.21)

e p0 = 1− p1.

Se esse conjunto de equações não apresentar nenhuma solução válida, somos levados a

concluir que não existe um modelo de variáveis ocultas local que descreva a probabilidade

observada e que apresente noções realistas de onda e part́ıcula, já que a Eq. (6.9) não é

satisfeita.

Como α e β são arbitrários, temos de descartar as soluções triviais (a = 0, c = 0) e (a =

1, b = 1), que implicam em p0 = 0 e p1 = 0, respectivamente.

A solução d = 1/2 implica que, em um interferômetro aberto, q-bits tipo onda apresentam

estat́ıstica correspondente a q-bits tipo part́ıcula,

Pε (S|A = 0, λ = w) =

[
1

2
,
1

2

]
, (6.22)

o que contraria a hipótese de realismo desses dois comportamentos. Logo, essa solução deve

ser descartada. Um comentário sobre altos ńıveis de rúıdo se faz necessário aqui. Na Eq.

(6.17) temos q-bits tipo onda apresentando estat́ıstica correspondente a part́ıculas em um

interferômetro fechado no caso em que ε = 0. No entanto, apenas nesse caso, ρSA é igual à

identidade e, como o interferômetro é uma operação unitária, nada ocorre com o sistema.

A solução e = β implica que

Pε (S|A = 1, λ = p) = [β, 1− β] . (6.23)

Como β depende de φ para qualquer ε > 0, essa solução implica que q-bits tipo part́ıcula, em

um interferômetro fechado, apresentam comportamento ondulatório (veja a Eq. (6.17)), o que

também é contrário à hipótese de realismo dos dois comportamentos.

A última solução, c = 0 e b = 1, implica em a = p0. Isso significa que os q-bits são

distribúıdos aleatoriamente como Pε(λ) = [p0, 1− p0], que é a mesma distribuição de Pε(A).

A variável oculta λ e o q-bit auxiliar A são perfeitamente correlacionados, o que implica que a

variável oculta seria determinada pela escolha do experimentador para o valor de α. Portanto,
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pela navalha de Occam, essa solução também deve ser descartada, já que se λ determina

completamente o valor do q-bit auxiliar, então ele não pode ser determinado pela escolha do

parâmetro α, feita pelo experimentador na preparação de A.

Esse resultado implica que, para qualquer ε > 0, a distribuição de probabilidade dada

na Eq. (6.8) não pode ser explicada por um modelo de variáveis ocultas locais em que os

comportamentos de onda e part́ıcula sejam propriedades f́ısicas de um sistema quântico.

No caso do estado puro, o estado dado na Eq. (6.1) é emaranhado para 0 < α < π
2
. O ema-

ranhamento entre o sistema e o q-bit auxiliar, detectado por testes de violação de desigualdade

de Bell, foi utilizado em [30, 31] como uma prova do cárater quântico do interferômetro. Por

outro lado, consideramos aqui o estado descrito pela Eq. (6.1) na presença de rúıdo branco,

ou seja, o estado de Werner dado na Eq.(6.4). Para ε < 1/3, esse estado é separável para

qualquer α [100]. Aqui demonstramos que a prova dada em [24] pode ser estendida também

para estados de Werner com ε > 0 arbitrário. Esse resultado indica que o emaranhamento

entre o sistema e o q-bit auxiliar não é o recurso principal para a ausência de um modelo

clássico que reproduza a distribuição prevista pela mecânica quântica. Além disso, isso indica

que o emaranhamento não está relacionado à correlação entre o estado do q-bit auxiliar e o

comportamento do sistema, se como part́ıcula ou onda, já que essa correlação é robusta mesmo

com um ńıvel arbitrário de rúıdo branco.

Os experimentos nas Refs. [27, 28] (veja a Seção anterior) são realizados via métodos de

RMN, que são sistemas experimentais sujeitos a um alto ńıvel de rúıdo. É um fato bem

conhecido que nesses sistemas não é posśıvel criar emaranhamento [100] (veja a Seção 3.2.1

do Caṕıtulo 3), mas é posśıvel aplicar portas não-fatoráveis que criam correlações quânticas

(de estados separáveis) entre o sistema e o q-bit auxiliar, mesmo na presença de um alto

ńıvel de rúıdo (ε � 1) [148–150]. A possibilidade de se executar esse tipo de portas permite

a implementação da versão quântica do experimento de escolha retardada. Também é um

fato bem conhecido que transformações unitárias não-fatoráveis não possuem uma descrição

reaĺıstica local eficiente, já que precisam de um número exponencialmente grande de variáveis

ocultas [104] (veja a Seção 3.2.2, do Caṕıtulo 3). Apesar das correlações entre as orientações

relativas dos spins nesses experimentos poderem ser explicadas a partir de um modelo reaĺıstico

local [104], a dualidade onda part́ıcula não pode ser explicada da mesma forma.

Para se descrever essa dualidade de forma clássica, um conjunto infinito de variáveis ocul-

tas se faz necessário, mesmo na presença de altos ńıveis de rúıdo. Pela navalha de Occam,

escolhemos a descrição mais simples dada pela mecânica quântica. Esse resultado mostra

que o mesmo ńıvel de conspiração de variáveis ocultas obtido na Ref. [24] também é obtido

em uma situação na ausência de emaranhamento. Esse resultado deixa o resultado tanto mais

abrangente quanto experimentalmente mais relevante, particularmente com base nas discussões

apresentadas em [30,31], que apontam para uma posśıvel fuga de detecção no experimento. É
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importante notar que, para ε = 0, a Eq. (6.9) possui uma solução. Mas, nesse caso, a ação de

uma transformação unitária não-fatorável não pode ser distinguida de rotações locais, o que

leva à indistinguibilidade entre os q-bits tipo part́ıcula e tipo onda.

Resumindo, foi demonstrado que a distribuição dada na Eq. (6.8) - verificada experimen-

talmente em [27–31] - exclui os comportamentos de onda e part́ıcula de um sistema quântico

individual como propriedades realistas, mesmo na presença de um alto ńıvel de rúıdo branco.

Esse resultado implica que a dualidade onda-part́ıcula não pode ser explicada classicamente.

6.3 Conclusões

Nesse Caṕıtulo, implementamos a versão quântica do experimento de escolha retardada de

Wheeler via RMN, que consiste na troca do controle clássico do segundo divisor de feixe por

um divisor de feixe controlado de forma coerente pelo estado de um q-bit auxiliar. Essa troca

implica na possibilidade do segundo divisor de feixe estar em uma superposição de ausente e

presente, ou seja, o divisor de feixe está presente e ausente, ao mesmo tempo.

Esse fato possui algumas implicações interessantes no entendimento da dualidade onda-

part́ıcula, relacionada ao prinćıpio de complementaridade. Inicialmente, a introdução do dis-

positivo quântico implica na não necessidade uma separação por um intervalo tipo espaço entre

a passagem do q-bit pelo primeiro divisor de feixe e a decisão da presença ou não do segundo,

já que esse divisor de feixe agora encontra-se em uma superposição de presente e ausente. Uma

outra implicação é a liberdade presente na ordem da realização das medidas sobre o sistema

e o q-bit auxiliar, que não é presente na versão clássica. Na versão quântica do experimento,

pode se medir o q-bit auxiliar após a detecção do q-bit que passou pelo interferômetro, e só

então se definir o comportamento do sistema, se de onda ou part́ıcula. Isso leva a uma neces-

sidade de se reformular o prinćıpio de complementaridade, já que a complementaridade entre

os comportamentos de onda e part́ıcula não encontra-se mais nos aparatos experimentais, mas

na correlação entre os dados experimentais. No entanto, apenas um dos comportamentos é

observado por vez, ondulatório ou corpuscular.

Na nossa implementação por RMN, discutida na Seção 6.1, obtém-se uma boa concordância

dos dados experimentais com a previsão teórica. E observa-se claramente a correlação entre

o aparecimento de um padrão de interferência no comportamento do sistema quando o q-bit

auxiliar é medido no estado |1〉, assim como a correlação entre o comportamento de part́ıcula

e o estado |0〉 do q-bit auxiliar. Também é observada a transição entre esses dois comporta-

mentos do sistema na Fig. 6.3, com a passagem suave entre o comportamento ondulatório e o

comportamento de part́ıcula.

Na segunda parte do Caṕıtulo, mostramos explicitamente que essa correlação introduzida
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pela inserção do divisor de feixe quântico não é ligada ao emaranhamento, sendo presente

mesmo em sistemas com alto grau de rúıdo branco como ocorre em RMN. Acreditamos que a

fonte dessa correlação seja a possibilidade de se implementar portas quânticas não-fatoráveis,

que é o caso da porta Hadamard-controlada e que desempenha o papel do divisor de feixe

quântico nesse experimento. Também é mostrado explicitamente que a introdução desse dispo-

sitivo quântico permite a exclusão dos comportamentos de onda part́ıcula como propriedades

intŕınsecas de um sistema quântico. Esse é mais um passo adiante na discussão, que perdura

desde os tempos de Einstein e Bohr, sobre o caráter epistemológico da mecânica quântica, com

a exclusão de modelos de variáveis ocultas que tenham uma noção realista dos comportamentos

de onda e part́ıcula, mesmo em sistemas altamente ruidosos.
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Caṕıtulo 7

Preparação de estados térmicos via

RMN e simulação quântica de uma

máquina térmica de um q-bit

Neste Caṕıtulo são discutidos dois resultados preliminares. O primeiro é ligado à proposta

de um método para a preparação de estados térmicos em um computador quântico, problema

que não possui uma solução eficiente. Esse método proposto não utiliza q-bits auxiliares e faz

uso das possibilidades experimentais de RMN, como a aplicação de gradientes de campo para

a implementação de operações não unitárias sobre o sistema de spins nucleares. O segundo

resultado é ligado à simulação em um computador quântico de uma máquina térmica de um

único q-bit realizando um ciclo Otto. Essa simulação oferece a implementação de processos

termodinâmicos não unitários, no caso a termalização de um q-bit em contato com um banho

térmico, através do uso de um único q-bit auxiliar, que intermedia as trocas de calor nesses

processos. Os dois resultados estão na fase de tomada de dados.

7.1 Preparação de estados térmicos via RMN

Uma das principais aplicações de um computador quântico é a simulação da evolução de sis-

temas quânticos, como apontado por Feynman [16]. Como a dimensão do espaço de Hilbert

de um sistema de N part́ıculas depende exponencialmente do número de part́ıculas, a si-

mulação desses sistemas em computadores clássicos se torna uma tarefa dif́ıcil. No entanto, é

posśıvel a simulação de um sistema quântico, de forma eficiente, a partir do controle de um

conjunto de q-bits, como mostrado por Lloyd [151]. Esse fato foi comprovado experimental-

mente, com papel destacado da RMN, com a simulação quântica de vários sistemas, como o

oscilador harmônico [152], cadeias de spins [153] e transição de fase quântica [154]. Além disso,

141
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simulações quânticas foram utilizadas para se ilustrar métodos de calcular a energia fundamen-

tal de moléculas [155] e de reações qúımicas [156], entre vários outros sistemas [157–159]. No

entanto, para a simulação de vários sistemas de interesse na área de matéria condensada, é

necessária a inicialização do sistema em um estado térmico, que em geral possui um alto grau

de mistura. Existem algumas propostas de métodos para a preparação de estados térmicos,

usando q-bits auxiliares, na literatura [160–162]. Um exemplo de simulação de um sistema

quântico em um estado térmico é feita em [163], para o caso de um magneto frustrado.

Nessa Seção, discutimos um método de preparação de estados térmicos que não faz uso

de q-bits adicionais para a preparação de um estado térmico, mas que utiliza a possibilidade

de realização de transformações não-unitárias em sistemas de RMN por meio da aplicação de

gradientes de campo. A ideia central do método é a possibilidade de se conectar quaisquer

dois estados puros de um sistema de N q-bits por uma operação unitária, fato que é uma con-

sequência direta da estrutura das representações lineares do grupo SU(4) [164]. Utilizando esse

fato, obtemos uma transformação unitária e sua decomposição em portas lógicas que podem

ser implementadas em um sistema de N q-bits, que interagem sob um hamiltoniano qualquer.

Após a eliminação das coerências indesejadas desse estado por meio da aplicação de gradien-

tes de campo, temos uma mistura estat́ıstica com as populações dadas por uma distribuição

Boltzmaniana [165]. O estado térmico é obtido pela aplicação de uma transformação unitária

que mapeia a base de autoestados do hamiltoniano na base computacional.

A primeira parte consiste na obtenção de uma transformação unitária que leve o estado

|00 . . . 0〉 em um estado puro arbitrário |Ψ〉. Aqui daremos a demonstração para o caso espećıfico

de um sistema de dois q-bits, que pode ser facilmente estendida para um sistema contendo N

q-bits. Nesse caso, precisamos obter uma transformação unitária que transforme o estado |00〉
no estado puro mais geral para esse tipo de sistema, dado por

|Ψ〉 = a|00〉+ b|01〉+ c|10〉+ d|11〉, (7.1)

em que |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1. A obtenção da transformação unitária U , que leva o

estado |00〉 em |Ψ〉 é feita a partir da decomposição dessa transformação em três outras, que

atuam apenas em subespaços bidimensionais. Ou seja, decompomos U = R3R2R1, em que

cada operação é dada por

R1 =



a −
√

1− a2 0 0

√
1− a2 a 0 0

0 0 a −
√

1− a2

0 0
√

1− a2 α


, R2 =



1 0 0 0

0 b√
1−a2 −

√
1−a2−b2√
1−a2 0

0
√
1−a2−b2√
1−a2

b√
1−a2 0

0 0 0 1


,
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R3 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 c√
1−a2−b2

−d√
1−a2−b2

0 0 d√
1−a2−b2

c√
1−a2−b2


.

Como podemos observar da forma dessas matrizes, a transformação R1 é uma rotação no

segundo q-bit em torno do eixo y, com o ângulo de rotação determinado pelo parâmetro a e

dado por θ1 = 2 arccos a. A matriz R3 é a representação matricial de uma rotação controlada

no eixo y, com o controle no primeiro q-bit, e ângulo de rotação dado θ3 = 2 arccos ξ, em

que ξ = c/
√

1− a2 − b2. A segunda transformação pode ser decomposta em um produto dos

propagadores exp(iφIxIy) e exp(iϕIyIx). Esses dois propagores são decompostos em um peŕıodo

de evolução livre sob o acoplamento J e rotações locais de π/2 ao longo dos eixos x e y em

cada q-bit. Por exemplo, o propagador exp(iαφIxIy) pode ser escrito na forma

eiαIxIy = R1
−y

(π
2

)
R2
x

(π
2

)
eiαIzIzR1

y

(π
2

)
R2
−x

(π
2

)
, (7.2)

em que o ı́ndice subscrito denota o eixo de rotação e o ı́ndice sobrescrito indica sobre qual q-bit

é feita a rotação.

A aplicação de U = R3R2R1 sobre o estado |00〉 nos fornece o estado puro |Ψ〉, dado na Eq.

(7.1). Para que a matriz densidade desse estado tenha as mesmas populações que um estado

térmico, fixamos os parâmetros a, b, c e d da seguinte forma:

a =

√
e−βE0

Z
,

b =

√
e−βE1

Z
, (7.3)

c =

√
e−βE2

Z
,

d =

√
e−βE3

Z
,

em que os Ek são os autovalores do hamiltoniano de interação entre os q-bits do sistema,

β = 1/kT é o inverso energia térmica do sistema e Z é a função de partição do sistema,

dada por Z =
∑

k e
−βEk . Feita essa escolha de parâmetros, a matriz densidade do estado

|Ψ〉 possui as populações de uma distribuição Boltzmanniana, com os ńıveis de energia do

sistema dados por Ek. É importante notar que a obtenção dos autoestados e autovalores de

energia para um sistema qualquer é um problema computacionalmente dif́ıcil. No entanto,
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um algoritmo quântico para a diagonalização de um hamiltoniano qualquer foi proposto por

Abrams e Lloyd [166], de forma que podemos tratar a diagonalização do hamiltoniano como

um problema que pode ser resolvido à parte em um computador quântico.

Voltando ao contexto de RMN, podemos eliminar as coerências indesejadas do estado

pseudo-puro |Ψ〉 com a aplicação de um gradiente de campo (no caso de sistemas hetero-

nucleares), o que nos leva ao estado de mistura estat́ıstica que possui os mesmos autovalores do

estado térmico do sistema a uma temperatura dada por 1/β. O passo final para a preparação

desse estado é a aplicação da transformação unitária U2, que mapeia a base de autoestados do

hamiltoniano na base computacional, e é dada por [1]:

U2 =
∑
k

|αk〉〈βk|. (7.4)

Nessa expressão, |αk〉 são os estados da base computacional e |βk〉 os autoestados do hamilto-

niano do sistema.

A generalização para o caso de um sistema de N q-bits é imediata e segue a mesma ideia do

caso de dois q-bits. Sempre é posśıvel se obter uma transformação unitária U =Rd−1Rd−2 . . . R1,

em que d = 2N é a dimensão do espaço de Hilbert do sistema. Assim como no caso para dois

q-bits, cada uma das Rk atua somente em um subespaço bidimensional do espaço de Hilbert.

Aqui fica clara uma deficiência do método, já que o número de operações necessárias para

se implementar a transformação U cresce exponencialmente com o número de part́ıculas do

sistema.

7.1.1 Sistemas homonucleares

Como discutido na Subseção 2.4.1, os gradientes de campo não afetam as coerências de or-

dem zero, por exemplo, ligadas à elementos da matriz densidade da forma I1+I
2
−I

3
z e I1−I

2
z I

3
+

em sistemas de três spins (entre outros). Como o estado pseudo-puro |Ψ〉, dado em (7.1)

apresenta coerências desse tipo, a aplicação de apenas um gradiente de campo não fornece o

estado de mistura estat́ıstica desejado, com apenas as populações dadas por uma distribuição

Boltzmanniana. Uma opção para a suprimir essas coerências seria a técnica de phase cycling1.

No entanto, essa técnica não suprime coerências de ordem zero, já que essas coerências são

invariantes quanto à rotações ao longo do eixo z. Isso se deve ao fato de que uma coerência de

ordem m, sob a ação de uma rotação em z de um ângulo ϕ, adquire uma fase dada por −mϕ.

Como m = 0, as coerências de ordem zero não adquirem nenhuma fase.

1Essa técnica consiste na seleção de coerências por meio da aplicação de rotações ao longo do eixo z,
em diferentes experimentos. Os ângulos de rotação são escolhidos de forma que a média temporal desses
experimentos apresente o sinal relativo apenas às coerências de ordens desejadas.
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Apesar dessas dificuldades, algumas técnicas para se suprimir essas coerências em um único

experimento foram desenvolvidas recentemente [167,168], que consistem na aplicação de pulsos

de 180o combinadas com a aplicação de gradientes de campo [167] ou no uso de filtros na

direção z em cascata [168]. Uma grande vantagem do método que usa a aplicação de filtros é a

robustez do sinal obtido à relaxação transversal, ligada à perda de coerência do sistema (veja

a Subseção 2.1.4, do Caṕıtulo 2).

Uma outra alternativa ainda seria evitar a criação desse tipo de coerência, alterando a

sequência de transformações unitárias. Por exemplo, no caso de um sistema homonuclear de

dois q-bits, a transformação R2 da Eq. (7.2) seria trocada por uma rotação controlada com

controle no segundo q-bit seguida de uma CNOT , com controle no primeiro. Essa sequência,

seguida da aplicação de um gradiente, garante que coerências de ordem zero não sejam cria-

das. A partir desse ponto, aplica-se a rotação controlada R3 e novamente um gradiente para a

obtenção da distribuição Boltzmanniana das populações da matriz densidade. O custo expe-

rimental, comparado com o caso de um sistema heteronuclear, é a necessidade de se executar

um número maior de rotações locais, já que R2 também é um produto de duas transformações

unitárias que atuam em dois q-bits.

7.1.2 Alguns resultados preliminares

Para ilustrarmos a aplicabilidade do método, utilizamos um sistema de dois q-bits, com o

hamiltoniano de Heisenberg, que é utilizado em estudos ligados a transições de fases e sistemas

de matéria condensada [169]. O hamiltoniano utilizado é dado por

H = −(I1xI
2
x + I1yI

2
y + I1z I

2
z ). (7.5)

Para definirmos as transformações U e U2, precisamos dos autovalores e dos ńıveis de energia

do sistema. Nesse caso, os autoestados são dados por |00〉, |Ψ+〉, |11〉 e |Ψ−〉. Nesse sistema, os

três primeiros estados são degenerados com autovalor −1 e o último possui autovalor 3. Assim,

a transformação U2 é dada por

U2 =



1 0 0 0

0 −
√
2
2

0 −
√
2
2

0 −
√
2
2

0
√
2
2

0 0 1 0


. (7.6)

A informação ligada aos autovalores é utilizada na definição das transformações R1, R2 e
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Figura 7.1: Valores esperados de 〈I1xI2x〉 e 〈I1z I2z 〉 em função de 1/β. Em azul os pontos ligados
à previsão teórica, em vermelho os pontos da simulação numérica.

R3, em conjunto com a temperatura escolhida para o estado térmico a ser preparado. As Eqs.

(7.2) e (7.3) definem essas transformações. Na Figura 7.1 são mostradas as curvas para os

valores esperados 〈I1xI2x〉 e 〈I1z I2z 〉. em função de 1/β. Uma outra figura de método para se

verificar a precisão do método é a comparação entre os estados esperados teoricamente e os

estados obtidos por meio da aplicação do método, por meio da fidelidade, para cada valor de

β. Essa comparação pode ser encontrada observada na Fig. 7.2.

7.1.3 Conclusões preliminares

Nessa Seção foi proposto um método para a preparação de estados térmicos no contexto de

experimentos de RMN, que não utiliza q-bits adicionais para a preparação desses estados como

em [160–162]. A ideia principal do método é baseada na existência de uma transformação

unitária que leva o estado |00 . . . 0〉 a um estado puro arbitrário |Ψ〉, propriedade garantida

pela estrutura do grupo SU(N) [164].

Uma posśıvel desvantagem do método relaciona-se ao crescimento exponencial do número

de operações para a implementação da transformação U , responsável por preparar o estado

pseudo-puro |Ψ〉 a partir do estado |00 . . . 0〉. No entanto, na literatura não existem métodos

para a preparação de um estado térmico de forma eficiente em um computador quântico,

apenas métodos que possuem um limite superior no número de operações necessárias para a

preparação de tais estados e que podem ser eficientes em casos particulares [160–162]. Uma

segunda posśıvel deficiência desse método é a necessidade da preparação do estado pseudo-puro

inicial |00 . . . 0〉, o que já possui um custo experimental que aumenta exponencialmente com o

tamanho do sistema. Dessa forma, efeitos de descoerência podem ser relevantes em casos de

vários q-bits sendo manipulados.
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Figura 7.2: Comparação entre os estados obtidos com o método e o modelo teórico. No eixo

vertical, A = 1−F , em que F =
√√

ρ′(β)ρ(β)
√
ρ′(β)é a fidelidade dos estados ρ′(β), obtidos

a partir do método, com os estados ρ(β), esperados teoricamente. No eixo horizontal, o inverso
de β.

Apesar da não-eficiência do método aqui proposto, esse método pode indicar um caminho

alternativo para as propostas de preparação de estados térmicos, focados no controle dos q-bits

utilizando transformações não-unitárias, como a aplicação de gradientes de campo, em con-

junto com as operações unitárias. Além disso, esse método pode ser utilizado para simulações

de sistemas térmicos de baixas dimensões, como sistemas magnéticos frustrados [163] ou para

estudos ligados a correlações quânticas em transições de fase a temperatura finita, como pro-

posto em [170]. Uma outra possibilidade desse método é a preparação não apenas de estado

térmicos, mas de outros estados de mistura estat́ıstica interessantes no contexto de computação

e informação quanticas, como os estados com emaranhamento preso [85]. Esses estados podem

ser preparados utilizando esse método utilizando um único experimento, ao contrário da com-

binação de médias temporal e espacial utilizada por Kamppermann e seus colaboradores [171].

7.2 Simulação quântica de uma máquina térmica de um

q-bit

O ciclo Otto é considerado o ciclo mais fundamental na termodinâmica quântica [172]: consiste

de dois processos adiabáticos, apenas com a mudança dos ńıveis de energia do sistema e a
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distribuição dos ńıveis de energia inalterada, e dois processos isocóricos, em que as populações

dos ńıveis de energia mudam e os ńıveis de energia permanecem constantes. A máquina térmica

que consideramos nessa Seção é um sistema quântico de dois ńıveis, uma versão quântica da

máquina de Otto [173].

Os únicos prinćıpios necessários são a equação de Schrödinger, a interpretação probabiĺıstica

das funções de onda e o postulado de medida de von Neumann [174]. No entanto, sem um

melhor entendimento de como o comportamento clássico emerge da mecânica quântica, é ne-

cessário assumir que as distribuições de Gibbs de equiĺıbrio térmico para os banhos que são

acoplados ao sistema quântico. Essa hipótese é adicional àquelas da mecânica quântica.

O valor esperado da energia de um sistema quântico é U = 〈E〉 =
∑

k pkEk, em que Ek

são os ńıveis de energia e pk são as probabilidades de ocupação correspondentes. Na forma

infinitesimal

dU =
∑
k

Ekdpk +
∑
k

pkdEk, (7.7)

das quais podemos identificar as definições de calor e trabalho, dadas por d̄Q =
∑

k Ekdpk e

d̄W =
∑

k pkdEk, respectivamente. Em outras palavras, a Eq. (7.7) é uma expressão para

a primeira lei da termodinâmica, dU = d̄Q + d̄W . Essas duas identificações estão de acordo

com o fato de que trabalho só pode ser feito por ou sobre um sistema com uma mudança das

coordenadas generalizadas do sistema, que levam à mudanças na distribuição dos ńıveis de

energia [175].

Um ciclo da máquina térmica possui quatro estágios:

1. O sistema possui uma probabilidade p10(0) de estar no estado fundamental, antes de

interagir com um banho térmico a temperatura T1. Após um tempo de contato t1, o

sistema tem uma probabilidade 1 − p10(t1) de ganhar alguma energia do banho e passar

para o estado excitado. Apenas calor é transferido nesse processo, devido à mudança nas

probabilidades de ocupação.

2. O sistema é isolado do banho térmico e passa por uma expansão adiabática, que reduz a

diferença entre os ńıveis de energia de ∆1 para ∆2. As probabilidades de ocupação dos

ńıveis de energia são inalteradas nesse processo, se o processo ocorrer em acordo com o

teorema adiabático quântico [176]. Uma quantidade de trabalho é feita pelo sistema, mas

nenhum calor é transferido.

3. O sistema, com uma probabilidade 1−p20(0) de estar no estado excitado, passa a interagir

com outro banho térmico, de temperatura T2. O contato ocorre por um tempo t2, até ter
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uma probabilidade p20(t2) de ceder energia para o banho e decair para o ńıvel mais baixo

de energia.

4. O sistema é retirado do contato com o banho e passa por uma contração adiabática,

que faz a diferença de energia entre os dois ńıveis volte para o valor original ∆1. Nesse

processo, uma quantidade de trabalho é feita sobre o sistema.

É importante notar que não é necessário definir uma temperatura para o sistema quântico.

Todas as temperaturas são definidas para os banhos térmicos, assumidos como estados térmicos.

A absorção e liberação de energia nos processos (1) e (3) não ocorrem de maneira determińıstica.

Esses processos ocorrem de forma probabiĺıstica, como previsto pela mecânica quântica. As

probabilidades para que tais transições ocorram dependem das interações com o banhos, assim

como de algumas das propriedades desses. A ciclicidade da máquina impõe algumas condições

sobre as probabilidades p10(0) = p20(t2) e p10(t1) = p20(0). O trabalho realizado pela máquina nos

dois processos adiabáticos é dado então por, se ∆1 > ∆2,

∆W = (p20(t2)− p10(t1))(∆2 −∆1). (7.8)

Se o sistema termaliza com os banhos nos estágios (1) e (3), as probabilidades de ocupação são

dadas por

p̃k0(tk) =
1

1 + exp (−∆k/2kBTk)
(7.9)

e devem ser usadas em (7.8). Essas probabilidades são necessariamente não nulas. Logo,

mesmo no caso em que T2 < T1 existem, com uma pequena probabilidade (1− p̃10)p̃20, ciclos em

que as transições descritas nos estágios (1) e (3) acima ocorrem. Isso resulta na existência de

certos ciclos que resultam na absorção de calor de um reservatório e na conversão desse calor

em trabalho, dado por (∆2−∆1). Isso equivale a uma violação do enunciado de Kelvin-Planck

da segunda lei da termodinâmica, devido à natureza probabiĺıstica dos processos quânticos.

No entanto, essa violação é aleatória e com uma baixa probabilidade, de forma que não pode

ser explorada para fins práticos.

Apesar dessa violação quântica aleatória, a segunda lei da termodinâmica vale na média.

O trabalho pode ser extráıdo dessa máquina, em equiĺıbrio térmico, se e só se, p20(t2) > p10(t1).

O que implica, se usada a Eq. (7.9), em

T1 > T2

(
∆1

∆2

)
. (7.10)

As expressões (7.8) e (7.10) não apenas confirmam a validade da segunda lei da termodinâmica,
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Figura 7.3: Evolução da pureza durante o tempo de interação entre S e E sob o hamiltoniano
dado em (7.12).

mas também a refina especificando o quanto T1 deve ser maior que T2 para que algum trabalho

possa ser extráıdo. Em outras palavras, nenhum trabalho é extráıdo mesmo quando T1 é maior

que T2, mas menor que T2(∆1/∆2). Isso está em contradição com a condição necessária clássica

de que T1 precisa apenas ser maior2 que T2.

A eficiência da máquina é dada por3

η =
∆W

Qem

= 1− ∆2

∆1

, (7.11)

que é independente das temperaturas dos banhos e é a eficiência máxima permitida pelas leis

da mecânica quântica [173]. Essa relação é um limite superior, com ∆1 e ∆2 apropriados, para

a eficiência de qualquer máquina térmica, incluindo a máquina de Carnot, já que o trabalho

extráıdo pelos dois processos adiabáticos é o máximo que pode ser extráıdo [165].

7.2.1 Proposta de simulação quântica via RMN.

Para testarmos experimentalmente a proposta de Kieu [173], utilizamos um fato bem conhecido:

a evolução não-unitária de um sistema quântico S sempre pode ser vista como a evolução de

apenas uma parte de sistema maior, S ⊗ E , que evolui de forma unitária [172]. E é o ambiente

ao qual S está acoplado. A evolução não-unitária de S ocorre devido à presença de correlações

quânticas entre o sistema e o ambiente.

Utilizamos a evolução unitária de um sistema de dois q-bits, um com o papel do sistema

que sofre os processos termodinâmicos, e o outro como ambiente. As duas termalizações são

associadas a diferentes tempos de interação do sistema com o ambiente. No caso de apenas

2Para máquinas de Carnot a razão entre as sucessivas diferenças dos ńıveis de energia tende a um, veja [177].
3Essa expressão é obtida em um caso mais espećıfico por Scovil e seus colaboradores em [178].
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um q-bit, a pureza do estado do sistema é suficiente para se controlar os dois processos de

termalização. Esse controle da pureza é obtido ajustando-se o tempo de evolução de S ⊗E sob

um hamiltoniano XY anisotrópico, dado por

Hxy = JxI
x
SI

x
E + JyI

y
SI

y
E , (7.12)

em que Jk são as constantes de acoplamento e Ikj são os operadores de spin 1/2 sobre j, na

direção k (j, k = 1, 2). Para os valores Jx = 1 e Jy = 0, 5 dos acoplamentos, pode-se obter

qualquer pureza para o estado reduzido de S (veja a Fig. 7.3). Esse processo não é uma

termalização no sentido de levar o estado do sistema para um estado assintótico. No entanto,

esse processo descreve a mesma transferência de calor que o processo de termalização, com o

mesmo estado de sáıda do sistema.

O sistema S é dado por um spin 1/2 que interage com um campo externo B0, por uma

interação do tipo Zeeman. Nesse caso, cada uma das partes do ciclo pode ser realizada da

seguinte forma:

1. No primeiro estágio, o sistema possui uma diferença de energia entre os dois estados

posśıveis dada por ∆1. O sistema S ⊗ E interage por um tempo t1 sob o hamiltoniano

dado em (7.12), para que o estado ao final desse processo seja um estado térmico à

temperatura do banho, T1. Nesse processo, o sistema absorve energia na forma de calor

do ambiente. Nesse caso, como utilizamos apenas um q-bit como o reservatório, a energia

cedida para o sistema pode ser observada por uma diminuição da pureza do estado do

ambiente.

2. Após a termalização do sistema a uma temperatura T1, o sistema é sujeito a uma expansão

adiabática. Esse processo reduz a diferença de energia entre os dois ńıveis do sistema,

de ∆1 para ∆2. Essa redução pode ser feita pela aplicação de uma rotação na direção z,

de qualquer ângulo, sobre o sistema. A diferença de energia é controlada pela frequência

do pulso de radiofrequência aplicado. Em vez do pulso ser na frequência de ressonância

do sistema, é aplicado fora da ressonância por um fator δω. No referencial girante (veja

a Subseção 2.1.3), essa diferença para a frequência de ressonância implica em aumento

ou diminuição da diferença entre os ńıveis de energia, dependendo do sinal de δω. Isso

é observado diretamente no espectro, que tem a posição do multipleto alterada por δω.

Essa técnica já foi utilizada algumas vezes no contexto do processamento de informação

quântica por RMN [154,179].

3. Após o segundo estágio, o sistema S entra em contato com um banho térmico a tem-

peratura T2 e com a diferença de energia dada por ∆2. Para que o estado seja dado

por um estado de Gibbs em equiĺıbrio com o banho, deixa-se o sistema S ⊗ E evoluir
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por um peŕıodo t2 sob a interação dada na eq. (7.12). Nessa parte a pureza do q-bit

que representa o ambiente é aumentada, o que se relaciona com a cessão de calor para o

banho.

4. Finalmente, o q-bit sofre uma contração adiabática, que volta a diferença de ńıveis para a

inicial, dada por ∆1. Esse processo adiabático também é realizado por uma rotação em z,

de qualquer ângulo, sobre o sistema, agora com a radiofrequência aplicada novamente na

ressonância do sistema com o campo externo. Nessa parte do ciclo, o estado do sistema

deve voltar ao estado inicial.

Os dois processos adiabáticos podem ser realizados com apenas uma rotação devido à

condição adiabática para esse caso ser trivial e ao traço parcial comutar com essa rotação,

independente do estado do ambiente. Como o hamiltoniano do sistema comuta com as rotações

em z, a condição adiabática é satisfeita para qualquer valor de δω e qualquer ângulo de rotação.

Um outro detalhe experimentalmente relevante é que a diferença para a frequência de res-

sonância dos pulsos aplicados é pequena se comparada à frequência de ressonância do sistema,

que é da ordem de 125MHz para o 13C. No referencial girante, a diferença entre os ńıveis

de energia é dada apenas pelo deslocamento qúımico, que na amostra de clorofórmio a ser

utilizada é da ordem de 2kHz. Os pulsos aplicados serão removidos da ressonância apenas

por uma ordem de grandeza relacionada ao deslocamento qúımico nesse caso. Assim, o erro

introduzido por essas operações pode ser descartado (veja a Subseção 2.1.3).

Para se implementar as interações entre o sistema e o ambiente em um sistema de RMN de

dois q-bits, podemos utilizar o acoplamento J entre os dois spins 1/2. Como os dois termos do

hamiltoniano da Eq. (7.12) comutam, o operador de evolução pode ser escrito como

U = e(−i
Hxy
~ t) = e(−iJxI

x
SI
x
Et)e(−iJyI

y
SI
y
Et). (7.13)

Para se implementar cada uma dessas operações, aplicamos pulsos (π/2)−y (ou (π/2)x, respec-

tivamente) nos dois núcleos, seguidos de um peŕıodo de evolução livre dado por

τ =
Jx(y)
J

t, (7.14)

em que Jx (ou Jy) é o termo ligado ao hamiltoniano de (7.12), J é a intensidade do acoplamento

entre os spins e t é a duração do peŕıodo de evolução sob o hamiltoniano Hxy. É importante

notar que t é apenas um parâmetro ligado ao tempo de evolução τ dos spins sob o acoplamento

J . Depois desse intervalo de evolução livre, são aplicados pulsos (π/2)y (ou (π/2)−x) sobre os

dois spins.
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A relação entre os parâmetros do ciclo, ∆1, ∆2, T1 e T2 com o parâmetro t da Eq. (7.14)

pode ser obtida numericamente, a partir do controle da pureza do estado. A relação entre os

parâmetros com os estados antes de cada termalização pode ser obtida a partir das expressões

para as probabilidades de ocupação do estado fundamental. Para o estado do sistema antes da

primeira termalização, que é uma matriz diagonal com população a no estado fundamental e

que possui os parâmetros ∆2 e T2 devido à ciclicidade, temos

a =
e
(− ∆2

2kBT2
)

e
(− ∆2

2kBT2
)
+ e

(+
∆2
kBT2

)
, (7.15)

o que implica na relação

∆2

2kBT2
= ln

(
1− a
a

)
. (7.16)

De forma análoga, pode se obter uma relação entre a população do estado fundamental após

a expansão adiabática e os parâmetros ∆1 e T1. Como nesse estágio a matriz densidade é

diagonal, com população b no estado fundamental, e dependente desses parâmetros, temos

b =
e
(− ∆1

2kBT1
)

e
(− ∆1

2kBT1
)
+ e

(+
∆1

2kBT1
)
. (7.17)

Dessa relação, obtemos

∆1

2kBT1
= ln

(
1− b
b

)
. (7.18)

Dividindo a Eq. (7.16) pela expressão de (7.18), obtém-se a relação entre os parâmetros

dos estados e as populações dos estados antes de cada termalização, dada por

∆2

∆1

T1
T2

=
ln
(
1−a
a

)
ln
(
1−b
b

) . (7.19)

As purezas dos estados antes dos estágios (1) e (3) do ciclo são dadas por P1 = 2a2 − 2a + 1

e P2 = 2b2 − 2b + 1, respectivamente. Assim, as purezas são diretamente relacionadas com os

parâmetros dos processos de termalização (∆k e Tk, k = 1, 2). Como mostrado na Fig. 7.3,

pode se controlar a pureza dos estados pelo tempo de interação entre o sistema e o ambiente.

Isso implica que podemos obter numericamente um t tal que o estado do sistema possua a

população do estado fundamental dada por (7.16) ou (7.18), que são as populações dos estados

térmicos para os banhos as temperaturas T1 e T2, respectivamente. Uma condição que deve ser

aplicada na obtenção numérica do parâmetro t é a imposição de ciclicidade para a sequência
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dos processos termodinâmicos executados sobre o sistema. Isso implica que o ciclo todo seja

descrito por uma transformação unitária do tipo eiθ1, que garante que os estados inicial e final

sejam idênticos.

7.2.2 Conclusões preliminares

Essa proposta para simulação de uma máquina térmica de um q-bit, executando um ciclo

Otto, está sendo testada numericamente no momento e esperamos começar a fase de tomada

de dados em breve. O objetivo principal é fazermos um estudo experimental da condição para

a extração de trabalho na máquina térmica proposta por [173]. Essa condição é dada pela Eq.

(7.10), e emerge da natureza quântica da máquina em contradição com a condição clássica, de

que a única condição para se extrair trabalho em um ciclo termodinâmico é dada por T1 > T2.

Para uma máquina de um único q-bit, essa condição não é suficiente e é generalizada para a

condição dada em (7.10).
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Conclusão e perspectivas futuras

O primeiro resultado dessa tese é ligado a um estudo utilizando testemunhas de emaranha-

mento, para a detecção dessa correlação genuinamente quântica, em estados pseudo-puros.

Utilizamos duas testemunhas de emaranhamento nesse estudo: uma definida a partir do proto-

colo de codificação superdensa [119] e um conjunto de testemunhas definidas para cada estado

da base de Bell e que são testemunhas ótimas para a detecção de emaranhamento nos estados

Bell-diagonal. A detecção de pseudo-emaranhamento (o emaranhamento da parte pura dos

estados pseudo-puros) por essas testemunhas é comparada em duas situações: uma para a

detecção de pseudo-emaranhamento em estados Bell-diagonal, mostrando experimentalmente

que existem estados pseudo-emaranhados não-detectados pela testemunha definida por Rahimi

e seus colaboradores mas que são detectados pelas testemunhas apresentadas nesse resultado,

definidas a partir de um critério baseado em PSD’s.

Uma posśıvel extensão desse resultado seria o desenvolvimento de métodos para a detecção

de pseudo-emaranhamento, de forma eficiente, em sistemas com um número maior de q-bits.

Nessa situação de sistemas maiores, existem os estados de emaranhamento preso, que não

podem ser detectados por testemunhas de emaranhamento decompońıveis ou pelo critério de

Peres-Horodecki [85,86].

O segundo e o terceiro resultados são ligados à recente proposta por Ioniciou e Terno de

uma versão quântica para o experimento de escolha retardada de Wheeler [24]. Essa proposta

consiste na introdução de um dispositivo quântico para o controle do segundo divisor de feixe de

um interferômetro de Mach-Zehnder. O segundo resultado resultado trata da implementação

experimental dessa proposta em um sistema de RMN de dois ńıveis [27], que confirma as pre-

visões teóricas e é anterior às implementações via ótica quântica [29–31]. Uma das implicações

diretas desse resultado é a necessidade de se reformular o prinćıpio de complementaridade, já

que um único aparato experimental é utilizado para se observar tanto o comportamento de onda

como o comportamento de part́ıcula de um sistema quântico. Isso contradiz a formulação inicial
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do prinćıpio, que afirma que existe uma impossibilidade, relacionada ao prinćıpio de incerteza,

de um único aparato experimental ser utilizado para a observação desses dois comportamentos

complementares.

O outro resultado ligado a essa proposta é a análise dessa proposta, para sistemas na

presença de rúıdo branco, como é o caso da RMN. Nesse resultado mostramos que a correlação

entre o estado do q-bit auxiliar e o comportamento do q-bit que passa pelo interferômetro

permanece mesmo na presença de um ńıvel arbitrário de rúıdo branco. Mostramos ainda que

modelos de variáveis ocultas locais, que possuam noções realistas dos comportamentos como

onda ou part́ıcula de um sistema quântico, são incompat́ıveis com esse experimento. Esses dois

resultados são válidos para qualquer ε > 0, o que implica que o emaranhamento do sistema

com o q-bit auxiliar, presente no caso puro, não é o recurso responsável por esse fenômeno.

Uma posśıvel extensão desses dois resultados seria a análise para o caso em que o sistema

está em um estado de mistura estat́ıstica máxima, e o q-bit auxiliar preparado em uma super-

posição. A motivação para uma análise experimental desse caso é a possibilidade de observação

de um padrão de interferência em sistemas óticos mesmo quando o estado de entrada no inter-

ferômetro é dado pela identidade. Esse fato pode ser observado se o atraso (devido à diferença

de fase) entre os braços for menor que o tempo de coerência. Isto ocorre porque dentro do

tempo de coerência, a polarização do laser é bem definida, flutuando apenas na escala do

tempo de coerência. O objetivo seria a observação de uma correlação entre as medidas sobre

o q-bit auxiliar e o surgimento ou não de um padrão de interferência no sistema. Uma outra

posśıvel extensão, também no contexto de ótica quântica, seria a observação de que as medidas

sobre o q-bit auxiliar podem ser realizadas após a detecção do sistema mesmo na ausência de

emaranhamento.

O último Caṕıtulo da teste trata de dois resultados preliminares, que serão conclúıdos o mais

brevemente posśıvel. O primeiro resultado é uma proposta de preparação de estados térmicos

voltada para técnicas de RMN, trocando a utilização de q-bits auxiliares pela utilização de

operações não-unitárias. Como o método proposto é geral, isso possibilitaria a simulação de

sistemas de matéria condensada com o sistema a temperatura finita, como no caso de magnetos

frustrados [163]. O segundo resultado, ainda na fase de simulações numéricas, é a simulação em

um sistema quântico de uma máquina térmica de apenas um q-bit e que executa um ciclo Otto.

Essa simulação é feita a partir da extensão do sistema para um maior, acoplado com os banhos

térmicos. Essa extensão do sistema permite que o ciclo seja executado como uma evolução

unitária do sistema estendido. A implementação com sucesso dessa simulação de um sistema

aberto abriria caminho para o estudo de outros processos termodinâmicos ou da simulação de

outros sistemas abertos.
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line).

[33] J. G. Filgueiras, R. S. Sarthour, A. M. S. Souza, I. S. Oliveira, R. M. Serra, L. C. Céleri,
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