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Resumo

Dando continuidade ao estudo comparativo de modelos cosmoldgicos singulares e nao singulares
desenvolvido anteriormente (cf. Antunes, Goulart & Novello [1]), neste trabalho foi investigada
uma modificacao “minima” da teoria einsteiniana da gravitagcao construida sobre um espaco-tempo
de Riemann-Cartan cuja torgdo tem seu nimero de graus de liberdade reduzido (espago-tempo de
Riemann-Cartan restrito). A dindmica é definida a partir da a¢do de Einstein-Cartan, e a estrutura
cinematica é escolhida de forma a coincidir com a cinematica da Relatividade Geral no espaco-
tempo riemanniano associado. A tor¢do, neste caso, pode ser decomposta em dois campos de spin-2
“estéreis”, com energias de sinais opostos, que propagam-se no espaco-tempo riemanniano. Quando
acrescidos do Unico potencial de auto-interacao conservativo admissivel, estes campos podem atuar
como uma energia escura dindmica, produzindo uma expansao acelerada tardia do Universo. Além
disso, se o campo de energia positiva for a componente dominante, o Universo resultante é nao

singular.



Abstract

Giving continuity to a previous work comparing singular and bouncing cosmological models (cf.
Antunes, Goulart & Novello [1]), in this work it was investigated a “minimal” modification of Eins-
tein’s theory of gravitation built on a Riemann-Cartan space-time where torsion’s number of degrees
of freedom is reduced (restricted Riemann-Cartan space-time). The dynamics is defined from the
Einstein-Cartan action, and the kinematical structure is chosen in such a way that it coincides with
General Relativity's kinematics in the associated riemannian space-time. The torsion, in this case, can
be decomposed into two ‘“sterile” spin-2 fields with energies of opposite sign propagating in the Rie-
mannian space-time. When equiped with the only admissible conservative self-interaction potentials,
these fields can orininate a dynamical dark energy compatible with a late-time accelerated expansion
of the Universe. Also, if the positive energy field is the dominant component, the resulting Universe

is non-singular.
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“Gravito ergo sum”

— M. Novello



I. INTRODUCAO

A Relatividade Geral estd entre as mais precisas e bem sucedidas teorias ja formuladas
na histéria da fisica. No entanto, todos os testes de precisao aos quais esta teoria ja foi
submetida estdo confinados a escala de distancia sub-galatica (< 10° anos-luz).

De fato, ja na escala galdtica surgem discrepancias entre as previsoes da Relatividade
Geral e as observacoes, sendo a massa das galaxias e aglomerados de galaxias compativels,
no contexto desta teoria, com os efeitos gravitacionais observados, significativamente maior
que a inferida pela bem estabelecida relagcao de massa-luminosidade (Oort [2], Zwicky [3, 4],
Rubin et al. [5], Bergmann, Petrosian & Lynds [6]). Estas observa¢Ges tém sido interpretadas
como indicando que aproximadamente 80% da matéria localizada do Universo é um tipo de
“matéria escura” ndo identificada, que interage fracamente com a matéria “luminosa” (i.e.
constituida de prétons, néutrons, elétrons e fotons) e que deve ainda ser “fria” (i.e. nao
relativistica) no Universo atual. O Modelo Padrao da Fisica de Particulas, no entanto,
ndo apresenta candidatos a uma tal matéria escura fria (CDM — Cold Dark Matter) que
sejam consistentes com os modelos de formacdo de estruturas no Universo (cf. Peebles &
Ratra [7], Padmanabhan [8]). Além disso, no contexto da Cosmologia Padrao, dados sobre
a nucleosintese primordial e a radiagdo de micro-ondas césmica de fundo (CMB — Cosmic
Microwave Backgroud) sugerem que a maior fracdo desta matéria escura deve ser de natureza
nao baribnica. Consequentemente, a busca por particulas com estas caracteristicas acaba
sendo dirigida as extensdes do Modelo Padrao, ainda pouco consolidadas.

Discrepancias entre teoria e observacao ainda mais surpreendentes, no entanto, sao encon-
tradas na escala césmica (> 10° anos-luz). Dados observacionais referentes as supernovas
do tipo la (SNe-la) evidenciam uma taxa de expansdo do Universo maior do que a prevista
pelo modelo cosmoldgico de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) para um Uni-
verso espacialmente “plano” e dominado pela matéria (Riess et al. [9], Perlmutter et al.
[10]). Esta observacdo aponta para a existéncia de uma “energia escura” que constituiria
aproximadamente 70% do contetido de matéria-energia do Universo, e seria responsavel por
sua expansao acelerada. Apesar da constante cosmoldgica /A associada a energia do vacuo ser

a candidata natural a energia escura, o desacordo em 120 ordens de grandeza para seu valor

11



entre a previsao tedrica fornecida pelo Modelo Padrao e o limite observacional (Weiberg [11])
sugerem, no contexto da Cosmologia Padrao, a necessidade de introduzir uma componente
material-energética exdtica. Dentre as propostas para uma tal componente compativeis com
a Cosmologia Padrao, as mais populares sao os modelos de energia escura dinamica do
tipo “quintesséncia” e analogos (K-esséncia, campo camaledo, campo ‘“fantasma”, etc.),
nos quais é introduzido um campo escalar cosmolégico com propriedades escolhidas ad hoc
para gerar efeitos compativeis com uma constante cosmoldgica em determinados regimes.
Apesar destes modelos oferecerem uma solucao simples e engenhosa para os problemas da
aceleracao cosmica tardia e da coincidéncia césmica, o cardter artificial do potencial asso-
ciado ao campo, ou a falta de um sdlido modelo fisico subjacente, tornam essas propostas
pouco satisfatérias.

A auséncia de qualquer observacao direta de componentes materiais-energéticas exéticas,
o mencionado problema da constante cosmoldgica e o problema de consisténcia dos cenarios
cosmoldgicos fornecidos pela Relatividade Geral, este dltimo diagnosticado pelos teoremas
de Penrose-Hawking (cf. Hawking & Ellis [12]), acabaram levando a um renovado interesse
em teorias modificadas cldssicas da gravitacao como alternativas aos cenarios com matéria e
energia escuras. Teorias como “f(R)" e analogos, MOND (Modified Newtonian Dynamics),
Gravitacao Massiva, além de cenarios oriundos das teorias de Branas-Mundo, tais como o gds
de Chaplygin generalizado, e teorias de cordas, como o gas de cordas, estao entre as muitas
propostas que surgiram na literatura nas tltimas décadas (cf. Novello & Perez-Bergliafa [13]
e Clifton et al. [14] para revisGes abrangentes). Em todas estas propostas, no entanto, ou
a teoria subjacente impoe grandes modificacdes a Relatividade Geral, seja em sua estrutura
cinematica, seja em sua estrutura dindmica, ou ambas, ou esta consiste em uma reformulacao
radical, e de carater fortemente especulativo, da fisica da gravitacao.

Apesar das dificuldades mencionadas acima, a Relatividade Geral ainda é considerada a
teoria melhor consolidada dentre as teorias da gravitacao disponiveis hoje em dia, com uma
série de previsoes e aplicacoes bem estabelecidas. Tendo isto em mente, é interessante
procurar modificacdes minimas da teoria einsteiniana com potencial para sanar alguns de
seus problemas, em especial os problemas da energia escura e da singularidade inicial, porém

preservando seus aspectos fundamentais. Dentre estes aspectos, o mais caro é a descricao
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geométrica da interacao gravitacional exposta pela teoria da Relatividade Geral, que nada
mais é do que a expressao em linguagem matematica da caracteristica mais essencial desta
interacao: sua universalidade. No entanto, apesar desta “geometrizacao” do campo gra-
vitacional ter se tornado um paradigma da fisica da gravitacao, sendo raras as propostas
de teorias alternativas que dispensam uma formulacao desta natureza, a geometria que in-
corpora os aspectos essenciais da estrutura cinematica da Relatividade Geral ndo exibe a
maxima generalidade esperada. Como observado por E. Cartan [15], a tor¢cdo é uma propri-
edade "natural” da classe de geometrias que fundamenta estas teorias (geometrias naturais,
i.e. espacos-fibrados de referenciais equipados com uma conexado linear). Sob esta dtica,
o fato da torcdo ser tomada nula ab initio na Relatividade Geral (e também em teorias
modificadas) passa a requerer uma justificativa. Estas ideias culminaram com a formulagao
da teoria de Einstein-Cartan-Sciama-Kibble (ECSK) da gravitacdo (Sciama [16, 17], Kibble
[18], cf. Trautman [19], Hehl et al. [20, 21]), cuja estrutura cinematica é definida sobre um
espaco-tempo com torcao, o espaco-tempo de Riemann-Cartan, e outras teorias alternativas
que recuperam a tor¢do (c.f. Aldrovandi & Pereira [22], Arcos, Andrade & Pereira [23], Arcos
& Pereira [24, 25], Blagojevic¢ [26, 27]). Nem as curvas extremais, nem as curvas geodésicas
tém status privilegiado nas teorias com torcao, e a presenca desta impoe modificacoes im-
portantes a estrutura cinemdtica destas teorias em relacao a cinematica da Relatividade
Geral, visto que seus efeitos se manifestam nas identidades de Bianchi, na equacao do desvio
geodésico, etc. Na teoria ECSK, em particular, na qual a estrutura dinamica é definida pela
acao de Einstein-Cartan, o andlogo da acdo de Einstein-Hilbert da Relatividade Geral para
um espaco-tempo com torcao, a corrente de spin é a fonte de uma torcao nao propagante
cujos efeitos estao confinados ao interior da matéria. Como nenhum efeito macroscépico de
qualquer tipo estd associado a torcao na teoria ECSK, esta ndao pode oferecer uma solucao
para o problema da energia escura.

Neste trabalho, serd estudada uma modificacao “minima” da Relatividade Geral na qual
a estrutura cinematica é definida em um espaco-tempo de Riemann-Cartan cuja torcao tem
seu nimero de graus de liberdade reduzido (espaco-tempo de Riemann-Cartan restrito), e
a estrutura dindmica é definida apartir de uma modificacao da acao de Einstein-Cartan da

teoria ECSK. A estrutura cinematica da presente formulacao ainda difere da cinematica da
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teoria ECSK em outro ponto crucial: é postulado que as particulas teste e observadores
inercias sao representados exclusivamente por curvas do tipo tempo extremais no espaco-
tempo de Riemann-Cartan. Como as curvas extremais de um espaco-tempo métrico-afim
sao descritas por uma equacao que envolve apenas a conexao riemanniana, na presente
formulacao os observadores inercias sao associados as curvas geodésicas do tipo tempo no
espaco-tempo riemanniano associado. A estrutura cinematica da teoria, do ponto de vista do
espaco-tempo riemanniano, é idéntica a da Relatividade Geral, e a torcao pode ser tratada
como fonte adicional da curvatura riemanniana pura. Seguindo Novello & Trajtenberg, a
reducao do nimero de graus de liberdade da torcao de 24 para 20 permite decompor a torcao
em dois campos de spin-2 sem massa € com energias de sinais opostos que se propagam
no espaco-tempo riemanniano associado. Para tanto, aqueles autores empregaram uma
descricao para campos de spin-2 alternativa a formulada por Fierz & Pauli, na qual, no caso
em que estes campos nao interagem nem entre si, nem com outros campos de matéria
(exceto pela intera¢do gravitacional), pode ser imediatamente estendida aos espacos-tempos
curvos de forma consistente. A acao para estes campos de spin-2 “estéreis” é finalmente
generalizada pela inclusao de potenciais de auto-interacao.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. Na Secdo Il serdo revisados aspectos ele-
mentares de geometrias, espacos-tempos, Relatividade Geral e, em especial, da Cosmologia
Padrao e do problema da energia escura. Na Secao Il serao revisadas a teoria de Fierz-Pauli
para campos de spin-2 no espaco-tempo de Minkowski, tanto no formalismo original, quanto
no chamado “formalismo de Fierz", bem como a descricao de campos de spin-2 em espaco-
tempo curvo baseada neste formalismo. Na Secao IV, sera discutida a teoria modificada da
Relatividade Geral definida em um espaco-tempo de Riemann-Cartan cuja torcao tem seu
nimero de graus de liberdade reduzido (espaco-tempo de Riemann-Cartan restrito), e com
cinematica einsteiniana no espaco-tempo riemanniano associado. Finalmente, serd investi-
gado o modelo cosmoldgico espacialmente homogéneo e isotrépico que resulta da inclusao
no setor escuro destes campos de spin-2 estéreis associados a torcao e cujos potenciais de

auto-interacao sao dados pelo Unico potencial conservativo admissivel.
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Il. PRELIMINARES: GEOMETRIA, GRAVITACAO E COSMOLOGIA

Com o objetivo de fixar a linguagem, notacao e convencdes, nesta secao sera feito um
breve apanhado dos elementos de geometria, gravitacao e cosmologia. Esta revisao, no
entanto, tem dois objetivos principais. O primeiro é lembrar ao leitor que a torcao surge
naturalmente na estrutura basica das teorias geométricas da gravitacao. Para tanto, no
espirito dos trabalho originais de Cartan (nos quais estas idéias ja aparecem “em germe"),
serd evocada a teoria de conexodes no espaco fibrado de referenciais e seus fibrados tensoriais
associados, teoria esta que nao serd revisada aqui. O segundo objetivo principal desta revisao
é apontar para os problemas que acometem os cenarios cosmolégicos fundamentados pela
teoria da Relatividade Geral, problemas estes que serao o objeto desta investigacao. Na
Subsecao Il A serdo revisadas as definicdes de geometrias e objetos goemétricos em geral, e
0s casos particulares de interesse para a fisica da gravitacao singularizados. Na Subsecao || B
serao revisados o conceito de espaco-tempo e os elementos da teoria da Relatividade Geral.
Asseguir, na Subsecao Il C serd fornecida uma visao “panordmica” da Cosmolgia Padrao e
do problema da energia escura. Finalmente, na Subsecao |l D serdo revisados os aspectos
elementares dos modelos de energia escura dindamica. Serd assumida a familiaridade do leitor

com geometria diferencial, calculo variacional e teorias cldssicas de campos.
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A. Geometrias Naturais

Seguindo Kobayashi & Nomizu [28], uma geometria natural pode ser definida a partir de
um espaco fibrado de referenciais sobre uma variedade C*-diferenciavel M* (como estamos
interessados exclusivamente na caracterizacao do espaco-tempo, cf. Subsecao |l B, vamos
nos restringir ao caso de dimensdo n =4 e k > 0), definido como o conjunto de todos os
referenciais (ou bases ordenadas de vetores) e(x) = (es(x)) = (en(x), e1(x), ex(x), e3(x))
sobre todos os pontos x de M*, sendo cada referencial e(x) definido no espaco tangente
a variedade base M* no ponto x, i.e. cada vetor é um operador diferencial que atua sobre
0 espaco das funcoes sobre M. O espaco fibrado é ainda equipado com uma projecao
7 : e(x) — x tal que, para toda vizinhanga O de M, a imagem inversa da vizinhanga pela
projecdo m1(Q) é difeomdrfica ao espaco produto O x R* (trivialidade local). Os elementos
pertencentes ao conjunto de todos os referenciais sobre um ponto x (a fibra sobre o ponto)

estdo relacionados pelas transformacdes (mudancas de referencial no ponto x)?!
ep(x) = A%(x)ea(x), (1)

a,b=0,1,2,3, onde (A, (x)) sdo as matrizes 4 x 4 invertiveis pertencem ao grupo GL(4, R)
(grupo estrutural do espaco fibrado de referenciais). O corte local e : x — e(x) associa a
cada ponto x pertencente a vizinhanca O um referencial e(x) e define um campo local de
referenciais e = (e,) sobre a vizinhanga. A mudanca de campo local de referenciais sobre a
interseccdo de duas vizinhangas é determinada pelas fungdes de transicao A%, @ x — A7, (x).
De forma equivalente, o espaco fibrado de correferenciais sobre M* possui 0 mesmo grupo
estrutural GL(4, R) e permite definir campos locais de correferenciais e* = (6?), sendo 6?
as 1-formas duais aos vetores e, (i.e. e,(8?) = §?,, sendo 49, o delta de Kronecker), que

transformam-se conforme a relacao inversa
—1
6°(x) = X, 2(x)8(x). (2)

Para a fisica da gravitacao é suficiente tratar dos espacos fibrados tensoriais associados

ao espaco fibrado de referenciais através das representacdes tensoriais do grupo estrutural

1 Como de costume, ao longo do texto serd sempre empregada a convencdo de Einstein, viz. X,Y? =

S, XY
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GL(4,R) (cf. Kobayashi & Nomizu [28]). As fibras, neste caso, sdo os espacos tensoriais
lineares nos quais a representacao atua, e seus cortes locais definem campos tensoriais locais.
Os objetos geométricos podem ser definidos como campos locais de p-formas com valores

(r, s)-tensoriais, com a seguinte expressao local (cf. Cartan [29], Trautman [30])

X = eal R ® ear ® Gbl R ® Qbs I Xa]_~..arb1mbs , (3a)
1
Xal...arblmbs _ axalmarblwbscr-cp BTN - NG, (3b)

onde ® e & s3o produtos tensoriais e A o produto tensorial antissimetrizado (produto
exterior). O produto tensorial & foi introduzido para dar énfase a separacdo entre o setor
(r, s)-tensorial (externo) e o setor p-forma (interno) de um objeto geométrico (estes setores
podem, inclusive, ser expressos em termos de bases distintas de referenciais e correferenciais).
Neste formalismo, é evidente a diferenca fundamental que ha entre uma 1-forma com valores
escalares, 1& f = 1& £,067, e uma 0-forma com valores (0, 1)-tensoriais, f& 1 = 6°& f,, onde
f, sao funcoes escalares.

Para que constitua uma geometria, o espaco fibrado de referenciais deve ser equipado
com uma estrutura conectiva (cf. Kobayashi & Nomizu [28], Trautman [30]), definida por

um campo de 1-formas com valores (1, 1)-tensoriais (cf. Choquet-Bruhat et al. [31])
e, 00" X w,, (4)

tal que, frente a uma mudanca de referencial, as formas de conexao w?, transformam-se de

acordo com a regra
1 -1
W (x) > A 20w GOOX () + A ()X (x). (5)

A estrutura conectiva permite definir uma derivada (exterior) covariante associada D, cuja
aplicacdo sobre uma p-forma com valores (r, s)-tensoriais qualquer produz uma (p+1)-forma

com valores (r, s)-tensoriais com a expressao local

DX = €, ® Qe ® 9/31 R ® Gbs X DXa1-..arb1mb$ , (68)

ai---ar — ai---ar ak di-rdk—19qak41--ar o q ai--ar
DX =X+ Y wEAX bt = D W AXTTT bbb
1<k<r 1<k<s

(6b)
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onde a derivada exterior ordindria da p-forma é definida como seque

1
T 0T NOT N N O

~bscy-cp

1 (_1)1(71 C ay---a c o / &
-= ) G X, BN - ABHT AGTN G A G A

1"'bSC1"'Ck'”Cp

(7)
sendo 0, as derivadas de Pfaff, 0,f = e,(f), e os termos sob o somatdrio sao decorrentes

da equagdo de estrutura de Maurer-Cartan (cf. Kobayashi & Nomizu [28])
a 1 a b c
dé :—ECbCQ A 6. (8)

Na expressdao acima, os coeficientes de nao holonomia C? _ associam a cada ponto x da
vizinhanga as constantes de estrutura C?,.(x) da algebra de Lie do grupo estrutural GL(4, R)

com respeito aquela base, como explicitado pela relacao dual a (8)
[eb' eC} = Cpcea, (9)

onde, para uma funcao (escalar) f : O — R qualquer, [eb,ec](f) = 0,0.f — 0.0,f é 0
colchete de Lie. Em muitas situacoes serd conveniente expressar os objetos geométricos
em termos do campo de referenciais naturais (campo de referenciais holonémicos, ou de
coordenadas), cujos elementos satisfazem as relacdes de comutacdo (letras gregas a =

0,1, 2, 3 serdo reservadas aos indices associados ao campo de referenciais naturais)
[04,05] =0, (10)

(re. C%p =0). Neste caso, existem fun¢des locais x* : O — R (sistema de coordenadas
cartesianas local) em termos das quais os elementos do correferencial (6%) , dual do referencial

(Oq) , tém a forma 6% = dx* (d6* = 0), e a derivada de Pfaff coincide com a derivada parcial

_ of
— Ox«

ordinaria O,f

Ao contrdrio do que ocorre nas geometrias internas das teorias de calibre, nas quais os
espacos-fibra associados (espacos internos) sao espagos vetoriais sem relacao com a variedade
base, nas geometrias naturais, ou “soldadas”, os espacos-fibra vetoriais associados ao grupo

GL(4,R) e a estrutura tangente da variedade base M* coincidem. Este fato é encapsulado
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pela existéncia de uma 1-forma com valores vetorias “natural” (candnica), definida como
segue (Cartan [15], cf. Kobayashi & Nomizu [28], Trautman [30], Choquet-Bruhat et al.
[31]) (forma de soldagem)

f=e, R0°7. (11)

Fazendo uso da relagdo entre os elementos do referencial e as formas de conexdo (con-

sequéncia direta da definicdo de derivada covariante e da identificacdo e, = e, ® 6%,)
e, R w? = Dey, (12)

0s objetos geométricos fundamentais, viz. campos de referenciais e conexao, permitem
definir, de modo natural, as formas de curvatura e torcao associadas a estrutura conectiva

pela primeira e segunda equacoes de estrutura de Cartan, respectivamente
e, ® Q) = D(Dey), (13a)

e, X =D6. (13b)
Empregando a definicdo (6), estas podem ainda ser escritas na seguinte forma explicita
(Cartan [29, 32—-34], cf. Kobayashi & Nomizu [28])

Qab - dwab + waC A wcb , (143)

Q7 = do? + w? N O". (14b)

Nota-se que, sendo a segunda equacao de estrutura consequéncia da existéncia de uma forma
de soldagem, apenas os espacos fibrados lineares (i.e. geometrias naturais) exibem torcao.
Seguindo as convenc¢des adotadas por Novello [35] e Choquet-Bruhat et al. [31], os coe-

ficientes da conexao, tensor de curvatura e tensor de torcao sao definidos, respectivamente,

CoOmo segue
w?H=T1%,6°, (15a)
1
Qab = _§Rabrs Qr/\es, (15b)
1
O = 557.0' N6, (15¢)
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Em termos destas definigdes (15a)-(15c), e fazendo uso da definicdo (7), as equagdes de

estrutura de Cartan (14a) e (14b) podem ser reescritas na forma

R = Osl 3y — O,y + T3y — T Ty + T3,Cl (16a)

brs

a _ ra a a
Srs_l-rs_l-sr_Crs'

(16b)
Em particular, as componentes da derivada covariante de uma O-forma com valores (r, s)-
tensoriais podem ser expressas como segue

ai---ar — ap---ar ak airadk—14qagy1--ar . q ai---ar
DX, = O X, L+ Y %X T D A

cby b1--bx—1qbkt1-+bs -
1<k<r 1<k<s

(17)

Convém observar, de passagem, que as identidades de Bianchi na presenca de torcao

diferem das mesmas em uma geometria com torcao nula. De fato, tomando-se a deri-

vada exterior covariante das equacdes de estrutura de Cartan (14a) e (14b), e utilizando as

definicbes (15a)-(15c¢), pode-se obter as seguintes expressdes em componentes para as iden-

tidades de Bianchi na presenca da tor¢do (cf. Kobayashi & Nomizu [28], Choquet-Bruhat et
al. [31])

DpR%y + DR, + DRy = S, R, + S R+ S R (18a)

bqgr brp bpqg -

R? ..+ R?

par

+ Ry = DpS%, + DgS%y+ D, 5% + 57,5, + 5745, + 5%, 5%, . (18b)

qrp
Além da estrutura conectiva, assume-se que o espaco fibrado de referenciais esteja equi-

pado com uma (estrutura) métrica, i.e. uma O-forma com valores (0, 2)-tensoriais
g=ds’ 1 =06 K g, (19)

tal que o tensor métrico ds? é simétrico e ndo-degenerado (det(g,,) # 0) . Em uma geome-
tria métrico-afim, i.e. equipada com uma estrutura conectiva e também com uma estrutura
métrica, os coeficientes da conexdo, definidos na equacdo (15a), admitem a decomposicao

(cf. Schouten [36], Eisenhart [37], Hehl et al. [20, 21])

asb = /_asb + Kasb + Qasb ' (20)
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onde foram definidos os coeficientes da conexdo riemanniana pura (coeficientes de rotacao

de Ricci, quando escritos em termos de um referencial ortonormal)

[9” (8sGbr + Obgrs — 8:9sp) + 97" (C'1og1s + C'1sgip + C' bsgr/)] . (21)
as componentes do tensor de contorcao

Ka

sb

9% (S 1p91s + S reaim + S sp91r) (22)

N —

e as componentes do tensor de ndo metricidade

1
Qasb = _Egar(Dsgbf + Dpgrs — Drgsb) . (23)

A geometria de Riemann-Cartan é o caso particular em que a métrica estd sujeita a
condicao de compatibilidade com a estrutura conectiva (Cartan [29, 32—34], c¢f. Trautman
[30], Hehl et al. [20, 21])

Dcg., =0. (24)

A geometria de Riemann, por sua vez, é o caso ainda mais particular em que ambas as
condigdes de compatibilidade (24) e tor¢dao nula (S%_. = 0) sdo validas. Neste Ultimo
caso, escrevendo os coeficientes da conexao riemanniana pura em termos do referencial
natural (simbolos de Christoffel), as férmulas (16a), (16b), (18a) e (18b) recuperam, naquele
referencial, as formulas classicas da geometria riemanniana (cf. Eisenhart [38], Kobayashi &
Nomizu [28], Do Carmo [39]).

Em termos da decomposicdo (20) a expressao da curvatura, na geometria de Riemann-

Cartan, pode ser reescrita na seguinte forma

[e]

R, = ’OQabrs+BsKarb_ DrKasb_I_KascKCrb_ KarCKCSb' (25)

brs

[} o
onde D é a derivada covariante riemanniana definida pela conexao riemanniana pura e R pcqd

sao as componentes da curvatura de Riemann associada. Tomando-se o traco sequido da

contragdo da expressao (25), obtém-se que o escalar de curvatura R = g"*R?,,, admite a
seguinte decomposicao
R=R+K¥®KE, — K, .K? + DK, — D.K?,, (26)
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o
onde R € o escalar de curvatura riemanniano (escalar de Ricci). Nota-se que na geometria

de Riemann-Cartan, os coeficientes da conexao e a curvatura média R,, = R?,,. nao pos-

S
suem, em geral, simetria definida, como ocorre com seus andlogos riemannianos (conexao

riemanniana e tensor de Ricci).
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B. Espaco-Tempo e Gravitacao
Espaco-Tempo

O conceito de espaco-tempo é a base das teorias geométricas da gravitacao, sendo a
“arena” onde todos os processos fisicos tém lugar. A exata estrutura geométrica do espaco-
tempo, no entanto, varia conforme a teoria e seus principios fundamentais. Nao obstante,
certos principios, tais como o principio de causalidade e o principio de equivaléncia, sao
essenciais para a estrutura cinematica de qualquer teoria geométrica (classica) da gravitacao.

Um espaco-tempo pode ser definido como uma variedade com estrutura geométrica
métrico-afim, i.e. um espaco fibrado de referenciais com variedade base M* (dotada das
propriedades topoldgicas e de orientabilidade usuais), equipado com uma estrutura conec-
tiva e com uma métrica. A estrutura causal do espaco-tempo é especificada por uma
métrica de assinatura (+ — ——) (cf. Lichnerowicz [40], Trautman [19, 30, 41, 42|, Hehl
et al. [20, 21]), i.e., em toda vizinhanca O de M* existe um campo local de referen-
ciais (ea)) = (€. €1). €2), €3)) € o campo de correferenciais correspondente CRAE=
(6@, 91 92 9B))  em termos do qual o tensor métrico pode ser escrito localmente na

forma (campos de referenciais e correferenciais ortonormais)
d52 = "'I(a)(b) 9(2) & Q(b) , (27)
onde 74 (p) Sa0 as componentes da matriz com a forma diagonal

+1
-1
(M@yw)) = : (28)
-1
-1
E assumido ainda que todo espaco-tempo é tempo-orientdvel (cf. Lichnerowicz [40],
Choquet-Bruhat et al. [31]), i.e. os campos locais de referenciais podem ser escolhidos
de tal forma que g(eq), €oy)) > 0. Fixadas uma orientacdo e uma orientagdo temporal,
a geometria resultante tem a simetria GL(4,R) reduzida a simetria de Lorentz restrita

SO, (1,3) C GL(4,R), que consiste no conjunto das transformacdes cujas matrizes satis-

d ~
fazem A(f;)n(c)(d)k((g) = N(a)(b) - det(A(?Z)) =+le A(?é) > 0 (transformacdes de Lorentz).
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O espaco-fibra sobre um ponto da variedade base, nesta geometria, é o conjunto de todos
os referenciais ortonormais espacialmente e temporalmente orientados definidos no ponto,
e os cortes locais do espaco fibrado definem campos de referenciais de Lorentz (campo de
tetradas, ou vierbeins). Os campos de correferenciais de Lorentz (cotetradas) permitem,

neste caso, definir uma forma volume
1
n=00 A0 A0 A5 = 21 Mabed 07 A 6° A6 A BT = \/—|g| d*x (29)

em todo o espago-tempo (cf. Lichnerowicz [40]), onde |g| = det(gu,). d*x = dx° A dx* A
dx? A dx®. O dual (de Hodge) de uma p-forma com valores (r, s)-tensoriais (0 < p < 4)
€ uma (4 — p)-forna com valores (r, s)-tensoriais, cujas componentes sao definidas pela
expressao

a---a 1 ai--ar c1+Cp
(*X) ! ' - _T)Cl"'C4X ' bl"'bs ! ] (30)

bi-bsCpi1Ca P!

I.e. o operador x atua apenas no setor p-forma de um objeto geométrico. Por fim, para que
campos fermidnicos possam ser definidos no espaco-tempo, este deve ser equipado com uma
estrutura spinorial (Geroch [43, 44], cf. Penrose [45], De Felice & Clarke [46], Wald [47]).

Em todas as teorias geométricas da gravitacao, as histdrias das particulas materiais sao
representadas por curvas espaco-temporais t — 7y, (t) causais, i.e. cujo campo de vetores
tangente a curva satisfaz g(V,V) = g,,V?V® > 0 (linhas de mundo), sendo as particulas
massivas, em particular, descritas por curvas do tipo tempo g(V,V) > 0. Em um espaco-
tempo métrico-afim arbitrdrio, existem duas classes de curvas do tipo tempo que podem, em
principio, ser empregadas para representar as linhas de mundo das particulas e observadores
inerciais (i.e. livres de interacbes ndo-gravitacionais).

A primeira classe é a das curvas geodésica, definidas pela equacao
VeD,VP =Vv3a,vP 4+t vave =0. (31)

Observadores inerciais locais, neste caso, sao representados por feixes “estreitos” de curvas
geodésicas do tipo tempo, cada feixe sendo equipado com um campo de referenciais de

Lorentz tal que V' = e (campo de referenciais inerciais), em componentes

V@ =g (32)



onde V' é o campo de vetores tangente as curvas do feixe. Consequentemente, medidas
feitas por observadores inerciais locais diferentes sao relacionadas por transformacoes locais
de Lorentz, e cada observador define sua prépria folheacdo espacial local, d8® = 0 (cf.
Kobayashi & Nomizu [28]). Para os observadores inerciais definidos em termos destas curvas,
as leis (ndo gravitacionais) da fisica assumem, em um ponto qualquer do espaco-tempo, a
mesma forma que exibem na teoria da Relatividade Especial (Principio da Equivaléncia). De
fato, como é bem conhecido, para todo ponto x de uma variedade dotada de estruturas
métrica e conectiva, existe uma vizinhanca O de x tal que qualquer ponto y em O pode ser
ligado a x por uma Unica geodésica (vizinhanga normal). Neste caso, supondo que o tubo
que contém o feixe de curvas geodésicas associado ao observador é uma vizinhanca normal,
em consequéncia das expressoes (12), (15a) e (27), existe um campo de referenciais inerciais
adaptado ao feixe, i.e. para o qual (cf. Von der Heyde [48], Straumann [49], Do Carmo [39],
Hartley [50])

9(a)(b)(X) = N(ay(v) » (33a)
r((’,j)(c) (x)=0. (33b)

Para estes observadores inerciais, e apenas para estes observadores, o espaco-tempo métrico-
afim exibe estrutura “infinitesimal” idéntica a do espaco-tempo de Minkowski. Nota-se que
a condicao para que um tal referencial exista é que seus coeficientes de nao holonomia

satisfacam
((ag)(c) (x) = (b)(c)(X) + D g0 (%) - (34)

Efeitos gravitacionais sao descritos pelo desvio das curvas geodésicas produzido pela curva-
tura, torcao e nao-metricidade no feixe associado ao observador, de acordo com a equacao

do desvio geodésico

+ 1 I 1
D Dtza D Dgpy
:Ra bch d a CJ_Zd lzd a\ /b
(Dt < Dt )) bea /" LTV (Dt(s caV/ )) * < Vbt ) '

(35)

onde D/Dt = VD, , tX? = (67, — VaV,)XP é a projecdo espacial de um campo vetorial
e +77 s30 as componentes do campo que descreve a separacio espacial entre duas cur-

vas geodésicas vizinhas no feixe, para um mesmo valor do parametro afim t, definido pela
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condicdo [V,+Z] = (V0,+ 2> — L7309,V )e, = 0 (campo conector). De acordo com a
equacao do desvio geodésico (35), tanto a tor¢do quanto a ndo-metricidade devem produzir
efeitos, em principio, observdveis3. Até o presente momento, no entanto, n3o se tem noticia
de que qualquer fendbmeno diretamente associado a torcdo, ou a nao-metricidade, tenham
sido jamais observados.

A segunda classe de curvas do tipo tempo que podem ser empregadas para representar
particulas e observadores inerciais em um espaco-tempo métrico-afim é a das curvas que

extremizam o funcional
o) = / (g9:5V°V2) 2 dt | (36)

Como este funcional depende apenas da métrica, tais “curvas extremais’ obedecem uma

equacao diferencial que envolve apenas a parte riemanniana dos coeficientes da conexao

VeD,VP =Vv29,vP + P, vive =0. (37)
Estas curvas, no entanto, nao sao geodésicas de um espaco-tempo métrico-afim, i.e. os
observadores descritos por tais curvas experimentam “forcas ficticias” oriundas da contorcao
e da ndo-metricidade

ViD,VP = K, VaVve + QP vave. (38)

Consequentemente, nao é possivel adaptar um campo de referenciais inerciais ao feixe de

curvas, e o Principio da Equivaléncia deixa de ter validade para estes observadores.

Relatividade Geral

Na base da estrutura cinematica da teoria da Relatividade Geral estd a escolha de um
espaco-tempo com estrutura geométrica riemanniana®. Do ponto de vista da formulacdo
geral de uma geometria (cf. Subsecao Il A), no entanto, a estrutura riemanniana consiste
em uma restricao de um espaco-tempo métrico-afim. Partindo de uma geometria com

maxima generalidade, portanto, a Relatividade Geral deve postular, além da condicao de

2 Ver ainda Ehlers, Pirani & Schild [51] para uma discussao aprofundada sobre a estrutura axiomdtica das

teorias geométricas da Gravitacao.
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compatibilidade (24) entre a métrica e a estrutura conectiva (Postulado da Metricidade)

D.gpc =0, (39)
postulado assumido em quase todas as teorias geométricas da gravitacdo®, e também a

condicao de tor¢do nula (Postulado da Torg¢ao Nula)
©7=0 (5%.=0). (40)

Curvas geodésicas e extremais coincidem na geometria de Riemann e, consequentemente,
particulas e observadores inerciais devem ser representados por curvas geodésicas do tipo

tempo em um espaco-tempo riemanniano (Postulado das Geodésicas)
ViD,VP =0. (41)

De acordo com a equacdo do desvio geodésico (35), os efeitos gravitacionais, neste caso,
sdo determinados exclusivamente pela curvatura riemanniana (ou, equivalentemente, pela
métrica, ja que neste caso, e apenas neste caso, ha uma relacao biunivoca entre a curvatura
e a métrica).

A estrutura dindmica da teoria da Relatividade Geral pode ser formulada através do

principio variacional definido pela acdo de Einstein-Hilbert (Hilbert [56])

1 o
Srav:_ Rmn, 42
G =5 [ R (42)

onde k = 8wG é a constante gravitacional de Einstein (sendo G a constante gravitacional
de Newton), I(i’ é o escalar de Ricci, e, como serd sempre feito deste ponto em diante, foi
adotado o sistema de unidades naturais i = ¢ = 1. A solucao do problema variacional
0[SGrav + Smat] = 0 com respeito a métrica, onde d[-] é a derivada funcional de Euler-
Lagrange* e Sy,+ uma acdo para a matéria, produz as equacdes de campo da Relatividade

Geral (equacgdes de Einstein [57, 58])

o 1 o
Rap — ERgab = —KTmp, (43)

3 cf. Weyl [52], Novello & Heintzmann [53], Novello et al. [54], Poulis & Salim [55] e, novamente, Hehl et al.

[20, 21] para visGes alternativas.
4 c¢f. Choquet-Bruhat et al. [31].
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sendo T,, sao as componentes do tensor momentum-energia associado aos campos de
matéria

1
6[81\/131'] = E/Tab 59ab77-

Este quadro é completado pelo Postulado de Covariancia Geral, que imp0e a invariancia
das equacoes de campo frente as transformacdes pertencentes ao grupo de difeomorfismos
do espaco-tempo Diff(M*) ~ Diff(4,R) D GL(4,R) D SO.(1,3), i.e. as equagdes de
campo (43) sdo validas em qualquer referencial. Em consequéncia das equagdes de campo
(43) e das identidades de Bianchi (18a) e (18b) (para tor¢cdo nula), o tensor momentum-

energia satisfaz automaticamente a lei de conservacao
DT,, =0. (44)

O limite de campo fraco da teoria pode ser obtido introduzindo o sistema de coordena-
das normais, ou gaussianas (cf. Kobayashi & Nomizu [28]), definidas pelo Unico campo
local de referenciais inerciais naturais (ou holondmicos) adaptado a um feixe de curvas
geodésicas do tipo tempo contido em uma vizinhanca normal de um espaco-tempo com

estrutura geométrica riemanniana (cf. eq. (34))

gaﬁ(X) = MNog » (453)
e (x) =0, (45b)

Em um ponto y arbitrdrio de uma vizinhanca normal centrada em x, as componentes da
métrica e os coeficientes da conexao admitem, se o campo gravitacional for suficientemente

fraco na vizinhanca®, a seguinte expansio (Petrov [60])

9op(Y) = Nap + €2 hap(x) + O(€7), (46a)
o e2
r,(y) =0+ E”m Ophon(X) + By hrp(X) — Oxhop(x)| + O(€3) . (46b)

5 Sendo <y a geodésica que une x = y,(0) e y = y(€), a métrica admite a expansao (cf. Ehlers [59])

9a5(Y) = T — 52%/3>apﬁg(x)vp(x)va(x) +O(e?).
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Combinando estas expansdes com a expressao (16a) para obter a expansao local para o
tensor de curvatura de Riemann em torno do ponto x, e utilizando esta Ultima para obter
as correspondentes expansoes locais para o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, apds reunir
todos os resultados, pode-se obter a sequinte expansao para o lado esquerdo das equacoes

de Einstein
- 12 82 v 3
Rap = 5Ras = | hap — 0*O(ahisy, + 0adsh — (O — 8,0,1* )nag| + O(e%),  (47)

onde h = n*®Bhys. Sendo kT, = ke*OT,5 + O(e3), onde (UT,5 sdo as componentes
do tensor momentum-energia associado exclusivamente aos processos nao-gravitacionais, as

equacdes de Einstein (43) podem ser escritas, em segunda ordem em ¢, na seguinte forma®
Ohes — 0“B(ahpy, + 0aOsh — (Oh — 840" hyy ) Nag = —2k O Tos . (48)

Convém observar que nesta aproximacao linear da Relatividade Geral, a energia gravitacional
associada ao préprio campo gravitacional nao é incorporada pelo tensor momentum-energia

de mais baixa ordem (O)Tag . Como as equacdes (48) sdo invariantes frente as transformacdes
hag = hag + 0(ap) . (49)

é possivel impor “condi¢des de calibre” apropriadas (cf. Papapetrou [61], De Felice & Clarke
[46], Wald [47]), em termos das quais as equa¢les de Einstein linearizadas (48) podem ser

escritas, equivalentemente, na forma do sistema

1
Uhag = —2K ((O)Taﬁ - E(O)Tnag) , (50a)

1
8"‘ (haﬁ — Enaﬁh) =0. (50b)
A gravitacao newtoniana é recuperada no limite nao relativistico de um campo associado
a um sistema de matéria localizada, cuja fonte é descrita pelo tensor momentum-energia
0T, = pg6°%,0%, sendo pg = pg(x’) a densidade de matéria bariénica no sistema, e o
tensor momentum-energia é expresso em termos de um referencial representando um obser-

vador inercial gravitacionalmente ligado ao sistema. Neste limite, 4¢n(x") = hoo(x)—h(x')/2

6 Ao longo do texto serdo empregadas as abreviacoes X(aby = Xab + Xpa € X[ap) = Xab — Xpa.
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satisfaz a equacao de Poisson

Ay = 4GP, (51)

onde A = 6”8,-@ (i,j=1,2,3) é o operador de Laplace e gﬁN o potencial newtoniano.
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C. Cosmologia Padrao e Energia Escura

Desde as primeiras observacoes de natureza cosmoldgica, realizadas na primeira metade
do século XX, tem se acumulado um grande corpo de evidéncias em favor de um modelo
cosmoldgico fundamentado pela teoria da Relatividade Geral e que assume uma distribuicao
de matéria-energia espacialmente homogénea e isotrépica como uma boa aproximagao para a
distribuicdo de matéria-energia no Universo em grande escala de distancia (> 10° anos-luz).

O espaco-tempo compativel com uma distribuicao espacialmente homogénea e isotrépica
de matéria-energia é descrito pela (estrutura) métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW), que escrita em termos de um sistema de coordenadas inerciais global exibe
a sequinte forma (Friedman [62, 63], Lemaitre [64, 65] Robertson [66], Walker [67], cf.
Novello [35], Peebles [68])

dr?

1—e€r?

ds® = dt® — A%(t) ( + r?d®? + r’sin® 19d¢)2) : (52)

onde A(t) é o fator de escala, (r,¥, ) sdo coordenadas espaciais esféricas, foi adotada a

notacdo dt? = dt ® dt, etc., e
e=—1,€e=0, e e=+1

definem, respectivamente, as segdes espaciais fechada, plana (euclidiana) e aberta. Neste
espaco-tempo, é possivel introduzir um feixe global de geodésicas do tipo tempo representado
as linhas de mundo dos aglomerados de galaxias e equipado com um correferencial de Lorentz

global associado as coordenadas inerciais

6 = dt, (53a)

A(t)
oW = L _dr, 53b
VvV1—e€r? : (53p)
0@ = A(t)r d, (53c)
63 = A(t)rsin® de, (53d)

o qual define o observador (inercial) césmico. O espago-tempo admite uma folheacdo espacial

global (dQ(O) = 0), sendo cada folha espacial homogénea e isotrépica, e o pardametro t,
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neste contexto, é um tempo global (tempo césmico). O fator de escala mede a mudanca
na escala de distancia entre diferentes folhas espaciais. Para que seja compativel com a
hipdtese de homogeneidade e isotropia espacial em escala césmica, é assumido que a fonte
do campo gravitacional pode ser descrita, nesta escala, por uma mistura de fluidos perfeitos
independentes (i.e. livres de colisdes) representada no referencial do observador césmico pelo
tensor momentum-energia de um fluido perfeito (cf. Ehlers [59], Sachs [69])

Tayp) = Z [(P/ + P )Viay)Vin) — pl'rl(a)(b)] : (54)

I

onde o campo de velocidades coincide com o campo tangente associado ao observador
césmico, r.e. Vip = (5(3()0) . As densidades de energia e pressoes isotrépicas de cada compo-
nente do “fluido césmico”, p; = p;(t) e py = p;(t), respectivamente, dependem apenas do
tempo césmico, e cada componente obedece uma equagdo de estado p; = p;(p;). A soma
é feita sobre todas as espécies materiais que compdem o contetido material do Universo,
viz. | = B indica a componente baridnica (prétons, néutrons e elétrons), / = R indica a
radiagdo (particulas relativisticas livres, em particular neutrinos e fétons) e, além disso, como
mencionado na secao anterior, 0 comportamento local da matéria sugere a existéncia de uma
matéria escura de natureza nao baridnica, possivelmente fria, € com importantes efeitos para
a formacao de estruturas no Universo, indicada pelo indice / = D . Além disso, é geralmente

assumido que a equacao de estado para cada espécie é a equagao barotrépica linear

pr = wp;, (55)

onde w; é um parametro constante, sendo w; = 0 para matéria fria (i.e. ndo relativistica) e
w; = 1/3 para matéria quente.

Motivada pelas recentes evidéncias observacionais apontando para uma expansao acele-
rada do Universo (Riess et al. [9], Perimutter et al. [10]), a dindmica do campo gravitacional
na Cosmologia Padrao é definida através da acdo de Einstein-Hilbert modificada (cf. Kolb

& Turner [70], Peebles [68], Peebles & Ratra [7], Friedman et al. [71])

]_ o
SGrav.n = %/ (R - 2/\>77. (56)
onde /A é uma constante. O novo problema variacional §[Sg,av 2 + Smat] = 0 com respeito a

32



métrica, produz as seguintes equa¢des de Einstein modificadas (Einstein [72])
o 1o
Rap — ERgab =—Klap— /\gab . (57)

onde a constante A foi deslocada para o lado direito das equacdes para enfatizar que esta
pode ser pensada como uma nova fonte da curvatura do espaco-tempo. O limite newtoniano
destas equacoes indica que a “constante cosmoldgica” /A deve ser muito pequena para que nao
produza efeitos conflitantes com as observacdes em escala galatica e supergalatica (< 10°
anos-luz), viz. N < 4nG(pg + pp). As equacbes de Einstein (57), em uma geometria
caracterizada pela métrica (52), e com fonte descrita pelo tensor momentum-energia (54),

assumem a forma (Friedman [62, 63], Lemaitre [64, 65])
i\ 2
A € K N
(Z) +ﬁ_§ EI ,Ol—i—g, (583)

A A? 4 ¢
22+( e ):—/{ZI:D/—I—/\, (58b)

A= DA = Owo)A. Em virtude da equacdo de conservacao da matéria-energia (44) e

das identidades de Bianchi (18a) & (18b), as equagdes de Friedman (58a) e (58b) ndo sao

independentes, e fornecem uma Unica equacao. Por outro lado, combinando as equacoes

(58a) e (58b), obtém-se a equacdo de Raychaudhuri (Raychaudhuri [73])
A K A
Z:—EZ(P/+3D/)+§. (59)
/
Além disso, da lei de conservacao (44) para um fluido constituido por mdltiplas espécies livres

de colisdes, sao obtidas as seguintes equacoes de conservacao para cada espécie
_ A
P/+3Z(P/+P/) =0. (60)

O sistema constituido pelas equagdes (58a), (55) & (60) descreve completamente a dinamica
do Universo neste modelo (ACDM), a base da Cosmologia Padrdao. Alternativamente, o
sistema de equacdes (59), (55) & (60) pode ser empregado para a descricao da dindmica
césmica neste modelo. Nota-se que, de acordo com a equacgao (59), a constante cosmoldgica
/\ é responsavel por uma forca repulsiva, oposta a forca gravitacional estritamente atrativa

gerada pela matéria ordinaria, esta ultima definida aqui como o conjunto de todas as formas
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de matéria que estdo sujeitas tanto a Condi¢cdo de Energia Fraca, viz. p; > 0, quanto a

Condi¢ao de Energia Forte (cf. Hawking & Ellis [12]), viz.
pr+3pr = 0. (61)

Em consequéncia da lei de conservacdo (60) e da equacdo de estado (55), a densidade de

energia de cada espécie de matéria ordinaria que constitui o fluido césmico é dada por

—3(1+W/)
o) = pro (A—> — pro (14 2300 (62)

onde p;o = pi(ty) e Ay = A(ty) sao os valores atuais e z = Ayg/A — 1 é o desvio para o
vermelho. Consequentemente, definindo-se o parametro de Hubble H(t) = A/A, a densidade
critica de energia p. = 3H?/k e as densidades relativas de energia 2, = p;/pc € 24 = A/Kkpc,
as equagdes de Raychaudhuri (59) e Friedman (58a) podem ser convenientemente reescritas

na forma

A K

A K o 3(1+w))
Z = —6 Z(l —+ 3W/)Q/Qpco <7) + gQAOpcO ) (633)

(H—€A)2 . (63b)

Y+ =1+

/
Estas equacoes devem ainda ser completadas pelas equacdes de estado para a radiacao
(wg = 1/3), matéria baridnica (wg = 0) e matéria escura fria ndo bariénica (wp = 0). As
evidéncias apontam, no contexto deste modelo ACDM, para os seguintes valores atuais do

parametros cosmoldgicos (cf. Particle Data Group [74])

(H i\ )2 ~0, 2ro S 107*, g0~ 0.05, 2po~0.25, 2,0~ 0.70, (64)
0770

e o valor Hy ~ 0.70 x 107%% (anos)™! para a constante de Hubble. Estes dados implicam a
ocorréncia de uma era dominada pela radiacao, sequida de uma era dominada pela matéria
baridnica e, possivelmente, também por uma matéria escura fria nao baridnica, e a estas,
finalmente, sequidas pela era atual, dominada pela constante cosmoldgica.

A candidata natural a constante cosmoldgica é a energia do vacuo, associada as flutuacoes
quanticas dos campos de matéria do Modelo Padrao da Fisica de Particulas, cuja equagao

de estado tem a forma (pvac = —pvac)

Wvac = —1. (65)

34



Nota-se que esta equacdo de estado viola a condi¢ao de energia forte (61). No entanto,
apesar da energia do vacuo ser capaz de oferecer uma explicacao para a expansao cdésmica
acelerada, o valor de sua densidade previsto pelo Modelo Padrio, pyac ~ 107! GeV* para
a escala de energia de Planck, difere enormemente do valor observado para a densidade
de energia associada a constante cosmoldgica, px = 2P0 ~ 107%7 GeV*. Este de-
sacordo em quase 120 ordens de grandeza é conhecido como o “problema da constante
cosmoldgica” (Weiberg [11]). Apesar do Modelo Padrao prever uma redugdo substancial
deste valor por sucessivos mecanismos de quebra espontinea de simetria no Universo pri-
mordial, os valores correspondentes as escalas de energia do setor eletrofraco (EW) e da
Cromodinamica Quantica (QCD) ainda superam o valor observado em muitas ordens de
grandeza, viz. pyac/ew ~ 10°GeV* (~ 10%%p,) e pyac/ocp ~ 1076 GeV* (~ 10%p,), res-
pectivamente. Além disso, o processo implica a producao de defeitos topoldgicos associados
(cordas césmicas, monopolos magnéticos, texturas e paredes de dominio), nunca observados.

Além do problema da constante cosmoldgica, observacoes indicam ainda que o valor da
densidade de energia do vacuo é atualmente da mesma ordem de grandeza da densidade

média de matéria no Universo (cf. Peebles & Ratra [7])

PA ™~ PMo -

O carater altamente improvavel deste fato, visto que, de acordo com a equacgdo (62), as duas
quantidades decaem a uma taxa diferente ao longo da histéria do Universo, constitui o cha-
mado “problema da coincidéncia césmica” da Cosmologia Padrao. Os problemas associados
a energia do vacuo sugerem a busca de outro fluido material-energético, de natureza ainda
misteriosa, para explicar a expansao acelerada do Universo. Como ocorre com a matéria
escura nao-baridnica, presume-se que esta “energia escura’ deve também ser de natureza
exotica.

Além dos problemas associados a constante cosmldgica, a Cosmologia Padrao sofre ainda
dos problemas da planitude, do horizonte cosmoldgico, da assimetria baridnica, da origem
das flutuagdes (i.e. dos desvios da homogeneidade e isotropia) na distribuicdo de matéria-
energia no Universo primitivo (o espectro de perturbacdes iniciais), necessarias para explicar

a formacao das estruturas observadas no Universo atual, como a inomogeneidade na dis-
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tribuicdo de galaxias e anisotropias na radiagdo de micro-ondas césmica de fundo (CMB)
(cf. Peebles & Ratra [7], Padmanabhan [8]) e, sobretudo, o problema da singularidade
inicial (Novello [35], cf. Subsecdo IIE), viz. préximo a um instante t, < ty no passado,
onde ty — t, = 1/Hy ~ 1.4 x 10'° anos no modelo ACDM, o fator de escala tende a zero
0 < A(t. < t), e, consequentemente, a curvatura, as densidades de energia (62) e a tem-
peratura divergem nesta regido. Além disso, a métrica e, portanto, a prépria estrutura do

espaco-tempo tornam-se indefinidas na singularidade.
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D. Modelos de Energia Escura Dinamica

A solucao mais popular para os trés primeiros problemas consiste em postular uma ‘“era
inflaciondria”, na qual um regime de expansao césmica acelerada, induzido por um campo
escalar cosmoldégico, tem a capacidade amplificar as flutuacoes da distribuicao de matéria-
energia no Universo primordial, solucionar o problema dos horizontes cosmoldgicos, planificar
0 espaco-tempo, oferecer um explicacao para a alta entropia observada no Universo atual e
ainda diluir possiveis reliquias oriundas da producao de defeitos topoldgicos.

Em uma tentativa de solucionar os problemas relacionados a constante cosmoldgica (pro-
blemas da constante cosmoldgica e coincidéncia cdsmica), foram propostos modelos de ener-
gia escura dinamica, derivados dos modelos inflacionarios, nos quais é introduzido no modelo

de FLRW um campo escalar cuja dindmica é definida pela acao (cf. Peebles & Ratra [7])

Sp = / Gga”@aww - V[¢]> ur (66)

sendo o potencial V[¢] escolhido de forma a produzir uma expansao acelerada tardia do
Universo. Além disso, o acoplamento entre o campo escalar e a matéria barionica ordinaria
nestes modelos deve ser suficientemente fraco para que seja consistente com os vinculos sobre
novas forcas de longo alcance no Universo (Carroll [75]). Em concordancia com a hipétese
de homogeneidade e isotropia espacial, assume-se que o campo escalar exibe dependéncia
apenas do tempo césmico ¢ = ¢(t), o que implica um tensor momentum-energia para o
campo escalar com a forma (54).

A dindmica do sistema (no caso particular A = 0) é definida pelo problema variacional
0[Scrav + Smat +Sg] = 0 com respeito a métrica e ao campo escalar. Em uma geometria de
FLRW, as equacoes de Einstein e a equacao dindmica do campo escalar resultantes assumem,

respectivamente, a seguinte forma

(g) Zp, + 5 (K191 + VId) (67)
22 (u) = —KZ - k(K[9] - VIel) (67b)
A A2 = Pi ,
ov[¢)
d>—|—3 b+ —= 56 =0, (67¢)
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onde foi definido o termo cinético K[¢] = ¢?/2. Combinando as equacdes de Einstein (67a)
e (67b), e ainda fazendo uso das equacdes de estado (55) e as equacles de conservacao

(60) para cada espécie de matéria ordindria, obtém-se a equacdo de Raychaudhuri
A K K
A° 7% Z (o +3p)) — g(zK[dﬂ —VI[¢]). (68)
/
Em analogia a descricao dada ao fluido césmico, pode-se definir a equacao de estado efetiva

para o fluido constituido pelo campo escalar

_ Py _ Klo] - VId]
o) = o = Klgl +Vigl (69)

Nota-se que a equacao de estado efetiva tem seus valores contidos no intervalo —1 < wy <
1. No regime em que o potencial é dominante sobre o termo cinético, como ocorre na

aproximacao de “rolamento lento” (cf. Peebles & Ratra [7])
d< Hp , <V, H<H?, (70)
a equacao de estado efetiva assume a forma
Wy~ —1 (py<0). (71)

Consequentemente, o potencial associado ao campo escalar atua, neste regime, como uma
constante cosmoldgica efetiva p, ~ V[¢] ~ const.

Diversas escolhas de potenciais V[¢] capazes de gerar uma expans3do acelerada tardia do
Universo foram propostos na literatura ao longo dos anos, sendo os exemplos mais simples
o potencial exponencial V[¢] = Vhe~*® e potenciais com perfis do tipo V[¢] = Vop~ %, que
buscam relacionar a expansao acelerada tardia com um regime inflacionario no universo pri-
mordial (cf. Peebles & Ratra [7]). Nestes modelos (QCDM), nos quais um campo escalar
cosmoldégico com as propriedades descritas acima (quintesséncia) atua como uma energia
escura dinamica, o problema da coincidéncia césmica é amenizado. Alguns potenciais, inclu-
sive, exibem solucdes do tipo “atratora” ou “rastreadora” (Peebles & Ratra [7], Steinhardt
et al. [76]), nas quais a densidade de energia do campo escalar acompanha a densidade de
energia da matéria ao longo da histéria césmica, passando a crescer apenas na era atual.

Em todas estas propostas, no entanto, a escolha do potencial é ad hoc e carece de um sdlido
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modelo fisico subjacente. Convém observar que, nestes modelos de energia escura dinamica,
o problema do ajuste fino da constante cosmolégica nao é resolvido, ainda que seja ameni-

zado, sendo simplesmente assumido um valor minimo para o potencial V[¢] préximo ou igual

a ZEro.
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E. Modelos Cosmoldgicos Nao Singulares

Apesar de uma era inflaciondria oferecer uma solucao para os problemas da planitude,
horizonte cosmoldgico e origem do espectro de perturbacdes iniciais, a Cosmologia Padrao
acrescida de uma era inflacionaria ainda sofre do problema da singularidade inicial (cf. Gaspe-
rini [77], Novello & Bergliafa [13], Brandenberger [78]). Como demonstrado pelos teoremas
de Penrose-Hawking (cf. Hawking & Ellis [12]), qualquer modelo cosmoldgico que, con-
juntamente, (a) seja fundamentado pela Relatividade Geral, (b) assuma uma distribuicdo
espacialmente homogénea e isotrdpica para a matéria em grande escala de distancia e (c)
assuma que o fluido césmico é constituido exclusivamente por matéria ordinaria (viz. matéria
que satisfaz a Condi¢do de Energia Forte (61)), necessariamente exibe uma singularidade ini-
cial (big bang), i.e. as linhas de mundo do fluido césmico todas convergem para um tnico
ponto focal no espaco-tempo, situado em um instante t, < tp no passado (sendo t; o instante
atual), além do qual estas linhas de mundo n3ao podem ser estendidas. Como mencionado
na Subsecdo Il C, a estrutura do espaco-tempo € indefinida na sungularidade, o que torna
o modelo inaplicavel em uma vizinhanca daquele ponto. Esta inconsisténcia nos cenarios
cosmoldgicos construidos a partir da teoria da Relatividade Geral (cf. Subsec¢do Il C) sugere
a revisao de uma ou mais das condi¢des (a), (b) e (c) acima (cf. Novello [35], Novello &
Perez-Bergliafa [13]).

A necessidade de substituir, neste regime, a Relatividade Geral por uma teoria quantica
da gravitacao é tipicamente evocada (cf. Ashtekar [79]). No entanto, a singularidade pode
ser evitada mesmo no nivel classico. E o que ocorre em modelos cosmoldgicos que incorpo-
ram fluidos materiais exdéticos capazes de violar a Condicao de Energia Forte, modelos que
assumem uma distribuicao espacial inomogénea ou anisotrépica para a matéria-energia em
escala césmica, ou ainda modelos baseados em teorias modificadas classicas da gravitacao.
Nesta ultima linha, em particular, foram formuladas diversas propostas nas ultimas décadas,
dentre as quais destacam-se teorias com graus de liberdade escalares adicionais (como a teo-
ria de Brans-Dicke), teorias nas quais € modificada a forma do acoplamento entre a matéria
e a gravidade, teorias cuja acdo é construida com invariantes de ordem superior (como a

teoria “f(R)"), teorias de cordas, teorias de Branas-Mundo, e ainda teorias que incorporam
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a tor¢do (como a teoria ECSK) (cf. Novello & Bergliafa [13], Clifton et al. [14], Gasperini
[77], e para a discussdo das teorias com torgdo, cf. Trautman [80] e Hehl et al. [20, 21]).

Nestes modelos, a atual fase de expansao césmica é precedida por uma fase contrativa,
sendo que no bounce (ou big bounce), a transicdo entre as duas fases, o fator de escala
atinge seu valor minimo 0 < A(t.) < Ao, que pode ser um minimo local nos modelos com
multiplos bounces ou nos modelos com uma singularidade no futuro (big crunch). Dados da
radiacao CMB sugerem ainda que o valor minimo do fator de escala deve ser menor do que
o valor atual, I.e.

At < Ag. (72)

Apesar do Universo nao exibir uma singularidade inicial nestes modelos, o instante t, em que
ocorre o bounce local deve ser suficientemente recuado no tempo para que nao haja conflito
com os vinculos impostos pelas estimativas de idade de aglomerados globulares e de galaxias

elipticas, viz. (cf. Particle Data Group [74])

to— t, 2 1.2 x 10" anos. (73)

~Y

Além de contornarem o problema da singularidade inicial, modelos com bounce podem ser
uma alternativa ao paradigma inflacionario, visto que uma fase contrativa acelerada é capaz
de oferecer uma explicacao para a origem das flutuacdes na distribuicao de matéria-energia no
Universo primordial e, possivelmente, ainda solucionar os problemas do horizonte cosmoldgico

e da planitude (Gasperini & Veneziano [81], cf. Gasperini [77], Brandenberger [78]).

41



Ill. CAMPOS DE SPIN-2 EM ESPACO-TEMPO CURVO

Apesar das extensdes do Modelo Padrao preverem a existéncia de uma miriade de
particulas bosbnicas de spin superior a 1, a busca por componentes materiais-energéticas
escuras exoticas no setor bosbnico tem se restringido as particulas de spin-0 (campos es-
calares, axion, sneutrinos) e particulas de spin-1 (como o bdsons de calibre da teoria de
Kaluza-Klein). Nas extensGes da gravitacdo einsteiniana que incorporam a tor¢do, no en-
tanto, novos campos bosonicos fundamentais associados a torcao sao esperados. Como
sugere a contagem do numero de graus de liberdade da torcao, estes campos podem exibir
spin 0, 1 ou 2. O caso de spin-2, em particular, é de especial interesse, ja que a curvatura e
a torcao possuem o mesmo status nestas teorias.

Tendo em mente este fato, nesta secdo serd revisada a descricao da dindmica dos campos
de spin-2 no espaco-tempo de Minkowski (teoria de Fierz-Pauli), tanto na sua formulacao
ususal (Subsecdo IIIA) quanto na chamada representacdo de Fierz (Subsecdo IlIB), bem
como sua ligacao com a teoria einsteiniana da gravitacdao. Na Subsecao IlI C serd revisada a
extensao deste formalismo aos espacos-tempos curvos e discutido o problema de compatibi-

lidade entre a dinamica de um campo de spin-2 e a gravitacao.
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A. Teoria de Fierz-Pauli

Em seu tratamento sistematico das equacdes da onda relativisticas para particulas de spin
arbitrario, Fierz & Pauli estudaram o caso de um campo de spin-2 massivo livre no espaco-
tempo de Minkowski, representado por um campo (0, 2)-tensorial simétrico com componentes

©Yap , Cuja dindmica é definida, de forma Unica, pela sequinte acdo (Fierz & Pauli [82])

Skp = i / [awaga“w"‘f’—28“<pua65<p"‘5+285<p‘3°‘6acp—8a<p8°‘<p—m2((paaw"‘ﬁ—wz) d*x,

(74)
onde 7,5 sdo as componentes da métrica do espago-tempo de Minkowski, ¢ = N, é 0
traco do campo, K € uma constante, m é a massa do campo, e foi adotado o referencial
natural global no espaco-tempo de Minkowski para estreitar a analogia com o caso da apro-
ximag3o linear da Relatividade Geral (cf. Secdo || B). A intera¢do entre o campo de spin-2 e
outros campos de matéria pode ser incorporada adicionando-se a acao de Fierz-Pauli termos

de acoplamento com a forma
S/ = — /TaBQOaBd4X, (75)

onde é assumido que a fonte T, € um tensor simétrico. O problema variacional §[Srp+S)] =

0 com respeito ao campo de spin-2 @,3 produz as equagoes dinamicas
O@as — 0*8(a0p)u + 0a0sp — (O — 846”9, ) Nag + M? (Pap — ONag) = —2KTag . (76)
Tomando-se a divergéncia da equacdo (76), obtém-se
m*(8%@ap — Opp) = —2K0%Tag . (77)
Por outro lado, o traco da equacdo (76) fornece

3
O — 048", = —§m2<p +KT. (78)

onde 7 = n*F1,5 é o traco do tensor momentum-energia. Tomando a divergéncia da
equagdo (77), conclui-se que 0 campo .3 Massivo é compativel com uma corrente conser-

vada (0“7 = 0) se satisfizer a condi¢cao de compatibilidade

3
Emch = KT. (79)

43



No caso estudado por Fierz e Pauli, o de um campo massivo livre, To3 = 0, a condi¢ao
(79) implica a identidade

a qual, por sua vez, implica a seguinte reducdo da identidade (77)
0%pup =0. (81)

Combinando as condi¢cbes (80) e (81) com a equacao de campo (76), obtém-se o sistema
de equacoes que descreve a dinamica de um campo de spin-2 massivo livre propagando-se

no espaco-tempo de Minkowski (Fierz & Pauli [82])

(O+ m?)pae =0, (82a)
0% =0, (82b)
p=0. (82¢)

As condi¢des (82b) e (82c) impdem a reducao dos 10 graus de liberdades originais exibidos
pelo campo’ @,p aos 5 graus de liberdade associados a um campo de spin-2 puro.

Qutro caso de particular interesse é o de um campo com fonte e massa nula, m = 0.
Neste caso, as condi¢cbes (82b) e (82c) ja nao sao mais consequéncia das equacdes de campo

(76), que recuperam a simetria

Pap M Papg + a(ocgﬁ) , (83)

sendo &P as componentes de um campo vetorial arbitrdrio. A divergéncia do lado esquerdo
das equagdes de campo (76) é identicamente nula, e a simetria (83) implica a condi¢do de
conservagdo 0%7T.5 = 0 (i.e. a quebra da invaridncia das equa¢bes de campo (76) frente
as transformacbes de simetria (83), provocada pelo termo de massa, implica a violagdo
da condi¢do de conservacao da corrente To,g). Se a fonte for identificada com o tensor
momentum-energia associado aos processos ndao gravitacionais, Tog = (O)Taﬁ, e se a cons-

tante K for identificada com a constante gravitacional de Einstein, as equacoes de Fierz-Pauli

7 cf. Hehl et al. [21] pg. 52
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(76) com fonte coincidem com as equagdes de campo da Relatividade Geral em sua forma li-
nearizada (cf. eq. (48), Secao I B). Consequentemente, o campo de spin-2 @45, Sem massa
e interagente, pode ser identificado com o campo hyg da aproximacao linear da Relatividade

Geral, e a transformacdo (83) com a transformacg3o de calibre (49).

45



B. Teoria de Fierz-Pauli na Representacao de Fierz

Além da descricao usual de campos de spin-2 no espaco-tempo de Minkowski formulada
por Fierz & Pauli [82], uma descricdo alternativa, a chamada “representacao de Fierz” (Pinto
Neto [83], Novello & Pinto Neto [84], Novello & Neves [85]) aproxima o formalismo desta
teoria do formalismo das teorias de calibre e permite a passagem natural para o caso em que
o espaco-tempo de fundo é curvo.

Um tensor de Fierz no espaco-tempo de Minkowski é definido pelas propriedades

¢o¢ﬁu, - _¢Bo¢u ) (843)
d)aﬁ'y + (Dﬁfya + (D'yaﬁ = O f (84b)
aa(*GD)a(W) = 0, (84C)

onde o dual tem a forma (*®)apu = (1/2)Npoap®*, (cf. Secdo IIB). Chama-se a atencdo
para a posicao dos indices antissimétricos do tensor de Fierz, convencao adotada tradicional-
mente na literatura (cf. Novello & Neves [85]). As condigdes (84c) e (84b) reduzem as 24
componentes independentes de uma 2-forma com valores (0, 1)-tensoriais arbitraria a apenas
10, e, consequentemente, um tensor de Fierz pode representar um Unico campo de spin-2.
De fato, uma consequéncia direta da definicao acima, é que existe um campo (0, 2)-tensorial
simétrico, com componentes @qg, em termos das quais as componentes de um tensor de

Fierz admitem a expressao

1
¢o¢[3p. - 5 (aﬁ(pau - aoz(pﬁu - ¢6no¢u + d)anﬁu) ' (853)

(Doz = 776“ d’aﬁp. = Oqp — au(pua - (85b)

Como pode ser diretamente verificado destas expressoes (85a) e (85b), as componentes de

um tensor de Fierz ®,g, satisfazem a identidade
0" Du(op) = ~Uap + 000" Pp)u — 0aBpp + (B9 — 8,0, ) Nag (86)

A teoria de Fierz-Pauli para campos de spin-2 massivos pode ser reformulada, nesta repre-

sentacao baseada nos tensores de Fierz, a partir do principio variacional definido pela seguinte
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acao envolvendo os invariantes construidos com os tensores de Fierz (Novello & Neves [85])

1 2
SFiery = Z/ |:¢a5#q>a5# _ q>a(pa . m?(‘ﬂaﬁ(;oaﬁ . (,02) d4x. (87)

O problema variacional §[Skjer, + S;] = 0 com respeito ao campo de spin-2 @45, produz as
equacoes de campo

0" Dpu(op) — M*(Pap — PMap) = 2KTog, (88)
onde o termo de fonte do lado direito da equacao é oriundo de uma acao de interacao com a
forma (75). De acordo com a identidade (86), estas equagdes sao exatamente as equagdes
de Fierz-Pauli para um campo de spin-2 massivo livre no espago-tempo de Minkowski

D(paﬁ - a(aéu(pﬁ)u + aaaﬁ(p - (D(P - auau(puu)naﬁ + m2 (‘paﬁ - wna[ﬁ) = _2/{7—043 - (89)

Para que a equivaléncia das duas representacoes fique ainda mais evidente, serao reproduzidos

0s passos da subsecao anterior. Da divergéncia das equacoes de campo obtém-se
PO Popuy — M* P, = 2kPT o, (90)
ao passo que o traco da equagdo (88) fornece
G“CDM—kgmz(p: KT . (91)
Por outro lado, como consequéncia direta da identidade (84c), segue
O Dop, =0, (92)
e, consequentemente, obtém-se a identidade
PO Pupuy =0 (93)

Consequentemente, a mesma a condicao de compatibilidade entre o campo de spin-2 e uma
corrente conservada obtida no formalismo usual (Subsecdo Il A, eq. (79)) é também obita
aqui

3
Emch = KT. (94)

No caso de massa nula, as condigdes para que @,g represente um campo de spin-2 puro

no espaco-tempo de Minkowski obtidas na Subsecao Il A s3o recuperadas
b, =0, (95a)
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p=0. (95b)

Convém observar que, mesmo no caso em que o campo de spin-2 tem massa nula, m =
0, é livre (Tqp = 0), 0 campo de Fierz @45, ndo é em, em geral, invariante frente as
transformacoes

Vap = Pap + a(aéﬁ) (96)

(a excessdo sendo o caso em que o campo vetorial é o gradiente de uma fungdo escalar,
€, = 0,f). No entanto, a acdo (87) difere da agdo transformada apenas por um termo de
borda e, consequentemente, a dindmica nao é modificada pela transformagdo (96) (Novello

& Neves [85]).
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C. Campos de Spin-2 em Espaco-Tempo Curvo

Apesar da teoria de Fierz-Pauli na representacao de Einstein descrever campos de spin-
2 propagando-se no espaco-tempo de Minkowski de forma consistente, quando se tenta
estender esta descricao a um espaco-tempo curvo surgem dois obstaculos. O primeiro é
decorrente da ambiguidade na passagem de termos da equacao (76) envolvendo derivadas

parciais ordinarias sucessivas do campo

aaaﬁ(puu

as suas versoes para espaco-tempo curvo, em virtude da nao-comutatividade das derivadas
covariantes. O segundo obstdculo é consequéncia do fato das equagdes dindmicas para
um campo de spin-2 sem massa, sem fontes e propagando-se em espaco-tempo curvo, nao
exibirem divergéncia nula, como ocorre com as equacoes de Einstein linearizadas no vacuo
(cf. Secao II1B). Como observado por Aragone & Deser (Aragone & Deser [86]), para uma
escolha arbitraria de ordenamento dos termos envolvendo derivadas covariantes sucessivas
do campo, a extensao aos espacos-tempos curvos da dindmica de um campo de spin-2 sem
massa e acoplado minimamente com a gravitacao recupera a condicao de compatibilidade

(divergéncia nula) apenas no caso em que o espaco-tempo € do tipo Einstein

o

Rab = /\gab-

Este cendrio é evidentemente inconsistente, ja que campos de spin-2 nao podem ser a fonte
de um espaco-tempo com tal estrutura geométrica. Esta dificuldade constitui o problema
da compatibilidade entre a dinamica de um campo de spin-2 e a gravitacao. Na tentativa
de contornar este problema, Aragone & Deser propuseram uma extensdo da acao de Fierz-
Pauli incorporando termos de acoplamento nao-minimo. No entanto, como eles observam, o
problema variacional na presenca de tais termos acaba levando a modificacoes das equacoes
de Einstein envolvendo derivadas de ordem superior. Além disso, o acoplamento nao-minimo
Impoe severas restricoes sobre as varidveis de campo em virtude das propriedades algébricas do
tensor de Riemann. O caso de um campo de spin-2 massivo em espaco-tempo curvo acoplado
ndao-minimamente com a gravitacao foi estudado por Buchbinder e colaboradores (Buchbinder

et al. [87]), os quais obtiveram equag¢des de campo compativeis com a Relatividade Geral e
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as associaram a uma dinamica efetiva oriunda das teorias de cordas. Também neste caso, a
escolha do ordenamento das derivadas covariantes sucessivas do campo € arbitraria.

Como mostrado por Novello & Neves (cf. Novello & Neves [85]), o primeiro obstaculo
pode ser contornado de forma natural adotando-se a representacao de Fierz. Apesar da
dindmica ser completamente equivalente em ambas as representacoes no espaco-tempo de
Minkowski, a extensao da representacao de Fierz da teoria de Fierz-Pauli aos espacos-tempos
curvos (feita através do principio de acoplamento minimo) é livre de ambiguidades. Esta
abordagem leva a equacdes dinamicas equivalentes as obtidas na representacao de Einstein
envolvendo acoplamento nao-minimo entre o campo de spin-2 e a gravitacao, para uma certa
escolha arbitraria dos coeficientes dos termos de acoplamento nao-minimo.

A extensdo da definicdo (85a)-(85b) a um espago-tempo curvo (riemanniano) arbitrario
¢ imediata. Adotando-se o Principio de Acoplamento Minimo entre o campo de spin-2 e a
gravitacao, o qual, em um espaco-tempo riemanniano, e apenas neste espaco-tempo, pode
ser implementado operacionalmente através da mudanca

o

0,— D, , Nab — Gab
obtém-se
1 o o
(Dabc = 5 <Db(pac - Da(pbc + ¢agbc - ¢bgac> ' (973)
(Dc = gab(Dcab = ac(p - Db(pbc ) (97b)

onde os indices {a, b, ---} referem-se, como estabelecido anteriormente, a um referencial
local arbitrario no espaco-tempo riemanniano. Evidentemente, um tensor de Fierz em espaco-
tempo curvo exibe as mesmas propriedades de simetria de um tensor de Fierz no espaco-
tempo de Minkowski, viz.

(Dabc = _d)ban (983)
¢abc + Cbbca + cpcab =0, (98b)

sendo que esta Ultima pode ainda ser convenientemente reescrita na forma

G (xP)apc = 0. (99)
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A condigdo (84c), por outro lado, assume a forma generalizada

o 1 o o
Da(*(D)a(bc) = E {(R*)brsc + (R*)rbcs} (Prs . (100)

A dindmica para campos de spin-2 massivos em um espaco-tempo riemanniano arbitrario
passa a ser definida através do principio variacional aplicado a versao para espacos-tempos

curvos da agdo (87), do qual resultam as seguintes equagdes de campo

Da¢a(bc) - m2 ((pbc - (pgbc> = 2KThpc (101)

onde foi adicionado um termo de fonte ao lado direito da equacao. Neste caso, a identidade

(86) assume a nova forma

[e] [e] (o] 1 (o] [} [e] o [e] o [} [} o] [}

D*®,(5c) = ~DaD*@sc+ 5 (D*D(cpra+ D D10 ) = DyDetp+ (DaD*0—DaDtp™ ) goe
(102)

onde @ = g?®,, = @2, e a ambiguidade na passagem das equacdes de Firez-Pauli a sua

versao para espaco-tempo curvo é resolvida de forma natural. Por outro lado, a falha da

vers3o para espacos-tempos curvos da identidade (90), viz.
D D ®Pype) £0, (103)

sugere a imposicao de restricao da estrutura geométrica do espaco-tempo base a de um
espaco-tempo de Einstein, para a qual a condicao de compatibilidade é trivialmente satisfeita.
No entanto, como mostrado por Buchbinder et al. (Buchbinder et al. [87]) e Novello &
Neves (Novello & Neves [85]), esta restricao pode ser flexibilizada. Como consequéncia da

divergéncia das equagbes de campo (101)
DPD?@,pc) — M* P = 26D T, (104)

foi proposta a seguinte condicao de compatibilidade entre um campo de spin-2 massivo em

espaco-tempo riemanniano e uma corrente conservada (D?7,. = 0) (Novello & Neves [85])
DD ®ypey = —m* ®.. . (105)

Por outro lado, tomando-se o traco das equagbes de campo (101), obtém-se, analogamente

ao caso de espaco-tempo plano, a relacao de vinculo

o 3
D¢, = —§m2¢+7, (106)
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ao passo que a divergéncia da condigdo de compatibilidade (105) fornece
D¢ (RabcdcpabC) = -m’D®,. (107)

Consequentemente, para que o tensor de Fierz represente um campo de spin-2 puro, este
deve satisfazer, além da condicdo de compatibilidade (105), a condicdo (Novello & Neves
[85])

D¢ <Rabcd<babc> =0. (108)

Cabe enfatizar que estes problemas de consisténcia nao se colocam no caso em que oS

campos de spin-2 s3o livres (i.e. ndo estdo acoplados a nenhuma corrente).
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IV. CAMPOS DE MATERIA COM ORIGEM GEOMETRICA

Nesta presente secao, serao investigadas as consequencias para a dinamica césmica da
incorporacao de campos de spin-2 associados a torcao ao setor escuro. Serd inicialmente
discutida, na Subsecao IV A, a escolha de curvas causais fisicas no espaco-tempo de Riemann-
Carta que recuperam a cinematica einsteiniana no espaco-tempo riemanniano associado. Na
Subsecao IV B serd apresentada a modificacdo minima da Relatividade Geral, sugerida por
Novello & Trajtenberg [88], na qual a tor¢cdo, que pode ser decomposta em dois campos
de spin-2, atua como uma nova fonte da curvatura do espaco-tempo riemannino associado.
Asseguir, na Susecao IV C serd obtido o sistema de equacdes dindmicas compativel com um
espaco-tempo homogéneo e isotrépico, e, finalmente, na Subsecao IV D serdo estudados os
modelos cosmoldgicas que derivam deste modelo. Seguindo a mesma filosofia de modificagcao
minima das teorias dominantes, e tendo em vista os sucessos da Cosmologia Padrao, os
mesmos principios fundamentais daquele modelo cosmoldgico serdao empregados aqui. O
presente estudo se restringird ainda ao caso mais simples possivel, viz. aquele em que cada

campo de spin-2 exibe apenas um dos 10 graus de liberdade originais.
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A. Cinematica Einsteiniana

Como discutido nas secoes anteriores, os problemas da matéria e energia escuras podem
ser abordados através de modificacoes da teoria da Relatividade Geral. A incorporacao da
torcao, em particular, consiste em uma das modificacdoes mais naturais que se pode impor
aquela teoria. De fato, a luz do formalismo que fundamenta as teorias geométricas da
gravitacao, incluindo a teoria einsteiniana, a escolha de uma torcao nula ab initio fica sem
Jjustificativa. Por outro lado, a torcao promove desvios importantes na estrutura cinematica
da teoria em relacao a da Relatividade Geral e, além disso, efeitos diretamente associados a
este campo nunca foram observados.

Uma possivel forma de contornar este impasse, seria construir uma estrutura cinematica
que parte de um espago-tempo de Riemann-Cartan (Cartan [29, 32—34], Sciama [16, 17],
Kibble [18], cf. Trautman [19], Hehl et al. [20, 21]), i.e. no qual a tor¢ao é n3o nula
mas a condicdo de compatibilidade (24) é valida, porém restringindo a classe de curvas que
representam as histérias das particulas teste e dos observadores inererciais de tal modo que a
estrutura cinematica da teoria coincida com a da Relatividade Geral. Para implementar esta
modificacao “minima” da gravitacao einsteiniana, sera imposto, primeiramente, o seguinte

postulado cinematico:

Postulado Cinematico: A estrutura cinemdtica da teoria é construida sobre um espaco-
tempo de Riemann-Cartan, e as curvas que representam as historias das particulas teste e

dos observadores inererciais sao as curvas do tipo tempo que extremizam o funcional

U yw) = / (9,5V°V2) 2 dt |

Como comentado na Secdo Il B, estas curvas extremais sao descritas localmente pela
equacgdo (37), equacao que envolve apenas a conexao riemanniana pura, Viz.

o

VADLVP = VA,V 4 [P vave =0,
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e, consequentemente, a estrutura cinematica da teoria, do ponto de vista do espaco-tempo
riemanniano associado, € idéntica a estrutura cinematica da Relatividade Geral.

Nota-se que no caso especial em que o espaco-tempo é de Riemann-Cartan, as formas
de conexao, expressas em termos de um referencial ortonormal, satisfazem n(c)(a)w(a) =
—n(c)(b)w(cg) . Consequentemente, o setor (0, 2)-tensorial do tensor de curvatura de Riemann-
Cartan exibe a estrutura de 2-forma, viz. Raped = —Rpacq . ISto permite definir os duais da

curvatura tanto a esquerda (*R).pcq , quanto a direita (Rx*)apcq -
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B. Campos de Spin-2 com Origem na Torcao

A quase todos os campos de interacao sao associadas particulas bosénicas fundamentais
como resultado do processo de quantizacao destes campos. A excessao é o campo gra-
vitacional da Relatividade Geral, teoria para a qual ndao é conhecida uma versao quantica.
Apesar deste fato, a analogia entre o campo de spin-2 que surge na forma linearizada da
Relatividade Geral e os potenciais dos campos de calibre das versoes classicas das demais
teorias de interacao € inevitdvel, e o campo de spin-2 sem massa e interagente que deriva
do campo gravitacional einsteiniano é comumente associado ao “graviton”. Seguindo esta
l6gica, em qualquer extensao da Relatividade Geral na qual a torcao é incorporada, novos
campos bosonicos fundamentais devem ser esperados. Além disso, o nimero de graus de
liberdade da torcao sugere que estes campos devem possuir spin 0, 1 ou 2.

Seguindo Novello [89] e Novello & Trajtenberg [88], em um espaco-tempo de Riemann-
Cartan é possivel, fazendo uso da extensao para espacos-tempos curvos da teoria de Fierz-
Pauli na representacdo de Fierz (Subsecdo Il B), associar a tor¢do dois campos de spin-2

fundamentais, @, € Y., , impondo a seguinte decomposicao para as componentes da tor¢ao
Sacd = chda + (* ll/)cda + Zacd ' (109)

onde os campos @ 4, € V.45 Sa0 componentes dos tensores de Fierz definidos, respectiva-
mente, em termos dos campos @, € ¥,,, cada um com 10 graus de liberdade, e o objeto
com componentes 2 ,.4 completa os 24 graus de liberdade da torcao. Serd assumido aqui,

no entanto, que a torcao esta sujeita a seguinte restricao adicional
1 d d
Zabc = Ega[cgd]bc'D + nabcdw ' (110)

onde ®* = g, b e WP = g°W_ P o que reduz os 24 graus de liberdade originais da
torcdo a apenas 20 (espag¢o-tempo de Riemann-Cartan restrito). Neste caso, a tor¢do pode
ser decomposta em apenas dois campos de spin-2.

A escolha mais natural para a acao que define a dindmica de uma teoria construida sobre
um espaco-tempo de Riemann-Cartan, e que recupera a teoria einsteiniana no limite de torcao

nula, é a acao de Einstein-Cartan da teoria ECSK (cf. Kibble [18], Sciama [16], Trautmann
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[19], Hehl et al. [20, 21])
1
=— | R 111
Sec =5 [ Rn. (111)
onde R é o escalar de curvatura de Riemann-Cartan e kK = 8wG é a constante gravitacional
de Einstein. Seguindo Novello [89] e Novello & Trajtenberg [88], serd adotada a agdo de

Einstein-Cartan como ponto de partida para construir a dinamica da teoria. Nesta geometria,

fazendo uso da decomposicao (26) para o escalar de curvatura de Riemann-Cartan
R=R+ K™K, — K’ K® + DK, — DK,
pode-se obter a seguinte relacao de equivaléncia dinamica
/Rn ~/ (R+ KK — K2 K, (112)

(o]
onde R é o escalar de curvatura de Riemann, e o simbolo “~" indica que as acoes diferem

apenas por um termo de borda, viz.
/ D (K%, — Ky’ n.

A decomposicao (109), sujeita a restricdo (110), permite, fazendo uso da propriedade ciclica
(98b), escrever a seguinte expressdo para o tensor de contorcao (22) em termos dos tensores
de Fierz

Kabc = 2(Dacb + 2(* l*U)acb + ga[bgd]c(pd + MNacbd wd ) (113)

A expressdo (113) acima permite obter, apés manipulacdes diretas, a seguinte identidade
para os termos oriundos da contorcdo na acao (112) (Novello [89], Novello & Trajtenberg

[88])

KKy = KK = =2(@apc @7 — @,07) + 2(Wope WP — W W7) — 4D, (xW)7C
(114)

Fazendo uso das expressdes (97a), (97b), da identidade de Banchi (18b) para a curvatura

riemanniana, da identidade (100), e da propriedade ciclica (99), pode-se obter a seguinte

relacao de equivaléncia para o termo de interacao
2/¢abc(*w)abcn ~ /(*R)abcdwac(pbdn: (115)
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0 que permite reescrever a agdo (111), finalmente, na forma (Novello [89], Novello & Traj-

tenberg [88])
1 u C ac, .bd
Sec~ 5 | (R=21]+21[¥] = 2+R)acath™ ™) m, (116)
onde foram definidos os invariantes
[[@] = Pope @ — D, 07, (117a)

V] = Wape W2 — W w7, (117b)

Como discutido na Subsecdo IIIC, o termo de interacio (*%)abcdwacwbd cria problemas
de consisténcia para as equagdes dinamicas dos campos de spin-2 derivadas da a¢ao (116)
em um espaco-tempo curvo arbitrario. Este fato sugere que seja assumido aqui que estes
campos ndo interagem nem entre si, nem com os demais campos de matéria (exceto pela
interacdo gravitacional), o equivale a adotar, ao invés da acao da teoria ECSK, a seguinte
acao alternativa

Sorm = i/ (f? ~ 2U[9] + 201V ), (118)

definida em termos dos novos invariantes
U[®P] = Db @ — @,07 — V[D], (119a)

U[V] = Wopc W2 — W, w2 — VY], (119b)

onde foram introduzidos potenciais de auto-interacao para os campos de spin-2 com a mesma
forma funcional. O problema variacional aplicado a acao §[Sg,ay + Smae) = 0, com respeito
a métrica e aos campos ©,p € Y., produz o seguinte sistema de equacdes de campo da

gravitacao e equacdes dinamicas para os campos de spin-2

o 1 o
Rab - ERgab = _K'Tab + Uab[¢] - Uab[w] , (1203)
0 oV []
D ®pap)y — —— = 120b
(3) ~ pab (120b)
o . oviv]
D lch(ab) - a’lpab =0, (120C)
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onde T,, é, novamente, o tensor momentum-energia da matéria ordinaria, e

oV[®]
agab

Uap[®] = 4Pocq @57 + 2P 4y @Yy — 20 Py — 2P, Pp — 2 —U[®]lgn, (121a)

oviv]
agab

sao os tensores momentum-energia dos campos de spin-2. Na presente formulacao, estes

Uab[V] = 4V acq V.57 + 2V g WE, — 22U W () — 2V, W), — 2 U[¥]g.,, (121b)

campos de spin-2 atuam como fontes adicionais da curvatura riemanniana. Lembrando que

o lado esquerdo das equag¢des de movimento (120b) e (120c) tem a forma (102)

o o o

1 o o o o o o o o o o
D*®,(5c) = ~DaD*0sc+ 5 (D*D(cppa+ D D010 ) — DyDetp+ (DaD*0—DaDtp™ ) goc

i.e. o limite de curvatura nula para ambas as equagdes de movimento (120b)-(120c) € a

equacao de Fierz-Pauli (76) para um campo de spin-2 livre

ov|®
D(pab - aCa(a(pb)c + aaab(p - (D(p - aCad(pcd) Nab + ﬁ =0.

Finalmente, assumindo-se a validade da equacao de conservacao de matéria-energia para a

matéria ordindria, DT,, = 0, a divergéncia nula do tensor de Einstein implica a condicao
D? (Uap[®] — Uap[W]) = 0. (122)

Como, na presente formulagdo, estes campos de spin-2 sao “estéreis” (i.e. interagem apenas
com o campo gravitacional), esta condicdo reduz-se, finalmente, as equa¢Ses de conservacao

Independentes para os campos de spin-2
D?U.p[®] =0, DU.p[¥]=0. (123)

Nota-se que 0s campos @5, € P 45 POSSUEM energias com sinais opostos, e, consequentemente,

NO Caso em que 0S Campos possuem a mesma energia
Uap[0 @] = Uap[0 W] (124)

suas contribuicoes se cancelam, o que equivale a um “estado de vacuo da torcao”.
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C. Campos de Spin-2 no Universo de FLRW

Com o objetivo de abordar o problema da energia escura, serd tratado aqui o caso em
que os campos de spin-2 massivos e estéreis oriundos da torcao atuam, juntamente com as
demais componentes material-energéticas ordinarias, como fonte da curvatura riemanniana
de um espaco-tempo espacialmente homogéneo e isotrépico. Como discutido na Secao Il C,
este espaco-tempo é caracterizado pela métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker

(FLRW)

dr?

1 —er?

e=-—1,0,+1.

ds® = dt® — A%(t) ( + r?d9* + r?sin’ 19dd>2> , (125)

Em termos do campo de correferenciais inerciais com o qual estd equipado o feixe de

geodésicas associado ao fluido césmico (observador césmico) (53)

6 = dt, (126a)

A(t)
o — Y g 126b
e (126b)
0® = A(t)r dv, (126¢)
63 = A(t)rsin® de, (126d)

sao obtidos os seguintes coeficientes de rotacao de Ricci nao nulos correspondentes a métrica

(125)

[¢] o e} o IS) ° A
© _rv _rO0 @ 0 e
r (n@® — r (1) — r )2 — r (2)(0) — r 3)3) = r 30 = 4 (127a)
1y 2 2w @ Vl—er?
r @)@ — —r @)1 — r (3)3) — - )16 R W (127b)
°2 %3 _  cotg®
Foe="Tee = T A (127¢)

A distribuicao de matéria-energia compativel com a hipétese de homogeneidade e isotropia

espacial é dada, neste referencial, pelo tensor momentum-energia de um fluido perfeito

Ty w) = (0 + PV Vib) — PMiGayb) » (128)

sendo p = p(t) e p = p(t) funcbes apenas do tempo cdsmico. O problema que se coloca
neste ponto é saber se existem campos @, € Y ,p Ccujos tensores momentum-energia exibem

a forma (128).
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Nesta geometria, as componentes nao nulas do tensor de Fierz @, e seu traco @, exibem

a seguinte forma

L A V1—er? cotg®
Po) =@~ P00~ 7 (3%)(0) toow +eee + <P(3)(3>> T2 %owmt
(129a)
_ A V1—e€r? cotg®
P = ~P)w) ~4 3200 T (Pmn — v ~ PeE)+ - Pme . (129)
_ A V1 —€r? cotg®
CD(2) = —V)(2) — 42@(0)(2) + 37(»0(1)(2) + A <(P(2)(2) - (P(3)(3)) ' (129C)
_ A V1 —er? cotg®®
Pe) = —P)e) ~ 47P0E) T3 PwE) T2 4 P@)e) (129d)
A 1v1 —er? 1 cotg®

PO = 2200~ 54— (Y@ ~PeE) 5 1 me = ~Pnoe . (129)

1 o , A
Pomm = 5| ~ @+ oot + 7 (2900 + v T eEE)
V1—er? cotg®
- - =0 . (129f
T POW T 4 90(0)(2)] mE@ . (129f)
I A
P = ) Pyt Z(p(l)(2) = —P)0)(2) - (1299)
I A
P13 = —5 (Pwe + 2P0 | = —Dy(0)(3) » (129h)
A 3V1—er? 1 cotg? _
)20 = AP0 T 5T A PO T 57 4 (‘P(2)(2) - <P(3)(3)) = — P 0)0), (129i)
1/, A V1—er? .
P20 = ) (‘p(l)(2) TR0 T T‘P(o)(z)) = —P)0)1) » (129))

I . A
PO =5 { — 0+ P00~ Pee + 7 (2000 +Pnn T eeE)

V1—e€r? cotg?}
iy e 2l )6 Rty <P(o>(2)} = —Pe)( . (129)

1/. A
P0)2)3) = 5 (‘P(z)(a) + ZW(z)(s)) = —D2)(0)3) - (1291)
A 3V1—er? cotg®
POE©O) = 29006 T 5 4 PO T 4 P@e) = P00 (129m)
1 /. A vV1—e€r?
Poen =3 (“’“)(3) T armeE Tt T‘Pw)(a)) = =) 00) - (129n)
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1/, A cotg®
P32 = —5 | Lo T 796 + P)3) | = —PE)0)) (1290)
2 A rA
1 o _ A V1—er?
PoEe) =5 {—W + 900 ~ P + 7 (2200 +eom +eee) - <P<o>(1)} =~ Pe) 00
(129p)
1V1—er?
PO = 51 PO = ~ P00 (129q)
2 rA
17 . A V1 —er2 cotg®
PwEM = 5 |~Poe ~ 37900 + — 2 —P0eE + — 1 (Pe)e) - <P<3)(3>)] =~ P0w@ -
] | (129r)
170, A V1 —er? cotg®®
Pw@@ =5 [Pon T 3400 ~ 4 (e — ee@) — 0| = ~Paue .
' (129s)
1V1—er?
P =57 —Pe) = —Pe)eE) . (129t)
2 rA
1V1—er?
P = —5 7 —PO)E) = —PE))0) . (129u)
2 rA
17 A V1—e€r? cotg®
Pwew =5 {“P(oxs) 3700 Tt T YoE T2, <P(2)<3)} =P
(129v)
1[v1—er? cotg®®
® S ——o 129
LEE) = ~5 [ T Poe T <P<1)(3>} BWE) - (129w)
1] A V1 —er?
P = 5 [‘Pm)(l) +32000) — 7 (oo - <P(2>(2))} =—Pe0eE). (129%)
1 cotg®?
@ =—z =-0 , 129
(@) = 5 2 POE) (3)(2)(0) (129y)
1 cotg®
@EW) = ~5 2 POE) @) (1292)
11 A V1—er? cotg®
P =5 {“P(oxs) —37%0e) T2 vmE T4, <P<2)<3>} =~
(129aa)
1] A V1 —er?
PeE) =5 [‘P(oxz) +t373%00 21— w(n(z)} = ~Pe@0) - (129bb)

E procurada uma forma para os campos @, € ¥, tal que os tensores momentum-energia

correspondentes exibem a forma (128). As expressoes (129a)-(129bb) sugerem a seguinte
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escolha para as componentes dos campos de spin-2, em forma matricial
x(t)

(P@w) = , (130a)

(Yaw) = . (130b)

w(t)
De fato, as expressoes das componentes dos tensores de Fierz e seus tragos (129a)-(129bb)

reduzem-se, para esta escolha, a apenas as seguintes componentes nao nulas

) = —3 {d’ + g(x + d’)] : (131a)
Po)i)) = {fb + é(x + CP)} 8(i)(j) (131b)
Vi =3 {W + é(& + W)} , (131c)
Yo = {Vf + 2(5 + ‘/f)} 0 ) » (131d)

a0 passo que as expressoes para os invariantes assumem a forma

Ul®] = -3 -c'b + é(x + cb)_ —V[®]. (131e)
Ulv] = -3 _W+ g(g + W)_ —V[v]. (131f)

Serao assumidos potenciais de auto-interacao com a forma

Vo] = an(pa0™)" " — buep", (132a)
N

VIVl = an(as®)" " = Buy, (132b)
N

onde a soma é feita sobre um conjunto de indices { N} arbitrario e, para todo N, ay, by, an

e by sao constantes. Estes potenciais generalizam o termo de massa da acao de Fierz-Pauli
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(74) para campos de spin-2 massivos. Em termos da escolha (130), estes potenciais (132a)

e (132b) podem ser reescritos como segue

V[®] = Za,\, 2 430)" T — by (x —39)", (133a)
Viw] =Y an(e+3w) "~ by(¢ -3v)". (133b)
N

Com isso, obtém-se as seguintes componentes nao nulas do tensor momentum-energia dos

campos de spin-2

Uoold] = 3@+ 50c+ )| - 3xel, (1342)
A 2
Ui Pl = { {d) + Z(X + CD)} - Y[cb]} S(hG) - (134b)
. A 2
Uoyoy[V] = -3 {l// + Z(E + l//)] —3X[V], (134c¢)
. A 2
Uiy W] = { [W+Z(S+ W)] —Y[W]}é(,—)m' (134d)

onde foram definidos os termos oriundos da variacao dos potenciais

3X[@] = 3 an [4(N-1) (6 +30%)" 25— (5 +30%)" 1~y | 2N(x~39)" x~ (x—3®)" |,

(135a)
V0] = 3 an[4(N-1)(C+30%)" 2024 (x¢3+30%)" 1|~ by | 2N (x~30)" 1 0+ (x—3®)"]
N
(135b)
e 0 mesmo, mutatis mutandis, para o campo Y, . Definido, também, os termos cinéticos
A 2
K[®] = [¢+Z(X+ <D)] : (136a)
A 2
Klv] = {W+Z(E+ W)} , (136b)

pode-se escrever os tensores momentum-energia dos campos de spin-2 @, € Y., na seguinte
forma matricial
—3K[®] — 3X[9]
K[®] — Y[P]
<U<a><b>[¢]> = . (137a)
K[®] - Y[¥]
K[®] - Y[o]
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—3K[V] — 3X[V]
Klv] - Y[V
Klv] - Y[V]

K[V] - Y[V]
(137b)

(Lk@<mluﬂ> =

A forma diagonal dos tensores momentum-energia (137a) e (137b) acima sugere que sejam

definidas as densidades de energia e pressoes isotrépicas associadas ao campos @ e ¥ como

seque
po = > (K[®] + X[0]) (138a)

po = —(K[9] - Y]#]), (138b)

pu =~ (K[W] + X[v]). (1380)

pu = (KW = Y[¥]). (1384)

0 que permite escrever os tensores momentum-energia dos campos @, € P4, na forma (128)

1

;U(a)(b)[qb] = - (Pw + Pa>) Vi) + PoN(a)b) (139a)
1

;U(a)(b)[w] = (pw + Pv)V(a)Vib) — PuT(a)s) - (139b)

Consequentemente, as equacdes de Einstein (120a) para a geometria FLRW assumem, no

caso particular que resulta da escolha (130), a seguinte forma

(g) +%:gz/:p,+K[¢]+X[cp]—K[U/]—X[l//], (140a)
2% + (%) = —&Zp, + K[®] = Y[®?] — K[V] + Y[V]. (140b)

Combinando as equacdes de Einstein, obtém-se a equacao de Raychaudhuri

h- S +3m)+ S(xey) S (el e viel). e

De fato, utilizando as definicdes (138a)-(138d), obtém-se

o+ 3p0 = (X[9] + Y[0]) (142)
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e 0 mesmo, mutatis mutandis para 0 campo Y ,p .
Por outro lado, em termos das escolhas (130), as equagdes de movimento (120b) e (120c)

reduzem-se ao seguinte conjunto de equacoes

ﬂcﬂ%b& ¢)}—é%§” 0, (143a)
¢+§@+¢y%%—<§f @+¢ywé[¢+§@+¢ﬂ—§%%ﬁ=o.u%m
é[wé(u w)} —é%[gw]:o, (143c)
+§@+wm-§—(§f @+wyué[W+§@+wﬂ—%%%ﬂzo.a&&

Estas equacoes devem ainda ser compativeis com as equacdes de conservacao

, A

p¢>+3z(,0<1>+0<b) =0, (144a)
_ A

pv +3%(ow +pu) =0. (144b)

Examinemos, inicialmente, o sistema de equacdes que descreve a dinamica do campo ¢, .

A equacdo de conservacdo (144a) fornece o vinculo

-0

(x+<z>)] +X[¢]+2(

o)

2{<b+§(x+cb)}{<b+é(x+ ®) +

>.

3X[@]+ Y[®]) =0. (145)

> >

+2— [<b+

>

Tomando-se

x=—-o, (146)

as equacCes de campo (143a) e (143b) e o vinculo (145) assumem, respectivamente, a

seguinte forma
1 GV[CD]

A
2Pt 30 (147a)
A, 10V[9]
P+2,0- 556 =0 (147b)
29 ('d) + gcb) + X[®] + A(3X[<D] +Y[P]) = (147¢)
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Subtraindo as equagbes de campo (147a) e (147b), obtém-se

. A 20v[e]
b+ 50— =0, (148)

Substituindo a equacdo (148) no vinculo (147c), e impondo a condi¢do adicional

3X[®] = —Y][®], (149)
segue
X[®] = —ga\g—f]cb. (150)

A equacdo (150) pode ser imediatamente integrada, o que fornece
3X[®] = =Y [®] = —4V[P] — 3uo, (151)

onde o € uma constante arbitraria. Neste caso, a equacao de Raychaudhuri assume a

seguinte forma
A K
2= g 2o+ 3p) + X[@] - X[¥], (152)
/

onde o “termo cosmoldgico” X[®] — X[V¥] é fun¢do apenas dos potenciais.
Em termos da escolha (146), o potencial (133a) e os termos oriundos de sua variagao,

(135a) e (135b), assumem, respectivamente, a seguinte forma

V@] =) aya" 1?2 — py(—a)Nol, (153)
oo N
3X[@] =D (N —2)ana" 1?2 4 (1 - 5) by(—=4)N oM, (154a)
N
Y[@] =D Nayahte2NV=2 - (1 - g) by(—=4)N N . (154b)

A condicao de consisténcia (151) assume a forma
N
> baya N2 4 [2 <1 — 5) - 8] by(—4)N oV 4+ 61y =0, (155)
N
a qual é satisfeita apenas para os coeficientes

any = 61/\/81 , bN = 6_/\?[3—6 + 50/\/[30 ) (156)
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sujeitos ao vinculo

ap — by = —po - (157)

Consequentemente, o Unico potencial compativel com a lei de conservacao da energia em um
cenario cosmoldégico espacialmente homogéneo e isotrépico é o que exibe, nesta geometria

de FLRW e para as escolhas (130) e (149), a seguinte forma
V@] = =@ °® — o, (158)

onde foi definida a constante positiva u = b_g/(4°), e assume-se que a constante pg é

também positiva. Com isso obtém-se
1 -6
X[®] = §<4u<b + N«o) . (159)

Analogamente, tomando-se £ = — V¥, e reproduzindo para o campo 9., a mesma argu-

mentacao desenvolvida acima para o campo @, , obtém-se
VIV] = —vv°® —yy, (160)

X[¥] = %(4ul//_6+1/0>, (161)

sendo v e vy constantes positivas. Nota-se que é possivel agora reconstruir os potenciais em

sua forma covariante original, viz.

V@] = —Bo° — o, (162)

sendo B = 4%u e p = g, , € 0 mesmo para 0 campo P,p .
Neste caso, as equacoes de Raychaudhuri, Friedman e as equacdes dinamicas dos campos

de spin-2 assumem, respectivamente, a seguinte forma

A K 1
276 Z(pl +3p;) + §<4M¢_6 AT Uo> : (163a)
i
i\ 2
A €
Sotre-pu=(4) + (163b)
/
. AL .
O+ 50— dudT =0, (163¢)
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AL
VSV —dvv T =0. (163d)

Chama-se atencao para o sinal negativo na definicao da densidade de energia do campo V¥,
como fica evidente na equacgdo de Friedman (163b). Por outro lado, os termos oriundos dos
potenciais na equacao de Raychaudhuri exibem sinais opostos ao da respectiva densidade de
energia, i.e. o fluido constituido pelo campo ¥ viola a Condi¢ao de Energia Fraca (py < 0)

mas respeita a Condicao de Energia Forte
pv + 3py =20, (164)

ao passo que o fluido constituido pelo campo @ respeita a Condicao de Energia Fraca (po >

0) mas viola a Condi¢ao de Energia Forte (61)
pPe +3ps < 0. (165)

Como mencionado anteriormente, a violacao da Condicao de Energia Forte é precondicao
para um regime de expansao césmica acelerada, e também para um Universo nao singular.

De fato, no regime em que o “termo cosmolégico” satisfaz

1 K
5 (4;@—6 — AW 4y — 1/0) > < Z(p/ +3p). (166)

o Universo expande aceleradamente.

Convém ressaltar que, apesar de todas as formas de matéria observadas no Universo serem
do tipo ordindrio (i.e. que respeitam ambas as condigdes de energias), os campos de spin-2
® e YV tém sua origem na torcao e, portanto, nao necessitam exibir as mesmas propriedades
dos campos de matéria introduzidos pela via fenomenolégica. Como os campos @ e ¥
nao interagem nem entre si, nem com as demais espécies componentes do fluido césmico,

pode-se definir, para cada uma delas, uma equacao de estado

(167)

Po 1 (bz — 4\/[CD] + 3M0
Po 3 '

wo(t) =22 — 2 (&
? & — 2V [®] + po

€ 0 mesmo para 0 Campo v,
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D. Modelos Cosmoldgicos

Até este ponto, nenhuma restricao de natureza observacional foi feita. Em analogia com
o modelo ACDM, sera assumido que o fluido césmico é composto de radiacdo (R), matéria
baridnica (B), e uma matéria escura ndo baridnica (D). Além disso, sera tratado apenas
o caso de secdo espacial plana (e = 0) (cf. Secao Il C). Seguindo os mesmos principios
empregados na formulacao do modelo ACDM (cf. Secado Il C), sera assumido que a matéria
que compoe o fluido césmico é livre de colisdes, e as densidades de energia e pressoes
isotrépicas das espécies de matéria ordindria que constituem o fluido césmico obedecem as
equacgdes de estado (55), viz. wg = wp = 0 e wg = 1/3. Neste caso, evocando as equagdes
de conservacao de matéria-energia (60) para cada espécie de matéria ordinaria, a dindmica
césmica € descrita pelo sistema constituido pela equagdes equacao de Raychaundhuri (163a)

e pelas equagdes de campo (163c)-(163d)

A p A 3(14w) 1
I
LA .
¢+ 70— 4ud =0, (168b)
. A .
VeV —awT =0, (168c)

sujeito ao vinculo imposto pela equacdo de Friedman (163b)
> Qi+ Qo0 — Quo =1, (168d)
!

onde ) = pi/pc, Ro = po/pc € Qv = —puw/pe, sendo p. = 3H?/k a densidade critica
de energia e H = A/A o parametro de Hubble (cf. Seco 11 C). A dificuldade de obter
solucbes analiticas para o sistema (168a)-(168c) ¢ evidente. No que segue, serao estudadas
as solucdes numéricas deste sistema.

Os valores das densidades relativas de energia das espécies componentes do fluido césmico
dependem do modelo cosmolégico adotado, podendo, aqui, diferir dos respectivos valores
inferidos no contexto do modelo ACDM. No entanto, seguindo a filosofia de modificacoes

minimas em relacao as teorias dominantes, serd assumido o conjunto de parametros que mais
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se aproxima dos valores inferidos naquele modelo, viz.
Qro=5x10"% | Q25 =0.049 , 2pg = (1-a)0.25 , Q2pg—2yo = 0.70+a0.25, (169)

juntamente com os valores® Hy = 0.70x 1071° (anos)™! e 249 = 0.70 para, respectivamente,
a constante de Hubble e a densidade relativa de energia escura observada (associada a
constante cosmoldgica no modelo ACDM), lembrado que peo = 3H§//§. O parametro 0 <
a < 1 indica uma possivel contribuicao de uma fracao da densidade de energia do campo @
para a matéria escura, ao passo que {2p representa a contribuicao da matéria escura ordinaria.
Além disso, o cenario favorecido pelas observacoes é aquele no qual o termo cosmoldgico é

positivo e muito préxima de zero no Universo atual, viz.

1 K
3 (4M¢56 — AW + o — Vo) = §-Q/\O,OCO : (170)
Fixando a relacao entre os valores iniciais dos campos
l//0 - >\(D0 f (171)

pode-se escrever o conjunto de valores iniciais (®g, b0, Vo, ll/o) compativeis com as condigoes

(168d) e (170) na seguinte forma

o [Tugistee] 2
by =+ {QWHS - % (39ALH§;_M60V+ Vo) n % . , (172b)
Wo = 4 {3920(:/3__;f Z;; UO] o (172¢)
Vo= {QWOHS -3 (SQAOLLH? et ”°> + %} 1/2. (172d)
A realidade das expressoes (172a) e (172c) impde os vinculos adicionais
o — Vo < 32x0H3, (173a)
g < A° (1 + 3(23?2/:;2);8?;%)‘1 (173b)

8 1071%anos) "t ~ 2 x 10733 eV
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O valor de 249 — Q2uo em (169) permite escrever cada uma das densidades relativas de

energia dos campos de spin-2 como segue
Q¢o = 1.40 + a0.25 + 3, (174a)

Quo=0.70+3, (174b)

onde foi introduzido um novo parametro 3.

As figuras 1-5 asseguir exibem a evolucao do fator de escala obtido pelas solucdes
numéricas do sistema de equagbes dindmicas (168a)-(168c), sujeitas a condi¢ao (168d),
e para diferentes valores dos parametros A, o, B, u/v € wo/Vo . Foram procuradas solucoes

que respeitam os vinculos observacionais
Alt,) < Ay, to—t. > 1.2 x 10"%anos, (175)

onde t, é o instante associado a uma singularidade ou a um bounce, e que ainda reproduzem
os dados do modelo ACDM em todas as eras da histéria césmica, exceto para t S —1.2 X

101%anos. Solucdes com estas caracteristicas resultam das seguintes escolhas
,U,>>U, ,U/O>U0, CDOQWO (A%l), Cboxlll/o_

Os resultados sao comparados aos obtidos, fazendo uso da mesma ferramenta de célculo
numérico utilizada na obtencdo das solucbes do sistema (168a)-(168c) e para as mesmas
condicoes iniciais, para os modelos da classe FLRW de maior relevancia, viz. os modelos

(com secao espacial plana, € = 0) descritos pela equacdo (cf. Subsecdo Il C)

A K A 3(1+w))
A- "% Z(l + 3w,) 2000 <Z) + §QAoPco , (176)

sujeita a condicao
Z Qo+ 200 =1, (177)
I
nos seguintes casos: (1) 2ro = 0, 250 = 1, 2pp = 0e A =0 (240 = 0) (Einstein-de
Sitter), e (2) 2rg =5 x 107*, 259 = 0.05, 2pg = 0.25 e 249 = 0.70 (ACDM com secio
espacial plana). Também serdo comparados aos obtidos no modelo com quintesséncia (cf.

Subsecdo 11 D) para um potencial com a forma V[¢] = Vo= (QCDM).
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Figura 1: Evolucdao do fator de escala A(t) para os parametros fixos o« = 0, B = 12, v/u =
1 x107% e vo/uo = 0.28, e diferentes valores do parametro A = Wy/®q, sendo t = 0 o instante
atual. Os resultados sdo comparados com as solugdes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha
pontilhada), ACDM plano e com quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas
usando o mesmo recurso de célculo numérico empregado na obtencdo das solu¢Ges do sistema (168a),

(168b) e (168c).
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Figura 2: Evolucido do fator de escala A(t) para os parametros fixosa =0, A = 1.1, v/u = 1x10"%
e vo/uo = 0.28, e diferentes valores do parametro 3, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados
sdo comparados com as solu¢Bes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM
plano e com quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o0 mesmo recurso

de célculo numérico empregado na obten¢do das solugdes do sistema (168a), (168b) e (168c).
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Figura 3: Evolucao do fator de escala A(t) para os parametros fixos &« =0, B =12, A =1.1e
vo/uo = 0.28, e diferentes valores do parametro v/u, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados
sdo comparados com as solu¢Bes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM
plano e com quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o0 mesmo recurso

de célculo numérico empregado na obten¢do das solugdes do sistema (168a), (168b) e (168c).
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Figura 4: Evolucio do fator de escala A(t) para os parametros fixosa =0, 3 =12, v/u =1x107%
e A = 1.1, e diferentes valores do parametro vo/ug, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados
sdo comparados com as solu¢Bes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM
plano e com quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o0 mesmo recurso

de célculo numérico empregado na obten¢do das solugdes do sistema (168a), (168b) e (168c).
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Figura 5: Evoluc3o do fator de escala A(t) para os parametros fixos A = 1.1, 8 =12, v/u = 1x107%
e vo/uo = 0.28, e diferentes valores do parametro a, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados
sdo comparados com as solu¢Bes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM
plano e com quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o0 mesmo recurso

de célculo numérico empregado na obten¢do das solugdes do sistema (168a), (168b) e (168c).

Dentre o conjunto de solucdes exibidos acima, foram selecionados dois cendrios repre-
sentativos: uma solucao com bounce e uma solucao com singularidade incial. As figu-
ras 6-27 exibem, para ambos os casos, a evolucao das densidades relativas de energia
Qo(t) — 2u(t), Q2a(t) + 2p(t) e Qr(t), do parametro de desaceleracio q(t) = —AA/A?,
do parametro de Hubble H(t) = A/A, das magnitudes ®(t)/®q, V(t)/ Wy, D(t)/ Py e
W (t)/W,, das equacBes de estado we(t) = pe/pe € wu(t) = pu/pw. e do termo cos-
moldgico X[®] — X[¥]. Os graficos mostram que, em ambos os cendrios, o0 comportamento
de todos os parametros cosmoldgicos reproduzem as previsoes do modelo ACDM em todas as

eras da histéria césmica, exceto préximo ao bounce ou a singularidade inicial. Além disso, as
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equacdes de estado dos campos ., € P, assumem valores no intervalo —1 < wy < —1/3,

—1< wy < —1/3.

Figura 6: Evolugdo do fator de escala A(t) para os parametros fixos A = 1.1, B8 = 12, v/u =
1x107%e vo/to = 0.28 e o = 0, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados sao comparados
com as solugbes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM plano e com
quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o mesmo recurso de calculo

numérico empregado na obtencdo das solugdes do sistema (168a), (168b) e (168c).
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Figura 7: Evolugdo das densidades relativas de energia Q24(t) — 2y (t) (linha sélida), 2g(t) + 2p(t)
(linha tracejada) e 2z(t) (linha pontilhada), obtidas por integracdo numérica do sistema (168a),
(168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.1, 8 = 12, v/u = 1 x 107* e vy/up = 0.28 e

a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 8: Evolucao do parametro de desaceleracao q(t) = —AA/A'2 , obtido por integracao numérica

do sistema (168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.1, 8 =12, v/u=1x10"%e
vo/to = 0.28 e o = 0, sendo t = 0 o instante atual. O resultado é comparado com o obtido para o

modelo ACDM (linha tracejada).
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Figura 9: Evolucdo do pardetro de Huble H(t) = A/A, obtido por integracio numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =1.1, B=12, v/u =1x10"*e vy/up = 0.28

ea =0, sendo t = 0 o instante atual. O resultado é comparado com o obtido para o modelo ACDM

(linha tracejada).
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Figura 10: Evolucdo da magnitude relativa @(t)/®q, obtida por integracdo numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =1.1, B=12, v/u =1x10"*e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 11: Evolu¢do da magnitude relativa ¥(t)/ ¥y, obtida por integracdo numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =1.1, B=12, v/u =1x10"*e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 12: Evolucao da magnitude relativa ¢(t)/<bo, obtida por integracao numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =1.1, 8=12, v/u =1x10"*e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 13: Evolucao da magnitude relativa lI/(t)/lIIO, obtida por integracao numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =1.1, B =12, v/u =1x10"*e vy/uo = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 14: Evolucdo da equacdo de estado we(t) = pe/pe do campo @, obtida por integracao
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os pardmetros fixos A = 1.1, 8 =12, v/u =

1x107%e Vo/to =0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 15: Evolucdo da equacgdo de estado wy(t) = py/py do campo ¥, obtida por integracao
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os pardmetros fixos A = 1.1, 8 =12, v/u =

1x107%e Vo/to =0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 16: Evolucdo do “termo cosmoldgico” relativo (X[®] — X[¥])/2x0H3 , obtido por integracdo
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os pardmetros fixos A = 1.1, 8 = 12, v/u =

1x107%e Vo/to = 0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 17: Evolu¢do do fator de escala A(t) para os pardmetros fixos A = 1.24, 8 = 12, v/u =
1x107% e vg/up = 028 e a = 0, sendo t = 0 o instante atual. Os resultados s3o comparados
com as solugbes dos modelos de Einstein-de Sitter (EdS) (linha pontilhada), ACDM plano e com
quintesséncia (QCDM) plano (linhas tracejadas), todas obtidas usando o mesmo recurso de calculo

numérico empregado na obtencdo das solucbes do sistema (168a), (168b) e (168c).
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Figura 18: Evolugdo das densidades relativas de energia Q24 (t) — 2y (t) (linha sélida), 25(t)+ 2p(t)
(linha tracejada) e 2z(t) (linha pontilhada), obtidas por integracdo numérica do sistema (168a),
(168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, B =12, v/u =1 x 107% e vp/up = 0.28 e

a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 19: Evolucdo do parametro de desaceleracdo q(t) = —A/Z\'/A'2 , obtido por integragao numérica

do sistema (168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A =124, 3=12, v/u=1x10"%e
vo/to = 0.28 e o = 0, sendo t = 0 o instante atual. O resultado é comparado com o obtido para o

modelo ACDM (linha tracejada).
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Figura 20: Evolugdo do paraetro de Huble H(t) = A/A, obtido por integracio numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 3 =12, v/u = 1x107% e vy/up = 0.28
ea =0, sendo t = 0 o instante atual. O resultado é comparado com o obtido para o modelo ACDM

(linha tracejada).
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Figura 21: Evolugcdo da magnitude relativa ®(t)/®q, obtida por integracdo numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 3 =12, v/u = 1x107% e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 22: Evolucdo da magnitude relativa W(t)/ ¥y, obtida por integracdo numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 3 =12, v/u = 1x107% e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 23: Evolucao da magnitude relativa ¢(t)/<bo, obtida por integracao numérica do sistema

(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 3 =12, v/u = 1x10"% e vy/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 24: Evolucao da magnitude relativa lI/(t)/lIIO, obtida por integracao numérica do sistema
(168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 3 =12, v/u = 1x107% e vg/up = 0.28

e a =0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 25: Evolucdo da equacdo de estado we(t) = pe/pe do campo @, obtida por integracao
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 6 =12, v/u =

1x107%e Vo/to =0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.
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Figura 26: Evolucdo da equacgdo de estado wy(t) = py/py do campo ¥, obtida por integracao
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 6 =12, v/u =

1x107%e Vo/to =0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.

98



2500
2000 - A=1. 24 1
1500 - |

1000 - |

500 - |

(X[®]-X[T]) /Q0Ho?

-500 - ]

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
t (10%° anos)

Figura 27: EEvolucdo do “termo cosmoldgico™ relativo (X[®]—X[¥])/Q2x0H3 , obtido por integragcdo
numérica do sistema (168a), (168b) e (168c), para os parametros fixos A = 1.24, 6 =12, v/u =

1x107%e Vo/to =0.28 e &« = 0, sendo t = 0 o instante atual.
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V. CONCLUSAO

Dentre os grandes problemas em aberto da fisica contemporanea, o que possivelmente
causa maior perplexidade é o problema da energia escura: o valor muito préoximo de zero
da densidade de energia do vacuo, a candidata natural a energia escura, nao encontra uma
explicacao no Modelo Padrdo da Fisica de Particulas (problema da constante cosmoldgica).
Esta dificuldade tem, recentemente, motivado a proposta de uma profusao de teorias modi-
ficadas da gravitacao e a inclusao de novos campos de matéria no Modelo Padrao. Dentre
estas propostas, as mais populares, os modelos de energia escura dinamica associada a um
campo escalar, ou modelos com quintesséncia (QCDM), falham em contornar o problema da
constante cosmoldgica, sendo imposto um valor préximo de zero para o minimo do potencial
de auto-interacao do campo escalar, o qual atua como uma constante cosmoldgica em eras
tardias da histéria do Universo nestes modelos. Outras propostas exdticas, como campo
fantasma, teorias do tipo f(R), e modelos baseados nas teorias de cordas, como branas-
mundo, o gas de cordas e o modelo ecpirético ciclico, sao propostas pouco consolidadas ou
de cardter fortemente especulativo (cf. Clifton et al. [14]).

Nao menos aturdente que o problema da energia escura é o problema da singularidade
inicial. Como discutido exaustivamente na literatura (cf. Novello & Perez-Bergliafa [13]),
este problema impde imensas dificuldades conceituais a gravitacao einsteiniana, denunci-
ando uma inconsisténcia nos modelos cosmolégicos fundamentados pela Relatividade Geral,
viz. a propria teoria se torna inaplicavel nas proximidades da singularidade, e o problema de
condicoes iniciais nao pode ser definido. A quantizacao do campo gravitacional, considerado
o caminho mais natural para a resolucao desta dificuldade, tem, até o presente momento,
resistido a todas as tentativas de formulacao, ainda que existam propostas promissoras, como
a Gravitacdo Quantica em Lacos (Loop Quantum Gravity) (cf. Ashtekar [79]), entre ou-
tras. No entanto, modificacdes no nivel cldssico, ou semi-classico, podem nao sé apontar a
direcao para uma melhor compreensao da fisica da gravitacao, como ainda ajudar a lancar
luz sobre alguns dos problemas que acometem a teoria einsteiniana, como os problemas da
energia escura e da singularidade inicial. Nesta direcao, também uma profusao de teorias

modificadas da gravitacao e a inclusao de novos campos de matéria foram propostas, tais
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como, novamente, teorias do tipo f(R), teorias com campos escalares, e modelos inspirados
nas teorias de cordas, como o modelo ecpirdtico ciclico. Dentre as modificacoes cldssicas
da Relatividade Geral, em particular, as mais simples sao possivelmente as teorias que pro-
curam incorporar elementos que surgem “naturalmente” no formalismo bdsico das teorias
geométricas da gravitacao, mas que foram dispensadas, sem justificativa, pela Relatividade
Geral. Este é o caso, por exemplo, da torcao. Incorporada originalmente pela teoria Einstein-
Cartan-Sciama-Kibble (ECSK), a tor¢do nesta teoria tem como fonte as correntes de spin,
e pode também evitar a singularidade (Trautman [80]). No entanto, como as corrrentes de
spin estao confinadas ao interior da matéria, a teoria ECSK nao pode resolver o problema
da energia escura.

No presente trabalho foi investigada uma modificacao “minima” da Relatividade Geral na
qual a torcao é reincorporada. A estrutura cinematica da teoria é definida em um espaco-
tempo de Riemann-Cartan, sendo fixadas as curvas extremais como as curvas que represen-
tam as histérias das particulas teste e observadores inerciais. Como a equacao das curvas
extremais envolve apenas a conexao riemanniana, a cinematica einsteiniana é recuperada
no espaco-tempo riemanniano associado. Neste caso, para uma acao derivada da acao de
Einstein-Cartan da teoria ECSK, a torcao passa a ser fonte da curvatura riemanniana e,
quando tem seus graus de liberdades restringidos, pode ser decomposta em dois campos de
spin-2 com energias de sinais opostos. Estes campos devem ainda ser estéreis, i.e. devem
interagir apenas com o campo gravitacional einsteiniano, para que nao originem correntes
nao conservadas.

O caso estudado aqui foi o de maxima simplicidade, em que ambos os campos de spin-2
tém seus nimeros de graus de liberdade reduzidos a apenas 1. O modelo cosmoldgico espa-
cialmente homogéneo e isotrépico que resulta foi estudado por meio da integracao numérica
do sistema de equacoes dinamicas. Apesar de sensivel as escolhas dos valores dos parametros
e as condicoes iniciais, este modelo oferece uma explicacao natural para o valor préoximo de
zero do termo cosmoldgico: como este é dado pela diferenca entre os termos oriundos dos
potenciais de auto-interacao dos campos de spin-2, um pequeno desbalanco em relacio a
um estado de equilibrio poderia explicar o valor diminuto deste termo. Cabe ressaltar que os

potenciais de auto interacao adotados aqui sao os Unicos potenciais conservativos admitidos
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por estes campos de spin-2.

Além disso, se o campo de energia positiva é a componente dominante, o Universo re-
sultante é nao singular. Esta é uma consequencia do fato de que o fluido associado a este
campo, apesar de respeitar a Condicao de Energia Fraca (pe = 0), viola a Condicao de
Energia Forte

Po +3ps < 0.

O campo de energia negativa, por outro lado, apesar de violar a Condicao de Energia Fraca

(pw < 0), respeita a Condicdo de Energia Forte
py +3py =2 0.

O campo V atua, portanto, como matéria ordindria, amenizando os efeitos do campo .
Este “leve desbalanco” entre os campos @ e W é essencial para a concordancia do pre-
sente modelo com o ACDM e a observancia do vinculo A(t,) < Ao. De fato, para uma
certa combinacao dos parametros do modelo, viz. quando os potenciais de auto-interacao
satisfazem

V[®o] > V[Wy],

foram obtidas solucoes que reproduzem com exatidao os valores dos parametros cosmoldgicos
do modelo ACDM, exceto proximo do bounce ou da singularidade.

O caso estudado neste trabalho foi baseado em uma extrema simplificacao do modelo
proposto, o que indica uma grande riqueza de solucbdes e cenarios cosmoldgicos a serem
explorados no futuro. Também o estudo das perturbacdes cosmoldgicas no presente modelo,
essencial para entender o impacto destas modificacoes no processo de formacao de estru-
turas no Universo, e também o caso de campos spin-2 em uma configuracao esfericamente
simétrica, foram adiados para uma investigacao futura, em uma continuacao do presente

trabalho.
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