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“Entao um dos juizes da cidade veio a frente e disse: “Fala-nos do Crime e do
Castigo”. (...) E assim como uma unica folha ndo fica amarela sem o
conhecimento silencioso da drvore inteira, o malfeitor nao pode fazer o mal sem
a vontade oculta de todos vds. (...) E quando um de vés cai, ele cai pelos que
estao atrds dele como um aviso contra a pedra no caminho. Sim, e ele cai pelos
que estao a sua frente, que apesar de caminharem mais rdpido e mais sequro,
nao tiraram a pedra. (...) Os corretos nao sao inocentes dos feitos maus, e 0s
virtuosos nao estao puros nos atos crimonosos. (...) Mas nao podeis impor
remorso aos inocentes, nem retird-lo do coracao dos culpados. Sem ser
chamado, ele vira durante a noite, para que os homens possam despertar e olhar
a st mesmos. E vds, como podereis entender a justica se nao verdes todos os

atos a luz de sua totalidade?”

(Khalil Gibran)
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Resumo

Sao apresentados tipos de dois comportamentos para um universo dinamico: ciclico
e com “bounce”[l, 2], ambos nao-singulares. Sao modelos com métrica homogénea
e isotropica e fonte gerada por nao-linearidades do campo magnético. Este cenario é
chamado “Universo Magnético”. Todo o estudo é motivado por uma representagao reg-
ular (sem singularidades) dos campos da natureza. O modelo ciclico é baseado numa
descrigao fenomenoldgica do conteido material, em que o tensor momento-energia é
um fluido perfeito, com densidade de energia e pressao identificados com uma série de
quatro termos no invariante de calibre F'. Cada termo da série comporta-se também
como um fluido perfeito nao-interagente, que domina em cada uma das quatro fases,
que compoem a unidade basica do ciclo. Esta mesma unidade repete-se indefinidamente
entre os pontos de maximo e de minimo do fator de escala. O modelo com “bounce” tem
como fundamento a regularizacao completa dos campos de longo alcance, a gravitagao
e o eletromagnetismo. E proposta uma interagao eletromagnética, que em si, limita
superiormente o campo elétrico e o campo magnético eliminando qualquer divergéncia.
Essa interacao por sua vez é tomada como fonte do “Universo Magnético”, uma con-
figuracao média de campos em que ha apenas contribui¢oes do campo magnético. Neste
contexto, mostra-se que a limitacao da interacao eletromagnética implica numa regular-
izagao da interagao gravitacional e produz um modelo cosmoldgico sem singularidades.
Também sao examinados os casos em que matéria nao-interagente esta presente no
universo ciclico e como uma interacao em série de poténcias do campo magnético pode

produzir diferentes configuragoes cosmoldgicas: singulares, com ricochete e ciclica.



Abstract

Two different types for the behavior of a dynamical universe: the cyclic and the
asymptotic ones [1, 2|, the both o them non singular. These are models where the
metric is homogeneous and isotropic and the source is generated by nonlinearities of
the magnetic field. This scenario is called “Magnetic Universe”. The whole analysis is
motivated by a regular representation (without any singularities) of the field in nature.
The cyclic model is based in a phenomenological description of the right hand side of
General Relativity, where the energy-momentum tensor is a perfect fluid, with energy
density and pressure identified with a series of four terms on the gauge invariant F'.
Each term behaves itself as a perfect fluid non-interagent, which prevails in each of
the four phases, that compose the basic unity of the cycle. This same unity repeats
itself indefinitely in between the maximum and the minimum of scale factor. The
bouncing model is grounded on the complete regularization of the long range fields,
the gravitation and the electromagnetism. It is proposed a electromagnetic interaction
where the limitation of the electric and the magnetic fields is inherent, eliminating any
divergences. This interaction is the source for the dynamics of the “Magnetic Uni-
verse”, an averaged configuration of fields, in which there are only contributions from
the magnetic field. In that context, it is shown that the limitation of the electromag-
netic interaction implies the regularization of the gravitational interaction e produces
a cosmological model free of singularities. The role of dust is also examined in the
cyclic model, even as how a power series in the magnetic field can produce different

cosmological configurations: the singular, bouncing and cyclic ones.






Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral tradicionalmente separa em setores distintos a geometria e
o contetido material. Este representado pelo tensor momento-energia 7}, que gera a
dinamica do campo gravitacional. E o tensor de Einstein G, que traz as informacoes
sobre a geometria, representada pela métrica g, .

A fonte da dinamica pode ser descrita diretamente a partir dos campos que a geram
ou como um fluido decomposto em suas partes irredutiveis. Nesta tese serao examina-
dos os efeitos na cosmologia padrao da geracao da dinamica por nao-linearidades do

campo eletromagnético, através da abordagem por fluidos:

T = (p+ 1) ViV = PG + 4 Vo) + T, (1.1)

onde p, p, g, e T, sao as partes irredutiveis de 7),,. p ¢ associada a densidade de
energia do fluido, p a pressao, g, ao fluxo de calor e 7,, a pressao anisotrdpica.
Todos os casos aqui estudados referem-se a eletrodinamica nao-linear induzindo a

dinamica de uma geometria globalmente homogénea e isotropica:

ds® = g, dz'dz”
= dt* —a® (t) [dx* + 0% (x) (d6* + sen®0d¢?)] (1.2)
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Um fluido perfeito atende a essas simetrias. Entao o tensor momento-energia

resumle-se a.

T;w = (P + p) VuVV — P9uv (13)

Por outro lado, ao supor que em larga escala o universo ¢ homogeéneo e isotrépico,
uma questao fundamental apresenta-se: a passagem entre escalas - das estruturas, como
os aglomerados de galdxias - para o cosmos; em outras palavras da astrofisica para a
cosmologia. Este ponto levanta muitas questoes de fundamento, que sao discutidas em
outros lugares. Uma dessas questoes é a determinacao de velas-padrao e seus usos em

medidas cosmoldgicas.

Recentemente, foi proposta mais uma classe de velas-padrao: as supernovas do tipo
TA [3]. Medidas desses objetos em grandes distancias, surgerem que o processo de

expansao do universo estd ocorrendo aceleradamente.

A incompatibilidade do modelo padrao com estes pontos leva a varios question-
amentos, e variadas saidas podem ser apontadas. Neste tese sao examinadas as con-
sequéncias na cosmologia de nao-linearidades da outra interagao de longo alcance, além
da gravitacao, o eletromagnetismo. Duas frentes serao abordadas de forma unificada,
a presenca/auséncia de singularidade inicial e a aceleracao atual do universo. A grande
conveniéncia desta abordagem é o acesso possivel a interacoes de longo alcance na

escala terrestre, ainda que em regimes de campos mais fracos.

Os campos interagem gerando a dinamica de um universo homogéneo e isotrépico.
As questoes de singularidade inicial e expansao acelerada sao consequéncias do ajuste
da nao-linearidade da gravitacao e nao-linearidades do campo eletromagnético, através

das equagoes (2.16).

A gravitagao serd aqui representada pelas equacoes da Relatividade Geral (RG),

obtida a partir da extremizacao da acao:

5= [V=glR+L(P). (1.4)
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em que L é funcao de interacoes nao-lineares de campo eletromagnético!, que geram o
tensor momento-energia representado acima.

Serao apresentados dois cenarios cosmoldgicos em que nao ha singularidades. Am-
bos os cenarios dinamicos. Sao processos sempre em andamento. Nao ha um ponto
em que “tudo comegou”. Os dois comportamentos, de universo eterno, sao o ciclico e
o assintotico.

O comportamento ciclico é aquele em que ha repeticao de um estado do universo,
passando por periodos de expansao e contracao sucessivos. Esse estado do universo
pode ser um ponto de minima ou maxima condensagao ou uma determinada con-
figuracao do conteido material, por exemplo, uma mesma equagao de estado ou uma
mesma era, como a fase de radiacao. Essa caracteristica ciclica do universo é a apre-
sentada pelo “Universo Magnético Ciclico” [1], exposto nos préximos capitulos.

Comportamento assintético é um tipo de solugao com “bounce”, em que o universo
evolui ao longo de um tempo infinito entre duas configuracgoes do contetido material, que
assintoticamente possuem uma mesma equagao de estado [2]. Neste modelo um estado
de “vacuo primordial” no infinito passado evolui a um “vécuo inevitavel”, passando
por uma fase de maxima condensacao.

A relacao entre os campos acessiveis em escalas terrestres, de natureza vetorial, e
uma métrica inica (métrica de FLRW), de natureza tensorial, direciona um campo de
pesquisa de médias de campos em largas escalas (por exemplo [4]). O procedimento
adotado nos trabalhos aqui apresentados ¢ baseado no ajuste de simetrias entre a
métrica g, e a fonte T),,. A fonte é formada por médias dos campos.

A distribuigdo de matéria/energia do universo é tratada como um fluido de com-
ponentes independentes (se¢oes (4.2.2) e (4.2.3)). A cada fase estas componentes

relacionam-se com a escala (capitulo 5). Assim, quando a dependéncia da densidade de

LF é o invariante de calibre F = F, F*, em que F,, é o tensor de Maxwell, antissimétrico,
definido a partir dos campos elétrico e magnético e do campo de observadores V), pela seguinte relagao:
F,=E,V,-EV,+ nwaBV"‘BB , onde 1,8 ¢ definido pela relacao entre o tensor completamente
antissimétrico de Levi-Civita €,,,s € 0 determinante da métrica 7,05 = ﬁewa[g. Os campos E|,
e B, sao definidos pelas projegoes de F),, e de seu dual F*,, em relacdo ao campo de observadores:
E,=F,V"eB,=F, V"
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energia com o fator de escala for proporcional a a~*, identificamos esta fase como a fase
de radiacao, por exemplo. Da mesma forma, na extensao do modelo ciclico “Universo
Magnético Ciclico”, a fase dominada por matéria nao interagente foi associada a um
fluido sem pressao p,, ~ a~3. Isso evidencia que o campo eletromagnético nao é nulo

em média, pois mesmo no modelo padrao produz dinamica cosmoldgica.

Os efeitos cosmoldgicos de interagoes nao-lineares do eletromagnetismo sao estu-
dados ha algum tempo [5, 7, 6], além de haver atividade intensa na drea de campos
magnéticos cosmolégicos (por exemplo, [8]). Nesta tese serao examinados os efeitos
cosmoldgicos de interagoes nao-lineares do campo eletromagnético representadas em
séries de poténcias em F'. Cada termo da série comporta-se como um fluido perfeito
nao-interagente (secao (3.1.2)).

Interacao do tipo série de poténcias?:

que em um de seus casos especiais:

2 16 4 2
L(F)ume = a2F* — = — % + %

|

(1.6)

produz um cenario de universo ciclico, com quatro fases bem definidas: uma fase
de expansao acelerada a partir de um ricochete, seguida de outra aceleragao (atual
aceleragao), e por fim uma fase de desacelaragdo até um raio maximo, definido pela
simetria inversa ao raio minimo em que ocorre “bounce”, em que um novo ricochete
ocorre - “rebounce”. E apresentado o periodo do ciclo, a partir dos parametros o? e
T E examinado o caso em que, ademais, ha poeira (fluido independente com equagao
de estado p = 0).Discute-se brevemente o caso “quase-magnético”, em que os campos

elétricos e magnéticos possuem uma relacao do tipo B? = ¢2E2.

O outro tipo de interagao produz o que, nesta tese, chamamos de comportamento

20nde m e n sdo ntmeros inteiros.
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assintotico, em que no infinito passado o universo, a partir do vazio, colapsa até atingir
um volume minimo em que a contragao transforma-se em expansao, encaminhando-se
para o mesmo estado no infinito futuro. Trata-se de uma solugao cuja tensor momento-

energia ¢ gerado a partir da Lagrangiana:

L(F)BI:\/l—l—g—O{QFQ (17)

Assintoticamente, o universo aproxima-se de um estado inicial coincidente com seu
estado final - o vazio. O fluido dominante nos dois comportamentos extremos, de

colapso e de expansao, possui equagao de estado

p=—p (1.8)

que corresponde a equagao de estado associada a um fluido “tipo constante cosmoldgica”.
O que sugere a presenga de uma constante cosmoldgica essencial ao cenario cosmoldgico,

evidenciada nas regioes assintéticas. Esse comportamento “tipo constante cosmologica”

¢ mimetizado pela propria nao-linearidade da relacao do campo eletromagnético con-

sigo mesmo. No eletromagnetismo de Born-Infeld ha uma ambiguidade quanto a pre-

senca ou auséncia de uma constante na Lagrangiana. Nao ha nada inerente a teoria
que impeca a presencga dessa constante, nem que a faga necessaria. Entretanto essa
ambiguidade é contornada neste modelo cosmoldgico.

Outra caracteristica da teoria de Born-Infeld estendida é a limitacao dos valores
dos campos eletromagnético e gravitacional. Ha limites superior e inferior. O limite
inferior é obtido pela escala cosmoldgica. O superior pela escala do raio do elétron.
Ambos surgem da condi¢ao de que nao haja singularidades na fisica.

Esperamos assim, ao colocar essas duas formas gerais de cendarios cosmologicos
aqui apresentados, exibir uma conexao mais visivel entre modelos ciclicos e mode-
los com “bounce”, estes ultimos extensamente e intensamente examinados pelo grupo

ICRA/CBPF ao longo de sua histéria [9].
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Capitulo 2

Eletrodinamica nao-linear como

fonte de dinamica gravitacional

Neste capitulo serao apresentadas as bases para a representacao dos fenomenos
cosmoldgicos a partir de novas formas de interagoes do campo eletromagnético. Este
campo, ao contrario de outras formas de energia propostas como fonte da aceleracao do
universo, é acessivel em escala terrestre. Além disso, o campo eletromagnético, assim
como o campo gravitacional, é também de longo alcance (ambos possuem questoes
quanto a existéncia de singularidades no interior de suas teorias). E pode evitar a
possivel singularidade de um universo com simetrias do tipo Friedmann-Robertson-

Walker, como serd discutido mais adiante e como ja feito na literatura [6, 9.

2.1 Tensor momento-energia

A agao S do campo gravitacional e do eletromagnético é dada por:
S = / [R+ L (F)]/—gd'x (2.1)

Quando 65 =0,
5S . 68
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ZE SAR —
A 0A 0
e =0 o

sao obtidas, respectivamente, as equacoes para o campo F* e as equacoes da Rela-
tividade Geral, sem constante cosmoldgica, cujo tensor momento-energia é dado pelas

interagoes nao-lineares, descritas pela Lagrangiana L(F'):

(LFFMV);V = O (24)
G =Tl (2.5)
ou sejal,
T;uz = _4LFFuaFaV - Lg;wa (26>
1
R, — §ng, = —ALpF,F“, — Lg,, (2.7)

que pode ser reescrita em termos das componentes elétrica e magnética:

F..F*, = —-E,E,+E,E*V,V, - B,B, — B,Bg,, + UQVA,YVABVEQVH +
F = 2(E.E* — B.B") (2.8)

Os campos que compoem o tensor momento-energia, E e B, sao fungoes explicitas
da posicao e do tempo e, por consequéncia, nao trazem a prior: indicativos da escala

ou das simetrias da métrica.

Na secao seguinte, essa fonte puramente eletromagnética sera ajustada com as sime-

oL

!Lr é a derivada parcial da Lagrangiana L(F) com respeito ao invariante F : Lp = I
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trias de homogeneidade e isotropia da métrica de Friedmann:
ds* = g datds” = dt* — a*(t) [dr® + r?d6” + r*sen’(0)d¢?] . (2.9)

Isso sera feito a partir de médias dos campos, algumas das quais devem ser nulas de
modo a atender as simetrias impostas sobre a métrica g"”. Como consequéncia a média

dos campos ¢é nula, porque sua natureza vetorial indica anisotropia.

2.2 Procedimentos de média - relacoes entre as es-
calas no universo

A forma de relacionar escalas é ainda uma questao em aberto na fisica. Por ex-
emplo, a escala quantica com a escala da mecanica classica; a escala terrestre com a
cosmoldgica. Nesta secao os esforcos serao concentrados em estudar a relacao entre
as duas interacoes fundamentais de longo alcance, o eletromagnetismo e gravitacao,
através da relagao entre o campo eletromagnético e o campo gravitacional em escala
cosmoldgica.

A proposta é casar as simetrias da métrica g,,,, na RG? de um universo homogéneo
e isotropico com o campo eletromagnético em larga escala.

Supde-se um procedimento de média, tal que os campos elétrico e magnético (toma-
dos em média) nao sdo (mais) fungoes de posi¢ao, mas sim da escala do universo.

O tensor momento-energia, fonte da dinamica, sempre pode ser representado como
um fluido escrito em termos de suas partes irredutiveis, procedimento que serd adotado

em todos os trabalhos aqui apresentados:

Ty = (p+p) ViV = PG + 4 Vi) + T (2.10)

E sempre possivel a partir de um campo de observadores V* do tipo tempo, V# = §f,

2RG: Relatividade Geral.
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definir uma hipersuperficie perpendicular do tipo espaco a partir do projetor A, :

h;w = 9w — V}LVV (211)
€

Wohaw = hy

BV = 0

WY, = 0. (2.12)

Cada uma das componentes irredutiveis p (densidade de energia), p (pressao), g,
(fluxo de calor) e 7, (pressdo anisotrépica) possui suas correspondéncias tanto com
as médias dos campos como com as simetrias da métrica. Portanto, uma métrica
homogénea e isotropica sugere um tensor momento-energia sem transporte de calor

¢, = 0 e sem pressao anisotrdpica ,, = 0:

Tw = (p+p)ViVy — P9 (2.13)

As médias dos campos em cosmologia ainda sao um campo de pesquisa de ampla
discussao. A primeira proposta apareceu em 1930 no artigo “Temperature Equilibrium
in a Static Gravitational Field”, de Tolman e Ehrenfest. Este trabalho é anterior a con-
firmacao da observagao da radiagao césmica de fundo. E tem como fundamento tratar
a radiagdo de um corpo negro (equilibrio térmico) como um fendémeno de natureza
eletromagnética em um sistema galileano de coordenadas. Entretanto ha outros tra-
balhos dedicados a investigar médias em larga escala (por exemplo [4]), que levantam

questoes como a quebra de covariancia.

Os procedimentos de média em [4] e [10] s@o equivalentes, no contexto dos trabalhos
apresentados nesta tese, para uma geometria homogénea e isotropica gerada pelo campo

eletromagnético. Porque a discussao acontece na escala em que a métrica é homogénea

18



e isotrépica.

2.2.1 Meédias no “Universo Magnético”

No procedimento de Tolman, o tensor momento-energia do campo eletromagnético®

F
Tl“/ = F,uaFaz/ + Zg,u’/ (214)

é associado a um fluido de densidade de energia e pressao, representando a radiagao
de corpo negro em equilibrio térmico. Essa identificacao permite que um sistema
representado pelo tensor 7}, seja especificado pelos dois escalares p (densidade de

energia) e p (pressao) (eq.(2.13)).

Esta forma de T},, implica que as suas outras partes irredutiveis, g, e 7, sao nulas:

qM:O

T = 0. (2.15)

Anisotropia e fluxo de calor nao estao presentes no sistema. Logo a simetria da radiagao
de corpo negro se corresponde com a distribuicao das componentes dos campos. Em

média os campos distribuem-se de forma homogénea e isotrépica, em razao do equilibrio

térmico:

3Num sistema Galileano de coordenadas.
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A radiacao como um todo estd em repouso, entao em média:

<E,>=<FE,>=<FE,> = 0
< By, >=<B,>=<B,> = 0
1 2
1
< BZBJ > = —5(5@-32
<EB;> = 0. (2.16)

onde uma possibilidade de definicao dessa média de uma grandeza foi dada por Tolman

a saber:

< A>= lim %/A\/—gd‘gx (2.17)

V=W
E a distribuicao dos campos em média possui as mesmas simetrias da métrica de
Friedmann: homogeneidade e isotropia.

E importante notar que os resultados apresentados nesta tese sao independentes do
modo como as médias sao definidas, desde que (2.16) seja satisfeita.

Estas médias sao validas numa escala de tempo em que as simetrias se mantém.
Como nos modelos no decorrer desta tese possuem invariavelmente métrica homogénea
e isotrépica, o “terreno de validade” é estendido por toda a variedade.

Toda a andlise contida nesta tese sera baseada em fontes geradas a partir de La-
grangianas do tipo L(F'). As contribuigbes de G, o outro invariante de calibre do campo
F* nao sao relevantes, uma vez que G = E . § e na média < E;B; >= 0.

No trabalho original de Tolman e Ehrenfest, o fluido perfeito é equivalente a ra-
diacao, cuja equacao de estado é:

p=3p (2.18)

Nesta tese esse procedimento é estendido a todas as fontes eletromagnéticas de um
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universo de FRLW, além da radiacao. Supoe-se sempre possivel compatibilizar efeitos
nao-lineares de campo eletromagnéticos com homogeneidade e isotropia. E todo fluido

perfeito pode ter suas componentes escritas a partir das médias acima *:

p=—L(F)—4LpE? (2.19)
p=L—-— (2B - E?) (2.20)
Toda a formulacao seguinte serd baseada em descrigoes de fluidos gerados pelas in-

teragoes de origem eletromagnética e por poeira, descrita como um fluido nao-interagente

sem pressao, cuja equacao de estado é

p=0 (2.21)

A seguir, sera apresentado um cenario cosmolégico em que ha apenas fluidos gerados

por nao-linearidades do campo magnético: “Universo Magnético” [5].

2.3 Equacoes dinamicas da gravitacao

Nas segoes anteriores foi examinada a fonte da dinamica do campo gravitacional
em escala cosmologica. Esta secao sera dedicada as equagoes dinamicas do campo
gravitacional. A teoria de campos que representa a gravitagao adotada nesta tese é a

Relatividade Geral.

4onde B2 e E? sao definidos a partir deste ponto como as médias dos campos quadréticos, ou seja:

< B? >— B?

< FE?>— E?
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2.3.1 Conservacao de energia

O principio de conservacao da energia, reformulado ao longo de muitos séculos,

admite uma nova formulacao. O tensor momento-energia é conservado:

T, =0 (2.22)

)

Para que seja possivel perceber essa propriedade é necessario haver a interagao com
o campo de observadores V*. Portanto qualquer observacao implica em projetacoes
na hipersurpeficie h,, e na direcao do campo de observadores. No caso da equacao de

conservagao de energia:

TP sht = 0

T 5V, = 0 (2.23)

No caso especifico em que a fonte rege a dinamica da métrica de Friedmann (eq.(2.13)),

as equagoes (2.23), reduzem-se respectivamente a

p+(p+po=0 (2.24)

(p+p)a” —p*hy, =0 (2.25)

Como o sistema escolhido é comével (V,, = &)

a = 0. (2.26)

Entao ha a identidade

p b = 0. (2.27)

Do principio de conservacao de momento-energia, segue a primeira das equagoes

dinamicas dos modelos cosmolégicos estudados nesta tese. Esta equagao relaciona a
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evolucao temporal da densidade de energia com seu préprio valor no instante ¢, p, com

a pressao e com a grandeza 6, de natureza geométrica, que mede a variagao do volume.

2.3.2 Equacao de aceleracgao

Definida a superficie de eventos independente dos observadores (eq’s.(2.11, 2.12)),
a evolucao dos parametros opticos, que sao identificados com as partes irredutiveis da

variagao covariante de V),

)

1
Vu‘l/ = O—MV + wuu + ghuue + au‘/m

= Q" +a"V,. (2.28)

¢é sempre uma representacao valida, pois mesmo que localmente®.
As partes @, e a”V,, pertencem respectivamente a trisuperficie e a diregao de V,,

ou seja:

QuV" = 0
a'Vt =0
Quh™ = Q% (2.29)

As quantidades o*, w*, 0 e a, sao associadas as simetrias das linhas de campo.
O primeiro identifica-se com cisalhamento (“shear”). E a parte simétrica de V. sem
expansao (sem trago):
Lows 1
O = §h’,uhu Vi + Vi) — §h/w9
N 1
= %@%M—gwﬂ- (2.30)

A rotagao das linhas do campo de velocidades sao representadas pelo tensor antis-

5Como por exemplo, a solucdo de Godel das equacdes da Relatividade Geral admite essa separacao
apenas localmente.
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simetrico wy,:

1
W = —hhy) Vi = Vo)

2 HY

= BRI Vi) (2.31)

O fator de expansao 6 ¢ uma funcao:

0 = W'V,

= Vr,, (2.32)
ou seja, o trago de V*,,.

O termo proporcional a V# corresponde a variacao do seu modulo nessa direcao, ou
seja, sua aceleracao:

a,V, = (Vi V) Vi (2.33)

Esta separagao de V*,, em cisalhamento (0,,), expansao (6), rotacdo (w,,) é
simplesmente uma forma de reduzir um tensor de segunda ordem as suas partes ir-

rdeutiveis, assim como foi feito com o tensor momento-energia (eq.(2.10))

Das equagbes (2.23) e (7.1), derivam as relagoes entre a geometria e o conteido
energético, representados pelas partes irredutiveis do gradiente do campo de velocidades
e do tensor momento-energia, nessa ordem. Entao todas as condi¢oes sobre p, p, q, e

T Serao consequéncias daquelas provenientes do setor geométrico (6, 0, wy).

Como as simetrias sao homogeneidade e isotropia sao validas as equagoes (2.15) e

W = 0 (2.34)



entao a parte correspondente a tri-superficie resume-se a:

1
_h,uue (235)

Q,uzl: 3

Portanto tnico parametro geométrico a contribuir a dinamica da geometria é o
volume, #. A sua equacao de evolucao é a chamada equacao de Raychaudhuri e é
derivada apenas da geometria, independente da dinamica de uma métrica g, .

O tensor de curvatura, representante da geometrizacao da descricao do espago-
tempo, pode ser definido como a diferenga entre as divergéncias de duas curvas em
funcao das conexoes, definidas a partir do transporte paralelo de um vetor ao longo de

sua extensao:

R = T — a0

- Faﬁu,y - Faﬂy,,u, + Fa)\#FAﬁy - Fa)\yr)\ﬂu (236)
projetando R“ 3, na direcao do campo de observadores, chega-se na seguinte relagao:
Raﬁlwvﬁ = Va;u;u - Va;u;u~ (2.37)

A partir dessa definicao, projetada nos seus indices livres na direcao de V), e na
trisuperficie identificada por h,,, e convenientes operacoes em cada caso, sao obtidas
as equagoes de evolugao dos chamados parametros épticos.

Respeitando as simetrias de RF,,s, projeta-se um dos indices livres na dire¢ao® de

V572

Rﬂvaﬁvyvﬁ - Vﬂ;a;ﬁvﬁ - Vﬂ;ﬁ;avﬁ
= (VMo —d'a +VIeV7,

= (V)" + V“;ﬁvﬁ;a (2.38)

6(A) = A, VE
"Lembrando de que a, = 0, na métrica de Friedmann.
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Os demais indices livres sao projetados no 3-espaco pelo projetor h,:

R'yogVYVERLRS = hhg (VF.0)* + hohg VgV P, (2.39)
Mas, como:
1
Vi = Q= ghWQ (2.40)
entao

hphg(V'0)" = hahgQr,
1 ..
h;\thgvu;ﬂvﬂ;a = Q/\BQﬁé

= %hg(a? (2.41)

E a eq.(2.39), fica:

1

1 ..
R* oV VP hohy = ghge +3

h;6? (2.42)

Como 0 é um escalar, basta tomar o trago da equacao acima, para chegar a equacao

de evolugao da taxa de expansao/contragdo do campo gravitacional:

1

vy/Bra P 2
RlyasVIVIRG = 0+ 30
.1
R, V*VY = 0+§92 (2.43)

que é chamada equacao de Raychaudhuri.

Supondo as equagoes de Einstein e o tensor momento-energia como um fluido per-
feito, chega-se a equacao:
92

. 1
04+ — = —= 2.44

que corresponde a evolucao temporal do fator de escala em funcao das propriedades
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globais do conteudo material. No modelo de Friedmann, este parametro é associado a

funcao de Hubble, a razao entre a variacao do raio do universo e seu valor absoluto:
0=— (2.45)
a

e a equacao acima fornece informacoes sobre a aceleragao do fator de escala:

3d 1
B 3 92.46
" 5 (p+ 3p) (2.46)

2.3.3 Equacoes da Relatividade (eral

Os fundamentos das equagoes de Raychaudhuri e de conservacao (eq.’s(7.15, 2.24))
sao puramente geométricos. Nao trazem consigo explicitamente informacoes sobre a
teoria da gravitacao. As equacgoes de Einstein, em contrapartida, propoem equacoes

dinamicas para o campo gravitacional, dadas por
1
Rw/ - ERQMV = _T,um (247)

que se acoplam ao sistema dinamico formado pelas equagoes apresentadas nas duas

secoes anteriores:

p+(p+pd = 0

0+ — = RV (2.48)



O tensor de Einstein G, para uma métrica homogenea e isotrépica é:

1
WVER:(%

— —3——§R
a
1 1 1
R1—§R - G1
<\ 2 "
a a
— Z49(Z) 22
a+ <a> a? o
1

WrER:(%

= G% (2.49)

Portanto, a curvatura da trisecdo espacial, € = R% + R'; + R?, + R33, pode ser
definida como:

R=6 =T=p—3p (2.50)

i A
)
a a a

Cuja integral primeira, aliada a equacao de conservacgao, corresponde a uma das

equacoes do modelo de Friedmann:

_ & 3
p—3 a?

(2.51)
Apresentadas as equacoes dinamicas (2.24, 7.15) de um universo homogéneo e
isotrépico e de seu vinculo com a RG (2.51), o passo seguinte é o estudo das pro-
priedades do tensor momento-energia para cada caso: Universo Magnético (ciclico e
assintotico) e Universo Magnético na presenca de matéria nao-interagente.
Na sequéncia serao apresentadas duas solucoes das equacoes de Einstein: uma ciclica
(Universo Magnético Ciclico) e uma assintética (Teoria de Born estendida e Universo

Magnético). Em ambos os casos hd apenas contribuigbes de campo magnético, que

produzem um cenario cosmoldgico chamado “Universo Magnético”. Algumas de suas
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caracteristicas (mencionadas anteriormente neste texto) também sao apresentadas em

maiores detalhes.
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Capitulo 3

Universo Magnético

O intuito desta tese é mostrar que a existéncia de singularidades nao é necessaria-
mente ligada a natureza, mas sim a representacao dos fenomenos. Serao apresentados
basicamente dois cenarios. O primeiro fundamentalmente fenomenoldgico, em que flu-
idos gerados a partir de interagoes nao-lineares em séries de poténcia no invariante
F. O segundo é um cenario que busca, de forma unificada, regularizar os campos de
longo alcance: a gravitacao e o eletromagnetismo. Ambos sao colocados num cendrio

cosmolégico chamado “Universo Magnético”.

“Universo Magnético” é baseado na solucao homogénea e isotropica das equagoes
da RG, em que o conteiido material do universo é gerado por interagoes nao-lineares

de campo magnético, representadas por L (F).

O estudo de campos magnéticos em escala cosmologica tem sido objeto de intensa in-
vestigacao nas ultimas décadas, assim como a forma de computar na cosmologia campos
magnéticos de galaxias. No entanto, esta tese nao visa abordar estas questoes de forma
mais aprofundada [11]. A tnica questao é lidar com consequéncias cosmoldgicas de as-
sumir contribuicoes de campo magnético quando submetido as simetrias da métrica de

Friedmann.

Essas contribuigoes sao aqui entendidas como o resultado de médias a que se sub-

mete o campo eletromagnético, para que as simetrias da métrica também sejam as
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de T,,. Procedimento este apresentado em (2.2). Os argumentos apresentados em
7] fazem razodvel assumir que apenas o campo magnético médio < B? > sobrevive
numa métrica homogénena e isotrépica. E essa configuracao puramente magnética que
chamamos de “Universo Magnético”.

Essa fonte de dinamica pode ser caracterizada como se houvesse um plasma (segao
3.1) gerado no universo primordial e mantido sua influéncia como um campo semente
6], ao longo da evolugao do universo.

Ao adicionar a condigao de conservacao de energia-momento a esse cenario, dois
resultados emergem: a relagao entre campo magnético e fator de escala é independente
da forma da interagao, ou seja, independente de L(F') (segao (3.1.1)); e a evolugao
independente de fluidos quando L pode ser escrita como uma série de poténcias em F
(secao (3.1.2)).

Esses dois resultados serao importantes nas discussoes do capitulo (4). Em especial,
a relacao entre o campo magnético e o fator de escala, que é a mesma quando a interacao
eletromagnética é linear, é um resultado fundamental para o modelo apresentado no

capitulo (5).

3.1 Plasma e teorias nao-lineares

Como adiantado na introducao, esta tese propoe o exame dos efeitos cosmolégicos
para o campo magnético primordial, cuja configuracao pode ser gerada por um plasma.
Em [?], é proposto que a eletrodinamica nao-linear pode descrever bem os efeitos de
corpos carregados numa configuracao de um plasma.

Em varios trabalhos, esssa configuragao ¢ identificada com um plasma primordial,
que ja foi mostrado ([5, 6, 9]) pode evitar o colapso do universo até uma singulari-
dade, ou evitar uma singularidade inicial . Nesta secao serda brevemente exibido como
interagdo nao-lineares de F' podem mimetizar um plasma [12].

As equagdes para o campo F', quando L(F') é ndo-linear, sao:
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(LpF"™). =0 (3.1)

v

que numa releitura das equacoes do eletromagnetismo linear

P, = e, (3.2)

)

permite identificar uma fonte J* devida a interagao nao-linear:

Ly
Jt=———F"F, (3.3)

Lrr
Esse tipo de fonte possui uma distribuicao de cargas com soma total nula, mas que
mesmo assim produz campo magnético. As linhas de B sao, externas a distribuicao
de cargas, mantém a mesma forma no tempo, como congeladas. Esse arranjo de lin-

has é identificado com a configuracao apds o procedimento de médias no “Universo

Magnético”.

3.1.1 Relacao entre campo magnético e fator de escala

Ao escolher a descri¢ao da fonte como um fluido que atende as simetrias da métrica,

um fluido perfeito, de densidade de energia e pressao

p=—L(F) (3.4)
p:L—gFM@ (3.5)
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e observar o que surge da equagao de conservacao de momento-energia:

™.V, = 0
= p+(p+p)d
. 3a
= p+;(p+p)

. : 4
R (——FLF)
a 3
= —Lp (F = 4F9)
a

=0 (3.6)
Portanto, para que a iltima equacao seja satisfeita, ou
Lr=20 (3.7)

ou

. a
F—4-=0. 3.8
. (33)

Se a primeira condicao for satisfeita, havera a restricao de que apenas fluidos com
equagao de estado p = —p poderao satisfazer a equacao de conservagao. Caso contrario,
independente da forma de L(F'), o campo magnético possui a mesma relagdo com o
fator de escala:

F=-7 (3.9)

que engloba fluidos de qualquer equacao de estado e quaisquer interacoes magnéticas
representadas por L(F'), ndo importa quao complicada seja: o fator de escala sente a

. ~ " . /1
interacdo magnética da mesma forma - proporcionalmente a I
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3.1.2 Independéncia dos fluidos

Por outro lado, se essa interacao puder ser lida como um série de poténcias em F"

L(F)=> cF* (3.10)

k

entao densidade de energia e pressao reescrevem-se:

p = —chF’“ (3.11)
p = chF ——cmk;F’f 1
= ZCka(l—%>

(3.12)

Como cada uma das poténcias comporta-se como um fluido independente dos de-

mais, visto que

—LFF—|—9( )
—chFk 1F+9<——cmw 1) = 0

k
0

Pr + (Pk +pp)0 = 0,
(3.13)
cada qual com densidade de energia e pressao:
p = oF"
4k
pe = aF” (1 - §> ) (3.14)
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de modo que o fluido representado por (p, p, V#) é tal que a composi¢ao de suas
partes, de mesma natureza que o todo - fluidos (pg, pr, V*), independente na escala

das “partes”, ou seja, de seus componentes independentes:

p = Zpk
P = Y. P (3.15)

Aliados os dois resultados, a relagao fixa entre campo magnético e fator de escala e
a independéncia de cada termo perante aos demais, permite que cada fase do universo
tenha sua dinamica associada a uma poténcia de F'. O fator de escala pode entao ter
sua evolucao explicitada a partir de expressoes analiticas que possuem conexoes suaves

entre si. Essas expressoes sao solugoes da equacgao:

a\®  3e
= | - — 3.16
p = (5) + 5 (3.16)

que é resultado de se assumir a RG como teoria da gravitacio!.

Le é a curvatura da trisecao espacial.
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Capitulo 4

Comportamento ciclico

Ao longo da sua histéria, que se desenvolveu a partir do século XX, a cosmologia tém
apresentado basicamente trés tipos de modelos possiveis, que pretendem representar
o universo: modelo do “Big Bang”, modelos com ricochete e modelos ciclicos, estes
dois ultimos modelos de universo eterno. Dentre as diferencas fundamentais entre essas
classes de modelos duas se destacam: a presenca/auséncia de singularidade presente no
dominio das fungoes e uma “quebra” no fluir do tempo, um “marco inicial”, presente
no primeiro modelo, que nao se repete nos demais. Embora diferentes, esses dois
pontos possuem forte correlagao entre si. Havendo singularidade em um tempo finito
no passado, hé necessariamente, um instante inicial em que o universo teria surgido, e o
teria feito a partir de uma singularidade essencial, ou seja, que nao pode ser deslocada
para um tempo infinitamente distante no passado, como ocorre com os modelos com

ricochete.

Esta tese debruca-se sobre modelos de universo eterno gerados pelo encaixe da sime-
tria da geometria de FRLW com interacoes nao-lineares de campo magnético, que pro-

duz duas possiveis configuracoes comportamento ciclico e comportamento assintético.

Sao apresentados neste capitulo uma breve revisao de resultados obtidos anterior-

mente [1] e o seu prolongamento natural, nas se¢des seguintes.

O ponto de partida é a estrutura bésica do chamado “Universo Magnético Ciclico”,
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cujo modelo apresenta um cendrio cosmolégico completo, no qual o principal responsavel
pela geometria é um campo magnético nao-linear que produz uma geometria ho-
mogenea e isotropica do tipo FLRW. Neste cenario distinguem-se quatro fases difer-
entes: um periodo de ‘bouncing’, uma era de radiacao, uma fase de aceleragao e um
. e " -
rebouncing’. J4 foi mostrado em outros trabalhos que um campo magnético nao-linear
muito forte pode evitar a regiao singular tipica da teoria linear de Maxwell; num outro
extremo, o de campos muito fracos, este pode acelerar a expansao. O presente modelo
vai um passo a frente: apds a fase de aceleragao, o universo sofre um novo ‘bounc-
ing’ e entra em colapso. Este comportamento é a manifestacao da invariancia sob o
mapeamento dual a(t) — 1/a(t) do fator de escala, uma consequéncia da simetria
inversa F' — 1/F, do campo eletromagnético F (F = F*F,,), da teoria nao-linear
: Avn ] ¢ f o) x PN f o)

aqui apresentada. Tal sequéncia colapso-‘bouncing’-expansao-aceleragao-‘rebouncing’-
colapso constitui a unidade basica para a estrutura do universo que pode repetir-se
indefinidamente[13].

A interagdo que gera este modelo fenomenolégico é (1.6):

Fou?  16pta?
L(F =ad’F?’ - — - 4.1
(Fume =« 1T F T (4.1)

cujas partes nao-nulas do tensor momento-energia sao:
Fop? 16a02ut

= —’F* 4+ 4+ — 4.2
pumc LTt g 2 (4.2)

5 5.0 F Tp? 1152
= ——aF"+——-—-=4+—= 4.3
Pune 3 TR T3F T3 (4:3)

Como mostrado na se¢ao (3.1.2), cada termo de (1.6) tem associado a si um fluido
perfeito. Portanto o fluido (puac, pume) é composto de quatro outros fluidos inde-
pendentes entre si. Cada componente domina em cada um dos estagios citados acima,
formando meio periodo de ciclo.

Na segao a seguir serdo recuperados alguns dos célculos realizados em [13], para

'UMC: Universo Magnético Ciclico.
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mostrar como o perfodo do ciclo est4 relacionado aos parametros a? e 42 e qual o papel

da simetria inversa nesse contexto.

4.1 Periodo do ciclo e simetria inversa

Antes da invencao do relégio, as medidas de tempo eram feitas através de even-
tos ciclicos, e quanto maiores as porcoes de tempo, maior a necessidade de observar
fenomenos astronomicos ciclicos. Mesmo o relégio analdgico, que é basicamente um

péndulo, é um evento ciclico numa escala menor.

Entao o primeiro prolongamento natural de investigacao dos resultados de [13] foi

a determinacao do periodo 7 do ciclo.

Como consequéncia da conservacao independente dos fluidos correspondentes a cada
poténcia de F' na Lagrangiana, foi possivel encontrar a expressao explicita do fator de
escala em fun¢ao do tempo, para cada uma das quatro fases citadas. Foram encontradas
as respectivas fungoes ¢ (a) a partir das equagoes da R.G. Em seguida, foi mostrada
a continuacao analitica entre as quatro funcgoes, através dos seus comportamentos nos
limites inferior e superior determinados pelas constantes caracteristicas de cada fase
(a?,v%,3%). Essa transigao suave entre as fases depende de forma significativa da
simetria inversa a — é, que ficou bem evidente pelo estudo dos limites da funcao que
descreve a fase de radiagao-aceleragao. O passo seguinte foi verificar a possibilidade de

inversao dessas funcoes; o que se mostrou possivel em todos os casos.

Entretanto, para o cdlculo do periodo do ciclo, sdo usadas as expressoes de ¢ (a) em

cada uma das quatro fases.

Um ciclo completo é constituido duas duragoes iguais: uma proveniente da expansao

e outra da contragao. O que serd mostrado a seguir o calculo de meio periodo.
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4.1.1 “Bounce” - Ricochete

A fase em que ocorre o ricochete, é dominada pela combinacao dos fluidos cuja

densidade de energia? é proporcional as poténcias positivas de F:

F
pr=—a’F* + n (4.4)

Das equagoes de Friedmann, é determinada a aceleragao positiva [7.15], seja na ex-
pansao ou na contragao; e a existéncia de um ponto de minimo [??]. Todos resul-
tados de uma tri-secao espacial plana. Desta ultima equacao, nesta fase como nas

demais, ¢ possivel determinar a expressio analitica® de t(a), tendo em mente que
Fy 2H’

at at

F==—

-\ 2
o= (%)
da  [psa®
dt B 3
[ = fa (45)
Pfa

/ g — [ V3da
\V/ ppa?
V3da

/ \/ —alHy)’ (2H)

(4.6)

6 2
gy Ay

3
t—tl = Fwi\/ﬁb(lgr—40[2.F()2

1
= 2H \/ag, — 8a?H? (4.7)

2A etiqueta py designa a fase especifica em que cada andlise é feita, sendo equivalente a pp na
fase de “bounce”, a pra na fase em que ocorrem radiagido e aceleragdo e por fim arp na fase de
“rebounce”.

3Inclusive sua inversa a(t)[1].
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Assim, o raio minimo do universo am;, = v/8a2Hy? é funcéo apenas do parametro
a? e do campo magnético Hy. Cada uma dessas constantes, ligadas a fases especificas.
A constante o? pode ser limitada superiormente pela nucleossintese e a constante Hy
por medidas de campos magnéticos médios na fase dominada pela radiacao, que serve

de conexao suave entre as duas fases aceleradas do modelo.

4.1.2 Radiacao-aceleracao

O segundo grande movimento é a passagem da fase de radiacao (bem representada
no modelo padrdo da cosmologia - em que a densidade de energia é proporcial a a=%)
para a fase atual de aceleracao, proposta como um efeito cosmolédgico da eletrodinamica
nao -linear [5] (densidade de energia proporcional a a*). Assim, a integral primeira da

equacao de Raychaudhuri fica:

/ a - [ Y3
vV PRrRAC?
V3da

f o,

+
(IQ (2H02)
| ke
13 COHZ| V2
t—ty = =y/=—EllipticF | arccos | ——% ,\/—_ (4.8)
2V 2u 14+ Ha 2
Hg
|k
- HE | V2, e o
onde EllipticF | arccos | ——— y 5 | éuma funcao eliptica incompleta de primeiro
pa
14+
+ Hg

tipo (EllipticF(z, k)), que possui fungao inversa (funcao de Jacobi) e expansao em série

de Taylor bem definida, o que permite conecta-la as duas outras solugoes por duas sim-

4

Vi { Vi 1 = = a 1 Vo
les mudancas de varfaveis u = a* e w = a™*, ou seja, observar o comportamento de

4 _ e seu reciproco a~* permite inclusive encontrar

4

s pa- -, . .
o comportamento assintotico quando 7 ¢ muito maior do que um. Vale lembrar que

0

cada uma das integrais conforme a
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com as duas integrais também ocorre visualizar a mesma simetria inversa, proposta
como principio entre F' e a, fazendo-se presente em todos os passos da analise, como
um principio de fundamento.

A primeira conexao entre as fases é feita pela fase dominada pela radiacao. Da
primeira grande divisao [4.7], essa fase é recuperada quando o fator de escala ja estd

muito longe do raio minimo, ou seja, no limite em que a* >> 8a?HZ, portanto:

t—t~ )2l (4.9)

. . I
Ja na segunda grande fase [4.8], isso ocorre quando I << 1, onde o fator de escala
0
ainda nao cresceu o suficiente svel a 2. Nest i da funca
para ser comparavel a u°. Neste caso, a inversa da funcao

de Jacobi (EllipticF(z, k)) pode expandida em série?, o que resulta em:

(4.10)

Em ambos os casos [4.9] e [4.10], o comportamento é o da radiagao, descrita pela
Lagrangiana linear de Maxwell numa geometria de FLRW.

Sendo a radiacao a conexao analitica das duas fases, é possivel propagar as condic¢oes
iniciais até a fase de radiagao-aceleracao. Como consequéncia da exatidao da coin-
cidéncia entre os limites das duas fungoes, as constantes t; e t5 sao no fundo a mesma

constante e :

=ty (4.11)

4.1.3 “Rebounce” - Regiao de novo ricochete

Para concluir qual o tempo necessario para atingir metade do ciclo é necessario
fazer a tltima relagao entre o tempo em que o raio é minimo (¢1) e o tempo em que

o raio atinge o maximo, pois a metade restante constitui o mesmo processo: partindo

4Para maiores detalhes [13]
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do raio maximo até atingir o raio minimo, passando pelas fases em ordem inversa, em

contracao.

No item anterior foi mostrada a identidade entre o tempo “inicial”, ou seja, o
tempo escolhido para se tomar como a primeira referéncia t;- o ponto de maxima
condensacao, e ty. Resta agora relacionar este com o instante em que a expansao
atinge seu maximo. Para isso, basta repetir o mesmo procedimento acima, buscar o
comportamento assintético de (t(a)) quando o regime de aceleragdo sobrepuja o de

radiagao observar sua continuagao analitica com a fase de “rebounce”

O comportamento assintético superior de t na fase de radiagdo/aceleragao corre-
4

2
Hj
simetria inversa indica que ao estudar a transi¢ao das poténcias positivas de F' para as

sponde a regiao em que >> 1. Como ja anteriormente colocado, o principio de

negativas, é interessante manter o mesmo sentido em relagao ao fator de escala. Como

4 ¢ interes-

a transicao entre as quatro unidades minimas - acontece na ordem de a~
te ob luca de a* unida A simetria i b d
sante observar essa evolu¢ao em passos de a* unida a simetria inversa que observada

na funcao eliptica acima leva a sua expansao em série anteriormente apresentada para

H2
(6] reglme OpOStO a mesma expansao para —04
na
3 H,
t—ty=—/=—a? (4.12)
2 p

Ja no caso da fase de “rebounce”, t(a) é

/ i \/_ da
\/ PrRBA*

B V3da
- 12a8 16 1ia?q10

(2H?)  (2mH,2)’

31 H2
t—ty = \/7 \/ — 8ula?, (4.13)

2

-t
Suia?’

que na regiao ainda distante do raio maximo, agp = possui 0 mesmo compor-
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tamento de Elliptic(F,k):

H,
Pty = —y )20 (4.14)

Como resultado imediato da simetria inversa, chegou-se ao resultado de que 7 é
determinado apenas por u?, ou seja, o parametro que fornece o “tamanho” da fase
tardia de aceleracao, que corresponderia ao atual momento da evolucao do universo. A
constante o2, que sozinha fornece a “intensidade” do ricochete nao é fator determinante
para o processo completo do ciclo. Isso ocorre somente porque ao assumir o principio
de simetria inversa, a fase em que ocorre a desaceleracao até atingir o ponto de maxima
expansao poder ser reescrita como uma combinacao simples de p? e o, permitindo que
por uma simples combinacao ao se efetuar a “’colagem” das solugoes analiticas de cada
uma das fases, o papel de o? seja algo como de um catalisador, as avessas. Uma vez
que participa do processo, mas nao se apresenta nos produtos, porém nao exerce a

funcao de interferir do tempo de desenrolar do processo.

4.2 Universo Magnético Ciclico com matéria

O modelo de universo ciclico anteriormente apresentado[1], foi o resultado da com-
posicao das simetrias da métrica homogénea e isotrépica com as simetrias de calibre e
inversa do invariante F', que culminaram na simetria ciclica global. Nos procedimentos
de média aqui discutidos, foi adotado o método de representacao dessas simetrias por
um fluido perfeito, abrindo caminho para que uma analise mais completa do modelo
pudesse ser empreendida com a mesma ferramenta de mecanica dos fluidos aplicada a
cosmologia.

Assim como a primeira proposta de modelo cosmoldgico supos que as partes do
fluido fossem nao-interagentes entre si. O primeiro passo escolhido para introduzir
matéria na discussao de universos ciclicos foi a de supo-la descrita por um fluido nao-
interagente, comumente chamado poeira.

Como no caso do UMC (Universo Magnético Ciclico), a fonte é uma composicao de
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fluidos nao-interagentes, a “adicao” de mais um fluido nao interagente, cuja densidade

de energia é proporcional a a=3

como consequéncia de p = 0, é uma transicao suave,
cujos efeitos imediatos sao apenas a mudanca na forma de representar o fator de es-
cala (assim como no caso em que a curvatura espacial é nao-nula), mas que produz

globalmente o embriao da formacao de estruturas - ponto chave no estudo de modelos

ciclicos.
O modelo constitui-se entao de cinco fluidos nao-interagentes:

p = p1+p2+p3+pstps
= —?’Fla 8+ Fya ™t + p0ma_3 + —a" — —a

p = p1+p2+ps+ps

2 2
Fopma T L5 s (4.15)

D 92 g
= —Sa?F2q8 + a
3 0 12 3F0 3 FOQ

que produzem um cendrio ciclico, em que a fase de méaxima condensacao, é suavemente
prosseguida de radiacao dominante, cuja transicao a fase atual de aceleracao é uma
fase dominada por poeira, e que pela acao nao-linear do mesmo campo primordial,
possibilita a dissolugao das inomogeneidades locais presentes na fase de poeira, até

atingir um raio maximo de expansao e reiniciar o colapso.

A equacao que relaciona a acelaragdo com o contetido material do universo:

3d 1
Tz 3 4.16
- 2(p+ D) (4.16)

mostra que a matéria nao-interagente produz uma desaceleracao na evolucao do uni-

Verso:

iy 1
am ofm
1 -3
= —5Poma (4.17)

45



Entretanto o comportamento completo da aceleracao é dado pelo fluido completo:

Q|

6— = —(p:+3p:)

(4.18)

Os demais fluidos independentes ((pn,pn), n = 1,2,4,5) produzem regimes difer-

entes de aceleracao (veja eq. (4.2) a seguir).

. 6am o
Para que se compreenda o papel da desaceleracao —— na dinamica completa, é
m

necessario conhecer o comportamento do fator de escala. A equacao de vinculo possi-

bilita expressoes para o fator de escala em funcao do tempo:

/ g - / da
ptotala2
V 3

d
- / ¢ (4.19)
CVzFl)Q Fo ' pom ,uz 4 52 8\ 9
(— 08 +_4+?+F0 —F—OZCL)CL
3

Nao foi encontrada solucao analitica para essa integral. Entretanto, uma solugao
aproximada pode ser estimada. O mesmo acontece com a aceleracao, que é um

polinébmio de ordem superior:

a 82Fy’ 1 Fy 1 1 6u? , 108% 4
6- = — (- — = pom— — —
a ( 3 a®  2at P a® F o Fy? ¢
2Ry F 612 1062 .
(a 3o +70a4+p0ma5— ;f al? 1 FBZ alb)
_ - 0 0 (4.20)
a

O fluido (p, p) foi proposto de inicio como uma composicao de fluidos independentes,
(pr, pr). Extender o resultado da equagao de conservagao (?7?) as duas demais equagoes
(vinculo e acelerac¢do) é um método razoavel. E pode ser aplicado em até ordem de

0,5a~!. Esta é a menor diferenca entre todas as fases, correspondendo a diferenca entre
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as fases de radiacdao (a™) e poeira (a73).

O comportamento da aceleragao completo é separado fases, associadas a cada um

dos fluidos:

i
65 = —[(p1 + 3p1) + (p2 + 3pa2) + (p3 + 3p3) + (pa + 3ps) + (ps + 3ps)] (4.21)
ﬂ =—=mM ﬂ = —a2F02a1_8 >0

aq 2 aq 3

3o 1 G Fo oy
=2 —2 =yt <0
a9 2p2 a9 2 42

3a 1 6a

_3 = —=p3 —3 = —pomafg <0
as 2 as

iy 1 6is  6u®

it — =+4+—1a">0
Qg 2P4 Qg * FO “

3as 1 6as 1032 g
- — = <0
Qs 2p5 as F02 “

Na fase mais remota da sua historia, o universo expandia-se com aceleracao positiva.
Ao entrar na fase de radiacao, a expansao passa a ocorrer desaceleradamente, mantida
quando passa a ser dominada por poeira. Quando a matéria incoerente passa a nao
ser mais tao ativa, um novo processo acelerado é iniciado, para enfim sofrer nova
desaceleracao.

Quando a evolucao temporal é vista em recortes, cada fase é vista separadamente®:

da

/dt = / (4.22)
\/(P1+P2+P3+P4+P5)a2
3

5E mesmo quando se considera que € # 0, a mesma, diferenca é mantida entre ordens de grandeza
¢ mantida: poeira (a=3) e termo devido & curvatura da tri-secio espacial a 2.

SManter esse método de aproximacio em regides em que o campo gravitacional é muito forte ou
muito fraco viola a condicao de positividade da energia. Essa questdao é examinada com maiores
detalhes em [1, 13]. t1, o, t3,t4, t5 s@o constantes de integragao.
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da, ag3dap 4Fy 2
dtl == — dtl = aRrB (t) = | (t - tl) + CYQFO
f f ,016L12 f f \/—&2[702 + F[)Cl4 3
3 3
1
da asda Fo\* 1
oty =22 [t = J 2 )= () o
P2a2 @
3 12
da 3a 3 3 2
fdtg = f P Z 5 fdtg = f —Sdag as (t) = (%) (t — tg)g
303 m
3
da da 3Fy\ 14
Paly an3 P H
3 ! 3F)
da da 3Fpp2\ T 1
fdt5=fﬁ Jdts = | fB G aRB(t)Z( Zu) [(t—ts)* = 57] *
505 1 a
3 |2 27
3 aRrB 3F0 3F02
1
Mesmo na presenca de matéria, ainda é possivel afirmar uma invariancia a — —,
a

globalmente: o universo continua a oscilar entre um ponto de méxima e um ponto de
minima condensacao. Contudo, na escala comparativa das cinco fases representadas

pelos cinco fluidos acima, nao hé mais essa correspondéncia uma vez que a fase dom-

3 3

inada por p ~ a~° nao encontra a sua equivalente proporcional a a~>; assim como no
d t ial diferente d t ~2 domi t f
caso de curvatura espacial diferente de zero, em que o termo ea omina entre as fases

de radiagao e aceleracao atual.

Como essa quebra de invariancia nao ocorre entre F' e a, mas na densidade de energia
da composicao dos fluidos, ¢é interessante examinar quais suas possiveis consequéncias
na relacao entre campo magnético e fator de escala, e principalmente, no cenario como

um todo, seguindo uma das direcoes principais desta tese: como a cosmologia pode
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indicar novos caminhos para a fisica e novas formas de interacao entre aquilo que é
relativamente bem conhecido na fisica local (como campos magnéticos) e a totalidade,
representada pela seu tamanho pelo fator de escala.

No caso em que ha auséncia de matéria, essa simetria inversa entre F' — I que
por meio da invariancia de relagdo com o fator de escala (pela equagao [?7?]) levou a
a — é, de forma tal que falar de uma invariancia era no fundo falar de outra. A
primeira consequéncia foi o surgimento do produto entre os dois parametros o e u?,
presentes respectivamente nos termos responsaveis pelo “bounce” e pela fase atual de
aceleracao, compondo o termo de “rebounce”.

Ao supor que além da prépria estrutura do espaco-tempo, a propria matéria também
é eterna, no sentido de que nao ha mecanismo de geracao de matéria, e que sua presenca
apenas nao é significativa na regiao de grande condensac¢ao, ocorre uma quebra dessa
simetria fator de a — 2 em todos os pontos, mesmo sendo preservada a estrutura
ciclica.

Uma questao muito relevante a ser examinada posteriormente, e que se coloca
como um caminho natural desta tese, ¢ examinar as condi¢oes termodinamicas para a
possibilidade de distinguir ciclos, mesmo quando nao sao considerados mecanismos de

producao e dissolucao de matéria barionica.

4.2.1 Curvatura da secao espacial

Uma outra abordagem do ponto de vista matematico da tricurvartura na equagao
de vinculo é possivel no contexto de representacao por fluidos. Até o momento, a
conservacao independente das poténcias de F' e a suposi¢ao de matéria nao-interagente
possibilitou tratar “pedacos” da evolugao do universo de forma independente, mas o
mais conectada possivel. Isso foi feito a partir das expressoes analiticas do fator de
escala, que em tltima instancia derivaram da equacao de vinculo.

Em universos com “bounce”, ou seja, em que as condicoes a, = 0 e d, > 0, ¢

necessario pelo menos um ponto em que a derivada do fator de escala anule-se e que a
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derivada segunda seja positiva. O termo de tricurvatura pode ser entendido como um
densidade de energia, que dependendo do sinal de €. Nos casos estudados aqui, cada
termo que compoe a densidade de energia é proporcional a uma poténcia especifica do
fator de escala, e como consequéncia exerce influéncia dominante em distintas fases
da evolucao do universo. Assim, a influéncia da tri-secdo de curvatura nao-nula nao

possui influéncia significativa nas regioes proximas aos pontos de retorno de a.

4.3 Interacao nao-linear em série de poténcias

Seja uma Lagrangiana, fungdo do invariante F = F,, F* onde F = F(B?) = 2B?,
fonte de um universo de FLRW.

Se

L(F) = zn: o (4.23)

comm,n = +1,4£2 43, ..., 2l e m > n, entao duas sao as possibilidades para a evolugao
do universo: a presenga ou auséncia de singularidades (‘Big Bang’/ ‘Big Rip’). No
segundo caso, estas sao evitadas por basicamente dois ‘bounces’, um caracterizado por
um minimo, que evita a singularidade inicial (‘Big Bang’), e o outro, um ponto de
maximo, que impossibilita um ‘Big Crunch’. Os fatores que determinam qual cendrio
serd descrito sao: o sinal das constantes ¢, e a poténcia k dos termos finais da série.
Portanto, a série L(F') deve ser finita.

O tensor momento-energia derivado de L(F), pode ser escrito como um fluido per-

feito de pressao p e densidade de energia p:

4
p = L—3LeF (4.24)

Um resultado importante obtido a partir da equacao de conservacao do tensor

momento-energia, que caracteriza o chamado universo magnético, ¢ a propriedade de o
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campo magnético manter sempre a dependéncia com fator de escala do regime linear,

independente da forma da Lagrangiana L(F), ou seja:

B ~ a2
F
F = a—j (4.25)

Ao supor L(F) como uma série de poténcias em F', verifica-se que cada termo da
série comporta-se como um fluido perfeito nao-interagente. Portanto, a aproximagao
de que cada termo dita uma fase da evolucao do universo é boa em quatro ordens de

grandeza no fator de escala, uma vez que a Lagrangiana pode ser assim reescrita:

n

LF) =Y o Fy (4.26)

atk

k=m

E assim, cada termo pode ser tratado como uma Lagrangiana independente

L=>1® (4.27)
k=m

nas equagoes de FLRW.

Da equagao de vinculo segue a restrigao sobre os sinais de cada termo: no caso da
tri-secao plana, o quadrado do fator de expansao 6 ¢é diretamente identificado com a

densidade de energia p:

SR 4.28
p=7 (4.28)

No ponto de maxima condensagao ou na singularidade inicial, # anula-se. Espera-se

que nesse regime, o termo dominante seja aquele de maior poténcia negativa. Entao:

e FF
pp=—Lp=—"20=0 (4.29)
ap

0 que seria uma inconsisténcia, uma vez que ¢ # 0, Fy # 0 e o fator de escala cresce

com o tempo [??] (expressoes a(t)), é necessario considerar a contribuigdo do termo
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anterior L*~1 . Assim, a equacdo se reapresenta:

pp = —(Lg+Lg_1)=0
a, = - F (4.30)
Ck—1
Y
<o (4.31)
Ck—1

Logo, uma vez que o termo linear de L(F) possui constante ¢; negativa, todos os termos

de poténcia impar, positiva ou negativa, também tém constantes negativas:
cr > 0, se k=2n
cr <0, se k=2n+1

Portanto a série em questao, além de ser finita, também é alternada:

_ k 0
L(F) = ; (=1)" e (4.32)
Da equagao de evolucao do fator de expansao
.02 1
0 + g = —5 (p + 3p) (433)

chega-se a aceleracao correspondente a cada fase, regida pelo respectivo termo em

poténcia de F":

p k Fy k Fy o 1 K
k
Como o termo |Ck’T0k > 0, entao se:
a

o k>0
L (=1)"(2k — 1) > 0, se k for par; (4.35)

Qg
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Ay,

o (—=1)" (2k — 1) < 0, se k for fmpar. (4.36)
o k<O
T o (=1)* (2k — 1) > 0, se k for fmpar; (4.37)
ag
% x (=1)" (2k — 1) > 0, se k for par. (4.38)
k

4.3.1 Truncamento: sinal e paridade

Portanto para poténcias positivas de F, os termos de ordem par produzem aceleragao
e termos de ordem impar desaceleram o universo. O processo inverso ocorre para
poténcias negativas de F. Assim, sempre que a série for truncada em um termo com
poténcia impar, ocorrerd uma singularidade e quando esta for truncada em termo de
poténcia par, ocorrera um “bounce”. Como F' é inversamente proporcional ao fator de
escala, os primeiros termos da série serao os dominantes quando a(t) for muito pequeno,

assim quando tivermos:

1. Primeiro e ultimo termos da série com poténcias impares:

Se o primeiro e o dltimo termos da série forem impares entao o universo possui
uma singularidade inicial, expande-se desaceleradamente até atingir um ponto

de inflexao e passar a uma fase acelerada. No caso especifico da Lagrangiana
F 2
com menor nimero de termos L = —I '%, independente do tipo da tri-

secao espacial, o universo parte da conhecida fase de radiacao e entra na fase

de expansao acelerada dominada pelo termo —, que conduz o universo a uma

F
singularidade final: “Big Bang”— “Big Rip”. Nos demais, o universo sempre
, , m+n
passara pelo mesmo nimero de fases aceleradas e desaceleradas: %

2. Primeiro termo par e ltimo termo impar:

Neste caso, o universo nao “comeca”a partir de uma singularidade inicial, ou seja,

o fator de escala nao tende a zero num tempo finito passado. Este possui um
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minimo: o universo sofre um ricochete e expande-se aceleradamente, até atingir
um ponto de inflexao alterando o sinal da aceleracao. O caso mais simples dessa
. . . F o :
configuracao é a Lagrangiana de Euler-Heisenberg, L = o?F? — T discutida em
[6]. Outra possibilidade também examinadal5], é uma “Lagrangiana-fonte” com
. o Fp :
trés termos L = o F~ — 1 7 Em ambos os casos, assim como em todos
onde m e n seguem esta paridade, as fases final e inicial possuem o mesmo

comportamento: um “bounce inicial”’e uma singularidade final, passando ou nao

por fases intermedidrias aceleradas (com diferentes sinais).

3. Primeiro termo fmpar e tltimo termo par:

Assim como no modelo padrao de radiacao, faz-se presente uma singularidade
inevitavel num tempo finito passado, apontando um limite de validade dos mod-
elos com essa caracteristica, nessa regiao. Ao passo que ao caminhar no tempo
finito futuro, encontra-se um ponto maximo para o fator de escala, que leva o
universo a passar por todas as fases anteriormente percorridas, mas desta vez em

um colapso em direcao a singularidade final, levando a um “Big Crunch”.

4. Primeiro e tltimo termos pares:

O exemplo mais simples desta configuracao é aquele formado por quatro fases
(L=L®+ LW+ LY 4 L(-2)) examinado em [1] intitulado “Cyclic Magnetic
Universe”: o universo oscila entre um ponto de maximo e um ponto de minimo
indefinidamente, passando, ora em expansao ora em contracao, pela fase de ra-

F
diacdo descrita pela Lagrangiana de Maxwell L) = - © por uma fase aceler-

12

7
série, héd acréscimos de fases aceleradas e/ou desaceleradas, para poténcias posi-

ada regida por LY = Quando h&d mais termos nessa configuracao para a

tivas/negativas de F.

Com relacao a tri-curvatura da tri-segao espacial, esta comporta-se como um fluido
independente cuja “densidade de energia”’é proporcional a a=2. O que nao invalida o

resultado, em pelo menos duas ordens de grandeza na poténcia do fator de escala.
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Como a idade do universo serd dada sempre em funcao de Fj e das constantes mul-
tiplicativas c;’s, se estas nao forem grandes o suficiente para tornar as fases dominadas
pelos respectivos termos muito longas, podemos dizer que ha aqui um mecanismo de
inflacao, que pode se fazer presente em qualquer fase do universo e por variadas vezes,
dependendo do ntimero de termos da série.

Um possivel termo de ordem zero em k, corresponde a adicao de um termo tipo
constante cosmoldgica como fonte das equacoes de Einstein. E seria relevante no exame

da estabilidade das teorias.

4.3.2 Unidade Basica do ciclo

H& uma estrutura basica que se repete em todos os cendrios ciclicos gerados a partir

de uma interagao em série de ponténcias

n

Z Cka.

k=—n

Essa unidade é composta de quatro estagios: “bounce”, “radiagao”, “aceleragao”
e um novo “bounce” (“rebounce”). O processo, seja de expansao ou de contracao,
alterna entre aceleracdo e desaceleracdo. E corresponde ao caso apresentado em [1] -
UMC.

Uma série, que possui termos de poténcias maiores (|n| > 2 e n = 2j), mantém
essa alternancia no sinal da aceleracao. No entanto nao hé alteracao significativa da
dinamica das fases bésicas individualmente em escala menores do que a™*.

O acréscimo desses quatro termos (dois de poténcia positiva e dois de poténcia
negativa) espaga os pontos de “bounce” e “rebounce”. Esse espacamento é devido as
novas fases de aceleracao, representadas por esses termos adicionados a essa estrutura
basica do ciclo.

Essa estrutura aparece em dois contextos diferentes. O primeiro dentro do modelo

ciclico apresentado em [1]. Repete-se em um par, ora na expansao e ora no colapso,
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indefinidamente.

UMC
Expansao
—>
‘bouncing’ = radiacao = aceleracao = ‘rebouncing’
%

Colapso

No segundo contexto, é essencial para comportamentos ciclicos do universo gerados
por uma interacao em série de poténcias. E para cada série em particular, ha uma
dinamica, com um nimero de fases independentes (2n), mas que necessariamente esteja

incluido esse conjunto de fases.

Comportamento Ciclico

> aF" (4.39)
k=—n

Expansao
—
“bouncing” = fases de aceleracao alternadas’ =radiacao = aceleracao = fases de
aceleracao alternadas = “rebouncing”
——

Colapso

A unidade bdsica de um ciclo é aquela que serd a referéncia de repeticao, para que
o ciclo seja definido (ver secao (7.2)).
Em toda a discussao em (4.3), que inclui o caso UMC, ha sempre dois pontos de

retorno, dois pontos de repeticao: o ponto de minima condensacao e o de maxima

TA alternancia do sinal da aceleragao é respectivamente: negativa e positiva (4.35),(4.37).

o6



condensacao (“bounce” e “rebounce”). Esse comportamento ciclico é um caso partic-
ular de (7.2): ha duas referéncias de repetigao. A unidade béasica do ciclo tem em seu
interior duas faces complementares, como num espelho: a face de expansao e a face de

retrac@o. Ambas sdo compostas por essa mesma estrutura [13]:

Expansao
o
Estrutura basica do ciclo
—

Colapso

Correspondente, para cada comportamento ciclico estudado em (4.3), a todas as fases

presentes entre os dois pontos de retorno.
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Capitulo 5

Teoria de Born Estendida e

Universo Magnético

O capitulo anterior encerrou-se com a andlise dos cenarios cosmologicos em que
a relacao entre a métrica homogénea e isotropica relaciona-se com a interacao eletro-

magnética expressa por uma série de poténcias

Lseries = ch’Fk (51)
k

Tratavam-se de cenarios cosmologicos fenomenoldgicos, em que era indispensavel a
descricao do conteido material através de fluidos.

Os proximos capitulos serao dedicados as consequéncias cosmoldgicas de uma nova
proposta de teoria eletromagnética.

Como ja vem sendo levantada desde o inicio deste trabalho, a questao das singu-
laridades em teorias fisicas é uma das principais motivacoes desta investigagao. Tendo
essa questao em mente, e inspirados no trabalho de Born-Infeld, sera apresentado um
modelo de universo eterno, baseado em uma teoria eletromagnética que limita em seu
interior ambos os setores da interagao (partes elétrica e magnética), assim como em
[14] foi proposto com o campo escalar.

Seguindo os mesmos passos do desenvolvimento de sua teoria, partimos da in-

99



teracao’:

F
Lgg =¥ |14+ — — a2F2, 5.2

que nesta tese serd chamada ”Interacao de Born Estendida”, “in mnemosis” ao tra-
balho de Born de agosto de 1933 [15], “Modified Field Equations for a Finite Radius of
Electron”. Nesse trabalho, Born apresenta uma interacao nao-linear do campo eletro-
magnético que traz em sua estrutura mais fundamental a limitacao do campo de uma

carga puntiforme:

A constante 2 relaciona-se com a carga da particula carregada e com o que Born
evocou como o raio do elétron, que surge como consequéncia natural da existéncia
de um campo elétrico maximo. Por outro lado, o setor magnético da interacao pode
assumir valores infinitamente grandes. E assim, a teoria desempenha seu papel de

limitar o campo de uma carga puntiforme, mas ainda carrega em si divergéncias.

E possivel argumentar que ainda nao foi observada nenhuma configuracao pura-
mente magnética [16]. Entretanto, como ja examinado anteriormente em uma série de
trabalhos [5], uma métrica homogénea e isotrépica solucao das equagoes da RG pode
assumir como fonte um “fluido magnético”. Esse fluido é uma resultante de processos
de médias em escala cosmoldgica, em que as resultantes elétricas sao anuladas entre
si, por questao de simetria, mimetizando uma configuragao de plasma [8, 6]. Nesse
contexto, seria possivel entao uma “configuragao magnética” que nao sé limitaria o
campo eletromagnético, como também evitaria uma singularidade num tempo finito

na solucao de Friedmann para as equacoes da RG.

O proprio dominio da interacao leva a um limite superior e inferior para o invariante

'EB: Extended-Born (interagao de Born estendida.)
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F
V14— —a2F2 > 0
22

F> F >F,
1+ /14 16a2~%

F. = 5.4
* 42?2 (54)

F ¢é essencialmente uma diferenca de quadrados - lembre que apds os procedimentos
de média, ha apenas as contribuicoes dos termos quadraticos dos campos. As regioes
em que F' < 0 sao dominadas por campo elétrico e atingem seu maximo quando ha um

sistema de referéncias que permite uma carga puntiforme em repouso:

1— /17 1602
F = —2E,2= T obemy (5.5)

4022

Quando F' > 0, a configuracao dos campos é domidada pelo campo magnético, e

B? pode atingir o valor extremo?:

1+ /17 1602
F, —2B,? = — Y1007 (5.6)

4o’~?

Se a Lagrangeana Lpp € fonte da geometria de Friedmann, entao o tensor momento-

energia correspondente é:

TW (EB) = —4LFFMaFa,, — Lgm,

= - v (1 - 404272) — LeBYuw

4Lgp g

2

v 2 2 a 2

= 1 -4« FF., +vVWgq,,, 5.7
onde
F 2 122

2Deste ponto em diante todas as grandezas com o indice +, referem-se ao ponto em que F = F,.
O mesmo vale para os indices que aparecerao mais a frente no texto, como F' = Fj, e assim por diante.
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O tensor momento energia pode ser reescrito como um fluido perfeito (eq.(?7)),

com componentes p e p reescritas em funcao de F"

p=—-L = ¥*VW
F

1
= — —1L — _2’/W - 1_422F
1 Fy?
= —p+§77(1—4a272F) (5.9)

O dominio de F em um cenério cosmoldgico deve coincidir com o conjunto®
0>F>F, (5.10)

estar nele contido.

Como consequéncia da equacao de conservacgao, poderia-se esperar que o ponto de

minimo de a (t) fosse simplesmente:

4_F0

a i —
-+
ﬂ

(5.11)

Contudo, a dinamica gravitacional pode impor algumas restricoes adicionais aos
valores possiveis de F'. Para verificar essa possibilidade e, de fato, constatar a intuicao
de limitacao de B? num cenario de “Universo Magnético”, que leva a um cendrio
cosmoldgico sem singularidade na RG, comegamos a andlise pela equacao que relaciona
tricurvatura, densidade de energia e a taxa de variacao do fator de escala *:

a\? 3
po=3-)+5 (5.12)

a

p = VW (5.13)

Essa equagcao leva o fator de escala a atingir um tnico ponto critico (a,, quando a, = 0),

3A exclusdo de valores negativos de F' deve-se & auséncia de contribuicdes elétricas & dinamica
gravitacional num modelo de “Universo Magnético”.
4A anélise deste modelo serd restrita & tricurvatura positiva.
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sem violar a positividade da densidade de energia em nenhum ponto:

(18 = Fyy?) + /(18 = Fin?)* + 160%°F}

4 _
a, = o
A equacao de aceleracao,
a 1
6— = —= 3

" 5 (0 +3p)

2
= 1 (1+a?F?),

VAl

(5.14)

(5.15)

(5.16)

, . 6a
mostra que o ponto b é um ponto de minimo do fator de escala. Uma vez que, — > 0,
a

Va. Consequéncia deste fato é uma dinamica sempre acelerada do Universo neste

modelo.

O valor correspondente de F' no ponto b é:

49 Fy

F, =
(18 - F()’YQ) + \/(18 - F0’72)2 + 160[2’}/8F02

(Foy® — 18) + \/(Fw2 —18)" — 16a*°F,
4o’yAFy

(5.17)

(5.18)

que nao necessariamente coincide com o valor maximo de F', segundo a equagao (5.6).

Portanto a interacdo gravitacional atua diretamente nos valores possiveis de B2, e

diminui o dominio de F dado pela sua dinamica prépria.

Para garantir que nao haja outras divergéncias, desta vez no setor direito das

Equagoes de Einstein, é necessario observar o comportamento das quantidades ter-

modinamicas p e p.
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5.1 Comportamento de p

Para estudar o comportamento de p, serao examinados o dominio da fungao atribuida

a densidade de energia e os pontos criticos.

A forma da funcao p (F') sugere, assim como a prépria Lagrangeana, o intervalo de
valores possiveis de F

0<p<py (5.19)

O0<F<Fy (5.20)

Entretanto, a densidade de energia obedece a equagao (5.12). E nao pode ser nula,
pois os dois termos do lado direito da equagao sao positivos (¢ = +1). Em especial o
segundo termo anula-se somente no limite em que a — co. Logo, o dominio de p nao
segue diretamente de (5.19), mas das condig¢oes dadas pela dinamica. A densidade de
energia nao sendo nula, todas as derivadas de p e de L sao regulares, impedindo que

quantidades como a pressao também o sejam.

A seguir, segue o exame dos pontos criticos da densidade de energia.

5.1.1 Pontos criticos de p

Para encontrar os pontos criticos de p, basta estudar a equacao de conservacao:
p=—(p+p)b (5.21)

Ha pontos criticos quando 6| = 0 e/ou (p+p)| = 0. Como visto acima, o tnico
caso em que 6 anula-se ¢ no “bounce”?:
Para que p 4 p sejam nulos:

é necessario que F| = 0 ou Lp| = 0. F anula-se somente no limite a — co. E neste

®N|: Valores possiveis de N, quando o lado direito da equacdo é nulo.
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caso a densidade de energia seria

Passint — 727 (522)

que corresponde a Pyssine = —72, como serd discutido na sec ao seguinte. Ou seja,
corresponderia a um estado “tipo constante cosmoldgica”, pois o fluido assumiria uma
equacao de estado pussint = —Passint- Porém isso s6 poderia ocorrer em uma situagao
limite (quando o volume do universo seria infinito).

Por outro lado, Lr| = 0 implica em:

1
Lp = ———=(1—40%9 5.23
1

Em resumo ha trés situagoes que geram pontos criticos em p:

e ' = F, : Ponto minimo de q;

e = F,: Ponto em que L é nula;

e [ =10 : Situacao correspondente ao limite a — oo

Para saber a natureza desses pontos é necessario voltar-se para a derivada segunda

de
po= —(p+p)0—(p+p)b (5.25)
4 4 :
= S (LrpF + Lp) 0+ S F L (5.26)
. 62 1
= (0+p)0— |5 +5(p+3p)| (p+p) (5.27)
4 4 62
= 5(LFFFJFLF)GJFgFLF §+(—L+2FLF) (5.28)
casO a Caso:
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5.1.1.1 F =F,

(Lrl|=0¢ (p+p)| =0) A equagdo (5.25) resume-se a:

ﬁc = - (pc + pc) 90 (529>

Usando a equacao (7.91) e lembrando que Lg|. = 0, é mostrado que a derivada

segunda de p em ¢ é negativa:

4 .
pe = —0. <—§LF|CFC> (5.30)
46 .F
= —3 (Lrp|cF. + LF|.) (5.31)
16
= _§F292LFF’07 (5.32)
porque Lpp é sempre positiva. Ou seja,
pe <0, (5.33)
: L .. 1
a densidade de energia atinge um maximo quando F' = F, = ——.
4a2~?

5.1.1.2  F s = 0 (limite a — o0)

Neste caso a soma p 4+ p também é nula. E pyssint possui a mesma forma de (5.29):

ﬁassint - _(passint+passint) eassint (534)
16
- _EFassint02 (FassintLFF|assint + LF|assint> (535>
Contudo, F,ine = 0, no limite a — 00, 10g0 fussine = 0 € nao é nem ponto

de maximo nem ponto de minimo de p. Para mostrar que se trata de um regime
assintético, basta mostrar que todas as derivadas temporais de p podem ser reduzidas

a termos proporcionais a F' ou F', assim acontece com o fator de escala no modelo a
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seguir.

As condigoes impostas neste item sao:

e 1% Condicgao:

passint =0 (536)

e 2% Condicgao:
(p + p)assint =0 (537>

e 3% Condicao:
Fossine =0 (5.38)

E sao comuns a todas as derivadas, seja de qual ordem forem.

A equacgao diferencial de 1* ordem ¢ simplesmente a equagao de conservagao

projetada:

passint = 07 (539)

que mostra que este é um ponto extremo.

A equacgao de 2° ordem é:
p+(p+p)0+(p+p)0=0 (5.40)

Utilizando as condigoes (5.36), (5.37) e (5.38), a equagdo fica reduzida® a:

Passint — + 3’72 (541)

ﬁassint + (P + p)assmt eassint = 0. (542)

6Lembrando que pela equagao (5.12)
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Resta apenas conhecer p + p no regime em que F' = 0:

A .
4 .
= _§F(LFFF+LF) (5.44)
(p + p)assint = 07 (545)
pois F~F=0.
A equacao de 3* ordem é:
Pp N .
T P DO+ 2(p+p)0+ (p+p)8=0 (5.46)

Além das condigoes (5.36), (5.37) e (5.38), soma-se a eq.(5.45). Logo os dois dltimos

termos da equacgao acima sao nulos:

dgpassint
dt3

+ (ﬁassint + p.assint) Qassint =0 (547)

A soma (j + p) é escrita como uma soma de termos proporcionais a F' e F?:

Qo i~

P = (F@ v Fé) —0 (5.49)

w

Logo, também ¢ nula em assint:

(p +p-)asssint =0 (55())

Equacoes diferenciais de ordem n > 4:

Todas as equagoes diferenciais de p sao iguais a um “binémio diferencial de New-
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ton” 7

™y i no\ d"*(p+p)do

dtn+1 - e i dtn—k Atk (551>

Partindo de que qualquer derivada temporal de p é uma combinacao de termos pro-

porcionais a derivadas de (p + p), reescrevem-se estas derivadas como fungoes explicitas
dF 0L

de —— e ———
©at © oFm
d(p+p) d'F
a3 |t (FLpp+Lp)| +
4 d-Vp Ji-2p dF 9D B
3 { (dt(l—l) D= e g D ey g )} (5.52)
d-VE g2 dF oL 9L
( dt(lfl) ) dt(l72) g eeey Ea ) a l+1 6tl g aeey )
Ad-VE J2F dF ou+D T, 9L

@, R e S sao fungoes. @ é o produto Q = R.S. R é funcao apenas das derivadas

temporais de F' e S apenas das variacoes de L em relacao a® F.
!

Por outro lado, ha uma relacao de recorréncia para g valida no contexto de

“Universo Magnético”:

. 4
o= —F (5.54)
. 4 .
Fo= -2 (Fe n F9> - F.f<9,9> (5.55)
PF 4
e (Fe 2Rg F@) ( ) (5.56)
d*F 4 (dP*F d*0
— = — FO3FO + F 0 0 0 .
i 3< o +3F03F0 + d3> < . ) (5.57)
A p 4 | & n d"*F d*6 d'o
= — — | =Fjl(0 0 0 .
dt(l—H) 3 |: — dtn—kz dtk ( dtl) (5 58)
Onde (" ) = ™ binacio de n clementos tomados k a k). E ©8 = G de tal
ndade k = m (COm lnagao € n elementos tomadaos a ) dto = e ta

forma que a equacgao de conservagao é recuperada quando n = 0.
8As equagoes (5.44) e (5.48 ) sao casos particulares das eq.’s (5.52, 5.53).
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f, g, h, 7 sao fungoes da derivadas de 6.

A sequéncia de equagoes acima mostra que qualquer derivada temporal pode ser
escrita como um produto de F' por funcao das derivadas de 6. Sendo assim, quando

F = F, . = 0, todas as suas derivadas de F' sao nulas.

Com este resultado, as equagoes (5.52) e (5.53) sao nulas.

d'(p+p)
S 0 (5.59)
E consequentemente (eq. 5.51):
dnpassint
Pt _ (5.60)

E portanto F,ssn: € uma assintintota para p.

5.1.1.3 F = Fb (ou 9() = 0)

No ponto de “bounce”, a derivada é apenas (eq. (5.25)):
po+ (p+p), 0, =0 (5.61)

Como o ponto b é um minimo de a, entdo 6, > 0. Entdo o sinal de j, depende

apenas do sinal de (p + p),, mais exatamente do sinal de L|b:

2

(p+p), = —4% (1 -4y’ F) (5.62)

e Se F, <0, (p+p), > 0 e p atinge um méaximo no ponto de “bouncing”;

e Se [, >0, (p+p), <0eoponto de “bouncing” atinge um minimo de densidade

de energia.

Por outro lado, F' = —— ¢é exatamente um ponto méximo de p. E que corresponde

42y
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a um valor de F' maior do que F s

Fc > Fassint (563)

e <  Qgssint (5.64)

Para que houvesse mais um ponto de maximo de p seria necessario pelo menos
mais um ponto de minimo. Mas, a equagao p| = 0 nao fornece mais nenhum ponto
critico além de F., Fssint € Fp. Entao b é necessariamente um ponto minimo de p. E

a condigao:

F. < R (5.65)

B > B (5.66)
1

B2 — 5 (5.67)

er v2 (1 + 16a244)

deve ser satisfeita.

Esta desigualdade leva a um compromisso entre o campo By e os parametros a?
e v2. Na eletrodinamica de Born-Infeld, o parametro 42 é fixado a partir da solucao

esfericamente simétrica das equagoes dinamicas para o campo eletroamgnético.

Neste contexto, a relagao (5.66) estipula um valor minimo para o campo magnético
em larga escala. E depende diretamente de que a geometria seja homogénea e isotropica
(cujas simetrias estao embutidas nos procedimentos de médias) e de que a tricurvatura

seja positiva.

Em resumo, a densidade de energia é regular em todos os pontos do dominio: no
1

infinito passado, passint (Fassint = 0), passa por um ponto de méaximo p. (£, = 402 2)
a7y
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e atinge seu minimo no ponto de “bounce” p, (F = F}; (eq.5.18)):

1
2
2

Passint — 7 (569)

3 | (18 — Fpy?) + \/(18 — Fyy2)? 4 160248 F2

= — 5.70

Como consequéncia desta analise, a regiao F, < F' < X, estd fora do dominio. E a

densidade de energia (assim como Lgg) é regular em todos os pontos.

5.2 Comportamento de p
A pressao associada a L(F) neste modelo é:

F~21 — 40242 F

- _ 5.71
PEB PEB T 3 oin ( )
F
= VW + —— (1 —4a%~*F 5.72
! T | 7 F) o7
1

= —— (67} + 3+%F + 2%+ F? 5.73
6\/W(7 y v F?) (5.73)

Na secao anterior foi mostrado que a densidade de energia é regular em todos os
pontos. A pressao p também possui o mesmo comportamento, desde que (eq. (7.98))
p # 0. Essa condicao é automaticamente satisfeita, porque a densidade de energia
nunca pode ser nula num cenario de tricurvatura nao-nula sem que violagao de condig¢ao
de energia positiva.

Os pontos criticos de p ocorrem quando p| = 0:

p = (L—%FLF). (5.74)
= —g (Lp + FLpp) (5.75)

F = 0 satisfaz a equagao acima. E corresponde aos dois pontos F'| =0 e | = 0.
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A derivada segunda de p

2

§ F
p o= — 3 (Lp +4FLpp) + 3 (5Lpp +4F Lppr) (5.76)
.. 4 )
P (—gm) (5.77)
[ (Fe + Fé)

3

(5.78)
quando F| =0 é:
" 4 :
p’F\:O =3 <F€ + FQ) | (Lp +4F Lpr) | (5.79)

mostra que os pontos Fj.n: € I} sao respectivamente assintota e ponto de minimo:

o 0, =0 - “Bounce”

A equagao (5.79) fica apenas
L4
by = §Fb9b (Lp 4+ 4FLpr) |y (5.80)

O campo F e Lpp sdo sempre positivos (F = 2B?% e eq. (7.85), VF. 0 ¢ positivo
no ponto de minimo do fator de escala. Para conhecer o sinal de p, resta apenas

calcular Lp|y:

2

Lp = —1 (1-40a%2F) (5.81)
p
72

Lply, = —p—(1—4a272Fb) (5.82)
b

Se F, >0, Lg|, > 0ese F, <0, Lp|, < 0. Lembrando da condigao (5.65), vemos

se trata de um ponto de minimo:

By >0 (5.83)
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® [yssint =0
A equagao (5.79) neste caso é:

. 4 .
Fassint - §Fassint0assint (LF + 4FLFF) ’assint (584)

Quando F' = 0, acontece com a pressao algo muito semelhante com o que acontece
com a densidade de energia. E sempre possivel, seja qual for a ordem da derivada
de p, reduzi-la a um produto de F' com fungdes das derivadas de L e 6 (5.1.1.2).

Logo essa é uma situacao assintética também para p.

Nesse regime a pressao relaciona-se com a densidade de energia através de uma

equacao de estado “tipo constante cosmolégica”:

Passint = —Passint — _72 (585)

As duas quantidades termodinamicas responsaveis pela representacao do contetido
material do universo sao regulares em todos os pontos. Portanto nao ha singularidades
no interior do modelo.

Como pontos principais do comportamento dessas quantidades surgiram os pontos
de minimo de p e p; que acontecem no ponto minimo do fator de escala. Apesar de
ambos serem minimos, a densidade de energia é sempre positiva e a pressao é sempre
negativa (eq. 7.100). Em termos de valor absoluto, a densidade de energia é minima
enquanto a pressao tem o seu maior valor absoluto no dominio, sendo a principal
contribuicao para o ricochete e a redistribuicao de matéria.

Outro ponto importante da dinamica é a presenca de um comportamento assintético,
definido pelo lim a — oco. As duas quantidades termodinamicas seguem assintotas nesse

regime e compoe um fluido “tipo constante cosmoldgica”:

(p+p)—0 (5.86)
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Esbocado o comportamento do lado direito das equagoes dinamicas do campo grav-
itacional, resta integrar o cenario geométrico. Anteriormente no texto foi mostrado que
a geometria, reduzida ao fator de escala a, apresenta um volume minimo neste cenario
cosmolégico. Resta saber qual o comportamento no regime assintético que surgiu na

analise do conteudo material.

5.3 Comportamento do fator de escala

Seguindo a mesma estratégia utilizada no estudo do comportamento de p e p, sao

examinados os pontos criticos e o dominio de a - e consequentemente de F'.

5.3.1 Pontos criticos de a

A equagao (5.12), que relaciona a densidade de energia com a taxa de variacao do
volume @, o fator de escala a e a tricurvatura espacial € resume o acoplamento das
propriedades geométricas com a dinamica do campo gravitacional, em que se assume
RG como sua representacao, com a separagao de conteido material e geometria.

Esta mesma equacao produz os pontos criticos do fator de escala:

3€

ay

que é tinico e corresponde ao apresentado na equagao (5.14). Como a dindmica é sempre
a , .
acelerada (— > 0, ‘v’t), ap ¢ um ponto de minimo.
a
A densidade de energia no limite a — oo é 42, Quando esse limite é aplicado a

equacao (5.12), conclui-se que nesse regime
eassint - 3’727 (588)

ou seja, # é um valor finito. Ao resgatar a representacao do espago-tempo por quanti-

dades dpticas, em que nesse contexto de simetrias resume-se a 6, fica evidente que nao
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ha divergéncias no setor geométrico. A densidade de energia é sempre bem definida,

mesmo no limite a — oo.

5.4 Sistema dinamico

Para conhecer o processo dinamico do modelo, montamos um sistema dinamico
em funcao das varidveis (F, ) para que o sistema de equagoes diferenciais baseado no

modelo de Friedmann e na equacao de conservagao:

0% 3e
p = 34‘@ (589)
0 + 9—2——1( + 3p) (5.90)
3 9 p T op .
p + (p+p)0=0 (5.91)

fossem reduzidos a um sistema dinamico planar autéonomo:

F = _%l Fo (5.92)
0 = —%2 A %F a _\;‘%WF) (5.93)
Os pontos de equilibrio acontecem quando:
F| =0 (5.94)
0 = 0 (5.95)

E sao apenas dois:

Ponto A: (0,—@) (5.96)
Ponto B: (0,+\/3_72) . (5.97)

A equagao (5.12) é uma condicao auxiliar, uma equacao de vinculo, que permite
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determinar o valor de 6 nesses pontos de equilibrio.

Esses pontos correspondem aos valores F' = F gt = 0 € 0 = Ougsint; que sao
correspondentes aos regimes assintoticos da densidade de energia e da pressao. Como
a variacao do volume 6 assume valores positivos e negativos, conclui-se que sao dois
regimes assintéticos para p e p. Para determinar a natureza e a relacao entre esses

pontos € necessario linearizar o sistema em torno desses pontos:

A6 () s

(5.98)

(7)., (7).,
(7)., (),

em torno de cada ponto (A ou B). Se ela for diagonalizavel, os seus autovalores vy o e

A matriz J4 g = ¢é a matriz Jacobiana da expansao

autovetores A\ o compoem a solugao

X = vieM 4 vyet?! (5.99)
do sistema de equagoes acima:
x = Jx (5.100)
F
X = (5.101)
0

em cada um dos pontos (A4 e B).

A natureza dos autovalores estd diretamente relacionada a estabilidade do sistema

na vizinhanca do ponto. Se todos os autovalores associados a transformacao no ponto
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sao numeros reais, as exponenciais sao também reais.

Ao € R, M2 sdo reais (5.102)

No caso de ambos os autovalores positivos, essas eponenciais sao crescentes, e o
sistema tende a afastar-se do ponto. O que caracteriza um ponto de equilibrio instével.
Se ambos os \’s forem negativos, sas exponenciais sao convergentes, caracterizando um

atrator:

A12 > 0: Ponto instével (5.103)

A2 < 0: Atrator (5.104)

A discussao é aqui limitada a essas duas possibilidades pois sao as que surgem da
analise deste sistema dinamico em especialPara maiores detalhes sobre a andlise de

sistemas dindmicos na dinamica cosmoldgica, veja por exemplo[?].

e Ponto A: <0,—\/3_72)

A matriz Jacobiana para o ponto A é:

(), (),

5 0
F 0
L A A
4
—§6A 0
4 34



E seus autovalores sao

4
——04— A 0
det 3 = 0 (5.107)
1 29 \
4 34
4
A = —59,4 (5.108)
2
Ay = —§0A (5.109)
Como 0,4 = —4/3v? > 0, ambos os autovalores sdo positivos, e o ponto A é um

ponto de fuga das linhas.

e Ponto B: (O,—{—\/B’yQ)

A matriz Jacobiana para o ponto B é:

‘)
B (5.110)

J (9
B 0 0
F 0
L B B
4
—593 0
4 3P
E seus autovalores sao
4
——0g — A 0
det 37 5 = 0 (5.112)
- ——0p — A\
4 37
4
AN = —56’3 (5.113)
2

Como 6 = ++/37? < 0, ambos os autovalores s@o negativos, e o ponto B é um

ponto atrator de linhas.
Como ja mostrado anteriormente, o valor F' = 0 é atingido quando o fator de
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escala tende ao infinito. Enquanto a densidade de energia é igual a 2. Até entao
essa situacao foi tratada como um unico estado assintético. O resultado da andlise
do sistema dinamico por outro lado, mostra que sao dois regimes assintoticos: um no

infinito passado, e outro no infinito futuro.

H&a apenas dois pontos de equilibrio neste sistema dinamico: um ponto instavel e
um atrator. Ambos ocorrem quando F = 0, ou seja, no infinito passado, o universo
veio em processo de contracao acelerada, atinge um ponto em que a contracao passa a
ser uma expansao (“bounce”), e prossegue em expansao sempre acelerada em diregao

a um estado cuja equagao de estado ¢ a mesma da qual o processo “originou-se”:

p=—p=-7"
Esse comportamento de escape do estado p = —p = 72 no infinito passado em
direcdo a um novo estado p = —p = —~? no infinito futuro independe de qualquer

condicao inicial. Logo, todas as possiveis integrais de trajetdéria das solugdes possuem
0 mesmo comportamento: um grande volume colapsa, passa por um minimo (6, = 0)

€ comeca a crescer.

Quando se resgata as informagoes de p e p nesses dois regimes assintéticos (“futuro”

« ” : < : : x A A fd
e “passado”), verifica-se que hd uma simetria em relagdo ao ponto b, que nao é exclusivi-
dade do comportamento do setor geométrico. Todo o modelo sofre um “espelhamento”

nesse ponto.

A densidade de energia entao aumentando seu valor, seguindo a assintota pussint =

/ 1
+?, atinge um ponto méximo em p. = %,/1 + Toa2 A’ depois comeca a diminuir
oy

(18 = Fiy?) + /(18 = Fy?)* + 160%1°F}
a?yAEE
ponto de ricochete. Depois repete o mesmo processo em ordem reversa: expandindo,

o .. 3
até atingir um minimo local p, = 3 no

a densidade vai aumentando até atingir novamente o ponto maximo p., depois vai

diminuindo assintoticamente seu valor em direcao a pgssint-

A pressao também possui tal comportamento “espelhado”: sempre negativa, vai

progressivamente afastando-se do regime assintético pygsine = —7° no infinito passado,
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até atingir um minimo no ponto de ricochete p, e passar a aumentar sempre em direcao
a0 estado pussint NO infinito futuro.

A principal motivagao deste trabalho é a necessidade de construir uma teoria em que
os campos de longo alcance possuam comportamento regular. Iniciou-se com uma in-
teracao inspirada na primeira proposta de Born para a regularizagao do campo elétrico

de um elétron:

Interagao de Born: Lp = U (5.115)

Interacdo de Born Estendida: Lgg = —y*VW (5.116)

E mostramos que essa interacao estendida limita o campo eletromagnético inferi-
ormente e superiormente. Com o foco no limite superior do campo, associado ao setor
s, . . [44 :
magnético, um modelo de universo eterno, concentrado no que chamamos “Universo
Magnético” foi produzido, em que nao ha singularidades também no campo gravita-

cional.

81



82



Capitulo 6

Conclusao

No capitulo 4 foi mostrado que nao-linearidades do campo magnético, um campo
acessivel na escala terrestre, podem gerar uma fase acelerada posterior a fase de ra-
diagdo e evitar uma singularidade inicial [5]. E mais, produzem uma nova fase de-
sacelerada que culmina num ponto de méximo do fator de escala [1]. A singularidade
inicial (“Big Bang”) e a singularidade final (Big Rip) s@o evitadas respectivamente por
um ponto de minimo (“bounce”) e por um ponto de méximo (“rebounce”) do fator de
escala, levando a um comportamento ciclico. O ciclo é composto de duas partes que se
repetem em ordem inversa: “bounce”- radiagao - aceleracao - “rebounce”. A repetigao
de ciclos idénticos é ocorre indefinidamente.

O acréscimo de matéria como um novo fluido nao-interagente nao altera o com-
portamento ciclico, mas quebra a invariancia a — —, presente no modelo puramente

| L .
magnético. Quando hé somente campo magnético, essa simetria a — o ¢é consequéncia

direta da simetria inversa do campo magnético F' — % Nesse sentido, produz efeito
similar ao de uma trisegao espacial positiva (e = +1); a diferenga pode ser entendida
apenas como uma questao de ordens de grandeza no fator de escala. A tricurvatura
mantém a mesma configuracio em ordem de grandeza a2 e a matéria nao-interagente

(p =0), em uma ordem de grandeza a mais (a™3).

Em seguida, foi mostrado que uma série de poténcias com termos positivos e neg-
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ativos gerando uma métrica homogeénea e isotrépica produzem cendarios cosmologicos
dependentes explicitamente do sinal dos coeficientes ¢; da série e do truncamento da
série. Os termos pares e impares relacionam-se produzindo uma série alternada (4.32),
que também produzem sinais alternados da aceleracao. Os pares produzem aceleragao
e fmpares desaceleracao. A combinacao entre o sinal e a paridade dos termos inicial e
final produzem cendrios cosmoldgicos com “bounce” /“rebounce”, singularidade (“Big
Bang”, “Big Rip”, “Big Crunch”) e/ou ciclos idénticos. A adi¢do de um termo con-
stante a série equivale a um termo do tipo constante cosmolégica e pode ser importante

na extensao deste estudo a teoria de perturbagoes cosmoldgicas.

Nos ciclos estudados em (4.3), h& sempre dois pontos de retorno, em que ocorrem
repeticoes idénticas indefinidamente. Nesse contexto, foram definidas duas estruturas:
a estrutura béasica do ciclo e a unidade bésica do ciclo. A estrutura basica do ciclo
é a estrutura dinamica que se passa entre os dois pontos de referéncia (o ponto de
méximo e de minimo, “bounce” e “rebounce”). A unidade basica de um ciclo define
o ciclo quando é repetida. Em todos os cenérios de (4.3), a unidade bésica do ciclo é
composta de duas faces complementares: a fase de contracao e a de retracgao. Cada
face equivale entao a estrutura basica de cada caso. Ambas, a estrutura bésica e a

unidade basica, podem ser diferentes para cada modelo ciclico.

No capitulo 5, foi mostrado que uma teoria eletromagnética com o campo F' limi-
tado superiormente e inferiormente, quando combinada com a RG, produz um cenério
cosmoldgico sem singularidade. Mostrou-se que é possivel limitar mutuamente os dois
campos de longo alcance. Partimos da ideia de Born para regularizar o campo elétrico
do elétron. E estendemos essa proposta ao campo magnético, adicionando um termo
quadratico a raiz que compoe a Lagrangeana, uma vez que a interacao de Born-Infeld

nao produz um cenario FLRW nao-singular.

A regularidade das fungoes associadas a densidade de energia e a pressao interferem
diretamente no dominio do campo F', e variam de modelo para modelo, tendo relacao

direta com a tricurvatura (a interferéncia da curvatura da trise¢ao esté sendo discutida
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em maiores detalhes em [18]).

Mostramos que no “Universo Magnético”, tendo a interacao de Born estendida
como fonte das equacoes dinamicas, nao admite singularidade, ao contrario do que
ocorre com a descricao Einstein-Maxwell e Einstein-Born-Infeld de eletrodinamica e
gravitacao:

e Na fase primordial o “fluido magnético” (o que define o Universo Magnético),

tem um comportamento “tipo constante cosmoldégica” (Pussint = —Passint); que é

instavel;

e Como consequéncia, ha o colapso até um valor minimo do fator de escala a,,;, =

Qp;

e Deste ponto em diante, o universo passa a expandir-se rumo a uma configuracao
idéntica a inicial, dominanda por um fluido perfeito de equacao de estado pussint +

Passint = 0.

Para que tal modelo seja mais realista, é necessario introduzir matéria ordinaria
(assim como feito na segao (4.2)), que vai contribuir com a densidade de energia total
com um termo proporcional a 3. E também preciso fazer uma analise dos parametros
tal como em [19].

Outra ramificagao natural deste cendrio é seguir os passos de Born e Infeld em [15].

Retirar um termo constante 72 e continuar num estudo mais aprofundado desta teoria:
LEBI: —’}/2 <VW—1> s (61)

examindo quais critérios ajudam no direcionamento de uma teoria que busca descrever
a interac@o eletromagnética (maiores detalhes sdo encontrados em [20]), como por
exemplo o limite de campos fracos de ambas as teorias. E analisar suas consequéncias
no Universo Magnético.

Uma continuacao natural é, através destas interacoes, estudar a relacao entre cam-

pos elétricos e magnéticos em escala cosmoldgica. Como ponto de partida pode-se
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tomar o caso quase-magnético (7.8).
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Capitulo 7

Apeéndices

7.1 Evolugcao das quantidades cinematicas

Definida a superficie de eventos independente dos observadores, a evolucao dos
parametros Opticos, que sao identificados com as partes irredutiveis da variagao covari-

ante de V)

1
VM'V = O-MV + wuy + ghuye + aM‘/;M

= Q/’LV + a”Vy. (71>

¢ sempre uma representagao valida, pois mesmo que localmente, como no caso da
solucao de Godel das equacoes da Relatividade Geral, a separacao gaussiana, tempo-
espago (1+3), é possivel.

No caso da métrica de Friedmann, ¢, e m,, sao nulos, por questoes de simetria. Da
dinamica de g, seguirao portanto as propriedades dinamicas da densidade de energia

€ pressao.

O tensor de curvatura, representante da geometrizacao da descricao do espago-
tempo, pode ser definido como a diferenca entre as divergéncias de duas curvas em

funcao das conexoes, definidas a partir do transporte paralelo de um vetor ao longo de
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sua extensao:

R = T80 — T

projetando g, na direcao do campo de observadores, chega-se na seguinte relagao:

Raﬁuvvﬁ = V% =V (7.3)

A partir dessa definigao, projetada nos seus indices livres na direcao de V, e na
trisuperficie identificada por hy,,, e convenientes operacoes em cada caso, sao obtidas

as equagoes de evolugao dos chamados parametros épticos.

Respeitando as simetrias de R¥,,3, projeta-se um dos indices livres na diregao’ de

VBZ

RfLogVIVE = VH VP —VE g VP

= (Vu;oz). —a" + vu;ﬁvﬂ;a- (7.4)
Os demais indices livres sao projetados no 3-espaco pelo projetor h,:

R“VQ5V”VBh2h§ = hﬁh?(V“;Q)' - hﬁ sal. + hﬁh?V“;gvﬂ;a (7.5)

LA =4,Vr
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Desenvolvendo cada um dos termos:

hhs (Vi) = Bhs(Q", +a"Va)*
= hhgIQ!, + a*V, + a'ag]
= hph§Q¥, + hyh§atag
MhsVEaVP o = hohg [(Q5 + a*Vs) (Q°, + a’Va)]

= Q)\QQB(S (7‘6>

O tensor de Riemann completamente projetado é:
R0V VARG = (hﬁhg‘@ﬂa + a’\a5> — hph§ar o +Q Q% (7.7)
onde (lembrando de (77))

. 1
QMa = <Uﬂa+wﬂa+§hua9) V)\
A

1 1. . . .
_ B
= §9V (h"a).g + ghﬁ:ﬁ + oty + why

1 I .
= 5 (@"Vat+aaV") + gl + oo+ wi

. 1. .. . .
PhsQte = Sh30+ hih§ota + huhGuwie (7.8)
(§]
1 1
Q)\BQﬁa = ghAﬁe + U’\g + W)\b)} |:§h559 + 075+ w’s
62 20
N S Ty [ws +whs] + 0% 0% + w5 + 0*sws + W o
(7.9)
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7.1.1 Equacao de evolucao do fator de expansao

Portanto, para saber a evolugao temporal do raio do universo, faz-se necessario
saber comportamento do fator de expansao varia no tempo. Como este é essecialmente

um trago, contraem-se os indices livres na equagao (7.7):
Rf,agVIVERS = hQk, + aVa,, — ha, + Q°4Q°, (7.10)
Termo a termo:

e Termo quadrético em @)

6% 20
QQ°, = 3t3 (0" +wh) + 0™ oy + W W + W oy + wyuo™

2
12 14
— 34—0“ a,,“—kw“ww,

(7.11)
e Termos nulos, naturalmente decorrentes das propriedades de simetria:
o, =0
w'y, =0
w oy, 0
W = 0 (7.12)
e Variacao temporal de @,
. 1 P
Q*, = (zhh0) V
3 iB
= 1 (W), VPO + lhug 4ot 4 it
3B 3@ « o
1 1 . , .
= —59 (a"Vy + aVH) + §hg€ + oty + Wy, (7.13)

90



e Termos de aceleracao:

e = (V) o
= a', —a"V,
= a", —a", V'V,
= (a"V,), V" =a"V,, V"

= —d"q, (7.14)

Ao substituir os termos desenvolvidos em (7.12), (7.13) e (7.14), na equagao (7.10),
chega-se a equacao evolucao para o fator de expansao, conhecida como equacao de

Raychaudhuri:

. 62

0 + 3 + ooy, + W, —a',, = R, VIV (7.15)
P2
0+ 3= R, VI'VY (7.16)

Obtém-se a equagao de Raychaudhuri (primeira equacao de Friedmann)

2

: 1
r__2 1
0+ 5=-5(p+3p), (7.17)

aquela que rege a evolucao temporal do fator de expansao em funcao das propriedades
globais do conteuido material. No modelo de Friedmann, este parametro é associado a

funcao de Hubble, a razao entre a variagao do raio do universo e seu valor absoluto:
0=— 7.18
: (715)

e a equacao acima fornece informacoes sobre a aceleracao do fator de escala:

3d 1
i 3 7.19
" 2(,0+ D) (7.19)
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Todos os casos estudados nesta tese nao possuem cisalhamento, rotagao ou acel-
eracao, portanto, apenas por questoes de completeza e harmonia de conjunto, as
equagoes de evolucao para estas grandezas serao aqui apresentadas, deixando para
outra ocasiao o seu desenvolvimento, em que apenas o procedimento ¢ indicado levando

em conta as simetrias de cada uma delas.

7.1.2 Equacgao de evolugao de o,

As distor¢oes nas linhas do campo gravitacional tém sua evolugao a partir da
variacao temporal de o, obtida a partir da simetrizacao da equacgao para o tensor de

curvatura totalmente projetada (7.7):

R sV VP = (h#(Ahg‘“)Qﬁa + am) — huph$at + Qs Q%

1 .
= |:—h)\59 + Uﬂah’;h?} + ayas — hﬂ()\hg{)a“;a

3
+ §h>\59 + 590')\5 + 0x\g0" 5 + wrpw" s (7.20)

lembrando que da equagao de evolucao para o fator de expansao (7.15), o termo 0 &
escrito apenas em termos independentes explicitamente do tempo, correspondentes aos

tracos. Portanto:

R*yagVIVPhy0hg) = Guahihs + axas — hyphga. +

1 2
+ [§h)\592 + 590)\5 + U)\QUB(; + wmwﬁg} +

1 0?
+ ghm {RMVV“V” — (3 + "o, +ww,, — a“m)]

(7.21)
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. « v [e% ]' v (0%
Guahhhs = R'yagV'VPh,ohg) — 3P R VIVY 4 huhifatse — aras

1 2 1 02
— §h)\592 + 590)\5 + 0')\5055 + W)\Bwﬁg} — gh)\(; (g + O'/WO',,# + w“”ww — CL“;H>

(7.22)

7.1.3 Equacao de evolucao de w,,

De forma semelhante, a evolucao temporal da rotagao das linhas do campo sao

obtidas a partir de antissimetrizagao de (7.7):

Rl VIVEIRLGRG) = huph§ @ — huphgat o + QsnQP
. 2
= w)\ah‘;héa — h“(xh?)a‘u;a + 5‘90&,\5 + OraWs — TsawW ™2

(7.23)

Mas, ao antissimetrizar o tensor de Riemann completamente projetado em V), e h,,,,

o lado esquerdo da equagao anula-se. Entao a equacao de evolugao de w,,, fica:

2
w/\ahl)fh? - hu(,\h?)a“;a + gew/\é + U)\oawaé - Uéawa/\ =0 (724)

7.2 Ciclos cosmoldégicos

Os universos ciclicos sao uma extensao de universo eterno, que nao possui comecgo
nem fim, em que ocorrem repeticoes de maximas e minimas condensagoes.

Um universo ciclico com um nimero indefinido de repeticoes, em que os ciclos sao
indistinguiveis entre si apresenta uma configuracao ilimitada e infinitamente contavel.
Quando um nuimero indefinido de repeti¢oes produz ciclos distinguiveis entre si infini-
tamente contavel.

Quando os ciclos sao distinguiveis entre si, a duragao de cada um ou de um con-

junto de ciclos é diferente de um outro ou de outro conjunto de ciclos. Gerando uma
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configuragao ilimitada, uma vez que nao ha comeco nem fim, mas finitamente contéavel.

Uma configuragao de universo limitada admite ciclos ao longo de sua evolugao.
Um processo dinamico em que um volume inicial finito expande-se ou contrai-se pode
movimentar-se através de ciclos antes de retornar ao volume inicial. Mas a dinamica

passa a existir em um dado tempo e cessa num tempo posterior.

Entretanto, um universo dinamico implica numa constante mudanga em seu estado,

e por consequéncia, um universo dinamico ¢é eterno.

7.3 Condicao Geométrica

Quando ha dois pontos, em tempos diferentes, onde o raio do universo atinge um

minimo local:

O(t)) > 0
0(ty) > 0
0(t) = 0
0(ta) = 0, (7.25)

supondo —oo < t < 4+00. Ou seja, que o dominio de t sejam todos os reais (¢ € R).

0 é a taxa de crescimento/decrescimento do volume do universo:

0=V, (7.26)

que corresponde ao trago da varigao covariante da velocidade V# de uma classe de

observadores.

Entre dois pontos de minimo, deve haver necessariamente um ponto de maximo, e
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vice-versa. Isso implica em:

0(tr) < 0

o(t) = 0 (7.27)

onde t; < t' < ty. Esta é uma condicao necessaria para a existéncia de um ciclo.

7.4 Condicao sobre o conteido material

Quando o universo volta a uma dada distribuicao material. Um exemplo é a
repeticao de uma equacao de estado apds uma fase transiente.

Se as partes irredutiveis do tensor momento-energia, que representa o conteido
material do universo, relacionam-se por uma equacao de estado f(p, p, ¢, 7) = 0 num
intervalo (t —tf) e esta mesma configuracdo repete-se num outro intervalo (t —ts),
ocorre um ciclo.

Com base nesses dois tipos de condicoes, geométrica e material, duas situagoes
serao apresentadas neste trabalho. Um modelo de universo ciclico ilimitado com um
nimero indefinido de repetigoes, chamado de Universo Magnético Ciclico. E um modelo
de universo em que ao limitar superiormente o campo eletromagnético produz uma
configuragao assintotica.

Esses dois modelos apresentam comportamentos diferentes: um é, ao longo de sua
evolugao, composto de ciclos e sua dinamica o leva sempre a repeticao indefinida de
ciclos. Enquanto o outro caminha inexoravelmente para o fechamento de um tnico

ciclo desde sua partida no infinito passado, sem efetivamente alcanca-lo.

7.5 Comportamentos ciclico e assintético

Este trabalho versara sobre dois comportamentos cosmologicos: configuracao ciclica

completa e configuragao assintotica.
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Define-se configuracao ciclica completa aquela em que dois ciclos indistinguiveis
ou mais repetem-se. Um universo com configuracao assintética é um universo eterno
em que nao ha repeticao dos estagios final e inicial. Dentre os modelos assintéticos
destacam-se alguns modelos com “bouncing”, extensamente e intensamente, examina-
dos pelo grupo de cosmologia e gravitagao do ICRA/CBPF deste o fim da década de
70.

Esses dois comportamentos sao gerados a partir de acoplamentos minimos entre
a gravitacao na formulacao pela Relatividade Geral e auto-interagoes nao-lineares de
campo magnético em larga escala. Autointeracoes inspiradas nas auto-interagoes eletro-
magnéticas de Euler-Heisenberg e Born-Infeld.

Uma série de observacoes desde o século passado tém sugere o comportamento
dinamico do universo. Uma forma de garantir esse comportamento é supor que hé dois

pontos de méxima/minima condensagao:

(91 - 92 == 0
01 > 0(<0)
6, > 0(<0). (7.28)

Porque necessariamente havera um ponto ¢/ em que

além de ser recuperada a condigao (7.27).

7.6 Modelo cosmoldégico estatico

O modelo cosmoldgico de Einstein foi o primeiro modelo cosmolégico a admitir
que a totalidade poderia ser descrita pela fisica desde surgimento da ciéncia moderna

21, 22]. E um modelo estatico. Nao hé evolucao. Nao ha comeco, nem fim. Sua
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geometria nao possui rotagao, cisalhamento, nem expansao:

0 = 0
ow = 0
ww = 0 (7.30)

Sendo o primeiro modelo cosmolégico, estabeleceu algumas bases que ainda sao
mantidas até hoje. A primeira delas é a separacao entre espaco tridimensional e o
tempo. Segundo essa nocao ¢ sempre possivel definir uma superficie tridimensional
ortogonal ao tempo. De tal maneira que o tempo transforma-se em um parametro

autonomo pertencente ao conjunto dos niimeros reais.

A segunda nocao é a descri¢ao do conteudo material como um fluido (se¢ao (?7?)).
Nesta tese serao examinadas situacoes em que a distribuicao de matéria é representada

por fluidos perfeitos:

Ty = (p+p)ViVy — P9 (7.31)

A distribuicao proposta por Einstein pode ser entendida como um caso particular.

Trata-se um tnico fluido incoerente. Portanto, sem pressao:

T,u,u - pr,VV (732)

Uma geometria, em que as equagbes (7.30) s@o vélidas, tem a equagdo de Ray-
chaudhuri:

R, V'V =0 (7.33)

para uma classe de observadores do tipo-tempo V), = 52.

As equacgoes que Einstein havia proposto para representar a interagao gravitacional
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até entao eram:

1
Ruv_ §Rg’uy = _T#V

1
RU,V = - uu+§Tg/u/ (734)

O que gera um modelo completamente sem matéria, pois a densidade de energia
deve ser nula para satisfazer as essas equagoes da Relatividade Geral e a equacao

geométrica de Raychaudhuri:

1
R, VIV = —(pV,V,) VEVY + (5%) VeV
= —ptgp
p = 0 (7.35)

Essa incompatibilidade entre o modelo cosmoldgico e as equacoes da gravitagao
fez FEinstein altera-las, introduzindo um termo a mais na Lagrangiana de interacao
gravitacional:

1
R, — §ng, +Ag = =T, (7.36)

Entretanto o principio de conservacao de energia na forma covariante foi mantido.
A questao era que essa nova interacao ainda fosse compativel com 7", = 0. Das

equacoes de Einstein originais segue que:

1
G — R#V_éRgNV
— T

aw, = —Tm, (7.37)

Entao para que ainda haja conservacao de energia na forma covariante, basta que
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(@ + Ag™), = =T,

=0
(Agl“/);y =0
A, =0 (7.38)

Essa nova constante relaciona-se com a densidade de energia desse fluido incoerente

de uma forma simples:

R,VIVY = 0
T
R, = -T,+ Eg“l’ + Aguw
RLVAVY = —p+ g +A (7.39)
p=2A (7.40)

portanto A > 0 para que a densidade de energia seja positiva definida. O que compati-

biliza a interagao gravitacional com um universo estético com matéria nao-interagente.

Estudando as novas equagoes da dinamica do campo gravitacional é possivel com-

preender as propriedades dessa geometria. O elemento de linha
ds®> = dt* — b* [dx* + o® (x) [d0® + sen®0d¢?]] (7.41)

responde as simetrias do modelo, sendo b uma constante e ¢ uma func¢ao, ambas ainda

a serem determinadas.

O tensor de curvatura

R, =%, — %, + T I, — 19,1, (7.42)

2Lembrando que g"”.,, = 0 para geometrias riemannianas.
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associado a esse elemento de linha, gera as componentes do tensor de Ricci

Rﬁy = Raﬁav (743)
que sao:
R% =0
2ol
1 _
o= =5
1 {oNn o 2 1
w2
? b2 {a o 02}
R}, = R? (7.44)
e o escalar de curvatura é
R = RY+ R%+R3
_ 1] (1')2_3
b2 o o o2
1
= —ﬁ(?’)R (7.45)

Como a componente temporal é nula, a tinica contribuicao ao escalar de curvatura

é espacial. O escalar de curvatura resume, a menos da constante b?, & tri-curvatura

espacial.

As componentes do tensor G*, sao:

1
G = ———0
0 252
1 oll
G = ——(2—
! bQ< o
1 on
G, = ——
2 b2 o
G5 = G
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E as novas equacoes de Einstein ficam?:

GR
o TA =
1 on  OR
_ﬁ( - T)*A =0
1 on
po =0

(7.47)

Da primeira equagao (componente 0-0) segue que a tricurvatura é constante, como

ja esperado para um modelo estatico.

R =20 (p+A). (7.48)

A componente 2-2 é a equacao diferencial de um seno. Ou seja:

o(x) = sen(x)

1
¥o= —
A
(7.49)
A componente 0-0 recupera o resultado p = 2A.
O escalar de curvatura e a curvatura espacial sao
R = 6A
®R = —6 (7.50)
Por fim o elemento de linha que representa a métrica de Einstein é reescrito:
1
ds® = dt* — = [dx® + sen®x (d6” + sen®0d¢”)] (7.51)

3A equacdo da componente 3-3 é idéntica & de 2-2.
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com —0<t<oo,0<y<m0O<f<mel<o<2m.

A pode ser relacionado aritmeticamente ao raio de um cilindro de base circular
em um espaco de dimensao 5. Sendo este raio uma constante, o volume total nao
varia. Nao ha possibilidade de criagao de matéria, nem de uma redistribuicao, pois a
densidade de energia total também é associada unicamente a constante cosmoldgica.

Este modelo cosmoldgico seminal produziu questoes a respeito de uma lei da fisica,
neste caso da gravitagao. Einstein alterou sua representacao de uma interacao perce-
bida na escala terrestre, a graviatcao para nao perder contato com sua representacao
da totalidade. Introduziu uma constante que apenas tem acao com o todo *.

Assim como o modelo revisitado nesta se¢ao, aqueles apresentados nesta tese também
nao tém comeco nem fim. Mas diferente dele, evoluem. Seja de forma ciclica, seja de

forma assintotica.

7.6.1 Modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico

As primeiras observagoes da radiacao cosmica de fundo indicaram que os objetos
luminosos no céu estavam afastando-se coletivamente uns dos outros. Aparecia a nogao
de universo dinamico. Anos antes o matematico russo A. Friedmann havia proposto
uma solucao para as equagoes de Einstein em que a métrica do espago-tempo era

homogénea e isotropica:
ds® = dt* — a® (t) [dx* + o® (x) (d6” + sen®0d¢*) ] (7.52)
Por conta dessas simetrias, nao ha cisalhamento, rotacao, nem aceleragao:

ow = 0

Wa = 0. (7.53)

40 modelo de comportamento assintético apresentado no capitulo (??) apresenta necessariamente
uma constante cosmoldgica.
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Entretanto a taxa de expansao é funcao exclusiva® de a (t):

3a
0=— .54
- (7.54)

Essa equagao permite associar a fungao a (t) ao tamanho do universo. Sendo fungao
explicita do tempo, carrega consigo o comportamento dinamico do universo. E portanto
um modelo de universo dinamico. Nos trabalhos que geraram esta tese [1, 2|, essa é

considerada a geometria do espago-tempo.

A equacao de Raychaudhuri, que mostra a evolucao desse parametro 6ptico, resume-

Se a:

. P2
b+5 = RuV'V
33 = R,V (7.55)

As simetrias da métrica permitem que o tensor momento-energia seja representado
em suas partes irredutiveis por um fluido perfeito® com densidade de energia e pressao
nao-nulas (7.31):

a 1
3—=—= 3p) . 7.56
S =S (o +3p) (7.56)

A aceleracao depende do arranjo entre pressao e densidade de energia.

Essas mesmas simetrias satisfazem as equagoes (?77):

R
ROQ—E == GO()
A
_3[(_) 7| = T
a a
= —p (7.57)

.
SNotacao: f = d—f

5Nao h4 fluxo de calor ¢, nem pressao anisotrdpica, .
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Rll—g - Gll
i (Y 2ar s
a a a? o a?
= —p (7.58)
R
R22—§ - G22
i (aN' Lo o,
a a? o 2
= —p (7.59)
G?, = G2
G% =0 (7.60)

Essas equagoes possuem trés tipos de solucoes: de tricurvatura plana, positiva e

negativa; associadas aos valores de e:

®R = 0
e = 0
GR > 0
e = 1
GR < 0
e = —1, (7.61)



que correspondem a diferentes métricas em que o é:

0o = X
o = seny
o = senhy (7.62)

para cada caso, respectivamente. Resta apenas a funcdo a (t) a determinar e que, como
ja colocado acima, é identificado com o volume do universo.

No modelo cosmolégico de Einstein a equagao de conservacao de energia resume-se a
constancia da densidade de energia. No caso de um fluido perfeito, para um observador

do tipo-tempo a equagao projetada resume-se a:

p+(p+p)b=0. (7.63)
Para a métrica de Friedmann, a equacao fica:

. a

,0+35 (p+p)=0 (7.64)

Se for possivel densidade de energia e pressao forem proporcionais ponto a ponto
num mesmo referencial, ou seja:

p=Ap (7.65)

E impossivel inferir o comportamento de p e p com o raio do universo:

,0'+3%(1+>\)p = 0

p = poa t0Y, (7.66)

mesmo sem supor nenhum tipo de descricao mais detalhada do fluido.

Observacoes posteriores a proposicao desta solucao das equacoes de Einstein, in-

e R
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dicaram que a radiacao proveniente do espaco era uniformemente distribuidas sobre o
céu. Esse fluido entao pode ser modelado como um gas de fétons, com comportamento
de um corpo negro [10]. Era possivel entao dizer que esse fluido, esse gds, nao s possui

uma equagao de estado, como A também é conhecido A = §:

_ - 7.67
p=3p (7.67)

porque seu tensor momento-energia tem traco nulo.

Recuperando em parte a suposicao do modelo de Einstein de que a matéria do
universo ¢ nao-interagente entre si e extendendo essa nao interacao a radiagao em
escala cosmoldgica, o fluido do universo pode ser decomposto em dois outros fluidos

nao interagentes:

p = Zpk
k
= Pm+0r
p = Zpk
k

= DPm +DPr, (768)

obtém-se a base do modelo padrao da cosmologia.

A equacgao de conservacao desdobra-se em duas, uma para cada um dos fluidos

independentes:

d 3a
E(ZPk)‘F;(ZPk"‘Zpk) =0
k k k
. 3a
et —(p+pe) = 0

. 3a
et — (L+X)pe = 0 (7.69)

E interessante mostrar que esse mesmo tipo de comportamento, esse mesmo mecan-

ismo de conservacao ¢ repetido no caso de universo magnetico.
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A relacao entre densidade de energia e o raio do universo para a matéria nao inter-

agente p = 0:

Pm = pOma_3

Por outro lado a radiacao produz uma relagao entre a e p:

pPr = Por@
P = %cf‘* (7.71)

Havendo relagoes diferentes entre as componentes dos dois fluidos e o raio a, a aprox-
imacao de que cada fluido é predominante em um determinado periodo do universo é
razoavel até uma ordem de grandeza de %a (t). Quanto menor o raio do universo maior
a atuacao da radiacao, pois a densidade de energia nesse periodo é proporcional a a™*,
enquanto que poeira (matéria nao-interagente) é proporcional a a=3. Assim, quando
o raio for crescendo, a radiacao produz menos efeitos e a matéria passa a dominar a

dinamica.

A equagao de vinculo com a Relatividade Geral (R.G) pode ser reescrita:

p=3 (9)2 +35 (7.72)

a a?
a\? €

8.

e = <3p$m>;’ (t— o)} (7.74)

8Solucdes para trisecao espacial plana.
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VI

a = (%)‘1‘ (t — to) (7.75)

Fazendo o movimento de andar para tras na “seta” do tempo, o raio a, tende a
zero num tempo finito, indicando uma singularidade. Ao voltar para as conexoes da
métrica, verifica-se que se trata de uma singularidade que nao pode ser removida se

todas condic¢oes acima forem mantidas.

Por outro lado, a solucao de poeira, dominante quanto maior o universo, possui

uma desaceleracao, indicando que em algum momento a expansao deve cessar.

Ambos os resultados serao objeto de exame desta tese, que concentra-se em cenérios

ausentes de singularidades e possuem processos de expansao acelerados.

7.6.1.1 Modelo de Einstein - conexoes

As componentes nao-nulas da conexao afim sao:

ry, = —oo/

i, = —oorsen®(0)
ol

I, = —

12 p

s, = —sen(0)cos(6)
ol

rs, = <

13 p

I35 = —cotg (0)

(7.76)
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7.6.1.2 Modelo de Friedmann

Conexoes nao-nulas:

= aa

= aao® =TY% 07

2sen’ = T',sen?0

= aao
a

= —=T%2 =1
a 02 03

= —ool

= —oolsen*t) = I'yysen’d
ol

1
o 3

= —senbcosl

cos0

senb

Componentes do tensor de Ricci e escalar de curvatura:

34

a

a 2(0// 2)

—— = (——a

a a?\o

a 1 1" N2 1
L L A N N
a a?|o o o2
R?,

(7.77)

(7.78)



7.7 Equacoes subsidiarias

Lgp :72VW

F
W=1+_

Lp(EB) = —

Ler(EB) =

"74

— a’F?

1+ 16a2~*
16721 2

(1 + 16a%~*)

2

16p3

1
—=(p+3p)=—-L+2FLp

4
pt+p= —gFLF

(7.79)

(7.80)

(7.81)
(7.82)

(7.83)

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)

(7.88)



(p+p) = _éF(LFFF‘i‘LF) (7.89)

3
4 4
= -3 (—gFHLF) (LppF + Lp) (7.90)
16
Fy
F = = (7.92)
. Foa
F = 4= 7.93
i (7.93)
4
= ——F0 (7.94)
3
p = —L (7.95)
pp = YVVW (7.96)
4
F~21 — 40242 F
PEB = —PEBT ; 1 (7.98)
PEB
F
= VW (1 da??F 7.9
! N 7E) (T
1
= ——— (67 + 3~2F + 20%+* F? 7.100
- W( v+ 3y V') (7.100)
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7.8 Caso quase-magnético

Também foi iniciado o exame de campos elétricos cosmoldgicos, através do chamado
caso quase-magnético, em que escala cosmoldgica, o campo elétrico é proporcional ao

campo magnético:

E? = f*B? (7.101)

entao
= 2B*(1—-f?) (7.102)
Fo= 4[BB(1-p) (7.103)

Foram relacionados apenas os quadrados dos campos, porque apds o procedimento
de médias as contribuigoes de outras componentes sao nulas. Isso se reflete nas equacoes

para as componentes do fluido perfeito:

p = —L—4Lpf*B?
p = L- %lLFBZ (2-/?) (7.104)
Houve basicamente dois resultados fundamentais na auséncia de campo elétrico
cosmolégico em um universo de Friedmann. O primeiro foi a relacao entre o campo
eletromagnético e o raio do universo, independente da interagao eletromagnética. O
outro foi a conservagao independente de fluidos perfeitos. Ambos consequéncias da
conservacao do tensor momento-energia, modelado como um fluido perfeito. As con-
sequéncias de o fluido ser quase-magnético [7.104] serdo basicamente decorrentes da

equacao de conservacao, de onde foram extraidas esses resultados:
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 3a
pt—(p+p =0
[—LFF ALppFf2B® — SLpffB* - SLp fZBB} n

3 4
+Za [—4LFfQBQ - gLFB2 (2- f2)] —

Lo [BB (14 1) + Bff] + 4Lee B2 [BB (1 - ) = B2/ ] +

+2g [LpB*(1+ f*)] = 0(7.105)

Considerando f constante, £? e B? sao proporcionais. Como consequéncia, os

termos proporcionais a f anulam-se e a equacao de conservacao transforma-se em:

Ly BB (1+ f2)| +4Lpef*B* |BB (1~ /)] + 2% (LB (14 £2)] = 0

B Lppl— f2 a
il VS s St L ) [, b

(7.106)

que dependendo do tipo de interagao representada por L(F'), pode produzir uma ex-
pressao analitica que relacione o campo magnético com o raio do universo. Assim, a
relacao entre eles ja nao independe mais da eletrodinamica que gerou o fluido; pode
depender inclusive de forma explicita da sua variacao em até segunda ordem (Lpp).
Este é um ponto de partida para um estudo mais aprofundado da relacao entre os

campos elétricoe magnético na escala cosmologica.
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“E € como se eu despertasse de um sono

que nao me deirou viver;

E a vida explodisse em meu peito

com as cores que eu nao sonhei;

E € como se eu descobrisse que a forca esteve o tempo todo em mim
FE € como se entao de repente eu chegasse ao fundo do fim:

De volta ao comeco, de volta ao comeco...”

(“De wvolta ao comego” - Gonzaguinha)
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