ENRIQUE JOHN ARIAS CHINGA

ASPECTOS DE TEORIA QUANTICA DE CAMPOS
COM FLUTUACOES ESTOCASTICAS



ASPECTOS DE TEORIA QUANTICA DE CAMPOS COM
FLUTUACOES ESTOCASTICAS

ENRIQUE JOHN ARIAS CHINGA

<>
CBPF

Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisicas

Tese de Doutorado CBPF

Fevereiro 2014



Enrique John Arias Chinga
Aspectos de Teoria Quantica de Campos com Flutuagoes Estocdsticas,
Tese de Doutorado CBPF © Fevereiro 2014



Todo hombre es lo que hace con lo que hicieron de él.

—J. P. Sartre



RESUMO

Nessa tese de doutorado estudamos vérias situagdes onde o formal-
ismo da teoria quantica de campos é modificado para descrever sis-
temas com flutuagdes estocasticas ou desordem. Os fundamentos desta
pesquisa sdo principalmente as flutua¢des quéanticas do cone de luz

devido a presenca de gravitons de fundo, os modelos anédlogos da

gravitagdo em sistemas de matéria condensada e finalmente a propa-
gacdo de ondas em méios desordenados. Nesta tese estas trés ver-
tentes convergem e se complementam. Assim pois modelamos as flu-
tuagdes quanticas do cone de luz utilizando varidveis estocasticas ou

desordem, com uma certa distribuigdo de probabilidades. Ao quanti-
zar as ondas na presenga de desordem, obtemos vdrios efeitos interes-
santes e esses resultados podem ser contrastados com estudos anteri-
ores. Em particular, nesta tese analisamos como a presenca de desor-
dem pode induzir uma auto-interacdo num campo quantico, original-
mente livre, gerando corre¢des radiativas a massa do campo e ao seu

acoplamento. Estudamos também como as flutuagdes do véacuo, as-

sim como as propriedade mecanicas que advem da distorcao dessas

flutuagoes (Efeito Casimir) sdo modificadas pela presenca de desor-

dem. Analisamos também como flutuacdes estocdsticas modificam

as propriedades térmicas do vacuo descrito por um observador acel-

erado (Efeito Unruh-Davies). Todos esses estudos utilizam técnicas

da teoria quéntica de campos na formulagdo de integrais funcionais

e suas extensOes a teoria quantica de campos em espagos curvos, a

temperatura finita ou na presenga de estruturas macroscépicas. As-
sim pois esperamos apresentar nessa tese uma introdugdo sucinta de

cada uma dessas aplicagdes da teoria de campos e motivar o leitor a

realizar pequisa nessas direcoes.



ABSTRACT

In this thesis we analize several situations where the formalism of
quantum field theory is modified to describe systems with stochas-
tic fluctuations or disorder. The framework of our research is based
on the following topics: the quantum light-cone fluctuations due to
the presence of a background state of gravitons, the analog models
of gravity in systems of condensed matter physics and finally the
propagation of waves in disordered media. In this thesis these three
branches converge and complement each other. In this way we will
model the quantum light-cone fluctuations by using stochastic vari-
ables or disorder, with a given probability distribution. By quantiz-
ing a classical field in the presence of disorder, we obtain several
interesting effects and these results could be compared with previous
studies. In particular, we analize how the presence of disorder could
induce a self-interaction in the quantum field, originally free, generat-
ing radiative corrections to the mass of the field and to the coupling
constant. We also study how the vacuum fluctuations, as well as the
mechanic properties that emerge from the distortion of such fluctu-
ations (Casimir Effect), are modified by the stochasticity. We analize
also how the stochastic fluctuations modify the thermal properties of
the vacuum described by a non-inertial observer (Unruh-Davies ef-
fect). All these studies use quantum field theory techniques in its for-
mulation of functional integrals and its extensions to quantum field
theory in curved space-times, at finite temperature and in the pres-
ence of macroscopic structures. In this thesis we hope to provide a
brief introduction to each of these applications of quantum field the-
ory and motivate the reader to develop research in these directions.
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Parte I

UM CAMPO QUANTICO NA PRESENCA DE
FLUTUACOES ESTOCASTICAS



O CAMPO ESCALAR E AS FLUTUACOES
ESTOCASTICAS DO CONE DE LUZ

“W. Pauli conjecturou muitos anos atrds que as divergéncias
ultravioletas da teoria quantica de campos poderiam ser removidas
em uma teoria na qual a gravitagdo seja quantizada. A base da
conjetura de Pauli foi a observac¢do que estas divergéncias aparecem
das singularidades de cone de luz das fung¢des de dois-pontos, e que
flutuagdes quénticas da métrica do espaco-tempo deveriam
‘espalhar’ o cone de luz, possivelmente removendo estas
singularidades.””

1.1 INTRODUGAO

O problema das divergéncias na teoria quantica de campos tem sido
investigado amplamente desde os pioneiros trabalhos deste formal-
ismo [1]. Vérios autores tem resaltado que apesar do programa de
renormalizagdo perturbativa apresentar uma forma de tratar os resul-
tados infinitos que aparecem nesse formalismo, esse problema é mais
fundamental e um estudo mais profundo ainda é necessério. Assim
nesse contexto, possiveis extensdes do formalismo da teoria quantica
de campos, considerando o campo gravitacional tem sido ignoradas
desde o principio. Isso se deve ao fato de que a constante de acopla-
mento do campo gravitacional com a materia Gn, a constante de
Newton, é muito pequena para ser considerada nas escalas de ener-
gia da fisica de particulas.

Os idealizadores da teoria quéntica de campos desde cedo perce-
beram que os propagadores dos campos quantizados apresentam di-
vergéncias quando esses pontos estdo separados por uma distancia
nula [2]. Quer dizer, entre dois pontos do espago-tempo separados
por uma distancia tipo luz. Tais divergéncias surgem quando a teo-
ria é formulada na auséncia da gravidade, isto é no espago-tempo
de Minkowski. Dessa forma, W. Pauli conjecturou que flutuagdes
na métrica poderiam regularizar as divergéncias dos propagadores
e tornar a teoria de campos finita em todas as ordens em teoria de
perturbagdes [3]. Este programa tem sido abordado por diferentes au-
tores com a esperanga de eliminar as divergéncias da teoria de cam-
pos mediante um regularizador natural que seria trazido da quantiza-
¢do do espago-tempo. Esta idéia pode ser implementada utilizando-se
o formalismo de integrais funcionais ou integrais de trajetoria. Nesse

1 W. Pauli, Helv. Phys. Acta Suppl. 4, 69 (1956).
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formalismo, se o campo gravitacional fosse quantizado, deveriamos
levar em consideragdo todos os possiveis espago-tempos, fazendo
uma média sobre um ensemble de geometrias. Nao podemos descar-
tar a possibilidade de eliminar as singularidades dos propagadores
no cone de luz quando esta média é implementada. Por exemplo, S.
Deser [4] mostrou que ao acoplar os campos quanticos ao campo grav-
itacional obteriamos propagadores finitos acima do cone de luz, mas
0 preco a pagar por isso seria uma teoria de campos nao-local e onde
ndo é aplicével a teoria de perturbacdes. Estas propostas de tornar a
teoria quantica de campos livre de divergéncias via a introdugado de
uma gravitagdo quantica perdeu interesse pois pode-se mostrar que
a gravitagdo quantica ndo atua como regularizador de infinitos. Ao
contrério, ela traz mais divergéncias para o formalismo. Pior que isso,
o programa de renormalizagdo perturbativa ndo consegui tratar ade-
cuadamente essas novas divergéncias.

Nessa situacdo, uma possivel abordagem metodolégica é tratar o
campo gravitacional como um campo de fundo cldssico, mas com
curvatura [5, 6]. Nessa aproximagdo, que é chamada na literatura
de aproximagdo semi-cldssica, importantes efeitos foram previstos.
Podemos citar, por exemplo, a criagdo de particulas em modelos cos-
molégicos [7] ou a radiagdo térmica dos buracos negros [8, 9]. Difer-
entes propostas apareceram na literatura para ir além desta aprox-
imagdo semi-classica. Gostariamos de mencionar brevemente duas
abordagens que estdo ligadas aos modelos investigados nesta tese.
Uma abordagem é via o programa da gravitacdo estocdstica, onde
uma equagdo de Einstein-Langevin nos permite encontrar a dindmica
das flutuagdes da métrica geradas por flututagdes do tensor energia-
momento associado a campos quanticos [10]. Uma seguna aboragem,
se ancora no fato de que uma das principais consequéncias de as-
sumir que a gravidade possui propriedades qudnticas é que a es-
trutura do espago-tempo tera que experimentar flutuagdes quanticas.
Assim a imagem de um fundo cldssico com um cone de luz bem
definido em cada um dos pontos do espago-tempo tem que ser mod-
ificada ao se introduzirem caracteristicas quénticas na relatividade
geral. Nesse sentido, L. Ford e colaboradores discutem diferentes situ-
a¢oes onde um banho de gravitons induz flutuagdes na métrica de
fundo [11]-[17]. Em ambos os cendrios mencionados temos que a es-
trutura do cone de luz seria modificada e experimentaria flutuagodes.
Dentro desse cendrio, a propagacdo de ondas electromagnéticas num
espago-tempo estocdstico curvo de fundo foi analisado em [18]. Emb-
ora as origens da estocasticidade ndo sejam aprofundadas, nesse tra-
balho foi mostrado que as flutuagdes estocasticas da métrica podem
ser representadas como flutuagdes no indice de refragdo do méio.
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Por outro lado, nos tltimos anos tem aparecido muitos trabalhos ex-
plorando a analogia entre ondas quantizadas em um fluido em movi-
mento e campos quanticos em espagos curvos. W. Unruh em um tra-
balho seminal, [19], introduziu a idéia de estudar sistemas de matéria
condensada onde se reproduzam caracteristicas cinemadticas andlogas
as de um espago-tempo de um buraco negro. Unruh mostrou que a
propagacdo de ondas de som em um fluido supersénico, irrotacional
e sem viscocidade é equivalente a propagac¢do de um campo escalar
no espago-tempo na presenca de um buraco negro. Desde entdo, a
possibilidade de simular aspectos da relatividade geral e da teoria
quantica de campos em espacos curvos através de modelos analogos
tem sido amplamente discutida na literatura [20, 21, 22]. Esses tra-
balhos que modelam efeitos gravitacionais (cineméticos) em sistemas
nao-relativistas da fisica da matéria condensada sdo chamados de
modelos andlogos da gravitacdo. Em particular a possibilidade de con-
struir um andlogo actstico de um buraco negro e medir fénons com
um espectro térmico pode fornecer uma verificagdo experimental da
existencia da radiacdo Hawking em um experimento de matéria con-
densada. Indo nesta direcdo, existem interessantes propostas de gerar
uma métrica actistica com um horizonte de eventos em condensados
de Bose-Einstein e outros superfluidos [22].

Uma vez estabelecida a analogia entre buracos negros e fluidos, uma
generalizacdo viadvel é tratar méios desordenados como modelos de
flutuagoes da geometria efetiva de um buraco “negro” sénico, ger-
ado dentro de um fluido. Assim, como discutimos, se um fluido em
movimento gera uma métrica efetiva [19], num fluido desordenado
tal métrica apresentard flutuagdes estocdsticas que podem modelar as
flutuagdes quanticas da geometria. Em tal cendrio, um modelo anal-
ogo de efeitos de gravitagdo quantica foi proposto [23]. Este modelo
se baséia em duas caracteristicas gerais da propacdo de ondas em
méios desordenados. Primeiro, as perturbagdes actisticas em um flu-
ido definem superficies de descontinuidade que proveém o anédlogo
de estrutura causal, os ‘cones sonicos’. Segundo, a propagacgdo de
excitagdes actsticas em médios desordenados é geralmente descrita
por equagdes de onda onde o coeficiente que define a velocidade de
propagacdo desta onda assume um carater aleatério [24, 25, 26, 27].
Juntando essas caracteristicas temos que as flutuagdes dos cones soni-
cos fazem o papel das flutuagdes dos cones de luz geradas por um
banho de gréavitons. Os fonons se propagando em tais fluidos des-
ordenados estariam modelando a propagacdo de particulas em um
campo gravitacional de fundo com uma métrica flutuante.

Nessa tese investigamos vérias situagdes levando em conta este mod-
elo anédlogo de efeitos de gravitacdo quantica, [23], e além disso estu-
damos os campos quanticos en um médio desordenado dentro de um

4



1.1 INTRODUGAO

contexto mais geral. Nossos estudos estdo inseridos dentro de um pro-
grama mais amplo onde se investiga a propagacdo de campos quanti-
cos em um espago-tempo cléssico de fundo [5, 6], mas considerando
flutuagdes da métrica. Mais especificamente, neste primeiro capitulo,
consideramos um campo escalar descrito por uma equacdo do tipo
Klein-Gordon na qual os parametros da equacdo, a massa e a veloci-
dade da onda (coeficiente da segunda derivada temporal do campo),
sdo fungdes estocdsticas dos pontos do espago. A estocasticidade dos
pardmetros é devida a uma fonte de ruido estdtico acoplada ao campo
escalar.

Queremos resaltar que as possiveis origens dos ruidos ndo serdo con-
sideradas, mas podemos mencionar que estes podem ser induzidos
por uma variedade de fendmenos, como as flutuagdes da métrica de-
vido a presenca de gravitons primordiais em um estado coherente
ou interagdes com defeitos topolégicos de fundo, entre outros. Assim
como no caso de campos quanticos na presenga de um banho térmico
externo, as fontes do ruido quebram a simetria de Lorentz, pois elas
definem um sistema de referéncia preferencial.

No estudo dessa situagdo, é importante observar que sistemas com
desordem podem ser divididos em dois grandes grupos: sistemas
com desordem quenched ou com desordem annealed [28, 29, 30]. En-
quanto nos sistemas annealed o “campo” aleatério se encontra em
equilibrio com os outros graus de liberdade do sistema, nos sistemas
quenched isto ndo acontece. A diferenciacdo entre os dois tipos de
desordem é um tépico importante no estudo das influéncias das im-
purezas nos fendmenos de transi¢des de fase. Muitos autores tem es-
tudado teoria de campos e o grupo de renormalizacdo para investigar
os sistemas com desordem quenched [31], com particular énfase no
papel desempenhado pela desordem nos exponentes criticos. No caso
da desordem quenched, por meio do método das réplicas, [32], é pos-
sivel definir um gerador funcional quenched das fun¢des de Green
conexas de n-pontos. Com este gerador a disposic¢do, o estudo da in-
fluéncia da desordem na transi¢do de fase pode ser estudado. Nessa
tese consideramos sistemas com uma desordem tipo annealed. Con-
siderando um ruido fraco implementamos a expansdo perturbativa
controlada pelos parametros pequenos que caracterizam as fungdes
de correlagdo do ruido. Obtemos a funcdo de Green causal de dois-
pontos e de quatro-pontos do campo escalar na presenca de desor-
dem. Efetuando a média das funcdes de Green sobre as flutuagdes do
ruido, obtemos func¢des de Green qualitativamente similiares as de
uma teoria com auto-interacao 7\(94. Como serda mostrado, obtemos,
nos diagramas de Feynman no espago dos momentos, uma “contante
de acoplamento” dependente das frequéncias do campo.
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1.2 GRAVITONS E FLUTUAGOES DO CONE DE LUZ

L. Ford [11] mostrou que a presenca de um estado squeezed das per-
turbagdes quantizadas do campo gravitacional de fundo producem
flutuagdes do cone de luz nos propagadores dos campos quénticos. Este
resultado pode ser apreciado ao analisar a funcdo de Green retar-
dada de um campo escalar neste fundo gravitacional quantico. Para
isso, partiremos do espago plano de Minkowski e consideraremos flu-
tuagdes quantizadas desta métrica. No espago-tempo de Minkowski
a funcdo de Green retardada de um campo escalar sem massa é dada
pela seguinte expressdo

O(t—1t')

(o0 @)

Gret(xrxl) =

Na equagdo acima temos que oy é a distancia entre dois pontos, x
e x/, do espago-tempo, isto quer dizer que 03 = (t —t/)% — (x —x’)?.
Podemos ver que a fun¢do de Green retardada Eq. (1) s6 estd definida
acima do cone de luz (0 = 0) e para tempos futuros (t > t’). Se pode
ver também que esta fungdo é singular acima do cone de luz. Agora
consideraremos que a métrica apresenta flutuagdes a partir do caso
plano, ou seja a métrica sera dada por guv = Nuv + hyy, onde 1y
é a métrica de Minkowski e h,., sdo certas perturbac¢des “pequenas”
da métrica. Ademais consideraremos que a perturbagdes do campo
gravitacional estdo quantizadas (h,. sdo operadores) e que elas se
encontram em um estado squeezed de gravitons, [\p). Com tudo isto
se pode mostrar que o valor esperado da fun¢do de Green retardada
do campo escalar neste estado quantico do campo gravitacional de
fundo é

o(t—t') T o2/2002
(Gree X)) = =g 5z e A @

onde (02) = (f,y)AX*AxY é o valor esperado no estado squeezed,
onde Ax = x —x’. Na Eq. (2) apreciamos que ndo temos mais singu-
laridades na funcdo de Green acima do cone de luz (oo = 0). Estas
singularidades tem sido “suavisadas” pelo banho de gravitons no es-
tado squezed. Também vemos que a fungdo de Green ndo é mais
definida s6 acima do cone de luz, oy = 0, se ndo que ela esta definida
para todos os valores de op. Ela obtem su valor maximo acima do
cone de luz oy = 0, mas existem propagacdes possiveis fora do cone
de luz op # 0. Assim a fungdo de Green Eq. (2) se comporta como
uma Gaussiana cetrada no cone de luz que se estende para dentro e
para fora do cone, ver Fig. (1). Nesse caso a pesar de ter a possibil-
idade de sinais super-luminares isto ndo viola a causalidade, desde
que o estado de gravitons de fundo quebra a simetria de Lorentz e
esta simetria é um requisito fundamental na prova da violagdo da
causalidade por taquions [33].
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Figura 1: Flutuagdes do cone de luz na fungdo de Green retardada de um
campo escalar devido a um estado de gravitons de fundo.

1.3 FLUTUA(;()ES ESTOCASTICAS DO CONE DE LUZ E
A TEORIA DE PERTURBAQGES

Nesta tese modelaremos as flutuagdes do cone de luz introduzindo
uma varidvel estocdstica, (1, na equagdo de onda satisfeita pelo campo.
Esta variavel fara flutuar o coeficiente da segunda derivada temporal
do campo na equagdo de movimento. Este termo estd associado com
a velocidade de propagacdo do campo. Assim, teremos que para dis-
tintos valores da varidvel aleatéria teremos diferentes velocidades de
propagacdo da onda. Considerando que esta varidvel estocéstica tem
uma distribui¢do de probabilidade centrada em torno do seu valor
nulo, teremos que as flutuagdes em torno deste valor serdo andlogas
as flutuagdes do cone de luz induzidas pelo estado de gravitons de
fundo. Estas flutuagdes estocésticas do cone de luz sdo representadas
na Fig. (2).

Equagdes de onda estocasticas deste tipo sdo estudadas amplamente
quando se quer analisar as propriedades de absorsdo ou transmisdo
em um médio desordenado. Também se tem estudos de transi¢des de
fase em médios desordenados acoplando linearmente uma variavel
estocdstica ao campo na equagdo de movimento. Este é o chamado
Random temperature Landau-Ginzburg model [ref]. Tendo em mente este
modelo, vamos considerar uma outra varidvel estocdstica, &, que mod-
elara flutua¢des no termo de massa (temperatura) do campo quantico.

Figura 2: Flutuacdes estocésticas do cone de luz.
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Assim vamos trabalhar com uma equacdo de Klein-Gordon estocds-
tica para um campo escalar massivo @(t,x), definido em um espaco-
tempo (d + 1)-dimenssional

2

mm%—vuma)mé o(t,x) =0, (3)

sendo L = p(x) e & = &(x) varidveis estocésticas estaciondrias inde-
pendentes. Esses ruidos sdo fun¢des apenas das varidveis espaciais, e
independentes do tempo. Por simplicidade consideraremos uma dis-
tribui¢do de probabilidade Gaussiana e centrada na origem para as
duas variaveis aleatérias

(L) =0, (&(x)e =0, (4)

com as seguintes correlagdes brancas

(mep(x )y = op 8 (x—=x),
(EXEX))e = o8P (x—x), (5)

onde (---), e (---)g denotam médias no emsemble de todas as real-
izagOes dos ruidos e o, e 0¢ caracterizam as intensidades dos ruidos.
Devido a natureza gaussiana das distribui¢des de probabilidades que
estamos supondo, as correlagdes de um produto impar de ruidos sdo
nulas enquanto que as correlagdes de um produto par de ruidos po-
dem ser expandidas como soma de produtos de correlagdes entre
dois ruidos, ou seja

<uil T ”izn>u = <uil “iz>u<uia ui4>u T <L’L12n71 uiZn>I’L
+ permutagdes, (6)

aqui temos utilizamos a notagdo simplificada p; = u(x;). Gostari-
amos de resaltar que as varidveis aleatdrias p e & sdo independentes
estatisticamente. Como a Eq. (3) é linear no campo ¢(t,x), podemos
aplicar o principio de superposicdo e decompor o campo utilizando
uma transformada de Fourier para achar as suas solugdes. Por tanto
definimos a transformada de Fourier de ¢(t,x) com a varidvel tempo-
ral t como

dw _;
(P(t/x) = Jthe 1wt([)(w/x)/ (7)
e sobre a varidvel espacial x
dk 4
0lx) = | g € ol k) ®

Ademais, definimos as transformada de Fourier da fun¢do do ruido
estacionario

u(x) = J (szgd % (L), ©)
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e analogamente para &(x). Utilizando isto na Eq. (3), obtemos que as
componentes de Fourier do campo ¢(w, k) satisfazem a equagdo

Jdk’ [Lo(k, k') + L1 (I k)] o(w, k') =0, (10)

onde Ly é uma “matrix” ndo-estocastica com elementos
Lo(k k') = (w? —k* —m3) 6!V (k- k'), (11)
e L (k k’) é uma “matrix” estocastica com elementos

Ll k') = 15 g (ke K) w? — £k~ k) m3). (12)

—

No espago de configuragdes Ly e L1 sdo dadas por

Lo(x) = w?+V?—mj3,

L) = nxw?—&x)mg. (13)
Queremos reslatar nas ecpresdes acima temos efetuamos transfor-
madas de Fourier no tempo, mas ndo no espaco. Em termos desses
operadores Eq. (11) e Eq. (12), e sabendo que estes operadores sem-
pre atuam como operadores integrais de convolugdo, a equagao de
Klein-Gordon estocastica pode ser escrita na forma seguinte

(Lo+ L1) @(w, k) =0. (14)

Podemos definir a fungdo de Green, G, associada a equagdo acima
como o inverso do operador diferencial na equagdo de campo

G=(Lo+L;) " (15)

Vamos supor ruidos “fracos” tais que suas intensidades o satisfazam
a seguinte desiguladade o?m* < 1. Mais adiante veremos que este
limite de validade na intensidade dos ruidos é necessdrio para a teoria
de perturbagdes ser consistente. Assim uma expansado perturbativa

para a fungdo de Green G, na forma da equagdo de Dyson, pode ser
obtida

G = Go—GoL1Go+GoL1GoLi Go+ ---
= Go—GoZGo, (16)

onde Gy = Lo_] é a fungdo de Green livre, na auséncia do ruido, e
temos definido a auto-energia X por

L=0L—-LiGoly+---, (17)

Uma representacdo esquemadtica da expansdo Eq.(16) é apresentada
na Fig.(3). No espaco dos momentos a fun¢do de Green livre pode-se
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Figura 3: Expansdo da fun¢do de Green G em termos da desordem. As lin-
has retas sdo propagadores livres, Gp, e as linhas onduladas rep-
resentam os ruidos p e &.

escrever como
1

Golw k) = w? — (k? + mj3) +ie’

(18)

onde € é um parametro infinitessimal que leva em conta o contorno
de integragdo apropriado a funcdo de Green causal. Note-se portanto
que iGo(x,x’) é o propagador de Feynman do campo livre, sem esto-
casticidade, isto quer dizer que é o valor esperado no vazio do pro-
duto temporalmente ordenado de operadores de campo ¢ em dois
pontos do espago-tempo x = (t,x) e x’ = (t/,x’), mais especifica-
mente teremos que

iGo(x,x") = (0Tl (t, x)e(t’,x")]I0), (19)

onde T denota o produto temporalmente ordenado de operadores.
A continuagdo vamos escrever explicitamente alguns termos da série
perturbativa Eq. (16) no espaco de configuragoes. Até segunda ordem
nas varidveis aleatdrias temos

Glw,x,x") = Go(w,x,x")

- jdxl Golw, % x1) [1ix1) w? — £(x1) m3] Golew, x1,x’)

+ del dez {Go(w,xfxz) [1(x2) w? — &(x2) m]

x Gol(w,x2,x1) [1(x1) w? — £(x1) mf] Go(w,x1,x’)}
+ e (20)

Uma representacdo da expansdo perturbativa, no espaco-x, em ter-
mos de diagramas pode ser feita. Estes termos correspondem a dia-
gramas de multiples-espalhamento do campo de Klein-Gordon nas
inhomogeneidades aleatérias localizadas nas posi¢des x1,x2, ---. No
espago dos momentos diagramas similares correspondem a intera¢oes
multiples das componentes de Fourier do campo de Klein-Gordon e
as inhomogoneidades aleatdrias.
e

1.4 EFEITOS DAS FLUTUAGOES ESTOCASTICAS
NAS FUNGOES DE GREEN DO CAMPO ESCALAR

Para analisarmos o efeito das flutuagdes estocasticas do cone de luz
nas propriedades do campo quéntico realizaremos as médias sobre

10
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(A 0

Figura 4: Correcdo a ordem de 1-loop, G1(x,x’), a fungdo de Green de dois-
pontos devido as flutuagdes estocdsticas do cone de luz.

as varidveis estocdsticas que aparecem na defini¢io do propagador,
G(x,x’), na Eq. (20). Note-se que devido a natureza gaussiana das
correlagdes dos ruidos termos com um ntmero impar de varidveis
aleatérias ndo contribuem a funcao de Green de dois-pontos. A primeira
corre¢ao ndo nula a esta fun¢dao vem da média nos ruidos do terceiro
termo da Eq. (20). Por tanto a primeira correcdo a funcdo de Green

é de segunda ordem no ruido. Realizando as médias nos ruidos tere-
mos

(Glw,x,x"))ue = Golw,x,x") + Gy (w, x,x"), (21)
onde a primeira correcdo é o seguinte valor médio nos ruidos
G1 =(GoL1 GoLy Go)pe, (22)

esta correcdo é representada na Fig. (4) e pode-se ver que é de or-
dem de 1-loop. Este loop aparece ap6s ralizar as médias nas varidveis
aleatorias e é devido as correlagdes “delta” dos ruidos brancos. A
transformada de Fourier da correcdo vem dada por G (w, k) tal que

dk

Za G ket (23)

G1(w,x,x’):J

A corregdo G1(w, k) pode ser escrita em termos da auto-energia X (w, k)
definida na Eq. (16)

Gi(w, k) =—Go(w, k) Z(w, k) Go(w, k). (24)

Tal que a ordem de 1-loop se tem

T(w, k) =—( ﬁw4 +oimg) a(w), (25)

onde a integral de 1-loop é explicita na integral

o(w) :J(Zd;;dGo(w,k). (26)

2

Note-se que a ordem de 1-loop a auto-energia é independente do
vetor k e s6 depende da frequencia w. Da equagdo Eq.(16), se tem
que G = GO_1 + X, entdo na representagdo do espago dos momentos
para funcdo de Green corregida temos

(Glw,k),! = Golw,k) " +Z(w,k)

= w?—-k*—m? (27)
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onde a massa renormalizada pelo ruido é

m? = mj—Z(w,k)

= mi+ (ohw? +oftmg) a(w). (28)

Desse primeiro resultado, fica claro que o efeito das flutuagoes es-
tocdsticas é de tornar a teoria quantica do campo escalar livre numa
teoria com auto-interagdo, sendo esta auto-interagdo qualitativamente
similar ao acoplamento A@* usual. Esta auto-interagdo induzida, tipo
A@?, é uma consequéncia da natureza gaussiana das distribui¢des
das varidveis estocdsticas u(x) e &(x). Um modelo com uma auto-
interagdo polinomial mais geral poderia ser obtido se um ruido ndo-
gaussiano for utilizado. No presente caso temos uma integral diver-
gente de 1-loop na auto-energia devido a natureza branca e as cor-
relagdes “delta” do ruido Eq. (5). Uma fungdo de correlagdo de um
ruido “colorido” nos daria uma integral de 1-loop finita naturalmente.
Por exemplo, se os ruidos fossem gaussianos mas com correlacdes
tipo (u(x)u(x’)) = e~ (x—x"1%/ Az, sendo A um pardmetro caracteris-
tico dos ruidos, isto nos levaria a uma auto-energia sem divergén-
cias naturalmente. Aqui poderiamos dizer que o objetivo de Pauli,
de “suavizar” as divergéncias da teoria quantica de campos, pode-
ria ser alcanzado utilizando correlagdes coloridas nas flutuagdes es-
tocdsicas do cone de luz. Por hora nés ndo nos deteremos mais nesse
problema. Iremos sim abordar o problema de regularizar e renor-
malizar a teoria com auto-interagdo gerada pelas flutuagdes estocasti-
cas. Como mencionado anteriormente esta auto-interacao é tipo A@*,
mas com uma “constante” de acoplamento dependente da frequén-
cia, A(w) ~ Gﬁw“ + Gémg. Para d = 3 dimensoes espaciais podemos
obter a parte finita da auto-energia utilizando a férmula geral

. 1 aT(A—s/2) 1
J ety = e )

na integral de 1-loop da auto-energia Eq. (26). Assim a parte finita da
auto-energia, Z¢(w, k), é dada simplesmente por

dk 1
_ 2.4, 2 4
Lilw k) = _( n +U£mO)J(2ﬂ)d k2+(m%—w2)
1
= 1 (2wt 1 o?mi) (md—a?)'/2, (50)

47t

Deste resultado podemos concluir que as flutua¢des induzem uma
auto-energia com uma “largura” finita, a qual nos da um tempo de
vida média finito para as excitagdes. Seria interessante ressaltar aqui
que devido as correlagdes “delta” dos ruidos, Eq. (5), as intensidades
0, e 0 tem unidades de [M]3/2 e com isto teremos entdo que a auto-
energia, Eq. (30), tem portanto as unidades corretas de [M]2. Com este
resultado podemos analisar o limite de validade da teoria de pertur-
bagdes. Para que seja valida a expansdo perturbativa Eq. (20) se tem

12
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que satisfazer £ < m3 e portanto as intensidades dos ruidos tem o

3/

. —3/2 P . < .
limite 0 < m, para que seja vélida nossa aproximagdo de ruido

fraco.

Desde que os ruidos nos levam a um auto-acoplamento induzido,
podemos perguntarnos sobre a forma das corre¢des perturbativas a
funcdo de quatro-pontos G4 do campo escalar. A razdo de nos pre-
ocupar por esta fun¢do de quatro-pontos em particular é que esta
fungdo é a que corrige o vértice de interagdo da teoria A@*. Como
é conhecido, dada uma fungdo de quatro-pontos, se pode definir a
partir dela a fungdo de Green irredutivel de uma particula (1PI) de
quatro-pontos 'y, sem “pernas” externas, segundo

4
Taky, k2, k3, ka) = Galky, ko, k3, ka) [ [ Pes (31)

i=1
onde os fatores associados as “pernas” externas sdao denotados por
2 2 2
rk:(,U —(k +m0) (32)

Em uma teoria quantica de campos covariante, se pode definir a con-
stante de acoplamento renormalizada a partir do vértice préprio de
quatro-pontos, impondo-se certas condigdes de renormaliza¢do. En-
tdo, embora ndo estejamos trabalhando com uma teoria de campos
covariante, é natural esperar que tal fun¢do nos possa brindar alguma
informagédo valiosa sobre a natureza do acoplamento induzido pela
desordem. Como a equagdo de campo com flutuagdes estocésticas,
Eq. (3), é linear no campo ¢, a correspondente agdo do sistema é
quadrética no campo. Numa abordagem de integrais funcionais con-
hecendo a agdo do sistema podemos calcular o gerador funcional de
todas as fung¢des de Green da teoria. Neste caso o gerador funcional
serd dado por uma integral gaussiana (da acdo quadratica) que pode
ser realizada exatamente. Mas este procedimento s6 serd valido se
consideramos umas fungdes estocésticas (x) e &(x) fixas. Pois, como
ja vimos, se realizarmos as médias sobre todas as possiveis realiza-
¢Oes dos ruidos geramos uma auto-interacdo na teoria originalmente
linear. Portanto, s6 antes de realizar as médias nos ruidos, o gerador
funcional da teoria é uma integral gaussiana e as fungdes de Green
de n-pontos podem ser construidas a partir de produtos de funcdes
de Green de dois-pontos do sistema. Nesse estagio, considerando
fung¢des aleatodrias fixas, é claro que as fungdes de Green dependerdo
destas fungdes (x) e &(x). Neste ponto podemos realizar as médias
nas flutuacoes estocasticas da fun¢des de Green e analisar o efeito da
estocasticidade na teoria. Assim veremos novamente a emergencia de
uma auto-intera¢do no sistema logo de considerar as médias nos rui-
dos. Estes procedimentos para as fungdes de Green de dois-pontos e
de quatro-pontos a nivel de arvore e de 1-loop sdo apresentados em

13



1.4 EFEITOS DAS FLUTUAGOES ESTOCASTICA NAS FUNGOES DE GREEN

detalhe no Apéndice A. Aqui gostariamos de discutir os resultados
obtidos nesse apéndice. Assim a fun¢do de Green de quatro-pontos,
ap6s de tomar as médias nas flutuagdes, em geral, vem dada por

(Galx1,%x2,%3,x4))pe. = (G(x1,%2)G(x3,%4)) e
+ (G(x1,%3)G(x2,%4)) ug,
+ (G(x1,%4)G(x2,%3)) e (33)

Como antes os pontos do espago-tempo sdo denotados por x = (t,x).
Na Fig. (5) representamos alguns termos gerados apés realizar as
médias nas flutuagdes estocdsticas em um produto especifico de duas
func¢des de dois-pontos

z3 T4
o, T4 x3 T4 Ty T3
<G(l’1,x2)G(l’3,$4)>#§= >< + >C>< + >Q< + 2 +
T2 T3 Ty T2 T, T2
Ty T2

Figura 5: Termos caracteristicos da funcdo de Green de quatro-pontos, apds
fazer médias nos ruidos, 1PR sdo graficos redutiveis de uma
particula.

No Apéndice A a fun¢do de Green de quatro-pontos da Eq. (33) é
calculada até ordem de 1-loop obtendo-se para os termos conexos
irredutiveis de 1-particula

0 1
Ga(x1,%2,%3,%X4) = GE; Vx1,%2,%3,%4) + Gf; Y(x1,%2,%3,%4),

onde Gé(lo) e Gg” sdo contribuigdes a nivel de arvore e de 1-loop,
respectivamente. Como veremos estes termos de auto-interagdo sado
gerados pelas flutuagdes estocasticas. Uma das médias nos ruidos
que contribui a fungdo de Green de quatro-pontos a nivel de arvore é
apresentado na Fig. (6)

LN

x; T2 I3 Xq

13 T2 =3

Figura 6: Funcdo de Green de quatro-pontos a nivel de arvore,
GE‘O) (x1,%2,%3,%4), induzida por médias nos ruidos.

Utilizando a definicdo dos vértices préprios da Eq. (31) e os resultados
obtidos no Apéndice A, nés podemos expressar o vértice préprio a
nivel de drvore como

N (ko ks ka) - = (270) [8(ws + wa) (chwiw] + oFmd)
2
w

2wdwd+aimd)], G

+ 8wy + wa) (chwiwi + ormy)

+ S(wr+w;3) (o
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onde ki = (wj, ki). A interpretagdo definitiva da natureza da auto-
interagdo induzida na teoria requer o estudo da fun¢do de Green de
quatro-pontos e suas corre¢des radiativas representadas na Fig. (7).

> T3 g
T3 T4 e Ta T2

Figura 7: Corregdo de 1-loop a func¢do de Green de quatro-pontos.

X1 T2

O resultado mais surprendente que obtemos destes calculos é que
a auto-interacio induzida é qualitativamente similar a teoria Ap?,
com um acoplamento dependente da frequéncia. Isto implica que se
comegarmos com um modelo interagente, o acoplamento induzido
pelos espalhamentos estocdsticos no médio pode alterar o valor da
constante de acoplamento renormalizada do modelo. Por tanto uma
pergunta relevante a ser respondida é saber qual serd o sinal do
acoplamento efetivo. Por exemplo, se ele é negativo é claro que tere-
mos um decréscimo no valor da constante de acoplamento.



O EFEITO UNRUH-DAVIES NA PRESENCA DE
FLUTUACOES DO CONE DE LUZ

2.1 INTRODUCAO

O efeito Unruh-Davies e o efeito Hawking descrevem como certos sis-
temas na ausénia ou presenca de gravitacdo adquirem propriedades
térmicas devido a efeitos quanticos. Portanto o estudo desses efeitos
requere uma interdisciplinaridade e a troca de idéias entre a Teoria
Quantica de Campos, a Teoria Geral da Relatividade e a Fisica Estatis-
tica. Neste capitulo nés pretendemos ampliar mais um pouco este
cendrio introduzindo nas discussdes um primeiro efeito da quanti-
zagdo da gravidade, as flutua¢des do cone de luz. Nosso objetivo é
descrever a influéncia das flutuagdes estocasticas do cone de luz no
efeito Unruh-Davies.

Inicialmente a teoria quéntica de campos foi formulada num espago-
tempo plano. Podemos ir além desta formulagao e considerar campos
quantizados definidos sobre um espago-tempo curvo cléssico [5, 6].
Este programa é chamado de aproximacdo semi-cldssica da gravi-
tacdo quantica. Importantes resultados em teoria quantica de campos
em espagos curvos apareceram na literatura. O mais famoso deles é
o resultado obtido por S. Hawking da emisdo de radiagdo térmica
por um buraco negro [8, 9]. Hawking mostrou que devido a efeitos
quanticos o buraco negro emite radiagdo térmica e por tanto possui
uma temperatura e uma entropia associadas a ele. Se pode demostrar
que o resultado da existéncia de uma radiagdo térmica do buraco ne-
gro esta intimamente ligado a presenca de um horizonte de eventos
nesse espago-tempo. Para sermos mais precisos, o sistema de coorde-
nadas de Schwarzschild ndo cobre toda a variedade. Para uma situ-
acdo fisica onde o raio r da distribui¢do de matéria é maior do que o
raio de Schawrschild, 2M, esse sistema de coordenadas é adequado
para descrever processos fisicos. Entretanto, se o raio da distribuicao
de matéria for menor que o raio de Schawrzschild o sistema de co-
ordenadas acima referido se torna patolégico. Assim, é preciso en-
contrar uma extensdo analitica para cobrir a regido r < 2M. Essa é a
chamada extensdo maximal de Kruskal.

Uma outra situagdo onde aparece um horizonte de eventos e tam-
bém podemos identificar uma radiacdo térmica é o espago-tempo
de Rindler [34]. W. Rindler estudou a estrutura causal deste espago-

tempo. O espaco-tempo de Rindler estd associado a observadores
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uniformemente acelerados no espago-tempo de Minkowski. Pode-se
mostrar que se realizarmos a quantizacdo de um campo no espago-
tempo de Rindler obteremos que a nogdo de particula nesta métrica
difere de aquela associada a um observador inercial no espago-tempo
de Minkowski [35, 36]. Assim teremos, por exemplo, que o estado fun-
damental de um campo associado a um observador com aceleracdo
constante, |Or) (vacuo de Rindler), vai ser diferente do estado funda-
mental do campo associado a um observador inercial, [On1) (Vacuo
de Minkowski). Mas os dois estados de vazio, |Or) e |Om), estdo rela-
cionados entre eles por uma distribuicdo térmica [37]. Isto quer dizer
que um observador ndo-inercial de Rindler sentird o vacuo inercial
de Minkowski [Opq) como um reservatodrio térmico.

A diferenga entre os vacuos associados a um campo quantizado em
um sistema de coordenadas inercial e aquele quantizado em um sis-
tema de coordenadas adaptado a um observador com acelera¢do uni-
forme, pode ser vista com a introdugdo de um aparato experimental
[38, 39]. Desta forma W. Unruh prop6s um modelo simplificado de
um detetor de particulas acoplado a um campo escalar neutro. Un-
ruh demostrou que no espago-tempo de Minkowski um observador
que percorre uma linha de universo com aceleragdo prépria constante
percebe o vacuo de Minkowski como se fosse um banho térmico. As-
sim para o detetor com acelera¢do uniforme o vacuo de Minkowski
possui propriedades andlogas as de um reservatoério térmico podendo
absorber energia deste para se excitar. Assim, se o detetor se encon-
tra no seu estado fundamental e o campo no estado de vacuo de
Minkowski, quando o detector experimenta uma acelera¢do uniforme
(trajetéria hiperbdlica no espago de Minkowski) ele terd uma proba-
bilidade ndo nula de se excitar mediante a absorc¢ao destas flutuagoes
térmicas.

Como discutimos no capitulo anterior, uma vez estabelecida a analo-
gia entre ondas em fluidos em movimento e campos quantizados em
espagos curvos, uma aproximagao vidvel é tratar méios desordenados
como modelos de flutua¢des da geometria efetiva de um buraco “ne-
gro” sonico, gerado num fluido. Em outras palavras, como um fluido
em movimento pode gerar uma métrica efetiva, num fluido desor-
denado a métrica efetiva apresentard flutuagdes estocdsticas que po-
dem modelar as flutuagdes quanticas da geometria. Neste capitulo
tomaremos um ponto de vista pragmatico a procura de consequén-
cias experimentais de efeitos das flutua¢des estocésticas do cone de
luz num cendrio mais especifico. Concretamente analisamos se existe
algum dispositivo quantico (detector) capaz de medir tais efeitos cap-
tando como as flutuagdes estocdsticas da geometria afetam a taxa de
transicdo de um sistema de dois niveis que interage com um campo
escalar sem massa.

17
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A hipotese mais simples que podemos fazer para modelar as flutu-
acoes da geometria é considerarmos uma equagdo de onda com coefi-
cientes estocdsticos. A equagdo diferencial governando a propagacao
estocdstica da onda ndo pode ser resolvida exatamente, mas pode
ser tratada via teoria de perturbagdes, utilizando como paradmetro
pequeno da expansdo a intensidade das fung¢des de correlagdo dos
ruidos. Realizando tal expansdo perturbativa, os processos de espal-
hamentos multiplos da onda podem ser interpretados em termos de
diagramas de Feynman. Como todo este estudo foi feito no capitulo
anterior, aqui vamos considerar o caso especifico da fun¢do de Wight-
man de dois-pontos de frequéncias positivas calculada a nivel de 1-
loop onde levamos em consideracdo todas as realizagdes do ruido.
Com este resultado é possivel calcular as corre¢des as amplitudes de
probabilidade de um sistema de dois niveis induzidas pelas flutu-
agoes do cone de luz.

Veremos que as flutuacdes estocasticas ndo invalidam o efeito Unruh-
Davies e ainda temos que o observador acelerado descreve ao vacuo

de Minkowski como um reservatério térmico, com uma temperatura

proporcional a sua aceleracdo. Mas, n6és mostramos que as predi¢des

trazidas por processos radiativos num cendrio semi-cldssico podem

diferir de aquelas associadas ao cendrio considerando este efeito de

gravitacdo quantica, onde flutuagdes quanticas da métrica sdo tratadas
como ensembles de geometrias. Neste contexto gostariamos de chamar
a atengdo aos trabalhos de Hu e Roura [40] discutindo a poucos

anos atrds a possibilidade de estudar a fungdo de Wightman de dois-
pontos na presenca de flutuagdes da métrica e a fungdo resposta de

um detector acoplado ao campo. Também uma desviacdo do espec-
tro térmico foi achada por T. Takahashi e J. Soda utilizando diferentes

modelos de flutua¢des do horizonte do buraco negro [41].
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2.2 O EFEITO UNRUH-DAVIES

2.2 O EFEITO UNRUH-DAVIES

O efeito Unruh-Davies é um exemplo bastante instrutivo do fato que
ao quantizar um sistema com infinitos graus de liberdade existem in-
finitas representagdes ndo-unitariamente equivalentes da &lgebra de
operadores associados a este sistema. Isso nos leva ao fato da in-
determinagdo que existe na teoria quantica de campos em espagos
curvos quando se tenta definir uma particula fisica, independente
do observador. Foram os estudos originais de W. Rindler [34] e S.
Fulling [35, 36] 0os que conseguiram mostrar a ndo-equivaléncia da in-
terpretacdo de particula num espago-tempo curvo riemanniano com
a definicdo usual num espago-tempo de Minkowski. Rindler estudou
um sistema de coordenadas (que agora leva seu nome) definido a
partir das coordenadas cartesianas usuais (t,x) mediante a transfor-
macao

= a 'e*sinh(an),

x = a 'e*cosh(an), (35)

onde a é uma constante positiva associada a esta transformagdo e
temos que —oo < 1M, & < oco0. As coordenadas de Rindler (n, &) de-
screvem o espago-tempo (ou uma parte dele) tdo bem como as coor-
denadas de Minkowski (t, x). Sendo a > 0 temos que a transformacao
da Eq. (35) mapea s6 a regido x > [t| do espago-tempo de Minkowski
mostrada na Fig. (8). A esta por¢do do espago-tempo se lhe denom-
ina “Cunha de Rindler”. Nessa figura as linha de & = cte (posicdo de
Rindler constante) sdo apresentadas. Essas linhas correspondem a um
observador de Rindler parado e sdo hipérboles que tem como assinto-
tas as retas x = [t|. As linhas de 1 = cte (tempo de Rindler constante)
sdo nessa figura retas que passam pela origem. As assintotas x = =+t,
estdo associadas aos tempos de Rindler n — +oo e sdo as “fronteiras”
do espacgo de Rindler.

ds?=dt?-dx*
ds?= e”* (dn2-dé?)

Figura 8: Espago-tempo de Rindler. Aqui se mostra o elemento de linha nas
coordenadas de Minkowski e de Rindler. Vemos que as métricas
de Minkowski e de Rindler se relacionam por um fator conforme.
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2.2 O EFEITO UNRUH-DAVIES

Os observadores de Rindler sdo definidos como os observadores que
possuem & = cte, estes seriam observadores inerciais (parados) nesse
espago-tempo. Como se mostra na Fig. (8) as métricas de Rindler e
de Minkowski estdo relacionadas por uma transformagdo conforme.
Portanto esses espagos possuem a mesma estrutura causal. Pode-se
mostrar que os observadores de Rindler (§ = cte) sdo observadores
nao inerciais, com aceleracdo prépria constante, no espago-tempo de
Minkowski. Isto pode ser visto revisando sucintamente o movimento
uniformemente acelerado na relatividade restrita [42]. Este movimento
serd definido como a trajetéria onde a aceleragio prépria da particula

d v

permanece sempre constante, sendo v a velocidade da particula. A
aceleragdo propria estd definida como a aceleragdo da particula vista
desde um sistema de referéncia inercial que instantaneamente tem a
mesma velocidade que a particula. Resolvendo a Eq. (36) obtemos a
trajetéria hiperbodlica mostrada na Fig. (9). Nessa figura t é o tempo
préprio acima da trajetéria da particula e temos considerado como
condicdes iniciais que em T = 0 temos a posicdo da particula x = ];
com velocidade inicial v = 0.

x=1/aCosh(xT)
t=1/a Sinh(u)

Figura 9: Linha de mundo de um observador acelerado uniformemente.

Portanto vemos que os observadores “inerciais” (& = cte) no espaco
de Rindler serdo observadores ndo-inerciais com aceleragdo prépria
constante, « = ae~ %%, no espaco de Minkowski. O tempo préprio
deste observador de Rindler é dado por T = ne®® e aumenta lin-
earmente com o tempo de Rindler, n. Portanto o espago-tempo de
Rindler estd associado a observadores uniformemente acelerados no
espago de Minkowski. Utilizando o principio de equivaléncia da teo-
ria geral da relatividade teremos que a quantizacdo de um campo
nao pode depender do sistema de coordenadas (observador) a uti-
lizar. Entdo, a principio, ndo existe nenhuma dificuldade em realizar
a quantizagdo de um campo na métrica de Rindler [35, 36]. Na métrica
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2.2 O EFEITO UNRUH-DAVIES

de Rindler a equagdo de um campo escalar serd escrita da seguinte
maneira

G 92 2 2at B

(E)T]Z_E)(Ez+moe > ¢m, &) =0, (37)
esta equagdo pode ser resolvida por separagdo de varidveis e se pode
obter uma base de solug¢des. Vamos denotar a esta base de modos
de Rindler do campo por 1k (1, &). Com esta base podemos fazer a
expanssdo do campo em modos

o &) = (axtm &) +alaim ), (38)
k

e realizar o procedimento de quantizagdo. Fazendo isto constroimos
o espaco de Hilbert do campo escalar associado ao observador de
Rindler. Denotaremos o estado de vazio de Rindler como o estado
onde ndo se tem excitacdes associadas aos modos de Rindler, isto
quer dizer que o vazio de Rindler |Ogr) satisfara

ay|Og) = 0. (39)

Com este estado fundamental podemos constroir as excitagdes ele-

mentares de Rindler. Assim pois teremos, por exemplo, que N,&R) =
alak é o operador nimero associado a essas excitacdes. Se pode
mostrar que ao realiza a quantizagdo do campo no espago de Rindler
obteremos uma nogao de particula, nessa métrica, que difere de aquela
associada a um observador inercial no espago de Minkowski [35,
36]. Esses dois observadores podem perceber um mesmo estado do
campo quantico de maneira totalmente diferente. Teremos uma nao-
equivaléncia das representagdes de um campo quantico realizadas
por um observador de Minkowski e um observador de Rindler. Estes
dois observadores constroem espagos de Hilbert diferentes para o
mesmo campo quantico. Assim a nogdo de vazio e a mesma nogao
de particula sdo diferentes para cada um deles. Essa ndo equivaléncia
pode ser vista analisando o valor esperado do ntimero de excitagdes
de Rindler, do modo-k e energia Ey, no vacuo de Minkowski [Om).
Pode-se provar que

1

R
(OmINL on) = I a1 (40)

Vemos que este nimero de ocupacdo de particulas de Rindler no
vacuo de Minkowski é 0 mesmo que o ntiimero de ocupagdo de ex-
citagdes de Rindler em um banho térmico a uma temperatura T =
o/2mkg, sendo kg a constante de Boltzman. Deste resultado temos
portanto que o vazio de Minkowski é percebido por um observador
de Rindler como um banho térmico a uma temperatura, T, propor-
cional a sua aceleragdo propria, «, [37].
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2.2 O EFEITO UNRUH-DAVIES

Seria bom salientar que apesar de dois observadores de Rindler indo

com aceleragdes distintas (em diferentes trajetérias hiperbolicas) perce-
berem o vacuo de Minkowski a diferentes temperaturas, proporcionais
a suas respectivas aceleragdes, estes observadores estardo em equi-
librio térmico entre eles [43]. O equilibrio térmico na presenca de

um campo gravitacional foi estudado por R. Tolman [44, 45] quem

mostrou que a lei zero da termodindmica tem que ser estendida na

presenga de um campo gravitagional. A relagdo de Tolman vai nos

dar a expressdo que deve satisfazer a temperatura em cada ponto

do espago-tempo para o sistema estar em equilibrio termodinamico.
Esta relagdo contempla o red-shift gravitacional das ondas térmicas que

transmitem o fluxo de calor para realizar um balanco de energia entre

dois pontos num campo gravitacional. A relagdo de Tolman pode ser

escrita como

T+/goo(x) = cte, (41)

onde goo(x) é a parte puramente temporal da métrica no ponto x e
T é a temperatura do sistema nesse ponto. Assim pois o equilibrio
termodindmico na presenga de um campo gravitacional ndo implica
que cada ponto do sistema tenha a mesma temperatura. A temper-
atura nesse caso pode variar de ponto para ponto, mas deve variar
proporcionalmente ao inverso de /goo, de tal maneira que a relacdo
de Tolman, Eq. (41), seja satisfeita. Para nosso caso de um observador
de Rindler acelerado ele terd uma temperatura associada T = «/27kg,
sendo a aceleragdo prépria o = ae~ %% dependente da sua “posigdo”
&. Como na métrica de Rindler, Fig. (8), temos que a parte puramente
temporal da métrica é goo = e?%%. Entdo podemos ver que a relacio
de Tolman é satisfeita identicamente para cada observador de Rindler,
tendo-se portanto que todos esses observadores estardo em equilibrio
termodinamico entre eles.

Analisando a estructura causal do espaco de Rindler mostrada na Fig.
(10), podemos apreciar que a métrica de Schwarszchild e a métrica
de Rindler compartem uma caracteristica fundamental, as duas rep-
resentam um espago-tempo com horizonte de eventos. Isto quer dizer
que ambos espagos mapeam regides do espago-tempo causalmente
desconectadas de outras rigides do espago-tempo. No caso da métrica
de Rindler Eq. (35), teremos que ela mapeia s6 o “quadrante de
Rindler direito”, mostrado na Fig. (8) e denotado por R na Fig. (10).
Teremos que este “quadrante de Rindler direito” estara causalmente
desconectada do “quadrante de Rindler esquerdo”, denotado por L
na Fig. (10). O quadrante de Rindler esquerdo, L, serd mapeado pela
transformagao de Rindler Eq. (35), mas com uma constante negativa,
a < 0. Estas duas regides para se comunicarem entre elas teriam
que intercambiar sinais com velocidade maior do que a velocidade
da luz, portanto ndo é possivel a comunicacdo entre estas partes do
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™

2

Figura 10: Estrutura causal do espaco de Rindler

espago-tempo. Com respito as regides P e F, denominadas “passado”
e “futuro”, a comunicagdo é limitada e unidirecional com os quad-
rantes de Rindler R e L. Assim, por exemplo, R e L podem receber
informacdes de P mas ndo pode enviar-lhe informagdes e F ndo pode
enviar sinais a R ou L mas sim receber sinais destas regides. Portanto
um observador acelerado indo na trajetéria hiperbdlica mostrada na
Fig. (10) vai perceber s6 uma parte do espago-tempo e terd como hori-
zonte de eventos as assintotas da sua trajetoria. O fato do observador
de Rindler ter um horizonte de eventos vai estar na raiz da radiagao
térmica no efeito Unruh-Davies assim como a presenga do horizonte
de eventos é determinante na radiacdo térmica do buraco negro no
efeito Hawking.

Nosso propésito é discutir o efeito Unruh-Davies na presenca de
flutuagdes estocasticas do cone de luz. Estas flutuagdes estocdsticas
foram discutidas no primeiro capitulo da tese. A relagdo intima en-
tre as métricas de Rindler e a métrica de Schwarszchild nos permite
outra abordagem e uma interpretagdo alternativa. N6s podemos pen-
sar as flutuagdes estocésticas do cone de luz como um modelo partic-
ular de flutuagdes do horizonte de eventos do buraco-negro. Assim
este estudo poderia nos brindar algum resultado sobre como as flu-
tuagdes estocdsticas (do horizonte) podem afetar a radiagdo térmica
originada pela presenga do horizonte de eventos. Para apreciar mais
claramente esta relacdo entre Rindler e Scharzschild ou a relagédo en-
tre o efeito Unruh-Davies e o efeito Hawking, vamos analisar o ele-
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mento de linha de um espago-tempo de Schwarzschild que descreve
um buraco negro de massa M:

—1
ds? = <1 — ervl>dt2 — (1 — 21“) dr? —r2dQ?, (42)

onde dQ 2 é a medida de uma 2-esfera unitaria. Préximo do horizonte
de eventos, r = 2M a Eq. (42) pode ser escrita como

2
P 2 2 2102
ds? = [ —— | dt? —dp? —4M?dQ?,
s < 4M> P (43)
onde p(r) = v/8M(r — 2M). Nestas coordenadas, (t, p), o horizonte se

encontra em p = 0. A quantidade 4M?dQ 2 descreve o elemento de
linha de uma 2-esfera de radio 2M. Os dois primeiros termos da Eq.
(43) podem ser identificados com o elemento de linha de uma quad-
rante de Rindler bidimensional definindo as varidveis 1 e & implicita-
mente via t = 4Man e p :eaa/a,parao <p<ooe—o0<t<oo
Entdo teremos que a métrica, préxima do horizonte de eventos, adota
a forma

ds? = e? % (dn? — d&?) —4MdQ 2. (44)

As assintotas nulas & — —oo, 1 — 400 atuam como horizontes de
eventos. Note-se também que as linhas de & constante sdo hipér-
boles, portanto elas representam linhas de mundo de observadores
uniformemente acelerados. Portanto pode-se ver que, perto do hor-
izonte de eventos, a métrica de Scharzschild toma a forma de um
elemento de linha de Rindler. Em consequéncia, para capturar as car-
acteristicas fisicas essenciais no horizonte de eventos, basta com con-
siderar um observador de Rindler uniformemente acelerado em um
espago-tempo de Minkowski.

2.3 O DETECTOR DE UNRUH-DEWITT

Embora esteja fora do escopo desta tese oferecer uma resposta defini-
tiva as perguntas de “o que é um detector? e o que significa de-
tectar particulas?”, estas questdes requerem certa discussdo. Como
temos visto na se¢do anterior existe um problema conceitual em teo-
ria quantica de campos em espagos curvos ao construir espagos de
Hilbert de particulas, pois ditas representagdes (particulas) sdo de-
pendentes do observador. Em particular a diferenga entre os vacuos
associados a um campo quantizado em um sistema de coordenadas
inercial (Minkowski) e aquele quantizado em um sistema de coorde-
nadas adaptado a um observador com aceleragdo uniforme (Rindler),
pode ser vista com a introdugdo de um aparato experimental [38, 39].
Desta forma W. Unruh prop6s um modelo simplificado de um detetor
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de particulas acoplado a um campo escalar neutro. Unruh demostrou
que no espago-tempo de Minkowski um observador que percorre
uma linha de universo com aceleragdo prépria constante percebe o
vacuo de Minkowski como se fosse um banho térmico. Assim para o
detetor com aceleragdo uniforme o vacuo de Minkowski possui pro-
priedades andlogas as de um reservatério térmico podendo absorber
energia deste para se excitar. Por exemplo, se o detetor se encontra
no seu estado fundamental e o campo estd no estado de vazio de
Minkowski, quando o detector experimenta uma acelera¢do uniforme
(trajetéria hiperbdlica) ele terd uma probabilidade ndo nula de se ex-
citar mediante a absor¢do destas flutuagdes térmicas, ver Fig. (11).

O detector de Unruh-DeWitt é um sistema quéantico de dois niveis
de energia com elementos de matriz ndo nulos do seu operador de
monopolo. Este detector possui a caracteristica que sua resposta ao
interagir com um campo escalar no vazio de Minkowski depende do
seu estado de movimento. Se comegarmos com o detector no seu es-
tado fundamental a sua probabilidade de excitagdo a outro estado
sera dependente do seu movimento. Assim se o detector se encon-
tra em um movimento inercial ele tem uma probabilidade assintética
nula de efetuar uma transigdo para um estado excitado. Mas se o de-
tector se movimenta com acelera¢do uniforme, ele tem uma probabili-
dade assintética finita de realizar uma transi¢do a um estado excitado.
Mais especificamente, o detector acelerado, com aceleragdo prépria «,
interagindo com o campo escalar no vazio de Minkowski, [0), é equiv-
alente a situacao do detector em movimento inercial mas em contato
com um reservatdrio térmico a temperatura T = o/2nkg. Seguindo
esses resultados, muitos papers apareceram na literatura estudando o
detector de Unruh-DeWitt em vdrias situagdes diferentes [46, 47, 48].

Agora gostariamos de descrever o modelo idealizado de detector.
O detector de Unruh-DeWitt é um sistema quantico de dois niveis,
acoplado via uma interagdo de monopolo com um campo escalar. Tra-
balharemos em um espago-tempo de Minkowski (3 + 1)-dimensional,
com elemento de linha dado por

ds? = dt? — dx? — dy? — dz°. (45)

Para achar a distor¢do causada pelas flutua¢des do horizonte de even-
tos nas taxas de decaimento e excitacdo do sistema quéntico, vamos
analisar a fun¢do resposta deste sistema ao interagir com o campo
no seu estado fundamental. Como trabalharemos s6 com o vacuo de
Minkowski, de agora em diante denotaremos simplesmente [On1) =
|0). Ao estar no espaco plano este estado sera o vazio de Minkowski.
Sejam |g) e |e) os auto-estados de energia do sistema, com auto-
valores wy e we, e denotaremos por E = we — wgq ao ‘gap” de energia
entre os dois estados. Vamos supor que o sistema de dois niveis esta
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fracamente acoplado ao campo escalar com a seguinte densidade la-
grangiana de intera¢do

Lint = cm(1) @(x(1)), (46)

onde x#(7) é alinha de mundo do sistema de dois niveis parametrizada
pelo tempo préprio T, e m(t) é o operador de momento de monopolo
do sistema de dois niveis. A quantidade c é uma constante de acopla-
mento pequena entre o detector e o campo escalar. E claro que este
é um modelo simplificado, sendo um atomo idealizado pelo sistema
de dois niveis que interage com o campo escalar sem massa. Este
modelo contém todas as propriedades necessdrias para entender as
caracteristicas bésicas dos processos radiativos de dtomos perto de
um horizonte de eventos flutuante. Podemos definir um estado inicial
em T = 0 dado por |J) =|g) ®[0) e um estado final |F) = [e) @ ),
no tempo T = 7T. Aqui, [0) e [) sdo o estado fundamental (vazio) e
o estado final do campo, respectivamente. Esta transicdo é mostrada
graficamente na Fig. (11)

pral|

Figura 11: Transi¢do em um detector acelerado induzida pelas flutua¢des do
vacuo. Os kets sdo os estados inicial e final do campo e as linhas
vermelhas representam os estados do detector.

Em primeira ordem em teoria de perturbagdes na constante de acopla-
mento c, a probabilidade de achar o sistema de dois niveis no estado
excitado |e) no tempo T, partindo desde seu estado fundamental |g)
no instante inicial, independentemente do estado final p) do campo,
é dada por

P(T)=c* )

T
| ot te wmmoelg,0)f - (47)
»

0
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Utilizando a equagdo de Heisenberg do operador m(t) do sistema de
dois niveis e realizando a soma em Eq. (47), obtemos que

P(T) = c*|(e|m(0)| g)|* F(E,T), (48)

onde c?|(e|m(0)|g)|*> é a chamada seletividade do sistema de dois
niveis e F(E, T) a funcdo resposta deste detector definida por

T T
F(E,T) =L ar’ JO dr” e =T (0l (x()) (x(7"))I0). (49)

Utilizando a definicdo da funcdo de Wightman de frequéncias positi-
vas do campo escalar

G (x,x") = (0lo(x)o(x")0), (50)

e introduzindo as varidveis At = v/ —1t” e T = v/ +1”, a funcdo
resposta pode ser reescrita como
1 (7 ) 27— |Ax
F(E,T) == J d(Ar) elE(AﬂJ dT GH(AT,T). (51
2 —T |AT|

Na Fig. (12) se representa o dominio do sistema de coordenadas uti-
lizado para a integracdo sobre At e T da Eq. (51). Para um campo

T T

2T
T

T % T T AT

Figura 12: Dominios de integracdo das variaveis (t,7’) e (A1, T) para obter
a fungdo resposta do detector num tempo finito 7.

escalar livre sem massa, se tem que G 7 (A1, T) = G T (A1), e fazendo
T — oo, a integral dupla se reduz a transformada de Fourier da
funcdo de Wightman, vezes um intervalo de tempo infinito. Simi-
larmente, vamos mostrar mais adiante como as flutuagdes estocas-
ticas do cone de luz introduzem uma func¢do ndo limitada f(T)que
depende da forma funcional da funcdo de correlagdo do ruido. En-
tretanto, a probabilidade de transi¢do por unidade de tempo préprio
se mantém finita. Tais efeitos surgem na teoria quantica de campos
e podem ser tratados com um desligamento adiabatico do acopla-
mento campo-detector quando 7 — =+oo. Para evitar dita situcdo
problematica, assumimos que a interacdo campo-detector acorrendo
durante um intervalo de tempo finito. Devemos lembrar que o de-
tector definido previamente responde as flutua¢des do vacuo porque
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ndo temos assumido a aproximacdo de onda girante para o detector.
Este sistema de dois niveis estaria medindo o “ruido do vdcuo” na
sua linha de mundo. Consequentemente F(E, T) define o espectro do
ruido do vacuo. A determinagdo de F(E,T) requere das fung¢des de
Wightman de frequéncias positivas G*(x,x’). Na proxima Secado de-
terminaremos G*(x,x’) e discutiremos as consequéncias do médio
desordenado na fungéo resposta F(E,T) do detector.

Podemos também definir a taxa de transi¢io do detector para um
intervalo de tempo infinito
dF(E,T)
R(E) = lim ———. 2
B =Jm g7 (52
quando o detector segue uma trajetéria com aceleragdo prépria, «,
constante se obtém que

E 1
R(E) = I e2nE/a 1 (53)

Esta taxa de transicdo seria esperada se o detector (sistema de dois
niveis) estivesse inercial porém em contato com um reservatorio tér-
mico com temperatura T = «/27kp.

2.4 CORRECOES ESTOCASTICAS A FUNGAO DE WIGHTMAN

Como vimos na se¢do anterior uma das quantidades necessarias para
calcular a taxa de transi¢do de um detector de Unruh-DeWitt acoplado
a um campo escalar é a fungao de Wightman do campo. A fungdo de
Wightman de frequéncias positivas de um campo escalar sem massa,
quantizado no espago-tempo de Minkowski, estd definida pelo valor
esperado seguinte

Gy (x,x") = (Olo(x) 0 (x")[0), (54)

se pode mostrar que para o caso do campo escalar sem massa esta
expressdo é equivalente a integral

d*x efik(xfx/)
G+ y ! J 7
0 (X X ) e, (27_[)4 wz _kz (55)
sendo os quadri-vetores x = (t,x) e k = (w, k). Esta integral é re-

alizada off-shell, ou seja, ndo temos necessariamente que w = |k|. O
contorno de integragdo C,. estd no plano complexo das frequéncias e
é representado na Fig. (13).

Realizando a integral obtemos

1 1
42 (t—t —ie)2 — (x—x)2’

G{(x,x") = (56)
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Figura 13: Contorno de integracdo para a funcdo de Wightman no plano
complexo das frequéncias.

sendo € um paradmetro infinitessimal positivo. No primeiro capitulo
da presente tese nds elaboramos a teoria de pertubacdes para as
funcdes de Green do campo escalar na presenca de flutuagdes es-
tocésticas. Utilizando as expresdes desse capitulo Eq. (24), Eq. (25) e
Eq. (26) com as condigdes de contorno adecuadas, nés podemos cal-
cular as corre¢des, devido a desordem, a todas as fun¢des de Green
(avangada, retardada e causal) e as fungdes de dois-pontos (Pauli-
Jordan, Hadamard e Wightman) do campo escalar. Assim a primeira
correcdo, de ordem de 1-loop nas flutuagdes estocdsticas, a fungdo de
Wightman vem dada pela integral

GHx,x) =— o J d*k  wlE(W)  pexx

2% Je, (2m)* (@2 —K2)2° : (57)

note-se que desde que estamos trabalhando com um campo sem
massa sO teremos flutuagdes do cone de luz associadas a variavel
estocdstica p. Na integral anterior temos definido a integral associada

auto-energia a 1-loop, Eq. (26), para o caso sem massa como

dk 1

Realizando a integral Eq. (58) e a Eq. (59), no contorno de integracdo
mostrado na Fig. (13), pode-se provar que a correcdo a fungdo de
Wightman do campo escalar sem massa na presenca de flutuagdes
estocdsticas vem dada por

6i0? f(x,x')
(2m)3 ((At—1ie)? — Ax2)5 (59)

GT(x,x) =

com a fungao

fx,x') = At{5(At—1ie)* +10(At—ie)?Ax* +Ax*}  (60)
—4(At—ie)((At—1ie)* — Ax?).
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Consequentemente a fungdo de Wightman na presenca das flutuagoes
estocdsticas (do cone de luz ou do horizonte de eventos) pode ser
escrita como

(GF(x,x"))u = Gy (x,x") + G (x,x). (61)

Seré esta funcdo de Wightman corregida a que vamos utilizar para
calcular as taxas de transicdo do detector de Unuh-DeWitt na pre-
senca das flutuagdes estocasticas.

2.5 PROBABILIDADES DE TRANSIQAO CORREGIDAS

Tendo obtido a fun¢do de Wightman de frequéncias positivas associ-
ada ao campo escalar sem massa na presenca das flutuagdes estocds-
ticas, Eq. (61), nés podemos com ela encontrar a fun¢do resposta do
sistema de dois niveis na presenca da desordem. Esta func¢do resposta
estd dada por

1 (7 ) 27—|Ax|
F(E,T) =5 J d(AT) e TE(AT) J dT (G (AT, T))y, (62)
2 )7 A

onde (G *(Ar, T)), pode ser obtida da Eq. (61) junto com as equagdes
Eq. (56) e Eq. (59). Na Fig. (12) se apresenta o dominio de integragdo
na varidveis At e T utilizadas na Eq. (62). Agora vamos considerar que
o detector de Unruh-DeWitt se movimenta no plano (t,x) ao longo
da trajetdria hiperbdlica associada a um movimento uniformemente
acelerado definido por

x=t+a )2, y=2z=0, (63)

onde « é aceleragdo propria do detector. A trajetéria hiperbdlica asso-
ciada a este movimento é mostrada na Fig. (9). O tempo préprio do
detector T esta relacionado com (t,x) pelas férmulas

t = o sinh(at),
x = o ' cosh(ar). (64)

Realizando esta transformagdo de coordenadas na Eq. (61), podemos
escrever a func¢do resposta a ordem de um-loop como a soma de trés
contribuicoes

F(E,T) =Fp(E,T) + Fo(E,T) + F1(E, 7). (65)

O primeiro termo da Eq. (65) é a contribuicdo térmica usual. Uti-
lizando técnicas desenvolvidas em Ref. [46], ele pode ser escrito da
forma

T[E|

Fp(E,7) =~ —

1 1
@(—E)<1 + e[m_]) +O(E) _]], (66)
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onde o inverso da temperatura é dado por 3 = 27/«. Claramente
no resultado da Eq. (66) se aprecia o mesmo efeito de aquele pro-
duzido por uma radiagdo térmica a temperatura B~! = o/2m, ver
Refs. [37, 38, 39]. Dentro da perspectiva do teorema de termaliza-
¢do(ref), o resultado pode ser colocado da seguinte forma: o estado
(estatistico) puro que é o vazio desde o ponto de vista de um obser-
vador inercial é um estado (ensemble) estatistico misto desde o ponto
de vista de um observador acelerado, com uma temperatura propor-
cional a magnitude da aceleragdo do observador. Nesta espressado se
pode ver claramente um termo independente da temperatura, asso-
ciado ao decaimento espontaneo do sistema de dois niveis, e outros
dois termos térmicos associados as excitagdes ou decaimentos induzi-
dos pelo vacuo de Minkowski, percebido como “banho térmico” pelo
observador acelerado.

O segundo termo da Eq. (65) é devido ao ligamento e desligamento
da interagdo campo-detector em um tempo finito. Este segundo termo
se anula quando sdo considerados grandes intervalos de tempo de in-
teragdo. Para mais detalhes sobre esses efeitos de tempo finito vease
Ref. [46]. N6s estamos interessados em analisar o terceiro termo de
Eq. (65), desde que é este o que contém a correcdo devido as flutu-
acoes estocasticas. Esta contribuicdo, Fq(E, T) devido aos efeitos do
horizonte de eventos flutuante, é dado por

1 (7 . 27| Ax|
FI(ET) =+ J d(AT) elEATJ dT Gy (AT, T),  (67)
2 g Al

e pode ser evaluado da mesma forma que Fg(E, 7). Realizando a
transformacdo de coordenadas das (t,T’) — (AT, T), se obtém que a
correcdo a fungdo de Wightman, promediada pelas flutuagdes estocas-
ticas, e avaliada acima da trajetéria hiperbdlica de um observador
acelerado, Eq. (64), é

61 [\’ 52(T)
Gi(AT,T) = —= <> p (68)
1 (2m)*\2 sinh® (ocAT/Z — ieoc)

aqui temos absorvido uma fungédo positiva de At e T dentro da definigdo
do parametro infinitessimal €. Também, a quantidade &%(T), que car-
acteriza a intensidade das flutua¢des do horizonte, é dada por

& (T) = o? Cosh<a.26T>. (69)
A dependencia em T da fun¢do de Wightman vem do fato que x
ndo é mais uma varidvel independente, se ndo que ela é determinada
pela trajetéria do detector. Em outras palavras, observadores inerciais
nesse modelo experimentam flutua¢des do cone de luz estéticas, ver
Eq. (??). Entretanto, para os observadores uniformemente acelerados
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tais flutuagdes ndo serdo mais estédticas e irdo depender do tempo
proprio do detector. Fisicamente, é claro que para um detector uni-
formemente acelerado os efeitos das flutua¢des aumentardo com o
tempo proprio, este resultado é manifesto em. Eq. (69).

Utilizando os resultados de Egs. (68, 69) em Eq. (67), obtemos que

F1(E,T) = L (“)4 6‘2(7) J'T d(AT) o LEAT sinh[5o(T — |At]) /2]

5(2m)3 \ 2 7 sinh® (0AT/2 —iea)
(70)
Podemos decompor a integral anterior da seguinte maneira
T 00 —TJ 00
J d(AT)f(AT) = J d(AT)f(AT)— J d(AT)f(AT) + J d(AT)f(AT) |,
-7 —00 —00 T
(71)
onde temos definido a funcdo seguinte
f(AT) = 1 e LE(AT)/a sinh [5(“3— |AT|)/2]. (72)
x sinh” (At/2)

Os ultimos dois termos da direita da Eq. (71) podem ser expressados
como uma integral s6. Eles tem a mesma origem fisica que o termo
Fo(E, 1) devido a tempos de interagdo campo-detector finitos. Para
realizar a integral

oo
(=] a@m e, 73)
—00

podemos utilizar integracdo no plano complexo. O contorno a ser
utilizado é mostrado na Fig. (14). A integral sobre a parte de embaixo
do contorno nos da a mesma I, enquanto a integracdo sobre a parte
de acima obtemos exp (2iE/x)I. A soma destas contribuicdes esta
relacionada com o residuo de grau cinco da fungdo f(At) em At = 0.
Finalmente, com esses resultados se obtém para a corre¢do a fungdo
resposta vinda das flutuagdes estocdsticas

F1(E,7) = W(E,T) + H(E, T), (74)
onde
_ T5%(7) (24a" — 352 + ET)
W(E,T) = — (4702 I ] , (75)

e o termo associado a tempos finitos de interagdo é

_126%(T) (o4 [ . sinh [50(T — |At]) /2]
HIET) = 555 ( 2) L dla) sinear) SRS

(76)
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Figura 14: Contorno de integracdo apropriado para avaliar a integral 1.

As Egs (74)-(76) resumem o principal resultado deste capitulo. Temos
achado que a corregdo devido ao horizonte de eventos flutuante nos
traz uma distribuicdo térmica com uma temperatura [3*1 = o/2m,
que é a mesma temperatura para o caso livre sem flutuagdes, mas a
corre¢do tem a forma de uma distribuicdo de Fermi-Dirac, Eq. (75).
Isto se asemelha com o resultado obtido por Takagi [49, 50], quem
estudou o espectro de poténcias das flutuagdes de vazio medidas por
um detector acelerado em dimensdes arbitrarias e discutiu o fend-
meno da inversdo da estatistica para dimensdes impares. Entretanto,
como enfatizado na literatura [51], esta é uma inversdo da estatistica
aparente. No nosso caso nos temos uma corre¢do de Fermi-Dirac a
uma radiagdo térmica de Unruh associada a um campo bosonico (es-
calar). N6s temos a distribuicdo de Bose-Einstein como termo prini-
pal, mais a corregdo tipo Fermi-Dirac nos trdz uma “mistura de es-
tatisticas” devido as flutuagdes estocésticas.

Podemos analisar também se as flutuacdes estocédsticas modificam a
taxa de transi¢do de um detector inercial interagindo com o vacuo de
Minkowski. Considerando um detector com aceleragdo nula estari-
amos considerando um observador inercial, realizando este limite na
Eq. (75) temos que

2

1672

lim Fy(E, 1) = —1——=E'0(-F), (77)
x—0

Portanto no caso de um detector inercial teremos que as corre¢des a
taxa de transicdo devido as flutuagdes estocdsticas é proporcional a
O(—E), asegurando que o detector s6 apresentard decaimentos espon-
tdneos e ndo perceberd nenhum banho térmico associado ao vacuo de
Minkowski. Isto é uma confirmacdo da consiténcia, pois para o caso
de um observador inercial no vazio de Minkowski ndo esperaramos
que exista nenhum efecto térmico, mesmo na presencga das flutuagoes
estocasticas.
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O EFEITO CASIMIR EM UM MEDIO DESORDENADO

“Isto é o que aconteceu. Durante uma visita que eu realizei a
Copenhagen, deve ter sido em 1946 ou 1947, Bohr me perguntou o
que eu tinha estado fazendo e eu lhe expliquei nosso trabalho sobre
as forgas de Van der Waals. Isso estd bem, ele disse, isso é algo novo.
Entao lhe expliquei que gostaria de encontrar uma derivacao
simples e elegante dos meus resultados. Bohr pensou um pouco
sobre isso, depois murmurou algo como tem que ter algo a ver com as
flutuagdes do ponto-zero. Isso foi todo, porém em retrospectiva tenho
que admitir que eu lhe devo muito a essa observagao”*

Hendrik B. G. Casimir.

3.1 O EFEITO CASIMIR

Na teoria quantica de campos aparecem divergéncias em quantidades
fisicas que a principio deveriam estar bem definidas. Normalmente
tais quantidades divergentes aparecem quando estudamos a inter-
acdo entre campos quanticos, por exemplo a interacdo do campo
eletromagnético com o campo do elétron traz consigo divergéncias
nas definicdes de massa e carga do elétron. Entretanto, mesmo sem
considerar campos quénticos em intera¢do se podem encontrar di-
vergéncias dentro da teoria de campos. Uma consequéncia da quan-
tizacdo de qualquer campo classico é o surgimento de uma energia
do ponto-zero que diverge. A divergéncia da energia do ponto-zero
(estado fundamental) de um campo é o caso mais simples de uma di-
vergéncia que aparece no formalismo da teoria quantica dos campos.

Usualmente na teoria quantica de campos o estado de vazio é suposto
como um estado de energia e momento nulos, isto se consegue gragas
a que temos a liberdade de escolher, a priori, um ordenamento dos
operadores, ordenamento normal, ao realizar o procedimento de quanti-
zagdo. Entretanto, se considerarmos campos quanticos definidos em
espago-tempos onde a segdo espacial tem topologia ndo trivial, ou
na presenca de fronteiras macroscépicas, vemos que as propriedades
do estado fundamental do campo mudam e essas mudangas podem
ser mesuraveis. Ao introduzir certas restri¢cdes ou vinculos sobre os
campos quantizados limitamos os modos de propagacdo desses e,
consequentemente, se modifica o estado de vazio do campo. A mu-
danca do vacuo devido a presenca de estruturas macroscépicas pro-
duz uma forca, devido a efeitos quanticos, entre ditas fronteiras, esta

1 “The Casimir effect 50 years later”, editor Michael Bordag (Leipzig, Germany 1998).
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3.1 O EFEITO CASIMIR

é a chamada for¢a de Casimir.

O efeito Casimir esta intimamente ligado, desde seu descubrimento,
com a forga de Van der Waals. Foram H. B. Casimir e D. Polder quem
chegaram até este efeito analisando a forca de Van der Waals retar-
dada entre uma molecula e uma superficie condutora [52]. O resul-
tado sendo uma forga de atragdo entre objetos desprovistos de cargas
elétricas. Logo ap0s este trabalho Casimir generalisou seu resultado,
com um procedimento mais elegante, considerando o vazio de um
campo vetorial confinado entre duas placas condutoras paralelas [53].
Ele obteve que a energia renormalizada desta situagdo, na presenca
de fronteiras, depende de uma forma ndo trivial do comprimento
de separagdo entre as duas placas. Esta energia, por tanto, poderia
ser messuravel se as fronteiras fossem perturbadas. Assim, a ener-
gia de Casimir pode ser vista como a energia vinda como respota
do vazio perante a presenca de fronteiras macroscépicas. Seria bom
ressaltar aqui que o interessante do trabalho original de Casimir ndo
foi a predicdo da existéncia de uma forca de atragdo entre objetos
neutros, desde que Fritz London j4 tinha explicado a existéncia de
um forga atrativa entre 4tomos neutros mas poralizéveis, se ndo que
a importancia deste trabalho seminal estd no método utilizado por
Casimir, o qual se fundamenta nas flutuagdes da energia do ponto-
zero do campo electromagnético.

Esta atracdo entre as fronteiras macroscépicas devido as flutuagoes do
vacuo quantico foi vista por Casimir como uma oportunidade para
resgatar o modelo cldssico do elétron como uma cavidade esférica
carregada [54]. Assim, nesse modelo se esperava que as tensdes elet-
rostaticas da superficie fossem anuladas pelas forcas de atragdo do
vacuo, otorgando estabilidade a esse sistema. Este modelo tem a van-
tagem de fornecer um valor sugestivamente pequeno para a constante
de estrutura fina do elétron « = e? /hc, partindo de consideracdes ge-
ométricas da energia do vacuo no caso de duas placas paralelas e
extrapolando-as ao caso da cavidade esférica. Infelizmente para este
modelo, em trabalhos realizados para analisar as forcas de Casimir
dentro de uma cavidade esférica, [55], T. Boyer obteve surprendente-
mente que nessa geometria as forcas de Casimir ndo eram atrativas,
como no caso das placas paralelas, se ndo repulsivas, contrariamente
ao que Casimir tinha conjecturado anos antes, eliminando-se assim
definitivamente uma descrigdo semi-cldssica do elétron. O trabalho
de Boyer tem sido verificado e melhorado por outros autores, [56, 57].
O efeito Casimir tem sido estudado exaustivamente tanto teérica como
experimentalmente e a realidade das propriedades do vazio quantico
tem sido observadas em diversos experimentos. Existem vérios tra-
balhos discutindo em detalhe dito efeito, ver por exemplo [58, 59, 60,
61, 62]. Aqui gostariamos de apresentar e discutir sucintamente as
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possiveis abordagens para calcular o efeito das flutua¢des do véacuo
na presenca de fronteiras. O método mais direto foi mostrado por
Casimir no seu artigo original, [53], e se baséia na soma de auto-
frequéncias do campo quéntico para achar a energia do vazio. Esta
soma tem que ser regularizada por algum método, por exemplo im-
pondo uma funcdo de corte ou cut-off na soma, e depois retirando-
a por meio de um limite adecuado. Também se pode regularizar a
soma infinita de frequéncias por meio da regularizagdo analitica, indo
para dimensdes arbitrarias via entensdes analiticas e no final tomar
o limite para a dimenséao fisica. Outra técnica de regularizagdo que
pode ser utilizada é a regularizagdo via a fungdo zeta espectral que
utiliza generaliza¢des da fungad zeta de Riemann para tratar as di-
vergéncias da energia do ponto-zero do campo. Uma abordagem par-
ticularmente elegante de calcular a energia de Casimir ¢é utilizando
as fungdes de Green da teoria. Aplicando certo operador diferencial,
apropriado ao campo em estudo, sobre a funcdo de Green do campo
obtemos diretamente o valor esperado do tensor-energia momento
no estado de vacuo do campo [63, 64]. Este método, por se basear nas
fun¢des de Green da teoria, é chamado de método local ou em inglés
de point-splitting method. O método consiste na “separacdo de pon-
tos” na expressdo do tensor energia momento da seguinte maneira:
@(x)? = @(x)e(x’), e no final recuperar as quantidades locais origi-
nais fazendo o limite: x" — x.

Nesse capitulo vamos utilizar o método local das fungdes de Green
para analizar o efeito das flutuagdes estocdsticas do cone de luz nas
propriedades mecanicas do vadcuo que surgem ao impormos que os
campos quantizados satisfazem condi¢des de contorno classicas na
preseca de estruturas macroscopicas. Analisaremos o caso do campo
escalar sem massa confinado entre duas fronteiras planas (placas) na
presenca de desordem. Aqui consiredaremos uma varidvel estocéstica,
na equagao de movimento do campo, que depende das coordenadas
espago-temporais, e fard flutuar o coeficiente associado a velocidade
do campo. Este ruido ndo-estdtico vai nos levar a férmulas similares
as estudadas no primeiro capitulo desta tese, mas a presenca das fron-
teiras modificard as fungdes de Green de tal maneira que a energia e
a forca de Casimir apresentam variacdes a partir do caso sem estocas-
ticidade. Estas mudancas na for¢a de Casimir, a principio poderiam
ser mesuraveis, por exemplo num fluido desordenado onde as ondas
quantizadas (fonons) se encontrem na presencga de fronteiras.

3.2 FLUTUAQGES DO PONTO-ZERO E FLUTUAQ()ES DO CONE DE
LUZ

Recentemente tem havido muita atividade em explorar a analogia
entre ondas quantizadas num fluido e campos quénticos em espagos
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curvos [19, 20, 21, 22]. Dentro deste esquema também aparece o efeito
Casimir em fluidos quando as flutua¢des do ponto-zero do campo
do fénon é sometido a condi¢des de fronteira. Em outras palavras,
perturbagdes actsticas na presenca de fronteiras nos levam ao efeito
Casimir fononico [65, 66, 67].

Neste capitulo investigamos o efeito Casimir associado aos féonons
de um fluido relativista confinado entre fronteiras planas e na pre-
senca de desordem. Nosso propdsito nesta se¢do é discutir como as
distor¢des da energia do ponto-zero do campo fonénico na presenca
de placas é afeitada num cendrio onde se tem flutuagdes estocésticas
do cone de luz, ou flutua¢des do “cone-sénico” no caso dos mod-
elos andlogos. O efeito Casimir em materiais reais (dielétricos) tem
sido investigado em varias situagdes [68, 69, 70, 71]. Na referéncia
[71], o efeito Casimir térmico entre dielétricos laminares aleatdrios foi
estudado. Também uma equagdo de onda escalar onde a constante
dielétrica tem uma contribuicdo aleatéria dependente do tempo foi
estudada por Stephen um tempo atras [72]. Para uma discusdo mais
recente, ver [73]. Nao é dificil de ver que podemos usar as idéias
desenvolvidas em [71] e [72] para estudar o efeito da desordem no
efeito Casimir. Por simplicidade utilizamos o modelo de um fluido
relativista perfeito analisado por Edery [74].

Neste capitulo vamos investigar os efeitos das flutuagdes do cone
de luz sobre o valor esperado do tensor energia-momento no estado
de vazio de um campo quantico confinado entre fronteiras planas.
ao igual que o primeiro capitulo da tese, aqui assumiremos uma
equagdo de Klein-Gordon estocastica. As diferengas com respeito a
esse capitulo sdo primeiro que neste caso assumiremos que o ruido
depende das coordendas do espago-tempo e consideraremos corre-
lagdes do ruido gaussiano tipo delta entre dois pontos. A segunda
diferenca é que devido a presenga das placas o campo deve satisfazer
condigdes de fronteira especificas que modificardo os propagadores
do campo livre. Para obter a corre¢do a funcad de Green temos real-
izado uma aproximagao perturbativa associada ao campo escalar sem
massa numa aproximacdo de desordem fraca. Utilizaremos o método
local das fungdes de Green para calcular a energia do vacuo do sis-
tema [63, 64].

3.3 O TENSOR ENERGIA-MOMENTO RENORMALIZADO
DE UM CAMPO CONFINADO ENTRE FRONTEIRAS PLANAS

O propésito desta Secdo é estudar o método local para obter o ten-
sor enegia-momento renormalizado associado a um campo escalar,
minimamente acoplado, na presenga de placas. Apesar que o vazio
é um estado com caracteristicas globais, se pode utilizar um método
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local para o estudar. Este método, the point splitting method, se baséia
nas fungdes de Green da teoria. Para ilustrar este método trabalhare-
mos com o campo escalar livre (sem auto-interacdo) na presenca de
fronteiras planas. A densidade lagrangeana deste sistema é

2

1 m
L= Eau@au - 7@2' (78)

o tensor energia-momento deste campo é dado por
THY(x) = 0% @a¥ e — g*" L. (79)

Tomando o valor esperado deste operado no estado fundamental
(vacuo) do campo, e definindo a fungdo de Green causal do campo
como iG(x,x’) = (0[T[e(x)@(x')]|0), onde T[..] é o produto tempo-
ralmente ordenado e [0) o estado fundamental do campo. Pode-se
mostrar que

x/—=x

1 2
(OTHY (x)|0) = lim <aua’V—zgwa“a'“+“;gW> iG(x,x'). (80)

Portanto a fungdo de Green causal do campo nos leva ao valor es-
perado do tensor energia-momento no estado de vazio. N6s esta-
mos interessados em considerar a presenga de objetos macroscépicos
proximos ao campo quantico. Esses objetos serdo levados em conta
exigindo que o campo satisfaga certas condigdes de fronteira. Em par-
ticular, no caso em que o campo estd confinado entre duas placas
paralelas, localizadas em z = 0 e z = a, vamos exigir que o campo
satisfaca as condicoes de fronteira de Dirichlet nelas, ou seja o campo
tem que satisfazer

(07 = VZ+m?)o(x) =0,
@(X)|z:o - (P(X)|z:a =0. (81)

Nessa Segdo trabalharemos num espago-tempo (d + 1)-dimensional,
isto facilitard a regularizacdo dimensional ou analitica da energia
do ponto-zero. Denotaremos as coordenadas do espago-tempo por
x = (t,x) enquanto as d coordenadas espaciais serdo denotadas por
x = (x,z), onde x; sdo as coordenadas ndo compactificadas e z é
a coordenada espacial a ser compactificada entre as placas. Entdo na
presenca destas fronteiras (placas) a funcdo de Green satisfaz

(02 = V32 — 02 +m?)Go(x,x') = =d(x —x'),
Go(X, X/)|z:0 = GO(X/X/HZ:Q =0. (82)

Utilizando uma representacdo de Fourier para a funcdo de Green
obtemos

dw dd71kL

I (aT OPliw(t—t) ik (o = x5 (= 2"),

Golxx') = |
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(83)
onde a funcdo G (z,z’) satisfaz
(92 +A%)Ga(z,2') =8(z—2'),
97\(2’/ Z/)|Z:O - 97\(Z/ Z/)|z:a - O/ (84)

sendo A = y/w? —k3i —m?. Utilizando a discontinuidade da fungdo
de Green em z’ = z, podemos resolver a equacao anterior e obter

5 & sin (M) sin (%)
A
9?\(212)_ aﬂZ_] ?\2_(%)2 .

a

(85)

Para calcular a densidade de energia associada com o campo escalar
no estado de vazio, na presenca das placas, usamos o método do point
splitting. Assim temos que
00 o b 2 /
(T (x))o = lim 00t/ + 0x, 0,r + 0,0,/ +m~ ) Go(x,x"), (86)
x'—x 2 L

onde o subindice zero no lado esquerdo da equagdo anterior denota
a situacdo sem desordem. Para o caso sem massa, m = 0, achamos
que

00 ifdwdd k) w?+kd
(T (x))o aJZn 2 pan 0wl 1ic sin”(nmz/a)
(n7/a)? 2 }
—— . 8
w? —wL +ic cos” (nmz/a) (87)

Na equagao acima temos definido a frequéncia W, = , /kf_ + (n7m/a)?,
nessa expressdo podemos notar que a densidade de energia do vacuo
s0 depende da coordenada compactificada z. Regularizando analitica-
mente esta expressdo obtemos que a densidade de energia vem dada
por

(T (x))o = _Za]T“ (%)d/z r <—§> (C(—d) + (d—UK(z)), (88)

onde ((z) é a zeta de Riemann e temos definido a func¢ao

K(z) = Z n¢ cos (2n7cz> . (89)

a

n=1

O primeiro termo da Eq. (88), que é global, sera denotado por Up(a).
Mais adiante veremos que esse termo serd a densidade de energia
de Casimir para o caso livre. Vemos que esse termo, Up(a), ndo esta
vem definido para qualquer valor da dimensao espacial, d. Entretanto,
utilizando a propriedade de reflexdo da zeta de Riemann

P(3) e =1 (1F) -2 (%)
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podemos escrever

1 1 d+1

Uo =——317 (47.[)(d+1)/2r ( 3 ) cld+1). (91)
O segundo termo da Eq. (88) faz explitica a dependéncia na coor-
denada espacial compactificada, z, da densidade de energia do es-
tado de vazio do campo. Este termo serd divergente sobre as placas,
para qualquer dimensdo. Este tipo de divergéncias tem sido discu-
tidas amplamente na literatura [58, 59, 60, 61, 62]. Existem diversas
formas de tratar estas divergéncias superficiais. Um procedimento
de evitar o aparecimento de tais divergéncias é utilizando o tensor
energia-momento conforme de acoplamento ndo-minimo ao vez do
tensor energia-momento candnico, [75]. Outra maneira de evadir tais
divergéncias é ainda utilizando o tensor energia-momento canénico,
tratar as fronteiras como objetos quénticos. Para analizar como este
comportamento singular nas proximidades das fronteiras é modifi-
cado pelas flutuagdes do cone de luz, presentaremos estes termos
locais para o caso livre e depois suas respectivas corre¢des. Para
analizar o caso sem estocasticidade utilizamos um procedimento de
regularizacdo analitica. A func¢ao K(z) pode ser reescrita, utilizando a
defini¢do da fungdo polilogaritmo

Lis(z) =} =, (92)

e sua relacdo com a fungdo zeta de Hurwitz ((s, a)
w

. Fis+1) 1. -
Lls(eu):(z(:[)yﬂ)[lSHC(s‘Hrzm)*'l (s+1)C(s+1,1—2;Li):|,(93)

onde ((s, a) é definida como
((s,a)= ) (n+a)™°, Re(s)>1, Re(a)>0, (94)
n=0

assim, podemos mostrar que

MA+1) a

K= 2mar

(14 (=1 [eld+1,2/a) + L(a+1,1-2/a)].
(95)

Podemos notar que esta contribui¢do local ndo se anula s6 para di-
mensdes espaciais impares. Consequentemente, podemos escrever a
densidade de energia do estado de vazio como

(T*(2))0 = Uo(a) + g(2), (96)

onde g(z) é dada por

_1)id+T
gl(z) = —(‘1(4a1)211+1 :T(fg)z)r <—g) [c(d+1,z/a)+c(d+1,1 —z/a)}
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(97)

Para visualizar o comportamento da densidade de energia do vacuo
entre as placas analizaremos o caso de trés dimensdes espaciais, d = 3.
Neste caso recuperamos o resultado conhecido [61]

2 1

00 _ o
(T (2o = —T020a® ~ Ten2ad

C(4,2/a)+¢(4,1-2/a)|. (68)

O grafico dessa fungdo é mostrado na Fig. (15), onde a densidade de
energia é medida em unidades de 1/a*

log(-T00(2)

Figura 15: Densidade de energia do vacuo do campo escalar livre, entre as
placas, como fungdo de z/a.

Da figua acima podemos ver claramente o surgimento das divergén-
cias acima das fronteiras na densidade de energia do vacuo. Quere-
mos ressaltar mais uma vez que tais divergéncias superficiais desa-
parecerdo uma vez o tensor conforme de energia momento de Callan-
Coleman-Jackiw seja utilizado ao vez do tensor canonico [75]. A con-
tinuagdo podemos calcular também a pressdo do vazio na diregdo z
entre as duas placas

o1
(T=(x))o = lim = (91dy — 05,8y, +0:0. = m?) Golx,x'), (99)

x/—x 2

tal que para o campo escalar sem massa obtemos

2z _ if[dwd'kl o e S
(T = ann (2m)d-T — w2 — w2 +1ie sin”(nmz/a)
(n7/a)? 2
T —wd rie A (00)

Utilizando um procedimento de regularizagdo analitica e a Eq. (90),
obtemos

d 1 d+1
(T ()0 =~ (4ﬂ)(d+1)/zr< ;L > ¢(d+1). (101)
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Aqui gostariamos de salientar o fato que a pressdo do vazio entre as
duas placas é uniforme, independente da posicdo, para todas as di-
mensdes espaciais. A pressdo do vazio do campo é homogenea dentro
de todo o espago entre as placas. Isto é parecido a presdo de um gas
ideal dentro de uma caixa.

3.4 CORREQ@ES ESTOCASTICAS AO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Nesta Secdo estudaremos o campo escalar na presenca de flutuagoes
estocdsticas do cone de luz e confinado por duas fronteiras planas. Es-
tas flutuagdes serdo modeladas utilizando uma variavel aleatéria na
equacdo de campo que depende das coordenadas do espago-tempo
x = (t,x), isto é diferente com respeito as Se¢des anteriores onde o
ruido s6 dependia do espaco. Ademais aqui trabalharemos com um
campo sem massa e teremos que introduzir condi¢des de fronteira
sobre o campo devido a presenga de objetos macroscépicos (placas).
A equacdo de campo aleatéria vem dada por

2

(1+gv(x)) % —Vv? e(x) =0, (102)

onde g é um parametro adimensional pequeno o suficiente para im-
plementar a teoria de perturbagdes. A varidvel aleatdria v(x) tem uma
distribui¢do de probabilidade gaussiana definida por

v(x) = 0,
vx)v(x) = o2t (x—x'), (103)

os valores médios sobre a variavel aleatoéria, v(x), tem sido denotados
por (...) e 0% é a intensidade do ruido. Para implementar a teoria de
perturbagdes definimos o comprimento caracteristico 1.

1 w

o= g2 o2 =
Esta expressdo é motivada pela auto-energia do campo induzida pelas
lfutuagdes estocasticas. Embora estejamos trabalhando com um ruido
dependente do espago-tempo, suas correlagdes brancas nos permitem
definir um comprimento caracteristico estatico. Isto significa que as
hipersuperficies de tipo espago associadas a dois tempos distintos
ndo estdo correlacionadas. Portanto podemos definir o comprimento
caracteristico independente do tempo. A expansdo perturbativa serad
valida para g < 1 tal que se satisfaza . < a. Podemos definir a
equagdo de campo como

(Lo+ L) o(x) =0. (105)

Onde Ly =032 -V?éo operador livre usual e Ly (x) = gv(x)dZ éo op-
erador estocastico. Disto se pode definir a fun¢do de Green completa
G como

G=(Lo+L;) T, (106)

(104)

42
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o que pode ser expandido da seguinte maneira
G=Gy—GoL1Go+GoLi GoL1 Go+ ---

sendo Gy = L' o propagador livre do campo. Esta expansdo per-
turbativa pode ser representada de uma forma diagramdtica como
se mostra na Fig. (16). Realizando a média sobre todas as configu-
racOes da varidvel aleat6ria obtemos que a primeira corregdo ndo nula
a funcdo de Green devido a presenga tensordas flutuagdes estocdsti-
cas é dada por

Gi(x,x") = dedylGo(X/U)L1 (Y)Goly,y")L1(y’)Goly’,x’). (107)

De agora em diante, por simplicidade, vamos incluir o pardmetro g
dentro da definicao da intensidade do ruido o. Com todas estas con-
sideracdes e utilizando a funcdo de Green do campo livre na presenca
das fronteiras, Eq. (83), obtemos que a primeira correcdo a funcdo de
Green é

d—1
Gi(xx) = GZJi(:wwzexp[—iw(t—t’)—l—ikl(xL—xi)]
@ dw’d* 'K’y ,
<[ au{snew (| G Gt @25 u) ) Saly,2) | 108)

o que também pode ser escrito como

diwdd—lkL dw’ dd—1k/L
2t (2m)d=1 27 (2m)d—1]

G1(x,x’):(rzj exp[—iw(t—t") +ik, (x3 —x/ )]

W' Jo dySa(zy)Sx (U, )G (Y, 2'). (109)

Aqui podemos definir a auto-energia induzida pelas flutuacdes da
métrica

dw’ d94- 1k’
2 (2m)d-1

Y(w;z) = szZJ w?Gri(z, 2). (110)
Denotaremos a integral que aparece na tltima equacdo por H(z) e
esta fungdo é calculada explicitamente no Apéndice (B). Da equagao
Eq. (168) a auto-energia tem a forma: X(w;z) ~ o?w?/a* e isto nos
permite definir o comprimento caracteristico w/l. ~ Z(w;z), como

SSUUE R L SR 21 SO

Figura 16: Expansdo da fungdo de Green G em termos da desordem. As
linhas retas sdo propagadores livres, Gy, e as linhas onduladas
representam o ruido v.
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dado na Eq. (104). Aqui gostariamos de analizar um pouco as con-

sequéncias de escolher um ruido dependente do spago-tempo ao vez

de um ruido estatico como temos feito nos capitulo anteriores. Como

temos visto no primeiro capitulo, para um campo escalar massivo

com flutuagdes da massa e do cone de luz o ruido estdtico gera

uma auto-enegria proporcional a (Gﬁw4 + Gémg)lwz —m3|'/2 onde
2 2

oy, e 0% sdo as intensidades das flutuagdes do cone de luz e da

massa, respectivamente. No limite de massa nula portanto, teremos
que 17! =~ Gﬁw5 0 que crece mais rdpidamente com a frequéncia
que o comprimento caracteristico para o caso do campo escalar sem
massa com flutuagdes dependentes do espago-tempo, onde se tem
1.1 ~ o?w/a*. Isto é diferente do caso de um campo escalar massivo
livre (sem fronteiras) na presenca de flutuagdes estocdsticas depen-
dentes do espago-tempo onde 1o ~ 2w m*. Portanto no limite de
massa zero o comprimento caracteristico do ruido ¢é infinito e a auto-
energia se anula. Isto mostra a relevanciadas fronteiras ao definir um
limite de ruido fraco no analisis do campo escalar sem massa com

flutuagdes estocdsticas dependentes do espago-tempo.

Agora gostariamos de calcular a primeira contribuicdo ao tensor energia-
momento devido as flutuac¢des estocasticas. Como discutido na Secao
prévia, a densidade de energia do vacuo consiste de dois termos. Um
termo global e outro termo local. Este comportamento vai se manter
na presenca das flutua¢des do cone de luz. Por outro lado veremos
que embora a pressdo do vazio para o caso livre ¢ homogenea dentro
das placas, a corre¢do devido a estocasticidade introduz um termo
local, semelhante ao encontrado na densidade de energia do vécuo.
A correcdo a densidade de energia do vacuo pode ser calculada de

1
<T00(x)>1 = lim 3 (atat, + 0x, O/ + azaz,) G1(x,x"), (111)

x'—x

portanto a corregdo a densidade de energia do campo escalar sem
massa €

d dd71k a
(T€2)); = GZJ(Z;szOcUz*-ki)L dy 53 (v, 2)H(y)
+] ey (azgx(U,Z))zH(U)>, (112)

aqui queremos resaltar que a corregdo (T°°(z))7, s6 depende da coor-
denada compactificada z, e ndo das coordenadas do espago-tempo x.
Na Eq. (112) temos definido a fungdo

d /ddflk/ ,
HEy) = | 5 L w026, (y,y), (113)

2n (2m)d-]
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como estamos estudando um campo sem massa se tem A = /w? — ki.

Usando a formula Eq. (85) temos que

2 = ., nmy [dwdd Tk, w?
Hiy) = Y sint(00) | 2 Gt o —pe (19

Na Eq. (114) temos definido @n = (/k3 4 (X)2, nessa expressdo a
integral sobre as frequéncias serd realizada utilizando a prescrigdo de
Feynman do contorno de integragdo no plano complexo das frequén-
cias. Com isto podemos escrever a correcdo a densidade de energia
do vazio entre as placas como

(T(2)); = o? JO dy H(y) (1(y,2) + J(y,2)), (115)

onde as fungoes I(y, z) e J(y, z) estdo definidas por

o dw dd 1kL 2 2
Iy z) = J(ZT{)(ZT{)‘“ (w? +k3)93(y, 2),

dw d4-Tk
02 = | G e @? B9 (w27, (116)

Utilizando a Eq. (85) estas fun¢des podem ser escritas como

4 00
I(y,z) = P>l Z n(lniz/a) sin(lmy/a) sin(l'niz/a) sin(l'my /a)
LU=
Jd dd—1kL w?(w? +k3)
2r 2m) 47 (w2 — @f +ie)(w? — @, + i)’

Jly,z) = Z cos(lmz/a) sin(lmy/a) cos(l'nz/a) sin(l'my /a)

(1l’n2>dedd Tk, w? %)

a? 27 (27r)d-T (wz—w%—l—ie)(wz—wl/ )
A pressdo do vazio entre as placas na diregdo z também pode ser

calculada utilizando o método do point splitting

(T*(x))1 = Lim 1(atat,—axlaxi +azazl) Gi(x,x),  (118)

X—)XZ

tal que para o campo sem massa obtemos

ZJ dw d4 Tk,
(

(T**(z))1 2m 2o T

w2<(w2—ki)L dyS2 (y, 2)H(y)

T L dy(azgx(y,z))ZH(y)) (119)

e podemos escrever

(T(2)1 = o J:dyH(w (f(y,2) +(u,2), (120)

45
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onde temos definido a seguinte fungao I(y, z)

dw d4 Tk,

I(y,z) :J(zn)(zmuwz(wzki)gi(%z)- (121)

Utilizando Eq. (85) esta fungdo pode ser escrita como

o
I(y,z) = % Z sin(lniz/a) sin(lmty/a) sin(l'niz/a) sin(1'7ty /a)
LU=1
J’dwdd1kL wz(wz—ki) (122)
21 (2m) 4T (w2 —@? +1ie)(w? — @F +ie)

As componentes do tensor energia-momento serdo derivadas explici-
tamente no Apéndice (B). Na préxima Segdo utilizaremos esses resul-
tados para analizar o comportamento de tais componentes. Especifica-
mente, nos focaremos nas caracteristicas globais e locais das corre¢oes
ao tensor energia-momento. Como veremos esses termos presentardo
também divergéncias superficiais que precisam ser analizadas e renor-
malizadas apropriadamente.

3.4.1 Efeitos Locais e Divergéncias Superficiais

Nessa se¢do gostariamos de apresentar e discutir os termo locais das
correc¢des estocasticas do cone de luz. Comecaremos nossa discusao
com a corre¢do a densidade de energia do vacuo. Primeiro necesita-
mos regularizar essas sontribui¢des. Utilizando os resultados deriva-
dos nos Apéndices (B, C), podemos decompor a corregdo a densidade
de energia, Eq. (115), como segue

(TO0(2))1 = (TOO(2)) N + (TOO(2))B, (123)

utilizando os resultados dos apéndices, em particular as equagdes Eq.
(181), Eq. (184) e Eq. (198), temos que

2 2
(TO0(z)) —az‘zﬂfﬁ)ﬁﬂ deﬂ [20(a+ 1)+ (d-2)K(2)],
(TOO(2))B = S (”)d{r (—d)r[u(z)—v(z)} (124)
1 a2d+22d+2 \ g 3 ’ 4

onde as fungdes U(z) e V(z) estdo definidas apropriadamente no
Apéndice (C). Utilizando Egs. (95), (208) and (213) podemos analisar
o comportamento local das correcdes a densidade de energia do vazio
devido as flutuac¢des do cone de luz. Na figuras Fig. (17) e Fig. (18)
apresentamos o comportamento local dessa corregdes entre as placas.
Nessas figuras as corre¢des a densidade de energia sdo medidas em

unidades de o2 /a8.

As figuras Figs. (17) and (18) mostram também que o carater geral

2

das divergénias superficiais das corre¢des estocasticas é o mesmo



3.4 CORREGCOES ESTOCASTICAS AO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Figura 17: Primeira correcdo local a densidade de energia, log(7<T°°(Z)>f\),

como funcio de z/a e em unidades de o2 /a8, para d = 3 dimen-
soes.

que para o caso livre. Como disctuido anteriormente, para o caso
livre as divergéncias superficais podem ser evitadas utilizando o ten-
sor energia-momento conforme [75]. Entretanto a crenca geral que as
divergéncias superficiais desaparacerdo uma vez que utilizarmos o
tensor conforme de energia-momento, ndo é um fato geral. Se tem
mostrado que uma vez que consideremos fronteiras curvas ao vez
de fronteiras planas, as divergéncias superficiais aparecem mesmo
utilizando o tensor conforme [76]. Em outro trabalho relacionado se
tem mostrado que ainda no caso de fronteiras planas, quando sao
utilizadas condicoes de fronteira mixtas (Dirichlet-Newman) as di-
vergéncias superficiais podem permanecer no tensor energia-momento
conforme [77]. Concluimos portanto que o uso do tensor de esforcoes
conforme ndo nos permite remover as divergéncias nos casos acima
discutidos. Para o caso de fronteiras planas e condi¢des de fronteira
de Dirirchlet na presenca de flutuagdes estocdsticas do con de luz,
as divergéncias superficiais surgem das fung¢des K(z), U(z) e V(z).
Esses termos locais com divergéncias superficiais ndo podem ser evi-
tados completamente utilizando o tensor energia-momento conforme.
Por outro lado, pode ser visto que as flutuagdes estocasticas induzem
uma auto-interacdo na teoria originalmente livre do campo escalar.
Essa auto-interagdo serd qualitativamene semelhante a teoria A@®.
Em geral, é bem conhecido que num sistema com auto-interagdo

TO0?

—200000. -

—400000. -

—600000. -

Figura 18: Correcdo a densidade de energia (T°°(z))¥ como funcio de z/a,
em unidades de 02 /a8, para d = 3 dimensoes.
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sem invariancia traslacional para renormalizar os infinitos da teoria é
necessério introduzir ndo sémente contra-termos de volume ou bulk
se ndo também contra-termos de superficies [78, 79, 8o, 81, 82].

Em conclusao, para evitar as divergéncias superficiais, é necessdrio in-
troduzir contra-termos singulares para eliminar a divergéncia super-
ficial da densidade de energia. Esse procedimento ndo sera realizado
aqui, n6s referimos o leitor a referéncia [82] e nos concentraremos na
discusdo dos termos fisicos globais que estdo livres de ambiguedades.
Analogamente, podemos aplicar este raciocinio a pressdo do vazio.
Note-se que a pressdo do vacuo assim como a densidade de energia
do vacuo agora dependem da distancia entre as placas, z. Essa situ-
acdo é diferente do caso livre. Segundo um procedimento andlogo
como o considerado para a densidade de energia, obtemos

(T#%(2)) = (TZZ(Z))f\ + (TZZ(Z)>]13, (125)

onde, utilizando os resultados derivados no apéndice, temos

2 2
=t = g (5) (53] daj@enaea ke,
2 00
T(2)} = ZTJE S ML VR, v(2). (126)
LU=1

Ambos os termos apresentam um comportamento similar ao mostrado
nas figuras Fig. (17) e Fig. (18). Em particular temos uma diferencia
importante com O caso sem ﬂutuagées estocdsticas, quer dizer, o fato
que as flutuagdes do cone de luz introduzem uma corregdo a pressao
do vacuo que depende da distancia as placas, z. Entretanto, como dis-
cutirdo anteriormente, este comportamento nao serd considerado. Na
préxima Secao vamos apresentar os termos globais que dam origem
as correcoes do efeito Casimir devido as flutuagdes estocésticas do
cone de luz.

3.4.2 Termos Globais de Casimir

Agora vamos focarnos nos termos globais (fisicos) que contribuem ao
efeito Casimir. Desconsiderando os termos locias da Eq. (124), como
discutido previamente, temos que a contribuicdo a energia de Casimir
por unidade de area das placas é dado por

2 2
wy = 20 = [F<d+1>6(d+1)] . (127)

T qRd+ (47t 2

Para mais detalhes deste célcuo referimos o leito aos Apéndices (B,
C). Note-se que para o caso de d = 3 dimensdes espaciais, a densi-
dade de energia por unidade de drea é prporcional a a~/, enuanto a
densidade de energia por unidade de volume é proporcional a a~8
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(see Eq. (124)). Também um incremento na pressdo do vazio sobre
as placas devido as flutuagdes estocasticas é obtido. Denotando a
coreecdo como p1, esta contribuicdo serd dada por um termo global
em (T#*(z))1, ver Eq. (126)). Entdo, temos que a contribuigdo da es-
tocasticidade & pressdo do vacuo, for¢a de Casimir, sobre as placas é
dada por

2(d+1) d+1 ?
o :_a2g+2(4n)d+‘ [r< : >C(d+1)} . (128)

Como pode-se ver da expressdo acima p; é claramente negativa. As-
sim as flutuagdes estocdsticas no limite de ruido fraco induzem pe-
quenos incrementos na atragdo entre as placas.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

4.1 CONCLUSOES

Um dos principais resultados que obtivemos nessa tese é a geracao de
uma auto-interacdo pelas flutuagdes estocdsticas no campo quantico.
Ap6s realizar as médias sobre as varidveis estocasticas obtemos uma
auto-interagdo, sobre a teoria originalmente livre. Este resultado nos
leva a uma mudanga nas fun¢des de Green e portanto a mudangas
nas propriedades do campo frente a diferentes fendmenos. Algo in-
teressante da auto-interacdo gerada pelo ruido é que é qualitativa-
mente similar ao acoplamento A@?. A diferenca com esta teoria é que,
no nosso caso, a “constante de acoplamento” é dependente das fre-
quéncias da transformada de Fourier do campo escalar nos graficos
de Feynman. Como vimos no primeiro capitulo, esta auto-interagao
pode ser regularizada e renormalizada pelos métodos usuais da teo-
ria quantica de campos. Portanto, tendo em maos essa descri¢do per-
turbativa é possivel calcularmos as corre¢des a 1-loop na fungdes de
Green de dois-pontos e na funcdo de Green de quatro-pontos.

No segundo capitulo temos analisamos o efeito das flutuacdes es-
tocésticas do cone de luz no efeito Unruh-Davies. Utilizando as cor-
recOes as fungdes de Green, devido as flutuagdes estocasticas, calcu-
ladas previamente, neste capitulo analisamos a reposta de um detec-
tor de Unruh-DeWitt uniformemente acelerado na presenca do es-
tado de vacuo do campo e considerando, ademais, flutuagdes estocas-
ticas. Obtivemos nesse estudo que as flutuagdes estocasticas também
proveém de uma temperatura associada ao detector uniformemente
acelerado, proporcional a sua aceleragdo. Isto quer dizer que as flutu-
acoes do cone de luz nio invalidam o efeito Unruh-Davies. O efeito
das flutuagdes no detector de Unruh-DeWitt é a mudancga da fung¢éo
resposta do detector, corrigindo a taxa de transi¢do térmica deste,
sendo originalmente uma distribuicdo de Bose-Einstein, com uma dis-
tribui¢do térmica do tipo Fermi-Dirac. Assim, poderiamos dizer que
as flutuagdes estocéasticas do cone de luz, ndo invalidam o efeito de
um observador acelerado perceber o estado de vacuo de Minkowski
como um banho térmico, mas modifica sua taxa de transi¢do gerando
uma mistura de estatisticas. Um resultado importante a resaltar é
o seguinte, se o detector Unruh-DeWitt se movimenta inercialmente
(com velocidade uniforme) no vacuo de Minkowski, ele terd probabil-
idade nula de se excitar, podendo s6 realizar um decaimento esponta-
neo e sem perceber nenhum banho térmico. Este resultado é mantido
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no caso das flutuac¢des estocasticas.

Ao analisar o efeito Casimir e as propriedade mecanicas do véacuo
na presenga de estruturas macroscépicas, vemos que as correcoes es-
tocésticas vao nos induzir um incremento na forca de Casimir. Esta
correcdo a forca de Casimir é proporcional a 62/a8, sendo o2 a inten-
sidade das correlagdes entre os ruidos. Este resultado apresenta uma
forma funcional dependente da distancia entre as placas, a, difer-
ente ao encontrado no caso livre, onde a forca de Casimir é pro-
porcional a 1/a*. Neste estudo temos utilizando o método local das
fungdes de Green para calcularmos os valores esperados no estado de
vazio das componentes do tensor energia-momento do campo. Nesta
analisis vemos que aparecem divergéncias superficiais tanto no caso
livre como nas corregdes estocdsticas. Considerando o tensor energia-
momento conforme de acoplamento ndo-minimo com a gravitagdo,
temos que essas divergéncias podem ser eliminadas totalmente no
caso do campo livre, e parcialmente no caso das corregdes estocésti-
cas. Assim, para eliminarmos totalmente as divergéncias superficiais
teremos que introduzir contra-termos de superficie no caso das flutu-
acOes estocasticas.

4.2 PERSPECTIVAS

Os resultados apresentados nesta tese podem ser generalizados de
diversas formas. Se bem os resultados sdo interessantes e indicam
carateristicas gerais dos fendmenos apresentados, as contas sé tem
sido realizadas a nivel de um loop. Portanto possiveis corre¢des ra-
diativas podem melhorar e dar maiores detalhes sobre os efeitos das
flutuagdes estocasticas. Assim, uma das possibilidades de generalizar
nossos resultados é mediante um procedimento de resumacao sobre
certo tipo de graficos de Feynman induzidos pelas flutuagdes estocas-
ticas. Se for possivel implmentar esta resomacdo claramene obten-se
resultados mais robustos. O critério para escolher os graficos a con-
siderar tem que partir de consideracdes fisicas, Assim pois poderi-
amos utilizar argumentos ligados a fisica da matéria condensada e
considerar sémente gréficos on-shell com momentos sobre a “esfera
de Fermi” (p = v/2mkE¢) para ver o efeito da desordem. Esse critério
limita os graficos da funcdo de Green de dois-pontos a graficos do
tipo “arco-iris” em sistemas nao-relativista desordenados. E claro que
no nosso caso ndo temos esfera de Fermi, mas poderiamos fazer a
analogia considerando graficos com momentos sobre o cone de luz
onde o quadri-momento tenha norma (massa) nula (p*p, = 0).

Uma proposta interessante, dentro desta linha de epsquisa de estudar
detectore de Unruh-DeWitt, seria de generalizarlos, onde se possa ter
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correlagOes entre as partes do detector. Essas correlagdes podem fazer
que partes do detector se encontrem emaranhadas gerando-se uma
situacdo interessante para analizar as flutuagdes térmicas do vdcuo
percebidas pelo detector de Unruh-DeWitt. Assim, poderiamos ter
que as flutuagdes do vacuo numa parte do detector induzam tran-
si¢cdes na outra, gerando-se um incremento na taxa de transi¢cdo do
detector como um todo e possibilitando, tal vez, a medigdo de tal es-
pectro térmico. Como estudo complementar a essa situagdo complexa
e interessante, pretendemos estudar esse mesmo sistema (detector)
composto na presenca de estruturas macroscopicas. A idéia é inserir
objetos macroscopicos que quebrem a invariancia translacional no es-
pago e analisar nessa situagdo processos radiativos associados ao sis-
tema composto de dois detectores preparados em um estado emaran-
hado. Esta estructura macroscépica pode ser por exemplo um espelho
(placa) no qual o campo deva satisfazer certas condigdes de fronteira.
Esperamos que esta situacdo apresente fendmenos interessantes ao
se quebrar a invaridncia translacional. Na funcdo resposta do detec-
tor teremos vdrias contribui¢des. A principio, termos locais (devido
ao posicionameno da placa) e consequentemente causais e termos
ndo-locais (devido ao emaranhamento). Como o estado emaranhado
é um estado ndo-local, esta mistura de opostos poderia gerar “fases”
nas transi¢des possiveis do detetor. Um resultado interessante, ainda
em estudo, é a posibilidade dos d4tomos que definem nosso detetor
extendido se emaranharem ndo s6 entre eles mas também com as im-
agens deles no espelho.

Outra possibilidade interessante é generalizar as contas realizadas
das corregdes estocdsticas ao efeito Casimir do campo escalar (bosonico)
ao caso de um campo fermidnico. Esta situacdo adquire uma relevan-
cia pratica se consideramos especificamente o caso de duas dimen-
sOes espaciais. Ao ser descrito o grafeno, no seu limite de baixos mo-
mentos, por uma equagdo ralativista de um campo de Dirac em duas
dimensdes, temos que poderiamos descrever o efeito da desordem ou
impurezas nas forcas de Casimir dentro do grafeno. Os efeitos de des-
ordem e impurezas no grafeno é um tema de interesse na pesquisa
atual e assim o efeito Casimir no grafeno com desordem pode as-
sumir relevancia. Este trabalho esta sendo abordado atualmente por
nosso grupo de trabalho.
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FUNCOES DE GREEN DE DOIS E QUATRO PONTOS
DO CAMPO ESCALAR COM FLUTUACOES
ESTOCASTICAS

Comecaremos pela expansdo perturbativa da fungdo de Green de
dois-pontos mostrada na Eq. (16). Esta expressdo pode ser escrita
como

G = GO -G, 4+c0,c,G0 4 ...

:GWO+Z§ﬂ, (129)
onde G(®) ¢ a funcdo de Green livre e (™ ¢ definida por
- j
g™ = (=0 T (L) (130)
j=1

Em termos de coordenadas espago-tempo x = (t,x), a Eq. (129) corre-
sponde a

G(x,x') = Jdm G(O)(x—m)[é(m —x")+ Z 9(“)(21,x')}, (131)
n=1
e teremos que
n
G (zg,x") = (=" H Li(z;) J dzj 1 G9(z;,2j1). (132)
j=1
Na Eq. (132) se tem implicita a condi¢do z,+1 = x’ e ndo se realiza

integracdo em z, 1. Na figura Fig. (19) apresentamos uma represen-
tagdo grafica de um termo genérico da equagdo Eq. (132).

T=Z0 A1 RZ=2 -+ 2n TEzZna

Figura 19: Termos caracteristicos da expansdo perturbativa da funcdo de
Green.

O operador estocastico L1 (x) dado por

02 P

Lilkx) =Li(t,x) = —u(x) 55 — &(x)mp, (133)
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sendo p(x) e &(x) as varidveis estocdsticas. No espago dos momentos
o operador L; tem a forma

Lillo k) = (5 (kK w? — elk-K)md). (139

A funcao de Green livre G(®)(x,x’) é dada pela expressao

GO (x,x/) :J dk

Gmarre 60, (135)

onde

1
w2 — (kZ4+mj)’

GO (k) =G (w, k) =T " = (136)

Devido a distribuigdo de probabilidades das flutuagdes estocdsticas
definidas em Eq. (4-5) temos para o operador estocastico L1 a médias

<L1(X)>u£ = 0/
2 2
(LiIL (e = (cﬁftzaat,ﬁo%mé) S(x—x'). (137)

Devido a gaussianidade das flutuagdes se tem que os valores médios
de poténcias impares sdo nulos

(6™ (x,x)) e = 0. (138)

Por tanto a primeira corre¢do a funcdo de Green de dois-pontos, ap6s
realizar a médias nos ruidos, é dada por

GU)(X/X/) = sz1 G(O)(X/Z1) <9(2)(21/X/)>HE' (139)

Fazendo n = 2 na Eq. (132) e realizando as médias estocdsticas obte-
mos

6D x e = [z Lzl z2)e
x G (z1,22)G) (z5,x"). (140)

Multiplicando isto por G (x —z1) e realizando a integracdo sobre
z1, obtemos diretamente que a correcdo vem dada por

dk

Gy e 6w, (141)

G“)(X,X/):J
onde

Mk = 6N (w,k)
—GO(w, K Z(w, k)G (w,k), (142)

onde temos denotado como X(w, k) a auto-energia que nesta ordem
de aproximagcdo estd definida por

T(w, k) =— (Gﬁw4 +otmg) aw), (143)



FUNGOES DE GREEN DO CAMPO ESCALAR COM FLUTUAGCOES ESTOCASTICAS 57

onde

(@) = [ s 60w, ) (144
Agora consideraremos a fungdo de Green de quatro-pontos do campo.
Como a agdo total é quadratica no campo a fun¢do de Green de
quatro-pontos é a soma de produtos de fun¢des de dois-pontos. O
anterior é vélido para o caso de configuracdes fixas dos ruidos. Apds
fazer as médias estocasticas veremos que se induz um tipo de auto-
interagdo. Assim as médias estocasticas da fun¢do de Green de quatro-
pontos é dada por

Ga(x1,%2,%3,%4) = (G(x1,%2)G(x3,%4)) e

+  (G(x1,%3)G(x2,x4)) g,
+  (G(x1,%4)G(x2,%3)) e- (145)
Nos estamos interessados nas partes irredutiveis de uma particula
(1PI) da funcdo de quatro-pontos. A contribuicdo 1PI do primeiro

termo da Eq. (145) a funcdo de Green de quatro-pontos a nivel de
arvore é mostrada na Fig. (20).

T, Tz X3 T4
3 x> £3

Figura 20: Fung¢do de Green de 4-pontos a nivel de drvore induzida por mé-
dias nos ruidos.

Analisaremos a contribuigdo a nivel de drvore do primeiro termo em
Eq. (145) pois as contribui¢des dos outros termos podem ser obtidas
como permutagdes deste termo

(G(x1,x2)Glx3,xa))\Q) = JdmszZG(O)(m,me(”(x_z,,m
x (G (21,%2)9 "M (22,%4) Y- (146)
Fazendo n = 1 na Eq. (132) temos
(5" (21,%2)8" ) (22,%a)) e, = (L1 (21)L1(22))ue. G (21, %2) G (22, x4).
(147)

Utilizando o resultado da Eq. (137) e fazendo uma transformada de
Fourier temos que a primeira correcdo a funcdo de Green de quatro-
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pontos a nivel de 4rvore é

(G(X1,x2)G(X3,X4)>LO£

_ dkq o dkg efi(k1x1szxz+k3X3*k4X4)
(2m)d+1 (2m)d+T

x G (k1)G0) (k)G (k3)G O (kyg) (o2 w3 w3 + oFm)
« sz] szz et(ki—ka)zi+i(ks—ka)zz 8(z1 —z2),

_ J dk] . J dk4 —i(kyx1+koxo+k3xz+kaxg)
(27-[) d+1 (27-[) d+1
x G (k1)G0) (k2)G ) (k3)G O (kg) (o wIw3 + oEmY)
x (2m0)4F T8 (kg + Ko + k3 + ka ) (270)8 (w3 + wa). (148)

Na dltima equagdo temos feito k, — —k, e kg4 — —k4, e temos uti-
lizado a identidade &(kj + ko + k3 + k4)d(w1 + w2)d(ws + wy) =
d(k1 + ka2 + k3 + kq)d(w3 + wy). As outras contribuicdes a nivel de
arvore da Eq. (145) podem ser obtidos da equagdo Eq. (148) com mu-
dancas apropriadas das varidveis. Explicitamente a correcdo total da
funcdo de Green de quatro-pontos a nivel de arvore GE‘O) (x1,%2,%3,%X4)
pode ser escrita como

dk dk.
Gy (xa,x2,x3,%4) = J (zﬁ)iﬂ - J (szﬂ 8(k1 + ka2 +k3 +ka)
% (27_[) d+1 efi(kpq +koxo+k3zxz+kaxg)
G4 (K1, k2, k3, ka), (149)

onde temos definido

GO (k1 k2 ks ks) = GOK)GO (k2)G© (k3)G (O (ky)
Xr4(.0)(k1/k2/ k3/k4)/ (150)

sendo o vértice préprio a nivel de drvore definido por

N, ke ke ke) = (27) [8(ws + wq) (chwiw] + oFmd)

+8(w; + wy) (chw3ws + oFmy)

+8(wz + w3) (chw3ws + Gémg)}. (151)

Agora calcularemos as corregdes a 1-loop a fungdo de Green de quatro-
pontos. Nos focaremos na média estocdstica mostrada na Fig. (21) as-
sociada ao primeiro termo da Eq. (145).

Assim teremos uma primeira contribuigao de 1-loop

(G(x1,%2)Gx3,xa)) g = JdZIJdZS G (x1,21)G6'% (x3,23)

x (G (21,%2)9®) (z3,%4) Jue, (152)
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L) -0

xT1 T2 x3

(1)

Figura 21: Correcao de 1-loop de primeiro tipo (G(x; ,Xz)G(Xg,X4)>Ha

a fungdo de Green de quatro-pontos.

e utilizando a Eq. (132) se tem

(6% (21,%2)5®) (23,%4) >ua=J dz; J dzs (L1(z1)L1(z2)L1 (23)L1 (24)) e
x G (z1,22)G ) (z5,%,)
xG(O)(23,Z4)G(O)(Z4,X4)- (153)

Usando agora as correlagdes das varidveis estocésticas se tem

(L1(z1)Ly (z2)L1 (z3) L1 (za))pe = (Li(z1)La(23)) e (Li(z2)L0(24)) e
+ (Li(z1)Li(za)) e (L1(z2)L1(23)) .-
(154)

As médias (L1(z1)L1(2z2))ue (L1(2z3)L1(z4)) e ndo sdo consideradas

acima pois ndo contribuem a ordem de 1-loop a fungdo de quatro-
pontos Assim teremos a primeira corre¢do a Eq. (152):

(G(x1,%2)G(x3,%4)) V)

pE
— J & .. Jde e*i(k1x17k2xz+k3>c3fk4x4)
(2m)d+ (2m)d+]
x G (k)G (k2)G ) (k3)G O (kq) G (k5)G O (k)

X (Gﬁwﬁwﬁ + Gémg) (Gﬁwéw% + Gémg)

X Jdl1 .. .sz4 et(ki—ks)zi+i(ks—kz)za+i(ks—ke)zz+i(ke—ka)za

x 8(z1 —23)0(z2 — 24)

dk, dkg 241Ky Kaxg Kas 4 Kaxa]
B J'(ZTC)‘H].”J(ZT[)‘W(Z”) e Hkixitkaxatkaxs+kaxs

x G (k1)G O (k2)G ¥ (k3)G ) (k4) GO (k5) G (k)
X (Gﬁw%wﬁ + crémé) (Gﬁwéwé + crémé) d(k1 + k2 + k3 +ky)

X 8(ka 4+ k4 + ks +kg)d(w3 + wa)d(w2 + ws). (155)
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Uma segunda contribui¢do de 1-loop a equagdo Eq. (152) é

(G(x1,%2)G(x3,x4)) )

pE
_ J dkq o J dke e—i(k]X] —k2x2+k3x3—kaxq)
(27-[) d+1 (27-[)d+1
x GO (k1)G ) (k2)G® (k3)G () (kq) G (k5)G ) (Ke)

2 2 2 2_ 4 2 2 2 2 4
x (oqwiwg +ogmyg) (o wiws + ogmyg)
" sz] --'Jdm otk —Ks)z1+i(ks—Ka)za+i(ks—ke)z3 +i(ke—ka) s

x 8(z1 —23)0(z2 — 24)

— J dk J dke e tHkixi+kaxa+kaxz+kaxs)
(27[)d+1 (27r)d+1
x G (k)G (k2)G O (k3)G O (kq) G (k5)G O (k)

X (crﬁw%wé + Gémg) (Gﬁwﬁwé + Gémg)
x (2m) 4T 8(ky + ko + k3 + ka)(2m)8 (w3 + wa)

x (271) 418 (ko + ka4 + ks 4+ kg ) (271)8 (w2 + ws). (156)
Outro tipo de contragdes que nos dao correc¢des de 1-loop a fungéo de
quatro-pontos é mostrado na Fig. (22). Um exemplo de contribui¢des

deste tipo é o seguinte termo que vem do primeiro termo na Eq. (145)
e estd dado por

(Glx1,%2)G(x3,xa)) g = JdllJdlzG(O)(XLZ])G(O](Xs,Zz)

x (G0 (21,%2)93) (22,%4) Ype-  (157)

L) - >0

1 X2 X3

Figura 22: Correcao de 1-loop de segundo tipo (G(xq ,Xz)G(X3,X4)>£LI§)
a fungdo de Green de quatro-pontos.

Utilizando a Eq. (132) temos que

(6"(z1,%2)5%) (22, %4) >u£=J dz J dzs (L1(z1)L1(z2)L1(23)L1(24)) e,

x G (z1,%2)G0) (23, 23)
x G(z3,24)G ) (24, x4). (158)

Devido a natureza gaussiana do ruido e como estamos procurando
corregoes de 1-loop, podemos considerar que

(L1 (z1)L1(z2)L1 (z3) L1 (za)) pe = (L1 (z1)L1 (23)) pe (L1 (z2) L1 (z4)) e
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As outras contra¢des da decomposicdo acima ndo aparecem porque
ndo contribuem a corre¢des de 1-loop a fungdo de quatro-pontos. As-
sim teremos que

(Glx1,x2)G x5, x4))

_ J dk1 dk4 dk dk’ e—i(k]X]+k2X2+k3X3+k4X4)
( (

2m)d+1 (2m)d+T | (2m)d+T (2p)d+]

x G (k1)G' (k2)G'V (k3) G (ka) GV (k) G (k)
ﬁwzwi + Gémg)

% sz] .. J dzg ei(k1—kz)Z1+i(k3—k)lz+i(k—k/)13+i(k’—k4)24

x (chwiw’? +ofmg) (o

x 8(z1 —23)0(z2 — 24)

= J dk dkq J dk dk’ —i(kix1—kax2+kzxz—kaxs)

(2m)d+1 (2m)d+T | (2m)d+T (2p)d+] €

x G (k)G (k2)G1 (k3)G' (ka) G (k)G (k)

X (Gﬁw%w’z + Gémg) (Gﬁwzwﬁ + Gémg)

x (2m) 48 (ky + ko + k3 + ka)(270)8(w7 + w3)
x (20)4T18(kg + ko + k+ k') (210)8(w + w’). (159)

Na dltima equagdo temos utilizado propriedade da fungdo delta as-
sim como foi feito no calculo das Eq. (155-156). Ao igual que o caso
a nivel de &rvore, todas as contribui¢des a ordem de 1-loop na Eq.
(145) podem ser obtidas das Eq. (155-156) e Eq. (159) fazendo uma
mudanca de variaveis adecuada. Por tanto, a correcdo total a nivel de
1-loop a fungdo de quatro-pontos Gg] ) (x1,%2,%3,%4) pode ser escrito
como

(k1 + k2 + ks +kyg)

g _ dkq dky
4 (X1/XZIX3/X4) — (zﬂ)dJr‘l (zﬂ)dJr]

% (27.[) d+1 efi(lq x1+koxo+k3zxz+kgxg)

X Gz(ll)(k1/k2/k3/ k4)/ (160)
onde sua transformada de Fourier é dada por

GV (k1 ko k3 ka) = GO(k1)G (k2)G ) (k3)G ) (k)
X rzgl)(khkz,ks,kﬂ, (161)

sendo o vértice préprio a nivel de 1-loop dado por

dk dk’
J GG )

(1) =
Iy (ki k2, k3, kq) = Z J(Zn)d” (27r)d+1

perm
x &k +ks +k+k")S(ws3 + wsg)d(w + w>)
x (chwiwi +otmy) (ohw?w'? + ofmg)

x (27r)4+3 (162)
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Ff )(k1,k2, k3, ka)

62

_ (Zﬂ)d+3J dl;ﬂ d)kdlﬂ °) (k)G (k)

X [ k2+k4—|—k+k’)6(w3+w4)6(w—i—wz) (szzw4+oamo) (O‘ w?w’? + oZmg)
+ 8(kz +k3+k+k)8(ws + wsa)d(w+ wy) (ohw?wi 4+ 0fmg) (chw? w3 + oFmy)
+ O8(k3+ ks +k+kNd(wr + wyg)d(w + w3) (Gﬁw3w4+6amo) ( 2w?w’? —l—crémé)
4+ S(ka+k3+k+Kk)8(wr + ws)d(w+ ws) ( flw w4—i—camo) (o w’zwg—i—cémg)
+ O(kz+ka+k+k)S(wr+ wsz)d(w—+ ws) ( ﬁw3w4+aamo) ( w?w’? + oZmg)
+ d(ka+ ks +k+Kk)8(wr + w3z)d(w+ wa) ( ﬁw w3 +0£m0) (o w'zwﬁ—l—oémg)
4+ 8(k1+k2+k+k)S(wr + wz)d(w+w’) ( ﬁwzw —|—cr£m ) (Uﬁw w4 7 +ofmg)
+ (k1 +k3+k+k)8(wr +w3)d(w+w’) (chwsw’? —|—G£m o) (chw?wj + ofmy)
+ 8(k1 +ka+k+k)S(wr +wa)d(w+w) (chwiw’ —|—0£m o) (chw?ws + ofmy)
+ (k2 +ks+k+k)8(w2+w3z)d(w+w’) (ohwiw'? +U£m o) (ohw? w4+oamo)
+ (k2 +ka+k+K)8 (w2 + wa)d(w+ w’) (ohwiw? + ofmy) (0fw?ws + oFmy)
+ 8(ks + ks +k+k)S(ws +wa)d(w+w') (chwiw’? +ofmg) (o w?w3 + Gémg)]

(163)



CORRECOES REGULARIZADAS AO TENSOR
ENERGIA-MOMENTO

Nesta segdo disutiremos o procedimento utilizado para renormalizar
analiticamente as corre¢des ao tensor energia-momento induzidas pelas
flutuagoes aleatdrias na equacgdo de campo. Comecaremos com a ex-
pressao da fungdo H(y) definida no capitulo IV dada por

d /ddf1k/ ,
H(y) = J %Ww 297\’(.9/9)1 (164)

como estamos trabalhando para um campo sem massa temos que

A= /w?— ki. Utilizando a func¢do de Green unidimensional com
condigdes de fronteira de Dirichlet

2 o sin () sn (252)
97\ (Z/Z/) = - ’ (165)
o & ey
obtemos que
2 & ., nmy, [(dwdi Tk, w?
H(y) = = 222y | == .
=g X" )| G Gt e e 69

Na expressdo acima temos definido a frequéncia Wy, = /k3 + (2%)?2
e realizaremos a integral no plano complexo das frequéncias utilizando
o contorno de Feynman. Também realizando a integral sobre os mo-
mentos transversos k; obtemos para a fungdo H(y) a seguinte ex-

pressao

3

M) = e 2 s (Tt
n=1

Ny ( (Znﬂy)> d
= 1—cos| —— n
T D :
a — a

3

= H*y)+HB(y), (167)
onde temos definido
N
A o 1
H™ (y) WC(_d)'
N
HP() =~y Kly) (168)

A fungdo K(y) tem sido definida previamente nas Eq. (89) e Eq. (95)
e a constante Ny é dada por

()
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Assim obtemos que a corre¢do a densidade de energia do vazio entre
as placas é

G“m%:#L@H@ammﬂmmm (170)

com as fungdes

d—1
Ily,z) = J’éc:)?zmdk#wz(werki)Si(y,z),
d—1
Jy,z) = Jé:)wwz(azsﬂy,z))z. (171)

Utilizando a Eq. (165) estas fungdes podem ser expressadas por

ly,z) = % Z sin(lniz/a) sin(lmty /a) sin(1l'niz/a) sin(1'7y /a)
LU=1

dedd‘kL w?(w? + ki)
21 (2m) 471 (w2 — @ +ie)(w? — @ +ie)’

J(y,z) = % Z cos(lniz/a) sin(lmy/a) cos(l'nz/a) sin(l'my /a)
LU=1

y <u'7r2> dedd_‘kL w? (72)
a2 )] 2n 2mdT (w2 — @i +ie) (w2 —@E +1é)

Em todas as expressdes acima estamos utilizando o contorno de inte-
gracdo de Feynman para dislocar os polos nas integrais no plano com-
plexo das frequéncias w. Realizando estas integrais por meio do Teo-
rema dos Residuos e integrando nos momentos transversos [83, 84],
obtemos

I(y,z):ajjiz Z sin(lnz/a) sin(lmty/a) sin(l'niz/a) sin(1'mty /a)

LU=1
1d+2 _rd+2

X 12 _ 1/2 4

N o0
J(y,z) :aTiZ Z cos(lmz/a) sin(lmy/a) cos(l'mz/a) sin(l'my/a)
LU=1
1d _ Vd
><(ll')712 —7

(173)

sendo as contantes definidas por
L/m\d/2 fd—4 d
N = -2i(3) <d+2>r<_2>’

N; = 21(Z)d/2r<—g). (174)
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Daqui podemos ver que

4—d
— (=) Ns.
N> <2+d> 3 (175)

Por tanto

(y,2) 414,z = —y2y 3 sin(lmy/a)sin(Umy/a)Ry 11(2), (176)
LU=1

onde temos definido

4—4 o 1d+2 _prd+2
Ryuv(z) = {2+dsm(l7tz/a) sin(l'mtz/a) <12_1/2>

, , 1d—l,d
+ cos(lmz/a) cos(l'mz/a) 1l (12_1/2> }.(177)

Finalmente as corre¢des a densidade de energia do vazio é

(T, = GZL dyH(y) (1(y,2) +J(y,2)),

o?N3 —
= 7 2 MLV)Ryu(2). (178)
Ll'=1

A integral dentro da expressdo acima pode ser reescrita como a soma
de dois termos

ML) = J: dyH(y) sin(lmy/a) sin(l'my/a),

= Ma(L1)+Mg(Ll). (179)

tos quais sdo definidos com a ajuda de Eq. (168) como

Ma(Ll) = N‘ai(;‘ﬂj dy sin(lmy/a) sin(l/y/a),
0
Mg(Ll) = —Cfd\flljo dy K(y) sin(lrry/a) sin(l'mty/a). (180)
Por tanto separamos
(T%z2))1 = (T(2))* + (T (2))¥, (181)
onde
ZN &
0N = 55 Y MalLU)Ryu(z),
LU=1
N3 —
T°@)F = 55 > Me(LV)Ryu(z). (182)
LU=1

Devido a ortogonalidade das fungdes seno, fg do sin(la) sin(l'«) =
(7t/2)81,1/, encontramos que
Ny

Ma (L 1) = 7ad (—d)oy, 1. (183)
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Por tanto no primeiro termo da Eq. (182) a soma em 1’ pode ser
feita sem dificuldades. Tomando o limite I’ — 1 na expressdo Ry 1/(z)
dentro d Eq. (177) obteremos termos que sdo proporcionais a 1¢, e
consecuentemente

o2

(T°@2) = 2d+2N1 N3 Z 142+ (d —2) cos(2lmz/a)),
S 1=1
= q2d+2 N1 NS{ZC( ) (d_Z)K(Z)}- (184)

Integrando na coordenada entre as duas placas obteremos a densi-
dade de energia por unidade de area transversal das placas u; =
Jo dz(T%(z));. Da mesma maneira que no caso livre, a fungdo K(z)
trard divergéncias superficiais que podem ser evadidas considerando
o tensor energia-momento conforme. Considerando s6 o termo global
da Eq. (184), e utilizando os valores de N7 e N3 temos

2 1 d+1 2
uli\ = _Sagd+1 (4mr)d—1 <r< —Zi_ )C(d+1)> . (185)

Para o segundo termo na Eq. (181), gracas a ortogonalidade das func¢oes
seno (as fungdes cos tem a mesma propriedade) é melhor primeiro
fazer a integral no espago entre as placas.

o0

2N a
ulf _ JO dz(TOO( — ad+; Z Mg (1, 1) Jo dzRy, 1/(z)186)

LU=1
Depois da integragdo em z é possivel realizar a soma em 1. Tomando
o limite 1 — 1’ on Ry,1» obteremos termos proporcionais a 14. Entao,
temos que ) | Mg (L U)R v = aldMg(1,1). Relembrando a definicao
da funcédo K(z), o calculo de Mg (1,1) é direto

(e.¢]

N a
Mg(l 1) = —adl]anJ dy cos(2mmy/a) sin? (lmy/a),
n=I1 0
N & al®
NPT Zn . dy cos(2mmy/a) | 1 — cos(2lmy/a) |,
n=1
Ni
= 2adt (187)

Por tanto, temos achado que o segundo termo da correcdo a densi-
dade de energia é

2 d+1 2
ub = —4(57(1“ <Z> (r(- g)) 0(—2d). (188)

Para a presdo do vazio podemos seguer um procedimento similar

(T(2)) = azj:dyH(y)(T( 2) 4y, 2)),

= (T*()7 +(T=(2))7. (189)
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Onde

2 (o)
o N
(T (2)7 = PrESRAE > Ma(L V)R, (2), (190)
LU=1

e temos definido
1d+2 . l/d+2>

Riv(z) = {sin(lﬂz/a)sin(l’ﬂz/a)( Z_12

, , ld—l/d
+ cos(lmiz/a) cos(l'mz/a) Ll (12_1,2> }.(191)

Segundo um procedimento enteiramente analogo ao mostrado

2 2
=t =5 (5 (r(9)) o f@rna-a-xal,

(192)
O outro termo da presao é
zz B o? - IAY>)
(T2(@)F = 53 Ns ) Me(LUIRyv(z). (193)
LU=1

O compotamento destes termos locias da pressdao do vdsuo é semel-
hante a0 comportamento da parte local das corre¢des a densidade
de energia do vacuo. Estas contribui¢des locias serdo analizadas com
mais detalhe no préximo Apéndice C.



EFEITOS LOCAIS DAS CORRECOES ESTOCASTICAS
AO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Nesta secdo vamos analisar a dependencia da densidade de energia
com a posigao respeito das placas. Tinhamos que a correcdo a densi-
dade de energia pode ser escrita por

(T2))1 = (T(2) 3 +(T°%(2))} (194)
onde a segunda parte é
O'ZNg

(T)F =575 2_Ms(LURy(2) (195)
L

sendo

Ml 1) =~ ity | auKiy)sinimy/a)sin(t'my/a) (196)

e a fungdo K(y) esta definida por

K(y) = an cos(2nmy/a).
n
Para realizar a integral Eq. (196) vamos utilizar que

sin(lmry/a) sin(l'my/a) = %(cos(ll —U|nz/a) —cos((1+1")mz/a))

e devido a ortogonalidade das fung¢des cos(), temos que
N
Mg (L 1) = ﬁ Z nd (San 11— Sam 1 1)- (197)
n

Na Eq. (197) s6 teremos termos ndo nulos quando 2n = 1+ 1’ ou
quando 2n = [l — 1’|, ou que se pode resumir em 2n = |l £ l’|. Isto
restringira os valores de 1 e 1’ sob os quais serd realizada a soma da
Eq. (195). Sendo n um ndmero natural, o resultado de L+ 1’ deve ser
um ndamero par. Assim teremos que 1 e 1’ tem que possuir a mesma
paridade. Inserindo a Eq. (197) em Eq. (195) obtemos

GzNgN]

(T®(2))} = 2d+27d+2 (U(z) + V(z)) (198)

onde temos definido as fun¢oes

*

Uz) = > (1+1)%Ru(z),
Ll

*

Viz) = ) 1=U1"Ryu(2). (199)

L
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O simbolo * nas somatorias da Eq. (199) denota que a soma esta
restrita a valores tais que 1 e 1/ possuim a mesma paridade, quer
dizer

*
2= X+ ) (200)
LU 1=2m,U=2m’ 1=2m+1,U=2m'+]1

Utilizando a defini¢do dada na Eq. (200) teremos que

U(z) = Ui(z) + Ui (z) (201)
onde
Ui(z) = 29 ) (m+m)Rom2m(2),
Uin(z) = 2% ) (m4+m/ +1)%Rami12m1(2). (202)

Da defini¢ao da fungéo Ry 1/(z)

4-4d ) ‘ , ld—!—Z_L/d—i—Z
Riv(z) = {2+ 1 sin(lriz/a) sin(l'7tz/a) <12—1’2>

, , ld l/d
+ cos(lmtz/a) cos(l'mz/a) 11 (lz 1/2> }.(203)

se pode mostrar imediatamente que

RZm,Zm’(Z) = 2dRm,m’(2Z) (204)

Por tanto uma primeira contribui¢do a U(z) na Eq. (201) se pode es-
cribir como

Ui(z) =22 Y (m+m/) Ry (22) (205)

m,m’

Na suma anterior m e m’ ndo possuim nenhuma restri¢do. Nesta ex-
pressdo o binomio de Newton pode ser expandido e o cociente dos
polinomios nas variaveis m e m’ de Ry, n/(2z) podem ser expandidos
como soma de produtos de potencias de m e m’. Assim conseguire-
mos fatorar as somas duplas } . ., na Eq. (205) em produtos do tipo
(> ) (> ). Realizando isso obtemos

Uifz) = ZZdel _1_

4 dd+2
(2 — 2 i—1;2
{Hdzgf d—k—i+1;22)F(k+1—1;22)

d
+Y 52— k-j;2205(k+22) (206)

j=1
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Na Eq. (206) temos definido as fung¢des

F(m;z) = Zlmsin(lnz/a)
1

9(m;z) = Zlmcos(lﬁz/a). (207)
1

Utilizando propriedades de Polilogaritmos e a func¢des zeta de Hur-
witz se pode mostrar que

Fmiz) = g I (1) (m o ,2/20) + (Lmo+ 1,1 - 2/20)

Fm+1) 41

§(m;z) = 2027t T

Das equagdes Eq. (208) vemos que F(2n + 1;z) = §(2n;z) = 0 sendo
N um namero inteiro. Assim teremos que em Eq. (206) varios termos
se anulam e avaliando explicitamente para d = 3 dimensdes espaciais

Ui(z) = ?(43’(2,22)3"(4,22)+5"(0,22)3’(6,22)

+10(5(3,22))? +59(1,Zz)9(5,22)>. (209)

Da Eq. (201) temos que a outra contribuic¢do a fungdo U(z) é dada por

Unr(z) =29 ) (m+m'+1)Rami1,2mr41(2) (210)

m,m’

Se pode mostrar que para d = 3 dimensdes espaciais temos

5
1 . /
{5 > CyiCy T2 e+ k=K 2)E(K + K5 2)

Cyiep 2k [4p(j —k—k"+T1;z)p(k" + k" +1;2)
0
+2p(j—k—K"+1;2)p(k" +k";2) + 20—k —Kk";2)p(k" + k" +1;2)

+p(] —k—k”;Z)p(k’Jrk”;Z)]} (211)

onde C}! sdo os fatores combinatorios

n!

Ch= =
K7 kI —k)!

(1+ (=)™ (C(m+1,2/2a) — (L(m+1,1—2/2a)).

(208)
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e temos definido as fungdes
En,z) = Z m"sin((2m + 1)niz/a),
m
p(n,z) = Z m" cos((2m + 1)mz/a). (212)
m

Nao ¢ dificil mostrar que a patir destas defini¢des teremos que

En,z) = §G(n,2z)sin(mz/a) + F(n,2z) cos(mz/a),
p(n,z) = 9G(n,2z)cos(mz/a) — F(n,2z)sin(nz/a). (213)
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