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Resumo

Neste trabalho, investigamos efeitos de campos quanticos em propriedades fisicas do
grafeno por meio de simulagdes computacionais. Discutimos primeiramente aspec-
tos tedricos da fisica do grafeno, em particular a inomogeneidade de Kekulé, entao
descrevemos a técnica utilizada para aproximar esta interacao entre campos quanti-
cos a um potencial de interacdo de baixas energias. Por fim, detalhamos o método

computacional utilizado e discutimos os resultados deste procedimento.
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Abstract

In this work we investigate the effects of quantum fields in the physical properties of
graphene using computer simulations. Initially we discuss the theoretical aspects of
graphene, in particular the Kekulé inhomogeneity, then we describe the technique we
used to approximate this quantum field interaction to low energy interaction poten-

tials. Finally, we describe the computational methods used and discuss the results of

the aforementioned procedure.
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1. Introducao

Computadores tornaram-se ubiquos no contexto social atual. Realizam das tarefas
mais mundanas até as mais complexas, e encontram-se presentes também na fisica.
A fisica computacional apresenta-se como uma alternativa para alcancar solugdes de
problemas altamente complexos ou mesmo aqueles que niao possuem solucao anali-
tica. Um importante aspecto da fisica computacional é o de modelagem de sistemas
de muitas variaveis altamente correlacionadas. As técnicas mais utilizadas para esta
classe de problemas sdo as técnicas de Monte Carlo.

O método de Monte Carlo permite analisar sistemas de muitos corpos a temperatura,
volume e nimero de particulas pré-definidos. Também permite analisar modelos de
spin na rede, importantes para sistemas de matéria condensada e mecénica estatistica.
Entretanto, este método ndo é adequado para o estudo de variaveis dindmicas, pois
¢ um método estocastico que ndo observa caracteristicas dindmicas do sistema. Isto
significa que o método Monte Carlo utiliza nimeros aleatorios para descobrir configu-
ragOes de equilibrio através de um processo iterativo. Cada configuracdo gerada pelo
método € baseada na configuracdo anterior e na historia de todas as configuracgoes ge-
radas. Isto é um exemplo de corrente de Markov. Cada configuracao aleatoria gerada é
adotada caso satisfaca um critério de cutoff previamente estabelecido com uma proba-
bilidade de distribuicdo de Boltzmann « e~ #/¥T, Portanto, esta dinAmica dos métodos
de Monte Carlo nio é adequada para tratar de problemas que possuem uma dinamica
especifica, ou seja, cuja posicdo em um tempo futuro dependa deterministicamente de
variaveis dinAmicas em um tempo passado. Existem métodos de Monte Carlo dina-
micos, como simulated annealing (simulacio de arrefecimento). Como literatura atual
sobre métodos computacionais em fisica, sugerimos as referéncias a seguir [[1-11].

O grafeno é um material composto de atomos de carbono arranjados em uma es-



1. Introducao

trutura cristalina bidimensional hexagonal. E um material importante devido a suas
caracteristicas fisicas. Os estudos tedricos sobre o grafeno iniciaram-se em 1947, com
Wallace [12]. Uma das caracteristicas eletronicas mais importantes é que o grafeno
pode ser descrito pela equagio de Dirac para férmions sem massa, como apontado ini-
cialmente por Semenoff em 1984 [[13]. Isto significa que, apesar de ser um sistema néo
relativistico (a velocidade dos férmions no grafeno é da ordem de ¢/300), a descricao
pela equacao de Dirac garante uma simetria de conjugacao de carga no material. Além
disso, é possivel utilizar os métodos bem sedimentados da Teoria de Campos Quan-
ticos para estudar propriedades fisica e topoldgicas do grafeno. A fisica do grafeno é
sensivel aos diversos tipos de estimulos a sua estrutura, como a aplicacido de tensao
mecanica, defeitos topolégicos como a curvatura gerada por uma assimetria rotaci-
onal, disclinagdes (defeitos estruturais que também eliminam a simetria rotacional),
varia¢des naturais no comprimento das ligacdes, ondulacdes sobre o substrato, etc.
Cada uma destas alteragdes provoca uma mudanga na equagido de Dirac que descreve
o grafeno, produzindo acoplamento com campos de gauge, com campos escalares, ge-
ragdo de campo magnético e até campo elétrico. Para uma descricdo completa atual
sobre estes fendmenos, sugerimos as seguintes referéncias recentes [14-29]. Descre-
vemos alguns aspectos fundamentais da fisica do grafeno no capitulo g

Como tema chave deste trabalho, procuramos responder ao questionamento: como
algumas propriedades fisicas mensuraveis do grafeno variam em resposta a estas mu-
dangas na descrigdo eletrénica? Em outras palavras, que tipo de mudancas nas pro-
priedades fisicas estdo associadas a estes efeitos de campos quanticos?

Procuramos abordar esta questdo através da modelagem computacional utilizando
o método de Monte Carlo. Este método ja é consagrado na literatura para o calculo de
propriedades fisicas em equilibrio em sistemas de matéria condensada (veja [30, 31]
para mais detalhes).

A maneira que encontramos para traduzir as interacdes em TQC para potenciais
de interacdo nao-relativisticos passiveis de serem utilizados neste método computaci-
onal é descrito no capitulo Bl Feinberg e Sucher [32-35] desenvolveram um método
para aproximar interacdes de TQC a partir de diagramas de Feynman como potenci-

ais de interacdo néo-relativisticos que podem ser utilizados, que foi aprimorado por
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Dobrescu e Mocioiu [36] e Moody e Wilczek [37]. Com isto, podemos modelar o gra-
feno computacionalmente e calcular suas propriedades fisicas utilizando potenciais de
interacdo referentes aos acoplamentos entre os campos quanticos relativisticos.

Esta linha de trabalho no ambito da obtencédo dos potenciais é também objeto de pes-
quisa de outros membros do nosso grupo. Embora tenhamos escolhido uma aborda-
gem para utilizacdo dos potenciais na matéria condensada, em especifico no contexto
do grafeno, ha outras aplicagdes para este método, como por exemplo a investigacio
sobre a possibilidade de novas forcas de longo alcance mediada por axions, particulas
superssimétricas ou parafétons, com possivel reflexo em sistemas de matéria escura.
Outros trabalhos do nosso grupo que caminham nesta outra linha podem ser encon-
trados nas referéncias [38, 39].

Um desafio deste método consiste em primeiramente obter os tais potenciais de
interacdo nio-relativisticos. Alguns sistemas, principalmente de ordens elevadas na
constante de acoplamento, apresentam diversos potenciais possiveis, a depender da
escolha do gauge, por exemplo. O fato destes potenciais serem aproximacdes dos casos
relativisticos introduz uma etapa de triagem e reflexdo na escolha de um potencial
fidedigno do sistema original.

Outro desafio do método reside na escolha dos parametros de ajuste do modelo.
Como mostraremos na secio §.4, ha uma multiplicidade nos possiveis valores das cons-
tantes de ajuste. Devemos escolher o hamiltoniano do sistema de forma a garantir que
nossos resultados possam ter um respaldo tedrico ou experimental nesta fase de im-
plementacgio do algoritmo. Provado o sucesso do método, podemos extrapolar para
casos ainda nédo explorados com seguranca.

A estrutura deste trabalho é a que segue:

No capitulo [, estabelecemos o arcabouco teérico da fisica do grafeno. A secéo
traz a descricdo tedrica do grafeno planar e a sua relacdo com a equacdo de Dirac. Nela
seguimos o caminho tracado por Wallace, com uma descricdo moderna aprimorada por
diversos autores referenciados no texto. Na secio .4, desenvolvemos o formalismo de
uma inomogeneidade na estrutura cristalina do grafeno, chamada textura de Kekulé.
Esta textura introduz a mistura entre pseudospins e também o acoplamento com um

campo escalar, relacionado com o parametro de ordem do sistema. Posteriormente,



1. Introducao

utilizamos este acoplamento para obter o potencial de interagdo de Kekulé que foi mo-
delado computacionalmente. Portanto, este capitulo insere-se na tese aprofundando

o seguinte contexto:

Como sistemas bidimensionais com 2 pseudograus de liberdade podem ser des-
critos através da equacao de Dirac para férmions sem massa e como uma dis-
tor¢do na planaridade desta estrutura promove a mistura entre vales e da sur-

gimento ao acoplamento com um campo escalar.

No capitulo fJ, detalhamos o método para obtencio de potenciais de interacio a par-
tir de diagramas de Feynman. Na secéo trazemos o caso particular da interacdo
entre férmions mediada por um bdson escalar massivo, onde obtivemos o potencial de
monopolo-monopolo, monopolo-dipolo e dipolo-dipolo. Identificamos estes potenci-
ais como sendo reflexos da textura de Kekulé no nosso modelo computacional. Na
secao detalhamos o método de obtenc¢ido de potenciais de interacdo entre férmi-
ons mediada por um féton, procedimento tradicional da eletrodinamica quéntica. O
procedimento mostrado obtém em primeira ordem o potencial de Coulomb conhecido.

Portanto, este capitulo insere-se na tese aprofundando o seguinte contexto:

Como uma interag¢do modelada em uma Teoria Quantica de Campos pode pro-
duzir um potencial de interagdo de baixas energias que pode ser utilizado em
um contexto da Mecanica Quantica de Schrodinger e quais sdo os potenciais
gerados devido ao acoplamento de férmions com campos escalares e férmions

com campos vetoriais.

No capitulo § apresentamos a consolidacio dos capitulos ] e fl no modelo compu-
tacional para o calculo das seguintes propriedades fisicas do grafeno: magnetizacio,
susceptibilidade magnética e calor especifico. A se¢io |41 traz os resultados do traba-
lho com um primeiro estagio de desenvolvimento do algoritmo. Neste caso, o modelo
reproduziu com sucesso o carater diamagnético do grafeno e fornece caracteristicas
do calor especifico do material a baixas temperaturas. Estes resultados foram publi-
cados conforme a referéncia [40]. Na secdo .4 trazemos os resultados dos trabalhos
em um segundo estagio de desenvolvimento do algoritmo, incluindo o potencial de-

vido a polarizacao do vacuo. O modelo reproduz com sucesso o carater diamagnético
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do grafeno novamente e replica o resultado tedrico de [41] para o calor especifico a
baixas temperaturas. Estes resultados foram submetidos para publicagio e o preprint
encontra-se conforme a referéncia [42]. Portanto, este capitulo compila as contribui-

¢Oes originais que culminam com o seguinte resultado:

O método proposto de obtencado de potenciais a partir de diagramas de Feynman
é viavel para modelarmos sistemas com intuito de prospec¢do de propriedades
fisicas macroscopicas e suas alteragoes devidos a tipos especificos de interacoes

oriundas de um dominio microscopico.

Por fim, no capitulo [ tecemos nossas consideracdes gerais sobre o trabalho, procu-
rando enumerar as vulnerabilidades que encontramos no modelo e perspectivas futu-
ras de trabalho. Foram feitas discussdes parciais em cada capitulo.

Os apéndices [A| e [ trazem, em detalhes, calculos que foram omitidos do capitulo B,
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inomogeneidades e campos escalares

O grafeno é uma estrutura bidimensional constituida por atomos de carbono posici-
onados nos vértices de uma rede hexagonal. Cada carbono possui hibridizagao sp? e
pode realizar ligacdes com outros 4 atomos. Cada carbono no grafeno se liga forte-
mente com outros 3 atomos vizinhos por ligacoes 0. O orbital 2p, do quarto elétron
cria uma ligacdo 7 com um atomo vizinho. As ligacdes o ddo origem a estrutura de
ligacdes covalentes com a geometria da rede hexagonal. A intensidade destas ligacdes
é responsavel pela flexibilidade e tenacidade da rede. As ligacOes 7 sdo responsaveis
pela estrutura eletronica incomum do grafeno. Cada ligacdo = é semi-preenchida, per-
mitindo que os elétrons do orbital p tunelem para sitios vizinhos.

A estrutura de banda do grafeno é aproximadamente a de uma banda de valéncia
completa e uma de condugédo vazia com formato conico, convergindo em um ponto
chamado ponto de Dirac. H4 dois pares nao equivalentes destes cones, cada um refe-
rente a uma sub-rede cristalina. Este modelo descreve adequadamente fendmenos de
baixa energia. A descricéo tedrica de sua estrutura é conhecida ha decadas [[12, 43, 44]
embora tenha sido obtido experimentalmente apenas em 2004 [45-47]

Um aspecto importante do grafeno é que defeitos topologicos ou de sua propria
estrutura ou do substrato podem ocasionar o aparecimento de um campo de gauge
efetivo [[17, 26, 48, 49]. Este campo de gauge efetivo pode ser induzido caso existam
ondulagdes ou pregas periddicas na estrutura [50], curvatura ou tensédo [51] ou ino-
mogeneidade na transicdo eletrdnica entre sitios vizinhos [52-54]. Com respeito ao
ultimo caso, é possivel introduzir uma teoria de campo de gauge quiral abeliano na
presenca de vortice, representado por um campo escalar complexo. Estas inomoge-

neidades sdo chamadas de distor¢des, ou textura, de Kekulé.
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Neste trabalho focamos apenas em alguns aspectos da fisica do grafeno que es-
tabelecem conexdo com a QED e o surgimento de campos de gauge. Ja é fato bem
estabelecido teorica e experimentalmente que o grafeno é coberto por ondulacdes que
podem ser intrinsecas ou induzidas pelo substrato [26]. Diferentes defeitos topologi-
cos sao conhecidos por produzir um campo de gauge néo abeliano e serdo discutidos

em brevidade neste trabalho.

2.1. Descricao Eletronica do Grafeno Planar

O grafeno possui uma estrutura cristalina hexagonal, como mostrado na figura.1. Os

vetores de rede sio
R a . a
aq 25(31\/§>7 (L2:§(3,—\/§),

onde a distancia entre os primeiros vizinhos é a ~ 1,42 A.

(a) ) (b) K A big,
A B _ Y
p ‘ ) - : "f- “
-' oK
— . ° -
DN M Sk
a ok
ap bg“’f’

Figura 2.1.: (a) Rede hexagonal, sub-redes A e B mostradas em preto e cinza respecti-
vamente. (b) Rede reciproca e alguns pontos da zona de Brillouin [29].

A estrutura hexagonal contém dois atomos por célula unitaria, pertencentes as sub-
redes A e B. Cada atomo de uma sub-rede possui todos seus primeiros vizinhos da

outra sub-rede.



2. Grafeno: relagcao com a TQC, inomogeneidades e campos escalares

Os vetores que localizam os primeiros vizinhos de um sitio da rede hexagonal sdo
- a . a -
51 = 5(1? \/5)7 62 = 5(17_\/3)7 53 = a(_170>

que podem ser escritos em termos dos vetores da rede de Bravais

2 1, . R 2 1, R 2 1 R
0 = §(2a1 — dy), 2 = g(_al + 2d,), 03 = g(al + dg). (2.1.1)
A rede reciproca também ¢é triangular e satisfaz a condicao d, -773- = 2md,;. Estes

vetores sao

N 2 N
= =221, —3).
bl 3CL( 7\f3)7 b2 3CL< ) \/g)

Os pontos da rede reciproca mostrados na figura .1(b) possuem vetores de onda

g1 g2 1 p_ 2
K_ga (1, \/g) K_ga (1\/5) M_3a(1,0). (2.1.2)

Aqui vemos a rede reciproca em outra perspectiva, com os pontos K e K’ corres-

pondendo as sub-redes A e B.

Figura 2.2.: Zona de Brillouin do grafeno [12].

A descricdo mais simples do grafeno como uma estrutura perfeitamente planar com-
posta de atomos de carbono em uma estrutura cristalina hexagonal é dada através do
modelo de tight binding, que foi primeiramente obtido por Wallace [[12] e posterior-

mente desenvolvido por McClure [43] e Slonczewski e Weiss [44].
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Seguindo o formalismo definido em [12], o hamiltoniano tight-binding que para
elétrons no grafeno, considerando que estes elétrons podem saltar para os primeiros

e para os segundos vizinhos, é

H=—t Y (al b, ;+cc)—t" Y (al ja, ;+0b) b, ;+cc) (2.1.3)
(i,4),0 (i,9)),0

onde o operador ai,i(%,i) cria (aniquila) um elétron no sitio i da sub-rede A com spin
o, bj,’ ; (b, ;) cria (aniquila) um elétron no sitio i da sub-rede B com spin o e ¢ é a energia
de transi¢do de tunelamento entre primeiros vizinhos (~ 2.8¢V) e ¢’ é a energia de

transicio entre segundos vizinhos.

Definimos a transformada de Fourier dos operadores de campo no limite continuo

°k_ ikk, 7 Pk ik
— TR, = tR- iy 2.1.4
on = [ gmyaett Frali b = [ et bl (21.4)

onde R, representa o vetor posicao do sitio.
Vamos considerar o caso da transi¢do apenas entre primeiros vizinhos. Neste caso,
é conveniente utilizarmos os vetores § (2.1.1) que localizam a posicio dos primeiros

vizinhos de um determinado sitio. O hamiltoniano entao pode ser escrito como

H= / ‘P’“(gp(%)m@)b(%) +¢*(%)b*(%)a(%>) (2.1.5)
(2m)?
onde &(k) = —t [eﬁc'gl + eih b2 4 e”‘:‘SS} = —t {26““5”“ cos (%) + e‘““w“}. Na forma

matricial, o hamiltoniano fica

0  &k)\ (alk)

H:/d% (aT(z}) bT(})) . i (2.1.6)

Os autovalores de energia para este hamiltoniano tem a forma ([12])

E. (k) = |®(k)|Y/? = £t\/3 + f(k), (2.1.7)

10 valor de ¢’ a partir de simulacdes ab initio encontra-se entre 0,02t <t < 0, 2t [48]
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onde

f(k) = 2cos (\/gkya) + 4 cos (?kwx) cos <2kma>, (2.1.8)

e o sinal positivo aplica-se para bandas = superiores e o sinal negativo para inferiores.

A energia ¢é nula para dois valores de momenta, chamados de pontos de Fermi ou
pontos de Dirac, definidos anteriormente em (2.1.2).

Isto significa que nestes pontos ha cruzamento entre as bandas. Mesmo na auséncia
de um potencial externo, a banda de valéncia se encontra completamente preenchida
em T = 0 e a banda de conducdo encontra-se completamente cheia ([29]) e ndo ha
gap entre as bandas. Por isto, o comportamento do grafeno é o de um semicondutor
sem gap. No limite de baixas energias (a — 0), apenas estados proximos aos pontos de
Dirac terdo energia suficiente para participar da dindmica do sistema.

Portanto, é conveniente representar os campos a,, € b,, como a superposicido dos

vetores nos pontos K e K’
= R Bug et K g, (2.1.9)

e K B, (2.1.10)

onde o indice i=1 (i=2) refere-se ao ponto K (K”).
Considerando novamente a aproximagao para primeiros vizinhos e aplicando a con-
dicio S e*iKd = T +iK"8 — 0, expandimos o hamiltoniano (2.1.5) para valores de
5

s
momenta em torno dos pontos de Dirack=K +pek=K' +p

H= / gﬂf [63(K +plal L (K + )b, (K +5) + 6_ (K" +plal o(K' +5)b, o(K' +p) + c.c]
(2.1.11)
onde mantivemos apenas termos de primeira ordem e assumimos que || é pequeno e
¢, = +vp(p, +ip,) e a velocidade de Fermi vy = 3ta/2.
Podemos escrever este hamiltoniano (2.1.11) na forma matricial, escolhendo uma

base de espinores quadridimensional adequada

d?k S S o
1= [ Gt 07,6, (21.12)

10
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ao‘,l(‘[_{—f_ﬁ)
gD 0 by (K +D

7@ =vp |° 7 V(D) = ’1{ 2 (2.1.13)
0 —(@-p) a5 o(K" + )
bo‘,2(_>/+f))

onde & sdo as matrizes de Pauli.
Podemos também escrever o hamiltoniano no espaco das configuracoes, fazendo a

transformada de Fourier inversa. Neste caso, temos

— ﬂ T (7 Huw(r
1= [ Gt G200 (2.1.14)

G-V 0
H(P) = —itwp ( ) ) (2.1.15)
0 —(3-V),

sendo ¥ (7) a funcdo de onda eletronica que € solucdo da equacao de Dirac em 2 dimen-
soes.

Podemos identificar (2.1.15) como uma equacéo tipo Dirac para férmions de massa
nula em duas dimensoes

— iwphd - V(7)) = E(F) (2.1.16)

com

A equacio (2.1.16) nos mostra que devido & presenca dos pontos de Dirac distintos,
o comportamento do grafeno em baixas energias pode ser descrito pelo operador de

Dirac relativistico @ - p com relacdo de dispersio linear exibida na figura .3.

11
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ol

Figura 2.3.: O espectro E do grafeno proximo a um ponto de Dirac como fungio dos
momenta p,, e p,. O espectro positivo corresponde a banda de conducéo e
o negativo a banda de valéncia.

Podemos obter a relacdo de dispersdo para a estrutura de bandas expandindo para
valores de momento pequenos em torno dos pontos K (ou K’), fazendo k = K + p com
Ip| < |K|, obtendo

E.(p) ~ +vg|p| + Ol(p/K)?], (2.1.17)

onde p é o momento medido relativamente aos pontos K chamados pontos de Dirac,
e vy = 3%e ¢ a velocidade de Fermi dos elétrons (~ 10°m/s).

O fato dos férmions de Dirac nio possuirem massa no grafeno é responsavel pela
alta mobilidade dos portadores de carga. A presenca dos pontos de Dirac é responsavel
pelo seu comportamento semi-metalico, ou seja, se comporta como um metal devido a
auséncia de gap entre as bandas de condugio e valéncia, mas o nimero de portadores

de carga é pequeno devido a pequena densidade de estados no nivel de Dirac.

2.2. Inomogeneidades, Textura de Kekulé e Campos de Gauge
Quirais

A secdo anterior lida com a estrutura tedrica perfeitamente planar do grafeno. Entre-
tanto, o carater da estrutura ciclica das ligacdes na rede hexagonal do grafeno, alter-
nando ligacdes simples e duplas entre atomos vizinhos, introduz uma assimetria na
rede cristalina.

Esta é chamada de distor¢do de Kekulé, onde permitimos uma variagdo da posigao
dos atomos de carbono da rede cristalina em dire¢des arbitrarias, nao apenas ao longo
das ligagdes entre sitios vizinhos.

Estas distor¢des da rede alteram o comprimento das ligacoes e, portanto, também

12
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alteram a probabilidade dos elétrons transitarem entre os sitios. Efetivamente, isto
acarreta uma mudanca na simetria da estrutura cristalina, como mostra a figura a
seguir

L] ' ] v ] L L
B

.

.
n—a_a
il
—a

—a I
._. -

—e O
>
4 o

—a I
O

N i i I
- - e, - -Q:_ - . ey

e

-'.- A
« O

Figura 2.4.: Padrdo de dimerizacao para a estrutura do grafeno com a distorcao de Ke-

kulé [52].

Na textura de Kekulé, o tamanho da célula unitaria é triplicado devido a dimerizagao
da estrutura, tornando os hexagonos A, B e C distintos. Com isto, temos entdo um
acoplamento entre os pontos de Dirac.

Representamos esta condi¢do através do hamiltoniano

H=—Y"[t+dt;()(alb; +bla,), (2.2.1)

(4,7)
onde, assim como na equacio (2.1.3), o operador o} cria um elétron no sitio i, ; aniquila
um elétron no sitio j e ¢ é a intensidade da transicdo de tunelamento e introduzimos o
termo §¢, que representa pequenas variacdes na intensidade de transicdo entre sitios.

A textura de Kekulé, representada na figura 2.4, permite a mistura quiral entre as
subredes 1 e 2.

Na tentativa de obter uma expressao para 4t,, vamos considerar que as distor¢des
na rede possam ser descritas como pequenos deslocamentos dos atomos de suas posi-
coes de equilibrio. Definimos estes deslocamentos em termos das posi¢des dos sitios
original 7

A = AeS7 . B() = Be 9T, (2.2.2)

onde A(7) e B(¥) estdo em sub-redes distintas.

Podemos calcular a diferenca no comprimento das ligacdes pré e pos Kekulé se con-

13
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siderarmos os deslocamentos mostrados na figura .5

da; = |a’ —a| = [6; — A(F) + B(F + ;)| — a. (2.2.3)

Figura 2.5.: Distorcdo na posicao dos atomos vizinhos. Os pontos brancos representam
as posigdes originais e os pontos hachurados representam as posi¢oes apos
as distor¢des. O comprimento da ligagdo pré-Kekulé é a e po6s-Kekulé é o’.

Considerando 6,, 4 e B no plano complexo, podemos reescrever a expressio (2.2.3)

como

¢ \/;2@ — A+ B)*(6;, — A+ B) — 1. (2.2.4)

Considerando A < a, B < a € §,0, = a?, podemos fazer uma aproximagio em pri-

meira ordem e obter

%a; _151'<A(T) 4 B<T+5i)> s (2.2.5)
a

a 2a

Cada atomo de uma sub-rede relaciona-se com um primeiro vizinho da outra sub-
rede por uma rotacdo de 27/3. No plano complexo, podemos contemplar esta rotagao

definindo a raiz ctubica de 1 através da relacao

z; = i@/, (2.2.6)

14
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Desta forma, ao tomarmos como referéncia um ponto de uma sub-rede, podemos de-

finir o deslocamento de um atomo da sub-rede vizinha como
B(F+6;) = BeiCG 7z, (2.2.7)

e o vetor que localiza a posicao original dos primeiros vizinhos

—

0, = —iaz,. (2.2.8)

(3

Usando (2.2.7) e (2.2.8), podemos reescrever a equacio (2.2.9), temos

oa; A
L= ezt T
a

— ez, e iGT (2.2.9)

onde definimos

A+ B

> (2.2.10)

€ =

que representa o vetor deslocamento efetivo que altera o comprimento das ligacdes.
A variacdo da energia elastica obtida ao aumentar ou diminuir o comprimento das

ligacdes é
5F =~ S K[a, —a)? (2.2.11)
N 2.t —al <

onde N é o numero de sitios e K é um parametro que representa a constante elastica.

Usando a expressio (2.2.9), temos
SE = 3Ka?|e|?. (2.2.12)

Vemos que a energia é independente da fase, ou seja, é independente da direcao da dis-
tor¢ao das ligacOes entre os atomos. Isto implica que este sistema possui uma simetria

de rotacao U(1).

Utilizando (2.2.9) e (2.2.12), podemos encontrar a expressio que relaciona a mu-

danca de probabilidade de transicdo entre sitios vizinhos se fizermos uma expanséo
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~ 5 5u.j
na expressao t¢,(7) = te >, obtendo

= X, eiCT 4 X, e"iGT 4 2|¢|2, (2.2.13)

onde definimos
A, = [— i€ — 0‘62] 2, (2.2.14)

Utilizando (2.2.13) no hamiltoniano (£.2.1) e repetindo o procedimento realizado na

secao @ até a linearizacdo do espectro, encontramos a seguinte expressao

42k L L o o o o
= (27)2 [ (K +p)al (K+p)b, 1 (K+p)+¢ (K +p)al o(K'+p)b, o(K'+p)+c.c.
+ A(P)al (K + Dby oK' +P) + AFD] (K +Play oK' +7) +c.c.| (2.2.15)

= —3ice + ;OPGQ. (2.2.16)

e ¢, € novamente ¢, = £vp(p, £ ip,).

Escrevendo na forma matricial, temos

H = / (jﬂ’;@@m’@)%@) (2.2.17)
aa,l([%+ﬁ)

%F( 6P BA(T“)) | | 2:2.18)
BA*(F) —(@-P) ay 2(K' +P)
ba,Q(q/_*_f))

0

1
onde ¢ sdo as matrizes de Paulie = ;L. ( ) . Vale chamar a atenc¢éo que a forma de

10
B depende da base escolhida para formar ¥. Na base que escolhemos, 3 é identicamente

16
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igual a o,. Entretanto, em uma base diferente ela assume uma representacao diferente.
Portanto, podemos observar que no espago das configuracdes o hamiltoniano obtido

passa a ser agora equivalente ao hamiltoniano de Dirac para particulas massivas

— ihd - V() 4+ B @ T AF)(F) = Ep(7), (2.2.19)
com
B G 0
o = UF
0 —&
e
0 1
Tl =
10

Figura 2.6.: Representacio do vetor G que conecta os dois pontos de Dirac K, com gap
de massa.

O parametro de ordem A(7) pode ser complexo, mas o gap de massa é real. Ao consi-
derarmos A(7) = Ay (r)e*@t™9 como um parametro de ordem complexo com A (r) > 0,

n € Z, é possivel mostrar que o espectro deste hamiltoniano passa a ser

By (k) = £1/[p|? + 1402 (2.2.20)

Isto significa que, na presenca da textura de Kekulé, o espectro de energia adquire
um gap de massa nos pontos de Dirac e a fase de A(¥) é responsavel pelo surgimento
de vortices e fracionamento da carga dos férmions.

Jackiw em [54] identifica estes vortices como tipo Nielsen-Olesen-Landau-Ginsburg-

Abrikosov (NO-LGA), que sdo descritos por um campo escalar complexo e também por
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um campo de gauge com simetria U(1).
Para isto, vamos reescrever o hamiltoniano (2.2.17) em termos de novas matrizes de
Dirac de forma a contemplar a textura de Kekulé
g 0 01

a=(at,a?a3) = , 8= (2.2.21)
0 —0o 10

Também podemos construir a matriz quiral 5

I 0
Vs = —iata?a® = , =1 (2.2.22)
0 —I
j)/ = Bav FYO = /8 ® 71 75 = i70717273 (2223)

Note que os o® anticomutam entre si e com f; 75 comuta com 0s o e anticomuta
com f.
Desta maneira, podemos reescrever a densidade de hamiltoniano de Dirac como
WKW = W (a - P+ gBle” — iptys))¥, (2.2.24)
onde p = —iV, renomeamos A(7) = gy, onde g é uma constante de acoplamento e ¢ é
um campo escalar complexo com partes real e imaginaria ¢ = ¢” + ip*. Escrevendo
o campo na notacio polar ¢ = |pleiX, o termo de interacio de (2.2.24) pode ser es-
crito como g|o|¥* Be~x7sw. E possivel mostrar que esta interacio é invariante sob uma
transformacao de gauge quiral local
0 — 2o =y — x + 2w, U — ety (2.2.25)
Para que o termo cinético também seja invariante sob esta transformacio, precisa-
mos introduzir o acoplamento ao campo de gauge, cuja transformagio é

A= A+ Vo (2.2.26)

Com isto, nossa densidade hamiltoniana quiral completa é escrita como
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UK A =0G - [p— v AW+ gl Blp" — it (2.2.27)

U5 (p— AW, +U 75 D+ AW+ gl U+ gp* b W, (2.2.28)

onde definimos o adjunto de Dirac ¥ = ¥*° e os componentes quirais ¥, = (1 +v;)¥

cuja transformacio é relacionada com a transformacéio de gauge do campo A

+iw Iy »Fiw
VU, e, U, Ve

2.3. Consideracoes do capitulo

Neste capitulo mostramos como o grafeno pode ser descrito por uma equagéo de Di-
rac para férmions sem massa quando modelamos o grafeno como um sistema perfei-
tamente plano e com estrutura cristalina sem defeitos. Isto traz grandes implicacoes
para a estrutura eletrénica do grafeno. Devido as baixas velocidades dos portadores
de carga, elétrons e buracos seriam descritos por equac¢des de Schrodinger ndo acopla-
das [24] com massas efetivas distintas. Em contraste, pelo fato da estrutura eletronica
do grafeno ser descrita pela equagdo de Dirac, isto garante que as propriedades dos
portadores de carga exibam propriedades similares a simetria de conjugacao de carga
de teorias de campo.

Por ser uma estrutura bidimensional imersa em um espaco tridimensional, sua es-
trutura cristalina sofreria de instabilidades devido a flutuacdes de longo comprimento
de onda. Entretanto, o acoplamento nao linear entre modos de torcédo e de tenséo re-
sulta em uma estrutura estavel, mas com corrugacdes, ondulacdes e outras deforma-
cOes estruturais continuas. Estas corruga¢des modificam a sua estrutura eletrdnica,
introduzindo campos de gauge efetivos. O mixing de pseudospins (sub-redes) tam-
bém ¢é dado por campos de gauge efetivos, mas envolvendo anomalias estruturais do
tipo disclinacdes, curvatura ou defeitos estruturais como deslocamentos, que produ-
zem campos magnéticos. Neste capitulo nao discutimos os diversos efeitos deste tipo.
Para uma analise aprofundada sobre o assunto, sugerimos as referéncias [16, 20, 24—

26, 29, 50, 51, 55-58].
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Tensoes estruturais podem produzir acoplamentos com campos escalares. Neste
capitulo, mostramos como um tipo especifico de tensdo na estrutura cristalina do gra-
feno, ocasionada pelas ligacdes entre os atomos, promove o surgimento de campos
escalares acoplados aos férmions de Dirac. Para a textura de Kekulé, mostramos o
acoplamento de campos escalares e campos de gauge quirais. O foco neste tipo de
anomalia estrutural especifica é justificado no capitulo i, no qual modelamos este aco-
plamento e simulamos o comportamento de algumas propriedades termodinamicas e
magnéticas na presenca deste campo escalar.

Além das referéncias ja mencionadas no texto, sugerimos também como literatura
introdutdria sobre matéria condensada e estado solido as seguintes referéncias [59-

63].
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3. Obtencao de potenciais de interacao a partir

de diagramas de Feynman

Historicamente, a maneira com que representamos a interacio entre corpos na fisica
passou por diversas interpretacdes distintas. Na mecanica classica newtoniana, esta
interacdo é descrita pela forca que os corpos macroscopicos imprimem uns sobre os
outros. Em uma reformulag¢do da mecanica classica pelo formalismo lagrangiano ou
hamiltoniano, a interacdo é descrita por um potencial de interacao, que representa a
transferéncia de energia entre os corpos.

A interpretacdo da interag¢do por meio de potenciais mostrou, ao longo do tempo,
uma capacidade de previsdo mais acurada e mais abrangente que sua predecessora.
Com o advento da Mecanica Quantica de Schrodinger, a ideia de potenciais foi man-
tida para descrever a interacdo microscopica entre particulas nao-relativisticas em um
formalismo operacional hamiltoniano.

Em contraste, na Teoria Quantica de Campos utiliza-se a densidade de lagrangiano
de interacdo expressa em termos dos campos. A interagdo entre campos quanticos re-
lativisticos se da via correntes conservadas de Noether e a ideia de potencial é inade-
quada para representar estas interacdes. Entretanto, ha um desejo de obter potenciais
de interacgdo para estudo de processos fisicos macroscopicos a baixas energias para
usufruir da vasta experiéncia analitica e computacional para resolver problemas em
Mecanica Quantica Nao Relativistica.

Seria conveniente utilizar a Teoria Quantica de Campos para obter potenciais man-
tendo o formalismo dos diagramas de Feynman, evitando aproximacdes nao-relativisticas
a priori e garantindo a invariancia de calibre e de Lorentz.

E possivel obter o potencial no espaco das configuragdes a partir de um método

iterativo em func¢io da amplitude de transicao [34]. Em diagramas tree-level, onde é
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trocada apenas uma particula (segunda ordem na constante de acoplamento), o poten-
cial no espaco das configuracdes ¢é a transformada de Fourier da amplitude no espago

dos momenta com respeito ao momento transferido ¢

3
V(F) = — / (;lﬂqg)eiWM((j) (3.0.1)

onde ¢ é o momento transferido, 7 é o vetor posi¢do relativa entre as fontes e M é a
amplitude de espalhamento, avaliada com campos externos on-shell. Esta expressao é
o limite ndo-relativistico da amplitude de Feynman.

A amplitude de espalhamento da interacdo entre duas particulas possui uma estru-

tura operacional do tipo
M = (vértice), (propagador)(vértice),

onde temos as correntes de matéria das particulas 1 e 2 e o propagador da interagéo.
Podemos tratar do espalhamento elastico entre duas particulas, 1 e 2, com momentos
inicial e final p,, p] e p,, p, respectivamente, no referencial do centro de massa (CM)

do sistema. Neste caso, temos

P1 = (E’ﬁ> b2 :(E’ _]_5>

Py = (E", ) py =(E',—p")

Neste referencial, podemos escrever os momentos das particulas em termos dos

momentos total e transferido, definidos respectivamente como

P :%(p +p) (3.0.2)

qg=p—17p (3.0.3)

de modo que o processo de espalhamento considerado pode ser representado pelo
diagrama de Feynman abaixo onde sao ilustrados os momentos envolvidos.

As energias E e E’ se referem a mesma particula e se trata de uma colisdo elastica,
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1 2
P-q/2 -P+q/2
q
P+q/2 -P-q/2
1 2

Figura 3.1.: Espalhamento 1 +2 — 1" + 2’

onde massa e energia cinética sdo conservadas. Esta condi¢do nos diz que [p| = ||,

nos dando

De modo semelhante, vemos que P - ¢ = 0.

3.1. Interacao entre férmions via béson escalar

Consideraremos nesta secdo a interacdo entre particulas de spin 1/2 mediada por um
boson escalar massivo. Neste caso, o boson apenas acopla-se aos vértices escalar e
pseudo-escalar de Dirac.

Determinaremos primeiro a expressdo de ambos os vértices e posteriormente cal-

cularemos os potenciais de interagéo.

3.1.1. Vértice escalar

O vértice escalar de Dirac é dado pela seguinte expressao, a menos do propagador

gsu(p”)u(p), (3.1.1)

onde g, é a constante de acoplamento do vértice.
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

Utilizando as seguintes defini¢des

1 0 _ 0 o, 0 1
70 = ;o= ;Y5 = (3.1.2)
0 —1 —a; 0 10
I et o 1
u=| A F e (3.1.3)
E+m

podemos escrever o vértice escalar da seguinte forma

gsu(p")u(p) = g,utyou
(5*5 g1 7 ﬂ’%) (3.1.4)

onde m é a massa do férmion.

Considerando o produto de matrizes o

0;0; =1€;10k T 05

desenvolvemos a seguinte expressio

Uipgajpj :Uz‘UjPQPj
=(i€; ;01 + 0;)PiD;

=i€; jkPiPj0 % + DiP; (3.1.5)

Substituindo este resultado em (B.1.4), temos

gsu(p’)u(p) = (5*5 - € (i€; j1DiP ;0 +plp1)§>

) .
=9 [5 — oz (€snpip (o) + 6p£pi)] , (3.1.6)

onde consideramos ¢7¢ = § = 1 caso o spin do férmion se mantenha e ¢7¢ = § = 0 caso

contrario, e ¢To¢ = (o).
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

Substituindo p’ e p em termos de P e ¢, temos

gsu(p")u(p) = g, {5— ﬁ {ieijk (Pz' - %) (Pj + %) (@) k +5< i %) (Pi + %)H

_ 1 ieijkPiquf)k ieijkquj(@k . G2
_95{5 4m2[ 2 2 (Pt

Neste ultimo passo utilizamos as condi¢des PG =0e ¢, P;P; = ¢;;,¢;q; = 0, sendo
esta ultima uma consequéncia do produto entre o tensor antissimétrico e os vetores P
e ¢, que sdo simétricos.

Podemos fazer ainda a seguinte consideracdo
17
€kl P; = €514, P; = —¢€;5,. P4,

no segundo termo em colchetes para obtermos

_ 1] L P
9su(p’)u(p) = g, {5 e [ZeijkPinak +6 (P2 — 4>]} (3.1.7)
Esta expressao também pode ser escrita na notagédo vetorial
., 1 [.= L,
9su(P )ulp) = gs 0 — 5 [P X @ (0)p +0 | P* =1 (3.1.8)

3.1.2. Vértice pseudo-escalar

O vértice pseudo-escalar de Dirac, a menos do propagador, pode ser representado da

seguinte forma

gpti(p”)ivsu(p), (3.1.9)

onde g, é a constante de acoplamento do vértice pseudo-escalar.
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

Podemos reescrever este vértice utilizando (3.1.9) e (8.1.3)

gpu(p”)ivsu(p) = ig,utyOvsu
- - > o/
. G- p G- p
=g, <£T E—¢f 5)

2m 2m

Substituindo 7 e 3’ em termos de P e g, temos

0,10 irsu(p) = 26t [5- (P4 1) 5 (P~ T)]
_ 9

- 4m

() - 7. (3.1.10)
Com as componentes explicitadas

0,0 ivsu(p) = 2200 (3.1.11)

3.1.3. Interacado entre vértices escalares

O potencial de interacdo entre dois vértices escalares é
d3q e'ar e .
Ve_g = — | w——==——=(vertice), (vertice
E-FE (271_)3(72_‘_”1%( )1( )27
onde neste caso os vértices sio ambos escalares (8.1.8) e m, é a massa do boson escalar

trocado.

d3q eid’?‘ 1 ) . N qQ
Ve-g = —g;gg/ ) {51 T a2 [ZEijkPin<Ul>k + 0y <P2 - )}}

4
1 ) . - q?
X {52 " am2 |:7’€lmnplqm<02>n + 0 ( 2 — 4” }

Explicitando o produto de todos os termos
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

1,2 d3q e'dr
Ve_g = —9595 (27)3 m 0104 (3.1.12)
oy . . )
_ (47;% 1€1mn P18m (T2)n + 47731 i€; ;1. Piq; (0 ) (3.1.13)
2
_ [51452 (p2_Q4) ( 1 )] (3.1.14)
1
Tom2m3 ikl 0540 1) k€1mnL1@m (F2)n (3.1.15)
im
i 2 q .
tlomam2 <P2 - 4) (02551 P45 1)1 + 01 €1mn Prdm (Ba2)n) (3.1.16)
1msa
010 D q
s | PP = 3.1.17
+16m%m§ ( 4) } ( )

Para resolver as integrais (3.1.12)-(8.1.17), iremos utilizar os resultados do apéndice

B

A integral (8.1.12) é do tipo da equacio (B.0.1). Portanto, temos

d3q eizj?’ e—™MoT
N e 1,2
gsgs/(27f—)3(72+m(2)5152 95936162 47T (3118)

A integral (8.1.13) ¢ do tipo da equacio (B.0.4). Portanto, temos

d3q e'am ) )
1.2 1 . - 2 . 5
—9s9s / <27T)3 C__IQ I mg <_4m% Zelmnplqm <02>n - Zl,rn%Zeijkf)in<0-1>k>

- 1.2 3 iq-r 3 ig-r
1959 01 - d°q e 0q . d?q e
- Z . |:<Tn%€lmnPZ<O-2>n/ (271')3(?2 +mg‘]m + mi%eijkpi<o-1>k (271')362 +mgq]'
+

9595 ;e mo” —mqr
L9595 d . 1 € 0 ) . ie o
= e [(mlgelmnPMUzMMTgrm(l + mor)) (néﬁz‘jkpi<0'1>k4ﬂ_7_37"j(1 + mcﬂ”))
1,2, ,—mgr
— gSgS 0 (51 = N N 52 N ., R
B _W(l —i—mor)(m%P X T-(0g) + WT%P X T (dy)
2 e MoT
9 0 0 = . 5o = .
- 8167r7“2 (1+m0r>(mgpx7"'<"2>+m%P><7“'<01> (3.1.19)
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

A integral (8.1.14) é do tipo das equacdes (B.0.1)) e (B.0.3). Portanto, temos

_ g1,20102 L L ]32/ d’q W_l/ diq €7
= 959 4 m% m2 2m3 @ +m2 4] (2m)3 ¢ +m2qqu

_g gz‘s 192 _,_L e_morfﬂ+1ﬂ[r,r.(mor2+3mor+3)—3r2(1+m07“)]
595 Y m% m3 4y 4 4grd V0T
) 1 > m
—glg21%2 (= ) (P2 0 pmmer 3.1.20
T (m% * m%) ( * 4 )6 ( )

A integral (B.1.15) ¢ do tipo da equacio (B.0.3). Portanto, temos

1

1.2 - P. (5 P, /
9595 lﬁm%m E’L]k: < >k€lmn l< >
1

—qls2__ - P. (5 P, _
9595 16m%m E'ij: < >k6lmn l< >n|:

dSq eitj?’
2m)3 @ +m3 9Tm
e~ ™MoT [

e i m (mg?“2 + 3mgr + 3)

—r25,,. (1 + mor)H

16m32m3 4nrd

€16 LT (1) k€mn P m (02) n (M3T? + 3mor + 3)
T €; kelganPl< > <5-2>n:|

O produto de dois tensores de Levi-Civita com um indice repetido é

€iik€lin = 0i10km — 0in0ks-

Substituindo este resultado, temos

1 e o™

_16m%m§ A5 [Eigkprg<01>k€zmnpﬂ" <U2>n<m(2)7'2+3m07“+3)

2 (S8 — G103 P <61>k<52>n]

L ™ [(P X7 (1)) (P x 7+ (3a) ) (m3r2 + 3mor + 3)

16m2m32 4mr3 (3.1.21)
+(P50) (P (@) — (P2) <62>)]

A integral (B.1.16) possui um termo ¢;¢; = 2. Como vimos em (B.1.20), este termo,

apos feita a integracio, torna-se —m2. Neste caso, a integral (3.1.16) pode ser resolvida
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

com auxilio da equacio (B.0.2)

1o i d3q eiq’-? . qQ . .
— 9595 16m%m% (271')3 62 + mg pP=— Z (526ijkpiqj<al>k + 516lmnqum<a2>n>
mg

19 b P2
gsgswmfmg( T

+51€lmnpl<62>n<ze Tm<m0r+ 1)>:|

ie—mor

473
1.2 1 e mo” 20 4 By (n Dz n
= glg? 6m3m3 dmrd (mgr+1) <P — 4) [52P XT-(01)+ 0, P x7- <a2>]
1.2 1 e mor 20 4 DAl n D n

A integral (B.1.17) também possui termos do tipo ¢;q; = 2. Fazendo a mesma con-

sideracdo que em (B.1.29), e utilizando o resultado (B.0.1), temos

.7 o\ 2
1,2 010 d,3q erer 2 q2
—9s9s 2. 92 3 =2 s |\ P =
16mim3 J (2m)3 g% +mg 4

1 2 0109 B2, Mo emor
g2-21% (p2 (3.1.23)

— s 16m2m3 4

Substituindo os resultados de (3.1.18), (3.1.19), (3.1.20), (3.1.21), (8.1.22) e (3.1.23) na

expressao do potencial e rearranjando os termos, temos o potencial entre dois vértices

escalares

e~mor [ 8,5 1/, m2 1 1 1 /=, m2\? 1
E-E 9s9s s { r 4 + 4 m% + m% * 16 + 4 m%m%

+<mo7“+1>1[51(1_ 1 52, Mo

4 r 2 4m? 4

0q 1 = m2 .\ =

%2 (1~ pzy o )P 3
er%( 4mg( + 4) xr <1>]

1 1 o .
Px7-{c ) <P r-{G ) 2,2 1 3 3
6m3m3 r3 ( X T+(0q) X 7 (Fq) |(m§re + 3mgr + 3)

+ (P (51)) (P (52)) — P*(31) - (32) } (3.1.24)

3.1.4. Interacdo entre um vértice escalar e um pseudoescalar

A interacdo entre um vértice escalar (3.1.§) e um vértice pseudoescalar (3.1.10)
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

Vo pp——gig [t T L o L e Py @i+ 6, (P2 - T)]
E-PE sJIp (2W)362+m 1 47)’1% 1kt i45\Y 1/ k 1 4

2
0
i
| Gt}
Realizando o produto entre todos os termos, temos
d3q €97 041
= —glg2 (5 1.2
VE7PE gsgp/ (27T)3 qQ + m(Q) {4m2 <02>mqm (3 5)
1
—————¢€;.:..P;q:(0 o 3.1.26
+16m%m%€zgk zQJ<Ul>k<02>mqm ( )
S0 o G2
—— pP? - = 1.2
Iremos analisar as integrais separadamente.
A integral (B.1.25) ¢ do tipo (B.0.3), portanto resulta em
G etdm 018(Go)yy, [ 1 €7
1 2 1 2 m 1,271 2
—9s59 D / QQm - _gsgp 4m (47T r3 rm(l + mOT))
) —mqT ~
12 90 C (1 4 myr)(@,) - 7 (3.1.28)

~ 9590y, dmgy 4mr?

A integral (8.1.26) é do tipo (B.0.3), portanto resulta em

1 2 €k Pi(01)1(02) m etdr
- IsIp 16m1m2 / gqqu
=— gégi Eijk?é:ﬁg:fgﬁm ( — i;;o; [rjrm(mg7“2 + 3mgr + 3) — 7"25jm(1 + moT)D

L ! Px7 (0 )((ﬁ ) ?)(m2r2+3m r+3)
-z To) -
9590 43 16m 2m32 ! 2 0 0

— (61) x (G5) - P(1+ mor)} (3.1.29)
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

A integral (8.1.27) é do tipo (B.0.4), mas com um termo 2. Neste caso, a integral

simplifica-se para (B.0.4) onde fazemos a substituicdo —g2 = m2. Portanto,

1 2011(02) d3q et <p2 672>

I 96m2m3 | @m)3 @ +m2im 4

019(0g),, [ €07 - m2
1 291202 2 0
_ (P
~9s9p 16m3m2 { 473 Tm (o7 + >( + 4
1 01 (Fy) - Te Mo
7P 16m2m32  Amr?

(mor +1) (132 + ”f) (3.1.30)

Utilizando os resultados (3.1.28), (8.1.29) e (3.1.30), o potencial entre um vértice es-

calar e um pseudo-escalar fica

Ve_PE =959 6_;0r{4i}b% (o) - T(mor + — [1 1 <P2 + Wf)]
- Sz 3 [(@0) % @2) - P)(1+ mor)
— (P x7-(5,))((82) - 7)(m3r? + 3mgr + 3)]} (3.1.31)

3.1.5. Interacdo entre vértices pseudoescalares

A interacéo entre dois vértices pseudo-escalares (3.1.10)

1.2 d3q etadr i, i,
VPEpr = gpgp (277')3 qQ n mg 4m1 <Gl>iqi 4m2 <02>Jq3
3 q

iG7

_<01><2>/dq € .
16mymy ) (27)3 @ +m2 1Y

Utilizando o resultado da integral (B.0.3), temos o potencial

(G1)4 <02>g
_ — 25, (1
VpeE_pE = 16, [ . [ 5 (mgr? + 3mgr 4 3) — 128, ;,(1 + mgr)]
e —mgr
1
43 16m1m [ (1+mqr)

( ) ( ) mgr? + 3mgr + 3) (3.1.32)
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

3.2. Interacdes entre férmions via béson vetorial

Nesta secdo trataremos do potencial de interacdo entre férmions mediado por um bo-
son vetorial. Este pode ser determinado pelos seus acoplamentos permitidos, o que
significa uma corrente conservada; neste caso, o boson vetorial pode acoplar-se aos
vértices vetorial e pseudo-vetorial de Dirac.

Determinaremos primeiro a expressdo de ambos os vértices e posteriormente cal-

cularemos os potenciais de interagéo.

3.2.1. Vértice vetorial

O vértice vetorial de Dirac é

gyu(p ) y*u(p), (3.2.1)

onde gy, é a constante de acoplamento que depende da natureza do férmion descrito.

Usamos novamente as defini¢coes

1 0 , 0 o 01
v0 = ;o= 1y o=
0 —1 —o; 0 10
P ’ E’+m
E+m

Podemos explicitar a componente temporal utilizando as rela¢des acima

JY = gyuy®u = gyuty29°%u = gyutu

=gy [5T5+€T or_2P g]

E'+mFE-+m

1
=gy [5 + 4772@ (ospio,p;) 5} ,

onde consideramos ¢7¢ = 6 = 1 se o spin da particula 1 se mantiver e 0 se nio.

Utilizamos a propriedade das matrizes de pauli
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

para obtermos a componente temporal

J&:mm¢ngv{ ?UQwMQﬂk+@wwﬂf}

= {6+4 25 [zewk q1/2)(P +q3/2)0k+( i_qi/2)(Pi+qi/2)] 5}
:gv{5{1+412(ﬁ2_f)] (P ) <a>}, (3.2.2)

onde definimos ¢76¢ = (5)

As componentes espaciais

Ji = gyurtu = gyul (p')y°y u(p)
[fT Ze]lkpjak+6lgpj)€+§ (1€;1mP10m +5zzpz)§]
4d; q;

{et fiesn (P =F) o+ (P =5 )] €

+ & ficim (P+ L) o+ (Pi+ 2] ¢}
JY = gyuyiu = gvﬁ [z((jx <8>> + 2Pi5} . (3.2.3)

i

15 -p)o; £+§TG¢(5-T))§]

fTO'JPJUZf +¢to; Ulpl€:|

1
Wom
1
WVom
1
Vom
1
NVom

3.2.2. Vértice pseudo-vetorial

O vértice pseudo-vetorial de Dirac é
gpyuyHysu (3.2.4)
A sua componente temporal, considerando (8.2.4), é

ISy = gpy (@ )Y vsu(p) =gpyvut ()70 vsu(p)

:gPVUT(p/)%U(P)
P+4 P-4
=gpv £T<2>5+5T(2m2)5
- P
ZQPV@n (3.2.5)

33



3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

As suas componentes espaciais sao

. . 1
Thy = 9pvil0 Y v5up) = gpy {610.6 + €16 5):(0 - P)E

R 1
=9gpv {fTUz‘f + 4m2§T (Ujpg'o'io'k:pk>£}

Desenvolvendo a expressio

Ujp;UiUkpk :Ujaiakp;pk:
=liej00 + 0;:lokD}Ds,
:iejilglakpg‘pk + ORDiDE
=0€ ;1 [1€1 oy T, + 5zk}p;Pk + 0RDiDs,
= — €€ km T m PPk T+ 1€, 05D, + ORDiDy
=—[010;m — 5jm6ik]0'mp;pkz + iejilp;'pl + 04D Px

:Ujp;‘pi — 0PPr + ifjizP;pl + kDD

et (8 (3
~il(P-9) (PJrg)LwLa (P+D)(P-%)

Portanto, as componentes espaciais ficam da forma

. y 1 ( 0 -
JIzDV:gPVu’Y’L’YE;u:gPV{[l 4m2< )] 0 T am2 (P xq);

3.2.3. Interacao entre vértices vetoriais

Antes de calcularmos o potencial de interacdo entre vértices vetoriais, precisamos fa-

zer algumas consideragdes sobre o propagador de um bdson vetorial.
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

O propagador de um bdson vetorial de massa m,, é dado pela expressao

i . 1 (6% quy
_ > , 2.
(P ) pER—_ Ny + i <q2 p— q2> e (3.2.7)

Nesta tese vamos considerar o propagador no gauge de Feynman (a = 1), resultando
na expressao
— M (3.2.8)

2

P —
( T

/_u/>

Trabalhando no referencial do centro de massa, teremos o potencial
d3q €97 " -
V=—[| ————=(vértice)" vértice)¥
/ (27T)3Q'2—|—m(2)( )1”;},1/( )2

B d3q €97 irtice) (vérti
=— Wm(ver ice)) (vertice),),

d3q €97 TR VR
== | arp@imz [(vertlce)l(vertlce)Q;O - (Vertlce)ﬁ(vertlce)g;i} (3.2.9)

Neste caso, estamos analisando ambos os vértices vetoriais.
Desenvolvendo o produto das componentes temporais, utilizando o resultado (8.2.2)

e sua contrapartida para a particula 2, obtemos

4\m7 m% e

1 %(ﬁXQ) (9)2 1+4ﬂlﬁ<ﬁ2_i2>>

+%(PXJ)'<5>1(1+4;§(Q2_iz))]
) 16m1%m% (Pxi-6)(Pxd <32>>} (3.2.10)

Desenvolvendo o produto das componentes espaciais, utilizando o resultado (3.2.3)
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

e sua contrapartida para a particula 2, obtemos

+z[52f3 X G- (G,)+0,Pxq- <52>} + 41325152} (3.2.11)

dq iG7 1 0 70 ig7 1 i 78
VV—V:/(2W>3€ 4 (jg+m8 (‘]1VJ2V)_/<27T)36 4 ﬂ+m% (J1V‘]2V)'

Considerando as integrais do apéndice [B, o termo contendo as componentes tem-

porais fica
d3q ... 1 e~ o™ 1,1 1 - m2
iq-r JO JO _ 1 2 5.8, — 11 7(7 7) <P2 70)
/(27r>3e §2+m3< tv/3v) = 9vgv | 6102 el m2 +m§ +
1 = m2 2
s (P2 + 0
+ 16m%m%( T 4
§.e—oT . 1 e om2
- meijkpi<02>krj(l +mgr) (1 + 4m%<P2 + ;))]
526*7”0"" 1 . m2
— 2 e, PG 1 7<p2 70> ]
].671'7“377’1%61‘716 z<o-1>kr_7( +mOT>( +4mg + 4
1 . . e o™
16m2m2 €ijkLi(01) kEimn Py <02>nm[7‘jrm(m%r2 + 3mgr +3) — 120, (1 + mor)]}
1m3
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

B3q .1 e ™Mo 1,1 1 \/w, m2
i I I8y) = gbe¥ | 81041+ 3 (=5 + — ) (P2 + =0)
/(2%)36 c}Q—l—mg( tvov) gvgvl 152 4y { T3 m32 +m§ T
1 - m2\ 2
(P2 20
* 16m§m§< T }
e"™o" | (14+mgr) 1 (=5 md 0y = . 0y = . .
42 { 4 (1+4m§(P +T> mngxr-<02>+72pXr.<al>
e mo” 1 Pxr. (3 Pxr. (3 2,.2
+ 473 ) 16m2m2 (P x 7 (61))(P x 7 (d2))(mgr? + 3mgr + 3)
1

2

+ (14 mor) [P2(@1) - (32) — (P (32)) (P @))H }] (3.2.12)

O termo contendo as componentes espaciais fica

A*q g 1 e gvgv ) e s sz
qr JioJio) — 46,6, P>
/(2%)36 §2+m%( ivlov) dmymy | Amr 172

e—mo’l"

— oz (L mor) [5213 X7 (G1) + 6, P x 7 <52>}

e ™Mo

+ (00 @)1t mon) — (16 7

) (<32> : f«) (m2r? + 3mor + 3)] (3.2.13)

Portanto, o potencial da interacdo entre dois vértices escalares é

—mor 1/ 1 1\ /=, m2 L m2\2 p2
Vs st { S+ g+ ) (4 ) ¢ ks (2B
V-V ngV{ e AT ") T emmz U T My
e ™o 1 1 . mg 0y = .~ . 0y = . .

1 = =
— pr— (52P XT(01)+0,Px7- <02>>]

2 2
3 3 [
+ Amr3 4dmymg [(mor +3mor +3)

+ (@) 7) (@2)-7)]

(]3 X 7 (31))(

N3

X

=)
—

Ql
N
~
SN—

4dmime
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

3.2.4. Interacao entre um vértice vetorial e um pseudo-vetorial

Consideramos a expressio para o potencial (8.2.9) onde o vértice 1 é vetorial e o vértice

2 é pseudo-vetorial.
O resultado do produto das componentes temporais é
- m3 i L (G5) - P
JivIspy :g%/g%DV{(;l [1 + 42 (P2 + 40” + 4m%P X q <01>}{ "y
— gl 2 Gy) - P B2, MY
_gvgpv{51 2 [1 + 2 %<P + = )]
7 = . N . -
Fr (P X - <01>> (<02> : P)} (3.2.15)
O resultado do produto das componentes espaciais é
2
i A _ o - =3 m
JivIspy —gbgévml{z(q X <01>>i + 2P¢51}{<02>¢ [1 - am3 <P2 + 40)}
1 D /= q-(32) o 3 -
p. P, — _ P2 p
* 2m3 [( (G2)) P 4 Z} 4m%( . q)l
by 17 G1) - 32) +26, P (0] [1 - g (P24 0]
VIV om, 4m32 4
q-(02) (2 ju\ =
+ 5 @l (% (3,)- )

*4(:33 (7 @0) - (Pxd) - 5as
b2 [ @p - T2 )
—glvg?ovm;l{ (i % (@1) - (32) + 26, P (35)] [1 - 4;%@2 + ”f)ﬂ
3z (P @2))(@ x (31) - P)]
(i 00)- (P
-7
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

—glvg%vmll{ (i@ % (@1) - (32) + 26, P (35)] [1 - 47711%(132 + ”jf))]
+ 5z [P (62))(@x (61) - P)
- 475% ((02)- P)a
+ 5% [(13' (2))P? — ‘7'1@5. 13] } (3.2.16)

Portanto, o potencial devido a interacdo entre um vértice escalar e outro pseudo-

escalar é, conforme ()

d3q etdm d3q e )
Vi :/ JO.JO —/ JLJL
V-PV (27T)3(72—|— g VYPV (27r)3cj"2+m% VPV
1.2 efmoré (03) - P 1 1 p2 ﬁg
gvgpv{ Ay 1 Mo + 4m% + 4 )
e MoT N -
(1+mgr) Px7r-(dy))((dq) P
472 0 m%m2< 1 )( 2 )
1 e ™Mo’ R
g | [~ T (Lm0 x (B1) - @)
e~ ™MoT N m2
+ 26, P+ ()] [1 - P24+ 70
e MoT N >
(L4 mor) 5z [(P+ (32))(7 x (@) - P)]
dmr? o) om3 2 !
e by L B o
47r m§<<01> .P>m0
61 eimor = N = eimor ';:' N <(_7>-2>A =
+ m%[ 4mr (P. <U2>)P2 + 473 (mgr2 +3mor + 3) 4 rp
e~ ™moT 1 R N
43 (1+m07’)1<02>-P} }
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3. Obtencao de potenciais de interacdo a partir de diagramas de Feynman

Agrupando termos comuns por ordem do denominador do fator exponencial, temos

e Mo’ N >/ 1 1 1 - m2
Vv _py = 9%/9%3V{4m, [51 (d2) - P(f + m72> (1 + Ty <P2 + T()))

_2m1m2
e~ | (14 mgr) (ﬁ - . > 1 1
- P ) (@2 P) (o )
472 [ dmqms X7 (01) ) (02) my + Mo

e T4y [(mgr2 + 3mgr + 3) (72 ' <52>) (f ' f3>

47r3 8mym3
(3.2.18)
+(1+mor) ((32) - P) }

3.2.5. Interacdo entre dois vértices pseudo-vetoriais
O resultado do produto das componentes temporais

(@1)-P | J (32)- P

I pvIipy :g}vvg%vv{ 71711 inQ =9pvI9pPv
(1) - P)((@2) - P
(@0 -P)(@)-P) (3.2.19)
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O resultado do produto das componentes espaciais
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Omitiremos os céalculos intermediarios nesta etapa devido suas extensdes e apre-
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sentaremos apenas o resultado para este termo
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3.3. Consideracdes do capitulo

Potenciais de interacdo sdo em geral relacionados a forgas macroscopicas de longo al-
cance, como a eletromagnética e a gravitacional. Estas forcas de longo alcance podem
estar ausentes em interagdes comuns, mas podem ser acessiveis em experimentos na
escala de laboratério. Podem indicar a presenca de novas interacdes fundamentais,
como no caso dos axions e a teoria de Peccei-Quinn, ou de interacdes existentes prin-
cipalmente em sistemas complexos ou de matéria condensada onde ha a presenca de
quasi-particulas ou pseudo-particulas.

No caso das forgas macroscopicas descritas por meio de uma teoria microscopica,
como € o caso proposto neste capitulo, a massa da particula mediadora da interacio
determina também a ordem de grandeza do seu alcance ;1 o< .

Por exemplo, um béson mediador leve, com massa na ordem de 10~5eV, teria um
comprimento de onda macroscopico aproximadamente de A = 2cm e poderia mediar
forcas em escala macroscopica, como proposto em experimentos em [37] para deteccdo
de axions.

Podemos perceber que o termo de primeira ordem na interacéo entre dois vértices
escalares ¢ totalmente independente do spin dos férmions. Este tipo de interagdo ¢é
identificado como sendo interacido entre monopolos. O mesmo ocorre no termo tem-
poral da interacdo entre dois vértices vetoriais. Os termos de ordens superiores sao
dependentes da velocidade e também do spin dos férmions. Termos dependente da ve-
locidade devem ser considerados com cautela pois podem apresentar divergéncia no
ultra-violeta. No caso do grafeno, a velocidade de fermi é muito inferior a velocidade
daluz (vp ~ 105m/s = 0.003c).

A interacdo entre dois vértices pseudo-escalares bem como os termos de primeira
ordem da interagdo entre dois vértices pseudo-vetoriais sdo totalmente dependentes
do spin dos férmions interagentes. Este tipo de interacédo é identificado como sendo
interacdo entre dipolos. Termos de ordem superior em geral dependem do spin, mas
também da velocidade dos férmions. Forcas de longo alcance dependentes do spin em
geral sdo do tipo monopolo-dipolo e dipolo-dipolo. Forcas do tipo monopolo-dipolo

contém o termo (5) - 7 que viola P e T, o que néo foi observado macroscopicamente.
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Entretanto, termos de ordens superiores desta mesma intera¢io que sdo do tipo Px (3)-7
conservam P e T.

Utilizamos o formalismo descrito neste capitulo para determinar os potenciais uti-
lizados nos calculos computacionais. Neste primeiro estagio, implementamos um al-
goritmo apenas com potenciais tipo dipolo-dipolo e monopolo-monopolo nio depen-
dentes da velocidade. Desta maneira, analisamos a influéncia do spin dos férmions
e da massa do béson de Kekulé proposto em propriedades magnéticas e termodina-
micas do grafeno. Em um segundo estagio deste trabalho, pretendemos aprimorar o
algoritmo para contemplar termos de ordens superiores dependentes da velocidade e
novos potenciais devido a diferentes tipos de interacdes. Mais consideracdes sobre o

futuro deste trabalho estio descritas no capitulo .
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planar e calculo de propriedades fisicas de

interacoes nao-relativisticas

Neste capitulo apresentaremos os trabalhos originais desenvolvidos durante o periodo
de 2012 até o presente que englobam os esforcos deste autor e de todo o grupo de
pesquisa neste processo de doutoramento.

A secio §.1 refere-se ao artigo ja publicado com o titulo “Scalar-Interchange Poten-
tial and Magnetic/Thermodynamic Properties of Graphene-like Materials” no perio-
dico Journal of Advances in Physics vol. 9 n° 2. E-print disponivel no arXiv cond-
mat.mes-hall 1409.0238 https://arxiv.org/abs/1409.0238 .

A secdo @.2 refere-se ao artigo submetido para publicacdo no periédico Journal of
Magnetism and Magnetic Materials entitulado “Physical Properties of Graphene-like
Samples with Kekulé and Vacuum Polarization Corrections”. E-print disponivel no

arXiv cond-mat.mes-hall 1607.03529 https://arxiv.org/abs/1607.03529 .
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4.1. Potenciais de interacao escalares e propriedades

magnéticas/termodinamicas de materiais tipo grafeno

Recentemente, materiais como o grafeno e suas propriedades estdo atraindo muito in-
teresse na area teorica, de modelagem e experimental. Em particular, as propriedades
do grafeno e materiais similares tem sido investigadas em profundidade por diferentes
métodos (veja [29, 64] para revisdes recentes). E importante obtermos propriedades
mecanicas, elétricas, magnéticas e termodinamicas de diferentes superficies de car-
bono. Um dos problemas esta relacionado com o fato de que a superficie do grafeno
real ndo é perfeitamente plana e, portanto, suas propriedades fisicas podem depender
da geometria da superficie e suas deformagdes. Introduzir a curvatura na descriciao
do grafeno é um passo relevante na direcdo de uma compreensao mais ampla entre as
possiveis geometrias da superficie e as propriedades fisicas mensuraveis destas estru-
turas. Atualmente, o efeito da geometria na Fisica da Matéria Condensada representa
uma area de pesquisa ativa e, em particular, é possivel observar um interesse da co-
munidade cientifica no calculo dos efeitos de curvatura em materiais como o grafeno
[15, 27, 56, 65]. Neste artigo, n6s propusemos o uso de um dos principais métodos da
Teoria de Campos Quanticos para descrever a curvatura da superficie, descrevendo-
a fenomenologicamente através de um campo escalar massivo. O inverso da massa
deste campo caracteriza o alcance tipico que este campo escalar propaga-se a outros
pontos desta mesma superficie.

O tipo de curvatura, ou inomogeneidade, na estrutura cristalina do grafeno conhe-
cido como textura de Kekulé foi discutido previamente no capitulo . O propésito
deste trabalho foi considerar os efeitos de interacdes dependentes do spin devido a
troca de um boéson vetorial e um béson escalar massivo, que chamamos de bdéson de

Kekulé.

4.1.1. Métodos computacionais

Utilizando métodos numéricos, simulamos o comportamento de diferentes classes de
potenciais de interacdo em funcdo de condicdes internas e externas dos sistema in-

vestigado. Métodos computacionais, em particular o método de Monte Carlo, permite
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analisar o comportamento de sistemas em funcao de varia¢cdes do campo externo, tem-
peratura e o tipo de excitacdes que geram os potenciais de auto-interacdo. Estamos
na verdade contemplando situacdes que envolvem bdsons escalares, vetoriais e ten-
soriais que podem representar uma fisica mais fundamental por tras da abordagem
semi-microscopica [35, 86, 66]. Neste trabalho, focamos no caso particular de um bo-
son escalar massivo, doravante chamado escalar de Kekulé. Em futuras investigacoes,
pretendemos investigar a possibilidade do gradiente deste escalar de Kekulé estar as-
sociado a um campo vetorial massivo com interagdo dependente do spin que resulta
da troca de bosons vetoriais.

Modelamos um sistema com a estrutura cristalina do grafeno dotado de proprieda-
des magnéticas nio triviais. Isto significa que cada sitio possui um momento magné-
tico fixo que interagem entre si por interagdes tipo Heisenberg e dipolo-dipolo. Além
disso, assumimos que inomogeneidades na estrutura cristalina produzem uma contri-
buicdo extra para a interagdo, que pode ser descrita por um boson escalar intermedia-
rio, como especificado pela equacio (4.1.1)).

Pelo método descrito acima, exploramos as configuracdes de spin, magnetizagio
em equilibrio térmico, susceptibilidade magnética e calor especifico da estrutura es-
colhida. Como resultado, podemos observar como estas propriedades dependem da

massa do boson escalar. O hamiltoniano correspondente tem a seguinte forma:

(3,3) (%,3)
3(S..8.(S. -8 .)—(S..S.
—UJZ ( 1 ezg)( 7 367,3) ( 7 _7) (411)
i<g Tij
5 (3+38r;,; + 2T?j)< i €i)(S5 €)= (L +8r;)( i‘Sj)e,gTij
i<j 47”%’

Os termos dos potenciais utilizados neste hamiltoniano foram escolhidos com base
nos potenciais gerados no capitulo f§, observando termos de primeira ordem do tipo
monopolo-monopolo e dipolo-dipolo indepentes da velocidade.

O primeiro termo na primeira linha representa o acoplamento dos spins a um campo
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magnético externo, B. No termo em parénteses da primeira linha da equagio acima, o
primeiro somatoério duplo representa a interagio de troca ferromagnética entre primei-
ros vizinhos com uma constante de acoplamento J e o segundo somatorio representa
a influéncia do boson escalar na interacdo de troca entre os sitios, com constante de
acoplamento J. A segunda linha da equa¢io acima corresponde ao termo de inte-
racdo entre dipolos magnéticos, com constante de acoplamento w e a terceira linha
representa a influéncia do béson escalar na interacao entre dipolos magnéticos, com
constante de acoplamento &.

Os termos S; sdo momentos magnéticos tridimensionais de modulo unitario, e, ; sdo
vetores unitarios na direcdo que une os sitios i e j e r,; representa a distancia entre
os sitios i e j. As quantidades w e & sdo consideradas constantes de acoplamento para
os termos de interacdo entre dipolos magnéticos. O parametro ¢ é a massa do béson
escalar. Assumimos a relacdo entre as constanes w/J = 0,001 conforme a referéncia
[67] ew =, J=J.

Antes de descrevermos detalhes das simula¢des, vamos apresentar algumas motiva-
¢Oes para a introdugio do potencial dependente do spin decorrente da troca do boéson
escalar massivo. A idea é baseada no trabalho [52], no qual os autores estudaram as
consequencias de uma distorcdo local de Kekulé, ou seja, uma distorcao de Kekulé
diferente em cada ponto do plano. Para este propoésito, um campo escalar extra foi
introduzido. O papel deste escalar de Kekulé foi explorado em grande detalhe nos
trabalhos [54, 68—70].

Nossa proposta é que este escalar seja um grau de liberdade que se acopla aos elé-
trons e resulta em uma interacdo efetiva, que é dependente do spin e possui massa
¢. A forma explicita para a obtencdo deste potencial foi detalhada no trabalho de Do-
brescu e Mocioiu [36]. Portanto, em nosso cenario este campo escalar de Kekulé fica
encarregado de representar as imperfei¢oes das camadas de grafeno.

Assumimos que o campo magnético externo é ortogonal ao plano da estrutura. As
simulacdes para a magnetizacdo e susceptibilidade magnética foram realizadas para
os valores B = —20,—18,...,—8,-7.9,-7.8,...,0,...,7.8,7.9,8,...,18,20. Aqui, a energia e
o campo magnético aplicado sdo expressos em unidades de J. A temperatura é ex-

pressa em unidade de J/k, onde J é a magnitude da constante de acoplamento e k é a
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constante de Boltzmann. Em todos os casos, a temperatura escolhida foi T=0,2. Para
estudar regides de baixas temperaturas, todas as simulagdes foram realizadas para tem-
peraturas essencialmente menores do que a temperatura critica. A escolha de ¢t = 0,2
fornece uma rapida convergéncia do procedimento de Monte Carlo para o sistema de
interesse.

Obtivemos a susceptibilidade x (ao longo do eixo OZ) utilizando o método Monte

Carlo através da expressao

x = e (m2) = (m.)?), (4.12)

onde N é o numero de spins do sistema e (m_) é a magnetizacdo média por spin na
direcéo z.

O calor especifico foi obtido através da relacao de flutuacdes de energia

1
C = o (B = (E)?). (4.13)

onde (E) é a energia média por spin. Para calcular o calor especifico, utilizamos B=0

e os valores T' = 5.000, T = 4.975, 4.950, ..., 0.050.

4.1.2. Resultados

Os resultados em equilibrio térmico obtido pelas simulacdes Monte Carlo permite ob-
servar a dependéncia do calor especifico e da susceptibilidade magnética em funcdo
da temperatura. Enfatizamos que os calculos foram realizados para valores do campo
magnético externo e temperatura especificados na secio .1.1. Os gréficos da suscep-
tibilidade magnética em funcido do campo externo para diferentes valores de ¢ estao
exibidos nas figuras §.4, .3 e jt.6. Os graficos do calor especifico em funcio da tem-
peratura estdio exibidos nas figuras #.74.8 e 1.9, Analizando as figuras .4, .5 e |16,
podemos visualizar que a susceptibilidade da estrutura analisada depende da massa da
particula escalar. O maximo da curva cai no mesmo valor do campo magnético ex-
terno para falore de ¢ de 0.50 até 0.75; para valores de 0.80 até 1.00, o maximo da curva
se desloca para a esquerda no sentido crescente do campo magnético. Ha dois picos

nos graficos cujas posicdes se deslocam no sentido decrescente do campo externo, com
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valor crescente da massa do boson escalar entre 0.80 e 1.00 que permanece constante
para valores menores de &.

Se considerarmos que ¢ é um parametro que de certa forma mede a blindagem do
potencial, entao valores pequenos de ¢ correspondem a uma blindagem fraca e longo
alcance de interagdo. Em nossos resultados, observamos que para blindagens mais
fortes o deslocamento dos picos é mais significativo com a variagdo do campo externo
aplicado.

Analisando as figuras .7, §.8 e .9, podemos compreender como a temperatura cri-
tica da nanoestrutura magnética depende do valor de ¢. Observamos que a temperatura
critica aumenta com um aumento do valor da massa do béson escalar. Podemos ver
que a linha para a massa nula do bdéson escalar, que corresponde a um grafeno perfei-
tamente planar, é muito diferente das linhas onde hé curvaturas na superficie. A linha
correspondente a ¢ = 0 no grafico é fortemente desviada para a direita em relacdo as
outras. Além disso, podemos observar a presenca de dois picos distintos, como pode-
mos ver na figura .9 Podemos ver que com o aumento da massa do boson escalar,
ha um deslocamento no sentido crescente de temperatura. O desvio relativo entre as
linhas proximo ao primeiro pico (temperatura aproximadamente 0.2) é mais acentu-
ado do que proximo ao segundo pico (temperatura aproximadamente 0.4). Podemos
ver que para valores elevados da massa do boson escalar, com valores de ¢ variando
de 0.85 a 1.00 (ver figura §.7), o desvio é maior do que para valores menores da massa,
como por exemplo entre 0.50 e 0.80 (ver figura [4.§).

Os graficos da magnetizacdo em funciao do campo magnético aplicado sdo exibidos
nas figuras , @ e @ Podemos notar que a magnetizagdo varia com o aumento
da massa do boson escalar de forma que, para valores maiores de ¢ (correspondentes
a potenciais de menor alcance), as variacdes na magnetizacdo sdo mais suaves sobre
uma grande variacdo de valores do campo magnético. Quanto menor o valor de ¢,
maior o alcance do potencial, portanto o grafico da magnetizagio tende a ser mais

vertical e se torna menos sensivel a variagdo do campo magnético.
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4.1.3. Graficos

Magnetizacao

Magnetization

Figura 4.1.:

Magnetization

Figura 4.2.:
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Grafico da magnetizacdo em funcdo do campo externo para valores de ¢
entre 0.80 e 1.00.
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Grafico da magnetizacdo em funcdo do campo externo para valores de ¢
entre 0.50 e 0.80.
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Figura 4.3.: Grafico da magnetizacdo em funcdo do campo externo para valores de ¢
entre 0.50 e 1.00.
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Susceptibilidade magnética

12

10 | £=1.00 -------

Figura 4.4.: Grafico da susceptibilidade magnética em funcdo do campo externo para
valores de ¢ entre 0.80 e 1.00.

12

10 | £=0.70

Figura 4.5.: Grafico da susceptibilidade magnética em fun¢do do campo externo para
valores de ¢ entre 0.50 e 0.80.

52



4. Modelagem computacional do grafeno
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Figura 4.6.: Grafico da susceptibilidade magnética em fungdo do campo externo para
valores de ¢ entre entre 0.50 e 1.00.
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Calor Especifico
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Figura 4.7.: Grafico do calor especifico em funcdo da temperatura para valores de ¢
entre 0.80 e 1.00.
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Figura 4.8.: Grafico do calor especifico em func¢ido da temperatura para valores de ¢
entre 0.50 e 0.80.
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Figura 4.9.: Grafico do calor especifico em func¢ido da temperatura para valores de ¢
entre 0.50 e 1.00.
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4.1.4. Conclusoes

Nos investigamos algumas propriedades termodinamicas e magnéticas de um sistema
tipo grafeno em uma situacdo onde as deformacgdes de Kekulé sdo descritas por um
campo escalar massivo. A troca deste escalar da origem a um potencial dependente do
spin. Indicamos como o calor especifico e a magnetizacdo comportam-se sob variacoes
de ¢. A interacdo eletromagnética se faz presente por meio da interagio entre dipolos
magnéticos. Ao mesmo tempo, a interacdo tipo Coulomb adquire uma forma tipo Yu-
kawa devido a troca do escalar massivo. Finalmente, ha uma interacdo spin-spin dada
pelo hamiltoniano (4.1.1). Nossa conclusdo geral é que as deformacdes de Kekulé po-
dem ocasionar mudancgas sensiveis nas propriedades fisicas do grafeno, competindo
com a interacdo puramente eletromagnética para aumentar a estabilidade da estru-
tura do grafeno contra repulsdes eletromagnéticas. Nossa concluséo final é que estes
efeitos de curvatura da superficie podem ser descritos por meios de um campo esca-
lar massivo, que introduz termos adicionais de interacdo no hamiltoniano. Utilizando
este método, pudemos calcular as propriedades fisicas das nanoestruturas. O uso deste
método ndo aumentou significantemente o tempo computacional.

Os resultados para a susceptibilidade estao apresentados em moddulo. Entretanto,
apresentaram valores negativos, indicando diamagnetismo da estrutura, o que esta de

acordo com a teoria vigente para o grafeno [16].
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4.2. Propriedades fisica de materiais tipo grafeno com correcoes de

Kekulé e de polarizacao do vacuo

Grafeno e materiais de estrutura eletronica similares sdo de muito interesse para ci-
entistas e engenheiros de todas as areas em virtude de suas propriedades inusitadas
e importantes [[15, 22, 49, [/1]. Em particular, as propriedades fisicas destes materiais
foram exploradas extensivamente tanto no seu aspecto tedrico quanto no aspecto ex-
perimental pelos mais diferentes métodos (para reviews recentes, veja [24, 26, 29, 47,
64]).

Um dos aspectos mais interessantes do grafeno de um ponto de vista tedrico é sua
relacdo muito proxima com a Teoria Quéntica de Campos (TQC) [13, 55, 72, 73]. Esta
conexdo surge do fato que a relacdo de dispersio é linear proxima dos pontos de Dirac
(também chamados de vales, e sdo pontos onde ha o cruzamento entre as bandas de
conducdo e de valéncia). Este comportamento leva ao aparecimento de excitagdes de
baixa energia descritas por uma equacdo de Dirac bidimensional para particulas sem
massa, com uma velocidade muito inferior a da luz (experimentalmente v ~ ¢/300).
O aparecimento de anomalias quanticas na rede hexagonal do grafeno é um exemplo
desta conexdo [13]. Ha um numero grande de estudos abordando questdes fundamen-
tais no ambito das anomalias quanticas [13, 72], mais recentemente na relacdo entre a
TQC e o namero fermidnico fracionario [14, 53, 54, 74-76].

O grafeno ndo apresenta uma superficie perfeitamente plana e suas propriedades
fisica dependem da sua geometria especifica e de deformacdes, imperfei¢des da rede
cristalina e também se a estrutura possui uma forma oca, como uma esfera, um elip-
soide ou um tubo (como fulerenos e nanotubos de carbono) [27, 55, 65].

No trabalho [52], Chamon discute a possibilidade de descrever a curvatura de um
nanotubo de carbono como uma simetria continua U(1) e as suas implicagdes rela-
cionadas a textura de Kekulé no plano do grafeno. Esta textura sdo oscilacdes na-
turais nos comprimentos das ligacdes de carbono que simultaneamente esticam-se e
comprimem-se respectivamente em ligacdes alternadas. Seus resultados foram corro-
borados por [77]. Nas referéncias [53, 68], esta ideia é aprofundada. No trabalho de

[54], Jackiw e Pi descrevem como a distor¢do em uma rede bidimensional (chamada
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distorcao de Peierls) pode ser representada por um acoplamento do campo de Dirac
a um campo escalar massivo, que é uma medida da distor¢do da rede. Eles associam
este campo escalar a textura de Kekulé, como mostrado nos trabalhos anteriores de
Chamon et al. para desenvolver uma teoria quiral do grafeno.

A partir dos estudos de formacao de vortices em [53], o resultado de uma teoria qui-
ral do grafeno apresenta uma estrutura espinorial que nao é modificada pela adigio de
um potencial vetorial de gauge quiral acoplado com os férmions. De fato, este acopla-
mento promove o aparecimento de campos magnéticos no grafeno, com corroboracio
experimental e tedrica na descri¢do de deformacdes elasticas e no estudo da formacao
de defeitos topoldgicos com influéncia nas propriedades eletronicas do grafeno [25,
26, 28, 50, 58, 78-83].

No cenario experimental, é possivel observar (a partir da medi¢do de niveis de Lan-
dau) campos pseudomagnéticos intensos (de até 300T) devido a tensdes na estrutura
do grafeno [81]. E possivel medir, utilizando microscopia eletronica de tunelamento,
interferéncia do tipo Aharonov-Bohm devido a deformacdes locais na rede cristalina
[58]. Um estudo detalhado de campos de gauge no grafeno pode ser encontrado em
[26]. A partir de deformagdes elasticas, a emergéncia de defeitos topologicos em um
substrato curvo é representada por um hamiltoniano néo relativistico para o grafeno,
e alguns efeitos nas propriedades eletronicas do grafeno sdo discutidas em [82, 83].

Nos exploramos a ideia de que algumas imperfei¢cdes na superficie do grafeno po-
dem ser descritas por um campo escalar massivo e propusemos que este escalar repre-
senta um grau de liberdade que acopla elétron e resulta em uma interagio efetiva que
¢ dependente do spin e possui um parametro, &, que é a massa do béson trocado que
chamaremos doravante de particula de Kekulé.

Neste trabalho, simulamos as propriedades fisicas (calor especifico, magnetizacéo e
susceptibilidade magnética) a baixas temperaturas, em uma rede cristalina de spins no
grafeno sob a influéncia de potenciais de interagdo dados pela interacdo com correcgao
de polarizagdo do vacuo e também devido a troca do boson de Kekulé, que representa
uma medida da imperfei¢cdo da estrutura cristalina. Para isto, utilizamos potenciais de
interacdo nio-relativisticos obtidos da interacdo entre férmions mediada pelo boson

de Kekulé em um procedimento inicialmente descrito por Sucher e Feinberg [32-35] e
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desenvolvido por Moody e Wilczek [37] e por Dobrescu e Mocioiu [36]. Descrevemos
este método no capitulo B e sugerimos também as referéncias [38, 39].

Desta forma, é possivel obter potenciais de interacdo necessarios para simular as
propriedades fisicas do grafeno que desejamos explorar considerando o espalhamento
elétron-elétron mediado por um boson de Kekulé. Também comparamos os resultados
com os trabalhos de [41, 84], onde o calor especifico e a susceptibilidade do grafeno
foram analisados teoricamente utilizando métodos de grupo de renormalizacdo e cor-

recdo gaussiana para baixas temperaturas.

4.2.1. Métodos computacionais

Nés modelamos uma rede cristalina de grafeno com 288 sitios para simular o compor-
tamento de um modelo de Heisenberg classico, no qual cada sitio contém um momento
magnético livre para girar nas 3 direcdes espaciais, mas a rede possui uma estrutura
bidimensional plana. A curvatura da superficie é representada na interacdo por meio
do escalar de Kekulé. Em cada sitio, o spin interage com seus primeiros vizinhos por
interacdes tipo Heisenberg e tipo dipolo-dipolo.

Utilizamos o método Monte Carlo com o algoritmo Metropolis [30, 85, 86]. Escolhe-
mos este método devido a sua capacidade de obter um macro-estado de equilibrio de
um sistema fisico com muitos graus de liberdade acoplados (tal como modelos de Potts
e suas generalizacdes, como o modelo de Heisenberg) a uma dada temperatura T. Es-
colhemos um micro-estado inicial e realizamos um grande nimero de transformacoes
aleatorias através de um procedimento deterministico até atingirmos um macro-estado
de equilibrio. O micro-estado inicial escolhido em todas as simulagdes fora um arranjo
de spins todos paralelos na rede cristalina. Entdo aleatoriamente mudamos esta con-
figuracdo e avaliamos a mudanca na energia do sistema deste novo micro-estado e
comparamos com a configuracio anterior. Se AE > 0, este micro-estado substitui o
anterior com uma probabilidade e=2E/%:T; sendo, é descartado. Em simulacdes pre-
liminares, avaliamos que o nimero de passos necessarios para garantir que o estado
de equilibrio tivesse sido alcancado como sendo na ordem de » = 10* por cada sitio na
rede e usamos este nimero de passos em todos os nossos calculos. O estado final cor-

responde a configuracéo estavel e foi interpretada como macro-estado de equilibrio.
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Utilizando o método descrito acima, n6s obtivemos as configuracdes de spin, magne-
tizagdo no equilibrio térmico, susceptibilidade magnética e calor especifico do sistema.

O hamiltoniano utilizado para o sistema foi

5 = ~ =€y, o
H=-B ZSZ—(JZSZ- Si+J Y © Zs;)
<ig> <ig> S ATy
(S; ezg)(gj‘éij) (S; gj)
—w
; Y
5 Z (3+38r;; + 2T?j)(§i'éij>(§j'éij) - (1"‘572’3‘)(51' . gg)
3
<i,j> 47Tm2rij
Q a e—2mrij
— 1+ ——1. 4.2.1

Os termos dos potenciais utilizados neste hamiltoniano foram escolhidos com base
nos potenciais gerados no capitulo B, observando termos de primeira ordem do tipo
monopolo-monopolo e dipolo-dipolo indepentes da velocidade.

No primeiro termo na primeira linha, o somatoério representa o acoplamento dos
spins a um campo magnético externo B. Os termos dentro dos parénteses represen-
tam o termo de troca ferromagnético entre os primeiros vizinhos devido a troca de um
foton e ao escalar de Kekulé respectivamente, com constantes de acoplamento J e .J.
Na segunda linha temos o termo da interacdo dipolo-dipolo magnético (chamado tam-
bém de acoplamento dipolar) devido a interagido eletromagnética com intensidade w.
Na terceira linha, o termo representa o acoplamento dipolar devido a troca do b6éson
escalar com intensidade @. O termo da quarta linha representa a correcéo eletromag-
nética de polarizacdo do vacuo. Os termos S; representam os momentos magnéticos
tridimensionais unitarios; €,; sio os vetores unitarios na direcéo do sitio i para o sitio
j e r;; representa a distancia entre os referidos sitios. As quantidades w e & podem ser
consideradas constantes de acoplamento para o termo de troca e de interacao dipolo-
dipolo magnético respectivamente. O parametro ¢ é a massa do boson escalar e m é a
massa do elétron; a é a constante de estrutura fina.

No6s definimos a aplicacdo do campo magnético externo de maneira ortogonal ao
plano da estrutura. A energia e o campo magnético aplicado sdo expressas em unida-

des da constante de acoplamento J. A temperatura é expressa em unidades de J/k,,
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onde J ¢ a magnitude da constante de acoplamento e k, ¢ a constante de Boltzmann.
Nos obtivemos a susceptibilidade magnética y (neste caso projetada sobre o eixo

OZ) utilizando o método Monte Carlo conforme a expressio

= o (m2) = m2)2). (422)

onde N é o numero de spins do sistema e (m,) é a magnetizacdo média por spin na

direcdo z. O calor especifico C é obtido através da relacdo de flutuacoes de energia

1 2 2
C = opay (B%) = (B)?) (4.23)

onde (E) é a energia média por spin. Para o calculo do calor especificos utilizamos

B=0.

4.2.2. Resultados e discussoes

Apbs a apresentacdo geral do modelo do hamiltoniano que adotamos em nossas in-
vestigacdes, iremos apresentar agora o resultado das simulacdes realizadas e seus cor-
respondentes graficos das propriedades fisicas que estamos interessados, sendo elas a
magnetizacdo (subsecio 4.2.9), a susceptibilidade magnética (subsecio §.2.9) e o calor
especifico (subsecio §.2.2).

Devido ao grande nimero de graficos utilizados, decidimos realizar os comentarios

logo apos cada grafico e as discussdes gerais na seciio §.2.3.

Magnetizacao

Aqui exibimos os resultados dos calculos da magnetizacdo em termos do campo mag-

nético aplicado para diferentes valores de ¢.
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Figura 4.10.: Graficos da magnetizagdo em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢ apenas com termo de Heisenberg.

Neste grafico, calculamos a magnetizacio considerando apenas a interagdo de Hei-
senber. Note que como nao ha troca da particula de Kekulé, vemos apenas uma curva
de magnetizacdo. Ha magnetizacdo completa do sistema para valores do campo ex-
terno de aproximadamente +2, o que significa que todos os spins estdo alinhados na
mesma direcdo do campo. Ha uma magnetizacdo positiva de 0,46 na auséncia do

campo externo e magnetizacdo nula para um campo no valor de —0, 3.
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Figura 4.11.: Graficos da magnetiza¢do em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com termo de dipolo incluso.
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Quando incluimos a interacdo dipolar, vemos que a magnetizagdo completa do sis-
tema ocorre para valores do campo de —3 e 4. Na auséncia do campo externo, a mag-

netizacdo € 0,19 e ndo ha magnetizacdo para o valor do campo de —0, 5.
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Figura 4.12.: Graficos da magnetiza¢do em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com primeiro termo de Kekulé incluso.

Quando incluimos o primeiro termo da interacdo de Kekulé, claramente vemos um
comportamento distinto da curva de magnetizacdo para os diferentes valores de massa
do béson de Kekulé. Para os valores mais elevados de ¢, o padrao da curva de mag-
netizaciio assemelha-se ao da figura §.11. Chamamos a atencéio para a curva de mag-
netizagdo para ¢ = 0. Ela possui uma magnetizagdo de —0,25 na auséncia do campo
externo e magnetizacdo nula para valor do campo de 0,4. Para o préoximo valor mais
alto calculado, ¢ = 0,5, vemos um comportamento muito similar aos valores de ¢ mais

elevados.

p11,
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Figura 4.13.: Graficos da magnetiza¢do em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com o segundo termo de Kekulé incluso.

Neste calculo, incluimos todos os termos de interagdo anteriores e mais o segundo
termo de Kekulé. A linha ¢ = 0 mostra que, para uma particula de Kekulé de massa
nula, o material torna-se muito menos sensivel ao campo magnético externo. Vemos
uma distincdo mais clara entre as curvas com valores de ¢ mais elevados, mas elas
mantém o mesmo comportamento dos calculos anteriores. Para que o sistema fique
completamente magnetizado para ¢ = 0, precisamos aplicar um campo duas vezes mais

intenso do que o utilizado para valores mais elevados de ¢ em ambos os sentidos.
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Figura 4.14.: Graficos da magnetiza¢do em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com a correcdo de polarizagdo do vacuo inclusa.

Neste calculo, incluimos o termo de correcdo de auto-interacdo aos calculos ante-
riores. A influéncia desta interagdo se da claramente principalmente na sensibilidade
do sistema ao campo externo para atingir a magnetizacdo completa. Todas as curvas
precisam de um campo cerca de duas vezes mais intenso para atingirem a magnetiza-
¢do completa do que no calculo anterior da figura §.13. Além disso, todas as curvas
mostram uma magnetizacdo negativa na auséncia de campos externos de —0, 12 para

£#0e—0.08 para ¢ =0.

Susceptibilidade Magnética

Aqui apresentamos os resultados dos célculos da susceptibilidade magnética em ter-

mos do campo magnético aplicado para diferentes valores de ¢.
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Figura 4.15.: Graficos da susceptibilidade magnética em funcdo do campo aplicado
para todos os valores de ¢ apenas com termo de Heisenberg.

Podemos ver que a maior susceptibilidade magnética se da para o valor de B = 0,
com uma pequena assimetria em relacdo a valores positivos e negativos do campo

externo, mas desaparece rapidamente para valores do campo |B| > 2
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Figura 4.16.: Graficos da susceptibilidade magnética em funcdo do campo aplicado
para todos os valores de ¢, com termo de dipolo incluso.

Quando incluimos o termo de interacao dipolar, o resultado mostra agora 2 picos
para a susceptibilidade magnética, sendo mais alto para campos negativos. Além disso,

a intensidade da susceptibilidade fica 3 vezes menor em comparacio com a figura .15,
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Figura 4.17.: Graficos da susceptibilidade magnética em funcdo do campo aplicado
para todos os valores de ¢, com primeiro termo de Kekulé incluso.

Aqui incluimos o primeiro termo de interacdo de Kekulé aos céalculos anteriores.
Podemos ver claramente um padrdo de assimetria dos picos de susceptibilidade para
valores positivos e negativos do campo, sendo diferente para todos os valores de ¢.
Para os valores inferiores de massa ¢ = 0 e ¢ = 0.5, vemos que o sistema responde
de maneira mais intensa a campos positivos do que negativos, mas esta sensibilidade
acompanha a condi¢do de aplicagdo de campos mais intensos no sentido positivo do
que no negativo. Os picos ocorrem para valores de B = 2.1 e B = —1.0 para ¢ = 0.
Também vemos um terceiro pico de menor intensidade em B = 5 para um bdson de
massa nula.

Para valores maiores de massa ¢ = 1.0 e¢ = 1.5,vemos que o padrio se inverte em
relacdo as massas menores. O menor pico de susceptibilidade magnética ocorre nos
valores mais altos de ¢, enquanto para ¢ = 2.0 vemos apenas um pico difuso em B = —1

que decresce rapidamente para B > 1.0.
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Figura 4.18.: Graficos da susceptibilidade magnética em funcdo do campo aplicado
para todos os valores de ¢, com o segundo termo de Kekulé incluso.

Aqui incluimos o segundo termo da interagdo de Kekulé aos calculos anteriores.
Agora as menores susceptibilidades encontram-se nos menores valores de £, um com-
portamento oposto do obtido na figura com uma prevaléncia na regido negativa
do campo externo. Novamente, vemos para o valor de ¢ = 2.0 o que parece ser apenas
um Unico pico, em contraste com os 2 picos vistos em todos os outros valores de ¢ e o

que parece ser até 3 picos para ¢ = 0.
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Figura 4.19.: Graficos da susceptibilidade magnética em funcdo do campo aplicado
para todos os valores de &, com a correcdo de polarizagdo do vacuo in-
clusa.

Neste calculo, incluimos a corregio de polarizagdo do vacuo aos calculos anteriores.
Novamente, vemos uma mudanca no padrao dos picos, agora prevalecendo na regiao
de valores positivos do campo, de maneira oposta ao visto na figura t.18. Gostariamos
de chamar atencdo para o fato de que com a inclusao do termo de loop, a curva para
¢ = 2.0 tornou-se muito similar a curva para ¢ = 1.5, exibindo 2 picos distintos.

Além disso, gostariamos de salientar que na figura §.18, vemos que para ¢ + 0 os
picos ocorrem para valores muito baixos do campo externo, cerca de +1. Na figura
k.19, ambos os picos ocorrem para valores muito maiores do campo externo B = —2 e

B =3.

Calor especifico

Nesta secdo, apresentamos os resultados dos calculos para o calor especifico para todos

os valores de ¢.
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Figura 4.20.: Graficos do calor especifico em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢ apenas com termo de Heisenberg.

Vemos aqui os resultados para o calor especifico calculado apenas com o termo
de interacdo de Heisenberg. Podemos identificar duas regides de comportamentos
diferentes. Vemos um dominio de altos valores de calor especifico, possivelmente com
dois picos, na regido de temperatura de 0 até 4. A partir deste valor, vemos um outro
dominio com valores menores de calor especifico mas com uma tendéncia crescente

continua com a temperatura.
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Figura 4.21.: Graficos do calor especifico em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com o termo de dipolo incluso.
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Na figura }.21], incluimos o termo de interacio dipolar. Vemos apenas pequenas
diferencas em relacio a figura t.20, praticamente imperceptiveis, que podem ser atri-

buidas ao processo de geracao de numeros aleatérios do método de Monte Carlo.
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Figura 4.22.: Graficos do calor especifico em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com o primeiro termo de Kekulé incluso.

Neste calculo, incluimos o primeiro termo de Kekulé aos calculos anteriores. Agora
é possivel ver um comportamento diferente em comparagio com as figuras ef.21.
A curva para ¢ = 0 encontra-se transladada para a direita em relacdo as outras linhas
com ¢ # 0. Além disso, para ¢ = 0 vemos um segundo pico bem distinto no calor
especifico em relagdo ao primeiro pico, enquanto para ¢ # 0 temos o que parecem ser
dois picos na regido 7' = [0;4]. Para todas as linhas, temos a mesma regido de calor

especifico crescente para 7' > 4, agora com oscilacdes mais intensas.
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Figura 4.23.: Graficos do calor especifico em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com o segundo termo de Kekulé incluso.

Neste calculo, incluimos o segundo termo de Kekulé aos calculos anteriores. Vemos
apenas poucas diferengas em relacao ao calculo anterior da figura e assumimos

que eles sdo consistentes com flutuagdes inerentes ao método computacional.
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Figura 4.24.: Graficos do calor especifico em fun¢do do campo aplicado para todos os
valores de ¢, com a correcdo de polarizagdo do vacuo inclusa.

Na figura t.24, incluimos o termo de correciio de loop aos calculos anteriores. Este
termo possui grande influéncia no comportamento do calor especifico. Vemos agora

apenas um pico bem distinto na regido de T = [0;4], que cresce exponencialmente
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a partir de valores menores de 7. Na regido de 7' > 4, vemos apenas uma elevacéo
na curva, que entio apresenta um padrao decrescente. Isto contrasta com o padrio
crescente nesta mesma regido visto nos calculos anteriores.

Gostariamos de ressaltar a mudanca na escala vertical da figura ¢.24. Ela mostra
que os valores do calor especifico sdo 233 vezes maiores que nos calculos anteriores,
indicando uma forte influéncia do termo de auto-interagéo ao calor especifico.

Isto vai ao encontro da referéncia [41], que prevé um calor especifico para baixas
temperaturas proporcional a C,, o« 72/|In 72| com correcdes de segunda ordem de auto-

interacdo deste mesmo tipo.

4.2.3. Discussao e consideracoes

Mostramos que nosso método para obtencdo de potenciais de interagdo a partir da
teoria quantica de campos e usa-los para simular sistemas fisicos produz resultados
que podem ser comparados com dados experimentais ou outros métodos tedricos e
analiticos. Além disso, a ideia que exploramos de que a curvatura da superficie do
grafeno pode ser modelada por uma particula escalar massiva, que chamamos de béson
de Kekulé, mostrou produzir comportamentos diferentes nas propriedades calculadas
que podem ser procurados em experimentos.

Na secdo }.2.9, mostramos que a massa da particula de Kekulé influencia a intera-
¢do com o campo magnético externo. Vimos em todos os calculos que quanto maior
a massa do bdoson de Kekulé, mais intensa € a intera¢do com o campo externo, dadas
todas as possiveis configuracdes. Como um valor alto da massa deste boson esta rela-
cionado com a curvatura do plano do grafeno e também com o alcance desta interacio,
concluimos que curvaturas mais altas ou defeitos na planaridade da rede no grafeno
tornam o material mais suscetivel a influéncia de campos magnéticos externos nas
proximidades da regido de alta curvatura.

Vimos também que ha aparentemente um limite para o valor de &, ou em outras pa-

lavras, um limite para a curvatura. Vimos nas figuras .12, 4.13 e .14 que para valores

de ¢ > 1.5, a diferenca no grafico de magnetizacio é praticamente inexistente entre as
curvas, indicando que ao aumentar ainda mais a curvatura (ou seja, aumentar a massa

¢€), ndo iriamos observar mudancas adicionais na interacdo com o campo externo.
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Em relacdo as contribui¢des dos termos individuais calculados, concluimos que a
maior contribui¢do para a magnetizacdo do sistema vem da interacdo dipolo-dipolo,
além da massa ¢. Quando este termo foi introduzido nos calculos (fig. e B.13), os
spins em cada sitio interagem entre si de maneira que o campo externo necessario para
promover um alinhamento completo dos spins da rede é 50% maior do que na auséncia
desta interacdo. Como o campo externo interage com cada sitio da rede individual-
mente, a interacdo dipolar entre os sitios de maneira que o estado energeticamente
favoravel é com os spins perpendiculares um aos outros, e nao paralelos (no caso do
alinhamento com o campo externo). Portanto, quando esta interacdo foi ligada em
nossas simulacdes, vemos imediatamente um aumento no campo externo necessario
para alinhar todos os spins paralelamente uns aos outros e ao campo externo.

Em relacdo ao tema muito debatido sobre as propriedades magnéticas intrinsecas
do grafeno (para detalhes, ver as referéncias [29, 87-91]), nossos céalculos propdoem
cenarios diferentes e conflitantes. Mostramos que em nosso modelos, os calculos sem
a particula de Kekulé resultaram em um grafeno levemente magnético, com um ali-
nhamento de um pequeno nuimero de spins na auséncia de um campo externo (fig.
e .11). Isto também pode também ser um indicador de histerese no material,
ja que no processo computacional nés fizemos uma varredura unidirecional a partir
de valores maiores do campo externo para valores menores. Quando os termos de
Kekulé foram incluidos nos calculos (fig. e .13), também houve ordenamento
dos estados de spin, mas a direcio manteve dependéncia com o valor da massa da
particula de Kekulé. Para os valores menores de ¢, houve uma orientagcdo média na di-
recdo negativa e para os valores maiores houve orientagdo média na diregao positiva.
Nao pudemos investigar para qual valor de ¢ esta mudanca preferencialmente ocorre,
nem para qual valor had magnetizacdo nula, devido a limita¢des na implementagéo do
nosso algoritmo. Quando incluimos o termo de correcio de loop (fig. §.14), nossos
resultados mostraram apenas orientagdo negativa dos spins para todos os valores de ¢,
o que significa que estes termos de segunda ordem podem ter uma grande influéncia
no ordenamento de spins na rede.

Nosso método considerou uma variedade de possiveis cenarios e possiveis respostas

em cada caso analisado, mas uma limitacdo da implementaciao do nosso codigo é que
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necessitamos de dados experimentais para os parametros de ajuste utilizados, portanto
tornando impossivel apresentar respostas conclusivas com um alto grau de precisao
em topicos onde hi atualmente debate na literatura ou falta de dados experimentais.
Um fator positivo é que nosso modelo é flexivel o suficiente para comtemplar os possi-
veis cenarios em debate e fornecer pistas para investigacoes futuras, considerando que
novos termos de interacio podem ser facilmente incluidos, “ligados” ou “desligados”
para verificar a viabilidade de alguma descri¢do fisica em anélise.

Nos calculos da susceptiblidade magnética, mostramos que cada termo adicionado
ao calculo (dipolo-dipolo magnético, Kekulé e loop) altera a susceptibilidade ao campo
externo, corroborando com os nossos resultados para a magnetiza¢do. Vemos uma as-
simetria na susceptibilidade em relagdo ao sentido do campo aplicado em relagéo a
valores positivos e valores negativos do campo, bem como na intensidade. Isto parece
indicar uma direcdo preferencial de alinhamento dos spins na presenca de um campo
externo. Esta direcdo preferencial depende diretamente da massa da particula de Ke-
kulé, quando este termo encontra-se presente nos calculos, e também nas interagdes
de acoplamento dipolar.

Como mostramos na fig. §.15, o maior valor da susceptiblidade ocorre para campos
pouco intensos, tanto no sentido positivo quanto negativo de aplicacdo. Conforme
aumentamos a intensidade do campo magnético aplicado, a susceptibilidade rapida-
mente decresce para valores negativos do campo aplicado e decresce cerca de 50% mais
devagar para valores positivos do campo antes de atingir o zero. Quando as intera-
¢des dipolo-dipolo sio incluidas nos calculos na fig. §.16, ainda vemos uma taxa de
decrescimento da susceptibilidade menor para campos positivos do que para campos
negativos. Mas ha uma diferenca fundamental em relagido ao calculo realizado apenas
com o termo de Heisenberg: a susceptibilidade aumenta para campos pouco intensos
e diminui para campos mais intensos. Parece haver uma tendéncia dos spins respon-
derem mais intensamente a campos magnéticos fracos enquanto os spins comecam a
alinhar-se ao campo. Esta resposta rapidamente atinge um limite quando a amostra
atinge certo nivel de magnetizacao (spins ficam mais paralelos uns aos outros) devido
a interacdo dipolar, que se opde a este alinhamento, e para aumentar ainda mais a

magnetizacdo deve-se aplicar um campo muito mais intenso neste caso.
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Este padrio permance quando os termos de Kekulé sio adicionados na figura §.17.
Quando o termo de interacio Kekulé-dipolo foi adicionado na figura .18, este padrio
permanece extremamente dependente do valor de ¢. Para ¢ = 0, para campos fracos
vemos novamente uma dire¢ao preferencial no sentido de campos positivos. A suscep-
tibilidade aumenta com a intensidade de aplicacido de campos positivos, mas diminui
para campos negativos. Os spins alinham-se mais rapidamente na direcdo positiva do
que na negativa. Para |B| = 2, vemos um ponto de mudanca. Para valores negativos
do campo, os spins alinham-se mais rapidamente, e para valores positivos do campo,
a taxa de alinhamento de spins atinge um valor limite. Quando aumentamos o valor
de ¢, isto muda rapidamente, e a curva de susceptibilidade torna-se mais simétrica em
relacdo ao sentido do campo aplicado para valores pouco intensos do campo. Para
¢ = 2, vemos outro surgimento de uma assimetria. Para campos fracos, a taxa de ali-
nhamento de spins aumenta para campos negativos e diminui para campos positivos,
nunca aumentando para este campos positivos e atingindo um pico para campos nega-
tivos. Entretanto, ainda decresce de maneira mais lenta para campos positivos do que
para negativos. Concluimos que a curvatura do grafeno, ou o grau de irregularidades
na estrutura, possui forte influéncia na susceptibilidade magnética da amostra.

Quando incluimos também o termo de segunda ordem de auto-interagido na fig.
k.19, ainda vemos uma assimetria altamente dependente no valor de ¢ similar 4 fig.
.18, mas conforme aumentamos o valor de ¢, o padrio da susceptibilidade magnética
tende a manter a simetria para campos fracos, , de maneira muito similara ¢ = 1.5 e
¢ = 2.0. Ainda vemos uma preferéncia por campos positivos para altos valores de |B],
mas isto ndo é visto para baixos valores de |B|. Isto mostra que os efeitos da correcao
da polarizagdo do vacuo podem ser significantes nas caracteristicas desta propriedade.
Admitimos aqui uma limita¢do em nossa analise: ndo podemos ter certeza se superes-
timamos ou subestimamos o termo de auto-interacdo. O valor do parametro de ajuste
utilizado foi obtido por consideragdes de otimizacdo de energia e ndo é Unico, ja que
nossos calculos nao foram ab initio. Os parametros utilizados para os outros termos
foram escolhidos de uma faixa de valores muito limitada, obtida utilizando as mesmas
consideragées, todos exibindo as mesmas caracteristicas. Portanto, nao apresentam a

mesma preocupacgio que o termo de loop neste quesito.
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Para o calculo do calor especifico, mostramos que a interacdo dipolo-dipolo magné-
tico nao influencia esta propriedade, como pode ser visto na fig. e fig. j.23. isto
significa que a interacdo entre spins da rede, tanto via troca de fotons quanto troca
de bosons de Kekulé, ndo influenciam como a rede armazena energia térmica. Em ou-
tras palavras, as intera¢des magnéticas nao influenciam na vibracgao da rede devido a
flutuacoes térmicas.

Vimos nas figuras e que o calor especifico é fracamente dependente no
valor de ¢. Vemos uma distingdo clara de duas regides nos calculos: uma com 2 picos
elevados, que ocorre até um valor aproximado de T = 4, e outro onde o calor especifico
aumenta continuamente com pequenas flutuacdes para 7' > 4. Como vimos na fig.
k.29, o valor de ¢ desloca estes padrdes horizontalmente. Conforme aumentamos os
valores de ¢, as curvas deslocam-se para a esquerda, mas vemos que este deslocamento
rapidamente alcanca um limite. Para ¢ > 0.5, ha apenas mudancas muito pequenas nas
intensidades dos picos, mas nio ha deslocamento lateral para valores de 7. Também
vemos que para ¢ > 0, ha uma maior resolucdo do primeiro pico em relacao a ¢ = 0.
Nao investigamos, usando uma maior resolucdo de ¢ nos calculos, para determinar
precisamente para qual valor de ¢ isto ocorre. Entretanto, vemos que a influéncia de
¢ alcanga um limite rapidamente na capacidade de armazenar energia térmica, sendo
mais alta para valores menores de ¢ e valores baixos de temperatura.

O que mostrou-se surpreendente em nossos calculos foi a importancia das corre-
¢des de loop na determinacéo do calor especifico do grafeno, como visto na fig. .24,
Vemos um crescimento exponencial no C, para valores pequenos de T, que nio es-
tava presente na auséncia deste termo de interagdo. Este resultado é consistente com
os trabalhos de Pei-Song et al. [41]. Neste trabalho, os autores preveem que o calor
especifico deva ter uma dependéncia da temperatura proporcional a C, « 72/|InT?|,
que conseguimos reproduzir em nosso modelo computacional. Também mostramos
que ha um segundo, menor e mais difuso pico de calor especifico para valores de T
cerca de duas vezes maior do que o primeiro pico. Ambos possuem valores signifi-
cantemente maiores do que os mostrados nas figuras e #.23. Também vimos que
a regido de crescimento constante do calor especifico néio encontra-se na figura .24,

mas isto pode ser devido a diferenca na escala dos calculos anteriores. Pretendemos
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aumentar a escala de temperatura em trabalhos futuros. Vemos que o valor de ¢ neste
caso produz o mesmo padrio de deslocamento lateral das curvas visto na figura .22

O trabalho de Pei-Song et al. [41] mencionado também prevé uma dependéncia da
susceptibilidade magnética para baixos valores de temperatura daforma C, « 7'/|In T2|.
Nosso algoritmo nédo prevé este tipo de calculo e ndo pudemos testar a previsdo dos
autores do trabalho citado, embora calculamos esta propriedade em relacdo ao campo
magnético externo. Devemos ser capazes de aprimorar o algoritmo e implementar a
possibilidade deste calculo em futuros trabalhos.

A propriedade do calor especifico mostrou ter pouca interferéncia da interagio
dipolo-dipolo magnético. Ambos com e sem os termos de Kekulé, a inclusdo da intera-
cdo tipo dipolo-dipolo nio alterou nenhuma caracteristica desta propriedade. Apenas
a interacdo de Kekulé mostrou alguma influéncia no calor especifico, principalmente
considerando os valores calculados para a massa do escalar de Kekulé. A menos deste
caso, ndo altera as caracteristicas desta propriedade em relagio a interagdo de Heisen-
berg. O parametro que mais influencia o calor especifico é a correcao de polarizagio
do vacuo. Ele aumenta o valor do pico cerca de 233 vezes, evidencia um pico princi-
pal (em contraste com dois picos na regido T = [0;4]) e mostra um segundo pico mais
difuso na regido T > 4 com um valor decrescente do calor especifico para 7 > 7. O
pico elevado obtido na regido de T = [0;4] corrobora com os resultados obtidos por

[41] utilizando outros métodos analiticos de avaliacdo para o mesmo sistema.
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Neste capitulo final, procuramos fazer uma auto-analise do trabalho até aqui apresen-
tado, e também para onde esperamos que este trabalho evoluira e continuara sendo
desenvolvido.

Em termos gerais, esta tese buscou amalgamar elementos da Teoria Quantica de
Campos, da Fisica da Matéria Condensada e da Fisica Computacional. Na primeira
parte da tese, o capitulo [, discutimos aspectos eletrodinamicos do grafeno. Com isto,
estabelecemos o arcabouco teodrico do sistema fisico que viriamos a modelar. Esta-
belecemos que a eletrodinamica do grafeno é descrita pela equagdo de Dirac, e néo
pela mecéanica quantica nao-relativistica de Schrodinger. Na sequéncia, mostramos
como uma espécie de inomogeneidade na estrutura cristalina, a chamada textura de
Kekulé, modifica a eletrodinamica do material. Na verdade, a textura de Kekulé in-
troduz uma variagio na posi¢do dos atomos de carbono em qualquer dire¢ao espacial,
ndo apenas ao longo da ligacdo entre os atomos vizinhos. Portanto, ela pode gerar
uma estrutura complexa de desvios da planaridade do material. Mostramos que estas
tensodes produzem um acoplamento do campo espinorial com um campo escalar. Além
disso, produzem também uma mistura entre vales, ou pseudospins distintos (sub-redes
distintas).

Ao longo do capitulo, sugerimos varias referéncias sobre defeitos estruturais no gra-
feno e a miriade de diferentes fendmenos que eles promovem. Alguns promovem o
acoplamento do campo espinorial com campos de gauge efetivos, produzindo campos
magnéticos no grafeno, ou até campos elétricos. Como perspectiva futura de traba-
lho, contemplamos modelar o acoplamento com campos de gauge e escalares advindos
de outros defeitos estruturais, com caracteristicas distintas, para estudar o comporta-

mento de caracteristicas fisica do grafeno sob uma 6ptica mais abrangente e dinamica.
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No capitulo [, desenvolvemos a técnica para obtencdo de potenciais de interacio
nao-relativisticos a partir de uma teoria de campos relativisticos. Nos mantivemos
dentro da descri¢do do acoplamento de espinores com campos escalares e campos ve-
toriais pois compreendiam o universo de possibilidades que pretendiamos simular.
Mantivemos termos de ordens superiores pois estes mostram a influéncia do spin nas
interacdes, o que ndo acontece se nos restringirmos apenas a termos de primeira or-
dem. Os apéndices [A| e [§ trazem muitos calculos auxiliares para o capitulo que foram
mantidos como referéncias.

Outros trabalhos de membros do nosso grupo também foram sugeridos [38, 39].
Nestes trabalhos, utilizamos a mesma técnica para obter potenciais de interagdo medi-
ados por outros campos, como campo de Proca, Cremer-Scherk-Kalb-Ramond, mixing
de campos tensoriais e vetoriais e campos com massa topologica.

No capitulo }{, aplicamos a técnica apresentada no capitulo § no contexto do gra-
feno, baseado na justificativa da textura de Kekulé estar associada com campos es-
calares. Neste capitulo apresentamos os trabalhos originais produzidos como con-
sequéncia deste processo de doutoramento e publicados ou em processo de publica-
cdo. Explicamos a metodologia utilizada, embora o algoritmo em si ndo tenha sido
apresentado. Entretanto, o algoritmo encontra-se disponivel em https://gitlab.com/
ricardomartins para edicdo colaborativa sob a licenca GPLv2 para membros autoriza-
dos.

A secdo apresenta o primeiro artigo ja publicado. O algoritmo desenvolvido
encontrava-se em seu primeiro estagio. As dificuldades encontradas primeiramente
foram no intuito de encontrar um sistema adequado para as simulacdes, levando em
conta o tempo computacional. Nesta etapa, calculamos a susceptibilidade magnética,
magnetizacdo e o calor especifico com termos de Heisenberg, dipolo-dipolo e seus
equivalentes escalares referentes a particula de Kekulé. Nosso modelo prevé propri-
edades diamagnéticas da estrutura, o que esta de acordo com modelos tedricos [16].
Entretanto, vemos um perfil dinamico desta propriedade, que varia conforme a inomo-
geneidade da estrutura cristalina (representada pela massa ¢ da particula de Kekulé).

Reconhecemos que o algoritmo, por ndo ser um método de primeiros principios,

contém constantes que precisam ser ajustadas com dados experimentais, por métodos
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de minimizagdo ou heuristicos. Para cada termo adicionado ao hamiltoniano, é ne-
cessario repetir o processo, o que custa mais tempo computacional. Como perspectiva
futura, pretendemos aprimorar o algoritmo para melhorar o processo de determinagao
destas constantes de ajuste.

Nesta versdo do algoritmo, nio era permitido analisar a varia¢do das propriedades
fisicas com relacdo a cada termo de interacao. Neste caso, o calculo fora realizado com
o hamiltoniano completo em todas as etapas. Para conseguirmos mais detalhes nos
calculos, variamos os valores de ¢ por uma gama maior de possibilidades.

A secio .9 traz o segundo artigo elaborado, com uma versio mais avancada do
algoritmo. Neste caso, incluimos também termos no potencial devido a polarizacdo
do vacuo. Também neste caso, apresentamos os resultados para a susceptibilidade
magnética em modulo, entretanto os valores encontrados indicam também diamagne-
tismo.

Nesta versdo do algoritmo, pudemos controlar com flexibilidade cada termo do ha-
miltoniano, podendo “desligar” e “ligar” termos de interacdo em cada etapa dos cal-
culos. Isto nos permitiu uma analise mais apurada da contribui¢do de cada termo in-
dividual. Neste caso, escolhemos variar os valores de ¢ por um intervalo mais amplo,
mas com menos valores intermediarios, e nos concentrar na analise da contribui¢do
de cada termo ao hamiltoniano. Entretanto, este ponto positivo vem acompanhado
de um lado negativo, pois tornou-se mais dificil calcular os valores das constantes de
ajuste de cada termo, aumentando o tempo computacional e a complexidade dos cal-
culos. Também encontramos diversos conjuntos de constantes possiveis e tivemos que
recorrer a literatura para filtrar aqueles conjuntos que mais aproximavam os resulta-
dos aos valores experimentais ou teéricos. Consideramos um sucesso do algoritmo
ao conseguir reproduzir os resultados teéricos em [84] para o calor especifico com o
termo de correcdo de loop, além de prever o diamagnetismo do material.

Reconhecemos uma limitagdo do algoritmo em néo permitir calcular o valor da sus-
ceptibilidade magnética em func¢io da variacdo da temperatura. Ha valores na lite-
ratura para esta relacdo, entretanto esta versio do algoritmo ndo permite calcular da
mesma maneira como ¢é feito para as outras propriedades. Pretendemos incluir esta

funcionalidade em uma versao futura do algoritmo.
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Outra limitacao do algoritmo é que sua incapacidade de calcular propriedades di-
namicas e modificagdes estruturais em tempo real. Em outras palavras, o tempo nao
foi incluido como uma variavel. Portanto, calculos de propriedades de transporte,
corrugacdes estruturais, ondulacdes, efeito Hall, etc. ndo puderam ser contempladas.
Estamos estudando maneiras de aprimorar o algoritmo para incluir estes efeitos de
maneira consistente, se possivel sem reescrever grandes por¢des do algoritmo, mas
ainda nio temos um plano de agido consolidado neste sentido.

Pelo nosso modelo tratar os spins localizados nos sitios contrastar com o caso real
de spins néo localizados nos grafeno, ressaltamos que estes resultados podem ser re-
presentativos de um dominio restrito de situacdes possiveis. Para ampliar o alcance
deste modelo, é necessario considerar a dinamica dos spins no grafeno.

Como continuacgao deste trabalho, além das possibilidade ja elencadas ao longo desta

discussdo, citamos mais algumas perspectivas futuras:

« calculo de propriedades 6pticas, como polarizabilidade, primeira e segunda hi-

perpolarizabilidades;

« utilizar diferentes estruturas-base, como bicamadas de grafeno, nanotubos, fule-

renos, grafanos e grafinos;

« considerar efeitos de polarizacdo do vacuo na interagio eletromagnética, também

conhecido como potencial de Uehling em 2 dimensdes;
« estudar efeitos de localizacao dos elétrons;
« espalhamento elétron-fonon;

« espalhamento elétron-elétron e a influéncia de modos coletivos de excitacio,

como plasmons, em propriedades fisicas do material.

Concluindo, seria oportuno levantar uma critica final ao nosso e a muitos trabalhos
da literatura na area no que concerne a questido da dimensionalidade experimentada
pelos férmions da rede (que sdo realmente confinados a um plano) e a dinamica dos

fotons (que ndo necessariamente sdo sujeitos a uma dinamica confinante ao plano).
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Esta discussdo esta muito ausente da literatura e, para ataca-la de forma objetiva,
estamos trabalhando em nosso Grupo uma técnica a que denominamos Restri¢do Di-
mensional, que nao é o mesmo que Reducido Dimensional. A ideia que estamos traba-
lhando ja vem demonstrando expectativas positivas no ambito da Fisica dos Supercon-
dutores Topoldgicos, para os quais a dinamica fundamental se passa em 5 dimensdes
mas o material, que é (1+3)-dimensional, percebe as intera¢des como uma projecao
holografica.

Estamos trazendo este mecanismo para uma Fisica em (1+3) dimensdes, conside-
rando que os elétrons da rede sdo genuinamente confinados ao plano do material,
porém os fotons tém sua dindmica planar como uma restricdo dimensional (ao plano
do grafeno) a partir de uma dinamica verdadeiramente tridimensional.

Estas questdes estdo em andamento e sdo topicos constituintes de Tese de Douto-
rado a ser defendida futuramente em nosso Grupo de Pesquisa [92, 93].

O algoritmo encontra-se disponivel em https://gitlab.com/ricardomartins para edi-
cao colaborativa sob a licenca GPLv2 para membros autorizados.

O algoritmo foi escrito na linguagem FORTRAN e compilado com o compilador livre
GCC-FORTRAN. Os graficos foram gerados utilizando o programa GnuPlot. Apenas
softwares livres foram utilizados em todas as etapas deste trabalho. Esta tese foi escrita

em KIgX através do editor de texto Emacs. A fonte utilizada foi Linux Libertine.
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Apresentamos a demonstracio da expressio (B.0.d). Utilizando das equacdes (A.0.1)
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Apresentamos a demonstragio da expressdo (B.0.3). Utilizando as equacdes (A.0.2)
e (B.0.1), temos
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Apresentamos a demonstraciio da expressio (B.0.4). Utilizando as equacdes (A.0.3)

e (B.0.1), temos
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