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Resumo

Desde sua introdugao, a mecanica estatistica se apresenta como uma teoria bem su-
cedida na conexao entre as descrigoes microscopica e macroscopica, contribuindo para o
entendimento de uma grande variedade de fen6menos naturais, artificiais e sociais. Par-
tindo da mecéanica (classica, quantica ou relativistica) e incorporando alguns conceitos
da teoria de probabilidades, a mecéanica estatistica nos leva a termodinamica. Descri¢oes
intermediarias, onde aspectos mesoscopicos sao considerados, podem envolver equacoes
mestra, de Langevin ou de Fokker-Planck lineares ou nao-lineares. As equagoes de Fokker-
Planck nao-lineares sao grandes candidatas a descricao dos processos difusivos anémalos.
Introduzidas, inicialmente, no estudo da difusao em meios porosos, estas equagoes foram
generalizadas para diversas aplicagoes. Um resultado importante foi a prova do Teorema H
neste contexto, permitindo que essas equagoes sejam associadas diretamente com formas
entropicas generalizadas, ou seja, que podem descrever diversos sistemas complexos. Neste
trabalho, apresentamos resultados da mecénica estatistica e da termodinamica de alguns
sistemas nao-extensivos, buscando aplicagoes de entropias nao-aditivas & sistemas fisicos.
Utilizando como modelo um sistema de particulas interagentes em movimento superamor-
tecido, derivamos a equacgao de Fokker-Planck nao-linear que descreve sua dindmica ao
nivel mesoscopico. Comparando os resultados analiticos com os obtidos através de simu-
lagoes, investigamos o efeito do potencial de interacao entre as particulas e do potencial
externo ao qual estao sujeitas, mostrando as distribui¢oes de probabilidades, entropia e
outras medidas relevantes. Concluimos que o procedimento independe da forma desses
potenciais, sugerindo uma universalidade e permitindo que tal descricao seja aplicada
a diferentes sistemas, tais como vortices em supercondutores do tipo-II, plasmas empo-
eirados e fluidos complexos. Partindo da descricao mesoscopica, dada pela equagao de
Fokker-Planck, conseguimos construir uma descricaio macroscopica, ou seja, mostrar a
existéncia de uma termodindmica para sistemas nao-extensivos. Além disto, uma vez que
o formalismo é valido para toda a evolugao temporal de tais sistemas, conseguimos obter,
para casos cuja distribuicao de probabilidades é conhecida analiticamente, uma termoes-

tatistica temporal, em outras palavras, uma descri¢ao termodinamica fora do equilibrio.



Abstract

Since its introduction, statistical mechanics is presented as a successful theory on
the connection between the microscopic and macroscopic descriptions, contributing to
the understanding of a wide variety of natural, artificial and social phenomena. Star-
ting from mechanics (classical, quantum, or relativistic) and incorporating some concepts
of probability theory, statistical mechanics leads to thermodynamics. Intermediate des-
criptions, where mesoscopic aspects are considered, may involve master, Langevin and
Fokker-Planck equations, linear or nonlinear. The nonlinear Fokker-Planck equations are
good candidates for describing anomalous diffusive processes. Introduced, initially, for
diffusion in porous media, these equations have been generalized for further applicati-
ons. One important result was the proof of the H-theorem in this context, allowing these
equations to be directly associated with generalized entropic forms, i.e., those that could
describe several complex systems. In this work, we present results of statistical mecha-
nics and thermodynamics of some nonextensive systems, searching for applications of
nonadditive entropies to physical systems. Using as a model the system of interacting
particles under overdamped motion, we derive the nonlinear Fokker-Planck equation that
describes its dynamics at the mesoscopic level. Comparing the analytical results with
those obtained from simulations, we investigate the effects of the particle-particle interac-
tions and of the external potential, to which they are subjected, showing the probability
distributions, entropy and other relevant measures. We conclude that this procedure is
independent of the form of these potentials, suggesting a universality and that such a
description should be applied to different systems such as type-II superconducting vor-
tices, dusty plasmas, and complex fluids. From the mesoscopic description, given by the
Fokker-Planck equation, we can construct a macroscopic description, showing the exis-
tence of a thermodynamics for nonextensive systems. Furthermore, since the formalism
is valid for the whole time evolution of such systems, we can obtain, for the cases where
the probability distribution is known analytically, a time-dependent thermostatistics, in

other words, an out-of-equilibrium thermodynamic description.
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Capitulo 1

Introducao

A mecénica estatistica (ME) tem se apresentado como uma das teorias de grande
sucesso em Fisica, sendo muito importante na conexao entre as descri¢oes microscopica
e macroscopica e no entendimento de uma grande variedade de fendémenos naturais, ar-
tificiais e sociais. Partindo da mecanica (seja ela classica, quantica ou relativistica) e
incorporando alguns conceitos da teoria de probabilidades, a mecénica estatistica nos leva
a termodinamica.

A partir desta conexao, tem-se uma descricao macroscopica de diversos sistemas fi-
sicos, tipicamente definidos em termos de suas propriedades microscopicas, tais como
gases de particulas nao-interagentes, sistemas de spins, oscilagoes em redes, dentre muitos
outros. Permite-se, assim, fazer predi¢coes macroscopicas baseadas nessas propriedades,
propiciando interpretacoes de quantidades termodinamicas a nivel atomico, como calor
especifico, energia livre e entropia.

Hoje, um século e meio apds a introdugao do conceito, por Rudolf Clausius (1822-
1888) em 1865 [I], podemos afirmar que o papel desempenhado pela entropia mostrou-se
muito mais amplo, e ainda nao plenamente conhecido, que aquele inicialmente reservado
no escopo do formalismo termodindmico. Ludwig Boltzmann (1844-1906), que em 1872
postulou o funcional entrépico [2], 3], conectou a definigdo macroscopica do conceito ao
mundo microscopico. Esta definicao, que posteriormente foi refinada e estendida por Josiah
Gibbs (1839-1903), deu origem & célebre entropia de Boltzmann-Gibbs (BG), Sgg [4].

No decorrer dos anos, acreditou-se que o formalismo decorrente da entropia de Boltz-
mann-Gibbs era a tnica teoria possivel, necessaria e suficiente para a termodindmica ser
satisfeita, sendo considerada, mesmo ainda hoje em alguns circulos cientificos, como a en-
tropia termodinamica. Porém, como citado nos trabalhos seminais da teoria, esta forma
entropica é usualmente considerada apropriada sob determinadas condi¢oes, como homo-

geneidade, correlagoes (espaciais e temporais) fracas, processos markovianos, interagoes
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de curto alcance entre os componentes e, principalmente, ergodicidade; tais sistemas sao
descritos, usualmente, por equagoes lineares e distribui¢oes estacionérias gaussianas.

Durante todo o desenvolvimento da mecanica estatistica, a forma funcional da entropia
de BG foi considerada vélida e apenas pequenas mudangas foram incorporadas (como na
descri¢ao de sistemas quanticos, via matriz de densidade), enquanto outros funcionais
termodindmicos puderam ter sua forma modificada para adequar-se a novos problemas.
Entretanto, desde a sua introducao, a ME vem acumulando exemplos que encontram-
se fora do alcance da teoria. Diversos sistemas fisicos apresentam estados estacionéarios,
ou quase-estacionérios, que nao sao bem descritos pela estatistica de Boltzmann-Gibbs.
Esses sao geralmente caracterizados por heterogeneidade, correlacoes de longo alcance
(espaciais e temporais), processos nao-markovianos, interagoes de longo alcance e, muitas
vezes, necessitam de modifica¢oes nas descri¢oes, dando origem a equagoes nao-lineares e
distribui¢oes nao-gaussianas.

Porém, com a introducao das entropias nao-aditivas, e de outras generalizagoes para o
funcional entrépico (veja, por exemplo, a segdo 3.9 da referéncia [5]), uma nova classe de
sistemas puderam ser considerados, principalmente aqueles nomeados sistemas comple-
X0S E] Dentre estas, destaque-se a teoria pioneira iniciada por Constantino Tsallis (1943-)
em 1988 [7], que tem na g-entropia sua proposta de generalizagdo, e tornou-se conhe-
cida por mecénica estatistica nao-extensiva (MENE). Nestes mais de 25 anos, esta teoria
transformou-se em um campo de estudo s6lido e com diversas aplicacoes a sistemas fisicos
(que vao desde distribui¢oes de velocidades em particulas sub-atomicas & distribui¢ao de
matéria escura no universo), biolégicos (indo da distribuigdo de velocidades de microor-
ganismos a resolugao de ressonancia magnética) e sociais (desde mercado financeiro ao
estudo de engarrafamentos) [5]. O adjetivo “nao-extensivo” surge da propriedade apre-
sentada por algumas grandezas termodinamicas, como por exemplo, a energia interna.
Quando tratamos de sistemas cujos elementos sao fortemente correlacionadas, a entropia
de Tsallis, que é sempre nao-aditiva E], torna-se extensiva (dependente da quantidade de
matéria) para um valor apropriado do parametro ¢, também chamado de indice entropico.

No contexto desta tese, o trabalho de Albert Einstein (1879-1955) de 1905 traz para
a fisica o movimento browniano, cuja compreensao é creditada a Robert Brown (1773-
1858). A explica¢do do movimento difusivo das particulas em suspensao coloidal através

do efeito coletivo dos atomos do fluido, que contribuiu para a corrente atomista do inicio

'Um recente artigo do Constantino Tsallis apresenta uma bela definicio para este termo, relacionando
o termo complexidade com a nao-aditividade destes sistemas [6].

2Decidimos utilizar o termo apropriado (“ndo-aditiva”) para a entropia generalizada proposta por
Constantino Tsallis ao invés do termo historicamente conhecido [7]; para maiores discussoes, vide a
referéncia [5].
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do século XX, pode ser considerada uma das grandes aplicagoes da mecanica estatistica
ou da dindmica estocéstica. As equacoOes lineares que surgem neste problema podem ser
usadas na descrigao de sistemas que apresentam difusao linear, destacando-se entre elas
a equagao de Fokker-Planck (EFP). O fato da EFP apresentar como solugao temporal
uma distribuigao gaussiana, a qual maximiza a entropia Spg, sugere uma conexao entre
a mecénica estatistica e as equagoes de Fokker-Planck lineares [§].

Entretanto, é sabido que muitos sistemas complexos nao podem ser descritos por
equagoes lineares, de tal forma que a introdugao de nao-linearidades nas equagoes é consi-
derada como uma possivel alternativa de adequagao. Para a EFP, que descreve a evolugao
temporal da distribui¢ao de probabilidades no espago de fases, diversas generalizagoes fo-
ram propostas, permitindo a descrigao de sistemas caracterizados por difusoes anémalas
e dinamicas fora do equilibrio, dando origem as equacoes de Fokker-Planck nao-lineares
(EFPNLs) [9]. As distribui¢oes de probabilidades em leis de poténcia, dentre as quais
destacamos as g-gaussianas que maximizam a entropia de Tsallis, sao encontradas como
solugoes de algumas das EFPNLs conhecidas, sugerindo que a MENE emerge como uma
teoria estatistica para difusoes anomalas e de outros sistemas descritos por tais equagoes.

As equacgoes de Fokker-Planck, sejam na forma linear ou nao-linear, tém encontrado
aplicacoes na descrigao de uma variedade de campos, tais como: fisica da matéria conden-
sada, fisica de plasmas, fisica de superficies, astrofisica, hidrodinamica nao-linear, biofisica,
dindmica de populagoes, neurofisica, econofisica, entre outros [5], 8, ©]. O principal obje-
tivo deste trabalho é aprofundar no estudo das equagoes de Fokker-Planck nao-lineares,
dando continuidade aos trabalhos apresentados na dissertacao de mestrado do autor [10].
Na busca de tornar a teoria mais abrangente, estendemos as aplicacoes para sistemas de
particulas interagentes em movimento superamortecido e apresentamos uma termoesta-
tistica para esses sistemas nao-extensivos, definindo uma temperatura efetiva, entropia,
energia interna, energia livre, entre outros potenciais e grandezas termodinamicas.

Esta tese é composta por sete capitulos, sendo a parte introdutoéria representada por
este e pelo Capitulo 2] Nos Capitulos 3 e 4 faremos uma breve revisao de conceitos
e resultados importantes para o entendimento do restante deste trabalho. Nos trés ca-
pitulos seguintes (Capitulos 5-7) apresentaremos os trabalhos (desenvolvidos durante o
doutorado) escolhidos para compor este manuscrito, que sao, brevemente, introduzidos a
seguir. [

No Capitulo [3] trataremos um sistema de particulas interagentes na presenga de um

potencial externo harmoénico. Apresentaremos uma revisao dos resultados obtidos para um

3 A presente tese versa sobre alguns dos trabalhos desenvolvidos pelo autor durante seu doutoramento;
para uma lista completa dos trabalhos, consultar a lista de Publicagoes.
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sistema de vortices interagentes, sua evolucao temporal, distribuicoes de probabilidades
para posicoes e a entropia associada. Esta primeira parte foi inicialmente apresentada
pelo autor na referéncia [10], mas devido & sua importancia para os demais capitulos, a
reproduziremos, aqui, resumidamente. Na segunda parte do capitulo, faremos uma revisao
do conceito de temperatura efetiva e da definicao de potenciais termodinamicos para
o sistema em estudo. Usaremos este capitulo como referéncia para extensao dos seus
resultados, visando aplicagoes em sistemas fora do equilibrio e sujeitos a potenciais nao-
harmonicos.

No Capitulo [ buscamos ampliar os procedimentos e resultados do estudo da evo-
lugdo temporal apresentados no Capitulo [3] para um potencial externo nao-harménico,
comparando resultados numeéricos e analiticos, para trés diferentes interacoes entre as
particulas: funcao de Bessel modificada, forcas do tipo Yukawa e potencial gaussiano.
Além disso, o sistema esta sujeito a um potencial externo confinante nao-harmoénico, do
tipo ¢(x) = (a|z|?)/z (o > 0,z > 1). Aqui, refor¢aremos a conexao com a MENE apre-
sentando como principais resultados: (a) No caso z = 2, diferentes interagoes entre as
particulas somente modificam o parametro de difusdo D da EFPNL; (b) Para z # 2, to-
dos os casos estudados sdo bem representados pela solugao estacionéria analitica Peg (),
escrita em termos de uma g-exponencial (com o mesmo indice ¢ = 0) do potencial externo
genérico ¢(z). Para este altimo caso, proporemos uma solu¢ao dependente do tempo apro-
ximada P(z,t) (desconhecida analiticamente para z # 2), obtendo uma boa descri¢ao da
evolucao temporal do sistema.

No Capitulo [f] introduziremos uma extensao do conceito de temperatura efetiva ob-
tido no Capitulo[3} com temperatura cinética desprezivel, T' & 0, para potenciais externos
confinantes mais gerais, simétricos e nao-harmonicos, na forma ¢(z) = (a|z|?)/z (a > 0),
com z > 1. Calcularemos, para o sistema no estado de equilibrio, quantidades termodina-
micas generalizadas como a entropia, energia interna e energia livre de Helmholtz. Além
disso, proporemos um formalismo termodindmico para estes sistemas, definindo os concei-
tos de calor, 0(Q), e trabalho, 01, de onde estabeleceremos uma forma infinitesimal para
a primeira lei da termodinamica. Estas defini¢bes permitem a construcao de um ciclo de
Carnot, cuja eficiéncia é mostrada como sendo n = 1— (63/6;), onde 6; e 05 correspondem
as temperaturas efetivas das transformagoes isotérmicas, com 6; > 5. Por fim, aplicando
transformacoes de Legendre a pares distintos de variaveis, obteremos diferentes potenciais
termodinamicos e, a partir destes, relacoes de Maxwell e fungoes resposta.

Ainda, no Capitulo [6] apresentaremos resultados para o estudo de sistemas fora do
equilibrio e, principalmente, para o formalismo da mecénica estatistica nao-extensiva.

Mostraremos que os sistemas em estudo apresentam uma temperatura efetiva de nao-



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 5

equilibrio, isto ¢, um parametro conjugado a entropia que se comporta de modo seme-
lhante a definicao usual de temperatura, durante toda a evolugao do sistema. Para dar
suporte ao resultado, apresentaremos versoes dependentes do tempo da entropia, dos po-
tenciais termodinamicos energia interna e energia livre, assim como do segundo momento
da distribuigao, obtidos através da temperatura efetiva; calcularemos, também, algumas
relacoes termodindmicas fundamentais entre tais grandezas.

Para finalizar, no Capitulo [7] apresentaremos nossas conclusoes e consideragoes finais.



Capitulo 2

Aspectos gerais da dinamica estocastica

e da mecanica estatistica nao-extensiva

Esta tese versa sobre generalizacoes e aplicagoes das equagoes de Fokker-Planck nao-
lineares e sobre simulagoes computacionais (do tipo dinAmica molecular) de sistemas po-
tencialmente descritos por estas equagoes. Buscamos, principalmente, a construgao de um
formalismo termodindmico para sistemas nao-extensivos, ou melhor, sistemas descritos
por entropias nao-aditivas. Uma vez que os capitulos de resultados sao topicos avangados
(no sentido que utilizam muitos resultados anteriores de um campo de pesquisa ainda em
desenvolvimento), precisamos de um breve arcabougo teorico.

Desta forma, este capitulo discute alguns aspectos da dinamica estocéstica, da mecéa-
nica estatistica nao-extensiva e da dindmica molecular utilizada. Apresentamos definigoes,
demonstracoes e resultados que se farao necessarios para o entendimento do restante deste
trabalho. Para revisoes e discussoes mais detalhadas, recomendamos os livros da Reichl
[11] e do Van Kampen [12] para mecanica estatistica e processos estocésticos e, também,
para topicos recentes em mecanica estatistica nao-extensiva, o livro do Tsallis [5]. Para
as equagoes de Fokker-Planck sugerimos os livros do Risken [§] e Frank [9] (casos lineares
e nao-lineares, respectivamente), enquanto que topicos avangados em dinamica molecular
podem ser obtidos no Rapaport [I3]. J& para a teoria termodinamica cléssica, sugerimos
o livro da Reichl [IT], assim como ambos livros do Balian [I4].

Podemos introduzir as EFPs de diferentes modos, seja de maneira fenomenologica,
seja derivando-as a partir de outras equagoes estocasticas, como a equacao mestra ou
a equagao de Langevin [8]; neste trabalho escolhemos apresentar a obtencao através da
equagao mestra. A partir de aproximagoes na equagao mestra, derivamos uma versao

linear da EFP relacionada ao movimento browniano e na se¢ao seguinte, mostramos como
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EFPNLs podem ser obtidas de maneira semelhante ao caso linear [15] [16] E]

O trabalho pioneiro de Plastino e Plastino [I7] mostrou a ligagao entre uma EFPNL e a
mecanica estatistica nao-extensiva, sendo a solucao para a distribuicao de probabilidades
a mesma que maximiza a entropia de Tsallis, isto ¢, uma g-exponencial. Trabalhos pos-
teriores [I8), 19] estenderam esta relacao entre um funcional entrépico geral e as equagoes
de Fokker-Planck, basicamente através da prova do teorema H neste contexto. Reprodu-
zimos, aqui, a prova do teorema H, a extremizacao da entropia e o conceito de familia de
equagoes.

Como veremos, podemos interpretar o teorema H como uma versao da segunda lei
da termodindmica para sistemas microscopicos [I1, [14]. A segunda lei impoe um com-
portamento bem definido para a entropia de sistemas fechados em processos irreversiveis,
levando ao fenomeno conhecido como producao de entropia. Discutimos este fenémeno
e a sua formulacao para sistemas descritos por EFPNLs, apresentado os conceitos de
producao e fluxo de entropia.

Finalmente, na terceira parte discutiremos sumariamente alguns tépicos de simulagoes

computacionais do tipo dinamica molecular.

2.1 Equacao mestra

A equagdo que governa a dindmica estocéstica de processos markovianos (memoria
temporal curta) é conhecida como equagao mestra, sendo importante em fisica estatistica
devido & sua vasta aplicacao e facilidade de adaptacao. A mesma tem sido aplicada a
diversos problemas em quimica, biologia, dindmica de populagoes, semicondutores, entre
outros casos. Uma vez que estes sistemas estocasticos evoluem no tempo, a probabili-
dade de encontrar o sistema em um dado estado muda até o mesmo atingir um estado
estacionario, dinamica esta descrita pela equacao mestra.

Derivagoes formais de tal equagdao podem ser encontradas nas referéncias [11, 12] e
optamos por introduzi-la da seguinte maneira: seja P(n,t) a probabilidade de encontrar
o sistema em um estado definido por um ntimero quantico n no instante t; a variagao

temporal da probabilidade seré governada por

%P(n,t) = > [P(m, t)wypn(t) — P(n, t)wm(t)] | (2.1)

isto €, sera a soma das probabilidades de encontrar o sistema em estados m quaisquer no

LA derivagio poderia, também, ser feita a partir da equacio de Langevin[8] [I1]. Usaremos esta possi-
bilidade no Capitulo [3] j& para um caso especifico da equagao nao-linear.
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instante ¢, multiplicado pela probabilidade de transi¢do de m para n, w,, (), subtraido
da probabilidade de se encontrar em n multiplicado pela probabilidade de sair de n para
qualquer outro estado m, w, ., (t) (também somados sobre todos sobre os estados possiveis

m). A Equagao (2.1]) é a forma discreta da equagdo mestra; para o caso continuo escreve-se

—P (x,t) /{P o w2 |r) — Pz, t)w(x|z")} da’ (2.2)

onde z’ representam estados possiveis em um espaco continuo, com interpretacao anéloga

a0 caso anterior.

2.2 Equacao de Fokker-Planck

A teoria de difusao linear, que engloba o formalismo de Langevin, da equagao mestra e
das equacoes de Fokker-Planck, representa uma das principais aplicacoes da fisica estatis-
tica de Boltzmann-Gibbs. A ideia principal desta secao é apresentar uma das abordagens
possiveis para a introducao da EFP, como uma proposta para descrever tal processo.

De acordo com a mecénica classica, conhecendo-se o hamiltoniano que define um sis-
tema de muitos corpos, suas equagoes de movimento e condi¢oes iniciais, sua evolugao
temporal é completamente determinada, a principio. Porém, a resolucao destas equagoes,
considerando a interacao entre todos os componentes do sistema, pode ser uma tarefa
dificil, algumas vezes, até impossivel. Uma alternativa consiste em passar de uma descri-
¢ao microscopica para uma descricao mesoscopica do sistema, olhando-se para a evolugao
probabilistica de apenas um elemento. A equacao associada passa, entao, a ser a com-
binagao de uma contribuicao determinista, proveniente de uma forca externa conhecida,
geralmente associada a um potencial externo, com uma parte estocéstica, representando
o efeito médio das interagoes internas.

A EFP é usada para descrever, de modo mesoscopico, a evolugao desses sistemas, que
tem como alguns exemplos, o movimento de pequenas particulas imersas em um fluido,
as flutuagoes na intensidade de um laser, a distribuicao de velocidades das particulas
em fluxos turbulentos, entre outros. A vantagem desta abordagem consiste no fato das
equagoes poderem ser aplicadas a sistemas no equilibrio (ou em estados estacionarios), ou

fora do equilibrio (longe do equilibrio térmico) [8, [9].

2.2.1 Equacao de Fokker-Planck linear

A representacdao matematica do que chamamos de movimento browniano foi apresen-

tada por Einstein em um dos seus trabalhos do ano miraculoso (1905). Usaremos este
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exemplo para definir a difusao linear e relacioné-la com a equagao de Fokker-Planck. Con-
sideremos uma particula massiva, por exemplo um grao de poélen, imersa em um fluido,
como agua. Ao observar microscopicamente a particula, nota-se um movimento rapido e
aparentemente aleatorio, de constante agitacao. Esta evidéncia foi utilizada por Einstein
na tentativa de comprovar a existéncia dos atomos, explicando que o caracter discreto da
matéria seria responséavel pelos efeitos observados.

A particula browniana apresenta um movimento muito mais lento que os atomos,
resultado de choques rapidos e aleatorios devido as flutuagoes do fluido. Desta forma,
podemos reconhecer duas escalas de tempo no problema: uma relativa a particula massiva
e outra ligada as particulas atdmicas. Define-se, assim, uma abordagem mesoscépica do
problema, onde consideramos os efeitos do fluido na particula como a composicao de uma
forga aleatéria com uma componente de fricgao (ou atrito). A equagdo do movimento da

particula é dada por

dv(t) v 1
0 _ T+ Le, 23)

sendo v(t) = dz(t)/dt a velocidade da particula no tempo ¢, m a sua massa e 7y o coeficiente

de fricgao. O termo &(t) corresponde a uma forga aleatoria, geralmente escolhida como um
ruido branco (que possui média nula e correlagao temporal do tipo delta) [12]. A equagao
acima ¢ chamada de equacao de Langevin e os detalhes sobre a sua solugao podem ser
encontrados nas referéncias [111, [12].

A Equagao pode fornecer informagoes do movimento da particula quando ava-
liada sobre uma média de realizagoes e condicoes iniciais, assim, obtém-se a evolucao
temporal da distribuigao de probabilidades, P(z,t) (veja a segao S5.C.3 da referéncia [11]
para detalhes na deriva¢do). A equacao bésica que representa tal dindmica ¢ chamada
equagao de difusdo (ou equagao do calor)

OP(x,t) D82P(x, t)

ot ox?

(2.4)

onde D é denominada de constante de difusao.
Considerando a condicao inicial P(z,0) = §(z), onde d(z) ¢ a fungao delta de Dirac,

e as condigoes de contorno P(z,t)|,400 = 0 € OP(x,t)/0x|s400 = 0, tem-se como solugao

1 o2

e 4Dt

VAar Dt ’

sendo esta normalizada para todo tempo finito. Para o segundo momento da distribuicao,

P(z,t) =

(2.5)

obtém-se

(z*(t)) = 2Dt . (2.6)
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Pode-se, da Equacao , perceber a origem do termo “difusao linear” (ou normal), ou
seja, a dispersao escala linearmente com ¢. O mesmo resultado poderia ser obtido através
da Equacao considerando que a particula encontra-se em equilibrio térmico com o
fluido de modo que o principio de equiparticao da energia pudesse ser aplicado; neste caso,
D = KT/~ (conhecida como relagdo de Einstein) fornece a conexao entre a difusdo e o
equilibrio termodinamico [11], 12} 20].

A solucao é imediatamente identificada como uma distribuicao de probabilidades
gaussiana. Caso a varidvel z possua média nula ((x) = 0), pode-se impor como conhe-
cido o valor médio do quadrado desta variavel e otimizar a entropia sobre este vinculos.
Considerando .

S[P| = —k/ P(z,t)In P(x,t) dz (2.7)

oo
o funcional entropico, tem-se a distribui¢ao ([2.5)) como solu¢ao que o extremiza. A forma
(2.7) corresponde & importante entropia de Boltzmann-Gibbs, Sgq e, desta forma, verifi-

camos a associacao desta com o processo de difusao linear [11], [12], 20].

Aproximagoes da equagao mestra para a EFP

A derivacao da equacao de Fokker-Planck a partir de aproximacoes na equacao mestra
representa uma das possiveis abordagens; outra possivel seria o uso de operadores nao-
locais, levando & uma EFP com derivadas fracionarias [21], 22]. Neste trabalho usaremos a
primeira alternativa mas, uma derivacao a partir de primeiros principios pode ser obtida
na referéncia [23].

Consideremos o problema do caminhante aleatoério (uma simplificagdo do movimento
browniano), onde o agente pode efetuar passos de tamanho A para direita ou para es-

querda, com igual probabilidade. A equacao mestra é entao escrita como

“+oo

%P(nA,t) = Z [P(MA, t)wpn(A, 1) — P(RA, ) wy, m (A, 1)] (2.8)

m=—0o0

onde P(nA,t) representa a probabilidade de encontrar o caminhante na posigdo x = nA

no tempo t. Para este caso, a taxa de transicao sera

D
wi (A, 1) = P((Sk,Hl + Opi-1) (2.9)

e substituindo esta taxa na Equacdo (2.8) tem-se

) D
S P(nA) = [P((n+ DA 1) + P((n— DA 1) = 2P(nA,1)]
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Considerando o limite A — 0, pode-se expandir o lado direito em séries de Taylor [11] e

entao,

9] . D
EP(x, t) = ilino F[P(x +At)+ Pz — At) — 2P(z,t)]

0P, )

el (2.10)

ou seja, no limite de passos infinitesimais a caminhada aleatoria é descrita por uma equa-
¢ao de difusao simples. Este resultado é semelhante ao obtido através da equacao de
Langevin.

Formas mais gerais da EFP podem ser obtidas também via aproximacgoes da equacao

mestra. Sendo

1 D
- Z5k,l+1A(7€A) + = (Okis1 + Oky—1) , (2.11)

wa(A, t) = A2

a taxa de probabilidades de transi¢io de um caminhante aleatoério com tendéncia (por
exemplo, um bébado caminhando em uma rua inclinada) e repetindo o mesmo procedi-

mento anterior, obtém-se a seguinte equacao,

OP(z,t) O[A(x)P(z,1)] 0?P(z,1)
o~ o P

(2.12)

A equacao acima representa a forma geral de uma EFP linear, sendo que a forca externa
A(x) pode ser escolhida de acordo com o sistema a ser reproduzido, devendo ser associada
a um potencial confinante ¢(z), A(z) = —d¢(x)/dx, para que o sistema atinja um estado

estacionario ap6s um tempo suficientemente longo.

2.2.2 Equacao de Fokker-Planck nao-linear

Generalizagoes da equacao de Fokker-Planck linear vém sendo propostas como alter-
nativas na formulagao estatistica da difusdo anémala (ou nao-linear). Como pode ser visto
nas referéncias [17]-[27], estas podem ser generalizadas de diferentes formas, seja através de
derivadas fracionarias |21} 24], com dependéncia espago-temporal nos coeficientes |20, 22],
ou de outras maneiras fenomenologicas [25] e tedricas [26, 27]. Uma caracteristica comum
em diversas destas generalizagoes é a relagao com a mecéanica estatistica nao-extensiva,
sendo a teoria proposta por Tsallis [5] uma escolha natural para a descrigdo de processos
com difusao anomala. O trabalho pioneiro de Plastino e Plastino [I7] mostrou a conexao
existente entre uma EFPNL e a MENE, encontrando como solugoes estacionarias destas

equagoes as distribuigoes que maximizam a entropia de Tsallis.
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Aproximacgoes levando da equacao mestra para a EFPNL

As proposigoes das EFPNLs sao feitas, geralmente, de maneira fenomenolégica, com
o intuito de reproduzir um determinado comportamento do sistema em estudo [25]. Fa-
remos, aqui, uma derivacao das EFPNLs utilizando aproximacgoes na equacao mestra,
semelhantemente ao procedimento aplicado ao caso linear. Como visto anteriormente, a

equagao mestra para um conjunto discreto de estados pode ser escrita como

+00
apgft) - m;oo[P (m, O)wpnn () = P, 1) m(8)] - (2.13)

Ao modificar a taxa de probabilidades de transicao wy, (t), pode-se derivar uma equacao
de Fokker-Planck nao-linear a partir de aproximagoes na equagao mestra [15, [16]. A nao-

linearidade sera introduzida no sistema através da taxa |18 [19]
1 1
wa(A, t) = —K5k71+1A<kA>a[P<kA, t)] -+ P((Sk’l+1 +5k7l,1)F[P<kA, t), R(ZA, t)] . (214)

Na equacao acima, A(kA) representa uma for¢a externa, que deve ser (como veremos)
confinante, a[P] um funcional da probabilidade P(n,t) e I'[P, R] outro funcional associado
as probabilidades P e R de estados k e [ diferentes. Comparando com nota-se que
os funcionais modificam as taxas, antes lineares.

Substituindo a taxa na Equacao , considerando x = kA e posteriormente
aplicando o limite A — 0 obtém-se a seguinte equacao |16, I8, 19|

aPé:Z,t) ) _8{A(x)\1(;£:P(x,t)]} . D% {Q[P(xjt)]apgz,t)} e
onde

U[P(x,t)] = P(z,t)a[P(x,t)], (2.16)

QP 1] = |TIP.R]+ Pt) (arg;}z] —aFg;%R])L_P. (2.17)

Na Equacao , A(z) é uma forga externa associada com um potencial confinante ¢(x),
A(x) = —d¢(z)/dx. Os funcionais W[P(z,t)] e Q[P(z,t)] devem obedecer {Q[P], ¥[P] €
C'}, isto é, serem continuos com derivadas de primeira ordem continuas.

A equacao de Fokker-Planck apresenta uma forma bastante geral, onde os fun-
cionais podem ser escolhidos de acordo com os requisitos do sistema em estudo e desta

maneira reproduzindo formas conhecidas das equagoes nao-lineares da literatura. Durante
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todo o trabalho, adotaremos a Equacao como a forma geral das EFPNLs, escolhendo
de maneira conveniente os funcionais W[P(z,t)] e Q[P(z,t)].

Veremos, ainda, que os sistemas estudados como aplicacoes da MENE podem ser
caracterizados por diferentes comportamentos difusivos. De uma maneira geral, pode-se

encontrar comportamentos distintos para a dispersao (segundo momento), como
(z2(t)) o tH, (2.18)

sendo i1 o expoente de difusao usado na caracterizagao dos processos. Para y = 1 tem-se
a difusao normal; para p < 1 o sistema é chamado de subdifusivo; para u > 1 temos a
superdifusao. Os casos diferentes da difusao linear sao conhecidos como difusao anomala

e encontraremos alguns exemplos no decorrer deste trabalho.

2.3 Mecanica estatistica nao-extensiva

O caracter andmalo da difusao pode ser interpretado como causado por efeitos coletivos
das particulas constituintes, pelas distribuicoes de cauda pesadas, ou pelas correlagoes de
longo alcance, caracteristicas que normalmente fogem da regiao de validade da estatistica
de Boltzmann-Gibbs. A generaliza¢ao proposta por Tsallis [7] tem-se mostrado a melhor
candidata na descri¢ao dos processos fisicos fora do escopo boltzmanniano, onde encontra-
se a difusao anémala.

A mecéanica estatistica nao-extensiva estda baseada na generalizacao do funcional en-

tropico da entropia de BG, a qual é definida (no caso discreto) como
Spe = —k Zpi Inp; (2.19)

onde k é a constante de Boltzmann e p; é a probabilidade associada ao estado ¢. Para o

caso onde todos os estados sao igualmente provaveis,
Spg =klnW | (2.20)

sendo W o ntimero de microestados acessiveis ao sistema. Uma propriedade importante
da entropia Sgq é a aditividade, que se mantém nas formulagoes para sistemas continuos e
quanticos [11]. Como visto nas referancias [5l 28], dos axiomas basicos de Khinchin que de-
finem uma entropia estatistica, a propriedade relativa a aditividade pode ser flexibilizada
visando generalizagoes do funcional entropico e, por consequéncia, de suas aplicagoes.

Nota-se que as funcgoes logaritmo e sua inversa, a exponencial, sao fundamentais na
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definicao matematica desta entropia. Podemos propor uma generalizacao da funcao ex-
ponencial e de sua inversa, a fim de se usar na generalizagao da forma da entropia Sgq.

Seja a g-exponencial definida como

1

[+ (1 =gzl (ef =€), (2.21)

T
eq

para ¢ real, onde [y], = y para y > 0 e zero para y < 0; a exponencial usual é recuperada

no limite ¢ — 1. A inversa, nomeada ¢-logaritmo, é definida como

T -1

. (x>0; Imjjyzr=Inz), (2.22)
—q

In,z =

valida somente para x > 0 e tendo como caso particular a funcao logaritmo no limite

qg—11[5].
A entropia nao-aditiva, S;, pode entao ser definida, em paralelo com a Equacao (2.19)),
como [7]
5, = kL2l (2.23)
qg—1

Para o caso onde as probabilidades p;’s sdo iguais (equiprobablidade), p; = 1/W, pode-se

escrever

S, = kln, W, (2.24)

ficando evidente a semelhanca com a forma de BG [Equagao (2.20))] e justificando, assim,

a introdugao das g-funcoes. Neste trabalho utilizaremos a versao continua da entropia S,

1= [T2p(x) da

S, =k -~

, (2.25)

uma vez que iremos focar em sistemas com distribuigoes de probabilidades continuas.

O método dos multiplicadores de Lagrange pode, igualmente, ser utilizado para ex-
tremizar o funcional entrépico sob vinculos escolhidos. Impondo um vinculo sobre
varidncia da variavel z, (x?), pode-se obter a g-generalizacao da gaussiana como solucao
da otimizacao [5]. Tem-se,

p(z) = ceq_ﬁg”2 , (2.26)

como a g-gaussiana, sendo ¢ a constante de normalizagao e § o parametro de Lagrange
correspondente. Estas fungoes, especialmente a Equacao (2.26]), serao de grande utilidade

da representacgao dos resultados deste trabalho.
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2.4 Teorema H

A equacao de Boltzmann, uma equacao cinética proposta em 1872, descreve a evolugao
temporal da distribuicao de particulas para um géas diluido com inomogeneidades, fora
do equilibrio térmico [IT]. Neste caso, se nenhuma forga externa atua sobre o sistema, de
modo a criar solucoes estacionarias intermediarias, este deve tender ao equilibrio apds um
tempo suficientemente longo. Este resultado foi mostrado por Boltzmann para este gés,
ficando conhecido como teorema H.

De uma maneira mais ampla, podemos considerar uma fungao f(t), continua e dife-

renciavel no intervalo [tg, oo] [9]. Assumindo que f(t) satisfaga

d
f<t>2fmzn7 d_];?gou

para t > tg, ou seja, que f(t) seja limitada inferiormente, sem pluralidade de minimos

locais, e monotonamente decrescente, entao para t — oo,
t—o0

Em resumo, toda fun¢ao monotonamente decrescente, que é limitada inferiormente, torna-
se estacionéria no limite ¢ — oco. A funcao H de Boltzmann é um caso da fun¢ao anterior.

Pode-se, desta forma, definir um funcional semelhante para sistemas fora do equilibrio,
na presenga de um potencial externo. O teorema H, para sistemas que trocam energia
com o exterior, corresponde a um sinal bem definido na derivada temporal do funcional
energia livre [I9]. Podemos obter o teorema H de diversas formas, sendo comum aquelas
que utilizam as equagoes mestra e as equacoes de Fokker-Planck.

A generalizacao do teorema para EFPNLs foi elaborada recentemente e reproduziremos
aqui os resultados das referéncias [18, 19 29], que contém a prova para a EFP linear como

caso particular. Consideremos a forma entropica generalizada

SIP] = k /_Wg[P(x?t)] doi g0 =g=0; Lo, )

oo

onde a desigualdade define a concavidade da entropia e impomos sobre o funcional interno
a condi¢ao g[P(z,t)] € C?. Devido a interagao entre o sistema e o exterior, define-se a
energia interna U e o funcional de energia livre F',

+oo

U= o(x)P(x,t)de; F=U-0S, (2.28)

—00
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onde 6 é uma grandeza positiva com dimensoes de temperatura.

Procura-se mostrar que dF'/dt < 0 derivando a defini¢ao acima,

% _ % ( :O o) P(x,t) dr — ko / :Og[P(x,t)] dx)
_ / :o <¢(m) - kQ%) %—f dz

Substituindo a Equagao (2.15)) na derivada temporal da equagao acima e integrando por

partes, obtém-se

% . /m {\II[P] dfg) + DQ[P]g—];}
(Mo tanir,

Note que a condicao imposta para a derivada temporal pode ser obtida considerando
D = k6 e assumindo a relagdo entre a forma entropica (2.27) e os termos da EFPNL
(2.15)),

d’g[P] Q[P
_ - 2.2
aPr wp] (2.29)
indicando uma condicao suficiente para a prova do teorema H. Com isto,
dF oo de(z) _Q[P|oP\>
— = vP D — ) dx<0. 2.30
di /_Oo [](dx - \II[P]ax) vs (2.30)

Veja que a Equagao foi obtida para uma equacao de Fokker-Planck geral ,
criando uma relacao entre a dindmica, definida pela EFPNL, e a mecanica estatistica,
representada pelo funcional de entropia . Esta relagao representa um resultado im-
portante e serd usada durante o trabalho para encontrar a entropia associada a uma dada
EFPNL e vice-versa.

Entropia maxima

Para corroborar com a relagao (2.29), pode-se mostrar que, no equilibrio, a mesma é
equivalente ao principio de maxima entropia (MaxEnt). Introduzindo o funcional
S[P]

I[P(@,t)] = == +a (1 - /:O P(z.1) da:) +8 (U - :O é(2)P(z,1) dm) , (2.31)
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onde « e (8 sao multiplicadores de Lagrange, e impondo a condi¢ao de extremizagao
0I[P]/6P =0, com P = P.,(x), obtém-se

4911 =a+ po(z), (2.32)

P=P.4(x)

sendo P.,(x) a representagao para a distribui¢ao de probabilidades no estado de equilibrio.
Para a EFPNL geral ([2.15)) tem-se, no equilibrio,

a qual, ap6s uma integracgao, é escrita como

[%—¢@ﬂ:/“ﬂ”9mﬂfﬂdpcw.

D Pogio) ¥ [Feq(")]
Integrando a Equacao (2.29) e utilizando a equag@o acima encontra-se,

L e (2.3

P=Poq() D

onde ('] é uma constante da integracao. Pode-se notar que a equacgao acima é equivalente
aquela obtida pela principio de MaxEnt, Equacao (2.32)), tomando C; = a e D =1/4.
Para complementar a prova do teorema H, deve-se mostrar que o funcional energia

livre é limitado por baixo para todo tempo ¢, isto é
F(P(z,t)) > F(Pey(z)) - (2.34)

Desta forma, juntamente com o decaimento temporal de F' e a suposicao de um tnico
minimo, garante-se que o sistema atingird o minimo ap6s um longo tempo de evolugao.

Tal prova pode ser encontrada nas referéncias |18, [19, 26].

Familia de equacgoes

Um ultimo comentério relevante sobre a relagao (2.29)) esta relacionado com a existén-
cia de familias de EFP. Note que a equagao relaciona a razao Q[P]/W[P] com o funcional
de entropia g[P] e nao os funcionais, Q[P] e W[P], da EFP independentemente. Assim,
qualquer equagao cuja razao seja, por exemplo, ¢D[P(x,t)]972, correspondera a entropia
de Tsallis e consequentemente & mecénica estatistica nao-extensiva. Define-se como fami-

lia de EFPs as equagbes que possuem a mesma razao na Equagao (2.29) e, desta forma,
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a mesma entropia associada.

2.5 Producao de entropia

A segunda lei da termodinamica possui diferentes formulagoes, matematicas e fenome-
nolégicas, dependendo do contexto de sua introducao. Vimos que no contexto do funcional
entropico proposto por Boltzmann, o teorema H pode ser entendido como um analogo da
segunda lei. Na formulacao fenomenoldgica proposta por Clausius, postula-se a existéncia
de uma fungao de estado S, a entropia (uma quantidade extensiva e que para qualquer
sistema isolado nunca decresce com o tempo), que deve alcancar seu valor méximo no

estado de equilibrio [30]. A segunda lei pode entao ser escrita como

dsS
- > () (2.35)
onde a igualdade (desigualdade) vale para processos reversiveis (irreversiveis). Neste con-
texto surge o conceito de producao de entropia |11, [14]

Para processos de nao-equilibrio, isto é, fora do equilibrio termodindmico, a entropia
é produzida dentro do proprio sistema, e a taxa de variagao, dS/dt, pode ser separada em
duas contribuicoes: a taxa de produgao de entropia, II, devido & mudancas no interior do
sistema e a taxa de fluxo de entropia do sistema para a vizinhanga, ®, originado pelas

interacoes com o ambiente. Assim,

ds
—=01I-9o. 2.36
o (2.36)
Por defini¢ao, a taxa de producao de entropia em virtude de mudancas no interior do
sistema é sempre nao negativa,

m>0. (2.37)

Assim, a taxa de producgao de entropia é nula quando o sistema sofre apenas variacoes
reversiveis e é sempre positiva se o sistema esta sujeito a um processo irreversivel.

Desta forma, somente processos irreversiveis contribuem com a producao de entropia.
Para um sistema isolado, o fluxo de entropia é, por definicao, igual a zero, e as Equa-
¢oes e reduzem-se a formulacao cléssica da segunda lei da termodinamica
da Equacao . Um modo de obter cada uma destas contribuigoes, isto é, o fluxo e a
producao de entropia, é considerar a defini¢ao estatistica da entropia e usar, por exemplo,
uma EFP (linear ou nao-linear) para a derivada em relagdo ao tempo, como veremos a

seguir.
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Producgao de Entropia para EFPNLs

Como visto, as EFPNLs podem ser utilizadas na descrigao de processos fora do equi-
librio, sendo assim, uma das possiveis abordagens para definir e calcular as taxas de
producao de entropia e de fluxo de entropia em sistemas fora do equilibrio, como apre-
sentado nas referéncias [31], 32, [33]. Consideremos a forma geral da EFPNL dada pela
Equacao ([2.15)),

naPéf,t) _8{A(x)\1(;[xP(x,t)]} +D@% {Q[p(x,m%} L 239)

ou reescrevendo-a em termos de J(x,t), na forma de uma equagao de continuidade, obtém-

se,

OP(z,t)  0J(x,t).
ot or

OP(z,t)

or '

1 (@) = A(@)W[P(x,1)] - DQIP(z, 1)) (2.39)
onde introduzimos 7, um coeficiente de atrito efetivo; veremos nos capitulos seguintes que
a EFPNL que se obtém para alguns sistemas fisicos surgem com este fator constante. As

condicoes de contorno podem ser escritas da seguinte maneira,

OP(z,t)

Pz, t)| ;400 = 0;
(1) =

lztoo = 0;  A(2)U[P(x,1)]|z400 =0 (V1) . (2.40)

Podemos utilizar o resultado obtido através do teorema H, dado pela Equacao (2.29)),

para relacionar a EFPNL acima com a definicao do funcional entrépico,

[P = / " P dr (2.41)

o0

Como buscamos usar a Equacao (2.39) para obter os termos da produgao de entropia,

devemos derivar o funcional entrépico em relacao ao tempo; assim,

ds[P] k/md—ga—P dx

dt . dP ot
_ Ay A(x)V[P(z,t)] — nJ(z,1)

Ry [T [J(x,0)]? [
= D/ VPa dx — E/—oo A(z)J(z,t) dox
-0, (2.42)

Uma vez que o primeiro termo da Equacao (2.42)) é sempre positivo para qualquer valor
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de x e t, por construcao, identificamos

_ ko 7 [ )P

=5/ _ vpwo

dr | (2.43)

o qual pode ser reconhecido como a produgao de entropia. O segundo termo da direita na
Equagao (2.42)) ¢ identificado como o fluxo de entropia, sendo dado por,

¢ = %/_:0 A(x)J(x,t) do . (2.44)

Os termos da taxa de variagao da entropia, II e ®, podem ser usados no estudo da
produgao de entropia em sistemas nao-extensivos, onde, escolhendo os funcionais W[P] e
Q[P], é possivel estudar o fenémeno de produgdo de entropia relacionado com entropia

nao-aditivas.

2.6 Dinamica molecular

Problemas fisicos envolvendo muitos corpos, normalmente chamados problemas de
N corpos, tém sua origem na dindmica do sistema solar mas, com o advento da teoria
atomica no inicio do século XX, tornaram-se centrais no entendimento de sistemas no nivel
microscopico. Apesar da natureza atomica ser inerentemente quéantica (devendo, portanto,
ser tratada pela mecanica quantica), o comportamento da matéria em diversos niveis
pode ser entendido de maneira classica, tornando a técnica computacional de dinamica
molecular uma ferramenta importante.

Com o advento dos computadores modernos, uma nova caracterizacao das ciéncias
fisicas teve de ser incorporada: o experimento computacional. Além da teoria e da experi-
éncia, podemos contar com a ferramenta computacional para a investigacao dos sistemas
fisicos. Localizando-se entre os dois polos (teoria e experimento), a simulagdo computa-
cional carrega um pouco de cada, adquirindo um aspecto proprio e devendo, assim, ser
interpretada convenientemente. Como teoria, as hipéteses precisam ser validadas, explicar
observagoes existentes e predizer novos fenomenos. Como experimento, permite o estudo
de sistemas para os quais experimentos fisicos sao dificeis tecnicamente, com raros eventos
ou até inacessiveis. Assim, o experimento computacional tornou-se para a fisica moderna
uma ferramenta tutil, acessivel e abrangente.

A dindmica molecular (DM) consiste em uma técnica de simula¢do computacional onde
a evolucao temporal de um conjunto de particulas interagindo pode ser visualizada pela

integragao das equagoes de movimento (lei de Newton, equagoes de Lagrange ou equagoes
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de Hamilton). Neste trabalho, adotaremos

—

Fo=mad; (i=1,2,.,N), (2.45)

para cada particula ¢ do sistema de N particulas. Acima temos m; representando a massa
da particula, @; = d*r;/dt? sua aceleragao e F, a forca total atuando sobre a particula
i, somando as contribui¢oes externas e a interacao com as demais particulas. Apesar de
tratar-se de um problema determinista, a dindmica molecular ¢ um método de mecanica
estatistica que permite gerar um “ensemble” estatistico e portanto, as quantidades fisicas
podem ser definidas como médias sobre configuracoes.

A seguir, comentaremos sobre algumas propriedades que definem a dinamica molecu-
lar. O livro da referéncia [I3] apresenta detalhes sobre as simulagoes e diferentes aplicagoes

da técnica.

Condigoes de contorno

A primeira preocupacao que surge durante a simulagao é a respeito das bordas do
sistema. Quando estamos interessados em um sistema fechado, podemos pensar em bordas
rigidas, que impedem a passagem das particulas para o exterior da amostra. Porém,
os efeitos de borda serao sempre superestimados, uma vez que, o numero de particulas
existentes numa amostra sao ordens de grandeza maiores do que o da simulacao, criando
o efeito chamado de tamanho finito.

Outras vezes, entretanto, queremos um sistema livre dos efeitos de borda e usamos
as condig¢oes de contorno periddicas. O uso destas condi¢oes procura simular um sistema
infinito e o que fazemos consiste em replicar a regiao de simulacao, reintroduzindo as
particulas que deixam a caixa de simulagao no ponto correspondente de sua entrada
na caixa copia. Para o calculo das interagoes, adotamos o critério da imagem minima,
onde ao calcularmos a forca sobre a particula, consideraremos que essa interage com
as particulas mais proximas, sejam elas reais ou imagens [13]. Além desta convencao e
mesmo utilizado as condigoes de contorno periodicas, efeitos de tamanho finito podem
ser encontrados durante as simulagoes e o tamanho dos sistemas devem ser escolhidos de

maneira a minimiza-los.

Estado inicial

Quando estamos interessados em sistemas em equilibrio é esperado que os resultados
das simulagoes sejam independentes das condig¢Oes iniciais. Assim, qualquer escolha para

a distribuicao inicial de particulas é aceitavel e usualmente escolhe-se uma distribuicao
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uniforme. Para as velocidades, podemos utilizar uma distribui¢cao baseada na temperatura
do sistema, definindo aleatoriamente suas dire¢oes. Porém, para sistemas fora do equilibrio
as configuragoes iniciais tém importancia na evolucao do sistema. Veremos que é possivel
fazer a escolha das configuracoes iniciais a fim de reproduzir um determinado estado inicial

da equacao que descreve o sistema.

Integradores

Sendo a dinamica molecular baseada na integracao das Equacgoes , o algoritmo
usado na integracao deve ser capaz de resolvé-las em cada instante de tempo. Existem
diferentes métodos utilizados na literatura, dentre os quais podemos citar: Leapfrog, Verlet,
velocity Verlet, cada um apresentando vantagens e desvantagens. Neste trabalho adotamos

o esquema chamado de velocity Verlet, cuja descrigdo pode ser encontrada em [13].



Capitulo 3

Revisao sobre a evolucao temporal de
particulas interagentes e do conceito de

temperatura efetiva

Este capitulo apresenta um resumo do trabalho de dissertacao de mestrado do autor
[10, 34], fazendo uma revisao do estudo da dindmica de sistemas de particulas interagentes
em movimento superamortecido sujeitos a um potencial externo harmonico. Esses sistemas
podem ser utilizados na descricao de alguns fendmenos fisicos, tais como fluxo de vortices
em supercondutores desordenados do tipo II, mecanismos fisicos dos plasmas empoeirados,
particulas carregadas em suspensoes coloidais e fluidos complexos [35], 36, [37, [38].

Recentemente, mostrou-se que o estado estacionéario do sistema de vortices pode ser
descrito por uma equagao de Fokker-Planck néao-linear [39] e assim, o mesmo tornou-se
um exemplo de aplicagao da mecanica estatistica nao-extensiva. Baseados neste trabalho
inicial, diversos outros estudos aprofundaram a relacao entre estes sistemas fortemente
acoplados e uma teoria termodinamica [40], 4], 42]. Reproduzimos aqui este capitulo pela
sua relevancia e por basear os resultados e generalizacoes apresentados nos capitulos
seguintes.

Mostramos que a equagao

0P(z,t)  O[A(z)P(z,1)] n Dyﬁ {[LOP(x,t)]

(3.1)

ot ox ox

v_1 OP(x,1)
ox ’

a qual corresponde a uma versao da Equagao ([2.15)) do Capitulo , pode ser obtida a par-
tir das equagoes de movimento do sistema através de uma aproximagao do tipo “coarse-
graining” (em portugués, granulamento grosso). Como veremos a seguir, Ly representa

um comprimento caracteristico do sistema. Este procedimento pode ser aplicado na pas-

23
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sagem de uma descricao microscopica de uma sistema para uma descricao mesoscopica;
utilizaremos este procedimento a seguir neste trabalho.

A Equagao possui uma solugao analitica conhecida [17, 43| para toda sua evolu-
cao temporal. Neste capitulo comparamos os resultados das simulacgoes, usando dinamica
molecular, com a solucao analitica da equacao para o sistema de vortices interagentes,
permitindo avaliar a hipotese de validade da equacao de Fokker-Planck na descri¢ao do
mesmo. Mostramos que nao somente o estado estacionario é reproduzido, como também
toda a evolugao temporal dada pela equagao de Fokker-Planck nao-linear para a distri-
buicao de probabilidades. Adicionalmente, estudamos a concordancia com os resultados

analiticos esperados da normalizac¢do e segundo momento da distribuigao [43, 27].

3.1 Sistema de particulas interagentes

Podemos definir a dinamica de um sistema fisico escrevendo, para este, a segunda lei
de Newton (ou a equagao de Langevin, quando uma forca aleatoria encontra-se presente).
Neste contexto, quando falamos em um movimento superamortecido, podemos desprezar
a contribuicao do termo de aceleragao de cada particula. Assim, a forga sobre a particula

1 sera

Fy=md; =0 = —ni;+ F/? + Fet
no; = FP 4 Feot (i=1,2...,N) (3.2)

onde 7 é a viscosidade efetiva do meio, nv; a forga de atrito, FI” a forga entre particulas
e Ff" uma forga externa, todas atuando sobre a particula i. A for¢a F” leva em conta a

interagao entre a particula i e as (N — 1) particulas restantes do sistema,

- 1 "
FIP = 5% B (r)iy . (3:3)
j#i

onde r;; = |r; — 7| representa a distancia entre as particulas i e j e 7;; o vetor unitario
definido ao longo do eixo que une as particulas. Para o sistema de vortices interagentes,
BPP(r) = foKi(r;j/A) sendo K; a funcéo de Bessel modificada do tipo 2 de 1* ordem, f
a amplitude da forca e A o comprimento de penetracao de London, que define a distancia
caracteristica do sistema. Sabemos que a interacao entre os vortices é repulsiva, ou seja,
fo > 0, de curto alcance e radialmente simétrica [35], caracteristicas que permitem a
abordagem aqui utilizada; além disso, escolhemos a forca externa advinda de um potencial

externo confinante, pois esta terd o papel de desacelerar as particulas levando-as a um
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estado estacionario ap6s um tempo longo. H
Com o intuito de obter a equacao de Fokker-Planck que descreva o sistema, realizare-
mos um procedimento conhecido como aproximacao de “coarse-graining”, isto €, olhare-
mos o sistema de uma escala maior que os intervalos discretos, podendo-se, nesta escala,
considerar as variaveis como continuas. Comecgaremos introduzindo a densidade local de
particulas no tempo ¢, p(7,t), e definindo a equagao de continuidade
W =V.-J, (3.4)
onde J = pv corresponde a densidade de corrente de particulas. Supondo que a densidade
local varia suavemente na escala da interacao, podemos expandir a densidade em série
de Taylor, p(7,t) =~ p(0,t) + 7 - ﬁp(ﬁ t), onde mantivemos apenas a derivada de primeira
ordem. Usando a densidade de particulas p(7,t), podemos escrever a Equagao para

0 caso continuo como

1

L1 .
Fr = / o7 B () dr / 7 (7, )] B (r)f dPr (3.5)

onde o somatorio foi substituido pela integral do produto da densidade pela forga e devido
a simetria de BPP(r), a integral de p(0,t) sobre todo espago ¢ nula. Note que ao escre-
ver a Equacao assumimos o espa¢o como bidimensional e, desta forma, poderemos
comparar os resultados analiticos com os obtidos através da dindmica molecular, cujas
simulagoes foram realizadas em d = 2.

Sem perda de generalidade, podemos ainda considerar que o gradiente da densidade,
ﬁp(f’, t), encontra-se ao longo do eixo x; assim, a forga atuard na mesma dire¢io da
variacao da densidade. Uma vez que a variacao da densidade é muito pequena dentro do

intervalo caracteristico da forga, podemos aproximar a forga (3.5)) por
F ~ aVp(F,t) , (3.6)

sendo -
a= 7r/ r?BPP(r) dr | (3.7)
0

escrita em coordenadas polares.

'No Capitulo mostraremos que a escolha do potencial interno pode se basear apenas nas caracteris-
ticas da forga acima descritas; repulsiva, de curto alcance e radialmente simétrica, permitindo expandir
os resultados para diversos sistemas de particulas interagentes. Além disto, a escolha da forma do po-
tencial confinante é relevante para a forma estacionaria da distribuicao de probabilidade e para o tempo
necessario para atingir o estado estacionario.
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Substituindo na expressao acima a definicao para a forca entre as particulas, pode-
mos resolver a integral, que para a forca do tipo funcao de Bessel, fornece a = 27 fo\3.

Considerando a forca externa como uma for¢a harmonica Fe = —A(z)i |A(x) = —ax] e
substituindo-a juntamente com (3.6 e (3.2)) na equacdo da continuidade ([3.4)), escrevemos

ot ]
= a% { p(7,t) [a% - A(x)] } , (3:8)

que é uma equagao de Fokker-Planck para a densidade p(7,t) = p(z,y,t). Como as de-
rivadas espaciais levam em conta apenas a variavel x podemos pensar na equagao acima
para um y fixo e definir a probabilidade P(z,t) = (L,/N)p(z,t), obtendo

OP(z,t) O[A(x)P(z,1)] 0

o AR e {[Ap(x,tﬂ%} , (3.9)

onde D = (N fyA\?)/L,. Note que identificando Ly = A e assumindo = 1 a Equagao (3.9)
torna-se um caso especial da Equagao (3.1)) onde v = 2. Desta forma, a solugao analitica

para a evolugao temporal da distribuigao de probabilidades é dada por |17, 43,
P(a,t) = B(t) [1 = B(H)(v — 1)2%] 77, (3.10)

onde [y]; = y para y > 0, sendo nulo em caso contrario. Identificamos a solu¢do acima
como uma g-gaussiana, com ¢ = 2 — v. Os parametros B(t) e ((t) se relacionam para

garantir a normalizacao da solugao para qualquer tempo ¢. Impondo o requisito de nor-

B(t) _ {B“)T | (3.11)

malizagao tem-se

Ato) [ B(to)
sendo conhecida a forma do parametro B(t),
B(t) = B(ty) Y R P o (3.12)
- 0 K2 [{2 € ) :
onde
a
K, = 3.13
? 2uDf(to)[B(to)\]* ! (3:13)
1
SR — (3.14)

a(l+v)
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sendo & um parametro relacionado com « e com as forcas entre as particulas. ﬂ
Calculando o segundo momento para a distribuicao de probabilidades [27], en-
contramos
(22) o {1 — exp[—a(1 + )t} T+ | (3.15)

que, para tempos curtos, escala com t/(1+) resultando em uma difusdo anémala para

v#1.
Como mostrado no Capitulo [2| pode-se relacionar um funcional entrépico com uma

EFPNL, através da prova do teorema H. Lembrando da relagao

d’g[P] _ Q[P]
- dP2 [P’ (3.16)
da definicao
SIP =4 [ deglloP@t]i a0 =) =0 gitm <0, @)

e identificando Q[P] = Dv [LoP(x,t)]" " e W[P] = P(x,t) na Equacio (3.1)), obtemos

SIP| = k = L [ da [P0 (3.18)

v—1

Reescrevendo as equacgoes acima para o caso v = 2, encontrado para o sistema de

vortices [39)], teremos a entropia

+o0
S[P] = k{1 — A/ dz Pz, ]2}, (3.19)
onde consideramos Ly = A. A distribuicao de probabilidades torna-se, entao, uma parabola

(ou uma g-gaussiana com g = 0)

P(z,t) = B(t) [1 — B(t)2?] (3.20)

+ Y
onde uma forma conveniente de escrever os coeficientes B(t) e (), relacionados com a
norma e a largura da solugao, é

B(t)5(to)

B()Bt) = o [1+ (K — 1) /o]

= ao[l+ CL16*3C¥>\t/f0]_1 7 (3.21)

2Esta correcao dimensional precisa ser feita devido ao caracter adimensional do tempo ¢ usado durante
todo trabalho.
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as constantes que usaremos para ajustar as solugoes obtidas através da dinamica molecu-

(3.22)

lar. Para a dispersao,
2
(2%) oc {1 — e7deM/ o} s (3.23)

que, para tempos curtos, escala com t2/3.

3.2 Dinamica molecular para os vortices

Com o intuito de verificar a hipotese inicial, que a evolucao temporal de um sis-
tema de particulas interagentes em movimento superamortecido pode ser descrito pela
Equagao (3.9), investigamos, através da dindmica molecular, a evoluc¢ao de tal sistema
de particulas. Como explicado no Capitulo 2, a DM consiste na integragdo numérica das
equagoes de movimento, Equagao , para todas as N particulas interagindo. Com-
pararemos a distribuicao de probabilidades das posi¢oes das particulas na DM com as
distribui¢oes obtidas da EFPNL (3.9).

A simulacao consiste em uma caixa bidimensional com comprimento L, = 280\ e
largura L, = 20\, onde A é o comprimento caracteristico da forga de repulsao entre
as particulas. O comprimento L, é escolhido tal que as particulas nunca encontrem a
borda (evitando os conhecidos efeitos de borda), podendo-se considerar o sistema como
infinito nesta diregao. A intensidade da for¢a harmonica externa, «, controla dois fatores
importantes da evolugao: a largura da distribuicao e o tempo necessario para se
atingir o estado estacionario, conforme o comportamento exponencial apresentado em
(3.21) [27]. Aqui escolhemos a = 1073/, isto ¢, trés ordens de grandeza menor que
a amplitude da forca entre as particulas. Para a direcao y impomos uma condicao de
contorno periddica, assim, justifica-se a escolha preferencial do eixo = na Equagao (3.9),
ou seja, consideramos o sistema homogéneo na direcao y. Todas as simulacoes foram
realizadas para N = 4000; o limite termodindmico pode ser obtido considerando N — oo
e L, — 0o, mas mantendo finita a razao N/L, de modo a reduzir as flutuagoes estatisticas.

Iniciamos a simulacao com uma distribuicao de probabilidades, Fy, onde as parti-
culas encontram-se distribuidas aleatoriamente numa regiao muito pequena do espaco.
Esta configuragao é normalmente considerada como uma aproximacgao razoavel para uma
distribuicao do tipo delta de Dirac. A escolha desta configuracao inicial reside no fato
de querermos comparar os resultados da simulacao com os da EFPNL, onde a solucao

depende diretamente da condigao inicial imposta, P(z,0) = d(x) |17, 43].
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Figura 3.1: Representacao da evolugao de uma copia do sistema de particulas, com N =
1000 e dimensoes L, = 280\ e L, = 20, para diferentes tempos ¢.

Consideramos aqui o tempo como uma variavel adimensional, contando-o em termos
de passos de integragdo, ot. Para tempos pequenos (0 < ¢t < 5), a unidade de tempo con-
siste em 10° passos de integracao, ou seja, temos 0t = 1073; para tempos intermediarios
(5 < t < 150), 6t = 1072 e para tempos longos, 6t = 10~!. Esta escolha esta relacionada
com a velocidade das particulas ao longo da evolugao, quanto menor o tempo mais rapidas
as particulas e mais rapida é a dinamica; entao, o passo de integracao deve ser pequeno o
suficiente para acompanhar suavemente as mudancgas. A fim de obter uma melhor estatis-
tica, para todas as medidas foram realizadas médias sobre 100 amostras, pois, apesar das
Equagoes serem deterministicas, pequenas flutuagoes na configuracao inicial levam
o sistema a diferentes evolugoes temporais.

Mostramos na Figura [3.1] a representacao de uma amostra do sistema em diferentes
estagios da evolugao. Temos na parte superior, t = 5, um estado préximo a configuragao
inicial, onde as particulas encontram-se bem proximas e distribuidas em uma pequena
regiao da caixa. A medida que o tempo aumenta, notamos que o sistema muda de um
regime rapidamente difusivo (tempos pequenos) para um regime bem mais lento (tem-
pos grandes). Para ¢ > 1200 consideramos que o sistema encontra-se proximo do estado

estacionario, que definimos ser atingido, satisfatoriamente, para o tempo ¢ > 3000. Note
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que para o referido sistema, o estado estacionario corresponde a um estado de equilibrio
mecanico. Na Figura [3.1] utilizamos apenas 1000 particulas para facilitar a visualizagao;
note, também, que apenas a parte de interesse da caixa é representada.

Apresentamos na secao seguinte os resultados obtidos a partir de evolugoes semelhantes
a da Figura [3.1] para as distribuicoes de probabilidades das posigoes. Para calcularmos
tais distribuigoes, construimos os respectivos histogramas, isto ¢, dividimos o espag¢o na
direcao x em pequenas regioes e contamos quantas particulas encontram-se dentro de cada
intervalo entre x e x + dx. O tamanho do intervalo torna as distribui¢coes mais ou menos

ruidosas, devendo ser refinadas com um nimero grande de simulac¢oes realizadas.

3.3 Distribuicoes de densidade para as posicoes

A dinamica das particulas consiste em uma competicao entre as forcas de repulsao,
devidas as interacoes entre os vortices, que tendem a dispersa-los, e a forca confinante
externa que desacelera os vortices, criando uma estado estacionario onde as particulas
encontram-se paradas, um estado de equilibrio mecanico. No trabalho de Andrade et al.
[39] mostrou-se que a distribui¢ao de probabilidades das posigoes no estado estacionério
era descrito por uma g¢-gaussiana, conforme a Equagao . Na figura mostramos
perfis de densidades (equivalentes a distribui¢des de probabilidades) em diversos tempos,
graficando A%p(z,t) versus x/)\, onde os fatores surgem para que os eixos sejam adimen-

sionais. Podemos escrever a solucao analitica (3.20) da seguinte maneira

oo t) = NB(LtZ)/ﬁ(t) {ﬁ(lt) B sz | (3.24)

onde
NB@S(t) _ o

L, a
usando P(z,t) = (L,/N)p(z,t)F]

Na Figura [3.2] os simbolos representam os dados da simulacao, sendo comparados

[1+ (Ko —1)e ]| (3.25)

com a curva teorica, representada pelas linhas, calculadas através da Equacao . Na
Figura (a) temos os perfis de densidade para os tempos curtos, particulas com altas
velocidades, enquanto na Figura (b) temos o regime de baixas velocidades, para o
sistema se aproximando do estado estacionario. Lembramos que o valor do parametro a

na Equagao (3.7)) é 27 foA3, obtido da aproximagao de “coarse-graining”. As curvas tedricas

3Note que a diferenca entre a distribuiciio de probabilidades e a distribuicdo de densidades é apenas a
constante L, /N. Decidimos manter a notacao inicial do artigo mas, todos os graficos e resultados podem
facilmente ser recalculados para P(z,t).
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Figura 3.2: Perfis de densidades para diferentes tempos t. Os simbolos correspondem a re-
sultados das simulagoes, enquanto as linhas representam a distribui¢ao da Equagao (3.20)).

da Figura foram obtidas, por sua vez, substituindo a = (5.870.02) foA® nas expressoes
e , utilizadas na regressao dos dados da dindmica molecular. Este valor de
a foi obtido pela estatistica dos estados estacionarios das 100 amostras. Atribuimos a
discrepancia de 7%, entre o valor calculado analiticamente para o parametro a e o valor
estimado pelo ajuste, as aproximacoes realizadas, durante o procedimento do “coarse-
graining”, para obter a forma da forca. Assim, a Figura mostra que os perfis de
densidade sao descritos por ¢-gaussianas durante toda a evolugao temporal do sistema,
como predito pela solucao e , com o parametro a recalculado adequadamente.

Note que, na Figura (a) representamos todos os dados da Figura em um grafico
p(x,t)/p(0,t) versus Azp(0,t). Nesta representagao, os perfis ndo apresentam dependéncia
temporal na largura, resultando em um colapso na parabola universal (p(z,t)/p(0,t)) =
[1 —b(Azp(0,t))%]4, com b ~ 4.3 x 107° para todas as curvas. Este resultado mostra um
comportamento universal do sistema durante toda a evolugao, levando & conclusao que
os resultados obtidos no estado estacionério podem ter correspondentes em um estado
qualquer da evolucao.

Outro resultado importante, que demonstra o acordo entre os resultados obtidos atra-
vés das simulagoes e os resultados analiticos, consiste na curva mostrada na figura [3.3|(b),
onde a evolugao temporal do coeficiente C'(t) = M*NB(t)3(t)/ L, ¢ comparada com a curva
esperada . A linha corresponde a curva com a = 5.85fy\%, em concordancia

com o valor utilizado na Figura|3.2] Desta maneira, comparamos o parametro a, calculado
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Figura 3.3: (a) Colapso dos perfis de densidade em uma curva universal. (b) Evolugao
temporal do coeficiente C(t). Os simbolos correspondem a resultados das simulagoes,
enquanto as linhas representam os calculos analiticos.

para os perfis de densidade, com o valor obtido independentemente através da regressao
dos coeficientes no tempo, mostrando uma boa concordancia entre eles.

Além da forma das distribuigoes de probabilidades (ou perfis de densidades) e do
comportamento temporal dos coeficientes de normalizagao, sabemos que para o sistema
de vortices interagentes o comportamento do segundo momento da distribuicao é dado pela
Equagao [39]. E esperado que para tempos pequenos tenha-se o regime de difusao
anomala, (22) ~ t?/3, onde o expoente é caracteristico do sistema em estudo [35, 39,
e para tempos longos tenhamos um tendéncia para o estado estacionéario. Na Figura
[3.4] mostramos o calculo da dispersao utilizando as distribuigoes obtidas pela dinamica
molecular. Os simbolos correspondem aos dados computacionais, enquanto que a linha
segue a regressao fornecida pela Equacao . Observe a lei de poténcia para tempos
pequenos, com expoente o« = 2/3, e o comportamento exponencial para tempos longos,
mostrando que a DM reproduz o resultado analitico esperado para toda a evolugao.

Mostramos, desta forma, evidéncias que corroboram com a hipotese de que a dindmica
de particulas interagentes em movimento superamortecido pode ser descrita apropriada-
mente por uma EFPNL. Especificamente, mostramos que no caso dos vortices interagen-
tes, a distribuicao de probabilidades sao g-gaussianas, com ¢ = 0, concordando com a
solucao da Equagao (3.9).

O procedimento apresentado nas ultimas se¢oes (uma revisao da dissertagao de mes-

trado) seré reproduzido e estendido no restante deste trabalho. Na sec¢do seguinte, fa-
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Figura 3.4: Segundo momento da distribuigao. Os simbolos correspondem a resultados
das simulacoes, enquanto as linhas representam os calculos analiticos.

remos uma revisao do conceito de temperatura efetiva, introduzido por Nobre et. al, e
mostraremos a possibilidade da definicao de uma teoria termodindmica para o sistemas

de particulas que apresentamos.

3.4 Conceito de temperatura efetiva

O conceito de temperatura efetiva é conhecido e, razoavelmente bem aceito no contexto
da mecéanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, onde o efeito térmico pode ser desprezado
quando comparado com outros efeitos mais energéticos, podendo ocorrer em temperaturas
absolutas T' > 0 e, em alguns casos, também para 7" = 0. Como exemplos podemos citar
as temperaturas de Einstein (T%), de Debye (Tp) e a temperatura de Fermi-Dirac (TF),
esta ultima definida a temperatura absoluta nula.

Recentemente, uma temperatura efetiva 6 foi introduzida para o sistemas de vor-
tices interagentes em movimento superamortecido em supercondutores do tipo-1I [40],
cuja dindmica tratamos nas secoes anteriores. A quantidade 6 mostrou ser uma defini¢ao
adequada para o sistema, exibindo propriedades semelhantes aquelas conhecidas para a

temperatura termodinamica usual, 7" [40, [41) 42], sendo:
(i) uma quantidade positiva definida;
(ii) um parametro conjugado a entropia generalizada;

(iii) proporcional ao nimero de vortices N, ou a densidade n;
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(iv) fisicamente interpretada em termos da varincia das posigoes dos vortices, 6 o

(x2)3/2;

(v) consistente com a defini¢ao do ciclo de Carnot, cuja eficiéncia foi mostrada como
sendon =1— (62/0y).

Estado estacionario e algumas propriedades associadas

Vamos retornar a equagao de Fokker-Planck que descreve o sistema de vortices [Equa-

cao (3.9)]; a definigao da temperatura efetiva 6 surge intuitivamente desta equagao,
k0 =D = —""— =nrfo\?, (3.26)

e identificando a densidade linear n = N/L,; note que a quantidade k6 apresenta dimensao
de energia e esta relacionada diretamente com a densidade de vortices presente na amostra.
Devido a recentes avangos experimentais, esta grandeza se tornou uma variavel controlavel,
sendo as quantidades restantes caracteristicas do sistema em estudo [42].

A solugao dependente do tempo da Equacao (3.9) é dada por uma ¢-gaussiana com
qg = 0, conforme a Equacgao , apresentando um suporte compacto no intervalo
[—z(t), +Z(t)], sendo z(t) = B~Y/2(t). No estado estacionario, a Equacdo (3.20) acima

torna-se,
o

= 4kOA

onde z, = (3k0\/a)'/? ¢ encontrado pela condigdo de normalizacdo. A distribuicdo acima

P.gy(x) (22 — 2?) (3.27)

apresenta a seguinte variancia,

+xe 2/3 hY 2/3 2
(x%) = /_m 2°Pogy () do = 3? (E) (k0)?/? = ‘% , (3.28)
que garante
53/2 o -
= (= /2
ko = <A> (2?)¥? | (3.29)

Assim, a temperatura efetiva 0 esté relacionada com a variancia da distribuigao.

Na Secao [2.4] mostramos que o funcional da energia livre,

T2 (t)
P = ulP) = 0safP): Pl = [ Co@)P(e ) dr. (3.30)

deve apresentar um sinal bem definido para sua derivada temporal, permitindo a associ-
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ac@o com o funcional entropico sy[P] da MENE,

5ol P] = k {1 _ A/W) P(z, 1)) dx} | (3.31)

(t)

Note que representamos os funcionais termodinamicos com letras minusculas, deixando
claro que se trata de uma quantidade por particula, e com suas dependéncias em P(z,t).
Usando a distribui¢ao estacionaria , pode-se calcular as quantidades termodinamicas
acima. Desta forma, as Equacgoes e levam, respectivamente, a

oo 2 2/3
"= / O Prul) dr = i—o(avw?’(/ﬂew?’ | (3.32)
+Te 2/3 2\ 1/3
2 _q_ 2 gy 1S (oA
cR A/_% Peal)? e =1 =2 (w) | (3.33)

Manipulando as Equagdes (3.32) e (3.33]), pode-se escrever a entropia em termos da

energia interna,
3 (ar2\"?
SQ(U/, Ot) =k [1 — g (m_u) s (334)

onde a dependéncia em (u, o) seré explorada no decorrer do trabalho. Da Equagao (3.34)

podemos obter a relagao fundamental,

852 . 1
(E)a =2, (3.35)

que relaciona o parametro de Lagrange 6 com os funcionais termodinamicos, sendo seme-
lhante & definicao para a temperatura na termodinamica padrao. Esta relagao reforca o

conceito de temperatura efetiva como uma definigao apropriada [40].

A primeira lei e equagao de estado

A relagao sugere a definicao de um tipo de troca de energia, 6¢) = 0dss, nomeada
como troca de calor. Seguindo o procedimento apresentado nas referéncias |41}, [42], pode-
se propor, também, uma contribuicao de trabalho relacionada com o potencial externo,
0W = ada, onde o corresponde ao parametro conjugado a «. Estes termos levam & uma

proposicao equivalente a primeira lei, onde

du = 0Q + oW = 0dss + oda (3.36)
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sendo que W corresponde ao trabalho efetuado pelo campo externo sobre o sistema e a

dependéncia da entropia, sy = $s(u, @), torna-se mais clara. Da Equagao (3.36]), tem-se a

(%) -7 (3.37)

Além disto, derivando a Equagao (3.34) em respeito a «, usando a Equagao (3.32) e

substituindo na equagao acima, obtém-se a equacao de estado,

323, (kO

seguinte relacao fundamental

Potenciais termodinamicos e fungoes respostas

Usando as grandezas termodinamicas definidas anteriormente, é possivel construir os

seguintes potenciais:

e Energia interna

Da Equagao ([3.36]) pode-se notar que a energia interna depende dos pares de varia-
veis independentes (s3, a). Manipulando as Equagoes (3.32) e (3.33), ou equivalen-
temente a Equagao (3.34)), tem-se,

9 a\

= — . 3.39

u(s9, @)

e Energia livre de Helmholtz

Através de uma transformacao de Legendre, é possivel introduzir a energia livre
de Helmholtz,
f0,a) =u—0sy = df = s:df+ oda . (3.40)

Desta equacao, obtém-se a seguinte energia livre,
35/3
f(0,0) = W(a/\Q)l/‘g(kQ)Q/‘g — kb . (3.41)
e Energia livre de Gibbs

Define-se o potencial de Gibbs ¢(6,0) através de

g(0,0)=f—oca=u—0sy —oa = dg=—sdf — ado, (3.42)
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que, a partir dos potenciais acima, tem-se

6 A

e Entalpia

Para construir o potencial h = h(sy, o) considera-se
h(sy,0) =u—oca=f+0sy—oca=g+0sy, =dh=20ds;—ado, (3.44)

que apresenta um comportamento trivial, h = 0. Para uma discussao um pouco

mais detalhada deste comportamento, consultar a referéncia [42].

Como mostrado nas referéncias [40, 41] [42], usando os potenciais termodinamicos
definidos acima, é possivel encontrar relagoes conhecidas da termodindmica padrao, além
das relacoes de Maxwell envolvendo as derivadas segundas desses potenciais. Da mesma

forma, pode-se introduzir fung¢oes respostas, como o calor especifico para « fixo,

_(ou\ [ 0s2\ 0*f _32/3 ar2\ 3
C“(%)a—e(%)a—‘e(aw); 5i\w) - B

que pode ser calculado de diferentes maneiras equivalentes. De modo semelhante, pode-se

. 082 . Oh .
CU_Q(W>U_ (@)O——O s (346)

devido ao fato da entalpia ser nula nestes sistemas.

definir c,,

Os procedimentos apresentados neste capitulo serao reproduzidos e estendidos no res-

tante deste trabalho, onde discutimos resultados obtidos durante o periodo de doutorado.



Capitulo 4

Particulas interagentes em um

potencial confinante nao-harmonico

Neste capitulo, apresentamos uma extensao dos resultados descritos no Capitulo 3]
inicialmente veiculados no artigo [44]. Comparando resultados numéricos e analiticos,
mostramos que um sistema de particulas interagentes em movimento superamortecido
pode ser muito bem descrito por uma equagao de Fokker-Planck nao-linear, associando,
assim, este sistema com a mecéanica estatistica nao-extensiva. Aqui, as interagoes entre as
particulas sao consideradas repulsivas, de curto alcance e radialmente simétricas, sendo

motivadas por trés diferentes situagoes fisicas, conforme descritas abaixo.

(i) Fungao de Bessel modificada: usualmente considerada para descrever interagoes entre

vortices, relevante para o fluxo em supercondutores do tipo-II.

(ii) Forgas do tipo Yukawa: uteis na descrigdo de particulas carregadas em plasmas, ou

suspensoes coloidais.

(iii) Potencial gaussiano: aplicado no contexto de fluidos complexos, como cadeias de

polimeros em solvente.

Além disso, o sistema esta sujeito a um potencial externo confinante nao-harmoénico, do
tipo ¢(z) = (a|z|?)/z (o > 0,z > 1), permitindo que um estado estacionario seja atingido
ap6s um tempo suficientemente longo. Mostramos ao longo do capitulo, que o expoente
do potencial confinante é relevante para a forma da distribuicao de probabilidades.

Os resultados apresentados no Capitulo |3| foram obtidos considerando interagoes do
tipo (i) e um potencial confinante harménico (z = 2), onde foram mostradas fortes evidén-

cias que uma distribuicao ¢-gaussiana com ¢ = 0 descreve apropriadamente as posicoes

38
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das particulas durante a evolucao temporal, assim como no estado estacionario do sis-
tema. Aqui, reforgamos esta conexao com a MENE apresentando resultados numéricos
mostrando que: (a) No caso z = 2, diferentes interagoes particula-particula somente mo-
dificam o parametro de difusao D da EFPNL; (b) Para z # 2, todos os casos estudados sao
bem representados pela solugao estacionaria analitica Pag(z), escrita em termos de uma
g-exponencial (com o mesmo indice ¢ = 0) do potencial externo genérico ¢(x). Neste tl-
timo caso, propomos uma solu¢ao dependente do tempo aproximada P(z,t) (desconhecida
analiticamente para z # 2), que apresenta uma excelente concordancia com as simulagoes

para um largo intervalo de tempos, incluindo a aproximacao do estado estacionario.

4.1 Introducao

Sistemas fortemente acoplados surgem em diferentes contextos fisicos, tais como plas-
mas empoeirados, plasmas complexos, fluidos complexos e suspensoes coloidais, sendo,
usualmente, caracterizados por interacoes fortes, onde os efeitos da superficie podem
tornar-se relevantes, em comparagdo com os efeitos volumétricos [14]. Para particulas
carregadas, as interagoes ocorrem através de um potencial de Coulomb blindado, usual-
mente conhecido como potencial de Yukawa [36], 37, 38]. Além deste, outros potenciais
repulsivos tém, recentemente, recebido atencao no campo da matéria condensada mole,
como exemplo temos a lei de poténcia invertida, o potencial gaussiano e o potencial hert-
ziano, os quais sao relevantes em uma ampla variedade de fendmenos fisicos, como nos
fluidos complexos, materiais coloidais e sistemas atomicos densos [46]. Em muitos desses,
o potencial energético devido a tais interacoes, geralmente, torna-se mais relevante do
que a energia cinética térmica, de tal maneira que este tltimo efeito pode ser desprezado;
como conseqiiéncia dessas interacoes, podemos obter quantidades nao-extensivas no limite
termodinamico [5], em adi¢do as quantidade intensivas e extensivas.

A necessidade de uma compreensao fisica adequada de muitos fendmenos reais, es-
pecialmente os que ocorrem dentro do dominio dos sistemas complexos, tem exigido
modificacoes nas equacgoes associadas e, muito freqiientemente, termos nao-lineares sao
considerados a fim de descrever tais efeitos. Como um exemplo, modificagoes da equagao
de Fokker-Planck linear tém atraido grande interesse recentemente, levando ao estudo
das equagoes de Fokker-Planck nao-lineares [9], motivado por vérias aplicagoes, principal-
mente as relacionadas com a difusdo anoémala [47].

Aqui, estaremos particularmente interessados nas EFPNLs associadas com a MENE
[5, 17, [43]. Apos sua postulagao [17], esta equacao foi derivada na literatura por muitos

autores, quer partindo de um equagdo de Langevin [23] 25, 48] ou de uma equagao mestra
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[15 [16], sendo dada por,

0 8Pé:)ts,t) _ _a[A(x)ai(x>t)] + DV% {[LOP(ZL‘,Q]V_IW} , (41)

jé introduzida na Secao [3.1] do Capitulo

Como de costume, P(x,t) representa a probabilidade de encontrar uma dada particula
numa posi¢ao x no tempo t, ao passo que 1 e D representam os coeficientes de atrito e de
difusdo, respectivamente; a forga externa, A(x) = —d¢(x)/dx, é associada a um potencial
confinante ¢(x). A partir da condigdo de normalizagao, fj;o P(z,t)dz = 1, vé-se facil-
mente que P(z,t) apresenta dimensao [comprimento]*l; por conseguinte, o argumento do
termo nao linear, aqui introduzido por meio do expoente real v, deve ser adimensional.
A escala de comprimento Lg, o qual aparecera naturalmente como o comprimento carac-
teristico de cada sistema fisico considerado, foi introduzida para se obter as dimensoes
corretas na Equagao ; esta dificuldade nao ocorre no caso particular v = 1, isto é,
na equagao linear correspondente [I1]. Esta EFPNL foi resolvida para uma forga externa

harménica, A(z) = —ax (o > 0) e para a condi¢ao inicial P(x,0) = §(z) |17, 43,
P(z,t) = B(t) [1 - B(t)(v — 1)a?] 77, (4.2)

onde [y]; =y, paray > 0, e zero para outros casos. A partir da equagao acima se identifica
facilmente a distribui¢ao ¢-gaussiana da MENE se v =2 — ¢ [5].

Para garantir a normalizacao da probabilidade em qualquer tempo ¢, os parametros
dependentes do tempo B(t) e (t) devem ser diretamente relacionados com seus valores
em algum tempo de referéncia t,, conforme a Equagao (3.11]).

Embora a ¢-gaussiana dependente do tempo da Equacao seja solugao apenas para
as condigoes iniciais acima descritas e um potencial harménico [¢p(z) = (ax?)/2|, uma
solugao estacionaria para Equacao pode ser facilmente encontrada considerando um

potencial confinante arbitrario ¢(x) [I7, [1§],

1

Paslw) = B*[1 = B*(v = Do (@))7 " | (4.3)

com B* e §* representando coeficientes, relacionados através da condi¢ao de normalizacao
para Pug(z). A solugao estacionaria acima é bem geral e se mantém para toda uma classe
de EFPNLs associadas & entropia de Tsallis [26].

Uma prova do teorema H, seguindo o procedimento apresentado no Capitulo [3] pode
ser realizada através do uso de EFPNLs, levando a uma importante conexao entre os

termos destas equagoes e formas entropicas generalizadas [9, [I8| 19, 26, 27, 49, 50, 51)
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52]. Para a EFPNL na Equagao tem-se a forma entropica da Equacao . Esta
conexao ¢é valida para um potencial externo geral ¢(x), ainda que a distribui¢ao dependente
do tempo P(z,t) nao seja conhecida neste caso.

Neste capitulo, estudamos modelos comumente usados na literatura de sistemas de
plasmas e matéria condensada, tais como plasmas empoeirados, suspensoes coloidais e
fluidos complexos [36, 37, 138, [46]. Fornecemos evidéncias que estes modelos podem ser
associados & MENE, pertencendo a uma mesma "classe de universalidade", no sentido
que eles apresentam o mesmo valor do indice entropico q. Abaixo, citamos o fato de que
todos os casos considerados correspondem a uma EFPNL como a da Equagao com

um expoente v = 2, isto é, a entropia associada é dada por

“+o0o
S[P| = k {1 - /\/ P(z, 1)) dx} | (4.4)
—o0
onde A representa um comprimento caracteristico tipico de cada sistema investigado.

Seguindo precisamente o procedimento do Capitulo [3, partindo da equagdo de Lan-
gevin e realizando uma aproximacao do tipo coarse-graining, obtém-se uma forca entre
particulas conforme as Equagoes (3.6 e (3.7)), onde BPP(r) sera dado a partir das in-
teracoes entre particulas de cada sistema, como mostraremos mais tarde. Associada a
entropia, temos a seguinte equacao de Fokker-Planck,

OP(z,t) O[A(x)P(z,t)]

R e +2D%{[)\P(x,t)]%} , (4.5)

sendo D = aN/(2\L,). Comparando esta EFPNL com a Equagao (4.1)), pode-se rapida-
mente identificar o comprimento caracteristico Ly = A e o expoente v = 2.

Essencialmente, trés modelos serao considerados aqui, cada um deles definido por suas
interagoes entre as particulas, BPP(r), descritos a seguir.

(i) Vortices interagentes, os quais sdo comumente usados na literatura para modelagem
da penetracao frontal de fluxo em supercondutores desordenados do tipo-II; neste caso
tem-se BPP(r) = foK;(r/)), com K representando a funcao de Bessel modificada do tipo
IT de primeira ordem e fy uma constante positiva. Estas interagoes sao definidas em termos
de uma tunica escala caracteristica de comprimento A, conhecida como comprimento de
penetragao de London. Tem-se a = 27 fyA\?, levando a D = (N7 fy\?)/L,,. Este sistema foi
anteriormente estudado [34],39] para um potencial externo harmoénico, isto ¢, A(z) = —ax,
e um bom acordo com a solucao da EFPNL da Equacao foi encontrado.

(ii) Particulas carregadas interagindo através de um potencial de Yukawa, caracte-

rizando um modelo muito importante para plasmas empoeirados e suspensoes coloidais
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[36, 37|, tendo
% s 1.6
r) = :
)= 5> (46)
onde fy é uma constante positiva proporcional a carga de cada particula e no caso dos plas-

mas empoeirados, A corresponde ao raio efetivo de Debye. A interagao entre as particulas

2
BPP(r) = foe_r/’\ [(%) + i

r

¢é dada por,

(4.7)

Substituindo o resultado acima na Equacao , obtém-se a = 27w fy A3, levando a D =
(N foA?*)/L,, os quais correspondem exatamente as mesmas quantidades calculadas para
o sistema de vortices em (i). Esta coincidéncia ocorre apenas para o caso bidimensional e
pode-se verificar que as estimativas correspondentes para a sao diferentes em dimensoes
superiores. Portanto, no que diz respeito a presente abordagem do tipo coarse-graining,
estes dois sistemas sao idénticos, levando & mesma EFPNL da Equagao , embora nas
simulagoes numéricas eles possam diferir um do outro.

(iii) O terceiro modelo a ser considerado aqui é definido por meio de um potencial nu-
clear gaussiano, muito util em fluidos complexos, como nas cadeias de polimeros dispersos
num solvente [53],

V(r) = %672/’\2 :

onde fy e X\ correspondem, respectivamente, a intensidade e largura do perfil de interagao.

(4.8)

Este potencial leva a seguinte forca interna,

B(r) = fo (5) e (4.9)

e da Equagao (3.7), se obtém a = (7 fyA?)/2, conduzindo a D = (N7 fo\?)/(4L,).

E importante mencionar que foram realizadas aproximacoes durante o procedimento
de coarse-graining que conduz & EFPNL dada pela Equagao . Devido as aproxima-
¢oes, sao esperadas pequenas diferencas entre os resultados obtidos a partir das simulacoes
de dindmica molecular e os resultados analiticos, tal como sera verificado a seguir. Es-
sencialmente, estas discrepancias aparecerao aqui como estimativas diferentes para a (ou
equivalentemente, D). No entanto, o resultado mais importante refere-se ao expoente da
distribuicao, v = 2, isto é, q=0, que serd o mesmo para todos os trés sistemas investigados.
No caso de um potencial externo harmonico, este expoente é obtido também pela solucao
da Equacao (4.5)).

A fim de comparar os resultados analiticos com os resultados numeéricos, iremos pro-

ceder de maneira semelhante ao roteiro apresentado na Segao do Capitulo [3 com o
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diferencial das mudancas realizadas nos potenciais internos e externos. Na proxima secao,
consideraremos sistemas com as interagoes repulsivas entre particulas dos tipos (ii) e (iii),
sob uma forga externa confinante harmonica, A(x) = —ax. Nestes casos, a solugao anali-
tica da evolucao temporal da Equacao ¢é dada pela Equacao com v = 2, isto é,
uma parabola,

P(z,t) = B(t) [1 — B(t)2”] (4.10)

+ Y
onde os coeficientes B(t) and ((t) estao relacionados pela Equacao (3.11)).

Na Secao consideraremos potenciais externos confinantes mais gerais, ¢(x), para

os quais a Equagao (4.5)) apresenta a seguinte solucao estacionaria,

Pest(x) = B*[1 = f"¢(2)], - (4.11)

4.2 Potencial externo harmonico

Nesta segdo, vamos seguir os estudos recentes [34], [39], considerando sistemas sob
um potencial confinante harmonico mas, com interagoes entre as particulas diferentes
dos trabalhos anteriores. De acordo com a discussao anterior, estes sistemas também
podem ser descritos pela EFPNL da Equacao , alterando de forma adequada o seu
coeficiente de difusao D. Neste caso, a solucao dependente do tempo deve ser dada pela

Equagao (4.10) e, além disso, os coeficientes B(t) e 3(t) sao relacionados por [43]
B(t)B(t) = ao [1+ ale—?’w\t/ft)] ! ’ (4.12)

onde ag = a/(4AD) e a3 = a/[ANDB(to)[(to)] — 1 = ao/[B(to)S(to)] — 1.

Assim, para qualquer tempo desejado ¢ das simulagoes da dindmica molecular, pode-
se computar o perfil normalizado correspondente as posigoes das particulas, considerando
médias sobre amostras. Estes resultados devem ser comparados com a distribuicao anali-
tica dada pelas Equagoes e . Em tais analises, pode-se ajustar o parametro
a, definido na Equacao , para comparar de maneira adequada os dados da simula-
¢ao com as curvas analiticas, devendo-se recordar que estas tltimas foram obtidos por
meio de uma abordagem aproximada do tipo coarse-graining. Nas simulagoes desta secao,
consideramos o = 1073 fy/\, o que representa uma escolha apropriada para propositos
computacionais [34, [39]. Embora a escolha de a afete o tempo necesséario para se atingir
o estado estacionario, assim como os coeficientes B(t) e 5(t) acima, ela é irrelevante para
as principais conclusoes do presente estudo.

Na Figura apresentamos a distribui¢do de probabilidades P(x,t) para as posi¢oes
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Figura 4.1: Distribuicao de probabilidades P(x,t) para tempos tipicos da evolugao. Os
graficos na parte superior [(a) e (b)] correspondem ao potencial de Yukawa; na parte infe-
rior |(c) and (d)] sdo para o potencial gaussiano. Os simbolos correspondem a resultados
das simulacoes, enquanto que as linhas representam g-gaussianas com ¢ = 0.
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Figura 4.2: Produto adimensional dos coeficientes temporais B(t) e 5(t): (a) potencial de
Yukawa; (b) potencial gaussiano. Os simbolos correspondem a resultados das simulagoes,
enquanto as linhas representam os calculos analiticos.

das particulas em tempos tipicos da evolugao, para os casos de particulas interagindo
através do potencial Yukawa, Equagao [painéis (a) e (b)| e do potencial gaussiano,
Equagao [painéis (c) e (d)|. As linhas nos painéis (a) e (b) foram representadas grafi-
camente considerando o parametro a, definido na Equagao (3.7), como (4,63 + 0, 06) fo\®
(as barras de erro cobrem as anélises de amostras e tempos diferentes), a ser comparado
com a estimativa obtida através do procedimento de coarse-graining, onde a = 27 fyA\3,
correspondendo a uma discrepancia relativa de cerca de 26%. Entretanto, mais surpreen-
dentes sdo as linhas dos painéis (c) e (d), que foram feitas com a = (1,58 4 0,02) foA\3,
coincidindo, dentro da margem de erro, com o valor do coarse-graining, a = (m/2) foA3.

A discrepancia maior para o potencial de Yukawa mostra que o procedimento de
coarse-graining representa uma aproximacao mais grosseira para este caso, devido, prin-
cipalmente, ao comportamento peculiar deste potencial em curtas distancias. Comparando
as distribuicoes para tempos iguais para ambos potenciais, percebe-se que as particulas
que interagem através do potencial de Yukawa se afastam mais rapidamente do que as
submetidas ao potencial gaussiano; isto ocorre devido a intensidade das interagoes repulsi-
vas, que sao mais fortes no primeiro caso [note que o parametro a, definido na abordagem
de coarse-graining Equagao , ¢ quatro vezes maior no caso Yukawa].

Os resultados na Figura sao reforgados por aqueles da Figura onde apresen-
tamos o produto adimensional dos coeficientes dependentes do tempo da Equacao (4.10)),

N3B(t)B(t), tanto para o potencial Yukawa, quanto para o potencial gaussiano. Os dados
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Figura 4.3: (a) Colapso dos resultados de Yukawa das Figuras [1.1[(a) e [£.1(b) em uma
tnica curva universal. (b) Colapso dos dados para tempos tipicos, para os trés tipos de
interagoes (i), (ii) e (iii), conforme descritas no texto.

obtidos através das simulagoes (circulos vazios) sao comparados com os analiticos da Equa-
cao (linhas cheias). As linhas foram construidas considerando a = (4, 6940, 06) fo\3
na Figura[4.2)(a) e a = (1.5640.02) fyA® na Figura[d.2] (b), onde ambas concordam, dentro
das barras de erro, com as estimativas obtidas a partir das distribuigoes da Figura [£.1]
Na Figura (a) percebe-se discrepancias entre os resultados analiticos e os das simula-
¢oes para tempos menores. Estas diferencas para tempos curtos podem ser atribuidas as
discrepancias acima mencionadas para o parametro a (essencialmente devido as peculiari-
dades do potencial de Yukawa para pequenas distancias), juntamente com a aproximagao
computacional do estado inicial usado para representar a funcao delta: uma distribui¢ao
uniforme e estreita em ¢t = 0, mas suficientemente larga para evitar possiveis dificuldades
numeéricas no calculo das interacoes entre particulas.

Na Figural4.3((a) representamos todas os resultados das Figuras|4.1(a) e|4.1(b) em uma
tnica curva universal por meio da representacao P(z,t)/P(0,t) versus xP(0,t). Nota-
se que nesta representacao as distribuicoes de probabilidades nao mostram dependéncia
temporal e os dados para todos os tempos colapsam em uma tunica curva, sendo a linha
uma parabola (P(z,t)/P(0,t)) = [1 — b(zP(0,t))%];, com b ~ 1.76. Na Figura [.3(b)
exibimos, nesta mesma representacao, os dados para todos os trés tipos de iteragoes
repulsivas entre as particulas, em tempos caracteristicos para cada evolucao. A linha na
Figura [4.3(b) é precisamente a mesma parébola representada na Figura [4.3(a). Estes

graficos mostram que os trés tipos de interacoes entre particulas se enquadram em uma
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mesma classe de universalidade, isto é, todos os sistemas fisicos caracterizados por um
destes tipos de interagao sao descritos pela distribui¢ao g-gaussiana da Equagao (4.10) e
sua entropia associada é dada pela Equagao .

Uma evidéncia adicional para as distribuicoes g-gaussianas é apresentada na Figura
, onde exibimos o g-logaritmo, In,u = (u'~?—1)/(1—¢q) (u > 0) [5], dos resultados da
Figura para tempos tipicos. As Figuras [4.4(a) e (b) sdo para o potencial de Yukawa,
enquanto os resultados das Figuras [£.4]c) e (d) se aplicam ao potencial gaussiano. Nas
Figuras[4.4b) e (d) exibimos estes resultados na representagao colapsada usada na Figura
. A concordéancia destes dados com a linha reta [que representa a distribuigao analitica
da Equacao (4.10))] prové um forte suporte para a distribui¢ao g-gaussiana com ¢ = 0.

Na proxima segao, vamos avancgar nossas analises considerando um tipo mais geral do

potencial externo confinante.

4.3 Potencial externo nao-harmonico

Como mostrado na derivacao da EFPNL na Sec¢ao (3.1} o principal efeito das interagoes
entre as particulas diz respeito & modificacao do coeficiente de difusao na Equagao (4.5)).
Por outro lado, o potencial externo é responsavel pela distribuicao de probabilidades
no limite de tempos longos [veja a Equagao ] Em particular, devemos lembrar
que a distribuigao gaussiana aparece como solucao da EFP como consequéncia direta do
potencial externo harmoénico [I1]. Para potenciais mais gerais ¢(x), a solugdo dependente
do tempo nao pdde ainda ser encontrada explicitamente, embora a solucao estacionaria
seja dada por uma exponencial do potencial correspondente.

Nesta segao iremos nos restringir a interagao entre particulas descrita no item (i) da
Secao [34, 39], util na modelagem da penetragao frontal do fluxo em supercondu-
tores desordenados do tipo-II. Por outro lado, no que diz respeito ao potencial externo
confinante, iremos considerar uma classe de potenciais nao-harmonicos, ¢(x) = (alz|?)/z
(v > 0), com z > 1. O caso particular z = 2 corresponde aos estudos anteriores, onde o
comportamento da evolugao temporal [34] e do estado estacionario [39] foram considera-
dos, mostrando uma boa concordancia com a distribuicao da Equagao (4.10)).

No presente estudo investigaremos o potencial externo descrito acima, correspondendo
a uma forga externa A(zr) = —ax|z[*~f] com as escolhas particulares z = (1,5;3;4).

Nestes casos, a solu¢do temporal da Equagao (4.5) nao é conhecida analiticamente, até

I Corrigimos aqui um pequeno erro cometido no artigo publicado, onde nao escrevemos a derivada do
potencial modular com o termo do sinal de x. Porém, enfatizamos que as simulacoes foram realizadas
com a forga correta e os resultados apresentados continuam véalidos.
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Figura 4.4: Representa¢ao Ing[P(z,t)/P(z,0)] versus abcissas adimensionais. Na parte
superior [Figuras (a) e (b)| exibimos resultados para o potencial de Yukawa, enquanto que
na parte inferior [Figuras (c) e (d)], para o potencial gaussiano. Os simbolos correspondem
a resultados das simulagoes, enquanto as linhas representam os célculos analiticos.
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onde sabemos; porém, a distribuicao do estado estacionério pode ser facilmente encon-
trada, sendo dada em termos de uma ¢-exponencial do potencial geral, de acordo com a
Equagao . Aqui, baseado nos resultados das simulagoes, iremos propor uma solugao
temporal aproximada para a Equagao , que funciona bem para um grande intervalo
de tempos.

Primeiramente, vamos relembrar que na auséncia de uma forca externa, a Equa-
cao descreve uma difusdo anémala e para a condigao inicial, P(z,0) = d(z), sua
solucao ¢é precisamente a mesma que aquela para um potencial harmoénico, dado pela
Equagao (4.10]), onde os coeficientes temporais satisfazem [54],

V8D

™

B(t) = [24DZ;%] 75 ; B(t) = [24DZgt] "% ; Zo = (4.13)

Assim, dado que comecgamos as simula¢oes com todas as particulas confinadas em uma
regiao estreita em torno da origem, o efeito do potencial externo, no regime de tempos
curtos, se torna desprezivel, de tal forma que o comportamento das Equacoes (4.10) e
devem ser uma boa aproximagcao. Além disso, no regime de tempos longos, a solugao
deve se aproximar da distribuicao estacionéaria, que, de acordo com Equacao , pode

ser escrita como
o

~ 50 L '

Levando em conta estes dois comportamentos limites, propomos a seguinte solugao

Pest(x) =B |:1 (414)

temporal aproximada para a Equacao (4.5)),

P(z,t) = B(t) [1 = B(t)a* — y(t)|=[7], | (4.15)

onde B(t), S(t), e y(t) s@o coeficientes temporais sempre positivos, que serdao obtidos
através das simulagoes. A fim de recuperar os limites acima definidos, deve-se ter v(0) = 0
no estado inicial, enquanto que no limite de tempos longos, B(t) — B*, 5(t) — 0 e
v(t) = a/(2DzAB*).

Os resultados numéricos que serao apresentados abaixo foram obtidos através de si-
mulagoes com a = 107° fo/A*~! para z = (4;3). Dado que estes dois casos correspondem
a fortes potenciais confinantes, o estado estacionédrio pode ser alcancado com tempos
computacionais razoaveis, mesmo para « pequeno. Entretanto, no caso z = 1,5 deve-
mos considerar o = 1072 f;/A\*~!, para uma tendéncia apropriada ao estado estacionario.
Mesmo que diferentes escolhas de « alterem o tempo necessario para se aproximar do
estado estacionario, assim como a evolugao temporal da largura e de outros coeficientes,

os resultados importantes, tais como a forma da distribuigao P(x,t), ndo sao influenciados
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por esta escolha particular.

Na Figura mostramos a evolucao da distribuicao de probabilidades para z = 4
[Figuras[4.5(a) e (b)], z = 3 [Figuras[d.5[c) e (d)] e z = 1,5 [Figuras[£.5(e) e (f)]. Nota-se
claramente uma transigao do regime de tempos pequenos dado pela Equagao (4.10]), para
o regime de tempos grandes da Equacao . Comparando a evolucao temporal das
distribuicoes para z = 4 e z = 3, que foram obtidas considerando a mesma escolha para
«, nota-se uma rapida aproximacao do estado estacionario no primeiro caso (isto é, o
potencial confinante mais forte), como esperado. A boa concordancia entre os resultados
da simulagao (simbolos abertos) e as curvas analiticas (linhas) refor¢a nossa hipotese de
ser a Equacao uma boa soluc¢@o aproximada. As Figuras [4.5(e) e (f) correspondem
a um valor de o aumentado por um fator 10® em relacao ao dois casos anteriores. A fim de
ajustar as distribuicoes com o resultado analitico, o parametro a da Equacao , que
aparece no coeficiente «/(2DzAB*) = aL,/(azNB*) da Equacao (4.14), foi escolhido
como a = (5.92 + 0.06) foA®, para todas as distribui¢des mostradas na Figura O
resultado apresenta uma discrepancia de cerca de 6% em relagdo ao parametro estimado
analiticamente e independentemente, a = 27 fu\3.

Na evolugao temporal mostrada na Figura 4.5 as linhas representam a distribuicao de
probabilidades da Equagao (4.15)), onde para cada curva os parametros temporais B(t),
B(t), e y(t) foram obtidos numericamente, através de uma regressao nao-linear. O coefi-
cientes calculados B(t) e 5(t) sao mostrados em diferentes tempos nas Figuras [4.6|a) e
4.6|(b), respectivamente, para a escolha a@ = 107 fy/A\*~!, para z = 4 e 3, enquanto que
os resultados correspondendo ao caso z = 1,5 sao apresentados nas insercoes. Neste tl-
timo caso, nota-se uma dependéncia temporal lenta nos coeficientes, até o tempo maximo
considerado nas simulacoes, e mais, para uma aproximagcao apropriada ao estado estacio-
nario usamos a = 1072 fy/\*~1. Da Figura nota-se que AB(t) se aproxima de um valor
finito em torno de 1072 para todo z [correspondendo a AB* da Equacao ], enquanto
A2B(t) — 0 no limite de tempos longos, sinalizando o estado estacionario. No que diz res-
peito ao coeficiente (t), nossa analise numérica produz (t) < B(t) para tempos curtos,
convergindo para o valor do estado estacionario da Equacao (4.14)), v(t) — «/(2DzAB*),
que depende do expoente z.

Evidéncias adicionais que a distribuicao do estado estacionario é dada por uma ¢-
exponencial, como a Equacao , sao fornecidas pela Figura onde apresentamos
os resultados de Ing[P(x,t)/P(x,0)] versus uma abcissa adimensional (|z|/\)* para z =4
[Figura 4.7(a)], z = 3 |Figura 4.7(b)], e z = 1,5 [Figura [4.7(c)|. Nesta representacao, a
distribuicao da Equacao produz linhas retas (como representado em cada caso). Por

completeza, também apresentamos resultados dos regimes dependentes do tempo, mos-



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 51

0,05 : : 0,02
0,04]-
0,015 -
= 0,031 I 1
X 0,011 -
[
< 0,02} | |
o 150
| 0,005 oo
,005+ o 500 -
0,011
0k 06—1 \ \ \ \
40 20 0 20 40
x/A
(b)

0,008 -

0,006

0,004

AP(x,t)

0,002

0,05 | 0,01
L o 2 1
o5
0.04 910 | 4 0,008
2 30
50 |
100
= 003 . ~.0.006
= =
< ke
N N—"
A &
< 0,02 : - 0,004
0,01 4 0002

Figura 4.5: Distribuigdo de probabilidades P(z,t) para o potencial externo ¢(z) =
(a]z|?)/z, com z = 4 |painéis (a) e (b)], z = 3 [painéis (c¢) e (d)], e z = 1,5 [painéis
(e) e (f)]. As linhas representam a distribui¢ao aproximada proposta na Equagao (4.15)).



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 52

1 — A B B R B
(o]
B T 0,0008 [£TTT T T
L L 1 1 0,003+ © L 1
ool =13 [ 2=13]]
] o 003 el ¢€L 0,0004 B ]
m | - |- o F - —
0,03 < o0 7] 0,002 < o000z _
= 2 001 ] g r I 1
5 el 1] & ) L a
= ol vl el T e 0,001 AR IR IS TS I
0,02 a 1x10”  1x10' 1x10" 1x10°  1x10"H 8 1x10' 1x10° 1x10°  1x10"
t t
F o) R 8
_______________ Q- 6 X BR
001 1o - 2&:883@09 | O -—=====m=--mmm-- O cmEd®e oome
’ z= &
- O O z=4
| |© Z:? L 91@{}43333 ] L o z=3 ]
=, z=1,5
ob—— vl v v OWI \\\\\\\12\ \\\\\\\13\ o
0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
t t
(a) (b)

Figura 4.6: Comportamento temporal dos coeficientes B(t) and §(t) para z = (4;3;1,5):
(a) AB(t) versus t; (b) A?3(t) versus t. As linhas horizontais representam os valores dos
coeficientes nos estados estacionarios.

trando um comportamento diferente de uma linha reta. A boa concordancia dos resultados
com as linhas mostram que a distribuigao estacionaria da Equacao (4.14) representa uma

candidata adequada para esta classe de sistemas fisicos.

4.4 Conclusao

Mostramos que sistemas de particulas interagentes seguindo um movimento supera-
mortecido sao muito bem descritas por uma equacao de Fokker-Planck nao-linear, a qual
pode ser associada com a mecéanica estatistica nao-extensiva. As intera¢oes entre particu-
las sao consideradas como repulsivas e radialmente simétricas, dependendo da distancia
r;; entre duas particulas ¢ e j, através da fungao BPP(r;;). Estes modelos cobrem diversas
situagoes fisicas, dependendo da forma particular para BPP(r;;), e trés delas foram dis-
cutidas: (i) fun¢do de Bessel modificada, usada para descrever interagoes entre vortices,
relevante para o fluxo em supercondutores do tipo-II; (ii) forgas do tipo Yukawa, tteis
na descrigao de particulas carregadas em plasmas, ou suspensoes coloidais; (iii) potencial
gaussiano, conhecido no contexto de fluidos complexos, como cadeias de polimeros em
solvente. Além disso, o sistema esta também sujeito a um potencial confinante genérico,
o(x) = (a]z]?)/z (@ > 0,z > 1), e desta forma algumas possibilidades para BPP(r;;) e para
o expoente z do potencial ¢(z) foram analisados. Em todos os casos, investigagoes numé-

ricas mostram que um estado estacionério é atingido depois de um tempo suficientemente
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Figura 4.7: Curvas para Ing[P(z,t)/P(x,0)] versus abscissas adimensionais (|z|/\)* para
z=4(a),z=3(b)ez=1,5(c). Os simbolos correspondem a resultados das simulagoes,
enquanto as linhas representam os calculos analiticos.
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longo.

No caso do potencial confinante harménico, isto é, z = 2, a solucao temporal ana-
litica da equacao de Fokker-Planck nao-linear é conhecida, dada por uma distribuicao
g-gaussiana com ¢ = 0. Aqui, reforcamos os resultados anteriores, realizados para intera-
¢oes do tipo (i); as presentes simulagdes numeéricas fornecem fortes evidéncias que uma
distribui¢ao ¢-gaussiana, P(z,t), com ¢ = 0, descreve apropriadamente as posigoes das
particulas durante sua evolucao temporal, tal como seu estado estacionério, para uma
grande variedade de interacgoes entre particulas. No presente estudo, concentramos nas
interagoes do tipo (ii) e (iii), embora este possa ser extendido para qualquer sistema fisico
caracterizado por interagoes repulsivas e radialmente simétricas, de modo que a quanti-
dade a = 7 fooo dr r®BPP(r), seja finita. Uma vez que esta quantidade estd diretamente
relacionada com o parametro de difusao D, diferentes tipos de interacoes entre particulas
nao irao alterar a caracteristica mais importante do fenémeno de difusao andémala, isto é,
o valor de q.

Para potenciais externos nao-harmonicos ¢(x) (z # 2), embora uma solu¢ao tempo-
ral analitica ainda seja necessaria, a solucao estacionaria pode ser facilmente encontrada,
sendo dada por uma g-exponencial (com ¢ = 0), do potencial externo correspondente, onde
a quantidade a aparece como um fator multiplicativo deste potencial. Consideramos trés
casos, z = (4;3;1,5) e para todos eles os resultados numeéricos apresentam boa concordan-
cia com a solucao estacionaria. Além disso, baseado nos resultados numeéricos temporais,
propusemos uma distribuigdo P(z,t) aproximada que apresenta uma boa concordancia
com os resultados numéricos; certamente esta proposta ird guiar futuras pesquisas para
uma solucao analitica exata para o caso z # 2.

Devemos lembrar que por razoes computacionais, os resultados acima, tais como aque-
les das referéncias [34], [39] [44], sdo realizadas para sistemas bidimensionais. Entretanto,
estas analises podem ser estendidas facilmente para sistemas d-dimensionais, com a tnica
restricao que as interagoes entre particulas devem ser repulsivas e radialmente simétricas,

levando a uma constante finita

d 7.‘_d/2 00
4= —— dr r’BPP(r) . 4.16
s )| @ (4.16)
Portanto, a dimensao d meramente modificaria a constante de difusao D da equacao de
Fokker-Planck nao-linear.
Neste capitulo, juntamente com aqueles estudos realizadas anteriormente |39 34], mos-
tram que este tipo de equagao de Fokker-Planck nao-linear, e sua entropia associada, sao

apropriadas para descrever uma variedade de fendmenos fisicos, principalmente no que diz
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respeito ao movimento superamortecido de particulas interagentes. Particularmente, al-
guns importantes sistemas em fisica da matéria-mole, como vortices interagentes, plasmas
ultra-frios e particulas em suspensoes coloidais, podem ser investigados mais profunda-
mente, do ponto de vista experimental, para uma verificacao de algumas das propriedades

acima previstas.



Capitulo 5

Abordagem termodinamica para
particulas interagentes na auséncia de
ruido térmico em um potencial externo

geral

O conceito de temperatura efetiva foi apresentado no Capitulo [3| e sera ampliado
para regimes fora do equilibrio no Capitulo [ seguindo os procedimentos recentemente
propostos por Nobre et. al [40], criando uma abordagem termodinamica condizente para os
sistemas nao-extensivos em estudo [41 [42]. Como mostrado no Capitulo {4} os resultados
relacionados & esses sistemas sao fortemente dependentes da forma da distribuicao de
probabilidades que, por sua vez, depende do potencial externo confinante.

Neste capitulo, apresentaremos uma extensao dos resultados anteriores, obtidos exclu-
sivamente para um potencial externo harmonico, para potenciais mais gerais, simétricos e
nao-harmonicos, na forma ¢(x) = (a|z|?)/z (o > 0, z > 1). Calcularemos, nesta formula-
¢ao, quantidades termodinamicas generalizadas como a entropia, energia interna, energia
livre de Helmholtz e o calor especifico. Além disso, encontraremos rela¢oes importantes
e comportamentos fisicos, andlogos aqueles conhecidos na termodinamica padrao, mos-
trando que o parametro  cumpre o papel de uma temperatura efetiva. Estes resultados
podem, também, ser encontrados na referéncia [55].

Adicionalmente, investigaremos a existéncia de um formalismo termodinédmico baseado
nos conceitos de calor, 6Q), e trabalho, 6, com os quais é possivel estabelecer uma forma
infinitesimal da primeira lei da termodindmica. Esta definicao permite a construcao de
um ciclo de Carnot, cuja eficiéncia é mostrada como sendo n =1 — (62/6;), onde 0; e 0

sao temperaturas efetivas que caracterizam duas transformagoes isotérmicas, com 6; > 0,.

26
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Juntos, estes resultados reforcam a formulacao de uma termodindmica generalizada
para estes sistemas nao-extensivos. Partindo da definicao proposta para a primeira lei e
aplicando transformacoes de Legendre a pares distintos de variaveis, obteremos diferentes
potenciais termodinamicos. A partir destes, derivaremos a equacao de estado, relacoes de
Maxwell e fungoes repostas, comparando com resultados conhecidos da termodinamica

tradicional.

5.1 Introducao

Em trabalhos recentes, as equagoes de Fokker-Planck nao-lineares vém sendo utilizadas
na descricao de sistemas fisicos de particulas interagentes realizando um movimento su-
peramortecido, submetidos a um potencial externo confinante, tanto na presenga [35] [39],
como na auséncia [34] [44] de ruido térmico. A equagao para evolucdo temporal da distri-

buicao de probabilidades pode ser escrita, de forma simplificada, como

OPLrt) _ AP o fispi o)

ot oxr oxr (5.1)

onde D é o coeficiente de difusao e A um comprimento caracteristico. O valor teorico
esperado para D é especifico para cada sistema estudado e dependente do potencial de
interagoes entre as particulas. Como vimos no Capitulo 4 vortices em supercondutores
do tipo-II, particulas carregadas em plasmas (plasmas complexos) ou em suspensoes co-
loidais, apresentam D = 7N fyA?/L,; para fluidos complexos, como cadeia de polimeros
dispersados em solventes, D = 7N fo\?/(4L,) |34} [44].

Recentemente, o sistema de vortices interagentes em supercondutores do tipo-II foi
utilizado como exemplo na definicao do conceito de temperatura efetiva para sistemas
fisicos nao-extensivos [40]. Além disso, uma abordagem termodinamica foi introduzida,
definido-se os conceitos de calor e trabalho e estabeleceu-se, utilizando o conceito de
temperatura efetiva, uma forma da primeira lei, permitindo a construgao do ciclo de
Carnot e outros conceitos conhecidos na termodinamica padrao [41l, [42]. Como pode ser
visto na Secao e no Capitulo[6], todos os resultados foram encontrados para um sistema
de particulas interagentes na presenga de um potencial externo harmonico.

Como mostrado no Capitulo {4| [44], o principal efeito da substituigdo do termo de in-
teracao entre as particulas ¢ modificar o coeficiente de difusao da Equacgao que, por
sua vez, controla a intensidade da difusao e, por consequéncia, a largura da distribuicao de
probabilidades. Por outro lado, o potencial externo é responsével pela confinamento das

particulas e define a forma da distribuigao no estado estacionario. Em particular, devemos



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 58

lembrar que uma distribuicao gaussiana aparece como solucao da EFP, tanto na auséncia
de forgas (ou seja, difusao simples), como na presenga de um potencial harmonico externo
[11]. Assim, neste contexto, é possivel somar ambos regimes difusivos, fornecendo uma
gaussiana Unica capaz de descrever toda a evolugao temporal do sistema. De forma seme-
lhante, uma g-gaussiana é encontrada como solugao, estacionaria e temporal, da equacao
nao-linear para o mesmo tipo de potencial [I7), 43]. Porém, para potenciais mais gerais
¢(z), a solugao temporal da Equacao nao pode ainda ser encontrada explicitamente,
em nosso conhecimento (nem mesmo para o caso linear), embora as solugoes estacionarias
sejam dadas por uma g-exponencial do potencial correspondente [44].

Aqui, iremos nos restringir as interagoes entre particulas estudas nas referéncias [39,
341, 144], ou seja, potenciais internos radialmente simétricos e repulsivos. Mais ainda, no que
diz respeito ao potencial confinante, consideraremos uma classe de potenciais confinantes
simétricos e ndo-harmonicos ¢(z) = (a|z|?)/z (o > 0), com z > 1. O caso particular z = 2
corresponde aos trabalhos anteriores, onde tanto a evolugao temporal [34], 45], quanto o
comportamento no estado estacionario [39, 40, [41], 42] foram considerados.

Como vimos, nestes casos mais gerais, a solucao temporal da Equacgao nao é
conhecida analiticamente, entretanto, a distribuicao do estado estacionario pode ser fa-
cilmente encontrada. No Capitulo [4, baseado nos resultados das simulagoes, propusemos
uma solugao temporal aproximada [44], descrevendo de maneira satisfatoria a evolugao

do sistema para um grande intervalo de tempos,

P(z,t) = B(t) [1 = B(t)a” — (1) [«[] ., (5-2)

onde B(t), B(t), e y(t) sdo coeficientes com dependéncia temporal, arbitrarios e positivos,
que podem ser obtidos numericamente. Com o intuito de recuperar o comportamento de
curto prazo, deve-se ter v(0) = 0, enquanto para o regime de tempos longos B(t) —
B*, B(t) — 0, e v(t) — «/(2DzAB*). Neste ultimo, o sistema se aproxima do estado

estacionario, o qual, de acordo com a Equacao (5.2), é escrito como

Pest(x) =B |:1 (53)

sl
S P :
22D)\B* +
onde o parametro positivo a é definido de tal modo que aA* apresente dimensao de energia
para qualquer z > 1. Lembramos, ainda, que [y], =y, paray > 0, e zero em outros casos.

Devido ao requisito da normalizagao e da caracteristica de suporte compacto da dis-



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 59

tribui¢do estacionaria acima [Equagao (5.3])], pode-se escrever as seguintes equagoes,

+oo +z a
Pes = B*[l_— Z] :17 4
/_Oo () do /_i S DB |z|*| dx (5.4)
o
Pu®) = B 1] =0 |
(@) e 3] =0 (5.5
de onde conclui-se que
DA 1/(2+1)
T = [— (z+ 1)} , (5.6)
e}
sendo T o valor de x para o qual P (Z) =0 e
 a DA 2/(=+1)

Uma relacao importante entre a dindmica mesoscopica, descrita pela Equacao (5.1),
e a descrigao microscopica, dada pela entropia, pode ser criada através da prova do teo-
rema H para estes sistemas [I8|, 20] 27]. Seguindo o mesmo procedimento apresentado no

Capitulo [2] podemos escrever a entropia do sistema de particulas como,

5P = k {1 - )\/+OO Iz [P(x,t)]2} , (5.8)
—o0
onde v = 2 [ver Equagdes (3.18)e (3.19)] e k é uma constante com dimensdes de entropia.
Este funcional sera importante na definicao do formalismo termodinamico para os sistemas
em estudo.

Utilizaremos, também, a definicdo do pardmetro conjugado a entropia, que iremos
identificar como sendo a temperatura efetiva 6 do sistema no estado estacionario, como
visto na Segao (3.4l Para diferentes forgas de interagoes entre as particulas, uma forma

mais geral para este parametro pode ser definida,
D=k = —"— =dnnfy)\?, (5.9)

sendo d definido para cada sistema investigado. Investigaremos mais detalhadamente no
Capitulo [0] as implicages desta generalizagao, mostrando que o conceito de temperatura
efetiva pode ser aplicado a diferentes sistemas fisicos nao-extensivos.

Nas secoes seguintes, buscamos reforgar a adequacao da Equacao como tempera-
tura efetiva, que apresenta um comportamento similar & definicao usual de temperatura

no contexto de Boltzmann-Gibbs, para sistemas nao-extensivos, ampliando sua aplicacao
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a sistemas na presenca de potenciais externos mais gerais. H

5.2 Estado estacionario e temperatura efetiva

Apos tempos suficientemente longos, o sistema, descrito pela Equagao (5.1]), evolui
até atingir o estado estacionario, onde suas caracteristicas permanecem inalteradas e suas
propriedades termodinamicas de equilibrio podem ser calculadas. Usando a temperatura

efetiva proposta na Equagao (5.9), pode-se reescrever a distribui¢do de probabilidades

(5.3]) como,
1 a) L ko z/(z+1) .
Fol®) = 55 g { crovegy ) ey e
+
na qual definindo
JWREERY
=\ [(z%—l)a)\z} , (5.11)
permite escrever a distribuicao estacionaria como,
I alN, .
Pest(z) = 2ol kd (@ —|z); - (5.12)

Note que deixamos explicito o termo (a\*)/(k6), de tal forma que de maneira analoga aos
trabalhos anteriores, pode-se introduzir o parametro adimensional 7 = (kf)/(a\*) como
varidvel de controle para alguns casos.

A partir da distribuicao ([5.12)), calcula-se a sua variancia, ou segundo momento,

2 e 2 o 2 L aN z
(%) = N dx x° Peg(x) = : dr x 5 kg (% — |=|7)] . (5.13)
Resolvendo a equacao acima e aplicando os limites de integracao tem-se,

(a?) = {(z + KO/ (@) ED a1
)T T80 1 3) [k (an)] T 3(z+3) "

(5.14)

Substituindo a Equagao ([5.11)) na expressao acima e isolando o termo k6, pode-se escrever

LComo citado, o potencial harménico imp&e na distribuicao de probabilidades uma dependéncia espa-
cial semelhante aquela advinda da difusao. Assim, estes dois comportamentos nao podem ser diferenciados
neste contexto. Ao submeter o sistema a diferentes potenciais, distinguimos estes regimes, difusao e con-
finamento, e novos resultados sao encontrados.
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a seguinte relagao,

kO = a) { EESVCEC (5.15)

Desta forma, a temperatura efetiva 6 esta diretamente relacionada com a difusao das

3(z +3) <x2>}<z+l>/2 |

particulas, de tal modo que 6 x (z

x? maior serd a temperatura, e vice-versa. Recordando que a difusdo das particulas esta

, isto €, quanto maior o valor esperado de

associada com a interagao entre as particulas, conclui-se que forcas repulsivas de maior
intensidade levam a maiores temperaturas efetivas. Este comportamento para 6 é uma
assinatura de um processo de difusao andémala e pode ser comparado com um gas de
particulas classico [I1], 14], para o qual a temperatura é relacionada linearmente com o
segundo momento da distribui¢ao de velocidades correspondente, T' o< (v?).

Uma vez que a distribuigao de probabilidades estacionaria, P (), é conhecida, pode-
se calcular algumas quantidades fisicas relevantes na descrigao do sistema, tal como energia
interna e entropia. Lembrando que o sistema encontra-se na presenca de um potencial
externo geral do tipo ¢(z) = (a|z|?)/z, a energia interna por particula,

+00

ulP] = ¢(2) Pest(2) da (5.16)

—0o0

T Calx)? 1 aN s
u-/_ ( . ) [22)\Z+1 0 (7% — |z )} dx . (5.17)

T

torna-se

Integrando e aplicando os limites, obtém-se

a)\? L0 :|Z/(Z+1)

Substituindo a Equacao (5.12) na definicdo da entropia, dada pela Equacao (5.8)),

sa[P] e 1 alN, | NE
’ —1—)\/_f 5o 1l (% —|z|")| dz, (5.19)

tem-se

que integrando e aplicando os limites nos leva a

27 1/(z+1)
82 _ 1 (z+1) {(Zl Oz>\:| (5.20)

k7 (2241 | (z4+1) k6

As expressoes para energia e entropia acima generalizam os resultados obtidos na Segao
[3.4] para um potencial mais geral, e podemos recupera-los tomando z = 2.
Manipulando as Equagoes (5.18)) e (5.20]) é possivel reescrever a entropia em termos
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da energia interna,

sa(u,0) (z+1) { aN? )UT/Z (5.21)

ko (2241) [2(22+1
A escolha da varidavel o como dependéncia da entropia ficara clara na proposta para
a primeira lei e & medida que introduzirmos as transformagoes de Legendre para este
sistema. No que diz respeito a u, pode-se derivar a entropia em relacao a este parametro,

mantendo « constante, a fim de obter uma relacao termodinamica fundamental,

882 . 1
(2 1, o

similar & definicao de temperatura na termodinamica usual mas, agora, obtida através
de um funcional entrépico nao-aditivo, mostrando que o parametro introduzido na Equa-
¢ao representa uma definicao de temperatura efetiva apropriada para qualquer z > 1.
Por analogia, esta relagao sugere a definicao de um tipo de troca de energia, 6Q) = 0ds,,
que chamaremos de troca de calor. Usaremos estes resultados para construir um arcabougo

termodinamico para este sistema.

5.3 A primeira lei e a equacao de estado

Nos trabalhos anteriores, [40), 41 [42], a contribuigao para o trabalho relacionada com
o potencial externo foi associada & variacoes no parametro «, que controla diretamente
o volume ocupado pelos vortices no estado estacionario. Uma vez que o equilibrio entre
a repulsao das particulas e o potencial confinante define o estado estacionario, qualquer
modificagdo na intensidade destes termos altera o equilibrio. No caso de «, ao variar
a amplitude da forca confinante, altera-se a difusao das particulas, variando o suporte
compacto e, além disto, a velocidade de aproximacao ao estado estacionario.

Desta forma, uma variagao infinitesimal da modifica o potencial externo atuando so-
bre cada particula, levando a um trabalho infinitesimal definido como éW = oda, onde
o representa um parametro termodinamicamente conjugado a «, a ser determinado. Esta
definicao de trabalho, juntamente com a definicao de calor infinitesimal () dada acima,
leva a uma expressao equivalente a da primeira lei, conhecida da termodinamica tradici-
onal,

du = 6Q + W = 0dsy + oda (5.23)

onde dW corresponde ao trabalho realizado sobre o sistema e () a troca de calor. Note
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que a Equacao (5.23)) permite derivar a seguinte relagao,

832 o
— ) =—=. 5.24

(52).= (524
Mais ainda, derivando a Equagao (5.21)) em relagdo a a, mantendo u fixo, e substituindo
a expressao para a energia interna da Equacao (6.14]), a equagao acima pode ser reescrita

cOomo

2\ L0 z/(z+1)
—:| , (5.25)

7= 2(2z 4+ 1) {(z + 1>04)\Z

representando a equacao de estado. Note que o pardmetro ¢ aumenta com 6, para um

valor fixo de «, enquanto para um 6 fixo, um aumento em o leva a uma diminuicao em «.

Comparando a Equagao (5.25) com a Equagao podemos, ainda, notar que u = oa.

Usando a expressao obtida para a dispersao, Equagao , pode-se reescrever a
Equacao (5.25)) como,

- o (2 <x2>]z/2 (5.26)

0_2(22+1) z+1 A2
O resultado acima mostra a rela¢do entre o parametro o e a largura da distribuigao Peg (),
de onde pode-se notar que o termo de trabalho atua diretamente no estado estacionério.
Desta forma, a introducao do parametro o como dependéncia da entropia e da energia
interna pode agora ser explicada por meio da primeira lei, onde o termo de trabalho
infinitesimal surge com uma variacao infinitesimal da multiplicado por seu parametro

conjugado o.

5.4 Transformacoes e ciclos

Uma vez definida uma versao da primeira lei da termodindmica para este sistema
nao-extensivo, pode-se estudar as possiveis transformagoes fisicas que surgem da Equa-
¢ao . Ademais, considerando estas transformacgoes, é possivel construir dois ciclos
termodinamicos, equivalentes aos conhecidos ciclos de Carnot e de Otto.

Partindo da Equacao definem-se quatro transformacoes, nomeadas, em analogia
com os procedimentos padroes, isotérmica (6= constante), adiabética (ss=constante) e
duas adicionais, relacionadas com o parametro « (iso-a) e ao seu pardmetro conjugado o

(iso-0), quando mantidos constantes.

Considerando as Equacoes (5.20)), (5.21)) e (5.25) identifica-se as seguintes condigoes

para o processo adiabatico,

Q@ u

J— Cte; o= — = Cte , (527)
«

)
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ou combinagoes propriamente definidas entre estas. Por conta destas condicoes, os pro-
cessos adiabatico e iso-o, propostos acima, correspondem ao mesmo processo. A seguir,

iremos explorar os trés processos possiveis para este sistema.

Transformacgao adiabatica ou iso-o

O trabalho total realizado sobre o sistema em uma transformagao adiabatica, partindo

de um estado inicial (6;, ;) para um estado final (67, o), é dado por

ay
uf—ui:W:/ oda=o(oy—a), (5.28)
onde
\ k0. z/(z+1) 2\ ]fgf z/(z+1)
—_ — ]_ ! - ———— 1 . .2
7 2(2z +1) [<Z+ )ai)\z} 2(2z + 1) [(Z+ )ozf/\z} (5.29)

Assim, o trabalho é positivo (negativo) para oy > o, (af < ay).

Transformacgao isotérmica

A partir da equagao de estado, Equagao (5.25)), pode-se obter transformagoes isotér-

# Dl como mostrado na Fi-

micas, que apresentam um decaimento (o/\*) ~ (a\*)~E/(
gura (a) para diferentes valores de z. Note que as dimensoes de ambas as quantidades,
0 e «, variam com z, de modo que o produto oo apresente dimensoes de energia.

Para um processo isotérmico a uma temperatura 6, tem-se, integrando o diferencial

de calor,

S5
Q = / 9d32 = 0(82’f — 8271')

2,1

(Z—|— 1)z/(z+1) g ai)\z 1/(2+1) B af)\z 1/(z+1) - 30
2z +1 ko ko6 ’ (5.30)

e para o termo de trabalho,

af 2\ L6 z/(z4+1)  pay
— doy = —— 1)—= —z/(z+1)d
wo= [Tain= g |eeng ] [

Qg

(2 + 1)@=+D/G+D) o apN? 1/(z+1) RS 1/(z41) (5.31)
z(2z+1) k6 k6 ' '
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Somando ambas as contribuig¢oes, obtém-se

41 z/(z+1) \? 1/(z+1) 1)\2 1/(2+1)
wp— = Qrw = GV (&29) —<O‘k9) . (5.32)

2(2241)

Entao, o trabalho e a variagdo da energia interna sao positivos (negativos) quando o

sistema libera (absorve) calor, para oy > o, (o < o).

Transformacao Iso-«

Neste processo, para uma transformagao do estado inicial (6;, ) para o estado final
(0f, @), o trabalho realizado sobre o sistema ¢ nulo, uma vez que W = oda. Desta forma,

0 processo passa a ser caracterizado por du = §Q) = 0dss, onde

A\ kGf z/(z+1) ]{302 z/(z+1)
Equivalentemente,
1 1 \* 1/(2+1) 1 \* 1/(2+1)
So,f — S2,i = (Z_'_ >/{7 a — a . (534)
’ T (2241) (z+1) kb, (z+1) kb

Para esta transformacao, o potencial externo é mantido constante e altera-se a tempera-
tura efetiva do sistema. Como esperado, esta variacao modifica o estado estacionario e,

por consequéncia, a entropia e energia interna.

Ciclo de Carnot

A partir das transformagoes anteriores, vamos definir um ciclo analogo ao ciclo de
Carnot, onde consideramos dois processos isotérmicos e dois processos adiabéticos, inter-
calados, como ilustrado na Figura (b) para o caso particular z = 4. As quantidades
apresentam dimensoes que variam com z, sendo definidas de modo que a ordenada o/\*
seja adimensional, enquanto a abscissa apresenta dimensao de energia. As transformacoes
para o constante sao adiabaticas e, aqui, escolhidas para ocorrerem em (o /A\*) = 0.45
(b—c)e (o/A\) =0.25 (d — a). As transformagoes isotérmicas sio caracterizadas por
o ~ a5 de acordo com a Equacio , e ocorrem para kf; = 5 (unidades de energia)
em a — b, e kfy = 1 (unidades de energia) em ¢ — d, isto &, 0; > 6.

O sentido escolhido para percorrer o ciclo define duas méaquinas diferentes. Se o ciclo

libera calor para o exterior, temos um refrigerador de Carnot; por outro lado, se o ciclo
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Figura 5.1: (a) Transformagdes isotérmicas sdo exibidas no plano o/\* (adimensional)
versus aeA® (unidades de energia) para valores tipicos de z; (b) O ciclo de Carnot a —
b — ¢ — d — a é representado para o caso particular z = 4.

absorve calor e realiza trabalho, temos uma méaquina térmica, a maquina de Carnot usual.
A equivaléncia destes dois processos foi verificada nas referéncias para o exemplo dos
vortices interagentes [41 42]. Do mesmo modo, os resultados mostrados nesta subsegao
sao invariantes sobre a direcao do percurso e decidimos, por simplicidade, apresentar
apenas os resultados para a méaquina térmica. As principais propriedades deste ciclo sao

descritos abaixo.

(i) Uma quantidade de calor @); é absorvida no processo isotérmico & temperatura mais
alta 6, enquanto o sistema libera calor, )5, no processo isotérmico a temperatura

mais baixa, 6.

(ii) Na representagao o/A\* versus a\*, o trabalho associado a cada processo corresponde
a area abaixo de cada transformagao. Como mostrado anteriormente, o trabalho é
positivo (negativo) para transformagoes que aumentam (diminuem) «. Portanto,
o trabalho total feito sobre o sistema, calculado como W = Wy, + Wy, + Weq +
Waa, € dado pela area envolta pelo circulo da Figura (b), sendo negativo, como
esperado pela Equacao . Se definirmos W = —W como o trabalho realizado
pelo sistema, considerando que a variagao da energia interna é zero em um ciclo

fechado, tem-se que Q1 = W + @2 (com as trés quantidades sendo positivas).

(iii) Manipulando as Equagdes ((5.25) e ([5.30]), obtém-se um conhecido resultado que



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 67

T

0’25% C ¢ b _

<+ 0201 i
< Q <Q

e <« X, 1

0,15+ W |

| d — a |

0,101 | | | ]

0 1 2 3 4

Figura 5.2: O ciclo de Otto é representado para o caso particular z = 4. A abscissa a\*
apresenta dimensoes de energia enquanto a ordenada o/\* é adimensional.

relaciona ambos processos isotérmicos,

Qi _t

==, 5.35
Q2 O (5.35)
levando & célebre eficiéncia do ciclo de Carnot,
W Q1 —Q 02
=—=2""_""=-1-=; 0<n<1). 5.36
- g = o SECEVESY (5:30

Estes resultados fornecem um suporte adicional para a relagao fundamental da Equa-
¢ao , tal como para a defini¢do da temperatura efetiva dada pela Equagao (5.9)),
como apropriadas para um formalismo termodindmico consistente para o presente sis-
tema. De forma semelhante aos trabalhos anteriores, os resultados das Equacoes
e (5.36)) para o ciclo de Carnot sao independentes do sistema em estudo, do potencial ex-
terno ou da forma entropica considerada, reforcando o fato do ciclo de Carnot ser especial

dentro do contexto termodindmico.

Ciclo de Otto

Vamos agora analisar um ciclo analogo ao ciclo de Otto, o qual consiste em duas trans-
formacoes adiabéaticas e duas transformagoes isovolumétricas, intercaladas, que representa
uma grosseira aproximagao do motor a gasolina [42]. Uma vez que o volume, e seu pa-

rametro associado (pressao), nao fazem parte da descrigao do sistema, as transformagoes
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isovolumétricas sao substituidas pelos processos iso-a. As principais caracteristicas do

ciclo sdo descritas abaixo.

(i) No plano o/\* versus aA® o ciclo é representando por um retéangulo, como mostrado
na Figura 5.2l A temperatura efetiva muda ao longo das quatro transformagoes,

apresentando os valores 0,, 0y, 0. e 4 nos vértices do retangulo.

(ii) Uma quantidade de calor (); é absorvida na transformacao iso-a @ — b, enquanto
o sistema libera calor, ()5, na transformacao iso-a ¢ — d. O trabalho total feito
sobre o sistema ¢ da pela area interna do ciclo na Figura [5.2] De modo similar
ao processo realizado no ciclo de Carnot, definido-se W = —W como o trabalho
realizado pelo sistema, a variacao da energia interna é zero para o ciclo fechado, e

tem-se Q1 = W + Q.

iii) Considerando a equacao de estado e a propriedade para transformacoes adiabaticas,
iii) Considerand cio de estad iedad transformagdes adiabéti
(a/6) = cte, encontra-se que 0, > 0, > 0; and 0, > 0, > 0,4, entao 0, e 6, representam

a maior e menor temperatura no ciclo, respectivamente.

(iv) Usando a Equagcao ((5.33]) pode-se calcular Q; e @,

A\ r k0, 72/(2+1) r kO, z/(2+1)
= 1 — 1 5.37
Ql Z<22+1) { _(Z—i— )aa)\z_ _(z+ )aa)\zj| ) ( )
QN r k0. 72/(2+1) r kO, z/(2+1)
= 1 — 1 5.38
QQ 2(22+1) { _(Z+ )Oéc)\z_ _<Z+ )Oéc>\z:| ) ( )

as quais sao ambas quantidades positivas, com ()1 > ()2 por definicao. Na trans-
formagao adiabatica, b — ¢, tem-se que (a./ap) = (0./6y), e usando que a, = ag,

obtém-se a eficiéncia para o ciclo

z/(z+1) _
77:1__:1_% (0c/04) 1
) O | (65/0,)7/D — 1

(5.39)
E importante mencionar que para ciclo de Otto usual, com um gas ideal como fluido de
trabalho, a eficiéncia n difere da expressao acima através da substituicao do expoente
z/(z + 1) por um [56]. Este resultado generaliza aqueles anteriormente apresentados na
referéncia [42], recuperados para o caso particular z = 2. Comparando as Equagoes
e (5.39) nota-se a natureza especial do ciclo de Carnot, o qual apresenta uma eficiéncia

que depende somente das duas temperaturas das transformacgoes isotérmicas.
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5.5 Potenciais termodinamicos e funcoes resposta

Aqui, pretendemos explorar, mais profundamente, a versao proposta da primeira lei,
Equagao , seguindo o procedimento usual, isto é, através de transformagoes de Le-
gendre, com o intuito de obter potenciais termodinamicos e derivar algumas relagoes a
partir destes. Adicionalmente, definiremos quantidades anédlogas as func¢oes resposta co-

nhecidas no contexto da termodinamica padrao.

Energia interna

A partir da Equacao (5.23)), nota-se a dependéncia da energia interna em relagao ao
par de variaveis independentes (s, ), isto é, u = u(sy, ). Invertendo a Equacao (5.21)),

obtém-se,

aN (z+1) ?
uls2,0) = T5 7y [(QZ T 52/16)} ' (5.40)

Da mesma forma que procedemos com a expressao da entropia, podemos obter a defini¢ao

da temperatura efetiva [Equacao (5.22))], tal como a equacao de estado [Equagao (5.25)],

de maneira equivalente, utilizando a Equacao ((5.40)),

ou ou
— =6 — =0. A1
(332)a & (aa)SQ 7 (541)

Uma vez que u = u(sy, ) é uma fungao de estado, suas derivadas segundas devem ser

independentes da ordem de diferenciacao, levando a seguinte relacao de Maxwell,
0%u 0%u do 00
— - (=) == ) 5.42
Oadsy  0s20c (882 ) N (aa) o (5.42)

Energia livre de Helmholtz

Vamos agora introduzir a energia livre de Helmholtz, f(6, «), através de uma trans-

formacao de Legendre
fll,0) =u—0sy; = df =—s9df+ oda . (5.43)
Substituindo as expressoes para u e ss na relagao acima, obtém-se a energia livre,

. /(z+1)
f(@,a):a/\z{% [(24—1)(554 _ jf} , (5.44)
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que satisfaz as seguintes relagoes,

Note que o aparece novamente relacionando a mudanga da energia, seja ela interna ou
livre, com o potencial externo, representado por a. Como conhecido da termodinamica
usual, a derivada da energia livre em relacdo & temperatura (neste caso efetiva), resulta
na entropia.

De suas derivadas segundas, a relacao de Maxwell correspondente, aparece como

Pf  Pf  [0s, o
_ __ (o7} 4
dadd _ 060a (804)9 (ae)a (5.46)

Energia Livre de Gibbs

Definimos o potencial de Gibbs, g(6,0), através da substituigao de o por sua variavel

conjugada o. Assim,
g(0,0)=f—oca=u—0sy—oa; = dg= —sdf— ado . (5.47)

Usando as expressoes conhecidas para os potenciais, pode-se escrever

~ o 1/z
9(6,0) = kf { ((Qz—:—ll)) L(ZZ)\—O— 1)0} a 1} ’ (5.48)

(%)U — (%)9 - —a. (5.49)

A expressao para a entropia é facilmente reconhecida e podemos notar a simetria entre

que satisfaz

os termos (0f/0a)g = o e (0g/00)s = —a, que sabemos ser propria da estrutura das
transformacoes de Legendre.

A relagao de Maxwell correspondente é

0?g 0%g 0So Ox
9000 9000 (%)e - (%)U ‘ (5.50)
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Entalpia

Devemos recordar que u = oa representa uma peculiaridade do presente sistema. A

fim de construir um potencial do tipo h = h(sy, o) deve-se definir,

h(sy,0) =u—oca=f+0sy—ca=g+0sy=0. (5.51)
Assim,
dh = 0dsy —ado =0 = dsy = % do (5.52)

mostrando que varia¢oes em o estao diretamente relacionadas com variagoes na entropia
s, reforcando os resultados anteriores que para uma transformacao adiabatica, para a qual
as condigdes da Equacgao (5.27)) se aplicam, o presente sistema nao pode trocar “calor”
(ou seja, variar sua entropia) para o fixo. Consequentemente, este potencial apresenta um
comportamento incomum, dado pela entalpia trivial h = 0.

Desta forma, um formalismo termodindmico completo ¢ dado em termos dos trés
potenciais previamente definidos, sendo eles a energia interna, u(ss, @), e as energias livres
f(0,a), e g(0,0); a entalpia h(sy,0) nao deve conter nenhuma nova informagao. Este

comportamento raro foi discutido em mais detalhes na referéncia [42].

Funcoes resposta

Nas referéncias [40, 41l 42] foi introduzido o conceito de calor especifico para um «
fixo, podendo ser calculado através de trés diferentes maneiras (energia interna, entropia

ou energia livre). Aqui, seguindo o mesmo procedimento destas referéncias, tem-se

2 /(4D
e (28) (P2 (2L 2K L ol . (5.53)
20 ) . 20 ). 20). ~ (22+1) [(z+1) k0

levando a ¢, > 0. Note que o calor especifico depende do expoente z do potencial externo,

mesmo para « fixo e considerando z = 2 recupera-se o resultado anterior.

De maneira similar, pode-se definir ¢,

. 852 . oh .
CU_H(W)O__(ae)O__()? (554)

onde usamos o fato de h = 0, sendo este um resultado trivial, uma vez que sabemos que
o sistema nao pode trocar energia na forma de calor para o fixo.
Agora, consideraremos célculos conhecidos da termodindmica padrao [57], visando

definir outras fungoes resposta para o sistema em estudo. Da equagao de estado, ((5.25)),
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tem-se 0 = 0(0, «), desta forma

Jo do
do=|—= | db — | d :
o <8‘9)a +(8a>9 a, (5.55)
ou, reescrevendo a equacao de estado como a = a(f, o),
Oa Oa
da = (%)U do + (%>6d0 . (556)

Vamos definir as seguintes quantidades, correspondendo, respectivamente, ao coefici-

ente de expansao e compressibilidade isotérmica,

1 (O« 1 (O«
=a(5), (%), 537

os quais medem as variagoes de «a em relagao as variagdes de 6 (o fixo) and o (0 fixo).

Considerando o par de variaveis independentes (0, o), tem-se

o 882 882 . 682
9d52 =40 [(W)ade + (a—a>9d0':| =0 (a—a)ada y (558)

onde utilizamos o fato que ¢, = 0 na ultima igualdade. Substituindo a Equagao (5.55)),
para um valor constante de «, na equagao acima, a quantidade ¢, na Equacao (5.53|) pode

(22 (2 o

Agora, usando a Equacao (5.55)) para a constante e as defini¢oes da Equagao (5.57)),

obtém-se a relacao
do v
— ] =-. 5.60
( 00 ) 0w K ( )

A equagao acima, juntamente com a relagao de Maxwell da Equagao (5.50]), nos permite
reescrever a Equagao (5.59) como

ser escrita como

2
Co = ab : (5.61)
K

e dado que as variaveis 0 e « sao positivas, ¢, e k devem apresentar o mesmo sinal.

Considerando a equagao de estado, pode-se calcular as quantidades da Equagao (5.57)),

Y= K= , (5.62)

mostrando que os coeficientes v e k sao ambos positivos para o presente sistema, como
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esperado. Note que 7 esta relacionado, simplesmente, com as interagoes internas das
particulas e x, por sua vez, apresenta uma dependéncia no expoente do potencial externo
z. Portanto, as quantidades acima introduzidas se comportam de maneira muito similar
aquelas correspondentes da termodinamica padrao, incluindo as relagoes entre elas, dada

pela Equacao (5.61]).

5.6 Conclusao

Os resultados apresentados nas referéncias [40], 4], [42] foram obtidos para um estado
de equilibrio, atingido ap6s um tempo suficientemente longo de evolugao do sistema de
vortices interagentes em um movimento superamortecido, na presenca de um potencial
harmoénico externo ¢(x) = az?/2 (a > 0). Uma vez que a distribuigao de probabilidades
de equilibrio P.(z) depende de ¢(z) e importantes quantidades termodinamicas, como
energia interna e entropia, sdo calculadas a partir de Poq(x), uma pergunta natural surge
sobre como os principais resultados termodinamicos obtidos dependem da forma de ¢(z).
Neste capitulo, a fim de investigar este aspecto, estendemos os resultados anteriores para
uma classe mais geral de potenciais, na forma ¢(x) = a|z|?/z (z > 1).

A abordagem é baseada na definicao de uma temperatura efetiva #, conjugada a entro-
pia generalizada s, com ¢ = 2, tipica da mecanica estatistica nao-extensiva. Apresentamos
outras quantidades generalizadas, tais como energia interna, energia livre de Helmholtz e
Gibbs, além de funcoes reposta. A maioria dos resultados apresentam uma dependéncia
no parametro z do potencial externo, de modo que os resultados anteriores sao recupe-
rados para o caso particular z = 2. Adicionalmente, relagoes e comportamentos fisicos
importantes, analogos aqueles da termodinamica padrao, foram encontrados, refor¢cando
o conceito que o parametro 6 desempenha o papel de uma temperatura efetiva.

Foram introduzidas as contribuigoes infinitesimais de calor e trabalho (6Q) e dW) e
uma proposta da primeira lei da termodinadmica foi estabelecida, du = 0dss + oda. A
partir desta, construimos um ciclo de Carnot e mostramos sua eficiéncia como sendo
n =1—(62/60,), onde 0, e 05 representam duas temperaturas efetivas associadas com duas
transformacoes isotérmicas, sendo #; > 5. Adicionalmente, estudamos um ciclo adicional,
o ciclo de Otto, o qual apresenta uma eficiéncia com dependéncia em z, ilustrando uma
caracteristica especial do ciclo de Carnot, que preserva sua forma usual para a defini¢ao
de eficiéncia, sugerindo uma universalidade.

Consolidamos a proposta da primeira lei aplicando transformacoes de Legendre a pares
distintos de variaveis, obtendo diferentes potenciais termodinamicos, tais como energia

interna, energia livre de Helmholtz, energia livre de Gibbs e entalpia. A partir desses
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potenciais, derivamos a equagao de estado, relagoes de Maxwell e fungoes resposta, como
calor especifico, coeficiente de expansao e coeficiente de compressibilidade isotérmica.
Todos os resultados apresentam consisténcia com os conceitos usuais termodinamicos
para z > 1.

Para resumir, apresentamos neste capitulo uma teoria termodinamica consistente para
o sistemas de particulas interagentes na presenca de um potencial externo, onde os efeitos
térmicos podem ser negligenciados e somente a temperatura efetiva 6 torna-se relevante.
Assim, sugere-se que um esquema semelhante pode ser obtido para um potencial confi-
nante geral ¢(z), o que aumenta significantemente a potencialidade de observagoes experi-
mentais. Devido a relagao entre as equagoes de Fokker-Planck nao-lineares com entropias,
os presentes resultados dao suporte adicional para a interpretacao deste tipo de sistemas

como uma importante aplicacao fisica da mecéanica estatistica nao-extensiva.



Capitulo 6

Temperatura efetiva de nao-equilibrio
em aplicacoes da mecanica estatistica

nao-extensiva

Neste capitulo mostramos que o conceito de temperatura efetiva, recentemente pro-
posto por Nobre et. al, introduzido no Capitulo |3| para vortices interagentes em supercon-
dutores do tipo-11 |40}, 411, 42], pode ter sua aplicagao estendida para outros sistemas fisicos
compostos por particulas interagentes em movimento superamortecido, tais como particu-
las carregadas em plasmas (plasmas complexos), suspensoes coloidais e fluidos complexos,
como cadeias de polimeros dispersos em um solvente [44]ﬂ Este resultado reforga a hipo-
tese de existéncia de uma temperatura efetiva, advinda das interagoes entre as particulas,
cujos efeitos podem se tornar mais relevantes que os efeitos térmicos na escala efetiva das
observacoes.

Adicionalmente, apresentamos um resultado relevante para o estudo de sistemas fora
do equilibrio e, principalmente, para o formalismo da mecéanica estatistica nao-extensiva.
Mostramos que esses sistemas apresentam uma temperatura efetiva de nao-equilibrio, isto
é, um parametro de Lagrange, associado & entropia, que se comporta como uma tempera-
tura, de modo semelhante & definicao térmica usual, durante toda a evolucao do sistema.
Quando o estado estacionario é atingido, os resultados e relagoes encontrados anterior-
mente para a distribuigao estacionaria sao recuperados. Além disso, apresentamos versoes
dependentes do tempo para as grandezas termodindmicas entropia, energia interna, ener-
gia livre e o segundo momento (dispersao); mostramos, também, que algumas rela¢oes

termodindmicas fundamentais entre estas grandezas sao preservadas ao longo do tempo.

IEste resultado é possivel, em parte, devido ao trabalho que apresentamos detalhadamente no Capi-

tulo

75
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Para concluir, calculamos a fungao de particao, baseada na MENE, assim como as

relagoes desta com a energia interna e energia livre de Helmholtz.

6.1 Introducao

Em trabalhos recentes |34, B35, 39, 44], a equacao de Fokker-Planck néo-linear tem
sido usada na descricao de um sistema de particulas interagentes em movimento supe-
ramortecido. Como visto nos capitulos anteriores, a equagao para evolucao temporal das
distribuicoes de probabilidades pode ser escrita como

OP(a,t) _ OA(x)P(x,t)] +2D%{[AP(M>]%} | (6.1)

ot ox z

onde D é o coeficiente de difusao e A corresponde a um comprimento caracteristico ti-
pico. Vimos nos capitulos anteriores como o valor tedrico de D depende do potencial de
interagao entre as particulas. Como serd discutido a seguir, em geral, pode-se escrever
D = drN fo)\?/ L, para sistemas fisicos com interacoes descritas por potenciais internos
repulsivos e radialmente simétricos, onde d é uma constante dependente de uma dado
potencial, N o ntumero de particulas, fy uma constante com dimensoes de forca, A um
comprimento caracteristico e L, a altura na direcao y da caixa onde encontram-se as
particulas. Além disso, A(z) = —d¢(z)/dr é uma forga derivada do potencial externo
confinante ¢(x), sendo muito importante na tendéncia ao equilibrio e para a distribuigao
de probabilidades estacionaria.

Um caso importante, devido as suas aplicagbes experimentais, ocorre para ¢(xr) =
ax?/2 (um potencial harménico), para o qual a Equagao apresenta uma solucao

analitica conhecida para todo tempo t [17), 43|, dada por

P(z,t)=B(t) [1 - 6(t)x2]+ , (6.2)

onde os coeficientes B(t) e 3(t) apresentam dimensoes [1/comprimento| e [1/comprimento?|,

respectivamente, e estao relacionados entre si por,

Bt _[BM)]?
B(to) {B(to)} ’ (63)

devido ao requisito de normalizagao [34], [44] imposto sobre a distribuigao de probabilida-
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des. Estes coeficientes apresentam os seguintes comportamentos temporais,

B(t) = B(t) [k2+(1—k2)e—3axt/fo}—1/3; (6.4)
B(t) = Blto) [ka+ (1 — ky)e3oM/ ] 7% (6.5)
b 4Dﬁ(tOC)YB(t0)>\’ (6.6)

onde t (variavel adimensional) representa o tempo, enquanto que B(ty) e B(ty) sao os
valores dos coeficientes no inicio da evolucgao.

A solucao dada pela Equagao (6.2)) é facilmente reconhecida como uma parabola (uma
g-gaussiana com ¢ = 0 [5]), para a qual pode-se identificar Z(t) = [3(¢)]"*/2, onde +Z(t)
correspondem aos valores de z tal que P(Z,t) = 0 para todo tempo ¢, definindo a ampli-
tude do suporte compacto. Enfatizamos que a Equacao representa um caso particular
de uma forma mais geral, cuja solugao é uma ¢-gaussiana, com ¢ dependendo do parame-
tro v [ver Equacao ], seguindo a relagao v = 2 — ¢ com o indice entrépico ¢, que pode
ser utilizada na descricao de sistemas Complexosﬂ [17, [43].

Uma importante relagao entre a dinAmica mesoscopica (dada pela EFPNL) e a descri-
¢ao microscopica (fornecida pela entropia) pode ser criada através da prova do teorema
H para estes sistemas, como mostrado no Capitulo [2| [18, [19] 27| 26]. Baseado neste pro-

cedimento, pode-se escrever a g-entropia associada a Equacao (6.1),

so[P] = k {1 1 /_ AT da:} | (6.7)

z(t)

sendo k£ uma constante positiva com dimensoes de entropia. Uma vez que a Equagao (6.1])
pode descrever alguns sistemas fisicos de interesseEL o resultado acima permite identificar
tais sistemas como aplicacoes da mecanica estatistica nao-extensiva.

Recentemente, Nobre et. al identificaram um parametro 6 conjugado a entropia acima
como uma temperatura efetiva para o sistema de vortices interagentes, em seu estado
estacionério, como mostrado no Capitulo (3| [40], 41, 42]. Iremos, aqui, apresentar melhor

uma forma mais geral para esta definicao, ja utilizada anteriormente, dada por

D =kl = — " =dnrnfo)\? (6.8)

2Uma discussao detalhada sobre a dualidade ¢ ++ 2 — ¢ pode ser encontrada no livro texto de Tsallis
[5]. De forma reduzida, a otimizagdo do funcional entrépico com um vinculo linear para energia nos leva
a uma relacao entre o indice entrépico g e o expoente nao-linear v da EFPNL.

3Considereremos como sistemas fisicos aqueles compostos por particulas interagentes em movimento
superamortecido, os quais sao destacados quando relevantes no decorrer do trabalho.
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tendo os parametros acima sido definidos anteriormente. Como exemplos, para os sistemas
de particulas interagentes descritos no Capitulo , as grandezas da Equagao Sa0

descritas a seguir [44].

(i) Vortices interagentes: d = 1, enquanto A representa o comprimento de penetracio
de London.

(ii) Particulas carregadas em plasmas interagindo através de um potencial de Yukawa:

d =1, com \ denotando o raio efetivo de Debye.

(iii) Particulas em suspensoes coloidais interagindo através de um potencial nuclear gaus-

siano: d = 1/4, enquanto A corresponde & largura do perfil de interaco.

Na Segao [6.2, derivamos duas grandezas termodinamicas dependentes do tempo, a
entropia e a energia interna; além disso, obtemos o segundo momento da distribuigao, que

pode ser visto como uma assinatura do processo de difusao andémala das particulas.

6.2 Entropia e energia interna

Com o conhecimento da distribuigao de probabilidades, dada pela Equacao (6.2)), pode-
se calcular alguns potenciais e relagoes termodinédmicas conhecidas. Aqui, seguiremos os

passos definidos na Secao [3.4] que por sua vez é o procedimento usual utilizando tanto na
MEBG [11], quanto na MENE [5]. Substituindo a distribuigao P(z,t) [Equagao (6.2))], na

defini¢ao da entropia associada, dada pela Equacao (6.7)), obtém-se,
(L) )
sa(t)/k =1\ / (B(t) [1- B(1)a?]) de (6.9)

—%(t)

que integrando e aplicando os limites, tem-se
16
so(t) k=1 — 1—5AB(t)25(t)—1/2 . (6.10)

Tornando explicita a dependéncia temporal da entropia substituindo os coeficientes B(t)
e f(t), definidos nas relagoes —, na expressao anterior, tem-se

1/ ax\"? 9 —1/3
Ok =1—=(9%) 14 (=22 _q)eserin| 11
s2(0)/ 5 (9 K0 > { i (64DB(t0)3>\ ) ¢ (6.11)

Pode-se reconhecer na equacgao acima algumas semelhancas com as expressoes apresenta-

das na Secao [3.4} além disso, para ¢ — co espera-se que o sistema evolua para o estado
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estacionario e as fungoes que o descrevem percam suas dependéncias temporais. Neste re-
gime, nota-se na Equacao (6.11]) que a exponencial tende a zero e o termo entre colchetes

pode ser aproximado por 1. Assim, so(t) — Sest, sendo

5"k =1-3 (90;79) =l (6.12)

a entropia do estado estacionario, em concordancia com a Equacgao . Acima, o pa-
rametro adimensional 7 = kf/(a\?) corresponde a uma razao entre a energia efetiva k0
(associada com as interagoes repulsivas entre as particulas) e a energia potencial externa
a)l?. Nos trabalhos anteriores, os efeitos de variacoes de 6 sobre a distribuicao de proba-
bilidades e grandezas termodinamicas foram estudados, apresentando efeitos similares as
variacoes da temperatura 7', na difusao linear. Neste capitulo, iremos considerar a tem-
peratura efetiva como variando no tempo e investigaremos o efeito do tempo sobre as
grandezas termodinamicas.

A Equacao (6.11]) descreve a evolu¢ao da entropia durante a difusdo, onde nota-se a
dependéncia no tempo no parametro conjugado a entropia, que mostraremos atuar como
uma temperatura efetiva. Note que, como esperado para um sistema fechado, a entropia
cresce com o tempo, seguindo a dispersao das particulas, até atingir o estado estacionério,
onde apresenta um valor finito (o seu valor méximo) [11}14]. Na Figura[6.1]apresentamos o
resultado obtido para o comportamento temporal da entropia, descrito na Equacao
(linha preta pontilhada). Para construir a curva da Figura utilizamos os seguintes
valores para os parametros: a = 1072 |energia/comprimento?|, § = 10° |[temperatura],
k = 1 |energia/temperatura], A = 1 [comprimento| e B(ty) = 1 [comprimento|~, de tal
modo que 7 = 1 e D = 1 [energial. Desta forma, os resultados podem ser comparados com
aqueles obtidos através da dinamica molecular nos capitulos anteriores. A Equacao (6.11))
sugere o fenémeno de producao de entropia durante a evolugao descrita [32] e os resulta-
dos obtidos para o sistema de vortices interagentes em supercondutores do tipo-II foram
apresentados na referéncia [45].

Lembramos que o sistema encontra-se na presenca de um potencial externo, permitindo

definir a energia interna por particula,
+a(t)
u[P] = / ¢(x)P(z,t) do | (6.13)
—(t)

que, considerando o potencial harmonico ¢(z) = awx?/2, juntamente com a distribuicao
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Figura 6.1: Evolugao temporal para a entropia (linha preta pontilhada) e energia interna
(linha vermelha tracejada) adimensionais.

de probabilidades dada na Equacao (6.2), tem-se

+2(t)

ulP] = / 9w (BO) [1-pa]} @ (6.14)
—(t

Note que os limites de integragao deveriam ser de [—oo, +00], uma vez que o potencial

¢(z) atuaria, a principio, sobre todo o espago; na equagdo acima ja utilizamos o fato

da Equacao (6.2) ser uma distribui¢ao de suporte compacto para redefinir o intervalo de

integracao. Procedendo da mesma forma que para o funcional entrépico, obtém-se neste

caso )
u(t) = 1—5aB(t)ﬁ(t)’3/2 : (6.15)
Substituindo os coeficientes (t) and B(t) na expressao acima, o funcional da energia se

torna

1RO\ 9 2/3
— _ 1 - 1 —3a/\t/f0 1
ult) =15 (3a)\2> (aA%) { * (64DB(t0)3)\ )e } ’ (6.16)

que no limite de t — 0o, u(t) — ues, atingindo o estado estacionério e passando a ser

descrito por

1L RON o 1 s
v =15 (305 ) (@3 = 5 B (@) (6.17)

recuperando a mesma forma das referéncias [40, 41]. O comportamento da Equagcao (/6.16)

¢ apresentado também na Figura (linha vermelha tracejada), onde foram utilizados



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 81

os mesmos valores dos parametros para a entropia. Nota-se que para t = 0 o valor da
energia ¢ finito, minimo, representando o estado inicial das particulas muito proximas a
origem, onde o efeito do potencial confinante pode ser desprezado. A difusao, proporcio-
nada pela interacao de repulsao entre as particulas aumenta o espagamento entre estas e,
por consequéncia, aumentando a energia interna. Ap6s um tempo suficientemente longo,
a forga de repulsao entra em equilibrio com a forga de confinamento, atingindo o estado
estacionario, onde o maximo de energia interna é obtido.

Uma outra quantidade importante que pode ser computada facilmente através da
distribuicao de probabilidades é o segundo momento, também conhecido como variancia,

ou dispersao. Usando a definicao

+a(t)
(22(1)) = /_ L P (6.18)

substituindo a Equacgao ((6.2)), integrando e aplicando os limites, obtém-se

4

(@*(0)) = - BOSH ™" (6.19)

que pode ser reescrito como,

1 ko \ %3 9o 2/3
2 _ 2 —3a\t/ f
(#*(1) = ¢ (3—M2> A ll + (—64 BlA 1) e 3o/ 0} : (6.20)

onde substituimos os coeficientes das Equagoes (6.4]), (6.5]) e . Da mesma forma, esta
quantidade ird atingir o estado estacionario apés um longo tempo de evolucao. Neste
limite,

1/ ko \*? 1
(z2,) = - (3W> A2 = - (37)2/3 2. (6.21)

A Equacao descreve o comportamento do segundo momento para qualquer tempo
t e mostra sua dependéncia em 6. O expoente 2/3 é uma assinatura de uma difusao
an6mala e para tempos pequenos, isto é, tempos distantes aos do estado estacionario,
encontramos (z2) ~ (0t)?/3, com 6 dado pela Equacdo . Comparando a Equacao (/6.16|)
com a Equacao , ou similarmente as equagoes estacionarias e , pode-se
identificar u(t) = a(x?(t))/2, para todo tempo ¢ da evolugao.

Na segao seguinte mostraremos que as formas apresentadas nas Equagoes ,
e podem ser escritas de uma maneira mais simples, identificando o termo entre

colchetes similar para as trés quantidades.
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6.3 Temperatura efetiva de nao-equilibrio

Nesta secao, calcularemos algumas relagoes, bem conhecidas e validas na termodina-
mica de sistemas em equilibrio, visando relacionar algumas grandezas dependentes do
tempo entre si. A entropia do sistema, Equacgao (6.11)), pode ser reescrita em termos
da energia interna, Equacao , identificando-se o termo entre colchetes presente em

ambos funcionais. Assim, isolando a expressao da Equacao ((6.16)) e substituindo na Equa-

cao (6.11)), obtém-se
37 a2 12

Derivando a Equagao (6.22]) em relagao a energia, para um dado tempo ¢ fixo (arbitrario),

obtém-se a seguinte relacao

Ou 0 [1 + <9—Oé 1) e*3a/\t/f0} o) ’

64DB(t9)3\

similar & definicao termodinamica fundamental da temperatura, onde relaciona-se a va-
riagao da entropia com a variacao da energia interna; agora, esta relagao é advinda de
um sistema nao-extensivo fora do equilibrio. A expressao acima mostra que o parame-
tro associado ©(t) desempenha, neste contexto, um papel similar a temperatura cinética
(proveniente da agitacao das particulas), na termodinamica padrao. Devemos enfatizar
que a Equacao é satisfeita para qualquer tempo ¢ da evolucao, incluindo o estado
estacionario, permitindo estender a definicao anterior de temperatura efetiva. Assim, a
temperatura efetiva de nao-equilibrio para o sistema de particulas interagentes ¢ dada

por

o) =10 [1 + <64D§% - 1) e?ﬂM/fO] : (6.24)

com 6 dado pela Equagao . Aqui, novamente, no limite de tempos longos (¢ — o)
temos o parametro de nao-equilibrio evoluindo para o valor do estado estacionério, ©(t) —
0, recuperando a definicao da Secao [3.4!

A Figura apresenta a evolucao temporal de O(t¢) durante a difusdo, de acordo com
a Equagao . A temperatura efetiva apresenta um comportamento similar aos das
grandezas da Figura [6.1] partindo de um valor finito no inicio da evolugao e crescendo,
monotonicamente, até um valor constante maximo, quando atinge o estado estacionério
apos tempos suficientemente longos.

Adicionalmente, conhecendo a temperatura efetiva O(t), pode-se definir a energia livre
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Figura 6.2: Evolucao temporal da temperatura efetiva adimensional.

por particula,

f(t) = u(t) = O(t)s () (6.25)

a qual, considerando as Equagoes (6.11]), (6.16]) e (6.24]), pode ser escrita explicitamente

£(t) = aX? {3 [M} o {M” | (6.26)

CcOomo

10 | «a\? al?

permitindo a comparagao direta com os trabalhos anteriores, considerando ¢t — oo.

A Figura mostra o comportamento temporal do potencial da Equacao du-
rante a evolugao do sistema. Como esperado, pelo teorema H, esta grandeza decresce com
o tempo, atingindo o valor minimo no estado estacionario. Este resultado reforca a relacao
entre a entropia e as EFPNLs criada através do teorema H, cuja derivagao para sistemas
nao-extensivos foi apresentada no Capitulo [

Podemos, ainda, usar a Equacao de maneira a definir o parametro adimensional
dependente do tempo I'(t) = kO(t)/(a)?), para escrever as grandezas acima de uma forma

mais compacta. Para a entropia, dada pela Equagao (6.11]), tem-se

So(t) 1] ax2 13 32/3 .
=1—=|9——~| =1-"T0]". 6.27
k 5 [ kO(t) 5 ()] (6:27)
Para a energia interna, a Equagao (6.16|) torna-se
I EOIRSNCNE 2/3 2
- = r . 2
)= 5 [Be | (@3 =T N (o (6.25)



Tese de Doutorado - Mauricio Ribeiro 84

fl(t)/(oc?uz)

0.8 i

‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘
0 500 1000 1500 2000
t

Figura 6.3: Evolucao temporal da energia livre de Helmolhtz adimensional.

Também, para o segundo momento, Equagao (6.20)), tem-se

2/3 2/3
(22(8)) = % {3’“5;?] N 3? (2 N2 (6.29)

Nota-se que as Equagoes (6.27)), (6.28]) e (6.29) recuperam as formas de equilibrio apresen-

tadas nas Equagoes (6.12)), (6.17)) e (6.21]), respectivamente, para tempos suficientemente

longos, considerando os limites ©(t) — 6, ou similarmente, I'(t) — 7. Este resultado
reforga nossa hipotese que a Equacao (6.24) representa a temperatura efetiva de nao-
equilibrio, no mesmo sentido que a Equacao define a temperatura efetiva para o
estado estacionério, na auséncia de ruido térmico, para este sistema de particulas intera-
gentes em movimento superamortecido.

De modo a corroborar estes resultados, usando as defini¢oes acima, podemos encontrar
algumas relacoes bem conhecidas no contexto usual da termodinamica, envolvendo estas
grandezas. Derivando f[O(¢)] em relacdo a O(t), para um tempo fixo arbitréario, obtém-se

%((tt)) = —59(t) , (6.30)
garantindo um suporte adicional para a interpretagdo de O(t) como a temperatura efe-
tiva. Além disso, é possivel calcular uma grandeza definida de maneira analoga ao calor

especifico a partir de trés grandezas diferentes: entropia, energia interna e energia livre.
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Usando as Equacoes (6.27)), (6.28)) e (6.29) ¢é possivel calcular as seguintes relagoes,

Dss(1) o°f(t) 1 { aX’ }1/3, (6.31)

=0O(t = —0O(t =—k|9

®) ( >82®(t) 15 kO(t)
para um tempo fixo arbitrario. Com este resultado, mostramos a possibilidade de se con-
servar toda a estrutura termodindmica para os potenciais fazendo uso da temperatura
efetiva de nao-equilibrio proposta na Equacao (6.24]). A grandeza calculada na Equa-
¢ao (6.31)) pode, ainda, ser relacionada diretamente as flutuagdes da energia,

(E*(t)) — (E(1))* = g[@(t)(f(t)]2 : (6.32)

nos permitindo propor uma generalizagao para a dispersao (E?)—(E)? oc [kO(t)]*[c(t)/k]*71,
relagdo anteriormente proposta [40 42|, com ¢ = 0 em nosso caso. E importante notar

que na equacao acima utilizamos,

+2(t)
(E2(t)) = / & (2)Plx, 1) de (6.33)
—(t)

enquanto que mudamos a notagao da energia interna para u(t) <» (E(t)), visando conser-
var a notacao conhecida para a dispersao, permitindo comparar a Equacao (6.32)) com a
relagdo padrao (E?) — (E)? = kpT?c (para particulas fracamente interagentes).

Os resultados apresentados neste capitulo foram obtidos partindo de um contexto
baseado nos funcionais termodinamicos. Um comentario importante é a possibilidade de
se obter os mesmos resultados partindo de uma grandeza analoga a funcao de particao.

Considerando as seguintes relagoes [5],

1

fg_q = _B lIlg_q Zg_q 3 (634)
0

Ug—q = —% IHQ,q ZQ,q y (635)

conhecidas da MENE, podemos substituir a Equagao (6.26)) [ou a Equagao (6.28))] na ex-
pressao (6.34) [na expressao , inverter e calcular uma funcao de particao generalizada
dependente do tempo

Zs(t)

10 [k:@(t)y/?’ | (6.36)

T38| an?
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Assim, definindo 5(t) = 1/[kO(t)], obtém-se

1

falt) = _mlﬂz Zy(1) (6.37)
0

us(t) = “ 980 Iny Zs(t) (6.38)

onde o subindice ja foi escolhido como ¢ = 0 para os sistemas em estudo. Além disto, foi

utilizada na expressao acima a defini¢do do g-logaritmo, Iny_, x = (27! —1)/(q — 1).

6.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos um conceito novo, uma temperatura efetiva de nao-
equilibrio O(¢) para um sistema de particulas interagentes em movimento superamorte-
cido, na auséncia de um ruido térmico. Esta quantidade esté diretamente relacionada com
a densidade das particulas e surge devido as interagoes repulsivas entre estas.

O modelo estudado tem sido aplicado a importantes sistemas fisicos, tais como vortices
em supercondutores do tipo-II, particulas carregadas em plasmas (plasmas complexos),
suspensoes coloidais e fluidos complexos [44]. Mostramos neste capitulo a possibilidade da
definicao da temperatura efetiva ser aplicada a tais sistemas fisicos, bastando identificar
o parametro difusivo D correspondente. Devido & relagao entre as equagoes de Fokker-
Planck nao-lineares e o funcional entrépico, definida pelo Teorema H, é possivel identificar
estes sistemas como aplicagoes da mecéanica estatistica nao-extensiva.

Como fundamentacao da proposi¢ao acima, foram propostos funcionais termodina-
micos generalizados com dependéncia temporal, ou seja, func¢oes termodinidmicas nao-
extensivas de nao-equilibrio, analogas a entropia, energia interna, energia livre de Helmholtz
e grandezas conhecidas como dispersao e calor especifico. Mostramos que estas quanti-
dades apresentam um comportamento bem definido, para todo tempo %, recuperando as
expressoes anteriores, definidas para o estado estacionério, no limite t — oo. Estas quan-
tidades mantém inalteradas importantes relagoes termodinamicas em termos de O(¢), ou
seja, em termos da temperatura relevante ao sistema, sendo, agora, estendidas para a
formalismo nao-extensivo. Além disso, propomos uma funcao de particao nao-extensiva
dependente do tempo para estes sistemas, mostrando que o formalismo termodinamico
apresentado neste trabalho é compativel com a mecanica estatistica nao-extensiva para
todo tempo .

Os efeitos devido as variacoes da temperatura efetiva 6 da Equacgao , ou simi-

larmente do parametro 7, durante a evolucao temporal fogem do escopo deste trabalho.
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Para isto, devemos fixar ¢t e variar #; neste caso, espera-se obter resultados semelhantes
aqueles das referéncias [40, [4T].

E importante enfatizar que a temperatura efetiva de nao-equilibrio, definida na Equa-
cao , esta diretamente relacionada com as forcas de interacao entre as particulas, o
potencial confinante e a distribuigdo P(z,t), e ndo mais com do efeito térmico aleatorio
presente na equagao de Langevin [I1]. No contexto deste capitulo, a dispersao, represen-
tada na evolugao da distribuicao de probabilidades, é promovida por tais efeitos, mesmo
na auséncia de ruido térmico, ou seja, T' = 0. Assim, enfatizamos, que todos os resultados
apresentados aqui ocorrem em temperatura nula e a termodinamica padrao nao pode ser
aplicada. Mostramos que neste regime, uma nova teoria se torna necessaria e a MENE

tem se mostrado como uma boa candidata.



Capitulo 7

Conclusoes e propostas de problemas

futuros

7.1 Conclusoes

Esta tese explorou equagoes de Fokker-Planck nao-lineares, mais precisamente suas
possiveis aplicagoes a sistemas fisicos associados & mecéanica estatistica nao-extensiva.
Buscando a extensao dos resultados obtidos para o estado estacionario de um sistema
de particulas interagentes em movimento superamortecido [39], investigamos a sua evo-
lugdo temporal para diferentes potenciais de interagao entre as particulas e potenciais
confinantes externos, mostrando que o formalismo pode ser aplicado a outros sistemas si-
milares [34) 44]. Introduzimos, ainda, uma termoestatistica para sistemas nao-extensivos,
definindo uma temperatura efetiva, entropia, energia interna, energia livre, entre outros
potenciais e grandezas termodindmicas neste contexto [40], 41l 42, [55].

Apresentamos no Capitulo 2| uma breve revisao dos topicos e resultados importantes
para o entendimento deste trabalho. Dividido entre difusao linear e nao-linear, o capitulo
apresenta a derivacao das equagoes de Fokker-Planck através de aproximacoes realizadas
na equacao mestra. Provamos, ainda, uma forma generalizada do teorema H de Boltzmann
para a energia livre do sistema, utilizando tais equagoes, o qual possui como requisito uma
relacao importante entre o funcional entropico e os funcionais da equagao de Fokker-Planck
nao-linear [I5, [16], 26]. Desta maneira é possivel conectar, por exemplo, a entropia S, a
uma classe de equacoes de Fokker-Planck nao-lineares, da mesma forma que a entropia
Spa € relacionada com a difusao linear [5], [11]. A segunda lei impoe um comportamento
bem definido para a entropia de sistemas fechados em processos irreversiveis, levando ao
fend6meno conhecido como producao de entropia. Mostramos, assim, a definicao deste pro-

cesso e sua derivagao para sistemas nao-extensivos, apresentado os conceitos de producao

88
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e fluxo de entropia.

No Capitulo |3 revisamos os resultados para o caso de vortices interagentes que sur-
gem em supercondutores desordenados do tipo-II, sua evolugao temporal, distribui¢oes de
probabilidades para posigoes e entropia associada. Como proposto [35], 39], este sistema
pode ser descrito por uma equagao de Fokker-Planck nao-linear que estd, como vimos,
conectada a entropia de Tsallis por meio do teorema H. Com o intuito de validar esta
descricao, investigamos a evolugao temporal deste sistema, através das simulagoes por
dindmica molecular, mostrando que a solu¢ao analitica é valida para todo tempo ¢ [34].
Na segunda parte do capitulo, fizemos uma revisao do conceito de temperatura efetiva
e da definicao de potenciais termodindmicos para o sistema em estudo. Foi mostrado
que, & temperatura cinética nula (7" = 0), pode-se definir um pardmetro conjugado a
entropia nao-aditiva ss, que apresenta caracteristicas semelhantes aquelas esperadas da
temperatura na termodinamica padrao [40], 41}, [42].

Nota-se, nos resultados apresentados para os vortices interagentes, a dependéncia da
constante de difusdao D com a forma da interacao entre as particulas. Aprofundamos este
topico no Capitulo [ comparando resultados numéricos e analiticos para trés diferentes
forcas, obtidas a partir de potenciais do tipo funcao de Bessel modificada, Yukawa e
gaussiano, todas estas radialmente simétricas e repulsivas, que nos levam & equacgoes de
Fokker-Planck nao-lineares semelhantes. Com isto, diferentes sistemas fisicos podem ser
estudados, variando apenas a forma do potencial, como por exemplo plasmas empoeirados
e particulas carregadas em suspensoes coloidais [36], 37, [38]. Além disto, buscamos ampliar
os procedimentos e resultados apresentados no Capitulo |3 para um potencial externo nao-
harmonico, do tipo ¢(z) = (a|z]?)/z (o > 0,z > 1), responséavel pelo confinamento
das particulas. Verificamos que o mesmo é responséavel pela forma da distribuicao de
probabilidades no estado estacionario Py (x) e, uma vez que a solugao analitica temporal
da equagao de Fokker-Planck nao é conhecida para potenciais ndo-harmonicos (z # 2),
uma solu¢do dependente do tempo aproximada P(z,t) foi proposta, obtendo uma boa
descrigao da evolugao temporal do sistema [44].

Outro topico de interesse, descrito no Capitulo |5 consiste na extensao do conceito
de temperatura efetiva, obtido exclusivamente para um potencial externo harménico no
Capitulo[3} esta generalizacao foi efetuada para potenciais externos mais gerais, simétricos
e nao-harmonicos, na forma ¢(x) = (a|z|*)/z (a > 0, z > 1). Calculamos, neste contexto,
quantidades termodinamicas generalizadas como a entropia, energia interna, energia livre
de Helmholtz e o calor especifico. Além disso, propusemos uma abordagem termodiné-
mica para estes sistemas, definindo os conceitos de calor, §Q, e trabalho, 6, de onde

estabelecemos uma forma infinitesimal da primeira lei da termodinamica. Estas defini¢oes
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permitiram a construgao de um ciclo de Carnot, cuja eficiéncia foi mostrada como sendo
n =1—(0y/60,), onde 0, e Oy correspondem as temperaturas efetivas dos processos iso-
térmicos correspondentes, com ¢; > f5. Por fim, aplicando transformagoes de Legendre
a pares distintos de variaveis, obtivemos diferentes potenciais termodinamicos e, a partir
destes, determinamos relagoes de Maxwell e fungoes resposta.

Como visto, os resultados da temperatura efetiva foram definidos para o estado estaci-
onario do sistema de vortices e no Capitulo [6] buscamos ampliar este conceito. Mostramos
que um sistema de particulas interagentes em movimento superamortecido na presenca
de um potencial harmoénico apresenta uma temperatura efetiva de nao-equilibrio ©(t),
isto é, um parametro que se comporta como uma temperatura durante toda a evolucao
do sistema, a qual se aplica a diversos tipos de potenciais, ampliando os exemplos fisicos
associados. Esta quantidade, ©(t), esta diretamente relacionada com a densidade das par-
ticulas na amostra e surge devido as interagoes repulsivas entre estas. Para dar suporte a
defini¢ao, apresentamos versoes dependentes do tempo para os funcionais termodinami-
cos, ou seja, fungoes termodinamicas nao-extensivas de nao-equilibrio, tais como entropia,
energia interna, energia livre de Helmholtz e grandezas conhecidas como dispersao e uma
equivalente ao calor especifico, além de algumas relagoes termodinamicas fundamentais
entre esses. Desta forma, a dependéncia temporal de ©(t) é decorrente das variagoes tem-
porais da entropia s(t) e energia u(t), as quais dependem diretamente da probabilidade
P(z,t). Para concluir, calculamos uma grandeza analoga a fungao de parti¢do (depen-
dente do tempo), mostrando que o formalismo termodindmico apresentado no capitulo é
compativel com a mecéanica estatistica nao-extensiva.

A seguir, descrevemos alguns problemas a serem explorados, como consequéncia direta

dos estudos da presente tese.

7.2 Propostas de problemas futuros

Dentre os diversos problemas futuros decorrentes desta tese, podemos enfatizar alguns
diretamente relacionados & analise temporal dos sistemas fisicos nao-extensivos estudados,
como exemplo, no Capitulo [0, conforme descritos a seguir.

Como visto, é possivel construir uma teoria termodinamica de nao-equilibrio para um
sistema de particulas interagentes em movimento superamortecido e, como todo sistema
fechado evoluindo, estudar o fenémeno de producao de entropia. Para esse caso, na re-
ferencia [45] os resultados puderam ser calculados analiticamente, uma vez que a forma
temporal para a distribuicao de probabilidades é conhecida. Porém, como pudemos ver no

Capitulo [, para um potencial externo nao-harménico, a contribuigdo do potencial para
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a distribuicao de probabilidades nao é quadratica nas posicoes e, desta forma, esta nao
pode ser somada & contribuicao quadratica da difusao. No caso harmoénico, tem-se um
comportamento bem definido para a distribui¢ao P(x,t), desde o inicio da evolucao até o
estado estacionario. Assim, nao sendo conhecida a solu¢ao analitica dependente do tempo
da EFPNL para este caso mais geral, nao é possivel a aplicacao do procedimento usando
na referéncia [45].

Por outro lado, uma solucao aproximada para a equacao EFPNL dada pela Equa-
¢ao ([.5)), com A(z) = —a|z|[*!sgn(x), foi proposta no Capitulo 4| [44], onde a comparagio
com os resultados obtidos das simulagoes de dindmica molecular apresentou uma 6tima
concordancia. Além disto, uma possivel maneira de contornar tal dificuldade é através
da resolucao numérica da equacao de Fokker-Planck nao-linear e o uso da distribuicao
numeérica encontrada nos calculos subsequentes. A seguir, apresentaremos resultados pre-
liminares obtidos utilizando a solu¢ao aproximada para a EFPNL da Equagao (4.5]), para
a termodindmica de nao-equilibrio, assim como para a producao de entropia. A partir de
uma analise numérica, os resultados aqui apresentados podem ser desenvolvidos e, acre-
ditamos, que possam contribuir no entendimento da evolugao e na consolidagao desses
sistemas como exemplos fisicos da mecéanica estatistica nao-extensiva.

Utilizando a solugao aproximada proposta na Equagao (4.15)),
P(x,t) = B(t) [1 - B(t)a* —~(t) [2[], (7.1)

temos para a entropia

so[P] = k {1 - A/_m Pz, t)]2} dz (7.2)

[e.9]

que substituindo a solugao (7.1]), obtém-se

+a(t)
sa(t)/k=1— /\/__(t) {B(t) [1 - B(t)2* —~(t) |2|7] }2 dr 73
ou ainda
so(t)/k= 1-2\B*(t)z [1 _ 8~ 3@) ) (f:(_ti)
7+2 (t) ) 54(15) ) 722 (t)
Oy T T e (7.4
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Para energia interna temos,

ou seja,

+Z(t) alzl?
a= [0 (A (B - s 20 bl (7.6)

s \ 2
(1) (z+1) 0\ o
Gt ) [ ~ 1) T -

De maneira analoga, calcula-se o segundo momento

(z+1)
(2z+1)

u = 2aB(t) VT ()] (7.7)

+oo +z(t)
(%) = /OO dr 2*P(x,t) = / dz 2* {B(t) [1 — B(t)z® — () =]}, (7.8)

#(t)

obtendo (1) (1) (1)
(%) = 2B(t) [T — B(t) 5~ 7(2 el (7.9)

Note que precisamos dos coeficientes B(t), (t) e y(t) para prosseguir na andlise destas

grandezas de maneira semelhante ao apresentado no Capitulo[6 Uma maneira de abordar
este problema seria a resolugdo numérica da Equagao (3.9)), visando obter uma solugao
discreta P(z,t;), onde t; € um tempo discreto da integragao.

Uma outra alternativa, seria o estudo através de simulagoes da dindmica do sistema,
usando, por exemplo, dinamica molecular. Conhecendo os valores dos coeficientes em
determinados tempos t, podemos tracar um esboco das curvas para as quantidades en-
contradas acima. No Capitulo [ obtemos os valores dos coeficientes B(t), 8(t) e (%),
através da dindmica molecular, para alguns tempos caracteristicos da evolugao, os quais
podem ser utilizados para se obter aproximagoes das grandezas acima.

Dentro do contexto da proposta acima, pode-se, também, estudar o fenémeno de
produgao de entropia utilizando a solugao aproximada da Equagao . A Equagao (3.9))

pode ser escrita na forma de uma equagao de continuidade, como mostrado no Capitulo [2

OP(xz,t)  0J(x,t)

ot oz’ (7.10)
onde
1 OP(x,t) ' B
J(x,t) = p {A(m)P(:z:,t) —2ADP(x,t) {8—1’} } o J(x,t)|pexz = 0. (7.11)

Usando o funcional da entropico da Equacao ([7.2)), pode-se calcular sua derivada tem-
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poral, obtendo

dso[P] 1 Eoo[rEo [J(x,t)]2 oo B
TR {5 /x(t) dx Pt D e dx A(x)J(x,t)} =10(t) — ®(t) , (7.12)

identificando assim,

kO W
e = 5 / S (7.13)
¢ k +z(t)
®(0)= 5 / L, drA@ I, (7.14)

onde nota-se que II(¢) > 0.

Pode-se calcular o termo de producdo de entropia, I1(¢), substituindo a distribui¢ao

de probabilidades da Equacgao ([7.1) na Equacao (7.13)),

k OP(z,t)

+a(t)
e = - /_ NG {A2(I)P(x,t)—4)\DA(x)P(x,t) L (7.15)
FANED?P(x, 1) lan,t)r} 7

o qual pode ser integrado de tal formar a obter

n = 2 fasng G [1- B0 - 5 hos]

[0 = 42ADB(t)7(t) 4+ 42°A*D* B> ()7 (t)]

2 ! GrD) e (EHD
— 8ADB(t)B(t) RSN {1 - (Z+3)B(t)x - (22+1)7(t)x] X
[ — 22AD~(t)B(t)]
1615 12 p3 1 4241 23 3 o 3 .
+ EA D*B*(t)p(t)x [1 — 3% - (z+3)$ ]} : (7.16)

Note que, considerando 7(f) = 0 e z = 2 na equagdo acima recupera-se o resultado para

a produgao de entropia da referéncia [45].
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Para o fluxo de entropia tem-se

k +z(t)
O(t) = dx |:A2(l')P(CC,t) —2ADA(x)

= 7.17
nD —z(t) ( )

Xz

ore]

e substituindo os termos A(zx) e P(x,t), pode-se proceder com os célculos, obtendo

o) = -2 as =0 [1- Z s - = hoe] «

[ — 22AD~(t)]

(z+1)
(2z+1)

— AADB*(H)B(t) Bt)z*(t) —

(1) [1 (=t

(z+3) v(t)xz(t)} . (7.18)

Da mesma forma, é possivel recuperar os resultados da referéncia [45] para o caso do

potencial harmonico.
Somando ambas contribui¢oes, encontramos a taxa de variacao da entropia,

dss|P]

22— T - (1) (7.19)
Bk [ A [ @) el ]
= 2Hasog 0 - Eds0en - b o)

[22ADy(t) — 42ADB(t)y(t) + 42°X>D*B*(t)7*(t)]

B0 - (o 0]

~ woB s Y {1 _(z+ D)

(z+1)

[ — 22AD~(t) B(t)]

16 3 3
—ND?B*t)BA)T () |1 — =2 (t) — ——=77(1)| ¢ - 7.20
+ GNP PO |1 - S50 - (7.20)
Da mesma forma que na proposta anterior, para o calculo das grandezas acima é ne-
cessario conhecermosos coeficientes B(t), B(t) e v(t), os quais podem ser obtidos através
da solucdo numérica da Equacdo (3.9)), ou por simulacdes de dinamica molecular. E im-

portante lembrar que a amplitude do suporte compacto Z(t) esta relacionada com estes
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coeficientes através da condicao de normalizagao,

+a(t)
/ Plat)de =1 (1), (7.21)
—&(t)

ou seja,
+(t)
/ L BO[=80s @] =1 ), (7.22)

0 que nos leva a

=1. (7.23)
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