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Boltzmann trabalhando em seu novo projeto computacional. Qual a técnica?

Dinâmica Molecular é evidente! Uma pena ele ainda usar Fortran 77.

Figura retirada de C. Dellago, H.A. Posch, Realizing Boltzmann’s Dream: Computer Simulations in Modern
Statistical Mechanics . Em G. Gallavotti, W.L. Reiter, J. Ygnvason, Eds., Boltzmann’s Legacy , Vol. 05 da ESI
Lectures in Mathematics and Physics, Cap. 12, Págs. 171–201 (Eur. Math. Soc. Pub. House, Zurique, 2008).

http://dx.doi.org/10.4171/057-1/12
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lho. Inicio pelos professores do grupo de f́ısica estat́ıstica Evaldo MF Curado, Fernando D Nobre
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Resumo

Este trabalho tem como linha mestra a Mecânica Estat́ıstica Não Extensiva e é dividido em duas

partes. A primeira trata de sistemas de spins clássicos regidos pela seguinte função Hamiltoniana:

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i +

J

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j 6= i

1− Si · Sj

rαij
(J > 0)

O spin Si é um vetor de n componentes e o parâmetro α é responsável por regular o alcance da

interação. Estudamos os casos particulares n=2 e n=3, que correspondem, respectivamente, ao

modelo α-XY e ao modelo clássico de Heisenberg. A análise foi predominantemente numérica, por

meio de simulações em Dinâmica Molecular, e em dimensão d=1. Com respeito ao modelo α-XY, foi

investigada principalmente a influência de α na distribuição de velocidades do sistema. Verificamos

que no regime de longo alcance α < d, as distribuições são bem descritas por q-gaussianas, uma

das assinaturas da termoestat́ıstica baseada na entropia não aditiva Sq. Quanto ao modelo de

Heisenberg, investigamos a influência da energia, do parâmetro α e do tamanho do sistema N sobre

o estado quase estacionário (QSS), estado caracterizado por valores de temperatura e magnetização

distintos daqueles previstos pela mecânica estat́ıstica tradicional.

A segunda parte da tese discute o novo funcional entrópico Sδ, sua posśıvel relação com a entropia

de Bekenstein & Hawking de buracos negros e sua unificação com a entropia Sq, definindo a entropia

de dois parâmetros Sq,δ. São analisadas também distribuições de momento transverso de part́ıculas

produzidas em colisões pp medidas recentemente no LHC. É discutida uma modificação da teoria

de Hagedorn consistente com a termoestat́ıstica não extensiva capaz de reproduzir analiticamente

o comportamento dos dados experimentais.

Palavras-chave: Mecânica Estat́ıstica Não Extensiva, Entropias Não Aditivas, Modelos de Spins

Clássicos com Interação de Longo Alcance, Dinâmica Molecular, Entropia de Buracos Negros, Co-

lisões de Part́ıculas Relativ́ısticas.



Abstract

This work has as guideline the Nonextensive Statistical Mechanics and can be divided into two

main parts. The first part deals with classical spin systems ruled by the following Hamiltonian:

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i +

J

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j 6= i

1− Si · Sj

rαij
(J > 0)

The spin Si is a vector with n components and the parameter α controls the interaction range. We

studied the particular cases n=2 and n=3, corresponding to the α-XY and classical Heisenberg

models respectively. Our analysis were mainly numerical, through molecular dynamics simulations,

and we have considered d=1 dimension. Regarding the α-XY model, we focused on the effect of α

on the velocity distribution of the system. It was verified that in the long-range regime α<d the

distributions are well described by q-gaussians, one of the landmarks of a thermostatistics based

upon the nonadditive entropy Sq. For the classical Heisenberg model, we investigated the effect of

the energy, the parameter α and system size N on the quasi stationary state (QSS) whose values of

temperature and magnetization differ from those predicted within traditional statistical mechanics.

The second part of the thesis covers the new entropic functional Sδ, its possible relationship

with the Bekenstein & Hawking entropy of black holes and its unification with the entropy Sq, thus

forming the entropy of two parameters Sq,δ. We also analyze the hadronic transverse momentum

distributions in pp collisions at the LHC. We discuss a modification of the Hagedorn’s theory

consistent with nonextensive thermostatistics able to reproduce the observed experimental data.

Keywords: Nonextensive Statistical Mechanics, Nonadditive Entropies, Classical Spin Models

with Long-Range Interaction, Molecular Dynamics, Black Hole Entropy, High Energy Collisions.
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4.11 Temperatura cinética T (t) e distribuições de velocidades para vários intervalos ∆t
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2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Sobre o Alcance da Interação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 Sistemas de Spins Inerciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho é baseado na mecânica estat́ıstica não extensiva e em ideias dela derivadas. Sua maior

parte é dedicada a sistemas inerciais de spins clássicos com interação de longo alcance [Caps. 2, 3,

4 e 5], mas buracos negros e colisões de part́ıculas elementares também são analisados [Cap. 6]. O

desenvolvimento da tese originou os artigos [1–8]; mencioná-los no ińıcio ajudará a identificá-los no

decorrer do texto pela numeração. Antes de apresentar os modelos espećıficos, discutiremos aqui na

introdução um pouco sobre a mecânica estat́ıstica não extensiva. Alguns pontos abordados neste

caṕıtulo podem ser acessados na Ref. [1].

1.1 Mecânica Estat́ıstica Não Extensiva

A mecânica estat́ıstica não extensiva nasceu com o trabalho de C. Tsallis publicado em 1988 [9].

Hoje conhecida por grande parte da comunidade de f́ısicos, essa teoria assenta-se na generaliza-

ção do funcional entrópico introduzido por Boltzmann e em uma importante premissa: sistemas

termodinâmicos devem ter entropia extensiva. Atualmente é desafiador qualquer revisão ampla

da mecânica estat́ıstica não extensiva em uma tese de doutorado, por dois motivos. Primeiro em

razão do volume acumulado de resultados, compreendendo diversas áreas, crescendo ano a ano¶.

E segundo porque em 2009 foi publicado o livro do formulador da teoria [10], que de forma única

expõe seus fundamentos e motivações e abarca seus desenvolvimentos até então. Faremos portanto

uma breve exposição direcionada, aprofundando alguns temas espećıficos no momento apropriado,

priorizando resultados mais recentes que não constem no livro.

Mas, afinal, o que foi generalizado no trabalho de 1988 ?

A termodinâmica em grande medida é a teoria de fenômenos do cotidiano. Muitas de suas variá-

veis e aplicações [volume, pressão; refrigerador, máquina a vapor] são familiares tanto para cientistas

quanto não cientistas. É amplamente conectada com as leis f́ısicas fundamentais e é relevante em

muitas áreas, de part́ıculas elementares a astrof́ısica. Embora falemos em Leis Termodinâmicas, a

termodinâmica não é propriamente um conjunto de Leis Fundamentais da Natureza exatamente no

mesmo sentido em que as Leis de Newton ou as equações de Maxwell o são. Estamos nos referindo

ao fato da termodinâmica ser generalista, não reivindicar primazia de aplicabilidade sobre nenhum

sistema espećıfico, sendo consistente com todas essas leis e em certo sentido abrangê-las [11, 12].

Um dos principais interesses da termodinâmica é a relação entre variáveis macroscópicas, como, por

exemplo, a lei de Boyle-Mariotte P ∝1/V . Atualmente é entendido que tais relações são consisten-

¶Bibliografia permanentemente atualizada: http://tsallis.cat.cbpf.br/TEMUCO.pdf

http://tsallis.cat.cbpf.br/TEMUCO.pdf
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tes com as leis microscópicas subjacentes que governam os constituintes do sistema, e, muitas vezes,

são independentes das particularidades do modelo considerado. Entre a descrição microscópica de

um sistema f́ısico e suas relações termodinâmicas macroscópicas, há a mecânica estat́ıstica.

O principal objetivo da mecânica estat́ıstica é, partindo das leis microscópicas fundamentais

que regem o sistema [mecânica clássica, relativ́ıstica, quântica, cromodinâmica] adequadamente

combinadas com teoria de probabilidade, chegar às relações termodinâmicas macroscópicas. No

caminho dessa conexão entre os mundos micro e macro, o derradeiro passo envolve o conceito de

entropia. Feita por Boltzmann durante as últimas três décadas do século XIX contra uma correnteza

de cŕıticas, esta descoberta é certamente uma das mais importantes e fecundas realizações das

ciências naturais. O resultado de Boltzmann, atualmente conhecido por cientistas de diversas áreas

e esculpido em sua lápide em Viena:

SBG = kB lnW (1.1)

é a conexão matemática entre as propriedades microscópicas finas do sistema f́ısico [representadas

por W , o total de microestados acesśıveis] e as quantidades macroscópicas mensuráveis [represen-

tadas por SBG, a mesma grandeza introduzida por Clausius a fim de completar a termodinâmica].

A Eq. (1.1) foi explicitamente escrita assim por Planck, mas era claramente conhecida de Boltzmann.

O ı́ndice “G” responde por Gibbs, que ampliou e levou as ideias de Boltzmann adiante, espalhando

os conceitos da mecânica estat́ıstica através de seu importante livro de 1902 [13], ano anterior a

sua morte. A Eq. (1.1) é o resultado particular da expressão mais geral popularizada por Shannon:

SBG = −kB

W∑

i=1

pi ln pi = kB

W∑

i=1

pi ln
1

pi
(1.2)

Com microestados equiprováveis, quer dizer, quando pi = 1/W ∀ i, a Eq. (1.1) é recuperada. Evi-

dentemente a mecânica quântica era desconhecida de Boltzmann e apenas nascia quando o livro

de Gibbs saiu do prelo. Foi trabalho de von Neumann estender a Eq. (1.2) para sistemas quânticos

por meio da matriz densidade ρ̂ :

SBG = −kB Tr [ ρ̂ ln ρ̂ ]

Dependendo do contexto em que o conceito de entropia aparece, essas equações são chamadas

entropia de Boltzmann, de Gibbs, de Shannon, ou entropia de von Neumann, ou combinações

desses nomes. Aqui chamaremos entropia de Boltzmann-Gibbs, e a mecânica estat́ıstica sobre ela

constrúıda, mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. A otimização da entropia de Boltzmann-

Gibbs submetida a v́ınculos apropriados fornece as distribuições de equiĺıbrio cujas consequências

são consistentes com a termodinâmica.

Uma premissa importante para uma adequada conexão com a termodinâmica via entropia de

Boltzmann-Gibbs é a independência dos N constituintes microscópicos do sistema, acarretando em

um número de possibilidades W multiplicativo: W =µN , com µ>1. Essa condição nem sempre é

colocada de forma clara, e uma de suas consequências é que a entropia SBG além de aditiva é também
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extensiva¶. Com efeito, subdividindo o sistema em duas partes A e B tal que W =WAWB =µN ,

vem:

SBG (A+B) = SBG (A) + SBG (B) = NkB lnµ

expressão manifestamente aditiva e extensiva. Independência não é regra em modelos f́ısicos de

muitos corpos. Porém, para que SBG seja extensiva, é suficiente independência assintótica, no sen-

tido que W ∼µN quando N→∞, de modo que a definição mais comumente usada de extensividade

se escreve:

0 < lim
N →∞

SBG

N
< ∞

Em outras palavras: uma entropia extensiva é proporcional ao tamanho N do sistema no limite

termodinâmico N→∞, donde se depreende a importância da extensividade para a termodinâmica.

Aceitar a formulação de Boltzmann-Gibbs como única permitida implica que qualquer modelo

abordado tenha configurações microscópicas escalando com N na forma W ∼µN , uma exigência

bastante forte. Cumprida em sistemas independentes [spins não interagentes, gás ideal] ou fraca-

mente correlacionados, tipicamente sistemas clássicos com interação de curto alcance ou quânticos

pouco emaranhados, cujos microestados são explorados tal que a hipótese ergódica se justifique.

É conceb́ıvel que existam sistemas f́ısicos cujas correlações entre seus componentes sejam fortes

o suficiente para restringir os estados acesśıveis de modo que um funcional diferente de SBG seja

necessário para uma adequada conexão com a termodinâmica.

O trabalho de 1988 [9] introduziu o funcional entrópico não aditivo:

Sq = − kB
1− q

[
1 −

W∑

i=1

pqi

]
= kB

W∑

i=1

pi lnq
1

pi
(1.3)

O parâmetro q é em prinćıpio real, e a função lnq x = [x1−q − 1]/[1 − q] é a q-generalização do

logaritmo. Com microestados igualmente prováveis, a Eq. (1.3) acima fica:

Sq = − kB
1− q

[
1 − W 1−q

]
= kB lnq W (1.4)

que corresponde ao extremo de Sq [dSq =0 ⇒ pi=1/W ∀ i], máximo se q > 0 ou mı́nimo se q < 0.

No limite q→ 1 o q-logaritmo se reduz ao logaritmo usual e as Eqs. (1.1) e (1.2) são recuperadas.

A entropia Sq é não aditiva. Subdividindo um sistema de N componentes independentes em duas

¶Callen [11, Pág. 331] a expressa de modo claro, mas não como premissa: “(...) The entropy is additive (extensive),
whereas the number of microstates is multiplicative. The number of microstates available to two systems is the product
of the numbers available to each (the number of “microstates” of two dice is 6×6=36). To interpret the entropy, then,
we require an additive quantity that measures the number of microstates available to a system. The (unique!) answer
is to identify the entropy with the logarithm of the number of available microstates (the logarithm of a product being
the sum of the logarithms) (...)”. E então segue a Eq. (1.1). Notar a união absolutamente comum entre os conceitos
aditivo e extensivo. Possivelmente tal confusão tenha levado Salinas [14, Pág. 123] a afirmar que a “A entropia de
Tsallis não é aditiva e não pode, portanto, ser aplicada a problemas de interesse termodinâmico”. Mesmo Tsallis não
havia escapado dela ao menos até 2004, vide t́ıtulo de [15].
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partes A e B tal que W =WAWB=µN , é imediato verificar que:

Sq (A+ B) = Sq (A) + Sq (B) +
1− q

kB
Sq (A)Sq (B) = kB lnq µN

Portanto, para sistemas independentes [ou aqueles em que W ∼µN ], além de não aditiva, a entro-

pia Sq é não extensiva. A extensividade é recuperada somente quando q→ 1, i.e., somente com a

entropia de Boltzmann-Gibbs S1=SBG.

Agora, seja um sistema correlacionado tal que o número de microestados escale com N na

forma W ∼Nρ, com ρ> 0. Confrontando com a situação anterior, notamos que Nρ≪µN para N

grande [de fato, Nρ/µN =0 no limite N →∞]. Para sistemas assim, a entropia aditiva SBG é não

extensiva, ao passo que a entropia não aditiva Sq, mediante escolha apropriada do ı́ndice q, pode

ser extensiva. Efetivamente, da Eq. (1.4) vem:

Sq = kB lnq W = − kB
1− q

[
1 − W 1−q

]
∼ Nρ(1−q)

Logo, escolhendo q=1−1/ρ, obtemos Sq ∝N . Esse resultado é o coração da mecânica estat́ıstica

não extensiva e representa uma mudança de paradigma: buscando uma entropia termodinâmica

extensiva, o funcional entrópico é ditado pelo modelo, pela forma como seus elementos microscópicos

se associam.

Não há receita para determinar quando uma entropia diferente de SBG deve ser usada. Com as

evidências acumuladas, podemos aventar cenários gerais. Os sistemas para os quais a termoesta-

t́ıstica de Boltzmann-Gibbs é sabidamente válida são tipicamente aqueles com interação de curto

alcance, pouco correlacionados temporal ou espacialmente, fortemente caóticos [expoente de Lya-

punov positivo]; são sistemas ergódicos, que ocupam os estados acesśıveis de modo que SBG seja

proporcional ao seu tamanho. Sem muito rigor, podemos classificá-los de simples. Esperamos, por

outro lado, que a termoestat́ıstica generalizada seja necessária na abordagem de sistemas com inte-

ração de longo alcance, fortemente correlacionados, fracamente caóticos [Lyapunov zero]; sistemas

que possivelmente violem a ergodicidade, explorando parcialmente o espaço de fases, o qual talvez

seja melhor descrito pela geometria fractal. São algumas vezes chamados de complexos. O nome

mecânica estat́ıstica não aditiva evitaria pequenas confusões iniciais sobre o teor da teoria. Por

razões históricas contudo, a termoestat́ıstica constrúıda sobre Sq é conhecida como não extensiva.

Após o primeiro contato notamos que a denominação corrente também é precisa. Afinal, espera-

mos utilizar Sq em sistemas para os quais SBG não é adequada exatamente por não ser extensiva.

Ademais, sistemas clássicos com interação de longo alcance, candidatos a serem tratados por essa

teoria, têm energia não extensiva, como discutiremos no próximo caṕıtulo.

Principalmente quando q > 0, a entropia Sq compartilha muitas propriedades com SBG [e.g.,

extensividade, concavidade; ambas são estáveis, não negativas e apresentam produção finita de

entropia por unidade de tempo], algumas não presentes em outros funcionais, como, por exemplo, o

de Renyi¶ [ver Cap. 3 de [10], particularmente a tabela na Pág. 106]. A ideia originada em [9]

¶Tsallis comenta em palestras que sua generalização é minimalista. A fim de generalizar um conceito, algo deve
ser modificado. A modificação pode ser grande ou pequena. Com respeito SBG, a entropia Sq viola a aditividade,
mas, dependendo do valor de q, mantém muitas propriedades em comum, e, nesse sentido, é minimalista.
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teve muitos desdobramentos [16]. Evidências de sua utilidade surgiram em áreas sem ligação

óbvia com a termodinâmica [e.g., redes complexas, geof́ısica, finanças, biologia], e foi motivadora

da generalização de estruturas matemáticas importantes à mecânica estat́ıstica, como o Teorema

Central do Limite (CLT), abordado na Sec. 4.5, Pág. 36, e a Teoria dos Grandes Desvios. No Cap. 3

discutiremos a necessidade de uma entropia extensiva por razões ligadas às transformações de

Legendre da termodinâmica, mas outros resultados merecem menção. Por exemplo, a Teoria dos

Grandes Desvios compõe os fundamentos matemáticos da mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs

e é consistente com a extensividade da entropia [artigo de revisão [17]]. Resultados recentes com

sistemas fortemente correlacionados [18–21] indicam a pertinência de uma q-generalização desta

teoria em harmonia com a mecânica estat́ıstica não extensiva. Também, em regiões caóticas de

sistemas não lineares simples [e.g., mapa loǵıstico], verifica-se que SBG cresce linearmente com

o tempo. No entanto, quando o expoente de Lyapunov se anula [e.g., ponto de Feigenbaum],

essa linearidade é alcançada com Sq para um valor espećıfico de q 6= 1. Considerando que em

sistemas dinâmicos assim, tempo e N têm papéis análogos, esse comportamento se alinha com

o requerimento de uma entropia extensiva [ver Cap. 5 de [10] e [22–26] com resultados recentes].

Revelador é o aparecimento nas regiões de Lyapunov nulo de q-gaussianas, uma das consequências

da termoestat́ıstica baseada na otimização de Sq.

1.1.1 Otimizando a Entropia Sq

Tendo em vista um sistema Hamiltoniano de n graus de liberdade, modelo de interesse em caṕıtulos

subsequentes, o jogo de probabilidades discreto {pi} deve ser substitúıdo por uma função cont́ınua

das variáveis canonicamente conjugadas pi e qi, de modo que a entropia (1.2) se escreve:

SBG = −kB

∫
dΓ ρ (p, q) ln [ρ (p, q)] (1.5)

dΓ=dq1 . . . dqn dp1 . . . dpn representa o elemento de volume no espaço de fases, e ρ(p, q) a densidade

de probabilidade normalizada:

∫
dΓ ρ (p, q) = 1 [notação: ρ (p, q) = ρ (q1, q2, . . . , qn; p1, p2, . . . , pn)] (1.6)

Vamos introduzir o v́ınculo genérico:

∫
dΓ ρ (p, q)A (p, q) = 〈A〉 (1.7)

Otimizando a entropia (1.5) submetida aos v́ınculos (1.6) e (1.7), obtemos¶ a distribuição mais

provável [β é o multiplicador de Lagrange associado à Eq. (1.7)]:

ρ (p, q) = e−βA (p, q) /

∫
dΓ e−βA (p, q) (1.8)

¶Explicitamente: usando os v́ınculos (1.6) e (1.7), monta-se o funcional Φ[ρ] = SBG − λkB
∫

dΓρ(p, q) −
βkB

∫
dΓρ(p, q)A(p, q), em que λ e β são multiplicadores de Lagrange. Igualando a zero a derivada funcional,

δΦ/δρ=− ln ρ−1−λ−βA=0, depois eliminando λ por meio de (1.6), segue a Eq. (1.8). Por não afetar a discussão,
consideramos o espaço de fases adimensional e omitimos o fator de contagem correta de Boltzmann normalmente
necessário em sistemas clássicos.
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Escolhendo A(p, q) como a função Hamiltoniana, A=H(p, q), e identificando β=1/kBT , obtemos

o peso de Boltzmann:

ρ (p, q) =
e−βH (p, q)

Z
com: Z =

∫
dΓ e−βH (p, q) (1.9)

Escolhendo A(p, q) = p2i /2, i.e., um dos momentos generalizados, e integrando sobre as demais

coordenadas, obtemos a distribuição Maxwelliana:

P (p) = P0 e−β p2/2 =

√
β

2π
e−β p2/2 [notação: P (0) = P0] (1.10)

Agora, avaliemos a entropia Sq:

Sq = − kB
1− q

{
1 −

∫
dΓ [ρ (p, q)]q

}
= kB

∫
dΓ ρ (p, q) lnq

1

ρ (p, q)
(1.11)

A otimização de Sq é mais delicada no que concerne à escolha dos v́ınculos. Atualmente é entendido

que a normalização (1.6) deve ser mantida mas o v́ınculo (1.7) substitúıdo por:

∫
dΓ ρq (p, q)A (p, q) = 〈A〉q (1.12)

ρq (p, q) representa uma nova densidade de probabilidade, também normalizada, associada à original

via:

ρq (p, q) = [ρ (p, q)]q /

∫
dΓ [ρ (p, q)]q

A expressão acima envolve o conceito de média de escort, ferramenta importante na mecânica

estat́ıstica não extensiva que será discutida mais detalhadamente na Sec. 4.7, Pág. 43. A densidade

de probabilidade que otimiza a entropia (1.11) submetida aos v́ınculos (1.6) e (1.12) se escreve

então como:

ρ (p, q) = e−βq A (p, q)
q /

∫
dΓ e−βq A (p, q)

q

e±x
q =[1 ± (1 − q)x]1/(1−q) representa a q-generalização da exponencial [inversa do q-logaritmo]. O

parâmetro βq não é o multiplicador de Lagrange β associado ao v́ınculo (1.12), mas está ligado a

ele via:

βq = β′
q

[
1 + (1− q) β′

q〈A〉q
]−1

e: β′
q = β /

∫
dΓ [ρ (p, q)]q

Escolhendo A(p, q) como a função Hamiltoniana, obtemos a generalização do peso de Boltzmann e

da função de partição:

ρ (p, q) =
e−βq H (p, q)
q

Zq
com: Zq =

∫
dΓ e−βq H (p, q)

q (1.13)
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Fig. 1.1: Ilustração da função q-gaussiana e−βx2/2
q = [1 − (1 − q)βx2/2]1/(1−q) [esquerda] e da

q-exponencial e−βx
q = [1 − (1 − q)βx]1/(1−q) para alguns valores de q ≥ 1. Estas funções são

intimamente associadas à entropia Sq, do mesmo modo que Gaussianas e exponenciais o são
com SBG. No Cap. 4 mostraremos que a distribuição de velocidades de um sistema Hamiltoniana
com interação de longo alcance pode ser muito bem descrita por uma q-gaussiana com q da ordem
de q = 1.5; já no Cap. 6, veremos que a q-exponencial com q da ordem de q = 1.2 é capaz de
reproduzir a distribuição de momento transverso de part́ıculas produzidas no LHC.

Escolhendo A(p, q) = p2i /2 e integrando sobre as demais coordenadas, obtemos a generalização da

Maxwelliana, i.e., a distribuição q-gaussiana:

P (p) = P0 e
−βq p2/2
q = Aq

[
1 − (1− q) βq p2/2

] 1
1−q (1.14)

A q-gaussiana é normalizável para q < 3, e a constante de normalização Aq depende se q é maior

ou menor¶ do que q = 1. No limite q → 1, a q-exponencial recai na exponencial usual, β1 = β,

A1 =
√

β/2π e a Gaussiana (1.10) é recuperada. A Fig. 1.1 exibe o comportamento das funções

q-gaussiana e q-exponencial para alguns valores de q≥1.

A escolha A(p, q)=p2i /2 que resultou nas distribuições (1.10) e (1.14) visa exibir a relação ı́ntima

entre Sq e as funções q-gaussiana e q-exponencial, da mesma maneira que SBG se relaciona com expo-

nenciais e Gaussianas. Na otimização de SBG essa escolha não é necessária. Uma Hamiltoniana pu-

ramente cinética por exemplo, i.e.,H(p, q)=
∑

p2i /2, resultaria igualmente na Maxwelliana. Com Sq

esse resultado não se repete porque a q-exponencial não se fatora: ea+b
q 6=eaq ebq. O v́ınculo (1.12)

pode soar artificial, a análise de uma exemplo espećıfico talvez ajude a torná-lo mais intuitivo.

Escolher A= p2i /2 significa fixar uma largura σ2 na Eq. (1.7) tal que σ2 = 〈p2〉=1/β. Entretanto,

quando a distribuição é uma q-gaussiana, o segundo momento diverge quando q≥5/3. O segundo

q-momento calculado de acordo com a Eq. (1.12) por outro lado fornece σ2
q = 〈p2〉q = [2/βq]/[3−q].

Peguemos q = 2. Neste caso, a q-gaussiana (1.14) é a Lorentziana A2/[1+β2p2/2], que tem se-

gundo momento divergente mas segundo q = 2-momento igual a σ2
2 = 〈p2〉2 = 2/β2, cuja raiz é a

metade da largura plena à meia altura (FWHM), quantidade normalmente usada para caracteri-

zar a largura da Lorentziana. Adotar o v́ınculo (1.12) significa, então, fixar a largura adequada

à distribuição. É importante destacar que q-exponenciais e q-gaussianas, análogas às Eqs. (1.13)

e (1.14), são obtidas mesmo com o v́ınculo tradicional (1.7) usado na otimização de SBG — são

¶No intervalo 1<q<3, temos: Aq =
√

βq

2π

√
q − 1

[
Γ
(

3−q
2(1−q)

)]−1

Γ
(

1
q−1

)
. Quando, e.g., q=2, A2 =

√
2β2/2π.
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funções ligadas a Sq e não ao v́ınculo adotado. Contudo, como esse exemplo da largura ilustra, há

vantagens em empregar a Eq. (1.12) [ver Sec. 3.6 de [10] e particularmente os trabalhos [27,28]]. O

nosso interesse maior é justamente essa ligação entre Sq e a distribuição q-gaussiana. Assim como

a Maxwelliana [o peso de Boltzmann (1.9) de forma mais ampla] é a assinatura de que um sistema

clássico em equiĺıbrio térmico é descrito pela termoestat́ıstica de Boltzmann-Gibbs, esperamos que

a observação de q-gaussianas seja ind́ıcio da necessidade de uma termoestat́ıstica generalizada. E

assim como a Gaussiana surge por inúmeras vias mais ou menos relacionadas [e.g., CLT, equa-

ção de Fokker-Planck linear, procedimento heuŕıstico original de Maxwell], a q-gaussiana também

pode ser deduzida de outros meios e não apenas do prinćıpio de máxima entropia [e.g., generaliza-

ção q-CLT, Fokker-Planck não linear [10, 29], generalização do procedimento de Maxwell [30, 31]].

Desnecessário mencionar que q-gaussianas, e também q-exponenciais, são observadas em diversos

sistemas [ver [10], vários caṕıtulos, e os reviews [32, 33] para resultados recentes]. Aqui, no Cap. 4,

mostraremos que a distribuição de velocidades de um sistema Hamiltoniano clássico com interação

de longo alcance é muito bem descrita por uma q-gaussiana, e, no Cap. 6, que a q-exponencial pode

ter papel importante na análise da distribuição de momento transverso de part́ıculas produzidas

em colisões relativ́ısticas no LHC.

1.2 Entropia Sδ

O t́ıtulo do presente trabalho menciona entropias não aditivas, no plural. A mecânica estat́ıstica

não extensiva baseada em Sq visa sistemas cujas configurações microscópicas escalem como W ∼Nρ,

com ρ>0. Tsallis comentou brevemente em seu livro [10] sobre a seguinte alternativa a Sq:

Sδ = kB

W∑

i=1

pi

[
ln

1

pi

]δ
= kB [lnW ]δ (1.15)

δ é um parâmetro real positivo. O extremo desse funcional também ocorre quando os microestados

são equiprováveis [igualdade mais à direita] e é imediato verificar que para δ→1, SBG é recuperado.

A entropia Sδ é adequada em sistemas correlacionados tais que o número de microestados escale

com N na forma W ∼ νNγ
, com ν > 1 e 0<γ < 1, quer dizer, visa uma classe de correlação inter-

mediária no sentido que Nρ≪νNγ ≪µN para N grande. Em sistemas assim, tanto SBG quanto Sq

são não extensivas, mas para o valor espećıfico δ=1/γ, obtemos, na equiprobabilidade, Sδ∝N .

Afora o breve comentário inicial que o definiu e o motivou, o funcional entrópico (1.15) não foi

explorado em mais detalhes naquela ocasião. Isso veio a ocorrer mais recentemente [2], quando foi

percebido em Sδ um candidato para caracterizar a entropia de buracos negros, como será discutido

no Cap. 6, a partir da Pág. 84.



Caṕıtulo 2

Modelos Inerciais de Spins Clássicos

Neste caṕıtulo definiremos o modelo geral de interesse neste trabalho e discutiremos sua solução

canônica de equiĺıbrio. Dois casos particulares do modelo serão analisados por meio de simulações

em caṕıtulos subsequentes.

2.1 Introdução

Modelos de spins clássicos são de interesse em f́ısica há bastante tempo, particularmente de pesqui-

sadores ligados às comunidades de mecânica estat́ıstica e magnetismo. Inúmeras técnicas, anaĺıticas

e numéricas, foram desenvolvidas ao longo dos anos para tratar destes sistemas, de modo que um

conjunto sólido de conhecimentos capaz de descrever suas propriedades termodinâmicas e cŕıticas

foi adquirido. Dentre os modelos de spins clássicos, encontra-se o n-vetorial, que contém como casos

particulares o modelo XY [n=2] e o de Heisenberg [n=3], cujas generalizações serão o foco deste

trabalho.

O Hamiltoniano do modelo n-vetorial não contém o termo cinético, dizemos se tratar de um

sistema não inercial. A investigação numérica se dá então por meio de técnicas estocásticas, como

Monte Carlo por exemplo. A interação entre spins nesse modelo é somente entre primeiros vizinhos,

em outras palavras, é uma interação de curto alcance, não à toa a abordagem via mecânica estat́ıs-

tica de Boltzmann-Gibbs ter sempre se mostrado frut́ıfera. As variações ou generalizações do modelo

n-vetorial analisadas aqui consistem na adição do termo cinético ao Hamiltoniano, tornando-o iner-

cial, e na modificação da interação entre os spins com a finalidade de controlar o seu alcance. A

adição do termo cinético permite derivar equações de movimento, e, utilizando apenas as Leis de

Newton, a Dinâmica Molecular surge como ferramenta natural para a investigação numérica do

sistema. Uma dessas generalizações, ligada ao modelo n = 2-vetorial, é o α-XY, que engloba o

atualmente bastante conhecido e estudado modelo HMF [Hamiltonian Mean Field ]; a outra, ligada

ao modelo n=3-vetorial, chamaremos de α-Heisenberg. As simulações nos caṕıtulos subsequentes

desses dois sistemas serão realizadas em dimensão d= 1, mas manteremos a discussão mais geral

sempre que posśıvel.

2.2 Sobre o Alcance da Interação

Definiremos aqui o modelo n-vetorial e a modificação relativa ao alcance da interação entre os spins,

tema de extrema relevância neste trabalho.
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Consideremos um conjunto de N spins Si clássicos de n componentes [vetores] arranjados numa

rede hipercúbica d-dimensional regido pelo seguinte Hamiltoniano:

H = −J

2

N∑

〈i,j〉

Si · Sj (2.1)

J > 0 é a constante de acoplamento [ferromagnética]. O śımbolo 〈i, j〉 indica que a soma cobre

apenas o vizinho mais próximo de cada spin: se o sistema é arranjado em um anel, ou seja, um

sistema unidimensional, cada spin terá apenas dois vizinhos mais próximos; caso seja arranjado

em um plano formando uma rede quadrada, cada spin terá quatro vizinhos mais próximos; assim

em diante. Estamos diante de um exemplo t́ıpico de sistema cuja interação é de curto alcance.

Dependendo da dimensionalidade n do vetor Si, o Hamiltoniano (2.1) pode representar o modelo

de Ising de spin 1/2 [n=1], o modelo XY clássico, também chamado de modelo planar [n=2], ou

o modelo clássico de Heisenberg [n=3], todos bem entendidos e descritos pela mecânica estat́ıstica

tradicional. A Eq. (2.1) define o modelo n-vetorial, cujas propriedades termodinâmicas para o caso

unidimensional foram derivadas por Stanley para qualquer n>0 em 1969 [34].

Consideremos agora o caso no qual a interação entre os spins não está restrita apenas ao vizi-

nho mais próximo. Vamos ao extremo oposto, situação em que o sistema encontra-se globalmente

acoplado, com todos os spins interagindo uns com os outros com a mesma intensidade independen-

temente da distância. O Hamiltoniano neste caso se escreve:

H = −J
N−1∑

i=1

N∑

j > i

Si · Sj = −J

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

Si · Sj (2.2)

Aqui temos um exemplo de sistema cuja interação é de longo alcance, infinita de fato. Os passos

seguidos por Stanley em seu trabalho de 1969 não podem ser repetidos para este Hamiltoniano.

Podemos intuitivamente enxergar que a energia total de um sistema regido pela Eq. (2.2) não é

proporcional a seu tamanho N , o Hamiltoniano portanto é não extensivo e as ferramentes da

mecânica estat́ıstica tradicional tornam-se limitadas. Especificamente, grandezas termodinâmicas

deriváveis por meio da função de partição divergem no limite N → ∞, e nenhuma quantidade

diferente de zero ou infinito pode, em prinćıpio, ser calculada.

Uma maneira de transpor esta dificuldade e conciliar o Hamiltoniano (2.2) com o formalismo

da mecânica estat́ıstica tradicional existe. Se a constante de acoplamento for convenientemente

reescalada como J → J/N , procedimento conhecido como prescrição de Kac, a extensividade do

sistema é recuperada. Após este reescalamento, a Eq. (2.2) passa a ser lida como:

H = − J

2N

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

Si · Sj (2.3)

Feito. Aplicando a prescrição de Kac, todas as técnicas da termoestat́ıstica convencional tornam-se

dispońıveis. Este procedimento é evidentemente legal do ponto de vista matemático, contudo ele nos

lança em uma situação um tanto incomum em que a constante de acoplamento microscópica, entre



2. Modelos Inerciais de Spins Clássicos 11

pares de spins, depende do tamanho N do sistema. Baxter, na Pág. 39 de seu livro de 1982 [35],

registra sua impressão sobre este fato de foma contundente, classificando-o como “unphysical”;

porém é pragmático ao emendar: “Nevertheless, it does give moderately sensible thermodynamic

properties”. Realmente, os resultados derivados do Hamiltoniano (2.3) emulam os do (2.1) ao

aplicarmos a aproximação de campo médio. Definir se um modelo é f́ısico ou não é muitas vezes uma

questão [epistemológica] delicada, e que pode ter grande componente de perspectiva pessoal, basta

lembrarmos que a quantização da energia foi encarada como não f́ısica durante muito tempo [36].

Baxter mesmo, mais à frente em sem seu livro, comenta que o inicialmente “unphysical” modelo

esférico de Berlin & Kac tornara-se fisicamente aceitável após Stanley, “fortunately”, mostrar [34]

que ele poderia ser interpretado como um caso limite do modelo n-vetorial (2.1), n→∞ no caso.

Aqui, com a mesma finalidade, utilizaremos uma versão adequadamente generalizada da prescrição

de Kac, mas sem perder de vista que este tipo de procedimento levanta discussões relevantes desde

há muitos anos. Cabe também mencionar o debate em torno da Ref. [37] a respeito do conteúdo

f́ısico da mecânica estat́ıstica não extensiva.

O próximo Hamiltoniano é capaz de abarcar tanto o modelo n-vetorial (2.1) quanto o modelo

globalmente acoplado (2.3):

H = − J

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

Si · Sj

rαij
(2.4)

O parâmetro α é um número real positivo ou nulo, e Ñ cumpre o mesmo objetivo de N na Eq. (2.3):

tornar o sistema extensivo; veremos adiante que esta propriedade é alcançada se Ñ for uma fun-

ção Ñ=Ñ(α, d,N). Por agora¶, é suficiente mencionar que Ñ≈N para α=0 e que Ñ=2d∼O(1)

para α → ∞. rij = |ri − rj| mede a distância [adimensional] entre os spins na rede, logo o pa-

râmetro α é responsável por regular o alcance da interação. O menor valor de rij é a unidade,

que ocorre ao considerarmos spins vizinhos: ri,i+1 = 1 ∀ i. Esta última propriedade garante que o

Hamiltoniano (2.4) recupere o (2.1) no limite α→∞, e recupere o (2.3) quando α= 0, uma vez

que r0ij=1 ∀ i, j. Na rede, levando-se em conta condições periódicas de contorno [nosso interesse], a

distância entre spins considerada será a menor. Por exemplo, para dimensão d=1, o sistema estará

arranjado num anel e teremos rij = 1, 2, 3, . . . , N/2. Com uma pequena modificação, a Eq. (2.4)

será o modelo de interesse neste trabalho. Após a introdução do termo cinético K, ela representará

a energia potencial V de interação do sistema, agora visualizado como um conjunto de rotores

clássicos localizados, como exposto na próxima seção.

2.3 Sistemas de Spins Inerciais

Na seção anterior, partirmos do modelo n-vetorial tradicional e chegamos ao modelo de alcance

controlável (2.4). Uma pequena modificação nesta equação, capaz de deslocar o mı́nimo da energia

a zero‡‡, e a adição do termo cinético K, resulta no sistema geral de interesse neste trabalho: N

rotores interagentes clássicos, arranjados numa rede d-dimensional, cuja função Hamiltoniana é

¶No próximo caṕıtulo discutiremos em detalhes o parâmetro Ñ , que está definido na Eq. (3.1), Pág. 18.
‡‡Deslocar o mı́nimo da energia potencial a zero associa, neste caso, energia interna termodinâmica nula a tempe-

ratura nula.
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dada por:

H =
1

2

N∑

i=1

p2
i +

J

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1− Si · Sj

rαij
= K + V (α ≥ 0) (2.5)

Cada rotor fixo na posição ri da rede é representado pelo vetor Si de n > 1 componentes, cuja

direção pode variar continuamente dentro de uma esfera n-dimensional assumida de raio unitá-

rio: Si · Si = S2
i = 1 ∀ i. Essa esfera será um ćırculo se n= 2 [rotores XY, modelo α-XY] ou uma

esfera convencional se n=3 [rotores de Heisenberg, modelo α-Heisenberg], os dois casos particulares

analisados numericamente nos próximos caṕıtulos. O vetor pi representa o momento [angular] do

respectivo rotor, que é equivalente à velocidade [angular], uma vez que estamos considerando massa

[momento de inércia] unitária. Tirando proveito do v́ınculo Si · Si=1, podemos expressar a orien-

tação do vetor Si usando n−1 ângulos e reescrever a Eq. (2.5) em função de variáveis de momento

e posição canonicamente conjugadas. Isso deixa expĺıcito o caráter de sistema Hamiltoniano do

modelo, com equações de movimento deriváveis a partir das Equações de Hamilton, o que o torna

de interesse bastante amplo em F́ısica.

2.3.1 Solução Canônica

Trabalhando no ensemble canônico, a adição da energia cinética K não trás maiores dificuldades

no cálculo das propriedades de equiĺıbrio do sistema (2.5). Efetivamente, escrevendo a função de

partição Z como o produto Z=ZKZV , a contribuição do termo cinético se escreve¶:

ZK =

∫
dpi . . . dpN e−βK =

[
2π

β

]N(n−1)
2

(2.6)

A constante de Boltzmann será tomada kB=1 no decorrer da tese, logo β=1/T .

A solução da contribuição configuracional ZV é bem menos imediata, e não existe uma resposta

geral para valores arbitrários de α, d e n. Para facilitar a análise deste termo, é útil avaliar

separadamente os dois extremos da Eq. (2.5): o globalmente acoplado [α = 0] e aquele em que

apenas spins vizinhos interagem [α→∞]. Denotando o potencial por V (α), vem:

V (0) =
J

2N

N∑

i=1

N∑

j=1

[1− Si · Sj] (2.7)

A restrição j 6= i não é mais necessária, pois Si · Si=1 ∀ i, e a [pequena] diferença de Ñ em relação

a N foi incorporada na constante de acoplamento J [de fato, Ñ = N−1 aqui]‡‡. Um pouco de

reflexão nos fornece o outro extremo:

lim
α→∞

V (α) =
J

2

N∑

〈i,j〉

[1− Si · Sj] (2.8)

¶Por efeito do v́ınculo Si · Si =1, o número de graus de liberdade de cada rotor do sistema (2.5) é (n−1), como
ficará claro nos próximos caṕıtulos.

‡‡Um potencial de interação com esta estrutura confere ao modelo com α= 0 vantagem computacional extrema-
mente relevante. Como as somas em i e em j são independentes, a ordem efetiva do algoritmo é O(N), e não O(N2)
como ocorre para os demais valores de α > 0.
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Avaliemos inicialmente o extremo α=0. A parte configuracional da função de partição para o

potencial globalmente acoplado (2.7) se escreve:

ZV =

∫
dΩi . . . dΩN e−βV (0) =

e−
βJN
2

πn/2

∫
dΩi . . . dΩN

∫

Rn

dny exp

[
− |y|2 +

√
2βJ

N

N∑

i=1

Si · y
]

dΩi representa o elemento de superf́ıcie da n-esfera de raio unitário [n>1], e o termo mais à direita

advém da transformação de Hubbard-Stratonovich. Uma mudança de variáveis e a integração sobre

a parte angular permitem reescrever o último resultado como:

ZV = c1 [c2 Ωn−1]
N e−

βJN
2

[
N

βJ

]n/2 ∫ ∞

0

dy exp

{
N

[
− y2

2βJ
+ ln

(
In/2−1 (y)

yn/2−1

)]}

Esta equação está num formato apropriado para usarmos o método steepest descent, também cha-

mado de ponto de sela; nela In(x) representa a função modificada de Bessel de primeira espécie,

Ωn−1 é a área de uma (n−1)-esfera, e c1 e c2 são quantidades que dependem apenas de n. Juntando

a contribuição cinética (2.6) e denotando por y0 o valor que captura o máximo do integrando, a

energia livre [por part́ıcula] fica¶:

βF = − lim
N →∞

1

N
lnZ =

βJ

2
− n− 1

2
ln

[
2π

β

]
+

[
y20
2βJ

− ln

(
In/2−1 (y0)

y
n/2−1
0

)]
+ ln [c2Ωn−1] (2.9)

A condição de máximo fornece a relação auto consistente:

y0
βJ

− In/2 (y0)

In/2−1 (y0)
= 0

A relação acima está intimamente associada com a magnetização [espontânea], de fato M=y0/βJ ,

resultado que pode ser deduzido repetindo-se os passos anteriores porém adicionando um termo de

campo externo [com a forma h ·
∑

Si] ao potencial (2.7). Deste procedimento resulta, a campo

nulo, o valor finito M = |〈M〉| = y0/βJ para temperaturas abaixo da cŕıtica, sendo M o vetor

magnetização, vetor de n componentes calculado microscopicamente via:

M =
1

N

N∑

i=1

Si

Identificando a magnetização, a energia interna [por part́ıcula] se escreve:

M =
In/2 (βJM)

In/2−1 (βJM)
⇒ U = lim

N →∞

〈H〉
N

=
∂ (βF )

∂β
=

n− 1

2β
+

J

2

[
1−M2

]
(2.10)

Considerando M pequeno e expandindo as funções de Bessel na equação anterior, obtemos a tem-

¶Sem a prescrição de Kac J → J/N , ou o escalamento de Tsallis J → J/Ñ se 0 < α ≤ d discutido no próximo
caṕıtulo, esse limite diverge.
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peratura cŕıtica Tc e a respectiva energia cŕıtica Uc:

M − In/2 (βJM)

In/2−1 (βJM)
≈
[
1− βJ

n

]
M ⇒ Tc =

J

n
⇒ Uc = J

[
1− 1

2n

]
(2.11)

A solução (2.10) associada ao potencial globalmente acoplado (2.7), para n qualquer como esboçada

aqui, foi obtida por Nobre & Tsallis na Ref. [38]. De forma independente e quase simultânea¶,

Campa, Giansanti & Moroni, em um trabalho longo e intrincado [39], mostraram que por meio

de uma escolha apropriada de Ñ e da imposição de condições periódicas de contorno, a mesma

solução se aplica também à Hamiltoniana (2.5) no intervalo α<d. A extensão da solução do caso

particular α = 0, no qual os rotores estão acoplados com a mesma intensidade e a estrutura da

rede subjacente perde importância, ao sistema (2.5), mesmo sob a condição α<d, é um resultado

bastante geral, notadamente quando levamos em consideração que no caso de spins interagindo

apenas entre vizinhos não há solução para qualquer n em dimensão d>1.

Vamos avaliar agora o extremo associado ao potencial (2.8), correspondente a α→∞. Não existe

solução geral para qualquer n e d neste caso. Entretanto, considerando uma cadeia de spins linear,

i.e., com d=1, é posśıvel derivar uma expressão fechada para n qualquer análoga à anterior. Como

nossas simulações serão somente com cadeias lineares, restringiremos a análise a d = 1. A parte

configuracional da função de partição para o potencial de primeiros vizinhos (2.8) é dada então por:

ZV =

∫
dΩi . . . dΩN e−βV (∞) = e−

βJN
2

∫
dΩi . . . dΩN exp

[
+
βJ

2

N∑

i=1

Si · Si+1

]

Aproveitando o resultado deduzido por Stanley [34], válido para sistemas unidimensionais sujeitos

a condições de contorno tanto periódicas quanto de bordas livres, a equação anterior se escreve

[novamente c1 e c2 dependem apenas de n]:

ZV = c1 [c2 Ωn−1]
N e−

βJN
2

[
In/2−1 (βJ/2)

(βJ/2)n/2−1

]N
(d = 1)

Juntando a contribuição cinética (2.6), chegamos à energia interna:

U = − lim
N →∞

1

N

∂

∂β
lnZ =

n− 1

2β
+

J

2

[
1− In/2 (βJ/2)

In/2−1 (βJ/2)

]
(d = 1) (2.12)

Esta solução corresponde a um sistema unidimensional de spins clássicos interagindo apenas entre

vizinhos mais próximos; não há, portanto, estado ordenado [espontâneo] a temperatura finita: a

magnetização vale M=0 sempre que T >0.

Podemos então agrupar os resultados correspondentes a 0≤α<d e a α→∞, Eqs. (2.10) e (2.12)

respectivamente, e escrever a energia interna do modelo definido pela função Hamiltoniana (2.5)

¶Artigos recebidos pelas revistas com menos de 2 semanas de diferença, 24 Janeiro [38] e 5 Fevereiro [39] de 2003.
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Fig. 2.1: Solução anaĺıtica do modelo inercial de spins clássicos (2.5) para dimensão d = 1 e dois valores
particulares de n: n= 2 [rotores XY, acima] e n= 3 [rotores de Heisenberg, abaixo]. As figuras
apresentam a temperatura T [esquerda] e a magnetização M [direita] contra a energia interna U
para 0 ≤ α < 1 e α→∞, conforme Eqs. (2.13) e (2.14) com constante de acoplamento J = 1.
Na região 0 ≤ α< 1, o sistema exibe uma transição de fase de segunda ordem no ponto cŕıtico
(Tc, Uc) = (1/2, 3/4) se n = 2, ou no ponto cŕıtico (1/3, 5/6) se n = 3 [indicados com as linhas
tracejadas], que separam as fases ferromagnética [U <Uc] e paramagnética [U >Uc]. Para α→∞,
não há transição a temperatura finita e apenas a fase desordenada com M = 0 existe. Na
região 1 ≤ α < ∞ não há solução anaĺıtica de nosso conhecimento. Os valores n = 2 e n = 3
correspondem aos casos analisados numericamente nos próximos caṕıtulos.

sob condições periódicas de contorno como:

U (M,β) =





n− 1

2β
+

J

2

[
1−M2

]
para 0 ≤ α < d

n− 1

2β
+

J

2

[
1− In/2 (βJ/2)

In/2−1 (βJ/2)

]
para α → ∞ e d = 1

(2.13)

e a magnetização como:

M (β) =





M =
In/2 (βJM)

In/2−1 (βJM)
para 0 ≤ α < d

M = 0 para α → ∞ e d = 1

(2.14)

Sendo os valores cŕıticos Tc e Uc associados à solução na região 0≤α<d dados na Eq. (2.11).

A soluções (2.13) e (2.14) para os valores particulares n=2 e n=3 estão representadas na Fig. 2.1.
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Nela, podemos observar a transição de fase cont́ınua separando os estados ferromagnético e para-

magnético que ocorre quando o parâmetro α pertence ao intervalo 0≤α<d. À temperatura suficien-

temente alta — ou, de forma equivalente, à energia suficientemente alta —, a direção dos spins {Si}
é aleatória, correspondendo à fase paramagnética desordenada, com parâmetro de ordem M = 0.

No estado fundamental, todos os spins estão orientados paralelamente, correspondendo ao estado

ferromagnético completamente ordenado com M = 1. Entre esses dois regimes, uma transição de

fase cont́ınua ocorre na temperatura cŕıtica Tc = J/n associada à energia cŕıtica Uc = J [1−1/2n].

Para α → ∞ [e d = 1], não há transição a temperatura finita e apenas a fase desordenada com

magnetização M=0 existe.

Durante este caṕıtulo, mantivemos a discussão sobre os modelos de spins clássicos fazendo refe-

rência a pouqúıssimos trabalhos. De forma geral, cada modificação em um desses modelos tem sua

própria história, envolveu motivações e dificuldades particulares e contou com a contribuição de

inúmeros autores ao longo dos anos. De Ising [d=1] a Onsager [d=2] por exemplo, foram necessá-

rias quase duas décadas de muitos esforços [40]. Trabalhos espećıficos relacionados ao sistema (2.5)

para n = 2 e n = 3 serão mencionados respectivamente nos Caps. 4 e 5, quando esses dois casos

particulares forem analisados.



Caṕıtulo 3

Escalamento de Sistemas Não Extensivos

Neste caṕıtulo trataremos da quantidade Ñ , responsável por tornar o sistema extensivo para qual-

quer valor de α e permitir a derivação das relações termodinâmicas no capitulo anterior.

3.1 Introdução

O potencial de interação na Eq. (2.5) é de longo alcance quando 0≤α≤d. Longo alcance no sentido

que, caso o fator de escala Ñ seja da ordem Ñ∼O(1), a energia interna U diverge no limite N→∞.

Lidamos então com um sistema não extensivo, cuja energia total 〈H〉 cresce com dependência de N

mais que linear e o limite termodinâmico não é bem definido, impedindo, em prinćıpio, a deriva-

ção de propriedades termodinâmicas de equiĺıbrio por meios microscópicos. Esse comportamento

se verifica porque, no intervalo 0 ≤ α ≤ d, um potencial entre part́ıculas da forma 1/rα não cai

suficientemente rápido conforme a distância r aumenta, embora esta não seja uma condição sempre

suficiente e possa haver dependência do sistema f́ısico em análise. Por exemplo, um potencial pro-

porcional a 1/rα engloba dois casos de destacada importância: gravitação Newtoniana e interação

Coulombiana, para os quais Φ(r)∝1/r num sistema tridimensional [α=1<d=3, longo alcance por-

tanto]. A blindagem eletrostática contudo, torna a interação Coulombiana efetivamente de curto

alcance [da ordem do raio de Debye], garantindo a existência do limite termodinâmico [41]. Tal

efeito não é compartilhado pela gravitação, a qual, num sentido estrito, permanece um problema

em aberto; deve-se registrar porém os avanços no seu entendimento obtidos com as ferramentas da

mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs [42,43]. No que diz respeito especificamente aos modelos

de spins do Cap. 2, é interessante observar que algumas vezes a discussão da região de longo alcance

era simplesmente abandonada, porque, para α < d, a energia não é extensiva e, consequentemente,

as propriedades do modelo serão non-thermodynamic, como escreveram Hiley & Joyce [44]; logo, os

autores continuam, ele não será discutido further.

3.2 Escalamento de Tsallis

A fim de calcular o limite termodinâmico na região de longo alcance, a quantidade Ñ deve ser um

fator de escala que assegure uma energia total proporcional ao tamanho do sistema N . Para α=0,

esta proporcionalidade é alcançada com a prescrição de Kac, Ñ = N . Para valores arbitrários

de α entre 0 ≤ α/d ≤ ∞, a extensividade termodinâmica de um sistema regido pela função
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Hamiltoniana (2.5) é garantida com a seguinte escolha para Ñ=Ñ(α, d,N):

Ñ =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1

rαij
(3.1)

No limite α→∞, segue que Ñ = 2d [número de primeiros vizinhos da rede hipercúbica d-dimen-

sional]. Para α/d < ∞ e N grande, o comportamento é Ñ ∼ N1−α/d quando 0 ≤ α/d < 1 [logo,

Ñ ∼N se α=0], Ñ ∼ lnN quando α/d=1 ou Ñ ∼ 1/(α/d−1)∼O(1) quando α/d> 1; portanto,

definindo Ñ de acordo com expressão (3.1) acima, o potencial de interação na Eq. (2.5) torna-se

proporcional ao tamanho do sistema N em todo o intervalo 0 ≤ α/d ≤ ∞, em outras palavras,

o modelo torna-se formalmente extensivo para qualquer valor de α/d. O preço a pagar é uma

constante microscópica de acoplamento dependente, através de Ñ , do tamanho do sistema, ou,

como será discutido mais à frente, uma reformulação da estrutura da termodinâmica, uma opção

mais abrangente e talvez de preço mais módico. Relativamente aos modelos de spins interagentes

clássicos analisados aqui, a Eq. (3.1) é o final da história. Conforme demonstrado na Ref. [39], ela

confere à Hamiltoniana (2.5) não apenas a extensividade na região 0 ≤ α < d, mas também as

mesmas propriedades termodinâmicas do caso particular α = 0. Para referência futura, notemos

que a invariância translacional [obtida imaginando um sistema infinitamente grande ou por meio

de condições periódicas de contorno] permite reescrever a Eq. (3.1) como:

Ñ =
N∑

j 6= i

1

rαij
para i = 1, 2, . . . , N

A necessidade de escalar a interação com um fator Ñ=Ñ(α, d,N) em sistemas de longo alcance

cujo potencial de pares decai como uma lei de potência 1/rα, foi percebida no trabalho de Jund,

Kim & Tsallis de 1995 [45] que versa sobre ferrofluidos [detalhes abaixo]. Logo em seguida, Cannas

& Tamarit [46] aplicaram o mesmo conceito ao estudarem uma generalização de alcance controlável

do modelo de Curie-Weiss. Especificamente, os autores da Ref. [46] analisaram um sistema regido

pela Eq. (2.4) para o caso particular n=1:

H = − J

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

SiSj

rαij
com: Si = ±1 ∀ i

Neste trabalho, foi numericamente verificado que um escalamento com o comportamento da Eq. (3.1)

deixava a equação de estado termodinâmica M =M(T ) independente do parâmetro α no regime

não extensivo [no intervalo 0≤α≤d]. Resultados similares foram exibidos de forma extremamente

clara na Ref. [47] e aplicações da mesma ideia em sistemas com interação do tipo Lennard-Jones

também foram realizadas [48, 49].

Além dos trabalhos supracitados, a validade do escalamento introduzido como conjectura em [45]

foi confirmada em diversas outras ocasiões [10]. Uma análise sistemática contudo, foi empreendida

utilizando o modelo α-XY, definido como o caso particular n=2 da Hamiltoniana (2.5), no qual os

vetores unitários Si são vistos como rotores clássicos bidimensionais. Após ser proposto na Ref. [50],
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Tamarit & Anteneodo [51] verificaram numericamente que a prescrição definida pela Eq. (3.1) con-

fere ao modelo α-XY na região de longo alcance 0<α<d o mesmo comportamento termodinâmico

do caso α=0, que fora derivado por Antoni & Ruffo [52]. Esta equivalência foi logo demonstrada

analiticamente por Campa, Giansanti & Moroni especificamente para n = 2 [53], e mais tarde

estendida pelos mesmos autores para n qualquer [39], como comentado. Esta universalidade ter-

modinâmica para o modelo α-XY no intervalo 0≤α<d foi numericamente exibida, por exemplo,

nos trabalhos [3,51,53,54], e será apresentada no Cap. 4; já para o modelo α-Heisenberg [n=3], foi

verificada mais recentemente na Ref. [4], como será discutido no Cap. 5.

A motivação para um escalamento Ñ com comportamento da Eq. (3.1) surgiu da investigação de

uma suspensão coloidal de part́ıculas magnéticas, modelo para descrever ferrofluidos, o que levou

os autores da Ref. [45] a analisar essencialmente o seguinte potencial de pares [σ e ε são parâmetros

positivos]:

Φ (rij) = ε

[(
σ

rij

)ρ

−
(

σ

rij

)λ ]
(0 ≤ λ ≤ ρ ≤ ∞) (3.2)

Entretanto, a mesma conclusão pode ser enxergada avaliando um caso mais simples, relacionado

ao termo atrativo da equação anterior. Suponha que a energia potencial de pares seja do tipo

gravitacional em d=3 dimensões:

Φ (rij) = −mi mj

rij
(3.3)

A energia potencial total Vtot de um sistema de N part́ıculas será então [escrevendo Vtot apenas

para distinguir do V do volume]:

Vtot =
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

Φ (rij) = −1

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

mi mj

rij
(3.4)

Buscando o limite cont́ınuo, vamos escrever mi=ρ(ri)∆3ri, resultando:

Vtot = −1

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

ρ (ri) ρ (rj)

rij
∆3ri ∆

3rj −→ −1

2

∫∫
d3ri d

3rj
ρ (ri) ρ (rj)

rij

Assumindo um sistema homogêneo e isotrópico tal que ρ(ri) = ρ∝N/V , sendo V ∝ L3 o volume,

vem:

Vtot = −ρ2

2

∫∫
d3ri d

3rj
1

rij
= −ρ2

2

∫
d3R

∫
d3r

1

r

A passagem mais à direita envolveu a mudança de variáveis corriqueira para coordenadas relativa

e de centro de massa. Para evitar qualquer divergência a curtas distâncias, discussão importante

porém desnecessária aqui, vamos regularizar o potencial de interação, assumindo que a distância

mı́nima entre quaisquer duas part́ıculas seja r0>0 [introdução de um cutoff, que fisicamente pode
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representar esferas ŕıgidas, limite quântico etc]. Deste modo:

Vtot = −ρ2

2
V 4π

∫ L

r0

dr
r2

r
= −ρ2

2
V 4π r20

∫ L/r0

1

dr′
r′2

r′
com: r′ = r/r0

Dividindo ambos os lados por N obtemos [A é uma constante positiva]:

Vtot

N
= −4π

2

ρ2

N/V
r20

∫ L/r0

1

dr
r2

r
= −A

∫ L/r0

1

dr
r2

r
(3.5)

que diverge em um sistema ilimitado espacialmente [L→∞]. Formalmente esta divergência era

esperada, uma vez que a interação (3.3) em três dimensões viola o critério de estabilidade, que

é uma condição de forma geral necessária para a existência do limite termodinâmico [mais de-

talhes a seguir]. Podemos usar a Eq. (3.5) para definir as regiões de longo [α ≤ d] e de curto

alcance [α > d]. Com efeito, para o caso geral d-dimensional em que o potencial de pares tenha

dependência Φ(r)∝1/rα, ficamos¶:

Vtot

N
∝
∫ ∞

1

dr
rd−1

rα
=

rd−α

d− α

∣∣∣∣
∞

1

=





< ∞ se α/d > 1 (curto alcance)

→ ∞ se 0 ≤ α/d ≤ 1 (longo alcance)
(3.6)

O passo decisivo dado na Ref. [45] foi, inspirando-se em V ∝L3∝N [caso 3-dimensional], reescrever

a última expressão substituindo o limite superior de integração por N1/d, resultando:

Vtot

N
∝
∫ N1/d

1

dr
rd−1

rα
=

rd−α

d− α

∣∣∣∣
N1/d

1

=
1

d

N1−α/d − 1

1− α/d

donde segue o comportamento assintótico para N grande descrito após a Eq. (3.1):

N1−α/d − 1

1− α/d
∼





1

α/d− 1
se 1 < α/d < ∞

lnN se α/d = 1

N1−α/d se 0 ≤ α/d < 1

(3.7)

3.3 Conjectura de Tsallis

Os autores na Ref. [45], ao analisarem um modelo para ferrofluido cujo potencial de pares a lon-

gas distâncias é descrito pela Eq. (3.2), verificaram numericamente que um fator de escala como o

da Eq. (3.7), ao qual nos referiremos também como Ñ , era necessário a fim de obter valores fini-

tos das grandezas termodinâmicas para qualquer α. Na ocasião, o potencial de interação não foi

reescalado diretamente como fizemos no Cap. 2 [escalamento de Tsallis]; de forma equivalente, foi

verificado que a quantidade adequada a ser sondada nas simulações para N→∞ era E/NÑ , e não

¶Tal definição de curto e longo alcance, associada à integrabilidade do potencial, não é única. Para uma definição
associada à universalidade de propriedade cŕıticas, ver [55] e suas referências. O caso marginal α=d pode envolver
algumas sutilezas a mais, relacionadas à possibilidade de convergência condicional; no caso dos spins, à convergência
condicional da soma (3.12), ver [44, 56].
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simplesmente a energia total por part́ıcula E/N , quantidade que divergia conforme N aumentava

[sistema não extensivo]. Chega-se, assim, a duas posśıveis rotas para tratar de sistemas com in-

teração de longo alcance como os abordados aqui: uma é reescalar o potencial de interação, que

significa uma modificação microscópica do modelo; outra é trabalhar com novas variáveis termodi-

nâmicas¶. Esta segunda interpretação foi lançada na Ref. [57] e teve sua estrutura formal explorada

por diversos autores, sendo algumas vezes chamada de conjectura de Tsallis. Ela nos leva a uma

reformulação da termodinâmica intimamente relacionada com a necessidade da entropia ser uma

quantidade extensiva. Pois vejamos.

Consideremos a transformação de Legendre bastante geral de uma energia termodinâmica G

referente a um sistema d-dimensional genérico:

G (T, p, µ,H, . . . ) = U (S, V,N,M, . . . ) − TS + pV − µN − HM − · · · (3.8)

T, p, µ,H representam temperatura, pressão, potencial qúımico e campo magnético externo respec-

tivamente; e U, S, V,N,M representam energia interna, entropia, volume, número de part́ıculas e

magnetização. Podemos identificar três tipos de variáveis: (i) aquelas que esperamos que sejam

sempre extensivas, (S, V,N,M, . . .), quer dizer, que escalam com o tamanho do sistema V ∝ Ld;

(ii) aquelas associadas às condições externas onde o sistema se encontra, (T, p, µ,H, . . .), que escalam

com Lθ; e (iii) as que representam energias, (G,U), que escalam com Lǫ. Sistemas termodinâmicos

convencionais são caracterizados por θ=0 e ǫ=d. Neste caso, tanto as energias quanto as variáveis

extensivas escalam com Ld, não havendo diferença entre as variáveis das classes (i) e (iii), sendo

todas extensivas, ao passo que as variáveis da classe (ii) são independentes do tamanho do sistema,

escalam com L0. Entretanto, existem sistemas f́ısicos em que ǫ= θ + d com θ 6=0. Vamos dividir

então a Eq. (3.8) por Lǫ=Lθ+d e escrever:

G

Lθ+d
=

U

Lθ+d
− T

Lθ

S

Ld
+

p

Lθ

V

Ld
− µ

Lθ

N

Ld
− H

Lθ

M

Ld
− · · · (3.9)

Considerando agora o limite termodinâmico na forma L→∞, vem‡‡:

g̃ = ũ − T̃ s + p̃ v − µ̃ ρ − H̃m − · · · (3.10)

Nesta última equação, usando uma notação compacta, (g̃, ũ) = limL→∞(G,U)/Lθ+d representam

as energias, (s, v, ρ,m) = limL→∞(S, V,N,M)/Ld representam as variáveis extensivas habituais

e (T̃ , p̃, µ̃, H̃) = limL→∞(T, p, µ,H)/Lθ, as que são normalmente intensivas. Para sistemas conven-

cionais, temos θ = 0 e ǫ = d, de modo que as energias tornam-se extensivas, (g̃, ũ) = (g, u), e as

varáveis intensivas são recuperadas, (T̃ , p̃, µ̃, H̃) = (T, p, µ,H). Esta é a situação usual, que en-

cerra, e.g., um gás real interagindo via potencial de Lennard-Jones, o modelo de Ising etc. No

¶Especificamente para sistemas Hamiltonianos como o definido pela Eq. (2.5), essas duas possibilidades se mistu-

ram. Devido ao termo cinético, o fator Ñ que reescala a energia potencial pode ser incorporado ao tempo, como
será discutido na Sec. 4.2, Pág. 29.

‡‡Apenas nesta seção, designaremos respectivamente por u e m as densidades de energia e magnetização; nas
demais, continuaremos representando-as como U e M , em maiúsculas, preservando a notação mais comum na
literatura que analisa sistemas clássicos de spins inerciais. Também, H aqui representa o campo magnético e não o
Hamiltoniano sem termo cinético, certo de não haver confusão.
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0 1

(θ 6= 0) (θ = 0)

α/d(interação de longo alcance) (interação de curto alcance)

Extensivo, e.g., S, N , V , M ∝ Ld Extensivo, e.g., G, U , S, N , V , M ∝ Ld

Pseudo Extensivo, e.g., G, U ∝ L d+θ

Intensivo, e.g., T , p, µ, H ∝ L0

Pseudo Intensivo, e.g., T , p, µ, H ∝ L θ

Fig. 3.1: Representação dos diferentes regimes da Eq. (3.9) para um sistema clássico d-dimensional carac-
terizado por um potencial de pares atrativo da forma 1/rα, com α ≥ 0. Na região de longo
alcance 0 ≤ α/d ≤ 1, podemos distinguir três classes de variáveis termodinâmicas: aquelas que
escalam com Lθ, pertencentes ao ramo definido como pseudo intensivo [L é um comprimento
linear de modo que o volume V ∝ Ld, e θ é um parâmetro dependente do modelo], aquelas
que escalam com Ld+θ, do ramo pseudo extensivo [as energias], e as que escalam simplesmente
com Ld, sendo sempre extensivas. Na região de curto alcance α > d, temos θ = 0 e os ramos
pseudo extensivo e extensivo se unificam: as energias recuperam a propriedade de escalar com o
tamanho do sistema Ld, tal como S, V , N , etc; ao passo que as variáveis previamente pseudo
intensivas tornam-se genuinamente intensivas, independentes do tamanho L. O comportamento
termodinâmico peculiar aqui ilustrado foi verificado inúmeras vezes na literatura.

entanto, para sistemas não convencionais, para os quais θ 6= 0, a relação (3.10) também já foi

abundantemente verificada, ou de forma indireta, por meio da introdução do fator de escala Ñ no

potencial de interação, ou trabalhando-se explicitamente com as variáveis termodinâmicas modifi-

cadas g̃, ũ; T̃ , p̃, µ̃, . . . e as equações de estado pertinentes, por exemplo, m = m(H̃, T̃ ). Além de

preservar relações termodinâmicas importantes, tais como as de Euler e Gibbs-Duhem [58], a conjec-

tura simbolizada pela Eq. (3.10) foi evidenciada experimentalmente na Ref. [59], contendo o Cap. 3

de [10] uma lista bastante completa de outros resultados [além dos já mencionados na seção ante-

rior]. Aqui, trabalharemos reescalando o potencial. Verificações indiretas portanto de (3.10) serão

exibidas nos Caps. 4 e 5, associadas aos artigos [3, 4]. Deve ser observado que as relações termodi-

nâmicas (3.9) e (3.10), para sistemas convencionais ou não, tratam de forma equânime entropia S,

volume V e número de elementos N , e dificilmente haverá dúvidas a respeito da extensividade

destas duas últimas variáveis. De fato, uma análise análoga poderia ter sido feita considerando N

no lugar de V , uma vez que no limite termodinâmico esperamos a razão V/N constante.

Um exemplo de sistema não convencional com θ 6= 0 pode ser obtido do sistema Hamiltoniano

introduzido no Cap. 2. Ao não escalarmos a energia potencial na Eq. (2.5) com o fator Ñ , a

energia interna crescerá como U ∼ NÑ , e, de acordo com a Eq. (3.7), teremos θ = d−α sempre

que 0≤ α≤ d [longo alcance], e θ= 0 para α> d [curto alcance]. Especificamente para o sistema

clássico considerado, este comportamento peculiar reflete o decaimento em lei de potência 1/rα

da interação. Comportamento termodinâmico fora do convencional porém, não deve ser associado

exclusivamente ao alcance da interação nesse sentido clássico. Uma descrição mais ampla poderia
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empregar correlações de longo alcance [temporais ou espaciais], expressão que abrange, por exemplo,

sistemas quânticos fortemente emaranhados, cujas correlações não estão necessariamente ligadas

ao alcance da interação [um exemplo quântico é discutido na Sec. 4.14.1, Pág. 66]. Entretanto,

a imagem clássica de uma interação de curto ou longo alcance, diretamente relacionada com a

distância r, tem a vantagem de exprimir de forma bastante clara as relações termodinâmicas (3.9)

e (3.10) e seus diferentes regimes, como ilustra a Fig. 3.1.

3.4 Sobre o Limite Termodinâmico

Uma diferença importante entre o potencial dos sistemas de spins clássicos analisados aqui e o de

sistemas cont́ınuos clássicos como o gravitacional, é que, embora ambos dependam da distância

como lei de potência Φ(r) ∝ 1/rα, as variáveis dinâmicas são distintas [os spins estão fixos na

rede; são lattice systems ]. Na gravitação, a variável de integração no espaço de fases é a própria

distância r; no caso dos spins, lidamos com variáveis associadas aos graus de liberdade do vetor S.

Este vetor pode ser expresso em função do ângulo θ se n = 2, S = S(θ), ou em função de θ e ϕ

se n= 3, S= S(θ, ϕ). Para o modelo α-XY por exemplo [n= 2], o potencial entre pares de spins

tem a forma Φ(θij; rij) ∝ [1− cos(θi − θj)]/r
α
ij [ver Eq. (4.1), Pág. 26].

Em sistemas cont́ınuos, questões referentes à existência do limite termodinâmico estão intima-

mente ligadas a propriedades da interação, notadamente à sua qualidade de ser temperada e ao

critério de estabilidade [temperedness e stability ]. Temperado é uma caracteŕıstica que pode ser

associada ao potencial de pares Φ(rij) enquanto estabilidade é normalmente associada ao potencial

total Vtot =
∑

Φ(rij). Estabilidade significa que exite B ≥ 0 independente de N tal que, para

qualquer configuração do sistema, a seguinte desigualdade se verifique:

Vtot =
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6= i

Φ (rij) ≥ −BN (3.11)

A atração gravitacional (3.3) representa um duplo problema à estabilidade. Por não ser limitada

inferiormente, a condição (3.11) é violada quando r → 0. Introduzindo um cutoff em r0, o pro-

blema a curtas distâncias é eliminado, mas a estabilidade não é recuperada porque a interação

não cai [em módulo] suficientemente rápido quando r →∞, e a soma apresenta um crescimento

[em módulo] com N mais que linear¶. Uma interação de pares com núcleo duro é estável caso

respeite Φ(r)≥−A1/rd+δ1 para r≥r0, com A1>0 e δ1>0, que é a condição de curto alcance vista

na Eq. (3.6) [α= d+δ1 > d]. O núcleo duro pode ser substitúıdo por Φ(r)≥A2/rd+δ2 para r→ 0,

com A2 > 0 e δ2 > 0 [e.g., potencial de Lennard-Jones, em que Φ(r)∼ 1/r12 para r → 0]. Intera-

ção temperada é aquela que cai suficientemente rápido com a distância. Em śımbolos, se Φ(r) é

temperado, então:

Φ (r) ≤ C/rd+δ para r ≥ R0 > 0 ; C > 0 e δ > 0

¶Com efeito, da Eq. (3.7) com α = 1 e d = 3, temos Vtot/N ∝−N2/3 para N grande. Subindo mais um pouco
à Eq. (3.5), que é uma estimativa da soma (3.4), usando ρ = N/V e V = 4πL3/3, vem: |Vtot|/N = πρ[L2−r20] =
= 3N/4L+A/2∝N/V 1/3∝N2/3. Fixar a razão N/L∝N/V 1/3 quando N →∞ e V →∞ é o limite termodinâmico
dilúıdo empregado em sistemas gravitacionais [43]. Esse limite pode ser acomodado na conjectura de Tsallis (3.9)
com θ=d−1=2.
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que corresponde novamente à condição de curto alcance da Eq. (3.6), mas agora por cima. A

combinação das propriedades temperado e estabilidade assegura que Φ(r)→ 0 quando r→∞. A

repulsão Coulombiana não é temperada, mas um sistema de part́ıculas de cargas iguais é estável

[B=0 em (3.11)], bem como um sistema de cargas opostas com a divergência em r→0 contornada.

Fisicamente, temperado implica que a parte positiva da energia de interação entre part́ıculas é ne-

gligenciável a grandes distâncias, já a parte negativa é controlada pelo critério de estabilidade (3.11),

que garante que a interação seja limitada inferiormente e que Vtot não decresça mais que linearmente

com N ; ambas as condições relacionam-se com a extensividade da energia. Quando estas condi-

ções são satisfeitas, é posśıvel mostrar que o limite termodinâmico existe. Especificamente, nos

limites N→∞, V →∞, com N/V constante, a energia livre por part́ıcula:

F = − 1

β
lim

N →∞

lnZ

N

tem um valor bem definido quando a interação é estável e temperada. Também, com a estabilidade

violada, a grande função de partição diverge. Para um sistema interagindo exclusivamente via

potencial de pares, as restrições suficientes sobre Φ(r) para que o limite termodinâmico exista podem

ser unificadas da seguinte forma: (i) Φ(r) deve ser limitado inferiormente, i.e., Φ(r) > −A1 ∀ r;
(ii) Φ(r) ≥ A2/rd+δ2 quando r → 0; e (iii) |Φ(r)| ≤ A3/rd+δ3 quando r → ∞, em que Ai e δi

são constantes positivas. A restrição (iii) é basicamente a condição de curto alcance na Eq. (3.6),

tanto pelo lado positivo quanto pelo negativo. Esse resultado foi demostrado por Fisher [60], e aqui

estamos seguindo as definições¶ adotadas por Ruelle [62, Cap. 3]. Gibbs [13] havia identificado essas

limitações e foi cuidadoso ao argumentar que a função de partição deve ter um valor finito. Ele

cita, na Pág. 35, explicitamente a interação gravitacional e o problema relacionado à origem r→0,

que faz com que Z divirja mesmo em um volume finito [pois
∫ δ
0
dr r2 e1/r =∞∀ δ > 0], embora a

gravitação tenha também o problema a longas distâncias, que se manifesta, no ensemble canônico,

quando N→∞ e V →∞.

No caso de spins localizados, a discussão é um pouco simplificada. Como a menor distância entre

quaisquer dois pares de spins é rij=1, não há a possibilidade da interação decrescer indefinidamente

com r → 0 e apenas o comportamento quando r → ∞ precisa ser avaliado. Com o objetivo de

compatibilizar a notação com a de outros trabalhos [39, 46, 63], vamos redefinir a constante de

acoplamento J na Eq. (2.5) de modo que a energia potencial se reescreva como:

Vtot =
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6= i

Jij [1− Si · Sj] com: Jij =
J

Ñ

1

rαij
e: rij = |ri − rj|

Para sistemas de spins clássicos assim, a existência do limite termodinâmico é assegurada — e isso

significa o valor finito do limite exibido na Eq. (2.9) — caso a seguinte condição se verifique:

lim
N →∞

1

N

N∑

i=1

N∑

j 6= i

|Jij| = lim
N →∞

N∑

j 6= i

|Jij| < ∞ (3.12)

¶Gallavotti [61, Cap. 4] apresenta uma discussão clara sobre o limite termodinâmico, explorando em detalhes as
consequências f́ısicas de uma interação não estável e não temperada. Notar, porém, que ele classifica de temperada
a interação que respeita |Φ(r)|≤C/rd+δ, com o módulo, que é distinta da do Ruelle [62].
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Da definição de Ñ na Eq. (3.1), é imediato constatar que esta condição é satisfeita:

1

N

N∑

i=1

N∑

j 6= i

|Jij| =
N∑

j 6= i

|Jij| =
J

Ñ

N∑

j 6= i

1

rαij
= J (J > 0)

Recuperar a extensividade por meio do escalamento de Tsallis (3.1) implica então garantir a

existência do limite termodinâmico. A condição (3.12) relaciona-se com o critério de estabili-

dade (3.11). De fato, usando a desigualdade triangular |x+ y| ≤ |x|+ |y| e depois a normalização

dos spins −1 ≤ Si · Sj ≤ 1, vem:

|Vtot| =
∣∣∣∣∣
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6= i

Jij [1− Si · Sj ]

∣∣∣∣∣ ≤
1

2

N∑

i=1

N∑

j 6= i

∣∣Jij [1− Si · Sj]
∣∣ ≤

N∑

i=1

N∑

j 6= i

|Jij|

Portanto:

|Vtot| ≤
N∑

i=1

N∑

j 6= i

|Jij| = JN ⇒




Vtot ≤ JN se Vtot > 0

Vtot ≥ −JN se Vtot < 0

Em outras palavras, a condição (3.12) satisfaz automaticamente uma versão equivalente do critério

de estabilidade, e, por envolver o módulo, garante que Jij decaia de forma “temperada” pelo lado

positivo [i.e., Jij ≤ C/rd+δ
ij se Ñ =1], porém essa nomenclatura não é usada em sistemas de spins,

apenas em sistemas cont́ınuos. Ruelle [62], no Cap. 2, trata do limite termodinâmico de sistemas

de spins clássicos localizados, mas aqui nos guiamos principalmente pelo Griffiths [63], trabalho

inaugural da série Domb & Green.

No próximo caṕıtulo iniciaremos a análise numérica do modelo (2.5). As simulações serão em

dinâmica molecular com os spins fixos em uma rede unidimensional. Essa discussão envolvendo

sistemas cont́ınuos contudo, talvez ajude a apreciar os trabalhos pioneiros [46, 47, 50, 57] que utili-

zaram em spins localizados o escalamento (3.7), que fora originalmente motivado pela investigação

de um sistema cont́ınuo [45].



Caṕıtulo 4

Rotores XY (n = 2)

Este caṕıtulo é dedicado ao modelo α-XY e sua relação com a mecânica estat́ıstica não extensiva.

O principal objetivo é investigar como o parâmetro α afeta o valor de q observado na distribuição

de velocidades do sistema. Uma discussão sobre o estado quase estacionário (QSS) também é

apresentada. O enfoque é predominantemente numérico [dinâmica molecular] e grande parte dos

resultados apresentados podem ser acessados também na Ref. [3].

4.1 Modelo α-XY

O modelo α-XY é definido como o caso particular n= 2 da Eq. (2.5). Neste caso, cada rotor Si

fixo na posição ri da rede pode variar continuamente sua direção em um ćırculo de raio unitário, o

v́ınculo Si · Si=1 se resolve então como Si=cos θi x̂+ sen θi ŷ, e a função Hamiltoniana do sistema

se escreve [adotando J=1]:

H =
1

2

N∑

i=1

p2i +
1

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1 − cos (θi − θj)

rαij
= K + V (α ≥ 0) (4.1)

Em dimensão d = 1 considerando condições periódicas de contorno, podemos visualizar os spins

arranjados num anel, de modo que as posśıveis distâncias [adimensionais] entre eles assumem os

valores rij = 1, 2, 3, . . . , N/2. Nesta situação unidimensional sob condições periódicas, o foco de

nossas simulações, a constante Ñ definida na Eq. (3.1) fica:

Ñ =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1

rαij
=

1

(N/2)α
+ 2

N/2−1∑

m=1

1

mα
=

{
N − 1 se α = 0

2 se α → ∞
(d = 1) (4.2)

Designando o potencial na Eq. (4.1) por V (α) mais uma vez, seus dois extremos [α = 0, sistema

globalmente acoplado, e α→∞, interação entre primeiros vizinhos] são dados por:

V (0) =
1

2N

N∑

i=1

N∑

j=1

[1 − cos (θi − θj)] (potencial do HMF)

e [sob condições periódicas, θN+1=θ1]:

lim
α→∞

V (α) =
1

2

N∑

i=1

[1 − cos (θi − θi+1)] (d = 1)
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As soluções canônicas para a energia interna são [adotando kB=1]:

U (M,T ) =





T

2
+

1

2

[
1−M2

]
para 0 ≤ α < d = 1

T

2
+

1

2

[
1− I1 (1/2T )

I0 (1/2T )

]
para α → ∞ e d = 1

(4.3)

e para a magnetização:

M (T ) =





M =
I1 (M/T )

I0 (M/T )
para 0 ≤ α < d = 1

M = 0 para α → ∞ e d = 1

(4.4)

expressões advindas das Eqs. (2.13) e (2.14) com n= 2 e representadas graficamente na Fig. 2.1 e

também na Fig. 4.1 a seguir. O parâmetro de ordem M é a magnitude do vetor magnetização,

M = |〈M〉|, o qual, para o sistema (4.1), pode ser calculado microscopicamente em função dos

ângulos θi’s como:

M =
1

N

N∑

i=1

Si =
1

N

N∑

i=1

cos θi x̂ +
1

N

N∑

i=1

sen θi ŷ = Mx x̂ + My ŷ (4.5)

Os valores cŕıticos associados à solução na região de longo alcance α<1 valem [Tc, Uc]= [1/2, 3/4],

conforme Eq. (2.11). Particularmente em U =0.69<Uc, as Eqs. (4.3) e (4.4) fornecem T ≈0.47535

e M≈0.30880 para 0≤α<1, e T ≈0.71138 [e M=0] para α→∞. Este valor espećıfico da energia

será explorado de forma acentuada nas investigações numéricas subsequentes, chamaremos então

as respectivas temperaturas de TBG e de T∞ [ver Fig. 4.3 mais abaixo] e de MBG a magnetização

[ver Figs. 4.2]. O ı́ndice BG responde como de costume por Boltzmann-Gibbs e enfatiza a origem

canônica de equiĺıbrio de TBG e MBG, preocupação relevante neste trabalho. Com efeito, violando

a solução (4.3) na região 0≤α<1 impondo M=0 para qualquer energia, obtemos T =2U−1, resul-

tando em T =TQSS=0.38 quando U=0.69. O acrônimo QSS responde por Quasi Stationary State,

expressão que denomina um estado real, persistente temporalmente, atingido pelo sistema numa

faixa de energia e determinada condição inicial no qual os valores de temperatura e magnetização

diferem daqueles derivados pela mecânica estat́ıstica tradicional. Para N finito, as simulações nu-

méricas mostram que após um peŕıodo suficientemente longo, o sistema abandona este regime meta

estável e relaxa para o “equiĺıbrio”, alcançando os valores de T e M previstos pelas soluções (4.3)

e (4.4), saindo, quando U=0.69, de TQSS para TBG no caso da temperatura, e deMQSS=0 paraMBG

no caso da magnetização [ver Fig. 4.2]. O estado quase estacionário é um fenômeno exibido pelo

modelo α-XY na região de longo alcance 0≤ α≤ d, cuja duração depende do tamanho N do sis-

tema, relacionado a quebra de ergodicidade, calor espećıfico negativo etc, sobre o qual falaremos

mais mais adiante. Ademais, a palavra equiĺıbrio foi enfatizada logo acima porque, como veremos,

mesmo após atingir os valores de T e M deduzidos analiticamente, distribuições de velocidades

diferentes da Maxwelliana são observadas nas simulações. Esses comportamentos anômalos, que

não se manifestam na região de curto alcance α>d, são alguns dos fatores que contribuem para o

interesse de diversos pesquisadores sobre este modelo.
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Fig. 4.1: Linhas: Solução anaĺıtica do modelo α-XY unidimensional para 0≤α<1 e α→∞ [cf. Eqs. (4.3) e
(4.4)]. Estes dois gráficos foram apresentados anteriormente na Fig. 2.1. Aqui são exibidos também
alguns resultados numéricos para U = 0.69 e, no gráfico T vs. U , o prolongamento a energias
U <Uc da curva correspondente à solução na região de longo alcance considerando M =0 [função
T = 2U−1, M = 0 na Eq. (4.3)]. Sobre este prolongamento há uma região sombreada, indicada
com QSS, demarcando a faixa de energia U ∈ [0.68, Uc] associada a estados quase estacionários
de magnetização nula observados nas simulações. Pontos: Os valores numéricos representam
médias temporais calculadas após ou durante o QSS. Para α > 1 não detectamos QSS’s de
duração apreciável. Conforme o parâmetro α aumenta, os resultados numéricos aproximam-se
da curva correspondente ao modelo com α → ∞, sendo esta aproximação suave no caso da
temperatura e bem mais abrupta no caso da magnetização [desconhecemos solução anaĺıtica
nesta região intermediária entre 1 ≤ α < ∞]. Para α < 1, médias temporais durante o QSS
coincidem com o prolongamento de magnetização nula da solução anaĺıtica. Após o QSS ou
quando α > 1, médias temporais concordam com os resultados anaĺıticos conhecidos. Tanto os
valores canônicos (TBG, T∞,MBG)≈(0.475, 0.711, 0.309) quanto os associados ao prolongamento
de magnetização nula (TQSS,MQSS) = (0.38, 0), foram observados com bastante precisão em
simulações com N grande. A Fig. 4.2 a seguir exibe a transição dinâmica da temperatura T (t) e
da magnetização M(t) dos valores no QSS, TQSS e MQSS, para os valores canônicos, TBG e MBG;
já na Fig. 4.3 é apresentada também a passagem de TBG para T∞ conforme α cresce. Resultados
numéricos para α=0.0 e 0.4 foram obtidos com N =30 000, os demais, com N =200 000. Médias
temporais correspondem a uma única realização do sistema (4.1).

O modelo α-XY definido na Eq. (4.1) foi proposto por Anteneodo & Tsallis em 1998 [50]. Ele

recupera, quando α = 0, o modelo HMF [Hamiltonian Mean Field ], proposto alguns anos antes

por Antoni & Ruffo [52], e recupera, quando α→∞, o modelo inercial de rotores XY, introduzido

possivelmente na Ref. [64]. Neste último caso, excluindo o termo cinético, recáımos no modelo

n-vetorial [n=2] discutido no Cap. 2, cuja interação se dá apenas entre vizinhos mais próximos

[curto alcance], sendo, portanto, adequadamente descrito pela termoestat́ıstica convencional. O

modelo α-XY, sobretudo seu caso particular α=0, tem sido largamente estudado nos últimos anos

[ver [3,10,65,66] e suas referências] e é considerado um modelo paradigmático para o entendimento

da intersecção entre mecânica estat́ıstica e sistemas Hamiltonianos com interação de longo alcance.

Relativamente às soluções canônicas expressas nas Eqs. (4.3) e (4.4), a resposta para o caso de

alcance infinito α=0 foi obtida em [52] e estendida para qualquer α<d em [53], contanto que con-

dições periódicas de contorno fossem impostas e a quantidade Ñ definida de acordo com a Eq. (4.2).

Já a solução para o potencial correspondente a α→∞ [e d=1] foi deduzida por Joyce [67] adotando

condições periódicas — resposta, no limite N→∞, idêntica ao caso de bordas livres, como apontou

o próprio Joyce e em mais detalhes Stanley [34]. Como comentado, na região 1≤α<∞, não há
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solução anaĺıtica de nosso conhecimento.

4.2 Equações de Movimento e Procedimento Numérico

A Eq. (4.1) representa um genúıno sistema Hamiltoniano, com o momento pi canonicamente conju-

gado à coordenada generalizada θi e dinâmica regida pelas Equações de Hamilton:

θ̇i =
∂H
∂pi

= pi ; ṗi = −∂H
∂θi

= − 1

Ñ

N∑

j=1
j 6= i

sen (θi − θj)

rαij
; i = 1, 2, . . . , N (4.6)

As simulações foram realizadas em dimensão d= 1 sob condições periódicas de contorno [sistema

arranjado num anel], com um número N fixo de rotores e também com energia fixa, sem termostato,

de modo que a energia total E inicialmente atribúıda ao sistema — quantidade que se mantém

constante já que H não depende explicitamente do tempo — deve ser identificada com a energia

interna termodinâmica, E/N = 〈H〉 /N = U para N grande [ensemble microcanônico]. Além da

energia, o momento total P =
∑

pi também é uma quantidade conservada [Ṗ = 0], como podemos

inferir diretamente da Eq. (4.6).

Aqui, é oportuno destacar brevemente um ponto relevante. O momento pi envolve, pela Eq. (4.6),

uma derivação com respeito ao tempo t. Isso permite uma transformação temporal que leva a

Hamiltoniana (4.1) a ser escrita como:

H =
1

Ñ



1

2

N∑

i=1

p2i +
1

2

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1 − cos (θi − θj)

rαij


 =

H
Ñ

que define a nova Hamiltoniana H, associada ao tempo reescalado t = t/
√
Ñ . Nessa nova es-

cala temporal, o sistema é descrito por uma função Hamiltoniana não extensiva H, que escala

com 〈H〉∼NÑ , podendo a extensividade ser recuperada por uma divisão posterior por Ñ . Che-

gamos então a uma equivalência expĺıcita também para sistemas de spins inerciais entre as duas

abordagens discutidas no Cap. 3, quais foram: ou se modifica microscopicamente o sistema, acres-

centando Ñ ao potencial de interação [escalamento de Tsallis], ou se modifica a estrutura da ter-

modinâmica, acomodando as novas variáveis pseudo intensivas e pseudo extensivas como ilustrado

na Fig. 3.1 [conjectura de Tsallis]. Essa equivalência foi percebida e explorada numericamente

na Ref. [50], não entraremos em mais detalhes aqui.

Para integrar as 2N equações de movimento (4.6) utilizamos majoritariamente o algoritmo sim-

plético de Yoshida de quarta ordem [68, 69], escolhendo um passo de integração capaz de fornecer

uma flutuação relativa da energia¶ menor que 10−5; alguns poucos resultados aqui presentes foram

obtidos pelo tradicional esquema de Runge-Kutta, também de quarta ordem. Todos os rotores fo-

ram iniciados com o mesmo ângulo θi=0 ∀ i, com o respectivo momento pi sorteado aleatoriamente

de uma distribuição uniforme no intervalo [−1, 1]. Após o sorteio aleatório, os momentos pi’s foram

¶Flutuação relativa calculada usando
√
〈E2〉 − 〈E〉2/〈E〉, com 〈 · 〉 representando média temporal avaliada durante

toda a evolução de um único sistema, de uma única realização. De forma geral, quanto maior o α e menor o
tamanho N , maior é a flutuação relativa.
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reescalados com a finalidade de anular o momento total e levar o sistema à energia desejada‡‡, tendo

o valor inicial P =
∑

pi = 0 do momento total sido conservado com precisão muito maior do que

a da energia no decorrer da evolução. Deste procedimento resulta, para energia U = E/N , uma

distribuição uniforme de média nula e largura 2
√
6U para os momentos, energia potencial V =0 e

vetor magnetização de módulo um: |M|= |Mxx̂|=1, por (4.5). Essa condição inicial é conhecida

como water bag.

4.3 Temperatura e Magnetização: Evolução e Média Temporal

Por meio do Teorema da Equipartição da Energia, podemos definir a temperatura cinética instan-

tânea T (t) como‖:

K (t) =
1

2

N∑

i=1

p2i (t) =
1

2
NT (t) ⇒ T (t) =

2K (t)

N
=

1

N

N∑

i=1

p2i (t) (4.7)

cuja média temporal deve, no equiĺıbrio, coincidir com a temperatura termodinâmica, 〈T (t)〉Tempo=T ,

resultado válido também para a magnetização, 〈M(t)〉Tempo=M , sendo o vetor magnetização M(t)

ao longo do tempo calculado de acordo com a Eq. (4.5), donde¶ M(t)= |M(t)|=
√
M2

x(t)+M2
y (t) .

São precisamente estas duas quantidades dinâmicas, T (t) e M(t), que estão representadas

na Fig. 4.2. Como podemos observar, a fim de coincidir com o resultado canônico das Eqs. (4.3)

e (4.4), as médias temporais precisam ser calculadas após um intervalo suficientemente longo, a

partir do qual T (t) e M(t) flutuam próximos aos valores preditos pela mecânica estat́ıstica de

Boltzmann-Gibbs [indicados com TBG e MBG na figura]; em outras palavras, após o sistema atra-

vessar o estado quase estacionário (QSS), tema da próxima seção. Neste regime, no qual é esperado

que a hipótese ergódica se aplique, médias temporais e de ensemble devem coincidir.

Mais acima na Fig. 4.1, para U = 0.69 e diversos valores de α, médias temporais calculadas

após o QSS são exibidas, o acordo com as previsões anaĺıticas é muito bom. Para 0≤ α < 1, os

resultados numéricos acumulam-se nos valores de T e M correspondentes à solução nesta região,

(TBG,MBG) ≈ (0.475, 0.309) no caso. Conforme o valor do parâmetro α aumenta, os resultados

numéricos aproximam-se da solução associada ao modelo com α→∞, alcançando T∞ ≈ 0.711 em

torno de α.10, transitando entre as soluções correspondentes a α<1 e a α→∞ de forma suave no

caso da temperatura e bastante abrupta no caso da magnetização [lembrando que na região interme-

diária entre 1≤α<∞ não há solução anaĺıtica de nosso conhecimento]. Na Fig. 4.1 também estão

‡‡Primeiro pi→pi− 1
N

∑
pi [momento total nulo], depois pi→pi

√
(E0−V )/K [sistema com energia E0].

‖n−1=2−1=1 grau de liberdade por spin, resultando em (n−1)N =N graus de liberdade no total. Rigorosamente,
este valor deveria ser reduzido a N−1 em virtude da conservação do momento linear total, porém a diferença é
irrelevante frente aos valores de N empregados aqui. A referência ao Teorema da Equipartição é relativa à forma
algumas vezes chamada de generalizada, quer dizer, 〈pi∂H/∂pi〉=kBT , encontrada, e.g., em Huang [70, Sec. 6.4], e,
num contexto de simulações computacionais, em Allen & Tildesley [71, Sec. 2.4].

¶Observando atentamente, notamos uma comparação entre médias de ensemble e temporal de quantidades dis-
tintas: 〈|M(t)|〉Tempo com |〈M〉|=M . Esta prática é comum em simulações com sistemas de spins [e.g., [72]], uma

vez que M(t) não é um vetor constante e eventualmente 〈M(t)〉Tempo = ~0 mesmo para energias abaixo da cŕıtica
[M(t) pode executar um movimento periódico, por exemplo]; para N pequeno, tempos longos e energia próxima à
cŕıtica, há grande chance de |〈M(t)〉Tempo|≈0 numa simulação do sistema (4.1). A comparação se justifica porque no
limite termodinâmico M é um vetor fixo, com módulo e direção definida, digamos M= |M|x̂, de modo que a média

de ensemble comuta com o módulo: 〈M〉 = 〈|M|〉x̂ ⇒ |〈M〉| = 〈|M|〉. Às vezes, pode ser relevante a investigação
numérica do vetor 〈M(t)〉Tempo [73], ou de grandezas tais como a “polarização” p=

∑
|〈Si(t)〉Tempo|/N [74, 75].
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Fig. 4.2: Evolução temporal da temperatura cinética T (t), acima, e do módulo do vetor magnetizaçãoM(t),
abaixo [cf. Eqs. (4.7) e (4.5) respectivamente], para E/N =U = 0.69, N = 30 000 e 5 valores do
parâmetro α entre α ∈ [0.0, 0.5]. Ao ser preparado com a condição inicial descrita na Sec. 4.2,
o sistema rapidamente atinge o estado quase estacionário (QSS) e lá permanece por um longo
peŕıodo, que depende de α e N [e também de U ]. Para que as médias temporais de T (t) e M(t)
coincidam com os valores anaĺıticos TBG ≈ 0.475 e MBG ≈ 0.309 [cf. Eqs. (4.3) e (4.4), linhas
tracejadas superiores], devemos calculá-las após este peŕıodo. Para U = 0.69, as simulações
revelam um QSS com magnetização bem próxima de zero e temperatura coincidindo com o
prolongamento com M =MQSS = 0 da solução canônica: TQSS = 2U−1 = 0.38 [linhas inferiores].
QSS’s com estas caracteŕısticas são observados na faixa de energia U ∈ [0.68, Uc =0.75] indicada
de forma sombreada na Fig. 4.1. Médias temporais sobre as realizações com α=0.0 e 0.4, durante
e após o QSS, são mostradas na Fig. 4.1 mais acima. Na Fig. 4.3 a seguir é exibida a evolução
de T (t) para α>0.5.

representadas médias temporais calculadas durante o QSS. Para α&1, não foram detectados esta-

dos quase estacionários de duração apreciável, mesmo para os maiores valores de N que utilizamos,

como pode ser observado na Fig. 4.3 mais à frente. Para 0≤α<1, os valores médios durante o QSS

coincidem com o prolongamento de magnetização nula da solução anaĺıtica nesta região, quer dizer,

coincidem com a curva T =2U−1, obtida violando-se a solução canônica (4.3) impondo M=0. Este

prolongamento em U = 0.69 fornece (TQSS,MQSS) = (0.38, 0), valores recuperados nas simulações

também com bastante precisão.

Os resultados numéricos na Fig. 4.1 correspondem à evolução temporal de T (t) e deM(t) exibidas

nas Figs. 4.2 e 4.3. Como utilizamos valores de N ≥ 30 000, as médias temporais foram calculadas

sobre uma única realização do sistema (4.1), sem nenhum tipo de média sobre eventos distintos [en-
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Fig. 4.3: Evolução da temperatura cinética para (U,N)=(0.69, 200 000) e diversos α’s entre α∈ [0.6, 10.0].
Para α& 1, o estado quase estacionário (QSS) praticamente não é mais detectado, mesmo para
este valor de N , que é bastante grande. Conforme α aumenta, T (t) abandona a temperatura
canônica TBG ≈ 0.475, do modelo com 0 ≤ α < 1, e aproxima-se da solução do modelo com
α→∞, T∞ ≈ 0.711. Nesta região intermediária entre 1≤α<∞, para a qual não conhecemos
solução anaĺıtica, um resultado curioso emerge das simulações: T (t) estabiliza abaixo de TBG no
intervalo 1.0<α.1.35, volta a coincidir com TBG em α≈1.35, para dáı então seguir em direção
a T∞. Este comportamento pode ser visto claramente na Fig. 4.8 mais adiante, onde médias
temporais de T (t) após o QSS sobre várias destas realizações são apresentadas.

tendidos como realizações numéricas com condição inicial de mesma estrutura, mesmos parâmetros

simulacionais, mesmos valores de (α, U,N), porém iniciando o gerador aleatório que determina a

distribuição inicial dos momentos com uma semente diferente. Uma analogia posśıvel: eventos dis-

tintos estão associados a microestados de um mesmo macroestado do sistema]. Afora a Fig. 4.2, em

que a evolução deM(t) é apresentada, nos deteremos adiante na análise apenas da temperatura ciné-

tica T (t). Voltaremos a tratar da magnetização na Sec. 4.13, durante a discussão da distribuição dos

ângulos. Notar, entretanto, que acompanhar T (t) na região de longo alcance está intimamente asso-

ciado a acompanhar M(t), sobretudo quando α=0 e consequentemente T (t)=2E/N−[1−M2(t)],

relação deduzida substituindo as Eqs. (4.5) e (4.7) na Hamiltoniana (4.1). Cumpre observar que

comparamos médias temporais calculadas a energia fixa [microcanônico] com resultados anaĺıticos

a temperatura fixa [canônico]. Contudo, foi demonstrada a equivalência entre os ensembles no

equiĺıbrio para o sistema (4.1) [para α=0 em [76, 77], para α<d em [39]; ver também o trabalho

de revisão [65]].
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4.4 Sobre o Estado Quase Estacionário (QSS)

Ao ser preparado com a condição inicial do tipo water bag descrita mais acima, o sistema, mesmo

iniciando com M = 1, rapidamente atinge um estado de magnetização nula com temperatura ci-

nética coincidindo com o prolongamento da solução anaĺıtica T = 2U−1. Este comportamento é

observado na região de longo alcance 0 ≤ α < 1 e no intervalo 0.68 . U < Uc = 0.75 [sombreado

na Fig. 4.1]. Para energias compreendidas em U ≈ [0.50, 0.68], o estado quase estacionário conti-

nua existindo, no entanto, a temperatura abandona o prolongamento T =2U−1, a magnetização

deixa de ser zero e a diferença entre resultados numéricos e curvas anaĺıticas diminui à medida

que a energia se aproxima de U =0.50. Para energias abaixo de U ≈0.50, os resultados numéricos

e canônicos coincidem, e o QSS não é mais observado [este comportamento pode ser visto, e.g.,

na Fig. 1 da Ref. [75]. Comportamento qualitativamente similar é exibido na Fig. 5.6, Pág. 79, do

próximo caṕıtulo, referente aos rotores de Heisenberg]. Particularmente no intervalo U≈ [0.50, 0.68],

a temperatura cinética durante o QSS decresce com o aumento da energia, caracteŕıstica de calor

espećıfico negativo, um fenômeno estritamente microcanônico [ver Ref. [78] e citações; argumentos

indicando a possibilidade de calor espećıfico negativo também no ensemble canônico foram dados

na Ref. [79]].

Diante dos resultados anaĺıticos que demonstram a equivalência entre os ensembles, a presença

de uma região de calor espećıfico negativo é entendida como um fenômeno de não equiĺıbrio. Para

o caso particular α=0, a duração tQSS do estado quase estacionário em função do tamanho N do

sistema tem sido investigada há alguns anos. Dependendo da condição inicial adotada, diferentes

escalamentos foram observados, tais como tQSS∼N [80, 81] [sob condições iniciais idênticas às da-

qui], tQSS∼N1.7 [82, 83], mais recentemente tQSS∼N2 [84, 85], ou mesmo exponencial [83]. Estes

resultados numéricos indicam que o limite termodinâmico N→∞ e o temporal t→∞ não comutam:

caso o limite N→∞ seja tomado primeiro, o sistema possivelmente permanecerá no QSS para sem-

pre, encará-lo então como um estado termodinâmico final do modelo talvez seja uma abordagem

relevante. É prudente enfatizar a palavra possivelmente porque lidamos com evidências numéricas,

conquanto bastante confiáveis, e não se pode afirmar que o sistema permanecerá de fato no QSS

eternamente, jamais transitando para o estado caracterizado pelos valores de T e M preditos pela

termoestat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. Encarar o estado quase estacionário como um estado final

efetivo, e não apenas como uma fase transiente de não equiĺıbrio, pode ter como consequência uma

reavaliação dos resultados que indicam a equivalência entre os ensembles, além de levantar questões

relacionadas a quebra de ergodicidade, uma vez que durante o QSS médias temporais das grandezas

dinâmicas T (t) e M(t) não concordam com os resultados canônicos. O estado quase estacionário é

um tema muito rico e nada trivial, a busca de seu entendimento tem mobilizado diversos autores,

dentre os quais Chavanis & Campa [66,86], Ettoumi & Firpo [87], Rocha, Figueiredo et al. [84, 85]

[ver também os trabalhos de revisão [65, 88]].

A conexão entre o sistema (4.1) e a mecânica estat́ıstica não extensiva, para além da discussão

formal sobre extensividade feita no Cap. 3 e no trabalho que introduziu o modelo [50], se deu primei-

ramente nas Refs. [81, 89], quando foi verificado numericamente que a distribuição de velocidades

durante o QSS poderia ser descrita por uma q-gaussiana e não, como já se sabia [80, 90], por uma

Maxwelliana. Entretanto, os resultados que nortearam o presente trabalho surgiram alguns anos
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mais tarde e se basearam numa estratégia diferente, diretamente conectada ao Teorema do Limite

Central (CLT). Pluchino, Rapisarda & Tsallis mostraram [91, 92] que robustas q-gaussianas eram

observadas caso a distribuição de velocidades fosse constrúıda a partir da soma do momento pi(t)

ao longo do tempo, ou seja, a partir de médias temporais, como detalhado adiante. As q-gaussianas

foram observadas durante o QSS, porém em apenas uma de suas classes, outra sutileza revelada

nas simulações sobre a qual a próxima seção é dedicada.

4.4.1 Classes de QSS’s

Estudando o modelo com α=0 (HMF), focando a energia U=0.69 e iniciando com uma configuração

do tipo water bag de magnetização M =1, Pluchino¶ et al. identificaram [91, 92], ao acompanhar

a evolução temporal da temperatura cinética T (t), que o sistema poderia evoluir durante o QSS

de três maneiras distintas, que foram chamadas de classes 1, 2 e 3, como ilustra a Fig. 4.4. Esses

resultados emergem de simulações sob as mesmas configurações iniciais e são aleatórios: variando

a semente do gerador aleatório que define a distribuição dos momentos, a fim de produzir eventos

distintos, o sistema evolui de forma impreviśıvel segundo uma das três classes. Aumentando o

tamanho N contudo, a frequência de ocorrência dos eventos das classes 2 e 3 supera a da classe 1.

Os autores das Refs. [91,92] mostraram que distribuições de velocidades constrúıdas com a soma

temporal do momento pi(t) durante o estado quase estacionário eram bem descritas por q-gaussianas

caso o QSS fosse da classe 1. Eventos das classes 2 e 3 resultam, respectivamente, em distribuições

de perfil mal definido ou aproximadamente Gaussiano, suficiente para se concluir que, dependendo

do tipo de evolução dinâmica seguida pelo sistema, há um distanciamento do comportamento

do Teorema Central do Limite, que estabelece uma Gaussiana como atrator. Quando lidamos

com sistemas Hamiltonianos como o (4.1) e realizamos somas de variáveis dinâmicas ao longo do

tempo, estamos calculando médias temporais. O fato das distribuições constrúıdas a partir de

somas diferirem daquelas obtidas em um único instante, ou por meio de média sobre vários eventos,

mais próximo de uma média de ensemble, sugere que podemos estar diante de outro ind́ıcio de

quebra de ergodicidade, dáı o t́ıtulo de [91], ainda mais após ser verificado [3] que distribuições de

velocidades não Maxwellianas são observadas mesmo após o QSS. Os resultados e conclusões dos

trabalhos [91, 92] geraram interessante debate [94–96] e são discutidos de forma ampla no Cap. 5

da Ref. [10].

O principal objetivo do trabalho [3], no qual o presente caṕıtulo é baseado, foi estender os resul-

tados de Pluchino et al. [91,92] em duas direções: verificar que o ajuste q-gaussiano da distribuição

de velocidades melhora à mediada que o tamanho N do sistema aumenta, e verificar que essa dis-

tribuição abandona o formato q-gaussiano e converge para o Gaussiano conforme aumentamos o

parâmetro α [e consequentemente nos aproximamos de uma interação de curto alcance]. Não é

necessário construir distribuições durante o QSS, terceira conclusão obtida em [3], poque mesmo

após T (t) [e M(t)] alcançar o valor canônico TBG, elas permanecem exibindo o formato q-gaussiano.

A distinção entre classes de eventos torna-se então pouco importante para este propósito: pode-se

aguardar o sistema atingir o equiĺıbrio e calcular as distribuições a partir deste instante, indepen-

dentemente da classe de QSS previamente seguida pela realização numérica — procedimento muito

¶A. Pluchino produziu inúmeros trabalhos sobre o modelo HMF. Compilação de seus resultados até o ano de 2005
pode ser acessada em sua Tese de Doutorado [93].
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Fig. 4.4: Classes de estados quase estacionários (QSS’s) obtidas em simulações sob mesmas condições
iniciais. Distribuições de velocidades constrúıdas utilizando somas do momento pi(t) ao longo do
tempo durante o QSS apresentam formato q-gaussiano apenas em eventos da classe 1. Conforme
o tamanho do sistema N aumenta, os eventos desta classe tornam-se raros, prevalecendo os
das classes 2 e 3 [levantamento estat́ıstico mostrando a frequência de ocorrência de cada classe
foi realizado na Ref. [92]]. Os dois eventos da classe 1 aqui apresentados, com N = 50 000,
são dif́ıceis de ser capturados numa simulação [foram obtidos após 40 realizações]. Eventos
da classe 3 apresentam magnetização nula no QSS, com temperatura cinética acompanhando o
prolongamento TQSS = 2U−1 = 0.38. Na Fig. 4.3 mais acima, para N = 200 000, apenas eventos
da classe 3 são exibidos.

vantajoso, dado que eventos da classe 1 são extremamente raros para N grande.

A estratégia de construir distribuições de probabilidades a partir da soma de variáveis dinâmicas

ao longo do tempo, ou a partir de seguidas iterações de um mapa, tem sido utilizada em trabalhos

relacionados à mecânica estat́ıstica não extensiva em mais de uma ocasião. Para sistemas Hamilto-

nianos, além dos resultados envolvendo o modelo α-XY, resultados equivalentes foram observados

com uma versão generalizada da cadeia FPU na Ref. [97]; trabalhos recentes com mapas [22–26],

modelos probabiĺısticos [98–100], dados econômicos de mercados financeiros [101, 102] e random

walk [103, 104] também estão dispońıveis [diversos outros, até o ano de 2009, são discutidos nos

Caps. 5 e 7 de [10]]. Construir distribuições de probabilidades por meio de somas significa seguir

a receita do Teorema do Limite Central. A posśıvel estrutura matemática por trás da observação

de q-gaussianas nessas distribuições pode estar ligada então a uma generalização particular do te-

orema, chamada de q-CLT, com relação direta com a mecânica estat́ıstica não extensiva; afinal, o

papel das q-gaussianas nesta teoria é basicamente o mesmo das Gaussianas na mecânica estat́ıstica

de Boltzmann-Gibbs. A generalização q-CLT é tratada brevemente na próxima seção.
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4.5 q-Generalização do Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central (CLT) declara que uma sequência de variáveis aleatórias independen-

tes xi(k)’s, k=1, 2, . . . , n, todas de média nula, variância finita e identicamente distribúıdas, tem

como atrator da soma:

xi =
1

n

n∑

k=1

xi (k) (4.8)

uma distribuição Gaussiana no limite n→∞:

P (xi) = P0 e−b x 2
i

A convergência para a Gaussiana ocorre independentemente do formato da distribuição das variá-

veis xi(k)’s, que pode ser arbitrário dentro da exigência de variância finita. Sob condições adequadas,

o teorema permanece válido mesmo quando a distribuição não é comum, e em alguns casos par-

ticulares, mesmo com variância infinita [Feller [105], principalmente Cap. 8], embora esta última

situação se enquadre mais comumente na versão generalizada do teorema, na qual a soma (4.8)

tende para distribuições de Lévy [Zolotarev & Uchaikin [106], Cap. 2, e suas referências]. Uma ilus-

tração numérica do teorema constrúıda com variáveis aleatórias de variância finita, independentes

e identicamente distribúıdas é exibida na Fig. 4.5. Apesar do teorema exigir o limite n → ∞, a

convergência para o formato Gaussiano ocorre rapidamente neste caso [n . 100]. Para o exemplo

da Fig. 4.5, as variáveis aleatórias, sorteadas de uma distribuição uniforme, foram obtidas artificial-

mente por meio de um gerador [pseudo] aleatório capaz de produzir uma sequência de números esta-

tisticamente independentes de grande peŕıodo. Para sistemas f́ısicos, a exigência de independência

das variáveis xi(k)’s é geralmente bastante restritiva. É cumprida no caso do gás ideal, identifi-

cando xi(k) com o momento pi da part́ıcula i no instante k, mas deixa de ser quando há interação.

Entretanto, para determinadas variáveis aleatórias não completamente independentes, normalmente

classificadas como fracamente dependentes [no sentido em que a correlação 〈xi(t)xi(t+ τ)〉 se fatora
suficientemente rápido com τ ], a distribuição Gaussiana permanece sendo o atrator da soma (4.8).

Não existe um teorema do limite central que trate de forma geral problemas envolvendo variáveis

arbitrariamente correlacionadas¶, normalmente cada caso é avaliado separadamente, um deles é

discutido a seguir.

O objetivo da generalização do Teorema do Limite Central q-CLT é lidar com a soma de variáveis

aleatórias fortemente correlacionadas. Esta generalização declara que uma sequência de variáveis

aleatórias xi(k)’s, k = 1, 2, . . . , n, identicamente distribúıdas e correlacionadas de uma maneira

especial, tem como atrator da soma (4.8) uma q-gaussiana no limite n→∞:

P (xi) = P0 e
−b x 2

i
q = P0 [1 − b (1− q)x 2

i ]
1

1−q

As variáveis xi(k)’s podem ou não ter média nula e variância finita não é uma exigência [os momentos

¶Muitas vezes o Teorema do Limite Central é tratado de forma bastante objetiva, e também completa, abordando
suas generalizações, na literatura de finanças direcionada a f́ısicos, como no Cap. 2 de Bouchaud & Potters [107].
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Fig. 4.5: Ilustração do Teorema Central do Limite (CLT) para variáveis aleatórias sorteadas de uma distri-
buição uniformemente distribúıda no intervalo [−1, 1]. A distribuição uniforme é representada na
figura da esquerda e foi constrúıda com N =1 000 000 de números. No meio, temos a distribuição
que resulta da soma (4.8) considerando n= 10, e, à direita, a distribuição considerando n= 100.
Como se pode observar [a linha cheia é uma Gaussiana, a ordenada é logaŕıtmica], embora o
teorema exija o limite n→∞, na prática a convergência é rápida sob estas condições [o gera-
dor aleatório utilizado é conhecido como Mersenne Twister [111]]. Para comparações futuras,
N = 1 000 000 é o maior valor empregado nas simulações do sistema (4.1), e as distribuições de
velocidades foram constrúıdas tipicamente com n=105.

relevantes na discussão do q-CLT são momentos generalizados, denominados q-momentos, definidos

mais à frente na Sec. 4.7 durante a discussão da q-kurtosis ]. A correlação especial entre as variáveis

aleatórias capaz de levar a soma (4.8) a uma q-gaussiana recebe o nome de q-independência, cuja

abordagem exige uma sofisticação matemática além deste trabalho‡‡. O desenvolvimento formal da

generalização q-CLT é um tema em andamento, progressos recentes são mencionados no próximo

parágrafo.

A tese da generalização q-CLT foi conjecturada por Tsallis em 2005 na Ref. [112], um trabalho

recheado de motivações técnicas e analogias com os teoremas conhecidos com a finalidade de inspirar

a mathematician the way to prove it. Esse artigo resultou em muitos desdobramentos¶, e o teorema

foi parcialmente provado por Umarov, Tsallis & Steinberg em 2008 [114]. A demonstração não se

mostrou geral porque a q-generalização da transformada de Fourier, ferramenta empregada nessa

demostração, não é univocamente determinada para qualquer função, como Hilhorst [115] detectou.

Esta degenerescência foi enfrentada por Jáuregui et al. [109,110] e Plastino & Rocca [116,117] que

contornaram a não unicidade da q-transformada de Fourier adicionando informações suplementares

— a inclusão desses novos resultados ao teorema q-CLT a fim de torná-lo geral é uma questão em

discussão contudo. A tese proposta em [112] também foi abordada por outros ângulos: conclusões

que a sustentam sem recorrer à transformada de Fourier generalizada foram obtidas em [118–120].

Na próxima seção apresentaremos distribuições de velocidades de part́ıcula única constrúıdas

com somas análogas à (4.8) que são bem ajustadas por q-gaussianas. Embora sem um tratamento

‡‡A função densidade de probabilidade (FDP) conjunta de duas variáveis aleatórias independentes x1 e x2 se
fatora [P (x1, x2)=P (x1)P (x2)], propriedade que leva a transformada de Fourier de P (y), FDP associada à variável
aleatória soma y = x1 +x2, a se fatorar também: F{P (y)} = F{P (x1)}F{P (x2)}. Este resultado é o coração de
uma das demonstrações do CLT convencional e não se repete quando há correlação. Dizemos que duas variáveis
aleatórias são q-independentes quando a igualdade Fq{P (y)}=Fq{P (x1)} ⊗q Fq{P (x2)} é satisfeita. O śımbolo ⊗q

representa o q-produto [x⊗q y=[x1−q +y1−q −1]1/1−q] e Fq representa a q-generalização da transformada de Fourier
[Fq{P (y)} =

∫
dy expq[iωy] ⊗q P (y)]. A q-transformada de Fourier quando aplicada a uma q-gaussiana resulta em

uma Q-gaussiana, de forma análoga à transformada de Fourier tradicional, que leva Gaussianas em Gaussianas.
q-independência significa quase sempre independência usual quando q=1 e um tipo particular de correlação quando
q 6= 1. O Cap. 4 de [10] aborda os avanços nestas questões até 2009, referências mais recentes são citadas no texto;
Max Jáuregui dedicou particular atenção à q-transformada de Fourier nos últimos anos [108–110].

¶Dentre os quais se destaca a generalização das distribuições de Lévy discutida na Ref. [113].
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matemático definitivo, acreditamos que esses resultados sejam manifestações numéricas de uma

posśıvel versão generalizada do Teorema do Limite Central do tipo q-CLT que acabamos de discutir.

4.6 Distribuição de Velocidades

O principal objetivo deste caṕıtulo é a análise das distribuições de velocidades constrúıdas segundo

a receita do Teorema do Limite Central, quer dizer, constrúıdas com médias temporais dos mo-

mentos pi’s. Aqui nesta seção, o comportamento dessas distribuições é investigado em função do

parâmetro α, responsável por regular o alcance da interação no sistema (4.1).

Os histogramas apresentados a seguir foram constrúıdos com a soma:

pi =
1

n

n∑

k=1

pi (kτ) para i = 1, 2, 3, . . . , N (4.9)

Fixando-se o intervalo τ entre medições sucessivas do momento pi de cada rotor ao longo do tempo,

a média temporal compreende o peŕıodo ∆t= tmax−tmin = nτ [τ não deve ser confundido com o

passo de integração do algoritmo, o seu menor valor posśıvel coincide com o passo de integração].

As médias temporais foram calculadas após o estado quase estacionário (QSS), quando este é

observado [0≤α. 1], i.e., após a transição do sistema para o regime no qual a temperatura T (t)

[e a magnetização M(t)] coincide com a predição anaĺıtica da mecânica estat́ıstica de Boltzmann-

Gibbs [ver Figs. 4.2 e 4.3], e considerando-se sempre uma única realização numérica do sistema (4.1)

[histogramas estatisticamente significativos foram obtidos empregando-se valores suficientemente

grandes de N nas simulações].

Mesmo em trabalhos que haviam identificado q-gaussianas como distribuição de velocidades [91],

a expectativa sobre o formato dessas distribuições era a de que, uma vez atravessado o QSS, o sis-

tema adotaria uma distribuição Boltzmanniana no espaço de fases e consequentemente exibiria uma

Maxwelliana como distribuição de velocidades, quer fosse calculada por meio de média temporal

ou de ensemble. Entretanto, os resultados a seguir revelam um cenário mais rico, no qual robustas

q-gaussianas [ou ao menos distribuições numericamente muito próximas a elas] surgem mesmo em

intervalos em que a temperatura cinética coincide com os resultados canônicos. Este comporta-

mento é observado a energias abaixo e acima da cŕıtica e em toda região de longo alcance α≤ 1.

Adentrando na região de curto alcance α > 1, as distribuições aproximam-se de Gaussianas, po-

dendo ser razoavelmente ajustadas por q-gaussianas até α≈1.6. Embora o ajuste q-gaussiano seja

melhor para energias abaixo da cŕıtica Uc = 3/4, aqui focamos em U = 0.69 < Uc principalmente

para dar continuidade e complementar trabalhos anteriores [91,92,94,95]; resultados similares foram

observados até U=0.50, mas uma análise sistemática com U 6=0.69 não foi realizada [distribuições

para U >Uc serão apresentadas na Sec. 4.11 mais à frente].

O ponto a ser destacado sobre a distribuição de velocidades pode ser resumido pela Fig. 4.6.

Nela observamos distribuições obtidas por meio da Eq. (4.9), com a soma abrangendo uma região

de temperatura cinética T (t) no regime estacionário de equiĺıbrio [flutuando sobre o resultado

canônico TBG quando este é conhecido, insets nas figuras], considerando-se dois valores para o

parâmetro α: α = 0.90 [longo alcance] e α = 2.0 [curto alcance]. O peŕıodo sobre o qual cada

média foi calculada e o intervalo entre medições sucessivas são idênticos, ∆t = 300 000 e τ=1.0
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Fig. 4.6: Distribuições de velocidades da Hamiltoniana (4.1) constrúıdas com a soma (4.9) abrangendo o
peŕıodo ∆t ∈ [200 000, 500 000] [regiões delimitadas nos insets], para (U,N) = (0.69, 1 000 000).
O intervalo entre medições sucessivas é τ = 1.0, resultando em n = 300 000 medições no total.
Todas as condições e demais parâmetros simulacionais são idênticos em ambas as figuras, exceto α.
Para α= 0.90 [interação de longo alcance, figura à esquerda], a distribuição é bem ajustada por
uma q-gaussiana com qn = 1.58 [n responde por numérico]. Quando α= 2.0 [interação de curto
alcance, à direita], as simulações revelam uma Gaussiana [qn = 1.0], como esperado. As médias
temporais foram calculadas em regiões com temperatura cinética no regime estacionário, após
o QSS quando α = 0.90, após T (t) alcançar o resultado canônico TBG ≈ 0.475 [linha tracejada
horizontal superior no inset], empregando uma única realização numérica para cada valor de α.
Os valores (qn, βqn) = (1.58, 11.2) associados ao histograma com α = 0.90 estão representados
como ćırculos abertos [vermelhos] na Fig. 4.8 mais à frente.

respectivamente, perfazendo um total de n=300 000 medições em ambos os casos; todos os demais

parâmetros simulacionais também são idênticos. O histograma correspondente à interação de curto

alcance, muito bem ajustado por uma Gaussiana [figura à direita], é perfeitamente descrito pela

termoestat́ıstica usual [sistema Hamiltoniano de curto alcance, no equiĺıbrio, assim, distribuição

Maxwelliana de velocidades], conclusão que não se estende ao exemplo de longo alcance, no qual

um bom ajuste é oferecido por uma q-gaussiana com qn=1.58 [o ı́ndice n apenas realça a origem

numérica de qn].

Os resultados exibidos na Fig. 4.6 exprimem de modo bastante claro como o alcance da interação

influencia a termoestat́ıstica do modelo (4.1). Reforçamos que as médias temporais foram avaliadas

após o QSS quando α=0.90 e após a temperatura cinética estabilizar quando α=2.0, utilizando uma

única realização em cada caso. Este mesmo procedimento é repetido na próxima seção, dedicada

a uma análise numérica detalhada do comportamento da distribuição de velocidades em função do

parâmetro α [o comportamento também durante o QSS, a influência do número de medições n e

do intervalo τ serão analisados mais à frente, a partir da Sec. 4.8].

4.6.1 Comportamento de q em Função de α

A Fig. 4.6 apresenta distribuições obtidas em simulações com N = 1000 000, um valor bastante

grande. Simulações com grandes valores de N , capazes de fornecer histogramas estatisticamente

ricos, são custosos computacionalmente. Para uma análise sistemática em função do parâmetro α,

no intervalo α> 0.50, utilizamos N =200 000, um valor menor porém ainda grande. Conforme α

diminui, a duração do estado quase estacionário aumenta [cf. Figs. 4.2 e 4.3]. Como as médias

temporais foram calculadas sempre após o QSS, na região α ≤ 0.50 adotamos N = 30 000 nas
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Fig. 4.7: Distribuições de velocidades para U = 0.69 e α entre α∈ [0.0, 1.75]. O intervalo ∆t sobre o qual
cada média temporal foi calculada está indicado na respectiva figura, podendo ser comparado com
as Figs. 4.2 e 4.3. O intervalo entre medições sucessivas é τ =1.0 e o numero ḿınimo de medições
é n = 300 000. Na região de longo alcance até aproximadamente α≈0.90, as distribuições são
bem ajustadas por q-gaussianas com qn ≈ 1.6. Conforme α aumenta, há a convergência para
uma Gaussiana, sendo qn = 1 alcançado em torno de α≈ 1.7. Nos três histogramas mais acima,
referentes a α = 0.0, 0.1 e 0.3, obtidos com N = 30 000 [os demais foram com N = 200 000], a
estat́ıstica é mais pobre, porém o formato da distribuição se manifesta. Na Fig. 4.8 a seguir estão
reunidos os valores de qn e βqn destes 12 histogramas em função de α.

simulações.

Seguindo o mesmo procedimento que resultou nas distribuições de velocidades da Fig. 4.6, si-

mulações com diversos valores de α foram realizadas e as respectivas distribuições constrúıdas.

Histogramas para 12 valores crescentes de α são exibidos na Fig. 4.7, de α=0.00 até α=1.75. Na

região de longo alcance 0≤α≤1, as distribuições são bem ajustadas por q-gaussianas, com um valor

de q aproximadamente constante em torno de qn≈1.6 no intervalo α.0.90, e um valor um pouco

menor, em torno de qn ≈ 1.5, quando α≈1.0. Entrando na região de curto alcance α>1, a conver-

gência para uma Maxwelliana à medida que α aumenta torna-se evidente, com qn=1 alcançado em

torno de α≈1.7 [na Fig. 4.8 está representado qn contra α]. Simulações com N = 30 000 produzem

histogramas mais pobres, com caldas ruidosas, ainda assim o formato das distribuições se manifesta
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com razoável clareza, conforme os 3 histogramas mais acima na Fig. 4.7, correspondentes a α=0.0,

0.1 e 0.3 [os demais são com N =200 000]. A imprecisão no valor de qn nestes casos é maior, mas

os resultados são consistentes o suficientemente para afastarmos a possibilidade de qn=1. Esses 12

histogramas da Fig. 4.7 foram constrúıdos com o número de medições na Eq. (4.9) nunca inferior

a n = 300 000, e sempre com τ = 1.0. O peŕıodo ∆t = nτ sobre o qual cada média temporal foi

calculada está indicado nos gráficos e pode ser confrontado com as Figs. 4.2 e 4.3. Para os meno-

res valores de α, esse peŕıodo é maior, acarretando um número n de medições também maior. A

definição de quão grande deve ser n é baseada na convergência da distribuição para o que seria,

aparentemente [porque numérico], o seu formato final, como veremos na Sec. 4.8 mais à frente.

Os 12 ajustes da Fig. 4.7, agregado a outros tantos, estão reunidos na Fig. 4.8. Para cada α,

encontram-se representados os respectivos qn e βqn , oriundos do ajuste, e a temperatura, denotada

por Tkin, correspondente à média temporal da temperatura cinética cobrindo intervalos onde T (t)

é estável, Tkin = 〈T (t)〉Tempo = 〈2K(t)/N〉Tempo pela Eq. (4.7), e sempre após o QSS quando este é

observado [algumas dessas médias foram reportadas na Fig. 4.1 mais acima].

Analisando o comportamento de qn, notamos que seu valor permanece em torno de qn ≈ 1.6

até aproximadamente α . 1.0, porém mesmo avançando na região de curto alcance α > 1.0, ao

menos até α& 1.6, as distribuições não alcançam o formato Gaussiano esperado¶, ind́ıcio de que

a natureza de longo alcance da interação persiste para além da fronteira α = 1.0, resultado não

intuitivo não imaginado inicialmente [conclusão similar foi obtida por outras vias em [121]]. Não se

pode descartar, contudo, a possibilidade de que no limite ∆t=nτ→∞ a distribuição Maxwelliana

t́ıpica do equiĺıbrio térmico seja eventualmente recuperada, tanto nesta região entre 1.0<α. 1.7,

como também em todo o intervalo de longo alcance 0≤α≤1; o que o presente trabalho garante é

que o peŕıodo para que isso ocorra pode ser muito grande [na Fig. 4.13 mais à frente é exibido um

exemplo com α=1.35 e que mesmo com n=106 o formato Gaussiano não é recuperado].

O comportamento de βqn é qualitativamente o mesmo de qn: permanece aproximadamente cons-

tante até α.1.0 e então se aproxima do valor correspondente a uma distribuição Gaussiana. Como

os ajustes foram sobre histogramas normalizados por seus valores máximos P0, graficamos βqn de

maneira que o resultado canônico T∞ ≈ 0.711 fosse alcançado quando a distribuição atingisse o

formato Gaussiano; uma comparação quantitativa com Tkin não é imediata‡‡, demandaria o “des-

dobramento” da soma (4.9). Na mecânica estat́ıstica não extensiva, o parâmetro βq não deve ser

associado automaticamente à temperatura. Associá-lo a uma temperatura efetiva, não necessari-

amente ligada à temperatura cinética, refletindo, no presente caso, a largura da distribuição de

velocidades, surge como uma possibilidade. A coexistência de mais de uma temperatura em um

único sistema não é novidade. Foi, por exemplo, brevemente discutida no contexto de plasmas

na Ref. [5], numericamente verificada em um gás resfriado em cavidade óptica na Ref. [122] [desta-

¶Trabalhando com histogramas normalizados pelos seus respectivos valores máximos P0 = P (0, β), uma distri-
buição Gaussiana nas variáveis x′ = xP0 e β′ = β/P 2

0 , G(x′, β′) = P (x, β)/P (0, β) = exp[−β′x′2/2], terá sempre

largura β′ = 1/T ′ = 2π. Para o caso de uma q-gaussiana, há dependência de q: β′
q = 2π

q−1

[
Γ
(

3−q
2(1−q)

)]2
Γ
(

1
q−1

)−2

,

resultado correspondente ao intervalo 1<q<3.
‡‡Uma distribuição constrúıda com a soma (4.8) cobrindo variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-

tribúıdas com variância σ2 e média nula, tem, pelo CLT Gaussiano convencional, variância σ2
n =σ2/n. Este resultado

permite determinar σ2 para qualquer n suficientemente grande. Relação anaĺıtica equivalente é desconhecida no nosso
caso para α arbitrário, a anterior é recuperada apenas quando α≫1 e τ≫1 e as correlações perdem importância.
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Fig. 4.8: Comportamento de qn e βqn em função de α para (U, τ)=(0.69, 1.0). Tkin corresponde à média
temporal da temperatura cinética, Tkin=〈T (t)〉Tempo=〈2K(t)/N〉Tempo. Até α&1, Tkin coincide
com o resultado canônico TBG ≈ 0.475 [associado ao modelo com 0 ≤ α < 1], depois segue se
aproximando de T∞≈0.711 [associado a α→∞], sendo este valor alcançado em torno de α.10.0
[cf. Figs. 4.2 e 4.3]. Nesta região intermediária entre 1≤α<∞ desconhecemos solução anaĺıtica;
notar que entre 1.0<α. 1.35, Tkin fica um pouco abaixo de TBG. Os resultados para qn e βqn
vêm do ajuste de histogramas com N =30 000 se α≤0.5 [barras de erro maiores] e N =200 000
se α ≥ 0.6 [12 deles estão na Fig. 4.7], constrúıdos com um número de medições na Eq. (4.9)
nunca inferior a n = 300 000. Particularmente, os ćırculos abertos [vermelhos] correspondem à
distribuição com α = 0.9 da Fig. 4.6, constrúıda com N = 1 000 000. Como podemos observar,
deve-se avançar na região de curto alcance até aproximadamente α ≈ 1.7 para que qn = 1.0
seja alcançado. Os valores de βqn foram escalados de modo que T∞ fosse recuperado quando
a distribuição atingisse o formato Gaussiano. Tanto as médias temporais dos momentos pi’s
que produziram os histogramas, quanto as que resultaram em Tkin, foram calculados em regiões
com T (t) estável, sempre após o QSS quando este é observado.

que para a Fig. 2], e tem tido papel central na série de trabalhos sobre vórtices empreendida por

Nobre et al. iniciada em 2010 [29] em cujo mais recente desdobramento [123] é apresentado um ciclo

equivalente ao de Carnot para a temperatura efetiva. Trata-se de tema riqúıssimo¶, com muitas im-

plicações, mas, infelizmente, está [muito] além do objetivo principal deste caṕıtulo, que é a análise

do comportamento de q. Ademais, a expressão largura da distribuição é normalmente interpretada

como a variância, possivelmente em virtude da ubiquidade de Gaussianas em fenômenos naturais.

No entanto, o segundo momento de uma q-gaussiana não é finito se q ≥ 5/3≈ 1.67, e uma outra

maneira de caracterizar a largura deve ser buscada‡‡, uma delas é apresentada na Sec. 4.7 a seguir,

durante a discussão da q-kurtosis.

¶No âmbito da f́ısica de altas energias, mas não apenas, levou Biró a indagar [124]: Is There a Temperature ?.
‡‡No caso da Lorentziana, que corresponde a uma q-gaussiana com q = 2, distribuição comum em óptica [125],

usa-se a largura plena à meia altura (FWHM).
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4.7 q-Kurtosis e Média de Escort

Para verificar a qualidade do ajuste q-gaussiano realizado nos histogramas da seção anterior, in-

troduziremos uma conveniente q-generalização da kurtosis, a qual chamaremos de q-kurtosis. A

kurtosis κ da variável aleatória x é definida como:

κ =
1

3

〈x4〉
〈x2〉2

(4.10)

Para uma variável aleatória cont́ınua descrita pela distribuição de probabilidade P (x) normalizada,

quer dizer,
∫
dxP (x)=1, a equação anterior se escreve:

κ =
1

3

∫
dxx4 P (x)

[∫
dxx2 P (x)

]2 pois: 〈x〉 =

∫
dxxP (x)

Caso a variável aleatória x seja normalmente distribúıda, a kurtosis será igual a κ=1; com efeito:

P (x) =
1√
2πσ2

e−x2/2σ2
⇒

{
〈x2〉 = σ2

〈x4〉 = 3σ4
⇒ κ =

1

3

〈x4〉
〈x2〉2

= 1

A kurtosis é uma medida quantitativa do formato da distribuição. Pelo fato de seu valor ser a

unidade para uma distribuição Gaussiana, ela é muitas vezes usada como parâmetro de controle em

simulações a fim de se verificar se determinado sistema atingiu o equiĺıbrio, quando, evidentemente,

o equiĺıbrio é caracterizado por uma distribuição Gaussiana.

Agora, avaliemos a situação em que a distribuição de probabilidade (FDP) é uma q-gaussiana:

Pq (x) = Aq e
−β x2/2
q = Aq [1 − (1− q) β x2/2 ]

1
1−q

A q-gaussiana é normalizável no intervalo q<3 com uma escolha adequada de Aq. No limite q→1,

recáımos na Gaussiana convencional, cuja constante de normalização vale A1=
√
β/2π=1/

√
2πσ2.

Para os demais valores de q 6=1, pode-se mostrar que:

+∞∫

−∞

dxPq (x) = 1 ⇒ Aq =





√
β

2π

(3− q)
√
1− q

2

[
Γ

(
1

1− q

)]−1

Γ

(
3− q

2 (1− q)

)
se q < 1

√
β

2π

√
q − 1

[
Γ

(
3− q

2 (1− q)

)]−1

Γ

(
1

q − 1

)
se 1 < q < 3

Uma sutileza a ser considerada na dedução deste último resultado consiste em assumir Pq(x) = 0

sempre que [1 − (1−q)βx2/2]≤ 0. Garantimos assim apenas solução nos reais quando q < 1 [ver

também [126]]. Usando uma q-gaussiana normalizada como FDP, o segundo 〈x2〉 e o quarto 〈x4〉
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momentos se escrevem:

Pq (x) = Aq e
−β x2/2
q ⇒





〈x2〉 =
2

β

1

5− 3q

〈x4〉 =

(
2

β

)2 3

(5− 3q) (7− 5q)

(4.11)

Mesmo a q-gaussiana sendo normalizável para q<3, o resultado (4.11) acima revela que o segundo

momento 〈x2〉 diverge antes, em q=5/3≈1.7, e o quarto momento 〈x4〉 diverge em um valor de q

ainda menor, em q=7/5=1.4, que é também o local de divergência da kurtosis, que neste caso é

dada por [ver Fig. 4.9]:

κ (q) =
5− 3q

7− 5q
(kurtosis para a FDP q-gaussiana) (4.12)

A kurtosis divergir para q ≥ 7/5 significa que não é adequado utilizá-la para caracterizar nossos

resultados numéricos, uma vez que obtivemos valores qn para a distribuição de velocidades superi-

ores a 7/5 na região de longo alcance 0≤α≤1 [cf. Fig. 4.8]. Tal limitação pode ser contornada por

meio da média de escort, ferramenta que tem se mostrado muito útil no formalismo da mecânica

estat́ıstica não extensiva.

A introdução formal do conceito de média de escort, salvo engano, se deu em 1995 no trabalho

de Beck & Schlögl [127, Cap. 9] com o objetivo de analisar distribuições de probabilidades “compli-

cadas”, palavra dos autores, e tendo como motivação o estudo da conexão entre termoestat́ıstica,

sistemas dinâmicos não lineares e fractais — sem nenhuma relação com a mecânica estat́ıstica não

extensiva, embora a ideia tenha sido discretamente mencionada no marco inicial [9] da teoria¶.

Pensemos no caso discreto pela clareza. Esta técnica consiste em partir do conjunto de probabilida-

des {pi}, com pi 6=0 ∀ i, e montar o conjunto associado {Pi} da seguinte maneira [γ é um parâmetro

real]:

pi −→ Pi =
pγi∑

j=1

pγj

O cálculo do valor médio de uma grandeza A se estende então ao novo conjunto {Pi} como a média

de escort 〈A〉γ:

〈A〉 =
∑

i=1

Ai pi −→ 〈A〉γ =
∑

i=1

Ai Pi =

∑

i=1

Ai p
γ
i

∑

j=1

pγj

Voltemos à situação cont́ınua. Adiantando que o parâmetro γ dependerá de q, o enésimo mo-

¶A conexão expĺıcita entre média de escort e a mecânica estat́ıstica não extensiva ocorreria em 1998, no conhecido
trabalho de Tsallis, Rênio & Plastino [27]. C. Beck, coautor em [127], introduziu também a superestat́ıstica [128],
teoria com grande ligação com a q-estat́ıstica.
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Fig. 4.9: Kurtosis convencional κ1(q) e q-kurtosis κq(q) da distribuição q-gaussiana, Eqs. (4.12) e (4.15)

respectivamente. A kurtosis κ1(q) diverge em q = 7/5 = 1.4 [linha tracejada vertical], não é,
portanto, adequada para caracterizar a distribuição de velocidades do modelo α-XY no inter-
valo 0≤α≤ 1. Esta limitação é contornada com a introdução da q-kurtosis, livre de divergência
na região de interesse.

mento calculado de acordo com o conceito de média de escort se escreve:

〈xn〉γ(q) =

∫
dxxn [P (x)]γ(q) /

∫
dx [P (x)]γ(q)

Como ocorre a escolha da função γ(q) ? Resposta: baseada na divergência dos momentos genera-

lizados 〈xn〉γ(q), a qual, por sua vez, depende da densidade de probabilidade considerada. Quando

a FDP é uma q-gaussiana Pq(x), o segundo e quarto momentos usuais divergem em q = 5/3 e

em q= 7/5 respectivamente [cf. Eq. (4.11)], ao passo que a própria FDP é normalizável até q= 3.

Podemos entender intuitivamente esta divergência em q=3 ao observar o comportamento assintótico

da q-gaussiana para x→∞: Pq(x)∼1/x2/(q−1). A convergência de uma integração entre (−∞,+∞)

sobre uma lei de potência assim fica assegurada sempre que 2/(q − 1)> 1, ou: q < 3. Análise simi-

lar revela igualmente o valores máximos de q para que o segundo e o quarto momento convirjam.

Empregando a média de escort, ganha-se a liberdade de modificar esses valores máximos com uma

escolha adequada da função γ(q), não apenas do segundo e quarto, mas do enésimo momento em

geral. Seria interessante definir um único q a partir do qual qualquer momento de ordem n divirja.

Como a própria densidade de probabilidade Pq(x) perde sentido a partir de q=3, é tentador elegê-lo

como o limite superior de q e determinar a função γ(q) de modo que as médias 〈xn〉γ(q) sejam to-

das finitas até ele, qualquer que seja n. Esse será o procedimento adotado aqui. A igualdade no

valor máximo de q é obtida exigindo-se que o comportamento assintótico do produto xn[Pq(x)]γ(q)

se iguale ao de Pq(x), ou seja, exigindo-se que xn/x2γ(q)/(q−1) =1/x2/(q−1), que resulta na seguinte
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expressão para o parâmetro γ(q):

γ (q) = 1 +
1

2
n (q − 1) =

{
q se n = 2

2q − 1 se n = 4
(4.13)

Usando, então, uma q-gaussiana como distribuição de probabilidade, os momentos generaliza-

dos 〈x2〉q e 〈x4〉2q−1, ou q-momentos, convergem para q<3. Essa breve discussão intuitiva que nos le-

vou à Eq. (4.13) é feita de forma detalhada no trabalho de Tsallis, Plastino & Alvarez-Estrada [129].

Trocando a média convencional pela média de escort, estamos aptos a generalizar a Eq. (4.10) e

escrever a definição da q-kurtosis κq:

κq =
1

3

〈x4〉2q−1

〈x2〉2q

Indo além da discussão anterior sobre divergência, podemos supor que a densidade de probabilidade

seja uma Q-gaussiana PQ(x), com parâmetro Q 6= q. Isso permite uma definição bastante geral da

q-kurtosis:

κq (Q) =
1

3

〈x4〉2q−1

〈x2〉2q
=

1

3

∫
dxx4 [PQ (x)]

2q−1
/

∫
dx [PQ (x)]

2q−1

[∫
dxx2 [PQ (x)]

q
/

∫
dx [PQ (x)]

q

]2 (4.14)

κ1(Q) representa então a kurtosis convencional de uma FDP Q-gaussiana, cujo resultado sabemos

ser a Eq. (4.12). Um pouco de álgebra e o aux́ılio do maple, fornece a solução da Eq. (4.14):

κq (Q) =
(3− 3Q+ 2q)2

(1− 3Q+ 4q) (3− 5Q+ 4q)
restrições:

{
q ≥ 1/2 se Q ≤ 1

q > 0 se 1 < Q < 3

Escolhendo Q=q, finalmente chegamos ao resultado mais importante desta seção:

κq (q) =
3− q

1 + q
(q > 0) (q-kurtosis para a FDP q-gaussiana) (4.15)

Esta última expressão é confrontada adiante com os resultados obtidos a partir das distribuições

de velocidades numéricas. A Eq. (4.15), em conjunto com a kurtosis convencional (4.12), está

representada na Fig. 4.9 mais acima.

Apenas para complementar a discussão, vamos escrever separadamente os dois q-momentos pre-

sentes na definição da q-kurtosis (4.14). Supondo uma distribuição Q-gaussiana, o segundo q-mo-

mento é dado por¶:

〈x2〉q =
2/β

3− 3Q+ 2q
restrição: q > 0 e Q < 3

¶Uma Q-gaussiana com Q = 2 é a Lorentziana P2(x) = A2/[1 + βx2/2]. O segundo q-momento neste caso

vale 〈x2〉q = 2/β
2q−3 , donde, para q=Q, 〈x2〉2 =2/β ⇒

√
〈x2〉2 =

√
2/β [metade da FWHM, incidentalmente].
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Fig. 4.10: q-kurtosis calculada numericamente a partir dos histogramas da distribuição de velocidades de

acordo com a definição (4.14). Os valores qn são os obtidos no ajuste e estão associados aos
diversos valores do parâmetro α [indicados próximo aos śımbolos]. Conforme α aumenta, a
q-kurtosis se aproxima de κqn(qn)=1.0 como esperado, uma vez que a distribuição se aproxima
da Gaussiana. O ćırculo aberto [vermelho] corresponde ao histograma da Fig. 4.6 com α= 0.9.
A curva cont́ınua é a q-kurtosis anaĺıtica da distribuição q-gaussiana [cf. Eq. (4.15)].

Já o quarto q-momento é:

〈x4〉2q−1 =
3 (2/β)2

(1− 3Q+ 4q) (3− 5Q+ 4q)
restrições:

{
q ≥ 1/2 se Q ≤ 1

q > 0 se 1 < Q < 3

4.7.1 q-Kurtosis: Resultados Numéricos

De acordo com a Sec. 4.6, os histogramas das distribuições de velocidades foram ajustados com

uma distribuição q-gaussiana Pq(x). Variando o alcance da interação, obtivemos o comportamento

de q em função do parâmetro α apresentado na Fig. 4.8. Para verificar a qualidade destes ajus-

tes, a partir de cada histograma e do respectivo valor qn, calculamos a q-kurtosis κq(q) de acordo

com a Eq. (4.14). Os cálculos forneceram o conjunto de valores κqn(qn) associado aos diversos α’s

representado na Fig. 4.10. Como podemos observar, os resultados numéricos são bastante bem des-

critos pela equação anaĺıtica (4.15), indicando que realmente a q-gaussiana representa uma função

adequada para descrever as distribuições observadas nas simulações. Este mesmo procedimento,

introduzido em [3], foi também repetido recentemente por Christodoulidi, Tsallis & Bountis no

estudo de uma generalização da cadeia de Fermi-Pasta-Ulam na Ref. [97].
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4.8 Influência da Duração do Intervalo ∆t

Os histogramas exibidos na Sec. 4.6 foram constrúıdos com um número n de medições na Eq. (4.9)

suficientemente grande. Aguardar a distribuição estabilizar. Este foi o critério adotado para deter-

minar o intervalo ∆t= nτ . Assim como a duração do estado quase estacionário, o intervalo ideal

depende de α e N , sobretudo na região de longo alcance α<1, e quanto menor o valor de α e maior o

tamanho N , mais tempo transcorre até a distribuição estabilizar. Numericamente, o procedimento

para descobrir este intervalo ideal baseou-se em tentativas: aumentando-se gradativamente ∆t e

observando a distribuição resultante até o seu formato aparentemente final ser atingido. A seguir

são apresentados exemplos que ilustram tal procedimento [Fig. 4.11 até a Fig. 4.14]. Como comen-

tado, no limite ∆t→∞ as distribuições podem eventualmente relaxar para um formato diferente

do formato final estimado. As simulações indicam, entretanto, que o limite termodinâmico N→∞
leva o sistema a se fixar no QSS quando α<1, a ordem destes limites merece então ser considerada

com atenção. De qualquer maneira, para N fixo, a possibilidade dos limites ∆t → ∞ e qn → 1

andarem lado a lado não pode ser descartada. Aqui, continuamos trabalhando com um intervalo

entre medições sucessivas de τ = 1.0, e médias temporais avaliadas em regiões de temperatura ci-

nética T (t) estável, sempre após o QSS. Na próxima seção são exibidas distribuições constrúıdas

durante o QSS, e na Sec. 4.11 é investigada a influência do intervalo τ .
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Fig. 4.11: Acima: Evolução da temperatura cinética para (U,N, α)=(0.69, 200 000, 0.70) [dados presentes
também na Fig. 4.3, aqui a abscissa é linear e o instante t= 0 está à esquerda do gráfico para
melhorar a visualização]. Neste painel estão demarcados 7 intervalos crescentes, de ∆t1=50 000
até ∆t7=1 000 000. Abaixo: Histogramas associados a médias temporais sobre as 7 regiões de-
marcadas, todas calculadas usando τ =1.0 como intervalo entre medições sucessivas na Eq. (4.9).
Até aproximadamente ∆t5 =nτ = 400 000, há uma significativa modificação no formato da dis-
tribuição em função de n. A partir de ∆t6 contudo, mesmo após o intervalo ser duplicado
[∆t7=2∆t6], a distribuição praticamente se mantém estável. O par (qn, βqn)=(1.61, 11.1) que
resultou do ajuste q-gaussiano do histograma correspondente a ∆t7 foi repetido nos demais [este
histograma é um dos 12 da Fig. 4.7 e seus valores (qn, βqn) estão na Fig. 4.8]. Para uma melhor
comparação, a figura mais abaixo, à direita, é a superposição dos 7 histogramas anteriores numa
abscissa mais ampla.



4.8. Influência da Duração do Intervalo ∆t 50

T

t

∆t1

∆t2

∆t3

∆t4

∆t5 ∈ [340 000, 940 000]

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80

T
BG

T
QSS

(t)

0.38

0.40

0.42

0.44

0.48

0  2⋅10
5

 4⋅10
5

 6⋅10
5

 8⋅10
5

 1⋅10
6

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t1 ∈ [3.4, 3.9]×10

5

τ = 1.0 (20 passos)
n = 50 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t2 ∈ [3.4, 4.4]×10

5

τ = 1.0 (20 passos)
n = 100 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t2 ∈ [3.4, 4.4]×10

5

τ = 1.0 (5 passos)
n = 100 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t3 ∈ [3.4, 5.4]×10

5

τ = 1.0 (20 passos)
n = 200 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t4 ∈ [3.4, 6.4]×10

5

τ = 1.0 (20 passos)
n = 300 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
∆t5 ∈ [3.4, 9.4]×10

5

τ = 1.0 (5 passos)
n = 600 000

Gauss

Distribuição Inicial

(qn, βqn
) = (1.59, 11.1)

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−12 −10 −8 −6 −4 −2  0  2  4  6  8  10  12

P(
−
pi)/P0

−
pi P0

U = 0.69
N = 200 000
α = 0.80
τ  = 1.0

Gauss

Distribuição Inicial
(qn, βqn

) = (1.59,11.1)

∆t1, n = 50 000

∆t2, n = 100 000

∆t3, n = 200 000

∆t4, n = 300 000

∆t5, n = 600 000

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−16 −12 −8 −4  0  4  8  12  16

Fig. 4.12: Resultados equivalentes aos da Fig. 4.11, mas aqui para α= 0.80. Aumentando o valor de α, o
formato da distribuição estabiliza mais rapidamente, em torno de ∆t4=nτ =300 000. Associado
ao intervalo ∆t2 = 100 000, temos histogramas constrúıdos com dois valores distintos para o
passo de integração do algoritmo, τ = 1.0 [20 passos] e τ = 1.0 [5 passos], como indicado nas
respectivas figuras [o efeito sobre o formato da distribuição é ḿınimo, como deveria, pressupondo
as duas escolhas adequadas].
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Fig. 4.13: Aqui temos (α,N)=(1.35, 200 000). Observando o comportamento de qn contra α na Fig. 4.8,
vemos que α = 1.35 está na região de transição entre qn ≈ 1.6 e qn = 1.0. Mesmo para este
valor de α > 1 [curto alcance portanto], e mesmo após o intervalo ∆t ser mais que triplicado
[∆t3>3∆t2], a distribuição não atinge o formato Gaussiano.
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Fig. 4.14: Agora temos (α,N)=(0.90, 1 000 000). Aumentado N , a distribuição demora mais a estabilizar.
Mas como α é próximo de α=1, o formato final [estimado] é atingido em torno de ∆t3=200 000,
mesmo para este valor grande de N . É dif́ıcil, na região de longo alcance 0 ≤ α < 1, afirmar
que lim∆t→∞ limN→∞ qn(N,∆t) > 1, porque, no limite termodinâmico N → ∞, o sistema
tende a permanecer no QSS indefinidamente. Contudo, o resultado com a ordem dos limites
invertida limN→∞ lim∆t→∞ qn(N,∆t)=1 não pode ser descartado. O histograma associado ao
intervalo ∆t4 é o mesmo exibido anteriormente na Fig. 4.6, mas aqui a abscissa é mais ampla.
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4.9 Influência da Região: Distribuição no QSS

Esta breve seção apresenta distribuições de velocidades constrúıdas com a média temporal (4.9)

cobrindo diferentes regiões. Aqui, as médias não foram calculadas apenas após a temperatura

cinética T (t) estabilizar, mas também durante a transição de TQSS para TBG e também durante o

estado quase estacionário. O intuito dos resultados exibidos nas Figs. 4.15 e 4.16 a seguir, além de

exibir distribuições constrúıdas no QSS, é ilustrar a partir de qual instante na evolução do sistema

as caldas t́ıpicas de q-gaussianas começam a se desenvolver.
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Fig. 4.15: Acima: Evolução da temperatura cinética para (U,N, α)=(0.69, 300 000, 0.99). Abaixo: Histo-
gramas associados às regiões demarcadas, um deles constrúıdo com a média temporal calculada
inteiramente durante o QSS [o de menor calda, associado a ∆t1]. Notar que os dois histogra-
mas constrúıdos imediatamente após T (t) abandonar o QSS já apresentam caldas mais largas
[associados a ∆t2 e ∆t4]. As q-gaussianas anaĺıticas servem apenas como referência.
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Fig. 4.16: Resultados equivalentes aos da Fig. 4.15, mas aqui para N =1 000 000. Com N maior, a duração
do QSS também é maior quando comparada com a da figura anterior [apesar de relativamente
curta, pois α = 0.99 ≈ 1], porém as distribuições constrúıdas durante o QSS são praticamente
idênticas em ambos os casos.

4.10 Sobre o Expoente de Lyapunov

Após a divisão do potencial de interação por Ñ [escalamento de Tsallis], o sistema torna-se extensivo

e a caracterização do alcance da interação via divergência da energia interna, ou, equivalentemente,

do potencial total, no limite N →∞ deixa de valer. Ele permanece, contudo, não aditivo no in-

tervalo 0≤α≤ d : caso dois sistemas A e B regidos pela Hamiltoniana (4.1) sejam combinados, a

energia interna conjunta será UA+B 6=UA+UB, mesmo no limite limN→∞〈H〉/N=U [a energia de in-

terface não se torna despreźıvel]. Portanto, apesar da extensividade recuperada, a natureza de longo

alcance da interação ainda se faz presente, propriedade particularmente explicitada quando α=0 e

o escalamento por Ñ=N reduz sua intensidade igualmente, independentemente da distância entre

os rotores, e pela ocorrência de transição de fase mesmo em uma dimensão.

A presença de estados quase estacionários até α& 1=d [cf. Fig. 4.3] é uma assinatura do longo

alcance da interação. Outra assinatura foi exibida na Fig. 4.8, na qual uma mudança de regime

em torno de α≈ 1.0 é evidente. Caso o QSS persista nos limites t→∞ e N →∞ [nesta ordem]

ou a distribuição de velocidades mantenha o formato q-gaussiano para N →∞ e ∆t→∞, como

apontam os experimentos numéricos, o estado final do sistema terá valores termodinâmicos não canô-

nicos (TQSS,MQSS) 6=(TBG,MBG) ou distribuição com q 6=1, consequências bastante importantes da

não aditividade. Outro evidência, agora de caráter estritamente dinâmico, de que a fronteira α=d

demarca as regiões de longo e curto alcance, vem da análise do expoente de Lyapunov.

O expoente [máximo] de Lyapunov λmax do modelo α-XY é conhecido analiticamente para α=0

e α→∞, foram calculados respectivamente por Firpo [130] e Pettini et al. [131, 132] pelo Método

Geométrico [133]. O resultado anaĺıtico apresenta bom acordo com as simulações [80, 134], as
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Fig. 4.17: Esquerda: Expoente de Lyapunov λmax em função da energia interna U para α=0. A linha cheia
é o resultado anaĺıtico correspondente a N →∞ [neste caso, λmax = 0 se U >Uc = 0.75], e as
tracejadas são aproximações [anaĺıticas] para N finito válidas para U >Uc. Resultados numéricos
indicam que este resultado é aproximadamente válido em todo o intervalo 0≤α/d<1.
Direita: Para U > Uc, o expoente de Lyapunov vai a zero com N como λmax ∝ 1/Nκ(α/d),
com κ(α/d) decrescendo de κ(0) ≈ 1/3 até se anular em torno α/d ≈ 1, permanecendo nulo
para α/d > 1 [Lyapunov sempre positivo para interação de curto alcance]. Estes resultados
numéricos correspondem à energia U =5.0 [a linha cheia é apenas referência]. Figuras retiradas
da Ref. [130, esquerda] e da Ref. [137, direita].

quais indicam também que o comportamento em toda região de longo alcance 0 ≤ α/d ≤ 1 se

assemelha ao do caso particular α = 0 [50, 54]. Para α → ∞ [interação de primeiros vizinhos] e

ampla faixa de energia, λmax é positivo [sistema caótico], indo a zero para energias muito baixas e

muito altas, à medida que o sistema se aproxima da integrabilidade¶. Para α=0, o expoente λmax

vai a zero de forma suave para energias baixas mas cai abruptamente quando U >Uc [ver Fig. 4.17,

gráfico à esquerda]. Nesta região acima da energia cŕıtica, investigações numéricas, corroboradas

por cálculos anaĺıticos [135], mostram que o expoente de Lyapunov permanece positivo se α/d>1

[exceto no limite integrável U ≫ Uc] e, caso α/d < 1, gradualmente vai a zero em função do

tamanho N como λmax ∝ 1/Nκ, com κ = κ(α, d) = κ(α/d) decrescendo de κ(α/d = 0) ≈ 1/3 até

zero conforme α/d se aproxima da fronteira α/d = 1 [Fig. 4.17, à direita]. Merece destaque o

comportamento do expoente κ(α, d), que não depende de α e d de forma independente, mas através

da razão α/d, resultado também observado em outro sistema [136] e que vai ao encontro da discussão

sobre o alcance da interação que culminou na Fig. 3.1, Pág. 22.

Diversos estudos apontam para uma relação entre o expoente de Lyapunov e a mecânica es-

tat́ıstica não extensiva [ver [10], Caps. 3 e 5], particularmente quando λmax ≈ 0 por motivos não

“triviais” [i.e., ligados à integrabilidade], algumas vezes associados ao limiar do caos [e.g., ponto de

Feigenbaum do mapa loǵıstico]. Na próxima seção são apresentadas distribuições de velocidades

obtidas de simulações com energia U = 0.90 > Uc = 0.75. Os resultados observados na região de

longo alcance α/d<1 podem ser consequência de que sob estas condições o expoente de Lyapunov

se anula no limite N→∞.

¶O modelo α-XY (4.1) tem dois limites integráveis. No limite de altas energias, em razão da energia potencial ser
limitada, o termo cinético é dominante e o sistema comporta-se como um conjunto de rotores livres. Para energias
muito baixas, a expansão cos(θi−θj)≈1−1

2 (θi−θj)2 em torno de θi−θj≈0, associada ao mı́nimo do potencial, resulta
numa cadeia de osciladores harmônicos acoplados.
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Fig. 4.18: Temperatura cinética para N =200 000 e uma combinação entre dois valores de α e dois de U .
Para (α,U)=(0.90, 0.69)<(1, Uc=0.75) [em azul], primeiro T (t) se fixa no QSS e depois atinge
o resultado canônico TBG≈ 0.475 [linha tracejada inferior]. Para (α,U) = (0.90, 0.90) [violeta],
não há QSS e rapidamente T (t) atinge o resultado canônico T =2U−1=0.8 correspondente a
esta energia [linha superior]. Para as combinações envolvendo α>1, (α,U)=(1.35, 0.69) [verde]
e (α,U)=(1.35, 0.90) [vermelho], também não há QSS e T (t) logo estabiliza, coincidentemente
próximo a TBG quando U = 0.69 [desconhecemos solução anaĺıtica para 1≤α<∞]. A região
demarcada compreendendo o peŕıodo ∆t = 1 000 000, indica onde as médias temporais que
produziram os histogramas das Figs. 4.20 e 4.21 foram calculadas. Os dados correspondentes
a U =0.69 são os mesmos exibidos na Fig. 4.3 mais acima.

4.11 Comportamento de q em Função do Intervalo τ

Todos os histogramas apresentados até o momento foram constrúıdos com energia U = 0.69< Uc

e intervalo entre medições sucessivas na Eq. (4.9) igual a τ = 1.0. É natural que este intervalo

afete a distribuição, uma vez que observações de grandezas dinâmicas referentes ao sistema (4.1)

espaçadas de τ ≫ 1.0 tendem a ser descorrelacionadas. Com efeito, distribuições constrúıdas com

uma única medição, situação que pode ser associada a medições espaçadas de τ→∞, revelam uma

Gaussiana para qualquer α e qualquer energia, desde que o sistema tenha atravessado o estado quase

estacionário. Não realizamos um estudo direto de funções de correlação¶, o procedimento seguido

foi construir distribuições de velocidades usando intervalos entre medições crescentes, de τ = 1

até τ = 10 000. Com médias temporais calculadas sobre um peŕıodo ∆t = nτ , manter n fixo

aumentando τ significa aumentar [muito] ∆t. Para sistemas grandes [e.g., N =200 000], comparar

distribuições de mesmo n e de diferentes τ ’s é inviável por motivos computacionais‡‡, de modo

que ∆t foi a quantidade fixada. O peŕıodo ∆t foi escolhido tal que o intervalo máximo τ =10 000

resultasse em um número mı́nimo de medições igual a n=100, valor grande o suficiente para que,

mediante a receita do Teorema do Limite Central, uma sequência idealmente descorrelacionada

produza uma Gaussiana, conforme ilustrado na Fig. 4.5 na Pág. 37 mais acima.

A Fig 4.18 exibe a evolução temporal da temperatura cinética T (t) para quatro realizações do

¶Para α=0, tal estudo foi feito, por exemplo, em [138, 139]. Estes trabalhos detectaram aging e correlações que
decaem como q-exponenciais, com q≈1.6 no caso da velocidade 〈pi(t) pi(t+τ)〉, e q≈2.3 no caso da fase 〈xi(t)xi(t+τ)〉,
sendo x=(θ, p).

‡‡A unidade mais apropriada para medir o tempo de cada simulação deste trabalho é o dia, em códigos paralelizados
e computadores atuais.



4. Rotores XY (n = 2) 57

qn

τ

N = 200 000

(α,U) = (0.90,0.90)
(α,U) = (0.90,0.69)
(α,U) = (1.35,0.90)
(α,U) = (1.35,0.69)

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

0 10⋅10
3

 2⋅10
3

 4⋅10
3

 6⋅10
3

 8⋅10
3

[q
n
(τ

) 
−

1
]/

[q
n
(1

) 
−

1
]

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0  3⋅10
3

 6⋅10
3

 9⋅10
3

Fig. 4.19: Comportamento de qn em função do intervalo τ entre medições sucessivas na soma (4.9) para
duas energias [abaixo e acima de Uc = 0.75] e dois valores de α [abaixo e acima de α = 1].
Conforme τ aumenta, qn se aproxima do valor Boltzmanniano qn = 1 nas quatro combinações
de α e U . Contudo a aproximação é lenta para (α,U)=(0.9, 0.9) [em violeta], sai com derivada
zero com respeito a τ . Esta é única combinação em que o expoente de Lyapunov se anula no
limite N→∞. No inset, os mesmos dados representados com [qn(τ)−1]/[qn(1)−1] na ordenada.
As barras de erro são da mesma ordem daquelas indicadas nos triângulos abertos [vermelhos],
e as linhas tracejadas são apenas referências. Alguns dos histogramas que produziram estes
resultados são exibidos nas Figs. 4.20 e 4.21 a seguir.

sistema (4.1), correspondentes a combinações entre dois valores de α, α=0.90 e α=1.35 [abaixo e

acima de α=1] e dois valores da energia, U =0.69 e U =0.90 [abaixo e acima de Uc=3/4=0.75].

A região demarcada indica onde as médias temporais que resultaram nos histogramas foram calcu-

ladas. Para U=0.69, nenhuma novidade: se α=0.90, o sistema permanece no QSS por um tempo,

com T (t)≈TQSS=0.38, e depois alcança o resultado canônico T (t)≈TBG=0.475 . . .; e se α=1.35,

o QSS não é observado e a temperatura cinética rapidamente estabiliza após breve transiente, curi-

osamente muito próxima a TBG. Já para U =0.90, estados quase estacionários não são detectados

para nenhum α: T (t) logo atinge o valor canônico T =2U−1=0.8 se α=0.90, e, se α=1.35, logo

estabiliza numa temperatura intermediária entre T = 0.8 e o resultado correspondente ao modelo

com α→∞.

Os histogramas constrúıdos sobre a região demarcada na Fig. 4.18, compreendendo o peŕıodo

∆t = nτ = 1000 000, são exibidos nas Figs. 4.20 e 4.21 mais à frente. Cada média temporal foi

calculada com intervalo τ fixo entre medições sucessivas, com τ variando entre τ =1 e τ =10 000,

perfazendo um total de medições entre n = 1000 000 e n = 100 [informações registradas nas res-

pectivas figuras]. O resultado do ajuste desses histogramas está reunido na Fig. 4.19. O ajuste é

melhor para energias abaixo da cŕıtica, como comentado na Sec. 4.6, mas o formato q-gaussiano se
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Fig. 4.20: Distribuições de velocidades referentes à região demarcada na Fig. 4.18 para (U,α)=(0.90, 0.90)
[6 histogramas mais acima] e (U,α) = (0.90, 1.35) [U >Uc = 0.75 em ambos os casos]. Como
o peŕıodo de medição ∆t = nτ é fixo, conforme τ aumenta, o numero de medições n diminui.
A região demarcada compreende o peŕıodo ∆t = 1 000 000, resultando em n = 1 000 000 medi-
ções se τ = 1 [menor intervalo entre medições] e em n = 100 se τ = 10 000 [maior intervalo].
Quando (U,α) = (0.90, 0.90) [regime em que o expoente de Lyapunov se anula], o formato da
distribuição praticamente não se modifica ao menos até τ =1 000.

manifesta com razoável clareza também para U >Uc.

Uma caracteŕıstica esperada do comportamento de qn em função de τ revelada pela Fig. 4.19 é

a aproximação, nas quatro situações analisadas, de qn do valor Boltzmanniano qn =1 conforme τ

aumenta. Uma vez que as combinações de α e U escolhidas para este conjunto de simulações re-

presentam regiões de propriedades comuns do sistema — abaixo e acima de α=1, abaixo e acima

de Uc —, podemos generalizar este resultado para qualquer α e qualquer energia com [certa] segu-

rança. Em śımbolos: limτ→∞ qn(α, U,N, τ) = 1 ∀α, U . Contudo, a aproximação de qn = 1 é mais

rápida nos dois casos com α=1.35 e também para (α, U) = (0.90, 0.69)< (d, Uc), e extremamente

lenta quando (α, U) = (0.90<d, 0.90>Uc), saindo, neste último caso, com derivada nula com res-

peito a τ , como pode ser notado diretamente pelos histogramas correspondentes da Fig. 4.20, onde o

formato da distribuição permanece praticamente inalterado ao menos até τ=1000. Esse último re-
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Fig. 4.21: Resultados equivalentes aos da Fig. 4.20, aqui para (U,α) = (0.69, 0.90) e (U,α) = (0.69, 1.35)
[U < Uc em ambos os casos]. Para (U,α) = (0.69, 1.35) [curto alcance, Lyapunov sempre
positivo], o formato Gaussiano é atingido rapidamente.

sultado merece ser olhado com atenção. Em primeiro lugar porque se U >Uc o QSS não é detectado,

eliminando a discussão referente à ordem dos limites N →∞ e t→∞. Sem o sistema ficar preso

ao QSS, as distribuições poderiam, em prinćıpio, ser constrúıdas no limite termodinâmico. Tam-

bém, qn(τ) se aproxima lentamente de qn=1 quando (α, U)=(0.9, 0.9), valores que correspondem

precisamente à região em que o expoente de Lyapunov se anula com o aumento de N [cf. Sec. 4.10],

resultado que sugere a seguinte convergência não uniforme: limN→∞ limτ→∞ qn(α, U,N, τ)=1 ∀α, U ,

porém limτ→∞ limN→∞ qn(α, U,N, τ)> 1 para 0≤α< 1 e U >Uc. Verificar esta conjectura, no en-

tanto, é extremamente custoso computacionalmente.

4.12 Médias sobre Realizações

Os resultados desta seção representam uma tentativa de comparação entre médias temporal e de

ensemble¶. Decerto, dinâmica molecular não é a técnica computacional mais conveniente para pro-

duzir valores médios de ensemble, sobretudo em simulações com sistemas grandes como os deste

¶Resultados solicitados por um dos Referees de [3].
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trabalho. De qualquer maneira, é posśıvel nos aproximar do que seria uma média de ensemble

calculando médias sobre grandezas derivadas de eventos distintos, ou seja, médias envolvendo re-

alizações numéricas do sistema (4.1) na qual a única diferença entre uma e outra é a semente do

gerador aleatório que determina a distribuição inicial dos momentos.

O painel superior na Fig. 4.22 exibe a evolução temporal da média da temperatura cinética 〈T (t)〉
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Fig. 4.22: Acima: Temperatura para (α,U,N) = (0.90, 0.69, 200 000) promediada sobre 50 realizações,
i.e., o sistema foi simulado 50 vezes com diferentes sementes do gerador aleatório que define a
distribuição inicial de velocidades [uma dessas está na Fig. 4.3], então uma média aritmética foi
calculada. Abaixo: Painéis (a), (b) e (c): Distribuição da média dos momentos calculada sobre
as 50 realizações nos três instantes indicados no gráfico superior, t1 = 90 000, t2 = 240 000 e
t3=390 000. Painel (d): Distribuição da média temporal dos momentos de uma única realização
calculada sobre o peŕıodo ∆t=300 000 [igual às seções acima; este gráfico está na Fig. 4.7]. O
mesmo experimento repetido para α grande [e.g., α= 2.0], produziria uma Gaussiana também
para a média temporal, de modo que os quatro painéis (a)–(d) seriam essencialmente idênticos
neste caso.
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avaliada sobre 50 eventos assim constrúıdos, todos com (α, U,N)= (0.90, 0.69, 200 000). Para não

haver dúvida, denotando por Tk(t), k=1, 2 . . . 50, a temperatura de cada um desses eventos, 〈T (t)〉 é
simplesmente a média aritmética 〈T (t)〉= 1

50

∑
Tk(t) calculada em todos os t’s registrados [T1(t) está

na Fig. 4.3, Pág. 32, mais acima]. Na evolução de 〈T (t)〉 há demarcados três instantes, t1=90 000,

t2=240 000 e t3=390 000, e o peŕıodo ∆t= t3−t1=300 000. Sobre este peŕıodo ∆t foi calculada a

média temporal dos momentos de apenas uma dessas realizações, exatamente como nas seções an-

teriores. Já em t1, t2 e t3 foi registrado o momento de cada rotor de todas as 50 realizações; a partir

destes dados, as médias 〈pi〉= 1
50

∑
pi(tk) em tk = t1, t2 e t3 foram calculadas. Os gráficos inferio-

res na Fig. 4.22 exibem as distribuições de velocidades oriundas desses dois procedimentos: média

temporal cobrindo ∆t em um único evento [painel (d), distribuição de pi], e média sobre 50 eventos

em três instantes distintos [painéis (a), (b) e (c), distribuição de 〈pi〉], todos os quatro painéis apre-

sentam, portanto, histogramas com a mesma quantidade de dados, histogramas com N=200 000

números no caso.

Em razão de α=0.9<1 [longo alcance], a distribuição associada à média temporal é bem ajus-

tada por uma q-gaussiana, como já verificado previamente [este gráfico foi exibido na Fig. 4.7]. Por

outro lado, as médias sobre eventos resultam em Gaussianas nos três instantes considerados. Este

mesmo experimento repetido para α suficientemente grande [e.g., α = 2.0, curto alcance], produ-

ziria quatro distribuições essencialmente idênticas [como se depreende da Fig. 4.6], uma vez que a

média temporal agora resultaria numa Gaussiana, resultado condizente com um sistema ergódico.

Embora tenhamos calculado as médias sobre 50 realizações, as Gaussianas observadas em t1, t2 e

t3 mantêm-se praticamente inalteradas já a partir de algumas poucas delas [5, por exemplo], em

outras palavras: 50 é um número bem acima do necessário a fim de se atingir resultados invari-

antes. Mesmo considerando apenas uma realização, situação que pode ser associada a τ →∞ na

discussão da Sec. 4.11, a diferença em relação ao histogramas exibidos nos painéis (a), (b) e (c) é

muito pequena, de modo que conclusões análogas às oferecidas pela Fig. 4.22 podem ser obtidas

simplesmente das distribuições de pi e de pi(tk). Ademais, o registro dos momentos em um único

instante t dentro do QSS, de um único evento, resulta numa distribuição de formato próximo ao

inicial [não exibiremos este resultado aqui, a informação pode ser útil para comparação com os

histogramas das Figs. 4.15 e 4.16 constrúıdos com médias sobre ∆t durante o QSS]. Apesar da

diferença na distribuição de velocidades, acrescida das evidências que o sistema se fixa no QSS

indefinidamente quando N→∞, apontar para quebra de ergodicidade, é importante sublinhar que

os resultados numéricos correspondentes à temperatura cinética T (t) [ou à magnetização M(t)]

revelam ergodicidade desta grandeza após o QSS [i.e., 〈T (t)〉Tempo≈TBG].

4.13 Sobre a Distribuição Angular

A fim de explorar um pouco mais a termoestat́ıstica do modelo, é útil analisar brevemente a

distribuição dos ângulos θi’s. Na fase paramagnética ou quando α≫ 1, a direção dos spins Si’s é

aleatória, consequentemente a magnetização é nula e os ângulos estão distribúıdos uniformemente

no intervalo [−π, π]; em śımbolos: Θ(θ)= 1/2π se M =0. Na fase ferromagnética, é posśıvel uma

abordagem anaĺıtica quando α=0 por meio da equação de Vlasov, da qual se espera representar

o sistema no limite N →∞. Assumindo que a densidade de probabilidade de part́ıcula única se

fatore, F (p, θ, t)=P (p)Θ(θ, t), e que a distribuição de velocidades P (p) seja Maxwelliana, a solução
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Fig. 4.23: Temperatura e magnetização para (U,N)=(0.69, 1 000 000) e dois valores de α. Para α=0.90,
primeiro T (t) e M(t) flutuam próximos a (TQSS,MQSS)=(0.38, 0) e depois alcançam os valores
canônicos (TBG,MBG)≈(0.475, 0.309) [linhas tracejadas horizontais]. Para α=2.0, não há QSS.
A magnetização rapidamente atinge M(t)≈0 enquanto T (t) estabiliza num valor intermediário
entre TBG e T∞≈0.711. A região demarcada ∆t indica onde as médias temporais dos ângulos
que produziram os histogramas da Fig. 4.25 foram calculadas. Na Fig. 4.24 estão os histogramas
constrúıdos com um único registro dos ângulos no instante t= 500 000. Estas duas realizações
produziram também as distribuições de velocidades exibidas na Fig. 4.6 [lá T (t) está no inset].

estacionária ∂Θ/∂t=0 da equação de Vlasov fornece [80]:

Θ (θ) = Θn exp

[
1

T

(
Mx cos θ +My sen θ

)]
= Θn exp

[
M

T
cos (θ − ϕ)

]
(4.16)

Θn=1/[2πI0(M/T )] é a constante de normalização [logo Θ(θ)=1/[2πI0(0)]=1/2π se M=0] e ϕ é a

fase do vetor magnetização M [arbitrária devido à invariância rotacional do sistema; pela Eq. (4.5):

M=Mxx̂ + Myŷ =M(cosϕ x̂ + senϕ ŷ)]. Em harmonia com os demais resultados anaĺıticos de

equiĺıbrio do modelo, há indicativos de que a solução (4.16) se estenda a 0 ≤ α < 1 [140, 141].

Trabalhando com U=0.69, vem M/T =MBG/TBG=0.6496 . . ., pelas Eqs. (4.3) e (4.4).

As Figs. 4.24 e 4.25 exibem as distribuições dos ângulos para (U,N) = (0.69, 1 000 000) e dois

valores do parâmetro α [α=0.90 e α=2.0] constrúıdas com dados provenientes das mesmas reali-

zações numéricas que resultaram nas distribuições de velocidades da Fig. 4.6. A evolução temporal

da temperatura cinética T (t) e do módulo do vetor magnetização M(t) dessas duas realizações são

mostradas na Fig. 4.23.

Nos painéis superiores (a) e (b) da Fig. 4.24 vemos a representação periódica no intervalo [−π, π]

de dados correspondentes a um único registro dos ângulos no instante t = 500 000 [bem depois

do QSS para α = 0.9, como mostra a Fig. 4.23]. Para α = 2.0, esse registro único produz uma

distribuição uniforme, resultado condizente com a magnetização M(t)≈0 observada na simulação.

Para α=0.90, temos M(t)≈MBG e T (t)≈TBG após o QSS, e a distribuição apresenta bom acordo

com a Eq. (4.16). A fase ϕ, que reflete o movimento do vetor M(t), foi ajustada a partir do histo-

grama e depende do instante t no qual o registro dos ângulos foi feito [especificamente no instante t

considerado, ϕ ≈ 0.2 rad ≈ 11◦]. Os painéis inferiores (c) e (d) exibem as mesmas distribuições

representadas de forma não periódica. Embora a solução numérica das equações de movimento for-

neça valores ilimitados θi(t)∈ (−∞,+∞) ∀ i, a dinâmica do sistema é restrita ao intervalo [−π, π],
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Fig. 4.24: Distribuições constrúıdas com um único registro dos ângulos no instante t = 500 000
para (U,N) = (0.69, 1 000 000) e dois valores de α. Acima: Representação periódica no inter-
valo [−π, π]. Para α=0.90 [painel (a)], (M(t), T (t))≈(TBG,MBG) em t=500 000 [cf. Fig. 4.23]
e a distribuição é bem descrita pela Eq. (4.16) [a fase ϕ foi ajustada]. Para α=2.0 [painel (b)], a
magnetização é nula e os ângulos se distribuem uniformemente. Abaixo: Representação ilimitada
dos mesmos dados anteriores. Neste caso, a distribuição é bem ajustada por uma q-gaussiana
com qn≈ 1.5 se α= 0.90 [painel (c)], ou por uma Gaussiana se α= 2.0 [painel (d)]. A normali-
zação pelos respectivos valores máximos Θ0 pode gerar uma falsa impressão sobre a rotação dos
spins. Os mesmos histogramas não normalizados teriam abscissas da ordem de θmax≈±4×105π
para α=0.90 e de θmax≈±105π para α=2.0.

já que θ aparece apenas como argumento das funções seno e cosseno. Uma representação ilimi-

tada no entanto, é relevante porque retrata a rotação cont́ınua dos spins no decorrer da evolução,

evidenciando caracteŕısticas do espaço de velocidades. Nessa representação, α = 2.0 resulta em

uma Gaussiana. Porém, quando α = 0.90, a distribuição é bem ajustada por uma q-gaussiana

com qn≈1.5 [resultado análogo foi observado na Ref. [142] com α=0]. Esse comportamento pode

ser interpretado lembrando que θi(t), em um determinado instante t após t= 0, é associado pela

dinâmica à soma de pi(t) sobre o peŕıodo ∆t = t−0. Com efeito, partindo da equação de movi-

mento θ̇i=∂H/∂pi=pi, vem, em primeira ordem, θi(t)=
∫ t

0
pi(t) dt≈

∑
pi(kδt)δt para δt pequeno.

Comparando com a Eq. (4.9) que define a média pi, conclúımos que θi(t)≈npi quando τ≈δt. Dáı a

semelhança entre as distribuições constrúıdas com um único registro dos ângulos no instante t e as

distribuições de velocidades calculadas sobre ∆t exibidas na Fig. 4.6 mais acima, tanto para α=0.90

quanto para α = 2.0. Também, nessa representação ilimitada, as distribuições são simétricas em

relação ao zero em razão da soma
∑

θi(t) sobre os ângulos ser uma quantidade conservada da

dinâmica [N〈θi〉=
∑

θi(t)=
∑

θi(0)=0].

A Fig. 4.25 exibe a representação ilimitada da média temporal dos ângulos θi’s calculada sobre
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Fig. 4.25: Representação ilimitada da média temporal dos ângulos calculada sobre o peŕıodo ∆t=300 000
[região demarcada na Fig. 4.23]. Tanto para α= 0.90 quanto para α= 2.0, as distribuições são
similares às obtidas de um único registro no instante t=500 000 [cf. Fig. 4.24 acima]. Estas distri-
buições foram constrúıdas exatamente sob as mesmas condições que resultaram nas distribuições
de pi exibidas na Fig. 4.6.

o peŕıodo ∆t=300 000 demarcado na Fig. 4.23 usando τ=1.0 como intervalo entre medições suces-

sivas [peŕıodo ∆t e intervalo τ idênticos aos que resultaram nos histogramas da Fig. 4.6]. Como se

pode observar, as distribuições são similares às constrúıdas com um único registro no instante t:

q-gaussiana com qn≈1.5 quando α=0.90, e Gaussiana quando α=2.0. É posśıvel novamente uma

associação entre as médias θi e pi, mas é natural uma interpretação envolvendo correlações. Para

α=2.0 [curto alcance], a receita do Teorema do Limite Central produz uma Gaussiana, indicando

que as variáveis θi(kτ)’s estão, ao longo do tempo t= kτ , fracamente correlacionadas no sentido

discutido na Sec. 4.5. Já quando α=0.90 [longo alcance], o formato q-gaussiano sugere correlações

que satisfaçam a generalização q-CLT. Merece atenção a similaridade entre essas distribuições cons-

trúıdas com as médias temporais θi’s cobrindo o peŕıodo ∆t e aquelas provenientes de um único

registro dos ângulos θi(t)’s no instante t, resultado não observado com as distribuições de velocida-

des quando α< 1. A coincidência entre média e registro único pode ser associada a ergodicidade.

Entretanto, o bom ajuste oferecido pela q-gaussiana reforça a tese lançada na Ref. [50] de que a me-

cânica estat́ıstica não extensiva pode ser necessária para uma descrição completa do modelo α-XY

no regime de longo alcance.

4.14 q de Primeiros Prinćıpios

Esperamos que o ı́ndice q do funcional entrópico Sq seja uma propriedade intŕınseca do modelo, re-

lacionado com a natureza geométrica da ocupação do espaço de fases. Deve, portanto, ser calculado

de primeiros prinćıpios, a partir das leis microscópicas fundamentais que governam o sistema. Tal

cálculo de maneira alguma pode ser visto como uma tarefa fácil. Sem lançar mão de aproximações

matemáticas suficientemente fortes, em muitos casos, é uma tarefa virtualmente imposśıvel.

Para o modelo α-XY, o parâmetro q deve ser obtido da função Hamiltoniana (4.1). Motivados

pelo formato q-gaussiano da distribuição de velocidades observado nas simulações, podemos aventar

uma rota para o cálculo de q de primeiros prinćıpios. A distribuição q-gaussiana extremiza a entropia

não aditiva Sq sobre a qual a mecânica estat́ıstica não extensiva é constrúıda. Nesse contexto, e de

maneira análoga à mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs, é esperado que o estado estacionário

seja descrito por uma distribuição de probabilidade da forma expq[−βqH]/Zq, em que Zq representa
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a função de partição generalizada, conforme discutido no Cap. 1. A distribuição marginal de uma

part́ıcula seria então calculada usando P (p1) =
∫
dp2. . . dpN dθ1. . . dθN expq[−βqH]/Zq, cujo resul-

tado poderia ser uma qm-gaussiana P (p1)∝ expqm [−βqmp21/2], com m respondendo por momento.

É importante particularizar qm neste ponto porque ele não é necessariamente igual ao q da entro-

pia Sq — evidentemente esperamos qm=1 quando q=1 [a propósito, ver discussão sobre o q-tripleto

na Ref. [10], Cap. 5]. O esforço computacional presente permite acessar apenas qm≈ qn. Acessar q

implicaria avaliar a ocupação do espaço de fases completo, tarefa computacional extremamente pe-

sada para sistemas Hamiltonianos de muitos corpos [viável com mapas de baixa dimensionalidade,

e.g., [23, 143]]. Uma abordagem estritamente anaĺıtica para determinar P (p1) envolveria o cálculo

de Zq [por exemplo, expandindo q=1+ǫ1 quando α=1−ǫ2], tarefa tentada sem sucesso [viável em

sistemas mais simples, alguns sabidamente Boltzmannianos, e.g., [144]]. Esperamos que o ı́ndice

entrópico seja uma função q=q(α/d), possivelmente caracterizando classes de universalidade, dife-

rente de q=1 na região de longo alcance 0≤α/d≤ 1 e igual a 1 na de curto alcance α/d> 1, em

harmonia com o comportamento de qn observado nos experimentos numéricos.

O modelo α-XY tem dinâmica muito rica e certamente continuará proporcionando novos e insti-

gantes resultados. O fato do escalamento do potencial por Ñ recuperar formalmente a extensividade

mas não eliminar a natureza intŕınseca de longo alcance da interação, aparentemente é a razão pela

qual o sistema não é completamente descrito pela termoestat́ıstica tradicional. Os fenômenos inco-

muns observados, principalmente quando α/d< 1, são consistentes com quebra de ergodicidade e

com a tese da q-generalização do Teorema do Limite Central. É conceb́ıvel que o longo alcance da

interação seja capaz de gerar correlações fortes o suficiente para restringir a dinâmica do sistema

a determinada região do espaço de fases, reduzindo, assim, o “número” de microestados acesśıveis,

de modo que um funcional entrópico diferente de SBG seja necessário para que a conexão com

a termodinâmica seja adequadamente realizada, no mesmo esṕırito das classes de correlação que

discutiremos no Cap. 6 mais à frente.

Existe a cŕıtica de que o ı́ndice q é simplesmente um parâmetro de ajuste, um parâmetro de fitting ,

sem qualquer significado f́ısico [145–149]. Tal objeção à mecânica estat́ıstica não extensiva é su-

perficial. Esta teoria é baseada na proposição de um novo funcional para a entropia microscópica,

que generaliza o funcional de Boltzmann-Gibbs SBG. Como consequência, deriva-se, por exemplo,

uma distribuição de velocidades cujo formato é uma q-gaussiana, que no limite q→1 recupera a

tradicional distribuição Maxwelliana, derivável por meio de SBG. Através de experimentos, distri-

buições de velocidades são medidas, ajustadas com uma q-gaussiana, e o parâmetro q surge como

parâmetro de fitting. Newton propôs que a interação entre duas massas depende do inverso do

quadrado da distância. Como consequência, órbitas limitadas em um campo central são eĺıpticas.

Observando um objeto com movimento ditado por um campo central em três instantes distintos,

os elementos orbitais podem ser calculados pelos engenhosos métodos de Laplace ou Gauss [150].

Ignorando esses métodos, dados de uma série de observações podem ser ajustados por uma elipse

[procedimento de Kepler], a excentricidade então, por exemplo, surge como parâmetro de fitting¶.

Além de superficial, atualmente é errado considerar q um mero parâmetro de fitting. Apesar de

¶Analogia inspirada na Ref. [32]. Onde também se lê: “it is thinkable that, like any other theory, it [a q-estat́ıstica]
could be wrong, but definitively not incomplete!” [incompleta no sentido de ter um parâmetro acesśıvel apenas através
de fitting ].
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todas as dificuldades subjacentes, cálculos anaĺıticos de primeiros prinćıpios de q para alguns siste-

mas estão dispońıveis, como ocorre com a cadeia ferromagnética quântica de spins 1/2 analisada

por Caruso & Tsallis na Ref. [151] e apresentada brevemente na próxima seção.

4.14.1 Um Exemplo Quântico

Quando lidamos com sistemas clássicos, correlação espacial e memória estão normalmente conecta-

das ao alcance da interação. Entretanto, voltando a atenção à estrutura microscópica da matéria,

o fenômeno estritamente quântico do emaranhamento torna-se relevante e correlações de longo

alcance passam a não estar necessariamente ligadas ao alcance da interação no sentido clássico

comentado no Cap. 3. Por exemplo, consideremos a cadeia quântica unidimensional de spin 1/2

descrita pelo seguinte Hamiltoniano em que apenas spins vizinhos interagem:

Ĥ = −
N−1∑

i=1

[
(1 + γ) σx

i σ
x
i+1 + (1− γ) σy

i σ
y
i+1 + 2λσz

i

]
(4.17)

σµ, µ = x, y, z, são as matrizes de Pauli, o parâmetro γ, −1 ≤ γ ≤ 1, controla a intensidade da

anisotropia, e λ representa o campo magnético transverso externo. Conhecido como modelo XY

quântico, o Hamiltoniano (4.17) recupera quando |γ| = 1 [i.e., máxima anisotropia] o modelo de

Ising quântico. No limite termodinâmico N → ∞, uma transição de fase quântica associada ao

ponto cŕıtico |λc|=1 ocorre à temperatura T =0.

Dispondo de informação completa sobre um sistema, sua entropia é zero. Em mecânica quântica,

informação completa significa lidar com um estado puro. Evidentemente a natureza probabiĺıstica

intŕınseca de sistemas quânticos próıbe informação completa no sentido clássico, de modo que um

estado puro significa que existe um único estado quântico descrevendo o sistema. À temperatura

nula, o sistema encontra-se em seu estado fundamental, um estado puro, e a entropia calculada por

qualquer funcional entrópico admisśıvel deve ser zero. Denotando por ρ̂N o operador densidade da

cadeia completa contendo N spins, estado puro significa que Tr ρ̂ 2
N =Tr ρ̂N =1. Entretanto, mesmo

quando T =0, é posśıvel calcular uma entropia diferente de zero considerando um bloco de L<N

spins cont́ıguos e trabalhando com a respectiva matriz reduzida ρ̂L=TrN−L ρ̂N , obtida por meio do

traço parcial sobre (N−L) spins. Como consequência do emaranhamento, efeito quântico não local

responsável pela correlação de longo alcance da cadeia (4.17), a matriz reduzida geralmente não

representa um estado puro, mas sim uma mistura estat́ıstica em que Tr ρ̂ 2
L<Tr ρ̂L=1. No estado

fundamental, o grau de emaranhamento entre o bloco de tamanho L e o restante da cadeia pode ser

caracterizado pela entropia de von Neumann do bloco SBG(L)=−kBTr[ρ̂L ln ρ̂L] [i.e., a entropia de

Boltzmann-Gibbs adequadamente adaptada a sistemas quânticos]. Para um bloco de tamanho L

suficientemente grande, a entropia de von Neumann escala logaritmicamente com L no ponto cŕıtico.

Em outras palavras: a entropia de Boltzmann-Gibbs da cadeia (4.17) à temperatura T =0 e λ=λc

não é extensiva, não escala com o tamanho do sistema, mas sim como SBG(L)∝ lnL. Afastando-se

da criticalidade, SBG(L) atinge um valor constante, recuperando o resultado conhecido como lei

da área para sistemas unidimensionais, cuja extensão para dimensões maiores é SBG(L) ∝ Ld−1,

expressão que representa o escalamento geral da lei da área para sistemas d-dimensionais com d≥2

[trabalhos de revisão sobre o tema [152,153]].
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Fig. 4.26: q como função da carga central c conforme Eq. (4.18). No ponto cŕıtico em dimensão d= 1, a
entropia de Boltzmann-Gibbs do Hamiltoniano (4.17) para um bloco de L spins cont́ıguos não
é extensiva, não escala com o tamanho do sistema L, mas logaritmicamente, SBG(L) ∝ lnL.
Entretanto, empregando os valores de q contidos nesta curva, a extensividade é recuperada
com Sq: Sq(L) ∝ L ⇒ 0 < limL→∞ Sq(L)/L < ∞. A carga central caracteriza classes de
universalidade de modo que o resultado (4.18) abarca um conjunto de modelos quânticos. Por
exemplo, para c=1/2 temos o modelo de Ising e o XY anisotrópico [γ 6=0], quando c=1 temos
o modelo XY isotrópico [γ=0]. Este resultado foi obtido e é discutido em detalhes na Ref. [151].

Para o caso unidimensional, foi mostrado [151] que a extensividade da entropia do bloco SBG(L) é

recuperada trocando o funcional entrópico SBG(L)=−kBTr[ρ̂L ln ρ̂L] por Sq(L)=kB[1−Tr ρ̂ q
L ]/[q−1]

e empregando um valor particular de q. Para o Hamiltoniano (4.17) em dimensão d=1, é posśıvel

derivar uma expressão para Tr ρ̂ q
L válida para uma cadeia infinita [N → ∞] cŕıtica. A partir

deste resultado, exigindo-se que a entropia seja extensiva, i.e., Sq(L) ∝ L, é imediato calcular

analiticamente esse valor particular de q em função da carga central c :

q =

√
9 + c 2 − 3

c
(4.18)

Portanto, a fim de obter uma entropia extensiva, e consequentemente um valor finito da ra-

zão S(L)/L no limite L → ∞, é suficiente calcular Sq com o valor espećıfico de q fornecido

pela Eq. (4.18) [ver também a Ref. [154] com análise similar com outros modelos]. O resultado (4.18)

é válido para a classe de universalidade caracterizada pela carga central c [155]. Particularmente

para c=1/2 [Ising, XY anisotrópico, mesma classe de universalidade] vem q=
√
37−6≈0.083, um

número bem menor do que q=1. Para c→∞, o valor Boltzmanniano q=1 é recuperado; não há,

entretanto, um entendimento completo deste resultado. A Fig. 4.26 exibe o comportamento de q

em função de c.



Caṕıtulo 5

Rotores de Heisenberg (n = 3)

Este caṕıtulo é dedicado ao modelo clássico de spins interagentes α-Heisenberg. O principal objetivo

é investigar o comportamento do estado quase estacionário (QSS) em função do parâmetro α, da

energia U e do número de part́ıculas N . O enfoque é predominantemente numérico [dinâmica

molecular] e grande parte dos resultados apresentados podem ser acessados também na Ref. [4].

5.1 Modelo α-Heisenberg

O modelo α-Heisenberg é definido como o caso particular n=3 da Eq. (2.5). A função Hamiltoniana

do sistema pode ser escrita como [adotando J=1]:

H =
1

2

N∑

i=1

L2
i +

1

2Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1− Si · Sj

rαij
= K + V (α ≥ 0) (5.1)

Cada rotor Si fixo na posição ri da rede pode variar continuamente a direção em um esfera de

raio unitário. Agora, escreveremos Li no lugar de pi porque o momento será interpretado explici-

tamente como momento angular, e, por razões ligadas à estrutura das equações de movimento, não

expressaremos o v́ınculo Si · Si=1 em função dos ângulos esféricos θi e ϕi.

Em dimensão d = 1 considerando condições periódicas de contorno, os spins estão dispostos

num anel e as distâncias [adimensionais] entre eles são rij = 1, 2, 3, . . . , N/2 — exatamente como

no modelo α-XY discutido no Cap. 4. Nesta situação unidimensional sob condições periódicas,

novamente o foco de nossas simulações, a constante Ñ , dependente da dimensionalidade d da rede

mas não da dimensionalidade n do spin Si, tem a mesma forma exibida na Eq. (4.2). Repito:

Ñ =
1

N

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

1

rαij
=

1

(N/2)α
+ 2

N/2−1∑

m=1

1

mα
=

{
N − 1 se α = 0

2 se α → ∞
(d = 1) (5.2)

Denotando o potencial na Eq. (5.1) por V (α), seus dois extremos [α = 0, sistema globalmente

acoplado, e α→∞, interação entre primeiros vizinhos] se escrevem:

V (0) =
1

2N

N∑

i=1

N∑

j=1

[1− Si · Sj] ; lim
α→∞

V (α) =
1

2

N∑

i=1

[1− Si · Si+1] (d = 1,SN+1 = S1)

As soluções canônicas de equiĺıbrio são obtidas com n=3 nas Eqs. (2.13) e (2.14), Pág. 15. Neste
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caso, a energia interna é dada por [adotando kB=1]:

U (M,T ) =





T +
1

2

[
1−M2

]
para 0 ≤ α < d = 1

T +
1

2

[
1− L (1/2T )

]
para α → ∞ e d = 1

(5.3)

e a magnetização por:

M (T ) =





M = L (M/T ) para 0 ≤ α < d = 1

M = 0 para α → ∞ e d = 1
(5.4)

com L(x) representando a função de Langevin:

L (x) = coth x − 1

x
=

I3/2 (x)

I1/2 (x)

Os valores cŕıticos associados à região de longo alcance 0 ≤ α < 1 são [Tc, Uc] = [1/3, 5/6], con-

forme Eq. (2.11). Essas soluções estão representadas graficamente na Fig. 5.1 a seguir. O parâ-

metro de ordem M é a magnitude do vetor magnetização, M = |〈M〉|. Escrevendo o spin Si em

componentes Cartesianas, Si=(Sxi , Syi , Szi), o vetor M é calculado microscopicamente como:

M =
1

N

N∑

i=1

Si =
1

N

N∑

i=1

[
Sxix̂ + Syiŷ + Szi ẑ

]
= Mx x̂ + My ŷ + Mz ẑ (5.5)

As soluções de equiĺıbrio dos modelos α-XY e α-Heisenberg são qualitativamente similares. Gra-

ças à condição inicial adotada [descrita adiante], há muitos pontos em comum também na evolução

temporal da temperatura cinética T (t) e da magnetizaçãoM(t), especialmente em relação ao estado

quase estacionário (QSS). Como ocorre com os rotores XY, as simulações do sistema (5.1) revelam

que no regime de longo alcance 0≤α≤1 e determinada faixa de energia, os rotores de Heisenberg

também atingem um estado persistente temporalmente, cuja duração depende do tamanho N , no

qual os valores de temperatura e magnetização diferem daqueles derivados pela mecânica estat́ıstica

tradicional. Para N finito, após um peŕıodo suficientemente longo o sistema abandona este regime

meta estável e relaxa para o equiĺıbrio, alcançando os valores de T e M previstos pelas Eqs. (5.3)

e (5.4). Agora, um estudo sistemático em função da energia será realizado, de modo que denota-

remos por TBG e MBG os valores de equiĺıbrio associados ao intervalo 0≤α< 1, e por T∞ aqueles

associados a α → ∞, independentemente da energia U . Novamente, o QSS investigado é carac-

terizado por magnetização nula em ampla faixa de energia abaixo da energia cŕıtica Uc. Dentro

desta faixa, a temperatura T (t) em função de U observada nas simulações coincide com o prolon-

gamento anaĺıtico T =TQSS=U−1/2, obtido violando-se a solução (5.3) na região de longo alcance

impondo M =MQSS=0 para qualquer energia. Essa breve descrição será ilustrada numericamente

em detalhes nas seções subsequentes.

Diferentemente do modelo α-XY discutido no caṕıtulo anterior, rotores inerciais de Heisenberg

com interação de longo alcance foram bem menos investigados na literatura [todos os exemplos
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conhecidos [4, 38, 156, 157]]. Seu comportamento durante o estado estacionário levanta questões

relevantes [e.g., quebra de ergodicidade, calor espećıfico negativo], questões igualmente levantadas

pelo modelo α-XY. Entretanto, por ter mais graus de liberdade, o α-Heisenberg pode se mostrar

um laboratório capaz de oferecer conclusões mais gerais — neste sentido, o presente trabalho é

apenas um dos passos iniciais.

T

U

Uc = 5/6

Tc = 1/3

α → ∞

0 ≤ α < 1

M = 0
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Fig. 5.1: Linhas: Solução anaĺıtica do modelo α-Heisenberg unidimensional para 0 ≤ α < 1 e α → ∞
[cf. Eqs. (5.3) e (5.4)]. No gráfico T vs. U é representado o prolongamento para energias U <Uc

da curva correspondente à solução na região de longo alcance considerando-se M = 0 [fun-
ção T =U−1/2, M =0 na Eq. (5.3)]. Sobre este prolongamento há a região sombreada indicada
com QSS, demarcando a faixa de energia U ∈ [0.70, Uc] associada a estados quase estacionários
de magnetização nula observados nas simulações. Pontos: Os valores numéricos são médias
temporais calculadas após o QSS. Para α > 1 não detectamos QSS’s de duração apreciável, e
quando α=10≫1, os resultados numéricos são muito bem descritos pela curva correspondente ao
modelo com α→∞ [desconhecemos solução anaĺıtica nesta região intermediária entre 1≤α<∞].
Para α< 1, após o QSS, médias temporais concordam com os resultados anaĺıticos associados à
região de longo alcance. Todos os valores canônicos, TBG, T∞ e MBG, foram observados com bas-
tante precisão em simulações com N grande. Os resultados numéricos correspondem a N =10 000,
e as médias temporais foram calculadas sobre a evolução de uma única realização do sistema (5.1);
são resultados restritos a U >0.50 em virtude da condição inicial adotada. Para α<1, médias tem-
porais durante o QSS coincidem com o prolongamento de magnetização nula caso 0.70.U <Uc,
e, caso U <0.70, o QSS tem outra caracteŕıstica, como exibido na Fig. 5.6 e discutido na Sec. 5.6
mais à frente. Para U >Uc não há QSS para nenhum valor de α.

O modelo α-Heisenberg definido na Eq. (5.1) foi introduzido em [4]. Ele recupera, quando α=0, o

modelo inercial de alcance infinito introduzido por Nobre & Tsallis [38], e recupera, quando α→∞,

o modelo inercial de primeiros vizinhos introduzido por Rapaport & Landau [158]. Neste último

caso, excluindo-se o termo cinético, recáımos no modelo n-vetorial [n = 3] discutido no Cap. 2.

Relativamente às soluções canônicas expressas nas Eqs. (5.3) e (5.4), a resposta para o caso de

alcance infinto α=0 foi obtida na Ref. [38] e estendida para qualquer α<d na Ref. [39], contanto

que condições periódicas de contorno fossem impostas e a quantidade Ñ definida de acordo com

a Eq. (5.2). Já a solução para o potencial correspondente a α→∞ [e d=1] foi obtida por Fisher [159]

considerando uma cadeia linear aberta [bordas livres], resposta, no limite N→∞, idêntica a de

uma cadeia periódica, como mostrou Joyce [67] poucos anos depois [a solução de Fisher havia sido

derivada mais de 10 anos antes por Nakamura [160], como Stanley [34] apontou]. Lembrando: na

região 1≤α<∞, não há solução anaĺıtica de nosso conhecimento.
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5.2 Equações de Movimento

Trabalhando com o vetor de spin Si = (Sxi , Syi , Szi) e o momento angular Li = (Lxi , Lyi , Lzi) em

coordenadas Cartesianas, cada rotor é descrito por 6 variáveis. As 6N equações de movimento

podem ser escritas então como [158]:

L̇i = Si ×



1

Ñ

N∑

j=1
j 6= i

Sj

rαij


 ; Ṡi = Li × Si ; i = 1, 2, . . . , N (5.6)

No caso particular α=0, a expressão para L̇i acima se reduz a L̇i=Si×M, recuperando as equações

de movimento usadas nos trabalhos anteriores [38, 156].

As Eqs. (5.6) não representam equações canônicas de movimento, pois Sµi e Lµi [µ = x, y, z]

não são pares canonicamente conjugados entre si. Podeŕıamos, na mesma linha das Refs. [157,161],

empregar coordenadas esféricas e escrever o vetor de spin como Si=(cosϕi sen θi, senϕi sin θi, cos θi),

o momento angular como L2
i =L2

θi
+L2

ϕi
/ sin2 θi, e então derivar equações de movimento por meio

do formalismo Hamiltoniano como no Cap. 4. Nesta representação, cada rotor é caracterizado pelos

ângulos θi∈ [0, π) e ϕi∈ [0, 2π) e seus respectivos momentos canônicos conjugados Lθi e Lϕi . Embora

empregar coordenadas esféricas aparente ser o caminho natural de abordar o problema, o sin2 θi

que surge no denominador de L2
i gera dificuldades numéricas importantes. De fato, conforme θi

se aproxima de zero [mais precisamente, de nπ, com n = 0, 1, 2, . . .], quantidades dependentes

de 1/ sin2 θi começam a variar rapidamente e um passo de integração muito pequeno deve ser usado

a fim de que a dinâmica seja adequadamente descrita. Este tipo de instabilidade numérica foi

percebida por Barojas et al. [162] em simulações de moléculas diatômicos. Na ocasião, os autores

a contornaram introduzindo dois referenciais fixos e trocando a representação de θi e ϕi entre eles

sempre que 0 < θi <
1
10
π ou 9

10
< θi < π. Uma solução geral foi proposta alguns anos depois por

Evans [163,164], que foi capaz de escrever equações de movimento livres de singularidades utilizando

quaternions como coordenadas generalizadas¶. É posśıvel evitar essas sofisticações numéricas e

escrever as equações de movimento na forma relativamente simples vista nas Eqs. (5.6) porque a

Hamiltoniana (5.1) representa rotores ŕıgidos de comprimento unitário, ou, usando a expressão

mais comum na literatura que trada o assunto, moléculas lineares ŕıgidas, cada qual com um dos

momentos principais de inércia nulo e os outros dois iguais [e.g., I3=0 e I1=I2], havendo apenas dois

graus de liberdade rotacionais [o spin não gira em torno do eixo definido pela direção de Si, o “eixo

molecular”, relacionado a I3]. Em sistemas assim, a velocidade angular ωi e o torque [igual a Si×M
se α=0] são perpendiculares ao vetor Si, logo, adotando momento de inércia unitário, Li=ωi em

qualquer sistema de eixos.

Além da energia total, é imediato verificar que a norma de cada spin Si=[Si ·Si]
1/2 e o momento

angular total L=
∑

Li também são integrais de movimento. Com efeito, derivando Si com respeito

ao tempo e levando em conta que Ṡi ⊥ Si , vem:

dSi

dt
=

Ṡi · Si

Si

= 0 para i = 1, 2, . . . , N

¶Remetemos o leitor ao Cap. 3 de Allen & Tildesley [71] para se aprofundar na discussão deste parágrafo.



5.3. Procedimento Numérico e Condições Iniciais 72

Igualmente para L̇:

dL

dt
=

N∑

i=1

L̇i =
1

Ñ

N∑

i=1

N∑

j=1
j 6= i

Si × Sj

rαij
= 0

A perpendicularidade entre o momento angular Li de cada rotor e o respectivo vetor Si produz

o v́ınculo Li · Si = 0 ∀ i, que deve ser incorporado à condição inicial [descrita na próxima seção].

Impondo esse v́ınculo ao estado inicial, ele permanecerá preservado durante toda a evolução do

sistema, uma vez que o produto Li · Si é também uma constante de movimento, como podemos

verificar usando as Eqs. (5.6):

d

dt
[Li · Si] = L̇i · Si + Li · Ṡi = 0 para i = 1, 2, . . . , N

5.3 Procedimento Numérico e Condições Iniciais

Repetindo exatamente o mesmo procedimento aplicado ao modelo α-XY no Cap. 4, todas as si-

mulações da Hamiltoniana (5.1) foram realizadas em dimensão d= 1 sob condições periódicas de

contorno [sistema arranjado num anel], com um número N fixo de rotores e também com energia

fixa, sem termostato, de modo que a energia total E inicialmente atribúıda ao sistema [constante

pois H não depende explicitamente do tempo] deve ser identificada com a energia interna termodi-

nâmica, E/N=〈H〉/N=U para N grande [ensemble microcanônico].

Para integrar as 6N equações de movimento (5.6), utilizamos o tradicional esquema de Runge-

Kutta de quarta ordem, escolhendo um passo de integração capaz de fornecer uma flutuação relativa

da energia menor que 10−5, resultado alcançado tipicamente com δt=0.02. A construção do estado

inicial envolveu as etapas: as três componentes dos momentos Li’s [Lµi ; µ=x, y, z; i=1, 2, . . . , N ] fo-

ram sorteadas aleatoriamente de uma distribuição uniforme no intervalo [−1, 1] e depois reescaladas

de modo a anular o momento angular total L=
∑

Li. Em seguida, duas componentes dos spins Si’s,

Sxi e Syi , foram também sorteadas de uma distribuição uniforme entre [−1, 1] e a terceira calculada

tal que o v́ınculo Li · Si=0 fosse satisfeito. Explicitamente: Szi =−(LxiSxi+LyiSyi)/Lzi ∀ i. Deste
procedimento resulta spins não normalizados Si · Si 6= 1, que são estão normalizados dividindo-se

cada componente pelo módulo |Si| =
√
S2
xi
+S2

yi+S2
zi do respectivo spin. Finalmente, todas as

componentes Lµi ’s são reescaladas novamente para que a energia desejada U = E/N seja atin-

gida. A fim de ter o v́ınculo Li · Si = 0 preservado, a ordem dessas etapas é importante. Essa

condição inicial corresponde à magnetização M ≈ 0 [tipicamente M ∼ 10−3 pela Eq. (5.5)] e a

uma distribuição uniforme de largura 2
√
2(E − V )/N e média zero para as três componentes dos

momentos Lµi ’s. Tal configuração inicial de magnetização nula implica energia potencial por par-

t́ıcula de V/N ≈ 1/2, restringindo a energia ao intervalo U =E/N & 1/2, em consonância com as

soluções canônicas (5.3) e (5.4). Todas as constantes de movimento [norma |Si|=1, perpendicula-

ridade Li · Si = 0 e momento angular total L= 0] foram conservadas com precisão bem maior do

que a da energia no decorrer da evolução.
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5.4 Temperatura e Magnetização: Evolução e Média Temporal

Embora trabalhando com três componentes Cartesianas para o momento angular Li=(Lxi , Lyi , Lzi),

em razão do v́ınculo Li ·Si=0, apenas duas dessas componentes são independentes [n−1=3−1=2

graus de liberdade por rotor]. Por meio do Teorema da Equipartição da Energia, podemos então

definir a temperatura cinética instantânea T (t) como:

K (t) =
1

2

N∑

i=1

[L2
xi
(t) + L2

yi(t) + L2
zi(t)] =

2

2
NT (t) ⇒ T (t) =

K (t)

N
(5.7)

Em outras palavras, no modelo α-Heisenberg, a temperatura T (t) é simplesmente a energia ciné-

tica instantânea K(t) por part́ıcula. No equiĺıbrio, a média temporal de T (t) deve coincidir com

a temperatura termodinâmica, 〈T (t)〉Tempo = T , resultado válido também para a magnetização,

〈M(t)〉Tempo =M , sendo o vetor magnetização M(t) ao longo do tempo calculado de acordo com

a Eq. (5.5), donde M(t)= |M(t)|=
√
M2

x(t)+M2
y (t)+M2

z (t) .

A Fig. 5.2 exibe a evolução da temperatura cinética T (t) para U e N fixos e diversos valores de α.

Como ocorre com o modelo α-XY, a fim de coincidir com o resultado canônico das Eqs. (5.3) e (5.4),

as médias temporais precisam ser calculadas após o sistema atravessar o estado quase estacionário,

quando T (t) e M(t) flutuam próximos aos valores preditos pela mecânica estat́ıstica de Boltzmann-

Gibbs. Neste regime, no qual é esperado que a hipótese ergódica se aplique, médias temporais e de

ensemble devem coincidir.

Mais acima na Fig. 5.1, para diversas energias abaixo e acima de Uc = 5/6, e para α = 0.0,

0.4, 0.8 e α = 10.0 [i.e., três valores t́ıpicos dentro da região de longo alcance, e um bem além

da fronteira α=d=1], médias temporais calculadas após o QSS são exibidas, o acordo com as

previsões anaĺıticas para todas as energias analisadas é muito bom. Para os três valores de α

entre 0≤α<1, os experimentos numéricos reproduzem os valores de T e M correspondentes à

solução neste intervalo, e, para α=10, são muito bem descritos pela solução associada ao modelo

com α→∞. No gráfico T vs. U da Fig. 5.1 é exibido também o prolongamento T =TQSS=U−1/2 da
solução anaĺıtica na região de longo alcance, obtido impondo M =MQSS=0 para qualquer energia

na Eq. (5.3). Foi essencialmente na faixa de energia 0.70. U <Uc [região sombreada na Fig. 5.1]

que QSS’s apresentando magnetização nula e temperatura cinética menor do que a temperatura

associada a solução de equiĺıbrio foram observados nas simulações, como ilustraremos mais à frente

na Sec. 5.6.

Todas as médias temporais da Fig. 5.1, bem como os demais resultados numéricos deste caṕıtulo,

referem-se a uma única realização do sistema (5.1), sem nenhum tipo de média sobre eventos dis-

tintos. Nos deteremos aqui na análise apenas da temperatura cinética T (t). Notar, mais uma vez,

que acompanhar T (t) na região de longo alcance está intimamente relacionado a acompanhar M(t),

sobretudo quando α= 0 e consequentemente T (t) =E/N− [1−M2(t)]/2, relação deduzida substi-

tuindo as Eqs. (5.5) e (5.7) na Hamiltoniana (5.1). Cumpre observar novamente que comparamos

médias temporais calculadas com energia fixa [microcanônico] com resultados anaĺıticos a tempera-

tura fixa [canônico]. Entretanto, no equiĺıbrio, foi demonstrada a equivalência entre os ensembles

para o sistema (5.1) na região 0≤α<d na Ref. [39].
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Fig. 5.2: Evolução da temperatura cinética T (t)=K(t)/N [cf. Eq. (5.7)] para E/N =U =0.76, N =10 000
e diversos valores de α no intervalo α ∈ [0.0, 10.0]. Ao ser preparado com a condição inicial
descrita na Sec. 5.3, o sistema rapidamente atinge o estado quase estacionário (QSS) e lá perma-
nece por um longo peŕıodo, que depende de α, N e U . Para que a média temporal de T (t) [e
a da magnetização M(t)] coincida com a temperatura anaĺıtica TBG ≈ 0.312 correspondente a
essa energia [cf. Eqs. (5.3) e (5.4), linha tracejada do meio], devemos calculá-la após este pe-
ŕıodo. Para U = 0.76, as simulações revelam um QSS com magnetização bem próxima de
zero e temperatura coincidindo com o prolongamento com M = MQSS = 0 da solução canô-
nica: TQSS = U−1/2 = 0.26 [linha inferior]. QSS’s com estas caracteŕısticas são observados na
faixa de energia U ≈ [0.70, Uc = 5/6] indicada de forma sombreada na Fig. 5.1 mais acima, na
qual são exibidas também as médias temporais sobre as realizações com α= 0.0, 0.4, 0.8 e 10.0
após o QSS. Para α&1, o QSS praticamente não é mais detectado. Conforme α aumenta, T (t)
abandona a temperatura canônica TBG, do modelo com 0≤α< 1, e aproxima-se da solução do
modelo com α→∞, alcançando T∞ ≈ 0.436 em torno de α. 10 [linha superior]. Nesta região
intermediária entre 1≤α<∞, desconhecemos solução anaĺıtica. Os dados correspondem, para
cada α, a uma única realização do sistema (5.1). A duração tQSS destes QSS’s em função de α
é exibida na Fig. 5.3 a seguir.

5.5 Influência de α no QSS

A Fig. 5.2 exibe a evolução da temperatura cinética T (t) para (U,N) = (0.76, 10 000) e diversos

valores de α entre α∈ [0.0, 10.0]. Para 0≤α< 1, após o estado quase estacionário (QSS), os resul-

tados numéricos acumulam-se no valor de T correspondente à solução neste intervalo, TBG≈0.312

no caso [linha tracejada no meio]. Conforme o valor do parâmetro α aumenta, os resultados nu-

méricos aproximam-se da solução associada ao modelo com α → ∞, alcançando T∞ ≈ 0.436 em

torno de α.10 [linha tracejada superior], transitando suavemente entre as soluções corresponden-

tes a α< 1 e a α→∞. Apesar de não exibida, a transição da magnetização de MBG para M =0

[valor correspondente a α→∞] é mais abrupta, com M ≈ 0 sendo alcançado em torno de α≈ 1.5,

resultado similar ao observado com os rotores XY [cf. Fig. 4.1, Pág. 28]. Nesta região intermediária
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Fig. 5.3: Duração do QSS tQSS em função de α para U = 0.76 e três valores de N , N = 10 000, 20 000
e 30 000. Embora haja forte dependência do tamanho N , as simulações indicam que tQSS → 0
quando α→ 1 nos três casos analisados. No inset, os mesmo dados para N = 10 000 em eixos
lineares. Os resultados associados a N = 10 000 são provenientes dos QSS’s exibidos na Fig. 5.2
acima. A evolução de T (t) para os outros dois valores de N estão na Fig. 5.7.

entre 1 ≤ α < ∞, para a qual não conhecemos solução anaĺıtica, T (t) estabiliza abaixo de TBG

no intervalo 1.0 < α . 1.3 e depois então segue se aproximando de T∞, comportamento também

observado no caṕıtulo anterior [ver Figs. 4.3 e 4.8]. Para 0≤α<1, o QSS apresenta magnetização

bem próxima de zero e temperatura cinética bem próxima do prolongamento da solução anaĺı-

tica TQSS=U−1/2=0.26 [linha tracejada inferior]. Para α& 1, não há evidência clara de QSS de

duração apreciável. Quando α≫1, nenhuma dependência de N é esperada, porque a interação é

efetivamente de curto alcance. Entretanto, esses resultados numéricos não excluem um posśıvel

efeito de tamanho finito na região logo acima de α=1.

Os resultados da Fig. 5.2 foram obtidos com U = 0.76, energia localizada aproximadamente

na metade do intervalo 0.70 . U < Uc = 0.833 . . . em que QSS’s de caracteŕısticas comuns são

observados [região sombreada na Fig. 5.1]. Como detalhado na Sec. 5.6 a seguir, para N fixo, a

duração do QSS cresce exponencialmente à medida que nos aproximamos da energia cŕıtica Uc,

e a diferença entre TQSS e TBG é maior quanto mais próximo de U = 0.70. Escolhemos então

analisar U=0.76 com o propósito de exibir QSS’s de duração apreciável, mas não muito longos por

motivos computacionais, e de temperatura cinética distante o suficiente de TBG para que fossem

claramente identificados. Contudo, esses resultados devem se estender a toda região U ≈ [0.70, Uc]

na qual QSS’s de magnetização nula foram detectados.
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Na região 0≤α≤1, a duração do QSS diminui conforme α aumenta. Para quantificar esse inter-

valo, introduzimos o tempo de vida do QSS, denotado por tQSS, definido como o tempo transcorrido

de t=0 até a temperatura cinética T (t) atingir o valor médio entre a temperatura no QSS TQSS e a

temperatura de equiĺıbrio TBG. Para α próximo de α=1, T (t) estabiliza um pouco acima do prolon-

gamento de magnetização nula, quer dizer, T (t)&TQSS=U−1/2, principalmente quando α≥0.80,

como mostra a Fig. 5.2. Essa pequena diferença foi considerada no cálculo de tQSS. Computar tQSS

a partir de t=0 inclui um curto transiente antes de T (t) estabilizar em TQSS ou próximo dele. No

entanto, a influência desse transiente no resultado final de tQSS é despreźıvel para N suficientemente

grande. Esse mesmo expediente aplicado aqui para determinar a duração do QSS em função de α,

é repetido adiante em função de U e em função de N .

O comportamento do tempo de vida tQSS em função do parâmetro α é exibido na Fig. 5.3. Nela

estão representados dados obtidos com energia U = 0.76, três valores de N , N = 10 000, 20 000

e 30 000, com α variando no intervalo 0≤ α≤ 1. A evolução de T (t) que produziu os resultados

correspondentes a N=10 000 está na Fig. 5.2, a evolução para os demais valores de N pode ser vista

na Fig. 5.7 mais à frente. Na representação log-linear notamos que tQSS é fortemente dependente

do tamanho N , porém as simulações para os três valores de N analisados indicam que tQSS → 0

quando α→ 1. Esta tendência é mais claramente percebida no inset, em que os dados associados

a N=10 000 são apresentados em eixos lineares.

5.6 Influência de U no QSS

Os estados quase estacionários (QSS’s) da Fig. 5.2 surgem quando 0.70 . U < Uc, como mostra

a Fig. 5.4, na qual é exibida a evolução temporal de T (t) para valores t́ıpicos de U neste intervalo

considerando três valores t́ıpicos de α na região de longo alcance, α = 0.0, 0.4 e 0.8. As simu-

lações foram realizadas com N=10 000 e os dados convenientemente reescalados pela respectiva

temperatura de equiĺıbrio TBG.

Para todas as energias investigadas compreendidas em U ∈ [0.70, 0.83], foi verificada a existência

de QSS’s com magnetização nula [ou muito próxima de zero] e temperatura cinética muito próxima

do prolongamento com M = 0 da solução anaĺıtica T (t) & TQSS = U −1/2. Após um peŕıodo

suficientemente longo, ocorre a transição para o estado em que a temperatura e a magnetização

coincidem com as predições da mecânica estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. Embora não exibido,

mesmo para energias logo acima de Uc=5/6≈ 0.833 [e.g., U =0.84], o QSS não é mais observado,

com T (t) eM(t) atingindo os valores canônicos TBG eMBG após breve transiente. Para determinado

valor de α, as menores energias produzem QSS’s de menor duração, com o tempo de vida tQSS

aumentando significativamente conforme nos aproximamos da energia cŕıtica Uc. Por outro lado,

durante o QSS, a diferença entre a temperatura cinética T (t) e a de equiĺıbrio TBG é maior para

as menores energias, indo a zero com U →Uc. Em outras palavras, apesar de tQSS crescer com a

aproximação de Uc, o QSS desaparece no limite U→Uc pois a diferença entre essas duas quantidades,

T (t) e TBG, vai a zero, e, consistentemente, não é mais detectado quando U >Uc. Ademais, para

determinada energia, como discutido em detalhes para U = 0.76 na seção anterior, quanto maior

o parâmetro α, menor o tempo de vida tQSS [cf. Figs. 5.2 e 5.3], de modo que os experimentos

numéricos indicam o desaparecimento do QSS em ambos os limites α→1 e U→Uc.
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Fig. 5.4: Evolução da temperatura cinética para N = 10 000, três valores t́ıpicos de α na região de longo
alcance [α= 0.0, 0.4 e 0.8] e energia variando no intervalo 0.70≤U <Uc≈ 0.833 [este intervalo
corresponde à região sombreada na Fig. 5.1]. Os dados foram reescalados pela respectiva tem-
peratura de equiĺıbrio TBG, de modo que T (t)/TBG ≈ 1 após o QSS. A duração do QSS cresce
exponencialmente conforme a energia se aproxima de Uc, mas esse crescimento é acompanhado
pela diminuição da diferença entre T (t) no QSS e TBG. Os dados correspondentes a U = 0.76
são os mesmos da Fig. 5.2 mais acima, e o tempo de vida tQSS destes QSS’s em função de U é
exibido na Fig. 5.5 a seguir.
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Fig. 5.5: Duração do QSS tQSS em função da energia U para N = 10 000 e três valores de α dentro da
região de longo alcance, α= 0.0, 0.4 e 0.8. Para os três valores de α analisados, as simulações
indicam um crescimento exponencial de tQSS no intervalo 0.70≤U <Uc: tQSS =aebU [a e b são
parâmetros de ajuste]. No inset, os mesmos dados com a ordenada em escala logaŕıtmica. Acima
de U =Uc [linha tracejada], o QSS não é mais observado para nenhum valor de α. Alguns destes
resultados são provenientes dos QSS’s exibidos na Fig. 5.4 acima.

O comportamento do tempo de vida tQSS em função da energia U é apresentado na Fig. 5.5.

Para os três valores de α< 1 analisados, as simulações indicam que tQSS cresce exponencialmente

com U no intervalo U ∈ [0.70, 0.82], tQSS = a ebU [a e b são parâmetros de ajuste], como mostra

mais claramente a representação log-linear no inset, onde os dados são bem descritos por uma

reta. Ainda que o tempo tQSS cresça muito quando U→Uc, esse crescimento é acompanhado pela

diminuição da diferença entre T (t) ≈ TQSS no QSS e o valor canônico TBG. Por esse motivo, os

resultados correspondentes a U = 0.83≈Uc não estão presentes na Fig. 5.5. É dif́ıcil estimar tQSS

para esta energia, as duas temperaturas estão muito próximas, como visto na Fig. 5.4.

Os QSS’s exibidos na Fig. 5.4 são caracterizados por magnetização nula e temperatura cinética

seguindo o prolongamento de magnetização nula da solução anaĺıtica na região de longo alcance.

Este comportamento é observado na faixa de energia 0.70.U <Uc e valores de α entre 0≤α. 1.

Para energias abaixo de U=0.70, o estado estacionário continua existindo, contudo a temperatura

cinética abandona o prolongamento TQSS=U−1/2, a magnetização deixa de ser zero — apesar da

condição inicial comM≈0 — e a diferença entre resultados numéricos e anaĺıticos diminui à medida

que a energia se aproxima de U =0.50. Essa descrição é ilustrada na Fig. 5.6. Nela, os resultados

numéricos correspondem a médias temporais de T (t) calculadas durante o QSS para N = 10 000,

três valores de α < 1 e energia entre U ∈ [0.51, 0.83]. As curvas anaĺıticas são as mesmas do grá-
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Fig. 5.6: Parte do gráfico T vs. U exibido na Fig. 5.1 destacando o intervalo de energia no qual estados

quase estacionários foram detectados [a curva associada a α→∞ foi omitida]. Resultados nu-
méricos correspondem a médias temporais de T (t) calculadas durante o QSS, para N = 10 000
e três valores de α < 1. Quando 0.70 . U < Uc, o QSS apresenta magnetização nula e tempe-
ratura cinética acompanhando o prolongamento com M = 0 da solução anaĺıtica TQSS =U−1/2
[região sombreada sobre a linha tracejada; a evolução de T (t) que produziu estes resultados está
na Fig. 5.4]. Para energias abaixo de U = 0.70, o QSS deixa de apresentar magnetização nula
e T (t) abandona o prolongamento da solução anaĺıtica, aproximando-se do resultado canônico
conforme U se aproxima de U =0.50 [lembramos que a condição inicial adotada próıbe simulações
com U < 0.50]. Neste intervalo 0.50<U < 0.70, a temperatura cinética diminui com o aumento
da energia, caracteŕıstica de calor espećıfico [microcanônico] negativo.

fico T vs. U exibido na Fig. 5.1 com destaque para o intervalo de energia de interesse. Para U <0.70

e este valor de N=10 000 utilizado, os QSS’s são mais claramente observados quando α=0.0, sendo

algumas vezes de dif́ıcil identificação quando α = 0.80. De modo geral, os estados quase estacio-

nários na região U < 0.70 são menos robustos do que aqueles associados a 0.70.U <Uc exibidos

nas Figs. 5.2 e 5.4 acima [robusto no sentido de reprodutibilidade, de duração, de atingir uma tem-

peratura bem definida, de ser observado para valores pequenos de N ]. Deve ser notado que, neste

intervalo 0.50<U<0.70, a temperatura cinética durante o QSS decresce conforme a energia au-

menta, caracteŕıstica de calor espećıfico negativo, um fenômeno estritamente microcanônico. Tal

comportamento também é observado com o modelo HMF [e.g., Fig. 1 de [75]; para uma abordagem

anaĺıtica, ver [66,86]], de modo que o presente resultado indica que esta pode ser uma propriedade

genérica de sistemas de spins clássicos com interação de longo alcance, uma propriedade indepen-

dente da dimensionalidade n do vetor Si. Outra propriedade compartilhada por esses dois modelos

diz respeito ao crescimento do tempo de vida do QSS com o tamanho N , tema da próxima seção.
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Fig. 5.7: Evolução de T (t) para U = 0.76, tamanho variando a partir de N = 2 500 até N = 30 000 para
os dois menores valores de α [α= 0.0 e 0.4], e a partir de N = 5 000 para o maior [α= 0.8]. A
duração do QSS tem grande dependência do tamanho do sistema N . Essa dependência é maior
quanto maior o alcance da interação, quanto menor o valor de α. Os resultados correspondentes
a N = 10 000 são os mesmos das Figs. 5.2 e 5.4 mais acima. A duração tQSS destes QSS’s em
função de N é exibida na Fig. 5.8 a seguir.

5.7 Influência de N no QSS

O que talvez seja a caracteŕıstica mais interessante do estado quase estacionário, e de profundas

implicações, é o crescimento de seu tempo de vida tQSS conforme o tamanho do sistema N aumenta.

Este comportamento é revelado de modo bastante claro na Fig. 5.7, na qual é apresentada a evo-

lução da temperatura cinética para energia U = 0.76, os três valores de α < 1 analisados acima e

número de rotores variando de N = 2500 até N = 30 000. Escolhemos novamente U = 0.76 [ener-

gia aproximadamente na metade da região sombreada na Fig. 5.6] pela razão discutida na Sec. 5.5,

quando o QSS em função de α foi analisado, mas esses resultados devem se estender a todo inter-

valo 0.70.U <Uc em que QSS’s de magnetização nula são observados. Como o tempo de vida tQSS
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Fig. 5.8: Crescimento do tempo de vida tQSS em função do número de rotores N para energia U =0.76 e
três valores de α<1. Para os três valores de α analisados, as simulações indicam um crescimento
em lei de potência de tQSS com o tamanho N : tQSS =aNγ [a é parâmetro de ajuste]. No inset
maior, temos os mesmos dados em escala log-log; no menor, os valores de γ obtidos do ajuste
contra α. A maioria destes resultados são provenientes dos QSS’s exibidos na Fig. 5.7 acima.

decresce e as flutuações em T (t) tendem a aumentar conforme N diminui, a fim de identificar

adequadamente o QSS com uma única realização numérica, o tamanho N deve ser suficientemente

grande [e.g., N≥2 500]. Para o maior valor α [i.e., α=0.80], o tempo tQSS é significantemente

menor. Neste caso, foi necessário que o menor sistema simulado tivesse tamanho N maior que os

demais [e.g., N≥5 000].

O crescimento de tQSS com N é uma propriedade conhecida do modelo α-XY na região de longo

alcance 0≤α<1 e havia sido identificado nos trabalhos prévios com os rotores de Heisenberg para

o caso particular α=0 [38, 156, 157]. Esse comportamento encerra consequências f́ısicas relevantes,

algumas ligadas à aplicabilidade da mecânica estat́ıstica tradicional. Realmente, os resultados

numéricos da Fig. 5.7 indicam que a ordem entre o limite termodinâmico N→∞ e o temporal t→∞
tem efeito importante na definição do estado do sistema, e considerando-se o limite N→∞ primeiro,

o sistema possivelmente permanecerá no QSS indefinidamente. Neste cenário, médias temporais

das grandezas dinâmicas T (t) e M(t) não coincidem com as previsões anaĺıticas, o que pode ser

interpretado como quebra de ergodicidade — uma das premissas básicas da mecânica estat́ıstica de

Boltzmann-Gibbs —, abrindo espaço também para uma reavaliação dos resultados que apontam a

equivalência entre os ensembles. O QSS representaria então o estado final do modelo, e não uma

fase transiente de não equiĺıbrio. Se esse estado deve ser interpretado como um verdadeiro estado
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de equiĺıbrio termodinâmico, é uma questão importante que necessita ser verificada com cuidado.

Reforçando os comentários da Sec. 4.4, lidamos com evidências numéricas, e não se deve afirmar

que, no limite N→∞, o sistema permanecerá de fato no QSS eternamente, jamais transitando para

o estado caracterizado pelos valores TBG e MBG preditos pela termoestat́ıstica de Boltzmann-Gibbs.

O comportamento do tempo de vida tQSS em função do tamanho N é apresentado na Fig. 5.8.

Para os três valores de α analisados, o crescimento de tQSS foi ajustado por uma lei de potên-

cia da forma tQSS∝Nγ, com o expoente γ = γ(α) decrescendo conforme α aumenta de γ ≈ 1.69

quando α=0.0 até γ≈0.62 quando α=0.8. O inset maior exibe os mesmos dados na representação

log-log e o comportamento em lei de potência é mais claramente percebido. Para α=0.0, o valor es-

timado de γ≈1.68 concorda com o da Ref. [157], em que γ≈1.7 foi obtido. Esse valor de γ também

foi observado numericamente nos QSS’s do modelo HMF [modelo α-XY com α= 0] provenientes

de condições iniciais com magnetização nula como as usadas aqui [82, 83], resultado corroborado

por abordagem anaĺıtica na Ref. [87]. O valor comum de γ(0)≈ 1.7 entre os dois modelos indica

que a relação tQSS∝Nγ(0) pode ser uma propriedade universal de spins clássicos com interação de

longo alcance, não afetada pela dimensão n do vetor Si. No inset menor da Fig. 5.8 é apresentado

o expoente γ(α) para os três valores de α analisados. Apesar da dificuldade em computar tQSS à

medida que α se aproxima de α=1, as simulações sugerem que γ→0 no limite α→1. Contudo, com

poucos pontos, não é seguro propor uma forma funcional para γ(α) que descreva como γ decresce

com α [para os rotores XY, foi observado [165] um comportamento aproximadamente constante

de γ(α) até α≈ d/2 = 0.5, e um decréscimo linear a partir deste valor]. Cumpre observar que a

influência do tamanho N sobre o tempo de vida tQSS é menos acentuada na região U < 0.70, na

qual os QSS’s exibem magnetização diferente de zero.

5.8 Sumário e Perspectivas

Este caṕıtulo foi dedicado à análise numérica de um sistema Hamiltoniano unidimensional de N

rotores localizados de Heisenberg com interação de alcance controlável. A função Hamiltoniana do

sistema é definida pela Eq. (5.1) e as simulações foram realizadas com as técnicas da Dinâmica Mo-

lecular no ensemble microcanônico [energia e N fixos]. De modo telegráfico, os principais resultados

e conclusões decorrentes desta análise foram:

◮ Pela primeira vez foi numericamente verificado o correto escalamento da interação para siste-

mas clássicos de spins Si’s de dimensionalidade n> 2 [escalamento de Tsallis, Eq. (5.2)]. O

escalamento não apenas recupera a extensividade, mas também, como previsto analiticamente

na Ref. [39], confere ao modelo comportamento termodinâmico universal na região de longo

alcance 0≤α/d<1, como mostra a Fig. 5.1.

◮ Em ampla faixa de energia abaixo da cŕıtica e em toda região de longo alcance, foi verificada

a existência de estados quase estacionários (QSS’s) — estados caracterizados por valores de

temperatura e magnetização distintos daqueles previstos pela termoestat́ıstica tradicional.
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◮ O tempo de vida tQSS do QSS sofre forte influência do parâmetro α, da energia U e do número

de rotores N . Nos intervalos 0.70.U <Uc e 0≤α.1, o seguinte comportamento de tQSS em

função de α, U e N foi observado:

⊲ Não obstante a forte dependência de N , os resultados indicam que tQSS→0 quando α→1

para todos os valores de N analisados [Figs. 5.2 e 5.3].

⊲ Crescimento exponencial com U , tQSS∝ebU , porém tQSS→0 quando U→Uc, pois, para

energias acima de Uc, o QSS desaparece [Figs. 5.4 e 5.5].

⊲ tQSS ∝Nγ, com o expoente γ(α) positivo mas γ → 0 quando α→ 1 [Fig. 5.8]. Particu-

larmente para α = 0, foi observado γ(0)≈ 1.7, valor que concorda com o da Ref. [157]

e também com o do modelo HMF, indicando que este comportamento não depende da

dimensão n do vetor Si. Mais importante, este comportamento sugere que os limites

temporal t→∞ e termodinâmica N →∞ não comutam quando a interação é de longo

alcance.

⊲ Quando U <0.70, o QSS tem propriedades distintas. Nesta região, a temperatura TQSS

diminui com a energia U , caracteŕıstica de calor espećıfico negativo [Fig. 5.6].

Modificando o modelo original [38], introduzindo o decaimento da interação em lei de potência

da forma 1/rα, a dimensão espacial d da rede ganha importância, abrindo novas possibilidades de

investigação. A seguir, três questões relevantes que serão oportunamente exploradas:

◮ Influência da dimensão d no estado quase estacionário.

◮ Influência da razão α/d no comportamento do expoente de Lyapunov λmax. Teria a razão α/d,

e não α e d de modo independente, papel importante no comportamento de λmax [como ocorre

no modelo α-XY, cf. Sec. 4.10, Pág. 54] ?

◮ Influência do parâmetro α na distribuição de velocidades do sistema. Seriam as distribuições

de velocidades no regime de longo alcance melhor descritas por q-gaussianas ?



Caṕıtulo 6

Aplicações Recentes de Entropias Não Aditivas

Neste caṕıtulo trataremos com mais detalhes da entropia Sδ mencionada no Cap. 1 e de sua uni-

ficação com a entropia Sq, definindo a entropia de dois parâmetros Sq,δ. Analisaremos a relação

entre Sδ e a entropia de Bekenstein & Hawking de buracos negros além de resultados recentes de al-

tas energias relacionados a Sq. As discussões deste caṕıtulo podem ser acessadas nas Refs. [1,2,6–8].

6.1 Classe de Correlação e Entropia

Retomando a discussão do Cap. 1, a ponte entre as variáveis termodinâmicas macroscópicas e o

mundo microscópico governado pelas leis f́ısicas fundamentais é a entropia. Na mecânica estat́ıs-

tica, entropia é um funcional de probabilidades, enquanto na termodinâmica, como originalmente

imaginada por Clausius, é a função de estado demandada pela Segunda Lei. Após o trabalho de

Shannon sobre teoria da comunicação, entropia deixou de ser um conceito exclusivo da termodi-

nâmica e o funcional entrópico ganhou importância para além das ciências naturais. No entanto,

quando o interesse é a conexão entre os mundos micro e macro, a exigência de extensividade res-

tringe o funcional permitido para representar a entropia f́ısica do sistema. Extensividade é uma

propriedade diferente de aditividade. Aditividade depende da forma matemática do funcional entró-

pico, e nada mais. Extensividade depende também do modo como os constituintes microscópicos

do sistema se associam. Como consequência, verificar se um funcional é aditivo é simples, mas,

muitas vezes, é extremamente dif́ıcil determinar se esse funcional aplicado a um sistema espećıfico

resulta em uma entropia termodinâmica extensiva.

É imediato verificar a extensividade da entropia de Boltzmann-Gibbs quando o sistema f́ısico

pertence à classe exponencial, definido como aquele cujo número de microestados escala com o

tamanho N do sistema como W (N)∼µN [µ>1] no limite N→∞. Seguindo Penrose [166, Cap. 5],

é um trabalho algébrico simples verificar que o funcional SBG é aditivo. De fato, sendo A e B dois

sistemas probabiĺısticos independentes [portanto pA+B
ij =pAi p

B
j para qualquer par i, j, e consequen-

temente WA+B=WAWB], vem:

SBG (A+B) = −kB

WA∑

i=1

WB∑

j=1

pA+B
ij ln pA+B

ij = SBG (A) + SBG (B) (6.1)

Sistemas da classe exponencial de modo geral exibem fraca correlação entre seus constituintes, e

sistemas independentes [e.g., gás ideal clássico] são casos particulares desta classe.

Assumir que qualquer sistema f́ısico seja da classe exponencial é uma premissa bastante restritiva.
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Podemos ter, por exemplo, sistemas correlacionados da classe lei de potência, aqueles de microesta-

dos crescendo como W (N)∼Nρ (ρ>0) [ver cadeia quântica da Sec. 4.14.1]. Neste caso, a entropia

aditiva SBG é proporcional a lnN , não é, portanto, extensiva. Notar que Nρ≪µN para N grande,

que é um resultado intuitivo, uma vez que correlações tendem a limitar os estados acesśıveis. Para

esta classe, a fim de assegurar uma entropia linear com N , devemos trocar o funcional SBG pela

sua generalização não aditiva Sq:

Sq = kB

W∑

i=1

pi lnq
1

pi
= −kB

W∑

i=1

pqi lnq pi = −kB

W∑

i=1

pi ln2−q pi (6.2)

As igualdades mais à direita seguem da manipulação do q-logaritmo lnq x= [x1−q−1]/[1−q], e no

limite q → 1, S1 = SBG é recuperado¶. Escolhendo apropriadamente o ı́ndice q, a entropia Sq é

extensiva para a classe lei de potência. Com efeito, otimizando o funcional (6.2) submetido ao

v́ınculo de normalização da probabilidade
∑

pi=1, encontramos que o extremo de Sq, assim como

o de SBG, também ocorre na situação equiprovável pi=1/W ∀ i, de modo que Sq=kB lnq W neste

caso. É imediato verificar então que, para W (N)∼Nρ, Sq ∝ N quando q=1−1/ρ, resultado não

alcançável com SBG [alcançado se ρ→∞, e a lei de potência Nρ se aproxima da exponencial µN ].

O extremo kB lnq W representa um máximo global [um mı́nimo global] da entropia Sq caso q > 0

[caso q < 0] pois a Eq. (6.2) é um funcional estritamente côncavo [estritamente convexo] do jogo

de probabilidade {pi}. A Eq. (6.1) expressa a aditividade de SBG. Considerando dois sistemas

probabiĺısticos independentes, é novamente um trabalho algébrico simples obter:

Sq (A+ B) = kB

WA∑

i=1

WB∑

j=1

pA+B
ij lnq

1

pA+B
ij

= Sq (A) + Sq (B) +
1− q

kB
Sq (A)Sq (B) (6.3)

que expressa a não aditividade de Sq. O resultado (6.3) acima inspirou o surgimento da chamada

q-álgebra [167], que contém a q-soma ⊕q, definida por x⊕q y=x+ y+ (1− q)xy, e o q-produto ⊗q,

definido tal que lnq[x⊗q y]= lnq x + lnq y, como exemplos de operações. Empregando o q-produto,

e sendo os sistemas A e B correlacionados de modo que WA+B =WA ⊗q WB, é posśıvel escrever

a Eq. (6.3) na situação equiprovável como Sq =Sq(WA)+Sq(WB), resultado que emula a proprie-

dade (6.1) que expressa a aditividade de SBG [ver Cap. 3 de [10]].

Voltemos a atenção à classe exponencial esticada, que engloba outra categoria de sistemas forte-

mente correlacionados cujos microestados escalam como W (N)∼νNγ
[ν >1; 0<γ<1]. O “espaço

de fases” desta classe é mais restrito do que o da classe exponencial, porém menos do que o da

classe lei de potência, quer dizer, Nρ ≪ νNγ ≪ µN para N grande. Agora, tanto SBG quanto Sq

são não extensivas. O funcional entrópico capaz de fornecer um resultado linear com o tamanho N

para a classe exponencial esticada é o Sδ:

Sδ = kB

W∑

i=1

pi

[
ln

1

pi

]δ
(6.4)

δ é um parâmetro real positivo, e para δ = 1, S1 = SBG. A Fig. 6.1 exibe o comportamento da

¶Um caminho posśıvel: lim
q→1

lnq x = lim
a→0

[xa − 1]/a = lim
a→0

[ea ln x − 1]/a = lim
a→0

[(1 + a lnx + · · · ) − 1]/a = lnx.
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Fig. 6.1: Entropia Sδ =Sδ(p) de um sistema binário [i.e., W =2, p1=p, p2=1−p na Eq. (6.4)] em função
da probabilidade p e em função de p e δ. Sδ(p) é côncava sempre que 0<δ≤1+ln 2≈1.693.

entropia Sδ de um sistema binário. Otimizando a Eq. (6.4) submetida ao v́ınculo
∑

pi=1, encon-

tramos que o extremo de Sδ ocorre também quando pi = 1/W ∀ i. Nesta situação equiprovável,

temos Sδ=kB[lnW ]δ, então Sδ∝N para o valor espećıfico δ=1/γ>1 [consistentemente, γ→1 im-

plica δ=1, porque a classe exponencial esticada recai na exponencial]. O valor δ=1/γ proporciona

uma entropia extensiva mesmo quando W ∼ φ(N)νNγ
, com φ(N) representando qualquer função

que satisfaça lnφ(N)/Nγ=0 no limite N→∞ [e.g., φ(N) ∝ Nρ]. Na equiprobabilidade, a seguinte

relação conectando Sδ e SBG se verifica:

Sδ = kB [lnW ]δ ⇒ Sδ

kB
=

[
SBG

kB

]δ
(6.5)

donde segue que Sδ >SBG sempre que W > 2 e δ > 1. Considerando dois sistemas probabiĺısticos

independentes, é imediato verificar que o funcional Sδ é não aditivo:

Sδ (A+ B) = kB

WA∑

i=1

WB∑

j=1

pA+B
ij

[
ln

1

pA+B
ij

]δ
6= Sδ (A) + Sδ (B)

Expressar Sδ(A+B) envolvendo Sδ(A) e Sδ(B) analogamente ao feito com Sq na Eq. (6.3) não é tão

simples¶. Contudo, na situação equiprovável, a equação anterior pode ser escrita como:

Sδ (A+ B) =
{[

Sδ (A)
]1/δ

+
[
Sδ (B)

]1/δ}δ (
pA+B
ij = pAi p

B
j = 1/WA+B = 1/WAWB

)

¶Podeŕıamos usar a série binomial:

Sδ (A + B)

kB
=

WA∑

i=1

WB∑

j=1

∞∑

k=0

(
δ

k

)
pAi p

B
j

[
− ln pAi

]k [− ln pBj
]δ−k

=

∞∑

k=0

(
δ

k

)
Sk (A)

kB

Sδ−k (B)

kB

mas a convergência precisa ser avaliada com cuidado.
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Tab. 6.1: Relação entre classe de correlação e extensividade da entropia. W (N) representa
o número de microestados de um sistema de N elementos. A classe exponencial é
caracterizada por W ∼µN , e a extensividade é obtida com SBG. A extensividade
da classe lei de potência, em que W ∼Nρ, e da classe exponencial esticada, em
que W ∼νN

γ
, é alcançada respectivamente com Sq e Sδ para os valores espećıficos

de q e δ indicados.

ENTROPIA

W (N) SBG Sq Sδ

(N → ∞) (q 6= 1) (δ 6= 1)

(ADITIVA) (NÃO ADITIVA) (NÃO ADITIVA)

∼ µN

(µ > 1)
EXTENSIVA NÃO EXTENSIVA NÃO EXTENSIVA

∼ Nρ

(ρ > 0)
NÃO EXTENSIVA EXTENSIVA NÃO EXTENSIVA

(q = 1− 1/ρ)

∼ νNγ

(ν > 1;
NÃO EXTENSIVA NÃO EXTENSIVA EXTENSIVA

0 < γ < 1) (δ = 1/γ)

A Tab. 6.1 organiza a discussão desta seção, reunindo as três classes de correlação [exponen-

cial W ∼ µN , lei de potência W ∼ Nρ e exponencial esticada W ∼ νNγ
] e os três funcionais

entrópicos [SBG, Sq e Sδ], indicando qual funcional confere a sistemas de determinada classe uma

entropia extensiva. Embora a discussão tenha se baseado na situação equiprovável [sistema isolado],

esperamos que suas conclusões estendam-se a distribuições de probabilidade [ou matrizes densida-

des] arbitrárias, como ocorre, para o caso de Sq, com a cadeia quântica da Sec. 4.14.1 e os modelos

probabiĺısticos abordados nas Refs. [99, 168].

6.2 Entropia Sq,δ

Podemos unificar as entropias Sq e Sδ no funcional de dois parâmetros Sq,δ:

Sq,δ = kB

W∑

i=1

pi

[
lnq

1

pi

]δ
= kB

W∑

i=1

s (pi, q, δ) (6.6)

Sq,1, S1,δ e S1,1 recuperam, respectivamente, Sq, Sδ e SBG, e exceto quando (q, δ) = (1, 1), esse

novo funcional é não aditivo. É imediato obter s(1, q, δ) = 0 para qualquer q e qualquer δ > 0.

Quando p→0, os seguinte limites se verificam para δ>0:

lim
p→ 0+

s (p, q, δ) =





0 se q ≥ 1 e δ > 0

0 se q < 1 e δ (1− q) < 1

(1− q)−δ se q < 1 e δ (1− q) = 1

∞ se q < 1 e δ (1− q) > 1

=





0 se δ (1− q) < 1

(1− q)−δ se δ (1− q) = 1

∞ se δ (1− q) > 1

(6.7)
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Fig. 6.2: Função s(p, q, δ) definida pela Eq. (6.6) para combinações de q e δ. Essa função é côncava para
qualquer q>0 apenas se 0<δ≤1, s(0, q, δ)=(1, q, δ)=0 apenas se δ(1−q)<1, e sob esta condição,
o máximo de s(p, q, δ) ocorre em p′=e−δ

q , valendo neste ponto s(p′, q, δ)=δδ[expq(−δ)]1−(1−q)δ.
Para q < 2 fixo, e valores δ’s tais que δ(1−q) < 1, funções s(p, q, δ) e s(p, q, δ′) se encontram
em p=1/eq [além de em p=0 e p=1; caso q=2, p=1/e2=0].

Portanto, para que s(0, q, δ) = 0 se cumpra, como ocorre com SBG e Sq com¶ q > 0, é necessário

impor a condição δ(1−q)<1 ao funcional Sq,δ sempre que q<1; satisfazendo esta condição, s(p, q, δ)

tem seu máximo em p=e−δ
q . As Figs. 6.2 e 6.3 exibem o comportamento da função s(p, q, δ) e da

entropia Sq,δ de um sistema binário para algumas combinações dos parâmetros q e δ.

Otimizando a Eq. (6.6) submetida ao v́ınculo de normalização
∑

pi=1, conclúımos que o extremo

de Sq,δ também ocorre para pi=1/W ∀ i, e neste caso:

Sq,δ = kB [lnq W ]δ (6.8)

Considerando configurações microscópicas escalando com N de forma bastante geral:

W (N) ∼ N
ρ
νNγ

com: ρ ≥ 0, 0 ≤ γ ≤ 1 e ν > 1 (γ = 1 ⇒ ρ = 0) (6.9)

a entropia Sq,δ é extensiva para (q, δ) = (1, 1) quando (ρ, γ) = (0, 1) [classe exponencial; notar

que ρ>0 é inadmisśıvel se γ=1, pois não há ocupação do espaço de fases maior do que a completa],

e caso ρ > 0, para (q, δ) = (1−1/ρ, 1) quando γ = 0 [classe lei de potência] e para (q, δ) = (1, 1/γ)

quando 0<γ<1 [combinação das classes lei de potência e exponencial esticada].

O funcional Sδ definido na Eq. (6.4) foi proposto discretamente em [10] [footnote 11 na Pág. 69]

visando uma entropia extensiva para sistemas da classe exponencial esticada, e discutido com mais

detalhes posteriormente na Ref. [2], trabalho que também introduziu a entropia de dois parâme-

tros Sq,δ definida na Eq. (6.6). A mesma Eq. (6.4) que define Sδ foi descoberta independentemente

por Ubriaco [169], inspirado pelo cálculo fracionário. Recentemente Ribeiro et al. [170, 171] estu-

daram as distribuições de probabilidade que otimizam Sδ e Sq,δ empregando outros v́ınculos além

da normalização da probabilidade, relacionando esses funcionais, e as respectivas distribuições, a

equações de Fokker-Planck não lineares apropriadas; trabalho realizado com Sq há alguns anos com

importantes desdobramentos [e.g., [29, 123] e suas referências]. Acrescenta-se que diversos funci-

onais de dois parâmetros são discutidos na literatura [ou mesmo de três [172]]. Particularmente

¶O limite p→ 0 de s(p, q, 1) = s(p, q) diverge se q < 0, o que pode ser contornando excluindo estados de probabi-
lidade nula da soma na Eq. (6.2), como discutido na Ref. [10, Cap. 3]. Porém, contanto que a condição δ(1−q)< 1
seja respeitada, a divergência deixa de existir em s(p, q, δ), ampliando as fronteiras de investigação de valores de q
negativos, ou mesmo nulo.
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Fig. 6.3: Entropia Sq,δ =Sq,δ(p) definida na Eq. (6.6) em função de p de um sistema binário. A concavidade
é perdida para combinações de q e δ que violem as condições reunidas na Eq. (6.12) [notar que
mesmo na região não côncava, p = 1/2 pode ser um máximo de Sq,δ(p), e.g., (q, δ) = (1.5, 1.4)
e (q, δ)=(2.0, 1.4); a concavidade é perdida nos extremos p→0 e p→1 nestes casos].

Hanel & Thurner [173, 174] obtiveram uma expressão bastante geral Sc,d de cujos funcionais Sδ

e Sq,δ [e também Sq e SBG] são casos assintóticos particulares. A próxima seção é dedicada à aná-

lise da concavidade de Sq,δ, e um erro a esse respeito cometido na Ref. [2] é corrigido; na seguinte, é

discutida uma posśıvel relação entre Sδ e a entropia de Bekenstein & Hawking de buracos negros.

6.2.1 Análise da Concavidade

Para determinar a concavidade de Sq,δ, olhemos a segunda derivada da função s(p, q, δ) definida a

partir da Eq. (6.6):

s (p, q, δ) = p

[
lnq

1

p

]δ
⇒ ∂2s (p, q, δ)

∂p2
=

δ

p

[lnq 1/p]δ

[lnq p]2
[δ − 1 + q lnq p] (6.10)

donde segue que s(p, q, δ) é côncava [i.e., ∂2s/∂p2 ≤ 0] sempre que 0 < δ ≤ 1− q lnq p [o fator

multiplicativo é positivo ou nulo ∀ q > 0 e p ∈ [0, 1], podendo ser +∞ nos extremos]. Por

conseguinte, a Eq. (6.6) é um funcional côncavo do jogo de probabilidade {pi} mediante com-

binação adequada dos parâmetros q e δ. Vamos definir δ(p, q) = 1 − q lnq p. Com p ∈ [0, 1],

temos δ(p, q) ∈ (∞, 1] caso q ≥ 1 e δ(p, q) ∈ [1/(1 − q) > 1, 1] caso 0 < q < 1, em outras pa-

lavras, a derivada segunda de s(p, q, δ) é negativa para qualquer p ∈ [0, 1] e ∀ q > 0 apenas

se 0 < δ ≤ 1 [notar que o valor máximo de δ é definido em p = 1]. Essa estratégia para de-

terminar a concavidade de Sq,δ a partir de s(p, q, δ) é baseada no fato de que a soma de fun-

ções côncavas é côncava [e.g., ∂2s(p, 1, 1)/∂p2 = −1/p < 0 ∀ p ∈ [0, 1] ⇒ SBG é côncavo; tam-

bém ∂2s(p, q, 1)/∂p2=−q/p2−q<0 ∀ p ∈ [0, 1] e q>0 ⇒ Sq é côncavo ∀ q>0]. Por tratar de forma

independente cada termo na soma (6.6), tal procedimento não incorpora o v́ınculo
∑

pi = 1, é,

portanto, neste caso, uma condição suficiente. Imaginemos então um sistema binário tipo Bernoulli

com p1=p e p2=1− p de modo que a entropia Sq,δ=Sq,δ(p) se escreva:

Sq,δ (p) = kB s (p, q, δ) + kB s (1− p, q, δ)

A derivada segunda é:

1

kB

∂2Sq,δ

∂p2
=

δ

p

[lnq 1/p]δ

[lnq p]2
[δ − 1 + q lnq p] +

δ

1− p

[lnq 1/(1− p)]δ

[lnq (1− p)]2
[δ − 1 + q lnq (1− p)] (6.11)
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Fig. 6.4: Acima: Derivada segunda de s(p, q, δ) e s(1− p, q, δ) em função de p para algumas combinações
de q e δ [ver Eq. (6.10)]. Abaixo: Derivada segunda de Sq,δ de um sistema binário [cf. Eq. (6.11),
soma das curvas de cima]. Se os valores de q e δ respeitarem os intervalos na Eq. (6.12), a derivada
segunda de Sq,δ(p) é negativa ou nula em p∈ [0, 1].

Quando p = 1/2 ambos os termos da expressão (6.11) são iguais e a segunda derivada se anula

em δ=1−q lnq 1/2> 1 se q > 0. Para p 6=1/2 há uma competição não muito simples entre a parte

em função de p1=p e aquela em função p2=1−p que depende dos valores de q e δ; por exemplo, de

acordo com a combinação entre q e δ, quando p→0, logo 1−p → 1, a parte em função de p pode

ir a zero ou a ±∞, assim como a parte em função de 1−p, como mostra a Fig. 6.4. Contudo, uma

análise cuidadosa da soma na Eq. (6.11) para δ>1, bem mais delicada nos extremos de certeza p→0

e p→ 1 do que na região de equiprobabilidade em torno de p = 1/2, acrescida do fato que cada

termo é negativo ou nulo individualmente quando 0<δ≤1, revela as seguintes condições sobre os

parâmetros q e δ para que a segunda derivada seja não positiva em p∈ [0, 1]:

∂2Sq,δ

∂p2
≤ 0 ⇐





0 < δ ≤ 1 e q > 0

1 < δ ≤ 1− q lnq 1/2 e 0 < q ≤ 1

q ≤ δ ≤ 1− q lnq 1/2 e 1 < q < 2

(6.12)

Os intervalos na Eq. (6.12) estão representados na Fig. 6.5 e consistentemente não violam a condi-

ção δ(1−q)< 1 associada à Eq. (6.7) mais acima [esses resultados e a Fig. 6.5 devem substituir os

resultados correspondentes e a Fig.2 do artigo [2], que estão errados ].

Os intervalos na Eq. (6.12) estão associados a comportamentos distintos de Sq,δ(p) no que tange ao

ponto p em que a função perde ou muda a concavidade. Avaliemos cada um deles separadamente.

Se 0 < δ ≤ 1, a segunda derivada é negativa ou nula ∀ q > 0 em p∈ [0, 1]. Se δ > 1 e 0 < q ≤ 1,

a mudança de concavidade de Sq,δ(p) ocorre, se δ ultrapassar a fronteira δ = 1− q lnq 1/2, na

equiprobabilidade p=1/2 [ver Figs. 6.3 e 6.4, esquerda]. Já para δ>1 e 1<q<2, além de p=1/2,

surge outra fronteira em δ = q associada às regiões de certeza p→ 0 e p→ 1, de modo que se δ

ultrapassa a bissectriz δ = q para a esquerda, a derivada segunda muda de sinal primeiro nesses

extremos [Fig. 6.4, centro]. Esse resultado pode ser melhor compreendido ao olharmos os limites da
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derivada segunda nas regiões de certeza p→0 e p→1. Olhando inicialmente os casos nos quais q=1

ou δ=1 [ignorando kB por um momento]:

lim
p→ 0+

∂2Sq,δ

∂p2
= lim

p→ 1−

∂2Sq,δ

∂p2
=





−∞ se q = 1 e δ > 0

−∞ se 0 < q < 2 e δ = 1

−4 se q = 2 e δ = 1

−q se q > 2 e δ = 1

Notar o valor finito dos limites quando q≥ 2. Para q=1, os limites são sempre negativos, mas δ

não pode ultrapassar a fronteira de equiprobabilidade δ=1+ln 2≈1.7 [valor indicado na Fig. 6.5],

fronteira que não existe quando δ = 1 [Sq,1 = Sq é sempre côncava ∀ q > 0]. Agora, as demais

combinações entre q e δ [mantendo alguns intervalos redundantes para facilitar a leitura]:

lim
p→ 0+,1−

∂2Sq,δ

∂p2
=





−∞ se 0 < q ≤ 1 e δ(1− q) < 1

+∞ se 0 < q < 1 e δ(1− q) ≥ 1

−∞ se 0 < q < 2 e 0 < δ ≤ 1

+∞ se 1 < q < 2 e 1 < δ < q

−∞ se 1 < q < 2 e δ ≥ q

−∞ se q = 2 e 0 < δ < 1

+∞ se q = 2 e 1 < δ < q





· · ·
−2 se q = 2 e δ = q

−2δ se q = 2 e δ > q

−∞ se q > 2 e 0 < δ < 1

+∞ se q > 2 e 1 < δ < 2

+2 se q > 2 e δ = 2

0 se q > 2 e δ > 2

Como podemos observar, a fonteira δ = q surge porque, entre 1 < q < 2, o limite só é negativo

caso δ≥q. Nestes intervalos, apesar dos limites negativos, δ não pode crescer muito pois encontrá

a fronteira de equiprobabilidade δ=1−q lnq 1/2. Uma terceira fronteira existe em q=2, relacionada

ao valor finito dos limites. Quando q ≥ 2 e δ > 1, ainda há combinações entre q e δ que tornam

a Eq. (6.11) não positiva [e.g., se q = δ = 2, temos, exatamente, ∂2Sq,δ/∂p2 = −2 ∀ p ∈ [0, 1], não

apenas nos extremos] mas que não foram inclúıdas na Eq. (6.12), dáı o śımbolo ⇐ invertido. Toda

a região acima de q= 2 deve ser exclúıda porque a Eq. (6.11) representa o caso particular W = 2.

Garantir que ela seja não positiva quando os limites são finitos, não garante a concavidade para

valores de W>2, situação em que a matriz Hessiana deve ser avaliada.

Determinar a concavidade por meio de um sistema binário soa particular, porém o resultado

da Eq. (6.12) é mais geral. Isso ocorre porque a segunda derivada de Sq,δ tem comportamento

análogo ao da Eq. (6.11) independentemente do valor de W . Vejamos um exemplo com W = 3.

Trabalhando com as variáveis p1, p2 e p3 = 1−p1−p2, a segunda derivada de Sq,δ = Sq,δ(p1, p2) se

escreve [δij = delta de Kronecker]:

1

kB

∂2Sq,δ

∂pi∂pj
= δij

∂2s (pi, q, δ)

∂p2i
+

∂2s (1− p1 − p2, q, δ)

∂pi∂pj
para i, j = 1, 2 (6.13)

Fixando p2 =0 quando i= j =1 a expressão acima recupera a Eq. (6.11), e será negativa ou nula

desde que os intervalos em (6.12) sejam respeitados. Fixando p2 em outro valor maior que zero,

p2 = a com 0 < a < 1 por exemplo, a expressão (6.13) será simétrica em relação a p1 = (1−a)/2

e não positiva nos intervalos da Eq. (6.12) com o fator constante 1/2 substitúıdo por (1−a)/2.

Como lnq 1/2 > lnq[(1−a)/2] para q > 0, garantir que a Eq. (6.13) seja não positiva quando p2=0
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Fig. 6.5: Espaço de parâmetros da entropia Sq,δ com as regiões côncavas sombreadas [cf. Eq. (6.12)]. No
ponto (q, δ)=(1, 1) a entropia de Boltzmann-Gibbs SBG é recuperada. A linha tracejada (q, δ)=
(q, 1) corresponde à entropia Sq, côncava ∀ q>0, e a linha (q, δ)=(1, δ) corresponde à entropia Sδ,
côncava em 0<δ≤1+ln 2≈1.693. À direita da fronteira δ=1−q lnq 1/2, a concavidade é perdida
na equiprobabilidade p = 1/2; à esquerda de q = δ, a concavidade é perdida nas regiões de
certeza p→0 e p→1 [ver discussão no texto].

significa garantir para qualquer outra escolha p2 = a > 0. Essa discussão se mantém inalterada

para demais valores de W > 2. Não é suficiente, entretanto, avaliar o sinal apenas dos elementos

da diagonal i= j, a Hessiana completa deve ser considerada. Representando por δijAi o primeiro

termo do lado direito da Eq. (6.13) e por B o segundo [notar que Bij = Bji = Bii = B], a derivada

segunda organizada matricialmente se escreve:

1

kB

∂2Sq,δ

∂pi∂pj
=

[
A1 + B B

B A2 + B

]
(6.14)

Restringindo q e δ aos intervalos da Eq. (6.12), os elementos diagonais Ai + B são não positivos,

e B pode ser positivo, negativo ou nulo. Para que a função Sq,δ(p1, p2) seja côncava, a matriz

Hessiana (6.14) deve ser negativa semidefinida [i.e., Ai + B≤0 e Det=(A1+B)(A2+B)−B2 ≥ 0].

Neste caso particular comW =3, e com os parâmetros q e δ respeitando a Eq. (6.12), é relativamente

simples verificar que a matriz (6.14) é negativa semidefinida em pi ∈ [0, 1] com p1+ p2 ≤ 1; a

complexidade desses cálculos, contudo, aumenta significativamente com W , mesmo com a estrutura

da Hessiana se mantendo [elementos da diagonal não positivos e os de fora da diagonal iguais]. O

procedimento seguido então foi avaliar a positividade numericamente para alguns valores maiores

de W . Em todos os casos considerados [até W =5], foi verificado que a respectiva matriz Hessiana é

sim negativa semidefinida, e com base nessa análise assumiremos que o mesmo resultado se estenda

para W maior. Reforçamos que a função s(p, q, δ) é côncava ∀ q > 0 apenas se 0 < δ ≤ 1, e que

o estudo que resultou nos intervalos da Eq. (6.12) foi feito com o v́ınculo
∑

pi = 1 incorporado.
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Fig. 6.6: Entropia Sq,δ =Sq,δ(p1, p2) [esquerda, representação parametrizada] e Sq,δ =Sq,δ(p)=Sq,δ(p, 1−p)
de um sistema binário para q=0.8 fixo e três valores de δ. O estudo da concavidade realizado no
texto foi baseado em funções do tipo Sq,δ =Sq,δ(p), com o v́ınculo

∑
pi=1 incorporado.

Garantir a concavidade tratando Sq,δ(p1, p2, . . . , pW ), com pW =1−p1−p2−· · ·−pW−1, como função

de W−1 variáveis, significa, neste caso [v́ınculo linear, problemas equivalentes, ver [175], Cap. 4],

garantir que o extremo (6.8) é um máximo global da entropia Sq,δ [ver comparação entre Sq,δ(p1, p2)

e Sq,δ(p)=Sq,δ(p, 1−p) na Fig. 6.6].

6.3 Entropia Sδ e Buracos Negros

Longe de discutir profundamente esse fascinante tema, que recentemente teve sua fronteira ampliada

por um de seus mais importantes contribuidores [176,177], usaremos o buraco negro como posśıvel

sistema f́ısico a ser abordado pela entropia Sδ definida na Eq. (6.4).

A entropia de Boltzmann-Gibbs tem como hipóteses de aplicabilidade subjacentes correlações

fracas e ergodicidade. Discutir um buraco negro, sistema em que a interação gravitacional tem papel

importante [logo, numa aproximação Newtoniana, α/d = 1/3 em d= 3 dimensões espaciais, bem

dentro da região de longo alcance pela ilustração da Fig. 3.1, Pág. 22], partindo desses pressupostos

gerais, pode eventualmente não ser adequado do ponto de vista termodinâmico. Com efeito, o

notável resultado de Bekenstein & Hawking [178–180] [Eq. (6.17) abaixo] revelou que a entropia

de um buraco negro tem a caracteŕıstica peculiar de ser proporcional à área da superf́ıcie, no

lugar do volume encerrado¶, bastante diferente, segundo Carlip [185], do comportamento extensivo

observado na termodinâmica convencional. É importante sublinhar que não há motivo para duvidar

da exatidão deste resultado, quer dizer, a entropia de Boltzmann-Gibbs de um buraco negro é de

fato proporcional à área, como diversos cálculos, empregando diversos métodos independentes, ao

longo dos últimos 40 anos têm confirmado [185, 186]. A discussão é se essa entropia deve ser

encarada como a entropia termodinâmica do sistema — os resultados de Bekenstein & Hawking

são resultados estabelecidos.

Pressupondo equiprobabilidade, uma entropia proporcional à área de um sistema d-dimensional

derivada do funcional aditivo SBG significa essencialmente que lnW ∝Ld−1 (d≥ 2). O sistema se

¶Definir o volume de um buraco negro é tarefa não trivial; ver, por exemplo, os trabalhos [181–184] com propostas
recentes a respeito deste tema.
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insere então na classe de correlação definida pela Eq. (6.9), de modo que W =W (L) pode ser escrito

como:

W (L) ∼ φ (L) νLd−1

com: lnφ (L) /Ld−1 ≪ 1 quando L → ∞

Portanto, a entropia Sδ = S1,δ com δ = 1/γ = d/(d−1) é extensiva neste caso. Também, decorre

da Eq. (6.5) que:

Sδ=d/(d−1)

kB
=

[
SBG

kB

]d/(d−1)

(6.15)

resultado que pode ser conectado com a entropia de Bekenstein-Hawking SBH. Efetivamente, ao

assumirmos que SBH reflete configurações equiprováveis, a expressão anterior para d=3 fornece:

Sδ=3/2

kB
=

[
SBH

kB

]3/2
(6.16)

em que:

SBH =
kB
4

AH

G~/c3
=

kB
4

AH

ℓ2p
∝ AH (Entropia de Bekenstein & Hawking) (6.17)

AH representa a área do horizonte de eventos, e ℓp =
√
G~/c3 ≈ 1.6×10−35 m, o comprimento

de Planck. Aqui cabe sublinhar outro ponto¶: se o buraco negro for considerado um genúıno

sistema bidimensional, i.e., com d = 2 dimensões espaciais, fisicamente identificado apenas com

a superf́ıcie do horizonte de eventos, o resultado da Eq. (6.17) é extensivo e deve ser reconhecido

como a entropia termodinâmica do sistema. Pelo prisma termodinâmico então, não há nada de

peculiar [185], intrigante [188], incomum [189] ou misterioso [190] em SBH neste caso, e, estritamente,

não estaŕıamos lidando com um problema t́ıpico de lei da área [153]. No entanto, se o buraco negro

for visto como tridimensional — uma abordagem posśıvel, dado que o espaço-tempo subjacente é

D-dimensional, com D=d+1=3+1, e o provável corpo que lhe deu origem era d=3-dimensional,

uma estrela por exemplo —, o resultado extensivo é obtido pela entropia não aditiva Sδ com δ=3/2

como mostra a Eq. (6.16), e não pela expressão de Bekenstein & Hawking (6.17).

Podemos relacionar a discussão acima com a da Sec. 3.3, Pág. 20. Sabendo que em um buraco

negro de Schwarzschild (3+1)-dimensional a energia depende linearmente da massa Mbh, a qual, por

sua vez, escala com o comprimento L [o buraco negro de Schwarzschild é neutro e com momento

angular nulo, sem cabelo mesmo; o raio de Schwarzschild vale rs=2GMbh/c2, e a área do horizonte,

AH=4πr2
s
], temos, pela Eq. (3.9):

ǫ = θ + d = 1 ⇒ θ = 1 − d (6.18)

¶Ponto levantado por um dos Referees de [2]: “Area of a cross section of event horizon represents a state of the
black hole at an instant of time (in a suitable coordinate system, valid on the horizon), then it is quite natural to
consider black holes as 2 + 1 dimensional system. In fact, there are several ideas like holography etc which supports
this idea, and then the apparent paradox discussed in this manuscript simply does not exist”. T. Padmanabhan é
autor de trabalhos que tentam entender a origem microscópica da dependência com a área da entropia de um buraco
negro. Particularmente na Ref. [187], é estudado como a dependência da entropia de um gás muda do volume à área
à medida que o gás se aproxima do horizonte. A ele, essa questão não é muito natural.
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Tratando o buraco negro como um genúıno sistema bidimensional (d = 2), vem θ = 1−2 = −1,

recuperando precisamente o escalamento da temperatura de Hawking TH [mp =
√
~c/G ≈ 2.2×

10−8 Kg é a massa de Planck, e Tp=mpc2/kB≈1.4×1032 K a temperatura de Planck]:

TH =
1

kB

~c3

8πGMbh

=
Tp

8π

mp

Mbh

∝ 1

Mbh

∝ 1

L
(Temperatura de Hawking) (6.19)

Neste caso, a entropia SBH, a temperatura TH e a energia acomodam-se, respectivamente, nos ramos

extensivo, pseudo intensivo e pseudo extensivo da Fig. 3.1. Agora, considerando o buraco negro

tridimensional (d=3), vem, pela Eq. (6.18), θ=1−3=−2, e a temperatura não escala da mesma

maneira que a temperatura de Hawking TH, mas sim como T ∝1/M2
bh. Como a entropia SBH é não

extensiva, a classificação da Fig. 3.1 baseada em argumentos termodinâmicos não é mais aplicável.

Porém, adotando Sδ=3/2 no lugar de SBH, a extensividade é recuperada e a classificação da Fig. 3.1

é novamente válida, com a entropia Sδ=3/2 e a temperatura¶ caindo nos mesmos ramos de SBH e TH

de um buraco negro visto como um objeto com d=2 dimensões. A mesma discussão poderia ser

repetida para um buraco negro (2+1)-dimensional, cuja entropia SBG escala linearmente e a energia

quadraticamente com o horizonte, que é d= 1-dimensional [e.g., Carlip [191], Cap. 12]; portanto,

da Eq. (6.18) resulta θ=2−d. Interpretando esse sistema como bidimensional (d=2), a entropia SBG

é não extensiva, trabalhaŕıamos então com a Eq. (6.15) com o valor espećıfico δ = d/(d−1) = 2 a

fim de recuperar a extensividade [discussão completa em [2]]. Contudo, δ=2 viola os intervalos de

concavidade da Eq. (6.12), impedindo, em prinćıpio, o emprego de Sδ para caracterizar a entropia

desse sistema, embora haja margem para se ir além nesta questão [192].

A ideia de discutir a entropia de um buraco negro (3+1)-dimensional por meio de Sδ, com δ=3/2

como mostra a Eq. (6.16), foi aplicada por Komatsu & Kimura [193] em um cenário cosmológico

conhecido como cosmologia entrópica — modelo no qual o horizonte do universo tem entropia e tem-

peratura, e o horizonte de eventos dá lugar ao horizonte de Hubble na Eq. (6.17). Análise análoga

já vinha sendo desenvolvida com a entropia de Bekenstein & Hawking, com posśıveis implicações

na expansão acelerada do universo, mas deve ser observado que a natureza f́ısica do horizonte de

eventos de um buraco negro não é a mesma do horizonte de Hubble. Esses autores produziram

uma série de trabalhos sobre esse tema, ver a Ref. [194] e suas citações para os mais recentes des-

dobramentos. Reforçamos, por fim, que a conexão entre Sδ e SBH foi realizada assumindo que o

resultado de Bekenstein & Hawking (6.17) reflete configurações microscópicas equiprováveis [como

se depreende, e.g., já no abstract de [179]]. A relevância desta hipótese pode ser percebida ao consi-

derarmos que a mesma hipótese aplicada à cadeia quântica da Sec. 4.14.1 resulta em um valor de q

distinto — e errado — daquele visto na Eq. (4.18), Pág. 67 [resulta em q=1−3/c, como discutido

na Ref. [33]].

¶Talvez a forma mais simplória de “derivar”TH seja expressar SBH em função da massa, SBH =kB4π[Mbh/mp]2, e
escrever a primeira lei como dE=c2dM =TdS; logo c2/T =∂S/∂M , donde segue a temperatura de Hawking (6.19):
TH = Tpmp/[8πMbh]. Repetindo este procedimento com Sδ, a Eq. (6.16) se escreve S3/2 = kB[4π]3/2[Mbh/mp]3,

e a versão análoga da temperatura TH é: T = Tp/[3(4π)3/2][mp/Mbh]2 = [8
√
π/3]T 2

H/Tp. Coloquemos números.
Considerando um buraco negro de massa solar, Mbh = M⊙ ≈ 2×1030 Kg, vem TH ≈ 6×10−8 K, que é um valor
bastante pequeno; porém, a temperatura associada a S3/2 é ainda menor: T ≈ 10−46 K. Este valor extremamente
pequeno de T é um indicativo de que esta analogia deve ser olhada com cautela.
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6.4 Entropia Sq e Altas Energias

A percepção de que a mecânica estat́ıstica não extensiva poderia ser útil em f́ısica de part́ıculas

elementares surgiu já na década de 1990 [195, 196] e foi impulsionada com o trabalho de Bediaga,

Curado & Miranda [197], imediatamente seguido de outros [198–200]. Inspirando-se em ideias

desenvolvidas principalmente por Hagedorn [201–204], baseadas naturalmente na termoestat́ıstica

de Boltzmann-Gibbs [década de 1960], Bediaga et al. reproduziram as distribuições de momento

transverso que se afastavam do comportamento exponencial Boltzmanniano empregando Sq no

lugar de SBG. Essa extensão do modelo original de Hagedorn culminou com os resultados recentes

do LHC, quando foi verificado que o acordo com dados experimentais estendia-se por 14 décadas

[Fig. 6.7 a seguir].

Negligenciando a estat́ıstica quântica e assumindo potencial qúımico nulo, a abordagem de

Hagedorn em sua formulação mais simples tem como um de seus elementos uma seção de cho-

que diferencial invariante de part́ıcula única da seguinte forma:

E
d3σ

dp3
∝ E

d3N

dp3
=

γV

(2π~)3
E e−E/kBT0 (Invariant Yield) (6.20)

E, a energia, e p = |p|, o momento, são componentes do quadrivetor (E/c,p) tal que m2c2 =

(E/c)2−p2 é a massa de repouso [c é a velocidade da luz]; γ é o coeficiente de degenerescência

[de spin por exemplo], V é volume da região de interação [volume da fonte] e T0 é conhecida como

temperatura de Hagedorn [205]. Em colisões suficientemente energéticas, forma-se uma região densa

e quente que atinge por um curto peŕıodo o equiĺıbrio térmico antes de explodir [ou decair], podendo

originar milhares de part́ıculas. Essa gota ou caroço [drop, lump] de matéria elementar foi chamada

por Hagedorn de fireball, o qual, para além do nome, funcionou como conceito simplificador chave de

sua teoria. A temperatura T0 independe da energia e foi interpretada como temperatura última da

matéria, com valor estimado da ordem da massa do ṕıon, kBT0≈mπc2≈160MeV, mas atualmente

é associada ao desconfinamento dos quarks, origem do plasma de quarks e glúons¶. A teoria de

Hagedorn contém outros elementos e seu amadurecimento até o que ficou conhecido como statistical

bootstrap model se deu ao longo de vários trabalhos [review do autor [204]]. Em muitos aspectos

é um formalismo macroscópico, que não envolve uma descrição microscópica precisa da interação

ou dos constituintes do sistema, aplicável tanto em colisões de part́ıculas [e.g., próton-próton=pp]

quanto de ı́ons pesados [e.g., núcleos de chumbo, ouro].

Retomando a Eq. (6.20), o momento das part́ıculas produzidas na colisão é usualmente decom-

posto em uma componente paralela ao feixe, componente longitudinal pl, e em outra no plano

perpendicular à direção do feixe, componente transversa pt, de modo que p = |p| =
√
p2
t
+ p2

l

[e.g., [207], Caps. 5 e 8, [210], Caps. 2 e 3, ou [208]]. Introduzindo o ângulo azimutal ϕ, medido

ao redor do eixo do feixe [no plano que contém pt], o elemento de volume neste sistema ciĺındrico

¶O mais recente review do PDG [206] tabela a massa dos mésons carregados e neutro como (mπ± ,mπ0) ≈
(139.57, 134.98) MeV/c2, e resultados teóricos indicam como temperatura de desconfinamento valores da ordem
de kBT ≈ 170 MeV, ou T ≈ 2×1012 K [207, 208]. Quando Hagedorn iniciou o desenvolvimento de seu modelo, a
existência dos quarks e a cromodinâmica não eram temas estabelecidos. O trabalho original foi publicado em 1965
na Nuovo Cimento, Suppl. Vol. 3, Págs. 147–186 [artigo destacado como Citation Classic na Current Contents [209]
em 1984]. Esse artigo não está dispońıvel online, mas um report de mesmo t́ıtulo pode ser acessado no CERN
Document Server [201], possivelmente a versão enviado ao jornal. Outros trabalhos de Hagedorn estão dispońıveis
neste śıtio [URL: http://cds.cern.ch], alguns publicados “apenas” como notas técnicas [reports ] do CERN.

http://cds.cern.ch
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fica d3p=d2ptdpl=ptdptdϕdpl, ou, assumindo isotropia na produção azimutal, d3p=2πptdptdpl.

É útil também substituir a componente longitudinal pl pela rapidity. A rapidity y é uma quantidade

adimensional definida por:

y =
1

2
ln

[
E + plc

E − plc

]
⇒
{
E =

√
p2
t
c2 +m2c4 cosh y

pl =
√
p2
t
+m2c2 sinh y

⇒ c dpl = Et cosh y dy = E dy (6.21)

Trabalhando com c expĺıcito, cabe definir Et =
√
p2
t
c2 +m2c4, que corresponde à familiar massa

transversamt quando c=1 e representa a energia da part́ıcula quando pl=y=0, i.e., quando p=pt.

Após uma integração sobre ϕ, o invariant yield (6.20) em termos da rapidity então fica [escre-

vendo β=1/kBT0 para encurtar]:

E
d3N

dp3
= E

d3N

d2ptdpl
=

c

pt

d3N

dptdydϕ
⇒ E

d3N

dp3
=

E

2πpt

d2N

dptdpl
=

c

2πpt

d2N

dptdy
=

γV

(2π~)3
E e−βE

Uma nova integração fornece a distribuição de momento transverso:

1

2πpt

dN

dpt
=

γV

(2π~)3

+∞∫

−∞

dpl e−βE =
1

c

γV

(2π~)3

+∞∫

−∞

dy E e−βE =
1

c

2γV

(2π~)3
EtK1 (βEt) (6.22)

Nesta equação, K1(x) representa a função modificada de Bessel de segunda espécie de ordem n=1,

também chamada de função modificada de Hankel:

Kn (x) =

∫ ∞

0

dy cosh (ny) e−x cosh y ∼
√

π

2x
e−x

[
1 +

4n2 − 1

8x
+ O

(
x−2
)
+ · · ·

]
(6.23)

mais à direita temos a expansão assintótica válida para x grande [Cap. 14 de [211], por exem-

plo]. No regime em que βEt = β
√
p2
t
c2+m2c4 ≈ βptc ≫ 1, retendo apenas o primeiro termo na

expansão (6.23), obtemos da Eq. (6.22):

1

2πpt

dN

dpt
=

1

c

2γV

(2π~)3
EtK1 (βEt) ≈ 1

c

2γV

(2π~)3

√
πptc

2β
e−βptc ∝ p

1/2
t e−ptc/kBT0

que mostra que a distribuição de momento transverso deve decair exponencialmente. Tal compor-

tamento é realmente observado em colisões com energia de centro de massa¶ menor ou da ordem

de c2
√
s≈ 10GeV [198, 213], mas deixa de o ser a energias maiores. Essa discordância foi perce-

bida há muitos anos [Cap. 6 de [213]; [214] e referências] e algumas vezes contornada por meio de

fórmulas emṕıricas ou semiemṕıricas sem sustentação termoestat́ıstica firme. Expressão emṕırica,

notou-se [203, 215], que se adéqua particularmente bem aos dados em larga faixa de valores de pt

é a lei de potência (1 + pt)
−n, ou seja, uma q-exponencial.

¶Na colisão de duas part́ıculas de quadrimomento (Ei/c,pi) o invariante de Mandelstam c2s=(E1/c + E2/c)2 −
(p1 + p2)2 quantifica o conteúdo energético da reação. No referencial em que p1 +p2 = 0 [centro de massa ou
centro de momento], c2

√
s=(E1+E2) é a energia total, chamada energia de centro de massa, e representa a energia

dispońıvel para formar novas part́ıculas por exemplo. Aqui, são analisados dados com energia de centro de massa
até c2

√
s=7 TeV=7×1012 eV, provenientes do Run 1 (2008–2013) do LHC, que alcançou c2

√
s=8 TeV. Atualmente,

após o Long Shutdown 1 (2013–2015), está em andamento o Run 2, e o LHC opera até a energia máxima de c2
√
s=

13 TeV [informações colhidas em [212] e http://press.cern/backgrounders/lhc-season-2-facts-figures].

http://press.cern/backgrounders/lhc-season-2-facts-figures
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O trabalho de Bediaga et al. [197], e também o de Beck [198], consistiu, em grande śıntese,

na repetição dos passos do parágrafo anterior substituindo a exponencial na Eq. (6.20) por uma

q-exponencial elevada à potência q — consequentemente uma lei de potência naturalmente emerge

como distribuição de momento transverso. A razão pela qual foi usada uma q-exponencial elevada

a q está ligada à media de escort como v́ınculo de otimização da entropia. Embora muitos autores

continuem trabalhando assim [216–220], outros abandonaram a potência q e empregaram apenas

a q-exponencial [214, 221–224], caminho que seguiremos logo adiante. Cabe aqui comentários adi-

cionais. Principalmente após o trabalho de Plastino et al. [28], discute-se a equivalência, mediante

redefinição simples de parâmetros [e.g., q→1/q], entre as distintas maneiras de impor os v́ınculos no

procedimento de otimização de Sq [uma dessas maneiras foi esboçada na Sec. 1.1.1, Pág. 5]. Ambas

as alternativas portanto, q-exponencial pura ou q-exponencial potência q, podem, em prinćıpio, ser

justificadas na estrutura da mecânica estat́ıstica não extensiva. Essa equivalência de forma alguma

descarta a importância da média de escort na formulação geral da teoria, e nem em exemplos espe-

ćıficos, como revela a análise da q-kurtosis na Sec. 4.7, Pág. 43 [referências importantes sobre esta

questão são [27, 28] e a Sec. 3.6 de [10]; ver também [216] e suas citações].

Trocando a exponencial pela q-exponencial na Eq. (6.20), vem:

E
d3N

dp3
=

c

2πpt

d2N

dptdy
=

γV

(2π~)3
E e−E/kBT

q (6.24)

Os resultados experimentais analisados são limitados a uma janela de rapidity estreita em torno

de y≈0. Alguns trabalhos teóricos [216–219, 222] adotam y=0 como aproximação para descrever

esses dados, logo E=Et cosh y=Et neste caso. Outra abordagem é considerar a distribuição de pt

independente da distribuição de rapidity, dN/dy, que é aproximadamente constante na região cen-

tral [208,218,225,226]. Trabalhos que seguem essa estratégia [221,223,227] reescrevem a Eq. (6.24)

como [C é constante]:

E
d3N

dp3
=

c

2πpt

d2N

dptdy
= C

dN

dy
e−Et/kBT
q = C

dN

dy

[
1− (1− q)

Et

kBT

] 1
1−q

(6.25)

que é essencialmente a parametrização de Tsallis no jargão de grandes colaborações experimen-

tais [228–230]. Vamos agrupar o pré-fator da Eq. (6.25) na constante A = CdN/dy e escrever:

E
d3N

dp3
=

c

2πpt

d2N

dptdy
= A e−Et/kBT

q com: Et =
√

p2
t
c2 +m2c4 e: m = mπ (6.26)

A Eq. (6.26) acima foi a escolhida como função de ajuste e o resultado é apresentado na Fig. 6.7, o

acordo com os dados experimentais impressiona [da ordem de 14 décadas, para CMS 7TeV]. Os

parâmetros de ajuste foram A, q e T , seus valores estão reunidos na Tab. 6.2; notar, entretanto, que

uma vez fixados q e T , a constante A=A(q, T, y≈0)=A(q, T ) fica determinada pela normalização

da distribuição, restando efetivamente dois parâmetros livres. A massa m inserida em Et foi a do

ṕıon carregado, arredondada para mπ =140MeV/c2 [206], na linha de outros¶ trabalhos [198, 214,

219,221,229,232].

¶Particular referência a este respeito é o artigo da CMS [231], que aborda dificuldades técnicas envolvidas na
identificação das part́ıculas [um trecho: “(...) pions and kaons cannot be unambiguously distinguished at higher
momenta (...)”].
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Fig. 6.7: Acima: Seção de choque diferencial invariante em função do momento transverso pt de há-
drons produzidos em colisões pp. Pontos são dados experimentais na região central y ≈ 0; li-
nhas cheias são ajustes com a Eq. (6.26). A massa usada em Et =

√
p2
t
c2 + m2c4 foi a do

ṕıon mπ = 0.14 GeV/c2. Para melhorar a visualização, dados e curvas anaĺıticas foram dividi-
dos pelo fator constante indicado. A linha tracejada é o limite q → 1 da Eq. (6.26) e ilustra a
discordância entre curva e dados experimentais para pt grande quando uma descrição similar é
elaborada com a termoestat́ıstica de Boltzmann-Gibbs. Abaixo: Mesmos resultados represen-
tados na forma dados/ajuste em que um comportamento oscilatório pode ser percebido [mais
detalhes no texto]. Incertezas de diferentes origens [sistemática, estat́ıstica] foram combinadas
quadraticamente. Dados retirados de [232, ALICE], [233, CMS] e [234, ATLAS], ver Tab. 6.2.

Com respeito à parte superior da Fig. 6.7, o parâmetro q permanece em torno de q ≈ 1.1, em-

bora haja um tênue crescimento com a energia do centro de massa c2
√
s. Esse crescimento vai

ao encontro de resultados semianaĺıticos que indicam um valor limite de q atingido a energias
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extremamente altas, possivelmente perto de q = 1.2 [198, 223]. Em todos os caso analisados, o

ajuste fornece uma temperatura T aproximadamente de kBT ≈0.13GeV, valor comparável à massa

do ṕıon mπc2≈0.14GeV [notar que chamamos o parâmetro T de temperatura, chamá-lo de tem-

peratura efetiva pode vir a ser mais apropriado, conforme discussão e referências na Sec 4.6.1,

Pág. 39]. A linha tracejada, associada a q=1, i.e., uma exponencial tradicional de Et/kBT , revela

o quão discrepante é a presente análise de uma análise análoga por meio da mecânica estat́ıstica de

Boltzmann-Gibbs quando pt é suficientemente grande. Mais à frente, discutiremos a parte inferior

da figura, na qual estão representados os mesmos resultados da parte superior na forma dados

experimentais divididos pelo ajuste. Antes, avaliemos rapidamente um detalhe técnico.

A Fig. 6.7 contém dados das colaborações do LHC ALICE [232], CMS [233] e ATLAS [234]. No

tocante à colaboração ATLAS, os dados reportados envolvem a pseudorapidity η e não a rapidity y.

Especificamente, as colaborações ALICE e CMS realizaram medições relacionadas a d2N/dptdy,

enquanto a ATLAS trabalhou com d2N/dptdη. Por este motivo, a seguinte transformação entre η

e y foi necessária [210,229]:

η =
1

2
ln

[
p+ pl
p− pl

]
⇒
{
p = pt cosh η

pl = pt sinh η
⇒ d2N

dptdη
=

√
1− m2c4

E2
t cosh

2 y

d2N

dptdy
=

cp

E

d2N

dptdy

Unificando esta transformação com a Eq. (6.26), vem:

E
d3N

dp3
=

c

2πpt

d2N

dptdy
=

c

2πpt

E

cp

d2N

dptdη
= A e−Et/kBT

q (6.27)

Portanto, a fim de exibir adequadamente todos os resultados no mesmo gráfico, os dados da colabo-

ração ATLAS foram multiplicados pela razão E/cp. Contudo, assumimos y=0 nesta multiplicação,

resultando em E/cp = Et/cpt ≈ 1 já para valores de pt logo acima de pt = 1GeV/c [da fato, fi-

xando m=mπ e pt=1GeV/c, segue Et/cpt≈ 1.01; notar também que, quando p≫mc⇒E≈ cp,

temos, olhando a Eq. (6.21), y≈η], de modo que a transformação redundou numa diferença pequena

[quase impercept́ıvel no gráfico se pt>1GeV/c, na escala usada].

Na parte inferior da Fig. 6.7 os resultados são representados na forma dados/ajuste e, exami-

nando atentamente, é posśıvel notar uma oscilação periódica sobreposta ao comportamento em lei

de potência principal da Eq. (6.26). Esse resultado merece destaque pelas ligações que suscita. Com

efeito, como a abscissa é logaritmica, a oscilação é uma oscilação log-periódica, sugerindo algum

tipo de estrutura hierárquica fractal no sistema de quarks e glúons onde os hádrons detectados

foram produzidos [235–237]. Ao considerarmos que a associação entre fractais e a mecânica esta-

t́ıstica não extensiva é notória desde sua origem, e que o conceito de autossimilaridade — uma das

assinaturas de estruturas fractais — está contido na definição recursiva de fireball concebida por

Hagedorn, emerge um quadro coerente que pode motivar novas investigações. Alguns estudos nesta

direção já existem. Por exemplo, as oscilações log-periódicas foram preliminarmente discutidas

nas Refs. [238,239], trabalhos em que os autores foram capazes de reproduzi-las analiticamente ba-

sicamente permitindo que o ı́ndice q na Eq. (6.26) assumisse valores complexos. Mais recentemente,
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Deppman [240] foi além, introduzindo a ideia de termofractal¶.

A principal motivação que levou à escolha da Eq. (6.26) como função de ajuste foi a busca da

mais simples expressão em conformidade com a termoestat́ıstica não extensiva capaz de descrever

os dados na mais ampla faixa de valores de pt. Como ficará mais claro a seguir, essa escolha per-

mite uma interpretação simples em termos de um sistema relativ́ıstico bidimensional. A Eq. (6.26)

é exatamente a mesma empregada nos‡‡ artigos [6–8]. Pela posśıvel interpretação simples que dela

decorre e pela visão simplificadora subjacente, essa abordagem foi classificada como uma descrição

mecânico-estat́ıstica no-hair nestes trabalhos. Por tratar de tema investigado por inúmeras equipes

teóricas e experimentais, é importante destacar a expressão empregada em virtude da variabilidade

de alternativas encontradas na literatura [e da variabilidade de denominações também: parametri-

zação de Tsallis, Pareto, Lévy, Hagedorn modificada e outras mais]. Ainda que algumas dessas

alternativas sejam muito próximas uma das outras [e.g., substituir Et→Et−m na Eq. (6.26)], com

diferenças mı́nimas no perfil da função, outras são mais complexas [e.g., envolvem a integração

sobre a janela de η ou y], e o leitor deve consultar a coleção de referências citadas nesta seção a fim

de avaliar as implicações f́ısicas de cada uma delas.

Diante do bom acordo com os dados experimentais exibido na Fig. 6.7, podemos tentar buscar

uma maneira de interpretar a Eq. (6.26) mantendo o esṕırito no-hair comentado acima. O número

de part́ıculas N vem da integração da seção de choque diferencial sobre a rapidity y e sobre o

momento transverso pt:

N =

∫ y+

y−
dy

∫ ∞

0

dpt
d2N

dptdy
=

2π

c

∫ y+

y−
dy

∫ ∞

0

dpt ptA (q, T, y) e−Et/kBT
q

Assumindo uma janela de rapidity δy= y+−y− estreita em torno de y≈ 0 tal que a dependência

em y de pt possa ser desprezada e toda a dependência de y esteja inclúıda em A(q, T, y), a equação

anterior se escreve:

N =

∫ ∞

0

dpt
dN

dpt
≈ C

∫ ∞

0

dpt pt e
−Et/kBT
q com: C =

2π

c

∫ y+

y−
A (q, T, y) dy (6.28)

Essa aproximação seria exata caso fosse posśıvel realizar medições precisamente com y=0. Notar

¶Sobre a associação entre Sq e fractais, do abstract de [9]: “With the use of a quantity normally scaled in
multifractals, a generalized form is postulated for entropy, namely (...)” e segue a Eq. (6.2). Ver também [10], várias
seções. Sobre a definição recursiva de fireball, da Pág. 1336 de [202]: “A fireball is ◮ a statistical equilibrium of an
undetermined number of all kinds of fireballs, each of which, in turn, is considered to be [voltar a ◮]”. O termo fireball
surge na literatura representando quantidades mais ou menos relacionadas entre si. Por exemplo, em [241] fireball
é a combinação dos nucleons mutuamente arrancados do núcleo alvo e do projétil na colisão de ı́ons pesados. Em
raios cósmicos [242], é visto como o produto intermediária da colisão, sendo algumas vezes batizado [e.g., mirim, açu;
centauru, chiron — graças a Lattes]; neste contexto, o Prof. Chung, na Pág. 13 de seu livro [243], usa literalmente bola-
de-fogo. Contudo, embora relacionado a esses outros, o fireball imaginado por Hagedorn é particular pelo conceito
de autossimilaridade, propriedade que teve papel importante no subsequente desenvolvimento de seu modelo [204].
Aqui nesta seção estamos empregando rudimentos da teoria de Hagedorn. Autor que tem se dedicado a reconstrúı-la,
trocando, em seus fundamentos, Boltzmann-Gibbs por Tsallis, é A. Deppman [218, 219, 240, 244, 245], seguramente
o maior especialista neste tema trabalhando no Brasil.

‡‡Artigos elaborados em conjunto com uma dupla de especialistas em f́ısica de altas energias, C.-Y. Wong & G. Wilk
[Wong é o autor de [210]]. Neles, em continuidade a estudos prévios da mesma dupla [214, 221], há uma discussão
ambiciosa almejando derivar a Eq. (6.26) por prinćıpios mais fundamentais apoiada em técnicas de cromodinâmica
perturbativa (pQCD). Esta análise não será abordada aqui, remetemos o leitor a esses 5 artigos, especialmente os 2
na PRD [6,214].
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também que, pela Eq. (6.21), y ≈ 0 significa ou que E ≈ Et ≈ cpt ≫ c|pl|, ou que os dados

experimentais estão restritos a |pl|≈0; a aproximação deve ser vista como resultado desta segunda

alternativa¶.

Agora, consideremos a densidade de estados de part́ıcula única ω(ǫ) de um sistema d-dimensional

não interagente com espectro de energia relativ́ıstico:

ǫ =
√

m2c4 + p2c2 ⇒ ω (ǫ) =
γV

(2π~c)d
2πd/2

Γ(d/2)

[
ǫ2 −m2c4

]d/2−1
ǫ

Representando por f(ǫ) a função distribuição do estado com energia ǫ e assumindo um único tipo de

part́ıcula de massam, o número N pode ser expresso como uma integral sobre as energia permitidas:

N =

∫
ω (ǫ) f (ǫ) dǫ (6.29)

Mudando a descrição da energia ǫ para o momento p e considerando d=2, vem:

ω (ǫ) dǫ = ω (p) dp ⇒ ω (p) = ω (ǫ (p))
dǫ

dp
=

γV

(2π~)d
2πd/2

Γ(d/2)
pd−1 d=2

=
2πγV

(2π~)2
p

O número de part́ıculas então se escreve:

N =

∫ ∞

0

dp ω (p) f (ǫ (p)) =
2πγV

(2π~)2

∫ ∞

0

dp p f (ǫ (p)) ∝
∫ ∞

0

dp p f (ǫ (p))

Identificando p= pt e f(ǫ)= f(Et)= expq[−Et/kBT ] no resultado acima, essa abordagem simples,

baseada em um sistema relativ́ıstico bidimensional, recupera o comportamento da Eq. (6.28). Esses

passos são t́ıpicos do ensemble grande canônico tradicional aplicado a um gás ideal quântico‡‡, e

próximos dos seguidos por Beck em [198]. Generalizar o ensemble grande canônico é tarefa não

trivial, sobretudo, vale lembrar, porque a q-exponencial não se fatora [i.e., ea+b
q 6=eaq ebq]. Beck

contornou essa dificuldade postulando uma q-fatoração da probabilidade conjunta de um sistema

de N part́ıculas independentes [o que resultou na Eq. (15) da Ref. [198]]. Uma maneira conceitual de

acomodar essa hipótese é pensar à la Kittel & Kromer [246], Cap. 6, e encarar o estado energético ǫ

[orbital] como o sistema e os demais estados como parte do reservatório, que seria responsável por

induzir no estado ǫ uma distribuição q-exponencial da forma f(ǫ)=expq[−ǫ/kBT ]. A qualidade do

ajuste oferecido pela Eq. (6.26) indica que este tratamento no-hair pode servir de alicerce sobre o

qual modelos sofisticados podem ser constrúıdos.

Os resultados desta seção reforçam a ideia pioneira de Bediaga, Curado & Miranda [197] e a

¶Acerca do efeito da largura da janela δy sobre a distribuição de massa transversa, dN/dmtmt = dN/dptpt
para c=1, ver Sec. 8.1 de Letessier & Rafelski [207] e referências.

‡‡Explicitamente, seguindo Salinas [14, Caps. 8 e 9], considerando apenas uma classe de part́ıculas [bósons ou fér-
mions], temos: definindo xk =exp[−β(ǫk−µ)], a grande função de partição se escreve Z=

∏
k

∑
n x

n
k =
∏

k[1 ± xk]±1

[+ férmions, − bósons]; a exponencial ser fatorável é essencial para alcançar este resultado. Continuando.
Logaritmo: lnZ=±∑ ln[1 ± xk]; ocupação média: fk = xk∂ lnZ/∂xk = xk/[1 ± xk], ou, restituindo ǫk,
fk =f(ǫk)=1/[exp[β(ǫk−µ)] ± 1], que é a distribuição de Fermi-Dirac ou Bose-Einstein. Finalmente, número de
part́ıculas: N = 〈N〉=

∑
f(ǫk) =

∫
ω(ǫ)f(ǫ) dǫ, que é a Eq. (6.29) do texto. Notar também que, para µ= 0 e βǫ≫1,

vem f(ǫ) ≈ exp[−βǫ], donde segue a Eq. (6.20), pois, em d = 3, ω(p)dp = a4πp2dp = ad3p com a = γV/(2π~)3

[Γ(3/2)=
√
π/2].
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Tab. 6.2: Parâmetros dos ajustes com a Eq. (6.26) que produziram as curvas da Fig. 6.7.
Os dados foram retirados dos artigos indicados e podem ser acessados de
modo razoavelmente facilitado no The Durham High Energy Physics Database
[URL: http://hepdata.cedar.ac.uk]. Os dados da colaboração ATLAS foram
modificados de acordo com a transformação indicada na Eq. (6.27).

Detector c2
√
s pt A q kBT Referência

[TeV] [GeV/c]
[
GeV−2c3

]
[GeV]

ATLAS 0.9 0.50 < pt < 20.0 32 1.125 0.126 [234] Fig. 7 (a)

ATLAS 7 0.50 < pt < 50.0 43 1.151 0.129 [234] Fig. 7 (c)

CMS 0.9 0.40 < pt < 37.2 30 1.127 0.126 [233] Fig. 5 (a)

CMS 7 0.40 < pt < 201.2 38 1.150 0.132 [233] Fig. 5 (b)

ALICE 0.9 0.15 < pt < 10.0 35 1.127 0.126 [232] Fig. 3 Direita

ATLAS=A Toroidal LHC Apparatus | CMS=Compact Muon Solenoid | ALICE=A Large Ion Collider Experiment

pertinência de uma conexão entre a cromodinâmica e a termoestat́ıstica não extensiva já sugerida

por Walton & Rafelski [247]. O comportamento dos dados experimentais permite deduzir que

o cenário de Hagedorn permanece fundamentalmente válido, com a exceção de que, a energias

suficientemente altas, as part́ıculas detectadas não são provenientes de uma região de equiĺıbrio

ou quase equiĺıbrio térmico no sentido tradicional, mas possivelmente de algum tipo de estado

estacionário associado à otimização da entropia Sq.

http://hepdata.cedar.ac.uk
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Comentários Finais

Ao lado da Mecânica Quântica, a Mecânica Estat́ıstica é uma teoria cujo desenvolvimento possivel-

mente nunca termine. A análise de seus fundamentos é tema recorrente em periódicos especializados,

e mesmo questões concretas aparentemente estabelecidas, ressurgem, como mostra o recente debate

de fôlego em torno da possibilidade de temperaturas negativas [248–252]. Debate baseado em . . . na

própria definição da entropia SBG, o mais fundamental conceito mecânico-estat́ıstico e um dos mais

sutis conceitos cient́ıficos. Isso se reflete até em aspectos comezinhos, como a letra que designa a

energia de Helmholtz ou a função de partição: F e Z para Salinas [14], A e Q para Huang [70],

para ficar em textos consagrados já citados. Provavelmente a Mecânica Estat́ıstica jamais receba o

eṕıteto de clássica, não em antagonismo ao que é quântico, mas no sentido de ser fechada, completa,

como talvez possa ser encarada a Mecânica de Newton e o Eletromagnetismo de Maxwell, teoria

em que B nem precisa ser explicitamente nomeado, por mais vaga que seja a relação entre śımbolo

e grandeza f́ısica a ele associada. Não há motivo, portanto, para esperar outro fim à teoria que

almeja generalizar uma teoria em permanente construção, e esse é o papel da Mecânica Estat́ıstica

Não Extensiva.

Quando lançar mão de uma termoestat́ıstica generalizada ? Esta é uma pergunta importante

e que, esperamos, o presente trabalho em alguma medida ajudou a responder. Não devemos,

adaptando a imagem de Baranger [253], buscar aplicá-la em regimes ou sistemas sob o farol de

Boltzmann-Gibbs, devemos olhar os locais escuros. Tomemos como exemplo-bússola o mapa loǵıs-

tico, um dos sistemas mais simples para o qual a mecânica estat́ıstica não extensiva tem se mostrado

útil [10, 22–26]. Não vá à região regular, tampouco à caótica, olhe o ponto de Feigenbaum, associ-

ado ao limiar do caos. Analisamos aqui nesta tese, dinâmica e termodinamicamente, modelos de

spins clássicos já considerados não termodinâmicos [44], e que, após uma modificação não f́ısica [35],

tornaram-se fisicamente admisśıveis. Em um desses modelos, q-gaussianas são observadas, uma das

assinaturas da termoestat́ıstica constrúıda sobre a entropia não aditiva Sq. A interação Newtoniana

já representa um grande desafio à mecânica estat́ıstica. Buraco negro, sistema que explora o limite

de nossa melhor teoria da gravidade e leva ao extremo o prinćıpio da exclusão, é forte candidato a

não ser encontrado debaixo do farol de Boltzmann-Gibbs. Aqui, foi discutida uma outra maneira

de caracterizar a entropia de um buraco negro por meio de Sδ, conciliando-a com a extensividade

exigida pela termodinâmica. Aplicação em cenários cosmológicos [193, 194], revela a pertinência

desta alternativa. Em colisões relativ́ısticas, no que concerne à distribuição de momento transverso,

a história a baixas energias foi contada por Hagedorn. Experimentos a energias maiores entretanto,
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evidenciam outra assinatura da termoestat́ıstica baseada em Sq: o comportamento q-exponencial.

Esses exemplos [mapa, sistema Hamiltoniano, buraco negro, alta energia] são de modo geral de

grande interesse f́ısico. Não devemos esperar que os locais escuros estejam relacionados apenas

a sistemas duros assim. Ideias originárias da mecânica estat́ıstica não extensiva têm encontrado

espaço em diversas outras áreas [10, 32, 33] que, estritamente, não pertencem à f́ısica [finanças,

geof́ısica, medicina], mas que ainda assim são capazes de proporcionar insights sobre o significado

do ı́ndice q igualmente relevantes. Estudá-las então com o formalismo da q-estat́ıstica acaba tendo

importância para além da descrição adequada de um particular fenômeno. Afinal, a pequena F́ısica

da maçã caindo e a grande F́ısica do planeta em órbita nem sempre tem conexão óbvia.



Apêndice A

Programas Utilizados

◮ Os programas para simular os sistemas α-XY [Cap. 4] e α-Heisemberg [Cap. 5] foram escritos

em linguagem C e compilados no Linux com o gcc.

⊲ Códigos foram paralelizados com a versão 3 da interface de programação The Open

Multi-Processing [The OpenMP API, URL: http://openmp.org].

⊲ Transformadas discretas de Fourier, essenciais para simular os sistemas quando α 6= 0,

foram realizadas com a versão 3 da biblioteca de sub-rotinas Fastest Fourier Transform

in the West [FFTW3, URL: http://www.fftw.org].

◮ Todos os gráficos foram criados com o Gnuplot V. 4.6. Ajustes contaram com a ajuda de

rotinas internas do próprio Gnuplot.

◮ Cálculos anaĺıticos algébricos e numéricos contaram com a ajuda do Maple V. 13 ou posterior

[e.g., integrais na Sec. 4.7, solução autoconsistente das Eqs. (2.13) e (2.14)].
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[224] M. Rybczyński, Z. W lodarczyk, G. Wilk, On the Possibility of q-Scaling in High-Energy Production
Processes, J. Phys. G: Nucl. Part. Phys. 39, 095004 (2012). 98

[225] R.A. Salmeron, An Introduction to the Search for the Quark–Gluon Plasma in Ultrarelativistic Heavy
Ion Interactions. Em B. Sinha, S. Pal, S. Raha, Eds., Quark–Gluon Plasma: Invited Lectures of
Winter School, Puri, Orissa, India, December 5-16, 1989, Vol. 09 da Research Reports in Physics,
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[231] S. Chatrchyan et al. (CMS Collaboration), Study of the Inclusive Production of Charged Pions, Ka-
ons, and Protons in pp Collisions at

√
s = 0.9, 2.76 and 7 TeV, Eur. Phys. J. C 72, 2164 (2012).

98

[232] K. Aamodt et al. (ALICE Collaboration), Transverse Momentum Spectra of Charged Particles in
Proton-Proton Collisions at

√
s = 900 GeV with ALICE at the LHC, Phys. Lett. B 693, 53–68

(2010). 98, 99, 100, 103

[233] S. Chatrchyan et al. (CMS Collaboration), Charged Particle Transverse Momentum Spectra in pp
Collisions at

√
s=0.9 and 7 TeV, J. High Energy Phys. 08, 86 (2011). 99, 100, 103

[234] G. Aad et al. (ATLAS Collaboration), Charged-Particle Multiplicities in pp Interactions Measured
with the ATLAS Detector at the LHC, New J. Phys. 13, 053033 (2011). 99, 100, 103

[235] D. Sornette, Discrete-Scale Invariance and Complex Dimensions, Phys. Rep. 297, 239–270 (1998).
100

[236] R.O. Vallejos, R.S. Mendes, L.R. da Silva, C. Tsallis, Connection Between Energy Spectrum, Self-
Similarity, and Specific Heat Log-Periodicity, Phys. Rev. E 58, 1346–1351 (1998). 100

[237] L.R. da Silva, R.O. Vallejos, C. Tsallis, R.S. Mendes, S. Roux, Specific Heat of Multifractal Energy
Spectra, Phys. Rev. E 64, 011104 (2001). 100

[238] G. Wilk, Z. W lodarczyk, Tsallis Distribution with Complex Nonextensivity Parameter, Physica A
413, 53–58 (2014). 100

[239] G. Wilk, Z. W lodarczyk, Quasi-Power Laws in Multiparticle Production Processes, Chaos Soliton.
Fract. 81, 487–496 (2015). 100

[240] A. Deppman, Thermodynamics with Fractal Structure, Tsallis Statistics, and Hadrons, Phys. Rev. D
93, 054001 (2016). 101

[241] G.D. Westfall, J. Gosset, P.J. Johansen, A.M. Poskanzer, W.G. Meyer, H.H. Gutbrod, A. Sandoval,
R. Stock, Nuclear Fireball Model for Proton Inclusive Spectra from Relativistic Heavy-Ion Collisions,
Phys. Rev. Lett. 37, 1202–1205 (1976). 101

[242] C.M.G. Lattes, Y. Fujimoto, S. Hasegawa, Hadronic Interactions of High Energy Cosmic-Ray Ob-
served by Emulsion Chambers, Phys. Rep. 65, 151–229 (1980). 101
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