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Boltzmann trabalhando em seu novo projeto computacional. Qual a técnica?
Dinamica Molecular é evidente! Uma pena ele ainda usar Fortran 77.
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Resumo

Este trabalho tem como linha mestra a Mecanica Estatistica Nao Extensiva e é dividido em duas

partes. A primeira trata de sistemas de spins classicos regidos pela seguinte funcao Hamiltoniana:

1< J 18-S,
H = §Zpg+ﬁzzr—a] (J>0)

O spin S; é um vetor de n componentes e o parametro « é responsavel por regular o alcance da
interacao. Estudamos os casos particulares n =2 e n =3, que correspondem, respectivamente, ao
modelo a-XY e ao modelo classico de Heisenberg. A andlise foi predominantemente numérica, por
meio de simula¢oes em Dinamica Molecular, e em dimensao d=1. Com respeito ao modelo a-XY, foi
investigada principalmente a influéncia de a na distribuigao de velocidades do sistema. Verificamos
que no regime de longo alcance o < d, as distribuigoes sao bem descritas por g-gaussianas, uma
das assinaturas da termoestatistica baseada na entropia nao aditiva S;. Quanto ao modelo de
Heisenberg, investigamos a influéncia da energia, do parametro a e do tamanho do sistema N sobre
o estado quase estacionario (QSS), estado caracterizado por valores de temperatura e magnetizagao
distintos daqueles previstos pela mecanica estatistica tradicional.

A segunda parte da tese discute o novo funcional entrépico Ss, sua possivel relagao com a entropia
de Bekenstein & Hawking de buracos negros e sua unificacao com a entropia Sq, definindo a entropia
de dois parametros Sy,5. Sao analisadas também distribui¢oes de momento transverso de particulas
produzidas em colisdes pp medidas recentemente no LHC. E discutida uma modificagao da teoria
de Hagedorn consistente com a termoestatistica nao extensiva capaz de reproduzir analiticamente

o comportamento dos dados experimentais.

Palavras-chave: Mecanica Estatistica Nao Extensiva, Entropias Nao Aditivas, Modelos de Spins
Classicos com Interacao de Longo Alcance, Dinamica Molecular, Entropia de Buracos Negros, Co-

lisoes de Particulas Relativisticas.



Abstract

This work has as guideline the Nonextensive Statistical Mechanics and can be divided into two

main parts. The first part deals with classical spin systems ruled by the following Hamiltonian:

1Y J a - 1-8;-8;
H = §Zpg+—~zzr—a] (J>0)

The spin S; is a vector with n components and the parameter a controls the interaction range. We
studied the particular cases n =2 and n =3, corresponding to the a-XY and classical Heisenberg
models respectively. Our analysis were mainly numerical, through molecular dynamics simulations,
and we have considered d=1 dimension. Regarding the a-XY model, we focused on the effect of «
on the velocity distribution of the system. It was verified that in the long-range regime o <d the
distributions are well described by ¢-gaussians, one of the landmarks of a thermostatistics based
upon the nonadditive entropy Sy. For the classical Heisenberg model, we investigated the effect of
the energy, the parameter o and system size N on the quasi stationary state (QSS) whose values of
temperature and magnetization differ from those predicted within traditional statistical mechanics.

The second part of the thesis covers the new entropic functional Ss, its possible relationship
with the Bekenstein & Hawking entropy of black holes and its unification with the entropy Sy, thus
forming the entropy of two parameters Sgs. We also analyze the hadronic transverse momentum
distributions in pp collisions at the LHC. We discuss a modification of the Hagedorn’s theory

consistent with nonextensive thermostatistics able to reproduce the observed experimental data.

Keywords: Nonextensive Statistical Mechanics, Nonadditive Entropies, Classical Spin Models

with Long-Range Interaction, Molecular Dynamics, Black Hole Entropy, High Energy Collisions.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é baseado na mecanica estatistica nao extensiva e em ideias dela derivadas. Sua maior
parte é dedicada a sistemas inerciais de spins cldssicos com interagao de longo alcance [Caps. 2, 3,
4 e 5], mas buracos negros e colisdes de particulas elementares também sao analisados [Cap. 6]. O
desenvolvimento da tese originou os artigos [1-8]; menciona-los no inicio ajudard a identifici-los no
decorrer do texto pela numeracao. Antes de apresentar os modelos especificos, discutiremos aqui na
introdugao um pouco sobre a mecanica estatistica nao extensiva. Alguns pontos abordados neste

capitulo podem ser acessados na Ref. [1].

1.1 Mecanica Estatistica Nao Extensiva

A mecanica estatistica ndo extensiva nasceu com o trabalho de C. Tsallis publicado em 1988 [9].
Hoje conhecida por grande parte da comunidade de fisicos, essa teoria assenta-se na generaliza-
¢ao do funcional entrépico introduzido por Boltzmann e em uma importante premissa: sistemas
termodinamicos devem ter entropia extensiva. Atualmente é desafiador qualquer revisao ampla
da mecanica estatistica nao extensiva em uma tese de doutorado, por dois motivos. Primeiro em
razao do volume acumulado de resultados, compreendendo diversas &reas, crescendo ano a ano?.
E segundo porque em 2009 foi publicado o livro do formulador da teoria [10], que de forma tinica
expoe seus fundamentos e motivacoes e abarca seus desenvolvimentos até entao. Faremos portanto
uma breve exposicao direcionada, aprofundando alguns temas especificos no momento apropriado,
priorizando resultados mais recentes que nao constem no livro.

Mas, afinal, o que foi generalizado no trabalho de 1988 ?

A termodinamica em grande medida é a teoria de fendmenos do cotidiano. Muitas de suas varia-
veis e aplicagoes [volume, pressao; refrigerador, maquina a vapor| sao familiares tanto para cientistas
quanto nao cientistas. E amplamente conectada com as leis fisicas fundamentais e é relevante em
muitas areas, de particulas elementares a astrofisica. Embora falemos em Leis Termodinamicas, a
termodinamica nao é propriamente um conjunto de Leis Fundamentais da Natureza exatamente no
mesmo sentido em que as Leis de Newton ou as equacoes de Maxwell o sao. Estamos nos referindo
ao fato da termodinamica ser generalista, nao reivindicar primazia de aplicabilidade sobre nenhum
sistema especifico, sendo consistente com todas essas leis e em certo sentido abrangé-las [11,12].
Um dos principais interesses da termodinamica é a relagao entre varidveis macroscopicas, como, por

exemplo, a lei de Boyle-Mariotte Poc1/V. Atualmente é entendido que tais relagdes sdo consisten-

IBibliografia permanentemente atualizada: http://tsallis.cat.cbpf.br/TEMUCO. pdf
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tes com as leis microscopicas subjacentes que governam os constituintes do sistema, e, muitas vezes,
sao independentes das particularidades do modelo considerado. Entre a descricao microscépica de
um sistema fisico e suas relagoes termodinamicas macroscépicas, hd a mecanica estatistica.

O principal objetivo da mecanica estatistica é, partindo das leis microscopicas fundamentais
que regem o sistema |[mecanica cldssica, relativistica, quantica, cromodinamical adequadamente
combinadas com teoria de probabilidade, chegar as relacoes termodinamicas macroscépicas. No
caminho dessa conexao entre os mundos micro e macro, o derradeiro passo envolve o conceito de
entropia. Feita por Boltzmann durante as tltimas trés décadas do século XIX contra uma correnteza
de criticas, esta descoberta é certamente uma das mais importantes e fecundas realizagoes das
ciéncias naturais. O resultado de Boltzmann, atualmente conhecido por cientistas de diversas areas

e esculpido em sua ldpide em Viena:
SBG = /{ZB 111W (11)

é a conexao matemadtica entre as propriedades microscopicas finas do sistema fisico [representadas
por W, o total de microestados acessiveis| e as quantidades macroscépicas mensurdveis [represen-
tadas por Spg, a mesma grandeza introduzida por Clausius a fim de completar a termodinamica).
A Eq. (1.1) foi explicitamente escrita assim por Planck, mas era claramente conhecida de Boltzmann.
O indice “G” responde por Gibbs, que ampliou e levou as ideias de Boltzmann adiante, espalhando
os conceitos da mecanica estatistica através de seu importante livro de 1902 [13], ano anterior a

sua morte. A Eq.(1.1) é o resultado particular da expressao mais geral popularizada por Shannon:

w w
1
Spa = —kp Zpi Inp; = kg Zpilng (1.2)

i=1 i=1 t

Com microestados equiprovaveis, quer dizer, quando p; =1/W Vi, a Eq. (1.1) é recuperada. Evi-
dentemente a mecanica quantica era desconhecida de Boltzmann e apenas nascia quando o livro
de Gibbs saiu do prelo. Foi trabalho de von Neumann estender a Eq. (1.2) para sistemas quanticos

por meio da matriz densidade p:
SBG == —kB Tr [ﬁ lnﬁ]

Dependendo do contexto em que o conceito de entropia aparece, essas equacgoes sao chamadas
entropia de Boltzmann, de Gibbs, de Shannon, ou entropia de von Neumann, ou combinagoes
desses nomes. Aqui chamaremos entropia de Boltzmann-Gibbs, e a mecanica estatistica sobre ela
construida, mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs. A otimizacao da entropia de Boltzmann-
Gibbs submetida a vinculos apropriados fornece as distribuicoes de equilibrio cujas consequéncias
sao consistentes com a termodinamica.

Uma premissa importante para uma adequada conexao com a termodinamica via entropia de
Boltzmann-Gibbs ¢ a independéncia dos N constituintes microscépicos do sistema, acarretando em
um numero de possibilidades W multiplicativo: W =pu?, com p>1. Essa condicdo nem sempre é

colocada de forma clara, e uma de suas consequéncias é que a entropia Sgg além de aditiva é também
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extensiva¥. Com efeito, subdividindo o sistema em duas partes A e B tal que W = WAWSB =V,

venl:
SBa (A—l—B) = Sgqg (A) + Sgka (B) = Nkglnpu

expressao manifestamente aditiva e extensiva. Independéncia nao é regra em modelos fisicos de
muitos corpos. Porém, para que Spg seja extensiva, é suficiente independéncia assintética, no sen-
tido que W~ uN quando N — 0o, de modo que a defini¢ao mais comumente usada de extensividade
se escreve:
0 < lim E < 00
N—-oco N

Em outras palavras: uma entropia extensiva é proporcional ao tamanho N do sistema no limite
termodinamico N — 0o, donde se depreende a importancia da extensividade para a termodinamica.
Aceitar a formulacao de Boltzmann-Gibbs como tunica permitida implica que qualquer modelo
abordado tenha configuracoes microscépicas escalando com N na forma W~ puN, uma exigéncia
bastante forte. Cumprida em sistemas independentes [spins nao interagentes, gés ideal] ou fraca-
mente correlacionados, tipicamente sistemas classicos com interacao de curto alcance ou quanticos
pouco emaranhados, cujos microestados sao explorados tal que a hipdtese ergddica se justifique.
E concebivel que existam sistemas fisicos cujas correlagoes entre seus componentes sejam fortes
o suficiente para restringir os estados acessiveis de modo que um funcional diferente de Spg seja
necessario para uma adequada conexao com a termodinamica.

O trabalho de 1988 [9] introduziu o funcional entrépico nao aditivo:

k W i 1
Sq:_l—Bq 1—2])3 :kBZpilan (1.3)
i=1 i=1 ’

O parametro ¢ é em principio real, e a fungao Ingz = [#177 — 1]/[1 — ¢] é a g-generalizacao do

logaritmo. Com microestados igualmente provéveis, a Eq. (1.3) acima fica:

Sa = =1 1 — W' = kglng W (1.4)

-9
que corresponde ao extremo de Sy [dSq;=0 = p;=1/W Vi, mdximo se ¢ >0 ou minimo se ¢ <0.
No limite ¢ — 1 o g-logaritmo se reduz ao logaritmo usual e as Eqs. (1.1) e (1.2) sdo recuperadas.

A entropia Sy é nao aditiva. Subdividindo um sistema de N componentes independentes em duas

YCallen [11, P4g. 331] a expressa de modo claro, mas ndo como premissa: “(...) The entropy is additive (extensive),
whereas the number of microstates is multiplicative. The number of microstates available to two systems is the product
of the numbers available to each (the number of “microstates” of two dice is 6x6=236). To interpret the entropy, then,
we require an additive quantity that measures the number of microstates available to a system. The (unique!) answer
is to identify the entropy with the logarithm of the number of available microstates (the logarithm of a product being
the sum of the logarithms) (...)”. E entao segue a Eq. (1.1). Notar a unido absolutamente comum entre os conceitos
aditivo e extensivo. Possivelmente tal confusio tenha levado Salinas [14, Pdg. 123] a afirmar que a “A entropia de
Tsallis nao € aditiva e nao pode, portanto, ser aplicada a problemas de interesse termodinamico”. Mesmo Tsallis nao
havia escapado dela ao menos até 2004, vide titulo de [15].
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partes A e B tal que W=WAWB =,V ¢ imediato verificar que:

1—gq
B

Sq(A+B) = Sq(A) + S¢(B) + Sy (A) Sq (B) = kg Ing p™

Portanto, para sistemas independentes [ou aqueles em que W ~ pV], além de nao aditiva, a entro-
pia Sy é nao extensiva. A extensividade é recuperada somente quando g — 1, i.e., somente com a
entropia de Boltzmann-Gibbs S| =Sgq.

Agora, seja um sistema correlacionado tal que o nimero de microestados escale com N na
forma W~ N? com p>0. Confrontando com a situacao anterior, notamos que N* < uV para N
grande [de fato, N?/uN =0 no limite N — oc|. Para sistemas assim, a entropia aditiva Spg é nao
extensiva, ao passo que a entropia nao aditiva Sy, mediante escolha apropriada do indice g, pode

ser extensiva. Efetivamente, da Eq. (1.4) vem:

kg

Sq = th’qu = —
l—gq

[1 _ Wl—q} ~ NP(1-9)

Logo, escolhendo ¢g=1—1/p, obtemos Sy x N. Esse resultado é o cora¢ao da mecanica estatistica
nao extensiva e representa uma mudanca de paradigma: buscando uma entropia termodinamica
extensiva, o funcional entrépico é ditado pelo modelo, pela forma como seus elementos microscopicos
se associam.

Nao ha receita para determinar quando uma entropia diferente de Sgg deve ser usada. Com as
evidéncias acumuladas, podemos aventar cendrios gerais. Os sistemas para os quais a termoesta-
tistica de Boltzmann-Gibbs é sabidamente valida sao tipicamente aqueles com interacao de curto
alcance, pouco correlacionados temporal ou espacialmente, fortemente cadticos [expoente de Lya-
punov positivol; s@o sistemas ergédicos, que ocupam os estados acessiveis de modo que Sgg seja
proporcional ao seu tamanho. Sem muito rigor, podemos classifica-los de simples. Esperamos, por
outro lado, que a termoestatistica generalizada seja necessaria na abordagem de sistemas com inte-
ragao de longo alcance, fortemente correlacionados, fracamente cadticos [Lyapunov zero|; sistemas
que possivelmente violem a ergodicidade, explorando parcialmente o espaco de fases, o qual talvez
seja melhor descrito pela geometria fractal. Sao algumas vezes chamados de complexos. O nome
mecanica estatistica nao aditiva evitaria pequenas confusoes iniciais sobre o teor da teoria. Por
razoes historicas contudo, a termoestatistica construida sobre Sy é conhecida como nao extensiva.
Apés o primeiro contato notamos que a denominacao corrente também é precisa. Afinal, espera-
mos utilizar Sy em sistemas para os quais Sgg nao ¢ adequada exatamente por nao ser extensiva.
Ademais, sistemas classicos com interacao de longo alcance, candidatos a serem tratados por essa
teoria, tém energia nao extensiva, como discutiremos no proximo capitulo.

Principalmente quando ¢ > 0, a entropia S; compartilha muitas propriedades com Spg [e.g.,
extensividade, concavidade; ambas sao estaveis, nao negativas e apresentam producao finita de
entropia por unidade de tempo], algumas nao presentes em outros funcionais, como, por exemplo, o

de Renyi? [ver Cap.3 de [10], particularmente a tabela na P4g.106]. A ideia originada em [9]

ITsallis comenta em palestras que sua generalizacdo é minimalista. A fim de generalizar um conceito, algo deve
ser modificado. A modificacdo pode ser grande ou pequena. Com respeito Sgg, a entropia Sy viola a aditividade,
mas, dependendo do valor de ¢, mantém muitas propriedades em comum, e, nesse sentido, é minimalista.
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teve muitos desdobramentos [16]. Evidéncias de sua utilidade surgiram em areas sem ligagao
6bvia com a termodinamica [e.g., redes complexas, geofisica, finangas, biologial, e foi motivadora
da generalizacao de estruturas matematicas importantes a mecanica estatistica, como o Teorema
Central do Limite (CLT), abordado na Sec. 4.5, Pdg. 36, e a Teoria dos Grandes Desvios. No Cap. 3
discutiremos a necessidade de uma entropia extensiva por razoes ligadas as transformagoes de
Legendre da termodinamica, mas outros resultados merecem mencao. Por exemplo, a Teoria dos
Grandes Desvios compoe os fundamentos matematicos da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs
e ¢ consistente com a extensividade da entropia [artigo de revisdo [17]]. Resultados recentes com
sistemas fortemente correlacionados [18-21] indicam a pertinéncia de uma ¢-generalizacao desta
teoria em harmonia com a mecanica estatistica nao extensiva. Também, em regioes caodticas de
sistemas nao lineares simples [e.g., mapa logistico|, verifica-se que Spg cresce linearmente com
o tempo. No entanto, quando o expoente de Lyapunov se anula [e.g., ponto de Feigenbaum],
essa linearidade é alcancada com S; para um valor especifico de ¢ # 1. Considerando que em
sistemas dinamicos assim, tempo e N tém papéis andlogos, esse comportamento se alinha com
o requerimento de uma entropia extensiva [ver Cap.5 de [10] e [22-26] com resultados recentes].
Revelador é o aparecimento nas regioes de Lyapunov nulo de ¢-gaussianas, uma das consequéncias

da termoestatistica baseada na otimizagao de Sy.
1.1.1 Otimizando a Entropia S,

Tendo em vista um sistema Hamiltoniano de n graus de liberdade, modelo de interesse em capitulos
subsequentes, o jogo de probabilidades discreto {p;} deve ser substituido por uma fungao continua

das varidveis canonicamente conjugadas p; e ¢;, de modo que a entropia (1.2) se escreve:

S = —kn / dr p (p,q) In [p (p, q)] (15)

d'=dgq; ...dg, dp; ... dp, representa o elemento de volume no espaco de fases, e p(p, q) a densidade

de probabilidade normalizada:

/drp<p7 q) =1 [nOta‘gé‘O: p<p7 q) - p(Q17q27 co oy qnsP1, P2y - - - 7pn)] (16)

Vamos introduzir o vinculo genérico:

/ aTp (p. ) A(p.q) = (A) (L.7)

Otimizando a entropia (1.5) submetida aos vinculos (1.6) e (1.7), obtemos¥ a distribuicio mais

provéavel [ é o multiplicador de Lagrange associado a Eq. (1.7)]:

p(p,q) = e BAD, Q)//dre—ﬂA(P, q) (1.8)

YExplicitamente: usando os vinculos (1.6) e (1.7), monta-se o funcional ®[p] = Spc — Akg [dTp(p,q) —
Bk f dTp(p,q)A(p,q), em que X\ e § sdo multiplicadores de Lagrange. Igualando a zero a derivada funcional,
0®/0p=—1Inp—1—A—BA=0, depois eliminando A por meio de (1.6), segue a Eq. (1.8). Por nao afetar a discussao,
consideramos o espaco de fases adimensional e omitimos o fator de contagem correta de Boltzmann normalmente
necesséario em sistemas classicos.
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Escolhendo A(p, ¢) como a fungao Hamiltoniana, A="H(p, q), e identificando f=1/kgT, obtemos

o peso de Boltzmann:

e—BH(p,q) B
ppag) = ———— com 7= /dFe BH(P,q) (1.9)
Escolhendo A(p,q) = p?/2, i.e., um dos momentos generalizados, e integrando sobre as demais

coordenadas, obtemos a distribuicao Maxwelliana:

P(p) = Pye PP/2 ,/Qﬁ e PP/2  notacio: P (0) = Ry (1.10)
T
Agora, avaliemos a entropia Sy:
S, = —8 1—/dF[( e —k/dF( ) Ing —— (111)
q = 1—¢q pP\D,q = KB pP\D,q nql)(nq) .

A otimizagao de Sq é mais delicada no que concerne a escolha dos vinculos. Atualmente é entendido

que a normalizacao (1.6) deve ser mantida mas o vinculo (1.7) substituido por:

/ 0T p (p.9) A (p,0) = {A), (1.12)

pq (p, q) representa uma nova densidade de probabilidade, também normalizada, associada a original

via:

oa (0. 0) = o))"/ / ar [p (p, g)]"

A expressao acima envolve o conceito de média de escort, ferramenta importante na mecanica
estatistica nao extensiva que serd discutida mais detalhadamente na Sec. 4.7, Pag. 43. A densidade
de probabilidade que otimiza a entropia (1.11) submetida aos vinculos (1.6) e (1.12) se escreve
entao como:

p(p.q) = e{ﬁqA(p’Q)//dpe;ﬂqA(p,q)

ef*=[14 (1 — q)x]"/*~9 representa a g-generalizacio da exponencial [inversa do g-logaritmo]. O
parametro (3 ndao é o multiplicador de Lagrange § associado ao vinculo (1.12), mas estd ligado a

ele via:
-1
fo= G000 e g =5/ (el
Escolhendo A(p, ¢) como a fungdo Hamiltoniana, obtemos a generalizagao do peso de Boltzmann e
da funcao de particao:

eq—ﬁq H (p.q)

p(p,q) = —Z com: Zg = /df‘eq_ﬁqH(p’Q) (1.13)
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Fig. 1.1: llustragdo da fun¢do ¢-gaussiana eqﬁx 2 = 1 — (1 —¢)B22/2]"/(1=9) [esquerda] e da
g-exponencial €;7% = [1 — (1 — ¢)Bz]"/(1=9 para alguns valores de ¢ > 1. Estas funcdes sio

intimamente associadas a entropia Sq, do mesmo modo que Gaussianas e exponenciais o0 s3o
com Spg. No Cap. 4 mostraremos que a distribuicdo de velocidades de um sistema Hamiltoniana
com interagdo de longo alcance pode ser muito bem descrita por uma g-gaussiana com ¢ da ordem
de ¢ =1.5; ja no Cap.6, veremos que a g-exponencial com ¢ da ordem de ¢ =1.2 é capaz de
reproduzir a distribuicdo de momento transverso de particulas produzidas no LHC.

Escolhendo A(p, q) =p?/2 e integrando sobre as demais coordenadas, obtemos a generalizagiao da

Maxwelliana, i.e., a distribuicao g-gaussiana:

P®) = e P = a1 = (1) fupf2] (1.14)
A g-gaussiana é normalizdvel para ¢ < 3, e a constante de normalizacao A, depende se ¢ é maior
ou menorY do que ¢ = 1. No limite ¢ — 1, a g-exponencial recai na exponencial usual, 3; = 3,
A= \/W e a Gaussiana (1.10) é recuperada. A Fig.1.1 exibe o comportamento das fungoes
g-gaussiana e g-exponencial para alguns valores de ¢ > 1.

A escolha A(p, q) =p?/2 que resultou nas distribui¢oes (1.10) e (1.14) visa exibir a relagdo intima
entre Sy e as fungoes g-gaussiana e g-exponencial, da mesma maneira que Sgg se relaciona com expo-
nenciais e Gaussianas. Na otimizacao de Spg essa escolha nao é necessaria. Uma Hamiltoniana pu-
ramente cinética por exemplo, i.e., H(p, ¢) =3 p?/2, resultaria igualmente na Maxwelliana. Com Sy
esse resultado nao se repete porque a g-exponencial nao se fatora: 62“’#63 62. O vinculo (1.12)
pode soar artificial, a andlise de uma exemplo especifico talvez ajude a torna-lo mais intuitivo.
Escolher A = p?/2 significa fixar uma largura o2 na Eq. (1.7) tal que 02 = (p?) =1/8. Entretanto,
quando a distribui¢ao é uma g-gaussiana, o segundo momento diverge quando ¢>5/3. O segundo
g-momento calculado de acordo com a Eq. (1.12) por outro lado fornece o2 = (p?)q =[2/84]/[3—q].
Peguemos g = 2. Neste caso, a g-gaussiana (1.14) é a Lorentziana As/[1+ B2p?/2], que tem se-
gundo momento divergente mas segundo ¢ = 2-momento igual a 02 = (p?), = 2/, cuja raiz é a
metade da largura plena a meia altura (FWHM), quantidade normalmente usada para caracteri-
zar a largura da Lorentziana. Adotar o vinculo (1.12) significa, entao, fixar a largura adequada
a distribuicao. E importante destacar que g-exponenciais e g-gaussianas, andlogas as Egs. (1.13)

e (1.14), sdo obtidas mesmo com o vinculo tradicional (1.7) usado na otimiza¢do de Spg — sao

—1
TNo intervalo 1< ¢<3, temos: Ag= g—;\/q —1 [F (ﬁ)} T (qfll> Quando, e.g., ¢=2, Az =+/235/2.
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funcoes ligadas a Sq e nao ao vinculo adotado. Contudo, como esse exemplo da largura ilustra, ha
vantagens em empregar a Eq. (1.12) [ver Sec. 3.6 de [10] e particularmente os trabalhos [27,28]]. O
nosso interesse maior é justamente essa ligacao entre Sy e a distribuigdo g-gaussiana. Assim como
a Maxwelliana [o peso de Boltzmann (1.9) de forma mais ampla] é a assinatura de que um sistema
classico em equilibrio térmico é descrito pela termoestatistica de Boltzmann-Gibbs, esperamos que
a observacao de ¢-gaussianas seja indicio da necessidade de uma termoestatistica generalizada. E
assim como a Gaussiana surge por intmeras vias mais ou menos relacionadas [e.g., CLT, equa-
¢ao de Fokker-Planck linear, procedimento heuristico original de Maxwell], a g-gaussiana também
pode ser deduzida de outros meios e nao apenas do principio de méxima entropia [e.g., generaliza-
cao ¢-CLT, Fokker-Planck nao linear [10,29], generalizagdo do procedimento de Maxwell [30, 31]].
Desnecessario mencionar que g-gaussianas, e também g-exponenciais, sao observadas em diversos
sistemas [ver [10], vérios capitulos, e os reviews [32,33] para resultados recentes]. Aqui, no Cap. 4,
mostraremos que a distribuicao de velocidades de um sistema Hamiltoniano classico com interacao
de longo alcance é muito bem descrita por uma ¢-gaussiana, e, no Cap. 6, que a g-exponencial pode
ter papel importante na andlise da distribuicao de momento transverso de particulas produzidas

em colisoes relativisticas no LHC.

1.2 Entropia S;

O titulo do presente trabalho menciona entropias nao aditivas, no plural. A mecanica estatistica
nao extensiva baseada em Sy visa sistemas cujas configuragoes microscopicas escalem como W~ N”,

com p>0. Tsallis comentou brevemente em seu livro [10] sobre a seguinte alternativa a Sy:

W 179
Sy = ks Y _pi {m —} = kg [InW)° (1.15)
i=1 pi
0 é um parametro real positivo. O extremo desse funcional também ocorre quando os microestados
sao equiprovaveis [igualdade mais a direita] e é imediato verificar que para d — 1, Spg é recuperado.
A entropia S5 é adequada em sistemas correlacionados tais que o nimero de microestados escale
com N na forma W ~v"N" com v>1e 0<vy<1, quer dizer, visa uma classe de correlacao inter-
mediéria no sentido que N <vN" < VN para N grande. Em sistemas assim, tanto Spg quanto Sy
sao nao extensivas, mas para o valor especifico =1/, obtemos, na equiprobabilidade, S5 N.
Afora o breve comentario inicial que o definiu e o motivou, o funcional entrépico (1.15) nao foi
explorado em mais detalhes naquela ocasiao. Isso veio a ocorrer mais recentemente [2], quando foi
percebido em Ss um candidato para caracterizar a entropia de buracos negros, como sera discutido

no Cap. 6, a partir da Pag. 84.



Capitulo 2

Modelos Inerciais de Spins Classicos

Neste capitulo definiremos o modelo geral de interesse neste trabalho e discutiremos sua solugao
canonica de equilibrio. Dois casos particulares do modelo serao analisados por meio de simulacoes

em capitulos subsequentes.

2.1 Introducao

Modelos de spins classicos sao de interesse em fisica ha bastante tempo, particularmente de pesqui-
sadores ligados as comunidades de mecanica estatistica e magnetismo. Intimeras técnicas, analiticas
e numéricas, foram desenvolvidas ao longo dos anos para tratar destes sistemas, de modo que um
conjunto soélido de conhecimentos capaz de descrever suas propriedades termodinamicas e criticas
foi adquirido. Dentre os modelos de spins classicos, encontra-se o n-vetorial, que contém como casos
particulares o modelo XY [n=2] e o de Heisenberg [n = 3], cujas generalizacoes serdao o foco deste
trabalho.

O Hamiltoniano do modelo n-vetorial nao contém o termo cinético, dizemos se tratar de um
sistema ndo inercial. A investigacao numérica se dd entao por meio de técnicas estocasticas, como
Monte Carlo por exemplo. A interacao entre spins nesse modelo é somente entre primeiros vizinhos,
em outras palavras, ¢ uma interagao de curto alcance, nao a toa a abordagem via mecanica estatis-
tica de Boltzmann-Gibbs ter sempre se mostrado frutifera. As variacoes ou generalizacoes do modelo
n-vetorial analisadas aqui consistem na adi¢ao do termo cinético ao Hamiltoniano, tornando-o iner-
cial, e na modificacao da interacao entre os spins com a finalidade de controlar o seu alcance. A
adicao do termo cinético permite derivar equacoes de movimento, e, utilizando apenas as Leis de
Newton, a Dinamica Molecular surge como ferramenta natural para a investigacao numérica do
sistema. Uma dessas generalizacoes, ligada ao modelo n = 2-vetorial, é o a-XY, que engloba o
atualmente bastante conhecido e estudado modelo HMF [Hamiltonian Mean Field]; a outra, ligada
ao modelo n = 3-vetorial, chamaremos de a-Heisenberg. As simulagoes nos capitulos subsequentes
desses dois sistemas serao realizadas em dimensao d =1, mas manteremos a discussao mais geral

sempre que possivel.

2.2 Sobre o Alcance da Interacao

Definiremos aqui o modelo n-vetorial e a modificacao relativa ao alcance da interacao entre os spins,

tema de extrema relevancia neste trabalho.
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Consideremos um conjunto de N spins S; cldssicos de n componentes [vetores| arranjados numa

rede hipercubica d-dimensional regido pelo seguinte Hamiltoniano:
g
H=-2%"8;-8; (2.1)

J >0 é a constante de acoplamento [ferromagnétical. O simbolo (i,j) indica que a soma cobre
apenas o vizinho mais préoximo de cada spin: se o sistema é arranjado em um anel, ou seja, um
sistema unidimensional, cada spin tera apenas dois vizinhos mais préximos; caso seja arranjado
em um plano formando uma rede quadrada, cada spin terd quatro vizinhos mais proximos; assim
em diante. Estamos diante de um exemplo tipico de sistema cuja interacao é de curto alcance.
Dependendo da dimensionalidade n do vetor S;, o Hamiltoniano (2.1) pode representar o modelo
de Ising de spin 1/2 [n=1], o modelo XY cldssico, também chamado de modelo planar [n=2], ou
o modelo cléssico de Heisenberg [n=3], todos bem entendidos e descritos pela mecanica estatistica
tradicional. A Eq. (2.1) define o modelo n-vetorial, cujas propriedades termodinamicas para o caso
unidimensional foram derivadas por Stanley para qualquer n>0 em 1969 [34].

Consideremos agora o caso no qual a interacao entre os spins nao esta restrita apenas ao vizi-
nho mais proximo. Vamos ao extremo oposto, situacao em que o sistema encontra-se globalmente
acoplado, com todos os spins interagindo uns com os outros com a mesma intensidade independen-

temente da distancia. O Hamiltoniano neste caso se escreve:

N-1 N J N N
H=-J) > 88 == > SiS, (2.2)

i=1j>1 i=1j=

J#i

Aqui temos um exemplo de sistema cuja interacao é de longo alcance, infinita de fato. Os passos
seguidos por Stanley em seu trabalho de 1969 nao podem ser repetidos para este Hamiltoniano.
Podemos intuitivamente enxergar que a energia total de um sistema regido pela Eq. (2.2) nao é
proporcional a seu tamanho N, o Hamiltoniano portanto é nao extensivo e as ferramentes da
mecanica estatistica tradicional tornam-se limitadas. Especificamente, grandezas termodinamicas
derivaveis por meio da funcao de particao divergem no limite N — oo, e nenhuma quantidade
diferente de zero ou infinito pode, em principio, ser calculada.

Uma maneira de transpor esta dificuldade e conciliar o Hamiltoniano (2.2) com o formalismo
da mecanica estatistica tradicional existe. Se a constante de acoplamento for convenientemente
reescalada como J — J/N, procedimento conhecido como prescricdo de Kac, a extensividade do

sistema é recuperada. Apds este reescalamento, a Eq. (2.2) passa a ser lida como:

g NN
i=1j=1
J#i
Feito. Aplicando a prescricao de Kac, todas as técnicas da termoestatistica convencional tornam-se

disponiveis. Este procedimento ¢ evidentemente legal do ponto de vista matematico, contudo ele nos

lanca em uma situacao um tanto incomum em que a constante de acoplamento microscépica, entre
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pares de spins, depende do tamanho N do sistema. Baxter, na Pédg.39 de seu livro de 1982 [35],
registra sua impressao sobre este fato de foma contundente, classificando-o como “unphysical”;
porém ¢ pragmatico ao emendar: “Nevertheless, it does give moderately sensible thermodynamic
properties”. Realmente, os resultados derivados do Hamiltoniano (2.3) emulam os do (2.1) ao
aplicarmos a aproximagao de campo médio. Definir se um modelo ¢ fisico ou nao é muitas vezes uma
questao [epistemoldgica] delicada, e que pode ter grande componente de perspectiva pessoal, basta
lembrarmos que a quantizagao da energia foi encarada como nao fisica durante muito tempo [36].
Baxter mesmo, mais a frente em sem seu livro, comenta que o inicialmente “unphysical” modelo
esférico de Berlin & Kac tornara-se fisicamente aceitavel apds Stanley, “fortunately”, mostrar [34]
que ele poderia ser interpretado como um caso limite do modelo n-vetorial (2.1), n — oo no caso.
Aqui, com a mesma finalidade, utilizaremos uma versao adequadamente generalizada da prescricao
de Kac, mas sem perder de vista que este tipo de procedimento levanta discussoes relevantes desde
hé muitos anos. Cabe também mencionar o debate em torno da Ref. [37] a respeito do conteido
fisico da mecanica estatistica nao extensiva.

O préoximo Hamiltoniano é capaz de abarcar tanto o modelo n-vetorial (2.1) quanto o modelo

globalmente acoplado (2.3):

Mz

(2.4)

gk:
‘H\II

O parametro o ¢ um numero real positivo ou nulo, e N cumpre o mesmo objetivo de N na Eq. (2.3):
tornar o sistema extensivo; veremos adiante que esta propriedade é alcancada se N for uma fun-
cao N:N(a, d, N). Por agora¥, é suficiente mencionar que N~N para a=0 e que N:2d~(’)(1)
para o — 00. 1;; = |r; — r;| mede a distancia [adimensional] entre os spins na rede, logo o pa-
rametro o é responsavel por regular o alcance da interacao. O menor valor de 7;; é a unidade,
que ocorre ao considerarmos spins vizinhos: r;,;1; =1Vi. Esta ultima propriedade garante que o
Hamiltoniano (2.4) recupere o (2.1) no limite a — oo, e recupere o (2.3) quando a =0, uma vez
que r =1V, j. Na rede, levando-se em conta condigoes periédicas de contorno [nosso interesse|, a
dlstan(:la entre spins considerada sera a menor. Por exemplo, para dimensao d=1, o sistema estara
arranjado num anel e teremos r;; = 1,2,3,...,N/2. Com uma pequena modificacao, a Eq. (2.4)
serd o modelo de interesse neste trabalho. Apds a introducao do termo cinético K, ela representard
a energia potencial V' de interagao do sistema, agora visualizado como um conjunto de rotores

classicos localizados, como exposto na proxima secao.

2.3 Sistemas de Spins Inerciais

Na secao anterior, partirmos do modelo n-vetorial tradicional e chegamos ao modelo de alcance
controlavel (2.4). Uma pequena modificacdo nesta equacao, capaz de deslocar o minimo da energia
a zerot!, e a adicdo do termo cinético K, resulta no sistema geral de interesse neste trabalho: N

rotores interagentes classicos, arranjados numa rede d-dimensional, cuja fun¢ao Hamiltoniana é

TNo préximo capitulo discutiremos em detalhes o parametro N , que estd definido na Eq. (3.1), P4g. 18.
HDeslocar o minimo da energia potencial a zero associa, neste caso, energia interna termodinamica nula a tempe-
ratura nula.
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dada por:
I, T K& 18,8
H=75) b ﬁZZT:KJrV (@ > 0) (2.5)
i= z‘:lj;l Y
VEX

Cada rotor fixo na posicao r; da rede é representado pelo vetor S; de n > 1 componentes, cuja
direcao pode variar continuamente dentro de uma esfera n-dimensional assumida de raio unita-
rio: S; - S; = 52 =1Vi. Essa esfera serd um circulo se n =2 [rotores XY, modelo a-XY] ou uma
esfera convencional se n=3 [rotores de Heisenberg, modelo a-Heisenberg], os dois casos particulares
analisados numericamente nos préximos capitulos. O vetor p; representa o momento [angular] do
respectivo rotor, que é equivalente a velocidade [angular|, uma vez que estamos considerando massa
[momento de inércial unitaria. Tirando proveito do vinculo S; - S; =1, podemos expressar a orien-
tagao do vetor S; usando n—1 angulos e reescrever a Eq. (2.5) em fungao de variaveis de momento
e posi¢ao canonicamente conjugadas. Isso deixa explicito o carater de sistema Hamiltoniano do
modelo, com equagoes de movimento derivaveis a partir das Equacoes de Hamilton, o que o torna

de interesse bastante amplo em Fisica.
2.3.1 Solucao Canoénica

Trabalhando no ensemble canonico, a adi¢ao da energia cinética K nao tras maiores dificuldades
no calculo das propriedades de equilibrio do sistema (2.5). Efetivamente, escrevendo a fungao de

particdo Z como o produto Z=ZxZy, a contribuicdo do termo cinético se escreve¥:

N(n—1)

Ti = /dpi...de e~ PE _ {%ﬂ} ? (2.6)

A constante de Boltzmann serd tomada kg =1 no decorrer da tese, logo f=1/T.

A solucao da contribuicao configuracional Zy é bem menos imediata, e nao existe uma resposta
geral para valores arbitrarios de «, d e n. Para facilitar a andlise deste termo, é 1util avaliar
separadamente os dois extremos da Eq.(2.5): o globalmente acoplado [ = 0] e aquele em que
apenas spins vizinhos interagem [aw— 0o]. Denotando o potencial por V(«a), vem:

g
:_sz:

—S; - Sj] (2.7)

i Mz

A restricao j#1i nao é mais necessaria, pois S; - S; =1V, e a [pequena] diferenca de N em relagao
a N foi incorporada na constante de acoplamento J [de fato, N=N-1 aquil*¥. Um pouco de

reflexao nos fornece o outro extremo:

21— (25)

(4,9)

lim V («

a — 00

l\DIk

YPor efeito do vinculo S; - S; =1, o ntimero de graus de liberdade de cada rotor do sistema (2.5) é (n—1), como
ficard claro nos préximos capitulos.

#Um potencial de interacio com esta estrutura confere ao modelo com o =0 vantagem computacional extrema-
mente relevante. Como as somas em 7 e em j sdo independentes, a ordem efetiva do algoritmo é O(N), e ndo O(N?)
como ocorre para os demais valores de a > 0.
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Avaliemos inicialmente o extremo av=0. A parte configuracional da funcao de particao para o

potencial globalmente acoplado (2.7) se escreve:

_BIN 7
_ e 2
ZV:/in...dQNe BV(0) — — /in...dQN/d”yexp [—|y|2+\/%28,~y]
R i=1

dQ); representa o elemento de superficie da n-esfera de raio unitario [n > 1], e o termo mais a direita

advém da transformacao de Hubbard-Stratonovich. Uma mudanca de varidveis e a integracao sobre

a parte angular permitem reescrever o ultimo resultado como:

_BIN [ NP e 2 I/
b [ oo ()

Esta equacao estd num formato apropriado para usarmos o método steepest descent, também cha-
mado de ponto de sela; nela I,,(x) representa a fungdo modificada de Bessel de primeira espécie,
2,1 é a drea de uma (n—1)-esfera, e ¢; e ¢y sao quantidades que dependem apenas de n. Juntando

a contribuigao cinética (2.6) e denotando por yo o valor que captura o méximo do integrando, a

2 I
Y n n/2—1 (yo)
26J yg/H

A condicao de maximo fornece a relagao auto consistente:

energia livre [por particula] fica¥:

BF = — lim ian:ﬁ—n_lln[%]—i—

N — oo 2 92 —|—ln {CQanl] (29)

Yo Lo (o)

— - L =
BJ [n/2—1 (yo)

A relagao acima estd intimamente associada com a magnetizacao [espontaneal, de fato M =y, /5.J,
resultado que pode ser deduzido repetindo-se os passos anteriores porém adicionando um termo de
campo externo [com a forma h - > S;] ao potencial (2.7). Deste procedimento resulta, a campo
nulo, o valor finito M = |[(M)| = yo//J para temperaturas abaixo da critica, sendo M o vetor

magnetizagao, vetor de n componentes calculado microscopicamente via:

Identificando a magnetizacao, a energia interna [por particula] se escreve:

_ Inp (BIM) L H) aBF) n—1
M_In/Zfl(ﬁJM) = U= Jim =5 = 08 28 +§[1—M2} (2.10)

Considerando M pequeno e expandindo as funcoes de Bessel na equacao anterior, obtemos a tem-

9Sem a prescricao de Kac J — J/N, ou o escalamento de Tsallis J — J/]V se 0 < a < d discutido no préximo
capitulo, esse limite diverge.
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peratura critica T, e a respectiva energia critica U.:

Lnyja (BJM) Nl pJ

J 1
M-——— = l—-—— M = 1T=-— = U=J|1—-— 2.11
Ijaa (BJM) } n [ } ( )

n 2n

A solugao (2.10) associada ao potencial globalmente acoplado (2.7), para n qualquer como esbogada
aqui, foi obtida por Nobre & Tsallis na Ref.[38]. De forma independente e quase simultanea¥,
Campa, Giansanti & Moroni, em um trabalho longo e intrincado [39], mostraram que por meio
de uma escolha apropriada de N e da imposicao de condicoes peridédicas de contorno, a mesma
solugao se aplica também a Hamiltoniana (2.5) no intervalo a <d. A extensao da solugao do caso
particular o = 0, no qual os rotores estao acoplados com a mesma intensidade e a estrutura da
rede subjacente perde importéancia, ao sistema (2.5), mesmo sob a condi¢do a<d, é um resultado
bastante geral, notadamente quando levamos em consideracao que no caso de spins interagindo
apenas entre vizinhos nao ha solucao para qualquer n em dimensao d>1.

Vamos avaliar agora o extremo associado ao potencial (2.8), correspondente a & — 0o. Nao existe
solucao geral para qualquer n e d neste caso. Entretanto, considerando uma cadeia de spins linear,
i.e., com d=1, é possivel derivar uma expressao fechada para n qualquer analoga a anterior. Como
nossas simulagoes serao somente com cadeias lineares, restringiremos a andlise a d = 1. A parte

configuracional da fungao de partigao para o potencial de primeiros vizinhos (2.8) é dada entao por:

Bl 5
+7281 “Sit

=1

BJN
Zy = /in...dQN e~ BV(00) — =75 [ a0, dQy exp

Aproveitando o resultado deduzido por Stanley [34], valido para sistemas unidimensionais sujeitos
a condicoes de contorno tanto periddicas quanto de bordas livres, a equacao anterior se escreve

[novamente ¢; e ¢a dependem apenas de nJ:

N _BIN

Lo (6J/2)] Tl

Juntando a contribuigao cinética (2.6), chegamos a energia interna:

19
-~ lim ——InZ =
U=-m vl 28 2

n—l_{_J{l_M} (d=1) (2.12)

2 Lpa(BJ)2)

Esta solugao corresponde a um sistema unidimensional de spins classicos interagindo apenas entre
vizinhos mais préximos; nao hé, portanto, estado ordenado [espontaneo] a temperatura finita: a
magnetizagao vale M =0 sempre que 7' >0.

Podemos entao agrupar os resultados correspondentes a 0<a<d e a a— 00, Egs. (2.10) e (2.12)

respectivamente, e escrever a energia interna do modelo definido pela fun¢ao Hamiltoniana (2.5)

Y Artigos recebidos pelas revistas com menos de 2 semanas de diferenca, 24 Janeiro [38] e 5 Fevereiro [39] de 2003.
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Solugdo analitica do modelo inercial de spins cldssicos (2.5) para dimens3o d =1 e dois valores

particulares de n: n =2 [rotores XY, acima] e n=3 [rotores de Heisenberg, abaixo]. As figuras
apresentam a temperatura 7' [esquerda] e a magnetizagdo M [direita] contra a energia interna U
para 0 <a <1 e o — 00, conforme Egs. (2.13) e (2.14) com constante de acoplamento J = 1.
Na regido 0 < a < 1, o sistema exibe uma transicio de fase de segunda ordem no ponto critico
(Te,Uc) =(1/2,3/4) se n=2, ou no ponto critico (1/3,5/6) se n =3 [indicados com as linhas
tracejadas|, que separam as fases ferromagnética [U < U,| e paramagnética [U > U,|. Para a— oo,

ndo ha transicdo a temperatura finita e apenas a fase desordenada com M = 0 existe.

Na

regido 1 < o < 0o ndo hd solugcdo analitica de nosso conhecimento. Os valores n=2 e n =3
correspondem aos casos analisados numericamente nos préximos capitulos.

sob condigoes periddicas de contorno como:

n—1

27 +%[1_M2] para 0<a<d
VM.5) = 1 L (B7/2)
n— n/2
4+ -1 -— ara a—o0 e d=1
26 "2 Lpea i) P
e a magnetizacao como:
I, JM
M = M para 0<a<d
M (5) = [n/2—1 (ﬁJM)
M =0 para «a—o0 e d=1

(2.13)

(2.14)

Sendo os valores criticos T.. e U. associados a solucao na regiao 0 <« <d dados na Eq. (2.11).

A solugoes (2.13) e (2.14) para os valores particulares n=2 e n=3 estao representadas na Fig. 2.1.
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Nela, podemos observar a transicao de fase continua separando os estados ferromagnético e para-
magnético que ocorre quando o parametro a pertence ao intervalo 0 <a <d. A temperatura suficien-
temente alta — ou, de forma equivalente, a energia suficientemente alta —, a dire¢ao dos spins {S;}
é aleatoria, correspondendo a fase paramagnética desordenada, com parametro de ordem M = 0.
No estado fundamental, todos os spins estao orientados paralelamente, correspondendo ao estado
ferromagnético completamente ordenado com M =1. Entre esses dois regimes, uma transicao de
fase continua ocorre na temperatura critica 7. = J/n associada a energia critica U, = J[1—1/2n].
Para o — 0o [e d = 1], ndo ha transi¢do a temperatura finita e apenas a fase desordenada com
magnetizagao M =0 existe.

Durante este capitulo, mantivemos a discussao sobre os modelos de spins classicos fazendo refe-
réncia a pouquissimos trabalhos. De forma geral, cada modificacao em um desses modelos tem sua
prépria histéria, envolveu motivagoes e dificuldades particulares e contou com a contribuicao de
inimeros autores ao longo dos anos. De Ising [d=1] a Onsager [d=2] por exemplo, foram necessé-
rias quase duas décadas de muitos esforgos [40]. Trabalhos especificos relacionados ao sistema (2.5)
para n =2 e n = 3 serao mencionados respectivamente nos Caps.4 e 5, quando esses dois casos

particulares forem analisados.



Capitulo 3

Escalamento de Sistemas Nao Extensivos

Neste capitulo trataremos da quantidade N , responsavel por tornar o sistema extensivo para qual-

quer valor de a e permitir a derivacao das relagoes termodinamicas no capitulo anterior.

3.1 Introducao

O potencial de interac¢ao na Eq. (2.5) é de longo alcance quando 0 <a <d. Longo alcance no sentido
que, caso o fator de escala N seja da ordem N~ O(1), a energia interna U diverge no limite N — oo.
Lidamos entao com um sistema nao extensivo, cuja energia total (#) cresce com dependéncia de N
mais que linear e o limite termodinamico nao é bem definido, impedindo, em principio, a deriva-
¢ao de propriedades termodinamicas de equilibrio por meios microscépicos. Esse comportamento
se verifica porque, no intervalo 0 < a < d, um potencial entre particulas da forma 1/r® nao cai
suficientemente rapido conforme a distancia r aumenta, embora esta nao seja uma condi¢ao sempre
suficiente e possa haver dependéncia do sistema fisico em analise. Por exemplo, um potencial pro-
porcional a 1/r* engloba dois casos de destacada importancia: gravitagdo Newtoniana e interagao
Coulombiana, para os quais ®(r)oc1/r num sistema tridimensional [a=1<d =3, longo alcance por-
tanto]. A blindagem eletrostatica contudo, torna a interacao Coulombiana efetivamente de curto
alcance [da ordem do raio de Debye], garantindo a existéncia do limite termodinamico [41]. Tal
efeito nao é compartilhado pela gravitacao, a qual, num sentido estrito, permanece um problema
em aberto; deve-se registrar porém os avangos no seu entendimento obtidos com as ferramentas da
mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs [42,43]. No que diz respeito especificamente aos modelos
de spins do Cap. 2, é interessante observar que algumas vezes a discussao da regiao de longo alcance
era simplesmente abandonada, porque, para a < d, a energia nao é extensiva e, consequentemente,
as propriedades do modelo serdo non-thermodynamic, como escreveram Hiley & Joyce [44]; logo, os

autores continuam, ele nao sera discutido further.

3.2 Escalamento de Tsallis

A fim de calcular o limite termodinamico na regiao de longo alcance, a quantidade N deve ser um
fator de escala que assegure uma energia total proporcional ao tamanho do sistema N. Para a=0,
esta proporcionalidade é alcancada com a prescricao de Kac, N = N. Para valores arbitrérios

de a entre 0 < a/d < oo, a extensividade termodindmica de um sistema regido pela funcao
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Hamiltoniana (2.5) é garantida com a seguinte escolha para N=N(a,d, N):

- 1 X
:Ng

(3.1)

M=
QQ|H

Qb
Rl
B

No limite av — 00, segue que N =2d [ndmero de primeiros vizinhos da rede hipercibica d-dimen-
sional]. Para a/d < oo e N grande, o comportamento é N ~ Ni-e/d quando 0 < a/d < 1 [logo,
N~N se a=0], N~InN quando a/d=1 ou N ~1/(a/d—1) ~O(1) quando «/d > 1; portanto,
definindo N de acordo com expressio (3.1) acima, o potencial de interagdo na Eq.(2.5) torna-se
proporcional ao tamanho do sistema N em todo o intervalo 0 < a/d < 0o, em outras palavras,
o modelo torna-se formalmente extensivo para qualquer valor de «/d. O preco a pagar é uma
constante microscépica de acoplamento dependente, através de N , do tamanho do sistema, ou,
como serd discutido mais a frente, uma reformulacao da estrutura da termodinamica, uma opc¢ao
mais abrangente e talvez de preco mais modico. Relativamente aos modelos de spins interagentes
classicos analisados aqui, a Eq. (3.1) é o final da histéria. Conforme demonstrado na Ref. [39], ela
confere a Hamiltoniana (2.5) ndo apenas a extensividade na regiao 0 < a < d, mas também as
mesmas propriedades termodinamicas do caso particular o = 0. Para referéncia futura, notemos
que a invariancia translacional [obtida imaginando um sistema infinitamente grande ou por meio

de condigoes periédicas de contorno| permite reescrever a Eq. (3.1) como:

A necessidade de escalar a interacao com um fator N=N (v, d, N) em sistemas de longo alcance
cujo potencial de pares decai como uma lei de poténcia 1/r*, foi percebida no trabalho de Jund,
Kim & Tsallis de 1995 [45] que versa sobre ferrofluidos [detalhes abaixo]. Logo em seguida, Cannas
& Tamarit [46] aplicaram o mesmo conceito ao estudarem uma generalizagao de alcance controlavel
do modelo de Curie-Weiss. Especificamente, os autores da Ref. [46] analisaram um sistema regido

pela Eq. (2.4) para o caso particular n=1:

SiS;

com: S; = x1V1

2—13—1 T
J#i

Neste trabalho, foi numericamente verificado que um escalamento com o comportamento da Eq. (3.1)
deixava a equacao de estado termodinamica M = M (T') independente do pardametro o no regime
nao extensivo [no intervalo 0 <« <d]. Resultados similares foram exibidos de forma extremamente
clara na Ref. [47] e aplicacoes da mesma ideia em sistemas com interacao do tipo Lennard-Jones
também foram realizadas [48,49].

Além dos trabalhos supracitados, a validade do escalamento introduzido como conjectura em [45]
foi confirmada em diversas outras ocasioes [10]. Uma andlise sistemdatica contudo, foi empreendida
utilizando o modelo a-XY, definido como o caso particular n=2 da Hamiltoniana (2.5), no qual os

vetores unitarios S; sao vistos como rotores classicos bidimensionais. Apds ser proposto na Ref. [50],
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Tamarit & Anteneodo [51] verificaram numericamente que a prescri¢ao definida pela Eq. (3.1) con-
fere ao modelo a-XY na regiao de longo alcance 0 < <d o mesmo comportamento termodinamico
do caso a=0, que fora derivado por Antoni & Ruffo [52]. Esta equivaléncia foi logo demonstrada
analiticamente por Campa, Giansanti & Moroni especificamente para n = 2 [53|, e mais tarde
estendida pelos mesmos autores para n qualquer [39], como comentado. Esta universalidade ter-
modinamica para o modelo a-XY no intervalo 0 < a < d foi numericamente exibida, por exemplo,
nos trabalhos [3,51,53,54], e serd apresentada no Cap. 4; ja para o modelo a-Heisenberg [n=3], foi
verificada mais recentemente na Ref. [4], como serd discutido no Cap. 5.

A motivagao para um escalamento N com comportamento da Eq. (3.1) surgiu da investigagao de
uma suspensao coloidal de particulas magnéticas, modelo para descrever ferrofluidos, o que levou
os autores da Ref. [45] a analisar essencialmente o seguinte potencial de pares [0 e € s@o parametros

positivos]:

D) = [(i) - (i)] D<A <p< o) (32)

Entretanto, a mesma conclusao pode ser enxergada avaliando um caso mais simples, relacionado
ao termo atrativo da equacao anterior. Suponha que a energia potencial de pares seja do tipo

gravitacional em d=3 dimensoes:

™m; m;
Tij
A energia potencial total Vi, de um sistema de N particulas serd entdo [escrevendo Viy apenas

para distinguir do V' do volume]:

1 L 1 X e,
Wot:—zsz(nj)z——zz - (3.4)
Rth =
JF JF

Assumindo um sistema homogéneo e isotrépico tal que p(r;) =p o N/V, sendo V o L3 o volume,

vern:

_ s.a.i__ﬂﬁ/s /31
‘/tot_ 2//drldrj7’ij_ 9 dR d?“r

A passagem mais a direita envolveu a mudanca de varidveis corriqueira para coordenadas relativa
e de centro de massa. Para evitar qualquer divergéncia a curtas distancias, discussao importante
porém desnecessaria aqui, vamos regularizar o potencial de interacao, assumindo que a distancia

minima entre quaisquer duas particulas seja ro>0 [introdugao de um cutoff, que fisicamente pode
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representar esferas rigidas, limite quantico etc]. Deste modo:

7,/

2 L 2 2 L/ro 72
Vit = —%V47T/ dr— = —%V47r7”3/ dr' com: = r/rg
T r 1

0

Dividindo ambos os lados por N obtemos [A é uma constante positival:

Viot A p2 2/L/To r2 /L/To r2
= —— dr— = —-A dr — 3.5
N oNv o) T YT (3.5)

que diverge em um sistema ilimitado espacialmente [L — oo]. Formalmente esta divergéncia era
esperada, uma vez que a interacao (3.3) em trés dimensoes viola o critério de estabilidade, que
é uma condicao de forma geral necessiria para a existéncia do limite termodinamico [mais de-
talhes a seguir|. Podemos usar a Eq.(3.5) para definir as regides de longo [ < d] e de curto
alcance [ > d]. Com efeito, para o caso geral d-dimensional em que o potencial de pares tenha

dependéncia ®(r) o 1/r®, ficamos¥:

‘/tot OOd 7nd—l T’d_a
x r =
N 1 re d—a

o0 < oo se a/d>1  (curto alcance)
= (3.6)
1 — 00 se 0<a/d<1 (longo alcance)

O passo decisivo dado na Ref. [45] foi, inspirando-se em V o L3 o< N [caso 3-dimensional], reescrever

a 1ltima expressao substituindo o limite superior de integracio por N'/¢, resultando:

vd g _
‘/;ot N 1 rd 1 rd «
x r =
N 1 re d—«

NVE ) Ntesd
. d 1—a/d

donde segue o comportamento assintético para N grande descrito apds a Eq. (3.1):

( 1
ajd—1 se 1<a/d<oo
a j—
Nl—a/d_ 1
T—a/d InN se a/d=1 (3.7)
Ni=e/d se 0<a/d<1

\

3.3 Conjectura de Tsallis

Os autores na Ref. [45], ao analisarem um modelo para ferrofluido cujo potencial de pares a lon-
gas distancias é descrito pela Eq. (3.2), verificaram numericamente que um fator de escala como o
da Eq.(3.7), ao qual nos referiremos também como N , era necessario a fim de obter valores fini-
tos das grandezas termodinamicas para qualquer «. Na ocasiao, o potencial de interagao nao foi
reescalado diretamente como fizemos no Cap. 2 [escalamento de Tsallis]; de forma equivalente, foi

verificado que a quantidade adequada a ser sondada nas simulagdes para N — oo era E/N N , € Nao

9Tal definicdo de curto e longo alcance, associada & integrabilidade do potencial, ndo é tinica. Para uma definicdo
associada & universalidade de propriedade criticas, ver [55] e suas referéncias. O caso marginal a=d pode envolver
algumas sutilezas a mais, relacionadas a possibilidade de convergéncia condicional; no caso dos spins, a convergéncia
condicional da soma (3.12), ver [44, 56].
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simplesmente a energia total por particula E/N, quantidade que divergia conforme N aumentava
[sistema nao extensivo]. Chega-se, assim, a duas possiveis rotas para tratar de sistemas com in-
teracao de longo alcance como os abordados aqui: uma ¢é reescalar o potencial de interagao, que
significa uma modificagao microscépica do modelo; outra é trabalhar com novas varidveis termodi-
namicas’. Esta segunda interpretacio foi langada na Ref. [57] e teve sua estrutura formal explorada
por diversos autores, sendo algumas vezes chamada de conjectura de Tsallis. Ela nos leva a uma
reformulagao da termodinamica intimamente relacionada com a necessidade da entropia ser uma
quantidade extensiva. Pois vejamos.

Consideremos a transformacao de Legendre bastante geral de uma energia termodinamica G

referente a um sistema d-dimensional genérico:
G(T,p,u,H,...) =US, VNM,...) =TS +pV — uN — HM — --- (3.8)

T, p, i, H representam temperatura, pressao, potencial quimico e campo magnético externo respec-
tivamente; e U, S, V, N, M representam energia interna, entropia, volume, niimero de particulas e
magnetizacdo. Podemos identificar trés tipos de variaveis: (i) aquelas que esperamos que sejam
sempre extensivas, (S,V, N, M,...), quer dizer, que escalam com o tamanho do sistema V o L4,
(ii) aquelas associadas as condigoes externas onde o sistema se encontra, (7', p, 1, H, . ..), que escalam
com L?; e (iii) as que representam energias, (G, U), que escalam com L¢. Sistemas termodindmicos
convencionais sao caracterizados por =0 e e=d. Neste caso, tanto as energias quanto as variaveis
extensivas escalam com L¢, nao havendo diferenga entre as varidveis das classes (i) e (iii), sendo
todas extensivas, ao passo que as varidveis da classe (ii) sdo independentes do tamanho do sistema,
escalam com L°. Entretanto, existem sistemas fisicos em que e =60 + d com 6 #0. Vamos dividir
entdo a Eq. (3.8) por L= L% ¢ escrever:
G U T S p V uw N H M

I L T LT A TN T A LT A (39)

Considerando agora o limite termodinamico na forma L — 0o, vem*:
G=u—-Ts+pv—jp—Hm— - (3.10)

Nesta tltima equagio, usando uma notagao compacta, (¢,%) = limy ;. (G,U)/L*? representam
as energias, (s,v,p,m) = limy ,(S,V, N, M)/L? representam as varidveis extensivas habituais
e (f Dy 1, H )=limy oo (T, p, p, H)/L?, as que sdo normalmente intensivas. Para sistemas conven-
cionais, temos § =0 e ¢ = d, de modo que as energias tornam-se extensivas, (¢,u) = (g,u), e as
vardveis intensivas sao recuperadas, (f,ﬁ, 1L, H )= (T,p,pu, H). Esta é a situacao usual, que en-

cerra, e.g., um gas real interagindo via potencial de Lennard-Jones, o modelo de Ising etc. No

YEspecificamente para sistemas Hamiltonianos como o definido pela Eq. (2.5), essas duas possibilidades se mistu-
ram. Devido ao termo cinético, o fator N que reescala a energia potencial pode ser incorporado ao tempo, como
serd discutido na Sec. 4.2, Pag. 29.

H Apenas nesta secdo, designaremos respectivamente por u e m as densidades de energia e magnetizacdo; nas
demais, continuaremos representando-as como U e M, em maitsculas, preservando a notagao mais comum na
literatura que analisa sistemas classicos de spins inerciais. Também, H aqui representa o campo magnético e nao o
Hamiltoniano sem termo cinético, certo de nao haver confusao.
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Intensivo, e.g., T, p, p, H oc L°

Extensivo, e.g., S, N, V, M  L¢ Extensivo, e.q., G, U, S, N, V, M o L%
(6 #0) (6 =0)
| | >
0 (interacao de longo alcance) 1 (interacao de curto alcance)  a/d

Fig. 3.1: Representacdo dos diferentes regimes da Eq. (3.9) para um sistema cldssico d-dimensional carac-
terizado por um potencial de pares atrativo da forma 1/r%, com a > 0. Na regido de longo
alcance 0 < «/d < 1, podemos distinguir trés classes de varidveis termodindmicas: aquelas que
escalam com LY, pertencentes ao ramo definido como pseudo intensivo [L é um comprimento
linear de modo que o volume V oc L%, e 6 é um pardmetro dependente do modelo], aquelas
que escalam com L4*? do ramo pseudo extensivo [as energias], e as que escalam simplesmente
com L% sendo sempre extensivas. Na regido de curto alcance o > d, temos 6 =0 e os ramos
pseudo extensivo e extensivo se unificam: as energias recuperam a propriedade de escalar com o
tamanho do sistema L4, tal como S, V, N, etc; ao passo que as varidveis previamente pseudo
intensivas tornam-se genuinamente intensivas, independentes do tamanho L. O comportamento
termodindmico peculiar aqui ilustrado foi verificado indmeras vezes na literatura.

entanto, para sistemas nao convencionais, para os quais 6 # 0, a relacao (3.10) também ja foi
abundantemente verificada, ou de forma indireta, por meio da introducao do fator de escala N no
potencial de interacao, ou trabalhando-se explicitamente com as variaveis termodinamicas modifi-
cadas ¢, u; T, D, [, ... € as equagoes de estado pertinentes, por exemplo, m = m(]:l , T) Além de
preservar relagoes termodinamicas importantes, tais como as de Euler e Gibbs-Duhem [58], a conjec-
tura simbolizada pela Eq. (3.10) foi evidenciada experimentalmente na Ref. [59], contendo o Cap. 3
de [10] uma lista bastante completa de outros resultados [além dos ja4 mencionados na segao ante-
rior]. Aqui, trabalharemos reescalando o potencial. Verificagoes indiretas portanto de (3.10) serao
exibidas nos Caps. 4 e 5, associadas aos artigos [3,4]. Deve ser observado que as relagoes termodi-
namicas (3.9) e (3.10), para sistemas convencionais ou nao, tratam de forma equanime entropia .S,
volume V' e numero de elementos N, e dificilmente havera duvidas a respeito da extensividade
destas duas ultimas varidaveis. De fato, uma analise andloga poderia ter sido feita considerando N
no lugar de V', uma vez que no limite termodinamico esperamos a razao V/N constante.

Um exemplo de sistema nao convencional com 6 # 0 pode ser obtido do sistema Hamiltoniano
introduzido no Cap.2. Ao nao escalarmos a energia potencial na Eq.(2.5) com o fator N , a
energia interna crescerd como U ~ N N , e, de acordo com a Eq.(3.7), teremos # = d—« sempre
que 0 < a <d [longo alcance], e § =0 para a > d [curto alcance]. Especificamente para o sistema
classico considerado, este comportamento peculiar reflete o decaimento em lei de poténcia 1/r®
da interagao. Comportamento termodinamico fora do convencional porém, nao deve ser associado

exclusivamente ao alcance da interagao nesse sentido classico. Uma descricao mais ampla poderia
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empregar correlagoes de longo alcance [temporais ou espaciais|, expressao que abrange, por exemplo,
sistemas quanticos fortemente emaranhados, cujas correlagoes nao estao necessariamente ligadas
ao alcance da interagdo [um exemplo quéantico é discutido na Sec.4.14.1, Pé4g.66]. Entretanto,
a imagem classica de uma interacao de curto ou longo alcance, diretamente relacionada com a
distancia r, tem a vantagem de exprimir de forma bastante clara as relagdes termodinamicas (3.9)

e (3.10) e seus diferentes regimes, como ilustra a Fig. 3.1.

3.4 Sobre o Limite Termodinamico

Uma diferenca importante entre o potencial dos sistemas de spins classicos analisados aqui e o de
sistemas continuos classicos como o gravitacional, é que, embora ambos dependam da distancia
como lei de poténcia ®(r) oc 1/r%, as varidveis dinamicas sao distintas [os spins estdo fixos na
rede; sao lattice systems|. Na gravitagao, a varidvel de integra¢do no espago de fases é a prépria
distancia r; no caso dos spins, lidamos com varidveis associadas aos graus de liberdade do vetor S.
Este vetor pode ser expresso em fun¢ao do angulo 6 se n =2, S = S(0), ou em fungao de 6 e ¢
se n=3, S=S5(0,p). Para o modelo a-XY por exemplo [n=2], o potencial entre pares de spins
tem a forma ®(0;;7;) oc [1 — cos(0; — 0;)]/rs; [ver Eq. (4.1), Pég. 26].

Em sistemas continuos, questoes referentes a existéncia do limite termodinamico estao intima-
mente ligadas a propriedades da interagao, notadamente a sua qualidade de ser temperada e ao
critério de estabilidade [temperedness e stability]. Temperado é uma caracteristica que pode ser
associada ao potencial de pares ®(r;;) enquanto estabilidade é normalmente associada ao potencial
total Vie, = > ®(74;). Estabilidade significa que exite B > 0 independente de N tal que, para

qualquer configuracao do sistema, a seguinte desigualdade se verifique:

1 N N
Vit = 522@%) > —BN (3.11)

i=1j#1

A atragao gravitacional (3.3) representa um duplo problema a estabilidade. Por nao ser limitada
inferiormente, a condigao (3.11) é violada quando r — 0. Introduzindo um cutoff em ry, o pro-
blema a curtas distancias é eliminado, mas a estabilidade nao é recuperada porque a interacao
nao cai [em médulo] suficientemente répido quando r — 0o, e a soma apresenta um crescimento
[em médulo] com N mais que linearY. Uma interagdo de pares com niicleo duro é estdvel caso
respeite ®(r)>—A; /r¥% para r >1g, com A; >0 e 6, >0, que é a condicao de curto alcance vista
na Eq. (3.6) [a =d+6; >d]. O nticleo duro pode ser substituido por ®(r) > Ay/r?+%2 para r — 0,
com Ay >0 e 62 >0 [e.g., potencial de Lennard-Jones, em que ®(r) ~ 1/r'? para r — 0]. Intera-
cao temperada é aquela que cai suficientemente rdpido com a distancia. Em simbolos, se ®(r) é

temperado, entao:

O (r) < C/rdt? para r>Ry>0; C>0¢e¢d>0

YCom efeito, da Eq.(3.7) com a=1 e d=3, temos V;o;/N —N?/3 para N grande. Subindo mais um pouco
a Eq. (3.5), que é uma estimativa da soma (3.4), usando p = N/V e V =4rL3/3, vem: |Vio1|/N = mp[L?—1] =
=3N/4L+A/2x N/V'/3x N?/3, Fixar a razio N/Lox N/V'/? quando N — o0 e V — 00 é o limite termodindmico
diluido empregado em sistemas gravitacionais [43]. Esse limite pode ser acomodado na conjectura de Tsallis (3.9)
com f=d—1=2.
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que corresponde novamente a condigdo de curto alcance da Eq.(3.6), mas agora por cima. A
combinagao das propriedades temperado e estabilidade assegura que ®(r) — 0 quando 7 — co. A
repulsao Coulombiana nao é temperada, mas um sistema de particulas de cargas iguais é estavel
[B=0 em (3.11)], bem como um sistema de cargas opostas com a divergéncia em r — 0 contornada.
Fisicamente, temperado implica que a parte positiva da energia de interacao entre particulas é ne-
gligenciavel a grandes distancias, j& a parte negativa é controlada pelo critério de estabilidade (3.11),
que garante que a interacao seja limitada inferiormente e que V;.; nao decresga mais que linearmente
com N; ambas as condigoes relacionam-se com a extensividade da energia. Quando estas condi-
¢oes sao satisfeitas, é possivel mostrar que o limite termodinamico existe. Especificamente, nos
limites N — o0, V — 00, com N/V constante, a energia livre por particula:
1 .. InZ

li

F= _BN—r>noo N

tem um valor bem definido quando a interacgao é estavel e temperada. Também, com a estabilidade
violada, a grande funcao de partigao diverge. Para um sistema interagindo exclusivamente via
potencial de pares, as restri¢oes suficientes sobre ®(r) para que o limite termodinamico exista podem
ser unificadas da seguinte forma: (i) ®(r) deve ser limitado inferiormente, i.e., ®(r) > —A; Vr;
(il) ®(r) > Ay/rdt% quando r — 0; e (iii) |P(r)] < A3/r¢t% quando r — oo, em que A; e §;
sdo constantes positivas. A restrigao (iii) é basicamente a condi¢do de curto alcance na Eq. (3.6),
tanto pelo lado positivo quanto pelo negativo. Esse resultado foi demostrado por Fisher [60], e aqui
estamos seguindo as defini¢oes¥ adotadas por Ruelle [62, Cap. 3]. Gibbs [13] havia identificado essas
limitagoes e foi cuidadoso ao argumentar que a funcao de particao deve ter um valor finito. Ele
cita, na Pag. 35, explicitamente a interacao gravitacional e o problema relacionado a origem r— 0,
que faz com que Z divirja mesmo em um volume finito [pois f05 drr2e'/" =00V > 0], embora a
gravitagao tenha também o problema a longas distancias, que se manifesta, no ensemble canonico,
quando N — o0 e V — 0.

No caso de spins localizados, a discussao é um pouco simplificada. Como a menor distancia entre
quaisquer dois pares de spins é 7;; =1, nao hé a possibilidade da interagao decrescer indefinidamente
com r — 0 e apenas o comportamento quando r — oo precisa ser avaliado. Com o objetivo de
compatibilizar a notagdo com a de outros trabalhos [39, 46, 63], vamos redefinir a constante de

acoplamento J na Eq. (2.5) de modo que a energia potencial se reescreva como:

| NN 71
‘/tot:§z:1;c]ij[1_sz"s]‘} com: Jij:ﬁ@ e 1y = |r; — 1

Para sistemas de spins classicos assim, a existéncia do limite termodinamico é assegurada — e isso

significa o valor finito do limite exibido na Eq. (2.9) — caso a seguinte condicao se verifique:

i=1j#1 J7F

YGallavotti [61, Cap. 4] apresenta uma discussdo clara sobre o limite termodinamico, explorando em detalhes as
consequéncias fisicas de uma interacao nao estavel e nao temperada. Notar, porém, que ele classifica de temperada
a interagao que respeita |®(r)| <C/r?t° com o médulo, que é distinta da do Ruelle [62].
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Da definicao de N na Eq. (3.1), é imediato constatar que esta condigao é satisfeita:

NZZU@HZZU@WZEZEIJ (J>0)
i=1j#i J#i VS

Recuperar a extensividade por meio do escalamento de Tsallis (3.1) implica entdo garantir a
existéncia do limite termodinamico. A condigao (3.12) relaciona-se com o critério de estabili-
dade (3.11). De fato, usando a desigualdade triangular |z + y| < |z| + |y| e depois a normalizagao
dos spins —1 < S; - S; < 1, vem:

1 N | N N N
Vil = |52 > g [L=8i-8)]| < 5D 3 [T [L=88j][ < D> 1l
i=1j#i i=1j#i i=1j#1i
Portanto:
NN ‘/totg JN se V:cot>0
’V;ot‘ S ZZ'JW, = JN =
i=1j#1 %otZ_JN s€ ‘/tot<0

Em outras palavras, a condigao (3.12) satisfaz automaticamente uma versao equivalente do critério
de estabilidade, e, por envolver o médulo, garante que J;; decaia de forma “temperada” pelo lado
positivo [i.e., J;; < C’/rff‘S se N= 1], porém essa nomenclatura nao é usada em sistemas de spins,
apenas em sistemas continuos. Ruelle [62], no Cap.2, trata do limite termodinamico de sistemas
de spins classicos localizados, mas aqui nos guiamos principalmente pelo Griffiths [63], trabalho
inaugural da série Domb & Green.

No préximo capitulo iniciaremos a anélise numérica do modelo (2.5). As simulagoes serdo em
dinamica molecular com os spins fixos em uma rede unidimensional. Essa discussao envolvendo
sistemas continuos contudo, talvez ajude a apreciar os trabalhos pioneiros [46,47,50,57] que utili-
zaram em spins localizados o escalamento (3.7), que fora originalmente motivado pela investigacao

de um sistema continuo [45].



Capitulo 4

Rotores XY (n = 2)

Este capitulo é dedicado ao modelo a-XY e sua relacao com a mecanica estatistica nao extensiva.
O principal objetivo é investigar como o parametro a afeta o valor de g observado na distribuicao
de velocidades do sistema. Uma discussao sobre o estado quase estaciondrio (QSS) também é
apresentada. O enfoque é predominantemente numérico [dinamica molecular| e grande parte dos

resultados apresentados podem ser acessados também na Ref. [3].

4.1 Modelo o-XY

O modelo a-XY ¢ definido como o caso particular n =2 da Eq. (2.5). Neste caso, cada rotor S;
fixo na posicao r; da rede pode variar continuamente sua diregao em um circulo de raio unitario, o
vinculo S; - S; =1 se resolve entdao como S;=cos ;X + senb;y, e a funcdo Hamiltoniana do sistema

se escreve [adotando J=1]:

H—li2+iiil_cos(9i_9j>—l(+v (a > 0) (4.1)
- 2i:1pi 2N¢:1j=1 T - a '
i

Em dimensao d =1 considerando condigoes periddicas de contorno, podemos visualizar os spins
arranjados num anel, de modo que as possiveis distancias [adimensionais] entre eles assumem os
valores r;; =1,2,3,...,N/2. Nesta situagdo unidimensional sob condicoes periédicas, o foco de

nossas simulacoes, a constante N definida na Eq. (3.1) fica:

N/2—1 N—-1 se a=0

N:%ZZ%:WJrzm #:{ (d=1) (4.2)

— 2 se a — 00

Designando o potencial na Eq. (4.1) por V(a) mais uma vez, seus dois extremos [a = 0, sistema

globalmente acoplado, e a— 0o, interagao entre primeiros vizinhos| sdo dados por:

1 N N

V(0) = N Z Z [1 — cos(6; —0;)] (potencial do HMF)

e [sob condigoes periddicas, Oy 1 =04]:

N

lim V() = %Z 1 = cos (6 — 0i11)] (d=1)
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As solugoes canodnicas para a energia interna sao [adotando kg =1]:

T 1
§+§[1—M2} para 0<a<d=1
U(M,T) = (4.3)
T N 1 ] I (1/2T) . g1
— 4+ - |l - —== ara o —00 e d=
> "2 napen] °
e para a magnetizacgao:
L (M/T
M:M para O0<a<d=1
M(T) = Lo (M/T) (4.4)
M =0 para a—o00 e d=1

expressoes advindas das Eqs. (2.13) e (2.14) com n =2 e representadas graficamente na Fig. 2.1 e
também na Fig.4.1 a seguir. O parametro de ordem M ¢é a magnitude do vetor magnetizacao,
M = |(M)|, o qual, para o sistema (4.1), pode ser calculado microscopicamente em funcao dos
angulos 6;’s como:

L& L& N

M = —ZSi: NZCOSQiﬁqL%Zsen@?:Mmﬁ—I—My? (4.5)

i=1 1=1 =1

Os valores criticos associados a solugao na regido de longo alcance a <1 valem [T, U] =[1/2,3/4],
conforme Eq. (2.11). Particularmente em U =0.69 <U,, as Egs. (4.3) e (4.4) fornecem T'~0.47535
e M ~0.30880 para 0<a<1, e Ta0.71138 [e M =0] para a— oo. Este valor especifico da energia
serd explorado de forma acentuada nas investigacoes numéricas subsequentes, chamaremos entao
as respectivas temperaturas de T e de Ty [ver Fig. 4.3 mais abaixo| e de Mpg a magnetizacao
[ver Figs.4.2]. O indice BG responde como de costume por Boltzmann-Gibbs e enfatiza a origem
canonica de equilibrio de Tgg e Mpq, preocupacao relevante neste trabalho. Com efeito, violando
a solucao (4.3) na regiao 0 <a <1 impondo M =0 para qualquer energia, obtemos T'=2U—1, resul-
tando em T'=Tgs =0.38 quando U =0.69. O acronimo QSS responde por Quasi Stationary State,
expressao que denomina um estado real, persistente temporalmente, atingido pelo sistema numa
faixa de energia e determinada condicao inicial no qual os valores de temperatura e magnetizacao
diferem daqueles derivados pela mecanica estatistica tradicional. Para N finito, as simulagoes nu-
méricas mostram que apos um periodo suficientemente longo, o sistema abandona este regime meta
estével e relaxa para o “equilibrio”, alcancando os valores de T' e M previstos pelas solugoes (4.3)
e (4.4), saindo, quando U =0.69, de Tqgs para T no caso da temperatura, e de Mqss =0 para Mpg
no caso da magnetizagao [ver Fig.4.2]. O estado quase estaciondrio é um fenémeno exibido pelo
modelo a-XY na regiao de longo alcance 0 < o <d, cuja duragao depende do tamanho N do sis-
tema, relacionado a quebra de ergodicidade, calor especifico negativo etc, sobre o qual falaremos
mais mais adiante. Ademais, a palavra equilibrio foi enfatizada logo acima porque, como veremos,
mesmo apoés atingir os valores de T' e M deduzidos analiticamente, distribuigoes de velocidades
diferentes da Maxwelliana sao observadas nas simulagoes. Esses comportamentos anomalos, que
nao se manifestam na regiao de curto alcance a>d, sao alguns dos fatores que contribuem para o

interesse de diversos pesquisadores sobre este modelo.
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Fig. 4.1: Linhas: Solu¢3o analitica do modelo a-XY unidimensional para 0<a <1 e a— oo [cf. Egs. (4.3) e
(4.4)]. Estes dois graficos foram apresentados anteriormente na Fig. 2.1. Aqui sdo exibidos também
alguns resultados numéricos para U = 0.69 e, no grafico T' vs. U, o prolongamento a energias
U < U, da curva correspondente a solugdo na regido de longo alcance considerando M =0 [fungdo
T=2U-1, M =0 na Eq.(4.3)]. Sobre este prolongamento hd uma regido sombreada, indicada
com QSS, demarcando a faixa de energia U € [0.68, U] associada a estados quase estacionarios
de magnetizacdo nula observados nas simulagdes. Pontos: Os valores numéricos representam
médias temporais calculadas apds ou durante o QSS. Para a > 1 n3o detectamos QSS's de
duracdo aprecidvel. Conforme o pardmetro o aumenta, os resultados numéricos aproximam-se
da curva correspondente ao modelo com a — oo, sendo esta aproximacdo suave no caso da
temperatura e bem mais abrupta no caso da magnetiza¢do [desconhecemos solugdo analitica
nesta regido intermedidria entre 1 < o < o0]. Para a < 1, médias temporais durante o QSS
coincidem com o prolongamento de magnetizacdo nula da solugdo analitica. Apds o QSS ou
quando a > 1, médias temporais concordam com os resultados analiticos conhecidos. Tanto os
valores canénicos (Tgq, Too, Mpg)~(0.475,0.711,0.309) quanto os associados ao prolongamento
de magnetizacdo nula (Tqss, Mqss) = (0.38,0), foram observados com bastante precisdo em
simulagcdes com N grande. A Fig.4.2 a seguir exibe a transicdo dindmica da temperatura T'(¢) e
da magnetizagdo M (t) dos valores no QSS, Tss e Mqss, para os valores candnicos, Tgc e Mpg;
ja na Fig. 4.3 é apresentada também a passagem de Tpg para T, conforme « cresce. Resultados
numéricos para «=0.0 e 0.4 foram obtidos com N =30000, os demais, com N =200000. Médias
temporais correspondem a uma dnica realizagdo do sistema (4.1).

O modelo a-XY definido na Eq. (4.1) foi proposto por Anteneodo & Tsallis em 1998 [50]. Ele
recupera, quando « =0, o modelo HMF [Hamiltonian Mean Field], proposto alguns anos antes
por Antoni & Ruffo [52], e recupera, quando a— 00, o modelo inercial de rotores XY, introduzido
possivelmente na Ref. [64]. Neste ultimo caso, excluindo o termo cinético, recaimos no modelo
n-vetorial [n=2] discutido no Cap.2, cuja interagdo se dé apenas entre vizinhos mais préximos
[curto alcance|, sendo, portanto, adequadamente descrito pela termoestatistica convencional. O
modelo a-XY, sobretudo seu caso particular =0, tem sido largamente estudado nos iltimos anos
[ver [3,10,65,66] e suas referéncias] e é considerado um modelo paradigmético para o entendimento
da interseccao entre mecanica estatistica e sistemas Hamiltonianos com interagao de longo alcance.
Relativamente as solugdes candnicas expressas nas Egs. (4.3) e (4.4), a resposta para o caso de
alcance infinito «=0 foi obtida em [52] e estendida para qualquer a<d em [53], contanto que con-
di¢oes periddicas de contorno fossem impostas e a quantidade N definida de acordo com a Eq. (4.2).
Ja a solugdo para o potencial correspondente a a— oo [e d=1] foi deduzida por Joyce [67] adotando
condigoes periddicas — resposta, no limite N — oo, idéntica ao caso de bordas livres, como apontou

o préprio Joyce e em mais detalhes Stanley [34]. Como comentado, na regiao 1 <« < oo, ndo ha
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solucao analitica de nosso conhecimento.

4.2 Equacgoes de Movimento e Procedimento Numérico

A Eq. (4.1) representa um genuino sistema Hamiltoniano, com o momento p; canonicamente conju-

gado a coordenada generalizada 6#; e dinamica regida pelas Equacoes de Hamilton:

N

. OH _ OH 1 sen (6; — 6,) .
o =7 p . Nj§1 - i (4.6)
J#i

As simulagoes foram realizadas em dimensao d =1 sob condiges periédicas de contorno [sistema
arranjado num anel], com um nimero N fixo de rotores e também com energia fixa, sem termostato,
de modo que a energia total E inicialmente atribuida ao sistema — quantidade que se mantém
constante ja que H nao depende explicitamente do tempo — deve ser identificada com a energia
interna termodinamica, E/N = (H) /N = U para N grande [ensemble microcanonico]. Além da
energia, o momento total P=>_ p; também ¢é uma quantidade conservada [P = 0], como podemos
inferir diretamente da Eq. (4.6).

Aqui, é oportuno destacar brevemente um ponto relevante. O momento p; envolve, pela Eq. (4.6),
uma derivagdo com respeito ao tempo t. Isso permite uma transformacao temporal que leva a

Hamiltoniana (4.1) a ser escrita como:

=) X

1 [1en ., 1T SRSR1 — cos(6; — 6))
M= |G d e

i=1 i=1j=1 i
J#i

que define a nova Hamiltoniana H, associada ao tempo reescalado ¢ = t/ \/ﬁ . Nessa nova es-
cala temporal, o sistema é descrito por uma funcdo Hamiltoniana nio extensiva H, que escala
com (H)~N N , podendo a extensividade ser recuperada por uma divisao posterior por N. Che-
gamos entao a uma equivaléncia explicita também para sistemas de spins inerciais entre as duas
abordagens discutidas no Cap. 3, quais foram: ou se modifica microscopicamente o sistema, acres-
centando N ao potencial de interacao [escalamento de Tsallis|, ou se modifica a estrutura da ter-
modinamica, acomodando as novas variaveis pseudo intensivas e pseudo extensivas como ilustrado
na Fig.3.1 [conjectura de Tsallis]. Essa equivaléncia foi percebida e explorada numericamente
na Ref. [50], ndo entraremos em mais detalhes aqui.

Para integrar as 2N equacoes de movimento (4.6) utilizamos majoritariamente o algoritmo sim-
plético de Yoshida de quarta ordem [68,69], escolhendo um passo de integracao capaz de fornecer
uma flutuacao relativa da energia’ menor que 107°; alguns poucos resultados aqui presentes foram
obtidos pelo tradicional esquema de Runge-Kutta, também de quarta ordem. Todos os rotores fo-
ram iniciados com o mesmo angulo ¢; =0V ¢, com o respectivo momento p; sorteado aleatoriamente

de uma distribui¢ao uniforme no intervalo [—1, 1]. Apds o sorteio aleatério, os momentos p;’s foram

IFlutuacio relativa calculada usando /(E2?) — (E)2/(E), com { - ) representando média temporal avaliada durante
toda a evolucao de um dunico sistema, de uma unica realizagao. De forma geral, quanto maior o a e menor o
tamanho IV, maior é a flutuagao relativa.
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reescalados com a finalidade de anular o momento total e levar o sistema & energia desejadat*, tendo
o valor inicial P =>"p; =0 do momento total sido conservado com precisao muito maior do que
a da energia no decorrer da evolu¢ao. Deste procedimento resulta, para energia U = E/N, uma
distribuicdo uniforme de média nula e largura 2v/6U para os momentos, energia potencial V =0 e
vetor magnetizagao de médulo um: |M|=|M,X|=1, por (4.5). Essa condicao inicial é conhecida

como water bag.

4.3 Temperatura e Magnetizacao: Evolucao e Média Temporal

Por meio do Teorema da Equiparticao da Energia, podemos definir a temperatura cinética instan-

tanea T'(t) comol:

K= 3300 = s8N0 = 70 = =2 = L300 (1.7)

cuja média temporal deve, no equilibrio, coincidir com a temperatura termodinamica, (T'(¢))rempo =1,
resultado valido também para a magnetizagao, (M (t))rempo =M, sendo o vetor magnetizacao M(t)
ao longo do tempo calculado de acordo com a Eq. (4.5), donde¥ M () =|M(t)|=+/M2(t)+M2(t).

Sao precisamente estas duas quantidades dinamicas, T'(t) e M(t), que estdo representadas

na Fig.4.2. Como podemos observar, a fim de coincidir com o resultado canonico das Eqs. (4.3)
e (4.4), as médias temporais precisam ser calculadas apés um intervalo suficientemente longo, a
partir do qual T'(t) e M(t) flutuam préximos aos valores preditos pela mecanica estatistica de
Boltzmann-Gibbs [indicados com Tpg e Mpg na figural; em outras palavras, apds o sistema atra-
vessar o estado quase estacionario (QSS), tema da proxima se¢ao. Neste regime, no qual é esperado
que a hipdtese ergodica se aplique, médias temporais e de ensemble devem coincidir.

Mais acima na Fig.4.1, para U = 0.69 e diversos valores de «, médias temporais calculadas
apos o QSS sao exibidas, o acordo com as previsoes analiticas é muito bom. Para 0 <a <1, os
resultados numéricos acumulam-se nos valores de T" e M correspondentes a solugao nesta regiao,
(Tsa, Mpc) ~ (0.475,0.309) no caso. Conforme o valor do parametro o aumenta, os resultados
numéricos aproximam-se da solugao associada ao modelo com a— oo, alcancando T, ~0.711 em
torno de a <10, transitando entre as solugdes correspondentes a a <1 e a a— oo de forma suave no
caso da temperatura e bastante abrupta no caso da magnetizagao [lembrando que na regiao interme-

didria entre 1 <« < oo nao ha solugdo analitica de nosso conhecimento]. Na Fig. 4.1 também estao

HPrimeiro p; —p; — % > p; [momento total nulo], depois p; = p;y/(Eo—V)/K [sistema com energia Ep].

In—1=2-1=1 grau de liberdade por spin, resultando em (n—1)N =N graus de liberdade no total. Rigorosamente,
este valor deveria ser reduzido a N —1 em virtude da conservagao do momento linear total, porém a diferenca é
irrelevante frente aos valores de N empregados aqui. A referéncia ao Teorema da Equiparticao é relativa a forma
algumas vezes chamada de generalizada, quer dizer, (p;,0H/0p;) =kpT, encontrada, e.g., em Huang [70, Sec. 6.4], e,
num contexto de simulagdes computacionais, em Allen & Tildesley [71, Sec. 2.4].

TObservando atentamente, notamos uma comparacao entre médias de ensemble e temporal de quantidades dis-
tintas: ((M(%)]) Tempo com [(M)|= M. Esta prética ¢ comum em simulagdes com sistemas de spins [e.g., [72]], uma
vez que M(t) ndo é um vetor constante e eventualmente (M(t))Tempo = 0 mesmo para energias abaixo da critica
[M(%) pode executar um movimento periédico, por exemplo|; para N pequeno, tempos longos e energia préxima a
critica, hé grande chance de |(IM (%)) Tempo| &0 numa simulagao do sistema (4.1). A comparagao se justifica porque no
limite termodinamico M é um vetor fixo, com médulo e diregao definida, digamos M =|M|X, de modo que a média
de ensemble comuta com o médulo: (M) = (|M|)X = |[(M)| = (|M]). As vezes, pode ser relevante a investigacao
numérica do vetor (M(t))tempo [73], ou de grandezas tais como a “polarizacdo” p=> [(S;(t))Tempo| /N [74,75].
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Fig. 4.2: Evolugdo temporal da temperatura cinética T'(t), acima, e do médulo do vetor magnetizagdo M (t),
abaixo [cf. Egs. (4.7) e (4.5) respectivamente], para E/N =U =0.69, N =30000 e 5 valores do
pardmetro « entre « € [0.0,0.5]. Ao ser preparado com a condigdo inicial descrita na Sec.4.2,
o sistema rapidamente atinge o estado quase estaciondrio (QSS) e & permanece por um longo
periodo, que depende de aw e N [e também de U]. Para que as médias temporais de T'(t) e M (t)
coincidam com os valores analiticos Tpg =~ 0.475 e Mpg ~ 0.309 [cf. Egs. (4.3) e (4.4), linhas
tracejadas superiores|, devemos calculd-las apds este periodo. Para U = 0.69, as simulacdes
revelam um QSS com magnetizagdo bem préxima de zero e temperatura coincidindo com o
prolongamento com M = Mqss =0 da solugdo candnica: Tgss =2U —1=0.38 [linhas inferiores].
QSS's com estas caracteristicas sdo observados na faixa de energia U €[0.68, U.=0.75] indicada
de forma sombreada na Fig. 4.1. Médias temporais sobre as realizagées com aw=0.0 e 0.4, durante
e apds o QSS, sdo mostradas na Fig.4.1 mais acima. Na Fig.4.3 a seguir é exibida a evolucdo
de T'(t) para a>0.5.

representadas médias temporais calculadas durante o QSS. Para a2 1, nao foram detectados esta-
dos quase estacionarios de duragao apreciavel, mesmo para os maiores valores de N que utilizamos,
como pode ser observado na Fig. 4.3 mais a frente. Para 0 <a <1, os valores médios durante o QSS
coincidem com o prolongamento de magnetizagao nula da solugao analitica nesta regiao, quer dizer,
coincidem com a curva T'=2U—1, obtida violando-se a solugao canonica (4.3) impondo M =0. Este
prolongamento em U = 0.69 fornece (Tqss, Mqss) = (0.38,0), valores recuperados nas simulacoes
também com bastante precisao.

Os resultados numéricos na Fig. 4.1 correspondem a evolugao temporal de T'(t) e de M (t) exibidas
nas Figs. 4.2 e 4.3. Como utilizamos valores de N > 30000, as médias temporais foram calculadas

sobre uma tnica realizagao do sistema (4.1), sem nenhum tipo de média sobre eventos distintos [en-
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Fig. 4.3: Evolugdo da temperatura cinética para (U, N)=(0.69, 200 000) e diversos «'s entre a € [0.6, 10.0].
Para a2 1, o estado quase estaciondrio (QSS) praticamente n3o é mais detectado, mesmo para
este valor de N, que é bastante grande. Conforme « aumenta, T'(¢) abandona a temperatura
canonica Tpg =~ 0.475, do modelo com 0 < a < 1, e aproxima-se da solucao do modelo com
a— 00, Too = 0.711. Nesta regido intermediaria entre 1 < a < 00, para a qual ndo conhecemos
solugdo analitica, um resultado curioso emerge das simulagdes: T'(t) estabiliza abaixo de Tg no
intervalo 1.0 < <1.35, volta a coincidir com Tpg em a=1.35, para dai entdo seguir em diregdo

a Tw. Este comportamento pode ser visto claramente na Fig.4.8 mais adiante, onde médias
temporais de T'(t) apds o QSS sobre vérias destas realiza¢des sdo apresentadas.

0.40

tendidos como realizacoes numéricas com condicao inicial de mesma estrutura, mesmos parametros
simulacionais, mesmos valores de (a, U, N), porém iniciando o gerador aleatério que determina a
distribuicao inicial dos momentos com uma semente diferente. Uma analogia possivel: eventos dis-
tintos estao associados a microestados de um mesmo macroestado do sistemal. Afora a Fig. 4.2, em
que a evolugao de M (t) é apresentada, nos deteremos adiante na anélise apenas da temperatura ciné-
tica T'(t). Voltaremos a tratar da magnetizacao na Sec. 4.13, durante a discussao da distribuicao dos
angulos. Notar, entretanto, que acompanhar 7'(¢) na regiao de longo alcance estd intimamente asso-
ciado a acompanhar M (t), sobretudo quando a =0 e consequentemente 7'(t) =2FE /N —[1—M?(t)],
relagdo deduzida substituindo as Egs. (4.5) e (4.7) na Hamiltoniana (4.1). Cumpre observar que
comparamos médias temporais calculadas a energia fixa [microcanoénico| com resultados analiticos
a temperatura fixa [canonico]. Contudo, foi demonstrada a equivaléncia entre os ensembles no
equilibrio para o sistema (4.1) [para a=0 em [76,77|, para a <d em [39]; ver também o trabalho

de revisao [65]].
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4.4 Sobre o Estado Quase Estacionario (QSS)

Ao ser preparado com a condicao inicial do tipo water bag descrita mais acima, o sistema, mesmo
iniciando com M =1, rapidamente atinge um estado de magnetizagao nula com temperatura ci-
nética coincidindo com o prolongamento da solucao analitica T'=2U —1. Este comportamento é
observado na regiao de longo alcance 0 < a <1 e no intervalo 0.68 < U < U, = 0.75 [sombreado
na Fig.4.1]. Para energias compreendidas em U = [0.50,0.68], o estado quase estacionério conti-
nua existindo, no entanto, a temperatura abandona o prolongamento 7'=2U —1, a magnetizacao
deixa de ser zero e a diferenca entre resultados numéricos e curvas analiticas diminui a medida
que a energia se aproxima de U =0.50. Para energias abaixo de U ~0.50, os resultados numéricos
e canonicos coincidem, e o QSS nao é mais observado [este comportamento pode ser visto, e.g.,
na Fig. 1 da Ref.[75]. Comportamento qualitativamente similar é exibido na Fig. 5.6, Pag. 79, do
préoximo capitulo, referente aos rotores de Heisenberg]. Particularmente no intervalo U ~[0.50, 0.68],
a temperatura cinética durante o QSS decresce com o aumento da energia, caracteristica de calor
especifico negativo, um fenémeno estritamente microcanonico [ver Ref. [78] e citagbes; argumentos
indicando a possibilidade de calor especifico negativo também no ensemble canonico foram dados
na Ref. [79]].

Diante dos resultados analiticos que demonstram a equivaléncia entre os ensembles, a presenca
de uma regiao de calor especifico negativo é entendida como um fenomeno de nao equilibrio. Para
o caso particular a =0, a duragao tqgs do estado quase estacionario em funcao do tamanho N do
sistema tem sido investigada h& alguns anos. Dependendo da condigao inicial adotada, diferentes
escalamentos foram observados, tais como tqss~ N [80,81] [sob condigdes iniciais idénticas as da-
qui], tqss~ N7 [82,83], mais recentemente tqss~ N? [84,85], ou mesmo exponencial [83]. Estes
resultados numéricos indicam que o limite termodinamico N — oo e o temporal { — 0o nao comutam:
caso o limite N — oo seja tomado primeiro, o sistema possivelmente permanecera no QSS para sem-
pre, encara-lo entao como um estado termodinamico final do modelo talvez seja uma abordagem
relevante. I prudente enfatizar a palavra possivelmente porque lidamos com evidéncias numéricas,
conquanto bastante confidveis, e nao se pode afirmar que o sistema permanecera de fato no QSS
eternamente, jamais transitando para o estado caracterizado pelos valores de T' e M preditos pela
termoestatistica de Boltzmann-Gibbs. Encarar o estado quase estacionario como um estado final
efetivo, e nao apenas como uma fase transiente de nao equilibrio, pode ter como consequéncia uma
reavaliagao dos resultados que indicam a equivaléncia entre os ensembles, além de levantar questoes
relacionadas a quebra de ergodicidade, uma vez que durante o QSS médias temporais das grandezas
dinamicas T'(t) e M (t) ndo concordam com os resultados canénicos. O estado quase estaciondrio é
um tema muito rico e nada trivial, a busca de seu entendimento tem mobilizado diversos autores,
dentre os quais Chavanis & Campa [66,86], Ettoumi & Firpo [87], Rocha, Figueiredo et al. [84,85]
[ver também os trabalhos de revisao [65, 88]].

A conexao entre o sistema (4.1) e a mecanica estatistica nao extensiva, para além da discussao
formal sobre extensividade feita no Cap. 3 e no trabalho que introduziu o modelo [50], se deu primei-
ramente nas Refs. [81,89], quando foi verificado numericamente que a distribui¢do de velocidades
durante o QSS poderia ser descrita por uma g-gaussiana e nao, como ja se sabia [80,90], por uma

Maxwelliana. Entretanto, os resultados que nortearam o presente trabalho surgiram alguns anos
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mais tarde e se basearam numa estratégia diferente, diretamente conectada ao Teorema do Limite
Central (CLT). Pluchino, Rapisarda & Tsallis mostraram [91,92] que robustas ¢g-gaussianas eram
observadas caso a distribui¢ao de velocidades fosse construida a partir da soma do momento p;(t)
ao longo do tempo, ou seja, a partir de médias temporais, como detalhado adiante. As ¢g-gaussianas
foram observadas durante o QSS, porém em apenas uma de suas classes, outra sutileza revelada

nas simulacoes sobre a qual a préxima secao é dedicada.
4.4.1 Classes de QSS’s

Estudando o modelo com a=0 (HMF), focando a energia U =0.69 e iniciando com uma configuragao
do tipo water bag de magnetizacio M =1, Pluchino’ etal. identificaram [91,92], a0 acompanhar
a evolucao temporal da temperatura cinética T'(t), que o sistema poderia evoluir durante o QSS
de trés maneiras distintas, que foram chamadas de classes 1, 2 e 3, como ilustra a Fig.4.4. Esses
resultados emergem de simulagoes sob as mesmas configuracoes iniciais e sao aleatérios: variando
a semente do gerador aleatério que define a distribuigao dos momentos, a fim de produzir eventos
distintos, o sistema evolui de forma imprevisivel segundo uma das trés classes. Aumentando o
tamanho N contudo, a frequéncia de ocorréncia dos eventos das classes 2 e 3 supera a da classe 1.

Os autores das Refs. [91,92] mostraram que distribuigoes de velocidades construidas com a soma
temporal do momento p;(t) durante o estado quase estacionario eram bem descritas por ¢g-gaussianas
caso 0 QSS fosse da classe 1. Eventos das classes 2 e 3 resultam, respectivamente, em distribuigoes
de perfil mal definido ou aproximadamente Gaussiano, suficiente para se concluir que, dependendo
do tipo de evolucao dinamica seguida pelo sistema, hd um distanciamento do comportamento
do Teorema Central do Limite, que estabelece uma Gaussiana como atrator. Quando lidamos
com sistemas Hamiltonianos como o (4.1) e realizamos somas de varidveis dinamicas ao longo do
tempo, estamos calculando médias temporais. O fato das distribui¢oes construidas a partir de
somas diferirem daquelas obtidas em um tinico instante, ou por meio de média sobre varios eventos,
mais proximo de uma média de ensemble, sugere que podemos estar diante de outro indicio de
quebra de ergodicidade, daf o titulo de [91], ainda mais apds ser verificado [3] que distribui¢oes de
velocidades nao Maxwellianas sao observadas mesmo apds o QSS. Os resultados e conclusoes dos
trabalhos [91,92] geraram interessante debate [94-96] e sao discutidos de forma ampla no Cap.5
da Ref. [10].

O principal objetivo do trabalho [3], no qual o presente capitulo é baseado, foi estender os resul-
tados de Pluchino et al. [91,92] em duas diregbes: verificar que o ajuste g-gaussiano da distribuic¢ao
de velocidades melhora a mediada que o tamanho N do sistema aumenta, e verificar que essa dis-
tribuicao abandona o formato g-gaussiano e converge para o Gaussiano conforme aumentamos o
parametro « [e consequentemente nos aproximamos de uma intera¢do de curto alcance|. Nao é
necessario construir distribui¢oes durante o QSS, terceira conclusao obtida em [3], poque mesmo
apos T'(t) [e M(t)] alcangar o valor canonico Tgg, elas permanecem exibindo o formato g-gaussiano.
A distingao entre classes de eventos torna-se entao pouco importante para este propdsito: pode-se
aguardar o sistema atingir o equilibrio e calcular as distribuicoes a partir deste instante, indepen-

dentemente da classe de QSS previamente seguida pela realizacao numérica — procedimento muito

TA. Pluchino produziu intimeros trabalhos sobre o modelo HMF. Compilacao de seus resultados até o ano de 2005
pode ser acessada em sua Tese de Doutorado [93].
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Fig. 4.4: Classes de estados quase estaciondrios (QSS's) obtidas em simulages sob mesmas condi¢des
iniciais. DistribuicGes de velocidades construidas utilizando somas do momento p;(t) ao longo do
tempo durante o QSS apresentam formato g-gaussiano apenas em eventos da classe 1. Conforme
o tamanho do sistema N aumenta, os eventos desta classe tornam-se raros, prevalecendo os
das classes 2 e 3 [levantamento estatistico mostrando a frequéncia de ocorréncia de cada classe
foi realizado na Ref.[92]]. Os dois eventos da classe 1 aqui apresentados, com N = 50000,
sdo dificeis de ser capturados numa simulagdo [foram obtidos apds 40 realizagBes|. Eventos
da classe 3 apresentam magnetiza¢do nula no QSS, com temperatura cinética acompanhando o

prolongamento Tgss =2U —1=0.38. Na Fig. 4.3 mais acima, para N =200000, apenas eventos
da classe 3 sdo exibidos.

vantajoso, dado que eventos da classe 1 sao extremamente raros para N grande.

A estratégia de construir distribuicoes de probabilidades a partir da soma de varidveis dinamicas
ao longo do tempo, ou a partir de seguidas iteragoes de um mapa, tem sido utilizada em trabalhos
relacionados a mecanica estatistica nao extensiva em mais de uma ocasiao. Para sistemas Hamilto-
nianos, além dos resultados envolvendo o modelo a-XY, resultados equivalentes foram observados
com uma versao generalizada da cadeia FPU na Ref. [97]; trabalhos recentes com mapas [22-26],
modelos probabilisticos [98-100], dados econémicos de mercados financeiros [101, 102] e random
walk [103,104] também estao disponiveis [diversos outros, até o ano de 2009, sao discutidos nos
Caps.b e 7 de [10]]. Construir distribui¢bes de probabilidades por meio de somas significa seguir
a receita do Teorema do Limite Central. A possivel estrutura matemaética por tras da observacao
de g-gaussianas nessas distribui¢oes pode estar ligada entao a uma generalizacao particular do te-
orema, chamada de ¢-CLT, com relacao direta com a mecanica estatistica nao extensiva; afinal, o
papel das g-gaussianas nesta teoria é basicamente o mesmo das Gaussianas na mecanica estatistica

de Boltzmann-Gibbs. A generalizacao ¢-CLT é tratada brevemente na préxima secao.
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4.5 ¢g-Generalizacao do Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central (CLT) declara que uma sequéncia de varidveis aleatérias independen-
tes x;(k)’s, k=1,2,...,n, todas de média nula, variancia finita e identicamente distribuidas, tem

como atrator da soma:
N
T = > i (k) (4.8)
k=1

uma distribuicao Gaussiana no limite n— oo:

=2

P(fz) = Poe_bxi

A convergeéncia para a Gaussiana ocorre independentemente do formato da distribuicao das varia-
veis x;(k)’s, que pode ser arbitrario dentro da exigéncia de variancia finita. Sob condigbes adequadas,
o teorema permanece valido mesmo quando a distribuicao nao é comum, e em alguns casos par-
ticulares, mesmo com variancia infinita [Feller [105], principalmente Cap. 8], embora esta ultima
situacao se enquadre mais comumente na versao generalizada do teorema, na qual a soma (4.8)
tende para distribuigdes de Lévy [Zolotarev & Uchaikin [106], Cap. 2, e suas referéncias|. Uma ilus-
tragao numérica do teorema construida com variaveis aleatérias de variancia finita, independentes
e identicamente distribuidas é exibida na Fig.4.5. Apesar do teorema exigir o limite n — oo, a
convergéncia para o formato Gaussiano ocorre rapidamente neste caso [n < 100]. Para o exemplo
da Fig. 4.5, as varidveis aleatérias, sorteadas de uma distribuicao uniforme, foram obtidas artificial-
mente por meio de um gerador [pseudo] aleatério capaz de produzir uma sequéncia de niimeros esta-
tisticamente independentes de grande periodo. Para sistemas fisicos, a exigéncia de independéncia
das varidveis z;(k)’s é geralmente bastante restritiva. E cumprida no caso do gés ideal, identifi-
cando z;(k) com o momento p; da particula ¢ no instante k, mas deixa de ser quando hé interagao.
Entretanto, para determinadas variaveis aleatorias nao completamente independentes, normalmente
classificadas como fracamente dependentes [no sentido em que a correlagao (x;(t)x;(t + 7)) se fatora
suficientemente rapido com 7|, a distribui¢do Gaussiana permanece sendo o atrator da soma (4.8).
Nao existe um teorema do limite central que trate de forma geral problemas envolvendo variaveis
arbitrariamente correlacionadas¥, normalmente cada caso ¢ avaliado separadamente, um deles é
discutido a seguir.

O objetivo da generalizagao do Teorema do Limite Central ¢-CLT é lidar com a soma de varidveis
aleatorias fortemente correlacionadas. Esta generalizacao declara que uma sequéncia de variaveis
aleatérias z;(k)’s, k = 1,2,...,n, identicamente distribuidas e correlacionadas de uma maneira
especial, tem como atrator da soma (4.8) uma g-gaussiana no limite n— occ:

=2
bz;

_ 1
P(7;) = Pyey =Pl —b(1—q) x|t

As varidveis z;(k)’s podem ou nao ter média nula e variancia finita nao é uma exigéncia [os momentos

YMuitas vezes o Teorema do Limite Central é tratado de forma bastante objetiva, e também completa, abordando
suas generalizagoes, na literatura de finangas direcionada a fisicos, como no Cap. 2 de Bouchaud & Potters [107].
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Fig. 4.5: llustragdo do Teorema Central do Limite (CLT) para varidveis aleatdrias sorteadas de uma distri-
buicdo uniformemente distribuida no intervalo [—1,1]. A distribuicdo uniforme é representada na
figura da esquerda e foi construida com N =1000 000 de nimeros. No meio, temos a distribuicao
que resulta da soma (4.8) considerando n=10, e, a direita, a distribuicdo considerando n=100.
Como se pode observar [a linha cheia é uma Gaussiana, a ordenada é logaritmica], embora o
teorema exija o limite n — oo, na pratica a convergéncia é rapida sob estas condigdes [o gera-
dor aleatdrio utilizado é conhecido como Mersenne Twister [111]]. Para comparagdes futuras,
N =1000000 é o maior valor empregado nas simula¢des do sistema (4.1), e as distribuicdes de
velocidades foram construidas tipicamente com n=10°.

relevantes na discussao do ¢-CLT sao momentos generalizados, denominados g-momentos, definidos
mais a frente na Sec. 4.7 durante a discussao da g-kurtosis]. A correlacdo especial entre as varidveis
aleatérias capaz de levar a soma (4.8) a uma g-gaussiana recebe o nome de g¢-independéncia, cuja
abordagem exige uma sofisticacdo matematica além deste trabalho*. O desenvolvimento formal da
generalizagao ¢-CLT é um tema em andamento, progressos recentes sao mencionados no proximo
paragrafo.

A tese da generalizacao ¢-CLT foi conjecturada por Tsallis em 2005 na Ref. [112], um trabalho
recheado de motivagoes técnicas e analogias com os teoremas conhecidos com a finalidade de inspirar
a mathematician the way to prove it. Esse artigo resultou em muitos desdobramentosY, e o teorema
foi parcialmente provado por Umarov, Tsallis & Steinberg em 2008 [114]. A demonstracao nao se
mostrou geral porque a g-generalizacao da transformada de Fourier, ferramenta empregada nessa
demostragao, nao é univocamente determinada para qualquer func¢do, como Hilhorst [115] detectou.
Esta degenerescéncia foi enfrentada por Jauregui et al. [109,110] e Plastino & Rocca [116,117] que
contornaram a nao unicidade da g-transformada de Fourier adicionando informacoes suplementares

— a inclusao desses novos resultados ao teorema ¢-CLT a fim de torna-lo geral é uma questao em
discussao contudo. A tese proposta em [112] também foi abordada por outros angulos: conclusoes
que a sustentam sem recorrer a transformada de Fourier generalizada foram obtidas em [118-120)].

Na proxima secao apresentaremos distribuigoes de velocidades de particula tnica construidas

com somas analogas a (4.8) que sao bem ajustadas por ¢g-gaussianas. Embora sem um tratamento

A funcio densidade de probabilidade (FDP) conjunta de duas varidveis aleatérias independentes x; e =, se
fatora [P(zy,x9)=P(x,)P(x,)], propriedade que leva a transformada de Fourier de P(y), FDP associada & varidvel
aleatdéria soma y =z + x5, a se fatorar também: F{P(y)} = F{P(z,)}F{P(z,)}. Este resultado é o coragao de
uma das demonstragoes do CLT convencional e ndo se repete quando ha correlagdo. Dizemos que duas varidveis
aleatérias séo g-independentes quando a igualdade Fo{P(y)} =F¢{P(x1)} ®q Fq{P(x2)} é satisfeita. O simbolo ®q
representa o g-produto [x @qy=[z1"9+y' 79— 1]1/1_‘1] e Fq representa a g-generalizagao da transformada de Fourier
[Fo{P(y)} = [dy expqliwy] ®q¢ P(y)]. A g-transformada de Fourier quando aplicada a uma g-gaussiana resulta em
uma ()-gaussiana, de forma analoga a transformada de Fourier tradicional, que leva Gaussianas em Gaussianas.
g-independéncia significa quase sempre independéncia usual quando ¢g=1 e um tipo particular de correlagao quando
q#1. O Cap.4 de [10] aborda os avangos nestas questoes até 2009, referéncias mais recentes sao citadas no texto;
Max Jauregui dedicou particular atencao & g-transformada de Fourier nos dltimos anos [108-110].

YDentre os quais se destaca a generalizacdo das distribuicdes de Lévy discutida na Ref. [113].
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matematico definitivo, acreditamos que esses resultados sejam manifestacoes numéricas de uma

possivel versao generalizada do Teorema do Limite Central do tipo ¢-CLT que acabamos de discutir.

4.6 Distribuicao de Velocidades

O principal objetivo deste capitulo é a anélise das distribuicoes de velocidades construidas segundo
a receita do Teorema do Limite Central, quer dizer, construidas com médias temporais dos mo-
mentos p;’s. Aqui nesta secao, o comportamento dessas distribuigoes é investigado em funcao do
parametro «, responsavel por regular o alcance da interag¢ao no sistema (4.1).

Os histogramas apresentados a seguir foram construidos com a soma:
p; = = En pi (kT) para =1,2,3 N (4.9)
; i I ] s Ly Dy ey .
! n kel

Fixando-se o intervalo 7 entre medigoes sucessivas do momento p; de cada rotor ao longo do tempo,
a média temporal compreende o periodo At = t.x — tmin = n7 [T ndo deve ser confundido com o
passo de integracao do algoritmo, o seu menor valor possivel coincide com o passo de integragaol.
As médias temporais foram calculadas apds o estado quase estaciondrio (QSS), quando este é
observado [0 <« <1], i.e., ap6s a transigao do sistema para o regime no qual a temperatura T'(¢)
[e a magnetizacao M (t)] coincide com a predigao analitica da mecénica estatistica de Boltzmann-
Gibbs [ver Figs. 4.2 e 4.3], e considerando-se sempre uma unica realizagao numérica do sistema (4.1)
[histogramas estatisticamente significativos foram obtidos empregando-se valores suficientemente
grandes de N nas simulagoes].

Mesmo em trabalhos que haviam identificado g-gaussianas como distribuigao de velocidades [91],
a expectativa sobre o formato dessas distribuigoes era a de que, uma vez atravessado o QSS, o sis-
tema adotaria uma distribuicao Boltzmanniana no espaco de fases e consequentemente exibiria uma
Maxwelliana como distribuicao de velocidades, quer fosse calculada por meio de média temporal
ou de ensemble. Entretanto, os resultados a seguir revelam um cenario mais rico, no qual robustas
g-gaussianas [ou ao menos distribui¢oes numericamente muito préximas a elas] surgem mesmo em
intervalos em que a temperatura cinética coincide com os resultados canonicos. Este comporta-
mento é observado a energias abaixo e acima da critica e em toda regiao de longo alcance a < 1.
Adentrando na regiao de curto alcance a > 1, as distribuigbes aproximam-se de Gaussianas, po-
dendo ser razoavelmente ajustadas por g-gaussianas até a~1.6. Embora o ajuste g-gaussiano seja
melhor para energias abaixo da critica U, = 3/4, aqui focamos em U = 0.69 < U, principalmente
para dar continuidade e complementar trabalhos anteriores [91,92,94,95]; resultados similares foram
observados até U =0.50, mas uma andlise sistematica com U #0.69 nao foi realizada [distribuigoes
para U > U, serao apresentadas na Sec.4.11 mais a frente].

O ponto a ser destacado sobre a distribuicao de velocidades pode ser resumido pela Fig. 4.6.
Nela observamos distribuigoes obtidas por meio da Eq. (4.9), com a soma abrangendo uma regiao
de temperatura cinética T'(t) no regime estaciondrio de equilibrio [flutuando sobre o resultado
candnico Tpe quando este é conhecido, insets nas figuras], considerando-se dois valores para o
parametro a: « = 0.90 [longo alcance] e a = 2.0 [curto alcance]. O periodo sobre o qual cada

média foi calculada e o intervalo entre medigoes sucessivas sao idénticos, At = 300000 e 7=1.0
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Fig. 4.6: DistribuicSes de velocidades da Hamiltoniana (4.1) construidas com a soma (4.9) abrangendo o
periodo At € [200 000, 500 000] [regides delimitadas nos insets], para (U, N)=(0.69, 1000 000).
O intervalo entre medicdes sucessivas é 7 = 1.0, resultando em n = 300000 medicbes no total.
Todas as condi¢des e demais parametros simulacionais sdo idénticos em ambas as figuras, exceto a.
Para a=0.90 [interacdo de longo alcance, figura a esquerda], a distribui¢do é bem ajustada por
uma g-gaussiana com ¢, = 1.58 [n responde por numérico]. Quando a=2.0 [intera¢do de curto
alcance, a direita], as simulagdes revelam uma Gaussiana [g, = 1.0], como esperado. As médias
temporais foram calculadas em regides com temperatura cinética no regime estaciondrio, apds
o QSS quando o =0.90, apds T'(t) alcangar o resultado candnico Tpg ~ 0.475 [linha tracejada
horizontal superior no inset], empregando uma dnica realizacdo numérica para cada valor de a.
Os valores (qn, 8. ) = (1.58,11.2) associados ao histograma com « = 0.90 estdo representados
como circulos abertos [vermelhos] na Fig. 4.8 mais a frente.

respectivamente, perfazendo um total de n=300000 medigcoes em ambos os casos; todos os demais
parametros simulacionais também sao idénticos. O histograma correspondente a interagao de curto
alcance, muito bem ajustado por uma Gaussiana [figura & direital], é perfeitamente descrito pela
termoestatistica usual [sistema Hamiltoniano de curto alcance, no equilibrio, assim, distribuigao
Maxwelliana de velocidades|, conclusdo que nao se estende ao exemplo de longo alcance, no qual
um bom ajuste é oferecido por uma ¢-gaussiana com ¢, =1.58 [0 indice n apenas real¢a a origem
numérica de ¢,).

Os resultados exibidos na Fig. 4.6 exprimem de modo bastante claro como o alcance da interacao
influencia a termoestatistica do modelo (4.1). Refor¢amos que as médias temporais foram avaliadas
apos 0 QSS quando a=0.90 e apds a temperatura cinética estabilizar quando o= 2.0, utilizando uma
Unica realizacao em cada caso. Este mesmo procedimento é repetido na préxima secao, dedicada
a uma analise numérica detalhada do comportamento da distribui¢ao de velocidades em fungao do
parametro « [0 comportamento também durante o QSS, a influéncia do nimero de medigoes n e

do intervalo T serao analisados mais a frente, a partir da Sec. 4.8].
4.6.1 Comportamento de ¢ em Funcao de «

A Fig. 4.6 apresenta distribuigoes obtidas em simulagoes com N = 1000000, um valor bastante
grande. Simulacoes com grandes valores de N, capazes de fornecer histogramas estatisticamente
ricos, sao custosos computacionalmente. Para uma analise sistematica em funcao do parametro «,
no intervalo a > 0.50, utilizamos N = 200000, um valor menor porém ainda grande. Conforme «
diminui, a duragdo do estado quase estacionédrio aumenta [cf. Figs.4.2 e 4.3]. Como as médias

temporais foram calculadas sempre apos o QSS, na regiao a < 0.50 adotamos N = 30000 nas
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Fig. 4.7: Distribui¢des de velocidades para U =0.69 e « entre a €[0.0,1.75]. O intervalo At sobre o qual
cada média temporal foi calculada estd indicado na respectiva figura, podendo ser comparado com
as Figs. 4.2 e 4.3. O intervalo entre medicdes sucessivas é 7=1.0 e 0 numero minimo de medicdes
é n=300000. Na regido de longo alcance até aproximadamente a=0.90, as distribuicdes sio
bem ajustadas por ¢-gaussianas com ¢, =~ 1.6. Conforme a aumenta, ha a convergéncia para
uma Gaussiana, sendo ¢, =1 alcangado em torno de av=1.7. Nos trés histogramas mais acima,
referentes a a = 0.0, 0.1 e 0.3, obtidos com N = 30000 [os demais foram com N =200000], a
estatistica € mais pobre, porém o formato da distribuicdo se manifesta. Na Fig. 4.8 a seguir estdo
reunidos os valores de g, e (g, destes 12 histogramas em funcdo de a.

simulagoes.

Seguindo o mesmo procedimento que resultou nas distribuicoes de velocidades da Fig. 4.6, si-
mulacoes com diversos valores de a foram realizadas e as respectivas distribuicoes construidas.
Histogramas para 12 valores crescentes de a sao exibidos na Fig.4.7, de «a=0.00 até a=1.75. Na
regiao de longo alcance 0 <a <1, as distribuigoes sao bem ajustadas por g-gaussianas, com um valor
de ¢ aproximadamente constante em torno de ¢, ~ 1.6 no intervalo a <0.90, e um valor um pouco
menor, em torno de ¢, ~ 1.5, quando a~1.0. Entrando na regiao de curto alcance a>1, a conver-
geéncia para uma Maxwelliana a medida que o aumenta torna-se evidente, com ¢, =1 alcangado em
torno de o~ 1.7 [na Fig. 4.8 estd representado ¢, contra «]. Simulagoes com N = 30000 produzem

histogramas mais pobres, com caldas ruidosas, ainda assim o formato das distribuigoes se manifesta
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com razoavel clareza, conforme os 3 histogramas mais acima na Fig. 4.7, correspondentes a aa=0.0,
0.1 e 0.3 [os demais sao com N =200000]. A imprecisao no valor de ¢, nestes casos é maior, mas
os resultados sao consistentes o suficientemente para afastarmos a possibilidade de ¢, =1. Esses 12
histogramas da Fig.4.7 foram construidos com o nimero de medigdes na Eq. (4.9) nunca inferior
a n = 300000, e sempre com 7= 1.0. O periodo At = nt sobre o qual cada média temporal foi
calculada esta indicado nos graficos e pode ser confrontado com as Figs. 4.2 e 4.3. Para os meno-
res valores de «, esse periodo é maior, acarretando um nimero n de medicoes também maior. A
definicao de quao grande deve ser n é baseada na convergéncia da distribuicao para o que seria,
aparentemente [porque numérico|, o seu formato final, como veremos na Sec. 4.8 mais a frente.

Os 12 ajustes da Fig.4.7, agregado a outros tantos, estao reunidos na Fig.4.8. Para cada «,
encontram-se representados os respectivos ¢, e (4., oriundos do ajuste, e a temperatura, denotada
por Ty, correspondente & média temporal da temperatura cinética cobrindo intervalos onde 7'(t)
é estavel, Tian = (T'(t)) Tempo = (2K () /N ) rempo Pela Eq. (4.7), e sempre ap6s o QSS quando este é
observado [algumas dessas médias foram reportadas na Fig. 4.1 mais acima).

Analisando o comportamento de ¢,, notamos que seu valor permanece em torno de ¢, ~ 1.6
até aproximadamente a < 1.0, porém mesmo avangando na regiao de curto alcance o > 1.0, ao
menos até o > 1.6, as distribuicdes nao alcancam o formato Gaussiano esperado?, indicio de que
a natureza de longo alcance da interacao persiste para além da fronteira a = 1.0, resultado nao
intuitivo nao imaginado inicialmente [conclusao similar foi obtida por outras vias em [121]]. Nao se
pode descartar, contudo, a possibilidade de que no limite At=n7— oo a distribuicao Maxwelliana
tipica do equilibrio térmico seja eventualmente recuperada, tanto nesta regiao entre 1.0 <« <1.7,
como também em todo o intervalo de longo alcance 0 <a <1; o que o presente trabalho garante é
que o periodo para que isso ocorra pode ser muito grande [na Fig.4.13 mais a frente é exibido um
exemplo com a«=1.35 e que mesmo com n=10% o formato Gaussiano nao é recuperado].

O comportamento de g, é qualitativamente o mesmo de ¢,: permanece aproximadamente cons-
tante até a <1.0 e entao se aproxima do valor correspondente a uma distribuigao Gaussiana. Como
os ajustes foram sobre histogramas normalizados por seus valores maximos Fy, graficamos (g, de
maneira que o resultado canonico T, ~ 0.711 fosse alcancado quando a distribuicao atingisse o
formato Gaussiano; uma comparacio quantitativa com Tig, ndo é imediatat!, demandaria o “des-
dobramento” da soma (4.9). Na mecanica estatistica nao extensiva, o parametro ; nao deve ser
associado automaticamente a temperatura. Associda-lo a uma temperatura efetiva, nao necessari-
amente ligada a temperatura cinética, refletindo, no presente caso, a largura da distribuicao de
velocidades, surge como uma possibilidade. A coexisténcia de mais de uma temperatura em um
unico sistema nao é novidade. Foi, por exemplo, brevemente discutida no contexto de plasmas

na Ref. [5], numericamente verificada em um gés resfriado em cavidade 6ptica na Ref. [122] [desta-

ITrabalhando com histogramas normalizados pelos seus respectivos valores maximos Py = P(0,3), uma distri-
buigio Gaussiana nas variaveis 2’ = 2Py e ' = 3/P2, G(2',') = P(x,8)/P(0,8) = exp[—/3'2"/2], terd sempre
largura ' =1/T" =2x. Para o caso de uma g¢-gaussiana, hd dependéncia de ¢: [ = f%l [1" (ﬁ)rl" (ﬁ) 2,
resultado correspondente ao intervalo 1< q<3.

#Uma distribuicio construida com a soma (4.8) cobrindo varidveis aleatérias independentes e identicamente dis-
tribuidas com variancia o2 e média nula, tem, pelo CLT Gaussiano convencional, variancia o2 =02 /n. Este resultado
permite determinar o2 para qualquer n suficientemente grande. Relacdo analitica equivalente é desconhecida no nosso
caso para « arbitrario, a anterior é recuperada apenas quando a>>1 e 7>>1 e as correlagdes perdem importancia.
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Fig. 4.8: Comportamento de gy, € 4, em fungdo de « para (U, 7)=(0.69,1.0). Tii, corresponde a média
temporal da temperatura cinética, Tiin = (T'(t)) Tempo = (2K () /N) Tempo- Até a2 1, Ty, coincide
com o resultado candnico Tpg ~ 0.475 [associado ao modelo com 0 < « < 1], depois segue se
aproximando de T, 0.711 [associado a a— 00|, sendo este valor alcangado em torno de a <10.0
[cf. Figs.4.2 e 4.3]. Nesta regido intermediaria entre 1 <« < oo desconhecemos solugdo analitica;
notar que entre 1.0 < < 1.35, Ty fica um pouco abaixo de Tpg. Os resultados para ¢, e B¢n
vém do ajuste de histogramas com N =30000 se a<0.5 [barras de erro maiores| e N =200 000
se a > 0.6 [12 deles estdo na Fig.4.7], construidos com um ndmero de medi¢cdes na Eq.(4.9)
nunca inferior a n = 300000. Particularmente, os circulos abertos [vermelhos| correspondem a
distribuicdo com o =0.9 da Fig. 4.6, construida com N =1000000. Como podemos observar,
deve-se avancar na regido de curto alcance até aproximadamente o ~ 1.7 para que g, = 1.0
seja alcancado. Os valores de (34, foram escalados de modo que T, fosse recuperado quando
a distribuicdo atingisse o formato Gaussiano. Tanto as médias temporais dos momentos p;’s
que produziram os histogramas, quanto as que resultaram em Tj;,, foram calculados em regides
com T'(t) estavel, sempre apdés o QSS quando este é observado.

que para a Fig. 2|, e tem tido papel central na série de trabalhos sobre vértices empreendida por
Nobre et al. iniciada em 2010 [29] em cujo mais recente desdobramento [123] é apresentado um ciclo
equivalente ao de Carnot para a temperatura efetiva. Trata-se de tema riquissimo’, com muitas im-
plicagoes, mas, infelizmente, estd [muito| além do objetivo principal deste capitulo, que é a anélise
do comportamento de q. Ademais, a expressao largura da distribuicdo é normalmente interpretada
como a variancia, possivelmente em virtude da ubiquidade de Gaussianas em fenomenos naturais.
No entanto, o segundo momento de uma ¢-gaussiana nao é finito se ¢ >5/3~ 1.67, e uma outra
maneira de caracterizar a largura deve ser buscada’!, uma delas é apresentada na Sec. 4.7 a seguir,

durante a discussao da ¢-kurtosis.

9No ambito da fisica de altas energias, mas nio apenas, levou Biré a indagar [124]: Is There a Temperature ?.
HNo caso da Lorentziana, que corresponde a uma g-gaussiana com ¢ = 2, distribuicdo comum em éptica [125],
usa-se a largura plena & meia altura (FWHM).
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4.7 ¢-Kurtosis e Média de Escort

Para verificar a qualidade do ajuste g-gaussiano realizado nos histogramas da se¢ao anterior, in-
troduziremos uma conveniente g-generalizacao da kurtosis, a qual chamaremos de g-kurtosis. A

kurtosis Kk da variavel aleatéria x é definida como:

(=) (4.10)

Para uma variavel aleatdria continua descrita pela distribui¢ao de probabilidade P(x) normalizada,

quer dizer, [dz P(z)=1, a equagao anterior se escreve:

K= o /dxx4p(x> pois: (z) = /dxxP(x)

’ [/dxﬁP(:c)r

Caso a variavel aleatdria x seja normalmente distribuida, a kurtosis serd igual a K=1; com efeito:

P@) = e S o {ii BT

A kurtosis é uma medida quantitativa do formato da distribuicao. Pelo fato de seu valor ser a
unidade para uma distribuicao Gaussiana, ela é muitas vezes usada como parametro de controle em
simulagoes a fim de se verificar se determinado sistema atingiu o equilibrio, quando, evidentemente,
o equilibrio é caracterizado por uma distribuicao Gaussiana.

Agora, avaliemos a situagao em que a distribuigao de probabilidade (FDP) é uma ¢-gaussiana:
—Bx%/9 1
Pya) = Age; VU7 = AL - (1) pat2]

A g-gaussiana é normalizavel no intervalo ¢ <3 com uma escolha adequada de Aq. No limite ¢— 1,
recaimos na Gaussiana convencional, cuja constante de normalizacao vale Ay =+/3/2r=1/v2n102.

Para os demais valores de ¢# 1, pode-se mostrar que:

i () ) - e

/dqu(x):1 o4, = -
! [ 1) e

Uma sutileza a ser considerada na deducao deste ultimo resultado consiste em assumir Py(x) =0

sempre que [1 — (1—¢)822/2] <0. Garantimos assim apenas solugao nos reais quando g <1 [ver

também [126]]. Usando uma g-gaussiana normalizada como FDP, o segundo (z2) e o quarto (z*)
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momentos se escrevem:

oy _ 2 1
—Bz%/2 N ) f5—3q

Pq(x):Aqeq 2
w (2 3
wh = (ﬁ) (5= 34) (7= 59)

Mesmo a g-gaussiana sendo normalizavel para g <3, o resultado (4.11) acima revela que o segundo

(4.11)

momento (z?) diverge antes, em ¢=5/3~1.7, e o quarto momento (z?) diverge em um valor de ¢
ainda menor, em ¢="7/5=1.4, que é também o local de divergéncia da kurtosis, que neste caso é

dada por [ver Fig.4.9]:

9 —3q
- T—5q

K (q)

(kurtosis para a FDP g-gaussiana) (4.12)

A kurtosis divergir para g > 7/5 significa que nao é adequado utilizé-la para caracterizar nossos
resultados numéricos, uma vez que obtivemos valores g, para a distribuicao de velocidades superi-
ores a 7/5 na regiao de longo alcance 0 <« <1 [cf. Fig.4.8]. Tal limitacao pode ser contornada por
meio da média de escort, ferramenta que tem se mostrado muito 1til no formalismo da mecanica
estatistica nao extensiva.

A introducao formal do conceito de média de escort, salvo engano, se deu em 1995 no trabalho
de Beck & Schlsgl [127, Cap. 9] com o objetivo de analisar distribuigdes de probabilidades “compli-
cadas”, palavra dos autores, e tendo como motivacao o estudo da conexao entre termoestatistica,
sistemas dinamicos nao lineares e fractais — sem nenhuma relacao com a mecanica estatistica nao
extensiva, embora a ideia tenha sido discretamente mencionada no marco inicial [9] da teoria¥.
Pensemos no caso discreto pela clareza. Esta técnica consiste em partir do conjunto de probabilida-
des {p;}, com p; #0 Vi, e montar o conjunto associado { F;} da seguinte maneira [y é um parametro

real|:

pi — P =

j=1

O célculo do valor médio de uma grandeza A se estende entao ao novo conjunto { P} como a média
de escort (A)~:

Voltemos a situacao continua. Adiantando que o parametro v dependera de ¢, o enésimo mo-

YA conexao explicita entre média de escort e a mecanica estatistica ndo extensiva ocorreria em 1998, no conhecido
trabalho de Tsallis, Rénio & Plastino [27]. C. Beck, coautor em [127], introduziu também a superestatistica [128],
teoria com grande ligagao com a g-estatistica.
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Fig. 4.9: Kurtosis convencional K1(q) e g-kurtosis Kq(q) da distribuicdo g-gaussiana, Egs. (4.12) e (4.15)
respectivamente. A kurtosis K1(g) diverge em ¢ = 7/5 = 1.4 [linha tracejada vertical], ndo ¢,
portanto, adequada para caracterizar a distribuicdo de velocidades do modelo a-XY no inter-

valo 0 <a<1. Esta limitacdo é contornada com a introducdo da g-kurtosis, livre de divergéncia
na regido de interesse.

mento calculado de acordo com o conceito de média de escort se escreve:
@ = [dez P/ [az(p @)

Como ocorre a escolha da fungao v(q) 7 Resposta: baseada na divergéncia dos momentos genera-
lizados (x™)(g), @ qual, por sua vez, depende da densidade de probabilidade considerada. Quando
a FDP é uma ¢-gaussiana Py(x), o segundo e quarto momentos usuais divergem em ¢ = 5/3 e
em q="7/5 respectivamente [cf. Eq. (4.11)], ao passo que a prépria FDP é normalizavel até g = 3.
Podemos entender intuitivamente esta divergéncia em g= 3 ao observar o comportamento assintotico
da g-gaussiana para z — 00: Py(x)~1/2%@~) A convergéncia de uma integracio entre (—oo, +00)
sobre uma lei de poténcia assim fica assegurada sempre que 2/(q¢ — 1) > 1, ou: ¢ <3. Anadlise simi-
lar revela igualmente o valores maximos de ¢ para que o segundo e o quarto momento convirjam.
Empregando a média de escort, ganha-se a liberdade de modificar esses valores maximos com uma
escolha adequada da func¢ao v(¢), nao apenas do segundo e quarto, mas do enésimo momento em
geral. Seria interessante definir um tnico ¢ a partir do qual qualquer momento de ordem n divirja.
Como a proépria densidade de probabilidade Py(z) perde sentido a partir de ¢=3, é tentador elegé-lo
como o limite superior de ¢ e determinar a fungao v(¢) de modo que as médias ("), sejam to-
das finitas até ele, qualquer que seja n. Esse sera o procedimento adotado aqui. A igualdade no
valor maximo de ¢ é obtida exigindo-se que o comportamento assintético do produto z™[Py(x)]?@

se iguale ao de Py(z), ou seja, exigindo-se que x" /22 @/(4=1) =1 /32/(a=1)  que resulta na seguinte
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expressao para o parametro y(q):

1 q se n=2
7@ =1+ 5n(g-1) = (4.13)
2¢—1 se n=4
Usando, entao, uma g¢-gaussiana como distribuicao de probabilidade, os momentos generaliza-
dos (x2)q e (x*)9,_1, 0u g-momentos, convergem para g < 3. Essa breve discussao intuitiva que nos le-
vou a Eq. (4.13) ¢ feita de forma detalhada no trabalho de Tsallis, Plastino & Alvarez-Estrada [129].
Trocando a média convencional pela média de escort, estamos aptos a generalizar a Eq. (4.10) e

escrever a definicao da g-kurtosis Kq:

_ 1
3 <ZL‘2>2

Indo além da discussao anterior sobre divergéncia, podemos supor que a densidade de probabilidade
seja uma )-gaussiana Pg(x), com parametro () #g¢. Isso permite uma defini¢ao bastante geral da

g-kurtosis:

" doat [Py (2)27Y ) [ da [Pg (2))2 "
()91 _ }/ ¢ / ¢ (4.14)

1891
P we e fartr @]

K1(Q) representa entao a kurtosis convencional de uma FDP @-gaussiana, cujo resultado sabemos

Kq(Q) =

ser a Eq. (4.12). Um pouco de élgebra e o auxilio do maple, fornece a solucao da Eq. (4.14):

q>1/2 se Q<1
q>0 se 1<@Q<3

(3—3Q +2¢)°
(1—3Q+4q) (3—5Q + 4q)

ke (Q) = restrigoes: {

Escolhendo ) =g, finalmente chegamos ao resultado mais importante desta segao:

Kq(q) = ?%Z (¢ >0) (g-kurtosis para a FDP g-gaussiana) (4.15)

Esta ultima expressao é confrontada adiante com os resultados obtidos a partir das distribuicoes

de velocidades numéricas. A Eq.(4.15), em conjunto com a kurtosis convencional (4.12), estd
representada na Fig. 4.9 mais acima.

Apenas para complementar a discussao, vamos escrever separadamente os dois ¢-momentos pre-

sentes na definigdo da ¢-kurtosis (4.14). Supondo uma distribuigao @-gaussiana, o segundo g-mo-

mento é dado por¥:

2/

(%) = 3-30+2g

restrigao: >0 e Q<3

YUma Q-gaussiana com Q = 2 é a Lorentziana Py(z) = Ay/[1 + B22/2]. O segundo g-momento neste caso
vale (22)q= 22(1/—63 , donde, para ¢=Q, (x2)2=2/8 = /(22)2=1+/2/8 [metade da FWHM, incidentalmente].
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Fig. 4.10: g-kurtosis calculada numericamente a partir dos histogramas da distribuicio de velocidades de
acordo com a definicdo (4.14). Os valores g, sdo os obtidos no ajuste e estdo associados aos

diversos valores do pardmetro « [indicados préximo aos simbolos]. Conforme « aumenta, a

g-kurtosis se aproxima de Kq,(gn)=1.0 como esperado, uma vez que a distribuicdo se aproxima

da Gaussiana. O circulo aberto [vermelho| corresponde ao histograma da Fig. 4.6 com a=0.9.
A curva continua é a g-kurtosis analitica da distribuicdo ¢-gaussiana [cf. Eq. (4.15)].

An

1.6

Ja o quarto g-momento é:

3(2/B)° q=1/2 se Q<1

()21 = (1—30Q +4q) (3—5Q + 4q)

restricoes:
q>0 se 1<@<3

4.7.1 ¢-Kurtosis: Resultados Numéricos

De acordo com a Sec.4.6, os histogramas das distribuigoes de velocidades foram ajustados com
uma distribuigao ¢-gaussiana Py(z). Variando o alcance da interagao, obtivemos o comportamento
de ¢ em funcao do parametro « apresentado na Fig.4.8. Para verificar a qualidade destes ajus-
tes, a partir de cada histograma e do respectivo valor g,, calculamos a g-kurtosis Kq(q) de acordo
com a Eq. (4.14). Os célculos forneceram o conjunto de valores Kq,(g,) associado aos diversos a’s
representado na Fig.4.10. Como podemos observar, os resultados numéricos sao bastante bem des-
critos pela equagao analitica (4.15), indicando que realmente a g-gaussiana representa uma funcao
adequada para descrever as distribuigoes observadas nas simulacoes. Este mesmo procedimento,
introduzido em [3], foi também repetido recentemente por Christodoulidi, Tsallis & Bountis no

estudo de uma generalizacao da cadeia de Fermi-Pasta-Ulam na Ref. [97].
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4.8 Influéncia da Duracao do Intervalo At

Os histogramas exibidos na Sec. 4.6 foram construidos com um niimero n de medigoes na Eq. (4.9)
suficientemente grande. Aguardar a distribuicao estabilizar. Este foi o critério adotado para deter-
minar o intervalo At =n7. Assim como a duracao do estado quase estacionario, o intervalo ideal
depende de a e N, sobretudo na regiao de longo alcance o< 1, e quanto menor o valor de o e maior o
tamanho N, mais tempo transcorre até a distribuicao estabilizar. Numericamente, o procedimento
para descobrir este intervalo ideal baseou-se em tentativas: aumentando-se gradativamente At e
observando a distribuicao resultante até o seu formato aparentemente final ser atingido. A seguir
sao apresentados exemplos que ilustram tal procedimento [Fig.4.11 até a Fig.4.14]. Como comen-
tado, no limite At — oo as distribui¢cées podem eventualmente relaxar para um formato diferente
do formato final estimado. As simulagoes indicam, entretanto, que o limite termodinamico N — oo
leva o sistema a se fixar no QSS quando av< 1, a ordem destes limites merece entao ser considerada
com atencao. De qualquer maneira, para N fixo, a possibilidade dos limites At — 00 e ¢, — 1
andarem lado a lado nao pode ser descartada. Aqui, continuamos trabalhando com um intervalo
entre medicoes sucessivas de 7= 1.0, e médias temporais avaliadas em regioes de temperatura ci-
nética T'(t) estével, sempre apés o QSS. Na préxima se¢do s@o exibidas distribui¢oes construidas

durante o QSS, e na Sec.4.11 é investigada a influéncia do intervalo 7.
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Fig. 4.11: Acima: Evolucdo da temperatura cinética para (U, N, «) = (0.69, 200 000, 0.70) [dados presentes
também na Fig. 4.3, aqui a abscissa é linear e o instante ¢t =0 estd a esquerda do grafico para
melhorar a visualizagdo]. Neste painel estdo demarcados 7 intervalos crescentes, de At} =50000
até Aty=1000000. Abaixo: Histogramas associados a médias temporais sobre as 7 regides de-
marcadas, todas calculadas usando 7=1.0 como intervalo entre medi¢Ges sucessivas na Eq. (4.9).
Até aproximadamente Ats =n7=400000, hd uma significativa modificacdo no formato da dis-
tribuicdo em funcdo de n. A partir de Atg contudo, mesmo apds o intervalo ser duplicado
[At7 =2Atg], a distribuicdo praticamente se mantém estdvel. O par (¢n, B¢,)=(1.61,11.1) que
resultou do ajuste g-gaussiano do histograma correspondente a At7 foi repetido nos demais [este
histograma é um dos 12 da Fig. 4.7 e seus valores (qn, Bq,) estdo na Fig. 4.8]. Para uma melhor
comparag¢3o, a figura mais abaixo, a direita, é a superposicdo dos 7 histogramas anteriores numa
abscissa mais ampla.
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Fig. 4.12: Resultados equivalentes aos da Fig.4.11, mas aqui para a=0.80. Aumentando o valor de «, o
formato da distribuicdo estabiliza mais rapidamente, em torno de Aty =n7=300000. Associado
ao intervalo Aty = 100000, temos histogramas construidos com dois valores distintos para o
passo de integra¢do do algoritmo, 7=1.0 [20 passos] e 7=1.0 [5 passos], como indicado nas
respectivas figuras [o efeito sobre o formato da distribuicdo é minimo, como deveria, pressupondo
as duas escolhas adequadas].
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Fig. 4.13: Aqui temos (a, N)=(1.35,200000). Observando o comportamento de ¢, contra « na Fig. 4.8,
vemos que a = 1.35 estd na regido de transicdo entre ¢, ~ 1.6 e g, = 1.0. Mesmo para este
valor de o> 1 [curto alcance portanto], e mesmo apéds o intervalo At ser mais que triplicado
[Ats >3Ats], a distribuigdo ndo atinge o formato Gaussiano.
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Fig. 4.14: Agora temos (o, N)=(0.90,1000000). Aumentado N, a distribuicdo demora mais a estabilizar.
Mas como « é préximo de a =1, o formato final [estimado] ¢ atingido em torno de At3=200000,
mesmo para este valor grande de N. E dificil, na regido de longo alcance 0 < a < 1, afirmar
que lima¢—so0 impy 00 gn (N, At) > 1, porque, no limite termodindmico N — oo, o sistema
tende a permanecer no QSS indefinidamente. Contudo, o resultado com a ordem dos limites
invertida lim x o0 lima¢— 00 gn (N, At) =1 n3o pode ser descartado. O histograma associado ao
intervalo Aty é o mesmo exibido anteriormente na Fig. 4.6, mas aqui a abscissa é mais ampla.
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4.9 Influéncia da Regiao: Distribuicao no QSS

Esta breve segao apresenta distribuigoes de velocidades construidas com a média temporal (4.9)
cobrindo diferentes regides. Aqui, as médias nao foram calculadas apenas apds a temperatura
cinética T'(t) estabilizar, mas também durante a transicdo de Tggs para Tpg e também durante o
estado quase estacionario. O intuito dos resultados exibidos nas Figs.4.15 e 4.16 a seguir, além de
exibir distribui¢oes construidas no QQSS, é ilustrar a partir de qual instante na evolugao do sistema

as caldas tipicas de ¢-gaussianas comecam a se desenvolver.
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Fig. 4.15: Acima: Evolugdo da temperatura cinética para (U, N, ) =(0.69, 300 000, 0.99). Abaixo: Histo-
gramas associados as regioes demarcadas, um deles construido com a média temporal calculada
inteiramente durante o QSS [o de menor calda, associado a At;]. Notar que os dois histogra-
mas construidos imediatamente apé6s T'(t) abandonar o QSS ja apresentam caldas mais largas
[associados a Aty e Aty]. As g-gaussianas analiticas servem apenas como referéncia.
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4.10. Sobre o Expoente de Lyapunov
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Fig. 4.16: Resultados equivalentes aos da Fig. 4.15, mas aqui para N =1000000. Com N maior, a duracdo
do QSS também é maior quando comparada com a da figura anterior [apesar de relativamente
curta, pois o =0.99 ~ 1], porém as distribui¢des construidas durante o QSS s3o praticamente
idénticas em ambos os casos.

4.10 Sobre o Expoente de Lyapunov

Apo6s a divisao do potencial de interagao por N [escalamento de Tsallis], o sistema torna-se extensivo
e a caracterizagao do alcance da interacao via divergéncia da energia interna, ou, equivalentemente,
do potencial total, no limite N — oo deixa de valer. Ele permanece, contudo, nao aditivo no in-
tervalo 0 <a <d: caso dois sistemas A e B regidos pela Hamiltoniana (4.1) sejam combinados, a
energia interna conjunta serd Uay g # Ua+Up, mesmo no limite limy o (H)/N=U [a energia de in-
terface nao se torna desprezivel]. Portanto, apesar da extensividade recuperada, a natureza de longo
alcance da interacao ainda se faz presente, propriedade particularmente explicitada quando a=0 e
o escalamento por N =N reduz sua intensidade igualmente, independentemente da distancia entre
os rotores, e pela ocorréncia de transicao de fase mesmo em uma dimensao.

A presenga de estados quase estaciondrios até o> 1=d [cf. Fig.4.3] é uma assinatura do longo
alcance da interagao. Outra assinatura foi exibida na Fig.4.8, na qual uma mudanca de regime
em torno de e 1.0 é evidente. Caso o QSS persista nos limites ¢ — oo e N — 0o [nesta ordem|]
ou a distribui¢ao de velocidades mantenha o formato g-gaussiano para N — co e At — 0o, como
apontam os experimentos numéricos, o estado final do sistema tera valores termodinamicos nao cano-
nicos (Tqss, Mqss) # (Tsa, Mpe) ou distribuicao com ¢# 1, consequéncias bastante importantes da
nao aditividade. Outro evidéncia, agora de carater estritamente dinamico, de que a fronteira a=d
demarca as regioes de longo e curto alcance, vem da andlise do expoente de Lyapunov.

O expoente [maximo] de Lyapunov Ap.x do modelo a-XY é conhecido analiticamente para =0
e o — 00, foram calculados respectivamente por Firpo [130] e Pettini et al. [131,132] pelo Método

Geométrico [133]. O resultado analitico apresenta bom acordo com as simulagoes [80, 134], as
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Fig. 4.17: Esquerda: Expoente de Lyapunov Amax em fungdo da energia interna U para a=0. A linha cheia

é o resultado analitico correspondente a N — 0o [neste caso, Amax =0 se U > U, =0.75], e as
tracejadas sdo aproximagdes [analiticas| para N finito validas para U > U.. Resultados numéricos
indicam que este resultado é aproximadamente valido em todo o intervalo 0<a/d<1.
Direita: Para U > U,, o expoente de Lyapunov vai a zero com N como Apax X 1/N”(a/d),
com r(a/d) decrescendo de x(0) ~ 1/3 até se anular em torno a/d =~ 1, permanecendo nulo
para a/d > 1 [Lyapunov sempre positivo para interacdo de curto alcance]. Estes resultados
numéricos correspondem a energia U =5.0 [a linha cheia é apenas referéncia]. Figuras retiradas
da Ref.[130, esquerda] e da Ref.[137, direita].

quais indicam também que o comportamento em toda regido de longo alcance 0 < o/d < 1 se
assemelha ao do caso particular o« =0 [50,54]. Para o — oo [interacdo de primeiros vizinhos| e
ampla faixa de energia, Amax € positivo [sistema caéticol], indo a zero para energias muito baixas e
muito altas, & medida que o sistema se aproxima da integrabilidade¥. Para a=0, o expoente Apax
vai a zero de forma suave para energias baixas mas cai abruptamente quando U > U, [ver Fig.4.17,
grafico a esquerdal. Nesta regiao acima da energia critica, investigagoes numéricas, corroboradas
por cdlculos analiticos [135], mostram que o expoente de Lyapunov permanece positivo se a/d> 1
[exceto no limite integravel U > U] e, caso a/d < 1, gradualmente vai a zero em funcao do
tamanho N como Apmax < 1/N*, com k = k(«a,d) = k(a/d) decrescendo de k(a/d =0) =~ 1/3 até
zero conforme «/d se aproxima da fronteira a/d = 1 [Fig.4.17, a direita]. Merece destaque o
comportamento do expoente k(a, d), que nao depende de « e d de forma independente, mas através
da razao a/d, resultado também observado em outro sistema [136] e que vai ao encontro da discussao
sobre o alcance da interacao que culminou na Fig. 3.1, Pag. 22.

Diversos estudos apontam para uma relacdo entre o expoente de Lyapunov e a mecanica es-
tatistica nao extensiva [ver [10], Caps.3 e 5|, particularmente quando Apax =~ 0 por motivos nao
“triviais” [i.e., ligados a integrabilidade], algumas vezes associados ao limiar do caos [e.g., ponto de
Feigenbaum do mapa logistico]. Na proxima segao sao apresentadas distribuicoes de velocidades
obtidas de simulagbes com energia U = 0.90 > U. = 0.75. Os resultados observados na regiao de
longo alcance a/d <1 podem ser consequéncia de que sob estas condigoes o expoente de Lyapunov

se anula no limite N — oco.

90 modelo a-XY (4.1) tem dois limites integraveis. No limite de altas energias, em razio da energia potencial ser
limitada, o termo cinético é dominante e o sistema comporta-se como um conjunto de rotores livres. Para energias
muito baixas, a expansdo cos(6;—0;)~1—1%(6;—6;)? em torno de 6;—6; ~0, associada ao minimo do potencial, resulta
numa cadeia de osciladores harmoénicos acoplados.
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Fig. 4.18: Temperatura cinética para N =200000 e uma combinacdo entre dois valores de « e dois de U.
Para (o, U)=1(0.90,0.69) < (1,U.=0.75) [em azul], primeiro T'(t) se fixa no QSS e depois atinge
o resultado candnico Tpg ~0.475 [linha tracejada inferior]. Para (o, U)=(0.90,0.90) [violeta],
ndo hd QSS e rapidamente T'(¢) atinge o resultado candnico T'=2U —1=0.8 correspondente a
esta energia [linha superior]. Para as combinagdes envolvendo a>1, (o, U)=(1.35,0.69) [verde]
e (a,U)=(1.35,0.90) [vermelho], também n3o ha QSS e T'(¢) logo estabiliza, coincidentemente
préximo a T quando U =0.69 [desconhecemos solugdo analitica para 1 < a < oo]. A regido
demarcada compreendendo o periodo At = 1000000, indica onde as médias temporais que
produziram os histogramas das Figs.4.20 e 4.21 foram calculadas. Os dados correspondentes
a U=0.69 sdo os mesmos exibidos na Fig. 4.3 mais acima.

4.11 Comportamento de ¢ em Funcao do Intervalo 7

Todos os histogramas apresentados até o momento foram construidos com energia U = 0.69 < U,
e intervalo entre medigdes sucessivas na Eq.(4.9) igual a 7 = 1.0. E natural que este intervalo
afete a distribuicao, uma vez que observagoes de grandezas dinamicas referentes ao sistema (4.1)
espacadas de 7> 1.0 tendem a ser descorrelacionadas. Com efeito, distribuicoes construidas com
uma Unica medigao, situagao que pode ser associada a medicoes espagadas de 7— 0o, revelam uma
Gaussiana para qualquer a e qualquer energia, desde que o sistema tenha atravessado o estado quase
estaciondrio. Nao realizamos um estudo direto de funcdes de correlacao¥, o procedimento seguido
foi construir distribuicoes de velocidades usando intervalos entre medicoes crescentes, de 7 = 1
até 7 = 10000. Com médias temporais calculadas sobre um periodo At = n7, manter n fixo
aumentando 7 significa aumentar [muito] At. Para sistemas grandes [e.g., N =200 000], comparar
distribuicoes de mesmo n e de diferentes 7’s é invidvel por motivos computacionais™, de modo
que At foi a quantidade fixada. O periodo At foi escolhido tal que o intervalo maximo 7= 10000
resultasse em um numero minimo de medic¢oes igual a n =100, valor grande o suficiente para que,
mediante a receita do Teorema do Limite Central, uma sequéncia idealmente descorrelacionada
produza uma Gaussiana, conforme ilustrado na Fig. 4.5 na Pag. 37 mais acima.

A Fig 4.18 exibe a evolugao temporal da temperatura cinética T'(t) para quatro realizagoes do

TPara a =0, tal estudo foi feito, por exemplo, em [138,139]. Estes trabalhos detectaram aging e correlagdes que
decaem como g-exponenciais, com ¢=21.6 no caso da velocidade (p;(t) p;(t4+7)), € ¢~ 2.3 no caso da fase (x;(t)x;(t+7)),
sendo = (6, p).

# A unidade mais apropriada para medir o tempo de cada simulacao deste trabalho é o dia, em cédigos paralelizados
e computadores atuais.
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Fig. 4.19: Comportamento de g, em fun¢do do intervalo 7 entre medi¢des sucessivas na soma (4.9) para
duas energias [abaixo e acima de U, = 0.75] e dois valores de « [abaixo e acima de a = 1].
Conforme 7 aumenta, ¢, se aproxima do valor Boltzmanniano ¢, =1 nas quatro combinacdes
de aw e U. Contudo a aproximacao ¢ lenta para (o, U)=(0.9,0.9) [em violeta], sai com derivada
zero com respeito a 7. Esta é lnica combinacao em que o expoente de Lyapunov se anula no
limite N —o00. No inset, os mesmos dados representados com [y (7)—1]/[gn(1)—1] na ordenada.
As barras de erro sdo da mesma ordem daquelas indicadas nos tridngulos abertos [vermelhos],
e as linhas tracejadas s3o apenas referéncias. Alguns dos histogramas que produziram estes
resultados sdo exibidos nas Figs. 4.20 e 4.21 a seguir.

sistema (4.1), correspondentes a combinagoes entre dois valores de o, «=0.90 e a=1.35 [abaixo e
acima de aw=1] e dois valores da energia, U =0.69 e U =0.90 [abaixo e acima de U.=3/4=0.75].
A regiao demarcada indica onde as médias temporais que resultaram nos histogramas foram calcu-
ladas. Para U =0.69, nenhuma novidade: se a=0.90, o sistema permanece no QSS por um tempo,
com T'(t) ~Tuss =0.38, e depois alcanga o resultado canonico T'(t) ~Tpc=0.475...; e se a=1.35,
o0 QSS nao é observado e a temperatura cinética rapidamente estabiliza apos breve transiente, curi-
osamente muito proxima a Tgg. Ja para U =0.90, estados quase estacionarios nao sao detectados
para nenhum «a: T'(t) logo atinge o valor canénico T'=2U—1=0.8 se «=0.90, e, se a=1.35, logo
estabiliza numa temperatura intermediaria entre T'=0.8 e o resultado correspondente ao modelo
com a— Q.

Os histogramas construidos sobre a regiao demarcada na Fig.4.18, compreendendo o periodo
At = n1 = 1000000, sao exibidos nas Figs.4.20 e 4.21 mais a frente. Cada média temporal foi
calculada com intervalo 7 fixo entre medigoes sucessivas, com 7 variando entre 7=1 e 7=10000,
perfazendo um total de medigoes entre n = 1000000 e n = 100 [informagoes registradas nas res-
pectivas figuras]. O resultado do ajuste desses histogramas estd reunido na Fig.4.19. O ajuste é

melhor para energias abaixo da critica, como comentado na Sec. 4.6, mas o formato g-gaussiano se
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Fig. 4.20: Distribuic8es de velocidades referentes a regido demarcada na Fig. 4.18 para (U, o) =(0.90, 0.90)
[6 histogramas mais acima] e (U, ) =(0.90,1.35) [U > U.=0.75 em ambos os casos|. Como
o periodo de medicdo At =nr é fixo, conforme 7 aumenta, o numero de medicbes n diminui.
A regido demarcada compreende o periodo At = 1000000, resultando em n =1000000 medi-
¢Oes se T =1 [menor intervalo entre medigGes| e em n =100 se 7 = 10000 [maior intervalo].
Quando (U, &) =(0.90,0.90) [regime em que o expoente de Lyapunov se anula], o formato da
distribuicdo praticamente ndo se modifica ao menos até =1 000.

manifesta com razoavel clareza também para U > U..

Uma caracteristica esperada do comportamento de g, em funcao de 7 revelada pela Fig.4.19 é
a aproximacao, nas quatro situacoes analisadas, de ¢, do valor Boltzmanniano g, =1 conforme 7
aumenta. Uma vez que as combinacoes de o e U escolhidas para este conjunto de simulagoes re-
presentam regioes de propriedades comuns do sistema — abaixo e acima de a=1, abaixo e acima
de U, —, podemos generalizar este resultado para qualquer « e qualquer energia com [certa] segu-
ranca. Em simbolos: lim; e go(a, U, N, 7) =1V a,U. Contudo, a aproximacao de g, =1 é mais
rapida nos dois casos com a = 1.35 e também para («,U)=(0.90,0.69) < (d,U.), e extremamente
lenta quando («, U) = (0.90 < d,0.90 > U.), saindo, neste ultimo caso, com derivada nula com res-
peito a 7, como pode ser notado diretamente pelos histogramas correspondentes da Fig. 4.20, onde o

formato da distribuicao permanece praticamente inalterado ao menos até 7=1000. Esse ultimo re-
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Fig. 4.21: Resultados equivalentes aos da Fig.4.20, aqui para (U,a) =
[U < U. em ambos os casos].

Para (U, «)

positivo|, o formato Gaussiano ¢ atingido rapidamente.

(0.69,0.90) e
(0.69,1.35) [curto alcance, Lyapunov sempre

(U7 Oé) =

(0.69,1.35)

sultado merece ser olhado com atencao. Em primeiro lugar porque se U > U, o QSS nao é detectado,

eliminando a discussao referente a ordem dos limites N — 0o e t — 0o. Sem o sistema ficar preso

ao QSS, as distribuigoes poderiam, em principio, ser construidas no limite termodinamico. Tam-

bém, ¢,(7) se aproxima lentamente de ¢, =1 quando (o, U) =

(0.9,0.9), valores que correspondem

precisamente a regiao em que o expoente de Lyapunov se anula com o aumento de N [cf. Sec. 4.10],

resultado que sugere a seguinte convergéncia nao uniforme: limy_,o0 lim; o0 ¢ (a, U, N, 7) =1V o, U,

porém lim, o imy_yo0 gn(a, U, N,7) > 1 para 0<a <1 e U > U,.. Verificar esta conjectura, no en-

tanto, é extremamente custoso computacionalmente.

4.12

Médias sobre Realizacgoes

Os resultados desta secao representam uma tentativa de comparacao entre médias temporal e de

ensemble’. Decerto, dinamica molecular ndo é a técnica computacional mais conveniente para pro-

duzir valores médios de ensemble, sobretudo em simulagoes com sistemas grandes como os deste

IResultados solicitados por um dos Referees de [3].
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trabalho. De qualquer maneira, é possivel nos aproximar do que seria uma média de ensemble

calculando médias sobre grandezas derivadas de eventos distintos, ou seja, médias envolvendo re-

alizagoes numéricas do sistema (4.1) na qual a tnica diferenga entre uma e outra é a semente do

gerador aleatorio que determina a distribuicao inicial dos momentos.

O painel superior na Fig. 4.22 exibe a evolucao temporal da média da temperatura cinética (T'(t))
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Fig. 4.22: Acima: Temperatura para (a, U, N) = (0.90,0.69,200 000) promediada sobre 50 realizagGes,
i.e., o sistema foi simulado 50 vezes com diferentes sementes do gerador aleatério que define a
distribui¢do inicial de velocidades [uma dessas estd na Fig. 4.3], entdo uma média aritmética foi
calculada. Abaixo: Painéis (a), (b) e (¢): Distribuicdo da média dos momentos calculada sobre
as 50 realizagGes nos trés instantes indicados no grafico superior, t; = 90000, t3 = 240000 e
t3=390000. Painel (d): Distribuicdo da média temporal dos momentos de uma Unica realizagdo
calculada sobre o periodo At=300000 [igual as secBes acima; este grafico estd na Fig.4.7]. O
mesmo experimento repetido para « grande [e.g., a =2.0], produziria uma Gaussiana também
para a média temporal, de modo que os quatro painéis (a)—(d) seriam essencialmente idénticos

neste caso.
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avaliada sobre 50 eventos assim construidos, todos com (a, U, N) = (0.90, 0.69, 200 000). Para nao
haver duvida, denotando por Tx(t), k=1,2...50, a temperatura de cada um desses eventos, (T'(t)) é
simplesmente a média aritmética (T'(t)) = 25 > Tj(t) calculada em todos os t's registrados [T} (t) esté
na Fig.4.3, Pdg. 32, mais acimal. Na evolucao de (T'(t)) hd demarcados trés instantes, ¢; =90 000,
t2=240000 e t3=390000, e o periodo At=t3—t;=300000. Sobre este periodo At foi calculada a
média temporal dos momentos de apenas uma dessas realizagoes, exatamente como nas segoes an-
teriores. Ja em tq, t5 e t3 foi registrado o momento de cada rotor de todas as 50 realizacoes; a partir
destes dados, as médias (p;) = lo > pi(ty) em ty = ty, to e t3 foram calculadas. Os graficos inferio-
res na Fig.4.22 exibem as distribuicoes de velocidades oriundas desses dois procedimentos: média
temporal cobrindo At em um unico evento [painel (d), distribuicao de p;], ¢ média sobre 50 eventos
em trés instantes distintos [painéis (a), (b) e (¢), distribui¢ao de (p;)], todos os quatro painéis apre-
sentam, portanto, histogramas com a mesma quantidade de dados, histogramas com N =200 000
nimeros no caso.

Em razao de a=0.9 <1 [longo alcance], a distribui¢ao associada a média temporal é bem ajus-
tada por uma g-gaussiana, como ja verificado previamente [este grafico foi exibido na Fig.4.7]|. Por
outro lado, as médias sobre eventos resultam em Gaussianas nos trés instantes considerados. Este
mesmo experimento repetido para « suficientemente grande [e.g., a = 2.0, curto alcance], produ-
ziria quatro distribuigoes essencialmente idénticas [como se depreende da Fig. 4.6, uma vez que a
média temporal agora resultaria numa Gaussiana, resultado condizente com um sistema ergédico.
Embora tenhamos calculado as médias sobre 50 realizacoes, as Gaussianas observadas em tq, ty e
t3 mantém-se praticamente inalteradas ja a partir de algumas poucas delas [5, por exemplo], em
outras palavras: 50 é um numero bem acima do necessario a fim de se atingir resultados invari-
antes. Mesmo considerando apenas uma realizacao, situacao que pode ser associada a 7 — 0o na
discuss@o da Sec.4.11, a diferenca em relagao ao histogramas exibidos nos painéis (a), (b) e (c) é
muito pequena, de modo que conclusoes andlogas as oferecidas pela Fig.4.22 podem ser obtidas
simplesmente das distribuicoes de P, e de p;(tx). Ademais, o registro dos momentos em um tnico
instante ¢t dentro do QQSS, de um tnico evento, resulta numa distribuicao de formato proximo ao
inicial [ndo exibiremos este resultado aqui, a informagao pode ser 1til para comparagdo com os
histogramas das Figs.4.15 e 4.16 construidos com médias sobre At durante o QSS]. Apesar da
diferenca na distribuicao de velocidades, acrescida das evidéncias que o sistema se fixa no QSS
indefinidamente quando N — 0o, apontar para quebra de ergodicidade, é importante sublinhar que
os resultados numéricos correspondentes a temperatura cinética T'(t) [ou & magnetizagao M (t)]

revelam ergodicidade desta grandeza apds o QSS [i.e., (T'(t))Tempo~TBa)-

4.13 Sobre a Distribuicao Angular

A fim de explorar um pouco mais a termoestatistica do modelo, é util analisar brevemente a
distribuicao dos angulos ¢;’s. Na fase paramagnética ou quando a>> 1, a direcao dos spins S;’s é
aleatoria, consequentemente a magnetizacao é nula e os angulos estao distribuidos uniformemente
no intervalo [—m, 7|; em simbolos: ©(0)=1/27 se M =0. Na fase ferromagnética, é possivel uma
abordagem analitica quando a=0 por meio da equacao de Vlasov, da qual se espera representar
o sistema no limite N — co. Assumindo que a densidade de probabilidade de particula tnica se

fatore, F(p,0,t)=P(p)O(0,1), e que a distribuicao de velocidades P(p) seja Maxwelliana, a solugao
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Fig. 4.23: Temperatura e magnetizagdo para (U, N)=(0.69,1000000) e dois valores de a. Para a=10.90,
primeiro T'(t) e M (t) flutuam préximos a (Tqss, Mqss)=(0.38,0) e depois alcangam os valores
candnicos (Tpa, Mpc)~(0.475,0.309) [linhas tracejadas horizontais]. Para a=2.0, ndo ha QSS.
A magnetizacdo rapidamente atinge M (t)~0 enquanto T'(t) estabiliza num valor intermediario
entre Tgg € Too~0.711. A regido demarcada At indica onde as médias temporais dos angulos
que produziram os histogramas da Fig. 4.25 foram calculadas. Na Fig. 4.24 est3o os histogramas
construidos com um (nico registro dos angulos no instante ¢ =500000. Estas duas realizacoes
produziram também as distribui¢Ges de velocidades exibidas na Fig. 4.6 [Ia T'(¢) esta no inset].

estacionaria 00 /0t=0 da equacao de Vlasov fornece [80]:
1 M
O(0) = O, exp T (M, cos 0 + M, sen 9)} = O, exp [? cos (0 — w)} (4.16)

O,=1/12nly(M/T)] é a constante de normalizacao [logo ©(0)=1/[271y(0)]=1/27 se M =0] e p é a
fase do vetor magnetizacao M [arbitrdria devido & invariancia rotacional do sistema; pela Eq. (4.5):
M = M,X + M,y = M(cos pX + senpy)]. Em harmonia com os demais resultados analiticos de
equilibrio do modelo, ha indicativos de que a solu¢ao (4.16) se estenda a 0 < a < 1 [140, 141].
Trabalhando com U=0.69, vem M /T =Mpg/Tpc=0.6496. .., pelas Egs. (4.3) e (4.4).

As Figs.4.24 e 4.25 exibem as distribuigdes dos angulos para (U, N) = (0.69,1000000) e dois
valores do parametro a [a=0.90 e ov=2.0] construidas com dados provenientes das mesmas reali-
zagOes numéricas que resultaram nas distribuigoes de velocidades da Fig.4.6. A evolugao temporal
da temperatura cinética T'(t) e do médulo do vetor magnetizacao M (t) dessas duas realizagoes sao
mostradas na Fig. 4.23.

Nos painéis superiores (a) e (b) da Fig. 4.24 vemos a representacao periédica no intervalo [—m, 7]
de dados correspondentes a um unico registro dos angulos no instante ¢ = 500000 [bem depois
do QSS para a = 0.9, como mostra a Fig.4.23]. Para a = 2.0, esse registro tinico produz uma
distribui¢do uniforme, resultado condizente com a magnetizagao M (t)~0 observada na simulagao.
Para a=0.90, temos M (t)~ Mpg e T(t)~Tpg apds o QSS, e a distribuigdo apresenta bom acordo
com a Eq. (4.16). A fase ¢, que reflete o movimento do vetor M(t), foi ajustada a partir do histo-
grama e depende do instante ¢ no qual o registro dos angulos foi feito [especificamente no instante ¢
considerado, ¢ &~ 0.2rad ~ 11°]. Os painéis inferiores (c¢) e (d) exibem as mesmas distribuigoes
representadas de forma nao periédica. Embora a solu¢ao numérica das equagoes de movimento for-

nega valores ilimitados 6;(t) € (—oo, +00) Vi, a dindmica do sistema é restrita ao intervalo [—m, 7],



4. Rotores XY (n = 2) 63
O[T T T T T T T T T T ] o] T T T T T]
10% O(6,) U=069 (@] 10F ©(6;) U=069 (b)*
_4f Vlasov 6 € [-m, @] — 1(;’:(1) (9)80 000 1 4 Viasov 121 — 25]: é 880 o0 ]
10 F = 310 § 6e[-mm] n=
: t = 500 000 3 g t =500 000
10—2__ Condi¢do Inicial: ~ _| 10—2__ Condigdo Inicial:
3 {p;} = Uniforme 3 E {p;} = Uniforme }
C {6}=0Vi ] r {6}=0Vi
107k 4107 1
1074 3 10_4;— 3
—5: 1 . 1 . . 1 . 1 ] —5: 1 . 1 . . 1 . 1
10 =37 27 - 0 27 3n 10 3 —27 - L 2n 3n
6i 91
T T T O T T I T T T I
107 e(6)/0 v=000 ()] 10F6(6)/0, =069 (d)
N =1 000 000 F ~(0.99. 6.3 N =1000 000
= =090 1()_1_(qwﬁn)‘( 99,6.3) — a=2.00
n=1 E n=1
. t =500 000 E ¢t =500 000
) h  Condigéo Inicial: -2L dicdo Inicial:
10 y O Uniformed 107 o e Uniforme
i {6)=0Vi E {61=0Vi
107 e 107 .
107" " 10‘4;— .
10—5 10 : T .""” Ly 1]
-3z 2n - 0 b 27 3n —37/2 - b 3n/2
6, 0, i 6y

Fig. 4.24: Distribuicdes construidas com um C(nico registro dos angulos no instante ¢ = 500000
para (U, N)=(0.69,1000000) e dois valores de a. Acima: Representacio periddica no inter-
valo [—m, 7r]. Para «=0.90 [painel (a)], (M (t),T(t))~(Tsa, Mpc) em t=>500000 [cf. Fig. 4.23]
e a distribuicdo é bem descrita pela Eq. (4.16) [a fase ¢ foi ajustada]. Para a=2.0 [painel (b)], a
magnetizacdo é nula e os dngulos se distribuem uniformemente. Abaixo: Representacdo ilimitada
dos mesmos dados anteriores. Neste caso, a distribuicdo é bem ajustada por uma g-gaussiana
com gp~ 1.5se a=0.90 [painel (c)], ou por uma Gaussiana se a=2.0 [painel (d)]. A normali-
zacdo pelos respectivos valores maximos @ pode gerar uma falsa impressao sobre a rotacdo dos
spins. Os mesmos histogramas n3o normalizados teriam abscissas da ordem de 0y ~ £4x 1057
para @ =0.90 e de Oax~£10°7 para a=2.0.

ja que 0 aparece apenas como argumento das fungdes seno e cosseno. Uma representagao ilimi-
tada no entanto, é relevante porque retrata a rotacao continua dos spins no decorrer da evolugao,
evidenciando caracteristicas do espago de velocidades. Nessa representacao, a = 2.0 resulta em
uma Gaussiana. Porém, quando a = 0.90, a distribuicao é bem ajustada por uma g-gaussiana
com ¢, ~ 1.5 [resultado andlogo foi observado na Ref. [142] com a=0]. Esse comportamento pode
ser interpretado lembrando que 6;(¢), em um determinado instante ¢ apds t =0, é associado pela
dindmica a soma de p;(t) sobre o periodo At =t—0. Com efeito, partindo da equacgao de movi-
mento 6; =0H/0p; = fo pi(t) dt=> " p;(kot)dt para §t pequeno.

Comparando com a Eq. (4.9) que define a média p,, conclulmos que 0;(t) ~np; quando T~ dt. Dai a

pi, vem, em primeira ordem, 6;(t

semelhanca entre as distribui¢oes construidas com um tnico registro dos angulos no instante ¢ e as
distribuicoes de velocidades calculadas sobre At exibidas na Fig. 4.6 mais acima, tanto para a=0.90
quanto para a = 2.0. Também, nessa representacao ilimitada, as distribuigcoes sao simétricas em
relagdo ao zero em razao da soma Y 6;(t) sobre os angulos ser uma quantidade conservada da

:Z 91;<t> :Z 9i(0> :0]~

A Fig.4.25 exibe a representacao ilimitada da média temporal dos angulos 6;’s calculada sobre

dindmica [N (6;)
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Fig. 4.25: Representacdo ilimitada da média temporal dos dngulos calculada sobre o periodo At=2300000
[regido demarcada na Fig.4.23]. Tanto para a=0.90 quanto para a=2.0, as distribui¢des sdo
similares as obtidas de um dnico registro no instante ¢ =500 000 [cf. Fig. 4.24 acima]. Estas distri-
buicdes foram construidas exatamente sob as mesmas condi¢des que resultaram nas distribui¢cdes
de p; exibidas na Fig. 4.6.

o periodo At=300000 demarcado na Fig.4.23 usando 7=1.0 como intervalo entre medig¢oes suces-
sivas [periodo At e intervalo 7 idénticos aos que resultaram nos histogramas da Fig.4.6]. Como se
pode observar, as distribuicoes sao similares as construidas com um unico registro no instante ¢:
g-gaussiana com ¢, ~ 1.5 quando a«=0.90, e Gaussiana quando a=2.0. E possivel novamente uma
associacdo entre as médias ; e p,, mas é natural uma interpretacio envolvendo correlacdes. Para
a=2.0 [curto alcance], a receita do Teorema do Limite Central produz uma Gaussiana, indicando
que as variaveis 0;(k7)’s estdo, ao longo do tempo t = k7, fracamente correlacionadas no sentido
discutido na Sec.4.5. J& quando a=0.90 [longo alcance], o formato g-gaussiano sugere correlagoes
que satisfacam a generalizacao ¢-CLT. Merece atencao a similaridade entre essas distribuicoes cons-
truidas com as médias temporais 6;’s cobrindo o perfodo At e aquelas provenientes de um tnico
registro dos angulos 6;(¢)’s no instante ¢, resultado nao observado com as distribuigoes de velocida-
des quando a< 1. A coincidéncia entre média e registro uinico pode ser associada a ergodicidade.
Entretanto, o bom ajuste oferecido pela g-gaussiana reforga a tese langada na Ref. [50] de que a me-
canica estatistica nao extensiva pode ser necessaria para uma descricao completa do modelo a-XY

no regime de longo alcance.

4.14 ¢ de Primeiros Principios

Esperamos que o indice ¢ do funcional entrépico Sy seja uma propriedade intrinseca do modelo, re-
lacionado com a natureza geométrica da ocupagao do espaco de fases. Deve, portanto, ser calculado
de primeiros principios, a partir das leis microscopicas fundamentais que governam o sistema. Tal
calculo de maneira alguma pode ser visto como uma tarefa facil. Sem lancar mao de aproximagoes
matematicas suficientemente fortes, em muitos casos, é uma tarefa virtualmente impossivel.

Para o modelo a-XY, o parametro g deve ser obtido da fun¢do Hamiltoniana (4.1). Motivados
pelo formato g-gaussiano da distribuicao de velocidades observado nas simulagoes, podemos aventar
uma rota para o calculo de ¢ de primeiros principios. A distribuicao g-gaussiana extremiza a entropia
nao aditiva Sy sobre a qual a mecanica estatistica nao extensiva é construida. Nesse contexto, e de
maneira analoga a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, é esperado que o estado estacionério

seja descrito por uma distribuigao de probabilidade da forma exp,[—/5,H]|/Z4, em que Z, representa
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a funcao de particao generalizada, conforme discutido no Cap.1. A distribuicao marginal de uma
particula seria entdo calculada usando P(p;) = [dps...dpy db;...d0y expy[—BeH]/Zq, cujo resul-
tado poderia ser uma g,,-gaussiana P(p;) o expy,, [—SBempi/2], com m respondendo por momento.
E importante particularizar ¢, neste ponto porque ele nao é necessariamente igual ao ¢ da entro-
pia Sq — evidentemente esperamos g, =1 quando ¢=1 [a propdsito, ver discussao sobre o g-tripleto
na Ref. [10], Cap.5]. O esfor¢o computacional presente permite acessar apenas ¢, ~ ¢q,. Acessar q
implicaria avaliar a ocupacao do espaco de fases completo, tarefa computacional extremamente pe-
sada para sistemas Hamiltonianos de muitos corpos [vidvel com mapas de baixa dimensionalidade,
e.g., [23,143]]. Uma abordagem estritamente analitica para determinar P(p;) envolveria o cdlculo
de Z, [por exemplo, expandindo ¢=1+¢€; quando a=1—¢], tarefa tentada sem sucesso [vidvel em
sistemas mais simples, alguns sabidamente Boltzmannianos, e.g., [144]]. Esperamos que o indice
entrépico seja uma fungdo ¢=q(a/d), possivelmente caracterizando classes de universalidade, dife-
rente de ¢ =1 na regiao de longo alcance 0 <a/d <1 e igual a 1 na de curto alcance a/d>1, em
harmonia com o comportamento de g, observado nos experimentos numéricos.

O modelo a-XY tem dinamica muito rica e certamente continuara proporcionando novos e insti-
gantes resultados. O fato do escalamento do potencial por N recuperar formalmente a extensividade
mas nao eliminar a natureza intrinseca de longo alcance da interagao, aparentemente é a razao pela
qual o sistema nao é completamente descrito pela termoestatistica tradicional. Os fendmenos inco-
muns observados, principalmente quando a/d < 1, sdo consistentes com quebra de ergodicidade e
com a tese da ¢-generalizagao do Teorema do Limite Central. E concebivel que o longo alcance da
interacao seja capaz de gerar correlagoes fortes o suficiente para restringir a dinamica do sistema
a determinada regiao do espacgo de fases, reduzindo, assim, o “niimero” de microestados acessiveis,
de modo que um funcional entrépico diferente de Spg seja necessario para que a conexao com
a termodinamica seja adequadamente realizada, no mesmo espirito das classes de correlacao que
discutiremos no Cap. 6 mais a frente.

Existe a critica de que o indice ¢ é simplesmente um parametro de ajuste, um parametro de fitting,
sem qualquer significado fisico [145-149]. Tal objegdo & mecanica estatistica ndo extensiva é su-
perficial. Esta teoria é baseada na proposicao de um novo funcional para a entropia microscépica,
que generaliza o funcional de Boltzmann-Gibbs Sgg. Como consequéncia, deriva-se, por exemplo,
uma distribuicao de velocidades cujo formato é uma ¢-gaussiana, que no limite ¢— 1 recupera a
tradicional distribuicao Maxwelliana, derivavel por meio de Sgg. Através de experimentos, distri-
buigoes de velocidades sao medidas, ajustadas com uma g-gaussiana, e o parametro ¢ surge como
parametro de fitting. Newton propos que a interacao entre duas massas depende do inverso do
quadrado da distancia. Como consequéncia, orbitas limitadas em um campo central sao elipticas.
Observando um objeto com movimento ditado por um campo central em trés instantes distintos,
os elementos orbitais podem ser calculados pelos engenhosos métodos de Laplace ou Gauss [150].
Ignorando esses métodos, dados de uma série de observacoes podem ser ajustados por uma elipse
[procedimento de Kepler], a excentricidade entao, por exemplo, surge como parametro de fitting¥.

Além de superficial, atualmente é errado considerar ¢ um mero parametro de fitting. Apesar de

Y Analogia inspirada na Ref. [32]. Onde também se 1&: “it is thinkable that, like any other theory, it [a g-estatistica)
could be wrong, but definitively not incomplete!” [incompleta no sentido de ter um parametro acessivel apenas através
de fitting].
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todas as dificuldades subjacentes, calculos analiticos de primeiros principios de ¢ para alguns siste-
mas estao disponiveis, como ocorre com a cadeia ferromagnética quantica de spins 1/2 analisada

por Caruso & Tsallis na Ref. [151] e apresentada brevemente na préxima segao.
4.14.1 Um Exemplo Quantico

Quando lidamos com sistemas classicos, correlagao espacial e memoria estao normalmente conecta-
das ao alcance da interagao. Entretanto, voltando a atencao a estrutura microscopica da matéria,
o fenomeno estritamente quantico do emaranhamento torna-se relevante e correlacoes de longo
alcance passam a nao estar necessariamente ligadas ao alcance da interagao no sentido classico
comentado no Cap.3. Por exemplo, consideremos a cadeia quantica unidimensional de spin 1/2

descrita pelo seguinte Hamiltoniano em que apenas spins vizinhos interagem:

N—-1
Z (1+v)oioin + (1=7)ojolyy + 2)‘0] (4.17)

1=1

o', uw=ux,y,z, sao as matrizes de Pauli, o parametro v, —1 <~ < 1, controla a intensidade da
anisotropia, e A representa o campo magnético transverso externo. Conhecido como modelo XY
quantico, o Hamiltoniano (4.17) recupera quando |y| =1 [i.e., maxima anisotropia] o modelo de
Ising quantico. No limite termodinamico N — oo, uma transicao de fase quantica associada ao
ponto critico |[A.|=1 ocorre a temperatura 7'=0.

Dispondo de informacao completa sobre um sistema, sua entropia é zero. Em mecanica quantica,
informacao completa significa lidar com um estado puro. Evidentemente a natureza probabilistica
intrinseca de sistemas quanticos proibe informagao completa no sentido classico, de modo que um
estado puro significa que existe um unico estado quéantico descrevendo o sistema. A temperatura
nula, o sistema encontra-se em seu estado fundamental, um estado puro, e a entropia calculada por
qualquer funcional entrépico admissivel deve ser zero. Denotando por py o operador densidade da
cadeia completa contendo N spins, estado puro significa que Tr p3 =Tr py=1. Entretanto, mesmo
quando T'=0, é possivel calcular uma entropia diferente de zero considerando um bloco de L < N
spins contiguos e trabalhando com a respectiva matriz reduzida p, =Try_y, px, obtida por meio do
trago parcial sobre (N—L) spins. Como consequéncia do emaranhamento, efeito quantico nao local
responsavel pela correlagdo de longo alcance da cadeia (4.17), a matriz reduzida geralmente nao
representa um estado puro, mas sim uma mistura estatistica em que Trp? <Tr p;, =1. No estado
fundamental, o grau de emaranhamento entre o bloco de tamanho L e o restante da cadeia pode ser
caracterizado pela entropia de von Neumann do bloco Sgg(L)=—kgTr[pr InpyL] [i.e., a entropia de
Boltzmann-Gibbs adequadamente adaptada a sistemas quanticos]. Para um bloco de tamanho L
suficientemente grande, a entropia de von Neumann escala logaritmicamente com L no ponto critico.
Em outras palavras: a entropia de Boltzmann-Gibbs da cadeia (4.17) a temperatura T=0 e A=\,
nao é extensiva, nao escala com o tamanho do sistema, mas sim como Spg(L)oxIn L. Afastando-se
da criticalidade, Spg(L) atinge um valor constante, recuperando o resultado conhecido como lei
da drea para sistemas unidimensionais, cuja extensao para dimensoes maiores é Spg(L) oc L9471,
expressao que representa o escalamento geral da lei da area para sistemas d-dimensionais com d > 2
[trabalhos de revisao sobre o tema [152, 153]].



4. Rotores XY (n = 2) 67

0 ] ] ] ] ] ] 1/

0 0.5 1.0 1.5 2.0 C

Fig. 4.26: ¢ como fun¢do da carga central ¢ conforme Eq. (4.18). No ponto critico em dimensdo d=1, a
entropia de Boltzmann-Gibbs do Hamiltoniano (4.17) para um bloco de L spins contiguos ndo
é extensiva, n3o escala com o tamanho do sistema L, mas logaritmicamente, Spg(L) < In L.
Entretanto, empregando os valores de ¢ contidos nesta curva, a extensividade é recuperada
com Sq: Sq¢(L) o< L = 0 < limy o0 S¢(L)/L < 0o. A carga central caracteriza classes de
universalidade de modo que o resultado (4.18) abarca um conjunto de modelos quénticos. Por
exemplo, para ¢c=1/2 temos o modelo de Ising e o XY anisotrépico [y#0], quando ¢c=1 temos
o modelo XY isotrépico [y=0]. Este resultado foi obtido e é discutido em detalhes na Ref. [151].

Para o caso unidimensional, foi mostrado [151] que a extensividade da entropia do bloco Spa (L) é
recuperada trocando o funcional entrépico Spa (L) =—kgTr[pL In p] por S¢(L)=kg[1-Tr p/']/[q¢—1]
e empregando um valor particular de g. Para o Hamiltoniano (4.17) em dimensao d=1, é possivel
derivar uma expressao para Trp,/ vdlida para uma cadeia infinita [N — oo| critica. A partir
deste resultado, exigindo-se que a entropia seja extensiva, i.e., Sq(L) o L, é imediato calcular
analiticamente esse valor particular de ¢ em funcao da carga central c:

.= V9+ec2 -3 (4.18)

Cc

Portanto, a fim de obter uma entropia extensiva, e consequentemente um valor finito da ra-
zao S(L)/L mno limite L — oo, é suficiente calcular S; com o valor especifico de ¢ fornecido
pela Eq. (4.18) [ver também a Ref. [154] com analise similar com outros modelos]. O resultado (4.18)
¢ vélido para a classe de universalidade caracterizada pela carga central ¢ [155]. Particularmente
para ¢=1/2 [Ising, XY anisotrépico, mesma classe de universalidade] vem ¢= V/37—6~0.083, um
numero bem menor do que ¢=1. Para ¢— 00, o valor Boltzmanniano ¢=1 é recuperado; nao ha,
entretanto, um entendimento completo deste resultado. A Fig.4.26 exibe o comportamento de ¢

em funcao de c.



Capitulo 5

Rotores de Heisenberg (n = 3)

Este capitulo é dedicado ao modelo classico de spins interagentes a-Heisenberg. O principal objetivo
é investigar o comportamento do estado quase estacionério (QSS) em fungao do parametro «, da
energia U e do numero de particulas N. O enfoque é predominantemente numérico [dinamica

molecular] e grande parte dos resultados apresentados podem ser acessados também na Ref. [4].

5.1 Modelo a-Heisenberg

O modelo a-Heisenberg é definido como o caso particular n=3 da Eq. (2.5). A fun¢do Hamiltoniana

do sistema pode ser escrita como [adotando J=1]:

Ign., 1 A n1-8;-S;
H 2;:1 i+ QNZE:UE:l o + (> 0) (5.1)
J#i

Cada rotor S; fixo na posicao r; da rede pode variar continuamente a direcao em um esfera de
raio unitario. Agora, escreveremos L; no lugar de p; porque o momento sera interpretado explici-
tamente como momento angular, e, por razoes ligadas a estrutura das equagoes de movimento, nao
expressaremos o vinculo S; - S; =1 em funcao dos angulos esféricos 6; e ;.

Em dimensao d = 1 considerando condigoes periédicas de contorno, os spins estao dispostos
num anel e as distancias [adimensionais] entre eles sado r;; =1,2,3,..., N/2 — exatamente como
no modelo a-XY discutido no Cap.4. Nesta situagao unidimensional sob condigoes periddicas,
novamente o foco de nossas simulacgoes, a constante N , dependente da dimensionalidade d da rede

mas nao da dimensionalidade n do spin S;, tem a mesma forma exibida na Eq. (4.2). Repito:

N/2—1 1 N—-1 se a=0
(d=1) (5.2)

-l L 1
VENZZE T T T 2w
Denotando o potencial na Eq. (5.1) por V(«), seus dois extremos [ = 0, sistema globalmente
acoplado, e &« — 00, interagao entre primeiros vizinhos| se escrevem:
| NN | N
V(0) = WZZD =Si-Sjl;  lim V(a) = 52[1—51«-51“] (d=1,Syi1 =S

i=1j=1 i=1

As solugbes canonicas de equilibrio sdo obtidas com n =3 nas Egs. (2.13) e (2.14), Pdg. 15. Neste
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caso, a energia interna é dada por [adotando kg=1]:

1
T—i—i[l—M?} para 0<a<d=1
U(M,T) = (5.3)

1
T + 5 [1—-L(1/2T)] para a—oo e d=1
e a magnetizacao por:

M =L(M/T) para 0<a<d=1
M (T) = (5.4)
M =0 para a—o00 e d=1

com L(z) representando a fungao de Langevin:

1 I
L(z) = cothz — — = 222 (z)
T Il/g ((L’)
Os valores criticos associados a regiao de longo alcance 0 < o < 1 sdo [1,, U] = [1/3,5/6], con-

forme Eq.(2.11). Essas solugoes estao representadas graficamente na Fig.5.1 a seguir. O para-
metro de ordem M é a magnitude do vetor magnetizacao, M = [(M)|. Escrevendo o spin S; em

componentes Cartesianas, S; = (Sz,, Sy, Sz), 0 vetor M é calculado microscopicamente como:
T 1 &
M = NXESi = Nz;[sxi§+syi§+szia] - M,% + Myy + M.% (5.5)

As solugoes de equilibrio dos modelos a-XY e a-Heisenberg sao qualitativamente similares. Gra-
cas a condicao inicial adotada [descrita adiante|, hd muitos pontos em comum também na evolugao
temporal da temperatura cinética T'(t) e da magnetizagdo M (t), especialmente em relagao ao estado
quase estaciondario (QSS). Como ocorre com os rotores XY, as simulagoes do sistema (5.1) revelam
que no regime de longo alcance 0 <a <1 e determinada faixa de energia, os rotores de Heisenberg
também atingem um estado persistente temporalmente, cuja duragao depende do tamanho N, no
qual os valores de temperatura e magnetizacao diferem daqueles derivados pela mecanica estatistica
tradicional. Para N finito, apds um periodo suficientemente longo o sistema abandona este regime
meta estavel e relaxa para o equilibrio, alcangando os valores de T e M previstos pelas Eqgs. (5.3)
e (5.4). Agora, um estudo sistemédtico em fungao da energia sera realizado, de modo que denota-
remos por Tgg e Mpg os valores de equilibrio associados ao intervalo 0 <a <1, e por T aqueles
associados a @ — oo, independentemente da energia U. Novamente, o QSS investigado é carac-
terizado por magnetizacao nula em ampla faixa de energia abaixo da energia critica U.. Dentro
desta faixa, a temperatura T'(t) em funcao de U observada nas simulagoes coincide com o prolon-
gamento analitico T'=Tqgs=U—1/2, obtido violando-se a solucao (5.3) na regiao de longo alcance
impondo M = Mqgs =0 para qualquer energia. Essa breve descricao serd ilustrada numericamente
em detalhes nas secoes subsequentes.

Diferentemente do modelo a-XY discutido no capitulo anterior, rotores inerciais de Heisenberg

com interacao de longo alcance foram bem menos investigados na literatura [todos os exemplos
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conhecidos [4, 38,156, 157]]. Seu comportamento durante o estado estaciondrio levanta questoes
relevantes [e.g., quebra de ergodicidade, calor especifico negativo], questoes igualmente levantadas
pelo modelo a-XY. Entretanto, por ter mais graus de liberdade, o a-Heisenberg pode se mostrar
um laboratério capaz de oferecer conclusdes mais gerais — neste sentido, o presente trabalho é

apenas um dos passos iniciais.
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Fig. 5.1: Linhas: Solu¢do analitica do modelo a-Heisenberg unidimensional para 0 < a <1 e a — o
[cf. Egs. (5.3) e (5.4)]. No gréfico T' vs. U é representado o prolongamento para energias U < U,
da curva correspondente a solugdo na regido de longo alcance considerando-se M = 0 [fun-
¢do T'=U—1/2, M =0 na Eq. (5.3)]. Sobre este prolongamento ha a regido sombreada indicada
com QSS, demarcando a faixa de energia U € [0.70, U.| associada a estados quase estacionarios
de magnetizacdo nula observados nas simulagdes. Pontos: Os valores numéricos sdo médias
temporais calculadas apds o QSS. Para @ > 1 ndo detectamos QSS’s de duracdo aprecidvel, e
quando a=10>>1, os resultados numéricos sao muito bem descritos pela curva correspondente ao
modelo com a— oo [desconhecemos solugdo analitica nesta regido intermedidria entre 1 <a < o).
Para a< 1, apés o QSS, médias temporais concordam com os resultados analiticos associados a
regido de longo alcance. Todos os valores candnicos, Tgg, T € Mpq, foram observados com bas-
tante precisao em simula¢des com N grande. Os resultados numéricos correspondem a N =10 000,
e as médias temporais foram calculadas sobre a evolu¢do de uma dnica realizagio do sistema (5.1);
sao resultados restritos a U >0.50 em virtude da condic3o inicial adotada. Para ae< 1, médias tem-
porais durante o QSS coincidem com o prolongamento de magnetiza¢do nula caso 0.70 <U < U,
e, caso U <0.70, o QSS tem outra caracteristica, como exibido na Fig.5.6 e discutido na Sec.5.6
mais a frente. Para U > U, n3o ha QSS para nenhum valor de «.

O modelo a-Heisenberg definido na Eq. (5.1) foi introduzido em [4]. Ele recupera, quando a =0, o
modelo inercial de alcance infinito introduzido por Nobre & Tsallis [38], e recupera, quando o — oo,
o modelo inercial de primeiros vizinhos introduzido por Rapaport & Landau [158]. Neste ltimo
caso, excluindo-se o termo cinético, recaimos no modelo n-vetorial [n = 3] discutido no Cap. 2.
Relativamente as solugdes candnicas expressas nas Egs. (5.3) e (5.4), a resposta para o caso de
alcance infinto =0 foi obtida na Ref. [38] e estendida para qualquer o < d na Ref. [39], contanto
que condicoes periddicas de contorno fossem impostas e a quantidade N definida de acordo com
a Eq. (5.2). J4 a solugao para o potencial correspondente a & — 0o [e d=1] foi obtida por Fisher [159]
considerando uma cadeia linear aberta [bordas livres|, resposta, no limite N — oo, idéntica a de
uma cadeia periddica, como mostrou Joyce [67] poucos anos depois [a solucao de Fisher havia sido
derivada mais de 10 anos antes por Nakamura [160], como Stanley [34] apontou]. Lembrando: na

regiao 1 <a < oo, nao ha solucao analitica de nosso conhecimento.
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5.2 Equacoes de Movimento

Trabalhando com o vetor de spin S; = (Sz;, Sy, Sz;) € 0 momento angular L; = (L, Ly;, L2;) em
coordenadas Cartesianas, cada rotor é descrito por 6 variaveis. As 6/N equagdes de movimento

podem ser escritas entao como [158]:

: 1 .S, .
LZ‘:SZ'X TZ_; ; Sl:LlXS/L7 221,2,...,N (56)
N iz T'ij
J#i
No caso particular a =0, a expressao para L; acima se reduz a L; = S;xM, recuperando as equacoes
de movimento usadas nos trabalhos anteriores [38, 156].

As Egs. (5.6) nao representam equagoes canonicas de movimento, pois Sy, e Ly, [ = z,y, 2]
nao sao pares canonicamente conjugados entre si. Poderfamos, na mesma linha das Refs. [157,161],
empregar coordenadas esféricas e escrever o vetor de spin como S; = (cos p; sen 6;, sen ; sin 6;, cos 6;),
o momento angular como L§:L§i+L3i/ sin? 0;, e entao derivar equacoes de movimento por meio
do formalismo Hamiltoniano como no Cap. 4. Nesta representacao, cada rotor é caracterizado pelos
angulos 0; € [0, ) e ; €0, 2) e seus respectivos momentos canonicos conjugados Ly, € Ly,. Embora
empregar coordenadas esféricas aparente ser o caminho natural de abordar o problema, o sin?6;
que surge no denominador de L? gera dificuldades numéricas importantes. De fato, conforme 6;
se aproxima de zero [mais precisamente, de nm, com n = 0,1,2,...], quantidades dependentes
de 1/sin? #; comegam a variar rapidamente e um passo de integracao muito pequeno deve ser usado
a fim de que a dinamica seja adequadamente descrita. Este tipo de instabilidade numérica foi
percebida por Barojas etal. [162] em simulag¢oes de moléculas diatomicos. Na ocasido, os autores
a contornaram introduzindo dois referenciais fixos e trocando a representacao de 6; e ; entre eles
sempre que 0 < 6; < %7‘(‘ ou 19—0 < #; <m. Uma solugao geral foi proposta alguns anos depois por
Evans [163,164], que foi capaz de escrever equagoes de movimento livres de singularidades utilizando
quaternions como coordenadas generalizadas?. E possivel evitar essas sofisticacoes numéricas e
escrever as equagoes de movimento na forma relativamente simples vista nas Egs. (5.6) porque a
Hamiltoniana (5.1) representa rotores rigidos de comprimento unitério, ou, usando a expressao
mais comum na literatura que trada o assunto, moléculas lineares rigidas, cada qual com um dos
momentos principais de inércia nulo e os outros dois iguais [e.g., I3 =0 e I; = I5], havendo apenas dois
graus de liberdade rotacionais [0 spin nao gira em torno do eixo definido pela diregao de S;, o “eixo
molecular”, relacionado a I3]. Em sistemas assim, a velocidade angular w; e o torque [igual a S;xM
se a=0] sao perpendiculares ao vetor S;, logo, adotando momento de inércia unitério, L; =w; em
qualquer sistema de eixos.

Além da energia total, é imediato verificar que a norma de cada spin S; =|S; - Si]l/ 2 ¢ 0 momento
angular total L=>" L; também sao integrais de movimento. Com efeito, derivando S; com respeito

a0 tempo e levando em conta que S; L S;, vem:
ds;  S;-S;
dt S

YRemetemos o leitor ao Cap. 3 de Allen & Tildesley [71] para se aprofundar na discussdo deste paragrafo.

=0 para 1=1,2,...,N
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Igualmente para L:

dL Ay 1 Sl Sl X Sj
(AP DIPBh el
i=1 i=1j=1 LY
JFi
A perpendicularidade entre o momento angular L; de cada rotor e o respectivo vetor S; produz
o vinculo L; - S; =0V, que deve ser incorporado a condigao inicial [descrita na préxima segaol.
Impondo esse vinculo ao estado inicial, ele permanecerd preservado durante toda a evolucao do

sistema, uma vez que o produto L; - S; é também uma constante de movimento, como podemos

verificar usando as Egs. (5.6):

d . :
E[Lzsz]:Lzsz—i_LzSz:O para i:172,...,N

5.3 Procedimento Numérico e Condicoes Iniciais

Repetindo exatamente o mesmo procedimento aplicado ao modelo a-XY no Cap. 4, todas as si-
mulagoes da Hamiltoniana (5.1) foram realizadas em dimensao d =1 sob condicoes periddicas de
contorno [sistema arranjado num anel], com um nimero N fixo de rotores e também com energia
fixa, sem termostato, de modo que a energia total E inicialmente atribuida ao sistema [constante
pois H nao depende explicitamente do tempo]| deve ser identificada com a energia interna termodi-
namica, F/N=(H)/N=U para N grande [ensemble microcanonico].

Para integrar as 6N equagoes de movimento (5.6), utilizamos o tradicional esquema de Runge-
Kutta de quarta ordem, escolhendo um passo de integracao capaz de fornecer uma flutuacao relativa
da energia menor que 107°, resultado alcancado tipicamente com 6t =0.02. A construcao do estado
inicial envolveu as etapas: as trés componentes dos momentos L;’s [Ly;; p=x,y,2;i=1,2,..., N| fo-
ram sorteadas aleatoriamente de uma distribui¢ao uniforme no intervalo [—1, 1] e depois reescaladas
de modo a anular o momento angular total L=>_ L;. Em seguida, duas componentes dos spins S;’s,
Sz; € Sy, foram também sorteadas de uma distribui¢ao uniforme entre [—1, 1] e a terceira calculada
tal que o vinculo L; - S; =0 fosse satisfeito. Explicitamente: Sz, = —(Lz;Sa; + Ly; Sy, )/ Lz Vi. Deste
procedimento resulta spins nao normalizados S; - S; # 1, que sao estao normalizados dividindo-se
cada componente pelo moédulo |S;| = \/m do respectivo spin. Finalmente, todas as
componentes Ly;’s sdo reescaladas novamente para que a energia desejada U = E/N seja atin-
gida. A fim de ter o vinculo L; - S; = 0 preservado, a ordem dessas etapas é importante. Essa
condigao inicial corresponde a magnetizagio M =~ 0 [tipicamente M ~ 1073 pela Eq.(5.5)] e a
uma distribui¢ao uniforme de largura %/W e média zero para as trés componentes dos
momentos Ly;’s. Tal configuracao inicial de magnetizacao nula implica energia potencial por par-
ticula de V//N ~1/2, restringindo a energia ao intervalo U = E/N 2 1/2, em consonancia com as
solugbes canonicas (5.3) e (5.4). Todas as constantes de movimento [norma |S;|=1, perpendicula-
ridade L; - S; =0 e momento angular total L = 0] foram conservadas com precisdao bem maior do

que a da energia no decorrer da evolugao.
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5.4 Temperatura e Magnetizagao: Evolucao e Média Temporal

Embora trabalhando com trés componentes Cartesianas para o momento angular L; = (Lz;, Ly, L-,),
em razao do vinculo L; - S; =0, apenas duas dessas componentes sao independentes [n—1=3—1=2
graus de liberdade por rotor]. Por meio do Teorema da Equiparti¢do da Energia, podemos entao

definir a temperatura cinética instantanea 7'(t) como:

K(t) = 1%@? () + 12 () + [2(1)] = 2NT(t) = T() = 20 (5.7)
- 9 — T i Zi - 9 - N '
Em outras palavras, no modelo a-Heisenberg, a temperatura 7'(t) é simplesmente a energia ciné-
tica instantanea K (t) por particula. No equilibrio, a média temporal de T'(t) deve coincidir com
a temperatura termodinamica, (7'(f))rempo = ', resultado vélido também para a magnetizagao,
(M (t))Tempo = M, sendo o vetor magnetizacao M(t) ao longo do tempo calculado de acordo com
a Eq. (5.5), donde M (t)=|M(t)|=+/M2(t)+MZ(t)+M2(t).

A Fig. 5.2 exibe a evolu(;ao da temperatura cinética T'(t) para U e N fixos e diversos valores de a.

Como ocorre com o modelo a-XY, a fim de coincidir com o resultado canonico das Egs. (5.3) e (5.4),
as médias temporais precisam ser calculadas apds o sistema atravessar o estado quase estacionario,
quando T'(t) e M(t) flutuam préximos aos valores preditos pela mecénica estatistica de Boltzmann-
Gibbs. Neste regime, no qual é esperado que a hipdtese ergddica se aplique, médias temporais e de
ensemble devem coincidir.

Mais acima na Fig. 5.1, para diversas energias abaixo e acima de U. = 5/6, e para a = 0.0,
0.4, 0.8 e a =10.0 [i.e., trés valores tipicos dentro da regiao de longo alcance, e um bem além
da fronteira a=d=1|, médias temporais calculadas apds o QSS sao exibidas, o acordo com as
previsoes analiticas para todas as energias analisadas é muito bom. Para os trés valores de «
entre 0<a <1, os experimentos numéricos reproduzem os valores de T" e M correspondentes a
solucao neste intervalo, e, para =10, sao muito bem descritos pela solucao associada ao modelo
com a—00. No gréafico T vs. U da Fig. 5.1 é exibido também o prolongamento 7'=Tqss =U—1/2 da
solucao analitica na regiao de longo alcance, obtido impondo M = Mqgs =0 para qualquer energia
na Eq. (5.3). Foi essencialmente na faixa de energia 0.70 < U < U, [regidao sombreada na Fig. 5.1]
que QSS’s apresentando magnetizacao nula e temperatura cinética menor do que a temperatura
associada a solucao de equilibrio foram observados nas simulacoes, como ilustraremos mais a frente
na Sec. 5.6.

Todas as médias temporais da Fig. 5.1, bem como os demais resultados numéricos deste capitulo,
referem-se a uma wnica realizagdo do sistema (5.1), sem nenhum tipo de média sobre eventos dis-
tintos. Nos deteremos aqui na anélise apenas da temperatura cinética T'(¢). Notar, mais uma vez,
que acompanhar 7'(t) na regidao de longo alcance esté intimamente relacionado a acompanhar M (),
sobretudo quando a =0 e consequentemente T'(t) = E/N —[1—M?(t)]/2, relacao deduzida substi-
tuindo as Egs. (5.5) e (5.7) na Hamiltoniana (5.1). Cumpre observar novamente que comparamos
médias temporais calculadas com energia fixa [microcanénico] com resultados analiticos a tempera-
tura fixa [canonico]. Entretanto, no equilibrio, foi demonstrada a equivaléncia entre os ensembles

para o sistema (5.1) na regiao 0 <a <d na Ref. [39].



5.5. Influéncia de o no QSS 74

0.44_ I I IIIIII|

b Aol
L1 1 1111

J il g L
L1 11111 | L1 11111

10! 10° 10° 10* 10°

Fig. 5.2: Evolugdo da temperatura cinética T'(t) =K (t)/N |[cf. Eq. (5.7)] para E/N=U=0.76, N =10000
e diversos valores de a no intervalo a € [0.0,10.0]. Ao ser preparado com a condig3o inicial
descrita na Sec. 5.3, o sistema rapidamente atinge o estado quase estacionario (QSS) e |a perma-
nece por um longo periodo, que depende de o, N e U. Para que a média temporal de T'(t) [e
a da magnetizagdo M (t)] coincida com a temperatura analitica Tpg ~ 0.312 correspondente a
essa energia [cf. Egs. (5.3) e (5.4), linha tracejada do meio], devemos calculd-la apds este pe-
riodo. Para U = 0.76, as simulacdes revelam um QSS com magnetizacio bem préxima de
zero e temperatura coincidindo com o prolongamento com M = Mqss = 0 da solugdo can6-
nica: Tggs =U —1/2=0.26 [linha inferior]. QSS's com estas caracteristicas sdo observados na
faixa de energia U ~ [0.70,U. = 5/6] indicada de forma sombreada na Fig.5.1 mais acima, na
qual sdo exibidas também as médias temporais sobre as realizacbes com a=0.0, 0.4, 0.8 e 10.0
apds o QSS. Para 21, o QSS praticamente ndo é mais detectado. Conforme o aumenta, 7'(t)
abandona a temperatura canénica Tgg, do modelo com 0 < a <1, e aproxima-se da solucdo do
modelo com « — 00, alcangando To, &~ 0.436 em torno de o < 10 [linha superior]. Nesta regido
intermedidria entre 1 <a < oo, desconhecemos solucdo analitica. Os dados correspondem, para
cada «, a uma dnica realizagdo do sistema (5.1). A duragdo tqss destes QSS's em fungdo de «
é exibida na Fig.5.3 a seguir.

5.5 Influéncia de a no QSS
A Fig.5.2 exibe a evolu¢do da temperatura cinética T'(t) para (U, N) = (0.76,10000) e diversos

valores de «a entre o€ [0.0,10.0]. Para 0<a <1, apés o estado quase estaciondrio (QSS), os resul-
tados numéricos acumulam-se no valor de 7' correspondente a solugao neste intervalo, Tpg ~0.312
no caso [linha tracejada no meio]. Conforme o valor do pardmetro o aumenta, os resultados nu-
meéricos aproximam-se da solucao associada ao modelo com a — oo, alcancando T, ~ 0.436 em
torno de <10 [linha tracejada superior], transitando suavemente entre as solugdes corresponden-
tesa a<1leaa—o00. Apesar de nao exibida, a transicao da magnetizagao de Mpg para M =0
[valor correspondente a a— o] é mais abrupta, com M a0 sendo alcangado em torno de o~ 1.5,

resultado similar ao observado com os rotores XY [cf. Fig. 4.1, Pdg. 28]. Nesta regiao intermediaria
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Fig. 5.3: Duragdo do QSS tqss em fungdo de o para U =0.76 e trés valores de NV, N = 10000, 20000
e 30000. Embora haja forte dependéncia do tamanho N, as simulagdes indicam que tggs — 0
quando a — 1 nos trés casos analisados. No inset, os mesmo dados para N =10000 em eixos
lineares. Os resultados associados a N =10000 s3o provenientes dos QSS's exibidos na Fig.5.2
acima. A evolugdo de T'(t) para os outros dois valores de N estdo na Fig.5.7.

entre 1 < a < 0o, para a qual nao conhecemos solucao analitica, T'(t) estabiliza abaixo de Tgg
no intervalo 1.0 < a < 1.3 e depois entao segue se aproximando de T, comportamento também
observado no capitulo anterior [ver Figs.4.3 e 4.8]. Para 0 <a <1, o QSS apresenta magnetizagao
bem proxima de zero e temperatura cinética bem préxima do prolongamento da solugao anali-
tica Tass=U—1/2=0.26 [linha tracejada inferior]. Para o2 1, ndo ha evidéncia clara de QSS de
duragao apreciavel. Quando a>>1, nenhuma dependéncia de N é esperada, porque a interacao é
efetivamente de curto alcance. Entretanto, esses resultados numéricos nao excluem um possivel
efeito de tamanho finito na regiao logo acima de a=1.

Os resultados da Fig.5.2 foram obtidos com U = 0.76, energia localizada aproximadamente
na metade do intervalo 0.70 < U < U. = 0.833... em que QSS’s de caracteristicas comuns sao
observados [regiao sombreada na Fig.5.1]. Como detalhado na Sec.5.6 a seguir, para N fixo, a
duracao do QSS cresce exponencialmente a medida que nos aproximamos da energia critica U,,
e a diferenca entre Togs e Tpg ¢ maior quanto mais proximo de U = 0.70. Escolhemos entao
analisar U =0.76 com o proposito de exibir QSS’s de duragao apreciavel, mas nao muito longos por
motivos computacionais, e de temperatura cinética distante o suficiente de Tgg para que fossem
claramente identificados. Contudo, esses resultados devem se estender a toda regiao U ~[0.70, U]

na qual QSS’s de magnetizacao nula foram detectados.
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Na regiao 0<a <1, a duragao do QSS diminui conforme o aumenta. Para quantificar esse inter-
valo, introduzimos o tempo de vida do QSS, denotado por tqgs, definido como o tempo transcorrido
de t=0 até a temperatura cinética 7'(t) atingir o valor médio entre a temperatura no QSS Tqgss € a
temperatura de equilibrio Tgg. Para a préximo de a=1, T'(t) estabiliza um pouco acima do prolon-
gamento de magnetizagdo nula, quer dizer, T'(t) 2 Tss =U —1/2, principalmente quando a>0.80,
como mostra a Fig. 5.2. Essa pequena diferenca foi considerada no calculo de tqgs. Computar tqsg
a partir de t=0 inclui um curto transiente antes de 7'(t) estabilizar em Tgs ou proximo dele. No
entanto, a influéncia desse transiente no resultado final de tqgg ¢ desprezivel para N suficientemente
grande. Esse mesmo expediente aplicado aqui para determinar a duracao do QSS em funcao de «,
é repetido adiante em funcao de U e em fungao de N.

O comportamento do tempo de vida tqgs em fungao do parametro a é exibido na Fig. 5.3. Nela
estao representados dados obtidos com energia U = 0.76, trés valores de N, N = 10000, 20000
e 30000, com « variando no intervalo 0 <« <1. A evolucao de T'(t) que produziu os resultados
correspondentes a N =10000 esté na Fig. 5.2, a evolucao para os demais valores de N pode ser vista
na Fig.5.7 mais a frente. Na representacao log-linear notamos que tqgs ¢ fortemente dependente
do tamanho NN, porém as simulacoes para os trés valores de N analisados indicam que tggs — 0
quando o« — 1. Esta tendéncia é mais claramente percebida no inset, em que os dados associados

a N =10000 sao apresentados em eixos lineares.

5.6 Influéncia de U no QSS

Os estados quase estacionarios (QSS’s) da Fig. 5.2 surgem quando 0.70 < U < U,, como mostra
a Fig. 5.4, na qual é exibida a evolugao temporal de T'(t) para valores tipicos de U neste intervalo
considerando trés valores tipicos de a na regiao de longo alcance, o = 0.0, 0.4 e 0.8. As simu-
lacoes foram realizadas com N =10000 e os dados convenientemente reescalados pela respectiva
temperatura de equilibrio Tgq.

Para todas as energias investigadas compreendidas em U € [0.70, 0.83], foi verificada a existéncia
de QSS’s com magnetizagao nula [ou muito préxima de zero| e temperatura cinética muito préxima
do prolongamento com M = 0 da solugdo analitica T'(t) 2 Tgss = U —1/2. Apds um periodo
suficientemente longo, ocorre a transicao para o estado em que a temperatura e a magnetizacao
coincidem com as predigoes da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs. Embora nao exibido,
mesmo para energias logo acima de U,=5/6~0.833 [e.g., U=0.84], 0 QSS nao é mais observado,
com T'(t) e M (t) atingindo os valores canénicos Tgq € Mpg apods breve transiente. Para determinado
valor de «, as menores energias produzem QSS’s de menor duragao, com o tempo de vida tqgs
aumentando significativamente conforme nos aproximamos da energia critica U.. Por outro lado,
durante o QSS, a diferenga entre a temperatura cinética T'(t) e a de equilibrio Tpg é maior para
as menores energias, indo a zero com U — U.. Em outras palavras, apesar de tqgg crescer com a
aproximacao de U, o QSS desaparece no limite U — U, pois a diferenca entre essas duas quantidades,
T(t) e Tga, vai a zero, e, consistentemente, nao é mais detectado quando U > U,. Ademais, para
determinada energia, como discutido em detalhes para U = (0.76 na secao anterior, quanto maior
o pardmetro «, menor o tempo de vida tqss [cf. Figs. 5.2 e 5.3], de modo que os experimentos

numéricos indicam o desaparecimento do QSS em ambos os limites a—1 e U —U..
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Fig. 5.4: Evolugcdo da temperatura cinética para N =10000, trés valores tipicos de o na regido de longo

alcance [« =0.0, 0.4 e 0.8] e energia variando no intervalo 0.70 <U < U, ~0.833 [este intervalo
corresponde a regido sombreada na Fig.5.1]. Os dados foram reescalados pela respectiva tem-
peratura de equilibrio Tgg, de modo que T'(t)/Tsc ~ 1 apds o QSS. A duragdo do QSS cresce
exponencialmente conforme a energia se aproxima de U., mas esse crescimento é acompanhado
pela diminuicdo da diferenca entre T'(t) no QSS e Tpg. Os dados correspondentes a U = 0.76
sdo os mesmos da Fig.5.2 mais acima, e o tempo de vida {qgss destes QSS’'s em fungdo de U é
exibido na Fig.5.5 a seguir.
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Fig. 5.5: Duragdo do QSS tqss em fungdo da energia U para N = 10000 e trés valores de o dentro da
regidao de longo alcance, a« =0.0, 0.4 e 0.8. Para os trés valores de « analisados, as simulagdes
indicam um crescimento exponencial de tqss no intervalo 0.70 <U < Ug: tqss =ae’V [a e b s3o
pardmetros de ajuste]. No inset, os mesmos dados com a ordenada em escala logaritmica. Acima
de U=U_, [linha tracejada], o QSS n3do é mais observado para nenhum valor de a.. Alguns destes
resultados sdo provenientes dos QSS's exibidos na Fig. 5.4 acima.
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O comportamento do tempo de vida tqss em fungao da energia U ¢é apresentado na Fig.5.5.
Para os trés valores de ov <1 analisados, as simulacoes indicam que tqgg cresce exponencialmente
com U no intervalo U € [0.70,0.82], tqss = a e’ [a e b sdo parametros de ajuste], como mostra
mais claramente a representacao log-linear no inset, onde os dados sao bem descritos por uma
reta. Ainda que o tempo fqgs cresga muito quando U — U., esse crescimento é acompanhado pela
diminuicao da diferenga entre T'(t) ~ Tss no QSS e o valor candnico Tge. Por esse motivo, os
resultados correspondentes a U =0.83 ~ U, nao estao presentes na Fig.5.5. E dificil estimar tqss
para esta energia, as duas temperaturas estao muito proximas, como visto na Fig. 5.4.

Os QSS’s exibidos na Fig. 5.4 sao caracterizados por magnetizacao nula e temperatura cinética
seguindo o prolongamento de magnetizacao nula da solucao analitica na regiao de longo alcance.
Este comportamento é observado na faixa de energia 0.70 SU < U, e valores de a entre 0 <a < 1.
Para energias abaixo de U =0.70, o estado estaciondrio continua existindo, contudo a temperatura
cinética abandona o prolongamento Tggs=U —1/2, a magnetizacao deixa de ser zero — apesar da
condigao inicial com M =0 — e a diferenca entre resultados numéricos e analiticos diminui a medida
que a energia se aproxima de U =0.50. Essa descricao ¢é ilustrada na Fig.5.6. Nela, os resultados
numéricos correspondem a médias temporais de T'(t) calculadas durante o QSS para N = 10000,

trés valores de ov < 1 e energia entre U € [0.51,0.83]. As curvas analiticas sdo as mesmas do gra-
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Fig. 5.6: Parte do grafico T' vs. U exibido na Fig.5.1 destacando o intervalo de energia no qual estados
quase estaciondrios foram detectados [a curva associada a o — oo foi omitida]. Resultados nu-
méricos correspondem a médias temporais de T'(¢) calculadas durante o QSS, para N = 10000
e trés valores de @ < 1. Quando 0.70 SU < U, o QSS apresenta magnetiza¢do nula e tempe-
ratura cinética acompanhando o prolongamento com M =0 da solugdo analitica Tqss =U —1/2
[regido sombreada sobre a linha tracejada; a evolugdo de T'(t) que produziu estes resultados esta
na Fig.5.4]. Para energias abaixo de U = 0.70, o QSS deixa de apresentar magnetizagio nula
e T'(t) abandona o prolongamento da solugdo analitica, aproximando-se do resultado candnico
conforme U se aproxima de U =0.50 [lembramos que a condig3o inicial adotada proibe simulagGes
com U <0.50]. Neste intervalo 0.50 < U < 0.70, a temperatura cinética diminui com o aumento
da energia, caracteristica de calor especifico [microcandnico| negativo.

fico T vs. U exibido na Fig. 5.1 com destaque para o intervalo de energia de interesse. Para U <0.70
e este valor de N =10 000 utilizado, os QSS’s sao mais claramente observados quando a=0.0, sendo
algumas vezes de dificil identificagao quando o = 0.80. De modo geral, os estados quase estacio-
narios na regiao U < 0.70 sdo menos robustos do que aqueles associados a 0.70 SU < U, exibidos
nas Figs.5.2 e 5.4 acima [robusto no sentido de reprodutibilidade, de duracao, de atingir uma tem-
peratura bem definida, de ser observado para valores pequenos de N]. Deve ser notado que, neste
intervalo 0.50< U <0.70, a temperatura cinética durante o QSS decresce conforme a energia au-
menta, caracteristica de calor especifico negativo, um fenomeno estritamente microcanonico. Tal
comportamento também é observado com o modelo HMF [e.g., Fig. 1 de [75]; para uma abordagem
analitica, ver [66,86]], de modo que o presente resultado indica que esta pode ser uma propriedade
genérica de sistemas de spins classicos com interagao de longo alcance, uma propriedade indepen-
dente da dimensionalidade n do vetor S;. Outra propriedade compartilhada por esses dois modelos

diz respeito ao crescimento do tempo de vida do QSS com o tamanho N, tema da proxima secao.
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Fig. 5.7: Evolugdo de T'(t) para U =0.76, tamanho variando a partir de N =2500 até N =30000 para
os dois menores valores de a [a¢=10.0 e 0.4], e a partir de N =5000 para o maior [ =0.8]. A
duracdo do QSS tem grande dependéncia do tamanho do sistema IN. Essa dependéncia é maior
quanto maior o alcance da interacdo, quanto menor o valor de a. Os resultados correspondentes
a N =10000 sdo os mesmos das Figs. 5.2 e 5.4 mais acima. A duragdo tqss destes QSS's em
funcido de N é exibida na Fig.5.8 a seguir.

5.7 Influéncia de N no QSS

O que talvez seja a caracteristica mais interessante do estado quase estacionério, e de profundas
implicagoes, é o crescimento de seu tempo de vida tqgs conforme o tamanho do sistema /N aumenta.
Este comportamento é revelado de modo bastante claro na Fig.5.7, na qual é apresentada a evo-
lucao da temperatura cinética para energia U = (0.76, os trés valores de a <1 analisados acima e
nimero de rotores variando de N =2500 até N = 30000. Escolhemos novamente U = 0.76 [ener-
gia aproximadamente na metade da regiao sombreada na Fig. 5.6] pela razao discutida na Sec. 5.5,
quando o QSS em funcao de « foi analisado, mas esses resultados devem se estender a todo inter-

valo 0.70 SU < U, em que QSS’s de magnetizacao nula sdo observados. Como o tempo de vida tqgs
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Fig. 5.8: Crescimento do tempo de vida tqgs em funcdo do niimero de rotores N para energia U =0.76 e
trés valores de av< 1. Para os trés valores de « analisados, as simulacdes indicam um crescimento
em lei de poténcia de tgss com o tamanho N: tqss=aN" [a é pardmetro de ajuste]. No inset
maior, temos os mesmos dados em escala log-log; no menor, os valores de « obtidos do ajuste
contra . A maioria destes resultados sdo provenientes dos QSS's exibidos na Fig. 5.7 acima.

decresce e as flutuagoes em T'(t) tendem a aumentar conforme N diminui, a fim de identificar
adequadamente o QSS com uma unica realizacao numérica, o tamanho N deve ser suficientemente
grande [e.g., N >2500]. Para o maior valor a [i.e., «=0.80], o tempo tqgs é significantemente
menor. Neste caso, foi necessario que o menor sistema simulado tivesse tamanho N maior que os
demais [e.g., N >5000].

O crescimento de tggs com N é uma propriedade conhecida do modelo a-XY na regiao de longo
alcance 0 <a <1 e havia sido identificado nos trabalhos prévios com os rotores de Heisenberg para
o caso particular a=0 [38,156,157]. Esse comportamento encerra consequéncias fisicas relevantes,
algumas ligadas a aplicabilidade da mecanica estatistica tradicional. Realmente, os resultados
numéricos da Fig. 5.7 indicam que a ordem entre o limite termodinamico N — 0o e o temporal ¢t — 0o
tem efeito importante na definicao do estado do sistema, e considerando-se o limite N — oo primeiro,
o sistema possivelmente permanecerda no QSS indefinidamente. Neste cendrio, médias temporais
das grandezas dinamicas T'(t) e M (t) ndo coincidem com as previsoes analiticas, o que pode ser
interpretado como quebra de ergodicidade — uma das premissas béasicas da mecanica estatistica de
Boltzmann-Gibbs —, abrindo espaco também para uma reavaliacao dos resultados que apontam a
equivaléncia entre os ensembles. O QQSS representaria entao o estado final do modelo, e nao uma

fase transiente de nao equilibrio. Se esse estado deve ser interpretado como um verdadeiro estado
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de equilibrio termodinamico, é uma questao importante que necessita ser verificada com cuidado.
Reforcando os comentarios da Sec. 4.4, lidamos com evidéncias numéricas, e nao se deve afirmar
que, no limite N — oo, o sistema permanecera de fato no QSS eternamente, jamais transitando para
o estado caracterizado pelos valores Tgg e Mpq preditos pela termoestatistica de Boltzmann-Gibbs.

O comportamento do tempo de vida fqgs em funcao do tamanho N é apresentado na Fig.5.8.
Para os trés valores de a analisados, o crescimento de fggs foi ajustado por uma lei de potén-
cia da forma tqssox N7, com o expoente v = y(a) decrescendo conforme a aumenta de v ~ 1.69
quando a=0.0 até v~ 0.62 quando a=0.8. O inset maior exibe os mesmos dados na representagao
log-log e o comportamento em lei de poténcia é mais claramente percebido. Para a=0.0, o valor es-
timado de ya1.68 concorda com o da Ref. [157], em que 7~ 1.7 foi obtido. Esse valor de v também
foi observado numericamente nos QSS’s do modelo HMF [modelo a-XY com « = 0] provenientes
de condigbes iniciais com magnetizagao nula como as usadas aqui [82,83], resultado corroborado
por abordagem analitica na Ref. [87]. O valor comum de 7(0) ~ 1.7 entre os dois modelos indica

© pode ser uma propriedade universal de spins cldssicos com interacio de

que a relagao tqgs o< N7
longo alcance, nao afetada pela dimensao n do vetor S;. No inset menor da Fig. 5.8 é apresentado
o expoente () para os trés valores de o analisados. Apesar da dificuldade em computar tggs a
medida que « se aproxima de =1, as simulagoes sugerem que y— 0 no limite « — 1. Contudo, com
poucos pontos, nao é seguro propor uma forma funcional para y(«) que descreva como ~y decresce
com « [para os rotores XY, foi observado [165] um comportamento aproximadamente constante
de (o) até a~d/2=0.5, e um decréscimo linear a partir deste valor]. Cumpre observar que a
influéncia do tamanho N sobre o tempo de vida fqss ¢ menos acentuada na regiao U < 0.70, na

qual os QSS’s exibem magnetizacao diferente de zero.

5.8 Sumario e Perspectivas

Este capitulo foi dedicado a analise numérica de um sistema Hamiltoniano unidimensional de N
rotores localizados de Heisenberg com interacao de alcance controlavel. A funcao Hamiltoniana do
sistema ¢ definida pela Eq. (5.1) e as simulagoes foram realizadas com as técnicas da Dinamica Mo-
lecular no ensemble microcanonico [energia e N fixos]. De modo telegréfico, os principais resultados

e conclusoes decorrentes desta andlise foram:

» Pela primeira vez foi numericamente verificado o correto escalamento da interacao para siste-
mas cldssicos de spins S;’s de dimensionalidade n > 2 [escalamento de Tsallis, Eq. (5.2)]. O
escalamento nao apenas recupera a extensividade, mas também, como previsto analiticamente
na Ref. [39], confere ao modelo comportamento termodinamico universal na regiao de longo

alcance 0 <« /d <1, como mostra a Fig.5.1.

» Em ampla faixa de energia abaixo da critica e em toda regiao de longo alcance, foi verificada
a existéncia de estados quase estacionarios (QSS’s) — estados caracterizados por valores de

temperatura e magnetizagao distintos daqueles previstos pela termoestatistica tradicional.
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» O tempo de vida tqgg do QSS sofre forte influéncia do parametro o, da energia U e do nimero
de rotores N. Nos intervalos 0.70 SU <U. e 0<«a <1, o seguinte comportamento de tqss em

fungao de «, U e N foi observado:

> Nao obstante a forte dependéncia de N, os resultados indicam que tggs —0 quando av— 1

para todos os valores de N analisados [Figs.5.2 e 5.3].

> Crescimento exponencial com U, tqgsoc €t porém tqss — 0 quando U — U,, pois, para

energias acima de U,, o QSS desaparece [Figs. 5.4 e 5.5].

> tgss < N7, com o expoente v(a) positivo mas v — 0 quando aw — 1 [Fig.5.8]. Particu-
larmente para a =0, foi observado v(0) &~ 1.7, valor que concorda com o da Ref. [157]
e também com o do modelo HMF, indicando que este comportamento nao depende da
dimensao n do vetor S;. Mais importante, este comportamento sugere que os limites
temporal t — oo e termodinamica N — oo nao comutam quando a interagao é de longo

alcance.

> Quando U <0.70, o QSS tem propriedades distintas. Nesta regiao, a temperatura Tisg

diminui com a energia U, caracteristica de calor especifico negativo [Fig. 5.6].

Modificando o modelo original [38], introduzindo o decaimento da interacdo em lei de poténcia
da forma 1/r®, a dimensao espacial d da rede ganha importancia, abrindo novas possibilidades de

investigacao. A seguir, trés questoes relevantes que serao oportunamente exploradas:
» Influéncia da dimensao d no estado quase estacionario.

» Influéncia da razao «/d no comportamento do expoente de Lyapunov Apax. Teria a razao «/d,

e nao « e d de modo independente, papel importante no comportamento de Apax [como ocorre
no modelo a-XY, cf. Sec.4.10, Pég. 54] 7

» Influéncia do parametro o na distribuicao de velocidades do sistema. Seriam as distribuicoes

de velocidades no regime de longo alcance melhor descritas por g-gaussianas ?



Capitulo 6

Aplicacoes Recentes de Entropias Nao Aditivas

Neste capitulo trataremos com mais detalhes da entropia Ss mencionada no Cap.1 e de sua uni-
ficacao com a entropia 9y, definindo a entropia de dois parametros Sgs. Analisaremos a relagao
entre Ss e a entropia de Bekenstein & Hawking de buracos negros além de resultados recentes de al-

tas energias relacionados a Sy. As discussoes deste capitulo podem ser acessadas nas Refs. [1,2,6-8].

6.1 Classe de Correlagao e Entropia

Retomando a discussao do Cap. 1, a ponte entre as variaveis termodinamicas macroscopicas e o
mundo microscopico governado pelas leis fisicas fundamentais é a entropia. Na mecanica estatis-
tica, entropia é um funcional de probabilidades, enquanto na termodinamica, como originalmente
imaginada por Clausius, é a funcao de estado demandada pela Segunda Lei. Apds o trabalho de
Shannon sobre teoria da comunicacao, entropia deixou de ser um conceito exclusivo da termodi-
namica e o funcional entrépico ganhou importancia para além das ciéncias naturais. No entanto,
quando o interesse ¢ a conexao entre os mundos micro e macro, a exigéncia de extensividade res-
tringe o funcional permitido para representar a entropia fisica do sistema. FExtensividade ¢ uma
propriedade diferente de aditividade. Aditividade depende da forma matematica do funcional entré-
pico, e nada mais. Extensividade depende também do modo como os constituintes microscopicos
do sistema se associam. Como consequéncia, verificar se um funcional é aditivo é simples, mas,
muitas vezes, é extremamente dificil determinar se esse funcional aplicado a um sistema especifico
resulta em uma entropia termodinamica extensiva.

E imediato verificar a extensividade da entropia de Boltzmann-Gibbs quando o sistema fisico
pertence a classe exponencial, definido como aquele cujo nimero de microestados escala com o
tamanho N do sistema como W (N )~ puV [>1] no limite N — oo. Seguindo Penrose [166, Cap. 5],
é um trabalho algébrico simples verificar que o funcional Sgg ¢ aditivo. De fato, sendo A e B dois
sistemas probabilisticos independentes [portanto pAtB

. =pi'p? para qualquer par i, j, e consequen-
temente WATE =WAWE] vem:

wA wE
SBG (A-i— B) = —kZB Z Z pf;-—i_B lnp3+B = SBG (A) + SBG (B) (61)

i=1 j=1

Sistemas da classe exponencial de modo geral exibem fraca correlagao entre seus constituintes, e
sistemas independentes [e.g., gds ideal classico] sao casos particulares desta classe.

Assumir que qualquer sistema fisico seja da classe exponencial é uma premissa bastante restritiva.



6. Aplicacoes Recentes de Entropias Nao Aditivas 85

Podemos ter, por exemplo, sistemas correlacionados da classe lei de poténcia, aqueles de microesta-
dos crescendo como W(N)~N? (p>0) [ver cadeia quantica da Sec.4.14.1]. Neste caso, a entropia
aditiva Spg é proporcional a In N, nao é, portanto, extensiva. Notar que N’ < u para N grande,
que é um resultado intuitivo, uma vez que correlagoes tendem a limitar os estados acessiveis. Para
esta classe, a fim de assegurar uma entropia linear com N, devemos trocar o funcional Sgg pela

sua generalizacao nao aditiva Sg:

w 1 w w
Sq = ks Zpilnq_ = —kp Zpﬁlnqpi = —kp Zpi 1n2fqu' (6'2)

i=1 Di i=1 i=1

As igualdades mais a direita seguem da manipulagao do g-logaritmo Ing x = [z'~7—1]/[1—¢], e no
limite ¢ — 1, S; = Spe é recuperado¥. Escolhendo apropriadamente o indice ¢, a entropia Sy é
extensiva para a classe lei de poténcia. Com efeito, otimizando o funcional (6.2) submetido ao
vinculo de normalizagao da probabilidade Y p;=1, encontramos que o extremo de Sq, assim como
o de Spg, também ocorre na situagao equiprovavel p;=1/W Vi, de modo que Sq=kgIng W neste
caso. E imediato verificar entao que, para W(N)~N? S; x N quando ¢=1—1/p, resultado nao
alcancével com Spg [alcancado se p— 00, e a lei de poténcia N” se aproxima da exponencial p™].
O extremo kg Ing W representa um méaximo global [um minimo global] da entropia Sy caso ¢ >0
[caso ¢ < 0] pois a Eq.(6.2) é um funcional estritamente concavo [estritamente convexo| do jogo
de probabilidade {p;}. A Eq.(6.1) expressa a aditividade de Sgg. Considerando dois sistemas

probabilisticos independentes, ¢ novamente um trabalho algébrico simples obter:

wA wh
1 1—
Si(A+B) = ks 32 30w P e = Si(A) + Sy (B) + LSS0 (4)Si(B) - (63)

2 k
i=1 j=1 ij B

que expressa a nao aditividade de Sg. O resultado (6.3) acima inspirou o surgimento da chamada
g-algebra [167], que contém a g-soma @q, definida por x ®qy=x+y + (1 — q)zy, e o g-produto ®q,
definido tal que Ing[x ®q y] =Ing x + Ingy, como exemplos de operagdes. Empregando o ¢-produto,
e sendo os sistemas A e B correlacionados de modo que WAtE = W4 @, W5, é possivel escrever
a Eq. (6.3) na situagao equiprovavel como Sq = Sg(WA)+Sq(WB), resultado que emula a proprie-
dade (6.1) que expressa a aditividade de Spg [ver Cap. 3 de [10]].

Voltemos a atencao a classe exponencial esticada, que engloba outra categoria de sistemas forte-
mente correlacionados cujos microestados escalam como W (N)~vN" [v>1; 0<y<1]. O “espago
de fases” desta classe é mais restrito do que o da classe exponencial, porém menos do que o da
classe lei de poténcia, quer dizer, N” < vV’ <« pV para N grande. Agora, tanto Sgg quanto Sq
sao nao extensivas. O funcional entropico capaz de fornecer um resultado linear com o tamanho N

para a classe exponencial esticada é o Ss:
Sy =k Y _pi {m —} (6.4)
, Di
=1

0 é um parametro real positivo, e para =1, S; = Sgg. A Fig.6.1 exibe o comportamento da

YUm caminho possivel: lim Ingz = lim [z® — 1]/a = lim[e*""* — 1] /a = lim[(1 + alnz +---) — 1]/a = In .
qg—1 a—0 a—0 a—0
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Fig. 6.1: Entropia Ss=S5(p) de um sistema bindrio [i.e., W =2, p; =p, po=1—p na Eq. (6.4)] em fun¢do
da probabilidade p e em fungdo de p e 4. S5(p) é concava sempre que 0 < <1+In2~1.693.

entropia Ss de um sistema bindrio. Otimizando a Eq. (6.4) submetida ao vinculo }_ p; =1, encon-
tramos que o extremo de Ss ocorre também quando p; = 1/W Vi. Nesta situagdo equiprovavel,
temos Ss=kp[ln W1°, entdo Ssox N para o valor especifico 6 =1/v>1 [consistentemente, v — 1 im-
plica =1, porque a classe exponencial esticada recai na exponencial]. O valor § =1/~ proporciona
uma entropia extensiva mesmo quando W ~ ¢(N)vN" | com ¢(N) representando qualquer fungao
que satisfaga In ¢(NN)/N7=0 no limite N — o0 [e.g., ¢(N) x N”]. Na equiprobabilidade, a seguinte

relacao conectando S5 e Spg se verifica:

d
Sy = kg [InW])? = S _ |Ssa (6.5)
kip kip

donde segue que Ss > Spg sempre que W >2 e § > 1. Considerando dois sistemas probabilisticos

independentes, é imediato verificar que o funcional S5 é nao aditivo:

WA WB )
1
Ss(A+B) = ks Yy Y pit? mPAT #+ S5 (A) + S5 (B)
i=1 j=1 ij

Expressar Ss(A+B) envolvendo Ss(A) e Ss(B) analogamente ao feito com Sy na Eq. (6.3) nao é tao

simplesY. Contudo, na situacao equiprovavel, a equacao anterior pode ser escrita como:

Ss(A+B) = {[S(S (A)}l/a + [Ss (B)}l/a}é (B = pipf = 1/WATE = 1/WAWE)

ij

YPoderiamos usar a série binomial:
Ss(A+B) LI E /s <16\ Sy, (A) Ss_r, (B)
LE\AT D) ApB [_1npAlF [Z1npB]° 7% = Pk ) 2ok D)

% 2 L (e e T =3 ()55

mas a convergéncia precisa ser avaliada com cuidado.
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Tab. 6.1: Relag¢do entre classe de correlagdo e extensividade da entropia. W(N) representa
o nimero de microestados de um sistema de N elementos. A classe exponencial é
caracterizada por W~ u!N, e a extensividade é obtida com Spg. A extensividade
da classe lei de poténcia, em que W ~ N”, e da classe exponencial esticada, em
que W ~vN" & alcancada respectivamente com Sy e S; para os valores especificos
de ¢ e ¢ indicados.

ENTROPIA
‘lf(PV) SEG Sb 5%
(N — o0) (q#1) (6#1)
(ADITIVA) (NAO ADITIVA) | (NAO ADITIVA)
~J :U/N - -
(> 1) EXTENSIVA NAO EXTENSIVA | NAO EXTENSIVA
o
~ N°* - -
(r>0) NAO EXTENSIVA EXTENSIVA NAO EXTENSIVA
P
(g=1-1/p)
~ ]/N’Y
v>1 NAO EXTENSIVA | NAO EXTENSIVA EXTENSIVA
V )
0<y<1) (6=1/v)

A Tab.6.1 organiza a discussao desta segao, reunindo as trés classes de correlagdo [exponen-
cial W ~ p?, lei de poténcia W ~ N” e exponencial esticada W ~ vN'] e os trés funcionais
entrépicos [Spa, Sq¢ e Ss], indicando qual funcional confere a sistemas de determinada classe uma
entropia extensiva. Embora a discussao tenha se baseado na situagao equiprovavel [sistema isolado],
esperamos que suas conclusoes estendam-se a distribui¢oes de probabilidade [ou matrizes densida-
des| arbitrarias, como ocorre, para o caso de Sy, com a cadeia quantica da Sec.4.14.1 e os modelos
probabilisticos abordados nas Refs. [99, 168].

6.2 Entropia Sy

Podemos unificar as entropias 54 e S5 no funcional de dois parametros Sg.s:

w 179 W
Ses = kY _pi |Ing—| = ks> s(piq,0) (6.6)

i=1 i=1

Sq1, S1s € Si1 recuperam, respectivamente, Sg, Ss e Spg, € exceto quando (g,0) = (1,1), esse
novo funcional é nao aditivo. E imediato obter s(1,q,0) = 0 para qualquer ¢ e qualquer § > 0.

Quando p— 0, os seguinte limites se verificam para ¢ > 0:

se ¢g>1¢e 6>0

0 cled(l-q<1 0 se 0(1—¢q)<1
se e -
hIElJr s (p7Q75> = (1 )75 ! <1 5(1 q) 1 = (1 - Q)_6 se 0 (1 - Q) =1 (67)
— J— — =
’ 1 v 1 00 se 0(1—¢q)>1

00 se g<1l e d(l—q) >1

¢}
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Fig. 6.2: Fun¢do s(p, q,0) definida pela Eq. (6.6) para combina¢des de ¢ e §. Essa fungdo é concava para

qualquer ¢>0 apenasse 0< <1, s(0,q,0)=(1,q,0) =0 apenas se 6(1—¢) < 1, e sob esta condi¢&o,

o méximo de s(p, ¢, 8) ocorre em p' =€, valendo neste ponto s(p/, ¢, 8) = 6% [exp,y(—4)] (=99,

Para g < 2 fixo, e valores ¢'s tais que 6(1—¢) < 1, fun¢des s(p,q,d) e s(p,q,d') se encontram
em p=1/€4 [além de em p=0e p=1; caso q=2, p=1/€2=0].

Portanto, para que s(0,q,d) =0 se cumpra, como ocorre com Spg e Sq com¥ ¢ > 0, é necessério
impor a condigao §(1—¢) <1 ao funcional Sq,s sempre que ¢ < 1; satisfazendo esta condigao, s(p, ¢, 9)
tem seu maximo em p=e,°. As Figs.6.2 e 6.3 exibem o comportamento da fungao s(p, ¢,d) e da
entropia Sg,s de um sistema binario para algumas combinacoes dos parametros ¢ e 9.

Otimizando a Eq. (6.6) submetida ao vinculo de normalizacao | p; =1, concluimos que o extremo

de Sy, também ocorre para p;=1/W Vi, e neste caso:

Sas = kg [Ing W]° (6.8)
Considerando configuragoes microscépicas escalando com N de forma bastante geral:
W (N) ~ NN com: p>0, 0<y<lev>1l (vy=1= p=0) (6.9)

a entropia Sgs é extensiva para (¢,0) = (1,1) quando (p,7y) = (0,1) [classe exponencial; notar
que p>0 é inadmissivel se y=1, pois ndao ha ocupacao do espaco de fases maior do que a completa],
e caso p> 0, para (¢,0) =(1—1/p,1) quando =0 [classe lei de poténcia] e para (g,0) = (1,1/7)
quando 0<y<1 [combinagao das classes lei de poténcia e exponencial esticada).

O funcional Ss definido na Eq. (6.4) foi proposto discretamente em [10] [footnote 11 na Pag. 69]
visando uma entropia extensiva para sistemas da classe exponencial esticada, e discutido com mais
detalhes posteriormente na Ref. [2], trabalho que também introduziu a entropia de dois parame-
tros Sgs definida na Eq. (6.6). A mesma Eq. (6.4) que define S; foi descoberta independentemente
por Ubriaco [169], inspirado pelo célculo fraciondrio. Recentemente Ribeiro etal. [170,171] estu-
daram as distribui¢oes de probabilidade que otimizam Ss e Sy5 empregando outros vinculos além
da normalizacao da probabilidade, relacionando esses funcionais, e as respectivas distribuicoes, a
equagoes de Fokker-Planck nao lineares apropriadas; trabalho realizado com Sy ha alguns anos com
importantes desdobramentos [e.g., [29,123] e suas referéncias|. Acrescenta-se que diversos funci-

onais de dois parametros sdo discutidos na literatura [ou mesmo de trés [172]]. Particularmente

90 limite p— 0 de s(p, q,1) = s(p, q) diverge se ¢ <0, o que pode ser contornando excluindo estados de probabi-
lidade nula da soma na Eq. (6.2), como discutido na Ref. [10, Cap. 3]. Porém, contanto que a condigdo 6(1—¢) <1
seja respeitada, a divergéncia deixa de existir em s(p, ¢, d), ampliando as fronteiras de investigacdo de valores de ¢
negativos, ou mesmo nulo.
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Fig. 6.3: Entropia Sq,s =S¢,s(p) definida na Eq. (6.6) em fun¢do de p de um sistema bindrio. A concavidade
é perdida para combinagdes de ¢ e ¢ que violem as condi¢des reunidas na Eq. (6.12) [notar que
mesmo na regido n3o concava, p=1/2 pode ser um maximo de Sy 5(p), e.g., (¢,0) =(1.5,1.4)
e (¢,0)=1(2.0,1.4); a concavidade é perdida nos extremos p—0 e p— 1 nestes casos|.

Hanel & Thurner [173,174] obtiveram uma expressdo bastante geral S, de cujos funcionais Ss
e Sqs e também Sy e Spg| sdo casos assintGticos particulares. A préxima segdo é dedicada & and-
lise da concavidade de Sgs, e um erro a esse respeito cometido na Ref. [2] é corrigido; na seguinte, é

discutida uma possivel relacao entre S5 e a entropia de Bekenstein & Hawking de buracos negros.
6.2.1 Analise da Concavidade

Para determinar a concavidade de Sg,s, olhemos a segunda derivada da fungao s(p, ¢,d) definida a
partir da Eq. (6.6):

5 2 5

s(p,q,0) = p{lnqﬂ = %};;]’5) = g%[é—l%—qlnqp] (6.10)
donde segue que s(p,q,0) é concava [i.e., 0%s/0p? < 0] sempre que 0 < 6 < 1—qlngp [o fator
multiplicativo é positivo ou nulo V¢ > 0 e p € [0,1], podendo ser 400 nos extremos]. Por
conseguinte, a Eq.(6.6) é um funcional concavo do jogo de probabilidade {p;} mediante com-
binagado adequada dos parametros ¢ e 6. Vamos definir d(p,q) = 1 — ¢lngp. Com p € [0, 1],
temos d(p,q) € (o0,1] caso ¢ > 1 e d(p,q) € [1/(1 —¢q) > 1,1] caso 0 < ¢ < 1, em outras pa-
lavras, a derivada segunda de s(p,q,d) é negativa para qualquer p € [0,1] e Vg > 0 apenas
se 0 < § <1 [notar que o valor maximo de 0 é definido em p = 1]. Essa estratégia para de-
terminar a concavidade de Sgs a partir de s(p,q,0) é baseada no fato de que a soma de fun-
¢oes concavas é concava [e.g., 0%s(p,1,1)/0p> = —1/p < 0Vp € [0,1] = Spg é concavo; tam-
bém 92s(p,q,1)/0p>=—q/p* 1<0Vp e [0,1] e ¢>0 = S, é concavo V ¢>0]. Por tratar de forma
independente cada termo na soma (6.6), tal procedimento nao incorpora o vinculo Y p; =1, é,
portanto, neste caso, uma condigao suficiente. Imaginemos entao um sistema binario tipo Bernoulli

com p;=p e po=1— p de modo que a entropia Sgs=.5s(p) se escreva:

Sas () = ks s(p,q.0) + kg s(1—p.q,0)
A derivada segunda é:

1 0%Sys 6 [Ing1/p]’° 0 [Ing1/(1—p)°
— = - §—1+4ql
Bo 02 p Mg 0P T AT

[0 —1+qlng (1 —p)] (6.11)
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Fig. 6.4: Acima: Derivada segunda de s(p,q,d) e s(1 —p,q,0) em fungdo de p para algumas combinagdes
de q e 0 [ver Eq. (6.10)]. Abaixo: Derivada segunda de Sq,s de um sistema bindrio [cf. Eq. (6.11),

soma das curvas de cima]. Se os valores de g e J respeitarem os intervalos na Eq. (6.12), a derivada
segunda de Sq,5(p) é negativa ou nula em pe |0, 1].

Quando p = 1/2 ambos os termos da expressao (6.11) sdo iguais e a segunda derivada se anula
em 6=1—qlng1/2>1 se ¢>0. Para p#1/2 hd uma competigdo ndo muito simples entre a parte
em funcao de p; =p e aquela em funcao p, =1—p que depende dos valores de q e J; por exemplo, de
acordo com a combinacao entre g e ¢, quando p—0, logo 1—p — 1, a parte em funcao de p pode
ir a zero ou a 00, assim como a parte em funcao de 1—p, como mostra a Fig.6.4. Contudo, uma
analise cuidadosa da soma na Eq. (6.11) para d > 1, bem mais delicada nos extremos de certeza p— 0
e p— 1 do que na regido de equiprobabilidade em torno de p =1/2, acrescida do fato que cada
termo é negativo ou nulo individualmente quando 0 < <1, revela as seguintes condigoes sobre os

parametros ¢ e d para que a segunda derivada seja nao positiva em pe€ [0, 1]:

0<d<1 e ¢>0
<0 <= <1<i<1—¢qlngl/2 e 0<qg<1 (6.12)
g<6<1—gqlngl/2 e 1<qg<2

82 Sq,d
op?

Os intervalos na Eq. (6.12) estao representados na Fig. 6.5 e consistentemente nao violam a condi-
¢ao 0(1—q) <1 associada a Eq. (6.7) mais acima [esses resultados e a Fig. 6.5 devem substituir os
resultados correspondentes e a Fig. 2 do artigo [2], que estao errados].

Os intervalos na Eq. (6.12) estao associados a comportamentos distintos de Sq,s(p) no que tange ao
ponto p em que a funcao perde ou muda a concavidade. Avaliemos cada um deles separadamente.
Se 0 <0 <1, a segunda derivada é negativa ou nula V¢ >0 em pe[0,1]. Sed>1e 0<q<1,
a mudanca de concavidade de Sgs(p) ocorre, se § ultrapassar a fronteira § = 1 —¢lng1/2, na
equiprobabilidade p=1/2 [ver Figs.6.3 e 6.4, esquerdal. Ji para §>1e 1<¢<2, além de p=1/2,
surge outra fronteira em d = ¢ associada as regioes de certeza p — 0 e p — 1, de modo que se ¢
ultrapassa a bissectriz § = ¢ para a esquerda, a derivada segunda muda de sinal primeiro nesses

extremos [Fig. 6.4, centro]. Esse resultado pode ser melhor compreendido ao olharmos os limites da
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derivada segunda nas regioes de certeza p— 0 e p— 1. Olhando inicialmente os casos nos quais ¢=1

ou =1 [ignorando kg por um momentol:

—00 se ¢g=1 e 6>0
lim%: lim 6’2Sq,5_ —00 se 0<g<2 e 0=1
p—0t Op? p—1- Op? —4 se g=2 e 0=1
—q se q>2 e 0=1

Notar o valor finito dos limites quando g > 2. Para ¢=1, os limites sao sempre negativos, mas ¢
nao pode ultrapassar a fronteira de equiprobabilidade é =1+In2~ 1.7 [valor indicado na Fig. 6.5],
fronteira que nao existe quando 6 =1 [Sq; = Sy é sempre concava Vq > 0]. Agora, as demais

combinagoes entre ¢ e ¢ [mantendo alguns intervalos redundantes para facilitar a leitural:

(

—00 se 0<g<1l e §(l—¢q)<1 (
+oo se 0<g<1l e 6(1l—q)>1 —2 se gq=2 e d=q
925, —o0 se 0<g<2 e 0<0<1 —2) se ¢q=2 e 0>q
pl%rf,l_ 8p2’ = (400 se 1<g<2 e 1<d0<q —00 se ¢g>2 e 0<o<1
—00 se 1<q¢g<2 e 6d>¢q 400 se ¢>2 e 1<d<?2
—00 se q=2 e 0<oio<1 +2 se ¢g>2 e 6=2
(+00 se g=2 e 1<d<yq [ 0 se ¢>2 e 6>2

Como podemos observar, a fonteira 6 = ¢ surge porque, entre 1 < ¢ < 2, o limite s6 é negativo
caso 0 >¢q. Nestes intervalos, apesar dos limites negativos, 6 nao pode crescer muito pois encontra
a fronteira de equiprobabilidade 6 =1—¢ln, 1/2. Uma terceira fronteira existe em ¢=2, relacionada
ao valor finito dos limites. Quando ¢ >2 e § > 1, ainda ha combinagoes entre ¢ e § que tornam
—2 ¥p € |0,1], nao

apenas nos extremos| mas que nao foram incluidas na Eq. (6.12), daf o simbolo < invertido. Toda

a Eq. (6.11) nao positiva [e.g., se ¢ =0 = 2, temos, exatamente, 02Sq;/0p? =
a regido acima de g =2 deve ser excluida porque a Eq. (6.11) representa o caso particular W = 2.
Garantir que ela seja nao positiva quando os limites sao finitos, ndo garante a concavidade para
valores de W > 2, situacao em que a matriz Hessiana deve ser avaliada.

Determinar a concavidade por meio de um sistema binéario soa particular, porém o resultado
da Eq.(6.12) é mais geral. Isso ocorre porque a segunda derivada de Sgs tem comportamento
andlogo ao da Eq.(6.11) independentemente do valor de W. Vejamos um exemplo com W = 3.
Trabalhando com as varidveis pj, py e p3 =1—p; —po, a segunda derivada de Sg 5= Sqs(p1,p2) se

escreve [0;; = delta de Kronecker]:

LOQS(I,(S o
kg apz‘apj Y

“828 (plv q, 5)
op;

0%s (1 —p1 —p2,q,6)
Op;Op;

para  i,j=1,2 (6.13)
Fixando p; =0 quando ¢ =j =1 a expressao acima recupera a Eq. (6.11), e serd negativa ou nula
desde que os intervalos em (6.12) sejam respeitados. Fixando py em outro valor maior que zero,
pe =a com 0 < a <1 por exemplo, a expressao (6.13) serd simétrica em relagao a p; = (1—a)/2
e nao positiva nos intervalos da Eq. (6.12) com o fator constante 1/2 substituido por (1—a)/2.

Como Ing 1/2 > Ing[(1—a)/2] para ¢ >0, garantir que a Eq. (6.13) seja nao positiva quando ps =0
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Fig. 6.5: Espago de pardmetros da entropia Sg,s com as regides cdncavas sombreadas [cf. Eq. (6.12)]. No
ponto (g,6)=(1,1) a entropia de Boltzmann-Gibbs Spg é recuperada. A linha tracejada (¢q,6)=
(g, 1) corresponde a entropia Sy, concava V ¢ >0, e a linha (¢,d)=(1, d) corresponde a entropia S,
céncava em 0<d<1+In2~1.693. A direita da fronteira d=1—qlng 1/2, a concavidade é perdida
na equiprobabilidade p = 1/2; a esquerda de ¢ = §, a concavidade é perdida nas regides de
certeza p—0 e p— 1 [ver discussdo no texto].

significa garantir para qualquer outra escolha py = a > 0. Essa discussao se mantém inalterada
para demais valores de W > 2. Nao é suficiente, entretanto, avaliar o sinal apenas dos elementos
da diagonal i = j, a Hessiana completa deve ser considerada. Representando por d;;.A; o primeiro
termo do lado direito da Eq. (6.13) e por B o segundo [notar que B;; = B;; = B;; = B, a derivada

segunda organizada matricialmente se escreve:

A+ B B
B As + B

1 825%6 o

— 6.14
kg Op;Op; (6.14)

Restringindo ¢ e § aos intervalos da Eq. (6.12), os elementos diagonais A; + B sdo nao positivos,
e B pode ser positivo, negativo ou nulo. Para que a fungao Sys(p1,p2) seja concava, a matriz
Hessiana (6.14) deve ser negativa semidefinida [i.e., A; + B<0 e Det=(A;+B)(Ay+B)—B* > 0].
Neste caso particular com W =3, e com os parametros ¢ e § respeitando a Eq. (6.12), é relativamente
simples verificar que a matriz (6.14) é negativa semidefinida em p; € [0,1] com p;+ps < 1; a
complexidade desses calculos, contudo, aumenta significativamente com W, mesmo com a estrutura
da Hessiana se mantendo [elementos da diagonal ndo positivos e os de fora da diagonal iguais]. O
procedimento seguido entao foi avaliar a positividade numericamente para alguns valores maiores
de W. Em todos os casos considerados [até W =5], foi verificado que a respectiva matriz Hessiana é
sim negativa semidefinida, e com base nessa andlise assumiremos que o mesmo resultado se estenda
para W maior. Reforcamos que a fungao s(p,q,d) é concava ¥Vq > 0 apenas se 0 < <1, e que

o estudo que resultou nos intervalos da Eq.(6.12) foi feito com o vinculo >  p; = 1 incorporado.
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Fig. 6.6: Entropia Sq,5=S¢,5(p1,p2) [esquerda, representagdo parametrizada] e Sq,s =Sq,5(p) = Sq,s(p, 1—p)
de um sistema bindrio para ¢=0.8 fixo e trés valores de §. O estudo da concavidade realizado no
texto foi baseado em fungdes do tipo Sq,s =Sq,5(p), com o vinculo > p;=1 incorporado.

Garantir a concavidade tratando Sq,s(p1, p2, - .., pw), com py =1—p;—pa—- - -—pw_1, como fungao
de W —1 varidveis, significa, neste caso [vinculo linear, problemas equivalentes, ver [175], Cap. 4],
garantir que o extremo (6.8) é um maximo global da entropia Sy [ver comparagao entre Sq,s(p1, p2)
e Sq.5(p)=Sq.5(p, 1—p) na Fig. 6.6].

6.3 Entropia S; e Buracos Negros

Longe de discutir profundamente esse fascinante tema, que recentemente teve sua fronteira ampliada
por um de seus mais importantes contribuidores [176,177], usaremos o buraco negro como possivel
sistema fisico a ser abordado pela entropia Ss definida na Eq. (6.4).

A entropia de Boltzmann-Gibbs tem como hipdteses de aplicabilidade subjacentes correlacoes
fracas e ergodicidade. Discutir um buraco negro, sistema em que a interacao gravitacional tem papel
importante [logo, numa aproximac¢ao Newtoniana, «/d =1/3 em d =3 dimensodes espaciais, bem
dentro da regiao de longo alcance pela ilustracao da Fig. 3.1, Pdg. 22|, partindo desses pressupostos
gerais, pode eventualmente nao ser adequado do ponto de vista termodinamico. Com efeito, o
notével resultado de Bekenstein & Hawking [178-180] [Eq. (6.17) abaixo] revelou que a entropia
de um buraco negro tem a caracteristica peculiar de ser proporcional a area da superficie, no
lugar do volume encerrado’, bastante diferente, segundo Carlip [185], do comportamento extensivo
observado na termodinamica convencional. E importante sublinhar que nao ha motivo para duvidar
da exatidao deste resultado, quer dizer, a entropia de Boltzmann-Gibbs de um buraco negro é de
fato proporcional a area, como diversos calculos, empregando diversos métodos independentes, ao
longo dos tltimos 40 anos tém confirmado [185,186]. A discuss@o é se essa entropia deve ser
encarada como a entropia termodinamica do sistema — os resultados de Bekenstein & Hawking
sao resultados estabelecidos.

Pressupondo equiprobabilidade, uma entropia proporcional a drea de um sistema d-dimensional

derivada do funcional aditivo Spg significa essencialmente que In W oc L4~ (d>2). O sistema se

IDefinir o volume de um buraco negro é tarefa nao trivial; ver, por exemplo, os trabalhos [181-184] com propostas
recentes a respeito deste tema.
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insere entao na classe de correlagao definida pela Eq. (6.9), de modo que W =W (L) pode ser escrito

Ccomao:
W (L) ~ ¢ (L)v="" com: Ing(L) /L% <1 quando L — oo

Portanto, a entropia Ss =515 com § =1/y=d/(d—1) é extensiva neste caso. Também, decorre
da Eq. (6.5) que:

So=d/a-1) _ [@ (6.15)

d/(d—1)
ks ki }

resultado que pode ser conectado com a entropia de Bekenstein-Hawking Sgy. Efetivamente, ao

assumirmos que Sgy reflete configuragoes equiprovaveis, a expressao anterior para d=3 fornece:

Socsyz _ [ Son )™ (.10
kg kg '
em que:
kg A kg A
= B0 BB Ay (Entropia de Bekenstein & Hawking) (6.17)

o = T EnE T 1R

Ay representa a drea do horizonte de eventos, e £, = /Gh/c3 ~ 1.6 x 107 m, o comprimento
de Planck. Aqui cabe sublinhar outro ponto¥: se o buraco negro for considerado um genuino
sistema bidimensional, i.e., com d = 2 dimensoes espaciais, fisicamente identificado apenas com
a superficie do horizonte de eventos, o resultado da Eq. (6.17) é extensivo e deve ser reconhecido
como a entropia termodinamica do sistema. Pelo prisma termodinamico entao, nao ha nada de
peculiar [185], intrigante [188], incomum [189] ou misterioso [190] em Spy neste caso, e, estritamente,
nao estarfamos lidando com um problema tipico de lei da drea [153]. No entanto, se o buraco negro
for visto como tridimensional — uma abordagem possivel, dado que o espaco-tempo subjacente é
D-dimensional, com D=d+1=3+1, e o provavel corpo que lhe deu origem era d=3-dimensional,
uma estrela por exemplo —, o resultado extensivo é obtido pela entropia nao aditiva Ss com §=3/2
como mostra a Eq. (6.16), e ndo pela expressao de Bekenstein & Hawking (6.17).

Podemos relacionar a discussao acima com a da Sec. 3.3, Pag.20. Sabendo que em um buraco
negro de Schwarzschild (3+1)-dimensional a energia depende linearmente da massa My, a qual, por
sua vez, escala com o comprimento L [0 buraco negro de Schwarzschild é neutro e com momento
angular nulo, sem cabelo mesmo; o raio de Schwarzschild vale rs=2G My, /c?, e a drea do horizonte,
Ay =47r?], temos, pela Eq. (3.9):

e=0+d=1= 0=1-4d (6.18)

YPonto levantado por um dos Referees de [2]: “Area of a cross section of event horizon represents a state of the
black hole at an instant of time (in a suitable coordinate system, valid on the horizon), then it is quite natural to
consider black holes as 2 + 1 dimensional system. In fact, there are several ideas like holography etc which supports
this idea, and then the apparent paradox discussed in this manuscript simply does not exist”. T. Padmanabhan é
autor de trabalhos que tentam entender a origem microscopica da dependéncia com a drea da entropia de um buraco
negro. Particularmente na Ref. [187], é estudado como a dependéncia da entropia de um gés muda do volume a drea
a medida que o géds se aproxima do horizonte. A ele, essa questao nao é muito natural.



6. Aplicacoes Recentes de Entropias Nao Aditivas 95

Tratando o buraco negro como um genuino sistema bidimensional (d =2), vem § =1—-2 = —1,
recuperando precisamente o escalamento da temperatura de Hawking Ty [mp, = \/hc/G =~ 2.2 X
1078 K¢ é a massa de Planck, e T, =mpc?/kg~1.4x10%2 K a temperatura de Planck]:

1 ket T omy 1 1

= ke SnGMe St Mo - T tura de Hawki 6.19
kg 8mG My, 81 My, > My, I (Temperatura de Hawking) ( )

Th
Neste caso, a entropia Sgy, a temperatura Ty e a energia acomodam-se, respectivamente, nos ramos
extensivo, pseudo intensivo e pseudo extensivo da Fig.3.1. Agora, considerando o buraco negro
tridimensional (d=3), vem, pela Eq. (6.18), § =1—-3=—2, e a temperatura nao escala da mesma
maneira que a temperatura de Hawking Ty, mas sim como T'oc1/M3,. Como a entropia Sgy é nao
extensiva, a classificacao da Fig. 3.1 baseada em argumentos termodinamicos nao é mais aplicavel.
Porém, adotando Ss—3/2 no lugar de Sgy, a extensividade é recuperada e a classificacao da Fig. 3.1
¢ novamente valida, com a entropia S;—3/2 € a temperatura’ caindo nos mesmos ramos de Sgg e T
de um buraco negro visto como um objeto com d =2 dimensoes. A mesma discussao poderia ser
repetida para um buraco negro (2-+1)-dimensional, cuja entropia Spg escala linearmente e a energia
quadraticamente com o horizonte, que é d = 1-dimensional [e.g., Carlip [191], Cap. 12]; portanto,
da Eq. (6.18) resulta # =2—d. Interpretando esse sistema como bidimensional (d=2), a entropia Sgg
¢ nao extensiva, trabalharfamos entdo com a Eq. (6.15) com o valor especifico 6 =d/(d—1) =2 a
fim de recuperar a extensividade [discussao completa em [2]]. Contudo, d =2 viola os intervalos de
concavidade da Eq. (6.12), impedindo, em principio, o emprego de Ss para caracterizar a entropia
desse sistema, embora haja margem para se ir além nesta questao [192].

A ideia de discutir a entropia de um buraco negro (3+1)-dimensional por meio de S5, com 6 =3/2
como mostra a Eq. (6.16), foi aplicada por Komatsu & Kimura [193] em um cendrio cosmoldgico
conhecido como cosmologia entrépica — modelo no qual o horizonte do universo tem entropia e tem-
peratura, e o horizonte de eventos da lugar ao horizonte de Hubble na Eq. (6.17). Anélise analoga
ja vinha sendo desenvolvida com a entropia de Bekenstein & Hawking, com possiveis implicagoes
na expansao acelerada do universo, mas deve ser observado que a natureza fisica do horizonte de
eventos de um buraco negro nao ¢ a mesma do horizonte de Hubble. Esses autores produziram
uma série de trabalhos sobre esse tema, ver a Ref. [194] e suas citagbes para os mais recentes des-
dobramentos. Reforcamos, por fim, que a conexao entre Ss e Sgy foi realizada assumindo que o
resultado de Bekenstein & Hawking (6.17) reflete configuragoes microscépicas equiprovéveis [como
se depreende, e.g., ja no abstract de [179]]. A relevancia desta hip6tese pode ser percebida ao consi-
derarmos que a mesma hipdtese aplicada a cadeia quantica da Sec. 4.14.1 resulta em um valor de ¢
distinto — e errado — daquele visto na Eq. (4.18), Pag. 67 [resulta em ¢=1—3/¢, como discutido
na Ref. [33]].

YTalvez a forma mais simpléria de “derivar” Ty seja expressar Spp em funcdo da massa, Spy = kgdm|[ My, /mp)?, e
escrever a primeira lei como dE=c2dM =T4dS; logo ¢?/T=085/9M, donde segue a temperatura de Hawking (6.19):
Ty = Tymy/[8TMyn]. Repetindo este procedimento com Ss, a Eq. (6.16) se escreve Sz/o = kp[47]3/2[Myn /mp)3,
e a versdo andloga da temperatura Ty é: T = Tp/[3(47)%/?][mp/Mpn]? = [8/7/3]T3/Ty. Coloquemos niimeros.
Considerando um buraco negro de massa solar, My, = My ~ 2x 1039 Kg, vem T ~ 6 x 1078 K, que é um valor
bastante pequeno; porém, a temperatura associada a Sz/, ¢ ainda menor: T~ 10746 K. Este valor extremamente
pequeno de T é um indicativo de que esta analogia deve ser olhada com cautela.
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6.4 Entropia S; e Altas Energias

A percepcao de que a mecanica estatistica nao extensiva poderia ser ttil em fisica de particulas
elementares surgiu ja na década de 1990 [195,196] e foi impulsionada com o trabalho de Bediaga,
Curado & Miranda [197], imediatamente seguido de outros [198-200]. Inspirando-se em ideias
desenvolvidas principalmente por Hagedorn [201-204], baseadas naturalmente na termoestatistica
de Boltzmann-Gibbs [década de 1960], Bediaga etal. reproduziram as distribui¢bes de momento
transverso que se afastavam do comportamento exponencial Boltzmanniano empregando S; no
lugar de Spg. Essa extensao do modelo original de Hagedorn culminou com os resultados recentes
do LHC, quando foi verificado que o acordo com dados experimentais estendia-se por 14 décadas
[Fig. 6.7 a seguir].

Negligenciando a estatistica quantica e assumindo potencial quimico nulo, a abordagem de
Hagedorn em sua formulacao mais simples tem como um de seus elementos uma secao de cho-

que diferencial invariante de particula tinica da seguinte forma:

gL pEN AV _pe E/ksTo (Invariant Yield) (6.20)
dp3 dp3 (27h)

E, a energia, e p = |p|, 0 momento, sdao componentes do quadrivetor (E/c,p) tal que m2¢? =
(E/c)? —p? é a massa de repouso [c é a velocidade da luz]; v é o coeficiente de degenerescéncia
[de spin por exemplo], V' é volume da regiao de interagao [volume da fonte| e T é conhecida como
temperatura de Hagedorn [205]. Em colisdes suficientemente energéticas, forma-se uma regiao densa
e quente que atinge por um curto periodo o equilibrio térmico antes de explodir [ou decair|, podendo
originar milhares de particulas. Essa gota ou carogo [drop, lump]| de matéria elementar foi chamada
por Hagedorn de fireball, o qual, para além do nome, funcionou como conceito simplificador chave de
sua teoria. A temperatura Ty independe da energia e foi interpretada como temperatura tltima da
matéria, com valor estimado da ordem da massa do pion, kgTy~m,c?~160 MeV, mas atualmente
¢ associada ao desconfinamento dos quarks, origem do plasma de quarks e glionsY. A teoria de
Hagedorn contém outros elementos e seu amadurecimento até o que ficou conhecido como statistical
bootstrap model se deu ao longo de vérios trabalhos [review do autor [204]]. Em muitos aspectos
¢ um formalismo macroscépico, que nao envolve uma descricao microscopica precisa da interacao
ou dos constituintes do sistema, aplicavel tanto em colisdes de particulas [e.g., préton-préton=pp]
quanto de fons pesados [e.g., niicleos de chumbo, ouro].

Retomando a Eq. (6.20), o momento das particulas produzidas na colisao é usualmente decom-
posto em uma componente paralela ao feixe, componente longitudinal p;, e em outra no plano
perpendicular a diregdo do feixe, componente transversa p;, de modo que p = |p| = \/m
le.g., [207], Caps.5 e 8, [210], Caps.2 e 3, ou [208]]. Introduzindo o angulo azimutal ¢, medido

ao redor do eixo do feixe [no plano que contém py], o elemento de volume neste sistema cilindrico

Y0 mais recente review do PDG [206] tabela a massa dos mésons carregados e neutro como (Mmy+,myo) =
(139.57,134.98) MeV /c?, e resultados tedricos indicam como temperatura de desconfinamento valores da ordem
de kT ~ 170 MeV, ou T ~ 2x 102 K [207,208]. Quando Hagedorn iniciou o desenvolvimento de seu modelo, a
existéncia dos quarks e a cromodinamica nao eram temas estabelecidos. O trabalho original foi publicado em 1965
na Nuovo Cimento, Suppl. Vol. 3, Pags. 147-186 [artigo destacado como Citation Classic na Current Contents [209]
em 1984]. Esse artigo ndo estd disponivel online, mas um report de mesmo titulo pode ser acessado no CERN
Document Server [201], possivelmente a versdo enviado ao jornal. Outros trabalhos de Hagedorn estao disponiveis
neste sitio [URL: http://cds.cern.ch], alguns publicados “apenas” como notas técnicas [reports] do CERN.
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fica d3p=d?p,dp, =p+dprdedp,, ou, assumindo isotropia na producao azimutal, d*p=_27p,dp,dp;.
E ttil também substituir a componente longitudinal p, pela rapidity. A rapidity y é uma quantidade

adimensional definida por:

1 E E = \/p2c? + m2c* cosh
y=—=In [ﬂ] = ’ Y = cdp, = Ercoshydy = Edy (6.21)

2 E —p.c pL = /P2 + m2c? sinhy
Trabalhando com ¢ explicito, cabe definir E; = /p2c? + m2ct, que corresponde a familiar massa

transversa m, quando c=1 e representa a energia da particula quando p, =y =0, ¢.e., quando p=p=.
Apés uma integracao sobre ¢, o invariant yield (6.20) em termos da rapidity entao fica [escre-

vendo f=1/kgTy para encurtar:

3N 3N c d3N 3N E d2N ¢ d2N vV pe—BE

dp? d?p.dp;, pr dprdyde dp3 27py dprdpy, 27pr dprdy (27Th>3

Uma nova integragao fornece a distribuicao de momento transverso:

+o0 +oo

1 dN 7V / —BE _1 2V / _BE 1 29V
B dp.e = dy ke == E. K, (BE,) (6.2
27TpT de (27Th)3 p Is (27771)3 Y c (277%)3 1 (/8 ) ( )

—00 —0o0

Nesta equagao, K;(z) representa a fungao modificada de Bessel de segunda espécie de ordem n=1,

também chamada de funcao modificada de Hankel:

o _ _ 4n? — 1
Ky (x) :/ dy cosh (ny) e zeoshy 1/16 v {1 oy O(x?) +---| (6.23)
0 2z 8w
mais a direita temos a expansao assintética véalida para x grande [Cap. 14 de [211], por exem-
plo]. No regime em que fE; = +/p2c?+m2c* = fprc > 1, retendo apenas o primeiro termo na
expansao (6.23), obtemos da Eq. (6.22):

1 dN 1 2vV 1 27V TP 3 12 — knT
= — E. K FE) ~ — e PrC e pTC/ BL0
2rprdpr ¢ (27h)? " 1 (BE:) c(2rhy \ 28 b

que mostra que a distribuicao de momento transverso deve decair exponencialmente. Tal compor-
tamento é realmente observado em colisdes com energia de centro de massa’ menor ou da ordem
de 2/s~ 10GeV [198,213], mas deixa de o ser a energias maiores. Essa discordancia foi perce-
bida hd muitos anos [Cap. 6 de [213]; [214] e referéncias] e algumas vezes contornada por meio de
férmulas empiricas ou semiempiricas sem sustentacao termoestatistica firme. Expressao empirica,
notou-se [203,215], que se adéqua particularmente bem aos dados em larga faixa de valores de py

é a lei de poténcia (1 + py)~", ou seja, uma g-exponencial.

YNa colisdo de duas particulas de quadrimomento (E;/c, p;) o invariante de Mandelstam c2s=(FEy/c + Ey/c)? —
(p1 + p2)? quantifica o contetido energético da reagao. No referencial em que p;+pz = 0 [centro de massa ou
centro de momento|, ¢2\/s=(E;+F>) é a energia total, chamada energia de centro de massa, e representa a energia
disponivel para formar novas particulas por exemplo. Aqui, sdo analisados dados com energia de centro de massa
até c2,/s=7TeV="T7x1012 eV, provenientes do Run 1 (2008-2013) do LHC, que alcangou c?,/s=8 TeV. Atualmente,
ap6s o Long Shutdown 1 (2013-2015), estéd em andamento o Run 2, e o LHC opera até a energia maxima de c?/s=
13 TeV [informagoes colhidas em [212] e http://press. cern/backgrounders/lhc-season-2-facts-figures].
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O trabalho de Bediaga etal. [197], e também o de Beck [198], consistiu, em grande sintese,
na repetigao dos passos do pardgrafo anterior substituindo a exponencial na Eq. (6.20) por uma
g-exponencial elevada a poténcia ¢ — consequentemente uma lei de poténcia naturalmente emerge
como distribuicao de momento transverso. A razao pela qual foi usada uma g-exponencial elevada
a q esta ligada a media de escort como vinculo de otimizacao da entropia. Embora muitos autores
continuem trabalhando assim [216-220], outros abandonaram a poténcia g e empregaram apenas
a g-exponencial [214,221-224], caminho que seguiremos logo adiante. Cabe aqui comentarios adi-
cionais. Principalmente apds o trabalho de Plastino et al. [28], discute-se a equivaléncia, mediante
redefini¢ao simples de parametros [e.g., ¢— 1/q], entre as distintas maneiras de impor os vinculos no
procedimento de otimizagao de S; [uma dessas maneiras foi esbogada na Sec. 1.1.1, Pag. 5. Ambas
as alternativas portanto, g-exponencial pura ou g-exponencial poténcia ¢, podem, em principio, ser
justificadas na estrutura da mecanica estatistica nao extensiva. Essa equivaléncia de forma alguma
descarta a importancia da média de escort na formulacao geral da teoria, e nem em exemplos espe-
cificos, como revela a andlise da g-kurtosis na Sec. 4.7, Pag. 43 [referéncias importantes sobre esta
questao sao [27,28] e a Sec. 3.6 de [10]; ver também [216] e suas citagoes].

Trocando a exponencial pela g-exponencial na Eq. (6.20), vem:

>N c AN 9V

_ _ —E/ksT
dp? 2rpe dpedy  (27h)?

E Ee, (6.24)

Os resultados experimentais analisados sao limitados a uma janela de rapidity estreita em torno
de y~0. Alguns trabalhos tedricos [216-219,222] adotam y=0 como aproximagao para descrever
esses dados, logo = E; cosh y= E; neste caso. Outra abordagem ¢ considerar a distribuicao de p;
independente da distribuicao de rapidity, dN/dy, que é aproximadamente constante na regiao cen-
tral [208,218,225,226]. Trabalhos que seguem essa estratégia [221,223,227] reescrevem a Eq. (6.24)

como [C' é constante]:

1
E; 1 1—q

d3N ¢ d2N dNe—ET/k:BT_ dN
B kgT

E = = C— C— [1-(1-
dp3  27p, dp,dy dy * dy { 1=

(6.25)

que é essencialmente a parametrizacao de Tsallis no jargao de grandes colaboragoes experimen-

tais [228-230]. Vamos agrupar o pré-fator da Eq.(6.25) na constante A = CdN/dy e escrever:

d3N c d2N —E./kgT
Eir = 2mprdpay ~ kel o By = RETmEA e m=m,  (626)

A Eq. (6.26) acima foi a escolhida como funcao de ajuste e o resultado é apresentado na Fig.6.7, o
acordo com os dados experimentais impressiona [da ordem de 14 décadas, para CMS 7TeV]. Os
parametros de ajuste foram A, ¢ e T', seus valores estao reunidos na Tab. 6.2; notar, entretanto, que
uma vez fixados g e T, a constante A=A(q,T,y~0)=A(q,T) fica determinada pela normalizagao
da distribuicao, restando efetivamente dois parametros livres. A massa m inserida em E. foi a do
pion carregado, arredondada para m, =140 MeV /c? [206], na linha de outros’ trabalhos [198,214,
219,221, 229, 232].

YParticular referéncia a este respeito é o artigo da CMS [231], que aborda dificuldades técnicas envolvidas na
identificacdo das particulas [um trecho: “(...)pions and kaons cannot be unambiguously distinguished at higher
momenta (...)"].
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Fig. 6.7: Acima: Sec3o de choque diferencial invariante em fun¢cdo do momento transverso p; de ha-
drons produzidos em colisGes pp. Pontos sao dados experimentais na regido central y =~ 0; li-
nhas cheias s3o ajustes com a Eq.(6.26). A massa usada em E; = \/p2c? + m2c? foi a do
pion m; = 0.14GeV/c?. Para melhorar a visualizagdo, dados e curvas analiticas foram dividi-
dos pelo fator constante indicado. A linha tracejada é o limite ¢ — 1 da Eq. (6.26) e ilustra a
discordancia entre curva e dados experimentais para p; grande quando uma descricdo similar é
elaborada com a termoestatistica de Boltzmann-Gibbs. Abaixo: Mesmos resultados represen-
tados na forma dados/ajuste em que um comportamento oscilatério pode ser percebido [mais

detalhes no texto]. Incertezas de diferentes origens [sistemdtica, estatistica] foram combinadas
quadraticamente. Dados retirados de [232, ALICE], [233, CMS] e [234, ATLAS], ver Tab.6.2.

Com respeito a parte superior da Fig. 6.7, o parametro ¢ permanece em torno de g~ 1.1, em-
bora haja um ténue crescimento com a energia do centro de massa c¢2y/s. Esse crescimento vai

ao encontro de resultados semianaliticos que indicam um valor limite de ¢ atingido a energias
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extremamente altas, possivelmente perto de ¢ = 1.2 [198,223]. Em todos os caso analisados, o
ajuste fornece uma temperatura 1" aproximadamente de kg7 = 0.13 GeV, valor comparavel a massa
do pion m,c?=0.14 GeV [notar que chamamos o parametro T' de temperatura, chamé-lo de tem-
peratura efetiva pode vir a ser mais apropriado, conforme discussao e referéncias na Sec4.6.1,
Pag.39]. A linha tracejada, associada a ¢=1, i.e., uma exponencial tradicional de E,/kgT, revela
o quao discrepante é a presente andlise de uma analise analoga por meio da mecanica estatistica de
Boltzmann-Gibbs quando p; é suficientemente grande. Mais a frente, discutiremos a parte inferior
da figura, na qual estao representados os mesmos resultados da parte superior na forma dados
experimentais divididos pelo ajuste. Antes, avaliemos rapidamente um detalhe técnico.

A Fig. 6.7 contém dados das colaboragoes do LHC ALICE [232], CMS [233] e ATLAS [234]. No
tocante a colaboracao ATLAS, os dados reportados envolvem a pseudorapidity n e nao a rapidity y.
Especificamente, as colaboragoes ALICE e CMS realizaram medigdes relacionadas a d?N/dp.dy,
enquanto a ATLAS trabalhou com d2N/dp.dn. Por este motivo, a seguinte transformagcao entre 7

e y fol necessaria [210,229]:

© F2cosh?y dpedy  E dp.dy

nzlln {p—l—pL] _)p = pTC'oshn :> d2N _ m2c¢t  d:N  ¢p d2N
2 D— P p, = prsinhn dp.dn

Unificando esta transformagao com a Eq. (6.26), vem:

BN N E &N R,
‘ ‘ _ Ae; Br/keT (6.27)

E = = — =
dp? 2mpr dprdy 27pr cp dprdn

Portanto, a fim de exibir adequadamente todos os resultados no mesmo grafico, os dados da colabo-
ragao ATLAS foram multiplicados pela razao E/cp. Contudo, assumimos y =0 nesta multiplicacao,
resultando em FE/cp = Ey/cpy = 1 ja para valores de p; logo acima de p, =1GeV/c [da fato, fi-
xando m=m, e pp =1GeV /¢, segue E;/cpr~1.01; notar também que, quando p>>mec= E ~cp,
temos, olhando a Eq. (6.21), y~n|, de modo que a transformagao redundou numa diferenga pequena
[quase imperceptivel no grafico se pr >1GeV /e, na escala usada).

Na parte inferior da Fig.6.7 os resultados sdo representados na forma dados/ajuste e, exami-
nando atentamente, é possivel notar uma oscilagao periddica sobreposta ao comportamento em lei
de poténcia principal da Eq. (6.26). Esse resultado merece destaque pelas ligagoes que suscita. Com
efeito, como a abscissa é logaritmica, a oscilagao é uma oscilagao log-periddica, sugerindo algum
tipo de estrutura hierdrquica fractal no sistema de quarks e glions onde os hadrons detectados
foram produzidos [235-237]. Ao considerarmos que a associagao entre fractais e a mecanica esta-
tistica nao extensiva é notéria desde sua origem, e que o conceito de autossimilaridade — uma das
assinaturas de estruturas fractais — esta contido na definicao recursiva de fireball concebida por
Hagedorn, emerge um quadro coerente que pode motivar novas investigacoes. Alguns estudos nesta
direcao ja existem. Por exemplo, as oscilagoes log-periddicas foram preliminarmente discutidas
nas Refs. [238,239], trabalhos em que os autores foram capazes de reproduzi-las analiticamente ba-

sicamente permitindo que o indice ¢ na Eq. (6.26) assumisse valores complexos. Mais recentemente,
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Deppman [240] foi além, introduzindo a ideia de termofractal’.

A principal motivagao que levou a escolha da Eq. (6.26) como funcdo de ajuste foi a busca da
mais simples expressao em conformidade com a termoestatistica nao extensiva capaz de descrever
os dados na mais ampla faixa de valores de py. Como ficard mais claro a seguir, essa escolha per-
mite uma interpretagao simples em termos de um sistema relativistico bidimensional. A Eq. (6.26)
é exatamente a mesma empregada nos™ artigos [6-8]. Pela possivel interpretacio simples que dela
decorre e pela visao simplificadora subjacente, essa abordagem foi classificada como uma descrigao
mecanico-estatistica no-hair nestes trabalhos. Por tratar de tema investigado por inimeras equipes
tedricas e experimentais, é importante destacar a expressao empregada em virtude da variabilidade
de alternativas encontradas na literatura [e da variabilidade de denominagdes também: parametri-
zacao de Tsallis, Pareto, Lévy, Hagedorn modificada e outras mais|. Ainda que algumas dessas
alternativas sejam muito préximas uma das outras [e.g., substituir £, — Er—m na Eq. (6.26)], com
diferencas minimas no perfil da fungao, outras sdo mais complexas [e.g., envolvem a integracao
sobre a janela de 1 ou yl, e o leitor deve consultar a cole¢ao de referéncias citadas nesta se¢ao a fim
de avaliar as implicacoes fisicas de cada uma delas.

Diante do bom acordo com os dados experimentais exibido na Fig. 6.7, podemos tentar buscar
uma maneira de interpretar a Eq. (6.26) mantendo o espirito no-hair comentado acima. O nimero
de particulas N vem da integracao da secao de choque diferencial sobre a rapidity y e sobre o

momento transverso pr:

vt 2N o YT e —E./kgT
N:/ dy/de = _/ dy/depTA(qu,y) ey Fr/ke
v Joo dpedy e - T o

Assumindo uma janela de rapidity dy =y* —y~ estreita em torno de y~0 tal que a dependéncia
em y de p; possa ser desprezada e toda a dependéncia de y esteja incluida em A(q, T, y), a equagao

anterior se escreve:

+

< dN 0 _ 2 y
N [t~ e P om0 =T [ary e 629
0 dp- 0 c J -

Y

Essa aproximacao seria exata caso fosse possivel realizar medicoes precisamente com y=0. Notar

YSobre a associacio entre S, e fractais, do abstract de [9]: “With the use of a quantity normally scaled in
multifractals, a generalized form is postulated for entropy, namely (...)” e segue a Eq. (6.2). Ver também [10], vérias
secoes. Sobre a defini¢ao recursiva de fireball, da Pag. 1336 de [202]: “A fireball is » a statistical equilibrium of an
undetermined number of all kinds of fireballs, each of which, in turn, is considered to be [voltar a »]”. O termo fireball
surge na literatura representando quantidades mais ou menos relacionadas entre si. Por exemplo, em [241] fireball
é a combinagao dos nucleons mutuamente arrancados do nicleo alvo e do projétil na colisao de ions pesados. Em
raios cdsmicos [242], é visto como o produto intermedidria da colisdo, sendo algumas vezes batizado [e.g., mirim, agu;
centauru, chiron — gragas a Lattes|; neste contexto, o Prof. Chung, na Pdg. 13 de seu livro [243], usa literalmente bola-
de-fogo. Contudo, embora relacionado a esses outros, o fireball imaginado por Hagedorn é particular pelo conceito
de autossimilaridade, propriedade que teve papel importante no subsequente desenvolvimento de seu modelo [204].
Aqui nesta secao estamos empregando rudimentos da teoria de Hagedorn. Autor que tem se dedicado a reconstrui-la,
trocando, em seus fundamentos, Boltzmann-Gibbs por Tsallis, é A. Deppman [218,219, 240, 244, 245], seguramente
0 maior especialista neste tema trabalhando no Brasil.

H Artigos elaborados em conjunto com uma dupla de especialistas em fisica de altas energias, C.-Y. Wong & G. Wilk
[Wong é o autor de [210]]. Neles, em continuidade a estudos prévios da mesma dupla [214,221], h4 uma discussao
ambiciosa almejando derivar a Eq. (6.26) por principios mais fundamentais apoiada em técnicas de cromodinamica
perturbativa (pQCD). Esta anédlise nao serd abordada aqui, remetemos o leitor a esses 5 artigos, especialmente os 2
na PRD [6,214].
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também que, pela Eq.(6.21), y ~ 0 significa ou que E ~ E; =~ cpy > c|p.|, ou que os dados
experimentais estao restritos a |p,|~0; a aproximacao deve ser vista como resultado desta segunda
alternativa¥.

Agora, consideremos a densidade de estados de particula tinica w(e) de um sistema d-dimensional

nao interagente com espectro de energia relativistico:

Vo ord? -
e = Vm2A 4+ p2 = w(e) = i ™ [2_m204}d/2 16

(2rhe)? T(d/2)

Representando por f(e) a fungao distribuigao do estado com energia e e assumindo um tnico tipo de

particula de massa m, o numero /N pode ser expresso como uma integral sobre as energia permitidas:

N = /w(e)f(e) de (6.29)
Mudando a descrigao da energia ¢ para o momento p e considerando d=2, vem:

p /2 L, o
w(e)de = w(p)dp = w(p) = w(e (p));l_p — (;:;)d I“Q(d/g) ! d= %p

O numero de particulas entao se escreve:

N = [ pwm)rew) = 205 [apiew) « [ dprew)
0 (2mh)* Jo 0

Identificando p=py e f(€) = f(Ey) =expy[—E+/ksT| no resultado acima, essa abordagem simples,
baseada em um sistema relativistico bidimensional, recupera o comportamento da Eq. (6.28). Esses
passos sao tipicos do ensemble grande canodnico tradicional aplicado a um gés ideal quantico™, e
proximos dos seguidos por Beck em [198]. Generalizar o ensemble grande canonico é tarefa nao
trivial, sobretudo, vale lembrar, porque a g-exponencial nao se fatora [i.e., eg*b;«éef} eg]. Beck
contornou essa dificuldade postulando uma ¢-fatoracdo da probabilidade conjunta de um sistema
de N particulas independentes [0 que resultou na Eq. (15) da Ref. [198]]. Uma maneira conceitual de
acomodar essa hipdtese é pensar a la Kittel & Kromer [246], Cap. 6, e encarar o estado energético €
[orbital] como o sistema e os demais estados como parte do reservatdrio, que seria responsavel por
induzir no estado ¢ uma distribuigao g-exponencial da forma f(e) =exp,[—¢/kpT]. A qualidade do
ajuste oferecido pela Eq. (6.26) indica que este tratamento no-hair pode servir de alicerce sobre o
qual modelos sofisticados podem ser construidos.

Os resultados desta sec@o reforcam a ideia pioneira de Bediaga, Curado & Miranda [197] e a

YAcerca do efeito da largura da janela dy sobre a distribuicio de massa transversa, dN/dmym, = dN/dp;p,
para c=1, ver Sec.8.1 de Letessier & Rafelski [207] e referéncias.

HExplicitamente, seguindo Salinas [14, Caps. 8 e 9], considerando apenas uma classe de particulas [bésons ou fér-
mions], temos: definindo z =exp[—B(ex—u)], a grande fungio de partigio se escreve Z=[], > xp =[], [1 & z;]**
[+ férmions, — bdésons]; a exponencial ser fatordvel é essencial para alcangar este resultado. Continuando.
Logaritmo: InZ==+) In[l £ z;]; ocupagdo média: f = zx0InZ/0x, = xx/[l £ xx], ou, restituindo e,
fe=f(ex)=1/lexp[B(ex—pu)] £ 1], que é a distribuicdo de Fermi-Dirac ou Bose-Einstein. Finalmente, nimero de
particulas: N=(N)=>" f(ex) = [w(e) f(e) de, que é a Eq. (6.29) do texto. Notar também que, para =0 e fe>>1,
vem f(e) = exp[—f¢], donde segue a Eq.(6.20), pois, em d = 3, w(p)dp = adrp?dp = ad3p com a = yV/(27h)3

[0(3/2)=/7/2]
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Tab. 6.2: Pardmetros dos ajustes com a Eq.(6.26) que produziram as curvas da Fig.6.7.
Os dados foram retirados dos artigos indicados e podem ser acessados de
modo razoavelmente facilitado no The Durham High Energy Physics Database
[URL: http://hepdata.cedar.ac.uk]. Os dados da colaboragdo ATLAS foram
modificados de acordo com a transformagdo indicada na Eq. (6.27).

Detector | /s Dr A q kT Referéncia
[TeV] [GeV/(] [GeV—2¢?] [GeV]
ATLAS | 09 | 0.50 < pr <20.0 32 1.125 | 0.126 [234] Fig.7 (a)
ATLAS | 7 | 0.50 < py < 50.0 43 1.151 | 0.129 | [234] Fig. 7 (c)
CMS 09 |0.40 <pp, <372 30 1.127 | 0.126 [233] Fig.5 (a)
CMS 7 1040 < py < 201.2 38 1.150 | 0.132 | [233] Fig.5 (b)
ALICE | 0.9 0.15 < py < 10.0 35 1.127 | 0.126 | [232] Fig. 3 Direita

’ ATLAS = A Toroidal LHC Apparatus | CMS = Compact Muon Solenoid | ALICE = A Large lon Collider Experiment ‘

pertinéncia de uma conexao entre a cromodinamica e a termoestatistica nao extensiva ja sugerida

por Walton & Rafelski [247]. O comportamento dos dados experimentais permite deduzir que

o cenario de Hagedorn permanece fundamentalmente valido, com a excecao de que, a energias

suficientemente altas, as particulas detectadas nao sao provenientes de uma regiao de equilibrio

ou quase equilibrio térmico no sentido tradicional, mas possivelmente de algum tipo de estado

estacionario associado a otimizacao da entropia Sy.


http://hepdata.cedar.ac.uk

Capitulo 7

Comentarios Finais

Ao lado da Mecanica Quantica, a Mecanica Estatistica é uma teoria cujo desenvolvimento possivel-
mente nunca termine. A analise de seus fundamentos é tema recorrente em periddicos especializados,
e mesmo questoes concretas aparentemente estabelecidas, ressurgem, como mostra o recente debate
de folego em torno da possibilidade de temperaturas negativas [248-252]. Debate baseado em ... na
propria definicao da entropia Spq, 0 mais fundamental conceito mecanico-estatistico e um dos mais
sutis conceitos cientificos. Isso se reflete até em aspectos comezinhos, como a letra que designa a
energia de Helmholtz ou a fungao de particdo: F' e Z para Salinas [14], A e @) para Huang [70],
para ficar em textos consagrados ja citados. Provavelmente a Mecanica Estatistica jamais receba o
epiteto de cldssica, nao em antagonismo ao que é quantico, mas no sentido de ser fechada, completa,
como talvez possa ser encarada a Mecanica de Newton e o Eletromagnetismo de Maxwell, teoria
em que B nem precisa ser explicitamente nomeado, por mais vaga que seja a relacao entre simbolo
e grandeza fisica a ele associada. Nao ha motivo, portanto, para esperar outro fim a teoria que
almeja generalizar uma teoria em permanente construcao, e esse é o papel da Mecanica Estatistica
Nao Extensiva.

Quando lancar mao de uma termoestatistica generalizada? Esta é uma pergunta importante
e que, esperamos, o presente trabalho em alguma medida ajudou a responder. Nao devemos,
adaptando a imagem de Baranger [253], buscar aplicd-la em regimes ou sistemas sob o farol de
Boltzmann-Gibbs, devemos olhar os locais escuros. Tomemos como exemplo-biissola o mapa logis-
tico, um dos sistemas mais simples para o qual a mecanica estatistica nao extensiva tem se mostrado
util [10,22-26]. Nao va a regiao regular, tampouco a cadtica, olhe o ponto de Feigenbaum, associ-
ado ao limiar do caos. Analisamos aqui nesta tese, dinamica e termodinamicamente, modelos de
spins classicos ja considerados nao termodinamicos [44], e que, ap6s uma modificagao nao fisica [35],
tornaram-se fisicamente admissiveis. Em um desses modelos, ¢-gaussianas sao observadas, uma das
assinaturas da termoestatistica construida sobre a entropia nao aditiva Sy. A interacao Newtoniana
ja representa um grande desafio a mecanica estatistica. Buraco negro, sistema que explora o limite
de nossa melhor teoria da gravidade e leva ao extremo o principio da exclusao, é forte candidato a
nao ser encontrado debaixo do farol de Boltzmann-Gibbs. Aqui, foi discutida uma outra maneira
de caracterizar a entropia de um buraco negro por meio de Sy, conciliando-a com a extensividade
exigida pela termodinamica. Aplicagdo em cendrios cosmoldgicos [193,194], revela a pertinéncia
desta alternativa. Em colisoes relativisticas, no que concerne a distribuicao de momento transverso,

a historia a baixas energias foi contada por Hagedorn. Experimentos a energias maiores entretanto,
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evidenciam outra assinatura da termoestatistica baseada em Sy: 0o comportamento g-exponencial.

Esses exemplos [mapa, sistema Hamiltoniano, buraco negro, alta energia] sao de modo geral de
grande interesse fisico. Nao devemos esperar que os locais escuros estejam relacionados apenas
a sistemas duros assim. Ideias origindrias da mecanica estatistica nao extensiva tém encontrado
espago em diversas outras dreas [10, 32, 33] que, estritamente, ndo pertencem a fisica [finangas,
geoffsica, medicina, mas que ainda assim sao capazes de proporcionar insights sobre o significado
do indice ¢ igualmente relevantes. Estuda-las entao com o formalismo da g-estatistica acaba tendo
importancia para além da descricao adequada de um particular fenomeno. Afinal, a pequena Fisica

da maga caindo e a grande Fisica do planeta em érbita nem sempre tem conexao ébvia.



Apéndice A
Programas Utilizados

» Os programas para simular os sistemas a-XY [Cap. 4] e a-Heisemberg [Cap. 5] foram escritos

em linguagem C e compilados no Linux com o gcc.

> Codigos foram paralelizados com a versao 3 da interface de programacao The Open
Multi-Processing [The OpenMP API, URL: http://openmp.org].

o> Transformadas discretas de Fourier, essenciais para simular os sistemas quando a # 0,
foram realizadas com a versao 3 da biblioteca de sub-rotinas Fastest Fourier Transform
in the West [FFTW3, URL: http://www.fftw.org|.

» Todos os graficos foram criados com o Gnuplot V.4.6. Ajustes contaram com a ajuda de

rotinas internas do préprio Gnuplot.

» Célculos analiticos algébricos e numéricos contaram com a ajuda do Maple V. 13 ou posterior

[e.g., integrais na Sec. 4.7, solugao autoconsistente das Egs. (2.13) e (2.14)].


http://openmp.org
http://www.fftw.org
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