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�A natureza é um enorme jogo de xadrez disputado por

deuses, e que temos o privilégio de observar. As regras do

jogo são o que chamamos de física fundamental,

e compreender essas regras é a nossa meta�.

Richard Feynmann.
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Resumo

Com o objetivo de descrever modelos cosmológicos inomogêneos, usamos a solução es-

fericamente simétrica de Lemaître-Tolman-Bondi (LTB). Estes modelos são categorizados

em duas subclasses: de Big Bang não simultâneo e de Big Bang simultâneo. Ressaltamos

a importância destes modelos em conseguir reproduzir a relação distância luminosidade-

redshift do modelo ΛCDM sem a adição ad hoc de uma constante cosmológica. No contexto

dos modelos de Big Bang não simultâneo, consideramos dois modelos para valores posi-

tivos e negativos da derivada da função Big Bang, t′B(r). Enquanto nos modelos de Big

Bang simultâneo consideramos três per�s de matéria que representam vazios locais. Dis-

cutimos explicitamente os modelos de Big Bang inomogêneo com parcial sucesso, contudo

também apresentam perigos potenciais na sua aplicabilidade ao universo real. Além disso

con�rmamos que as medições do desvio temporal do redshift são uma boa ferramenta

para discriminar os modelos inomogêneos com o modelo padrão ΛCDM.

A amostra JLA (Joint Light-curve Analysis) é ajustada com os modelos de Big Bang

não simultâneo, enquanto para os modelos de Big Bang simultâneo, acrescentamos a aná-

lise BAO (Baryon Acoustic Oscillations) de modo a restringir o espaço de parâmetros

do modelo. Nós realizamos uma calibração minuciosa das supernovas com uma dinâmica

apropriada de fundo inomogêneo. Além disso, usamos duas abordagens para a estimação

de parâmetros, a saber, a aproximação tradicional χ2 e a função de verossimilhança. Os

modelos inomogêneos são um claro exemplo de que estas duas abordagens não são equi-

valentes. Finalmente fazemos uma comparação de modelos com os critérios de informação

AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion), a partir da

qual obtemos que o modelo ΛCDM é claramente superior aos modelos de LTB.

Palavras-chave: cosmologia, inomogeneidades, supernovas.
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Abstract

In order to describe inhomogeneous cosmological models, we use the Lemaître-Tolman-

Bondi (LTB) spherically symmetric solution. These models are categorized into two sub-

classes: non-simultaneous Big Bang and simultaneous Big Bang. We emphasize the im-

portance of these models to reproduce the luminosity distance-redshift relation of the

ΛCDM model without the ad hoc addition of a cosmological constant. In the context

of non-simultaneous Big Bang models, we consider two models for positive and negative

values of the derivative of Big Bang function, t′B(r). While for the simultaneous Big Bang

models we consider three density pro�les that represent local voids. We discuss explicitly

inhomogeneous Big Bang toy models with a partial success, but also potential pitfalls on

the applicability to the real Universe. In addition we con�rmed that the redshift drift me-

asurements are a good tool to discriminate the inhomogeneous models with the standard

ΛCDM model.

The JLA (Joint Light-curve Analysis) sample is �tted with the non-simultaneous Big

Bang models, while for the simultaneous Big Bang models we add the BAO (Baryon

Acoustic Oscillations) analysis in order to constrain the model space parameters. We

perform a carefull calibration of supernovae for appropriate inhomogeneous background

dynamics. In addition we use two parameter estimation approaches, namely the tradi-

tional χ2 approximation and the Likelihood function. The inhomogeneous models are a

clear example that these two approaches are not equivalent. Finally we make a model

comparison with the information criteria: AIC (Akaike information Criterion) and BIC

(Bayesian Information Criterion) and �nd that the ΛCDM model is clearly superior to

the LTB models.

Keywords: cosmology, inhomogeneity, supernovae.
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Capítulo 1

Introdução

A maioria das pesquisas em cosmologia moderna está baseada no princípio cosmoló-

gico, segundo o qual o nosso universo é homogêneo e isotrópico sobre escalas su�cien-

temente grandes [1, 2]. Essas pesquisas culminam no modelo ΛCDM que até agora tem

recebido o status de modelo padrão. O modelo ΛCDM é extremamente bem sucedido em

reproduzir uma ampla gama de observações, tais como a relação distância luminosidade-

desvio para o vermelho (redshift) das supernovas tipo Ia (SNIa) [3, 4], a radiação cósmica

de fundo em micro-ondas (CMB) [5] e a estrutura em larga escala do universo [6, 7, 8, 9].

Essas observações nos levam a considerar, no contexto do modelo ΛCDM, que o universo

na atualidade está acelerando. Até agora não existem modelos alternativos capazes de

concorrer com o modelo padrão, no entanto, este último apresenta tensões importantes

como as anomalias angulares sobre grandes escalas na CMB [10]. Por outro lado, o seu

status não é totalmente satisfatório, uma vez que depende da existência de um setor es-

curo que em sua maior parte é desconhecido e que usualmente é dividido em matéria

escura e energia escura. Ambos ingredientes hipotéticos do modelo só se manifestam por

meio de sua interação gravitacional. Embora existam bons argumentos para a existência

da matéria escura, não tem sido reportada, até agora, nenhuma detecção direta, apesar

dos enormes esforços em ambiciosos projetos que estão em andamento. A energia escura

parece ser ainda mais evasiva. No modelo padrão, a energia escura é representada por

uma constante cosmológica cuja origem tem sido um assunto de debate há décadas. Por

outro lado, existem candidatos teóricos da energia escura tais como os �uidos da quintes-

sência [11], da K-essência [12] e do Gás de Chaplygin [13] apenas para citar alguns. Há

também a possibilidade de reproduzir a energia escura através das modi�cações na intera-

ção gravitacional. Nestes cenários a Relatividade Geral é modi�cada pelas teorias de tipo

f(R) [14], Galileo DBI (Dirac-Born-Infeld) [15] ou pela cosmologia do mundo-brana [16]

que produzem uma expansão acelerada do universo primordial ou tardio.

1
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Geralmente, as inomogeneidades observadas no universo são consideradas como o re-

sultado de pequenas perturbações iniciais, sobre um fundo homogêneo, que cresceram pela

instabilidade gravitacional para depois entrar em um regime não-linear. Em princípio, do

ponto de vista teórico, não está claro o que ou qual é realmente a escala de homoge-

neidade, isto é, a distância em que a suposição de homogeneidade é (aproximadamente)

válida. Contudo, podemos duvidar se uma solução homogênea é um ponto de partida

adequado para descrever as estruturas inomogêneas e altamente não-lineares do universo.

Por outro lado, se abrirmos mão do Princípio Copernicano, podemos construir mode-

los cosmológicos inomogêneos que possam suprimir a necessidade da introdução de uma

energia escura [17, 18, 19, 20]. A validade desta componente exótica é baseada na in-

determinação dos modelos de Friedmann a partir dos dados observacionais. Com efeito,

nossos dados vêm apenas da região passada de nosso cone de luz nulo e, portanto, há uma

coleção de geometrias compatíveis com os dados observacionais. Com efeito, estes modelos

são e�cazes com inomogeneidades da ordem de algumas frações do raio de Hubble.

A solução cosmológica inomogênea mais simples, das equações de campo de Einstein

é a solução esfericamente simétrica de Lemaître-Tolman-Bondi (LTB) [21, 22, 23]. A

solução de LTB tem sido investigada intensamente do ponto de vista matemático [24].

Esta solução contém três funções arbitrárias da coordenada radial que representam uma

liberdade de calibre e dois graus de liberdades físicos. Com uma escolha adequada dessas

funções arbitrárias podemos recuperar a dinâmica dos universos de Friedmann-Lemaître-

Robertson-Walker (FLRW). A solução de LTB é potencialmente aplicável desde que a

contribuição da radiação no conteúdo energético do universo seja desprezível. Para estudar

as �utuações da temperatura na CMB, se assume que o universo primordial (antes e até

o instante do último espalhamento) é bem descrito por um modelo de FLRW.

Uma das funções arbitrárias, mencionadas na dinâmica de LTB, é a função de tempo

de Big Bang inomogêneo. Esse tempo é o momento em que a singularidade Big Bang

ocorre na dependência da coordenada radial. Tem sido demonstrado que, em princípio,

nas bases da dinâmica de LTB, a relação de distância luminosidade-redshift do modelo

ΛCDM pode ser reproduzida sem considerar uma constante cosmológica [25]. Isto ilustra

que, uma propriedade geral das observações pode ser descrita incorporando os modelos

esfericamente simétricos de LTB [26].

Nesta tese, estudamos os modelos cosmológicos inomogêneos, categorizados em duas

subclasses: de Big Bang não simultâneo e de Big Bang simultâneo. No contexto dos mode-

los de Big Bang não simultâneo, estudamos a dinâmica de forma analítica, pelo menos até

onde nos foi possível. Consideramos eles como simples modelos testes que servem para ilus-

trar as propriedades básicas da solução de LTB. Isso inclui tanto a sua utilidade potencial
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na generalização das soluções homogêneas e suas limitações e características indesejáveis,

tais como o aparecimento de singularidades no cruzamento de camadas (shell-crossing)

e no deslocamento para o azul cosmológico (blueshift). Discutiremos várias característi-

cas da con�guração do tempo de Big Bang não simultâneo com curvatura espacial nula.

Usando simples modelos que especi�quem o per�l da função Big Bang, tB(r), demonstra-

remos explicitamente que t′B(r) > 01 corresponde a um modelo de vazio local, enquanto

t′B(r) < 0 implica uma corcova, isto é, uma região local de alta densidade. Assim, a

nossa análise simpli�cada está limitada a modelos com densidade de um vazio ou de uma

protuberância local. Abordagens alternativas usam um conjunto de espaços vazios como

no queijo suíço [27]. As soluções analíticas, embora sejam casos idealizados, podem dar

luz para a potencial utilidade dos modelos inomogêneos exatos e, ao mesmo tempo, para

armadilhas que possam limitar a sua aplicabilidade imediata no universo real.

No contexto dos modelos com Big Bang simultâneos, consideramos a dinâmica da ex-

pansão acelerada do universo, como sendo, atribuída à posição do observador no centro

de um grande vazio local. Assim, descrevemos três per�s que modelam regiões inomogê-

neas de baixa densidade perto do observador e que, para largas escalas, se aproximam

assintoticamente para um universo de Einstein-de Sitter.

O desa�o é veri�car se todas as outras observações, que atualmente reproduzem o mo-

delo ΛCDM, podem ser descritas adequadamente nas bases de uma dinâmica de LTB. Isto

tem sido questionado por diferentes razões em vários estudos, por exemplo em [28, 29],

concluindo que uma grande maioria dos modelos de LTB são �descartados�. Contudo, tais

a�rmações radicais têm sido vigorosamente contestadas em [30, 31, 32, 33]. Os modelos

de LTB são as soluções inomogêneas mais simples, que admitem a inomogeneidade como

sendo apenas na diração radial. Assim, tem sido argumentado que a simetria esférica

não é nada mais que uma hipótese simpli�cadora e, portanto, a circunstância de que

o nosso universo real se desvia de ser esfericamente simétrico, não deveria ser utilizada

para descartar prematuramente os modelos inomogêneos [33]. Por outro lado, uma ferra-

menta potencial que discrimina os modelos de LTB do modelo padrão, são as medições

da mudança temporal do deslocamento para o vermelho (redshift drift) [33, 34, 35].

O foco principal desta tese é descrever os modelos cosmológicos inomogêneos de LTB

e ajustá-los estatisticamente aos dados observacionais das SNIa e da posição do pico das

oscilações acústicas de bárions (BAO). Em particular, usamos a amostra JLA (Joint Light-

curve Analysis) [36]. Este catálogo contem 740 supernovas que combinam a amostra dos

baixos redshift (z < 0.1), os três anos de observação do Sloan Digital Sky Survey (SDSS-

II, 0.05 < z < 0.4), os três anos do SuperNova Legacy Survey (SNLS, 0.2 < z < 1) e a

1A linha denota derivada com respeito ao argumento.
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amostra do Hubble Space Telescope (HST, z > 1).

Ao contrário de algumas análises na literatura, nesta tese calibramos cuidadosamente

os dados das SNIa com a dinâmica de LTB. Em um universo de LTB, também há ajustes

sutis para propagar a escala primordial de BAO para a época atual. A análise combinada

de BAO + SNIa oferece um teste rigoroso para os modelos apresentados nesta tese. Além

disso, testamos a validade do uso da aproximação χ2, em comparação com a função de

verosimilhança (Likelihood). Tem sido argumentado que estas duas abordagens não são

equivalentes e, na verdade, a nossa análise mostra um exemplo clari�cante deste fenômeno.

Esta tese está organizada da seguinte maneira: No capítulo 2 introduzimos os conceitos

fundamentais do modelo cosmológico padrão ΛCDM e seus principais problemas. Os mo-

delos inomogêneos de LTB são estudados no capítulo 3, especi�cando suas propriedades

para as diferentes subclasses. No capítulo 4, é feita uma revisão detalhada das amostras

de SNIa e BAO, também apresentamos as respetivas análises estatísticas que serão usadas

para ajustar os modelos cosmológicos. Os nossos resultados são mostrados no capítulo 5,

que, em adição, realizamos uma comparação de modelos com os respectivos critérios de

informação. Finalmente as nossas conclusões e discussões são expostas no capítulo 6.



Capítulo 2

Os Fundamentos da Cosmologia

Moderna

Neste capítulo abordamos os princípios fundamentais nos quais se baseia a cosmologia

moderna, dando uma breve descrição do modelo cosmológico padrão ΛCDM e seu con-

teúdo energético. Discutiremos também a estimativa das diferentes distâncias no forma-

lismo do modelo cosmológico padrão. Finalmente, revisaremos brevemente os problemas

principais do modelo ΛCDM que ainda estão em aberto na literatura.

2.1 O principio cosmológico

Cada vez que a ciência entra num novo campo de pesquisa e é confrontada com uma

escassez de dados observacionais ou experimentais, na tentativa de um entendimento

teórico, faz-se necessário a introdução de alguns princípios fundamentais. Esses princípios

no geral são baseados em ideias de simetrias, as quais reduzem os graus de liberdade

do modelo. Esta regra geral, com o propósito de construir um modelo de universo, foi

aplicada pelo próprio Einstein e seus colegas cosmólogos no inicio do século XX. Dado

que não existia conhecimento empírico su�ciente acerca da distribuição de matéria do

universo e que a teoria da gravitação de Einstein era difícil de ser resolvida, dada alguma

distribuição de matéria, os cosmólogos tiveram que contentar-se com a construção de

modelos simpli�cados a grosso modo, os quais esperavam descrever algum aspecto do

universo. Estes modelos foram baseados numa ideia chamada de princípio cosmológico.

Então, o princípio cosmológico é a alegação de que, sobre escalas su�cientemente gran-

des1, o universo é tanto homogêneo quanto isotrópico. Por homogêneo se entende como

a propriedade de ser idêntico em todas as partes, isto é, existem simetrias de tipo trans-

1Aproximadamente acima das centenas de Megaparsec.

5
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lacionais. Enquanto isso, a isotropia compreende a propriedade de ver o mesmo em todas

as direções, apresentam simetrias de tipo rotacionais. Contudo, é claro que o universo não

é exatamente homogêneo, por isso a cosmologia moderna considera a homogeneidade em

um sentido de médias, o universo é visto idêntico em diferentes posições quando é olhado

sobre escalas su�cientemente grandes.

A evidência observacional da isotropia em pelo menos 10−5 ordens de grandeza é feita

com a detecção da radiação cósmica de fundo em micro-ondas (CMB, por suas iniciais

em inglês) [37, 38]. Contudo, isotropia não implica necessariamente homogeneidade sem a

premissa adicional, de que o observador não deve �car em um lugar privilegiado, conhecida

como Princípio Copernicano. Um observador no centro de qualquer distribuição de

matéria esfericamente simétrica sempre verá isotropia. Por tanto, isotropia junto com o

Princípio Copernicano implicam o Princípio Cosmológico. Nesta tese, abordaremos uma

cosmologia que viola o Princípio Copernicano [17], para poder suprimir a necessidade da

introdução de uma energia escura [19, 26].

Contudo, na seguinte seção apresentaremos o modelo cosmológico padrão ΛCDM, a

modo de comparação, que está baseado no Principio Cosmológico junto a duas compo-

nentes exóticas.

2.2 O modelo cosmológico padrão ΛCDM

A cosmologia moderna está baseada nas simetrias translacionais e rotacionais da mé-

trica induzida de cada seção espacial, que dá como resultado a métrica de Friedmann-

Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), e pode ser escrita2 como [1]

ds2 = dt2 − a2(t)

(
dr2

1−Kr2
+ r2dΩ2

)
, (2.1)

onde a(t) é o fator de escala e dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2 é o elemento de ângulo sólido

em coordenadas esféricas. Apesar das suposições muito restritivas de homogeneidade e

isotropia, a métrica (2.1) admite três geometrias espaciais, parametrizadas pelo valor de

K. Para uma maior claridade é conveniente introduzir a coordenada χ usando r = fK(χ),

onde a função vem de�nida por [39]

fK(χ) =


sinχ para K = +1

χ para K = 0

sinhχ para K = −1

, (2.2)

2No que segue, usaremos unidades nas quais a velocidade da luz c = 1.
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com isto o elemento de linha (2.1) pode ser re-escrito da seguinte forma

ds2 = dt2 − a2(t)
[
dχ2 + f 2

K(χ)(dθ2 + sin2 θdφ2)
]
. (2.3)

A natureza dos espaços 3-dimensionais de curvatura constante da métrica (2.3), se-

gue imediatamente da sua derivação. Por exemplo, uma 2-esfera Sd em uma distân-

cia d = a(t?)r da origem de coordenadas no tempo t = t?, tem área de superfície

A? = 4πa2(t?)f
2
K(χ). Assim, podemos imaginar a geometria das seções espaciais, com-

parando o raio e a área de superfície de esferas centradas em algum ponto arbitrário p do

espaço.

No caso em que K = 0, a hiper-superfície espacial se reduz ao caso de um 3-espaço

Euclidiano continuo e in�nito. Isto é, podemos atingir distâncias arbitrariamente largas

desde a origem e o volume de esta superfície 3-dimensional não apresentará bordas.

Para o caso hiperbólico (K < 0), a área cresce mais rápido com a distância que no

caso Euclideano, como A ∝ sinh2 χ. De novo, este espaço 3-dimensional não tem borda,

este é o análogo 3-dimensional do plano do Lobachevski de curvatura negativa constante

(que pode ser mapeado no interior de uma circunferência unitária).

No caso elíptico (K > 0), a área super�cial é A ∝ sin2 χ e aumenta mais lento do que no

caso Euclideano, atinge um máximo quando χ = d/a(t?) = π e depois disso decresce para

zero quando χ→ 2π em um ponto q, que é antipodal ao centro p. Estas seções espaciais

são fechadas e de volume �nito. A situação é modelada pela superfície 2-dimensional de

uma esfera ordinária, que é o análogo 2-dimensional do espaço 3-dimensional de curvatura

constante positiva.

Note que, quando escolhemos K = 0,±1 como em (2.2), isto implica que K e χ são

adimensionais e portanto a tem dimensão de comprimento. Contudo, na prática é comum

em cosmologia, tomar a como adimensional. Com o fator de escala adimensional, isto

segue que χ tem dimensão de comprimento e K tem dimensão (comprimento)−2, e é dado

pela escala de curvatura. Logo temos que para K = 0 a função fK(χ) = χ, embora para

K 6= 0, a função fK pode ser escrita de uma forma uni�cada [40] como

fK(χ) =
1√
−K

sinh
(√
−Kχ

)
, (2.4)

| K | =
(
a0H0

√
| ΩK0 |

)−2

,

onde ΩK0 := −K/(a0H0)2 (para mais detalhes ver [41]). Note que, no caso em que a

curvatura é nula podemor normalizar livremente o valor atual do fator de escala para a

unidade, isto é a0 = 1.
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Para ter uma solução viável das equações de campo de Einstein3

Gµ
ν = Rµ

ν −
1

2
δµνR− δµνΛ = 8πGT µν (2.5)

é conveniente introduzir o tensor energia-momento de um �uido perfeito

T µν = (ρ+ p)uµuν − pδµν , (2.6)

o qual é compatível com a hipótese de homogeneidade e isotropia, sendo ρ e p a densidade

de energia e a pressão respetivamente e uµ a quadrivelocidade. A natureza da fonte é

completamente especi�cada uma vez que seja de�nida a relação entre ρ e p com a equa-

ção de estado p = p(ρ) que determina cada componente do universo, supondo que não

existem forças externas. Por exemplo, p = 0 (poeira) especi�ca a matéria não relativista

do universo e p = ρ/3, a matéria relativística.

Assim, resolvendo as equações de campo de Einstein (2.5) com a métrica (2.3), encon-

tramos as equações de Friedmann, que descrevem a evolução do universo,(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− K

a2
+

Λ

3
, (2.7)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p) +

Λ

3
. (2.8)

Da equação (2.8) podemos ver claramente que o termo Λ atua como uma �força repulsiva�

que acelera o fator de escala. Por outro lado, derivando (2.7) e combinando com (2.8),

obtemos a equação de balanço da energia

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0 . (2.9)

Esta equação é importante porque junto com a equação de estado de cada componente

é possível obter o valor da densidade de energia para cada componente por separado.

Considerando que cada componente do universo não interage entre si, podemos de�nir o

parâmetro da equação de estado ωi, que ajuda a catalogar cada componente i do universo

por separado se ωi = cte. Assim, escrevemos a equação de estado da seguinte forma

pi = ωiρi , (2.10)

3O termo Λ é a famosa constante cosmológica, introduzida por Einstein para garantir um universo
estático. Mas com a descoberta da expansão do universo, ele chamou isto como o maior erro da sua vida.
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que substituindo na equação de balanço (2.9) da i-ésima componente, obtemos

ρi ∝ a−3(1+ωi) . (2.11)

Finalmente, podemos considerar a densidade de energia total do universo composto por

N componentes (matéria ordinária, radiação, matéria escura fria, etc.), com densidade de

energia atual denotadas por ρi0 , da seguinte maneira

ρ =
N∑
i=1

ρi0

(a0

a

)3(1+ωi)

. (2.12)

Com isto, a equação de Friedmann (2.7) pode ser escrita como

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3

N∑
i=1

ρi0

(a0

a

)3(1+ωi)

− K

a2
+

Λ

3
, (2.13)

cuja solução nos dá a evolução do universo considerando todo seu conteúdo energético.

Um parâmetro muito usado na cosmologia moderna é o parâmetro de Hubble (ou índice

de expansão) que pode ser de�nido como

H(t) ≡ ȧ(t)

a(t)
. (2.14)

Por outro lado, na época presente, o parâmetro de Hubble pode ser expresso comoH(t0) ≡
H0 ≡ 100 h km s−1 Mpc−1, onde h é um parâmetro adimensional, introduzido para reduzir

a faixa de incerteza que surge devido aos erros sistemáticos nas observações e que �ca entre

0.4 e 1.0. As últimas observações do PLANCK 2015 restringem esse valor a ser [42]

h = 0.6774± 0.0046 . (2.15)

Por outro lado, aproveitando a evidência da expansão do universo devido ao redshift,

observado no movimento das mais de 25000 galáxias que aparecem nas diferentes bandas

de frequências (ótica, infravermelho, rádio) [43], podemos estudar a correlação entre o

redshift z e a distância r de uma galáxia distante. Assim, expandindo z em torno do

tempo presente t0 (isto é, z = 0) e considerando termos de primeira ordem , obtemos4

z =
H0r

c
. (2.16)

4Onde recuperamos a velocidade da luz c por motivos de clari�cação.
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Esta relação, associada com a velocidade de recessão5 v ≈ cz, é conhecida como a lei

de Hubble, e a partir dela pode se deduzir que uma distância de 1 Mpc corresponde a

uma velocidade de 100 h km s−1. As escalas do universo podem ser de�nidas a partir do

parâmetro de Hubble hoje. A escala do tempo (chamada tempo de Hubble) é expressa

como

tH ≡ H−1
0 = 9.78 h−1 × 109yrs. (2.17)

A escala de comprimento, conhecida como o radio de Hubble, é de�nida por

DH ≡ cH−1
0 = 2998 h−1Mpc , (2.18)

a qual, corresponde grosseiramente ao limite de escalas de objetos distantes que podemos

observar hoje, e que se afasta de nós à velocidade da luz, devido à expansão do universo.

Também é conveniente introduzir a densidade crítica

ρc0 ≡
3H2

0

8πG
= 1.88 h2 × 10−29 g cm−3 , (2.19)

que representa a densidade cosmológica média do universo presente. Note que esta den-

sidade é muito pequena comparada com a densidade na estrutura local do universo

(ρ ≈ 5g/cm3 para a Terra e ρ ≈ 10−24g/cm3 para a densidade de matéria (bariônica

e escura) em nossa galáxia). Uma fração ainda menor é a responsável da atual expansão

acelerada do universo.

Dado que a densidade de energia determina a evolução temporal da métrica via as

equações de campo de Einstein, diferentes modelos de FLRW são distinguidos pelas com-

ponentes de densidade energética. Assim com ajuda de (2.19), podemos de�nir o parâme-

tro de densidade da i-ésima componente do universo, como sendo a razão entre a i-ésima

densidade de energia e a densidade crítica

Ωi0 =
ρi0
ρc0

. (2.20)

Por outro lado, também podem ser de�nidos os parâmetros de densidade da constante

5Obtida a partir da combinação da de�nição do redshift z ≡ λ0

λ − 1 e o efeito Doppler para velocidade
de recessão muito menor que a velocidade da luz, λ0 ≈ (1 + v/c)λ, onde o comprimento de onda λ0 das
linhas de absorção de galáxias distantes são maiores que os comprimentos de onda λ do referencial em
repouso quando z > 0 [44].
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cosmológica e da curvatura

ΩΛ =
Λ

3H2
0

e ΩK0 = − K

a2
0H

2
0

. (2.21)

Assim, tendo em consideração os parâmetros cosmológicos, de�nidos acima, na equação

de Friedmann (2.7), podemos escrever a curvatura como

K =
8πG

3
ρ0 +

Λ

3
−H2

0 ≡ H2
0 (Ω0 − 1) , (2.22)

onde Ω0 ≡
∑

i Ωi0 + ΩΛ. É fácil notar que a curvatura do espaço será dada pelo conteúdo

de energia do universo e o valor da constante cosmológica. Na ausência dessa constante

e quando o universo for plano (K = 0), a densidade de energia total ρ0 seria igual à

densidade crítica ρc0 . Agora, podemos re-escrever a equação de Friedmann, usando os

parâmetros cosmológicos, da seguinte forma

H2(t) = H2
0

[
N∑
i=1

Ωi0

(a0

a

)3(1+ωi)

+ ΩK0

(a0

a

)2

+ ΩΛ

]
. (2.23)

Considerando esta relação no tempo presente t0, podemos inferir a relação

N∑
i=1

Ωi0 + ΩΛ + ΩK0 = 1 , (2.24)

conhecida como o vínculo energético. Finalmente, o conteúdo total do universo pode ser

catalogado com as partículas relativísticas, a matéria não relativista e a energia escura.

Então, no que segue, vamos fazer uma breve revisão delas.

2.2.1 A radiação

O espectro da radiação da CMB é o de um corpo negro quase perfeito, com uma

temperatura de Tγ = 2.725 ± 0.002 K medida com uma extraordinária precisão pelo

instrumento FIRAS a bordo do satélite COBE [45]. A densidade de energia dos fótons da

CMB no universo presente é ργ0 = 4.641×10−34gcm−3. Isto corresponde a ter o parâmetro

de densidade dos fótons, hoje, sendo

Ωγ0 ≡
8πGργ0

3H2
0

=
ργ0
ρc0

= 2.469× 10−5h−2 . (2.25)
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Se tomamos por exemplo o valor h = 0.67, temos então Ωγ0 = 5.5 × 10−5. Dado que a

densidade de energia dos fótons evolui como ργ ∝ a−4 (isto é usando ωγ = 1/3 na equa-

ção (2.11)), que comparando com a densidade de energia associada ργ = π2T 4
γ /15 [46]

resulta na relação Tγ ∝ a−1. Isto quer dizer que a temperatura evolui inversamente pro-

porcional ao fator de escala. Assim, embora sua contribuição ao valor do parâmetro de

densidade total hoje Ω0 seja desprezível, sua presença é dominante nas etapas primordiais

do universo frente à contribuição de matéria que escala como a−3. Essa etapa é conhecida

como a era dominada pela radiação.

Por outro lado, existe outra componente a considerar na radiação, os neutrinos que

se comportam como partículas relativistas devido a sua massa ser pequena. Eles são

partículas fermiônicas com potencial químico zero. A densidade energética dos neutrinos

é dada por

ρν = Ne�

7π2

120
T 4
ν , (2.26)

onde Ne� é o número efetivo de especies de neutrinos, que no modelo padrão das partículas

é �xado a Ne� = 3, e Tν é a temperatura dos neutrinos que é relacionada à temperatura

dos fótons via Tν/Tγ = (4/11)1/3. Logo a relação da densidade de energia dos neutrinos e

dos fótons é dado por ρν = Ne�(7/8)(4/11)4/3ργ. Por tanto, o parâmetro de densidade da

radiação presente, que é a soma dos fótons e os neutrinos, é escrito como

Ωr0 =
ργ0 + ρν0
ρc0

= Ωγ0(1 + 0.2271Ne�) . (2.27)

2.2.2 A matéria

Em contraste à radiação da CMB, a densidade energética dos bárions deve ser medida

diretamente e não descrita através de sua temperatura. Na atualidade existem formas

bem estabelecidas para medir a densidade dos bárions [47]. Todas estas medições foram

feitas em diferentes redshifts e sabendo que a densidade de matéria escala como um �uido

poeira, com parâmetro de equação de estado ωb = 0. Com estas considerações, podemos

escrever o parâmetro de densidade dos bárions como

Ωb = Ωb0a
−3 , (2.28)

onde Ωb0 é o parâmetro de densidade dos bárions, medido hoje, com um valor de Ωb0h
2 =

0.020 ± 0.002 em um nível de con�ança de 95% [48]. As observações da CMB também

dão lugar a medições do valor do parâmetro de densidade dos bárions. As medições mais

atuais, do parâmetro de densidade dos bárions, realizadas pela colaboração do PLANCK
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2015 são [42]

Ωb0h
2 = 0.02230± 0.00014 , (2.29)

com 68% no nível de con�ança. Se tomamos o valor h = 0.67, temos logo que Ωb0 = 0.0497

para o valor de (2.29). Isto signi�ca que a contribuição dos bárions no universo presente

é somente de 5%.

Adicionalmente aos bárions, as observações astrofísicas exigem a existência da matéria

escura como outra componente não relativística do universo. Dado que a matéria escura

interage bem fracamente com as partículas do modelo padrão das partículas elementares,

a sua existência só poderá ser testada pelos efeitos gravitacionais sobre a matéria visível.

Sendo mais especí�cos, se a matéria escura for não relativística, no tempo do desacopla-

mento dos fótons, é chamada de matéria escura fria (CDM, por suas siglas em inglês Cold

Dark Matter). O paradigma presente da formação de estruturas do universo está baseado

na aglomeração gravitacional da CDM. A matéria bariônica, por si só, não gera su�ciente

aglomeração gravitacional que possa conduzir a uma formação de estruturas consistente

com as observações de aglomerados de galáxias [46]. As anisotropias na CMB mostram

que a abundância presente de matéria escura é de cinco vezes maior que dos bárions. Os

dados do PLANCK 2015 ajustam o parâmetro de densidade da CDM como sendo [42]

Ωc0h
2 = 0.1188± 0.0010 , (2.30)

com um nível de con�ança de 68%. Para valores de h = 0.67 temos Ωc0 = 0.2646 para o

valor de (2.30). A origem da matéria escura não foi identi�cada até agora. Porém, existem

basicamente duas classes de matéria escura, os candidatos astrofísicos (buracos negros,

estrelas de nêutrons e anãs brancas) 6 ou as partículas (áxions e as partículas massivas de

interação fraca (WIMPs, por suas siglas em inglês)). Tendo estas considerações, podemos

escrever a densidade de matéria não relativística, sendo a soma das densidades dos bárions

e da CDM, como

ΩM = ΩM0a
−3 , (2.31)

onde ΩM0 = Ωb0 + Ωc0 . Se somamos os valores destas componentes, considerando o valor

h = 0.67, encontramos que o valor da matéria não relativista é de ΩM0 = 0.3143. A partir

do vínculo energético (2.24), notamos que, ainda está faltando aproximadamente 70% no

conteúdo energético do universo. Este faltante é o último ingrediente a ser considerado no

que segue.

6Contudo, dado que estes se originam de bárions, não é possível explicar todas as componentes da
matéria escura sem considerar a matéria escura não bariônica.
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2.2.3 A energia escura

Como mencionamos acima, se somamos as quantidades de radiação e matéria (bárions

e CDM), notamos que o valor total é de aproximadamente só 30% do conteúdo total do

universo presente. Dado que as observações atuais sobre os valores da curvatura espacial

do universo restringem seu valor em | ΩK0 |. 0.01, precisamos identi�car o 70% faltante

de matéria cósmica. Esta componente desconhecida, chamada energia escura, é a suposta

responsável da atual expansão acelerada do universo, segundo o modelo padrão. Contudo,

a natureza física desta componente exótica é absolutamente um mistério até agora. O

candidato principal para esta componente, no modelo cosmológico padrão, é a constante

cosmológica Λ, dai vem o nome de modelo ΛCDM. Historicamente, a introdução da cons-

tante cosmológica, nas equações de campo de Einstein, foi devido a que se acreditava que

o universo era estático. Como pode ser visto, na equação (2.8), a constante Λ trabalha

como uma força oposta à gravidade. Porém para o caso de um universo dominado pela

matéria, encontramos que o universo estático (ȧ = ä = 0) corresponde a

ρ =
Λ

4πG
,

K

a2
= Λ . (2.32)

Isto mostra que a densidade ρ é determinada pela constante cosmológica. Einstein acredi-

tava que esta solução era uma forma de introduzir a ideia de Mach, de conectar a massa

com a inercia, representada aqui com a geometria do espaço-tempo gµν . Ele pensava

que mostraria que a matéria era necessária para de�nir uma métrica não-Minkowskiana.

Contudo, aparecem instabilidades que têm que ser consideradas. Por exemplo se Λ/3 >

4πGρ/3, a equação (2.8) mostra que, com o crescimento de a, o universo abandona o

ponto estático (2.32); por outro lado se Λ/3 < 4πGρ/3 o universo também sai do ponto

estático com o decrescimento de a.

A solução acelerada para um espaço vazio, H =
√

Λ/3, foi encontrada pelo de Sit-

ter [49] em 1917. In�uenciado pela solução acelerada do de Sitter e as observações do

espectro das galáxias, Lemaître descreve um período de expansão rápida, dominado pela

constante cosmológica [50], durante o qual a recessão das galáxias é acelerada.

Finalmente, as medições do PLANCK 2015 indicam que o valor do parâmetro de

densidade de energia escura, medido hoje, é

ΩΛ = 0.6911± 0.0062 . (2.33)

Concluímos assim que o conteúdo energético do universo é dominado por um setor

escuro exótico (aproximadamente com 30% de matéria escura e 70% de energia escura).
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Contudo, o setor escuro não esta livre de problemas teóricos, os quais serão estudados na

seção 2.4.

2.3 As distâncias cósmicas

A maioria das informações que temos sobre o universo, são obtidas por meio da luz. Ao

longo do último século, o desenvolvimento de detetores de raios-x, Gamma, rádio, infraver-

melho, etc. nos deram novas maneiras de observar o universo. Compreender a propagação

da luz em um universo em expansão é portanto crítico para interpretar as observações

cosmológicas. De modo a quanti�car esse efeito, nos modelos de FLRW, escrevemos o

redshift como

1 + z =
a0

a
, (2.34)

onde a época presente corresponde a z = 0.

Por outro lado, para discutir as observações cosmológicas, é importante introduzir as

distâncias cósmicas para o espaço-tempo de FLRW (2.3). De fato, uma grande parte da

evidência da energia escura vem da medição das distâncias cosmológicas.

Então, começamos calculando a distância comóvel dc. A luz que viaja ao longo da

direção radial, deve satisfazer a equação da geodésica, ds2 = 0. Vamos considerar o caso

em que a luz emitida no tempo t = te com χ = χe (isto é, em um redshift z), atinge

um observador no tempo t = t0 com χ = 0 (correspondendo a um redshift z = 0). Com

estas considerações e recuperando o valor da velocidade da luz na métrica (2.3), podemos

de�nir a distância comóvel como

dc ≡ χe =

∫ χe

0

dχ = −
∫ te

t0

cdt

a(t)
. (2.35)

Logo, usando a relação do redshift (2.34), obtemos

dc =
c

a0H0

∫ z

0

dz̄

E(z̄)
, (2.36)

onde E(z) ≡ H(z)/H0. Se expandirmos em torno do z = 0, podemos mostrar que para

valores do redshift muito menores que a unidade, a distância comóvel é dada aproxima-

damente por

dc '
c

a0H0

z para z � 1 . (2.37)

Note que, usando a velocidade de recessão v ≡ cz, encontramos que

v ' (a0H0)dc . (2.38)
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Isto mostra que a velocidade de recessão v de um objeto é proporcional a dc com o fator

de proporcionalidade a0H0. Para a distância física r = a0dc encontramos r ' (c/H0)z '
v/H0, o qual signi�ca que a lei de Hubble é válida só para baixos redshift z � 1. Então,

para altos redshift z & 1 a lei de Hubble deverá ser modi�cada.

A distância de Luminosidade dL é usada para a observação de SNIa com o �m de

conectar a luminosidade de uma vela padrão com o índice de expansão do universo. Assim

de�nimos

d2
L ≡

Ls
4πF

, (2.39)

onde Ls é a luminosidade absoluta de uma fonte e F representa seu �uxo observado.

O �uxo é de�nido pela relação F = L0/S, com S = 4π(a0fK(χ))2 a área de uma esfera

centrada em z = 0 e L0 sendo a luminosidade absoluta observada. Logo, da equação (2.39)

notamos que precisamos da relação Ls/L0. Para isso consideramos que no intervalo de

tempo dts se emite uma energia dEs = Lsdts, similarmente no tempo dt0 emitirá dE0 =

L0dt0. Assim a razão entre a energia emitida e observada de uma fonte será dEs/dE0 =

λ0/λs = 1+z, onde foi usada a de�nição do redshift. Contudo, a constância da velocidade

da luz c = λ/dt implica que λs/dts = λ0/dt0. Assim concluímos que

Ls
L0

=
dEs
dE0

dt0
dts

= (1 + z)2 . (2.40)

Finalmente, podemos re-escrever (2.39) como

d2
L = a0fK(χ)(1 + z) . (2.41)

Considerando (2.35) junto com (2.4) obtemos a relação da distância de Luminosidade com

os modelos de FLRW, como

dL =
c(1 + z)

H0

√
ΩK0

sinh

[√
ΩK0

∫ z

0

dz̄

E(z̄)

]
. (2.42)

Fica claro que, a distância de luminosidade está relacionada diretamente com o conteúdo

energético e o índice de expansão do universo.

Outro observável importante é a distância de diâmetro angular dA, de�nida como

dA ≡
δx

δθ
, (2.43)

onde δθ é o ângulo que subtende um objeto de tamanho atual δx, que é ortogonal à linha

de visão. Esta distância é usada frequentemente para as observações das anisotropias da

CMB.
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Dado que a fonte pousa sobre a superfície de uma esfera de raio χ com o observador

no centro, o tamanho δx no tempo t1, em um espaço-tempo de FLRW (2.3) é dado por

δx = a(t1)fK(χ)δθ . (2.44)

Assim, a distância de diâmetro angular, pode ser escrita como

dA = a(t1)fK(χ) =
a0fK(χ)

1 + z
=

1

1 + z

c

H0

√
ΩK0

sinh

[√
ΩK0

∫ z

0

dz̄

E(z̄)

]
. (2.45)

Por outro lado, se comparamos as equações (2.42) e (2.45), notamos a seguinte relação

dA =
dL

(1 + z)2
. (2.46)

Isto é conhecido como a relação de Etherington [51]. Sua validade se estende muito além da

métrica de FLRW, isto é válido na verdade, para qualquer métrica Riemanniana enquanto

o �uxo seja conservado.

A conexão entre a distância de luminosidade teórica e a distância atual de um objeto

astronômico é dado pelo módulo de distância µ, que é de�nido como a diferença entre

a magnitude aparente m do brilho de um objeto e sua magnitude absoluta M 7,

m−M ≡ µ = 5 log10

(
dL

10pc

)
. (2.47)

Para determinar o módulo de distância precisamos portanto entender a física de um

dado objeto astronômico, sendo su�cientemente capazes de derivar uma estimativa de sua

magnitude absoluta. No capítulo 4, veremos como semelhantes objetos podem ser usados

como velas padronizáveis.

Na �gura 2.1, mostramos o comportamento da distância de luminosidade (esquerda),

distância de diâmetro angular (centro) e o módulo de distância (direita) para os modelos

de ΛCDM plano, de Einstein-de Sitter (ΩM = 1) e de FLRW aberto (ΩK > 0 e Λ = 0).

Notamos que, estas curvas são muito sensíveis ao modelo que está sendo usado. A distância

de luminosidade, sendo uma distância ao longo da região passada do cone de luz, sempre

aumenta com o redshift, o que faz sentido intuitivo desde que os objetos mais distantes

aparecem mais escuros, e portanto, representam uma maior distância. A distância de

diâmetro angular toma o tamanho transversal de um objeto como base para uma distância.

Um objeto no redshift z = 0.5 se verá maior, representando uma menor distância, que um

7A magnitude absoluta de uma SNIa é conhecida sendo em torno de M ≈ −19 no pico de máximo
brilho.
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Figura 2.1: A distância de luminosidade (esquerda), distância de diâmetro angular (centro) e o
módulo de distância (direita), para os modelos de ΛCDM plano, de Einstein de Sitter (ΩM = 1)
e de FLRW aberto (ΩK > 0 e Λ = 0)

objeto num redshift z = 1. Contudo, a distância de diâmetro angular não é monotônica

com o redshift devido à expansão desacelerada do universo. Uma galáxia próxima pode

aparecer maior porque a distância entre ela e nós é pequena comparada com o raio de

Hubble. Também pode aparecer maior porque a distância entre ela e nós foi muito menor

no passado, quando a luz que vemos hoje foi emitida. Existe portanto um redshift no qual

o diâmetro angular de um objeto é mínimo (isto é, um máximo na distância de diâmetro

angular). Note que esse máximo na distância de diâmetro angular é em um redshift menor

nos modelos de Einstein-de Sitter e FLRW aberto, que no modelo ΛCDM. Finalmente, no

módulo de distância, de novo a expansão acelerada do modelo ΛCDM comparado com os

modelos de FLRW aberto e de Einstein-de Sitter, signi�ca que os objetos aparecem mais

escuros para o mesmo redshift. Como será visto na seção 4.2, isto acontece exatamente

nas propriedades das supernovas de tipo Ia, na faixa de redshift 0.5 < z < 1.5, que se

torna o detonante para a aceleração cósmica do modelo cosmológico padrão.

O papel da energia escura é bem claro na diferença entre as curvas do modelo de

Einstein-de Sitter, de FLRW aberto e do modelo ΛCDM. Com isto podemos concluir que

a introdução de uma energia escura não pode ser suprimida com os modelos homogê-

neos de FLRW. Uma alternativa pode ser considerar as teorias de gravitação f(R) que

reproduzem o comportamento da energia escura com a modi�cação da própria geome-

tria. Contudo, existe uma outra alternativa para atingir esse objetivo, o qual é violar o

principio copernicano, que será visto no capítulo 3.
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2.4 Os problemas do modelo ΛCDM

Apesar do modelo ΛCDM concordar bem com os dados observacionais, ele apresenta

problemas teóricos, no setor escuro, que precisam ser abordados. Nesta seção, revisaremos

os dois problemas principais que apresenta a energia escura.

2.4.1 O problema da constante cosmológica

Como foi mencionado na seção 2.2.3, o candidato mais simples para energia escura é a

constante cosmológica Λ, chamada assim porque sua densidade de energia é constante no

tempo e no espaço. Esta componente, no contexto do Universo de Friedmann, é a respon-

sável da atual expansão acelerada. Para obter expansão acelerada apenas recentemente

na história do universo, precisamos que o valor da constante cosmológica seja da ordem

do quadrado do parâmetro de Hubble hoje H0, como pode ser visto da equação (2.7)

Λ ≈ H2
0 =

(
2.1332 h × 10−42GeV

)2
. (2.48)

Interpretando isto como a densidade de energia escura, temos

ρΛ ≈
Λm2

pl

8π
≈ 10−47GeV4 ≈ 10−123m4

pl
, (2.49)

onde foram usados os valores de h ≈ 0.7 e mpl ≈ 1019 GeV.

Por outro lado, supondo que a densidade de energia (2.49) vem da energia do vácuo 〈ρ〉
de um espaço vazio, a energia do ponto zero de algum campo de massa m com momento

k e frequência ω é dada por E = ω/2 =
√
k2 +m2/2. Somando sobre as energias do ponto

zero do campo até uma escala de corte kmax (� m), obtemos a densidade de energia do

vácuo [1, 40, 52]

ρvac =

∫ kmax

0

4πk2dk

(2π)3

1

2

√
k2 +m2 ≈ k4

max

16π2
. (2.50)

Se acredita que o limite de validade da Relatividade Geral é a escala de Planckmpl. Então,

tomando como escala de corte kmax = mpl, estimamos a densidade do vácuo como

ρvac ' 1074 GeV4 . (2.51)

Note a enorme diferença de 10121 ordens de magnitude que separam o valor

da densidade de energia escura (2.49) com o da escala de Planck (2.51). Esta

situação não é melhorada tomando outras escalas de corte que aparecem na física de

partículas. Por exemplo, no caso da cromodinâmica quântica a escala de corte é kmax ≈ 0.1
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GeV onde obtemos um valor de ρvac ≈ 10−3 GeV4, que é ainda muito maior que ρΛ.

Este problema foi apresentado mesmo antes da descoberta da energia escura nas obser-

vações de supernovas de tipo Ia no 1998. Naquele momento acreditava-se que a constante

cosmológica era exatamente zero e tratava-se de explicar o porquê era assim.
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Figura 2.2: A coincidência das densidades de matéria e energia escura no redshift z ≈ 0.3

2.4.2 O problema da coincidência cósmica

O segundo problema da constante cosmológica como candidato a energia escura é que

seu valor não só está em desacordo com todas as possíveis escalas de energia fundamen-

tais, senão também que seu valor particular é quase idêntico a um número totalmente

desconexo, a densidade de energia da matéria hoje. Isto é, ΩΛ é duplamente improvável

porque seu valor é tão pequeno em termos absolutos e porque seu valor coincide8 com

Ωm0 sem nenhum motivo aparente. Da equação (2.11), podemos inferir que a densidade

de matéria coincide com a densidade de energia escura no redshift

zcoinc =

(
ΩΛ

1− ΩΛ

)1/3

− 1 , (2.52)

que considerando ΩΛ = 0.7, corresponde a zcoinc ≈ 0.3 como pode ser visto na �gura 2.2.

Isto quer dizer que vivemos em um momento peculiar da história do universo. Por outro

8Pelo menos em um fator de dois ou três.
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lado, como vimos na seção 2.1, o princípio copernicano estabelece que não estamos em um

lugar privilegiado no universo. Assim, existe uma contradição entre o modelo ΛCDM e o

princípio copernicano. Isto é, para acreditar que a aceleração observada é causada pela

presença de uma constante cosmológica nas equações de campo de Einstein, precisamos

crer também que estamos em um momento muito especial da história do universo9. Esta

contradição é conhecida como o problema da coincidência cósmica.

Na tentativa de aliviar esses problemas foram propostos na literatura os modelos de

Quintessência, Gravidade modi�cada, interação no setor escuro, etc. Infelizmente, todas

as tentativas, de resolver o problema, até agora se mostram falhas.

Por outro lado, uma outra forma de abordar o problema é considerar que a coincidência

entre matéria escura e energia escura pode aparecer como produto de uma outra razão

mais fundamental, a coincidência entre a expansão acelerada e a formação de estruturas.

Isto pode ser explicado se uma é a causa da outra, isto é, se o crescimento das estruturas

for a causa da aceleração através da acumulação de efeitos não-linhares. Este argumento

é conhecido na literatura como �backreaction� [54, 55]. Uma especie de saída é que, na

verdade, não há nenhuma aceleração real nem energia escura. A aceleração é somente uma

consequência de adotar o modelo de fundo, o espaço de FLRW, de uma forma errada. Se

pelo contrário, interpretamos as observações com um modelo de fundo inomogêneo do

tipo Lemaître-Tolman-Bondi (ver seção 3.1) a aceleração do índice de recessão entre as

proximidades e as fontes distantes se tornam dependentes da distância, praticamente

enxergaremos desaceleração. Discutiremos isto, em maior detalhe, no próximo capítulo.

9Contudo, a escolha de uma escala de tempo natural para de�nir o problema da coincidência é material
de debate [53]



Capítulo 3

Soluções Exatas das Equações de

Campo de Einstein

Neste capítulo estudaremos o espaço-tempo de Lemaître-Tolman-Bondi como o modelo

cosmológico de fundo e suas implicações com as observações de distâncias cosmológicas.

Serão estudados os modelos com Big Bang não simultâneo, apresentando dois ansatz

que modelam por um lado uma alta distribuição de matéria e por outro um vazio local.

Revisaremos também os modelos com Big Bang simultâneo, considerando três per�s de

vazios com a �nalidade de reproduzir consistentemente as observações cosmológicas. A

idade do universo será um tema de interesse devido à inomogeneidade no tempo do Big

Bang. Outros temas que serão abordados são as singularidade por cruzamento de camadas,

o deslocamento para o azul gravitacional, a propagação da luz nos contextos inomogêneos

e o desvio temporal do redshift. Finalmente, estudaremos as oscilações acústicas de bárions

para os modelos com Big Bang simultâneo.

3.1 O modelo de Lemaître-Tolman-Bondi

A forma consistente de realizar uma inomogeneidade de simetria esférica foi bem estu-

dada no século passado, na década de 1930, na literatura da Relatividade Geral [21, 22, 23],

obtendo a métrica de Lemaître-Tolman-Bondi (LTB). Esta é, uma generalização da mé-

trica de FLRW na qual o fator de escala ao longo da coordenada radial r é diferente dado

o elemento de linha super�cial dΩ2 = dθ2 + sin2 dφ2. Isto é, uma distribuição esférica mas

inomogênea na direção radial. Então, consideramos uma métrica inomogênea escrita em

coordenadas comóveis-síncronas, de tal forma que1 gtt = 1, gti = 0 (com i = r, θ, φ) e o

vetor tangente das partículas de matéria é uα ≡ δαt (com α = t, r, θ, φ), o qual signi�ca

1Considerando unidades naturais c = 1.

22
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que a coordenada temporal, t, também é o tempo próprio das partículas. Assim, a métrica

é a seguinte

ds2 = dt2 − Y 2(t, r)dr2 −X2(t, r)dΩ2 , (3.1)

onde a função X(t, r) está conectada à área de superfície S = 4πX2 (com t e r constantes),

que indica a distância entre um observador localizado em uma posição arbitrária e o centro

em X = 0 [56].

Considerando as equações de campo de Einstein com poeira como fonte gravitacional,

isto é, o tensor energia-momento T µν = ρ(t, r)uµuν e desprezando a constante cosmológica

Λ, é encontrado o conjunto de equações

Gt
t =

Ẋ2

X2
+ 2

Ẏ

Y

Ẋ

X
+

1

X2
− 1

Y 2

(
2
X ′′

X
+
X ′2

X2
− 2

Y ′

Y

X ′

X

)
= 8πGρ(t, r) , (3.2)

Gr
t =

1

Y 2

(
2
Ẋ ′

X
− 2

Ẏ

Y

X ′

X

)
= 0 , (3.3)

Gr
r = 2

Ẍ

X
+
Ẋ2

X2
+

1

X2
− 1

Y 2

(
X ′2

X2

)
= 0 , (3.4)

Gθ
θ = Gφ

φ =
Ẍ

X
+
Ẏ

Y

Ẋ

X
+
Ÿ

Y
− 1

Y 2

(
X ′′

X
− 1

2

Y ′

Y

X ′

X

)
= 0 , (3.5)

onde o ponto ( ˙ ) e a linha ( ′ ) denotam derivadas parciais com respeito à coordenada

temporal t e radial r, respetivamente. Agora, integramos a equação (3.3), para obter o

termo grr da métrica (3.1), resultando em

Y 2(t, r) =
X ′2

1 + 2E(r)
, (3.6)

onde E(r) é um termo de integração, determinado pelas condições de contorno. Mesmo es-

tando em coordenadas espaciais �xas, o �uido pode-se movimentar �sicamente na direção

radial; esse movimento é codi�cado em
√
grr = X ′(t, r)/

√
1 + 2E(r). Substituindo (3.6)

em (3.1) é obtida a métrica de LTB

ds2 = dt2 − X ′2(t, r)

1 + 2E(r)
dr2 −X2(t, r)dΩ2 , (3.7)

onde o fator de escala inomogêneo tem duas direções, uma radial X ′(t, r) e outra transver-

sal X(t, r). A função E(r) pode ser interpretada como a curvatura espacial que depende

da coordenada r. Note que, para garantir a assinatura (+,−,−,−) na métrica (3.7), deve



3.1 O MODELO DE LEMAÎTRE-TOLMAN-BONDI 24

ser satisfeita a condição 1 + 2E(r) ≥ 02 para qualquer r.

Como caso particular, podemos fazer a escolha X(t, r) = a(t)r e E(r) = −Kr2 com

K = 0,±1, para assim recuperar a métrica de FLRW (2.1). Assim, a métrica (3.7) repre-

senta uma inomogeneidade esférica centrada na origem, onde um observador localizado

no centro verá um universo isotrópico.

Para resolver as equações de campo de Einstein, a equação (3.4) é combinada com (3.6)

e logo multiplicada por X2Ẋ, para assim obter uma primeira relação [X(Ẋ2− 2E)]̇ = 0 ,

que indica uma constante no tempo para cada camada radial r. Por outro lado, se a

equação (3.4) é multiplicada por X2X ′ e combinada com (3.3) e (3.6), é encontrada a

segunda relação [X(Ẋ2 − 2E)]′ = 8πGρX2X ′, que combinada com a primeira, servem

para escrever as equações dinâmicas que dominam o modelo de LTB,

Ẋ2(t, r) = 2E(r) +
2M(r)

X(t, r)
, (3.8)

8πGρ(t, r) =
2M ′(r)

X2(t, r)X ′(t, r)
, (3.9)

onde M(r) é uma função arbitrária que pode ser relacionada com a massa gravitacional

efetiva dentro de uma camada esférica de raio r [23] e E(r) também pode ser interpretada

como a energia total associada por unidade de massa. Note que a equação (3.9) apresenta

duas singularidades, no caso em que X = 0 (Big Bang) e quando X ′ = 0 (cruzamento de

camadas). Estas singularidades serão estudadas em detalhe mais adiante.

Como a métrica de LTB (3.7) tem o fator de escala em duas direções, é lógico pensar

que o índice de expansão também tem duas direções, assim são de�nidos os dois parâme-

tros de Hubble,

H‖(t, r) =
Ẋ ′(t, r)

X ′(t, r)
e H⊥(t, r) =

Ẋ(t, r)

X(t, r)
, (3.10)

que representam os índices de expansão na direção radial e transversal, respetivamente.

Esta é uma característica particular dos modelos de LTB que se diferenciam com os

modelos de FLRW, os quais apresentam um único parâmetro de Hubble que evolui com

o tempo. Também, podemos escrever uma espécie de média geométrica dos índices de

expansão radial e transversal como

H̄LTB(t, r) =
[
H‖(t, r)H

2
⊥(t, r)

]1/3

. (3.11)

2O valor E = −1/2 é admissível só no caso especial em que X ′ = 0 ocorra no mesmo ponto. Isto é
conhecido como um buraco de minhoca [57].
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Por outro lado, se derivamos a equação (3.8) e combinamos com (3.9), podemos en-

contrar a equação de continuidade para a densidade de energia

ρ̇(t, r) + (2H⊥ +H‖)ρ(t, r) = 0 . (3.12)

Note que neste caso, em analogia com os modelos de FLRW, podemos inferir uma média

aritmética do fator de Hubble

〈H〉(t, r) =
1

3

[
2H⊥(t, r) +H‖(t, r)

]
, (3.13)

que pode ser relacionado com o escalar de expansão Θ(t, r), da seguinte maneira

Θ(t, r) ≡ uµ;µ =
[
2H⊥(t, r) +H‖(t, r)

]
= 3〈H〉(t, r) . (3.14)

Contudo, a vorticidade é nula, ωαβ = 0, devido a que estamos usando coordenadas

comoveis-síncronas [24]. O cisalhamento 3 por outro lado, é escrito na forma

σ2(t, r) =
1

3

[
H‖(t, r)−H⊥(t, r)

]2
. (3.15)

Com isto, podemos escrever

1

3
Θ2 − σ2 = 4πGρ− 1

2
3R , (3.16)

onde

3R = −4
(EX)′

X2X ′
(3.17)

representa o escalar de curvatura 3-dimensional da métrica de LTB.

Para estudar a expansão acelerada do universo, podemos usar a equação (3.8) e derivá-

la com respeito às coordenadas radial e temporal, para assim obter as seguintes relações

Ẍ

X
= −M

X3
e

Ẍ ′

X ′
=

2M

X3
− M ′

X2X ′
, (3.18)

que combinadas com (3.9), nos servem para encontrar uma expressão generalizada da

3O cisalhamento é de�nido como σµν = u(µ;ν) + u̇(µuν) − 1
3hµνΘ, onde u(µ;ν) = 1

2 (uµ;ν + uν;µ),
u̇(µuν) = 1

2 (u̇µuν + u̇νuµ) e hµν = gµν − uµuν .
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aceleração,

2

3

Ẍ(t, r)

X(t, r)
+

1

3

Ẍ ′(t, r)

X ′(t, r)
= −4πG

3
ρ(t, r) . (3.19)

Note que, a equação (3.19) tem duas componentes de aceleração nas duas direções radial

e transversal. No entanto, a expansão acelerada não é necessariamente um ingrediente

dos modelos inomogêneos. Como foi discutido no �nal do capítulo anterior, no universo

de FLRW, o problema da coincidência cósmica está ligado com a necessidade da intro-

dução de uma energia escura, para explicar a expansão acelerada. Porém nos modelos

inomogêneos, a expansão acelerada pode aparecer mesmo sem a introdução de uma com-

ponente exôtica na dinâmica do universo. O relevante é a reprodução da relação distância

luminosidade-redshift. Contudo, isto não exclui a possibilidade de ter aceleração na dire-

ção radial, Ẍ ′(t, r) > 0, mesmo que o fator de escala na direção transversal X(t, r) esteja

desacelerando o su�ciente ou vice versa. Com isto a noção de expansão acelerada perde

sentido e vira uma de�nição ambígua na presença das inomogeneidades [58].

A analogia entre um modelo de LTB com o universo de FLRW pode ser levada adiante

de�nindo os parâmetros de densidade de matéria e de curvatura hoje, dados respetiva-

mente por

ΩM(r) =
2M(r)

H2
⊥0(r)X3

0 (r)
e ΩK(r) =

2E(r)

H2
⊥0(r)X2

0 (r)
, (3.20)

onde o subíndice 0 representa as quantidades no tempo presente t0, isto é H⊥0(r) ≡
H⊥(t0, r) e X(t0, r) ≡ X0(r). Levando estas considerações é possível re-escrever a equa-

ção (3.8) como [59, 60]

H2
⊥(t, r) = H2

⊥0(r)

[
ΩM(r)

(
X0(r)

X(t, r)

)3

+ ΩK(r)

(
X0(r)

X(t, r)

)2
]
. (3.21)

Note que, esta equação obedece o vínculo energético

ΩM(r) + ΩK(r) = 1 , (3.22)

que é satisfeito para cada camada esférica de raio r. A principal diferença com relação à

equação de Friedmann homogênea (2.23) é que a generalização LTB (3.21) tem depen-

dência tanto temporal quanto espacial. Todas as quantidades LTB dependem não só do

tempo mas também da coordenada radial r. Contudo, o formalismo como um tudo é co-

variante sobre a rede�nição da coordenada radial. Com efeito, a métrica de LTB (3.7), e
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todas as fórmulas por conseguinte, são covariantes sobre a mudança r → f(r). Por tanto,

com uma escolha adequada da coordenada radial, pode ser escolhido livremente o valor

do fator de escala transversal hoje X0(r). Uma escolha conveniente é assumir o seguinte

calibre X0(r) = r. Isto é similar à normalização do fator de escala hoje nos modelos de

FLRW, onde se faz a escolha a(t0) = 1.

Com estas considerações a integração da equação (3.8), pode ser realizada obtendo o

parâmetro de idade ∆t(r), que pela natureza inomogênea da métrica (3.7), obviamente

tem dependência espacial,

∆t(r) = t− tB(r) =
1

H⊥0(r)

∫ x(t,r)

0

dy√
y−1ΩM + ΩK

, (3.23)

onde x(t, r) = X(t, r)/X0(r) = r−1X(t, r) e tB(r) é outra função arbitrária, chamada

tempo do Big Bang, de�nido como o tempo no qual X(tB, r) = 0. O modelo pode ser

especi�cado formalmente se são dados o parâmetro de densidade ΩM(r) e a chamada

função Big Bang tB(r). Nas próximas seções serão revisadas estas possibilidades, porém

antes vamos estudar o caminho percorrido pela luz na dinâmica de fundo, com o objetivo

de poder comparar os modelos de LTB com os dados observacionais. Isto é equivalente a

resolver apropriadamente as geodésicas nulas para os nossos modelos.

3.2 A propagação da Luz nos modelos de Lemaître-

Tolman-Bondi

Para conectar a dinâmica de LTB com os dados observacionais, precisamos relacionar

o redshift e o �uxo de energia da luz com a natureza exata das inomogeneidades. Para

isto, estudamos a propagação da luz no espaço-tempo de LTB.

Dado que a métrica de LTB possui simetria esférica, vamos considerar um observador

que está posicionado no centro de simetria 4, isto é, na origem r = 0 medirá trajetórias

radiais entrantes. Assim, as geodésicas nulas radiais ds2 = 0 da métrica (3.7), resultam

em

dt

dµ
= −dr

dµ

X ′(t, r)√
1 + 2E(r)

, (3.24)

onde µ é um parâmetro a�m e o sinal negativo é mantido para indicar as trajetórias

entrantes. Logo, para dois raios de luz sucessivos, sendo soluções de (3.24), dados por

4Existe também a possibilidade de escolher um observador possicionado fora do centro de simetria,
mas esse estudo não será abordado nesta tese.
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t1 = t(µ) e t2 = t(µ) + δt(µ). Encontramos que

d

dµ
t1 =

dt(µ)

dµ
= −dr

dµ

X ′(t, r)√
1 + 2E(r)

, (3.25)

d

dµ
t2 =

dt(µ)

dµ
+

dδt(µ)

dµ
= −dr

dµ

X ′(t, r)√
1 + 2E(r)

+
dδt(µ)

dµ
. (3.26)

Por outro lado, expandindo em séries de Taylor e considerando só termos lineares em

δt(λ), temos

d

dµ
t2 = −dr

dµ

X ′(t(µ) + δt(µ), r)√
1 + 2E(r)

= −dr

dµ

X ′(t, r) + Ẋ ′(t, r)δt(µ)√
1 + 2E(r)

. (3.27)

Comparando (3.26) com (3.27) obtemos a relação [60]

dδt

dµ
= −dr

dµ

Ẋ ′(t, r)δt(µ)√
1 + 2E(r)

. (3.28)

Finalmente, da de�nição do redshift z(µ) = λ0/λ(µ) − 1, a equação (3.28) pode ser

reformulada 5 como

dz

dµ
= (1 + z)

dr

dµ

Ẋ ′(t, r)√
1 + 2E(r)

. (3.29)

Agora, as equações (3.24) e (3.29), que determinam as equações geodésicas nulas,

podem ser escritas em termos do redshift da seguinte forma

dt

dz
= − X ′(t, r)

(1 + z)Ẋ ′(t, r)
, (3.30)

dr

dz
=

c
√

1 + 2E(r)

(1 + z)Ẋ ′(t, r)
, (3.31)

onde reintroduzimos explicitamente a velocidade da luz c ≈ 0.3 Gpc/Gyr, com o propósito

de obter a distância luminosidade em Gigaparsec (Gpc) devido a que a nossa escala de

tempo está em Giga-anos (Gyr).

Note que, para poder resolver o sistema (3.30) e (3.31), são necessárias duas condições

iniciais. Uma escolha adequada é o ponto em z = 0 dado pelo
(
t(0) = t0, r(0) = 0

)
. Assim,

resolvendo as equações (3.30) e (3.31) encontramos a curva da região passada do cone de

luz
(
t(z), r(z)

)
.

Nos modelos de LTB, a distância de diâmetro angular medida por um observador po-

5Isto é possível considerando que λ = cδt.



3.3 MODELOS COM BIG BANG NÃO SIMULTÂNEO 29

sicionado no centro é diretamente relacionada com a função X(t, r). Com o procedimento

descrito acima, temos o fator de escala transversal X(t, r) em todo ponto e as trajetórias

radiais nulas
(
t(z), r(z)

)
, assim podemos construir o fator de escala transversal através

das geodésicas e obter a distância de diâmetro angular em função do redshift

dLTBA (z) = X (t(z), r(z)) . (3.32)

Em complemento, podemos calcular também a distância de luminosidade através de

sua relação com a distância de diâmetro angular (ver equação (2.46)) [51, 56], obtendo

dLTBL (z) = (1 + z)2dLTBA (z) . (3.33)

Finalmente, com o objetivo de relacionar os modelos inomogêneos de LTB com as

observações de supernovas de tipo Ia, precisamos de�nir também o módulo de distância

µLTB

th (z) = 5 log10

(
dLTBL (z)

10pc

)
. (3.34)

Até agora, estudamos o espaço-tempo inomogêneo e a propagação da luz no cenário de

LTB. Contudo, deixamos em aberto a possibilidade de modelar as inomogeneidades dando

valores especí�cos às funções livres tB(r) e ΩM(r). Note que, a forma que dermos às funções

livres tB(r) e ΩM(r) afetam diretamente às equações geodésicas e portanto também ao

módulo de distância. É importante ressaltar que o nosso objetivo é modelar um universo

inomogêneo que possa reproduzir as observações das distâncias cósmicas e não necessari-

amente uma expansão acelerada.

Então temos duas opções para modelar. A primeira, considerando uma função de Big

Bang não simultânea (tB(r) 6= 0) porém �xando ΩM(r) = 1 e a segunda considerando um

Big Bang simultâneo (tB(r) = cte.) de�nindo os per�s da distribuição de matéria ΩM(r).

No que segue abordaremos as duas possibilidades por separado.

3.3 Modelos com Big Bang não simultâneo

Na seção 3.1, vimos que a densidade de matéria ρ(t, r), na equação (3.9), diverge por

dois possíveis motivos, quando X(t, r) = 0 e X ′(t, r) = 0. O primeiro caso é conhecido

como a singularidade do tipo Big Bang, isto é, quando X(tB(r), r) = 0, onde tB(r) é

a chamada função Big Bang, que quanti�ca o tempo no qual ocorre essa singularidade.

Note que a singularidade Big Bang é um evento que acontece para diferentes camadas

esféricas de raio r. O segundo caso é conhecido como a singularidade do tipo cruzamento
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de camadas, que será estudado em detalhe na seção 3.3.4.

Nesta seção, estudaremos os modelos com a função Big Bang não nula. Por simplici-

dade, tomamos o caso de curvatura nula E = 0. Assim, a solução da equação (3.23) dá

como resultado

X(t, r) =

[
9

2
M(r)

]1/3

(t− tB(r))2/3 . (3.35)

A solução acima contem as funções arbitrárias M(r) e tB(r). Assim, com o objetivo de

obter o valor do parâmetro de Hubble transversal, derivamos com respeito ao tempo a

equação (3.35)

Ẋ =
2

3

[
9

2
M(r)

]1/3
1

(t− tB(r))1/3
=

2

3

X

t− tB(r)
. (3.36)

Com isto, é possível achar o parâmetro de Hubble transversal, representado por

H⊥(t, r) =
2

3

1

t− tB(r)
. (3.37)

Também, a partir de (3.35), encontramos que

X ′ =
1

3

[
9

2
M(r)

]1/3 [
M ′

M
− 2

t′B(r)

t− tB(r)

]
(t− tB(r))2/3 . (3.38)

Com (3.38) em (3.9) e a equação (3.8), encontramos

3H2
⊥ = 8πGρ

[
1− 2t′B(r)

t− tB(r)

M

M ′

]
. (3.39)

Note que, para o caso em que tB = constante, reobtemos a equação de Friedmann usual.

Por outro lado, a derivada mista de X(t, r) dá como resultado

Ẋ ′ =
2

9

[
9

2
M(r)

]1/3 [
M ′

M
+

t′B(r)

t− tB(r)

]
1

(t− tB(r))1/3
. (3.40)

Com estas relações é encontrado o parâmetro de Hubble radial

H‖(t, r) = H⊥(t, r)

M ′

M
+

t′B(r)

t−tB(r)

M ′

M
− 2

t′B(r)

t−tB(r)

(3.41)

onde foi usada a relação (3.37). Note que, no limite homogêneo, obtemos a igualdade

H⊥ = H‖. Isto é, o cisalhamento (3.15) se anula e assim recuperamos o universo de

FLRW.
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Tendo em conta o vínculo energético (3.22) e considerando o caso E = 0 o parâmetro

de densidade se reduz a ΩM(r) = 1. Então da relação geral (3.20) que de�ne ΩM(r),

podemos inferir que

2M ≡ r3H2
⊥0(r) . (3.42)

Porém, junto com a equação (3.37) no tempo presente t0, encontramos que

M =
2

9

r3

(t0 − tB(r))2 . (3.43)

Isto signi�ca que para o nosso caso, M 6= M0r
3 [61]. Por tanto

M ′

M
=

3

r
+

2t′B
t0 − tB

. (3.44)

Note que, o último termo em (3.44) aparece adicionalmente à estrutura doM(r). O ponto

é que não podemos usar o calibre M(r) = M0r
3 junto com X0(r) = r ao mesmo tempo.

A densidade de energia (3.9) agora pode ser escrita como

8πGρ =
4

3

1[
1− 2

t′B
t−tB

M
M ′

]
(t− tB)2

. (3.45)

Por outro lado, podemos encontrar a equação da trajetória da luz, juntando (3.30)

e (3.31) para este caso em particular

dt

dr
= −1

3

[
9

2
M(r)

]1/3 [
M ′

M
− 2

t′B(r)

t− tB(r)

]
(t− tB(r))2/3 . (3.46)

Note que para poder resolver numericamente esta equação, precisamos de�nir explici-

tamente a função Big Bang tB(r). Uma integração analítica para obter explicitamente

t = t(r), somente é possível no limite de FLRW. Por exemplo para tB = tBEdS
= cte. a

equação (3.46) se reduz a
dt

dr
= − (t− tBEdS

)2/3

(t0 − tBEdS
)2/3

, (3.47)

onde foi usada a relação M0 = 2
9
(t0 − tBEdS

)−2 ao invés de (3.43). A solução de (3.47) é

t(r) = tBEdS
+ (t0 − tBEdS

)

[
1− 1

3

r

t0 − tBEdS

]3

. (3.48)

Esta solução representa as geodésicas radiais para um universo de Einstein-de Sitter.

Para os modelos com Big Bang não simultâneo, usamos os resultados das soluções
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numéricas da equação (3.46) com valores de tB(r) dados explicitamente . Porém, podemos

usar ainda as relações (3.43) e (3.44) e re-escrever (3.46) da forma

dt

dr
= −

[
1 +

2

3

rt′B(r)

t0 − tB(r)
− 2

3

rt′B(r)

t− tB(r)

]
(t− tB(r))2/3

(t0 − tB(r))2/3
. (3.49)

A ideia é conferir explicitamente, se existem curvas de luz nos modelos com Big Bang não

simultâneo, sem a introdução ad hoc de uma constante cosmológica, que possam reprodu-

zir as curvas de luz do modelo ΛCDM. Esse objetivo é alcançado com a introdução ad hoc

de funções arbitrárias, cujas origens físicas e consequências devem ser investigadas. Esta

situação é estudada em [25], cujas considerações são baseadas na imposição das geodési-

cas nulas passadas, dos modelos inomogêneos e do ΛCDM, coincidirem. Esta correlação

se traduz em uma condição sobre t′B(r), contudo, optamos por fazer o processo inverso.

Partimos com modelos concretos para tB(r) com parâmetros �realísticos� e estudaremos

se existe a possibilidade de reproduzir a região passada do cone de luz do modelo ΛCDM.

3.3.1 O caso com t′B < 0

Para a função Big Bang, vamos considerar o seguinte ansatz [61]

tB(r) = tB0e
−(r/rc)4 (3.50)

onde tB0 é um parâmetro que quanti�ca a idade do universo para o observador colocado

no centro de simetria e rc indica o limite em que a inomogeneidade se manifesta. Este

ansatz satisfaz as seguintes condições de fronteira

tB(0) = tB0 , tB(r � rc) = 0 , t′B = − 4

rc

(
r

rc

)3

tB . (3.51)

Note que para valores de r su�cientemente grandes, a função Big Bang aproxima ao limite

homogêneo tB = 0. Em (3.46) aparece a relação 2t′B(r)

t−tB(r)
M
M ′

, logo com o nosso ansatz (3.50)

obtemos

2t′B
t− tB(r)

M

M ′ = −8

3

(
r

rc

)4
tB(r)

t− tB(r)

1

1− 8
3

(
r
rc

)4
tB(r)

t0−tB(r)

. (3.52)

De maneira a obter o índice de expansão transversal atual, podemos substituir (3.50) na

equação (3.37)

H⊥0(r) =
2

3t0
+

2

3t0

tB0

t0e(
r
rc

)
4

− tB0

. (3.53)
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Esta equação tem a mesma estrutura encontrada por Enqvist em [60], isto é, H⊥0(r) =

H̄ + H̃(r), onde o segundo termo representa as correções devido às inomogeneidades.

Notamos também que para um observador na origem de simetria H⊥0(r = 0) = 2
3(t0−tB0)

e

que para posições muito afastadas da inomogeneidade H⊥0(r � rc) = H̄ = 2
3t0
, reobtemos

o valor dos modelos de FLRW.

Por outro lado, considerando o ansatz (3.50), a densidade de energia (3.45) pode ser

escrita agora como

8πGρ =
4

3

1

[1 +N(t, r)] (t− tB)2 , (3.54)

onde

N(t, r) ≡ 8

3

(
r

rc

)4
tB

t− tB
1

1− 8
3

(
r
rc

)4
tB(r)

t0−tB(r)

. (3.55)

Para conseguirmos um melhor entendimento do comportamento do per�l da densidade

do modelo próximo ao centro de simetria, derivamos a equação (3.54) do qual obtemos

8πGρ′ = −4

3

(t− tB)2[
(1 +N(t, r)) (t− tB)2]2 N(t, r)

[
N ′

N
− 2

t′B
t− tB

]
. (3.56)

Agora consideramos o comportamento do ρ′ na vizinhança da origem. Neste limite

N ′

N
=

1

r
[1 +O(r)] ,

(
N

r

)
r=0

> 0 , N(t, 0) = 0 . (3.57)

Obviamente, ρ′(r → 0) < 0. A região r = 0 é o centro de uma região de alta densidade.

Na �gura 3.1, mostramos o comportamento da densidade ρ(t0, r) para diferentes valores

do parâmetro tB0 mantendo �xo o parâmetro rc. Note que, a diferença dos valores da den-

sidade de matéria na região interna e externa da distribuição é completamente atribuída

ao valor do parâmetro tB0, isto era de se esperar devido a que a inomogeneidade aumenta

com o valor desse parâmetro.

Como próximo passo, calculamos os caminhos geodésicos para nosso modelo. A equa-

ção (3.46), agora toma a forma

dt

dr
= −1

3

[
9

2
M(r)

]1/3
M ′

M
[1 +N(r)] (t− tB(r))2/3 , (3.58)

onde M(r) é dado por (3.43) e

M ′

M
=

3

r

[
1− 8

3

(
r

rc

)4
tB(r)

t0 − tB(r)

]
. (3.59)
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Figura 3.1: A densidade de matéria para o tempo presente com diferentes valores do parâmetro
tB0 mantendo �xo o parâmetro rc.

Esta equação diferencial não tem solução analítica, entretanto podemos resolvê-la de forma

numérica.

3.3.2 O caso com t′B > 0

Agora vamos considerar o seguinte modelo [61]

tB(r) = tB0

(
1− e−(r/rc)4

)
, t′B =

4

rc

(
r

rc

)3

(tB0 − tB(r)) . (3.60)

Neste segundo caso, os limites são

tB(0) = 0 , tB(r � rc) = tB0 , (3.61)

isto é, o tempo do Big Bang cresce com r até aproximar um valor constante. Similarmente

ao modelo anterior, podemos substituir o nosso ansatz (3.60) na equação (3.37) e assim

obter

H⊥0(r) =
2

3t0
+

2

3t0

tB0

(
1− e−(r/rc)4

)
t0 − tB0

(
1− e−(r/rc)4

) , (3.62)

encontrando de novo a estrutura H⊥0(r) = H̄ + H̃(r). Com a diferença que nos limites

próximos do centro H⊥0(r = 0) = 2
3t0

e para largas escalas H⊥0(r � rc) = 2
3(t0−tB0)

os
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Figura 3.2: A densidade de matéria para o tempo presente com diferentes valores do parâmetro
tB0 mantendo �xo rc.

valores são inversos aos obtidos no modelo com t′B < 0. Por outro lado, dado que

2t′B
t− tB(r)

M

M ′ =
8

3

(
r

rc

)4
tB0 − tB(r)

t− tB(r)

1

1 + 8
3

(
r
rc

)4
tB0−tB(r)
t0−tB(r)

≡ U(t, r) , (3.63)

podemos encontrar uma expressão para a densidade de matéria a partir da equação (3.45)

que resulta em

8πGρ =
4

3

1

[1− U(t, r)] (t− tB(r))2 . (3.64)

De novo, com motivo de estudar o comportamento da densidade, diferenciamos (3.64) e

obtemos

8πGρ′ =
4

3

(t− tB)2[
(1− U(t, r)) (t− tB)2]2 U(t, r)

[
U ′

U
− 2

t′B
t− tB

]
. (3.65)

Similarmente ao caso anterior, encontramos que

U ′

U
=

1

r
[1 +O(r)] ,

(
U

r

)
r=0

> 0 , U(t, 0) = 0 . (3.66)

Mas, desta vez ρ′(r → 0) > 0, isto quer dizer que, a densidade aumenta com r e assim

r = 0 representa o centro de um vazio local. Na �gura 3.2, mostramos o comportamento

da densidade ρm(t0, r) para diferentes valores do parâmetro tB0 mantendo �xo o valor de

rc. De novo, a diferença dos valores da densidade de matéria nas regiões interna e externa

da distribuição são atribuídas ao valor do parâmetro tB0.
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Figura 3.3: Parâmetros de Hubble radial, transversal e a média geométrica para os modelos
com t′B(r) < 0 (lado esquerdo) e t′B(r) > 0 (lado direito).

Por outro lado, a equação (3.46) para a propagação da luz, neste caso, se torna

dt

dr
= −1

3

[
9

2
M(r)

]1/3
M ′

M
[1− U(t, r)] (t− tB(r))2/3 (3.67)

com M(r) substituído de (3.43) e

M ′

M
=

3

r

[
1 +

8

3

(
r

rc

)4
tB0 − tB(r)

t0 − tB(r)

]
. (3.68)

Na �gura 3.3, comparamos os parâmetros de Hubble para os dois modelos com Big Bang

não simultâneo. Notamos que existe uma diferença nos valores dos parâmetros de Hubble

obtidos pela estrutura em larga escala r >> rc e os indicados pela estrutura próxima

ao centro da distribuição, r ≈ 0. Estas diferenças podem servir para distinguir entre

os dois modelos. A região passada do cone de luz, X(t, r(t)) versus t, comparando os

modelos de Einstein-de Sitter, ΛCDM, t′B < 0 e t′B > 0 são mostradas na �gura 3.4, onde

empregamos os valores de melhor ajuste do parâmetro tB0 que são os resultados da nossa

análise estatística descrita no capítulo 5. Note que, o modelo t′B(r) < 0 reproduz muito

bem o modelo ΛCDM.

Por outro lado, a propagação da luz para os modelos de Einstein-de Sitter, ΛCDM,

t′B < 0 e t′B > 0 são mostrados na �gura 3.5 com os valores de melhor ajuste do parâmetro

tB0 obtidos no capítulo 5. Note que de novo o modelo t′B(r) < 0 reproduz muito bem o

modelo ΛCDM.
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e t′B > 0. As curvas para o modelo ΛCDM e para o modelo t′B(r) < 0 são quase indistinguíveis.
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3.3.3 A idade do universo inomogêneo

A função Big Bang não simultânea implica, logicamente, que a idade do universo é

diferente para diferentes valores de r. Para um melhor entendimento, primeiro vamos

calcular as idades do universo nos modelos de EdS e ΛCDM.

Como vimos acima, a propagação da luz no modelo de EdS é governada pela equa-

ção (3.47). Os limites do modelo de EdS como caso particular dos modelos LTB são

X(t, r) = ra(t), E(r) = 0 e M(r) = M0r
3, que substituindo na equação (3.8), resulta em

ȧ2(t) =
2M0

a(t)
. (3.69)

A solução desta equação é

a(t) =

(
9M0

2

)1/3

(t− tBEdS
)2/3 . (3.70)

A equação da geodésica (3.47), se reduz a

dt

dr
= −a(t) . (3.71)

Então, aparentemente, a idade do universo está relacionada às assíntotas:

dt

dr
= 0 ⇒ ti = tBEdS

, (3.72)

onde ti denota o tempo inicial da evolução deste modelo. Normalizamos a escala do tempo

de tal forma que a diferença t0 − tBEdS
seja exatamente a idade do universo de EdS,

enquanto que t0 é a idade do modelo ΛCDM. Da mesma forma, no modelo ΛCDM [25]

dt

dr
= −

(
6MΛ

Λ

)1/3

sinh2/3

[√
3Λ

2
(t− tBΛ)

]
, (3.73)

onde MΛ, Λ e tBΛ são constantes. Identi�cando tBΛ com o tempo inicial zero, achamos as

assíntotas:
dt

dr
= 0 ⇒ ti = tBΛ = 0 . (3.74)

No que segue encontraremos assíntotas para os modelos inomogêneos com a função Big

Bang não simultânea.
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Idade do universo no caso t′B < 0

Na seção 3.3.1, mostramos que para o modelo de ansatz (3.50) com proprieda-

des (3.51), a propagação da luz é governada pela equação (3.58). Logo, com o objetivo de

calcular a idade do universo, fazemos

dt

dr
= 0 ⇒ [1 +N(ti, r)] (ti − tB(r))2/3 = 0 , (3.75)

onde ti denota o tempo inicial da evolução cósmica que depende do r. Onde, a partir da

de�nição de N(t, r) e com a ajuda de um pouco de álgebra, encontramos

[1 +N(t, r)] (t− tB(r))2/3 = (t− tB(r))−1/3

t− tB(r) +
8

3

(
r

rc

)4
tB(r)

1− 8
3

(
r
rc

)4
tB(r)

t0−tB(r)

 .

Assim, as assíntotas (3.75), para o nosso modelo com t′B < 0, são re-escritas como:

dt

dr
= 0 ⇒ ti = tB(r)− 8

3

(
r

rc

)4
tB(r)

1− 8
3

(
r
rc

)4
tB(r)

t0−tB(r)

. (3.76)

Notamos que, o tempo inicial da expansão cósmica ti depende de r. Isto quer dizer que

existem diferentes tempos iniciais para cada camada r. Por exemplo, para valores pequenos

de r temos ti ≈ tB0 e para valores grandes de r obtemos ti ≈ 0. A idade do universo

inomogêneo muda de t0 − tB0 próximo de r = 0 para t0 = 13.7 Giga-anos (nosso valor de

referencia ΛCDM) quando r > rc. Uma representação grá�ca da dependência de ti sobre

r é dada na �gura 3.6.

Idade do universo no caso t′B > 0

Neste outro caso, a equação que governa a região passada do cone de luz é (3.67).

Assim, encontramos os limites

dt

dr
= 0 ⇒ ti = tB(r) +

8

3

(
r

rc

)4
tB0 − tB(r)

1 + 8
3

(
r
rc

)4
tB0−tB(r)
t0−tB(r)

, (3.77)

onde ti de novo denota o tempo inicial da expansão cósmica que depende da coordenada

radial r. A situação aqui é totalmente oposta ao caso anterior t′B(r) < 0. Por exemplo,

para pequenos valores de r o tempo inicial é ti ≈ 0 e para r grandes temos ti ≈ tB0.

As assíntotas dt/dr = 0 resultam em um tempo inicial ti = 0 para pequenos valores de
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Figura 3.6: Idade do universo t0 − ti(r) no modelo t′B(r) < 0 com os valores de melhor ajuste
tB0 = 2.052 Gyr e rc = 1.865 Gpc obtidos na nossa análise estatística.

r, correspondendo à idade do universo t0 do modelo ΛCDM. Para valores grandes de r

a idade do universo se reduz a t0 − tB0. O comportamento de ti na dependência de r é

visualizado na �gura 3.7.

Note que, ao contrário do modelo t′B(r) < 0, este modelo poderia apresentar problemas

quando observarmos a idade de objetos distantes, tipo as velhas estrelas. Então nosso

modelo poderia ser limitado com essas idades.

3.3.4 O cruzamento de camadas (Shell crossing)

Como mencionamos antes, os modelos LTB apresentam dois tipos de singularidades,

o Big Bang e o cruzamento de camadas (shell crossing). Assim, os modelos com Big Bang

não simultâneo são propensos à singularidade do tipo cruzamento de camadas. Esse efeito

ocorre se uma camada interna r = r1 expande mais rápido que uma camada externa

r = r2. A condição para que ocorra o cruzamento de camadas é X ′ = 0, onde como

pode ser visto na equação (3.9), a densidade diverge ρ → ∞. Dentro desta condição o

coe�ciente radial da métrica, grr, se anula. Para o nosso caso (ver equação (3.38)), isto

corresponde à condição
M ′

M
− 2

t′B(r)

t− tB(r)
= 0 . (3.78)
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Figura 3.7: Idade do universo t0 − ti(r) no modelo t′B(r) > 0 com os valores de melhor ajuste
tB0 = 3.243 Gyr e rc = 0.029 Gpc obtidos na nossa análise estatística.

Então, enquanto as condições M ′

M
> 0 e t′B(r) < 0 sejam satisfeitas não existirá algum

cruzamento de camadas. Assim, com essas condições o nosso primeiro modelo, com o

ansatz (3.3.1), estará livre da singularidade do tipo cruzamento de camadas. Na �gura 3.8

mostramos que o modelo t′B(r) < 0 não apresenta cruzamento de camadas, as curvas

verdes são as respetivas linhas de mundo para cada camada do nosso modelo, calculadas

�xando os valores de rj = constante para cada X(t, rj). A linha vertical de traço cinza,

representa o valor do nosso parâmetro tB0 obtido na nossa análise estatística. Por outro

lado, temos que para o nosso segundo modelo com Big Bang não simultâneo, t′B(r) > 0,

sim existe singularidade do tipo cruzamento de camadas. Por tanto, encontramos por meio

da expressão (3.44) que o cruzamento de camadas aparace para

3

r
+

2t′B(r)

t0 − tB(r)
− 2t′B(r)

tsc − tB(r)
= 0 , (3.79)

que é equivalente a escrever

3

r
− 2t′B

t0 − tsc
(t0 − tB)(tsc − tB)

= 0 . (3.80)

Neste caso, tsc denota o ponto de inserção do cruzamento de camadas. Como pode ser

apreciado em (3.80), para que ocorra o cruzamento de camadas, é necessário que a condição
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Figura 3.10: Cruzamento de camadas no modelo t′B(r) > 0 com os valores de melhor ajuste
tB0 = 3.287 Gyr e rc = 0.029 Gpc.

t′B > 0 seja satisfeita. Assim, resolvendo para tsc encontramos

tsc(r)

t0
=

2t′B(r) + 3
r
(t0 − tB(r)) tB(r)

t0

2t′B(r) + 3
r
(t0 − tB(r))

. (3.81)

Obviamente, o numerador é menor que o denominador, em consistência com t < t0. Por

tanto, temos que encontrar numericamente, no modelo t′B(r) > 0, para que valor de tsc
t0

ocorre o cruzamento de camadas, com a dependência sobre os parâmetros tB0 e rc. O nosso

resultado é visualizado na �gura 3.9. A região na qual ocorre o cruzamento de camadas é

aquela dentro das curvas vermelha (sólida) e azul (tracejada).

Um exemplo claro de cruzamento de camadas é dado na �gura 3.10. As curvas azuis

são as respetivas linhas de mundo para cada modelo, calculadas �xando os valores de rj =

0.01, 0.02, 0.03, 0.04 para cada X(t, rj). Note que, neste caso o cruzamento de camadas

ocorre para valores de tempo, t, menores do valor do parâmetro tB0. Para valores de

tempo maiores que esse parâmetro (linhas de mundo verdes), não ocorre mais cruzamento

de camadas. Isto quer dizer que o nosso modelo com t′B(r) > 0 será limitado pelo valor

do parâmetro tB0, coisa que não acontece com o modelo t′B(r) < 0 (ver �gura 3.8). Então,

quando aplicarmos o nosso modelo t′B(r) > 0 a um universo realístico, só poderá ser válido

a partir dos valores de tempo maiores que tB0.
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3.3.5 O deslocamento para o azul (Blueshift)

Na seção anterior vimos que a condição t′B(r) < 0 deve ser satisfeita para que não

ocorra cruzamento de camadas. Contudo, nos modelos com Big Bang inomogêneo t′B 6= 0,

os raios de luz emitidos perto da singularidade inicial apresentam deslocamento para o

azul (blueshift) gravitacional em tempos tardios. Os raios descolados ao azul perturbam

a temperatura da CMB ao longo da linha de visão do observador central hoje [28, 29, 30].

Este fenômeno é potencialmente perigoso, na medida em que podemos aplicar os nossos

modelos ao universo real como referido. Nos contextos dos nossos modelos isto ocorre

quando Ẋ ′ muda de Ẋ ′ > 0 para Ẋ ′ < 0. Para Ẋ ′ > 0 temos que dz
dr
> 0 e z cresce com

r, por outro lado, para Ẋ ′ < 0 temos que dz
dr
< 0, equivalente a um redshift que decresce

com r.

Geralmente o redshift é determinado pela relação (3.29). No caso em que E = 0, a

dependência do redshift é determinada completamente pelo Ẋ ′(t(r), r) no (3.40). Para

t′B(r) < 0 não podemos excluir a possibilidade M ′

M
+

t′B(r)

t−tB(r)
< 0. Sobre esta condição, o

redshift z não deve crescer com r, pelo contrário, z deveria decrescer. Isto pode então

resultar em um blueshift de objetos distantes em lugar de um redshift. Isto é de sumo

interesse para quanti�car as condições nas quais semelhantes comportamentos podem

ocorrer.

No geral, temos a relação

M ′

M
+

t′B(r)

t− tB(r)
=

3

r
+ t′B(r)

[
2

t0 − tB(r)
+

1

t− tB(r)

]
. (3.82)

Agora, para que dz
dr
> 0 seja válido, no caso t′B < 0, devemos ter

M ′

M
+

t′B(r)

t− tB(r)
> 0 ⇒ 3

r
>| t′B(r) |

[
2

t0 − tB(r)
+

1

t− tB(r)

]
. (3.83)

No presente caso (veja (3.51)) isto corresponde a

3

r
− 4

rc

(
r

rc

)3
2tB(r)

t0 − tB(r)
>

4

rc

(
r

rc

)3
tB(r)

t− tB(r)
(3.84)

ou equivalentemente
3

4

(rc
r

)4

− 2tB(r)

t0 − tB(r)
>

tB(r)

t− tB(r)
. (3.85)
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Resolvendo para t, encontramos

t(r) > tB(r)

1 +
1

3
4

(
rc
r

)4 − 2tB(r)
t0−tB(r)

 . (3.86)

Sobre a condição (3.86) temos que dz
dr
> 0. Para tempos primordiais dz

dr
< 0 e um blueshift

resultante não poderia ser excluído. A igualdade

tMRH(r) = tB(r)

1 +
1

3
4

(
rc
r

)4 − 2tB(r)
t0−tB(r)

 (3.87)

corresponde à hiper-superfície de Máximo Redshift (MRH das inciais em inglês) no [30].

Se tMRH(r) ocorre mais cedo do que a igualdade matéria-radiação, o potencial do blueshift

está além da aplicabilidade do modelo LTB sem pressão. A situação para nosso modelo

está descrita na �gura 3.11. Note que, uma contribuição considerável do blueshift ocorre

para tempos que são da ordem de 2 Gyr. Contudo essa contribuição desaparece para

escalas maiores a 3 Gpc.
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Figura 3.11: Comportamento da equação (3.87) no modelo t′B(r) < 0 com os valores de melhor
ajuste tB0 = 2.052 Gyr e rc = 1.865 Gpc.
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3.3.6 A região passada do cone de luz e o horizonte aparente

Começamos fazendo a análise para o modelo de Einstein-de Sitter. A equação do cone

de luz para o universo de EdS é dada pela equação (3.48). Resolvendo esta equação para

r encontramos que

r(t) = 3 (t0 − tBEdS
)

[
1−

(
t− tBEdS

t0 − tBEdS

)1/3
]
. (3.88)

Com esta solução, o raio espacial do cone de luz é

X = r(t)a(t) = 3 (t0 − tBEdS
)

(
t− tBEdS

t0 − tBEdS

)2/3
[

1−
(
t− tBEdS

t0 − tBEdS

)1/3
]

(3.89)

ou, em termos de r,

X = ra(t(r)) = r

[
1− 1

3

r

t0 − tBEdS

]2

. (3.90)

Temos então, que para as expressões em termos de t se satisfazem ambos X(t = tBEdS
) = 0

e X(t = t0) = 0. Equivalentemente, em termos de r, satisfaz as condições X(r = 0) = 0

e X(r = 3 (t0 − tBEdS
)) = 0. Isto signi�ca que existe um máximo valor para X. Ao longo

da região passada do cone de luz, X inicialmente cresce até atingir um valor máximo Xm

e logo começa a decrescer. Assim, a condição para o tempo máximo tm é

dX

dt
= 0 ⇒ (tm − tBEdS

)1/3 =
2

3
(t0 − tBEdS

)1/3 . (3.91)

Equivalentemente, para o máximo valor, rm, de r,

dX

dr
= 0 ⇒ rm = t0 − tBEdS

. (3.92)

De isto segue que o valor máximo corresponde a

Xm =
4

9
(t0 − tBEdS

) =
3

2
(tm − tBEdS

) . (3.93)

Por outro lado, o horizonte aparente é a superfície mais externa presa em torno de uma

região fechada. O nome aparente é dado porque separa os raios de luz que estão presos

dentro da superfície, daqueles que podem afastar-se dela. A condição para o horizonte
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aparente é X = 2M [62], no caso do modelo de EdS (X = ra e M = M0r
3), segue que

a = 2M0r
2 ⇒

(
t− tBEdS

t0 − tBEdS

)2/3

= 2M0r
2 . (3.94)

Assim, usando o valor M0 = 2
9

(t0 − tBEdS
)−2, e com um simples álgebra, obtemos então

que
2

3
(2M) = t− tBEdS

⇒ 2M =
3

2
(t− tBEdS

) . (3.95)

ou

X =
3

2
(t− tBEdS

) . (3.96)

Note que, comparando (3.96) com (3.93) concluímos que o horizonte aparente intersecta

a região passada do cone de luz no máximo valor de X. Isto é, à medida que vamos para

trás no tempo ao longo da região passada do cone de luz, o raio do cone de luz primeiro

aumenta até atingir o horizonte aparente e em seguida diminui até atingir a singularidade

Big Bang (ver �gura 3.4). Isto reproduz o resultado obtido em [25].

Por outro lado, para o caso dos modelos de LTB, consideramos a solução particular

(3.35). Agora, para tratar com o cone de luz temos que usar t = t(r), que é a solução da

equação (3.46). Logo, se diferenciamos (3.35) obtemos

X ′ = X

[
1

3

M ′

M
+

2

3

X

t(r)− tB(r)

(
dt

dr
− t′B

)]
, (3.97)

que inserindo (3.46), dá como resultado a seguinte expressão

X ′ =
X

3

[(
1− 2

3

X

t(r)− tB(r)

)(
M ′

M
− 2

t′B
t(r)− tB(r)

)]
. (3.98)

De novo, vemos que os valores extremos de X são obtidos quando X ′ = 0. Similarmente

aos resultados prévios do modelo de Einstein-de Sitter, a excepção da solução X = 0 para

r = 0 e t = tB, temos que

M ′

M
− 2

t′B
t(r)− tB(r)

= 0 ⇒ X ′ = 0 . (3.99)

Isto reproduz a condição para que ocorra o cruzamento de camadas. Contudo, na equa-

ção (3.98) notamos que existe outra condição que obviamente determina o máximo de X,

isto é

Xm =
3

2
(t(rm)− tB(rm)) , (3.100)

onde os subíndicesm denotam o valor de r no máximo deX. Esta é a expressão equivalente
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da equação (3.93) para os nossos modelos inomogêneos.

Agora, vamos estudar o horizonte aparente X = 2M [62]. Que no caso dos modelos

inomogêneos, signi�ca que

X = 2M ⇒ 2M =
4

9

r3

(t0 − tB(r))2 . (3.101)

Por outro lado, com ajuda de (3.43), podemos escrever X como

X = r

(
t− tB(r)

t0 − tB(r)

)2/3

. (3.102)

Finalmente, a condição X = 2M �ca como

r

(
t− tB(r)

t0 − tB(r)

)2/3

=
4

9

r3

(t0 − tB(r))2 , (3.103)

que via uma álgebra simples, temos

r2

(t0 − tB(r))4/3
=

9

4
(t− tB(r))2/3 , (3.104)

assim, disto segue que

t− tB(r) =
2

3

4

9

r3

(t0 − tB(r))2 =
2

3
(2M), (3.105)

que é equivalente a escrever

2M = X =
3

2
(t− tB(r)) . (3.106)

A comparação com (3.100) mostra que aqui também o horizonte aparente interseta a

região passada do cone de luz no máximo valor de X. De novo, o raio do cone de luz

aumenta à medida que vamos para trás no tempo ao longo da região passada do cone

de luz até atingir o horizonte aparente e logo diminui até a singularidade Big Bang (ver

�gura 3.4).

3.3.7 O desvio do Redshift (Redshift Drift) no LTB

Até agora, mostramos que os modelos inomogêneos podem reproduzir os resultados do

modelo padrão ΛCDM, mas sem poder distinguir entre os dois modelos. Porém, existe a

possibilidade de falsear estes modelos, estudando o desvio do redshift (redshift drift) [65],
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Isto é, a derivada temporal do redshift cosmológico no universo de LTB. Então, acredita-

se que esta é a maneira decisiva de poder diferenciar entre os modelos LTB e os modelos

copernicanos.

O caso ΛCDM

Primeiro vamos descrever o desvio do redshift para o modelo padrão ΛCDM [67]. Para

isto, consideramos a radiação emitida por uma fonte nos tempos ts e ts + δts que serão

observados nos tempos posteriores t0 e t0 + δt0, que podem ser relacionados, usando a

de�nição da distância comóvel (2.35), da seguinte forma∫ t0

ts

dt

a(t)
=

∫ t0+δt0

ts+δts

dt

a(t)
, (3.107)

que reacomodando os limites de integração logo temos∫ ts+δts

ts

dt

a(t)
=

∫ t0+δt0

t0

dt

a(t)
, (3.108)

assim, considerando que δt/t� 1, encontramos a razão

δts
a(ts)

=
δt0
a(t0)

. (3.109)

O redshift, da fonte, observado hoje, isto é, no tempo t0, será

zs(t0) =
a(t0)

a(ts)
− 1 , (3.110)

e para um intervalo de tempo posterior δt0 (δts para a fonte), temos

zs(t0 + δt0) =
a(t0 + δt0)

a(ts + δts)
− 1 . (3.111)

Assim, a variação do redshift da fonte é

δzs =
a(t0 + δt0)

a(ts + δts)
− a(t0)

a(ts)
. (3.112)

Depois de uma expansão em série de Taylor do fator de escala a(t + δt) ≈ a(t) + ȧδt,

encontramos que

δzs = δt0

[
ȧ(t0)− ȧ(ts)

a(ts)

]
. (3.113)
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Note que, a mudança do redshift, δz ∝ [ȧ(t0) − ȧ(ts)], resulta da evolução do ȧ com o

tempo cósmico, isto é aceleração ou desaceleração. A expressão acima, pode ser escrita

em termos do índice de expansão, como

δzs = H0δt0

[
1 + zs −

H(zs)

H0

]
. (3.114)

Considerando o modelo ΛCDM, podemos escrever a equação de Friedmann (2.23) em

função do redshift como H(zs) = H0[ΩM(1 + zs)
3 + ΩK(1 + zs)

2 + ΩΛ]1/2 com ΩK =

1− ΩM − ΩΛ. Assim, a equação (3.114) pode ser re-escrita como

δzs = (1 + zs)H0δt0

[
1−

√
ΩM(1 + zs) + ΩK + ΩΛ(1 + zs)−2

]
. (3.115)

Note que, esta expressão será nula quando consideramos um universo vazio (ΩM = ΩΛ = 0)

e será positiva para um universo in�acionário dominado pela constante cosmológica ΩΛ.

O caso LTB

Por outro lado, para calcular o desvio do redshift nos modelos com Big Bang não

simultâneo, podemos seguir o método desenvolvido em [66]. Então, vamos usar as equações

geodésicas para o caso E = 0,

dz

dr
=

(1 + z)Ẋ ′(r, t)

c
, (3.116)

dt

dr
= −X

′(r, t)

c
. (3.117)

As trajetórias da luz observada pelo observador no centro de simetria no t = t0 e t =

t0 + δt0, respectivamente, são as seguintes

z = z?(r, t0) , t = t?(r, t0) (3.118)

e

z = z?(r, t0) + δz(r) , t = t?(r, t0) + δt(r) . (3.119)
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Aqui temos por de�nição que t?(0, t0) = t0, δt(0) = δt0, z?(0, t0) = 0 e δz(0) = 0.

Substituindo (3.118) e (3.119) nas equações geodésicas, obtemos

dδz

dr
=

Ẋ ′

c
δz + (1 + z)

Ẍ ′

c
δt , (3.120)

dδt

dr
= −Ẋ

′

c
δt . (3.121)

Podemos trocar r por z = z?(r, t0), usando

d

dr
=
dz

dr

d

dz
=

(1 + z)Ẋ ′

c

d

dz
, (3.122)

Assim, temos que

dδz

dz
=

δz

1 + z
+
Ẍ ′

Ẋ ′
δt , (3.123)

dδt

dz
= − δt

1 + z
, (3.124)

a última equação é integrada facilmente e resulta em δt = δt0/(1 + z), que substituída em

(3.123), será

d

dz

(
δz

1 + z

)
=

1

(1 + z)2

Ẍ ′

Ẋ ′
δt0 . (3.125)

Por outro lado, podemos usar a expressão de X(t, r) para obter

Ẍ ′ = −Ẋ ′
[

t′B
(t− tB)2

r

3 + 2
rt′B
t0−tB

+
1

t− tB

]
. (3.126)

Finalmente, a equação do desvio do redshift será

d

dz

(
δz

1 + z

)
= − δt0

(1 + z)2

[
t′B

(t− tB)2

r

3 + 2
rt′B
t0−tB

+
1

t− tB

]
. (3.127)

Note que, como foi feito em [66], os valores negativos nos modelos LTB estão em concor-

dância com o seguinte resultado nas proximidades do centro (r = 0),

dδz

δt0
|t=t0,r=0 = − z

t0 − tB(0)
, (3.128)
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e se queremos obter um valor positivo, deveria ser satisfeita a relação t0 < tB(0). Mas

como é sabido isso leva a cruzamento de camadas.

Na �gura 3.12 comparamos os dois modelos LTB com o modelo ΛCDM em uma escala

de tempo de δt0 = 10 anos e encontramos a diferença fundamental no sinal da curva

na faixa de redshift z . 2, reproduzindo o resultado encontrado na referência [66], onde

a valor positivo é atribuído a que a constante cosmológica Λ gera gravidade repulsiva.

Esta diferença é considerada como uma ferramenta potencial para discriminar entre estes

modelos.

A medição do desvio do redshift, na atualidade, é impossível de ser feita. Contudo,

existem projetos recentes como o CODEX (COsmic Dynamics and EXo-earth experiment)

desenvolvido no E-ELT (European Extremely Large Telescope), argumentando que podem

medir o deslocamento da velocidade, δvs = cδzs/(1 + zs), na ordem de 110 cm/s sobre

um período de 10 anos das observações do Lyman-α forest no espectro de absorção do

QSO [68]. Evidentemente essas diferenças servirão para poder distinguir o modelo ΛCDM

de um modelo LTB que foi desenhado para reproduzir a mesma relação distância de

luminosidade-redshift. Contudo, essa análise escapa do objetivo principal desta tese e

será desenvolvida em trabalhos futuros. Até aqui fomos capazes de estudar os modelos

com Big Bang não simultâneo, porém como próximo passo, na seguinte seção, estudaremos

a outra possibilidade que é a de um universo com Big Bang simultâneo.

3.4 Modelos com Big Bang simultâneo

Nesta seção trabalhamos a possibilidade de considerar o Big Bang simultâneo tB(r) =

t? sendo o valor de t? uma constante, que com a hipótese do tempo de Big Bang simultâneo

o valor numérico de t? é irrelevante e podemos de�nir como sendo nulo, como deve ser

esperado nos modelos genéricos da in�ação. Com está consideração, podemos calcular a

equação (3.23) para o tempo presente, resultando em

H⊥0(r) =
1

t0

∫ 1

0

dy√
y−1ΩM + ΩK

, (3.129)

onde t0 é a idade do universo, que por economía computacional, �xamos em t0 = 13.7

Gyr6. Isto quer dizer que, a idade do universo é uma quantidade global, que contraria-

mente aos modelos com Big Bang não simultâneo, não depende da localização espacial

dos observadores. Note que H⊥0(r) é medido em unidades de Gyr−1. Assim, para cada

valor do parâmetro de densidade da matéria ΩM , a equação (3.129) nos permite calcular

6Este valor corresponde a �xar H0 = 71 Km/Mpc/sec no modelo ΛCDM.
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Figura 3.12: O desvio do redshift para os modelos de Big Bang não simultãneo com seus
respectivos parâmetros de melhor ajuste, comparados com o modelo ΛCDM plano (Ωm = 0.3 e
ΩΛ = 0.7).

o valor do parâmetro de Hubble hoje H⊥0(r) o qual pode ser usado em (3.21) para obter

o valor numérico do fator de escala inomogêneo X(t, r) e todas suas derivadas parciais.

Estes tipos de modelos são considerados como restritos. Um próximo passo é de�nir o

per�l do parâmetro de densidade, passo que será estudado na seguinte subseção.

3.4.1 Os per�s dos vazios locais

Como é bem conhecido, no modelo ΛCDM a diminuição da luminosidade das super-

novas distantes pode ser explicada somente com a introdução ad hoc de uma componente

de energia escura, que é a responsável pela presente expansão acelerada do universo. Con-

tudo, com os modelos inomogêneos de simetria esférica, é possível gerar o escurecimento

observado de objetos distantes via uma região de baixa densidade local.

Assim, analisaremos três per�s diferentes da distribuição de matéria, conhecidos como:

o per�l de CGBH (Constrained Garcia-Bellido-Haugbølle), o per�l de tipo Gaussiano e a

nossa nova proposta, o per�l de Cν-ln2 o qual será descrito depois. Os três per�s apre-

sentam duas propriedades principais, eles descrevem uma vizinhança local de simetria

esférica com baixa densidade e se aproximam suavemente a um universo de Einstein-de

Sitter (ver �gura 3.13). Os parâmetros para cada per�l são escolhidos de forma que recu-

peremos assintoticamente um espaço-tempo de FLRW. Esse comportamento assintótico
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também nos garante que muito no passado todos os modelos se aproximam a um universo

de FLRW.

O per�l do modelo CGBH

Na referência [63], J. Garcia-Bellido e T. Haugbølle propõem um modelo, com seis

parâmetros livres, que é completamente caracterizado pela distribuição de matéria ΩM(r)

e o índice de expansão transversal hoje H⊥0(r). Essa parametrização �xa os valores, na

região interna e externa, de ΩM e H⊥0, e também quão grande e suave é a transição

das regiões interna e externa. Devido a que o per�l é restrito pelo requerimento de um

tempo de Big Bang simultâneo, eles chamaram seu modelo como CGBH (das iniciais em

inglês Constrained Garcia-Bellido-Haugbølle). Esta condição extra impõe a relação entre

o índice de expansão e a densidade de matéria, assim o modelo terá só uma única função

livre.

O per�l do modelo CGBH é parametrizado da seguinte maneira

ΩM(r) = ΩMout + (ΩM in − ΩMout)

[
1− tanh [(r − r0)/2∆r]

1 + tanh(r0/2∆r)

]
, (3.130)

onde ΩM in representa a densidade de matéria no centro do vazio local e r0 é o tamanho

típico do vazio que, em ordem a ajustar com os dados observacionais, será da ordem de
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Gpc. O parâmetro ∆r controla a suavidade da transição de dentro para fora do vazio.

Finalmente ΩMout é a densidade na região externa do vazio que é �xada à unidade em

ordem a recuperar assintoticamente o modelo plano de FLRW.

O per�l do tipo Gaussiano

O segundo per�l a ser considerado é similar ao CGBH, mas com um parâmetro menos

e exibe uma transição do tipo-gaussiana do dentro para fora do vazio local. A densidade

de matéria para o per�l Gaussiano é escrito da forma

ΩM(r) = ΩMout + (ΩM in − ΩMout)e
−
(

r
r0

)2
. (3.131)

Todos os parâmetros têm a mesma interpretação física como antes considerado. Porém,

pela falta de um parâmetro que suavize a transição de dentro para fora do vazio local, o

valor dos parâmetros ΩM,in e r0 serão bem diferentes aos resultados do modelo CGBH.

O per�l do modelo Cν-ln2

O terceiro e último per�l a ser considerado é proposto nesta tese com o raciocínio

similar às parametrizações previamente estudadas. Isto é, um modelo de vazio que muda

suavemente a densidade de matéria de um meio de baixa densidade com ΩM in para outra

região com densidade de matéria ΩMout. Este per�l é apresentado como [64]

ΩM(r) = ΩM in + (ΩMout − ΩM in)

(
r
r0

)3+ν [
1 + ν ln2

(
r
r0

) ]
1 +

(
r
r0

)3+ν [
1 + ν ln2

(
r
r0

) ] , (3.132)

onde ν tem o papel similar de ∆r no modelo CGBH. Note que, para ν = 0, será suprimido

o aporte logarítmico na transição de dentro para fora do vazio e o per�l se reduz ao caso

mais simples de uma potenciação ao cubo.

Uma característica interessante que distingue este per�l do CGBH é a independência

do valor do parâmetro de densidade em r0 com respeito ao parâmetro de transição. No

modelo Cν-ln2 a densidade de matéria ΩM(r0) depende só de ΩM in e ΩMout. Com efeito,

um cálculo direto mostra que

ΩM(r0) =
ΩM in − ΩMout tanh (r0/2∆r)

1 + tanh (r0/2∆r)
per�l CGBH (3.133)

ΩM(r0) =
1

2
(ΩMout + ΩM in) per�l Cν-ln2 (3.134)
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Estes valores coincidem para valores r0
2∆r
� 1, na �gura 3.13 pode ser apreciado esse

comportamento.

Por outro lado, na �gura 3.14, mostramos os índices de expansão transversal e ra-

dial (3.10) e a média geométrica H̄LTB para os três per�s. Note que o modelo CGBH

presenta uma maior diferença entre os parâmetros de Hubble transversal e radial em com-

paração com os outros modelos. Na seção 3.4.5 veremos como estas diferenças têm um

papel essencial quando compararmos com os dados da escala de BAO.

3.4.2 O parâmetro de desaceleração

Na seção 3.1 foram obtidos os parâmetros de Hubble na direção transversal H⊥0(r)

e radial H‖0(r), então é lógico pensar que existem dois parâmetros de desaceleração di-

ferentes. Assim, em analogia com a métrica de FLRW, podemos de�nir o parâmetro de

desaceleração transversal e radial como

q⊥(t, r) = − Ẍ(t, r)

X(t, r)H2
⊥(t, r)

, (3.135)

q‖(t, r) = − Ẍ ′(t, r)

X ′(t, r)H2
‖ (t, r)

. (3.136)

Note que, no limite de FLRW X(r, t) = a(t) r, com a(t) o fator de escala. Pode

ser veri�cado imediatamente que ambos parâmetros de desaceleração, de�nidos acima,

convergem ao parâmetro de desaceleração de FLRW, isto é q = q‖ = q⊥ = − ä
aH2 . Na

�gura 3.15, mostramos ambos parâmetros de desaceleração em função da coordenada ra-

dial, r, para diferentes tempos. Em todos os casos a expansão hoje é de forma desacelerada

contrariando o resultado obtido no modelo ΛCDM que descreve um universo em expansão

acelerada. Esta é uma característica geral dos modelos de LTB, a qual é considerada na

literatura como uma forma potencial de distinguir uma evolução homogênea e isotrópica

de um modelo inomogêneo [65, 66]. Além dos dois parâmetros de desaceleração de�nidos

acima, podemos de�nir também um parâmetro de desaceleração efetivo como resultado

da combinação deles. No espaço-tempo de LTB o fator de expansão, Θ(t, r), é de�nido

por (3.14). Em adição, o parâmetro de desaceleração, no Universo de FLRW, pode ser

escrito como q = −1− 3Θ̇/Θ. Por tanto, é possível de�nir o parâmetro de desaceleração

efetivo de LTB, simplesmente substituindo o fator de expansão por sua versão em LTB.

Fazendo uso de (3.30), pode ser encontrado o parâmetro de desaceleração efetivo em
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termos do redshift z como

qe�(z) = −1 +
3(1 + z)H‖(z)

[H‖(z) + 2H⊥(z)]2

[
d

dz
H‖(z) + 2

d

dz
H⊥(z)

]
. (3.137)

Note que para altos redshifts o parâmetro efetivo tende a se comportar como de um

modelo de FLRW. Na �gura 3.16 se mostra a evolução do parâmetro de desaceleração

efetivo em função do redshift para os três per�s. Adicionalmente, incluímos o modelo

ΛCDM plano (com Ωm = 0.3) e os modelos de Einstein-de Sitter (EdS). O parâmetro

de desaceleração para todos os modelos inomogêneos troca de sinal duas vezes indicando

expansão desacelerada para valores pequenos de z. Este comportamento está em acordo

com os parâmetros de desaceleração transversal e radial descritos anteriormente.

3.4.3 O desvio do redshift nos modelos dos vazios locais de LTB

O comportamento da expansão desacelerada do universo no tempo presente, pode

ser um indicador para poder diferenciar os modelos de vazios de LTB com o resultado

obtido no modelo ΛCDM, que indica expansão acelerada. Contudo, não temos os dados

observacionais do parâmetro de desaceleração. Na seção 3.3.7 foi estudado o desvio do

redshift, para os modelos com Big Bang não simultâneo, como um método efetivo para

poder diferenciar os modelos inomogêneos dos homogêneos. Nesta seção vamos a estudar o
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Figura 3.17: O desvio do redshift para os 3 modelos de vazios comparados com o modelo ΛCDM
plano.

desvio do redshift para os modelos com Big Bang simultâneo e comparar com o resultado

do modelo ΛCDM. Considerando as equações geodésicas (3.24), a equação para o desvio

do redshift [66], nos modelos de LTB, é obtida como

d

dz

(
δz

1 + z

)
=

1

(1 + z)2

Ẍ ′

Ẋ ′
δt0 . (3.138)

Na �gura 3.17 apresentamos a comparação dos modelos de vazio de LTB com o modelo

ΛCDM. Da mesma forma que na seção 3.3.7 calculamos isto para um intervalo temporal

de δt0 = 10 anos. Note que nossos resultados apresentam a mesma diferença de sinal

das curvas como foi encontrado nos casos de Big Bang não simultâneo. De novo, estas

diferenças servirão para distinguir o modelo ΛCDM dos modelos de LTB.

3.4.4 Cruzamento de camadas nos modelos dos vazios locais de

LTB?

Na seção 3.3.4 foram estudadas as condições nas quais acontece uma singularidade

de tipo cruzamento de camadas para os modelos com Big Bang não simultâneo. No caso

dos modelos com Big Bang simultâneo, o valor de X ′(t, r) é obtido de forma numérica.

Então não temos forma de calcular analiticamente as condições em que acontece uma
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singularidade do tipo cruzamento de camadas, isto é, X ′ = 0. Porém, podemos calcular

numericamente a curvaX(t, r(t)) e veri�car se a faixa do tempo estudada, apresenta algum

cruzamento de camadas. Na �gura 3.18 mostramos as curvas dos raios geodésicos para os

modelos de CGBH, Gaussiano e Cν-ln2, comprovando que não apresentam cruzamento

de camadas em toda a história do universo a partir do Big Bang. A singularidade do Big

Bang X = 0 é indicada para cada �gura. De novo, as curvas verdes são as respetivas

linhas de mundo para cada modelo, calculadas �xando os valores de rj = constante para

cada X(t, rj).

3.4.5 As Oscilações Acústicas de Bárions nos modelos de LTB

O modelo padrão da cosmologia descreve os processos da nucleossíntese primordial e

da época da recombinação dentro de um universo homogêneo e isotrópico. Deado que os

bárions são fortemente acoplados aos fótons antes da época da recombinação, as oscila-

ções das ondas sonoras devem ser impressas nas perturbações dos bárions, bem como as

anisotropias de temperatura da CMB. As Oscilações Acústicas de Bárions (BAO, pelas

iniciais em inglês) têm um comprimento característico, impressa na distribuição de ma-

téria, que codi�ca a física dessa fase primordial do universo. Este pequeno sinal ocorre,

aproximadamente, na separação de comprimentos da ordem de 150 Mpc.

De modo a tratar com as observações de BAO nos modelos inomogêneos, temos que

enfrentar efeitos diferentes que vêm da dependência espacial da dinâmica de fundo. Em

particular, como já vimos, nos modelos de LTB os comprimentos físicos dependem não só

do tempo, t, também da coordenada radial, r. Além disso, o modelo tem dois índices de

expansão distintos, isto é, nas direções transversal H⊥(t, r) e radial H‖(t, r). Para fazer a

análise de BAO, em um modelo inomogêneo arbitrário, temos que começar baseados em

primeiros princípios. Em particular, os per�s (3.130)-(3.132) junto com a hipótese de um

tempo do Big Bang simultâneo, garantem que nossos modelos de LTB têm propriedades

válidas que aproximam a dinâmica de FLRW no passado longínquo. Portanto, podemos

assumir que estes modelos são indistinguíveis do universo de FLRW durante a recombina-

ção. O passo crucial será então, propagar apropriadamente a condição inicial através da

dinâmica inomogênea de LTB. As componentes transversal e radial evolúem em formas

diferentes, assim, seguindo [69] devemos descrevê-las por separado.

A simetria esférica da métrica de LTB simpli�ca consideravelmente a evolução do com-

primento transversal. Com efeito, podemos escolher o sistema de coordenadas de forma

que se cumpra θ̇ = ϕ̇ = 0. Além disso, estas condições são estáveis para geodésicas de

tipo-tempo. Por tanto, uma separação angular ∆θ entre geodésicas vizinhas será preser-
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Figura 3.18: Raios geodésicos para os 3 modelos de vazios, mostrando a ausência da singulari-
dade shell crossing.
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vada ao longo das suas trajetórias. Assim, o comprimento físico transversal, na emissão7,

é dada por L⊥(te, r) =
∫ √

gθθ dθ = X(te, r) ∆θ. O comprimento físico radial é obtida

de uma forma similar. Uma partícula de matéria, inicialmente em repouso, continuará

na mesma posição radial e sua evolução será também estável para geodésicas de tipo-

tempo. Para uma separação radial inicial dr, o comprimento físico radial na emissão é

L‖(te, r) =
∫ √

grr dr ≈ X ′(te, r) ∆r/
√

1 + 2E(r). Estes comprimentos podem ser relaci-

onados com os comprimentos físicos observados, respectivamente, como

L⊥(t, r) =
X(t, r)

X(te, r)
L⊥(te, r) , (3.139)

L‖(t, r) =
X ′(t, r)

X ′(te, r)
L‖(te, r) . (3.140)

As relações acima expressam a evolução do fundo dos comprimentos físicos, no modelo

de LTB. As correções em primeira ordem não são tão simples, como no caso homogêneo

e isotrópico. No universo de FLRW, a evolução de sub-horizontes nas perturbações em

primeira ordem é exclusivamente dependente do tempo. Hoje em dia as medições das

observações cosmológicas são su�cientemente precisas para demandar um adequado con-

trole destes efeitos. Como argumentado em [70, 71, 72] estes efeitos podem produzir um

deslocamento na escala acústica que, de passo, pode gerar erros sistemáticos comparados

com os já esperados erros estatísticos na seguinte geração de levantamentos de dados. Não

obstante, para a presente análise vamos manter apenas até as perturbações em primeira

ordem.

A evolução das perturbações lineares nos modelos inomogêneos é mais complicada que

no modelo de FLRW. Uma das questões chave é a combinação dos modos das perturba-

ções em primeira ordem. Como é bem sabido [73, 74], o desacoplamento das perturbações

lineares é uma consequência direta das simetrias na métrica de fundo FLRW. No Universo

de LTB, pelo contrário, se espera um acoplamento entre os modos escalar, vetorial e ten-

sorial. O acoplamento crucial no Universo de LTB é entre os modos escalares e tensoriais.

De fato, devido à simetria esférica na métrica de fundo LTB, pode ser mostrado que os

modos vetoriais podem ser ignorados em comparação com as outras componentes. Ade-

mais, o acoplamento, dos modos, depende do per�l de matéria especí�ca de cada modelo.

Por sorte, para o per�l de CGBH, os efeitos não lineares são subdominantes [69, 75] e

podemos considerar aproximadamente a escala de BAO como sendo constante no espaço

de coordenadas. A validade, para os per�s de tipo Gaussiano e Cν-ln2, segue de suas

baixas diferenças entre os índices de expansão transversal e radial (ver �gura 3.14).

7O tempo de emissão é representado por te.
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Os modelos de LTB, considerados aqui, para grandes distâncias espaciais (r = r∞ �
r0) ou para bem longe no passado (t = t(z∞) com z∞ & 1000), se aproximam a um

comportamento de FLRW, de tipo poeira. Portanto, podemos assumir que o tempo pri-

mordial da dinâmica bariônica, em nossos modelos, será indistinguível do caso de FLRW.

Esta característica garante o uso da independência espacial, na escala de BAO, como con-

dição inicial para nossos modelos. Adicionalmente, no passado distante, a homogeneidade

e isotropia do universo nós permite assumir a escala de BAO, como sendo independente

da coordenada espacial nas hiper-superfícies de tempo constante.

LBAO
(
te, r(z)

)
≈ LBAO(te, r∞) . (3.141)

A escala de BAO assintótica pode ser calculada dentro do cenário do modelo ΛCDM

para o qual usamos a fórmula de ajuste (�tting formulae) para a matéria escura fria

adiabática desenvolvida em [76]. A escala assintótica de BAO depende do horizonte do

som ls na época do arrasto (drag) o qual pode ser aproximado por

ls(zdrag) =
44.5 ln(9.83/Ωe�

Mh
2
e�

)√
1 + 10(Ωe�

b h
2
e�

)3/4
Mpc , (3.142)

onde Ωe�

M , Ωe�

b e he� são, respectivamente, a densidade efetiva total, densidade efetiva de

bárions e o fator de Hubble efetivo normalizado. Convencionalmente, no modelo ΛCDM,

em vez disso deveríamos ter o parâmetro de matéria total Ω0, a matéria bariônica Ωb

e o fator de Hubble normalizado h = H0/(100 Km.Mpc−1.s−1). Contudo, dado que, o

nosso modelo, somente no regime assintótico é aproximadamente homogêneo e isotrópico,

precisamos evoluir para trás no tempo a dinâmica de LTB, até o tempo de emissão e usar

os valores efetivos na fórmula de ajuste escrita acima.

O tempo de emissão tem que ser longe o su�ciente, no passado, para atingir o compor-

tamento assintótico de FLRW. Devido à economia computacional, escolhemos o tempo

de emissão como ze = 100, quando a inomogeneidade LTB8 ainda está na ordem de 1%.

Nesta fase, podemos assumir que, Ωe�

M = ΩMout e Ωe�

b = fb ΩMout, onde fb representa

a fração dos bárions na matéria total. O fator de Hubble normalizado se escreve como

he� = He�

0 /(100 Km.Mpc−1.s−1) onde o parâmetro de Hubble efetivo é dado por

He�

0 =

[
H‖(ze)H

2
⊥(ze)

]1/3√
Ωe�

M(1 + ze)3 + (1− Ωe�

M)(1 + ze)2
. (3.143)

8As inomogeneidades podem ser caracterizadas através do contraste da densidade δρm(t, r) =
ρm(t, r)/ρm

(
t∞, r

)
, consequentemente, a declaração de que as inomogeneidades de LTB são pequenas

signi�ca que δρ(t, r) . 1%.
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A simples diferença do procedimento acima com o feito em [69] é que usamos a média

geométrica do parâmetro de Hubble (3.11), ao invés da média aritmética do parâmetro

de Hubble (3.13). Esta pequena modi�cação tem a vantagem de que a média geométrica

converge mais rápido para o regime do FLRW que a média aritmética.

O horizonte do som nos dá a escala de BAO comóvel que, no universo de FLRW, é

igual à escala física de BAO hoje9. Lembrando que, o limite assintótico espacial do modelo

de LTB em qualquer momento é o Universo de FLRW, temos que LBAO(t0, r∞) = ls(zdrag).

Com o �m de relacionar o horizonte do som (3.142) com as escalas físicas transversal e

radial usando (3.139)-(3.141), fazemos uma regra de três, para obter

LBAO

‖ (z) =
X ′
(
t(z), r(z)

)
X ′
(
te, r(z)

) X ′
(
te, r∞

)
X ′
(
t0, r∞

) ls(zdrag) , (3.144)

LBAO

⊥ (z) =
X
(
t(z), r(z)

)
X
(
te, r(z)

) X
(
te, r∞

)
X
(
t0, r∞

) ls(zdrag) . (3.145)

Existe um último passo para conectar as relações acima com os dados observacionais. A

sensibilidade das pesquisas atuais, somente proveem uma razão das escalas de distâncias

combinadas, a partir do espectro de potências esfericamente promediado [77, 78]. No

universo de FLRW, o observável físico associado com a escala de BAO é a razão [79]

dFLRWz =
ls(zdrag)

DFLRW

V (z)
, (3.146)

onde DFLRW

V (z) codi�ca a escala de dilatação como, a raiz cúbica do produto da dilatação

radial com o quadrado da dilatação transversal [8, 79].

A dilatação radial é dada por

DFLRW

z (z) =
z

HFLRW(z)
(3.147)

enquanto a dilatação angular ou transversal é simplesmente a distância angular comóvel

que pode ser escrita em termos da distância diâmetro angular como (1 + z)dFLRWA . Assim,

escrevemos

DFLRW

V (z) =

[(
(1 + z)dFLRWA

)2 z

HFLRW(z)

]1/3

. (3.148)

9A identi�cação do horizonte do som comóvel com a escala física de BAO hoje é válida se assumimos
a normalização do fator de escala a(t0) = 1.



3.4 MODELOS COM BIG BANG SIMULTÂNEO 66

Em particular, uma relação útil a ser considerada é a razão

R ≡ DFLRW

V (0.35)

DFLRW

V (0.2)
. (3.149)

Esta quantidade somente depende dos parâmetros cosmológicos (ΩM ,ΩK ,ΩΛ) e portanto,

fornece um vínculo bastante útil. Pode ser veri�cado que a relação medida não pode ser

reproduzida sem Λ. Mas, na verdade, o modelo ΛCDM não encaixa muito bem com o

número a ser reproduzido. O valor medido de R em [79] é de cerca de 1.812 ± 0.060,

enquanto o valor medido com ΛCDM (com ΩΛ = 0.75) é somente de 1.67. Por outro lado,

um universo vazio aberto dá cerca de 1.5.

Ainda que (3.146) e (3.149) fornecem observáveis de BAO nos modelos de FLRW,

é conveniente seguir as medições atuais, que usualmente se referem a quantidades in-

dependentes do modelo (∆θ2∆z), onde ∆θ é o ângulo no céu e ∆z é o intervalo do

redshift, que corresponde ao horizonte de som comóvel. No universo de FLRW temos que

dFLRWA = ls/(1 + zBAO)∆θ e ls = ∆z/HFLRW(zBAO) de tal modo que encontramos

(∆θ2∆z)1/3 = z1/3 ls
DFLRW

V (z)
para FLRW . (3.150)

Conforme com [69, 80], de�nimos, no modelo de LTB, uma longitude característica de

BAO, dz(z), como o análogo LTB das relações anteriores. Assim, de�nimos a quantidade

dLTBz (z) =

(
∆θ2∆z

z

)1/3

para LTB . (3.151)

A escala angular é de novo relacionada à distância diâmetro angular com a diferença que

devemos usar o comprimento de BAO transversal

∆θBAO =
LBAO

⊥ (z)

dLTBA (z)
. (3.152)

De uma maneira similar, da equação (3.31) e da métrica (3.7), a separação do redshift

será

∆zBAO = (1 + z)H‖(z)LBAO

‖ (z) . (3.153)

Assim, combinando as equações anteriores com (3.144) e (3.145) obtemos

dLTBz =

[
1 + z

z

H‖(z)

dLTBA (z)2

]1/3

ξ(z) ls(zdrag) , (3.154)
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onde a função dependente do redshift ξ(z) é de�nida como

ξ(z) =

(
X ′
(
t(z), r(z)

)
X ′
(
te, r(z)

) X ′
(
te, r∞

)
X ′
(
t0, r∞

))1/3(
X
(
t(z), r(z)

)
X
(
te, r(z)

) X
(
te, r∞

)
X
(
t0, r∞

))2/3

. (3.155)

Note que, para tempos primordiais te, no limite de FLRW, isto é X(te, r) = a(te)r, a

função se reduz a ξ(ze) = (1 + ze)
−1. A equação (3.154) pode ser facilmente relacionada

com a expressão dos modelos de FLRW, como

dLTBz = (1 + z)ξ(z)

[
H‖(z)

HFLRW(z)

(
dFLRWA (z)

dLTBA (z)

)2
]1/3

dFLRWz . (3.156)

Note que, para tempos primordiais te, esta relação se reduz ao modelo de FLRW, dLTBz (ze) =

dFLRWz (ze). Neste capítulo estudamos como os modelos de LTB podem descrever as obser-

vações cosmológicas das supernovas tipo Ia e as Oscilações Acústicas de Bárions. Assim,

como próximo passo, no capítulo seguinte estudaremos esses dados observacionais.



Capítulo 4

Observações cosmológicas

Neste capítulo, apresentaremos as observações astrofísicas usadas para testar os mode-

los cosmológicos. Daremos uma breve revisão do conceito de vela padrão e sua aplicação

na medição de distâncias cosmológicas. Também serão estudados o método de uso de

supernovas tipo Ia (SNIa) como velas padronizáveis, dando uma revisão dos dados mais

atuais na literatura junto com as técnicas estatísticas para ajustar os modelos cosmológi-

cos. Finalmente, apresentamos o catálogo de dados das Oscilações Acústicas de Bárions

(BAO) que servirão para impor vínculos no espaço de parâmetros cosmológicos.

4.1 Indicadores de distâncias, as velas padrões

O termo vela padrão, na astrofísica, é usado para se referir às propriedades físicas de

determinados objetos, que permitem estimar a distância na qual eles se encontram. Ao

contrário dos objetos que estão localizados nas proximidades da terra, na qual é possível

determinar a distância por procedimentos geométricos, a fonte de informação1 de um

objeto distante, consiste em comparar a luz que é recebida com a luz que foi emitida

por esse mesmo objeto determinado. A medição da luz recebida na terra pode ser feita

com bastante precisão, ao contrário da luz emitida que não é possível de medir, a não

ser que seja usada alguma propriedade do objeto emissor que esteja relacionada com a

luminosidade e que possa ser medida.

Dentro dos objetos distantes que podem ser considerados como velas padrão, estão o

período de variabilidade das estrelas Cefeidas e das RR Lyrae [81], a largura das linhas

espectrais de emissão da relação de Tully-Fisher [82] e as supernovas tipo Ia. Sendo as

SNIa os objetos mais distantes e os melhores candidatos a velas padrão devido ao seu

brilho extremamente luminoso e uniforme.
1na qual se baseia a estimação da distância de luminosidade.

68
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4.2 Supernovas tipo Ia

A supernova é uma explosão estelar, extremamente luminosa, que gera uma alta libe-

ração de radiação e que pode durar várias semanas ou até mesmo meses. As supernovas

são classi�cadas de acordo com as linhas de absorção dos elementos químicos que as cons-

tituem. Se o espectro de uma supernova inclui uma linha espectral de hidrogênio, então

ela é catalogada como do tipo II. Caso contrário ela será do tipo I. No inicio dos anos 80

emerge uma nova subclassi�cação de supernovas, nas quais, as supernovas do tipo I foram

dividas em três. Se elas apresentam linhas de absorção de silício isoladamente ionizado (Si

II) serão consideradas como do tipo Ia, se contêm uma linha de hélio são do tipo Ib e se

carecem de silício e hélio serão do tipo Ic. Logo foi percebido que contrárias às supernovas

do tipo II, as do tipo Ia exibem uma enorme uniformidade, não só em suas características

espectrais senão também em suas curvas de luz (baixa dispersão), de tal forma que sua

luminosidade varia em função do tempo, começando por um brilho crescente até atingir

o pico máximo para logo desvanecer em um período de várias semanas.

A explosão de uma SNIa ocorre quando a massa de uma anã branca2, em um sistema

binário, excede o limite de Chandrasekhar3, de 1.44 M� [83], que por meio da absorção

do gás da outra estrela (acrescimento Carbono/Oxigênio), procede à fusão instantânea

de todo seu núcleo. Isto é, gera uma explosão termonuclear que expulsa todo o material

que a formava. Devido a que a luminosidade absoluta da SNIa é quase constante no

pico máximo do brilho, a distância de uma SNIa pode ser determinada medindo sua

luminosidade aparente. Assim a SNIa poderia ser considerada como uma �vela padrão�

para o qual a distância de Luminosidade pode ser medida observacionalmente, contudo

existe uma dispersão na medição das curvas de luz e então não são velas padrão perfeitas,

mas podem ser padronizáveis (ver seção 4.2.1).

As supernovas de tipo Ia são vistas tanto em galáxias com populações estelares jovens

quanto velhas. Nas populações estelares jovens, como as galáxias espirais, elas se encon-

tram geralmente nos braços das espiras, onde existe formação estelar ativa no presente.

Também são achadas nas galáxias elípticas, onde a formação estelar aparentemente ces-

sou muitos Giga-anos atrás. As propriedades das SNIa não parecem apresentar diferenças

entre estas diferentes populações. Isto é importante porque em altos redshifts a população

estelar é mais nova.
2Estrela compacta suportada pela pressão degenerada de elétrons.
3A massa na qual os elétrons degenerados se tornam relativistas e a anã branca vira instável.
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4.2.1 Padronizando as velas

No inicio da década dos noventa, com su�cientes observações e a chegada dos detetores

CCD (Charge Coupled Device), foi possível determinar a existência de uma variabilidade

considerável dentro das SNIa. Isto é, a explosão que ocorre perto do limite de Chan-

drasekhar, e não exatamente no limite como se acreditava, pode ter uma luminosidade

intrínseca que varia por um fator de três. O pico máximo do brilho e o tempo de duração

da curva de luz da SNIa estão bem correlacionados [84]. Isto é, enquanto mais largo o

pico de luminosidade (mais brilhante), o decaimento é mais suave (mais amplo); como

mostrado no lado esquerdo da �gura 4.1. Existem várias formas de quanti�car este efeito,

por exemplo considerando a correção de Phillips [84]

MB = a+ b ∆m15(B) , (4.1)

onde MB representa o pico da magnitude absoluta na banda-B e ∆m15 é a mudança

observada na magnitude aparente, 15 dias depois do pico, sendo a e b constantes. Esta é

uma relação empírica e não existem argumentos teóricos para sua formulação. O pequeno

grau residual da dispersão pode se inferir devido a diferenças nos índices de acresção,

nas velocidades de rotação ou nas razões de Carbono/Oxigênio [85]. O lado direito da

�gura 4.1 mostra como a correção alinha a largura da curva de luz e o pico máximo do

brilho para as supernovas nas proximidades. Contudo, quando esta correção é aplicada, a

dispersão das SNIa na linha de Hubble dinimui em pelo menos 0.3 magnitudes [86]. Outra

correção aplicada às curvas de luz, foi desenvolvida na referência [87], a chamada Multi-

color Light Curve Shape (MLCS), na qual fazem uso de cores para realizar correções da

extinção devido à poeira, reduzindo a dispersão em 0.12 magnitudes. Assim, esta relação

de queda-brilho nos permite usar as SNIa como velas padrões calibradas para a cosmologia.

Na atualidade existem diferentes adaptadores de curvas de luz para padronizar as SNIa,

entre eles temos o SALT (Spectral Adaptative Light-curve Template) que será revisado

em maior detalhe na seção 4.3. Por enquanto, vamos a continuar com uma breve revisão

dos catálogos de SNIa nas diferentes faixas de redshift.

4.2.2 SNIa em baixos redshifts

As SNIa em baixos redshifts são aquelas que se encontram na faixa de 0.01 < z < 0.1.

A primeira maior coleção de dados (29 SNIa) observados em baixos redshift foi realizada,

em meados da década de noventa, com o telescópio Calán/Tololo no Chile por Hamuy

et. al. [88]. Dados mais atuais, em baixos redshift, foram catalogados no CfAI [89] que

acrescentam 22 SNIa, no CfAII [90] com 44 SNIa, no CfAIII [91] com um número maior
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Figura 4.1: Curvas de luz de SNIa nas proximidades antes (esquerda) e depois (direita) da
correção (4.1). (Figura tomada do site: http://www-supernova.lbl.gov).

de 158 SNIa, no CSP [92] com 35 SNIa e no LOSS [93] com 165 SNIa. Para as amostras

do Calán/Tololo, CfAI e CfAII, os dados foram transformados, pelos próprios autores, de

um sistema instrumental para o sistema de Landolt [94], usando transformações lineares

derivadas das estrelas numa faixa limitada de cor, nas diferentes bandas (UBVRI). No

caso das amostras CfAIII, CSP e LOSS, já existe uma disponibilidade natural do sistema

de fotometria, então não é preciso aplicar transformação alguma. As amostras nesta faixa

de baixos redshifts servem para restringir bem, estatisticamente, o valor do parâmetro de

Hubble, independentemente do modelo cosmológico que seja usado. Por outro lado, para

poder restringir com precisão o parâmetro de desaceleração (ou a expansão acelerada),

precisamos de dados em mais altos redshift onde possam ser apreciados os desvios no

índice de expansão.

4.2.3 SNIa em altos redshifts

No �nal da década de noventa, dois grupos independentes, realizaram a maior coleção

de observações de SNIa, para a cosmologia, em altos redshifts. Por um lado o High z-

Supernovae Search Team (HSST) dirigido por A. Riess [3] junto com Schmidt [95], e por

outro o Supernova Cosmology Project (SCP) comandado por S. Perlmutter [4], obtiveram

resultados similares, indicando que o universo de Friedmann, no tempo presente, está

em expansão acelerada. Até 1998 o HSST descobriu 16 SNIa em altos redshifts junto

com 34 SNIa em baixos redshifts, enquanto o SCP con�rmou 42 supernovas na faixa

http://www-supernova.lbl.gov
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Figura 4.2: Diagrama de Hubble publicado pelo SCP [4] junto com as SNIa em baixos redshift
do catálogo do telescópio Calán/Tololo. Note que a magnitude aparente efetiva mB inclui as
correções nas curvas de luz da relação largura-luminosidade. As curvas sólidas são as predi-
ções teóricas do mB para um número de modelos cosmológicos sem constante cosmológica
((ΩM ,ΩΛ)=(0, 0), (1, 0) e (2, 0)). As curvas tracejadas correspondem aos modelos cosmoló-
gicos planos ((ΩM ,ΩΛ)=(0, 1),(0.5, 0.5),(1, 0) e (1.5, -0.5)), mostrando a evidência da expansão
acelerada.

de redshift z = 0.18�0.83. No HSST mostraram que, para z ≈ 0.5, as SNIa são 0.2

magnitudes mais escuras do que prediz o modelo espacialmente plano de só poeira (sem

constante cosmológica). Este comportamento pode ser apreciado no diagrama de Hubble

obtido pelo SCP, que corrobora os resultados do HSST, apresentado na �gura 4.2. Com

a análise estatística feita por Pelmutter et al. se encontrou que o parâmetro de densidade

é restringido no valor de ΩM = 0.28 no Universo plano com constante cosmológica [4].

Estes resultados indicam que o conteúdo energético do universo, no contexto de FLRW, é

dominado pelo setor escuro, com um 30% de matéria escura e um 70% de energia escura,

aproximadamente. Como foi mencionado na seção 2.2, o candidato mais simples para a

energia escura é a constante cosmológica cuja evidência observacional está claramente nas

SNIa e que combinadas com a evidência de um Universo plano dado pela CMB e dos

aglomerados de galáxias de uma baixa matéria total, indicam uma concordância entre os

parâmetros cosmológicos do modelo ΛCDM.

Dados mais atuais na faixa alta de redshift, foram obtidos pelos três anos de observação
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do programa SuperNova Legacy Survey (SNLS3) [96], com o telescópio Canada-França-

Hawaii, focando principalmente em medir o valor da equação de estado da energia escura.

Ele foi projetado para medir centenas de SNIa na faixa de redshift, 0.3 < z < 1. Nesta

faixa foram con�rmadas 472 SNIa. Ao contrário das medições anteriores, esta amostra

leva em consideração as correlações entre a luminosidade da SNIa e as propriedades da

galáxia em que foi detetada a SNIa (ver seção 4.3). Outro catálogo importante nos altos

redshits é a amostra ESSENCE (Equation of State: SupErNovae trace Cosmic Expansion)

que compila 200 objetos na faixa de redshift, z = 0.2�0.8 [97].

Por outro lado, temos a compilação da amostra Union [98] que reúne 307 SNIa de

diferentes fontes, por meio da calibração feita com o adaptador de curvas de luz, SALT.

Uma versão mais atual desta compilação foi desenvolvido no Union2 [99], re�nando as

curvas de luz e agregando novos dados, com alta precisão, de SNIa nos altos redshift

do HST. Esta compilação é conformada por 557 dados, con�rmados a ser SNIa. Uma

última versão desta compilação é encontrada no Union2.1 [100], alcançando as 580 SNIa

conformada pelos dados em baixos e altos redshifts.

A amostra SDSS (Sloan Digital Sky Survey) [101, 102, 103, 104, 105] apresenta uma

coleção de dados realizados em 3 seções, investigando as curvas de luz nas diferentes

bandas de SNIa em uma faixa de redshift intermediária, z = 0.05�0.4, complementando

os catálogos nos baixos e altos redshifts. O SDSS é um melhor caracterizador de população

de supernovas, con�rmando SNIa de forma espectroscópica. Finalmente, o Hubble Space

Telescope (HST) [106, 107] leva a descoberta de SNIa em z > 1, com uma alta precisão

estatística de centenas de SNIa con�rmadas espectroscopicamente.

4.2.4 Erros sistemáticos

Como foi visto acima, as SNIa são bem caraterizadas em baixos redshifts, ao contrário

das medições de objetos em altos redshifts onde se deve ter maior cuidado. Assim, podem

aparecer erros sistemáticos, nos efeitos de seleção em função do redshift, como as incertezas

pela possível evolução da população de progenitores das SNIa em função do tempo ou

pela extinção por poeira interestelar. Se estes efeitos forem grandes e não restringidos

nem corrigidos, limitariam nossa acurácia nas medições relativas à luminosidade e assim

reduzir potencialmente a e�cácia das SNIa em altos redshift para medições cosmológicas.

Evolução

As SNIa são objetos em evolução nas proximidades do universo. A forma das curvas

de luz das SNIa são projetadas com seu tipo de galáxia an�triã [109]. As SNIa nas galá-

xias an�triãs primordiais (galáxias elípticas, que contêm apenas estrelas velhas) mostram
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curvas de luz que se levantam e caem mais rapidamente que nas an�triãs tardias (galáxias

espirais, com formação estelar permanente). No entanto, uma vez corrigida a forma da

curva de luz (ver seção 4.2.1), a luminosidade não mostra diferenças em função do tipo

de an�triã. Essas investigações empíricas fornecem garantias para usar as SNIa como in-

dicadores de distância, sobre uma variedade de populações estelares de diferentes idades.

Contudo, é possível elaborar cenários onde algumas das SNIa mais distantes não tenham

análogas nas proximidades. As supernovas são estudadas em redshifts cada vez mais al-

tos. Então, pode se tornar importante realizar observações espectroscópicas e fotométricas

detalhadas de cada SNIa distante, para reconhecer e rejeitar exemplos que não tenham

análogos nas proximidades. Contudo, apesar das provas relevantes, não existe evidência

atual de que o escurecimento das SNIa seja atribuído à sua própria evolução.

Extinção

A extinção4, por poeira interestelar, na Via Láctea é bem entendida. As curvas de luz

das SNIa são corrigidas por extinção galáctica, usando a lei de extinção de Cardelli et

al. [115] parametrizando a razão de extinção na banda visual 5 RV = A(V )/E(B − V ),

onde A(V ) é a extinção total na banda visível e E(B − V ) = A(B)−A(V ) é a diferença

entre a extinção nas longitudes de onda azul e a banda visível. O parâmetro RV está

correlacionado com o tamanho promédio dos grãos de poeira que provocam a extinção.

Assim, a média do valor do parâmetro de extinção, para várias linhas de visada, é RV = 3.1

para a Via Láctea. Porém, no caso das galáxias an�triãs de SNIa a extinção tem que seguir

as curvas de extinção similares às da Via Láctea [116]. Para SNIa nas proximidades (baixos

redshifts) a extinção entra como incerteza sistemática por meio do coe�ciente de correção

da cor β (ver seção 4.3). No caso das SNIa em altos redshifts, elas são medidas na banda

mais vermelha, assim são menos afetados pela extinção galáctica [98].

4.3 A amostra JLA

Nesta tese usamos a amostra de SNIa mais atual na literatura o JLA (Joint Light-curve

Analisis) [36] que inclui uma seleção de 740 SNIa con�rmadas espectroscopicamente. O

JLA está conformado pela nova compilação de curvas de luz de SNIa dos três anos da

amostra SDSS-II (0.05 < z < 0.4), os três anos do SNLS (0.2 < z < 1), o HST (z > 1) e a

amostra de vários experimentos em baixos redshift (z < 0.1). Este experimento segue os

4De�nida como, absorção e dispersão de radiação eletromagnética por meio de gás ou poeira galáctica.
5RV é determinado extrapolando a extinção próxima ao infravermelho para uma longitude de onda

�nita.
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mesmos métodos e hipóteses da análise de dados dos três anos do SNLS com a diferença

que apresenta as seguintes melhorias:

• A adição de toda a amostra de SNIa, espectroscopicamente con�rmadas, do SDSS-II

em ambos treinamentos no adaptador de curva de luz SALT2 (ver a seção 4.3) e na

análise do diagrama de Hubble (374 SNIa).

• Intercalibração das amostras do SNLS e SDSS e as incertezas sistemáticas reduzidas

na calibração fotométrica, realizada cegamente com respeito à análise da cosmologia.

• A investigação minuciosa dos erros sistemáticos associados com a modelagem das

curvas de luz das SNIa com o SALT2.

Assim, temos à disposição centenas de SNIa con�rmadas espectroscopicamente para o

ajuste dos modelos inomogêneos. Por tanto, como próximo passo estudaremos o adaptador

de curvas de luz usado para estimar as distâncias cósmicas.

O adaptador de curvas de luz: SALT2

Como foi visto na seção 4.2.1, para poder usar as SNIa como velas padrão, precisamos

fazer correções nas curvas de luz. Na literatura existem vários métodos desenvolvidos

para fazer essas correções. Entre eles se encontram os estimadores de distância, usando o

parâmetro de esticamento das curvas de luz (∆15 ou fator de esticamento, ver [84, 111,

112]), a informação da cor [113] ou a mistura de ambas [87, 114]. Ao contrário do MCLS,

desenvolvido pelo A. Riess em [87], que só ajustam SNIa das proximidades, o Spectral

Adaptative Light curve Template (SALT) [108] adapta SNIa tanto das proximidades como

das regiões distântes. Uma versão mais atualizada pode ser encontrada no SALT2 [110],

que acrescenta informação espectroscópica, para melhorar a resolução das longitudes de

onda dos modelos espectrais. Nesta tese será usado o adaptador de curvas de luz SALT2,

com a intensão de calibrar os modelos cosmológicos com as SNIa e obter os valores de

melhor ajuste dos parâmetros livres.

O SALT2 modela a evolução da distribuição de energia espectral média das SNIa e

sua variação temporal com a cor (intrínseca ou por extinção). Na fase f e longitude de

onda λ, o �uxo de densidade de energia é dado por

ΦSN(f, λ) = X0 [M0(f, λ) +X1M1(p, λ)] exp [C × CL(λ)] , (4.2)

onde X0, X1 e C, são os parâmetros de normalização, forma e cor, respectivamente. Estes

parâmetros são avaliados para cada SNIa e seus valores diferem de uma para outra SNIa. A
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sequência espectral média M0, o desvio em primeira ordem em torno da sequência média

M1 e a lei de cor CL são treinadas sobre uma amostra de SNIa espectroscopicamente

con�rmadas [110].

O �uxo do observador de referência na banda de passagem Y é dado por [108, 117]

F SN(f, z, T Y ) = (1 + z)

∫
dλ′
[
λ′Φ(f, λ′)T Y (λ′(1 + z))

]
, (4.3)

onde T Y (λ) é a curva de transmissão do �ltro do observador de referência Y e z representa

o redshift.

As equações (4.2) e (4.3) são usadas para ajustar cada SNIa, por separado, e assim

obter os valores dos parâmetros X0, X1 e C com seus respetivos erros. Contudo, o ajuste

das curvas de luz, com o adaptador SALT2, não estima o módulo de distância de forma

independente para cada SNIa. O pico da magnitude do referencial do observador na banda-

B, pode ser de�nido como [112, 117]

m?
B := −2.5 log10

[
X0

∫
dλ′M0(f = 0, λ′)TB(λ′)

]
, (4.4)

onde TB é a curva de transmissão do �ltro B. Assim, para uma dada SNIa, m?
B pode ser

rapidamente calculado a partir do modelo ajustado, e equivalentemente usar (m?
B, X1, C),

em lugar de (X0, X1, C), como parâmetros no ajuste da cosmologia.

Os parâmetros recuperados do ajuste das curvas de luz, (m?
B, X1, C), podem ser

usados para estimar o módulo de distância como

µSNIa = m?
B − (MB − αX1 + βC) , (4.5)

com m?
B, X1 e C derivados do ajuste das curvas de luz, e α, β e MB são os parâmetros

nuisance na estimativa de distância. Note que, os parâmetros nuisance serão ajustados

junto com os parâmetros do modelo cosmológico teórico. Uma caraterística interessante

nestes parâmetros é que a magnitude absoluta MB e o parâmetro β dependem das pro-

priedades da galáxia an�triã [96] embora o mecanismo não seja entendido por completo.

Uma forma de corrigir aproximadamente estes efeitos é considerar que a magnitude abso-

luta está relacionada com a massa estelar da galáxia an�triã (Mestelar), desprezando uma

dependência com β, pela simples função degrau:

MB =


M1

B se Mestelar < 1010 M�

M1
B + ∆M outros casos

(4.6)



4.3 A AMOSTRA JLA 77

Os parâmetros das curvas de luz (m?
B, X1, C), como foi mencionado acima, resultam do

ajuste do modelo de sequência espectral das SNIa para os dados fotométricos.

O JLA reúne uma matriz de covariança de 2220× 2220 para os parâmetros das curvas

de luz que incluem tanto os erros estatísticos quanto os sistemáticos (para maior detalhes

ver a seção 5 da referência [36]).

Cη = Cestat + Ccal + Cmodel + Cviés + Canf + Cpoei + Cpec + CnãoIa , (4.7)

As incertezas estatísticas Cestat são obtidas da propagação de erros do ajuste das curva de

luz [96]. Por outro lado, são consideradas 7 fontes de incertezas sistemáticas. Reavaliando

5 fontes de incertezas associadas com a calibração Ccal, com os modelos das curvas de luz

Cmodel [118], com as correções dos viés Cviés, com a função degrau da massa estelar an�triã

Canf e com a densidade da coluna de poeira da Via Láctea Cpoei. Também foi conside-

rada a incerteza devida às correções das velocidades peculiares Cpec e a contaminação de

supernovas que não são de tipo Ia CnãoIa [119].

Os parâmetros recuperados do ajuste das curvas de luz (m?
B, X1, C) são os dados

que serão usados para ajustar os modelos cosmológicos. Estes dados, com sua respectiva

matriz de covariança, se encontram disponíveis no site http://supernovae.in2p3.fr/sdss_

snls_jla/ReadMe.html.

Na �gura 4.3 apresentamos o diagrama de Hubble dos dados do catálogo JLA calibrado

com o modelo ΛCDM plano, mantendo os parâmetros nuisance �xos em seus valores de

melhor ajuste.

A aproximação tradicional χ2:

A forma tradicional de ajustar os modelos cosmológicos teóricos com as SNIa obser-

vadas é usando a função χ2 (ver apêndice A) que, com as equações (3.34) e (4.5), pode

ser expressa da seguinte forma

χ2(θ, δ,MB) =
740∑
i=1

[µSNIa

i (δ,MB)− µTh(zi;θ)]2

σ2
i (δ) + σ2

int

(4.8)

onde os parâmetros das supernovas são denotados por δ := (α, β) e os parâmetros

cosmológicos pelo parâmetro θ que toma diferentes valores, segundo o modelo cosmológico

a ser ajustado. Para os modelos com Big Bang não simultâneo temos θ := (rc, tB0)

e no caso dos modelos com Big Bang simultâneo com os três per�s arbitrários: θ :=

(ΩM,in, ∆r, r0) para o CGBH, θ := (ΩM,in, ν, r0) para o Cν-ln2 e θ := (ΩM,in, r0) para

o de tipo Gaussiano.

http://supernovae.in2p3.fr/sdss_snls_jla/ReadMe.html
http://supernovae.in2p3.fr/sdss_snls_jla/ReadMe.html
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Figura 4.3: Diagrama de Hubble do catálogo JLA calibrado com o modelo ΛCDM plano. Os
parâmetros de ruido são �xados em seus valores de melhor ajuste.

A propagação de erros pode ser expressa, em base da matriz de covariância (4.7) com

seus respetivas incertezas, como segue

σ2
i (δ) = σ2

m?
B ,i

+ α2σ2
x1,i

+ β2σ2
c,i + 2ασm?

Bx1,i
− 2βσm?

Bc,i
− 2αβσx1c,i + σ2

µz,i , (4.9)

onde o termo σ2
µz,i representa a contribuição na dispersão do módulo de distância devido

a incertezas no redshift pelas velocidades peculiares e também de suas próprias medições.

Por simplicidade, sua contribuição será modelada como de um Universo vazio [102, 117],

que é escrita da seguinte maneira

σµz,i = σz,i

(
5

log 10

)
1 + zi

zi(1 + zi/2)
. (4.10)

com

σ2
z,i = σ2

spec,i + σ2
pec

(4.11)

onde σ2
spec,i representa o erro de medição pelo redshift e σ2

pec
= 0.0012 é a incerteza no

redshift devido a velocidades peculiares.

Como foi estudado na seção 4.2.1, as SNIa não são velas padrã perfeitas, mesmo

depois de fazer as correções nas relações de luminosidade-forma e luminosidade-cor (ver

a seção 4.3). O termo σint, introduzido na equação (4.8), representa a incerteza associada
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à dispersão intrínseca restante nas SNIa.

Seguindo os trabalhos realizados na literatura [117, 120], temos que ter cuidado na

minimização da função χ2, devido a que na de�nição da propagação de erros, σ2
i , foram

considerados os parâmetros α e β. Isto é, quando minimizamos o (4.8) com respeito aos

parâmetros α e β aparecem viés, no sentido de aumentar os erros σi(δ) para diminuir

o valor do χ2. Assim, mantendo presente este fenômeno, usaremos o método iterativo

empregado nas referências [117, 120].

O método iterativo, consiste em re-escrever a função χ2, apresentada na equação (4.8),

da seguinte forma:

χ2(θ, δ,MB) =
740∑
i=1

[µSNIa

i (δ,MB)− µTh(zi;θ)]2

σ2
i (η) + σ2

int

. (4.12)

Nesta expressão, η := (ᾱ, β̄) representam parâmetros diferentes aos do SALT2. Em ordem

a obter os valores de melhor ajuste, começamos com os valores iniciais �xados em η e a

optimização é realizada sobre os parâmetros θ, δ e MB. O seguinte passo é atualizar o

valor de η, igualando com o valor de melhor ajuste de δ e a otimização é alcançada de

novo. Este processo será repetido até obter a convergência, isto é, até que η não mude

mais sobre alguma desejada precisão.

Por outro lado, note que σint não foi considerado como parâmetro livre em todo o

processo, assim, ele é obtido seguindo o seguinte procedimento: começando com um valor

inicial (σint = 0.15), realizamos iterativamente o processo mencionado acima até alcançar

a convergência desejada. Logo, o valor do σint será obtido por tunelamento �no, de tal

modo que o χ2 reduzido 6 atinga a unidade (mantendo todos os outros parâmetros �xos em

seus valores de melhor ajuste). O processo iterativo, mencionado acima, deve ser repetido

mais uma vez mantendo �xo o novo valor de σint, para assim �nalmente obter os valores

de melhor ajuste dos parâmetros θ, δ e MB.

A função verossimilhança (Likelihood):

Os autores da referência [117] mostram os limites de validade da usualmente incorreta

aproximação χ2. Considerando que as curvas de luz das SNIa ajustam os parâmetros como

variáveis aleatórias com uma distribuição Gaussiana, eles propõem tomar como ponto de

6O χ2 reduzido é de�nido como χ2
red = χ2/(N − k), onde N representa o número de dados e k o

número de parâmetros livres [121].
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partida a função verossimilhança (Likelihood)

L =
1√

(2π)N detΣ
exp

(
−XTΣ−1X/2

)
(4.13)

onde N representa o número de dados eXTΣ−1X =: χ2, que tirando o logaritmo natural

e multiplicando por menos dois, resulta em

L := −2 lnL = χ2 + ln detΣ +N ln(2π) . (4.14)

As equações (4.13) e (4.14) são as bases sobre o qual descansa todo o procedimento

estatístico (ver apêndice A). O caso é que, se toda a covariança do problema é conhecida

com exatidão, minimizar o χ2 é totalmente equivalente a minimizar o L. Contudo, como

já vimos antes, as SNIa não são velas padrões perfeitas e temos que acrescentar o termo

σint na covariança. Isto é a covariança não é completamente conhecida e temos que tomar

em conta o penúltimo termo da equação (4.14), para evitar viés na hora de minimizar.

Assim tendo estas considerações, minimizar χ2 não é equivalente a minimizar L.
Então, podemos re-escrever a equação (4.14) como7

L(θ, δ,MB, σint) := χ2(θ, δ,MB, σint) +
N∑
i

ln
[
σ2
i (δ) + σ2

int

]
. (4.15)

Note que agora σint é considerado também como um parâmetro livre. Portanto,

com este novo procedimento podem ser obtidas funções de distribuições de probabilidades

sem viés, incluindo σint e δ.

4.4 A amostra BAO

Assim como as SNIa, que são os melhores candidatos a �velas padrão�, para as obser-

vações astrofísicas, as Oscilações Acústicas de Bárions (BAO) são os candidatos a prover

uma �régua padrão� 8 para as escalas de longitude, na cosmologia, com �nalidade de ex-

plorar a história da expansão do Universo. Na seção 3.4.5 foi estudada, em detalhe, a

escala característica BAO para os modelos inomogêneos, na qual se mostra que as cara-

terísticas bariônicas se mantêm em posições de coordenadas constantes, relacionando as

escalas transversais e radiais em diferentes redshifts como boa aproximação nos valores

assintóticos. Assim, o sinal acústico nos aglomerados de galáxias, pode ser usado para

7Temos desprezado o último termo devido a que é uma constante e não altera a minimização.
8Uma regua padrão é um objeto com longitude própria conhecida.
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impor vínculos nos parâmetros dos modelos cosmológicos.

Nesta seção vamos descrever os dados observacionais da escala BAO que serão usados

para ajustar os modelos cosmológicos. Essas medições são feitas em termos da variável dz,

que para os modelos inomogêneos é dada pela equação (3.151) ou sendo mais explícitos

pela equação (3.154).

Consideramos, assim, as medições da escala BAO em diferentes redshifts. O nosso catá-

logo é representado pelas observações no baixo redshift z = 0.106 obtido pelo 6dFGS [122],

em z = 0.35 e z = 0.57 medidos pelos SDSS [123, 124], que �nalmente são com-

plementados com as observações feitas na colaboração do WiggleZ [125] nos redshifts

z = 0.44, 0.6 e 0.73.

Existe também uma medição adicional, feita pelo Carnero et al. [126], que pode ser

considerado no catálogo BAO. Este ponto adicional envolve uma correlação puramente

angular, na faixa de redshift [0.5 − 0.6], que é de�nida como sendo no redshift z = 0.55,

e pode ser comparada com a predição teórica ∆θBAO representada na equação (3.152).

Todos esses dados com seus respetivos erros são resumidos na tabela 4.1 e mostrados

na �gura 4.4.

sample z dz ± σdz
6dFGS 0.106 0.336± 0.015

SDSS 0.35 0.1126± 0.0022

SDSS 0.57 0.0732± 0.0012

WiggleZ 0.44 0.0916± 0.0071

WiggleZ 0.6 0.0726± 0.0034

WiggleZ 0.73 0.0592± 0.0032

sample z ∆θ ± σθ
Carnero et al. 0.55 3.90o ± 0.38o

Tabela 4.1: O catálogo BAO resumido.

Assim como no caso das SNIa, precisamos da função χ2 para ajustar os nossos modelos

com os dados BAO. Por tanto, temos

χ2
BAO

=
∑
i,j

[
dz,i − dLTBz (zi;γ)

]
C−1
ij

[
dz,j − dLTBz (zj;γ)

]
+

[∆θ −∆θBAO(0.55)]2

σ2
θ

(4.16)

onde γ representa os parâmetros cosmológicos, que a diferencia do θ na equação (4.8), o

γ contém um termo adicional, o parâmetro da fração dos bárions fb.
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Figura 4.4: O conjunto de dados BAO.

O C−1
ij na equação (4.16) é a inversa da matriz de covariância, que está expressa em

termos do dz e pode ser representada como

C−1
ij =



4444 0. 0. 0. 0. 0.

0. 206612 0 0. 0. 0.

0. 0 694444 0. 0. 0.

0. 0. 0. 23857 −22747 10586

0. 0. 0. −22747 128729 −59907

0. 0. 0. 10586 −59907 125536


. (4.17)

Note que, esta vez conhecemos muito bem a matriz de covariança e não faz sentido

construir uma função verossimilhança para procurar diferenças com a análise tradicional

χ2, já que, neste caso, são equivalentes.



Capítulo 5

Resultados

Nesta seção apresentamos os resultados dos parâmetros de melhor ajuste para os

modelos ΛCDM, os modelos de LTB nos casos do tempo Big Bang não simultâneo por

um lado e por outro com Big Bang simultâneo. Consideraremos as análises na aproximação

clássica χ2 e o método da verossimilhança, para todos os modelos estudados no capítulo 3.

5.1 Resultados para o modelo ΛCDM

Como foi mencionado na seção 2.2, o modelo ΛCDM está dominado por duas compo-

nentes exóticas, a matéria escura e a energia escura. O valor da contribuição da radiação

é desprezível para redshifts . 2, por isso não vai ser considerado na nossa análise estatís-

tica. Consideramos também a curvatura como sendo nula. Então o modelo ΛCDM plano

unicamente vai ter como parâmetro livre a matéria ΩM , já que podemos usar a equação do

vínculo energético para expressar o parâmetro da energia escura ΩΛ = 1− ΩM . Isto quer

dizer que, quando ajustamos só a amostra JLA , o valor dos parâmetros cosmológicos nas

equações (4.12) e (4.15) é simplesmente representado por θ := ΩM . Para o caso em que

usamos a amostra BAO, os parâmetros cosmológicos são γ := (ΩM , fb). Na tabela 5.1

resumimos os nossos resultados. Note que existe um viés1 signi�cativo nos parâmetros α

e β quando comparamos as aproximações χ2 e a verossimilhança. O viés é menos notó-

rio no parâmetro ΩM . Isto concorda com os resultados obtidos por [117]. Para a análise

combinada JLA+BAO �xamos os valores dos parâmetros das SNIa com seus valores de

melhor ajuste obtidos tanto na análise χ2 quanto na verossimilhança com a amostra JLA.

Nossos resultados são consistentes com aqueles obtidos na literatura [36]. Na �gura 5.1

mostramos as regiões de contorno em 1σ, 2σ e 3σ do nível de con�ança. Note aqui que,

1Termo designado para indicar tendenciosidade, no nosso caso é para indicar a parcialidade das apro-
ximações χ2 e verossimilhança.

83
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Figura 5.1: Regiões de con�ança no espaço de dois parâmetros obtidos para os 4 parâmetros
das SNIa (α, β, M1

B e ∆M ) mais o parâmetro ΩM do modelo ΛCDM plano na aproximação χ2

(contorno preto pontilhado) e na função verossimilhança (curvas vermelhas contínuas), respecti-
vamente.

o viés nos valores de melhor ajuste para os parâmetros das SNIa estão em pelo menos 3σ

do nível de con�ança. Isto difere consideravelmente com os resultados obtidos por [117].

Na �gura 5.2 mostramos as curvas de contorno para 1σ, 2σ e 3σ no espaço (ΩM , ΩΛ)

com a análise JLA, BAO e JLA+BAO para as duas aproximações χ2 (lado esquerdo) e

verossimilhança (lado direito).
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ΛCDM ΩM 100 fb α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 0.312+0.030

−0.029 · · · · · · · · · 0.123+0.014
−0.014 2.665+0.158

−0.158 −19.022+0.023
−0.023−0.043+0.021

−0.022 0.973868 0.019

LJLA 0.329+0.034
−0.032 · · · · · · · · · 0.107+0.015

−0.015 2.265+0.172
−0.170 −19.032+0.029

−0.026−0.028+0.024
−0.024 · · · · · · · · · 0.064+0.022

−0.027

χ2
BAO 0.255−0.195 21.325−14.08 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.399400 · · · · · · · · ·

χ2
JLA+BAO 0.312+0.026

−0.025 14.712+3.867
−3.193 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.963805 0.019

LJLA+BAO 0.328+0.019
−0.019 13.301+2.479

−2.181 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.054+0.018
−0.019

Tabela 5.1: Valores de melhor ajuste dos parâmetros das SNIa (α, β, M1
B e ∆M ) e do modelo

ΛCDM nas aproximações χ2 e a verossimilhança, para a amostra JLA, BAO e a combinação
JLA+BAO.
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Figura 5.2: Regiões de con�ança, em 1σ, 2σ e 3σ, no espaço dos parâmetros (ΩM , ΩΛ) para
o modelo ΛCDM plano na aproximação χ2 (lado esquerdo) e na função verossimilhança (lado
direito), respectivamente.

Finalmente, as distribuições das funções de probabilidade (PDF) dos parâmetros σint
são mostrados na �gura 5.3 para a aproximação da verossimilhança com a amostra JLA

(lado esquerdo) e com a combinação JLA+BAO (lado direito). A linha vertical vermelha

tracejada representa o valor do σint obtido de forma iterativa na aproximação χ2. Note

que, o viés no parâmetro σint é pelo menos acima de 3σ no nível de con�ança em contraste

com os resultados do [117].
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Figura 5.3: PDF do parâmetro σint na aproximação da verossimilhança com a amostra JLA
(lado esquerdo) e a combinação JLA+BAO (lado direito) para o modelo ΛCDM plano.

t′B(r) < 0 tB0 rc α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 2.052+0.119

−0.117 1.865+0.131
−0.122 0.117+0.016

−0.016 2.525+0.183
−0.182 −19.412+0.015

−0.015−0.047+0.021
−0.020 0.977595 0.058

LJLA 2.052+0.131
−0.128 1.902+0.146

−0.135 0.102+0.017
−0.017 2.1450.190−0.188 −19.425+0.017

−0.017−0.032+0.023
−0.022 · · · · · · · · · 0.080+0.024

−0.022

Tabela 5.2: Os parâmetros de melhor ajuste para o modelo t′B(r) < 0 nas aproximações χ2 e
verossimilhança na amostra JLA.

5.2 Resultados para os modelos de Big Bang não simul-

tâneo

No caso dos modelos de Big Bang não simultâneos, estudados na seção 3.3, os pa-

râmetros cosmológicos das funções χ2 e verossimilhança tomam a forma θ := (rc, tB0).

Na tabela 5.2 resumimos os nossos resultados, para o caso t′B(r) < 0 nas aproximações

χ2 e verossimilhança comparadas com a amostra de supernovas JLA. Analogamente à

análise feita com o modelo ΛCDM, os parâmetros das SNIa apresentam vieses signi�ca-

tivos entre as aproximações χ2 e verossimilhança. Note também que o parâmetro tB0 se

mantém invariante nas duas aproximações, coisa que não acontece com o parâmetro rc.

Por outro lado, na tabela 5.3 resumimos nossos resultados para o caso t′B(r) > 0, obtendo

resultados similares para os parâmetros das SNIa. No caso dos parâmetros cosmológicos,

o rc é quem se mantém invariante em contraste com o tB0 que varia ligeiramente nas duas

aproximações.

O parâmetro tB0 representa a diferença máxima da idade do Universo inomogêneo

comparada com o caso homogêneo tB0 = 0. O modelo de alta densidade descreve uma

inomogeneidade de uma extensão na ordem de 2 Gpc. O valor de melhor ajuste de rc para

o modelo vazio é da ordem de 30 Mpc, isto é, a extensão do vazio é muito menor.
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t′B(r) > 0 tB0 rc α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 3.243+0.101

−0.101 0.029+0.015 0.102+0.021
−0.021 2.310+0.244

−0.245 −19.042+0.021
−0.021−0.089+0.028

−0.028 1.000700 0.154

LJLA 3.287+0.104
−0.105 0.029+0.015 0.087+0.022

−0.022 1.9480.242−0.243 −19.046+0.023
−0.022−0.076+0.031

−0.030 · · · · · · · · · 0.161+0.022
−0.020

Tabela 5.3: Os parâmetros de melhor ajuste para o modelo t′B(r) > 0 nas aproximações χ2 e
verossimilhança na amostra JLA.

Na �gura 5.4, apresentamos as regiões de contorno para o modelo t′B(r) < 0 em 1σ,

2σ e 3σ de nível de con�ança. Os contornos sólidos (azuis) representam a análise χ2 e

as curvas vermelhas são feitas para a análise com a função verossimilhança. Note que,

no 2-espaço (tB0, rc) o viés entre a análise χ2 e a verossimilhança é muito pequeno em

comparação com os contornos nos quais participam os parâmetros das supernovas (α, β

e M1
B). As regiões de contorno para o modelo t′B(r) > 0 em 1σ, 2σ e 3σ de nível de

con�ança, são apresentadas na �gura 5.5. Note que, também apresentam um viés alto nos

parâmetros das supernovas (α, β). O contorno para o parâmetro rc não é fechado, isto

possivelmente é devido a que este modelo apresenta singularidade de tipo cruzamento de

camadas.
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Figura 5.4: Regiões de con�ança no espaço de dois parâmetros obtidos para os 6 parâmetros
para o modelo t′B(r) < 0 na aproximação χ2 (contorno preto pontilhado) e na aproximação da
função verossimilhança (curvas vermelhas contínuas), respectivamente.

Finalmente na �gura 5.6 mostramos as funções de distribuições de probabilidade

(PDF) para o parâmetro σint. A linha vermelha tracejada representa o valor de σint obtido

de forma iterativa pelo método χ2. Notamos que, existe uma diferênça acima de 3σ de

con�ança entre os dois métodos para o modelo t′B(r) < 0, coisa que não acontece com o



5.2 RESULTADOS PARA OS MODELOS DE BIG BANG NÃO SIMULTÂNEO 89

3.1 3.2 3.3 3.4

0.06

0.08

0.10

0.12

tB0

Α

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

0.06

0.08

0.10

0.12

rc

Α

-19.08-19.07-19.06-19.05-19.04-19.03-19.02-19.01

0.06

0.08

0.10

0.12

MB
1

Α

1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6

0.06

0.08

0.10

0.12

Β

Α

3.1 3.2 3.3 3.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

tB0

Β

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

rc

Β

-19.08 -19.06 -19.04 -19.02

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

MB
1

Β

3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 3.5 3.6

-19.14

-19.12

-19.10

-19.08

-19.06

-19.04

-19.02

-19.00

tB0

MB
1

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

-19.08

-19.07

-19.06

-19.05

-19.04

-19.03

-19.02

-19.01

rc

MB
1

3.1 3.2 3.3 3.4
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

tB0

rc

Figura 5.5: Regiões de con�ança no espaço de dois parâmetros obtidos para os 6 parâmetros
para o modelo t′B(r) > 0 na aproximação χ2 (contorno preto pontilhado) e na aproximação da
função verossimilhança (curvas vermelhas), respectivamente.
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Figura 5.6: O PDF do parâmetro σint para o modelo t′B(r) < 0 (esquerda) e o modelo t′B(r) > 0
(direita). A linha vermelha tracejada representa os valores do σint obtidos iterativamente na
aproximação tradicional χ2.

modelo t′B(r) > 0.

5.3 Resultados para os modelos de Big Bang simultâ-

neo

Como foi visto na seção 3.4 os modelos de Big Bang simultâneos tem tB(r) = 0. Neste

contexto foram estudados três per�s de vazio local, os de tipo CGBH, Gaussiano e Cν-ln2.

Quando ajustamos só as SNIa, os parâmetros cosmológicos que especi�cam a distribuição

da matéria nas equações (4.8) e (4.15) são representados por θ := (ΩM,in, r0, ∆r) para o

modelo CGBH, por θ := (ΩM,in, r0) para o modelo Gaussiano e por θ := (ΩM,in, r0, ν)

para o modelo Cν-ln2. Além deles também temos os parâmetros das SNIa representa-

dos por δ := (α, β, M1
B, ∆M). No caso em que usamos os dados BAO, acrescentamos o

parâmetro da fração dos bárions, assim temos que na equação (4.16) os parâmetros cosmo-

lógicos são representados por γ := (ΩM,in, r0, ∆r, fb) para o CGBH, γ := (ΩM,in, r0, fb)

para o modelo Gaussiano e γ := (ΩM,in, r0, ν, fb) para o modelo Cν-ln2.

Nas tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 resumimos os valores de melhor ajuste para os modelos

de tipo CGBH, Gaussiano e Cν-ln2, respectivamente, usando ambas aproximações χ2

e verossimilhança, mostrando por separado os resultados com a amostra JLA, BAO e

a combinação JLA+BAO. Note que, os parâmetros das SNIa têm similares resultados

para os três modelos. Isto é consistente com a ideia de que estes parâmetros não são

muito sensíveis à evolução cosmológica. Contrariamente aos parâmetros cosmológicos que

mostram diferenças consideráveis. Em particular, o modelo Cν-ln2 requer um valor mais
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CGBH ΩM in r0 ∆r 100 fb α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 0.09+0.03

−0.02 3.88+2.47
−2.12 3.89+2.12

−2.44 · · · · · · · · · 0.12+0.02
−0.02 2.66+0.19

−0.19 −19.22+0.05
−0.05−0.04+0.03

−0.03 0.998104 0.02

LJLA 0.11+0.03
−0.03 4.15+2.97

−2.42 3.79+2.34
−2.85 · · · · · · · · · 0.11+0.02

−0.02 2.26+0.20
−0.20 −19.25+0.05

−0.05−0.03+0.35
−0.35 · · · · · · · · · 0.06+0.03

−0.03

χ2
BAO 0.38+0.08

−0.06 3.31+1.22
−0.46 0.51−0.17 5.62+5.53

−3.92 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.34333 · · · · · · · · ·

χ2
JLA+BAO 0.12+0.02

−0.02 3.16+0.17
−0.17 0.73+0.97

−0.15 15.30+8.59
−0.70· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1.02432 0.03

LJLA+BAO 0.12+0.02
−0.02 3.72+0.31

−0.29 1.68+0.60
−0.32 16.81+7.69

−0.32· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.07+0.02
−0.02

Tabela 5.4: Parâmetros de melhor ajuste com os erros em 1σ de con�ança para o modelo CGBH
nas duas aproximações χ2 e verossimilhança.

Gaussiano ΩM in r0 100 fb α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 0.16+0.02

−0.02 4.28+0.99
−0.66 · · · · · · · · · 0.12+0.02

−0.02 2.65+0.18
−0.18 −19.27+0.04

−0.04−0.04+0.03
−0.03 0.973515 0.03

LJLA 0.17+0.02
−0.02 4.27+1.23

−0.75 · · · · · · · · · 0.11+0.02
−0.02 2.25+0.19

−0.19 −19.30+0.04
−0.05−0.03+0.03

−0.03 · · · · · · · · · 0.07+0.02
−0.03

χ2
BAO 0.26−0.06 7.39−1.48 18.9−13.29 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.272500 · · · · · · · · ·

χ2
JLA+BAO 0.17+0.01

−0.01 5.08+0.32
−0.27 16.31+2.23

−1.98 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.996667 0.02

LJLA+BAO 0.19+0.02
−0.02 5.04+0.40

−0.35 14.49+2.33
−2.20 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.07+0.02

−0.02

Tabela 5.5: Valores de melhor ajuste com os erros em 1σ de con�ança para o modelo Gaussiano
nas aproximações χ2 e verossimilhança.

alto da densidade no interior do vazio local ΩM,in em comparação com os modelos CGBH

e Gaussiano. Por outro lado, o vazio local do modelo Gaussiano apresenta um valor mais

alto do tamanho r0, sendo o modelo Cν-ln2 de menor tamanho. Estas características são

robustas no sentido em que aparecem tanto na aproximação χ2 quanto na verossimilhança.

Nas �guras 5.7, 5.8 e 5.9 mostramos as regiões de contorno e os valores de melhor

ajuste, para cada per�l, usando somente a amostra JLA. Os contornos de traço vermelho

indicam os níveis de con�ança em 1σ, 2σ e 3σ na aproximação χ2, enquanto os contornos

azuis sólidos na aproximação da função verossimilhança. Os resultados para o modelo

CGBH são mostrados na �gura 5.7, enquanto para os per�s Gaussiano e Cν-ln2 são

Cνln-2 ΩM in r0 ν 100 fb α β M1
B ∆M χ2

red σint

χ2
JLA 0.18+0.02

−0.02 3.12+0.61
−0.46 0.04+1.66 · · · · · · · · · 0.12+0.16

−0.16 2.63+0.19
−0.19 −19.29+0.04

−0.04−0.05+0.03
−0.03 0.974052 0.03

LJLA 0.21+0.02
−0.03 3.02+0.69

−0.50 0.08+2.28 · · · · · · · · · 0.11+0.02
−0.02 2.23+0.20

−0.20 −19.33+0.05
−0.05−0.03+0.03

−0.03 · · · · · · · · · 0.07+0.03
−0.03

χ2
BAO 0.26−0.12 5.23−1.65 0.58+4.95 19.54+2.53 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.403333 · · · · · · · · ·

χ2
JLA+BAO 0.21+0.02

−0.02 4.40+0.40
−0.36 0.34+1.45 20.97+3.09

−3.30· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.999448 0.14

LJLA+BAO 0.22+0.02
−0.02 3.54+0.29

−0.24 0.03+1.46 11.65+2.42
−2.13· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0.07+0.02

−0.02

Tabela 5.6: Parâmetros de melhor ajuste com os erros em 1σ de con�ança para o modelo Cν-ln2
nas duas aproximações χ2 e verossimilhança.
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apresentados nas �guras 5.8 e 5.9, respectivamente. Podemos apreciar que os contornos

são similares em forma e área, contudo, ao contrário de [117], eles apresentam um viés

signi�cativo nos valores de melhor ajuste e os contornos da função verossimilhança são

ligeiramente maiores do que χ2. Os resultados são incompatíveis, pelo menos em 1σ nos

planos (β, r0), (β, α), (∆r, β), (ν, β) e (ΩM,in, β). Assim, nossa análise exibe um exemplo

concreto das críticas relacionadas à aproximação χ2 no uso de SNIa, discutidas na refe-

rência [117]. Na �gura 5.10 mostramos as funções distribuição de probabilidade (PDF)

do parâmetro σint para os modelos CGBH, Gaussiano e Cν-ln2. A linha vertical em traço

vermelho representa o valor do parâmetro σint obtido de forma iterativa na aproximação

χ2. Em todos os casos o resultado simples da aproximação χ2 é excluído pela verossimi-

lhança com um alto nível de con�ança, o qual é bastante diferente do resultado obtido na

referência [117]. Na seção 3.4.5 introduzimos o parâmetro fb e descrevemos como podem

ser usadas as réguas padrões (BAO) nos cenários de LTB. Note que, independentemente

da aproximação estatística que usemos (χ2 ou verossimilhança), aparece uma forte tensão

entre os valores de melhor ajuste obtidos com as diferentes amostras BAO e SNIa (ver

as tabelas 5.4, 5.5 e 5.6). Na referência [69] foi argumentado que a discrepância provem

da evolução de um cisalhamento não nulo nos modelos de LTB. De fato, a dependência

espacial e a diferença na evolução dos dois índices de expansão LTB (H‖ e H⊥) trabalham

de forma diferente no ajuste dos dados BAO e SNIa. Em particular, o baixo valor de ΩM in

necessário para ajustar os dados das SNIa, aumenta a taxa de expansão que acaba por

aumentar o alongamento da escala de BAO perto do centro. Nesse sentido, a tensão obser-

vada na nossa análise tem uma origem puramente geométrica associada com a dinâmica

dos modelos de LTB. As �guras 5.11, 5.12 e 5.13 mostram que os valores de melhor ajuste

dos parâmetros ajustados usando somente BAO estão em desacordo com os valores de

melhores ajuste obtidos com somente as SNIa, em pelo menos 3σ do nível de con�ança.

No caso do modelo CGBH, a �gura 5.11 indica que os dados BAO favorecem um vazio lo-

cal denso (densidade de matéria mais alta) quando comparamos com os dados das SNIa.

Para o modelo Gaussiano, a �gura 5.12 mostra que BAO além de favorecer valores de

densidade de matéria alta dentro do vazio local, também favorece vazios locais de maiores

tamanhos, isto é, valores mais altos do parâmetro r0. No caso do modelo Cν-ln2, ainda

existe a mesma tensão entre os valores de melhor ajuste usando os dados de BAO e das

SNIa, mas em menor grau comparados com os outros dois modelos.
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Figura 5.7: Regiões de con�ança nas aproximações χ2 (vermelho tracejado) e verossimilhança
(azul sólido) com a amostra JLA para o modelo CGBH.
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Figura 5.8: Regiões de con�ança nas aproximações χ2 (vermelho tracejado) e verossimilhança
(azul sólido) com a amostra JLA para o modelo do tipo Gaussiano.
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Figura 5.9: Regiões de con�ança nas aproximações χ2 (vermelho tracejado) e verossimilhança
(azul sólido) com a amostra JLA para o modelo Cν-ln2.
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Figura 5.10: Os PDFs para σint na aproximação da função verossimilhança para os modelos
CGBH (lado esquerdo), Gaussiano (centro) e Cν-ln2 (lado direito) com a amostra JLA. A linha
vermelha indica os valores obtidos na aproximação χ2.
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Figura 5.11: Parâmetros de melhor ajuste em 1σ, 2σ e 3σ do nível de con�ança para o modelo
CGBH na aproximação χ2 (lado esquerdo), com somente a amostra JLA (contornos de traço
vermelho) e a combinação JLA+BAO (contornos de pontilhado preto), e na aproximação da
função verossimilhança (lado direito) com somente a amostra JLA (contornos sólidos azuis) e
a combinação JLA+BAO (contornos sólidos pretos). Os contornos de traços marrons são para
somente BAO.
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a combinação JLA+BAO (contornos sólidos pretos). Os contornos de traços marrons são para
somente BAO.

0.16 0.23 0.3

2.5

4

5.5

WM,in

r 0
HG

p
c
L

0 3 6

2.5

4

5.5

Ν

r 0
HG

p
c
L

0.16 0.23 0.3
0.1

3

5.9

WM,in

Ν

0.16 0.23 0.3

2.5

4

5.5

WM,in

r 0
HG

p
c
L

0 3 6

2.5

4

5.5

Ν

r 0
HG

p
c
L

0.16 0.23 0.3
0.1

3

5.9

WM,in

Ν

Figura 5.13: Parâmetros de melhor ajuste em 1σ, 2σ e 3σ do nível de con�ança para o modelo
Cν-ln2 na aproximação χ2 (lado esquerdo), com somente a amostra JLA (contornos de traço
vermelho) e a combinação JLA+BAO (contornos de pontilhado preto), e na aproximação da
função verossimilhança (lado direito) com somente a amostra JLA (contornos sólidos azuis) e
a combinação JLA+BAO (contornos sólidos pretos). Os contornos de traços marrons são para
somente BAO.
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Figura 5.14: Os PDFs para σint na aproximação da função verossimilhança para os modelos
CGBH (lado esquerdo), Gaussiano (centro) e Cν-ln2 (lado direito) com a amostra combinada
JLA+BAO. A linha vermelha indica os valores obtidos na aproximação χ2.

5.4 Comparação de modelos

Até agora temos estudado o modelo ΛCDM plano e os diferentes modelos inomogêneos

de LTB, indicando que eles ajustam bem os dados observacionais. Contudo, não sabemos

o quão bem cada um destes modelo ajustam os dados. Assim, aparece a seguinte questão

interessante, qual é o modelo que ajusta melhor os dados observacionais?

Em primeira instância, podemos olhar nas tabelas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 e decidir

que o modelo t′B(r) < 0 é o vencedor pelo fato de ter um χ2
red

mais próximo da unidade.

Contudo, os modelos estudados por separado têm diferentes números de parâmetros livres.

Então veri�car a qualidade de ajuste com o χ2
red

não é o caminho que devemos seguir.

Felizmente, existe a possibilidade de resolver essa questão considerando técnicas mais

so�sticadas (ver apêndice A), aplicáveis à seleção de modelos, que penalizam o aumento

de parâmetros em cada modelo. Por exemplo, temos o AIC corrigido (Akaike Information

Criterion) [127] que compara diferentes modelos através de uma quantidade de�nida como

AIC = Lmin +N ln(2π) + 2k +
2k(k − 1)

N − k − 1
, (5.1)

onde k é o número de parâmetros livres e N é o número total dos dados usados. Outra

possibilidade é o BIC (Bayesian Information Criterion) [128] que usa a quantidade

BIC = Lmin +N ln(2π) + k lnN . (5.2)

O valor dos Lmin de todos os modelos são resumidos na tabela 5.7. Um modelo é visto

como favorecido pelos dados quando é obtido um valor baixo de AIC ou BIC. Note

que, as diferenças entre os critérios provém dos últimos dois termos no AIC e o último
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Lmin
modelo JLA JLA + BAO
ΛCDM -1995.80 -2032.07
t′B(r) < 0 -1931.02 -
t′B(r) > 0 -1513.07 -
CGBH -1997.3 -1972.38
Gaussiano -1992.88 -1990.52
Cν-ln2 -1986.63 -1977.44

Tabela 5.7: O mínimo da função Likelihood para todos os modelos.

no BIC. Assim, para uma grande quantidade de número de dados (N � 1), o BIC

é um pouco mais sensível com um incremento do número de parâmetros livres que no

AIC. Com efeito, para um aumento k → k + δk, o AIC muda em uma quantidade

2δk [1 + (δk + 2k − 1)/(N − δk − k − 1)] + O(N−2) enquanto o BIC é proporcional com

δk lnN .

Na tabela 5.8 resumimos os resultados de cada modelo para SNIa e SNIa+BAO usando

os critérios de informação AIC e BIC. Onde o número de parâmetros livres no ajuste das

SNIa é k = 6 para o ΛCDM, k = 7 para os modelos de Big Bang não simultâneos e o per�l

do tipo Gaussiano, e �nalmente k = 8 para os modelos CGBH e Cν-ln2. Por outro lado

quando usamos a análise combinada SNIa+BAO temos k = 3 para o modelo ΛCDM, k = 5

para os modelos CGBH e Cν-ln2 e k = 4 para o modelo de tipo Gaussiano. Note que, o

modelo ΛCDM é o vencedor em ambos critérios quando é comparado contra os modelos de

LTB. No apêndice A estudamos a possibilidade de calcular o nível de suporte empírico de

um modelo com respeito ao melhor modelo, usando a diferença ∆AIC,i = AIC[i]−AICmin.

A partir da tabela 5.8 com ajuda da tabela A.2 podemos deduzir que com a análise de

somente as SNIA, os modelos CGBH e Gaussianos tem um nível de suporte empírico

consideravelmente menor e que os demais modelos têm essencialmente nenhum. Com a

análise combinada SNIa+BAO os modelos LTB não tem essencialmente nenhum nível de

suporte empírico.

No apêndice B, estudamos o fator de Bayes que é útil para obter as evidências do

melhor modelo com respeito aos demais, contudo existem complicações numéricas que

limitam seu cálculo. A �m de obter o factor de Bayes Bij, podemos usar uma estimativa

aproximada [129] que é apropriada quando N →∞. Neste limite, pode ser mostrado que

BIC[i]−BIC[j] + 2 lnBij

2 lnBij

→ 0 , (5.3)

onde BIC[j] denota o critério BIC para o modelo j. Esta equação não dá o valor preciso
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JLA JLA + BAO
modelos AIC BIC AIC BIC
ΛCDM -623.689 -596.131 -666.025 -652.221
t′B(r) < 0 -556.876 -524.744 - -
t′B(r) > 0 -138.926 -106.794 - -
CGBH -621.118 -584.418 -602.296 -579.318
Gaussian -618.736 -586.604 -622.458 -604.064
Cν-ln2 -610.448 -573.748 -607.356 -584.378

Tabela 5.8: Comparação do critério de informação para todos os modelos usando os dados JLA
e JLA+BAO.

JLA JLA + BAO
2 lnB12 9.527 48.157
2 lnB13 11.713 72.903
2 lnB14 22.383 67.843
2 lnB15 71.387 -
2 lnB16 489.337 -

Tabela 5.9: Fator de Bayes para JLA e JLA+BAO, considerando os modelos ΛCDM, Gaussiano,
CGBH, Cν-ln2, t′B(r) < 0 e t′B(r) > 0, respectivamente como os modelos 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

de Bij mas é bem simples de manipular e não requer a avaliação da distribuição do prior.

O seu uso pode ser visto como provendo uma indicação razoável da evidência dos mode-

los. Nossos resultados sao resumidos na tabela 5.9, onde denotamos os modelos ΛCDM,

Gaussiano, CGBH, Cν-ln2, t′B(r) < 0 e t′B(r) > 0, respectivamente como os modelos

1, 2, 3, 4, 5 e 6. Com esses resultados concluímos que o modelo ΛCDM é claramente o

vencedor (mínimo valor BIC). Baseados na tabela B.1 do apêndice B, notamos que o

modelo ΛCDM tem uma forte evidência comparado com o modelo do tipo Gaussiano e

uma evidência muito forte com respeito aos demais modelos. Para a análise combinada,

a evidência do modelo ΛCDM é muito forte com respeito aos três modelos LTB de Big

Bang simultâneo.



Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho, estudamos os modelos cosmológicos inomogêneos como uma alterna-

tiva ao modelo cosmológico padrão ΛCDM. Estes modelos podem descrever as observações

na relação distância luminosidade-redshift para as SNIa, sem a necessidade da introdução

de uma componente de energia escura. Sendo a métrica de LTB, uma solução esfericamente

simétrica das equações de campo de Einstein com poeira como a única componente do

Universo. Estes modelos foram categorizados em dois tipos: de Big Bang não simultâneo

e de Big Bang simultâneo.

Dentro dos modelos de Big Bang não simultâneo, foram estudados dois per�s simples

que representam a função Big Bang tB(r). Uma derivada positiva da função Big Bang,

com respeito ao r (isto é, t′B > 0), representa um vazio local, por outro lado, uma deri-

vada negativa (t′B < 0), dá lugar a uma região de alta densidade. Estes modelos têm dois

parâmetros cosmológicos: tB0, que quanti�ca a intensidade da inomogeneidade e rc, que

indica o tamanho da região inomogênea. Os cones de luz destes modelos foram comparados

com os dos modelos de EdS e ΛCDM, baseados na solução parabólica. De estes modelos

somente o modelo de EdS admite uma solução analítica. Enquanto que na maioria das

con�gurações de LTB, o observador é centrado no centro de um vazio local, con�rmamos

que, na medida em que a relação distância luminosidade-redshift é satisfeita, uma locali-

zação no centro de alta densidade dá melhores resultados. Contudo, estes simples modelos

inomogêneos encaram problemas tais como as singularidades dos cruzamento de camadas

ou de regiões de deslocamento para o azul cosmológico que limitam sua imediata aplicabi-

lidade para o Universo real. Demonstramos e visualizamos explicitamente a ocorrência do

cruzamento de camadas no modelo de vazio local com Big Bang inomogêneo. Por outro

lado, o modelo de alta densidade é livre de cruzamento de camadas, mas ele pode sofrer

de algum efeito de deslocamento para o azul assim que o índice de expansão se torne

negativo. Recuperamos que o horizonte aparente dos modelos com Big Bang inomogêneo

101
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intersecta a região passada do cone de luz no máximo do raio areal.

No caso dos modelos de Big Bang simultâneos, sem perda de generalidade, considera-

mos o tempo do Big Bang como sendo nulo. Dentro deste cenário, os dados observacionais

indicam que vivemos em um grande vazio local inomogêneo que alcança o tamanho de

poucos Gigaparsec. Assim, consideramos três per�s diferentes de vazios locais nos mode-

los de LTB. Os per�s de tipo CGBH e Cν-ln2 que têm três parâmetros cosmológicos e o

per�l de tipo Gaussiano que só apresenta dois parâmetros. Foi mostrado que a expansão

acelerada neste contexto ocorreu no passado e hoje experimentamos uma desaceleração.

Também visualizamos explicitamente que estes modelos não apresentam cruzamento de

camadas. Por outro lado, com objetivo de incluir a análise BAO, acrescentamos o pa-

râmetro extra fb que representa a fração de bárions com respeito ao conteúdo total de

matéria.

Por outro lado, realizamos um estudo detalhado das observações cosmológicas, fazendo

uma revisão minuciosa da dispersão das SNIa e sua calibração com os modelos cosmoló-

gicos. Essa dispersão está codi�cada nos parâmetros de ruido das SNIa na estimativa de

distâncias cosmológicas. Assim, para ajustar os dados das SNIa com os modelos cosmo-

lógicos, temos considerado ambos parâmetros tanto os cosmológicos como das SNIa. Os

dados que usamos neste trabalho foram a amostra JLA e o coleção de dados da posição

do pico acústico BAO.

Realizamos uma análise estatística de melhor ajuste e restringimos o espaço de pa-

râmetros, tanto para os modelos inomogêneos de LTB quanto para o modelo ΛCDM. A

análise foi realizada usando as amostras JLA e BAO, separadamente, e a análise combi-

nada JLA+BAO. Tivemos o cuidado para calibrar os nossos modelos cosmológicos com

os dados das SNIa.

Também testamos a validade da aproximação χ2 em comparação com a aproximação

da função verossimilhança desenvolvida no [117]. Nossos resultados estão em concordância

com os obtidos na literatura, apresentando um claro exemplo de que estas duas aproxi-

mações não são equivalentes. Os parâmetros das SNIa, δ := (α, β, M1
B, ∆M), têm resul-

tados similares para todos os modelos cosmológicos, mas apresentando sempre viés nas

duas aproximações. Por outro lado, os parâmetros cosmológicos, θ, nos diferentes modelos

apresentam desvios consideráveis, independentemente do método estatístico empregado.

As regiões de contorno para as aproximações χ2 e verossimilhança exibem formas e áreas

similares, mas têm viés signi�cativos nos valores de melhor ajuste, com os contornos da

verossimilhança ligeiramente maiores que do χ2.

O valor de melhor ajuste para o parâmetro σint na aproximação da função verossimi-

lhança foi mostrado para todos os modelos considerando por separado as análises JLA e
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a combinação JLA+BAO. Encontramos um viés signi�cativo entre as duas aproximações,

χ2 e verossimilhança, no valor do parâmetro σint.

Encontramos uma tensão entre as regiões de con�ança dos ajustes por separado usando

os dados das SNIa e do BAO. Esta discrepância deriva do comportamento dos índices de

expansão radial e transversal dos modelos LTB, que trabalham de formas diferentes para

BAO e as SNIa. Com efeito, o valor baixo de ΩM,in necessário para ajustar as SNIa

aumenta o índice de expansão e consequentemente estica a escala BAO perto do centro.

Esta discrepância foi vista na �gura 5.11 em mais de 3σ do nível de con�ança para o

modelo CGBH, e nos níveis de con�ança menores para os modelos Gaussiano e Cν-ln2

mostrados nas �guras 5.12 e 5.13, respectivamente.

Finalmente, analisamos os critérios de informação AIC e BIC para avaliar o melhor

modelo. O modelo Gaussiano é ligeiramente favorecido em comparação com os outros

modelos de LTB. Mas ainda o modelo ΛCDM é o mais favorecido. A principal diferença

entre todos os modelos é o número de parâmetros livres, onde o modelo ΛCDM tem menos

parâmetros que os modelos de LTB. Esta é uma vantagem nos critérios de informação e

dada a proximidade do resultado é sem dúvida a razão para que o ΛCDM ultrapasse os

outros modelos. Também calculamos o fator de Bayes, que indica uma forte evidência

para o modelo ΛCDM contra os modelos de LTB, usando tão somente as SNIa enquanto

com a combinação JLA+BAO a evidência é muito forte.



Apêndice A

Métodos estatísticos em Cosmologia

Nas últimas duas ou três décadas a cosmologia deixou de ser uma ciência especulativa,

pela falta de dados, e se tornou em uma ciência norteada pelos dados observacionais, no

qual se justi�ca a necessidade do desenvolvimento de ferramentas estatísticas cada vez

mais so�sticadas [130]. A cosmologia está relacionada intrinsecamente com a estatística,

por exemplo, as teorias do origem e evolução do Universo não predizem em qual ponto

determinado do espaço-tempo irá ser formada uma galáxia em particular, ou qual caminho

especí�co da radiação cósmica de fundo terá uma dada temperatura: qualquer teoria

predirá propriedades estatísticas promediadas do nosso Universo, e somente podemos

observar uma realização particular de isto. No contexto da cosmologia observacional,

tratamos os dados de tal forma que sejam considerados como problemas de análise de

dados, que podemos classi�car como, os testes de hipótese, a estimativa de parâmetros e

a seleção de modelos.

Em relação aos testes de hipótese, podemos perguntar se as observações de estrutu-

ras em larga escala são consistentes com a hipótese de que o Universo é espacialmente

plano. No caso da estimativa de parâmetros, queremos saber por exemplo, qual é o valor

da densidade de matéria dentro do vazio local inomogêneo ou qual o valor do tamanho

do mesmo. Temos que recalcar que cada conjunto de parâmetros determina um modelo.

Assim que, ao estimar os parâmetros que melhor ajustam um referido modelo, já estaría-

mos realizando uma seleção de modelos. Contudo, a seleção de modelos está relacionado

a diferentes classes de modelos, que não sejam distintos apenas pelos valores de seus pa-

râmetros, mas pelas hipóteses feitas na construção teórica das mesmas, podendo ainda

ter diferentes parâmetros livres e em diversas quantidades.

Neste apêndice apresentamos a estimativa de parâmetros e a seleção de modelos. O

teste da hipótese só será realizado via um determinado modelo. E já que estamos tratando

com a estatística, fazemos uma revisão do aparato estatístico utilizado.

104



A.0 MÉTODOS ESTATÍSTICOS EM COSMOLOGIA 105

Estimativa de parâmetros

O método mais empregado na estatísitca é o ajuste do χ2. As principais suposições

que estão por trás deste método são as seguintes.

Suponha que estamos ajustando N par de variáveis (xi, yi)
1, com um modelo que

possui k parâmetros ajustáveis aj, onde j = 1, ..., k. Por outro lado, existe uma relação

funcional entre as variáveis independentes e dependentes medidas

y(x) = y(x; θ) , (A.1)

onde de�nimos o modelo de parâmetros desconhecidos com o vetor θ := (a1, ..., ak). Note

que a dependência nos parâmetros é indicada explicitamente no lado direito. Agora, para

encontrar o conjunto de parâmetros, θ, que melhor ajusta as variáveis reais, y(x), ao

conjunto de variáveis, (xi, yi), precisamos dos estimadores da máxima verossimilhança

(Likelihood), L(θ).

Supondo que cada variávei, yi, possui um erro de medição que é independentemente

aleatório e tem distribuição gaussiana em torno do modelo real y(x) e que cada ponto

possui um desvio padrão σi. Assim, a probabilidade do conjunto de variáveis é o valor

máximo da função verossimilhança de cada ponto,

L(θ) =
N∏
i=1

1√
2πσi

exp

[
−1

2

(yi − y(xi;θ))2

σ2
i

]
. (A.2)

Note que, maximizar A.2 é equivalente a minimizar o duplo de seu logaritmo negativo

− 2 lnL(θ) :=
N∑
i=1

[
(yi − y(xi;θ))2

σ2
i

]
+

N∑
i=1

lnσ2
i +N ln(2π) . (A.3)

Por outro lado, se os erros σi são independentes dos parâmetros θ, concluímos que a

equação (A.2) é maximizada encontrando os valores de θ que minimizam a função

χ2(θ) :=
N∑
i=1

[
(yi − y(xi;θ))2

σ2
i

]
. (A.4)

Assim, só nestas circunstancias (σi independente de θ), o método da máxima ve-

rossimilhança é equivalente ao método dos quadrados mínimos. Este ponto é de suma

importância, já que os erros das SNIa não são conhecidos por completo, e além disso, eles

dependem dos parâmetros teóricos. É por isso que no capítulo 4, discutimos as diferenças

1Sendo i = 1, ..., N .
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estatísticas de usar o método de χ2 ou da função verossimilhança.

O método usado para maximizar a verossimilhança (ou minimizar o χ2), no geral é o

método de busca na grade dos parâmetros, onde se considera um intervalo razoável para

os parâmetros, no qual se espera que o valor máximo (ou mínimo) se encontra dentro dos

limites físicos dos parâmetros.

No capítulo 5 mostramos, para cada modelo, as curvas de contorno para 1σ, 2σ e 3σ

no nível de con�ança. Uma região de con�ança é um local de pontos de probabilidade

constante que rodeia uma região de uma probabilidade especi�cada na distribuição de

probabilidade conjunta [131]. Assim, cada nível ∆χ2 = χ2 − χ2
min

corresponde a uma

probabilidade de que os parâmetros estarem dentro da região delimitada pelo nível. Pode-

se mostrar que, para uma função linear nos parâmetros, a probabilidade p depende do

número de parâmetros livres, k [132], resumidos na tabela A.1.

∆χ2

p k =1 k =2 k =3 k =4 k =5 k =6 k =7 k =8

68.3 % (1σ) 1.00 2.30 3.53 4.72 5.89 7.04 8.18 9.3

95.4 % (2σ) 4.00 6.17 8.02 9.70 11.3 12.8 14.3 15.8

99.73 % (3σ) 9.00 11.8 12.4 16.3 18.2 20.1 21.9 23.6

Tabela A.1: ∆χ2 como função dos graus de liberdade

Como exemplo do uso da tabela A.1, consideramos o caso particular, em que temos

três parâmetros livres, isto é, ν = 3. Assim, para construir o contorno com 1σ (68.3%) de

con�ança, fazemos o plot de corte em χ2 = χ2
min

+ 3.53.

Critérios de Seleção de Modelos

Como já vimos nos nossos modelos estudados, eles apresentam diferentes números de

parâmetros livres. Por exemplo, o modelo de tipo Gaussiano, tem k = 2 e os modelos

CGBH e Cν-ln2 têm k = 3. Assim, podemos pensar que os modelos com maior número

de parâmetros vão, naturalmente, ajustar melhor os dados. Então, como fazer uma clas-

si�cação de modelos sem penalizar aqueles que tenham menos parâmetros, descontando

a �exibilidade dos modelos mais complexos?

Na teoria da informação a realidade pode ser aproximada por modelos, que dependem

de algum número de parâmetros. O melhor modelo do conjunto em consideração deve

ser a melhor aproximação da realidade. Akaike [127] encontrou uma aproximação que

quanti�ca a informação perdida quando a realidade é aproximada por um modelo. Esse
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método é conhecido como o critério de informação Akaike (AIC) e é dada por

AIC = −2 ln L̂+ 2k , (A.5)

onde L̂ representa a máxima verossimilhança, a quantidade 2k representa a penalização

dos modelos que cresce com o número de parâmetros. O modelo preferido será aquele que

tem o valor minimo de AIC, isto é, aquele que tem a mínima perda de informação. Assim,

o AIC recompensa a qualidade do ajuste e a penalidade reduz sobre o ajuste dado pelo

aumento do número de parâmetros.

Existe uma correção nesta aproximação quando o número de dados é �nito e pequeno,

conhecido como o AIC corrigido, e é expressado como

AICc = AIC +
2k(k + 1)

N − k − 1
. (A.6)

Note que para um número in�nito de dados esta expressão se reduz ao AIC tradicio-

nal. Nesta tese para comparar modelos, usaremos o critério AIC corrigido, mesmo que a

amostra de SNIa seja grande. Cabe indicar que, o modelo que apresentar menor AIC será

o modelo de referencia para categorizar os demais. Assim podemos calcular a diferença

∆AIC,i = AICi − AICmin e fazer uso da tabela A.2 para categorizar, com as regras apro-

ximadas empiricamente, nossos modelos com respeito ao melhor modelo (AICmin) [133].

∆AIC,i Nível de suporte empírico do modelo i

0− 2 Substancial

4− 7 Consideravelmente menos

> 10 Essencialmente nenhum.

Tabela A.2: Valores ∆AIC,i para dar suporte empírico dos modelos em base ao melhor modelo.

Por outro lado, desde o ponto de vista Bayesiano, o Schwarz propôs uma quantidade

aproximada [128], conhecida como o critério de informação Bayesiana BIC, dada por

BIC = −2 ln L̂+ 2k lnN . (A.7)

Da mesma forma que no AIC o melhor modelo é aquele que tem o mínimo valor BIC. A

principal diferença com o AIC é que neste caso a penalidade não só depende do número

de parâmetros livres k, se não que também tem em consideração o logaritmo do número

de dados N . Isto nós dá a possibilidade de penalizar modelos mais complexos, tendo por

entendido que a complexidade é identi�cada com o número de parâmetros livres.
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O Fator de Bayes

No cenário Bayesiano, o melhor modelo (do conjunto de modelos em consideração) é

aquele que tem maior probabilidade com os dados medidos (chamado de probabilidade a

posteriori) [134]

P (Mi|D) =
P (D|Mi)P (Mi)

P (D)
, (B.1)

onde P (Mi) é a probabilidade a priori para o modelo Mi, D representa os dados medidos,

P (D) é a constante de normalização que pode ser escrita como

P (D) =
N∑
i=1

P (D|Mi)P (Mi) , (B.2)

e P (D|Mi) é a verosimilhança marginalizada, também chamada evidência e expressada

por

Ei ≡ P (D|Mi) =

∫
P (D|θ,Mi)P (θ|Mi)dθ , (B.3)

onde P (D|θ,Mi) é a verosimilhança sobre o i-ésimo modelo, P (θ|Mi) é a probabilidade

a priori para θ sobre o i-ésimo modelo.

Assim, podemos avaliar a razão a posteriori para os modelos em consideração, que no

caso de prior plano dos modelos, este se reduz à razão das evidências chamada de fator

de Bayes

Bij =
P (D|Mi)

P (D|Mj)
. (B.4)

A interpretação do fator de Bayes é resumida na tabela B.1
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2 lnBij Bij Evidência contra o j-ésimo modelo

0− 2 1− 3 Não vale mais do que uma simples menção

2− 6 3− 20 Positiva

6− 10 20− 150 Forte

> 10 > 150 Muito forte.

Tabela B.1: Evidências contra o j-ésimo modelo, sendo i o melhor modelo.
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