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“A natureza é um enorme jogo de xadrez disputado por
deuses, e que temos o privilégio de observar. As regras do
jogo sao o que chamamos de fisica fundamental,

e compreender essas regras ¢ a nossa meta’”.

Richard Feynmann.
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Resumo

Com o objetivo de descrever modelos cosmologicos inomogéneos, usamos a solucao es-
fericamente simétrica de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB). Estes modelos sdo categorizados
em duas subclasses: de Big Bang nao simultaneo e de Big Bang simultaneo. Ressaltamos
a importancia destes modelos em conseguir reproduzir a relacao distancia luminosidade-
redshift do modelo ACDM sem a adi¢ao ad hoc de uma constante cosmolégica. No contexto
dos modelos de Big Bang nao simultaneo, consideramos dois modelos para valores posi-
tivos e negativos da derivada da funcao Big Bang, t’;(r). Enquanto nos modelos de Big
Bang simultaneo consideramos trés perfis de matéria que representam vazios locais. Dis-
cutimos explicitamente os modelos de Big Bang inomogéneo com parcial sucesso, contudo
também apresentam perigos potenciais na sua aplicabilidade ao universo real. Além disso
confirmamos que as medicoes do desvio temporal do redshift sao uma boa ferramenta
para discriminar os modelos inomogéneos com o modelo padrao ACDM.

A amostra JLA (Joint Light-curve Analysis) é ajustada com os modelos de Big Bang
nao simultaneo, enquanto para os modelos de Big Bang simultaneo, acrescentamos a ana-
lise BAO (Baryon Acoustic Oscillations) de modo a restringir o espago de parametros
do modelo. N6s realizamos uma calibragao minuciosa das supernovas com uma dinamica
apropriada de fundo inomogéneo. Além disso, usamos duas abordagens para a estimacao
de parametros, a saber, a aproximacao tradicional y? e a funcdo de verossimilhanca. Os
modelos inomogéneos sao um claro exemplo de que estas duas abordagens nao sao equi-
valentes. Finalmente fazemos uma comparacao de modelos com os critérios de informagao
AIC (Akaike Information Criterion) e BIC (Bayesian Information Criterion), a partir da
qual obtemos que o modelo ACDM ¢é claramente superior aos modelos de LTB.

Palavras-chave: cosmologia, inomogeneidades, supernovas.
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Abstract

In order to describe inhomogeneous cosmological models, we use the Lemaitre-Tolman-
Bondi (LTB) spherically symmetric solution. These models are categorized into two sub-
classes: non-simultaneous Big Bang and simultaneous Big Bang. We emphasize the im-
portance of these models to reproduce the luminosity distance-redshift relation of the
ACDM model without the ad hoc addition of a cosmological constant. In the context
of non-simultaneous Big Bang models, we consider two models for positive and negative
values of the derivative of Big Bang function, ¢’z (r). While for the simultaneous Big Bang
models we consider three density profiles that represent local voids. We discuss explicitly
inhomogeneous Big Bang toy models with a partial success, but also potential pitfalls on
the applicability to the real Universe. In addition we confirmed that the redshift drift me-
asurements are a good tool to discriminate the inhomogeneous models with the standard
ACDM model.

The JLA (Joint Light-curve Analysis) sample is fitted with the non-simultaneous Big
Bang models, while for the simultaneous Big Bang models we add the BAO (Baryon
Acoustic Oscillations) analysis in order to constrain the model space parameters. We
perform a carefull calibration of supernovae for appropriate inhomogeneous background
dynamics. In addition we use two parameter estimation approaches, namely the tradi-
tional y? approximation and the Likelihood function. The inhomogeneous models are a
clear example that these two approaches are not equivalent. Finally we make a model
comparison with the information criteria: AIC (Akaike information Criterion) and BIC
(Bayesian Information Criterion) and find that the ACDM model is clearly superior to
the LTB models.

Keywords: cosmology, inhomogeneity, supernovae.
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Capitulo 1

Introducao

A maioria das pesquisas em cosmologia moderna estd baseada no principio cosmol6-
gico, segundo o qual o nosso universo ¢ homogéneo e isotropico sobre escalas suficien-
temente grandes |1, 2|. Essas pesquisas culminam no modelo ACDM que até agora tem
recebido o status de modelo padrao. O modelo ACDM é extremamente bem sucedido em
reproduzir uma ampla gama de observagoes, tais como a relacao distancia luminosidade-
desvio para o vermelho (redshift) das supernovas tipo la (SNIa) [3, 4], a radiagao cosmica
de fundo em micro-ondas (CMB) [5] e a estrutura em larga escala do universo [6, 7, 8, 9].
Essas observagoes nos levam a considerar, no contexto do modelo ACDM, que o universo
na atualidade esta acelerando. Até agora nao existem modelos alternativos capazes de
concorrer com o modelo padrao, no entanto, este ultimo apresenta tensoes importantes
como as anomalias angulares sobre grandes escalas na CMB [10]. Por outro lado, o seu
status nao é totalmente satisfatorio, uma vez que depende da existéncia de um setor es-
curo que em sua maior parte é desconhecido e que usualmente é dividido em matéria
escura e energia escura. Ambos ingredientes hipotéticos do modelo s6 se manifestam por
meio de sua interagao gravitacional. Embora existam bons argumentos para a existéncia
da matéria escura, nao tem sido reportada, até agora, nenhuma deteccao direta, apesar
dos enormes esforcos em ambiciosos projetos que estdao em andamento. A energia escura
parece ser ainda mais evasiva. No modelo padrao, a energia escura é representada por
uma constante cosmolégica cuja origem tem sido um assunto de debate ha décadas. Por
outro lado, existem candidatos teoricos da energia escura tais como os fluidos da quintes-
séncia [11], da K-esséncia [12] e do Gas de Chaplygin [13] apenas para citar alguns. Ha
também a possibilidade de reproduzir a energia escura através das modificacoes na intera-
cao gravitacional. Nestes cenarios a Relatividade Geral é modificada pelas teorias de tipo
f(R) [14], Galileo DBI (Dirac-Born-Infeld) [15] ou pela cosmologia do mundo-brana [16]

que produzem uma expansao acelerada do universo primordial ou tardio.
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Geralmente, as inomogeneidades observadas no universo sao consideradas como o re-
sultado de pequenas perturbacoes iniciais, sobre um fundo homogéneo, que cresceram pela
instabilidade gravitacional para depois entrar em um regime nao-linear. Em principio, do
ponto de vista tedrico, nao esta claro o que ou qual é realmente a escala de homoge-
neidade, isto é, a distancia em que a suposicao de homogeneidade é (aproximadamente)
véalida. Contudo, podemos duvidar se uma solugao homogénea é um ponto de partida
adequado para descrever as estruturas inomogéneas e altamente nao-lineares do universo.

Por outro lado, se abrirmos mao do Principio Copernicano, podemos construir mode-
los cosmologicos inomogéneos que possam suprimir a necessidade da introducao de uma
energia escura [17, 18, 19, 20]. A validade desta componente exética é baseada na in-
determinacao dos modelos de Friedmann a partir dos dados observacionais. Com efeito,
nossos dados vém apenas da regiao passada de nosso cone de luz nulo e, portanto, hd uma
colecao de geometrias compativeis com os dados observacionais. Com efeito, estes modelos
sao eficazes com inomogeneidades da ordem de algumas fragoes do raio de Hubble.

A solucao cosmologica inomogénea mais simples, das equacoes de campo de Einstein
¢ a solugao esfericamente simétrica de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) [21, 22, 23]. A
solucdo de LTB tem sido investigada intensamente do ponto de vista matematico [24].
Esta solucao contém trés fungoes arbitrarias da coordenada radial que representam uma
liberdade de calibre e dois graus de liberdades fisicos. Com uma escolha adequada dessas
funcoes arbitrarias podemos recuperar a dinamica dos universos de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW). A solu¢ao de LTB ¢ potencialmente aplicavel desde que a
contribuicao da radiacao no contetdo energético do universo seja desprezivel. Para estudar
as flutuagoes da temperatura na CMB, se assume que o universo primordial (antes e até
o instante do tltimo espalhamento) é bem descrito por um modelo de FLRW.

Uma das funcoes arbitrarias, mencionadas na dinamica de LTB, ¢ a funcao de tempo
de Big Bang inomogéneo. Esse tempo é o momento em que a singularidade Big Bang
ocorre na dependéncia da coordenada radial. Tem sido demonstrado que, em principio,
nas bases da dinamica de LTB, a relagao de distancia luminosidade-redshift do modelo
ACDM pode ser reproduzida sem considerar uma constante cosmologica [25]. Isto ilustra
que, uma propriedade geral das observacoes pode ser descrita incorporando os modelos
esfericamente simétricos de LTB [26].

Nesta tese, estudamos os modelos cosmologicos inomogéneos, categorizados em duas
subclasses: de Big Bang nao simultaneo e de Big Bang simultaneo. No contexto dos mode-
los de Big Bang nao simultaneo, estudamos a dinamica de forma analitica, pelo menos até
onde nos foi possivel. Consideramos eles como simples modelos testes que servem para ilus-

trar as propriedades basicas da solucao de L'TB. Isso inclui tanto a sua utilidade potencial
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na generalizacao das solucoes homogéneas e suas limitagoes e caracteristicas indesejaveis,
tais como o aparecimento de singularidades no cruzamento de camadas (shell-crossing)
e no deslocamento para o azul cosmologico (blueshift). Discutiremos varias caracteristi-
cas da configuracao do tempo de Big Bang nao simultaneo com curvatura espacial nula.
Usando simples modelos que especifiquem o perfil da fun¢ao Big Bang, t5(r), demonstra-
remos explicitamente que tz(r) > 0' corresponde a um modelo de vazio local, enquanto
t’3(r) < 0 implica uma corcova, isto é, uma regido local de alta densidade. Assim, a
nossa analise simplificada esté limitada a modelos com densidade de um vazio ou de uma
protuberancia local. Abordagens alternativas usam um conjunto de espacos vazios como
no queijo suigo [27]. As solugdes analiticas, embora sejam casos idealizados, podem dar
luz para a potencial utilidade dos modelos inomogéneos exatos e, a0 mesmo tempo, para
armadilhas que possam limitar a sua aplicabilidade imediata no universo real.

No contexto dos modelos com Big Bang simultaneos, consideramos a dinamica da ex-
pansao acelerada do universo, como sendo, atribuida a posicao do observador no centro
de um grande vazio local. Assim, descrevemos trés perfis que modelam regides inomogé-
neas de baixa densidade perto do observador e que, para largas escalas, se aproximam
assintoticamente para um universo de Einstein-de Sitter.

O desafio é verificar se todas as outras observagoes, que atualmente reproduzem o mo-
delo ACDM, podem ser descritas adequadamente nas bases de uma dinamica de L'TB. Isto
tem sido questionado por diferentes razdes em varios estudos, por exemplo em |28, 29],
concluindo que uma grande maioria dos modelos de L'TB sao “descartados”. Contudo, tais
afirmagoes radicais tém sido vigorosamente contestadas em [30, 31, 32, 33|. Os modelos
de L'TB sao as solugoes inomogéneas mais simples, que admitem a inomogeneidade como
sendo apenas na diracao radial. Assim, tem sido argumentado que a simetria esférica
nao é nada mais que uma hipoétese simplificadora e, portanto, a circunstancia de que
0 nosso universo real se desvia de ser esfericamente simétrico, nao deveria ser utilizada
para descartar prematuramente os modelos inomogéneos [33|. Por outro lado, uma ferra-
menta potencial que discrimina os modelos de LTB do modelo padrao, sao as medicoes
da mudanca temporal do deslocamento para o vermelho (redshift drift) [33, 34, 35].

O foco principal desta tese é descrever os modelos cosmologicos inomogéneos de LTB
e ajusta-los estatisticamente aos dados observacionais das SNIa e da posicao do pico das
oscilagoes acusticas de barions (BAO). Em particular, usamos a amostra JLA (Joint Light-
curve Analysis) [36]. Este catélogo contem 740 supernovas que combinam a amostra dos
baixos redshift (z < 0.1), os trés anos de observac¢ao do Sloan Digital Sky Survey (SDSS-
I1, 0.05 < z < 0.4), os trés anos do SuperNova Legacy Survey (SNLS, 0.2 < z < 1) e a

LA linha denota derivada com respeito ao argumento.
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amostra do Hubble Space Telescope (HST, z > 1).

Ao contrario de algumas analises na literatura, nesta tese calibramos cuidadosamente
os dados das SNIa com a dinamica de LTB. Em um universo de LTB, também hé ajustes
sutis para propagar a escala primordial de BAO para a época atual. A analise combinada
de BAO + SNIa oferece um teste rigoroso para os modelos apresentados nesta tese. Além
disso, testamos a validade do uso da aproximacao 2, em comparacio com a funcio de
verosimilhanca (Likelihood). Tem sido argumentado que estas duas abordagens nao sdo
equivalentes e, na verdade, a nossa analise mostra um exemplo clarificante deste fenémeno.

Esta tese esté organizada da seguinte maneira: No capitulo 2 introduzimos os conceitos
fundamentais do modelo cosmologico padrao ACDM e seus principais problemas. Os mo-
delos inomogéneos de LTB sao estudados no capitulo 3, especificando suas propriedades
para as diferentes subclasses. No capitulo 4, é feita uma revisao detalhada das amostras
de SNTa e BAO, também apresentamos as respetivas analises estatisticas que serao usadas
para ajustar os modelos cosmolégicos. Os nossos resultados sao mostrados no capitulo 5,
que, em adicao, realizamos uma comparacao de modelos com os respectivos critérios de

informacao. Finalmente as nossas conclusoes e discussoes sao expostas no capitulo 6.



Capitulo 2

Os Fundamentos da Cosmologia

Moderna

Neste capitulo abordamos os principios fundamentais nos quais se baseia a cosmologia
moderna, dando uma breve descricdo do modelo cosmolégico padrao ACDM e seu con-
tetdo energético. Discutiremos também a estimativa das diferentes distancias no forma-
lismo do modelo cosmolégico padrao. Finalmente, revisaremos brevemente os problemas

principais do modelo ACDM que ainda estao em aberto na literatura.

2.1 O principio cosmolégico

Cada vez que a ciéncia entra num novo campo de pesquisa e é confrontada com uma
escassez de dados observacionais ou experimentais, na tentativa de um entendimento
teorico, faz-se necessario a introducao de alguns principios fundamentais. Esses principios
no geral sao baseados em ideias de simetrias, as quais reduzem os graus de liberdade
do modelo. Esta regra geral, com o proposito de construir um modelo de universo, foi
aplicada pelo proprio Einstein e seus colegas cosmologos no inicio do século XX. Dado
que nao existia conhecimento empirico suficiente acerca da distribuicao de matéria do
universo e que a teoria da gravitacao de Einstein era dificil de ser resolvida, dada alguma
distribuicao de matéria, os cosmologos tiveram que contentar-se com a construcao de
modelos simplificados a grosso modo, os quais esperavam descrever algum aspecto do
universo. Estes modelos foram baseados numa ideia chamada de principio cosmolégico.

Entao, o principio cosmologico é a alegacao de que, sobre escalas suficientemente gran-
des!, o universo ¢ tanto homogéneo quanto isotrépico. Por homogéneo se entende como

a propriedade de ser idéntico em todas as partes, isto é, existem simetrias de tipo trans-

! Aproximadamente acima das centenas de Megaparsec.
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lacionais. Enquanto isso, a isotropia compreende a propriedade de ver o mesmo em todas
as direcoes, apresentam simetrias de tipo rotacionais. Contudo, é claro que o universo nao
é exatamente homogéneo, por isso a cosmologia moderna considera a homogeneidade em
um sentido de médias, o universo é visto idéntico em diferentes posi¢oes quando é olhado
sobre escalas suficientemente grandes.

A evidéncia observacional da isotropia em pelo menos 10~° ordens de grandeza é feita
com a detec¢ao da radiacdo cosmica de fundo em micro-ondas (CMB, por suas iniciais
em inglés) [37, 38]. Contudo, isotropia nao implica necessariamente homogeneidade sem a
premissa adicional, de que o observador nao deve ficar em um lugar privilegiado, conhecida
como Principio Copernicano. Um observador no centro de qualquer distribuicao de
matéria esfericamente simétrica sempre verd isotropia. Por tanto, isotropia junto com o
Principio Copernicano implicam o Principio Cosmologico. Nesta tese, abordaremos uma
cosmologia que viola o Principio Copernicano [17], para poder suprimir a necessidade da,
introdugdo de uma energia escura |19, 26].

Contudo, na seguinte secao apresentaremos o modelo cosmolégico padrao ACDM, a
modo de comparacao, que estd baseado no Principio Cosmologico junto a duas compo-

nentes exoticas.

2.2 O modelo cosmolégico padrao ACDM

A cosmologia moderna estéd baseada nas simetrias translacionais e rotacionais da mé-
trica induzida de cada secao espacial, que da como resultado a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), e pode ser escrita® como [1]

2

dr
ds? = dt* — a*(t) | ——— + r2d* ) 2.1
1) (s 21)
onde a(t) é o fator de escala e dQ? = df? + sin®0d¢? ¢ o elemento de angulo sélido
em coordenadas esféricas. Apesar das suposicoes muito restritivas de homogeneidade e
isotropia, a métrica (2.1) admite trés geometrias espaciais, parametrizadas pelo valor de
K. Para uma maior claridade é conveniente introduzir a coordenada x usando r = fx(x),

onde a func¢do vem definida por [39]

sin para K =+1

fe(x) =19 x para K =0 (2.2)
sinh y para K = —1

2No que segue, usaremos unidades nas quais a velocidade da luz ¢ = 1.
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com isto o elemento de linha (2.1) pode ser re-escrito da seguinte forma
ds* = dt* —a*(t) [dx® + fr(x)(d6? + sin® 0d¢?)] . (2.3)

A natureza dos espagos 3-dimensionais de curvatura constante da métrica (2.3), se-
gue imediatamente da sua derivacao. Por exemplo, uma 2-esfera S; em uma distan-
cia d = a(t,)r da origem de coordenadas no tempo t = t,, tem &area de superficie
A, = 4ma®(t,) f2(x). Assim, podemos imaginar a geometria das se¢oes espaciais, com-
parando o raio e a area de superficie de esferas centradas em algum ponto arbitrario p do
espaco.

No caso em que K = 0, a hiper-superficie espacial se reduz ao caso de um 3-espaco
Euclidiano continuo e infinito. Isto é, podemos atingir distancias arbitrariamente largas
desde a origem e o volume de esta superficie 3-dimensional nao apresentara bordas.

Para o caso hiperbdlico (K < 0), a area cresce mais rapido com a distancia que no
caso Euclideano, como A  sinh?® y. De novo, este espaco 3-dimensional ndo tem borda,
este é 0 analogo 3-dimensional do plano do Lobachevski de curvatura negativa constante
(que pode ser mapeado no interior de uma circunferéncia unitaria).

No caso eliptico (K > 0), a area superficial ¢ A o sin® x e aumenta mais lento do que no
caso Euclideano, atinge um maximo quando x = d/a(t,) = 7 e depois disso decresce para
zero quando y — 27 em um ponto ¢, que ¢ antipodal ao centro p. Estas secoes espaciais
sao fechadas e de volume finito. A situacao é modelada pela superficie 2-dimensional de
uma esfera ordinéria, que é o analogo 2-dimensional do espaco 3-dimensional de curvatura
constante positiva.

Note que, quando escolhemos K = 0,%+1 como em (2.2), isto implica que K e y sdo
adimensionais e portanto a tem dimensao de comprimento. Contudo, na pratica é comum
em cosmologia, tomar a como adimensional. Com o fator de escala adimensional, isto
segue que Y tem dimensao de comprimento e K tem dimensao (comprimento)™2, e ¢ dado
pela escala de curvatura. Logo temos que para K = 0 a funcao fx(x) = x, embora para

K # 0, a fungao fx pode ser escrita de uma forma unificada [40] como

fx(x) = \/i_KSinh (ﬁx) : (2.4)

K| = (a0 1) .

onde Q, = —K/(agHp)? (para mais detalhes ver [41]). Note que, no caso em que a

curvatura é nula podemor normalizar livremente o valor atual do fator de escala para a

unidade, isto é ag = 1.



2.2 O MODELO COSMOLOGICO PADRAO ACDM 8

Para ter uma solucao viavel das equacgoes de campo de Einstein?
G, =R\, — %5”,,]% — 0" A =8nGTY, (2.5)
é conveniente introduzir o tensor energia-momento de um fluido perfeito
T, = (p+ p)utu, — pd*, , (2.6)

o qual é compativel com a hipétese de homogeneidade e isotropia, sendo p e p a densidade
de energia e a pressao respetivamente e u” a quadrivelocidade. A natureza da fonte é
completamente especificada uma vez que seja definida a relacao entre p e p com a equa-
¢ao de estado p = p(p) que determina cada componente do universo, supondo que nao
existem forcas externas. Por exemplo, p = 0 (poeira) especifica a matéria nao relativista
do universo e p = p/3, a matéria relativistica.

Assim, resolvendo as equagoes de campo de Einstein (2.5) com a métrica (2.3), encon-

tramos as equacoes de Friedmann, que descrevem a evolucao do universo,

N\ 2
a 87 K A
-] = == 4= 2.
(a) 3 23 (2.7)
ArG A
e _ I =2 2,
R 28)

Da equagcao (2.8) podemos ver claramente que o termo A atua como uma “for¢a repulsiva”
que acelera o fator de escala. Por outro lado, derivando (2.7) e combinando com (2.8),

obtemos a equagao de balanco da energia
. a
p+3a(p+p) =0. (2.9)

Esta equacao é importante porque junto com a equacao de estado de cada componente
é possivel obter o valor da densidade de energia para cada componente por separado.
Considerando que cada componente do universo nao interage entre si, podemos definir o
parametro da equacao de estado w;, que ajuda a catalogar cada componente ¢ do universo

por separado se w; = cte. Assim, escrevemos a equacao de estado da seguinte forma

pi = wipi, (2.10)

30 termo A é a famosa constante cosmoldgica, introduzida por Einstein para garantir um universo
estatico. Mas com a descoberta da expansao do universo, ele chamou isto como o maior erro da sua vida.
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que substituindo na equagao de balango (2.9) da i-ésima componente, obtemos
p; oc a30Hw) (2.11)

Finalmente, podemos considerar a densidade de energia total do universo composto por
N componentes (matéria ordinaria, radiagao, matéria escura fria, etc.), com densidade de

energia atual denotadas por p;,, da seguinte maneira
N
ao 3(14w;)
p = Z;pio (;) . (2.12)
Com isto, a equagao de Friedmann (2.7) pode ser escrita como

N2 N

a 811G ap\30+w) K A

- = — i | — - =+ =, 2.1
< > Pio (a) a? * 3 (2.13)

a 3
i=1

cuja solucao nos da a evolugcao do universo considerando todo seu contetido energético.
Um parametro muito usado na cosmologia moderna é o parametro de Hubble (ou indice

de expansao) que pode ser definido como

e = A (2.14)

Por outro lado, na época presente, o parametro de Hubble pode ser expresso como H (tg) =
Hy =100 h kms~! Mpc™', onde h é um parametro adimensional, introduzido para reduzir
a faixa de incerteza que surge devido aos erros sistematicos nas observacoes e que fica entre
0.4 e 1.0. As ultimas observagoes do PLANCK 2015 restringem esse valor a ser [42]

h = 0.6774 = 0.0046 . (2.15)

Por outro lado, aproveitando a evidéncia da expansao do universo devido ao redshift,
observado no movimento das mais de 25000 galaxias que aparecem nas diferentes bandas
de frequéncias (6tica, infravermelho, radio) [43], podemos estudar a correlagdo entre o
redshift z e a distancia r de uma galaxia distante. Assim, expandindo z em torno do
tempo presente ¢, (isto ¢, 2 = 0) e considerando termos de primeira ordem , obtemos*

Hyr

: = —. (2.16)

4Onde recuperamos a velocidade da luz ¢ por motivos de clarificacio.
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Esta relacdo, associada com a velocidade de recessao® v ~ cz, é conhecida como a lei
de Hubble, e a partir dela pode se deduzir que uma distancia de 1 Mpc corresponde a
uma velocidade de 100 h km s~!. As escalas do universo podem ser definidas a partir do
parametro de Hubble hoje. A escala do tempo (chamada tempo de Hubble) é expressa

como
ty = Hy' =9.78 h™' x 10%rs. (2.17)
A escala de comprimento, conhecida como o radio de Hubble, é definida por
Dy = cHy' = 2998 h™'Mpc , (2.18)

a qual, corresponde grosseiramente ao limite de escalas de objetos distantes que podemos
observar hoje, e que se afasta de nés a velocidade da luz, devido & expansao do universo.

Também é conveniente introduzir a densidade critica

3H?

o~ 188 h?x 107 gem™® | (2.19)

Pey =

que representa a densidade cosmologica média do universo presente. Note que esta den-
sidade é muito pequena comparada com a densidade na estrutura local do universo
(p ~ bg/cm? para a Terra e p ~ 107*!g/cm?® para a densidade de matéria (barionica
e escura) em nossa galaxia). Uma fragdo ainda menor é a responsavel da atual expansdo
acelerada do universo.

Dado que a densidade de energia determina a evolucao temporal da métrica via as
equacoes de campo de Finstein, diferentes modelos de FLRW sao distinguidos pelas com-
ponentes de densidade energética. Assim com ajuda de (2.19), podemos definir o parame-
tro de densidade da i-ésima componente do universo, como sendo a razao entre a i-ésima

densidade de energia e a densidade critica

Pig
Q, = o 2.20
, = o (2.20)

Por outro lado, também podem ser definidos os parametros de densidade da constante

5Obtida a partir da combinacdo da defini¢do do redshift z = ’\—/\0 — 1 e o efeito Doppler para velocidade
de recessao muito menor que a velocidade da luz, A\g &~ (1 + v/c)\, onde o comprimento de onda \g das
linhas de absorc¢ao de galdxias distantes sdo maiores que os comprimentos de onda A do referencial em
repouso quando z > 0 [44].
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cosmolodgica e da curvatura

A K

Qp 5
T

Assim, tendo em consideragao os parametros cosmologicos, definidos acima, na equagao
de Friedmann (2.7), podemos escrever a curvatura como
81G A

K= 5 Ptg - HY=H(Q—1), (2.22)
onde Qy = > . Q; + Q. E facil notar que a curvatura do espaco sera dada pelo contetdo
de energia do universo e o valor da constante cosmologica. Na auséncia dessa constante
e quando o universo for plano (K = 0), a densidade de energia total py seria igual a
densidade critica p.,. Agora, podemos re-escrever a equacao de Friedmann, usando os

parametros cosmologicos, da seguinte forma

9 9 N ag 3(14w;) ag 2
H(t) = Hj ; Qi (;) + Qe (;) + Qp (2.23)
Considerando esta relacao no tempo presente ty, podemos inferir a relacao
N
S+ U+ = 1, (2.24)

=1

conhecida como o vinculo energético. Finalmente, o contetido total do universo pode ser
catalogado com as particulas relativisticas, a matéria nao relativista e a energia escura.

Entao, no que segue, vamos fazer uma breve revisao delas.

2.2.1 A radiagao

O espectro da radiacao da CMB é o de um corpo negro quase perfeito, com uma
temperatura de T, = 2.725 + 0.002 K medida com uma extraordindria precisao pelo
instrumento FIRAS a bordo do satélite COBE [45]. A densidade de energia dos fotons da
CMB no universo presente é p,, = 4.641 x 1072*gem 2. Tsto corresponde a ter o parametro

de densidade dos fotons, hoje, sendo

Q

87TGIO’70 Po —571,—2
=— =2.469 x 107°h~* . 2.25
e 3H; Peo - ( )
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Se tomamos por exemplo o valor & = 0.67, temos entao Q,, = 5.5 x 107°. Dado que a
densidade de energia dos f6tons evolui como p, o< a™* (isto é usando w, = 1/3 na equa-
cdo (2.11)), que comparando com a densidade de energia associada p, = 7r2Tf}/15 [46]
resulta na relagdo T, o< a™'. Isto quer dizer que a temperatura evolui inversamente pro-
porcional ao fator de escala. Assim, embora sua contribuicao ao valor do parametro de
densidade total hoje {2y seja desprezivel, sua presenca é dominante nas etapas primordiais
do universo frente & contribuicio de matéria que escala como a~3. Essa etapa é conhecida
como a era dominada pela radiacao.

Por outro lado, existe outra componente a considerar na radiacao, os neutrinos que
se comportam como particulas relativistas devido a sua massa ser pequena. Eles sao
particulas fermioénicas com potencial quimico zero. A densidade energética dos neutrinos
é dada por ,

T4
Pv = NeHmTV )

onde N4 é o nimero efetivo de especies de neutrinos, que no modelo padrao das particulas

(2.26)

é fixado a N, = 3, e T, é a temperatura dos neutrinos que é relacionada a temperatura
dos fotons via T, /T, = (4/11)Y/3. Logo a relacio da densidade de energia dos neutrinos e
dos fotons ¢ dado por p, = N,(7/8)(4/11)*/3p,. Por tanto, o parametro de densidade da

radiacao presente, que ¢ a soma dos fétons e os neutrinos, é escrito como

Q,, — @ = Q. (1+0.2271N,;) . (2.27)
€o

2.2.2 A matéria

Em contraste a radiacao da CMB, a densidade energética dos barions deve ser medida
diretamente e nao descrita através de sua temperatura. Na atualidade existem formas
bem estabelecidas para medir a densidade dos barions [47]. Todas estas medi¢oes foram
feitas em diferentes redshifts e sabendo que a densidade de matéria escala como um fluido
poeira, com parametro de equacao de estado w, = 0. Com estas consideracoes, podemos

escrever o parametro de densidade dos barions como
Q= Ypa™? (2.28)

onde O, é o parametro de densidade dos béarions, medido hoje, com um valor de Qy h? =
0.020 £ 0.002 em um nivel de confianca de 95% [48]. As observagoes da CMB também
dao lugar a medicoes do valor do parametro de densidade dos barions. As medigbes mais

atuais, do parametro de densidade dos barions, realizadas pela colaboracao do PLANCK
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2015 sdo [42]
Qy, h? = 0.02230 £ 0.00014 (2.29)

com 68% no nivel de confianga. Se tomamos o valor h = 0.67, temos logo que £, = 0.0497
para o valor de (2.29). Isto significa que a contribui¢ao dos barions no universo presente
é somente de 5%.

Adicionalmente aos barions, as observacoes astrofisicas exigem a existéncia da matéria
escura como outra componente nao relativistica do universo. Dado que a matéria escura
interage bem fracamente com as particulas do modelo padrao das particulas elementares,
a sua existéncia s6 podera ser testada pelos efeitos gravitacionais sobre a matéria visivel.
Sendo mais especificos, se a matéria escura for nao relativistica, no tempo do desacopla-
mento dos fotons, é chamada de matéria escura fria (CDM, por suas siglas em inglés Cold
Dark Matter). O paradigma presente da formagao de estruturas do universo esta baseado
na aglomeragao gravitacional da CDM. A matéria baridnica, por si sd, ndo gera suficiente
aglomeragao gravitacional que possa conduzir a uma formagao de estruturas consistente
com as observagoes de aglomerados de galaxias [46]. As anisotropias na CMB mostram
que a abundancia presente de matéria escura ¢ de cinco vezes maior que dos barions. Os
dados do PLANCK 2015 ajustam o parametro de densidade da CDM como sendo [42]

Q. h? = 0.1188 4 0.0010 | (2.30)

com um nivel de confianca de 68%. Para valores de h = 0.67 temos €., = 0.2646 para o
valor de (2.30). A origem da matéria escura ndo foi identificada até agora. Porém, existem
basicamente duas classes de matéria escura, os candidatos astrofisicos (buracos negros,
estrelas de néutrons e anas brancas) ® ou as particulas (axions e as particulas massivas de
interagao fraca (WIMPs, por suas siglas em inglés)). Tendo estas consideragoes, podemos
escrever a densidade de matéria nao relativistica, sendo a soma das densidades dos barions
e da CDM, como

Qur = Q™ (2.31)

onde Qg = Uy, + 2. Se somamos os valores destas componentes, considerando o valor
h = 0.67, encontramos que o valor da matéria nao relativista é de €2, = 0.3143. A partir
do vinculo energético (2.24), notamos que, ainda estéa faltando aproximadamente 70% no
contetido energético do universo. Este faltante é o 1ltimo ingrediente a ser considerado no

que segue.

6Contudo, dado que estes se originam de barions, ndo é possivel explicar todas as componentes da
matéria escura sem considerar a matéria escura nao baridnica.
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2.2.3 A energia escura

Como mencionamos acima, se somamos as quantidades de radiagdo e matéria (barions
e CDM), notamos que o valor total é de aproximadamente s6 30% do conteudo total do
universo presente. Dado que as observacgoes atuais sobre os valores da curvatura espacial
do universo restringem seu valor em | Qg, |< 0.01, precisamos identificar o 70% faltante
de matéria cosmica. Esta componente desconhecida, chamada energia escura, é a suposta
responsével da atual expansao acelerada do universo, segundo o modelo padrao. Contudo,
a natureza fisica desta componente exdtica ¢ absolutamente um mistério até agora. O
candidato principal para esta componente, no modelo cosmolégico padrao, é a constante
cosmologica A, dai vem o nome de modelo ACDM. Historicamente, a introdugao da cons-
tante cosmologica, nas equagoes de campo de Einstein, foi devido a que se acreditava que
o universo era estatico. Como pode ser visto, na equacao (2.8), a constante A trabalha
como uma for¢ca oposta & gravidade. Porém para o caso de um universo dominado pela

matéria, encontramos que o universo estatico (@ = @ = 0) corresponde a

A K

S — — =A. 2.32
P 4G’ a? (2.32)

Isto mostra que a densidade p é determinada pela constante cosmologica. Einstein acredi-
tava que esta solucao era uma forma de introduzir a ideia de Mach, de conectar a massa
com a inercia, representada aqui com a geometria do espago-tempo g,,. Ele pensava
que mostraria que a matéria era necessaria para definir uma métrica nao-Minkowskiana.
Contudo, aparecem instabilidades que tém que ser consideradas. Por exemplo se A/3 >
47tGp/3, a equacao (2.8) mostra que, com o crescimento de a, o universo abandona o
ponto estatico (2.32); por outro lado se A/3 < 47Gp/3 o universo também sai do ponto
estatico com o decrescimento de a.

A solucao acelerada para um espago vazio, H = \/A_/3, foi encontrada pelo de Sit-
ter [49] em 1917. Influenciado pela solucao acelerada do de Sitter e as observacoes do
espectro das galdxias, Lemaitre descreve um periodo de expansao rapida, dominado pela
constante cosmologica [50], durante o qual a recessao das galaxias ¢ acelerada.

Finalmente, as medi¢bes do PLANCK 2015 indicam que o valor do parametro de

densidade de energia escura, medido hoje, é
Qp = 0.6911 £+ 0.0062 . (2.33)

Concluimos assim que o contetido energético do universo ¢ dominado por um setor

escuro exotico (aproximadamente com 30% de matéria escura e 70% de energia escura).
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Contudo, o setor escuro nao esta livre de problemas teoricos, os quais serao estudados na

secao 2.4.

2.3 As distancias cosmicas

A maioria das informagoes que temos sobre o universo, sao obtidas por meio da luz. Ao
longo do tltimo século, o desenvolvimento de detetores de raios-x, Gamma, radio, infraver-
melho, etc. nos deram novas maneiras de observar o universo. Compreender a propagacao
da luz em um universo em expansao é portanto critico para interpretar as observacoes
cosmologicas. De modo a quantificar esse efeito, nos modelos de FLRW, escrevemos o
redshift como

1+2= % , (2.34)

onde a época presente corresponde a z = 0.

Por outro lado, para discutir as observagoes cosmoldgicas, ¢ importante introduzir as
distancias cosmicas para o espaco-tempo de FLRW (2.3). De fato, uma grande parte da
evidéncia da energia escura vem da medicao das distancias cosmologicas.

Entao, comecamos calculando a distancia comoével d.. A luz que viaja ao longo da
direcdo radial, deve satisfazer a equacao da geodésica, ds®> = 0. Vamos considerar o caso
em que a luz emitida no tempo t = t. com x = x. (isto é, em um redshift z), atinge
um observador no tempo t = t, com x = 0 (correspondendo a um redshift z = 0). Com
estas consideragoes e recuperando o valor da velocidade da luz na métrica (2.3), podemos

definir a distancia comodvel como

Xe te cdt
de = Xe = / dy = —/ —_ . 2.35
X 0 X to Cl(t) ( )

Logo, usando a relacao do redshift (2.34), obtemos

c * dz
d, = / ~_ 2.36
CLOHO 0 E(Z) ( )

onde E(z) = H(z)/Hy. Se expandirmos em torno do z = 0, podemos mostrar que para

valores do redshift muito menores que a unidade, a distancia comdvel é dada aproxima-

damente por

d, ~ —C

B agHy

Note que, usando a velocidade de recessao v = cz, encontramos que

z para z<1. (2.37)

v~ (agHo)d, . (2.38)
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Isto mostra que a velocidade de recessao v de um objeto é proporcional a d. com o fator
de proporcionalidade agHy. Para a distancia fisica r = agd,. encontramos r ~ (¢/Hy)z ~
v/ Hy, o qual significa que a lei de Hubble é vélida s6 para baixos redshift z < 1. Entao,
para altos redshift z = 1 a lei de Hubble devera ser modificada.

A distancia de Luminosidade d; é usada para a observacao de SNIa com o fim de
conectar a luminosidade de uma vela padrao com o indice de expansao do universo. Assim
definimos I

2 = ﬁ}_ , (2.39)
onde L, é a luminosidade absoluta de uma fonte e F representa seu fluxo observado.
O fluxo é definido pela relagdo F = Lo/S, com S = 47(agfr(x))* a rea de uma esfera
centrada em z = 0 e Ly sendo a luminosidade absoluta observada. Logo, da equagao (2.39)
notamos que precisamos da relagdo Ls/Lq. Para isso consideramos que no intervalo de
tempo dt, se emite uma energia dEs = L,dt,, similarmente no tempo dt, emitird dFy =
Lodto. Assim a razao entre a energia emitida e observada de uma fonte serd dE,/dE, =
Xo/As = 1+ z, onde foi usada a definigao do redshift. Contudo, a constancia da velocidade

da luz ¢ = A\/dt implica que A\;/dts = A\g/dto. Assim concluimos que

L, dE, dt

s = (1 2, 2.40

L, dGya, T (2:40)
Finalmente, podemos re-escrever (2.39) como

di = aofx(x)(1+ 2) . (2.41)

Considerando (2.35) junto com (2.4) obtemos a relacao da distancia de Luminosidade com
os modelos de FLRW, como

c(1+2) | [ ? dz

d;, = ———=sinh |/ / — . (2.42)
HO\/QKO ’ 0 E(Z)

Fica claro que, a distancia de luminosidade esta relacionada diretamente com o conteudo

energético e o indice de expansao do universo.

Outro observavel importante ¢ a distancia de diAmetro angular d,, definida como
dy=— | 2.43
A= (2.43)

onde 00 é o angulo que subtende um objeto de tamanho atual dx, que é ortogonal & linha

de visao. Esta distancia é usada frequentemente para as observacoes das anisotropias da
CMB.
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Dado que a fonte pousa sobre a superficie de uma esfera de raio x com o observador

no centro, o tamanho dz no tempo t;, em um espago-tempo de FLRW (2.3) é dado por

dr = a(t1) fr(x)o6 . (2.44)

Assim, a distancia de diametro angular, pode ser escrita como

dy = a(ty) fre(x) = aolfi(:) - Jlr zHO\;m sinh [\/QK0 /0 %} . (2.45)

Por outro lado, se comparamos as equagoes (2.42) e (2.45), notamos a seguinte relagao

dy = ujl'—LZ)Q . (2.46)

Isto é conhecido como a relagao de Etherington [51]. Sua validade se estende muito além da

métrica de FLRW, isto é valido na verdade, para qualquer métrica Riemanniana enquanto
o fluxo seja conservado.

A conexao entre a distancia de luminosidade tedrica e a distancia atual de um objeto

astronomico é dado pelo médulo de distancia u, que é definido como a diferenca entre

a magnitude aparente m do brilho de um objeto e sua magnitude absoluta M 7,

m— M = pu = 5logy, (%) . (2.47)
Para determinar o moédulo de distancia precisamos portanto entender a fisica de um
dado objeto astronomico, sendo suficientemente capazes de derivar uma estimativa de sua
magnitude absoluta. No capitulo 4, veremos como semelhantes objetos podem ser usados
como velas padronizaveis.

Na figura 2.1, mostramos o comportamento da distancia de luminosidade (esquerda),
distancia de diametro angular (centro) e o médulo de distancia (direita) para os modelos
de ACDM plano, de Einstein-de Sitter (), = 1) e de FLRW aberto (Q2x > 0e A = 0).
Notamos que, estas curvas sao muito sensiveis ao modelo que esta sendo usado. A distancia
de luminosidade, sendo uma distancia ao longo da regiao passada do cone de luz, sempre
aumenta com o redshift, o que faz sentido intuitivo desde que os objetos mais distantes
aparecem mais escuros, e portanto, representam uma maior distincia. A distancia de
diametro angular toma o tamanho transversal de um objeto como base para uma distancia.

Um objeto no redshift z = 0.5 se vera maior, representando uma menor distancia, que um

"A magnitude absoluta de uma SNIa é conhecida sendo em torno de M a~ —19 no pico de maximo
brilho.



2.4 AS DISTANCIAS COSMICAS 18
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Figura 2.1: A distancia de luminosidade (esquerda), distancia de didmetro angular (centro) e o
modulo de distancia (direita), para os modelos de ACDM plano, de Einstein de Sitter (237 = 1)
e de FLRW aberto (Qx > 0e A =0)

objeto num redshift z = 1. Contudo, a distancia de diametro angular nao é monotonica
com o redshift devido & expansao desacelerada do universo. Uma galaxia proxima pode
aparecer maior porque a distancia entre ela e nés é pequena comparada com o raio de
Hubble. Também pode aparecer maior porque a distancia entre ela e nos foi muito menor
no passado, quando a luz que vemos hoje foi emitida. Existe portanto um redshift no qual
o didmetro angular de um objeto é minimo (isto é, um maximo na distancia de diametro
angular). Note que esse méaximo na distancia de diametro angular é em um redshift menor
nos modelos de Einstein-de Sitter e FLRW aberto, que no modelo ACDM. Finalmente, no
modulo de distancia, de novo a expansao acelerada do modelo ACDM comparado com os
modelos de FLRW aberto e de Einstein-de Sitter, significa que os objetos aparecem mais
escuros para o mesmo redshift. Como serd visto na secao 4.2, isto acontece exatamente
nas propriedades das supernovas de tipo la, na faixa de redshift 0.5 < z < 1.5, que se
torna o detonante para a aceleracao césmica do modelo cosmolégico padrao.

O papel da energia escura é bem claro na diferenca entre as curvas do modelo de
Einstein-de Sitter, de FLRW aberto e do modelo ACDM. Com isto podemos concluir que
a introducao de uma energia escura nao pode ser suprimida com os modelos homogé-
neos de FLRW. Uma alternativa pode ser considerar as teorias de gravitagdo f(R) que
reproduzem o comportamento da energia escura com a modificacdo da propria geome-
tria. Contudo, existe uma outra alternativa para atingir esse objetivo, o qual é violar o

principio copernicano, que serd visto no capitulo 3.
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2.4 Os problemas do modelo ACDM

Apesar do modelo ACDM concordar bem com os dados observacionais, ele apresenta
problemas teodricos, no setor escuro, que precisam ser abordados. Nesta secao, revisaremos

os dois problemas principais que apresenta a energia escura.

2.4.1 O problema da constante cosmolégica

Como foi mencionado na secao 2.2.3, o candidato mais simples para energia escura é a
constante cosmologica A, chamada assim porque sua densidade de energia é constante no
tempo e no espaco. Esta componente, no contexto do Universo de Friedmann, é a respon-
savel da atual expansao acelerada. Para obter expansao acelerada apenas recentemente
na historia do universo, precisamos que o valor da constante cosmologica seja da ordem

do quadrado do parametro de Hubble hoje Hy, como pode ser visto da equagao (2.7)
A=~ HE = (21332 h x 1072CeV)” . (2.48)

Interpretando isto como a densidade de energia escura, temos

Am?
1 — —
pr ~ —2 = 1077GeVt & 1071 8md |
T b

(2.49)

onde foram usados os valores de h ~ 0.7 e m,, ~ 10" GeV.

Por outro lado, supondo que a densidade de energia (2.49) vem da energia do vacuo (p)
de um espaco vazio, a energia do ponto zero de algum campo de massa m com momento
k e frequéncia w ¢ dada por £ = w/2 = v/k2 + m2/2. Somando sobre as energias do ponto
zero do campo até uma escala de corte k., (3> m), obtemos a densidade de energia do
vacuo [1, 40, 52]

k 2 4
max Az k2dk 1 k
Punc = / " V2 +m? x e (2.50)
0

(27)3 2 1672
Se acredita que o limite de validade da Relatividade Geral é a escala de Planck m,,. Entao,

tomando como escala de corte k..., = m,,, estimamos a densidade do vicuo como

pls

Pune = 107 GeV? . (2.51)

0'2! ordens de magnitude que separam o valor

Note a enorme diferenca de 1
da densidade de energia escura (2.49) com o da escala de Planck (2.51). Esta
situacao nao é melhorada tomando outras escalas de corte que aparecem na fisica de

particulas. Por exemplo, no caso da cromodinamica quantica a escala de corte é k., =~ 0.1
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GeV onde obtemos um valor de p,.. = 1073 GeV?, que é ainda muito maior que py.
Este problema foi apresentado mesmo antes da descoberta da energia escura nas obser-
vagoes de supernovas de tipo Ia no 1998. Naquele momento acreditava-se que a constante

cosmolbgica era exatamente zero e tratava-se de explicar o porqué era assim.

1.0F B
0.8 _
* QA (2) .
| ‘ |
R 06 ‘ .
= L ‘ ,
a [
s i |
N | ‘ |
=
S 04 | 7
L | |
[ ‘ Zeoine=0.326 1
| ‘ |
02 : Qy,= 03 -
L | |
r [ Q) =07 1
| ‘ |
0.0 - ! L ! ! 1]
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
redshift z

Figura 2.2: A coincidéncia das densidades de matéria e energia escura no redshift z ~ 0.3

2.4.2 O problema da coincidéncia césmica

O segundo problema da constante cosmolégica como candidato a energia escura é que
seu valor nao s6 estd em desacordo com todas as possiveis escalas de energia fundamen-
tais, senao também que seu valor particular é quase idéntico a um nimero totalmente
desconexo, a densidade de energia da matéria hoje. Isto é, 2, é duplamente improvavel
porque seu valor ¢ tao pequeno em termos absolutos e porque seu valor coincide® com
Q,,, sem nenhum motivo aparente. Da equacao (2.11), podemos inferir que a densidade

de matéria coincide com a densidade de energia escura no redshift

~ 1/3
Zeoine — (ﬁ) - 1 ) (252)

que considerando 2y = 0.7, corresponde a z.;,. ~ 0.3 como pode ser visto na figura 2.2.

Isto quer dizer que vivemos em um momento peculiar da histéria do universo. Por outro

8Pelo menos em um fator de dois ou trés.
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lado, como vimos na secao 2.1, o principio copernicano estabelece que nao estamos em um
lugar privilegiado no universo. Assim, existe uma contradi¢ao entre o modelo ACDM e o
principio copernicano. Isto é, para acreditar que a aceleracao observada é causada pela
presenca de uma constante cosmoldgica nas equacoes de campo de Einstein, precisamos
crer também que estamos em um momento muito especial da historia do universo®. Esta
contradicao é conhecida como o problema da coincidéncia césmica.

Na tentativa de aliviar esses problemas foram propostos na literatura os modelos de
Quintesséncia, Gravidade modificada, interacao no setor escuro, etc. Infelizmente, todas
as tentativas, de resolver o problema, até agora se mostram falhas.

Por outro lado, uma outra forma de abordar o problema é considerar que a coincidéncia
entre matéria escura e energia escura pode aparecer como produto de uma outra razao
mais fundamental, a coincidéncia entre a expansao acelerada e a formacao de estruturas.
Isto pode ser explicado se uma é a causa da outra, isto €, se o crescimento das estruturas
for a causa da aceleragao através da acumulagao de efeitos nao-linhares. Este argumento
é conhecido na literatura como “backreaction” [54, 55]. Uma especie de saida é que, na
verdade, ndao ha nenhuma aceleragao real nem energia escura. A aceleragao é somente uma
consequéncia de adotar o modelo de fundo, o espaco de FLRW, de uma forma errada. Se
pelo contrario, interpretamos as observacoes com um modelo de fundo inomogéneo do
tipo Lemaitre-Tolman-Bondi (ver se¢ao 3.1) a aceleracdo do indice de recessdo entre as
proximidades e as fontes distantes se tornam dependentes da distancia, praticamente

enxergaremos desaceleracao. Discutiremos isto, em maior detalhe, no proximo capitulo.

Contudo, a escolha de uma escala de tempo natural para definir o problema da coincidéncia é material
de debate [53]



Capitulo 3

Solucoes Exatas das Equacoes de

Campo de Einstein

Neste capitulo estudaremos o espaco-tempo de Lemaitre-Tolman-Bondi como o modelo
cosmologico de fundo e suas implicacoes com as observacoes de distancias cosmologicas.
Serao estudados os modelos com Big Bang nao simultaneo, apresentando dois ansatz
que modelam por um lado uma alta distribuicao de matéria e por outro um vazio local.
Revisaremos também os modelos com Big Bang simultaneo, considerando trés perfis de
vazios com a finalidade de reproduzir consistentemente as observacoes cosmologicas. A
idade do universo sera um tema de interesse devido a inomogeneidade no tempo do Big
Bang. Outros temas que serao abordados sao as singularidade por cruzamento de camadas,
o deslocamento para o azul gravitacional, a propagacao da luz nos contextos inomogéneos
e o desvio temporal do redshift. Finalmente, estudaremos as oscilacoes actsticas de barions

para os modelos com Big Bang simultaneo.

3.1 O modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi

A forma consistente de realizar uma inomogeneidade de simetria esférica foi bem estu-
dada no século passado, na década de 1930, na literatura da Relatividade Geral |21, 22, 23],
obtendo a métrica de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB). Esta é, uma generalizagdo da mé-
trica de FLRW na qual o fator de escala ao longo da coordenada radial r é diferente dado
o elemento de linha superficial dQ? = d6? + sin? d¢?. Isto é, uma distribuicdo esférica mas
inomogénea na direcao radial. Entao, consideramos uma métrica inomogénea escrita em
coordenadas coméveis-sincronas, de tal forma que' g = 1, g5 = 0 (com i =71, 0, ¢) e o

vetor tangente das particulas de matéria é u®* = 69 (com a =t, r, 0, ¢), o qual significa

IConsiderando unidades naturais ¢ = 1.

22
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que a coordenada temporal, ¢, também é o tempo proprio das particulas. Assim, a métrica

é a seguinte
ds* = dt* —Y?(t,r)dr* — X?(t,r)dQ? (3.1)

onde a func¢ao X (¢,7) estd conectada a area de superficie S = 47 X? (com t e r constantes),
que indica a distancia entre um observador localizado em uma posicao arbitraria e o centro
em X =0 [56].

Considerando as equacoes de campo de Einstein com poeira como fonte gravitacional,
isto é, o tensor energia-momento T = p(t, r)uu” e desprezando a constante cosmologica

A, é encontrado o conjunto de equagoes

G, = §+2§§+%—%( XYNJF))((S—Q%%):&GMM), (3.2)
o, — %(2%-2%%) 0, (3.3)
G = 2§+§+%—%(§5>:0, (3.4)

onde o ponto (") e a linha (/) denotam derivadas parciais com respeito a coordenada
temporal ¢ e radial r, respetivamente. Agora, integramos a equacdo (3.3), para obter o

termo g, da métrica (3.1), resultando em

X/2

Y3(t,r) = T4 2E()

(3.6)
onde E(r) é um termo de integracao, determinado pelas condicoes de contorno. Mesmo es-
tando em coordenadas espaciais fixas, o fluido pode-se movimentar fisicamente na direcao
radial; esse movimento ¢é codificado em /g, = X'(¢,r)/+/1 4+ 2E(r). Substituindo (3.6)
em (3.1) é obtida a métrica de LTB

X2(t,r)

2 _ 2
ds® = dt 1+ 2E(r)

dr® — X?(t,r)dQ* | (3.7)
onde o fator de escala inomogéneo tem duas diregoes, uma radial X'(¢,r) e outra transver-
sal X(t,r). A funcao E(r) pode ser interpretada como a curvatura espacial que depende

da coordenada r. Note que, para garantir a assinatura (+, —, —, —) na métrica (3.7), deve



3.1 O MODELO DE LEMAITRE-TOLMAN-BONDI 24

ser satisfeita a condi¢ao 1+ 2E(r) > 0? para qualquer .

Como caso particular, podemos fazer a escolha X (¢,7) = a(t)r e E(r) = —Kr? com
K = 0,41, para assim recuperar a métrica de FLRW (2.1). Assim, a métrica (3.7) repre-
senta uma inomogeneidade esférica centrada na origem, onde um observador localizado
no centro vera um universo isotrépico.

Para resolver as equagoes de campo de Einstein, a equagao (3.4) é combinada com (3.6)
e logo multiplicada por X2X, para assim obter uma primeira relacio [X(X2 —2E) =0,
que indica uma constante no tempo para cada camada radial r. Por outro lado, se a
equagao (3.4) é multiplicada por X?X’ e combinada com (3.3) e (3.6), é encontrada a
segunda relacio [X(X? — 2F)] = 87GpX2X', que combinada com a primeira, servem

para escrever as equacoes dindmicas que dominam o modelo de LTB,

X2(t,r) = 2E(r)+§(]\é(?), (3.8)
8nGp(t,r) = 2M'(r) (3.9)

X2(t,r) X (t,r)

onde M (r) é uma func¢do arbitraria que pode ser relacionada com a massa gravitacional
efetiva dentro de uma camada esférica de raio r [23] e E(r) também pode ser interpretada
como a energia total associada por unidade de massa. Note que a equacdo (3.9) apresenta
duas singularidades, no caso em que X = 0 (Big Bang) e quando X’ = 0 (cruzamento de
camadas). Estas singularidades serdo estudadas em detalhe mais adiante.

Como a métrica de LTB (3.7) tem o fator de escala em duas dire¢oes, é logico pensar
que o indice de expansao também tem duas direcoes, assim sao definidos os dois parame-
tros de Hubble,

X(t,r)
X(t,r)’

Hy(t,r) = i’(t e H, (t,r) = (3.10)
que representam os indices de expansao na direcao radial e transversal, respetivamente.
Esta é uma caracteristica particular dos modelos de LTB que se diferenciam com os
modelos de FLRW, os quais apresentam um tnico parametro de Hubble que evolui com
o tempo. Também, podemos escrever uma espécie de média geométrica dos indices de
expansao radial e transversal como

Ho(t,r) = [Hy (1) B2 ()] (3.11)

20 valor E = —1/2 ¢ admissivel s6 no caso especial em que X’ = 0 ocorra no mesmo ponto. Isto é
conhecido como um buraco de minhoca [57].
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Por outro lado, se derivamos a equacdo (3.8) e combinamos com (3.9), podemos en-

contrar a equacao de continuidade para a densidade de energia
p(t,r)+ (2H, + Hy)p(t,r)=0. (3.12)

Note que neste caso, em analogia com os modelos de FLRW, podemos inferir uma meédia

aritmética do fator de Hubble
(H)(t,7) = % [2H  (t,r) + H)(t,7)] , (3.13)
que pode ser relacionado com o escalar de expansao O(t,7), da seguinte maneira
O(t,r) =u", = [2H, (t,r) + H(t,r)] = 3(H)(t,r) . (3.14)

Contudo, a vorticidade é nula, w,s = 0, devido a que estamos usando coordenadas

comoveis-sincronas [24]. O cisalhamento ? por outro lado, é escrito na forma
2 1 2
o(t,r) = 3 [Hy(t,r) — H.(t,r)]" . (3.15)

Com isto, podemos escrever

1 1
5@2 —0? = 4nGp — 3 °R, (3.16)
onde
(EX)'
R = —4 Si% (3.17)

representa o escalar de curvatura 3-dimensional da métrica de L'TB.
Para estudar a expansao acelerada do universo, podemos usar a equagao (3.8) e deriva-

la com respeito as coordenadas radial e temporal, para assim obter as seguintes relacoes
X M X' 2M M

XTTx ° XX X (319

que combinadas com (3.9), nos servem para encontrar uma expressao generalizada da

3 . 2 . _ . 1 _ 1

O cisalhamento é definido como 0, = U(uw) + Uty — 5w O, onde v,y = 5(Uuw + Upy),
. 1/ .
Uty = 5 (Upty +Upuy) € hyy = guw — Uty
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aceleracao,

2X(t,r) 1X'(t,r) 4G
35Xt 3xnn - 3 P (3.19)

Note que, a equagao (3.19) tem duas componentes de aceleragao nas duas diregoes radial
e transversal. No entanto, a expansao acelerada nao é necessariamente um ingrediente
dos modelos inomogéneos. Como foi discutido no final do capitulo anterior, no universo
de FLRW, o problema da coincidéncia césmica esta ligado com a necessidade da intro-
ducao de uma energia escura, para explicar a expansao acelerada. Porém nos modelos
inomogéneos, a expansao acelerada pode aparecer mesmo sem a introdugao de uma com-
ponente exotica na dindmica do universo. O relevante é a reproducao da relacao distancia
luminosidade-redshift. Contudo, isto nao exclui a possibilidade de ter aceleracao na dire-
cao radial, X'(t,7) > 0, mesmo que o fator de escala na direcio transversal X (t,r) esteja
desacelerando o suficiente ou vice versa. Com isto a nocao de expansao acelerada perde
sentido e vira uma defini¢do ambigua na presenca das inomogeneidades [58|.

A analogia entre um modelo de LTB com o universo de FLRW pode ser levada adiante
definindo os parametros de densidade de matéria e de curvatura hoje, dados respetiva-
mente por

2M (1)

A o B

2E(r)

= BL0X0 (3.20)

onde o subindice 0 representa as quantidades no tempo presente tg, isto é H, o(r) =

H, (tg,r) e X(to,r) = Xo(r). Levando estas consideragoes é possivel re-escrever a equa-

¢ao (3.8) como [59, 60]
Xo(r) \* Xo(r) \?
Qe (r) (X(t,r)) + Qg (r) (X(t, r)) ] : (3.21)

Note que, esta equagao obedece o vinculo energético

Hi(t,r) = Hio(r)

Q]V[(T)+QK(T) = 1, (322)

que é satisfeito para cada camada esférica de raio r. A principal diferenca com relacao a
equagdo de Friedmann homogénea (2.23) é que a generalizacdo LTB (3.21) tem depen-
déncia tanto temporal quanto espacial. Todas as quantidades LTB dependem nao s6 do
tempo mas também da coordenada radial . Contudo, o formalismo como um tudo é co-

variante sobre a redefini¢do da coordenada radial. Com efeito, a métrica de LTB (3.7), e
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todas as formulas por conseguinte, sao covariantes sobre a mudanca r — f(r). Por tanto,
com uma escolha adequada da coordenada radial, pode ser escolhido livremente o valor
do fator de escala transversal hoje Xo(r). Uma escolha conveniente é assumir o seguinte
calibre Xy(r) = r. Isto é similar a normaliza¢do do fator de escala hoje nos modelos de
FLRW, onde se faz a escolha a(ty) = 1.

Com estas consideracoes a integracao da equagao (3.8), pode ser realizada obtendo o
parametro de idade At(r), que pela natureza inomogénea da métrica (3.7), obviamente
tem dependéncia espacial,

1 a(t,r) dy

At(r) =t —tp(r) = o) /. T

onde x(t,r) = X(t,7)/Xo(r) = r~1 X(¢,7) e tg(r) é outra funcao arbitraria, chamada,
tempo do Big Bang, definido como o tempo no qual X(¢5,r) = 0. O modelo pode ser

(3.23)

especificado formalmente se sdo dados o parametro de densidade €/(r) e a chamada
funcao Big Bang tp(r). Nas proximas seges serao revisadas estas possibilidades, porém
antes vamos estudar o caminho percorrido pela luz na dinamica de fundo, com o objetivo
de poder comparar os modelos de L'TB com os dados observacionais. Isto é equivalente a

resolver apropriadamente as geodésicas nulas para os nossos modelos.

3.2 A propagacao da Luz nos modelos de Lemaitre-

Tolman-Bondi

Para conectar a dinamica de LTB com os dados observacionais, precisamos relacionar
o redshift e o fluxo de energia da luz com a natureza exata das inomogeneidades. Para
isto, estudamos a propagacao da luz no espago-tempo de LTB.

Dado que a métrica de LTB possui simetria esférica, vamos considerar um observador
que esta posicionado no centro de simetria *, isto é, na origem r = 0 medira trajetorias
radiais entrantes. Assim, as geodésicas nulas radiais ds?* = 0 da métrica (3.7), resultam

em

d dr X'(t,7)

de — duJ112E(r)

onde p é um parametro afim e o sinal negativo é mantido para indicar as trajetorias

(3.24)

entrantes. Logo, para dois raios de luz sucessivos, sendo solugoes de (3.24), dados por

4Existe também a possibilidade de escolher um observador possicionado fora do centro de simetria,
mas esse estudo nao serd abordado nesta tese.
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t1 =1t(p) e toa = t(p) + dt(p). Encontramos que

d, _ dlw _ _dr Xr) (3.25)
dp dp du\/T+2E(r) '
itz _ dt(p) N dot(p) _dr X'(t,r) dot(p) | (3.26)

—— +
dp dp dp dp /14 2E(r) dp

Por outro lado, expandindo em séries de Taylor e considerando s6 termos lineares em
dt(N), temos

d Cdr XU(t(p) + 6t (p),7) dr X'(t,7) + X'(t,7)0t () |

dp ?~  dp 1+2E(r) dp 1+ 2E(r) 520
Comparando (3.26) com (3.27) obtemos a relacdo [60]
dét  dr X'(t, )0t () (3.28)

TN sk

Finalmente, da definicdo do redshift z(u) = Xo/A (1) — 1, a equacdo (3.28) pode ser
reformulada ® como

dz Zﬁ X'(t,r)
G, = O+ )du—\/TE(r)' (3.29)

Agora, as equagoes (3.24) e (3.29), que determinam as equagoes geodésicas nulas,

podem ser escritas em termos do redshift da seguinte forma

dt X'(t,r)

@ _ . (3.30)
dz (1+2)X'(t,r)

dr cy/1+2E(r (3.31)
dz (1+2)X'(t,r)’ '

onde reintroduzimos explicitamente a velocidade da luz ¢ &~ 0.3 Gpc/Gyr, com o proposito
de obter a distancia luminosidade em Gigaparsec (Gpc) devido a que a nossa escala de
tempo estd em Giga-anos (Gyr).

Note que, para poder resolver o sistema (3.30) e (3.31), s@o necessarias duas condigoes
iniciais. Uma escolha adequada é o ponto em z = 0 dado pelo (t(()) = to,r(0) = 0). Assim,
resolvendo as equagoes (3.30) e (3.31) encontramos a curva da regiao passada do cone de
luz (¢(z),7(2)).

Nos modelos de LTB, a distancia de diametro angular medida por um observador po-

5Isto é possivel considerando que A = cét.
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sicionado no centro ¢ diretamente relacionada com a fungdo X (¢, 7). Com o procedimento
descrito acima, temos o fator de escala transversal X (¢,7) em todo ponto e as trajetorias
radiais nulas (¢(z),7(z)), assim podemos construir o fator de escala transversal através

das geodésicas e obter a distancia de diametro angular em fun¢ao do redshift
dy®(z) = X (t(2),r(2)) . (3.32)

Em complemento, podemos calcular também a distancia de luminosidade através de

sua relagdo com a distancia de didmetro angular (ver equacao (2.46)) [51, 56|, obtendo
di®(z) = (14 2)*d¥"(2) . (3.33)

Finalmente, com o objetivo de relacionar os modelos inomogéneos de LTB com as

observagoes de supernovas de tipo la, precisamos definir também o moédulo de distancia

LTB
pin(2) = oy (L)) (3.34)
Até agora, estudamos o espaco-tempo inomogéneo e a propagacao da luz no cenario de
LTB. Contudo, deixamos em aberto a possibilidade de modelar as inomogeneidades dando
valores especificos as funcoes livres t5(r) e Q/(r). Note que, a forma que dermos as fungoes
livres tp(r) e Qu(r) afetam diretamente as equagdes geodésicas e portanto também ao
modulo de distancia. E importante ressaltar que o nosso objetivo é modelar um universo
inomogéneo que possa reproduzir as observacgoes das distancias cosmicas e nao necessari-
amente uma expansao acelerada.

Entao temos duas op¢oes para modelar. A primeira, considerando uma funcao de Big
Bang nao simultanea (t5(r) # 0) porém fixando €,/(r) = 1 e a segunda considerando um
Big Bang simultaneo (t5(r) = cte.) definindo os perfis da distribui¢do de matéria Qp,(r).

No que segue abordaremos as duas possibilidades por separado.

3.3 Modelos com Big Bang nao simultaneo

Na segao 3.1, vimos que a densidade de matéria p(t,7), na equagao (3.9), diverge por
dois possiveis motivos, quando X (¢t,7) = 0 e X'(¢,r) = 0. O primeiro caso é conhecido
como a singularidade do tipo Big Bang, isto é, quando X (tg(r),r) = 0, onde tg(r) é
a chamada funcao Big Bang, que quantifica o tempo no qual ocorre essa singularidade.
Note que a singularidade Big Bang é um evento que acontece para diferentes camadas

esféricas de raio r. O segundo caso é conhecido como a singularidade do tipo cruzamento
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de camadas, que sera estudado em detalhe na secao 3.3.4.
Nesta secao, estudaremos os modelos com a funcao Big Bang nao nula. Por simplici-
dade, tomamos o caso de curvatura nula F = 0. Assim, a solu¢do da equagao (3.23) da

como resultado

1/3
X(t,r) = EM@)} (t = t(r)?? (3.35)

A solucao acima contem as funcoes arbitrarias M(r) e tp(r). Assim, com o objetivo de
obter o valor do parametro de Hubble transversal, derivamos com respeito ao tempo a

equagao (3.35)

. 279 18 1 2 X
X =- {—M(r)} 5 = . (3.36)
312 (t—tp(r)'®  3t—tp(r)
Com isto, é possivel achar o parametro de Hubble transversal, representado por
2 1
H (tr)=—-———71—1. 3.37
Também, a partir de (3.35), encontramos que
1[9 Vv t(r)
X'=Z|=M — 9B (t—tg(r))*. 3.38
520 |37 -2 - (39)
Com (3.38) em (3.9) e a equacao (3.8), encontramos
2t (r) M
3HT =8nGp |1 - —E——-— 3.39
LT p{ t—tB(r)M’] (3:39)

Note que, para o caso em que tg = constante, reobtemos a equacao de Friedmann usual.

Por outro lado, a derivada mista de X (¢,7) da como resultado

X' = g BM(T)} 1/3 {% + thng)l o= tBl(r))l/?’ _ (3.40)

Com estas relacoes é encontrado o parametro de Hubble radial

M tp(r)
M t—tg(r)
M “i—tp(r)

onde foi usada a relagdo (3.37). Note que, no limite homogéneo, obtemos a igualdade
H, = Hj. Isto é, o cisalhamento (3.15) se anula e assim recuperamos o universo de
FLRW.
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Tendo em conta o vinculo energético (3.22) e considerando o caso E = 0 o parametro

de densidade se reduz a p/(r) = 1. Entao da relagao geral (3.20) que define Q(r),
podemos inferir que

2M = r*H3 (1) . (3.42)

Porém, junto com a equacao (3.37) no tempo presente t,, encontramos que

3

2
M=:_—1 (3.43)
9(to —tr(r))
Isto significa que para o nosso caso, M # Myr? [61]. Por tanto
M3 2t/
— == 2 (3.44)

+ .
M r to—tB

Note que, o tltimo termo em (3.44) aparece adicionalmente & estrutura do M(r). O ponto
¢ que nao podemos usar o calibre M (r) = Myr? junto com Xy(r) = r a0 mesmo tempo.

A densidade de energia (3.9) agora pode ser escrita como

4 1
817G p == —— . (3.45)
3 [1 . Qﬁ%] (t —tg)?

Por outro lado, podemos encontrar a equacao da trajetoria da luz, juntando (3.30)

e (3.31) para este caso em particular

dr 3

dt 1 BMW} 1/3 [g ()

7 2m} (t —tp(r)?? . (3.46)

Note que para poder resolver numericamente esta equacao, precisamos definir explici-
tamente a funcao Big Bang tp(r). Uma integracao analitica para obter explicitamente
t = t(r), somente é possivel no limite de FLRW. Por exemplo para tp = tp,,, = cte. a

equagao (3.46) se reduz a

At (t—tpy,)*? (3.47)
dr — (to — tBps)?? '

onde foi usada a relagdo My = 2(tg — tp,,s) 2 ao invés de (3.43). A solucdo de (3.47) é
1 r s
t(?”) = B4 + (to - tBEdS) |:1 - _—:| : (348)
3to — tByys

Esta solucao representa as geodésicas radiais para um universo de Einstein-de Sitter.

Para os modelos com Big Bang nao simultaneo, usamos os resultados das solucoes
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numéricas da equagao (3.46) com valores de t5(r) dados explicitamente . Porém, podemos

usar ainda as relagoes (3.43) e (3.44) e re-escrever (3.46) da forma

di _ [, 2 rtp(r) 2 rty(r) ] (t—ts(r)*”

dr 3to—tp(r)  3t—tp(r)] (to— tu(r)?® (349)

A ideia é conferir explicitamente, se existem curvas de luz nos modelos com Big Bang nao
simultaneo, sem a introducao ad hoc de uma constante cosmologica, que possam reprodu-
zir as curvas de luz do modelo ACDM. Esse objetivo é alcancado com a introducao ad hoc
de funcoes arbitrarias, cujas origens fisicas e consequéncias devem ser investigadas. Esta
situagdo ¢ estudada em |25|, cujas consideragoes sdo baseadas na imposicao das geodési-
cas nulas passadas, dos modelos inomogéneos e do ACDM, coincidirem. Esta correlacao
se traduz em uma condigao sobre t’z(r), contudo, optamos por fazer o processo inverso.
Partimos com modelos concretos para tp(r) com parametros “realisticos” e estudaremos

se existe a possibilidade de reproduzir a regiao passada do cone de luz do modelo ACDM.

3.3.1 O caso com tl; <0

Para a funcdo Big Bang, vamos considerar o seguinte ansatz [61]
tp(r) = tgoe /)’ (3.50)

onde tpy é um parametro que quantifica a idade do universo para o observador colocado
no centro de simetria e r. indica o limite em que a inomogeneidade se manifesta. Este

ansatz satisfaz as seguintes condicoes de fronteira

4 3
t(0) =tpo, tg(r>r.) =0, ty = —— (i> lp . (3.51)

Te \Te

Note que para valores de r suficientemente grandes, a funcao Big Bang aproxima ao limite

2t%5(r) M
t—tB('r’) M’

homogeéneo tg = 0. Em (3.46) aparece a relacao logo com o nosso ansatz (3.50)

obtemos

2 M _ 8 (r\" ts(r) ! (3.52)
t—tp(r) M 3\r.) t—tp(r)y s ()" ) '
3 \re to—tp(r)

De maneira a obter o indice de expansao transversal atual, podemos substituir (3.50) na

equagao (3.37) ) ) t
Hip(r) = 5+ 5~ - (3.53)
to - Btogo(i) — ¢y,
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Esta equagdo tem a mesma estrutura encontrada por Enqvist em [60], isto &, H o(r) =
H+H (r), onde o segundo termo representa as correcoes devido as inomogeneidades.
Notamos também que para um observador na origem de simetria H,o(r = 0) = m e
que para posicoes muito afastadas da inomogeneidade H, o(r > 1.) = H = %, reobtemos
o valor dos modelos de FLRW.

Por outro lado, considerando o ansatz (3.50), a densidade de energia (3.45) pode ser

escrita agora como
1

- (3.54)
L+ N(t7)(t—tp)

4
87TGp:§

onde

8 T 4 tB 1
Nit,r)=-=-|(— ) 3.5
OEHE () (3.55)
3

Te to—tp(r)

Para conseguirmos um melhor entendimento do comportamento do perfil da densidade

do modelo proximo ao centro de simetria, derivamos a equagao (3.54) do qual obtemos

4 t—tg)’
G p = —= (L= ts)

N’ thy
3[(1+ N(t,r) (t —tp)?]’ Nit.r) [_ —2 ] : (3.56)

N t—1p

Agora consideramos o comportamento do p’ na vizinhanga da origem. Neste limite

/
% _ %[1 + o), (g)o =0, N(£0)=0. (3.57)
Obviamente, p'(r — 0) < 0. A regido r = 0 é o centro de uma regiao de alta densidade.
Na figura 3.1, mostramos o comportamento da densidade p(ty,r) para diferentes valores
do parametro tgg mantendo fixo o parametro r.. Note que, a diferenca dos valores da den-
sidade de matéria na regiao interna e externa da distribuicao é completamente atribuida
ao valor do parametro tpo, isto era de se esperar devido a que a inomogeneidade aumenta
com o valor desse parametro.

Como proximo passo, calculamos os caminhos geodésicos para nosso modelo. A equa-

¢ao (3.46), agora toma a forma

dr 3

5 1+ N (= tp(r)P? (3.58)

dt 179 3 ap
— M
[ <r>} !

onde M(r) ¢ dado por (3.43) e

M3 8 (r\* tu(r)
M [1‘5(7:) —to—t3<r>]' .-
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Figura 3.1: A densidade de matéria para o tempo presente com diferentes valores do parametro
tgo mantendo fixo o parametro r..

Esta equacao diferencial nao tem solucao analitica, entretanto podemos resolvé-la de forma

numérica.

3.3.2 O caso com tl; >0

Agora vamos considerar o seguinte modelo [61]

tp(r) = tpo (1 - 6_(T/Tc)4> ; tp = 2 (L>3 (tpo —tm(r)) - (3.60)

Te \Tc

Neste segundo caso, os limites sao
tB(O) = O, tB(T > Tc) = tBQ s (361)

isto ¢, o tempo do Big Bang cresce com r até aproximar um valor constante. Similarmente

ao modelo anterior, podemos substituir o nosso ansatz (3.60) na equacdo (3.37) e assim

obter
4
2 2 tBO (1 — 6—(r/rc) >

Hio(r)=-—+ - : 3.62
J_O( ) 3t0 ?)t() tO _ tBO (1 _ e—(?“/rc)4> ( )

encontrando de novo a estrutura H,o(r) = H 4+ H(r). Com a diferenca que nos limites

proximos do centro H o(r = 0) = % e para largas escalas H o(r > r.) = m 0s
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Figura 3.2: A densidade de matéria para o tempo presente com diferentes valores do parametro
tpo mantendo fixo 7.

valores sdo inversos aos obtidos no modelo com t’5 < 0. Por outro lado, dado que

2y M 8 (7’ )4 tro — tp(r) 1 =U(t,r), (3.63)

t—tp(r) M 3\r.) t—tp(r) |, s (r)\" tro-ts)
+35n to—tp(r)
podemos encontrar uma expressao para a densidade de matéria a partir da equacao (3.45)

que resulta em

4 1
3[1—=Ut,r)](t—tp(r)”

De novo, com motivo de estudar o comportamento da densidade, diferenciamos (3.64) e

817G p = (3.64)

obtemos )
4 t—t U’ t’
8nGp = - (t=ts) = U(t,r) {— T } : (3.65)
3[A-Ut,r) (t—tp)’] Uu t—tp
Similarmente ao caso anterior, encontramos que
u 1 U
Foriroml. (T) so0 veo-o (3.66)

Mas, desta vez p/(r — 0) > 0, isto quer dizer que, a densidade aumenta com r e assim
r = 0 representa o centro de um vazio local. Na figura 3.2, mostramos o comportamento
da densidade p,,(to, ) para diferentes valores do parametro t gy mantendo fixo o valor de
r.. De novo, a diferenca dos valores da densidade de matéria nas regioes interna e externa

da distribuicao sao atribuidas ao valor do parametro tpg.
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Figura 3.3: Parmetros de Hubble radial, transversal e a média geométrica para os modelos
com t’5(r) < 0 (lado esquerdo) e t)z(r) > 0 (lado direito).

Por outro lado, a equagdo (3.46) para a propagacao da luz, neste caso, se torna

af L= U] (= ts(r)*”? (3.67)

dr 3

dt 1 3 ap
== [3vn)

com M (r) substituido de (3.43) e

M3 8 /r\*tpo —tplr
M r [1 "3 (‘) - tlisn))] | (09
Na figura 3.3, comparamos os parametros de Hubble para os dois modelos com Big Bang
nao simultaneo. Notamos que existe uma diferenca nos valores dos parametros de Hubble
obtidos pela estrutura em larga escala r >> r. e os indicados pela estrutura proxima
ao centro da distribuicao, r ~ 0. Estas diferencas podem servir para distinguir entre
os dois modelos. A regido passada do cone de luz, X(¢,r(t)) versus ¢, comparando os
modelos de Einstein-de Sitter, ACDM, t’; < 0 e t’; > 0 sdo mostradas na figura 3.4, onde
empregamos os valores de melhor ajuste do parametro ¢py que sao os resultados da nossa
analise estatistica descrita no capitulo 5. Note que, o modelo #3(r) < 0 reproduz muito
bem o modelo ACDM.
Por outro lado, a propagacao da luz para os modelos de Einstein-de Sitter, ACDM,
ts < 0etly > 0sao mostrados na figura 3.5 com os valores de melhor ajuste do parametro

tpo obtidos no capitulo 5. Note que de novo o modelo t’5(r) < 0 reproduz muito bem o
modelo ACDM.
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Figura 3.4: Comparacao dos raios geodésicos dos modelos de Einstein-de Sitter, ACDM, /3 < 0
e t’3 > 0. As curvas para o modelo ACDM e para o modelo t3(r) < 0 sdo quase indistinguiveis.
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Figura 3.5: Propagacao da luz para os modelos t; < 0 e t’; > 0 comparados com a propagacao
da luz nos modelos de Einstein-de Sitter e ACDM. As curvas para o modelo ACDM e para o

modelo t’5(r) < 0 sdo quase indistinguiveis.
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3.3.3 A idade do universo inomogéneo

A funcao Big Bang nao simultanea implica, logicamente, que a idade do universo é
diferente para diferentes valores de r. Para um melhor entendimento, primeiro vamos
calcular as idades do universo nos modelos de EdS e ACDM.

Como vimos acima, a propagacao da luz no modelo de EdS ¢é governada pela equa-
¢ao (3.47). Os limites do modelo de EdS como caso particular dos modelos LTB sao
X(t,r) =ra(t), E(r) =0e M(r) = Myr®, que substituindo na equagao (3.8), resulta em

-2
t)=——. 3.69
) = (369)
A solucao desta equacao é
oM\ M
a(t) = ( 5 ) (t —tpy,)"? . (3.70)
A equacao da geodésica (3.47), se reduz a
dt
— = —a(t) . 3.71
<= —a(t) (371)
Entao, aparentemente, a idade do universo esté relacionada as assintotas:
dt

onde t; denota o tempo inicial da evolugao deste modelo. Normalizamos a escala do tempo
de tal forma que a diferenca ty — tp,,, seja exatamente a idade do universo de EdS,

enquanto que ty é a idade do modelo ACDM. Da mesma forma, no modelo ACDM [25]

1/3
T

@(t—tm)] , (3.73)

onde My, A e tgp sao constantes. Identificando ¢p5 com o tempo inicial zero, achamos as

assintotas:
dt B

i

No que segue encontraremos assintotas para os modelos inomogéneos com a funcao Big

0 = ti=tpy=0. (3.74)

Bang nao simultanea.
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Idade do universo no caso 3 <0

Na se¢ao 3.3.1, mostramos que para o modelo de ansatz (3.50) com proprieda-
des (3.51), a propagagao da luz é governada pela equagao (3.58). Logo, com o objetivo de

calcular a idade do universo, fazemos

dt

4. =0 = (14 N(ty,r)] (t; — tp(r)** =0, (3.75)
r

onde t; denota o tempo inicial da evolucao césmica que depende do r. Onde, a partir da

defini¢cdo de N(t,7) e com a ajuda de um pouco de élgebra, encontramos

(14 N (= () = (¢ = ()™ |6 = () + (‘) L
-5 (E) s

Assim, as assintotas (3.75), para o nosso modelo com t3 < 0, sdo re-escritas como:

dt 8 (r\* tp(r)
— = ti =1 —= | — . .
T 0 = 5(7) 5 (TC) TN oo (3.76)
3 Te toftB(T)

Notamos que, o tempo inicial da expansao coésmica t; depende de r. Isto quer dizer que
existem diferentes tempos iniciais para cada camada r. Por exemplo, para valores pequenos
de r temos t; &~ tpg e para valores grandes de r obtemos t; ~ 0. A idade do universo
inomogéneo muda de ty — tpo proximo de r = 0 para ty = 13.7 Giga-anos (nosso valor de
referencia ACDM) quando r > r.. Uma representagio grafica da dependéncia de t; sobre

r é dada na figura 3.6.

Idade do universo no caso t’y > 0

Neste outro caso, a equagdo que governa a regiao passada do cone de luz é (3.67).

Assim, encontramos os limites

dt 8 Y oty —t
— =0 = t; = tB(T> + - L B0 4B(T) ’ (377)
dr 3 \7e 148 <L> tpo—tp(r)

3 \re to—tB(T)

onde t; de novo denota o tempo inicial da expansao césmica que depende da coordenada
radial r. A situagdo aqui é totalmente oposta ao caso anterior t/3(r) < 0. Por exemplo,
para pequenos valores de r o tempo inicial é ¢; =~ 0 e para r grandes temos t; ~ tpq.

As assintotas dt/dr = 0 resultam em um tempo inicial ¢; = 0 para pequenos valores de
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Figura 3.6: Idade do universo ¢y — t;(r) no modelo t’5(r) < 0 com os valores de melhor ajuste
tpo = 2.052 Gyr e r. = 1.865 Gpc obtidos na nossa anélise estatistica.

r, correspondendo a idade do universo ¢ty do modelo ACDM. Para valores grandes de r
a idade do universo se reduz a tg — tgg. O comportamento de t; na dependéncia de r é
visualizado na figura 3.7.

Note que, ao contrario do modelo t’;(r) < 0, este modelo poderia apresentar problemas
quando observarmos a idade de objetos distantes, tipo as velhas estrelas. Entao nosso

modelo poderia ser limitado com essas idades.

3.3.4 O cruzamento de camadas (Shell crossing)

Como mencionamos antes, os modelos LTB apresentam dois tipos de singularidades,
o Big Bang e o cruzamento de camadas (shell crossing). Assim, os modelos com Big Bang
nao simultaneo sao propensos a singularidade do tipo cruzamento de camadas. Esse efeito
ocorre se uma camada interna r = r; expande mais rdpido que uma camada externa
r = ro. A condi¢do para que ocorra o cruzamento de camadas ¢ X' = 0, onde como
pode ser visto na equagao (3.9), a densidade diverge p — oo. Dentro desta condigao o
coeficiente radial da métrica, g,., se anula. Para o nosso caso (ver equagio (3.38)), isto

corresponde a condigao
M th)

e =0 (3.78)
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Figura 3.7: Idade do universo ¢ty — t;(r) no modelo t’5(r) > 0 com os valores de melhor ajuste
tpo = 3.243 Gyr e r. = 0.029 Gpc obtidos na nossa anélise estatistica.

Entao, enquanto as condicoes %/ > 0 e tlz(r) < 0 sejam satisfeitas ndo existird algum
cruzamento de camadas. Assim, com essas condi¢oes o nosso primeiro modelo, com o
ansatz (3.3.1), estara livre da singularidade do tipo cruzamento de camadas. Na figura 3.8
mostramos que o modelo t3(r) < 0 nao apresenta cruzamento de camadas, as curvas
verdes sao as respetivas linhas de mundo para cada camada do nosso modelo, calculadas
fixando os valores de r; = constante para cada X(¢,7;). A linha vertical de trago cinza,
representa o valor do nosso parametro ¢y obtido na nossa analise estatistica. Por outro
lado, temos que para o nosso segundo modelo com Big Bang nao simultaneo, t’5(r) > 0,
sim existe singularidade do tipo cruzamento de camadas. Por tanto, encontramos por meio

da expressao (3.44) que o cruzamento de camadas aparace para

3 2t (1) 2t (r)
; * tO - tB(T) B tsc - tB<71) =0 ’ (379)

que é equivalente a escrever

3 2 to — sc

r P )t —ta) (350

Neste caso, t,. denota o ponto de insercao do cruzamento de camadas. Como pode ser

apreciado em (3.80), para que ocorra o cruzamento de camadas, é necessario que a condigao
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Figura 3.8: Raio geodésico do modelo t’z(r) > 0 com os valores de melhor ajuste tpg = 2.052
Gyr e 7. = 1.865 Gpc. As linhas verdes representam as linhas do mundo para diferentes valores

de 7; = constante em X (¢,7;).
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Figura 3.9: Comparacao de “ € i
tgo = 3.287 Gyr e r. = 0.029 Gpc.

no modelo t’5(r) > 0 com os valores de melhor ajuste
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Figura 3.10: Cruzamento de camadas no modelo t/z(r) > 0 com os valores de melhor ajuste
tpo = 3.287 Gyr e r. = 0.029 Gpc.

t’s > 0 seja satisfeita. Assim, resolvendo para t,. encontramos

to
b2+ X —ta() (351
Obviamente, o numerador é menor que o denominador, em consisténcia com t < ty. Por
tanto, temos que encontrar numericamente, no modelo t’3(r) > 0, para que valor de tt—o
ocorre o cruzamento de camadas, com a dependéncia sobre os parametros tgg € .. O n0sso
resultado é visualizado na figura 3.9. A regiao na qual ocorre o cruzamento de camadas é
aquela dentro das curvas vermelha (solida) e azul (tracejada).

Um exemplo claro de cruzamento de camadas é dado na figura 3.10. As curvas azuis
sao as respetivas linhas de mundo para cada modelo, calculadas fixando os valores de r; =
0.01,0.02,0.03,0.04 para cada X (t,r;). Note que, neste caso o cruzamento de camadas
ocorre para valores de tempo, ¢, menores do valor do parametro tpy,. Para valores de
tempo maiores que esse parametro (linhas de mundo verdes), ndo ocorre mais cruzamento
de camadas. Isto quer dizer que o nosso modelo com #3(r) > 0 sera limitado pelo valor
do parametro tpg, coisa que ndo acontece com o modelo #5(r) < 0 (ver figura 3.8). Entao,
quando aplicarmos o nosso modelo t’5() > 0 a um universo realistico, s6 podera ser valido

a partir dos valores de tempo maiores que tpg.
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3.3.5 O deslocamento para o azul (Blueshift)

Na secao anterior vimos que a condicao t5(r) < 0 deve ser satisfeita para que nao
ocorra cruzamento de camadas. Contudo, nos modelos com Big Bang inomogéneo t’; # 0,
os raios de luz emitidos perto da singularidade inicial apresentam deslocamento para o
azul (blueshift) gravitacional em tempos tardios. Os raios descolados ao azul perturbam
a temperatura da CMB ao longo da linha de visdo do observador central hoje [28, 29, 30].
Este fendmeno é potencialmente perigoso, na medida em que podemos aplicar os nossos
modelos ao universo real como referido. Nos contextos dos nossos modelos isto ocorre
quando X’ muda de X’ > 0 para X’ < 0. Para X’ > 0 temos que % > 0 e z cresce com
r, por outro lado, para X’ < 0 temos que % < 0, equivalente a um redshift que decresce
com 7.

Geralmente o redshift é determinado pela relagao (3.29). No caso em que E = 0, a

dependéncia do redshift é determinada completamente pelo X’(¢(r),r) no (3.40). Para

M t(r)
M t—tp(r)

redshift z nao deve crescer com r, pelo contririo, z deveria decrescer. Isto pode entao

t’5(r) < 0 nado podemos excluir a possibilidade < 0. Sobre esta condigao, o
resultar em um blueshift de objetos distantes em lugar de um redshift. Isto é de sumo
interesse para quantificar as condi¢oes nas quais semelhantes comportamentos podem
ocorrer.

No geral, temos a relagao

M’ t'5(r) 3, 2 1
— " = t 3.82
M +t—tB(r) r+ 5(r) to — tp(r) +t—t3(r) (3.82)
Agora, para que % > () seja valido, no caso t’; < 0, devemos ter
M’ t5(r) 3 , 2 1
— + ———=>0 = - >t : 3.83
2 T ta() A TP ]

No presente caso (veja (3.51)) isto corresponde a

§_i<£>3t2tﬂ>i(i)3ﬂ (3.84)

r ore \7e o—tp(r)  re\r.) t—tg(r)

ou equivalentemente

(E)4 2tp(r) . _tolr) (3.85)

3
4\r/)  to—tg(r) " t—tp(r) "
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Resolvendo para t, encontramos

1

Tc 4 T
()" - el

t(r) >tp(r) {1+ (3.86)

o

Sobre a condicao (3.86) temos que % > 0. Para tempos primordiais % < 0 e um blueshift

resultante nao poderia ser excluido. A igualdade

1

Tc 4 T
(2)" — el

tMRH(T) = tB(’l“) 1+ (387)

= Qo

corresponde a hiper-superficie de Méaximo Redshift (MRH das inciais em inglés) no [30].
Se tyrru (1) ocorre mais cedo do que a igualdade matéria-radiagao, o potencial do blueshift
estd além da aplicabilidade do modelo LTB sem pressao. A situacao para nosso modelo
estd descrita na figura 3.11. Note que, uma contribuicao consideravel do blueshift ocorre
para tempos que sao da ordem de 2 Gyr. Contudo essa contribuicao desaparece para

escalas maiores a 3 Gpc.

3.0 [ I
: modelo #5'(r)<0 : 1
257 | .

1g0=2.052Gyr

g
=

r.=1.865Gpc

tmMru(D)[Gyr]
= 3

o
(9]
T

r[Gpc]

Figura 3.11: Comportamento da equacao (3.87) no modelo t5(r) < 0 com os valores de melhor
ajuste tpg = 2.052 Gyr e r. = 1.865 Gpc.
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3.3.6 A regiao passada do cone de luz e o horizonte aparente

Comegamos fazendo a analise para o modelo de Einstein-de Sitter. A equagao do cone
de luz para o universo de EdS é dada pela equagao (3.48). Resolvendo esta equagao para

r encontramos que

r(t) = 3 (o — tn,,.) [1 - (m)”i"’] . (3.88)

to = tByas

Com esta solucao, o raio espacial do cone de luz é

X = r(t)a(t) = 3 (to — tn,,.) <Hﬂ>m [1 - (Hﬂ)w] (3.89)

to — tBEdS to — tBEdS

ou, em termos de 7,

1 r 2

X =ra(t(r)) =r [1 - ——1 : (3.90)

3to — By,
Temos entdo, que para as expressoes em termos de ¢ se satisfazem ambos X (t = tp,,,) =0
e X(t = ty) = 0. Equivalentemente, em termos de r, satisfaz as condigdes X (r = 0) = 0
e X(r=3(to—tpy,)) = 0. Isto significa que existe um méaximo valor para X. Ao longo
da regiao passada do cone de luz, X inicialmente cresce até atingir um valor maximo X,
e logo comeca a decrescer. Assim, a condi¢ao para o tempo maximo t,, é

E =0 = (tm - tBEdS) - g (to - tBEdS>1/3 : (391)

Equivalentemente, para o maximo valor, 7,,, de 7,

dX
W =0 = ’f‘m:to—tBEds. (392)

De isto segue que o valor maximo corresponde a

4

Xm == (tO - tBEdS) =

3
5 = (tm — tBgys) - (3.93)

2

Por outro lado, o horizonte aparente é a superficie mais externa presa em torno de uma
regiao fechada. O nome aparente é dado porque separa os raios de luz que estao presos

dentro da superficie, daqueles que podem afastar-se dela. A condicao para o horizonte
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aparente ¢ X = 2M [62], no caso do modelo de EdS (X =ra e M = Myr?), segue que

bt 2/3
a = 2Myr? = (ﬂ) = 2Myr? . (3.94)
to — UBpas
Assim, usando o valor M, = % (to — tBEdS)_Q, e com um simples &lgebra, obtemos entao
que
2 3
g(2M) =1t —1tp,,q = 2M = 3 (t —tByus) - (3.95)

ou 3
X = 3 (t —tBgys) - (3.96)

Note que, comparando (3.96) com (3.93) concluimos que o horizonte aparente intersecta
a regiao passada do cone de luz no maximo valor de X. Isto ¢, & medida que vamos para
tras no tempo ao longo da regiao passada do cone de luz, o raio do cone de luz primeiro
aumenta até atingir o horizonte aparente e em seguida diminui até atingir a singularidade
Big Bang (ver figura 3.4). Isto reproduz o resultado obtido em [25].

Por outro lado, para o caso dos modelos de L.TB, consideramos a solucao particular
(3.35). Agora, para tratar com o cone de luz temos que usar t = t(r), que é a solu¢do da

equagao (3.46). Logo, se diferenciamos (3.35) obtemos

X=X B%%ﬁ (%—tg)l | (3.97)

que inserindo (3.46), d& como resultado a seguinte expressao

=5\ Snm) O 2 em)| (8.98)

De novo, vemos que os valores extremos de X sao obtidos quando X’ = 0. Similarmente
aos resultados prévios do modelo de Einstein-de Sitter, a excepc¢ao da solugao X = 0 para
r=0et=tp, temos que

M’ t's

=2

YT paes S (3.99)

Isto reproduz a condicao para que ocorra o cruzamento de camadas. Contudo, na equa-
¢ao (3.98) notamos que existe outra condi¢do que obviamente determina o maximo de X,
isto é

X = g(t(rm) —tp(rm) (3.100)

onde os subindices m denotam o valor de r no méaximo de X. Esta é a expressao equivalente
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da equacao (3.93) para os nossos modelos inomogéneos.
Agora, vamos estudar o horizonte aparente X = 2M [62|. Que no caso dos modelos

inomogéneos, significa que

4 r3

X=2M = 2M=-—.
9 (to — tp(r))

(3.101)

Por outro lado, com ajuda de (3.43), podemos escrever X como

X=r (ﬂ)w | (3.102)

to — tB(T)

Finalmente, a condicao X = 2M fica como

(=58) - Saaor o

que via uma algebra simples, temos

(to — t;(r))4/3 = (= ts()” (3.104)

assim, disto segue que

E—tp(r) = ;g—Q — 2(om), (3.105)

que é equivalente a escrever

2M:X:;(t—t3(r)). (3.106)

A comparacao com (3.100) mostra que aqui também o horizonte aparente interseta a
regiao passada do cone de luz no méximo valor de X. De novo, o raio do cone de luz
aumenta a medida que vamos para tras no tempo ao longo da regiao passada do cone
de luz até atingir o horizonte aparente e logo diminui até a singularidade Big Bang (ver
figura 3.4).

3.3.7 O desvio do Redshift (Redshift Drift) no LTB

Até agora, mostramos que os modelos inomogéneos podem reproduzir os resultados do
modelo padrao ACDM, mas sem poder distinguir entre os dois modelos. Porém, existe a
possibilidade de falsear estes modelos, estudando o desvio do redshift (redshift drift) [65],
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Isto é, a derivada temporal do redshift cosmoldgico no universo de LTB. Entao, acredita-
se que esta é a maneira decisiva de poder diferenciar entre os modelos LTB e os modelos

copernicanos.

O caso ACDM

Primeiro vamos descrever o desvio do redshift para o modelo padrao ACDM [67]. Para
isto, consideramos a radiacao emitida por uma fonte nos tempos t, e t, + dt, que serao
observados nos tempos posteriores tg e ty + dty, que podem ser relacionados, usando a

defini¢ao da distancia comovel (2.35), da seguinte forma

to dt to+dto dt
/ L / L (3.107)
ts a(t) to+0ts a(t)

que reacomodando os limites de integragao logo temos

ts+0ts dt to+dto dt
L Sl 3.108
T / a(t) (3.108)

E]

assim, considerando que dt/t < 1, encontramos a razao

Ot ot
=2 (3.109)
a(ts)  a(to)
O redshift, da fonte, observado hoje, isto é, no tempo tg, sera
a(to)
J(to) = 1, 3.110
% ( 0) Cl(ts) ( )
e para um intervalo de tempo posterior oty (0ts para a fonte), temos
a(to + 5t0>
s(T 0tg) = ——F= —1. 3.111
solto +0t0) = 255 (8.111)

Assim, a variacao do redshift da fonte é

. CL(to + 5t0) B a(to)
6z, = o alh) (3.112)

Depois de uma expansao em série de Taylor do fator de escala a(t + 6t) ~ a(t) + adt,

encontramos que

8z, = bt [%] . (3.113)
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Note que, a mudanga do redshift, 6z o [a(ty) — a(ts)], resulta da evolu¢do do a com o
tempo cosmico, isto é aceleracao ou desaceleracao. A expressao acima, pode ser escrita

em termos do indice de expansao, como

H (z;
Hy

Considerando o modelo ACDM, podemos escrever a equacao de Friedmann (2.23) em

fungdo do redshift como H(zs) = Ho[Qur(1 + 25)® + Qr(1 + 2,)% + Qa]Y? com Qp =

1 —Qp — Qp. Assim, a equacado (3.114) pode ser re-escrita como

dzs = (1 + z5)Hobtg [1 — V(1 + 2) + Qr + (1 + zs)—Q] . (3.115)

Note que, esta expressao sera nula quando consideramos um universo vazio () = Q25 = 0)

e serd positiva para um universo inflacionario dominado pela constante cosmologica §2,.

O caso LTB

Por outro lado, para calcular o desvio do redshift nos modelos com Big Bang nao
simultaneo, podemos seguir o método desenvolvido em [66]. Entao, vamos usar as equagoes

geodésicas para o caso E = 0,

dz (1+2)X'(r,t)

- = 11
dr c ’ (3.116)
dt X'(r,t)

— = — . 3.117
dr c ( )

As trajetorias da luz observada pelo observador no centro de simetria no t = ty e t =

to + dtg, respectivamente, sao as seguintes

z=z(r,tg) , t =t(r,to) (3.118)

z =z (1, to) +02(r) , t =t.(r,to) + 5t(r) . (3.119)
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Aqui temos por definigdo que t,(0,ty) = to, 6t(0) = dto, z.(0,%9) = 0 e 02(0) = 0.
Substituindo (3.118) e (3.119) nas equagoes geodésicas, obtemos

doz X' X'

dot X'

— = ——0t. 121
dr c (3.121)

Podemos trocar r por z = z,(r, to), usando

d _dzd (1+2)X'd

—_— = — - 3.122
dr  drdz c dz "’ ( )
Assim, temos que
doz 0z X'
dz 1+2 + xr ( )
dot ot
—_— = — 3.124
dz 1427 ( )

a ltima equacao é integrada facilmente e resulta em 0t = 0t /(1 + 2), que substituida em
(3.123), sera

d 0z 1 X
— = —— . 12
dz (1+z> (1+z)2X’5t0 (3.125)

Por outro lado, podemos usar a expressao de X (t,r) para obter

. : t r 1
X = -X B . . 3.126
[<>32—] e

0—tlB

Finalmente, a equagao do desvio do redshift sera

i 0z _ 5t0
dz\1+z)  (1+2)2

Note que, como foi feito em [66], os valores negativos nos modelos LTB estao em concor-

t's T 1 ]

N . (3.127)
_ 2 Tt —

(t—tp)?342, 2 t—tp

dancia com o seguinte resultado nas proximidades do centro (r = 0),

déz z

ey = 3.128
St =to.r=0 to — t5(0) (3-128)
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e se queremos obter um valor positivo, deveria ser satisfeita a relagdo tg < tp(0). Mas
como ¢é sabido isso leva a cruzamento de camadas.

Na figura 3.12 comparamos os dois modelos L'TB com o modelo ACDM em uma escala
de tempo de 6ty = 10 anos e encontramos a diferenca fundamental no sinal da curva
na faixa de redshift z < 2, reproduzindo o resultado encontrado na referéncia [66], onde
a valor positivo é atribuido a que a constante cosmologica A gera gravidade repulsiva.
Esta diferenca é considerada como uma ferramenta potencial para discriminar entre estes
modelos.

A medicao do desvio do redshift, na atualidade, é impossivel de ser feita. Contudo,
existem projetos recentes como o CODEX (COsmic Dynamics and EXo-earth experiment)
desenvolvido no E-ELT (European Extremely Large Telescope), argumentando que podem
medir o deslocamento da velocidade, dvs = c¢dzs/(1 + z5), na ordem de 110 cm/s sobre
um periodo de 10 anos das observacoes do Lyman-«a forest no espectro de absorcao do
QSO [68]. Evidentemente essas diferencas servirdo para poder distinguir o modelo ACDM
de um modelo LTB que foi desenhado para reproduzir a mesma relacao distancia de
luminosidade-redshift. Contudo, essa andlise escapa do objetivo principal desta tese e
serd, desenvolvida em trabalhos futuros. Até aqui fomos capazes de estudar os modelos
com Big Bang nao simultaneo, porém como préximo passo, na seguinte se¢ao, estudaremos

a outra possibilidade que ¢ a de um universo com Big Bang simultaneo.

3.4 Modelos com Big Bang simultaneo

Nesta se¢ao trabalhamos a possibilidade de considerar o Big Bang simultaneo tg(r) =
t, sendo o valor de ¢, uma constante, que com a hipotese do tempo de Big Bang simultaneo
o valor numérico de ¢, é irrelevante e podemos definir como sendo nulo, como deve ser
esperado nos modelos genéricos da inflacao. Com estd consideracao, podemos calcular a

equagao (3.23) para o tempo presente, resultando em

Hio(r (3.129)

1 ! dy
)= %/0 \/y_lQM+QK ’
onde ty é a idade do universo, que por economia computacional, fixamos em tq5 = 13.7
GyrS. Isto quer dizer que, a idade do universo ¢ uma quantidade global, que contraria-
mente aos modelos com Big Bang nao simultaneo, nao depende da localizacao espacial
dos observadores. Note que H o(r) ¢ medido em unidades de Gyr~!. Assim, para cada

valor do parametro de densidade da matéria Q,;, a equagao (3.129) nos permite calcular

6Este valor corresponde a fixar Hy = 71 Km/Mpc/sec no modelo ACDM.
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Figura 3.12: O desvio do redshift para os modelos de Big Bang nao simultdneo com seus
respectivos parametros de melhor ajuste, comparados com o modelo ACDM plano (€2, = 0.3 e
Qp =0.7).

o valor do parametro de Hubble hoje H o(r) o qual pode ser usado em (3.21) para obter
o valor numeérico do fator de escala inomogéneo X (¢,7) e todas suas derivadas parciais.
Estes tipos de modelos sao considerados como restritos. Um proximo passo é definir o

perfil do parametro de densidade, passo que sera estudado na seguinte subsecao.

3.4.1 Os perfis dos vazios locais

Como é bem conhecido, no modelo ACDM a diminuicao da luminosidade das super-
novas distantes pode ser explicada somente com a introducao ad hoc de uma componente
de energia escura, que é a responsavel pela presente expansao acelerada do universo. Con-
tudo, com os modelos inomogéneos de simetria esférica, é possivel gerar o escurecimento
observado de objetos distantes via uma regiao de baixa densidade local.

Assim, analisaremos trés perfis diferentes da distribuicao de matéria, conhecidos como:
o perfil de CGBH (Constrained Garcia-Bellido-Haugbglle), o perfil de tipo Gaussiano e a
nossa nova proposta, o perfil de Cr-In2 o qual serd descrito depois. Os trés perfis apre-
sentam duas propriedades principais, eles descrevem uma vizinhanca local de simetria
esférica com baixa densidade e se aproximam suavemente a um universo de Einstein-de
Sitter (ver figura 3.13). Os parametros para cada perfil sdo escolhidos de forma que recu-

peremos assintoticamente um espaco-tempo de FLRW. Esse comportamento assintotico
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Figura 3.13: A distribuicdo de matéria hoje como uma fun¢do da coordenada radial. Nos trés
perfis fixamos Q7 0u; = 1. Os outros parametros sao considerados como livres que serao ajustados
com os dados observacionais. Para plotar os perfis usamos Qps;, = 0.3, Ar =v =0.5¢e 79 = 3.
A linha vertical de traco cinza indica o valor do raio do vazio, enquanto as linhas horizontais os
valores das densidades de matéria.

também nos garante que muito no passado todos os modelos se aproximam a um universo

de FLRW.

O perfil do modelo CGBH

Na referéncia [63], J. Garcia-Bellido e T. Haugbglle propoem um modelo, com seis
parametros livres, que é completamente caracterizado pela distribui¢ao de matéria ,,(r)
e o indice de expansdo transversal hoje Ho(r). Essa parametrizagao fixa os valores, na
regiao interna e externa, de Q,; e H, o, e também quao grande e suave é a transicao
das regioes interna e externa. Devido a que o perfil é restrito pelo requerimento de um
tempo de Big Bang simultaneo, eles chamaram seu modelo como CGBH (das iniciais em
inglés Constrained Garcia-Bellido-Haugbolle). Esta condigao extra impoe a relagdo entre
o indice de expansao e a densidade de matéria, assim o modelo terda s6 uma tnica funcao
livre.

O perfil do modelo CGBH é parametrizado da seguinte maneira

1 —tanh [(r — 7o) /2A7]
1 + tanh(ry/2Ar) ’

Qu(r) = Qpsowe + (i — Qitone) (3.130)

onde )., representa a densidade de matéria no centro do vazio local e rg é o tamanho

tipico do vazio que, em ordem a ajustar com os dados observacionais, serd da ordem de
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Gpe. O parametro Ar controla a suavidade da transicao de dentro para fora do vazio.
Finalmente /... ¢ a densidade na regiao externa do vazio que é fixada & unidade em

ordem a recuperar assintoticamente o modelo plano de FLRW.

O perfil do tipo Gaussiano

O segundo perfil a ser considerado ¢ similar ao CGBH, mas com um parametro menos
e exibe uma transicdo do tipo-gaussiana do dentro para fora do vazio local. A densidade

de matéria para o perfil Gaussiano é escrito da forma
- 2
QM(T> - QMout + (QMin - QMout)e_<%) . (3131)

Todos os parametros tém a mesma interpretacao fisica como antes considerado. Porém,
pela falta de um parametro que suavize a transicao de dentro para fora do vazio local, o

valor dos parametros €2y, e 79 serao bem diferentes aos resultados do modelo CGBH.

O perfil do modelo Cr-1n2

O terceiro e ultimo perfil a ser considerado é proposto nesta tese com o raciocinio
similar as parametrizacoes previamente estudadas. Isto é, um modelo de vazio que muda
suavemente a densidade de matéria de um meio de baixa densidade com €2, para outra

regiao com densidade de matéria Qy,... Este perfil é apresentado como [64]

3+
Qu(r) = Qi+ (Qasrows — Qasin) <E> 3+[,1 v <E> ] , (3.132)
1+ (—0) [1+I/ln2 (—Oﬂ

onde v tem o papel similar de Ar no modelo CGBH. Note que, para v = 0, sera suprimido
o aporte logaritmico na transicao de dentro para fora do vazio e o perfil se reduz ao caso
mais simples de uma potenciacao ao cubo.

Uma caracteristica interessante que distingue este perfil do CGBH é a independéncia
do valor do parametro de densidade em 7y com respeito ao parametro de transicao. No
modelo Cr-In2 a densidade de matéria /(7o) depende s6 de Qpp, € Qpron- Com efeito,
um calculo direto mostra que

Qtin — Qasous tanh (ro/2Ar)

Qs = fil BH 1
m (7o) T+ tanh (ro/2A7) perfil CG (3.133)

Qu(ro) = (0w + Qarin) perfil Cv-In2 (3.134)

1
2
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Estes valores coincidem para valores 5%~ > 1, na figura 3.13 pode ser apreciado esse
comportamento.

Por outro lado, na figura 3.14, mostramos os indices de expansao transversal e ra-
dial (3.10) e a média geométrica H™ para os trés perfis. Note que o modelo CGBH
presenta uma maior diferenca entre os parametros de Hubble transversal e radial em com-
paracao com os outros modelos. Na secao 3.4.5 veremos como estas diferencas tém um

papel essencial quando compararmos com os dados da escala de BAO.

3.4.2 O parametro de desaceleracao

Na se¢ao 3.1 foram obtidos os parametros de Hubble na diregao transversal H,o(r)
e radial Hjy(r), entdo é logico pensar que existem dois parametros de desaceleracao di-
ferentes. Assim, em analogia com a métrica de FLRW, podemos definir o parametro de

desaceleracao transversal e radial como

qu(t,r) = —X@i)(%)(t,r) : (3.135)
q(t,r) = — X’(iiﬁl%t,r) (3.136)

Note que, no limite de FLRW X (r,t) = a(t)r, com a(t) o fator de escala. Pode
ser verificado imediatamente que ambos parametros de desaceleracao, definidos acima,
a;;tﬂ Na

figura 3.15, mostramos ambos parametros de desaceleracao em fungao da coordenada ra-

convergem ao parametro de desaceleragao de FLRW, isto ¢ ¢ = g = q. = —

dial, r, para diferentes tempos. Em todos os casos a expansao hoje ¢ de forma desacelerada
contrariando o resultado obtido no modelo ACDM que descreve um universo em expansao
acelerada. Esta é uma caracteristica geral dos modelos de LTB, a qual é considerada na
literatura como uma forma potencial de distinguir uma evolucao homogénea e isotropica
de um modelo inomogéneo [65, 66]. Além dos dois parametros de desaceleragao definidos
acima, podemos definir também um parametro de desaceleracao efetivo como resultado
da combinacao deles. No espago-tempo de LTB o fator de expansao, ©(t,r), é definido
por (3.14). Em adigdo, o parametro de desaceleragdo, no Universo de FLRW, pode ser
escrito como ¢ = —1 — 3@/@. Por tanto, é possivel definir o parametro de desaceleracao
efetivo de LTB, simplesmente substituindo o fator de expansao por sua versao em LTB.

Fazendo uso de (3.30), pode ser encontrado o pardmetro de desaceleragao efetivo em
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Figura 3.16: Parametro de desaceleragio efetivo para os 3 modelos comparados com o modelo
ACDM plano e o Universo de Einstein-de Sitter.

termos do redshift z como

¢"(z) = —1+[H3(é)+f;gf2>]z %H(z)mgzm(z) . (3.137)

Note que para altos redshifts o parametro efetivo tende a se comportar como de um
modelo de FLRW. Na figura 3.16 se mostra a evolucao do parametro de desaceleragao
efetivo em funcao do redshift para os trés perfis. Adicionalmente, incluimos o modelo
ACDM plano (com €, = 0.3) e os modelos de Einstein-de Sitter (EdS). O parametro
de desaceleragao para todos os modelos inomogéneos troca de sinal duas vezes indicando
expansao desacelerada para valores pequenos de z. Este comportamento estd em acordo

com os parametros de desaceleracao transversal e radial descritos anteriormente.

3.4.3 O desvio do redshift nos modelos dos vazios locais de L'TB

O comportamento da expansao desacelerada do universo no tempo presente, pode
ser um indicador para poder diferenciar os modelos de vazios de LTB com o resultado
obtido no modelo ACDM, que indica expansao acelerada. Contudo, nao temos os dados
observacionais do parametro de desaceleracao. Na secao 3.3.7 foi estudado o desvio do
redshift, para os modelos com Big Bang nao simultaneo, como um método efetivo para

poder diferenciar os modelos inomogéneos dos homogéneos. Nesta secdo vamos a estudar o
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Figura 3.17: O desvio do redshift para os 3 modelos de vazios comparados com o modelo ACDM
plano.

desvio do redshift para os modelos com Big Bang simultaneo e comparar com o resultado
do modelo ACDM. Considerando as equagoes geodésicas (3.24), a equagdo para o desvio
do redshift [66], nos modelos de LTB, ¢ obtida como

d (=) _ 1 Xo (3.138)
dz\1+z2) (Q+22x °° '

Na figura 3.17 apresentamos a comparagao dos modelos de vazio de LTB com o modelo
ACDM. Da mesma forma que na secao 3.3.7 calculamos isto para um intervalo temporal
de 0ty = 10 anos. Note que nossos resultados apresentam a mesma diferenca de sinal
das curvas como foi encontrado nos casos de Big Bang nao simultaneo. De novo, estas

diferencas servirao para distinguir o modelo ACDM dos modelos de LTB.

3.4.4 Cruzamento de camadas nos modelos dos vazios locais de
LTB?

Na secao 3.3.4 foram estudadas as condigoes nas quais acontece uma singularidade
de tipo cruzamento de camadas para os modelos com Big Bang nao simultaneo. No caso
dos modelos com Big Bang simultaneo, o valor de X'(¢,7) é obtido de forma numérica.

Entao nao temos forma de calcular analiticamente as condi¢oes em que acontece uma
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singularidade do tipo cruzamento de camadas, isto ¢, X’ = 0. Porém, podemos calcular
numericamente a curva X (¢, 7(t)) e verificar se a faixa do tempo estudada, apresenta algum
cruzamento de camadas. Na figura 3.18 mostramos as curvas dos raios geodésicos para os
modelos de CGBH, Gaussiano e Cr-In2, comprovando que nao apresentam cruzamento
de camadas em toda a histéria do universo a partir do Big Bang. A singularidade do Big
Bang X = 0 é indicada para cada figura. De novo, as curvas verdes sao as respetivas
linhas de mundo para cada modelo, calculadas fixando os valores de r; = constante para
cada X(¢,7;).

3.4.5 As Oscilagoes Actsticas de Barions nos modelos de LTB

O modelo padrao da cosmologia descreve os processos da nucleossintese primordial e
da época da recombinacao dentro de um universo homogéneo e isotropico. Deado que os
barions sao fortemente acoplados aos fétons antes da época da recombinacao, as oscila-
coes das ondas sonoras devem ser impressas nas perturbagoes dos barions, bem como as
anisotropias de temperatura da CMB. As Oscilag¢oes Actsticas de Barions (BAO, pelas
iniciais em inglés) tém um comprimento caracteristico, impressa na distribui¢ao de ma-
téria, que codifica a fisica dessa fase primordial do universo. Este pequeno sinal ocorre,
aproximadamente, na separacao de comprimentos da ordem de 150 Mpc.

De modo a tratar com as observagoes de BAO nos modelos inomogéneos, temos que
enfrentar efeitos diferentes que vém da dependéncia espacial da dinamica de fundo. Em
particular, como ja vimos, nos modelos de LTB os comprimentos fisicos dependem nao sé
do tempo, ¢, também da coordenada radial, r. Além disso, o modelo tem dois indices de
expansdo distintos, isto é, nas dire¢des transversal H (t,r) e radial H(t,r). Para fazer a
analise de BAO, em um modelo inomogéneo arbitrario, temos que comecar baseados em
primeiros principios. Em particular, os perfis (3.130)-(3.132) junto com a hipotese de um
tempo do Big Bang simultaneo, garantem que nossos modelos de LTB tém propriedades
validas que aproximam a dinamica de FLRW no passado longinquo. Portanto, podemos
assumir que estes modelos sao indistinguiveis do universo de FLRW durante a recombina-
cao. O passo crucial serd entao, propagar apropriadamente a condi¢ao inicial através da
dinamica inomogénea de L.TB. As componentes transversal e radial evoliem em formas
diferentes, assim, seguindo |69] devemos descrevé-las por separado.

A simetria esférica da métrica de LTB simplifica consideravelmente a evolucao do com-
primento transversal. Com efeito, podemos escolher o sistema de coordenadas de forma
que se cumpra 6 = ¢ = 0. Além disso, estas condigoes sao estéveis para geodésicas de

tipo-tempo. Por tanto, uma separacao angular Af entre geodésicas vizinhas serd preser-



3.4 MODELOS COM BIG BANG SIMULTANEO 62

14
Gaussiano
1.51 i
3 1.0 1
= .
0.5fF ]
0.0L¥ ‘ | 1
0 2 4 6 8 10 12 14
t[Gyr]
% 4
— ]
N
“Linhas do Mundo B
ool iner—————————— 1
0 2 4 6 8 10 12 14

t[Gyr]

Figura 3.18: Raios geodésicos para os 3 modelos de vazios, mostrando a auséncia da singulari-

dade shell crossing.
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vada ao longo das suas trajetorias. Assim, o comprimento fisico transversal, na emissao’,
é dada por L (t.,7) = [/geed0 = X(t.,r)Af. O comprimento fisico radial é obtida
de uma forma similar. Uma particula de matéria, inicialmente em repouso, continuara
na mesma posicao radial e sua evolucao sera também estavel para geodésicas de tipo-
tempo. Para uma separacao radial inicial dr, o comprimento fisico radial na emissao é

Ly(te,r) = [ \/Grr dr = X'(t.,7) Ar/\/1 + 2E(r). Estes comprimentos podem ser relaci-

onados com os comprimentos fisicos observados, respectivamente, como

X(t,r)
Li(t,r) = mLL(te, ), (3.139)
LH(t,T) = %L”(t&ﬂ . (3.140)

As relagoes acima expressam a evolucao do fundo dos comprimentos fisicos, no modelo
de LTB. As correcoes em primeira ordem nao sao tao simples, como no caso homogéneo
e isotréopico. No universo de FLRW, a evolugao de sub-horizontes nas perturbacoes em
primeira ordem ¢é exclusivamente dependente do tempo. Hoje em dia as medicoes das
observacoes cosmologicas sao suficientemente precisas para demandar um adequado con-
trole destes efeitos. Como argumentado em |70, 71, 72] estes efeitos podem produzir um
deslocamento na escala actstica que, de passo, pode gerar erros sistematicos comparados
com os ja esperados erros estatisticos na seguinte geracao de levantamentos de dados. Nao
obstante, para a presente analise vamos manter apenas até as perturbacoes em primeira
ordem.

A evolugao das perturbagoes lineares nos modelos inomogéneos é mais complicada que
no modelo de FLRW. Uma das questoes chave é a combinacao dos modos das perturba-
¢Oes em primeira ordem. Como é bem sabido [73, 74|, o desacoplamento das perturbagoes
lineares é¢ uma consequéncia direta das simetrias na métrica de fundo FLRW. No Universo
de LTB, pelo contrario, se espera um acoplamento entre os modos escalar, vetorial e ten-
sorial. O acoplamento crucial no Universo de LTB é entre os modos escalares e tensoriais.
De fato, devido a simetria esférica na métrica de fundo LTB, pode ser mostrado que os
modos vetoriais podem ser ignorados em comparacao com as outras componentes. Ade-
mais, o acoplamento, dos modos, depende do perfil de matéria especifica de cada modelo.
Por sorte, para o perfil de CGBH, os efeitos nao lineares sdo subdominantes [69, 75] e
podemos considerar aproximadamente a escala de BAO como sendo constante no espaco
de coordenadas. A validade, para os perfis de tipo Gaussiano e Cr-ln2, segue de suas

baixas diferencas entre os indices de expansao transversal e radial (ver figura 3.14).

7O tempo de emissdo é representado por t..
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Os modelos de LTB, considerados aqui, para grandes distancias espaciais (r = ro, >
r9) ou para bem longe no passado (t = t(zs) com z, 2 1000), se aproximam a um
comportamento de FLRW, de tipo poeira. Portanto, podemos assumir que o tempo pri-
mordial da dinamica barionica, em nossos modelos, sera indistinguivel do caso de FLRW.
Esta caracteristica garante o uso da independéncia espacial, na escala de BAO, como con-
dicao inicial para nossos modelos. Adicionalmente, no passado distante, a homogeneidade
e isotropia do universo nos permite assumir a escala de BAO, como sendo independente

da coordenada espacial nas hiper-superficies de tempo constante.
LP(te,r(2)) ~ L*(te,rs) - (3.141)

A escala de BAO assintotica pode ser calculada dentro do cenério do modelo ACDM
para o qual usamos a formula de ajuste (fitting formulae) para a matéria escura fria
adiabatica desenvolvida em [76]. A escala assintotica de BAO depende do horizonte do

som [, na época do arrasto (drag) o qual pode ser aproximado por

44.51n(9.83 /5 h2.)

lS ¥ ra,
N S (VAT

¢, (3.142)

onde Q9}, % e h4 sao, respectivamente, a densidade efetiva total, densidade efetiva de
barions e o fator de Hubble efetivo normalizado. Convencionalmente, no modelo ACDM,
em vez disso deveriamos ter o parametro de matéria total )y, a matéria barionica (),
e o fator de Hubble normalizado h = H,/(100 Km.Mpc~'.s7!). Contudo, dado que, o
nosso modelo, somente no regime assintético é aproximadamente homogéneo e isotropico,
precisamos evoluir para tras no tempo a dinamica de L'TB, até o tempo de emissao e usar
os valores efetivos na formula de ajuste escrita acima.

O tempo de emissao tem que ser longe o suficiente, no passado, para atingir o compor-
tamento assintotico de FLRW. Devido a economia computacional, escolhemos o tempo
de emissdo como z, = 100, quando a inomogeneidade LTB® ainda est na ordem de 1%.
Nesta fase, podemos assumir que, Q5 = Qarone € 257 = f, Qpsouns, onde f, representa
a fracao dos barions na matéria total. O fator de Hubble normalizado se escreve como
heg = Hg™/(100 Km.Mpc™'.s7) onde o parametro de Hubble efetivo é dado por

[Hy(z) H? (2)]

VOTA+ 23+ (1 — Q) (1 + 2)?

H = (3.143)

8As inomogeneidades podem ser caracterizadas através do contraste da densidade p,,(t,r) =
P (6, 7)) pm (too,r), consequentemente, a declaracao de que as inomogeneidades de LTB sao pequenas
significa que dp(t,7) < 1%.
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A simples diferenca do procedimento acima com o feito em [69] é que usamos a média
geométrica do parametro de Hubble (3.11), ao invés da média aritmética do parametro
de Hubble (3.13). Esta pequena modifica¢do tem a vantagem de que a média geométrica
converge mais rapido para o regime do FLRW que a média aritmética.

O horizonte do som nos da a escala de BAO comével que, no universo de FLRW, é
igual & escala fisica de BAO hoje®. Lembrando que, o limite assintotico espacial do modelo
de LTB em qualquer momento ¢ o Universo de FLRW, temos que L®° (%o, 7o0) = l5(Zarag)-
Com o fim de relacionar o horizonte do som (3.142) com as escalas fisicas transversal e
radial usando (3.139)-(3.141), fazemos uma regra de trés, para obter

ﬁAO(z) _ X)’(gt(z),r(z ) X' (te,roo) () (3.144)
(te,r(z)) (to,roo)
X(t(z), r(z))
X (te, r(z))

(fe:oc)
(f0: 7<)

X

BAO
L5 (z) % ls(Zarag) - (3.145)
Existe um ultimo passo para conectar as relacoes acima com os dados observacionais. A
sensibilidade das pesquisas atuais, somente proveem uma razao das escalas de distancias
combinadas, a partir do espectro de poténcias esfericamente promediado [77, 78]. No

universo de FLRW, o observavel fisico associado com a escala de BAO é a razao [79]

ls(Zarag)
R 3.146
z D{?/LRW(Z) ) ( )
onde D{"™(z) codifica a escala de dilatagdo como, a raiz ctibica do produto da dilata¢do
radial com o quadrado da dilatagao transversal |8, 79|.

A dilatacao radial é dada por

z

DI () = )

(3.147)
enquanto a dilatacao angular ou transversal ¢ simplesmente a distancia angular comovel
que pode ser escrita em termos da distancia didmetro angular como (1 + z)d%"™". Assim,

escrevenos

DEE () = {(@ +Z)dFLRw>2HF+W(ZJ v , (3.148)

9A identificacdo do horizonte do som comével com a escala fisica de BAO hoje é valida se assumimos
a normalizac¢do do fator de escala a(ty) = 1.
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Em particular, uma relacao 1til a ser considerada é a razao

DFERY(0.35)

R=pamia) -

(3.149)
Esta quantidade somente depende dos parametros cosmoléogicos (2, Qx, Q24) e portanto,
fornece um vinculo bastante tutil. Pode ser verificado que a relacao medida nao pode ser
reproduzida sem A. Mas, na verdade, o modelo ACDM nao encaixa muito bem com o
nimero a ser reproduzido. O valor medido de R em [79] ¢ de cerca de 1.812 £ 0.060,
enquanto o valor medido com ACDM (com 2, = 0.75) é somente de 1.67. Por outro lado,
um universo vazio aberto dé& cerca de 1.5.

Ainda que (3.146) e (3.149) fornecem observaveis de BAO nos modelos de FLRW,
é conveniente seguir as medicoes atuais, que usualmente se referem a quantidades in-
dependentes do modelo (A#?Az), onde Af ¢ o angulo no céu e Az é o intervalo do
redshift, que corresponde ao horizonte de som comoével. No universo de FLRW temos que

A5 =1,/ (1 4 zao) A0 e Iy, = Az/H™ ™ (25,0) de tal modo que encontramos

ls

2 1/3 _ ,1/3
(AG°Az) z —D‘F/LRW<Z>

para FLRW . (3.150)

Conforme com [69, 80|, definimos, no modelo de LTB, uma longitude caracteristica de

BAO, d.(z), como o analogo LTB das rela¢oes anteriores. Assim, definimos a quantidade

AG*Az

z

1/3
A" (z) = ( ) para LTB . (3.151)
A escala angular é de novo relacionada a distancia diametro angular com a diferenca que
devemos usar o comprimento de BAO transversal
L3z

B = . 152
Abro 2] (3.152)

De uma maneira similar, da equacao (3.31) e da métrica (3.7), a separagao do redshift

sera
Azpao = (14 2)Hy(2)L*(2) . (3.153)
Assim, combinando as equagoOes anteriores com (3.144) e (3.145) obtemos

LTB 142 HH(Z) 1/3 5 5
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onde a fungdo dependente do redshift {(z) é definida como

X'(t(2),7(2)) X' (terao) N (X (42, 7(2) X (terro) ) .
X’(te,r(z)) X’(tgwoo) X(te,r(z)) X(to,roo) T

() =

Note que, para tempos primordiais t., no limite de FLRW, isto é X(t.,7) = a(te)r, a
fungao se reduz a £(z.) = (1 + z.)~'. A equagao (3.154) pode ser facilmente relacionada

com a expressao dos modelos de FLRW, como

1/3

&= (14960 [Hﬁl{if()@ (ddwf)))] L (350)

Note que, para tempos primordiais t., esta relagao se reduz ao modelo de FLRW, dY™(z,) =
dEVRV(z,). Neste capitulo estudamos como os modelos de LTB podem descrever as obser-
vagoes cosmologicas das supernovas tipo la e as Oscilagoes Actusticas de Barions. Assim,

como proximo passo, no capitulo seguinte estudaremos esses dados observacionais.



Capitulo 4
Observacoes cosmologicas

Neste capitulo, apresentaremos as observagoes astrofisicas usadas para testar os mode-
los cosmologicos. Daremos uma breve revisao do conceito de vela padrao e sua aplicacao
na medicao de distancias cosmologicas. Também serao estudados o método de uso de
supernovas tipo Ia (SNTa) como velas padronizéaveis, dando uma revisdo dos dados mais
atuais na literatura junto com as técnicas estatisticas para ajustar os modelos cosmologi-
cos. Finalmente, apresentamos o catalogo de dados das Oscilagoes Actusticas de Barions

(BAO) que servirao para impor vinculos no espago de parametros cosmologicos.

4.1 Indicadores de distancias, as velas padroes

O termo vela padrao, na astrofisica, é usado para se referir as propriedades fisicas de
determinados objetos, que permitem estimar a distancia na qual eles se encontram. Ao
contrario dos objetos que estao localizados nas proximidades da terra, na qual é possivel
determinar a distancia por procedimentos geométricos, a fonte de informacao! de um
objeto distante, consiste em comparar a luz que é recebida com a luz que foi emitida
por esse mesmo objeto determinado. A medicao da luz recebida na terra pode ser feita
com bastante precisao, ao contrario da luz emitida que nao é possivel de medir, a nao
ser que seja usada alguma propriedade do objeto emissor que esteja relacionada com a
luminosidade e que possa ser medida.

Dentro dos objetos distantes que podem ser considerados como velas padrao, estao o
periodo de variabilidade das estrelas Cefeidas e das RR Lyrae [81], a largura das linhas
espectrais de emissao da relagdo de Tully-Fisher [82] e as supernovas tipo Ia. Sendo as
SNIa os objetos mais distantes e os melhores candidatos a velas padrao devido ao seu

brilho extremamente luminoso e uniforme.

Ina qual se baseia a estimacdo da distancia de luminosidade.

68
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4.2 Supernovas tipo Ia

A supernova é uma explosao estelar, extremamente luminosa, que gera uma alta libe-
racao de radiacao e que pode durar varias semanas ou até mesmo meses. As supernovas
sao classificadas de acordo com as linhas de absorcao dos elementos quimicos que as cons-
tituem. Se o espectro de uma supernova inclui uma linha espectral de hidrogénio, entao
ela é catalogada como do tipo II. Caso contrario ela serd do tipo I. No inicio dos anos 80
emerge uma nova subclassificacdo de supernovas, nas quais, as supernovas do tipo I foram
dividas em trés. Se elas apresentam linhas de absorcao de silicio isoladamente ionizado (Si
IT) serao consideradas como do tipo Ia, se contém uma linha de hélio sdo do tipo Ib e se
carecem de silicio e hélio serao do tipo Ic. Logo foi percebido que contrarias as supernovas
do tipo II, as do tipo Ia exibem uma enorme uniformidade, nao s6 em suas caracteristicas
espectrais sendo também em suas curvas de luz (baixa dispersao), de tal forma que sua
luminosidade varia em funcao do tempo, comecando por um brilho crescente até atingir
0 pico maximo para logo desvanecer em um periodo de varias semanas.

A explosao de uma SNIa ocorre quando a massa de uma ana branca?, em um sistema,
binario, excede o limite de Chandrasekhar®, de 1.44 My [83], que por meio da absor¢ao
do gas da outra estrela (acrescimento Carbono/Oxigénio), procede a fusdo instanténea
de todo seu ntcleo. Isto é, gera uma explosao termonuclear que expulsa todo o material
que a formava. Devido a que a luminosidade absoluta da SNIa é quase constante no
pico maximo do brilho, a distancia de uma SNIa pode ser determinada medindo sua
luminosidade aparente. Assim a SNIa poderia ser considerada como uma “vela padrao”
para o qual a distancia de Luminosidade pode ser medida observacionalmente, contudo
existe uma dispersao na medicao das curvas de luz e entao nao sao velas padrao perfeitas,
mas podem ser padronizaveis (ver se¢iao 4.2.1).

As supernovas de tipo Ia sao vistas tanto em galaxias com populacoes estelares jovens
quanto velhas. Nas populagoes estelares jovens, como as galaxias espirais, elas se encon-
tram geralmente nos bragos das espiras, onde existe formacao estelar ativa no presente.
Também sao achadas nas galaxias elipticas, onde a formagcao estelar aparentemente ces-
sou muitos Giga-anos atras. As propriedades das SNIa nao parecem apresentar diferencas
entre estas diferentes populacoes. Isto é importante porque em altos redshifts a populacao

estelar é mais nova.

2Estrela compacta suportada pela pressao degenerada de elétrons.
3 A massa na qual os elétrons degenerados se tornam relativistas e a and branca vira instéavel.
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4.2.1 Padronizando as velas

No inicio da década dos noventa, com suficientes observacoes e a chegada dos detetores
CCD (Charge Coupled Device), foi possivel determinar a existéncia de uma variabilidade
consideravel dentro das SNIa. Isto é, a explosao que ocorre perto do limite de Chan-
drasekhar, e nao exatamente no limite como se acreditava, pode ter uma luminosidade
intrinseca que varia por um fator de trés. O pico maximo do brilho e o tempo de duracao
da curva de luz da SNIa estdao bem correlacionados [84]. Isto &, enquanto mais largo o
pico de luminosidade (mais brilhante), o decaimento é mais suave (mais amplo); como
mostrado no lado esquerdo da figura 4.1. Existem varias formas de quantificar este efeito,

por exemplo considerando a corre¢do de Phillips [84]
MB:a—I—bAm15(B) s (41)

onde Mp representa o pico da magnitude absoluta na banda-B e Am;; é a mudanca
observada na magnitude aparente, 15 dias depois do pico, sendo a e b constantes. Esta é
uma relacao empirica e nao existem argumentos teéricos para sua formulacao. O pequeno
grau residual da dispersao pode se inferir devido a diferencas nos indices de acrescao,
nas velocidades de rotagdo ou nas razoes de Carbono/Oxigénio [85]. O lado direito da
figura 4.1 mostra como a correcao alinha a largura da curva de luz e o pico maximo do
brilho para as supernovas nas proximidades. Contudo, quando esta correcao é aplicada, a
dispersao das SNIa na linha de Hubble dinimui em pelo menos 0.3 magnitudes [86]. Outra,
corre¢ao aplicada as curvas de luz, foi desenvolvida na referéncia [87], a chamada Multi-
color Light Curve Shape (MLCS), na qual fazem uso de cores para realizar correges da
extin¢ao devido a poeira, reduzindo a dispersao em 0.12 magnitudes. Assim, esta relagao
de queda-brilho nos permite usar as SNIa como velas padroes calibradas para a cosmologia.
Na atualidade existem diferentes adaptadores de curvas de luz para padronizar as SNla,
entre eles temos o SALT (Spectral Adaptative Light-curve Template) que sera revisado
em maior detalhe na secao 4.3. Por enquanto, vamos a continuar com uma breve revisao

dos catalogos de SNIa nas diferentes faixas de redshift.

4.2.2 SNIa em baixos redshifts

As SNIa em baixos redshifts sao aquelas que se encontram na faixa de 0.01 < z < 0.1.
A primeira maior cole¢ao de dados (29 SNIa) observados em baixos redshift foi realizada,
em meados da década de noventa, com o telescopio Calan/Tololo no Chile por Hamuy
et. al. [88]. Dados mais atuais, em baixos redshift, foram catalogados no CfAI [89] que
acrescentam 22 SNIa, no CfAII [90] com 44 SNIa, no CfAIII [91] com um namero maior
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Figura 4.1: Curvas de luz de SNIa nas proximidades antes (esquerda) e depois (direita) da
corregao (4.1). (Figura tomada do site: http://www-supernova.lbl.gov).

de 158 SNIa, no CSP [92] com 35 SNIa e no LOSS [93] com 165 SNIa. Para as amostras
do Calan/Tololo, CfAI e CfAIl, os dados foram transformados, pelos proprios autores, de
um sistema instrumental para o sistema de Landolt [94], usando transformagoes lineares
derivadas das estrelas numa faixa limitada de cor, nas diferentes bandas (UBVRI). No
caso das amostras CfAIII, CSP e LOSS, ja existe uma disponibilidade natural do sistema
de fotometria, entdo nao é preciso aplicar transformacao alguma. As amostras nesta faixa
de baixos redshifts servem para restringir bem, estatisticamente, o valor do parametro de
Hubble, independentemente do modelo cosmologico que seja usado. Por outro lado, para
poder restringir com precisdo o parametro de desaceleragdo (ou a expansao acelerada),
precisamos de dados em mais altos redshift onde possam ser apreciados os desvios no

indice de expansao.

4.2.3 SNIa em altos redshifts

No final da década de noventa, dois grupos independentes, realizaram a maior cole¢ao
de observacoes de SNIa, para a cosmologia, em altos redshifts. Por um lado o High 2-
Supernovae Search Team (HSST) dirigido por A. Riess [3] junto com Schmidt [95], e por
outro o Supernova Cosmology Project (SCP) comandado por S. Perlmutter [4], obtiveram
resultados similares, indicando que o universo de Friedmann, no tempo presente, esta
em expansao acelerada. Até 1998 o HSST descobriu 16 SNIa em altos redshifts junto

com 34 SNIa em baixos redshifts, enquanto o SCP confirmou 42 supernovas na faixa
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Figura 4.2: Diagrama de Hubble publicado pelo SCP [4] junto com as SNIa em baixos redshift
do catalogo do telescopio Calan/Tololo. Note que a magnitude aparente efetiva mp inclui as
correcOes nas curvas de luz da relagdo largura-luminosidade. As curvas solidas sao as predi-
cOes tedricas do mp para um ntmero de modelos cosmolégicos sem constante cosmologica
((Qr, 22)=(0, 0), (1, 0) e (2, 0)). As curvas tracejadas correspondem aos modelos cosmolo-
gicos planos (2, 24)=(0, 1),(0.5, 0.5),(1, 0) e (1.5, -0.5)), mostrando a evidéncia da expansao
acelerada.

de redshift z = 0.18-0.83. No HSST mostraram que, para z = 0.5, as SNIla sao 0.2
magnitudes mais escuras do que prediz o modelo espacialmente plano de s6 poeira (sem
constante cosmologica). Este comportamento pode ser apreciado no diagrama de Hubble
obtido pelo SCP, que corrobora os resultados do HSST, apresentado na figura 4.2. Com
a andlise estatistica feita por Pelmutter et al. se encontrou que o parametro de densidade
¢ restringido no valor de €, = 0.28 no Universo plano com constante cosmologica [4].
Estes resultados indicam que o contetdo energético do universo, no contexto de FLRW, é
dominado pelo setor escuro, com um 30% de matéria escura e um 70% de energia escura,
aproximadamente. Como foi mencionado na secao 2.2, o candidato mais simples para a
energia escura é a constante cosmoldgica cuja evidéncia observacional estd claramente nas
SNIa e que combinadas com a evidéncia de um Universo plano dado pela CMB e dos
aglomerados de galaxias de uma baixa matéria total, indicam uma concordancia entre os
parametros cosmolégicos do modelo ACDM.

Dados mais atuais na faixa alta de redshift, foram obtidos pelos trés anos de observacao



4.2 SUPERNOVAS TIPO IA 73

do programa SuperNova Legacy Survey (SNLS3) [96], com o telescopio Canada-Franga-
Hawaii, focando principalmente em medir o valor da equacao de estado da energia escura.
Ele foi projetado para medir centenas de SNIa na faixa de redshift, 0.3 < z < 1. Nesta
faixa foram confirmadas 472 SNIa. Ao contrario das medigoes anteriores, esta amostra
leva em consideracao as correlagoes entre a luminosidade da SNla e as propriedades da
galaxia em que foi detetada a SNIa (ver se¢do 4.3). Outro catalogo importante nos altos
redshits é a amostra ESSENCE (Equation of State: SupErNovae trace Cosmic Expansion)
que compila 200 objetos na faixa de redshift, z = 0.2-0.8 [97].

Por outro lado, temos a compilagao da amostra Union [98] que retine 307 SNIa de
diferentes fontes, por meio da calibracao feita com o adaptador de curvas de luz, SALT.
Uma versao mais atual desta compilacao foi desenvolvido no Union2 [99], refinando as
curvas de luz e agregando novos dados, com alta precisao, de SNIa nos altos redshift
do HST. Esta compilacao é conformada por 557 dados, confirmados a ser SNIa. Uma
altima versdo desta compilagdo é encontrada no Union2.1 [100], alcancando as 580 SNIa
conformada pelos dados em baixos e altos redshifts.

A amostra SDSS (Sloan Digital Sky Survey) [101, 102, 103, 104, 105] apresenta uma
colecao de dados realizados em 3 segoes, investigando as curvas de luz nas diferentes
bandas de SNIa em uma faixa de redshift intermediaria, z = 0.05-0.4, complementando
os catalogos nos baixos e altos redshifts. O SDSS é um melhor caracterizador de populagao
de supernovas, confirmando SNIa de forma espectroscopica. Finalmente, o Hubble Space
Telescope (HST) [106, 107] leva a descoberta de SNIa em z > 1, com uma alta precisao

estatistica de centenas de SNla confirmadas espectroscopicamente.

4.2.4 FErros sistematicos

Como foi visto acima, as SNIa sao bem caraterizadas em baixos redshifts, ao contrario
das medicoes de objetos em altos redshifts onde se deve ter maior cuidado. Assim, podem
aparecer erros sistematicos, nos efeitos de selecao em funcao do redshift, como as incertezas
pela possivel evolucao da populacao de progenitores das SNIa em funcao do tempo ou
pela extincao por poeira interestelar. Se estes efeitos forem grandes e nao restringidos
nem corrigidos, limitariam nossa acuricia nas medigoes relativas a luminosidade e assim

reduzir potencialmente a eficacia das SNIa em altos redshift para medi¢oes cosmologicas.

Evolucao

As SNIa sao objetos em evolucao nas proximidades do universo. A forma das curvas
de luz das SNIa sao projetadas com seu tipo de galaxia anfitria [109]. As SNIa nas gala-

xias anfitrids primordiais (galaxias elipticas, que contém apenas estrelas velhas) mostram
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curvas de luz que se levantam e caem mais rapidamente que nas anfitrias tardias (galaxias
espirais, com formagao estelar permanente). No entanto, uma vez corrigida a forma da
curva de luz (ver se¢do 4.2.1), a luminosidade ndo mostra diferencas em fungao do tipo
de anfitria. Essas investigacoes empiricas fornecem garantias para usar as SNIa como in-
dicadores de distancia, sobre uma variedade de populacoes estelares de diferentes idades.
Contudo, é possivel elaborar cenérios onde algumas das SNIa mais distantes nao tenham
analogas nas proximidades. As supernovas sao estudadas em redshifts cada vez mais al-
tos. Entao, pode se tornar importante realizar observacoes espectroscopicas e fotométricas
detalhadas de cada SNIa distante, para reconhecer e rejeitar exemplos que nao tenham
analogos nas proximidades. Contudo, apesar das provas relevantes, nao existe evidéncia

atual de que o escurecimento das SNla seja atribuido & sua prépria evolucao.

Extincao

A extincao?, por poeira interestelar, na Via Lactea é bem entendida. As curvas de luz
das SNIa sao corrigidas por extingao galictica, usando a lei de extin¢ao de Cardelli et
al. [115] parametrizando a razao de extingao na banda visual ® Ry = A(V)/E(B — V),
onde A(V') é a extingao total na banda visivel e E(B — V) = A(B) — A(V) é a diferenga
entre a extingao nas longitudes de onda azul e a banda visivel. O parametro Ry esta
correlacionado com o tamanho promédio dos graos de poeira que provocam a extincao.
Assim, a média do valor do parametro de extingao, para varias linhas de visada, é Ry = 3.1
para a Via Lactea. Porém, no caso das galaxias anfitrias de SNIa a extin¢ao tem que seguir
as curvas de extincado similares as da Via Lactea [116]. Para SNIa nas proximidades (baixos
redshifts) a extingdo entra como incerteza sistemética por meio do coeficiente de corregao
da cor [ (ver se¢ao 4.3). No caso das SNIa em altos redshifts, elas sdo medidas na banda,

mais vermelha, assim sdo menos afetados pela extingao galactica [98].

4.3 A amostra JLA

Nesta tese usamos a amostra de SNIa mais atual na literatura o JLA (Joint Light-curve
Analisis) [36] que inclui uma sele¢do de 740 SNIa confirmadas espectroscopicamente. O
JLA esta conformado pela nova compilacao de curvas de luz de SNIa dos trés anos da
amostra SDSS-II (0.05 < z < 0.4), os trés anos do SNLS (0.2 < 2 < 1),0 HST (z > 1) ea

amostra de varios experimentos em baixos redshift (z < 0.1). Este experimento segue os

4Definida como, absor¢io e dispersdo de radiacdo eletromagnética por meio de gis ou poeira galactica.
SRy é determinado extrapolando a extin¢do préxima ao infravermelho para uma longitude de onda
finita.
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mesmos métodos e hipoteses da anélise de dados dos trés anos do SNLS com a diferenca

que apresenta as seguintes melhorias:

e A adicao de toda a amostra de SNIa, espectroscopicamente confirmadas, do SDSS-II
em ambos treinamentos no adaptador de curva de luz SALT2 (ver a se¢do 4.3) e na
analise do diagrama de Hubble (374 SNIa).

e Intercalibracao das amostras do SNLS e SDSS e as incertezas sistematicas reduzidas

na calibracao fotométrica, realizada cegamente com respeito a anélise da cosmologia.

e A investigagdo minuciosa dos erros sisteméticos associados com a modelagem das
curvas de luz das SNIa com o SALT2.

Assim, temos a disposicao centenas de SNIa confirmadas espectroscopicamente para o
ajuste dos modelos inomogéneos. Por tanto, como proximo passo estudaremos o adaptador

de curvas de luz usado para estimar as distancias cosmicas.

O adaptador de curvas de luz: SALT2

Como foi visto na secao 4.2.1, para poder usar as SNIa como velas padrao, precisamos
fazer correcoes nas curvas de luz. Na literatura existem varios métodos desenvolvidos
para fazer essas correcoes. Entre eles se encontram os estimadores de distancia, usando o
parametro de esticamento das curvas de luz (A5 ou fator de esticamento, ver |84, 111,
112]), a informacao da cor [113] ou a mistura de ambas [87, 114]. Ao contrario do MCLS,
desenvolvido pelo A. Riess em [87|, que s6 ajustam SNTa das proximidades, o Spectral
Adaptative Light curve Template (SALT) [108| adapta SNIa tanto das proximidades como
das regioes distantes. Uma versao mais atualizada pode ser encontrada no SALT?2 [110],
que acrescenta informacao espectroscopica, para melhorar a resolucao das longitudes de
onda dos modelos espectrais. Nesta tese serd usado o adaptador de curvas de luz SALT2,
com a intensao de calibrar os modelos cosmologicos com as SNIa e obter os valores de
melhor ajuste dos parametros livres.

O SALT2 modela a evolucao da distribuicao de energia espectral média das SNIla e
sua variagao temporal com a cor (intrinseca ou por extingao). Na fase f e longitude de

onda A, o fluxo de densidade de energia ¢ dado por
Psn(f,A) = Xo[Mo(f,\) + XiMi(p, \)]exp [C x CL(N)] , (4.2)

onde Xy, X e C, sao os parametros de normalizacao, forma e cor, respectivamente. Estes

parametros sao avaliados para cada SNIla e seus valores diferem de uma para outra SNIa. A
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sequéncia espectral média M, o desvio em primeira ordem em torno da sequéncia média
M e a lei de cor C sao treinadas sobre uma amostra de SNIa espectroscopicamente
confirmadas [110].

O fluxo do observador de referéncia na banda de passagem Y é dado por [108, 117]
FN(f2,TY) = (1 +z)/d>\' (NO(f,N)TY (N(1+2))] , (4.3)

onde TY (\) é a curva de transmissao do filtro do observador de referéncia Y e z representa
o redshift.

As equagoes (4.2) e (4.3) sao usadas para ajustar cada SNla, por separado, e assim
obter os valores dos parametros Xy, X; e C' com seus respetivos erros. Contudo, o ajuste
das curvas de luz, com o adaptador SALT2, nao estima o médulo de distancia de forma
independente para cada SNIa. O pico da magnitude do referencial do observador na banda-
B, pode ser definido como [112, 117]

my = —2.5log, {Xo/d/\’]\/[o(f =0, \\TE(\)| , (4.4)

onde TP ¢ a curva de transmissao do filtro B. Assim, para uma dada SNIa, m?% pode ser
rapidamente calculado a partir do modelo ajustado, e equivalentemente usar (m%y, X, C),
em lugar de (X, X7, C), como parametros no ajuste da cosmologia.

Os parametros recuperados do ajuste das curvas de luz, (m}y, Xi, C), podem ser

usados para estimar o modulo de distancia como
pt = mp — (Mp —aXy + 5C) (4.5)

com mp, X; e C derivados do ajuste das curvas de luz, e o, 8 e Mp sao os parametros
nuisance na estimativa de distancia. Note que, os parametros nuisance serao ajustados
junto com os parametros do modelo cosmologico tedrico. Uma carateristica interessante
nestes parametros ¢ que a magnitude absoluta Mg e o parametro [ dependem das pro-
priedades da galaxia anfitria [96] embora o mecanismo nao seja entendido por completo.
Uma forma de corrigir aproximadamente estes efeitos é considerar que a magnitude abso-
luta esté relacionada com a massa estelar da galaxia anfitria (M,,...), desprezando uma

dependéncia com [, pela simples fun¢ao degrau:

M}B se M, < 1019 M
My = (4.6)

ML+ Ay outros casos
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Os parametros das curvas de luz (m%, X, C'), como foi mencionado acima, resultam do
ajuste do modelo de sequéncia espectral das SNIa para os dados fotométricos.

O JLA retine uma matriz de covarianca de 2220x 2220 para os parametros das curvas
de luz que incluem tanto os erros estatisticos quanto os sistematicos (para maior detalhes

ver a se¢ao b da referéncia [36]).
CT) = Cestat + Ocal + Cmodel + CYviés + Canf + C(poei + Cpec + Onaola‘ I (47)

As incertezas estatisticas C.,,,, sdo obtidas da propagacao de erros do ajuste das curva de
luz [96]. Por outro lado, sdo consideradas 7 fontes de incertezas sistematicas. Reavaliando
5 fontes de incertezas associadas com a calibracao C.,, com os modelos das curvas de luz
Claoaer [118], com as corre¢oes dos viés C,,, com a funcao degrau da massa estelar anfitria
Cine € com a densidade da coluna de poeira da Via Lactea C,.. Também foi conside-

rada a incerteza devida as correcoes das velocidades peculiares C,,. e a contaminacao de

pec
supernovas que nao sao de tipo Ia C, ;. [119].

Os parametros recuperados do ajuste das curvas de luz (m%p, X;, C) sao os dados
que serao usados para ajustar os modelos cosmologicos. Estes dados, com sua respectiva
matriz de covarianca, se encontram disponiveis no site http://supernovae.in2p3.fr/sdss
snls_jla/ReadMe.html.

Na figura 4.3 apresentamos o diagrama de Hubble dos dados do catalogo JLA calibrado
com o0 modelo ACDM plano, mantendo os parametros nuisance fixos em seus valores de

melhor ajuste.

A aproximacao tradicional y?:

A forma tradicional de ajustar os modelos cosmologicos tedricos com as SNIa obser-
vadas é usando a funcao y? (ver apéndice A) que, com as equacoes (3.34) e (4.5), pode
Gao x ¢
ser expressa da seguinte forma
o (8, M) — ™ (2 0)°

20,8, M) = Z 22(6) T o? (4.8)

int

onde os parametros das supernovas sao denotados por § := (a, () e os parametros
cosmologicos pelo parametro € que toma diferentes valores, segundo o modelo cosmolégico
a ser ajustado. Para os modelos com Big Bang ndo simultaneo temos 6 := (7., tpo)
e no caso dos modelos com Big Bang simultaneo com os trés perfis arbitrarios: 6 :=
(Qpsm, Ar, 1rg) para o CGBH, 0 := (Qp.,, v, 79) para o Cr-In2 e 6 := (Qy.,, o) para

o de tipo Gaussiano.


http://supernovae.in2p3.fr/sdss_snls_jla/ReadMe.html
http://supernovae.in2p3.fr/sdss_snls_jla/ReadMe.html
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a = 0.123
B = 2665
My =—-19.022
Ay = —0.043
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Redshift z

Figura 4.3: Diagrama de Hubble do catalogo JLA calibrado com o modelo ACDM plano. Os
parametros de ruido sdo fixados em seus valores de melhor ajuste.

A propagacao de erros pode ser expressa, em base da matriz de covariancia (4.7) com
seus respetivas incertezas, como segue

ol(8) = afn%’i + ogzaim- + Bzafﬂ- + 2003210 — 280m3ci — 208040 + aiz’i , (4.9)

2
onde o termo o, ;

a incertezas no redshift pelas velocidades peculiares e também de suas proprias medicoes.

representa a contribuicao na dispersao do moédulo de distancia devido

Por simplicidade, sua contribui¢ao sera modelada como de um Universo vazio [102, 117],

que ¢ escrita da seguinte maneira

5 1+ Zi
zd4 z,0 . 4.10
O 72 (log 10) 21+ 2/2) (4.10)
com
Ug,i = Js2pec,i + 0-}:2)80 (411)
onde o2, ; representa o erro de medigao pelo redshift e 02, = 0.0012 é a incerteza no

pec

redshift devido a velocidades peculiares.
Como foi estudado na secao 4.2.1, as SNIa nao sao velas padra perfeitas, mesmo
depois de fazer as corregoes nas relagoes de luminosidade-forma e luminosidade-cor (ver

a se¢ao 4.3). O termo o, introduzido na equagao (4.8), representa a incerteza associada
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a dispersao intrinseca restante nas SNla.

Seguindo os trabalhos realizados na literatura [117, 120], temos que ter cuidado na
2

minimizagao da fungao x?, devido a que na definigao da propagagio de erros, o2, foram
considerados os parametros « e (. Isto é, quando minimizamos o (4.8) com respeito aos
parametros « e [ aparecem viés, no sentido de aumentar os erros o;(d) para diminuir
o valor do x2. Assim, mantendo presente este fendmeno, usaremos o método iterativo
empregado nas referéncias [117, 120].

O método iterativo, consiste em re-escrever a fungao x?, apresentada na equacgao (4.8),

da seguinte forma:

740

X(0.6,Mp) = >

=1

(1538, M) — ™ (2::0)]°
o} (n) + o}

int

(4.12)

Nesta expressao, n := (&, ) representam parametros diferentes aos do SALT2. Em ordem
a obter os valores de melhor ajuste, comecamos com os valores iniciais fixados em 1 e a
optimizacao é realizada sobre os parametros 6, § e Mpg. O seguinte passo é atualizar o
valor de m, igualando com o valor de melhor ajuste de § e a otimizacao é alcancada de
novo. Este processo serd repetido até obter a convergéncia, isto é, até que m nao mude
mais sobre alguma desejada precisao.

Por outro lado, note que o, nao foi considerado como parametro livre em todo o
processo, assim, ele é obtido seguindo o seguinte procedimento: comecando com um valor
inicial (0,,, = 0.15), realizamos iterativamente o processo mencionado acima até alcangar
a convergéncia desejada. Logo, o valor do o, serd obtido por tunelamento fino, de tal
modo que o x? reduzido ® atinga a unidade (mantendo todos os outros parametros fixos em
seus valores de melhor ajuste). O processo iterativo, mencionado acima, deve ser repetido
mais uma vez mantendo fixo o novo valor de o, para assim finalmente obter os valores

de melhor ajuste dos parametros 6, § e Mp.

A funcao verossimilhanga (Likelihood):

Os autores da referéncia [117| mostram os limites de validade da usualmente incorreta
aproximacao x2. Considerando que as curvas de luz das SNIa ajustam os parametros como

varidveis aleatorias com uma distribuicao Gaussiana, eles propoem tomar como ponto de

60 x? reduzido ¢ definido como X2, = x?/(N — k), onde N representa o ntimero de dados e k o
namero de parametros livres [121].
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partida a funcao verossimilhanga (Likelihood)

1 -
L = (%)Ndetzexp (-X"=71X/2) (4.13)

onde N representa o niimero de dados e X*27' X =: y2, que tirando o logaritmo natural

e multiplicando por menos dois, resulta em
L:=-2InL=x*+Indet X + NlIn(27) . (4.14)

As equagoes (4.13) e (4.14) sao as bases sobre o qual descansa todo o procedimento
estatistico (ver apéndice A). O caso é que, se toda a covarianga do problema é conhecida
com exatiddo, minimizar o y? ¢ totalmente equivalente a minimizar o £. Contudo, como
j& vimos antes, as SNIa nao sao velas padroes perfeitas e temos que acrescentar o termo
O A covarianca. Isto é a covarianca nao é completamente conhecida e temos que tomar
em conta o peniltimo termo da equacdo (4.14), para evitar viés na hora de minimizar.
Assim tendo estas consideracoes, minimizar x? ndo é equivalente a minimizar £.

Entao, podemos re-escrever a equagao (4.14) como’

N
L£(0,8,Mg,0,,) = x*(6,8, Mg, 0,.)+ Zln [01-2(5) + aizm} } (4.15)

Note que agora o;,, € considerado também como um parametro livre. Portanto,
com este novo procedimento podem ser obtidas func¢oes de distribuicoes de probabilidades

sem viés, incluindo o, e 9.

4.4 A amostra BAO

Assim como as SNla, que sao os melhores candidatos a “velas padrao”, para as obser-
vagoes astrofisicas, as Oscila¢oes Actsticas de Barions (BAO) sao os candidatos a prover

uma “régua padrao” ®

para as escalas de longitude, na cosmologia, com finalidade de ex-
plorar a histéria da expansao do Universo. Na secao 3.4.5 foi estudada, em detalhe, a
escala caracteristica BAO para os modelos inomogéneos, na qual se mostra que as cara-
teristicas baridnicas se mantém em posicoes de coordenadas constantes, relacionando as
escalas transversais e radiais em diferentes redshifts como boa aproximacao nos valores

assintoticos. Assim, o sinal acustico nos aglomerados de galaxias, pode ser usado para

"Temos desprezado o ultimo termo devido a que é uma constante e ndo altera a minimizacdo.
8Uma regua padrdo é um objeto com longitude prépria conhecida.
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impor vinculos nos parametros dos modelos cosmologicos.

Nesta secao vamos descrever os dados observacionais da escala BAO que serao usados
para ajustar os modelos cosmologicos. Essas medigoes sao feitas em termos da variével d,
que para os modelos inomogéneos é dada pela equacao (3.151) ou sendo mais explicitos
pela equacao (3.154).

Consideramos, assim, as medicoes da escala BAO em diferentes redshifts. O nosso cata-
logo é representado pelas observagoes no baixo redshift z = 0.106 obtido pelo 6dFGS [122],
em z = 0.35 e z = 0.57 medidos pelos SDSS [123, 124], que finalmente sdo com-
plementados com as observagoes feitas na colaboragao do WiggleZ [125] nos redshifts
2 =0.44,0.6 e 0.73.

Existe também uma medigao adicional, feita pelo Carnero et al. [126], que pode ser
considerado no catidlogo BAO. Este ponto adicional envolve uma correlagdo puramente
angular, na faixa de redshift [0.5 — 0.6], que é definida como sendo no redshift z = 0.55,
e pode ser comparada com a predicdo teorica Abg,, representada na equagao (3.152).

Todos esses dados com seus respetivos erros sao resumidos na tabela 4.1 e mostrados

na figura 4.4.

sample z d, £ o4,
6dFGS 0.106 | 0.336 +0.015
SDSS 0.35 | 0.1126 4 0.0022
SDSS 0.57 | 0.0732 £ 0.0012
WiggleZ 0.44 | 0.0916 + 0.0071
WiggleZ 0.6 | 0.0726 4+ 0.0034
WiggleZ 0.73 | 0.0592 + 0.0032
sample z Af + oy
Carnero et al. | 0.55 3.90° £ 0.38°

Tabela 4.1: O catdlogo BAO resumido.

Assim como no caso das SNIa, precisamos da funcao x? para ajustar os nossos modelos

com os dados BAO. Por tanto, temos

_ AO — AD 0.55)]?
o= 3 [des — P (2:)] Ot [y — d7 ()] + | pa0 055 1

g,
i o

onde ~ representa os parametros cosmologicos, que a diferencia do 6 na equagao (4.8), o

~ contém um termo adicional, o parametro da fracao dos barions f;.
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6dFGS

0.15+ SDSS

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Redshift z

Figura 4.4: O conjunto de dados BAO.

O Cl-;l na equacao (4.16) é a inversa da matriz de covariancia, que esta expressa em

termos do d, e pode ser representada como

4444 0. 0. 0. 0. 0.
0. 206612 0 0. 0. 0.
C’i;l _ 0. 0 694444 0. 0. 0. (4.17)
0. 0. 0. 23857 22747 10586
0. 0. 0. —22747 128729 —59907
0. 0 0. 10586  —59907 125536

Note que, esta vez conhecemos muito bem a matriz de covarianca e nao faz sentido
construir uma funcao verossimilhanca para procurar diferencas com a andlise tradicional

X2, j& que, neste caso, sao equivalentes.



Capitulo 5

Resultados

Nesta secao apresentamos os resultados dos parametros de melhor ajuste para os
modelos ACDM, os modelos de LTB nos casos do tempo Big Bang nao simultaneo por
um lado e por outro com Big Bang simultaneo. Consideraremos as analises na aproximagao

classica x? e o método da verossimilhanca, para todos os modelos estudados no capitulo 3.

5.1 Resultados para o modelo ACDM

Como foi mencionado na secao 2.2, o modelo ACDM esta dominado por duas compo-
nentes exéticas, a matéria escura e a energia escura. O valor da contribuicao da radiagao
é desprezivel para redshifts < 2, por isso nao vai ser considerado na nossa anélise estatis-
tica. Consideramos também a curvatura como sendo nula. Entao o modelo ACDM plano
unicamente vai ter como parametro livre a matéria €2,;, ja que podemos usar a equagao do
vinculo energético para expressar o parametro da energia escura 2y, = 1 — {2,. Isto quer
dizer que, quando ajustamos s6 a amostra JLA | o valor dos parametros cosmolégicos nas
equagoes (4.12) e (4.15) é simplesmente representado por 6 := 2),. Para o caso em que
usamos a amostra BAO, os parametros cosmologicos sao v = (Q2y, fp). Na tabela 5.1
resumimos os nossos resultados. Note que existe um viés® significativo nos parametros o
e 3 quando comparamos as aproximacoes x? e a verossimilhanca. O viés é menos noto-
rio no parametro €. Isto concorda com os resultados obtidos por [117]. Para a analise
combinada JLA+BAO fixamos os valores dos parametros das SNIa com seus valores de
melhor ajuste obtidos tanto na analise x? quanto na verossimilhanca com a amostra JLA.
Nossos resultados sao consistentes com aqueles obtidos na literatura [36]. Na figura 5.1

mostramos as regioes de contorno em 1o, 20 e 30 do nivel de confianca. Note aqui que,

!Termo designado para indicar tendenciosidade, no nosso caso é para indicar a parcialidade das apro-
ximagoes x? e verossimilhanca.
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Figura 5.1: Regides de confianca no espaco de dois parametros obtidos para os 4 parametros
das SNIa («, 3, Mllg e Ays) mais o parametro Qy; do modelo ACDM plano na aproximacio x>
(contorno preto pontilhado) e na func¢éo verossimilhanga (curvas vermelhas continuas), respecti-
vamente.

o viés nos valores de melhor ajuste para os parametros das SNIa estao em pelo menos 3o
do nivel de confianca. Isto difere consideravelmente com os resultados obtidos por [117].
Na figura 5.2 mostramos as curvas de contorno para lo, 20 e 30 no espago (a7, Q24)
com a andlise JLA, BAO e JLA+BAO para as duas aproximagoes x? (lado esquerdo) e

verossimilhanga (lado direito).
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ACDM Qnr 100 f, o B M} Ay XZa Ting
XA 0.31273:0%0 ......... 0.12373:91% 2.66570 138 —19.02270-9250.0437052 0.973868  0.019
Lira 0.32050055 oo 0.10754:073 2.26570:175  —19.03210:055-0.0287005% -+ 0.06415:057
X%Ao 0.25570-195 91 325 1408 r e v eeeeneeieaeeeeiies e 0.399400 @ ceeeee---
Xiaspao 031270038 1471243907 oo 0.963805 0.019
LILALBAO 0-3281L8',8%s9) 13_3011@:%? ............................................. 0_054J_r8:8£

Tabela 5.1: Valores de melhor ajuste dos parametros das SNla («, 3, Mé e Apr) e do modelo
ACDM nas aproximacoes x2 e a verossimilhanca, para a amostra JLA, BAO e a combinacio
JLA+BAO.
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0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Qy Qy

Figura 5.2: Regioes de confianga, em 1o, 20 e 30, no espaco dos parametros (257, Q) para
o modelo ACDM plano na aproximacio x? (lado esquerdo) e na funcdo verossimilhancga (lado
direito), respectivamente.

Finalmente, as distribui¢oes das fungées de probabilidade (PDF) dos parametros o,
sao mostrados na figura 5.3 para a aproximagao da verossimilhanca com a amostra JLA
(lado esquerdo) e com a combinagdo JLA+BAO (lado direito). A linha vertical vermelha
tracejada representa o valor do o,,, obtido de forma iterativa na aproximacao y2. Note
que, o viés no parametro o, é pelo menos acima de 30 no nivel de confianca em contraste

com os resultados do [117].
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Figura 5.3: PDF do parametro o;,, na aproximacgao da verossimilhanga com a amostra JLA
(lado esquerdo) e a combinacao JLA4+BAO (lado direito) para o modelo ACDM plano.

t/B (ry<o tBo Te [ B Mé Ay Xfed Oint

2 +0.119 =+0.131 +0.016 +0.183 +0.015 +0.021
XJLA 2.0527 5177 1.865 5155 0.117 5016 2.5257 5155 —19.4127 512 —0.0477 15, 0.977595 0.058
Lova 2.05275155 1.90275155 010275757 2145 5% —19425706;7 —0.082707555 -+ 0.08075635

Tabela 5.2: Os parametros de melhor ajuste para o modelo t5(r) < 0 nas aproximacoes 2 e
verossimilhanca na amostra JLA.

5.2 Resultados para os modelos de Big Bang nao simul-

taneo

No caso dos modelos de Big Bang nao simultaneos, estudados na secao 3.3, os pa-
rametros cosmologicos das fungdes x? e verossimilhanca tomam a forma 0 := (r., tpo).
Na tabela 5.2 resumimos os nossos resultados, para o caso t’z(r) < 0 nas aproximacoes
x? e verossimilhanca comparadas com a amostra de supernovas JLA. Analogamente a
analise feita com o modelo ACDM, os parametros das SNIa apresentam vieses significa-
tivos entre as aproximacoes x? e verossimilhanca. Note também que o parametro tg se
mantém invariante nas duas aproximagoes, coisa que nao acontece com o parametro r..
Por outro lado, na tabela 5.3 resumimos nossos resultados para o caso t’z(r) > 0, obtendo
resultados similares para os parametros das SNIa. No caso dos parametros cosmologicos,
0 7. € quem se mantém invariante em contraste com o tgg que varia ligeiramente nas duas
aproximacoes.

O parametro tpy representa a diferenca maxima da idade do Universo inomogéneo
comparada com o caso homogéneo tgg = 0. O modelo de alta densidade descreve uma
inomogeneidade de uma extensao na ordem de 2 Gpc. O valor de melhor ajuste de r. para

o modelo vazio é da ordem de 30 Mpc, isto é, a extensao do vazio é muito menor.
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tp(r) >0 tBo Te a B M A XZd Tint
XJra 3.24370:101 0.02910:015 0.10270:021 2.31070:212 —19.04275 521 —0.08970:928 1.000700  0.154
LiLA 3.28770-102 0.02910-015 0,08770-022 1.9480242 . —19.04673:02% —0.076 70938 -+ -- 0.16175:622

Tabela 5.3: Os parametros de melhor ajuste para o modelo t5(r) > 0 nas aproximacoes 2 e
verossimilhanca na amostra JLA.

Na figura 5.4, apresentamos as regides de contorno para o modelo t’z(r) < 0 em 1o,
20 e 30 de nivel de confianga. Os contornos sélidos (azuis) representam a analise x? e
as curvas vermelhas sao feitas para a andlise com a funcao verossimilhanca. Note que,
no 2-espaco (tpo, 7.) 0 viés entre a andlise x? e a verossimilhanca é muito pequeno em
comparagao com os contornos nos quais participam os parametros das supernovas («a,
e M}). As regides de contorno para o modelo t5(r) > 0 em lo, 20 ¢ 30 de nivel de
confianca, sao apresentadas na figura 5.5. Note que, também apresentam um viés alto nos
parametros das supernovas (a, (). O contorno para o parametro r. nao é fechado, isto
possivelmente é devido a que este modelo apresenta singularidade de tipo cruzamento de

camadas.
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Figura 5.4: Regides de confianca no espaco de dois pardmetros obtidos para os 6 parametros
para o modelo t’z(r) < 0 na aproximagcao x? (contorno preto pontilhado) e na aproximacao da
funcao verossimilhanga (curvas vermelhas continuas), respectivamente.

Finalmente na figura 5.6 mostramos as funcoes de distribuicoes de probabilidade
(PDF) para o parametro o,,. A linha vermelha tracejada representa o valor de o,,, obtido
de forma iterativa pelo método x2. Notamos que, existe uma diferénca acima de 30 de

confianca entre os dois métodos para o modelo t’5(r) < 0, coisa que nao acontece com o
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Figura 5.5: Regides de confianga no espacgo de dois parametros obtidos para os 6 parametros
para o modelo tz(r) > 0 na aproximagdo x? (contorno preto pontilhado) e na aproximagio da
funcdo verossimilhanca (curvas vermelhas), respectivamente.
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Figura 5.6: O PDF do parametro o;,; para o modelo t’3(r) < 0 (esquerda) e o modelo t’5(r) > 0
(direita). A linha vermelha tracejada representa os valores do o, obtidos iterativamente na
aproximacao tradicional y2.

modelo #z(r) > 0.

5.3 Resultados para os modelos de Big Bang simulta-

neo

Como foi visto na se¢do 3.4 os modelos de Big Bang simultaneos tem ¢5(r) = 0. Neste
contexto foram estudados trés perfis de vazio local, os de tipo CGBH, Gaussiano e Cv-In2.
Quando ajustamos s6 as SNla, os parametros cosmoldgicos que especificam a distribuicao
da matéria nas equagoes (4.8) e (4.15) sdo representados por 6 := (Qpy.,, 70, Ar) para o
modelo CGBH, por 0 := (Qy/4,, o) para o modelo Gaussiano e por 8 := (Q4,, o, V)
para o modelo Cv-In2. Além deles também temos os parametros das SNla representa-
dos por & := (a, 8, M}, Ap). No caso em que usamos os dados BAO, acrescentamos o
parametro da fragao dos barions, assim temos que na equacao (4.16) os parametros cosmo-
logicos sao representados por v := (Qur, 70, A7, fp) para o CGBH, v := (Qarin, 70, fb)
para o modelo Gaussiano e v := (Qas.., 70, v, fp) para o modelo Cr-In2.

Nas tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 resumimos os valores de melhor ajuste para os modelos
de tipo CGBH, Gaussiano e Cr-In2, respectivamente, usando ambas aproximacoes x>
e verossimilhanca, mostrando por separado os resultados com a amostra JLA, BAO e
a combinacao JLA+BAO. Note que, os parametros das SNIa tém similares resultados
para os trés modelos. Isto ¢ consistente com a ideia de que estes parametros nao sao
muito sensiveis a evolucao cosmologica. Contrariamente aos parametros cosmologicos que

mostram diferencas consideraveis. Em particular, o modelo Cv-In2 requer um valor mais
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CGBH QMin 0 Ar 100 fy « B M}g Apns X?ed Tint
X3 0.0970-93 3.8872-17 3.8972:12 ......... 0.1270-92 2.6670-15 —19.2275:55_0.0473-03 0.998104  0.02
Lipa 0115003 4153557 3797588 oo 0.1175:03 2.2615:50 —19.2570:03-0.0370:55 oo 0.062503
X3A0 0.3810:08 3314122 0511, 5627533 oo L 0.34333  eveernn.
X3assao 0125003 8161017 0.7370 97 15,305 520 -+ v o 1.02432  0.03
Liarpao 0127992 3727031 1.6810:60 16817709 vt i 0.079:93

Tabela 5.4: Parametros de melhor ajuste com os erros em 1o de confianga para o modelo CGBH
nas duas aproximacoes x? e verossimilhanca.

Gaussiano  Qgin ) 100 fp a B M]13 VAN X?ed Tint
X 0.167052 4.28758% ......... 0.127552 2657518 —19.2770-5% —0.0475% 0.973515  0.03
Lira 0175005 42755 0.11%5:05 2257075 —19.3010:05-0.0315:65 oo 0.075:03
X123Ao 0.26_0.06 7-39_1.48 18.9 1309 vtvrrrer woremeane aiiiiiieniaiaa. 0.272500  ceeeeen
Xiaisao 0170001 5081032 16314353 - vvr o 0.996667  0.02
Lipatsao 0191902 5047040 14494233 ol L 0.07+9:02

Tabela 5.5: Valores

nas aproximacoes x>

de melhor ajuste com os erros em 1o de confianca para o modelo Gaussiano
e verossimilhanca.

alto da densidade no interior do vazio local {2/;, em comparacao com os modelos CGBH

e Gaussiano. Por outro lado, o vazio local do modelo Gaussiano apresenta um valor mais

alto do tamanho r(, sendo o modelo Cr-In2 de menor tamanho. Estas caracteristicas sao

robustas no sentido

Nas figuras 5.7,

em que aparecem tanto na aproximacao x? quanto na verossimilhanca.

5.8 e 5.9 mostramos as regioes de contorno e os valores de melhor

ajuste, para cada perfil, usando somente a amostra JLA. Os contornos de traco vermelho

indicam os niveis de confianca em 1o, 20 e 30 na aproximacao x?2, enquanto os contornos

azuis sOlidos na aproximacgao da funcao verossimilhanca. Os resultados para o modelo

CGBH sao mostrados na figura 5.7, enquanto para os perfis Gaussiano e Cr-In2 sao

Cvin-2 Qarin o v 100 fp a B M} Ay 24 Tint
XA 0.1870-02 3.1270-5 0.0411:66 ......... 0.1270-18 2.6370-15 —19.2075-54-0.0573-03 0.974052  0.03
Lita 0217503 3.0270:50 0.087228 oo 0.11%5:63 2.2370:50 —19.3370:03-0.0370:65 -+ 0.075:63
& a0 0.26_0.12 5.23_1.65 0.58T495 1954255 ... ..o 0.403333 ..o
X3LarBao 0217003 4.4010:52 0.34+1:45 20,973 G0 oo 0.999448  0.14
Lita+pao 0221502 3.5470-29 0.03+146 11.65T242. ... 0.0779:03

Tabela 5.6: Parametros de melhor ajuste com os erros em 1o de confianca para o modelo Cv-In2
nas duas aproximacoes x? e verossimilhanca.



5.4 RESULTADOS PARA OS MODELOS DE BIG BANG SIMULTANEO 92

apresentados nas figuras 5.8 e 5.9, respectivamente. Podemos apreciar que os contornos
sao similares em forma e area, contudo, ao contrario de [117], eles apresentam um viés
significativo nos valores de melhor ajuste e os contornos da fungao verossimilhanca sao
ligeiramente maiores do que x2. Os resultados sao incompativeis, pelo menos em 1o nos
planos (3, o), (B, a), (Ar, B), (v, B) e (Qpr.1, 5). Assim, nossa andlise exibe um exemplo
concreto das criticas relacionadas & aproximacio x? no uso de SNIa, discutidas na refe-
réncia [117]. Na figura 5.10 mostramos as funcoes distribuigdo de probabilidade (PDF)
do parametro o,,, para os modelos CGBH, Gaussiano e Cv-In2. A linha vertical em traco
vermelho representa o valor do parametro o,, obtido de forma iterativa na aproximacao
2. Em todos os casos o resultado simples da aproximacao x? ¢ excluido pela verossimi-
lhanca com um alto nivel de confianca, o qual é bastante diferente do resultado obtido na
referéncia [117]. Na secdo 3.4.5 introduzimos o parametro f;, e descrevemos como podem
ser usadas as réguas padroes (BAO) nos cenarios de LTB. Note que, independentemente
da aproximagao estatistica que usemos (x? ou verossimilhanga), aparece uma forte tensao
entre os valores de melhor ajuste obtidos com as diferentes amostras BAO e SNla (ver
as tabelas 5.4, 5.5 e 5.6). Na referéncia [69] foi argumentado que a discrepancia provem
da evolugao de um cisalhamento nao nulo nos modelos de LTB. De fato, a dependéncia
espacial e a diferenca na evolugao dos dois indices de expansao LTB (H| e H ) trabalham
de forma diferente no ajuste dos dados BAO e SNIa. Em particular, o baixo valor de ;.
necessario para ajustar os dados das SNIa, aumenta a taxa de expansao que acaba por
aumentar o alongamento da escala de BAO perto do centro. Nesse sentido, a tensao obser-
vada na nossa analise tem uma origem puramente geométrica associada com a dinamica
dos modelos de LTB. As figuras 5.11, 5.12 e 5.13 mostram que os valores de melhor ajuste
dos parametros ajustados usando somente BAO estao em desacordo com os valores de
melhores ajuste obtidos com somente as SNla, em pelo menos 30 do nivel de confianca.
No caso do modelo CGBH, a figura 5.11 indica que os dados BAO favorecem um vazio lo-
cal denso (densidade de matéria mais alta) quando comparamos com os dados das SNIa.
Para o modelo Gaussiano, a figura 5.12 mostra que BAO além de favorecer valores de
densidade de matéria alta dentro do vazio local, também favorece vazios locais de maiores
tamanhos, isto é, valores mais altos do parametro ro. No caso do modelo Cr-In2, ainda
existe a mesma tensao entre os valores de melhor ajuste usando os dados de BAO e das

SNIa, mas em menor grau comparados com os outros dois modelos.
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Figura 5.7: Regides de confianca nas aproximacoes x? (vermelho tracejado) e verossimilhanca
(azul sélido) com a amostra JLA para o modelo CGBH.
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Figura 5.8: Regides de confianca nas aproximacoes x? (vermelho tracejado) e verossimilhanca
(azul solido) com a amostra JLA para o modelo do tipo Gaussiano.
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Figura 5.9: Regides de confianca nas aproximacoes x? (vermelho tracejado) e verossimilhanca
(azul sélido) com a amostra JLA para o modelo Cr-In2.
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Figura 5.10: Os PDFs para oy, na aproximacdo da funcao verossimilhanca para os modelos
CGBH (lado esquerdo), Gaussiano (centro) e Crv-In2 (lado direito) com a amostra JLA. A linha
vermelha indica os valores obtidos na aproximacio y2.
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Figura 5.11: Parametros de melhor ajuste em 1o, 20 e 30 do nivel de confianca para o modelo
CGBH na aproximacdo x? (lado esquerdo), com somente a amostra JLA (contornos de traco
vermelho) e a combinagdo JLA+BAO (contornos de pontilhado preto), e na aproximacao da
fungdo verossimilhanca (lado direito) com somente a amostra JLA (contornos solidos azuis) e

a combinagdo JLA+BAO (contornos sélidos pretos). Os contornos de tragos marrons sao para
somente BAO.
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Figura 5.12: Parametros de melhor ajuste em 1o, 20 e 30 do nivel de confianca para o modelo
Gaussiano na aproximacio x? (lado esquerdo), com somente a amostra JLA (contornos de traco
vermelho) e a combinacdo JLA+BAO (contornos de pontilhado preto), e na aproximagcao da
fungao verossimilhanca (lado direito) com somente a amostra JLA (contornos solidos azuis) e

a combinagdo JLA+BAO (contornos sélidos pretos). Os contornos de tragos marrons sdo para
somente BAO.
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Figura 5.13: Parametros de melhor ajuste em 1o, 20 e 30 do nivel de confianca para o modelo
Cv-In2 na aproximacio x? (lado esquerdo), com somente a amostra JLA (contornos de traco
vermelho) e a combinacdo JLA+BAO (contornos de pontilhado preto), e na aproximagcao da
fungao verossimilhanca (lado direito) com somente a amostra JLA (contornos solidos azuis) e

a combinagdo JLA+BAO (contornos sélidos pretos). Os contornos de tragos marrons sdo para
somente BAO.
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Figura 5.14: Os PDFs para oy, na aproximacgdo da funcdo verossimilhanca para os modelos
CGBH (lado esquerdo), Gaussiano (centro) e Cr-In2 (lado direito) com a amostra combinada
JLA+BAO. A linha vermelha indica os valores obtidos na aproximacao x>.

5.4 Comparacao de modelos

Até agora temos estudado o modelo ACDM plano e os diferentes modelos inomogéneos
de LTB, indicando que eles ajustam bem os dados observacionais. Contudo, nao sabemos
0 quao bem cada um destes modelo ajustam os dados. Assim, aparece a seguinte questao
interessante, qual é o modelo que ajusta melhor os dados observacionais?

Em primeira instancia, podemos olhar nas tabelas 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 e decidir

2

<, mais proximo da unidade.

que o modelo t’z(r) < 0 é o vencedor pelo fato de ter um x
Contudo, os modelos estudados por separado tém diferentes nimeros de parametros livres.
Entao verificar a qualidade de ajuste com o x%, nao é o caminho que devemos seguir.
Felizmente, existe a possibilidade de resolver essa questao considerando técnicas mais
sofisticadas (ver apéndice A), aplicaveis a selecdo de modelos, que penalizam o aumento
de parametros em cada modelo. Por exemplo, temos o AIC corrigido (Akaike Information

Criterion) [127] que compara diferentes modelos através de uma quantidade definida como

2%k — 1)

AIC = Lo+ NIn(2r) + 2k 4+ 82
C Lonin + N1n(27) + +N—k—1

(5.1)

onde k é o nimero de parametros livres e N é o nimero total dos dados usados. Outra

possibilidade é o BIC (Bayesian Information Criterion) [128] que usa a quantidade
BIC = Lo+ Nn(2r) +kIn N . (5.2)

O valor dos L,,;, de todos os modelos sao resumidos na tabela 5.7. Um modelo é visto
como favorecido pelos dados quando é obtido um valor baixo de AIC' ou BIC. Note

que, as diferencas entre os critérios provém dos tltimos dois termos no AIC e o tdltimo
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£mm

modelo JLA JLA + BAO

ACDM -1995.80 -2032.07

t5(r) <0 | -1931.02 -

ts(r) >0 | -1513.07 -

CGBH -1997.3 -1972.38

Gaussiano | -1992.88 -1990.52

Cr-In2 -1986.63 -1977.44

Tabela 5.7: O minimo da fungao Likelihood para todos os modelos.

no BIC. Assim, para uma grande quantidade de nimero de dados (N > 1), o BIC
é um pouco mais sensivel com um incremento do nimero de parametros livres que no
AIC. Com efeito, para um aumento k& — k + 0, o AIC' muda em uma quantidade
20, [1+ (6 + 2k —1)/(N — 6 — k — 1)] + O(N~?) enquanto o BIC & proporcional com
O0pIn N.

Na tabela 5.8 resumimos os resultados de cada modelo para SNIa e SNIa-+BAO usando
os critérios de informagao AIC e BIC. Onde o nimero de parametros livres no ajuste das
SNIa é k = 6 para o ACDM, k£ = 7 para os modelos de Big Bang nao simultaneos e o perfil
do tipo Gaussiano, e finalmente k£ = 8 para os modelos CGBH e Cv-In2. Por outro lado
quando usamos a anélise combinada SNIa+BAO temos £ = 3 para o modelo ACDM, k =5
para os modelos CGBH e Cv-In2 e k = 4 para o modelo de tipo Gaussiano. Note que, o
modelo ACDM ¢é o vencedor em ambos critérios quando é comparado contra os modelos de
LTB. No apéndice A estudamos a possibilidade de calcular o nivel de suporte empirico de
um modelo com respeito ao melhor modelo, usando a diferenca A e, = AIC[i] — AIC,,.
A partir da tabela 5.8 com ajuda da tabela A.2 podemos deduzir que com a andlise de
somente as SNIA, os modelos CGBH e Gaussianos tem um nivel de suporte empirico
consideravelmente menor e que os demais modelos tém essencialmente nenhum. Com a
andlise combinada SNIa+BAO os modelos LTB nao tem essencialmente nenhum nivel de
suporte empirico.

No apéndice B, estudamos o fator de Bayes que é util para obter as evidéncias do
melhor modelo com respeito aos demais, contudo existem complicagoes numéricas que
limitam seu calculo. A fim de obter o factor de Bayes B;;, podemos usar uma estimativa

aproximada [129] que é apropriada quando N — co. Neste limite, pode ser mostrado que

—

0, (5.3)

onde BIC([j] denota o critério BIC para o modelo j. Esta equacao nao da o valor preciso
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JLA JLA + BAO

modelos AIC BIC AIC BIC

ACDM -623.689 -596.131 | -666.025 -652.221

t(r) < 0| -556.876 -524.744 - -

t(r) > 0] -138.926 -106.794 - -

CGBH -621.118 -584.418 | -602.296 -579.318

Gaussian | -618.736 -586.604 | -622.458 -604.064

Cr-In2 -610.448 -573.748 | -607.356 -584.378

Tabela 5.8: Comparagao do critério de informacéao para todos os modelos usando os dados JLA
e JLA+BAO.

JLA | JLA 4+ BAO
2In Byy | 9.527 48.157
2In Byg | 11.713 72.903
2In By | 22.383 67.843
21n Bl5 71.387 -
21n Bl6 489.337 -

Tabela 5.9: Fator de Bayes para JLA e JLA+BAO, considerando os modelos ACDM, Gaussiano,
CGBH, Cv-1n2, t’z(r) < 0 e t’z(r) > 0, respectivamente como os modelos 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

de B;; mas é bem simples de manipular e nao requer a avaliacao da distribui¢ao do prior.
O seu uso pode ser visto como provendo uma indicagao razoavel da evidéncia dos mode-
los. Nossos resultados sao resumidos na tabela 5.9, onde denotamos os modelos ACDM,
Gaussiano, CGBH, Cv-In2, t5(r) < 0 e t’z(r) > 0, respectivamente como os modelos
1, 2,3, 4,5 e 6. Com esses resultados concluimos que o modelo ACDM é claramente o
vencedor (minimo valor BIC'). Baseados na tabela B.1 do apéndice B, notamos que o
modelo ACDM tem uma forte evidéncia comparado com o modelo do tipo Gaussiano e
uma, evidéncia muito forte com respeito aos demais modelos. Para a analise combinada,
a evidéncia do modelo ACDM ¢é muito forte com respeito aos trés modelos LTB de Big

Bang simultaneo.



Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, estudamos os modelos cosmologicos inomogéneos como uma alterna-
tiva ao modelo cosmoldgico padrao ACDM. Estes modelos podem descrever as observagoes
na relacao distancia luminosidade-redshift para as SNla, sem a necessidade da introdugao
de uma componente de energia escura. Sendo a métrica de LTB, uma solucao esfericamente
simétrica das equacoes de campo de Einstein com poeira como a tnica componente do
Universo. Estes modelos foram categorizados em dois tipos: de Big Bang nao simultaneo
e de Big Bang simultaneo.

Dentro dos modelos de Big Bang nao simultaneo, foram estudados dois perfis simples
que representam a fungao Big Bang tp(r). Uma derivada positiva da fungao Big Bang,
com respeito ao r (isto &, t’; > 0), representa um vazio local, por outro lado, uma deri-
vada negativa (t’; < 0), da lugar a uma regiao de alta densidade. Estes modelos tém dois
parametros cosmologicos: tpg, que quantifica a intensidade da inomogeneidade e r., que
indica o tamanho da regiao inomogénea. Os cones de luz destes modelos foram comparados
com os dos modelos de EAS e ACDM, baseados na solucao paraboélica. De estes modelos
somente o modelo de EAS admite uma solucao analitica. Enquanto que na maioria das
configuracoes de LTB, o observador é centrado no centro de um vazio local, confirmamos
que, na medida em que a relacao distancia luminosidade-redshift ¢ satisfeita, uma locali-
zacao no centro de alta densidade da melhores resultados. Contudo, estes simples modelos
inomogéneos encaram problemas tais como as singularidades dos cruzamento de camadas
ou de regioes de deslocamento para o azul cosmolégico que limitam sua imediata aplicabi-
lidade para o Universo real. Demonstramos e visualizamos explicitamente a ocorréncia do
cruzamento de camadas no modelo de vazio local com Big Bang inomogéneo. Por outro
lado, o modelo de alta densidade é livre de cruzamento de camadas, mas ele pode sofrer
de algum efeito de deslocamento para o azul assim que o indice de expansdo se torne

negativo. Recuperamos que o horizonte aparente dos modelos com Big Bang inomogéneo
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intersecta a regiao passada do cone de luz no maximo do raio areal.

No caso dos modelos de Big Bang simultaneos, sem perda de generalidade, considera-
mos o tempo do Big Bang como sendo nulo. Dentro deste cenario, os dados observacionais
indicam que vivemos em um grande vazio local inomogéneo que alcanca o tamanho de
poucos Gigaparsec. Assim, consideramos trés perfis diferentes de vazios locais nos mode-
los de LTB. Os perfis de tipo CGBH e Cr-In2 que tém trés parametros cosmologicos e o
perfil de tipo Gaussiano que s6 apresenta dois parametros. Foi mostrado que a expansao
acelerada neste contexto ocorreu no passado e hoje experimentamos uma desaceleracao.
Também visualizamos explicitamente que estes modelos nao apresentam cruzamento de
camadas. Por outro lado, com objetivo de incluir a analise BAO, acrescentamos o pa-
rametro extra f, que representa a fracao de béarions com respeito ao conteiido total de
matéria.

Por outro lado, realizamos um estudo detalhado das observagoes cosmoldgicas, fazendo
uma revisao minuciosa da dispersao das SNIa e sua calibragao com os modelos cosmolo-
gicos. Essa dispersao esta codificada nos parametros de ruido das SNla na estimativa de
distancias cosmologicas. Assim, para ajustar os dados das SNIa com os modelos cosmo-
logicos, temos considerado ambos parametros tanto os cosmolégicos como das SNIa. Os
dados que usamos neste trabalho foram a amostra JLA e o colecdo de dados da posicao
do pico acustico BAO.

Realizamos uma analise estatistica de melhor ajuste e restringimos o espago de pa-
rametros, tanto para os modelos inomogéneos de LTB quanto para o modelo ACDM. A
analise foi realizada usando as amostras JLA e BAO, separadamente, e a analise combi-
nada JLA+BAO. Tivemos o cuidado para calibrar os nossos modelos cosmologicos com
os dados das SNIa.

Também testamos a validade da aproximacao y? em comparagao com a aproximacao
da fungao verossimilhanga desenvolvida no [117]. Nossos resultados estdo em concordancia
com os obtidos na literatura, apresentando um claro exemplo de que estas duas aproxi-
magoes nao sao equivalentes. Os parametros das SNla, § := (o, 3, M3, Ay), tém resul-
tados similares para todos os modelos cosmolbgicos, mas apresentando sempre viés nas
duas aproximacgoes. Por outro lado, os parametros cosmologicos, 8, nos diferentes modelos
apresentam desvios consideraveis, independentemente do método estatistico empregado.
As regioes de contorno para as aproximacoes x? e verossimilhanca exibem formas e areas
similares, mas tém viés significativos nos valores de melhor ajuste, com os contornos da
verossimilhanca ligeiramente maiores que do 2.

O valor de melhor ajuste para o parametro o,,, na aproximacao da funcao verossimi-

lhanca foi mostrado para todos os modelos considerando por separado as anélises JLA e
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a combinacao JLA+BAO. Encontramos um viés significativo entre as duas aproximagoes,
x? e verossimilhanca, no valor do parametro o;,.

Encontramos uma tensao entre as regides de confianca dos ajustes por separado usando
os dados das SNIa e do BAO. Esta discrepancia deriva do comportamento dos indices de
expansao radial e transversal dos modelos LTB, que trabalham de formas diferentes para
BAO e as SNIa. Com efeito, o valor baixo de €27, necessario para ajustar as SNla
aumenta o indice de expansao e consequentemente estica a escala BAO perto do centro.
Esta discrepancia foi vista na figura 5.11 em mais de 30 do nivel de confianca para o
modelo CGBH, e nos niveis de confianca menores para os modelos Gaussiano e Cv-In2
mostrados nas figuras 5.12 e 5.13, respectivamente.

Finalmente, analisamos os critérios de informacao AIC' e BIC para avaliar o melhor
modelo. O modelo Gaussiano é ligeiramente favorecido em comparacao com os outros
modelos de LTB. Mas ainda o modelo ACDM é o mais favorecido. A principal diferenca
entre todos os modelos é o nimero de parametros livres, onde o modelo ACDM tem menos
parametros que os modelos de LTB. Esta é uma vantagem nos critérios de informacao e
dada a proximidade do resultado é sem davida a razao para que o ACDM ultrapasse os
outros modelos. Também calculamos o fator de Bayes, que indica uma forte evidéncia
para o modelo ACDM contra os modelos de LTB, usando tao somente as SNIa enquanto

com a combinagao JLA+BAO a evidéncia é muito forte.



Apéndice A
Métodos estatisticos em Cosmologia

Nas dltimas duas ou trés décadas a cosmologia deixou de ser uma ciéncia especulativa,
pela falta de dados, e se tornou em uma ciéncia norteada pelos dados observacionais, no
qual se justifica a necessidade do desenvolvimento de ferramentas estatisticas cada vez
mais sofisticadas [130]. A cosmologia esta relacionada intrinsecamente com a estatistica,
por exemplo, as teorias do origem e evolucao do Universo nao predizem em qual ponto
determinado do espaco-tempo ira ser formada uma galaxia em particular, ou qual caminho
especifico da radiagao cosmica de fundo terda uma dada temperatura: qualquer teoria
predird propriedades estatisticas promediadas do nosso Universo, e somente podemos
observar uma realizacao particular de isto. No contexto da cosmologia observacional,
tratamos os dados de tal forma que sejam considerados como problemas de anélise de
dados, que podemos classificar como, os testes de hipotese, a estimativa de parametros e
a selecao de modelos.

Em relacao aos testes de hipotese, podemos perguntar se as observacoes de estrutu-
ras em larga escala sao consistentes com a hipdtese de que o Universo é espacialmente
plano. No caso da estimativa de parametros, queremos saber por exemplo, qual é o valor
da densidade de matéria dentro do vazio local inomogéneo ou qual o valor do tamanho
do mesmo. Temos que recalcar que cada conjunto de parametros determina um modelo.
Assim que, ao estimar os parametros que melhor ajustam um referido modelo, ja estaria-
mos realizando uma selecao de modelos. Contudo, a selecao de modelos estéa relacionado
a diferentes classes de modelos, que nao sejam distintos apenas pelos valores de seus pa-
rametros, mas pelas hipoteses feitas na construcao teodrica das mesmas, podendo ainda
ter diferentes parametros livres e em diversas quantidades.

Neste apéndice apresentamos a estimativa de parametros e a selecao de modelos. O
teste da hipotese so serd realizado via um determinado modelo. E ja que estamos tratando

com a estatistica, fazemos uma revisao do aparato estatistico utilizado.
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Estimativa de parametros

O método mais empregado na estatisitca ¢ o ajuste do x?. As principais suposi¢oes
que estao por tras deste método sao as seguintes.

Suponha que estamos ajustando N par de varidveis (z;, y;)', com um modelo que
possui k parametros ajustaveis a;, onde j = 1,..., k. Por outro lado, existe uma relacao

funcional entre as variaveis independentes e dependentes medidas

y(z) =y(z; 9), (A1)

onde definimos 0 modelo de parametros desconhecidos com o vetor 6 := (ay, ..., ax). Note
que a dependéncia nos parametros é indicada explicitamente no lado direito. Agora, para
encontrar o conjunto de parametros, 8, que melhor ajusta as variaveis reais, y(x), ao
conjunto de variaveis, (x;, y;), precisamos dos estimadores da maxima verossimilhanga
(Likelihood), L(8).

Supondo que cada variavei, y;, possui um erro de medicao que é independentemente
aleatorio e tem distribuicdo gaussiana em torno do modelo real y(z) e que cada ponto
possui um desvio padrao o;. Assim, a probabilidade do conjunto de varidveis é o valor

méaximo da funcao verossimilhanca de cada ponto,

exp{ 1(9"_?/;;“9))2] | (A.2)

H \/%0-1

Note que, maximizar A.2 é equivalente a minimizar o duplo de seu logaritmo negativo

—2InL(0) := i [@” - ya(f 9))2} + i Ino? + Nln(27) . (A.3)

i=1 i i=1

Por outro lado, se os erros o; sao independentes dos parametros 6, concluimos que a

equagao (A.2) é maximizada encontrando os valores de @ que minimizam a fun¢ao

— Z [ 9”“9))2} | (A1)

Assim, sO nestas circunstancias (o; independente de 6), o método da méxima ve-

rossimilhanca é equivalente ao método dos quadrados minimos. Este ponto é de suma
importancia, ja que os erros das SNIa nao sao conhecidos por completo, e além disso, eles

dependem dos parametros teoéricos. E por isso que no capitulo 4, discutimos as diferencas

'Sendo i =1,...,N.
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estatisticas de usar o método de x? ou da funcao verossimilhanca.

O método usado para maximizar a verossimilhanga (ou minimizar o x?), no geral é o
método de busca na grade dos parametros, onde se considera um intervalo razoavel para
os parametros, no qual se espera que o valor maximo (ou minimo) se encontra dentro dos
limites fisicos dos parametros.

No capitulo 5 mostramos, para cada modelo, as curvas de contorno para 1o, 20 e 30
no nivel de confianca. Uma regido de confianca é um local de pontos de probabilidade

constante que rodeia uma regiao de uma probabilidade especificada na distribuicao de
2

min

probabilidade conjunta [131]. Assim, cada nivel Ax? = x? — x2. corresponde a uma
probabilidade de que os parametros estarem dentro da regiao delimitada pelo nivel. Pode-
se mostrar que, para uma funcao linear nos parametros, a probabilidade p depende do

niumero de parametros livres, k [132], resumidos na tabela A.1.

Ax?

P k=1|k=2|k=3|k=4|k=5|k=6|k=T]|Fk=8
68.3 % (1o) | 1.00 | 2.30 | 3.53 | 4.72 | 589 | 7.04 | 8.18 | 9.3
95.4 % (20) 4.00 | 6.17 | 802 | 9.70 | 11.3 | 12.8 | 14.3 | 15.8
99.73 % (30) | 9.00 | 11.8 | 12.4 | 16.3 | 18.2 | 20.1 | 21.9 | 23.6

Tabela A.1: Ax? como funcdo dos graus de liberdade

Como exemplo do uso da tabela A.1, consideramos o caso particular, em que temos
trés parametros livres, isto é, v = 3. Assim, para construir o contorno com 1o (68.3%) de
confianca, fazemos o plot de corte em x? = y2. + 3.53.

min

Critérios de Selecao de Modelos

Como ja vimos nos nossos modelos estudados, eles apresentam diferentes ntimeros de
parametros livres. Por exemplo, o modelo de tipo Gaussiano, tem k = 2 e os modelos
CGBH e Cr-In2 tém k = 3. Assim, podemos pensar que os modelos com maior niimero
de parametros vao, naturalmente, ajustar melhor os dados. Entao, como fazer uma clas-
sificacao de modelos sem penalizar aqueles que tenham menos parametros, descontando
a flexibilidade dos modelos mais complexos?

Na teoria da informacao a realidade pode ser aproximada por modelos, que dependem
de algum ntimero de parametros. O melhor modelo do conjunto em consideracao deve
ser a melhor aproximagdo da realidade. Akaike [127| encontrou uma aproximagao que

quantifica a informagao perdida quando a realidade é aproximada por um modelo. Esse
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método é conhecido como o critério de informacao Akaike (AIC) e é dada por
AIC = —2In L + 2k | (A.5)

onde L representa a maxima verossimilhanca, a quantidade 2k representa a penalizacao
dos modelos que cresce com o niumero de parametros. O modelo preferido seré aquele que
tem o valor minimo de AIC, isto é, aquele que tem a minima perda de informacao. Assim,
o AIC recompensa a qualidade do ajuste e a penalidade reduz sobre o ajuste dado pelo
aumento do ntmero de parametros.

Existe uma correcao nesta aproximacao quando o ntimero de dados é finito e pequeno,

conhecido como o AIC corrigido, e é expressado como

2% (k + 1)

AIC’c:A[C+N_k_1.

(A.6)

Note que para um ntmero infinito de dados esta expressao se reduz ao AIC tradicio-
nal. Nesta tese para comparar modelos, usaremos o critério AIC corrigido, mesmo que a
amostra de SNIa seja grande. Cabe indicar que, o modelo que apresentar menor AIC' sera
o modelo de referencia para categorizar os demais. Assim podemos calcular a diferenca
Aurc; = AIC; — AIC,,;, e fazer uso da tabela A.2 para categorizar, com as regras apro-

ximadas empiricamente, nossos modelos com respeito ao melhor modelo (AIC,,,) [133].

Aarci | Nivel de suporte empirico do modelo ¢

0—2 Substancial
4 -7 Consideravelmente menos
> 10 Essencialmente nenhum.

Tabela A.2: Valores A4rc,; para dar suporte empirico dos modelos em base ao melhor modelo.

Por outro lado, desde o ponto de vista Bayesiano, o Schwarz propds uma quantidade

aproximada [128], conhecida como o critério de informagao Bayesiana BIC, dada por
BIC = —2InL+2kInN | (A7)

Da mesma forma que no AIC' o melhor modelo é aquele que tem o minimo valor BIC. A
principal diferenca com o AIC é que neste caso a penalidade nao s6 depende do nimero
de parametros livres k, se nao que também tem em consideracao o logaritmo do ntimero
de dados N. Isto ndés d& a possibilidade de penalizar modelos mais complexos, tendo por

entendido que a complexidade é identificada com o nimero de parametros livres.



Apéndice B
O Fator de Bayes

No cenério Bayesiano, o melhor modelo (do conjunto de modelos em consideragao) é
aquele que tem maior probabilidade com os dados medidos (chamado de probabilidade a

posteriori) [134]
D|M;) P(M;)
P(D) ’

() = 2 (B.1)

onde P(M;) é a probabilidade a priori para o modelo M;, D representa os dados medidos,

P(D) é a constante de normalizacao que pode ser escrita como

N
P(D) = ZP(D|MZ)P<M2) ’ (B.2)
i=1
e P(D|M;) é a verosimilhanga marginalizada, também chamada evidéncia e expressada
por
By = PDAE) = [ P(DIO,M)P(O]M)d6 | (B.3)

onde P(D|0,M;) é a verosimilhanga sobre o i-ésimo modelo, P(6|M;) é a probabilidade
a priori para @ sobre o -ésimo modelo.

Assim, podemos avaliar a razao a posteriori para os modelos em consideracdo, que no
caso de prior plano dos modelos, este se reduz a razao das evidéncias chamada de fator
de Bayes

P(D|Mj)

A interpretacao do fator de Bayes é resumida na tabela B.1
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O FATOR DE BAYES

21n B B;; Evidéncia contra o j-ésimo modelo
0—2 1-3 Nao vale mais do que uma simples mencao
2—-6 3—120 Positiva

6—10 | 20 — 150 Forte

> 10 > 150 Muito forte.

Tabela B.1: Evidéncias contra o j-ésimo modelo, sendo ¢ o melhor modelo.
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