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Resumo

Apresentagdo do método Quasi-Maxwelliano da gravitagdo para estudar a estabilidade de
modelos cosmologicos conformalmente planos. O método & invariante de calibre e as variaveis
perturbadas tem interpretacdo fisica ou geométrica. Esse método mostrou-se especialmente

apropriado para descr- ever modelos com ricochete.
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Introducao

Desde a antiguidade, a humanidade busca o conhecimento e o entendi- mento dos fatos
que acontece a sua volta tentando responder as questdes intr’msecas a0 esp irito: quem somos, de
onde viemos e para onde vamos? A resposta para essas perguntas evolue de tempos em tempos
de acordo com a evolugdo do pensamento humano no que diz respeito a ciéncia a filosofia e até
mesmo a religido. Na minha opinido, essa evolugdo do pensamento esta relacionada com a
maneira em que os fatos sdo observados e interpretados ao longo do tempo. No meio a tantos
questionamentos surgem diversos cenarios na tentativa de saciar o questionamento humano sobre
porque existe alguma coisa ao invés do nada e entre oS cenérios surge a cosmologia que tem
como objeto de estudo o Universo, no sentido fisico de tudo que existe. Em out- ras
palavras, a Cosmologia tem como objetivo estudar a totalidade e através dela refundar as bases da
fisica com 0 desejo que as leis possam ser validas em todas as escalas [1].

O Universo, simplesmente acontece, inerente a nossa vontade e muitas vezes bem distante
dos nossos olhos e dos nossos sentidos. Um cientista, no papel de um mero expectador, constroi
modelos para representar o que esta sendo observado e como o Universo observado & uma pequena
parte do Uni- verso ao qual temos acesso, certamente, ndo observamos tudo o que acontece e
nossos modelos, muitas vezes, estdo longe de representar a totalidade Se precisamos construir
modelos gerais que expliquem o Universo no qual esta- mos imersos, porque considerar uma

pequena fragdo da totalidade para impor



condicles e restrictes aos nossos modelos? Pergunto ainda, porque consid- erar que 0 Universo
nasceu de uma singularidade ao invéz de considerar que o Universo sempre existiu e sempre existira
e que antes de se expandir, passou por uma fase de contragdo. Por que considerar que a geometria
do Universo

¢ Riemanniana, onde o comprimento das réguas nas quais realizamos medi- das se mantem
constante durante seu deslocamento pelo espago, ao invés de considerar uma geometria mais geral,
sem impor tal condicdo?

Neste trabalho, através do meu entendimento limitado do que realmente
¢ 0 Universo em toda a sua totalidade, apresento a minha propria inter- pretacdo, tentado
me libertar de amarras e pensa-lo de maneira mais livre
possivel. Efato que, todo modelo deve satisfazer de algum modo, certas
condigBes impostas pelas observagles. De uma maneira bem simples e sem pretenstes, mostro
como a escolha de uma geometria mais geral pode criar um Universo ngo-singular e amplificar as
perturbagdes iniciais que deram origem a estruturas em larga escala no Universo como galaxias e
aglomerados assim como a amplificagdo de ondas gravitacionais, fonte de anisotropia de temper-
atura observada na Radiagdo Cosmica de Fundo. Embora, 0 mecanismo de gerar ndo-
homogeneidades, em nosso modelo, ndo reproduza o Universo ob- servado, & possvel tratar de
forma analitica @ amplificacdo de perturbacdes escalares e tensoriais.

Este trabalho se divide em trés partes principais. Na primeira parte, de- screvemos o
Universo de Fundo, homogéneo e isotropico, livre de qualquer perturbagd do campo
gravitacional. Definimos parametros matematicos que representam a cinematica e a dinamica do
Universo assim como sua descri¢do segundo o Formalismo Quasi-Mawxelliano da Gravitagdo.

Consideramos um



Universo descrito por uma geometria de Weyl Integravel (WIST) que produz um ricochete
puramente geométrico, ou seja, 0 Universo sofre uma fase de contragdo antes da fase de
expansdo. Na segunda parte, descrevemos o Uni- verso real, constitido de perturbagdes do campo
gravitacional e o tratamento matematico das perturbagles. Duas teorias de perturbages
cosmologicas sdo apresentadas: Formalismo de Bardeen e Formalismo Quasi- Maxwelliano. A
primeira descreve quantidades perturbadas de interesse fisico, através de per- turbacBes do tensor
métrico que ndo & um observavel fisico e por isso, torna-se necessario construir quantidades
invariantes causando muitas vezes dificul- dades de interpretagd. O segundo formalismo
descreve as quantidades per- turbadas em termos de quantidades que sdo observaveis fisicos e por
IS0 con- stituem perturbacdes verdadeiras , eliminando o problema de calibre. Uma comparagao
entre os dois formalismo é discutida. Na terceira parte, consid- eramos apenas perturbagGes
escalares do campo gravitacional e aplicamos a teoria de perturbagdo cosmologica segundo o
formalismo  Quasi-Mawxelliano, para estudar perturbacdes na densidade de matéria.
Desenvolvemos um for- malismo hamiltoniano, permitindo a quantizacdo candnica da variavel
que representa a perturbagdo de densidade de matéria Como aplicagdo, estu- damos a
amplificagd das perturbagBes escalares por um modelo com ric- ochete geométrico e
calculamos o espectro de poténcia. Na quarta parte, levamos em conta apenas perturbages
tensoriais com o objetivo de estudar ondas gravitacionais. De maneira analoga ao caso escalar,
também descreve- mos as perturbagBes segundo o formalismo Quasi-Maxwelliano e realizamos a
quantizagdo candnica da variavel que representa perturbagBes tensoriais. O espectro de poténcia

também & obtido.



Notacao

Na convengdo de indices tensoriais, 0s indices espaco-temporais, denotado pelo alfabeto grego
variam como a = 0...3, enquanto 0s ‘mdices espaciais denotados pelo alfabeto latino, i =
1.3

Neste trabalho, as unidades de medidas s3o geometrizadas porc =1 =

827“. Adotamos a assinatura (+,-,-,-) para 0 tensor métrico.

Em relagdo as derivadas, convencionamos o uso de (; ) para derivadas covariantes na
geometria de Weyl e no caso da geometria riemaniana, (/) para as derivadas covariantes

,sendo (/) paraas derivadas covariantesno 3-espago ¢ (,) para derivadas simples.
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Capitulo 1

Descricao matematica do

Universo

O Universo em uma determinada escala & representado por um modelo cos- mologico.
Podemos definir um dado modelo cosmolbgico especificando a geometria do espago-tempo, a
matéria contida nele e a interagdo da matéria com a geometria. 1sso significa especificar,
respectivamente, o tensor métrico gy, 0 tensor momento-energia T,y € as equacles dinamicas do
campo grav- itacional [2].
Segundo a Teoria da relatividade Geral (TRG), as equagles de campo sdo dadas pelas equagles
de Einstein *[3]:
1
Guw =Ry - ZRg“V =kTu (1.1)

e a equacdo de conservagdo do tensor momento-energia, dadanb pela iden- tidade de Bianchi

1De acordo com a convencdo usada k=1. (Vide secio Notacao).

14
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V,G" =0V, T W =0, (1.2)

O tensor métrico pode ser descrito em um particular sistema de coorde- nadas fazendo
conexdo com os gmbolos de Cristoff el, ou em termos de um sistema de tetradas fazendo
conexdo com coeficientes de rotagdo de Ricci, ou ainda, descrito covariantemente através da
formulacdo 3+1. Para referéncias sobre 0 assunto, pode-se consultar os livros-textos [2]-[5].
No que diz respeito a matéria, considera-se 0 Universo usualmente composto por alguma espécie de
fluido ou um conjunto de particulas representadas pela teoria cinética, um campo escalar ou
campo eletromagnético e att mesmo uma mistura das possibilidades anteriores.

O movimento da matéria no espago pode ser descrito através de quanti- dades
cinematicas:

a) Velocidade

Como a matéria ndo esta concentrada em uma dada regido do espago,
& necessario definir um campo de velocidade em toda a variedade, denom- inado campo de
observadores fundamentais, representados por uma fam‘ilia de linhas de Universo (linhas do

tipo-tempo):

_dx®
S

onde T & 0 tempo proprio medido ao longo das linhas de Universo fun- damentais. Se V

Ve (1.3)
@ & um vetor do tipo tempo, ou seja,VqVgg"" > 0, podemos normaliza-lo, segundo a assinatura

métrica (+, = = =), como V *Vq = =1. Em geral, esse campo de observadores & tomado como

comovente com o contelido material do modelo.
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b) Tensor de Projecdo

Dado V ©, podemos definir um tensor de projecao h*Y = g"¥ +VHV" aeprojeta objetos 4-
dimensionais no 3-espago do obervador ortogonalmente ao
campode velocidade. Efacil verificar que o projetor ¥ possui as seguintes
propriedades:

h=h' =3 by =hag; h®Vp=0. (14)

Para a caracterizagdo completa do estado cinématico da matéria descrita por um fluido,
precisamos conhecer a derivada covariante do campo de ve- locidades que pode ser decomposta

em suas partes irredutiveis da direggo de V “:

1

Vun =ayVy + _Bhyy + 0y +Wyy. (1.5)

3
onde o escalar 8 representa a taxa de expansdo do Universo ,0qg 0 tensor de cisalhamento,wqg
0 tensor de rotagdo e a4 a aceleragdo das linhas de fiuxo do fluido.

c) Taxa de Expansgo

A taxa de expansgo do fluxo de linhas do fluido também representa uma variaggo do fluido

em relacdo ao volume (volume espedfico do fluido).
0=h®Vyn=V® ., (1.6)

onde:
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\
a a a A a (\/—gi,a a (Vq —g—),a
V jg=V g+ oV =Va+ vV = N (1.7)

d) Cisalhamento

O tensor simétrico 0qg, Nos diz como as linhas de fluxo do fluido se de- formam:

1

1 L1
Ogp :—Zh“ [al’m?Vu/A —36hqg : (1.8)

e) Rotacdo

Representada pelo tensor antissimétrico wqg, 10s diz sobre a rotagéo das linhas de fluxo do

fluido.

Wgp = Lo h® (1.9)
f) Acelerago
A aceleragdo do fluido é dada por:
8 = VaygVP. (1.10)

Antes de descrever as equagdes din@micas para essas quantidades, pre- cisamos definir como

a matéria é representada pelo tensor momento-energia.

Tensor Momento Energia
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O Tensor momento-energia, fonte da geometria nas equagles de Ein- stein (1.1), pode

ser decomposto em suas partes irredutiveis em relagdo a 4-velocidade V “:

TP =pV VP - phyg +2q(V p) + g (1.11)

onde p & a densidade de energia, q° & o fluxo de calor, p & a pressao
isotropica e Trqp & a pressao anisotropica sem traco.Essas quantidades satis- fazem as seguintes

propriedades:

qaV*=0=1%; Tog =Tlga;  TapV P=0. (1.12)
Seque da equagZo de conservagio T BB = 0 as equagdes:
p+(p+p)B+°Va+g® —T®E, =0, (1.13)

(p+p)aa—puh*+gih" +8ga+q" Oay+q Way+(TT ¥) v+ 0, Vo = 0, fonde O,y :_ehuv +
O-H\/.

3

Um fluido perfeito & caracterizado por ¢ = 7 =0, o que implica enum tensor

momento-energia

T%® =pVoVP - pheg. (1.15)

Equac®es de Propagacao:
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Para examinar as equagdes de evolugdo das quantidades cinematicas ao longo das linhas de

fluxo fundamentais, precisamos utilizar a definicdo de curvatura,

Vg = Vusgia = RueagV ©- (1.16)

O tensor de curvatura Ry.eqg , pode ser definido em termos dos seus tragos

Rua € R e do tensor de Weyl Weqp:

1[ ]
Ragy =W apuv =7, R _a pv TR pv 0oy "Rav Oy ~RpuGav

+R[g

aung gavgBu , (1.17)

RHQGB = RHGRWHEGB (1.18)

Utilizando as equagles de Einstein (1.1) para substituir os tragos do tensor de curvatura e

realizando projecBes adequadas, obtemos trés equagdes de propagagdo e trés equacdes de Vinculo:
Equaggo de propagagdo para o escalar 8 ou equago de Raychaudhuri:

. P2 2 2 a 1
0+ S +2A0 +w)-a,e=-,(p+3p), (1.19)

com o2 = 0%a4p e WP = wPweg.

Equagdo de propagagao para Oqg:
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hu hY . ¢ 1 _ 2 _ 2 Ay_
o' g + hgg (2w°—20°+a" )
1

- ;Taﬁ

1 2
“h hY gag t 800 +wg, WH ==
o1 all BBy T o Y0 FWay W Eop 5

Equago de propagagio para Weg:

1 2
hHGhV B\MN - Z_hLl ahv BA(v) + 36W°B +0au WE - O-BPV\VG
1
= ~Eap ~,Thup

As equagles de Vinculo para as quantidades cinématicas sdo dadas por:

3 éhu)\ - (O&W)g ;cxhv)\ —afo \ tWy)="q ,;

a a —N-
W, +2W aq=0;

1
Ha =—_f21€faarl\;3yvev Oy o *Waep)y taW »-

20

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

As equagdes de evolugdo para os parametros cinematicos (O, Wyy, 8uv) que obtivemos,

envolvem a parte elétrica e magnética do tensor de Weyl, por isso, torna-se necessario obter as

equacBes de evolugdo para esses tensores, que sera feito no proximo capitulo.



Capitulo 2

EquacOes Quasi-Maxwellianas

O formalismo Quasi-Mawxelliano da gravitacdo foi introduzido por Jordan, Ehlers e Kundt
em (1960) [6] e consiste em considerar as Identidades de Bianchi como equagles de campo
para as partes irredufiveis do tensor de Weyl.

O tensor de Weyl, ou tensor de curvatura conforme Wg,.v, pode srdecomposto em

tensor de Riemann Rqgyy € tensor de Ricci Rqg da seguinte forma:

1 ]
WuBuv :RcBuV +_2|!;Q aung +RBV gqp - Rav ng - RBU Oav

| ]
_G_R Jop9sv ~ Gav 9y (2'1)

com propriedades Wqgwg@™ = 0 € Wegpy = ~Weapy = Wiep.
Na auséncia de matéria, Ryy = R = 0 e conseguentemente Weguy =Raguv, OU Seja,
podemos dizer que Wqpyy representa o campo gravitacional livre, determinado néo-

localmente pela matéria.

21
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Substituindo o tensor de Weyl, na identidade de Bianchi:

Rafv//)\ +R SE//H +R :ﬁ//v =0
obtemos as equagles de campo:
.l 1)
apwn =K TR uganp + (Ol Rigi
ou, com 0 auxilio das equagles de Eistein (1.1):
.G 1)
Weagwn =K =T uranp) +6Oula Tigl

relacionando a geometria com o0 tensor momento-energia.

22

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Em analogia com o eletromagnetismo, o tensor de Weyl pode ser decom- posto em suas

partesirredut tveis Eqg € Hag, denominadas respectivamente como parte elétrica e magnética:

Eap =—WaypsV 'V °

Hop = _W:‘xyB6V Yy®

com propriedades

Euv = Evu;

EwV H=0;

Ewg"' =0;

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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Hu = Evy (2.10)
HuVH =0; (2.11)
Engh’ =0. (2.12)

Escrevendo o tensor de Weyl Wgy,, €m termos de suas partes irredut tveis

EQB (5] Huv temOS,

W apuv — (nau)\c nBVT € _ gC(|J)\O' gBVT E)V)\VT Eoe

+(OHAogBYTE L gaA R BVTEN g (2.13)

O tensor W PHY & um tensor de ordem 3 e admite quatro projecBes

/v
independentes em relacdo ao vetor tangente as curvas da congruéncia V ", gerando dois vetores e

dois tensores de ordem 2:

W P VgVyuhe, (2.14)
W aBuV/N ngﬁ)\ ViV (2.15)

hn"*v 2.16
WGBHV//V H r]ch A ( )

W GBIJV//V VBhu(Tho')c( (217)
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Através dessas projecles e do uso de (2.4), que relaciona o traco do tensor de Weyl ao

tensor momento-energia, obtemos as Equagdes Quasi- Maxwellianas da Gravitaggo:

h<h™ Egp iy +0°¢ Buv VPHY g |+ 3H"w, =
1 1 1
gh“’p o 3,qe —(% , 3w Ev)q" + -1215“a ut J}q“‘n oy (2.18)

heapAY Han I +n€ B V BEVAO.L;\ + 3E€VWV —

(p+p)W€ _ _1r]€a[3)\

1
5 A Qarrp +—§“‘“(0 u W )TV, (2.19)

he h)\Huv +9He)\_ lH (eh)\)vu//v +n)\vuvn€[imv V H )
Hov 2 Vv u . uT ay VB

(A €)yaB H (e Nyap

3en 1 1«
(€ )+ heAgH Wu+ gEBn Napu Vy Qo+

1
2 Ve, 170 (2.20)

wr oayOu”

hcmA\Epv +9Ee)\ _ lE(Eh)\)V /v +n)\vuyneBTaV V E
1
AHIBY |+ NPV | = B, - ot - T G-

1 (0 + p)o® +_1 g - %u(eh)\)q N 1h€ WM 5 14mr DB + e.n.e)\
2 2 4 Wi pau B 6
2.21)

onde @y = Oy == Ohyy.
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As Equagles Quase-Maxwellianas da Gravitagdo sdo equagles diferenci- ais de terceira
ordem em g, € exigem como condi¢des iniciais as EquagBes de Einstein sob uma superficie de

Cauchy [11]. Pode-se também ver uma demonstragao deste teorema em [12].



Capitulo 3

Modelos de Universo com

Ricochete

Nesta secdo, vamos tratar especificamente de uma classe de modelos ndo- singulares, que
constitui os modelos com ricochete (bounce). Nos mode- los com ricochete, 0 Universo &
eterno e passa por uma fase de contracdo no infinito passado até atingir um raio minimo e
depois se expande infini- tamente.  Esse modelo possui uma vantagem sobre o modelo
cosmologico padrdo, visto que, o problema da singularidade inicial e do horizonte & re-
solvido. Alem disso, da mesma maneira como ocorre com 0s modelos in- flacionarios, o

ricochete atua como um mecanismo de amplificacdo das per- turbagles cosmologicas.

3.1 Modelo Cosmolodgico Padrao

26
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De acordo com o0 modelo padrdo da cosmologia, 0 Universo teve sua origem numa singularidade
inicial (Hot Big-Bang) e sua geometria & descrita por um modelo de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) caracterizando homogenei- dade e isotropia.

Essa descricdo do universo foi muito bem sucedida, se mostrando de acordo com muitas
observagdes como por exemplo a homogeneidade do Uni- verso em larga escala, a radiago
cosmica de fundo (RCF) e abundancia de elementos quimicos. Apesar do sucesso dessas
predigles, o modelo (HBB) possui um problema estrutural intratavel que consiste na
singularidade ini- cial, onde as quantidades fisicas divergem. Além disso, esse modelo gera

alguns problemas conhecidos como problemas padrdes da cosmologia:

* problema de horizonte: limitag&o causal para homogeneidade do Uni- verso;
« problema de planeza: aparente natureza euclidiana do Universo;

« assimetria de barions: prevalescéncia de matéria sobre a anti-matéria.

Para resolver esses problemas, foi introduzida uma fase inflacionaria no modelo padrdo.
Nessa fase, 0 Universo apds o Big Bang passa por uma fase de expansdo exponencial [7].

Além do modelo inflacionario, foram sugeridos muitos outros modelos para resolver os
problemas padrBes da cosmologia, entre eles, modelos de Universo ndo singular onde o
Universo comeca de um raio minimo. Para referéncias sobre esses modelos, consulte ([8]) e
([9]). Esses modelos possuem uma vantagem sobre o modelo cosmolbgico padrdo, visto que, 0

problema da singularidade inicial & resolvido e da mesma maneira como ocorre com 0S
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modelos inflacionarios, o ricochete atua como um mecanismo de amplificagdo das perturbagdes

cosmoldgicas.

3.2 Ricochete Geométrico

Nessa secdo, vamos tratar especificamente de um determinado tipo de mod- elo cosmologico com
ricochete gerado puramente pela geometria do espaco- tempo ([10]). Para gerar um ricochete
geométrico, consideramos que o Uni- verso inicialmente ndo possue é matéria e que sua

geometria & descrita pela geometria de Weyl como veremos a seguir.

3.2.1 Geometria de Weyl Integravel

Ao contrario do modelo padrao, vamos considerar que a geometria do Uni- verso & descrita por
uma generalizagdo da geometria riemaninana denomi- nada geometria de Weyl. Nessa geometria,
consideramos que o comprimento de um vetor varia com o seu deslocamento espacial. 1sso
significa dizer que gy /~O0.

Originalmente, a geometria de Weyl foi proposta com o intuito de unificar o eletromagnetismo
com a gravitagdo, porem exibia uma grave inconsisténcia com as observagdes, ja que em sua
formulagdo, o comprimento e portanto o espectro atdmico varia com a posi¢do e o caminho para
atingir essa possico, quando na presenca de um campo eletromagnético. Em nosso modelo, o
campo de Weyl nZo estd associado ao campo eletromagnético e ademais, & o gradiente de um
campo escalar. Nesse caso, a variagd do comprimento depende apenas da posi¢do, ndo

importando o campinho para atingi-la. Essa
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geometria passou a ser denominada WIST , sigla em inglés para Espago- Tempo de Weyl

Integravel. Assim,

Ouv:h = gpvWa. (3.1)

onde wy(x) =w, (x) & o gradiente de um campo escalar.
Com essa modificagdo na derivada covariante do tensor métrico, surgem termosadicionaisna

afininidade riemaniana{® }:iga)\[gu)\,v"'gv)\,u_guv)\]

[\ 2
a _ga _1 a a a
L= [W26 WO -g W, (3.2)
consequentemente no tensor de Ricci
. 1 1x o
va = Ruv - Wyw - 2Wqu - iQN_W aW ]1 (33)
e no escalar deRicci
B ity 4 S "
R=R-3[Qv+-w , uWH, (3.4)
onde
Qv=wj, (3.5)

e { } denota uma quantidade calculada na geometria riemaniana, note que
Wq = Wg.
O cenario dindmico para essa geometria & dado através de duas variaveis geométricas

fundamentais (g, Wa) € a agdo mais simples envolvendo esepar de variaveis & escrita como

S= \/—g‘['R +§W“]d;‘:lx (3.6)
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onde ¢ & um parametro adimensional.
As equacBes dinamicas sdo obtidas através do prindpio variacional, var- iando a acdo S em

relagdo ao par de variaveis (g, Wa):

: 1a 2 A2 o
va—zﬁgpv—)\ W Wy + SWaW Gy =0, (3.7)
Quv =0, (3.9)
comA? =[],
A primeira integral da equagdo (3.8) nos da
f a3
w=vya (3.9

onde y & uma constante de integraggo.
Podemos interpretar esse resultado, como o equivalente das equagBes de Einstein onde a fonte

da geometria & o proprio campo escalar e rescrever (3.7) como

Ru - iF”%g w =T (W), (3.10)
onde o tensor momento energia dado por Tyw(W) = [Pw +Pw]VuVy —Pwlu]. Através de
projecBes adequadas do tensor momento-energia e dos vetores do tipo tempo V,, obtemos uma
densidade de energia p,, € pressao anisotropica py negativas.
pW:pW:—ZW)\_Z ? (3.11)
E importante notar que a origem dos termos envolvendo w & puramente

geométrica. A interpretacdo em termos de um fluido & apenas formal, para
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aproximar as equagdes da forma que elas tomariam em uma geometria Rie- manniana.

Substituindo (3.11) e (?7?) nas Equagdes de Friedman, obtemos

2 A2

e
2.2 Mo,
2aa+a+te- ;me =0. (3.13)

Resolvendo esse sistema temos necessariamente um Universo de FRW aberto,ousejae=1e

substituindo(3.9)em(3.12)e(3.13)temosaseguinte solugao para o fator de escala:

_2_ [@]4
a=1- 7 (3.14)

A 4
[.s):

Temos entdo, um modelo cosmolagico com solugao [13]:

comag =

~N
a(n)=ap cosh(2n). (3.15)

0 que implica em um Universo com ricochete ou seja, possui uma fase de

contragdo precedida por uma fase de expansdo como mostra a figura [3.1].
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Figura 3.1: Fator de escala do Universo. Nesse grafico consideramos a con- stante ag = 1.



Parte 11

O Universo Perturbado
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Capitulo 4

Calibre em Perturbac®es

Cosmologicas

Evidéncias observacionais mostram que o Universo primordial era homogéneo e isotropico.
Acredita-se que existiram pequenas perturbagles iniciais que vagarosamente foram aumentando
de amplitude devido a instabilidade grav- itacional. Essas perturbagdes iniciais sao sementes para a
formagdo de estru- turas no Universo em larga escala como galaxias e aglomerado de galaxias
além de ser responsavel pela variacdo de temperatura observada na Radiacdo Cosmica de Fundo
(RCF).

Para definir perturbagdes cosmologicas, precisamos primeiramente definir um espaco-tempo
ficticio, denominado espago-tempo de fundo e um espago- tempo fisico, denominado espago-
tempo real. O espagco-tempo de fundo @ livre de qualquer tipo de perturbacdo enquanto o
espago-tempo real contém as ndo-homogeneidades do Universo [14]. Nesse cenario, 0 termo

calibre representaaliberdade do observador naescolhado mapeamentoentre o

34
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espaco-tempo de fundo e o espaco-tempo perturbado. Fazer uma escolha de calibre significa
realizar um mapeamento, determinando a correspondéncia ponto a ponto entre 0s dois espagos-

tempo como esta representado na figura (1.1).

Figura 4.1: Espaco tempo real e ficticio.

Uma mudanga nessa correspondencia, mantendo a coordenada x" fixaé chamada
transformag&o de calibre (muda o ponto do espago-tempo de fundo
correspondente ao ponto no espago-tempo perturbado) enquanto uma trasformagao de coordenadas muda as
coordenadas do espaco-tempo de fundo e perturbado
simultaneamente.

Uma quantidade perturbada & definida como sendo a diferenca entre o valor dessa
quantidade em uma dada hipersuperficie S do espaco-tempo per- turbado e o seu valor
correspondente em uma dada hipersuperficie S no espago tempo de fundo através de um

mapeamento arbitréario representado por Q:

8¢ =0-0. (4.1)

Uma fez definido Q, ndo existe nenhuma arbitrariedade em &g, porém, nao significa que

exista algo que relacione de maneira direta os dois espagos-
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tempo, ou Seja, ndo & possvel determinar unicamente S de S e por isso, essa definiggo de
perturbacdo deve ser vista com atengdo.

J& vimos anteriormente que as perturbag®es definidas sao completamente dependente de um
mapeamento escolhido e nesse contexto, a defini¢do de um
modelo de fundo em S & equivalente a definir um mapa Q de S em S. Como
exemplo, podemos ver o caso da densidade de energia que & dependende de calibre. A densidade
de energia perturbada 61 & definida por um mapeamento Q do espaco-tempo de fundo no espago
tempo perturbado. S6 & posdvel comparar a quantidade i com f1apds o mapeamento como

representado na figura [4.1].

Figura 4.2: Mapeamento do espago-tempo de fundo no espaco-tempo per- turbado.

4.1 Fixacao de calibre

Um espaco-tempo pode ser descrito através de uma familia de curvas do tipo tempo (A) ou através
de hipersuperficies espaciais com tempo constante (C) como na figura (1.3).

O calibre pode ser especificado de varias formas dependendo de que
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Figura 4.3: Aspectos do mapeamento.

maneira a quantidade | & alocada nas hipersuperficies ou nas curvas do tipo tempo:

a) Calibre Sincrono:

O calibre sincrono ou de tempo conforme & aquele em que o tempo proprio
é fixado ao longo das linhas de fluxo do fluido no espago-tempo de fundo e no espaco tempo
perturbado e o calibre & fixado através da relagdo entre eles. O problema dessa escolha & que
ela & ndo local, ja que & preciso integrar as equagdes de campo ao longo das curvas do tipo

tempo.

b) Hipersuperficies de fluxo ortogonal:

As hipersuperficies de fluxo ortogonal também conhecidas como hipersu- perficies comoventes
sdo escolhidas de maneira que sejam ortogonais as linhas de fluxo do fundo, porém essa escolha
s0 & possvel se o sitema for livre de vorticidade. A dificuldade dessa escolha esta em definir
valores do tempo unicamente nessas superficies pois se existir aceleragdo, o tempo proprio me-

dido ao longo de uma curva do tipo tempo sera diferente da curva vizinha.
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¢) Equivalentes escalares:

Uma outra possibilidade é identificar quantidades escalares que s3o in- variantes de calibre
nos dois espagos-tempo e através delas definir superficies espaciais em S e fixar 0 mapeamento
entre os dois espagos-tempo. O prob- lema dessa escolha & que & muito dificil decodificar a

perturbacdo de densi- dade obtida.

Existem outras escolhas para fixar o calibre e sua escolha vai depender da perturbaggo

estudada.



Capitulo 5

Teoria de PerturbacOes

Cosmologicas

Matematicamente, o crescimento das perturbag®es iniciais no Universo é de- scrito pela Teoria de
Perturbaces Cosmologicas e o tratamento relativistico dessas perturbagdes, foi apresentado
primeiramente por Lifshitz em (1946) [15], considerando um modelo de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) e pos- teriormente resumido em [16] onde foi introduzido a decomposi¢do das
per- turbag®es em harmonicos escalares, vetoriais e tensoriais. Como vimos an- teriormente, 0
estudo de perturbagles cosmolbgicas implica numa liberdade de escolha de calibre. Diversos
trabalhos foram realizados com diferentes escolhas de calibre mas todos eles, exibindo
dificuldades de interpretacdo das quantidades perturbadas.

Para resolver o problema, seria necessario introduzir um formalismo in- variante de calibre e
nessa direcdo, podemos destacar dois trabalhos impor-

tantes: ateoria de perturbagdes cosmologicas no formalismo Quasi-Maxwelliano
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da gravitacdo, desenvolvido por Hawking em (1966) [18] e o formalismo in- variante de calibre

apresentado por Bardeen (1980) [20].

5.1 Formalismo de Bardeen

Nesse formalismo, as perturbagdes do Universo estdo diretamente relacionadas com as perturbagdes
da geometria representada por g"" e perturbagdes da matéria representadas por Tyy.
Considerando apenas perturbagdes lineares, podemos escrever o tensor métrico acrescido de

uma variagao infinitesimal dg*"":

gllV :(O) g“v +69HV1 (51)

onde g representa o tensor métrico do espago-tempo de fundo.

Uma perturbacdo métrica, gera perturbagdes nas equactes de Einstein 8Gpy = k8T €
usualmente, para resolve-las, aplica-se condigdes de cdie para simplificar a forma das
perturbagdes da geometria e da matéria, trabal- hando apenas com componentes do tensor métrico
perturbado. O problema desse método esta no fato de que o proprio tensor métrico ndo & um
observavel fisico diretamente mas apenas sua derivada segunda associada com o tensor de
curvatura Rqgys, portanto, ndo & uma quantidade invariante de cdive e isso dificulta a
distincd de uma ndo-homogeneidade fisica (geométrica) de uma ndo- homogeneidade criada
por uma mera escolha inconveniente do sistema de coordenadas.

Bardeen através de combinagdes adequadas do componente do tensor métrico construiu

dois potenciais invariantes de calibre e através desses po-
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tenciais escreveu as equagles de Einstein perturbadas de uma forma total- mente independente de

calibre.

5.1.1 Formalismo de Mukhanov

Em um trabalho mais recente [22], Mukhanov et all. simplifica a derivag&o das equagdes de campo
perturbadas, mostradas por Bardeen, trabalhando no calibre longitudinal. Nesse mesmo trabalho,
Mukhanov trata perturbagdes classicas e quanticas e aplica em alguns modelos relevantes. Aqui,
vamos nos deter em perturbag®es do espaco-tempo de fundo do ponto de vista classico.

Assumindo um Universo homogéneo e isotropico em larga escala, iremos considerar a

meétrica conforme de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):

ds’=a’(n)(dn’-y dy'dx), (5.2)

[

onde vij = 8ij 1+ (X +y* + 22)]_ ,com curyatura espacial € = 0, £1.
4

As perturbacBes do espaco-tempo de fundo, representadas pelo tensor métrico, podem ser
classificadas em perturbagBes escalares, vetoriais e ten- soriais, dependendo de como as
perturbagdes se comportam sob uma trans- formagao de coordenadas no espago-tempo de fundo.

Neste trabalho, estamos interessados apenas em perturbacBes escalares, responsaveis pela
formagdo de estruturas no Universo em larga escala, e per- turbagles tensoriais responsaveis pela
descricdo de ondas gravitacionais. As perturbagles vetoriais responsaveis por vorticidades serdo

desconsideradas.
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De uma forma geral, podemos escrever uma perturbagdo métrica escalar, através de 4
quantidades escalares ¢, g, B ¢ E:
2¢ -Bji

Sguw =a°(n)
-Bi 2 wyi—Ey

Levando-se em conta essas perturbagdes, podemos escrever a métrica de fundo dada por (5.2)

como:

ds?= a’(n) (ﬁ +2¢)dn? - 2B; dx'dn - (1 —[sz)Yij + 2Ej; dx'dx! ] I

(5.4)
Claramente, esse elemento de linha ndo & invariante de calibre, porém, podemos escrevé-lo

em termos dos potenciais de Bardeen @ e \¥, dados por:

o=¢+1[B - E)al 55
a
a ,
‘P=L|J—E(B—E) (5.6)

e obter um elemento de linha totalmente independente de calibre:

dsZ:az(n)[(1+2cD)dn2 —(1—2‘P)yijdxidxj] . (5.7)

Nessa formulagdo invariantes de calibre , as perturbagdes da geometria generalizadas para o

caso em que a 3-curvatura & ngo-nula, sao dadas por:

]

L gy (H®+ @)+ V2 + 30 ;

05G° ;= 2a
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(IQ)6G0 i:2a—2 [H (D_{_(D'] : l (58)
1

¢ ]

@G =-2a 2H+H ) prH O+ +2H D0 5.

]

Para 0 caso de um modelo de Universo que experimenta um ricochete geométrico como
descrito anteriormente por uma variedade de Weyl in- tegravel (WIST) com solugdo do tipo

Friedmann aberta € = =1, e densi-

dade de energia negativa p = o obtemos as perturbagles de matéria,
2 a?

igualmente invariantes de calibre:

(03T I= -Na? (—(p'2® +@ (‘g)écp')

(9sTi=—A252¢ (i9)
98T =-Na’e "95¢,; (5.9)
(95T = —A2a2( 20 + ¢ (98 ')6‘
i~ ¢ ¢ ¢ 9
onde
(95p =8¢+ (B -E) (5.10)

& a variagdo do campo escalar constrtida de forma invariante de calibre.
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Através do conjunto de equagcles (5.8) e (5.9), podemos obter as equaces de Einstein para um

Universo com campo escalar geometrizado,

2
V20-3H (H ®+d)+3ed= 3 ) N (—cp’2q> +QdP )

2

: 3 :
[H®+0]= - ~ Nodo, | (5.11)
. , , 3P ' L
D +(2H +H 2)<I)+3H(D—£(D: T)‘Z (<p2q>—<p6cp)
onde A & uma constante.
Usando a relacdo
3 2 ‘ 2
5 Ao =H-H -€,
podemos escrever :
5 ) 3%, .
VO-2H®-3H O -H O+4ed=- 2_)\(95(0
: 3z, .
[Ho+d]=- - Aodo (5.12)
. ) , 37, .
®+2H O+H O+3H d=- 2_A<P6<P

A equagdo para o potencial de Bardeen @, associado a perturbagdo da métrica, pode ser

encontrada subtraindo a equag&o (0-0) da equagdo (i-j) :

@ -V20+6H O'+2 2|—fZ+H' CD—ZPECI):O (5.13)

onde as quantidades H %e e H " so relacionadas através da equag3o
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2H 2+ H'= -2, (5.14)

permitindo escrever

@ -V?0+6H d-8ed=0. (5.15)

Resolvendo essa equacdo, podemos obter a variavel invariante de calibre @, responsavel pela

descricdo das perturbagdes.

5.2 Formalismo Quasi-Maxwelliano

Em 1966, baseado na descricdo Quasi-Mawxelliana da gravitagdo, Hawk- ing [18] propds um
novo método para tratar as perturbagles cosmologicas. Ao invés de considerar as perturbagdes
cosmolbgicas descritas por peque- nas variagles no tensor métrico, que ndo & um observavel
fisico e por isso introduz dificuldades de interpretacdo das quantidades perturbadas, Hawk- ing
considera perturbagdes provenientes de pequenas flutuages do tensor de Weyl conforme que & um
observavel fisico e portanto, invariante de calibre. Nesse formalismo, a interpretagd dos objetos
fisicos perturbados & direta. Adicionalmente, no tratamento de perturbagBes tensoriais para
descrever ra- diagdo gravitacional, esse método introduz uma vantagem em relagdo aos outros,
visto que & o Unico a levar em conta a interacdo da radiagdo com a matéria como sera visto
adiante.

De acordo com formalismo Quasi- Maxwelliano da Gravitagd descrito anteriormente,
podemos decompor o tensor de Weyl, também chamado de tensor de curvatura conforme, em

suaspartesirredut veis,denominadasparte
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elétrica Eqg € magnética Hg:

W BHY = (nap)\o r]BVT €_ gGH)\U gBVT OVaV: Egp

H(nAAIBVIE L AT BVIEN/ g (5.16)

Para modelos cosmologicos conformalmente planos, como & o caso de um modelo de
FRW, o tensor de curvatura se anula em toda variedade, Wqgyy = 0 € isso garante que a
sua variagdo seja uma perturbagdo ver- dadeira e ndo apenas um redduo da transformagdo do
sistema de coorde- nadas. Segue diretamente de (5.16) que as perturbagles do campo gravita-
cional sdo descritas através de perturbagBes das partes elétricas e magnéticas. A vantagem desse
método & que alem de eliminar problemas de calibre ex- istentes em outras teorias, a dinamica
dos observaveis ngo requer sequer o conhecimento das componentes de 8g,y.

As equactes dinamicas perturbadas ,para os observaveis Eqg € Hqg $30 dadas em primeira

ordem por:

. 1 .
hh®, (BE™) +8(BE™)-"(RE N’ v+
5] 1
- pPweqamy -V (BE h - E(éHuk L hEppry =
1 ap 1 ap H 1 pa BV
—2(p+p)(50 )+ 6h (09 );u_4h h (8gu)v*
%h”(“hﬁ)v (61‘rw)'+1e6(61'r“"); (5.17)

Vv
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h9hf  (SH") +8(5H) —1(554 @ v

1
+Q3 nBvus r]owvvvw (OHgy dhay - 5(55\ “)Th(“ rI,E)TYAVv:
1

y hYnPET iy, (3TTve )1 ); (5.18)
1
A€ UV — € eafy
(BHa)y " ERERIOW) VY Gga)e (519)
ag _1 . € 1 . 0 €
BE y poepwv - =TPEVY) - p@V)V T+
au ;v = 3(6p),0 . 3 e . 3
lhE (&t W 0q°). (5.20)

2 A );H + 3?

As equagles Quasi-Maxwellianas perturbadas, juntamente com as equagdes de evolugao das

quantidades cinematicas perturbadas

o A 0 2 a 1+3A
(36)"+6 (BV°)+ 9(636) - (6a) __ , () (5.21)

.1
G Y+ h @Ga®) -1l@a) hoh P+
Y 3 W a9 (B) p v
2 1
By 2 v 1 apBy B
©wh)'+ B(dw")="n"""(da") V; (5.23)
3 2

restringidas pelas equaces de vinculo
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Z(ase)A - —29'(5\{1)+ 255V )5
3 )

3 3 H
a a B
-(B0 +dW  p).ch ,=-30; (5.24)
®W%).q =0; (5.25)
1 ¢
OHW) =07 H, ) [00 0y ) +OW o)l "V (5.26)

e satisfazendo as equagles de conservagao:

(Bp) +p'(BV°)+6(5p+5p)+(p+p)(86)+(5q°).a=0; (5.27)

'@V, +podVI)S 1 @Bp)gh® | + (0 + p)(Bay)
+ha(80) + hya(5) = 0, (5.28)

constituem o conjunto completo de equagdes capazes de descrever a evolugdo das perturbacBes em

modelos conformalmente planos.

5.2.1 Decomposi¢cao em autofunctes de Helmholtz

Para facilitar o estudo das perturbagles, como proposto por Lifshitz em [16], as perturbagbes

cosmologicas podem ser expandidas em base de harmonicos
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escalares, vetoriais e tensoriais. Esses harmonicos formam bases completas, permitindo o estudo

independente de cada uma das perturbagdes.

E importante salientar que nem sempre & possvel decompor uma per-

turbagdo em modos escalares, vetoriais e tensoriais. A auséncia de um deter- minado modo esta

ligado com o comportamento da quantidade perturbada, sob uma transformac&o de coordenadas

no espaco-tempo de fundo. Na tabela (5.29) escrevemos de maneira sucinta a contribui¢o escalar,

vetorial e ten- sorial para cada quantidade perturbada de interesse. Para uma versdo mais

completa, consultar [23].

Quantidade Modo Escalar Modo Vetorial Modo Tensorial
Ej; sim sim sim
Oij sim sim sim
Ui sim sim nao
H; ndo sim sim
W; ndo sim ndo

Eimportante notar que apenas as quantidades E;; e ojj possuem todos

(5.29)

0s modos e que ndo existe nenhuma contribuicdo escalar para H;j. Nesse trabalho, vamos nos

deter somente nas perturbagBes escalares e tensoriais, por isso omitiremos a expansdo em

harmonicos vetoriais das perturbacBes cosmologicas.

a) Harmonicos Escalares:

Podemos definir uma base escalar através da funggo modo Q(x') inde- pendente do

tempo que satisfaz a equagdo escalar de Helmholtz:
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@y =-k G. (5.30)

0 §mbolo ®V 2 denota o laplaciano 3-dimensional definido pela operagao

Qy 2 =y iJ'(?,i//j (5.31)

e k esta associado com o nimero de onda assumindo valores:

[ n°+1, 0<n<e g=1
k2= n? 0<n<w g=0 (5.32)
H2og n=10. £=-1

Através do escalar Q, podemos definir, respectivamente, vetores e ten- sores:

Qi=Q,, (5.33)

Qij = Qs (5.34)

Visando a decomposicdo de quantidades tensoriais simétricas, podemos definir um operador

sem trago Q;:

Q=- 1qQ -lqy (5.35)
ij k2 ] 3 ]

com divergéncia dada por:
¢ I £
i :2(3+k2)Q (5.36)

onde € & a 3-curvatura espacial.
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Podemos escrever as quantidades perturbadas,através da expansdo na base escalar :

> .
SE; =" EQMI (5.37)
k
5mj:§:ﬂmmd<” (5.38)
k
u :Zn“’z(t)ék i (5.39)
k
MFEZM%mﬁi (5.40)
k
k
6%-2 QO | (5.41)
> .
vi=" Vo, (5.42)
k
k
Vo =Zu<°k>(t)d i (5.43)
k
k

b) Harmonicos Tensoriais:
De maneira analoga ao caso escalar, podemos definir um tensor simétrico através da base
tensorial sem trago U J(x') = U¥'(x') e com divergéncia nula. A base deve satisfazer a equagao

tensorial de Helmholtz:

@y 2yl = -2y, (5.44)

com laplaciano 3-dimensional definido pela operacdo
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3 2 ij //k
VUZ=U, . (5.45)

Para o0 caso tensorial, k assume valores:

2 o0 =
n® +3, 0<n< e=1
K= n 0<n<w g=0 (5.46)
Y n?-3, n=3,4.. e=— 1
As quantidades pertu badas expandidas na base tensorial sdo escritas
como:
>
5E; =" EQ@MUF, (5.47)
k
k
>
doij = MU (5.48)
k
k
>
SHij =" HQOU* (5.49)
k

81T;; = = SIGIUA (5.50)
k

k

ij

5.3 Conjunto Minimo de variaveis

Novello et all.[21], simplifica esse formalismo, mostrando que existe um con- junto minimo
fechado de variaveis E e X com as quais pode-se escrever todas as outras variaveis que representam
quantidades perturbadas . As variaveis do conjunto minimo, $30 as Unicas variaveis que possuem

todos os modos da expansao na base de harmdnicos como pode ser visto na tabela (5.29).
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Considerando apenas o caso escalar, as equagcBes Quasi-Mawxelliana per- turbadas dadas por
(5.17)-(5.20), sa expandidas na base de harmonicos (5.37)-(5.43). Através da equagdo

perturbada para o cisalhamento 80j; e para a parte eletrica do tensor de Weyl E;; ,obtem-se

reSpeCtivamente:
: L .
£=~E - oKX (5,51)
e
__ L 8 £, 0 K
E=- o P)E-, S rTE- S 6

onde a equacdo de estado é dada por p = Ap. Aqui estamos tratando o caso em que A £ 1,
0U seja, caso em que o termo com a densidade de matéria p ndo desaparece. A generalizagdo para
0 caso de vacuo, pode ser vista em [21].

Para resolver esse sistema, precisamos conhecer a variavel X e escrevé-la em termos das
quantidades do espaco-tempo de fundo e das variaveis E e X. De maneira simples pode-se

obter X através da projecdo no tri-espago da
equagao de conservagao h' TH' = 0;

(1+N)pdai = A(dp).i + AOV; = 0. (5.53)

Usando a expansdo em harmonicos juntamente com a equagao perturbada da divergéncia do
tensor elétrico (5.20) podemos escrever:
2 (3N ]

1 1
N = 1+ = —AE+ AT+ CX 5.54
a?p(1+A) k2 ¢ 2 ¢ 3 6549

mostrando que realmente, basta conhecer as variaveis E e X para conhecer

todo o sistema:
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. 1 2 (3l 1 1]
$=-E-¢-k 14577 = NE + NS+ €2 5.55
¢ 22p(1+N) o E5+ 7% 3 (5.55)
e
1+ B & & 8 K 2 ( 39 1 1]
E=T 0 PR R 3 Ty gpaeny e TAETAEAET,
(5.56)
Desacoplando essas equagles, para o caso de um fluido perfeito, ¢ = 0,
p =p,A =1, obtemos as equagcdes de evolugdo para as variaveis E e X:
_ . a l[ 2 ] _
E +E (4+3\) g+ Ak —3€)-€(2+3N) E=0 (5.57)
a2
n a(pa2—3)\b)- 1+)\( _b)
a patb
- X- P =0 5.58
pa’+b 2 1+a2p (558)

Obtendo as equagles dinamicas, aplicaremos o formalismo Quasi-Maxwelliano em um modelo com

ricochete geométrico descrito no Capitulo 3.



Capitulo 6

Comparacao entre as Variaveis

Perturbadas

Na teoria de perturbagdes cosmologicas descrita no capitulo anterior, apre- sentamos dois
formalismo distintos. O formalismo de Bardeen consiste em resolver as equagBes de Einstein
perturbadas encontrando uma equacdo para a variavel invariante de calibre denominada
potencial de Bardeen ® e ¥, enquanto o formalismo Quasi-Maxwelliano consiste em resolver
as equagdes para 0 conjunto minimo de variaveis (E, X). Ja que todas essa variaveis rep-
resentam a perturbacdo do campo gravitacional, deve existir alguma relacgo entre elas.

No formalismo Quasi-Maxwelliano, foi mostrado que as var'iaveis do con- junto minimo E

e X, consiste na parte temporal da expansdo na base de harmonicos escalares:

OE;; = = EQOJ (6.1)
k

95
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>
doy = TEMHUS, (6.2)
k
Goode em 1989, [23], baseado no formalismo de Bardeen, relacionou as quantidades fisicas

observaveis em termos das quantidades geométricas, car- acterizando completamente os modos

perturbados e escreveu em primeira ordem para o0 caso escalar:

EP = aT_Z[kZ (@ -¥)Q"F] (6.3)

Para 0 caso de um fluido perfeito, ® = =, reduzindo a equagao anterior

B = -2k @) ) (64)

A parte elétrica do tensor de \Weyl, pode ser expandida na base escalar na
base escalar Q¢ %xi) definida anteriormente como: E® = E(Q)Q“ : Subsi-B

tuindo essa expansdo na equacdo dada por Bardeen (6.4), obtemos a relagdo

E =-k2® (6.5)

para 0 caso de um fluido perfeito [24]. E importante salientar que as

variaveis E e @, satisfazem a mesma equagdo diferencial que determina a sua evoluggo.
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Se as coisas sdo inatingiveis...ora!
ndo é motivo para nao queré-las...
Que tristes os caminhos, se nao fora
a magica presenca das estrelas!

Mario Quintana
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Capitulo 7

Introducao

O prindpio cosmologico nos diz que o Universo & homogéneo e isotropico porém isso & observado
apenas em grandes escalas. Em pequena escala, ob- servamos um Universo altamente heterogéneo,
constitiido de diversas estru- turas como galaxias e aglomerados,® que estao distribuidas
randomicamente no espaco. Muitas vezes observamos as galaxias agrupadas formando fila-
mentos e paredes e outras vezes, observamos regides de grande vazio entre elas.

Atualmente, o conhecimento do mecanismo de geragdo de estruturas no Universo , constitui
uma area da cosmologia de muita importancia por esta ligada com as anisotropias observadas na
temperatura da Radiagdo Cosmica de Fundo (RCF). Para referéncias sobre o assunto, consultar
0s livros-texto [25] e [26].

Supondo que na época do desacoplamento, existiam pequenas irregu- *Os aglomerados

sdo formados por galaxias que seguem uma atragdo gravitacional matua. Diferente de
grupos de galaxias isoladas que estdo sobre a a¢do apenas da forca

gravitacional gerada pelo proprio centro de massa.

59
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laridades na distribuicdo de matéria, na regigo com maior concentragdo de matéria , surge uma
forca gravitational atrativa que atua nas regides vizin- has atraindo mais matéria e
conseguentemente aumentando a atragdo grav- itational. Uma distribuicdo de matéria irregular &
instavel sob a influencia da gravidade e sera cada vez mais irregular com o passar do tempo. Essa
instabilidade gravitacional & responsavel pela formagdo das estruturas que vemos hoje.

Uma densidade irregular de matéria gera outros processos. Sabemos que a pressao de
radiagdo & proporcional a densidade de matéria, entdo a irreg- ularidade na densidade cria
gradientes de pressdo e surgem forcas que irdo se opor ao colapso gravitacional. A formagdo
de objetos astrofisicos ndo sera tratada neste trabalho. Nos restringiremos aqui ao estudo de
formacdo das sementes que irdo dar origem as estruturas, considerando como bloco

fundamental, galaxias ou aglomerados.

7.1  Amplificagca@o das perturbactes de matéria

Para que essas sementes iniciais crescam dando origem a galéxias e aglomer- ados, & necessario
que tenha existido algum mecanimo de amplificagd. As perturbacBes geradas em escala
microscopica através de flutuagdes quanticas do vacuo, possuem comprimento de onda menor
do que o raio de Hubble definido por Ry = H™'. Durante a fase inflacionaria, fase de
expansdo acel- erada, o raio de Hubble & constante e o comprimento de onda fisico das
perturbacdes sdo amplificadas extrapolando o raio de Hubble. No caso de modelos com
ricochete, as perturbacBes sao amplificadas pelo potencial do ricochete. Nesses modelos, 0

Universo comeca com uma fase de contrago
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em que o raio de Hubble & contrado mais rapido do que o comprimento de onda fisico das
perturbacdes. A fase de contragdo, termina em um ricochete cosmologico, fase em que o
Universo expande como no caso inflacionario e as perturbacBes sao amplificadas até a escala de
super-horizonte. No caso de modelos com ricochete, a escala de sub-horizonte acontece na fase
de con- tragdo do espagco-tempo enquanto no caso inflacionario, essa fase ocore antes do periodo

inflacionario. Para uma revisao sobre modelos com ricochete, consultar [8].



Capitulo 8

Descrevendo as perturbacOes

de matéria

No estudo de formacdo de estruturas em larga escala no Universo, estamos in- teressados na
perturbagdo de densidade de energia Op, que & uma quantidade dependente de calibre. Como foi
visto anteriormente, existem na literatura diversas possibilidades de construir uma quantidade
invariante de calibre, através de combinagles adequadas de variaveis. Segundo Bardeen, podemos

escrever uma densidade de matéria invariante de calibre como:

(Itt) k2 - 3€

0€,, (8.1)

=23 (Hy2 43¢0

permitindo observar que a perturbacdo de matéria & descrita em termos das variaveis @ ou
analogamente E, através da relagao entre as variaveis dada por: E = —k*®. Para 0 caso de um
modelo de Universo com campo escalar ¢(t), representando a matéria, as equagBes dinamicas

para as variaveis E e ® se reduzem a:
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O -V2p+6(H)D -8ed=0 (8.2)

E' -V2E+6(H)E -8eE =0 (8.3)

Com 0 objetivo de tratar quanticamente as perturbages, Mukhanov [22], introduziu uma

variavel candnica;

v=4 o +¢_Oq)]’ (8.4)
(H)
permitindo escrever a ag3o:
J .
S :_12 d“x[v'2 -vVa 4 vz]— (8.5)
z
onde ¢, representa o campo escalar no espago-tempo de fundo e z = Z%’.
Segue de (8.5), a equacdo de movimento
T A
v -Vv- v=0. (8.6)

z

Observamos que essa equacdo & exatamente a de um oscilador harmdnico e por isso nada

mais natural do que fixar as condig®es iniciais através da escolha:

V:vl e'Vkn, (8.7)
2Wk
O problema & que a variavel v, diverge no ricochete, onde a= 0. No
formalismo Quasi-Maxwelliano esse problema ndo aparece, pois & posdvel encontrar uma
variavel candnica hem comportada durante o ricochete, nos permitindo de maneira direta

impor as condigBes iniciais como flutuages
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quanticas do vacuo, como veremos na proxima secdo. Por esse motivo, daqui em diante,
vamos tratar perturbagdes segundo o formalismo Quasi- Maxwelliano, onde as variaveis

responsaveis pela perturbacdo de matéria sao dadas por E e X.

8.1 Formulacao Hamiltoniana

As equagBes para as variaveis perturbadas E e X nos mostra que essas variaveis ndo sao
canonicamente conjugadas e por isso esse sistema ndo pode ser descrito por uma Hamiltoniana,
porém & possvel construir um conjunto candnico de variaveis P e Q através de combinagBes

adequadas de E e X. Podemos escrever de uma maneirageral

P a B z (8.8)

Q y © E
onde os coeficientes a, Byd sdo ajustados de acordo com o modelo do espago-tempo de

fundo.*

Pela relagao (8.8), podemos escrever o sistema :

P =oz+BE (8.9)

Q=y=+5E (8.10)

Conhecemos a relagao entre as variaveis E e X e suas derivadas para o caso escalar:

'E importante ressaltar que a escolha dos coeficientes ndo é tnica.
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O]
2n.r O mpgpTg (8.11)
E hs h; E
com
[ 2 1
2A(3e-k%) 1
h;=-a 1+ 8.12
vma) (+N  pa(y? 61
(1+N)  pa(ny
F— _a,
(Y
(1+A)
he=-— pa(n) (8.13)
Cosiderando esse sitema como um conjunto de variaveis candnicas pode-
mos relacionar as variaveis P e Q com suas derivadas P e Q através de uma
Hamiltoniana. Essa relagdo é expressa matricialmente por:
[l g
P
U=HL 0 (8.14)
Q Q
Q Q

A condiggo para a existéncia de uma Hamiltoniana & dada pelas equagtes de Hamilton

y__ — y= "~ . 8.15
P__aQ Q 2p (8.15)

Seque daigualdade

P Qo

= =- + =0 :

3P " eq " “ePaq eqaP (8.16)
a condicdo necessaria para que o sistema seja Hamiltoniano:
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trH =0. (8.17)

A Hamiltoniana escritas em termos dos coeficientes das matrizes S e M pode ser escrita:

0 l
b= 1 Bdhs-ayhi-Byho+aB-By  -B*hs+a’hi+aBh,-Ba+ap
A 2 2 ' ' ' '
dhz-y hy—ydh,+yd-8y -Bdhsz +ayh; +dah, -yB+da

(8.18)



Capitulo 9

Quantizacao

Vimos nos cap tulos anteriores, que a instabilidade gravitacional gerada pelas flutuagles quanticas
do vacuo & responsavel pela geragdo de sementes das es- truturas observadas. Por isso, para dar
condigdes iniciais quanticas num espago-tempo de fundo classico, realizamos a quantizagdo das

variaveis per- turbadas através do Formalismo Hamiltoniano.

9.1 Espaco de SolucOes

Nesta se¢do, sera descrito em detalhes o formalismo de quantizaggo candnica. Esse formalismopode
ser encotrado no livro-texto [27]. O primeiro passo para 0 processo de quantizagdo candnica @

expandir as perturbagtes em modes de Fourier:

_ I owv N
Q(x,n)= WQK(”) (K,
X) (9.1)
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onde I(__k),'?’) é a base espacial hiperbolica e Qk(n) é a solugdo da

equagdo
Q (M+W(n)Qu(n)=0 (92)

A equacdo (9.2) forma um espaco de solugdes bidimensionaisQx (n) =
{Q1(n), Q2 (n)}, com Q1 (n) e Q2 (n) sendo fungdes reais e linearmente inde- pendentes.

E conveniente definir fungdes

v(n)=Q1(n)+iQ2(n) (9.3)

v (0)=Q1(n)-iQ%(n) (9.4)
linearmente independentes, que formam uma base no espago de soluges

complexas da equaggo(9.2).
Se

m V)= =W (). 2 (=L 95)

v(n) & chamada FUNCAO MODO, onde W[Q1 (1), Q2 (n)] & o Wron- skiano das
fungdes.
Considerando o espago homogenio e isotropico, k; =k, =k, podemos escolher uma base

normalizada

{, 3
QMm),Q M= — e =™ 9.6)

Lo v v

€ escrever
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v(n) = Wlééwm g ) 9.7)
Wik
v (1) = == (e i) (09
Wi
com normalizaggo:
W[Q.Q]=QQ -QQ'=  MktMk _p (9.9)
1 2 1 2 12 W

k

Daqui em diante, vamos denominar a base de solug®es de (9.2 )como

i, L
{Q{n).Q (M}= —\likk”, = I((fl),V k(ﬂ)} (9.10)
W k W k

9.2 Base Completa de Soluctes

De uma maneira geral, a solugdo Qx(n) da equagdo (9.2 ), pode ser escrita comouma
combinago linear de v(n) e v' (n).

Podemos escrever a soluggo geral Q- (n) da equagdo( 9.2)como uma com- hinagao linear de

v(n) eV’ (n)
1 [ .
Q)= \/_2 avra v (9.10)
desde que QH (n) & real, temos Q? n=Q (n) 0 que implica através
de 9.11que
C D

a' = a 9.12)
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A base completa formada pelo conjunto de solugdes do espago bidimen- sional é dada pela

integral:
_ Ve - -
Q)= o Qun) Ik, X) (9.13)
g 1 ]
= d k - * + = =
QX ,eta)= %—2 om) e v I(k, x) (9.14)
=> LJ- d3__k) [ - = = + . T _—’]
Q(x,eta):\/z o aLwmItk, x)+auml  (k x)
(9.15)
lembrando que vi(n) & a fungdo modo normalizada
1 . .
V() = - (e"r +e7Vir) (9.16)

k

9.3 Quantizacao das Perturbactes

O processo de quantizagdo segue repassamos a fungdo candnica Qx dada por (9.11) por

operadores Q. , e consequentemente ay por & satisfazendo os comutadores

2 2=1 (9.17)

[4.a]=0 (9.18)

[a*l'( , a+l: 0 (9.19)
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onde a_i 530 operadores de criagdo e aniquilagdo definidos por:
k

\/
_6
o %20 @BFIP (9.20)

Entdo, a base completa & descrita pelo operador

Q(X,ﬂ):\/2 @ v Ik, x)+a vl (k, x)
(9.21)

que atua no estado |0) definindo 0 vacuo. Daqui em diante, vamos de- nominar esse

operador como

Q (X,r1)=‘/2 @ asum Ik, x)+a vl (k, x)
(9.22)

para representar uma base inicial.

9.4 Transformacao de Bogoliubov

Uma transformagdo de Bogoliubov, permite representar uma nova base em termos de uma base
inicial. Consideramos duas fungBes modos conhecidas uk(n) € vik(n). Desde que ux(n) e uy

(n) formam uma base e a fun¢o vi(n)

& uma combinag3o linear dessa base, podemos escrever de maneira geral:

Vi = QU ~ BrU (9.23)

onde os coeficientes ok € Bk S&0 complexos.
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Decorre da condicdo de normalizagdo W [vk, Vi ] = 21 que 0s coeficientes

Ok € Pk devem obedecer a relagdo

o = |Bil £ 1. (9.24)

oy 2> 1 (9.25)

ouT

Podemos expandir a fungio Q' (X", n) em uma outra base completa

QOUT——> J- d3__k) [/L == . —_>]
(x,n)= 2 o u Ik, x)+bo (K x)
(9.26)

através do conjunto de funges modos uk(n) que define um outro conjunto
de operadores ©* . Nao sabemos como £* atua no estado |0) i, e por isso,

- [

k

k
N
precisamos escrever f _ emfungdoded .
k'x X

Multiplicando as bases
Vi, = Ok U} = BrUk (9.27)

Vic = Ol U + By U (9.28)

pelos coeficientes de Bogoliubov, obtemos:

BicVic = Bic kU — Bkl uk (9.29)
OV = |O|2 Ui + OBy U (9.30)
Subtraindo essas equacdes e fazendo o uso da normalizagdo desses coefi-

cientes dada por (9.24 ), temos a relagdo inversa entre as bases:
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Uk= OV Vi (9.31)

U= A Vi =By Vi (9.32)

permitindo escrever a base completa

_— -f dST [/L e d - ]
QT (x7n)= b um) (K, ?3+b;k‘,+uk(n)| (kT
(21m)3%2 *
X)
(9.33)
I |
QOUT = d3_k) N x % = = Ny v
(x,eta)= @z b (@i =Brvic) Ik, X ) +bo, (Guvic = Bevi) T
(9.34)
Analisando a componente temporal da expansao,
I >
_ 3k ) D
QOUT (7:!]) — N * % N\ ( = =
(2132 b? (ayvic = Bievi) * bj(> O Vi =By Vi I(k, x)
(9.35)
-k
ouT [ £k ( * *) ]
QUM =0 (@ =Bw)+6 e BTV (9.36)
[ 1
(k)UT(r]) =0 = apV, =B Brvic +0° — OkVk -6 ﬁlx:» A (9.37)
k
ouT [ % % * ]
QM = v ¢ a BB O+uE g =B B (9.38)
k
podemos associar os operadores £ _aos operadores i que atuam no
k k

estado de vacuo |0) in
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a =ap-p _b*
% b\"B*'MT

a " zoud - Bk
X K

com a relagdo inversa dada por

a R« p A -

~ % =P
1

a @+=k+ Br& -«

74

(9.39)

(9.40)

(9.41)

9.42)

permitindo assim, conhecer como 0 operador by atua no estado de vacuo, ou seja, by|0) .



Capitulo 10

Energia do sistema classico

10.1 Antes do Ricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador harmdnico

Hk:—lz(P 2w2Q?, (10.)

A variavel candnica Qx pode ser expandida em modos de Fourier da seguinte forma

Q(n) = V_z av(m+a () (102)
al .
2 —
onde a_i s30 constantes complexas de integragao e vy o e"Vkn a base

k

temporal. A variavel Py, canonicamente conjugada a Qy é obtida através da relagdo Py = Q
k

| ]
PL)= N um-a () (103)
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Com essa expansgo, podemos escrever (10.1)

)
2o avm-a  wm awm-a o v@) +-
) -
Ll S GO Y ¢4 Ty o

Vi (n)+a v (1)
avm+a  _w(®) (104)

[
1 (10.5)

2
HOHS = % aa’ Vv (n)vi(n)+a’
k - vil(MV" {n)

-

-k

+ . . .
as constantesi s30 escolhidas de maneira que a base vi (n) Sseja nor-

k
malizada, entdo, podemos fazer a™ =a L
-K KW
HE"S = v (m)I* (10.6)
A energia total do sistema é dada pela integral em todo os modos k:
_ I ev
H= WHK (10.7)

10.2 Depois do Ricochete

Depois do Ricochete, temos a presenca de um termo de correcdo Hia  na Hamiltoniana e esse

termo surge da evolugdo da hamiltoniana inicial, antes do bounce

Hp M2 gty Bip g+ QP ) (108)

He P,
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comHq,=1,Hy; :—W2 K e H11:2h0.

A variavel candnica Qy pode ser expandida em modos de Fourier da seguinte
forma
L Lo
Q(n) = \/2_— b U () +b .Uk () (109)

onde Ei s30 constantes complexas de integracdo e uy « e« abase
k

temporal. A variavel Py, canonicamente conjugada a Qx & obtida através da relagdo Py = Qk

o ]
PL®= 5 B o) (1010)

Para uma analise mais clara do sistema, vamos reescrever a Hamiltoni- ana( 10.8) ,

separando o0 termo de correcdo da hamiltoniana do oscilador harmonico
Hy = HOkHS +HC ) (10.12)

e escrever cada hamiltoniana na baseuy (n):

Termo de correcdo
HE = hoPkQx

_ [ 10 ]
Hg:ﬂgh o DU BT u) bU @)+ u(n)

- i L [ 1.+
HE="h b U@ - )

~ |
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* . . .
as constantesb™  sag escolhidas de maneira que a base uy () seja nor-
®

- 1
malizada, ent3o, podemos fazer b™ oFh
7-k _—k> W k

He =, Lo 0 - 1 i

W = L, QisinGw )

HS =—h,sin(2wkn) (10.12)

Escrevendo a Hamiltoniana total dada por 10.11, temos

Hie=|uk(n)I” = hosin(2win) (10.13)
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Energia do sistema Quantico

No caso do sistema quantico, consideramos as variaveis Qx e Py como oper- adores Gy e Py .

11.1 Antes doricochete

Antes do bounce, a hamiltoniana do sistema se reduz a de um oscilador harmonico

( )
A, = 12 P2+w’Q? | (11.1)
O operador candnico Q. pode ser expandida em modos de Fourier da

seguinte forma

5 1L . 1
Qe="=0 a i m+a v (112)
N Wk [7 " + ]

Po)=-N,. av()-2_ w0 (1L3)
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substituindo em 11.1

( )
Wi N 4+ _
A="ad 4 & b @f (11.4)
K2 *'R® w®ow K
ondevy(n)= J1_g-iwn
Wy
Usando a relagao de comutacio [a,a"] = 1k
ag =1+a'a (11.5)
k k k k
C 1 D
Ak =w, a*_a + (11.6)
K %2

11.2 Depois do ricochete

Depois do ricochete, temos a hamiltoniana quantica com o termo de interag#o

( ) )
ﬁk=12 B2 +w2Q +h “ .op (1L

oQkk k k

No caso do sistema quantico, consideramos as variaveis Qx e Py como operadores @y e

I5\k .
A 1 Ly ]
Qe == B () +b e (1) (118)
N _ —.WK [/\_ « N+ ]
Pre®= T B i) =b Juc ) (119)

onde 6 _sao os operadores de criagao e aniquilagao definidos anteriormente.
k

Seguindo os mesmos procedimentos anteriores, temos em acordo com ( 10.5)
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[ ]
AT =R U @u B B wm v m) (11.10)

L ]
AOHS = W—k2 B 486wl (11.12)
C l)
Aors =, BYE * U () (11.12)
K k -5 9 k

Termo de correcao

A = hoPQx
_- ]
IQE:MZKh o BB w @6 u®b_ u(n)
- [ 1
Ag = Hng BB ) -0 u @ (1113
Hamiltoniana Total
Ay = lqo'k*s +AC k (11.14)
C ) . [ 1
Aczw i B8 +5 o P+ o B8 u @ -8 8 @
- o (L)
(10.15)

Paracalcular o valor esperado da hamiltoniana quanticano estado de vacuo |0) in,

precisamos escrever osoperadores §* usando os coeficientes de _
k

Bogouliubov , em termos dos operadores &, pois ndo sabemos como 0s

atua no estado inicial de vacuo |0) i,. Usando

operadores b*
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b, =ad {Ba" (11.16)
by =o 8" +B& (11.17)

B8 =laa"d ¢ BAR « radd g lBCA &, (1119)
k

brfr =(a" Yalprra’ Ba’d, |, +pa A at+(B)a & (11.19)
" A k -k ko, -k —k

fi—kﬁ =(aferg rapag, | +Blaa A )atag (11.20)
k

Valor esperado
C 1)
CORCHSI0) 1 =w (0867100 +7 lu  (m)f (11.21)
)
T A T (11.22)
|O> in
iWk [ ]

(0RS i =""h (060 +(0b 6 |0) (11.23)

o 2% Xk KX
( OIAE(0) in = —2widyd, (11.24)

11.2.1 Interpretagdao da Hamiltoniana no estado Out

A =w B8+ (11.25)
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Densidade média de b- particulas no estado de vacuo inicial |0) in

e ={ 06"H7J0) in (11.26)

substituindo ??e ??, temos
BoB =lona"¢ o BETAL L rabd g BLA a, o @12))
Assim, 0 Unico termo ndo nulo

ne =B’ ( 08 &, 10) in (11.28)

Nk = Bk’ (11.29)

A densidade de particulas & relacionado com o coeficiente de Bogouliubov, A interpretaco de
particula,depende da escolha da fungdo modo.O estado

0) in & um estado sem a-particulas mas com densidade ny de b-

part’iculas em cada modo Q.



Capitulo 12

Aplicacao: Modelo com

ricochete geometrico.

Neste trabalho, vamos estudar a amplificagdo das perturbacles de matéria através de um ricochete

geométrico motivado pela geometria de Weyl e com fator de escala dado por:

\/
a(n)=aop cosh(2n). (12.1)

As equagdes Quasi-Maxwellianas desacopladas, para a parte elétrica do tensor de Weyl e o

tensordecisalhamento, podemseescritasrespectivamente como:

E -V 2E+6HE +8E =0 (12.2)
B QT )
- F— + — =
S -H rEox i L¥E0a" £=0 (12.3)
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com constantes:

_ -(3e-k?)

Eo
3a04

Yo=3a0"

H=tanh(2n) (12.4)

Para esse modelo 0s coeficientes das equagdes que relacionam as variaveis

E e X com as variaveis candnicas P e Q

P =oz+BE (12.5)

Q=YyZ+0E (12.6)

foram calculados, satisfazendo a equag#o (8.17) e obtemos:

a=3a'g? B=-2a 5 y=0 (12.7)

possibilitando escrever,

Qk(n)=a’Ex(n). (12.8)

Com essa transformagdo de variavel, podemos escrever (12.2) como uma equago para um

oscilador harmdnico,

"’ 2
Qc () +wi (MG« (n) =0 (12.9)

com
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we = [k2 - (3tanh(2n)? - 2)] . (12.10)

No caso de um Universo aberto, k? = n? +1,com n > 0 ¢ ent3o:
Wi (n) =n* = Ver (1219)

onde denotamos, Ve = 3(tanh(2n)? - 1).

|_Veff(eta)_|"2

eta

Figura 12.1: Potencial efetivo da equagdo do oscilador harmonico. A solugdo exata &

dada em termos de duas hipergeométricas

Qu(m=a(M[AF1(a,B1,V1,2)+Bsinh(2n)F2(02,B2,¥2,2)] (12.12)

onde A e B sdo constantes de integragdo a serem determinadas pelas condigles iniciais

do sistema e
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z = -sinh?(2n)
f(k)_l"(vi)F(Bi—ai) g-(k)—r(vi)r(ai_si) (12.13)
T(B)(yi—ct) | T(a)I(yi — B)
com parametros
_3 _I\/ 2 = _5 122
ap = 4+ l}\/ 1 Ao = 4+ 1
gzt K—t— B =21 K2—t— (12.14)
174 4 4 4
yi=14 9 Yo =3 2

No regime assintotico,(12.12)se reduz a

Q«(n) Al fi(K)(=1)™ (z) *+ gu(K)(-1)P (2) P o

+ Bsinh(2n)

[fz(k)(—1)°2 (2) "2+ ga(K)(-1)" (Z)_Bz]

No limite de n — ze0,temos uma solugdo do oscilador harmonico:

Q™= lim Q= _Le'"" (12.15)
k k \/_
n— —© Wi
QT (M =m Q) =d(Ke ' "M+ (e (12,6
r]—»oo
com
1 \/n(n2+1)1“('—”)zsinh(m)
T sin 2y C ] (12.17)
d1:8 (32+ ), [ (E4+ 4 -sin - R

N
S
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—Zibcos(-ﬂﬁl)zﬁc ( +_1§_)
dz = - (511 I'rrn)2 (311 1-n4) (12.18)
hocos T+ Tz —CoS Tt T
4 4

Epossvel notar que quanto menor o calor de k, maior a amplifica¢do dos modos.

|_Qifeta) 2

Figura 12.2: Amplificagd0 das perturbagdes iniciais pelo potencial do rico- chete.



Capitulo 13

Espectro de Poténcia

13.1 Introducao

O paradigma padrdo para a formacdo de estruturas em larga escala no Uni- verso & que as
pequenas perturbacdes iniciais na densidade de matéria s&o amplificadas de alguma forma pela
gravidade e nesse trabalho, mostramos que as perturbagdes iniciais, originarias das flutuagdes
quanticas do vacuo, sao amplificadas pelo bounce.Estamos interessados em conhecer 0 espectro
de poténcia das perturbagdes depois do bounce ,tanto no caso classico quanto no quantico. A
diferenca entre 0s dois casos se da devido a propria diferenca da definicdo de vacuo na mecanica
classica e quantica.

Podemos dividir o Universo em pequenas células clbicas de volume V, com condicBes de
contorno periodicas em cada face do cubo de comprimento L,ou seja ,f (L, y, z) = (0, y, 2).
A densidade média de matéria em cada
volume V, € denotada por ( p) enquanto p("X’) representa a densidade
de matéria local em um dado vetor posicdo X em relagéo & uma 89
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origem arbitraria.E conveniente definirmos uma quantidade representativa
para a flutuacdo de densidade que seja invariante sobre o volume e para

iss0 definimos a quantidade 8(™X"), conhecida na literatura como contraste de densidade

§(X) = QM (13.1)
(P
Essa quantidade n&o & invariante de calibre e por isso, ndo podemos dizer se essa variacdo na
densidade & realmente uma flutuagdo verdadeira ou se é apenas um problema da escolha do
sistema de coordenadas.Para solucionar esse problema, vamos considerar uma densidade
invariantede calibre
e PO ( 09
09(X) = : 13.2
(o) (132)

A densidade invariante de gauge pode ser relacionada com a parte elétrica do tensor de Weyl da

seguinte forma (??)
i Koo g i
R S (133)

e por isso, podemos tratar a quantidade §'%(X) = 8g (X).

Podemos tratar a flutuacao de densidade 5 ("X’) como um campo randdmico.lsso significa que 0
nimero relativo de regides onde uma dada configurago de (X) ocorre, pode ser descrito como uma fungo
de distribuicgo de probabilidade
e a média sobre 0 ensemble estatistico & equivalente a média sobre todos 0s infinitos volumes do
Universo.A distribuicdo de matéria é tratada como uma superposico de ondas planas que evoluem
independentemente para cada ve- tor de onda ? sendo assim, 0 espectro de poténcia retrata a

contribui¢do em amplitude da flutuagles para cada modo k.
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A expansio de Fourier de 5g (7X) & dada por

S - e
- 2 03k o Bk
— k™. £ -k,
6E( X)= 6T>el —(2 )3/2 = 27 Heex —(2 )3/2 (134)

essa quantidade retrata a flutuacdo de densidade em um dado ponto do Universo para um
determinado valor de k e para nos, o importante & conhecer como essa flutuagdo varia ponto a
ponto.Para isso, precisamos calcular a covariancia ou a fungdo de correlagd de dois pontos,

que nada mais & do que a medida da diferenga entre as flutuagdes admensionais de densidade em

dois pontos do Universo:

] .
(8RBT = [oofe FTEX (1359
com T =[X-V] ed®k =(@nkdd k
1..- —_, =
( 5(XNS(V)) = - 5Pk Td k (13.6)

podemos escrever ainda o integrando como um fator adimensional

N J o [2k> _ﬁ,ﬁﬁ
_ k -ik.r k
( 8(x)d(y)) = oz © ) (13.7)

¢ definir 0 espectro de poténcia da flutuagdo de (X°) COMO

_ |6Elﬁ’ 2|3

P
k 2172

(13.8)

O espectro de poténcia nada mais & do que a transformada de Fourier da fungdo de correlagao

§T)= (5(DX(Y)
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J
Pz §P)e XTdT (13.9) ¢
se & &0 cosseno do angulo entre 0s vetores K e T aintegral sobre
todas as diregles Tt & dada por
J J 2m J 1 i
efikrSdQ: d(b e—ikr{)ds =47 M (13.10)
Q 0 -1 kr
substituindo em 13.9
Pzt &) K (13.10)
0 kr
e
) .
o0 sinkr =
0

Estamos interessados na quantidade que definimos como espectro de poténcia, que nos fornece a
amplitude de perturbagdo para cada valor k e por isso va-

mos nos deter apenas a quantidade adimensional

|6ig |2k3

Pk = K
5o (13.13)

que nos da a completa descri¢o estatistica do sistema fisico.

A variancia |35 |* pode ser determinada por E e assim
k

Pk: |$ 2k3

B (13.14)
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Como estamos trabalhando com a variavel que , que se relaciona com E pela transformagao

Q) =a° E(n) (13.15)

podemos simplesmente calcular

que nos também nos fornece a contribuicdo em amplitude para cada modo

13.2 Aplicacdao no modelo com ricochete geométrico.

Temos:
- LI ek L . = - __>]
Qx.K=V, G AWk )raguml (ko x)
(13.17)
Lo ew O -~ A N
Q(x, k)= amE (ko x)  (1318)

b u) ICk, x)+bo, uk(n) |

mesmo Q(X’, k) escrito através de dois conjuntos diferentes de fungdes.

Podemos associar as expanstes acima a solugles antes e depois do bounce, denominas IN e

OUT respectivamente.
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Q (xR=V, G auItk, )razuml (ko x)

[ (13119)
ouUT = J- d3__k) N ! = = Nt , - =
—
Q (x,k= o b Ik, x)+b_, u(n) | (k, x)
(13.20)
onde
1
vi=y e (13.21)
W
U= dge"VkN+(pe Wi (13.22)

escrevendo na base complexa

1 [ 1
IN _ — * +
Qe =V, = & w+a v (13.23)
[ ~ _—
1 iwkn iwgn
QN=N- A, = T =
k 2 K Wk k
+a A+ (13.24)
k -k Wk
e
1 [ — * —+ ]
T M= b +b ue
[ k 2 K K (1§:F5)
ouT _1 - (* —iwgn * iwgn + ( iwgn —iwgn

Qp =N, b de +de  +b,. de +de
(13.26)

No caso quantico, a nova base ux & relacionada com vy, a antiga base, através dos

coeficientes de Bogoliubov
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Uk = OV = By Vi (13.27)

1
ondevy =+ el
w

k
O espectro de poténcia & dado por

k3
Pe=ro7 [|ak|2 +|Bk| 2 - 2Re(akBke 2'Wk”)] (13.28)
com coeficientes dados por:
Ok = Wy
\/
Bk=— wid, (13.29)
Lembrando que n? = k* + 1 e wi = n, podemos escrever:
k¥ (n®+1)3/2 ]
P ~ome ( n) ) [|0n|2 +|Bnl * = 2Re(anBre 2M) . (13.30)

O espectro & calculado no tempo em que o potencial Vers = 3(tanh(2n)? - 1), deixa de ser
relevante, isto & quando tanh(2n)? ~ 1. Obtemos para o modelo, segundo & equagao (13.30), 0
espectro para as perturbagdes escalares. O grafico obtido pode ser visto na figura (13.1).

Observamos que para pequenos valores de n, ‘observamos um comporta- mento que
claramente ndo obedece uma lei de poténcia. Poderiamos re- alizar um cut-off nessa regido,

1

motivado pelo raio de Hubble do modelo Ry = H ™ = , Que nos define um

horizonte, porém no rpaggegzon)

1Para o nosso modelo, o universo é aberto (¢ = -1), portanto 0 < n < . Note que n

ndo pode assumir um valor nulo, mas pode ser tdo proximo de zero quanto desejarmos.
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100]
P(n)

Figura 13.1: Espectro de Potencia para perturbacdes escalares, com a, = 1.

tratado, temos um horizonte muito grande e a escolha de um cutt-off ndo seria justificada.
Epreciso lembrar que 0 modelo tratado ndo possui matéria e por isso,

nao pode ser comparado com as observagdes onde um espectro invariante de escala & requerido.



Parte 1V

Ondas Gravitacionais
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Ora (direis) ouvir estrelas! Certo Perdeste
0 senso! E eu vos direi, no entanto,

Que, para ouvi-las, muita vez desperto,

E abro as janelas, palido de espanto...

(Olavo Bilac)



Capitulo 14

Introducao

Uma das predices da Teoria da Relatividade Geral de Einstein (TRG) & a ex- isténcia de ondas
gravitacionais (OG) associadas a descontinuidade do campo gravitacional.  As ondas
gravitacionais estdo intimamente conectadas com a geometria do espago-tempo. De acordo com
a TRG, quando uma massa m de uma sistema acelera, 0 espago-tempo vizinho & afetado e a
curvatura mod- ificada. Essa mudanga na curvatura do espago-tempo & propagada através de
ondas gravitacionais com velocidade da luz c, transportando energia e momento angular do
sistema [3].

As ondas gravitacionais causam distorcdes na métrica do espago-tempo da mesma maneira
que as flutuagdes na densidade de matéria estudadas anteriormente. A diferenga é que as ondas
gravitacionais induzem uma dis- tor¢do na geometria do espago que n&o muda com o volume e
por isso em termos técnicos sdo conhecidas como flutuag®es de densidade transversa sem trago,
enquanto as perturbagBes na densidade de matéria resultam em uma expansdo ou contragdo

gerando ondas longitudinais [25].

9
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De maneira analoga ao eletromagnetismo, as equages de Einstein no regime linear,
possuem solugBes de ondas planas da mesma forma que as equagles de Maxwell, com dois
estados ortogonais de polarizagdo, denomi- nados h+ e hx carregando informagdo sobre o tipo
de fonte emissora e sua dire¢ao.

A radiagdo eletromagnética, assim como a radiagdo de neutrinos, & ab- sorvida ou
espalhada pela matéria assim como a radiacdo de neutrinos. As ondas gravitacionais, em
contrapartida, interagem fracamente com a matéria e por isso ndo se espalham quando passam
na vizinhanga de objetos mas- sivos. e por isso, & extremamente dificil detectar diretamente

a radiag&o gravitacional.

14.1 Pulsar Binario PSR 1913+16

Uma das evidéncias indiretas da existéncia de ondas gravitacionais & o pulsar binario PSR
1913+16" observado por Joseph Taylor e Russel Hulse em 1974, ganhadores do prémio nobel em
1993,
Um pulsar binério, segue uma orbita eliptica em torno do seu centro de massa e 0 Seu periodo
orbital varia com o tempo de acordo com a proximidade do sistema com a Terra, isto & quando o
sistema esta proximo da Terra, seu pulso & emitido mais cedo do que o pulso de quando o pulsar
esta afastado da Terra. Porém, Hulse e Taylor observaram que a frequéncia dos pulsos emiti- dos

desse sistema chegava cada vez mais adiantado implicando na diminui¢do *A sigla PSR 1913+16

significa que estamos tratando de um pulsar com ascensao reta

19111 SIII e COITI decil’l[aga~0 160.
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do seu periodo orbital. Com a observagao desse fato, pdde-se concluir que o sistema perde energia

através da emissao radiacdo gravitacional.

14.2 Fontes de Ondas Gravitacionais

As fontes de ondas gravitacionais sdo divididas de acordo com a faixa de frequéncia emitida,
em fontes de origem astrofisicas e fontes de origem cos- mologicas. As fontes de origem
astrofisicas emitem radiaco gravitacional na faixa de frequéncia de 10°-10* Hz, enquanto as
fontes de origem cos- mologicas,emitem em uma faixa de frequéncia extremamente baixa
107°- 107" Hz. Para uma revisao sobre fontes de ondas gravitacionais, pode-se consultar
[31] e [32]. Neste trabalho, estamos interessados no estudo de on- das gravitacionais de origem
cosmolbgica nos primordios do Universo.  As ondas emitidas nesse perfodo, ndo sdo
localizadas e formam um fundo de radiagdo que preenche todo o Universo da mesma maneira
que a radiacdo cosmica de fundo (RCF) e o fundo cosmolbgico de neutrinos. O estudo de
ondas gravitacionais de origem cosmologicas abre uma importante janela para o conhecimento dos

instantes iniciais do Universo.

1. Modelo Inflacionario

Na cosmologia inflacionaria, as ondas gravitacionais produzidas por flu- tuagBes quanticas
do vacuo em uma escala de sub-horizonte definido pelo raio de Hubble, sdo
amplificadas pelo potencial inflacion@rio da mesma forma que as pertubagGes do campo
escalar. Grishchuk foi quem primeiramente estudou a amplificagd0 paramétrica de ondas
gravita-

cionais pelo universo em expansao. Eimportante salientar que se as
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ondas gravitacionais geradas no Universo primordial ndo forem ampli- ficadas por algum
mecanismo, dificilmente seria observada seu efeito na RCF, mesmo que indiretamente,

devido a sua fraca interacdo com a materia.

A amplitude caracteristica das ondas gravitacionais, depende da razdo de expansdo do
horizonte e consequentemente da energia e do instante em que ocorreu a fase inflacionaria.
Por isso, 0 estudo de ondas grav- itacionais constitui uma poderosa investigag&o na escala

de energia do modelo inflacionario.

O processo de quantizagdo de ondas gravitacionais & o mesmo aplicado ao caso escalar
levando-se em conta agora o caracter tensorial das per- turbacBes e o espectro obtido

para 0 caso de modelos inflacionarios pode ser visto em [22].

2. Modelos com Ricochete

Os modelos com ricochete, sdo caracterizados por uma fase de contragdo antes da fase de
expansdo. Durante a contragdo, 0 raio de Hubble, decresce muito mais rapidamente
que o comprimento de onda fisico e as perturbacBes tensoriais s& amplificadas assim
como ocorre com modelos inflacionarios.Para uma revisdo sobre modelos com ricochete,

consultar [8].

14.3 Fundo Estocastico

Além da contribuicgo de ondas gravitacionais de origem primordial, 0 back- ground estocastico

também & constituido de superposicBes incoerentes da
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radiacdo gravitacional emitida por grande populago de objetos astrofisicos que ndo podem ser
resolvidos individualmente.

Devido a sua fraca interagdo com a matéria, o fundo de ondas grav- itacionais se
desacopla da matéria desde os instantes iniciais do Universo e a partir dai, qualquer processo
que venha contribuir para esse fundo de radiagdo deixa impresso sua marca, que permanecera
inalterada até 0 mo- mento presente. Obter um mapa de radiagao gravitacional da mesma forma
que 0 mapa da radiagdo cosmica de fundo seria um avango extraordinario no conhecimento
sobre 0 “nascimento do universo”. Embora seja de ex- trema importancia a sua fraca
interacdo com a materia, esse fato constitui um problema na sua deteccd ja que dificilmente
a radiagdo ira interagir com o detector mas mesmo com essa dificuldade, tem se dispensado
muito estudo na construcdo de detectores levando em conta todas as possibilidades préticas de
deteccdo.Por dificuldades técnicas,ndo se espera detectar direta- mente a radiacdo gravitacional
mas sim as suas evidéncias indiretas como por exemplo o seu efeito sobre a polariagdo da

radiacdo cosmica de fundo.



Capitulo 15

Descrevendo as Perturbac0es

Tensorials

Podemos descrever perturbagles tensoriais do campo gravitacional através de perturbacBes do

tensor métrico g,y ou através do Formalismo Quasi- Maxwelliano da gravitaggo.

15.1 Linearizacdo das equac0Oes de Einstein

De acordo com a TRG, a relacdo entre a curvatura do espago e a fonte & dada pela equag&o de

Einstein

Para estudar ondas gravitacionais precisamos resolver essa equagdo e de- vido a sua ndo
linearidade & extremamente complicado encontrar solugdes exatas para grandes amplitudes, ja

Que nesse regime as ondas gravitacionais

104
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comegam a sofrer auto-interagdo. Para superar essa dificuldade podemos re- solver as equagles de
Einstein no regime de campo fraco, ja que a intensidade da radiagdo gravitacional & extremamente
baixa [3].

A aproximacdo de campo fraco consiste em linearizar as equagdes de Einstein sob um
espaco de fundo de Minkowiski, ou seja , escrever a métrica do espago- tempo considerando uma

pequena perturbagdo hy, da métrica do espaco plano ny

Ouv :r]pv"'hpv (15.2)

onde |hyy| €« 1enw=(-1,1,1,1).

Em primeira ordem, podemos escrever a conexdo afim e 0 tensor de cur- vatura como

1
ri=" 9“(3 hp a+0R = dhyp) (15.3)
Ao
Ryps =0 wo ~0olypy +O (hz) (15.4)
ou de forma mais explicita
1
vapo’ = Z{apvh“o- +ao'phvp - ap“hvg - ao'vhup) . (15.5)
Introduzindo um tensor sem trago
= 1
" =p» - N h (15.6)

com h =neg h®® ¢ h = h,podemos escrever a equagao (15.1) de uma fimacompacta
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(

Qhyo +Nved®*hor — 8P9h o — 8P9shpy +O h2) =kTyo (15.7)

onde Q = nped°e°.

A solugdo das equagles de campo ndo é Onica, pois dada uma solugdo, podemos sempre
gerar uma outra solugZo através de uma mudanga no sistema de coordenadas do tipo x* — x*
= x* +¢H(x) onde ¢ (x) & uma fungo arbitraria.

Podemos realizar uma pequena transformagdo de coordenada na per- turbagdo métrica hyy

hpv - hpv - auﬁv - avgu (15-8)

sob a qual o tensor de Riemann permanece invariante e impor quatro

condig®es de calibre conhecido como calibre de Lorentz

1
@ (x) =, 2ahf(x) =0 (15.9)
que pode ser reescrito como
—ap
dgh =0 (15.10)
usando o tensor sem trago dado em (15.6).

Nesse calibre, também conhecido na literatura como calibre harmonico ou de De Donder,

podemos escrever as equacBes de Einstein linearizadas, (15.7)como

— -161G
Qhvo :—C4 T 6. (15.11)
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Uma vez que ondas gravitacionais s3o geradas, estamos interessadas na sua propagagdo.

Fazendo Ty =0 obtemos a solugdo de onda no vacuo

Qhyo =0. (15.12)

Logo, na aproximagdo de campo fraco e no calibre de Lorentz, as equacdes de campo S&o

lineares e possuem solugBes do tipo onda que se propagam transversalmente a velocidade da

luz c. Das 16 componentes de hyy, apenas 2 sdo independentes

-0 0 0 0-
0 hy hy 0
huy = o (15.13)
(]
70 hy hy 0°
0 0 0 0
onde hy ==hyy e hyy = hyx, dando origem a ondas com dois estados

de polarizagdo denominados h. e hx que podem ser escritas sem perda de generalidade se

propagando na dire¢do z

h+ =hy =% [A+exp(-iw(t - z/c))] (15.14)

h«=hyy =% [Axexp(-iw(t - z/c))] (15.15)

onde A+ e Ax, sdo amplitudes representando os dois estados diferentes
de polarizag&o.

A figura a seguir, mostra o efeito dessas polarizagdo em um anel de part’iculas teste.
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h+ . i s 4
- - ¥
{ + + 4 I:‘ ‘ 4 3
. g B e “‘." o -
t=0 t=TH t=T/2 t=3T/4 t=T
hx e 5 ,y‘.\; - 1 / - X -
4 + 4 7 : "\ S + ’
/ / \\
. S - = -

Figura 15.1; Estados de polarizacdo de ondas gravitacionais.

15.2 Desvio Geodésico

Na TRG, parficulas testes” e raios de luz, livres de qualquer outra forca que no seja a
gravitacional, se movem no espago-tempo curvo seguindo trajetorias geodéticas do tipo-tempo
xH(1) com equagio de movimento dada por:
e p axPdx?
E"‘Fpo(x) dT_d_T =0, (15.16)
onde 1 & o tempo proprio da particula.
Para estudar o efeito de ondas gravitacionais, precisamos saber como a separagdo entre duas
particulas vizinhas & modificada pela incidéncia de uma
ondagravitacional. E importante ressaltar que uma {nica particula nao & o
suficiente para estudar o efeito de ondas gravitacionais ja que a sua posi¢do no espago nd muda com a
passagem da onda, mas sim o deslocamento relativo entreduaspart iculasadjascentes.

ConsideramosduasparticulasA e B, se ! Particulas com massa despreziveis que nio produzem

nenhuma curvatura no espago

mas se movem devido ao efeito da curvatura produzida por outros corpos.
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movendo livremente ao longo de duas geodésicas, x*(1) e x*(1) + ¢" ocko quadrivetor &
representando a separagdo entre as parficula.  Qualquer mudanga na separagdo entre as

parficulas , & dada pela equagdo do desvio geodésico:

VIVPEY o =R 5V PV 2, (15.17)

onde ¢ /1y Corresponde a equagdo da geodesica definida em (15.16) e V B
& 0 quadrivetor velocidade da particula tangente a trajetoria.

A equagdo do desvio geodético (15.17) pode ser simplificada usando o cal- ibre
transverso sem trago? ou calibre de radiagao descrito anteriormente em (15.6).

Considerando que as part iculas Se movem vagarosamente ao longo de suas trajetorias, podemos
expressar o vetor-quadrivelocidade na diregdo temporal com correcdes da ordem de hy,y e superior,
porém, como o tensor de Riemann () ja & de primeira ordem, podemos ignorar as corregdes de V ¥

€ escrever.

VY=(1,0,0,0). (15.18)

Sendo assim, precisamos calcular a tnica componente n%o nula do tensor de Riemann R®

005, OU equivalentemente,

1
Raoos = z@oohqa +0dsah00 — 950Na0 — Faohs0) - (15.19)

Como pode ser visto em (15.13), o tensor h,,y, ndo possui termos fora da diagonal, ou seja,

hao = 0. Logo,

20 nome vem do fato de que nesse calibre o tensor métrico é sem traco e perpendicular

ao vetor de onda.
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1
Rao0s = 2-(3ooha5)- (15.20)

Sem perda de generalidade, podemos parametrizar T = x° = t, para part'iculas que se

movem vagarosamente ao longodas curvase escrevera equago do desvio geodésico (15.17):

? 4, 1
oS =2?aooha)§

a o
(15.21)

15.3 Formalismo Quase-Maxwelliano

O método covariante no estudo de perturbaces tensoriais foi introduzido por Hawking [18].
Esse método possui uma enorme vantagem em relagao
a outras teorias de perturbacBes cosmologicas ja que inclui a interagdo da radiagdo com a matéria
que ndo esta presente em outra formulagao.

Para 0 estudo de ondas gravitacionais, podemos desconsiderar qualquer perturbagao escalar e

vetorial de um fludo perfeito, ou seja:

Wag =0a =0V =08=0p=0. (15.22)
No captulo 5, introduzimos as componentes do fluido perturbado ex-
pandidas em bases de harmonicos tensoriais e as componentes ndo-nulas sgo
listadas abaixo:

>
5E; =~ E@@U*, (15.23)

k
k

j

>
doj = ZOMUS (15.24)
k
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>
H;j =" HQOU"

>

3l =~ AU
k
k

As equagBes que descrevem as perturbagles tensoriais sao dadas por [19]:

ij

: 1 1, ., 1 - 8
E+0E+ (p+p)X-— (Mm° +3¢)H = (142
(p+p)= =" (m +3¢) g+
2 _
HeH
H+ +E =-
3 2
2
I
>+ OX+E=-
H-X=0

(15.25)

(15.26)

(15.27)

(15.28)

(15.29)

(15.30)

Lembrando que, para o caso do fluido perfeito, existe uma relagdo linear entre a pressao p e

a densidade de energia p da forma p = Ap e que ndo existe pressao anisotropica, ou seja , II

= 0 nas equagles acima. Segue da equagdo de Vinculo (15.30) que H = X e com essa relagdo

pode-se escrever as equagBes (15.27) e (15.28) como:

, L, . 1
E L2 -
E +0E + (21+)\)p (ngaz 3) H=0

2
H + §(3H+E:0

Esta equagdo pode ser derivada para obter a relagdo

(15.31)

(15.32)
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. ) 2
E=-H- 3e|-| (15.33)
- 3GH
e substituindo em (15.31),obtemos uma equaggo para H desacoplada
[ |
N 2°, 25 1 1, 5
H+ 6H + 870" -“(1+N\)p- - H =0. 15.34
SH + STy Np- (g0 H =0 (153

Usando a equagdo de Friedmann, podemos escrever a densidade p como

8% 3¢
P= 3% o (15.35)
e substituindo em (15.34) obtemos
s oo, ¢ o1,
H+ _BH+ b+ 1t - %) H (153
3 30 3 N T oM ) (1539)

Essa equagdo, dada em termos do tempo cosmolbgico pode ser escrita em termos do tempo
conforme,através da relagdo dt = adn. Podemos definir um
parametro de Hubble conforme H = & - eescrever 8 = 3", aAssim, no tempo
conforme temos:

[
H +4HH + 2H +H*+

1

2
m°-3
® H=0 (15.37)

H e H 2 pode ser relacionados através da equagao de Friedmann

H'+2H?%=-2¢ (15.38)

oo b ke uld
H'+4HH + -3H?*+ = ¢ H=0 (15.39)

Para o casotensorial,

k* =n® -3¢ (15.40)
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comn ““0.

Temos finalmente a equago

: L n2 ]
H +4HH - 3H ?- =7 H=0 (15.41)
Nesta equacao, por simplicidade, redefinimos uma frequéncia como w? = K

n2

2

15.4 Formulacao Hamiltoniana

Analizando as equagdes dinamicas para E e H observamos que essas variaveis ndo sao
canonicamente conjugadas, mas como foi feito no caso escalar, pode- mos contruir um conjunto
de variaveis candnicas atra’ves da combinagdo desses objetos permitindo a formulagao
hamiltoniana da teoria.

Podemos escrever as equagles desacopladas (15.31) e (?7?) para E ¢ H na forma matricial

mp
H H
O O=m0O 0 (15.42)
E E
E E
onde M & a matriz definida por
fi 2
M= 0 (15.43)
fs f3

com fungles

f, = -2H (15.44)
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f,=-a (15.45)
f, = =3H (15.46)
C, .o ) D)
fy = 3H m + 3 15.47
‘T a 2a 2a (1547)

0u seja, temos 0 seguinte sistema de equagles

E =f;E +f,H (15.48)

H =f,E +fH. (15.49)

Supondo uma relagdo linear das variaveis canonicas P e Q com as variaveis

H e E sob a forma

O O 0
H (15.50)
0 =S 0O O
P E
onde
0 0
a B (15.51)
S=0 0
y ©

0s coeficientes da matriz S serdo ajustados de acordo com o modelo.
Sabemos que a Hamiltoniana H de um sistema & dada pela relaggo das variaveis canonicas
com suas derivadas

0 - 0=HO © O (15.52)

Derivando (15.50) temos:
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] L ] C [l mE
. H H
DQD =s U U+sl O (15.53)
P E E
usando a relaggo (15.50), podemos escrever (15.53) em termos do conjunto de vari aveis

candnicas Q e P

O] ] 0 L 0 O
7 T =SSt UT O+smstO Qo (15.54)
=) P P
logo:
] ] O] ]
DQ 1 =SSt+sMsTt Qo (15.55)
P P
identificando a Hamiltoniana do sistema
H=ss!+sms™ (15.56)

Substituindo as matrizes S e M temos a seguinte hamiltoniana

0
b= 10 adf, +Bdfs —ayf, - Byfs +ad -y —apf, - B4 +of, +aff; —a'B +B
A 2 2 ! !
oyfi+0 fi-y f-Oyfz3+yd-0y —yBf1 —Bofs +ayf, +adf; —By
(15.57)

onde A =ad - yP & o determinante da matriz S.

Devemos ter trH = 0, isto & Hy; + Hy, = 0 e esse Vinculo nos permite fixar o
determinante damatriz S facilitandoaescolhados coeficientes. Segue dessa relagdo de vinculo que
A _a

a

integrando essa relagdo temos

U

+0a

C
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A= Agd’ (15.59)

onde A o = dpdo — YoPo que serdo constantes fixadas de acordo com 0 modelo.

Gostariamos de estudar a solugdo dessa equagd em um modelo com ricochete.



Capitulo 16

Modelo com Ricochete

Geomeétrico

De maneira andloga ao estudo de perturbagBes de matéria, neste capitulo, vamos estudar a
amplificagd0 de ondas gravitacionais através de um ricochete puramente geométrico, como descrito
no capitulo 3, motivado pela geometria de WIST. Esse modelo & caracterizado por um fator de

escala

~N
a(n)=ap cosh(2n) (16.1)

com curvatura espacial € = =1 e parametro de Hubble conforme H =
tanh(2n).
Neste modelo, a equacdo dindmica para a parte magnética do tensor de Weyl (15.41), que

caracteriza as perturbag®es tensoriais, pode ser escrita como:

H”+4tanh(2r])H'—[Stanh(2r1)2 —(w2+7)] H=0 (16.2)

117
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com frequéncia w? = ka3 ‘A solugdo dessa equagdo é dada por:
k 2

N N
H(n)=A  cosh(2n)Fy(as,B1,Y1;2)+B cosh(2n)sinh(2n)F2(a1, B1, Y1;2)
(16.3)

onde A e B sdo constantes de integracdo que serdo determinas pelas condigBes iniciais e as

funcles F1 e F, sdo hipergeométricas com parametros:

Br=2 -l Br=t-lw (16.4)
Y1 :—; v, =32 9
e
z =—sinh?(2n). (16.5)

As ondas gravitacionais s30 provenientes de perturbagBes tensoriais do campo gravitacional
originadas de flutuaces quanticas do vacuo. A equagdo obtida para as perturbacBes é classica e
tendo em vista que as condices inicias sdo de origem quantica, realizaremos 0 mesmo

procedimento de quan- tizagdo do caso escalar através da formulagdo hamiltoniana.

16.1 Hamiltoniana do modelo

A relagdo entre as variaveis E e H e suas derivadas foram apresentadas no capitulo anterior em

(15.31) e (15.32) e escritas sobre a forma matricial em
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(15.43). Para 0 modelo em questdo, temos as componentes da matriz (15.47) dadas por:

f; =—2tanh(2n) (16.6)

f,=-a (16.7)

fs=—3tanh(2n) (16.8)
2

_3¢
comEp = -
Substituindo essas fungtes na hamiltoniana do sistema obtida em (15.57), encontramos as

seguintes componentes:

(-2aytanh(2n)a-By(3tanh(2n)? +Eg)+aya? +3Bytanh(2n)a+(a’5-By)a)

H, =
. a(ad - By)
(16.10)
Hz, =—h1s (16.11)
b = (-2aBtanh(2n)a-B%(3tanh(2n)?+Eo) - oa’ +3Batanh(2n)a+(a B -B a)a)
e a(ad - By)
(16.12)
o= (-25y tanh(2n)a - 5%(3tanh(2n)? + Eo) +y?a’ + 35y tanh(2n)a + (y 5 - 5y)a)
21 —

a(ad - By)
(16.13)

A hamiltoniana completa do sistema em termos das variaveis canonicas

é dada por:
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Ho=lmpr- Mg Mpg4gp)

120

(16.14)

Desejamos que em n = — a hamiltoniana seja a de um oscilador harmonico por

isso, precisamos calcular o limite das componentes da hamil- toniana e ajustar as constantes

de maneira que

Ilm h12 = 1

n——o0

I|m hll :0

n——o

: — 2
lim hy =—w"

n——oo

Através do vinculo (15.59) & possivel ajustar os coeficientes da matriz como

a =02’

B =Pod’

Y =Yod’

5=5,a°

(16.15)

(16.16)

(16.17)

(16.18)

(16.19)

(16.20)

(16.21)

ecalculandoolimite obtemososvaloresdasconstantesag=1,80=0,00 =0 e yo =

-1
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Assim, podemos associar a variavel H & uma variavel canonica que pode ser quantizada.

Segue de (15.50), que uma variavel candnica pode ser con- struida através da relagdo:

Q(k,n)=a(n)*H(k,n) (16.22)

onde H(k, n), solugdo de (16) & dada por (16)E importante lembrar que essa escolha
nao & Gnica.

. 3
Q(k,)=Alcosh(4n)+1]+F1(as,B1,v1;2) +B SENTE_E o0, B, v 2)
[cosh(4n) - 1] ¢
(16.23)
com A e B constantese F1, F» sdo fungles hipergeométricas com parametros

a :_34+_|W4( ay :_52- I W

B. :_34__1\%( 5 :_54-_1 W (16.24)
Yi=5 Y2 =2 2
e

z =—sinh?(2n). (16.25)

Podemos verificar pela simples substituicdo de variavel dada por (16.1) na equagdo (16),que

Q(k,n) satisfaz a equagZo:

Qi+ W’ £ 3H2+3]Q«=0 (16.26)
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No limite assintotico, n — oo, temos H? = 1 resultando numa equago

para um oscilador harmonico

Q(n) +w*Q(n)=0 (16.27)

com frequéncia wy > 0 e solugdo
1 lwin
Q(k,n) = \/W gk (16.28)
k

Para encontrar as constantes A e B na soluggo (16.1), basta calcular o lim- ite assintotico e fixar
a solugdo assintotica como a de um oscilador harmonico. O limite assintotico pode ser bastante
simplificado se realizarmos uma trans- formagdo na hipergeométrica de maneira que o seu lltimo
argumento z — 0em n — <o, ja que por definicdo F (a, B, vy, 0) = 1. A hipergeométrica

pode ser transformada segundo:

F (o By, 2) =B ey or@ar1-y, ar1-)
F(B)ng/_-a) . z
(-1)P(2) PF(B,B+1-v,B+1-a,~
r(@r(y-g) J162)
com limite assintotico
F(a,B,v,2)=f(wi)(-1)%(z) *+g(wi)(-1)*(2) P, (16.30)

onde as fungdes f(wy) e g(w) sdo dadas por

_T(r(B-a)
fwi) =" Bry-o) (16.31)
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F'(YIr@a-p)
[(a)'(y=B)

Realizando essa transformagao nas hipergeométricas da solugdo Q(k, n) e calculando o limite

g(wi)= (16.32)

assintotico, temos

Q(k,n):A(W )a2 lim [COSh(4r])+1]3{t(W )(_1)01(2)—01 +gl(W )(_l)Bl(Z)—Bl} +

3

k 0 I’]—):EOO 4 1 K k
2 sinh(4n)]z ~ a2y —a2 2 - 2}
B3 1My ze [sinh(4m)} i {fz(wk)(—l) (2) S
[cosh(4n)-1] : +2w)(-1) () (16.3)
Os limites das funcdes sdo mostrados na tabela
Funges limg_— 19 PN
a’f (w)[cosh(4n) +1] (-1)*(2) * C =af (w)2'(H) e’ D =a’f (w)2' () “ e
01 k 1 01 k 4 1 01 k
a’g (w)[cosh(@n)+1] (-DF(2) “CoEagw () e D =) () e
01 kK 1 01 K 44 * K 1 01 k Y4 4 «
oaRf W1 () C,=af )2 GY(); ™7 D,=a’f )2’ (;)°(); ™"
Oagg:&: ) [Einhpn)]?z(_l)ﬁz(z),ﬁz q:az% gW )ES (71)3(15 ; efltfﬁﬁ WZZaZ% (g\’ )%(5 (71)3 (1)2 éelwirp

De acordo com os limites das fungBes mostrados na tabela, podemos es- crever as solugBes

assintoticas da fungdo Q(k,n) como:

Q(K, Moo = [A(Wk)C1 + B(Wi)Cole"" <" +[A(wWi)Cy +B(Wi)Cole kT
(16.34)

Q(K, N)q—=o0 = [A(WK)D1 + B (wi)D2Je""¥" + [A(wi)D; + B(wy)Dyle T
(16.35)

Para que Q(K, N)n——o, Seja a de um oscilador harmonico devemos skfazer:
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1
A(Wk)cl + B(Wk)Cz = \/W (16.36)
k
A(Wi)C1 +B(Wi)C2 =0 (16.37)
Resolvendo esse sistema de equagles temos:
— 1
A(wy) =Czv (16.38)

w ([GCCy - CCq]

B(w) =-C; \/W (16.39)

k[CC1 - CoC4]
Encontrado o valor dessas constantes,podemos substituir na solugdo Q(k, n) valida v n e obtemos 0

grafico

Podemos observar uma amplificagdo da onda quando n — <o que depende claramente do
nimero de onda, quanto maior o nimero de onda, menor a amplificagd0 como era de se esperar
de acordo com as fungdes A(wy) e B (w)
que dependem do fator vak .

16.2 Quantizacao

Para a quantizaggo canonica, vamos expandir a fungzo tensorial Q'
i(n, 'x) em modos de Fourier Qx A(n), onde A introduz dois graus de liberdade referentes a dois
estados de polarizagdo das ondas gravitacionais represen- tadas por perturbagdes tensoriais:

i
Qi =7 dkQ , MEiKNIK X (16.40)

(2m): A
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onde I('k, x) & base hiperbblica e € j("k,A) & o tensor de polarizaggo que satisfaz as

equacdes:

Gij = §i (16.41)

¢ =0 (16.42)

k'e; =0 (16.43)
(kNS (K, A) =B (16.44)
6 (="K, A) =€;;('k, A) (16.45)

Para quantizar o sistema , consideramos Q' como operadores &' atuando

no espago de Hilbert

J
— d3kzcj o METRMICK, ) (16.46)
(2m): ﬁ '

Qij(ﬂﬂ():

Podemos escrever a fungdo modo Qm em termos de uma nova base

Qua = Bk +&y) Y (16.47)
logo
J [ ]
Q'j(n,x) = (12n)5 > Bt &, v dNIk X)) (1648)
2 A

A
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repassando "k — —'k e considerando v (n) = vz, (n) devido a homogenei- dade e isotropia

do espago, podemos escrever

J [ ]
Q'j(n.x) = L 5 d3kz & W VETCKMICk X)+a" v =Tk, A (K, x)
(2m)2 A
KA K (16.49)
A
(16.49)
onde vk & solugdo da equagao:
Vie + w2y, = 0. (16.50)

Podemos sempre construir funcBes modos em termos de bases diferentes, sendo assim,

podemos escrever

Emn — —:
L iwin
vi=+ e (16.51)
Wi
Emn — oo
Ug = dge™k" + e WK1 (16.52)
onde
d; = A(wx)D; +B(wy)D2 (16.53)
d, = AW)D1+B(W)D, (16.54)

e D; e Dy, dados pela tabela [16.1]. Usando essas duas fungBes modos, representandoo a

funggo modo em n — e podemos escrever os operadores para os estados IN e OUT
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Q(IN)ij(n, x) = izn); ! dskz)\ [a o Ve (K NI(K, x)+a VeI AN (K, 1()]
o (1655)
! (16.55)
QYT (n, %) = izmz j dngA [ﬁ Ui (kNI ) +85 U ek NI (K X)]
ok (1656)
! (16.56)

Os operadores de criacdo e aniquilagdo dos estados IN e OUT se rela- cionam através dos

coeficientes de Bogoliubov oy x € Bk A cOMo

A\ = Oy Ak = B k,)ﬁ KA (16.57)

&=l o~ Beabin (16.58)

Desejamos calcular o espectro apos o ricochete e para isso, precisamos saber

P = Kl 8 (K AP, (16.59)
0ou seja,
> : _
Pia=" KU £ GR AU €Tk, A)] (16.60)
A
A

e lembrando que €' (~'k, A) = ¢''('k, A) temos

Pia =2K7u ), 2 (16.61)
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onde o fator 2 que da a multiplicidade do estado de polarizagdo & obtido naturalmente de
(16.44) e a funcgdo modo uy, & relacionado com vy, através dos coeficientes de

Bogouliubov

Uk = OVi = By Vi (16.62)
Ui = O Vi = BrVi- (16.63)
Subsituindo essa fungdo modo em (16.61), obtemos

3
Pxa=2 e [lowl 2 +|Bl 2~ 2% (aBe 2" )] (16.64)
K

Para 0 modelo estudado, obtemos:

N
ok = wid; (16.65)
\/
Bk =— wid (16.66)
com
v, <
n 234+ 2 n2rty on L on)
d = J 2 4 7 sinh,
1 N 2l 2 . 2]
32 nCC #4207y sin(, 21+l 2n)" =sin(*m-2it 2n)
(16.67)
N N 2]
i - 2074+ ZAm cos(»111+llgr_2n{z ) +cos(, T =l 2n)
4 8 4
2 8] (16.68)

n[cos(lrr +Limr 2n)’ - cos(t —Liw 2n)

e W’ = n?2,
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Figura 16.1: Amplificagdo das perturbagdes tensoriais com a, = 1.
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A amplificagdo das perturbagles pode ser vista no grafico, para diferentes valores de n.

Notamos que quanto menor o valor de n, maior a amplificagd0 pelo potencial do ricochete

O espectro obtido pode ser visto no grafico a seguir. Novamente, como no caso escalar, nas

regides onde n & pequeno, podemos notar um comporta- mento que ndo segue uma lei de

poténcia.

N&o temos a intengdo aqui de comparar com as observagles, ja que o modelo com ricochete

geométrico ndo possui matéria. Estamos interessados em apresentar o método Quasi-Maxwelliano

para tratar as perturbac®es e a aplicagdo nesse modelo em particular, nos permite tratar as

equagles de forma anal ttica.
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Figura 16.2: Espectro para as perturbages tensoriais com ap = 1.
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Capitulo 17

Lel de Balanco

Neste capitulo, desejamos obter o balango de energia para o caso de ondas
gravitacionais descritas através das equagtes Quasi-Maxwellianas da gravitagao.
Na literatura, muito se tem discutido sobre a propria defini¢do de energia das ondas gravitacionais
[44]. Neste capitulo,levando-se em conta a aproximagdo linear, demonstramos de maneira formal
0 que representa a energia do sis- tema e qual a sua correta interpretaggo.

Antesde prosseguir como caso de ondas gravitacionais, faremosuma breve introdugdo do

balango de energia para 0 campo eletromagnético.

17.1 Campo eletromagnético

No formalismo tensorial, o campo eletromagnético pode ser representado por um tensor
antissimétrico F ¥, conhecido como tensor de Maxwell. No espago- tempo de Minkowiski, ou seja,

N0 Vacuo, as equagdes dinamicas para 0 campo eletromagnético s&o dadas por:

131
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F“V//V = JH (17.1)

*F HV//V: 0. (17.2)
A trajetoria de uma particula, com carga e ,massa m ¢ velocidade V °

nesse campo & dada pela equagdo:

DV ¢ € ap
FsV . (17.3)

DS m
Consideramos um observador estatico que se move com quadriveloci- dade U *

comoventemente com o referencial da part'icula no campo eletro- magnético. Em relacdo a

esse observador, podemos decompor o tensor de Maxwell em partes elétricas Eq € magnéticas

B« como

FGB = E[GUB] +n”v&gqu. (17.4)

Escrevendoem componentes cartesianas e tomando U* =3%,

Fof = 0. (17.5)

reohtemos as equages de Maxwell no vacuo:

v E =2 (17.6)

€
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v B =0 (17.7)

A E + a% = (17.8)

OB - 3% = (17.9)
toJ-

Daqui em diante, por simplicidade, vamos considerar as constantes g =
€ =1

Multiplicando a equagao (17.9), por E!, temos

@.(mg-aa_'fjpj.é. (17.10)

O lado direito dessa equacddo expressa a taxa de trabalho por unidade de volume

exercidopelocamposobreacorrente. Utilizandoaidentidade vetorial

vV .(ErB)=B- AE)-E! A (17.12)
2 ] B
ealeideFaraday
3)
0, e+ B =0, (17.12)
ot
podemos escrever
El A :—Q(Bﬂ-@)—ﬂ (E'r B). (17.13)
B 20t

Substituindo esse resultado na equagdo (17.10), obtemos a equagdo que representa a

conservagdo de energia para esse sistema fisico:
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o’ L2e gy-v E -3
oo B B (EE)-7 (EnB)=J E. (17.14)

Podemos definir uma quantidade

1
u= (E*+B?) (17.15)

representando a densidade de energia do campo e

SEEn B (17.16)

representandoofluxodeenergia. Comessasquantidades definidas, pode- mos escrever
(17.14) de uma maneira maiselegante:

Mo gy (17.17)
ot - '
E’

que é a equagdo de conservagdo de energia para 0 campo eletromagnético.

No caso em que o Universo contem matéria, como ocorre com 0 Universo de Friedmann, o
observador ainda que comovente, estd em expansao em relagdo ao referencial da particula no
campo eletromagnético. A equagdo de conservagdo deve ser generalizada, levando-se em conta
termos representando a expansao.

A velocidade do observador num referencial comovente é dada por:

V=8, (17.18)
e seu gradiente
1
Vyia = ,8Nyq. (17.19)
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Nesse referencial, as equagdes de Maxwell s&o dadas por

, 2
E. t §9Eq +Na POVeB oip = ho (17.20)
. 2 Boo
B(x + 3680 = Nu e VpE olIB =0 (1721)
E%a=p (17.22)
BG//Q =0 (17.23)

onde definimos (. ..) = (...)aV°®.
Como no caso do referencial estatico, multiplicamos a equagao (17.20) por Eq e (17.21) por

B, podemos escrever a equagdo de conservagdo de energia (17.10) para o caso vetorial:

1 L2
3 E v, ) T OEE ey
VNPV EgB, = —J Eq (17.24)

ou seja:

(uz)'+49(u)+ 3 VoS*=-J-E! (17.25)

com u e S!, dados por (17.15) e (17.16) respectivamente.
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Interpretando ondas  eletromagnéticas como um fluido *

, podemos notar que o termo

contendoAO(u)podeserassogciadocom(p+p)e,Ievandoauma equacao de estado p = % p.
Comparando o resultadé) obtido em (17.25), com o resultado obtido no caso de um

observador estatico (17.17), observamos que aparece o trabalho feito pela pressao p = < p para

variar 0 volume.

17.2 Campo Gravitacional

Para realizar a lei de balango para ondas gravitacionais®, vamos representar o campo

gravitacional pelo tensor de Weyl

weswr= naonpre_gamogend v .+ (17.26)

(nap)\c gBVT €+ gqp)\o r]BVT E) VAVr Hoe

na formulagdo Quasi-Maxwelliana da gravitagdo. Como visto anteriormente,no regime linear, as equacdes
perturbadas em um espaco-tempo de fundo con- formalmente plano, homogéneo e isotropico em

expansao, sdo dadas por:

10 fluido possui equacdo de conservacio p + (p + p)d - VG + Qv sy Vit 'y = O E

possivel fazer a associacdo entres as densidades de energias p — U e os termos contendo

fluxo de calor g, e pressdo anisotropica z#v com a divergéncia do vetor de Poyting V ,S<.
2F preciso lembrar que, como estamos tratande de ondas gravitacionais ,0T m,20, 0u

seja, nao existe perturbacdo de matéria.
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hehP  (BE*) +65E* —1655 RV

1
0 1 - = aB
gnﬁvuenaw N u\T/ 6E£AhYV - E(ﬁH)tl)//T D(anB)TvAV ; (p +p)o0

2
(17.27)

hShf  (SH") +B5H™ —l5|2—| (VI

1
g”BV“E”““V WNBHR = BE WPV =0 (17.28)
(BHay)wh*h** =0 (17.29)
SEy) nee—Lorove)- 5VOVe 17.30

( GU)//vl — (5p) a p( P ’0( ) . ( : )

3 3 3

No formalismo Quasi-Maxwelliano da gravitagdo, como o proprio nome ja diz, & possivel
fazer a associacdo entre a parte elétrica e magnética do tensor de Weyl com a parte elétrica e

magnética do tensor de Maxwell: Eqg — Eq € Hgg — Ba.

De maneira analoga ao caso eletromagnético, podemos multiplicar a equagao (17.27) por E® e

(17.28) por Hqg € obter:
(G Nz Lo+p)so®E® (17.31
2( GB)' +9(EGBEGB )+Va V]BGPUVPEBA Ho™ - 2(p+p) o (17.31)

1
= B
Z(Ha H ) +B(H®Hgs ) +Va ¥V Hy EN =0 (17.32)
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Neste caso, podemos definir uma densidade de energia u =* (E® + I-f),

com

E? = EqE®® (17.33)

H? = HggH*®. (17.34)

Através da equagdo de conservacdo (17.10), generalizada para o caso ten- sorial, podemos

escrever a equagao de conservagao:

(U?) +20(u) = V o *MHPEgqur = =J° - Eqp, (17.35)

onde a corrente & dada por:

JoP = - ;(p+p)60°‘5. (17.36)

Na equagdo de conservagdo (17.35), podemos notar que o termo associado a expansdo 6 difere
do caso eletromagnético, ou seja, a equacdo de estado correspondente a interpretacdo de ondas
gravitacionais como fluido & dada
no caso de ondas eletromagnéticas por p = p, ao invés de p = ? Logo,
sugere-se que, embora as ondas eletromagnéticas e ondas gravitacionais, pos- suam a mesma
velocidade de propagagdo c, elas possuem equagdes de estado diferentes.

Precisamos agora, reinterprertar corretamente o termo J“Ecp, que rep- resenta o trabalho

exercido pelo campo gravitacional.
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Sabemos que o trabalho de um campo gravitacional quasi-local emuma distribuicgo de

matéria® & obtido a partir da equagao para o desvio geodético

Dz°
DS

No caso em que nao existe perturbagdo de matéria em primeira ordem, a equagdo u = 1 (E? +

=R, VIV VZ8 (17.37)

B?) sereduza

a
bz _ E°ZE’, (17.38)
DS~ ¢
ou seja,a parte elétrica do Tensor de Weyl & responsavel por uma forca quasi-local dada
por F = E°Z®, 5
Multiplicando essa equagdo por 2% = ®*“ - obtemos:
‘a D2Zz8B By *alpha
Z O DS2™ E,Z Jal (17.39)
comz°=u® . 7"
Como estamos considerando apenas perturbactes tensoriais, temos U e =
00qp. A equagdo (17.39) é escrita como
1D _, By__ B sy »a
) DS(Z g Z°)=-Z OEP,80Y)Z (17.40)

e como estamos tratando do trabalho executado pelo campo gravitacional em uma distribuigdo
de matéria homog@nea e isotropica em um espago igual- mente homogéneo e isotropico, podemos

usar que

3A generalizacio do desvio geodético de uma particula para uma distribuicdo de matéria
¢ direta.Nesse altimo caso, o desvio geodético representa a distdncia entre duas curvas de

congruéncia do fluido.
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ZZ
2°7P = <Thq5 (17.42)
obtendo
b <1 . ) 1 )
DS —Zgaﬁzﬁza =-3E op 00%°( Z%) . (17.42)

Esse resultado nos mostra que a propria geometria, aqui representada pela parte elétrica do

tensor de Weyl, produz uma variagao na energia cinética relativa entre part'iculas vizinhas. *

4Comunicacio particular J.M.Salim, ICRA/CBPF.
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Conclusao

Neste trabalho, investigamos a evolucdo dindmica para as flutuages da ge- ometria em um
modelo com ricochete geométrico e exemplificamos 0 uso do formalismo Quasi-Maxwelliano
da gravitagdo para tratar as perturbaces escalares e tensoriais. Contrariamente o que acontece
com outros formal- ismos invariantes de calibre baseado em perturbagdes do tensor métrico, 0
formalismo usado neste trabalho possui uma variavel bem definida através de um ricochete.
Além disso, as variaveis que representam as perturbagdes, sdo observaveis fisicos com
interpretacdo direta. O método aplicado em um modelo com ricochete geométrico nos permite
obter uma soluggo analitica. Obtemos um espectro tanto para o caso escalar quanto para 0 caso
tensorial que ndo obedece uma lei de poténcia para valores pequenos de n. O balango de energia
foi feito para o caso tensorial no formalismo Quasi-Maxwelliano e foi mostrado que as variaveis

E e H descrevem consistentemente a energia da onda gravitacional na aproximagao linear.
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