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Resumo

Nessa tese estudamos dois topicos distintos. O primeiro tépico que abordamos
tratou de campos quantizados na presenca de estruturas macroscépicas que con-
finam o campo. Bekenstein mostrou que existe uma cota superior para entropia
especifica de sistemas fisicos nessa situagao. Investigamos uma generalizagao a de-
sigualdade de Bekenstein. O sistema fisico estudado consistiu de um campo escalar
real com auto-interagao do tipo ge® no regime de acoplamento forte. O segundo as-
sunto correspondeu a aplicacao de métodos funcionais em modelos que sao utilizados
na otica quantica. Uma transicao de fase de segunda ordem do tipo fluorescente-
superradiante foi investigada nos quatro seguinte modelos: o modelo de Dicke gener-
alizado, o modelo de Chang-Chakravarty, o modelo de Dicke com acoplamento entre
os atomos e o sistema bosonico dependente da intensidade e finalmente o modelo de

Dicke onde consideramos uma interacao do tipo dipolo-dipolo entre os atomos.
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Abstract

In this thesis we studied two distinct topics. The first one deals with confined
quantized field by the presence of macroscopic structures. Bekenstein shown that
there is an upper bound in the specific entropy in systems with such conditions.
We investigated a generalization to the Bekenstein bound. We studied a real self-
interacting g¢P field in the strong coupling regime. The second subject consists of
application of functional methods in quantum optics. A second order phase tran-
sition, fluorescent-superradiation, was investigated. The thermodynamics of the
fluorescent-superradiation phase transition was investigated in the following four
models: The full Dicke model, the Chang-Chakravarty model, the intensity depen-
dent coupling constant model and finally the full Dicke model where we included a

dipole-dipole interaction between the atoms.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese estudaremos dois tépicos distintos. O primeiro trata de campos quan-
tizados na presenca de estruturas macroscépicas que confinam o campo. Bekenstein
mostrou que existe uma cota superior para entropia especifica de sistemas fisicos
nessa situagao. Investigamos uma generalizacao a desigualdade de Bekenstein. O
sistema fisico estudado consiste de um campo escalar real com auto-interacao do tipo
g©P no regime de acoplamento forte. O segundo assunto corresponde a aplicagao de
métodos funcionais em otica quantica. Uma transicao de fase de segunda ordem do
tipo fluorescente-superradiante é investigada nos quatro seguinte modelos: o mod-
elo de Dicke generalizado, o modelo de Chang-Chakravarty, o modelo de Dicke com
acoplamento entre os atomos e o sistema bosonico dependente da intensidade e fi-
nalmente o modelo de Dicke onde consideramos uma interagao do tipo dipolo-dipolo

entre os atomos.

Campos quantizados na presenca de estruturas macroscépicas introduzem situagoes
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bastante interessantes. Um exemplo é a existencia de uma desigualdade entre quan-
tidades fisicas relacionando a entropia e a energia media de um sistema quanti-
zado com comprimento linear associado as fronteiras que confinam o sistema. Essa
desigualdade proposta por Bekenstein reflete uma condicao de consisténcia entre
termodinamica de buracos negros e as leis da mecanica estatistica. Assim vamos
rapidamente discutir a fisica de buracos negros. Consideremos uma estrela com-
posta de matéria com uma estrutura interna, a qual colapsa para formar um buraco
negro estacionario. O teorema que diz que o buraco negro nao tem cabelos, estab-
elece que o estado final do buraco negro esta caracterizado inicamente pela massa,
o momento angular e a carga elétrica do sistema. Neste processo fisico de colapso,
independentemente da estrutura que possua inicialmente o sistema, o estado final
sempre serd o mesmo. Por outro lado, Hawking [1] apresenta o teorema da érea o
qual estabelece que a area do horizonte de eventos de um buraco negro nunca decrece
com o transcorrer do tempo. Este resultado levou Bekenstein [2] a formular que as
leis da termodinamica do buraco negro, onde identifica a entropia do buraco negro
sendo proporcional a area do horizonte de eventos. Esta é a segunda lei generalizada
da termodinamica para buracos negros [3| [4]. Em um trabalho posterior, Hawk-
ing [5] determina a constante de proporcionalidade entre a entropia e a area para
o buraco negro, i.e., Spg = (1/4)A, isto em unidades de Planck. Quando materia
¢ absorvida por um buraco negro, ao passar pelo horizonte de eventos, a entropia

dessa materia se perde para um observador que observa o processo de um ponto fora
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do horizonte de eventos. Por outro lado, a segunda lei generalizada nos diz que a en-
tropia do conjunto nesse processo nao pode diminuir. Portanto a soma da entropia
inicial da matéria com a entropia do buraco negro antes da matéria atravessar o
horizonte de eventos deve ser menor ou igual que a entropia do buraco negro apos
ter absorvido aquela matéria. Para que isto sempre aconteca, a entropia de qualquer
sistema fisico de volume finito e energia finita nao pode ser arbitrariamente grande.
Seguindo essa linha de raciocinio Bekenstein conjecturou a existencia de um limite
superior para a entropia de qualquer sistema fisico [6]. Este limite natural estabelece
que S <27 E R/hc, sendo que S e E sao a energia e a entropia média do sistema
e R é o raio da menor esfera que pode circunscrever tal sistema. Sendo que em
um buraco negro de Schwarzschild a entropia de Bekenstein, que é proporcional a
area do horizonte de eventos, exatamente satura essa desigualdade. Outra conjetura
com respeito a entropia da matéria é o chamado “principio holografico” proposto por
Gerard 't Hooft [7] [8]. Esta conjetura também preserva a segunda lei generalizada
em qualquer processo fisico. O principio hologréfico nos diz que a informacao fisica
de toda matéria contida dentro de um volume V' pode ser projetada na superficie
que contém o volume V. Esta informacao projetada na superficie nao deve exceder
a densidade de informagao de um bit por unidade de area de Planck [9]. Nessa tese

nao discutiremos o principio holografico.

Como na dedugao original de Bekenstein [6] nao aparece em nenhum momento a

constante gravitacional, Bekenstein conjecturou que a desigualdade valeria também
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para campos na ausencia de campos gravitacionais e analiza uma serie de exemplos
onde este limite seria valido. Sistemas nao-relativistas com massa, onde a massa
contribui consideravelmente para energia total do sistema se verifica o limite de
Bekenstein. Outra situacao onde também se verifica esse limite e para o caso da
radiacao de corpo negro confinado e para campos sem massa e sem interagao, como
o caso do campo escalar, eletromagnético e neutrino. Apds Bekenstein apresentar
essa desigualdade, varios exemplos apareceram na literatura tentando invalidar esta
conjetura [10] [11] [12] [13]. Nas referéncias [10] [11] os autores argumentam que
em um sistema fisico bosonico livre com um nimero N suficientemente grande de
campos o limite de Bekenstein pode ser violado. Na referéncia [11] os autores sus-
tentam que devido a existencia de uma forca agindo sobre um corpo devido que ele
esta acelerado [14] ao ser levado dentro de um buraco negro, ela naturalmente evita
a violacao da segunda lei generalizada. Esta forca é do tipo for¢a de empuxo que
exercem os liquidos sobre os corpos quando estao imersos nele. Esse argumento nos
remete a situagao onde o limite de Bekenstein nao é fundamental para preservar a
segunda lei generalizada da termodinamica. Na referéncia [12] argumentou-se que
a desigualdade de Bekenstein nao é satisfeita em sistemas fisicos a baixas temper-
aturas. Na referéncia [13] usa-se o argumento que para sistemas fisicos com energia
de Casimir negativa o limite de Bekenstein nao seria valido. Bekenstein em tra-
balhos posteriores mostra que esas criticas podem ser refutadas [15] [16] [17] [18].

Com respeito ao problema da proliferacao de especies Bekenstein consegue monstrar



Introducao 5!

que o limite de Bekenstein seria violado se o nimero de especies N é da ordem ou
maior que ~ 10°. Este nimero enorme de especies fisicamente nao é observado na
natureza, de forma que o argumento seria fisicamente inconsistente. Com respeito
a existencia da forca do tipo empuxo que faz com que o limite de Bekenstein nao
seja necessario, pode-se mostrar que em muitos casos esta forca é desprezivel. Assim
teriamos a possibilidade de violar a segunda lei generalizada e portanto o limite de
Bekenstein faz-se necessario. No caso de baixas temperaturas onde a energia de
Casimir é negativa, deve se considerar necessariamente a presenga das placas no sis-
tema, dessa forma a energia em repouso das placas contribuiria consideravelmente

de tal forma a se satisfazer o limite de Bekenstein.

Trabalhos posteriores [19] [20] [21] provaram a validez do limite de Bekenstein
para outros sistemas fisicos. Entre estes sitemas temos o oscilador harmonico da
mecanica quantica, rotor rigido e pogo potencial. Os autores também analizam sis-
temas de campos livres elaborando-se uma prova geral no caso de dimensao 3 + 1.
Finalmente, com respeito ao limite de Bekenstein, gostariamos mencionar o resul-
tado de Unruh que argumenta que sistemas como um modo zero também violariam
a desigualdade [22]. Esse argumento foi rebatido por Bekenstein e colaboradores
[23]. Recentemente apareceu na literatura uma referéncia onde Bekenstein discute

situagoes controversas com respeito a este limite [18].

Queremos enfatizar que todas as situagoes, no caso de teorias de campos, de-

scritas anteriormente, correspondem a teorias gaussianas. Um problema que merece
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ser estudado é a validade da desigualdade para campos com interacao. Como foi
enfatizado [20] [24], interagoes nao-lineares poderiam alterar bastante o espectro
de energia do sistema confinado, invalidando a desigualdade. Temos duas distintas
diregbes a seguir. A primeira seria investigar sistemas onde uma expansao per-
turbativa para um acoplamento fraco pode ser utilizada. Como enfatizou Symanzik
[25], um procedimento de regularizagao e renormalizagao pode ser implementado em
qualquer ordem da expansao perturbativa. Uma outra direcao é estudar sistemas

confinados onde a auto-interacao é forte.

Mostraremos nessa tese que podemos generalizar a desigualdade de Bekenstein
acima discutida [26] [27], se assumirmos que o sistema em questao estd sendo descrito
por uma teoria escalar do tipo (go p?)q na presenca de estruturas macroscopicas.
Devemos também assumir que a auto-interagao é forte o suficiente para que usemos
a expansao perturbativa para o acoplamento forte. Vamos admitir que o campo
escalar esta confinado no interior de um hipercubo de aresta L, e que também esta
em equilibrio térmico a temperatura 37'. A energia renormalizada por unidade de
comprimento, correspondente ao ponto-zero da teoria livre sera representada por

eg). No caso de altas temperaturas podemos mostrar que a entropia especifica

h1(d)
ha(d)

satisfaz a desigualdade 2 < 27 R ¢, onde hy(d) e ha(d) s@o fungoes analiticas do

nimero de dimensoes euclidianas d, e £ = % Para baixas temperaturas, temos que

hi(d)
5;7")5 d—1"

entropia especifica satisfaz a desigualdade % <2mR Note que a condicao de

uma energia do ponto-zero renormalizada positiva é fundamental para que a iltima
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desigualdade seja valida.

Na expansao perturbativa para o acoplamento forte, o problema fundamental é
dar sentido operacional ao gerador funcional de valor independente. A solucao desse
problema foi apresentada por Klauder em vérias publicagoes [28] [29] [30]. Em vez de
utilizar uma medida funcional que possue invariancia translacional, Klauder utilizou

dé(z)

uma medida onde a invariancia translacional foi perdida, dada por [d¢] = [], Ok

como enfatizamos anteriormente.

Assumindo que a fonte externa é constante, o gerador funcional de valor inde-
pendente se transforma na funcao geradora de valor independente. Até a ordem
(go)_% é possivel separar In Z(V, h) em duas contribui¢oes. Uma que contém apenas
a funcao geradora de valor independente, e outra que contém a funcao-zeta espec-
tral. As condicoes de contorno serao impostas fazendo uso da funcao zeta espectral
[31] [32] [33] [34].

Na segunda parte da tese discutiremos transi¢oes de fase em otica quantica, para
ser mais especificos nos modelos do tipo spin-boson. Os modelos de spin-boson, de
forma geral, descrevem um conjunto de N atomos (ou spins) idénticos, todos inter-
agindo simultaneamente com o campo eletromagnético. Como consequéncia desta
interacao, os atomos podem absorver ou emitir fétons. Uma forma de acoplarmos
apenas alguns modos do campo eletromagnético com os atomos é considerarmos que
o sistema estd confinado em uma cavidade de grande “Q”. Desta forma, garantimos

que apenas alguns dos modos do campo eletromagnético sejam ressonantes com as
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diferencas de energia entre os niveis atomicos. Estes dtomos excitados podem de-
cair devido as flutuagoes do campo eletromagnético. Na situacao em que os atomos
estao suficientemente diluidos, a radiacao emitida pelos atomos é do tipo fluores-
cente, em que a intensidade da radiagao é proporcional ao nimero de atomos N e
o tempo de emissao independente de N. Ao aumentar suficientemente a densidade
dos atomos, pode-se produzir uma radiacao de fétons rapida, intensa, coerente e
com uma dire¢ao espacial bem definida dependente da configuragao geométrica dos
atomos. Neste caso, a intensidade da radiacao chamada na literatura de super-
radiancia, ¢ proporcional a N2 ¢ o tempo de emissao é inversamente proporcional
a N. Em principio, seria natural pensar que para descrever o fenomeno da super-
radiancia, poderiamos comegar estudando este sistema fisico com o uso direto da
eletrodinamica e, para descrever os atomos com seus elétrons, um sistema de muitos
corpos. No entanto, este estudo é arduo e por este motivo é razoavel comecar estu-
dando o modelo de Dicke que apresenta certas simplicagoes que permitem um estudo

mais direto e desde ja, descreve o fenomeno da super-radiancia.

Como ja mencionamos anteriormente, na radiacao fluorescente a intensidade da
irradiagao é proporcional a N e o tempo de emissao independente de N, e na super-
radiancia, temos que a intensidade da radiacao é proporcional a N? e o tempo de
emissao ¢ proporcional ao inverso de N. Desta discussao, concluimos que nao de-
vemos considerar os atomos irradiando independentemente um dos outros, pois se

assim fosse a radiagao deveria ser somente do tipo fluorescente. Isto levou Dicke [35]
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a formular o seguinte modelo: consideremos N atomos de dois niveis fixos e confi-
nados no interior de uma cavidade com volume V', a separacao entre os atomos ¢é tal
de forma que podemos desprezar a interagao do tipo dipolo-dipolo. Um fato impor-
tantissimo ¢ que as dimensoes lineares da regiao que contém os dtomos sao menores
do que o comprimento de onda monocromatico emitidos nas transicoes atomicas.
Como os atomos interagem apenas com um modo do campo eletromagnético eles
nao podem ser considerados independentes. Com este modelo, Dicke consegue de-
screver corretamente a super-radiancia. A Hamiltoniana do modelo de Dicke é dada
por
N N
H = %Za@)erobTb +\/LNZ<Z)‘7(+¢)+N%>>’ (1.1)
i=1 =1

onde as matrizes de Pauli O'(Zi), J(Jg) e oG sao operadores que geram transicoes
atomicas. O operador O'(Zi) representa o sistema de dois niveis correspondente ao
i-ésimo 4tomo. Os operadores bf e b estdo associados ao tnico modo do campo
bosonico. Na expressao acima () é a separacao energética dos niveis de energia de
cada atomo, wy ¢ a energia do campo bosonico e g é a constante de acoplamento
da interacao entre o modo bosonico e os sistemas de dois niveis. Gostariamos de
ressaltar que neste modelo, duas aproximacoes estao sendo consideradas: a primeira
vem a ser dada pela aproximacao de dipolo, na interacao dos atomos com o campo
bosonico; a segunda é a aproximagao da onda-girante (RWA), em que se desprezam

os termos na Hamiltoniana de interacao do tipo <bT cr%) e (b 0(;)>. Esses termos
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geram processos onde nao existe conservagao de energia em primeira ordem de teoria
de perturbacao. Convém ressaltar que a contribui¢ao destes termos deve ser con-

siderada ao estudarmos atomos interagindo com campos eletromagnéticos intensos

[36).

Uma forma de produzir processos radiativos nos atomos é fazermos incidir ra-
diacao eletromagnética sobre eles. Outra forma, seria colocar o sistema em contato
com um banho térmico a temperatura 3~ (estamos considerando unidades onde a
constante de Boltzman kg = 1), e considerarmos o sistema em equilibrio térmico.
Neste tltimo caso a natureza deste fenomeno coletivo da super-radiancia corresponde
a uma transigao de fase de segunda ordem. Hepp e Lieb [37], calcularam de forma
exata as propriedades termodinamicas do modelo de Dicke, especialmente a ener-
gia livre do sistema no limite termodinamico, i.e., N — oo e V — 00 entretanto
N/V < oo. Eles provaram que a partir de certo valor da constante de acopla-
mento entre os dtomos e o campo bosonico, o sistema experimenta uma transicao
de fase de segunda ordem, com a passagem da fase fluorescénte para a fase super-
radiante em alguma temperatura critica. Wang e Hioe [38] usando um conjunto
de estados coerentes de Glauber [39], chegaram aos mesmos resultados de forma
mais direta. Subseqiientes trabalhos abordam generalizagoes do modelo de Dicke.
Hioe [40] analisou a termodinamica do modelo de Dicke sem utilizar a aproximagao
da onda-girante, isto é, ele inclui os termos (bT J@) e (b O'(;)> na Hamiltoniana de

interacdo. A importancia dos termos ressonantes e nao-ressonantes pode ser me-
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dida introduzindo duas constantes de acoplamento distintas na Hamiltoniana de
interacao. Hioe mostrou como esses termos contribuem para a transicao de fase.
Neste mesmo trabalho, o autor analisa o modelo de Dicke considerando o compri-
mento de onda sendo menor do que uma das dimensoes lineares da cavidade que
contém os atomos. Finalmente estuda o modelo de Dicke em que considera a vi-
bracao dos atomos. Pimentel e Zimerman [41] em um trabalho posterior, estudam
os modelos considerados por Hioe [40] utilizando o método de “gap equation” [42].
Estes autores analisaram também o modelo de Thompsom, que considera fonons
acusticos no modelo de Dicke. Hepp e Lieb [43] estudaram dtomos de vérios niveis
interagindo com o campo de radiagao. O caso do sistema com infinitos modos do
campo bosonico em que a aproximacao da onda-girante é desconsiderada também foi
estudado. Queremos ressaltar que Pimentel e Zimerman [44] utilizando o método de
“gap equation” também estudam este modelo de Dicke sem a aproximacao de dipolo

e, no caso do sistema ter um nimero muito grande de modos do campo bosonico.

Diferentes métodos matematicos foram utilizados para abordar tais problemas
na literatura. Por exemplo, alguns autores [45] [46] utilizaram o mapa de Holstein-
Primakoff [47] no modelo de Dicke, o qual transforma as matrizes de Pauli em
operadores bosonicos sem alterar a descri¢do do modelo. Holstein e Primakoff [47]
ja aplicavam esta transformacao em modelos ferromagnéticos. Outra transformacao
dos operadores de spin para operadores bosonicos é a transformacao de Dyson-

Maleev [48] [49]. Estas duas transformagoes anteriormente citadas, sdo bosonizagoes,



12 Transicoes de fase fluorescente-superradiante em modelos de spin-boson

pois mapeiam os operadores de spin em operadores bosonicos. No entanto, é possivel
fermionizar o modelo, ou seja implementar uma transformacao entre os operadores
de spin do modelo e operadores fermionicos. Um mapa muito utilizado é o mapa de
Jordan-Wigner [49] [50] [51] [52]. Outra transformagao deste tipo foi implementada
por Popov e Fedotov [53]. Esses autores substituem os operadores de spin por
combinacgoes bilineares de operadores fermionicos. O modelo de Heisenberg e o
modelo de Dicke no limite termodinamico, isto é, N — oo também sao estudados
por eles que trabalharam utilizando o formalismo de integrais funcionais no tempo
imaginario [54], calculando a fungao de partigdo do sistema, as fung¢oes de Green e

o espectro do condensado bosonico.

Nessa tese apresentaremos o estudo de fenomenos criticos para quatro modelos
do tipo spin-boson [27] [55] [56] [57]. Nesse caso, utilizando o método implementado
por Popov e Fedotov [53]. O primeiro dos modelos a estudar corresponde ao modelo
de Dicke completo, no qual nao se considera a aproximagao da onda-girante e o limite
termodinamico foi utilizado. Similarmente ao trabalho de Hioe [40] nesse primeiro
modelo [55], foram incluidos os termos <bT 0&3) e <b O'(_i)> com uma constante de
acoplamento distinta daquela utilizada para os termos ressonantes. Foi possivel re-
produzir o valor da temperatura critica obtida por Hioe. Neste trabalho, além de ser
obtida a temperatura critica do modelo, se obtém o espectro do condensado bosonico
aparecendo uma contribuicao devido aos termos nao-ressonantes. Na referéncia [56]

estuda se outros dois modelos, um deles é o modelo de Chang-Chakravarty em que a
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interagao entre os atomos e os bésons é do tipo g va (bT + b) o7, sendo ele também
um termo que nao conserva energia na primeira ordem em teoria de perturbacgoes.
Este tipo de interacao foi estudada por Chang e Chakravarty [58] mas no caso de
um unico atomo. Como resultado neste trabalho [56], se obteve que o modelo de
Chang-Chakravarty no limite termodinamico nao apresenta transicao de fase fluo-
rescente super-radiante. Neste modelo o modo zero contribui com valores negativos
para a entropia e energia no caso de temperaturas baixas. Para contornar este prob-
lema podemos elegir entre duas alternativas: a primeira consiste em desconsiderar o
modo zero e a segunda em colocar um limite superior na constante de acoplamento
do modelo. O terceiro modelo estudado também nesta referéncia, corresponde ao
modelo de Dicke generalizado em que se considera a dependéncia na intensidade da
radiacao no termo que conserva energia. Este modelo ¢ estudado a temperatura zero,
encontrando uma transicao de fase. O quarto modelo [57], corresponde ao modelo
de Dicke generalizado no qual se inclui a interagao do tipo dipolo-dipolo entre os
atomos, sendo o caso em que esta interacao é de alcance infinito. O propdsito era
analisar a dependéncia da transicao de fase, devido a inclusao do termo de interagao
dipolo-dipolo. Como resultado desta inclusao, se tem que a temperatura critica para

transicao de fase nao muda, nem o espectro do condensado bosonico.

Todos estes modelos sao de grande interesse para a ética quantica e a informacao
quantica [59], onde o estudo da interagao da matéria com o campo eletromagnético

no nivel quantico adquire importancia fundamental. O andlogo aos bits na in-
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formagao classica, na informacao quantica sao os qubits. Os bits tomam dois valores
bem determinados, no entanto, os qubits sao estados quanticos que pertencem a um
espaco de Hilbert bi-dimensional. Devido aos principios da mecanica quantica, um
conjunto de N qubits, diferente a um conjunto de N bits, pode estar em um estado
fisico chamado de estado emaranhado o qual nao possui um equivalente classico.
Os algoritmos utilizados para processar informacao via estes sistemas quanticos de
qubits, utilizam portas légicas para a qual os estados de qubits emaranhados sao
necessarios. Estes algoritmos quanticos sao de utilidade na criptografia e na im-
plementacao do computador quantico. O modelo de Dicke na informacao quantica,
serve como modelo para o sistema fisico de qubits, neste caso os N atomos repre-
sentariam os N qubits e o campo eletromagnético seria responsavel para controlar

o estado dos qubits.

Como j4 se sabia desde o trabalho de Dicke [35], o fendmeno da super-radiancia é
causado pela correlacao dos atomos entre si. No estudo de sistemas puros existe uma
conexao de estados correlacionados com estados emaranhados, entao nesses casos,
a relacao entre a super-radiancia e o emaranhamento do sistema é direta. Nas
referéncias [60] [61] se estuda a correlacao e a super-radiancia no modelo de Dicke
no caso de dois atomos. A literatura tem sugerido que pode haver uma relacao entre
transigoes de fase e 0 maximo emaranhamento em sistemas de muitos corpos. Para
o modelo XY de uma cadeia de spins, foi achado uma relacao da transicao de fase

com o maximo emaranhamento do sistema [62] [63] [64]. Méximo emaranhamento é
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estudado no modelo de Dicke e também em outros modelos do tipo spin-bdson [65]
[66]. No modelo de Dicke generalizado que inclui a interagao do tipo dipolo-dipolo
estudado nessa tese [57], se pretendia mostrar que os estados emaranhados, que
surgem devido a interacao do tipo dipolo-dipolo, poderiam as propriedades criticas
do sistema.

Para finalizar, pretendemos discutir rapidamente as transicoes de fase quanticas.
As transicoes de fase acontecem normalmente na presenca das flutuagoes térmicas,
mas também existem transicoes de fase que sao geradas apenas por flutuagoes
quanticas. A literatura chamou-as de transicao de fase quantica [49], em que as
flutuacoes quanticas adquirem relevancia. Tanto o modelo de Dicke, como o modelo
de Dicke completo apresentam transicao de fase quantica. Outro conceito estudado
corresponde ao caos, em que o modelo de Dicke semiclassico apresenta comporta-
mento cadtico [67], o que leva & suposicao de que na versao quantica do modelo
exista também caos, chamado de caos quantico [68]. Estas andlises de caos também
foram feitas para o modelo de Dicke completo [69] [70]. Trabalhos recentes de
Emary e Brandes [71] [72] estudam a relagao entre a transigao de fase quantica e
o caos quantico no modelo de Dicke. Estes autores encontraram que no limite ter-
modinamico a transicao de fase quantica acontece com a apari¢ao de caos quantico.

Ao longo desta tese, utilizaremos o sistema de unidades natural, qual seja, h =

C:kB:Gzl.
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Capitulo 2

A entropia especifica para campos
com interacao

2.1 A expansao perturbativa para um acoplamento
forte numa teoria escalar com auto-interacao

Vamos estudar um campo escalar neutro com uma auto-interacao do tipo (go ¢?),
definido em um espaco euclidiano d-dimensional. A contribuicao para a acao que

vem do termo de auto-interacao é dada por

Si(e) = [ da B r(a). (2.1

p!
Como ja discutimos anteriormente, a idéia basica da expansao perturbativa para um
acoplamento forte é tratar a parte gaussiana da agao como uma perturbagao com
respeito aos outros termos no gerador funcional das fungoes de Schwinger. Vamos

assumir que o campo escalar esta definido num espaco euclidiano compacto, com ou

17
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sem fronteiras, com um volume V. Vamos também supor que existe um operador
eliptico, semi-positivo e auto-adjunto que age sobre funcoes escalares nesse espaco.
Um exemplo padrao é o operador O definido por O = (—A + m2), onde A é o

laplaciano d-dimensional. O nticleo K (mg; z,y) = K(mg; x — y) é definido por
K(mo;z — ) = (~A +m3) 84(z — y). 22)

Vamos usar o fato de que o gerador funcional das fungoes de Schwinger Z[V, h] é in-
variante com respeito a escolha da contribuicao quadratica. Vamos entao considerar
uma modificacao da expansao perturbativa para um acoplamento forte. O gerador

funcional das fungdes de Schwinger Z[V, h] passa a ser definido como

ZIV,h] = exp (——/dd /dd —K (Mg, 03 — )%)

XQo[o,h], (2.3)

onde a nova integral funcional de valor independente Qy[ o, h], é dada por

Qloh) = N [lag] exp ( [ e (~5omieo + h(a:)so(x)))
X exp ( / dy (—% p@:))), (2.4)

e o nucleo modificado K (myg,o;x — y) que aparece na equagao (2.3), é definido por
K(mo, 0320 —y) = (A + (1 —o0)mg ) 8z — ), (2:5)

onde o é um parametro complexo definido na regiao 0 < Re (o) < 1. O fator N é

introduzido para normalizar a teoria onde devemos impor a condi¢ao Qo[ o, h ]| p=0 =
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1. Nesse momento vamos passar a considerar h(x) como uma varidvel complexa.
Para facilitar os cdlculos podemos impor Re(h) = 0.

Estamos assumindo que o sistema que é espacialmente limitado esta em equilibrio
com um reservatério térmico a temperatura 3-!'. Dessa forma podemos utilizar
a expansao perturbativa para um acoplamento forte para computarmos a funcao
de particdo do sistema definida por Z[ (3,2, h]|r—o, onde ji comentamos que h é
uma fonte externa e estamos defindo o volume da variedade (d — 1)-dimensional
Vi1 = Q. Da fungao de particao definida por Z[ 3,2, h]| ,—o podemos encontrar a

1

energia livre do sistema, que vem a ser dada por F(3,{) = -3 In Z[ 3,8, k]| h=o-

A energia média do sistema E(3,2) é definida como
0
E(3,Q) = —%mz[ﬁﬁ,hﬂh:o, (2.6)

assim como a entropia candnica do sistema S(f3,(2) espacialmente limitado em
equilibrio com um reservatoério térmico

S(6,0) = (1 - 6%) InZ[ 3, h]|h=o- (2.7)

Na préxima secao vamos repetir o que fizemos quando estudamos o oscilador an-
. . ) _2

armoénico no regime do acoplamento forte. Atd ordem (go) », vamos escrever

InZ[3,Q,h] como um produto envolvendo a integral funcional de valor indepen-

dente Qo[ o, h] e uma outra contribuigao que nos da informagdes sobre as condigoes

de contorno que estamos impondo sobre o campo escalar. Este termo esta associado

a derivada da funcao zeta espectral.
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2.2 A integral funcional de valor independente e
a funcao zeta-espectral

Como estamos interessados em calcular a entropia especifica de sistemas confinados,
apenas quantidades globais sao envolvidas nos nossos calculos. Consequentemente
podemos assumir que a fonte externa h(x) é constante. Nessa nova situagao chamare-
mos Z(V, h) de funcao geradora. A temperatura zero, até a ordem (90)7%, podemos

escrever

1 02

InZ(V,h) = T30 ) D12 Qo(a, h)/ddx /ddyK(mo,a; r —y). (2.8)

Como estamos assumindo a presenga de estruturas macroscopicas que fazem com que
o espectro do operador D = (—A + (1 — o)m?) tenha uma contribuigdo discreta,
um procedimento de regularizacao analitica pode ser utilizado para controlar as
divergéncias da teoria.

Temos entao que In Z(3,€2, h) pode ser escrito como

_t &
Qolo, h) D12

«

Qulot) (5434 olsllm ). (29)

In Z(8,9, h) = T

onde o é uma constante infinita e (p(s) é a fungao zeta espectral, associada ao
operador D.

Vamos considerar a situacao onde o sistema ¢ finito em todas as direcoes espaci-
ais, i.e., z; € [0,L],7=1,2,...,d—1. Para a coordenada euclidiana temporal vamos

assumir condigoes periddicas (condigoes periddicas de Kubo-Martin-Schwinger KMS



A entropia especifica para campos com interacao 21

[73] [74]) e para as dimensoes euclidianas espaciais vamos assumir condigoes de con-
torno de Dirichlet. Chamaremos essa tltima situagao de condigdes de contorno
duras. Veja por exemplo [75]. Outras condigoes de contorno foram discutidas nos
trabalhos [76] [77]. A escolha das condigbes de contorno de Dirichlet permite uma
facil solucao para o problema de autovalores de forma que a funcao zeta espectral
associada ao operador D pode ser facilmente encontrada.

O operador D tem um espectro dado por A,, . ,, onde

d

nim 2 NGg_1T 2 2ngm 2 9
Ay, g = [(T) +...+< 7 ) +< 3 > —l—(l—a)mo}, (2.10)

ni,Na, ..., Ng_1 Sa0 numeros naturais diferentes de zero enquanto que ng sao niimeros

inteiros. A funcao zeta espectral associada ao operador D é dada por

ls)= D A (2.11)

onde s ¢ um parametro complexo. A série acima converge para Res > g e a sua
continuacao analitica define uma funcdao meromorfica de s, analitica em s = 0.
Como em todo procedimento de regularizagao devemos introduzir um parametro de

massa p para trabalharmos com quantidades adimensionais, de forma que a seguinte

transformacao pode ser feita, a saber

1d 1d 1 1
375 Cp(8)]s=0 — 275 Cp(8)]s=0 — 5 In (47w2)CD(3)|so- (2.12)

E possivel mostrar que na situagao onde estamos interessados a transformacao a-

presentada acima nos dd uma identidade (ver apéndice A). Primeiramente mostraremos
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esse resultado para o caso das dimensoes do hipercubo serem muito maiores do que

(6. A funcao zeta espectral nessa situacao é dada por

_ Vv S d-1 1

n=-—00 (/{72 + (%)2 + (1 — O') m%)
Definindo a quantidade v2? = (%)2 (/ZQ +(1-o0) m%), temos que a funcao zeta

espectral passa a ser escrita como

(p(s) = (2@% (%)%/dd‘lk nioo m (2.14)

Nesse momento vamos definir a fungao zeta de Epstein-Hurwitz modificada no plano

complexo s, ((s,v), que vem a ser dada por:

[e.e]

((s,v) = Z (n*+v%)7% 1* >0. (2.15)

n=—oo

Gostariamos de salientar que escrevemos a funcao zeta espectral nessa situacao
em temos da funcao zeta de Epstein-Hurwitz modificada. A série definida pela
equacao (2.15) converge absolutamente e define no plano complexo uma fungao

analitica para Re(s) > E possivel estender analiticamente a funcdo zeta de

z.
Epstein-Hurwitz modificada para todo o plano complexo. Na regiao Re(s) < 1 a
literatura apresenta uma representacao integral para a extensao analitica [78] [79].
Para uma diferente representacao dessa extensao analitica, escrita em termos das
fungoes de Bessel modificadas K, (z), as fungdes de Macdonald, veja a referéncia [80].
Como ja enfatizamos, a representacao em série de ((s,r) converge para Re(s) > %

e a sua extensao analitica define uma fun¢ao meromorfica de s que é analitica em
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s = 0. A funcao zeta de Epstein-Hurwitz modificada em todo o plano complexo s

tem polos para s = %, —=, etc. Nao é dificil mostrar que os valores da fungao zeta de

N[ —=

Epstein-Hurwitz modificada ((s, ), em s = 0 sua derivada 2 ((s,)|s—o sdo dados

por

((s,¥)]s=0=0 (2.16)

82 C(s,v)]s=0 = —2In (2 sinh 7v) . (2.17)
s

Dessa forma o parametro de massa p nao traz nenhuma ambigiiidade nessa situacao.
Esse mesmo resultado foi obtido por Hawking [32]. Para o caso d = 4 e duas so-
mas, utilizando os resultados apresentados por vérios autores [78] [79] e [80], pode
se mostrar que (p(s)|s=o = 0. Novamente o parametro de massa p nao traz nen-
huma ambigiiidade nessa situacao. Esse resultado pode ser generalizado para outras
situagoes. A funcao zeta espectral esta relacionada ao nticleo de calor ou operador
de difusao por uma transformada de Mellin. O trago do operador de difusao vem
a ser a integral da parte diagonal do nicleo de calor sobre a variedade que estamos
trabalhando. Se utilizamos uma expansao assintética da parte diagonal do nicleo
de calor, podemos mostrar que a fungao zeta espectral é uma funcao meromérfica no
plano complexo s, possuindo polos simples cujos residuos dependem dos coeficientes
B,,. Por sua vez, esses coeficientes dependem dos coeficientes de Seeley-DeWitt, da

segunda forma fundamental das fronteiras e da geometria induzida na fronteira [31]
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and [81]. Pode-se mostrar que a estrutura polar da extensdo analitica da funcao

zeta espectral numa variedade compacta com fronteiras vem a ser dada por

o

11 B,
(p(s) = TG nz;n_gHJrgg(s) : (2.18)

onde n é um inteiro ou um semi-inteiro. Ademais, g»(s) é uma funcao analitica em
C. Como foi enfatizado por Blau e colaboradores [82], num espago-tempo quadridi-
mensional sem curvatura e com particulas sem massa e fronteiras suaves, os coefi-
cientes By se anulam. Mostraremos que na situacao que estamos interessados, i.e.,
um hipercubo onde os campos satisfazem as condi¢oes de fronteira de Dirichlet esse
coeficiente se anula (apéndice A).

Para prosseguirmos, vamos analisar em (2.9) a contribuigdo da fungao zeta es-
pectral associada ao operador D, quando levamos em consideragao as restricoes
geométricas que as fronteiras impoem sobre o campo escalar. Utilizando o espectro
do operador D, dado pela equagao (2.10), e também a defini¢ao da fungao-zeta es-
pectral dada por (2.11), podemos mostrar que a derivada da fungao-zeta espectral
em s = (0 é dada por

Lol = - 3 3 m((T29) v @) +

fig_1=1ng=—0o0

o o a2ﬁ2
-y ¥ 1n<1+—4n3L2+q252>7 (2.19)

g_1=1ng=—0o0

— 1—o)m2 L2
onde 7ig_1 = (n1,n2, ..., ng_1), ¢ = Ni+ni+..4+n3 | ead® = (%) Queremos

ressaltar que na equagao (2.19) estamos usando o resultado de que ((s,v)]s—9 = 0.
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Fazendo uso da identidade [83]

3 2 (ZLay? 162
n(532) o) - [ (i o). e

podemos ver que o primeiro termo do lado direito de (2.19) nos d4 uma contribuigao

divergente. Para prosseguirmos vamos utilizar a seguinte identidade

1 2
Z 02 + (2mng)? 27md ~ 20 (1 Tz 1)' (221)

ng=—00

Utilizando ambas as identidades dadas pelas equagoes (2.20) e (2.21), é possivel

expressar a soma dupla que aparece em (2.19) como uma soma simples dada por

nilni 1n<(”5q> +(27md)2) -
) i /1(7,5,1)
(1

o0

1 1
(5 + 5 1) df + o (2.22)

fig_1=1

ondeay =3 = _ > = In(1+ (27md)2>. Integrando em 6, obtemos que (2.22)
pode ser escrita como

i i 1n<<”—€q)2+(27md)2> =

fig_1=1ng=—00

2 Z (%—I—ln( _B)>—|—a2, (2.23)

ﬁd_lil
onde ag = ay — Z%’;_l:l (1 +2In(1 — 6*1)>. Usaremos o fato de que a contribuigao
divergente dada por as é independente de (3, de forma que o uso da terceira lei

da temodinanica eliminard esta contribuicao. O primeiro termo do lado direito da
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equagao (2.23) é uma contribuigao divergente correspondente a energia do ponto-

zero. Utilizando o conhecido resultado matematico [84] [85] dado por

ﬁ (1 N a? ) _ sinh?(mv/a? + b?) (2.24)

n? + b2 sinh?(7 b) ’

n=-—oo
podemos escrever o ultimo termo de (2.19) de forma mais simples. Usando as

equagoes (2.23) e (2.24), a derivada da fungao-zeta espectral associada ao operador

D avaliada em s = 0 pode ser reescrita como

; 3 2 2
d o0 smh<2— Q> +a >
T (s)|=0 = -2 > I +
s g
=1 sinh 2L>
2y [ln(l —e—“f") +W2—5Lq] —as. (2.25)
Mg_1=1

Pode-se mostrar que a func¢ao geradora de valor independente Qq(c, h) satisfaz

2 condigio Qo(o,h),_,_, =1 e também &

o I

92 Qo(0, )| h=o=0 = (2.26)

A prova das identidades acima mencionadas pode ser encontrada no apéndice B.
Em seguida mostraremos que é sempre possivel encontrar um valor maximo para a
entropia especifica num sistema a altas temperaturas onde um campo escalar com
auto-interagao se encontra num regime de acoplamento forte. Para o caso de baixas
temperaturas ou também temperaturas intermediarias, o sinal da energia de Casimir

¢ fundamental para a existéncia do valor maximo para a entropia especifica.
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2.3 A entropia especifica para a teoria (gy ¢?),; acoplada
fortemente

Nesta secao, vamos calcular a entropia especifica % do sistema. Por simplicidade,
vamos definir In Z(3,Q, h)| =0 = In Z(5,92). Das equagdes (2.6) e (2.7), e fazendo
as seguintes identificacoes para a energia média E(3,{2) = E e para a entropia

S(6,Q) =5, temos que

% = 5 —InZ(5,9) (%m Z(8, Q))_ . (2.27)

Levando as equagoes (2.25) e (2.26) na equacao (2.9), temos que In Z(3,2) é dado
por

InZ(3,9Q) = I <—, + 12(5)) : (2.28)

Fo1=1 Smh<7;—5q>

+ i (1) ¢ 704 (2.29)
_ 2L
nd,1=1

Definamos C} e Cy = —20%1, que dependem apenas de p e gy € nao de 3, como
sendo:
a'T(2)

C=-——-"2-. (2.30)

2
Ap (p1)2gg

Deste modo, a quantidade In Z(3,2) pode ser escrita de uma maneira geral como
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Aproveitamos para aludir ao fato que a quantidade C; corresponde a uma ex-
pressao divergente, (s é finito e o ultimo termo da soma no lado direito da equagao
(2.25) é proporcional a energia do ponto zero. De modo a renormalizar In Z (3, 2)
podemos utilizar, primeiramente, a terceira lei da termodinamica. A derivada de
In Z(8,2) com respeito a [ vale

d d

onde a derivada de I5(3) com respeito a 5 é dada por

Do Ty (Wth<gm)+

dg 2L
fig_1=1
N LA IR (2.33)
— (g CO . .
q 2L ewgq _ 1 q

Substituindo as equagoes (2.31) e (2.32) na definicdo da entropia (2.7), temos a

seguinte expressao para a entropia do sistema

S =Cy— B0y (IQéﬁ) - %5(5)) . (2.34)

Esta expressao da entropia deve satisfazer a terceira lei da termodinamica, i.e., a
entropia de um sistema tem a propriedade restritiva limg ., S = 0. Para continuar-

mos, vamos analisar o seguinte limite

I
Mnjﬁzhm—@

a2 1 T«
B—o0 6 B—o00 dﬂ 2L =1 A /q2 + a2 + q 2L o=l

Substituindo (2.35) em (2.34) e usando a terceira lei da termodinamica, chegamos a

lim S =C, = 0. (2.36)

B—o0
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Portanto, o primeiro passo a se dar para obtermos um resultado finito para

In Z(3,Q) foi alcangado, ja que fomos capazes de renormalizar C para zero usando

a lei citada anteriormente. Apds isso, temos
InZ(8,Q) = —Cs I,() - (2.37)
Note que em In Z(3, ) (veja (2.29)) ainda temos a contribuigao que vem da energia

do ponto zero, a qual é dada por

T oo
= o7 S mi4nd4nd)t. (2.38)

fig_1=1

Eo

Apo6s uma continuacao analitica, obtemos a energia renormalizada do ponto zero,
definida por E(gr), e, consequentemente, um resultado finita para In Z(3, Q).
Substituindo a equacao (2.37) na equacao (2.27), podemos observar que, para o

caso a = 0, i.e., sem massa, 0 quociente % nos da
S
= 2rRTy(§), (2.39)

onde estamos definindo uma varidvel sem dimensoes ¢ dada por £ = /L. Devido
ao fato que o campo estd confinado dentro do hipercubo, o raio da menor esfera

(d — 1)-dimensional que circunscreve este sistema deveria ser dado pela expressao

R=1\/(d—1)L. A funcio Ty(¢), definida na equacao (2.39), ¢ dada por

2

L EP(E) + Ra(€)

Ty(§) = d—1 55;) + Py(€)

(2.40)




30 Transicoes de fase fluorescente-superradiante em modelos de spin-boson

onde ¢\) = LE[" ¢ as funcdes positivas Py(€) ¢ Ry(€) estdo definidas, respectiva-

mente, por
PO = 3 ma(etr - (2.1
T
e
Ry(€) = — i In (1—e"%9) . (2.42)
T

Agora, vamos estudar a fungao Ty(¢), dada por (2.39). O limite quantico vale
sempre que Ty(§) < 1 para todos os valores de . A partir da defini¢ao da fungao
T4(¢), dada por (2.40), temos que Ty(§) possui um valor divergente apenas quando
a energia renormalizada do ponto zero for negativa. Para o ponto £ = &, o qual
satisfaz sﬁ[’) + P4(&) = 0, a cota quantica nao ¢ legitima.

Calculos numéricos podem nos ajudar a entender tal cota quantica. Na figura
(2.1), apresentamos o gréfico da fungao T,(§) para o caso d = 3 sobre o intervalo
0 < ¢ < 2. Como a energia renormalizada do ponto zero é positiva [86], a fungao
T4(€) também serd positiva para todos os valores de . H4 um méaximo para algum
valor de &, que denominamos &,,.., 0 qual é perto da unidade. Para este caso,
verificamos a existéncia de uma cota quantica. Na figura (2.2), apresentamos a
mesma fungao Ty(&) para o caso d = 4 sobre o intervalo 0 < £ < 2. Como neste caso
a energia renormalizada do ponto zero é negativa, temos que, para algum valores de
¢ =&y a fungao Ty(§) diverge. H4 um valor critico &. onde, para £ > &, a entropia

especifica encontra-se sem limite superior.
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Vamos investigar dois casos. O primeiro sera onde a energia renormalizada do
ponto zero é positiva (veja Fig. 2.1), onde um valor méaximo para T,(§) aparece.
O segundo caso, com uma energia renormalizada do ponto zero negativa, invalida a
cota quantica. Para dimensoes do espago-tempo pares, a energia renormalizada do
ponto zero é sempre negativa. Para o caso de espaco-tempo com dimensao impar,
sabe-se que, para d < 29, esta quantidade é positiva, e para d > 29, ela muda o seu

sinal [87].

Para os casos de energia renormalizada do ponto zero positiva, uma equagao para
o valor maximo de Ty(&) pode ser encontrada. A equagao para o maximo é dada por
Ri(&maz) = 55;) Emaz- Substituindo este &4, na equacao (2.40) podemos achar que
Ta(Emaz) = ff%. Usando o mesmo procedimento na equagao (2.39), teremos que
% = Bmaz, onde Brae = L& naz- Portanto, podemos concluir que, para espaco-tempo

com dimensoes impares d < 29, existe um valor maximo para a funcao T,(§).

Podemos ver que o valor maximo de T,(§) depende da energia renormalizada do
ponto zero, onde, para o caso d = 3, ¢ menor que um. Para provar que, para d < 29

impar, T,(§) satisfaz a inequalidade T,(¢) < 1, vamos definir uma fungao auxiliar

R!,(€) que satisfaz Rq(€) < R/(§). Tal funcao ¢ dada por

R(&) = —/Q de_l/O drr®?In(1—e 7)), (2.43)
R

onde a parte angular da integragao (2 corresponde a regiao onde r; > 0. Efetuando
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esta integral [85], teremos que

1\%1
RY(©) =St - Do) (%) (2.44)
onde o termo angular é Sy_; = % Usando a equgao (2.44) na equagao para

0 maximo, i.e., Ry(&mnar) = 5&7") Emaz, Podemos encontrar que &par < &, onde

;o 2 T(d- 1))’
Emaz = <(2\/7—T>d_1 (&l ) ) ) (2.45)

2

e Ty(&maz) < ff/"%. Na tabela (2.1) apresentamos os valores maximos para di-

mensoes impares, no intervalo de d = 3 até d = 29.

. d4 [ 3 [ 5 | 7 [ 9 | 1 |
) 41x102][62x1073 [ 1.1x1073[22x 1074 [ 44 x 107
Tu(€mas) < | 0.3763 0.2645 0.2303 0.2130 0.2025
| d | 3 | 1 | 17 [ 19 | 21 |
el 9.4x 1070 [2.0x 1075 [45x 1077 | 1.0 x 1078 [ 2.2 x 108
To(€maz) < | 0.1953 0.1901 0.1861 0.1829 0.1804
| d | 23 | 25 | 271 | 29 |
el 50x107° [ 1.1x 1079 [ 23x 1070 | 3.0 x 101
To(Eman) < | 0.1784 0.1769 0.1761 0.1781
o d | 31
el —1.1x 107

Ta(&maz) < || sem maximo

Tabela 2.1: Valores da energia do vacuo eg) e valores maximos para a funcao

Tu(&maz) em dimensoes impares, no intervalo de d = 3 até d = 29.

Até agora, temos estudado a cota quantica para dimensoes gerais, baseado nas

somas dadas por (2.41) e (2.42). Contudo, podemos encontrar uma funcao 7'/(§)
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0 0.5 1. 1.5 z
o.175 | 0.175
0.15 f 0.15
o.125 | 0.125

o.1f 0.1
Ta(€)
0.075 f 0.075
0.05 b 0.08
o.025 f 0.025
a. : i
] 0.5 T I 1.5 2

Figura 2.1: Ty(¢) como uma fungdo de & para o caso de energia renormalizada
positiva do ponto zero para d = 3.

que limita superiormente a fungao Ty(§) a qual é mais facil de se lidar. Para este
propésito, de modo similar ao definirmos a fungao R/(§), vamos também definir as

fungoes auxiliares P/ (§) e P1(€), que obedecem as seguintes relagoes

Fa(§) < Py(8) (2.46)

Pa(§) > Py(¢), (2.47)

de modo que a entropia especifica satisfaz a inequalidade

% < 2rRT(€), (2.48)
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0 0.5 1. 1.5 Z
2 3
Z 2
1. 1

Figura 2.2: Ty(¢) como uma fungdo de & para o caso de energia renormalizada
negativa do ponto zero para d = 4.

onde

) = — §P () + Ry(§)
I md—1 94y pre)

Sem perda de generalidade, podemos escolher como fungoes auxiliares P/(£) e P/(€)

(2.49)

as integrais

Pl =m /Q dQy 1 /000 drri=t (emt" — 1)_1 (2.50)

Pg(g):ﬁ/ﬂ de_l/l dr =t (em€ = 1) (2.51)
R

Efetuando tais integrais [85], obtemos que P/(&) e P’(€) sao dadas por

PU(E) = nSa i T(d)C(d) (%) (252)
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P = i (i @) (%) (253)

onde a série f(d) é dada por
d) = —_ 2.54
J(d) Z(d+l—1)l! ( )
1=0
Para atingirmos um limite superior para a entropia especifica em um espago-
tempo euclidiano d-dimensional genérico, temos apenas que substituir as equacoes

(2.44), (2.52) e (2.53) na equagao (2.49). Teremos

/ o hl(d)
Td(€> - 8((1T) gdfl N hz(d) 571 ) (255)
onde
hi(d) = de%g(d) (F(d) +I(d— 1)) : (2.56)

=t - ). (257)

Vamos estudar o comportamento da entropia especifica para altas e baixas tem-

peraturas. Para o primeiro caso, temos:

S i (d)
E < 27TR hQ(d)

€. (2.58)

Este comportamento da entropia especifica, que aumenta com [ neste limite de

altas temperaturas, foi obtido por Deutsch na referéncia [12]. Bekenstein, usando
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a condigdo # < R (limite de altas temperaturas), também obteve o mesmo com-
portamento na referéncia [16]. Como a energia térmica pode compensar a energia
renormalizada do ponto zero negativa, o limite quantico é valido.

Quando consideramos o limite de baixas temperaturas para a entropia especifica,
podemos ver que o problema do sinal da energia renormalizada do ponto zero

aparece, podendo invalidar o limite quantico. Neste limite, temos:

ha(d
S corptlda-a (2.59)
E 0

’

E bem conhecido que a energia renormalizada do ponto zero para campos es-
calares nao-massivos dentro de um cubo, assumindo condig¢oes de contorno de Dirich-

let, muda de sinal com a dimensao, i.e., para d = 2, temos que Eér) < 0, parad = 3,

) (r)

temos que EéT > 0, e para o caso importante d = 4, tem-se £, ’ < 0. Muito em-
bora muitos autores afirmem que a energia das fronteiras de tais sistemas podem
compensar a energia renormalizada do ponto zero negativa, produzindo uma energia
liquida positiva, esta é uma questao ainda em aberto na literatura.

Em resumo, examinamos campos escalares com auto-interacao no regime de
forte acoplamento em equilibrio com um banho térmico na presenca de fronteiras
macroscopicas. Na expansao perturbativa de acoplamento forte, podemos dividir o
problema de definir o funcional gerador em duas partes: como definir precisamente o

funcional gerador de valor independente e como ir além desta aproximacao de valor

independente, levando em conta a parte da perturbacao. Utilizando a representagao
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de Klauder para o funcional gerador de valor independente, e até a ordem de (go)%,
mostramos que € possivel obter um limite quantico para o sistema definido por um
campo escalar com auto-interagao no regime de forte acoplamento. Estabelecemos,
assim, um limite na capacidade de armazenamento de informacao de um sistema

fortemente acoplado em um tratamento independente da fisica gravitacional.

Mostramos que, no regime de forte acoplamento, a temperaturas baixas e inter-
medidrias (f ~ L), a cota quantica depende do sinal da energia renormalizada do

ponto zero E(()r). Para dimensoes d pares do espago-tempo e também para valores

impares que satisfazem a inequalidade d > 29, E(()T) é uma quantidade negativa.
Portanto, a cota quantica nao é valido. Para valores impares de d que satisfazem
ad < 29, E((]T) ¢ uma quantidade positiva. Nesta situagao, a entropia especifica
obedece a uma cota quantica. Definindo eg) como sendo a energia renormalizada

do ponto para a teoria livre por unidade de comprimento, atingimos as seguintes

< QWR(ilfi, onde R é
g, Ed—l

ea]1v5)

dependéncias funcionais: para baixas temperaturas:
o raio da menor esfera que circunscreve o sistema; para o caso de altas temperat-

uras, temos que a entropia especifica sempre satisfaz a uma cota quantica, dado por

5 <2mRHGE

Muito embora nossos resultados estejam baseados em uma escolha bem particular
de um formato para as fronteiras macroscopicas que confinam o campo no volume (2,
é interessar observar que a cota quantica é independente de qualquer configuragao

das fronteiras. Em outras palavras, mesmo tendo escolhido um hipercubo para
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confinar os campos em um volume finito, uma fronteira arbitraria deveria dar os
mesmos resultados. Se tivermos um dominio G e se considerarmos o problema
de autovalor para um operador diferencial parcial de segunda ordem auto-adjunto
que atua em funcoes escalares, uma propriedade importante de monotonicidade
dos autovalores associados com a condi¢cao de contorno de Dirichlet nos leva ao
resultado de que, sob tais condi¢oes de contorno, o n-ésimo autovalor do dominio
G nunca excede ao n-ésimo autovalor do subdominio G*. Da mesma maneira, o
comportamento assintético dos autovalores nao dependem do formato, mas apenas
do tamanho do dominio fundamental. Estes dois resultados podem ser usados para se

demonstrar que, para qualquer configuragao, encontraremos os mesmos resultados.



Capitulo 3

A transicao de fase
Huorescente-superradiante

3.1 Descricao hamiltoniana: sistema de dois niveis
interagindo com campo bosonico

Estamos interessados no presente capitulo em estudar um sistema de N atomos
idénticos de dois niveis interagindo com um campo bosonico quantizado [88]. Va-
mos brevemente examinar a construgao de hamiltonianas que descrevam a interagao
entre campos bosonicos e sistemas de dois niveis. Consideremos entao um sistema
quantico bosonico S, com os estados quanticos definidos em um espaco de Hilbert
H ) acoplado a um reservatério de sistemas de dois niveis que, por brevidade,
chamaremos de qubits, com estados definidos em um espaco de Hilbert H . Va-
mos assumir que o reservatorio estd em equilibrio térmico a uma temperatura 31.
O sistema quantico definido pelos graus de liberdade bosonicos é um subsistema do
sistema total definido em um espaco de Hilbert cujos vetores-estado estao definidos

39
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no espaco de Hilbert dado pelo produto tensorial H %) @ H (),

Denotemos por Hg a hamiltoniana do sistema bosonico quantizado, por Hg a
hamiltoniana livre dos N qubits e por H; a hamiltoniana que descreve a interagao
entre o campo bosonico quantizado e o reservatério de qubits. A hamiltoniana para

o sistema total pode ser escrita como sendo
H=Hsg®Ir+1Is® Hr + Hy, (31)

onde I g e I p denotam as identidades nos espaco de Hilbert do sistema e reservatorio
respectivamente.

A hamiltoniana livre do j-ésimo qubit sera denotada por H ]5. Entao, temos que
" i) =w]i);, (3.2)

onde | i) , i = 1,2, sdo autoestados ortogonais de energia acessiveis ao j-ésimo qubit

ew Z(j ) as respectivas autofrequéncias. Usando a equagao (3.2) e a ortonormalidade

dos autoestados de energia, podemos escrever a hamiltoniana do j-ésimo qubit H?,

como sendo
HY =YW (1) - (33)
i=1 J
Vamos definir os operadores de pseudo-spin para cada qubit por a(zj), O'E;) e o

J)’

onde cada um desses operadores sao dados respectivamente por

U(Zj):(|2><2|—|1><1|), (3.4)

J
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e finalmente

0 = (|1><2|)  (3.6)

J

Esta representacao é uma segunda quantizagao dos sistemas de dois niveis. Com-
binando as equagoes (3.3) e (3.4), a hamiltoniana do j-ésimo qubit pode ser escrita

como sendo

. 912 . 1 . ,
HE) = =~ oty + §(w§” +w§])>, (3.7)
onde o intervalo entre os autoestados de energia do j-ésimo qubit ¢ dado por

Q) = Wi — W) (3.8)

Deslocando-se o zero de energia de %(wg )+ wéj )) para cada qubit, a hamiltoniana

do j-ésimo qubit dada pela equacdo (3.7) pode ser reescrita como

G O

Note que os operadores O'(J;), o € a0 satisfazem as relagoes de comutacao de

momento angular correspondente a operadores de spin %, isto é,

[%w‘%} =060 () 9(j) » (3.10)
[Uéw“@)] =206)() 9 » (3.11)

e, finalmente
[Uéw"(—j)] = =200) (j) 9 ) - (3.12)

onde d(;)(j) ¢ a delta de Kronecker. Para introduzir o acoplamento entre o campo

bosonico e os qubits, vamos assumir que apenas um modo do campo interage com
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o sistema de dois niveis e vamos admitir também um acoplamento linear com os

qubits. Com isso, a hamiltoniana total do j-ésimo qubit é dada por

Is @ HY + Hs @ Iz + HY =

0O : B
Is ® 5 %0 +web'b ® Ig+g (b + b*) ® (06) +0(j)) . (3.13)

onde o segundo termo na equagao (3.13) possui a contribui¢ao de apenas um modo
do campo bosonico quantizado, e o tltimo termo é a hamiltoniana de interacao do
j-ésimo qubit com este modo do campo bosonico. Na equagao acima, g ¢ uma con-
stante de acoplamento entre o qubit e o campo bosonico quantizado. A generalizagao
para N qubits é imediata e vem a ser descrita por

N N

Is® Y Hp +Hs® Ip+y HY =
j=1 j=1

O
=I5 ® Z Tafj)—l—wngb ® I+

+(o+0) @ \/L_i( o) - (3.14)

A hamiltoniana de interagao é simplificada se assumirmos o modelo de Jaynes-
Cummings. Considerando este para apenas um qubit, temos
Is @Y HY +Hs® Ip+y HY =
j—l j=1
—IS®Z %+w0bb®13+
N
+ i -
3 (b ® ofy +b ® a(j)> . (3.15)

g
_'__
VN “

Jj=1
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Com os termos que foram ignorados na equagao (3.15), chamamos esta situacao
de aproximacao de onda girante. Nesta aproximacao, desprezamos os termos que
nao conservam energia nos quais a emissao (absor¢ao) de um quantum do campo
quantizado é acompanhado pela transicao de um qubit do seu estado fundamental
(excitado) para seu estado excitado (fundamental). A aproximacao da onda girante
ignora termos nos quais os operadores de levantamento (abaixamento) de estado do

j-ésimo qubit multiplicam os operadores de criagao (aniquilagao) do campo bosonico.

Uma outra situacao, onde o comportamento é bastante interessante do ponto de
vista fisico e matematico, seria o caso onde a constante de acoplamento entre os N
qubits e o campo bosonico depende da intensidade do campo bosoénico [89] [90] [91].

Neste caso, a hamiltoniana pode ser escrita da seguinte maneira:

N N
Is®Y HY +Hs @ In+y HY =

j=1 j=1
O
=Is® Y %% +wo bl b @ Ip+
7=1
g N
A t ot t(ptp)s ~
\/NZ( (b1B)F @ ofy + b (bT0)% @ am). (3.16)
7j=1

Nosso objetivo agora € discutir a interacao entre um sistema de /N qubits idénticos,
com um intervalo de energia () = wy, — wy, com um numero infinito de osciladores
T

harmonicos. Sejam a; e aj os operadores de criacao e aniquilagao do k-ésimo os-

cilador harmonico de frequéncia wy. A hamiltoniana total na aproximacao de onda
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girante é dada por

{O

N
H —Z ])—i-Zwkakak@IS—i—

3\@
Mz }

Z(ak ® 0 +ak ® o )> (3.17)
k

] 1

Na equag@o (3.17) o primeiro termo do lado direito é a hamiltoniana livre dos
N qubits idénticos, o segundo termo é a hamiltoniana livre do reservatorio e, final-
mente, o terceiro termo ¢ a hamiltoniana de interacao entre o reservatério e os N
qubits idénticos. Notem que deslocamos o zero de energia para cada qubit, como
fizemos anteriormente, e admitimos a aproximagao da onda girante, onde g(\/N ) hé
a constante de acoplamento entre o j-ésimo qubit e o k-ésimo oscilador harmonico.
Podemos também usar diferentes hamiltonianas de interacao para estudar a in-
fluéncia da descoeréncia em computadores quanticos como foi introduzida por Di
Vicenzo [92] [93] [94]. Este autor propos o seguinte modelo descrevendo um sistema

de apenas um qubit acoplado a um reservatério de osciladores harmonicos:

Ir ® Hy+ Hp ® Is+ Hy =

Q g
Ip®50° +> wea] Is+ L% (T ) (3.8
R®20+kwkakak® S+\/Nk a,+ar) @ o7, (3.18)

onde () é a diferenca de energia entre os niveis de energia do qubit e aL e ag Sao,
respectivamente, os operadores de aniquilacao e criacao dos osciladores harmonicos.

O leitor pode notar o tipo de acoplamento bastante particular entre o reservatorio
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e o qubit. A generalizacao para N qubits é dada por

Ir ® Hs+ Hr ® Is + Hf =

0 N
E ’ z E T
IR®§ £ U(])+ k Wkakak®fs+

N
g ( T ) z
—— a, +ai) @ o(y. 3.19
X (dra) o 010
Uma outra generalizagao seria introduzir uma constante de acoplamento dependente

do modo. Usando este modelo, terfamos a seguinte hamiltoniana descrevendo um

sistema de um qubit acoplado a um reservatoério de osciladores harmonicos:
Ir ® Hs+ Hp ® Is+ H; =

Q

In ®§Jz+2wkazak®]5—|—Z<)\ka£+)\2ak> ® o”. (3.20)
k k

Uma outra possibilidade nao assumir a aproximacao da onda girante na hamilto-

niana de interagao. Retornando & equagao (3.17), sem a aproximagao mencionada, a

hamiltoniana de interagao entre os N qubits e o reservatorio de osciladores harmonicos

¢é dada por

N

__9 i + —~

Hr="r= >0 <ak T ak) ® <"(j) t U(i)) ' (3.21)
j=1 k

Em seguida estudaremos o modelo de Dicke, onde apenas um modo do campo

esta interagindo com N qubits. E importante salientar que nao estaremos assumindo

a aproximagao de onda-girante, denominando-o de modelo de Dicke generalizado.

Nosso interesse passa a ser analisar a estrutura analitica da fun¢ao de particao no

plano complexo da constante de acoplamento (assumindo, obviamente, que Re((3) >
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0). Para que possamos utilizar metodos funcionais para estudar o comportamento
critico do modelo, escreveremos os operadores de pseudo-spin como combinagoes
bilineares de operadores fermionicos. Dessa forma estaremos definindo o modelo de

Dicke fermionico generalizado.

3.2 O espaco de Hilbert do modelo de Dicke fer-
mionico
Como enfatizamos anteriormente, é possivel escrever os operadores de pseudo-spin
do modelo de Dicke utilizando combinagoes lineares de operadores de Fermi e as-
sim definir o modelo de Dicke fermionico. A dimensionalidade do espaco onde as
combinagoes de operadores de Fermi atuam é maior que a do espaco onde estes
operadores atuam. Sendo assim temos um problema na eliminacao dos estados
excedentes. Comecemos entao com a hamiltoniana do modelo de Dicke, H p dada

por

N

Q g
Hp=woblb @ In+1Is ® =3 0 + —L <b®af +b*®a—.), 3.22
p = wo 5+ Is 2; A TVZ; & o). (322

i—
onde os termos da hamiltoniana que geram os processos virtuais foram descartados.
A hamiltoniana H p contem os operadores de pseudo-spin usados para se obter a
segunda quantizagao para o sistema nao interagente de dtomos de dois niveis e
também os operadores de criacao e aniquilacao de um modo do campo bosonico

quantizado. Como discutimos anteriormente, as matrizes TGy O'(B eog obedecem

as relagoes usuais de comutacao associadas a algebra do momento angular.
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Vamos definir as varidveis de Grassmann a', o, 37 e 3. Também podemos definir
a combinacao linear destas varidveis de Grassmann, afa — 813, af3 e finalmente
Bta. Note que 0%, ot and 0~ obedecem as mesmas relacoes de comutacio que as
apresentadas acima para a combinacao bilinear das variaveis de Grassmann. Para a
construcao do modelo de Dicke fermionico devemos entao substituir os operadores de
pseudo-spin do modelo de Dicke pela seguintes combinacoes bilineares de variaveis

de Grassmann:

oy — (alai = 515), (3.23)
oty — ol (3.24)

e, finalmente
o — Blai. (3.25)

De agora em diante usaremos a notacao usual ao invés da notagao que enfatiza o
produto tensorial do espaco de Hilbert total do sistema. Utilizando as equacoes

(3.23), (3.24) e (3.25), a hamiltoniana do modelo de Dicke fermionico é escrita como

=1

Q N N
S PR to. — 675.) o+ —L_ 5t t3.
HF—wgbbJrQZ(azaz ﬁzﬁl>+m;<bﬂlal+bazﬁl>. (3.26)

Note que na equagao (3.26) estamos adotando a aproximagcao da onda girante. A
hamiltoniana de interacao entre um modo do campo bosonico quantizado com os N

qubits sem assumir a aproximacao da onda girante é dada por

\/LN ﬁ: (bT + b) (@Tai + O‘Iﬂz‘) . (3.27)
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Esta hamiltoniana de interacao inclui quatro tipos de processos correspondentes a
absorcao ou emissao de quanta do campo com a transicao dos qubits do estado
fundamental (excitado) para o estado excitado (fundamental).

Como estamos interessados em estudar a estrutura analitica da funcao de particao,
podemos investigar as diferentes contribuicoes dos processos reais e virtuais a transi¢ao
de fase. Para tanto, vamos introduzir na equagao (3.27) duas constantes de acopla-
mentos distintas, a primeira associada aos processos que conservam energia e a
segunda asociada aos processos onde nao hé conservacao de energia. Voltaremos
para este ponto mais tarde.

Vamos analisar o espaco de Hilbert para o modelo de Dicke fermionico. O espaco
de Hilbert fermionico para cada atomo é quadridimensional. O espago de Hilbert
para o i-ésimo atomo é gerado pelos seguintes vetores de base. O primeiro deles é o
estado de vacuo:

¢o =10,0);. (3.28)

Podemos definir mais dois vetores aplicando os operadores o/ e 4] no estado de

VAcuo, ou seja, aj% e ﬁj ¢o. Com isso temos

all0,0); =|1,0); (3.29)

B110,0); =10,1);. (3.30)

Finalmente, a combinacéo bilinear das varidveis de Grassmann (o)) atuando no
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estado de vacuo nos gera
alp]10,0); = [1,1);. (3.31)
Os vetores | 1,0); and |0, 1); geram um subespago bidimensional, no qual é car-

acterizado pelas seguintes condi¢oes com a combinagao bilinear das varidveis de

Grassmann

(%Taz- + 63@-) 10, 1); =0, 1); (3.32)

(aiai +B§ﬁi>| 1,0)i = [1,0); . (3.33)
Definamos N; = (oczT ozﬁ—ﬁj ;) como sendo o operador de nimero fermiénico que atua
no espaco de Hilbert correspondente ao i-ésimo atomo. Com o espago de Hilbert
quadridimensional podemos construir um espaco de Hilbert fisico e um espaco nao-

fisico gerados respectivamente pelos vetores | U); and | ®);. Com isso temos

ch10,1); +ch 1,0); = | U); (3.34)

di]0,0); +d|1,1); = | D);. (3.35)

Em seguida iremos obter a formula que conecta a funcao de particao do modelo

de Dicke de spin com o modelo de Dicke fermionico. Usando a definicao do operador
nimero fermionico para todos os qubits, e que N; = (oziozi + ﬁj ﬁi) temos entao que

N=N;+)_N;. (3.36)
J#i
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Desde que o operador niimero e a hamiltoniana comutem e usando a mesma notacao,

temos que
Hp=H;+ Y H;. (3.37)
J#
Usando o fato que
temos que
H;|®); =0, (3.39)

onde | ®); é o vetor de estado geral no subespago nao-fisico do i-ésimo qubit. O

traco sobre os estados nao-fisicos do i-ésimo qubit se anula. Com isso temos

(D | exp|—B(H; + Z?; H, + ;—ZN)H B); — (3.40)
j#i
(@ |expl—B(H: + Y Hy) + %T(Ni +YNlle) = 0. (3.41)
J#i jF#i
Sendo assim
Trexpl—B(Hp + S=N)] = (=i)¥ Ty expl—5Hy] =

20
= (=0)"Tr exp[~BH,], (3.42)

e podemos apresentar a relacao entre a fungao de particao do modelo de Dicke de

spin e o modelo de Dicke fermionico.

Tr exp [~ BH,] = iV Tr exp [(—BHz + %TN)] | (3.43)
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De acordo com a equacao acima, podemos usar a hamiltoniana fermionica para

estudar o modelo de Dicke de spin adicionando para isso um termo de fase 5 év , ou
seja um potencial quimico p = =7 év :

3.3 A integracao funcional para o modelo de Dicke
fermionico generalizado

Vamos agora considerar o problema de definir a funcao de partigao Z r para o modelo
de Dicke fermionico. Para que esse intuito tenha sucesso, devemos determinar o
quociente de duas integrais funcionais, a saber, a fun¢ao de particao do modelo
de Dicke fermionico e a funcao particao para o modelo de Dicke fermionico sem a
interacao entre os férmions e bésons. Estamos portanto interessados em calcular a

seguinte quantidade

A - f[dn]es
ZFO - f[dn] €SO ) (344)

onde S é a agao euclidiana do modelo de Dicke fermionico generalizado e S a agao
euclidiana livre, sem a interacao entre os N qubits e o modo do campo bosonico

quantizado. Temos entao

g — /Oﬁ o (y«(ﬂ%bm n i(af(ﬂ%ai(ﬂ n 5;(7)%@@))) N
- / ﬁdTHF(T)a (3.45)

onde H g é a hamiltoniana completa para o modelo de Dicke fermionico generalizado.

Serao introduzidas duas constantes de acoplamento, g, e g9, associadas aos termos
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que conservam e os termos que nao conservam energia, respectivamente. Desta
forma poderemos identificar as contribuigoes dos processos reais e virtuais perto
da transicao de fase fluorescente superradiante com a formacgao do condensado. A

hamiltoniana para o modelo de Dicke fermionico generalizado é dada por

He = b (4r) + 5 3 (ainad) = 5180) + (340
g1 - * * *
#7532 (108000 + B ) +

g2 al * * *
2 () + s @)

i=1

Vamos assumir que o sistema estd em equilibrio térmico com um reservatorio
a uma temperatura 3. As integrais funcionais na equacdo acima sao integrais
com respeito a fungdes complexas b*(7), b(7) e varidveis de Grassmann o (7), a;(7),
Bi(7) and f5;(7). Como utilizaremos formalismo de tempo imaginério, as varidveis
de integracao na funcao de particao obedecem as seguintes condigoes de contorno:
b(B) = b(0) para os campos bosonicos e a;(8) = —a;(0), 5;(8) = —5;(0) para os
campos fermionicos.

A agao livre do campo bosonico Sy(b) é dada por:

So(b) = /0 " (b*(f) az(;(:) — W b*(r)b(7)> . (3.47)

Podemos expressar a equagao (3.45) usando a agao livre dada pela equagao acima

mais um termo adicional que pode ser expresso na forma matricial. Desta forma a
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acao total S vem a ser dada por

B
S = Sulb)+ [ drpl(r) M (o), (3.48)

onde p e p sdo vetores em termos das varidveis de Grassmann dados por

Gi(T ; ;
p = (247 ) ol = (Bir) i) (3.49)
e a matriz M (b*,b), sem assumir a aproximacao de onda girante, é dada por

o, + 2 s (90 )+ 02000

M pum
5 (a0 400 0) 09

(3.50)

Para prosseguirmos, vamos usar o fato de que as variaveis b(7), o;(7) e 5;(7) podem

ser representadas como séries de Fourier. Sendo assim, temos

b(r) =77 b(w)e™ (3.51)

ai(r) =577 ai(p)e™ (3.52)
p
e, finalmente
Bi(r) =572 Bilg)e' . (3.53)
q
Nas equacoes acima w = 2”7", p = (2";1)” e q = —(2";1” sao respectivamente as

frequéncias de Matsubara bosonicas e fermionicas, e n é um nimero inteiro. Substi-
tuindo a representacao de Fourier associada a fungdo complexa b(7) na acao total,

obtemos, para a acao livre do campo bosonico

So(b) = (iw — wo)b* (w)b(w) (3.54)

w
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e para a matriz M, ,(b*,b) dada pela equacao (3.50):

MP,Q(b*7b> -
(ip+3) pq —ﬁ(gl b*(q—p)+gzb(p—Q)>
(000~ )+ b a ) (i — )5,
(3.55)

A razao entre as duas integrais funcionais Z e Z, pode ser expressa por

flan®)exp( S~ o) @pe) ) [ldnolexp (30,0,
B (3.56)
Slanexp( (i~ @) [idatoex (o 08,.00.000)

w

onde [dn(b)], [dn(p)] s@o definidas da forma:

[dn(b)] = [ ] db(w)db* (w) (3.57)
[dnp)] = [ ] do:(p)de] (). (3.58)

A fim de que a razao entre as integrais seja matematicamente consistente, de-
vemos impor cortes sobre as frequéncias de Matsubara bosonica e fermionica. Este
procedimento € necessario para garantir que a razao entre as duas integrais funcionais
dada por Zlo seja finita. Como as integrais com respeito aos campos fermionicos sao

gaussianas, temos que

/ [dn(p)] exp (pTMp,q p) = 1:[ (det NMM) . (3.59)
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Por simplicidade, vamos efetuar a seguinte mudanca de varidveis:

1/2
b(w) — (ﬁ) b(w) (3.60)

1/2
b*(w) — (W) b*(w) . (3.61)

Apbés essas mudangas de varidveis, o denominador da equagao (3.56), se trans-

forma na unidade:

/ [dn(b)] exp (—w > b*(w)b(w)) —1. (3.62)
Podemos portanto expressar a razao Z% da seguinte maneira:
A
7 [dn(b)] exp | Sepr () ), (3.63)
onde S.rr(b) é a agao efetiva associada ao modo bosonico. Esta é dada por
Sepp() = =7 Y b (w)b(w) + Indet™ (I + A), (3.64)
onde o determinante desta equacao pode ser escrito do seguinte modo:
det(I + A) = det (M—1/2(0, 0)M (b*, b) M ~Y/%(0, 0)) : (3.65)

A matriz A é definida por
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Na equacao acima, as quantidades B,, e C,, sao dadas por

Yo\
o ()

g1b* (¢ —p) g2b(p—q) i K N
X(\/Wo—i(q—p)+\/w0—¢(p_q)>(‘1 2) . (3.67)

)} 0 K
Cpq - (ﬁ_N) (@p—§>
X glb(p_Q) gzb*(q—p) . 9 -
(\/WO—i(p—q)erjo_i(q_p))<q+2> . (3.68)

Portanto, teremos apenas uma integracao funcional e podemos tomar o limite para o

N |=

N

N

infinito das frequéncias de Matsubara bosonica e fermionica sem nenhum problema
de divergéncia. Essa é uma boa representacao para se obter a expressao assintotica
para ZLO no limite termodinamico (N — o0).

Para obter o comportamento assintético das integrais funcionais, podemos uti-
lizar o método de fase estacionaria. Para uma certa temperatura critica 7', temos
que, para 1" > T. observa-se apenas um ponto de fase estacionaria, enquanto que

para T < T. temos um circulo de fase estacionaria. Para calcular esta integral para

T > T., vamos fazer a seguinte substituicao:
det V(I + A) = det V(I + BO) — exp <N tr(BC’)> . (3.69)

Essa substitui¢ao pode ser feita e assim podemos estimar o erro se dividirmos todo
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o espaco funcional em dois dominios C'y e Cy

tr(BC)(BC)' < (4N)™' — O, (3.70)
tr(BC)(BC)! > (4N)™ +— O, . (3.71)

Denotando
Ky =det (I 4+ A) —exp (Ntr(BC)) , (3.72)

para a razao -, temos a seguinte identidade

Zﬁo _ /[ exp( Zb* +Ntr(BC’))
+/31[dp( KNeXp< Ty b(w) )
+ /C Q[dp( KNeXp< Y b (w) ) (3.73)

A primeira integral da equacao acima é gaussiana. Vamos defini-la por I,. Um

célculo simples nos fornece
Iy = /[dn exp<—7r > b (1 — a(w )> b(w) + (3.74)
> (b )b~ + 87(0) )07 ) ) )

onde a(w) e ¢(w) da equacao acima sdo dados por

a(w) = (9% (Q—iw) '+ 93 (Q + iw)1> - (@) 3.75)

(wo — Tw)

19242 G2
c(w) = ((wé‘i n wg) 52 7+ w2)> tanh (T) (3.76)
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Para recuperar o resultado obtido por Popov e Fedotov temos apenas que as-
sumir go = 0. Neste caso, apds a integracao sobre a medida bosonica, temos

que M, ,(b*,b) é dado por

e[ G+ A5V (a—D)
A@*b”*‘(ﬁ%mp—@ (ip - 2)3,, )‘ (3.77)

Voltando para o caso geral, temos que Iy é dado por

-1

Iy = Iiw=0) [] [c(w)2 — (1 - a(w)) (1 — a(—w))] : (3.78)

w>0

onde Iy(w = 0) ¢ a contribuigao do condensado, dada por

I —0) [(1 a0+ 260) (1 - a0 - 20@)] R

Nesse momento, podemos estimar o erro de [:

é%w(rwufmwol, (3.80)

onde

2 2
_ T gi + 93 2g192wo
aw) = <5N> ((w% + w?)1/2 * wd + w2)

1 1
X Z_ (T 5 212 (¢ p2)i2 (3.81)

SeT > T, + 6,0 > 0, entao

Z£0 _ [(1—a<o>+2c(0)) (1@(0)20(0))]1/2

xllkwﬁ—(l—wm)é—avWQ B

_|_
+O(N™Y), (3.82)




A transi¢do de fase fluorescente-superradiante 59

A temperatura critica T, = B.! da transicao para a fase superradiante é obtida

para N — oo por

a(0) + 2¢(0) = 1 (3.83)
e também
Q Qwo
tanh = . 3.84
(4Tc) (g1+92)2 ( )

As expressoes acima implicam em uma descontinuidade na energia livre na temper-

atura critica T'.. O inverso da temperatura critica 3. é dado por

4 Qujo )
. = —arctanh| —— | . 3.85
= garctann( 50 (35

Neste momento, vamos lembrar que uma transicao de fase a temperatura finita
se caracteriza pela propriedade que a energia livre do sistema deixa de ser uma
fungao analitica na vizinhanga de uma temperatura 3;!. Quando isso acontece a
uma temperatura zero, dizemos que o sistema sofreu uma transicao de fase quantica
[95] [49]. Note, portanto, que existe uma transigdo de fase quantica quando as
constantes de acoplamento g; e go satisfazem & g; + g2 = (wo2) 2. Para valores
tais que g1 + g2 # (Wo Q) %, existe uma temperatura 3! dada acima onde a funcio
de particao nao ¢é analitica no semi-plano complexo da constante de acoplamento
(para Re(f3) > 0), e o sistema entra na fase superradiante.

Vamos agora fazer uma discussao sobre as excitagoes elementares associadas ao

estado fundamental. Para encontrarmos o espectro de excitagoes coletivas, devemos
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| = (1= a) (1-smr) <0 -

Fazendo a continuagdo analitica (iw — F), obtemos:

4 4
g1 + 9o of N
1=— h
((wg — E?)(Q% — E2)> tan <4TC) *

(wo — E) (wo + E)

Q
tanh .
<rann (7

. (g%m —E) 4 g+ B)T gl + B) 4 g3(Q - E)l)

(3.87)
Resolvendo a equacao acima, encontramos as seguintes raizes
E, =0 (3.88)
e
0)> SEAN
By = [0t D7 F galwo Z V7 ) (3.89)
g1+ g2

Primeiramente, vamos apresentar a temperatura critica e o espectro bosonico de
excitagoes coletivas do modelo com a aproximacao da onda girante, onde g; # 0 e

g2 = 0. O resultado obtido por Popov e Fedotov é recuperado, onde as equagoes

a(0) =1 (3.90)



A transi¢do de fase fluorescente-superradiante 61

2

91 Q
I tanh
o (4TC

) =1, (3.91)

fornecem o inverso da temperatura critica, .. Esta vale

4 WOQ
= —arctanh| — | . 3.92
Ky ( i ) 392)
Neste caso, também existe uma transicao de fase quantica (7. = 0), isto é, uma

transi¢ao de fase quando g; = (w( ) 2. Para g, # (wo ) 2, a funcdo de particio
deixa de ser analitica e ocorre uma transicao para uma fase superradiante na tem-
peratura dada pela equacao acima. O espectro bosonico das excitacoes coletivas

neste caso é

B =0, (3.93)

Vamos mostrar que é possivel obter um condensado se considerarmos apenas os
termos que nao conservam energia, i.e., g1 = 0 e go # 0. O inverso da temperatura

critica neste caso é dado por

4 Q
Be = ﬁarctcmh(wgo—%) . (3.95)

O espectro bosonico das excitacoes coletivas é dado por

B =0 (3.96)
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E2 :| wWo — Q ‘ . (397)

Em ambos os casos, usando ou nao a aproximacgao da onda girante, existe uma
transicao de fase. No caso da aproximacao da onda girante g; # 0 e go = 0, existe
um modo de Nambu-Goldstone (F; = 0). No caso puro onde g; = 0 e gs # 0,
também verifica-se a existéncia de um modo de Goldstone. Desta forma, mostramos
que é possivel a formacao de um condensado com superradiancia em um sistema
de N atomos de dois niveis no limite termodinamico onde apenas os processos vir-
tuais contribuem. Como a energia FEy =~ 0, excitacoes elementares associadas ao
estado fundamental com baixissima energia podem ser criadas, causando um efeito

de flutuagoes significativos.



Capitulo 4

Modelo de Chang e Chakravarty

Neste capitulo continuaremos a utilizar técnicas funcionais para estudar uma
versao modificada de um modelo discutido por Chang e Chakravarty, Legget e outros
[96] [93] [97] [98], que tem sido usado para se analisar dissipagdo em computadores
quanticos. Esse capitulo esta baseado na referéncia [56] onde foram considerados
diversos modelos assumindo que um unico modo associado a um campo bosonico
interage com um ensemble de N dtomos idénticos de dois niveis em equilibrio com um
reservatério térmico a uma temperatura 87!, Primeiramente foi estudado o modelo
acima discutido. Como a hamiltoniana de interacao deste modelo gera um processo
virtual particular, pode-se mostrar que a funcao de particao é analitica para todas
as temperaturas. Desta forma, nao existe uma transicao de fase de segunda ordem
no modelo. Foi estudado também um modelo onde o acoplamento entre o modo
bosonico e N atomos de dois niveis depende da intensidade do campo de radiagao.
Foi mostrado a existéncia de uma transicao de fase quantica neste modelo.

Neste capitulo estudamos o comportamento analitico das quantidades termodinamicas

63
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do modelo de Chang-Chakravarty, isto nos permitira saber se o sistema apresenta ou
nao uma transicao de fase fluorescente-super-radiante. Pode-se também encontrar a
temperatura critica do sistema e o espectro do condensado bosonico. Esse modelo é
similar a aquele introduzido por Chang e Chakravarty [58], Legget e outros. Estes
autores estudam um atomo de dois niveis acoplado a um reservatorio de osciladores
harmonicos sendo o acoplamendo via o operador ¢* para o atomo. A Hamiltoniana
deste modelo generalizado é
0 — 1 «
H=1Ir® 5 ) of)+ ) wiajar © Is+ \/—NZZ (ral +gia) © o,
j=1 k j=1 k

(4.1)
sendo que, como ja haviamos visto em modelos anteriores, as matrizes de Pauli aé),
a(_j) e O'(Zj) representam os processos radiativos, ay e az sao os operadores bosonicos

usuais e gj; corresponde ao acoplamento entre j-ésimo dtomo com o k-ésimo modo

do reservatorio.

O sistema atomos-reservatério esta confinado em uma cavidade capaz de filtrar
os modos de vibracao do reservatorio, permitindo que somente um modo do campo
bosonico interaja com os atomos. Também vamos considerar a situacao na qual os
atomos estao confinados numa regiao de comprimento caracteristico menor que o
comprimento de onda associado ao modo bosonico que interaje com os atomos.

Similarmente como fizemos no capitulo anterior, definiremos o modelo de Chang-

T

79

Chakravarty fermionico. Com este proposito definiremos as variavéis fermionicas o
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Q;, ﬁg e [3; satisfazendo a correspondéncia

ol — (ale; — 318y, (4.2)
e finalmente
05 — Blai. (4.4)

Com as simplificagoes mencionadas anteriormente e substituindo as variaveis fermionicas

obtemos que a acao do sistema pode ser escrita como

S:/OBdT <b* - +Z< 80” O itr )8%£T>>)—/Oﬁdfﬂp<7),

(4.5)

sendo que Hp é dada pela expressao
Hy = 0(0() + 5 3 (0f(Fau() - B (A7)
2 4

+% i < <O‘:(T)ai(7) - 5:(7)@(7)) (b(T) + b*(T)) ) . (4.6)

i=1

Devemos notar que a constante de acoplamento tem uma dependéncia do tipo %
ao invés de \/LN como inicialmente haviamos colocado na Eq. (4.1). Esta modi-
ficagao é por motivos de renormalizacao, dando quantidades convergentes no limite
termodinamico.

Para estudar a termodinamica do modelo é importante achar a funcao de particao

do sistema, com este propdsito resolveremos a seguinte integral funcional sobre os
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campos anteriormente definidos

zZ [ldn]e®
7= —f[dﬁ] 5 (4.7)

sendo S = S(b,b*,a,al,3,8") a acao Euclideana definida na Eq. (6.5), Sy =
So(b,b*, a, af, 3, 31) corresponde & acdo Euclideana para o sistema sem interacao.
Finalmente [dn] é a medida da integral funcional do sistema. Na Eq. (4.7) esta-
mos integrando funcionalmente com respeito aos campos escalares complexos b*(7)
e b(7) e os campos fermionicos o (1), a;(7), 57 (7) e B;(7). Como estamos estudando
o sistema no equilibrio termodinamico, utilizaremos o formalismo de Matsubara no
qual se compactifica o tempo imaginario, sendo desse modo que os campos bosonicos
satisfazem condigoes periddicas, i.e., b(3) = b(0) e os campos fermidnicos condigoes
anti-periodicas, i.e., o;(3) = —a;(0) e 5;(8) = —5:(0).

Comecaremos nosso processo de integracao com os campos fermidnicos. Dessa

forma vamos definir a agao livre do campo bosonico como

So(b) = /O " ar (b*(r) az;:) = b*(r)b(r)> | (4.8)

Com essa separacao podemos observar que a dependéncia nos campos fermionicos é

do tipo Gaussiano, temos entao

Jé] N
S =S+ [ dr ol M) i), (4.9)

em que p;(7) é uma matriz coluna composta pelos campos fermionicos que tem a
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forma

pir) = (Bi(r) ailr)) (4.10)
e a matriz M (b*,b) vem dada por

: (04 S H0D () 0
M(b*(7),b(1)) = ( 0 9 — 2 — L(b(1) + b*(7)) )

(4.11)
Podemos expressar os campos bosonicos e fermionicos b(7), a;(7) e §;(7) por uma

serie de Fourier. Podemos escrever

b(7) =72 b(w) T (4.12)
e
pi(T) =BT pilp) e (4.13)
p
Devido as condigoes de periodicidade nas func¢oes complexas b(7) e as condicoes de
anti-periodicidade nas fungdes Grassmanianas a;(7) e 5;(7) temos que w = 2”?” e
p= (2";1)“ sendo freqiiéncias de Matsubara bosonicas e fermionicas respectivamente.

Substituindo a expansao de Fourier dadas pela Eq. (6.16) e a Eq. (6.17) na matriz

M, ,(b*,b) dada pela Eq. (6.14) obtemos que

(b".b) = ( (ip+5)0pq + Q 0 ) (4.14)

M )
0 (ip — %)5pq - Q

pq

sendo que

ngN161/2<b*(q—p)+b(p—q))- (4.15)



68 Transicoes de fase fluorescente-superradiante em modelos de spin-boson

Por motivo de simplificagao vamos introduzir a seguinte transformacao de variaveis

1/2
b(w) — (ﬁ) b(w) (4.16)

1/2
b (w) — (ﬁ) b*(w). (4.17)

Wy — W

Apés esse procedimento, o denominador na Eq. (4.7) se escreve como

/ [dn(b)] exp (—w Ew: b*(w)b(w)) =1. (4.18)

. Z .
Dessa forma, podemos expressar nosso quociente % pela integral

7= [l e (5.0 (119)

em que S.fr(b) corresponde a uma agao efetiva para o modo bosonico a qual vem

dada por

Sepp = —m Y b*(w)b(w) + Nndet (I + A). (4.20)

Neste caso a matriz A que aparece no determinante da equagao anterior tem a forma

I+E 0 ) (4.21)

(”A):( 0 I+D

sendo E e D matrices cuja forma vem dada pelas expressoes

e ()08

Wl
IS
ol

( bla-p _ bp—a )(iq_g)_
Vwo —i(lg—p)  Jwo—i(p—q) 2

(4.22)
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e

_[79 %@' Q E b* (¢ — p) b(p—q) PR E
qu_(ﬁN) (“2) (\/wo—i(q—p)+\/wg—i(p—q)><q+2> ‘

(4.23)

Com o objetivo de integrar funcionalmente a expressao da fungao de partigao dada
pela Eq. (4.19) devemos achar uma expressao mais adequada para o det (I + A),

por tanto utilizamos a seguinte identidade
det (I + A) =det(I + E+ D+ E D) ~ ¢r Btir D=352-5D" (4.24)

sendo que no expoente do lado direito na Eq. (4.24) esta sendo efetuada uma aprox-
imacao em segunda ordem com respeito as matrizes E e D. Por tanto substituindo
as expressoes para E' e D dadas em Eq. (4.22) e Eq. (4.23) respectivamente na Eq.

(4.24), obtemos que a razao Z% definida na Eq. (4.19) adquire a forma

Z£0 = /[dn(b)] exp (—7T zw: b*(w) b(w) + ag (b(O) + b*(O))

— o Y elw) (b)) + B (@)D (w) +

- % Ew: () (b(w) b (w))) | (4.25)

sendo que os termos ag, ¢(w) e d(w) se expressam como

d
ag = g(%) tanh (%), (4.26)

c(w) = . 4 : (4.27)

dw) = 297 Z( ) . (4.28)
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E possivel verificar que os coeficientes ¢(w) e d(w) se cancelam no caso em que w # 0
e ¢(0) junto com d(0) s@o distintos de zero. Embora os valores de ¢(0) e d(0) nao
contribuem no limite termodinamico, i.e., N — oo. Entao neste limite temos que
z

%o resulta ser da forma

/ [T db(w) db*(w) e 2uwmo b (000D

w#0
/db(O) db*(o) e—Trb*(O) b(0)4ao (b(0)+b*(0)) ' (429)
As integrais sobre as variavéis em que w # 0 sao independentes dos parametros
termodinamicos, por tanto, elas sao absorvidas por uma constante de normalizacao,

ie.,

Zé el /db(O) db* (0) ¢~ @O0 +ag (b0+0°(0) | (4.30)
0

Entao a fungao de particao possui uma forma exata, dada por

2 Q
InZ=InZ,+InCy+ T ta h2< 46) (4.31)
Wo

Da Eq. (4.31) todas a quantidades termodinamicas associadas ao modelo podem

ser derivadas. A energia media F e a entropia do sistema S sdo dadas por

2 sinh +Qp
E=E - 29—% tanh(Qf ) COEh2 2%> , (4.32)

S = S() + In C(] - (433)

onde Sy corresponde a entropia do sistema sem interacao e utilizando a terceira lei

da termodinamica achamos que Cy = 1.
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Devemos salientar que a contribuicao do tltimo termo do lado direito da Eq.
(4.31) vem dos termos com modo zero. Estes modos zero estao contribuindo com
valores negativos tanto na energia como na entropia do sistema. Ja é conhecido
na literatura que estes modos zero conduzem a resultados problematicos [31]. Em
modelos discutidos por Dowker a entropia fica negativa e também na energia livre
aparecem polos dependentes da temperatura [99]. Devido a esta observacao podemos
adotar duas posturas com respeito ao problema do modo zero para nosso caso. A
primeira é desconsiderar o modo zero. E a segunda postura menos radical é assumir
que g% possui uma cota maxima, cujo valor se deduze da Eq. (4.33). Neste caso, para
valores de g? inferiores & da cota méxima, o sistema possui entropia positiva. Ambas
posturas, para nosso caso, resolvem o problema do modo zero, evitando entropias
negativas, fazendo consistente nosso modelo do ponto de vista da termodinamica.
Adotando qualquer destas posturas a funcao de particao resulta ser analitica para

qualquer valor da temperatura, mostrando assim auséncia de uma transicao de fase.
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Capitulo 5

Modelo de Dicke com acoplamento
dependente da intensidade

Um modelo interessante e bastante estudado na literatura é aquele que estamos
chamando de modelo de Dicke com acoplamento dependente da intensidade, o qual
inclui uma dependéncia com a intensidade, na constante de acoplamento entre os
atomos e o modo do campo bosonico do modelo de Dicke. Embora, o modelo
que estudaremos com dependéncia na intensidade corresponde ao modelo de Dicke
generalizado, i.e., consideraremos os termos ressonantes e os termos anti-ressonantes.
Neste caso, a contribuicao dependente da intensidade aparece somente nos termos
ressonantes e nao nos termos anti-ressonantes. Por tanto a Hamiltoniana deste

73
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modelo tem a forma

=z

Q
H = [S®Z§ iy +wobfb ® Ip +

]:
N
i PV @ ot B (BT RS @ o
+ \/N;(b(b b @ ol +b (010) @ op)) +
g N
2 + + _

1

J

Como a integral funcional associada a Hamiltoniana acima é nao Gaussiana nos
restringiremos ao estudo de baixas temperaturas. Mostraremos que nesse caso a
fungao de particao é exatamente solivel.

Prosseguindo com o processo de integracao funcional, aplicaremos a mudanca de
variavel das matrices de Pauli para combinagoes bilineares de campos Grassmani-
anos. Depois desta transformagao a Hamiltoniana dada pela Eq. (5.1) adquire a

forma

SiNye)
H = 25 ) +WQbTb+
%,
I T % Tt
+ \/N]Zl(b(bb) 6, 1+ o' (b ) ¥ la )+
N
g2
+ \/—N;(bﬁgai+bTajﬁi). (5.2)

7j=1

Note que estaremos utilizando duas constantes de acoplamento distintas, g; e ¢o
para os termos ressonantes e os termos anti-ressonantes respectivamente. Gostari-
amos salientar que a tunica diferenca entre a Hamiltoniana do modelo de Dicke

generalizado dependente da intensidade dada pela Eq. (5.2) e a Hamiltoniana do



Modelo de Dicke com acoplamento dependente da intensidade 75

modelo de Dicke generalizado dada pela Eq. (3.47) corresponde ao termo (b b)%,
o qual aparece multiplicando a parte da Hamiltoniana que gera os processos resso-
nantes. Conseqiientemente, neste caso o procedimento de integrar funcionalmente
com respeito as varidveis Grassmanianas se repete da mesma maneira. Entao, temos

expressoes da forma dadas pela Eq. (4.19) e a Eq. (6.30), sendo que neste caso a

matriz A vem dada por

A:(_OC ?) (5.3)

Em que as matrizes B e C tem as seguintes componentes

() (%) (+-5)

y gl(”>2<b*(0)b(0)); b* (q —p) N b(p—q)

Ll
(eI
[

Beo o—ila—p) Ve —ilp—a)
(5.4)
= (w3) (7-3) (a+3)
y o o s blp—q b* (¢ —p)
g (5600) <b (©) b(O)) Vwo —i(p—q) T2 Vwo —i(q —p)
(5.5)

Com o propésito de efetuar a integral funcional no limite termodinamico (N — 00),

utilizamos a aproximagao det(I+A) = det( [+ BC') ~ exp(trBC). Entao chegamos
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a seguinte expressao

7 / [dn(b)] exp (- ™ zw: (1= e(w)) b (@) blw)
+ 73 alw) b (0)b(0) b (W) blw) + 7 Y d(w) (b*(@) b(O))§

<() =) + 1@ 0) ) ) ,

sendo que os termos a(w) e c¢(w) que aparecem na equagao anterior, sao dados

(5.6)
respectivamente por

T g7 BQ 1
a(w) = Fon tanh( 1 )(Q )| (5.7)
1

Wy — iw)’
c(w) = g3 tanh(ﬁf)(Qer) P (5.8)

() (22 !
dw) = g1 92 (5%) t h( 1 )(Q—i—zw)( . (5.9)

W2 + w?)2
Na Eq. (5.6) estamos separando o modo zero dos modos diferentes de zero, por

tanto podemos escrever

T a b* 21)2 ¢ b b
7 / db(0) db*(0) e < ©) (4(0)) () + (c(0)-1) b(0) (0))
0

/ [T dblew) db (w) e ™ Soro =D b" @6

w#0

ol

s o™ Do ()b (0)b(0) b* () b(w) +d(w) (b*(©)6(0) * (b(w)b( —w) +b* (@) *(~w) )

(5.10)

Aqui vemos a dificuldade de integrar devido a termos nao Gaussianos nesta ultima

expressao dada pela Eq. (5.10). No entanto, no regime de temperaturas baixas
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(f — o0), podemos ver que a contribuicdo dos termos anti-ressonantes dominam
com respeito aos ressonantes. Entao tomando este limite nas expressoes dadas pela

Eq. (5.7), Eq. (5.8) e Eq. (5.9), obtemos que

lim = :/Hdb ) db* (w) e~ ™ L (1mel@) b (@) b(w) (5.11)

B—oo

Efetuando esta integral anterior, chegamos a seguinte expressao

1
lim — = 1 - 12
pm 7 =TI (1 =) (.12)

w

sendo que ¢(w) no limite § — oo tem a forma

. B 93
A @) = ) wo — i) (5.13)

Este resultado para a quantidade Z/Z; apresenta um comportamento nao analitico
1 : . - .
no caso em que gs = (wo )2, evidenciando uma transi¢ao de fase quéntica, i.e.,

para 7' = 0.
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Capitulo 6

Modelo de Dicke generalizado
considerando a interacao do tipo
dipolo-dipolo

Vamos agora examinar como o formalismo apresentado no capitulo 2, pode ser
usado para a detecgao dos estados emaranhados. O teorema de Bell [100] [101] [102]
e os experimentos relacionados a este teorema nos dizem que a mecanica quantica
¢ uma teoria nao-local. Mostrou-se que qualquer estado puro emaranhado de duas
particulas de spin-3 viola a desigualdade de Bell [103] [104] [105]. Estados de um
sistema composto que nao podem ser fatorizados em um produto dos estados que
descrevem seus subsistemas sdo chamados estados emaranhados [106] [107]. Com o
desenvolvimento da informagao quantica [108] [109] [110] e suas aplica¢oes em com-
putacao e comunicagao [92] [111] [112] [113] [114] [115], os estados emaranhados tém
atraldo atencao da comunidade cientifica, pois varios protocolos quanticos podem
ser realizados exclusivamente com a a ajuda de tais estados [116] [117]. Um prob-

79
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lema fundamental que aparece nesta drea de pesquisa é como assegurarmos que um
sistema de muitos corpos se encontra em um estado emaranhado. Uma mudanca na
temperatura critica de transicao de fase fluorescente-superradiante em um sistema
de N atomos interagindo com um campo bosonico pode trazer uma resposta a esta

questao.

Existem na literatura diferentes métodos para a deteccao de estados emaran-
hados em um sistema composto de dois atomos. Um deles baseia-se em medir a
intensidade da distribuicao angular de um campo fluorescente emitidos pelos dois
atomos. Esta proposta se fundamenta no fato que o campo fluorescente emitido
por atomos exibe propriedades direcionais [118] [119] [120] [121] [122] [123]. Esta
propriedade direcional nos prove um método viavel de detectar os estados internos
deste sistema composto por dois dtomos interagentes. Nesse momento é interes-
sante salientar que as propriedades de emissao espontanea de dois atomos idénticos
emaranhados interagindo com os modos do vacuo de um campo bosonico foram in-
vestigadas por Guo e Yang [124]. Estes autores mostraram que a evolugao temporal
da inversao de populagao, que é proporcional a intensidade da radiacao, depende do
grau de emaranhamento inicial do sistema. Lambert et al. [125] [126] investigaram
o hamiltoniano de Dicke estudando o emaranhamento entre o ensemble atomico e o
modo do campo, calculando a entropia de von Neumann no limite termodinamico

na fase superradiante.

Neste capitulo mostraremos que interacao dipolo-dipolo de alcance infinito entre
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os atomos do modelo de Dicke generalizado nao modifica a temperatura critica da
transicao de fase fluorescente super-radiante e o espectro do condensado bosonico.
Neste caso também estaremos utilizando o método de integral funcional, sendo que
devido ao termo de interacao do tipo dipolo-dipolo a integral funcional nao é Gaus-
siana. Para superar este problema utilizaremos campos auxiliares as quais per-
mitem resolver a integral funcional de forma exata sempre que tomemos o limite

termodinamico. A Hamiltoniana deste modelo se define como

N N
1
_ . + - z
Hr = + ZH@J) o ® oG+ 1 ® QZ iy +
i#] J=1
0o g N oo
FY bl © Io+ S0 (o +0l) ® (o +05)) . (6)
k=1 j=1 k=1

Similarmente como nos modelos anteriores, os operadores b e bf sdo os operadores

de criacao e aniquilacao do campo bosonico. Os operadores OE;),

a(_j) e a() que
satisfazem a algebra de comutacao do momentum angular, representam os atomos.
Finalmente, g é a constante de acoplamento entre os atomos e o modo bosonico
e cada valor de H;; corresponde a constante de acoplamento da interagao do tipo
dipolo-dipolo entre os atomos i e j respectivamente.

Definindo similarmente aos casos anteriores os operadores fermionicos Oz;-r, Q;, ﬁj
e (;, que satisfazem regras de anti-comutacao ozioz; + oc;ozi =0 € ﬂzﬂ; + 6}@- = 0ij.
Agora definimos as seguintes expressoes bilineares ol S0 — BT@, f Bie ﬂTa,, as quais

+

satisfazem as mesmas regras de comutagao das matrizes afi), Ty € 0 Entao

podemos fazer uma mudanca de varidvel dos operadores de spin para as formas
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bilineares da seguinte forma:

ofy — (afai = B16) (6.2)
U(J;) — ;) (6.3)

e finalmente
oo — Bla; . (6.4)

Utilizando a Eq. (6.1), a agao Euclideana fermionica pode ser escrita como

s= [ “dr <b*(7)ag(:) Ly <a;ﬂ(7)aogf) " 5;‘(T>8i+f))) -/ et ().

=1

(6.5)
Nesta agdo Euclideana dada pela Eq. (6.5), Hr corresponde a Hamiltoniana do
modelo. Aqui introduziremos duas constantes de acoplamento g; e g, para os termos
de interacao ressonates e anti-ressonantes respectivamente, entao desta forma temos

que

+ 22 Z <Oéi(7')ﬁf(7') b(T) + Oéf(T)ﬁi(T)b*(T)>. (6.6)

Estamos interessados em achar a funcao de particao do modelo, entao vamos calcular

o quociente definido na Eq. (3.44). Sendo que S = S(b,b*, a,af, 3, 37) é a acao
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Euclideana dada pela Eq. (6.5), Sy = So(b,b*, o, af, 3, 37) é a a¢do Euclideana livre,
i.e., desconsiderando a interacao dos dtomos com o modo bosonico e a interagao
dipolo-dipolo entre os &tomos. Finalmente [dn] corresponde a medida da integral
funcional. Como estamos interessados em analizar as propriedades do sistema no
equilibrio térmico, usaremos novamente o formalismo do tempo imaginario. Neste
caso, os campos na integral funcional dada pela Eq. (3.44) satisfazem condigoes
periddicas e antiperiédicas para os campos bosonicos e fermionicos respectivamente,
ie, b(B) = b(0), a;(B) = —a;(0) e B;(B) = —0;(0). A agao livre para o campo

bosonico esta dada pela seguinte expressao

So(b) = /O C i (b*(f) az;:) i b*(T)b(7)> | (6.7)

Com a intencao de obter uma acao efetiva para o modo bosonico devemos integrar
funcionalmente sobre os campos fermionicos na Eq. (3.44). O problema desta inte-
gragao nos campos fermionicos na Eq. (6.6), diferentemente dos modelos anteriores,
vem da interacao do tipo dipolo-dipolo, que é claramente um termo nao Gaussiano.
Introduzindo campos auxiliares na integracao funcional podemos superar este prob-

lema. Com este propdsito apresentamos a seguinte integral

N
exp (—% Z x;‘Aijxj> = (det A)™' x

i, j=1
N dvyrduy; N v A—1 1 N w1 N o«
X/H yl ylezi,jzlyiAij yj+ﬁzi:1yi1i+ﬁz7;:1yixi (68)
—2mi ’
=1

sendo que esta integral é véalida para variavéis comutantes. Agora analisemos a
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seguinte expressao

N B
M = exp <—%Z /0 dr o} (7)Bi() Hi, ;(T)aj(r)>
- (—%2 “ar (ﬁ;‘maim)*Hijﬁ;majm). (69)

Como cada termo bilinear de varidveis Grassmanianas comutam, i.e., (@;3)(a;3;) =
(37 )(ciff), podemos utilizar a integral Gaussiana dada pela Eq. (6.8) na versao

de integral funcional e a Eq. (6.9) adquire a forma

-1

M = ap (det H)fl /‘DT’DT’*GEZJI\’]J'—l foﬁ dTT:(T)Hij 75(7) %

L f\i ﬁdT('riTa;‘T,BiT—l-r;‘TBZTaiT)
Xemz_lfo (T)ej (T)Bi(7) ()()()’ (6.10)

sendo que o campo auxiliar r;(7) satisfaze condigdes periddicas, i.e., 7;(0) = r;(5) e

r(0) = r¥(3). Substituindo esta tltima expressao na fungao de partigao Z, obtemos

Z = ap (det H)™! / DrDr*e Y=t Jg drri (OHG75(7) / [dn] ", (6.11)

sendo que a integral [[dn]e®" depende dos campos 77(7) e r;(7). A agdo também
pode ser separada em uma acao livre para o campo bosonico e uma parte Gaussiana

para a parte fermionica. Entao temos que

Jé] N
S, = So(b) + /0 a7 Al ML) i), (6.12)

em que p,;(7) é uma matriz coluna com os campos fermiénicos sendo suas compo-
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nentes, esta tem a seguinte forma

ph(r) = ( Bi(r) ai(r)) (6.13)

< o + % _N-1/2 (QT(b*(T), b(T))>* ) : (6.14)
—NTRQu(b (1), b()) 0r 3

sendo que Q,.(b*(7),b(7)) = g1 b(7) + g2 b* (1) — r;i(7).

Expressando os campos 7;(7), b(7), a;(7) e B;(7) por uma serie de Fourier obte-

mos que
ri(t) = 712 Z ri(v) e, (6.15)
b(r) =B b(w) e, (6.16)
pi(7) =B pilp) e (6.17)

Como esses campos 7;(7) e b(7) satisfazem condigoes de contorno periddicas e os

campos fermionicos «;(7) e G;(7) satisfazem condigoes de contorno anti-periddicas,
2n+1 n

temos que v, w = 2”7” ep= %, correspondendo as freqiiécias de Matsubara

bosonicas e fermionicas respectivamente. Substituindo as expanssoes de Fourier na

acao dada pela Eq. (6.12) obtemos que

S, =3 (iw —wo)b* @) + 337 pl(p) My (0 D) pila), (6.18)

w p,q =1



86 Transicoes de fase fluorescente-superradiante em modelos de spin-boson

sendo que a matriz M, ,(b*,b) é dada por

e (ip + Q/2)d,, —(N@)—WQ;q
Mpq(b’b)‘(—gvﬁ)l/?@pq (ip — ©/2)5,, > (6.19)

Qpg=910(p—q) + b (q—p) —ri(p—q). (6.20)

Nesse caso as integrais com respeito aos campos fermionicos sao Gaussianos. Entao

integrando nos campos fermionicos obtemos que

/[dn exp(zz pl(p b*, b) p; )) = ﬂ det M; (b*,b) (6.21)

p,q =1 =1

sendo que a matriz M;(b*, b) é uma matriz em bloques a qual possui a seguinte forma

b o (NBV-12 O
Mi(b*b) = < _(2]5521/%;@ (gfz %]Q ) | (6.22)

Nesta ultima equacao I corresponde a matriz identidade e as componentes da matriz
P sao P,; = pd,, e da matrix () esta definida na Eq. (6.20). Nosso propésito final
é obter uma expressao fechada para o quomente , definido na Eq. (3.44). Entao
combinando os resultados dados pela Eq. (6.21), Eq. (6.12) e Eq. (6.11) obtemos
que Z% fica dado por

(det H)™! [ DrDr*eXii= Zomi @IS 50) [ [dn(h)]eSe w0 (bw) [T}, det M;(b*,b)
[[dn(b)]eXwiw—wolb @) det™ M (0, 0)

(6.23)

sendo que a medida funcional [dn(b)] tem a forma

H db(w)db* (w (6.24)
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Na Eq. (6.23) a matriz M (0,0) vem dada por

D0
P+ 351 0 ) ‘ (6.25)

M(O’O):( 0  iP-21

Para simplificar nossos cédlculos introduzimos a seguinte tranformagao

1/2
b(w) — (ﬁ) b(w) (6.26)

1/2
b (W) — (ﬁ) b (w) . (6.27)

wo — W
Observe-se que a Eq. (6.27) nao corresponde ao complexo conjugado da Eq. (6.26),
embora este tipo de transformacgao se pode justificar fazendo o procedimento em
coordenadas polares. Com esta transformagdo o denominador da Eq. (6.23) toma

o valor da unidade

/ [dn(b)] exp <—7r Xw: b*(@b(@) Y (6.28)

Por tanto podemos expressar a quantidade z% pela integral

Z£ - (detH)_l/DrDr*erAVJ'—lZvr?(”)Hﬁl”(”) X
0

< [lanolesn (5.0 ), (6.20)
em que S.sr(b) corresponde a acao efetiva para o modo bosonico. Neste caso temos

que

Sepp = =7 Y b (w)b(w) + Y Indet (I + A;). (6.30)
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A matriz A; no determinante da equacao anterior vem dada por
det(I + A;) = det (MW(O, 0) M;(b*, b) M~/2(0, 0)> : (6.31)
Efetuando este produto de matrizes obtemos que a matriz A tem a forma

A = ( —Ocy %’ ) . (6.32)

As componentes das matrizes B; e C; estao dadas por

RS VS
(4 )

(ﬁglb*(q—p)+ VTg2blp—q) .

wo —i(q —p) wo —i(p —q)

1\? o\ 2/ a\°
Cipg = BN p—g M*H—E X

Com o propésito de efetuar a integral funcional dada pela Eq. (6.29) devemos achar

N|=

uma expressao mais adequada para a determinante det (I + A). Para isto utilizamos
a seguiente aproximacao

det (I + A;) = det (I + B;C;) — exp (tr(BiC’i)) . (6.35)
Por tanto, com esta expressao da Eq. (6.35) podemos afirmar que o quociente Z%

definido na Eq. (6.29) tem a seguinte forma

A
7 = (detH)_l/DrDr* X
0

U0 21\ SRUTC) (Ht % tann(£2) ij) riw) Lr (6.36)
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sendo que
Zr -7y, b*(w) (1—a(w)>b(w)
7= / [dn(b)] e x
0

Y, <b<w> (@) b —w) +b* (@) () b (— w) + & da () bw) + & da(w) b (w) )

X e (6.37)

Na Eq. (6.36) os coeficientes a(w) e ¢(w) vem dados pelas expressoes

afw) = (9%(9 —iw)—l + g% (Q + iw)—l) - (%) | (6.38)

(wo — Tw)
_ 91928 BQ
c(w) = ((wg TR T w2)> tanh < 1 ), (6.39)
N0 P —

1 . 2 5Q
X (Q g — Zri (w) + a i - Zr&—w)) tanh <T> (6.40)

ds(w) = _Wﬁ %

X (Q gl’iw > ri(w) + 5 i? — Zr;(_w)> tanh (%) . (6.41)

7 7

Efetuando as integrais Gaussianas nas variavéis bosonicas na Eq. (3.89) finalmente

obtemos que

1 tanh(%g)

o & —azior (i) Ty ri(w) 15 (@) + (Q—iw) Ty ri(—w) 75 () )
- _7
Zy 0 H a(—w)a(w) — 42 (w) ’

w>0

(6.42)

em que

o <a2(0) - 402(()))1/2 | o
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Agora podemos comparar a funcao de particao do modelo de Dicke generalizado
dada na Eq (3.82) com a fungao de partigao deste modelo que acabamos de estudar
o qual considera o acoplamento tipo dipolo-dipolo dadas pelas Eqgs. (6.42) e (6.43).
Podemos ver que os polos em ambas funcoes de particao sao os mesmos, i.e., tanto
a temperatura critica de transicao de fase da fluorescéncia para a super-radiancia
como o espectro do condensado bosonico nao sao afetados pela inclusao do termo

de interacao entre os atomos sendo do tipo dipolo-dipolo.



Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese estudamos dois tépicos distintos. O primeiro tratou de campos quan-
tizados na presenca de estruturas macroscépicas que confinam o campo. Bekenstein
mostrou que existe um limite natural para entropia especifica de sistemas fisicos
nessa situagao. Investigamos uma generalizacao a desigualdade de Bekenstein. O sis-
tema fisico estudado consistiu de um campo escalar real com auto-interacao do tipo
9P no regime de acoplamento forte. O segundo assunto correspondeu a aplicagao de
métodos funcionais em otica quantica. Uma transicao de fase de segunda ordem do
tipo fluorescente-superradiante foi investigada nos quatro seguinte modelos: o mod-
elo de Dicke generalizado, o modelo de Chang-Chakravarty, o modelo de Dicke com
acoplamento entre os atomos e o sistema bosonico dependente da intensidade e fi-
nalmente o modelo de Dicke onde consideramos uma interacao do tipo dipolo-dipolo
entre os atomos.

Mostramos nessa tese que podemos generalizar a desigualdade de Bekenstein se
assumirmos que o sistema em questao esta sendo descrito por uma teoria escalar do
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tipo (go ¢*)a na presenca de estruturas macroscopicas [26] [27]. Devemos também

assumir que a auto-interacao é forte o suficiente para que usemos a expansao per-

turbativa para o acoplamento forte. Assumimos que o campo escalar esta confinado

no interior de um hipercubo de aresta L, e que também estd em equilibrio térmico

a temperatura 3-!. A energia renormalizada por unidade de comprimento, corre-
(r)

spondente ao ponto-zero da teoria livre serd representada por ;. No caso de altas

temperaturas podemos mostrar que a entropia especifica satisfaz a desigualdade

2 < 27R Z;Eg; €, onde hy(d) e hyo(d) sao fungoes analiticas do nimero de dimensoes

euclidianas d e £ = % Para baixas temperaturas, temos que a entropia especifica sat-

hi(d)
Eg")f d—1"

isfaz a seguinte desigualdade % < 2mR Note que a condicao de uma energia
do ponto-zero renormalizada positiva é fundamental para que a tltima desigualdade

seja valida.

Com respeito a expansao perturbativa para o acoplamento forte, o problema
fundamental é dar sentido operacional ao gerador funcional de valor independente.
A solucao desse problema foi apresentada por Klauder em vérias publicagoes [28] [29]
[30]. Em vez de utilizar uma medida funcional que possue invariancia translacional,
Klauder utilizou uma medida onde a invariancia translacional foi perdida, dada
por [d¢] = [], %, como enfatizamos anteriormente. Assumindo que a fonte
externa é constante, o gerador funcional de valor independente se transforma na

funcao geradora de valor independente. Até a ordem (gg)_% é possivel separar

InZ(V,h) em duas contribuigoes. Uma que contém apenas a fungao geradora de
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valor independente, e outra que contém a funcao-zeta espectral. As condicoes de

contorno serao impostas fazendo uso da funcao zeta espectral [31] [32] [33] [34].

Como ja comentamos, nessa tese também apresentamos o estudo de fenomenos
criticos para quatro modelos do tipo spin-boson [27] [55] [56] [57]. Nesse caso, uti-
lizando o método implementado por Popov e Fedotov [53]. O primeiro modelo a ser
estudado correspondeu ao modelo de Dicke completo, no qual nao se considerou a
aproximagcao da onda-girante e o limite termodinamico foi utilizado. Similarmente ao
trabalho de Hioe [40] nesse primeiro modelo [55], foram incluidos os termos (bT 0%)
e (b cr(_l.)) com uma constante de acoplamento distinta daquela utilizada para os ter-
mos ressonantes. Foi possivel reproduzir o valor da temperatura critica obtida por
Hioe. Neste trabalho, além de ser obtida a temperatura critica do modelo, se obteve
também o espectro do condensado bosonico aparecendo uma contribuicao devido
aos termos nao-ressonantes. Na referéncia [56] estudamos outros dois modelos, um
deles é o modelo de Chang-Chakravarty em que a interacao entre os atomos e os
boésons ¢ do tipo g va (bT + b) o7, sendo ele também um termo que nao conserva
energia na primeira ordem em teoria de perturbacoes. Este tipo de interacao foi
estudada por Chang e Chakravarty [58] mas no caso de um unico atomo. Como re-
sultado neste trabalho [56], se obteve que o modelo de Chang-Chakravarty no limite
termodinamico nao apresenta transicao de fase fluorescente super-radiante. Neste
modelo o modo zero contribui com valores negativos para a entropia e energia no

caso de temperaturas baixas. Para contornar esses problemas duas alternativas sao
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possiveis: a primeira consiste em desconsiderar o modo zero e a segunda em colocar
um limite superior na constante de acoplamento do modelo. O terceiro modelo es-
tudado também nesta referéncia, corresponde ao modelo de Dicke generalizado em
que se considera a dependéncia na intensidade da radiagao no termo que conserva
energia. Este modelo é estudado a temperatura zero, encontrando uma transicao de
fase. O quarto modelo [57], corresponde ao modelo de Dicke generalizado no qual se
inclui a interagao do tipo dipolo-dipolo entre os atomos, sendo o caso em que esta
interacao é de alcance infinito. O propédsito era analisar a dependéncia da transigao
de fase, devido a inclusao do termo de interacao dipolo-dipolo. Como resultado
desta inclusao, se tem que a temperatura critica para transicao de fase nao muda,
nem o espectro do condensado bosonico.

Podemos vislumbrar diversas linhas de pesquisa a serem trilhadas como con-
tinuacao natural dessa tese. Com relagao ao limite de Bekenstein o estudo desse
limite em teorias com liberdade assintética é de fundamental importancia. Nossos
resultados também nos remetem ao estudo de outros modelos da teoria quantica
de campos como a electrodinamica escalar por exemplo, na presenca de estruturas
macroscopicas. Com relacao aos modelos de oOtica quantica o estudo de sistemas
emaranhados e a possibilidade de se alterar propriedades criticas de modelos quando
o sistema apresenta um certo grau de emaranhamento também merecem um estudo

mais detalhado.



Apeéndice A

Demonstracao de que o valor da
funcao zeta espectral se anula na
origem do plano complexo s, i.e.,

Cp(8)]s=0 =0

Como discutido anteriormente, para levarmos em conta as propriedades de escala
(“scaling”, em inglés), devemos introduzir um parametro arbitrario com dimensao de
massa p para definirmos todas as quantidades fisicas adimensionais e, em particular,

efetuarmos a mudanca

1
4712

L em = L () oz — L 1n (

2 ds 2 ds 5 )CD(S)\SZO. (A1)

Neste apéndice, provaremos que a funcao zeta espectral em s = 0 se anula, por
consegiiinte a mudanca acima representada é trivial. A funcao zeta de Epstein é

definida como sendo
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onde a linha indica que o termo referente ao modo zero associado ao operador em
questao deve ser omitido. Esta soma é convergente apenas para 2s > p. Nao
obstante, podemos encontrar uma representagao integral que vale em todo o plano
complexo com exce¢ao de polos simples para p = 2s [127]. Esta representagao é

dada por

(mn)°T(s) Z, (a1, ..., ap; 25) =

1 2 . [~ s
_§+p—23+n /77 do 2! (9(0,...,0;af @, ...,alx) — 1) +
+77(23—p)/2 /1/ dp r®=25)/2-1 (19(O, ey 05 x/a%7 ...,x/ai) - 1) ) (A.3)
7

onde n?/? ¢ o produto de p’s parametros a; dados por n?/? = a;...a,, e a funcio de

Jacobi generalizada (2, ..., 2p; 21, ..., T,), ¢ definido por

p
O(21, s 2p3 010, o 1) = | [ 9(z5520) (A.4)
i=1
com Y(z;x) sendo a funcao de Jacobi, i.e.,
Wzyz) = Z em(2nznie). (A.5)

n=—0oo

Usando esta expressao integral para a fungao zeta de Epstein, dada por (A.3), pode-

mos achar que

Zp(a1, ooy @p 3 28)|s=0 = —1, (A.6)

para qualquer p > 1. Para continuarmos, vamos definir a seguinte funcao Z]E,Q) (ai,...,ap;2s):

[e.9] o0

ZZ(?‘J)(al, ey 3 28) = Z Z ((arm)* + ... + (ap np)Q)fs . (A

N1,...,Ng=1 Ng41,...,np =—00
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Utilizando o resultado da equacao (A.6), pode-se mostrar, apés efetuarmos a con-

tinuacdo analitica da funcdo Zlgq)(al, ...,y ;28), que a seguinte propriedade é valida
ZI(Jq)(ala "'7ap;23)|s:0 - 07 (A8)

onde este resultado é vélido para o intervalo 0 < ¢ < p. Pode-se demonstrar esta

propriedade por indugao matematica. Para ¢ = 1, temos:
Zy(ay, ...,ap;25)| s=0 = Zp(ag, ..., ap;28)| s=0 + 2 Zzgl)(al, @y 328)|s=0 . (A9)

Como p > 1 podemos usar a propriedade dada pela equagao (A.6) para os dois

primeiros termos da equacao (A.9) e verificar que Zél) (a1, ..., ap;25)|s=0 = 0. Vamos,

agora, assumir que esta propriedade é valida para g genérico, i.e., ZS’) (a1, ..., ap;25)| =0

0, com p arbitrario, porém satisfazendo a condicao 0 < g < p. Para completarmos a
prova, devemos verificar a propriedade para g+ 1, i.e., Zétfﬂ)(al, ey Q1 328)| 520 = 0
com p’ também arbitrarios mas obedecendo a condi¢ao 0 < ¢+ 1 < p’. A partir da

propriedade

Z;?)(al,...,ap/;23)|8:0 = Z]ggll(al,...,aq,aq+2,...,ap/;25)|5:0—|—

+2 24 (ay, ..y 4y 28)] 50 (A.10)

como 0 < ¢ < p’ — 1 e admitindo a validade desta para ¢ arbitrario, dado pela
equagao (A.8), podemos ver que os dois primeiros termos de (A.10) se anulam.

. 1 .
Portanto, conseguimos demonstrar que Zz(ﬁJ’ )(al, iy @15 28)| s=0 = 0. Estamos in-
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teressados em um caso particular desta propriedade, a saber:
ZP N ay, ..., ap; 28)| 50 = 0, (A.11)
isto é:

> > ((am)* + ..+ (apn,)*) " = 0. (A.12)



Apeéndice B

A representacao de Klauder para
o gerador funcional de valor
independente

Para darmos um significado preciso para o funcional gerador de valor independente
Qolo, h], podemos tanto discretizar o espago como utilizar o resultado do Klauder
que formaliza uma defini¢cao para o funcional gerador de valor independente derivado
para campos escalares em um espago euclideano d-dimensional. Este funcional ger-
ador é uma integral funcional gaussiana de média zero. Usando o fato que os campos
definidos em cada ponto do tempo euclideano sao estatisticamente independentes,

pOdemOS escrever
Quio.tl = exp (= [ o) ) (B.1)

para alguma fungao L(o, h(z)). A expressao acima é fundamental para nosso estudo.
Vamos ver como é possivel extrair alguma informacao a partir da mesma. Antes de
estudarmos o caso com interagao, vamos analisar um simples exemplo, com go = 0.
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Neste caso, temos

e (L [t [t ® o)
Z[3,9, h] gm0 = exp( 2/d x/dxéh(x)K(TrLo,a,x x)éh(x')>

xQolo, 1| go=0 , (B.2)

onde Qo[o, h], o funcional gerador de valor independente, é dado por

Qolo Ml g0 = N / dp(x)] x

X exp (/ d%x (—% omd o (x) + h(x)go(x)) ), (B.3)

onde, mais uma vez, o kernel modificado K (mg,o;x — ') estd definido pela equagao
(2.5).

O funcional de valor independente livre deve satisfazer a seguinte equacao Qolo, h]|n=gy—0 =
1. Gostariamos de observar que, na derivacao de Klauder para o modelo de valor in-
dependente livre, um resultado foi obtido o qual é bem definido para todas as funcoes
que sdo quadrado-integréveis em R" i.e., h(x) € L*(R"). Como estamos assumindo
que h = cte, devemos normalizar nossas expressoes. Portanto, temos

Qo(0, h)| go=0 = exp (— L / diz h2(x)> . (B.4)

2V o mk

A generalizagao para o campo escalar com auto-interacao Z—O, ©P(x) é feita de maneira

direta. E possivel mostrar que o funcional gerador de valor independente pode ser
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escrito como sendo

B 1 4 [T du
Qo(o,h) = exp< W/dx/oom(l cos(hu)) x
x S I L (B.5)
exp ( —5 omyu p!u : :

Nao ha necessidade de entrarmos nos pormenores de tal derivacao. O leitor inter-
essado pode encontrar maiores detalhes na referéncia [29]. A fim de estudarmos

Qo(o, h), vamos definir E(my, o, go, h) dado por

< d 1
E(mg,0,g0,h) = / a (1 — cos(hu)) exp (—gamg u? — %u”) . (B.6)

oo |ul
Empregando uma representagao de séries para cosx e lembrando o fato que a série
obtida (377 ¢k fr(u)) converge uniformemente no intervalo [0, 00), a mesma pode

ser integrada termo a termo. Nao ¢ dificil mostrar que

— (=% o [ 2%—1
E(mg,0,90,h) = 2 h duu X
2 ),
1 Yo
X exp (—5 omiu? — Hup) . (B.7)

Agora, vamos usar o fato que o parametro o pode ser escolhido de tal modo a
facilitar nossos calculos. Esta é a principal diferenca para o resultado do Klauder.
Analisando apenas o funcional gerador de valor independente, nao seria possivel
expressar (Qo(o, h) de uma forma fechada mesmo sendo a fonte externa constante.

Vamos escolher 0 = 0. Portanto, temos que

0 -1 k 00
E(mOagv .907h)|0':0 = 22 (2]{3') th/ duu2k_1 eXp<_g_0'up) : (B8)
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Neste ponto de nosso estudo vamos aproveitar para introduzir a seguinte repre-

sentacao integral para a fungao gama [84]

o 1 v
/ dva” texp(—pa?) = ~pu » T (Z> , (B.9)
0 p p

onde Re(u) > 0, Re(v) > 0 e p > 0. Agora fica claro que podemos estudar a
teoria (go ¢"), para p > 4 par, mais facilmente empregando nosso método. Usando
o resultado dado pela equacao (B.9) na equagao (B.8), temos que
Blimo,0,90.Wlomo = Do ) (.10
= Y0

onde os coeficientes g(p, k) sdo dados por

(p))» (=), (B.11)
Levando as equagoes (B.10) e (B.11) em (B.5), obtemos que o funcional gerador de
valor independente Qg (o, h)|,—¢ pode ser escrito como sendo

P

90

% 2k
Qolo,h)|s=0 :exp[ 507 / dT/dd 2 Z g(p, k:)hTi : (B.12)
k=1

E facil calcular a segunda derivada do funcional gerador de valor independente com

respeito a h. Note que Qy(a, h)| = 1. Logo:

h=0c=0

82 1 > 2k—2
w@g(g,h)lgzo = 52 Qk—l) X
k=1 go”
1 h?
X  exp 5 Z g + G(go,p, h) ) (B13)

k=1 90
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h2k
(B.14)

onde G(go,p, h) é dada por
p2k+29—2 1
exXp D) Z g(p7 k)gz;
0

G(QOa b, h) = Z g(pa ka q) 2(k+q)
k,q=1 9% P k=1
e g(k,q) =kqg(k)g(q). Estamos interessados no caso h = 0, portanto a série dupla

nao contribui para a equacao (B.13), ja que limy_oG(h) = 0. Deste modo, apenas
(B.15)

o termo k = 1 contribui na equagao (B.13). Temos:
2
I'(2)

92
Qo(0,h)| h=o—=0 =
2p g9

on?
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