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Resumo

E realizada neste trabalho a introdu¢io de um aparato informacional para a descri¢do multi-escala de ima-
gens, com vistas a formula¢do de uma Teoria da Informacao dos estdgios primérios da visao humana, segundo
as teorias de Marr e Hildreth-Marr. Anélises aprofundadas sobre a formulacdo axiomaética dos espacos-escala
e sobre a Equacao de Perona-Malik sdo realizadas de forma a constituir o substrato teérico para a questdao do
atrelamento entre escala e dimensdes caracteristicas em uma imagem. Sdo apresentados resultados de ex-
perimentacdes computacionais que subsidiam discussdes posteriores sobre o papel da entropia de Shannon
e, principalmente, da Informacao de Fisher na iniciativa de se buscar a viabilizacdo de um sistema de visdo
computacional capaz de estimar escalas caracteristicas em cenas complexas em analogia ao sistema visual
humano.



Abstract

It is introduced in this work an informational apparatus for the multi-scale description on images, aiming a
formulation of an Information Theory for the primary stages of human vision, based on Marr and Hildreth-
Marr theories. Detailed analyzes on the axiomatic formulation of scale-spaces and the Perona-Malik Equation
are carried out in order to constitute a theoretical substrate for the challenge of linking scale and characteristic
dimensions of an image. Results of computer experiments are presented and used to support discussions on
the role of Shannon entropy and, mainly, Fisher Information, within an initiative whose main goal is to pave
the way for a computational vision capable of estimating characteristic scales in complex scenes in analogy to
the human visual system.



Résumé?|

Ce travail introduit une méthode informationnelle pour la description multiéchelle sur images, visant une
formulation d'une Théorie de I'Information des étapes primaires de la vision humaine, basée sur les théo-
ries de Mar et Hildreth-Marr. Des analyses détaillées sur la formulation axiomatique des espaces-échelles et
I’équation de Perona-Malik sont réalisées afin de constituer un substrat théorique pour le défi de lier I'échelle
et la dimension caractéristique d’'une image. Les résultats d’expériences informatiques sont présentés et uti-
lisés pour soutenir les discussions sur le réle de 'entropie de Shannon et, principalement, de I'information
de Fisher, dans le cadre d'une initiative dont 1'objectif principal est d’ouvrir la voie a une vision computati-
onnelle capable d’estimer des échelles caractéristiques dans des scenes complexes par analogie au systéme
visuel humain.

2Contribuigdo de Mércio Portes de Albuquerque
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Introducdo

Este é um trabalho de investigacdo em Fisica Computacional, com enfoque a 4rea de processamento de si-
nais & imagens para instrumentacgdo em fisica e tecnologia. Um de seus objetivos é abordar detalhadamente a
tendéncia — por vezes corriqueira — de se chancelar processos numéricos e computacionais de andlise de dados
e extracdo de informagdo quando estes derivam de analogias fisicas gerais, ligadas por exemplo a fendmenos
de transporte [82,[8] e mecanica estatistica [36].

Mais particularmente, aborda-se aqui a questdao de um eventual uso inadequado (ou no minimo superes-
timado) de elementos da Teoria da Informacao [190} [191] em descricdes Multiescala de sinais digitais. Esta
dltima teoria, pouco usual em fisiczﬂ foi originalmente proposta por T. Ilijima 231} 234] no Japao na década
de 60, mas popularizou-se no ocidente devido aos trabalhos de A. Witkin [237], J. Koenderink [109] e, princi-
palmente, D. Marr [136]. A Teoria dos Espagos—Escalf] tenta modelizar a hierarquia inerente ao sistema visual
humano [136], que nos confere a vantagem evolutiva de saber diferenciar objetos em multiplas escalas (ou
dimensdes, ou comprimentos caracteristicos) em uma mesma cena. Grosso modo, descrever um sinal em
multiplas escalas permite que a deteccao de estruturas relevantes possa ser particularizada para cada nivel de
resolugdo.

Se por um lado cada uma das teorias acima goza de evidente solidez conceitual [106} 175} 233} [8], por
outro sua interconexdo ndo é simples, tampouco consolidada. Mais: devido a interessantes coincidéncias
em certas expressoes presentes em ambas teorias — tal como a da entropia —, advoga-se frequentemente
(199, 201}, 202, [206] em favor de uma suposta equivaléncia entre estes objetos/conceitos. Infelizmente, tal
impeto de se associar conceitos semelhantes — porém distintos — das teorias da informacao e espacos-escala
as suas supostas analogias fisicas acaba levando a incompreensdes importantes no campo teérico e, colateral-
mente, alimenta ceticismos e até mesmo objec¢des frente a potenciais desenvolvimentos aplicados, geralmente
baseados no sofisma de que todo tratamento de dados leva a perdas de informacao.

A proposta deste trabalho, portanto, é de aprofundar a discussdo visando contribuir para o esclarecimento
do papel dainformacao em espacos-escala—lineares ou ndo. Nesse sentido, equacdes de difusdo surgem como
os arquétipos fisicos que inspiram os desenvolvimentos das técnicas de processamento de sinais e imagens.

Embora em primeira vista as duas teorias envolvidas parecam nao ter correlacdo, discute-se aqui que uma
possivel conexdo entre ambas resida no estabelecimento de um elo entre dois atributos particulares:

i. informacao; e
ii. resolucao.

Ambos os conceitos sdo usados por nés diariamente em senso lato, embora existam defini¢ées especificas

Esta 4rea vem sendo tradicionalmente investigadas em circulos matematicos; vide, e.g., [8}82].
2Descri¢do multiescala e espago-escala sio denominacdes equivalentes de um mesmo processo, e usadas doravante como sinénimos.



para eles. Obviamente, informacao e resolucdo sdo os conceitos-chave nas teorias da informacao [190}29] e de
espagos-escala [231},[237, 8], respectivamente. Contudo, a teoria cldssicd’|da informagao, tal como concebida
por Shannon, ndo se aprofunda em aspectos de resolucao, exigindo que recorramos a extensdes da teoria, tais
como as interpretacoes de D. Gabor [64}, (65} 66,67, 68]. Por outro lado, a teoria de espacgos-escala se apropria
[199}1201,1202] da entropia da Shannon para definir o conceito de informacgao, e deriva dai algumas conjecturas
que tentaremos ao longo do texto questionar. Para tanto, traremos a discussdo dois elementos unificadores.
Um deles, a entropia no contexto de equagoes diferenciais parciais (EDPs) [49}50, 102}, 115} [116] — que segundo
Evans [49} [50] e Jiingel [101} [102] constitui recurso adequado para caracterizacdo qualitativa de estados de
equilibrio e irreversibilidade — aparece de modo relativamente discreto na teoria multiescala [233] (199, 201,
202]. O outro, aparentemente negligenciado (ou pelo menos subestimado) pela comunidades de pesquisa em
espacos-escala corresponde a Informacgao de Fisher [61} 63, [183]. Esta grandeza surge neste trabalho como o
ente capaz de, minimamente — ou de maneira aproximada —, criar o esperado elo entre informacao e resolucao.

Ambiciosa como pode parecer, a proposta acima estd longe de ser trivial: a delimitacdo do escopo de atua-
¢do de tal empreitada demanda a adocao de arcabougos teéricos que sejam vélidos em um contexto ou outro,
mesmo que parcialmente. De fato, se por um lado a teoria de espacos-escala contempla de modo absoluta-
mente natural uma abordagem baseada em EDPs, por outro a teoria da informacao ndo apresenta — em princi-
pio — aberturas que nos permitam investigar sistemas de comunicacdo via métodos deterministicos classicos.
A teoria de entropia em EDPs é investigada, portanto, como um recurso teoérico potencial para a elucidacao de
uma Teoria da Informacédo em Espacos-Escala.

Importante ressaltar que embora boa parte dos desenvolvimentos contidos neste Trabalho residam no
campo teodrico, a proposta de investigacdo acima é aplicada sempre que possivel ao caso numérico, devido
a duas razoes principais:

i. muito frequentemente, as opinides que atribuem um carater fisico a técnicas numéricas derivadas de analogias em
fisica sd@o construidas a partir dos casos continuos dos fendmenos considerados, de modo que tende-se a ignorar
completamente o fato de que um método numérico “tem vida propria”, como dizem Cuminato e Meneguete em
[39]. Isto €, suas propriedades podem simplesmente diferir do caso continuo anélogo; e

ii. em um contexto de instrumentacao cientifica e tecnolégica corriqueir nao hd mais espaco para fluxos de trabalho
exclusivamente analégicos, demandando assim que as técnicas empregadas sejam conhecidas — desde a fase de
design — quanto a suas propriedades em versao discreta.

Com vistas a pavimentar a iniciativa em se estabelecer um elo entre informacao e resolucdo em espacos-
escala, ou na producao do esbocgo primitivo [136}/[137], incursdes detalhadas nas teorias cldssicas da andlise de
sinais e informacao sdo realizadas nos Capitulos[2|e[3] respectivamente. A teoria multiescala é descrita em de-
talhes no Capitulo[4} em que sdo apresentadas as formulag¢oes axiomaticas de Iijima e as expostas as limita¢des
destas, que culminam na Equacdo de Perona-Malik [170]. Este Capitulo é fechado com uma breve discussao
sobre o que ja existe em termos de informacdo em espacos-escala, muito do que é devido aos trabalhos de
Sporring e Weickert [200].

Indo de encontro com o exposto acima sobre a necessidade de prospectar e investigar aspectos préticos
e computacionais das técnicas discutidas em ambito tedrico, o Capitulo 5| traz uma série de investigacdes de
cunho prético, tais como sobre uma possivel aplicacdo dos paradigmas multiescala linear e ndo-linear em
representacao e compressao de dados, além do atrelamento da escala de difusdo as dimensdées caracteristicas.

A consolidagdo dos resultados, bem como a elaboracdo dos argumentos que levam a proposta de uma teo-
ria da informacao para a visdo primadria (ou equivalentemente, em espagos-escala) sdo expostas no Capitulo|)
onde é mostrado que existe sim a possibilidade de se vincular as dimensdes das estruturas caracteristicas das
cenaretratada no espaco-escala com a escala de difusdo deste tltimo. A informacdo de Fisher surge como o re-
curso formal a criar esta ponte. Finalmente, o Capitulo[7]fecha o corpo principal do Trabalho com conclusdes
e perspectivas.

O texto contém trés apéndices que visam subsidiar pontos importantes abordados ao longo do texto. Sao
eles: 6ptica de Fourier (Apéndice[A); célculo fraciondrio (Apéndice[B) e a desigualdade de Crdmer-Rao (Apén-

dice[C).

3Ndo abordaremos neste trabalho a 4rea de informacao quantica.

4Excluem-se aqui casos extremos, em que processamentos em nivel de hardware, em altissimas velocidades, com condigdes ambien-
tais hostis, restricoes de recursos etc. se fazem presentes. Em tais casos, processos altamente especializados e otimizados para platafor-
mas especificas de hardware sdo empregados.




SIMBOLO / NOTACAO

SIGNIFICADO

V-1

sinais unidimensionais definidos sobre variavel continua ¢
transformada de Fourier do sinal z(t)

operador Transformada de Fourier

frequéncias linear e angular: w = 27 f

ndmero de onda: k = 27/

sinais unidimensionais definidos sobre variavel discreta n

campo escalar definido sobre varidvel vetorial x = |, g,

operadores matriciais

transformada de Fourier em tempo discre o do sinal x,,
transformada discreta de Fourier sinal z,

fun¢do degrau unitario, ou de Heaviside

funcao retangulo / porta normalizado(a)

funcao seno cardinal / “sinc” normalizado(a)

delta de Dirac

delta de Kronecker

trem de impulsos Ty-periddico

vetor posigao relativa: R = x — x’

vetor posicdo relativa entre os pontosi e j: R;; = x; — x;




Conceitos em teoria de sinais

2.1 Introducao

A investigacdo de um sistema fisico desconhecido a priori constitui tarefa ndo-trivial. De modo geral, sao
formuladas hipoteses e realizados experimentos até que se chegue a uma descricao satisfatéria do fend6meno
em questdo. Neste processo, realimentag¢do é fundamental: a medida em que hipéteses sao refutadas e os
experimentos divergem das predicdes, faz-se necessdrio lancar mao de novas premissas, até que se chegue a
um nivel descritivo aceitdvel. Nesse espirito, é evidente que as primeiras hip6teses formuladas devem ser as
mais simples possiveis, a fim de que se possa elaborar o modelo progressivamente.

De modo bastante geral, um sistema fisico pode ser visto como um certo processo A que recebe como en-
trada um estimulo z e fornece uma saida (ou resposta) y. Note a generalidade dos entes envolvidos: podemos,
segundo esse paradigma, tratar de sinais elétricos, mecénicos, 6pticos, textuais etc., de forma que o processo
A acaba operando como um mapeamento, ou transformacdo dos objetos considerados. Em outras palavras,
temos uma relacdo da forma

y = Alz]. 2.1)

A Equagio (2.1I) traz o famoso modelo “caixa-preta”, tio celebrado na engenharia [164} 1178} [133], em que ndo
ha necessidade de se detalhar inicialmente a estrutura interna do processo A, pois este é caracterizado pelo
seu efeito sobre um estimulo impulsivo.

Aidéia deste capitulo é apresentar os aspectos mais basicos do paradigma da transformacao de sinais. Mais
particularmente, detalharemos em alguma medida uma Teoria Linear de Sinais [157, (11} 133} (78} 164, [166],
visto que modelos de formacgdo da imagem [11} 133], propagacdo da informacdo [157, [78] e filtragem/pro-
cessamento [166) [45} [41] podem ser investigados segundo um tinico arcabouco te(’)rico[] Uma abordagem
detalhada pela Teoria de Sinais envolveria imersées em andlise funcional [42], equacdes diferenciais [55}95],
processos estocdsticos [167], equacdes integrais [111], teoria das distribui¢cées [7], medida e integracao [7]
etc. Obviamente, isto nao sera feito aqui. Conforme dito acima, é nossa intencao que este capitulo embase
a abordagem unificada adotada ao longo de todo o Trabalho, em que os entes portadores de informacao se-
rdo modelizados de maneira bastante geral, sendo chamados apenas de sinais. Para tanto, conceitos como
linearidade, invariancia ao deslocamento, causalidade e memoria serdo abordados.

IE importante enfatizar que a Teoria de Sinais corresponde a um campo extremamente interdisciplinar, de modo que é ingénua a
opinido frequente em fisica de que processamento de sinais e Anélise de Fourier sdo sindnimos. Para aqueles que ainda possuem tal
visdo, sugere-se uma consulta aos livros de Damelin e Miller Jr. [41] e Mallat [135].
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2.2 Sistemas lineares invariantes ao deslocamento

A Equacdo (2.1I) mostra que segundo o modelo “caixa-preta”, os sinais z e y se relacionam por meio de uma
transformacao arbitraria A. Tal como esté colocada, esta Equagado apresenta um grau extremo de generalidade.
De fato, ndo formamos juizo nem mesmo sobre a natureza dos sinais: se sao continuos, discretos etc. Objetiva-
mente, a natureza de x e y influenciara o tipo de mapeamento (continuo-discreto, discreto-continuo etc.) [12].
Uma hipétese adicional a ser colocada, que deriva da observagad?} é que lidamos com sistemas lineares, isto é,
em que a resposta a um coletivo de estimulos € o coletivo das respostas individuais. Mais formalmente, sejam
z1,29 € X dois estimulos e A : X — Y um operador genérico. A € dito linear se dados «, 5 € C, valer

Alazy + Bx1] = a Az + A xs. (2.2)

Ahipétese dalinearidade de A traz toda a andlise para um terreno mais familiar: a depender da finitude (ou in-
finitude) dos espagos X e Y, lida-se com o aparato da édlgebra linear ou da anélise funcional, respectivamente.
Conforme serd visto ao longo dos desenvolvimentos, conceitos como norma e produto interno estardo pre-
sentes, de modo que assumiremos daqui em diante que os espacos envolvidos sdo espacos de Hilbert [41}135].

Alinearidade do sistema A pode ser expressa como uma superposicdo de um ntimero finito NV de entradas,
mas também pode exigir que consideremos um nimero infinito de estimulos, levando assim a uma represen-
tacdo em séries, de forma que surgem questdes de convergéncia. Nesse caso, novamente, realizar as andlises
em espacos de Hilbert nos permite avaliar tais questdes. Entretanto, estamos interessados em superposicdes
na forma de integrais, de tal modo que que o sistema passa a ser expresso como

y(t) = Al2](t) = / hit, ()t 2.3)

em que h(t,t') é a resposta ao impulso do sistema A, a ser discutida mais adiante. Uma justificativa para
a representacdo mostrada na Equacgdo (2.3) reside no fato desta poder ser representada por uma equacgio
diferencial ordindria (EDO) linear [111]. Visto que sistemas fisicos sdo modelizados muito frequentemente
por meio de EDOs [29], ou sistemas destas, faz sentido partir de uma representagdo como aquela mostrada na
Equacao (2.3). Uma justificativa mais direcionada a fisica-matemadtica relacionaria a Equacao (2.3) a resolucao
de uma certa equagdo diferencial por meio da funcdo de Green h(t,t’) [7,95].

Em adicdo a linearidade, vamos concentrar as andlises em sistemas invariantes a deslocamentos, ou LSI
— linear shift invariant. Tais sistemas sdo concebidos de forma que um deslocamento no sinal de entrada
x(t) — z(t £ tp) leva a um deslocamento idéntico na saida, ou seja, y(t) — y(t + ¢¢). Essa invariancia ao deslo-
camento simplifica a estrutura da superposicdo mostrada na Equacao (2.3). Para chegar a essa simplificacao,
precisamos do operador de translacao, definido por

Ty, [y] = y(t + to), (2.4)

claramente linear. A idéia é que verifiquemos quais condi¢des sobre i(¢,t") — que é o niicleo do operador
integral A mostrado na Equacao (2.3) [111] — garantem que seja obedecida a relagdo de comutagao

Ty Ala](t) = ATy [a](2). (2.5)
Explicitamente:
/h(t—&—tmt’)x(t')dt’: /h(t,t’—to)m(t’)dt’, (2.6)
quelevaa
h(t +to,t') = h(t,t' —to)
h(t,t') = h(t—to,t' —to)
h(t,t') = h(t—1t,0) 2.7

2Processos de difusio, propagacdo de ondas [55}[95] e sinais elétricos em redes de comunicagdo [29], dentre outros, sdo tratados bem
em contextos lineares, pelos menos em primeiras aproximacoes.
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A Equacdo (Z:8) mostra que existe uma diregao especifica no R? em que a relagdo (2.5) é satisfeitd’} Os rear-
ranjos que culminam na Equagédo ocorrem com vistas a evidenciar os efeitos do estabelecimento desta
diregdo. Vé-se, explicitamente, que para sistemas LSI o ntcleo i(-, -) depende da diferenca entre as coordena-
das, fazendo com que a Equacdo (2.3) tome a forma de um produto de convolucéao:

oo

y(t) = / h(t — t)x(t')dt' = (h* z)(t). (2.8)

— 00

O ganho com a transicdo da Equacdo (2.3) para a Equacéo (2.8) ¢ significativo: reduz-se a dimensionalidade
do nucleo h, além de se equipar o desenvolvimento com todo o ferramental da Anédlise de Fourier. Alids,
exponenciais complexas desempenham papel fundamental em sistemas LSI, pois constituem autofunc¢des
dessa classe de sistemas. De fato, tomando z(t) = exp(ywt) e fazendo uso da propriedade comutativa da
convolucdo [55,95], temos [164}, 166, 135]

oo

wt) = [ ) expliote - O))ar
= ej“’t/h(t')eﬂ“t/dt'
= h(w)x(t). (2.9)

A Equacgao (2.9) mostra que, de fato, 2:(¢) = exp(jwt) € uma autofuncdo de um sistema LSI, cujo autovalor asso-
ciado corresponde a transformada de Fourier da resposta ao impulso A(t), chamada funcao de transferéncia
(164,166} 135} 45} 12].

Deve-se notar que, embora muito simples, a caracteristica de se alterar a amplitude (complexa) de z(¢)
por meio de h(w) abre portas para toda a drea de filtragem no dominio da frequéncia [166]. De um ponto de
vista mais formal, isso explica o porque de usarmos exaustivamente em Teoria de Sinais representacoes via
exponenciais complexas (séries e transformadas de Fourier), ao invés de outras bases, tais como polindmios
ortogonais. A fala de Richard Hamming ([84], p. 88), grande contribuidor para as 4reas de Teoria de Sinais [85]
e Andlise Numérica [83], resume perfeitamente essa questao:

[...JAs aresultI early asked the question, “Why should I do all the analysis in terms of Fourier
integrals? Why are they the natural tools for the problem?” I soon found out, as many of
you already know, that the eigenfunctions of translation are the complex exponentials. If
you want time invariance, and certainly physicists and engineers do (so that an experiment
done today or tomorrow will give the same results), then you are led to these functions.
Similarly, if you believe in linearity then they are again the eigenfunctions. In quantum
mechanics the quantum states are absolutely additive; they are not just a convenient linear
approximation. Thus the trigonometric functions are the eigenfunctions one needs in both
digital filter theory and quantum mechanics, to name but two places.

O emprego de exponenciais complexas em sistemas LSI exige que flexibilizemos a classe de sinais consi-
derados; afinal, funcdes trigonométricas ndo sdo integrdveis e ndo tém, no sentido usual, transformada de
Fourier. Visto que a transformada de Fourier corresponde, segundo a discussdo acima, a principal ferramenta
para anélise de sistemas LSI, devemos buscar generalizagées que nos permitam operar sinais ou objetos cujo
suporte seja infinito, isto é, que estejam definidos sobre toda a reta. Podemos destacar duas estratégias classi-
cas [118}[7] para tal generalizacao:

i. adotar a Transformada de Laplace; ou

ii. migrar para Teoria de Distribuicoes.

A primeira introduz um fator de convergéncia exp(—ot); 0 € R aos integrandos, de forma que “forga-se”
uma convergéncia da Transformada de Fourier. Por outro lado, uma abordagem segundo a Teoria de Distri-
buicdes consiste em se tomar limites de funcdes “bem-comportadas”, sobre os quais calcula-se o valor de um

3Tal dire¢do tem como vetor diretor a = (1, —1).
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dado funcional linear [7,[95]. Embora esta Gltima abordagem possua uma carga razoavel de formalismo, seus
“processos-limite” sdo intuitivos, e serao usados neste trabalho. Uma discussao aprofundada sobre as Teorias
de Laplace e de Distribuicdes, bem como suas conexdes, € realizada por Appel em [7]. Uma discussado aplicada
sobre a Transformada de Laplace em sistemas em tempo continuo € realizada por Apolindrio Jr. e Liberal em
[6].

Neste cendrio mais amplo — complementado por distribuicdes —, sinais impulsivos tém sua representagdo
viabilizada. Naturalmente, o objeto mais representativo é a delta de Dirac, §(¢) [55} 95, [7, [164], bastante cor-
riqueira em fisica. Nos interessa aqui a propriedade de que um sinal z(¢) pode ser representado como uma
combinacao linear de deltas deslocadas, isto é,

oo

x(t) = / (ot —t)dt' = (z* 6)(t). (2.10)

— 00

Embora a Equacao (2.I0) pareca redundante a primeira vista, ja que os coeficientes da expansdo de = sdo
seus proprios valores z(t'), ela permite que se obtenha o principal resultado da Teoria de Sinais LSI. De fato,
aplicando o operador integral A em ambos os lados, obtém-se que

oo

yt) = A /x(t')é(tft')dt’

— 00

[e.9]

- / 2(#') A[5(t — ¢t

— 00

oo

= /x(t’)h(t—t’)dt’ (2.11)

— 00

Na Equacao (2.I1), vemos que a resposta ao impulso h é dada pela acdo do sistema em questdo sobre um
estimulo perfeitamente impulsivo, centrado em ¢’. Mas, como o sistema é LSI, temos entdo que

h(t) = A[8)(t). 2.12)

A Equacdo (2.12) confirma o que foi dito no inicio da discussdo: k é a fungdo de Green do sistema A[-]. De um
ponto de vista mais aplicado [29, 164} [166], vé-se que a resposta h carrega consigo a informacao da acdo do
sistema A sobre todas as frequéncias, visto que .% [0] (w) = 1 Vw € R. Sob essa 6ptica, o sistema A poderia
ser caracterizado no espaco reciproco. Para visualizar essa possibilidade, basta perceber que se A é LSI, entdo
y(t) = (z * h)(t), tal como mostrado nas Equacdes (2.8) e (2.11). Portanto, tomando a transformada de Fourier
sobre esta relacdo, chega-se a

g _ 9w

Jw) =2(w)h(w) = hw)= @)’ (2.13)
Em um contexto linear, nos quais y e = estejam vinculados por uma equacao diferencial a coeficientes cons-
tantes, a funcio de transferéncia i(w) dada pela Equacdo (Z.I3) corresponderd a uma funcio racional em w.
Claramente, os pélos de h, isto é, 0s pontos em que #(w) = 0, caracterizam o sistema quanto a sua estabilidade
[6].

>
<>

>

2.3 Causalidade e memoria

Causalidade e factibilidade

De um ponto de vista puramente formal, é comodo admitir que os sinais considerados tém duracdo in-
finita, de modo que ao se avaliar respostas de sistemas LSI possamos tranquilamente operar produtos de
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convolucdo (ou transformadas de Fourier) sem nos preocuparmos com os efeitos de eventuais truncamen-
tos. Naturalmente, em um cendrio fisico tal suposi¢do se torna absurda, ja que toda medida tem inicio num
instante de tempo arbitrario ¢ = 0. Mais profundamente, um sistema fisicamente realizdvel ndo pode ante-
cipar sua saida, pois isto viola os principios mais bdsicos da causalidade. Afinal, como poderia a resposta vir
antes do estimulo? Objetivamente, consideremos um sistema LSI cuja resposta ao impulso é dada pela funcao
de Heaviside,

h(t) =0(t) = {1 set = 0; (2.14)

0 caso contrario.

Com essa resposta ao impulso, a saida sera dada por
tz

y(t) = / x(t')dt’, (2.15)

—0o0

evidenciando que, de fato, apenas o passado do sinal de entrada « é relevante para o computo de y no instante
t. No que tange a causalidade, a Equacao (2.15) representa um sistema fisicamente realizavel. Ocorre portanto
que, na prétic toda resposta ao impulso € causal e tem a forma

he(t) = h(t)0(1). (2.16)

Deve-se notar que a Equacao (2.16) traz questdes extremamente importantes para a drea de desenho de filtros.
Por conta da presenca de um produto com uma funcao degrau, as componentes real e imaginéria da funcdo
de transferéncia h.(w) ndo sao independentes entre si, mas formam um par de transformadas de Hilbert [29),
164} [166]. Dentro desse formalismo, hda a importante condi¢do de Paley-Wiener [164} [166], que mostra que
para se assegurar a causalidade do sistema é necessério (mas nao suficiente) que

/ de < 0. 2.17)

— 00

A restricdo imposta pela condicdo de Paley-Wiener mostrada na Equacgado (2.17) pde em solo matemadtico a
assertiva de natureza fisica sobre a impossibilidade de se desenvolver filtros ideais, isto é, que sejam perfeita-
mente limitados em banda. Conforme apontado por Carlson [29] e Papoulis [166], a funcdo de transferéncia
he nao pode se anular em nenhum intervalo, por menor que este seja. Afinal, qualquer possibilidade em con-
trario levaria a uma violagao da Equacao (2.17).

Janelamento e memaéria

O desenvolvimento acima teve por finalidade evidenciar a questdo da causalidade na teoria de sistemas
LSI. Em adicdo a questdes sobre causalidade e factibilidade de filtros lineares, hd outros aspectos a serem
considerados. Um deles diz respeito a sistemas com memoria. Grosso modo, um sistema com memoria é
aquele cuja saida y(¢) depende, em alguma medidzﬂ do passado da entrada z(¢). Talvez o arquétipo mais
simples de sistema com memodria seja o integrador mostrado na Equacao (2.15): nesse sistema, fodo o passado
de z(t) é considerado. Além disso, todos os instantes pregressos tém o mesmo “peso’, visto que h, = 1V#' < t.
E claro que pode-se conceber um sistema no qual o estimulo contribua de maneira diferente ao longo do
tempo, ja que teriamos simplesmente a saida LSI

oo

y(t) = / z(t)h(t —tHw(t —t")dt', (2.18)

— 00

4A discussdo sobre causalidade s6 faz sentido em sistemas cuja varidvel independente seja o tempo. Sistemas espaciais prescindem de
causalidade [157], uma vez que nestes nao existe nada parecido com uma “seta do tempo”.
5Veja que, neste ponto, ndo existe exigéncia alguma quanto a invariancia ou linearidade.
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cuja entrada é ponderada pela funcdo w(-). Na representacdo acima ignoramos, por ora, a questdo da cau-
salidade previamente discutida. O que deve ser ressaltado aqui é o fato de que a forma e, principalmente, o
suporte da fun¢do w determinam o quanto do passado do sistema é levado em consideracdo na definicdo da
resposta. Para compreender melhor este ponto, basta perceber que se por um lado a saida do integrador (Eq.
(2.15)) depende de todas as entradas anteriores do sistema, um sistema completamente sem memoria seria
formalmente dado por

y(t) = / x(t)h(t —t")o(t —t')dt' = (z - h)(t). (2.19)

O que mudou entre estes dois casos extremos foi justamente o suporte da funcdo w. De fato, ambos os casos
sdo contemplados ao se regular continuamente a largura desta “janela de observacado”. Consideremos

1 7.
w(t) =10, (t) = {" selt <3 (2.20)
0 caso contrario.

Deve-se notar que II,(¢t) dada pela Equacdo (2.20) constitui uma identidade aproximada [95], ou, segundo
Figueiredo [55], um ntcleo de Dirac. Isto é, a sequéncia {II,;;n € R \ {0}} é construida de tal forma que
(x *II,,)(t) converge uniformemente a z(¢) quando n — 0™ [95,/55]. Em caso de descontinuidade a sequéncia
convergira para o valor médio da funcdo em torno do referido pontoﬁ No caso extremo oposto, paran — oo,
recupera-se o integrador cldssico. Naturalmente, em se tratando de um sistema LSI, a mesma andlise poderia
ter ocorrido no espaco reciproco. Nesse caso, deveriamos analisar o comportamento assintético de

-3 n
i, (w) = bmn[iw] — sinc (2100) . @2.21)

5&1 ™

A Figura2.1]ilustra essa andlise dual tempo/frequéncia da fungao IL,,. Por fim, cabe lembrar que na constru-
¢do de uma teoria sobre a Transformada de Fourier [55}[95} 135], o problema da inversao de ﬁn(w) exige que
consideremos um espaco mais diverso de fun¢des: o das funcdes de quadrado da norma integrével, isto é,
f |z|> < oo, que, na pratica, corresponde ao conjunto de sinais com energia finita. Com isso, nos munimos de
todo o aparato dos espacos vetoriais com produto interno e, consequentemente, de conceitos como norma e
distancias [42]. Tais recursos sdo imprescindiveis em teoria de sinais.

Nas préximas secdes o conceito de resolucao serd melhor elaborado, visto que permeard todo este Traba-
lho. Antes disso, hd de se notar que existe toda uma sub-area da Andlise de Sinais que lida justamente com
janelamentdﬂ Nela, investiga-se como a limitacdo no dominio do tempo pode ser realizada de forma que
um determinado atributo seja aperfeicoado ou mitigado. Por exemplo, pode-ser planejar uma janela w(t) de
forma a se maximizar a energia do sinal [166]. E justamente a questdo do janelamento que impde as restricoes
mais severas em termos de resolucdo do sinal [166], pois os suportes de w e w estdo vinculados pelo Princi-
pio de Incerteza de Heisenberg [41)} 142, [164), [12,135]: sejam o7 e o2 as variéncia{;] de um sinal = de quadrado
integravel sobre os espacos direto e reciproco, respectivamente. O principio de incerteza estabelece que

. (2.22)

2 2
0,0., >

o

2.4 Amostragem

A discussao sobre amostragem € antecipada a este ponto uma vez que os resultados que derivam de seu
principal teorema serdo necessarios para as discussoes subsequentes sobre os harmonicos prolato-esferoidais.

6Este resultado garante, no contexto de distribui¢des [95], a existéncia de uma identidade para o produto de convolugao.
“Neologismo derivado de windowing.
80 computo de estatisticas do sinal z é operacionalizado sobre a distribuicao ||=(¢)||?> devidamente normalizada.
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Figura 2.1: 1dentidade aproximada para a delta de Dirac (a) e sua transformada de Fourier (b). Conforme discutido no texto, as larguras de cada identidade

e seus respectivos espectros sao inversamente proporcionais, respeitando-se o Principio de Incerteza de Heisenberg.

Além desse suporte tedrico, o processo de amostragem marca a transi¢do de uma teoria de sinais em variaveis
continuas para uma versao hibrida, no sentido que passaremos a lidar com tempo (ou espaco, ou qualquer
outra variavel independente) discreto, mas com frequéncias continuas e discretas. Comecemos enunciando o

TEOREMA 1: (AMOSTRAGEM UNIFORME) [110,/190,/191,/236]
Seja z(t) um sinal limitado em banda no intervalo w € [—27 B, 27 B| amostrado a uma taxa f, > (2B). Entdo

x(t) pode ser recuperado, sem perdas ou distor¢oes, das amostras x,, = x(t = n/ f) por meio da interpolacado

z(t) = Z Zp sinc (2Bt —n) = Z xnw (2.23)

n=—oo n=—oo

A demonstragado deste consagrado Teoremaﬂé simples e bastante elucidativa, de modo que a exporemos aqui.
Naturalmente, devido a sua importancia, é possivel encontré-la facilmente [191} 110} 78} (164} 166 29} [41].

Para comecar, faremos uso de um trem de impulsos, definido por
I Ty) = Y 6t —nTy). (2.24)
n=—oo

O trem de impulsos mostrado na Equacdo (2.24) é identificado coloquialmente por “pente de Dirac”. Esta
denominacao nao serd usada aqui.

9Encontra-se frequentemente na literatura o Teorema com denominacdes diversas, tais como “Teorema de Nyquist”, “Teorema de
Whittaker-Shannon”, “Teorema de Kotel'nikov”, além de concatenacdes com os nomes destes individuos. Refletindo a influéncia estadu-
nidense nos desenvolvimentos cultural e cientifico brasileiros, acabamos ignorando a contribuicdo do cientista russo Vladimir Kotel'nikov
na drea de amostragem de sinais. Para manter o Teoremall]isento de rivalidades geopoliticas, o autor deste trabalho prefere denomina-lo
de maneira pragmadtica, esperando que esta mintscula nota de rodapé entregue algum reconhecimento a contribuicao fundamental de
V. A. Kotel’nikov [110].
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O aspecto fundamental de 111(¢; T;) é que ele corresponde a uma estrutura Tp—periddica, cuja “funcao”
fundamental é a delta de Dirac. Em se tratando de uma func¢ao periddica, III possui série de Fourier, dada por

1 oo
H_I(t;TO):TO Z eInwot (2.25)

n=—oo
cuja frequéncia angular fundamental w, é dada por

2

wo = —.
To

(2.26)

O processo de amostragem uniforme consiste em se armazenar os valores de um dado sinal x em inter-
valos de tempo iguais, multiplos de um periodo fundamental T, (dai o “uniforme”). Matematicamente, isso
corresponde a se obter um sinal x4(¢) dado pelo produto entre z(t) e I11(¢; 7). No espago de Fourier temos
entdo uma convolucao da forma

o~

Zs(w) = &(w)=*(w;Ts)

= wei(w) * Z 0(w — nws)

n=—oo

o0

= w;s Z Z(w) * 6w — nws)

= ws Z Z(w — nws). (2.27)

n=—oo

Para obtencdo do resultado mostrado na Equagao (2.27), usamos o fato de que se I11(¢; 7) tem representacao
em série de Fourier, sua transformada de Fourier é dada por

I/_T\_I(w;ws) = wy Z 0(w — nws), (2.28)

n=-—oo

em que ws = 27/Ts. A Equacdo mostra que a amostragem de z(t) leva a replicacdo de seu espectro,
cujas cépias distam wy umas das outras. Como, por hipé6tese, « é limitado em banda, vemos que existe um
compromisso entre a frequéncia de amostragem w; e a frequéncia méaxima do sinal, B. De fato, para que nao
ocorram superposicoes entre as réplicas, devemos ter

ws—2rB>2rB = f,>2B. (2.29)

A Equacdo (2.29) traz o famoso Critério de Nyquist [166} 29, [152]. Este critério mostra que a representacdo do
sinal amostrado sera fidedigna a do sinal original se a frequéncia de amostragem for pelo menos duas vezes
maior que a frequéncia maxima do sinal.

Embora obtido a partir de hip6teses bastante simplificadoras e que ndo tém realizabilidade fisica (limita-
¢do em banda, por exemplo), o Critério de Nyquist fornece um limitante inferior para a frequéncia de amos-
tragem. Assim, o primeiro passo para a reconstrucdo fidedigna de um sinal por meio de suas amostras é que
as amostras tenham sido obtidas de forma que a informagdo original nao tenha se perdido ou corrompido no
processo de amostragem. O passo final na demonstracao do TeoremalI|parte da observagao de que se o sinal
zs(w) for gerado por meio de amostragem com taxa maior ou igual a de Nyquist, ele pode ser submetido em
seguranca a um filtro passa-baixas ideal, cuja resposta ao impulso é uma funcdo porta da forma

fus(w) = —11 <w> , (2.30)

Ws We
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em que 47 B < w, < w,. Desse modo, temos

y®) = F7[(8) + Mwiw,)) - huw)] ¢

— (@) m ) - o LEY
ey
- X / 5(t'—nTs)x(t’)SinL£C?&(i;/§ )] dt,]
< sin [£e (¢t — nTy)]
- n:z_:oox(nTs) “e(t—nTy) 2.31)

Agora, tomando w. = ws; = 4w B, obtemos finalmente

y(t) = Z z (%) W = nz Ty, sinc (2Bt — n), (2.32)

=—00

que é justamente a formula de interpolacdo dada pela Equacao (2.23). Para completar a prova, basta perceber
que a saida do sistema y(t) é simplesmente a propria entrada, j& que seu contetido espectral é exatamente
o mesmo de z(t) no intervalo [—B, B], visto que o critério de Nyquist é atendido e ndo hd superposicdo de
réplicas. Como z € limitado em banda neste intervalo, segue, portanto, que y(t) = x(t).

Em se tratando fundamentalmente de uma férmula de interpolagdo, poderiamos nos perguntar qual seria
a vantagem de se escolher sincs como funcdes interpoladoras, ao invés de optarmos por objetos mais sim-
ples, como polinémios. Uma primeira resposta, de cunho pratico, baseia-se no fato de que sincs tém largura
de banda finita, de forma que - pelo menos inicialmente — torna-se mais simples evitar a superposi¢do das
réplicas espectrais. Uma discussdo detalhada sobre os aspectos experimentais da amostragem, incluindo lar-
guras de banda ndo-finitas e ruidos pode ser encontrada no livro de Carlson [29]. Para nos, interessa além da
finitude da largura de banda das sincs, sua ortogonalidade. De fato, denotando as funcées interpoladoras do
Teorema da Amostragem Uniforme por

¢y (t) = sinc (2Bt —n), (2.33)
temos que
SH SH\ __ r SH * SH _i
(o> D) = /¢m )y (t)dt = QBémn, (2.34)

sendo d,,,, a Delta de Kronecker

1 sem=n

F { (2.35)

0 caso contrdrio,

e (-, -y denota o produto interno (nesse caso, no espago de funcdes de quadrado da norma integréavel). A Equa-
¢do (2.34) é facilmente demonstravel por meio do Teorema de Plancherel-Parseval [55} 135, [95], em que é

estabelecida a igualdade (f, g) = (27) ! < £ §>. Deve-se chamar atenc¢do para o fato de que ao normalizarmos
as funcgdes ¢}, construindo o conjunto

Bu = {67(0in €} com (1) = ——sinc (25t ). 236
obtemos uma sequéncia ortonormal completa [42], visto que
z(t)= > (z,00) ¢il(t) (2.37)

n=—oo
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oo

[2lf? = (z,2) = > [, ). (2.38)

n=—oo

As Equacodes (2.37) e (2.38) sao obtidas por meio do uso do produto interno e da propriedade de ortonor-
malidade dos elementos de Bg;. Veja que neste caso lidamos com séries de Fourier generalizadas, em que a
geometria da melhor aproximacdo [55} 42] se manifestﬂ

Para finalizar, ha de se notar que a base By, pode, devido as propriedades destacadas acima, ser investigada
em um contexto de andlise multi-resolucao via wavelets [135}[31]. Uma revisdo extensa das propriedades das
wavelets de Shannon é realizada por Cattani em [31].

2.5 Sistemas LSI discretos

O processo de amostragem detalhado na Secao marca a transicdo da representacdo de um sinal para
um cendrio discreto. Isso ndo quer dizer, contudo, que todas as anédlises devam ocorrer em varidveis discre-
tas. Tal como comentado anteriormente, lidaremos com transformadas cuja frequéncia é ainda uma varidvel
continua. A migracdo definitiva para um cenédrio de tempo e frequéncia discretos é obtida posteriormente.
Chegaremos ai ao pindculo do Processamento Linear Digital de Sinais, com a Transformada Discreta de Fou-
rier.

A abordagem dos topicos a seguir é padrdo na drea de Processamento de Sinais, de forma que ha vérias refe-
réncias disponiveis para aprofundamento, segundo 6pticas particulares. A razdo de se abordar tais contetidos
aqui reside na inten¢do de construir o conceito de graus de liberdade de um sistema de imagens de maneira
autocontida, sem direcionar a leitura as muitas fontes externas possiveis. De todo modo, para uma visdao de
Sinais dentro do contexto de engenharia eletronica, sugere-se o livro de Diniz et al. [45]. Para abordagens
muito mais matematicamente vocacionadas, pode-se consultar Damelin e Miller Jr. [41] e a importante obra
de Mallat [135]. Para abordagens em Optica, os cldssicos de Goodman [78] e O’'Neil [157] sdo fundamentais,
literalmente.

Transformada Z

O processo de amostragem segundo os critérios explicitados na Se¢do[2.4]opera efetivamente mapeando o
sinal z(t) a uma sequéncia infinita enumerével {z,,; n € Z}. Deve-se notar que a infinitude de entradas desta
sequéncia é herdada da ndo-limitacdo temporal do sinal de origenﬂ Dessa forma, é natural que se busquem
ferramentas anélogas aquelas de dominio continuo para se investigar as propriedades do sistema discreto
recém-obtido. Assim, se a transformada (bilateral) de Laplace [7,[164] de x=(¢), dada por

ZLz](s) = / e S'z(t)dt, emques =0+ jw (2.39)

desempenha papel relevante na andlise de estabilidade sistemas lineares, especialmente aqueles representa-
dos por equacdes diferenciais ordindrias a coeficientes constantes [118}[6], faz sentido contar com ferramenta
para caracterizacao de sequéncias em tempo discreto. De fato, temos a

DEFINICAO 1: (TRANSFORMADA Z) [41},(7),[45]

Dada a sequéncia complexa z = {z,;n € Z}, sua Transformada Z é definida como

i Tpz " (2.40)

n=—oo

Z[e)(2) = (2)

0por geometria da melhor aproximacdo nos referimos a propriedade de sistemas ortogonais minimizarem a norma de ||z —
> cn (z, én)ll-

n
HNaturalmente, em contextos praticos, o janelamento desempenha papel relevante, tal como serd evidenciado mais adiante.
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Deve-se notar que a semelhanca da Transformada de Laplace, a Transformada Z mostrada na Equacéo
também exige que seja especificada uma regido de convergéncia, ou ROC - do inglés region of convergence.
Contudo, hé a diferenca de que se por um lado as ROCs associadas a .# correspondem a faixas do plano
complexo, delimitadas por duas abcissas de convergénciﬁ por outro as ROCs tipicas de Z correspondem a
anéis neste mesmo plano. Adicionalmente, deve-se notar que se o sinal x,, tem um ntimero finito de entradas,
Z[x] é um polindmio em z~! [41], mas corresponde no caso mais geral a uma série formal de poténcias [41}
87]. Por fim, ressalte-se que a transformada Z aqui apresentada serd de grande valia na anélise de métodos
numéricos em EDPs discutidos no Capitulo[4]

H& um conjunto razoavelmente grande de propriedades da transformada Z que pode ser visto em detalhes
nas referéncias sugeridas acima, em particular Damelin e Miller [41] e Diniz et al. [45]. Nos interessam em
particular duas delas: deslocamento temporal e convolucdo. A primeira diz que

Zlznsi)(2) = 255 (2) (2.41)

e tem demonstracao trivial, bastando trocar os indices da soma na Equacdo (2.40), Definicao (I). A segunda,
de maior interesse, estd relacionada a transformada Z do produto de convolugdo entre dois sinais, {u,,} e {v,}.
Tal produto é definido em completa analogia ao caso continuo, e sua transformada Z é dada por

Z i mmynm‘| = i z" i ITmYn—m
- i Tm i ypz~ PH
m=—o0 p=—00
= i Tz ™ f: Ypz P
m=—o00 p=—00
= #2)02) 242

A Equacgao (2.42) herda das Transformadas de Laplace e Fourier a propriedade de levar um produto de convo-
lugao a um produto usual®} Com isso, fica claro que a Transformada Z constitui recurso valioso no estudo de
sistemas LSI discretos. De fato, sistemas LSI continuos e discretos sdo bastante semelhantes quanto as suas
propriedades. A questdo das autofuncdes exponenciais, por exemplo, também se verifica. Seja z = {2"} com
z € C o sinal de entrada de um sistema e h = {h,, } sua resposta ao impulso. Temos entdo que

Yn (z* h),
= i 2" hy,
m=—o00
= ( i h,,,,zm) 2"
= ﬁ(z;mn. (2.43)

Transformada de Fourier em tempo discreto

Embora bastante direto, o desenvolvimento mostrado na Equacao abre portas para o estabeleci-
mento da ferramenta canonica para avaliacdo de estabilidade e resposta em frequéncia de um sistema LSI
discreto: a Transformada de Fourier em Tempo Discreto, ou DTFT — Discrete Time Fourier Transform. Come-
cemos evidenciando o fato de que a func¢ao de transferéncia de um sistema LSI discreto pode ser expressa

12Note que este caso difere significativamente do uso mais corriqueiro da transformada unilateral de Laplace, para a qual a regido de
convergéncia corresponde a semiplanos definidos a direita da abcissa de convergéncia [7]

13Deve-se notar, entretanto, que sendo i(z) e §j(z) séries, estamos falando de um produto de Cauchy [87}[41], de forma que o resultado
mostrado na Equacao (2:42) néo é necessariamente surpreendente.
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como uma funcao racional em z. De fato:

Yn = (zxh),
Zlyl(z) = Z[(x*h)](2) )
J(z) = i(2)-h(z) = ﬁ(z):y(z) (2.44)

>
—

N
N

Mas a Equacao (2.44) é simplesmente a Transformada Z da resposta ao impulso, {h,, }:

h(z)= Y hpz " (2.45)

n=—oo

As Equacoes (2.44) e (2.45) mostram, de maneiras ligeiramente diferentes, que para o sistema se manter esta-
vel, alguma restricdo deve ser imposta sobre {4, }. Uma das condi¢des para estabilidade é que a resposta {h,, }
seja absolutamente somével. Por outro lado, temos para i(z):

o0 o0

< > Il <00 = Y |l < oo (2.46)

n=-—oo n=—oo

A obtencao do resultado mostrado na Equacao é legitima para os casos em que |z| = 1. Nesse caso, como
por hipétese {h,,} é absolutamente somdvel, vemos que um sistema estdvel deve necessariamente possuir em
sua ROC o circulo de raio unitdrio, representado pelo conjunto {z € C;z = exp(yw), w € [0, 27]}.

A avaliacdo de h em z = exp(jw) leva a resposta em frequéncia do sistema [45, [166], de modo completa-
mente andlogo ao caso em varidvel continua. Adicionalmente, no cendrio discreto, essa avaliagao também nos
fornece a

DEFINIGCAO 2: (TRANSF. DE FOURIER EM TEMPO DISCRETO) [41),/45]

Dada a sequéncia complexa « = {z,;n € Z}, sua DTFT é definida como

o0
z(e?) = Z xne " comuw € [0, 27]. (2.47)

Por sua vez, a inversa (IDTFT) é dada por

1
T, = o i(ej‘*’)emtdw. (2.48)
27

As expressoes das DTFTs mostradas nas Equacoes (2.47) e (2.52) evidenciam o que foi dito no inicio desta
Secdo: mesmo em sistemas em tempo discreto, andlises em frequéncia continua sdo completamente perti-
nentes. Cabe notar que z(e’”) é 2r—periddica, de forma que a IDFT poderia ser calculada sobre qualquer
intervalo de largura 27, tomando-se frequentemente como [—, 7]. Novamente, as propriedades (herdadas da
transformada Z) da DTFT e sua inversa tém muito em comum com seus andlogos em tempo continuo. Sua uti-
lidade “pratica” neste trabalho ficard mais evidente no Capitulo|4] Por enquanto, prosseguiremos a obtencao
da forma completamente discreta.

Transformada Discreta de Fourier

Em um contexto de cdlculo numérico-computacional, as DTFTs apresentadas acima ainda ndo constituem
ferramentas adequadas para sintese e andlise, visto que a frequéncia w é continua. Nesse sentido, poderiamos
simplesmente amostrar a DTFT Z(e’¥) em pontos equidistantes kAw, com k € Z. Uma vez que a DTFT é
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2w —peri6dica, poderiamos também restringir Aw de forma que no intervalo w € [0, 27[ houvessem precisa-
mente M amostras. Desse modo, terifamos a seguinte tranformacao de amostragem:

> @(el™)s (w - Qka) (2.49)

k=—o0

Se encararmos a DTFT como uma transformacao de coordenadas que mapeia o dominio discreto n a seu cor-
respondente continuo w, vemos que a Equacgao (2.49) corresponde a uma transformacao de dominio discreto
para dominio discreto, n — k. Para o que segue, é importante notar que o efeito da amostragem no espaco w
tem exatamente as mesmas consequéncias discutidas na Secdo (2.4). De fato, tomando-se a inversa na Equa-
cdo chega-se a uma replicac¢do do sinal original:

M oo
%In * k; 6n—k1\4- (250)

Vemos pela Equacao que a amostragem de Z(e’)|,—2,/n l€va a um representagao M —periddica do
sinal original z,,, além de acarretar o aparecimento de um mero fator de escala. Para que a representacio
de z,, seja fidedigna — caracterizando assim o estabelecimento de uma transformada inversa completamente
discreta —, é preciso evitar a superposicao das réplicas. Isso demanda a definicdo de um namero finito de en-
tradas do sinais envolvidos ou, em outras palavras, um janelamento de z,, [12,/45]. Este janelamento se faz ne-
cessario também porque buscamos uma transformada operacional em ambiente numérico-computacional,
de forma que ndo € razodvel supor uma infinidade de amostras. Se estabelecermos que o sinal x,, possui NV
entradas, temos finalmente a

DEFINICAO 3: (TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER) [41,/45]
Dada a sequéncia complexa z = {z,;0 < n < N}, sua DFT é definida como

N-1 o
Ty = Z Ty €XP |:—]N/€TL:|. (2.51)
n=0

Por sua vez, a inversa (IDFT) é dada por

N-1

2
Ty = Z T) exp []]:[rkn} (2.52)
k=0

As Equacoes (2.51) e (2.52) apresentam as DFTs — Discrete Fourier Transforms. Tais transformacdes operam
entre dominios discretos e sdao ﬁnitas[ﬂ sendo portanto adequadas a processamento digital de sinais. Pode-
riamos dissertar por todo este texto sobre as caracteristicas peculiares da DFT e sobre suas quase infinitas
aplicacdes. Entretanto, no mesmo espirito das definicdes anteriores, mostramos aqui apenas o minimo para
sustentar aplicagdes ao longo deste Trabalho. A literatura da DFT é tdo extensa quanto seu rol de aplicacdes,
de forma que nos limitamos a recomendar, além de toda bibliografia supracitada, o importante artigo de Peter
Henrici sobre aplicagdes da DFT em anélise complexa computacional [88]. Neste trabalho sdo apresentadas
aplicagdes surpreendentemente diversas da DFT, para muito além do Processamento de Sinais.

Antes de prosseguir, devemos chamar atencdo para dois detalhes importantes na construcdo da DFT. Sao
eles:

i. A existéncia de uma relacdo entre o niimero de amostras nos espagos direto e reciproco (N e M, respectivamente)
para que a DFT corresponda, de fato, a uma representacdo correta dos sinais envolvidos; e

ii. O efeito do janelamento na resolugao da DFT.

Quanto a (i), basta perceber que se M < N, ocorrera superposicdo das réplicas, e a transformada inversa
nao correspondera a aproximacio de x,,. Assim sendo, é necessario que o nimero de entradas de hy, M, seja
maior ou igual ao nimero de entradas do sinal z,,, N. Quanto a (ii), ocorre uma completa analogia com o caso
continuo, conforme mostrado a seguir.

14No sentido que requerem um nimero finito de entradas.
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Na construcdo da DFT foi exigido de antemao que a frequéncia de amostragem Aw fosse tal que houvessem
exatamente M > N entradas no intervalo w € [0, 2n[. Note que, de modo sutil, realizamos um janelamento
sobre z(e?), visto que limitamos o ntimero de pontos do sinal. Portanto, uma deducao alternativa da DFT
pode explicitamente levar esse tltimo fato em consideracdo, juntamente com a discretiza¢do da integral em w
devido a sele¢do dos pontos Z(e’),—2~x/n. Considerando que a largura da janela de observacao € igual a I,
temos que

- e
1 1
Ty = — /Cf?(ejw)ejw”dw * — / e dw
2T 2
- w=2gk -5
N-1 .
1 2 w w
~ {N kz_o T exp |:j]\7;—kn } * gsinc (271-”) } (2.53)

O fator 1/N aparece na aproximag¢ao mostrada na Equacao (2.53) ao fazermos Aw = 27 /N. Com isso, a largura
dajanela deve ser W = 27 N. Assim, chega-se finalmente a

z, ~ DFT![2] % Nsinc(Nn). (2.54)

A convolucao entre z,, e sinc (Nn) faz com que todas as componentes impulsivas de z, isto é, que tém a forma
zn0n, tenham seu contetido distribuido as entradas adjacentes, ponderado pelo perfil da sinc. Portanto, se
uma caracteristica de = tem largura efetiva de uma entrada, apds a DFT seu contetdo estard contido majori-
tariamente num intervalo de largura 2/N em torno da entrada em questao.



Conceitos em Teoria da Informacio

3.1 Resolucao

E surpreendentemente dificil definir de modo preciso ou inequivoco o que &, de fato, resolucio: inicial-
mente, porque hd uma forte dependéncia do contexto. Em 6ptica, por exemplo, o conceito de resolucdo pode
ser associado a capacidade de se discernir, ou resolver, duas estruturas adjacentes em uma mesma imagem (eis
o critério de resolucdo de Rayleigh [78}[157]). Segundo, porque hd uma profusao de métricas — objetivas ou ndo
— para se avaliar a “acuidade” de um sistema [24} [157, [78} (12} 133} 21]. Tais métricas sdo definidas geralmente
em aproximacoes LSI dos sistemas considerados, de modo que estdo, em ultima instancia, relacionadas a res-
posta ao impulso do sistema modelizado. No final, estas figuras dependem de parametros fisicos dos setups
experimentais, de modo que ndo tém um cardter, digamos, intrinseco. Por outro lado, o Principio de Incerteza
de Heisenberg estd ligado fundamentalmente a natureza quantica dos sistemas diminutos. Parece ndo haver
um ponto-médio em que o conceito de resolucdo nao seja tdo explicitamente dependente do modelo adotado,
nem que diga respeito a aspectos da fisica fundamental no mundo (sub)atémico.

Em face das dificuldades explicitadas acima, adotamos neste trabalho uma abordagem “informacional”
para o conceito de resolucdo. Fazemos isso pois nos parece que a Teoria da Informacao, tal como concebida
por Shannon [190], mas aplicada a 6ptica por Gabor [64, 65, 66,67, 68], transita muito bem entre os extremos
colocados acima: é possivel abordar a mecanica quantica (e portanto o Principio de Incerteza) via o forma-
lismo da matriz de densidade [145}[10], e usar este mesmo aparato para descrever o contetido informacional
de uma imagem (e portanto de um sinal) [70, 156} 157, [124].

Revisitemos mais uma vez a Equacao (2.15). Claramente, no dominio da frequéncia teremos uma relagcao
da forma §j(w) = (&:x0)(w). Assim, a andlise sobre o espectro do sinal de saida exige a determinacao da transfor-
mada de Fourier da funcao de Heaviside, é(w). Ocorre, pois, que esta funcdo ndo é integravel e, portanto, ndo
possui transformada de Fourier no sentido usual. Somos obrigados a fazer uso de ferramentas adicionais para
estimar o sinal de interesse. Uma estratégia simples e que combina abordagens das Teorias da Transformada
de Laplace e de Distribuicdes [7] consiste em se calcular a transformada de Fourier da seguinte resposta:

exp(—nt) set > 0;
0, (t) = {o p(=nt) - . 3.1)
caso COIltI'aI‘lO,

comn € Rt \ {0}. Note que 6,(t) — 6(t) conforme  — 0. Portanto, podemos calcular a transformada de
Fourier de 6, e, somente ap0s esta etapa, tomar o limite, contornando assim a questao da integrabilidade, ja

20
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que 0, decai a zero no infinito. Vejamos:

lim # [0, (w) = lim exp(—jwt)f,(t)dt
n—0+ n—0+

—o0

(o)

lim [ exp[—(jw + n)t]dt

n—0+
0
~ lm 5+ 2iw2
—
n . {H (%> ] n
1
— 7r5(w)+];. (3.2)

O primeiro termo da Equacao (3:2), 7d(w), € obtido de maneira semelhante aquela usada na Equacao (2-20),
visto que a sequéncia {¢,(t) = 1/7n[l + (¢/n)?];n € RT \ {0}} também constitui uma identidade aproximada
[164,55] (vide Figura[3.1).

—— = 5.00e-02 10 —— = 5.00e-02
64 n = 2.87e-01 n = 2.87¢-01
— 1 =5.25%01 —— 1 =5.25%01
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Figura 3.1: Identidade aproximada para a delta de Dirac (a) e sua transformada de Fourier (b) por meio de Lorentzianas {pn(t) = 1/mn[1+(t/n)?];n €
R\ 0}.

Ignorando a delta na origenﬂ, percebe-se imediatamente pela Equacdo (3.2) que o integrador causal mo-
delizado pela Equacdo (Z.15) corresponde a um filtro passa-baixas, isto €, que permite a manutencio das
baixas frequéncias em detrimento das componentes mais altas. Em particular, para este sistema, temos um
comportamento do tipo |[§(w)[> x w~2. Isto é, o integrador causal implementa um sistema do tipo 1/f. Tais
sistemas tém sido extensivamente investigados em fisica tedrica e experimental, e constituem um dos pilares

1H4 um certo embaraco em simplesmente ignorarmos a delta em (w), ja que o produto entre distribuicoes ndo estd bem-definido no
cendrio em questdo (levando assim a uma indeterminacéo na forma final de |§(w)|2). Entretanto, nos acalenta o fato que tal supressao faz
sentido num contexto fisico [29], j4 que — conforme discutido — ndo existem na prética sinais com durac¢ao ou largura de banda infinitas
e, portanto, deltas. Estas surgem nos desenvolvimentos devido a necessidade de lidar com sinais que ndo se enquadram na classe de
fungoes (usuais) integraveis [7].
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da chamada teoria dos sistemas complexos. Para uma primeira leitura sobre o assunto, recomenda-se o livro
organizado por H. M. Nussenzveig [150]. Uma discussdo sobre processos 1/ f (generalizados) a luz da Teoria
de Sinais é desenvolvida na dissertacdo de H. Braga [25].

Retornaremos a questdao do comportamento 1/ f no Apéndice[B} mas nos interessa agora a agao desse tipo
de filtro: enquanto representante dos filtros passa-baixas, este tipo de sistema tem como caracteristica mais
marcante a capacidade de suprimir variagées abruptas ou oscilagées rdpidas no sinal. Por esta razao, filtros
passa-baixas sdo frequentemente usados para remocado de ruidos, que correspondem justamente a variagdes
aleatdrias abruptas em sinais. Entretanto, ha o efeito colateral de que quaisquer atributos sintaticos relevantes
do sinal que, por ventura, tenham uma estrutura de variacao abrupta / oscilagdo rdpida serao igualmente
suprimidos no processo de filtragem. Em outras palavras, um filtro passa-baixas (ou, equivalentemente, um
sistema com memoria) levard a uma perda de resolucio, j& que em certa escala serd impossivel distinguir duas
componentes consecutivas do sinal. Alternativamente, poderiamos dizer que a resolucdo fina de qualquer
sinal estd contida necessariamente nas regides de alta frequéncia de seu espectr

Para elucidar melhor a questdo do efeito de um passa-baixas sobre a resolucdo (ou acuidade) de um sinal,
recorreremos a um exemplo. Consideremos um sinal sintético xz(t), constituido de picos diversos superpostos
a um ruido Gaussiano de média nula e a uma linha de base suave, tal como mostrado na Figura[3.2|(a). Com
vistas a remocao do ruido aleatério, submetemos z(t) a uma filtragem segundo a seguinte resposta ao impulso:

2
he(t) = ﬁ exp [—2”;2} : (3.3)
de tal forma que sua variincia o2 seja um pardmetro reguldvel. A escolha por um filtro Gaussiano nao é arbi-
traria: diferentemente da fun¢do de Heaviside, i, é infinitamente diferencidvel e embora ndo possua suporte
estritamente compacto, mais de 99% de sua energia estd contida no intervalo simétrico 30. Em adicdo a estas
propriedades, junta-se o fato de que funcdes Gaussianas transformam o Principio de Incerteza de Heisenberg,
Eq. 2.22), em uma igualdade. Estas propriedades as tornam objetos can6nicos na drea de wavelets [135}[41] e
multiescala [136,237].

Ao submetermos z(t) a convolugdes com /., (t) obtemos uma familia de sinais resultante, y(t; ), mostrada
na Figuras[3.2] (b) e (c). Nestas, vé-se claramente que, embora bem-sucedido na remogao dos ruidos, este sis-
tema hipotético leva a uma completa degradacao do sinal. De fato, conforme a varidncia aumenta, mais larga
se torna h,. Com isso, mais elementos em torno de um dado ¢’ sdo usados para computar y(¢’; o), “redistri-
buindo” a estrutura de z(¢’) por entre as entradas vizinhas, no intervalo “pratico” [t' — 30, ¢’ + 3c]. Alternativa-
mente: z(t') recebe contribuicées de todos os elementos do intervalo considerado. Claro que, em fungdo do
perfil de h,, quao mais préxima dos extremos do intervalo estiver determinada entrada, menos significativa
serd sua contribuicdo. De todo modo, essa dindmica explica a perda de acuidade em todas as entradas do
sinal. Assim, se seguirmos o conceito de resolucao da 6ptica, vemos que um filtro passa-baixas levard a uma
perda de resolucdo tao intensa quanto maior for sua largura. Segundo nossa discussdo pregressa, sistemas
com grande capacidade de memoria teriam, dentro de um contexto LSI, piores resolucdes.

3.2 Graus de liberdade e 0 quantum de informacao

Nas discussoes pregressas, tentamos enfatizar o papel do Teoremal[l} da Amostragem Uniforme, quanto ao
estabelecimento de uma possibilidade de se representar corretamente um sinal z(¢) por meio de suas amostras
{zn;n € Z}. Nesse cendrio, o papel principal é desempenhado pelas funcées interpoladoras {¢5!'(t);n € Z},
dadas pela Equacdo (2.33). As duas condi¢des mais fundamentais para que a interpolacao seja operaciona-
lizavel estao ligadas a largura de banda de xz(¢): tal como colocado, #(w) deve se anular para |w| > 2rB e a
frequéncia de amostragem w; deve ser maior ou igual a 47 B. Por outro lado, discutimos rapidamente na Secao
[2.3|que as larguras dos suportes de = e & sdo inversamente proporcionais uma a outra, de modo que um sinal
completamente localizado no tempo, por exemplo 4(¢), seja completamente disperso em frequéncia, e vice-
versa. Tal vinculo é estabelecido pelo Principio de Incerteza de Heisenberg, Equacdo (2.22). Baseado nesses
elementos, podemos elencar duas questées fundamentais:

2Essa interpretacgdo é o ponto de partida para as técnicas de super-resolugdo [104} 2,[78].
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Figura 3.2: Ilustragdo da acio de um passa-baixas Gaussiano sobre a resolucio de um sinal simulado. Em (a) é mostrado o sinal gerado com SNR = —3

dB, composto por uma superposicao dos picos posicionados aleatoriamente, ruido Gaussiano de média nula e uma linha de base (baseline) suave descres-
cente. Este sinal é submetido a uma sequéncia de filtros passa-baixas do tipo Gaussiano (vide Eq. (3:3)) de forma que a variancia efetiva do filtro aumenta
ao longo do processo. Nota-se claramente como a supressao dos ruidos vem ao custo da completa descaracterizacdo do sinal, ja que a largura dos picos
aumenta conforme a variancia do filtro evolui, levando a superposicao de picos adjacentes. Em adi¢ao a essa degradacao, nota-se também a diminuigao das
amplitudes dos picos. Em (c) é mostrada a evolugao completa do sinal projetada sobre o plano, de forma que fica evidente a degradagao dos picos ao longo

da evolugao.

i. qual o sinal (ou classe de sinais) que minimiza a incerteza inerente a sistemas que obedecem ao Principio de Incer-
teza?

ii. qual a quantidade minima de dados, ou informagdo, necessararia para representar um sinal corretamente?

A primeira questdo tem resposta consolidada pela teoria [135]: sinais de perfil Gaussiano, isto é, sinais
da forma

1 t2

transformam a desigualdade dada pela Equacdo (2.22) em uma igualdade. Importante ressaltar que Gaussia-
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nas sdo autofuncoes da transformada de Fourier, visto que hé a relacdo

o2w?

F [1,] [w] = exp [_ } =21 (). (3.5)

J4 a segunda pergunta ndo tem uma resposta tdo imediata, necessitando que alteremos a maneira com que
analisamos os sinais. Se até este ponto aborddvamos de maneira complementar os dominios direto e reci-
proco - ora analisando o sinal no tempo, ora na frequéncieﬂ— faz-se necessdrio agora avaliar o sinal no espaco
tempo-frequéncia, (t,w). As duas estratégias bésicas para tal andlise sdo a Transformada Janelada de Fourier
e Wavelets [135, [41]. Equanto estas ultimas ndo serdo abordadas nestre trabalho, investigaremos de modo
sintético a estrutura da primeira, seguindo de perto as motiva¢des de Gabor [64} (65, [66].

A questao de janelas ja foi abordada na Secao (2.3), e 14 foi antecipado que o janelamento afeta significati-
vamente a resolugdo do sinal. Consideremos [135} [41] uma janela w, (¢) de quadrado integréavel, normalizada,
isto é,

|wo || = (W, wy) = 1. (3.6)

O sub-indice o reflete o fato que a janela é “programavel”, isto é, podemos controlar sua largura (exata ou
efetiva) por meio do parametro continu o > 0. Exemplos j4 abordados neste trabalho sdo a fungdo porta
normalizada, 11, (¢) e a propria Gaussiana, z,(t) = (0v27)~!exp[—t?/(20?)]. Munidos dessa janela, temos
de ser capazes de transladé-la pelo espaco (¢,w’), de modo que podemos reescrevé-la numa forma complexa
dada por [64]} [4T1]

W (t,wit',w') = ™ Mwy (t —t'). 3.7)

Tal como posta na Equacao (3.7), a janela w, (-, -; -, -) estd centrada no ponto genérico (¢',w’). Alterando estas
duas quantidades, varre-se o espaco de fase (t,w), seguindo a denominacao usada por Damelin e Miller Jr. [41].

O desdobramento natural do estabelecimento da janela duplamente deslocada, dada pela Equacgao (3.7) é
a definicdo da Transformada “Janelada” de Fourier, ou STFT - Short Time Fourier Transform, dada pelo produto
interno [135} 41]

STFT[z;0] = (w, (t,w;t', W), x(t)) = / exp|[—j(w — W )tjwe (t — t')z(t)dt. (3.8)

— 00

Embora ndo pretendamos dar sequéncia as aplicacdes da STFT, tiramos proveito de sua concepcao: se por
um lado exponenciais complexas da forma exp(jwt) proporcionam informacdo perfeitamente localizada no
espaco reciproco, ndo fornecem insight algum no espaco direto, ja que aqui sdo completamente dispersas.
Nesse sentido, a estratégia de se limitar as exponenciais em uma regidao em torno do ponto (¥,w’) tem por
objetivo analisar o sinal no entorno do instante ¢’ num intervalo de frequéncias centrado em «’. Em face da
limitacdo imposta pelo Principio de Incerteza, os suportes em ¢ e w sdo inversamente proporcionais um ao
outro, e a drea minima dessa célula, ou quantum de informacao [64] é obtida quando do uso de uma janela w,,
de perfil Gaussiano. A Figura3.3]ilustra este conceito.

Chegamos agora a um ponto da discussdo em que € possivel concatenar os elementos apresentados ante-
riormente e concluir que embora - formalmente — um sinal z(¢) de banda limitada |w| < 27 B ndo possa ter
duracdo finita, deve existir um tempo de duragao dtimo, T, tal que a fracdo de informacao perdida seja minima
e ainda vigore a limitacdo imposta pelo principio de incerteza. Assim, vemos que, nesse cendrio, a quantidade
BT estd associada ao ntimero de graus de liberdade do sinal z [60, [64], isto é, a quantidade mdxima de dados
independentes disponibilizados por z(t).

De posse do conceito de graus de liberdade de um sinal z(t), podemos apreciar o efeito da amostragem,
discutida na Secao nela é mostrado que o sinal z,, s6 corresponderd a uma representacao fidedigna de
x(t) se a frequéncia de amostragem for maior ou igual a 2B. Desse modo, temos que o niimero de graus de

30bviamente, a terminologia frequéncia aqui deve ser entendida como o “espaco reciproco ao da varidvel independente do sinal em
questdo”. Assim, sinais 6pticos, de espectroscopia etc. também sao perfeitamente abrangidos pela discussao.

4Note aqui a semelhanga com a questdo das identidades aproximadas usadas na Segﬁo
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Figura 3.3: Tlustracio do conceito de espago tempo-frequéncia (ou espago de fase) particionado em células minimas de informagao. Conforme discussdo

no texto, ha um compromisso entre os suportes em tempo e frequéncia, limitado em tltima instancia pelo Principio de Incerteza (Eq. (2:22)).

liberdade de um sinal limitado em banda (jw| < 27B) e em tempo (|t| < T/2) submetido a um processo de
amostragem é dado por [191},[190]

c=2BT, 3.9)

sendo chamado eventualmente de Niimero de Shannon [60,64]. Deve-se notar que, embora 7, B € R* \ {0},
¢ é um numero inteiro, por constru¢do. Deve-se notar ainda que uma vez que é definido o ntimero ¢ de ele-
mentos de informacdo que descrevem completamente o sinal em anélise, pode-se adotar uma representa-
¢do geométrica [191], ou matricial, em ele é visto como um vetor [xo T ... xc_l] " num espaco de sinais
129,191}, [190]. Essa representacdo é usada nos desenvolvimentos de Shannon em seu dois trabalhos seminais
[191),190] sobre Teoria da Informacao.

3.3 Os harmonicos prolato-esferoidais

As discussdes anteriores evidenciaram que existe um caracteristico numérico , ¢ < T'B, que define o ni-
mero méximo de entradas independentes de um sinal z(¢) no espaco de fase. Esta quantidade pode ser al-
terada em func¢do de limitacdes instrumentais tipicas, mas também est4 sujeita ao Principio de Incerteza, de
natureza muito mais fundamental, associada a construcado do espaco dos sinais admissiveis a teoria. Também
foi colocado na Secao que o desenho de janelas pode ocorrer com vistas a otimizacao de certo atributo,
tal como a energia do sinal limitado. Esse é o ponto de partida para a nossa tltima consideracdo sobre graus
de liberdade, ou quanta de informacao: quais sdo os sistemas (filtros, janelas etc.) que tém a capacidade de
maximizar a energia de um sinal () com ntimero de Shannon igual a c = BT%| Conforme ser4 apresentado a
seguir, existe uma classe de fun¢des — os harménicos prolato-esferoidais [192} 112} 113} 193} 195|103} 225, 227]
— que gozam de propriedades surpreendentes, dentre as quais a capacidade de maximizar a energia do sinal
z(t) em ambos os dominios [112}[164]:

[ llz(t)]12dt [ (12 (w)]2dw
_ T B

AT =———— e BB)=2——. (3.10)
[ llz(t)[|2dt [ ll2(w)|[?dw
— 00 — 00
Abusca por sistemas que concentrem otimamente energia na célula de informacdo de drea ¢ = BT tem carater
pratico, embora enfoquemos aqui os principais aspectos teéricos do assunto. De fato, em 1949, Shannon [191]
apresentou desenvolvimentos que elucidaram sobre como podemos reduzir a dimensionalidade do sinal, isto
é, seus graus de liberdade, mas mantendo integra a mensagem transmitida.

50 fator 2 na expressdo para c ndo é considerado pois o formalismo apresentado é inicialmente construido sobre dominios continuos.
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Sdo devidos a Slepian, Pollak e Landau [192] 112} 113} [193] [195] os passos iniciais no estabelecimento da
aplicagdo dos harmonicos (fungdes de onda) prolato-esferoidais — ou PSWF¢|na Teoria da Informagao. Para
se ter uma idéia da profundidade do tema, basta perceber que se por um lado o primeiro artigo da série foi es-
crito por Slepian e Pollak em 1961 [192], por outro, a discussao sobre a discretizacdo s6 foi publicada em 1978
[195], com Slepian como tnico autor. O nome rebuscado deriva do fato de que os harmonicos constituem
parte das solucdes da Equacdo de Onda em coordenadas prolato-esferoidais [192]. Naturalmente, um tépico
envolvente comos as PSWFs ainda apresenta muitos desafios, principalmente na questdo numeérica. Discus-
soes detalhadas sobre aspectos teéricos e numéricos dos harmonicos prolato-esferoidais sdo realizadas por
Wang [227] e Moore e Cada [143]. Uma apresentacdo extensa das PSWFs e suas interconexdes com a teoria de
wavelets € realizada por Walter [225]. Por fim, os trabalhos de Varah [217] e Soni et al. [198] constituem bons
pontos de partida para a investigacdo sobre implementacdes numéricas.

H4 de se notar que ndo existe rota “simples” para uma exposicdo sobre as PSWFs, de forma que seguiremos
aqui as abordagens do proprio Slepian [196] e de Khare e George [103], por nos parecerem as mais intuitivas.
No mesmo espirito dos desenvolvimentos expostos sobre Amostragem, Secao acreditamos ser ttil o de-
talhamento de certas passagens, para que nao restem duvidas sobre a relacdo dos objetos manipulados com
a questdo da maximiza¢do da energia e do volume de informacdo 6timo de um sinal. Comecemos sobre a
concentracdo o?(7). Da Equacdo (3.10), temos que

(1) [ @t Oaidr = [ (et
2B 5 [ 2B 2B
o*(T) / ¥ (W2 (w")dw' L/ / f*(w’)exp(—]w’t)dw’/i(w)exp(gwt)dw dt
27 (2m)?2
—27B T |-2xB 2B
27 B 27B 27 B z
o (T) / (W (Wdw' = % 25 (W) 2 (w) /exp[—j(w/fw)t]dt dwdw’
—o7B —37B —27B s
27 B 27B 2nB
o?(T) / F*(WE(Wdw' = % / / 2*(w')2(w) sinc [;(w’—w)] dwdw’ (3.11)
—27B —37B —27B

A igualdade mostrada na Equacdo (B-I1) foi obtida por meio de aplicacdo do Teorema de Plancherel-Parseval
no membro do lado esquerdo e por mudanca da ordem de integracdo no membro do lado direito. Para a
igualdade se verificar, o integrandos devem ser iguais. Logo:

2B
()i (w) = E / #(w') sinc [T(w - w’)} duw’. (3.12)
27 2
—27B

Podemos definir uma nova frequéncias linear normalizada, £ = w/(27B). Com isso, reescrevemos a Equacdo

(3:12) como
1
o*(T)2(2nBE) = BT / #(2n B¢ ) sinc[BT (& — ¢))d¢’ (3.13)
-1

Reconhecemos aqui a presenca do nimero de Shannon ¢ = BT. Denotando [196] (27 B¢) por ¢™(&) e o
escalar o®(T) /c por A, chegamos finalmente a [103}[196}192]

1
APP(E) = /¢PS(E’)SiHC[C(€ = &)d¢’,  com[¢] < 1. (3.14)
-1

5Do inglés prolate-spheroidal wave-functions.
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A Equacdo (3.14) corresponde a uma equacao integral [I11] de autovalor, cujas solugdes sao as PSWFs de
Slepian, Pollak e Landau. Constata-se imediatamente que ¢*5(£) ndo tem representacao explicita, de forma
que quase nada pode ser dito sobre ela quando posta na forma mostrada na Equacado (3.14). A presenca de
uma sinc no nicleo do operador integral de convolugdo é, naturalmente, um reminiscente da limitacdo em
tempo e em banda do sinal original, vide o fator ¢ no argumento.

As propriedades mais relevantes das PSWFs podem ser obtidas por meio de consideracdes sobre a natu-
reza da equacdo integral de autovalor mostrada na Equacao (3.14). De fato, essa é a rota tomada por Slepian et
al. nos trabalhos seminais [192} 112} [113} 193} [195]. Entretanto, ir nessa direcdo exigiria uma digressdo subs-
tancial sobre um ferramental suficientemente rebuscado; vide, por exemplo, o livro de Krasnov et al. sobre
equacoes integrais. Uma rota alternativa proposta independentemente por Khare e George [103] e Walter e
Shen [222} 223], muito mais sugestiva para os nossos propdsitos, parte do ferramental derivado do Teorema
da Amostragem Uniforme (Secdo p. [12). Apresentaremos aqui apenas o necessario para nosso propo-
sito final, que tem a ver com a magnitude dos autovalores da Equacao (3.14). Desenvolvimentos muito mais
detalhados podem ser encontrados nas referéncias citadas.

De inicio, precisamos da

DEFINICAO 4: NUCLEO DEGENERADO [111},/42]
b

O ntcleo h(&, &) da equagdo integral M\y(€) = [ h(&, &) (€)dE’ é dito degenerado se puder ser escrito como a

a
soma

h(€€) = ar(©be(§), (3.15)

kel

em que {ax (&) }r e {bx(£) }x sdo funcdes linearmente independentes continuas no quadrado [a, b] X [a, b], inde-
xadasem k ¢ P C Z.

Note-se que o nticleo sinc[c(€ — ¢')] é degenerado em (€, ¢’) € [—1, 1] x [—1, 1]. De fato, sincs sdo fungdes de
banda limitada e, por isso, podem ser representadas via o Teorema da Amostragem Uniforme. Isto é,

Z}; sinc[c€ — k| sinc [c (]Z _ 5/)]

Z sinc (c€ — k) sinc (c€’ — k)
k

sincle(€ — €)

> an(©)bi(€), (3.16)
k

em que
ap(§) =sinc(c€ —k) e bp(¢') =sinc(cf’ — k), com (&) e[-1,1] x [-1,1] ek € Z. (3.17)

A Equacao (3.16) mostra que o nicleo sinc[c(§ — &’)] pode ser escrito como uma soma de produtos das fungdes
{ar(&)}r € {bx(£) }x- A independéncia linear destes conjuntos é uma consequéncia da ortogonalidade das fun-
¢oes que os compdem, tal como mostrado na Equacao (2:34), pagina[14] Contudo, deve-se atentar para o fato
de que aqui lidamos com um intervalo finito da reta, ao passo que na Equacao foi considerada a reta
toda. De todo modo, este detalhe ndo altera em nada a presente andlise.

De posse do nticleo degenerado, podemos substitui-lo na Equacao (3.14), obtendo [111}[103]

o) = A au(©) (b, ¢")
k

A erar(€), (3.18)
k
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em que
1
cr = (bk, ¢%) = /bk(ﬁ’)qﬁ"s(ﬁ’)dﬁ’. (3.19)
-1

De posse das Equacoes (3.19) e (3.18), podemos voltar a Equacao integral (3.14), obtendo entdo

> era(§) = %ZZQ (a1, bm) am(§)
k I m
)\ZCkak(f) = ZZCz (ar, bi) ax(§) (3.20)
k k l

A troca de indices na tiltima passagem € perfeitamente vélida, visto que tratam-se de varidveis mudas. Por fim,
agrupando os todos os termos indexados em k, chegamos finalmente a

> {)\ck = el bk>} ar(§) =0 = Acp— Y Aua =0, (3.21)
k l

leP

em que as entradas (¢, j) da matriz infinita e simétrica A sao dadas por [103]
1
A= /sinc (c€ —i)sinc (c€ — j)d§ comi,j € Z. (3.22)
1

Aigualdade na Equacao (3.2]) é garantida em funcdo da ortogonalidade do conjunto {a(§); k € P} associada
ao fato de que nenhum dos elementos a; deste conjunto € identicamente nulo.

O desenvolvimento anterior culminou nas Equacodes (3.21) e (3.22), que conferem ao problema original das
PSWFs um caréter matricial. De fato, embora lidemos por ora com um ndmero infinito de entradas, a Equacao
(21) corresponde a um sistema matricial da forma Ac = \c. E sobre esse sistema que Khare e George [103]
demonstram de modo simples uma gama de propriedades das PSWFs. De fato, é simples mostrar que devido
a sua natureza real e simétrica, o operador A é auto-adjunto. Com isso, ficam asseguradas a realidade e nao-
degenerescéncia de seus autovalores, além da possibilidade de diagonalizacdo do operador em questao [42]
14].

Conforme discutido no inicio da Se¢cdo as PSWFs gozam de um conjunto expressivo de propriedades inte-
ressantesﬂ fazendo com que constituam aparato adequado a processos de amostragem [103], extrapolacao e
super-resolucdo [165,(96]. Entretanto, sua determinacdao numérica é nao-trivial. De fato, a pesquisa em méto-
dos numéricos para aproximag¢do das PSWFs continua intensa ao longo dos anos 227,103,198, 217, 222} 223
225]. Como aqui seguimos a abordagem de Khare e George [103], reformulando o problema para um sistema
matrical, os autovalores deste sistema carregam consigo as informacdes desejadas sobre as concentracoes de
energia de um sinal limitado no espaco de fase. Desse modo, é necessario resolver o problema

Ac = )c, (3.23)

em que A é a matriz cujas entradas sdo dadas pela Equagao (3.22) e ¢ é a matriz de autovetores do sistema,
cujas entradas sdo simplesmente as PSWFs amostradas, isto é,

cp = ¢ (k) . (3.24)

C

Deve-se notar que o sistema mostrado na Equacéao (3.23) é infinito, de forma que quaisquer métodos aproxi-
mativos empregados para sua solucdo envolverao o truncamento da matriz A, chamada por Varah em [217] de

"Propriedades estas ndo mostradas aqui por uma questdo de contexto: aspectos ligados a dupla ortogonalidade, ntiimero exato de
trocas de sinal, banda passante bem-definida etc. ndo serdo usados neste trabalho, de forma que o leitor interessado pode recorrer as
varias referéncias citadas ao longo da Secao para melhor formar juizo sobre o assunto.
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matriz prolata. Tal como mostrado por este autor, sistemas de equagdes que envolvam matrizes prolatas sao
extremamente mal-postos, de modo que métodos usuais de determinacao de seus autovalores podem falhar.
Néao entraremos no mérito das discussdes sobre algoritmos numéricos para resolucdo do sistema dado pela
Equacao (3.23), nos limitando a recomendar as referéncias [217,[198,103] para andlises mais detalhadas.

Antes de apresentar as propriedades mais relevantes dos autovalores \; — que por construgdo representam
a concentracdo da energia do sinal — admitiremos que P = N; isto é, abriremos mao dos indices negativos. Se
necessario, voltaremos aos inteiros por meio de uma transformacao adequada de indicesﬂ

As seguintes propriedades dos autovalores das Equacdes (3:14) e (3:23) [192][227] merecem atencao:

i. sec e R™\ {0}, entdo os autovalores {\,(c);n € N} sdo reais, positivos e distintos; e

ii. para quaisquer n,m € N tais que m > n, hd arelacdo de ordem A, (c) > A\, ().

A propriedade (i) é basicamente devida a estrutura auto-adjunta do operador integral de ntcleo h (£, &) e
da matriz prolata A [42]. J4 a segunda propriedade mostra que hd uma relacao de ordem entre os autovalores
sob andlise [192], mas sem maiores esclarecimentos sobre as magnitudes dos entes envolvidos. Na auséncia de
expressao fechada para )\,,, andlises assintéticas tém papel importante no desenvolvimento. De fato, conforme
mostrado “informalmente” por Slepian em [194}[195] e provado por Landau e Widom em [114], temos que para
¢ “grande” (formalmente: ¢ — oo) e n fixo,

1, sen <K 2¢;
An ~ < [L+exp(b)]~t, seln—2c| <bln(c); e (3.25)
0, sen > 2c.

A Equacio evidencia que, assimptoticamente, o inteiro n = |2¢| corresponde a uma espécie de limiar,
ja que separa dois regimes: paran < 2c os valores dos autovalores sdo aproximadamente iguais a 1, ao passo
que paran > 0 a magnitude destes cai basicamente o perfil de \,,(c) é um dos principais responsaveis pelas
dificuldades numéricas, ja que paran > |2¢| a magnitude de \,, é da ordem da precisdo da maquina, ao passo
que paran < |2c¢| os A, sdo praticamente idénticos.

Podemos, finalmente, entender a contribuicdo das PSWFs para a discussao sobre o volume de informacao
de um sinal. No inicio dos desenvolvimentos sobre estes objetos, definimos os autovalores como a concentra-
¢ao relativa de energia do sinal, isto é,

An(c) = —, (3.26)

em que ¢ = BT é o nimero de Shannon do sinal (devidamente limitado no tempo e em banda). Assim sendo,
vemos que um volume aprecidvel de energia, ou contetido, do sinal estd limitado an = |2¢| graus de liberdade.
Note aqui a conexao flagrante com a teoria da amostragem uniforme, materializada pelo Teorema[2.23} por
meio deste dltimo, sabemos que um sinal z limitado em banda, isto é, |Z(w)| < 27 B, pode ser recuperado
se a frequéncia de amostragem for maior ou igual ao dobro da sua frequéncia maxima: ws; > 47 B. Natural-
mente, um sinal reconstruido nestas condi¢cdes nao pode ser limitado no tempo, mas ja hé o indicativo que
a grandeza 2B desempenha papel fundamental no processo. Por sua vez, o desenvolvimento anterior, que
culminou na apresentacdo da andlise assimptética dos A, (c), mostra que o sinal z(¢) limitado em banda -
mas agora limitado também no tempo — necessita aproximadamente |2B7T'| quanta de informagao para ser
descrito satisfatoriamente.

A discussao pregressa nos leva a conclusao acerca do questionamento clédssico sobre a compactacao 6tima
de um sinal: se limitarmos o sinal z(¢) em banda e em tempo, de forma que seu nimero de Shannon seja igual
a ¢ = BT, o conteido maximo de informagdo serd dado aproximadamente por 2¢. Ou, seguindo a linha do
préprio Shannon [191], a dimensdo do espago que abriga sinais de c = BT é igual a | 2¢|

8Transformacgdes de indices sdo comuns em matemadtica computacional. Uma estratégia simples para mapear Z em N consiste
em se atribuir nimeros pares aos inteiros negativos e impares aos negativos. A transformacdo inversa seria dada entdo por k =
|’n/2“ (—1)"” mod 2_
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Figura 3.4: Visao qualitativa dos autovalores \,, dos harmonicos prolato-esferoidais. Nota-se uma decaimento abrupto para n 2 2c.

3.4 Entropia

Embora os trabalhos seminais de C. E. Shannon [190} [191] tragam consigo multiplos elementos que em-
basam de modo profundo as relacdes de sistemas gerais de comunicagdo, parece haver uma espécie de ve-
neracdo por parte da comunidade em Fisica direcionada a figura da entropia da informacao, como se esta
grandeza sozinha fosse capaz de resumir toda a complexidade inerente a Teoria que a contém. Nada mais
longe da verdade.

Um estudo sério dos dois artigos de Shannon que fundam a Teoria da Informacdo como a conhecemos
hoje permite ao leitor contemplar um conjunto belissimo de discussdes sobre a natureza abstrata de mensa-
gens, transmissores, canais, decodificadores, sinais etc. [190}[191]. Nestes trabalhos, a entropia surge como
uma importante métrica estatistica relacionada a capacidade de uma fonte em transmitir certo volume de
informacdo, e ndo tem — em principio -, relacdo alguma com a entropia da mecdnica estatistica. Em um
importante artigo de 1957, E. T. Jaynes ([100], p. 621) pontua que

The mere fact that the same mathematical expression [...] occurs both in statistical mecha-
nics and in information theory does not in itself establish any connection between these
fields. This can be done only by finding new viewpoints from which thermodynamic en-
tropy and information-theory appear as the same concept.

Em face do papel praticamente ubiquo da entropia na questao da Informacao, se faz necessdria uma discussao
minima sobre o papel dessa grandeza nos contextos da termodindmica, mecanica estatistica e, finalmente,
teoria dos espacos-escala. Mesmo que de forma sucinta, a discussao que segue tem por finalidade apontar
de modo preciso onde cada “versdo” de entropia deve ser estar. S6 assim, na opinido deste autor, poderemos
fazer uso de analogias fisicamente motivadas que envolvam entropia sem que, erroneamente, nos escoremaos
em conceitos imprecisos ou ambiguos. Uma discussao conceitual detalhada sobre a confusdo em se associar
automaticamente Teoria da Informacao a Mecénica Estatistica e vice-versa é realizada por Pierce em [175].

Comecemos com uma visdo cldssico-termodinamica: a energia interna U de um sistema é definida por
U=U(S,V,N), (3.27)

em que S, V e N correspondem a entropia, volume e nimero de particulasﬂ respectivamente. Tal como U, es-
tas grandezas correspondem a varidveis termodinamicas extensivas [80} 73] do sistema; isto é, sdo aditivas, de

9Consideramos aqui, por simplicidade, apenas um espécime quimico, de modo que hd apenas um N. Entretanto, esta ndo é, absolu-
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modo que dependem do “tamanho” do sistema. Varidveis termodinamicas ndo-extensivas, tais como pressao
e densidade, sdo chamadas de intensivas [73].

A fim de se avaliar as alteragdes sobre a energia (ou qualquer outra varidvel extensiva) apela-se frequente-
mente a representacao diferencial da Equacao (3:27):

dU = 05 Ul dS + 0y Ulg ydV + 0y Ulg,y dN = dU =TdS — PdV + pdN, (3.28)

cujas derivadas parciais 7', —P e pu correspondem a temperatura, pressdao e potencial quimico, respectiva-
mente. Da Equacdo (3.28) pode-se visualizar uma expressao da Primeira Lei da Termodinamica [80]:

dU =dQ +dw, (3.29)

em que d@ e dW correspondem as variacoes ndo-exatas do calor dissipado/absorvido e trabalho realizado/re-
cebido, respectivamente. Se por um lado estas grandezas dependem do processo termodindmico, a variacdo
da energia é exata; isto é, independe do trajeto no espaco de fase, variando apenas de acordo com os extremos
de tal trajetéria. A Primeira Lei, descrita pela Equacdo (3.29), mostra que um sistema termodindmico capaz de
interagir com o ambiente que o circunda terd sua energia alterada ndo apenas em funcao do trabalho (mecé-
nico, eletromagnético, quimico etc.) exercido por (ou sobre) si, mas também por eventuais trocas de calor.

De um ponto de vista mais formal, U(S,V, N) corresponde a uma das relacdes fundamentais [80} 27] do
sistema termodinamico sob anélise, de modo que toda informacao deste pode ser obtida desta grandeza.
Alternativamente, poderiamos descrever o sistema em termos de sua entropia, pois esta corresponde também
a um potencial termodinadmico:

_ _1 P _n
S=S(UV,N) = deTdU—deV TdN‘ (3.30)

O interesse em se descrever o sistema em termos da entropia S ao invés de sua energia total U vem do fato de
que a S também estd associada uma diferencial é exata, intimamente ligada a (im)possibilidade de reversibi-
lidade do processo global. No caso de processos reversiveis, observa-se que

d
AS = 7( 19 _y, (3.31)
T
ao passo que uma assinatura caracteristica de processos irreversiveis é dada por

_ 4
AS = j[ 7 >0 (3.32)

Muito frequentemente o carater experimental da termodindmica é usado como guia nos desenvolvimentos
conceituais [80,73]. Mesmo abordagens axiomadticas tentam iluminar uma rota para o que parece ser a “razio
de ser” da termodindmica, que segundo Callen ([27], p. 42) é “[...] a determinacdo do estado de equilibrio
que eventualmente resulta da remocao de vinculos em um sistema composto fechado”. Em outras palavras,
uma vez que o sistema fisico é liberadﬂ busca-se entender suas propriedades ap6s atingido o equilibrio.
Claramente, tal escopo de atribuicao ndo contempla o que acontece nas “rotas” para o equilibrio, sendo estas
abordadas — obviamente - pela termodinamica de ndo-equilibrio. E nesta tiltima que comeca a fazer sentido a
avaliacdo de sistemas submetidos a difusdo, a serem usados no contexto de descricdo multiescala, no Capitulo

De acordo com o exposto na paragrafo anterior, poderia ser formado um juizo de que a termodindmica de
equilibrio [80}[73}27] ndo é uma figura 1til no presente contexto, em que lidamos com conceitos de transmis-
sdo (“transporte”) de informacao. Entretanto, é justamente a abordagem axiomadtica proposta por Callen em
[27] que nos permitird em breve entender a raiz da conexao entre Mecanica Estatistica e Teoria da Informacao.
Estes postulados sdo apresentadosE] na

tamente, uma condicdo essencial para as discussdes que seguem.

1041 jherar” o sistema termodindmico deve ser entendido basicamente como o ato de remover vinculos e restri¢des internas, de forma
que sejam iniciados processos de evolugao temporal rumo ao seu estado de equiibrio, qualquer que seja.

U Mostramos aqui apenas dois postulados, relacionados & entropia propriamente dita. Outros dois postulados acerca de estados de
equilibrio e o zero absoluto também sao enunciados por Callen [27].
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DEFINICAO 5: (ENTROPIA NA TERMODINAMICA DE EQUILIBRIO) [27]

i. Maximizacao. A entropia S = S(U, V, N) é um potencial termodinamico cujos pardmetros extensivos se
ajustam no equilibrio de forma a sempre maximiza-lo.

ii. Aditividade e monotonicidade. A entropia S é uma grandeza extensiva; isto é, é aditiva sobre as consti-
tuintes do sistema que representa. Ademais, é funcdo monotodnica-crescente da energia U.

O primeiro postulado mostra que no equilibrio termodindmico dS = 0. Entretanto, para que esse ponto
de extremo seja, de fato, um maximo, é necessario também que d*S < 0; ou, posto de uma forma mais geral,
que a entropia seja uma funcao céncava sobre seus parametros extensivos [49, 205, 102} 27]. A concavidade
de S(U,V, N) esté ligada a estabilidade do ponto de equilibrio [27] e tem importancia capital nos desenvolvi-
mentos da Teoria da Informacao [190] e Leis de Conservagao 49,205} [102].

Os elementos anteriores ndo demandam um conhecimento em nivel molecular dos sistemas sob andlise,
mesmo porque tal empreitada seria basicamente impossivel, dado o nimero colossal de particulas envolvi-
das. De todo modo, o aparato da Mecanica Estatistica mostra [80,[10] que anélises sobre médias dos referidos
sistemas sdo capazes de aprofundar grandemente o poderio da termodindmica. Dentro deste contexto, a
andlise dos potenciais termodindmicos como figuras de mérito representativas dos sistemas em questao da
lugar a uma descricdo direcionada a distribuicdao dos microestados [80] do sistema. A cada macroestado ter-
modinamico do sistema (U(S,V, N), S(U,V, N) etc.) correspondem diferentes microestados — que em nivel
classico-mecanico poderiam ser representados pelas posicoes e velocidades generalizadas das particulas [80].

Uma das hip6teses fundamentais da Mecanica Estatistica é que estes microestados tém ocorréncia equi-
provavel (80, [151] e sdo independentes entre si. Nesse contexto, o macroestado que representa o equilibrio o
faz simplesmente por ter associado a si 0 maior niimero de microestados possiveis. A entropia surge entao
como uma medida da multiplicidade Q(U, V, N) de microestados para este dado macroestado [80, [151]. Par-
tindo da equiprobabilidade de ocorréncia dos microestados, de sua independéncia estatistica e da maximiza-
¢ao da multiplicidade associada ao equilibrio, traca-se, finalmente, o paralelo entre entropia e probabilidade
[80]:

S = kIn[QU,V, N)], (3.33)

em que a constante k serve para fixar unidades, e a base do logaritmo pode ser alterada conforme a conveni-
éncia. Por vezes, pode ser interessante tomar a entropia como o negativo do definido na Equacao (3.33) visto
que 2 € [0,1] = In(©2) < 0. O negativo da entropia é chamada por Brillouin de negentropio{lz] 126].

A interpretacdo probabilistica da entropia expressa na Equacao (3.33) vem do fato de que a multiplicidade
2 é uma contagem dos microestados e pode, mediante a correta normalizacao, ser tomada como uma distri-
buicdo [167]. Mais profundamente, caso se flexibilize em alguma medida o postulado da equiprobabilidade
dos microestados{ﬂ deve existir uma ponderacao estatistica destas grandezas, representada por uma densi-
dade de probabilidade p, dependente dos graus de liberdade que compdem o espaco de fase [80, [105], que
consideraremos ser — sem perda de generalidade — constituido pelas coordenadas generalizadas (p(t), q(t)) de
um numero muito grande de particulas cldssicas. Nessa configuracao, faz sentido tratar da estimacdo de um
dado observavel A por meio de uma média de ensemble [105}[80]:

_ JA(p,q)p(p, q)d*Vpd*Nq
Jp(p, @)d*Npd3Ng

em que foi considerado um sistema de N particulas para a construcao do espaco de fase.

(4) (3.34)

Interessantemente, ao se computar a média de ensemble do observéavel —k In(p), chega-se [80] ao resultado
que, em principio, realiza a ligacdo entre Mecénica Estatistica e Teoria da Informacao:

S = (—kIn(p)), (3.35)

12No inglés: negentropy.
13Tal situagédo pode ocorrer, por exemplo, em sistemas abertos. De fato, essa é a diferenca bdsica entre os ensembles microcandnico
(sistema isolado) e candnico (sistema em contato com reservatério) [80}[105].
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isto €, a entropia pode ser compreendida como uma média de ensemble do negativo do logaritmo da densi-
dade p. Caso liddssemos com uma distribuicao discreta {p;;i € P C N}, seriamos levados a uma expressdo da
forma

S=—kY piln(p), (3.36)

que nada mais é que a Entropia de Shannon [190} 197} [I75]. Resta saber qual o significado do observavel
—k1n(p;).

Uma importante divisao histérico-conceitual é discutida por Carlson [29] e também por Yu et al. [240]:
embora os desenvolvimentos da Teoria da Informac¢do tenham sido impulsionados por demandas oriundas
da Segunda Grande Guerra, estes ndo foram concebidos em uma frente tinica. De fato, pode-se elencar duas
escolas principais [29, 240]: a derivada da abordagem de C. E. Shannon [190} [191] e aquela decorrente dos
trabalhos de N. Wiener [240]. A primeira, sobre a qual este trabalho se inspira, diz respeito a codificacdao da
informacdo e suas posteriores transmissdo e decodificacdo [I75], ao passo que a segunda estd muito mais
relacionada a deteccdo de sinais em ambiente ruidoso. A diferenca fundamental entre as escolas diz respeito
ao controle sobre a fonte da informacao: Wiener ndo cogita que o operador tenha controle algum sobre a fonte,
de modo que deve-se esperar sempre uma degradacdo da mensagem transmitida, caracterizada pela presenca
de ruido. Dentro deste contexto, trabalha-se com um conjunto - ou ensemble — de sinais ruidosos, sobre os
quais tenta-se estimar de maneira 6tima a mensagem recebida [29]. No outro extremo, Shannon pressupoe
algum controle sobre a fonte, de modo que é possivel escolher como as mensagens sao codificadas [29,[175].
De todo modo, o controle sobre a fonte exigido por Shannon nao diz respeito algum sobre quais mensagens
serdo emitidas.

Nossa anadlise ficard restrita a questao da entropia, de modo que os principais teoremas sobre transmissao
sem erros em canais ruidosos ndo serdo discutidos, ja que dizem respeito muito mais a Engenharia de Te-
lecomunicacdes do que a Fisica basica proprieamente dita. Para discussdes detalhadas sobre aplicacoes em
sistemas de comunicdo, recomenda-se o livro de Carlson [29]. Consideraremos de modo abstrato um sistema
fisico completamente diferente dos discutidos anteriormente: uma fonte de informacao [190} (191} [175]. Por
fonte, devemos entender um objeto fisico, ou mesmo conceitual, composto por um conjunto de simbolos (al-
fabeto) ou mensagens que serdo emitidas em algum momento, e ao longo do tempo. Note que o contetido
emitido prescinde, em principio, de qualquer carga semantica ou inteligibilidade; poderiamos emitir caracte-
res a esmo, caso assim fosse desejado.

De modo mais formal, consideremos uma fonte B = {x;;i € P C N} que emite seus elementos a uma certa
tax A cada caractere (ou mensagem) z; estd associada uma probabilidade de ocorréncia p;, conhecida a
priori. Queremos agora quantificar, tanto quanto possivel, o teor de “escolha” ou —analogamente —, “incerteza”
caracteristico dessa fonte [29]. Este processo de quantificacdo se inicia com o estabelecimento do conceito de
autoinformacdo do caractere x;.

A autoinformacdo associada ao caractere xz;, cuja probabilidade de ocorréncia € p;, é uma funcédo que —
conforme dito acima — reflete o grau de escolha ou incerteza acerca da ocorréncia de sua referida mensagem.
Dito isto, Shannon aponta ([I91], pp. 10-12) para propriedades desejaveis desta medida:

i. A medida de autoinformacao do caractere z;, denotada doravante por S;, deve ser continua sobre a probabilidade
Ti;
ii. S; =0< p; = d;;. Isto é, aincerteza associada ao i-ésimo caractere é nula se seu evento é certo, ou seja, p; = 1;

iii. Se duas mensagens, estatisticamente independentes, z; e z;, forem emitidas pela fonte B, a autoinformacao as-
sociada deve ser dada pela soma das autoinformacdes individuais. Em outras palavras, trata-se de uma grandeza
aditiva.

E justamente a propriedade (iii) que leva ao resultado esperado da Teoria: se z; e x; sdo eventos indepen-
dentes, temos p; ; = p;p;. Por outro lado, a medida S;; deve, de acordo com os requisitos acima, ser dada por
S; +.5;. Com base nesta propriedade, chega-se a unica forma possivel para a autoinformacgao [191]:

S; = —kIn(p;), comiecPCN, (3.37)

14A taxa de emissdo é, em certa medida, atributo caracteristico do canal de propagacdo [190]. Entretanto, para as discussdes que
seguem, a figura do canal ndo desempenha papel essencial, de modo que seu papel aqui serd relegado a um atributo da fonte.
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em que, novamente, k fixa unidades e a base do logaritmo nao é relevante.

Uma vez que a autoinformacdo S; corresponde a uma medida da incerteza associada ao caractere z;, €
razoavel estender esta medida a fonte como um todo. Nesse sentido, calcula-se a média dada pela Equacdo
(3.36). Vemos, finalmente, que a referida expressdo para a entropia de Shannon corresponde, portanto, ao
volume médio de incerteza associada a uma certa fonte de informacao.

Da Equacéo (3.36) extraem-se propriedades importantes, a comecar pela andlise de extremos. Se por um
lado S = 0 quando ha um evento certo, isto é, quando existe um evento com p; = 1; por outro, é facil mos-
trar que no caso de uma distribuicao equiprovavel, a entropia é maximizada. Objetivamente, tal constatacdo
deriva do fato em que se buscam os valores {p;;i € P C N} tais que o seguinte funcional é extremado [10,26]:

J ==Y piln(p;) + A (1 - Zpl) . (3.38)

Na Equacao (3.38) a constante k foi igualada a 1 e A é um multiplicador de Lagrange associado ao vinculo que
normaliza a distribui¢do. Os pontos de extremo do funcional J[{p;}] sdo aqueles que verificam a identidade
VJ = 0. Contudo, é importante notar que a qualidade deste extremo (se € madximo ou minimo) demanda
também desenvolvimentos envolvendo a matriz Hessiana, cujas entradas sao as derivadas segundas 9,;J. Tais
desenvolvimentos sdo apresentados, por exemplo, por Brillouin ([26] pp. 14-16). De todo modo, visto que
usaremos técnicas de extremos em funcionais no contexto de Equagdo de Difusao, é interessante antecipar
minimamente tal protocolo.

Objetivamente, se VJ = 0, temos que cada componente (VJ); = 0 individualmente. Logo,

o0 = 0 {Zpiln(pi) - <1 B Zp)}

= Z(Sij [—In(p;) — 1+ A = pj = (1) (3.39)
= —In(p;) -1+
= 0

Como na Equacdo (3:39) todos os p; sdo iguais, do vinculo de normalizagdo da distribuicdo se evidencia que

arg max (S):{pi:;[; 0<z’<N}, (3.40)

2opi=1
7

tal como antecipado. Note que a Equacao (3.40) mostra, em conjunto com a discussdo sobre evento certo, que
a entropia de Shannon para uma fonte discreta é limitada inferior e superiormente por

0< S <In(N). (3.41)

De um ponto de vista informacional, faz sentido que a entropia seja maximizada quando as probabilidades de
ocorréncia dos caracteres/mensagens da fonte forem iguais, ja que nesse caso hd uma incerteza — ou teor de
escolha — méxima sobre o sistema. Note-se que tal maximizacdo nao tem relacao com conceitos termodina-
micos, tais como degradacio de energia ou irreversibilidade.

Deve-se atentar para o fato de que as discussdes anteriores partiram de um pressuposto de que a multipli-
cidade de estados de um sistema e o nimero de caracteres de uma fonte sdo conjuntos discretos enumeraveis.
Nao h4, em principio, razdo para nos atermos apenas a este caso, de modo que o caso continuo também
merece aten¢do. De fato, funcionais convexos definidos sobre funcées de varidveis continuas constituem o
arquétipo da andlise de entropia em Equacoes Diferenciais Parciais [115) (116} 49, [102] e, em particular, em
espacos-escala [229] 230,233,199} 201]. Nesse espirito, e seguindo Shannon em [190], dada uma distribuicdo
continua p(z), sua entropia associada é definida como

oo

S=- /p(;v) In[p(z)]dz. (3.42)

— 00

A entropia definida pela Equagao (3.42) goza de propriedades andlogas a sua contraparte discreta, mas se
diferencia desta principalmente devido ao fato de que depende do sistema de coordenadas, ao passo que no
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caso discreto lida-se com uma medida absoluta [29,[190]. Este carater relativo da entropia de uma distribuicdo
continua ndo constitui um impedimento, visto que em termodindmica cléssica [27,80], por exemplo, a nogdo
de entropia também exige um nivel de referéncia. De todo modo, essa dependéncia da entropia sobre os
sistema de coordenadas abre porta para a importante anélise de sistemas LSI. Elaboremos abaixo melhor este
ponto.

E pertinente perguntar o que ocorre com a entropia dentro de um cenério de processamento via filtros LSI.
Shannon anteviu tal situacao [190] e enunciou o

TEOREMA 2: (VARIAGAO DE ENTROPIA EM PROCESSOS LSI) [190)},43,,[1,(167]
Dado um ensemble de func¢des 2B—limitadas em banda cuja entropia é igual a S, a entropia do ensemble
resultante de um processo de filtragem LSI com func¢ao de transferéncia h(w) é dada por

S =5+ ﬁ / In (|ﬁ(w)|2) dw. (3.43)
27 B

A demonstracao deste teorema para filtros LSI discretos pode ser vista em Papoulis ([167], p. 534) e no
artigo de Aaron, McDonald e Protonotarios [1]. Desenvolvimentos detalhados sobre este assunto sdo apresen-
tados por Derpich, Miiller e @stergaard em [43]. Explicitaremos aqui a idéia geral da demonstragdo, segundo
os desenvolvimentos do préoprio Shannon [190] e Aaron et al. [1], j4 que — embora andlogo — o caso continuo
se torna bem mais envolvente [43].

Parte-se da constatacdo de que se y = A z, em que entrada e saida sdo varidveis aleatérias com distribuicoes
py () e py(+), respectivamente, entdo deve valer [98}[167, 7]

e (A1) | J(, aray € I{A};

py(y):{p (A7) (@)l paray € 1{A) (.40
0 caso contrario.

Na Equacdo (3.44) I{-} e |J(x, y)| denotam conjunto imagem e o determinante do Jacobiano. Nesse contexto,

ao calcularmos a entropia associada a p, (-) obtemos

S0 = = [ n@ b,
= —/px (A~ y) [J(@,y)| I [pa (A" y) | (2, y)|] dy
- S - / pol) In [|J (2, )] da. (3.45)

O desenvolvimento que culmina na Equagao (3.45) mostra de modo geral como a entropia de uma distribuicao
transformada é aumentada quando a transformacao em questdo é uma troca de coordenada A transi¢do
da Equacao (3.45) para a (3.43) guarda sutilezas técnicas importantes, tal como apontado por Derpich et al.
[43]. De todo modo, o argumento usado por estes autores — bem como pelo préprio Shannon [190] - reside
no fato de que uma convolug¢do corresponde a uma transformacado de coordenadas no espago reciproco, de
modo que o Jacobiano do sistema corresponde as préprias entradas do filtro.

O Teorema |2| faz referéncia a um ensemble de fun¢des. Tal conceito deve ser entendido simplesmente
como um conjunto de funcdes f(¢|0), em que 8 = {6y, 61, ...} é um vetor de pardmetros cujas probabilidades
sdo conhecidas [167,[190]. Nesse sentido, é importante destacar que a Teoria erigida por Shannon assume que
todas as fontes sao ergoédicas [190, 167, 80]; isto é, tratam-se de fontes cujas médias de ensemble sdo idénticas
as médias temporais dos processos estocdsticos associados.

O aspecto mais relevante apresentado no Teorema 2| diz respeito ao aumento da entropia de uma distri-
bui¢do quanto da submissdo desta a um filtro LSI. Este talvez seja o resultado mais critico para a anélise da
informacgdo em espagos-escala [199} 201], a ser detalhado no Capitulo4} Tal criticalidade se deve exatamente
ao fato de que uma descricao multiescala corresponde efetivamente a uma sucessdo de sinais resultantes

15Representada pelo cardter linear bijetivo de A[-].
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de processos LSI. Assim, quaisquer discussdes sobre aumento, redu¢do, manutencao etc. da entropia em
espacos-escala devem levar em consideragdo o aumento descrito na Equacao (3.43).

Para finalizar a discussdo sobre o aumento da entropia em sistemas LSI, cabe aqui uma observacdo de
cardter dual, prético e tedrico: foi suposto, desde sempre, que a transformacgado A[-] é bijetiva. Embora existam
possibilidades para se explorar a entropia para transformacdes mais gerais [167], é inegavel a comodidade
trazida pela hip6tese em questdo. Entretanto, para sistemas LSI, a inversa A~! corresponderia a uma operacio
de deconvolugd(fﬂ sabidamente mal-posta [96}[99]. De fato — para o caso continuo-, trata-se da inversao de
um operador integral, cujos pdlos do nicleo devem ser administrados para que faca sentido a solucdo. No
caso discreto, muito mais corriqueiro na pratica, lida-se com o cardter singular da matriz A. Concretamente,
dados dois vetores de varidveis aleatérias, y e x tais que y é resultado da convolu¢do de x por um filtro LSI
causaE A, tem-se que

Yo ap 0 0 0 xo

Y1 a1 ag 0 0 1

Y2 az ax ap 0 To

ys | T | a3 as ay 0 z3 |- (3.46)
LYN -1 ] |aN-1 aN-2 aN-3 ... Qo] |[TN-1]

A matriz A na Equacao (3.46) tem uma estrutura de Toeplitz [96| 12} 88} [166]. Para que se atinja algo “parecido”
com a inversdo do sistema mostrado, pode-se lancar mao de métodos de regularizacao, por exemplo. No
presente contexto, ndo é necessdrio ir adiante na discussdo; mas fica registrada a palavra de cautela sobre a
forca da hip6tese de transformacao LSI bijetiva usada na discussdo. Desenvolvimentos muito mais detalhados
acerca deste ponto podem ser acessados em [43].

3.5 Divergéncia de Kullback-Leibler

A questao do caréter relativo da entropia continua e da mudanca desta quando da sua submissao a proces-
sos LSI ja foi clarificada. Com vistas a complementar esta discussdo, é pertinente questionar como se mensura
—ou pelo menos se estima — o qudo distintas sao duas distribuicoes, p(x) e ¢(z). Podemos elencar duas razdes
principais para justificar a necessidade desta compreensao:

i. de um ponto de vista pratico, em um cendrio de manipulacdo de informacao representada por processos estocas-
ticos e do uso de transformacdes arbitrarias entre as varidveis aleatdrias envolvidas, é relevante ter em maos um
discriminante numérico — andlogo a uma distdncia — para que se afira o impacto do processamento sobre os dados
originais [183]; e

ii. de um ponto de vista tedrico, a idéia de distancia entre distribuicdes permite a deducao da expressao para a In-
formacao de Fisher [61] 63} [183] sem a necessidade de se adotar uma 6ptica particularizada a temas de inferéncia
estatistica [19].

Nortearemos nossa anélise de modo anélogo ao exposto por Rioul em [183]. Concretamente, comega-se
pela
DEFINICAO 6: (DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER) [183]
Dadas duas distribuicdes p e ¢ definidas sobre o mesmo alfabeto {z}, a divergéncia de Kullback-Leibler (dora-
vante divergéncia KL) de ¢ em relacdo a p é dada pelo valor esperado do observéavel In[p(x)/q(z)]:

Dy(p,q) = /p(m) In [zgi;} dz. (3.47)

16Uma nota pessoal: este neologismo, derivado do inglés convolution, parece despertar em algumas pessoas questdes mal-resolvidas
quanto a aceitacdo de termos cunhados de modo ingénuo, ainda que deliberadamente objetivo. Para tais audiéncias, o termo filtro
inverso pode soar mais adequado, embora este carega de especificidade. Ainda sobre este ponto, impossivel nao lembrar da provocacao
de Richard Feynman (1918 — 1988), que em sua palestra “Gravitacdo, um exemplo de lei fisica” ([54], p. 34), ao explicar o experimento de
Cavendish com a balanca de torcao, diz: “Cavendish chamou seu experimento de ‘pesando a terra. Com o ensino meticuloso e pedante

de hoje, ndo deixariamos nossos alunos dizerem isso; diriamos ‘medindo a massa da Terra’.
17Causalidade aqui serve apenas para limitar o ntimero de entradas das matrizes envolvidas.
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Note-se que a divergéncia KL apresentada na Definicdo (6) e dada pela Equacao (3.47) guarda relacGes com
a entropia de Shannon, ja que pode ser colocada na forma

Du(p,q) = / p(z)In {p(z)} dx

q(x)
_ / p(x) Infp()]dz — (In[q(2)))
= —Slp] — (mfg(2)]). 49

Por conta desta relacdo com a figura da entropia, a divergéncia KL é também denominada entropia cruzada,
ou relativa [183].

A divergéncia KL ndo pode ser encarada formalmente como uma métrica, pois nao respeita duas proprie-
dades essenciais: comutatividade e a desigualdade triangular. De todo modo, ela possui a desejavel proprie-
dade de positividade e se anula apenas quando as distribuicoes p(x) e g(z) se igualam. Tal propriedade pode
ser derivada do fato de a funcdo logaritmo ser convexa e superiormente limitada por f(xz) = = — 1. Explicita-
mente [183]:

Du(g,p) = */p(w)ln Q(x)} dx

p(z)
ool o
< 0. (3.49)

Portanto, Dy (p, ¢) > 0, e esta se anula apenas quando p = g.

3.6 Informacao de Fisher

A divergéncia KL é o ponto de partida para a deducao da expressdo da Informacao de Fisher. Para tanto,
consideremos ao invés de duas distribui¢des completamente distintas p(x) e g(x), duas distribuicdes idén-
ticas, mas que variam segundo dois pardmetros distintos; isto é, p(x;6) e p(x;0’). A idéia é que avaliemos a
divergéncia de KL quando ¢’ — 6, sendo este tltimo pardmetro tomado como o “verdadeiro” [183]. Colocando
de outro modo, poderiamos fazer 6/ = 6 + A6 [63].

Na vizinhang¢a em torno de 6 temos
! ! 1 ! (9/ — 9)2 /" /
Dy (0,0") = (6" — 0)D'y.(0,0") + ?D w(6,0") + ..., (3.50)

em que se fez uso da notagado reduzida Dy (pg, per) = Dw(6,6’). Note que o termo para § = ¢’ ndo aparece,
conforme esperado da discussdo anterior. Adicionalmente, gostariamos de avaliar a expansdo acima em um
contexto de extremo, mais particularmente um minimo. Com isso, a derivada primeira D’ (6, 6’) também se
anula. Truncando a série até o termo de segunda ordem, devemos por fim analisar

d? p(z;0)
DHKL(GaH/)|9/~>9 ~ d9’2 /p(a’,‘,(g) In |:p($;9/):| dr
d2
= - /p(m;Q)ln[p(m;Q’)]dm

o Oprerp(;0') o [Oerp(a; )]
—/p(:c,e) p(x;0") dm+/p(m’9) p?(z;0) e

z;0))?
_ /8}39/9/10(55;9)d$+/[8j?/((17"5))]dx

B [Ope (3 0)]° =
- /7]?(3:;9) dz = 1,(0). (3.51)
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A Equacao (3.5]) é obtida tomando-se ¢’ = § a partir da pentltima linha do desenvolvimento.

Conforme exposto acima, vé-se que a Informacao de Fisher [183}[61}/63] corresponde a curvatura da diver-
géncia de Kullback-Leibler quando esta é avaliada em um ponto de minimo. Deve-se notar que para o caso de
um vetor x de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a informacao total é dada pela
soma das Informacoes de Fisher individuais [19}[183].

No contexto de inferéncia estatistica, o inverso de I;(§) define um limite inferior para a variancia de um
estimador de 6 (desigualdade de Cramér-Rao [19,[183] — vide Apéndice ). Isto é, ao observarmos realizacdes
z cuja distribuicdo p(z; 6) é conhecida a menos do parametro 6, este serd melhor estimado quio maior for a
Informacao de Fisher associada. Nota-se aqui um paralelo interessante com a questdo da maximizacao da
entropia: neste ultimo caso, dentre o universo amostral disponivel, manifesta-se o resultado que maximiza a
entropia do sistema [100], ao passo que num cendrio de estimagao, a “melhor” determinagao dos parametrog™|
6 que definem a distribuicdo subjacente ao processo observado vem “ao custo” da maximiza¢do da informacao
61} 63, 183} [19]. Esta diferenca na restriqéo[r_g] imposta sobre um sistema com vistas a determinacao de seus
observaveis constitui um dos pilares fundamentais de toda a discussao deste Trabalho.

Dando continuidade a exposicdo sobre a Informacao de Fisher, deve-se notar que esta aparece como um
caracteristico numeérico associado a distribuicdo ps(-), que por sua vez depende de um parametro ¢ segundo
uma relacdo arbitrdria. Particularizemos agora esta relacdo para o caso de uma familia de translagdo (63} 1203,
138]:

p(z;0) = p(x — 0). (3.52)

Note que este caso, dado pela Equacgado (3.52), compreende pardmetros de posicdo, como a média. Dentro
deste cendrio, um desenvolvimento completamente andlogo aquele que leva a Equac¢ao (3.51) nos fornece a
Informacao de Fisher nédo-paramétrica [183]:

_ (WP,
IF_/ (@) dx. (3.53)

Como é de se esperar — em funcéo do carater translacional mostrado na Equacao -, a Informacao de
Fisher ndo-paramétrica mostrada na Equacio (3.53) independe do paradmetro §. Esta mudanca sutil (de uma
derivada parcial para total) nas expressdes da Informac¢do nos permite agora realizar estimac¢do diretamente
sobre a distribuicdo, tornando o processo deterministico [183].

Antecipe-se aqui que a expressdao dada por (3.53) aparece no contexto dos espacos-escala lineares, a se-
rem discutidos no Capitulo|4} A fim de explicitar a conveniéncia de uma notacao a ser adotada naquele Ca-
pitulo, consideremos que a distribui¢cdo - translacional, ou ndo-paramétrica — p(z) deriva de uma grandeza
complexa, em completa analogia com a interpretagdo probabilistica da mecéanica quantica [81]. Nesse caso,
p(r) = |v(z)]? = v*(x)v(z) e obtém-se diretamente da Equacio (3.53) que [203]

d 2
=14 / [dmh}(m)@ da. (3.54)

Embora baseada numa hipétese ad hoc — e despida de qualquer discussdao mais elementaﬂ— sobre a origem
da distribuicao p(z), a expressdo mostrada na Equacdo (3.54) mostra de modo evidente uma diferenga im-
portante em relagdo a entropia de Shannon: se por uma lado esta tltima — dada pela Equagao (3.42) tem um
cardter global, explicitado pelo termo p(-) In[p(-)] sob o signo de integral; a Informacao de Fisher mostrada na
Equacao mostra depender das variacoes locais da distribuicao, explicitadas pelo aparecimento da deri-
vada espacial p'(-) dentro da integral. Esta diferenca relativa entre as localidades de I; e S faz parte do rol de

18Deve-se notar que os desenvolvimentos descritos aqui supdem @ escalar. Entretanto, a Informacao de Fisher pode —sem impedimento
algum- ser estendida ao caso vetorial 6 = [00 01 ... GN,@ [1831[19].

190 termo “restri¢do” usado nesta passagem refere-se a um cardter variacional do processo de estimagdo. O ponto-chave é expor uma
alternativa ao consagrado método da maximizacao de entropia por meio de outros funcionais, mais diretamente ligados ao processo de
observacao e estimacao.

20Tal como dito na Introdugdo deste Trabalho, o interessante universo da Informacao Quantica ndo é discutido aqui, de modo que —
seguindo o espirito de todo o desenvolvimento — deve-se atentar para que ndo se criem juizos equivocados sobre a natureza dos objetos
que aqui aparecem. De fato, o artificio da origem de p(x) por meio da “funcdo de onda” v(z) é adotado por Stam [203] para provar algumas
desigualdades acerca da Informacao de Fisher e Entropia de Shannon num contexto puramente ligado a inferéncia estatistica.
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argumentos usados por Frieden em [61}[63], em que é proposto por este autor uma “reescrita”’ da fisica em ter-
mos da Informacao de Fisher e de uma dindmica baseada em extremos de um funcional de informagdo fisica
[61, 63]. Nosso objetivo, contudo, é muito mais modesto: explorar a localidade de I; num contexto de visdo
baseada em detecdo de bordas e arestas; entidades estas justamente detectdveis por operadores diferenciais,
tais como aquele nas expressoes para Informacado de Fisher.



Descricdo multiescala

4.1 Visao em baixo nivel: teoria do esboco primitivo

Ha duas colocacdes de Marr e Hildreth [136] sobre a visio humana que devem ser vistas como os alicerces
de uma teoria multiescala da visdo. A primeira diz respeito a finalidade dos estagios iniciais da visdo:

[...] the purpose of early visual processing is to construct a primitive but rich description
of the image that is to be used to determine the reflectance and illumination of the visible
surfaces, and their orientation and distance relative to the viewer.

A segunda reconhece a natureza multi-resolucgdo, ou multiescala, de tais sistemas:

A major difficulty with natural images is that changes can and do occur over a wide range
of scales [...], so it follows that one should seek a way of dealing separately with the changes
occurring at different scales.

Postas de modo isolado, as coloca¢6es acima poderiam levar a um entendimento que tratam-se de partes
de mais uma teoria computacional da visdo, sem maiores apegos a caracteres cognitivos e fisiologicos. Entre-
tanto, o modelo de deteccdo de arestas concebido por Ellen Hildreth e David Marr [136] é fortemente baseado
em aspectos da fisiologia da visdo humana, de modo que néo deve ser visto com um constructo desgarrado de
realidade, mas sim como um modelo de representagdo computacional para os estagios iniciais do intrincado
sistema visual humano. Num panorama mais amplo, poderiamos dizer que a teoria de Hildreth-Marr é um
elemento das neurociéncias computacionais. Para uma interessante discussio sobre este campo sob a dptica
da psicologia, recomenda-se o artigo de Leopoldo e Joselevitch [117].

Os paragrafos anteriores tiveram a finalidade de, muito modestamente, posicionar sobre o terreno com-
plexo em que presente Trabalho se situa. Se por uma lado a teoria da visdo de Marr [137] — que ampara em
grande parte a teoria de Hildreth-Marr [136] — goza de uma razodvel simplicidade computacional, seus des-
dobramentos na neurociéncia computacional tém magnitude absolutamente colossaﬂ Nesse sentido, uma
delimitacdo do modelo de visdo é necessaria, mesmo as expensas de se contornar aspectos interessantes da
cognicdo. Trata-se neste Trabalho o dominio sintdtico da visdo primordial humana; isto é, aquele em que
ainda ndo existem significados subjetivos para o que se vé, mas sim elementos objetivos derivado da primeira
observac¢do da cena. Seguindo Hildreth e Marr [136], estes elementos correspondem a bordas e arestas em
multiplas escalas.

1Basta notar que o paradigma das Redes Neurais Convolucionais - CNNs, convolutional neural networks — é baseado em grande parte
por modelos de resposta a estimulos preconizados pela Teoria de Marr.
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A Teoria do Esboco Primitivo de Hildreth-Marr [136, [137] parte da constatacdo de que as fontes de infor-
macao visual, sejam elas derivadas de auto-iluminacao ou reflexdo, sdo — em suas respectivas escalas — espa-
cialmente localizadas. Ademais, impera a necessidade de se filtrar a cena previamente, a fim de que se possa
reduzir o espaco de escalas disponiveis para andlise. Para que se tenha controle fino das escalas afetadas, a
variancia do filtro deve ser pequena [136]. Isto impde uma restri¢cdo automatica sobre a variancia no dominio
espacial, conforme exposto e discutido no Capitulo [3] Secdes[3.1]e[3.2] Daquelas discussdes, sabe-se que o
candidato perfeito a preencher as limitacdes de largura de banda é o filtro Gaussiano, visto seu cardter 6timo
ante ao principio de incerteza. Resta definir como as altera¢des de intensidade podem ser detectadas.

Diferentemente de sinais 1-D, a deteccao de bordas, arestas e descontinuidades em duas ou mais dimen-
soes requer a especificacao de uma direcao especifica. No caso continuo haveria a necessidade de se estimar
derivadas direcionais sobre todo o intervalo 6 € [0, 2|, ao passo que em cendrios discretos um conjunto dis-
creto e enumeravel 0 = [90 6, ... 0 N—1], dependente da resolu¢do da malha, deveria ser varrido. Em tais
direcoes, procurariamos por valores “pequenos” das derivadas. Alternativamente, poderiamos procurar por
cruzamentos pelo zero, ou zero-crossings [136} 137, 213], nas derivadas segundas. Entretanto, ainda perma-
nece o incomodo de ter de se inspecionar angulo por dngulo. Hildrett e Marr propdem [136] entdo o uso do
Laplaciano, ja que este é invariante a rotagoe

Dada a natureza linear dos processos evidenciados acima (filtragem passa-baixas com Gaussiano e dife-
renciacao com Laplaciano), pode-se operar de uma tinica vez, ja que

V(e x u](x) = [V2he(x)] * u(x) = LoGo[u](x). 4.1)

O filtro LoG,[-] é conhecido como Laplacian of Gaussian [97,[136}[137] e sua expressdo em 1-D é da forma
1 T\ 2 z?
LoG,(z) = = [1 — (;) } exp [_W} 4.2)

e seu perfil tem a forma mostrada na Figura[4.1] O efeito de LoG sobre uma imagem monocromaticd’é mos-

LoG,(x)

xT

Figur a 4.1: Laplaciano da Gaussiana em 1D.

trado na Figura[4.2]

2No caso continuo. Em um cendrio discreto operacionalizado por diferencas finitas, perde-se tal propriedade quando do uso de uma
aproximagcao direta. E possivel contornar tal questdo usando mais termos vizinhos na expanso, tal como mostrado por Aubert e Korn-
probst em [8], Apéndice A, Secao 3.

3Vide Seqéopara uma discussdo sobre sistemas de cores e ado¢ao de imagens em tons de cinza neste Trabalho.
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(a) (b)

Figura 4.2: Tustracdo de deteccio de bordas via Laplaciano da Gaussiana sobre uma imagem de dimensdes 3120 x 4160 pixels. A escala usada neste
caso é o = 50 px e a versdao RGB da imagem original foi convertida para tons de cinza, isolando-se a componente Y das luminancias. A fim de se melhorar
a visualizagao, o resultado foi submetido a uma limiarizacao global, cujo limiar foi escolhido como igual a trés desvios-padrao na distribui¢ao dos niveis de

luminancia.

O carédter multiescala da Teoria de Hildreth-Marr é evidente, e traz a tona o questionamento de como se
especificar a escala para a detecgdo desejada, que é o problema fundamental discutido neste Trabalho. A co-
nex3do da teoria do esboco primitivo com as equacdes diferenciais se da ao se constatar que o
operador LoG|-] pode ser aproximado por uma diferenga entre Gaussianas, isto €,

. . 1 z? 1 z?
LoG,(z) = Alg'go DoG(z;0,04+A0) = Al};rgo { Var(o + Do) exp [—2(0 n AU)2:| = oo exp {_ﬁ] } , (4.3)

em que DoG denota difference of Gaussian. A ponte com as EDPs torna-se explicita a medida em que se
percebe que convolucdes com nucleos Gaussianos constituem solucdo da equacgdo linear da difusao/calor
55, [8]. Embora isto seja discutido em grande detalhe nas Se¢des seguintes, é interessante antecipar esta
ponto sobre o cardter aproximativo em questdo. Em uma dimenséao, temos:

LoGylul(z) = Ouulho *ul(z)
= g * [Ogzu)(2)
= CQha(t) * [8tu] (.’E,t)

2

Ehg(t)(a:) * [u(z, t + At) — u(z, t)]. (4.4)

Q

O desenvolvimento mostrado na Equagao (4.4) foi possivel tomando-se 9, u(x,t) = c20,,u(z,t). Uma discus-
sdo bastante detalhada sobre esta equacao é realizada nas préximas secoes, de modo que enfatiza-se aqui o
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detalhe, talvez sutil, na Equacao (4.4) de uma relacdo — ainda nao explicitada — entre o e ¢. De fato, ndo é misté-
rio que para o caso linear tal relacdo seja dada por o2 (¢) = 2t [55,95,/8]. Entretanto, muito mais importante que
a expressdo em si é a simples existéncia de uma relacado entre resolucdo e escala/tempo dentro do arcabouco
da visdo primordial.

4.2 Construcao axiomatica

Espacos-escala podem ser construidos de modo axiomdtico: uma vez colocadas as premissas que o pro-
cesso deve assegurar, deduzem-se os aspectos mais especificos do sistema. De fato, esta foi a estratégia ado-
tada por Taizo lijima nos anos 60 [231}234], no contexto de reconhecimento de padrdes. Tais desenvolvimen-
tos passaram despercebidos pela comunidade cientifica ocidental, para a qual o importante artigo de Andrew
Witkin [237] constitufa o embrido conceitual das Teorias de espagos-escald’] Tentaremos nesta se¢do abordar
a construcdo axiomadtica dos espagos-escala Gaussianos, seguindo de perto os requisitos colocados por lijima
1231},1234] e Witkin [237]. Os desenvolvimentos apresentados por Pauwels et al. [168] norteardo nossa anélise.

Partindo de um pressuposto de maxima ignorancia sobre a estrutura (sinal) a ser mergulhada no espaco-
escala [122,/56], pode-se considerar que talvez o primeiro requisito a ser instalado na teoria seja a invariancia
ao deslocamento, visto que com isso assume-se uma “isonomia” no processo em seus diversos niveis locais.
Em um contexto de sinais multidimensionais / imagens, também é razoavel que transformacdes (uniformes)
de intensidade nao alterem o contetido investigado. Por exemplo, uma alteracao de iluminacdo sobre uma
cena, ou a imposicdo de um offset ao sinal, ndo deveriam ser capazes de distorcer a resposta global do pro-
cesso.

Os dois requisitos acima sao bastante intuitivos e, de certa forma, esperados. A eles devem se somar ou-
tros dois, menos 6bvios e com consequéncias profundas: primeiro, o sistema deve apresentar algum tipo de
invariancia a transformacoes de escala. Esta condicdo € inspirada no aspecto fisico do processo de medida
[56,[122], j& que um observével fisico deve se manter inalterado sobre mudancas das unidades fundamentais
envolvidas. No contexto de multiescala, a imposicdo da invariancia a escala estd associada a ja comentada
ignorancia sobre a estrutura investigada: na auséncia de informacdes a priori, ndo deve existir uma escala
preferencial [237,[168].

Ligado diretamente a questdo da invaridncia em escala, o Gltimo requisito a ser exigido estd associado a
existéncia de uma propriedade de semigrupo [122,[168,56]. Grosso modo, esta esta ligada ao fato de que todas
as escalas devem ser tratadas da mesma forma [122] e um efeito cumulativo deve ser observavel; isto €, ao
analisarmos um mesmo sinal em duas escalas distintas, de modo sucessivo, deve haver uma escala sobre a
qual a resposta do processo retorne um resultado que incorpore estas duas escalas, em um tnico processo de
medida.

A discussdo conceitual acima traz a esséncia da construcdo axiomética de um espaco-escala. Ha de se no-
tar, contudo, que frequentemente lidamos com variacdes ou até mesmo violacdes dos requisitos impostos.
Veremos mais adiante que o espaco-escala Gaussiano sofre de limitacdes insuperaveis, a menos que flexibi-
lizemos alguns de seus axiomas fundamentais. Alids, foi esse “arrojo” em se violar uma sistemadtica extrema-
mente elegante que levou Perona e Malik a apresentar em [170] um recurso que viria a revolucionar toda a
drea de Processamento de Imagens.

Seguindo lijima [231}234], admitiremos que um sinal u(z) submetido a um operador em um espaco escala
é transformado de modo geral por

oo
Uy () = @, [ul(x) = / h(x, 2" u,o)dx’, (4.5)
— 00
em que o é um parametro de escala estritamente positivo e i(-) é o niicleo do operador, a ser determinado.

Note-se a extrema generalidade da transformacdo ®,[-]. Veremos adiante como os axiomas refinam o escopo
de atribuicdo deste operador. A fim de permitir um desenvolvimento sistemadtico, os requisitos discutidos an-

4Gracas a Weickert, Ishikawa e Imiya [231}[234], as idéias principais da Axiomatica de Iijima podem ser consultadas em inglés, de modo
que ndo ha mais motivos para ndo atribuirmos a “alvorada” dos Espagos-Escala aquele cientista.
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teriormente podem, baseados na Equagdo (4.5), ser sistematizados na

DEFINICAO 7: (AXIOMAS DE I1J1MA) [231),/234]

i. Linearidade sobre multiplicacdo. Se o é uma constante arbitréria, a resposta do sistema a uma entrada
amplificada au(z) deve ser tal que valha

b, [au](z) = a®,[u](z). (4.6)

ii. Invaridncia ao deslocamento. O operador ®,[-] comuta com o operador de translacdo T,,:

D, [Ty, ul(x) = Ty Oy lu)(z) 4.7
iii. Invaridncia de escala. O sistema é invariante sobre transformacodes de escala:

A = @J[a](x)z%[u}( ) (4.8)

i

A
emque A € R\ {0}, a(z) = u(z/\) ed =a(N).

iv. Semigrupo. O sistema deve obedecer a uma propriedade de semigrupo generalizada:

Do, @g, [ () = Doy [u](2), 4.9)

em que o3 = o(01,02).

Os Axiomas mostrados nas Equacdes (4.6)—(4.9) trazem para solo matemadtico os requisitos discutidos an-
teriormente. Chamamos a atencdo para a propriedade de semigrupo generalizada, Equacdo (4.9): de acordo
com o discutido acima, seria de se esperar uma relacdo da forma o3 = o1 + 02. Veremos mais adiante a neces-
sidade em se colocar a relagdo o3 = 03(01, 02) com tal grau de generalidade.

Os Axiomas (i) e (ii), dados pelas Equagoes e imediatamente estabelecem que o sistema € LSI,
conforme discutido na Se¢ao[2.2} Equacéo (2.8). Temos entdo que

(oo}

D, [ul(z) = / h(z — "5 0)u(x))dz' = (hy * u)(x), (4.10)

— 00

em que adotamos a notagdo h,(-) para indicar que a escala € fixa ao longo do processo de convolugdo. Por
sua vez, o Axioma (iii), dado pela Equacdo ([@.9), estabele a existéncia de um fator de escala sobre o ntcleo £,
geralmente dependente de o. De fato, das Equagdes e (4.10), temos que

Z ho(x — 2" )u (;Z;J dr’ = 7 hs (}\(xa) _ x’) (@' )da'

A Equacao é de grande valor conceitual e operacional nos espacos-escala: ao postularmos a ndo-existéncia
de uma escala preferencial a um sistema LSI, restringimos a defini¢do de seu nucleo. Isto é, nos resguardamos
do risco de que h possa mudar sua lei de formagdo ao longo da variacao de o. De fato, lidamos no final com
versoes dilatadas ou comprimidas de uma tinica funcao:

1 T

ho(z) = NG (A(@) , (4.12)
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em que ¢(-) é 0 m’lcleo-matrizﬂ que quando submetido a transformacdes de escala regidas pela funcao (o)
dé origem ao nucleo h,(x). Veja que hd uma generalidade sobre o fator de escala, pois ndo hé razdo alguma
— a esta altura - de se restringir a discussdo a escalas lineares, isto é, \(c) « o. Entretanto, visando manter a
integridade (continuidade, integrabilidade etc.) de h,(-), é usual que se coloquem algumas condicdes sobre
A(+), tais como monotonicidade e bijetividade [168].

A questdo da propriedade de semigrupo generalizada é bem mais especifica, e leva ao principal resultado
da construcdo, permitindo que o nicleo Gaussiano surja em definitivo. Para chegar a este resultado, precisa-
remos de hipdteses adicionais sobre h, () [168}147]: ao lidarmos com um sistema LSI, é claro que A, (-) deve
ser absolutamente integravel. A integrabilidade do nticleo nos proporciona também a existéncia de sua trans-
formada de Fourier h,(k), em que k é o niimero de onda (ou frequéncia espacial). Adicionalmente, do ponto
de vista de Andlise de Sinais, é interessante que

o

/ he(x)dx =1, (4.13)

isto é, que o ntcleo seja normalizado. Isso garante que o sistema ndo amplifique sinais constantes, e permitira
—no presente desenvolvimento — a aplica¢do de um resultado técnico da Teoria de Grupos [186]. Exigiremos
por fim que o ntcleo do operador seja par, isto é, que

he(z) = he(—2). (4.14)

A exigéncia expressa na Equacdo (4.14) é reminiscente de uma teoria de Imagens: no caso multidimensional,
espera-se que nao exista dire¢do preferencial sobre a qual o nticleo atue. Nesse caso, exige-se do filtro ser inva-
riante a rotacoes. Como aqui lidamos com uma tinica dimenséao espacial, a paridade é requerida. Juntamente
com a realidade de h,(-), vemos que a transformada de Fourier h, (k) seja também real e par.

Embora os requisitos adicionais sobre h,(-) tenham sido colocados sob um justificativa baseada em per-
cepcao de imagens, eles desempenham um papel muito mais abstrato. Para elaborar melhor este ponto, pre-
cisamos da

DEFINICAO 8: (FILTROS RECURSIVOS EM ESCALA) [147]
O nucleo h,(z) é dito recursivo em escala se dados 01,02 € R\ {0} valer

h’U2 © hO’l = h01€B<727 (415)

em que o é o operador de composicdo e ® é uma operacao de adicao geral, no sentido de Teoria de Grupos
(7, 12].

A Definicao|8| coloca que é esperado de um sistema recursivo em escala uma alteracao nesta, regida pela
“adicdo” @. Dentro das nossas discussoes, contudo, podemos particularizar esta definicdo de forma que a
adicdo de escalas é usual, isto é, 01 @ 02 = 01 + 02, € 0 operador de composicao é a convolucao. Dito isto,
dentro do atual contexto, o Axioma (iv) de lijima, dado pela Equacgao (@.9), pode ser reescrito como

(hoy * hoy)(2) = hoy 4o, (). (4.16)

Para além da evidente familiaridade, a Equacao (4.16) — acompanhada dos requisitos adicionais colocados
anteriormente — nos permite formar juizo sobre a forma geral de h,(-). Inicialmente, deve-se ter em mente
que o espago dos nucleos h,(-) indexados por ¢ € R\ {0} é um espaco de Banaclﬂ Ademais, consideradas
as propriedades do produto de convolucao e a integrabilidade dos %,(:), temos na verdade uma &lgebra de
Banach [186]. Sob uma 6ptica de Teoria de Grupos, a transformada de Fourier de um produto de convolucao
corresponde a um homomorfismo [186} 7, [12], visto que preserva produtos entre grupos. No presente caso, o
grupo de “origem” é a dlgebra de Banach formada pelo espaco dos i, (-) equipado com o produto *, e o grupo
de “destino” é o corpo dos complexos, equipado com o produto usual. Dentro deste arcabouco, é mostrado

5Aqui o termo matriz é usado em sua acep¢do mais literal - semelhante a geratriz — e ndo deve ser confundido com seu sentido mate-
matico.
6De fato, é um espaco de Hilbert, j4 que estd equipado com produto interno.
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(vide, e.g., Rudin [186], p. 191-193) que a transformada de Fourier de h,(z) deve ser necessariamente uma
exponencial. Isto é,

he (k) = exp[—p(k)a], (4.17)

em que p(k) é uma funcio par, visto que h, também o é.

O resultado mostrado na Equacao ja da indicios sobre onde queremos chegar; afinal, se a transfor-
mada de Fourier do filtro é uma exponencial real cujo expoente é uma func¢ao par, ntcleos Gaussianos sdo
abrangidos de maneira bastante natural. Entretanto, eles ndo sdo os iinicos que cumprem com estes requisi-
tos. De fato, a questdo da invariancia a escala é essencial para uma delimitacdao mais firme deste espaco de
nucleos admissiveis.

E provado por Pauwels et al. [168] e Nilsen [147] que se h,(-) cumpre com todos os requisitos colocado a
funcao de transferéncia do Espaco-Escala erigido sobre a Axiomaética de lijima é dada por

hy (k) = exp(—ac|k|®), (4.18)

em que o € R\ {0} é um parametro livre, bem como a constante real a.

A Equacao evidencia a existéncia de um segundo parametro continuo, «. A variacao deste novo
parametro claramente influencia a estrutura do espaco-escala. Para o caso em que o = 2, temos finalmente
que

he(k) = exp(—ack?®) =  hy(z) (4.19)

o)
= ——exp|——|,
oV2m Pl 202
que corresponde precisamente ao nucleo Gaussiano, ja abordado na Secdo (vide Equagéo (3.3), p. [22).
Neste caso, deve-se notar que o fator de escala é dado por

Ao) = a. (4.20)

Veja que lidamos aqui com uma questdo essencial: porque deveriamos escolher « = 2 se, em principio,
poderiamos excursionar por uma gama de valores? De fato, esse novo grau de liberdade possibilita extensdes
e generalizacoes a Teoria dos Espacos-Escala via Calculo Fraciondrio, tal como feito por Duits et al. em [46].
Uma discussao sucinta sobre o calculo fraciondrio é realizada no Apéndice|[B|

Nielsen [147] apresenta uma prova bastante direta de que se « = 2n, n € N, 0 espaco-escala de lijima
admite sinais no sentido de distribuicoes (deltas, degraus etc.). Dentre as infinitas (mas agora enumeraveis)
possibilidades sobre «, a escolha o = 2 é a tinica [231},[234}[168] que preserva a positividade do sinal analisado
no Espaco. O préprio lijima foi forcado a considerar este um quinto Axioma [231}, 234]:

DEFINICAO 9: (AXIOMAS DE I1JIMA - SUPLEMENTO) [231),1234]

v. Preservacao da positividade. O sistema ndo altera o sinal de entradas (quando positivas), independen-
temente da escala:

u(x) >0 = O, uj(zx) >0, Vo (4.21)

Por fim, hd um resultado mais profundo discutido em detalhes por Pauwels et al. [168] em que é eviden-
ciada a necessidade de se ajustar a = 2 caso se queira operacionalizar o Espaco-Escala de lijima (equipado
finalmente com a preservacao da positividade) via EDPs [147]. Naturalmente, este € atributo extremamente
desejavel, de modo que ndo parece haver — dentro do contexto linear cldssico — maiores objecoes a escolha de
«a = 2 e suas boas consequéncias.

Deve-se notar, por fim, que o Espago-Escala Gaussiano vai de encontro com vdrias colocacgdes sobre o
sistema visual humano segundo Marr [136], de forma que quaisquer mudancgas que tentemos implementar
nos afastard necessariamente desta importante teoria da visao primaria.

“Tanto aqueles derivados dos Axiomas de lijima quanto aqueles colocados posteriormente, de modo ad hoc.
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4.3 Abordagens de Witkin e Koenderink: a equacao de difusao

A construgdo axiomadtica de Iijima, descrita na Secdo anterior, mostrou que é possivel, a partir de postula-
dos fundamentais, construir uma familia de sinais (ou, equivalentemente, um banco de filtros) que decompode
um sinal u(z) em multiplas escalas. Discutiremos aqui alguns de seus aspectos mais importantes, ligado a des-
crigdo multiescala, que fard a conexdo “final” da Teoria dos Espacos-Escala Lineares as Equacdes Diferenciais.
Em particular, se o Espaco-Escala é Gaussiano, lidaremos diretamente com a Equacao de Difusao.

Embora a abordagem de Witkin [237] seja bastante diferente daquela seguida por lijima [231},1234], a idéia
de ambos era a mesma: decompor o sinal de interesse em miiltiplas resolucdes, de forma a permitir uma
andlise particularizada para cada nivel de detalhe desejado. Nas palavras do préprio Witkin [237]:

[...] The problem of scale has emerged consistently as a fundamental source of difficulty,
because the events we perceive and find meaningful vary enormously in size and extent.
The problem is not so much to eliminate fine-scale noise, as to separate events at different
scales arising from distinct physical processes. It is possible to introduce a parameter of
scale by smoothing the signal with a mask of variable size, but with the introduction of
scale-dependence comes ambiguity: every setting of the scale parameter yields a different
description; new extremal points may appear, and existing ones may move or disappear.
How can we decide which if any of this continuum of descriptions is “right”?

A idéia de Witkin de resolver a ambiguidade em escala era simples, mas engenhosa: uma vez detectados
os extremos em determinada escala, pode-se — em principi(ﬂ— seguir sobre a curva que contém o extremo
em questdo até escalas mais finas, conforme desejado. Surgem, de imediato, algumas questdes acerca deste
modus operandi:

i. a que extremos nos referimos; ou, em outras palavras, qual a ordem da derivada do sinal que nos interessa?

ii. sob quais condi¢des garantimos que as curvas de extremos no espaco-escala ndo se interceptem, gerando ambigui-
dade na representagao?

A resposta da questdo (i) vem da Teoria de Deteccdo de Arestas, de Marr e Hildreth [136]: embora seja
bastante claro que o médulo do gradiente do sinal de interesse, | Vu(x)|, funcione como detector de bordas, ele
ndo é invariante a rotagdes, de modo que exige-se a submissao da imagem a filtragens diversas com derivadas
direcionais para que se forme algum juizo sobre a existéncia de bordas em determinado ponto x. O Laplaciano
V2u(x), por sua vez, é invariante sobre rotacdes no plano [136} 8], e a andlise de extremos adotada por Witkin
em [237] se baseia nos pontos em que ocorrem cruzamentos no zero [237,(136,1213], isto é, em pontos em que

Oz Po[u](2) =0 € Opra®Polu](z) # 0. (4.22)

A Figura[4.3]ilustra como se d4 a descri¢ao multiescala proposta por Witkin, que se baseia no observacao da
evolucao das curvas 9., P, [u](z) = 0 no espaco-escala (x,0). A descricdo qualitativa proposta por Witkin em
[237] consistia em se mudar a representacao dos sinais para aquela gerada pelas curvas 9,,®,[u](z) = 0, ex-
plorando a hierarquia estabelecida em escala. Em outras palavras: pode-se, em uma dada escala ¢’, escolher
uma curva 9., ®,[u](x) = 0, acompanhando-a até o = 0. Para isso, Witkin explicita a necessidade de duas
hip6teses fundamentais, enunciadas na

DEFINIGAO 10: (HIPOTESES DE WITKIN) [237]

i. Identidade: extremos observados sobre uma mesma curva 9,,®,[u|(xz) = 0, mas em diferentes escalas,
tém origem em um mesmo evento; e

ii. Localizagdo: a posicao correta = de um evento observado em uma escala o pode ser determinada se-
guindo sobre a respectiva curva 9., P, [u](z) = 0 conforme o — 0.

Em alguma medida, Witkin também foi “forcado” a postular propriedades fundamentais do espaco-escala

8A0 formular a Teoria de Witkin por meio da Equagéo de Difusdo veremos que haverd uma restricao “termodinamica” no processo de
rastreio de extremos sobre a superficie no Espago-Escala.
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Figura 4.3: Descri¢io multiescala de acordo com Witkin. Em (a) é mostrado um sinal sintético (curva vermelha preenchida) decomposto em multiplas
versdes de menor resolucdo, obtidas por convolugdes com nticleos gaussianos cuja escala o é sucessivamente incrementada. Nota-se claramente uma
degradacao irrecuperavel no sinal conforme aumenta-se o parametro de escala. Em (b) é mostrada a imagem do espaco-escala projetada sobre o plano,
superposta pelas curvas em que a derivada segunda de u, (z) se anula. Para melhor visualizagao, estas curvas foram submetidas a um espessamento via
morfologia matemdtica, com elemento estruturante retangular de diametro igual a 3 pixels. Neste exemplo, a resolugéao inicial do sinal é de Az = 1,96 -

1073 [u.a] e o parametro de escala maxima é oyax = 1,25 - 10~ [u.a.].

desejado. As hipéteses (ou axiomas) colocadas restringem, de uma maneira bastante cbmoda, a classe dos
filtros passa-baixa permitidos para a construcdo do sistema. De fato, é provado por Babaud, Witkin, Baudin
e Duda em [9] que o tnico ntcleo h,[-] capaz de respeitar as hip6teses de Witkin, listadas na Definigao [10} ¢
a Gaussiana normalizada, dada pela Equacao (Z.I9). Nota-se, enfim, a convergéncia entre as abordagens de
[ijima e de Witkin.

O detalhe mais relevante na escolha dos filtros Gaussianos para o espac¢o-escala de Witkin reside na ca-
pacidade de tais estruturas em se impedir a criacdo de cruzamentos por zero. Ja que este tltimo evento cor-
responde ao registro de uma deteccao na teoria, é imprescindivel que detalhes espirios ndo sejam criados ao
longo das excursdes em escala. Note aqui que a influéncia da hip6tese de Identidade.

Em paralelo aos desenvolvimentos tedricos de Witkin, que optou por enfatizar a hierarquia de extremos no
espaco-escala, Jan Koenderink também mostrou [109], segundo uma abordagem baseada em geometria dife-
rencial, que um espaco-escalalinear que obedeca aos principios de identidadeﬂe invariancia ao deslocamento
leva necessariamente ao caso Gaussiano. Entretanto, o resultado que nos interessa aqui é que a abordagem
geométrica de Koenderink leva a equacao de difusao:

Oru(x,t) = V3u(x, t), (4.23)

cuja solucdo é bem-estabelecida [55} [95], e corresponde ao produto de convolugdo hy(X,t) * u(x,0). Ha de
relevante neste resultado que podemos, a partir de agora, encarar a descricdo multiescala de lijima-Witkin
como um processo de evolucgao regido pela Equacgao do calor @:23), cujo pardmetro de escala o estd vinculado
ao “tempo” t na forma

o%(t) = 2t. (4.24)
Deve-se enfatizar aqui que a despeito de certa obviedade sobre a analogia entre descricao multiescala e a

equacao do calor (ja que tratamos sempre de convolucdes com nticleos Gaussianos), o trabalho de Koende-
rink estabelece um marco, ou mudanca de paradigma. Podemos, agora, considerar um espacgo-escala linear

9Koenderink usa em [109] o termo causalidade.
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como um registro em multiplos instantes de tempo da evolucdo de um sistema fisico (o sinal inicial) sub-
metido um processo de difusdo. Tal 6ptica abre espaco para interpretacdes mais fisicamente motivadas dos
espacos-escala, passiveis de andlise a luz de termodinamica, fisica estatistica e, finalmente, teoria da informa-
cdo. E sobre este solo que prosseguiremos o Trabalho e detalharemos mais os atributos da equagéo de difusao,
caminhando de modo natural a generalizacdes que nos levardo a Equac¢do de Perona-Malik [170].

4.3.1 Difusao linear: caracteristicas basicas

O problema que nos dispomos a analisar agora corresponde a Equacdo de difusdo em uma dimensao es-
pacial e com condicdes de fronteira homogéneas, mostrado na Equacdo (4.25):

Owu(z,t) = 20ppu(w,t)

u(@,0) = f(x)

Opu(0,t) = 0 (425
Ozu(L,t) = 0,

em que (x,t) € [0,L] x RT \ {0} ec € RT \ {0}. Na medida em que se mostrar necessario, estenderemos as
andlises a dimensdes superiores. Quanto as condi¢coes de fronteira, ficara claro ao longo dos desenvolvimentos
seguintes como estas proporcionam propriedades interessantes@]— inclusive no caso numérico —, além de
facilitar certas passagens.

Antes de detalhar certos aspectos do PVIF ([@.25), lembremos que ele modeliza um fen6meno fisico irre-
versivel. Desse modo, seguindo uma intuicao inspirada em termodindmica, deve soar razoavel que a energia
do sistema representado por u descreca ao longo do tempo e que a entropia aumente. De fato, o sistema em
andlise é dissipativo, no sentido que

L
E(t) = (u,u) (t) = /uQ(x,t)dx (4.26)
0

é uma funcdo decrescente a limitada superiormente por F(0) = (f, f). Para ver isso, desenvolve-se a derivada
temporal da energia explicitamente,

L
dE, . )
G0 = ol
0
—2¢%[|0ul* < 0. 4.27)

A Equacao ([:27) é facilmente obtida por integracdo por partes e aplicagao das condigdes de fronteira da-
das por {@.25). Ela mostra que a variacao temporal da energia do sistema é negativa, conforme conjecturado
acima.

A dissipacao da energia nos indica que o sistema evolui para uma configuracdo estaciondria. Interpretando
este processo a luz da termodinamica cldssica, somos levados a cogitar uma variagao positiva da entropia ao
longo da evolugdo. Entretanto, é necessdrio cautela no uso de tais analogias, ja que o processo modelizado
pelo PVIF ndo pertence a termodinamica de equilibrio. Corre-se um risco, portanto, de se seguir uma
intuicdo legitima num cendrio completamente inadequado.

De um ponto de vista formal, a questao da entropia no PVIF envolve tecnicalidades profundas segun-
dos diversos pontos de vista, como por exemplo nas areas de equacoes diferenciais [49], fisica computacional
(16} 17] e anélise numérica [205]. Nestes cendrios a entropia nao possui necessariamente a mesma interpre-
tacdo daquela associada a termodinamica, mas estd ligada — ndo necessariamente de modo direto — a algum

10Deve-se notar, entretanto, que aimposicao de condicdes de fronteira ao problema de difusdo faz com que o aparato das Séries de Fou-
rier seja necessdrio, ao passo que na Teoria dos Espagos-Escala muitos resultados partem da premissa que u € avaliada sobre toda a reta,
de modo que a Transformada de Fourier é fundamental. A prépria relacdo com os nicleos Gaussianos depende disso. Entretanto, como
estamos interessados nas propriedades comuns aos cendrios discreto e continuo, nao é possivel desconsiderar a limitacdo do suporte de
Uu.
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traco de irreversibilidade. Neste ponto de nosso Trabalho, tais conceitos nado se fazem estritamente necessa-
rios, de forma que abordaremos a questao da entropia de modo anélogo a da energia; isto é, trataremos de um
funcional S(t) cujo argumento € o sinal u(x,t) > 0. A suposi¢do acerca da positividade de u é razodvel tanto
de um ponto de vista fisico, em que u poderia ser encarado como uma funcdo densidade de probabilidade,
quanto num cendrio de Teoria de Sinais, j& que podemos sempre alterar o offset de um sinal para manté-lo
estritamente positivo.

Comecemos definindo a entropia por

L
)= — /u (x,t) In[u(x, t)]dz. (4.28)
0

Queremos avaliar a variacdo temporal de S(¢), isto é,

L
G0 =~ [l hjue. 0] do
0

L
= —02/8mu(x,t) {1+ Infu(z,t)]} dx

L
_ 62/ 3 U Z, t de (429)
0

A Equacao [#.29) foi obtida substituindo-se d;u por ¢?9,,u dentro da integral e, apGs integracdo por partes,
aplicacao das condicoes de fronteira. Para simplificar (4.29) podemos fazer a substituicao v(z,t) = 24/u(x,t).
Com isso obtemos, finalmente, que

as

—(t) = *||0,v|* > 0. (4.30)
dt
A Equacdo (.30) mostra que, indo de acordo com a intui¢do cldssico-termodinamica, o PVIF (£.25) leva a
uma degradacao do sistema, no sentido de que o estado u(z, t;) ndo pode ser recuperado a partir de u(z, t2),
com ty > t;. Essa irreversibilidade impde uma seta do tempo ao sistema e, no contexto de espacos-escala
Gaussiano, tem importéancia capital, ja que é responsavel pela causalidade.

Além da questdo de energia e entropia, podemos nos perguntar sobre as estatisticas de u, tais como média
e variancia. E simples mostrar que o valor médio (u) (¢) ndo se altera ao longo da evolugdo. De fato,

L
[ Opu(z, t)dx
[

d (u) _
W(t) = 7
fdx
= —/amu x,t)d
= = 8 u(z, y)| =0, (4.31)

em que o dltimo resultado é devido as condi¢cdes homogéneas de fronteira. Usando esta invaridncia de (u)
mostra-se facilmente que a variancia o2 decresce no tempo, isto é,

ddi:(t) = ([u— ]*) (1) <0. (4.32)

Em sintese, os desenvolvimentos acima mostram que a difusao linear equipada com condi¢des homogé-
neas de Neumann corresponde a um processo dissipativo, visto que a energia decresce com o tempo. Mais
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do que isso, esta degradacgdo é irreversivel, no sentido em que a entropia varia positivamente ao longo do
processo, caminhando para uma maximiza¢ad'l| Por fim, ao mostrar que o valor médio permanece cons-
tante ao longo da evolugdo, ao passo que a variancia o2 decresce, mostramos indiretamente que o “destino”
do sistema representado por u é um estado estaciondrio constante, isto é, u(x,t — o) x (f), V& € [0, L].
Felizmente, o PVIF (4.25) ndo reservou surpresas na andlise, de tal forma que a j4 comentada intuicao cléssico-
termodinamica se mostrou acertada.

Antes de prosseguirmos, cabe ressaltar que a conclusio acima possui uma conexao importante com a Teo-
ria da Informacao, a ser muito usada neste Trabalho: ao dizer que o sistema analisado marcha para um estado
de uniformidade perpétua, e considerando este mesmo sinal como uma distribuicdo, estamos afirmando que
qualquer caractere x € [0, L] é equiprovavel. Com isso, hd mais incerteza no resultado de um experimento
aleatério cujo resultado seja a escolha de um dos caracteres e sua posterior transmissdo por meio de um canal
de comunicacao [190].

Outra observacao que deve ser feita é que o PVIF tem solucao explicita, dada por

u(z,t) = i @y, COS [%m} exp {— (?)2 t}, (4.33)
n=0

em que {a,;n € N} sdo os coeficientes de Fourier de u(z,0) = f(z). A solucdo apresentada na Equacao
poderia ter sido usada diretamente para as avaliagdes sobre energia, entropia, valor médio etc. Por exemplo, é
simples mostrar que energia e valor médio do sinal sdo dados explicitamente por

2

n=0

By =L i lan |2 exp {—2 (“2”)275} e (u)(t)=(f). (4.34)

A razdo para ndo se conduzir as andlises explicitamente, obtendo por exemplo E(¢) e (u) (¢) tais como mos-
tradas na Equacao (4.34), ficard mais clara adiante, quando métodos numéricos aproximativos do PVIF (4.25)
forem discutidos.

4.4 Difusao nao-linear: a Equacao de Perona-Malik

4.4.1 Criticas ao espaco-escala linear

Se por um lado a formulacdo do espaco-escala Gaussiano por meio da Equacao do calor traz a descricao
multiescala uma intuicdo termodindmica, é justamente este carater fisico que introduz um elemento ausente
na teoria inicial: irreversibilidade. De fato, segundo a sistemdtica de Witkin, em que vigora o principio de
localizacdo (Def. p. [47), podemos migrar de escalas tanto quanto queiramos, visto que as etapas de pior
resolucdo sdo construidas, e ndo medidas. Em outras palavras, ndo hd impedimento algum a seguirmos sobre
as curvas @, [u](x) =0até o = 0.

O cendrio fica um pouco mais complexo quando se pretende usar o espago-escala para representar o con-
tetido semanticd™| relevante do sinal [I70]. Tal como ilustrado na Figura [4.3}(b), os extremos se movem ao
longo da evolugdo em o, de modo que caso observdssemos um sinal u,/(z) em que ¢’ # 0, ndo terfamos
acesso as posicoes reais dos eventos semanticos de interesse, ja nesta escala ndao ha garantia alguma de que os
extremos detectados estejam localizados em suas posicoes originais. Face a esta limitacdo observacional dos
espacos-escala Gaussianos, Perona e Malik conjecturam [170] que um sistema capaz de recuperar o conteido
semanticamente relevante de um sinal ao longo de quaisquer escalas deve ser tal que valham trés critérios
fundamentais, dados pela

U Note que para tanto, S deve ser convexa.
12Em imagens: bordas, juncées e descontinuidades em geral. Em sinais 1-D a nogéo de junc¢io néo faz sentido, de modo que os ele-
mentos “semanticos” correspondem a quaisquer descontinuidades.
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DEFINICAO 11: (CRITERIOS DE PERONA E MALIK) [170]

i. Causalidade: de maneira absolutamente idéntica as abordagens de Witkin e Koenderink, extremos
observados sobre uma mesma curva 9,,®,[u](x) = 0, mas em diferentes escalas, tém origem em um
mesmo evento;

ii. Localizacdo imediata: a posicdo 2 de um evento observado em uma escala ¢ > 0, bem como sua de-
finicdo estrutural, devem ser bem-definidas (ou resolvidas), coincidindo com os eventos (ou estruturas)
semanticamente relevantes do sinal; e

iii. Homogeneizacao seletiva: em quaisquer escalas, regides delimitadas por eventos semanticamente re-
levantes devem ser suavizadas.

Existem algumas direcdes iniciais que podem ser tomadas com vistas a implementa¢do de um espaco-
escala estruturado segundo os Critérios de Perona-Malik, dados pela Definicdo (TI). Poderiamos, caso ndo
quiséssemos violar qualquer trago ligado a linearidade, considerar expoentes « # 2 na Equacao (4.18). Entre-
tanto, podemos adotar mudangas muito mais radicais, abdicando da linearidade do sistema. De fato, este é
um dos axiomas de Iijima e Witkin, mas sua razdo de ser parece muito mais de carater simplificador do que,
de fato, um requisito. O proprio Koenderink pondera este ponto [109]. Foi esta “janela de oportunidade” a
explorada por Perona e Malik em [170]: segundo estes, a chave para o aperfeicoamento dos espacos-escala
reside na difusibilidade.

Ao invés de explicitar ja a Equacao de Perona-Malik, tal como estes autores fizeram em seu trabalho semi-
nal [170], iniciaremos a construcao da difusdo ndo-linear através de uma abordagem variacional, feita a seguir.
Este autor acredita que tal rota, um pouco mais longa e indireta, traz consigo insights titeis sobre o porqué de
adotar uma flexibilizacdo justamente sobre a difusibilidade.

4.4.2 Aspectos variacionais

Conforme dito acima, a solucéo proposta por Perona e Malik em [170] foi colocada em forma de EDP, ex-
plicitando tanto quando possivel o comportamento da difusibilidade ¢(-, -). Em adig3o, fica claro agora que os
atributos do processo evolutivo dependem basicamente da capacidade da EPM de se descolar de uma difusao
cléssica, linear. Do ponto de vista tedrico, contudo, sobram perguntas sobre os atributos da EPM, inclusive
sobre seus métodos numéricos. Nesse sentido, You, Tannenbaum e Kaveh apresentaram em 1996 [239] uma
contribuicdo fundamental para compreensdo acerca do comportamento de difusdes anisotrépicas, incluindo
naturalmente o processo de Perona-Malik. A abordagem de You ef al. é baseada em métodos variacionais e
serd apresentada aqui de modo particularizado para uma tinica dimensao espacial.

Consideraremos que o sinal u(z) possui suporte compacto x € I = [0, L]. Estamos interessados em inves-
tigar o comportamento 6timo da seguinte energia:

J[u] = /6(\u/(x)\)d:c (4.35)

I

Note que, a depender de ¢&(-), o funcional J[u] pode operar como uma medida de regularidade espacial de w.
De fato, caso ¢(-) seja positiva monotonicamente crescente, quao mais suave for o sinal, menor serd .J. Por
outro lado, se « for um sinal de variacdes intensas, J tenderd a assumir maiores valores. De todo modo, ndo
formaremos - ainda - juizo sobre a lei de formag&o de ¢(-). Suporemos apenas de antemao que ¢(|u’|) > 0O e
& (|Ju'|) > 0. A primeira destas condi¢des garante a positividade de .J, ao passo que a segunda serd importante
para a determinacao do comportamento da EPM.

Tentaremos, inspirados por You ef al. [239] e Aubert e Kornprobst [8], fazer com que alguns atributos ne-
cessdrios a ¢ sejam obtidos ao longo dos desenvolvimentos. Tal estratégia mostra de modo profundo a “cons-
tru¢do” da EPM a partir de preceitos cldssico-mecanicos. A estratégia classica para se buscar os pontos de
extremo de J[-] corresponde em se usar a Equacdo de Euler-Lagrange [8} [13] ou, mais fundamentalmente,
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investigar as condi¢cdes em que a derivada de Gateaux [8} 13} 239]

§J(u;h) = lim w

4.36
A—0+ A ( )

se anula. Da Equacdo (4.35) e da discussdo sobre o papel deste funcional, fica claro que ha uma dependéncia
exclusiva de ¢(-) sobre v/, de forma que podemos representar ¢(u + Ah) por sua série de Taylor:

oo

é(ju” + A0 |) =

RICTE (4.37)

em que a dependéncia de u e h sobre x foi suprimida. Expandindo é(u + Ah) em primeira ordem na Equacéao

(4.36) obtemos

J(u;h) /h“’—dm (4.38)

em que foi usado o fato de que
u/
||

O passo seguinte consiste em se igualar ¢ dado pela Equacao a zero, em busca dos pontos de extremo,
isto é,

d ., I
T (v D] = ¢ (Ju')) (4.39)

8J (u; h) = /h“’ﬁda: =0. (4.40)

Contudo, hé de se considerar que a variagdo §J ndo é bem-definida para os pontosde Iy C I = {z € I; |v/(z)| =
0}. De fato, uma estratégia simples consiste em definir |u/(x)|"'v/(z) = 0 para os pontos z € Iy em que
u’(z) = 0 [239]. Embora ndo retornemos mais a essa questdo da indeterminacao, deve-se notar que é possivel
obter uma primeira condi¢do sobre a fung¢do ¢&(-): ao escolhermos h tal que 4/(z) # 0 para x € I, teremos

& (0) /h’(a:)dx =0 = &(0)=0. (4.41)
Io

De volta ao problema original, deve-se notar que podemos reescrever a Equacao (4.38) como

d d
87 (u; h) = /dT {h W]dm /hdx[ dex (4.42)
1

Para tanto, basta desenvolver a derivada do produto hd'v’/|u’|. O primeiro termo da Equacdo (4.42) se anulara
se adotarmos as condi¢des de fronteira

v (0) =/ (L) = 0. (4.43)

Agora, usando (4.43) em (4.42), obtemos finalmente que

5J(ush) = — / L { }dm (4.44)
I

dr | |u/|

Deve-se notar que poderiamos ter abordado o problema de mimizar ¢.J sob uma 6ptica ligeiramente dife-
rente da desenvolvida acima: ao invés de determinar as condi¢des em que a variacdo 6.J se anula, poderiamos
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identificar a dire¢cdo em que isto ocorre. De fato, observando a Equagao (4.42), identificamos uma derivada
direcionaE] de J com relagdo a h(x). Desse modo, temos
dE d {N, o }

—_—= - 4.45
du dzr ( )

||
A vantagem em considerarmos a derivada direcional mostrada na Equacdo (4.45) é que podemos agora re-
correr a uma intuicdo geométrica para o desenvolvimento. De fato, se a idéia é mimizar J, devemos seguir a
dire¢do em que dF/du se anula, mas no sentido inverso aquele que leva a maximizacdo do funcional. Desse
modo, a marcha no tempo que descreve a miminiza¢do do funcional considerado é dada por [239, 8]

~/
Opu(x,t) = 0, [W@xu] , (4.46)
que abrange a EPM, caso a difusibilidade
(10,
c(|9pul) = & |((|,j 'uTD (4.47)

obedeca aos critérios especificos do processo orignal proposto por Perona e Malik [170]. Em outras palavras,
a Equacdo de Perona-Malik é dada por

Opu(z, t) Oe[c(0pu(z, 1)) Opu(z, 1)])

u(z,0) = f(x)

8,u(0,t) = 0 449
Ozu(L,t) = 0,

em que, mais uma vez, condicdes homogéneas de fronteira foram colocadas com vistas a manifestacado de
propriedades desejéveis, a serem discutidas mais adiante.

Os desenvolvimentos anteriores mostram que, de modo geral, é possivel obter uma equacdo de difusao
mais geral que a linear partindo-se de principios variacionais. Isto é, vemos agora que a EPM pertence a uma
familia de processos que tém em comum a minimizacdo do funcional J[u] dado pela Equacgao (4.35). Clara-
mente, a definicdo do processo como uma “difusdo de Perona-Malik” reside no comportamento da funcao c(-)
ou, equivalentemente, de ¢(-). No inicio dos desenvolvimentos colocamos as condic¢des de positividade e ndo-
negatividade para ¢’ e ¢, respectivamente. Para além da positividade de J, estas condi¢cdes nos permitem obter
uma informacgdo adicional sobre a EPM, acerca de seu comportamento estaciondrio. De fato, poderiamos
apresentar a seguinte questao:

Qual o “destino” termodindmico de um sistema que evolui segundo uma difusao ndo-linear mode-
lizada pela Equacdo de Perona-Malik?

Colocando de outro modo: qual é o estado de equilibrio do sistema submetido a EPM? Vimos para o caso
linear que:

* ovalor médio (u) se mantém inalterado ao longo do processo;

* avariancia de u decresce ao longo do processo;

* aenergia E do sistema é minimizada; e

e aentropia S do sistema é maximizada.

Vejamos o que ocorre com estas grandezas na difusdo ndo-linear. Antes de particularizar a anélise a EPM,
vejamos qual o estado de equilibrio em termos da energia J. No espirito dos desenvolvimentos anteriores, e
de modo andalogo ao feito por You et al. [239], queremos avaliar a variacao temporal de J, ou seja,

dJ dJ

h=—0:u
A=0

- / 0, 610 u]) Oy ] 0 [6(1 O] Byl iz
I

— (|82 (|85 u))Bpu]|* < . (4.49)

13H4 aqui certo abuso de linguagem, pois J é funcdo de uma varidvel. Entretanto, a Equagdo @44) é coerente com a defini¢do de
derivada direcional do funcional em questao [13].
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O resultado mostrado na Equagdo (4.49) mostra que a energia dos sistemas considerados se dissipa no tempo.
Uma vez que a EPM pode ser tomada como pertencente a esta classe, vemos entdo que a energia do sinal u
caminha para um minimo, de modo andlogo ao caso linear. De fato, para a EPM temos

L

é—? (t) 2 / uOrudz

L
2/ (|0xu])Opudyudz
0

= —2(0u,0,u), <0 (4.50)

O ultimo passo na Equacdo (4.50) parte do fato de que a funcido ¢(-) é ndo-negativa, de modo que atua como
um peso no produto interno em questao, simbolizado por (-, -)..

Em sequéncia, é simples verificar que o valor médio (u) se conserva, pois:
d (u) 1 f
u
0

L
1
= L/ax[c(|8mu|)8iudm]

0
1
= 3 c(|0u))dpuly =0 (4.51)

Das Equacoes (@.50) e (-51) pode-se mostrar também que a variancia o2(¢) decresce no tempo para a EPM.
Vejamos, finalmente, a questdo da entropia. Para esta, o desenvolvimento é bastante semelhante ao caso

linear (vide Eq. (4.29)):

L
%(t) = f/ﬁtu{lJrln[u]}d;L'
0

L
—/am[c(|8mu|)8m]{l—+—1n[u]}dm
0

L
/c (|0,u])(0zv)2dx > 0, (4.52)
0

em que usamos novamente a substituicdo v(x,t) = 24/u(z,t) e a ndo-negatividade de c(-).

Das Equacoes (£.49) - (.52), juntamente com a constata¢ao acerca do decréscimo da variancia o2(t), ve-
mos que o “destino termodinamico” de um sistema sujeito a difusao ndo-linear regida pela EPM é semelhante
aquele imposto pela caso linear: minimizacao da energia; marcha a um estado estaciondrio completamente
indefinido, caracterizado por entradas constantes u(z,t — oo0) = (u) e maximiza¢do da entropia. Surge entéo
a questdo sobre o porque da EPM ser tdo mais eficiente que a difusdo linear no que concerne a remocao de
ruidos concomitantemente a manutencdo (ou mesmo aperfeicoamento) de detalhes semanticamente rele-
vantes, como bordas.

4.4.3 Difusibilidade negativa e mau-condicionamento

E importante notar que os desenvolvimentos anteriores demandam que u(z, t) seja minimamente suave,
visto que seu gradiente (peca fundamental na teoria) precisa estar bem-definido. Entretanto, supor u “sufi-
cientemente” suave implica em admitirmos apenas sinais sem conteddo semantico relevante, ja que descon-
tinuidades nao fazem sentido neste contexto Um desenvolvimento mais convincente exige que passemos a
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admitir saltos em u, isto é, que os sinais sejam tomados como distribui(;f)es['ﬂ Obviamente, as deducdes se
tornam razoavelmente mais complexas, embora as idéias sejam semelhantes as do caso suave [239]. No que
diz respeito a “superioridade” da EPM em conservar bordas, o elemento principal da andlise reside, como é de
se esperar, na func¢do ¢(-). Elaboremos abaixo melhor este ponto.

A abordagem variacional exposta acima impde alguns vinculos sobre a difusibilidade ¢(-) para que possa-
mos obter a EPM. Em suma, vimos que as seguintes condi¢des sao necessdrias:

o) >0
0 > 0, (4.53)
d0) = 0

em que usamos ¢ como varidvel muda. Por outro lado, desenvolvendo a derivada espacial na EPM dada pela

Equacio ([@.48), obtemos

(Or1)?
|0z

Oru(x,t) = | (|0zul) + c(|0pul) | Opzu(z,t). (4.54)

Note-se que a Equacdo (4.54) é simplesmente uma equacao de difusdo cuja difusibilidade é dada por
b(¢) = ¢c'(¢) +¢(¢), com( € R (4.55)

De acordo com os requisitos mostrados na Equagado (4.53), teremos sempre uma difusdo nao-linear direta,
visto que b(¢) > 0V¢ € RT. Com esse mecanismo, somos capazes de modular a intensidade da difusao
em funcdo da magnitude ¢ = |0,u(z,t)|. Tal modulagdo seria aplicada a manuten¢do de bordas/variacoes
abruptas, e dependeria basicamente do valor de b(¢).

Veja que dentro cendrio exposto, a “termodindmica” do processo é bem-comportada: nao ha violacao al-
guma da minimizacdo (maximizacdo) da energia (entropia). Perona e Malik [170] perceberam que poderiam
explorar outras propriedades do processo de difusao, mas no sentido inverso. A motivacdo é simples: se a
difusdo direta leva as componentes do sinal a um estado de maxima homogeneidade conforme o tempo é
incrementado, poderia-se conjecturar que evoluir o sistema em um esquema de “tempo reverso” faria com
que uma regido homogeneizada do sinal pudesse ser aperfeicoada. Em outras palavras, poderiamos controlar
também o sinal do coeficiente de difusédo b(¢) dado pela Equacgao (4.55). De fato, ao estabelecer b(¢) > 0, ga-
rantimos uma evolucao regida por uma EDP parabélica [95}[8], que goza das propriedades ja mostradas acima.
Por outro lado, nos casos em que b(¢) < 0, lidariamos com uma EDP hiperbélica [95, (8], que sabidamente pro-
duz e propaga descontinuidades na solucéo. E exatamente esta possibilidade de propagacdo (ou manutencio)
de descontinuidades na solu¢ao que faz a EPM ser capaz de conservar regioes de borda em imagens e sinais.

Como visto, o ingrediente para a construcdo da EPM segundo o desenvolvimento variacional apresentado
consiste em se violar uma das condi¢des impostas a priori no problema. De acordo com o exposto, fica claro
que devemos flexibilizar a condicao de positividade sobre ¢'({). As duas fungdes propostas originalmente por
Perona e Malik em [170] — de perfis Gaussiano e Lorentziano, respectivamente — cumprem com esse Novo
requisito:

_ 0,ul\” 1
ce(|0zul) = exp | — % e o(|Owu) = —— (4.56)

.
1+ (—'8;;“)

Deve-se notar na Equagao a presenca do parametro K, que desempenha talvez o papel mais importante
na implementacdo da EPM. E uma questdo simples de célculo notar que os fluxos ¢c,(¢) e (cs(¢) tém ponto
de méaximo em ( = K/ V2. Isto é, para |0,u| < K/+/2 a EPM opera uma difusdo direta (regime parabdlico),
em que as entradas do sinal evoluem rumo a homogeneizagdo. Por outro lado, se ¢ > K/+/2, toma lugar
uma difusdo inversa (regime hiperbélico), que tenderd a manter ou até mesmo aperfeicoar descontinuidades
detectadas por |0,u(x,t)|. Em outras palavras, o pardmetro K desempenha um papel de limiar de separagdo
entre regimes. De um ponto de vista numérico, a dificil determinac¢do (semi)automaética deste limiar constitui
o principal empecilho para uma utilizacao mais consistente da EPM. De todo modo, os resultados praticos sao
impressionantes, tal como os mostrados na Figura[4.4]

14Em alguma medida, o fato de falarmos em ruido j4 demandaria tal suposicao.
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Figura 4.4: Comparacio entre difusio linear e nao-linear, segundo a Equacio de Perona-Malik. Em (a) é mostrado um sinal sintético (curva vermelha
preenchida) decomposto em versoes de menor resolucao, obtidas por convolugdes com nicleos Gaussianos, cuja escala o é sucessivamente incrementada.
Em (b) é mostrada a imagem do espago-escala deste sinal projetada sobre o plano para o caso linear. Por sua vez, em (c) e (d) sdo mostradas a decomposigao
do sinal segundo a Equacio de Perona-Malik do mesmo sinal em (a), bem como sua proje¢io da superficie do espaco-escala. E evidente a superioridade

da EPM frente ao caso linear, no que tange a remocao de ruidos e manutencao dos extremos, que nesta teoria correspondem aos eventos semanticamente

relevantes.

4.5 Entropiarevisitada: leis de conservacao

Neste ponto do trabalho revisitamos a questdo da entropia, tratando minimamente de sua aplicabilidade
em um contexto de EDPs. Mais particularmente, em leis de conservacdo em uma tnica dimensao espacial

[115}205]:
Ou(r) = —0,F(u); (z,t) € Rx]0,00]
4.57
u(e,0) = f(e), e
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em que F(-) é a funcao fluxo [115} 116} 205} 49} 50] e f(-) é o dado inicial. O nome lei de conservacdo vem do
fato de que ao integrar a Equacdo (4.57) sobre um intervalo I = [0, L], chega-se a

d
2 / w(@)ds | = —Fu)), (4.58)
I

que é simplesmente a representacdo da conservacao de u, que passa a ser considerada como uma densidade
qualquer. E possivel incorporar processos de difusiao a Equacao (.57) se adicionarmos a esta o fluxo difusivo
—cdyu(z,t), com ¢ > 0. Obtemos assim uma equacao de advecao-difusdo [119]:

Oru = —0y [F(u) — cOyu] (4.59)
u(z,0) = f(x).

Note-se que a lei de conservacdo expressa pela Equacdo (4.57) pode ser tomada como um limite do pro-
cesso de adveccao-difusao representado pela Equacdo a medida em que a difusibilidade ¢ tender a
zero. Para além do caréter fisico inerente a esta possibilidade, tal estratégia é empregada em matematica para
se determinar solu¢ées de EDPs de primeira ordem ndo-lineares: eis o método da viscosidade evanescente
(8,150, [13].

Conforme apontado por Lax em [115}[116], o PVI associado a lei de conservacao dada pela Equacao (4.57)
apresenta dificuldades técnicas importantes quando os dados iniciais possuem descontinuidades. De fato,
trata-se de um sistema hiperbélico, que transporta os dados iniciais dominio adentro segundo trajetérias defi-
nidas pelas curvas caracteristicas associadas [39]. Nesse sentido, a adocao de solucdes mais gerais, ditas fracas
(115} 116} 49,50, 101}, [102] ocorre com vistas a garantir a existéncia de solucdes para todo ¢ > 0. Contudo, em
contrapartida a garantia da existéncia de solucdes fracas, no sentido de distribuicdes, perde-se a unicidade da
solucdo em relacao aos dados iniciais [115,[116].

A adocdo de uma solucao fraca para a lei de conservacao considerada pode ser interpretada como um “re-
torno” a formulagao integral expressa na Equacdo (4.58), de cardter mais fisico. De um ponto de vista formal,
como é de se esperar em uma abordagem via distribui¢des [7], a diferenciabilidade de u pode agora ser rela-
xada. Este apelo a uma solucdo fisicamente plausivel é usado por Lax [115, [116] como critério de definicao
da solucdo relevante para o problema em questdo. Em outras palavras, face a pluralidade de solugdes fracas
disponiveis para a lei de conservagao hiperbdlica expressa pela Equacao (4.57), a solucao relevante € escolhida
dentre aquelas que correspondem ao limite de ¢ — 0 do problema de adveccao-difusao auxiliar [115} 116} 49]

{atue(x, t) = —0,Flu(z,1)] + eDppus(x, 1) (460

w(2,0) = fla).

A introducao do fluxo difusivo €9, u¢ torna o problema parabdlico [119}[115], e corresponde precisamente ao
método da viscosidade evanescente citado acima. Do ponto de vista fisico, verifica-se portanto que ha uma
carga de regularizacao no problema.

Nos importa aqui um desdobramento fundamental decorrente do problema auxiliar expresso na Equagao
{@.60), relacionado finalmente a figura da entropia. Para tanto, precisamos da

DEFINICAO 12: (PAR ENTROPIA / FLUXO DE ENTROPIA) [116)}49,(50},102]
O par de funcionais (®, ¥) de «(z) é chamado par entropia/fluxo de entropia se ®[u] é convexo e ¥ for dado
por

U'u] = F'[u]®'[u, (4.61)

em que F'[-] € um fluxo oriundo de lei de conservacao expressa pela Equacgado (4.59).

A existéncia do par (®, ¥) apresentado na Definicao (I2Z) se justifica ao se desenvolver o problema de
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advecdo-difusdo auxiliar com estes funcionais [49,50]:

0y P[u] + 0, Uu] ’[ 5]8tu5 + U'uc]0puc

[ =00 Fluc] + 0ppu} + ' [u] F'[u] 0, ue
= [@ﬂuﬂ uf] — €@ [uf]|0puc|? (4.62)
< €0 [P [u]Opuc],

em que a penultima passagem é obtida desenvolvendo-se 9, [®'[u]0,u] e a desigualdade na tltima expressao
se sustenta pois ®[-] é convexa, por definicdo (logo, ®” > 0). No limite de ¢ — 0, obtemos finalmente a condi¢do
de entropia [115}[116] associada a lei de conservacdo expressa na Equacgao (4.57):

8, ®[u] + 9, ¥[u] < 0. (4.63)

Partindo da forma conservativa da Equagao de Euler para um gés compressivel, Lax ([116], p. 161-164) mostra
que a condicdo de entropia expressa na Equacdo ([4.63) esta associada, de fato, ao carater irreversivel do fluxo
hidrodinamico no sistema, sendo caracterizado por um aumento gradativo da entropia termodindmica. Se-
guindo uma rota mais formal, Evans ([50], p. 122-125) também mostra que a condicdo de entropia expressa
pela Equacao confere a lei de conservagdo associada um caréter irreversivel, no sentido termodinamico.

Amparado por um resultado técnico associado a variacdo total de u(z,t) ao longo da evolucao regida por
uma lei de conservacdo hiperbélica, Lax ([116], p. 164) traca um paralelo entre o nivel de detalhamento de
u(zx,t) — representado por sua variagdo total — e seu nivel de informacdo. Segundo este paralelo, observa-se em
leis de conservacdo da forma expressa (4.57) um decréscimo ao longo do tempo da variacao total de wu(z,t),
expressa por [55}[8,[119]

Np—1

TV (u)(t) = Sup{ Z |w(zi,t) — u(z;— 1,t)|} , (4.64)

em que o supremo é tomado sobre todas as Np particoes do dominio espacial de « [119]. Se u for diferencidvel,
TV (u) pode ser expressa também por [119, 8]

t) = / |Ozu(z,t)|de. (4.65)

Portanto, Lax [116] entende a perda de informacdo de uma fonte como a perda dos detalhes estruturais de sua
distribui¢do correspondente, u.

Embora intuitiva, deve-se notar que o conceito de perda de informacao de Lax ndo diz respeito a resolucéo,
mas sim a amplitude / intensidade do campo escalar u(z,t). De todo modo, hd elementos muito tteis nessa
interpretacao, dos quais faremos uso neste Trabalho. Listemos dois destes elementos:

i. Viscosidade e dissipacdo. Embora tenhamos tratado de leis de conservagao hiperbdlicas e espagos-escala sejam
modelizados por EDPs do calor/difusdo, a introducdo de um termo de viscosidade nas referidas leis torna o pro-
blema parabdlico. Mesmo que no estado final (e = 0,¢ — oo) o cardter parabdlico cesse, nos importa que a “rota”
termodinamica que leva ao estado de equilibrio conta sempre com o elemento difusivo; e

ii. Convexidade do funcional ®. A condicao entrépica expressa na Equacdo depende fundamentalmente da pro-

priedade de convexidade do funcional ®[u]. Tal dependéncia encontra andlogos tanto na formulacdo axiomatica da
termodinamica [27] quanto nas construgdes original [190] e puramente probabilistica [106] da teoria da informacao.

O proéprio Lax argumenta [I15, [I16] que a abordagem via viscosidade evanescente nao é tinica para se
chegar a condicao entrépica (4.63): uma outra possibilidade, de interesse especial neste trabalho, consiste na
discretizagdo das derivadas envolvidas, de forma que migra-se a andlise de uma EDP para uma equacdo de di-
ferencas. Tal estratégia vem de encontro com os métodos deste trabalho, j& que buscamos um entendimento
da informacdo em espacos-escala discretos. Adiaremos a exposicdo sobre mecanismos de dissipacdo induzi-
dos numericamente até a Se¢do[4.6, onde o aparato de discretizacdo dos espagos-escala serd apresentado.

Os elementos apresentados acima sobre entropia em EDPs sdo muito mais gerais e extrapolam a questao
das leis de conservacao. Jiingel [101} 102], Evans [49, [50] e Matthes [140] trazem andlises detalhadas sobre o
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assunto, em que sdo discutidos, dentre varios outros, problemas de transporte e mecénica estatistica de ndo-
equilibrio. Destas mesmas referéncias, nos interessam as definicées de Funcionais de Lyapunov e de Entropia,
dadas abaixo.

DEFINICAO 13: (FUNCIONAL DE LYAPUNOV) [101},(102,1233]
Dada a lei de conservacao expressa pela Equacdo (4.57), e denotando o dominio do fluxo F por D(F), defini-
mos o funcional de Lyapunov ® : D(F) — R de tal forma que

%@[u](t) <0 parat>0 (4.66)

para todas as soluc¢des suaves u(z, t) para a lei em questao.

Vemos que as estimativas obtidas para a variacao temporal da entropia nas difusées linear e de Perona-
Malik, realizadas nas Secoes e empregam este conceito, embora ndo sejam baseadas em EDPs hi-
perbodlicas. Isto ndo chega a ser um problema grave: Jiingel [101},[102] e Matthes [140] reconhecem em seus
tratados a auséncia de uma definicao clara de entropia.

Denotando por u.(z) o estado de equilibrio u(z,t — o0), temos agora a

DEFINIGAO 14: (FUNCIONAL DE ENTROPIA) [101,[102,140]
O funcional de Lyapunov S : D(F) — R serd chamado de entropia se for convexo e existirem uma métrica d(-, -)
definida sobre o dominio de u e uma funcao crescente continuaI' : R — R tal que IT'(0) = 0 tais que

d(u,ueo) < T(S[u] — Sfus]) parau € D(F). (4.67)

Aparece na Equacdo (4.67) pela primeira vez de forma explicita uma entropia relativa, dada por AS(t) =
S[u)(t) — S[us). Nota-se aqui outra semelhanca com a entropia continua da teoria da informacao (vide Se-
¢ao[3.4), que também apresenta um carater relativo.

A necessidade em se empregar funcionais de entropia no espago-escala agora é colocada em solo mais
firme: tais funcionais nos permitem avaliar eventuais comportamentos dissipativos em processos de evolu-
¢do modelizados por equacdes de transporte e difusdo. Embora S[u] (ou, mais geralmente, ®[u]) ndo digam
respeito diretamente a teoria da informacao, verifica-se que a Entropia de Shannon dada pela Equacao (3.33)
atende os requisitos colocados pelas Defini¢des[13]e[14] Obviamente, isto ndo estabelece o vinculo que tanto
se deseja; mas, juntamente com os insights de Lax [115,[116] sobre a perda de informacdo em sistemas hiper-
bélicos, permite que pelo menos comecemos a aventar a possibilidade de que a questao da informagado dos
espagos-escala possa, sim, incorporar andlises locai§°| Embora ndo tenhamos ainda os elementos para forta-
lecer tal conjectura, serd mostrado em breve que uma figura mais geral pode formar a ponte entre informacao
eresolucdo espacial. Tal grandeza é a Informacdo de Fisher [61}(63].

4.6 Métodos numéricos

4.6.1 Difusao linear
Esquema explicito: andlise de estabilidade

Ficou claro no Capitulo[2]que do ponto de vista numérico-computacional, as equagoes e objetos da andlise
de sinais devem ser adaptados a um cendrio completamente discreto, com vistas a possibilidade de implemen-
tacdo. Com as EDPs a histdria se repete e devemos ser capazes de migrar para um cendrio em que Equacdes
de diferenca constituem os objetos basicos a serem investigados. Embora anélises semi-discretas sejam muito
pertinentes, em ultima instancia o método numérico dedicado a emular uma EDP deve ser completamente

5Note que a entropia de Shannon é uma métrica global da fonte de informagéao, de modo que néo é possivel, por meio desta, formar
juizo sobre aspectos de resolucado espacial.
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discretizado. Assim, discutiremos aqui os aspectos mais bésicos de aproximacao das Equacoes do calor e de
Perona-Malik, focando na questado da estabilidade dos métodos envolvidos. O ferramental usado é consoli-
dado na teoria, de forma que sugerimos os livros de Cuminato e Meneguete Jr. [39] e Morton e Mayers [144]
para aprofundamentos. De todo modo, até onde este autor sabe, a abordagem do Critério de von Neumann
139, 144] segundo uma 6ptica de processamento digital de sinais ndo é usual na literatura técnica brasileira,
de modo que hd uma certa componente de originalidade nesse sentido.

Partiremos do PVIF dado pela Equacao (@.25). Para aproxima-lo, a estratégia mais simples consiste em se
adotar um esquema FTCSEG] de diferencas progressivas no tempo e centradas no espaco [39,[144], que leva a
um esquema explicito [144]. De acordo com a esta estratégia, temos

A?[u(l'vt)] u(x,t—l—At) —u(x,t)

Opu(z,t) ~ Ar = At , (4.68)
e
S, [ule,t + Ay t) —ulz — Az, t
dpu(z,t) ~ AI[Z(; | _ ule )2 A;f(“: %t (4.69)

Inicialmente, poderiamos simplesmente aplicar as Equacoes (4.68) e (4.69) na Equacao (4.25). Entranto, como
lidamos com uma derivada segunda no espago, pontos distantes +2A, seriam requeridos na aproximacao.
Isso pode trazer problemas no caso de sinais ruidosos, ja que a aproximacao da derivada seria bastante ine-
ficiente, demandando eventualmente pré-processamento do sinal — o que é claramente indesejavel. Uma
alternativa simples consiste em se usar incrementos menores: ao invés de incrementarmos a abcissa em A,
poderiamos usar simplesmente A, /2. Desse modo, aplicando as Equagdes (4.68) e (4.69) (esta devidamente
calculada com A, /2) na Equacao (4.25), obtemos

uttl =y 4 R [ul = 2ul, +ulty ] (4.70)
em que uf,‘ltba = u(z + aAz,t + bAt) e
ANt
= . 4.71
ANINSE (4.71)

Como esperado, a aproximacao das derivadas na EDP leva a uma equacao de diferencas. O detalhe interes-
sante a respeito da Equacao estd ligado ao fato de que esta, herdando a linearidade da EDP subjacente,
possui uma estrutura “convolucional” quando avaliada sobre o indice espacial m. De fato, se o sinal u,,, fosse
de extensdo infinita, isto €, se m € Z, de modo que pudéssemos ignorar a questdo dos valores de fronteira do
problema original, terfamos uma equacao de convolucao discreta da forma

ultt = 4w (U™ A, (4.72)
cuja “resposta ao impulso” A" seria dada por
rr={1,-2,1}. (4.73)

Esta analogia entre a equacgdo de diferencas com um problema de convolugdo discreta sugere que o ferra-
mental desenvolvido ao longo do Capitulo 2| mais particularmente na Se¢do seja aplicavel aqui. De fato,
tal aplicagdo é possivel e nos auxiliard a esclarecer questdes de estabilidade da aproximag¢do dada pela Equa-
¢do ([4.70). Por estabilidade, deve-se entender a capacidade de um método numérico permanecer limitado
conforme o processo que ele emula evolui [144]. Elaboraremos melhor este ponto a seguir.

Comecemos tomando a transformada Z, definida na Equacéao (2.40), p. sobre a equacdo de diferencas
([4.70). Os deslocamentos em m levam ao surgimento de monémios em z~' conforme mostrado na Equagao
(2.41). Assim, obtemos

W"(2) = A(2)u”(2), (4.74)

16Do inglés forward time central space.
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em que A(z) é um fator de amplificacdo dado por
Az)=1+k(z—2+27Y). (4.75)

A Equacao mostra que, para o método numérico investigado, o valor da solu¢do aproximada no instante
n + 1 é dada pelo valor aproximado atual »” multiplicado pela grandeza complexa A(z), dada pela Equacao
{@.75). Fica claro entdo que para o método se manter estéve deve-se garantir que | A(z)| < 1. Mais especifica-
mente, podemos considerar z = exp(jw) na Equacdo (£.75), isto é, podemos tomar a transformada de Fourier
em tempo discreto — DTFT (Equacao (2.47), p. — sobre a Equacdo (4.70). Alternativamente, poderiamos
fazer uma substituicdo direta na Equagao (4.75), obtendo

Ae¥) = 14k[e™ -2+
= 1-—2k[1 — cos(w)]
= 1— 4ksin® (%) . (4.76)
Da Equacao e da exigéncia de que | 4| < 1, obtém-se finalmente a restricao sobre a constante :
1 Ax)?
o<n<t o arc B2 (4.77)
2 2c2

Nota-se, pela Equacado (.77), que a estabilidade do método numérico explicito dado pela Equacao (4.70) de-
pende essencialmente de um refino na malha temporal dependente da resolucdo espacial. A depender de Az,
o esquema FTCS considerado torna-se invidvel, pois o nimero de iteragdes torna-se arbitrariamente grande.
Como exemplo, caso considerdssemos um dominio espacial = € [0, 1] amostrado uniformemente com N en-
tradas, teriamos At ~ 1/N?2. Para aproximar a problema num intervalo ¢ €]0, 7] seriam necessarias entiao
Num ~ TN? iteracoes. Ou seja, o namero de iteracoes cresce quadraticamente com o tamanho do sinal u,
evidencidando assim a ineficiéncia do esquema FTCS.

O emprego da DTFT sobre uma equacao de diferencas que aproxima numericamente uma dada EDP para
a andlise da estabilidade da primeira é baseado no Método de von Neumann [39}[144] e depende, claramente,
da linearidade das equacgdes envolvidas. A idéia original de Charnay, Fjortoft e von Neumann [34] consistia
em se expandir os erros de aproximagdo em séries de Fourier, tirando proveito da linearidade do problema
e do perfil regular do dominio de integracdo. Deve-se notar que na nossa abordagem baseada em Teoria de
Sinais houve a necessidade adicional de se estender indefinidamente o sinal, de modo que questbes acerca da
fronteira puderam ser descartadas. De todo modo, no caso de fronteiras bem-definidas a anélise de von Neu-
mann se mostra geralmente incompleta. Ferramentas adicionais para avaliacdo de estabilidade sdo expostas
e exploradas em detalhes por Cuminato e Meneguete Jr. em [39].

O carater explicito do esquema FTCS pode ser melhor visualizado colocando-o na forma matricial, isto é,
T . ~
fazendo o mapeamentou — u= {ug u; ... uny_1| .Noteque asentradas u? e u? _, necessitam atencio
. . . . . . . . 0 N 1
especial, j& que sdo influenciadas diretamente pelas condicdes de fronteira impostas ao problema continuo
original. De fato, considerando as condices de fronteira do tipo Neumann homogéneas no problema dado
pela Equacao (4.25) e usando diferencas regressivas em x = 0 e progressivas em = = L, temos que
u’; =uy e uy=uy_;. (4.78)

Por meio das Equacdes (4.78) e (4.70) chegamos ao seguinte sistema matricial:

u't = Au”, (4.79)
em que o operador A é dado por
[(1— k) K )
K (1—-2k) K
K (1 -2k) K
A= ' , _ : (4.80)
K (1—-2k) K
K (1-k)

17Note aqui que nada foi dito sobre convergéncia.
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A Equacgdo (4.80) evidencia finalmente o carater explicito do esquema FTCS: a determinacdo de u™*! é obtida
diretamente do produto Au”, de modo que ndo é necessaria nenhuma inversao de matrizes ou manipulacdo
adicional. A conex3o entre as formulacdes matricial e por transformada Z pode ser visualizada observando que
o sistema matricial mostrado na Equacao (@.80) pode ser reescrito de forma a evidenciar seu carater iterativo:

uM =AMy’ com M >0, (4.81)

em que o sobrescrito (-) indica potenciacdo da matriz. Deve-se notar que a estimativa das derivadas J,u(z, t)
em 0 e L usando-se diferencas ndo-centradas é proposital: com essas aproximag¢des a matriz A dada pela
Equacao (4.80) é perfeitamente simétrica, fazendo com que o método FTCS possa ser encarado como um
método de espaco-escala [233], tal como serd mostrado mais adiante.

Note que as discussodes pregressas sobre energia, entropia e estatisticas também sao pertinentes no caso
discreto. Com vistas a uma exposi¢do mais simplificada, consideremos uma versdo sutilmente distinta do
operador A mostrado na Equacao (4.80):

[(1 —2k) K
K (1—2k) K
K (1—-2k) K

B>
Il

(4.82)

K ‘ (1- 2/<;)‘ K
K (1—-2k)]

A matriz A é do tipo circulante [14] e foi obtida de A ignorando-se as condicdes de fronteira. Seus autovetores
sao os vetores de base da DFT definida em[3|(Eq. (2:51), p.[18):

Boer = {W;m = exp {]%kn] ;0<n k< N} . (4.83)

Note-se que a base B, é ortogonal, mas ndo-normalizada; a sua definicdo na forma normalizada é mais uma
preferéncia do que um requisito. De todo modo, € claro que o sinal u” pode ser representado nesta base, ja
que lidariamos apenas com sua DFT, ”. A energia do sinal é definida de modo analogo ao caso continuo,

dado pela Equagao (4.26):
E" = (u,u)" = (uTu)n, (4.84)

em que o sobrescrito { remete a transposta-conjugada da matriz em questdo. A despeito da mudanca de
uma integracdo para um produto de matrizes, o Teorema de Plancherel-Parseval[42, [55] também pode ser
verificado para u:

1
bl = < Il (4.85)
De posse de A e de B,; é simples mostrar que o sistema explicito tem energia dada por
~ ~ n
Entl = <Au, Au>
~ (u'AfAu)
(W'WA*W )"

(IlAWulf?)"

N-1
<N2 > |)\n|2> E™, (4.86)

n=0

IN

com A = WAWT, em que os elementos de Wsio as entradas (m, n) da base By, dada pela Equacio @83) e
A é amatriz diagonal cujas entradas sdo os autovalores

Ap = 1 — 4k sin? [%ﬁ} . (4.87)
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Os autovalores )\, sio calculados tomando-se a DFT na equacio de autovalor Au = Au. Para N muito grande,
a soma na Equacdo convergird se |\,| < 1. Veja que esta condicdo impde restricdo sobre x semelhante
aquela obtida na Equacao (4.77).

Devemos notar que, ao seu modo, as estimativas da “termodindmica” do esquema FTCS sdo de di-
ficil obtencao. De fato, a condi¢do da energia mostrada na Equacao serve apenas quando se abdica da
influéncia das fronteiras e o nimero N de entradas do sinal é muito grande. Se f6ssemos seguir a estratégia
de desenvolver os produtos explicitamente sem alteracdo alguma do PVIF original, lidariamos com expres-
soes bastante tediosas e, para nossas andlises, contraproducentes. A idéia do desenvolvimento anterior foi
de mostrar a interconexdo profunda entre Teoria de Sinais e métodos numéricos para EDPs. No contexto dos
espacos-escala, iremos sustentar nossas andlises num arcabouco muito mais robusto.

4.6.2 Difusao-nao linear
Esquema explicito: andlise de estabilidade

No contexto da Equacao de Perona-Malik, queremos discretizar o seguinte problema:

Ou(z,t) = 0Oxlc(|0zu(z,t)])0zulx,t)]
u(z,0) = ug(x) (4.88)
Opu(z,0) = 0.

De modo completamente andlogo ao caso linear, pontos intermedidrios aparecem na aproximac¢do FTCS.
Nesta, como nao ha dados disponiveis, podemos usar algum tipo de interpolagdo. O caso mais simples con-
siste em se tomar

e, +cn,
Cma1yy = (4.89)

Com a Equacao (.89) em maos, aproximamos o PVIF dado pela Equacdo (4.88) por

upt! — Cm + Cmg1 n CmtCmo1]| n i
= _ u
At 2(Ax)? 2(Ax)? mn

n n n n
cm+cm+1 n cm+cm—l n

2Bz tmrtt To(Ag)z Umen

(4.90)

A forma matricial do esquema FTCS para a EPM é claramente mais complexo do que seu correspondente
linear, dado pela Equacdo (4.80). De fato, temos

u"! = I+ AtB(u")Ju", (4.91)
em que I é a matriz identidade e B é um operador tridiagonal dependente de u™ cujas entradas sao dadas por

ci tei citei g L
— |22 T 2602 | S€I=G

Bij =1 sir sej=i+1; (4.92)
0 caso contrario.

A primeira caracteristica explicitada pela Equacdo (4.92) é que os coeficientes de B ndo sdo mais indepen-
dentes das coordenadas n € [0, N|. Isto é obviamente devido a ndo-linearidade do problema considerado, e
representa uma ruptura dréstica das premissas anteriores de invaridncia ao deslocamento. De fato, pode-se
afirmar quase nada sobre o sistema em questdo; apenas que ele é explicito, por exemplo. H4 ainda uma difi-
culdade adicional: devido a nao-linearidade e nao-invaridncia do esquema FTCS (4.92), a andlise de Fourier
ndo traz informacao alguma sobre estabilidade. Em suma, o sistema obtido ndo pode ser avaliado de forma
alguma pelos métodos anteriormente discutidos.
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4.7 Teoria da Informacao em Espacos-Escala

4.7.1 Informacao no casos continuos

As discussoes anteriores foram feitas com vistas a elucidacdo do conceito de entropia em sistemas evolu-
tivos modelizados por EDPs. Tal esclarecimento se faz necessario para que possamos contemplar e eventu-
almente questionar o papel deste conceito em espacos-escala. Neste ponto do trabalho, portanto, a idéia é
mostrar a abordagem mais bdsica para incorporagdo do conceito de informacgdo em descricdo multiescala, e
se este se associa a figura de resolucao espacial.

Embora existam abordagens interessantes para se lidar com informag¢do em nivel local em espacos-escala,
principalmente devidas aJ. Sporring [199}200, 201} 202], ainda h4 muito a ser feito no campo teérico. No geral,
tais abordagens partem da interpretacdo de que o sinal u(z, t) deve, per se, ser visto como uma distribuicao de
probabilidades. Isto €, o sinal é tal que

/u(m,t)da: =1 e u(zt)>0V(z,t) € Rx[0,00]. (4.93)

o0

Nesse contexto, a entropia tomaria a forma familiar abordada nos Capitulo3|e 4| (vide, por exemplo, as Equa-

coes e (4.28)):

S(t) = — / w(w, £) Infu(z, )]dz. (4.94)

— 00

Na prépria Secdo (4.3.1) é mostrado que a entropia continua S(¢) dada pela Equacédo (4.94) tem variacao tem-
poral dada por dS/dt = ¢2||d,v(z,t)||?, em que v(z,t) € uma distribui¢do auxiliar, definida por

v(z,t) = 2/ u(z, t). (4.95)

Deve-se, neste ponto, chamar atencdo a conexdo flagrante entre as expressoes para a Informacao de Fisher pa-
ramétrica, ndo-paramétrica e baseada em “funcdes de onda” complexas — dadas pelas Equagoes (3.51), (3.53)
e (3.54), respectivamente — e a derivada temporal da entropia. De fato, quando observadas sob a 6ptica da
mecanica estatistica de nao-equilibrio, tais figuras correspondem a um mesmo objeto: a producao local de
entropia [74}[131]. Portanto, para um sistema submetido a uma difusao linear e com condicdes de fronteira do
tipo Neumann homegéneas, tem-se que

as
= ALi(t). (4.96)
A expressdao mostrada na Equacao (4.96) nao é uma ocorréncia isolada dos espacos-escala, mas sim da ter-
modinamica de ndo-equilibrio [74}[71]. O que parece ter passado despercebido por Sporring ao longo de suas
investigagdes nos anos 90 (199} 200 [201] é que a construcdo de uma ponte entre variacdo temporal e capaci-
dade de estimacdo da resolucao caracteristica é basicamente imediata — pelo menos no caso linear.

Como dito acima, deve-se a J. Sporring o inicio das investigacdes mais aprofundadas em informacao em
espacos-escalas. Contudo, em uma série de trabalhos desenvolvidos no final dos anos 90 e ao longo da década
de 2000, Boccignone, Ferraro e Caelli [51,/52,[18,/53] introduzem um ferramental estatistico de ndo-equilibrio
para a representagdo da informac¢do em espacgos-escala, lineares ou ndo. Em [53] Ferraro e Boccignone advo-
gam que

[...] the key to a successful definition of image information across different scales is to visua-
lise fine-to-coarse transformations as an irreversible process during which local production
of entropy takes places, entailing destruction of order, or structures in the system; likewise
in images, structure and information are destroyed along a fine-to-coarse transformation.
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Estes mesmos autores — juntamente com Caelli — definem em [51] uma medida de atividade que, em principio,
contabiliza a perda local de informacao ao longo da evolugao:

a(z) = /Wdt = (S7(z)),, (4.97)
0

em que (-), e S¢(-) correspondem a média tempomm e a funcdo escore (vide Apéndice Definicao (I6)) de-
finida sobre o pardmetro t = o2/2. O caracteristico a(-) é usado pelos autores como estimativa de um limiar
de separacdo espacial entre regimes de atividade intensa ou reduzida. Esta separacdo baseada em contetido
constitui um processo bastante interessante de codificacdo de informacao em espagos-escala, e permite que
se realizem incursdes em uma teoria dindmica da observacao [53]. Entretanto, tais elaboracdes tedricas nao
explicitam relacdes informacao-resolucdo. De fato, o arcabougo fundado por Ferraro, Boccignone e Caelli em
151}, 52,18} 53] surge muito mais como uma teoria de detec¢do baseada em métricas informacionais.

A discussao acima baseou-se integralmente no caso linear, em que ha o conforto de se lidar diretamente
com a expressdo da Informacao de Fisher. Entretanto, conforme todo o exposto até aqui, a difusao linear sofre
de restricoes incontornaveis. No caso da difusdo ndo-linear de Perona-Malik, tem-se da Equacdo ({£.52):

as (O u(, DI
G0 = [ (o) Errd i
I
[Doulz, 1))

_ / u(z, t)e (|0,u(z, 1)) dz

I

<\/c(|8mu(ac,t)|)5t2(x)> : (4.98)

que claramente contempla o caso linear no caso em que c(-) é constante. Na pratica — e por construcao da
EPM - os regimes se aproximam e basta que /c seja aproximadamente constante para que a evolugdo tem-
poral da entropia carregue explicitamente sua representacdo em termos de I;.. O fato da Informacgao de Fisher
ndo aparecer explicitamente na difusdo de Perona-Malik significa apenas que seu cbmputo deve ocorrer di-
retamente sobre a distribuicdo u(z,t) tal como mostrado na Equacdo (3.5I). No caso de varias dimensdes
espaciais, tem-se que

u?(z,t)

2
L(t) = / Wd%, (4.99)
Q

em que 2 é o suporte do campo escalar normalizado u(x, t) e t deve ser visto tanto como tempo/escala quanto
uma fung¢ao do parametro de resolucdo o, dada explicitamente no caso linear por t(o) = ¢%/2. Note que
no caso nao-linear, ndo hd uma relacao funcional analitica — ou ao menos explicita — entre ¢ € o. De fato, em
contextos praticos costuma-se usar o “pior caso possivel”, em que a EPM opera um processo andlogo ao linear,
de forma que a relagdo quadratica aqui explicitada se torna aproximadamente validq'}

Os pontos abordados acima fornecem um substrato interessante para a informacao em espacgos-escala:
munidos das consideracdes de Sporring sobre entropia [199} 200} 201, [202], de Ferraro, Boccignone e Caelli
sobre representacao e codificacao [51} 52} [18, 53], e inspirados pelo aparecimento frequente da Informacéao
de Fisher em todas estas discussdes, podemos enfim considerar que o setor ligado a estimagdo dentro do ar-
cabouco multiescala pode ser descrito pela evolucdo da Informagdo de Fisher ou — equivalentemente — da
divergéncia de Kullback-Leibler. Direcionaremos a o foco a primeira, ja que se persegue a capacidade opera-
cional de estimar resolucdes em imagens. Contudo, deve-se notar que a menos deste propésito aplicado, todo
o desenvolvido da dindmica da informacao poderia ser baseado na divergéncia KL [59].

18Deve-se atentar aqui para o fato de que na auséncia de quaisquer hipéteses acerca de ergodicidades da fonte de informacao, ndo é
possivel vincular a fungao atividade de Ferraro et al. [51] a informacao de Fisher, visto que esta é uma média sobre um ensemble espacial.

19E claro que com esta escolha, corre-se o risco de se estimar o parametro de escala em completo desacordo com a evolugio real das
estruturas retratadas.
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4.7.2 Informacao no contexto numérico

Uma vez explicitado o papel frequente da entropia e informacado de Fisher nos casos continuos, se faz ne-
cessdrio averiguar a pertinéncia de tais ponderacdes nos casos discretos. Em seu importante tratado sobre
difusdes anisotrépicas em imagens, J. Weickert [233] mostra que as difusdes linear e de Perona-Malik corres-
pondem a processos entrépicos, no sentido que seus funcionais de entropia (vide Defini¢cao (I4)), sdo levados
a pontos de extremo no equiibrio. Para isso, no contexto numérico, Weickert [233] e Benhamouda [229] listam
uma série de propriedades que os operadores A e B (vide Equacdes e ([4.92), respectivamente) devem
obedecer. Tais propriedades sao listadas abaixo, na

DEFINICAO 15: (OPERADOR MATRICIAL DE ESPACO-ESCALA) [229,[233]
A evolucao discreta explicita

u"tt = A(u")u” (4.100)

corresponderd a uma descricdo multiescala obedecendo a condi¢do de entropia se o operador A for tal que
valham as seguintes propriedades:

i. Simetria
Aij = Aji V(1,5); (4.101)
ii. Soma unitdria sobre linhas

> Ay =1 V(ij); (4.102)
J

iii. Nao-negatividade

Ai; >0 V(i,5); (4.103)
iv. Diagonal-positividade

A >0 e (4.104)

v. Irredutibilidade [76] Para quaisquer entradas (7, j) de A existe um subconjunto de indices ! = {3, lo, l1,...,lrm—1,5}
tal que a sequéncia

{AiJm AllaZQ ) AZSJAL’ o ?Alhl—lvj} (4.105)

é nao-nula. Alternativamente [76], existe uma matriz de permutacdo P tal que a operacdo de similaridade PAP”
leva a uma matriz em blocos triangular superior, isto é:

(4.106)

PAPT = [B C} ,

0 D

em que B, C e D sio matrizes quadradas.

A colocacao da Definicao neste ponto justifica o adiamento das discussdes sobre as propriedades de
equilibrio da Equagdo de Perona-Malik, iniciadas na Secao Por meio das propriedades listadas na defi-
nicao de um operador de espago-escala, prescindimos dos calculos explicitos que envolvem aproximag¢des em
séries de poténcias das matrizes envolvidas. Assim, é possivel verificar que as evolucdes discretas linear e ndo-
linear, dadas pelas Equacoes (4.79) e (4.91), correspondem, de fato, a descri¢des multiescala. Tal constatacao
é extremamente importante, pois nos coloca, a partir de agora, em condicoes de ndo nos preocuparmos com
eventuais inconsisténcias entre os problemas continuo e discreto abordados. Em outras palavras, ao fazer uso
de método numérico que obedeca as propriedades da Defini¢do (I5), qualquer juizo formado sobre energia,
entropia e outros funcionais convexos estard associado a estrutura do método numérico subjacente, e nao
mais a uma pretensa analogia fisica. No préximo Capitulo serdo apresentadas as experimentacdes realizadas
sobre imagens com base nos conceitos aqui discutidos.



Experimentacdo computacional

5.1 Recursos computacionais

Optou-se neste trabalho pela utiliza¢do da linguagem Python versdo 3.9.1 para os desenvolvimentos. Des-
necessario dizer o qudo importante é esta linguagem ou o qudo longe se pode ir com ela. Mais importante
é que com Python pode-se focar nos aspectos mais conceituais dos algoritmos, sem maiores necessidades
de implementacdes de alta performance, geradas com C++, por exemplo[] Para entrada/saida (I/0) de ima-
gens, optou-se pela biblioteca OpenCV [23]. Por fim, a biblioteca de métodos numeéricos e abstracdo de dados
matriciais NumPy [220}[86] foi utilizada extensivamente. A Tabelalista os recursos de software usados.

Recurso Descricao
Sistema operacional Ubuntu 20.04.2 LTS
Linguagem de programacao Python 3.9.1
Biblioteca para I/0 de imagens OpenCV 4.5.1
Biblioteca para computacao cientifica NumPy 1.20.0

Tabela 5.1: Recursos de software usados neste Trabalho.

Em paralelo a questdo de software, a Tabela[5.2]lista os principais recursos de hardware usados no trabalho.
A méquina utilizada faz parte do parque computacional do CBPE mais particularmente do CBPF Data Cen-
ter. Esta iniciativa de alto nivel é realizada pela Coordenagdo de Desenvolvimento Tecnolégico — COTEC —, e
permite que a comunidade cientifica (local ou nao) tenha acesso a estruturas avancadas para processamento
massivo. A Tabela[5.2lmostra alguns dos atributos da maquina utilizada.

Recurso Quantidade/Descricao
Numero de ntcleos 40
Frequéncia maxima nominal 3 GHz
Memoria RAM 256 GB
Disco 2TB

Tabela 5.2: Recursos de hardware usados neste Trabalho.

INesta pequena nota de rodapé o autor gostaria de deixar registrado que tentou a0 maximo prosseguir com os desenvolvimentos em
SCILAB, pois realmente acreditou — por anos — no projeto desta excelente ferramenta para computacao cientifica. Contudo, a falta de
aperfeicoamentos diversos, tais como operacionaliza¢do de um paradigma orientado a objetos, paralelismo e entrada e saida (descom-
plicados) de imagens fez com que SCILAB se tornasse uma ferramenta sem competitividade.
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Figura 5.1: Area interna do CBPF Data Center. Créditos: Ailton Silva da Rosa, Marita Campos Maestrelli, Marcio Portes de Albuquerque e Marcelo Portes
de Albuquerque.

5.2 Bases de imagens

Para as experimentacdes e investigagoes praticas deste Trabalho, foi constituida uma pequena base autoral
de imagens, capturadas com um smartphone tanto em modo automadtico quanto manual. A idéia é que os
levantamentos descritos ao longo deste Capitulo possam ser facilmente reproduzidos, sem que se dependa de
um dispostivo sofisticado para imagens.

A base de imagens € constituida por um total de 35 fotografias, classificadas do seguinte modo:

Classe Quantidade
Bokeh 10
Miscelanea 5
Objeto 8
Textura 12

Tabela 5.3: Distribui¢do das imagens no dataset autoral construido para este trabalho.

A primeira classe descrita na Tabela 5.3|refere-se ao recurso estético de se provocar, em uma mesma cena,
diferentes resolucdes entre planos, com um deles deliberadamente fora de foco. Um exemplo do uso deste
recurso artistico pode ser visualizado na Figura[5.2] A idéia em se utilizar imagens com bokeh derivou do fato
de que estas trazem uma estrutura extrema de espaco-escala, j4 que sempre haverd uma regido “borrada’ e
outra nitida. Tais estruturas sdo interessantes para se observar o efeito de filtros em multiplas resolu¢des em
uma mesma cena.

A classe miscelanea compreende imagens que contém mais de um elemento ou atributo caracteristicos,
de modo que nao se enquadram exatamente em nenhuma das outras categorias. Dois exemplos podem ser
visualizados na Figura[5.3}

As classes objeto e textura diferem substancialmente entre si devido ao fato de que a tltima prioriza com-
ponentes estruturais que se estendam por — idealmente — todo o campo da cena, configurando assim o que
se pode chamar de “padrao”. A primeira, por outro lado, é muito mais arbitraria e visa simplesmente retratar
cenas com objetos sem maiores preocupagdes. Exemplos podem ser visualizados na Figural[5.4}

Todas as imagens da base foram coletadas com o smartphone do autor, cujas caracteristicas basicas podem
ver vistas na Tabela Deve-se atentar que o espaco sRGB (ou RGB padrao [169,[77]) é multidimensional; isto
é, sinais pertencentes a esta representacao sdo compostos por 3 canais. Nesse sentido, as discussdes tedricas
realizadas neste Trabalho deveriam cobrir sinais em dimensdes superiores. Acerca deste ponto, postergaremos
a discussdo para a préxima Secado, em que o espaco YUV serd apresentado.

As dimensoes das imagens usadas também devem ser consideradas. Embora estejam muito longe do es-
tado da arte em imagens de alta resolucdo El as imagens aqui utilizadas possuem 13 Mega pixels (MP), o que
estd muito além dos padrdes das décadas de 90 e 2000, em que se utilizavam corriqueiramente imagens com

2Hoje é possivel capturar, com smartphones mais avangados, imagens com mais de 100 MP.
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Figur a 5.2: Tlustragao da utilizagio do recurso de bokeh.

Atributo Especificacao
Espaco de cores sRGB
Dimensoes (px) 3120 x 4160
Profundidade em bits (por canal) 8

Tabela 5.4: Algumas caracteristicas comuns a todas as imagens nao-sintéticas usadas neste trabalho.

menos de 1 MP. Claramente, isso reflete no tempo de computacao.

Por fim, deve-se notar que a profundidade em bits das imagens é baixa (cameras mais atuais permitem
aquisicoes em 16 bits). Se por um lado ganha-se espaco em disco com tal quantizagdo, por outro perdem-se
detalhes finos nas escalas radiométrica e colorimétrica. A Figura [5.5|ilustra os efeitos da redugao da escala
dindmica de uma imagem.

Embora claramente nocivo, o efeito de requantizacao encontra aplica¢cdes importantes, principalmente em
compressdo de dados [I75]. Obviamente, simplesmente requantizar uma imagem para um profun-
didade em bits inferior constitui uma estratégia demasiadamente simples, ja que existem alternativas muito
mais eficientes [85}[97,[175]. De todo modo, conforme sera visto mais adiante, o potencial da EPM em se pre-
servar estruturas, somado ao “efeito escada” — a ser ilustrado também mais adiante — permite
que se contemple a aplicabilidade de difusdes nao-lineares em compressao de dados.

5.2.1 Luminancia e crominancia: sistema YUV

Conforme antecipado na Se¢ao[5.2} a experimentac¢do computacional neste Trabalho se deu sobre imagens
coloridas, ao passo que basicamente todo o ferramental teérico apresentado ao longo do texto considerou si-
nais 1-D ou campos escalares. De fato, questdes relativas a espago-escala em imagens coloridas ainda consti-
tuem terreno relativamente pouco explorado [233]. Uma estratégia ingénua a ser adotada poderia considerar
que os canais de uma imagem sao objetos independentes, e que deveriam ser processados desse modo. En-
tretanto, ignora-se nesse caso as importantes correlacdes entre canais [24] 97]. Aqui, segue-se uma rota que
prescinde das componentes de cor das imagens, baseadas em aspectos da percep¢do visual humana.

Atualmente, o manuseio de imagens RGB é praticamente ubiquo. Cameras de celulares, computadores etc.
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Figura 5.3: Duas amostras da classe miscelanea.

fornecem esse tipo de formato devido as praticidades de veiculacdo da informacdo codificada desse modo.
Entretanto, existe uma profusao de representacdes de cores, baseadas em diferentes aspectos técnicos, fisio-
légicos e matemaéticos. Para uma discussdo detalhada sobre assunto, sugerem-se os Capitulos 3 e 4 do livro de
Gomes e Velho [77], bem como o Capitulo 3 do classico de Jain [97].

Dentre a gama de representacdes possiveis, nos interessa aquela que caracteriza a imagem em suas com-
ponentes de lumindancia e crominancia. Antes de apresentar seus principais aspectos, é relevante contextuali-
zar sua relacao com sistemas de trés cores, tais como o RGB padrao. De fato, devido aos estudos pioneiros de
Young, Helmholtz e Maxwell [97], formularam-se modelos em que os diferentes tipos de cones presentes numa
retina normal mostrariam picos de absor¢do no azul, verde e vermelho, com consideraveis superposicoes en-
tre as curvas [97,[77]. Segundo este paradigma, qualquer cor poderia ser obtida por superposicées ponderadas
das componentes fundamentais; eis a teoria do tristimulus [97]. Entretanto, conforme apontado por Gomes
e Velho em [77], tal ferramental ndo explica bem certos aspectos perceptuais, de forma que o modelo mais
aceito hoje contempla o tristimulus juntamente com uma habilidade humana de se separarem informacoes
espaciais, ligadas a resolucdo (luminancia) e aquelas que carregam contetido espectral, relacionado as cores
(crominancia). Embora ndo pretendamos adentrar em profundidade neste tema, o ponto principal é que a
percepcdo humana privilegia muito mais a luminancia do que aspectos de crominancia [77}[204].

Dentre os sistemas capazes de converter informa¢do RGB em luminancia/crominancia [77], destaca-se
o sistema YUV, que pode ser obtido diretamente do RGB por meio de uma transformacao linear da forma

[169}197]

Y 0,299 0,587 0,114 ] [R
Ul =[-0,147 —0,280 0,436 | |G]|. (5.1)
1% 0,615 —0,515 —0,100| |B

De posse da Equacgio (5.1) é possivel obter as luminancias (canal Y) e crominancias (canais U e V) a partir de
imagens RGB. A Figuras e ilustram o fato apontado acima sobre a menor dependéncia na percepcio
sobre as componentes cromadticas.

De acordo com o exposto acima, justifica-se entdo a ado¢do do sistema YUV para as experimentacdes;
mais particularmente, a componente Y referentes aos niveis luminancias. Afinal, os processos discutidos aqui
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Figura 5.4: Duas amostras da classes objeto e textura, respectivamente.

dizem respeito exclusivamente aos aspectos espaciais de sinais, imagens e visé(ﬂ

5.3 Evolucao dos observaveis

O prop6sito desta Se¢do é mostrar alguns resultados de levantamento de observéveis de interesse sobre
as imagens submetidas as difusdes linear e de Perona-Malik. A idéia é que se possa visualizar concretamente
como se comportam valor médio, variancia, entropia e Informacao de Fisher ao longo dos processos sob ob-
servacdo. Adicionalmente, a visualizacdo dos resultados serve para mostrar que, a despeito da dependéncia
da EPM sobre seus parametros, existe uma clara superioridade perceptual desta ante sua contraparte linear.

A questdo da dependéncia da EPM sobre seus parametros (expoente da funcdo difusibilidade, limiar de
separacao entre regimes etc.) é tida como um dos principais desafios em se empregar difusées ndo-lineares
em imagens, e foi estudada em grande detalhe por Benhamouda [I5] nos anos 90. Uma andlise sobre a varia-
bilidade dos pardmetros da EPM em processamento de imagens mamogréficas é realizada por Persechino em
[172]. Os parametros de processamento podem ser vistos na Tabela[5.5]

Atributo/Parametro Valor/Método
Resolucdo da malha temporal At 0,25
Desvio padrao maximo o (px) 30
Expoente da funcao difusibilidade « 2
Método de estimacdo do limiar de separacao K média

Tabela 5.5: Métodos e parametros usados para os experimentos de levantamento de observaveis.

Com vistas a aumentar a variabilidade do estudo e de se reduzir o tempo de computacao, sobre cada ima-
gem da base de dados foram selecionados aleatoriamente 10 sub-amostras de dimensdes 1000 x 1000 pixels
obtidas sobre cada imagem da base. Com as dimensdes fixadas, é possivel relativizar a medida de entropia,

3N4o se deve pensar, contudo, que ndo hd espago ou interesse em aspectos colorimétricos. Em tempos em que uma selfie pode valer
milhdes, hd um emprego efetivo de pesquisa e desenvolvimento direcionados a aspectos perceptuais colorimétricos em fotografia digital.
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€24 (h)

Figura 5.5: Visualizaggo do efeito da reducio da escala dinamica de uma imagem. Em (a) é mostrada a original, quantizada em 8 bits. De (b) a (h) sdo

apresentadas redugoes da escala dinamica de 7 bits a 1 bit, sequencialmente em decrementos de 1 bit.

visto que esta é maximizada para uma distribui¢do uniforme. Como a normalizacao de tal distribuicdo de-
manda uma divisao pela drea de seu suporte, a expressdo da entropia normalizada é dada por

M—-1N-1
— 2 > uiIn(uiy)
Spom = — 21 (5.2)
nom = m(MN) ’ '

em que M e N correspondem ao nimero de linhas e colunas da imagem, respectivamente.

As Figuras[5.8}[5.12} [5.9} [5.13} [5.10} [5.14} [5.11] e [5.15| trazem, de modo padronizado, alguns estudos de caso
interessantes sobre a variedade de amostras investigadas. Primeiramente sdo mostrados o recorte em si e suas

difusdes linear e ndo-linear. Em seguida sao mostradas as evolucdes dos valores médios, variancias, entropias
e informacdes de Fisher destas, respectivamente.

Quanto a evolugédo do valor médio, tal como foi discutido no Capitulo[d} deveriamos esperar a constancia
deste caracteristico numérico em ambos cendrios, visto que as condi¢des de fronteira homogéneas do tipo
Neumann sempre foram adotadas. De fato, é isto que se percebe nos graficos. Mais: em func¢ao da construcao
do método numérico usado, caso (u) mostrasse alguma variabilidade temporal, esta seria um indicativo de
um processo de dissipacdo numericamente induzida. Em outras palavras, o monitoramento da variacao de
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Figur a 5.6: Exemplo de decomposi¢ao de uma imagem RGB em suas componentes de luminancia e crominancia, respectivamente.

(u) tem um cardter diagnéstico.

No que diz respeito as entropias, observa-se uma evolucao deste observavel rumo ao valor médximo norma-
lizado, cuja taxa depende diretamente da informacao de Fisher. Entretanto, embora tal dependéncia se mani-
feste de modo explicito num contexto teérico, num cendrio numérico pode-se eventualmente nao se observar
uma concordancia perfeita. As Figuras[5.16}[5.17}[5.18|e[5.19]evidenciam que h4, de fato, uma semelhanca das
evolucgdes de 4SS e I; no caso linear.

A razdo mais imediata para que os desvios observados ocorram reside na natureza discreta das operacoes
envolvidas e na diferenca entre os espagos onde os observaveis foram computados. Objetivamente, os pontos
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(b)

() (d)

Figura 5.7: Exemplo de menor influéncia das componentes cromaticas na percep¢ao de uma imagem. Em (a) e (b) sdo mostrados os mesmos canais
de luminancia e cromindncia da Figura Em (c) é mostrada uma versao deliberadamente sub-amostrada por um fator 64 da crominancia original. Em
(d) é mostrado o resultado da composicao de (a) e (c), evidenciando que mesmo ante a sub-amostragens expressivas, a percep¢ao da imagem final nao sofre

maiores alteracdes pelo fato da luminéncia ter sido preservada. Naturalmente, devido a amostragem expressiva, artefatos sao visiveis.

obtidos para 4.5,, foram computados por meio de diferencas centradas sobre os valores de entropia normali-
zada, isto é,

1
5Sn = 5 (Sn+1 - Sn—l) ; (56.3)

para cada passo de iteragdo n < Ny, sendo este Gltimo o ntimero de iteracoes. Por sua vez, as entradas Iy,
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Figura 5.8: Recorte da amostra bokeh000 (a) e saidas das difusoes linear e de Perona-Malik, respectivamente.

(b)

(b) (b) (b)

Figura 5.9: Recorte da amostramisc002 (a) e saidas das difusdes linear e de Perona-Malik, respectivamente.

foram computadas diretamente sobre os dados da imagem, por meio da aproximacao

Nr—1Ng—1 ’(595’%3)2 + (5yuij)2|2
e et (5.4)

i=0 ;=0

em que ¢ ~ 10~°% é uma constante usada para evitar ocorréncias de infinito numérico nas expressdes com
denominador passivel de assumir valores nulos.
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(b) (b) (b)

Figura 5.10: Recorte da amostra ob j002 (a) e saidas das difusoes linear e de Perona-Malik, respectivamente.

(b) (b) (b)

Figur a 5.11: Recorte da amostra texture006 (a) e saidas das difusdes linear e de Perona-Malik, respectivamente.
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Figura 5.12: Evolucdo dos observaveis de interesse da amostra bokeh000. S3o mostrados, em ordem, valor médio, variancia, entropia de Shannon

normalizada e Informacgao de Fisher.
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Figura 5.13: Evolucao dos observaveis de interesse da amostra misc002. Sao mostrados, em ordem, valor médio, variancia, entropia de Shannon nor-

malizada e Informacao de Fisher.
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Figura 5.14: Evolucdo dos observaveis de interesse da amostra object002. Sio mostrados, em ordem, valor médio, variancia, entropia de Shannon

normalizada e Informacgao de Fisher.
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Figura 5.15: Evolugao dos observéveis de interesse da amostra texture006. Sao mostrados, em ordem, valor médio, varidncia, entropia de Shannon

normalizada e Informagao de Fisher.
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Figura 5.19: Evolucao dos observaveis §.S e Ir da amostra texture006.
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5.4 Potencialidade em compressdao de dados com preservacao estrutural

A idéia desta Secdo é mostrar que um dos “efeitos colaterais” da discretizagdo da EPM, conhecido na lite-
ratura como efeito escadéﬂ (170,171} [229], pode ser visto como um recurso a compressao de dados, visto que
leva a uma representacdo com modas mais definidas nos histogramas de luminancias, mantendo o carater
sintdtico — ou estrutural — da imagem muito mais conservado do que no caso linear. Tal como discutido e visu-
alizado nos capitulos anteriores, ambas difusdes tendem a levar o dado inicial a uma configuracdo homogéna,
embora no caso nao-linear se chegue, de fato, a uma configuracdo homogénea por partes; eis o referido efeito
escada.

A rota para um estado de maxima entropia contempla também uma reducdo concreta da varidncia de
u. Portanto, o histograma de intensidadesﬂ deve, no caso mais extremo, se aproximar de §;_;;, em que i’ =
arg{z; = (u)}. Entretanto, mesmo no caso linear, valores excessivamente altos para o sdo necessdrios para que
atinja um histograma unimodal. Concretamente, o que se observa para valores de ¢ variando entre ordens 10°
e 10% é uma reducao da varidncia em torno das modas presentes na imagem original, tal como mostrado nas
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Figura 5.20: Recorte da amostra misc004 e suas versoes difundidas linear e nao-linearmente com oyax = 100 px, respectivamente. Em (d), (e) e (f) sao

mostrados os respectivos histogramas de luminancia superpostos para diferentes valores de o.

O comportamento de reducdo da varidncia em torno das modas opera de modo que pode-se explorar a
redundancia psicovisual do sistema visual humano [169, [77], reduzindo a profundidade em bits das imagens

4No inglés: staircasing effect.
5Note-se aqui que nio foi usado o termo luminancia, pois tal andlise se aplica igualmente aos canais cromaticos. De fato, este argu-
mento pode ser estendido para qualquer distriuicdo cujos observdveis sejam positivos (magnitude, energia etc).
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Figura 5.21: Recorte da amostra obj001 e suas versoes difundidas linear e nao-linearmente com oyax = 100 px, respectivamente. Em (d), (e) e (f) sdo

mostrados os respectivos histogramas de luminancia superpostos para diferentes valores de o.

difundidas. Entretanto, deve-se chamar atencao para o fato de que nao foi possivel, em todos os experimentos
realizados, observar uma consisténcia nas evolugdes dos histogramas. Isto é, foram observados casos em
que os histogramas das imagens difundidas linearmente guardaram maior semelhanca com os histogramas
originais, bem como casos em que as difusdes ndo-lineares guardaram maior semelhanca com os padrdes
de referéncia. A Figura[5.23|mostra a evolucdo das divergéncias KL entre referéncia, linear e ndo-linear para

o € {1,5,10, 50,100} sobre as imagens mostradas nas Figuras e
Interessantemente, pode-se observar trés evolu¢des distintas, quantificadas pela divergéncia KL:

i. Para o recorte da amostra misc004, a divergéncia KL entre referéncia e caso ndo-linear aumenta consistentemente
com ¢, mantendo-se sempre maiore que a divergéncia no caso linear;

ii. Analogamente, para o recorte da amostra obj001, a divergéncia KL do caso linear tenha se mantido sempre maior
que o caso nao-linear;

iii. Por fim, para o recorte da amostra obj004, verifica-se uma inversdo na evolugédo das divergéncias KL ao longo da
variagdo de o.

Os trés casos listados acima refletem fidedignamente o universo de centenas de imagens processadas para
tais levantamentos. H4 a indicacao, portanto, que a representatividade da compressao de dados via difusdes
linear e nao-linear guarda —como esperado num cendério multiescala— uma dependéncia com a escala. O de-
safio reside no fato de que ndo ha uma formulacao fechada para que tal dependéncia seja monoténiceﬂ

6Note-se aqui que tratamos da divergéncia KL entre os histogramas das imagens. Para o caso das evolugdes das imagens como distri-
buicdes propriamente ditas, tomam lugar as discussoes do CapituloEl
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Figura 5.22: Recorte da amostra obj004 e suas versoes difundidas linear e nao-linearmente com oyax = 100 px, respectivamente. Em (d), (e) e (f) sdo

mostrados os respectivos histogramas de luminancia superpostos para diferentes valores de o.

5.5 Estimacao de escala caracteristica

Esta tltima Secdo traz os resultados de experimentos cuja finalidade consiste em se gerar observacoes de
eventuais relacdes entre parametro de escala e resolucdo caracteristica de uma imagem. De todas as inves-
tigacOes realizadas até aqui, esta possui o maior potencial pratico, visto que a tarefa de estimacao da escala
caracteristica de uma cena nao é trivial, muito devido ao fato de que cenas reais possuem alto grau de diversi-
dade. Levantamentos como os mostrados aqui foram realizados por Sporring na segunda metade dos anos 90
(199} 200} 20T}, 202], mas até onde sabe este autor, a questdao nao foi mais aprofundada.

Aidéia de escala caracteristica em um espaco-escala, tal como proposta por Sporring, € de mapear pontos
em que a variacdo da entropia em relagdo a o seja maximizada; isto é, deveriamos observar os extremos de

ds dS dt

a _ dsdt 5.5

do  dt do (5:)
Das Equagoes (4.24) e[£.96} temos

% = CQO'IF(O'), (5.6)

em que o pardmetro de estimacdo passa a ser o, ao invés de 02 = 2t. Deve-se notar que diferentemente do
caso linear, em que hé a relagdo explicita o2 = 2t, ndo hd estabelecida uma conexao o?(t) para a EPM, de modo
que qualquer levantamento da forma 0.5’(c) para o caso ndo-linear carregara consigo uma hip6tese falsa. Em
outras palavras, ndao ha definida uma escala natural para a EPM.



5.5 Estimacao de escala caracteristica 87

4.28e+00 3.82¢+00
[ LIN [ LIN m
[ PME [ PME m
3.21e+00 = 2.86e+00 |
[ [}
o o
=] g
9] 19}
b0 a0
o o
O 2.14e+00 O 1.91e+00
> >
el Rl
kit i
= =
B4 B4
|
1.07e+00 9.54e-01 ‘
|
|
| |
I |
|
|
0.00e+00 e O f | + 0.00e+00 D— ‘
100 10! 10% 10° 10! 10%
[ [
(@ (b)
8.92e-01
[ LIN m
71 PME
6.69e-01
[ =
o
=1
9]
b0
o
O 4.46e-01
>
A =
kit
=
B o
2.23e-01
0.00e+00 10 o "
[

c)

Figura 5.23: Evolugdo das divergéncias KL sobre as distribuicdes de niveis de luminancia entre imagem referéncia e suas verdes difundidas linear e

nao-linearmente para recortes da amostra misc004, obj001 e obj004, respectivamente.

Para os experimentos que seguem, ao invés de usarmos diretamente o, usaremos a reparametrizagao pro-
posta por Florack et al. em [57],

(5.7)

o = ope’,

em que a constante o fixa unidades. A razdo para esta reparametrizacio é que dessa forma o carater invariante
do espaco-escala linear € explicitado, visto que [57]

do
= 0. (5.8)
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Note-se que este caso contempla naturalmente — com o devido ajuste das constantes — a difusdo linear:
1
T = B In(2t). (5.9)
Na pratica [200], usa-se
7 =1In(t) = 2In(o). (5.10)

Para o caso linear, portanto, o problema é reescrito em termos da maximizacao de

s dsdt
E = E% =C t(T)IF(t(T)>, (5.11)

com t = exp(7). Na Figura é reproduzido um experimento realizado por Sporring e Weickert em [200
sobre uma imagem da base de imagens MIT VisTex® [174].

1.39%-05

— LIN

1.04e-05

V}l =
== 6.93e-06
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0.00e+00
U430 201 029 258 188

(b)

Figura 5.24: Reproducdo de um dos experimentos de Sporring [200] sobre a amostra Fabric0012 da base MIT VisTex®, mostrada em (a). Em (b) é

mostrada a evolucao da variagao da entropia com o fator de escala o.

Uma vez que imagens naturais trazem consigo uma grande carga de complexidade, é interessante que
se realizem levantamentos sobre imagens simuladas, em que os parametros sejam ajustdveis. Em um cené-
rio controlado pode-se investigar uma eventual relacdo entre escala e resolucdo sem maiores interferéncias.
Nesse sentido, um experimento numérico € descrito a seguir.

Considere que a imagem em questdo seja composta por um certo niimero Ny de discos cujo raio médio
(ry é estabelecido a priori e cujos centros sao escolhidos ao acaso, desde que nao ocorra superposicao entre
dois ou mais objetosﬂ A distribuicdo dos raios é conhecida a priori, correspondendo a uma Gaussiana com
varidncia o2 também pré-estabelecida, ao passo que os centros sao distribuidos uniformemente sobre a ima-
gem, desde que nenhum disco ultrapasse os limites desta. Por fim, esta imagem pode ou ndo ser degradada
por ruido gaussiano com média y e varidncia o2. Um exemplo de tal modelo pode ser visto na Figura

“Nas simulagdes realizadas, ao invés de se estabelecer o nimero Np, fez-se uso de um processo iterativo que cessasse quando um certo
percentual de preenchimento da imagem, i.e., a razao entre drea ocupada e total, fosse atingido. Por padrao, em todas as imagens usadas
este percentual foi ajustado em 0,50. Contudo, devido a dificuldade natural em se popular a imagem - sem superposicoes — quando esta
encontra-se parcialmente preenchida, um critério de parada foi estabelecido de modo a encerrar a simulacio ap6s Ny = 1-104 tentativas
de atualizacdao sem mudanca na razio de preenchimento.
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Figura 5.25: Imagem simulada e seu histograma, respectivamente. Para esta distribuico, (r) = 8,23 e o = 2, 09 pixels.

5.5.1 Experimento I: varidncia nula, sem adicao de ruido

Para o primeiro experimento foram simulados diversos conjuntos de imagens com o2 nulos, visando re-
duzir as incertezas em eventuais estimag¢des. Um conjunto de imagens usados para ilustrar a metodologia é
mostrado na Figura[5.27] Neste conjunto os raios variam entre 5 e 24 pixels em incrementos de 1 pixel. Todas
as imagens possuem dimensdes de 500 x 500 pixels.

A Figura mostra que dentro do intervalo testado, as dimensdes caracteristicas apresentam forte cor-
relacdo linear com as escalas estimadas 7z, correspondentes aos maximos de S’(7). Por sua vez, a EPM s6
é capaz de manter alguma correlacdo para um intervalo restrito, perdendo qualquer correspondéncia para
valores acima de (r) ~ 12 px.

5.5.2 Experimento II: varidncia nula, com adicao de ruido

Neste segundo experimento, a varidncia sobre os raios permanece nula. Entretanto, toda a imagem é de-
gradada com ruido Gaussiano de média nula, cujos desvios-padrdo — para os casos aqui expostos — variam de
acordo com o,, € {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5}. Valores muito maiores para o,, levam a degradacGes praticamente
irrepardveis sobre os dados.

Se o Experimento I mostrou alguma robustez — pelo menos no caso linear — quanto a correlacao entre di-
mensOes caracteristicas e escalas estimadas em um ambiente sem ruido, a idéia agora é provocar perturbacgoes
de intensidade crescente, segundo os valores de ¢,, acima. Em outras palavras, busca-se observar a capacidade
da descricdo multiescala em preservar a informacgdo de escala caracteristica ante a introducdo de degradacdes
nos dados iniciais. As Figuras[5.28e[5.29)trazem exemplos de imagens de referéncia submetidas a ambas das
difusdes para (r) = 5 e (10) pixels, respectivamente. Para além das anélises sobre correlacao entre (r) e 7,
nota-se por meio destas duas figuras a superioridade em remocao de ruidos das EPM frente a sua contraparte
linear.

5.5.3 Experimento III: varidncia nao-nula, sem adicao de ruido

O proposito deste pentltimo experimento é de gerar uma maior variabilidade estrutural nas imagens por
meio de valores ndo nulos de o, mas ainda sem introducao de ruido. Este estdgio pode ser visto como uma
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Flgura 5.26: Griéfico de escala estimada 7 versus raios médios de referéncia. Nota-se claramente que a difusdo linear permite — nos sistemas simplifica-
dos sob andlise — que se correlacione linearmente a escala com o tamanho caracteristico de uma imagem. Por outro lado, a difusdo na-linear, como previsto,

ndo é capaz de gerar tal correlacdo.

preparacgdo para o experimento IV, em que as imagens simuladas apresentam complexidade minimamente
condizente com desafios do mundo real.

Neste experimento, o desvio padrdo dos raios dos discos foi ajustado como

. —_— 512

em que [-| denota a funcdo menor inteiro. Ajustar o, em funcao de (r) torna possivel explorar um aumento
gradativo na diversidade estrutural das imagens sem necessidade de varrer as duas estatisticas de modo inde-
pendente. A Figura traz um exemplo de configuracao usada neste experimento.

A Figuratraz os resultados das maximizacoes para o Experimento III. Nota-se neste caso mais uma vez
a capacidade da difusdo linear em se proporcionar uma forte correlacdo linear entre 75 e (r), mas desta vez
acompanhada de uma capacidade minima de sua contraparte ndo-linear de fazer o mesmo, pelo menos para
escalas intermedidrias.

5.5.4 Experimento IV: varidncia nao-nula, com adicao de ruido

Neste ultimo experimento busca-se gerar, dentro do modelo adotado, a maior variabilidade estrutural pos-
sivel nas imagens. Isto € feito ajustando-se valores nao nulos de o, € o,,. De modo andlogo aos experimentos
anteriores, os desvios-padrdo dos raios dos discos evolui com a escala segundo a Equacdo (5.12). O desvio-
padrdo do ruido varia, novamente, entre 0,1 e 0,5, com incrementos de 0,1. As Figuras|5.33}[5.34|e[5.35|trazem
alguns exemplos dos dados gerados para este Experimento.

A Figura traz os resultados das maximizagées para o Experimento IV. Neste tltimo caso, muito mais
complexo, ambas difusdes perdem a capacidade de gerar estimativas lineares entre 75 e (r) para niveis de
ruido intermedidrios.
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5.6 Discussao

Realiza-se aqui uma sintese sobre a experimentacao anterior, que subsidiard as conclusdes finais do Tra-
balho no que diz respeito aos aspectos computacionais estudados. Deve-se deixar claro que embora apenas
quatro amostras tenham sido usadas no capitulo anterior, estas representam em boa medida as centenas de
observagdes e andlises realizadas. De todo modo, nenhuma conclusdo aqui tomada deve ser encarada como
de cardter geral, mas sim indicativo. Existem muitos fatores a serem levados em consideracao e os experi-
mentos realizados nao puderam, por questao de complexidade e agenda, compreender um espectro maior de
variaveid?|

O primeiro ponto que deve ser levantado é que a evolucao dos observaveis nos processos de difusdo ocorre
como previsto, a medida em que se caminha para um estado de varidncia e informacado de Fisher minimas e
entropia maxima, além de uma variacao nula do valor médio (u). Entretanto, ndo foi possivel observar um
padrdo sobre a forma com que tais observaveis evoluem; ou, em outras palavras, se a variacdo “temporal”
destes apresenta alguma estrutura consistente, tal como leis de poténcia, por exemplo. De todo modo, para
as amostras investigadas, pode-se visualizar que — a excecdo da informacdo de Fisher, que em dois casos (vide
Figurase 5.15) evoluiu aproximadamente segundo uma lei de poténcia- S e o2 apresentam uma evolucdo
com estrutura aproximadamente logaritmica. No caso da entropia, a convergéncia para Sy, segundo um per-
fil logaritmico se manifestou desde as primeiras décadas, ao passo que o2 apresenta uma perfil de estagnacdo
antes de decair propriamente. Note-se também que as taxas de decaimento para os casos linear e ndo-linear
diferem muito para o2, como reflexo da capacidade de preservacao estrutural da EPM. Tal preservagao es-
trutural mediante aplicacao da EPM possui aplicacdes interessantes, ja que se caminha neste caso para uma
segmentagdo de imagens; isto €, a separacao da imagem original em suas partes constituintes.

Ainda sobre um eventual atingimento do estado de maxima entropia, minima variancia etc.: para imagens
com dimensoes da ordem de 1 -5 px2, experimentos com valores absolutamente altos de o (da ordem de 103
px) foram realizados. Mesmo com todo o poderio computacional disponivel, ao final de quatro semanas ainda
nao havia se observado uma configuracgao de equilibrio, caracterizada por S,,., = 1 € 02 ~ 0 (este ultimo re-
ferente a variancia dos niveis de luminancia). Esta questao de performance para longos tempos de difusao
é esperada, visto que o método explicito demanda valores pequenos para At¢, e o processo de iterar matri-
zes de alta ordem é custoso em qualquer estrutura algoritmica serial. Nesse sentido, no que tange a questao
computacional, a necessidade em se investigar métodos eficientes e paralelizaveis de difusao é real, ainda
mais quando se verifica a qualidade de filtragem e pré-segmentac¢do de imagens pela EPM, recursos estes que
podem ser aplicadas em plataformas diversas daquela em que seu deu a experimentacao nesta Tese.

A potencialidade em se usar as difusdes como recursos para compressdo de dados guarda relagdes com
o atingimento dos estados de equilibrio discutidos acima. Para o caso linear, toda informacao seria perdida,
ao passo que com a EPM um conjunto de bordas e platds seria conservado, de modo que a representagdo da
cena ainda seria possivel, mesmo que minimamente em um cendrio extremo. De todo modo, o que se observa
— devido ao custo computacional discutido acima - é que mesmo o caso linear mantém certa regularidade
em torno das modas dos histogramas dos niveis de luminédncia. Entretanto, como as préprias visualiza¢des
evidenciam (vide Figuras[5.20} |5.21| e[5.22), a EPM constitui, concretamente, um recurso mais eficiente para
requantizacdo do que a difusdo-linear.

No caso linear, pelo menos de modo aproximado, puderam ser observadas semelhancas entre o decai-
mento da entropia e a evolucdo da informacdo de Fisher, tal como esperado do ponto de vista tedrico, e pela
proépria construcdo do método ntimerico FTCS empregado. Mais relevante de um ponto de vista prético é
o fato de que sempre foi possivel estimar uma escala caracteristica 7z para as imagens nos casos discutidos
nos Experimentos I a IV. Embora nao tenha se chegado em nenhum caso a uma relacdo linear préxima a
identidade, o fato de haver correlacdo linear permite, ainda sim, que escalas, dimensdes e resolucdes sejam
estimadas, exigindo para tanto um procedimento prévio de calibracdo. Naturalmente, na presenca de ruidos
tal calibracdo deve ocorrer um niimero minimo de vezes de modo a incorporar as contribuicdes estatisticas
das perturbacdes.

8H4, objetivamente, um balanco entre complexidade dos modelos adotados, capacidade de benchmarking e viabilidade de geragdo de
modelos analiticos. Optou-se neste Trabalho por uma abordagem menos computacional e mais teérico-informacional dos temas abor-
dados. Explorar o espago de pardmetros das técnicas e maximizar certas métricas com vistas a construcdo de modelos levaria esta Tese
para um outro universo, muito mais préximo do aprendizado de mdquina. Embora este seja um tema interessantissimo, nao corresponde
ao enfoque do projeto.
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A questdo da estimacao de escala caracteristica no caso nao-linear € muito mais delicada. Uma andlise
baseada somente nos dados obtidos poderia levar a conclusdo de que a EPM é pouco eficaz na estimacado
de dimensoes caracteristicas. Entretanto, deve-se notar que a relacdo dS/do « ol é valida apenas para o
caso linear. Mesmo assim, pdde-se observar alguma consisténcia para pequenas escalas no caso nao-linear,
indicando que nestes intervalos a EPM opera de modo semelhante a difusdo linear.

Com o exposto nesta Secao, finda a discussado sobre aspectos mais praticos observados na experimentagao
computacional deste trabalho. As conclusoes finais de cardter mais tedrico serdo apresentadas no préximo
capitulo.
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Q) (1) (s) (t)

Figura 5.27: Imagens sintéticas usadas para o experimento de estimagao de escala caracteristica. Os valores de (r) variam de modo crescente de 5 a 24

px, com o2 = 0 px.
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Figura 5.29: Comparagio entre referéncias e casos linear e nao-linear, respectivamente. Cada linha corresponde a um valor de o, entre 0,1 e 0,5, com
incrementos de 0,1. Para todos os casos, sao exibidos os resultados de (r) = 10 px.
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Flgura 5.30: Griéficos de escala estimada 5 versus raios médios de referéncia no caso de ambiente corrompido com ruido de desvio-padréo o, cres-
cente, ordenados segundo este tiltimo parametro. De modo semelhante ao experimento I, a difusdo linear permite que se estabeleca uma correlagao notavel

entre (r) e Tg, embora esta s6 ocorra para niveis moderados de ruido, a partir dos quais se perde a capacidade de estimacao.
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Figura 5.31: Comparagio entre referéncia e casos linear e nao-linear, respectivamente. Neste caso, para o Experimento III. sdo mostrados os resultados

com (r) = 7e o, = 3 pixels.
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Flgura 5.32: Gréfico de escala estimada T versus raios médios de referéncia para o experimento III, com variancia o, nao-nula e o,, = 0. Nota-se
neste caso novamente uma superioridade da difusdo ndo linear em se produzir uma correlagao apreciavel. De todo modo, a difusdo ndo-linear também se
mostrou capaz neste caso, pelo menos para valores pequenos e intermediarios de (r) — dentro do intervalo considerado — de gerar alguma estimativa linear

entre 7g e as dimensoes médias.
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Figura 5.35: Comparacdo entre referéncia e casos linear e ndo-linear, respectivamente. Neste caso sao mostrados os resultados com (ry =24,0, = 8

pixelse o, = 0,4.
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Flgura 5.36: Griéficos de escala estimada 5 versus raios médios de referéncia no caso de ambiente corrompido com ruido de desvio-padrio o, cres-
cente, ordenados segundo este Gltimo pardmetro. Neste tltimo levantamento, os raios dos discos possuem variancia nao-nula. Para este tltimo cendrio,
apresenta-se mais uma vez a superioridade da difusdo linear em se proporcionar estimativas lineares. Entretanto, nenhum caso foi capaz de gerar informa-

¢ao ttil para niveis de ruido o,, > 0, 3.



Uma teoria da informac3o para a visdo primaria

6.1 Um modelo informacional

Chegamos enfim a parte final deste Trabalho, cujo objeto de estudo é a descricdo multiescala aplicada
ao sistema visual humano segundo a Teoria de Hildreth-Marr. Dentro deste amplo cendrio, foi proposto um
aprofundamento da questao da informacao em espagos-escala linear e ndo-linear, este tltimo equipado com a
Equacdo de Perona-Malik. Ambas difusdes foram escrutinadas teérica e computacionalmente. No caso linear,
foram observadas analogias importantes do espago-escala com a teoria da estimacao estatistica, em que a
informacdo de Fisher desempenha papel relevante. Tal analogia serd usada neste capitulo final para que seja
tecida uma proposta de teoria da informacdo de espacos-escala e, portanto, da visdo primitiva segundo Marr.
Comecemos primeiro por meio do emblemadtico diagrama usado por Shannon em seu trabalho seminal [190]:

fonte
de transmissor receptor destino
informacao
L]
sinal sinal mensagem
recebido

fonte
de

ruido

Figura 6.1: Esquema genérico de um sistema de comunicacdo. Adaptado de Shannon[190].

Neste diagrama estdo presentes fonte, canal, fonte de ruido , transmissor, receptor e destino. Antes de
abstrair a visdo primordial segundo Marr e Hildreth num cendrio informacional, é importante entender o pa-
pel de seus elementos constituintes. A fonte primdria de informagdo corresponde, num contexto de visdo,
a parte mundo que cerca o observador e que é avaliada por este. O papel da fonte é selecionar uma ima-
gem(mensagem) dentre as op¢Oes disponiveis no espaco de imagens (alfabeto) [161},[190]. O transmissor, ou
codificador, tem — segundo Shannon ([190], p.2) — o papel de “(...)operar sobre a mensagem de algum modo
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de forma a produzir um sinal adequado para ser transmitido pelo canal”. Este tiltimo corresponde ao meio de
propagacao do sinal codificado. O receptor, ou decodificador, opera de modo a finalmente entregar a mensa-
gem ao destino.

A divisdo acima ndo € absoluta ou livre de controvérsias. Por exemplo, O’Sullivan et al. [161] consideram
que as imagens pertencentes ao espaco de imagens sao abstra¢des da cena real retratada. Note que segundo
a divisdo feita por Shannon, esta definicdo compreende tanto a fonte quanto o codificador. Para o desenrolar
das conclusodes, adotaremos uma convencao baseada em Shannon; isto é, aquela em que a fonte ndo tem a
capacidade de codificar a mensagem. Nesse sentido, e ja amparado pelo modelo de Hildreth e Marr, propoe-se
a seguinte divisao:

¢ A fonte de informacdo é a por¢ao do mundo real compreendida pelo campo visual do observador em um instante
de tempo ¢. Seus caracteres sdo bastante complexos e, dentro de um cendrio de amplitude luminosa, poderiam cor-
responder a distribuicdo espaco-temporal do campo eletromagnético resultante emitido por todos os componentes
da cena;

e O transmissor é o olho humano, que converterd a energia radiante da cena observada em uma distribui¢ao bidi-
mensional vetorial u(x, t), correspondente a imagem formada sobre a retina;

* Oreceptor opera sobre as componentes de u(x, t) de forma a entregar o esbog¢o primitivo de cada canal ao destino;

* O destino compreende as etapas posteriores a recepc¢do, j4 em uma rota muito mais ligada a interpretagdo em alto
nivel de abstracao.

A compreensdo da divisdo acima é fundamental para a proposta de uma teoria em espacos-escala para
0 escoboco primitivo. Dito isto, cabem algumas consideracdes importantes, das quais a primeira refere-se
a fonte. Na tentativa de capturar a diversidade estrutural do mundo que nos cerca, bem como seu carater
dinamico, foi colocado que os caracteres transmitidos correspondem as amplitudes do campo resultante da
superposi¢ao de tudo que foi retratado. E importante compreender a necessidade de se abranger a amplitude
complexa destes campos, de modo que relagdes de profundidade e de paralaxe sejam conservadas.

Adicionalmente, o cardter dindmico citado anteriormente corresponde a capacidade da mensagem em
evoluir no tempo; afinal, um modelo estatico para a visdo (saudéavel) ndo é razoavel. Entretanto, isso traz a tona
um segundo parametro de escala, o qual devemos sempre compreender como completamente independente
do parametro de escala das difus6es. Para estas, o tempo caracteristico da cena, doravante denotado por ¢/,
ndo faz sentido e sempre serd fixado para o desenrolar das evolucdes dos esbocos. Deve-se notar que de um
ponto de vista de modelo de sistema visual, isto implica em uma geracgdo instantdnea dos esbo¢os primitivos,
o0 que viola o principio de causalidade do fen6meno de deteccdo. Uma maneira de tornar este modelo mais
realista seria introduzir um retardo de fase no sistema, de modo que para uma cena retratada em ¢’ fosse
gerado um esboco primitivo em ¢’ + At/, sendo este incremento da ordem do tempo de processamento da
informacdo visual no olho humano. Assim, fica explicitado a partir deste ponto que um esbog¢o primitivo
gerado em ¢’ teve sua causa primeira em ¢’ — At’.

No que diz respeito ao papel de transmissor/codificador do olho humano, deve-se atentar ao fato de que
por si s6 esta etapa do sistema ja implica em uma perda de volume de informacao, ja que ndo é sensivel a fase
do campo incidente{ﬂ Ademais, o olho como codificador possui discriminacdo em energia, ou comprimento

de onda, ja que entrega as etapas posteriores do sistema um campo u = [ugr uc u B]T. Nao hé aqui a
preocupacdo de se detalhar a eficiéncia de deteccdo para cada regido do espectro visivel, visto que o esboco
primitivo — neste modelo — serd computado sobre a luminancia associada a u(x,t') (vide Capfitulo |5} Secao
[5.2.1). De fato, este é o papel do receptor/decodificador. Por fim, note-se que nada foi dito — até agora —
sobre amostragem do campo u. Embora este ponto seja crucial para a defini¢do do arcabouco a ser utilizado,
trataremos inicialmente do caso continuo. A amostragem espacial serd considerada posteriormenteﬂ Note-se
também a mudanca sutil entre entrada e saida do bloco codificador no que concerne as varidveis espaciais:
antes da codificagdo x = [z y z]T, ao passo que na saida x = [z y]T; isto é, o elemento de deteccdo e
codificacao do sistema informacional sob anélise opera em completa analogia com um sensor de imagens, tal
como aqueles das familias CMOS ou CCD. Assumiremos — por simplicidade — que a geometria da retina pode

INote contudo que a percep¢do de profundidade vem com a paralaxe gerada pela separagdo dos olhos, de modo que trata-se, no final,
de um sistema estéreo.

2Em face da ndo-influéncia da escala temporal ¢ do mundo observado sobre a descri¢do multiescala, aspectos de amostragem tem-
poral ndo serdo levados em consideragao.
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ser considerada plana, de modo a evitar coordenadas curvilineas®} Note que isso implica automaticamente
no surgimento de aberracoes esféricas [78], que serdo consideradas no termo de ruido, conforme colocado
adiante.

Os dois elementos esquematicos restantes no esquema mostrado na Figura[6.1]sdo o blocos de destino e
ruido. O primeiro nao serd abordado aquﬂ ao passo que o segundo serd — infelizmente — tratado com algum
nivel de superficialidade. De fato, ha um universo absolutamente desafiador quanto as fontes de ruido em
sistemas de imagem. Este universo contempla desde processos estocdsticos aditivos até distor¢oes de alta
ordem devido a esfericidade dos perfis de lentes (plasticas, vitreas ou biolégicas) presentes nos mais diferentes
setups. Nesse sentido, trataremos o bloco de ruido de modo genérico, como qualquer fator que degrade o
campo u(x,t’). Reitere-se que esta degradacado ocorre antes da geracdo do escogo primitivo.

Em resumo, vemos pela construcdo acima que a descricao multiescala toma lugar dentro e ao final do re-
ceptor/decodificador. Neste ponto ja houve a introdu¢do de ruido, seja este sistemdtico (deformagdes de ca-
réter geométrico) ou aleatério e manifesta-se a transformac¢do da mensagem codificada (entrada degradada)
em mensagem traduzida, ou decodificada (esbogo primitivo). A idéia das proximas secOes € de se concatenar
progressivamente elementos de dindmica (evolucao) e observacao (estimacao) ao decodificador.

6.2 Dinamica ad-hoc para a entropia de Shannon

Uma vez explicitado o modelo informacional bdsico para a visdo, trabalharemos nesta Secdo a introdu-
¢do de um carater dindmico a etapa final do decodificador; isto é, quando da producdo do esboco primitivo.
Este processo, conforme visto em multiplas ocasides ao longo deste Trabalho, é caracterizado pelo aumento
da entropia, mas ndo possui uma interpretacao dindmica prépria — pelo menos em um contexto puramente
informacional. De fato, as consideracdes vinculativas entre informacao e entropia, muito devidas a Jaynes
[100] e Brillouin [26] demonstram grande razoabilidade num universo fisico, mas carecem de maiores esclare-
cimentos em um contexto de imagens, que sao — no final - retratos ou representa¢ées do mundo observado.

Seguiremos aqui uma linha de pensamento semelhante aquela proposta por Frieden [61} 63], que traca
paralelos entre dindmicas induzidas por maximiza¢do de entropia e informacao de Fisher. Diferentemente
de Frieden, que tece seus argumentos com vistas a uma reinterpretacdo de toda a fisica [61} 63|, a idéia aqui
é de explorar a interpretacdo estatistico-informacional da informacao de Fisher. Comecemos enfim com a
entropia de um sistema arbitrério cuja distribuicdo é denotada por u(z). O sistema sob andlise estd sujeito a
Ny vinculos, postos na forma de valor esperado:

<fi>:/fi(a:)u(x)dx, com0 < i < Ny, 6.1)
I

em que / é o espago amostral. Usando o mesmo procedimento adotado na Se¢ao[3.4] para obteng¢ao da Equa-
¢ao (3.39), chega-se a [80,[167]

Ny —1
exp [ Z 1+ )\,f,(z)]
u(z) = T : (6.2)
Jexp [ ZO 1+ )\ifi(x):| dz
I i=

em que o fator de normalizacdo corresponde a funcao particao [80].

O ponto levantado por Frieden em [63] sobre a Equacgo (6.2) reside no fato de que esta ndo corresponde
a uma equacao diferencial, exceto nos casos em que a prépria distribuicdo é uma exponencial (como ocorre

3Do ponto de vista de 6ptica de Fourier (vide Apéndice @, diriamos que o modelo aqui exposto faz parte da aproximagao paraxial
[78,[157], embora tal classificacdo ndo traga maiores mudancas ou implicacdes. De todo modo, interessante ressaltar que se estivéssemos
tratando aqui de sistemas 6pticos coerentes [22], um arcabougo informacional entrépico [156}[157] completamente anadlogo ao da matriz
de densidade [155}[145] estaria imediatamente viabilizado.

4Ao longo dos anos deste Trabalho, este autor teve mais de uma oportunidade de adentrar efetivamente a drea de inteligéncia artificial,
drea esta que talvez constitua arcabouco melhor adaptado para o crescente nivel de abstracdo exigido para uma teoria da visdo computa-
cional pds-esboco primitivo. Entretanto, a vida é feita de escolhas e compromissos, de modo que um contato tardio com IA néo foi capaz
de mudar os rumos deste projeto, felizmente.
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com frequéncia na mecéanica estatistica — vide, e.g. [80]). De modo mais amplo, o que Frieden pontua vai de
encontro com uma auséncia de dindmica para a entropia de Shannon. De fato, ndo hé nos trabalhos pionei-
ros de Shannon [190} [191] uma mencao explicita a um eventual carater dindmico da entropia de um sistema
de informacao, ou de parte dele. H4, entretanto, uma caracteristica da teoria de Shannon que nos permite
introduzir uma dindmica para a produg¢do do esboco primitivo: o aumento de entropia quando a distribuicao
associada é submetida a uma filtragem LSI, tal como mostrado Teorema|2} p.[35] cuja expressao é reproduzida
abaixo, em forma de variagdo:

AS In (|fz(w)|2> dw, 6.3)

- 2rB
27 B

em que B é a largura da banda passante do sinal, w é a frequéncia angular e h(w) é a funcio de transferéncia
do filtro.

Uma vez que o esbogo primitivo é fruto de uma sucessdo de filtragens LSI por Gaussianas indexadas em
g*(t) suscedidas por um ultimo processo com filtro Laplaciano, e com base na variagado entrépica apresentada
na Equacao (6.3), pode-se considerar que a descr¢dao multiescala leva ao aumento da entropia informacional,
sem que qualquer relacdo com processos de difusao precise ser posta em questdo. Em outras palavras, po-
demos afirmar que em um espaco-escala é induzida uma dinamica “autenticamente” informacional; isto &,
que prescinde de uma analogia fisica subjacente, tal qual a da difusdo. Embora ndo exista um impedimento
em se fazer uso de analogias, a construcdo conceitual de uma entropia ad hoc do espago-escala nos auxilia a
enfatizar o cardter estatistico do processo.

6.3 Releitura em termos da Informacao de Fisher

O objetivo da secao anterior foi de mostrar que a descricdo multiescala implica em uma dinamica prépria
da entropia sem que necessitemos recorrer aos modelos de difusdo. Nesta Secdo, o objetivo é que se discuta
uma ultima vez o papel da informacao de Fisher dentro do cendrio em questdo. De fato, se por um lado a
informacdo de Fisher aparece de forma explicita nas derivadas temporais da entropia quando se observa a
producdo do esboco primitivo a luz de processos de difusdo, ndo fica muito claro qual seu papel estatistico
nestas evolugoes.

Recordemos que a estimacao de escala caracteristica é dada — no caso linear — pelas Equacoes (5.6) e (5.11),
repetidas aqui por comodidade:

dS _ d5dt e I(t(1)),

2
= I _— = — =
coli(o) e o= a

do
em que, novamente, aparece a reparametrizagéo 7 = In(t). O Experimentos descritos nas Se¢oes5.5.1}
5.5.3e[5.5.4/mostraram que dentro de determinados limites a maximizagao das expressdes acima guarda forte
correlagdo com as dimensdes caracteristicas de estruturas retratadas em imagens. Pelo menos formalmente,
deve sempre existir um valor de 7 para o qual ocorram as maximizacdes. Para verificar esta afirmacdo, basta
que se explicite o ponto de maximo em termos da informacao de Fisher. Com isso chega-se a seguinte equacdo
diferencial:

Li(eT)+ e I's(e™) =0, (6.4)
cuja solucdo é dada por

C

o

I(e") = (6.5)
em que a constante C' deve refletir o comportamento da solucdo quando ¢ — 0T — ou equivalentemente,
T — —oo. Note que isso traz implicagcdes importantes no caso discreto, ja que cria uma dependéncia da solucao
com a resolucao temporal At. Cabe agora entender o papel da Equacéo (6.5).

Conforme discutido na Secdo [3.6/e no Apéndice[C] a informacéo de Fisher define um limite inferior para
a variancia de um estimador cujo parametro se deseja, obviamente, estimar. Nesse sentido, a informacado de
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Fisher mostrada na Equacao (6.5) mostra que, no melhor dos casos, em que o estimador é ndo-viesado (vide
Equacao (C.3)), a dispersdo em torno da estimativa serd dada por

2 t et
%= C(At) — C(At)  C(At)’ (6.6)

em que a relacdo entre 7, ¢ e o corresponde aquela expressa na Equacdo (5.10). Note que, dentro deste cené-
rio, a Equacao (6.6) cria um elo entre uma medida associada a resolugdo — ou, mais precisamente, dimensao
caracteristica — dada pelo estimadoif| cuja variancia é o2 e a escala sob a qual o sistema evolui, caracterizada
por o2. Em resumo, de acordo com as construgoes conceituais realizadas até aqui, e a partir de uma releitura
da variacdo entrépica de um espaco-escala linear em termos da informacao de Fisher, chega-se a uma relacao
explicita entre dimensdes espaciais e parametro de escala em que a varidncia do estimador de resoluc cao/di-
mensdo caracteristica serd tdo grande quanto for a varidncia da estrutura que se quer obter a informacdo. Em
outras palavras, a performance do estimador se deteriorard a mesma taxa em que a cresca a varidncia da Gaus-
siana no processo de produc¢do do esboco primitivo. Embora isso possa parecer 6bvio, os desenvolvimentos
e construgdes anteriores mostram que a rota para vinculacdo formal entre dimensdes caracteristicas e escala
ndo é nada direta, embora a experimentacdo indique tal relacdao com alguma facilidade.

Cabe um ultimo comentdrio sobre a performance do estimador: caso as estruturas retratadas sejam esta-
tisticamente independentes e identicamente distribuidas, sua performance pode ser aperfeicoada continua-
mente, a depender do nimero de repeticoes do processo de medida. Isto porque [183] neste caso lidar-se-ia
com um vetor de medidas independentes entre si, de modo que o a fungao escore (vide Equagao (C.I)) seria
obtida por

Ny —1

Sp(X) = Y Se(Xa), 6.7)
1=0

em que X € o vetor de medidas, realizadas N, vezes. Visto que a informacao de Fisher pode ser obtida por
meio da variancia do escore, o resultado deste processo de medidas levaria a

I(X) = Ny L(X). 6.8)

6.3.1 A auséncia de escala caracteristica para a EPM

Toda a discussao pregressa sobre potencial de estimacdo em espaco-escala se aplicou ao caso linear, visto
que arelagdo o2 = 2t e sua derivagdo T = In(t) constituiram os ingredientes principais para a operacionaliza-
¢do do processo de maximizagao de d.S/dt. As experimentagdes mostradas no Capitulo[5|ilustram como a EPM
se mostra ineficaz ao longo de mudancas de escala na estimacao. Isso se deve ao fato de que, diferentemente
da difusdo linear, a difusdo segundo o modelo de Perona-Malilk ndo permite que seja estabelecida uma relacdo
de escala explicita. Isto ndo deve ser visto como uma deficiéncia, visto que o paradigma multiescala (linear ou
ndo) pressupde ignorancia sobre quais escalas devem ser acessadas para que se tome ciéncia das estruturas
pertinentes aquele nivel. Entretanto, salta ao olhos que uma ferramenta definitivamente mais poderosa que a
difusdo linear no que tange a remocao de ruidos e pré-segmentacado ndo tenha podido ser usada diretamente
no processo de estimag¢do de dimensdes caracteristicas.

De acordo do que é dito acima, podemos elencar a impossibilidade de aplicagdo direta da EPM como o
Unico “defeito” — pelo menos em comparacao com sua contraparte linear — na proposta de implementacao de
um viés informacional para a visdo primdria. Entretanto, tal como as experimentacdes do Capitulo |5|deixam
claro, a EPM é muito mais eficiente que o processo linear quanto a capacidade de preservacdo de bordas e
remocao de ruidos. Nesse aspecto, ndo hd razio para ndo se cogitar seu uso combinado com a difusao linear
na tarefa de segmentacao de imagens para estimacado de dimensdes caracteristicas. As figuras comparativas
mostradas no Capitulo [5|mostram como a EPM se sobressai em termos de pré-segmentagdo. Entretanto, ha
de se notar que trazer a EPM para um fluxo de trabalho demanda um esfor¢o extra na determinacdo de seus
parametros.

5Note que absolutamente nada foi dito sobre o estimador em si, mas sim sobre sua performance.



Sobre n3o-linearidades, caracteres fracionais, complexidade e outros: propostas de
incursdes futuras

Este Capitulo aborda alguns pontos norteadores para um futuro da linha de investigacdo seguida neste
Trabalho. Afinal, embora seja imperativo que um trabalho de tese tenha um caréter concreto de finalizac3o,
o tema abordado por ele ndo deixara de apresentar — talvez incontdveis — outros desafios e oportunidades. E
nesse espirito que elencamos a seguir as consideracoes finais.

O mundo nao é linear: por que o deveria ser a visao?

0O modelo aqui investigado — a visdo primdria via deteccao de bordas segundo Hildreth e Marr [136,[137] —
e sua abstracdo por meio de espacos-escala sdo construcées cientificas aplicadas a visdo computacional que
partem de uma premissa importante e ao mesmo tempo limitante, relacionada a linearidade. Naturalmente,
a provocacdo no titulo desta sub-secdo tem pelo menos uma resposta imediata: teorias lineares costumam
ser muito mais trataveis tedrica e experimentalmente. A 6ptica de Fourier, por exemplo, é uma teoria com-
pletamente linear que € aplicada em basicamente toda a cadeia produtiva de elementos 6pticos e de imagem.
Desse modo, uma teoria linear da visdo traz consigo a facilidade dos sistemas lineares, mas exige correcoes e
extensoes ao longo do percurso.

E uma questdo de compromisso entre tratabilidade, factibilidade, tempo e recurso se devemos escolher
entre sistemas lineares ou eventuais contrapartes nao-lineares. Ndo € possivel formar juizo previamente so-
bre toda e qualquer aplicacdo. De todo modo, foi possivel apreciar ao longo do texto o potencial de difusdes
ndo-lineares no realce de estruturas em imagens, de modo que aparenta ser promissor o estabelecimento de
uma teoria ndo-linear da visdo priméria. Os desafios sdo enormes: desde a ruptura dos axiomas de lijima até
a formulacdao de métodos numéricos eficientes, passando pela determinacdo de parametros (limiar de sepa-
racdo entre regimes, forca de difusdo etc.), a Equagdo de Perona-Malik introduz dificuldades adicionais em
todas as etapas de investigacdo, das quais se destacam aquelas ligadas a uma formulacao teérica consistente.
Surge assim a pergunta: por que ficarmos restritos a EPM se hd uma profusdo de outros processos de difusao
complexos com caracteristicas eventualmente tteis para uma teoria da visdo? A resposta mais imediata, e que
serd detalhada a seguir, é de que a introducao de outros tipos de ferramental traz consigo niveis ainda mais
profundos de dificuldade nas investigacoes, eventualmente intrataveis atualmente.
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Célculo fraciondrio e a auséncia de arcabouco adequado

Se por um lado a EPM traz consigo toda sorte de dificuldade, por outro ha disponivel um volume im-
portante de constatagdes e desenvolvimentos que permitem sua aplicacdo e investigacdo efetivos. O célculo
fraciondrio (vide Apéndice foi investigado ao longo do Trabalh(ﬂ como uma possibilidade de se migrar para
cendrios mais gerais em termos de difusdo. Entretanto —tal como pode ser visto no Apéndice[B|e mais detalha-
damente em [173] -, embora fascinante, o célculo fracional ainda amadurece nas dreas de métodos numéricos
e equacoes diferenciais, de modo que em determinado momento foi feita a escolha de ndo seguir esta rota. En-
tretanto, ha trabalhos interessantes em espacos-escala fraciondrios [44] que podem constituir novas frentes de
investigacao.

Estatisticas “p6s-Shannon”

Em adicdo a sistemas nao-lineares e fraciondrios, manifesta-se a possibilidade de se migrar para cendrios
em que a mecanica-estatistica transcende Gibbs-Boltzmann ou para uma informacao “p6s-Shannon”. Os pré-
prios Sporring e Weickert propuseram tal generalizacdo em 1997 [200], alegando que a entropia de Shannon
ndo é capaz de expressar as diferencas de contraste em imagens. De fato, estes autores mostram uma série de
resultados em que a entropia de Rényi [215], dada por

1 N-1
R _
Sk = 1_qln[2u?] (7.1)

representa a principal métrica estatistica. Outra possibilidade seria incorporar a propalada entropia de Tsallis
[214},1215], dada por

1 N-1
ST = 1 [1 - Z u;f] : (7.2)

O principal argumento para a que ndo se tenham sido adotadas entropias outras que a de Shannon tem duplo
cardter:

i. aintroducao de mais um pardmetro na anélise exigiria uma carga adicional de benchmarking do lado computacio-
nal e, em algum momento, este Trabalho precisava terminar; e

ii. estamesma introducao do pardmetro ¢ demandaria a busca por razdes ou pelo menos argumentacdes de “qual fisica
adotar” (sub-extensiva? super-extensiva?).

A primeira razdo listada acima é menos importante, a medida que diz respeito apenas a intervalos de tra-
balho computacional. Entretanto, a segunda é muito mais profunda e, por diversas razdes, deveria ser melhor
avaliada no contexto de aplicacdo. Embora estas entropias carreguem um potencial tedrico elegante e genera-
lista, no final do dia os resultados devem ser avaliados e a aplicacao de tais generalizagdes deve ser justificada.
Um exemplo canodnico de tal dificuldade é a técnica apresentada por Albuquerque et al. [3] para segmenta-
¢ao de imagens usando a entropia de Tsallis. A influéncia do valor de ¢ sobre os resultados obtidos é imensa,
e ndo é feita alguma ponderacdo que balize a escolha deste pardmetro. De fato, surge o questionamento de
se realmente existe tal ponderacdo. Este autor acredita que ndo. Afinal, uma cena observada contém muito
mais complexidade do que um tinico pardmetro pode comportar. Sob essa 6ptica, o autor advoga em favor da
inteligéncia artiﬁciaﬂ

Rota para uma teoria da informacao para formacao da imagen

Tecidos os comentdrios acerca de possiveis caminhos para o enriquecimento do tema da teoria da infor-
macao na formacao da imagem, o autor gostaria de fechar este Trabalho apontando sobre a necessidade em

10 autor agradece a José Abdalla Helayél-Neto pela oportunidade, extremamente inusual, de ter podido usar seu curso de Eletromag-
netismo como “laboratério” de experimentagdo com célculo fracional.
2Quando usada com critério.
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se aprofundarem as investigacdes sobre o que seria a informacao em uma imagem. Tal como destacado por
Rioul [183], O’Sullivan et al. [161] e Carlson [29], a teoria da informacado nasceu como uma drea aplicada para
resolver questdes de comunicacdo. Com o passar do anos, se enquadrou como uma sub-area da teoria de
probabilidades. Por meio de Jaynes [100], a mecénica estatistica adotou um viés informacional. Entretanto, a
aplicagdo de um formalismo informacional em sistemas de imagens ainda engatinha. O trabalho de O’Sullivan
et al. explora vérias frentes passiveis de aplicacao, com as quais este autor concorda em grande parte. Algumas
delas sdo:

¢ deteccao;
* estimacao;
* representacdo; e

e avaliacao.

As frentes de detecgdo, estimacdo e representacdo foram abordadas neste Trabalho, mas segundo uma 16-
gica procedural aproximadamente unificada. Isto é, a mesma difusdo que detecta é a mesma que inicia a
estimacdo e muda a representacdo dos dados. De fato, o maior esforco empreendido no Trabalho disse res-
peito ao estabelecimento de uma relacao entre escala e dimensao espacial. Esta contribuicao individual pode
vir a ser util na questdo da detecc¢ao, que passa necessariamente pela segmentacdo de imagens, e na estimacao
em si, quando o dominio de andlise sai do contexto das imagens e vai direto para o que hoje se convenciona
chamar ciéncia de dados. Nesse sentido, pode-se dizer que a definicdo de uma teoria da informagao para
imagens ainda precisa de delimitacdes mais precisas quanto a seus escopos de atuacao, sem as quais corre-se
o risco de acumular desenvolvimentos tomando emprestado e combinando uma miriade de arcaboucos que
nao necessariamente deveriam estar 14 aplicados.
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APENDICE A

Optica de Fourier

A.1 Introducao

Parte significativa do desenvolvimentos discutidos ao longo do texto foi elaborada tomando-se como pa-
drdo o fato de que os sinais eram analisados em uma tinica varidvel independente, continua ou discreta. Ob-
jetivamente, tal abordagem foi adotada com vistas a permitir que se focasse mais na proposta do que nos
cédlculos em si. Naturalmente, tal escolha traz certas questdes, principalmente sobre a pertinéncia da aplica-
¢ao do formalismo da teoria de sinais a formagdo, manipulacéo e transmissdo de imagens. Visando elucidar
este ponto, e com vista a completude deste texto, é realizada uma discussdo bdsica sobre a Optica de Fourier.
Este arcabouco une de maneira absolutamente natural a teoria de sinais a teoria da difracao, permitindo que
se forme juizo sobre o papel dos mais diversos elementos 6pticos (lentes, espelhos etc.) de maneira comple-
tamente andloga ao de filtros (passa-baixas, passa-altas etc.).

Os tépicos aqui discutidos sdo consolidados, de forma que ndo se realiza uma abordagem exaustiva, mas
sim uma exposicao robusta com vistas a um entendimento minimo do fené6meno de difracao e sua relacio
com processos lineares de filtragem. Para aprofundamento em dptica fisica, sugere-se os classicos livros de
Born e Wolf [22] e Fowles [58]. Um curso completo sobre 6ptica de Fourier pode ser obtido no livro de Good-
man [78]. Aplicacdes a fisica do laser e as ciéncias das imagens podem ser obtidas nos trabalhos de Chang [33]
e Barrett e Myers [12], respectivamente.

A.2 Modelagem deterministica de um sistema LSI de imagens

Antes de imergirmos na Optica de Fourier de fato, é salutar preparar terreno apresentando um modelo
simplificado para formacdo de imagens e sua leitura segundo o modus operandi da teoria de sinais LSI. A
abordagem aqui descrita se baseia fortemente nos modelos apresentados por Macovski [133] e Barrett e Swin-
dell [11] para anélise de sistemas radiogréﬁcosﬂ Contudo, no que segue, nao sao considerados efeitos de
absorc¢do da radiacao tratados aluz da Lei de Beer—Lambertﬂ uma vez que as amostras aqui consideradas tém

1H4 de ressaltar que embora a andlise aqui seja realizada para sistemas de transmissdo, aqueles que operam por reflexdo podem ser
modelizados de modo anélogo, levando-se em conta que nestes casos o objeto é também a fonte luminosa.

2A Lei de Beer-Lambert é mais conhecida em sua versdo para feixes monocromaticos e amostras homogéneas: I(z) = I exp (—uzx),
em que I € a intensidade registrada sem meio absorvedor, 1 € o coeficiente de atenuagao linear e I(z) € a intensidade registrada quando
uma amostra de espessura x é irradiada por um feixe monocromaético. Contudo, no caso mais geral (feixe poli-energético, amostra hetero-

génea), alei de Beer-Lambert tem a forma [ ®(E) exp {— J n(x,E)dl| dE, em que E é a energia do feixe, ®(E) é a distribui¢ao espectral
c
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espessura nula. Efeitos de espalhamento também ndo sdo considerados, de forma que o modelo discutido
é basicamente geométrico. Ademais, efeitos estocdsticos nao sdo incorporados, tendo-se entdo um modelo
deterministico.

O sistema fisico considerado consiste em trés planos infinitos paralelos — S, S’ e S” —, que determinam os
trés sistemas de coordenadas de interesse: fonte, objeto e detector (ou imagem), respectivamente. As distan-
cias de interesse sdo distancia fonte-objeto d;,, objeto-detector d,, e fonte-detector d;,. No caso de amostras
de espessura nula,

dFD = dyo + don~ (A.l)

A fonte de luz esté associada uma distribui¢do f(x), tal que f(x)d?z corresponde, por exemplo, ao niimero
médio de fotons emitidos por d2x por unidade de tempo. Por simplicidade, supoe-se que

1. afonte irradie constantemente ao longo do tempo, de forma que o niimero de f6tons emitidos por d*>z durante um
periodo At seja igual a At f(x)d?z; e
2. afonte irradie isotropicamente.
A hipétese 1 torna todo o processo independente do tempo, ao passo que a segunda torna mais simples o
computo da fracdo de energia coletada pelo detector.

De acordo com a configuracdo estabelecida, apenas uma fragdo da energia emitida pela fonte é coletada
pelo detector. Analisando a Figura[A.1} vé-se que a por¢do do feixe delimitada por d(2 atinge o detector. Por-

S Sll

Figura A.1: Emissdo isotrépica do elemento de drea d?z. O feixe divergente com abertura dada pelo angulo
solido d©? incide sobre S” delimitando uma area d?z”. Por simplicidade, o elemento d?z foi posto na origem,
nao sendo este um requisito geral para a configuragao em questio.

tanto, a por¢do detectada corresponde a fracao d2/4r da intensidade total. O angulo sélido infinitesimal 2 é
dado por

cos(0) o
em que § é o Angulo compreendido entre o centro do feixe e o eixo ortogonal aos planos considerados. O vetor
R conecta d%x e dx”. Por geometria, tem-se que R cos(#) = dy,. Logo, dS) pode ser reescrito como

3(0
dQ = Coz#d%”, emque cos(f) =
FD

(A.3)

2 2%
P y//_y
b () (5]

e C' é o trajeto do raio considerado.
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A Equagao (A3) mostra que o fator cos(f) depende das posigoes x e x”. De fato, o termo cos?[§(x, x")] cor-
responde ao fator de obliquidade do sistema, alterando as intensidades resultantes sobre S’ de acordo com a
posicao.

A intensidade registrada em S” devida a emissdo pelo elemento d?x durante um intervalo de tempo At é
dada por

dI(x") = 47?;%) cos®[0(x, x")] f(x)d*x. (A.4)
Portanto, a intensidade no ponto x” é dada pela soma de todas as contribuicoes infinitesimais:
I(x") = Al /0053[9()( x| f(x)d*z (A.5)
dd2, ’ ' '

S

Deve-se notar que a Equacdo (A.5) pressupde um detector perfeito, ja que toda a fracdo do feixe incidente
considerada contribui para a formacao do sinal I em x”. A influéncia do detector serd contabilizada mais
adiante.

A Equacao (A.5) mostra que a intensidade registrada pelo detector — por ora perfeito — é alterada segundo
o fator de obliquidade dado por cos[f(x,x”)]. Contudo, tal como posta, esta expressdo ndo refere-se a uma
distribuicdo-imagem, pelo simples fato de que ndo ha objeto sendo irradiado. A insercdo de um obijeto, ca-
racterizada por uma distribuicdo u(x’) no plano S’ altera a intensidade detectada. Nesse caso, a intensidade

correspondente a distribuicdo-imagem v(x’) é dada por
v(x")=I1(x") = At /cos3[9(x,X”)]f(x)u(x’)dzx. (A.6)

4drd2,
5

Ao examinar a Equagao (A.6), vé-se que o computo de um sinal sobre S” demanda uma integracdo envolvendo
os outros dois sistemas de coordenadas, S e S’. Entretanto, as variaveis x, x’ e x” estdo vinculadas, sendo o
vinculo dado porf|

x"—-x' x'—x

= . (A.7)
dOD dFO
Escrevendo x’ em termos dos outros vetores e usando a Equagao (A.I), pode-se reescrever v(x”) como
At 3 dyo dop 9
v(x") = gy /cos [0(x,x")] f(x)u [dm "+ X d*z. (A.8)
S

A Equagdo (A-8) mostra que a imagem v em x” é dada por uma superposi¢ao nao-trivial envolvendo uma
versdo magnificada da distribuicdo-objeto e um fator de obliquidade dependente da posi¢ao. Contudo, ha
sistemas em que as distancias entre planos é muito maior que as dimensdes do objeto e imagem. Para tais
sistemas, cos(d) ~ 1, ou 6§ ~ 0 (vide Equacdo (A.3)). Esta é a aproximacao paraxial, fundamental em 6ptica
[78,[157,[12,58]. Usando-a na Equacdo (A.8), obtém-se que

d d
v(x") ~47Td2 /f { > +dx} dz. (A.9)

Este resultado pode ser posto numa forma mais interessante por meio de uma troca de coordenadas da forma
(133, 11478

y' = —doo o (A.10)
dro

30 vinculo em questdo é apresentado de tal forma que pode-se, erroneamente, pensar que 0s trés vetores repousam sobre um mesmo
plano. De fato, a relag@o correta deveria considerar a componente z ortogonal aos planos de cada um destes vetores. Contudo, como
quaisquer dois destes trés vetores definem um plano — geralmente obliquo a S, S’ e S’ -, a colocacdo do vinculo na forma expressa pela
Equacao é vdlida e auxilia muito na compreensdo do processo, embora ndo seja rigorosamente verdadeira nos sistemas de coorde-
nadas considerados. Alternativamente, se encararmos o vinculo (A77) como uma relagao entre os vetores sem a terceira componente, ou
seja, x = (z,y), x' = (2/,y') ex” = (2”,y"”), ainconsisténcia desaparece [L1].
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com a qual a distribuicao-imagem € reescrita como

At [ dio\? d d
v(x") = <FO) / <—FO ”) u [FO x"—n" } d*n". (A.11)
(x") TrdZ \doy J f L dm( n')| d*n

A Equacao (A.TT) pode ser transformada numa integral de convolucao se definirmos versées magnificadas das
distribuicoes da fonte e objeto. Sejam

3 _ dFO ~c I\ dFO i
fx)=f (—%DX> e ux")=u (dFDX ) (A.12)

versoes magnificadas (ou escaladas) das distribuicoes em questdao. Usando-as na Equacdo (A.IT) chega-se
finalmente em

Q

v (XI/)

At dFO 2 SN~ "y g2, 1
- d
prey <don> /f(n Ju(x" —mn")d™n
SII

i () (+9) 0

C (f* u) (x"), (A.13)

Q

em que C é uma constante que incorpora as contribuicoes de dy, dyo, dop € At.

O resultado mostrado na Equacao (A.T3) revela que na aproximacoes paraxial e de amostras arbitraria-
mente finas a imagem v é proporcional a convoluc¢do entre as distribuicdes devidamente magnificadas da
fonte e do objeto. Nesse sentido, um sistema de imageamento é — dentro do regime das aproximacdes assumi-
das — um sistema LSI. Dentro desse cendrio, a influéncia do detector é considerada como mais um termo na
convolugdo, isto é,

At (di\’ ;

1" FO ~ "

v(x") ~ — * U * hae) (X)), A.14

o)~ o (52) (Frie ) ) (19
em que h,(x") é a resposta ao impulso do detector. Deve-se notar que, por avaliarmos a imagem sobre S”, a
resposta ao impulso h,, ndo precisa ser magnificada, diferentemente do que ocorre com os sinais da fonte e
do objeto.

Deve-se ter em mente que o modelo adotado pressupde amostra de espessura nula, o que dificilmente
ocorre na pratica. As dificuldades de se introduzir amostras espessas na andlise desse sistema sdo notaveis,
levando inevitavelmente a quebra da linearidade. Discussées aprofundadas sobre estes e outros casos, como
fontes obliquamente posicionadas, podem ser encontradas em [I33] e [L1]. Por fim, deve-se notar que o mo-
delo aqui abordado prevé corretamente a influéncia do tamanho da fonte sobre a resolucdo espacial do sinal
resultante, bem como a reduc¢do da intensidade com o quadrado da distancia fonte-detector, dyp.

A.3 Teoria escalar da difracao

Damos inicio aqui a construcao do aparato formal da 6ptica de Fourier. Do ponto de vista técnico, apresenta-
se basicamente uma aplicacdo da anélise de Fourier a propagacdo de um campo escalar. Entretanto, o trata-
mento das condicoes de fronteira é particularizado de modo a modelizar sistemas planos, fazendo com que
emanem dos cdlculos os principais resultados almejados, a saber: os regimes de Fresnel e Fraunhofer para a
propagacdo da luz. A construcao anterior, de cardter puramente geométrico, encontra sua contrapartida on-
dulatéria, permitindo que se contemple uma abordagem completamente baseada em sinais para a questdo
da propagacao de uma informacao codificada em uma onda luminosa.
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A.3.1 Teorema integral de Helmholtz-Kirchhoff

Consideremos um campo escalar u(x, t)E] permeando o espaco livre, suposto homogéneo e isotrépico.
Deseja-se determinar a forma com que este campo se propaga quando perturbado pela presenca de um ante-
paro plano arbitrério. Isto é, dado um ponto de observacdo x, queremos obter a expressao para u(x, t) quando
da presenca de uma abertura plana ¥ atravessada pelo campo incidente. Parte-se da premissa que u(x,t)
obedece a equacdo de onda

1
V2u(x,t) — ﬁatu(x,t) =0, (A.15)
em que v = ¢/n, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo e n o indice de refracdo do meio. Considerando-se uma
perturbacgdo da forma u(x, t) = u(x)e 7?, obtém-s

V2 + k2u(x) =0, comk = % - %C”f. (A.16)

A Equacao (A.T6) apresenta a Equagao de Helmholtz, em que k e f correspondem ao ntiimero de onda e a
frequéncia linear de oscilacao do campo. Naturalmente, w = 27 f corresponde a frequéncia angular de oscila-
¢ao do campo.

A solucao da Equagao de Helmholtz (A.16) pode ser obtida por meio da resolucao de um problema auxiliar,
fazendo uso das func¢des de Green, equipadas com as condi¢des de contorno apropriadas:

[VZ + k?G(x,%0) = —6(x — X0), (A.17)

em que exige-se que G(x, X() seja solucdo da equacao de onda, mostrada em (A.15). Para prosseguir em busca
da solucdo, evoca-se a segunda identidade de Green [95]:

/ [GV?u — uV2G]dPr = f{ [0, G — GOpu] dS, (A.18)
|4 S

em que S = 9V é o bordo do volume V analisado. Usando as Equacoes (A.16) e (A.17) na Equacio (A.18),
obtém-se

7{ [G(%, %0) 9 tt(x) — w(x) DG, x0)] dS = u(xp). (A.19)
S

Até este ponto, nada foi dito sobre a funcao de Green G(x, xo). Via diferenciacao direta, verifica-se que

1 exp(Uk|x —xo|) _ 1 exp(skR)

G =
(3, %o) 47 |x — xo| 4r R

comR =x —xg (A.20)
é solucdo do problema auxililar (A.T7) e pode, portanto, ser usado na solugcao do problema original através da
expressdo apresentada na Equacao (A.T19).

Considerando a forma de G(x, x¢) dada pela Equacéo (A.20) sobre a superficie fechada geral S, chega-se ao
Teorema Integral de Helmholtz-Kirchhoff [78]22]:

u(xo) = % jf P‘pgkmanu(x) — u(x)d, (e}‘pgkmﬂ ds. (A.21)
S

O ponto de maior destaque deste Teorema consiste no fato de que u(x() fica completamente definido por
meio da andlise de seus valores e de sua derivada na direcdao normal a S. O passo seguinte consiste em parti-
cularizar a superficie S para um sistema planar.

4Na teoria escalar da difragdo, pode-se tomar o campo u como uma das componentes do campo elétrico de uma dada distribuicdo de
carga. Contudo, a discussdo sobre a natureza do campo considerado nao é relevante para os desenvolvimentos que seguem. De fato, a
teoria escalar da difracdo tal como apresentada neste capitulo ajusta-se muito bem a actstica, por exemplo [48].

5De modo mais geral, poderiamos expressar u como sua transformada de Fourier temporal inversa, u(x, t) = (2m) ! [ u(x, w)e’*tdw,
flexibilizando a hipdtese de um feixe monocromatico [157]. Entretanto, tal possibilidade ndo é explorada com vistas a clareza do raciocinio
desenvolvido. Seguindo esta linha, ndo mostra-se, contudo, a dependéncia do campo final com sua derivada temporal [78}[157].
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A.3.2 Abordagem de Kirchhoff para difracao numa tela plana

De posse do Teorema Integral de Helmholtz-Kirchhoff (A:21), deseja-se calcular o campo u(xp) devido a
propagacao de uma onda através de uma abertura > em um anteparo plano. A Figura[A.2]ilustra a configu-
racdo do sistema. Para este problema, adota-se a funcdo de Green originalmente usada por Kirchhoff, dada

Figura A.2: Esquema do problema de difracdo por uma abertura plana. A superfifice de integracdo é composta de uma calota S’ de raio R g unida a

uma circunferéncia S que engloba a abertura X. A fonte esta situada atrds do plano infinito.

pela Equacdo (A.20). Com isso, lida-se precisamente com a Equac¢do (A.ZI), em que S e S’ correspondem as
superficies indicadas na Figura[A.2]

Como se pretende analisar « em todo o espaco, espera-se que Rg se torne arbitrariamente grande. Com
isso, uma primeira aproximacao consiste em se descartar a integral sobre S’ no limite Rg: — oo, jd a amplitude
da funcao de Green considerada cai com 1/Rgs/. Contudo, deve-se notar que a drea da circunferéncia cresce
com R2s~ de forma que este argumento ndo € correto [78]. Um argumento alternativo [22] para se descartar
a integral sobre S’ consiste em considerar que em algum instante de tempo Rg: serd tdo grande que a onda
ainda ndo terd alcancado esta superficie. Contudo, conforme apontado por Goodman [78], o Teorema Integral
de Kirchhoff supde uma perturbacdo monocromética, de forma que ele sempre esteve oscilando, e portanto,
sempre ultrapassa infinitamente a superficie em questdao. Uma forma mais consistente de se descartar a inte-
gral sobre a calota S’ reside na Condicdo de Radiacdo de Sommerfeld [78}[22], que é expressa por

lim R[0,u — jku] = 0. (A.22)

R—o0
Uma vez atendida esta condicdo, o Teorema Integral de Helmholtz-Kirchhoff é reescrito como

u(xo) = % / FXP gkR) Onu(x) — u(x)d, (eXp gkR)ﬂ ds.
S

Ou seja, a integracdo agora ocorre apenas sobre o plano S. Uma simplificacdo importante ocorre quando se
faz uso da seguinte

HIPOTESE 1: CONDICOES DE CONTORNO DE KIRCHHOFF [78),122]

¢ Sobre a abertura ¥, u e 9,,u sdo idénticos as suas versdes na auséncia de anteparo; e

* u e J,u se anulam nas regides de S compreendidas pela sombra geométrica do anteparo.

Com estas condicdes, o Teorema Integral sofre mais uma altera¢do, tomando a forma

u(xo) = % / {eXp(}';kR)ﬁnu(x)u(x)an (e’{p(}%’“mﬂ ds. (A.23)
3
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Enunciadas na forma acima, as condi¢des de contorno de Kirchhoff sobredeterminam o problema. Isto se
deve ao fato de que se u e 9, u se anulam em uma porcdo do espago, entdo elas devem se anular em todo o
espaco [78,195], sendo esta uma caracteristica de funcdes que obedecem as Equacdes de Helmholtz e Laplace.
As incoeréncias proporcionadas por estas condi¢des de contorno motivaram formula¢des mais rigorosas, a
saber, a formulacdo de Rayleigh-Sommerfeld, a ser discutida na Se¢do Entretanto, a experiéncia mostra
78] que os resultados obtidos na abordagem de Kirchhoff sdo bastante satisfatérios, sendo frequentemente
usados para andlise.

Dando continuidade a derivacdo de v quando da presenca da abertura ¥, suponhamos que a distancia
entre um ponto qualquer P; sobre a abertura e ponto de observacdo P, seja muito maior que o comprimento
de onda da onda incidente, isto é, Ry, = |x; — x¢| > A. Nesse cendrio, a Equagao (A.23) toma a forma

u(xo) = % / %ZR‘”) [Onu(x) — gk cos (For, ) u(x)] dS. (A.24)
b

Se a abertura ¥ € iluminada por uma fonte isotrépica pontual posicionada em x,, que d4 origem a uma onda
esférica da forma u(x) = Aexp (ykRa1) /R21, em que Ry = xo — X3, a integral (A:24) é finalmente reescrita
como

u(xo) = A / exp (7k(Ro1 + R21)) [cos (Ro1,n) — cos (Rgy, 1)
YA J Ro1Ro1 2

dx. (A.25)

A expressdo mostrada em (A.25) é conhecida como Integral de Fresnel-Kirchhoff [78} 48, 22].

Antes de prosseguirmos com a abordagem de Sommerfeld para a difracdo no anteparo plano, cabe dizer
que a integral de Fresnel-Kirchhoff, deduzida a partir de poucas premissas (condicdes de contorno de Kir-
chhoff, condicdo de radiacdo de Sommerfeld e aproximacao Ry; > )) estd em completo acordo com o prin-
cipio de Huygens-Fresnel [48} [78], que nos diz que todos os pontos de uma frente de onda correspondem, de
fato, a fontes pontuais para novas frentes de onda no processo de propagacao.

A.3.3 Abordagem de Rayleigh-Sommerfeld para difracao numa tela plana

Conforme apontado na Secdo as condig¢oes de contorno usadas por Kirchhoff sobredeterminam o
problema da difracdo. Embora este seja uma embaraco tedrico, os resultados experimentais concordam bem
com aqueles previstos pela integral de Fresnel-Kirchhoff. De qualquer modo, é instrutivo considerar a formu-
lacdo de Sommerfeld para este problema, uma vez que o resultado serd usado para anélise dos regimes de
Fresnel e Fraunhofer da difracao.

A estratégia adotada por Sommerfeld consiste basicamente em se usar uma fun¢do de Green diferente da-
quela usada por Kirchhoff, mostrada na Equac¢ao (A.20), escolhendo uma que se anule completamente sobre
Xﬂ Uma escolha conveniente consiste em se tomar a funcdo de Green como sendo composta por duas fontes
puntiformes completamente fora de fase em posicoes simétricas (especulares) em relacdo a abertura X, ou
seja,

1 exp(yRo1) 1 exp(gRyy)

GRo1,R),) =
(Rot, Roy) = 72 Ro1 ir R,

(A.26)

Considerando novamente um estimulo oriundo de P, na forma A exp (yR21) /R2: e fazendo uso da aproxi-
macao r > ), chega-se finalmente a

sy = 4 [ 0Bt o)

JA Ro1 Roy
)

cos (Ro1,n) dX, (A.27)

que corresponde a Férmula de Rayleigh-Sommerfeld [78] 157,48, 22]. A Equagao (A.27) difere da Férmula de
Fresnel-Kirchhoff ndo apenas pelo fator de obliquidade, mas também pelo fato de nao haver mais inconsis-
téncias sobre as condi¢des de contorno. Contudo, ha de se notar que a abordagem de Kirchhoff é mais geral,

6Neste caso, entdo, ndo existe necessidade de se especificar simultaneamente u e 9,,u sobre 3.
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pois é construida sobre uma superficie fechada arbitraria, ao passo que a formulagdo de Rayleigh-Sommerfeld
parte da premissa de que o sistema é planar.

Antes de discutir os regimes de Fresnel e Fraunhofer, cabe notar que a propagacao do campo u corresponde
a uma superposicdo linear da forma

u(x) = /h(x7 xu(x')d*z’,
cuja resposta ao impulso é dada por

_ Aexp(JkR)

h /
(3, x) IA R

cos (R,n).
Isto €, a difracdo por um anteparo planar pode, dentro das aproximacoes envolvidas, ser considerada como
um processo linear variante ao deslocamento.

No que concerne a linearidade, ndo deveria haver surpresa alguma na constata¢do de que o campo u é
dado pela superposi¢ao de sinais elementares, visto que o desenvolvimento partiu de uma equacio diferencial
linear e fez uso de funcdes de Green. O detalhe interessante é que é possivel conceber regimes em que o
sistema torna-se, além de linear, invariante ao deslocamento.

A.3.4 Regimes de Fresnel e Fraunhofer

O passo seguinte na construcao da éptica de Fourier consiste em se investigar a propagacdo do campo
difratado v em um plano posterior a abertura. A Figura [A.3]ilustra a configuragio do sistema em analise:
o plano S’ contém a abertura ¥ que difrata o feixe incidente, que se propaga pelo espacgo, impingindo um
segundo plano S paralelo ao primeiro, posicionado a uma distancia z deste.

s

Figura A.3: Arranjo da difracao por abertura planar.

Por construcdo, o fator de obliquidade é dado agora por

z

0) = =

cos (0) = ,

emqueR = (z —2',y — ¢/, z) é o vetor que conecta um ponto P’ € ¥ aum ponto P € S. Com isso, a Férmula
de Rayleigh-Sommerfeld toma a forma

u(x) = ]i)\ /u(x’)eXpé—jzkmdle. (A.28)
)
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Em um regime em que a z > x, y, a magnitude de R pode ser aproximada por uma expansao binomial:

1/z—2'\*> 1[/y—y\°
RZ\/(.%‘—IL‘/P—I—(y—y/)Q—‘,-zsz 2( ) +2(Z> +1

z

(A.29)

A expansio binomial mostrada na Equacao (A.29) pode ser aplicada a Equacao (A.28), mas de modo distinto
no expoente e no denominador: no primeiro, pelo menos trés termos da série devem ser mantidos devido a
magnitude de k (k ~ 9,93 - 10°m~! para A = 633 nm, por exemplo), ao passo que um termo da expansao no
denominador € suficiente. Dito isto, tem-se, explicitamente,

ejkz k’ N2 2 d /d / (Ago)
ulzy) ~ // Nexp g (@ =)+ (y—y)’] p de'dy, :

— 00 — O
em que os limites de integracdo foram absorvidos por u(z’,3’). A Equacdo (A.30) corresponde a um produto
de convolucao entre u e a resposta hye, dada por

eIk k
hae(,y) = T O [j(fcz + yQ)} : (A.31)

A convolucao entre hy(x,y;2) e u(r,y;0) € denominada Integral de Difracdo de Fresnel [78, [22], sendo
valida para observacdes em campo proximo — ou near field. Desse modo, no regime de campo préximo, a
propagacdo do campo corresponde, em esséncia, a um sistema LSI.

Cabe ressaltar que a estrutura “convolucional” da propagacdo de um campo no regime de Fresnel faz
com que a determinacdo das figuras de difracdo seja uma tarefa computacionalmente simples, uma vez que
implementa-se convolu¢cdes com muita facilidade por meio de algoritmos rapidos para a DFTE} A Figura
ilustra a determinacdo do padrao de difracdo de uma fenda quadrada. Investigacdes completas sobre 6ptica
de Fourier computacional podem ser encontradas no livros de Khare [104] e Voelz [221].
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Figura A.4: Simulacdo de difracdo de Fresnel para uma abertura quadrada de lados w = 1, 5 cm observada a uma distancia z = 10 m iluminada por luz
verde (A = 532 nm). Sdo mostrados em (a), (b) e (c) a abertura, a intensidade da figura de difragao e o perfil unidimensional de intensidade normalizado,

respectivamente.
Embora a propaga(;éo do campo u no regime de campo pr(’)ximo corresponda a uma COIlVOlu(;ﬁO, sua ex-

pressdo também pode ser reescrita em termos de uma transformada de Fourier envolvendo a abertura e um
fator de fase quadratica, isto é,

gkz k k
) = S o0 e 4] 7 {ute e (1502 )| | (32

7Embora os aspectos de programacio sejam simples, hd questdes bastante sensiveis acerca da amostragem das funcdes envolvidas
(104} 221].
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A Equacao (A.32) é obtida desenvolvendo-se os quadrados na expansao de Ry; na Equacao (A.30). Deve-se
notar que, diferentemente dos fatores de fase externos a integral, que nao influenciam a intensidade do sinal
registrado, a fase quadratica interna a transformada de Fourier impede, pelo menos em principio, a obtencao
do espectro de Fourier da abertura. Entretanto, se as distancias envolvidas sdo tais que

2> k(a”? +y?), (A.33)

o fator de fase quadratica interno é desprezivel, levando a expressdo da Difracdao de Fraunhofer [78] 22] para
campo distante, ou far field:

elke ko 5 2 Ty
- ha a (L, 2. A34
u(z,y) Iz eXP {‘72,2(36 ty )} Y ()\z7 )\z) (A.34)

A FiguralA.5mostra uma simulagéo para difracdo de Fraunhofer de uma abertura quadrada. Do ponto de vista
computacional, tal resultado é ainda mais simples de ser obtido do que no caso de campo préximo, uma vez
que ndo se requer mais uma convolu¢do, mas uma simples transformacao de Fourier.

(@ (b)

Figura A.5: Simulacdo de difracdo de Fraunhofer para uma abertura quadrada de lados w = 0, 1 cm observada a uma distancia z = 10 m iluminada
por luz verde (A = 532 nm). Sdo mostrados em (a) e (b) abertura e a intensidade da figura de difragdo. Esta tltima foi submetida a uma transformagao

logaritmica de contraste para melhorar a visualizacédo.

Em termos de propagacao no regime de Fraunhofer, a linearidade é mantida, mas a estrutura invariante ao
deslocamento ndo mais existe, pelo fato de nao haver mais uma resposta ao impulso nos mesmos moldes que
hxe. Entretanto, sendo o regime de campo distante uma aproximacao da difragcdo de Fresnel, é sempre possivel
retomar a estrutura LSI do sistema, as expensas da reintroducao do fator de fase quadratica no sistema.



APENDICE B

Calculo Fracionario

B.1 Introducado

O célculo fraciondrio tem uma longa histéria, no minimo tio antiga quanto a do célculo usual [185]. Con-
ceitos relativos a derivadas e integrais de ordem generalizada permaneceram no reino da matemdtica pura
por um longo tempo, mas tém sido aplicados nas ultimas décadas a uma variedade ampla de campos, desde
teoria do controle a eletrodinamica; das ciéncias econdmicas a mecanica quantica [89]. Em meio a diversas
aplicacdes e interpretacdes, o célculo fraciondrio (CF) aparenta constituir um aparato adequado para mo-
delagem de sistemas com memoria, isto é, sistemas cuja resposta a um estimulo local depende de toda sua
“histéria”’[89, 211].

No contexto deste Trabalho, um entendimento minimo sobre CF se fez necessario face a percepgdo de
que poderiamos contemplar o alcance de alternativas aos Espacos-Escala Lineares sem recorrer a Equacao de
Perona-Malik ou variantes desta. De fato, existem alternativas mais imediatas para generalizacao da Teoria,
baseadas principalmente na flexibilizacdo dos axiomas construtivos. Estas nos afastam em maior ou menor
grau das descri¢coes de Iijima, Witkin e Marr e Hildreth [123| 233} [136]. Entretanto, inspirado pelos trabalho
de Duits et al. [46] e Didas et al. [44], este autor seguiu uma rota diferente, em que operadores diferenciais
fraciondrios desempenham papel relevante na construcao do Espaco-Escala.

Este Apéndice é fruto de uma breve imersdo do autor na drea do CF e corresponde a uma versdo tradu-
zida e adaptada de artigo publicado em 2020 [173]. Maiores detalhamentos sobre os assuntos discutidos neste
Apéndice podem ser encontrados na referéncia citada e naquelas 14 contidas. Naturalmente, ndo se propoe
aqui uma discussdo aprofundada sobre uma area tao complexa, de forma que os conceitos fundamentais sao
expostos com vistas a formacao de substrato minimo sobre o assunto, a ser relacionado ao resultado apre-
sentado por Pauwels et al. [168] (vide Equagao (I8), p. [46]). De todo modo, um tratado profundo sobre os
aspectos matematicos do CF pode ser encontrado no livro de Samko et al. [187], ao passo que andlises mais
aplicadas sdo expostas por Herman [89], Oldham e Spanier [153] e Tarasov [210].

B.2 Conceitos fundamentais

De acordo com Ross [185], um didlogo entre 'Hospital e Leibniz, em que o significado da operacao d'/2/dt'/?
foi discutido é considerado o ponto de partida para o estabelecimento do CE Sua principal idéia consiste em se
generalizar a ordem de uma derivada, diga-se n, permitindo que se realizem opera¢des — incluindo integracao
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—de ordem « € C. Imediamentamente, surge a questao sobre o significado da operacédo

da

S f(), aec B.1)

e sobre como esta deve ser operacionalizada. Uma defini¢do intuitiva de derivada fracional é devida a Fourier
[89,[90]: é sabido que a Transformada de Fourier mapeia a derivada de seu operando, f(¢), a um produto entre
a transformada da funcao original e uma poténcia inteira de jw. Isto é,

g L?; (t)} (w) = (w)"Z[f(#)], comneN. (B.2)

Generalizando-se a ordem da derivada para o € C e tomando-se a inversa leva a

D“[f](t)=% (t)=% / (w)° f(w)dw, (B.3)

Por exemplo, se f(t) = sin(wot), obtém-se D*[f](t) = |wo|* sin (wot + Za), 0 que leva ao resultado usual quando
a € Z. Isto ndo é uma coincidéncia, mas sim uma exigéncia fundamental para derivadas fraciondrias.

A despeito de sua simplicidade, a defini¢do devida a Fourier ndo é Ginica: hd muitas outras. Consultando-se
as referéncias [89], [90] e [154], encontra-se mais de trinta defini¢6es, ndo necessariamente equivalentes. An-
tes de introduzir duas delas, é importante enfatizar o fato de que a derivada fraciondria de Fourier, dada pela
Equacao (B-3), é uma integral no sentido céssico. Eis mais uma caracteristica dos operadores fraciondrios: de-
rivadas e integrais possuem um vinculo profundo, em completa analogia ao caso usual, em que se relacionam
via Teorema Fundamental do Cdlculo. Para evidenciar tal conexdo no caso fraciondrio, parte-se do fato de que
um numero arbitrario « pode ser decomposto em suas partes inteira e fraciondria, isto é, o = [a] + {a}, com
o] € Zea € [0,1]. Assim,

DlIDie[f](t); ou
DO[f](t) = Dl [f](t) = (B.4)
D D[ £](t).

A Equacao faz uso daimportante propriedade de semi-grupo, que basicamente garante a comutatividade
de D[-]. Com vistas a conectar, de fato, a Equacdo (B.4) a uma integral fraciondria, expande-se D® em D" D>~ "
1891, comn = [a] + 1:

D[fl(t) = D*""[f](t)
DD [f](t)

= DD ()
= D). (B.5)

Isto é, uma derivada de ordem « estd relacionada a uma integral iterada de ordem (1 — «), aqui denotada por
1'—{e}[], seguida de uma derivada usual de ordem n = [a] + 1. Essa conexdo intrincada fez com que Oldham e
Spanier [153] cunhassem termos curiosos, como “diferintegral” e “diferintegra(;éo’ﬂ motivados pela constata-
¢do de que ao se definir um operador integral fraciondrio, sua contrapartida diferencial estd simultaneamente
definida, de acordo com a Equacao (B.5). De fato, para a maioria das definicbes de operadores fraciondrios,
tais como os de Caputo ou de Riemann-Liouville, define-se inicialmente a integral, ja que a derivada decorre
desta. Uma excecdo importante corresponde a abordagem de Griinwald-Letnikov para a derivada fracionaria,
que é baseada na generalizacdo do operador de diferencas finitas.

No que segue, abordaremos duas defini¢des: Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov. Estas foram esco-
lhidas devido a sua interessante conexao, de grande importancia em contextos de discretizacdo, ou imple-
mentacdo numérica.

INo inglés: “differintegral” e “differentegration” [I53].
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B.3 Abordagem de Riemann-Liouville

O seguinte resultado, devido a Cauchyf| [90}/89} 187] relaciona uma integral iterada

t tn—1 to t1
£ = / dtn 1 / dtn, . .. / dt, / dto f (to) (B.6)
a a a a

a uma forma mais simples, dada por

Jﬂmwzgﬁjﬁ/u—fw*ﬂwﬁﬂ B.7)

a

Generalizando a ordem na Equagao paraum « > 0 arbitrdrio, obtém-se as integrais de Riemann-Liouville
(RL) a esquerda e a direita, respectivamente:

t

JdSLS / t—ft’ —dt', comt > a, (B.8)
e
1 /
JA2[f](t) = (@) / T i(i))l—oz dt’, comt < a. (B.9)

t

Em ambas Equacoes (B.8) e (B.9), I'(-) corresponde a funcdo gama.

B.4 Abordagem de Griinwald-Letnikov
Da definicdo usual de derivada, tem-se que f(™)(t) é igual a

3 (DM~ )

lim ALA®) _ lim =0 , (B.10)

h—0 h" h—0 h"
em que

n n!
= T B.11

(k) K — k)l (B.11)
é o coeficiente binomial. Sugestivamente, pode-se geralizar o operador de diferengas A} [-] para

AYfI() = Z (a>f(t — kh), coma > 0. (B.12)

oo \F

Nesse caso, o coeficiente binomial é dado por

ay MNa+1)
<k> CDk+D)I(a—k+1) (B.13)

A derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov (GL) é definida portanto como o seguinte limite:

S (9)f(t - kh)

De[f)(t) = lim ’“:Oh—a (B.14)

2De acordo com Ross [185], o resultado mostrado na Equacdo (B.6) é devido a Dirichlet.
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Se h > 0, lida-se como diferencas regressivas; caso contrario, com diferencas progressivas. Deve-se tomar
cuidado quando « < 0, ja que a série dada pela Equacao (B.12) diverge nesse caso. Contudo, conforme apon-
tado por Samko et al. [187], a derivada GL convergird se f(t) for ndo-periédica e decair suave e rapidamente
a zero no infinito. Dentro destas condicdes, a Equagdo (B.I4) com « < 0 torna-se a integral fraciondria de
Griinwald-Letnikov [187} 211].

B.5 Sobre a pluralidade de definicoes: critérios de identificacao

Conforme apontado acima, o niimero de defini¢des distintas para operadores fraciondrios é consideravel.
Supreendentemente, diferentes definicdes levam a resultados diferentes mesmo quando aplicadas sobre um
mesmo operando. Em face de tal pluralidade, é natural questionar se é possivel identificar um operador fra-
ciondrio “legitimo. Em 1975, Ross [185] propés cinco critérios que asseguram a “fracionalidade” de um dado
operador. Sao eles:

1. aderivada de ordem « de uma fungao analitica f(z) deve ser analitica sobre z e «;

2. sea € ZT, o resultado deve ser idéntico aquele obtido por uma diferenciacdo de ordem inteira. No caso de o € Z~,
o resultado deve ser idéntico ao da integral iterada correspondente;

3. ooperador deve ser linear;
4. se a = 0, 0o operando deve permanecer inalterado. Em outras palavras, 0 é o elemento neutro;
5. dados «, 8 € C, a propriedade de semi-grupo deve valer:

D*DP[f] = D*TPf]. (B.15)

Em adic¢do aos critérios propostos por Ross, hd uma demonstracao dada por Tarasov [212] que mostra que,
para um operador legitimamente fracional, a regra usual de Leibniz, dada por

dn

S fal() = Zn: <Z) O (g® (1), comn € Z, (B.16)

k=0

deve ser quebrada. Ortigueira e Machado [158] usaram este resultado para aperfeicoar os critérios de Ross,
colocando que

6. Para um operador legitimamente fracional deve valer a regra de Leibniz generalizada:

D [fgl(t) =Y <2‘> D A1) D g)(®),a € E. B.17)

k=0

Neste mesmo trabalho, os autores mostram que, dentre vérias defini¢cées, as derivadas RL e GL obedecem
a Equacio (B.I7), correspondendo assim a operadores verdadeiramente fracionérios.

Os seis critérios apresentados acima funcionam como uma espécie de filtro, uma vez que existe uma pro-
fusdo de operadores alegadamente de ordem néo-inteira.

B.6 Conexao entre as abordagens RL e GL: métodos numéricos

Ao se comparar as construgdes das integrais RL e GL, fica dificil concordar com a assertiva colocada ao
final da Introducao, em que é dito que estas duas abordagens estdo relacionadas. Para explicitar tal conexao,
usaremos aqui uma rota via métodos numéricos. Tal estratégia se deve ao fato de que, sendo este um trabalho
de aplicacao de técnicas de processamento de sinais, € salutar atacar sem mais delongas as versoes discretas
das técnicas consideradas.

O primeiro passo consiste em identificar que as integrais fracionarias de RL (Equacdes (B.8) e (B-8)) pos-
suem uma estrutura “convolucional”; pois, para o caso da integral a esquerda, temos

30 = g e+ 0, B.18)
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em que * é o simbolo para convolucao. Uma expressao andloga existe para a integral a direita.

Num primeiro impuslo, poderiamos aproximar a convolucdo mostrada na Equacao (B.I8) de maneira di-
reta, isto é, através da discretizacao da varidvel independente e do computo de uma convolucio discreta di-
retamente, ou por meio da Transformada Discreta de Fourier, DFT. Entretanto, deve-se notar que o ntcleo
da convolu¢do possui uma singularidade na origem para f(a) < 1. Desse modo, essa abordagem direta, ou
“ingénua’, deve ser conduzida com cuidado.

Consideremos o caso em que o terminal inferior ¢ na integral de RL a esquerda é nulo e a ordem da integral
é igual a 1. Nesse caso, lida-se com uma integracao usual que pode ser posta na forma de um problema de
valor inicial (PVI):

Yy (t) = f(t,y(t)) ¢
= y(t) = / @ y(t'))dt’ (B.19)
y(()) =0 0

Realizemos entao a discretizacdo da varidvel muda ¢/, discretizando o intervalo [0,¢] em N -+ 1 particdes. Por
comodidade, considere que estas particoes tém a mesma medida, e que portanto ¢, = nAt,com0 <i < N. A
abordagem mais direta para se resolver esta EDO consiste em se utilizar o método de Euler explicito [76}[181]:

Ynt+1 = Yn + Atf(tna yn)
comi € [0, N]. (B.20)

Yo =0

Embora este seja um método de primeira ordem [76,[181], ndo estamos preocupados aqui com sua precisao.
O principal aspecto a ser considerado é que a Equacdo (B.20) corresponde a um método de passo simples,
isto é, o valor de y,, 1 depende apenas de informagées em ¢,,. Outro exemplo de método de passo simples é
o método de Runge-Kutta. Deve-se notar que ndo hé, em principio, restricdes sobre o uso de outras entradas
que ndo em n para aproximarmos a solu¢do. No caso mais geral, lidariamos com uma equacado de diferencas
da forma

M M
> kY-t = ALY Brfur comn > M, (B.21)
k=0 k=0

em que fr = y, e {a,})! e {Br}) sdo dois conjuntos de constantes que dependem do método empregado.
Os valores y,, paran < M sdo chamados termos de inicializagdo da quadratura [126,[128,238] e constituem o
ponto de partida para a resolucio iterativa da Equacao (B.2I). Esta Equacdo é chamada de método linear de
passo multiplo — LMME] e hd uma mirfade de variacées a depender das entradas envolvidas. Dois exemplos
importantes sdo os métodos de Adams-Bahsfort (explicito) e Adams-Moulton (implicito). As referéncias [76,
181] sdo recomendadas aqueles que buscam andlises aprofundadas no tema.

Estd claro que os coeficientes «y, 8 desempenham um papel fundamental em questoes relativas a conver-
géncia e estabilidade do LMM mostrado na Equacao (B.ZI). Ademais, visto que lidamos com uma equacao de
diferencas com coeficientes constantes, a transformada (discreta) de Laplace surge como ferramenta bésica
para anadlise dos sistemas considerados. Ela é definida porﬂ

Llyl(z) = Z 2"yn, comz € C. (B.22)

n=0

A Equacao (B.22) permite obter os polindmios geradores do método de passo multiplo considerado [181] [69,
126} 141,238

M M
p(z) =Y a;z" e o) =) Biz" . (B.23)
j=0

J=0

3Do ingés linear multistep method.

4Nota-se uma similaridade importante entre a Equagdo (B:22) e a transformada Z de um sinal causal, ja que estas diferem apenas no
sinal do expoente. De fato, a transformada Z constitui um aparato ttil e importante em sistemas em tempo discreto, e pode ser usada sem
maiores adaptacdes para caracterizar um LMM [37}[69].
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Uma vez que os polimémios geradores p(z) e o(z) determinam completamente o LMM, é costumeiro denotar
o método dado pela Equagao (B.2I) por (p, o).

Até este ponto, foi mostrado que um problema de valor inicial pode ser resolvido através do emprego de um
LMM (p, o). Voltando ao inicio da Se¢do, queremos vincular este PVI a uma integral em forma de convolucdo
(por ora, de ordem inteira o = 1). Em outras palavras, buscamos uma aproximacao do tipo

L =I(t=nAt)~ > Wign_j+ Y linjgn—j> (B.24)
=0 §=0

em que w; dependem de At e s < n. Asegunda soma é necessdria para garantir a convergéncia nas vizinhancas
da origem. Estes podem ser obtidos “forcando-se” a aproximacdo dada pela Equagao a ser exata para
polindmios de graus menores ou iguais a s [128].

E mostrado [126,238] que o coeficiente w; do método descrito pela aproximagao é dado por
ozl & j
w(z) = ——% = wizt. (B.25)
( ) p(Z_l) JZO J

Caso fossem conhecidos os polinémios o (2 7!) e p (271), o procedimento natural a ser adotado consistiria na
obtencao da transformada discreta inversa de Laplace da Equacao (B.25). Este método traz complicacdes ope-
racionais, visto que lida-se, no final das contas, com a transformada de Laplace de uma série de Laurent (REE)
associada a um ntcleo descontinuo na origem (vide Equagao (B.18)). Tais desafios ndo serdo abordados aqui;
objetivamente, nos interessa o resultado produzido por Lubich [127], em que é mostrado que a generalizacdo
do LMM para o caso fracionério é bastante direta. De fato, seja w(z) o polinémio gerador do LMM implicito
para o caso o = 1. O estabelecimento do método de passo multiplo fraciondrio - FLMMP|para o > 0 qualquer
é realizado pelo novo poliémio

w(z)], (B.26)
em que w(z) é dado pela Equacéo (B.25). Dentro desse novo cendrio, a aproximacao a integral de ordem o com

terminal inferior « = 0 é dada agora por

S

IE[fln ~ (A D w furj + (D)D" pinjfu - (B.27)

=0 j=0

De posse da Equacdo podemos, finalmente, vislumbrar a conexio entre as abordagens RL e GL.
Comecemos considerando o método de Euler implicito:

Yn+1l = Yn + Atfn+1- (B.28)

E fécil ver que os coeficientes sdo dados por a = {1,—1} e 8 = {1,0}, com —1 < n < 0. Portanto, segundo as
Equagdes e (B:27), temos que o polindmio gerador do FLMM é dado por

o0

— ;

wiz)=(1=-2)""=)_ (_1)"( )z”. (B.29)
n=0

Usando estes coeficientes na convolugdo discreta, e descartando por ora os pesos de inicializacao da quadra-

tura, obtemos finalmente que

I—? [f]n ~ (At)a Z (_l)j (_]05> fn—j- (B30)

Jj=0

A Equacao (B.30) corresponde precisamente a uma versao truncada da derivada fracional de GL de ordem —a..
Em uma perspectiva tedrica, esta Equacdo contém os rudimentos para a prova sobre a equivaléncia entre as
abordagens RL e GL; vide, por exemplo, [90] e [125]. Na pratica, pode-se entdo abordar um problema teérico
usando a abordagem RL, enquanto sua discretizacdo é operacionalizada via diferencas finitas generalizadas,
sendo esta uma técnica naturalmente adaptada a cendrios discretos. Para uma discussao sobre as limitacoes
do método numérico mostrado na Equacao (B.30), vide Persechino [173].

Do inglés Fractional linear multistep method.



APENDICE C

A desigualdade de Cramér-Rao

A variancia de um estimador ndo-viesado (ou ndo-viciado) possui um limite inferior relacionado a Infor-
macao de Fisher, discutida no Capitulo |3} Secao Tal limite é colocado na forma de desigualdade, deno-
minada de Cramér-Rao [183}[235] ou de Informacao [19]. A demonstracdo aqui mostrada é bastante simples
e explicitada frequentemente na literatura [183} 235,19} [203]. Esta é exibida aqui com vistas a completude da
discussao sobre Informacao de Fisher paramétrica, Secao

No contexto da Inferéncia Estatistica, tem-se a funcao auxiliar dada pela
DEFINICAO 16: (FUNCAO ESCORE) [183,/19]

Dada a varidvel aleatéria X com distribui¢do associada p(zx; #), em que § € um parametro escalar arbitrério, a
funcao escore é definida como

S@ = (99 ln[p(;v; 9)] (Cl)

E simples mostrar que o valor esperado (Sy) é sempre nulo. Mais sutil é o fato de que o escore, em si, é uma
varidvel aleatoria [183], j4 que parte da avaliacdo de saida do processo X. Deve-se notar também que a In-
formagdo de Fisher paramétrica, dada pela Equagdo (B:51) pode ser reescrita como a variancia do escord'}

I(0) = (S3) . (C.2)

O problema central da inferéncia paramétrica [19}/235] pode ser posto do seguinte modo: dada uma amos-
tra N-4ria de varidveis aleatérias em que se pressupde conhecidzﬂ a distribuicao p(z;6), como estimar um
valor 6 relacionado direta ou indiretamente a # com base apenas em suas estatisticas?

A obtencdo da des1gua1dade de Cramér-Rao se dd por meio do computo da correla(;ao linear[184] entre um
estimador nao-viesado 6 de 6 e a funcdo escore [183}19]. A hipétese de nao-viés sobre § garante que seu valor
esperado seja dado por

<é> — 9. (C.3)

INesse sentido, deve-se observar que a Informacao de Fisher paramétrica, dada pela Equacao B:51) também corresponde a uma varia-
vel aleatdria. Eis a importancia de se discutir o caso ndo-parameétrico, dado pela Equagao (3.53), ja que neste caso lida-se concretamente
com um processo deterministico.

2Fica implicito na descrigdo acima que as varidveis aleatorias X; sdo independentes e identicamente distribuidas. Eis a razdo de se
considerar apenas uma distribuicao.
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O Coeficiente de correlacio linear entre 6 e Sy é dado por [184} 183, [167]

(0, 5,) = (0= (7)) 50— t5w) (C.4)

(- ) - o)

Denotando a varidncia de § por ag e de posse da nulidade de (S), do cardter ndo-viesado de § e da expressio
da Informacao de Fisher em termos da variancia de Sy, chega-se ao resultado esperado:

(C.5)

p(ease) - = 0-2 Z 5
o2I:(0) 07 L(9)

visto que |p(-,-)| < 1 [167}[183].
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