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Resumo

Neste trabalho investigamos uma conjectura recentemente proposta que afirma que
a finitude do potencial na origem é uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente para
a renormalizabilidade de teorias eletromagnéticas e gravitacionais de ordem superior.
Para tal, consideramos extensoes da eletrodinamica de Maxwell, incluindo a apresen-
tagao de uma forma de obter o potencial eletromagnético de tais teorias a partir de
um sistema escalar correspondente, e, por outro lado, modelos gravitacionais, onde
consideramos uma classe geral de teorias de ordem superior.

Palavras-chave: modelos eletromagnéticos e gravitacionais D-dimensionais de or-

dem superior, renormalizabilidade, unitariedade.



Abstract

In this work we investigate a recently proposed conjecture which states that the
finiteness of the potential at the origin is a necessary but not sufficient condition for
the renormalizability of higher order electromagnetic and gravitational theories. For
this, we consider extensions of Maxwell’s electrodynamics, including the presentation
of a way to obtain the electromagnetic potential of such theories from a corresponding
scalar system, and, on the other hand, gravitational models, where we consider a general

class of higher order models.



Capitulo

Introducao

A construcao de uma teoria de gravitagao quantica, isto é, uma teoria que unifique
a relatividade geral e a teoria quantica de campos, é um dos maiores desafios da fisica
atual. Descrevendo fenomenos sobretudo na escala de Planck, tal teoria nos permitiria,
em principio, descrever fendmenos como o inicio do universo e resolver o paradoxo da
informacao de um buraco negro. Contudo, devido a dificuldades tedricas e a auséncia
de dados empiricos, nao ha consenso sobre o assunto, mesmo que diversas propostas
tenham sido apresentadas até entao, como teoria de cordas, gravitacao quantica em
lagos, teoria de twistor, triangulagao dindmica causal, etc [1].

Uma forma de solucionar-se tais problemas é construir a gravitacao quantica como
uma teoria de flutuacoes da métrica sobre um espaco-tempo nao-dinamico plano. Para
realizar tal construcao, separa-se a métrica em uma parte de fundo, a qual continuara
cldssica e ndo dinamica (que nos permite definir microcausalidade, produto interno,
etc), e em uma parte que representa as pequenas perturbagoes em relagao a primeira,
a qual sera quantizada. Comumente se escolhe o espaco de Minkowski como espaco
de fundo, isto é, g, = M + A, sobretudo nesta tese. Uma breve histéria sobre esta
construgao pode ser vista em [1].

Ao separarmos os papéis da métrica desta forma, podemos dizer que gravitacao é
uma teoria de campos de gauge que descreve um bdson sem massa, auto-interagente
e de spin 2 (o assim chamado grdviton), e utilizar as ferramentas desenvolvidas em
teoria quantica de campos para estudar fenomenos gravitacionais. Por exemplo, tal

teoria reproduz resultados anteriores da relatividade geral no que se refere ao desvio



gravitacional da luz, acrescido de corregoes quanticas [2] [3]. No entanto, tal teoria nao é
renormalizavel - isto é, a teoria quantica possui infinitos parametros nao determinados.

Uma forma possivel de contornar este problema ¢é a introducao de termos de ordem
superior na acao de Einstein-Hilbert. Em 1977, Stelle demonstrou que a teoria de
quarta ordem, descrita por uma acao contendo termos proporcionais ao quadrado do
tensor e escalar de Ricci, é renormalizavel a todas as ordens em teoria de perturbacao
[4]. No entanto, tal teoria é infestada por fantasmas, que dao origem a estados de
norma negativa, quebrando a unitariedade da teoria. Desta forma, a incompatibilidade
entre a unitariedade e a renormalizabilidade é um dos maiores problemas tedricos no
que se refere a gravitacao quantica.

Na literatura existem propostas de se contornar tal problema: se permitirmos ter-
mos com seis ou mais derivadas de ordem superior na acao, entao a teoria se torna
superrenormalizavel e é possivel encontrar uma regiao no espaco dos parametros onde
todos os polos nao-triviais do propagador ao nivel de arvore sao massivos e complexos
e, neste caso, a teoria pode ser formulada como unitaria no sentido de Lee-Wick [5].
Outra possibilidade surge se permitirmos termos nao-locais na acao, possibilitando a
construgao de teorias cujo unico polo corresponde ao graviton usual [6] [7], as quais,
em anos recentes, foram aplicadas a processos de espalhamento, para se obter propri-
edades astrofisicas, etc [8]. Embora nao haja consenso se tais formulagoes sao vélidas
e coerentes, podemos dizer, de qualquer modo, que se nos restringimos a teorias locais
com polos reais, a unitariedade e a renormalizabilidade sao propriedades incompativeis
em modelos gravitacionais de ordem superior.

Recentemente, diversos autores investigaram a conjectura de que teorias renorma-
lizaveis de ordem superior possuem potencial nao-relativistico finito na origem [9] [10]
[11] [12]. Mais tarde foi demonstrado que o contrario nao é verdadeiro, isto é, que o po-
tencial finito na origem é uma condigao necessaria mas nao suficiente para a teoria ser
renormalizdvel [13]. Se verdadeira, esta conjectura traz consigo uma forma diferente de
considerar a incompatibilidade entre unitariedade e renormalizabilidade de modelos de
ordem superior, ja que a quebra de unitariedade também esta relacionada ao potencial
finito na origem [9]. Além disto, tal conjectura permite uma forma simples de se verifi-
car se uma teoria de ordem superior é nao-renormalizavel: basta que a teoria tenha um
potencial divergente na origem. Por exemplo, durante o tempo em que se debatia se

a Nova Gravitagao Massiva (NGM) era renormalizavel, o que Oda afirmou [14] e trés
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anos mais tarde Muneyuki e Ohta [15] mostraram ser nao-renormalizdvel, poder-se-ia
utilizar esta conjectura e afirmar que a NGM é nao-renormalizével, ji que esta possui
um potencial divergente na origem.

Nosso objetivo principal nesta tese é investigar esta conjectura tanto para mo-
delos de ordem superior gravitacionais quanto para modelos eletromagnéticos em D-
dimensoes. Para tal, analisaremos o comportamento do potencial nao-relativistico na
origem para uma classe geral de modelos gravitacionais e a eletrodinamica de Lee-Wick,
e compararemos com, no que tange a eletrodinamica de Lee-Wick, resultados obtidos
previamente acerca da renormalizabilidade, e, no que tange a classe geral de modelos
gravitacionais, a renormalizabilidade por contagem de poténcia. Por completude, veri-
ficaremos a incompatibilidade entre unitariedade e renormalizadade em teorias locais
com polos reais ao conferir que os modelos renormalizéveis encontrados (por contagem
de poténcia ou nao) sdo nao unitarios.

Nosso intuito em estudar teorias em dimensoes arbitraria é verificar se a conjectura
¢é valida em qualquer dimensao ou se é uma particularidade da quarta. No mais, res-
saltamos que ao longo da tese nos restringiremos as assim chamadas teorias completas,
nas quais nao existem restrigoes entre os parametros da lagrangiana, com excecao de
uma secao, onde discutiremos a NGM. Em um primeiro momento nos restringiremos
também a modelos locais cujos propagadores possuem polos simples e reais.

Em seguida, faremos uma incursao ao regime linearizado de teorias gravitacionais
classicas de ordem superior. Apresentaremos uma nova condicao de calibre, inspirada
no assim chamado calibre de Teyssandier, originalmente proposto para teorias gra-
vitacionais de quarta ordem [16]. Esta nova condigao de calibre, nomeada ‘calibre
generalizado de Teyssandier’, pode ser utilizada tanto para a classe geral de modelos
gravitacionais locais estudada nos capitulos anteriores, quanto para modelos gravita-
cionais nao-locais. No geral, esta condicao de gauge facilita a obtencao de resultados
matematicos que contrastam as consequencias empiricas destas teorias com a relati-
vidade geral no nivel classico. Naturalmente, desvios classicos da relatividade geral
possuem uma chance maior de serem medidos do que desvios resultantes da quantiza-
¢ao do campo gravitacional. Por exemplo, a queda proporcional ao inverso da distancia
do potencial gravitacional foi testada até a distancia de 5.6 - 107° metros em experi-
mentos de balangas de tor¢ao [17], cerca de 30 ordens de magnitude distante da escala
de Planck.



Como aplicacao deste calibre, obteremos a solugao das equagoes de campo lineari-
zadas para uma fonte pontual parada, o que nos permitird obter o potencial classico
obtido anteriormente por outros meios, tanto para modelos locais (obtido no capitulo
4), quanto para o modelo nao-local conhecido como gravidade BGKM [7]. De posse
deste ultimo resultado, poderemos investigar a conjectura de que modelos renormalizé-
veis de ordem superior possuem potencial nao-relativistico finito na origem para uma
teoria nao-local.

Esta tese é organizada da seguinte forma. No primeiro capitulo, com o intuito
de facilitar o célculo do potencial cldssico e baseando-se em [18], construiremos uma
prescri¢ao simples para se determinar o potencial classico D-dimensional de modelos
escalares e demonstraremos que é possivel calcular o potencial de modelos eletromag-
néticos a partir de um sistema escalar equivalente, utilizando-se de um “principio de
correspondéncia”’. Enunciaremos também a prescricao que sera utilizada para o cél-
culo do potencial gravitacional D-dimensional, a qual foi apresentada em [13]. No
segundo capitulo analisaremos a unitariedade ao nivel de arvore e a regularidade do
potencial na origem da eletrodinamica de Lee-Wick, investigando a conjectura citada
acima. No terceiro capitulo apresentaremos uma classe geral de teorias gravitacionais a
ser analisada, para entao estudarmos a unitariedade de tais teorias e determinarmos o
comportamento ultra-violeta deste modelo por contagem de poténcia. Em seguida cal-
cularemos o potencial gravitacional na origem e investigaremos a conjectura para estes
modelos. Terminaremos este capitulo discutindo os mecanismos de cancelamento da
singularidade newtoniana, que permitem relacionar unitariedade, renormalizabilidade e
a regularidade do potencial na origem, para em seguida dedicar um capitulo a recobrar
resultados obtidos anteriormente na literatura acerca da Nova Gravitacao Massiva e
as teorias gravitacionais de quarta e sexta ordem. Finalizaremos a tese apresentando
uma nova condicao de calibre, o ‘calibre generalizado de Teyssandier’, a qual facilita
a obtencao de solucoes para as equacoes de campo no regime linearizado, o que nos
permitira estender a investigacao da conjectura para uma teoria nao-local, a gravidade
BGKM. Resumiremos nossas descobertas e perspectivas em uma ultima secao. Em um
apéndice revisaremos o que afinal de contas sao fantasmas e como detecta-los ao nivel
de arvore. Em outros apéndices detalharemos aspectos técnicos da tese.

Ao longo de todo o trabalho utilizamos unidades naturais e as seguintes convengoes:

Nuv = diag("i_?_v"' 7_)7 Ruuozﬁ - 8041—‘56 + ngri\ﬁ - (O‘ AN 5)’ RMV - Rﬁﬂuﬁ e i =
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g R,
No mais, por completude, mencionamos que teorias nao unitarias ou nao renorma-
lizaveis ainda podem ser implementadas como teorias quanticas de campo efetivas [3],

ou, ainda, serem renormalizaveis ao nivel nao perturbativo [19].



Capitulo

Uma prescricao simples para o calculo do
potencial D-dimensional em modelos
eletromagnéticos a partir de um modelo

correspondente escalar

2.1 Introducao

Novos modelos eletromagnéticos e gravitacionais sao comumente propostos pela
comunidade cientifica para resolver os problemas inerentes destas interagoes. Todavia,
estes sistemas inevitavelmente devem reproduzir no limite nao-relativistico o potencial
coulombiano ou newtoniano, acrescidos possivelmente de uma correcao. Desta forma,
¢ importante uma prescricao simples para se encontrar o potencial classico, o qual
pretendemos estudar aqui a pequenas distancias da origem. Uma tal prescricao foi
apresentada por Accioly et al. [18] para modelos eletromagnéticos e mais tarde [13]
para modelos gravitacionais. Nesta tese faremos a mesma construgao para modelos
escalares e demonstraremos que pode-se obter o potencial eletromagnético a partir
de um modelo escalar através de “principio de correspondéncia”, que agird como uma
ponte entre os modelos escalares e eletromagnéticos. Uma vez que modelos escalares
sao mais simples do que eletromagnéticos, tal construcao nos permite determinar o

potencial com maior facilidade. E esta construcao que faremos agora, a qual mais



tarde serda utilizada no nosso estudo de extensoes da eletrodinamica de Maxwell e que
foi publicada em [20].

Como ¢é bem conhecido, o gerador funcional para diagramas de Feynman conexos
Wp(J) é definido de forma que esteja relacionado ao gerador funcional Zp(J) por

Zp(J) = ") onde, para um campo escalar,

Wp(J) = —%//dedDyJ(x)D(a:—y)J(y). (2.1)

Nesta expressao J(x) e D(x — y) sdo, respectivamente, a corrente externa e o propa-

gador. Agora, tendo em mente que

D(x —y) = / (;Z:;{;D e D (k) (2.2)

J(k) = / dPxe™ ™ J(z), (2.3)

nds obtemos

Wo(J) :—% / (;iﬁ)’“DM)*D(k)J(k). (2.4)

Supondo que a corrente externa seja independente do tempo, ndés obtemos da equagao

acima que

Wp(J) = —%/(2:5)%5(160)TD(1€)//dD_lde_lyeik'(y_x)J(X)J(y), (2.5)

onde o intervalo temporal T" surge da integral [ dz.

Manipulagoes algébricas simples nos permitem escrever (2.5) como

Wp(J) = — / (;ZT;I_{ID(k)A(k), (2.6)

onde D(k) = D(k)|po—o €

Alk) = / / P~ xdP Ty e ) —‘]<X>2‘]<Y). (2.7)

No caso particular de duas cargas escalares o, e oy localizadas, respectivamente,

em a; e ay, a corrente é dada por
J(x) = 01677 (x — ay) + 09077 (x — ay). (2.8)
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Consequentemente,

A(k) = oy09eT, (2.9)
onder =a; —ay, e
Wp(J) = —T(Q‘:)% / dP'ke™* D (k). (2.10)
Levando em consideragao que [21]
Zp(J) = (0] e o7 |0y = ¢=iE5" T (2.11)

implica
sca W J
ESe) = _Wolh) (2.12)
T
nos chegamos a conclusao que a energia D-dimensional pode ser calculada através da

simples expressao

sca 010 1 ikr
EC () = (2;)%/6517 L D (k). (2.13)

Logo, o potencial D-dimensional gerado por uma fonte pontual de carga o é dado por

vyl (r) = —(%‘)’Dl / dP~ 1™ D (k). (2.14)

No6s intencionamos calcular o potencial para modelos eletromagnéticos e gravitacio-
nais. De maneira analoga obtém-se que o potencial elétrico D-dimensional gerado por

uma carga pontual ¢ é dado por [18]

eletr q — ikr
Vélt)(r) = W/dD lek Pgo(k), (215)

onde P, é o “propagador modificado” no espago de momenta excluindo-se os termos
ortogonais a corrente externa, que foi suposta conservada, e P,, (k) = P, (k)|rp—¢. Da
mesma forma, o potencial gravitacional gerado por uma fonte pontual de massa M é
dado por [13]

Vg r) = ,w_(_%f‘){)_l / a1 Pog oo (k), (2.16)
onde P, g ¢ também um “propagador modificado” no espago de momenta excluindo-se

os termos ortogonais a corrente conservada externa e kp pode ser escrito em termos da

constante gravitacional D-dimensional por kp = (5=2) FQ(’(T;;:II));;) Gp para D > 3 [15].
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Vamos agora construir uma prescri¢ao simples para o calculo da energia potencial
D-dimensional em modelos eletromagnéticos a partir de um modelo correspondente
escalar. Para fazer isto, lembremos que a lagrangiana associada a um modelo eletro-

magnético pode ser escrita como

1
L) (1) = iA“(x)OW(x)A”(x), (2.17)
onde O, (z) = a(x)b,,(z) + b(x)w,,(x) é o operador de onda e 6, = 1,, — a‘g” e

_ 00y .~ .- . . .. .
wy,, = 5~ sao os operadores de projegao transversais e longitudinais, respectivamente.

Portanto, temos para o propagador, no espaco dos momenta,

1 1
O k)= —0,,(k) + —w,,(k), 2.18
2 (06) = s 0ul)+ o) (2.18)
onde 0, (k) = 1 — % e wy (k)= % Assim sendo, temos que P, (k) = ﬁ%w
de onde se deduz .
Pyk) = —. 2.19
00( ) a(k) ( )

Por outro lado, formularemos um modelo escalar a partir do eletromagnético de acordo

com a correspondéncia

At (oud,) — ¢
0,A*9,A” — 0
JH (oud,) — J.

Chamamos atengao ao fato de que na segunda expressao listada acima, 0,A"0, A"
representa todas expressoes que podem ser obtidas desta a partir de integracao por
partes. Para uso futuro, nés também queremos notar que, como consequencia direta
desta correspondéncia, —%lFZV — —éamaw, onde F),, = 0,A, — 9,A, é o tensor
eletromagnético. Com esta correspondéncia nds temos que, de (2.17),

LCeD (2) = = 6(x)a()(x). (2.20)

Portanto, o propagador escalar é dado por

D(k) = ﬁ (2.21)

11



Como consequencia, D(k) = 1), implicando Py(k) = D(k), isto é, ao invés de

)
determinarmos o propagador do modelo eletromagnético que pretendemos calcular o
potencial classico, podemos utilizar este modelo escalar equivalente, o que nos retira
a necessidade de lidar com operadores de projecao e liberdade de gauge. Em resumo,
temos a seguinte prescricao para o calculo do potencial classico para modelos eletro-

magnéticos cuja corrente é conservada:

e Utiliza-se o principio de correspondéncia para se encontrar o modelo escalar cor-

respondente ao eletromagnético.
e Calcula-se D(k).

e Obtém-se o potencial D-dimensional cuja fonte é uma carga pontual g pela ex-

pressao

q D—17, ik
Vi (i :—/d ke D (k). 2.22
50 = Gy (k) (222

Como um comentario a parte, mencionamos que o modelo escalar obtido por este
principio da correspondéncia difere do modelo escalar usual por um sinal negativo.
Naturalmente, nao ha problema neste fato, uma vez que este modelo é apenas um
modelo ficticio utilizado por conveniéncia para o calculo do potencial eletromagnético

nao-relativistico.
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Capitulo

A eletrodinamica de Lee-Wick em

D-dimensoes

3.1 Introducao

Como teste para a eficiéncia e a simplicidade da prescrigao desenvolvida e, princi-
palmente, para verificar a conjectura que modelos renormalizaveis de ordem superior
possuem potencial finito na origem, analisaremos a eletrodinamica de Lee-Wick, des-

crita pela lagrangiana

1 1
(eletr) _ _ ~ g2 -~ v

L = 4FW 1 F,OF" — JEA,, (3.1)
onde m é o parametro de massa de Lee-Wick, o qual esperamos ser grande a ponto
desta teoria reduzir-se a eletrodinamica de Maxwell no limite apropriado, e que possui

a equacao de movimento
|:| v v
{1 + W} O " =J". (3.2)
O modelo escalar correspondente a este a ser utilizado, pelo principio da correspondén-

cia, €

1 1
ﬁ(scal) _ _5 u¢au¢ _ 2_7,n2 u¢|:|a“¢ — J¢ (33)

No espago dos momenta, o propagador deste modelo pode ser escrito como

m2

D) = (3.4)

13



O potencial elétrico portanto é dado por

ik-r ik-r
Vp(r) = %%[/df?—lk; —/dD‘lkﬁ}. (3.5)

Segue que, realizando a integracao conforme explicitado no apéndice E, para D = 4,5,

q {2]355”%) B (m>Dz_3

(2%)% rb=3 o

VD(T) =

Ko (mr)} : (3.6)

onde Kp-3 é a funcao modificada de Bessel de segunda espécie, enquanto que, para
2
D =3,

Va(r) = L {m L Ko(mr)} : (3.7)

- 2w To
onde 7 é um regulador infravermelho. Tais resultados concordam com [18]. Para D > 5
é necessario um procedimento de regularizacao; o procedimento usualmente utilizado
para este caso é o de regularizac¢do dimensional [22]. Tal procedimento serd utilizado no
estudo da gravitagao de ordem superior; para os nossos propositos, no entanto, bastara
o comportamento para pequenas distancias do potencial elétrico em D =3, D =4 e

D =5, o que sera estudado em seguida e depois discutido.

3.2 Regularidade do potencial na origem para D = 3

Lembrando que, para pequenos valores de x,
2

Ko(z) = — <7+1Hg>+%<1—7—lng>+

1 1, =z
= (3-29)— —n> .
+x (128(3 v) TRtk (3.8)

onde v é a constante de Euler-Mascheroni, podemos reescrever o potencial elétrico
como, substituindo (3.8) em (3.7),

Q mr m?2r? mr
O <7+1n7>+ y (1 " ln—> (3.9)
Logo, conforme r — 0,
o Q mro
Va(0) = o= (m =+ 7) . (3.10)

E vemos que o potencial-nao relativistico é finito na origem para D = 3.
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3.3 Regularidade do potencial na origem para D =4

Tendo em mente que

Te "

IVE
nos obtemos para o potencial elétrico em quatro dimensoes que, substituindo a relacao
(3.11) em (3.6),

Ky = (3.11)

Vi(r) = ¢ (I—e™). (3.12)

A

Expandindo a funcao exponencial ao redor da origem em uma série de poténcial é
trivial ver que
Qm

Va(0) = - —. (3.13)

O cancelamento da singularidade ocorre devido ao sinal contrario - e logo uma interagao
atrativa para cargas iguais - do segundo termo de (3.13), termo originado da presenga

do fantasma.

3.4 Regularidade do potencial na origem para D = 5

Ja que a funcao de Bessel de segunda espécie Ki(x) pode ser expandida como, para

pequenos valores,
1 =z 1 ) 1 10
K@) m=+> |2y -1+ (2y—= |2+ = (27— —
(@) x+4[7 Jr8<7 2)”3 +192(7 3>}+
+%1n£[1+—+—+..}, (3.14)
nés podemos reescrever Vs(r) como, substituindo (3.14) em (3.6),

Vs(r) :—% {m; (27—1+21n%> +} (3.15)

Consequentemente, a eletrodinamica de Lee-Wick em cinco dimensoes tem potencial

elétrico divergente na origem.
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3.5 Investigando a conjectura para a eletrodinamica
de Lee-Wick

De acordo com a nossa conjectura, uma condi¢ao necessaria para que um modelo
D-dimensional de ordem superior seja renormalizavel é que o potencial nao-relativistico
seja finito na origem. Como demonstramos, a eletrodinamica de Lee-Wick ¢ finita na
origem para D = 3 e D = 4 e divergente para D = 5. Logo, se a conjectura estiver
correta, tanto o modelo tri-dimensional quanto o modelo quadri-dimensional podem
ser renormalizaveis, enquanto os modelos para D = 5 devem ser nao-renormalizaveis.

Como se sabe, a eletrodinamica de Lee-Wick em D = 4 ¢é renormalizavel a todas
as ordens de teoria de perturbagdo com o acoplamento com a matéria [32] e com o
campo escalar no modelo conhecido como eletrodinamica escalar [33]. Como em D = 3
o comportamento no regime ultravioleta ¢ melhorado em relacao a D = 4, espera-se
que em tal dimensao a teoria também seja renormalizavel. Assim sendo, verificou-se a
conjectura de que modelos renormalizaveis de ordem superior possuem potencial finito
na origem em D = 4 e ha fortes indicios de que a conjectura seja valida em D = 3.

Por outro lado, como o potencial explode na origem em D = 5, espera-se que
a eletrodinamica de Lee-Wick seja nao-renormalizavel. Nao ha até hoje, no entanto,
provas acerca da renormalizabilidade de tal teoria em tal dimensao com qualquer tipo de
acoplamento. Como a conjectura é valida em D = 4 e ha fortes indicios que seja valida
em D = 3, espera-se que o resultado obtido seja negativo quando a renormalizabilidade

for investigada.

3.6 Unitariedade ao nivel de arvore da eletrodina-
mica de Lee-Wick

Para analisar a unitariedade da eletrodinamica de Lee-Wick ao nivel de arvore,
faremos a anédlise da estrutura de polos do propagador saturado (vide apéndice A).
Conforme esta andlise, se os residuos dos polos do propagador saturado sao positivos
ou nulos, o sistema ¢é unitario ao nivel de arvore, mas se um ou mais dos residuos forem

negativo, o modelo é infestado por fantasma(s) e é nao-unitario ao nivel de arvore.
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O propagador da eletrodinamica de Lee-Wick é dado por

m? A

Dy = by, — — (3.16)

(k2 —m2) P g2

onde A é um parametro fixador de gauge. Segue, entao, que o propagador saturado

SP(k) ¢ dado por
5o - LW | TR E) -

k2 k2 _ m2

Nés estamos supondo m? > 0 para evitarmos tdquions. Como anteriormente, J*(k) é

a corrente externa conservada. Por fim, uma vez que [23]
(k) Ju (k) |k2=a2 < 0, @ >0, (3.18)

deduz-se

Res(SP)|x2—0 > 0 e Res(SP)|p2—m2 < 0. (3.19)

Portanto, concluimos que a eletrodinamica de Lee-Wick é nao unitaria em qualquer
dimensao. Este resultado confirma o esperado: que teorias renormalizaveis de ordem

superior sao sempre nao-unitarias.
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Capitulo

Uma classe geral de teorias locais de

oravitacao de ordem superior

4.1 Introducao

Neste capitulo pretendemos verificar a conjectura de que modelos renormalizaveis
de ordem superior possuem potencial nao-relativistico finito na origem para uma classe
geral de teorias locais de gravitagao e, por outro lado, que os modelos renormalizaveis
por contagem de poténcia encontrados sao nao unitarios. Realizaremos a quantizagao

considerando-se pequenas flutuagoes sobre o espaco de fundo de Minkowski, i.e.

G = Nuw + /ih,uua (41)

onde k? estd relacionado & constante D-dimensional de Einstein kp através de x? =

4kp. Além disto, para D > 4 podemos expressar kp em termos da constante de

D—2\ 2g(P-1)/2
D—S) L(D-1)/2) Gp.

Newton D-dimensional por kp = ( Em D = 4 recuperamos o
resultado usual' k? = 327G.

A acdo a ser considerada sera

20 1 1
— D v
Slguw] = /d /9| (H2R+ 2H2RF1(D)R+ _2K2RMVF2(|:|)RM ), (4.2)
onde ¢ é um parametro incluido que pode tomar o valor 0 = +1ouoc = —1e Fi(O) e

F,(O) sao fungodes do operador d’Alambertiano covariante (O = ¢V, V, ), chamadas

'Para maiores detalhes, consulte o apéndice A do artigo [15].
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de fatores de forma (form factors) [14]. Além disto, assumiremos que estas fungoes
tem uma representacao polinomial finita. Neste momento alguns comentarios sao ne-

CESSArios.

o A primeira vista poderiamos perguntar porqué nao incluimos o termo invariante
RyuvapFs3(O) R, (4.3)

De fato, este termo é legitimo do ponto de vista de simetrias espago-temporais.
Contudo, de ¢, = 1 + Khy 16s temos que, pelo teorema generalizado lineari-
zado de Gauss-Bonnet [23],

RuvasF3(O)R™*P = AR, F3(O)R*™ — RE3(O)R + 0Q + O(h%). (4.4)

J& que para os nossos propoésitos - investigar a unitariedade ao nivel de arvore e
determinar o potencial nao-relativistico - apenas o setor quadratico é relevante?,
podemos descartar a contribuicao de Ru,,agFg(D)R“”aﬁ por uma redefinicao das

fungoes F1(0) e F»(0O) da seguinte maneira: se a a¢ao é dada por

20 1

1 1
F o PO 4 SR BOR), (49

ao considerarmos (4.4) podemos reescrever a tltima expressao como
D 20 1
Slgw) = [ dx/lgl| R+ 55 R(F(0) - Fy(0) ) R+

+ 2—;Ruy (Fz(D) + 4F3(D)>R"”} + / "z 09, (4.6)

onde removemos a contribuigao O(h?*). Uma vez que [dPz0Q = 0 devido as

condicgoes de fronteira e utilizando as redifini¢oes

recobramos a agao original (4.2).

2Naturalmente, a discussio de renormalizabilidade levard em consideracio os termos nio quadra-

ticos. Mas a forma especifica destas contribuicoes nao nos sera relevante.
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e De forma andaloga, outros termos compativeis com as simetrias espago-temporais
poderiam ser adicionados a acao, construidos por todas combinacoes invariantes
possiveis do tensor de Riemann, do tensor do Ricci e do escalar de Ricci, isto é, R?,
R, R"R, RasR' R, R, (R, R")? etc. Contudo, tais termos contribuem

apenas na ordem de O(h?).

e Por tultimo, introduzimos o parametro constante ¢ com o objetivo de explorar
aspectos interessantes da unitariedade destes modelos em trés dimensoes, como a

existéncia da Nova Gravitacao Massiva, uma teoria unitaria e nao-renormalizdvel.

Como para determinar o potencial gravitacional nao-relativistico (i.e. o potencial gra-
vitacional ao nivel de arvore) através da prescrigdo enunciada no primeiro capitulo é
necessario determinar o propagador livre, dedicamos a préxima secao a este calculo e,
para verificar mais tarde a incompatibilidade entre unitariedade e renormalizabilidade
em tais modelos, analisamos a unitariedade ao nivel de arvore. Em seguida serd ana-
lisado sob quais condigoes a teoria descrita pela acao acima tem o potencial regular
na origem e é renormalizavel por contagem de poténcia, para entao terminarmos esta
secao discutindo a conjectura de que modelos renormalizaveis gravitacionais de ordem

superior possuem potencial finito na origem.

4.2 Propagador livre, espectro de particulas e uni-

tariedade ao nivel de arvore

Como mencionado na se¢ao anterior, determinaremos o propagador livre da teoria
descrita pela acao (4.2) e, por completude, estudaremos a unitariedade ao nivel de
arvore analisando a estrutura de polos do propagador saturado com as correntes ex-
ternas. Quantizando a gravitacao como uma teoria de flutuagoes da métrica sobre um
espaco-tempo classico e nao-dinamico, o qual serd escolhido o espaco de Minkowski,
isto é

G = N + K/hwj, (48)

podemos reescrever a lagrangiana da classe geral de teorias gravitacionais de ordem

superior como
1
L= Ehwowﬁhw + O(R?), (4.9)
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e, entdo, obter o propagador livre pela inversao do operador O***% o que serd feito no

espaco de momenta. Por conveniéncia, separaremos a lagrangiana em quatro termos,
L=Lr+ Lg +[’Rﬁu + Ly, (4.10)

onde L = 25\/|g|R, Lrz = 55+/|g|RFI(DO)R, Lpz, = 55V 19| R Fo(O)R*™ e, por
ultimo, temos o termo fixador de gauge L;, = %(@m‘“’), onde A\ é um parametro
fixador de gauge e v, = by — %m,,h. Utilizando (4.8) podemos escrever estes termos

Ccomo
Lp= %hw 20078 = 20/ 0°0° + 00 — "0 hap + O(K),  (411)

Lre = Shyo [A(D) (108 — 20000/ 0 4 007 0°0°)) o+ O(1Y), (412)

1 Fy(O
I L
—2p"P970°0 + 207 9" 0%0°) | hag + O(h®), (4.13)
1 1 aff Qu v uB qrv aa 1 uv, af 3
Lgf = éhm/ X n o'o —n oY 0% — ZTI n O ha5+0(h ) (414)

Utilizando a decomposigdo em operadores de Barnes-Rivers (vide apéndice C para
maiores detalhes) e passando para o espago dos momenta, podemos entao escrever o

operador de onda como

k? ) 2p@ o Ko K -
O“y,ag(/{?> =\(o+ ZFQ(—]C ) k P,uuoc,@ + ﬁp;waﬁ + ﬁplwaﬁ +
D—-1 D s
+ (T —0o(D—2)+ (D - 1Dk F (—k) + ZHFQ(—/@?))k?PﬁaﬂH
D -1 2 (0—sw) (0—sw)
- (PMB + PO ) , (4.15)
onde {P(Z), -, PO denota o conjunto dos operadores de Barnes-Rivers em D-

dimensoes, definidos por

1

1

2

P/Ey?n,\ - 5 (eungy)\ + 9;1)\91/5) - D —_ 19UVQN>\’ (416)
1

P;Szlx?n/\ =3 (0w + 0wk + 0wy, + 0wy ), (4.17)
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1

(0—s) _
PMI/,NA - D — 16,LLI/8/€>\7 (418)
P;ES:;\}) = Wy Wi, (419)
(0—sw) 1 0
= Wi, 4.20
HU,EN m M A ( )
(0—ws) 1
P;U/,n)\ - D — 1wuuem>\a (421)
onde 0 = 1, — auma Ll Wy = 87:’8 “ sao os operadores de projecao transversal e longitu-

dinal definidos no primeiro capitulo.
Invertendo o operador de onda (4.15) conforme explicitado no apéndice C, obtemos,

finalmente, o propagador livre (no espago dos momenta)

1 (2) 1 1 (0—s)
Dyaplk) = —5——F5+ -
uv, ﬁ( ) O_kQQQ(kQ) pr,af (D o 2) O'/{JQQ()(/{Z2) uu,a,6’+
2\ (1) 4\ (D — 1) (0—w)
—P — — P
k2 pv,aB + <k2 0<D _ 2)k2Q0(k2) uv,af +
D—-1 (0—sw) (0—ws)
— P P 4.22
O'(D _ 2>k2Q0(l€2) < pv,of3 + pv,o8 )7 ( )
onde nés definimos
1
Qa(K) = 1+ K Fy(—k?), (4.23)
o
e
Qo(k*) =1— B (D — 1)Fy(—K*) + QF (—k?) (4.24)
T T (D —2) ! 477 ‘ ‘

Estudemos, agora, a unitariedade ao nivel de arvore analisando a estrutura de
polos do propagador saturado com as correntes externas. Por definicao, o propagador

saturado S€ escreve
SP(k) = T (K)Dyuas (K)T*° (k). (4.25)

onde T" denota a corrente externa conservada. Usando a equagao (4.22), nés chegamos

ao resultado

1

» 1 o 1 T?
SP(k) = —01{72@2<k’2) (T,WT D1 1T ) — cR20s(k) (D= 1) (D =2)° (4.26)
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Neste momento, para prosseguirmos, precisamos especificar os fatores de forma F; () e
F5(0). Como mencionado anteriormente, consideraremos que estes fatores sao fungoes

polinomiais do operador d’Alembertiano, ou seja
p q
FO) =) a(-0" e RO=> (-0 (4.27)
n=0 n=0

onde a,, e 3, sao coeficientes reais com dimensao canonica de massa M —2(n+1) - Utili-
zando as fungoes acima no espago dos momenta e utilizando (4.23) e (4.24), chegamos

a

1 q
k) =1+ =D Buk™™?, (4.28a)
g
n=0

1 - e D .
Qo(kQ) =1- m <(D — 1) ;O&nkQ +2 _ Z ;/Bnk2 +2) . (428]3)

Denotaremos por

{mé),p m%z),w T 7m%2),q+1} e {m%o),p m%o),za T ;m%o),NH} (4.29)

o conjunto das raizes reais, respectivamente, das funcoes polinomiais Qs (k%) e Qq(k?),

onde max{p, ¢} = N. Utilizando o teorema fundamental da algebra podemos reescrever
Q2(k?) e Qo(k?) como?

g+1 2 12
QK =] (M) (4.30a)

i=1

N+1 2 ]{?2
Qi) = I (m“—)) (4.300)

‘ m

=1 (0
Como pretendemos decompor o propagador em modos distintos de propagacao,
vamos decompor o propagador saturado utilizando-se do método de fracoes parciais.

Considerando-se que

Q(z) - ZZ1 Q' () (z — o)’ (4.31)

3Usualmente, fatora-se um polindémio az™ + ... + ¢ como a(z — z1)...(x — x,), onde z1, ..., 7, $30
raizes do polindomio. A forma aqui encontrada reescreve esta expressao utilizando-se da férmula de
Vieta.
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onde «; sao as raizes do polinémio Q(x), podemos decompor k2Q Gz COmo

1 6(2) i
= 4.32
k2Q2 k2) Z L2 _ ’ (4.32)
onde "
q m2
(2),4
£ =] = — (4.33)
=1 My T M@
J#
Naturalmente, o mesmo pode ser feito em relacao a fracao m, isto é,
1 N+1
4.34
k2Q0 k2) Z k2 —m2 2, (4.34)
onde Nad ,
+
m .
(0),g
§0),i = H 3 5 (4.35)
=1 M) ~ o).

J#1
Como consequencia, substituindo estas decomposigoes no propagador saturado, ob-

temos
' . 7 N+1 E o
SP(k) =—5 | T T" — =—=5T" 5
(k) Uk,z(u D_9 )+U(D—1)(D—2);k2—m%0)7i+
1 1 i (),
Y )N S@i 4.36
a(“ D—1 ) kQ_m%Q)i 30

Por sua vez, os residuos do propagador sao dados por, onde utilizamos (4.36),

1
Res SP(k)|2—0 =0 ' | T, T — ——T" : (4.37a)
D -2 k2=0

_ , 1

Res SP(k)|k2:m%2)7i = —0 15 ( TM — mT2> y (437b)
k2=m?2
(2),i

0_1 5(0) i 2

Res SP(K)|,_,, i ’ (4.37¢)

M0)i (D —1)(D —2) kQ:m%OM'
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Supondo que as massas reais obedecam a hierarquia*
2 2 2
M) < M2 <" <S Mg € My <M

chegamos a conclusao

i >0, sei= for impar, ; >0, sei = for impar,
§@), p . &), p (439
€2 <0, sei= for par, ) <0, sei= for par.

A partir de agora dividiremos nossa anélise em dois casos: D >4 e D = 3.

4.2.1 Casol-D > 4:

Para D > 4 temos que as seguintes desigualdades sao validas

1
(TWT“" - mﬂ) >0, (4.40a)

k2=0

k2=p2

1
T, T — — T2
(1 52)

Assim sendo, obtemos os resultados

>0, ara o = +1
Res SP(k)|x2—o P : (4.41a)

<0, paraoc=-—1

<0, paraoc=+1

Res SP(k)[x2=m2, ., sed for impar, (4.41Db)
@ 1>0, paraoc=-—1
>0, paraoc=+1 .
Res SP(k)|p2—pmz , se i for par, (4.41c¢)
@ 1<0, paraoc=—1
> (0, paraoc=+1 ,
Res SP(k)|k2:m?o) , , sed for impar, (4.41d)

<0, paraoc=-—1

4Enfatizamos que este ordenamento sempre pode ser feito ao renomearmos as massas.
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<0, paraoc=+1

Res SP(Kk)|p2—m , se 1 for par. (4.41e)

2
@ 1>0, paraoc=—1

Estas desigualdades nos permitem realizar as seguintes conclusoes.

e Embora nossa discussao seja valida tanto para ¢ = +1 quanto o = —1, a relagao
(4.41a) implica 0 = 41, j& que se espera no espectro uma particula sem massa e

de spin 2, o graviton usual.

e O tunico caso onde a teoria nao exibe um fantasma é dado pela escolha Fy (O) = ag
e F»(0J) = 0. Neste caso o propagador possui dois polos, k? = 0 and k? = m(QO)’l, e
ambos correspondem a particulas fisicas. Afora este caso, um caso particular das
teorias f(R) da gravitacdo conhecido como gravitacao de Starobinsky, os sinais
alternantes dos parametros {); e §),; garantem a existéncia de ao menos um

fantasma.

Em suma, para dimensoes D > 4, a classe geral de teorias de ordem superior aqui
apresentada s6 nao possui fantasmas em um caso especifico, a gravitacao de Staro-

binsky.

4.2.2 Casoll- D =3:

Para o caso tridimensional, o tensor momento-energia satisfaz as relagoes

(TM,,T‘“’ — T2) =0, (4.42a)
k2=0
e
, 1
(TWT“ - §T2) >0, g’ =mpmi, (4.42D)
k2=p2
Temos entao que a equagao (4.42a) implica que
Res SP(k)|x2—o = 0, (4.43)

isto é, nao ha modo de propagacao para particulas sem massa em trés dimensoes. Como
consequencia nao podemos fixar o parametro o como fizemos no caso anterior. Este
fato serd significativo quando estudarmos a Nova Gravitagao Massiva. Por sua vez, a
desigualdade (4.42b) implica que as desigualdades (4.41b)-(4.41e) permanecem validas,

assim como os comentarios feitos sobre fantasmas massivos em dimensoes D > 4.
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4.3 Contagem de poténcia e renormalizabilidade

Como ¢é bem conhecido, a motivacao para se considerar teorias de gravitacao de or-
dem superior como candidatas a modelos de gravitacao quantica ¢ seu comportamento
no regime ultravioleta. Nesta secao estudaremos por contagem de poténcia o com-
portamento neste regime da classe geral de teorias D-dimensionais de ordem superior
descrita pela agao (4.2). Para tais teorias, os propagadores e vértices tem o seguinte

comportamento no regime ultravioleta®

Propagators ~ e Vertices ~ k>N 14, (4.44)

k2q+4

Consequentemente, para um dado diagrama de Feynman arbitrario o comportamento
ultravioleta de integracoes devido a loops é dado por

I 5 L(k2N+4>V
0ops

onde I é o nimero de linhas internas, L é o nimero de loops e V' o niimero de vértices.

Portanto o grau superficial de divergéncia associado com esta integral é dado por
d=DL+ (2N +4)V — (2¢+4)I. (4.46)

Tendo em mente as relagoes topoldgicas

L—1=1-V, (4.47a)
(&
21+ E =) nV,, (4.47D)
n=3

onde E denota o nimero de linhas externas e V,, denota o nimero de vértices conectando

n-linhas, podemos reescrever o grau superficial de divergéncia como

> [n—2 2q+4—D
5:D—Z [T(2q+4—D)—2>\} Vi + (T)E’ (4.48)
n=3

SLembrete: os pardmetros ¢ and N foram introduzidos na secdo (4.2) e estdo relacionados com

o nimero de derivadas contidas na agdo através dos fatores de forma Fy(0) = >P_ a,(—=0)" e
Fa(0) = >20—0 Bn(=0O)".
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onde o parametro A é dado por

—q, seq<p,
\_ e seas<y (4.49)

0, se q 2> p.

Como é bem conhecido, por contagem de poténcia uma teoria é renormalizavel se

o grau superficial de divergéncia nao depende do niimero de vértices, isto é

29+4—-D=0 e A=0. (4.50)

A primeira condigao relaciona o niimero de derivadas no setor do tensor de Ricci elevado
ao quadrado com a dimensao do espaco-tempo. Vemos que em dimensoes impares nao
podemos ter uma teoria renormalizavel, ja que seria necessario poténcias fracionarias do
operador d’Alambertiano. A segunda condicao implica que ¢ > p. Esta desigualdade
nos diz que o nimero de derivadas no setor do escalar de Ricci ao quadrado nao pode ser
maior do que o nimero de derivadas no setor do tensor de Ricci elevado ao quadrado.

Além disto, se quisermos formular a teoria como superrenormalizavel por contagem
de poténcia, devemos ter um grau superficial de divergéncia decrescente com o ntiimero

de vértices, isto é

2¢+4— D >4\, (4.51)

Como no caso anterior, se esta desigualdade relaciona o nimero de derivadas no setor
do tensor de Ricci elevado ao quadrado com a dimensao do espago-tempo. Além disto,
se p > q ela determina um valor minimo para o parametro ¢ em termos da dimensao do
espago-tempo e o nimero de derivadas no setor do escalar de Ricci elevado ao quadrado.

6 ¢ a gravi-

Na tltima se¢ao, vimos que a Unica teoria gravitacional sem fantasmas
tagao de Starobinsky. Poderia esta teoria ser renormalizavel e, portanto, nos permitir
reconciliar unitariedade e renormalizabilidade em modelos gravitacionais de ordem su-

perior? De posse do critério acima, podemos dizer gravitacao de Starobinsky - i.e. a

6Lembremos que estamos nos restringindo a teorias sem restricio nos parametros da lagrangiana.
No capitulo dedicado a Nova Gravitagao Massiva ficara claro como tal restrigao pode modificar nossas

conclusoes.
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escolha Fi(0) = oy e F5(0) = 0 - é ndo-renormalizavel. Em suma, nao foi possivel
construir uma teoria que seja simultaneamente renormalizével e livre de fantasmas.
Enfim, de acordo com a conjectura investigada nesta tese, esperamos que se ou a
equagao (4.50) ou a equagao (4.51) forem obedecidas, o potencial ndo-relativistico seja
finito na origem. No mais, destacamos que, mesmo se uma teoria renormalizdvel por
contagem de poténcia sem a singularidade newtoniana se mostrar nao-renormalizavel,
esta conjectura ainda nao é falseada. A conjectura afirma que a finitude do potencial
em r = 0 é uma condicao necessaria para a renormalizabilidade, e nao uma condicao

suficiente.

4.4 Potencial gravitacional nao-relativistico

Para determinar o potencial de modelos gravitacionais, utilizaremos a prescricao
descrita pela equagao (2.16). Para a conveniéncia do leitor, nds a repetimos: o potencial

nao-relativistico é determinado por

M

V(T) = HDW

/dD_lk ek'r POO,OO(k)|kU:O7 (452)
onde Py o ¢ a componente y = v = o = 3 = 0 do propagador modificado P, .5 =
Dyap — Dtvvaﬁ’ com D,jl/,ocﬁ sendo a contribuigao ao propagador que ¢ ortogonal ao
tensor energia-momento, enquanto

D—1

D —2 212

é a constante D-dimensional de Einstein para D > 3, onde Gp é a constante de Newton

em D-dimensoes. Quando D = 3 a relatividade geral nao tem limite newtoniano, de
forma que nao é possivel relacionar k3 com Gf.

Ora, ja que o propagador foi determinado em (4.22), pode-se conferir que

D-2 1 1 1
D —10k2Qy(k2) (D —1)(D —2) 0k2Qo(k2)’

Poooo(k) = (4.54)

Consideraremos novamente que F;(0J) e F5(0) sao fungoes polinomiais do d’Alembertiano.
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Realizando novamente a decomposicao em fracoes parciais, obtemos

1/D-3\1 1/D-2\&% m}, 1
Foo,00(k) k=0 = —= (—> 7T <_ ) DIt
c\D—-2/)k o\D—-1)—=>-m M), K+ Mgy

] 1 N+1IN+1 m%o) ' 1
L1 g , (4.55)
HPEN =P H My 5= My 1+l
J#i

Substituindo (4.55) em (4.52) e realizando as integragoes conforme (vide apéndice
E)

R 1
- ~)  Kom(ur), D>3 (456
/ @m)PK e (2m) (%) Koalun),  paaD>3  (456a)
/ T L2 (2 D>4 (4.56b)
- ara .
(2m)P=t k* (2m) "2 PR 2 ) P = 4

nds encontramos que o potencial D-dimensional gravitacional é dada por (para D > 4)

vor=- 22 (50) 2 (5

D—9 q+1 g+1 m2. e D=3
- < ) Z H 2 2 2 ( @) ) Kp-s(m),1)+
(2),i

D-1 =1 1), M " ’
J#i
N+IN+1 2 D3
1 M 0),5 (m(o) z) 2
+ : : K@ (m 0 71‘7‘) 3 (457)
CEEEPY H miy i\ T =
J#

enquanto, para D = 3,

B Z H m, 0(m(0),i7”)}- (4.58)
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Devido a sua fundamental importancia fisica, escrevemos explicitamente o potencial

D-dimensional gravitacional para D =4 e ¢ = 1, lembrando que

xT

ki = 87Gy e Ky (z) = giﬁ (4.59)
e portanto
1 4 q+1 g+1 m%2) €m<2>’i7’
V(r):_MG[———ZH LTS i
U e sk LT W T R
i
N+1 N+1 2

1 REOF I
5 o) 0

Neste ponto, poderiamos nos perguntar: sera que a escolha o = 1 é obrigatéria, uma
vez que potencial deve reproduzir o potencial newtoniano no limite apropriado? Ora,
realizando a seguinte expansao assintotica da funcao de Bessel modificada de segunda

espécie

K, (r) ~ geﬁ [1 +0 Gﬂ para r — 0o, (4.61)

é trivial verificar que (4.57) s6 concorda assintoticamente com o limite newtoniano se
o=1.

Nosso proximo passo serd analisar o comportamento destes potenciais classicos para
pequenas distancias. Definindo v = %, nos distinguiremos entre D impar e par, uma
vez que a fungao de Bessel modificada de segunda espécie K, (x) tem expansoes em

série de Taylor distintas para v inteiro ou semi-inteiro.

4.4.1 Regularidade do potencial na origem para D > 3 - D par

Se o potencial é definido em um espaco-tempo com dimensoes pares, podemos ex-
pandir a fun¢ao modificada de Bessel de acordo com (expressao que nao é vélida para
v inteiro) [24]

TeseTy [ e 1 2\ 2k—v e 1 N 2k+v
Kz =—5 (Z T(k—v+1)k! (5) B kz T(k+v+1)k! <§> ) :

k=0 0
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e, substitutindo (4.62) em (4.57), nés determinamos o potencial gravitacional para

pequenas distancias

kpM T CSC TV 2v+1
vV _ _ Apar N X
(") = =Sy { (50, N) + o 1) <2u n 2)
q+1 g+1 (2) N+1N+1 m%o
x 7] 2v .
ZUHl Z @ (2y+2 )2v + 1) ZH
J#i ];éz
+0(r),
onde
v—3 2k
2"TI'(v+1) r
AP (pog Ny == " T/ X
v (Tv q, ) o+ 1 T CSC (7TV) kzzo 22k,1,+1r(k — v+ 1)k'
+1 g+1 2 N+1N+1
2v+1 qz: 11 M@g o
i)~ 2 115
2V 42— 3;1 miy) ; m(g) ; (2v + 2) 21/ +1) = j?
J7F JF

O,i

2v

M (0)

m2
0):]

N3

(0)7

b

(4.62)

2k
M0),i

Portanto, o cancelamento da singularidade Newtoniana depende do comportamento

da funcdo AP*(r;q, N). Com a ajuda de um sistema de algebra computacional nés

verificamos que esta funcao sera nula se a seguinte condicao for satisfeita

2¢+4—-D >0,

o potencial ¢ finito na origem.

(4.63)

A primeira vista este resultado é surpreendente, afinal, estamos concluindo que a

finitude do potencial perto da origem ¢é independente do setor do tensor escalar de

curvatura ao quadrado.
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4.4.2 Regularidade do potencial na origem para D > 3 - D
impar

Para um espago-tempo com dimensoes impares e D > 4, podemos expandir a fungao

modificada de Bessel do segundo tipo de acordo com [25]

Ky(2) = (-1 (2 )Zk|k+y () <)

Vk+1)+k+v+1) pz\vt2k
Z kl(k+v)! <§> :

vV—

. (v—Fk—1)! (z>2k+
2

k=0

(4.64)

e, substituindo a expressao acima em (4.57), nés determinamos que o potencial gravi-

tacional na origem ¢ dada por

KDM 1 impar (_1>V+1
e _W{r%A T W“W (W)*W“))X
1 q+1 2 N+1 N+1
w41 M), 2 2
< (g L T2t iy, > o)+
2v + 2 2. T M) (21/ +2)(2v+1) = M0y )’1
G J#
q+1 g+1
2v+1 2 9
~ 55 2o H et In(miz) )+

i=1 j= 1 )5 it
JF#i

1 N+1N+1 m? |
0),J 2u 2
+ < 55— M) In(mip) ;)
(2v+2)(2v + 1) ; ]1_[1 m%om —m%o)ﬂ. ©) ©)

J#

+O(r) } (4.65)
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onde nés definimos

impar QVP(V+1)
AP (T;q,N)ZW—

v

S ,ir—““ ()"

k=0
2 + 1 q+1 g+1 m%Q) ; o N+1N+1 2 o
< (G S Il - > [ o i,
V2 LM M (v +2)2v +1) = Mo~ M.
i =
+1g+1
(1) ,, r 2w+ 1 < o
+—2VV!T hl( > 2V—|—22Hm2 — im(2)’i+
N+1 N+1
(0)’] @ ) (4.66)

1

RS 2v+ ; H O
J#Z

Analogamente a secao acima, a regularidade do potencial quando r = 0 dependerd
Com a ajuda de

da condigdo AmPar(y:q N) = 0 para todo valor da coordenada r
um sistema de computagao algebrica nés verificamos que uma condi¢ao necessaria para

termos AmPar(y: g N) = 0 é dada por

2¢+3—D > 0. (4.67)

4.4.3 Regularidade do potencial na origem para D = 3

Desta vez nés investigaremos o caso 3-dimensional. Considerando a expansao para

pequenos valores
(4.68)

z
Ko2) = —In (3) =7+ O(?),
onde v é a constante de Euler-Marcheroni, pode-se verificar que o potencial gravitaci-

onal para pequenas distancias é

ke M q+1 g+1 N+1N+1 r
ST e - ST ((3) )
(O)J M)

Va(r) = —
Ao mgj m2Z = o

2131
JF

)71 lel

1
J=1 ):d
J# J#
(4.69)

g1 ot ; NN 2
+2H ( Inm) ZH )llnmo) +O(r)}.

(2
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Neste caso podemos utilizar a identidade

n+1 n+1
SIL (470
i=1 j=1 J v
J#i
vélida para qualquer conjunto de nimeros complexos {aj,as, - ,ap11} com n > 0,

com o intuito de verificar as equagoes

3 H 1 e Y[ oy (4.71)
i= 1];&1 )ﬂ i=1 j;l' M0),; ~ M 0),i
J7 JF

para ¢ > 0 (note que ¢ > 0 automaticamente implica N > 0). Utilizando o resultado

acima podemos reescrever o potencial para pequenas distancias como
IN+1, 2

K3M{q+1 atl ?2 nmg) mig) ; Inm). nm)
2

DB P ata D | b +O(7“)}. (4.72)

Vi) = -

4o
M),; i=1

Jj=
J# J#i

Portanto, uma condicao suficiente para o cancelamento da singularidade newtoniana
em trés dimensoes ¢ dada por ¢ > 0, isto é, a existéncia do setor de Ricci elevado ao

quadrado ja torna o potencial finito na origem.

4.5 Representacao grafica dos resultados

Nesta secao analisaremos o comportamento grafico do potencial gravitacional nao-
relativistico calculada acima. Com o intuito de lidar com graficos associados a quanti-

dades adimensionais, definimos um potencial de referéncia

4M
Ey=——F5—, (4.73)
(27’(’ ) 2 M Pl
onde Mp;, é a massa de Planck, para entdo podermos analisar o grafico de Vp(r)/Ey
em funcao de Mp;r, onde sera feita a escolha o = 1.
Na figura 4.1 ¢é ilustrado o comportamento de modelos gravitacionais de quarta

ordem para trés valores diferentes da dimensao espaco-temporal, a saber, D = 3, 4 e

5. Foram considerados diversos valores dos parametros de massa proximos da massa
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de Planck, valores os quais nao se mostraram relevantes para a analise da finitude do
potencial na origem. Como podemos ver, o potencial da teoria gravitacional de quarta
ordem é regular na origem em D = 3 e, ao contrario da gravitacao newtoniana, também
o é para D = 4. No entanto, o potencial diverge na origem para D = 5, e, de fato,

para qualquer dimensao D > 4.
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Figura 4.1: Potencial gravitacional nao-relativistico associado a modelos de quarta

ordem, aqui denotado Ep.

Por outro lado, a figura 4.2 ilustra o comportamento de modelos gravitacionais de
sexta ordem em D = 3, 4, 5, 6 e 7 para diversos valores dos parametros de massa que,
mais uma vez, nao influenciam no comportamento do potencial quando r tende a 0.
Vemos que, ao contrario dos modelos de quarta ordem, o potencial gravitacional é finito

em D =5eD =6, e como o modelo de quarta ordem, diverge em D = 7 e, de fato,
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Figura 4.2: Potencial gravitacional nao-relativistico associado a modelos de sexta or-
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para qualquer dimensao maior do que 6.

Um padrao, portanto, emerge. Se a gravitacao de quarta ordem ¢ finita até D = 4,
e a gravitacao de sexta ordem até D = 6, serd que o modelo de oitava ordem seria
finito até D = 8?7 De fato, pelo comportamento obtido na secao anterior para pequenos
valores de r perto da origem, podemos ver que, substituindo ¢ = 2 nas equagoes (4.63)
e (4.67), este modelo tem potencial finito para D < 8. Da mesma forma, a gravitacao
de quinta ordem (com ¢ = 3) tem potencial regular na origem para D < 10.

Como o aumento do niimero de dimensoes piora o comportamento no regime ultra-
violeta de uma teoria quantica de campos, e, em contrapartida, o aumento da ordem da
equacao de movimento melhora o comportamento no regime ultra-violeta, uma relacao
entre a renormalizabilidade e o potencial finito na origem se sugere. De fato, dedicare-
mos a préxima segao para a verificagao da conjectura de que modelos renormalizaveis
de ordem superior possuem potencial nao-relativistico finito na origem.

Antes disso, destacamos que, para valores especificos do parametro de massa, é
possivel que o potencial seja divergente na origem, embora no geral (para esta ordem
de modelos gravitacionais) nao o seja. De fato, no préximo capitulo exemplificaremos
isto ao vermos que uma escolha especifica de parametros que define a Nova Gravitacao
Massiva torna o potencial desta teoria de quarta ordem divergente para r tendendo a
0. Tais comportamentos, no entanto, nao violarao a conjectura se estes modelos forem

nao-renormalizdveis (como ¢ o caso da NGM).

4.6 Verificando a conjectura para uma classe geral

de gravitacao de ordem superior D-dimensional

De posse dos resultados obtidos neste capitulo, podemos verificar a conjectura de
que modelos renormalizaveis de ordem superior possuem potencial nao-relativistico
finito na origem para a classe geral de teorias de ordem superior em D dimensoes dada
por (4.2).

Relembremos os resultados obtidos. Primeiramente, ao investigarmos as proprieda-
des no regime ultravioleta encontramos a seguinte condi¢ao necessaria para a

(super)renormalizabilidade:

e 2qg+4— D =0 ~ renormalizavel por contagem de poténcia;
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e 2¢g+4— D >4\ ~ superrenormalizavel por contagem de poténcia.

Para a conveniéncia do leitor, relembramos que D indica a dimensao do espaco-
tempo e q o grau do polindmio referente ao fator de forma do setor do tensor de Ricci”
(le. Fo(O)=>"1_, B.(—0O)").

No mais, a investigacao do comportamento do potencial gravitacional para pequenas
distancia nos permite concluir a seguinte condigao suficiente para o cancelamento de

singularidades newtonianas:
e 29+ 4 — D >0, para dimensoes pares;
e 2qg+ 3 — D >0, para dimensoes impares.

De posse desses resultados, podemos concluir que a condigdo necessaria para a (su-
per)renormalizabilidade implica na condigao suficiente para o cancelamento da singu-

laridade newtoniana, isto é,
(Super)renormalizabilidade por contagem de poténcia =  Potencial finito em r = 0.

Assim verificamos que a conjectura mencionada acima para esta classe geral de teorias
estudada. Ademais, nds destacamos que o cancelamento de singularidades newtonianas
nao implica em renormalizabilidade. De fato, como demonstrado por Accioly et al.,
¢é possivel construir uma teoria de ordem superior com potencial finito em » = 0 e
nao-renormalizével [13].

Por tltimo, discutimos brevemente o papel da nao-unitariedade no cancelamento
da singularidade newtoniana. Como verificamos em se¢Oes anteriores, nao é possivel
construir uma teoria (local) de ordem superior sem fantasmas e renormalizével. De
acordo com a conjectura desta segao, o potencial deve ser finito para uma teoria ser
renormalizavel; no entanto, para que este seja finito devem existir fantasmas, uma
vez que eles contribuem para o potencial com uma interacao de sinal oposta - isto é,
repulsiva entre duas massas para a interacao gravitacional - e assim impedem a singu-
laridade newtoniana de ocorrer. Tal afirmacao foi recentemente discutida na literatura.
Giacchini [13] demonstrou que é necessario ao menos um fantasma massivo e uma par-

ticula fisica massiva (isto é, sem ser o graviton usual) para que haja o cancelamento da

"Assim sendo, ¢ = 0 constréi uma teoria de quarta ordem, ¢ = 1 constréi um modelo de sexta

ordem, etc.
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singularidade newtoniana em D = 4. No caso de teorias tridimensionais, nao ¢ dificil
adaptar a demonstracao de Giacchini e chegar a mesma conclusao. No entanto, para
dimensoes D > 4, a situacao ¢ mais sutil. Embora nao tenhamos uma demonstra-
¢ao, os mesmos argumentos parecem ser validos. Mesmo assim, o nimero minimo de
fantasmas e particulas massivas aumentam com a dimensao do espaco-tempo.

Em resumo, se é verdadeira a conjectura de que modelos renormalizéveis de or-
dem superior possuem potencial finito na origem, como é necessaria a existéncia de
fantasmas para a finitude deste potencial, renormalizabilidade e unitariedade sao dois
conceitos incompativeis em teorias de ordem superior locais. Portanto, tal conjectura

nos permite olhar esta incompatibilidade sob outro prisma.
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Capitulo

Recobrando resultados anteriores: A Nova
Gravitacao Massiva e as Gravitacoes de

Quarta e Sexta Ordem

5.1 Introducao

Neste capitulo sera certificado que os resultados obtidos nesta tese para uma classe
geral de teorias recaem em modelos previamente estudados pelo nosso grupo, a sa-
ber, a gravitagdo de ordem superior em quarta e sexta ordem em D = 3,4,5 [10] e a
Nova Gravitagao Massiva (NGM) [29]. Além disto, a Nova Gravitagao Massiva exem-
plificard como pressupondo relagoes especificas entre os parametros da lagrangiana as
conclusoes obtidas na secao anterior sobre unitariedade e renormalizabilidade podem
ser modificadas, sem, contudo, violar a conjectura de que teorias de ordem superior
renormalizaveis possuem potencial nao-relativistico finito na origem. Além disto, o
estudo deste modelo mostrara claramente como esta conjectura pode demonstrar de

forma simples e eficiente que um modelo é nao-renormalizavel.

5.2 Nova Gravitacao Massiva

O interesse em construir uma teoria gravitacional em trés dimensoes nos leva a

considerar uma gravitacao massiva, ja que em trés dimensoes nao ha modos de propa-
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gagao associado a um graviton sem massa. Dentre as inimeras possibilidades de uma
gravitagao massiva em D = 3 estd a Nova Gravitacao Massiva, uma teoria de quarta
ordem unitéria ao nivel de drvore contendo tanto o termo R? quanto R, em sua agao.

Como pode esta teoria ser unitéria, se concluimos previamente na secao 4.2 que tais
teorias sao no geral nao unitarias? Relembremos de nossa andlise prévia que no caso

geral da teoria de quarta ordem em trés dimensoes temos que

1
Res(SP)|z2—g = - (T2, = T?%) |k2—0; (5.1)
1 2 1 2
ReS(SP”k?:m% - _; T,uu - éT |k2:m§a (52)
1
Res(SP) g = —— (T7) hacug. (5.3)

Uma vez que em trés dimensoes (7, 7" — T?) |j2=9 = 0, nao hd modo de propa-
gacao sem massa e nao precisamos escolher ¢ = 1 para recuperarmos a descricao do
graviton. Podemos entdo escolher o = —1 e obter de (T}, 7" — T?) |j2—m2 > 0 que
Res(SP) |2z > 0, isto é, 0o modelo assim escolhido descreve uma particula fisica de
massa my. Ainda resta, no entanto, o polo problemético k* = m3, que descreve um
fantasma, i.e., Res(SP)[p2—p2 < 0. Uma forma de evitar a ocorréncia deste fantasma

considerar o limite my — oo, o que, de acordo com (4.28b), é obtido com a escolha

é
a= —% 5. E esta escolha que define a Nova Gravitagao Massiva, descrita pela agao

2 3
SNGM = /d3x \g| <—ER—|— % (RZV — §R2)> . (54)

Temos, entdo, uma teoria em trés dimensoes livre de fantasmas ao nivel de arvore!.

Poderia esta teoria ser renormalizavel? Sera que se construiu uma teoria de ordem
superior simultaneamente renormalizdvel e unitaria? De acordo com Oda [14], a NGM
é renormalizavel. No entanto, Oda tratou a NGM como uma teoria tridimensional
completa (com o = —1) sem considerar a restrigdo entre os parametros. E esta relagio
que é responsavel por quebrar a renormalizabilidade da teoria, conforme demonstrado
por Muneyuki e Ohta [15].

A nao-renormalizabilidade desta teoria é sugerida pela analise por contagem de

poténcia. O critério de renormalizabilidade por contagem de poténcia para teorias

IEnfatizamos que estamos nos referindo a fantasmas ruins quando dizemos que uma teoria de

ordem superior é ‘livre de fantasmas’, como de costume na literatura.
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gravitacionais de ordem superior desenvolvido no capitulo anterior aparentemente de-
termina que a NGM ¢é superrenormalizavel por contagem de poténcia. No entanto,
caso haja relacao entre os parametros da lagrangiana, este critério deve ser reavaliado.
De fato, a condicao 3ag + 85y = 0 deve ser considerada de tal modo que o comporta-
mento ultravioleta do propagador ao nivel de drvore é dado por ~ 1/k?. Assim sendo,

a contagem de poténcia correta para a NGM é

1 1 —
dnem =3 5B+ ;;(n +2)V,. (5.5)

Como se pode ver, o grau superficial de divergéncia aumenta com o nimero de vértices
e a teoria é nao-renormalizavel por contagem de poténcia.

O estudo do potencial permite uma forma mais simples de se decidir a nao renor-
malizabilidade da NGM, no entanto, junto com a conjectura desenvolvida nesta tese.

Substituindo my — 0o em (4.58), nds temos que o potencial da NGM é dado por

Va(r) = — Ko(myr) (5.6)

e, ao contrario da teoria de ordem superior habitual em trés dimensoes, temos diver-
géncia na origem. A figura 5.1 compara o potencial da NGM com o potencial da teoria
completa em D = 3, 0 = —1 e my < my. Enfim, da expressao para pequenos valo-
res perto da origem para a teoria completa, i.e. (4.72), podemos ver que é o limite
my — 00 que torna o potencial nao regular na origem. Em suma, a mesma condicao
que causa a unitariedade da teoria - e a auséncia do fantasma massivo de spin 0 -
também causa a divergéncia do potencial em r = 0: vemos, entao, de forma simples
como estes conceitos estao conectados.

Podemos ainda relacionar tais conceitos com a renormalizabilidade ao utilizar a
conjectura de que modelos de ordem superior possuem potencial regular na origem -
e desta conjectura concluir de forma simples que a NGM é nao-renormalizavel, ja que

(5.6) diverge na origem. Por fim, a figura 5.2 sumariza as conclusoes desta segao.

43



Vi)

Va(@)(o = -1, m, <myg)

Ky M m,
In (—)
4m my/|

Figura 5.1: Potencial gravitacional o modelo gravitacional de quarta ordem completo
em trés dimensoes com 0 = —1 e my < my (linha continua) e a NGM (linha tracejada).

Gravitacdo de quarta ordem tridimensional completa

Renormalizavel Renormalizavel
Nao-unitaria
V(0) finito

MNao-unitaria
V(D) finito

a=-3/8p

V(0) divergente

Figura 5.2: Renormalizabilidade, unitariedade, e o potencial gravitacional na origem

referente a gravitacao de quarta ordem completa em D = 3.
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5.3 Gravitacao de quarta ordem

A acao da gravitacao de quarta ordem é dada por

20 Q Ié]

Vemos que esta agao é um caso particular da agao estudada previamente, com oy =

By = [ e os outros parametros nulos. Lembremos que os parametros de massa sao

dadas pelas raizes de (4.28b) e (4.28a). Resolvendo esta equagao obtém-se as raizes
4o 9 4o(D — 2)

m;=——em

3" T 4a(D—1)+ DB

(5.8)

Consequentemente, o potencial para esta teoria, substituindo em (4.4) os parametros

de massa apropriados (para D > 4),

a M D -3\ .p=s D-3 1
V(4 ordem,) _ KD 277 T -
D (T) 0_(27_‘_)% D—2 2 rD—3 +
D-2 =
— m
~(5=1) (%) Kapts

- 1>1<D ) (?) QKL’QS(moT)}a (5.9)

enquanto que, para D = 3,

a M
v(4 ordem) _ K3
3 (r) 1o

[Ko(mar) — Ko(mor)] . (5.10)

Assim sendo, lembrando-se de tomar o limite D = 4,5 em (5.9), recobramos os resul-
tados obtidos em [10].

5.3.1 Um caso particular com potencial classico finito em D =
5

Nesta subsecao mencionamos que a gravitacao de quarta ordem contém um modelo
particular cujo potencial nao-relativistico é finito na origem e nao-renormalizdvel [10],

isto é, vemos que o potencial finito nao é uma condicao suficiente para uma teoria de
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ordem superior ser renormalizavel. Tal modelo é definido em cinco dimensoes, com

m3 = 9m3. De (4.65) podemos deduzir que, onde escolhemos o = 1,

2ordem K M
V5(4 d )(7“) %m {(mg —9m3)(2y — 1+ 2In7)+
2 2
—i—mgln% —9m§1n%] + ... (5.11)

Vemos entdo que a escolha m2 = 9m3 torna o potencial nao-relativistico regular em

r =0, isto é, a = —%ﬁ, com o potencial na origem dado pela expressao
4%ordem 3]€5]\/[7n2 In3
V5( )(O) = —32—75. (5.12)

5.4 Gravitacao de sexta ordem

Por sua vez, a agao da gravitacao de sexta ordem ¢ dada por

20 1
Slgw] = /de 9] <§R + —R(og — yO)R +

2K2

%Ruu(ﬁo _ mm)}w). (5.13)

Uma vez que os parametros de massa sao dadas pelas raizes de (4.28b) e (4.28a),

obtemos as seguintes quatro raizes:

My —25—501 (1 +4/1- 160%) :
(2.2 —25—501 (1 — /1= 160%) :
0.1 —25—51 (1+\/1+40(D—2)%>,
Mgy o = 2% (1 - \/1 +40(D — 2)%) : (5.14)

onde § = (D —1)q; — %Bi para i = 1,2. Em vista disso, o potencial gravitacional para



esta teoria, substituindo em (4.4) os parametros de massa apropriados (para D > 4),

(6%ordem) kpM D -3 D=5 D -3 1
— - 0Pt (22
Vb (r) 0’(271’)% { (D — 2 5 TD’3+

D
D -2 Miy) 2 mea) ?
- (D_1> PR—— Kpza(mear)+
M2 =M\ T
-3
D -2 m22)71 m2\ 2
- (D 1) cpp: ( Kpza(me)ar)+
/Mgy T Mg N T
1 m?2 250
(0),2 (mm),l)
+ Kp_s(myar)+
(D~ 1)(D —2ymZ,, —mZ [\ 7 7O

1 m?o) 1 m(0),2 =
7 7 Kp- 5.15
*XD—mw—mm@rw%m(7*) %“m@ﬂﬁ’( )

enquanto que, para D = 3,

KsM m22 1 m22 2
== 5 2 s—Ko(m)2) + —5—"5— @ 5s— Ko(m2),1)+
m —m
(2),1 2),2 (2),2 (2),1
2
Moy1 Mo),2
+ O Ko(my) + —g— 22— KO(m(om)}- (5.16)
Mo),1 — M0),2 Moy,2 ~ ™o)1

‘/v3(6“o7‘dem) (’I“)

Ao |m

Assim sendo, lembrando-se de tomar o limite D = 4,5 em (5.15) e de que no artigo

[10] definiu-se 31 e a; com sinal oposto a da convengao utilizada aqui, recobramos os

resultados obtidos anteriormente.
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Capitulo

Calibre generalizado de Teyssandier para
uma classe geral de gravitacao de ordem

superior D-dimensional

6.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo uma nova condicao de calibre, a qual facilitard a ob-
tencao de solugoes, na aproximacao de campo fraco, das equacoes de campo para a
classe geral de modelos gravitacionais de ordem superior apresentada no capitulo 4.
Incluiremos, desta vez, o estudo de modelos nao-locais.

A condicao de calibre a ser apresentada é uma generalizacao do assim chamado
calibre de Teyssandier, o qual foi apresentado originalmente para teorias de quarta or-
dem [16]. Este ‘calibre generalizado de Teyssandier’ nos permitiré obter a solu¢ao para
as equacoes linearizadas de campo D-dimensionais para uma fonte pontual parada,
rederivando, por um lado, os resultados obtidos previamente nesta tese sobre o po-
tencial nao-relativistico para uma classe geral de modelos gravitacionais locais!, e, por
outro lado, resultados obtidos por outros meios acerca do potencial nao-relativistico do
modelo nao-local conhecido como gravidade BGKM. De posse deste tltimo resultado,
poderemos investigar se este modelo nao-local obedece a conjectura de que modelos

renormalizaveis de ordem superior possuem potencial classico regular na origem.

Tsto é, cujos fatores de forma sdo dados por funcoes polinomiais do operador d’alambertiano.
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Desta forma, temos dois objetivos neste capitulo. Em primeiro lugar, apresen-
taremos uma nova condicao de calibre e demonstraremos sua utilidade ao facilitar a
resolucao das equacoes linearizadas de campo e, portanto, contrastar as previsoes de
teorias gravitacionais de ordem superior com a relatividade geral no nivel linearizado?.
Em segundo lugar, utilizaremos esta condigao de calibre para verificar se a gravidade

BGKM obedece a conjectura a qual é o tema principal desta tese.

6.2 Equacoes linearizadas de campo e calibre gene-

ralizado de Teyssandier

Iniciamos esta secao relembrando ao leitor a classe geral de teorias gravitacionais

de ordem superior a qual estamos considerando, i.e.

2 1 1
Slguw| = /de lg| (F&—ZR + —RF(O)R+ —RWFQ(D)R“”), (6.1)

2k2 2kK2
onde k2 estd relacionado & constante D-dimensional de Einstein kp através de k% =
4kp. Além disto, para D > 4 podemos expressar kp em termos da constante de
g:g) Fz(?gj:ll));;) Gp. Em D = 4 recuperamos o

= 32n(G. Por outro lado, ¢ é um parametro que pode tomar o

Newton D-dimensional por kp = (
resultado usual® x?
valor 0 = +1 ou 0 = —1, e Fi(0) e F»(0) sao fungdes do operador d’Alembertiano
(0 =¢"V,V,), os assim chamados fatores de forma. Outros termos invariantes como
RumﬁFg(D)R"”aﬁ , B*, R,,R"R, etc. serdo ignorados, uma vez que empregaremos a
aproximacao de campo fraco? e, portanto, consideraremos apenas o setor quadrético
da agao.

Restringindo-nos entao ao regime linearizado, podemos demonstrar que as equagoes

de movimento que resultam de (6.1) sdo

2Conforme dito na introducdo, desvios classicos da relatividade geral possuem uma chance maior
de serem medidos do que desvios resultantes da quantizacao do campo gravitacional. Por exemplo, a
queda proporcional ao inverso do quadrado do potencial gravitacional foi testada até a distancia de
5.6 - 107° metros em experimentos de balancas de torcdo, cerca de 30 ordens de magnitude distante

da escala de Planck.
3Para maiores detalhes, consulte o apéndice A do artigo [15].
Isto é, Juv = Nuv + Khyy, onde h,, denota pequenos desvios em relacdo ao espago-tempo de

Minkowski.
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1 ) 1 .
<20’ — §F2(|:|)D) (Rl(}:jn) — énluyR(hn)) +

— <F1(IZI) + %g(m)) (nWD . aﬂay)R lin) _ —?Tw,, (6.2)

li ~ : U .
onde R,(j,n) e RU™ representam, respectivamente, as versoes linearizadas do tensor de

Ricci e do escalar de curvatura, a saber,

R — g([]hw, 00 h = 0,0 e — Dy Py ) (6.32)

i

RO — H(Dh - aaaﬁhaﬁ) (6.3b)

Ao tomar o traco de (6.2), obtemos

(Fl(D) + %FZ(D)) ORM™ = ( D’i_ 573 5)__21) <20 - %FQ(D)D) R (6.4)

onde T' = n**T,,. Substituindo a equacao acima em (6.2) temos que

(20 - %FQ(D)D) (Rfji;l) — ﬁ R“in)) + (6.5)
+ (Fl(D) n %Fg( ))0 8, R = %( T T,W).

Por outro lado, levando em consideracao a equagao (6.3a) e definindo

r,= <a - %lF2(D)D> Yoy — QL (Fl(D) + %Fg(D))@uR(hn)’ (6.6)
K

onde v, = hy, — %'r]m,h, nés podemos reescrever a equagao (6.5) da seguinte maneira

1 1 1 .
- KOO - =0Ohw + —————n,, RO
(U 120) )( o+ ey =1y e B )+
1 K 1
+ 5 (81,]._‘“ + @LFV) = Z (ij — mnuyT) . (67)

Embora este tltimo resultado seja apenas uma forma de reescrever a equacao de mo-

vimento (6.2), ele nos serd 1til na préxima segao.
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6.3 Calibre generalizado de Teyssandier

Uma vez que estamos considerando uma teoria invariante sob transformacoes de
coordenada quaisquer, ha uma liberdade de calibre a ser fixada. No regime linearizado
esta liberdade de calibre se manifesta em termos da transformacao h,, ~— h), =
hyw — 0,6, — 0,€, [34]. No contexto da relatividade geral, a escolha comum de calibre
¢ o gauge de de Donder, i.e. 9"v,, = 0. Contudo, quando consideramos teorias de
ordem superior, ha outros calibres que podem ser mais convenientes - por exemplo, no
contexto da gravitagdo de quarta ordem, o calibre de Teyssandier [16] é comumente
utilizado, ja que neste calibre as equacoes de campo sao desacopladas.

Neste espirito, apresentamos uma generalizacao do calibre de Teyssandier, o qual
tera um papel similar no contexto da classe geral de modelos gravitacionais descrita

pela agao (6.1). Esta condigao de calibre é dada por
I, =0, (6.8)

onde I', é definido por (6.6). Para demonstrar que é sempre possivel escolher um
sistema de coordenada tal que a condicao acima seja satisfeita, supomos que I', # 0;
consequentemente, sob a transformacao geral de coordenadas h,, — h;“, = hy — 0,8 —

0,€,, nés podemos reescrever

I, =T, - <0 - iFZ(D)D> .. (6.9)

Portanto o calibre I', = 0 pode ser obtido se escolhermos §, tal que
1
(a — ZFQ(D)D) 0g, =T1,. (6.10)

Uma vez que o operador diferencial (0 — %FQ(D)D) [J nao ¢ singular, esta condicao
de calibre pode, portanto, sempre ser imposta. Desta forma, podemos reescrever a

equacao de movimento no regime linearizado como

1 1 n . K 1
- “KROO)( -0, + —2 _pUm ) =2(7  — ———n T 6.11
(O 120 )( 2 00D — 1) i\ B = pged ), 611

onde temos a condicao de calibre

r, = <0 - ig(m)m) O™ Vap — i (FI(D) + %FQ(D)) 9, R"™ = 0. (6.12)
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Demonstraremos, agora, como esta escolha de calibre pode simplificar ainda mais
a equacao de movimento acima.

Em primeiro lugar, definimos a seguinte funcao do operador d’Alembertiano

4o

. (6.13)

Ao substituirmos esta equagao em (6.11), chegamos a

1 1 in K 1
(D + H%(D)> {m ( — Uhy + mmﬁ(l )>} = 2% (Tuu - m”uuT)-

Podemos ainda reescrever a equagao acima como

K 1
onde definimos
Y = L —on.+ ;n R (6.15)
S (S AR ES A |

Por outro lado, tomando o trago da equacao (6.11), temos que

1 1 D ; K
—-FK0O)0) | — =0 —— Rl —____~ 7T 6.16
(J ;120) )[ 2 e } AD-1)"" (6.16)
e tomando a divergéncia de (6.12) temos que
1 v 1 1 (lin)

Combinando as duas ultimas equacoes,, resulta-se que

K2 1

R = T — O Rm) 6.18
W %02 @gO o (01%)

onde definimos

40(D —2)
4D —1)R(0) + DR0O)

K(0) = (6.19)

Utilizando (6.18), junto com (6.14), mostra-se que

_ M )\ _ K B D -1
(e =t s ™) =5 (e~ )00
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Definindo

H,, =hy — Y, + - UWR(hn), (6.21)

(D = Dpg(0)
podemos escrever a equagao (6.20) na forma

K 1
DH/U/ = % (mnij - T/“,) . (622)

Por tltimo, definindo

1

D DRO " (6.23)

¢ =

e utilizando esta defini¢ao em (6.18), obtemos que

R

(D + Mg(D)>¢ = D= (6.24)

Relembrando as equagoes (6.15), (6.21) e (6.23), podemos expressar os desvios da

métrica de Minkowski £, na seguinte forma:

h,uu = H;w + wuu - nw/¢- (625)

Portanto, a solugao geral da equagao linearizada de campo (6.11) no calibre generali-
zado de Teyssandier se desacopla e se torna igual a soma das solugoes de (6.14), (6.22)
e (6.24). Além do mais, a condigao de calibre (6.12) pode ser escrita em termos de con-
digoes nos campos independentes H,,, and 1,,,. Apds algumas manipulacoes algébricas,

explicitadas no apéndice D, podemos deduzir as seguintes condicoes de calibre

I =0 e 000" =00, (6.26)

onde definimos %(fj) =H, — %UWH ey =n"Yu.

Em resumo, a solugao geral da equacao de campo (6.11) satisfazendo a condicao de

calibre (6.12) pode ser escrita como

hyw = Hyy + Yy — 0w, (6.27)

onde H,,, ¥, e ¢ satisfazem

K 1
= — — b (H)
0H,, o ( — 27]WT Tm,), com Oy, =0, (6.284a)
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K 1
<|:| + /.L%(D))'QDNV = % (TNV — m?’]w,T), com OMGV@DW = DT/J, (628}3)

R

(D+4EO)s= 50D —1)(D—-2)"

O conjunto de equagoes acima é analogo ao conjunto obtido pelo calibre de Teys-

(6.28¢)

sandier usual no contexto da gravitagao de quarta ordem: a solucao geral se desacopla
em termos de campos tensoriais e escalares satisfazendo equagoes diferenciais inde-
pendentes, com condigoes de calibre préprias. Em particular, o campo H,, satisfaz a
mesma equacao diferencial da gravidade linearizada da Relatividade Geral no gauge de
de Donder.

Em seguida, faremos uma andlise separada para os casos onde o fator de forma é
dado por uma funcao polinomial do d’alambertiano e para o caso nao-local conhecido
como gravidade BGKM.

6.4 Fatores de forma polinomiais

Nesta secao considaremos que os fatores de forma sao dados por fungoes polinomiais

do operador d’Alambertiano, ou seja
p q
FO) =) a(-0" e RO)=> (-0 (6.29)
n=0 n=0

Para tais fatores de forma, decomposigdes adicionais das equagoes de campo de v, ()
e ¢(r) facilitam suas resolugoes. E esta decomposi¢ao que realizaremos na préxima
secao, para, em seguida, resolvermos as equacoes de campo linearizadas para fontes

estaticas genéricas e, em especial, para uma fonte pontual parada.

6.4.1 Decomposicoes dos campos v, e ¢

Antes de realizarmos as decomposicoes dos campos 1, e ¢, demonstraremos um
resultado preliminar que facilitara nossa tarefa.
Notemos que o inverso dos operadores diferenciais (O+3(0)) e (O+p3(0)) podem

ser escritos como
-1 1 1

O+u(@) = ST )

(6.30)
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_ 1 1
O+ 2@) == - —— 6.31
onde |
P(O)=1-—FKO)O (6.32)
4o
e
4D —1)F (DO + DF(O)O
P)=1 . :
o(0) + 1o(D —2) (6.33)
Denotaremos por
{_mé),p _m%z)ga T —m%Q),qH} € {_m%o),p _m%o)ga SR _m%o),N—i-l} (6.34)

o conjunto de raizes, respectivamente, das fungdes polinomiais P»((J) e Py([J)), onde
max{p, ¢} = N. Em nossa andlise, nos restringiremos aos casos em que estes polinémios
possuem somente raizes simples.

Pelo teorema fundamental da dlgebra, podemos reescrever os polinomios P»(0) e
Py(0) como
= O+ mé),i)

P (0) :H

(6.35)
o1 @)
e
Ziif O+ m ) (6.36)

=1 0):é

Substituindo estas expressoes em (6.30) e (6. 31) e realizando a decomposigao em fragoes

parciais, temos que

O ,20) =5 _S@n 6.37
e
N+1
O+u@O) = Ezj EEETA-) (6.38)

onde, por conveniéncia futura, definimos

M) M{0).m — M0y m

—m
m=1,m#n T (2),n
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Assim sendo, podemos escrever

9 q+1(D +my) )
O = S O+ .
(S p— L LR (6.41)

ZN+1 HN+1 (D—{—m() )

De posse destes resultados podemos demonstrar a seguinte decomposicao com facili-
dade.

Sejam 1, (x) e ¢(x) solugbes das equagoes de campo (6.28b) e (6.28¢), onde F;(0)
e F5(0) sao fungoes polinomiais (tais que Py(0) e P([0) admitem somente raizes

simples). Podemos entao decompor v, (z) e ¢(x) como

g+1
=> Eomtl) (6.42)
n=1
(&
N+1
= &opmo™, (6.43)
n=1
tais que
1
O+ )l = o (T = ) (6.44)
c

K
T

20(D —1)(D —2)

Verifiquemos este resultado para o campo . Substituindo (6.41) e (6.43) em

(O + my), 2) o =

(6.45)

(6.28¢), temos que

q+1 q+1 (D +m )w #
O+ B3O = i -

ZQ-H Hq+1 §(2 (D +m 2)71_) (6.46)

Substituindo entao a equacao de movimento dos campos 1#,(];) na equacao acima temos

que
a1 S (@ +me) |
O+ p2(0 , = t7n T, — —n,T
( +,u2( ))wﬂ Zq—‘—l Hq+1 (D—l—m() )20.( D_lnﬂ )

K 1
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exatamente como esperado. A verificagao para o campo ¢ se dd4 de maneira similar.

Em suma, para fatores de forma dados por funcoes polinomiais, podemos simplificar
ainda mais a equacao de movimento: ao invés de resolver uma equacao onde o operador
diferencial é dado por (O+ p2(0J)) (ou, analogamente, ((J+ p3(0J))), podemos resolver
equacoes onde os operadores diferencias sao dados por ([ + m2),) (ou (O + m@)n)):
basta resolver as equagoes (6.44) e substituir em (6.43) (ou resolver (6.45) e substituir
em (6.42)).

6.4.2 Solucoes das equagoes de campo para fontes estaticas

Ao estudarmos solucoes estaticas, as equagoes de campo se reduzem a

~V2H,, = ng, (6.48)
K
(=V* +me )t = 5T, (6.49)
e
K
(-V*+ m(o),n)¢(n) = §T¢, (6.50)
onde definimos | .
T,Lflll = ; (D _ 277,LLVT - T,lLl/) ) (651)
1 1
T;ipu = ; (Tm/ - D — 177,ul/T) ) (652)
1 1
TY = — T. (6.53)

o(D—-1)(D-2)
As equacoes acima podem ser resolvidas pela técnica das fun¢oes de Green. Neste caso,

obtemos os seguintes resultados

Hlx) = 5 [y (=9 ) 1), (654



Utilizando a representagao de Fourier da delta de Dirac, a saber,

1 - ik (x—
S(x—y) = L /dD Tkek )
obtemos
1 1 D_q, €K Y)
Vé(x—y)* E )D_l/d k 2
_% n(lX;)ﬂ)? SeD: ,
onde 7y denota um regulador infravermelho, e, para D > 3
1 1 etk (x—y)
———(x—y) = — /dD_lk—
-V2+ m%2)7n (2m)P-1 k? + mé)m
D-—3
1 m@).n ==
o (k) e (i)
e
1 1 etk (x—y)
2 —0(x—y) D1 /d 22
1 m(o R
T 20 < X—Y|) Kogs (moae=1)-
Segue que
277" D B)f D—1 H (y)
z ' (57°) J &7y =51, se D >4,
Ho(x)={ @07 (% ey LY
—£ [dP- 1yln<|x y')Tlﬁ,(y) se D =3,
e, para D >3
(M) 7 1
KR (2),n —
(mo)n) 7 1
n R 0),n) 2 _
oM (x) = o APy Kpos (moyulx — y]) T%(y).
2 (2m) = x—yl’= 7

o8

(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)



Desta forma, lembrando que h,, é dado por (6.27), onde v, = qH nw,ﬂ/

e P = ZN:H ngﬁ , temos que a solucao das equacoes de campo para uma fonte

estatica genérica sao dadas por, para D > 4,

D-5

K 1 1 277 D -3 1
h,,x—— I/Dly - F( )( N T (y)+
7 27 (o) \x—y% -y U2 ) =)

g+1
D=3 1
T ( > + Zf(z) m)n K¥ (m@mlx —yl) (TW(Y) - mmuT(Y)) +
N+1

_(D—l D—2) 25 T Koz (moyalx = yl) nwT(y),  (6.64)

l\)

enquanto que, para D = 3,

) = 1 [ dD—1y<1n P (1 () = ) +

q+1
1
# 32 (menabe—31) (o) = 5T ) +

N+1

3 Z €m0 (M(o).nlx —¥l) WVT(Y)) : (6.65)

Na préxima segao analisaremos o caso onde a fonte do campo gravitacional é uma

fonte esfericamente simétrica e, além disto, pontual e parada.

6.4.2.1 Solucao das equagoes para uma fonte massiva pontual

Vamos nos restringir ao caso de fontes esfericamente simétricas, a saber:

TW(X) = P(X)%o??uo- (6.66)

Em primeiro lugar, determinaremos a solucao das equacoes de campo para D > 4. Para

estas dimensoes, substituindo a equagao acima em (6.64) podemos reescrever h,, (x)
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5

ko1 o py) 2% D-3 1
h v X :_—_1/dD ly — — I 1/+
0 2 o D G (RN IV

q+1

D=3 1
- 77#0%0) + 25(2),71(7“(2),71) 2 K% (m(2),n|x - Y|) (77#0771/0 — mﬁmw) +
n=1

N+1

- (D-1)(D-2) Zf 3K§ (moynlx —yl) mV), (6.67)

Além de ser esfericamente simétrica, considereraremos uma fonte massiva, pontual

e parada na origem, isto é, p(y) = MJ(y). Por consequéncia, as solugdes das equagoes

de campo sao

kM 1 (2% /D -3 1
hl, - - r v 14
) 20(2@%%3(74%3 (557 (g o)+

q+1

1
+ 25(2 KD 3 ( me ),nT) (Woﬁuo — mnmy> +
N+1

3
B (D Z 5(0)7 m(o)v K% (m(O),nr) 77/1,1/)7 (668)

onde utilizamos a notagdo r = [x|. Podemos agora determinar o potencial nao-

relativistico, uma vez que Vp = Shog € k? = 4k4. Assim sendo,

kpM D -3 D -3 1
—_ — 2 2 F _—
VD(T) 0‘(27T)D21{ (D—2> < 2 ) TD—S‘{‘

D — 9\ It mé)‘ o~ D3
- (5 Xl ( ) T K+
(2

D—1 1 jm1 U2 r
J#n
N+1N+1 M) D=3
0),n
i e (M) st
n=1 j= 1 0),j (0),n
J#n
(6.69)

onde substituimos as definicoes de §(2), € (0)n-
Conferimos, entao, que, conforme o esperado, o potencial gravitacional obtido resol-
vendo as equacoes de campo utilizando o gauge generalizado de Teyssandier recuperam

o resultado do potencial obtido no capitulo 4 para D > 4.
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De forma analoga, para D = 3 temos que o campo hy,,(r) é dado por

kM r AR 1
h,uz/(fr) 47TO' (ln - (77#0771/0 77111/ + Zf KO (m(Q),nT) (Uuoﬁyo - 577;UJ> +
n=1

— = Z §o)n n?“) nmx) . (6.70)

Por sua vez, o potencial nao-relativistico é dado por

/i M q+1 g+1
Va(r) ==2 K
L {ZH () +
i=1 j=1 )5 ),z
J#i

N+1 N+1 2

—2K0( )}7 (6.71)
m mig)

i=1 j=1" (0),J
J#i

onde, mais uma vez, derivamos o mesmo resultado que o obtido no capitulo 4.

6.5 Um fator de forma nao-local: a gravidade BGKM

Nesta secao aplicaremos o gauge generalizado de Teyssandier para obter a solugao
das equacoes de campo para uma fonte pontual de massa M para uma teoria com fator
de forma nao-local: a gravidade BGKM [7].

A gravidade BGKM é uma teoria simultaneamente livre de fantasmas ao nivel
de arvore e renormalizavel [27]. A nao-localidade desta teoria surge da existéncia de
infinitas derivadas na equagao de campo e pode ser entendida, heuristicamente, da
seguinte forma [27]: para resolver as equagoes de campo em uma regiao em uma teoria
de derivadas infinitas, nds temos que informar uma quantidade infinita de quantidades
iniciais, o que equivale a conhecer a condicao inicial nao apenas em uma pequena regiao,
mas em todo espaco, isto é, a funcao completa, incluindo informagao nao-local.

Resultados promissores foram apresentados para a gravidade BGKM, como a au-
séncia de singularidade de buracos negros no regime linearizado [35] e a auséncia de
singularidades cosmoldgicas [7]. Contudo, quando considerada corregoes de 1-loop, a

teoria deixa de ser livre de fantasmas [36].
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Em nossas convengoes, os fatores de forma para a gravidade BGKM sao dados por

O
w1 em? — 1

(S FQ(D) =—4 O s

(6.72)

onde o parametro m estd associado a uma escala de nao localidade L ~ m~!. Desta

forma, podemos reescrever a acao da seguinte forma,

a
2 em? — 1
Slgw] = = / dPz+/|g] (R— G R“”) , (6.73)

onde fixamos o = 1 e G, representa o tensor de Einstein. Por sua vez, as equacoes de
movimento para os campos 1, € ¢ sao dadas por, onde substituimos (6.72) em (6.28b)
e (6.28c),

em? K 1
U == | T — =——nuT .74
em%—l Yy 2(# D_lm ) (6.74)
e
o
em? K
——p = T 6.75
=T a2 (6-75)

Como estamos interessados em estudar solugoes estaticas, as equagoes de movimento

se reduzem a

K
~V*H,, = §Tg, (6.76)
V2
em? K
o7 (V) = 5T, (6.77)
em? —1
e
V2
em? K
v2 (—V2)¢ = §T¢7 (6.78)
em? — 1
onde T}/, T}, e T? sdo novamente dados por (6.51), (6.53) e (6.52).

Resolvendo as equagoes acima pela técnica das fungoes de Green, obtemos:

K 1 eik'(x_)’)
_ (D-1) (D-1) H
Hyy(x) = §W/d y/d ke Tw(y), (6.79)
K2 k- ( )
ko1 em? — 1™\ XY
x) =~ [ gD /d<D—1>k; T ,
77Z)# (X) 9 (27T)D_1 / Y 6:122 k2 ,u,u(y)a (6 80)
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k2 .
K 1 em? — 1 etk (x-y)
_ K (D-1) (D-1) T%(y). 81

Substituindo as equagoes acima em (6.27) e realizando a integral em k, temos que a

solucdo da equacgdo de campo de h,, (r) (onde utilizamos novamente a notacao r = |x|)

para uma fonte estatica qualquer é dada por

7)== @%/ Py ()
o (B (g S nte) . e

onde D > 3 e I'(x,y) denota a fungdo gamma incompleta.

6.5.1 Fonte massiva pontual e potencial nao-relativistico

Restringindo-nos ao caso de fontes esfericamente simétricas, a saber,
T,ul/(x) = P(X)WOUVO, (683)

temos que a equacao de campo de hy, (x) pode ser escrita como

o) = (;T [ty 20 [T (25

D -3 m?*x —y/? 1
- F ( | | ) } X (Uuonuo - —77,uu>7 (684)

2 7 4 D -2

Particularizando ainda mais o nosso estudo, vamos considerar uma fonte pontual parada

na origem do nosso sistemas de coordenadas, ou seja,
p(x) = Mé(x). (6.85)
Por consequencia, a solucdo da equagao de campo de h,,(x) é dada por

D -3 D —3 m?r? 1
(25) (2522 ey

(6.86)

D-7

272 M

(27r)% rb=3

hu(x) = —K
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Uma vez que Vp = $heo, 0 potencial gravitacional D-dimensional da gravidade
BGKM se escreve como

9

2% D—-3 M D-3 D —3 m2?
— 2 r({=—=2)-_r(=—2 .
VD(T) K (271‘) D;l D —2prD-3 [ ( 2 ) ( 2 7 Y ) ] ) (6 87)

onde, lembremos, este resultado é valido para D > 3. Além disto, notamos que este
potencial concorda com resultados obtidos anteriormente por outros meios [37].
Para obter o comportamento na origem do potencial gravitacional, substituimos em

(6.87) a seguinte expansao em série de poténcia da fun¢do gamma modificada:

(6.88)
prt (a+ k)k!
Obtemos, assim, que
27" D-3 m» D-3 _(MQ]k
Volr) = =" 5 5 2 6.89
olr) (QW)%D—Q (2) o (T—3+(%)2)k| ( )

Tomando o limite » — 0, temos que o potencial gravitacional na origem é dado por

D-7
277 mN\D-3 M
Vol0) = —r* o (5) 5 6.90
isto é, um potencial regular independente da dimensao do espacgo-tempo. Dado que a
gravidade BGKM é super-renormalizavel independentemente da dimensao [38], vemos
que a conjectura de que modelos renormalizaveis de ordem superior possuem potencial

finito na origem ¢é verificada para esta teoria nao-local.
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Capitulo

Conclusoes e perspectivas futuras

Nesta tese intencionamos verificar a conjectura de que teorias de campos de ordem
superior possuem potencial nao-relativistico regular na origem ao estudarmos uma
extensao da eletrodinamica de Maxwell, a eletrodinamica de Lee-Wick, e uma classe
geral de teorias gravitacionais de ordem superior.

Ao estudarmos a eletrodinamica de Lee-Wick D-dimensional, verificamos sob quais
condicoes esta teoria obedeceria a conjectura em qualquer dimensao: a saber, que para
D > 5 estes modelos apresentem apenas teorias nao-renormalizaveis. Como subproduto
desta investigacao, apresentamos uma prescricao simples para o céalculo do potencial
D-dimensional de modelos eletromagnéticos a partir de um modelo correspondente
escalar.

No que tange a classe geral de teorias de gravitacao de ordem superior, restringimo-
nos inicialmente - no capitulo 4 - a uma classe geral de teorias locais, cujos fatores de
forma sao fungoes polinomiais, e que possuem polos simples e reais. Deduzimos entao
que a condi¢ao necessaria para (super)renormalizabilidade por contagem de poténcia
implica na condicao suficiente para o cancelamento de singularidades newtonianas,
verificando, assim, a conjectura de que modelos renormalizaveis de ordem superior
possuem potencial nao-relativistico regular na origem para estas teorias. No apéndice
B relaxamos a condigao anterior e incluimos teorias que possuem polos complexos,
obtendo o mesmo resultado que o anterior. Ademais, obtemos no capitulo 6 o potencial
gravitacional para uma teoria nao-local - a gravidade BGKM - e pudemos verificar a

conjectura para este modelo. Esperamos que o resultado se generalize para uma teoria
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nao-local genérica.

Nosso outro objetivo no capitulo 6 foi apresentar uma nova condicao de calibre que
generaliza o assim chamado calibre de Teyssandier, o qual foi proposto originalmente
para a teoria gravitacional de quarta ordem quadri-dimensional. Valida para a classe
geral de teorias gravitacionais de ordem superior estudada nesta tese - possibilitando,
inclusive, o estudo de modelos nao-locais -, esta condicao de calibre facilita a tarefa de
determinar a solucao das equacoes de campo de uma teoria gravitacional no regime line-
arizado. Em suma, esta condicao desacopla as equacoes de campo em diferentes setores
e condigoes de calibre, com um dos setores reproduzindo a dinamica da Relatividade
Geral.

De posse deste calibre generalizado de Teyssandier, obtemos a soluc¢ao da equagao
de campo linearizada para uma fonte pontual parada, de massa M, tanto para teo-
rias polinomiais genéricas quanto para o modelo nao-local aludido anteriormente, a
gravidade BGKM. Desta forma, por um lado, pudemos recobrar os resultados obtidos
anteriormente acerca do potencial gravitacional de uma classe geral de modelos gravi-
tacionais cujos fatores de forma sao fungoes polinomiais, e, por outro lado, pudemos
estender o estudo da conjectura para a gravidade BGKM. Futuramente, nosso grupo
de pesquisa investigara a estrutura dos invariantes de Kretschmann de tais solugoes, a
ser publicada em [41].

Outras aplicacoes do calibre generalizado de Teyssandier incluem a discussao dos
graus de liberdade de ondas gravitacionais', a solucao de distribuicoes de matéria es-
taticas e esfericamente simétricas que nao sejam pontuais - e consequentemente a dis-
cussao da estrutura de singularidades para tais casos - e a determinacao do campo
gravitacional de uma corda césmica reta.

Outras investigagoes possiveis acerca da conjectura inclui a sua extensao para uma

teoria nao-local genérica, cujo potencial j& foi determinado na referéncia [42].

'Esta aplicagao jé foi realizada por Patric Holscher na referéncia [39].
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Apéndice

Quem tem medo de fantasmas (de ordem

superior)?

Assim como seu titulo, o conteido deste apéndice serd baseado na referéncia [26].
Nosso objetivo é demonstrar, através de um sistema simples, os problemas associados
a teorias de ordem superior, a saber, a presenca de fantasmas e a instabilidade classica.

O sistema considerado descreve um campo escalar de ordem superior através da

lagrangiana
1
L= =50 (0+mi) (O+m)¢—Ag", (A1)
onde a dependéncia espaco-temporal dos campos estd subentendida. Definindo
0O 2
by = ( :‘ m2)2¢ . (A.2)
2(m3 — mi)]>
e - )
¢2 = ( :_ml);b 19 (AB)
2(m3 — m{)]2
podemos reescrever (A.1) como
L=y @+m Ly O+ m2 i\ 4 A4
——5%( +m1)¢1+§¢2( +m2)¢2—m(¢1—¢2)- (A.4)

Desta forma, decompomos a lagrangiana original de quarta ordem em uma lagrangiana
composta por dois campos de segunda ordem interagindo por um acoplamento quartico.

Contudo, o termo cinematico e o termo de massa para 1, tem sinais opostos daquele
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dos campos usuais. Podemos ver seu significado ao determinarmos a hamiltoniana, isto

1 4\
H= 3 (07 + (V)? + maus — v5 — (Viha)® — miy3] + m(% — 1),
onde m; = % e My = —%.

Vemos portanto que, classicamente ao menos, excitagoes do campo 1, tem energia
negativa. Se A\ # 0 os campos podem trocar energia através do acoplamento quartico e
apenas a energia total é conservada; se os campo ¥ e 1), irao adquirir, respectivamente,
irrestrita e enorme energia positiva e negativa dependerd das condicoes iniciais, isto €,
tais teorias no geral sao classicamente instaveis.

Um campo de fantasmas (ghost field) é definido como sendo um campo com energia
cinética negativa [26]. Neste momento é bom destacar a importancia de se distinguir
os fantasmas bons dos fantasmas ruins em uma teoria quantica. Um bom fantasma
nao viola principios fisicos uma vez que nao estao associados a estados fisicamente ob-
servaveis, ao contrario de fantasmas ruins. Como exemplos de bons fantasmas citamos
a componente temporal do campo vetorial A,, associada a eletrodinamica quantica,
e aos ghosts de Faddev-Popov. De fato, ambos ghosts sao necessarios para manter

a consisténcia da teorial

. Tendo dito isto, prosseguiremos a explorar a aparéncia de
fantasmas no modelo de ordem superior aqui estudado.

No nivel quantico, mesmo na auséncia de interacao podemos ter problemas. Para
vermos isto, utilizemos os métodos usuais para determinarmos o propagador da teoria
livre descrita por (A.1) no espago de momentum, encontrando

Dk) = —— (kz_lm%—kgl 2>, (A.5)

2
my — My — ma

o que é, também, a diferenca entre os propagadores dos campos ¥, e 5. Estudemos o
significado do sinal negativo do segundo termo. Podemos associar este termo como o
propagador do campo 1, com massa msy e expandir tal campo em operadores de criacao
e destruicao, a saber,

_ 1 dg_k a eik:p dT e—z’kz
) = oo [ g [ ke ] (A6)

INo primeiro caso, tais fantasmas sdo necessirios para cancelar a componente longitudinal do
campo vetorial. No segundo caso, nos referimos a consisténcia da formulagao funcional de uma teoria

de gauge.
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Os operadores de criacao e destruicao desta expansao, uma vez que dao origem ao
propagador acima descrito, obedecem relacoes de comutagao com o sinal oposto ao caso

usual,
[&z(k), &;(k’)] — 2kO5(k — ). (A7)

Isto implica que o estado [(d3k/2k%)f(k)ah(k)|0) contém uma particula com norma

negativa
Pk
- [ Sl s, (A8)

Tais estados tornam o espaco de Hilbert em um espaco com métrica indefinida. A
matriz S deve ser unitaria para que haja conservacao da probabilidade, isto é, deveria
obedecer STnS = 1 em um espaco com métrica indefinida, onde 7 pode assumir valores
negativos. No entanto, a matriz S obedece a condicao SS' = 1, uma vez que é a
exponencial de um operador anti-hermitiano (i.e., S = Te(~*/ Hintd))  Portanto temos
violagao da unitariedade da teoria e vemos que a presenca de fantasmas como o acima
levam a perda da unitariedade.

Note que, se encontrarmos subsespacos de norma positiva do espaco de Hilbert
dos estados assintéticos de entrada e saida, denotados por | e )

out)
AN 7

out»

tal que S :
entao a matriz S restringida a este subsespaco é unitaria. Em outras
palavras, a unitariedade pode nao ser violada se os estados fisicos encontrarem-se em
um subsespaco de norma positiva do espaco de Hilbert que é preservado pela interacao.
Desta forma, pode-se tentar formular teorias de ordem superior unitarias, conforme
referenciado na introducao.

Em seguida, podemos nos perguntar: como determinar, em uma teoria qualquer,
se estao presentes fantasmas ruins? Conforme determinado em [27], em uma expansao
perturbativa ao nivel de arvore basta determinar o sinal da parte imaginaria do residuo
do propagador saturado com as correntes externas: se este for positivo nao ha fantasmas
que violam a unitariedade, se for negativo, sim. E esta prescricao que sera utilizada no

estudo de unitariedade ao nivel de arvore dos modelos estudados.
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Apéndice

Investigando a conjectura para teorias
eravitacionais de ordem superior com polos

complexos

Neste apéndice reinvestigaremos a conjectura de que modelos gravitacionais de or-
dem superior renormalizaveis possuem potencial nao-relativistico finito na origem, in-
cluindo, desta vez, modelos que possuem estados massivos correspondentes a polos
complexos. De acordo com a literatura [40], se incluirmos apenas fantasmas corres-
pondentes a polos complexos, a teoria pode ser formulada como unitaria no sentido de
Lee-Wick, ja que todos os fantasmas sao instaveis.

No que tange ao conteudo de particulas de tais teorias, pode ser demonstrado que

cada particula “fisica” !

associada a um polo complexo corresponde a um fantasma cujo
polo, no plano complexo, esta localizado no ponto o qual é o complexo conjugado do
ponto onde reside o polo da particula fisica [30].

Iniciaremos o apéndice determinando o potencial nao-relativistico para tais teorias.
Consideremos novamente uma classe geral de teorias gravitacionais de ordem superior

descritas pela agao (4.2), cujo propagador livre (no espago de momenta) pode ser escrito

Tsto ¢, uma particula que nio seja um fantasma.
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CcOo1mo

1 (2) 1 1 (0-5) | 22 H()
Dwaoslk)=———P — P P
et ) = Sagu) s ™ (D= 2) ohQu(e) et + g Pt
4X (D — 1) (0—w) D -1 (0—sw) (0—ws)
PO ( PO,
* (k2 o(D - 2)k2Q0(k;2)) was ~ (D — 2)k2Qe(R2) \ wwed T Lwas
(B.1)
onde {P(Q), -, POl denota o conjunto de operadores de Barnes-Rivers e nds de-
finimos
1
Q(k*) =1+ 4—/€2F2(_k2)7 (B.2)
o
e
(k) =1 -~ (D= DR + ZR) (B.3)
T (D -2) ! 477 ‘ '

Desta vez, ao reescrevermos (B.2) e (B.3) utilizando o teorema fundamental da algebra,
incluiremos a possibilidade de raizes complexas. Consideraremos, mais uma vez, que

os fatores de forma sao funcoes polinomiais do operador d’Alembertiano, isto é

=Y 0. (-0)" e B(O)=) 8(-0)" (B.A)

Seja
{m%z),p m%z),m s am%Q),é-H} e {m%o),b m%o),m s ,m?o),]vﬂ}, (B.5)

o conjunto, respectivamente, de raizes reais das funcoes polinomiais Q2(k?) e Qo(k?),

enquanto

* 2 2 *2

{77(2 2),1:M2),15 " 512y n(z),r} e {77(20),17 77*02),17 T 777(20),37 77*02),3}7 (B.6)

sdo, respectivamente, o conjunto de rafzes complexas dos polinomios Qz(k?) e Qo(k?).

Assim sendo, como um polinomio de grau n tem n raizes, temos os seguintes vinculos

qg=q+2r e  max{p,q}=N+2s=N. (B.7)
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Utilizando-se do teorema fundamental da algebra e realizando a decomposigao em fra-

¢oOes parciais, podemos reescrever o propagador como

D—3 1 q+1 g+1 1
Prooo(B)lio—0 = =5 (D 2) K o ( ) ZH —u 2,0 K+ 1), "

=1 j= 1
JFi
1 N+1IN+1 1
4+ = (B.8)
a(D—l D —2) z;jnl .—g(0)2k2+u (0).
J#

onde definimos

2, T+, (B.9)

m(0),i 7Z.:17"'7N+17
i =\ Noyi i =N+2, ,N+s+1, (B.10)
Mo i=N+s+2- N+2s+1.
Ao seguirmos a prescricao para o calculo do potencial nao-relativistico para modelos

gravitacionais enunciada no capitulo 2, encontramos que o potencial gravitacional é
dado por (para D > 4)

VD(”:_%(ZA){’;{@—;P < 2 )

g+1 g+1 12 i D-s
2), 2)i

( )ZH ()J ( (r> ) K ps (p2),i7)+

i=1 j= 1 )8

J#i
1 N+1N+1 M%) o) %
0),j 0),i
+ Kb 3(/LOZT) , (Bll)

CEIGES E}Huzm,j—ua»,i( >) X
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enquanto que, para D = 3,

M [ L ,u% )
Va(r) = s Ko(m,ir)+
8c(2m) ;Hﬂ%z),]_“é)ﬂ ?
J#
N+1N+1 “(0 ),j
- Z H 0 Ko(m (0),1T) (B.12)
=1 o 1 ,u (0),2

JFi

Conforme esperado, o potencial gravitacional é uma quantidade real, uma vez que
os polos complexos surgem em pares, um complexo conjugado ao outro. Além disto,
verifica-se diretamente que as condigoes suficientes para o cancelamento da singulari-

dade newtoniana nao sao alteradas pela presenca de polos complexos, isto é
e 2¢+4— D > 0 implica cancelamento da singularidade newtoniana para D par;
e 2¢g+3—D > 0 implica cancelamento da singularidade newtoniana para D fmpar.

Uma vez que as condigoes necessdrias para a (super)renormalizabilidade por contagem

de poténcia também nao sao alteradas, i.e.
e 2¢+4—D =0 ~ implica renormalizabilidade por contagem de poténcia;
e 2¢g+4— D >4\ ~ implica superrenormalizavel por contagem de poténcia,

podemos mais uma vez concluir que a condigao necessaria para a (super)renormalizabilidade
implica na condicao suficiente para o cancelamento da singularidade newtoniana, verifi-
cando, assim, a conjectura de que modelos renormalizéveis de ordem superior possuem
potencial nao-relativistico finito na origem, mesmo que tais modelos possuam polos

complexos.
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Apéndice C

Uma prescricao simples para o calculo do

propagador para teorias gravitacionais de

ordem superior

Para se determinar o propagador livre para teorias gravitacionais de ordem superior,

realizamos o seguinte procedimento.

e A métrica g, é decomposta como

G (%) = N + Khy (), (C.1)

onde 1), ¢ a métrica de Minkowski e h,, ¢ o campo quantizado que representa
pequenas flutuagoes em relacao a primeira. Ao substituir esta decomposicao na

lagrangiana original, nés a linearizamos. Esta lagrangiana serd denotada L,.

e Adicionamos a £, uma lagrangiana apropriada L,y que fixara o gauge.

e Reescrevemos a parte livre da lagrangiana resultante £ = £, + L,y em sua forma
bilinear

1
L= 5W(OW,QBW : (C.2)

e Invertemos o operador O, o3
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Tabela C.1: Tabela multiplicativa para os operadores de Barnes-Rivers.
pR  pl)  p(-s) pO-w)  p(0-sw) p(0—ws)

pP® P 0 0 0 0 0
P 0o PH 0 0 0 0
po= o 0 PO 0 plO==w)
pO= 0 0 0 pl=) 0 plO=ws)
po==w 0 0 0 pO=sw) g plo=s)
e N (R pl=w

A dltima etapa é facilitada pelo uso dos operadores de Barnes-Rivers [31]. Os
operadores de Barnes-Rivers D-dimensionais no espaco dos momentos sao dados por !

1 1
P(Z) 5 <0uf{9w\ + QNAHV/i) - =0 Qri)\)

e D—1 nv

1

P;Szll?m\ = 5 <0MHWV>\ + eukwuﬁ + HVAW/LH + emewu)\>7

s 1 Y
5 ,SSM) = 510w, P,Eg,m) = Wi,

(0—sw) 1 0 (0—ws) 1
= ————=U Wk, P — T = % ygn )
LV, /—D —1 7 A AN /—D —1 " A

kuk kuk, ~ . .
onde QW = N — ‘]:2” e Wy = 22” sao, respectivamente, os operadores de projecao

vetorial transversal e longitudinal usuais, que satisfazem as relagoes
(6% (0% (0%
000y = 0,0, Wyaw, = wu, € Gw, = 0. (C.3)

A tabela multiplicativa para esses operadores é exibida na Tabela C.1.
E importante frisar que a tarefa de calcular o operador O é enormemente facilitada

se utilizarmos as seguintes identidades

1
[P 4 P PO 4 PO = o Olustlo + a7,

LA construcdo dos operadores de Barnes-Rivers e o porqué de termos proporcionais a estes opera-
dores no propagador corresponder a existéncia de uma particula com determinado spin (com excecao

de POO—sw) ¢ P(O-ws)) pode ser encontrada em [27].
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|:2P(0_5) + P(O_w) + \/E(P(O—sw) + P(O—ws))] = NupMkrs

UV,

1
(2P0 4 4 PO~ (Muckvkr + nurkuke + muakukes + nuekky),

LUK - ﬁ
1
[2P<0—W> + V2 (PO P(O‘“’s))} = E(nuukuk)\ + Neakuky),
LV, K
0—w 1
P/EZ/,N)\) = ﬁ(ku + Ky + ke + kk)

Se escrevermos agora o operador O na forma genérica
O = a1 PY + 2, P? 4 2, PO 4 2, PO 4 0, PO 4 2, PO (C.4)

e levarmos em conta que OO~! = I, onde O~! é o propagador, obtemos prontamente

o1 —LtpoLpo 1

X1 X2 Lsly — Lswlws
. xswP(Ofsw) . stP(Ofws)] ]

(2, PO 4 2, PO~) 4
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Apéndice D

Condicao de calibre para os campos

desacoplados Hy, € ¥

Neste apéndice nés demonstraremos que a condicao de calibre I') = 0 implica
condicoes de calibre independentes para os campos desacoplados H,, e 1,,, a saber
oy =0 e 0,0, = 0Oy.

No intuito de provar a primeira condigao, vamos reescrever I', = 0 como 0" B,,, = 0,
onde, por (6.6), nds temos

1 1 1 ~
B/U’ = (0' - ZFQ(D)D) /y'uy - % (FI(D) + §F2(|:|>> nuuR(hn)‘ (Dl)

Nos iremos agora reescrever o primeiro termo na equacao acima em termo dos campos
desacoplados. Ja que por defini¢ao v,, = h,, — %nw,h, utilizando (6.25) nés podemos

reescrever 7y, como

D -2

1
Tuv = ’Y;(LIJ) + w,uu - én,uzﬂ/} + N (T) Qb, (D2)

onde 7,(5) = H,, — %UWH . Substituindo a equagao acima em (D.1) e levando em

consideracao a defini¢do do parametro p3(0J) (isto é, a equagao (6.13)), nés temos que

LA () . D=2
BHV - M2<D) |:(/L%(D) + D) (’Y,uz/ + ¢uu 277MV77Z) + 77,uu ( 2 ) ¢>} +

2

-~ i [Fl(D) + %FQ(D)} M R (D-3)
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Assim sendo, utilizando as equacoes de movimento dos campos desacoplados, isto é, as
equagoes (6.14), (6.22) e (6.24), nés temos

D —2
_ i [Fl(D) + %FQ(D)} me(lin)' (D.4)

Por tltimo, pela defini¢do do campo ¢, isto é, a equagao (6.23), e pela defini¢ao dos
parametros p(0J) and p3(0), nés podemos deduzir que

By =o71). (D.5)

Portanto, a condicao de calibre I', = 0B, = 0 implica 6“755) = 0.
A condicao de calibre restante pode ser demonstrada com facilidade. Uma vez que

o parametro 7, pode ser escrito em termos da versao linearizada do escalar de Ricci

por
1 1
W&mwzimh—gﬁmk (D.6)
nos temos que, utilizando (6.23), (6.25) e (D.2),
0,0,Y" = . (D.7)
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Apéndice E

Tabela de integrais

As integrais relacionadas ao potencial nao-relativistico dos modelos estudados nesta

tese podem ser escritas como

1

I(r) = W/d’jlkeik‘rfﬂk]). (E.1)

Iniciaremos a resolucao desta integral por reduzi-la a uma integral unidimensional.
Como esta integral é independente de quais direcoes sao escolhidas para os eixos car-
tesianos de k, podemos, para um valor fixo de r, escolher a direcao de k; ao longo de
r. Escrevendo o elemento de volume infinitesimal em coordenadas esféricas em D — 1

dimensoes (k, 01, ...,0p_5), onde k denota |k| e #; é o angulo entre k e r, temos

D-2
A"k = kP72 I sen”>"'6,d6; (E-2)
i=1
Da equagao (E.1) concluimos entao
1 o0 s .
I(r)=——=— [ dkkP?f(k) | db; ™S, E3
") = 5 | 1) [ et (8.3
onde Sp_3 ¢é a area da superficie de uma D — 3-esfera, isto é,
D-2
2z
Sp_3 = —. (E.4)
r(%2)
Agora, tendo em mente que [25]
" iB cosk 2v 27 1 1
dk e sen”k = /7 3 I'(v+ 5 J.(B), v>=g, (E.5)
0
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nos chegamos a conclusao

1 > D1
](T)::ZEESBZTZBZELK: Ak KF F(R) T (k). (E.6)

onde D > 2. Nesta tese serd considerado os casos onde f(k) = 75 ou f(k) = -

Consultando [25] ou resolvendo em um software de computacao algébrica temos que

00 B . D—
/ dk k™7 Jpos(kr) =272 T (—2 3> . (D=4,5), (E.7)
0 2
D—-1
oo kT D3
de forma que
1 b €T 1 2% (D3
G | R et () P ®9)
(§
1 po1y, €71 m\ “z°
(2m)P / T e T o () © Koplmr), D=3 (B10)

De (E.7) para (E.9) um procedimento de regularizagao foi utilizado. Como (E.7) diverge
para D > 5, realizamos o procedimento de regularizagao dimensional, isto é, realizamos
uma continuagao analitica da fungao definida em 4 < D < 5 para obter sua expressao
para dimensoes D > 5, o que é permitido, uma vez que esta funcao é analitica neste
dominio. Realizamos o procedimento analogo de (E.8) para (E.10). Tal procedimento

foi inspirado na referéncia [22].
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