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RESUMO

Neste trabalho introduzimos vérias ferramentas para a
contagem de diagramas de Feynman conectados usados
em diversas teorias fisicas. A base da enumeracao explora as
propriedades combinatérias do teorema de Wick, obtendo
recorréncias que relacionam o numero total de diagramas
e o numero total de diagramas conectados. As recorréncias
podem ser resolvidas numericamente, permitindo obter o
namero exato de diagramas conectados para grandes ordens
de perturbacdo. Solugdes exatas das recorréncias também
sdo possiveis, e quando sdo encontradas levam a expansao
assintética do numero de diagramas com grande grau de
precisdo. Na teoria de muitos corpos, os diagramas de
Feynman conectados com duas pernas externas sao colocados
em correspondéncia com mapas enraizados, objetos usados
em topologia algébrica. A partir da literatura matematica,
damos uma introducdo concisa e acessivel destes interessantes
objetos. Por ultimo, introduzimos um novo algoritmo para
construir explicitamente os diagramas de Feynman do vacuo
na teoria ¢p* com suas multiplicidades (ou fatores de simetria)
extensivel facilmente a qualquer teoria ¢, explorando
novas inter-relagdbes combinatdrias inerentes ao processo

de construcao dos diagramas. Palavras chave: Diagramas

de Feynman, mapas enraizados, combinatéria enumerativa,

teoria de grafos, andlises assint6tico, algoritmos.






ABSTRACT

In this work, we introduce various tools for count Feynman
connected diagrams used in some physical theories. The
enumerative process exploit the combinatoric properties of the
Wick theorem, getting recurrences relating the total number of
Feynman diagrams with the number of connected Feynman
diagrams. The recurrences can be solved using simple
numerical methods, allowing to obtain the exact number of
diagrams for big perturbation orders. Exact solutions also
are possible, and when are founded they lead to asymptotic
expansion of the number of diagrams with great accuracy. In
the many body case, the Feynman connected diagrams with
two external legs are put in correspondence with the rooted
maps (objects in algebraic topology). From the mathematical
literature we give a concise and accessible introduction of these
interesting objects. At last, we introduce a new algorithm to
explicitly build the Feynman vacuum graphs in ¢* theory and
their respective multiplicities (symmetry factors) extensible
for any ¢" theory, exploring new combinatorial interrelations

inherent in the process of diagrams construction. Keywords:

Feynman diagrams, rooted maps, enumerative combinatorics,

graph theory, asymptotic analysis, Algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese versa sobre alguns aspectos de certos objetos chamados diagramas de
Feynman, amplamente associados ao tratamento perturbativo na teoria quantica. Seu uso
é preponderante em teoria quantica de campos (na formulacao relativistica e euclidiana)
como em teoria quantica de muitos corpos. Basicamente, temos um sistema plenamente
formulado (um campo quantico com um estado fundamental estdvel -chamado vacuo- e
as excitacdes do campo chamadas particulas; ou, no caso de muitos corpos, um ensemble
de entidades bem definidas -particulas- tomadas em conjunto e atendendo unicamente
ao principio de simetrizacdo ou anti-simetrizacao em que seus estados sdo descritos em
conjunto) chamado sistema livre, e o sistema interagente geralmente entendido nos termos
do sistema livre. Se a solucdo dos dois (diferentes) problemas existe, entdo obtemos
dois conjuntos completos de auto-estados, que descrevem os dois espacos de Hilbert dos
sistemas. A assuncao é que o espaco de Hilbert dos dois sistemas sdo equivalentes e que
a solucao do sistema interagente pode ser formulada a partir do sistema livre no quadro
de interagdo. A teoria interagente é compreendida como uma pertubacao da teoria livre
através de uma série perturbativa cujos termos expressam todas as “flutuacdes” da teoria
com interacdo arespeito da teoria livre. Os diagramas de Feynman sao uma forma de ilustrar

todos os termos da série perturbativa.

Se as condicdes sdo satisfeitas, isto é, se a teoria interagente existe e também é
unitariamente conectada com a teoria livre, entdo, o quadro de interacdo fornece uma
forma de calcular, ate a ordem de precisdao desejada, os elementos da teoria interagente
a partir da teoria livre. Nos primoérdios da teoria quantica de campos a aplicagao
deste conjunto de receitas levou a uma particular comog¢do: a maioria dos termos da
série perturbativa eram expressoes divergentes. Felizmente, uma série de procedimentos
sistemadticos foram encontrados para eliminar consistentemente estas divergéncias. E

melhor ainda, parametros obtidos diretamente a partir dos experimentos podiam ser

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

introduzidos nestes procedimentos para obter predicdes extremamente precisas. Estes
procedimentos, conhecidos hoje como renormaliza¢do, foram um marco crucial para nosso

atual conhecimento do microcosmo.

Porém, uma parte do estupor inicial causado pelas expressdes divergentes ainda
persiste: € valido considerar garantida a existéncia da teoria interagente a partir da grande
precisdo obtida e em acordo com a experiencia? A corrente construtivista tem um particular
foco em mostrar a existéncia de teorias interagentes, ja que a teoria livre (apesar de existir)
s6 é conectada unitariamente com teorias livres (Teorema de Hagg), ou em outros termos,
em teoria quantica de campos o quadro de interacao (o fundamento do célculo perturbativo

em TQC) ndo existe!

Talvez a questdo esteja em como interpretar estes termos da série perturbativa
e o procedimento de renormalizacdo. Um dos procedimentos usado para renormalizar
estes termos é o procedimento BPHZ. A particular estrutura das subdivergéncias neste
procedimento é encontrada em conexdo com as algebras de Hopf, uma particular e rica
estrutura matemadtica, sendo expressa a conexdo em termos diagramadticos [35]. Outro
assunto de interesse é o estudo da série perturbativa como um todo. A série perturbativa
em geral tem um caréter assintdtico, simplesmente significando que o raio de convergéncia
associado é zero ou, em outros termos, que a série como um todo diverge. O estudo de séries
divergentes é uma drea estabelecida da matematica e ¢ comumente estudado métodos para
associar valores numéricos a séries divergentes (somabilidade). Estes métodos podem ser
aplicados a QFT e de fato dao indicios sobre o caréter das séries perturbativas. Em particular,
o incremento fatorial do nimero de diagramas para ordens crescentes aparenta ser a causa

do caréter divergente da série perturbativa [51].

Um fato interessante acontece quando tomamos a teoria em dimensdo zero. Na
abordagem funcional, o gerador funcional expresso em funcao da a¢do da teoria converte-se
explicitamente na funcdo geradora do ntimero de diagramas de Feynman. Em outras
palavras, fazer teoria quantica de campos em dimensdo zero corresponde ao estudo da
combinatdria enumerativa dos diagramas de Feynman. Isto é conhecido desde longa data
[19], e tem-se estendido como o método usual para contar diagramas em TQC [9]. Na
combinatdria enumerativa, o uso da técnica de funcoes geradoras entra em correspondéncia

com técnicas de andlise complexa [27].

Os diagramas de Feynman tem-se convertido também em uma maneira qualitativa
de representar processos em teorias ndo tdo bem estabelecidas (por exemplo, em sistemas
de muitos corpos fortemente correlacionados, ou na fisica nuclear). A principal razao
para estudar os diagramas de Feynman é certamente obter a amplitude de espalhamento
de um determinado processo em alguma teoria (ao final € o que o experimentalista vai
precisar). Porém, desprovidos da sua amplitude de espalhamento associada, os diagramas

de Feynman continuam tendo uma rica estrutura. Este vai ser nosso tema de estudo nesta



tese, em contexto com trés contribui¢6es obtidas por nés recentemente:

* A primeira contribuicdo [14] relaciona explicitamente a contagem dos diagramas
de Feynman em teoria de muitos corpos (ou também em eletrodinamica escalar)
com a contagem de certos grafos usados em topologia algébrica (rooted maps ou
mapas enraizados). Em particular, € mostrado que o nimero destes diferentes tipos
de objetos é o mesmo. A partir do teorema de Wick é obtida uma recorréncia
relacionando o nimero de diagramas de Feynman. Logo, é encontrada uma solucao
explicita da equacdo recorrente e mostrada sua equivaléncia com uma formula de
contagem para os mapas enraizados. O artigo em questao, usa a férmula da contagem
para os mapas enraizados sem aprofundar nestes interessantes objetos. O capitulo 3
deste trabalho supera este gap, sendo uma introducao concisa deste tipo de objetos,
poucos conhecidos pelos fisicos. Parte do capitulo 4 apresenta detalhes da respectiva

prova encontrada em [14].

* Na parte restante do capitulo 4, exporemos com certo detalhe a segunda contribui¢ao
[16] (terceira cronologicamente) a qual generaliza amplamente os métodos recursivos
usados em [14], agora generalizados para diagramas de Feynman com um numero
arbitrario de pernas externas. Em particular, obtemos uma recorréncia para diagramas
com 2N pernas externas. E encontrada a solucdo explicita para o caso N = 2 (a
solu¢do do caso N = 1 encontra-se em [14]), e a partir destas solucdes criamos
um método para obter a expansdo assintética do ntimero deste tipo de diagramas
ate a ordem de precisdo desejada. Ainda mais, o nosso método, encontra outras
contribuicoes assintoticas (despreziveis ante a contribuicdo principal) ndo encontrada

pelos métodos analiticos convencionais.

e O capitulo 5 aplica os métodos introduzidos no capitulo 4 para o caso da teoria ¢*
(facilmente extensivel para qualquer teoria ¢ com N = 3). Os métodos possibilitam
a contagem das contracdes que geram os diagramas na teoria ¢* com o mesmo
grau de exatiddo que no caso da teoria de muitos corpos. Porem, os métodos
ndo sdo uteis para a contagem de diagramas e suas multiplicidades. Na referéncia
[15] introduzimos um método algoritmico para construir os diagramas e obter as
suas respectivas multiplicidades. Este método codifica o método funcional, que usa
derivadas funcionais para a construgdo dos diagramas, numa relagdo com o conjunto
particular de matrizes combinatorias com coeficientes inteiros ndo negativos, cujas
somas de filas e colunas é igual a 4. A nova relagdo simplifica enormemente o
célculo, relacionando-o explicitamente com o problema de isomorfismo de grafos,

(importante em teoria de complexidade).

A estrutura combinatéria dos diagramas e Feynman parece pertencer a intersec¢do

de véarias metodologias e teorias em fisica e matemadtica. Esperamos que esta monografia
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sucinta mostre uma pequena parte destas interessantes inter-relagoes.



Capitulo 2

Combinatoria enumerativa

2.1 Contagem de conjuntos finitos

A combinatéria enumerativa procura estabelecer técnicas e ferramentas de
contagem para determinar a cardinalidade (niimero de elementos) de conjuntos finitos. Isto
em conjuntos pequenos poderia parecer uma mera trivialidade. Desde os primeiros anos
de vida assimilamos facilmente a capacidade de por em correspondéncia os nossos dedos
com os diversos objetos que povoam nosso entorno (coisas, seres vivos etc), e desde que
estes objetos tenham uma existéncia concreta, contar é uma atividade simples e de rotina,

incluindo a possibilidade de que o niimero de objetos concretos seja grande.

Se os objetos contados ndo tém “existéncia concreta" (fisica, desde uma perspevtiva
puramente materialista) serd que contar tem sentido? A combinatéria enumerativa
pressupde que a resposta € afirmativa: efetivamente podemos contar elementos de
conjuntos formados a partir de estruturas e entidades matemadticas, incluindo estruturas
formais, isto é objetos com cardter puramente operacional. Muitos destes objetos
matematicos sdo computdveis, significando que podem ser colocados em correspondéncia
com um objeto fisico programado (um computador) para “realizar"o objeto matemaético.
Evidentemente, as limitacoes fisicas do computador impdem um limite a computabilidade
de conjuntos matematicos, isto em relacdo ao tempo da computacdo e ao tamanho dos

dados processados.

Se prescindimos por agora do cardter computdvel de um conjunto matematico
(sendo a computacdo uma questdo de suma importancia tedrica e pratica [10]) o que
realmente significa contar? No comeco do seu livro Enumerative combinatorics [50], R.P

Stanley, estabelece que, dado um conjunto ., possivelmente com um nimero infinito de

7



8 CAPITULO 2. COMBINATORIA ENUMERATIVA

elementos, e uma classe de subconjuntos {6} de .# satisfazendo

U= e €i[)€i=0fori#]j, 2.1
i

onde i sdo elementos de algum outro conjunto que indexam cada €6; (geralmente i pertence
ao conjunto dos inteiros positivos), contar os elementos de €; é fornecer uma funcao
f(i) — N para cada i. E evidente que f(i) gera uma sequéncia, possivelmente infinita de

numeros naturais. Esta funcdo pode ser dada a partir de:

Uma forma fechada f (i), isto é uma formula explicita e direta.

e Uma soma finita de N termos, onde o niumero N geralmente depende de i, ou cada
termo representa uma possivel solucdo de alguma relacdo dependente de i (nesse
caso, a relacdo pode ser a solucao de algum outro problema numérico ou inclusive,

combinatorio).

* Uma relacdo de recorréncia, cuja solucao iterativa determina a sequéncia numérica

fa@.
e Algum comportamento assintotico de f (i) para i — iy (possivelmente iy — o0).

* Os coeficientes de algum gerador funcional, por exemplo, se i € um ntimero natural

Z(x)=Y; f(i)x'.

Exemplos especificos sdo os seguintes

Trajetérias na rede

Sejam todas as possiveis redes quadradas n x n com n € N, (ver exemplo na figura
2.1) e seja . o conjunto de todas as possiveis trajetérias na rede comec¢ando no ponto
(0,0) (esquina inferior esquerda) e acabando no ponto (n, n) (esquina superior direita) de tal
forma que s6 sdao permitidos passos na direcao (0,1) (direcao up) e na direcao (1,0) (direcao

right, ver figura 2.2)

O conjunto €6; neste caso é conformado por todas as possiveis trajetorias na rede
i xi. A condicdo (2.1) é satisfeita e a funcao f(i) conta todas as possiveis trajetérias no
conjunto %;. A trajetéria da figura 2.2 pode escreverse esquematicamente assim
(right,up,up,right,up,up,right,right,up,right,up,right)=(r,u,u,r,u,u,r,r,u,r,u,r).
Evidentemente, todas as trajetorias na rede 7 x 7 tem um total de 12 passos com 6 passos a

direita e 6 para acima. O nimero total de trajetérias em %67 sao as possiveis combinacoes



2.1. CONTAGEM DE CONJUNTOS FINITOS

L * * # * ¥
L » - 2 * -
L 2 1 ] 2 ] »
L - i 3 w * &
* & - - - &
L * L i - -

Figura 2.1: Uma rede quadrada 6 x 6.

Figura 2.2: Uma trajetéria possivel na rede 7 x 7.
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Figura 2.3: Trajetérias de Dyck na rede quadrada 5 x 5.

das letras

(r,r,r,1,1,1,u,u,u,u,u,u). Isto é facilmente generalizavel para todo i, em particular

| — | | —
2(i-1] (2(1 1)) 2.2

o
fl)=— = .
[i-nr | i-1
O Problema anterior admite uma solugdo simples para f(i), porem, nao sempre é
o caso. Por exemplo, as vezes contar um conjunto particular pode ser facil, mas contar os
elementos de algum subconjunto que satisfazem uma certa propriedade pode ser ndo trivial.

Um exemplo, o conjunto total de permutagdes en um conjunto com i elementos tem
fa@ =il

Agora, consideremos o subconjunto das permutagées em um conjunto com i elementos,
as quais ndo deixam nenhum elemento do conjunto fixo depois da aplicagdo. Quantas
permutacoes com esta propriedade existem? Pode se provar que a funcdo f(i) neste caso

2

e .
1 (_l)m
=, m!

f@=1i

Esta expressao ndo tem um formato tao simples como a formula de contagem para o nimero

total de permutacgoes.

No caso particular das trajetdrias na rede estudadas anteriormente, um subconjunto
interessante é o conjunto das trajetorias na regido limitada pela diagonal da rede quadrada

(chamadas trajetoérias de Dyck, ver figura 2.3.)

Neste caso, a funcdo de contagem f(i) gera a seguinte sequéncia para [ =
172)3)475y"'



2.2. CONTAGEM POR BIJECAO 11

1,1,2,5,14,42,132,429, - -

A qual parece corresponder com os numeros de Catalan. Pode mostrar-se que 0os nameros

de Catalan C,, correspondem com a func¢ao f(i) para as trajetorias de Dyck. Em particular

1(2(i—-1)
@)=~ . =C;_1. (2.3)
f i i—1 i—1
Esta féormula de contagem € bastante simples, porém, sua deducao nao € tao evidente como
no caso do conjunto total de trajetérias primeiramente estudadas. Em particular, este caso

condensa os trés métodos mencionados no comeco para a determinacao da funcao f(i):

* Uma relagdo de recorréncia:
i-1
fa+1) =3 fG+DfGE-))
j=0

* O seguinte comportamento assintotico para i — co

i-1

) 4
USSR

e Um gerador funcional F(x) com expansao de Taylor ao redor de x =0

F(x):l_— ”21x_4x: Y fa+Dx
i=0

1=

2.2 Contagem por bijecao

Outra forma de contar os elementos do conjunto 6; é por meio de um isomorfismo
ou bijecdo dos elementos de €; com os elementos de algum outro conjunto 2; o qual
tem uma funcdo de contagem conhecida f(j) = f(2;). Ja que ambos conjuntos sdao por
hipétese isomorfos, podemos corresponder i com j com alguma redefinicao do indice j. O
isomorfismo em questdo y : €; — 9; garante que f(%6;) = f(Z;) = f(i). Se o isomorfismo
Y 6; — 9; existe para todo i, entdo a funcao f(i) é a fungdo de contagem para todos os

subconjuntos das classes {6} e {2;}.

Stanley [50] chama a contagem por bijecao entre classes de diferentes conjuntos de
prova combinatoéria. Aqui a igualdade da funcdo de contagem f(i) para as duas classes é
consequéncia da bijecdo w. A importancia da distin¢do repousa na construcdo da bijecao
a qual relaciona conjuntos que sdo a principio diferentes. Pode acontecer que as classes
em questao derivem-se de estruturas matemadticas completamente diferentes. No caso das

teorias fisicas (as quais podem estar escritas em uma linguagem matemadtica bem definida,
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ou no pior dos casos escritas em estruturas operacionais formais) provas combinatoérias

entre teorias diferentes podem remeter a alguma relagdo ou correspondéncia [34].

Um simples exemplo € o seguinte, uma cadeia unidimensional de N spins, cada um
com dois possiveis valores da componente z. Seja € o conjunto de possiveis configuracoes

deste sistema. Sendo f(6x) = #%6n, temos que o namero de configuracoes possiveis é

HEN=2x2x---x2=2N 2.4)
| ——
N-—spins
Seja agora um conjunto qualquer X = (xj, x2,--+, Xxny) com N elementos, e P a classe

de todos os possiveis subconjuntos de X. E conhecido que a cardinalidade #2y = 2V, mas
provemos este fato construindo uma bijecao explicita entre €y e Y. Representemos as
configuracoes da cadeia unidimensional de spins por meio de uma cadeia de zeros e uns.
Spins com componente z positiva sdo representados por 1, do contrario sao representados

por 0. Um exemplo explicito para N =6

1miti=a,10,1,0,0) (2.5)

Seja a funcdo v : €N — D definida assim:

se s;i=1,xiey(s, ,SN)
YN(S1,-+, SN) = (2.6)

se si=0,x;i¢w(s, ,SN)
por exemplo ¢(1,1,0,1,0,0) = {x;, X2, x4}. A imagem inversa para qualquer subconjunto
de X existe, e, em particular, é tnica (da definicao de ¥y temos que ¥y(S;, --,Sn) =
Yn(s},-+-,sy) implica em s; = s} para cada i) assim ¥y é sobrejetiva (onto) e injetiva. Por

tanto, ¥y € uma bijecao. O que significa

€N =4y =2N 2.7

Vemos que o principio de contagem por bijecao, conceitualmente, € muito simples.
Porém, estabelecer uma bijecao explicita entre dois conjuntos de objetos diferentes pode ser
algo nao trivial. Geralmente, é requerido “representar” os objetos de uma forma adequada,

e de tal forma poder estabelecer a bijecao.

Neste trabalho, estabeleceremos conexdes enumerativas entre diversos tipos de
objetos (permutacdes, matrizes, grafos e diagramas de Feynman.) O principio a seguir
é 0 exposto em este breve capitulo: estabelecer bijecoes, deduzir férmulas de contagem,
relagbes recursivas, expansoes assintoticas etc,. A diversidade dos possiveis problemas a
estudar em combinatéria enumerativa é gigantesca. De aqui em adiante estudaremos s6

uma pequena parcela.



Capitulo 3

Mapas enraizados

3.1 Mapas enraizados

Mapas enraizados sdo objetos combinatérios bem definidos, e nosso objetivo sera
contar eles de acordo com os principios estabelecidos no capitulo 2. O titulo deste
trabalho evoca outros objetos chamados diagramas de Feynman, e de aqui podemos
inferir alguma conexao existente entre estes conjuntos de diferentes objetos. Comecemos
primeiro com os mapas enraizados, estes sdo mapas com uma raiz. Enquanto que
mapas sao objetos topolégicos que caracterizam superficies bidimensionais compactas e
orientdveis. Como veremos, a adicdo da raiz faz dos mapas (em principio, objetos definidos
topologicamente) objetos “combinatérios”. Este é um proceder semelhante ao usado na
topologia algébrica: objetos topolégicos com pouca estrutura sdo dotados de estruturas
algébricas adicionais. Esta adi¢do muitas vezes faz com que alguma propriedade topolégica
(independente da estrutura algébrica adicional), seja explicitamente manifesta com o uso de
ferramentas algébricas. Em nosso caso, o interesse em estudar mapas com raiz é puramente

combinatdrio. No entanto, ao falar de mapas serd inevitdvel usar termos vindos da topologia.

Um objetivo da topologia é a classificacdo de regides pertencente a um espaco
topolégico dado. Duas regides de um espago topoldgico sdo equivalentes se existe um
homeomorfismo (transformacdo bijetiva que preserva continuidade) entre as duas regioes.
Em R3 com a topologia convencional, as diferentes superficies (salvo homeomorfismos) sem
borda, compactas e orientdveis sdo dadas na figura 3.1 (para ver uma definicao precisa
destes termos, ver qualquer texto de topologia em RY.) Para nés, estas serdo as tnicas
superficies de interesse. O ntimero inteiro nao negativo g chamado genus conta o nimero

de buracos e portanto indexa estas superficies denotadas como Sy.

13
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(e

S() Sl SQ

S3

Figura 3.1: As quatro primeiras superficies compactas, orientdveis e sem borda.

Um multigrafo é um conjunto V de n pontos chamados vértices {vy, v2, -+, vy} =V
e um conjunto de “linhas” chamadas lados, os quais unem dois vértices diferentes ou um
mesmo vértice (loop). E permitido vérias linhas unir o mesmo par de vértices, e também
mais de um loop em um mesmo vértice. Uma linha ou lado é na realidade uma associacao
de um par de vértices (v;, v;) com i, j € {1,2,---,n}. A palavra linha aqui remete ao fato de
que os lados do multigrafo sempre podem ser desenhado como linhas no plano. Assim o

multigrafo com trés vértices {vy, v», v3} da figura 3.2, corresponde com a associacdo:

{(v1, v2), (V1, v3), (U2, V2), (V2, V3), (U2, V3), (V2, V3)} (3.1

Dado um multigrafo, este sempre poderd ser representado em um plano. Duas

situacdes podem acontecer

* Oslados do multigrafo se intersecam somente nos vertices.

* No importa como o multigrafo seja desenhado, sempre teremos lados que se

intersectam fora dos vértices.

O primeiro caso corresponde com multigrafos planares. Estes sempre podem ser
desenhados, além no plano, nas superficies bidimensionais da figura. Em particular, todos

os multigrafos planares podem ser desenhados na esfera g = 0.

Para o segundo caso, se desenhamos este tipo de multigrafo na esfera g = 0 ao igual
que no plano, teremos que sempre algumas linhas se seguiram intersectando. Em particular,

existe um g minimo maior que zero, onde poderemos desenhar o multigrafo, tal que nenhum
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V2

U1 v3

Figura 3.2: Um multigrafo com trés vértices.

dos lados se intersecta fora dos vértices. Assim, com cada multigrafo podemos associar uma

Unica superficie bidimensional de genus g.

Seja o conjunto de possiveis multigrafos conectados com um numero arbitrario |v|
e |e| de vértices e lados respetivamente, cada um embebido na correspondente superficie
bidimensional Sg (a no¢do de multigrafo conectado é clara, mas pode ser bem definida a
partir de subgrafos chamados arvores [6].) Entdo para cada multigrafo G a relacdo de Euler

¢é valida:

v+ f=lel+2-2g (3.2)

onde f € o namero de superficies nas que o multigrafo G particiona a superficie Sg. Isto é
S¢/G € a unido de f superficies bidimensionais conectadas (intuitivamente, se pegamos
uma tesoura e recortamos Sg seguindo as linhas do multigrafo G entdo obtemos as f
superficies conectadas que conformam S¢/G.) O multigrafo G € um mapa se todas as f

superficies da parti¢cdo Sg/G sao topologicamente equivalente a um disco (ver figura 3.3).

Surge aqui uma pergunta, como classificar os diferentes mapas? Intuitivamente,
deformacoes continuas das linhas que preservem a relacao de incidéncia entre vértices e
lados geram mapas equivalentes. Mas, lembremos que o conceito de linhas ndo é intrinseco
em mapas (ja que estes sdo grafos). O verdadeiramente importante aqui € a relacao de
incidéncia, que sempre serd preservada por homeomorfismos. Assim um conjunto diferente
de transformagdes devem servir para caraterizar os mapas. Em particular, em teoria de

grafos, o grupo de permutacdes fornece um meio para distinguir diferentes grafos. Usando
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G ey

€9 €

€5

Figura 3.3: Um multigrafo G com 5 lados {ey, €2, €3, e4, €5} e embebido em S,. A particao S,/G
gera duas superficies poligonais (discos topologicos.) Portanto G é um mapa. Para gerar S;
a partir dos dois poligonos, simplesmente colamos os lados que tem o mesmo e;.

permutacdes é possivel, obter uma construcdo que, salvo automorfismos, carateriza aos

mapas.

Permutacoes

Uma permutacao o de n elementos é uma transformacao bijetiva de um conjunto
A, de n elementos em se mesmo. Isto é 0 : A;, — A;,. Denotando A,, como [n] ={1,2,---,n},
a transformacdo I(i) = i para todo i € [n] pertence ao conjunto de permutacdes de n
elementos. A composi¢cdo de permutacoes € uma permutacao, isto permite definir o produto
de duas permutagdes como o o 7(i) = o (7(i)). Em particular o conjunto de permutagoes
forma um grupo com I aidentidade. Denotemos o conjunto de permutacoes de n elementos

simplesmente como £,

Existem vdrias maneiras de representar uma permutacao o. Uma muito econdémica é

representar o pelos ciclos que conformam ela. Se tomamos um elemento i € [n] e aplicamos
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sucessivamente g em i, para algum 0 < m < n obteremos

c"™(i)=0o00o0---00(i)=1. (3.3)
—_————

m vezes

Evidentemente se o (i) = j, teremos

oc™(j)=0000---00(j)=]. (3.4)
—_—

m vezes

Sendo m o menor de tais ntimeros, teremos o seguinte ciclo (o' (i) 02(i) --- 6™ 1(i)) de
o. Para k ¢ {0(i),02(i), -, 0™ (i)}, repetimos o procedimento, obtendo outro ciclo. Entdo
todos os elementos de [n] pertencem a um ciclo de o. Se o(i) = i teremos um ciclo com
um Unico elemento (7). O nimero de ciclos de uma permutacao o € 2, pode estar entre 1
e n (este ultimo caso corresponde com a identidade). Por exemplo, a permutacao com trés
ciclos o0 = (135)(24)(6) € & denota a agao:

c(1)=3;, 0(3)=5,00B)=1; 0(2)=4;, 0(4) =2; 0(6) =6. (3.5)

Para mais detalhes sobre permutacoes, ver [50] ou [39].

3.2 Mapas enraizados e permutacoes

Para ver a conexdo de mapas e permutacoes, em vez de associar um nimero a cada
vértice do mapa (como é natural em teoria de grafos,) vamos corresponder um nimero com
as pontas de cada lado do mapa (na literatura half-edges [36].) Assim, se existem n lados,
teremos 2n pontas. Evidentemente, como € visivel na figura 3.4, se 0 mapa € conectado,
entao cada vértice serd incidido pelo menos por uma ponta. Definindo uma orientacao (por
exemplo anti-hordria,) teremos que o conjunto de vértices podem ser representados por
uma Unica permutacao o € &,,, cujos ciclos correspondem com os vértices do mapa (ver
figura 3.5).

De forma semelhante podemos caraterizar os n lados do mapa, com uma tnica
permutacdo a de n ciclos pertencente a %,,, com cada ciclo contendo dois pontas. E
evidente que cada ciclo corresponde com um lado do mapa (ver figura 3.6). Em particular,
temosaca =1,ea(i) #iVie [2n]. Tal @ é chamada de uma involugdo sem ponto fixo (fixed

point free involution).

Em particular para qualquer multigrafo conectado esta construcgado € vélida, porém
s6 para mapas € possivel uma representagdo explicita das caras (superficies) por meio dos
ciclos da permutagdo oo a € ,. Para ver isto consideremos uma das caras de Sg/G

com G um dado mapa, a qual pode ser representada por um poligono de m arestas (que
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Figura 3.4: Um multigrafo com trés vértices e uma indexacdo arbitraria das suas pontas.
Cada vértice é incidido por uma certa quantidade de pontas. A permuta¢do o que carateriza
estes tres vértices € 0 = (146 8)(29 7)(10 3 5). Entanto, a permutacdo a que caracteriza os
lados é @ = (2 3)(7 10)(9 4)(5 8)(1 6). Por ultimo, a permutacdo coa = (102518)(73964)
carateriza os dois poligonos em que o toro é particionado. Para obter o toro a partir dos
poligonos, simplesmente colamos os lados dos poligonos de acordo com a permutacao «,
isto é colamos 2 com 3, 7 com 10, etc,.

correspondem com m lados do mapa), e com m vértices (também vértices do mapa). Vamos
escolher um vértice qualquer do poligono, chamemaos ele v; e indexemos os demais vértices
do poligono {v;, vy, -+, v} em sentido horério (ver figura 3.7) e consideremos a ponta
incidente pela direita a v, indexada por i € [2n]. A acdo oo a(i) fornece o indice da ponta
incidente pela direita a v,. Isto é claro, a(i) é o indice da outra ponta do mesmo lado a
qual incide pela esquerda em v,, entanto que o(a(i)) fornece o indice da ponta que incide
pela direita a v», de acordo com nossa construcao de o. Pelo mesmo raciocino (o o a)? (i)
fornece a ponta incidente pela direita a vs3. Entdo teremos (0 o @) (i) = i obtendo um ciclo
de ooa o qual carateriza completamente o poligono considerado pelos indices das m pontas
incidentes pela direita a {v, vo,- -+, v;}. Para mapas é evidente que os outros ciclos de oo a

determinam as outras caras (poligonos) de S¢/G.
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S

14 5
Figura 3.5: Vizinhanca de um vértice qualquer de um mapa. Note que, dado o mapa, a
numerac¢do das pontas incidentes no vértice tem uma ordem precisa. Eligindo o sentido
anti-hordrio, (iy i -+ i,;) € um ciclo da permutacdo o. Como o mapa é um multigrafo
conectado, pelo mesmo principio, os demais vertices definem os ciclos de uma tnica
permutacao o.

Figura 3.6: A permutacdo a carateriza completamente os lados do mapa, dado uma lado
qualquer com pontas i e ip, temos que a(i}) = i e a(iz) = ij.

Por ultimo, se 0 mapa é conectado, teremos que dado qualquer j € [2n], podemos
obter j a partir de um i € [2n] arbitrdrio, aplicando um ntmero finito de composicoes de o
e a em I (tais composicdes vao sempre existir, por exemplo cogoaoaoao---o0(i) = j) Isto
é equivalente a afirmar que o subgrupo de permutacdes geradas por ¢ e «a € transitivo em
[2n].

E claro que dado um mapa G em Sg, indexando suas pontas, pela construgao
anterior obtemos permutacdes o e a transitivas em [21] que o caraterizam. Porem, surge
a seguinte pergunta: dadas duas permutac¢des o e a (com a uma involucdo sem ponto
fixo) transitivas em [2n], estas determinam um mapa com uma Unica indexacdo da suas
pontas? A resposta é ndo, podem existir simetrias (automorfismos) do multigrafo, que

determinam diferentes indexacoes caraterizadas pelo mesmo conjunto de permutacoes o e
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Figura 3.7: Caraterizacao do poligono em func¢ao da permutacao ooa. O ciclo (i iy i3 i4 i5 ig)
é um ciclo de o o @ o qual carateriza uma das caras do mapa. As outras caras do mapa
correspondem com os outros ciclos de oo a.

a. A equivaléncia é alcancada definindo um novo objeto a partir dos mapas, chamado mapa
enraizado. Um mapa enraizado é um mapa com uma das suas pontas sendo diferenciada
das outras. Tal ponta é chamada de raiz e é representada orientando o lado que contem a
raiz (a convencao é desenhar uma flecha no lado que contem a raiz “indo” na dire¢ao oposta
ao vértice incidido pela ponta diferenciada.) A raiz sempre é associada com um tnico indice
(a convencao é 1 € [2n]). J& que para um mapa existe ao sumo 2n diferentes formas de
tomar a raiz, para cada mapa existem ao sumo 2n mapas enraizados associados (o nimero
de mapas enraizados associados a um mapa € estritamente menor a 2n quando o mapa tem
automorfismos diferentes da identidade) Assim, dadas duas permutacoes o e @ (com a uma
involucdo sem ponto fixo) transitivas em [2n], estas determinam um tinico mapa enraizado

com suas pontas indexadas.

Em particular, dado um mapa enraizado, existem (2n — 1)! diferentes possiveis
indexacoes das pontas que nao sdo raiz. Dizemos que estas indexacdes sao todas
equivalentes ja que definem o mesmo mapa enraizado. Isto € uma relacdo de equivaléncia
no conjunto de possiveis indexacoes de todos os mapas enraizados com [27] pontas. Como
indexacoes de mapas enraizados sdo completamente determinadas por permutagdes o €
a transitivas em [2n], isto gera naturalmente uma relacdo de equivaléncia (ver apéndice
A) entre todas os possiveis pares de permutacdes o e « transitivas em [2n]. As classes de

equivaléncia em questao correspondem com os mapas enraizados.
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Figura 3.8: As duas figuras superiores correspondem a diferentes indexacoes do mesmo
mapa em Sy, dentro das possiveis 14! indexacoes estas duas tem o mesmo conjunto a =
(12)(35)(46)(910)(711)(128)(1314) eoc =(31)(24)(597)(106 8)(11 13)(14 12). A figura
situada na esquerda inferior é um mapa enraizado com a ponta 1 como a raiz e uma escolha
particular das outras pontas. Com esta escolha da raiz, temos um conjunto de 13! possiveis
indexag0es das outras pontas, todas correspondendo com diferentes permutagdes o e a. A
figura situada na direita inferior é outra escolha da raiz, porem, leva ao mesmo conjunto de
13! possiveis escolhas de o e a e portanto é equivalente ao mapa enraizado da esquerda.
Uma escolha de outra raiz é um mapa enraizado diferente se e somente se leva a outro

conjunto de 13! possiveis par de permutacgdes o e a.
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3.3 Caraterizacao dos mapas enraizados

Mapas enraizados de uma face

Como vimos no final da seccao anterior, contar mapas enraizados equivale a
contar classes de equivaléncias no conjunto de possiveis indexacdes dos mapas enraizados.
Em particular, duas indexa¢des caraterizadas respetivamente por (a,0) e (a’,0’) sdo
equivalentes (correspondem ao mesmo mapa enraizado) se existe uma permutacao p € %,

talque p(l)=1e

a' =poaop™l, o' =pooop™! (3.6)

Isto expressa nossa anterior afirmacdo, qualquer das (2n — 1)! Indexacdes que deixem fixa
a raiz do mapa enraizado, é uma indexacao equivalente. Evidentemente a permutacao que

carateriza a parti¢do em poligonos da superficie S, também satisfaz o' oa’ = poooao p~L.

Consideremos agora o problema da enumeracdao de todos os possiveis mapas
enraizados com 2n pontas que particionam a respectiva superficie S em um tunico
poligono de 2n lados. Em particular isto significa que a permuta¢do o o @ tem um unico
ciclo. O ntimero de permutacoes de %, com um unico ciclo é (2n —1)!. Exatamente o
mesmo nimero que as permutacoes de %, que deixam o elemento 1 fixo. Assim estes dois
conjuntos de diferentes permutagdes devem ter uma bije¢ao. Vemos que fy(p) = po¢o p!
com ¢ = (12 --- 2n) é uma possivel bijecao (evidentemente fy(I) = ¢, com I a identidade).
Tomando o o a = ¢ como o representante da respectiva classe (o que implica ter escolhido
uma determinada indexacao do mapa enraizado caraterizado por (o, @)), se p # I temos que
fo(p) # ¢ e tambem

o'oa'=pogoptopoaop™=fu(p)#£ (123 2n) (3.7)

Portanto, (¢, a’) corresponde com outra indexa¢do do mesmo mapa enraizado. Em

outras palavras

e Para um mapa enraizado com uma unica face, se dois pares de permutacoes (o, a) e

(0’,a’) sdo equivalentes, com goa = (12 --- 2n) entdo
d'oa' =poooaop l£(12---2n)

paraalgum p #Ie p(1) =1.

Isto equivale a dizer que dentro do conjunto de indexagdes equivalentes de um mapa, a

solucdodecoa=¢=(12---2n) é Ginica.
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Figura 3.9: Um mapa planar com um ciclo (lados e vértices que conformam o hexagono) tal
mapa na esfera Sy particiona este superficie em dois poligonos. Em particular se um mapa
tem ao menos um ciclo, entdo a particdo é conformada ao menos por dois poligonos.

Nao obstante, dentro do conjunto de todas as permutacoes (o, @) que geram mapas
enraizados com uma face esta solucdo nao € tunica. Em particular, solucoes diferentes

necessariamente correspondem a indexacoes de diferentes mapas. Isto significa

* Se dois pares de diferentes permutacoes (o,a) e (o', a’) satisfazem o'oa’ = ooa =

(12 --- 2n) entdo (o, a) e (o', a’) ndo sdo equivalentes.

Em particular como o0 = (1 2 --- 2n)a, o numero de diferentes classes de
equivaléncias (representadas pelos diferentes pares (o, a)) é idéntico ao nimero de possiveis
escolhas de a. O primeiro ciclo de @ pode ser escolhido de (2n — 1) maneiras, o segundo de
(2n—-3) maneiras, o terceiro de (2n—5) maneiras. Como a tem 7 ciclos temos que o nimero
total de diferentes mapas enraizados que particionam a superficie S em um tinico poligono
é:

(2n)!

2n-1)2n-3)2n-5)---3)(1) =2n-D!'= ol (3.8)

Mapas enraizados planares de uma face

Em particular, existem dois diferentes tipos de mapas enraizados que particionam
Sg em um unico poligono: Planares e ndo planares. Os mapas enraizados planares que
particionam S em um tnico poligono nao podem ter ciclos (ver figura 3.9) ja que de ter um

ciclo isto implica em uma parti¢ao de Sy em ao menos dois poligonos.

Isto significa que os mapas enraizados planares com uma face sdo necessariamente
arvores com uma raiz. Como enumerar este subconjunto de arvores enraizadas de n
lados? Suponha que o numero de tais arvores é C,. Este problema é determinado se
encontramos uma forma explicita de construir estes objetos. Se uma arvore tem n lados,

entdo necessariamente tem n + 1 vértices (ver a formula de Euler). Tomemos o lado que
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S G—©G6,

Figura 3.10: &,, (ou respetivamente ;) sdo um conjunto de arvores de m (ou
respetivamente /) lados com um certo vértice diferenciado o qual serd identificado com
o vértice da direita (esquerda) na figura e tal que, ao escolher todas as possibilidades,
obtenhamos todos as possiveis arvores de uma face.

contem a raiz e é adjacente a dois vértices (ver figura 3.10), em cada um destes vértices
podemos construir duas subérvores de m e [ lados respetivamente. Se m+ [ = n—1, entao,
obtemos uma arvore enraizada de n lados. Consideremos todas as possiveis subarvores G,
de m lados, tal que ao ser colocadas de todas as formas possiveis nos dois vértices leve ao
conjunto C, de arvores enraizadas. Seja S;;, o nimero de elementos de G,, entdao

n—-1

Cn= Z SmSn-1-m (3.9)

m=0
O conjunto de arvores enraizadas “quebra” todas as possiveis simetrias de uma arvore. Isto é
consequéncia da raiz. Mas vemos que o conjunto de subarvores G, inseridas ndo tem raiz.
No entanto, devem ser inseridas todas as possiveis subarvores, mesmo sendo simétricas (ver

figura 3.11). Assim, temos que S, = C,, e obtemos a seguinte recorréncia

n—1

Cn= ) CnCp-1-m (3.10)

m=0

que € a recorréncia dos niimeros de Catalan (ver cap. 2), assim

1 (2
C,= ( n) (3.11)
n+l\n

Note que o niimero de mapas enraizados ndo planares de uma cara é simplesmente

Cn-D"-Cy, = (3.12)

(2n)!( 1 1 )

n! 2_”_ (n+1)!

Mapas enraizados planares

Na subseccdo anterior enumeramos o conjunto de mapas enraizados planares de
uma cara. Estes estdo embebidos na esfera bidimensional S, em particular existem mapas
enraizados planares de 2,3,4,--- faces, os quais estdo em S( e ndo sdo arvores. O nimero
destes mapas é evidentemente ndo finito, mas podemos particionar este conjunto em
subconjuntos de acordo as regras do capitulo 2. Por exemplo, quantos mapas enraizados
planares de n lados existem? Quantos mapas de m vértices existem? Quantos mapas com

n lados e m vértices existem? (O ultimo subconjunto e simplesmente a interseccao dos
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Figura 3.11: Os seis primeiros grafos da parte superior correspondem a arvores sem raiz
gerados a partir de um vértice particular, eles formam parte de Gg, porem, apresentam
simetrias, fazendo com que s6 dois deles sejam diferentes. O vértice particular é identificado
com o vértice direito da figura 3.10, formando as seis arvores do meio. A insercdo do lado
com uma raiz faz com que a simetria seja perdida, implicando em que os seis subgrafos do
meio sejam todos diferentes. Os ultimos seis grafos correspondem com arvores enraizadas,
e temos uma associacao univoca com cada grafo do meio. A construcdo anterior pode ser
generalizada para cada subarvore de G,,. Assim temos |S,,;| = C,.

dois anteriores.) Para n e m € N, obtemos uma particao do conjunto de infinitos mapas

enraizados planares em subconjuntos finitos.

Antes de comecar nossa enumeracao, vamos definir dois novos conceitos. A face
enraizada de um mapa enraizado é a face que contem a raiz de tal modo que o poligono em
questdo tenha orientacdo horaria (desta forma foi que caraterizamos os poligonos quando

realizamos sua caraterizacao pela permutacao o o a, ver figura 3.7 e figura 3.13)

Uma segunda definicdo é a de mapa enraizado dual: dado um mapa enraizado, seu
dual é um mapa enraizado associado univocamente cujos vértices correspondem com as
faces do primeiro mapa, e cujas faces cobrem os vértices do primeiro mapa. Se m lados
separam duas caras do primeiro mapa, entdo teremos m lados no mapa dual conectando
os dois vértices duais correspondentes, de tal forma que cada lado do mapa dual atravesse
um dos m lados do primeiro mapa (ver figura 3.14.) O vértice ligado com a raiz do dual

corresponde com a face enraizada do primeiro mapa. Em termos combinatérios, o mapa
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n=20

Figura 3.12: Construcao recursiva das arvores enraizadas até n = 4, note que para m < n
temos que G, corresponde com as arvores enraizadas de m lados. A recorréncia (3.11)
também determina simbolicamente a construcdo das arvores enraizadas. Por exemplo para
n = 4 temos que cada termo de Cy; = CyC3 + C;C, + C,C; + C3Cy determina as respectivas
drvores em concordancia com a figura 3.10. As cinco primeiras arvores sdo determinadas
por CyCs, as seguintes duas por C; C,, assim sucesivamente.
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Figura 3.13: As regides A; e Ay sdo adjacentes a raiz. A regido A, é a face enraizada ja que
o sentido dado pela raiz a esta face é hordrio (note que a raiz da um sentido anti-hordrio a
regido Ap).

dual é caraterizado pela transformacdo o4 = (o o a@)~! e a4 = a. Particularmente
Udoad:aoa_loa

é a permutacdo que carateriza as faces duais.

A partir de aqui usaremos a ferramenta do gerador funcional para contar
explicitamente o nimero de mapas enraizados planares em funcdo do nimero de lados.
Como vimos no capitulo 2, dada uma classe de conjuntos {6} indexada por n = 0 e inteiro,

com ¢, = |%6,| a cardinalidade dos conjuntos. O gerador funcional € a serie formal

Z(x)=)_ cpx" (3.13)
n=0

Dada outra classe {2,,} de conjuntos indexado pelos inteiros ndao negativos, com
gerador funcional W(x) e com 2, N6, = @, a unido 2, U6, Yn forma outra classe de

conjuntos &, com gerador funcional V (x) igual a

V) =W +Z@) =) (dn+cn)x" (3.14)

n=0

Outra construg¢ao consiste em tomar todos os possiveis pares ordenados €, x 2, e

tomar uma nova classe de conjuntos

g[: U anx@m,

n+m=~¢

aqui, a unido é feita sobre todos os pares (n, m) que satisfazem a condicdo ¢ =n+ m
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Figura 3.14: Um mapa enraizado (vértices em formato de circulos e linhas grossas) e seu
dual (vértices em formato de losangos e linhas a tragos.) Vértices sdo mapeados nas faces
dos dual e vice-versa. Os lados sdo mapeados em uma correspondéncia um a um; na figura
a correspondéncia é dada pelos lados que se interceptam. O vértice adjacente a raiz é
mapeado ao vértice correspondente com a face enraizada, neste caso o pentagono.

O gerador funcional para o nimero de elementos de &, neste caso é

UX)=) upx"=Zx)Wx) =) (Z Cmdn—m) x" (3.15)
n=0

n=0\m=0
A moral da historia é simples, operacoes sobre conjuntos tem uma representacao
explicita nos respectivos geradores funcionais. Em nosso caso, veremos como certas
operacoes sobre os mapas enraizados, tem uma expressao explicita no respectivo funcional

gerador. Chamemos o funcional gerador dos mapas enraizados planares respeito ao nimero
de lados My(x)

o0
My(x) = ) mo(n)x".
n=0
Onde mgy(n) conta o numero de mapas enraizados planares com n lados. Se desejamos
contar os mapas pelo nimero de lados e por outra varidvel adicional, por exemplo, o nimero
de lados na face enraizada (a qual, na realidade, correspondem com pontas do mapa, ver
a caraterizacdo de um poligono pela permutac¢do o o &), podemos generalizar o gerador

funcional usando duas variaveis

Mo(x, )= Y. Y mo(n, Dx"y" (3.16)
n=01[=1
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Onde my(n,l) conta o nimero de mapas planares com 7 lados e [ pontas da face enraizada.

Calculemos My(x,1)

o0 o0
My(x,1) =) (Z my(n, l)) x" (3.17)
n=0\[/=0
Evidentemente, temos que mgy(n,1)+mgy(n,2)+--- = my(n) ja que asoma da esquerda

conta todas as possibilidades, dando no final todos os mapas enraizados planares com n
lados (ja que mp(n) é um inteiro positivo ao igual que my(n, 1), temos que mgy(n,l) # 0 s6
para um namero finito de diferentes valores de [.) Assim, temos que My(x, 1) = My(x).

A varidvel adicional y é chamada na literatura de varidvel catalitica, isto porque
fornece uma relacao direta que o funcional gerador M (x, y) deve satisfazer. A técnica para
o célculo de my(n) é devida a W. Tutte, [52] em um trabalho que influenciou toda a posterior

literatura.

Tomemos um mapa planar enraizado qualquer, se eliminamos o lado que contem a

raiz, duas possibilidades podem acontecer:

e Se eliminamos o lado que contem a raiz, entdo o mapa que resta desta operacao é

desconectado em duas componentes.

e Se eliminamos o lado que contem a raiz, entdo o mapa que resta desta operagao

continua sendo conectado.

O primeiro caso é semelhante ao caso das drvores planares descritos nas figuras 3.10
e 3.11, com a diferenca que o conjunto & neste caso nao sdo arvores. Porem, pelo mesmo
argumento, pode ver-se que a cardinalidade dos conjuntos &(n;, [;) (agora indexados por n;

el;,ondeie{l,2},comn;+ny=n—-1el; +1, =1-2)satisfazem |&S(n;, [;)| = my(n;, 1;).

A ideia é simples, da figura 3.15, vemos que os dois mapas planares € &S(n;, [;), que
conformam o mapa enraizado planar principal (ao adicionar o lado que contem a raiz) tem
a face externa conformada por /; e I, pontas respetivamente. O mapa enraizado planar
principal tem como face enraizada a face externa, também tem n, + n, lados mais um lado
adicional (os antigos e o novo que contem a raiz), entanto que o numero de pontas que

conformam a face enraizada externa contem [/; + I, pontas e dois pontas adicionais.

Em particular, todos os mapas enraizados planares que sdo desconectados ao

eliminar a raiz, podem se obter do gerador funcional My(x, y) a partir de

xy* Mz (x,y) (3.18)

Onde Mg(x, y) corresponde com todas as possiveis componentes de &(n;, [;) inseridas, x

corresponde com o lado adicional que contem a raiz e y* corresponde com os dois lados
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Figura 3.15: A figura superior corresponde com dois mapas enraizados planares
desconectados pertencentes a G(n;,5) e &(n2,6) com a face enraizada de cada um a face
externa (esta escolha sempre é possivel, lembre que os mapas enraizados planares estao
embebidos na esfera Sy e 0 que parece interno e externo localmente e intercambidvel por
um simples homeomorfismo na esfera.) A figura inferior corresponde a um mapa planar
enraizado de n = n; + ny + 1 lados e a face enraizada (face externa) sendo um poligono de 5+
6+2 = 13 lados. Para construir todos os my(n+1,13) mapas enraizados planares, pelo mesmo
argumento da arvores planares enraizadas, inserimos todos os possiveis mapas enraizados
planares em &(ny, ;) (esquerda) e em S(ny, l») (direita) com a condi¢do ny +np+1=ne
Lh+bL+2=13.

adicionais do poligono correspondente com a face enraizada (face externa na figura 3.15

inferior)

Estudemos agora o segundo caso: o mapa planar que fica ao eliminar o lado que
contem a raiz do mapa planar enraizado é conectado. Suponha um mapa planar enraizado
arbitrario m € G(n, ) de n lados com uma face enraizada de [/ lados (na figura 3.16 tal face
enraizada pode sempre ser escolhida como a face externa.) de quantas diferentes formas
podemos obter um novo mapa planar enraizado de n + 1 lados a partir de m? Consideremos
o vértice adjacente a raiz de m, inserimos uma das pontas do novo lado neste vértice e
consideramos esta ponta como a nova raiz. As diferentes formas de ligar a outra ponta com
outro vértice de m fornece a resposta. E claro que s6 os vértices correspondentes com a
face externa da figura apresentam contribuicao (Os vértices das faces internas adjacentes ao
vértice enraizado poderiam contribuir, mas s6 duas situacoes podem acontecer: ou a face
adjacente é simétrica respeito a face externa correspondendo a mesma situacgao e, por tanto,
sendo um caso indistinguivel; ou a face adjacente € diferente, mas tal contribuicao pode ser
estudada em outro mapa m’ de &(n, '), com esta face adjacente sendo a face enraizada de

m’. Faces ndo adjacentes ndo apresentam contribuico ja que o novo mapa enraizado seria
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Figura 3.16: O mapa da esquerda corresponde a um mapa planar enraizado arbitrério de n
lados e face enraizada (na figura a face externa) de 5 lados. Na direita, as diferentes formas
(Gnicas) de construir um mapa enraizado de n + 1 lados e face enraizada de [/ lados ao
adicionar um novo lado ao mapa da esquerda e que contenha a raiz adjacente ao mesmo
vértice. Neste caso temos [ = 6,5,4,3,2,1, seis possibilidades, todas mostradas no lado
direito.

nao planar.) Assim temos [/ + 1 diferentes possiveis construcdes, cada uma com uma face

externa enraizadade 1,2,3,---,/+ 1 lados (ver figura 3.16).

Em particular, no gerador funcional, o mapa m corresponde a um termo x"y'. Ao
adicionar o novo lado enraizado, temos que os novos [+ 1 mapas enraizados gerados a partir

de m correspondem no gerador funcional com

nyly_ ,n
y+y2+y3+---+yl+1) :xym (3.19)

X l_)x
y v-1

n+1(

Arelacdo anterior é valida para um mapa enraizado, em particular é valida para todos

0s mapas, isto é

o0 o0 Y20 X520 mo(m, Dx"y) = (£ X720 mo(n, D) x™)
MO(x’y):r;o;)mo(”,l)xnyl—’xy S y-1 =

ou, usando (3.16) e (3.17)

Mo(x, ) — xy yMo(x,y) — My(x,1) (3.20)

y—1
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Por ultimo, o mapa enraizado planar correspondente com n =0 e [ = 0 (um s6
vértice, no gerador funcional corresponde com o termo x° y0 = 1) é o Gnico que nao entra
nesta construcao. Os demais entram em algum dos dois casos estudados. Assim todos os
mapas podem ser gerados desta 3 formas, significando que o gerador funcional My(x, y)

deve satisfazer:

My(x,y) — My(x,1
Mo(x,y):1+xy2M§(x,y)+xyy 0%, ) o, 1 (3.21)

y—1

Como dar uma solucdo a este problema? E tera uma solucao ou multiplas solu¢des?
Pode-se demostrar-se por métodos algébricos que a solucdo existe e é necessariamente
Unica. Tendo isto em mente, o seguinte procedimento possibilita o cédlculo de Mj(x,1).

Primero, definamos o seguinte funcional

®(M,N,x, ) =xy*A - y)M?> = (xy* +1—-y) M+ (1 -y) + xyN (3.22)

de tal forma que 3.21 implica

O (My(x,y), Mp(x.1),x,y) =0 (3.23)

Suponhamos agora o funcional obtido ao derivar parcialmente ® respeito a M. Em

principio, este é outro funcional, ®; (M, x, y) que satisfaz

0o 2 9
a—MZCI)l(M,x,y):ny A=y M—-(xy +1-y). (3.24)

Suponhamos agora que existe um y = Y (x) tal que ®;(M,x, Y (x)) = 0. Pode-se
verificar que esta condi¢do determina um certo M’
. xY?+1-Y
M=——— (3.25)
21-Y)xY?

Completando quadrados para M em (3.22), podemos reescrever ® como

241-y)* 1 241 )2 N
®(M,N,x,y) = xy*(1-y) (M— o y) AL it D . (3.26)
2xy2(1-y) xy? 4Ax*yt(1-p?2  xy?(1-y)
Em particular, usando o resultado para ®; devemos ter que
O(M',N,x,Y (x)) = sz(l Y) |+ ! (cY?+1-Y)° + XY N ] (3.27)
U - xY2 4x2Y41-Y)2 xY2(1-Y) '

Suponhamos agora que existe um N’ tal que ®(M’, N, x, Y (x)) = 0. Como a solucdo

de (3.21) é tnica, necesariamente N’ = My(x, 1).
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Esta condi¢do implica

1 (xY2+1-Y)2 N’

- + =0 3.28
xY? 4x?Y*(1-Y)? Y(1-Y) (5.28)
Definamos agora outro funcional ®, como
@, (M, N, x,y) o0 (3.29)
y IV, X, == .
2 y ay

Como a solucdo ¢(M',N',x,y) em (3.23) € identicamente igual a zero (isto é,

corresponde com a fungao zero) necessariamente

0
a—y(/)(M', N,x,y)=0 (3.30)

A equacdo anterior implica que ®»(M',N', x, Y (x)) = 0. Usando (3.28) e (3.25) ao

derivar explicitamente respeito a y = Y (x), chegamos a seguinte condicao:

01 (xY2+1—Y)2+ N,
oY | xY2 4x2Y*(1-Y)?2 Y(Q-Y)|

(3.31)

Das equacoes (3.28) e (3.31) € facil eliminar N’ e obter uma equagao explicita que

relaciona x e Y. Em particular

(xY*+Y -1)(xY* - (Y -1)(3-2Y)) =0 (3.32)
Temos duas possiveis escolhas de Y (x). A correta (que leva a contagem certa) é

(Y-1)(3-2Y)
x= .

vz (3.33)
Introduzindo esta relacao para x em (3.28), obtemos
Y 4-3Y
N' = My(x,1) = My(x) = W Sl (3.34)

2Y (x) —3)?

As duas equacoes anteriores podem reescrever-se como dois diferentes polinébmios

em y

Pi(y)=R+x)y*—-5y+3, Po(y)=(@My+3)y*—(12My+4)y+9M, (3.35)

Satisfazendo a condicao P;(Y) = P»(Y) =0, isto implica que os dois polindmios tem

Y como raiz em comum. Em particular, isto implica que o resultante de P; e P, seja zero. O



34 CAPITULO 3. MAPAS ENRAIZADOS

resultante em questao € o seguinte determinante (Em apéndice C definimos o resultante de

dois polinémios)

2+x 0 0 0 0 0
-5 24+4x 0 4My+3 0 0
3 -5 24+4x —-(12My+4) 4My+3 0
=0 (3.36)
0 3 -5 9IM, ~(12My+4)  4Mp+3
0 0 3 0 9IM —(12My +4)
0 0 0 0 0 9IM,
simplificando obtemos a seguinte relacdo entre M; e x
27x* Mg+ (1-18x)Mp +16x—1=0 (3.37)

Existem duas solucdes a esta equacdo. A que corresponde com o nosso problema é

18x—1+(1—12x)3/2
54 x?
funcao que corresponde com o gerador funcional do nimero de mapas enraizados planares

My(x) =

(3.38)

respeito ao ntimero de lados. Expandindo em série de Taylor a expressdo (1-12x)%? ao

redorde x=0

(1-12x)*2=1-18x+54x* + i 322 =3 + Uit (3.39)
o n!(n-3)! ’

onde usamos o seguinte fato para n =3

A7 | _pp3z = 30D R(-2) 1

3_
dx" oAy G120 (3.40)

Inserindo (3.39) em (3.38), obtemos

& x 3"2%(2n-1)!
Mo = Y mo(mx" =y~ &b
n=0

— X" (3.41)
o (n+2)!(n—-1)!

Assim, podemos escrever o numero my(n) de mapas enraizados planares em funcao

dos velhos conhecidos ntiimeros de Catalan

2x3"
n+2

my(n) = Ch. (3.42)

Que é uma férmula extremamente simples. O seguinte passo seria contar o nimero
de mapas enraizados de n lados para um dado g diferente de zero. Ampla literatura existe
apresentando diferentes métodos para obter mg(n) [53] [20] [5]. Porem, agora vamos focar

s6 no caso especifico do namero total m(n) de mapas enraizados de n lados para todos
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os possiveis g’s. Como veremos mais tarde, o nimero m(n) também conta o ntimero de
diferentes diagramas de Feynman de ordem n para o caso fermionico nao relativista de

muitos corpos.

Numero total de mapas enraizados de 7 lados

A abordagem de Tutte da subse¢do anterior usada para a contagem de todos os
mapas enraizados planares respeito ao namero de lados, pode ser generalizada para a
contagem de todos os mapas enraizados de n lados. Isto foi conseguido por D. Arques e
J. Béraud obtendo uma férmula geral de contagem [20]. A primeira diferenca é o uso de um
novo gerador funcional M(x, z) com z uma nova varidvel catalitica que corresponde com o

numero de vértices dos mapas. Assim temos

M(x,2)= Y. Y mnk)x"z* (3.43)
n=0k=1

onde m(n, k) conta o numero de mapas enraizados com 7 lados e k vertices. Evidentemente
M(x,1) corresponde com o gerador funcional do mapas enraizados de n lados. Como antes,

temos que m(n) = m(n,1) + m(n,2) +--- é sempre um nimero finito.

Como no caso planar, temos exatamente duas possibilidades: a elimina¢do do lado
que contem a raiz desconecta o mapa em duas componentes, ou deixa ao mapa conectado.
O primeiro caso contribui exatamente como o caso planar, isto €, todos estes mapas podem

ser obtidos a partir de

xM?(x, z) (3.44)

A diferenca do caso planar (onde a varidvel catalitica correspondente se relaciona

com a face enraizada do mapa), vemos que aqui o niimero de vértice é o mesmo.

A diferenca com os mapas planares, repousa sustancialmente no segundo caso.
Podem verificar-se duas contribuicoes. A primeira corresponde com a situacao em que o
lado enraizado eliminado corresponde a um loop planar com a face enraizada sendo a regiao
interna do loop (um loop corresponde a um lado cujas pontas incidem em um unico vértice,
entanto que um loop planar tem como interior uma parte da superficie Sg). Dado um mapa
enraizado qualquer, podemos adicionar o loop planar em questao dentro da face enraizada,
de tal forma que as duas pontas incidam no vértice enraizado do primeiro mapa (ver figura
3.17. Anova raiz corresponderd com a ponta adjacente a antiga raiz em sentido hordrio (ou
nalinguagem de permutacées, com a ponta o~ (r), sendo r a antiga raiz.) Todas as possiveis

construcoes dentro desta contribuicao vem dadas por

xM(x, z) (3.45)
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_>

Figura 3.17: Construcao de um mapa enraizado, com o lado enraizado sendo um loop planar.
O mapa enraizado da esquerda tem como face enraizada o pentdgono. O loop planar é
adicionado na figura da direita, dentro da face enraizada (poligono), com as duas pontas
incidindo no vértice enraizado do primeiro mapa (esquerda.) A nova raiz (direita) estd na
ponta adjacente a antiga raiz girando em sentido hordrio. A face enraizada do mapa da
direita corresponde a regiao interna do loop.

A segunda contribuicao corresponde ao caso em que o lado enraizado eliminado nédo
é o loop planar considerado na primeira contribuicao. Isto significa que o lado enraizado
eliminado é adjacente a dois vértices diferentes, ou é um loop cuja regido interior ndo
corresponde com a face enraizada (lembremos também a condicao original, a eliminacado do
lado enraizado, ndo desconecta o mapa). Dado um mapa enraizado arbitrario de n lados e k
vértices, existem 2n diferentes formas de construir um novo mapa enraizado, satisfazendo a
condicao, e que tem n + 1 lados e k vértices. Para ver isto consideremos um mapa enraizado
arbitrario de n lados com a face enraizada sendo um poligono de / lados (! pontas do mapa).
Primeiramente, vamos adicionar um novo lado com uma das suas pontas incidindo no
vértice enraizado do mapa inicial, esta serd a nova raiz. Existem 2n diferentes formas de

conectar a outra ponta aos k vértices do mapa. Enumeremos todos estes casos:

* A outra ponta é conectada ao vértice adjacente a raiz do mapa inicial com o novo lado
associado sendo contido na face enraizada do mapa inicial, de tal forma que a nova
face enraizada seja a regido externa ao loop. Veja-se que isto é diferente a primeira
contribuicdo antes estudada, ja que simplesmente muda a orientacdo do lado
enraizado, gerando outro mapa diferente. Note que estes casos sdao sempre diferentes
ja que os dois geram diferentes faces enraizadas. (Na figura 3.17 simplesmente
mudamos a orientacdo da raiz na figura da esquerda, fazendo que a regido externa
ao loop planar seja a face enraizada de 6 lados. Esta nova face enraizada sempre tem

ao menos dois lados e portanto sempre difere da primeira contribuigdo).

* A outra ponta incide em algum dos [ — 1 vértices adjacentes as outras / — 1 pontas que
correspondem aos [ — 1 lados da face enraizada do mapa inicial, de tal forma que o

novo lado enraizado esteja contido na face enraizada do mapa inicial (ver figura 3.18).

* A outra ponta incide em algum dos vértices adjacentes as outras 2n — [ pontas que
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Figura 3.18: A figura da esquerda corresponde com um mapa enraizado arbitrario, com
face enraizada de seis lados, a ponta a corresponde a um lado de esta face. O mapa da
direita, tem um novo lado enraizado, com a raiz incidindo no mesmo vértice que o mapa da
esquerda, a outra ponta do novo lado incide no vértice adjacente a ponta a. Note que para
este caso existem 5 escolhas diferentes da ponta a tal que o novo lado enraizado incida em
dois vértices diferentes. Note que o mapa enraizado da direita, além de ter um lado a mais,
tem uma face adicional.

correspondem aos lados das outras faces do mapa (ja consideramos a face enraizada
do mapa inicial). Em particular, este novo lado ndo pode ser desenhado na superficie
S¢ do mapa inicial, jd que o lado interceptaria outros lados do mapa fora dos vértices.
Para evitar isto, temos que aumentar o genus da superficie para Sg+; com a seguinte
construcdo: consideramos a face enraizada do mapa inicial e a face correspondente
ao outro vértice elegido, desenhamos um circulo dentro de cada uma destas duas
faces e tiramos a regido interna destes dois circulos. Logo colamos as duas bordas
e conectamos os correspondentes vértices (ver figura 3.19). Em total temos 2n — [

diferentes novos mapas enraizados.

Somando estas trés diferentes contribuicoes, temos 2n diferentes novos mapas a
partir do mapa inicial. Como considerar este processo a partir de M(x, z)? Todos os possiveis

mapas dentro desta tltima contribui¢dao podem ser construidos a partir de

(2x)xiM (x,2) (3.46)
dx

Isto é facil de ver, o mapa enraizado inicial de n lados e k vértices a partir da qual
os outros 27 sio construidos, corresponde a um termo x"z* do gerador funcional. O

n+lzk

operador 2x%d/dx aplicado a x"z* produz 2nx que corresponde com 0s 27 NOVOS

mapas gerados de 7 + 1 lados (isto é 2n novos termos com x”*1 zF)

O tnico caso ndo considerado corresponde com o caso de um unico vértice e

nenhum lado. O que simplesmente corresponde a um termo z. Assim o gerador funcional
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Figura 3.19: A figura de acima corresponde a duas faces de um mapa arbitrério, a da esquerda
sendo a face enraizada. Na figura de embaixo adicionamos um novo lado que serd o novo
lado enraizado. A nova raiz incide no mesmo vértice que o mapa de acima, porém a outra
ponta deve incidir no vértice incidido pela ponta a na outra face. Isto ndo pode ser realizado
sobre a superficie S, ja que o lado adicionado interceptaria outro lado de mapa. Para evitar
isto, fazemos em cada face um circulo, tiramos a regido interna e conectamos as bordas
(cilindro na figura). A nova superficie € Sg.1, € 0 novo mapa enraizado embebido nela
tem um lado a mais. As duas faces na figura superior agora se reduzem a uma s6, com
seus lados sendo a soma dos lados da faces mais as duas pontas do novo lado enraizado,
pode constatar-se isto diretamente na férmula de Euler (lembre que os lados das faces
correspondem as pontas dos lados do mapa).

M(x, z) deve satisfacer

M(x,z) = z+ xM?(x, z) + xM(x, z) + 2x2% [M(x, 2)] (3.47)

Considerando z = 1, e somando sobre todos os k em (3.43) obtemos o gerador

funcional do nimero de mapas enraizados.

Mx,1)=Mx)=1+ xM? X)+xM(x)+ 2x2% [M(x)] (3.48)

Antes de continuar e tentar resolver esta equacdo, primeiro vamos ver quem é
m(n, 1), isto é, o nimero de mapas enraizados de n lados e um unico vértice. Como a
transformacao de um mapa enraizado em seu dual € uma bije¢do, o subconjuntos de mapas
enraizados de um unico vértice € mapeado em algum subconjunto dos mapas enraizados.

Pode mostrar-se que os mapas duais em questdo sdo os mapas enraizados de uma tnica
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cara. Estes foram estudados na subsecdo 3.3, e seu nimero é

_ (2n)!
~2np)

m(n,1) (3.49)

Considerando T'(x) = Y., m(n,1)x" como o gerador funcional dos mapas enraizados
de uma face, vemos que estes podem ser gerados a partir do mesmo subconjunto de mapas
enraizados de uma face pelas mesmas operacoes analisadas para o conjunto de todos os
mapas enraizados deduzida na equacdo (3.48), com a tnica diferenca que o termo xM?(x)
ndo apresenta contribui¢cdo neste caso (ja que para desconectar o mapa eliminando o lado

enraizado, o mapa em questdo deve ter ao menos dois vértices.) assim T'(x) deve satisfazer

d
T(x) = 1+xT(x)+2x2E [T(x)] (3.50)
Temos também que, da definicao T'(x) e do gerador (3.43)

M(x, z) _ (OM(x, z)) (3.51)
z=0 z=0

T = 0z

Para finalizar este capitulo, vamos apresentar explicitamente uma férmula (devida
a Arqués e Beraud) que determina o nimero total de mapas enraizados de n lados. Para

calcular ela, convém determinar outra relacdo que é satisfeita pelo gerador funcional

M (x, z). Vamos definir o novo funcional, M) (x, z),com w um inteiro positivo, que satisfaz

d
M (x,2) = z+ w+ x (MW (x,2))" + xM™ (x,2) + 2x2a [M™)(x,2)] (3.52)

Evidentemente M9 (x,z) = M(x,z). Suponha que podemos escrever M) (x, z) da

seguinte forma

(w) B z+w
MY (x,z) = ———— (3.53)
1-xWi(x,z)

com W (x, z) uma funcao de x e z. Substituindo (3.53) em (3.52) obtemos

zZ+ w
1-xWi(x, 2)

Z+w

z+w )2 z+w 5 d (3.54)
1-xWi(x,z) '

1-xWi(x,2) dx

:z+w+x( +tX———— +2x
1-xW(x,2) dx

Esta equacdo pode se reescrever, depois de um calculo tedioso, como

W(x,z)=z+w+1+xW?(x,z)+xW(x,z) + 2x2% [W(x, 2)] (3.55)



40 CAPITULO 3. MAPAS ENRAIZADOS

esta é exatamente a equacao (3.52) para w + 1, portanto temos que W(x,z) = M W+ (x, z),

significando que

zZ+Ww
1—xMw+D(x, z)

MW (x,z) =

Em particular, temos que

V4 z

M(x,z) = = =
1-xMD(x,z) z41
T 1-xM@(x, 2) 741
1-x
z+2
1-x|——mo00—
1-xM®(x, z)
Evidentemente, isto leva a seguinte fraccao continuada.
z
M(x,z) =
z+1
1-x
z+2
1-x
z+3
1-x
z+4
1-x
zZ+5
S T1-x[]
Em particular
z+1
M(x,z+1) =
z+2
1-x
z+3
1-x
z+4
1-x
zZ+5
1-x
zZ+6
—X—
1-x[-]
Assim, podemos escrever
z
M(x,z) =

1-xM(x,z+1)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)
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ou, usando (3.51)

M(x,z) 1 1
T(x) = = = (3.61)
z =0 1—xM(x,1) 1-xM(x)
A equacdo que determina m(n) é
e . 1 1
Y m(mx"=Mx)==-|1-— (3.62)
=0 x T(x)
1/T(x) tem a seguinte forma
! _ 1+ i bpx" (3.63)
T '
Substituindo em (3.62) obtemos simplesmente
m(n) = —=bp4 (3.64)

Portanto, s6 é necessdario determinar os coeficientes b, de 1/ T(x). Sabendo que

a equacao que determina os coeficientes b;, é

1 (2(0))!) X & [ 2k)!
1=T(x bo| —=— |+ bpxr——| | x" 3.65
()(T( )) "(200! Zl(,éo "k SRk (3.65)
ou
1 (2k)!]
S | byr—=| =0 (3.66)
o 2k k!
Equacao que pode ser resolvida explicitamente para n =1,2,3,-:-. Porém, todas as
solucdes parecem ter a seguinte forma
i+1 (2a )'
Z( D'Y oS Baisain : (3.67)
ar=1 a4 =1 j=1 4j

Esta formula pode ser mostrada por inducao (ver apéndice B). Assim, o nimero m(n)

de mapas enraizados de n lados é simplesmente

i+1 (Za )'

1 n
mn) = = ;)(—1) Z Z Sarserarmer [ —
1=

ar=1 aj+1=1 . =1

(3.68)
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Que gera a seguinte sequéncia de nimeros
2,10,74,706,8162,110410,1708394, - - (3.69)

estd é a sequéncia OEIS A000698. No seguinte capitulo veremos esta sequéncia aparecer

novamente, associada com outros objetos combinatérios, os diagramas de Feynman.



Capitulo 4

Diagramas de Feynman e mapas

enraizados

Neste capitulo, vamos continuar nosso estudo enumerativo focando em outros
objetos chamados diagramas de Feynman, ligados ao tratamento perturbativo em teoria
quantica de campos. Eles estdo relacionados a expansoes perturbativas de importantes
funcoes da teoria (funcdes de Green, funcoes de correlacao, etc,) quando existe interacao.
Este tratamento parte do conhecido interaction picture, onde o operador de evolucgao
do sistema (matrix S) é determinado em uma expansdo. Geralmente, cada diagrama
esta associado com alguma integral, possivelmente divergente, e depois de ser resolvida
(diretamente, ou por métodos de renormalizacdo no caso da integral ser divergente) ela
da sua contribuicdo em uma dada ordem de perturbacao. Neste capitulo, vamos mostrar
que o numero de mapas enraizados com m lados coincide com o ntimero de diagramas de

Feynman de um gés fermionico com interacdo a dois corpos na ordem m.

4.1 Teorema de Wick e os diagramas de Feynman da Teoria

Imaginemos um gds fermionico de N particulas, com interacdo a dois corpos
dependendo da distancia entre as particulas. O Hamiltoniano de tal sistema pode-se

expressar Como

H=Hy+ H; 4.1)

Onde Hj é um operador composto pela soma de N operadores correspondentes a
energia cinética de cada particula e Hy é o operador composto pelas N(N —1)/2 interacoes

a dois corpos. Convém formular este problema de muitos corpos, no espaco de Fock do

43
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sistema (uma decomposi¢do especial do espaco de Hilbert do sistema.) A partir de uma
base particular do espaco de Hilbert para uma particula (por exemplo a base de autoestados
do operador energia cinética de uma particula,) constroi-se uma base para o espaco de Fock,
na que todos os operadores relevantes da teoria podem ser representados. Isto é o chamado
formalismo de segunda quantizagdo. No quadro de Heisenberg, este formalismo leva a
funcao de Green exata do sistema, que possibilita o calculo das propriedades fundamentais
do sistema em zero temperatura (o formalismo também é adequado para a introducao
de temperatura, em total correspondéncia com o ensamble gran-canénico da mecéanica
estatistica.) A funcdo de Green exata do sistema no quadro Heisenberg pode escrever-se

assim

(ol T [0y 5) | |wo)
(wolwo)

Onde |1,U0> representa o estado fundamental do sistema (Vacuo), x = (X, t) a coordenada

iGap(x,y) = 4.2)

espago-temporal, 1y e 1/7;1 os respetivos operadores de campo de destruicdo e criacdo no
Heisenberg picture. Os indices a e f sdo indices espinoriais. T[---] simplesmente indica
que o produto de operadores de campo dentro do parénteses é temporalmente ordenado. A
resolucao deste problema precisa de um calculo exato do estado fundamental do sistema.
Questdo absolutamente ndo trivial. O quadro de interacdao oferece um tratamento do
problema exato em funcdo da teoria livre (o gds ndo interagente). Em funcado do estado

fundamental da teoria livre | ) o problema se reduz a

o0

1 1 (0,0] (0,0) . R
iGap(x, y) = Z_o(?l)%f_ood“"'f_oodtmw‘)' T [Hi(t) -+ Hi(tm)¥aOP 0] [60) concetado
(4.3)

onde a dependéncia temporal dos operadores de campo vem dada por

iHyt/h —iHyt/h

Wolx)=e Wa(X)e

O indice “conectado"serd explicado depois. O operador de interacdao pode

escrever-se assim

(e, 0) 1 . R . .
f diHi(t) =5 ) f d*x; f a* X ()W DU Gty XD T ) e (x) (4.4)
oo AN p!

onde U(x;, x) Ay = 0(ti — t)V (X, X)apw»> € V 0 potencial de interagao de duas
particulas fermionicas.

O valor esperado do produto ordenado de operadores pode-se decompor em duas

operacoes, ordem normal e contracoes. Pode-se mostrar que s6 as contracoes que
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involucram todos os operadores dentro do produto ordenado sdo as tinicas que contribuem,
chamaremos estas contracdes de contragdes totais. Uma contracdo é simplesmente uma
associacao em pares dos operadores dentro de um produto ordenado. Pode mostrar-se que

cada par se reduz a

Wa(ei)Pp(x)) = Pl ()P h0x)) =0 (4.5)
Wa )P (X)) = =P L (X)W a(xi) = iGg,(xi, X)) (4.6)

com (52 ﬁ(x,-, Xj) o propagador da teoria livre

Outra propriedade das contracdes é que todos os operadores de campo dentro do
produto temporal ordenado devem ser contraidos para dar uma contribuicdo diferente de
zero, isto acontece s6 quando o numero de operadores dentro de T'[---] é par . Este é sempre
0 caso para a interacao H; considerada. Assim, o principio é o seguinte: toda contracao total

tem associado um tnico diagrama de Feynman. A correspondéncia é a seguinte

1 o > .
* YalxdPplx) — 8

A n
Lj @-——mm e - -.’.T i
N I

o Ulxi, xj)avuy —

Por exemplo, para a seguinte contracdo totalem m =1

—

1

_7 o0 o0 [ | | I 1

(2_7;)412 f d*x, f d"xy U (er, 2) e (ol 9 o)L (e o) )P (P (1) [ o)
"pp' o0 e

corresponde a contribuicao

i4

(o0} oo
— d*x f d* U (1, X)) 0 Gy (6, X109, (01, )4G0 501, ) (&7)
2h AN —00 1Y 1%

pp' Yoo

Cada contribuicdo é em realidade uma matriz 2 x 2, e a expressdo anterior
corresponde com a componente afi. A cada contribuicdo matricial corresponde um
diagrama de Feynman. Com a contracdo (4.7) temos associado o diagrama de Feynman

connectado da figura 4.1



46 CAPITULO 4. DIAGRAMAS DE FEYNMAN E MAPAS ENRAIZADOS

n A ::}..’ T N u 5]
»— » .! ' _
L | T Yy

Figura 4.1: Diagrama de Feynman correspondente a contracdo total (4.7) Com cada
diagrama temos uma matriz 2 x 2 com as componentes uma funcado explicita de x e y
(varidveis dos dois vértices externos.) A ordem do diagrama vem dada pelo nimero de
interacOes representadas pelas linhas tracejadas (neste caso uma linha.) Os vértices internos
correspondem as varidveis internas, que sdo integradas (ou somadas para o caso dos indices
de spin.)

¥ el

T Y

Figura 4.2: Diagrama de Feynman correspondente a contragdo total (4.8). O diagrama
estd conformado por duas componentes conectadas. A superior correspondem com uma
borbulha de vécuo, caraterizada por nao ter pernas externas.

Em particular temos dois tipos de diagramas, conectados e desconectados. A

contracao que gera o diagrama desconectado de ordem 1 da figura 4.2 é a seguinte,

——t——
(ol 9} Co) P (XD T o) Py ()P0 (P () [bo) 4.8)

O conjunto de todas as possiveis contracdes que geram diagramas de Feynman de
ordem m esta contido no valor esperado

(o] T Hi () Hi(tm)Pra 09500 | 0 4.9)

que envolve um nimero dado de contragées. Em particular, todas estas contracoes totais
estdo conformadas por 2m + 1 operadores de criagdo 7" e 2m + 1 operadores de destruicao
. O nimero total de contragdes possiveis é (2m+1)!. Isto é simples de ver lembrando o fato

que s6 contracdes entre operadores de criacado e destruicao fornecem uma contribui¢dao nao
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nula. Assim 1/(x) pode ser contraido com 2m + 1 possiveis /1, /(x;) com os 2m restantes
1,7/“. Assim o numero total de contracdes é simplesmente 2m +1)(2m)---(2)(1) = 2m + 1)\.
Chamaremos este nimero de JVngl) (o indice (1) aqui significa que os diagramas associados
a todas estas contragdes tém duas pernas externas, isto sera de utilidade mais tarde quando

estudemos o caso geral de 2N pernas externas.) Assim

NP =2m+1)! (4.10)

Uma parte de estas (2m + 1)! contracdes geram diagramas conectados, as restantes
geram diagramas desconectados. Um fato interessante € que a contribuicao de um diagrama
desconectado pode-se expressar como um produto de uma contribuicdo correspondente a
um diagrama conectado e uma contribuicdo que corresponde a uma borbulha de vacuo.

Isto pode se ver diretamente do fato que (4.8) pode ser escrito assim

—t——
(ol 97} x0T, )P (o) Py (x1) | o) (o] W (P (1) [bo) (4.11)

O conjunto de todas as possiveis contracoes que geram diagramas de Feynman tipo

borbulhas de vacuo de ordem m esta contido no valor esperado

(¢o| T [Hy(t1) -+ Hi(tm)] |ho), (4.12)

todas estas contracdes contem 2m diferentes operadores 1 e 2m operadores 1'. Usando
um analise semelhate ao feito para os diagramas de Feynman de ordem m, temos aqui (2m)!

borbulhas de vacuo. Chamemos este namero de

Dm=02Cm). (4.13)

Suponhamos agora que todos os possiveis diagramas de Feynman conectados de

ordem m sdo gerados a partir de

(ol T [Hi(t0) - Hy (tm) e OP 50| 190 concetado (4.14)

neste valor esperado estamos considerando todas as possiveis contracdes que geram
diagramas de Feynman conectados (na fun¢do de Green (4.3) s6 os diagramas de Feynman
conectados contribuem). Chamemos o numero total de contragées que geram diagramas

de Feynman conectados como JVC%.

Ja que cada uma das JVn(ql) contra¢coes podem-se decompor em um produto de duas
contracoes que geram diagramas totalmente diferentes (conectados e borbulhas de véacuo,)
e ja que os valores esperados (4.12) e (4.14) geram todas as possiveis diferentes contracoes

em cada caso, o seguinte produto

(¢po| T1H (1)) - H(£)] o) (po| T [Hf(tnﬂ)---Hz(tnm%(x)w;(y)] |90 conectado 415
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que satisfaz m = n + [, gera uma parte das ./, possiveis contracoes.

Lembremos que com cada Hj(¢;) vem associadas as coordenadas (x,-,x:.). Devido
a que (4.12) e (4.14) geram todos os possiveis diagramas de vacuo e conectados,
respectivamente, uma permutac¢do dos indices i e j correspondentes ao par de varidveis
(x,-,x;.) e (xj, x;.) dentro do mesmo valor esperado (4.12) (ou, respetivamente, de (4.14)) gera
exatamente as mesmas contracoes que (4.12) (ou, respetivamente, de (4.14)). No entanto, a
mesma permutacao com i em (4.12) e com j em (4.14) na equacgdo (4.15) gera um conjunto
de diferentes contragoes em (4.9). Em particular, todas as possiveis permutacgdes entre as
varidveis dos dois valores esperados em (4.15) geram diferentes contracoes em (4.9). O

ndmero de tais permutagdes ¢ entdo (') = ('}) = 2%

Somando sobre todos os valores de n e I que satisfazem n + [ = m, encontramos que

m
n

<([)0| T [Hl(tl)...HI(tm)ﬁ/a(x)tﬂL(y)] |([)0> = Z ( )<¢)0| T[H;(8y) - Hy(t)] |¢0> «
n=0

(ol T Hi(tn) -+ Hitm) a8 0] [90)conectao 4-16)

A equacao anterior permite relacionar diferentes tipos de contracoes. Em principio,
cada contracdo contribui de forma diferente ao resolver explicitamente a integral associada.
Porém, a equacdo permite enumerar explicitamente os diferentes tipos de contragoes, ja
que cada valor esperado contem todas as possibilidades. Como o ntimero de contracoes é
independente da correspondente contribuicdo, podemos supor sem perder a generalidade
que todas as diferentes contracoes ddo a mesma contribuicdo (situacdo que acontece
explicitamente quando se estuda o problema em dimensao zero) a equac¢ao anterior leva

a

A=Y (m)w‘l’@ (4.17)
m n cn m-n .

n=0

Esta equacao permite encontrar L/%% recursivamente. Em ordem m = 0 a equacao

anterior se reduz a

NP = A Dy (4.18)

Usando (4.10) e (4.13) para m = 0 obtemos JVC%) = 1. Os outros valores de JVC%

podem-se encontrar recursivamente, explicitamente:
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AP =4V -2, (4.19)
2
%(5):%(1)_92_ | </Vc(11)©1 (4.20)
3 3
1 _ 1) 1) 1)
'/VCS —JVS —®D3— 9 ‘/Vcl @2—(1)%2 D1 (4.21)
A = 0, - [Haho, - a0, - [*| 0o (4.22)
c4a — 74 4 3|7 el 3 2| c2 2 1] 3 1 :

(4.23)

Pode-se verificar a partir de estas equacdes que os primeiros valores de 4,\}) para
m=0,1,2,3,4,--- sao

1,4,80,3552,271104,31342080, 5087692800 - - (4.24)

Nao é dificil prever que existem contracoes que geram o mesmo tipo de diagrama.
Para este problema em especifico a relacdo entre contragcoes e diagramas de Feynman é
simples. Em particular, o nimero de diferentes contracoes que geram o mesmo diagrama
de ordem m depende unicamente da ordem m. Para ver isto, dado um diagramas de
ordem m, este tem m linhas tracejadas que representam uma das interagoes U(x;, x.).
Enumerando estas linhas, a primeira pode ser escolhida de um total de 2m possibilidades
(que correspondem com os m possiveis pares (x;, X;) mais os m intercambios (x}, x;), note
que este intercambio corresponde com uma contracao diferente.) A segunda linha pode
ser escolhida dos restantes (2m — 2) pares, e assim sucessivamente. Portanto o nimero de

diferentes contracoes que geram o mesmo diagrama é

CmCm-2)2m-4)---4)(2)=2m"=2"m!

Assim, cada diagrama de ordem m € gerado a partir de (2m)! contracdes. Portanto o

numero total de diagramas conectados hi) e

b = —— (4.25)

que, param =0,1,2,3,--- gera a seguinte sequéncia
1,2,10,74,706,8162,110410,1708394, - - -
Comparando com a sequéncia do numero de mapas enraizados em funcao do

numero de lados e para todos os possiveis g (genus), vemos que as duas sequéncias

parecem coincidir. Se elas coincidirem, implicaria que o nimero de diagramas de Feynman
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conectados de ordem m é idéntico ao niimero de mapas enraizados de m lados para todos
os possiveis valores de m. Duas diferentes formas de provar a ultima afirmacao, sdao as

seguintes:

* Encontrar uma bije¢do explicita entre os mapas enraizados de m lados e os diagramas

de Feynman conectados de ordem m.

* Encontrar uma formula explicita para os diagramas de Feynman conectados, e

mostrar a equivaléncia com a formula de Arqués-Béraud.

Vamos analisar estas duas diferentes provas do mesmo resultado.

4.2 Bijecao entre os diagramas de Feynman conectados e os

mapas enraizados

A seguinte bijecao é inspirada por K. Gopala et al., em um trabalho recente [36].
Consideremos uma contracao arbitraria que gera um diagramas conectado de ordem m,
vejamos que tal contracdo define um uUnico par de permutacdes &, e o transitivas em
um conjunto [2m]. As m interacoes U(xi,x:.) definem uma associacdo em pares das 2m
variaveis {xj, -, X, xi, .-+, x).}. Este conjunto de varidveis estd em correspondéncia direta
com o conjunto [2m] (jd que contem o mesmo nimero de elementos), assim podemos
considerar este conjunto de varidveis como uma enumeracao arbitraria de um conjunto
com 2m elementos. Se consideramos a seguinte associagdo a = (xlxi)(xgxé)---(xmx;n)
com a decomposicdo de uma permutacdo @ em seus ciclos, é claro que a é uma
involucdo sem ponto fixo (ver capitulo 3.) Agora consideremos uma das varidveis z, €
{x1,--- ,xm,xi,--- , X}, z, € também a varidvel de somente dois operadores de campo
/(z4) e 7' (z4) (por simplicidade, consideramos os indices spinorais subentendidos). Duas
possibilidades acontecem na contracio: ou 1(z,) é contraido com ¥(z,), ou P(z,) é

contraido com @T(zb) e @T(za) com ¥(z.) (aqui z, # 2p € 24 # Z¢).

Nos dois casos, as linhas fermionicas do diagrama de Feynman geradas pela
contracdo de varios operadores de campos formam trilhas fermidnicas orientadas que sao
ciclos, ou formam uma trilha fermiénica (inica) que comeca na perna externa x e acaba na
perna externa y, ver figuras 4.3 e 4.4. Esta caraterizacdo determina a permutacdo g, cujos
ciclos fornecem os vértices e as correspondentes pontas incidentes de um mapa enraizado.
A permutacdo o é obtida “contraindo” os trilhos fermionicos a um ponto que correspondera
com um vértice do mapa enraizado. O trilho principal (o Gnico que contem as pernas
externas x e y do diagrama) é contraido ao vértice enraizado, a raiz correspondendo 4
varidvel z, que fica mais perto de x no diagrama. O trilho tem uma ordem das respectivas

varidveis {z;} o que determina um Unico ciclo da permutacao o (ver figura 4.3). Os outros
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Zb

Zq Ze

Figura 4.3: O trilho fermidnico (Gnico para um diagrama de Feynman conectado de duas
1

— S
pernas) descrito pelo produto de contracoes 7 (x)U (z) 0 (za) ¥ (zp) - - (20) T (3). O trilho
é “contraido” em um vértice do mapa enraizado e as linhas tracejadas passam ser os lados do
mapa, com as pontas sendo indexadas pelos z; (na figura a outra ponta das linhas tracejadas
podem incidir no mesmo trilho, formando um loop do mapa enraizado ou podem incidir
em outro trilho do diagrama). O vértice do mapa é dado pela permutacao (z,zp2:242.) de
acordo com nossa caraterizacdo dos mapas por permutagoes, e a ponta z, como € a tinica
adjacente a x no diagrama (no diagrama z, é um vertice), pode-se escolher como a raiz.

ciclos da permutacdo o sao determinados a partir dos outros trilhos do diagrama associado
com a contracdo considerada (ver figura 4.4). J4 que a contracdo gera um diagrama
conectado as duas permutacoes o e a sdo transitivas em [2m]. Assim com cada contragao

temos uma Unica enumeracao associada a um tinico mapa enraizado.
Dada uma contracao total, evidentemente tm (2m—1)! possiveis enumeracoes do
mapa enraizado associado ja que a varidvel z, em 1/(x){/' (z,) é escolhida como a raiz.
Como vimos o numero de contra¢cdes associadas ao mesmo diagrama de Feynman
é 2" m! entanto que o nimero de possiveis enumeragdes de um mesmo mapa enraizado

é 2m—1)!. Evidentemente, 2"m! < 2m —1)! para m =3 2"m! > (2m —1)! para m < 3),

assim contracoes para um dado diagramas de Feynman, ndo podem estar em bijecdo com
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Figura 4.4: O trilho fermionico fechado (ciclo) descrito pelo produto de contracoes

— | | | | —
W (za) ¥ (z0) P (zp) 0 (2) W (20T (22) P (20) ¥ (z4) é “contraido” em um vértice do mapa
enraizado e as linhas tracejadas passam ser os lados do mapa, com as pontas sendo
indexadas pelos z; (na figura a outra ponta das linhas tracejadas podem incidir no mesmo
trilho, formando um loop do mapa enraizado ou podem incidir em outro trilho do
diagrama). O vértice do mapa é dado pela permutacgdo (z,z,2.24) de acordo com nossa
caraterizacdo dos mapas por permutacoes.
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enumeracoes de um mapa enraizado para o mesmo nimero m. No entanto, para nosso
interesse, basta escolher uma func¢do sobrejetiva entre o conjunto de enumeracoes e o
numero de contragées quando m = 3 (de forma inversa para m < 3). Assim, com esta
construcao, para duas diferentes contracoes associadas ao mesmo diagrama, teremos uma
permutacao r € %, (com r(1) = 1) tal que se para uma contracao temos associado o mapa
enraizado (a,0), entdo a outra contragdo tera associado o mesmo mapa enraizado com a

enumeracdo equivalente (roaor !, rogor™1)

Da mesma forma, duas diferentes enumeracées de um mesmo mapa enraizado
corresponderam ao sumo com duas diferentes contracdes que geram o mesmo diagramas
de Feynman. Portanto o nimero de diagramas de Feynman conectados de ordem m € igual

ao numero total de mapas enraizados com m lados. Portanto

L/‘/(1) i+1 (2a )l
1
f)gn) - zmcr’;;l - 2m+1 Z( 1’ Z Z O ay+-+ajsy,mtl H

ar =1 aj+1=1 !

(4.26)

4.3 Uma fé6rmula de contagem para os diagramas de

Feynman conectados

Na secc¢do anterior mostramos uma bijecao explicita entre diagramas de Feynman
conectados e mapas enraizados. Nesta seccao deduziremos uma férmula de contagem para
os diagramas de Feynman diretamente da recorréncia (4.17) que € equivalente a férmula de

Arqués-Béraud. Para mais detalhes ver [14].

O conjunto de relagoes recorrentes (4.19) podem-se resolver da seguinte forma:
Substituir a primeira relacdo para Q/VC(ID na segunda equacao. Logo, substituimos a expressao
de ,/VC(ZD na terceira equacao. E assim sucessivamente. Este processo finito faz com que J&fc%
dependa unicamente de %(1) e®,para0</<me0<n<m.Particularmente, N parece

ter a seguinte forma

m
N =2 Cn (M) = D) (4.27)
n=1
com
m-n
. ..._a._l
=) (=1 o . / D; (4.28)
; al,Za,_l ay+--+a;,m— nH m—ay—-—aj,—aj J

m _
paran<me<E); =1.

A féormula (4.27) pode ser mostrada por inducao. Detalhes encontram-se em nosso

trabalho [14]. Primeiro consideramos vdlida a férmula (4.27) até o inteiro positivo m e
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usamos a recorréncia (4.17) para o caso m + 1

m+1
m+1

N = ( ) )J&/C(,?@m_nﬂ (4.29)

n=0

ou
) M) o [m+1)
‘/ch+l :‘/Vm+l_©m+1_ Z n ‘/Vcn DO m-n+1- (4.30)
n=1

A hipétese de inducgdo é valida valida para n < m, permitindo escrever a equacdo anterior

como
m+1

; )i)m_nﬂ%:’w#” -D,). (4.31)

m n
L _ 4D
Jch+1 - ‘/Vm+1 ~Om+1— Zl Zl(
n=1lr=

A terceira soma do lado direito pode escrever-se assim

n s=1|n=s

m.n +1 nol& +1
> Z(m )i)m_n+1<€,§(m(l)—©r):z [Z(mn )i)m_nﬂ%fl (N) = Ngy)  (4.32)
n=1lr=1

em particular, pode-se mostrar que

mm+1
€rt=-% ( )@m_n+1<g;’ (4.33)
n=s n
por tanto
1 m+1
'/Vc(rrzﬂ = Z <€Sm+1 (‘/Vs(l) - gs) (4.34)
s=1

Provando assim (4.27). A relacdo (4.33) (importante para a validade de esta prova) é
mostrada dethaladamente em [14]. Veja que o simbolo € tem um formato muito parecido
com a férmula de Arqués-Béraud. Em particular, cada termo de 6, em (4.28), ao expandir
a soma, é representado explicitamente por uma composicao do nimero m — n. A prova de
(4.33) em [14] considera o lado esquerdo e direito como dois conjuntos, cujos termos siao
indexados por composicoes. Entdo a prova da validade da férmula é conseguida provando
que estes dois conjuntos sdo idénticos. Em realidade a prova poderia obter-se de um jeito
mais simples, em base de propriedades das composi¢oes, como foi feito no Apéndice B para
provar a férmula de Arqués-Béraud. Mas, o mesmo procedimento é usado logo para mostrar

a equivaléncia da formula (4.27) (dividida sobre 2" m!) com a formula de Arqués-Béraud.

Equivaléncia com a formula de Arqués-Béraud

Os termos da férmula de Arqués-Béraud sdao indexados por todas as possiveis
composicoes de m + 1. Dada uma composi¢do de m + 1, digamos a; + -+ a;j+1 = m+1,

o termo correspondente é

i+l (Zaj)!

D]

j=1 (@t

(4.35)
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Entanto, os simbolos €)' em (4.27) tem termos que representam todas as
composicoes de m — n. Para provar que (4.27) dividido entre 2" m! é idéntico a férmula
de Arqués-Béraud reescrevemos os termos que multiplicam os simbolos €6, em (4.27) da

seguinte forma

) _ ﬁ' ©n+1
" 2 (n+1

1
D, = E@lNdn (4.36)

Como antes, consideramos os termos das duas féormulas como elementos de dois
conjuntos indexados pelas respectivas composicdes. Entdo, a igualdade das duas féormulas
passa pela verificacdo que os dois conjuntos assim definidos sdo idénticos. Primeiro pode
comprovar-se que eles tem o mesmo nimero de elementos (2™), logo que um termo
arbitrdrio do primeiro conjunto sempre esta no segundo e vice-versa. Dethales da prova

estdao em ref [14].

Assim, mostramos de outra forma que o numero de diagramas de Feynman
conectados de ordem m da teoria estudada é idéntico ao nimero de mapas enraizados de

m lados para todos os possiveis numeros g.
Vamos reescrever €, de outra forma, usando
m! L (2a;))!

[l ™ 7% p,= : [1==

i=
m-—ay—-—aj-1—aj (m-ay-ax—---—a;) . aj

usando a; +---+aj = m—n em cada termo da soma, e redefinindo o indice i — i — 1, temos

que os simbolos €, a partir de (4.28) podem ser escritos assim

m! m-_n-1 . m—n-—1 i+1 (zaj)!
Gp=— Y DTN Y Sararerapg=men | [ (4.37)
n-izo a1,az,,a;11=1 j=1 (a;)!

Usando a férmula de Arqués-Béraud, os simbolos €, podem-se escrever em fungao

dos numeros J/c(}l)
n cm—n-1

€M =_2(m—n) (r:)w(l) (4.38)

Esta formula sera de utilidade para a expansao assintética de JV,,(QD para m — oo. Note

que os simbolos €, sao sempre negativos para n < m.
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4.4 Generalizacao para o caso de diagramas de Feynman

conectados com um nimero arbitrario de pernas

externas

Na seccdo anterior somente focamos no estudo de diagramas de Feynman com

duas pernas externas, o estudo pode-se generalizar para o caso de um numero arbitrario

de pernas externas. Antes de comecar o nosso analise, vamos ver duas propriedades dos

diagramas de Feynman, que serdo importantes para a sua contagem.

2

* O nimero de pernas externas é sempre par: Na sec¢do 4.2, analisamos como

as contracdes que geram os diagramas conectados podiam ser representados por
trilhos fermidnicos direcionados. Vimos que s6 podiamos ter um trilho fermionico
aberto entanto que os demais necessariamente eram fechados. Para gerar um
diagramas conectado, os trilhos se conetavam com linhas tracejadas (que representam
a interagdo) de tal forma que sempre era possivel passar de um trilho a outro. Se
queremos mais pernas externas, simplesmente temos que adicionar mais trilhos
fermionicos abertos. Assim para N trilhos fermionicos teremos sempre 2N linhas
externas. Uma forma explicita de aumentar os trilhos abertos, dado um diagrama
conectado, é cortando uma das suas linhas fermionicas, pertencente a algum trilho
fechado, pela metade e fora dos vértices (ver figura (4.5)). Ou, para diminuir o nimero
de trilhos abertos, conectando a perna externa sainte e entrante de um mesmo trilho.
A questao interessante € que tal operacao deixa intacto o mapa correspondente, mais
aumenta (ou diminui, no caso de conectar pernas externas de um mesmo trilho) o
ntimero de raizes. E ficil generalizar a bijecdo estudada na seccéo 4.2, assim com cada
diagrama de Feynman com 2N pernas externas, temos um tinico mapa enraizado com

N raizes.

Dada um numero de N trilhos fermionicos (abertos), o menor nimero de linhas
tracejadas possiveis para gerar um diagramas de Feynman conectado de 2N pernas
externas € N — 1. Assim para um diagrama de Feynman conectado com 2N pernas, a

menor ordem possivel que pode ter é m = N — 1, ver figura 4.6.

A generalizacao de (4.9) que gera todas as possiveis contracoes totais associadas com

diagramas de Feynman com 2N pernas externas é simplesmente

ol TUH(01) - Hy (1) Wy () Wy (X2) - Wy )Py (P0IP (v2) -9 (vw)llgpod. (4.39)

Transformar este objeto em uma férmula recursiva que generalize a férmula (4.17) foi

conseguido por nos recentemente em [16]. Chamando .#,\") o nimero total de contracoes
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Figura 4.5: O diagrama superior esquerdo é um diagrama com duas pernas externas e
dois trilhos fermidnicos, um deles fechado. O trilho fechado esta conformado por 4
linhas fermionicas, cortando a linha superior pela metade, obtemos o diagrama inferior da
esquerda com 4 pernas externas e dois trilhos fermionicos abertos. Da bijecao estudada
na seccao 4.2, obtemos os correspondentes mapas enraizados. Ao ter duas pernas externas
incidentes, o diagrama inferior da esquerda distingue as duas pontas da linha tracejada, que
correspondem as pontas de um lado do mapa inferior da direita. Note que os mapas da
direita sdo topologicamente idénticos, mas o superior tem uma raiz, entanto que o segundo
consta de duas raizes.

1
1

i

Figura 4.6: O primeiro diagrama corresponde com o tinico diagrama de Feynman conectado
de ordem m =1 e 4 pernas externas (N=2), por ser o Unico é evidentemente o diagrama com
menor ordem possivel para N = 2. A partir de ele, podemos construir o diagrama conectado
com menor ordem possivel para N = 3. Temos que adicionar um trilho adicional e conectar
este ao diagrama conectado N = 2. A forma mais economica de fazer isto é primeiro,
adicionando um vértice a um dos trilhos do primeiro diagrama. Segundo adicionando
outro vértice ao novo trilho e terceiro conectando estes dois novos vértices por uma linha
tracejada. O diagrama assim criado tem m = 2 e para N = 3 é o diagrama conectado de
menor ordem possivel. Este procedimento pode ser generalizado para N arbitrario, fazendo
com que a minima ordem possivel seja m = N —1.
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Iy . . U1 I . . U1 T _ Y1
T2 = v Y2 T2 v = Yo o T2 é . Y2
I3 é Yz T3 ; Ys T3 a Y3
T N Y1 I . Y1 . a1
T2 . é Y2 T2 v Y2 T2 . v Y2
T3 : y3 T3 = Y3 I3 = = Y3

Figura 4.7: Os diferentes 6 diagramas de Feynman para o caso N = 3 e m = 2. Note que
uma escolha particular das pernas externas foi feita. Em particular, se as pernas externas
nao fossem nomeadas, estes diagramas de Feynman seriam todos equivalentes. Se as
pernas externas ndo sdo nomeadas, contar os diferentes diagramas conectados dependeria
da simetria interna do diagrama. E em principio, contar diagramas neste caso seria algo ndo
trivial (lembre a distincao feita entre mapas enraizados e mapas topolégicos, é exatamente
a mesma distin¢io que nos estamos fazendo aqui.) Assim, em A4, é sobre-entendido que
as pernas externas tem uma tinica nomeacao e contamos respeito de tal nomeacao.

em (4.39), pelo mesmo argumento usado para obter (4.10), € trivial ver que

NN = 2m+ N)! (4.40)

Uma parte destas contragdes totais geram diagramas conectados. A tnica diferenca
com o caso anterior é que (4.39) contem todas as possiveis formas de escolher as pernas
externas dos diagramas, e, em um diagrama desconectado, esto nao gera uma tnica possivel
escolha das pernas externa de cada componente conectada. O objeto que gera os diagramas
de Feynman conectado é

(Pol TLHT(11) -+ Hi(tm) Py (X)) Wy (X2) -+ Wy Com) Py (7P (v2) -+ Wf (yw)]1od Conectado-
(4.41)

Que tem as pernas externas fixas e gera unicamente diagramas conectados. Se
queremos obter uma férmula recursiva para o nimero de contragdes totais em (4.41) a
partir de (4.39) devemos contar devidamente todas as possiveis formas de escolher as pernas
externas de cada componente conectada em (4.39). Isto foi feito explicitamente em [16]
usando argumentos combinatérios. Assim, quando falamos do namero de contracoes totais
J&/C(n]\ll) que geram diagramas de Feynman conectados com N pernas externas, assumimos
que uma escolha especifica das pernas externas ja foi feita. A escolha corresponde a ordenar

os trilhos fermidnicos de arriba para abaixo (ou de esquerda para direita, no caso de ser
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desenhados verticalmente) e o primeiro trilho tem as pernas {x, 1}, o segundo trilho tem

as pernas {xy, y»} e assim sucessivamente (ver figura 4.7).

Em correspondéncia com o nosso trabalho [16], a partir dos resultados obtidos ai,
podem-se usar genereadores funcionais para obter especificamente os mesmos resultados
por puro cdlculo. As técnicas de geradores funcionais sao uma poderosa ferramenta
para fazer combinatéria. Mas sempre é de proveito ndo esquecer a interpretacao
combinatoria detrds da algebra das séries formais. Utilizaremos aqui geradores funcionais

para determinar as recorréncias que determinan os nimeros J&fc(,,l\?.

O gerador funcional do nimero de todas as possiveis contracoes totais N,V pode

ser escrito como

oo 00 ‘/VW(ZN )

Zx,y=y >

N_ m
x (4.42)
=om=o (ND?m! Y

NV conta todas as possiveis contracdes totais (tanto as que geram diagramas
conectados como desconectados.) x e y sdo os parametros arbitrarios da série formal.
Pensando Z(x,y) como o limite formal d — 0 (com d a dimensao) de algum gerador de
funcoes de correlacao Z, x pode ser interpretado como uma constante de acoplamento
entanto que y seria uma corrente externa. Uma contracdo total que gera um diagrama
desconectado tem elementos sem correlacdo. Particularmente é de interesse conhecer os
processos com correlacao total, isto é aquelas contracoes que geram diagramas conectados.
Se o gerador deste tipo de funcdo de correlacao é #, em geral, # e Z encontram-se

relacionados por

Z =exp¥W (4.43)

Esta relacao € preservada em dimensao zero, correspondendo a uma relacao entre
os nossos geradores funcionais do nimero de possiveis contracoes Z(x,y) e W(x,y). Em

particular

Z(x,y)=expWi(x,y) (4.44)

com

[e.°]

@ o0
W(x,y) =L0g( > ﬁym)Jf > >

m=0

x"y™m (4.45)

Note como a soma do lado direito come¢a em m = n—1 que corresponde com a

minima ordem possivel de um diagrama de Feynman conectado. Usando (4.44), obtemos
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oo 00 ./V(N) < D, oo 00 %(rfg
a b
Y ) ey = ) —EyT 1 ) ) ey
N=0m=0 (N)“m! ma=0 Ma: n=1my=n—11-Mp:
(n) 2
1|2 &2 K
ol L ey
2 2 = nim!
(n) !
1|2 & K
+— | Yy ynymal p. |l (4.46)
l! n=1md:n—1 n!md!

Vamos igualar termo a termo em N para obter formulas que relacionem :/Vn(qN Ve J/C(f)

Para N =0 é evidente que
N0 =D, (4.47)

Para N =1, s6 a segunda soma dentro do paréntese da direita contribui, obtendo

1 m! 1
N = Z Z O miy+ma,m e N Dy (4.48)

mp= OWZQ 0

vemos que esta é exatamente a equacao (4.17), aqui obtida de outra forma.

Para N = 2, s6 as duas primeiras somas dentro do paréntese da direita contribuem, a

primeira cotribuicao é

2
m m 1 JVC(ngl
Z Z 6m1+m2,m ng
'mo! 2!
m1:1m2=0 2¢
Entanto que a segunda contribuicao vem de
(n1) (n2)
1 & Onm cm X & NMm
n m d n m
5 Z Z Z : c'x 1yMe Z ' ' 2yMd |
+ [ ma=0 mfl ni=1me=n; -1 N1:Mc: na=1my=ny—1 12:Mgq:

0s tinicos casos que contribuem aqui sdo N = 2 = n; + ny. e portanto n; = np = 1. Igualando
as duas contribuicoes ao termo do lado esquerdo com coeficiente JVn(,z)/ ((2"h%m!), obtemos

m m m |
@ _ m. M) 4 D)
'/Vm =2 Z Z Z 5m1+m2+m3,mm \mo\m ,J‘/cmf/‘/crrzz@m?)
ml—Omg—Omg—O 1-7782: 1783+
m! 9
#2353 Smmam N Dmy- (4.49)
1!m2!

mi= lmz 0

Para N = 3, repetindo o precedimento obtemos

m!

A A, A% D,

cmy cmy cms

m m m m
e/Vn(f')ZG Z Z Z Z O iy +my+mz+ma,m

M1 =0 1z =0 13 =0 113 =0 my!my!lmslmy!

m!

m m m
2) 1)
+18 Z Z Z 5m1+mz+m&mﬁ%ml%m2@
ml—lmg—Omg—O nmy.myp.ms.
m! 3
+62 S Suemam o N D (4.50)

=2mp=0



4.4. GENERALIZACAO PARA O CASO DE DIAGRAMAS DE FEYNMAN CONECTADOS COM
UM NUMERO ARBITRARIO DE PERNAS EXTERNAS 61
Para N arbitrdrio basta com analisar a [-ésima soma dentro do paréntese do lado

direito de (4.46). Esta tem a seguinte forma

(ny)

(n1) (n2)
_' E z '—llxnlyml z E '—Z'xnz ym2 e E E '—l'xnl yml
D =1 my S -1 Talmy! Ha=1 ma=mp—1 N2!M2! =1 my=m—1 mtmg!

Este termo tem contribuicdo em (/Vn(fv) se N=ny+ny+---+n;. Como cada n; >0,
temos que os termo que contribuem sdao composicoes de [ elementos de N. Em particular,
pode-se ver da equacgdo anterior que, dada uma I/-composicdo qualquer de N, outra
composicao com os mesmos elementos mas em diferente ordem leva ao mesmo coeficiente.
Isto implica que podemos representar cada termo que contribui por uma particao de
N multiplicando pelo devido fator correspondente as composicoes equivalentes. Se dos
nuameros {ni,---,n;} temos sé r diferentes ntiimeros n;, entio N = din; + dony +--- + drny,
com d; as vezes que o numero n; se repete na particio. Evidentemente temos r < [ e
l=dy+d,+---+d,. O respetivo fator multiplicativo que considera as composicoes com
amesma contribuicdo é

Il

Assim para uma dada particao de N temos a seguinte cointribuicao

4 1

m m
Z Z Z 5m1+--~+m1+1rmm

mi=n;—1 my=n;—1m;;1=0
1 1

(m) 4,(n2) (ny)
17,1 - U ol |‘/V0ml‘/VCMz""/chl©ml+1 (4.51)
nyng.---njp. M1.Moi---Njyq.

Somando sobre todas as possiveis parti¢coes e igualando ao termo do lado direito de
(4.46) que tem coeficiente A&,/ ((N)2m!), obtemos

m m 1

m
e/Vn(qN): Z Z Z Z 5m1+...+ml+1,mm

(ny,-,n)ePN |mi=m-1  my=n;—-1my;1=0

(N)? m! () 4/ (n2) ()
" " 'X " " |%ml%m2.-.%mlgml+l .
nying:.---nj. mymopi---Mjyq.

(4.52)

com £y o conjunto de todas as particoes niimericas de N. Assim obtivemos um conjunto
de recorréncias que podem ser resolvidas iterativamente para obter JVC(,]%D ParaN=1,2,3,---

Na secgao seguinte veremos que esta recorréncia pode ser enormemente simplicada.
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Simplificacao da recorréncia

Para obter uma simplificacao explicita da recorréncia anterior, tomemos derivadas

sucessivas de Z(x, y) respeito de x e avaliamos depois em x =0

0o 1)

0Z
—0,)=2'0,y) = =y 4.53
5, ON=2'0y mzzom!y (4.53)
Da mesma forma, usando (4.44) obtemos
D &
m cm.
Z’(o,y):Z(o,y)W’(o,y)=( )} Wy’”)( )3 —.Zy””) (4.54)
my=0 71 my=0 M2:
Igualando termo a termo, obtemos
O_ v ¥ m_
. _mlz;Omzzzocsmﬁmz’mml!mz! Hem Dms (4.55)

Sendo exatamente a formula (4.48).

Derivando Z(x, y) novamente respeito de x e avaliando em x = 0 obtemos

Z"0,y) = Z©0,pW"©,y)+ Z'0, ) W', ), (4.56)
Igualando o lado direito com o esquerdo termo a termo, obtemos

m
‘/Vn(12):22 (7)%(]})”(1) +ZZ( )JV(Z)Q m—j- (4.57)
j=0

Tal férmula tem um formato mais simples que (4.49). Calculemos o caso N =3
Z"0,y)=Z0,)W"©0,y) +2Z'0, ) W"0,y) + Z"(0, ) W' (0, ), (4.58)

Igualando termo a termo, obtemos

WA 32( )w‘”ww +1zz( )JV(Z)JV(l) +6Z( )Jv(s)@m_j. (4.59)
j=0

Esta féormula é evidentemente mais simples que (4.50). Em particular, podemos

generalizar este procedimento para N arbitrdrio, obtendo

—1)2(N=-2)2--(N—i+1)?
(i—1)!

m N
N m D (N-1 (N
M ):NZO( ,)Jvc(jbv,jl_j '+NY

]: =

( )W(z)W(N i)

(4.60)

j=i-1
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Figura 4.8: Os dez diagramas de Feynman conectados param=2e N = 1.

2

Computacionalmente esta recorréncia é muito mais simples que (4.52).

Em

particular permite calcular Q/VC(HA{) para uma grande quantidade de casos em NN e para grandes

valores de m. O procedimento € o seguinte, resolvemos o caso N = 1 até uma ordem finita m

usando equacao (4.48). Todos estes valores sao usados em equacao (4.57) até ordem m para

calcular (/VC% e assim sucessivamente ate o NV desejado.

Lembrando que em A4, fizemos uma escolha particular das pernas externas.

Portanto, as contracdes em A" consideram s6 a estrutura interna dos diagramas gerados.
cm

Como em férmula (4.25), para cada uma de estas contracdes existem 2”"m! diferentes

contracdes em A que determinam o mesmo diagrama. Assim, o nimero de diferentes

diagramas de Feynman com 2N pernas externas (com nossa escolha particular de tais

pernas externas) é

(N)
AN = Hem (4.61)
2Mmm!
ht) h? hY htY he h® Rt
m=0 1 0 0 0 0 0 0
m=1 2 1 0 0 0 0 0
m=2 10 13 6 0 0 0 0
m=3 74 165 172 72 0 0 0
m=4| 706 2273 3834 3438 1320 0 0
m=5| 8162 34577 81720 115008 91968 32760 0
m=6| 110410 | 581133 | 1775198 | 3432864 | 4227840 | 3082080 | 1028160
m=7 | 1708394 | 10749877 | 40320516 | 99431808 | 166020720 | 184019040 | 124126560

Tabela 4.1: Primeiros valores dos niimeros

R,

Para ver os respectivos diagrams no caso m =2 para N =1, N =2 e N = 3 ver figuras

(4.8), (4.9) e (4.6), respectivamente.
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T . . Y1 Iy . - Y1 21 . Y1
| v O
) = : Y2 T2 = = Y2 T2 = = Y2
I . Yyi I1 ) . Y1 I1 " . Y1
Q) o O
T2 c = Y2 T2 = Y2 T2 = Y2
Z1 . Y1 1 ‘\ s : Y1 1 . ‘ ,' Y1
To_ . Y2 T2 : Y2 T2 : Y2
T . Y1 I Y1 T1 . Y1

1 Y1

T2 5 Y2

Figura 4.9: Os treze diagramas de Feynman conectados para m = 2 e N = 2.Note que as
pernas externas sao nomeadas com uma particular escolha dos indices. Para o caso de
pernas externas sem nome, sO teriamos 8 diagramas.
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4.5 Expansao assintoticaparaocaso N =1

A equacdo (4.27) é a solucao da recorréncia (4.48). Se desejamos avaliar ela para
ordens grandes encontramos uma dificuldade ja que o simbolo €," para n < m contem
uma grande quantidade de termos (em particular, tem o ntimero de possiveis composicoes

do nimero m — n). Assim, avaliar explicitamente A\

para m grande é invidvel. Trabalhar
com a recorréncia resulta muito mais econdmico, e de fato, computacionalmente pode-se
determinar os nimeros JVC% e hﬁ}}, por examplo, para m = 4000 em poucos minutos. Mas a
solucdo (4.27) é util para determinar b'Y) e A\ para m arbitrariamente grande, obtendo-se

assim a expansao assintética destes numeros.

A primeira condicdo para apreciar isto é ver m ndo como um simples nimero, se nao
como uma variavel (real ou inclusive complexa, o importante é que contenha os inteiros
ndo negativos). Fazendo isto, os termos dentro dos simbolos €," passam ser simples
quociente de polindbmios em m. Em particular, temos uma grande quantidade destes

termos. Escrevamos, entdo, h')) usando expressao (4.27) da seguinte forma

- emn__ 1
2Mm! 2Mm! ,;1 ,/V(l) Dm

~1 (m-k)(2[m—k])!
=1 m2m)!

(1)_‘/%(}73 _:/Vn(ql)_g [ m—1 W(l) @ l

€m k] : (4.62)
Estudemos primeiramente os termos com k < m

Primeira contribuicao k < m

Estudemos um termo arbitrario entre os colchetes de (4.62) satisfazendo k <« m.

Usando a formula (4.38) para simbolo €}, o termo toma a seguinte simples forma

(m-k)RIm-kD! _,, -1 (m-k) 0
m(2m)! mk = 22— 1 em)@m - D@Em—3)-@m—@k-1)" k-1 46

Como k < m o ntmero A (,?_1 independe de m, e pode ser calculado a partir da
recorréncia (4.48). Definindo a soma dos primeiros ¢ termos como P(m, ¢), ndo € dificil ver

que eles tem a seguinte forma

L (m-kRIm-kD! . AOm +BOm 4+ XOm2 + YO 4 210
P(m,0) =}, m—k =~
=1 m2m)! 2Cm)2m-1)2m-3)---2m—(20-1))

(4.64)
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Com os factores A, BY,... 7 simples inteiros obtidos ao fatorizar os cocientes

(4.63). Por exemplo, os primeiros valores da funcao P(m, ¢) sdo, para ¢ =1

& (m-bEm-k)!_, _(m-D2m-DI_, 2m -2
P = ) T kT T im0 T amemen 40V
Para ¢ =2
2 —k)2Im-k))! 4m? —6m -2
Pom2)= 3 " nf)tizzg' : Gk = Gmam D am 3 (4.6
k=1 :
Para¢ =3
& (m-k@Rm-k)_, 8m> —28m? +36m — 44
Plm,3) = ,; m2m)! m=k= " 2m)2m-1)2m—3)(2m-5) (4.67)

e assim sucessivamente.

A questdao importante é que as propriedades analiticas das funcoes P(m,¥¢) sao

simples para ¢ inteiro. Estas sdao funcoes analiticas com ¢ + 1 polos em
m=0,1/2,3/2,---,2¢ - 1)/2.

Estas funcoes sdo regulares em m = oo admitindo uma expansdo em séries de Taylor neste
punto. Em particular P(m, ¢) é uma soma de ¢ funcoes regulares em infinito. Assim, para
algum rédio de convergeéncia, a serie de Taylor de P(m, ¢) pode obter-se somando a série de

Taylor dos ¢ termos de (4.63), que tém a seguinte forma

iy m—1 S P m> k-t (468)
k1 o em—-1)2m=3) - 2m—Qk-1))  mk  mk+l ’ 20

Da férmula anterior podemos deduzir o seguinte: considerando r < ¢, para obter os
primeiros r termos da expansdo de Taylor de P(m, ¢) s6 precisamos somar 0s r primeiros
termos de Taylor das fungoes (4.63) (ja que a g-esima funcao com g > r tem primeiro termo
de Taylor de ordem 1/m9. Portanto, a g-esima fun¢ao nao contribui aos r primeiros termos
da serie de Taylor de P(m,¢)). Em particular, para ¢ arbitrario, a soma das 6 primeiras

funcoes (4.63) é

20m—1) 4(m—2) 20(m —3)
2m@2m-1) 2m@2m-1)@2m-3) 2m@2m-1)2m-3)2m->5)
148(m — 4) 1412(m - 5)
2m@2m-1)2m-3)2m-502m-7 2m@2m-1)2m-3)2m-50Cm-7)2m-9)
16324(m — 6)

(4.69)

2m@2m-1)2m-3)2m-502m-72m-92m-11)



4.5. EXPANSAO ASSINTOTICA PARA O CASON =1 67

Que contribuem aos seis primeiros termos de Taylor de P(m,¥¢) quando ¢ > 6 é

arbitrario. Estes termos sao:

1 1 9 97 1313 21601 (4.70)
om 4m? 8m3 16m* 32m5 64mP '

A primeira vista parece ser que estas sdo as Unicas funcdes que contribuem aos
seis primeiros termos de Taylor da expansdo. Mas tem outra contribuicdo. Em particular
para k < m as funcoes (4.63) mudam o seu comportamento assintético, ja que, na férmula
(4.63) vemos uma explicita dependéncia em m de A (]?_1 ja que k < m. Assim estas funcoes
poderiam fornecer contribuicao aos primeiros termos da expansao assintoética total. De fato

este € 0 caso COMO veremos agora.

Segunda contribuicdo k < m

A férmula (4.38) ndo pode ser usada neste caso, assim temos que usar, em principio,
a expressao completa (4.37) dos simbolos € n’?_ K Por sorte, s6 um numero finito de termos
de (4.37) contribui aos n primeiros termos da expansao assintotica total. A formula (4.37)

pode ser reescrita assim:

m) m—n-1 00 i+1 (2aj)l

=-— Z D' Y Sareramon ] 4.71)
n! ay, -, ai41=1 j=1 4j:
ou
(o] i+1 (Zd )l
Cgf’r):l—k k)| Z( 1)l Z (l1+ +al+lka (472)
ai,,aij+1=1 j=1
Os casos especificos a estudar sao k = m—-1,m-2,m—-3,--- em P(m,m—1),
especificamente, o termo em k tem a forma
(m—k)2[m - k])! _(m=D!2[m- KDtk o i+l (2a;))!
€ =
m2m)! m-k (m-k-1!2m)! ! Z( al;"';ﬂ-l A +a‘“’kn aj!
(4.73)

Como k é da ordem de m a anterior soma tem uma quantidade gigantesca de
termos. E estritamente no limite m — oo contem infinitos termos. Os termos em questao
para m finito sao representados por composicoes de um namero finito. No caso infinito,
serd generalizavel o conceito de composi¢oes e particoes de um numero?. Intuitivamente,
veremos que sim ja que a expansao assintética que vamos obter parte dessa “generalizacao”.
Em particular, varias possibilidades acontecem e podemos tomar “composicoes” de k do
seguinte tipo (com k — oo). Em particular, vérias possibilidades acontecem e podemos

tomar “composicoes” de k do seguinte tipo (com k — c0)

e Composic¢oes de k = a(k) + by + b, +--- + b;, com b; e [ nimeros naturais finitos.
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e Composicoesde k = a;(k)+---+a,(k)+b;+by+---+b;, com b;, n e l nGmeros naturais

finitos.
* Composicoes de k = by + by +--- + bj(x), com b; numeros naturais finitos.

* Uma combinacdo dos dois casos anteriores.

Acreditamos que todas estas afirmacdes podem considerar-se rigorosamente.
Analisaremos s6 os dois primeiros casos, e em particular s6 o primeiro caso parece ser
0 Unico em dar uma contribuicdo no desprezivel a expansao assintética convencional.
Vejamos entdo nesta subsec¢do s6 o primeiro caso. Para k = m — 1, os termos em (4.73)

tem a forma

_(m—l)!2! [2(m—1)]!_ [2(m—2)]!2_!_ [2(m—3)]!4_!
0'(2m)) (m—-1)! (m-=-2)! 1! (m-3)! 2!
[2(m —3)]1212! [(2(m —4)]'412! [2(m —5)]'4!4!
3 +6 +3
(m-3)'1!1! (m—4)121! (m—5)1212!
B [2(m—4)]!2!2!2!_ [2(m—5)]!4!2!2!_
(m-4)'1!111! (m—-5)121111!

(4.74)

Os termos que aparecem na férmula anterior sdo representados pelas seguintes

composicoes de m — 1, estas composicoes sao

m-1),m-2)+1,(m-3)+2,(m-3)+1+1,(m—-4)+2+1,(m—-5)+2+2 (4.75)
m-4)+1+1+1,(m-5+2+1+1. (4.76)

O fator que acompanha ao respetivo termo representa o nimero de composicoes
com os mesmos elementos, mas tomados em diferente ordem. Por exemplo, o 12 do tltimo

termo corresponde 4s doze possiveis composi¢oes com elementos m—5,2,1,1.

O analise feito na subseccao anterior também € valido neste regimen. Isto é, so
um numero finito de termos contribuem aos [ primeiros termos assintoticos da expansao
principal. Pode verificar-se que para os [ primeiros termos de Taylor contribuem todos os
termos de (4.74) representados pelas composi¢cdes que contem algum dos elemento (m—1),
(m—-2),---(m—1+1). Em particular, para k = m —1, s6 12 termos de (4.74) contribuem aos
seis primeiros termos assint6ticos. Aqui também as expressoes em (4.73) contribuem para
os casos k = m—-2,m—-3,m—-4,m—->5. Em particular k = m — 2 contribui com 8 termos,
k=m-—3com4termos, k= m—4 com 2 termos e k = m—>5 com um tinico termo. Somando

todas estas contribuicdes, obtemos.

2 8 60

2m@2m-1 2m@2m-1)@2m-3) 2m@2m-1)2m-3)2m-5)
592 7060

2mi2m-1)2m-3)2m-5)2m-7) - 2m@2m-1)2m-3)2m-52m-7)2m-9)
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Expressao que tem a seguinte expansao em séries de Taylor ate ordem 6

1 5 47 619 10167
2m? 4m3 8m* 16m® 32mb

(4.77)

Expansio assintética para b))

Somando as duas expressoes (4.70) e (4.77), obtemos

Fom) = 1 3 19 191 2551 41935 4.78)
2m 4m?2 8m3 16m* 32md 64mb '

Assim, a expressdo assintdtica para F)E}l) é

@ mim|[2m
b _W(m)[”f(m)] (4.79)

O coeficiente binomial (zn’?) é chamado de coeficiente binomial central, e, no limite

m — oo tem uma expansao assintdtica bem definida [25], em particular:

1 1 5 21 399 869

+ + - - + e
8m 128m? 1024m3 32768m* 262144m° 4194304mb
(4.80)

2m 4m
m vmn
Introduzindo a expressao (4.80) para (Zn'f) em (4.79) e multiplicando termo a termo

obtemos a expansdo assintética para b,

KO 2 | %Zm ! 5 87 2335 381733 20512763 2706890307
~ —_— m.m —_——_— —_ — [— — e
"o 8m 128m? 1024m3 32768m* 262144m° 4194304mb
(4.81)

Os dois primeiros termos sdo dados pela referéncia [19], que usa a abordagem
funcional. Nessa referencia a varidvel usada é m’ = 2m e somente é calculado o primeiro
termo da expansao. Para m = 1000,2000 e 3000 esta expansao coincide com o valor exato de

h;},) nos primeiros 17, 19 e 20 digitos respetivamente.

4.6 Uma nova contribuicdo: Contribuicao multinomial

centrada

Como vimos na seccdo anterior, a expansao assintética obtida parece coincidir

excelentemente com o valor exato de h'!) para grandes valores de m. Porem, no limite k <m
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ndo analisamos todas as possibilidades. Escrivamos um dos termos analisados na subsec¢ao

anterior, Por exemplo o tltimo termo na expressao (4.74) pode ser reescrito assim.

-1
(m-12(m-5)112412120  (,5511) w82)
. - > . .
@m)!(m —5)2!111110! o215 5)

Isto é, um quociente de dois coeficientes multinomiais. Todos os termos estudados
no limite k < m sao deste tipo. Em particular, estes coeficientes multinomiais sdao nao
centrados. Os outros casos mencionados no comeg¢o correspondem com coeficientes
multinomiais centrados. Estes tem alguma contribui¢do na expansdo assintoética total? A
resposta € afirmativa, mas como € de esperar (devido a excelente concordancia de (4.81) com
o valor exato), tal contribuicao é desprezivel ante a contribuicao principal anteriormente

calculada.

Por exemplo, consideremos um termo arbitrario deste novo tipo de contribuicao. Por
exemplo um termo binomial (Em realidade o termo é multinomial mas s6 dois elementos da

respetiva composicao dependem explicitamente de m). O termo em questdo é

-1
(m—=11m-6)21m)'2120 (23 mizr,1) w83
] — )1 111110! 2m : :
2m)!(m/2-3)(m/2)!'1'1'0! (m—6,m,2,2,2)
Para m — oo este termo é da ordem de
12v2
~ P (4.84)

Diferindo enormemente do comportamento dos termos multinomiais nao
centrados, os quais, ndo possuem a dependéncia respeito a poténcia 2’™. Para ver isto
explicitamente, consideremos ao fator ¢ = m/2 como um nuamero finito. Ao fazer isto o

termo (4.83) pode ser escrito como

(m—D'2(m—-c—3)]'2!(2c)!2!2!
2m)!(m-c—-3)!c!1!1!0!

(4.85)

Para c finito, este termo corresponde com um termo multinomial ndo centrado.
Particularmente podemos ver o comportamento assintético deste termo, considerando
¢ finito, e ver como difere explicitamente com o comportamento do termo multinomial

centrado. (4.85) tem o seguinte comportamento assint6tico

3 1 @9 _ 3 1 [mm-Dm-2 (m-%+1)
22¢+1l ypdtc ol cmmi222MmmA lm m m m

~ /

(4.86)

g(m)
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Ja que

12v2 3 1
2Mmms 2 amph

(4.87)

Podemos considerar g(m) como o desvio dos termos multinomiais ndo centrados

respeito dos termos multinomiais centrados. Em particular g(m) satisfaz
1 1
2”1—/2 < g(m) < 1.

Como considerar a contribuicdo destes termos a expansdo assintdtica total?
Consideremos os termos representados pelas composicoes de b—1,b—2,b—-3,--- com b — m
e ao menos dois termos da composicdao dependendo explicitamente de b. Chamaremos a
contribuicdo binomial centrada, aquela conformada por termos multinomiais com s6 dois

elementos da respetiva composicdo dependendo de b. Dois fatores sdo relevantes para que

esta contribuicao seja bem definida:

* A forma da composicao depende da natureza do nimero b, isto é, depende de se b

é considerado como um numero par ou impar. Esta aparente ambiguidade pode ser

{412
2 2
com [r] ([r]) o inteiro mais préximo por abaixo (acima) ao ntimero racional r. Assim,
EREE
2] 2| 2’

{QJ_b—l '9}_b+1
21 2’ 21 2

resolvida considerando

se b é par temos

entanto se b é impar

e Algumas destas composicoes generalizadas geram termos assintoticos
indeterminados na expansdo assintética total. Por exemplo, este é o caso de
(g - n)+ (g + n) para n um inteiro positivo e finito. Pode verificar-se que todos
o0s respetivos termos tém o mesmo primeiro termo de Taylor e portanto ao somar
todas as contribuicoes o primeiro termo assintético total é indeterminado ja que
teriamos que somar o primeiro termo de Taylor (idéntico para todos os casos) para
todos os n € N. Para evitar este problema, s6 consideraremos composicdes contendo

elementos dependendo explicitamente de b do tipo

A B 2

Com esta eleicdo, evitamos ter elementos da composicao do tipo Ug—‘ + a) com a um

numero positivo. Com nossa eleicao teremos que os elementos dependentes de b da
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respetiva composicao serao do tipo ( [31 - a). Isto é desejavel, ja que além de fornecer
termos bem definidos na expansao assintética total, é acorde com a nocao de b = m

como uma cota superior quando m é arbitrariamente grande.

Como exemplo, calculemos explicitamente os trés primeiros termos assintéticos da
contribuicao binomial centrada em hf}f. Escrivamos explicitamente os termos de (4.73) que

contribuem. Suponhamos m impar. Entao

m-1 m+1
+
2 2

(4.89)

Na equacdo (4.73) temos 10 termos dando contribuicido quando k = m -1

representados pelas seguintes composicoes:

m-1 m-1 m+l1 m-3 m-1 m-3 m-3 m-3
{ + },{ + ;{ + +1};{—+ +2};

2 2 2 2 2 2 2 2
m-1 m-5 m-1 m-5 m-3 m-3
+ +24; + +1+1;; + +1+1
2 2 2 2 2 2
m+1 m-5 m+1 m-7 m+1 m-7
+ +1¢; + +2¢; + +1+1 (4.90)
2 2 2 2 2 2

para k = m—2 temos os seguintes termos em (4.73) representados pelas composi¢coes

m-3 m-1 m-3 m-3 m-5 m-1 m+1 m-5
+ ; + +1;; —+T+1 ; > +T ;

(4.91)

e por ultimo para k = m — 3 temos que os termos que contribuem sao representados

por

m-5 m-1 m-3 m-3 m+1 m-7
+ ; + ; + +1p. (4.92)
2 2 2 2 2 2

De acordo com a nossa convencao, estes sdo os Unicos 18 termos que apresentam

contribuicdo. Somando eles obtemos

192[(m—=3)12(m—-1)! .\ 384(m—5)![(m—-1)!]? .\ 24(m-3)! [(m—-1)1? .\ 2[(m=3)3
[(Z2)1)% 2m)! (ZR) (I remyr (PRI em)t (220107 em)!
384(m—-7)m—-1D(m+1)! 24m-7'(m—-D'(m+1)! 4(m-3)(m—-1)(m+1)!

EDE e (GO e () ()em)

(4.93)
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Expandindo em série de Taylor ao redor de m = oo obtemos

3v2 137 23323
>+ + 4o
m?  4y2m3  64v2m?

Introduzindo esta expansdao no colchete de (4.62) e multiplicando pela expansao

(4.94)

assintotica (4.80) obtemos a seguinte contribui¢do assintética para b%)

3v2 67 5763
>+ + +-
m?  2v2m3  16v2m#

2 1
~—mlmz2

VT

Para m par podemos repetir o procedimento, neste caso temos 13 termos que

(4.95)

contribuem na expansdo assintética total. A contribuicdo binomial centrada para h'l) é neste

caso

2

1
~ —m!m?2

VT

N N e (4.96)
m?  2md  8v2m*

2v2 21 2005 ]

A importante questdao é que estas duas contribuicdes sdo despreziveis ante a
expansdo assintotica principal (4.81). Podemos generalizar este analise para o caso
de termos com forma n-nomial centrada para n € N. Assim teremos uma familia
de contribui¢oes assintdticas associada com cada n. O caso n = 1 corresponde
com a contribuicdo principal (4.81). As demais parecem ser despreziveis ante a
contribuicao assintética principal. No caso da contribuicdo 3-nomial centrada teremos trés

possibilidades:

e Se b=m=0 mod 3 (ou m é divisivel entre 3), teremos

b b b

b=—-+—-+—,
3 3 3

e, seguindo o mesmo procedimento anterior, os dos primeiros termos da expansao

assintotica sao

2 m'm% (Z)m[ 9 N 507 N
VT 3) |m? 8m3

e Se b=m=1 mod 3 (ao dividir m entre 3 o resto é 1), teremos

{bJ [b" VaJ m-1 m+2 m-1
b=|=|+|=|+|=|= + + )
3 3 3 3 3 3

neste caso os dois primeiros termos da expansao assintdtica sao

(4.97)

3 (4.98)

~—m!m?2

\/25 1 (2)'" [ 21 1303

_+_
m?2  8m3
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e Se b=m =2 mod 3 (ao dividir m entre 3 o resto é 2) teremos

[b" {bJ {b" m+1 m-2 m+l
b=|=|+|=|+|=|= + + ,
3 3 3 3 3 3

os dois primeiros termos da expansdo assintotica sao

3 (4.99)

~—m!mz2

2 1(2)’” 18 543
VT

m?2  4m3

O célculo é generalizavel para qualquer termo n-nomial centrado.

4.7 Solucao exata e expansao assintdtica para o caso N =2

Para finalizar este capitulo, vamos agora mostrar o caso N = 2. Como este caso é
uma generalizacao do caso N = 1 vamos simplesmente mostrar os resultados obtidos com
uma explicacao breve de como foram obtidas as respectivas solucoes. A recorréncia que

determina os ntimeros JV(Z)

m
e/Vrff)=22 (7)%(]1.)%(1) +22( )./V(Z)@ m—j- (4.100)
j=0

Usando a propriedade (4.33) dos simbolos €6, pode mostrar-se por indugdo (ver

apendice b da referencia [16]) que a solucao de esta recorréncia é

JV(Z) _ Z (gm ('/V(Z) e/Vn(l))
+ Z 2(m—-n)-11€" (NP -D,). (4.101)
n=1

Reescrevamos esta equagao em um formato parecido com equagao (4.62) para o caso

N = 1. Para isto usamos

JV(Z) 1
- ﬂ,j“:(hi (M -2y, (4.102)
Obtendo
N 2m-1 mal (9 4m-2n-1
AD = - | ——+ Y 6| == -0 | ——. (4.103)
2 2m+1 - = 2 2n+1

Usando a equacgao anterior em
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e com algumas manipulacdes obtemos

ﬁ 4m-2n-1) (2n)!(gm

m (@2m-1 @2m) "

(m— k) @Cm+k) -1) 2[m— k]!
em-1) 2m)! -k

h(Z)_ o (2m 1)( )

_m_m'(z 1)

) (4.104)

Este formato é muito semelhante a (4.62) para o caso N = 1. Os termos que
contribuem na expansao assintdtica sdo exatamente os mesmos com a diferenca que eles

sdo multiplicados pelo factor
2m+k)-1)

2m-1)
Fazendo a respetiva substituicdao deste fator multiplicativo, obtemos a expansao assintética

principal estudando os casos k < m e k < m. Ate sexta ordem, a expansdo assintotica é:

1
hi2 ~ ﬁm!m(zm— 12"

|1 215 4255 627749 32650491 4251341763
8m 128m? 1024m3 32768m* 262144m> 4194304mb
(4.105)

Calculando a solucdo exata de h'2' diretamente a partir da recorréncia, vemos que
para os casos m = 1000,2000 e m = 3000, o valor dado pela expansdo assint6tica coincide

com o valor exato nos primeiros 17, 19 e 20 digitos respetivamente.

Para o caso N = 2 vemos que a contribuicdo dos termos multinomiais centrados
existe. Porem, analogamente ao caso N = 1, esta contribuicdo parece ser desprezivel ante

a contribuicao principal. Tomando em conta novamente o fator multiplicativo

2(m+k)-1)
2m-1)

é possivel obter a contribui¢do bimomial centrada em []5,21). Para m impar, seguindo o mesmo

procedimento que no caso N = 1, obtemos

1 6v2 32v2 5233
- L ombemo |82, 322, . (4.106)
m 2 om 8y2mt
Entanto que para m par obtemos
1 4v2 20v2 1815
L ombeme |2, 20V2 o (4.107)
VT 2 md 42mt
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Aqui também é possivel definir as contribui¢ées n-nomiais de forma semelhante.
O nosso método nao parece ser facilmente generalizavel aos casos N > 2 ja que uma
solucdo das recorréncias para determinar JV,,%M em termos dos simbolos ¥}" parece nao

ser possivel.



Capitulo 5

Diagramas de Feynman na Teoria ¢

Neste capitulo vamos continuar nosso estudo enumerativo dos diagramas de
Feynman, agora para a teoria ¢"'. Geralmente nossos calculos serdo feitos para N = 4, sendo
facilmente generalizdveis para qualquer N = 3. Primeiramente, o estudo estard relacionado
com os métodos usados no capitulo anterior para diagramas de Feynman na teoria de
muitos corpos. O método € efetivo e facilmente generalizdvel s6 na contagem do ntmero
de contracdes numa dada ordem. Porém, a contagem de diagramas de Feynman da teoria
¢* resulta mais complicada, ja que a multiplicidade (isto é, o nimero de contracdes que
geram um determinado diagrama) varia respeito a cada diagrama. No capitulo anterior,
a multiplicidade dependia exclusivamente da ordem de cada diagrama conectado. Assim,
todos os diagramas de uma dada ordem tinham a mesma multiplicidade o que fazia trivial
o calculo do ntimero de diagramas conectados para uma dada ordem. Agora nao é o caso,
para teorias ¢ s6 célculos algoritmicos para o niimero total de diagramas e suas repectivas
multiplicidades sdo conhecidos. Aqui apresentaremos um cdlculo algoritmico basado em
uma relacdo com um certo tipo de matrizes combinatérias para os diagramas de Feynman
do véacuo, encontrada na referencia [15]. Os diagramas do Véacuo sdo especialmente

interessantes, ja que correspondem com todos os possiveis multigrafos de grau N.

5.1 Contracoes totais e diagramas de Feynman com pernas

externas na teoria ¢b*

A teoria ¢* comumente é usada nos livros de texto como base para introduzir as
ferramentas de teoria quantica de campos. Em particular, acostuma ser a teoria usada
para introduzir os diagramas de Feynman. Aqui, a diferenca do capitulo anterior, usaremos

as duas abordagens para falar de diagramas de Feynman (a abordagem funcional para os

77
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diagramas de Feynman do capitulo anterior geralmente é introduzida a partir da teoria

electrodinamica escalar ¢p* A¢).

Concentremos agora na abordagem dos operadores de campo. Neste caso,
consideraremos o operador ¢ = ¢'. (O caso escalar complexo, corresponde com ¢ # ¢!
e as linhas dos diagramas de Feynman sdo orientadas. Ndo estudaremos tal caso.) Pode
mostrar-se por um argumento semelhante ao usado no capitulo anterior que os diagramas
de Feynman na teoria ¢* s6 tem um ntmero par de pernas externas. Os diagramas de
Feynman de ordem m com 2n pernas externas sdo gerados a partir de uma integral nas

varidveis z; do seguinte valor esperado

Ol p(z1)P(z1)P(z1)P(21) -+ - P(2m) P(21) P(Z2m) P(2) P(x71) -+ - p(x2,,) |0) (5.1)

Onde z;, comi€[1,2,---, m] correspondem com os vertices do diagrama. O niimero

de contracgdes totais sdo simplesmente

Am+2n)!
N = 5.2
mo2min(2m + n)! (5.2)

Os diagramas de Feynman do vacuo sdo gerados tomado n = 0 no valor esperado

anterior. Assim o nimero de contragdes nesse caso é

(4m)!
mgg) =D, =

- 22mom)! (5:3)

Para uma dada ordem s6 um subconjunto das contra¢des totais geram diagramas
de Feynman conectados. Chamemos ‘JI(C”n)l o nimero de possiveis contracdes que geram
diagramas de Feynman conectados com 2n pernas externas. A férmula (4.52) do capitulo
4, que permitia gerar recursivamente os niimeros 4,7, pode ser generalizada para o0 nosso

caso. Nao é dificil ver que generalizagdo é

m m 1

m
mg;;l) — Z Z Z Z 6m1+..-+ml+1,mm

(ny,,nPePy, [ M1=m-1  my=n;-1m;;1=0

2n)! m! (1) o (122) (ny)
X X ML NE N D .
@2n)!'@2n)!---2n)! mylmy!---myyy ) e cmT

(5.4)

Como antestemos n=dny+---+d;,n, =ny+np+---+ ny.

Como no capitulo anterior (explicitamente usando os mesmos argumentos que no

trabalho [16]) esta férmula pode ser bastante simplificada. A férmula em questao, que gera
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Nem Nem Nem

m=0 1 0 0

m=1 12 24 0

m=2 768 4032 11520

m=3 114048 1029888 6635520

m=4 30081024 392159232 4074209280

m=5 12322160640 211075891200 3060036403200

m=6 7226240532480 153522098012160 2865178253721600

m=7 | 5741745289297920 | 145582138188103680 | 3324314390416588800

Tabela 5.1: Primeiros valores dos ntimeros ‘ﬂ(ﬁg
MNem Nem Nem

m=0 0 0 0
m=1 0 0 0
m=2 0 0 0
m=3 23224320 0 0
m=4 30377410560 122624409600 0
m=>5 35594521804800 297107796787200 1339058552832000
m==6 45533341679616000 581234350620672000 5318563992698880000
m=7 | 67027840008192000000 | 1152545338284834816000 | 15915194609559404544000

Tabela 5.2: Primeiros valores dos niimeros ‘)?(CA,Q

recursivamente os mesmos nimeros ‘ﬁcm é

m(n) Z

Particularmente paran=1,2,3,--

n(2n— 1)(2n—g)---(2n—2i +1) i m(z)mu\/ i) (5.5)
2i - 1)! j=i-1
temos
UEEDY (n?)mil?gm— GH
=o\J )
Sﬁ(z) _3 Z ( )‘ﬁ(l)m(l) Z ( )m(Z)Qm i (5.7)
N =5y ( )m(l)m(Z) 110 Z ( )m(Z)m(l) Z ( )iﬁ(?’)@ (5.8)

j=0

Nossa abordagem para determinar uma solugdo exata paraoscasosn=1en=2¢

facilmente generalizdvel aqui. Assim, poderiamos também encontrar a expansao assintdtica

para os numeros JVJ,% e ,/VC(,%% que representam o numero de possiveis contracoes totais

para cada caso. Porem, estes nimeros aqui ndo determinam o nimero de diagramas de

Feynman devido a que a multiplicidade depende explicitamente de cada diagrama. Entao
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para determinar expressoes para o nimero de diagramas, nao € suficiente dividir por um

fator multiplicativo.

5.2 Contracoes totais e diagramas de Feynman do vacuo na

teoria ¢*

Diagrama de Feynman do vdcuo ndo tem pernas externas. Porem, o nosso método
de contagem ainda continua sendo valido para contar todas as possiveis contracoes totais

que geram borbulhas de vacuo conectadas. O valor esperado, neste caso, corresponde com

0l p(z1)p(21)p(21)P(21)P(22) P(22) p(22) P(22) - - - P(2m) P(2m) P(21) P (21) |0) . (5.9)

O numero de possiveis contracdes totais que geram todas as borbulhas de vacuo de

ordem m é 9, dado por (5.3).

Como antes, podemos decompor um diagrama desconexo em suas [ partes
conectadas. Mas, neste caso é s6 a ordem das componentes as que determinam todas
as possibilidades. Sendo m = m; + my +--- + m; e supondo que s6 r destes nimeros sao
diferentes, isto é m = dym; + domy +--- +d, m,, com d; € N as vezes que o nimero m; se

repete na soma, obtemos a seguinte relacdo somando sobre as possiveis particoes de m:

1 m!

0, ¥

mi,ma,--,M€Py

di\dp!---d;! ml!mzl---ml!%cml%cmz - DBem, (5.10)

onde B.,;, € o numero de possiveis contracdes totais que geram borbulhas de vacuo

conectadas com ordem m1;.

De forma semelhante aos diagramas com pernas externas, esta férmula pode ser

radicalmente simplificada. Em particular, obtemos a seguinte expressao

m (m-1)!
Dm= ———— B i D (5.11)
" 1:21 i-Dm-i "
Que permite deduzir os nimeros ‘5., recursivamente. E interessante comparar com
a recorréncia obtida por [33] a qual obtém essencialmente os mesmos nimeros B.,,. Em

particular os primeiros valores de m estao na tabela 5.3.

Uma solucao de B, em funcdo de uma soma alternante como nos casos anteriores
é possivel. Da mesma forma, é possivel obter expansoes assintdticas a partir destas solucoes
ate a ordem de precisdao desejado. Porem, os resultados neste caso correspondem com o
numero de contracdes que geram diagramas conectados e ndo com o numero de diagramas
per se. Abordaremos esta questdo a partir de agora usando outra abordagem totalmente

diferente.
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%cm
m=0 1
m=1 3
m=2 96
m=3 9504
m=4 1880064
m=5 616108032
m==6 301093355520
m=7 205062331760640
m=28 | 185587468924354560

Tabela 5.3: Primeiros valores dos niimeros B ;.

5.3 Diagramas de Feynman do vdcuo na teoria ¢*

Os diagramas de Feynman do vacuo da teoria ¢V correspondem com todos os
possiveis multigrafos de grau N. Em teoria quantica de campos o conceito de contracoes
totais é geralmente considerado no chamado fator de simetria do correspondente diagrama.
Suponhamos que na ordem m temos ¢ diferentes borbulhas de vacuo conectadas, a i-ésima
borbulha é gerada a partir %(Cizn contracoes totais. Em particular, para todas as ¢(m)

borbulhas de vacuo conectadas devemos ter

Lm)
Bem=y BY (5.12)
i=1

para a i-ésima borbulha conectada de ordem m temos o correspondente fator de

simetria s;

1 (@)
o % (5.13)
Na matemadtica existe outro conceito relacionado tambem de forma ndo ambigua
ao numero de contragdes totais que geram um determinado diagrama. Este conceito é o
numero de automorfismos do grafo. Dado um grafo, com uma indexacao explicita de seus
vértices, um automorfismo do grafo € uma transformacao feita sobre seus elementos, de tal
forma que seja preservada a relacdo de adjacéncia entre vértices (ver figura 5.1). Na teoria ¢*
é possivel ter varios lados unindo o mesmo vértice. Dado um diagrama, chamemos D, T e
Q o numero de diferentes lados duplos, lados triplos, e lados quadruplos unindo diferentes
pares de vértices. Chamemos L o nimero de diferentes loops de um diagrama (lados com

un mesmo vértice). Entdo o ndmero de automorfismos <7’ do i-ésimo grafo de ordem m é

(i) _ N
o = @hL+DEnTne (5.14)
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<3 24

Z3 24

21

z2

21 Z9

CACACLS
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24 <3

24 zZ3
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<1

<2 21

Figura 5.1: Um automorfismo de um grafo, € uma transformacao de seus elementos (em
particular uma permutac¢do de seus vértices) que preserva a relacdao de adjacéncia entre
vértices. A figura corresponde com um grafo de ordem 4, note que além do grafo ser o
mesmo, para todos os automorfismos a relacao de adjacéncia dos vértices é preservada (por
exemplo, em todos os diagramas z; é adjacente a z; por meio de duas linhas, entanto que
z1 € adjacente a z3 e z4 por meio de uma linha.) Sao 8 possiveis automorfismos (incluida a
identidade), assim df) = 8. Com esta informacado temos que s; = 32 (fator de simetria) e o

numero de possiveis contragdes totais que geram o diagrama é %(Cii =248832.
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Dado um grafo, determinar o nimero de seus automorfismos é possivel com o
uso de algoritmos computacionais. De maneira genérica, determinar se um grafo tem
automorfismos diferentes do trivial (identidade) é tratado muitas vezes em estudos de
complexidade, em particular tal problema parece estar relacionado com o respectivo
problema de contar todos os automorfismos de um dado grafo. Sem entrar em detalhes,
em estudos de complexidade para o caso de grafos de grau N, determinar o numero de
automorfismos é em esséncia equivalente a contar todas as contragdes totais que geram

o respectivo grafo ja que estes dois niimeros sao relacionados de forma simples.

No que resta deste capitulo, proporemos um algoritmo para o calculo explicito dos
numeros ‘B(C",)n usando a abordagem funcional por meio de uma relacdo com um certo tipo

de matrizes combinatorias.

Construcao explicita dos diagramas de Feynman do vdcuo na teoria ¢* e
relacao com o conjunto de certas matrizes com soma idéntica de suas filas

e colunas.

Para evitar a aparicao da unidade imaginaria comecaremos o nosso estudo com o
gerador funcional Z na teoria Euclidiana ¢* acoplada com um campo externo J(x) com x €
R®. A forma perturbativa de Z(J) é

Z(J])=exp

8
—V (5]) exp( ]A]), (5.15)

1 1
SN =2 f dyd?zJ(»)A(y, 2)](2),

com

) g (.. 04
7(51) u)] ¥ 5any

onde A(y,z) é o propagador livre e g a constante de acoplamento.

A expressdo anterior tem sentido s6 perturbativamente. Expandindo em série de
Taylor as duas exponenciais e tomando o limite formal J — 0, a expressao Z(J — 0) gera

todos os diagramas de Feynman do vacuo. Os diagramas de ordem m estdo na expressao

L fddx ~d%x o*
(2m)122m ( 4')m U s A )
2m
514( )[([ddyddzf(ym(y,z)](z)) ] (5.16)
m

As derivadas respeito de J sdo derivadas funcionais. O termo anterior € o inico que
sobrevive no limite /] — 0 ja que o numero de derivadas funcionais é idéntico ao ntimero

de J’s no argumento da derivada. Ao realizar explicitamente a derivada funcional usando
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regra da cadeia, no limite / — 0 s6 ficam uma soma de produtos de 2m propagadores
livres, que representam todos os diagramas de Feynman de ordem m. Os argumentos das
fungoes A(x;, x;) representam os vertices, entanto que a fungdo A(x;, x;) representa uma
linha unindo os vértices x; e x;. Pela forma da interagédo, s6 quatro linhas podem incidir em
cada vértice, linhas cujas pontas incidem em um tnico vértice sdo permitidas, e podemos
ter mais de uma linha unindo o mesmo par de vértices. Em particular, estes diagramas de
Feynman coincidem com todos os possiveis multigrafos de grau 4. Para m = 2 (supondo que

A(xi, xj) = A(xj, x;)) um célculo direto leva a

1 1
e d?x; d%x, [A(x1, x2)]* + & f d?x; d%x, A(xy, x1) [AGx1, X2)12 A(xa, X2) (5.17)
1
+ s d?x; d%x, [ACx1, x1)12 [A (X, X2)]) (5.18)

Note que o terceiro diagrama é desconectado. Para m > 2 o cédlculo aumenta em
dificuldade. A questdo interessante é que o processo de derivar funcionalmente pode ser
entendido de forma combinatéria, reduzindo assim enormemente a dificuldade do célculo.

Para ver isto, definhamos

BU,1,7,]) = UA]? (5.19)

Aplicando a regra da cadeia sobre o produto dos B(/, J, J, J) e somando os termos que
geram a mesma funcdo, Obtemos uma soma de .# (m) diferentes termos. Sobre cada B em

esses termos atuam 4 derivadas funcionais. Considerando A(x;, x;) = A(x}, x;) e definindo

6 6 6 o
6J(x)6J(y) 6](2) 6] (w)

[B] =R(x,y,2,w) (5.20)

obtemos
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R(x, y, 2, w) =8A(x, y)Alz, w)

+8A(x, 2)A(y, w) + 8A(x, w)A(y, 2). (5.21)
Em particular obtemos
R(x, X, ¥, ¥) = 8A(x, X) A(y, y) + 16A%(x, y) (5.22)
R(x,x,y,2) =8A(x, x)A(y, 2) + 16A(x, y)A(x, z) (5.23)
N(x, x,x,y) =24A(x, x)A(x, y) (5.24)
R(x, X, X, X) = 24A%(x, X). (5.25)

Cada um dos .#(m) termos antes mencionados é formado por um produto de m
funcoes R, nas possiveis combinacdes das varidveis x; com i € [1,2,---,m]. Cada funcao
R nado é gerada de uma unica forma, ja que as 4 derivadas funcionais sobre a funcao B
comutam entre se. E evidente entdo que com cada funcdo R existe um fator multiplicativo
correspondente a todos estes casos equivalentes. Para as férmulas (5.21-5.25) os fatores
multiplicativos respectivos sao 24,6,12,4, 1. Assim, em cada um dos termos .# (m) devemos

considerar a multiplicacao dos m correspondentes fatores de cada X.

Realizado isto, temos um total de .# (m) termos cada um com um correspondente
fator multiplicativo. Consideremos agora o seguinte problema combinatoério: imaginemos
um total de 4m bolas de m cores, de tal forma que para cada color existem 4 bolas.
Imaginemos uma caixa com m compartimentos de tal forma que em cada compartimento
entram 4 bolas. De quantas formas podemos distribuir as 4m bolas nos m compartimentos
da caixa?. Evidentemente em cada compartimento, as bolas ndao tem nenhuma ordem
especifica. Note que na equacdo (5.16) as derivadas funcionais introduzem 4m varidveis,
(em particular, 4 para cada x;). Cada funcao X contem 4 possiveis varidaveis. Das equacoes
(5.21-5.25) observas-se que a ordem das varidveis € irrelevante. Assim, expandindo (5.16)
usando a nossa defini¢do de X, depois de somar os termos equivalentes, cada um dos . (m)
termos na expansao representam uma possivel configuracao do problema das 4m bolas.
A correspondéncia é varidvel x; < bola i, X < compartimento, termo da soma <=

configuracdo possivel. Assim temos .4 (m) possiveis configruracdes das 4m bolas.

Cada uma destas configuracoes pode ser representada por uma matriz m x m por

meio da tabela 5.4

A componente a;; representa o namero de bolas com color j no compartimento i.

Como cada compartimento alberga s6 4 bolas temos

4
D aij=4
=1
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colorl | color2 | --- | color m
Comp 1 an ao aim
Comp 2 as1 as» .o Mom
Comp m am1 A2 ‘e Amm

Tabela 5.4: Uma configuracao arbitraria no problema da distribuicao das 4 bolas.

para todo i. Entanto s6 existem 4 bolas de cor j, portanto

4
2 aij=4
i=1

para todo j.

Note que na associacdo matriz <= termo da soma, implicitamente estamos
associando uma ordem dada no produto das fun¢des X dado pela definicao usual da regra da
cadeia na derivada. A matriz em questao tem a seguinte propriedade: para uma fila (coluna)
arbitraria as respectivas componentes pertencentes a fila (coluna) somam 4. Este tipo de
matriz é conhecida na literatura [13], e chamaremos de matriz magica RC (ou simplesmente

matriz magica).

Como exemplo, suponhamos a seguinte matriz 4 x 4 (m=4)

1 1 11
3100 R(x1, X2, X3, X4) X R(X71, X1, X1, X
. (x1, X2, X3, X4) x R(x71, X1, X1, X2) (5.26)
0 211 xR (X2, X2, X3, X4) % R(X3, X3, X4, X4)
0 0 2 2

Esta relacdo é implicita usando a Tabela 5.4, substituindo os compartimentos pelas
funcoes R, e a cor i pela variavel x;. Para o exemplo, a correspondéncia é entendida melhor

usando a tabela 5.5

X1 | X2 | X3 | X4

First X 1 1 1 1
SecondX | 3 |10/ 0
Third X 02 |1 1
FourthX | 0 | 0 | 2 | 2

Tabela 5.5: Construcao dos produtos contendo as funcoes X a partir da matriz na expressao
(5.26).

Como mencionamos, um fator multiplicativo sempre acompanha a cada um dos

A (m) termos (matrizes magicas m x m). Dada uma matriz mégica m x m com soma 4 o
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fator multiplicativo em questao vem dado por
ul 4

—_—, (5.27)
aiilap!- - ajm!

i=1

amatriz em (5.26) tem o fator multiplicativo 24 x 4 x 12 x 6 = 6912.

Cada matriz mdgica tem associada uma certa quantidade de contracdes totais
que podem ser decompostas em um determinado conjunto de diagramas do vacuo
acompanhados cada um por um certo nimero correspondente a uma parte das contracoes
que geram o determinado diagrama. Isto é chamado de um multiconjunto na literatura.
Em principio, para obter todos os diferentes diagramas associados com a matriz, temos
que expandir a multiplicagdo das m funcoes X usando (5.21-5.25), obtendo uma soma
de produtos de propagadores livres, os quais correspondem com as respectivas borbulhas
de vacuo. Somando os diagramas equivalentes, obtemos o respectivo multiconjunto de
diagramas. Computacionalmente isto € complicado ja que além de interpretar cada produto
de propagadores livres como um determinado diagrama, temos que identificar quais dos
diagramas gerados sdo equivalentes. Para ordens grandes, isto pode ser realmente um
problema ja que pode nao ser direto identificar que dois determinados diagramas sejam

equivalentes (isomorfos),

A “transformacao” do produto de propagadores em diagramas pode ser alcancada
facilmente representando o diagrama por uma matriz de adjacéncia.  Primeiro,

representemos as relacoes (5.21-5.25) diagramaticamente na figura 5.2

Todos os diagramas do vdcuo na teoria ¢ podem ser representados usando
matrizes de adjacéncia. Para introduzir este conceito, primeiro escolhemos uma ordem
nos vértices dos diagramas. Em nosso caso a ordem natural é {x, xo, -, X;,}, @ matriz de
adjacéncia (denotada por parénteses quadrados) € uma matriz simétrica A com coeficiente
A;;j representando o nimero de linhas unindo o vértice i com o vértice j (evidentemente
A;jj = Aj;). O coeficiente A;; representa o niumero de loops determinados pelo vértice x; e
por convencgao este numero € multiplicado por 2. Assim, se o vertice x; tem dois loops, entao
A;j; =4. Aforma de 5.2 na notacdo da matrix de adjacencia (supondo a ordem {x,, Xp, X¢, X4}

el<sa<b<c<d=smé

o100] [oo10] [ooo1
1000 000 1 0010
N(Xq) Xp, Xc, Xgq) — 8 +8 +8 (5.28)
000 1 1000 0100
0010 0100 1000
0 0
R(Xg, Xg, Xp, Xp) — 8 +1 - (5.29)
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N(@,y,zw) =8 48] 480

z

N(z,z,y,y) = 80 O+16 )

N(.CI:‘,CE,%Z)ZS @ +16 Z/\y

Zo—aeY

N(x,z,x,y)=240—

N(x7 aj? :U, x) :24@

Figura 5.2: Representacao diagramdtica das funcdes R a partir das formulas (5.21-5.25).

0 ] 0
R(XqyXa, Xp,Xc)—8| 0 0 1 |+16]1 1 0 O (5.30)
0 ] 1
[0 1 0
N(Xg, Xp, Xp, Xc)—8 0 2 0 ]+16] 1 0 1 (5.31)
010
[0 1
R(Xgy Xp, X, Xc)—8 1 0 0 |+16] 0 0 1 (5.32)
0 0
[2 1
R(Xq) Xa, Xa, Xp) — 24 (5.33)
L 1 0 4
01
R(Xq, Xp, Xp, Xp) — 24 L 2 (5.34)

N(X gy Xy Xy X) ~24[ 4 ] (5.35)
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Note que a representacao matricial dos diagramas depende da ordem dada aos
vértices. Por exemplo, (5.30), (5.31) e (5.32) correspondem com a terceira expressao

diagramatica em 5.2 com as possiveis escolhas X(x, x, y, z), R(x, 3, y, 2) e R(x, , 2, 2).

Como estamos interessados em construir diagramas de Feynman de ordem m, é
importante representar as matrizes (5.28)-(5.35) em uma representacdo m x m. Tomando
todas as varidveis na ordem natural {x7, x2,---, X;;,}, @ representacao é alcancada colocando
zeros nos vértices ndo incluidos em (5.28)-(5.35). Por exemplo para X(xp, x2,X4,X4), @

representacdo 5 x5 de (5.29) para x, = x2 € xp = x4 €

[0 0 0 0 0] [0 0 0 0 0]
02000 00020
R(x2,x2,x4,x4)—8] 0 0 0 O O [+16[ 0 0 O 0 O (5.36)
00020 02000
| 0 0 0 0 O | | 0 0 0 0 O |
Ou, arepresentacao 3 x 3 de (5.35) para x, = xp é
0 0O
N(x2, X2, X0,X2) — 241 0 4 0 |, (5.37)
0 0O

Podemos considerar (5.28)-(5.35), no formato m x m, como os 8 blocos de construcao
béasicos para construir os diagramas de Feynman. Dada uma matriz mégica m x m
ao multiplicar as m funcoes X aplicamos a propriedade distributiva para construir os
diagramas a partir destes 8 blocos. Algebricamente, tem uma forma de implementar isto:
Os respectivos fatores numéricos sao multiplicados de acordo a propriedade distributiva,
entanto que as matrizes de adjacéncia na representacdo m x m em vez de ser multiplicadas

de acordo a propriedade distributiva sao somados.

Computacionalmente, para realizar isto, substituimos cada matriz M em (5.28-5.35)
por uma funcdo formal E(M), com M a representacio m x m de M, e a funcdo E(---)

satisfazendo a propriedade

E(My) x E(M») = E(M; + M>) (5.38)

Assim garantimos que, ao multiplicar duas fung¢des X, ao efetuar a propriedade
distributiva, as respetivas matrizes de adjacéncia na representagdo m x m sao somadas.
Como exemplo, calculemos os diagramas de vdcuo associados com (5.26). O produto das

funcoes X na representacao 4 x 4 é
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24E
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00|
00
+8E
01
10
00
00
X
00
00
00|
00
+16E
2 0
0 2

S = O O

_ o O O

0
0
0
0
0
0
0
0

o O o =~

0
2
0
0
0
0
0
2

o O = O

- o O O |

S NN O O

S = O O

+8E

_ o o O

+16E

o =~ o o

© O ©O O o o =~ o

— = O O o oo O M-

o O = O
o ©O = O

(5.39)

Depois de aplicar a propriedade distributiva e, somar as matrizes de acordo com

a propriedade (5.38), obtemos uma soma de 12 fungdes E, cada uma com argumento

correspondendo a uma matriz de adjacéncia 4 x 4 que representa uma determinada

borbulha de vdcuo. Algumas de estas matrizes geram o mesmo diagrama. Para obter

explicitamente uma das 12 funcgdes, realizemos o primeiro produto

o O = O

o ©O o =

8E

_ o o O

o ~ o o

o O O O

o o O O

X

(=2 "I e =)

24E

S O = N
S © o =~

NN ©O O O

o O O O

o ©O O O

oS O o O
S O N O

_ o O O

o = O O

(5.40)

Multiplicando os fatores numéricos e usando a propriedade (5.38) da funcao E, obtemos

—8x24%x8x%x8E

o o = O

oS o O

- o O O

o = O O

o o o+~
o o © ©

S O = N

o o © ©

o o © O©

S O NN O

_ o O O

Somando as matrizes de adjacéncia, obtemos o diagrama

o = O O

o o O O

o o o ©

S NN O O

D O O O

(5.41)
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(2 2 0 0]
/ﬂ\/'“\l/ﬁ\ NNV
22 00| 0 000
— 12288E o (5.42)
00 2 2 2588
0022

Em particular, das 12 borbulhas de vacuo, s6 7 sdo diferentes. Somando os fatores

numéricos dos diagramas equivalentes, obtemos

1111 . P
- t I \
31 00 Y ) Y \ p ‘\ ) /\ \ -
— N N + + -~ - . =+ A
021 1 N ~ /N ~ R e Y R e
12288 24576 73728 49152 24576 49152 98304
00 2 2

(5.43)

No apéndice, implementamos computacionalmente este processo. Em nossa
contagem sdo consideradas também borbulhas de vdcuo desconectadas. Este procedimento
deve ser repetido para todas as restantes matrizes mégicas. Para cada matriz, devemos
multiplicar todos os seus diagramas associados pelo fator (5.27). Depois disto, somamos
todas as multiplicidades dos diagramas equivalentes. Se dividimos cada multiplicidade total
por (2m)!2?™ obtemos todas as contragdes totais que geram o respetivo diagrama (isto &,

22m

obtemos o nimero ‘BE,’;)). Por outro lado, se dividimos sobre (4)"m!(2m)! , obtemos o

respetivo fator de simetria s; (ver estes fatores explicitamente em (5.16)).

5.4 O grupo de permutacdes e as matrizes magicas

Dado o conjunto de todas as possiveis matrizes mégicas com soma 4, encontramos
uma forma de gerar todos os diagramas do vdcuo na teoria ¢*. O ntimero total de
matrizes magicas cresce rapidamente com m, e um cdalculo direto das matrizes cresce em
complexidade. Por exemplo, pode constatar-se que para a teoria ¢* o niimero de matrizes

magicas A4, nas ordens m=1,2,3,4,5,6,--- é

1,5,120,10147,2224955,1047649905, - - - (5.44)

por exemplo, em ordem 4 deveriamos aplicar o mesmo procedimento que levou a formula
(5.43) para as restantes 10146 matrizes. A sequéncia (5.44) é bem conhecida na literatura,

ver as sequéncias OEIS A172806, A257493 e as respectivas referéncias.

No entanto, existem vdrias possiveis simplificacoes deste problema. Em particular,

nao é preciso conhecer todas o conjunto das matrizes mégicas para gerar todas as borbulhas
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de vacuo e as suas multiplicidades. Mostraremos que na realidade, grandes grupos de

matrizes geram os mesmos diagramas com as mesmas multiplicidades.

Suponhamos a seguinte operacdo sobre uma matriz magica: uma permutacdo
de duas das suas filas. A matriz resultante é evidentemente outra matriz magica. Na
representacdo com as fungoes R (ver (5.26)), isto corresponde com um simples intercambio
das fung¢des R. Mas, como aqui a multiplicagdo é a usual (comutativa), isto gera o mesmo
produto e portanto os mesmos diagramas. Suponhamos agora que duas diferentes colunas
sdo permutadas, as colunas representam as varidveis x;, assim a permutac¢do troca os
coeficientes das duas colunas nas matrizes de adjacéncia (5.28-5.35) na representagao m x
m. Isto tem o tunico efeito de intercambiar os indices x; e x; dos vértices nas borbulhas do
vacuo obtidas ao final. Mas os diagramas e suas multiplicidades sdo exatamente os mesmos.
Assim, permutacgdes arbitrarias de filas e colunas de uma matriz magica ndo mudam as
borbulhas de vacuo associadas. As multiplicidades associadas também sao mantidas. Sendo
que o fator geral (5.27) que acompanha a cada matriz e as suas permutacgoes é exatamente o

mesmo.

O grupo de permutacoes

O grupo de permutacdao de m! elementos pode ser representado facilmente por
matrizes mdagicas de soma 1. Para ver isto com um exemplo concreto suponhamos a

permutacao arbitraria o

(1 23 4567

o= (5.45)
3165243

A interpretacdo da equacao anterior € clara, o transforma o elemento 1 da seguinte
forma o (1) = 3, o elemento 2 como o(2) = 1, o elemento 3 como o(3) = 6, etc. Se pensamos
nas filas da expressao (5.45) como dois vetores coluna, a representacdo matricial de o

corresponde com a matriz que transforma um vetor em outro. Assim

(5.46)

S ©O O ©O © ~ O
o O = O O O ©
S O O O O o
o = O O O o ©
o O O = O O ©
o O O O —~= O ©
- O O O O O O
N O O ks W o+
Il
N A D OO =W
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o pode ser representada matricialmente por

0 01 00 00O
1 000O0O00O0
0 000O0T1PO0
c=]100001U0O0 (5.47)
01 00O0O00O
0001 0O00O0
0 00 0O0O0O1

A mesma andlise leva a associar com cada permuta¢do de m elementos uma tnica
matriz de permutacao. A identidade I é um membro do grupo de permutacdes. E cada o tem
uma tinica inversa o~ ! que também pode ser representada por uma matriz de permutagio

com a propriedade coo ™! =1

O grupo de permutagdes de dois elementos 2., pode ser representado pelas

(o))

O grupo de permutacdes de trés elementos 3,3 pode ser representado pelas 6

matrizes

matrizes
1 00 1 00 010 010 0 01 0 01
o1o0},oo1¢{,f1 00¢I,00O0 114,01 0 O01Y},] 01 0 (5.49)
0 01 010 0 01 1 00 010 1 00

Em particular, o grupo de matrizes 2, , tem m! elementos.

Relacao de equivaléncia induzida pelo grupo de permutacdes no conjunto

das matrizes magicas

Voltando a nosso problema, dada uma matriz magica arbitrdria A de dimensao m x
m, as possiveis m! permutac¢oes das suas filas podem serem expressas por meio da acao P;-A,
comP; € 2, m € Ppxm 0 conjunto das matrizes m x m de permutacao. A a¢do A-P; induz
as possiveis permutacoes das colunas. Assim, dada uma matriz A, o conjunto de diferentes

matrizes magicas obtidas por P; -A-P; contem ao sumo (m!)? elementos.

Assim, o grupo de permutac¢des induz naturalmente no conjunto das matrizes
magicas uma relacdo de equivaléncia com as classes de equivaléncia formadas por todas

as matrizes relacionadas entre se por permutacoes da suas filas e das suas colunas.
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Evidentemente duas matrizes pertencentes a duas diferentes classes de equivaléncia
nio podem ser postas em correspondéncia por uma permutacdo. Levando a cabo o
procedimento (5.39) e (5.43) em cada matriz A;, obtemos um conjunto de borbulhas de
vacuo & [A;] com as respectivas multiplicidades. Em particular, todos os diagramas e suas

multiplicidades sdo gerados a partir de

2T, > H

Onde i indexa cada classe de equ1valenc1a, ‘T[Al. é o numero de matrizes mégicas que

' x ZF [A;], (5.50)

conforma a classe i, e aji sdo os coeficientes da matriz escolhida para representar cada
classe de equivaléncia. O ntimero de classes de equivaléncias das matrizes mégicas m x m

com soma igual a4 param=1,2,3,4,5,6,--- é

1,3,9,43,264,2804--- (5.51)

Como nos calculamos diretamente um representativo de cada classe de
equivaléncia, esta sequéncia é imediata desse cédlculo. O lema de Burnside (um importante
resultado em teoria de grupos) pode tambem ser usado para calcular explicitamente esta

sequéncia.

Como exemplo, calculemos explicitamente todos os diagramas na terceira ordem.
Precisamos de nove matrizes representativas, pertencente cada uma as 9 classes de
equivaléncia no conjunto das matrizes magicas 3 x 3. Os seguintes 9 representativos sdao

validos:

4 00 4 00 4 00 31 310

040,031 },1022¢]013]}]1031]/

0 0 4 013 0 2 2 1 21 1 0 3
310 2 20 220 1 21
0221102211 12]|]211 (5.52)
1 1 2 2 0 2 1 1 2 11 2

O nuimero de matrizes 91343 em cada uma das classes de equivaléncias anteriores
é respectivamente {6,18,9,18,12,36,6,9,6}. Para cada uma destas matrizes A; vamos
determinar o conjunto % [A;] de diagramas de Feynman associados. Usando o mesmo

procedimento (5.39) and (5.43), obtemos:

TN Y YY)
4 0 0 y {
\/\ AN /\ N A
0 4 0|—, . (5.53)
0 0 4 13524
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s \/ \/ \/ \/ N

95

4 00 ( \
. /\ /\ /\ /\ S
0 3 1][|—_ | (5.54)
01 3 1?:524
40 0 Y NY DY YYD Y TN
0 2 2 —k\ AMNA AL /J+\\ AN A AL /J+\\”"‘/\‘“'/ .\(,74
0o 2 2 1%6 6;214 6?1714
(5.55)
&
L
.‘/ )
310 N .*\ Ve \/ ]”‘\/”\
L )
013 |- /ﬂ‘\ A_A_S _/ (5.56)
1 2 1 4868 9216
VR
L\);u/,
7N
310 AN TN
| —
03 1]|—-2" S (5.57)
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N
W, TN
YN N
1 21 Yy N Y / YR ( § // \\
S R
21 1 |=~_" \_/ +\ /\ » \,,,/K / + N\ + (5.61)
[ ~ 7 W—/
11 2 512 3072 6144 4096

O tamanho de <cada classe de equivaléncia &, respectivamente,
{6,18,9,18,12,36,6,9,6}, e o produto (5.27) associado com cada matriz é, respectivamente,
1,16,36,192,64,288,216,864,1728. Assim, aplicando a férmula (5.50) e somando os fatores
dos diagramas topologicamente equivalentes, obtemos as multiplicidades .41 de todos
os diagramas de ordem m = 3. Se dividimos .4t sobre 6! x 26 obtemos o ntimero de
contragoes totais que geram cada diagrama (chamado aqui de ’Béi) = ., em referéncia a
Kleinert, ja que estes nameros foram calculados por [33] de outra forma). E dividindo por
(413 x 3! x 6! x 28 obtemos 1/s com s o fator de simetria de cada diagrama. Assim, obtemos:

YYD
\/\/\/\/\/\/

. ) (5.62)
M1=1244160, Mx=27, s=3072
/ \/ \/ \/ \+/ “\\
\ /\ /\ /\ N
. ) (5.63)
M1=29859840, /=648, s=128
Ve \/ N K I,
. NAN
N N , (5.64)
M1=9953280, MK:216, §=384
4 \.
l\ /,
/ ™~
\ /)/
\ 4 \ / (5.65)
Mr=T79626240, Hx=1728, s=48
/ \/ / "\‘,/ ”'\‘
\ A_AA (5.66)
./%T—119439360TC%K:2592, $=32
. ™
> /
{ \\
K
N (5.67)

~——
Mr=159252480, 4x=3456, s=24
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AN
— (5.68)

-
M1=79626240, Mx=1728, s=48

5.5 Algoritmo para o calculo das matrizes magicas

representativas

Aqui vamos propor um algoritmo para o cdlculo de uma matriz representativa
em cada classe de equivaléncia do conjunto total de matrizes mdagicas m x m, que serd
implementado no apéndice D. O algoritmo em questdo consiste em duas partes: a primeira
é a construcdo de um conjunto de matrizes &/ que contem ao menos um elemento de cada
classe de equivaléncia. A segunda parte descarta os elementos equivalentes, e preserva
s6 0s ndo equivalentes, cada um sendo um representante vilido de cada classe. Uma
constru¢do minima do conjunto & é ndo trivial. Para avancar, somos forcados a usar
uma constru¢do que teste todas as possibilidades. Em matrizes m x m tal construcao
pode ser computacionalmente inviavel ja que equivaleria testar um gigantesco numero de

possibilidades.

Afortunadamente, a relacdo de equivaléncia induzida pelo grupo de permutacoes
pode ser implementada em qualquer conjunto n x m de matrizes com n < m. Neste caso
a acao P; - A é induzida pelo conjunto £, ,, de matrizes de permutacdo. Suponhamos que
temos o conjunto de n x m matrizes com suas filas somando 4 e suas colunas tendo uma
soma de seus coeficientes menor ou igual a 4, e suponhamos que conhecemos para cada
classe de equivaléncia (induzidas pelo grupo de permutacao) uma matriz representativa
valida. Este conjunto de representativos pode ser usado para construir o conjunto &« = <41
que contem ao menos um representativo na classe de equivaléncia do mesmo conjunto
total de matrizes mdgicas (n + 1) x m. A construcao € simples, dados os representativos das
matrizes n x m, adicionamos uma fila adicional a cada representativo e testamos todas as
possiveis construcdes que gerem uma matriz (n+ 1) x m com filas somando 4 e colunas com
soma menor ou igual a 4. ¢+ € conformado por todas estas novas matrizes com a condi¢ao
especifica, e ja que testamos todas as possiveis adicoes da fila n+1 este conjunto deve conter

ao menos um representativo de cada classe de equivaléncia do conjunto (n + 1) x m.

A segunda parte do algoritmo “filtra” o conjunto <7, e deixa s6 um representativo
de cada classe de equivaléncia do conjunto das matrizes (n + 1) x m. Primeiro indexamos
todos os elementos de «/,+1 com indice i. Tomamos o primeiro elemento A; € ;4
e geramos o0 conjunto ‘B3; que contem todas as diferentes matrizes geradas por todas as
permutacoes das filas e colunas de A;, logo tomamos H; = A;. Fazemos a interseccdo 13; N
41 eredefinimos ‘Qir(zi)l = o1 — (P1 N Zy+1). O novo conjunto gsz-{éi)l nio contem nenhum

elemento de *3;. Tomamos H, = A} com A; pertencente ao novo conjunto </, (1) Repetimos

n+l-°
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o procedimento (isto €, definimos o novo *J3;, fazemos °Q¢7(12+)1 = szf,glfl - (‘,Bl N ,d,ﬂfl) eH; =A;
) ate obter ,szf,g’fr)l = ¢. O conjunto de matrizes H; corresponde com os representativos das

classes de equivaléncia das matrizes magicas (n+ 1) x m.

Uma vez obtidos todos os representativos das matrizes (n + 1) x m, repetimos o
procedimento para n+2,n+3,--- ate chegar em m — 1. Ao construir o conjunto «,,, basta
com exigir que as matrizes de </, sejam matrizes mdgicas de soma 4. Pode-se constatar que
nao é preciso aplicar a segunda parte do algoritmo. Assim, o conjunto <7, € um conjunto de

representativos das classes de equivaléncia no conjunto de matrizes magicas m x m.

Este algoritmo é ineficiente, ja que na construcao do conjunto ‘f3; para cada matriz,
precisa efetuar a operagdao P;-A;-P; (n!m! vezes (uma para cada par de matrizes de
permutacado). Uma forma diferente seria testar a equivaléncia de duas matrizes no conjunto
</, com um algoritmo mais eficiente. No apéndice, vamos expor alguns resultados simples
que poderiam fazer isto possivel. Desconhecemos se existe algum algoritmo eficiente para

testar se duas matrizes mégicas qualquer sao equivalentes.

Obtencao das borbulhas de vacuo e suas multiplicidades

Dado o conjunto de matrizes magicas representativas de dimensdao m x m, o
procedimento levado em (5.39), pode ser facilmente levado a cabo computacionalmente.
Com cada matriz mégica, existem m func¢des R a ser multiplicadas. Computacionalmente
nao existe problema em levar a cabo este produto. Em particular pode ser aplicado
para todas as demais matrizes representativas. Obtemos para cada caso, uma soma de
termos, os quais sdo formados por uma matriz de adjacéncia com um respetivo fator
numérico. Podemos indexar todos os termos de todas as matrizes representativas e gerar
dois conjuntos indexados pelo mesmo indice: Um conjunto (Chamemos de h) corresponde
com o fator numérico de todos os termos, o outro (chamemos de 3) corresponde com
as matrizes de adjacéncia dos respetivos termos. Para determinar as multiplicidades,
devemos saber quais diagramas na lista 3 sdo isomorfos e somar suas multiplicidades
nos correspondentes elementos de . Ao final obtemos as borbulhas de vacuo com sua
respectiva multiplicidade. Assim devemos determinar se duas matrizes na lista das matrizes
de adjacéncia, correspondem ou nao correspondem a multigrafos isomorfos. Esta questao é
bem estudada em teoria de complexidade: é chamado o problema de Isomorfismo de grafos.
O problema em toda a sua generalidade € de interesse em teoria de complexidade. Porem,
para casos particulares, existem algoritmos extremadamente eficientes para determinar se
dois grafos dentro dos casos especificos sao isomorfos. Em nosso caso, a histéria ndo
parece ser tao bem-sucedida: a maioria da literatura parece focar principalmente em grafos
convencionais (sem loops e sem multi-lados.) Desconhecemos se existe algum algoritmo
eficiente para multigrafos de grau 4, portanto vamos recorrer novamente ao procedimento

que testa todas as possibilidades e comparando depois termo a termo.
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Dois grafos ¢%; e %, na lista sdo isomorfos se e somente se, suas matrizes de

adjacéncia Ay, e Ag, satisfazem

Ag, =P, -Ag, P, (5.69)

Com P, e P}, duas matrizes de permutacdo em %2, , satisfazendo P, -P, =1, com
I a matriz identidade m x m. Para saber a multiplicidade total da borbulha de vacuo ¥,
fazemos o produto P; -Ag, -P]_.1 para todo j, e intersectamos com o conjunto de matrizes
de adjacéncia 3.Tomamos os correspondentes elementos na lista h e somamos eles. Logo
tomamos outra matriz de adjacéncia na lista ndo contida na intersecao anterior e repetimos

o procedimento. Este procedimento é implementado computacionalmente no apéndice D.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho, aplicamos exitosamente alguns métodos combinatérios para
enumerar diagramas de Feynman conectados em duas diferentes teorias. Foi mostrado
explicitamente que a sequéncia (3.69), conhecida na literatura, conta explicitamente
diagramas de Feynman conectados com duas pernas externas em teoria de muitos corpos
e, equivalentemente, mapas enraizados com uma raiz. Os métodos foram generalizados
para o caso de um numero arbitrdrio de pernas externas obtendo expressdes assintoticas
explicitas para os casos N =1 e N = 2. Os mesmos métodos podem ser generalizados
para contar contragdes totais que geram diagramas conectados em teorias do tipo ¢*. Para
contar explicitamente as contragdes que geram um determinado diagrama na teoria ¢~ os
métodos anteriores sdo insuficientes. Em particular, s6 existem métodos algoritmicos para
contar diagramas nas teorias ¢V e suas respectivas multiplicidades. Aqui propusemos um
novo método algoritmico fundamentando a geracao dos diagramas a uma relacdo explicita

com as chamadas por n6s matrizes magicas.

Para um fisico de campos praticante (particularmente respeito a referéncia [16])
todas estas “contorcoes"para contar diagramas de Feynman poderiam parecer mera
excentricidade. Ao fim e ao cabo, temos o gerador funcional com a respectiva agdo cldssica
que codifica a nossa teoria, ndo é mais simples ir a dimensao zero, transformar a integral
funcional em uma integral convencional e aplicar o método do descenso mais rdpido para
obter por simples cdlculo o nimero de diagramas? (foi a opinido de um refere, respeito a
nosso trabalho [16]). Certamente, os métodos de enumeracao por geracao funcional tem um
papel fundamental na combinatéria enumerativa moderna [27]. Porém, nossa abordagem

oferece novas perspectivas, no minimo interessantes:

* Nossa abordagem guarda relacdo direta com o teorema de Wick, ficando clara a sua

natureza combinatoria.
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* As recorréncias (4.52) e (4.60) foram obtidas por nés usando argumentos puramente
combinatoérios em [16]. Neste trabalho, obtemos os mesmos resultados usando a
funcao geradora de todos os diagramas e a fungao geradora de diagramas conectados e
sua simples relacdo. Mas estes geradores funcionais sdo conscientemente construidos
a partir de nossos resultados [16]. A primeira vista, ndo é evidente como calcular
estas recorréncias a partir do gerador funcional baseado na a¢do clédssica da teoria em
zero dimensao. De fato, a referéncia [36] usa o gerador funcional fundamentado na
acao cléssica, calcula explicitamente o nimero de diagramas até ordem m = 6 usando
derivadas, num cdlculo cada vez mais complexo a medida que a ordem aumenta.
Nossas recorréncias (sobre todo (4.60)) podem ser resolvidas facilmente usando um
computador, obtendo por exemplo o niimero exato de diagramas ate ordem m = 4000

€m poucos minutos.

e O limite assint6tico de nossas solucdes (4.61) também apresentam algumas novas
perspectivas interessantes. Primeiro, é um novo método que permite um calculo
simples de muitos termos da expansdao assintotica em questdo. Na abordagem
funcional, em geral, poucos termos sdo calculados. Mas o nosso método nao
é chamativo s6 por isto. Permite uma interpretacdo de cada termo da solucdo
geral em funcdo de coeficientes multinomiais. Mostramos explicitamente que para
o célculo dos ¢ primeiros termos da expansdo assintdtica, s6 precisamos de um
numero finito de termos da solucao geral. Em particular, termos expressados em
funcdo de coeficientes multinomiais ndo centrados sdao 0s Unicos que parecem
contribuir a expansao assintética principal (a mesma que pode ser obtida por métodos
funcionais). A questdo interessante é que [16] mostra que outras contribuicoes
assintdticas existem se tomamos a contribuicdo de termos multinomiais centrados.
Estas contribuicdoes podem ser definidas sem nenhum problema, e elas aparentam
ser despreziveis (a0 menos quando sdo consideradas individualmente) respeito da
contribuicado assintoética principal ndo centrada. O segundo fato interessante é que
a abordagem funcional convencional ndo parece conter (a0 menos a primeira vista)
estas contribuicoes. Na teoria assintética, a anélise ressurgente mostra a existéncia de
certas contribuicoes conhecidas como Trans-Series, despreziveis ante a contribuicao
principal, mas perfeitamente definidas [24]. Talvez, a contribuicdo multinomial
centrada encontrada por nés tenha alguma relacdo com a teoria da ressurgéncia.

Certamente, isto pode ser visto como uma perspectiva futura de nosso trabalho.

Na referéncia [14] encontramos uma prova da equivaléncia de duas férmulas de
contagem para diferentes objetos (diagramas de Feynman e mapas enraizados). Como
0s mapas enraizados até agora ndo se encontram ligados a alguma teoria fisica, é dificil
tentar encontrar alguma explicacao fisica deste resultado. Em combinatoria isto acontece

comumente: estruturas combinatdrias aparentemente diferentes, encontram-se em mutua
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correspondéncia. E como nosso tratamento foi puramente combinatério acreditamos que
a correspondéncia mostrada aqui € deste tipo. Neste sentido, o capitulo 3 serve como
uma introduc¢do concisa a ferramentas combinatérias que poderiam ser de utilidade na
fisica. Uma aplicacdo mais natural poderia ser encontrada em mecanica estatistica onde
a natureza discreta dos elementos ai estudados podem guardar relacdo precisa com a teoria
combinatdria, também esta possivel conexdo € sugerida pela importante inter-relacao que
as duas teorias tém com a teoria das probabilidades. Realmente esta € uma importante

perspectiva futura: ampliar o espectro de estudo além dos diagramas de Feynman.

Outra interessante perspectiva seria contar outros tipos de diagramas 1PI, 2P],
skeletons etc. A abordagem geralmente usada é a de dimensdo zero, aqui s6 contamos

diagramas conectados. Mas é de interesse expandir nossos métodos para estes casos.

Por ultimo, no capitulo 5 é usado o funcional gerador fundamentado na acdo
classica do campo ¢* para construir explicitamente todos os diagramas. O processo
tradicional consiste em usar derivadas funcionais de acordo com a equacao (5.15) e olhar
os produtos de propagadores remanentes do cdlculo como os diagramas de Feynman. O
processo é pesado computacionalmente, ndo s6 pela quantidade de derivadas funcionais
a realizar (um computador pode ser usado para realizar isto) para ordens crescentes. A
dificuldade real encontra-se na interpretacao dos produtos de propagadores, no sentido de
verificar quais destes sdo equivalentes. Nos codificamos este procedimento de construcao
identificando certos blocos basicos de construcao (as fung¢oes X) e mostramos que as regras
de ensamblagens sdo codificadas pelas chamadas matrizes magicas (matrizes quadradas a
coeficientes inteiros cujas filas e colunas somam 4). Mostramos que um grande nimero
de matrizes mdgicas equivalentes geram os mesmos diagramas, em particular, todas estas
matrizes equivalentes sao relacionadas por permutacoes das suas filas e colunas. Assim s6
basta conhecer uma matriz representativa de cada classe de equivaléncia que particiona
o conjunto total de matrizes magicas. Isto simplifica enormemente o procedimento, e
damos uma forma explicitamente algébrica (em funcdo de matrizes de adjacéncia) para
determinar os diagramas e suas multiplicidades. A implementa¢do de nosso algoritmo
pode ser melhorada, isto porque quando testamos a equivaléncia de matrizes magicas e
de diagramas, usamos o conjunto de todas as possiveis permutacoes. No caso explicito
dos diagramas, isto guarda conexao com o problema de testar isomorfismos de grafos.
Em particular, nés trabalhamos s6 com multigrafos de grau 4 (entanto que o problema
de isomorfismo de grafos é plantado para qualquer grafo genérico). Mas acreditamos que

estudos de complexidade na nossa abordagem podem ser de utilidade.

Esperamos que este trabalho seja de utilidade a alguém interessado em estudar
estas inter-relacoes de diferentes teorias e métodos matemadticos. Certamente a fisica é o
principal foco. Em particular, todas estas estruturas terdo relevancia na fisica associada com
os diagramas de Feynman? N&ao temos a resposta, mas esperamos ter a oportunidade de

continuar explorando estes assuntos.



Apéndice A

Relacao de equivaléncia

Seja um conjunto qualquer A, uma relacdo R em A é um subconjunto qualquer do
par ordenado A x A (isto é R < A x A). Dada uma relacdo R, diremos que a € A é relacionado
a be A (em notacdo aRb) se (a,b) € Ax Atambém pertence a R, isto é (a, b) € R. Note que
(a,b) # (b,a).

Uma relagdo de equivaléncia Req em A x A é uma relacdo satisfazendo trés

propriedades adicionais, suponha a,b e c € A:

* Reflexividade: aRa ((a, a) € Req) paratodo a € A.
* Simetria: Se aRb ((a, b) € Req) entdo temos que bRa ((b, a) € Req).

* Transitividade: Se aRb ((a, D) € Req) € bRc ((b, ¢) € Req) entdo aRc ((a, c) € Req)

Umas das consequéncias de ter uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A é
que esta particiona de forma natural o conjunto A em subconjuntos disjuntos. Dado a € A
chamemos [a] o conjunto de elementos k € A satisfazendo aRk, pela primeira propriedade
este conjunto € ndo vazio. Se (a,b) ¢ Req entdo b ¢ [a], em particular [b] € nao vazio, e
[alN[b] = @ (se [alN[b] # @, por transitividade, isto implicaria que b € [a] contradizendo
nossa suposicao inicial). A serie de subconjuntos {[a], [b],[c],---} se chamam classes de
equivaléncia e a, b, c,--- de representantes. Em particular se aRd/, entdo [a] = [a'] e a’ é

outro possivel representante do mesmo conjunto.

Por dltimo uma particdo de A em subconjuntos disjuntos define naturalmente uma
relacao de equivaléncia, onde os subconjuntos da particao conformam as respectivas classes

de equivaléncia.
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Apéndice B

Particoes e composicoes

Neste apéndice definiremos rapidamente o conjunto de particdes e composicdes
de um inteiro positivo n. Consequentemente, provaremos a formula de Arqués-Béraud

estabelecendo uma correspondéncia com composicoes.

B.1 ParticOes e composicoes de um niimero

Dado um inteiro positivo 7, de quantas diferentes formas podemos obter n somando
k inteiros positivos, ndo necessariamente distintos? Aqui k =1 e 0 < n; < n. Um conjunto

de k inteiros {ny, ny,---, ny} satisfazem tal condicao quando

n=n+ny+--+ng (B.1)

A pergunta é ainda incompleta, ja que dois casos diferentes podem ser estudados,

em particular:

e Aordem em que os {ny,---, ng} nimeros sao somados nao importa (isto é, a soma dos

mesmos k nimeros em ordem diferentes sdo consideradas indistinguiveis ou iguais).

* A ordem em que os {nj,---,ng} numeros sdo somados importa (isto é, a soma
dos mesmos k nimeros em ordem diferentes sdo consideradas distinguiveis, ou

diferentes).

As diferentes somas no primeiro caso sdao conhecidas como particoes. Estes
objetos sdo amplamente estudados em combinatéria e Teoria de nimeros. Apesar de sua
simplicidade, contar particdes nao é trivial. A funcdo p(n) que determina o nimero de
particoes do numero n se chama funcdo de particao, e ndo tem uma formula explicita.
Em particular os primeiros valores de p(n) sao 1,1,2,3,5,7,11,15,22,30,42,56,77,101,135- - -.

Explicitamente, até n =5 as particoes sdo

104



B.1. PARTICOES E COMPOSICOES DE UM NUMERO 105

1={1}

2=} {1+1}

3=38s 2+15{1+1+1}

4=1{4}; 3+1}) 2+2} 2+1+1; {1 +1+1+1}

5=1{5}; 4+1}; 3+2}; 2+2+1}; 3+1+1}); 2+1+1+1} {1+1+1+1+1} (B.2)

O segundo caso é conformado por composi¢cdes. Enumerar este conjunto, em
comparacao com as particoes, € uma tarefa muito mais simples. Mas convém primeiro
ver a relacdo entre composicoes e particoes. Dada uma particao, existem um numero de
composicoes associadas, simplesmente mudando a ordem dos elementos da soma. Como
vimos para as parti¢oes, alguns n; podem ser iguais. Vamos a expressar uma particao

arbitraria de »n assim

n=nm+ny+--+n+--+n0+t Nt + N (B.3)
my ;/rezes mi ;ezes

Sendo M = my + my + - - - + my, vemos que este problema € idéntico a enumerar todas
as possiveis maneiras de ordenar M letras, sendo que m; sdo idénticas, my sao idénticas,

etc,. O numero de possiveis configura¢coes € simplesmente

M!

S (B.4)
my'my!- - my!

Chamando c(n) o nimero de composicoes de n, é evidente a partir de (B.2) que
c(l) =1, c2) =2, c(3) = 4, c(4) =8, ¢(5) = 16. Em particular, temos que c(n) = 271,
Pode ver-se que o problema de enumerar todas as composicoes de n é idéntico a contar
todas as possiveis formas de distribuir 7 objetos indistinguiveis em 1,2,3,---, n caixas, com

a condicao que todas as caixas contenham ao menos um objeto.

H4 uma tinica forma de distribuir n objetos em »n caixas nao vazias:

1+1+---+1 (B.5)
—_—

n caixas nao vazias

Para n objetos idénticos distribuidos em n — 1 caixas nao vazias, temos n — 1
possibilidades
1+1+---+41 + 1 (B.6)
—_— —~—

n—1 caixas ndo vazias 1 objeto
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Por ultimo para distribuir m objetos em n — m caixas ndo vazias

J+1+...+L +J+...+L (B?)

—~ —~

n—m caixas ndo vazias  m objetos

temos, de acordo a estatistica de Bose-Einstein

(n—-m-1D(m!)

(n—m—1+m)!_ n—1
m

possibilidades. Somando todos os casos temos entao

nlin-1

cn)=Y =21 (B.8)
m=0\ M

Para finalizar vamos a mostrar a formula (3.67) que determina b,,. Como a formula

em questdo esta relacionada com m(n), esta determina o niimero de mapas enraizados para

os primeiros nimeros n. Podemos mostrar a formula por inducao. A formula em questao é

1 n-1 ) 00 i+1 (2a])'
S DY Y Sayreraan [ — (B.9)
2" 50 ar=1  ajn=1 j=1 4j

A delta de Kronecker garante que cada termo desta formula seja representado por
uma composicdo, e o termo sera positivo (negativo) se a composicao tem um ndmero
par (impar) de elementos. Por exemplo, para n = 5 a composicdo 5 =2+ 1+ 2 terd o

correspondente termo em bs

1 (12N (21N (122!
25 2 1! 2!

Suponhamos agora que a formula b,, é certa para todo n < m. Usando (3.66) para

b, +1 temos
m+1
2k)! [2(1)]! (2(2)]! [2(m+1)]!
bm+1:—kg,1 Tbm+1—k:_Tbm_Tbm—l_'”_WbO (B.10)

Usando a hip6tese de indugdo, podemos inserir todos os b,, para n < m no lado

direito. Obtendo
1-2™m

m-1 .
1+ 2Mm=1 =1+
2 -

n=0

=2m

termos. Em particular, todos estes termos representam alguma composicdo de m +1 e tem
o0 signo correto associado ao fator (2k)!/k!. Em particular, todas as composi¢coes de m + 1
podem escrever-se dessa forma: Fixamos n; = 1 e tomamos a composicdes de m para os

outros termos, logo fixamos n; = 2 e tomamos todas as composi¢oes de m — 1 para os outros
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termos etc,. O dltimo termo corresponde com a composicao m+ 1 = m + 1. Isto gera todas

as composicoes de m + 1. Portanto by, 41 €

i+1 (261 )l

bm+1 2m+1 Z( 1) Z Z 5a1+ +ai1, m+1H

ar=1 aj+1=1

(B.11)

Este é o formato desejado. Isto prova a formula de Arqués-Béraud



Apéndice C

Resultantes

Neste apéndice definiremos rapidamente a operagdo chamada de resultante, eles

derivam-se da aplicacdo da teoria de dlgebra abstrata ao conjunto de polinémios. Seja o

conjunto ‘B de polindmios com coeficientes pertencentes a R (em geral, os coeficientes

podem pertencer a um corpo arbitrario na linguagem algébrica.) Dados dois polindmios

AX) = amx™ + a1 X+ ayx + ag

B(x)=bp,x"+by_1x" +---+ by x+ b

(C.1)

(C.2)

O resultante é uma funcao Res(:,-) =P x ‘I3 — R definida pelo seguinte determinante

Res(A, B) =

am
ai a - 4m-1
Ao ay o Am-2

b
bo

by
bo

b

b,
bo

(C.3)

A notacao anterior pode parecer um pouco confusa. O importante é ver que a matriz

em questdo tem dimensao (m + n) x (m + n) e a construcdo dela é feita a partir da diagonal

principal. As primeiras 7 colunas contem s6 coeficientes do polinémio A(x) entanto que as

restantes m colunas so6 tem coeficientes do polindmio B(x). Os primeiros n coeficientes da

diagonal principal sdo todos iguais a a,, entanto que os m restantes coeficientes sao iguais

108
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a by. Seguindo esta regra, as colunas i e j satisfazendo 1 <i < n < j < m+ nsao daforma

0 0
0 0
am n
am-1 bn—l (C 4)
ag bo
0 0
0 0

onde os coeficientes em negrita pertencem a diagonal principal. O fato importante é que
Res(A, B) pode ser escrito em funcao das raizes dos polindbmios A(x) e B(x), denotando o

conjunto de m + n raizes como {«;} e {§;} temos
m n
Res(A, B) = (an)" )" [T T1 (@i - B;) (C.5)
i=1j=1

A partir de este resultado é obvio que se os polindbmios A(x) e B(x) tem uma raiz em

comum. Entdo, necessariamente temos

Res(A,B) =0 (C.6)

O qual é um critério necessdrio e suficiente para verificar se dois polindmios tem ao

menos uma raiz em comum.



Apéndice D

Implementac¢ao computacional dos

algoritmos

Neste apéndice anexamos os codigos utilizados na referencia [15] para calcular os
representativos nas classes de equivaléncias do conjunto de matrizes magicas 5x 5. O
procedimento é facilmente generalizavel para m arbitrario. Porem, a computacgdo volta-se
cada vez mais pesada. Acreditamos que certas partes do codigo (onde calculamos todos os
produtos possiveis com o grupo de permutacao) podem ser melhoradas para ter uma maior

eficiéncia. Nosso fim é mostrar a validez de nossos resultados para cassos maiores que m = 2.

D.1 Implementacao computacional dos algoritmos

The algorithm shown in sec. 5.5 to calculate the RC-magic squares is valid for the
permutation matrices (since this are RC-magic squares). In particular the filtering process
for calculate the representatives of each equivalence class is unnecessary, in this respect all
the permutation matrices are inequivalent. We begin with the 1 x m matrices, as example
we calculate the permutation matrices for fifth-order. Thus, we have five 1 x 5 matrices
((1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),---,(0,0,0,0,1)). For the 2 x 5 matrices we define

a[bl_, b2_, b3_, b4_, b5_] :=
DeleteCases|

Flatten [Table]|

MatrixForm [ ({{bl, b2, b3, b4, b5},
{al, a2, a3, a4, ab5}})=

KroneckerDelta[al + a2 + a3 + a4 + a5, 1]=
HeavisideTheta[—(al + bl) + 1.1]%
HeavisideTheta[—(a2 + b2) + 1.1]*
HeavisideTheta[—(a3 + b3) + 1.1]*
HeavisideTheta[—(a4 + b4) + 1.1]*
HeavisideTheta[—-(a5 + b5) + 1.1]], {al, O, 1},
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{a2, 0, 1 — al}, {a3, 0, 1 — al — a2},

{a4, 0, 1 — al — a2 — a3},

{a5, 0,1 — al — a2 — a3 — a4}]],
MatrixForm[{{0O, O, O, O, 0O}, {0, O, O, O, O}}I]

The 2 x 5 matrices are calculated using the 5 matrices 1 x5

a25 = Union{all, 0, 0, O, O], afO, 1, O, O, O],
a(o, o, 1, o, oj, afto, o, o, 1, 0], afo, o, 0, 0, 1]]

in StandardForm

p25 = Table[a25[[n]][[1]],{n,1,Length[a25]}]

Repeating the procedure, define

a[bl _, b2, b3, b4 , b5, cl_, ¢c2_, c3_, c4_

, ¢5_] :=
DeleteCases |

Flatten [Table]|

MatrixForm [ ({{bl, b2, b3, b4, b5}, {cl, c2, c3, c4, c5},
{al, a2, a3, a4, ab}})=

KroneckerDelta[al + a2 + a3 + a4 + a5, 1]=

HeavisideTheta[—(al + bl + cl1) + 1.1]%
HeavisideTheta[—(a2 + b2 + c2) + 1.1]x
HeavisideTheta[—(a3 + b3 + ¢c3) + 1.1]x
HeavisideTheta[—(a4 + b4 + c4) + 1.1]x
HeavisideTheta[—(a5 + b5 + ¢5) + 1.1]], {al, 0, 1},
{a2, 0, 1 — al}, {a3, 0, 1 — al — a2},

{a4, 0, 1 — al — a2 — a3},

{fa5, 0, 1 — al — a2 — a3 — a4}]],

MatrixForm [{{0, O, 0, O, 0}, {0, 0, O, 0, O},
{0, 0, 0, 0, 0}}]]

and the 3 x 5 matrices are given by

a35 = Union|[Flatten |

Table[a[Flatten [p25[[n]]][[1]], Flatten[p25[[n]]][[2]],
Flatten [p25[[n]]][[3]], Flatten[p25([[n]]][[4]],
Flatten [p25[[n]]][[5]], Flatten[p25[[n]]][[6]],
Flatten [p25([[n]]][[7]], Flatten[p25[[n]]][[8]],
Flatten [p25[[n]]][[9]], Flatten[p25[[n]]][[10]]],
|

{n, 1, Length[p25]}]1]]

p35 = Table[a35[[n]][[1]],{n,1,Length[a35]}]
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we repeat this process, for the 4 x 5 matrices we use 15 variables in a[- -], and for the
5 x 5 matrices 20 variables. a55 contain the 5! permutation matrices in MatrixForm. For

calculations is necesary to express a55 in the StandardForm, which is achieved with

P5=Table[a55[[m]][[1]],{m, 1, Length[a55]}]

The generation times of the permutation matrices for 4, 5 and 6-order is fast, less

than a second, using a conventional notebook.

The RC-magic squares representatives

Until now we saw that finding one representative matrix A; in each equivalence class,
and finding the size 1y, of each equivalence class determine the m-order vacuum Feynman
graphs (see this in (5.50)). Here, we implement the straightforward algorithm mentioned at
sec.5.5 for the determination of A; and 914, using the program MATHEMATICA, which works,
in principle, for all orders. The code builds up the RC-magic squares row by row, beginning
with five 1 x m matrices for m = 4 (for m < 4 we have a lower number of 1 x m matrices).
For 5-order this matrices are (4,0,0,0,0),(3,1,0,0,0),(2,2,0,0,0),(2,1,1,0,0), (1,1,1,1,0). To
obtain the matrices 2 x 5 we define

Albl_, b2_, b3_, b4_, b5_] :=
DeleteCases |

Flatten [Table |

MatrixForm [ ({{b1, b2, b3, b4, b5},
{al, a2, a3, a4, a5}})=

KroneckerDeltal[al + a2 + a3 + a4 + a5, 4]=
HeavisideTheta[—(al + bl) + 4.1]*
HeavisideTheta[—(a2 + b2) + 4.1]*
HeavisideTheta[—(a3 + b3) + 4.1]*
HeavisideTheta[—(a4 + b4) + 4.1]*
HeavisideTheta[—-(a5 + b5) + 4.1]], {al, 0, 4},
{a2, 0, 4 — al}, {a3, 0, 4 — al — a2},

{a4, 0, 4 — al — a2 — a3},
{ab, 0, 4 — al — a2 — a3 — a4}]],
MatrixForm [{{0O, O, O, O, 0}, {0, O, O, O, O}}]]

Note that the function A have five variables, which correspond with the components
of the five 1 x 5 matrices. Thus, we define the set
A2=Union[A[4,0,0,0,0],A[3,1,0,0,0],A[2,2,0,0,0],
Al2,1,1,0,0],A[1,1,1,1,0]]

and the set
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B2=Table[A2[[m]][[1]],{m1,Length[A2]}]

A2 is the form appropriate in which MATHEMATICA interpret correctly the matrix
elements of the set. While B2 is the appropiate form for multiply matrices. Defining the
permutation matrices sets Psx2, P3x3, Pyxq and Ps.5 in StandardForm as P2, P3, P4 and
P5 respectively (see the beginning of this Appendix) which have 2,6,24,120 permutation
matrices. Finally we get the desired set of 2 x 5 matrices by

n = 1; While[n < h, H2[n] = A2[[1]];
G2 = Complement[A2,

Intersection [A2,

Flatten [Table]|

MatrixForm [P2[[i]].B2[[1]].P5[[j]]], {i, 1, Length[P2]},
{j, 1, Length[P5]}]]]11];
A2 = G2;

B2 = Table[A2[[m]][[1]], {m, 1, Length[A2]}]; n++]

This code is a looping, which determine the set of 2 x 5 representatives matrices
denoted by the function H2[---]. We see that the lists A2 and B2 are redefined in the process
and the number h is such that, at the end of the process, we obtain A2=B2= @. Be h;,;, the
minimum of such numbers, So h,,;,—1 corresponds with the number of 2 x5 representatives
matrices. In this case we have h,,;, =45, if h < h,;,;,, (What is equivalent to saying A2# @ #B2)

we must repeat the process from the initial A2 and B2. In StandardForm we denote the set of

2 x 5 representatives as

rc25=Table[H2[n][[1]],{n,1 ,hm}]

with hm= h,;,—1. Therefore, we have a total of 44 matrices 2 x 5. To get the matrices
3 x 5 we repeat the procedure, the function A will have now 10 variables

A[bl_, b2_, b3_, b4_, b5_, ¢l1_, ¢c2_, c3_, c4_, c5_] :=
DeleteCases |

Flatten [Table [

MatrixForm [ ({{bl, b2, b3, b4, b5}, {cl, c2, c3, c4, c5},
{al, a2, a3, a4, ab5}})=

KroneckerDelta[al + a2 + a3 + a4 + a5, 4]=
HeavisideTheta[—(al + bl + cl) + 4.1]%
HeavisideTheta[—(a2 + b2 + ¢c2) + 4.1]x
HeavisideTheta[—(a3 + b3 + ¢c3) + 4.1]*
HeavisideTheta[—(a4 + b4 + c4) + 4.1]+
HeavisideTheta[—(a5 + b5 + ¢c5) + 4.1]], f{al, 0, 4},
{a2, 0, 4 — al}, {a3, 0, 4 — al — a2},

{a4, 0, 4 — al — a2 — a3},
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{ab, 0,4 — al — a2 — a3 ,a4}l]],
MatrixForm [({{0, O, O, O, O}, {0, O, O, O, O},
{0, 0, 0, 0, O}}11]

in the A3 set we use the rc25 set

A3 = Union|
Flatten [Table]|

A[Flatten[rc25[[n]]][[1]], Flatten[rc25[[n]]][[2]],
Flatten[rc25([[n]]][[3]], Flatten[rc25[[n]]][[4]],
Flatten[rc25[[n]]][[5]], Flatten[rc25[[n]]]1[[6]],
Flatten[rc25[[n]]]1[[7]1], Flatten|[rc25[[n]]][[8]],
Flatten [rc25([[n]]][[9]], Flatten[rc25([[n]]][[10]]],
{n, 1, Length[rc25]}]]]

in StandardForm

B3=Table[A3[[m]][[1]],{m1,Length[A3]}]

Applying the last command

n = 1; While[n < h, H3[n] = A3[[1]];
G3 = Complement[A3,

Intersection [A3,

Flatten [Table]|

MatrixForm [P3[[i]].B3[[1]].P5[[j]]], {i, 1, Length[P3]},
{j, 1, Length[P5]}]]]];
= G3;
B3 = Table[A3[[m]][[1]], {m, 1, Length[A3]}]; n++]
where h,,,;,, = 315. The rc35 set is

rc35=Table[H3[n][[1]],{n,1,hm}]

We obtain 314 matrices 3 x 5. Repeating the procedure again for the 4 x 5 matrices we
obtain 1021 representatives. The 264 RC-magic squares of dimension 5 x 5 representatives

are obtained repeating the procedure one more time. In standardForm

RC5=Table [H5[n][[1]],{n, 1, 264}]

The process is generalisable for generic m-order.
To determine the size of each equivalence class size we define

N5=Table [Length [DeleteDuplicates [
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Flatten [Table|
MatrixForm [P5[[i]].RC5[[m]].P5([[j]]], {i, 1, 5!},
{j, 1, 5!}11]],{m, 1, Length[RC5]}]

The sequence (5.44) also can be obtained summing all the elements of the set Nm for

each m order. For example, in 5-order

Sum[N5[[1]],{i,1,264}]

is equal to 2224955.

The generation times of the representatives RC magic squares and the size of each
equivalence class for 4, 5, and 6-order are approximately 1 second, 2 minutes and 18 hours

respectively, using a conventional notebook.

Computation of the Feynman vacuum graphs multiplicities

We will now to write the multiplicities of all the connected Feynman vacuum graphs
for orders four and five. We use the program MATHEMATICA to perform explicitly the
multiplicative process (5.39). As we see, for each RC-magic square representative, we get one
sum of E functions, whose multiplicative coefficient are the multiplicities and the argument
the adjacency matrix of a graph; at the end we use (5.50) and we get a single set of adjacency
matrices with the respective total multiplicities. Listing the multiplicities and the adjacency
matrices in two list in such a way that each adjacency matrix and the corresponding
multiplicity be indexed by the same positive integer. We add up the multiplicities of all
the topologically equivalent graphs. In particular, if two graphs ¢%; and %, of order m are
equivalent, then the corresponding m x m adjacency matrices A, and Ag, are connected by

an row-column permutation of the kind

Ay, =P,-Ag, P, (D.1)

with P, and P; two permutation matrices in &y, ;, such that P, -P;, = I with I the m x m
identity. Given Ay, how do calculate the equivalent diagrams? We list all the different
products P; - Ay -Pl._l, and intersects with the previous adjacency matrix list. This gives all
the adjacency matrices of the equivalent graphs, included Ay. The MATHEMATICA function
Position|---] determine the position of all this matrices in the adjacency matrix list. Using
this information in the multiplicity list, (since each adjacency matrix and the associated
multiplicity are indexed by the same number in the two lists) we add all the multiplicities

corresponding to ¢ giving the total multiplicity.
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Implementation of the algorithm for obtain the different Feynman graphs and the

respectives multiplicities

Once given the representatives RC-magic squares, the size of each equivalence class
and the permutation matrices at m-order; we write the MATHEMATICA code used for the
calculus of the multiplicities. For fifth-order, we denote the respectives MATHEMATICA lists
as RC5, N5 and P5. RC5 and N5 are indexed by the same natural number, this means that

RC5[[m]] and N5[[m]] correspond with the equivalence class indexed by m.
Define the set I5 of inverse matrices to P5

[5=Table[Inverse [P5[[m]]], {m, 1, Length[P5]}]

where I5 and P5 are indexed by the same index. Now let’s implement the
multiplicative process of (5.39), for this we write each one of the possible X’s function in the
E format defined in (5.50). We use only five functions, denoted by AL[4,0,0,0,0], AL[3,1,0,0,0],
AL[2,2,0,0,0], AL[2,1,1,0,0] and AL[1,1,1,1,0]. The other variations of AL[4,0,0,0,0] are

calculated from

al = DeleteDuplicates[Table[P5[[m]].{4, 0, 0, 0, O},
{fm, 1, Length[P5]}]]

a2 = DeleteDuplicates[Table[24 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {
{z, 0, 0, 0, 0},

{0, o0, 0, 0, O},
{o, o, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, O},
{0, 0, 0, 0, 0O}
} ). I5[m]]l], {m, 1, Length[P5]}]]

n = 1; While[n < Length[al]+1,

AL[Flatten[al[[n]]][[1]], Flatten[al[[n]]][[2]],
Flatten[al[[n]]][[3]],
Flatten[al[[n]]][[4]], Flatten[al[[n]]][[5]]] = a2[[n]]; n++]

The variations of AL[3,1,0,0,0]:

al = DeleteDuplicates[Table[P5[[m]].{3, 1, 0, 0, 0},
{m, 1, Length[P5]}]]

a2 = DeleteDuplicates[Table[24 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {
{1, 1, 0, 0, 0},
{1, 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, O},



D.1. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DOS ALGORITMOS

{o, o, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, 0O}
b ). I5[[m]]]], {m, 1, Length[P5]}]]

n = 1; While[n < Length[al]+1,
AL[Flatten[al[[n]]][[1]], Flatten[al[[n]]][[2]],
Flatten[al[[n]]][[3]],

Flatten[al[[n]]][[4]], Flatten[al[[n]]][[5]]] = a2[[n]];

The variations of AL[2,2,0,0,0]:

al = DeleteDuplicates[Table[P5[[m]].{2, 2, 0, 0, 0},
{fm, 1, Length[P5]}]]

a2 = DeleteDuplicates[Table[8 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {

{1, o, 0, 0, 0O},

{0, 1, 0o, 0, 0},

{0, o, o, o, 0},

{0, o, 0, 0, 0},

{0, 0, 0, 0, 0}

} ).I5[[m]]]] + 16 Exp[MatrixForm [P5[[m]].( {
{0, 2, 0, 0, 0},

{2, 0, 0, 0, 0O},

{o, o, o, o, 0},

{0, o, o0, 0, 0},

{0, 0, 0, 0, 0O}

b ). I5[Im]]]], {m, 1, Length[P5]}]]

n = 1; While[n < Length[al]+1,
AL[Flatten[al[[n]]][[1]], Flatten[al[[n]]]l[[2]],
Flatten[al[[n]]][[3]],

Flatten[al[[n]]][[4]], Flatten[al[[n]]][[5]]] = a2[[n]];

The variations of AL[2,1,1,0,0]:

al = DeleteDuplicates[Table[P5[[m]].{2, 1, 1, 0, 0},
{m, 1, Length[P5]}]]

a2 = DeleteDuplicates[Table[8 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {
{1, 0, 0, 0, O},
{0, 0, 1, 0, 0},
{0, 1, 0, 0, O},

117
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{0, 0, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, O}
} ). I5[[m]]]] + 16 Exp[MatrixForm [P5[[m]].( {

{0, 1, 1, 0, O},
{1, 0, 0, 0, O},
{1, o, 0, 0, 0O},
{0, 0, 0, 0, O},
{0, 0, 0, 0, 0O}
} ). I5[m]]l], {m, 1, Length[P5]}]]

n = 1; While[n < Length[al]+1,

AL[Flatten[al[[n]]][[1]], Flatten[al[[n]]][[2]],
Flatten[al[[n]]][[3]],

Flatten[al[[n]]][[4]], Flatten[al[[n]]][[5]]] = a2[[n]]; n++]

The variations of AL[1,1,1,1,0]:

al = DeleteDuplicates[Table[P5[[m]].{1, 1, 1, 1, 0}, {m,
1, Length[P5]}]]

a2 =DeleteDuplicates[Table[8 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {
{o, 1, 0, 0, 0},

{1, 0, 0, 0, 0O},

{0, 0, 0, 1, 0},

{0, 0, 1, 0, O},

{0, 0, 0, 0, 0}

} ). I5[m]]]] + 8 Exp[MatrixForm [P5[[m]].( {
{o, o0, 1, 0, O},

{0, 0, 0, 1, 0},

{1, o0, 0, 0, 0},

{0, 1, 0, 0, 0},

{0, 0, 0, 0, 0O}

} ). I5[[m]]]] + 8 Exp[MatrixForm[P5[[m]].( {
{o, 0, 0, 1, 0},

{0, 0, 1, 0, O},

{0, 1, 0, 0, 0O},

{1, o0, 0, 0, 0},

{0, 0, 0, 0, 0O}

} ). I5[Im]]]], {m, 1, Length[P5]}]]

n = 1; While[n < Length[al]+1,
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AL[Flatten[al[[n]]][[1]],
Flatten[al [[n]]][[3]],
Flatten[al[[n]]][[4]],

Flatten([al[[n]]][[2]],

Flatten[al[[n]]][[5]]] = a2[[n]]; n++]

This provides all the X’s function in the E format. Note that this process is easily
generalizable for larger orders adding the necessary zero rows, and zero columns (at
fourth-order we subtract the last zero row and the last zero column). Note that the E function
used in our code is the exponencial function Expl[---], since the argument contains the
-] function which is for MATHEMATICA an undefined object. This guarantees

the property (5.50) for all the possibilities.

MatrixForm[--

In order to represent the multiplicity factor (5.27) we define

Mm | := 4!/(

RCS5[[m]][[1, 1J1!«RCS[[m]][[1, 2]]!«RCS5[[m]][[1, 3]]!«
RCS5[[m]J[[1, 4]1!"*RC5[m]][[1, 5111 =4!/(
RCS5[[m]J[[2, 1]]!*RC5[[m]][[2, 2]]!+RCS[[m]][[2, 3]]!«
RC5[[m]][[2, 4]1!+«RCS3[[m]][[2, 5111 =4!/(
RC5[[m]][[3, 1]1!+«RC3[[m]][[3, 2]]!+RC5[Im]][[3, 3]]!«
RC5[[m]][[3, 4]]!'«RC5[[m]][[3, 5]]!)=4!/(
RC5[[m]][[4, 1]]!'*RC5[[m]][[4, 2]]!+RC5[[m]][[4, 3]]!«
RC5[[m]][[4, 4]1!+RC5[[m]][[4, 5111)=4!/(

RCS5[[m] ][5, I]1!*RCS[m]][[5, 2]]!+*RCS[Im]][[5, 3]]!«
RC5[[m]][[5, 4]]!«*RC5[[m]][[5, 5]]!)

The distributive multiplication process (5.39) is realized by

Alm_] := Expand|
MIm] «N5 [ [m] ] =
AL[RC5[[m] ] [[1, 17], RGS5[[m]][[1, 2]], RGS5[[m]][[1, 3]],
RC5[[m]][[1, 4]], RCS5[[m]][[1, 5]]I*

AL[RGC5[[m]][[2, 1]], RC5[[m]][[2, 2]], RC5[[m]][[2, 3]],
RC5([[m]][[2, 4]1, RC5[[m]][[2, 5]]]=

AL[RC5[[m]][[3, 1]], RC5[[m]][[3, 2]], RCS[[m]][[3, 3]],
RC5[[m]][[3, 4]], RC5[[m]][[3, 5]]]*

AL[RC5[[m]][[4, 1]], RC5[[m]][[4, 2]], RC5[[m]][[4, 3]],
RC5[[m]][[4, 411, RCS5[[m]][[4, 5]]]*

AL[RGC5[[m]][[5, 111, RCS[[m]][[5, 2]], RC5[[m]][[5, 3]],

] ]

RC5[[m] ] [[5,

411, RC5[[m]

and the equivalent of (5.50) is

Z = Sum[A[m], {m, 1,

]
[[5,

Length [RC5]}]

51111
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which generate all the Feynman graphs with the respective multiplicities. The next
pass is to determine which diagrams are equivalent, and add the multiplicities for all the

equivalent diagrams. First, listing all the multiplicities associated with Z

Mult = Table[Z[[m]][[1]], {m, 1, Length[Z]}]

Second, listing all the graphs (adjacency matrices) associated with Z

G = Table[Z[[m]][[2, 2]], {m, 1, Length[Z]}]

Nevertheless, the elements of G are sums of matrices in the MatrixForm format,
which must be added. For this, we define

Lim, 1 ] :=
If [Head[G[[m]][[1l]]] === Times,
GIm]I[[1IT002]]* GIm]I[[L11((2, 111, GIImI]J[[1]T([1]]]

Elem[m ] := If[Head[G[[m]]] === Plus,
Sum[L[m, 1], {1, 1, Length[G[[m]]]}],
Gm]][[1]]*«G[[m]][[2, 1]]]

Therefore, the adjacency matrices associated with Z are

Graphs = Table[Elem[m], {m, 1, Length[G]}]

The two lists Graphs and Multi are indexed by the same natural numbers, the

adjacency matrix Graphs|[/]] have multiplicity Multi[[/]]. In order to determine the total
multiplicities of the different diagrams, we define first

GCopy = Graphs

After, we obtain the different adjacency matrices and the corresponding
multiplicities using

n = 1; While[n < g, Adj[n] = MatrixForm[GCopy[[1]]];
G2 = Intersection[Table[P5[[m]].GCopy[[1]].I5[[m]],
{m, 1, Length[P5]}], GCopyl;

G3 = Complement [GCopy, G2];

Deg[n] =

Flatten[Table[Flatten[Position [Graphs, G2[[m]]]],
{fm, 1, Length[G2]}]];

GCopy = G3; n++]

This code is a looping, which determine the set of different adjacency matrices
Adj[---]. We see that the list GCopy is redefined in the process and the number g is such that,

at the end of the process, we obtain GCopy= @. Be g,i» the minimum of such numbers, So
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gmin—1 corresponds with the number of different adjacency matrices. At fifth-order we have

8&min =57, if g < gmin (What is equivalent to saying GCopy# @) we must repeat the process
from

GCopy = Graphs
For a given adjacency matrix Adj[m], Deg[m] gives the equivalent diagrams in the list
Graphs (1 < m < gmin)- Therefore, the multiplicity of Adj[m] is simply

Sum[Mult[[n]], {n, Deglm]}]

The different Feynman graphs of fifth order are given by

Table [AdjacencyGraph[Adj[n][[1]]], {n, 1, gm}]

The generation times of the different Feynman graphs and the associated
multiplicities for 4, 5 and 6-order are approximately 0.2 seconds, 15 seconds and 1 hour

respectively using a conventional notebook.

All the fourth and fifth-order Feynman vacuum graphs multiplicities

For disconnected graphs we verify for fourth and fifth-order the rule shown in [23].
Particularly for a disconnected graph with / connected components of which r are different,
we verify that the symmetry factor is

sa=m!l-nplx st s (D.2)

with s; the symmetry factor of the component i, n; the times it repeats and n; +--- +

n, = [ = r. Thus, we will only write the multiplicities for the connected Feynman graphs.
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Fourth-order connected diagrams
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Fifth-order connected diagrams
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S
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Borbulhas de vacuo de ordem 6 com seus respectivos factores de simetria

1
[288’

&=

. Vo
— } [132
} [514’
| e
{55
O}
— p
} 8’
(125
}
o [1;72,
D'}
~ at
o AN {L’
N 256

7
1
) {192° U
Q
2N
1
) : {35 V% N/ }
i \ 7
//
P ;\A\
{l 1
8’ N~ 1

Tabela D.1: Borbulhas de vacuo de ordem 6 com seus respectivos factores de simetria.
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Tabela D.2: Borbulhas de vacuo de ordem 6 com seus respectivos factores de simetria.
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Tabela D.3: Borbulhas de vacuo de ordem 6 com seus respectivos factores de simetria



Apéndice E

Um critério para distinguir equivaléncia

entre matrizes magicas

Como vimos no capitulo 5, nossos algoritmos, apesar de funcionar e ser aplicavel
para todos os casos, tem a deficiéncia de ter a forma menos eficiente possivel na hora
de verificar isomorfismos de grafos e testar a equivaléncia de duas diferentes matrizes
magicas. No caso das matrizes mégicas vamos expor um critério simples para distinguir se
duas matrizes magicas sdo equivalentes. Tal vez este critério possa ser implementado num

algoritmo para distinguir de forma mais eficiente se duas matrizes mégicas sao equivalentes.

E.1 O teorema de Birkhoff-von Neumann

O teorema de Birkhoff-von Neumann, diz simplesmente que qualquer matriz S
de dimensao m x m duplamente estocdstica pode-se decompor em uma soma convexa
de matrizes de permutacdo. Isto é, qualquer matriz quadrada com coeficientes reais
satisfazendo 0 < S;; <1 com }; S;; = 1 para todo j e }_; S;j = 1 para todo i pode ser escrita

como

k
S=MP1+A:Pp+--+ AP, D A =1 (E.1)
=1

Uma matriz mdgica arbitraria A de soma d pode ser multiplicada pelo niimero 1/d.
Portanto, cada coeficiente em questao é multiplicado por 1/d, fazendo com que (1/d)A
seja uma matriz duplamente estocéstica a coeficientes racionais. Isto permite aplicar o
teorema de Birkhoff von-Neumann para decompor a matriz A em uma soma de d matrizes

de permutacao nao necesariamente distintas. Isto é

k
A=d\Pi+dPy+--+dPy, Y di=d (E.2)
i=1
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130 MAGICAS
Onde d; é o nimero de vezes que a matriz P; se repete na decomposi¢do. Em

particular:

* Todas as matrizes mégicas tém ao menos uma decomposicao. Em realidade a maioria

tem mais de uma decomposicao possivel.

e Para uma decomposicao particular, o grupo de diferentes k matrizes de permutacgao
que conformam a decomposicao, podem ser vistas como um subconjunto de £,
com k elementos, e uma propriedade nas componentes das matrizes que chamaremos

a propriedade das componentes comuns.

Esta propriedade pode ser formulada da seguinte forma: quantas componentes
diferentes de zero sdo comuns entre as matrizes que conformam a decomposi¢ao? Para

formular isto de forma mais explicita suponhamos a seguinte decomposicdo da seguinte

matriz:

2110 0010 0100 1 000 1 000

00 2 2 0 001 0 010 0 001 0 010
— + + + (Eg)

0 20 2 0100 0 001 0100 0 001

2110 1 000 1 000 0 010 0100

A propriedade pode ser expressa da seguinte forma

{{1,2,0};{1,0,2}1{2,0,1},{0,2,1}} (E.4)

Que expressa o seguinte: a primeira matriz tem uma componente em comum com
a segunda, duas com a terceira e nenhuma com a quarta; a segunda matriz tem uma
componente em comum com a primeira, nenhuma com a terceira e duas com a quarta.
A terceira chave contem as componentes da terceira matriz de permutacao respeito da

primeira, segunda e quarta respetivamente. Mesma coisa com a quarta chave.

A chave do assunto € a seguinte: duas matrizes magicas equivalentes tém o mesmo
numero de decomposi¢des em matrizes de permutacdo, de tal forma que para uma dada
decomposi¢do da primeira matriz, a qual tem uma certa propriedade das suas componentes
comuns, existe uma decomposicdo da segunda matriz com o mesmo niimero de matrizes de

permutacao e exatamente com a mesma propriedade das suas componentes comuns [15].

Isto permite estabelecer um critério simples para determinar se duas matrizes

magicas arbitrarias ndo sdo equivalentes:

* Se duas matrizes magicas tém um numero diferente de decomposicdes entdo estas sdao

ndo equivalentes.
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e Se duas matrizes magicas tém o mesmo nimero de decomposicdes, mas ndo existe
forma de mapear as decomposicoes da primeira matriz magica nas decomposicoes da
segunda matriz mégica de forma de preservar o nimero de matrizes de permutacao
da decomposicao (Por exemplo, suponhamos que a primeira matriz tem 5 diferentes
decomposi¢des cada uma respectivamente com 4,3,3,3 e 4 matrizes de permutacao.
E a segunda tem 5 diferentes decomposicdes cada uma com 4,4,4,3 e 3 matrizes de

permutacdo) entdo as duas matrizes sao ndo equivalentes.

e Se as duas matrizes mégicas tém o mesmo nimero de decomposicoes, e também
podemos mapear as decomposicoes de uma matriz a outra de tal forma de preservar
o numero de matrizes de permutacdo da decomposicao, mas nao existe forma de
que tais mapas preservem a propriedade comum das componentes que formam cada

decomposic¢do, entdo as duas matrizes mégicas sdo ndo equivalentes.

Podemos imaginar um algoritmo que verifique estes trés critérios de forma sucessiva
para duas matrizes madgicas arbitrarias. Lamentavelmente estes trés critérios sdo nao
conclusivos: dadas duas matrizes mégicas arbitrarias, mesmo que encontremos uma bijecao
que mapeie as decomposicoes de uma matriz magica na outra, que preserve o numero de
matrizes de permutac¢do das decomposi¢oes relatadas e que preserve a propriedade comum
das suas componentes, as duas matrizes ndo necessariamente sao equivalentes. O unico

certo € que duas matrizes magicas equivalentes, tem ao menos uma bijecado deste tipo.
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