
Centro Brasileiro de Pesquisas f́ısicas

Tese de Doutorado

Mecânica Superconforme Clássica e Quântica:
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1.1 Álgebras divisionais reais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.6 Comentários finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Mecânica Quântica Superconforme em Três Dimensões 57
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Abstract

A general approach to quantize one dimensional superconformal σ-models is presented starting
with the D-module representations of one dimensional superconformal algebras and clarifying the
steps to quantizations as well showing the difficulties for cases where there is three or more propa-
gating bosons. Afterward we show a way to find superconformal algebras already with quantum
operators and systematically construct one dimensional quantum systems in both parabolic and
trigonometric representations. In the later case, which consist of deformed quantum oscillators,
it is shown how the superconformal algebras works as the spectrum generating superalgebra and
used to span all the Hilbert space. Finally we construct a 3D quantum system with superconformal
symmetry sl(2|1) and investigate their relation with the 2D case with same symmetry. In this case
we also try to find clues about how the general approach for higher dimensional superconformal
quantum systems looks like.

Keywords: supersymmetry, conformal symmetry, quantization, superconformal mechanics
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Resumo

Uma abordagem geral para a quantização de modelos σ unidimensionais superconformes é apre-
sentada começando com representações D-modulares de álgebras superconformes unidimensionais
e esclarecendo os passos para a quantização assim como mostrando as dificundades para casos
com três ou mais campos bosônicos propagantes. Depois disso, nós mostramos uma maneira de
obter álgebras superconformes já com operadores quânticos e sistematicamente construir sistemas
quânticos unidiemensionais tanto na representação parabólica como trigonométrica. Neste último
caso, o qual consiste de osciladores quânticos deformados, é mostrado como a álgebra supercon-
forme age como superálgebra geradora de espectro e usada para gerar todo o espaço de Hilbert.
Enfim nós constrúımos um sistema quântico tridimensional com simetria sl(2|1) e investigamos
sua relação com o modelo bidimensional de mesma simetria. Neste caso nós também tentamos
achar pistas de como uma abordagem geral para construir sistemas quânticos superconformes em
maiores dimensões se parece.

Palavras-chave: supersimetria, simetria conforme, quantização, mecânica superconforme
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Introdução

O interesse pela simetria conforme, tanto na mecânica clássica como quântica, começou com os
trabalhos de Calogero [1, 2, 3] no fim dos anos sessenta. Esses trabalhos tratavam de sistemas de
muitas paŕıculas interagentes onde a energia potencial entre elas dependia do inverso do quadrado
da distância. Tais trabalhos abriram caminho para uma série de avanços subsequentes e um deles,
o trabalho de de Alfaro, Fubini e Furlan [4], em 1974, deve ser destacado. O campo então se
expandiu fantasticamente e alguns dos tópicos atuais de grande relevância estão relacionados com
simetrias conformes. Um exemplo claro disso é a conjectura de Maldacena, a correspondência
AdS/CFT [5], que, além de ser um problema matemático instigante por si só, possui aplicações
em teoria de supercordas [6, 7, 8], f́ısica de buracos negros [9] e até mesmo em sistemas de matéria
condensada [10, 11].

O tópico que iremos investigar no presente texto é a teoria de campos superconforme em uma
dimensão e tal tem recebido crescente atenção na literatura principalmente devido à proposta
recente do modelo SYK [12], o qual pode ser um modelo onde a correspondência AdS/CFT seria
completamente entendida, e aos trabalhos subsequentes relacionados a esse modelo [13, 14, 15, 16].

Três métodos de investigação têm sido empregados em muitos dos trabalhos dentro do presente
tópico. O primeiro consiste em quantizar modelos σ superconformes em uma dimensão. O segundo
se dá pela investigação das simetrias de equações diferenciais parciais, no caso, de equações de
Schrödinger dependentes do tempo com graus de liberdade espinoriais. Já o terceiro método se
trata da construção de operadores fermiônicos partindo de uma álgebra de Clifford e impondo as
condições da álgebra superconforme. Aqui iremos investigar o primeiro e terceiro métodos.

As principais motivações para investigar modelos σ superconformes em uma dimensão (e suas
quantizações) vem de sua aplicabilidade na dinâmica de part́ıculas de teste próximas ao horizonte
de eventos de certos tipos de buracos negros (veja [17]) e seu papel na correspondência AdS2/CFT1

[18, 19]. Como será visto no Caṕıtulo 1, os modelos σ superconformes em uma dimensão são
obtidos ao se impor a simetria conforme a modelos σ supersimétricos em uma dimensão associados
a determinado supermultipleto [20, 21]. Tais modelos podem ser obtidos via superespaço [22]
ou, como faremos, via representações D-modulares das álgebras superconformes [23, 24]. Em
[25], extendendo os resultados de [26], é mostrado que a simetria dinâmica superconforme dos
modelos σ em uma dimensão podem ser do tipo parabólica ou trigonométrica. O primeiro caso
corresponde ao bem conhecido potencial com inverso do quadrado enquanto o último corresponde à
adição de um termo oscilatório. A quantização dos modelos parabólicos tem sido feita em diversos
trabalhos (veja [27, 28] para a simetria D(2, 1;α)). Já a quantização de casos trigonométricos, no
entanto, foi pouco explorada (em [29, 30] temos a quantização de osciladores não deformados e
o primeiro exemplo de oscilador deformado é encontrado em [31], de onde reproduziremos alguns
dos resultados nesse texto). Como será visto no Caṕıtulo 2, a quantização desses sistemas é feita
ao se quantizar as cargas de Noether utilizando a quantização canônica.

O método apresentado no Caṕıtulo 3 (e em [32], de onde iremos reproduzir os resultados)
por outro lado começa ao introduzirmos matrizes de osciladores não deformados com tamanho
2n × 2n e superálgebra geradora de espectro osp(2n|2). Para n = 1 será visto que a adição de um
potencial do tipo inverso do quadrado não altera a simetria osp(2|2). Já para n = 2, dois casos
distintos surgem. O primeiro será o de um oscilador deformado do tipo Klein [34] (veja também
[35]), cuja superálgebra geradora de espectro será D(2, 1;α) com o parâmetro α aparecendo na
constante de acoplamento do potencial proporcional ao inverso do quadrado. O segundo caso
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n = 2 corresponde a um oscilador quântico com deformação que não é mais do tipo Klein. Nesse
último caso, a superálgebra geradora de espectro será osp(2|2) e o oscilador não está conectado
ao caso não deformado, o qual com simetria osp(4|2), por uma variação cont́ınua do parâmetro de
deformação.

Um dos desafios encontrados nos métodos que serão apresentados é o de construir modelos
quânticos com dois ou mais campos bosônicos (ou duas ou mais dimensões espaciais, ao inter-
pretarmos os campos como coordenadas espaciais). No Caṕıtulo 4, então, apresentaremos uma
representação da álgebra superconforme sl(2|1) com a qual podemos construir os modelos super-
conformes parabólico e trigonométrico tridimensionais. Investigaremos com detalhes o modelo
trigonométrico e buscaremos pistas de como generalizar o procedimento que introduziremos no
Caṕıtulo 3.

O conteúdo desse texto é apresentado como se segue.
No Caṕıtulo 1 vamos dar uma breve revisão de tópicos matemáticos pertinentes aos trabalhos

apresentados e também apresentaremos alguns rudimentos da construção de modelos σ super-
conformes em uma dimensão via representações D-modulares. Os tópicos matemáticos cobertos
no caṕıtulo serão álgebras divisionais reais, álgebras de Clifford, álgebras Lie e superálgebras de
Lie. Com tais ferramentas vamos realizar a construção do modelo σ supersimétrico com N = 1
e apresentar as posśıveis representações para N = 2. Por fim vamos introduzir as representações
parabólica, hiperbolólica e trigonométrica da álgebra conforme e mostrar como obter as ações
superconformes parabólicas e trigonométricas de N = 1 (1, 1, 0) e N = 2 (2, 2, 0).

No Caṕıtulo 2 será realizada a quantização dos modelos N = 1 (1, 1, 0) e N = 2 (2, 2, 0) tanto
nas representações parabólica como trigonométrica. O procedimento será feito com detalhes para
N = 1 (1, 1, 0), cuja simetria é osp(1|2). Primeiramente se colocara os modelos na chamada base
de termo cinético constante e se derivará as cargas conservadas. Em seguida se fará a passagem
para o formalismo hamiltoniano. Devido aos v́ınculos no espaço de fase, será necessário utilizar o
formalismo de Dirac para sistemas vinculados. Após obter os parênteses de Dirac entre as variáveis
canônicas, realizaremos a quantização canônica e obteremos o conjunto de operadores quânticos
correspondentes às cargas clássicas. Em relação aos modelos com N = 2 (2, 2, 0), os quais têm
simetria sl(2|1), a investigação dos sistemas quânticos será feita em maior profundidade. Para o
modelo parabólico, apresentaremos os operadores quânticos e, em especial, o Hamiltoniano e os
operadores de supersimetria. Uma das consequencias da quantização que destacaremos nesse caso
é o aparecimento de uma correção quântica no Hamiltoniano, a qual fará do sistema quântico bem
comportado independente do fator de escala λ. Outra consequência será a restrição de λ a valores
inteiros ou semi-inteiros. Já a quantização do modelo trigonométrico N = 2 (2, 2, 0) nos dará
um oscilador deformado. A mesma superálgebra sl(2|1) será obtida com os operadores quânticos
correspondentes às cargas classicas, mas aqui a superálgebra será a superálgebra geradora de es-
pectro e os operadores fermiônicos agirão como operadores de criação e aniquilação. Observaremos
que, com apenas os operadores de sl(2|1), o espaço de Hilbert irá se decompor numa soma direta
de infinitas representações de peso mı́nimo de sl(2|1), mas a existência de uma simetria discreta
nos levará a definir novos operadores, os quais também definindo uma representação de sl(2|1), e
nos permitirá construir toda a base do espaço de Hilbert a partir dos estados fundamentais. Os
resultados apresentados nesse caṕıtulo também podem ser encontrados em [31].

Já no Caṕıtulo 3 vamos primeiramente derivar as superálgebras geradoras de espectro com
matrizes 2n × 2n de osciladores não deformados unidimensionais . Em seguida adicionaremos um
potencial de inverso do quadrado numa matriz diagonal e obteremos as condições de consistência
para continuar tendo uma superálgebra geradora de espectro. O caso n = 1 (matrizes 2 × 2)
será analisado e teremos a superálgebra geradora de espectro osp(2|2), mas será observado que
uma subálgebra osp(1|2) é suficiente para gerar o espectro. A construção dos diferentes espaços
de Hilbert admisśıveis para cada intervalo do parâmetro de deformação será apresentada. Indo
para a análise do caso seguinte, n = 2 (matrizes 4× 4 ), teremos um oscilador deformado do tipo
Klein com superálgebra geradora de espectro osp(4|2), no caso não deformado, e D(2, 1;α) no caso
deformado. Em ambos os casos a subálgebra osp(2|2) será suficiente para gerar o espectro, mas
o parâmetro α terá significado f́ısico, estando ligado à energia do estado fundamental da teoria.
Além disso, se investigará os espaços de Hilbert admisśıveis. Também com n = 2 obteremos um
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oscilador deformado que não é do tipo Klein e, nesse caso, com deformação ν (ν 6= 0), o espaço de
Hilbert será dado por uma representação de peso mı́nimo irredut́ıvel de osp(2|2). Apresentaremos
em seguida o espectro e os estados ortonormais da teoria. Finalizaremos o caṕıtulo com alguns
comentarios sobre os casos com n ≥ 3. Os resultados desse caṕıtulo também são apresentados em
[32].

Por fim, no Caṕıtulo 4 iremos apresentar uma representação da álgebra superconforme sl(2|1)
com a qual se pode definir os modelos parabólico e trigonométrico em três dimensões com essa
simetria. Definiremos os operadores fermiônicos, os quais constrúıdos a partir de representações
comutantes entre si das álgebras de Clifford Cl (2, 0) e Cl(0, 3), e obteremos o Hamiltoniano
parabólico assim como os demais geradores da superálgebra. Em sequencia iremos definir novos
operadores fermiônicos a partir dos anteriores e usar o “truque” DFF para definir o Hamiltoniano
trigonométrico. Nesse último caso, a álgebra superconforme agirá como superálgebra geradora de
espectro e, assim, vamos obter as representações de peso mı́nimo e gerar toda a base do espaço
de Hilbert. Por fim realizaremos a normalização dos estados. Também serão obtidos modelos
parabólico e trigonométrico bidimensionais restringindo a ação dos operadores a duas dimensões.
Como será visto, porém, os modelos obtidos não serão exatamente os mesmos do Caṕıtulo 2.
Finalizaremos com uma breve discussão dos resultados. Os resultados desse caṕıtulo, assim como
outros, também podem ser encontrados em [33].

Há também dois apêndices. No Apêndice A vamos apresentar alguns diagramas representando
o espaço de Hilbert do modelo trigonométrico N = 2 (2, 2, 0). Nele está incluso algumas discussões
sobre os operadores de criação e aniquilação assim como é apresentada a possibilidade de aplicar
uma regra de superseleção de forma a remover as degenerescências da teoria e ter um único vácuo.
Já no Apêndice B é discutida a escolha do espaço de Hilbert para os modelos unidimensionais
investigados no Caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 1

Prelúdio Matemático e Mecânica
Superconforme Clássica

Esse cáṕıtulo será uma breve revisão de alguns tópicos que serão explorados em maior profundade
nos caṕıtulos subsequentes. O objetivo principal é o de introduzir as ferramentas básicas de forma
ligeira, mas também auto-contida. Tais tópicos aqui apresentados incluem conceitos básicos de
álgebras divisionais reais, álgebras de Clifford, álgebras e superálgebras de Lie e mecânica clássica
superconforme (que consiste de modelos σ superconformes em uma dimensão). Para o leitor já
familiarizado com esses conceitos, ainda recomendamos uma breve leitura do presente caṕıtulo,
pois aqui será definida muito da notação que será adotada ao longo dos demais caṕıtulos. Uma
exposição mais extensa sobre mecânica (super)conforme pode ser encontrada em [26, 36, 37, 38].

1.1 Álgebras divisionais reais

Números reais e complexos são fundamentais em f́ısica e matemática. Definimos e utilizamos
uma miŕıade de ferramentas matemáticas que dependem crucialmente das propriedades algébricas
desses números. Uma de tais propriedades é o fato de que a estrutura algábrica de tais conjuntos
numéricos é uma álgebra divisional real. Para definirmos o que seja uma álgebra divisional real (ou,
equivalentemente, uma álgebra divisional normada), vamos primeiro ver a estrutura dos números
reais e complexos, assim como de outras posśıveis estruturas que satisfaçam a definição, como
espaços vetoriais sobre o corpo dos reais dotados de uma norma.

Dado um espaço vetorial V , vamos definir a operação · : V 2 → V chamada multiplicação e
uma conjugação ∗ : V → V com as seguintes propriedades

(a∗)
∗

= a, (a · b)∗ = b∗ · a∗. (1.1.1)

A conjugação também deve ser de tal forma que a∗ · a defina uma norma no espaço vetorial e a
multiplicação deve ser distributiva, tanto pela direita como pela esquerda, sobre a soma. Com
a multiplicação e conjugação definidas dessa forma, podemos definir uma álgebra divisional real
como um espaço vetorial V com tais multiplicação e conjugação onde a · b = 0 se, e somente se,
a = 0 ou b = 0. Uma consequência imediata é que

(
1

a∗·aa
∗) · a = 1 = a ·

(
1

a·a∗ a
∗) para a 6= 0, o

que mostra que cada elemento não nulo possui inverso multiplicativo. De agora em diante vamos
omitir o śımbolo “·” para não deixar a notação carregada.

Os números reais (R) e complexos (C) claramente satisfazem o que é requerido, mas existem
outras estruturas que também são álgebras divisionais reais. No entanto, como foi demonstrado
por Hurwitz [39], há apenas outras duas: os quatérnions (H) e octônions (O). De forma mais
geral, qualquer álgebra divisional real unidimensional é isomorfa aos reais e, semelhantemente,
álgebras divisionais reais bidimensionais, quadrimensionais e octadimensionais são isomorfas aos
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CAPÍTULO 1. PRELÚDIO MATEMÁTICO E MECÂNICA SUPERCONFORME CLÁSSICA12

complexos, quatérnions e octônions respectivamente. Existem álgebras divisionais que não são
álgebras divisionais reais, mas, ainda sim, todas elas tem uma, duas, quatro ou oito dimensões
[40, 41].

Quatérnions e octônions não parecem ser tão presentes na f́ısica, porém, na verdade, quatér-
nions estão presentes em vários contextos de forma, às vezes, dissimulada, mas também por vezes
expĺıcita, como, por exemplo no uso de matrizes de Pauli. Além disso, todas as álgebras divisionais
reais estão por trás de algumas propriedades marcantes das álgebras de Clifford e (super)álgebras
de Lie, as quais amplamente aplicadas na f́ısica.

Como álgebras divisionais reais são espaços vetoriais, podemos definir suas propriedades através
de como a multiplicação e conjugação se aplicam sobre a base desse espaço e definindo uma norma
apropriada. Para os números reais isso é simples e basta tomar como base o número 1 e a norma
como a2 para a ∈ R (a∗ = a). Já para os complexos a base pode ser definida por {1, i} com i2 = −1
e 1i = i1. Nesse caso, a conjugação de a = a1 + ia2 (a1, a2 ∈ R) é definida por a∗ = a1 − ia2 e,
assim, a norma é dada por a∗a = (a1 − ia2) (a1 + ia2) = a2

1 + a2
2. No caso dos quatérnions, a base

pode ser dada por {1, ei} com e2
i = −1 (i = 1, 2, 3) e

eiej = −δij + εijkek, (1.1.2)

onde εijk é o śımbolo de Levi-Civita com ε123 = 1. Da mesma forma que nos complexos, a
conjugação de a = a0 + eiai (notação de Einstein) é dada por a∗ = a0 − eiai e a norma será
a∗a = a2

0 + aiai. Enfim, para os octônions a base é {1, ei} com e2
i = −1 (i = 1, ..., 7) e

eiej = −δij + cijkek, (1.1.3)

onde cijk é totalmente anti-simétrico e definido por c123 = c145 = c176 = c246 = c257 = c347 =
c365 = 1. A conjugação é dada por a∗ = a0−eiai e a norma fica definida através de a∗a = a2

0+aiai.
Há uma maneira elegante de visualizar as constantes de estrutura cijk. Na Figura 1.1.1, cijk será
não nulo quando todos os três pontos estiverem na mesma linha e o sinal será positivo se a
ordem dos pontos seguir a seta enquanto será negativo caso contrário. Por exemplo, e1e4 = e5 e
e5e4 = −e1. A Figura 1.1.1 é também conhecida como plano de Fano e se trata do plano projetivo
mais simples.

Exceto pelos octônions, que não possuem multiplicação associativa, todas as álgebras divi-
sionais reais podem ser representadas matricialmente com a multiplicação sendo a usual entre
matrizes. Abaixo segue uma representação para cada uma em termos de matrizes reais:

i) R: a base é dada pelo número 1, a multiplicação é a usual e a∗ := a para todo a ∈ R.

ii) C: a base pode ser definida por I2 =

(
1 0
0 1

)
e A =

(
0 1
−1 0

)
(note que A2 = −I2). Já a

conjugação é definida pela transposição a∗ := aT e a norma pelo determinante det
(
aTa

)
.

iii) H: a base pode ser tomada como e1 =

(
0 A
A 0

)
, e2 =

(
0 −I2
I2 0

)
, e3 =

(
A 0
0 −A

)
e

I4, onde A é o mesmo que na representação dos complexos. Novamente a conjugação pode
ser definida por a∗ := aT com norma sendo det

(
aTa

)
.

Na próxima seção mostraremos que essas representações também são representações das álgebras
de Clifford Cl(1, 0), Cl(0, 1) e Cl(0, 3) respectivamente.

Para finalizar essa seção, vamos apresentar um algoritmo para sistematicamente construir re-
presentações das álgebras divisionais reais. Tal algoritmo é conhecido como construção de Cayley-
Dickson e consiste em duplicar a álgebra definindo os novos produto e conjugação através dos
da álgebra anterior. Sendo V um espaço vetorial com multiplicação e conjugação definidos como
anteriormente, a nova álgebra, definida sobre V 2, terá multiplicação
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Figura 1.1.1: O plano de Fano. cijk é não nulo se os pontos pertencem à mesma linha.
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(a, b)(c, d) = (ac∓ d∗b, da+ bc∗), (a, b), (c, d) ∈ V 2, (1.1.4)

e conjugação

(a, b)∗ = (a∗,−b). (1.1.5)

Começando pelos números reais, esse processo leva aos complexos se o sinal em (1.1.4) é negativo
e aos split-complexos se o sinal é positivo. A partir dos complexos, nós temos os quatérnions se
escolhermos os sinal negativo e os split-quatérnions se o sinal for positivo, etc.. É importante
lembrar que as versões split das álgebras divisionais não são mais álgebras divisionais e também
que essa construção pode ir além dos octônions, mas, novamente, não há outras álgebras divisionais
para além dessa última.

Na tabela abaixo algumas propriedades importantes das álgebras divisionais são listadas e
marcadas com “#” se a álgebra possui tal propriedade e “×” caso contrário.

Álgebra Dim. Ordenada
Propriedades da multiplicação

Comuta- Associa- Alterna- Potência Divisores
tividade tividade tividade assoc. de zero

Reais 1 # # # # # ×
Complexos 2 × # # # # ×

Quatérnions 4 × × # # # ×
Octônions 8 × × × # # ×

... >8 × × × × # #

1.2 Álgebras de Clifford

Álgebras de Clifford estão presentes em diversos contextos da f́ısica e matemática. No que será
apresentado nesse texto, elas desempenharão papel fundamental e sempre serão o primeiro passo
na construção dos diversos sistemas estudados.

Grosso modo, uma álgebra de Clifford com N geradores γµ (µ = 1, ..., N) é definida pela relação

{γµ, γν} = 2ηµνI, (1.2.1)

onde I é a identidade, {., .} é uma operação simétrica (na maioria das vezes {a, b} significa ab+ba)

e ηµν é uma matriz diagonal η = diag(

p︷ ︸︸ ︷
1, ..., 1,

q︷ ︸︸ ︷
−1, ...,−1) com p+q = N . Para representações reais

das álgebras de Clifford, é conveniente usar a notação Cl(p, q) para distingui-las, já que a assinatura
de η não poderá ser alterada por transformações de similaridade. Devemos aqui enfatizar que a
álgebra de Clifford não se restringe à idendidade, àos γµ e suas combinações lineares, mas também
aos produtos γµγν , γµγνγσ, etc. junto às suas combinações lineares.

Para nossos interesses, as álgebras de Clifford serão conjuntos de operadores sobre algum es-
paço e, portanto, serão as representações delas que nos serão valiosas. Nesse intuito de conhecer
as representações, um passo fundamental é conseguir construir as representações irredut́ıveis (do-
ravante “irrep”) das álgebras de Clifford. Felizmente, para representações reais, há dois algoritmos
que nos permitem construir representações irredut́ıveis de álgebras de Clifford maiores a partir de
álgebras de Clifford menores de forma sistemática (veja [42]). Abaixo explicitamos tais algoritmos.

i) Cl(p, q)→ Cl(p+1, q+1): Dados os geradores γµ de Cl(p, q), os geradores de Cl(p+1, q+1)
serão

Γµ =

(
0 γµ
γµ 0

)
, ΓN+1 =

(
0 I
−I 0

)
, ΓN+2 =

(
I 0
0 −I

)
. (1.2.2)
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ii) Cl(p, q)→ Cl(q+2, p): Dados os geradores γµ de Cl(p, q), os geradores de Cl(q+2, p) serão

Γµ =

(
0 γµ
−γµ 0

)
, ΓN+1 =

(
0 I
I 0

)
, ΓN+2 =

(
I 0
0 −I

)
. (1.2.3)

Por exemplo, a partir da álgebra de Clifford mais simples, Cl(1, 0), temos a cadeia de irreps
Cl(1, 0)→ Cl(2, 1)→ Cl(3, 2)→ Cl(4, 3).... Mais precisamente, dada a irrep Cl(1, 0) definida por
γ = 1 e η = 1, através de qualquer dos dois algoritmos apresentados, temos a irrep de Cl(2, 1)
definida por

A =

(
0 1
−1 0

)
, X =

(
1 0
0 −1

)
, Y =

(
0 1
1 0

)
. (1.2.4)

O resto da série de representações é obtida simplemente aplicando os algoritmos repetidamente,
mas Cl(2, 1) é especialmente interessante, pois podemos reescrever o primeiro algoritmo como
Γµ = Y ⊗γµ, ΓN+1 = A⊗I, ΓN+2 = X⊗I e o segundo algoritmo como Γµ = A⊗γµ, ΓN+1 = Y ⊗I,
ΓN+2 = X⊗I. Ou seja, os elementos das irrep constrúıdas através dos algoritmos expostos podem
ser decompostos em produtos tensoriais das matrizes A, X, Y e I2. Outro aspecto importante
a ser notado é que A, X, Y e I2 geram o espaço das matrizes 2 × 2 e não podemos acrescentar
mais geradores independentes nessa representação da álgebra de Clifford. Diz-se, portanto, que
essa representação de Cl(2, 1) é maximal. As representações não maximais são obtidas eliminando
geradores das representações maximais e assim, por exemplo, temos uma irrep de Cl(0, 1) ao
tomarmos o gerador A na irrep maximal de Cl(2, 1). Apesar desse último exemplo, irreps maximais
não precisam gerar todo o espaço de matrizes onde estão imersas; basta que não seja posśıvel
adicionar mais geradores sem violar a relação (1.2.1).

Cl(1, 0) não é suficiente para gerar todas as irrep maximais das álgebras de Clifford. É posśıvel
definir Cl(0, 3) com matrizes 4 × 4 e tal representação não aparece na cadeia gerada a partir de
Cl(1, 0). Mas podemos definir uma nova cadeia de irreps maximais começando com a citada irrep
de Cl(0, 3). Abaixo expomos as cadeias de irrep maximais constrúıdas através dos algoritmos
(1.2.2) e (1.2.3)

1 � 2 � 4 � 8 � 16 � 32
Cl(1, 0) → Cl(2, 1) → Cl(3, 2) → Cl(4, 3) → Cl(5, 4) → Cl(6, 5) ...

Cl(0, 3) → Cl(1, 4) → Cl(2, 5) → Cl(3, 6) ...
↘

Cl(5, 0) → Cl(6, 1) → Cl(7, 2) ...
Cl(0, 7) → Cl(1, 8) → Cl(2, 9) ...

↘
Cl(9, 0) → Cl(10, 1) ...

...

Vamos agora apresentar expĺıcitamente a representação de Cl (0, 3). Essa é dada pelas matrizes

γ1 =

(
0 A
A 0

)
, γ2 =

(
0 −I2
I2 0

)
, γ3 =

(
A 0
0 −A

)
. (1.2.5)

É simples verificar que

γiγj = −δijI4 + εijkγk, (1.2.6)

a qual se trata da relação (1.1.2) dos quatérnions. Alias, esse foi nosso exemplo de representação
matricial dos quatérnions. Fora isso, essa álgebra de Clifford não só representa os quatérnions
como também possui estrutura quaterniônica, já que existem três outras matrizes independentes
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e diferentes da identidade que comutam com a álgebra inteira. A saber, essas matrizes são h1 =(
A 0
0 A

)
, h2 =

(
0 Y
−Y 0

)
e h3 =

(
0 X
−X 0

)
e elas também formam uma representação

dos quatérnions.
A representação de Cl(0, 7) é ligada aos octônions, mas não da mesma forma como no caso

anterior, afinal, os octônions não são associativos. Para estabelecer a relação, devemos notar que,
apesar dos octônions não serem associativos, a ação pela esquerda de uma unidade imaginária
pode ser representada por uma operação linear. Com efeito, dado o octônion a = a0 +ejaj , a ação
pela esquerda de ei nos dá

eia = a0ei − δijaj + cijkajek, (1.2.7)

onde foi usado (1.1.3). Reorganizando a expressão, temos

eia = −δijaj + (a0δik + cijkaj) ek. (1.2.8)

Representando esse octônion como um vetor coluna (a0a1...a7)
T

, a ação das unidades imaginárias
ei podem ser representadas por uma matrizes 8× 8 ,γi, definidas por

γi =


0 · · · δik · · ·
...
−δij cijk
...

 , (1.2.9)

Vale lembrar, no entanto, que tais matrizes não reproduzem a relação (1.1.3). Em verdade, as
relações de comutação [γi, γj ] definem geradores de uma representação da álgebra de Lie SO (7)
(veja abaixo).

1.3 Álgebras de Lie e superálgebras de Lie

Simetrias, como normalmete nos referimos a elas, são intimamente conectadas com estruturas
metemáticas conhecidas como grupos. Um grupo é um conjunto de elementos com uma operação
associativa que possui identidade e inverso para cada elemento. Grupos comutativos são conhecidos
como abelianos, mas o mais comum é que a operação do grupo não seja comutativa. Uma variedade
de estruturas são grupos, já que a definição é consideravelmente simples, mas vamos nos focar nos
chamados grupos de Lie, os quais possuem infinitos elementos e podem ser parametrizados por
parâmetros cont́ınuos. Tal parametrização leva-nos a definir estruturas algébricas conhecidas como
álgebras de Lie, que são as estruturas que nos interessam aqui. Já as superálgebras de Lie nascem
como uma extenção das noções de álgebra de Lie e, no contexto da f́ısica, muitas vezes estão
ligadas com a noção de supersimetria, onde se tem operadores ráızes quadradas do Hamiltoniano.

1.3.1 Do grupo de Lie à álgebra de Lie

Considere uma representação do grupo de Lie G. Os elementos dessa representação, g, podem ser
escritos como g (α), onde α = {α1, ..., αN} são N parâmetros independentes e g (0) = 1. Então,
por expansão de Taylor, nós temos (até primeira ordem)

g(dα) = 1 + idαµXµ, (1.3.1)

com dαµ sendo infinitesimal e Xµ = −i ∂g(α)
∂αµ

∣∣∣
α=0

. Dessa forma, os elementos do grupo conexos à

identidade podem ser escritos como
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g (α) = lim
k→∞

(
1 +

iαµXµ

k

)k
≡ eiαµXµ . (1.3.2)

Essa é a conhecida parametrização exponencial e agora vamos nos dedicar a descobrir qual é a
estrutura algébrica gerada pelos elementos Xµ. Para tanto, tomemos o produto eiαµXµeiβνXν =
eiδρXρ e reescrevamos ele como

iδρXρ = ln
(
1 + eiαµXµeiβνXν − 1

)
. (1.3.3)

Definindo eiαµXµeiβνXν − 1 = k e usando a expansão de Taylor para ln(1 + k), nós temos

iδρXρ = k − 1

2
k2 + · · ·

= iαµXµ + iβνXν − αµXµβνXν −
1

2
(αµXµ)

2 − 1

2
(βνXν)

2 − 1

2
(iαµXµ + iβνXν)

2
+ · · ·

= iαµXµ + iβνXν −
1

2
(αµXµβνXν − βνXναµXµ) + · · ·

= iαµXµ + iβνXν −
1

2
[αµXµ, βνXν ] + · · · . (1.3.4)

Como todo o lado direito deve ser proporcional a Xρ, devemos ter [αµXµ, βνXν ] = γρXρ. Sendo
a expressão válida para qualquer αµ e βν , segue que γρ = αµβνfµνρ e, assim, finalmente temos

[Xµ, Xν ] = ifµνρXρ. (1.3.5)

Essa relação, com dados fµνρ, junto à identidade de Jacobi, [Xµ, [Xν , Xρ]] + [Xρ, [Xµ, Xν ]] +
[Xν , [Xρ, Xµ]] = 0, definem uma Lie algebra. A vantagem de se trabalhar com álgebras de Lie
consiste no fato dessas serem espaços vetoriais enquanto o grupo, em geral, não o é. No entando
a álgebra de Lie pode não conter todas as informações relevantes sobre o grupo e é posśıvel que
grupos distintos possuam a mesma álgebra de Lie.

1.3.2 Representações definidoras das álgebras de Lie clássicas

Álgebras de Lie já foram estudadas por mais de um século e a classificação delas assim como o
estudo das diversas representações já foi feito até a quase exaustão. Recomendamos [43] para
uma introdução ao assunto. Aqui vamos nos conter a apresentar algumas representações para as
álgebras de Lie conhecidas como clássicas.

Considere um espaço vetorial real V com norma N(a) = aTa (a ∈ V ) e dimensão n . A
transformação R que deixa a norma N invariante deve satisfazer RTR = I, ou seja, detR = ±1.
Essa condição define uma representação do grupo O(n) (grupo ortogonal de ordem n). Ao nos
restringirmos à condição detR = 1, temos o grupo SO(n) (grupo ortogonal especial de ordem
n). Agora podemos escrever R = eiαijXije haverá n (n− 1) /2 parâmetros independentes, isto é,
teremos n(n− 1)/2 geradores Xij na álgebra de Lie. Tais geradores são

(Xij)kl = −i (δikδjl − δilδjk) (1.3.6)

e a álegbra Lie so (n) tem, portanto, as relações de comutação

[Xij , Xkl] = −i (δjkXil + δilXjk − δjlXik − δikXjl) . (1.3.7)

A álgebra so(2n+ 1) também pode ser denotada como Bn e so (2n) como Dn.
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Agora considere um espaço vetorial complexo V com norma N(a) = a†a (a ∈ V ) e dimensão
complexa n. A transformação U que deixa a norma N invariante deve ser tal que U†U = I,
o que significa detU = ±eiθ para algum θ real. Essa é uma representação de U (n) (grupo
unitário de ordem n). Uma vez que tomemos o caso particular em que detU = 1, nós teremos
uma representação de SU (n) (grupo unitário especial de ordem n). Novamente podemos escrever
U = eiαijXij para cada U ∈ SU (n) e teremos n2 − 1 geradores independentes. Numa base
apropriada, os geradores serão as matrizes de Gell-Mann generalizadas. A su(n+1) também pode
ser chamada de An.

Por último considere um espaço vetorial real V de dimensão 2n e norma N(a) = aT ga (a ∈ V ),
onde

g =



1

. .
.

1
−1

. .
.

−1


. (1.3.8)

A transformação S que mantêm N invariantedeve satisfazer ST gS = g. O conjunto dessas trans-
formações define uma representação do grupo simplético de ordem 2n (Sp (2n)). Ao escrevermos os
elementos dessa representação como eαijXij teremos n (2n+ 1) geradores independentes, os quais
são dados por (see [44])

Xij = E
(2n)
ij − σ(i)σ(j)E

(2n)
−j,−i, i 6= j,

Xi,−i = E
(2n)
i,−i , (1.3.9)

onde i, j = ±1, ...,±n, σ(i) = i/ |i| = sign(i) e E
(2n)
ij é a matriz elementar 2n × 2n, com entrada

1 na posição ij e zero nas demais. A álgebra de Lie sp(2n) é, portanto, definida pela relação

[Xij , Xkl] = sign(ij) (δjkXil + δilX−j,k + δ−j,lXi,−k + δ−i,kX−j,l) . (1.3.10)

Algo interessante de ser mencionado aqui é que uma representação de Sp (2n) pode ser constrúıda
a partir do conjunto de matrizes coluna (a1...an)T (ai ∈ H) com ā = (a∗1....a

∗
n) e o conjunto de

matrizes quaterniônicas Q que mantêm a norma N(a) = āa invariante. Uma outra forma de
denotar Sp (2n) é Cn.

Ainda não exaurimos as álgebras de Lie clássicas. Existem mais álgebras distintas, as quais
ditas excepcionais, que são relacionadas com os octônions de forma análoga a que os casos anteriores
foram relacionados com as demais álgebras divisionais reais. No entanto a não associatividade dos
octônions permite apenas cinco novas álgebras: f4, e6, e7, e8 e g2 ⊂ e8.

1.3.3 Base de Cartan-Weyl

Dada uma álgebra de Lie simples (i.e., que não possui nenhum ideal que não seja {0} ou a álgebra
inteira) com n geradores, é sempre posśıvel encontrar uma base tal que tenhamos r geradores Hi

e n− r geradores Eα obedecendo as relações de comutação

[Hi, Hj ] = 0, [Hi, Eα] = αiEα,

[Eα, E−α] = αiHi, [Eα, Eβ ] = NαβEα+β , (1.3.11)

onde os vetores α = (α1, ..., αr) tem componentes dadas por [Hi, Eα] = αiEα e são conhecido
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como raizes da álgebra. Nαβ depende da álgebra e é nulo caso α + β não seja uma raiz. A
subálgebra gerada por {Hi} é chamada subálgebra de Cartan e os geradores Eα por vezes podem
ser chamados de ráızes, embora, mais precisamente, as ráızes sejam os α’s. Essa base para álgebras
de Lie simples é conhecida como base de Cartan-Weyl.

1.3.4 Superálgebras de Lie básicas

No contexto de teoria quântica de campos em 3+1 dimensões, a simetria de uma teoria comumente
consiste do produtor entre a simetria do espaço-tempo com a simetria interna, sendo a simetria
do espaço-tempo relacionada com representações do grupo de Poincaré. Em termos de álgebras
de Lie, a álgebra de Lie resultante é uma soma direta entre a álgebra de Poicaré e a álgebra da
simetria interna. Uma questão interessante de ser investigada seria a da possibilidade de ampliar
a álgebra de Poincaré de forma a emglobar a simetria interna numa única estrutura algébrica e,
de certa forma, unificar a simetria interna com a do espaço-tempo. Em 1967 Sidney Coleman e
Jeffrey Mandula investigaram tal questão e demonstraram que não é posśıvel adicionar geradores à
álgebra de Poicaré a não ser trivialmente, ou seja, comutando com toda a álgebra [45]. No entanto
em 1975 Rudolf Haag, Martin Sohnius e Jan T.  Lopuszański mostraram que as implicações do
teorema de Coleman–Mandula podem ser evitadas ao introduzirmos o conceito de superálgebra
de Lie [46].

Como ficará claro ao longo desse texto, o conceito de supersimetria não precisa se restringir
à f́ısica de part́ıculas elementares. Com efeito, apresentaremos nos caṕıtulos seguintes sistemas
quânticos com tal tipo de simetria e, além disso, há também aplicações em matéria condensada
[47].

Enfim definamos superálgebra de Lie. Uma superálgebra de Lie é uma álgebra Z2-gradada G
sobre um corpo K (geralmente R ou C) que também é um espaço vetorial que pode ser escrito
como a soma direta dos subespaços G0̄ e G1̄ onde o produto [., .} possui as seguintes propriedades
(veja [44]):

i) gradação Z2:

[Gi,Gj} ⊂ Gi+j , i, j ∈ Z/2Z; (1.3.12)

ii) antisimetria gradada:

[A,B} = −(−1)degA degB [A,B} , A,B ∈ G, (1.3.13)

onde degA = 0 se A ∈ G0̄ e degA = 1 se A ∈ G1̄. G0̄ é chamado de espaço par ou de espaço bosônico
da superálgebra e G1̄ é chamado de espaço ı́mpar ou de espaço fermiônico da superálgebra;

iii) identidade de Jacobi generalizada:

(−1)degA degC [A, [B,C}}+ (−1)degB degA [B, [C,A}}+ (−1)degC degB [C, [A,B}} = 0. (1.3.14)

Veja que G0̄ é uma álgebra de Lie por si só. Outra observação importante é que a ação de G0̄ sobre
G1̄ pelo produto definido é uma representação de G0̄.

Comumente as representações de uma superálgebra são obtida através do comutador gradado

[A,B} = AB − (−1)degA degBBA, A,B ∈ G. (1.3.15)

Ao longo do presente texto, todas as superálgebras de Lie utilizadas são ditas básicas. Elas
são classificadas como A(m,n), B(m,n), C(n), D(m,n), F (4), G(3) e D (2, 1;α). As últimas três
são chamadas de superálgebras excepcionais e estão relacionadas com os quatérnions (D (2, 1;α))
ou octônions (F (4) e G(3)). A subálgebra bosônica de cada uma delas é apresentada na tabela
abaixo
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Superálgebra Subálgebra bosônica

A(m,n) Am ⊕An ⊕ so(2)
A(n, n) An ⊕An
B(m,n) Bm ⊕ Cn
C(n+ 1) Cn ⊕ so(2)
D(m,n) Dm ⊕ Cn
F (4) A1 ⊕B3

G(3) A1 ⊕ g2

D (2, 1;α) A1 ⊕A1 ⊕A1

É importante ressaltar que D (2, 1;α) é uma coleção de superálgebras com diferentes supe-
rálgebras para cada α (α ∈ C − {0,−1}) a menos de isomorfismos, como se verá logo abaixo.
Apresentaremos no Caṕıtulo 3 um sistema quântico com tal simetria onde o parâmetro α se mos-
tra relacionado com a energia de vácuo da teoria.

A(m,n) (m 6= n) também pode ser referido como sl (m+ 1|n+ 1) eA(n, n) = sl (n+ 1|n+ 1) /Z,
onde Z é o centro da álgebra. Para as demais superálgebras temos B(m,n) = osp(2m + 1|2n),
C(n) = osp(2|2n) e D(m,n) = osp(2m|2n).

1.3.5 Propriedades básicas de D(2, 1;α)

No Caṕıtulo 3 serão apresentados sistemas quânticos com simetria D(2, 1;α) e é pertinente dar
uma pincelada sobre algumas de suas propriedades.

Como já dito, a superálgebra excepcional D(2, 1;α) é uma coleção de superálgebras em que
se tem superálgebras diferentes para cada α ∈ C − {0,−1} a menos de isomorfismos. Seu setor
bosônico G0̄ é constitúıdo pela soma direta de três subálgebras sl(2), ou seja,

G0̄ = sl(2)⊕ sl(2)⊕ sl(2). (1.3.16)

As três subálgebras sl(2) podem ser permutadas e, como consequencia disso, há uma simetria S3

(grupo de permutação de três elementos) no parâmetro α; dois dos geradores de S3 são expressos
pelas transformações α 7→ 1

α , α 7→ −(1 + α). Uma órbita de S3 é dada pelos elementos{
α,

1

α
,−(1 + α),− 1

(1 + α)
,− (1 + α)

α
,− α

(1 + α)

}
. (1.3.17)

D(2, 1;α) e D(2, 1;α′) serão isomorfas se α e α′ pertencerem à mesma óbita de S3.
Para os valores especiais

α = −2, −1

2
, 1 (1.3.18)

temos a superálgebra D(2, 1) ∼ osp(4|2).
Podemos também ter superálgebras bem definidas para α = 0,−1, mas nesse caso teremos

A(1, 1)⊕ sl(2), que não é mais uma superálgebra simples.
Devido à hermiticidade dos Hamiltonianos, nosso interesse estará restrito a α ∈ R e, assim,

teremos seis domı́nios fundamentais dados pela simetria S3 [23]:
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FD1 : −∞ < α ≤ −2,

FD2 : − 2 ≤ α < −1,

FD3 : − 1 < α ≤ −1

2
,

FD4 : − 1

2
≤ α < 0,

FD5 : 0 < α ≤ 1,

FD6 : 1 ≤ α <∞. (1.3.19)

1.3.6 Álgebras superconformes em uma dimensão

Logo vamos estudar alguns sistemas superconformes em uma dimensão, os quais relacionados a
certas superálgebras de Lie básicas, e algumas propriedades são universais a todas as álgebras
superconformes finitas.

O conjunto de álgebras superconformes finitas em uma dimensão é uma subclasse das superál-
grebras finitas na classificação de Kac [44, 48] satisfazendo as condições a seguir [49]. Qualquer
superálgebra de Lie sobre C pode ser decomposta de tal forma que

G = G−1 ⊕ G− 1
2
⊕ G0 ⊕ G 1

2
⊕ G1 (1.3.20)

e os (anti)comutadores satisfaçam

[Gi,Gj} ⊂ Gi+j . (1.3.21)

O setor bosônico G0̄ = G−1 ⊕ G0 ⊕ G1 é isomorfo a sl(2) ⊕ R, onde R é uma álgebra de Lie e, na
linguagem de simetrias conformes, é conhecida como R-simetria. Já sl(2) será a álgebra conforme
em uma dimensão

O setor fermiônico G1̄ = G− 1
2
⊕ G 1

2
é gerado por 2N geradores e as álgebras superconformes

podem ser etiquetadas por N .
O setor positivo, G>0, é isomorfo à Mecânica Quântica Supersimétrica N -extendida (veja [50])

definida pelos (anti)comutadores

{QI , QJ} = 2δIJH, [H,QI ] = 0, I, J = 1, . . . ,N . (1.3.22)

O gerador H é uma raiz positiva de sl(2). O elemento de Cartan de sl(2) e a raiz negativa são
denotados D, K, respectivamente. O setor negativo, G<0, satisfaz as relações

{Q̃I , Q̃J} = 2δIJK, [K, Q̃I ] = 0, I, J = 1, . . . ,N . (1.3.23)

O setor G1 (G−1) é gerado por H (K), o setor G 1
2

(G− 1
2
) é gerado por QI (Q̃I) e, finalmente, o

setor G0 é gerado por G0 = DC⊕R.
A lista completa de álgebras superconformes em uma dimensão com N ≤ 8 é apresentada em

[49].

1.4 SUSY em uma dimensão e representações D-modulares

Supersimetria (SUSY), como normalmente concebida, acontece quando os geradores de simetria
da teoria fecham uma superálgebra e existe ao menos um operador raiz quadrada do operador de
translação temporal. Ou seja, existe ao menos um operador Q tal que Q2 = i∂t. Em sistemas
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quânticos com Hamiltoniano H, isso significa H = Q2 para algum Q. Fica claro que nesse caso
imediatamente temos [H,Q] = 0 e, assim, se Hψ = Eψ, com E sendo a energia e ψ um outoestado,
teremos HQψ = EQψ. Qψ pode eventualmente ser referido como o parceiro supersimétrico de ψ.

Mais precisamente, para termos SUSY N -extendida em uma dimensão devemos ter um con-
junto de operadores Qi (i = 1, ...,N ) de forma que

{Qi, Qj} = 2δijH. (1.4.1)

A similaridade entre essa relação e a das álgebras de Cĺıfford (1.2.1) pode ser imediatamente notada
e, de fato, álgebras de Clifford desempenham um papel crucial na construção das representações
de SUSY N -extendida. Nosso objetivo aqui é mostrar como as representações D-modulares são
constrúıdas e como a ação invariante é obtida.

Para encontrar as mencionadas representações, comecemos com a irrep de Cl(2, 1) obtida em
(1.2.4). Ficaremos apenas com a matriz anti-diagonal Y , a qual define uma representação de
Cl(1, 0), e com ela vamos definir o operador

Q =

(
0 1
i∂t 0

)
. (1.4.2)

De imediato se tem Q2 = i∂t = H e, dessa forma, já temos uma irrep de N = 1 SUSY. Mas ainda
não definimos sobre o que tais operadores agem. As operações Q e H = Q2 agem sobre os campos
da teoria. tais campos podem ser classificados como bosônicos, se são funções reais ou complexas,
ou fermiônicos caso sejam variáveis de Grassmann. A representação dada por (1.4.2) age sobre um

par de campos clássicos dispostos numa matriz coluna,

(
x (t)
ψ (t)

)
, onde x (t) é uma função real e

ψ (t) é uma variável de Grassmann. Esse conjunto de campos é chamado de supermultipleto e uma
teoria supersimétrica sempre terá um igual número de campos bosônicos e fermiônicos. Porém
devemos alertar que alguns desses campos podem ser auxiliares e não possúırem termo cinético no
Lagrangiano. Por exemplo, outra irrep posśıvel de N = 1 SUSY é definida por

Q′ =

(
0 i∂t
1 0

)
. (1.4.3)

Novamente os campos são dispostos na matriz coluna

(
g (t)
ψ (t)

)
com g (t) sendo o campo bosônico

e ψ (t) o fermiônico, mas aqui, ao se construir a ação invariante, se notará a ausência de termo
cinético para g (t). A representação definida por Q é com frequência denotada por (1, 1, 0), que se
lê “um campo bosônico propagante, um campo fermiônico e zero campos bosônicos auxiliares”, e a
definida por Q′ é referida como (0, 1, 1), que se lê “zero campos bosônicos propagantes, Um campo
fermiônico e um campo bosônico auxiliar”. Todos os supermultipletos apresentados no presente
texto possuem a forma (N − k,N , k), onde N é o número de supersimetrias extendidas e k ≤ N é
o número de campos bosônicos auxiliares.

Podemos representar as ações de Q e Q′ sobre os campos através de diagramas conhecidos
como adinkras e isso é feito na Figura 1.4.1. Até o presente momento, os casos expostos possuem
diagramas bastante simples, mas um exemplo menos trivial pode ilustrar o quanto esses diagramas
podem ajudar na visualização de supersimetrias.

Retornemos à irrep de Cl(2, 1) apresentada em (1.2.4) e apliquemos o algoritmo (1.2.3), obtendo
uma irrep de Cl (3, 2). Agora peguemos apenas as matrizes bloco anti-diagonais cujo quadrado
seja a identidade, ou seja,

γ1 =

(
0 A
−A 0

)
, γ2 =

(
0 I
I 0

)
. (1.4.4)

Essas matrizes são uma representação de Cl(2, 0) e com elas podemos construir uma representação
de SUSY N = 2 em uma dimensão da mesma forma como antes. I.e.
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Figura 1.4.1: Adinkras das representações com supermultipletos (1, 1, 0) e (0, 1, 1). A ação de Q
(Q′) leva do campo abaixo para o de cima através da linha sólida.

Q1 =

(
0 A

−Ai∂t 0

)
, Q2 =

(
0 I
Ii∂t 0

)
. (1.4.5)

Semelhantemente ao caso anterior, há outras possibilidades de representação e elas são

Q′1 =

(
0 Ai∂t
−A 0

)
, Q′2 =

(
0 Ii∂t
I 0

)
(1.4.6)

e

Q′′1 =


0 0
0 0

0 1
−i∂t 0

0 −1
i∂t 0

0 0
0 0

 , Q′′2 =


0 0
0 0

1 0
0 i∂t

i∂t 0
0 1

0 0
0 0

 . (1.4.7)

Em sequência, essas irrep agem sobre os supermultipletos (2, 2, 0), (0, 2, 2) e (1, 2, 1). Na Figura
1.4.2, os adinkras dessas representações são apresentados e se torna claro como esses operadores
agem sobre os campos.

Trataremos agora das ações invariantes. Para teorias em uma dimensão, o método de função
pré-potencial é bastante eficaz e o adotaremos aqui. Primeiramente devemos observar que os
operadores supersimétricos Q’s agem como derivadas sobre as funções e valem a regra da cadeia
assim como a regra de Leibniz gradada. Por exemplo, no modelo N = 1 (1, 1, 0) temos Qf(x) =
(∂xf(x))Qx, onde f(x) é uma função arbitrária do campo x. O ponto principal é notar que uma
ação da forma S =

∫
dtQf(x, ψ) com Q sendo o operador supersimétrico e f(x, ψ) uma função

dos campos (podendo ser um conjunto deles e não apenas dois), é manifestamente invariante pela
ação de Q. Com efeito, δQS =

∫
dtQ2f(x, ψ) =

∫
dti∂tf(x, ψ) = 0. Tomemos novamente N = 1

(1, 1, 0) como exemplo e iniciemos com o ansatz L = Q(F (x)ψ̇). Realizando o cálculo, nós temos
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Figura 1.4.2: Adinkras para as representações com supermultipletos (2, 2, 0), (0, 2, 2) e (1, 2, 1).
Linhas sólidas indicam que a operação mantem o sinal enquanto as linhas pontilhadas indicam
uma troca de sinal.

L = (QF )ψ̇ + F∂t(Qψ)

= Fx(Qx)ψ̇ − Fẍ
= Fxiψψ̇ − ∂t(Fẋ) + Fxẋ

2

= Fx

(
ẋ2 + iψψ̇

)
− ∂t(Fẋ), (1.4.8)

onde Fx = ∂xF . Descartando a derivada total e definindo Fx = A, a ação se torna

S =

∫
dtA

(
ẋ2 + iψψ̇

)
, (1.4.9)

com A(x) sendo uma função arbitrária. A ação de casos mais complexos e com mais supersimetrias
podem ser constrúıdas seguindo a mesma filosofia. Para uma exposição expĺıcita de alguns desses
casos, recomendamos [51].

1.5 Simetria superconforme em uma dimensão

Nosso interesse não é apenas que a ação seja supersimétrica, mas também invariante por trans-
formações conformes. Transformações conformes entre subconjuntos de Rn ou variedades dife-
renciáveis em geral são aquelas que preservam ângulos e sentidos localmente. Uma teoria f́ısica
é invariante por transformações conformes se sua ação o for. Mas estamos tratando de sistemas
unidimensionais (em termos de teoria de campos) e, dessa forma, esse conceito parece não se apli-
car. Entretanto podemos estender o conceito de simetria conforme para uma dimensão tomando o
subconjunto de geradores numa representação de dimensão maior que se aplica apenas a uma das
dimensões. Para mais detalhes e uma extensa compilação de resultados para teorias conformes de
campos, é recomendado [52].
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A subálgebra de uma representação de dimensão maior que se aplica a apenas uma das suas
dimensões é dada pelos geradores H, D e K, os quais geram a álgebra sl(2) e possuem relações
de comutação

[D,K] = iK, [D,H] = −iH, [H,K] = 2iD. (1.5.1)

Para casos sem supersimetria e com apenas um campo, esses geradores podem ser escritos como

H = i∂t, D = ti∂t + iλ, K = t2i∂t + 2iλt (1.5.2)

na representação parabólica e

H = ie−t (∂t − λ) , D = i∂t, K = iet (∂t + λ) , (1.5.3)

na represnetação hiperbólica. A representação trigonométrica é obtida substituindo t por it no
último caso. I.e.

H = e−it (∂t − iλ) , D = ∂t, K = eit (∂t + iλ) . (1.5.4)

Essa última classe de representações será o nosso grande interesse nos caṕıtulos por vir, pois os
sistemas quânticos relacionadas a elas possuem funções de onda normalizáveis e ńıveis de energia
discretos. Deve-se notar a presença do parâmetro λ. Esse é o parâmetro de escala do campo e
será importante considerá-lo nos casos supersimétricos. Para mais detalhes sobre a classificação
apresentada para as representações (parabólica, hiperbólica e trigonométrica), recomendamos [51].

Retornando para o caso supersimétrico, já sabemos que ele é invariante por i∂t obviamente,
mas agora devemos saber as condições para que o sistema também seja invariante pelo restante da
simetria conforme. Tomemos N = 1 (1, 1, 0) como exemplo. Para o caso parabólico, precisamos
adicionar os geradores D e K na álgebra. No entanto, como o campo fermiônico ψ é tal que
ψ = Qx, se a dimensão de x é [x] = λ e [∂t] = 1, nós temos [Q] = 1/2 e [ψ] = λ + 1

2 . Conclui-se
que devemos ter D = diag(t∂t + λ, t∂t + λ+ 1/2) e K = diag(t2∂t + 2λt, t2∂t + 2(λ+ 1/2)t) para
que esses sejam consistentes com as dimensões dos campos. Mas K e D não são suficientes para
fechar a álgebra pois pode-se verificar que [Q,K] = Q̄, sendo Q̄ um novo operador fermiônico.
Explicitemos esses operadores:

H = i

(
∂t 0
0 ∂t

)
, D = i

(
t∂t − λ 0

0 t∂t −
(
λ+ 1

2

) ) , K = i

(
t2∂t + 2λt 0

0 t2∂t +
(
λ+ 1

2

) ) ,
Q =

(
0 1
i∂t 0

)
, Q̄ =

(
0 t

ti∂t + 2iλ 0

)
. (1.5.5)

Esses geradores fecham a representação de uma superálgebra e tal é dada pelas relações de
(anti)comutação

[D,K] = iK, [D,H] = −iH, [H,K] = 2iD

[
H, Q̄

]
= iQ, [D,Q] = −i1

2
Q,
[
D, Q̄

]
= i

1

2
Q̄ [K,Q] = −iQ̄

{Q,Q} = 2H,
{
Q, Q̄

}
= 2D,

{
Q̄, Q̄

}
= 2K. (1.5.6)

Essa é a superálgebra osp (1|2) e se trata da álgebra superconforme mais simples.
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Expandimos a simetria e agora devemos descobrir quais restrições os novos geradores impõem
sobre a ação. Temos três novos geradores, mas, desses três, precisamos apenas garantir a invari-
ância da ação por K para que a ação seja superconforme, pois a invariância pelos outros geradores
se torna um resultado algébrico. Tendo isso em mente, peguemos a ação (1.4.9) e apliquemos K.

δKS =

∫
dtKA(ẋ2 + iψψ̇)

=

∫
dt
[
Ax(Kx)(ẋ2 + iψψ̇) +Ai

(
2∂t(Kx) + iψ∂t (Kψ) + i (Kψ) ψ̇

)]
=

∫
dti
[
Ax
(
t2ẋ+ 2λtx

)
(ẋ2 + iψψ̇)+

A

(
2ẋ∂t

(
t2ẋ+ 2λtx

)
+ iψ∂t

(
t2ψ̇ + 2

(
λ+

1

2

)
tψ

)
+ i

(
t2ψ̇ + 2

(
λ+

1

2

)
tψ

)
ψ̇

)]
.

Após alguns passos algébricos temos

δKS =

∫
dti
[
2tẋ2 (λAxx+ (1 + 2λ)A) + · · ·

]
(1.5.7)

A expressão destacada precisa se anular e isso ocorre se A = x−
1+2λ
λ a menos de uma constante

multiplicativa. Omitimos a parte fermiônica e eventuais derivadas totais, mas a equação que
aparece com os campos fermiônicos é exatamente a mesma. O resultado na verdade não é uma
surpresa e poderia ser sugerido por análise dimensional. A ação deve ter dimensão nula para ser
invariante conforme e temos [dt] = −1. Assim, o Lagrangiano deve ter dimensão 1. Como [ẋ] =

λ + 1, temos [A] = 1 − 2 (λ+ 1) = − (2λ+ 1) e, portanto, x−
1+2λ
λ satisfaz nossos requerimentos

dimensionais. Enfim podemos escrever o Lagrangiano do modelo N = 1 (1, 1, 0) superconforme, o
qual é

L = x−
1+2λ
λ (ẋ2 + iψψ̇). (1.5.8)

Conclúımos o caso parabólico, mas ainda mais interessante para nós é o caso hiperbólico/
trigonométrico. Podemos obter o caso hiperbólico a partir do parabólico ao fazermos a mudança
τ = ln t e uma translação de −λ nas entradas não nulas dos operadores bosônicos. Ou seja, temos
∂t = 1

t ∂τ = e−τ∂τ e recuperamos (1.5.3) a partir de (1.5.2). O caso trigonométrico, que será nosso
foco ao longo desse texto, é obtido, como anteriormente, com a mudança τ → −iτ . Podemos então
escrever a representação trigonométrica de N = 1 (1, 1, 0) (retornando para a notação “t” para o
tempo) com os operadores

H = eit
(
∂t − iλ 0

0 ∂t − i
(
λ+ 1

2

) ) , D =

(
∂t 0
0 ∂t

)
, K = e−it

(
∂t + iλ 0

0 ∂t + i
(
λ+ 1

2

) ) ,
Q = e

it
2

(
0 1

∂t − iλ 0

)
, Q̄ = e−

it
2

(
0 1

∂t + iλ 0

)
, (1.5.9)

os quais fecham a mesma superálgebra do caso parabólico. É importante observar que não temos
mais um operador raiz quadrada de Ii∂t e isso significa que o modelo trigonométrico não é mais
supersimétrico no sentido usual. Porém vamos introduzir no próximo caṕıtulo a noção de super-
simetria suave (soft supersymmetry) para classificar esses modelos. Pode-se verificar que a ação
invariante desse modelo é

S =

∫
dt
(
x−

1+2λ
λ (ẋ2 + iψψ̇) + λ2 (xixi)

− 1
2λ

)
. (1.5.10)
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Para referência futura vamos introduzir também os casos parabólico e trigonométrico de N = 2
(2, 2, 0). Nesse caso é melhor apresentarmos os operadores diretamente agindo sobre os campos,
pois é mais compacto e até mais compreenśıvel.

A representação D-modular parabólica de N = 2 (2, 2, 0) é dada pelas transformações

Lnxi = tn (tẋi + (n+ 1)λxi) , Lnψi = tn(tψ̇i + (n+ 1) (
2λ+ 1

2
)ψi), n = 0,±1;

Jxi = −λεijxj , Jψi = −2λ− 1

2
εijψj ,

Q1
±xi = t

1±1
2 εijψj , Q1

±ψi = −it
1±1
2 εij (tẋj + (1± 1)λxj) ,

Q2
±xi = t

1±1
2 ψi, Q2

±ψi = it
1±1
2 (tẋi + (1± 1)λxi) , (1.5.11)

onde xi’s (i = 1, 2) são os campos bosônicos propagantes e ψi’s os campos fermiônicos. Essas
transformações fecham a superálgebra sl (2|1), cujas relações de (anti)comutação são

[Ln, Lm] = i (m− n)Lm+n, [L0, Q
I
±] = ± i

2
QI±, [L±1, Q

I
∓] = ∓iQI±, n = 0,±1;

[J,QI±] =
i

2
εIJQ

J
±, {QI±, QJ±} = 2δIJL±1, {QI±, QJ∓} = 2δIJL0 ± 2εIJJ. (1.5.12)

A ação invariante é obtida pelo mesmo metodo de pré-potencial e a obtemos definindo o lagrangiano
L = Q2

+Q
1
+( 1

2Fεijψiψj) com os operadores Q2
+, Q

1
+ agindo no pré-potencial F . Após passar pelo

mesmo procedimento do caso N = 1 (1, 1, 0), pode-se concluir que F = (xixi)
− 2λ+1

2λ e que a ação
invariante é

S =

∫
dtL =

∫
dt(F (ẋiẋi − iψ̇iψi)− iFiẋjψiψj), (1.5.13)

onde Fi = ∂iF . Já a representação D-modular trigonométrica de N = 2 (2, 2, 0) é definida por

Lnxi =
e−int

−i
(ẋi − inλxi) , Lnψi =

e−int

−i
(ψ̇i − in(

2λ+ 1

2
)ψi), n = 0,±1;

Jxi = −λεijxj , Jψi = −2λ− 1

2
εijψj ,

Q1
±xi = e∓i

1
2 tεijψj , Q1

±ψi =
e∓i

1
2 t

i
εij (ẋj ∓ iλxj) ,

Q2
±xi = e∓i

1
2 tψi, Q2

±ψi =
e∓i

1
2 t

−i
(ẋi ∓ iλxi) (1.5.14)

e a ação invariante por essas transformações é

S =

∫
dtL =

∫
dt(F (ẋiẋi − iψ̇iψi)− iFiẋjψiψj + λ2 (xixi)

− 1
2λ ). (1.5.15)



Caṕıtulo 2

Da Mecânica Superconforme
Clássica Para a Quântica

Nesse caṕıtulo iremos quantizar os modelos apresentados no caṕıtulo anterior. A saber, os modelos
parabólico e trigonométrico com simetrias osp(1|2) e sl(2|1). O procedimento será feito em detalhes
para os casos com sismetria osp(1|2) e exploraremos com maiores detalhes os modelos quânticos
com simetria sl(2|1). No caso sl(2|1), mostraremos que a suprálgebra é uma superálgebra geradora
de espectro e constrúıremos o espaço de Hilbert através de representações de peso mı́nimo de
sl(2|1).

Os resultados aqui apresentados também podem ser encontrados em [31].

2.1 Base de termo cinético constante

Em termos de quantização, um problema que podemos notar imediatamente ao nos depararmos
com os Lagrangianos do caṕıtulo passado (veja (1.5.8), (1.5.13) e (1.5.15)) é o fato de o termo
cinético deles ter a forma Φ(~x) 1

2δij(ẋiẋj+. . .) com Φ(~x) sendo uma função dos bósons propagantes.
Precisamos absorver esse fator de maneira a deixar o termo cinético na forma usual e um caminho
para se fazer isso é redefinindo os campos. A essa nova escolha dos campos chamaremos de base
de termo cinético constante (veja [25]). No entanto a superálgebra nessa nova base em geral não
mais será linearmente realizada. Ou seja, os operadores não poderão mais serem representados
como matrizes da forma como fizemos até agora. A exceção para isso é N = 1 (1, 1, 0), como logo
se verá.

Em [25] o procedimento foi feito para modelos com um campo bosônico propagante. Nosso
objetivo é expandir o método para ao menos englobar modelos com dois campos bosônicos propa-
gantes.

Consideremos a irrep D-modular de uma álgebra superconforme N - extendida (N = 1, 2, 4, 8,
para nossos propósitos) agindo no supermultipleto (N − k,N , k) [20, 53, 54]. Na base em que os
operadores são lineares, temos os campos bosônicos propagantes x1, ..., xN−k, os fermiônicos ψ1,
..., ψN e os bosônicos auxiliares b1, ..., bk. O termo cinético do Lagrangiano será

1

2
r−

1+2λ
λ (ẋmẋm + iψβψ̇β − ω2bnbn), (2.1.1)

onde r = (xmxm)
1
2

Ao realizarmos a transformação para a base de termo cinético constante, teremos os campos
bosônicos propagantes y1, ..., yk , os fermiônicos χ1, ..., χN−k e os bosônicos auxiliares a1, ..., ak.
Caso a caso, as transformações para a mudanaça de base são:

i) (1,N ,N − 1): as transformações são

28
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y = −2λx−
1
2λ , χβ = x−

1+2λ
2λ ψβ , an = x−

1+2λ
2λ bn (2.1.2)

e o termo cinético (2.1.1) toma a forma

1

2
(ẏẏ + iωχβχ̇β − ω2anan); (2.1.3)

ii) (2,N ,N − 2): as transformações são

y = −2λ(x1 + ix2)−
1
2λ , y∗ = −2λ(x1 − ix2)−

1
2λ ,

χβ = r−
1+2λ
2λ ψβ , an = r−

1+2λ
2λ bn, (2.1.4)

e o termo cinético fica expresso como

1

2
(ẏẏ∗ + iωχβχ̇β − ω2anan); (2.1.5)

iii) (N−k,N , k), N−k > 2: a tentativa de solução para números maiores de campos bosônicos
propagantes leva a sistemas de esquações diferenciais acopladas não lineares bastante complexos
e apenas um caso não trivial é claro de se obter solução, a saber, para λ = 1/2. Para esse caso
temos

ym =
xm
r2
, χβ =

ψβ
r2
, an =

bn
r2
, (2.1.6)

nos levando a ter o termo cinético

1

2
(ẏmẏm + iωχβχ̇β − ω2anan). (2.1.7)

2.2 Do Lagrangiano ao Hamiltoniano clássico

Tendo o Lagrangiano clássico do modelo σ superconforme unidimensional, o procedimento para
a quantização canônica se dá pela passagem para o formalismo hamiltoniano e então a realização
da quantização. Aqui vamos nos dedicar a fazer o primeiro passo, ou seja, passar os Lagrangia-
nos para o formalismo Hamiltoniano. Embora normalmente isso seja simples, pode-se notar em
(2.1.3), (2.1.5) e (2.1.7) que há dependencia linear em relação a χ̇β nos Lagrangianos e isso nos
levará a v́ınculos no formalismo hamiltoniano que nos forçarão a utilizar o método de Dirac para
sistemas vinculados [55]. Na linguagem de Dirac, os v́ınculos que irão aparecer são ditos primários
(aparecem mesmo sem as equações de movimento) e de segunda classe (possuem parênteses de
Poisson não nulo com pelo menos um dos v́ınculos).

Para ilustrar o procedimento, vamos fazê-lo para o caso mais simples, o qual já apresentado no
caṕıtulo passado, que é o N = 1 (1, 1, 0), tanto para o modelo parabólico como trigonométrico (o
modelo hiperbólico não possui potencial limitado inferiormente e vamos deixá-lo de lado).

2.2.1 Modelo parabólico N = 1 (1, 1, 0)

Tomando o Lagrangiano (1.5.8), queremos deixá-lo na base de termo cinético constante, mas logo
se percebe que isso é, na verdade, equivalente a escolher λ = − 1

2 . Ou seja, continuamos a ter uma
representação linear da álgebra superconforme, e ela é dada por
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H = i

(
∂t 0
0 ∂t

)
, D = i

(
t∂t − 1

2 0
0 t∂t

)
, K = i

(
t2∂t − t 0

0 t2∂t

)
,

Q =

(
0 1
i∂t 0

)
, Q̄ =

(
0 t

it∂t − i 0

)
. (2.2.1)

Já a ação terá a forma

S =

∫
dtL =

∫
dt

1

2
(ẏ2 + iχχ̇). (2.2.2)

Agora nos preocuparemos em obter as cargas conservadas dessa ação. Para tanto devemos
introduzir o teorema de Noether, o qual nos diz que, dado um operador de simetria O a carga
conservada associada a ele deve ser dada por

CO = (δOφI)
∂L
∂φ̇I
− JO, (2.2.3)

onde JO vem da variação δOL = dJO
dt e φI engloba todos os campos da teoria, sejam bosônicos ou

fermiônicos. A ordem dos fatores no lado direito de (2.2.3) é essencial e deve ser mantida, pois
estamos lidando também com variáveis e derivadas de Grassmann.

Utilizando (2.2.3) para cada operador da superálgebra (2.2.1) temos as cargas conservadas

CH =
ẏ2

2
, CD =

tẏ2

2
− yẏ

2
, CK =

t2ẏ2

2
− tyẏ +

y2

2
, CQ = ẏχ, CQ̄ = tẏχ+ yχ. (2.2.4)

Já a equação de Euler-Lagrange

∂L
∂φ

=
d

dt
(
∂L
∂φ̇

) (2.2.5)

nos dão as equações de movimento

ÿ = 0, χ̇ = 0. (2.2.6)

Vê-se que χ não tem papel f́ısico aqui a não ser de garantir a invariância por osp(1|2).
Agora podemos introduzir as momentos conjugados do formalismo Hamiltoniano,

p =
∂L
∂ẏ

= ẏ, π =
∂L
∂χ̇

= − iχ
2
, (2.2.7)

e reescrever as cargas (2.2.4) em termos dessas novas variáveis. Ou seja,

CH =
p2

2
, CD =

tp2

2
− yp

2
, CK =

t2p2

2
− typ+

y2

2
, CQ = pχ, CQ̄ = tpχ+ yχ. (2.2.8)

O último passo requer a definição dos parênteses de Dirac. Em (2.2.7) nota-se que o momento
conjugado π de χ não é uma função inverśıvel da velocidade χ̇. Dessa forma, a segunda equação
em (2.2.7) nos dará um v́ınculo de segunda classe no espaço de fase, o qual é

u = π +
iχ

2
. (2.2.9)
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Mas antes de introduzir os parênteses de Dirac devemos introduzir os super-parênteses de Poisson,
pois estamos lidando com variáveis de Grassmann. Para funções f , g reais, complexas ou variáveis
de Grassmann, os super-parênteses de Poisson são

{f, g}P =
∑
I

(−1)deg(f)·deg(g) ∂f

∂φI

∂g

∂πI
− ∂f

∂πI

∂g

∂φI
, (2.2.10)

onde deg é 0 se a função é real ou complexa e 1 caso seja uma variável de Grassmann.
Enfim podemos definir os parênteses de Dirac. Dado o conjunto ui de v́ınculos de segunda

classe, os parênteses de Dirac são definidos como

{f, g}D = {f, g}P −
∑
k,l

{f, uk}PU−1
kl {ul, g}P , (2.2.11)

onde Ukl = {uk, ul}P é a matriz obtida pelos super-parênteses de Poisson entre todos os v́ınculos
de segunda classe.

u é um v́ınculo de segunda classe, pois

{u, u}P = −i. (2.2.12)

Enfim os parênteses de Dirac não nulos entre as variáveis canônicas são

{y, p}D = 1, {χ, χ}D = −i. (2.2.13)

Com os parênteses de Dirac é posśıvel recuperar as equações de movimento e, além disso, ao
tomarmos os parênteses de Dirac entre todas as cargas conservadas em (2.2.8), também podemos
obter uma nova representação da superálgebra osp(1|2).

2.2.2 Modelo trigonométrico N = 1 (1, 1, 0)

O caso trigonométrico é inteiramente análogo ao caso parabólico e, portanto, vamos evitar nos
repetir.

Tomando o Lagrangiano em (1.5.10) e pondo na base de termo cinético constante, novamente
isso será equivalente a escolher λ = − 1

2 e, assim ainda temos uma representação linear de osp(1|2),
a qual dada pelos geradores

H = eit
(
∂t + i

2 0
0 ∂t

)
, D =

(
∂t 0
0 ∂t

)
, K = e−it

(
∂t − i

2 0
0 ∂t

)
,

Q = e
it
2

(
0 1

∂t + i
2 0

)
, Q̄ = e−

it
2

(
0 1

∂t − i
2 0

)
. (2.2.14)

Nesse caso, a ação invariante é

S =

∫
dtL =

∫
dt

1

2
(ẏ2 + iχχ̇− 1

8
y2), (2.2.15)

as cargas conservadas são dadas por

CH = eit(
1

2
ẏ2 − i

2
yẏ − 1

8
y2), CD =

1

2
ẏ2 +

1

8
y2, CK = e−it(

1

2
ẏ2 +

i

2
yẏ − 1

8
y2),

CQ = e
i
2 t(ẏχ− i

2
yχ), CQ̄ = e−

i
2 t(ẏχ+

i

2
yχ) (2.2.16)
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e as equações de movimento são

ÿ = −y
4
, χ̇ = 0. (2.2.17)

Agora temos os momentos conjugados

p =
∂L
∂ẏ

= ẏ, π =
∂L
∂χ̇

= − iχ
2

(2.2.18)

e, assim, as cargas conservadas (2.2.16) podem ser expressas como

CH = eit(
1

2
p2 − i

2
yp− 1

8
y2), CD =

1

2
p2 +

1

8
y2, CK = e−it(

1

2
p2 +

i

2
yp− 1

8
y2),

CQ = e
i
2 t(pχ− i

2
yχ), CQ̄ = e−

i
2 t(pχ+

i

2
yχ). (2.2.19)

A segunda equação em (2.2.18) nos dá o v́ınculo de segunda classe

u = π +
iχ

2
, (2.2.20)

e os parênteses de Dirac não nulos são

{y, p}D = 1, {χ, χ}D = −i. (2.2.21)

2.3 Quantização canônica

A quantização canônica é realizada pela troca dos parênteses de Dirac entre as variáveis canônicas
A e B por (anti)comutadores entre os operadores A e B correspondentes a essas variáveis. Ou
seja,

{A,B}D →
1

i~
[A,B}, (2.3.1)

onde [A,B} é o anticomutador gradado e herda a mesma simetria do parênteses de Dirac corres-
pondente. Ao aplicarmos (2.3.1) a (2.2.13) e (2.2.21) vamos ter, respectivamente, a quantização
dos modelos parabólico e trigonométrico com sismetria osp(1|2).

2.3.1 Caso parabólico

De (2.3.1) obtemos os (anti)comutadores

[ŷ, p̂] = i~, {χ̂, χ̂} = ~. (2.3.2)

Na representação de posição, esses operadores tomam a forma

ŷ = y, p̂ = −i~∂y, χ̂ =

√
~
2
. (2.3.3)

Algo que deve ser observado em (2.3.2) é o fato do campo fermiônico χ não ser mais uma variável
de Grassmann, mas sim um gerador de álgebra de Clifford. Isso é uma caracteŕıstica geral da
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quantização das variáveis de Grassmann e, embora não no presente caso, também leva a correções
quânticas do Hamiltoniano.

A escolha feita em (2.3.3) de representar χ̂ como número real não é única e uma outra escolha
posśıvel, a qual respeitando a gradação Z2 no espaço vetorial onde a superálgebra age, consistiria
em escolherŷ, p̂ e χ̂ como

ŷ =

(
y 0
0 y

)
, p̂ =

(
−i~∂y 0

0 −i~∂y

)
, χ̂ =

√
~
2

(
0 1
1 0

)
, Nf =

(
1 0
0 −1

)
, (2.3.4)

onde Nf é o operador de paridade fermiônica. Isso ilustra como nem sempre o espaço vetorial onde
a superálgebra age precisa ter a gradação Z2. Ambas as escolhas (2.3.3) e (2.3.4) são consistentes
e a escolha entre as posśıveis representações da álgebra de Clifford definida em (2.3.2) dependerá
do sistema f́ısico que se pretende descrever.

A quantização das cargas clássicas (2.3.1) nos leva à representação parabólica quântica da
superálgebra osp(1|2) com (anti)comutadores não nulos

[Ĥ, D̂] = i~Ĥ, [Ĥ, K̂] = 2i~D̂, [K̂, D̂] = −i~K̂

[Ĥ, ˆ̄Q] = i~Q̂, [K̂, Q̂] = −i~ ˆ̄Q, [Q̂, D̂] =
i~
2
Q̂, [ ˆ̄Q, D̂] = − i~

2
ˆ̄Q,

{Q̂, Q̂} = 2~Ĥ, {Q̂, ˆ̄Q} = 2~D, { ˆ̄Q, ˆ̄Q} = 2~K (2.3.5)

e operadores representados como

Ĥ =
1

2
p̂2, D̂ =

t

2
p̂2 − 1

4
(ŷp̂+ p̂ŷ), K̂ =

t2

2
p̂2 − t

2
(ŷp̂+ p̂ŷ) +

1

2
ŷ2,

Q̂ = χ̂p̂, ˆ̄Q = tχ̂p̂− ŷχ̂. (2.3.6)

Os operadores têm a mesma forma dos clássicos a menos de simetrização, mas, como já mensionado,
isso não é geral e mais adiante veremos o caso N = 2 (2, 2, 0) e esse possui correções quânticas nos
operadores. Isso se deve ao fato de N = 1 (1, 1, 0) ter sua base de termo cinético constante obtida
por uma escolha particular de λ ao invés de uma transformação que leve a um Lagrangiano novo
com dependência em λ, mas onde a álgebra superconforme age não linearmente.

O Hamiltoniano Ĥ em (2.3.6) corresponde ao de uma part́ıcula livre em uma dimensão e é
o elemento de Cartan da álgebra. Os operadores Ĥ, D̂, K̂ fecham a simetria bosônica sl(2) e
Ĥ junto a Q̂ nos dão a supersimetria N = 1 do sistema. Em termos de (2.3.3), a representação
do modelo não possui graus de liberdade fermiônicos, mas não é mais o caso se escolhêssemos a
representação definida por (2.3.4).

2.3.2 Caso trigonométrico

A quantização do caso trigonométrico segue exatamente os mesmos passos da do parabólico e os
operadores ŷ, p̂, χ̂ serão os mesmos. Com isso em mente, expressemos os operadores quânticos
obtidos pela quantização da contraparte clássica apresentada em (2.2.19). Eles são

Ĥ = eit(
1

2
p̂2 − i

4
(ŷp̂+ p̂ŷ)− 1

8
ŷ2), K̂ = e−it(

1

2
p̂2 +

i

4
(ŷp̂+ p̂ŷ)− 1

8
ŷ2),

D̂ =
1

2
p̂2 +

1

8
ŷ2, Q̂ = e

it
2 (χ̂p̂− i

2
χ̂ŷ), ˆ̄Q = e−

it
2 (χ̂p̂+

i

2
χ̂ŷ). (2.3.7)
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Devemos alertar que o Hamiltoniano agora não é dado por Ĥ, mas por D̂ e que, como logo se
nota, esse é o Hamiltoniano do oscilador quântico unidimensional. (2.3.7) novamente define uma
representação de osp(1|2), a qual dada por

[Ĥ, D̂] = ~Ĥ, [Ĥ, K̂] = 2~D̂, [K̂, D̂] = −~K̂,

[Ĥ, ˆ̄Q] = ~Q̂, [K̂, Q̂] = −~ ˆ̄Q, [Q̂, D̂] =
~
2
Q̂, [ ˆ̄Q, D̂] = −~

2
ˆ̄Q,

{Q̂, Q̂} = 2~Ĥ, {Q̂, ˆ̄Q} = 2~D, { ˆ̄Q, ˆ̄Q} = 2~K. (2.3.8)

Algo que deve ser notado aqui é que agora o Hamiltoniano não é mais um elemento de Cartan

da álgebra, mas sim uma raiz positiva. Além disso, é fácil averiguar que, sendo χ̂ =
√

~
2 , os

operadores Q̂ e ˆ̄Q definidos em (2.3.7) se reduzem aos operadores de criação e aniquilação usu-
ais do oscilador harmônico unidimensional e, portanto, podemos dizer que o oscilador quântico
unidimensional tem superálgebra geradora de espectro osp(1|2). Ainda iremos dizer que o sis-
tema é superconforme, mas a supersimetria nesse caso não é no sentido usual, já que não temos
Q̂2 = D̂. Mais adiante introduziremos a noção de supersimetria suave (soft supersymmetry), onde
esse modelo se encaixará. Com isso podemos encerrar a análise desse exemplo.

2.4 Mecânica quântica superconforme em duas dimensões
com simetria sl(2|1)

Agora apresentaremos os modelos quânticos providos pela quantização das ações (1.5.13) e (1.5.15),
as quais possuem simetria sl(2|1). O processo de quantização é exatamente o mesmo que o apre-
sentado na seção passada excetuando o fato de termos aqui cálculos mais extensos e de que a base
de termo cinético constante não será mais equivalente a escolha de um λ particular. Dessa forma,
partiremos diretamente dos operadores quânticos obtidos e investigaremos alguns dos resultados.
Como será mostrado, o caso parábólico terá o Hamiltoniano de uma part́ıcula no plano sobre
influência de um potencial proporcional ao inverso do quadrado e ao acoplamento spin-órbita. Já
o caso trigonométrico terá a mesma interação do caso parabólico, mas acrescida de um potencial
oscilatório, o qual fará do sistema um sistema confinado e dos ńıveis de energia, discretos. Nesse
último caso, mostraremos que a álgebra superconforme será a superálgebra geradora de espec-
tro e investigaremos também as limitações da existência da simetria superconforme no espaço de
Hilbert.

2.4.1 Modelo parabólico N = 2 (2, 2, 0)

Ao se pôr o modelo com ação (1.5.13) na base de termo cinético constante, é conveniente uti-
lizar os campos complexos y e y∗, como já discutido anteriormente. Dessa forma, teremos os
(anti)comutadores não nulos

[y∗, py∗ ] = [y, py] = i~, {χ, χ†} = 2~, (2.4.1)

onde py = −i~∂y, py∗ = −i~∂y∗ e as variáveis fermiônicas podem ser expressas como χ =
√

2~
(

0 1
0 0

)
e χ† =

√
2~
(

0 0
1 0

)
.

Por simplicidade, tomemos ~ = 1. Temos, então, os operadores quânticos
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Ĥ = (2pypy∗ +
(2λ+ 1)2

8yy∗
)I2 + i

2λ+ 1

4
(χχ† − χ†χ)(

py∗

y
− py
y∗

),

D̂ = tĤ − 1

2
(y∗py∗ + ypy − i)I2,

K̂ = t2Ĥ − t(y∗py∗ + ypy − i)I2 +
1

2
yy∗I2,

Q̂
(1)
− = − i

2

((
y

y∗

) 1+2λ
2

py + py

(
y

y∗

) 1+2λ
2

)
χ− i

2

((
y∗

y

) 1+2λ
2

py∗ + py∗

(
y∗

y

) 1+2λ
2

)
χ†,

Q̂
(2)
− = −1

2

((
y

y∗

) 1+2λ
2

py + py

(
y

y∗

) 1+2λ
2

)
χ+

1

2

((
y∗

y

) 1+2λ
2

py∗ + py∗

(
y∗

y

) 1+2λ
2

)
χ†,

Q̂
(1)
+ = tQ̂

(1)
− −

1√
2

√
yy∗

((
y

y∗

)λ
χ+

(
y∗

y

)λ
χ†

)
,

Q̂
(2)
+ = tQ̂

(2)
− −

i√
2

√
yy∗

((
y

y∗

)λ
χ−

(
y∗

y

)λ
χ†

)
,

Ĵ =
i

2
(
py∗

y
− py
y∗

)− 1− 2λ

8
(χχ† − χ†χ). (2.4.2)

Aqui Ĥ é o Hamiltoniano quântico.

Usando py = −i∂y, py∗ = −i∂y∗ , os operadores Q̂
(1)
− , Q̂

(2)
− podem ser escritos na forma

Q̂
(1)
− = i

(
0 −A
A† 0

)
, Q̂

(2)
− =

(
0 A
A† 0

)
, (2.4.3)

sendo

A† = − i√
2
e−i2λθ

(
∂r +

i

r
∂θ +

2λ+ 1

2r

)
, A = − i√

2
ei2λθ

(
∂r −

i

r
∂θ +

2λ+ 1

2r

)
, (2.4.4)

onde utilizamos coordenadas polares (y = reiθ, y∗ = re−iθ).
Semelhantemente, o Hamiltoniano Ĥ toma a forma

Ĥ = [−1

2

(
∂2
r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2
θ

)
+ i

(2λ+ 1)

2r2
σ3∂θ +

(2λ+ 1)
2

8r2
]I2, (2.4.5)

com σ3 sendo a matriz de Pauli diagonal. Como já antecipado, aqui temos uma correção quântica

e essa é o termo (2λ+1)2

8r2 , que na verdade é muito bem vindo, pois garante a existência de extenções
autoadjuntas para o Hamiltoniano qualquer que seja λ.

A correção quântica é necessária para que a superálgebra sl(2|1) seja realizada. Os (anti)comutadores
não nulos dela são (m,n = 0,±1):

[L̂n, L̂m] = i (m− n) L̂m+n, [L̂0, Q̂
I
±] = ± i

2
Q̂I±, [L̂±1, Q̂

I
∓] = ∓iQ̂I±,

[Ĵ , Q̂I±] =
i

2
εIJQ̂

J
±, {Q̂I±, Q̂J±} = 2δIJ L̂±1, {Q̂I±, Q̂J∓} = 2δIJ L̂0 ± 2εIJ Ĵ , (2.4.6)

onde L̂−1 = Ĥ, L̂0 = D̂, L̂1 = K̂, I, J = 1, 2 e ε12 = −ε21 = 1.
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As autofunções tais que ĤψEm± = EψEm± para E > 0 produzem um espectro cont́ınuo e são
dadas por

ψEm+(r, θ) = J| 2λ+1
2 −m|(αr)e

imθ

(
1
0

)
,

ψEm−(r, θ) = J| 2λ+1
2 +m|(αr)e

imθ

(
0
1

)
, (2.4.7)

sendo J| 2λ+1
2 −m|(αr) e J| 2λ+1

2 +m|(αr) funções de Bessel e α =
√

2E.

Para conclúırmos nossa análise, reescrevamos os operadores Q’s na forma usual da Mecânica
Quântica Supersimétrica. Definindo

Q̂ =
Q̂2
− + iQ̂1

−
2

=

(
0 A
0 0

)
, Q̂† =

Q̂2
− − iQ̂1

−
2

=

(
0 0
A† 0

)
, (2.4.8)

teremos {Q̂, Q̂†} = 2Ĥ e Q̂2 = (Q̂†)2 = 0, como seria comumente encontrado no contexto de
Mecânica Quântica Supersimétrica.

Por fim devemos notar que, dada as expressões (2.4.4), temos Q̂ψEm− = ψE,m+2λ,+ e Q̂†ψEm+ =

ψE,m−2λ,−. Como m + 2λ e m − 2λ precisam ser números inteiros, Q̂ψEm− e Q̂†ψEm+ perten-
cem à base do espaço de Hilbert apenas se 2λ for inteiro. Ou seja, os parceiros supersimétricos
dos estados apenas existem se tivermos λ ∈ 1

2 + Z ou λ ∈ Z. Em outras palavras, a simetria
superconforme apenas se realiza no espaço de Hilbert em questão quando λ ∈ 1

2 + Z ou λ ∈ Z.

2.4.2 Modelo trigonométrico N = 2 (2, 2, 0)

Assim como no caso parabólico, a quantização da ação (1.5.15) nos dá

[y∗, py∗] = [y, py] = i~, {χ, χ†} = ~, (2.4.9)

onde χ =
√
~
(

0 1
0 0

)
e χ† =

√
~
(

0 0
1 0

)
. Novamente poremos ~ = 1. Dessa forma teremos

os operadores quânticos

Ĥ = i
e−2it

2
(Ĥ − yy∗I2 + i(y∗py∗ + ypy − i)I2),

D̂ =
i

2
(2pypy∗ +

yy∗

2
+

(2λ+ 1)2

8yy∗
)I2 + i

2λ+ 1

4
(χχ† − χ†χ)(

py∗

y
− py
y∗

) =
i

2
Ĥ,

K̂ = i
e2it

2
(Ĥ − yy∗I2 − i(y∗py∗ + ypy − i)I2),

Q̂
(1)
± = −ie∓it[ 1

2
((
y

y∗
)

1+2λ
2 py + py(

y

y∗
)

1+2λ
2 )χ− 1

2
((
y∗

y
)

1+2λ
2 py∗ + py∗(

y∗

y
)

1+2λ
2 )χ†

∓ i

2
(yy∗)

1
2 ((

y

y∗
)λχ− (

y∗

y
)λχ†)],

Q̂
(2)
± = e∓it[

1

2
((
y

y∗
)

1+2λ
2 py + py(

y

y∗
)

1+2λ
2 )χ+

1

2
((
y∗

y
)

1+2λ
2 py∗ + py∗(

y∗

y
)

1+2λ
2 )χ†

∓ i

2
(yy∗)

1
2 ((

y

y∗
)λχ+ (

y∗

y
)λχ†)],

Ĵ =
i

2
(
py∗

y
− py
y∗

)− 1− 2λ

8
(χχ† − χ†χ). (2.4.10)

Os operadores fermiônicos Q̂
(I)
± , I = 1, 2, podem ser expressos como
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Q̂
(1)
± = ie∓it

(
0 −A±
B± 0

)
, Q̂

(2)
± = e∓it

(
0 A±
B± 0

)
, (2.4.11)

onde, usando coordenadas polares,

A± = − i
2
ei2λθ(∂r −

i

r
∂θ +

2λ+ 1

2r
± r),

B± = − i
2
e−i2λθ(∂r +

i

r
∂θ +

2λ+ 1

2r
± r). (2.4.12)

Aqui o Hamiltoniano é Ĥ e esse está relacionado com D̂ através de Ĥ = −2iD̂. Portanto,

Ĥ = [−1

2
(∂2
r +

1

r
∂r +

1

r2
∂2
θ ) + i

(2λ+ 1)

2r2
σ3∂θ +

(2λ+ 1)
2

8r2
+
r2

2
]I2, (2.4.13)

com σ3 sendo a matriz de Pauli diagonal.
Para uso futuro, vamos explicitar Ĵ , o qual dado por

Ĵ = − i
2
I2∂θ −

2λ− 1

4
σ3. (2.4.14)

Pode-se averiguar que a superálgebra sl(2|1) é recuperada por (anti)comutações entre os operadores
(2.4.10) usando (2.4.9).

Sendo ψ = eimθR±(r)e± um ansatz de autofunção de Ĥ, onde e+ =

(
1
0

)
e e− =

(
0
1

)
, a

equação radial que obtemos é

[−1

2
(∂2
r +

1

r
∂r) +

1

2r2
(m∓ 2λ+ 1

2
)2 +

r2

2
− E]R±(r) = 0, (2.4.15)

onde E é a energia. Em [1] a mesma equação aparece ao se resolver o problema de três corpos
numa linha. Além disso, a questão da existência de extensões autoadjuntas para o operador

atuando sobre R± foi investigada em [56]; como

√(
m± 2λ+1

2

)2 ≥ 0, a existência de extensões

autoadjuntas para o Halmiltoniano (2.4.13) é garantida. Deve-se destacar que esse resultado

depende crucialmente da correção quântica (2λ+1)2

8r2 .

O requerimento de Q̂
(I)
± ser unicamente definido no plano R2 implica, dados os fatores ex-

ponenciais em (2.4.12), o v́ınculo 4λπ = 2kπ, com k inteiro. Portanto a realização da álgebra
superconforme no espaço de Hilbert depende de λ estar restrito a λ = 1

2 + Z ou λ = Z. Discutire-
mos o caso λ = 1

2 + Z, já que ainda há certa nebulosidade no entendimento do caso λ = Z. Vale
observar que λ = − 1

2 corresponde ao oscilador harmônico bidimensional, mas aqui temos ele com
um grau de liberdade a mais (o espinorial).

Para λ semi-inteiro, os operadores Q̂
(I)
± agem como operadores de criação e aniquilação. Com

efeito, pode-se verificar que [Ĥ, Q̂(I)
± ] = ∓Q̂(I)

± . Portanto, ao começarmos de um estado de peso

mı́nimo satisfazendo Q̂
(I)
+ ψ = 0, uma torre infinita de estados com energias mais altas pode ser

obtida ao aplicarmos Q̂
(I)
− múltiplas vezes. Uma rápida inspeção dos Q̂

(I)
− definidos em (2.4.11)

e (2.4.12) deixa claro que os dois operadores darão os mesmos resultados a menos de uma fase

ao serem aplicados nos autoestados. Assim, nos restringiremos a analisar os resultados para Q̂
(2)
+ .

No próximo caṕıtulo mostraremos que, ao menos para casos unidimensionais, essa redundância
nos operadores de criação e aniquilação é um aspecto bastante comum da simetria superconforme.

Agora, as soluções para Q̂
(2)
+ ψ = 0 são
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ψm+ (r, θ) = Amr
(m− 2λ+1

2 )e−r
2

eimθ
(

1
0

)
,

ψm−(r, θ) = Bmr
−(m+ 2λ+1

2 )e−r
2

eimθ
(

0
1

)
, (2.4.16)

onde Am, Bm são os fatores de normalização dados por

Am = 2
α+1
2

1√
πΓ(α+ 1)

, α = m− 2λ+ 1

2
, (2.4.17)

Bm = 2
β+1
2

1√
πΓ(β + 1)

, β = −(m+
2λ+ 1

2
), (2.4.18)

sendo Γ a função gama.
Para termos funções normalizáveis, m deve ser restringido. Para os estados de peso mı́nimo

bosônicos temos que

m ≥ 2λ+ 1

2
(2.4.19)

e para os fermiônicos segue-se a restrição

m ≤ −2λ+ 1

2
. (2.4.20)

A energia desses estados serão

Ĥψm+ = (1 +m− 2λ+ 1

2
)ψm+,

Ĥψm− = (1− (m+
2λ+ 1

2
))ψm−. (2.4.21)

Dois estados de vácuo, um bosônico e outro fermiônico, existem com energia 1. Eles são obtidos
quando temos m = 2λ+1

2 , no caso bosônico, e m = − 2λ+1
2 no caso fermiônico. Portanto a teoria

possui um vácuo duplamente degenerado com um estado bosônico e outro fermiônico. Como é
discutido no Apêndice A, podemos impor uma regra de superseleção através de um projetor e
selecionar metade desses estados de forma a ter um único vácuo. No caso em que λ = − 1

2 , a
superseleção nos dará o oscilador harmônico quântico bidimensional usual.

Devemos enfatizar um aspecto importante da construção feita até aqui. Como fica claro na
discussão feita no Apêndice A, não é posśıvel recuperar todos os estados excitados a partir do
vácuo com os operadores que temos dispońıveis até agora. De fato, cada um dos estados de peso
mı́nimo encontrados em (2.4.16) deve ser levado em conta e, dessa forma, temos uma representação
completamente redut́ıvel de sl(2|1) no espaço de Hilbert e esse pode ser separado como uma soma
direta de infinitas representações de peso mı́nimo de sl(2|1). Porém o oscilador harmônico quântico
bidimensional pode ter seu espaço de Hilbert inteiramente constrúıdo a partir do vácuo e isso é
uma pista de que estamos deixando escapar algo. Esse algo é uma simetria discreta dada por

Ĉ =

(
0 ei(2λ+1)θ

e−i(2λ+1)θ 0

)
. (2.4.22)

Pode-se verificar que [Ĥ, Ĉ] = 0, com Ĥ dado em (2.4.13), e que Ĉ2 = I2. O operador Ĉ também
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comuta com K̂ e Ĥ apresentados em (2.4.10), mas não comuta com Ĵ e os operadores fermiônicos
da nossa representação de sl(2|1). Na verdade Ĉ definirá novos operadores de simetria, os quais
são

ĈQ̂
(1)
± Ĉ = Q

(1)

± = ie∓it
(

0 C±
−D± 0

)
, ĈQ̂

(2)
± Ĉ = Q

(2)

± = e∓it
(

0 C±
D± 0

)
, (2.4.23)

onde

C± = − i
2
ei2(λ+1)θ(∂r +

i

r
∂θ −

2λ+ 1

2r
± r)

D± = − i
2
e−i2(λ+1)θ(∂r −

i

r
∂θ −

2λ+ 1

2r
± r), (2.4.24)

e

ĈĴĈ = J = − i
2
∂θ −

2λ+ 3

4
σ3. (2.4.25)

Seja {ĝi} (i = 1, 2, . . . , 8) o conjunto de operadores de sl(2|1) em (2.4.10). Por construção
ḡi = ĈĝiĈ

−1 também será uma representação de sl(2|1), pois Ĉ define uma transformação de
similaridade. As duas representações não são equivalentes, afinal, os operadores novos não são
combinações lineares dos anteriores. Além disso os (anti)comutadores [ĝi, ḡj} produzem ainda
mais operadores fora da superálgebra que temos. Não é claro ainda qual estrutura álgebrica se
segue da combinação dos operadores ĝi e ḡj , mas os novos operadores de criação e aniquilação
tornam posśıvel exatamente o que estávamos buscando: construir a base do espaço de Hilbert a
partir dos estados de vácuo. Mais detalhes são encontrados no Apêndice A, onde há diagramas
que ajudam a visualizar a ação dos operadores de criação.

Com os novos operadores podemos introduzir os seguintes operadores:

J = Ĵ + J = −i∂θ −
2λ+ 1

2
σ3, Nf = σ3 = Ĵ − J, (2.4.26)

os quais permitem definir os novos números quânticos

Ĥ |n, j, ε〉 = (n+ 1) |n, j, ε〉 , J |n, j, ε〉 = j |n, j, ε〉 , σz |n, j, ε〉 = ε |n, j, ε〉 . (2.4.27)

2.5 Supersimetria suave dos osciladores

Já destacamos que os osciladores apresentados (deformados ou não) não são supersimétricos no
sentido usual, mas sim no que aqui chamamos de supersimetria suave. Vamos agora listar suas
principais caracteŕısticas.

Do ponto de vista clássico, ambos os modelos parabólico e trigonométrico são superconformes,
mas temos a seguinte diferença:

i) modelo parabólico: tanto os modelos clássico como quântico são superconformes e a supersi-
metria existe no sentido usual. Ou seja, há ao menos um operador Q tal que Q2 = H, com
H sendo o Hamiltoniano.

ii) modelo trigonométrico: o modelo é superconforme, mas a supersimetria não existe no sentido
usual. Os operadoresQ tem quadradoQ2 = Z diferentes dos HamiltonianoH, isto é, devemos
ter Z 6= H.
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De certa forma os modelos trigonométricos estão no meio do caminho entre modelos supersimétri-
cos e não supersimétricos. Em [57] o termo “supersimetria fraca” foi empregado para essa noção
intermediária, mas ainda sim, é enganoso empregar ele aqui já que o “oscilador fracamente super-
simétrico” em [57] não possui relação com os osciladores superconformes aqui descritos. Por essa
razão parece-nos mais apropriado dar uma classe restrita aos osciladores superconformes apresen-
tados aqui. As caracteŕısticas dessa supersimetria suave dos osciladores superconforme seriam:

i) a ação clássica é superconforme;

ii) quebra espontânea da simetria superconforme. Com efeito, no caso mais simples, o vácuo |0〉
do oscilador harmônico usual é aniquilado por a, mas não pelo operador hermitiano a+ a†.

iii) no modelo quântico a álgebra superconforme age como superálgebra geradora de espectro.

Há uma série de pontos que ainda devem ser explorados em relação às representações trigonométri-
cas. Por exemplo, o modelo com simetria sl(2|1) aqui apresentado possui uma caracteŕıstica ainda
não esclarecida, que é a presença dos operadores (2.4.23), os quais tornam posśıvel a construção
da base do espaço de Hilbert a partir do vácuo enquanto uma representação de sl(2|1) sozinha
não seria capaz.



Caṕıtulo 3

Osciladores Quânticos
Superconformes Unidimensionais

Nesse caṕıtulo faremos uma investigação sistemática de osciladores quânticos superconformes uni-
dimensionais definidos a partir de matrizes de tamanhos 2× 2 e 4× 4 com operadores diferenciais.
Derivaremos as superálgebras geradoras de espectro e mostraremos as escolhas posśıveis para o
espaço de Hilbert de cada caso apresentado, sendo enfatizado que a escolha nem sempre é única,
como já notado em [58, 59] para um caso puramente bosônico.

Os resultados apresentados no presente caṕıtulo também podem ser encontrados em [32].

3.1 O oscilador quântico unidimensional não deformado

Como estabelecido em [60], a superálgebra (1.3.22) da Mecânica Quântica Supersimétrica pode ser
constrúıda por operadores diferenciais matriciais hermitianos QI e H agindo sobre campos reais.
No entanto a exigência de fecharmos uma superálgebra nos leva a ter uma estrutura complexa.
Isso pode ser visto através de comutadores como, por exemplo, [QI ,K] = iQ̃I , que nos forçam a
introduzir a unidade imaginária nos operadores para preservarmos a hermiticidade no lado direito.
Dessa forma, sem perda de generalidade, podemos investigar a ação da simetria superconforme
sobre campos complexos.

O Hamiltoniano matricial de tamanho 2n × 2n sem interação é dado por

H = −1

2
∂2
x · I2n (3.1.1)

Dado n ∈ N, haverá 2n operadores diferenciais matriciais hermitianos bloco anti-diagonais QI
(os ditos operadores fermiônicos da superálgebra) tais que Q2

I = H. Os operadores QI fecham a
álgebra da supersimetria N -extendida (1.3.22) com

N = 2n. (3.1.2)

A relação acima é baseada na construção feita em [61, 62] para álgebras de Clifford complexas.
Agora tomemos 2n matrizes anti-diagonais γI , I = 1, 2, . . . , 2n que geram a representação da

álgebra de Clifford definida por

γIγJ + γJγI = 2δIJ · I2n (3.1.3)

e a matriz diagonal F

F =

(
I2n−1 0

0 −I2n−1

)
, (3.1.4)

41
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a qual satisfaz

FγI + γIF = 0, ∀I = 1, 2, . . . , 2n. (3.1.5)

F é o operador de número fermiônico e, como antes, tem autovalor 1 para estados bosônicos e −1
para estados fermiônicos.

Podemos, assim, definir

QI =
i√
2
γI∂x, (3.1.6)

o que, dado (1.3.22), nos dá

{QI , QJ} = 2δIJH, [H,QI ] = 0, I, J = 1, . . . , 2n. (3.1.7)

O par conforme deH é o operadorK, o qual assumiremos ser proporcional à identidade e, portanto,
pode ser escrito como

K =
1

2
x2 · I2n . (3.1.8)

Já os pares conformes de QI , Q̃I , são introduzidos através da relação

[QI ,K] = iQ̃I → Q̃I =
1√
2
x · γI . (3.1.9)

Por fim, o operador de dilatação D e a R-simetria (com operadores ΣIJ = −ΣJI) são obtidos com
os anticomutadores

{QI , Q̃J} = −2δIJD + ΣIJ . (3.1.10)

Eles são

D = − i
2

(x∂x +
1

2
) · I2n ,

ΣIJ =
i

2
γIγJ . (3.1.11)

Os operadores D,H,K,QI , Q̃I ,ΣIJ fecham a superálgebra D(n, 1) ∼ osp(2n|2) com os 4n gera-

dores QI e Q̃I sendo os operadores fermiônicos enquanto os n(2n − 1) + 3 operadores bosônicos
H,D,K,ΣIJ geram a subálgebra sl(2)⊕ so(2n). Os (anti)comutadores não nulos de osp(2n|2) são

apresentados abaixo, onde usamos as notações E+ = H, E− = K, Q+
I = QI , Q

−
I = Q̃I .

[D,E±] = ±iE±, [D,Q±I ] = ± i
2
Q±I ,

[E+, E−] = −2iD, {Q+
I , Q

−
I } = −2δIJD + ΣIJ ,

[E±, Q∓I ] = ±iQ±I , {Q
±
I , Q

±
J } = 2δIJE

±,

[ΣIJ ,ΣIL] = −iΣJL, [ΣIJ , Q
±
K ] = −iδIKQ±J + iδJKQ

±
I . (3.1.12)
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O Hamiltoniano Hosc do oscilador não deformado é dado por

Hosc = H +K =
1

2
(−∂2

x + x2) · I2n . (3.1.13)

Podemos agora definir

aI = QI + iQ̃I =
i√
2
γI(∂x + x), a†I = QI − iQ̃I =

i√
2
γI(∂x − x), (3.1.14)

cuja anticomutação nos dá

Hosc =
1

2
{aI , a†I}. (3.1.15)

Pode-se também vertificar que a†I (aI) são operadores de criação (aniquilação), ou seja,

[Hosc, a
†
I ] = a†I , [Hosc, aI ] = −aI . (3.1.16)

Logo, a superálgebra osp(2n|2) é a superálgebra geradora de espectro de Hosc. Fora isso, a álgebra
de Heisenberg é obtida para cada I através dos comutadores

[aI , a
†
I ] = I2n . (3.1.17)

Os operadores de aniquilação aI nos permitem definir 2n estados fundamentais degenerados ψI0
como estados de peso mı́nimo. Com efeito,

aIψ
I
0 = 0, Hoscψ

I
0 =

1

2
ψI0 . (3.1.18)

Vale ressaltar que metade dos estados são bosônicos enquanto a outra metade são estados fermi-
ônicos.

3.2 Adicionando o potencial “ 1
x2 ”

Ao adicionarmos ao Hamiltoniano (3.1.1) um potencial 1
x2V , onde V = diag(v1, v2, . . . v2n) é

uma matriz 2n × 2n constante, a dimensionalidade de H é preservada. A questão que estamos
interessados em responder é sobre qual restrição devemos impor sobre os parâmetros vi de forma
que o Hamiltoniano

HP = H +
1

x2
V (3.2.1)

seja um gerador de uma álgebra superconforme na representação parabólica e, por seguinte, que
Hosc+ 1

x2V , com Hosc dado em (3.1.13), seja o Hamiltoniano trigonométrico com a álgebra super-
conforme sendo a superálgebra geradora de espectro. Vale antecipar que a simetria do oscilador
deformado Hosc + 1

x2V não necessáriamente será osp(2n|2).
Agora podemos definir os operadores fermiônicos deformados da seguinte forma:

QdefI =
i√
2

(γI∂x − i
MI

x
), (3.2.2)
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onde MI são matrizes constantes bloco anti-diagonais tais que M†I = MI . Ao exigirmos o fecha-
mento da superálgebra (1.3.22), obtemos, para I 6= J , as equações

{γI ,MJ}+ {γJ ,MI} = 0,

{MI ,MJ} − iγIMJ − iγJMI = 0. (3.2.3)

Para I = J devemos recuperar HP e, portanto, temos

V =
1

2
(M2

I − iγIMI). (3.2.4)

O operador (3.1.8) permanece sem deformação, donde segue-se que D e Q̃I também ficam inalte-
rados.

Para recuperarmos D através dos anticomutadores {QdefI , Q̃I}, devemos ter

{MI , γI} = 0. (3.2.5)

Já os anticomutadores {QdefI , Q̃J} para I 6= J nos dão os operadores constantes

ΣdefIJ =
1

2
(
i

2
[γI , γJ ] + {MI , γJ}). (3.2.6)

Como a relação (3.2.3) deve ser satisfeita, temos ΣdefIJ = −ΣdefJI .
Uma classe de soluções para as equações (3.2.3),(3.2.4) e (3.2.5) é obtida se escolhermos

MI = iβγIF, (3.2.7)

onde β é um número real arbitrário e F é o operador de paridade fermiônica introduzido em
(3.1.4). A solução (3.2.7), no entanto, não é valida para nenhum n ≥ 3.

Tendo (3.2.7), os operadores ΣdefIJ definidos em (3.2.6) tomam a forma

ΣdefIJ =
i

2
γIγJ(1− 2βF ). (3.2.8)

Para n = 1, pode-se verificar que a escolha (3.2.7) faz com que a simetria dinâmica seja osp(2|2),
que é a mesma do Hamiltoniano sem interação. Para n = 2 o fechamento da superálgebra é
garantido se F é expresso como o produto F = γ1γ2γ3γ4. Essa relação que assegura o fechamento
dos comutadores [ΣdefIJ , Q̃K ] como combinação linear de Q̃’s no lado direito. O resulado análogo
também vale para os geradores Q’s.

Nas seções 3.3 e 3.4 discutiremos em maiores detalhes os modelos obtidos a partir de (3.2.7)
com n = 1 e n = 2 respectivamente.

Agora, tendo (3.2.7), podemos escrever os operadores

aKl,I = QdefI + iQ̃I =
i√
2
γI(∂x + x+

βF

x
),

a†Kl,I = QdefI − iQ̃I =
i√
2
γI(∂x − x+

βF

x
), (3.2.9)

os quais satisfazem



CAPÍTULO 3. OSCILADORES QUÂNTICOS SUPERCONFORMES UNIDIMENSIONAIS 45

[aKl,I , a
†
Kl,I ] = I− 2βF, {aKl,I , F} = {a†Kl,I , F} = 0. (3.2.10)

Diz-se que a álgebra de Heisenberg possui deformação do tipo Klein (veja [35]) quando temos as
relações

[aKl, a
†
Kl] = I + νK,

{aKl,K} = {a†Kl,K} = 0, (3.2.11)

onde ν é um número real e K (com K
2

= I) é conhecido como operador de Klein. Logo se
pode ver que os operadores de criação e aniquilação em (3.2.9) definem uma algebra de Heisenberg
deformada do tipo Klein (3.2.11) ao identificarmos ν = −2β e K = F . Além disso, o Hamiltoniano
HKl
osc do oscilador deformado será

1

2
{aKl,I , a†Kl,I} = HKl

osc = HCal +K =
1

2
(−∂2

x + x2 +
β2 + βF

x2
)I. (3.2.12)

Por fim se pode verificar que

[HKl
osc, aKl,I ] = −aKL,I , [HKl

osc, a
†
Kl,I ] = a†KL,I , (3.2.13)

atestando que os operadores a’s e a†’s são de fato operadores de criação e aniquilação. Devemos
frisar que a solução encontrada aqui para (3.2.3), (3.2.4) e (3.2.5) não é geral e exploraremos uma
outra posśıvel solução dessas equações na Seção 3.5.

3.3 n = 1 com deformação do tipo Klein e superálgebra
geradora de espectro osp(2|2)

Para n = 1 a álgebra de Clifford pode ser definida pelas matrizes de Pauli σi, i = 1, 2, 3, as quais
são

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (3.3.1)

Os operadores

H =
1

2
(−∂2

x +
β2 + βσ3

x2
) · I2,

D = − i
2

(x∂x +
1

2
) · I2,

K =
1

2
x2 · I2,

J = −1

2
σ3 + βI2,

QI =
i√
2
σI · (∂x +

βσ3

x
),

Q̃I =
1√
2
σI · x, (3.3.2)
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onde I = 1, 2, realizam uma representação de osp(2|2) para qualquer β ∈ R com as seguintes
relações de (anti)comutação não nulas:

[D,K] = −iK, [D,H] = iH, [H,K] = −2iD,

{QI , QJ} = 2δIJH, {Q̃I , Q̃J} = 2δIJK,

{QI , Q̃J} = −2δIJD + εIJJ,

[D,QI ] =
i

2
QI , [D, Q̃I ] = − i

2
Q̃I ,

[QI ,K] = iQ̃I , [Q̃I , H] = −iQI ,

[J,QI ] = −iεIJQJ , [J, Q̃I ] = −iεIJQ̃J . (3.3.3)

Os operadores de criação e aniquilação são definidos como

aI = QI + iQ̃I , a
†
I = QI − iQ̃I , (3.3.4)

ou seja,

aI =
i√
2
σI · (∂x +

βσ3

x
+ x),

a†I =
i√
2
σI · (∂x +

βσ3

x
− x). (3.3.5)

Dessa forma, pode-se verificar que

[aI , a
†
I ] = I2 − 2βσ3. (3.3.6)

Já o Hamiltoniano Hosc do oscilador deformado é definido por

Hosc =
1

2
{aI , a†I} = H +K =

1

2
(−∂2

x + x2 +
β2 + βσ3

x2
) · I2. (3.3.7)

A condição

aIψ0 = 0 (3.3.8)

define os estados de peso mı́nimo. Para qualquer β real haverá dois estados de peso mı́nimo, sendo
um, ψ0+, bosônico (σ3ψ0+ = ψ0+) e outro, ψ0−, fermiônico (σ3ψ0− = −ψ0−). Mais explicitamente,
através de a1ψ0 = 0 obtemos

ψ0+ ∝
(
x−βe−

1
2x

2

0

)
, ψ0− ∝

(
0

xβe−
1
2x

2

)
. (3.3.9)

O operador a2 define os mesmos estados de peso mı́nimo que a1 a menos de uma fase. Mais do que
isso, os estados excitados (a†2)nψ0+ ((a†2)nψ0−) também são os mesmos que (a†1)nψ0+ ((a†1)nψ0−) a
menos de uma fase. Disso se conclui que a superálgebra geradora de espectro osp(2|2) é redundante.

É suficiente para obtermos a base do espaço de Hilbert uma das subálgebras osp(1|2) ⊂ osp(2|2),
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seja ela a definida por H,D,K,Q1, Q̃1 ou a definida por H,D,K,Q2, Q̃2. Lembremos que o mesmo
tipo de situação foi encontrada no caṕıtulo passado ao investigarmos o sistema trigonométrico com
simetria sl (2|1). No entanto vale ressaltar que nenhuma das subálgebras osp(1|2) é capaz de gerar
a R-simetria e, portanto, a álgebra osp(2|2) ainda possui informação sobre a simetria dinâmica do
sistemas que não nos é recuperada através de suas subálgebras osp(1|2).

Repetindo a análise feita no Apêndice B, mas adaptada ao caso que estamos tratando, temos
as seguintes situações sobre a admissibilidade dos espaços de Hilbert:

i) no intervalo β ≤ − 1
2 temos uma única representação de peso mı́nimo, a qual com peso mı́nimo

bosônico ψ0+, cuja energia é E0+ = 1
2 − β;

ii) no intervalo β ≥ 1
2 Também só há uma única representação de peso mı́nimo, agora com peso

mı́nimo fermiônico ψ0−, cuja energia é E0− = 1
2 + β;

iii) No intervalo intermediário − 1
2 < β < 1

2 há duas possibilidades:

iiia) pode-se escolher uma das representações de peso mı́nimo, seja a com peso mı́nimo bosônico
ou a com fermiônico.

iiib) A outra opção consiste em tomar as duas representações de peso mı́nimo simultaneamente.
A diferença de energia entre os estados de peso mı́nimo será ∆ = E0+ − E0− = −2β. Ou
seja, ψ0+ será o estado fundamental se 0 < β < 1

2 , mas ψ0− o será se − 1
2 < β < 0. Em

β = 0 os dois estados são degenerados e temos um oscilador não deformado.

Para simplificar nossa análise, podemos tomar β ≥ 0. Isso porque podemos realizar uma transfor-
muação de similaridadeσ1nos operadores g da representação dada em (3.3.2) de forma que

g′ = σ1gσ1. (3.3.10)

É fácil averiguar que, destacando a dependência em β de H, temos

H ′(β) = σ1H(β)σ1 = H(−β). (3.3.11)

Ou seja, a transformação σ1 troca o “Hamiltoniano bosônico” pelo “Hamiltoniano fermiônico” em
H.

No intervalo 0 < β < 1
2 o estado fundamental é ψ0+ e, nos termos de iiib), o espectro será

Eε,n =
1

2
− εβ + n, (3.3.12)

onde n ∈ N0, ε = ±1 e a energia do estado fundamental corresponde a ε = 1, n = 0.
Vamos agora tratar das condições de ortonormalidade entre os autoestados no intervalo 0 <

β < 1
2 (para um tratamento mais geral sobre ortonormalidade dos autoestados em osciladores com

deformação do tipo Klein, recomendamos [35]). Vamos denotar ψ̂0ε o autoestado de peso mı́nimo
bosônico (ε = +) e fermiônico (ε = −) normalizados, isto é,

ψ̂0+ = N+

(
x−βe−

1
2x

2

0

)
, ψ̂0− = N−

(
0

xβe−
1
2x

2

)
, (3.3.13)

onde Nε são os fatores de normalização, os quais determinados por

|Nε|2
∫ +∞

−∞
dx|x−2εβe−x

2

| = 1. (3.3.14)

Ao separarmos a integral em duas de forma que tenhamos
∫ +∞
−∞ =

∫ 0

−∞+
∫ +∞

0
e ao fazer a mudança
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de variável x 7→ −x na primeira, é fácil obter
∫ +∞
−∞ dx|x−2εβe−x

2 | = 2
∫ +∞

0
dxx−2εβe−x

2

. Agora,

fazendo a mudança de variáveis t = x2, nós temos 2
∫ +∞

0
dxx−2εβe−x

2

=
∫ +∞

0
dtt−εβ−

1
2 e−t =

Γ(−εβ + 1
2 ). Disso segue-se que Nε é dado por

Nε =
1√

Γ(−εβ + 1
2 )
. (3.3.15)

Introduzamos os estados não normalizados

ψnε = (a†)nψ̂0ε. (3.3.16)

onde a† pode denotar tanto a†1 como a†2 devido à redundância de osp(2|2). Vamos também denotar
a o operador de aniquilação correspondente tal que satisfaça (3.3.6). Usando (3.3.6) e levando em

conta que aψ̂0ε = 0, pode-se verificar que

aψnε = Znψn−1,ε, sendo Z2k = 2k, Z2k+1 = 2k + 1− 2εβ, k ∈ N0 (3.3.17)

(por consistência, usaremos ψ0ε = ψ̂0ε).
Agora, usando notação de Dirac (ψnε (x) = 〈x|n〉ε), os coeficientes de normalização Mn,ε são

dados por

M2
n,ε = ε〈n|n〉ε. (3.3.18)

Como ε〈n+ 1|n+ 1〉ε = ε〈n|aa†|n〉ε = ε〈n|(aa† − a†a+ a†a)|n〉ε, podemos então escrever

M2
n+1,ε = (1 + 2εβ(−1)n+1)M2

n,ε + Z2
nM

2
n−1,ε. (3.3.19)

Os primeiros termos nos dão

M2
0,ε = 1,

M2
1,ε = (1− 2εβ),

M2
2,ε = 2(1− 2εβ),

M2
3,ε = (1− 2εβ)(6− 4εβ). (3.3.20)

É fácil mostrar que β = 0 corresponde a M2
n,ε = n!, que é o coeficiente esperado para o oscilador

não deformado.
Os estados ortonormais são então dados por

ψ̂nε =
1

Mn,ε
ψnε. (3.3.21)

Introduzamos o śımbolo de Pochhammer (x)n, que é definido através de

(x)n =
Γ(x+ n)

Γ(x)
= x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1), n > 0,

(x)0 = 1. (3.3.22)

A aplicação múltipla de (3.3.17) implica
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a2k
I ψ̂2k,ε = 2k(2k − 1− 2εβ)(2k − 2)(2k − 3− 2εβ) · · · 2(1− 2εβ)ψ̂0ε

= (2k)!!
(−2εβ)2k

(2k − 2− 2εβ)(2k − 4− 2εβ)(2− 2εβ)(−2εβ)
ψ̂0ε

=
(2k)!!

2k
(−2εβ)2k

(−εβ)k
ψ̂0ε

=
k!(−2εβ)2k

(−εβ)k
ψ̂0ε. (3.3.23)

Portanto podemos escrever

M2
2k,ε =

k!(−2εβ)2k

(−εβ)k
. (3.3.24)

Também através da relação (3.3.17), podemos concluir que

M2
2k+1,ε = (2k + 1− 2εβ)M2

2k,ε =
k!

2

(−2εβ)2k+2

(−εβ)k+1
. (3.3.25)

3.4 n = 2 com deformação do tipo Klein e superálgebra
geradora de espectro D(2, 1;α)

Para n = 2 temos operadores diferenciais em matrizes complexas 4× 4. Os operadores novamente
serão constrúıdos em termos de uma álgebra de Clifford e tal será dada pelas matrizes γJ (J =
1, 2, . . . , 5) definidas por

γ1 = σ2 ⊗ σ1, γ2 = σ2 ⊗ σ2, γ3 = σ2 ⊗ σ3, γ4 = σ1 ⊗ I2, γ5 = σ3 ⊗ I2, (3.4.1)

onde σi’s são novamente as matrizes de Pauli e a matriz γ5 = γ1γ2γ3γ4, diagonal, corresponde ao
operador de número fermiônico.

Os oito operadores fermiônicos QI , Q̃I (I = 1, 2, 3, 4), a álgebra conforme H,D,K (fechando
sl(2)) e a R-simetria Si,Wij = −Wji (i, j = 1, 2, 3) são definidos através de

QI =
i√
2
γI · (∂x +

βγ5

x
),

Q̃I =
1√
2
γI · x,

H =
1

2
(−∂2

x +
β2 + βγ5

x2
) · I4,

D = − i
2

(x∂x +
1

2
) · I4,

K =
1

2
x2 · I4,

Si =
i

2
γ4γi(1− 2βγ5),

Wij =
i

2
γiγj(1− 2βγ5), (3.4.2)

onde β, o parâmetro de deformação, é um número real. Os (anti)comutadores não nulos entre
esses operadores realizam uma representação de D(2, 1;α). Com efeito,
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[D,K] = −iK,
[D,H] = iH,

[H,K] = −2iD,

{QI , QJ} = 2δIJH,

{Q̃I , Q̃I} = 2δIJK,

{QI , Q̃I} = −2D,

{Q4, Q̃i} = Si,

{Q̃4, Qi} = −Si,

{Qi, Q̃j} = Wij ,

[D,QI ] =
i

2
QI ,

[D, Q̃I ] = − i
2
Q̃I ,

[QI ,K] = iQ̃I ,

[Q̃I , H] = −iQI ,
[Q4, Si] = iQi,

[Q̃i, Sj ] = −iδijQ̃4 + 2iβεijkQ̃k,

[Qi, Sj ] = −iδijQ4 + 2iβεijkQk,

[Q̃4,Wij ] = −2iβεijkQ̃k,

[Q4,Wij ] = −2iβεijkQk,

[Q̃i,Wjk] = i(δijQ̃k − δikQ̃j) + 2iβεijkQ̃4,

[Qi,Wjk] = i(δijQk − δikQj) + 2iβεijkQ4,

[Si, Sj ] = −iWij + 2iβεijkSk,

[Si,Wjk] = iδij(Sk − βεk`mW`m)− iδik(Sj − βεj`mW`m),

[Wij ,Wkl] = i(δikW̃`j − δi`W̃kj + δjkW̃i` − δj`W̃ik), (3.4.3)

onde W̃ij = Wij − 2βεijkSk. O parâmetro β é relacionado com o parâmetro α usual de D(2, 1;α)
[23, 44] da seguinte forma:

α = β − 1

2
. (3.4.4)

Da mesma maneira que fizemos anteriormente, podemos defirnir aI = QI+iQ̃I e a†I = QI−iQ̃I
e termos a relação

[aI , a
†
I ] = I4 − 2βγ5, (3.4.5)

que é a de um oscilador do tipo Klein. De forma análoga ao caso n = 1, pode-se observar
que uma subálgebra osp(2|2) ⊂ D(2, 1;α) é suficiente para gerar o espectro da teoria, sendo
o resto da álgebra redundante para esse propósito. Há diferentes escolhas equivalentes para a
subálgebra osp(2|2). Podemos tomar, por exemplo, H,D,K,Q1, Q3, Q̃1, Q̃3,W13, onde o último
operador corresponde à R-simetria u(1) de osp(2|2). Outra escolha posśıvel consiste em tomarmos

os operadores H,D,K,Q2, Q4, Q̃2, Q̃4, S2. Mas, também como visto anteriormente, é preciso levar
em conta toda a álgebra D(2, 1;α) para termos a R-simetria completa.
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Também como antes, o Hamiltoniano β-deformado Hosc é definido por

Hosc =
1

2
{aI , a†I} = H +K =

1

2
(−∂2

x + x2 +
β2 + βγ5

x2
) · I4 (3.4.6)

e os comutadores

[Hosc(β), aI ] = −aI , [Hosc(β), a†I ] = a†I (3.4.7)

atestam que os operadores a†’s e a’s são operadores de criação e aniquilação.
Quatro estados de peso mı́nimo distintos são definidos por aIψ = 0 com I = 1, 2, 3, 4. Eles são

(sem normalização)

ψ0++ =


x−βe−

1
2x

2

0
0
0

 , ψ0+− =


0

x−βe−
1
2x

2

0
0

 , (3.4.8)

ψ0−+ =


0
0

xβe−
1
2x

2

0

 , ψ0−− =


0
0
0

xβe−
1
2x

2

 . (3.4.9)

Deve-se notar também que os operadores de criação a†I fecham a supersimetria suave

{a†I , a
†
J} = δIJZ, I, J = 1, 2, 3, 4, [Z, a†I ] = 0, (3.4.10)

onde

Z = 2H − 2K + 4iD. (3.4.11)

Também é pertinente lembrar que nos pontos α = 0,−1 (β = ± 1
2 ) na verdade temos a superálgebra

A(1, 1)⊕ su(2). (3.4.12)

A seleção dos espaços de Hilbert admisśıveis segue o mesmo esquema do caso n = 1 e temos
os seguintes casos:

i) no intervalo β ≤ − 1
2 o espaço de Hilbert corresponde a uma soma direta entre duas represen-

tações de peso mı́nimo com pesos mı́nimos bosônicos. Se β < − 1
2 temos D(2, 1;α) com α

pertencendo ao domı́nio fundamental FD1 ou FD2 dados em (1.3.19);

ii) no intervalo β ≥ 1
2 o espaço de Hilbert é composto pela soma direta de duas representações de

peso mı́nimo com pesos mı́nimos fermiônicos. No caso em que β > 1
2 , α pertence ao domı́nio

fundamental FD5 ou FD6 dados em (1.3.19);

iii) no caso intermediário em que − 1
2 < β < 1

2 pode-se escolher a soma direta entre quatro
representações de peso mı́nimo (duas com peso mı́nimo bosônico e duas com peso mı́nimo
fermiônico). Nesse caso, α pertence ao domı́nio fundamental FD3 ou FD4 encontrados em
(1.3.19).

Focaremos no caso iii) listado acima. Tomando agora os estados normalizados
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ψ̂0++ = N+


x−βe−

1
2x

2

0
0
0

 , ψ̂0+− = N+


0

x−βe−
1
2x

2

0
0

 ,

ψ̂0−+ = N−


0
0

xβe−
1
2x

2

0

 , ψ̂0−− = N−


0
0
0

xβe−
1
2x

2

 (3.4.13)

com N± já introduzidos em (3.3.15), a degenerescência dos estados bosônicos (fermiônicos) é
removida pelo operador S2 ([S2, γ5] = [S2, Hosc(β)] = 0).

Levando em conta a redundância de D(2, 1;α) enquanto superálgebra geradora de espectro, o
espaço de Hilbert é gerado pelas autofunções dadas por

(a†1)n(a†3)mψ̂0ερ = ψnm;ερ, n,m ∈ N0, (3.4.14)

com respectivas energias

En,m;ε,ρ =
1

2
− εβ + n+m. (3.4.15)

A ortonormalização dos estados ψnm;ερ segue os mesmos passos do caso n = 1 já apresentado.
Uma transformação de similaridade, análoga à (3.3.10), é dada pela matriz γ4.Sendo g um

operador de (3.4.2), a transformação de similaridade se define por

g 7→ g′ = γ4gγ4 (3.4.16)

e, em particular, temos

H ′osc(β) = Hosc(−β). (3.4.17)

Sem perda de generalidade podemos, então, escolher β ≥ 0. Para o caso iii) listado acima, temos,
dessa forma, 0 < β < 1

2 e tal corresconde ao domı́nio fundamental FD4 (− 1
2 < α < 0) listado em

(1.3.19). Nesse intervalo, os estados fundamentais são dois estados bosônicos degenerados, ψ̂0,+,ρ,
cuja energia é

Evac = −α. (3.4.18)

Como comentário final, devemos observar que, como α varre todo um domı́nio fundamental,
todas as superálgebras não equivalentes D(2, 1;α) (para α real) possuem sistema f́ısico associado.
Ou seja, não há nenhum “salto” entre as superálgebras geradoras de espectro dadas aqui.

3.5 n = 2 com deformação distinta e superálgebra geradora
de espectro osp(2|2)

Agora apresentaremos um caso que não é um oscilador do tipo Klein. Na construção das matrizes
bloco anti-diagonais em (3.2.2) para n = 2, há uma segunda possibilidade de solução para MI

diferente da apresentada em (3.2.7) e tal é dada por MI = νγ̃I + ibγIγ5, onde γ̃I é, a menos de um
sinal, uma das matrizes γ (diferente de γI e γ5) dadas em (3.4.1). Para obdecer as restrições (3.2.3),
(3.2.4) e (3.2.5) devemos ter no máximo dois MI distintos, isto é I = 1, 2. Já o requerimento de
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que VI = 1
2 (M2

I − iγIMI) seja diagonal implica V1 = V2 e, portanto, b = 1
2 enquanto ν pode ser

um número real arbitrário.
A menos de transformações de similaridade, Q1 e Q2 podem ser expressos como

Q1 =
i√
2

(γ1∂x − i
M1

x
), M1 = νγ2 +

i

2
γ1γ5,

Q2 =
i√
2

(γ3∂x − i
M2

x
), M2 = −νγ4 +

i

2
γ3γ5. (3.5.1)

Sendo γI as mesmas matrizes dadas em (3.4.1).

Além dos operadores Q1 e Q2, os demais operadores de osp(2|2) são H,K,D, J, Q̃1, Q̃2. Em
particular,

H = −1

2
∂2
x · I4 +

1

x2
V, (3.5.2)

onde

V =
1

8
diag(4ν2 + 8ν + 3, 4ν2 − 8ν + 3, 4ν2 − 1, 4ν2 − 1) (3.5.3)

e

J = −iE34 + iE43 (3.5.4)

(Eij denota a matriz com 1 na entrada ij e zero demais). Já os operadores D,K, Q̃1, Q̃2 não são
afetados pela deformação MI e podem ser expressos como

D = − i
2

(x∂x +
1

2
) · I4, K =

1

2
x2 · I4, Q̃1 =

1√
2
xγ1, Q̃2 =

1√
2
xγ3. (3.5.5)

As relações de (anti)comutação permanecem exatamente as mesmas que as encontradas em (3.3.3).
Novamente podemos definir os operadores de criação e aniquilação através das combinações

aI = QI + iQ̃I , a
†
I = QI − iQ̃I . (3.5.6)

Eles fecham, aos pares, a álgebra de Heisenberg deformada

[aI , a
†
I ] = I4 +GI , (3.5.7)

onde

G1 = diag(−1− 2ν,−1 + 2ν, 1− 2ν, 1 + 2ν),

G2 = diag(−1− 2ν,−1 + 2ν, 1 + 2ν, 1− 2ν). (3.5.8)

Como G2
I não é proporcional a I4, não temos mais um oscilador do tipo Klein aqui.

Também podemos definir o Hamiltoniano Hosc do oscilador deformado, o qual dado por

Hosc = H +K =
1

2
{a1, a

†
1} =

1

2
{a2, a

†
2} =

1

2
(−∂2

x + x2) · I4 +
1

x2
V. (3.5.9)
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Levando em conta que

{GI , aI} = {GI , a†I} = 0, (3.5.10)

podemos ver que aI (a†I) são de fato operadores de aniquilação (criação), pois satisfazem

[Hosc, aI ] = −aI , [Hosc, a
†
I ] = a†I . (3.5.11)

Camo antes, γ5 é o operador de número fermiônico com autovalor 1 para estados bosônicos e −1
para os fermiônicos.

Estamos agora em condições de introduzir as representações de peso mı́nimo definidas por

aIψ = 0, I = 1, 2. (3.5.12)

Dois estados de peso mı́nimo (ambos bosônicos) são obtidos, a saber,

ψ1
0,0 =


x−( 1

2 +ν)e−
1
2x

2

0
0
0

 , ψ2
0,0 =


0

x(ν− 1
2 )e−

1
2x

2

0
0

 . (3.5.13)

Os estados fermiônicos ψ1
1,0 = a†1ψ

1
0,0, ψ2

1,0 = a†1ψ
2
0,0, ψ1

0,1 = a†2ψ
1
0,0, ψ2

0,1 = a†2ψ
2
0,0 satisfazem

a2ψ
1
1,0 = a2ψ

2
1,0 = a1ψ

1
0,1 = a1ψ

2
0,1 = 0, mas ainda pertencem às representações de peso mı́nimo

induzidas por ψ1
0,0 e ψ2

0,0.

Como mostrado no Apêndice B, uma autofunção da forma xβe−
1
2x

2

é normalizável se β > − 1
2 .

Disso segue-se que

ν 6= 0. (3.5.14)

Além disso, teremos apenas um estado de peso mı́nimo, sendo esse ψ1
0,0 para ν < 0 e ψ2

0,0 para
ν > 0. A energia de vácuo fica então definida por

Evac = −1

2
+ |ν| (3.5.15)

e o espectro da teoria toma a forma

En = −1

2
+ |ν|+ n, n ∈ N0. (3.5.16)

Com exceção do estado fundamental, todos os estados são duplamente degenerados. Ou seja,
temos uma torre de estados da foma (1, 2, 2, 2, . . .). Além disso, os operadores de criação fecham
uma álgebra de supersimetria suave N = 2 através das relações

{a†I , a
†
J} = δIJZ, [Z, a†I ] = 0, (3.5.17)

com

Z = 2H − 2K + 4iD. (3.5.18)

Agora, consideremos ν > 0. O estado fundamental (já normalizado) será
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ψ̂2
0,0 =

1√
Γ(ν)

ψ2
0,0. (3.5.19)

Dado o ńıvel de energia n, os estados posśıveis serão (a†1)n1(a†2)n2 ψ̂2
0,0, onde n = n1 +n2. Devido a

(3.5.17), apenas dois autoestados distintos (a menos de uma fase) existem em cada ńıvel de energia
com n > 0 como já antecipado. Podemos escolher eles como sendo

ψ2
n,0 = (a†1)nψ̂2

0,0, ψ2
n−1,1 = (a†1)n−1a†2ψ̂

2
0,0. (3.5.20)

Seguindo o mesmo método empregado na Seção 3.2, podemos obter os estados ortonormais, os
quais são

ψ̂2
n,0 = Nn,0ψ

2
n,0, ψ̂2

n−1,1 = Nn−1,1ψ
2
n−1,1, (3.5.21)

onde

Nn,0 =
(

2n
⌊n

2

⌋
! (ν)dn2 e

)−1/2

,

N2m−1,1 =
1√

22m(m− 1)! (ν)m+1

, N2m,1 =
1√

22m+1m! (ν)m+1

. (3.5.22)

Nas equações acima, (ν)m denota o śımbolo de Pochhammer enquanto bxc e dxe são, respectiva-
mentes, as funções piso e teto.

3.6 Comentários finais

Na Seção 3.2 apresentamos as condições a serem satisfeitas para que tenhamos um oscilador
deformado com superálgebra geradora de espectro. Ao satisfazermos as condições (3.2.3) e (3.2.4)
temos um sistema quântico supersimétrico com invariância de escala. A existência de uma álgebra
geradora de espectro superconforme vem das condições adicionais (3.2.5) e (3.2.6).

Nós apresentamos nas seções seguintes as soluções mais gerais para n = 1 e n = 2, sendo o
último caso dividido entre a solução com oscilador do tipo Klein e a que não é um oscilador do
tipo Klein. Não tratamos dos casos em que n ≥ 3, mas vamos tecer alguns comentários. O único
sistema não trivial encontrado até o momento com n ≥ 3, o qual satisfazendo as condições que
apresentamos nesse caṕıtulo, foi apresentado em [60]. Trata-se de um oscilador deformado que
não é do tipo Klein, com n = 4 e superálgebra geradora de espectro F (4) (supersimetria N = 8).
Outro aspecto importante é que não há nenhum parâmetro de deformação, fazendo desse sistema
um sistema unicamente definido. No entanto tal achado se deve à imensa simetria do sistema e da
covariância octoniônica dos operadores. Os resultados de [60] também descartam a possibilidade de
sistemas com n = 4 não triviais baseados na covariância octoniônica com superálgebras geradoras
de espectro osp(8|2) e G(3).

Dessa forma, podemos fazer o seguinte sumário:

i) para n = 1 temos um oscilador deformado do tipo Klein com parâmetro de deformação real
β. No limite β → 0, o oscilador não deformado é recuperado e tanto o oscilador deformado
como não deformado possuem superálgebra geradora de espectro osp(2|2);

ii) Para n = 2 temos dois casos com cada um trazendo uma nova caracteŕıstica. Para a deformação
do tipo Klein, a qual depende do parâmetro α, temos como superálgebra geradora de espectro
D(2, 1;α), mas osp(4|2) é recuperada quando fazemos α→ 0. No caso em que a deformação
não é do tipo Klein, no entanto, temos que a superálgebra geradora de espectro é osp(2|2),
a deformação depende do parâmetro ν 6= 0 e não é posśıvel recuperar o caso não deformado
por variação cont́ınua de ν.
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iii) Para n = 4 apenas se conhece o caso em que a superálgebra geradora de espectro é F (4). o
sistema é unicamente definido e não é posśıvel recuperar o caso não deformado a partir dele.



Caṕıtulo 4

Mecânica Quântica Superconforme
em Três Dimensões

Nesse caṕıtulo apresentaremos uma representação da simetria superconforme sl(2|1) em três di-
mensões. Como anteriormente, a representação trigonométrica nos será de maior interesse e nosso
foco de análise. Também como nos casos anteriores, o Hamiltoniano trigonométrico será um osci-
lador deformado onde a álgebra superconforme age como superálgebra geradora de espectro. Os
resultados aqui apresentados também estão dispońıveis em [33].

4.1 Hamiltoniano parabólico

Não há ainda um método como o encontrado em [32] e exposto no caṕıtulo anterior para construir
a representação apresentada aqui. No entanto podemos dizer que os Hamiltonianos que serão
expostos foram obtidos de forma inspirada pelos procedimentos do caṕıtulo anterior. Como não
temos um método propriamente dito, vamos começar diretamente com as álgebras de Clifford e
construir a representação de sl(2|1) a partir delas.

Definamos as representações de Cl (2, 0) e Cl(0, 3) que usaremos aqui. Elas são

γa = σa ⊗ I2, a = 1, 2 Cl(2, 0)

hi = I2 ⊗ iσi, i = 1, 2, 3 Cl(0, 3) (4.1.1)

onde σa e σi são matrizes de Pauli. Note que γa são bloco anti-diagonais enquanto hi são bloco

diagonais. Além disso, temos γ3 = −iγ1γ2 =

(
I 0
0 −I

)
, o qual se trata do operador de número

fermiônico. As matrizes em (4.1.1) são matrizes complexas 4× 4 e satisfazem as relações

{γa, γb} = 2δabI4, {hi, hj} = −2δijI4, [γa, hi] = 0. (4.1.2)

É interessante que sejam introduzidos os operadores r · h = xihi e L · h = Lihi, onde Li =
−iεijkxj∂k e xi são os operadores de posição em coordenadas cartezianas (i = 1, 2, 3). Esses
operadores satisfazem as relações

{r · h,L · h} = −2ir · h, (L · h)
2

= −L2 − iL · h, (4.1.3)

que são resultados inesperadamente cruciais para obter os demais resultados apresentados aqui.
Agora podemos definir os operadores supersimétricos e eles são

57
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Qa = γa
r · h√

2r

(
∂r −

β

r
γ3 + i

L · h
r

)
, (4.1.4)

onde β é um parâmetro real e r =
√
xixi. Assim, o Hamiltoniano parabólico será

H3D = Q2
a = −1

2
∇2 − β

r2
γ3

(
iL · h− 1

2

)
+
β2

2r2

=

(
− 1

2∇
2 + β

r2σ · L + β(β+1)
2r2 0

0 − 1
2∇

2 − β
r2σ · L + β(β−1)

2r2

)
. (4.1.5)

Os parceiros conformes de Qa são

Q̄a = −ir · h√
2
γa, (4.1.6)

o que nos leva a ter o operador

K =
(
Q̄a
)2

=
r2

2
. (4.1.7)

Finalmente, o anticomutador entre Qa e Q̄b nos dá

{
Qa, Q̄b

}
= −iεab

(
3

2
γ3 + β

)
+ iδab

(
r∂r +

3

2

)
. (4.1.8)

Definindo

I = i

(
3

2
γ3 + β

)
, D = i

(
r∂r +

3

2

)
, (4.1.9)

nós podemos ver que a superálgebra é sl (2|1) com I sendo o gerador da R-simetria U(1).

4.2 Hamiltoniano trigonométrico

Para obter o Hamiltoniano trigonométrico, faremos exatamente como já feito nos casos anteriores
e definir

Q±a = Qa ∓ iQ̄a, (4.2.1)

sendo que Qa e Q̄a são definidos em (4.1.4) e (4.1.6). Ou seja,

Q±a = γa
r · h√

2r

(
∂r ∓ r −

β

r
γ3 + i

L · h
r

)
. (4.2.2)

O Hamiltoniano trigonométrico, ao seguirmos o “truque” dff [26], será dado por

H3D = H3D +K = −1

2
∇2 − β

r2
γ3

(
iL · h− 1

2

)
+
β2

2r2
+
r2

2

=

(
− 1

2∇
2 + β

r2σ · L + β(β+1)
2r2 + r2

2 0

0 − 1
2∇

2 − β
r2σ · L + β(β−1)

2r2 + r2

2

)
.

(4.2.3)
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A forma do Hamiltoniano ainda é bem similar a dos casos já discutidos, mas é especialmente
similar co Hamiltoniano (2.4.13) (também pode ser encontrado em [31]) e, de fato, como veremos
adiante na Seção 4.4, quando reduzirmos esse Hamiltoniano a duas dimensões, obteremos (2.4.13)
como parte dele.

4.3 A álgebra superconforme como superálgebra geradora
de espectro

4.3.1 Estados de peso mı́nimo

Os operadores Q’s definidos em (4.2.2) são em verdade operadores de criação e aniquilação. Com
efeito, é verificável que [

H3D, Q
±
a

]
= ±Q±a . (4.3.1)

Tendo isso em mente, podemos calcular os estados de peso mı́nimo obtidos a partir de Q−a |Λ0〉 = 0,
sendo Λ0 um conjunto apropriado de números quânticos, e esperar que sejam autoestados do
Hamiltoniano. Para tornar nosso trabalho mais simples, vamos escrever

Q±a = AaB, Aa = γa
r · h√

2r
, B = I4

(
∂r ∓ r −

β

r
γ3 + i

L · h
r

)
, (4.3.2)

e observar que Aa |Λ0〉 = 0⇐⇒ |Λ0〉 = 0. Assim, nos basta solucionar B |Λ0〉 = 0 para termos os
estados de peso mı́nimo. Por claridade, vamos reescrever B como

B =

(
∂r + r − β

r −
2
rS · L 0

0 ∂r + r + β
r −

2
rS · L

)
, S =

1

2
σ. (4.3.3)

Agora, seja 〈x |Λ0〉 = ψ+
0jm + ψ−0jm + ψ̃+

0jm + ψ̃−0jm = ψΛ0
o ansatz com

ψ±0jm = e± ⊗ f±(r)Yjm
(
l = j − 1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃±0jm = e± ⊗ f̃±(r)Yjm
(
l = j +

1

2
; θ, φ

)
, (4.3.4)

onde Yjm (l; θ, φ) é a função angular de spin definida por

Yjm
(
l = j ∓ 1

2
; θ, φ

)
=
∑
m′,ε

(l,m′, ε|j,m)Y m
′

l (θ, φ)eε, (ε = +,−) (4.3.5)

=
1√

2l + 1

 ±√l ±m+ 1
2Y

m− 1
2

l (θ, φ)√
l ∓m+ 1

2Y
m+ 1

2

l (θ, φ)

 (4.3.6)

com Y m
′

l (θ, φ) sendo os harmônicos esféricos em coordenadas esféricas, e+ =

(
1
0

)
, e− =

(
0
1

)
e (l,m′, ε|j,m) os coeficientes de Clebsch-Gordan. A utilidade das funções angulares Yjm (l; θ, φ)

se dá pelo fato de serem autofunções simultâneas de J2 = (L + S)
2
, J3 = L3 + S3, S2, L2 e S · L.

Com efeito, pode-se verificar que
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J2Yjm (l; θ, φ) = j(j + 1)Yjm (l; θ, φ) ,

J3Yjm (l; θ, φ) = mYjm (l; θ, φ) ,

S2Yjm (l; θ, φ) =
3

4
Yjm (l; θ, φ) ,

L2Yjm (l; θ, φ) = l(l + 1)Yjm (l; θ, φ) ,

S · LYjm (l; θ, φ) =
1

2

(
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

)
Yjm (l; θ, φ) . (4.3.7)

Através desse último resultado, BψΛ0 = 0 dá-nos(
∂r + r − 1

r

[
j(j + 1− l(l + 1)− 3

4
± β

]){
f±(r)

f̃±(r)
= 0 (4.3.8)

e é fácil verificar que

f±(r)

f̃±(r)

}
= r[±β+j(j+1)−l(l+1)− 3

4 ]e−
r2

2 (4.3.9)

é uma solução de (4.3.8).

As autofunções ψ±0jm e ψ̃±0jm devem ser normalizáveis. Comecemos obtendo a condição de

normalização paraψ±0jm. Precisamos ter∫
d3xψ±†0jmψ

±
0jm <∞. (4.3.10)

Ou seja, ∫
dΩY†jmYjm

∫ ∞
0

(f±(r))2r2dr <∞, (4.3.11)

onde dΩ é um ângulo sólido infinitesimal. Como Yjm (l; θ, φ) são ortonormais devido à ortonor-
malidade dos harmônicos esféricos, nós acabamos ficando com a condição

∫ ∞
0

(f±(r))2r2dr <∞∫ ∞
0

r2[±β+j(j+1)−l(l+1)− 3
4 ]+1e−r

2

rdr <∞. (4.3.12)

Fazendo a mudança de mariáveis r2 = y e usando ±β+j(j+1)−l(l+1)− 3
4 = α± por simplicidade,

temos

1

2

∫ ∞
0

yα±+ 3
2−1e−ydy =

1

2
Γ

(
α± +

3

2

)
, (4.3.13)

onde Γ é a função gama. O resultado é, então, finito e positivo apenas se α± + 3
2 > 0. Para ψ̃±0jm

o procedimento é igual. Juntando os resultados, temos
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f+ : β + j − 1

2
+

3

2
> 0⇒ β > − (j + 1) ,

f̃+ : β − j − 3

2
+

3

2
> 0⇒ β > j,

f− : − β + j − 1

2
+

3

2
> 0⇒ β < j + 1,

f̃− : − β − j − 3

2
+

3

2
> 0⇒ β < −j. (4.3.14)

Como j ≥ 1
2 , devemos observar que nenhum ψ̃±0jm é normalizáveis no intervalo − 1

2 ≤ β ≤
1
2 . Para

evitar confusão, escrevamos f± e f̃± em termos de j:

f±(r) = r±β+j− 1
2 e−

r2

2 , f̃±(r) = r±β−j−
3
2 e−

r2

2 . (4.3.15)

Devemos enfatizar que a notação “∼” sempre se referirá aos casos com l = j + 1
2 .

Dado l = j ± 1
2 , ao aplicarmos H3D sobre ψ±0jm e ψ̃±0jm, temos

l = j − 1

2
: H3Dψ

±
0jm = (1 + j ± β)ψ±0jm,

l = j +
1

2
: H3Dψ̃

±
0jm = (−j ± β) ψ̃±0jm, (4.3.16)

que nos dá quatro conjuntos de estados de peso mı́nimo com energias

l = j − 1

2
: E±0,j = 1 + j ± β,

l = j +
1

2
: Ẽ±0,j = −j ± β. (4.3.17)

É pertinente observar que (4.3.14) garante que os estados normalizáveis sempre terão energia
positiva.

Retornando à equação (4.3.13), essa também nos dá o fator de normalização. Com efeito, sendo

α± = ±β + j − 1
2 para f± e α± = ±β − j − 3

2 para f̃±, os estados normalizados são

ψ̂±0jm = M±β0j ψ
±
0jm,

ˆ̃
ψ
±

0jm = M̃±β0j ψ̃
±
0jm, (4.3.18)

onde

M±β0j =

√
2

Γ (±β + j + 1)
, M̃±β0j =

√
2

Γ (±β − j)
. (4.3.19)

Agora, levando em conta que∫
dΩY†jm(l; θ, φ)Yj′m′(l′; θ, φ) = δjj′δmm′δll′ , (4.3.20)

fica clara a ortonormalidade do conjunto {ψ̂±0jm,
ˆ̃
ψ
±

0j′m′}, pois ψ̂+
0jm e ψ̂−0jm são ortonormais por

construção (o mesmo para
ˆ̃
ψ

+

0j′m′ e
ˆ̃
ψ
−

0j′m′) e ψ̂±0jm possui l diferente de
ˆ̃
ψ
±

0jm por definição.
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4.3.2 Estados excitados

Até agora, temos apenas os estados de peso mı́nimo, mas podemos obter os demais autoestados
de H3D e gerar o restante do espaço de Hilbert ao aplicarmos repetidas vezes os operadores de
criação Q+

a sobre os estados de peso mı́nimo. Um cálculo direto pode ser muito confuso, mas a
identidade

r · σ
r
Yjm

(
l = j ± 1

2
; θ, φ

)
= −Yjm

(
l = j ∓ 1

2
; θ, φ

)
(4.3.21)

faz de nosso trabalho um muito mais fácil. Comecemos por escrever os operadores Q+
a como

Q+
a =

i√
2
γa

 r·σ
r

(
∂r − r − β

r −
2L·S
r

)
0

0 r·σ
r

(
∂r − r + β

r −
2L·S
r

)  . (4.3.22)

Ao aplicarmos sobre ψ+
0jm, temos

Q+
a ψ

+
0jm =

i√
2
γa

 r·σ
r

(
∂r − r − β

r −
2L·S
r

)
0

0 r·σ
r

(
∂r − r + β

r −
2L·S
r

) ( f+(r)Yjm
(
j − 1

2 ; θ, φ
)

0

)

= − i√
2
γaYjm

(
j +

1

2
; θ, φ

)( [
∂r − r −

j(j+1)−l(l+1)− 3
4 +β

r

]
f+(r)

0

)
. (4.3.23)

Agora, dado (4.3.15), segue-se que

[
∂r − r −

β + j − 1
2

r

]
f+(r) = −2rβ+j+ 1

2 e−
r2

2 . (4.3.24)

Portanto o novo autoestado será dado por

ψ̃−1jm =
√

2iγa

(
rβ+j+ 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
l = j + 1

2 ; θ, φ
)

0

)
. (4.3.25)

O mesmo cálculo pode ser feito para ψ̃+
0jm e, nesse caso, o novo autoestado será

ψ−1jm =
√

2iγa

(
rβ−j−

1
2 e−

r2

2 Yjm
(
l = j − 1

2 ; θ, φ
)

0

)
, (4.3.26)

Devemos observar agora que γ1 =

(
0 I
I 0

)
e γ2 = i

(
0 I
−I 0

)
. Isso implica que Q+

1 e Q+
2

nos dão os mesmos autoestados a menos de uma fase e que Q+
1 é suficiente para obter os demais

autoestados. Ou seja, apenas uma subálgebra osp(1|2) ⊂ sl (2|1) é requerida para gerar o espectro.
No entanto é preciso lembrar que Q+

2 ainda é necessário dentro da álgebra para termos a R-simetria
I. Esse é o mesmo aspecto já observado no caṕıtulo anterior para as superálgebras geradoras de
espectro lá definidas. Por fim, nossos novos autoestados são

ψ−1jm = e− ⊗
√

2irβ−j−
1
2 e−

r2

2 Yjm
(
l = j − 1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃−1jm = e− ⊗
√

2irβ+j+ 1
2 e−

r2

2 Yjm
(
l = j +

1

2
; θ, φ

)
. (4.3.27)
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É pertinente que façamos aqui uma comparação rápida entre os estados ψ−1jm e ψ−0jm = e− ⊗
r−β+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2 ; θ, φ
)
. Primeiro devemos notar que ψ−1jm estará no espaço de Hilbert

se ψ̃+
0jm for normalizável e devemos ter β > j para que isso aconteça. Por outro lado, para a

normalização de ψ−0jm é-nos requerido β < j + 1, como foi mostrado em (4.3.14). Disso temos as
seguintes situações:

i) β ≥ j + 1 : apenas ψ̃+
0jm é normalizável e ψ−0jm não está no espaço de Hilbert, mas pode-se

verificar que Qaψ
−
0jm = ψ̃+

1jm é proporcional a ψ̃+
0jm quando β = j + 1

ii) j + 1 > β > j: ambos ψ̃+
0jm e ψ−0jm são normalizáveis e pertencem ao espaço de Hilbert.

iii) β ≤ j : somente ψ−0jm é normalizável e ψ̃+
0jm não pertente ao espaço de Hilbert, no entanto

temos ψ−1jm ∝ ψ
−
0jm se β = j.

O que podemos concluir disso tudo é o seguinte: indo de β > j para β = j, temos que os estados
ψ−0jm e ψ−1jm se tornam um e, indo de β < j+ 1 para β = j+ 1, os estados ψ̃+

0jm e ψ̃+
1jm se tornam

o mesmo. Conclusões similares são válidas para ψ̃−0jm e ψ̃−1jm assim como entre os estados ψ+
0jm e

ψ+
1jm.

Indo além na cadeia de estados iniciada por ψ+
0jm, obtemos os autoestados

ψ+
0jm = e+ ⊗ rβ+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
,

Q+
1 ψ

+
0jm =

√
2ie− ⊗ rrβ+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

(
Q+

1

)2
ψ+

0jm = −2e+ ⊗
(
β + j + 1− r2

)
rβ+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
,

(
Q+

1

)3
ψ+

0jm = 2
√

2ie− ⊗
(
(β + j + 2) r − r3

)
rβ+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
. (4.3.28)

Como os resultados são semelhantes começando com outros estados de peso mı́nimo, o padrão que
observamos aqui é que a forma geral dos autoestados deve ser pkj(r)ψ

±
0jm e p̃kj(r)ψ̃

±
0jm, com pkj(r)

e p̃kj(r) sendo polinômios de r. Além disso, verifica-se que a operação Q+
1 vai de l = j − 1

2 para
l = j + 1

2 e vice-versa. Dada essa última conclusão, podemos definir os polinômios por recursão

ao prestarmos atenção no autovalor apropriado de L · S em (4.3.22) para cada aplicação de Q+
1 .

Segue-se, portanto, que os autoestados são

ψ±2k,jm = Q2k
1 ψ±0jm = e± ⊗ (−1)k2kp±β2k,j (r) r±β+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃±2k+1,jm = Q2k+1
1 ψ∓0jm = e± ⊗ i(−1)k2k+ 1

2 p∓β2k+1,j (r) r∓β+j− 1
2 e−

r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃±2k,jm = Q2k
1 ψ̃±0jm = e± ⊗ (−1)k2kq±β2k,j(r)r

±β−j− 3
2 e−

r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ψ±2k+1,jm = Q2k+1
1 ψ̃∓0jm = e± ⊗ i(−1)k2k+ 1

2 q∓β2k+1,j(r)r
∓β−j− 3

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
, (4.3.29)

onde
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p±β2k,j (r) =
1

22k

(
r−α±e

r2

2 0

)(
0 ∂r − r + α±+2

r
∂r − r − α±

r 0

)2k
(
rα±e−

r2

2

0

)
,

p±β2k+1,j (r) =
1

22k+1

(
0 r−α±e

r2

2

)(
0 ∂r − r + α±+2

r
∂r − r − α±

r 0

)2k+1
(
rα±e−

r2

2

0

)
,

q±β2k,j(r) =
1

22k

(
r−α

′
±e

r2

2 0

)(
0 ∂r − r +

α′±+2

r

∂r − r −
α′±
r 0

)2k(
rα
′
±e−

r2

2

0

)
,

q±β2k+1,j(r) =
1

22k+1

(
0 r−α

′
±e

r2

2

)( 0 ∂r − r +
α′±+2

r

∂r − r −
α′±
r 0

)2k+1(
rα
′
±e−

r2

2

0

)
,

(4.3.30)

com

α± = ±β + j − 1

2
,

α′± = ±β − j − 3

2
. (4.3.31)

Pode-se dizer que as expressões (4.3.30) são as fórmulas de Rodrigues [63] para esses polinômios.
Analisaremos eles em maior profundidade em breve. Abaixo seguem explicitamente os primeiros
desses polinômios.

k p±βk,j

0 1
1 −r
2 r2 ∓ β − j − 1
3 −r3 + (±β + j + 2) r
4 r4 + 2 (±β + j + 2) r2 + (±β + j + 2) (±β + j + 1)

k q±βk,j

0 1
1 −r
2 r2 ∓ β + j
3 −r3 + (±β − j + 1) r
4 r4 + 2 (±β − j + 1) r2 + (±β − j + 1) (±β − j)

Por completude vamos mostrar que tipo de oscilador temos aqui. Usando (4.2.1) obtemos

[
Q+
a , Q

−
b

]
=
[
Qa − iQa, Qb + iQb

]
= i
[
Qa, Qb

]
− i
[
Qa, Qb

]
+ [Qa, Qb] +

[
Qa, Qb

]
(4.3.32)

e, dado (4.1.4) e (4.1.6), segue-se que[
Q+
a , Q

−
b

]
= δab (3− 2βγ3 + 2iL · h) + 2εabγ3H (4.3.33)

A deformação não é do tipo Klein (veja [64]).
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4.3.3 Ortogonalidade e normalização

O conjunto dos estados de peso mı́nimo, {ψ̂±0jm,
ˆ̃
ψ
±

0j′m′}, é ortonormal, como já mostrado, devido
à ortonormalidade das funções angulares de spin Yjm(l; θ, φ). Pela mesma razão, para mostrar

a ortogornalidade do conjunto de estados {ψ±kjm, ψ̃
±
k′j′m′}, basta nos preocuparmos com os casos

em que j = j′ e m = m′, mas k podendo diferir. Nesse caso a ortogonalidade é imediata utili-

zando os operadores de criação e aniquilação. Com efeito, se temos |2k, jm〉± =
(
Q+

1

)2k |0, jm〉±,

|2k + 1, jm〉± =
(
Q+

1

)2k+1 |0, jm〉∓ e Q−1 =
(
Q+

1

)†
, então, sem perda de generalidade podemos

escolher k′ > k e ± 〈2k′, jm |2k, jm〉± será

± 〈2k′, jm |2k, jm〉± = ± 〈0, jm|
(
Q−1
)2k′ |2k, jm〉±

∝ ± 〈0, jm|
(
Q−1
)2(k′−k) |0, jm〉±

= 0. (4.3.34)

Para 2k + 1 o argumento é o mesmo. Esse resultado por si só garante a ortogonalidade dos
polinômios introduzidos em (4.3.29), mas iremos além e mostrar que eles são essencialmente os
polinômios de Laguerre associados [63]

L
(γ)
k (x) =

x−γex

k!

(
d

dx

)k
xγ+ke−x. (4.3.35)

Para tanto, comecemos pelas equações (4.3.30) e, por simplicidade, reescrever os polinômios na
forma

pα2k (r) =
(
r−αe

r2

2 0

)(
0 ∂r − r + α+2

r
∂r − r − α

r 0

)2k
(
rαe−

r2

2

0

)
,

pα2k+1 (r) =
(

0 r−αe
r2

2

)(
0 ∂r − r + α+2

r
∂r − r − α

r 0

)2k+1
(
rαe−

r2

2

0

)
. (4.3.36)

Veja que temos p±βk,j se α = ±β + j − 1
2 assim como q±βk,j se α = ±β − j − 3

2 . Agora separaremos
os polinômios de ı́ndice par dos de ı́mpar. Para os polinômios de ı́ndice par é válido que

pα2(k+1) (r) =
1

4
r−αe

r2

2

(
∂r − r +

α+ 2

r

)(
∂r − r −

α

r

)
pα2kr

αe−
r2

2 (4.3.37)

e, assim, temos

pα2 (r) = r2 − α− 3

2
. (4.3.38)

Portanto, como

L
(γ)
1 (x) = −x+ γ + 1, (4.3.39)

devemos ter x = r2 e γ = α + 1
2 para tentarmos identificar essas duas séries de polinômios. Com

isso em mãos, provaremos que a recursão para 2k em (4.3.36) é equivalente à formula de Rodrigues
para os polinômios de Laguerre associados dada por (4.3.35) a menos de um fator multiplicativo.
Faremos a prova por indução. Para k = 1 isso é verdade pelas identificações já feitas. De fato,
usando (4.3.35), temos o resultado
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L
(α+ 1

2 )
1

(
r2
)

=
(
r2
)−α− 1

2 er
2

∂r2
(
r2
)α+ 1

2 +1
e−r

2

= α+
3

2
− r2 = −pα2 (r) . (4.3.40)

Supondo para k = n, i.e.

pα2n(r) = CnL
(α+ 1

2 )
n

(
r2
)
, Cn = cons., (4.3.41)

para k = n+ 1 (usando (4.3.37)) temos

pα2(n+1) (r) =
Cn
4
r−αe

r2

2

(
∂r − r +

α+ 2

r

)(
∂r − r −

α

r

)
L

(α+ 1
2 )

n

(
r2
)
rαe−

r2

2

=
Cn

4 (n!)
r−αe

r2

2

(
∂r − r +

α+ 2

r

)(
∂r − r −

α

r

)
r−2α−1er

2
[
(∂r2)

n
r2α+1+2ne−r

2
]
rαe−

r2

2

=
Cn

4 (n!)
r−2α−1er

2

(
∂2
r −

2α

r
∂r

)
(∂r2)

n
r2α+1+2ne−r

2

=
Cn

4 (n!)
r−2α−1er

2
(

2 (1− 2α) ∂r2 + 4r2 (∂r2)
2
)

(∂r2)
n
r2α+1+2ne−r

2

=
Cn

4 (n!)

[
2 (1− 2α) r−2α−1er

2

(∂r2)
n+1

r2α+1+2ne−r
2

+

+4r−2α+1er
2

(∂r2)
n+2

r2α−1+2(n+1)e−r
2
]

=
Cn

2 (n!)

[
(1− 2α)

r−2α+1

r2
er

2

(∂r2)
n+1

r2α−1+2(n+1)e−r
2

+

+2
r−2α+3

r2
(∂r2)

n+2
r2α−3+2(n+2)e−r

2

]
=
Cn
2r2

[
(n+ 1) (1− 2α)

(n+ 1)!
r−2α+1er

2

(∂r2)
n+1

r2α−1+2(n+1)e−r
2

+

+2
(n+ 2) (n+ 1)

(n+ 2)!
r−2α+3 (∂r2)

n+2
r2α−3+2(n+2)e−r

2

]
= (n+ 1)

Cn
2r2

(
(1− 2α)L

(α− 1
2 )

n+1 + 2 (n+ 2)L
(α− 3

2 )
n+2

)
. (4.3.42)

Para simplificar, vamos reescrever o resultado com α+ 1
2 = γ e r2 = x:

pα2(n+1) (r) = (n+ 1)
Cn
x

(
−γL(γ−1)

n+1 + (n+ 2)L
(γ−2)
n+2

)
. (4.3.43)

Dada a identidade L
(γ)
k = L

(γ+1)
k − L(γ+1)

k−1 , podemos escrever

pα2(n+1) (r) = (n+ 1)
Cn
x

(
−γL(γ−1)

n+1 + (n+ 2)
(
L

(γ−1)
n+2 − L

(γ−1)
n+1

))
= (n+ 1)

Cn
x

(
− (γ + n+ 2)L

(γ−1)
n+1 + (n+ 2)L

(γ−1)
n+2

)
(4.3.44)

e, usando a identidade xL
(γ+1)
k−1 = (γ + k)L

(γ)
k−1 − kL

(γ)
k , finalmente temos o resultado

pα2(n+1) (r) = − (n+ 1)CnL
(α+ 1

2 )
n+1

(
r2
)
, (4.3.45)

que é o que se queria demonstrar. A demonstração para pα2k+1(r) é análoga, mas nesse caso
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devemos ter pα2k+1(r) = DkrL
(α+ 3

2 )
k

(
r2
)
. A equação (4.3.45) também nos dá uma maneira de

encontrar Ck. Notanto que pα2(k+1) = Ck+1L
(α+ 1

2 )
k+1 = − (k + 1)CkL

(α+ 1
2 )

k+1 e C0 = 1, pode-se

escrever Ck+1 = − (k + 1)Ck e concluir que

Ck = (−1)
k
k!. (4.3.46)

Por fim, juntando também os resultados para pα2k+1(r), nós temos

pα2k (r) = (−1)
k
k!L

(α+ 1
2 )

k

(
r2
)
,

pα2k+1 (r) = (−1)
k+1

k!rL
(α+ 3

2 )
k

(
r2
)
. (4.3.47)

Agora podemos escrever os autoestados em (4.3.29) em termos dos polinômios de Laguerre
associados:

ψ±2k,jm = e± ⊗ 2kk!L
(±β+j)
k

(
r2
)
r±β+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃±2k+1,jm = −e± ⊗ i2k+ 1
2 k!L

(∓β+j+1)
k

(
r2
)
r∓β+j+ 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ψ̃±2k,jm = e± ⊗ 2kk!L
(±β−j−1)
k

(
r2
)
r±β−j−

3
2 e−

r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ψ±2k+1,jm = −e± ⊗ i2k+ 1
2 k!L

(∓β−j)
k

(
r2
)
r∓β−j−

1
2 e−

r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
. (4.3.48)

A normalização agora é imediata de se implementar, pois temos a relação de ortogonalidade
dos polinômios de Laguerre associados∫ ∞

0

dxxγe−xL(γ)
n (x)L(γ)

m (x) =
Γ (n+ γ + 1)

n!
δnm (4.3.49)

e, portanto, podemos extrair o fator de normalização de ψ±2k,jm através de

C2

∫
dΩY†jmYj′m′

1

2

∫ ∞
0

L
(±β+j)
k L

(±β+j)
k′ r2(±β+j)e−r

2

d
(
r2
)

=
C2

2

Γ (k ± β + j + 1)

k!
δjj′δmm′δll′δkk′ ,

(4.3.50)

onde C = 2kk!. O cálculo para os demais casos é análogo. Enfim, os autoestados normalizados
são

ψ̂±2k,jm = e± ⊗M±β2k,jL
(±β+j)
k

(
r2
)
r±β+j− 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
,

ˆ̃
ψ
±

2k+1,jm = e± ⊗ M̃±β2k+1,jL
(∓β+j+1)
k

(
r2
)
r∓β+j+ 1

2 e−
r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ˆ̃
ψ
±

2k,jm = e± ⊗ M̃±β2k,jL
(±β−j−1)
k

(
r2
)
r±β−j−

3
2 e−

r2

2 Yjm
(
j +

1

2
; θ, φ

)
,

ψ̂±2k+1,jm = e± ⊗M±β2k+1,jL
(∓β−j)
k

(
r2
)
r∓β−j−

1
2 e−

r2

2 Yjm
(
j − 1

2
; θ, φ

)
, (4.3.51)
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onde

M±β2k,j =

√
2 (k!)

Γ (k ± β + j + 1)
, M̃±β2k+1,j =

√
2 (k!)

Γ (k ∓ β + j + 2)
,

M̃±β2k,j =

√
2 (k!)

Γ (k ± β − j)
, M±β2k+1,j =

√
2 (k!)

Γ (k ∓ β − j + 1)
(4.3.52)

são os fatores de normalização. Veja que esses fatores são consistentes com (4.3.19). As energias
desses estados são, respectivamente,

E±2k,j = 1 + j ± β + 2k,

Ẽ±2k+1,j = 1 + j ± β + 2k + 1,

Ẽ±2k,j = −j ± β + 2k,

E±2k+1,j = −j ± β + 2k + 1. (4.3.53)

4.4 Recuperando o Hamiltoniano bidimensional

Para obter o Hamiltoniano bidimensional, apenas precisamos restringir L · h e r · h de maneira a
atuarem apenas nas coordenadas do plano. Tais restrições nos dão

L = L3h3, r · h = xihi, i = 1, 2. (4.4.1)

Com esses operadores, temos as relações

{L, r · h} = −ir · h, L2 = −L2
3. (4.4.2)

Da mesma forma que definimos os operadores Q’s em três dimensões, aqui podemos definir

Qa = γa
r · h√

2r

(
∂r −

β

r
γ3 + i

L

r

)
, (4.4.3)

para a representação parabólica. Portanto o Hamiltoniano parabólico é

Q2
a = H2D = −1

2
∇2 − i β

r2
γ3L3 +

β2

2r2
(4.4.4)

=

(
− 1

2∇
2 + β

r2σ3L3 + β2

2r2 0

0 − 1
2∇

2 − β
r2σ3L3 + β2

2r2

)
. (4.4.5)

Tal Hamiltoniano é muito similar ao encontrado em (2.4.5) se tomarmos β = 2λ+1
2 . De fato

o Hamiltoniano na parte inferior é exatamente (2.4.5). Mas aqui as matrizes têm o dobro do
tamanho e os operadores Q’s levam de estados da parte superior para a inferior e vice-versa. Ou
seja, não temos os mesmos Q’s dados em (2.4.2).

Os outros operadores da álgebra são obtidos analogamente ao caso anterior e são dados por
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Q̄a = −ir · h√
2
γa,

K =
r2

2
,

D = i (r∂r + 1) ,

I = i (γ3 + β) . (4.4.6)

Novamente estamos interessados no Hamiltoniano trigonométrico e, como antes, pode-se definir

Q±a = Qa ∓ iQ̄a

= γa
r · h√

2r

(
∂r ∓ r −

β

r
γ3 + i

L

r

)
(4.4.7)

e obter H2D como sendo

H2D = H2D +K = −1

2
∇2 − i β

r2
γ3L3 +

β2

2r2
+
r2

2

=

(
− 1

2∇
2 + β

r2σ3L3 + β2

2r2 + r2

2 0

0 − 1
2∇

2 − β
r2σ3L3 + β2

2r2 + r2

2

)
. (4.4.8)

Mais uma vez esse Hamiltoniano é similar a um conhecido, a saber, o (2.4.13), mas os operadores
de criação e aniquilação em (4.4.7) possuem uma diferença fundamental dos encontrados no caso
anterior. Com efeito, em (2.4.12) a condição de periodicidade sobre θ impõe limitações em relação
a existência de simetria superconforme atuando no espaço de Hilbert em questão, mas aqui o
operador r · h não possui dependência em β e, poranto, não há tal limitação. Isto é, temos a
simetria mantida para qualquer β.

Em relação ao tipo de oscilador que temos, resultado semelhante ao do caso tridimensional
continua válido aqui. Isto é,[

Q+
a , Q

−
b

]
= 2δab (1− βγ3 + iL3h3) + 2εabγ3H, (4.4.9)

H2D é dado por (4.4.8).

4.5 Breve discussão

Há várias questões em aberto sobre os sistemas apresentados. A simetria sl (1|2) é suficiente para
gerar todo o espaço de Hilbert? Como a simetria de rotação se relaciona com a superálgebra aqui
apresentada? Precisamos de uma estrutura mais geral para englobar toda a simetria do sistema?
Existe alguma simetria discreta como a encontrar em (2.4.22) que nos leve a novos operadores,
como (2.4.23), e nos permita construir todos os estados excitados a partir dos estados de vá-
cuo? Como recuperar o oscilador tridimensional usual e relacionar nossos operadores de criação
e aniquilação com os usualmente concebidos no oscilador tridimensional? Como precisamente o
Hamiltoniano em (4.4.8) se relaciona com o encontrado em (2.4.13) e porque um possui limitações
em seu parâmetro e outro não? Infelizmente não temos ainda respostas para essas questões, mas
isso mostra o quão rico é o problema. Investigações já estão em andamento com propósito de clari-
ficar cada um desses pontos e ter um entendimento completo não só desses sistemas, mas também
de outros posśıveis sistemas superconformes em três ou mais dimensões assim como também dos
formados por múltiplas part́ıculas.
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Outro ponto é o de como generalizar o procedimento introduzido no Caṕıtulo 3 para dimen-
sões maiores. Não temos uma resposta definitiva, mas, ao observarmos (2.4.12), (2.4.24), (4.2.2)
e (4.4.7), o que nos é sugerido é que devamos levar em conta um fator global da forma r·h√

2r
na

definição dos Q’s e talvez seja necessário utilizar duas representações de álgebras de Clifford co-
mutantes entre si (uma relacionada com o ı́ndice dos operadores fermiônicos e outra relacionada
com as dimensões do espaço). Mais uma observação pertinente é que o acoplamento spin-órbita
parece estar sempre presente nos casos de duas ou mais dimensões.

Mesmo com as aparentes dificuldades em construir sistemas com simetria superconforme em
mais de uma dimensão, o caminho aqui escolhido parece mais promissor que o começando com os
modelos σ clássicos (como feito no Caṕıtulo 2), já que a dificuldade nesse último método para três
ou mais dimensões envolve sistemas de equações diferenciais não lineares acopladas.



Conclusão

Façamos uma recapitulação do que foi feito. No Caṕıtulo 1 obtemos os modelos σ superconformes
na representação parabólica e trigonométrica para então quantizá-los no Caṕıtulo 2. Já no Caṕıtulo
3 apresentamos um procedimento geral para obter osciladores quânticos deformados superconfor-
mes e mostramos como a álgebra superconforme age como superálgebra geradora de espectro. Por
fim, no Caṕıtulo 4, apresentamos um exemplo de representação da álgebra superconforme sl (2|1)
da qual podemos derivar os modelos parabólico e trigonométrico com três dimensões. Nesse caso,
também investigamos o espectro do modelo trigonométrico utilizando a álgebra superconforme
como superálgebra geradora de espectro.

O procedimento apresentado no Caṕıtulo 2 é aplicável a outros modelos σ superconformes, mas
se torna tecnicamente dif́ıcil para casos com mais de dois campos bosônicos propagantes devido a
dificuldade de se passar para a base de termo cinético constante. Além disso, ao investigarmos os
modelos parabólico e trigonométrico N = 2 (2, 2, 0), observamos que a álgebra superconforme só
se realiza no espaço de Hilbert da teoria se λ = 1

2 + Z ou λ ∈ Z. Outros resultados importantes
obtidos no caso N = 2 (2, 2, 0) trigonométrico são a decomposição do espaço de Hilbert numa
soma direta de infinitas representações de peso mı́nimo de sl (2|1) e o fato de existir um segundo
conjunto de geradores fechando a superálgebra sl (1|2) que nos permite, junto a representação
anterior de sl (2|1), construir todo o espectro da teoria a partir dos estados fundamentais. No
Apêndice A também ilustramos alguns dos resultados através de digaramas e mostramos que uma
regra de superseleção pode ser imposta para remover as degenerescências do modelo e ter um único
vácuo.

A existência de um segundo conjunto de geradores fechando a superálgebra sl (2|1) no modelo
N = 2 (2, 2, 0) trigonométrico nos sugere que a simetria é muito maior do que se esperava inicial-
mente, mas ainda não é claro qual estrutura se necessitará para englobar essa simetria, sendo que
pode até mesmo ser algo mais geral que uma superálgebra. Por exemplo (veja [65]), uma álgebra
de gradação Z2×Z2 é uma possibilidade e deve ser levada em conta nas investigações futuras. No
entanto já é posśıvel antecipar que tal estrutura terá uma representação irredut́ıvel no espaço de
Hilbert em questão.

Indo para o Caṕıtulo 3, devemos enfatizar que os osciladores deformados do tipo Klein encon-
trado em (3.3.7) e (3.4.6) coincidem com os modelos introduzidos em [66] e [31], respectivamente.
Além disso, é um fator comum aos sistemas não só presentes no Caṕıtulo 3, mas também nos
demais, que uma subálgebra da superálgebra geradora de espectro é suficiente para gerar o espaço
de Hilbert. Com efeito, isso acontece nos Hamiltonianos trigonométricos (2.4.13), (3.3.7), (3.4.6) e
(4.2.3). No entanto não vale o mesmo para o Hamiltoniano (3.5.9), o qual não possui deformação
do tipo Klein e, além disso, tem a base de seu espaço de Hilbert composta de um único vácuo e um
par de estados degenerados para cada outro ńıvel de energia. Uma importante observação sobre
esse último caso é a de que o Hamiltoniano não deformano não pode ser obtido por uma variação
cont́ınua do parâmetro ν. As futuras investigações dentro do escopo apresentado aqui devem ser
no sentido de obter resultados para n ≥ 3 (o único exemplo até o momento é o encontrado em
[60], onde n = 4 e a superálgebra é F (4)).

Sobre o Caṕıtulo 4 é importante frisar que, assim como no caso bidimentional trigonométrico
estudado no Caṕıtulo 2, o espaço de Hilbert do caso trigonométrico se decompõe numa soma
direta de infinitas representações de peso mı́nimo de sl (2|1). Mais uma vez se pode questionar se
uma estrutura mais geral é necessária para englobar a simetria completa do sistema. Além disso,
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osp(1|2) ⊂ sl (2|1) é suficiente para gerar o espectro assim como ocorreu no caso investigado no
Caṕıtulo 2 e na maioria dos que foram estudados no Caṕıtulo 3. Como já apontado, há também
uma série de pequenas questões em aberto sobre o caso apresentado nesse caṕıtulo que merecem
atenção. As principais são a de como construir sistematicamente osciladores superconformes em
dimensões maiores que dois (talvez de forma semelhante ao método do Caṕıtulo 3) e como expandir
o escopo dessas contruções para sistemas de várias part́ıculas.

Como comentário final, vamos sublinhar que existe a possibilidade dos modelos aqui expostos
serem aplicados em teorias de higher spin (veja [66]) como uma implementação da holografia
AdS/CFT. Isto tem como base o fato de os osciladores de tipo Klein com superálgebra geradora de
espectro osp(2|2) proverem uma realização da superálgebra de Vasiliev de higher spin introduzida
em [34]. Fora isso, recentemente a relevância, para teorias de higher spin, de osciladores que não
são do tipo Klein também foi apontada [67].
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Apêndice A

Diagramas de N = 2 (2, 2, 0)
Trigonométrico Com λ = 1

2 + Z

Para o modelo N = 2 (2, 2, 0) trigonométrico, podemos represntar a ação dos operadores de
criação e aniquilação da superágebra geradora de espectro através de diagramas. Explicitamente
apresentamos três deles pra diferentes valores de λ, Figuras A.0.1, A.0.2 e A.0.3, respectivamente
associados com as dimensões de escala λ = 1

2 , λ = − 1
2 , λ = − 3

2 . E na Figura A.0.4 o caso geral
λ = 1

2 + Z é apresentado usando um conjunto conveniente de números quânticos.
Nos diagramas, os estados bosônicos (fermiônicos) são representados por pontos brancos (pre-

tos). Pontos cinzas indicam a presença de dois estados degenerados, sendo um bosônico e outro
fermiônico. O eixo vertical é a energia, n, enquanto o eixo horizontal é o momento angular, m. ε
será o número fermiônico (ε = +1 para bósons, ε = −1 para férmions). Linhas sólidas (pontilha-

das) representam as ações dos operadores de criação e aniquilação Q̂
(I)
± ( Q

(I)

± ) com I = 1, 2. Veja
(2.4.11) e (2.4.23).

Os estados de peso mı́nimo de sl(2|1) são os pontos em que as linhas sólidas surgem no sentido
ascendente. Nas Figuras A.0.2 e A.0.4 a existência desses estados de peso mı́nimo não é evidente,
mas podem ser notados ao se aplicar corretamente as operações de criação.

Os operadores Q̂
(1)
± , Q̂

(2)
± (e, de forma similar, Q

(1)

± , Q
(2)

± ), aplicados no estado |n,m, ε〉 que
não seja um estado de peso mı́nimo nos dão os mesmos resultados a menos de uma fase. Assim,
podemos escrever

Q̂
(I)
± |n,m, ε〉 ∝ |n∓ 1,m− ε2λ,−ε〉 ,

Q
(I)

± |n,m, ε〉 ∝ |n∓ 1,m− ε2 (λ+ 1) ,−ε〉 . (A.0.1)

Para os três diagramas, Figuras A.0.1, A.0.2 e A.0.3, pode-se observar várias caracteŕısticas
importantes. Em particular, os estados com n > 0 podem todos serem obtidos aplicando repetidas
vezes os operadores de criação Q̂’s e Q’s sobre os estados fundamentais (n = 0). Ou seja, tanto

os operadores Q̂’s como Q’s são necessários para construir o espaço de Hilbert inteiro a partir dos
estados de menor energia. Em termos de apenas uma das representações de sl(2|1) (seja a com

Q̂′s ou Q’s) o espaço de Hilbert é decomposto numa soma direta de infinitas representações de
peso mı́nimo. Não sabemos ainda qual a estrutura se tem ao juntarmos essas duas representações
de sl(2|1), mas certamente será irredut́ıvel nesse espaço de Hilbert.

Pode-se notar que λ = − 1
2 corresponde ao oscilador bidimensional, mas o espaço de Hilbert

ilustrado em Figura A.0.2 possui dupla degenerescência em cada ponto. Dois autoestados (um
bosônico e outro fermiônico) estão associados a cada par n,m. A introdução de um projetor
adequado nos permite eliminar essa degenerescência e recuperar o espaço de Hilbert do oscila-
dor harmônico bidimensional ordinário. Esse projetor P̂ (P̂ 2 = I), o qual define uma regra de
superseleção, é definido como
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m=0 21 3-1-2-3-4

1

2

3

4

-5 4 5

n=0

Figura A.0.1: Diagrama com λ = 1
2 para os operadores de criação e aniquilação Q̂’s e Q’s.

P̂ = Nfe
iπH, (A.0.2)

ondeNf é o operador de número fermiônico e Ĥ = −2iD̂ é o Hamiltoniano. A regra de superseleção

P̂ |Ψ〉 = |Ψ〉 (A.0.3)

nos dá um espaço de Hilbert onde temos estados bosônicos para n par e estados fermiônicos para
n ı́mpar.

Em particular, a regra de superseleção remove a degenerescência do vácuo (agora apenas bosô-
nico) e nos permite recuperar o oscilador harmônico bidimensional como o modelo N = 2 (2, 2, 0)
superselecionado e com λ = − 1

2 .
Além disso, para qualquer λ = 1

2 + Z o espaço de Hilbert dos osciladores deformados podem
ser formalmente recuperados a partir do caso λ = − 1

2 ilustrado em Figura A.0.2 ao trocarmos o
momento angular m por j, o autovalor do operador J introduzido em (2.4.26).

Introduzamos um novo conjunto de números quânticos:

Ĥ |n, j, ε〉 = (n+ 1) |n, j, ε〉 ; Ĵ |n, j, ε〉 = j |n, j, ε〉 , (j ∈ Z); Nf |n, j, ε〉 = ε |n, j, ε〉 , (ε = ±1).
(A.0.4)

Nessa base, os operadores Q̂
(I)
± , Q

(I)

± agem sobre os estados que não sejam os de peso mı́nimo da
seguinte forma:

Q̂
(I)
± |n, j, ε〉 ∝ |n∓ 1, j + ε,−ε〉 , Q(I)

± |n, j, ε〉 ∝ |n∓ 1, j − ε,−ε〉 . (A.0.5)

Com isso podemos fazer o diagrama em Figura A.0.4, o qual é válido para qualquer λ = 1
2 + Z.

Isso deixa claro que a regra de superseleção (A.0.2) pode ser imposta em qualquer caso λ = 1
2 +Z

e sempre podemos remover a degenerescência do vácuo.
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m=0 21 3 4-1-2-3-4

n=0

1

2

3

4

Figura A.0.2: Diagrama com λ = − 1
2 para os operadores de criação e aniquilação Q̂’s e Q’s.

1

2

3

4

m=0 21 3-1-2-3-4 4 5-5

n=0

Figura A.0.3: Diagrama com λ = − 3
2 para os operadores de criação e aniquilação Q̂’s e Q’s.
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j=0 21 3 4-1-2-3-4

n=0

1
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3

4

Figura A.0.4: Diagrama geral para λ = 1
2 + Z.



Apêndice B

Selecionando o Espaço de Hilbert

Para conhecermos os posśıveis espaços de Hilbert dos modelos superconformes apresentados, pre-
cisamos antes fazer a análise dos casos não supersimétricos com ou sem termo oscilatorial. Ou seja
dos Hamiltonianos [1]

H =
1

2

(
−∂2

x +
g

x2

)
(B.0.1)

e [4]

HDFF =
1

2

(
−∂2

x +
g

x2
+ x2

)
. (B.0.2)

Uma extensiva análise dos posśıveis espaços de Hilbert para g > 0 já foi feita em [58, 59]. Aqui
iremos essencialmente reproduzir alguns resultados de [4, 58, 59] sobre o Hamiltoniano (B.0.2).

Seguindo [68], a função de onda do estado fundamental de HDFF possui a forma

Ψβ = xβe−
1
2x

2

, (B.0.3)

onde β está relacionado com g pela equação

g = β2 − β (B.0.4)

A energia desse estado é, então,

Eβ =
1

2
+ β. (B.0.5)

As duas soluções e (B.0.4) são β±, os quais dados por

β± =
1±
√

1 + 4g

2
. (B.0.6)

Como Eβ precisa ser real, devermos ter β real e, portanto, temos que g deve ser tal que

g ≥ −1

4
. (B.0.7)

A função de onda Ψβ(x) será normalizável se tivermos
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∫ +∞

−∞
dx|Ψβ(x)|2 =

∫ +∞

−∞
dxx2βe−x

2

= Cβ <∞, (B.0.8)

o que nos leva a concluir que

β > −1

2
. (B.0.9)

No intervado

β > 0 (B.0.10)

a função de onda Ψβ(x) pode ser definida para x ≥ 0 (R+) e satisfará a condição de contorno de
Dirichlet na origem (Ψβ(0) = 0).

No intervalo

−1

2
< β ≤ 0 (B.0.11)

a função de onda Ψβ(x) necessariamente deve ser uma função quadrado integravel definida em
toda a reta real.

A simetria dinâmica da equação de Schrödinger com (B.0.1) ou (B.0.2) como Hamiltoniano é
[66] sl(2)⊕u(1). A subálgebra sl(2) é a álgebra geradora de espectro. As autofunções Ψβ±(x) são
estados de peso mı́nimo de sl(2) com HDFF . Todos os estados excitados obtidos ao aplicarmos o
operador de criação sobre Ψβ±(x) pertencem, sendo β± > 0, ao conjunto de funções definidas na
semi-reta real satisfazendo a condição de contorno de Dirichlet. Já no caso em que − 1

2 < β± ≤ 0,
elas são quadrado integráveis e definidas na retal real inteira.

O espaço de Hilbert do modelo é definido por uma representação de peso mı́nimo de sl(2) ou
pela soma direta de duas representações de peso mı́nimo.

No intervalo g ≥ − 1
4 , dessa forma, temos as seguintes situações:

i) para g = − 1
4 , β+ = β− = 1

2 , temos apenas uma representação de peso mı́nimo; sua função de
onda é definida na semi-reta e obedece à condição de contorno de Dirichlet;

ii) no intervado − 1
4 < g < 0, β± são ambos positivos. O espaço de Hilbert será a soma direta

de duas representações de peso mı́nimo. Suas funções de onda são definidas na semi-reta e
obedecem à condição de contorno de Dirichlet na origem. Além disso, Ψβ−(x) é o estado
fundamental;

iii) em g = 0, HDFF é o Hamiltoniano do oscilador harmônico ordinário. Há duas representações
de peso mı́nimo sendo uma de funções pares e outra de funções ı́mpares (de acordo com a
transformação de paridade x 7→ −x). A função gaussiana Ψβ−(x) é o estado fundamental e
o estado de peso mı́nimo da representação de peso mı́nimo com funções pares. O primeiro
estado excitado é dado por Ψβ+

(x), e é o estado de peso mı́nimo da representação de peso
mı́nimo com funções ı́mpares;

iv) no intervalo 0 < g < 3
4 , β+ é positivo enquanto β− é negativo. Seguindo [58, 59], há duas

escolhas posśıveis. Ou escolhemos um único estado de peso mı́nimo Ψβ+(x) (correspondendo
a uma função definida na semi-reta com condição de contorno de Dirichlet na origem), ou
escolhemos os dois posśıveis e definimos as funções ao longo da reta real inteira. Nesse último
caso, Ψβ−(x) é o estado fundamental;

v) Para g ≥ 3
4 , como β− ≤ − 1

2 , a função de onda Ψβ−(x) não é normalizável. O espaço de Hilbert
é dado por uma única representação de peso mı́nimo de sl(2) com Ψβ+

(x) sendo o estado
fundamental.

Em todos os casos listados, HDFF é um operador bem definido e auto-adjunto agindo no respectivo
espaço de Hilbert, nos dando um espectro de energia discreto e limitado inferiormente.
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