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Abstract

A general approach to quantize one dimensional superconformal o-models is presented starting
with the D-module representations of one dimensional superconformal algebras and clarifying the
steps to quantizations as well showing the difficulties for cases where there is three or more propa-
gating bosons. Afterward we show a way to find superconformal algebras already with quantum
operators and systematically construct one dimensional quantum systems in both parabolic and
trigonometric representations. In the later case, which consist of deformed quantum oscillators,
it is shown how the superconformal algebras works as the spectrum generating superalgebra and
used to span all the Hilbert space. Finally we construct a 3D quantum system with superconformal
symmetry sl(2|1) and investigate their relation with the 2D case with same symmetry. In this case
we also try to find clues about how the general approach for higher dimensional superconformal
quantum systems looks like.
KEYWORDS: supersymmetry, conformal symmetry, quantization, superconformal mechanics



Resumo

Uma abordagem geral para a quantizagao de modelos ¢ unidimensionais superconformes é apre-
sentada comecando com representagoes D-modulares de dlgebras superconformes unidimensionais
e esclarecendo os passos para a quantizagao assim como mostrando as dificundades para casos
com trés ou mais campos bosonicos propagantes. Depois disso, nés mostramos uma maneira de
obter dlgebras superconformes ja com operadores quanticos e sistematicamente construir sistemas
quanticos unidiemensionais tanto na representacao parabdlica como trigonométrica. Neste tltimo
caso, o qual consiste de osciladores quéanticos deformados, é mostrado como a &dlgebra supercon-
forme age como superalgebra geradora de espectro e usada para gerar todo o espago de Hilbert.
Enfim nés construimos um sistema quantico tridimensional com simetria sl(2|1) e investigamos
sua relacao com o modelo bidimensional de mesma simetria. Neste caso nds também tentamos
achar pistas de como uma abordagem geral para construir sistemas quanticos superconformes em
maiores dimensoes se parece.
PALAVRAS-CHAVE: supersimetria, simetria conforme, quantizagao, mecanica superconforme



Introducao

O interesse pela simetria conforme, tanto na mecéanica classica como quantica, comegou com 0s
trabalhos de Calogero [1, 2, 3] no fim dos anos sessenta. Esses trabalhos tratavam de sistemas de
muitas pariculas interagentes onde a energia potencial entre elas dependia do inverso do quadrado
da distancia. Tais trabalhos abriram caminho para uma série de avangos subsequentes e um deles,
o trabalho de de Alfaro, Fubini e Furlan [4], em 1974, deve ser destacado. O campo entdo se
expandiu fantasticamente e alguns dos tépicos atuais de grande relevancia estao relacionados com
simetrias conformes. Um exemplo claro disso é a conjectura de Maldacena, a correspondéncia
AdS/CFT [5], que, além de ser um problema matemético instigante por si s6, possui aplicagoes
em teoria de supercordas [6, 7, 8], fisica de buracos negros [9] e até mesmo em sistemas de matéria
condensada [10, 11].

O tdépico que iremos investigar no presente texto é a teoria de campos superconforme em uma
dimensao e tal tem recebido crescente atengao na literatura principalmente devido a proposta
recente do modelo SYK [12], o qual pode ser um modelo onde a correspondéncia AdS/CFT seria
completamente entendida, e aos trabalhos subsequentes relacionados a esse modelo [13, 14, 15, 16].

Trés métodos de investigacao tém sido empregados em muitos dos trabalhos dentro do presente
tépico. O primeiro consiste em quantizar modelos ¢ superconformes em uma dimensao. O segundo
se da pela investigagao das simetrias de equacoes diferenciais parciais, no caso, de equagoes de
Schrodinger dependentes do tempo com graus de liberdade espinoriais. J& o terceiro método se
trata da construcao de operadores fermionicos partindo de uma &lgebra de Clifford e impondo as
condicoes da dlgebra superconforme. Aqui iremos investigar o primeiro e terceiro métodos.

As principais motivagbes para investigar modelos o superconformes em uma dimensao (e suas
quantizagoes) vem de sua aplicabilidade na dindmica de particulas de teste proximas ao horizonte
de eventos de certos tipos de buracos negros (veja [17]) e seu papel na correspondéncia AdSs/CFTy
[18, 19]. Como serd visto no Capitulo 1, os modelos ¢ superconformes em uma dimensao sao
obtidos ao se impor a simetria conforme a modelos o supersimétricos em uma dimensao associados
a determinado supermultipleto [20, 21]. Tais modelos podem ser obtidos via superespaco [22]
ou, como faremos, via representacoes D-modulares das dlgebras superconformes [23, 24]. Em
[25], extendendo os resultados de [26], é mostrado que a simetria dindmica superconforme dos
modelos ¢ em uma dimensao podem ser do tipo parabdlica ou trigonométrica. O primeiro caso
corresponde ao bem conhecido potencial com inverso do quadrado enquanto o tltimo corresponde a
adicao de um termo oscilatorio. A quantizacdo dos modelos parabdlicos tem sido feita em diversos
trabalhos (veja [27, 28] para a simetria D(2,1;a)). J4 a quantizacgao de casos trigonométricos, no
entanto, foi pouco explorada (em [29, 30] temos a quantizacao de osciladores ndao deformados e
o primeiro exemplo de oscilador deformado é encontrado em [31], de onde reproduziremos alguns
dos resultados nesse texto). Como serd visto no Capitulo 2, a quantizagao desses sistemas é feita
ao se quantizar as cargas de Noether utilizando a quantizagao canodnica.

O método apresentado no Capitulo 3 (e em [32], de onde iremos reproduzir os resultados)
por outro lado comega ao introduzirmos matrizes de osciladores nao deformados com tamanho
2™ x 2™ e superdlgebra geradora de espectro osp(2n|2). Para n = 1 serd visto que a adigdo de um
potencial do tipo inverso do quadrado nao altera a simetria osp(2|2). J4 para n = 2, dois casos
distintos surgem. O primeiro serd o de um oscilador deformado do tipo Klein [34] (veja também
[35]), cuja superalgebra geradora de espectro serd D(2,1;«) com o pardmetro « aparecendo na
constante de acoplamento do potencial proporcional ao inverso do quadrado. O segundo caso



n = 2 corresponde a um oscilador quantico com deformagao que nao é mais do tipo Klein. Nesse
dltimo caso, a superdlgebra geradora de espectro serd osp(2|2) e o oscilador nao estd conectado
ao caso nao deformado, o qual com simetria osp(4|2), por uma variagdo continua do parametro de
deformacao.

Um dos desafios encontrados nos métodos que serdo apresentados é o de construir modelos
quanticos com dois ou mais campos bosonicos (ou duas ou mais dimensdes espaciais, ao inter-
pretarmos os campos como coordenadas espaciais). No Capitulo 4, entdo, apresentaremos uma
representacao da dlgebra superconforme si(2|1) com a qual podemos construir os modelos super-
conformes parabdlico e trigonométrico tridimensionais. Investigaremos com detalhes o modelo
trigonométrico e buscaremos pistas de como generalizar o procedimento que introduziremos no
Capitulo 3.

O conteudo desse texto é apresentado como se segue.

No Capitulo 1 vamos dar uma breve revisao de tépicos mateméaticos pertinentes aos trabalhos
apresentados e também apresentaremos alguns rudimentos da construcao de modelos o super-
conformes em uma dimensao via representagées D-modulares. Os tdpicos matemaéticos cobertos
no capitulo serdo algebras divisionais reais, algebras de Clifford, algebras Lie e superalgebras de
Lie. Com tais ferramentas vamos realizar a construcao do modelo ¢ supersimétrico com N = 1
e apresentar as possiveis representacoes para N/ = 2. Por fim vamos introduzir as representacoes
parabdlica, hiperboldlica e trigonométrica da algebra conforme e mostrar como obter as agoes
superconformes parabdlicas e trigonométricas de A" =1 (1,1,0) e N =2 (2,2,0).

No Capitulo 2 serd realizada a quantizagao dos modelos N' =1 (1,1,0) e N' = 2 (2,2,0) tanto
nas representagoes parabdlica como trigonométrica. O procedimento serd feito com detalhes para
N =1 (1,1,0), cuja simetria é osp(1]2). Primeiramente se colocara os modelos na chamada base
de termo cinético constante e se derivara as cargas conservadas. Em seguida se fard a passagem
para o formalismo hamiltoniano. Devido aos vinculos no espago de fase, sera necessario utilizar o
formalismo de Dirac para sistemas vinculados. Apéds obter os parénteses de Dirac entre as varidveis
canodnicas, realizaremos a quantizacao canonica e obteremos o conjunto de operadores quanticos
correspondentes as cargas cldssicas. Em relagao aos modelos com N = 2 (2,2,0), os quais tém
simetria sl(2|1), a investigagdo dos sistemas quénticos serd feita em maior profundidade. Para o
modelo parabdlico, apresentaremos os operadores quanticos e, em especial, o Hamiltoniano e os
operadores de supersimetria. Uma das consequencias da quantizacao que destacaremos nesse caso
é o aparecimento de uma corre¢ao quantica no Hamiltoniano, a qual fard do sistema quantico bem
comportado independente do fator de escala A\. Outra consequéncia serd a restricao de A a valores
inteiros ou semi-inteiros. J4 a quantizacao do modelo trigonométrico N' = 2 (2,2,0) nos dara
um oscilador deformado. A mesma superdlgebra sl(2]1) serd obtida com os operadores quanticos
correspondentes as cargas classicas, mas aqui a superalgebra serd a superalgebra geradora de es-
pectro e os operadores fermionicos agirao como operadores de criacao e aniquilagdo. Observaremos
que, com apenas os operadores de sl(2|1), o espago de Hilbert ird se decompor numa soma direta
de infinitas representacoes de peso minimo de si(2|1), mas a existéncia de uma simetria discreta
nos levard a definir novos operadores, os quais também definindo uma representacao de sl(2|1), e
nos permitird construir toda a base do espaco de Hilbert a partir dos estados fundamentais. Os
resultados apresentados nesse capitulo também podem ser encontrados em [31].

Ja no Capitulo 3 vamos primeiramente derivar as superalgebras geradoras de espectro com
matrizes 2" x 2" de osciladores nao deformados unidimensionais . Em seguida adicionaremos um
potencial de inverso do quadrado numa matriz diagonal e obteremos as condigoes de consisténcia
para continuar tendo uma superdlgebra geradora de espectro. O caso n = 1 (matrizes 2 x 2)
serd analisado e teremos a superalgebra geradora de espectro osp(2|2), mas serd observado que
uma subdlgebra osp(1|2) é suficiente para gerar o espectro. A construgdo dos diferentes espagos
de Hilbert admissiveis para cada intervalo do parametro de deformacao serd apresentada. Indo
para a andlise do caso seguinte, n = 2 (matrizes 4 X 4 ), teremos um oscilador deformado do tipo
Klein com superdlgebra geradora de espectro osp(4]2), no caso nao deformado, e D(2,1; ) no caso
deformado. Em ambos os casos a subédlgebra osp(2|2) serd suficiente para gerar o espectro, mas
o parametro « terd significado fisico, estando ligado a energia do estado fundamental da teoria.
Além disso, se investigara os espagos de Hilbert admissiveis. Também com n = 2 obteremos um



oscilador deformado que néo é do tipo Klein e, nesse caso, com deformagao v (v # 0), o espago de
Hilbert serd dado por uma representacao de peso minimo irredutivel de osp(2|2). Apresentaremos
em seguida o espectro e os estados ortonormais da teoria. Finalizaremos o capitulo com alguns
comentarios sobre os casos com n > 3. Os resultados desse capitulo também s@o apresentados em
[32].

Por fim, no Capitulo 4 iremos apresentar uma representagao da dlgebra superconforme si(2|1)
com a qual se pode definir os modelos parabdlico e trigonométrico em trés dimensoes com essa
simetria. Definiremos os operadores fermionicos, os quais construidos a partir de representagoes
comutantes entre si das dlgebras de Clifford C1(2,0) e Ci(0,3), e obteremos o Hamiltoniano
parabdlico assim como os demais geradores da superalgebra. Em sequencia iremos definir novos
operadores fermionicos a partir dos anteriores e usar o “truque” DFF para definir o Hamiltoniano
trigonométrico. Nesse ultimo caso, a algebra superconforme agird como superalgebra geradora de
espectro e, assim, vamos obter as representacoes de peso minimo e gerar toda a base do espago
de Hilbert. Por fim realizaremos a normalizacao dos estados. Também serao obtidos modelos
parabdlico e trigonométrico bidimensionais restringindo a agao dos operadores a duas dimensoes.
Como sera visto, porém, os modelos obtidos nao serdao exatamente os mesmos do Capitulo 2.
Finalizaremos com uma breve discussao dos resultados. Os resultados desse capitulo, assim como
outros, também podem ser encontrados em [33].

Ha também dois apéndices. No Apéndice A vamos apresentar alguns diagramas representando
o espaco de Hilbert do modelo trigonométrico N' = 2 (2, 2,0). Nele estd incluso algumas discussdes
sobre os operadores de criacao e aniquilagao assim como é apresentada a possibilidade de aplicar
uma regra de superselecao de forma a remover as degenerescéncias da teoria e ter um tnico vacuo.
J&4 no Apéndice B é discutida a escolha do espaco de Hilbert para os modelos unidimensionais
investigados no Capitulo 3.
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Capitulo 1

Preludio Matematico e Mecanica
Superconforme Classica

Esse capitulo serd uma breve revisao de alguns tépicos que serao explorados em maior profundade
nos capitulos subsequentes. O objetivo principal é o de introduzir as ferramentas bésicas de forma
ligeira, mas também auto-contida. Tais topicos aqui apresentados incluem conceitos basicos de
algebras divisionais reais, algebras de Clifford, dlgebras e superédlgebras de Lie e mecéanica classica
superconforme (que consiste de modelos ¢ superconformes em uma dimensdo). Para o leitor ja
familiarizado com esses conceitos, ainda recomendamos uma breve leitura do presente capitulo,
pois aqui sera definida muito da notagdo que serd adotada ao longo dos demais capitulos. Uma
exposigdo mais extensa sobre mecénica (super)conforme pode ser encontrada em [26, 36, 37, 38].

1.1 Algebras divisionais reais

Numeros reais e complexos sao fundamentais em fisica e matemadtica. Definimos e utilizamos
uma miriade de ferramentas matematicas que dependem crucialmente das propriedades algébricas
desses nimeros. Uma de tais propriedades é o fato de que a estrutura algabrica de tais conjuntos
numéricos é uma dlgebra divisional real. Para definirmos o que seja uma dlgebra divisional real (ou,
equivalentemente, uma dlgebra divisional normada), vamos primeiro ver a estrutura dos nimeros
reais e complexos, assim como de outras possiveis estruturas que satisfagam a definigao, como
espagos vetoriais sobre o corpo dos reais dotados de uma norma.

Dado um espaco vetorial V, vamos definir a operacdo - : V2 — V chamada multiplicacdo e
uma conjugacao * : V. — V com as seguintes propriedades

(a*)" =a, (a-b)* =b*-a*. (1.1.1)

A conjugacao também deve ser de tal forma que a* - @ defina uma norma no espaco vetorial e a
multiplicacao deve ser distributiva, tanto pela direita como pela esquerda, sobre a soma. Com
a multiplicacdo e conjugacao definidas dessa forma, podemos definir uma algebra divisional real
como um espago vetorial V' com tais multiplicagao e conjugacao onde a - b = 0 se, e somente se,
a =0 ou b = 0. Uma consequéncia imediata é que (a,}_aa*) ca=1=a- (at a*) para a # 0, o
que mostra que cada elemento nao nulo possui inverso multiplicativo. De agora em diante vamos
omitir o simbolo “-” para nao deixar a notacao carregada.

Os nimeros reais (R) e complexos (C) claramente satisfazem o que é requerido, mas existem
outras estruturas que também sao algebras divisionais reais. No entanto, como foi demonstrado
por Hurwitz [39], h4 apenas outras duas: os quatérnions (H) e octonions (0Q). De forma mais
geral, qualquer algebra divisional real unidimensional é isomorfa aos reais e, semelhantemente,
algebras divisionais reais bidimensionais, quadrimensionais e octadimensionais sao isomorfas aos
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CAPITULO 1. PRELUDIO MATEMATICO E MECANICA SUPERCONFORME CLASSICA12

complexos, quatérnions e octonions respectivamente. Existem &dlgebras divisionais que nao sao
algebras divisionais reais, mas, ainda sim, todas elas tem uma, duas, quatro ou oito dimensoes
[40, 41].

Quatérnions e octonions ndo parecem ser tao presentes na fisica, porém, na verdade, quatér-
nions estao presentes em varios contextos de forma, as vezes, dissimulada, mas também por vezes
explicita, como, por exemplo no uso de matrizes de Pauli. Além disso, todas as algebras divisionais
reais estao por tras de algumas propriedades marcantes das dlgebras de Clifford e (super)algebras
de Lie, as quais amplamente aplicadas na fisica.

Como algebras divisionais reais sao espagos vetoriais, podemos definir suas propriedades através
de como a multiplicacdo e conjugacao se aplicam sobre a base desse espaco e definindo uma norma
apropriada. Para os nimeros reais isso é simples e basta tomar como base o nimero 1 e a norma
como a? paraa € R (a* = a). J4 para os complexos a base pode ser definida por {1,i} com i? = —1
e 12 = il. Nesse caso, a conjugacao de a = aj + ias (a1,as € R) é definida por a* = a; — ias e,
assim, a norma ¢ dada por a*a = (a1 — iaz) (a1 + iaz) = a? + a3. No caso dos quatérnions, a base
pode ser dada por {1,e;} com e? = —1 (i =1,2,3) e

ee; = —(Sij + €ijkek, (1.1.2)
onde ¢€;;; é o simbolo de Levi-Civita com €123 = 1. Da mesma forma que nos complexos, a
conjugagdo de a = ap + e;a; (notagdo de Einstein) é dada por a* = ag — e;a; e a norma serd
a*a = a} + a;a;. Enfim, para os octonions a base é {1,¢;} com e? = —1 (i=1,...,7) e

eie; = —51'3' + Cijk€k, (113)

onde c¢;j, é totalmente anti-simétrico e definido por ci23 = cias = ci176 = Coa6 = Cos7 = C347 =
c3gs = 1. A conjugacdo é dada por a* = ag—e;a; e a norma fica definida através de a*a = a3 +a;a;.
Ha uma maneira elegante de visualizar as constantes de estrutura c;;;. Na Figura 1.1.1, ¢;;, sera
nao nulo quando todos os trés pontos estiverem na mesma linha e o sinal serd positivo se a
ordem dos pontos seguir a seta enquanto serd negativo caso contrario. Por exemplo, ejeq = e5 €
eseq = —ep. A Figura 1.1.1 é também conhecida como plano de Fano e se trata do plano projetivo
mais simples.

Exceto pelos octonions, que nao possuem multiplicagao associativa, todas as algebras divi-
sionais reais podem ser representadas matricialmente com a multiplicacao sendo a usual entre
matrizes. Abaixo segue uma representacio para cada uma em termos de matrizes reais:

i) R: a base é dada pelo ntimero 1, a multiplicacdo é a usual e a* := a para todo a € R.

ii) C: a base pode ser definida por Iy = < (1) (1) ) e A= < _01 (1) ) (note que A? = —I). Ja a

conjugacao é definida pela transposicao a* = a' e a norma pelo determinante det (aTa).

iii)]HI:zaubasepodesertomadz’:mcomoel(S1 61),62<]? _§2>,63<61 OA)e
) _

I4, onde A é o mesmo que na representacao dos complexos. Novamente a conjugacao pode
ser definida por a* := o’ com norma sendo det (a’a).

T

Na préxima secao mostraremos que essas representagoes também sao representacoes das algebras
de Clifford C1(1,0), C1(0,1) e CI(0, 3) respectivamente.

Para finalizar essa secdo, vamos apresentar um algoritmo para sistematicamente construir re-
presentacoes das dlgebras divisionais reais. Tal algoritmo é conhecido como construcao de Cayley-
Dickson e consiste em duplicar a dlgebra definindo os novos produto e conjugagao através dos
da algebra anterior. Sendo V' um espago vetorial com multiplicacao e conjugacao definidos como
anteriormente, a nova algebra, definida sobre V2, terd multiplicacdo
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Figura 1.1.1: O plano de Fano. ¢;j;; ¢ nao nulo se os pontos pertencem & mesma linha.
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(a,b)(c,d) = (ac F d*b,da + bc*), (a,b),(c,d) € V?, (1.1.4)

e conjugacgao

(a,b)* = (a*,=b). (1.1.5)

Comegando pelos niimeros reais, esse processo leva aos complexos se o sinal em (1.1.4) é negativo
e aos split-complexos se o sinal é positivo. A partir dos complexos, nés temos os quatérnions se
escolhermos os sinal negativo e os split-quatérnions se o sinal for positivo, etc.. E importante
lembrar que as versoes split das dlgebras divisionais nao sao mais dlgebras divisionais e também
que essa construgao pode ir além dos octonions, mas, novamente, nao ha outras algebras divisionais
para além dessa ultima.

Na tabela abaixo algumas propriedades importantes das algebras divisionais sao listadas e
marcadas com “O” se a algebra possui tal propriedade e “x” caso contrario.

Propriedades da multiplicagao
Algebra Dim. | Ordenada | Comuta- | Associa- | Alterna- | Poténcia | Divisores
tividade | tividade | tividade assoc. de zero
Reais 1 O O O O O X
Complexos 2 X O O O O X
Quatérnions 4 X X @) @) O X
Octonions 8 X X X O @) X
>8 X X X X O O

1.2 Algebras de Clifford

Algebras de Clifford estao presentes em diversos contextos da fisica e matematica. No que sera
apresentado nesse texto, elas desempenharao papel fundamental e sempre serdo o primeiro passo
na construcao dos diversos sistemas estudados.

Grosso modo, uma algebra de Clifford com N geradores 7y, (1 =1, ..., N) é definida pela relacdo

{’Y;u’YV} = 277},LVH7 (1.2.1)

onde I é a identidade, {.,.} é uma operagao simétrica (na maioria das vezes {a, b} significa ab+ ba)
D q

€ N,y € uma matriz diagonal n = diag(1,...,1,—1,...,—1) com p+¢ = N. Para representacoes reais

das algebras de Clifford, é conveniente usar a notagao Cl(p, ¢) para distingui-las, ja que a assinatura

de 1 nao podera ser alterada por transformacoes de similaridade. Devemos aqui enfatizar que a

dlgebra de Clifford nao se restringe & idendidade, &os 7, e suas combinacoes lineares, mas também

aos produtos 7,7, Y.V Yo, €tc. junto as suas combinacoes lineares.

Para nossos interesses, as dlgebras de Clifford serao conjuntos de operadores sobre algum es-
pago e, portanto, serao as representacoes delas que nos serao valiosas. Nesse intuito de conhecer
as representagoes, um passo fundamental é conseguir construir as representacoes irredutiveis (do-
ravante “irrep”) das dlgebras de Clifford. Felizmente, para representagoes reais, ha dois algoritmos
que nos permitem construir representagoes irredutiveis de dlgebras de Clifford maiores a partir de
dlgebras de Clifford menores de forma sistemética (veja [42]). Abaixo explicitamos tais algoritmos.

i) Cl(p,q) — Cl(p+1,q+1): Dados os geradores vy, de Cl(p, q), os geradores de Cl(p+1,q+1)

serao
0 ~ 0 I I 0
e (08 )ora s (% D )orwa (D 0). g
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ii) Cl(p,q) — Cl(¢+2,p): Dados os geradores v, de Cl(p, q), os geradores de Cl(q+2, p) serao

(0 (01 (I 0
(0 )= (0 ) e (D %), a2

Por exemplo, a partir da dlgebra de Clifford mais simples, CI(1,0), temos a cadeia de irreps
Cl(1,0) — Cli(2,1) — CI(3,2) — Cl(4,3).... Mais precisamente, dada a irrep CI(1,0) definida por
v =1en =1, através de qualquer dos dois algoritmos apresentados, temos a irrep de CI(2,1)

definida por
0 1 1 0 0 1
A_<_1 O)’X_<O _1>7Y—<1 O)’ (1.2.4)

O resto da série de representacoes é obtida simplemente aplicando os algoritmos repetidamente,
mas Cl(2,1) é especialmente interessante, pois podemos reescrever o primeiro algoritmo como
Iy =Y®v, I'ny1 = AQL 'y 42 = X ®I e 0 segundo algoritmo como I', = A®y,, 'ny1 = Y ®I,
I'ni2 = X®L Ou seja, os elementos das irrep construidas através dos algoritmos expostos podem
ser decompostos em produtos tensoriais das matrizes A, X, Y e I,. Outro aspecto importante
a ser notado é que A, X, Ye Iy geram o espago das matrizes 2 X 2 e nao podemos acrescentar
mais geradores independentes nessa representagao da algebra de Clifford. Diz-se, portanto, que
essa representagao de CI(2,1) é mazimal. As representagbes ndo maximais sdo obtidas eliminando
geradores das representagbes maximais e assim, por exemplo, temos uma irrep de CI(0,1) ao
tomarmos o gerador A na irrep maximal de Cl(2,1). Apesar desse tltimo exemplo, irreps maximais
nao precisam gerar todo o espaco de matrizes onde estao imersas; basta que nao seja possivel
adicionar mais geradores sem violar a relagao (1.2.1).

Cl1(1,0) nao é suficiente para gerar todas as irrep maximais das dlgebras de Clifford. E possivel
definir C1(0,3) com matrizes 4 X 4 e tal representagdo ndo aparece na cadeia gerada a partir de
Cl1(1,0). Mas podemos definir uma nova cadeia de irreps maximais comecando com a citada irrep
de CI(0,3). Abaixo expomos as cadeias de irrep maximais construidas através dos algoritmos
(1.2.2) e (1.2.3)

1 o 2 o 4 o 8 o 16 o 32
Cl(1,0) — Cli(2,1) — Ci(3,2) — Ci4,3) — Cl(5,4) — CI(6,5)
cl0,3) — Cl(1,4) — Cl(2,5) — CIi(3,6)
N\
Cl(5,00 — Cli(6,1) — CUl(7,2)
clo,7 — Ci(1,8) — Cli(2,9)
hY

C1(9,0) — CI(10,1)

Vamos agora apresentar explicitamente a representacao de CI (0, 3). Essa é dada pelas matrizes

(0 A [0 I (A 0

E simples verificar que

Yivi = —0ijla + €ijk vk, (1.2.6)

a qual se trata da relagao (1.1.2) dos quatérnions. Alias, esse foi nosso exemplo de representagao
matricial dos quatérnions. Fora isso, essa dlgebra de Clifford nao sé representa os quatérnions
como também possui estrutura quaternionica, ja que existem trés outras matrizes independentes
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e diferentes da identidade que comutam com a algebra inteira. A saber, essas matrizes sao h; =

A 0 0 Y 0 X , ~
( 0 A >7 he = ( v 0 ) e hy = ( _X 0 ) e elas também formam uma representacao

dos quatérnions.

A representagao de CI(0,7) é ligada aos octoénions, mas nao da mesma forma como no caso
anterior, afinal, os octénions ndo sao associativos. Para estabelecer a relagao, devemos notar que,
apesar dos octonions nao serem associativos, a agao pela esquerda de uma unidade imagindria
pode ser representada por uma operagao linear. Com efeito, dado o octonion a = ag +e;a;, a acao
pela esquerda de e; nos da

e;a = ape; — 51-jaj + CijkAj €L, (127)

onde foi usado (1.1.3). Reorganizando a expressao, temos

€, a = 757;]‘&]' + (aodik + cijkaj) €k. (128)

A s T ~ . . e s .
Representando esse octénion como um vetor coluna (apa;...a7)” , a agdo das unidades imagindrias
e; podem ser representadas por uma matrizes 8 x 8 ,;, definidas por

0 - o

o , 1.2.9
7 —0ij Cijk (1.2.9)

Vale lembrar, no entanto, que tais matrizes nao reproduzem a relagao (1.1.3). Em verdade, as
relagoes de comutacao [7;, ;] definem geradores de uma representagao da élgebra de Lie SO (7)
(veja abaixo).

1.3 Algebras de Lie e superalgebras de Lie

Simetrias, como normalmete nos referimos a elas, sao intimamente conectadas com estruturas
metematicas conhecidas como grupos. Um grupo é um conjunto de elementos com uma operagao
associativa que possui identidade e inverso para cada elemento. Grupos comutativos sao conhecidos
como abelianos, mas o mais comum é que a operagao do grupo nao seja comutativa. Uma variedade
de estruturas sao grupos, ja que a definicao é consideravelmente simples, mas vamos nos focar nos
chamados grupos de Lie, os quais possuem infinitos elementos e podem ser parametrizados por
parametros continuos. Tal parametrizagao leva-nos a definir estruturas algébricas conhecidas como
dlgebras de Lie, que sao as estruturas que nos interessam aqui. Ja as superalgebras de Lie nascem
como uma extencao das nogoes de dlgebra de Lie e, no contexto da fisica, muitas vezes estao
ligadas com a nogao de supersimetria, onde se tem operadores raizes quadradas do Hamiltoniano.

1.3.1 Do grupo de Lie a algebra de Lie

Considere uma representagao do grupo de Lie G. Os elementos dessa representagao, g, podem ser
escritos como ¢ («), onde o = {a,...,an} sdo N pardmetros independentes e g (0) = 1. Entao,
por expansao de Taylor, nés temos (até primeira ordem)

g(da) =1+ ido, X, (1.3.1)
com doy, sendo infinitesimal e X, = —i 857(53‘) . Dessa forma, os elementos do grupo conexos a
a=0

identidade podem ser escritos como
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; o Xy k_ G0, X
g (o) = lim 1+T =e'%ntn, (1.3.2)

k—o0

Essa é a conhecida parametrizagao exponencial e agora vamos nos dedicar a descobrir qual é a
estrutura algébrica gerada pelos elementos X,. Para tanto, tomemos o produto etonXueifv Xy —
"% X» e reescrevamos ele como

i6,X, = In (1 + e *nXneifvXv 1) (1.3.3)

Definindo @+ Xue#vXv 1 = k e usando a expansdo de Taylor para In(1 + k), nés temos

1
iépo:kf§k2+~«

‘ . 1 1 1. .
— i, X+ i Xy — W XuBu Xy — = (0uX,)” — 3 (B X)) — 5 (100, X, + By X))+ -

2
1
=i0, X, + 16, X, — 3 (0, X0, Xy — B Xy, X))+ -
1
=i, X, + 18, X, — B o, Xy, B Xy + - . (1.3.4)

Como todo o lado direito deve ser proporcional a X,, devemos ter [, X, 3, X,] = 7,X,. Sendo
a expressao valida para qualquer oy, e ., segue que v, = a, B, fuu, €, assim, finalmente temos

[X/Jyxl/} - ifuprp- (135)

Essa relacao, com dados fu.,, junto & identidade de Jacobi, [X,,,[X,,X,]] + [X,, [X,, X,]] +
[X., [Xp, X,]] = 0, definem uma Lie algebra. A vantagem de se trabalhar com élgebras de Lie
consiste no fato dessas serem espacos vetoriais enquanto o grupo, em geral, nao o é. No entando
a algebra de Lie pode nao conter todas as informagoes relevantes sobre o grupo e é possivel que
grupos distintos possuam a mesma algebra de Lie.

1.3.2 Representacgoes definidoras das algebras de Lie classicas

Algebras de Lie j& foram estudadas por mais de um século e a classificacao delas assim como o
estudo das diversas representagoes ja foi feito até a quase exaustdo. Recomendamos [43] para
uma introdugéo ao assunto. Aqui vamos nos conter a apresentar algumas representacoes para as
algebras de Lie conhecidas como classicas.

Considere um espago vetorial real V' com norma N(a) = a’a (a € V) e dimensao n . A
transformacdo R que deixa a norma N invariante deve satisfazer RTR = I, ou seja, det R = +1.
Essa condigao define uma representacao do grupo O(n) (grupo ortogonal de ordem n). Ao nos
restringirmos & condigdo det R = 1, temos o grupo SO(n) (grupo ortogonal especial de ordem
n). Agora podemos escrever R = e'®iXiie haverd n (n — 1) /2 parametros independentes, isto é,
teremos n(n — 1)/2 geradores X;; na algebra de Lie. Tais geradores sdo

(Xij)p = =i (0irdjt — Gudjk) (1.3.6)

e a alegbra Lie so (n) tem, portanto, as rela¢oes de comutagao

[(Xijs Xia] = =1 (06X + 0uXjn — 050 Xin — i Xj1) - (1.3.7)

A algebra so(2n + 1) também pode ser denotada como B,, e so(2n) como D,,.
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Agora considere um espago vetorial complexo V' com norma N(a) = a'a (a € V) e dimensao
complexa n. A transformacio U que deixa a norma N invariante deve ser tal que UTU = I,
o que significa detU = e para algum 6 real. Essa é uma representacio de U (n) (grupo
unitdrio de ordem n). Uma vez que tomemos o caso particular em que det U = 1, nés teremos
uma representagao de SU (n) (grupo unitario especial de ordem n). Novamente podemos escrever
U = e™iiXii para cada U € SU (n) e teremos n? — 1 geradores independentes. Numa base
apropriada, os geradores serao as matrizes de Gell-Mann generalizadas. A su(n+1) também pode
ser chamada de A,,.

Por tltimo considere um espaco vetorial real V' de dimensio 2n e norma N (a) = a® ga (a € V),
onde

g= i . (1.3.8)

A transformacdo S que mantém N invariantedeve satisfazer S¢S = g. O conjunto dessas trans-
formagdes define uma representagao do grupo simplético de ordem 2n (Sp (2n)). Ao escrevermos os
elementos dessa representacio como e®%i teremos n (2n + 1) geradores independentes, os quais
sao dados por (see [44])

Xy = EG" = o(i)o(NES,, i # 5,
X;_; = E*" (1.3.9)

i,—1
onde i,j = £1,...,4n, o(i) =i/ |i| = sign(i) e Ei(;") é a matriz elementar 2n x 2n, com entrada
1 na posigao j e zero nas demais. A dlgebra de Lie sp(2n) é, portanto, definida pela relagdo

[Xij, X)) = sign(if) (06X + 0uX —jr + 0 Xi—k + 05 X_j1)- (1.3.10)

Algo interessante de ser mencionado aqui é que uma representagio de Sp (2n) pode ser construida
a partir do conjunto de matrizes coluna (aj...a,)? (a; € H) com @ = (a}....a) e o conjunto de
matrizes quaternionicas ) que mantém a norma N(a) = aa invariante. Uma outra forma de
denotar Sp (2n) é C,.

Ainda nao exaurimos as dlgebras de Lie classicas. Existem mais algebras distintas, as quais
ditas excepcionais, que sao relacionadas com os octonions de forma andloga a que os casos anteriores
foram relacionados com as demais algebras divisionais reais. No entanto a nao associatividade dos

octonions permite apenas cinco novas algebras: f4, eg, €7, eg € g2 C es.

1.3.3 Base de Cartan-Weyl

Dada uma algebra de Lie simples (i.e., que ndo possui nenhum ideal que nao seja {0} ou a dlgebra
inteira) com n geradores, é sempre possivel encontrar uma base tal que tenhamos r geradores H;
e n — r geradores E, obedecendo as relagoes de comutacao

[HiaHj] = 07 [HiaEa] = aiEa;
[Ea, E,a] = OziHZ-, [Ea, Eg] = NQBEQ+57 (1.3.11)

onde os vetores a = (a1, ...,a,) tem componentes dadas por [H;, E,] = «;F, e sdo conhecido
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como raizes da algebra. N,z depende da &lgebra e é nulo caso o + 8 nao seja uma raiz. A
subdlgebra gerada por {H;} é chamada subdlgebra de Cartan e os geradores E, por vezes podem
ser chamados de raizes, embora, mais precisamente, as raizes sejam os o’s. Essa base para algebras
de Lie simples é conhecida como base de Cartan- Weyl.

1.3.4 Superalgebras de Lie basicas

No contexto de teoria quantica de campos em 3+ 1 dimensodes, a simetria de uma teoria comumente
consiste do produtor entre a simetria do espago-tempo com a simetria interna, sendo a simetria
do espacgo-tempo relacionada com representagoes do grupo de Poincaré. Em termos de algebras
de Lie, a algebra de Lie resultante é uma soma direta entre a algebra de Poicaré e a dlgebra da
simetria interna. Uma questao interessante de ser investigada seria a da possibilidade de ampliar
a algebra de Poincaré de forma a emglobar a simetria interna numa tnica estrutura algébrica e,
de certa forma, unificar a simetria interna com a do espago-tempo. Em 1967 Sidney Coleman e
Jeffrey Mandula investigaram tal questao e demonstraram que nao é possivel adicionar geradores a
algebra de Poicaré a nao ser trivialmente, ou seja, comutando com toda a dlgebra [45]. No entanto
em 1975 Rudolf Haag, Martin Sohnius e Jan T. Lopuszanski mostraram que as implicacoes do
teorema de Coleman—Mandula podem ser evitadas ao introduzirmos o conceito de superalgebra
de Lie [46].

Como ficard claro ao longo desse texto, o conceito de supersimetria nao precisa se restringir
a fisica de particulas elementares. Com efeito, apresentaremos nos capitulos seguintes sistemas
quanticos com tal tipo de simetria e, além disso, ha também aplicagoes em matéria condensada
[47].

Enfim definamos superalgebra de Lie. Uma superalgebra de Lie é uma algebra Zs-gradada G
sobre um corpo K (geralmente R ou C) que também é um espago vetorial que pode ser escrito
como a soma direta dos subespagos Gy e G; onde o produto [.,.} possui as seguintes propriedades
(veja [44]):

i) gradagao Zs:

Gi,G;} C Giyj, 4,J € Z)27; (1.3.12)

ii) antisimetria gradada:

[A, B} = —(—1)deeAdee B[4 B}y A Beg, (1.3.13)

ondedeg A =0se A € Ggedeg A =1se A € G;. Gy é chamado de espaco par ou de espaco bosonico
da superalgebra e G é chamado de espaco impar ou de espacgo fermionico da superalgebra;
iii) identidade de Jacobi generalizada:

(—1)deeAdesC g [B C}) + (—1)deBdes 4B [ A}} + (—1)%eCdee B[O [4, B}} = 0. (1.3.14)

Veja que Gg é uma algebra de Lie por si s6. Outra observagao importante é que a agao de Gg sobre
G1 pelo produto definido é uma representagao de Gg.
Comumente as representagdes de uma superélgebra sao obtida através do comutador gradado

[A,B} = AB — (—1)desAdeeBpA A Beg. (1.3.15)

Ao longo do presente texto, todas as superdlgebras de Lie utilizadas sdo ditas bdsicas. Elas
sao classificadas como A(m,n), B(m,n), C(n), D(m,n), F(4), G(3) e D (2,1;«). As tultimas trés
sao chamadas de superdlgebras excepcionais e estdo relacionadas com os quatérnions (D (2,1; «))
ou octénions (F(4) e G(3)). A subélgebra bosénica de cada uma delas é apresentada na tabela
abaixo
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’ Superélgebra \ Subalgebra bosonica ‘

A(m,n) Ay @ A, ®so(2)
A(n,n) A, @A,
B(m,n) B, & C,
C(n+1) Cp ®s0(2)
F(4) A1 @ B3
G(3) A1 @ go
D(2,1,0¢) Al@Al @Al

E importante ressaltar que D (2,1;«) é uma colecdo de superdlgebras com diferentes supe-
ralgebras para cada a (« € C — {0,—1}) a menos de isomorfismos, como se verd logo abaixo.
Apresentaremos no Capitulo 3 um sistema quéntico com tal simetria onde o parametro a se mos-
tra relacionado com a energia de vicuo da teoria.

A(m,n) (m # n) também pode ser referido como sl (m + 1jn+ 1) e A(n,n) = sl (n+ 1jn+1) /Z,
onde Z é o centro da dlgebra. Para as demais superélgebras temos B(m,n) = osp(2m + 1|2n),
C(n) = 0sp(2|2n) e D(m,n) = osp(2m|2n).

1.3.5 Propriedades bésicas de D(2,1;«)

No Capitulo 3 serao apresentados sistemas quanticos com simetria D(2,1;a) e é pertinente dar
uma pincelada sobre algumas de suas propriedades.

Como ja dito, a superdlgebra excepcional D(2,1;a) é uma colegdo de superélgebras em que
se tem superélgebras diferentes para cada @ € C — {0, —1} a menos de isomorfismos. Seu setor
bosénico G é constituido pela soma direta de trés subdlgebras sl(2), ou seja,

Go = sl(2) @ sl(2) @ sl(2). (1.3.16)

As trés subdlgebras sl(2) podem ser permutadas e, como consequencia disso, hd uma simetria S
(grupo de permutagao de trés elementos) no pardmetro «; dois dos geradores de S5 sao expressos
pelas transformagoes a — i, a+ —(1+ «). Uma 6rbita de S3 é dada pelos elementos

1 1 (1+a) @

{a,a,—(l +a),— - - } (1.3.17)

(1+a)’ a (1+a)

D(2,1;a) e D(2,1; ') serao isomorfas se a e o pertencerem & mesma ébita de Ss.
Para os valores especiais

1
a=-2 -3 1 (1.3.18)

temos a superdlgebra D(2,1) ~ osp(4]2).

Podemos também ter superdlgebras bem definidas para o = 0, —1, mas nesse caso teremos
A(1,1) @ sl(2), que ndo é mais uma superalgebra simples.

Devido a hermiticidade dos Hamiltonianos, nosso interesse estara restrito a o € R e, assim,
teremos seis dominios fundamentais dados pela simetria Sz [23]:
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FD;y: —oco<a< -2
FDy: —-2<a<-1,

1
F.D?,: _1<O[§_§7

1

FD,: —§§a<0,
FDs: 0<a<l,
FDg: 1<a<oo. (1.3.19)

1.3.6 Algebras superconformes em uma dimensao

Logo vamos estudar alguns sistemas superconformes em uma dimensao, os quais relacionados a
certas superdlgebras de Lie bésicas, e algumas propriedades sao universais a todas as algebras
superconformes finitas.

O conjunto de dlgebras superconformes finitas em uma dimensao é uma subclasse das superal-
grebras finitas na classificacdo de Kac [44, 48] satisfazendo as condigdes a seguir [49]. Qualquer
superalgebra de Lie sobre C pode ser decomposta de tal forma que

§=0.106 190G ®GL®G (1.3.20)

e os (anti)comutadores satisfagam
(Gi,Gi} C Giyy- (1.3.21)

O setor bosénico G5 = G_1 ® Gy ® G é isomorfo a sl(2) ® R, onde R é uma &lgebra de Lie e, na
linguagem de simetrias conformes, é conhecida como R-simetria. J4 sl(2) serd a dlgebra conforme
em uma dimensao

O setor fermidnico Gy = g_% oG 1 é gerado por 2N geradores e as dlgebras superconformes
podem ser etiquetadas por N.

O setor positivo, Gsq, é isomorfo & Mecanica Quantica Supersimétrica NV -extendida (veja [50])
definida pelos (anti)comutadores

{Q1,Qy=26;,H, [H,Q;]=0, I,J=1,....N. (1.3.22)

O gerador H é uma raiz positiva de si(2). O elemento de Cartan de si(2) e a raiz negativa sdo
denotados D, K, respectivamente. O setor negativo, G, satisfaz as relagoes

{Qr,Qs} =261,K, [K,Q/=0, I,J=1,....N. (1.3.23)

O setor G1 (G-1) ¢ gerado por H (K), o setor G1 (G_1) é gerado por Q; (Qy) e, finalmente, o
setor Gy é gerado por Gy = DC & R.

A lista completa de dlgebras superconformes em uma dimensao com N < 8 é apresentada em
[49].

1.4 SUSY em uma dimensao e representagoes D-modulares
Supersimetria (SUSY), como normalmente concebida, acontece quando os geradores de simetria

da teoria fecham uma superdlgebra e existe ao menos um operador raiz quadrada do operador de
translacdo temporal. Ou seja, existe ao menos um operador @ tal que Q? = i9;. Em sistemas
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quanticos com Hamiltoniano H, isso significa H = @Q? para algum . Fica claro que nesse caso
imediatamente temos [H, Q] = 0 e, assim, se Hy) = E1), com E sendo a energia e 1) um outoestado,
teremos HQy = EQ. Qi pode eventualmente ser referido como o parceiro supersimétrico de .

Mais precisamente, para termos SUSY A -extendida em uma dimensao devemos ter um con-
junto de operadores Q; (i = 1,..., ) de forma que

{Qi,Q;} =26;;H. (1.4.1)

A similaridade entre essa relagéo e a das dlgebras de Clifford (1.2.1) pode ser imediatamente notada
e, de fato, algebras de Clifford desempenham um papel crucial na construgao das representagoes
de SUSY N-extendida. Nosso objetivo aqui é mostrar como as representacoes D-modulares sao
construidas e como a agao invariante é obtida.

Para encontrar as mencionadas representagoes, comecemos com a irrep de Cl(2,1) obtida em
(1.2.4). Ficaremos apenas com a matriz anti-diagonal Y, a qual define uma representacio de
Cl1(1,0), e com ela vamos definir o operador

Q= ( Z.gt (1) ) : (1.4.2)

De imediato se tem Q? = i0; = H e, dessa forma, j& temos uma irrep de N' = 1 SUSY. Mas ainda
nao definimos sobre o que tais operadores agem. As operacoes Q e H = Q? agem sobre os campos
da teoria. tais campos podem ser classificados como bosénicos, se sao fungoes reais ou complexas,
ou fermidnicos caso sejam varidveis de Grassmann. A representacao dada por (1.4.2) age sobre um
x (1)
¥ (1)
¥ (t) é uma varidvel de Grassmann. Esse conjunto de campos é chamado de supermultipleto e uma
teoria supersimétrica sempre terd um igual nimero de campos bosénicos e fermionicos. Porém
devemos alertar que alguns desses campos podem ser auxiliares e nao possuirem termo cinético no
Lagrangiano. Por exemplo, outra irrep possivel de N'=1 SUSY é definida por

par de campos clédssicos dispostos numa matriz coluna, < >, onde z (t) é uma fungdo real e

;{0 i0:
Q' = ( 1 0 . (1.4.3)
Novamente os campos sao dispostos na matriz coluna < 3}((?) > com g (t) sendo o campo bosonico

e 1 (t) o fermidnico, mas aqui, ao se construir a acdo invariante, se notard a auséncia de termo
cinético para g (t). A representagio definida por @ é com frequéncia denotada por (1,1,0), que se
1é “um campo bosonico propagante, um campo fermiénico e zero campos bosonicos auxiliares”, e a
definida por @’ é referida como (0, 1, 1), que se 1é “zero campos bosonicos propagantes, Um campo
fermionico e um campo bosonico auxiliar”. Todos os supermultipletos apresentados no presente
texto possuem a forma (N — k, N, k), onde N'é o nimero de supersimetrias extendidas e k < N é
o numero de campos bosonicos auxiliares.

Podemos representar as agoes de Q e Q' sobre os campos através de diagramas conhecidos
como adinkras e isso é feito na Figura 1.4.1. Até o presente momento, os casos expostos possuem
diagramas bastante simples, mas um exemplo menos trivial pode ilustrar o quanto esses diagramas
podem ajudar na visualizacao de supersimetrias.

Retornemos a irrep de C1(2, 1) apresentada em (1.2.4) e apliquemos o algoritmo (1.2.3), obtendo
uma irrep de C1(3,2). Agora peguemos apenas as matrizes bloco anti-diagonais cujo quadrado

seja a identidade, ou seja,
0 A 0 I

Essas matrizes sdo uma representagao de C1(2,0) e com elas podemos construir uma representacao
de SUSY N = 2 em uma dimensao da mesma forma como antes. Le.
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(11,0 (0,1,1)

P g
®

@
= e

Figura 1.4.1: Adinkras das representagoes com supermultipletos (1,1,0) e (0,1,1). A acdo de @
(@) leva do campo abaixo para o de cima através da linha sélida.

Q1=< _Xiat 181)7622:([?@ é) (1.4.5)
Semelhantemente ao caso anterior, ha outras possibilidades de representacao e elas sao
Q= ( _OA A(i)(’)t >7 Q) = < (I) I%@t ) (1.4.6)
e
0 0 0 1 0 0 1 0
@ = ()O (11 7(1‘)& OO » Q" igt O() 00 igt (1.4.7)
i0; 0 0 0 0 1 0 0

Em sequéncia, essas irrep agem sobre os supermultipletos (2,2,0), (0,2,2) e (1,2,1). Na Figura
1.4.2, os adinkras dessas representagoes sao apresentados e se torna claro como esses operadores
agem sobre os campos.

Trataremos agora das agoes invariantes. Para teorias em uma dimensao, o método de fungao
pré-potencial é bastante eficaz e o adotaremos aqui. Primeiramente devemos observar que os
operadores supersimétricos )’s agem como derivadas sobre as fungoes e valem a regra da cadeia
assim como a regra de Leibniz gradada. Por exemplo, no modelo N' =1 (1,1,0) temos Qf(z) =
(0zf(2))Qx, onde f(x) é uma funcao arbitraria do campo z. O ponto principal é notar que uma
a¢ao da forma S = [dtQf(z,v) com Q sendo o operador supersimétrico e f(z,7) uma fun¢ao
dos campos (podendo ser um conjunto deles e ndo apenas dois), é manifestamente invariante pela
agao de Q. Com efeito, 6oS = [dtQ?f(w,) = [ dtid f(z,v) = 0. Tomemos novamente N’ = 1

(1,1,0) como exemplo e iniciemos com o ansatz L = Q(F(z)v)). Realizando o célculo, nés temos
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(2,2,0) 0,2,2) (12,1)

Q= Q :— Q :—
Q,: Q, : L

Figura 1.4.2: Adinkras para as representagdes com supermultipletos (2,2,0), (0,2,2) e (1,2,1).
Linhas sélidas indicam que a operacao mantem o sinal enquanto as linhas pontilhadas indicam
uma troca de sinal.

L= (QF)y + Fo,(Qv)

= F,(Qz)) — Fi
= F i) — 8,(Fi) + Fpi?
—F, (:'U2 n z‘w@z}) — 8,(Fi), (1.4.8)

onde F, = 0, F. Descartando a derivada total e definindo F, = A, a acdo se torna
S = / dtA (332 + z’W) : (1.4.9)

com A(z) sendo uma fungao arbitréria. A acao de casos mais complexos e com mais supersimetrias
podem ser construidas seguindo a mesma filosofia. Para uma exposigcao explicita de alguns desses
casos, recomendamos [51].

1.5 Simetria superconforme em uma dimensao

Nosso interesse nao é apenas que a acao seja supersimétrica, mas também invariante por trans-
formacoes conformes. Transformacoes conformes entre subconjuntos de R™ ou variedades dife-
rencidveis em geral sdo aquelas que preservam angulos e sentidos localmente. Uma teoria fisica
é invariante por transformacoes conformes se sua acgao o for. Mas estamos tratando de sistemas
unidimensionais (em termos de teoria de campos) e, dessa forma, esse conceito parece nao se apli-
car. Entretanto podemos estender o conceito de simetria conforme para uma dimensao tomando o
subconjunto de geradores numa representacao de dimensao maior que se aplica apenas a uma das
dimensoes. Para mais detalhes e uma extensa compilacao de resultados para teorias conformes de
campos, é recomendado [52].
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A subdlgebra de uma representacao de dimensao maior que se aplica a apenas uma das suas
dimensoes é dada pelos geradores H, D e K, os quais geram a dlgebra sl(2) e possuem relagoes
de comutacao

[D,K] =iK, [D,H| = —iH, [H, K] = 2iD. (1.5.1)

Para casos sem supersimetria e com apenas um campo, esses geradores podem ser escritos como

H =i0;, D =tid; + i\, K = t%i0, + 2i\t (1.5.2)

na representagao parabdlica e

H=ie " (0; —\), D=1i0;, K =ie" (0, +\), (1.5.3)

na represnetacao hiperbdlica. A representagao trigonométrica é obtida substituindo ¢ por it no
tltimo caso. I.e.

H=e¢""0; —i\), D=20;, K=¢"(0; +1i)). (1.5.4)

Essa tultima classe de representagoes serd o nosso grande interesse nos capitulos por vir, pois os
sistemas quanticos relacionadas a elas possuem fungoes de onda normalizaveis e niveis de energia
discretos. Deve-se notar a presenca do parametro \. Esse é o parametro de escala do campo e
serd importante considerd-lo nos casos supersimétricos. Para mais detalhes sobre a classificacao
apresentada para as representagoes (parabdlica, hiperbdlica e trigonométrica), recomendamos [51].

Retornando para o caso supersimétrico, j4 sabemos que ele é invariante por id; obviamente,
mas agora devemos saber as condi¢oes para que o sistema também seja invariante pelo restante da
simetria conforme. Tomemos A" = 1 (1,1,0) como exemplo. Para o caso parabdlico, precisamos
adicionar os geradores D e K na algebra. No entanto, como o campo fermionico ¥ é tal que
¢ = Qz, se a dimensdo de z é [z] = A e [9;] = 1, nés temos [Q] = 1/2 e [1)] = A + 3. Conclui-se
que devemos ter D = diag(td; + \,t0; + A+ 1/2) e K = diag(t?0; + 2Xt, 20, + 2(\ + 1/2)t) para
que esses sejam consistentes com as dimensoes dos campos. Mas K e D nédo sdo suficientes para
fechar a &lgebra pois pode-se verificar que [Q, K] = @Q, sendo @ um novo operador fermiénico.
Explicitemos esses operadores:

(9 0 L to— A 0 [ 20+ 2Xt 0
Hz<o at>’ Dl( 0 tat—(H;))’ KZ( 0 t2at+(A+;)>’

0 1 _ 0 "
Q:<i3t 0)’ QZ(tz‘aﬁQiA 0)' (1.5.5)

Esses geradores fecham a representacao de uma superdlgebra e tal é dada pelas relagoes de
(anti)comutagao

ID,K] = iK, [D,H| = —iH, [H, K] = 2iD
[1.Q) = Q. [D.Q) = ~i5@. [0.Q] =20 [K.Ql = ~iQ

Essa é a superdlgebra osp (1]2) e se trata da dlgebra superconforme mais simples.
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Expandimos a simetria e agora devemos descobrir quais restrigoes os novos geradores impoem
sobre a acao. Temos trés novos geradores, mas, desses trés, precisamos apenas garantir a invari-
ancia da acao por K para que a agao seja superconforme, pois a invariancia pelos outros geradores
se torna um resultado algébrico. Tendo isso em mente, peguemos a agao (1.4.9) e apliquemos K.

SxS = / dtK A(i% + i)
_ / dt [ A (o) (0 + i) + Ai (20,(K2) + 0, (K) +i (K0) ) |
= / dti [ A, (123 + 2Ma) (3 + i)+
A <2g;~at (& + 2Xtx) + Y0, (t% +2 <>\ + ;) w) +i (t% +2 (A + ;) w) wﬂ :
Apés alguns passos algébricos temos
SxS = /dti [2t8% Az + (1+2X) A) + -] (1.5.7)

A expressao destacada precisa se anular e isso ocorre se A = =% a menos de uma constante
multiplicativa. Omitimos a parte fermionica e eventuais derivadas totais, mas a equagao que
aparece com os campos fermidnicos é exatamente a mesma. O resultado na verdade nao é uma
surpresa e poderia ser sugerido por andlise dimensional. A acao deve ter dimensdo nula para ser
invariante conforme e temos [df] = —1. Assim, o Lagrangiano deve ter dimensdo 1. Como [#] =
A+ 1, temos [A] =1—-2(A+1) = —(2A + 1) e, portanto, 2~ %> satisfaz nossos requerimentos
dimensionais. Enfim podemos escrever o Lagrangiano do modelo N =1 (1,1, 0) superconforme, o
qual é

L =25 (&2 + ). (1.5.8)
Conclufmos o caso parabdlico, mas ainda mais interessante para nés é o caso hiperbdlico/
trigonométrico. Podemos obter o caso hiperbdlico a partir do parabdlico ao fazermos a mudanca
7 = Int e uma translagdo de —\ nas entradas nao nulas dos operadores bosoénicos. Ou seja, temos
9, = 10, = €770, e recuperamos (1.5.3) a partir de (1.5.2). O caso trigonométrico, que serd nosso
foco ao longo desse texto, é obtido, como anteriormente, com a mudanca 7 — —i7. Podemos entao
escrever a representagio trigonométrica de N'=1 (1,1,0) (retornando para a notagao “t” para o
tempo) com os operadores

it at—l>\ 0 _ at 0 __—it at+l)\ 0
He( 0 a-i(x+d) )P0 g )70 0 a+i(A+d) )

it 0 1 = _it 0 1

os quais fecham a mesma superalgebra do caso parabdlico. E importante observar que nao temos
mais um operador raiz quadrada de [i0; e isso significa que o modelo trigonométrico ndo é mais
supersimétrico no sentido usual. Porém vamos introduzir no préximo capitulo a nocao de super-
simetria suave (soft supersymmetry) para classificar esses modelos. Pode-se verificar que a agao
invariante desse modelo é

-

5= /dt (a7 @ + i) + W (i)™ (1.5.10)
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Para referéncia futura vamos introduzir também os casos parabdlico e trigonométrico de N = 2
(2,2,0). Nesse caso é melhor apresentarmos os operadores diretamente agindo sobre os campos,
pois é mais compacto e até mais compreensivel.

A representagdo D-modular parabdlica de N' =2 (2,2,0) é dada pelas transformagoes

. 2 1
L,x;, =t" (tﬂl‘z + (TL + 1) /\a:z) R Ly, = tn(t¢i + (Tl + 1) ( A + )¢z) n = 0,x1;
2 -1
JZ‘Z' = —/\61‘]‘33]', sz = /\ GZJ’lﬂ],
lil
QLlw, = 5 6”1/)], QL = —it 2 € (tx; + (1 £ 1) Axy),
Q%a; =t oy, Qi =it = (tiy+ (1+1) ), (1.5.11)

onde z;’s (i = 1,2) s@o os campos bosdnicos propagantes e ;’s os campos fermionicos. Essas
transformacoes fecham a superdlgebra sl (2|1), cujas relagdes de (anti)comutagio séao

[anLm} =1 (m - TL) Lm+na [L()vat} = iibe [Lzl:laQIy] = :FZQ{I:a n = Oai]-v

[J,Q4] = 61JQ¢: {QL,Q1} =261,L41, {QL, Q:F} = 2075Lo £2¢r5J. (1.5.12)

A acao invariante é obtida pelo mesmo metodo de pré-potencial e a obtemos definindo o lagrangiano
= QiQL(%Feijz/m/Jj) com os operadores Qi, Ql+ agindo no pré-potencial F. Zéflés passar pelo
mesmo procedimento do caso N =1 (1,1,0), pode-se concluir que F = (x;x;)” 2x e que a agao

invariante é
S = /dtL = /dt(F(j:ijci — i) — iFyi by, (1.5.13)

onde F; = §;F. J4 a representacao D-modular trigonométrica de N = 2 (2,2,0) é definida por

—n —int 2\ +1
L= " (i —inda), Lt = S (i — i ), m= 0,41
i =
2>\ -1
J.%‘i = —)\eijxj7 J'(/)z = Ezj'(/)_jv
1 Filt 1 BJFZ 3t
Qiri = T2 e, Qivi = ——ei (&5 Fidaj),
) eFizt
Qim; =eT'2'y, Qi = —— (& Fiday) (1.5.14)
—1

e a agao invariante por essas transformagoes é

S = /dtL == /dt(F(!L‘ZLL'l — ’L’(/JZ’L/Jz) - Z'Fia",'j’(/}ﬂﬁj + )\2 (3?1.1'1)7%) (1.5.15)



Capitulo 2

Da Mecanica Superconforme
Classica Para a Quantica

Nesse capitulo iremos quantizar os modelos apresentados no capitulo anterior. A saber, os modelos
parabdlico e trigonométrico com simetrias osp(1]2) e sl(2|1). O procedimento sera feito em detalhes
para os casos com sismetria osp(1]|2) e exploraremos com maiores detalhes os modelos quanticos
com simetria sl(2[1). No caso sl(2|1), mostraremos que a suprdlgebra é uma superdlgebra geradora
de espectro e construiremos o espaco de Hilbert através de representacoes de peso minimo de
sl(2]1).

Os resultados aqui apresentados também podem ser encontrados em [31].

2.1 Base de termo cinético constante

Em termos de quantizagao, um problema que podemos notar imediatamente ao nos depararmos
com os Lagrangianos do capitulo passado (veja (1.5.8), (1.5.13) e (1.5.15)) é o fato de o termo
cinético deles ter a forma ®(Z)50;;(#;@;+. . .) com ®(&) sendo uma fungao dos bésons propagantes.
Precisamos absorver esse fator de maneira a deixar o termo cinético na forma usual e um caminho
para se fazer isso é redefinindo os campos. A essa nova escolha dos campos chamaremos de base
de termo cinético constante (veja [25]). No entanto a superdlgebra nessa nova base em geral nao
mais serd linearmente realizada. Ou seja, os operadores nao poderao mais serem representados
como matrizes da forma como fizemos até agora. A excecao para isso é N =1 (1,1,0), como logo
se vera.

Em [25] o procedimento foi feito para modelos com um campo bosonico propagante. Nosso
objetivo é expandir o método para ao menos englobar modelos com dois campos bosonicos propa-
gantes.

Consideremos a irrep D-modular de uma dlgebra superconforme N- extendida (N = 1,2,4,8,
para nossos propositos) agindo no supermultipleto (N — k, N, k) [20, 53, 54]. Na base em que os

operadores sao lineares, temos os campos bosonicos propagantes z1, ..., Tar—g, 0s fermionicos 1,
...y Yar € 08 bosonicos auxiliares by, ..., by. O termo cinético do Lagrangiano sera

1 _142x . . . . 2

R (L Tm + 19p905 — W byby), (2.1.1)

onde r = (a:mxm)%

Ao realizarmos a transformacao para a base de termo cinético constante, teremos os campos
bosonicos propagantes yi, ..., Yr , 0s fermionicos x1, ..., XA’'—r € 0s bosonicos auxiliares aq, ..., ag.
Caso a caso, as transformagoes para a mudanaca de base sao:

i) (1, NV,N —1): as transformagoes sio

28
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Y= —ZA.l'i%’ X8 = gjf%w[% ap, = xf%bn (212)
e o termo cinético (2.1.1) toma a forma
... : 2
S (99 +iwxpXs — wanan); (2.1.3)

2
i) (2, M, N —2): as transformagoes sao

y=—2\x1 + ixg)_%, Y= =2\ — ixg)_i,
Xp =1 g, ap =1 B by, (2.1.4)
e o termo cinético fica expresso como
.., . . 9
SWYT 4 iwxsxs — wianan); (2.1.5)

2

iii) (M =k, N, k), N—k > 2: a tentativa de solugao para niimeros maiores de campos bosonicos
propagantes leva a sistemas de esquacgoes diferenciais acopladas nao lineares bastante complexos
e apenas um caso nao trivial é claro de se obter solugdo, a saber, para A = 1/2. Para esse caso
temos

b
nos levando a ter o termo cinético

1, . ) .
i(ymym +wxpXxp — wzanan)- (217)

2.2 Do Lagrangiano ao Hamiltoniano classico

Tendo o Lagrangiano cldssico do modelo o superconforme unidimensional, o procedimento para
a quantizacao canodnica se da pela passagem para o formalismo hamiltoniano e entao a realizagao
da quantizagdo. Aqui vamos nos dedicar a fazer o primeiro passo, ou seja, passar os Lagrangia-
nos para o formalismo Hamiltoniano. Embora normalmente isso seja simples, pode-se notar em
(2.1.3), (2.1.5) e (2.1.7) que hé dependencia linear em relacdo a xg nos Lagrangianos e isso nos
levard a vinculos no formalismo hamiltoniano que nos forgarao a utilizar o método de Dirac para
sistemas vinculados [55]. Na linguagem de Dirac, os vinculos que irdo aparecer sao ditos primdrios
(aparecem mesmo sem as equagbes de movimento) e de sequnda classe (possuem parénteses de
Poisson nao nulo com pelo menos um dos vinculos).

Para ilustrar o procedimento, vamos fazé-lo para o caso mais simples, o qual ja apresentado no
capitulo passado, que é o N'=1 (1,1,0), tanto para o modelo parabélico como trigonométrico (o
modelo hiperbdlico ndo possui potencial limitado inferiormente e vamos deixd-lo de lado).

2.2.1 Modelo parabdlico N =1 (1,1,0)

Tomando o Lagrangiano (1.5.8), queremos deixé-lo na base de termo cinético constante, mas logo
se percebe que isso é, na verdade, equivalente a escolher A = —%. Ou seja, continuamos a ter uma
representagao linear da dlgebra superconforme, e ela é dada por
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(9 0 St -1 0 (-t 0
H_Z(o at)’ D"( 0o ot ) KBTI 0 29 )

0 1 5 0t
Q(iﬁt 0>’ Q(itﬁt—z’ o>' (2.2.1)

Ja a agao terd a forma

S = /dtL = /dt%(@f +ixX). (2.2.2)

Agora nos preocuparemos em obter as cargas conservadas dessa acao. Para tanto devemos
introduzir o teorema de Noether, o qual nos diz que, dado um operador de simetria O a carga
conservada associada a ele deve ser dada por

oL
Co = (5o¢1)£ - Jo, (2.2.3)

I

onde Jp vem da variagdo dp L = ‘%O e ¢1 engloba todos os campos da teoria, sejam bosonicos ou

fermibnicos. A ordem dos fatores no lado direito de (2.2.3) é essencial e deve ser mantida, pois
estamos lidando também com varidveis e derivadas de Grassmann.
Utilizando (2.2.3) para cada operador da superélgebra (2.2.1) temos as cargas conservadas

-2 : 2,2 2

] t t . . .
cn=%,cp="L - o ="L _yyy+ L, Cq =19x, Co = tyx +yx. (2.2.4)
2 2 2 2 2
Ja a equacao de Euler-Lagrange
oL d oL
— = —(==) (2.2.5)
d¢  dt 9¢
nos dao as equagoes de movimento
=0, x = 0. (2.2.6)

Vé-se que x nao tem papel fisico aqui a ndo ser de garantir a invariancia por osp(1|2).
Agora podemos introduzir as momentos conjugados do formalismo Hamiltoniano,

oL oL (5%
= — = .’ = - = _7, 2.2.7
P=oy =0 T 5 (2.2.7)
e reescrever as cargas (2.2.4) em termos dessas novas varigveis. Ou seja,
2 n2 22 2
Cu = %, Cp = % - %, Ck = Tp —typ + % Cq =px, Cg =1tpx +yx. (2.2.8)

O 1ltimo passo requer a definigdo dos parénteses de Dirac. Em (2.2.7) nota-se que o momento
conjugado 7 de x ndo é uma funcao inversivel da velocidade x. Dessa forma, a segunda equacao
em (2.2.7) nos dard um vinculo de segunda classe no espago de fase, o qual é

u=m-+ 5 (2.2.9)
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Mas antes de introduzir os parénteses de Dirac devemos introduzir os super-parénteses de Poisson,
pois estamos lidando com varidveis de Grassmann. Para fungoes f, g reais, complexas ou varidveis
de Grassmann, os super-parénteses de Poisson sao

. of dg af dg
— deg(f)-deg(g)
{f.g}tp = E] (=1) Sb; O Oy 061 (2.2.10)

onde deg é 0 se a fungao é real ou complexa e 1 caso seja uma varidvel de Grassmann.
Enfim podemos definir os parénteses de Dirac. Dado o conjunto w; de vinculos de segunda
classe, os parénteses de Dirac sao definidos como

{f,9}p =1{f9}p — Z{ﬁ uk}PUﬁl{uz,g}Py (2.2.11)

k,l

onde Uy; = {uk,w; }p é a matriz obtida pelos super-parénteses de Poisson entre todos os vinculos
de segunda classe.
u é um vinculo de segunda classe, pois

{u,u}p = —i. (2.2.12)

Enfim os parénteses de Dirac nao nulos entre as varidveis canonicas sao

{v.plp=1 {x;x}p=—i (2.2.13)

Com os parénteses de Dirac é possivel recuperar as equagdes de movimento e, além disso, ao
tomarmos os parénteses de Dirac entre todas as cargas conservadas em (2.2.8), também podemos
obter uma nova representacdo da superdlgebra osp(1|2).

2.2.2 Modelo trigonométrico N' =1 (1,1,0)

O caso trigonométrico é inteiramente andlogo ao caso parabdlico e, portanto, vamos evitar nos
repetir.
Tomando o Lagrangiano em (1.5.10) e pondo na base de termo cinético constante, novamente

isso serd equivalente a escolher A = f% e, assim ainda temos uma representagao linear de osp(1|2),
a qual dada pelos geradores
i Oe+% 0 o 0 =% 0
_ it t 2 — t _ it t 2
He( 0 at>’D (0 at)’ N ( 0 at>’

it 0 1 = _it 0 1

Nesse caso, a agao invariante é
1o . 1,
S= [ dtL = dt§(y +ixx — 3V ), (2.2.15)

as cargas conservadas sao dadas por

1 i 1 1 1 1 i 1
_ ity 2 0. 2 :7-2 =2 :—zt7-2 o a2
Cy=e (2y 599 — QY ), Cp SLARNRUR Ckg=e (2y +5Yy gy )s
Cq = e2'(ix = 5ux), Cq = e *'(Ix + 5uX) (2.2.16)
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e as equagoes de movimento sao

y= —%, x=0. (2.2.17)
Agora temos os momentos conjugados
oL oL 5%
_ — g T = - _A 2.2.18
P=; =V =5 5 ( )

e, assim, as cargas conservadas (2.2.16) podem ser expressas como

Cn = 6”(%1)2 - %yp - %yz), Cp = %pQ + éyQ, Cx = 6’”(%])2 + %yp - éyQ),
Cq = e (px — %yx), Cg = e 5 (px + éyx)- (2.2.19)
A segunda equagao em (2.2.18) nos dé o vinculo de segunda classe
w=m+ % (2.2.20)
e os parénteses de Dirac nao nulos sao
{v.p}p=1, {x.x}p=—i (2.2.21)

2.3 Quantizagao candnica

A quantizacao canodnica é realizada pela troca dos parénteses de Dirac entre as variaveis canonicas
A e B por (anti)comutadores entre os operadores A e B correspondentes a essas varigveis. Ou
seja,

{4.B}p — [4,B), (23.1)

onde [A, B} é o anticomutador gradado e herda a mesma simetria do parénteses de Dirac corres-
pondente. Ao aplicarmos (2.3.1) a (2.2.13) e (2.2.21) vamos ter, respectivamente, a quantizacdo
dos modelos parabdlico e trigonométrico com sismetria osp(1]2).

2.3.1 Caso parabdlico

De (2.3.1) obtemos os (anti)comutadores
[9. 8] = ih, {X, X} = h. (2.3.2)

Na representagao de posicao, esses operadores tomam a forma

y=y, p=—ih0y, X =1/3- (2.3.3)

Algo que deve ser observado em (2.3.2) é o fato do campo fermionico x nao ser mais uma varidvel
de Grassmann, mas sim um gerador de algebra de Clifford. Isso é uma caracteristica geral da
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quantizacao das varidveis de Grassmann e, embora nao no presente caso, também leva a corregoes
quénticas do Hamiltoniano.

A escolha feita em (2.3.3) de representar ¥ como nimero real ndo ¢ tinica e uma outra escolha
possivel, a qual respeitando a gradagao Zs no espaco vetorial onde a superdlgebra age, consistiria
em escolhery, p e X como

[y 0\ . [ —ihd, 0 A_\/E()l (1 0
y‘(o y)’p_< o —ino, ) X=Val1 o) N =0 1) @34

onde Ny é o operador de paridade fermionica. Isso ilustra como nem sempre o espago vetorial onde
a superdlgebra age precisa ter a gradagdo Zs. Ambas as escolhas (2.3.3) e (2.3.4) sdo consistentes
e a escolha entre as possiveis representacoes da dlgebra de Clifford definida em (2.3.2) dependerd
do sistema fisico que se pretende descrever.

A quantizagao das cargas cldssicas (2.3.1) nos leva & representagdo parabdlica quantica da
superélgebra osp(1]|2) com (anti)comutadores ndo nulos

[H,D] =ihH, [H,K)] = 2ihD, [K,D] = —ihK

NS ~ N A A~ o~ B~ A A h 2
[H,Q) = ihQ. [K.,Q) = —ihQ, [Q.D] = TQ. [, D] = -4,
{Q,Q} = 2nH, {Q,Q} = 21D, {Q,Q} = 2hK (2.3.5)
e operadores representados como
g Lo a to Lo o ot 1
HfipaD*QP 4(yp+py)7K72 2(p+py)+2 ,
Q= b, Q=1 — % (2.3.6)

Os operadores tém a mesma forma dos classicos a menos de simetrizagao, mas, como ja mensionado,
isso nao ¢ geral e mais adiante veremos o caso N/ = 2 (2,2,0) e esse possui corregoes quanticas nos
operadores. Isso se deve ao fato de N =1 (1,1,0) ter sua base de termo cinético constante obtida
por uma escolha particular de A ao invés de uma transformacao que leve a um Lagrangiano novo
com dependéncia em A\, mas onde a dlgebra superconforme age nao linearmente.

O Hamiltoniano H em (2.3.6) corresponde ao de uma particula livre em uma dimensio e é
o elemento de Cartan da algebra. Os operadores H , ﬁ, K fecham a simetria bosonica sl(2) e
H junto a Q nos dao a supersimetria A/ = 1 do sistema. Em termos de (2.3.3), a representagao
do modelo nao possui graus de liberdade fermionicos, mas nao é mais o caso se escolhéssemos a
representacao definida por (2.3.4).

2.3.2 Caso trigonométrico

A quantizacdo do caso trigonométrico segue exatamente os mesmos passos da do parabdlico e os
operadores ¢, p, X serdao os mesmos. Com isso em mente, expressemos os operadores quanticos
obtidos pela quantizagdo da contraparte cldssica apresentada em (2.2.19). Eles sao

N 1
K Y=p® + — (9P + BY) — <5°),

>
[
N—
I
@

1
2 4 8

X0), Q=e"% (D + =x9). (2.3.7)
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Devemos alertar que o Hamiltoniano agora nao é dado por H , mas por De que, como logo se
nota, esse é o Hamiltoniano do oscilador quéntico unidimensional. (2.3.7) novamente define uma
representacao de osp(1|2), a qual dada por

[H,D]=hH, [H,K]=2hD, |[K,D] = —hK,

| St

10,0 =20, [Q,D] = 20,

@»

[H,Q] = hQ, [K,Q) =

QY =2KH, {0,Q} = 2hD, {Q,Q} = 2LK. (2.3.8)

Q>
(QI)

{

Algo que deve ser notado aqui é que agora o Hamiltoniano ndo é mais um elemento de Cartan
da &lgebra, mas sim uma raiz positiva. Além disso, é facil averiguar que, sendo X = \/é, 0s

operadores Q e (Q definidos em (2.3.7) se reduzem aos operadores de criacido e aniquilagdo usu-
ais do oscilador harmonico unidimensional e, portanto, podemos dizer que o oscilador quantico
unidimensional tem superélgebra geradora de espectro osp(1]2). Ainda iremos dizer que o sis-
tema é superconforme, mas a supersimetria nesse caso nao é no sentido usual, j4 que nao temos
Q2 = D. Mais adiante introduziremos a nogao de supersimetria suave (soft supersymmetry), onde
esse modelo se encaixara. Com isso podemos encerrar a analise desse exemplo.

2.4 Mecanica quantica superconforme em duas dimensoes
com simetria si(2|1)

Agora apresentaremos os modelos quanticos providos pela quantizagao das agoes (1.5.13) e (1.5.15),
as quais possuem simetria sl(2[1). O processo de quantizacdo é exatamente o mesmo que o apre-
sentado na segao passada excetuando o fato de termos aqui cdlculos mais extensos e de que a base
de termo cinético constante nao serd mais equivalente a escolha de um A particular. Dessa forma,
partiremos diretamente dos operadores quanticos obtidos e investigaremos alguns dos resultados.
Como serd mostrado, o caso parabdlico terd o Hamiltoniano de uma particula no plano sobre
influéncia de um potencial proporcional ao inverso do quadrado e ao acoplamento spin-érbita. J&
0 caso trigonométrico terd a mesma interagao do caso parabdlico, mas acrescida de um potencial
oscilatorio, o qual fard do sistema um sistema confinado e dos niveis de energia, discretos. Nesse
dltimo caso, mostraremos que a algebra superconforme serd a superédlgebra geradora de espec-
tro e investigaremos também as limitagoes da existéncia da simetria superconforme no espaco de
Hilbert.

2.4.1 Modelo parabdlico N’ =2 (2,2,0)

Ao se por o modelo com agdo (1.5.13) na base de termo cinético constante, é conveniente uti-
lizar os campos complexos y e y*, como ja discutido anteriormente. Dessa forma, teremos os
(anti)comutadores nao nulos

[y, py-] = [, py] = ih,  {x.x'} = 2h, (2.4.1)
onde p, = —ih0y, py- = —ih0y- e as varidveis fermionicas podem ser expressas como y =
0 1 0 0
T =
\/QE(O O)ex \/271(1 O)

Por simplicidade, tomemos A = 1. Temos, entao, os operadores quanticos
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5 (22 + 1)?

H = (2pypy- + f
vy 8yy*

22+1 Pys D
f y y
[ XX —X'X "

)]12 + )

. o1, ‘
D =tH — §(y Py + ypy — 1)la,

L N
K =1H —t(y*py, +yp, — )la + SV I,

) l+22)\ 1-%—22X . « # « 1-%—22/\
) i [y y i ((y y ;
-4 ((2) ()Pt ()

2 \ \y* O\ 2\\y Oy

1 142X 1420 1 142X 142X
A (2 Y\ 2 y\ 2 Yo\ 2 Yo\ 2
() men () )es () e (5) 7 )0

2
oW — o _ L = (y)A .+ <y>A N
* T2 y* y ’
0P —10® _ = (l/)A ‘e (’é’>A o
* RVS) y* y ’
. iy 1—2)
J = %(% - %) - — = xT). (2.4.2)

Aqui H é o Hamiltoniano quantico.

Usando p, = —i0y, py~ = —i0y~, 0s operadores Q(_l), Q(_2) podem ser escritos na forma
A1 . 0 -4 A (2 0 A
Q():Z( At 0 )7 QS): ( AT 0 )a (2.4.3)
sendo
c ; A +1 i i 22 +1
Al = Lz (g 4 2 A=—— (g _ 2 2.4.4
\/Qe P +7'60+ 5 , \/Qe 3] r80+ o ) ( )

onde utilizamos coordenadas polares (y = re?, y* = re=%).

Semelhantemente, o Hamiltoniano H toma a forma

. (2 +1) (22 +1)°

IR 1.,
H = [—5 <3T + ;87~ + 71289) +Z 2’["2

305 + L, (2.4.5)

com o3 sendo a matriz de Pauli diagonal. Como j& antecipado, aqui temos uma corre¢do quéntica
e essa ¢ o termo (2)5‘;21)2 , que na verdade é muito bem vindo, pois garante a existéncia de extencoes
autoadjuntas para o Hamiltoniano qualquer que seja .

A corregio quantica é necesséria para que a superalgebra sl(2|1) seja realizada. Os (anti)comutadores

nao nulos dela sao (m,n = 0,£1):

[LnaLm] :Z(m*n) Lm+n7 [LOaQ:II:] = i§Q£ﬁ:7 [LilaQi] = :FZQL
. i oA . . A . .
[J, QL] = §€IJQi7 {QL,Q1} =207 L1, {QL,Q1} =20rsLo +2€15J, (2.4.6)

ondef/,lzﬁ, L():D, I:lzf{, I,J:1726612:—621:1.
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As autofuncoes tais que H VEm+ = EYgpm+ para E > 0 produzem um espectro continuo e sao
dadas por

) (2.4.7)

zmé‘

o O

wEm_(T',H) J‘ 2>\+1+m‘ 047‘

q/jEm-&-(ra 9) = J‘%f m0 (

sendo J‘M_m‘(ar) e J‘MJF"L‘(QT) funcoes de Bessel e a = v/2F.

Para concluirmos nossa analise, reescrevamos os operadores Q’s na forma usual da Mecéanica
Quantica Supersimétrica. Definindo

L Q2 +iQt 0 A\ A Q% —iQ- 0 0
@= 2Z (0 0)’@T 2l (AT o)’ (2.4.8)

teremos {Q,QT} = 2H e Q2 = (QT)2 = 0, como seria comumente encontrado no contexto de
Mecénica Quéantica Supersimétrica.

Por fim devemos notar que, dada as expressoes (2.4.4), temos QVpm_ = VE m+2x,+ € QT¢Em+ =
VEm-2x,—. Como m + 2\ e m — 2\ precisam ser nimeros inteiros, Qz/)Em, e QTwEer perten-
cem & base do espago de Hilbert apenas se 2\ for inteiro. Ou seja, os parceiros supersimétricos
dos estados apenas existem se tivermos \ € % + 7Z ou A € Z. Em outras palavras, a simetria
superconforme apenas se realiza no espaco de Hilbert em questao quando A € % +Zoul\€Z.

2.4.2 Modelo trigonométrico N' =2 (2,2,0)

Assim como no caso parabdlico, a quantizacdo da ac¢do (1.5.15) nos da

[y pys] = [y.py) =0, {x.x'} =, (2.4.9)

onde xy = \/ﬁ( 8 (1) ) ext = \/ﬁ( (1) 8 ) Novamente poremos i = 1. Dessa forma teremos

os operadores quanticos

—21t

~e ~ . o )
H=i— (H = yy* Iz + i(y"py~ + ypy — 1)l2),
P vyt (A +1)2 2A+1 i Pyt Dy i~
D = —(2p.p, T _ M R R
2(ppr 5 e Mo +1i 1 (xx xx)(y y*) 51
R o2t . . .
K =i (H —yy*lz — i(y"py~ + ypy — 1)l2),
A 1,y 1422 Y | 142 1 y* 142 y* 1422
QWY = —ieT ' [ ()2 py+0y(-2) 7 )x — =((Z) % pye + - () 2 X!
¥ [2((y*) y y(y*) )X 2((y) y y(y) )X
i1 YA Y oAt
T 5y (=) x X",
2( )((y*) (y) )
~ . ]_ y 142X y 142X 1 y* 142X y* 142X _‘_
QY = T ((=2) 7% py+py(=) 7 I+ S ((5) 72 pye +pye =X
¥ [2((y*) y y(y*) ) 2((y) y y(y) )
(P Y
F o wy)z ()M + )M,
O 1—2\
J=S(F -2 - — (- xT)- (2.4.10)

in N
Os operadores fermionicos Q(i), I = 1,2, podem ser expressos como
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A(L) _ . Fit 0 —As A(2) _  Fit 0 As
QY =ie (Bi 0 , QY =e B. 0 , (2.4.11)

onde, usando coordenadas polares,

1 ] 20 +1

Ay = —gei”‘e((“)r — —0p + +7),
r
i ' 20 +1
By = —%e‘me(&« G lgp ATy 7). (2.4.12)
r
Aqui o Hamiltoniano é 7L e esse estd relacionado com D através de H = —2iD. Portanto,
. 1 1 1 (2 +1) @r+1)% 2
=[—=(0?+ -0, + -0} Og+ ———+ —|I 2.4.13
"=l 2(T+7’ +7"2 b) +i 272 o300 + 8r2 +2]2’ ( )
com o3 sendo a matriz de Pauli diagonal.
Para uso futuro, vamos explicitar J, o qual dado por
A i 20 —1
= ——Ir09 — 3. 2.4.14
J 5 20p 103 ( )

Pode-se averiguar que a superalgebra sl(2|1) é recuperada por (anti)comutagoes entre os operadores
(2.4.10) usando (2.4.9).

Sendo ¢ = PRy (r)e+ um ansatz de autofungio de #, onde ey = ( L ) ee_ = ( 0 ), a

equagao radial que obtemos é

1 22 +1 r?
52(MmF = )2+ 5 — ElR<(r) =0, (2.4.15)

1,., 1
502+ ~0) +

onde F é a energia. Em [1] a mesma equagdo aparece ao se resolver o problema de trés corpos
numa linha. Além disso, a questdo da existéncia de extensbes autoadjuntas para o operador

.. . 2 C A ~
atuando sobre R foi investigada em [56]; como (m + ”‘T'H) > 0, a existéncia de extensoes

autoadjuntas para o Halmiltoniano (2.4.13) é garantida. Deve-se destacar que esse resultado
(22+1)?
) 8r2

O requerimento de Qg ) ser unicamente definido no plano R? implica, dados os fatores ex-
ponenciais em (2.4.12), o vinculo 4A7w = 2kw, com k inteiro. Portanto a realizacdo da dlgebra
superconforme no espaco de Hilbert depende de \ estar restrito a A\ = % + Z ou A\ = Z. Discutire-

mos 0 caso A\ = % + Z, ja que ainda ha certa nebulosidade no entendimento do caso A = Z. Vale
observar que A = —% corresponde ao oscilador harmonico bidimensional, mas aqui temos ele com

um grau de liberdade a mais (o espinorial).

depende crucialmente da correcao quantica

.. . A(T . ~ . . ~
Para )\ semi-inteiro, os operadores Qi) agem como operadores de criagao e aniquilagao. Com

(n
+

efeito, pode-se verificar que [7—2, QSEI )] = $Q . Portanto, ao comegarmos de um estado de peso

minimo satisfazendo erj)z/z = 0, uma torre infinita de estados com energias mais altas pode ser
obtida ao aplicarmos Qﬂ” multiplas vezes. Uma rapida inspecao dos Q(_I) definidos em (2.4.11)
e (2.4.12) deixa claro que os dois operadores dardo os mesmos resultados a menos de uma fase
ao serem aplicados nos autoestados. Assim, nos restringiremos a analisar os resultados para Qf)
No préximo capitulo mostraremos que, ao menos para casos unidimensionais, essa redundancia
nos operadores de criacao e aniquilagao é um aspecto bastante comum da simetria superconforme.
Agora, as solugdes para Qf)w =0 sao
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wm_t,_ (’I“7 9) = AmT(m_ 2A;1)6_T26im0 < (1) ) 5

2241

Y (r,0) = Bpr~(m+ 2>eﬂﬂam9( ?), (2.4.16)

onde A,,, B, sao os fatores de normalizagao dados por

atl 1 22+ 1

Ap=2"%———  a=m : (2.4.17)
(o + 1) 2
1 2N+ 1
B =27 B=—(m+ 2L (2.4.18)

VAT(B+ 1)

sendo I' a fungdo gama.
Para termos fungoes normalizéveis, m deve ser restringido. Para os estados de peso minimo
bosonicos temos que

22 +1
m > ; (2.4.19)
e para os fermionicos segue-se a restrigao
20 +1
m< 220 (2.4.20)
2
A energia desses estados serao
N 220 +1
Hipmt = (1 +m— 2 )wm-‘rv
. 220 +1
b = (1= (m+ =) (24.21)

Dois estados de vacuo, um bosonico e outro fermidnico, existem com energia 1. Eles sao obtidos
quando temos m = 2)‘; L 1o caso bosénico, e m = —% no caso fermionico. Portanto a teoria
possui um véacuo duplamente degenerado com um estado bosonico e outro fermioénico. Como é
discutido no Apéndice A, podemos impor uma regra de superselecdo através de um projetor e
selecionar metade desses estados de forma a ter um tunico vdcuo. No caso em que A = a
superselecao nos dard o oscilador harmonico quantico bidimensional usual.

Devemos enfatizar um aspecto importante da construgao feita até aqui. Como fica claro na
discussao feita no Apéndice A, nao é possivel recuperar todos os estados excitados a partir do
vacuo com os operadores que temos disponiveis até agora. De fato, cada um dos estados de peso
minimo encontrados em (2.4.16) deve ser levado em conta e, dessa forma, temos uma representagao
completamente redutivel de sl(2|1) no espaco de Hilbert e esse pode ser separado como uma soma
direta de infinitas representagoes de peso minimo de sl(2|1). Porém o oscilador harménico quantico
bidimensional pode ter seu espacgo de Hilbert inteiramente construido a partir do vacuo e isso é
uma pista de que estamos deixando escapar algo. Esse algo é uma simetria discreta dada por

. 0 ei(22+1)0
C= ( e~ (2A+1)0 0 .

Pode-se verificar que [7:1, C’] =0, com # dado em (2.4.13), e que C?=1,. 0 operador C também

1
2

(2.4.22)
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comuta com K e H apresentados em (2.4.10), mas ndo comuta com J e os operadores fermionicos
da nossa representacao de sl(2|1). Na verdade C definird novos operadores de simetria, os quais
Sa0

coPe =g Zie:F“( _%i % ) COPC =q = eFit ( DO (’;)i ) (2.4.23)

+
onde
» 22+ 1
Oy = _%612(>\+1)0(ar + %89 _ A+ + ’I")
P 2241
Dy = —%e*ﬂ(”l)@(&. - iag _2AFL (2.4.24)
€
- 2A+3
CJC=T=—10 - : 5. (2.4.25)

Seja {g;} (i = 1,2,...,8) o conjunto de operadores de sl(2|1) em (2.4.10). Por construgio
gi = Ogié—l também serd uma representacao de sl(2]1), pois C define uma transformacao de
similaridade. As duas representagbes nao sao equivalentes, afinal, os operadores novos nao sao
combinagoes lineares dos anteriores. Além disso os (anti)comutadores [§;,§;} produzem ainda
mais operadores fora da superalgebra que temos. Nao é claro ainda qual estrutura algebrica se
segue da combinacao dos operadores g; e g;, mas os novos operadores de criagdo e aniquilagao
tornam possivel exatamente o que estdvamos buscando: construir a base do espaco de Hilbert a
partir dos estados de vacuo. Mais detalhes sao encontrados no Apéndice A, onde hé diagramas
que ajudam a visualizar a agao dos operadores de criacao.
Com os novos operadores podemos introduzir os seguintes operadores:

P — 220 +1 A =
T=d4T=—ith— 2oy Ny=oy=J—T7, (2.4.26)

0s quais permitem definir os novos niimeros quéanticos

Hin,j,e) = (n+1)|n, g€, Tln.j,€) =jln.j €, o.|n,j,e) =eln,j,e). (2.4.27)

2.5 Supersimetria suave dos osciladores

J4 destacamos que os osciladores apresentados (deformados ou nao) nao sdo supersimétricos no
sentido usual, mas sim no que aqui chamamos de supersimetria suave. Vamos agora listar suas
principais caracteristicas.

Do ponto de vista cldssico, ambos os modelos parabdlico e trigonométrico sao superconformes,
mas temos a seguinte diferenca:

i) modelo parabdlico: tanto os modelos cldssico como quéntico sdo superconformes e a supersi-
metria existe no sentido usual. Ou seja, h4 ao menos um operador Q tal que Q% = H, com
‘H sendo o Hamiltoniano.

ii) modelo trigonométrico: o modelo é superconforme, mas a supersimetria nao existe no sentido
usual. Os operadores Q tem quadradoQ? = Z diferentes dos Hamiltoniano , isto é, devemos

ter Z £ H.
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De certa forma os modelos trigonométricos estao no meio do caminho entre modelos supersimétri-
cos e nao supersimétricos. Em [57] o termo “supersimetria fraca” foi empregado para essa no¢ao
intermediaria, mas ainda sim, é enganoso empregar ele aqui ja que o “oscilador fracamente super-
simétrico” em [57] ndo possui relagdo com os osciladores superconformes aqui descritos. Por essa
razao parece-nos mais apropriado dar uma classe restrita aos osciladores superconformes apresen-
tados aqui. As caracteristicas dessa supersimetria suave dos osciladores superconforme seriam:

i) a ac@o classica é superconforme;

ii) quebra espontanea da simetria superconforme. Com efeito, no caso mais simples, o vdcuo |0)
do oscilador harménico usual é aniquilado por a, mas nao pelo operador hermitiano a 4 a'.

iii) no modelo quantico a dlgebra superconforme age como superélgebra geradora de espectro.

H& uma série de pontos que ainda devem ser explorados em relagao as representagoes trigonométri-
cas. Por exemplo, o modelo com simetria sl(2|1) aqui apresentado possui uma caracteristica ainda
nao esclarecida, que é a presenga dos operadores (2.4.23), os quais tornam possivel a construgao
da base do espago de Hilbert a partir do vicuo enquanto uma representagao de sl(2|1) sozinha
nao seria capaz.



Capitulo 3

Osciladores Quanticos
Superconformes Unidimensionais

Nesse capitulo faremos uma investigacao sistematica de osciladores quanticos superconformes uni-
dimensionais definidos a partir de matrizes de tamanhos 2 X 2 e 4 x 4 com operadores diferenciais.
Derivaremos as superalgebras geradoras de espectro e mostraremos as escolhas possiveis para o
espaco de Hilbert de cada caso apresentado, sendo enfatizado que a escolha nem sempre é unica,
como ja notado em [58, 59] para um caso puramente bosonico.

Os resultados apresentados no presente capitulo também podem ser encontrados em [32].

3.1 O oscilador quantico unidimensional nao deformado

Como estabelecido em [60], a superdlgebra (1.3.22) da Mecéanica Quéantica Supersimétrica pode ser
construida por operadores diferenciais matriciais hermitianos Q; e H agindo sobre campos reais.
No entanto a exigéncia de fecharmos uma superdlgebra nos leva a ter uma estrutura complexa.
Isso pode ser visto através de comutadores como, por exemplo, [Qr, K| = iQr, que nos forgam a
introduzir a unidade imaginaria nos operadores para preservarmos a hermiticidade no lado direito.
Dessa forma, sem perda de generalidade, podemos investigar a acao da simetria superconforme
sobre campos complexos.
O Hamiltoniano matricial de tamanho 2™ x 2™ sem interagao é dado por

1
H= —563 Tgn (3.1.1)

Dado n € N, haverd 2n operadores diferenciais matriciais hermitianos bloco anti-diagonais Q7
(os ditos operadores fermionicos da superélgebra) tais que Q% = H. Os operadores Q; fecham a
dlgebra da supersimetria A-extendida (1.3.22) com

N =2n. (3.1.2)

A relagdo acima é baseada na construgao feita em [61, 62] para dlgebras de Clifford complexas.
Agora tomemos 2n matrizes anti-diagonais vy, I = 1,2,...,2n que geram a representagao da
algebra de Clifford definida por

Yiva + v =201 - Ion (3.1.3)

e a matriz diagonal F’

Fe ( HT(‘)“ 0 > (3.1.4)
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a qual satisfaz

Fyr+~vF =0, YI=12,...2n. (3.1.5)

F é o operador de ntimero fermionico e, como antes, tem autovalor 1 para estados bosonicos e —1
para estados fermionicos.
Podemos, assim, definir

Qr= %w@z, (3.1.6)

o que, dado (1.3.22), nos da

{Q[,QJ} = 251!]H, [H,Q[] :0, I,J: 1,...,2”. (317)

O par conforme de H é o operador K, o qual assumiremos ser proporcional a identidade e, portanto,
pode ser escrito como

1
K= §x2 g (3.1.8)

Ja os pares conformes de Q;, @7, sao introduzidos através da relacao

~ ~ 1
’K = ’L — = —X - . 3.19
Qr, K] =1iQ; — Q1 7 VI ( )
Por fim, o operador de dilatagdo D e a R-simetria (com operadores Y77 = —X ;7) s@o obtidos com
os anticomutadores
{Q1,Qs} = —201,D + 2y (3.1.10)

Eles sao

) 1
D = _i(fl;am + 5) ']12717

7
Y= CRLRCE (3.1.11)

Os operadores D, H, K, Q, @1, Y1 fecham a superdlgebra D(n,1) ~ osp(2n|2) com os 4n gera-
dores Q) e é 1 sendo os operadores fermibnicos enquanto os n(2n — 1) + 3 operadores bosdnicos
H,D,K,¥; geram a subalgebra sl(2) @ so(2n). Os (anti)comutadores nao nulos de osp(2n|2) sdo
apresentados abaixo, onde usamos as notacoes B+ = H, E~ = K, Q}L =Qr, Q; = @[.

. 7
[D,E*] = +iE*, [D,Qf] = iiQIi,
[E+7E_] = _2’LDa {Q?)QI_} = _25IJD+ ZIJa
[E*,QF] = +iQF, {QF, Q) =201,EF,

(215, 211] = =Sy, (21, Q%] = —id1xQF + 07k QF. (3.1.12)
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O Hamiltoniano H,s. do oscilador nao deformado é dado por

1
Hye = H+ K = 5(—aﬁ+x2) gn. (3.1.13)

Podemos agora definir

1

ar = Qr +iQ; = 7

~ i
O+ ), al = Q1 —iQr = —1 (0, — 1), 3.1.14
Y10z + ), ay = Qr —iQr \@W( ) ( )
cuja anticomutagao nos da
1 i
Hyoe = §{a1,a1}. (3.1.15)

Pode-se também vertificar que a} (ar) sdo operadores de criacdo (aniquilacdo), ou seja,

[Hoscaa}] = G/L [Hosaal] = —ar. (3116)

Logo, a superdlgebra osp(2n|2) é a superélgebra geradora de espectro de H,s.. Fora isso, a dlgebra
de Heisenberg é obtida para cada I através dos comutadores

[ar,al] = Tgn. (3.1.17)

Os operadores de aniquilagio a; nos permitem definir 2" estados fundamentais degenerados ¥
como estados de peso minimo. Com efeito,

1
argf =0,  Hosthf = 5. (3.1.18)

Vale ressaltar que metade dos estados sao bosonicos enquanto a outra metade sao estados fermi-
Onicos.

3.2 Adicionando o potencial “é”

Ao adicionarmos ao Hamiltoniano (3.1.1) um potencial %V, onde V = diag(vy,va,...van) é
uma matriz 2™ x 2" constante, a dimensionalidade de H é preservada. A questdo que estamos
interessados em responder é sobre qual restricao devemos impor sobre os parametros v; de forma
que o Hamiltoniano

1
Hp=H+ 5V (3.2.1)

seja um gerador de uma algebra superconforme na representacao parabdlica e, por seguinte, que
H,s. + :712V> com H,s. dado em (3.1.13), seja o Hamiltoniano trigonométrico com a dlgebra super-
conforme sendo a superalgebra geradora de espectro. Vale antecipar que a simetria do oscilador
deformado Hose + -5V nao necessdriamente serd, osp(2n|2).

Agora podemos definir os operadores fermiénicos deformados da seguinte forma:

aef _ U g M1 3.2.2
I \/E('VI x T )a ( )
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onde M sao matrizes constantes bloco anti-diagonais tais que M} = Mj. Ao exigirmos o fecha-
mento da superdlgebra (1.3.22), obtemos, para I # J, as equagoes

{7I7MJ}+{7J7MI} = 07
{MI,MJ} - ’L"}/IMJ - ’L"}/JM] =0. (323)

Para I = J devemos recuperar Hp e, portanto, temos

1 ,
V= 5(M,2 — iy My). (3.2.4)

O operador (3.1.8) permanece sem deformacao, donde segue-se que D e @ 1 também ficam inalte-
rados. B
Para recuperarmos D através dos anticomutadores {Q?ef ,Qr}, devemos ter

{M[,ﬁ/[} :O (325)

Ja os anticomutadores {Q‘Iief , @]} para I # J nos dao os operadores constantes

def _
X =

(50 vl +{Mi,va1). (3.2.6)

1
2

N =

Como a relacdo (3.2.3) deve ser satisfeita, temos X7 = —xd¢/.

Uma classe de solugdes para as equagoes (3.2.3),(3.2.4) e (3.2.5) é obtida se escolhermos

M[ = iﬂ’yIF, (327)

onde 8 é um numero real arbitrario e F' é o operador de paridade fermionica introduzido em
(3.1.4). A solugdo (3.2.7), no entanto, ndo é valida para nenhum n > 3.
Tendo (3.2.7), os operadores E‘;Sf definidos em (3.2.6) tomam a forma

ndef — 271w(1 — 28F). (3.2.8)

Para n = 1, pode-se verificar que a escolha (3.2.7) faz com que a simetria dindmica seja osp(2|2),
que é a mesma do Hamiltoniano sem interacdo. Para n = 2 o fechamento da superdlgebra é
garantido se F' é expresso como o produto F' = y1727374. Essa relagao que assegura o fechamento
dos comutadores [ ¥ ,Q k| como combinagao linear de Q s no lado direito. O resulado anélogo
também vale para os geradores @’s.

Nas segoes 3.3 e 3.4 discutiremos em maiores detalhes os modelos obtidos a partir de (3.2.7)
com n =1 e n = 2 respectivamente.

Agora, tendo (3.2.7), podemos escrever os operadores

e .~ F
aKl; = Q(; I +iQr = \/571(3 + x4+ p )
e F
s = QI —iGr = L0, o+ %), (3.2.9)

0s quais satisfazem
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laxir, a;(u] =1-28F, {ari,1,F} = {a}l’l, F} =0. (3.2.10)

Diz-se que a algebra de Heisenberg possui deformagéo do tipo Klein (veja [35]) quando temos as
relagoes

[aki, a}(l] =1+ vK,

{ag;, K} = {d},,, K} =0, (3.2.11)

onde v é um ndimero real e K (com K = I) é conhecido como operador de Klein. Logo se
pode ver que os operadores de criagao e aniquilagao em (3.2.9) definem uma algebra de Heisenberg
deformada do tipo Klein (3.2.11) ao identificarmos v = —23 ¢ K = F. Além disso, o Hamiltoniano
HEL do oscilador deformado serd

osc

1 1 2+ BF
i{am,[,aku} =HE —Hoy + K = 5(—63 + a2+ %)H (3.2.12)
Por fim se pode verificar que
(XL axa ] = —axcrr, [HiE al ] = alenrs (3:2.13)

atestando que os operadores a’s e a'’s sdo de fato operadores de criacdo e aniquilacio. Devemos
frisar que a solugao encontrada aqui para (3.2.3), (3.2.4) e (3.2.5) néo é geral e exploraremos uma
outra possivel solugao dessas equagoes na Secao 3.5.

3.3 n = 1 com deformacao do tipo Klein e superalgebra
geradora de espectro osp(2|2)

Para n =1 a dlgebra de Clifford pode ser definida pelas matrizes de Pauli oy, ¢ = 1,2, 3, as quais

sao0
0 1 0 — 1 0
g1 = ( 1 0 ), 09 — ( i 0 )7 03 = ( 0 1 > (331)

Os operadores

1 2 52"‘503
H=—-(-0;+ = ) - I,
7
D=—(z0, I,
2(3;‘3 +2) 2
1
K = —2? 1,
1
J=—§U3+BH27
{ Bos
— (0. 223
Qr ﬂUI (Or + = ),
~ 1

Qr= ok (3.3.2)
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onde I = 1,2, realizam uma representagdo de osp(2|2) para qualquer 5 € R com as seguintes

relagoes de (anti)comutagdo nao nulas:

ID,K] = —iK, [D,H]=iH, [H K]=—2iD,
{Qr,Qs} =261,H, {Qr,Qs} =201,K,
{Qr,Qs} = —2617D + e11J,
[Dan]:%Qb [Daéf}zfgéh
[Q17K]:i617 [@I7H]:_7;Q17

[1,Qr] = —iersQy, [J, Q1] = —iersQy.

Os operadores de criagao e aniquilacao sao definidos como
ar = Qr +1iQr, a} = Qr —iQr,

ou seja,

_ b Bos
ar = \/501 (0 + . + z),
) 60'3
a = 501 (0t =7 —a).

Dessa forma, pode-se verificar que
[a], a}] = ]IQ — 2503.

Jé& o Hamiltoniano H,4. do oscilador deformado é definido por

1 1
H,,. = §{a17a3} =H+ K= f(faﬁ + 22 +

B2 + Bos
2 2

A condigao

arpg =0

) Io.

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

define os estados de peso minimo. Para qualquer g real havera dois estados de peso minimo, sendo
um, g, bosonico (o3¢o+ = o) € outro, ¢y, fermidnico (o3th9— = —1Pp—). Mais explicitamente,

através de a11y = 0 obtemos

—B,—1z2 0
’(/)(H_O((J? 602 )7w0_o<<:cﬁeéx2>.

(3.3.9)

O operador as define os mesmos estados de peso minimo que a; a menos de uma fase. Mais do que
isso, os estados excitados (a;)”ww ((ag)"wo,) também s@o os mesmos que (ai)"ww ((aJ{)”z/JU,) a
menos de uma fase. Disso se conclui que a superélgebra geradora de espectro osp(2|2) é redundante.

E suficiente para obtermos a base do espaco de Hilbert uma das subélgebras osp(1]2) C osp(22),
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seja ela a definida por H, D, K, Q1, @1 ou a definida por H, D, K, )2, @2. Lembremos que o mesmo
tipo de situacao foi encontrada no capitulo passado ao investigarmos o sistema trigonométrico com
simetria sl (2]1). No entanto vale ressaltar que nenhuma das subélgebras osp(1|2) é capaz de gerar
a R-simetria e, portanto, a dlgebra osp(2|2) ainda possui informacao sobre a simetria dindmica do
sistemas que néo nos é recuperada através de suas subdlgebras osp(1]2).

Repetindo a andlise feita no Apéndice B, mas adaptada ao caso que estamos tratando, temos
as seguintes situagoes sobre a admissibilidade dos espagos de Hilbert:

i) no intervalo § < —% temos uma tnica representacao de peso minimo, a qual com peso minimo
bosonico g4, cuja energia é Fyy = % - B

ii) no intervalo 8 > % Também s6 ha uma unica representacao de peso minimo, agora com peso
minimo fermiénico ¥y_, cuja energia é Ey_ = % + B

iii) No intervalo intermedidrio f% <p< % ha duas possibilidades:

iiia) pode-se escolher uma das representagoes de peso minimo, seja a com peso minimo bosonico
ou a com fermibnico.

iiib) A outra opgao consiste em tomar as duas representagoes de peso minimo simultaneamente.

A diferenca de energia entre os estados de peso minimo serd A = Eyy — Eg— = —25. Ou

seja, Yo+ serd o estado fundamental se 0 < 8 < %7 mas o_ O sera se —% < B < 0. Em

B =0 os dois estados sao degenerados e temos um oscilador nao deformado.

Para simplificar nossa andlise, podemos tomar 3 > 0. Isso porque podemos realizar uma transfor-
muagao de similaridadeo;nos operadores g da representagdo dada em (3.3.2) de forma que

g = o190 (3.3.10)

E facil averiguar que, destacando a dependéncia em 3 de H, temos

H'(8) = o1 H(B)or = H(—). (3.3.11)

Ou seja, a transformagao o1 troca o “Hamiltoniano bosonico” pelo “Hamiltoniano fermiénico” em
H.
No intervalo 0 < 3 < % o estado fundamental é e, nos termos de iiib), o espectro serd
2 0+ © s P

1
Een=5—cf+n, (3.3.12)

onde n € Ny, e = 1 e a energia do estado fundamental corresponde a e =1, n = 0.

Vamos agora tratar das condigoes de ortonormalidade entre os autoestados no intervalo 0 <
B < % (para um tratamento mais geral sobre ortonormalidade dos autoestados em osciladores com

deformagao do tipo Klein, recomendamos [35]). Vamos denotar /IZOG o autoestado de peso minimo
bosoénico (¢ = +) e fermionico (¢ = —) normalizados, isto é,

~ g Be—32” -~ 0
Yo+ = Ny 0 , Yo = N_ 12 |, (3.3.13)
onde N, sao os fatores de normalizacao, os quais determinados por

+oo R
|N€|2/ de|e=2Pe="| = 1. (3.3.14)

. 0
Ao separarmos a integral em duas de forma que tenhamos [ _+:OO = f_oo + f0+oo e ao fazer a mudanga
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de varidvel x — —x na primeira, é facil obter fj;j da:|a?_2566_”’2| = 2f0+°O drx—26Be=2", Agora,
fazendo a mudanca de varidveis t = z2, nds temos 2f0+°° drz—2Be=2" = f0+°o dtt=B=zet =
I(—eB + %) Disso segue-se que N, é dado por

1
Ne= ————. (3.3.15)
I(—€eB+ %)
Introduzamos os estados nao normalizados
Une = (a5 "o (3.3.16)

onde a' pode denotar tanto aJ{ como a£ devido & redundéncia de 0sp(2|2). Vamos também denotar

a o operador de aniquilacao correspondente tal que satisfaga (3.3.6). Usando (3.3.6) e levando em
conta que ayge = 0, pode-se verificar que

hne = ZpPn_1,e, sendo Zoy = 2k, Zopy1 =2k +1—2¢8, k€ Ny (3.3.17)

(por consisténcia, usaremos 1o = Poc).
Agora, usando notacao de Dirac (¥ne () = (x|7).), 0s coeficientes de normalizacao M, . sao
dados por

M? . = (nn)e. (3.3.18)

Como (n+1|ln+ 1) = (nlaa’|n). = (A|(aa’ —a'a + ala)|n)., podemos entdo escrever

M'r%-i-l,e = (1 + 266(_1)n+1)M’2,6 =+ Z72LM72L—1,5' (3319)
Os primeiros termos nos dao
Mg, =1,
M12,e = (1 - 26ﬁ)7
M22,e = 2(1 - 266)7
M3, = (1—2¢B)(6 — 4ef). (3.3.20)

E fécil mostrar que 3 = 0 corresponde a M2 _ = n!, que é o coeficiente esperado para o oscilador
nao deformado.
Os estados ortonormais sao entao dados por

1

{p\ne = Mn,e 1%5- (3321)

Introduzamos o sfmbolo de Pochhammer (x),, que é definido através de

(@) = Y =ala e +2) @ n=1), 0 >0

(z)o = 1. (3.3.22)

A aplicagdo multipla de (3.3.17) implica
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a2 oy, = 20(2k — 1 — 268)(2k — 2)(2k — 3 — 2¢8) -+ 2(1 — 2¢B) e
(—2¢03)2r n

(2k — 2 — 2¢B)(2k — 4 — 2¢B)(2 — 2¢B)(—2€B)

_ (2k)1 (—2¢B)ak ~

T2k (—eB), "

= (2k)

k!(*QEﬂ)gk -~
== T . 3.3.23
(CeB) Yo ( )
Portanto podemos escrever
k!(—2€B)ak
M3, = ———= 3.24
2he (—€B)k (3:3.24)

Também através da relagdo (3.3.17), podemos concluir que

k! (—265)2k+2

M22k+1,5 = (2k +1- QGﬁ)Mgk,e = 5 (_eﬂ)k-l-l .

(3.3.25)

3.4 n = 2 com deformacao do tipo Klein e superalgebra
geradora de espectro D(2,1;«)

Para n = 2 temos operadores diferenciais em matrizes complexas 4 x 4. Os operadores novamente
serdo construfdos em termos de uma dlgebra de Clifford e tal serd dada pelas matrizes v; (J =
1,2,...,5) definidas por

Y =02R01, Y2=02R02, 13=02®03, Y4 =01 Xy, 75 =031, (3.4.1)

onde 0;’s sao novamente as matrizes de Pauli e a matriz v5 = 71727374, diagonal, corresponde ao
operador de nimero fermionico. _

Os oito operadores fermionicos Qr, Qr (I = 1,2,3,4), a dlgebra conforme H, D, K (fechando
sl(2)) e a R-simetria S;, W;; = —W,; (i,7 = 1,2,3) sao definidos através de

Qr= \%7] (0x + %)7
@1 = \%7] " T,
H= %(fag G T l’f”"’) I,
= L0+ 5) L
K= %xQ -y,
S; = %74%‘(1 - 2B7s),
Wiy = 397(1 = 26%5), (342)

onde (3, o pardmetro de deformagdo, é um numero real. Os (anti)comutadores ndo nulos entre
esses operadores realizam uma representacao de D(2,1;a). Com efeito,
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D, K] = —iK,
[D,H] = iH,
[H,K] = —2iD,

{Qr,Qs} =261,H,
{Qr,Qr} = 261K,

{Qr.Qr} = —2D,
{Q1,Qi} = S;,
{Q4,Qi} = -5,
{Qi, Qs} = Wi,
[D.Qi] = 501,
[D,Q;] = —%Qb
Qr, K] =iQr,
Qr, H) = —iQr,
Q4, 5] = 1Qi,

Qi Wik] = i(6:jQr — 61 Qj) + 2iB€;1Qu,
[Si, Sj = —iWij + 2iﬂeijk5k,
[Si, Wik] = 035 (Sk — BeremWem) — 105k (S5 — B€jtmWem),
(Wijs Wia] = (6. Wej — 8ieWij + 85 Wie — 8;6Wir.), (3.4.3)

onde Wij = Wi; — 2B€;1Sk. O pardmetro  é relacionado com o pardmetro a usual de D(2,1; )
[23, 44] da seguinte forma:

a=p— % (3.4.4)

. . . _ .~ o .~
Da mesma maneira que fizemos anteriormente, podemos defirnir a; = Q7 +iQr e a; = Qr—iQr
e termos a relacao

lar, a}] = Is — 2B, (3.4.5)

que é a de um oscilador do tipo Klein. De forma andloga ao caso n = 1, pode-se observar
que uma subdlgebra osp(2|2) C D(2,1;«) é suficiente para gerar o espectro da teoria, sendo
o resto da algebra redundante para esse propésito. Ha diferentes escolhas equivalentes para a
subdlgebra o0sp(2]2). Podemos tomar, por exemplo, H, D, K,Q1,Qs,Q1,Q3, W13, onde o ultimo
operador corresponde & R-simetria u(1) de 0sp(2]|2). Outra escolha possivel consiste em tomarmos
os operadores H, D, K, Qs, Q4, @2, @4, S5. Mas, também como visto anteriormente, é preciso levar
em conta toda a &dlgebra D(2,1; «) para termos a R-simetria completa.
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Também como antes, o Hamiltoniano S-deformado H,s. ¢ definido por

2
B ";2/375 )L

1 1
Hosc = i{alvaf}} =H+ K= 5(—85 + $2 + (346)

e os comutadores

[HOSC(B)7 aI] = —ay, [Hosc(ﬁ)zaﬂ = a} (347)

atestam que os operadores al’s e a’s sao operadores de criacdo e aniquilaco.
Quatro estados de peso minimo distintos s@o definidos por ayi) =0 com [ = 1,2, 3,4. Eles sao
(sem normalizacao)

rBe— 3%

e
0 —Be—33”
Yo+t = c o= T ; (3.4.8)
0 0
0 0
0 0
0 0
Vos = | gt |0 Yo = 0 (3.4.9)
0 zBe—37
Deve-se notar também que os operadores de criagao a} fecham a supersimetria suave
{al,dl}y=061,2, I1,7J=1,2,3,4, [Zal]=0, (3.4.10)
onde
Z =2H — 2K + 4iD. (3.4.11)

Também é pertinente lembrar que nos pontos « = 0, —1 (5 = i%) na verdade temos a superalgebra

A(1,1) @ su(2). (3.4.12)

A selecao dos espagos de Hilbert admissiveis segue o mesmo esquema do caso n = 1 e temos
os seguintes casos:

i) no intervalo 8 < —% o espaco de Hilbert corresponde a uma soma direta entre duas represen-
tagOes de peso minimo com pesos minimos bosonicos. Se 8 < —% temos D(2,1;a) com «
pertencendo ao dominio fundamental F'D; ou FDs dados em (1.3.19);

ii) no intervalo 8 > % o espago de Hilbert é composto pela soma direta de duas representagoes de
peso minimo com pesos minimos fermionicos. No caso em que 3 > %, « pertence ao dominio
fundamental F' D5 ou FDg dados em (1.3.19);

iii) no caso intermedidrio em que f% < B < % pode-se escolher a soma direta entre quatro

representacoes de peso minimo (duas com peso minimo bosoénico e duas com peso minimo
fermi6nico). Nesse caso, a pertence ao dominio fundamental F D3 ou F Dy encontrados em
(1.3.19).

Focaremos no caso iii) listado acima. Tomando agora os estados normalizados
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zBe 37" 0
~ 0 ~ —B,—1a?
Yo+ = Ny ;Yoo =Ng| PO ;
0 0
0 0
0 0
—~ 0 ~ 0
Gov=N_| 5 4 |0 G0 =N 0 (3.4.13)
0 zhe= 27"

com Ny j4 introduzidos em (3.3.15), a degenerescéncia dos estados bosonicos (fermi6nicos) é
removida pelo operador Sy ([S2,75] = [S2, Hese(8)] = 0).

Levando em conta a redundancia de D(2,1; ) enquanto superdlgebra geradora de espectro, o
espago de Hilbert é gerado pelas autofungoes dadas por

(ai)n(ag)mw%p = 1/fnm;ep, n,me NO, (3.4.14)
com respectivas energias

1
En,m;e,p = 5 - Eﬂ +n+m. (3415)

A ortonormalizagao dos estados ¥nm;c, segue os mesmos passos do caso n = 1 j4 apresentado.
Uma transformagao de similaridade, andloga & (3.3.10), é dada pela matriz 74.Sendo g um
operador de (3.4.2), a transformagao de similaridade se define por

g+ g = 71971 (3.4.16)

e, em particular, temos
H(/Jsc(ﬁ) = Hosc(_ﬁ)~ (3417)

Sem perda de generalidade podemos, entao, escolher § > 0. Para o caso iii) listado acima, temos,
dessa forma, 0 < 8 < % e tal corresconde ao dominio fundamental F'Dy (f% < a < 0) listado em

(1.3.19). Nesse intervalo, os estados fundamentais sao dois estados bosonicos degenerados, o, + 5,
cuja energia é

Eyge = —av. (3.4.18)

Como comentédrio final, devemos observar que, como « varre todo um dominio fundamental,
todas as superdlgebras nao equivalentes D(2,1; «) (para « real) possuem sistema fisico associado.
Ou seja, nao ha nenhum “salto” entre as superdlgebras geradoras de espectro dadas aqui.

3.5 n =2 com deformacao distinta e superalgebra geradora
de espectro osp(2|2)

Agora apresentaremos um caso que nao é um oscilador do tipo Klein. Na construgao das matrizes
bloco anti-diagonais em (3.2.2) para n = 2, hd uma segunda possibilidade de solugdo para M
diferente da apresentada em (3.2.7) e tal é dada por M; = v7; + ibyr7s, onde 47 é, a menos de um
sinal, uma das matrizes y (diferente de s € v5) dadas em (3.4.1). Para obdecer as restrigoes (3.2.3),
(3.2.4) e (3.2.5) devemos ter no méximo dois M distintos, isto é I = 1,2. J4 o requerimento de
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que Vi = %(MI2 — iyr M) seja diagonal implica Vi = V4 e, portanto, b = L enquanto v pode ser

2
um numero real arbitrario.
A menos de transformacoes de similaridade, Q1 e Q2 podem ser expressos como

Q1= \ﬁ(Vlaz - 271)7 My =vy + 5"
Qo = ﬁ(wgam — 272)7 My = —vyy + 5'7375. (3.5.1)

Sendo ~y; as mesmas matrizes dadas em (3.4.1).
Além dos operadores Q1 e QQ2, os demais operadores de osp(2|2) sdo H, K, D, J, Q1,Q2. Em
particular,

H= —%ag Iy + %V, (3.5.2)
onde
V= %dz’ag(4y2 +8v 43,40 —8v+ 3,4 — 1,47 — 1) (3.5.3)
(§
J = —iEsy +iEy3 (3.5.4)

(E;; denota a matriz com 1 na entrada ij e zero demais). J4 os operadores D, K, Q1, Q)2 nao sao
afetados pela deformagao M; e podem ser expressos como

) 1 1 ~
D= —%(g;az+§)~1147 K=-2% 1T, O =

5 (3.5.5)

1 @ 1
—=x1, = —=I73.
\/i st 2 \/i 3

As relagoes de (anti)comutagdo permanecem exatamente as mesmas que as encontradas em (3.3.3).
Novamente podemos definir os operadores de criacao e aniquilacao através das combinagoes

ar = Qr +1iQr.a} = Qr —iQr. (3.5.6)
Eles fecham, aos pares, a algebra de Heisenberg deformada

lar,al] =1, + G, (3.5.7)

onde

G1 =diag(—1 —2v, -1+ 21,1 — 20,1 + 2v),
Gy = diag(—1 —2v,—1+2v,14 2v,1 — 2v). (3.5.8)

Como G2 nio é proporcional a Iy, ndo temos mais um oscilador do tipo Klein aqui.
Também podemos definir o Hamiltoniano H,s. do oscilador deformado, o qual dado por

1 1 1 1
Hose = H + K = Z{a1,a}} = S{az,a} = S(=07 +2°) - L+ V. (3.5.9)
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Levando em conta que
{Gr,ar} = {Gr,al} =0, (3.5.10)

podemos ver que ar (a}) sao de fato operadores de aniquilacao (criagao), pois satisfazem

[Hosca aI] = —ary, [Hosca CLH - a;- (3511)

Camo antes, 75 € o operador de nimero fermiénico com autovalor 1 para estados bosonicos e —1
para os fermionicos.
Estamos agora em condigoes de introduzir as representagoes de peso minimo definidas por

arp =0, I=1,2. (3.5.12)

Dois estados de peso minimo (ambos bosénicos) sdo obtidos, a saber,

x_(%""”)e_%xz 0
0 (r—1) o da?
Vo0 = 0 =] T T (3.5.13)
0 0

Os estados fermionicos ¥f , = a%ﬁé,m Yio = aiwgﬁo, Yo, = agwé’o, Y3, = agwg,o satisfazem
asiy = ag¥iy = a1y, = a1y, = 0, mas ainda pertencem as representagoes de peso minimo
induzidas por ¢ o € ¥3 .

A . ~ _1.,2, .
Como mostrado no Apéndice B, uma autofuncio da forma z’e~2%" é normalizavel se 3 > —%.

Disso segue-se que

v £0. (3.5.14)

Além disso, teremos apenas um estado de peso minimo, sendo esse zbé,o para v < 0 e 1&(2)70 para
v > 0. A energia de vacuo fica entdo definida por

1
Evac = _5 + |V| (3515)

e o espectro da teoria toma a forma

1
E, = —§—|—|1/|—|—n, n € Np. (3.5.16)

Com excegdo do estado fundamental, todos os estados sdo duplamente degenerados. Ou seja,
temos uma torre de estados da foma (1,2,2,2,...). Além disso, os operadores de criagao fecham
uma &lgebra de supersimetria suave N = 2 através das relagdes

{ab,al} =612, [Z,a}] =0, (3.5.17)

com

7 =2H — 2K + 4iD. (3.5.18)

Agora, consideremos v > 0. O estado fundamental (j&4 normalizado) serd
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1

h2
Yoo = o)

Vh.0- (3.5.19)

Dado o nivel de energia n, os estados possiveis serdo (al)™ (al) Vg o, onde n = 1y +ny. Devido a
(3.5.17), apenas dois autoestados distintos (a menos de uma fase) existem em cada nivel de energia
com n > 0 como ja antecipado. Podemos escolher eles como sendo

2,0 = (aan%’O’ 2—1,1 = (abn_lag 8,0- (3.5.20)

Seguindo o mesmo método empregado na Segao 3.2, podemos obter os estados ortonormais, os
quais sao

1?121,0 = Nnao,(/)fl,o? 1/421—171 = Nn—Llvaz—l,la (3-5-21)

onde

L n —1/2
o= (2 3 0orr) ™
1 1
, Nopm 1 = . 3.5.22
VR =D W V22 () (3522

Nopm—11 =

Nas equagoes acima, (v),, denota o simbolo de Pochhammer enquanto |z| e [z] sdo, respectiva-
mentes, as funcoes piso e teto.

3.6 Comentarios finais

Na Secgao 3.2 apresentamos as condicOes a serem satisfeitas para que tenhamos um oscilador
deformado com superdlgebra geradora de espectro. Ao satisfazermos as condigoes (3.2.3) e (3.2.4)
temos um sistema quantico supersimétrico com invariancia de escala. A existéncia de uma algebra
geradora de espectro superconforme vem das condicoes adicionais (3.2.5) e (3.2.6).

Nos apresentamos nas secoes seguintes as solugoes mais gerais paran = 1 e n = 2, sendo o
dltimo caso dividido entre a solucao com oscilador do tipo Klein e a que nao é um oscilador do
tipo Klein. Nao tratamos dos casos em que n > 3, mas vamos tecer alguns comentarios. O tnico
sistema nao trivial encontrado até o momento com n > 3, o qual satisfazendo as condigbes que
apresentamos nesse capitulo, foi apresentado em [60]. Trata-se de um oscilador deformado que
nao é do tipo Klein, com n = 4 e superalgebra geradora de espectro F'(4) (supersimetria N = 8).
Outro aspecto importante é que nao ha nenhum parametro de deformagao, fazendo desse sistema
um sistema unicamente definido. No entanto tal achado se deve a imensa simetria do sistema e da
covariancia octonionica dos operadores. Os resultados de [60] também descartam a possibilidade de
sistemas com n = 4 nao triviais baseados na covariancia octonionica com superdlgebras geradoras
de espectro osp(8|2) e G(3).

Dessa forma, podemos fazer o seguinte sumaério:

i) para n = 1 temos um oscilador deformado do tipo Klein com parametro de deformagao real
8. No limite 8 — 0, o oscilador nao deformado é recuperado e tanto o oscilador deformado
como nao deformado possuem superdlgebra geradora de espectro osp(2|2);

ii) Paran = 2 temos dois casos com cada um trazendo uma nova caracteristica. Para a deformagéo
do tipo Klein, a qual depende do parametro «, temos como superalgebra geradora de espectro
D(2,1;a), mas osp(4]2) é recuperada quando fazemos a — 0. No caso em que a deformagao
nao é do tipo Klein, no entanto, temos que a superélgebra geradora de espectro é osp(2|2),
a deformacgao depende do pardmetro v # 0 e ndo é possivel recuperar o caso nao deformado
por variagao continua de v.
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iii) Para n = 4 apenas se conhece o caso em que a superalgebra geradora de espectro é F(4). o
sistema é unicamente definido e nao é possivel recuperar o caso nao deformado a partir dele.



Capitulo 4

Mecanica Quantica Superconforme
em Trés Dimensoes

Nesse capitulo apresentaremos uma representacao da simetria superconforme si(2|1) em trés di-
mensoes. Como anteriormente, a representacao trigonométrica nos serd de maior interesse e nosso
foco de andlise. Também como nos casos anteriores, o Hamiltoniano trigonométrico sera um osci-
lador deformado onde a algebra superconforme age como superalgebra geradora de espectro. Os
resultados aqui apresentados também estéo disponiveis em [33].

4.1 Hamiltoniano parabdlico

Nao hé ainda um método como o encontrado em [32] e exposto no capitulo anterior para construir
a representagao apresentada aqui. No entanto podemos dizer que os Hamiltonianos que serao
expostos foram obtidos de forma inspirada pelos procedimentos do capitulo anterior. Como nao
temos um método propriamente dito, vamos comegar diretamente com as algebras de Clifford e
construir a representagao de sl(2|1) a partir delas.

Definamos as representacoes de C1(2,0) e C1(0,3) que usaremos aqui. Elas sdo

Yo=0,R1, a=1,2 Cl(2,0)
hi=T@io;, i=1,2,3  Cl(0,3) (4.1.1)

onde 0, e g; sao matrizes de Pauli. Note que v, sdo bloco anti-diagonais enquanto h; sao bloco

I 0
0 —I
fermidnico. As matrizes em (4.1.1) sdo matrizes complexas 4 x 4 e satisfazem as relacoes

diagonais. Além disso, temos 3 = —iy1y2 = >, o qual se trata do operador de nimero

{")/a,"yb} = 25(11;}14, {h“ h]} = 7251‘]'114, ["}/a, hz] = 0 (412)

E interessante que sejam introduzidos os operadores r - h = z;h; e L-h = L;h;, onde L; =
—i€;;,T;0k € z; sdo os operadores de posi¢do em coordenadas cartezianas (i = 1,2,3). Esses
operadores satisfazem as relagoes

{r-h,L-h} = —2ir-h, (L-h)>=-L?—iL-h, (4.1.3)

que sao resultados inesperadamente cruciais para obter os demais resultados apresentados aqui.
Agora podemos definir os operadores supersimétricos e eles sdo

57
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_ rh 3 L-h
Q=22 (ar Bt ) (4.1.4)

onde 8 é um parametro real e r = \/x;x;. Assim, o Hamiltoniano parabdlico sera

1 , 1 2
H3D:Q§:75V27%73 <zL.h)+5

2 2r2
g2y B, B(B+1)
_ [ Vit L+ S e sy (4.1.5)
Os parceiros conformes de @, sao
~ r-h
a _Z as 416
Q 75 (4.1.6)
0 que nos leva a ter o operador
~ 2 1
K = (Qa) =3 (4.1.7)
Finalmente, o anticomutador entre Q, e Qp nos da
~ . 3 . 3
{Qa> Qb} = —1€ab 5’73 + ﬁ + Z(Sab rar + 5 . (418)
Definindo
(3 . 3
I=i 573—1—5 , D=1 r@r+§ , (4.1.9)

nds podemos ver que a superdlgebra ¢ sl (2|1) com I sendo o gerador da R-simetria U(1).

4.2 Hamiltoniano trigonométrico

Para obter o Hamiltoniano trigonométrico, faremos exatamente como ja feito nos casos anteriores
e definir

QF = Qa ¥ iQa, (4.2.1)

sendo que Q, e Q, sdo definidos em (4.1.4) e (4.1.6). Ou seja,

4 I‘~h

a :’Ya\/ir

O Hamiltoniano trigonométrico, ao seguirmos o “truque” dff [26], serd dado por

Q

(&:Fr— f73+iL7;h>. (4.2.2)

1 5. 1\, B
=Hyp+K=—-V?— Sy (il-h—o )+ 5+ —
Hsp 3D + 2V 213 <Z 2> Tzt
[ —ivi4 Lo L4 2L L 2 0
= _ 2 *
0 —3VE -G L By
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A forma do Hamiltoniano ainda é bem similar a dos casos ja discutidos, mas é especialmente
similar co Hamiltoniano (2.4.13) (também pode ser encontrado em [31]) e, de fato, como veremos
adiante na Secdo 4.4, quando reduzirmos esse Hamiltoniano a duas dimensées, obteremos (2.4.13)
como parte dele.

4.3 A JAalgebra superconforme como superalgebra geradora
de espectro

4.3.1 Estados de peso minimo

Os operadores Q’s definidos em (4.2.2) sdo em verdade operadores de criagdo e aniquilagdo. Com
efeito, é verificavel que

[Hsp, Q7] = Q5. (4.3.1)

Tendo isso em mente, podemos calcular os estados de peso minimo obtidos a partir de @, |Ag) = 0,
sendo Ay um conjunto apropriado de nimeros quanticos, e esperar que sejam autoestados do
Hamiltoniano. Para tornar nosso trabalho mais simples, vamos escrever

r-h L-h
QZL‘: :AaB, Aa :’yaﬁ, B:H4 <8T:F’I‘—f’}/3—|—l . )7 (432)

e observar que A, |Ag) = 0 <= |Ag) = 0. Assim, nos basta solucionar B |Ag) = 0 para termos os
estados de peso minimo. Por claridade, vamos reescrever B como

B
B:<8r+r—r—fS'L 0

1
= o, 4.3.
0 &—Fr—kf—iS-L)’S 27 (433)

Agora, seja (x |Ag) = warjm + Yojm + ’l/}a_jm + Pojm = ¥a, 0 ansatz com

o1
w(:)t]m = €4 ® fi(’l")y]m (l =7 2797¢> 9
~ = 1
7’ZJ(:Jl:jm =ex® fi(r)yjm (l =J+ 5; 0, ¢> ’ (4.3.4)
onde YV, (I;6, ¢) é a funcdo angular de spin definida por
1 . '
Vjm (l I 5; 6, ¢> - Z(valv elj,m)Y;™ (0, d)ee, (e=+,-) (4.3.5)

m/’ e

+ Jl+m+ iy (0,
L 2 *(0.9) (4.3.6)

V20 +1 \/l:':m+%5/'lm+% (0, $)

com Ylm/(ﬂ, @) sendo os harmoénicos esféricos em coordenadas esféricas, ey = (1) ,e_ = (1) )
e (I, m',¢€|j,m) os coeficientes de Clebsch-Gordan. A utilidade das fungées angulares Y., (1;6, ¢)

se d4 pelo fato de serem autofuncdes simultaneas de J2 = (L + S)Q, J3=Ls+S3, 8%, L?eS-L.
Com efeito, pode-se verificar que
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IV (150, 0) = (5 + 1D)Vjm (1;60,0) ,
JsYjm (1;0,6) = mVjm (150, ),
SV (10,0) = 3Vim (1:0,0),
L2V (1;0,0) = 11+ 1)YVjm (1;0, ),
S-LYjm (1;0,¢) = % <j(j +1)—-1(l+1) - i) Vim (1;0,0). (4.3.7)

Através desse tltimo resultado, By, = 0 dé-nos

+
(8T+r—i[j(j+1—l(l+1)—ziﬂD{ j;iE:; =0 (4.3.8)
e é facil verificar que
j;g:; } = p[EBHIGHD-Ir ) -8] 2 (4.3.9)

¢ uma solugédo de (4.3.8).
~ + T+ N .~
As autofuncoes ¥, € ¥, devem ser normalizdveis. Comecemos obtendo a condigao de
normalizagao parawazjm. Precisamos ter

/d3x¢0]mw0]m . (4310)
Ou seja,
/de]Tmyjm/ (fE(r)*r?dr < oo, (4.3.11)
0

onde dQ é um angulo sélido infinitesimal. Como Yjn, (1;0, ¢) sao ortonormais devido & ortonor-
malidade dos harmonicos esféricos, nds acabamos ficando com a condigao

/oo(fi(r))%?dr < 00

0
/00 P2 EAH G- D= 3] = g < o0, (4.3.12)
0

Fazendo a mudanca de maridveis 2 = y e usando +8+5(j+1)—1(1+1)— % = a4 por simplicidade,
temos

1 [ : 1 3
5/ Yoty gy = §F (ai + 2) , (4.3.13)
0

onde I é a fungao gama. O resultado é, entao, finito e positivo apenas se a4+ + % > 0. Para Jatjm
o procedimento € igual. Juntando os resultados, temos
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1 3
fr 6+jf§+§>0:»ﬁ>f(j+1),

~ .3 3 .
e 5*]*§+§>0:>5>Ja

.13 :
oo =Bt 55> 0= 8<54],

3 3
oo =Bt >0=8< (4.3.14)

Como j > %, devemos observar que nenhum @/Jg;m é normalizaveis no intervalo f% <pg< % Para

evitar confusdo, escrevamos f* e f* em termos de j:

7,2 ~ 2

f:t(,r.) _ 7,:|:5+j*%e*77 f:l:(r) — riﬁ*j*%€77_ (4315)

Devemos enfatizar que a notagao “~” sempre se referird aos casos com [ = j + %

Dadol =7+ %, ao aplicarmos Hszp sobre 1/)0ijm e @ém, temos

HapVii, = (—5 % B) Vi (4.3.16)

Ef,=1+j+p

~ )
Ey;=-j= B. (4.3.17)
E pertinente observar que (4.3.14) garante que os estados normalizdveis sempre terdo energia
positiva.

Retornando & equagao (4.3.13), essa também nos dé o fator de normalizagdo. Com efeito, sendo
ar =10+j5— % para ffear =+8—j — % para f*, os estados normalizados sao

At
= +5 ,+ i T8 T+
%jm = Mojﬂ¢ojm7 Yojm = Mojﬂ%jm, (4.3.18)

15 _ 2 B 2
Mo =\ Ty M T TEs A1)

Agora, levando em conta que

onde

/dﬂy;m(hev¢)yj’m'(l/§9,¢) = 0;5/ Omm 0w (4.3.20)

fica clara a ortonormalidade do conjunto {w(j);m,l/)oj,m,}, pois ’(/J(J)rjm € Yg,,, sao ortonormais por
~t a— . At
construgao (o mesmo para Vojrm: € wOj’m’) e ’(/Joijm possui [ diferente de v, por definigao.
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4.3.2 Estados excitados

Até agora, temos apenas os estados de peso minimo, mas podemos obter os demais autoestados
de Hsp e gerar o restante do espaco de Hilbert ao aplicarmos repetidas vezes os operadores de
criagio QF sobre os estados de peso minimo. Um calculo direto pode ser muito confuso, mas a
identidade

r-o o1 1
7:))]777, l:]i*;9,¢ :_yjm l:]$7;07¢ (4321)
r 2 2
faz de nosso trabalho um muito mais facil. Comecemos por escrever os operadores Q7 como
. ro B 2L-S
OFf ="y | 7 (ar T 7) ! . (4.3.22)
V2 0 =z (& —-r+ ? — 21;—5)

Ao aplicarmos sobre ngm, temos

. ro _pe_B_2LS .
ot i [ (o) 0 PO (7= :6,0)
@ Pom = e 0 22 (5, —p 4 £ - 28) 0
i 1 9. —r— j(.j+1)_l(l+1)_%+ﬂ:| f+(7‘)
= 7 Yim | 7+ =10, [ T r . 4.3.23
V3l (J 2 (b) ( 0 (43.25)
Agora, dado (4.3.15), segue-se que
i L
o —r— DI T8 pripy = _gppritio 4.3.24
. f
r
Portanto o novo autoestado sera dado por
~ Btitye=% Y. (] =i+ L.
Dijm = V2% ( ren yﬂmo(l =i+309) ) . (4.3.25)
O mesmo calculo pode ser feito para J&m e, nesse caso, o novo autoestado sera
Bj—te=y. (] —i_ 1.
b =By (I 123 E00) ), (1320

Devemos observar agora que v, = ( §I) g > ey =1 < _OH g > Isso implica que Qf e Q;‘
nos dao os mesmos autoestados a menos de uma fase e que QT ¢é suficiente para obter os demais
autoestados. Ou seja, apenas uma subélgebra osp(1|2) C sl (2]1) é requerida para gerar o espectro.
No entanto é preciso lembrar que Qé" ainda é necessario dentro da algebra para termos a R-simetria
1. Esse é o mesmo aspecto ja observado no capitulo anterior para as superalgebras geradoras de
espectro 14 definidas. Por fim, nossos novos autoestados sao

1,2 1
Vijm =€ ® V2irf =i ze T ), <l =j- 2;9,¢5> )

~ ) 2 1
1/)1_jm =e_-® \@ir5+1+%677yjm <l =j+ 5; a, QS) . (4.3.27)
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E pertinente que fagamos aqui uma comparagao rapida entre os estados ¢1_jm e Yojm = - @
1 r2 . . . _ , .
r‘ﬁ‘”_ie_Tyjm (j — %;H,QS). Primeiro devemos notar que ¢,;,, estard no espaco de Hilbert
se wz{jm for normalizdvel e devemos ter 5 > j para que isso aconteca. Por outro lado, para a

normalizagao de 1, é-nos requerido 3 < j + 1, como foi mostrado em (4.3.14). Disso temos as
seguintes situacoes:

i) > j+1: apenas %jm ¢ normalizivel e v;,, nao estd no espago de Hilbert, mas pode-se
verificar que Qaty;,, = ¥f},, é proporcional a ¢, quando = j + 1

ii) 7+ 1> f > j: ambos J&m e by ;,,, sao normalizaveis e pertencem ao espago de Hilbert.

iii) 8 < j : somente wo_jm é normalizéavel e Jarjm nao pertente ao espago de Hilbert, no entanto
temos vy, < Yg;,, se B =J.

O que podemos concluir disso tudo ¢ o seguinte: indo de 8 > j para 8 = j, temos que os estados

1/)0_jm e zbl_jm se tornam um e, indo de § < j+ 1 para g = j + 1, os estados 7/’8ij e wfjm se tornam

o mesmo. Conclusoes similares sao validas para Yojm € Y1, assim como entre os estados z/)arjm e

Jr
wljm‘

Indo além na cadeia de estados iniciada por warjm, obtemos os autoestados

+ B+j—4% _r2 . 1
'(/)ij:€+®7“ ze 2:)}]1’7'7/ J_§79a¢ )

+,,+
Ql ’(/}ij

. r2 1
V2ie_ ® T?"ﬁ+]_%€_7yjm (j + 2;97¢> )
. 1 7‘2 ]_
(Qf)zw(;rjm = _26+ ® (5 +J +1-— T2) rﬁJrjigeiTyjm (.7 - 2a97¢) ’

Q1) ¢ = 2V2ic_ @ ((B+j+2)r —r¥) P37y, (j + %; 0, ¢) . (4.3.28)

Como os resultados sao semelhantes comecando com outros estados de peso minimo, o padrao que
observamos aqui é que a forma geral dos autoestados deve ser py; (r)q/}oijm € Di; (r)q/}oijm, com py; (1)
e Di;(r) sendo polinémios de r. Além disso, verifica-se que a operagao QT vaide | = j — % para
l=7+ % e vice-versa. Dada essa ultima conclusao, podemos definir os polinémios por recursao
a0 prestarmos atencio no autovalor apropriado de L - S em (4.3.22) para cada aplicacio de Q7 .
Segue-se, portanto, que os autoestados sao

4 1 _r2 . 1
Ui im = QU5 = €x ® (“1)F28p 0 () r P T2 T Yy, (y - 2;9,¢>) 7
~ . 1 1 _r2 o1
1/’2i1c+1,jm = Q?kﬂﬂjoim =ex® Z(_l)k2k+2P;Fkﬁ+1,j () rFhtizaemh Vim (J + bR 0, ¢> )
~ ~ i3 2 o1
Vit jm = QT Vi = €2 @ (=1 25 (=707 5 e 5 Yy, <] + 2;0,¢> :

- . 1 _i_3 _r2 o1
Vit jm = QT TG, = ex ®@i(—1)F2F TR0 (r TP TR T Yy, (y— 2;9,¢), (4.3.29)

onde
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k .
Or — 1+ ai;r? ’ oty
0, — 0 0 ’
k .
Or —1+ ai:z 2 Tai€7§
O —r—=£ 0 0 ’

’ 2k
+3 1 o ar —r+ ()‘ir+2 ro‘,:te_é
oy (1) = g ((roe? 0y — 0 0 ’

1
+
pgkﬁ,] (r)= 92k ( T*O‘ie 2

13 1
Pok+1,5 (r) = 92k+1 ( aie 2

o 2k+1 ,
5015 = gz (0 % 0~ oo
92k+1 (& T )
2k+1,5 92k+1 8, —r— %% 0 0
(4.3.30)
com

o1
a4 = :l:ﬂ +J— ia
/ .3

Pode-se dizer que as expressoes (4.3.30) sdo as formulas de Rodrigues [63] para esses polinémios.
Analisaremos eles em maior profundidade em breve. Abaixo seguem explicitamente os primeiros
desses polinomios.

| Py |

1
T
PFp—j—1
—r3+ (XB+j+2)r
M+ 2(FB 42+ (Ef I+ 2) (E I+ )

=Wl = o

| 0 |
1
—Tr
rPFEL+
—r3+(EB -+ 1)r
PP 2(EB -G+ )P+ (£B -5+ 1) (£8 —J)

= W= O] &

Por completude vamos mostrar que tipo de oscilador temos aqui. Usando (4.2.1) obtemos

[Q(—z'r’ Qb_] = [Qa - Z@aa Qb + Z@b]
=1 [Qa, Q) —1[Qqs Qb] + [Qar Qb] + (R Q) (4.3.32)

e, dado (4.1.4) e (4.1.6), segue-se que

A deformagéo néo é do tipo Klein (veja [64]).
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4.3.3 Ortogonalidade e normalizagao

~t
O conjunto dos estados de peso minimo, {¢ij7 Yojrm .}, é ortonormal, como j& mostrado, devido

a ortonormalidade das fungoes angulares de spin yjm(z 0,¢). Pela mesma razdo, para mostrar

a ortogornahdade do conjunto de estados {wk m wk, i .}, basta nos preocuparmos com 0s casos
em que j = j' e m = m/, mas k podendo diferir. Nesse caso a ortogonalidade é imediata utili-

zando os operadores de criagéo e aniquilagdo. Com efeito, se temos \2/{,]’m>i = (Qf)% |O,jm>i,
2k + 1, jm)* = (Qf)%Jr1 0,/m)T e Q7 = (Qf)f7 entdo, sem perda de generalidade podemos
escolher k' > ke * (2K, jm |2]~<:,jm>jE seré,

. . . _\2K .
Q2K jm 12k, jm)T = £(0,jm| (Q7)" |2k, jm)™

£ (0,5m] (Q7)** 7 jo, jmy*
=0. (4.3.34)

Para 2k + 1 o argumento é o mesmo. Esse resultado por si s6 garante a ortogonalidade dos
polinémios introduzidos em (4.3.29), mas iremos além e mostrar que eles sdo essencialmente os
polinémios de Laguerre associados [63]

() zVe” d k k
L (x) = o <dx> a7 tRem?, (4.3.35)

Para tanto, comecemos pelas equagoes (4.3.30) e, por simplicidade, reescrever os polindmios na
forma

1oy _ N 0 Or — 1+ 7‘1?2 2 'rae_§
pzk(r)—(r e? 0)(87«—7“—‘;“ 0 ) 0 )
@ _ a2 0 ar —-r+ O(TH 2k 'ro‘e_é
Py (r) = ( 0 s ) ( 6y —r—a . ) A . (4.3.36)

Veja que temos pk sea==x8+j— 5 assim como qk j sea==£0—j— 3. Agora separaremos
0s polinémios de 1ndlce par dos de impar. Para os polinémios de indice par é valido que

1 — L + 2 _r2
pg(k+1) (r) = ZT 2 (3 —r+ a > (ar —r— %) poETie 2 (4.3.37)

r

e, assim, temos

3
py(r)=r*—a— 7 (4.3.38)
Portanto, como
LY (2) = 2+ +1, (4.3.39)

devemos ter z =712 ey = a + % para tentarmos identificar essas duas séries de polinémios. Com
isso em maos, provaremos que a recursao para 2k em (4.3.36) é equivalente & formula de Rodrigues
para os polinoémios de Laguerre associados dada por (4.3.35) a menos de um fator multiplicativo.
Faremos a prova por inducdo. Para k = 1 isso é verdade pelas identificagoes ja feitas. De fato,
usando (4.3.35), temos o resultado
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L (2) = (7). () T e a2 = g (). (4.3.40)

Supondo para k = n, i.e.
P (r) = CuLi™ ) (r?), Cp = cons., (4.3.41)

para k =n + 1 (usando (4.3.37)) temos

Pan+1) (1) = %T T (8 —-r+ a:—2> (3T —r = %) LSL(H%) (%) e
i (e B (G et
= 4?7’;!) —2a-1,r? <82 - 7(9 ) (D))" pRot it 2ng—r?
= 4?;!)T2aler2 (2 (1-2a) 0, + 47 (arz)Q) (Do) 2ot
Cn

[2 (1 _ 204) ,,,72@7167“2 (8r2)n+1 7ﬂ2oHrlJr2nefr2_|_

2 2
FdrT2et e (§,,)" 2 pam 12t oo }

_ n r? n+l 2a—1+2(n+1) —r?
= 300 [(1—20[) e (92)"" (ntDe=r" 4

—2a+3
2!

(9,2 )n+2 r2a—3+2(n+2)e—7‘2:|

r2

_ & (TL + 1) (1 — 204) 7,72a+167‘2 (arz)n+1 r2a71+2(n+1)677’2+
(n+1)!

9 (n JE 21(”21; 1)T72a+3 (,2)" "2 T2a3+2(n+2)er2:|
n

=(n+1 )2(’; ((1—205)L7(L+1 )+2(n+2)Lg+23)>. (4.3.42)

Para simplificar, vamos reescrever o resultado com o + % =yer?=ua:

(e Cn 1 2
Pinsn) (1) = (n+1) = ( ALY 4 (n+2) LU >) : (4.3.43)
Dada a identidade L\ = L™ — LU bodemos escrever

a Ch 1 1 1
P (1) = (0 +1) =2 (L0500 + (0 +2) (L5 - L25Y))
Cn _
—(n+1=" (- G+n+2L870 + m+2) L)) (4.3.44)
e, usando a identidade xL(A’H) (y+ k) Lil)l — k:L,(:)7 finalmente temos o resultado
@ (OH—%) 2
Pa(n+1) (T) = - (n + 1) CnLn+1 (7" ) , (4345)

que é o que se queria demonstrar. A demonstracdo para pg; ,(r) ¢ andloga, mas nesse caso
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(1)

devemos ter p%y (1) = DyrLy (r*). A equagdo (4.3.45) também nos d4 uma maneira de
atl atl

encontrar Cj. Notanto que p§, ;) = C’k+1L,(€+41_2) = —(k+1) CkL,(€+—;2) e Cyp = 1, pode-se

escrever Cgy1 = — (k4 1) Ck e concluir que

Cr = (-D)* k. (4.3.46)
Por fim, juntando também os resultados para pg;_ ;(r), nés temos

P (1) = (~DFRLETD) (1)
P (r) = (~1F rn 8 (52) (4.3.47)

Agora podemos escrever os autoestados em (4.3.29) em termos dos polinémios de Laguerre
associados:

: e 1
wg:k,jm et ® 2kk!L§::'B+j) (7“2) riﬁ"r]—%e—Tyjm <] _ 5; 97¢> ,

- okl i+1 i1 2 1
w;ck+17jm = —ey ®22k+2k!L§;Fﬁ+J+ ) (7,2) pFBHits % yjm <j + 2;9,¢> 7

0t —j— . r2 1
Ui = €2 @ 2LV (1) PR e T (J' + 2;9,¢) ,
i . 2 1
Vg m = —ex @2 TRILTOTD (2) p Tk T (j - 2;9,¢> . (4.3.48)
A normalizacdo agora é imediata de se implementar, pois temos a relagdo de ortogonalidade

dos polinémios de Laguerre associados

F'(n+vy+1)

= S (4.3.49)

oo
/ dzx"e L) () L) (z) =
0
e, portanto, podemos extrair o fator de normalizacao de wi im através de

1 [ i ; . 2T (k£ 4+ 1
CQ/de;my]/m/§/ Lgci6+])L](€/iﬂ+])T2(iB+j)67T2d (T2) — g ( ﬂ +7+ )5jj’5mm’5ll’5kk/a
0

2 !
(4.3.50)

onde C = 2FEk!. O célculo para os demais casos é andlogo. Enfim, os autoestados normalizados
sao

; +8+j 1 a2 1
wétk,jm =esr ® M2ik[,3le(c B+3) (7“2) rﬂ:ﬁ-H 27 2 yjm (j — 2;9,¢) ,

At = i 1 r2 . 1
Vokg1,jm = €+ @ M;c/j-l,le(fﬁﬂH) (r?) rFtit e T Y, (J + ok 0, ¢> ;
~E —~ . . 2 1
+ +B—j5—1 _i_3 _r= .
w%,jm =ex® MZIij/(f =i-1) (7'2) pEBi—5 o5 Yim (j + 2§9a¢> )

- —j i1 2 o1
¢§tk+1,jm —eL ® Mzi/gi1,jL;(f6 7) (r2) PFB—i—3e % Vim (j — 2;9,¢) , (4.3.51)
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onde

Wl N T (k£B+5+1)" T N T(RkFA+5+2)

VI 2 (k!) 8 _ 2 (k)
M2k,j = m’ M2k+1,j = \/I‘(k TR+ (4.3.52)

sao os fatores de normalizacdo. Veja que esses fatores sdo consistentes com (4.3.19). As energias
desses estados sao, respectivamente,

By, =1+j+p8+2k,
By, =1+jEB+2k+1,
Ey = —j+B+2k
Eypp;=—J+B+2k+1. (4.3.53)

4.4 Recuperando o Hamiltoniano bidimensional

Para obter o Hamiltoniano bidimensional, apenas precisamos restringir L - h e r - h de maneira a
atuarem apenas nas coordenadas do plano. Tais restricoes nos dao

L=L3h3, I‘hz.ilizhz, 1= 1,2 (441)

Com esses operadores, temos as relagoes

{L,r-h}=—ir-h, [*=-L3. (4.4.2)
Da mesma forma que definimos os operadores Q’s em trés dimensoes, aqui podemos definir

_r-h I} L
Qa = %ﬁ (& -t zr) : (4.4.3)

para a representacao parabdlica. Portanto o Hamiltoniano parabdlico é

2 B 5
Qy=Hap=—5V"— UCHEL L R (4.4.4)
2
B —%V2+%03L3+2ﬁﬁ 0 (4.4.5)
B 0 SR Ve SN PN P o
2 2 Y343 o2

Tal Hamiltoniano é muito similar ao encontrado em (2.4.5) se tomarmos 8 = 22H. De fato
o Hamiltoniano na parte inferior é exatamente (2.4.5). Mas aqui as matrizes tém o dobro do
tamanho e os operadores @’s levam de estados da parte superior para a inferior e vice-versa. Ou
seja, nao temos os mesmos @’s dados em (2.4.2).

Os outros operadores da algebra sao obtidos analogamente ao caso anterior e sao dados por
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=i(y3+8). (4.4.6)

Novamente estamos interessados no Hamiltoniano trigonométrico e, como antes, pode-se definir

Q;‘: :Qa:FiQa
r-h L
=% g, <8r Fr— gfm + Zr> (4.4.7)
e obter Hop como sendo
1 B B2 r?
=H K=—--V?—iSpls+ — 4+ —
Hap 2D + QV ZTQ’YB 3+27”2 + 9
2 ’I"2
_( Vi tesks bty O L L) (as)
o R O,

Mais uma vez esse Hamiltoniano é similar a um conhecido, a saber, o (2.4.13), mas os operadores
de criagao e aniquila¢io em (4.4.7) possuem uma diferenca fundamental dos encontrados no caso
anterior. Com efeito, em (2.4.12) a condicao de periodicidade sobre  impoe limitagoes em relagao
a existéncia de simetria superconforme atuando no espaco de Hilbert em questao, mas aqui o
operador r - h nao possui dependéncia em e, poranto, nao hé tal limitacao. Isto é, temos a
simetria mantida para qualquer .

Em relagao ao tipo de oscilador que temos, resultado semelhante ao do caso tridimensional
continua valido aqui. Isto é,

[QF.Qy ] =26 (1 — B3 + iLshs) + 2ea1sH, (4.4.9)

Hap é dado por (4.4.8).

4.5 Breve discussao

H4 vérias questdes em aberto sobre os sistemas apresentados. A simetria sl (1|2) é suficiente para
gerar todo o espaco de Hilbert? Como a simetria de rotagao se relaciona com a superdlgebra aqui
apresentada? Precisamos de uma estrutura mais geral para englobar toda a simetria do sistema?
Existe alguma simetria discreta como a encontrar em (2.4.22) que nos leve a novos operadores,
como (2.4.23), e nos permita construir todos os estados excitados a partir dos estados de vé-
cuo? Como recuperar o oscilador tridimensional usual e relacionar nossos operadores de criagao
e aniquilagdo com os usualmente concebidos no oscilador tridimensional? Como precisamente o
Hamiltoniano em (4.4.8) se relaciona com o encontrado em (2.4.13) e porque um possui limitagoes
em seu parametro e outro nao? Infelizmente nao temos ainda respostas para essas questoes, mas
isso mostra o quao rico é o problema. Investigagoes ja estao em andamento com propédsito de clari-
ficar cada um desses pontos e ter um entendimento completo ndo sé desses sistemas, mas também
de outros possiveis sistemas superconformes em trés ou mais dimensoes assim como também dos
formados por multiplas particulas.
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Outro ponto é o de como generalizar o procedimento introduzido no Capitulo 3 para dimen-
soes maiores. Nao temos uma resposta definitiva, mas, ao observarmos (2.4.12), (2.4.24), (4.2.2)
e (4.4.7), o que nos é sugerido é que devamos levar em conta um fator global da forma r-h

na
definigao dos @Q’s e talvez seja necessario utilizar duas representagoes de algebras de Clifforcq co-
mutantes entre si (uma relacionada com o indice dos operadores fermidnicos e outra relacionada
com as dimensées do espago). Mais uma observacao pertinente é que o acoplamento spin-6rbita
parece estar sempre presente nos casos de duas ou mais dimensoes.

Mesmo com as aparentes dificuldades em construir sistemas com simetria superconforme em
mais de uma dimensao, o caminho aqui escolhido parece mais promissor que o comegando com o0s
modelos o cléssicos (como feito no Capitulo 2), j& que a dificuldade nesse dltimo método para trés
ou mais dimensoes envolve sistemas de equagoes diferenciais nao lineares acopladas.



Conclusao

Fagamos uma recapitulacao do que foi feito. No Capitulo 1 obtemos os modelos o superconformes
na representacao parabdlica e trigonométrica para entao quantiza-los no Capitulo 2. Ja no Capitulo
3 apresentamos um procedimento geral para obter osciladores quanticos deformados superconfor-
mes e mostramos como a dlgebra superconforme age como superalgebra geradora de espectro. Por
fim, no Capitulo 4, apresentamos um exemplo de representacao da dlgebra superconforme sl (2|1)
da qual podemos derivar os modelos parabdlico e trigonométrico com trés dimensoes. Nesse caso,
também investigamos o espectro do modelo trigonométrico utilizando a algebra superconforme
como superélgebra geradora de espectro.

O procedimento apresentado no Capitulo 2 é aplicavel a outros modelos o superconformes, mas
se torna tecnicamente dificil para casos com mais de dois campos bosonicos propagantes devido a
dificuldade de se passar para a base de termo cinético constante. Além disso, ao investigarmos os
modelos parabdlico e trigonométrico NV = 2 (2,2,0), observamos que a 4lgebra superconforme s6
se realiza no espago de Hilbert da teoria se A = % + Z ou A € Z. Outros resultados importantes
obtidos no caso N' = 2 (2,2,0) trigonométrico sdo a decomposi¢do do espago de Hilbert numa
soma direta de infinitas representagoes de peso minimo de sl (2]1) e o fato de existir um segundo
conjunto de geradores fechando a superdlgebra sl (1|2) que nos permite, junto a representacao
anterior de sl (2|1), construir todo o espectro da teoria a partir dos estados fundamentais. No
Apéndice A também ilustramos alguns dos resultados através de digaramas e mostramos que uma
regra de superselecao pode ser imposta para remover as degenerescéncias do modelo e ter um tinico
vacuo.

A existéncia de um segundo conjunto de geradores fechando a superélgebra sl (2|1) no modelo
N =2 (2,2,0) trigonométrico nos sugere que a simetria é muito maior do que se esperava inicial-
mente, mas ainda nao é claro qual estrutura se necessitara para englobar essa simetria, sendo que
pode até mesmo ser algo mais geral que uma superdlgebra. Por exemplo (veja [65]), uma dlgebra
de gradacao Zs X Zo é uma possibilidade e deve ser levada em conta nas investigagoes futuras. No
entanto ja é possivel antecipar que tal estrutura terd uma representacao irredutivel no espaco de
Hilbert em questao.

Indo para o Capitulo 3, devemos enfatizar que os osciladores deformados do tipo Klein encon-
trado em (3.3.7) e (3.4.6) coincidem com os modelos introduzidos em [66] e [31], respectivamente.
Além disso, é um fator comum aos sistemas ndo sé presentes no Capitulo 3, mas também nos
demais, que uma subalgebra da superdlgebra geradora de espectro é suficiente para gerar o espago
de Hilbert. Com efeito, isso acontece nos Hamiltonianos trigonométricos (2.4.13), (3.3.7), (3.4.6) e
(4.2.3). No entanto nao vale o mesmo para o Hamiltoniano (3.5.9), o qual nao possui deformagao
do tipo Klein e, além disso, tem a base de seu espago de Hilbert composta de um tinico vacuo e um
par de estados degenerados para cada outro nivel de energia. Uma importante observagao sobre
esse ultimo caso é a de que o Hamiltoniano ndo deformano nao pode ser obtido por uma variacao
continua do parametro v. As futuras investigagoes dentro do escopo apresentado aqui devem ser
no sentido de obter resultados para n > 3 (o tnico exemplo até o momento é o encontrado em
[60], onde n = 4 e a superdlgebra é F(4)).

Sobre o Capitulo 4 é importante frisar que, assim como no caso bidimentional trigonométrico
estudado no Capitulo 2, o espago de Hilbert do caso trigonométrico se decompde numa soma
direta de infinitas representacoes de peso minimo de sl (2|1). Mais uma vez se pode questionar se
uma estrutura mais geral é necessaria para englobar a simetria completa do sistema. Além disso,
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osp(1|2) C sl (2|1) é suficiente para gerar o espectro assim como ocorreu no caso investigado no
Capitulo 2 e na maioria dos que foram estudados no Capitulo 3. Como ja apontado, ha também
uma série de pequenas questoes em aberto sobre o caso apresentado nesse capitulo que merecem
atencdo. As principais sdo a de como construir sistematicamente osciladores superconformes em
dimensoes maiores que dois (talvez de forma semelhante ao método do Capitulo 3) e como expandir
o escopo dessas contrucoes para sistemas de varias particulas.

Como comentdrio final, vamos sublinhar que existe a possibilidade dos modelos aqui expostos
serem aplicados em teorias de higher spin (veja [66]) como uma implementagao da holografia
AdS/CFT. Isto tem como base o fato de os osciladores de tipo Klein com superdlgebra geradora de
espectro osp(2|2) proverem uma realizagao da superalgebra de Vasiliev de higher spin introduzida
em [34]. Fora isso, recentemente a relevancia, para teorias de higher spin, de osciladores que nao
sao do tipo Klein também foi apontada [67].
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Apeéendice A

Diagramas de N =2 (2,2,0)
Trigonométrico Com )\ = % + 7

Para o modelo N' = 2 (2,2,0) trigonométrico, podemos represntar a agdo dos operadores de
criagao e aniquilagao da superagebra geradora de espectro através de diagramas. Explicitamente
apresentamos trés deles pra diferentes valores de A, Figuras A.0.1, A.0.2 e A.0.3, respectivamente
associados com as dimensoes de escala A = %, A= —%, A= —%. E na Figura A.0.4 o caso geral
A= % + Z é apresentado usando um conjunto conveniente de nimeros quanticos.

Nos diagramas, os estados bosonicos (fermionicos) sdo representados por pontos brancos (pre-
tos). Pontos cinzas indicam a presenga de dois estados degenerados, sendo um bosdnico e outro
fermioénico. O eixo vertical é a energia, n, enquanto o eixo horizontal é o momento angular, m. €
serd o nimero fermidénico (e = +1 para bdsons, e = —1 para férmions). Linhas sélidas (pontilha-
das) representam as agoes dos operadores de criagao e aniquilagao @ﬁj ) ( 73[1 )) com I =1,2. Veja
(2.4.11) e (2.4.23).

Os estados de peso minimo de sl(2|1) sdo os pontos em que as linhas sélidas surgem no sentido
ascendente. Nas Figuras A.0.2 e A.0.4 a existéncia desses estados de peso minimo nao é evidente,
mas podem ser notados ao se aplicar corretamente as operagoes de criagao.

Os operadores @E_Ll), Ag) (e, de forma similar, @?,@(ﬁ)), aplicados no estado |n,m,€) que
nao seja um estado de peso minimo nos dao os mesmos resultados a menos de uma fase. Assim,
podemos escrever

@g) [n,m,€) < |nF1,m—e2\, —¢),
O Inmye) x nFl,m—e2(A+1),—e). (A.0.1)

Para os trés diagramas, Figuras A.0.1, A.0.2 e A.0.3, pode-se observar varias caracteristicas
importantes. Em particular, os estados com n > 0 podem todos serem obtidos aplicando repetidas
vezes os operadores de criacio Qs e Q’s sobre os estados fundamentais (n = 0). Ou seja, tanto
os operadores @’s como Q’s sdo0 necessarios para construir o espaco de Hilbert inteiro a partir dos
estados de menor energia. Em termos de apenas uma das representagoes de si(2]1) (seja a com
@’ s ou @Q’s) o espaco de Hilbert é decomposto numa soma direta de infinitas representaces de
peso minimo. Nao sabemos ainda qual a estrutura se tem ao juntarmos essas duas representagoes
de sl(2|1), mas certamente serd irredutivel nesse espaco de Hilbert.

Pode-se notar que \ = —% corresponde ao oscilador bidimensional, mas o espaco de Hilbert
ilustrado em Figura A.0.2 possui dupla degenerescéncia em cada ponto. Dois autoestados (um
bosénico e outro fermidnico) estdo associados a cada par n,m. A introdugdo de um projetor
adequado nos permite eliminar essa degenerescéncia e recuperar o espaco de Hilbert do oscila-
dor harmonico bidimensional ordindrio. Esse projetor P (152 = I), o qual define uma regra de
superselecao, é definido como
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n=0 —

Figura A.0.1: Diagrama com \ = % para os operadores de criacao e aniquilagao @’s e @Q’s.

P = Nje™, (A.0.2)
onde Ny é o operador de niimero fermioénico e #H = —2iD é o Hamiltoniano. A regra de superselecao
PU) = |0) (A.0.3)

nos dd um espago de Hilbert onde temos estados bosonicos para n par e estados fermionicos para
n {mpar.

Em particular, a regra de superselegao remove a degenerescéncia do vdcuo (agora apenas boso-
nico) e nos permite recuperar o oscilador harmonico bidimensional como o modelo N' = 2 (2,2,0)
superselecionado e com \ = —%.

Além disso, para qualquer A = % + Z o espago de Hilbert dos osciladores deformados podem
ser formalmente recuperados a partir do caso A\ = —% ilustrado em Figura A.0.2 ao trocarmos o
momento angular m por j, o autovalor do operador J introduzido em (2.4.26).

Introduzamos um novo conjunto de nimeros quanticos:

H |naj7 €> = (n + 1) ‘nvja €> ; j |n7j,€> = .7 |’I’L,j, €> 9 (] € Z)a Nf |n7ja€> =€ |n7.ja 6> ’ (6 = :I:l)
(A.0.4)
Nessa base, os operadores Q(ij )7 @(il) agem sobre os estados que nao sejam os de peso minimo da
seguinte forma:

A . . —(I . .
Q(j:l) |7’L,j,€> X |TL:F 17.] + €, _€>7 Q(i) |n,],e> X |TL:F la.] -6 _6> . (AOB)

Com isso podemos fazer o diagrama em Figura A.0.4, o qual é valido para qualquer A = % + 7.

Isso deixa claro que a regra de superselegio (A.0.2) pode ser imposta em qualquer caso A = %—i—Z
e sempre podemos remover a degenerescéncia do vacuo.
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4 —
3 —
2 —
1 —
n=0 -—

\ \ \ \ \ \ \ \ \

-4 -3 -2 -1 m=0 1 2 3 4

Figura A.0.2: Diagrama com \ = f% para os operadores de criacao e aniquilagao @’s e @Q’s.

n=0 —

Figura A.0.3: Diagrama com \ = —% para os operadores de criacao e aniquilagao @’s e Q’s.
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Figura A.0.4: Diagrama geral para A = % + 7.



Apeéndice B
Selecionando o Espaco de Hilbert

Para conhecermos os possiveis espagos de Hilbert dos modelos superconformes apresentados, pre-
cisamos antes fazer a andlise dos casos nao supersimétricos com ou sem termo oscilatorial. Ou seja
dos Hamiltonianos [1]

1 92 g
H=s ( o, + ﬁ) (B.0.1)
e [4]
1 2, 9 2
Hprr = 3 (*395 toate ) . (B.0.2)

Uma extensiva andlise dos possiveis espagos de Hilbert para g > 0 j4 foi feita em [58, 59]. Aqui
iremos essencialmente reproduzir alguns resultados de [4, 58, 59] sobre o Hamiltoniano (B.0.2).
Seguindo [68], a fungdo de onda do estado fundamental de Hppp possui a forma

Vg = x’ee_%””2, (B.0.3)
onde [ esta relacionado com g pela equagao
g=p5 -5 (B.0.4)
A energia desse estado é, entao,
1
Eg = 3 + 5. (B.0.5)

As duas solugoes e (B.0.4) s@o B4, os quais dados por

Bt = lEvitdy ”21+49. (B.0.6)

Como Eg precisa ser real, devermos ter 3 real e, portanto, temos que g deve ser tal que

A funcao de onda Ug(x) serd normalizavel se tivermos

7
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+oo —+oo 5
/ dz|Vs(x)|? = / dzaz®Pe™ = Cp < oo, (B.0.8)

— 00 — 00

0 que nos leva a concluir que

1
g8 > —3 (B.0.9)
No intervado
8>0 (B.0.10)

a func¢do de onda Wg(z) pode ser definida para z > 0 (R™) e satisfard a condi¢ao de contorno de
Dirichlet na origem (¥3(0) = 0).
No intervalo

1
—5 <B<0 (B.0.11)

a funcdo de onda ¥g(x) necessariamente deve ser uma funcdo quadrado integravel definida em
toda a reta real.

A simetria dindmica da equagao de Schrédinger com (B.0.1) ou (B.0.2) como Hamiltoniano é
[66] sl(2) @u(l). A subdlgebra si(2) é a dlgebra geradora de espectro. As autofungdes Vg, () s@o
estados de peso minimo de si(2) com Hppp. Todos os estados excitados obtidos ao aplicarmos o
operador de criagéo sobre ¥4, () pertencem, sendo S+ > 0, ao conjunto de funcdes definidas na
semi-reta real satisfazendo a condigao de contorno de Dirichlet. J4 no caso em que —% < B+ <0,
elas sao quadrado integréveis e definidas na retal real inteira.

O espago de Hilbert do modelo é definido por uma representacao de peso minimo de sl(2) ou
pela soma direta de duas representacoes de peso minimo.

No intervalo g > —i, dessa forma, temos as seguintes situagoes:

i) para g = —%, By =B = %, temos apenas uma representacao de peso minimo; sua funcao de
onda é definida na semi-reta e obedece a condigao de contorno de Dirichlet;

ii) no intervado —% < g < 0, B+ sao ambos positivos. O espaco de Hilbert serd a soma direta
de duas representagoes de peso minimo. Suas funcoes de onda sao definidas na semi-reta e
obedecem & condi¢do de contorno de Dirichlet na origem. Além disso, ¥s_(x) é o estado
fundamental;

iii) em g =0, Hppr é o Hamiltoniano do oscilador harménico ordinério. H4 duas representagoes
de peso minimo sendo uma de fungdes pares e outra de fungoes impares (de acordo com a
transformacao de paridade z — —z). A funcéo gaussiana Ug_(z) é o estado fundamental e
o estado de peso minimo da representacao de peso minimo com fungoes pares. O primeiro
estado excitado é dado por ¥g, (), e é o estado de peso minimo da representacao de peso
minimo com funcoes impares;

iv) no intervalo 0 < g < %, B+ € positivo enquanto S_ é negativo. Seguindo [58, 59], ha duas
escolhas possiveis. Ou escolhemos um tinico estado de peso minimo W4, () (correspondendo
a uma funcao definida na semi-reta com condi¢do de contorno de Dirichlet na origem), ou
escolhemos os dois possiveis e definimos as fungoes ao longo da reta real inteira. Nesse tltimo
caso, Ug (x) é o estado fundamental;

v) Para g > %, como [_ < —%, a fungdo de onda ¥ (x) nao é normalizdvel. O espaco de Hilbert
¢ dado por uma tnica representacdo de peso minimo de s/(2) com Wg, (z) sendo o estado
fundamental.

Em todos os casos listados, Hppr é um operador bem definido e auto-adjunto agindo no respectivo
espaco de Hilbert, nos dando um espectro de energia discreto e limitado inferiormente.
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