CBPF — CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FisicAs

COORDENAGAO DE COSMOLOGIA, ASTROFISICA E INTERAGOES FUNDAMENTAIS

TESE DE DOUTORADO

Aspectos classicos de teorias de gravitacao

de ordem superior

BRENO LOUREIRO GIACCHINI

Orientador: Antonio José Accioly

Rio de Janeiro — RJ, Brasil
Fevereiro de 2019



(7><Y) Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
Rua Doutor Xavier Sigaud, 150, Rio de Janeiro, Brasil MINISTERIO DA
\ ) Tel: +55 21 2141-7100 Fax.: +55 21 2141-7400 - CEP:22290-180

CBPF http://www.cbpf.br INOVAGCOES E W

“ASPECTOS CLASSICOS DE TEORIAS DE GRAVITACAO DE ORDEM
SUPERIOR”

BRENO LOUREIRO GIACCHINI

Tese de Doutorado em Fisica apresentada no
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas do
Ministério da Ciéncia Tecnologia e Inovacio.
Fazendo parte da banca examinadora os
seguintes professores:

s *ée@e) Owa
Antonio José Accioly’— Presidente/Oriegta’(;/c}BPF

Henrique Boschi Filho

odri erreira Sobreiro

A

Gilvan Augusto Alves

Sérgio Jogé Barbo uart:E :

Rio de Janeiro, 26 de fevereiro de 2019.



Dahin! Dahin
Geht unser Weg! O Vater, lal uns ziehn!

GOETHE — WOLF



Agradecimentos

A Deus, inteligéncia suprema, causa primaria de todas as coisas.

Aos meus pais, Stefanie e Clovis, pelo apoio e incentivo constante, desde o comeco.

A minha esposa, Yackelin, pelo carinho e companheirismo.

Ao professor Accioly, pela orientagao e amizade durante o mestrado e o douto-
rado. Nossas varias conversas sobre a Fisica e sobre a vida certamente serao lembradas
durante minha vida profissional e pessoal.

Ao professor Shapiro, pela colaboracao iniciada em 2015, os cursos de teoria quan-
tica de campos no espago plano e no espaco curvo, a hospitalidade junto ao seu grupo
em Juiz de Fora durante as visitas que realizei, e a amizade.

Aos professores José Helayél Neto, losif Buchbinder e Petr Lavrov pelos cursos que
fiz durante o doutorado; e ao professor Sebastiao Alves Dias, pelos cursos do mestrado,
que continuam a inspirar o caminho.

Ao Tibério pela amizade e colaboracao, a qualquer hora.

Aos pesquisadores que encontrei durante esses quatro anos e com os quais conversei
sobre meu trabalho (as vezes em perguntas durante semindrios) e que, de alguma
forma ou outra, tiveram influéncia sobre ele: aos professores M. Asorey, G. Lambiase,
A. Maroto, L. Modesto, D. Rodrigues, C. Schubert e A. Starobinsky, e também ao
L. Buoninfante. Agradeco-lhes, ainda, a acolhida durante as curtas visitas que realizei
as universidades de Saragoca, de Salerno, Complutense de Madrid, Federal do Espirito
Santo e Michoacana.

Aos companheiros e amigos do CBPF, em especial ao Erick, Erich, Gabriel, Grecia,
Ivana, Riccardo e Vanessa.

Ao grupo de teoria quantica de campos da UFJF | pela calorosa acolhida, em especial
ao Jarme, Laysa, Tiago e, novamente, Tibério e Shapiro.

Ao Claudio Teixeira, pela amizade e também importante apoio em Juiz de Fora.

Aos amigos do (ou no) Rio: Antonio, Betty, Felipe, Julio, Leandro, Rayane, Renata,

Roberto e Thalis.

v



A minha familia e amigos de Belo Horizonte e de Ponta Grossa, pelo apoio a dis-
tancia e aconchego nas viagens e visitas. Em especial a avé Rosa, aos tios e tias, a
jovem Elise e também a Joana.

A Elena e Maria Jesus, pela gentil acolhida durante a escrita desta tese.

Ao Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, que me propiciou as condigoes necessarias
para que este trabalho pudesse ser realizado.

A Bete e aos coordenadores da COEDU durante esses quatro anos, em especial ao
professor Roditi, sempre muito solicito.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro. Agradego-lhe também a taxa de bancada, efici-
ente mecanismo que me propiciou a oportunidade de participar de excelentes eventos

nacionais e internacionais, fundamentais na minha formacao como pesquisador.



Resumo

Teorias de gravitacao de ordem superior possuem interessantes propriedades quan-
ticas relacionadas a renormalizabilidade e unitariedade. Por exemplo, modelos com
mais de quatro derivadas na acao podem ser super-renormalizaveis e ter uma matriz-S
unitaria, caso os polos massivos do propagador sejam complexos; e modelos nao-locais
podem ser renormalizaveis sem introduzir novas particulas no espectro. E importante,
pois, estudar essas teorias mesmo no limite de baixas energias e buscar seus efeitos
observacionais caracteristicos. Nesta tese consideramos aspectos e aplicacoes de teo-
rias classicas de gravitacao de ordem superior, locais e nao-locais. Na primeira parte,
discutimos o limite newtoniano da gravitagao polinomial geral. Mostramos que todos
os modelos polinomiais que possuem pelo menos um modo massivo tensorial e outro
escalar estao associados a um potencial newtoniano (modificado) nao-singular. Ainda,
teorias com pelo menos seis derivadas nos setores de spin-2 e de spin-0 possuem um
limite newtoniano regular, sem singularidades nos invariantes de curvatura, quando
acoplados com uma fonte delta de Dirac. Em seguida, mostramos como essa caracteri-
zagao dos modelos regulares pode ser obtida de forma alternativa ao interpretar o efeito
das derivadas mais altas como a regularizacao de uma fonte efetiva, e a estendemos
para o caso de modelos nao-locais e sem fantasmas. Mostramos que a regularidade da
solugao nao esta relacionada a nao-localidade ou a renormalizabilidade da teoria. Na
segunda parte desta tese focamos aspectos fenomenoldgicos desses modelos. Estuda-
mos os efeitos que modos complexos e/ou degenerados podem ter no potencial e na
deflexao gravitacional da luz. Analisamos, também, o efeito indireto que modos esca-
lares massivos podem exercer nas predicoes de deflexao da luz. Por fim, introduzimos
um mecanismo de seesaw gravitacional como uma possibilidade de evitar a supressao
das derivadas mais altas causada pela escala de Planck. Discutimos a viabilidade desse
mecanismo, mostrando que ele ocorre apenas de forma fraca em teorias polinomiais.

Areas de conhecimento: Gravitagao; Teoria Quantica de Campos.
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Abstract

Higher-derivative gravity models can have remarkable quantum properties in what con-
cerns renormalizability and unitarity. For example, local models with more than four
derivatives can be super-renormalizable and yield a unitary S-matrix, if the massive
poles of the propagator are complex. Also, non-local models can be renormalizable
without the need of introducing new particles in the spectrum. It is important, there-
fore, to study these theories also in the IR regime and look for the observable effects
of the higher derivatives. In this thesis we consider classical aspects and applications
of local and non-local higher-derivative gravity theories. In the first part, we analyse
the Newtonian limit of a general polynomial model and show that those with at least
four derivatives in each spin-2 and spin-0 sectors have a finite (modified) Newtonian
potential; while those with at least six derivatives have a completely regular Newtonian
limit (free from curvature singularities). In the second part of this thesis we focus on
phenomenological aspects of these models. We investigate the effects that complex
and/or degenerate modes can have on the potential and on light deflection. We also
discuss the indirect effect the scalar modes can have on the predictions of light bending.
Finally, we introduce a gravitational seesaw-like mechanism as a possibility of avoiding
the Planck suppression, and discuss the viability of such a mechanism for polynomial

models.
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Capitulo

Introducao

O século XX presenciou a consolidagao de duas nocoes fundamentais na Fisica: a
natureza curva do espaco-tempo e a descricao quantica da matéria. De fato, a relati-
vidade geral e a teoria quantica de campos! tornaram-se teorias paradigmaticas com
notaveis verificagoes experimentais. Pode-se dizer que o programa de combinar essas
duas exitosas nocoes teve inicio logo apés a Segunda Guerra Mundial?, com trabalhos
de Bergmann, DeWitt, Dirac e Gupta acerca da identificacao de observaveis em te-
orias nao-lineares e o tratamento de sistemas vinculados [13], sendo intensificado nos
anos 1960. Nessa década foram obtidos resultados fundamentais para os avangos se-
guintes, tais como a formulagdo hamiltoniana da relatividade geral [14], o método de
campo de fundo [15] e a quantizagao de Faddeev-Popov [16,17] para teorias de calibre
nao-abelianas.

Os anos seguintes viram os primeiros resultados desse esforgo: em 1973 't Hooft e

LComo referéncias basicas mencionamos os livros-texto [1-4], sobre relatividade geral, e [5-8], acerca

da teoria quantica de campos.
2Houve trabalhos visando a quantizacio da métrica ainda nos anos 1930, por exemplo, [9-12].

Porém, os programas de quantizacao candnica e covariante foram definidos de forma consistente apenas

no final da década de 1940 [13].



Veltman mostraram que a versao quantica da relatividade geral nao ¢ renormalizavel
quando acoplada a campos de matéria [18], resultado obtido também por Deser e van
Nieuwenhuizen [19,20]. Considerando, porém, apenas o setor gravitacional, 't Hooft e
Veltman mostraram que as divergéncias a 1-loop se anulam on-shell, ou seja, quando
as equacoes classicas de movimento sao satisfeitas. Uma década depois, porém, Goroff
e Sagnotti calcularam as divergéncias a 2-loops, mostrando que elas nao se anulam on-
shell e provando explicitamente que a relatividade geral pura nao é perturbativamente
renormalizével [21]. Essa conclusao, no entanto, ji era esperada muito antes, e nesse
meio tempo a pesquisa em gravitacao quantica vislumbrara novas direcoes, tais como
supergravidade, renormalizabilidade nao-perturbativa e teorias de ordem superior —
estas sao, precisamente, o objeto central de estudo nesta tese.

Nas décadas seguintes abordagens completamente diferentes para a gravitagao quan-
tica foram desenvolvidas, por exemplo, loop quantum gravity e a teoria de supercor-
das. Nesta ultima, as interagoes fundamentais que conhecemos, incluindo a gravitagao,
emergem como efeitos em baixas energias da teoria mais geral.

A despeito de todos os esforcos de cerca de sessenta anos de pesquisa, ainda se
desconhece uma forma de combinar, de forma fundamental e consistente, gravitacao e
teoria quantica de campos. Uma primeira aproximacao para este problema ¢é a teoria
semiclassica, na qual a gravitacao é considerada um campo classico, de fundo, e apenas
os campos de matéria sdo quantizados (ver, por exemplo, [16,22-24]). Apesar do
campo gravitacional ser mantido classico, sua dinamica sofre influéncia dos campos
quanticos de matéria, via a acao efetiva de vacuo. Neste sentido, pode-se dizer que na
teoria semicldssica interessa mais a influéncia dos campos (quanticos) de matéria na
estrutura do vacuo que o célculo de processos de espalhamento.

Um importante resultado semiclédssico é que, em geral, uma teoria renormalizavel
no espago plano também o sera sobre um fundo curvo. Neste caso, contudo, aparecem

divergéncias proporcionais a derivadas quarticas da métrica, que requerem a inclusao de

2

termos do tipo R?, R? ,

2 . . . .
R, 05 € 1 R no setor gravitacional para garantir a renormaliza-



bilidade da teoria [25]. Esses termos contém derivadas quérticas da métrica, portanto
sao conhecidos como termos “de ordem superior”. Diferentemente da gravitacao quan-
tica, a gravitacao semicldssica é bem estabelecida e é um 1til passo intermediario rumo
a uma teoria mais fundamental para essa interacao. De fato, entender o importante e
ambiguo papel das derivadas mais altas na gravitacao parece ser uma questao crucial

para se levar a cabo o programa iniciado sistematicamente nos anos 1960.

1.1 Gravitacao de ordem superior

A adicao de termos com derivadas mais altas a acao de Einstein-Hilbert foi con-
siderada ainda nos anos 1920 por Weyl e Eddington [26,27], apenas como possiveis
extensoes da relatividade geral. O interesse nessas teorias foi reavivado por motivagoes
quanticas ap6s o trabalho de Stelle, em 1977 [28]. Seu resultado central é que a teoria

descrita pela acao
Sgrav - SEH + 547 (11)

onde Sgg € a acao de Einstein-Hilbert,

Sy = %/d4x\/—_g (aR* + BRZV) , 3a+ B #0, (1.3)

é renormalizével, ao contrario da relatividade geral pura®. Pode-se dizer que a origem
dessa conquista é o melhor comportamento do propagador da teoria no regime ultravio-

leta (UV). Isso pode ser visto usando o método de contagem de poténcias, que descreve

3Cabe lembrar que um termo do tipo fyRagm,Ro‘ﬁ”” também poderia ser incluido na te-
oria de Stelle (1.3). Porém, devido ao teorema de Gauss-Bonnet segue que o termo
[d*z/=g ( R?* —4R? 5t RZ, W) estd relacionado a caracteristica de Euler da variedade, sendo pois
um invariante topolégico e nao afetando as equagoes de movimento classicas. Isso implica que um

eventual tal termo pode ser absorvido por meio da redefinicio dos coeficientes dos termos R? e R, R".

3



o grau superficial § de divergéncia de um dado diagrama I' por meio da relacao
M) +d=> (4—m)—4n+4+) K, (1.4)
lint v
e da identidade topologica

Nl zp—l—n—l. (15)

int

Nas equagoes acima /N; .~ é o numero de linhas internas l;,; com inverso de poténcia

int
de momento r; no propagador, n é o numero de vértices v, cada um com poténcia de
momento K,, e p é o nimero de loops em I'. Ainda, d é o nimero total de derivadas
atuando nas linhas externas do diagrama. Para divergéncias logaritmicas, com § = 0, d
estd relacionado com o niimero de derivadas necesséarias nos contratermos. Ressaltamos
que a contagem de poténcias sé pode ser usada como critério de renormalizabilidade se
as divergéncias forem covariantes, o que de fato é verificado para as teorias em questao.

Principiemos com o caso da relatividade geral. Por simplicidade vamos considerar

diretamente os diagramas mais divergentes, envolvendo vértices com poténcia maxima

de momento, isso é K, = r; = 2. Segue, pois, que a contagem de poténcias fornece
0+d=2+2p, (1.6)

significando que para as divergéncias logaritmicas (que correspondem a 6 = 0), o
nimero d de derivadas da métrica presente nos contratermos cresce a medida que
aumentamos o numero p de loops do diagrama. Em outras palavras, a teoria nao ¢é
renormalizavel, ja que requer a inclusao de um nimero infinito de contratermos.

Por sua vez, a gravitagdo de quarta ordem de Stelle, definida por (1.1), propaga
nao apenas o graviton (particula sem massa de helicidade 2), mas também duas outras
excitagoes massivas, uma de spin-2 e outra escalar. De fato, o propagador associado a

esta teoria, no espaco dos momentos, é dado por?

2 2
_ my (2) mg (0—s)
GW’@B - _kg(kg . m%) pr,aff + 2]€2<k32 . m(z)) uv,af3’ (17)

4Ver, por exemplo, [29] para uma demonstragdo explicita desse resultado.

4



onde omitimos os termos dependentes de calibre. Os projetores de Barnes-Rivers® [30]

P®  de spin-2, e P e spin-0, sao dados por

puv,af3’ uv,af3 )
) L Oabls + Ousba) — 0,00 (1.8)
p,aB T g \Tha vB upYva 3 afBs .
0—s 1
P;Eu,aﬁ) = geuuea& (19)
com
kK,
O = My = Wy @ = =57 (1.10)

As quantidades mg e ms definem os pdlos massivos do propagador e estao associadas
com as massas dos novos modos de spin-0 e spin-2, respectivamente. Em termos dos

coeficientes a e # da agao (1.3), temos

"= Bat By 2= g

donde segue que 8 < 0 e 3o + [ > 0, para evitar taquions na teoria.

(1.11)

Para a contagem de poténcia no caso da gravitacao de Stelle temos que considerar,
entao, vértices com 4, 2 e 0 derivadas. Por outro lado, vé-se que o propagador (1.7) se
comporta como k=4 no UV. Escolhendo uma condicao de fixacao de calibre com deriva-
das mais altas é possivel fazer que também os propagadores associados aos fantasmas
de Faddeev-Popov caiam com k~* para momentos grandes [28]. Com isso, a contagem
de poténcias fornece,

§+d=4—2ny — 4ny, (1.12)

onde n; é o nimero de vértices com poténcia de momento igual a i. Este resultado
mostra que a teoria é renormalizavel, e que os contratermos que devem ser inseridos
na acao efetiva tém 0, 2 ou 4 derivadas da métrica. Ou seja, sao do tipo constante
cosmoldgica, R ou R? (denotamos R por curvatura de modo geral), e portanto ja estao

na acao®.

SVer, por exemplo, [23] para os demais operadores da base de Barnes-Rivers para campos tensoriais

de ordem 2.

6F também possivel um contratermo do tipo O R, que também envolve quatro derivadas da métrica;

omitimo-lo por nao contribuir para as equacoes de movimento.



A renormalizabilidade da teoria, contudo, nao é suficiente para sua consisténcia.
Como é conhecido desde o século XIX, sistemas descritos por equacoes diferenciais
com derivadas temporais mais altas que dois sao instaveis. A gravitacao poderia evadir
o teorema de Ostrogradsky [31] por ser uma teoria de calibre. Contudo, do ponto de
vista quantico, pode-se mostrar que o residuo do propagador saturado no pélo k? = m3
¢ negativo [28]. Este resultado implica que o modo massivo de spin-2 é um fantasma,
no jargao da teoria de campos. Ele pode ser considerado uma particula com energia
positiva, mas neste caso estard associado a um estado de norma negativa no espago
de Hilbert; pode, alternativamente, ser definido com norma positiva, mas energia ne-
gativa [28]. Nenhum dos cendrios é alentador: por um lado a unitariedade é uma das
bases da teoria quantica; por outro, uma particula com energia negativa, ainda que
inofensiva quando livre, ao interagir tenderd a diminuir sua energia cada vez mais via
a emissao de particulas normais (com energia positiva). Este processo nao tem limite
e nao pode ser verdadeiro, pois causaria a instabilidade de qualquer solucao gravitaci-
onal cldssica [32]. A presenca do fantasma de spin-2, e a correspondente violagao da
unitariedade, é o principal inconveniente da gravitacao de ordem superior.

A resolugao do conflito entre renormalizabilidade e unitariedade é uma questao
importante no caminho rumo a uma descricao quantica da gravitacao, e diversas in-
terpretagoes das derivadas mais altas foram propostas. Por exemplo, em [33-37| foi
sugerido que o propagador vestido, isto é, com todas as correcoes quanticas, torne o
fantasma instavel, garantindo a unitariedade da matriz-S. Métodos perturbativos em
teoria quantica de campos, contudo, parecem ser insuficientes para verificar se esse me-
canismo funciona ou nao [38]. Outra alternativa é tratar os termos de derivadas mais
altas como pequenas corregdes, no mesmo nivel que corregdes quanticas [39,40]. Isso
implicaria ver o modelo de Stelle como uma teoria efetiva cujo dominio de validade ¢é
aquele no qual os fantasmas nao causam instabilidades nas solugoes. Essa prescricao,
porém, soa algo ad hoc, afinal uma teoria de gravitacao quantica que sé funciona em

baixas energias parece nao fazer muito sentido. Ainda neste espirito, pode-se considerar



que os fantasmas relacionados as derivadas mais altas existam apenas como particulas
virtuais e que talvez haja algum mecanismo a escala de Planck que proiba a formacao
de uma tal particula a partir do vécuo [41,42]. Alguns estudos de estabilidade de
solugoes cosmoldgicas classicas foram realizados no contexto de gravitagao de ordem
superior e dao suporte a essa hipétese [43—47].

Mesmo no contexto da teoria de cordas existe o problema dos fantasmas (ver, por
exemplo, [48]), que é contornado por meio da reparametrizacao de Zwiebach [49-51],
removendo os graus de liberdade do tipo fantasma. O procedimento, porém, introduz
ambiguidades, sendo capaz de modificar as solugoes cldssicas [52] e levantando divi-
das sobre a predizibilidade da teoria. Além disso, a remocao de todos os termos que
geram fantasmas, do tipo R, 0V R* (para N > 0) e RONR (para N > 1), deve ser
feita de forma infinitamente precisa. Em energias mais baixas, contudo, onde a teoria
quantica de campos deve valer, correcoes de loops tendem a quebrar esse ajuste fino
dos parametros, o que faria os fantasmas reaparecerem [53].

Em resumo, a aparente dicotomia entre unitariedade e renormalizabilidade em te-
orias de ordem superior nao implica que modelos com fantasmas devam ser rejeitados.
Pelo contrario, estando presentes em varias das abordagens mais tradicionais para a
gravitagao quantica, o papel das derivadas mais altas e seus fantasmas associados é
importante, complicado e ambiguo, e deve ser estudado como esquema rumo a uma
teoria fundamental para a gravitagao. No que segue comentaremos sobre duas pro-
postas de interpretacao das derivadas mais altas que tém atraido bastante atencao da

comunidade na ultima década.

1.2 Gravitacoes polinomiais e nao-locais

Uma generalizagao natural da teoria (1.1) de Stelle é a inclusao de termos com mais
de quatro derivadas, mas quadraticos nas curvaturas, tais como f d*z\/=gR,,ON RM

e [d'z/=gROYR. Claramente, pode-se ainda incluir termos de ordens mais altas



também nas curvaturas; eles, porém, alteram apenas os vértices da teoria, e nao o

propagador. Um modelo desse tipo foi considerado por Asorey, Lépez e Shapiro em [54]:

Serav = Spm + / d*z\/—g {CIRZM + R, + sR® + di RyasOR™?
+dy R, OR™ + d3ROR + dyR* + dsRR™ R, + -+ + fiRuap0" R*P
+ foR,OVYR™ + fs,ROYR 4 -+ + f . RNT24. 1.13
i

Os termos de segunda ordem nas curvaturas podem ser escritos na forma RF ()R,
RWFQ(D)R“” e Ru,,aﬁﬁg(D)R“”aﬂ, onde 151727303) sao polinomios de grau N > 1 no
operador de d’Alembert. (O caso N = 0 corresponde ao modelo de Stelle (1.1).)
Como esses sao os termos que contribuem para o propagador, modelos deste tipo sao
ocasionalmente chamados de polinomiais.

Usando as identidades de Bianchi é possivel mostrar (veja, por exemplo, [54]) que

para cada p € N, vale
/d4x\/—g {R#ngpR’“’“ﬁ — 4R, PR 4 RFgDpR} = O(R?). (1.14)

Essa relacao cumpre um papel semelhante ao teorema de Gauss-Bonnet no caso da gra-
vitagao de quarta ordem, ao permitir que os termos da acao (1.13) que sao quadraticos
no tensor de Riemann sejam reescritos como uma combinacao de termos quadraticos
em R e R, e de outros termos de ordens mais altas que nao influenciam o propagador.
Podemos, portanto, escrever a parte da agao (1.13) que contribui para o propagador

na forma’

S = /d4:c\/—_g (%R + RF(O)R + RW,FQ(D)R’“’) : (1.15)

onde definimos os polinomios F} = Fl — Fg e Fy = Fg + 4F’3. Segue, entao, que o

propagador para o modelo polinomial é dado por®
2) p0=s)

P
v,o k) = pv,0p - pap 1.1
Gy ) B( ) k‘zfg(—kQ) 2k2f0(—/€2) ) ( 6)

7Omitimos aqui a constante cosmolégica para discutir a renormalizabilidade sobre o fundo plano;

nao hé perda de generalidade nessa escolha, como explicado em [28].
8Note que fo = f» = 1 fornece o propagador do graviton.
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onde as funcgoes fy e fo se relacionam a Fj e F; via

fo(@) = 1+x*[FR0O)+3F7(0)0, (1.17)
f(0) = 1—%2F2(D)D. (1.18)

Entao, se fy e fo forem polindomios de mesmo grau N, todo o propagador caird
com k~N+% no UV. Como no caso com quatro derivadas, é possivel escolher uma
condicao de calibre com derivadas mais altas para que os termos de Faddeev-Popov
também tenham esse comportamento para momentos elevados. Portanto, no regime
ultravioleta a teoria tem comportamento ainda melhor que a de Stelle, e a contagem

de poténcias fornece, para os diagramas mais divergentes,
d+d=4+4+2N(1—p), (1.19)

donde segue que o grau superficial de divergéncia diminui a medida que aumentamos
o nimero p de loops. Isso indica que a teoria é super-renormalizavel [54]. Ainda, os
contratermos necessarios tém, no méximo, quatro derivadas [54]. Com efeito, para
N =1 as divergeéncias logaritmicas s6 ocorrem para 1, 2 e 3 loops; para N = 2, apenas
em 1 e 2 loops; e para N > 3, apenas em 1-loop. As divergéncias em 1-loop normalmente
permanecem pois o aumento da ordem das derivadas na agao gera, simultaneamente,
vértices com maior poténcia de momento, especificamente, com até 2N + 4 derivadas.

Aumentar o nimero de derivadas na acao implica, contudo, no acréscimo do niimero
de fantasmas. Com efeito, considerando que as equagoes fi(—k?) = 0 tém N + 1 raizes
reais distintas, entao o conteido de particulas da teoria é, além do graviton, N + 1
particulas massivas de spin-2 e de spin-0. Em [54] foi mostrado que os residuos dos
polos do propagador saturado se alternam de acordo com os valores das massas. Isto
¢, se as massas sao ordenadas como M) < My < M)z < --- (aqui o indice 7 indica
o spin da particula), entdo a primeira delas serd uma particula normal, a seguinte um
fantasma, e assim sucessivamente. No setor de spin-2 temos 0 < my1 < -+ < M@)N41;

assim o graviton (mg;o = 0) é uma particula boa e a seguinte é um fantasma. No caso
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escalar nao temos particula sem massa propagando, logo a primeira excitacao massiva
é uma particula inofensiva, mas a seguinte sera um fantasma.

Essa hierarquia entre particulas normais e fantasmas invalida o cenério concebido
em [54], que pressupunha que para certas fungoes F; a teoria contivesse apenas um
fantasma, e que este fosse a particula de maior massa. Com essa hipotese, encarando
a agao (1.13) como a truncagem a ordem N de uma agao mais geral, livre de proble-
mas de unitariedade (por exemplo, oriunda da teoria de cordas), poderia ocorrer que a
massa do fantasma aumentasse com N. Assim, o regime de validade da teoria efetiva
(truncada) se expandiria com N sinalizando que em baixas energias poder-se-ia usar
uma truncagem (e o ferramental da teoria quantica de campos usual) com certa con-
sisténcia. A alternancia entre fantasmas e particulas boas mostra que esse mecanismo
infelizmente nao funciona [54].

Em anos recentes, contudo, o modelo polinomial voltou a ser estudado com énfase
em um ponto pouco explorado em [54], qual seja, a possibilidade de que o propagador
tenha pdlos complexos. Conforme argumentado em [55,56], caso os pdlos do propaga-
dor relacionados aos fantasmas forem complexos, é possivel restaurar a unitariedade
da matriz-S por meio do método de quantizacao® de Lee-Wick [61-66]. Esses modos
complexos, entao, seriam instaveis, nao existindo nos estados assintéticos. Teorias de
gravitacao de ordem superior com pdélos complexos sao ocasionalmente chamadas na
literatura de gravitagcdo de Lee-Wick. Nessa esteira, em [67] foi mostrado que a versao
complexificada de sistemas classicos com derivadas mais altas pode evadir o teorema
de Ostrogradsky e ser quantizada de forma canonica, preservando o principio de corres-
pondéncia e apresentando um espectro real positivo-definido, limitado inferiormente.

Outros trabalhos recentes tém investigado aspectos interessantes de teorias do tipo

9Vale mencionar aqui outras propostas para tornar fantasmas inofensivos por meio da mudanca da
prescrigao de quantizagao, tais como as teorias agravity [57] e de fakeons [58-60]. Nestas abordagens,
contudo, a correspondéncia cldssico-quantico é nao-trivial, e o limite classico deve ser investigado com

atencao.
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Lee-Wick [68,69], com possiveis aplicagoes em gravitagao.

Outra alternativa para contornar o problema dos fantasmas é escolher funcoes F;
na acao tal que o propagador nao possua outros poélos além daquele correspondente
ao graviton. Isso pode ser feito escolhendo funcoes fy2 que sejam exponenciais de
funcoes inteiras. Requerendo, ainda, um bom comportamento no regime UV, é pos-
sivel garantir a (super-)renormalizabilidade da teoria. Essa abordagem para a teoria
quantica de campos foi estudada ainda nas décadas de 1960 e 1970 por Efimov [70-73],
e aplicada para a gravitacao quantica no final dos anos 1980, por Krasnikov [74] e
Kuz'min [75]. Outros tipos de nao-localidade foram introduzidas em anos posterio-
res por Tseytlin [76], Tomboulis [77], Biswas, Mazumdar, Siegel [78] e Modesto [79].
Algumas escolhas populares de nao-localidade sao implementadas consoante a agao
1) 1
——

(1.20)

SNt = /d4x\/—_g {%R + (RW - %gwR> F(D)R“”} , FO) =

onde a funcdo H(z) é uma fungao inteira. As escolhas mais simples assumem a forma
H(z) = aP(2), (1.21)

com uma constante a e um polinémio P real tal que P(0) = 0. Acompanharemos
a terminologia adotada por Calcagni [80] e chamaremos os casos acima com a = 1 e

P(z) = 2?/u* (para algum parametro massivo u) de fator de forma de Krasnikov [74],

e o caso de P(z) = —z/u? de fator de forma relacionado a teoria de cordas [76,78,81].
De forma mais geral'?, a fungdo H(z) pode ser expressa como [77]
Plz) 1 _
H(z) = a/ ﬂdw, (1.22)
0 w
onde (:R — R tal que ¢(0) = 1. Escolhendo, por exemplo, ((2) = exp(—2z") segue
H(z) = % [y = Ei(=PN(2))] + aln P(2), (1.23)

ONote que (1.21) pode ser obtida de (1.22) ao colocar ((w) =1 — w.
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onde v ~ 0,5772 é a constante de Euler-Mascheroni e Ei(z) ¢ a fungao exponencial

integral. O fator de forma geral de Kuz’'min [75],
H(z) = o [y + (0, —2/i) + In (—=/u?)] (1.24)

decorre da escolha N =1, P(z) = —z/u? e a € N. Por outro lado, com N =2, a > 1
e P(z) geral temos o fator de forma de Tomboulis-Modesto [79]:

«

H() =

[v+T(0,P*(2))] + aln P(z), Re[P(z)] > 0. (1.25)

Como antecipado, nessas teorias nao-locais o propagador se torna (apresentamos
apenas os termos que independem do calibre)

_ _ 1.2

e~ H(=k?)

1 —s
Guvap(k) = —5— [P(Q) - §P(O )} : (1.26)

pv,o8

Fica claro que este propagador tem apenas o pélo k? = 0, exatamente o mesmo do caso
da gravitagao einsteiniana. Dependendo da fungao H(z) a teoria pode ser renormali-
zavel ou mesmo super-renormalizavel.

Por exemplo, no regime UV o fator de forma de Kuz'min (1.24) se comporta como
exp[H (—k?)] =~ (k*)*e*7, (1.27)

donde o > 1 implica que o propagador cai com k?**? para momentos grandes, mesmo
comportamento que o caso da gravitagao polinomial super-renormalizavel. No caso de
a = 1, no entanto, temos G(k) ~ k=*, como no caso de gravitacao de Stelle, que é
apenas renormalizavel.

Para o fator mais geral de Tomboulis-Modesto (1.25) se tem
exp[H (—k*)] ~ [P(—k?)]*e*1/? (1.28)

no UV, donde o comportamento do propagador para momentos elevados também de-

pende, naturalmente, da escolha de polinomio P. Neste caso, mesmo escolhendo a = 1
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é possivel ter uma teoria super-renormalizavel, desde que P(z) seja de grau pelo menos
igual a dois.

A maior virtude desses fatores de forma de Kuz'min e de Tomboulis-Modesto é que,
no UV, eles se comportam como fungoes polinomiais, e portanto a renormalizabilidade
pode ser estudada como no caso das teorias locais [75,77,79]. Por esse comportamento
assintotico polinomial, tais teorias sao conhecidas como quase-locais ou fracamente
nao-locais.

Os fatores de forma do tipo (1.21), que englobam o de Krasnikov e o relacionado
a teoria de cordas, por sua vez, tém um comportamento diferente no regime UV.
Com efeito, nesses casos o propagador cai com a exponencial de um polinomio, o que
motiva que chamar essas teorias de gravitacao nao-local exponencial (em oposigao as
fracamente nao-locais). Embora haja a espectativa de que essas teorias sejam renor-
malizaveis, a situagado nao é clara como nos modelos quase-locais 74, 82].

Esses modelos de gravitacao nao-local podem ser vistos como o limite do caso poli-
nomial no qual o grau do polinémio vai para infinito e seus coeficientes sao ajustados
de modo a resultar em uma série convergente. Sob essa éptica, para evitar fantasmas é
preciso um ajuste infinitamente preciso de um nimero infinito de parametros, situagao
semelhante aquela discutida na secao anterior, no ambito da teoria de cordas. Corre-
¢oes quanticas podem, entao, romper tao acurado ajuste, trazendo a tona os infinitos
fantasmas que estavam escondidos no infinito (do plano complexo estendido) [53]. As-
sim, o estudo de modelos locais com pdlos complexos pode ser 1til inclusive para a
melhor compreensao de modelos nao-locais.

Feitas essas consideracoes sobre modelos de gravitacao de ordem superior, nosso
ponto de vista no que segue é assumir que derivadas mais altas existem e buscar por
suas consequeéncias mesmo no limite de baixas energias, em especial nos casos de pélos
complexos e teorias nao-locais, com potencial aplicacao a fenomenologia. Iniciamos
nosso estudo dessas extensoes da relatividade geral considerando o limite newtoniano e

a ocorréncia de singularidades. Nesse sentido, no Capitulo 2 obtemos uma caracteriza-
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¢ao completa das teorias polinomiais que admitem uma solugao regular para o campo
gerado por uma massa puntiforme. Em seguida, no Capitulo 3, apresentamos uma for-
mulacao alternativa para esse problema, que se aplica também para teorias nao-locais.
Discutimos, entao, a existéncia de singularidades em teorias nao-locais exponenciais e
quase-locais.

No Capitulo 4 estudamos casos particulares da gravitagao de sexta-ordem, o mo-
delo polinomial mais simples a admitir pélos complexos. Analisamos dois efeitos em
baixas energias, a saber, oscilacoes no potencial gravitacional e a deflexao da luz, como
possibilidades para detecgao experimental do efeito das derivadas mais altas. O Ca-
pitulo 5 esta dedicado ao estudo mais detalhado da influéncia de modos escalares a
deflexao gravitacional da luz, e contém resultados gerais, validos inclusive para teorias
nao-locais.

Por fim, no Capitulo 6 discutimos a viabilidade um efeito de seesaw gravitacional
como possibilidade de contornar a supressao causada pela escala de Planck e trazer a fe-
nomenologia dos modelos polinomiais para o regime de baixas energias. Recapitulamos
os principais resultados desta tese no Capitulo 7 e apresentamos algumas perspectivas
futuras.

Ao longo desta tese usamos o sistema de unidades naturais (A = ¢ = 1) e a convengao
de soma de Einstein para dois indices iguais em posicoes diferentes; indices gregos
assumem valores entre 0 e 3, e indices latinos variam entre 1 e 3. Nossa definicao para

o tensor de curvatura de Riemann é

Rp)\/“/ = 8MF§1/ o al’Fiu + Fiurgu - Fi,urp (129)

ov)

Nos Capitulos 2 e 3 usamos a métrica de Minkovski 7, = n*” = diag(—1,+1,+1,+1) e
definimos o tensor de Ricci como Ry, = R, . Nos Capitulos 4, 5 e 6, contudo, usamos
a assinatura (+1,—1,—1, —1) para a métrica e o tensor de Ricci R, = RF,,,. Essa
mudanca de convencao de sinais foi feita para que a notacao do capitulo acompanhe

aquela dos respectivos artigos relacionados.
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Capitulo

Limite newtoniano e solucoes regulares em

modelos polinomiais

O estudo das solugoes completas (ndo-lineares) no ambito de teorias de ordem su-
perior é consideravelmente mais complicado que no caso da relatividade geral, mesmo
para solucoes com elevados graus de simetria, como o simples caso estatico e esferica-
mente simétrico. Por este motivo, resultados acerca da existéncia de singularidades no
regime linear podem ser instrutivos, inclusive, para a busca de solugoes completas via
métodos computacionais. Ainda, sdo uma possibilidade de verificar o comportamento
do modelo no que tange a singularidade mais simples de toda a fisica, a singularidade

newtoniana, proporcional a r—*

, associada ao potencial gravitacional.

A questao da existéncia de solugoes classicas regulares em teorias de gravitacao de
ordem superior, locais e nao-locais, tem sido objeto de intensa atividade de pesquisa
nos ultimos anos (ver, por exemplo, [83-88] para teorias locais e [76,78,79,81,89-101]
para modelos nao-locais). A expectativa é que o melhor comportamento do propaga-

dor no regime UV funcione como regulador natural das singularides que ocorrem na

relatividade geral e sinalizam a transicao do regime classico para o quantico.
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Os primeiros resultados nessa direcao datam ainda dos anos 1970, quando Stelle
mostrou que o potencial newtoniano modificado associado a teoria renormalizavel de
quatro derivadas (ver agao (1.1)) é finito na origem. Explicitamente, lembrando que
esta teoria possui duas particulas massivas, my de spin-2 e mg, de spin-0, o potencial

interparticulas é dado por [28§]

1 4emm 1e ™Mo

go(r):—GM(;—g —+3— ) (2.1)

donde segue que p(0) = —GM (4mg — my) /3. Num trabalho subsequente, contudo,
Stelle notou que apesar do potencial ser finito, ainda persistiam as singularidades nas
curvaturas [102] (este tema serd discutido em detalhes na Segao 2.4).

Em anos mais recentes, esses dois resultados associados ao modelo de quatro deri-
vadas, a saber, a finitude do potencial e a existéncia de singularidades na curvatura,
motivaram duas interessantes idéias. A primeira pode ser enunciada como uma con-
jectura que relaciona as divergéncias quanticas e classicas de teorias de gravitagao, ao
sugerir que a renormalizabilidade de um modelo estaria de alguma forma conectada
ao bom comportamento do potencial classico, e vice versa [53,83,87]. A outra idéia é
que teorias locais de ordem superior sao incapazes de resolver completamente o pro-
blema das singularidades classicas, visto que na teoria de quarta ordem ainda existem
singularidades nos invariantes de curvatura. Neste capitulo abordaremos precisamente
essas duas idéias, verificando sob quais condig¢oes a conjectura é valida e esclarecendo a
presenca de singularidades nos invariantes de curvatura, pelo menos no regime linear.

Antes de seguir para os resultados originais, cabe comentar dois importantes exem-
plos nos quais a conjectura mencionada se mostra valida. O primeiro deles é o caso da
teoria polinomial incompleta (nao-renormalizavel), que s6 possui derivadas mais altas

no setor de R?, isto é,

1
327G

/d4x\/—_g 2R+ RFO)R]. (2.2)

Sgr(w =

Neste caso, como mostrado em [103], o potencial diverge na origem.
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O segundo exemplo surgiu mais recentemente, quando Modesto, Netto e Shapiro ge-
neralizaram o célculo do potencial para modelos polinomiais super-renormalizaveis (1.15)
com a imposicao adicional de que o propagador contivesse apenas polos reais e sim-
ples no propagador [87]. O principal resultado desse trabalho foi uma nova verificagao
da mencionada conjectura, mostrando que esses modelos tém um potencial finito na
origem: os varios modos massivos tensoriais e escalares contribuem de maneira a pre-
cisamente cancelar a singularidade newtoniana. Ainda, foi sugerido que isso ocorre
nao apenas devido a um particular balanco entre as forcas atrativas causadas pelos
modos saudaveis e aquelas repulsivas associadas aos fantasmas, mas também por conta
do balan¢o do nimero de modos tensoriais e escalares. Especificamente, em [87] se
conjecturou que caso o numero das excitacoes massivas de cada spin nao seja 0 mesmo
(o que esté relacionado a perda de renormalizabilidade) o potencial nao seria regular
na origem.

Neste capitulo ampliaremos a discussao para modelos polinomiais arbitrarios, defi-
nidos pela acao!

1
327G

Syrav = /d4x«/_—g {2R+ R Fi(D) R + RER(O) R}, (2.3)

onde F; e F, sao fungoes polinomiais do operador de d’Alembert, ndo necessariamente
do mesmo grau. Note que o caso de polinémios triviais, isto é, F; = const. # 0,
reduz-se a gravitagao de Stelle; ja a escolha F} = Fy = 0 recupera a relatividade geral.
Como argumentado na Introducao, no limite newtoniano esta é a acao mais geral com

derivadas mais altas.

Lembramos que neste capitulo usamos as convencoes N = diag (—,+,+,+) para a métrica de

Minkovski e R,, = R, para o tensor de Ricci.
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2.1 Limite newtoniano

No limite newtoniano, consideramos a métrica como uma perturbagao da métrica

plana de Minkovski,

G = Nuv + My (2.4)

e trabalhamos com as equacgoes de movimento linearizadas. Como nessa aproxima-
¢ao apenas os termos de segunda ordem em (2.3) irdo contribuir para as equagoes de

movimento, expandimos a agao de acordo com (2.4) e obtemos sua forma bilinear,

1
s - 1 / i
grav 307G | ¢

+2h 2A(0) + ()] 3,80 — < h [26(0) + ()] Oh

1
Sl J2(O) O = 18 £2(00) 0,0,

L [o(0) ~ )] £ 8,D,0,01 | (2.5)

onde definimos

@O = 1-FK(O)0-3KR0O)4d, (2.6)
f(0) = 1+%F1(|:I)|:I. (2.7)

Aplicando o principio variacional e introduzindo uma fonte material, segue a equa-

¢ao de movimento para o campo hy,,
2 1
f2(D) (Dh;w o aﬂauhg - 8pavhz) + 5 [f2(D) - fO(D)] E auavapawhpw
1
+ 3 2f0(0) + f2(0)] (1,,0,0,h* —1,,0h +0,0,h) = =167GT,,, (2.8)

onde T}, é o tensor de energia-momento associado a fonte. Uma vez que estamos

interessados no campo gerado por uma massa pontual estatica, definimos
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com a densidade p = M 6®)(r). Decorre da simetria da fonte que é possivel escrever

a métrica na forma isotropica
ds? = —(142p)dt* + (1 — 2¢)(dz? + dy* + dz?). (2.10)

Aqui p = ¢(r) e = (r) sao os potenciais newtonianos e r = /2% + 3y + 22. Como
temos apenas dois potenciais métricos por determinar, podemos obteé-los resolvendo o
sistema formado pelo trago das equagoes de movimento e pela sua componente (00),

respectivamente,
fo(A)A(p —2¢) = —4nGp, (2.11)
f2(B)A(e + 1) = fo(A)Alp = 2¢) = 12nGp. (2.12)

Fizemos, ainda, a substituicao [0 +— A, dado que a métrica é estatica.
Ao invés de resolver o sistema de equacoes diferenciais acima diretamente para os

potenciais ¢ e 1, é mais conveniente trabalhar com uma combinagao linear na forma

Xo =@ — 2¢ e Xo= @+ (2.13)

Uma vez que as equacoes sao resolvidas para xg e X2, € facil encontrar a solucao para

os potenciais originais, bastando fazer

1 1
P = §(2X2 + Xo) = §(X2 - Xo) - (2.14)

H&4 ao menos duas razoes para trabalhar com os potenciais auxiliares yo e xa.
Primeiramente, as equagoes de campo assumem uma forma simples em termos das

funcoes fy e fo. Com efeito, o sistema formado por (2.12) e (2.11) é equivalente a

f2(A)Axe = 87Gp, (2.15)
fo(A)Axo = —4rGp. (2.16)

Em segundo lugar, as fungoes f; e fp acima correspondem exatamente aos termos que

aparecem, respectivamente, nos setores de spin-2 e spin-0 do propagador associado a

19



teoria (2.3) [104],
G(k) = L _po___ 1 po : (2.17)
k2 fo(—k?) 2k2 fo(—k?)
onde P ¢ P(0=%) g0, respectivamente, os projetores de spin-2 e spin-0 (1.8); indices
tensoriais e os termos que dependem da escolha de calibre foram omitidos por simpli-
cidade.

Entao, as raizes das equacoes fo(—k?) = 0 e fo(—k?) = 0 determinam os pdlos
massivos do propagador e, portanto, o espectro massivo do modelo. Neste espirito, a
Eq. (2.13) separa os potenciais métricos nas contribuigoes devidas aos modos de spin-
2 (via x2) e de spin-0 (via o). Com base nessa relacdo entre as raizes das equagoes
f2(=k?) = fo(=k?*) = 0 e os pdlos do propagador, iremos nos referir a essas quantidades
igualmente como raizes ou pdlos.

As equagbes (2.15) e (2.16) possuem a mesma estrutura essencial: a unica dife-
renca significativa entre elas é o polinomio que aparece na funcao operatorial. Como
nosso objetivo é estudar teorias polinomiais gerais, nao iremos basear nossa analise
em nenhum valor particular para os coeficientes de fy e fo. Convém, entao, definir as

quantidades kg = —47G, Ky = 8wG e escrever (2.15) e (2.16) como simplesmente

fs(A)AXs =KRsp, (218)

com s = 0,2. No que segue resolveremos esta equacao aplicando o método de heat

kernel, baseado na transformada de Laplace, como introduzido em [95].

2.2 Solucao via o método de heat kernel

Por economia de notagao omitiremos os indices de spin em fs, x5 € ks, restituindo-
os apenas no resultado final. Principiamos introduzindo a funcao de Green para a

Eq. (2.18),

H-G=1, (2.19)



onde
H = f(A)A, (2.20)
que leva a solugao integral
X(x) = /{/d?’x’G(x,x') p(z'). (2.21)

Suponhamos, agora, que o operador (2.20) tem um inverso H ~1(A) que pode ser escrito

como transformada de Laplace de uma certa funcao =, ou seja,

H'(=¢) = /OO E(s)e ¢ ds. (2.22)
0
Assim, a funcao de Green G pode ser representada no espago de posi¢oes como
Gz, o) = / T 2() ([ e | o) ds (2.23)
0
onde
o—le—a'|2/4s

(wle*®|a') = K(jo —a'];5) = (2.24)

(47s)3/2

é o heat kernel do laplaciano. A escolha x = r e 2’ =0, simplifica a férmula (2.21)

para

x(r) = KJM/ =E(s) K(r;s)ds. (2.25)
0
Particularizando para o modelo polinomial (2.3), consoante o teorema fundamental
da algebra podemos fatorar o polinomio f(—¢) na forma?

f(=8) = ﬂ (m’2§€>ai (2.26)

ms
i=1 4

onde £ = —m? (com i € {1,2,..., N}) é uma raiz da equacio f(—¢) = 0 e a; sua

multiplicidade. Note que se o grau de f(—&) é N — isto &, se ha 2(N +1) derivadas na

20s fatores m;2 precisam ser introduzidos pois a Eq. (2.6) requer f(0) = 1.
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acao no setor associado a f —, entao Zfil a; = N. Recordamos que por simplicidade
de notacao omitimos os indices de spin; explicitando-os, terfamos que escrever f,, m ),
Q(s)i5 N, N, 2, e k,. Como nosso interesse ¢ em modelos polinomiais gerais, nao iremos
fazer nenhuma restrigao inicial na natureza complexa ou real ou na multiplicidade das
quantidades m?.

A fungao Z(s) para modelos gerais de gravitagdo de ordem superior pode ser cal-
culada mediante a substitui¢ao de (2.26) em (2.22), e a inversao da transformada de

Laplace usando a decomposigao em fragoes parciais [105]. O resultado é
N (677
E(s) = —14 > Y At (2.27)
i=1 j=1
onde os coeficientes A; ; sdo definidos pela decomposi¢ao de H~'(—¢) em fragoes par-

ciais. Explicitamente,

1 i [ (E+ m?)ai}
Ai i = : ; . ’
= I | D - .

Ainda, por economia de notacao convém definir o simbolo A;; para j > «; pondo
Ai,j>o¢i =0.
O potencial x pode, dessarte, ser calculado inserindo (2.27) em (2.25), donde

KM /iM 5 (em2442/4s
X(r) = - 7MZZM/wwaH“ (229)
=1 j=1

Para que as integrais convirjam, assumimos que Rem? > 0. Fazendo a mudanca de

varidveis sm? — s cada uma das integrais acima se torna

(2

I = /OO ds 5773 ¢~ (T /19) = ()37 / ds s7~F e~ (tmir?/is) (2.30)
0 r

sendo que a tltima integral é efetuada ao longo da semi-reta ' = {w € C: w = m?t, t €
R*}. Claramente, no caso de uma raiz m? real a integracio permanece sendo sobre o

semi-eixo real positivo. Para raizes complexas, contudo, o dominio de integragao sofre

22



uma rotacao no plano complexo. Apesar disso, nesse dominio ainda se verifica a relagao

Rew > 0. Como o integrando de (2.30),
h(S) = Sj_g e—(s+mfr2/45) ’ (231)

¢ uma funcao analitica com apenas uma singularidade removivel na origem, e é exponen-
cialmente suprimida quando |s| — oo, podemos aplicar o teorema de residuos de Cau-
chy. Dessa forma, ¢ nula a integral de h(s) ao longo do contorno I', = [0, o] UC,U{w €
C:w=mio—1t),t € (0,0}, onde C, é o arco de circunferéncia de raio g que
conecta os pontos w; = g e wy = m?p. Passando ao limite ¢ — oo, segue que
Jo" h(s)ds = [ h(s)ds. Concluimos dai que mesmo na presenca de rafzes complexas

m? é possivel realizar a integral sobre o semi-eixo real positivo. Logo,

Njw

0o i-
IZ' _ (ng)g_J/(; ds Sj—g 6—(s+m?r2/4s) _ 2( r ) K%_j(mir)v (232)

2m,~

onde escolhemos m; com parte real positiva e reconhecemos na integral uma representa-
¢ao da funcao de Bessel modificade de segunda espécie K, [105]. Portanto, o potencial
x ¢ dado por

KM RMNC”A rij 9 33
X(T)——4—W+mzz wi \ 3 joa(mar). (2.33)

i=1 j=1

(SIS

Para chegar a este resultado assumimos que Rem? > 0 e, posteriormente, Rem; >
0. Esta condicao é fisicamente justificada pelo requerimento de que o potencial cai
para zero a grandes distancias, bem como para evitar taquions no modelo. A primeira
condigao, contudo, relaciona-se ao método do heat-kernel usado para resolver (2.15) e a
premissa que o operador H~! tem a forma (2.22). Na verdade, a soluco (2.33) também
é valida para os casos nos quais o polinomio f(—¢) tem raizes tais que |Imm;| >
Rem; > 0, pois as funcoes de Bessel fornecem a continuacao analitica de cada termo
em (2.29), visto como fun¢ao de um m? arbitrario com Rem; > 0. Notamos que é

possivel obter o potencial (2.33) diretamente para o caso mais geral de | argm;| < 7/2
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aplicando o método da transformada de Fourier e usando a representacao de Basset

das fungdes de Bessel modificadas [106]. Os cdlculos, no entanto, sdo mais longos e

tediosos.
O caso da relatividade geral (fy = fo = 1) é um exemplo trivial do resultado
anterior, pois ZF¢(s) = —1 e \F9(r) = —k M (47r)~L, donde &Y = —2GMr~1 e

G = GMr~1; assim p = ¢ = —GMr~1. Outro exemplo direto é quando f(—¢) =0

tem apenas raizes nao-degeneradas (ND). Entao «o; = 1V, e Z(s) se reduz a [95]

N 2
2 m;
E(s) =—14> e [[—52L= (2.34)
=1

2 2
m4 — m-
i :

enquanto que o potencial é dado por

N, 2
KZSM —M(g);T m s)J
WPy = — [1 — Z e MUs)i H - (s)i . : (2.35)

dmr = i M)~ Moy

onde restituimos os indices s = 0, 2 referentes ao setor de spin. Este resultado concorda
com X3 obtido por Frolov em [95]. Ainda, retornando aos potenciais métricos originais

temos o potencial newtoniano modificado

Ny 2
GM 4 Mg,
ND —rm(2); (2)j
A I e L D | e
r 343 iz M~ My
No 2
1 M)
+ 5 Z e Mo H ﬁ ) (2.36)
i=1 j#i - (0)g (0)i

verificando os cdlculos de Modesto, Netto e Shapiro [87]. Suprimindo os termos relacio-
nados aos modos escalares na equacao anterior (fazendo, por exemplo, mg); — 00, V1)
segue o resultado de Quandt e Schmidt [103]. Vale notar que essas trés referén-
cias, [87,95,103], consideraram que os polos do propagador eram reais; vemos aqui
que a mesma féormula vale no caso mais geral, com polos complexos simples. Este
resultado foi obtido por nés originalmente em [107], por meio de outros métodos. O

raciocinio (mais geral) que aqui apresentamos segue nosso trabalho mais recente [108].
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No caso de polinomios f, arbitrarios temos os potenciais métricos

No @(2)i

oM, 4GM =3
r) = A K. s(myr
o) TN s (o) sl

=1 j=1

i=3
) K ytmonn). (2:37)

No *(2)i j—
GM 2G’M r
Y(r) = ZZ A2)i ( ) K;_s(myir)
i=1 j=1
N() (0)i

1GM
ST ) S C

=1 j=1

j—

Como notado anteriormente, as quantidades m,); sao as massas dos novos graus de
liberdade de spin-s. Ainda, os potenciais sao sempre reais, apesar da possibilidade de
polos complexos no propagador. O cancelamento da parte imagindria ocorre porque
K,(z) = m paran € R, e A;; = A_”7 o sub-indice barrado i se refere ao pélo
conjugado a m?. Novamente, a primeira referéncia a considerar solugoes para a gravi-
tagado polinomial geral (incluindo o caso de pélos complexos e degenerados) foi nosso
trabalho [107]. L& o foco era no cancelamento da singularidade newtoniana do po-
tencial, e a abordagem para o problema nao requeria o célculo da expressao completa
para o potencial, em todas as ordens em r. Portanto, polos degenerados puderam ser
considerados como situagoes limites de casos com pélos simples, como em [103]. O pro-
cedimento, no entanto, pode ser ambiguo para a obtencao da expressao completa para
o potencial para pélos de ordem maior que dois. A férmula (2.37) resolve a dificuldade

ao considerar, explicitamente e desde o principio, pélos de multiplicidade arbitraria.

2.3 Finitude dos potenciais métricos

Com as expressoes para os potenciais métricos é possivel analisar a questao da

finitude e regularidade das solugoes. Principiamos reparando que se ambos y2 € Yo
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sao finitos na origem, os potenciais ¢ e ¥ também o serao. No que segue usaremos a
férmula geral (2.33) para mostrar que y; € finito para um polinémio arbitrario nao-
trivial da forma (2.6) (ou (2.7)). Como conclusao, se fy e fo tém grau pelo menos igual
a um, entao os potenciais ¢ e 1 sao finitos em r = 0.

Omitindo novamente o indice referente ao spin, reescrevemos (2.33) separando os
termos para os quais j > 3/2:

N
kM kM
X(T) - 47T + T3 47T3/2 Z

=1

2m;

2 & a
Ai le 1 (mqr) +ZAJ( r) Kji(mi”r

(2.39)

onde o somatdério sobre j > 2 é considerado apenas caso o; > 1. Para j > 2 e r pequeno
as fungbes K;_s(m;r) se comportam como r~9+3/2 [105]. Logo, todos os termos com
j > 2 sao finitos em r = 0. Resta checar que os termos com j = 1 sao capazes de

cancelar a singularidade newtoniana. Dado que

Kii(2) =y/5¢ (2.40)
os termos com j = 1 sao do tipo
2m; KM
47r3/2 Z , l K_1(mgr) = T ; Ajpe ™. (2.41)

Portanto, o potencial (2.33) pode ser escrito como

1+ZA%1

onde 1%, x1} e y {2 sao constantes. Para mostrar que o potencial y é finito na origem,

VO U 22 o) (2.42)

x(r) =

47Tr

basta provar que
> A =1 (2.43)

Em principio, os coeficientes A; ; podem ser escritos em termos das raizes do po-

linomio f, embora para casos gerais essa é uma tarefa consideravelmente mais dificil.
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Um exemplo basico é o caso de modelos que tém apenas polos simples, para os quais a

relagao (2.43) assume a forma

ZHm e 1, (2.44)

i g
como se verifica facilmente ao expandir a solu¢do (2.35) em poténcias de r. Esta
Eq. (2.44) é, na realidade, uma identidade vélida para qualquer conjunto de N ntme-
ros distintos {m?,m32,--- ,m%}, e foi usada para demonstrar a finitude do potencial
para modelos polinomiais super-renormalizaveis com pdlos reais em [87]. Apresenta-
mos uma demonstracao dessa identidade em [107] (ver, alternativamente, o Apéndice A
desta tese), onde também a aplicamos para generalizar o resultado de [87] para mode-
los polinomiais gerais. Seguiremos aqui, contudo, o caminho alternativo mais facil e
abrangente desenvolvido em [108], e provaremos (2.43) diretamente, sem a necessidade
de resolver A;; em termos das massas.

Comecamos recordando que f é uma funcao polinomial de grau NV > 1 tal que
f(0) =1, e que as quantidades A; ; definidas por (2.28) estdo associadas aos coeficientes

a; ; desta decomposi¢ao em fracoes parciais:

1 :_l N Gy
e €+ZZ ey (2.45)

De fato, a;; = A;;(j — 1)! e, em particular, A;; = a;; e A;» = a;2. Reagrupando o
membro direito numa tnica fracao obtém-se

N

N N o
I = Tty 303 e miy = [T miy. - (246)

=1 i=1 j=1 ki
Comparando, pois, os dois membros ordem a ordem em & segue, para o termo de

ordem mais alta (ordem N = ZZ a;),
N
= (—1 + Z az’,l) &, (2.47)
i=1
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donde
N
d A =1. (2.48)
=1

A substituicao deste resultado em (2.42) mostra que a singularidade newtoniana do
potencial y, é cancelada se N, > 1, ou seja, se a acao contém pelo menos quatro
derivadas no setor de spin-s.

Portanto, um modelo de gravitacao polinomial tera um potencial finito na ori-
gem se e somente se tiver pelo menos quatro derivadas no setor de spin-2 e de spin-
0. Assim, o modo mais simples de evitar a singularidade newtoniana ¢é introduzir o
termo [ d4x\/—_gRl2w na acao de Einstein-Hilbert. A inclusao apenas deste termo é
suficiente para tornar o potencial finito, porém o modo escalar resultante é um ta-
quion (vide (1.11)). Para evitd-lo é preciso incluir, pelo menos, um termo do tipo
[ d*z\/=gR?: temos entao a teoria renormalizdvel de Stelle. Podemos muito bem in-
cluir termos com mais derivadas em um dos setores, por exemplo [ d*z\/—gRO R, sem
afetar a finitude do potencial, visto que o cancelamento da singularidade de yq ocorre de
forma idependente de xs. Essa escolha, porém, torna o modelo nao-renormalizavel, ja
que o propagador e os vértices se tornam nao-homogéneos na poténcia de momento [87].

Neste ponto convém retornar a conjectura mencionada no comeco deste capitulo, de
que haveria uma relagao entre a renormalizabilidade do modelo e o comportamento do
potencial newtoniano préximo a origem [53,83,87]. Nosso resultado mostra que real-
mente existe uma relagao entre essas propriedades, mas apenas apenas em um sentido:
modelos renormalizaveis tém pelo menos quatro derivadas em cada setor, logo tém
potenciais finitos. A reciproca nao é verdadeira: existem modelos nao-renormalizaveis
com potencial finito. Essa analise também esclarece a questao do balanco entre o nu-
mero de fantasmas e particulas benignas e a finitude do potencial sugerida em [87],
ao mostrar que mesmo em modelos “desbalanceados” pode ocorrer o cancelamento da

singularidade.
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2.4 Regularidade dos invariantes de curvatura

Munidos das expressoes gerais para os potenciais métricos, (2.37) e (2.38), podemos
analisar a questao da existéncia de solugoes regulares nas curvaturas. Como é bem
conhecido, a auséncia de singularidades na métrica nao é suficiente para garantir que os
invariantes de curvatura sao regulares. Por exemplo, para uma métrica na forma (2.10),

o invariante de Kretschmann RWWR’“’“B é dado por
16 8
Riyalg — 4(90//2 4 21/}//2) 4 7 w/w// 4 T_2<SO/2 4 31/}/2) 7 (249>

que claramente diverge se ¢'(0) e ¢'(0) s@o diferentes de zero.
Para analisar de forma mais rigorosa as condicoes para termos invariantes de cur-

vatura regulares, vamos supor que ambos potenciais métricos sao finitos:

o(r) = o+ o1r + ar® + 31 + O(r), (2.50)
Y(r) = Yo+ ir + har® + hsr® + O(rh). (2.51)

Em termos de ¢, e 1, o escalar de Kretschmann se escreve

R2 8(¢7 + 3¢7) n 32(p12 + 4111s)

pvaf T 2 r

+48 (903 + 4)2 + o103 + 51/)1@/)3) +O(r). (2.52)

. . 2 , _ _ A
Portanto, o invariante R, 5 € regular se e somente se o1 = 1 = 0. Esta ¢, na verdade,

a condicao de regularidade para todo o conjunto dos invariantes de curvatura®:

2(3p7 — 6191 + 1197) n 32(p12 — a1 — P10 + 411h,)

R? =
1324 7«2 r
+12[4¢3 + 161h3 — 8pathy + 51 (3 — 13) + 11 (21h3 — 5es)] + O(r),
(2.53)
R - %(2% — 1) + 12(20s — 69) + O(r) . (2.54)
2
s = PTIs004 n)(s 4 ) + 00, (2.59)

3Pode-se mostrar, ainda, que essas condicdes para a regularidade dos invariantes de curvatura

também s@o necessdrias e suficientes para regularizar as componentes dos tensores de curvatura [109].
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onde Cluap € o tensor conforme de Weyl, que satisfaz

1
=R, — 2R, + R (2.56)

2
Cu prap 3

vaf

Vale notar que os invariantes R e C,,, 5 podem ser regulares independentemente dos
demais, visto que eles dependem, respectivamente, apenas das combinagoes 2¢)—¢ = xq
(setor escalar) e ¢ + 1) = xo (setor de spin-2). Devido a relagao entre a regularidade
da solucao e o coeficiente do termo linear em r na expansao de um dado potencial,
diremos que um certo potencial 7(r) é regular se cumpre 7'(0) = 0 [95]. Em termos
dessa definicao, para que uma métrica seja regular, ela deve ser ao mesmo tempo -
regular e ¢-regular. Ainda, a regularidade de xo implica naquela de R, enquanto que a
regularidade de x5, na de Cﬁmﬁ. E interessante reparar, ainda, que (2.55) sugere que
solucoes yo-regulares sao conformalmente planas na origem?.

E natural, entao, perguntar-se quao comum ¢ a ocorréncia da condi¢ao ¢ = 1y =0
em teorias de gravitacao de ordem superior. Ja mencionamos aqui que a teoria de
quarta ordem nao satisfaz essa condicao quando acoplada com uma fonte delta de
Dirac [102] (ver também [84-86] para uma discussao mais recente). Porém, para a gra-
vitagao de sexta ordem com um par de pélos complexos essa condigao é verificada [88],
e consideracoes gerais dando suporte a conjectura de que para teorias com mais de
quatro derivadas a condigdo ¢; = 11 = 0 deve valer foram apresentadas em [86].

Aqui daremos uma resposta direta a questao, mostrando explicitamente as condicoes

4Isso pode ser verificado calculando explicitamente as componentes para o tensor de Weyl e no-
tando que elas tendem a zero quando » — 0. Com efeito, usando coordenadas esféricas tem-se as

componentes nao-triviais

1 X5
Coptr = = (x4 —22 2.57
trt 3 (Xz r ) > ( )
Ciptoe Crore 1,
= Cogpg = 22 _ Zréré _ - 2.
Ctoto Crorg senzd cenzd 2 7" Chrt (2.58)
Cogoy = —rsen? Cypyy (2.59)

que se anulam em r = 0.

30



necessarias e suficientes para termos uma métrica regular em teorias polinomiais de
gravitacao acopladas a uma fonte 9.

Para tanto, iremos estender até ordem r os calculos da secao anterior, que mos-
traram que os potenciais auxiliares x, sao finitos em teorias polinomiais completas.
Usando novamente a expressao para o potencial geral (2.39) e a expansao em série de
poténcias das fungoes de Bessel modificadas [105],

j—2

Kj_%(mir):\ﬂ_re Zk'

T EN, j>2 9.
= NG~k — 2)!(2myr)Fts JeEN, j=2, (2.60)

nao é dificil verificar que os termos que contribuem na ordem linear em r fornecem (ver

Eq. (2.42))

MO KM o Azlm Y A 27 =5 (25 —4)!
in £ { =0 2@—2)!”‘ 261

Jj=

Porém, o termo entre colchetes dentro do somatoério sobre 7 > 3 é nulo, pois ¢ igual a

(25 = 5)'[2(j = 2) — (25 — 4)]

2 =2) =0. (2.62)
Logo,
Vi = ’;_];4(51 —S,), (2.63)
onde definimos as quantidades
N N
Si=> Aumi, S=) A (2.64)
i—1 i=1

Retornamos entao a defini¢do dos coeficientes A, ; em funcao das raizes m?, dada

pela Eq. (2.46). Vamos supor que N > 2. Comparando, agora, os termos proporcionais

a &V segue
N
Z [—m?ai + AZ'J (mf(az — 1) + Z m?Oq) + A@Q =0. (265)
i=1 i
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Como, dado i vale

Z mia; = —m?a; + Z mia;, (2.66)
J

JFi

e usando (2.48), temos que

N N
ZAi,z = ZAi,lm?- (2.67)
i=1 i=1

Em termos das definigoes da Eq. (2.64), a identidade acima se torna Sy = S;. Sali-
entamos que esta relacao é valida somente para N' > 2. O caso N = 1 trivialmente
implica em S; = m? e S, = 0. Restituindo os indices do setor de spin, concluimos
que Si)1 = S(s)2 se e somente se o grau do polinémio fy é N, > 1. Recordando que
2(N, + 1) é o nimero de derivadas no setor de spin-s da agao, segue-se que teorias de
ordem maior que quatro no setor de spin-s sao ys-regulares.

Assim, a condigao necessaria e suficiente para a regularidade dos invariantes de
curvatura ¢ a presenca de pelo menos seis derivadas tanto no setor de spin-2 quanto
no de spin-0. Em outras palavras, todas as teorias de ordem superior definidas por
polinémios F; # —3F, nao-triviais (isto é, nao-constantes) sao regulares no limite
newtoniano. Em particular, isso vale para toda a classe de modelos locais super-
renormalizaveis, incluindo os do tipo Lee-Wick.

Neste cendrio, as unicas possibilidades para termos uma solugao singular associ-
ada a uma massa puntiforme, no limite newtoniano, ocorrem caso Fj(d) = const. ou
F(0) = —3F»(0). No primeiro caso o setor de spin-2 contém o pdlo sem massa corres-
pondente ao graviton e, possivelmente, uma particula massiva (fantasma). Em termos
da defini¢cdo de m-regularidade [95], podemos dizer que tal solugdo nao é yo-regular,
apesar de eventualmente ser xg-regular (se Fp(d) ~ O com p > 1). Para o segundo
caso, isto é, se Fy(O0) = —3F»(0), a solu¢do nao é xp-regular. Evidentemente, uma
solugao regular deve ser ao mesmo tempo Yo- and Yyo-regular. Em particular, a gra-

vitagao de Stelle nao é regular no limite newtoniano quando acoplada com uma fonte
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delta de Dirac [84-86,102], apesar de que ela pode ser p-regular caso os parametros da
agao sejam escolhidos de sorte que mg = 2my (vide (1.11)).

Pensando no paralelo entre as divergéncias classicas e quanticas que mencionamos
anteriormente [53,83,87], podemos dizer que teorias de gravita¢ao renormalizaveis tém
potenciais finitos na origem, enquanto que as super-renormalizaveis tém limite newto-
niano regular. Como vimos, as reciprocas nao sao verdadeiras, havendo teorias com

curvaturas regulares que nao sao super-renormalizaveis (ou sequer renormalizaveis).

2.5 Comentario com vistas ao caso completo, nao
linear

Os resultados apresentados neste capitulo foram todos obtidos na aproximacao li-
near. Sem duvidas, a questao mais interessante é a existéncia de singularides na teoria
polinomial completa, nao-linear. O primeiro passo nessa direcao foi dado ainda nos
anos 1970 por Stelle [102], que mostrou que apesar do potencial newtoniano ser finito
na teoria de quarta ordem, a solucao associada a uma massa pontual apresenta sin-
gularidade na curvatura, tanto no nivel linear quanto no nao-linear. Mais geralmente,
assumindo que a solucao pode ser escrita como uma série de Frobenius ao redor de
r = 0, ele encontrou trés familias de solucoes estaticas esfericamente simétricas, duas
singulares e uma regular. Dentre as familias de solugoes singulares, uma delas contém
a solucao de Schwarzschild. A presenca da solucao de Schwarzschild é esperada, porque

devido a relagao de Gauss-Bonnet,

/d4x\/—g (R, — 4R%, + R?) = termo de superficie, (2.68)

praf

2

é possivel remover por completo um eventual termo do tipo [ d*z/— 9B,

5 ha agao, e
as equagoes de movimento resultantes dependerao apenas de R e R,,,. Assim, qualquer
solucao de vacuo das equacoes de Einstein (isto é, com R, = 0) também sera solucao

da teoria com quatro derivadas [102,110]. Stelle, porém, mostrou que a solucao de
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Schwarzschild, diferentemente do caso da relatividade geral, nao é aquela que se acopla
com uma fonte do tipo delta de Dirac. Em especifico, ela nao se acopla a uma densidade
de matéria positivo-definida [102]. Situacdo semelhante ocorre com a familia de solugoes
regulares, que na verdade sao apenas solucoes de vacuo, andlogas a solugao plana para
a relatividade geral pura. Por fim, a outra familia de solugoes singulares é aquela que
se acopla com uma fonte delta e, no regime r — oo, coincide a métrica linearizada do
tipo (2.1) — ou seja, uma combinac@o de potenciais de Newton e Yukawa.

Mais recentemente, com o advento de métodos computacionais eficientes, outros
aspectos das solugoes nao-lineares estaticas e esfericamente simétricas foram considera-
das no contexto da gravitagao de quarta ordem [84-86]. Em particular, foi estudado o
que ocorre quando solugoes assintoticas no regime de campo forte sao conectadas com
solugoes para r grande, na forma de potenciais de Newton e Yukawa combinados (caso
particular das nossas Egs. (2.37) e (2.38)). Em resumo, o resultado é que para uma
fonte do tipo d, a solugdo nao tem horizonte e termina numa singularidade tipo-tempo
em r = 0. A singularidade é esperada, pois ela esta presente mesmo no regime linear.
Ainda, a auséncia de horizontes no modelo completo com quatro derivadas é assegurada
por um teorema geral [84,85,111], e apenas modelos particulares nos quais a agdo nao
contém o setor de R? podem ter horizontes.

O caso de teorias com mais de quatro derivadas foi estudado apenas mais recente-
mente. No artigo [86] métodos nimericos usando a técnica de Frobenius foram empre-
gados para buscar solucoes assintoticas préoximas a origem em modelos com seis, oito e
dez derivadas. Nenhuma solucao do tipo Schwarzschild foi encontrada, solucoes sigula-
res tampouco. A nao-existéncia da solugao de Schwarzschild é esperada, ja que a agao
de teorias gerais com mais de quatro derivadas também contém termos quadraticos no
tensor de Riemann, tais como f d*x\/=gRpep 0 RFB  que nao podem ser eleminados
além do regime linear via a relagao (1.14), pois ainda permanecem estruturas de ordem
maior que dois nas curvaturas.

O resultado que apresentamos aqui mostra, analiticamente, que as solugoes asso-
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ciadas a uma massa pontual na teoria polinomial geral linearizada sao regulares. Isso
verifica o resultado numérico de Holdom para teorias particulares [86], reforcando a
conjectura de que a regularidade da solucao linearizada é condi¢ao necessaria (mas nao
suficiente) para a regularidade da solu¢ao completa (ndo-linear). Obtivemos ainda o
comportamento assintético das solucoes que se acoplam a uma fonte delta, para teo-
rias polinomiais arbitrarias, o que pode ser util na busca computacional por solucoes
em regime de campo forte proximas a origem e o estudo da existéncia e nimeros de

horizontes.
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Capitulo

Derivadas mais altas e regularizacao da

fonte

No capitulo anterior mostramos que teorias com pelo menos quatro derivadas nos
setores de spin-2 e spin-0 tém potencial newtoniano finito na origem, enquanto aquelas
com pelo menos seis derivadas tém um limite newtoniano regular, sem singularidades
nas curvaturas. Essa caracteristica das teorias polinomiais motiva a indagacao de se
essas propriedades também se verificam nas teorias nao-locais, como aquelas definidas
por (1.20), citadas na Introdugao.

Do ponto de vista cronoldgico, a regularidade de modelos nao-locais foi verificada
antes mesmo daquela dos polinomiais. Por exemplo, em [94,95] foi mostrado que a
teoria definida pelo fator de forma inspirado na teoria de cordas tem limite newtoniano
regular. Em [96,97] esse resultado foi estendido para teorias definidas pela exponencial
de um mondémio. Em certas referéncias, tais como [92, 93,98, 100, 112], chegou-se a
sugerir que a nao-localidade e/ou a condi¢ao de auséncia de fantasmas era determinante
para evitar a singularidade. Os resultados obtidos no capitulo anterior, e apresentados

em [108,109], deram a negativa a esta idéia.
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Por outro lado, a interpretagao de que teorias nao-locais sao o limite de teorias
polinomiais quando o nimero de derivadas tende a infinito [53] motiva a anélise precisa
de como, e em que condicoes, a regularidade das solucoes daqueles modelos pode ser
vista como heranga dos modelos locais. Este é o foco deste capitulo, que se baseia nos
resultados apresentados em [113]. Principiamos com a verificacdo da regularidade do
limite newtoniano em teorias polinomiais usando um método alternativo ao do capitulo
precedente, e logo o estenderemos para as teorias nao-polinomiais e sem fantasmas.

Assim como no capitulo anterior, trabalharemos com a acao

_ 1 4 — Qv
S = 55 /d /=g {2R+ R, Fi(0) R™ + R Fy(0) R}, (3.1)

porém aqui permitiremos que Fj e F; sejam fung¢oes nao-polinomiais [74,75,77-79,81].

O propagador associado a este modelo tem a mesma estrutura de (2.17), porém aqui

folz) =1=2R(2) = 82Fy(z) e folz) =1+ S F(2) (3.2)

nao sao, necessariamente, fungoes polinomiais. Novamente, as raizes de f,(—k?) = 0
definem os pdlos massivos do propagador. Se as fungoes F; forem escolhidas de tal

forma que
fo(z) = ef=() | (3.3)

onde H, é uma funcao inteira, entao o setor de spin-s do propagador nao tem pdlos
massivos. Uma teoria com f5 desta forma evita o fantasma massivo de spin-2, que viola
a unitariedade da teoria de Stelle. Por este motivo esses modelos sao frequentemente

chamados de gravitagao livre de fantasmas (ghost-free gravity).

3.1 Fontes efetivas e funcoes de massa

Toda a discussao desenvolvida na Se¢ao 2.1 do capitulo anterior se aplica para os

modelos mais gerais considerados neste capitulo. Principiamos a discussao, portanto,
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com a equagao para os potenciais auxiliares y2 e xo (2.13) associados a uma métrica

estatica e esfericamente simétrica em coordenadas isotrépicas,

fs(A)Axs = ks p, (3.4)

Como vimos no capitulo anterior, uma vez que os potenciais g € Y2 sao conhecidos,
¢ possivel calcular os invariantes de curvatura associados a métrica (2.10). Ainda, para
que estes sejam regulares é preciso que os potenciais auxiliares satisfacam x,(0) =
X0(0) = 0.

Cada uma das equagoes (3.4) pode ser vista como uma equagao de Poisson com

uma fonte modificada (ou fonte efetiva)
Axs = Ks 05, (3.5)

onde as “novas” fontes p, satisfazem

p(r) = fo(A) os(r). (3.6)

Particularizando para uma fonte delta de Dirac, p(r) = M§®)(r), segue

M [ ksen(kr)
0s(r) = 5 e dk . (3.7)

Note que a presenca do termo nao-trivial f,(—?) no integrando induz uma delocaliza-
¢ao da fonte ¢ original.
Seguindo a descricao do efeito das derivadas mais altas por meio da equacao de

Poisson com fontes efetivas, podemos definir a funcao de massa

m(r) = 4w /OT 2% 0,(z)dw (3.8)

como a massa efetiva dentro de uma esfera de raio r centrada na origem, associada ao
potencial y,. Em teorias estendidas essa quantidade nao serd constante, uma vez que
a densidade efetiva de matéria é nao-pontual e a massa total M agora preenche todo o

espaco.
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Da mesma forma que a massa efetiva mg acima se relaciona a forca newtoniana
(modificada) exercida sobre particulas teste, podemos definir uma outra quantidade

massiva, mg, que é aquela que aparece na expressao para o potencial,

KsMg(T
Xs(r) = # (3.9)
r
De fato, usando este Ansatz a Eq. (3.5) nos fornece
() = ro(r) (3.10)
donde segue a relacao entre mg e my:
m(r) —co—ircl'r—i——/ me( (3.11)

A constante de integracao cg serd definida pelo comportamento esperado de lim,_,q 7.
Por exemplo, nesses casos de teorias estendidas interpretamos a massa total M como
delocalizada, e uma escolha natural é ¢g = 0. No que segue tomaremos ¢y = 0. Por
outro lado, tendo em vista (3.9), a escolha de ¢; é motivada pelo requerimento xy, — 0

para r — oQ.

3.2 Regularizacao em modelos polinomiais

Particularizando os conceitos para o caso de um modelo de gravitacao polinomial
geral, nas linhas do discutido no capitulo anterior podemos escrever

N k2 + m25 ; X(s)i
£ =1] (—m2 ) , (3.12)

i=1 (s)i
que é a mesma equagao (2.26). Recordamos que k? = —m%s)i (com i = 1,...,Ny) é
uma das N raizes da equacao fs(—k*) =0, e a(s); ¢ a sua multiplicidade. O grau do
polinémio fy(z) é >, ey = Ne.
Podemos, entao aplicar a decomposigao em fragoes parciais ao termo 1/ f(—k?)

m (3.7) ,

Ns X(s)i

=3y Y an SW R (3.13)

i=1 jfl
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onde os coeficientes ay);; podem ser calculados usando, por exemplo, o método dos
residuos de Heaviside!. No entanto, em situacao andloga ao capitulo anterior, é possivel
obter resultados titeis sem a necessidade de calcula-los explicitamente.

Substituindo, pois, (3.13) em (3.7) encontram-se as fontes efetivas associadas a

gravitacao de ordem superior polinomial,

L MVEARE iy ro\
0s(r) = )2 ;Z G- ( )) Kj_s(mor) (3.14)

onde K, é a funcao de Bessel modificada de segunda espécie. Como nao fizemos

nenhuma particularizacao sobre o polinomio f,, essa expressao é valida no caso de
pdlos complexos e/ou de ordens mais altas. No caso de pélos complexos, escolhemo-los
com parte real positiva, a maneira do discutido na Sec@o 2.2, para que g(r) tenda a
zero para grandes distancias.

E instrutivo apresentar alguns exemplos. Para a gravitagao de quarta ordem temos

Mm%s)1
oulr) = g e T (315

J4 no caso da gravitagao de sexta ordem e um par de pdlos conjugados com my,) =
M(s)2 = a + b temos,

M (a* + b*)*sen(br)
8mabr

e . (3.16)

0s(r) =

Para o mesmo modelo, mas com apenas um polo real de ordem dois, temos
3
0s(r) = —M:;(S)le_“m(sﬂ : (3.17)
Essas fontes efetivas sao delocalizadas porém nao necessariamente regulares. E imediato
verificar que no caso da gravitacao de Stelle, (3.15) diverge quando r — 0, ao passo
que para (3.16) e (3.17) esse limite estd bem definido. No que segue estabeleceremos

condigoOes necessarias e suficientes para que o, seja regular.

1Os coeficientes a(s);,; deste capitulo nao devem ser confundidos com os que aparecem no capitulo

anterior, em (3.13).
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Comegamos expandindo a expressao geral para a fonte efetiva (3.14) ao redor de

r = 0. Usando as férmulas correspondentes para as fungoes de Bessel [105] obtém-se

M
s\T") = —0¢s Wg O(r y 3.18
(1) = 3ot + w, + O(r) (3.18)
onde oy = > a(s)in € ws € uma constante. Para mostrar que a fonte ¢ regular

basta verificar que o coeficiente o(5); (que multiplica o termo divergente r~') é nulo.

Provaremos que

m?.., se N, =1,
oa=4 (3.19)
0, se N > 1.

Essa proposicao pode ser demonstrada para o caso geral considerando apenas rela-
coes entre as quantidades a(s); ;. Com efeito, ao reagrupar o lado direito de (3.13) em

uma Unica fragao segue

Qs)i—J syt
D i 2 Us)ig <k2 + m?s)i) [Tes <k2 + mé)e)
fs(=k?) Hi(m%s)i)a(s)i '

Entao, comparando os dois membros de (3.13), com o lado direito escrito como acima,

(3.20)

obtemos N relacoes entre as quantidades a(syi; © as “massas’ my,);. Em particular,
para o termo de ordem mais alta, proporcional a E2WNo=1) temos > a(s)i,1 = 0(s)1 = 0.
O caso N, = 1 é claramente trivial, pois nao hd termo dependendo de k no numerador
de (3.20), donde a1 = m7,,. Isso prova a Eq. (3.19).

Diremos que a fonte delta de Dirac é completamente regularizada se ambos oy e
02 sao finitos. Consoante o que acabamos de provar, isso ocorre se, e somente se,
Fy e Fy sao polinomios de grau pelo menos igual a um (isto é, sdo polinémios nao-
triviais) e* F} # —3F,. Lembrando o resultado central do capitulo anterior, vemos que
essa ¢ exatamente a mesma condi¢ao para termos um limite newtoniano regular, sem
singularidades nos invariantes de curvatura. Isso pode ser mostrado explicitamente,

usando as fungoes de massa definidas ha pouco.

2A condigao F; # —3F, garante que fo ndo é uma constante, ver (3.2).
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De fato, substituindo (3.18) e (3.19) na equagao para a fungao de massa (3.8) segue

que, proximo da origem,

r?, se N, =1,
ms(r) ~ (3.21)
3, se N, > 1.
Ainda, substituindo (3.18) em (3.11) temos que a expansao de 7 no entorno de r = 0

se inicia no termo linear, e que o seguinte termo serd da mesma ordem de (3.21).

Portanto, o comportamento do potencial y, proximo a origem sera

const. + O(r), if Ny =1,
Xs(r) = (3.22)
const. + O(r?), if N, > 1.

Em ambos casos o potencial serd finito em r = 0, mas no primeiro ocorrerao singu-
laridades na curvatura, ja que x%(0) # 0, como discutido na Sec¢do 2.4 do capitulo
anterior. Assim, a regularizacao completa da fonte ¢ coincide com a regularizacao dos
invariantes de curvatura. Essa conclusao verifica as consideracoes do capitulo anterior,
no qual mostramos que modelos locais de ordem superior com pelo menos seis deri-
vadas em cada um dos setores de spin-2 e spin-0 tém um limite newtoniano regular,
livre de singularidades. Ainda, esta apresentacao fornece uma demonstracao alterna-
tiva do cancelamento da singularidade do potencial em modelos com pelo menos quatro

derivadas.

3.3 Regularizacao em modelos nao-locais

A descricao de extencoes nao-locais da relatividade geral em termos de fontes efe-
tivas delocalizadas é freqiiente na literatura [76,79,89-93] (em oposicdo ao caso de
extensoes locais [88,93]). Por este motivo, nao iremos aqui calcular as fontes efetivas
em teorias particulares, mas sim focar aspectos mais gerais que decorrem da compara-

¢ao com a gravitacao polinomial.

42



Comecamos com uma familia particular de modelos as vezes chamados de gravitacao
livre de fantasmas do tipo N (teoria GF y, por simplicidade), definidos pela escolha de

fungoes fo = fo da forma [81,96]

2\ Y
fs(=k*) = exp <?) , N>1, (3.23)

onde N € N e g é um parametro massivo. Note que N = 1 corresponde ao fator
de forma inspirado pela teoria de cordas [78], e N = 2 ao de Krasnikov [74] (vide
Eq. (1.21)). Em [96,97] foi mostrado que todas essas teorias tém um potencial new-
toniano modificado regular. Haja visto a discussao da secao anterior, é razoavel supor
que a fonte efetiva associada também goza dessa propriedade. Provaremos essa afir-
mativa mostrando que a fonte efetiva para teorias GFy pode ser obtida como o limite
uniforme de uma sequéncia de fontes de teorias locais de ordem superior.

Com esse objetivo, tomemos o modelo de gravitacao polinomial definido pela escolha

particular

n

Nt
R = fona ) =303 (5) (324

2
f:o ILLS
onde Ny > 1 e n > 2 sao nimeros naturais e u, € um parametro massivo. De acordo
com (3.7), a fonte efetiva associada é dada por
M [
952
2 Jo

QS,Ns,n(T) gS,NS,T,n<k:)dk ) (325)

com

k sen(kr)

k) = —F————= 3.26
gs,Ns,r,n( ) T’fs,Ns,n(_k2) ( )
para um 7 fixo. Notamos que a sequéncia de funcoes (integraveis) {gs n, r.n .o, converge
uniformemente para

_ ksen(kr)
= rop (/)N

em cada compacto K C [0,400). Além disso, existe uma fun¢ao g : R — R Riemann-

Gsn.r(K) (3.27)

integravel tal que |gsn,,n| < G (de fato, basta tomar § = gsn,2). Assim, usando
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o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue [114] (na prética, uma versao bem
mais fraca dele) segue que podemos passar o limite sob a sinal da integral,

M oo

5.2
2m2 Jo

Gy n.r(k)dk = 05N, () (3.28)

lim o5 N, n(7)
n—oo

para cada r € (0, +00). Até aqui mostramos que g5 n, , — 0s.n, PONto-a-ponto. Essa
convergencia, na verdade, é uniforme. Isso pode ser mostrado notando que a sequéncia
{os.Nom}rey ¢ equicontinua® e (uniformemente) limitada em [0, +-00). Aplicando entao
o teorema de Ascoli-Arzela [115] e a unicidade do limite, segue que s v, » — 05 n, Uni-
formemente em [0, +00). Portanto, a fonte limite g, n, também ¢é continua e limitada.
Salientamos que na prova da regularidade de g n, nao usamos a sua forma especifica,
dada por (3.27) e (3.28).

Tendo em vista a Eq. (3.7), é imediato verificar que a fonte (3.28) com Gj v, , dada
por (3.27) é aquela associada a fungao (3.23) com N = Ny e u = us. Logo, a fonte
efetiva on(r) do modelo GFy é o limite uniforme de uma sequéncia de fontes nao-
singulares associadas a modelos polinomiais (locais); donde on(r) é regular também.
Como a regularidade da fonte implica naquela do potencial, verificamos o resultado dos
trabalhos [96,97] acerca da regularidade dos modelos GF y.

Essas consideracoes se aplicam, de forma direta, ao modelo um pouco mais geral

definido pela funcgao
fol=k?) = PR (3.29)

onde aqui, e no que segue, Ps(z) é um polinoémio real tal que P;(0) =0 e P; > 0 para
|z| suficientemente grande, como em (1.21) [97].

No entanto, esse raciocinio deve ser aplicado com certa cautela a modelos mais
gerais sem fantasmas, definidos por uma funcao inteira Hy (vide (3.3)) ndo-polinomial,

como no caso dos fatores de forma de Tomboulis-Modesto (1.25). Se por um lado a

3Isso pode ser facilmente provado [115] notando que a sequéncia {Q’S Non }n das derivadas das fontes

¢ uniformemente limitada em [0, 00).
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exponencial de uma fungao inteira sempre pode ser escrita como uma série de potén-
cias, que converge uniformemente em conjuntos compactos, por outro a sequéncia de
fungoes andloga a (3.26) pode nao ser uniformemente limitada por uma fungao integra-
vel § — inclusive, pode nao ser integravel. Com isso, algumas das fontes da sequéncia
{05}, podem ser mal definidas. Para se obter uma sequéncia de fontes bem definidas
talvez seja necessario passar a uma subsequéncia {f,/} ,. Ainda, é possivel que essa
(sub-)sequéncia convirja apenas pontualmente em (0, 400), por ndo gozar da equicon-
tinuidade. Portanto, apesar de termos uma sequéncia de fungoes limitadas definidas
em [0, +00), a convergéncia em r = 0 — e a regularidade da fonte limite — nao é
assegurada.

Como exemplo, tomemos o caso da gravitacao quase-local definida pelo fator de
forma de Tomboulis-Modesto [77,79]

(07

Hs(_k2> = 2

[v+ (0, P2(—k*))] + aln Py(—k?), (3.30)

onde v é a constante de Euler-Mascheroni, a > 1 e I'(0, 2) é fun¢ao gama incompleta.
O problema com essas fungoes inteiras nao-polinomiais é a ocorréncia de um nimero
infinito de mudancas de sinal nos coeficientes da série de poténcias. Fixando o = 1,

por exemplo, (3.30) fornece

PQ P6 P8 PlO P12
s=l4 =224 s 4 P, 3.31
J T "7 s w0 s O (3:31)

Assim, se a série é truncada num termo com coeficiente negativo, a funcao definida
por essa soma parcial terd um zero na reta real, possivelmente fazendo a fonte efe-
tiva correspondente mal definida. Passando a subsequéncia { f;,}, das somas parciais
truncadas no n-ésimo termo com coeficiente positivo, temos uma sequéncia de fontes
bem definidas, todas elas regulares devido a natureza polinomial de f,,. Essa sequén-
cia {0sn}, converge pontualmente em (0,400), mas caso a sequéncia das derivadas
{Q’sn}n nao seja uniformemente limitada, a convergéncia nao serd uniforme.

Isso é precisamente o que ocorre se & = 1 e Py(z) for um monoémio de primeiro
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grau. Neste caso, no regime de k grande se tem f,(—k?) ~ ez k2, logo

o ksen(kr)
1 —_—
r—0 71 fo(—k?)

~ et (3.32)

R

que nao é integravel num intervalo ilimitado e, portanto, gs(r) diverge na origem. Logo,
N, = 1 implica que gs,, — 05 simplesmente em (0, +00), mas nao uniformemente, pois
lim, g 05(r) = 0o. O mesmo argumento pode ser usado para mostrar que o limite
Osm — 0s € uniforme se o grau de P(z) é Ny, > 2, e que neste caso a fonte (e o
potencial) é regular.

No caso do fator de forma generalizado de Kuz’'min [75],

Hy(—K*) = o [y +T(0,k*/1)) + In (K*/p*)] (3.33)
temos
klgglo fo(—K?) oc k> (3.34)

que implica na regularidade do potencial para o > 2 (mas nao para a = 1). Esses dois
exemplos que apresentamos com os fatores de forma de Tomboulis-Modesto e Kuz’min
mostram que, como nas teorias polinomiais, o limite newtoniano é completamente re-
gular em teorias super-renormalizaveis; mas que existem singularidades nas curvaturas
caso a teoria seja apenas renormalizavel. Essa conclusao é natural, visto o carater
quase-local desses modelos.

Mais geralmente, a regularidade da fonte efetiva em modelos de gravitacao de ordem
superior é consequéncia do comportamento das fungoes f, no regime ultravioleta. Isso

pode ser entendido a partir das seguintes observacoes:

i. fs nao muda de sinal pois, como consideramos apenas modelos sem taquions, a

equagao fs(—k?) = 0 nao tem raiz real para k € R.

ii. Se, para grandes argumentos, a funcio f,(z) cresce mais rapido que 23/

, entao
Gsr(k) = Eksen(kr)/[rfs(—k?)] é integrdvel para qualquer r € [0,00). Logo,

lim,_, 05(r) < +00; em palavas, a fonte efetiva é regular.
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iii. Como r > 0 implica

k |sen(kr)| _ k?
rfs(=k?)  fs(=k?)

entao [ Gy (k)dk < [J7|Gp(k)|dk < [7° Goo(k)dE, que significa que o4(r)

|Gs,r| -

=Gy, (3.35)

atinge seu maximo em r = 0. Em particular, 0,(0) # 0.

Relembremos que o termo constante na expansao de g, em série de poténcias no entorno
de r = 0 fornece my(r) ~ r® (veja a Segao 3.2). Portanto, da terceira observacao acima
segue que para qualquer teoria com um potencial regular, a contribuicao dominante
(nao-constante) para ys em pequenas distancias é da ordem r2. Particularizando para
a gravitacao polinomial, concluimos que em (3.18) w, deve ser diferente de zero.

Essa analise mostra que a regularidade do limite newtoniano esté associada nao a au-
séncia de fantasmas ou a nao-localidade da teoria, como sugerido em [92,93,98,100,112],
mas sim ao melhor comportamento do propagador no regime UV. Neste sentido, a regu-
laridade em certos modelos nao-locais pode ser considerada uma heranca dos modelos
locais, segundo o ponto de vista de que aqueles sao o limite de teorias locais com infi-
nitas derivadas e, portanto, com um numero infinito de polos complexos escondidos no
infinito [53]. Claramente a situagao é muito diferente daquela que concerne a remogao
de fantasmas do propagador [74,75,77-79,81], ou graus de liberdade extras [116,117],
que realmente requerem nao-localidade. Ainda, no espirito do discutido no capitulo
anterior, fica o questionamento se essa relacao entre modelos locais e nao-locais no

regime linear pode ser extendida para o caso nao-linear.
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Capitulo

Aspectos fenomenoldgicos da gravitacao de

sexta ordem

O modelo definido pela agao

2 A B
Sgrav = /d‘*x\/—g{?R - %RQ + ngw + S ROR+ ERWDR“”} o (4.1)

é o caso particular com seis derivadas da teoria polinomial (1.13) formulado em [54].
Neste capitulo analisamos em detalhe os dois mais simples observaveis em baixas ener-
gias que podem ser usados para detectar (ou falsificar) a presenca de termos com
derivadas quarticas e séxtuplas em gravitacao.

E importante notar que neste capitulo (e no seguinte) mudamos algumas defini¢oes
e escolhas de sinais em relagao os dois capitulos anteriores. Usamos aqui a métrica
com assinatura (+, —, —, —), definimos o tensor de Ricci por R,, = R, € tomamos
M;Q = 167G = k?/2, onde Mp ¢é a massa de Planck. Os parametros «, 8, A e B sao
livres, em principio, sendo que os dois primeiros sao adimensionais, enquanto que A e
B tém dimensdo de (massa)~2. No que segue iremos nos referir as quantidades | B|~!/2

e |A|7'/? como os pardametros massivos da a¢do.
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Iniciamos a analise com o potencial newtoniano modificado. Se comparado com
trabalhos anteriores sobre assunto (por exemplo, [87,103]), aqui incluimos os casos de
polos muiltiplos e complexos, que fornecem uma melhor perspectiva e entendimento do
potencial modificado em teorias polinomiais mais gerais.

A segunda parte do estudo contempla a deflexdo gravitacional da luz. Esse tema
tem atraido grande atencao da comunidade nos ultimos anos, especialmente no que
tange a sua rela¢ao com efeitos de gravitagao quantica [118,119]. De fato, efeitos quan-
ticos podem ser parcialmente levados em conta no regime de baixas energias a partir
de uso de métodos semi-classicos. No caso da gravitacao, diga-se de passagem, um tal
efeito é a influéncia da polarizacao de vacuo a 1-loop na propagacao de fétons sobre
fundos curvos. Essa questao foi explorada nos artigos [120] e [121] usando duas abor-
dagens diferentes. Na primeira, a deflexao da luz é governada pela se¢ao de choque
diferencial, que fornece corretamente o termo dominante mais uma corre¢ao semiclas-
sica, que depende da energia dos f6tons. Por sua vez, em [121] a corregao semicléssica
¢ introduzida no potencial de interacao entre o féton e o campo gravitacional externo.
Como resultado, o angulo de deflexao depende apenas da polarizacao do féton, mas
independe de sua energia. Segundo [121], esta versao da abordagem semi-quantica é
a correta, uma vez que ela pressupoe que para sistemas macroscopicos o foton é me-
lhor descrito por um pacote de ondas compacto com uma trajetéria bem definida pelo
campo gravitacional. No trabalho [48] discutimos em detalhe essa questao no contexto
de teorias de gravitagao com derivadas mais altas; nesta tese apresentaremos apenas a
analise do método cléssico.

Acerca da cronologia dos resultados cabe mencionar que os assuntos tratados neste
capitulo (publicados em [48]) foram obtidos anteriormente aqueles dos Capitulos 2 e 3,
apresentados em [107-109, 113]. Dessa forma, a andlise do modelo polinomial mais
simples, com apenas seis derivadas, serviu-nos para pavimentar o caminho para con-
sideragoes de teorias polinomiais gerais, além de ser (segundo nosso conhecimento) o

primeiro estudo de efeitos fenomenoldgicos de modelos de gravitagao com pdlos com-
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plexos.

4.1 Generalizacao do calibre de Teyssandier para a
gravitacao com seis derivadas

E bem conhecido que uma escolha judiciosa de parametrizagao de campo e uma
condicao de calibre adequada podem simplificar bastante as equagoes de campo. Isso
¢ especialmente importante no caso da gravitagao com derivadas mais altas, que tém
equagoes de movimento relativamente complicadas. Em 1989 Teyssandier [122] apre-
sentou uma formulagao util do calibre com trés derivadas para a teoria linearizada de
quarta ordem. Neste calibre, a solucao geral das equagoes de campo é escrita como
uma combinacao linear de trés campos desacoplados. O campo gerado por uma massa
pontual pode facilmente ser calculado em termos desses campos auxiliares, bem como o
potencial interparticulas, proporcional a componente (0,0) da perturbac¢do da métrica.

Nosso objetivo nesta segao é obter uma representagao semelhante, no contexto
da teoria de gravitagdo de sexta-ordem (4.1). Para tanto, comecamos por aplicar
o principio variacional a acdo S[g,.], donde segue a equagdo de movimento para a

gravitacao de sexta ordem:

2 R a R?
? (RMV — Eguy) + 5 |:2RR/u/ + QVMVVR — 2gwj|:|R — 79’“’}
Bl 1 9 op 1
+ 5 —§gw,Ra5 +V,V,R+2R,5,, R7" — §gu,,DR —UR,,
Al 1
+ 5| RwOR+ ROR, +20V,V, R — 29, R — (V,R)(V, R) + §gw(va}z)ﬂ
B 1
+ 5 OV,.V, R+ 20(R,0, R7*) — O? (RW + §gu,,R) —4(V,R,,)(V°R,")

1
+ 2(VeR,w)(VuyR?)+ R, V,V, R + R,V ,V,R" + §9uV(V/\Rpa)2

1
— (VPR+2R7V,) Vilye = (ViR ) (VL R) — ZRG(#DR,,)Ul T 2 g

e

(4.2)
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onde os paréntesis nos indices denotam simetrizacao, por exemplo,

(V,URVU + V’/RMU) .

DN | —

Viully, =

Na aproximacao de campo fraco a métrica pode ser considerada uma flutuagao sobre

o espago de Minkovski,
G = Ny + ﬁhp,u ) (43)

com |khy,| < 1. O tensor de Ricci R, e a curvatura escalar R em primeira ordem em

K sao

RY = = [th - TZAP(W\#,VP + %\V’M’)] ’ (44)

1
RMY = (§Dh — nkpn“””y,\w,p) ) (4.5)

Nas expressoes anteriores usamos as defini¢oes

1 v
Y = h,u,u - én,u,l/hu h = 77“ h;w- (46)

Usando as expressoes (4.4)-(4.6), as equagoes de campo linearizadas sdo dadas por

2 f_ B 1 3 B
~— Lo -—=m? ) _ —p RV — S+ A0+ =0
(KQ ‘n-L )(R LR o+ A0+
1

x (nwORY —0,0,RY) = =5 T - (4.7)

Aqui, e no que segue, o operador de d’Alembert é calculado usando a métrica plana,
0 =n"0,0,.
Tomando o traco da Eq. (4.7) obtém-se

B B 1/2 pB_ B 1
C+A0+=0O)ORY = (S -ZO0-=0*)RW +=T. 4.
(a+2+ + 5 R AR 5 R+ - (4.8)

Substituindo (4.8) em novamente (4.7) segue

2 B 1 B
<— e —D2> <R§}) — gme(”) + <a + 8 a0+ 55) 9,0, RV

kK2 2 2 2
1 1
~lrg, Lo, (19
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Inserindo na equagao anterior a expressao (4.4) para o tensor de Ricci em primeira

ordem obtemos (aqui a virgula denota derivagao)

{%2 (8 +BO)O - 1] (th — 3% R(l)’r]w,> + Tuw) = 2 <TW — %me> , (4.10)
onde definimos a quantidade
r,= (1—“?755— “iTBEF) Vup™” = g (a+§+AD+§D) R (4.11)
Portanto, uma vez implementada a condicao de calibre I', = 0 o problema de
resolver as equagoes de movimento linearizadas (4.7) para h,, torna-se equivalente a
resolver o sistema composto pela condigao de calibre e por (4.10). A conveniéncia
deste calibre é permitir que a solucao seja escrita em termos de campos auxiliares e
na forma isotropica. Essas afirmativas podem ser formuladas como um teorema, que
é a extensao para o caso de seis derivadas do teorema de Teyssandier [122] e cuja
demonstracao apresentamos no Apéndice B.
Teorema 4.1. A solugdo geral do sistema constituido por (4.10) e pela condigdo

de calibre I'), = 0 (ver (4.11)) pode ser apresentada sob a forma

hu = B + W+ W —nu (0 + @), (4.12)

.. FE = = . ~
onde o0s campos auziliares hf“,), Vi, Yy, @ e ® satisfazem as equacoes de sequnda

ordem
On) = g(% T — TW) , (4.13)
AW =0, o = W ), (1.14)
(m3y + O, = g(T,V - %Tn,w> : (4.15)
(m3_ + D)W, = m3, WV, (4.16)
(U + 0)"™ = OW@+T), (4.17)
(mg, +0)® = % T, (4.18)
(me_ +0)® = mj, . (4.19)
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Aqui, e no que segue, usamos as notagoes

U= n#V\IjuV ) E = TIWWW , 01 = 3o+ 6, 09 = 3A+ B (420)

__B|B| + /62+EB o1|oz] +./02_ 84
K2 o 1 202
2 b 2 = = . (4.21)

Moy = —2|B| ) Moy = 2|0_2|

Consoante o Teorema 4.1 acima, ¢ possivel decompor o campo h,,, numa combinacao
linear de cinco campos: um campo tensorial sem massa representando a solucao da
equacao de Einstein linearizada no calibre de de Donder, dois campos massivos ¥, e
\TIW de spin-2, e dois escalares massivos ® e ®. Notamos que os campos massivos de
mesmo spin nao sao dinamicamente independentes. Como mostraremos mais adiante,
esse fato sera relevante para o cancelamento da singularidade newtoniana do potencial.
Ainda, a métrica é dada na forma isotrépica.

Usando o teorema anterior ¢ imediato calcular o campo gerado por uma massa
puntiforme em repouso em r = 0. O tensor de energia-momento correspondente asso-
ciado € Ty, (r) = M§9696@)(r). A solugao para WE) ¢ a mesma da correspondente na

gravitacao de Einstein no calibre de de Donder:

(E) Mk

h;w (I‘) - 1677 (nuu - 277u0 77u0) . (422)

As solugbes para os campos tensoriais massivos sao

Mk 1
\Ijuu(r) = g <77u0 o — §77W>

e~ me+T

- (4.23)

— MK; 1 m2 €—m2_7” e—m2+r
\Ifm/(r> = 8_7T (77#0771/0 - gnuu> cas ( - ) . (424)

2 2

E imediato verificar que essas solugoes satisfazem as condicoes de calibre subsidiarias

(4.17).
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Para os modos escalares temos

Mgk e~ mMo+T

o = — 4.25

) = o (4.25)

B M 2 —mo—r —mo4-T

Br) = o (& ° . (4.26)
48T mi, — mg_ r r

Inserindo essas cinco expressoes na Eq. (4.12) encontra-se que as componentes nao-

nulas da perturbacao da métrica, hgy e hi1 = hos = hss3, sao dadas por

Mk 1 4 1
hoo(r) = 16_7T (—; + gFQ(?“) — gF()(?")) y (427)
Mgk 1 2 1
hn(r) = ]_6_7T (—; + §F2(T') + 5F0(7")> s (428)
onde
m%—i— e~ Mk-T m%_ e~ k4T
k+ k— k— k+

e k = 0,2 denota o spin da particula.

As equagoes (4.27) e (4.28) representam o campo fraco gerado por uma massa
puntiforme na gravitagao de sexta ordem. Vale notar que em [87] a componente (0, 0)
foi calculada no caso mais geral contendo termos de ordem arbitraria [J” na a¢ao, mas
com a restrigao de que o propagador contém apenas pélos simples e reais. Por sua vez,
pelo método que usamos vemos que as expressoes (4.27) e (4.28) aplicam-se a todas as
possibilidades de polos, assim como discutido no Capitulo 2. Nesse sentido, o calibre de
Teyssandier é a realizagao das condigoes de coordenadas nas quais a métrica ¢ dada na
forma isotropica, usada nos dois capitulos anteriores, sendo a generalizacao do calibre

de de Donder para teorias com derivadas mais altas [123,124].

4.2 Potencial newtoniano modificado na gravitacao
com seis derivadas

O potencial newtoniano modificado (apenas “potencial” daqui em diante) na gra-

vitagdo com seis derivadas pode ser diretamente lido da solugao (4.27) para o campo
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gerado por uma massa pontual em repouso,

1 4 1
Vir) = ghoo(r) = MG (—; + §F2 — gFo) ; (4.30)

com as fungoes Fp o definidas em (4.29).

Nesta secao analisamos todas as possibilidades de “massas” permitidas no modelo
com seis derivadas e suas influéncias no potencial. Como o potencial depende apenas
de hgp, segue que as quantidades a serem analisadas sao as fungoes Fj. Recordamos que
polos massivos complexos nao sao permitidos no modelo com quatro derivadas, visto
que eles implicariam um potencial complexo e portanto nao-fisico. Em modelos com
seis derivadas, porém, os pélos massivos ocorrem em pares dinamicamente dependentes,

capazes de resultar num potencial real.

4.2.1 Polos reais

Existem duas possibilidades para polos reais nesse modelo: um par de pélos simples
ou um pélo de ordem dois. Incluiremos ainda o caso especial de pélos simples com
grande hierarquia entre eles, isto ¢, quando uma das massas ¢ muito maior que a outra.
Esse caso particular é 1til para verificagao do limite no qual o efeito das derivadas

sextas é suprimido e a teoria tende para aquela de quatro derivadas apenas.

Pélos reais simples

A condigao para ocorréncia de polos reais e simples no setor de spin-2 do propaga-

dor é
f<0, B<0, p4+— >0, (4.31)
Y

o que motiva a redefinigao de m3, como simplesmente

+4/8%+ 8B
S . (4.32)

2B

Moy =
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Essas massas satisfazem mo_ > mo,, onde a quantidade menor corresponde ao fami-
gerado modo fantasma j& presente na gravitacao de Stelle e o outro é uma particula
inofensiva (nao-fantasma) [54].

Para o campo escalar, as condigoes m2, > 0 e mg, # my_ implicam

8(3A+ B
op=3a+ 08>0, o, =3A+ B >0, (3a+5)2—<—j)>0. (4.33)

K
Nessas circunstancias pode-se redefinir as massas dos campos escalares como

) oy * a% — 8%22
Moy = 205 . (4.34)

Note que se (4.31) é vélido, entao o e A devem ser positivos. Para os campos escalares
Moy > Mo_, mas agora a massa maior corresponde ao fantasma [54,87]. Como comen-
tado na Introducgao, o motivo para essa diferenca qualitativa entre os casos escalares e
de spin-2 é que neste existe o graviton, que é uma particula nao-fantasma sem massa.

A expressao para o potencial é

MG  4MG m3 e~ ma-r m3_ e M
Viea(r) = —=— + — R a——
r 3 my, —msy_ T my_ —my T
MG m2 e~ mo-" m2_ e~ mo+"
_ (2 0 b e ), (4.35)
3 \mg, —mg_ T mi_ —mg, T

que é um caso particular do resultado obtido originalmente em [87] (e nos capitulos
anteriores) por meio de outra técnica. Este potencial é nao-singular na origem, como

demonstrado no caso geral nos capitulos anteriores.

Pélos reais degenerados

As condicoes de polos degenerados nos propagadores dos campos tensorial e escalar

sao, respectivamente,

2,2 2,.2
B:—ﬁg e @:Ug (4.36)

26



Essas férmulas correspondem a transformar as ultimas desigualdades de (4.31) e (4.33)

em igualdades. Logo, as massas my, sao definidas por my = k1/8/|8] e mg =

-1 _—1/2
2k 0y .

Mostra-se 1til considerar essa situagao partindo do caso de poélos simples com uma

pequena diferenca entre as duas massas reais,

meo_ = m2++€2 = Mg + €3

Mo+ = Mo- +e€ = mo+ €0, (437)

com 0 < ¢,/my, < 1. Entao, Fj se torna
my 1 €\ e (mater)r my 3 €\ e kT e
F, = |[—+-— — 4+ -+ — o|—-—5%).
F ( 2¢;, + 4 8mk> T + 2€;, + 4 * 8my, r + m,%

O limite ¢, — 0 é suave e leva a expressao para Fj, para polos reais degenerados,

1 m
£ — (;+7’“) e (4.39)

O potencial para dois pares de polos degenerados assume, portanto, a forma

1 4 /1 1/1
Vdegen(r) == MG |: — ; + g <; + %) €_m2r — g <; + %) 6_mOT:| s (440)

que, como esperado, ¢ finito na origem. De fato,

Viegen(0) = — " <2m2 - —) . (4.41)

O resultado (4.40) concorda com [103], onde foi considerado o caso f = B = 0, e
com (2.37). Notamos que essa técnica de tomar o limite para levar em conta pélos
degenerados pode ser ambigiia caso a ordem seja maior que 2; nesse caso deve-se usar

a abordagem desenvolvida no Capitulo 2.

Pélos reais com grande hierarquia

Outra possibilidade admitida pela gravitacao de seis derivadas é ter um dos campos

auxiliares com massa muito maior (algumas ou muitas ordens de grandeza maior) que
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o outro de mesmo spin:
Mo > Moy efou Moy > my_. (4.42)

Essa situagao pode produzir efeitos observaveis em baixas energias, por exemplo, via
modificagoes da lei de forca. A possibilidade de tal hierarquia entre as massas sera
discutida em detalhes no Capitulo 6 (veja também [125]), portanto aqui faremos apenas
uma breve mencao. A condigao (4.42) pode ser alcancada desde que 16| B| < k2% e/ou
80y K K202, E f4cil verificar que se valem ambas condicgoes, entao em ordem dominante

em mo, /mo_ (e mg_/moy) o potencial se reduz a forma aproximada

(4.43)

1 demer e
Valr) = MG(‘?*@ F )

Como esperado, essa expressao coincide com aquela obtida por Stelle no contexto da

teoria com quatro derivadas [28].

4.2.2 Podblos complexos

A condicao de ocorréncia de polos complexos no propagador do setor de spin-2 é

dada por
168 16B\'*
PeiF <o (PTF) = )

com ¢o > 0 por definicao. A primeira condicao requer B < 0, enquanto que o parametro
B, relacionado ao termo de quatro derivadas, pode ser positivo ou negativo — em
contraste com o que ocorre no caso de pélos reais, Eq. (4.31).

A posicao dos pélos é definida por

= . 4.45
Moy °R ( )

A raiz dessas quantidades corresponde as “massas”

Moy = Q2 — lbg e Mo_ = ag + ibg, (446)
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onde as, by > 0 sao definidos por

s —B+\/52+c§_—/@+ %

4| B| AB|

/32 1 2 b+ 1615]
b2 — B + B + &) — K2 (4 47)
’ 4| B| 4B| ‘

Por fim, ao substituir (4.46) na expressao para F, encontra-se

Fy, = |cos(byr) — ﬁsen(bgfr’)} e : (4.48)

Co T

que é uma quantidade real. Note que para que essa expressao tenha sentido fisico,
escolhemos mg, e my_ com parte real positiva (ou seja, a; > 0). De fato, se se
escolhe moy com parte real negativa na Eq. (4.46), entdo as exponenciais decrescen-
tes reais tornar-se-iam crescentes, introduzindo oscilagoes crescentes no potencial para
longas distancias. Para contornar tal comportamento, seria necessario tomar expo-
nenciais crescentes como solugao de (4.15)-(4.17). Neste caso a parte real negativa da
“massa” combinaria com a exponencial positiva resultando em oscilacoes amortecidas,
exatamente como na Eq. (4.48) abaixo. Destarte, de certo modo nao hé perda de
generalidade na nossa escolha de sinais.

A condicao para que haja polos complexos na parte escalar do propagador lé-se
o] — — <0, (4.49)

donde segue que g3 > 0 e 01 € R. De maneira similiar ao caso de spin-2, definimos

8 2
iCo = O‘% — %, Mo+ = Qo + ibo, (450)
onde (ag, by > 0)
,_ 7V by OV 4.51
ap = T iy 0T T 4y, (4.51)

A contribuicao dos campos escalares para o potencial é via

—aoQr
e 0

F, = [cos(bor)Jrﬂsen(bor)] (4.52)

Co
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Levando em conta as duas contribuigoes (4.48) e (4.52), obtém-se o potencial para

o caso de dois pares de polos complexos,

MG 4MG -
—agr
_ M_G |:COS(b07“) =+ ﬂsen(bor)} ‘ . (453)
3 Co r

E imediato verificar que este potencial é finito em r = 0.

O fato mais caracteristico da presenca de pélos complexos no propagador é a ocor-
réncia de termos oscilantes. Dependendo de qual quantidade é maior no par (ag, by),
os termos oscilantes podem ser mais ou menos relevantes. Por exemplo, no caso do
setor de spin-2, se 8 < 0 entao as > by. Como o alcance caracteristico do potencial
de Yukawa é 27 /as e o periodo dos termos oscilantes é 27/by, segue que as oscilagoes
podem ser suaves, dando contribuicoes relevantes apenas a distancias maiores que o
comprimento de Yukawa 2m/as. L&, o potencial associado a este campo ird mudar
de sinal, porém terda um valor absoluto demasiado pequeno devido a supressao cau-
sada por as. Portanto, nessa regiao o potencial serda dominado pelo termo de Newton,
relacionado ao graviton.

Por outro lado, 8 > 0 implica em as < by. Entao o periodo de oscilagoes é ti-
picamente menor que o alcance do potencial de Yukawa. Essa condicao faz com que
o potencial sofra varias oscilagoes antes de ser dominado pelo termo newtoniano. O
mesmo argumento se aplica, mutatis mutandis, para o campo escalar. Vale mencionar
que para a = 0 as “massas” se tornam puramente imaginarias, correspondendo a mo-
dos taquionicos. Neste caso F} perde seu termo de amortecimento, violando o limite
newtoniano no infinito e, portanto, motivando-nos a descartar essa possibilidade.

Cabe ainda ressaltar que ao admitir polos complexos, as restri¢goes sobre 3 e oy foram
relaxadas. Como mencionado ha pouco, modificagoes importantes no comportamento
do potencial no UV ocorrem se, contrario ao caso real, escolhe-se § > 0 e/ou o1 < 0.

O caso de = 0 e/ou 01 = 0 torna as partes real e imaginaria aj e by iguais, donde
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apenas a funcao cosseno aparece na expressao para o potenciall.

Encerramos esta secao retornando ao Teorema 4.1. Na Se¢ao 4.1 mencionamos que
os campos auxiliares de mesmo spin sao dinamicamente acoplados. Ao mesmo tempo,
as equacoes para as componentes de spin-2 e spin-0 sao fatoradas. Devido a este fato
o cancelamento da singularidade newtoniana no potencial x (vide Segao 2.1) ocorre
sem conexao com o outro setor de spin, e independentemente da natureza (real ou

complexa), da multiplicidade e do nimero dos pdlos massivos.

4.3 Deflexao da luz

Na secao anterior restringimos a discussao a componente (0,0) da métrica (4.27).
No restante deste capitulo iremos considerar explicitamente também as outras compo-
nentes, no estudo da deflexao da luz por um campo gravitacional fraco. Esta questao ja
foi analisada no contexto da teoria de quatro derivadas (veja [126] e suas referéncias), e
aqui veremos como os cenarios possiveis apenas com mais de quatro derivadas na acao
influenciam esse fenomeno.

A deflexao da luz tem sido estudada na literatura por meio de diversas técnicas [1,
2,118-120,126-134], dentre as quais citamos o método classico baseado no indice de
refracao efetivo, discutido neste capitulo, e o método semi-classico baseado na secao de
choque (discutido em detalhes, por exemplo, em [48]). No que segue apresentamos a

técnica que aplicamos para a gravitagao de seis derivadas e, depois, os resultados.

4.3.1 Analogia 6ptico-mecanica

A analogia entre o movimento de particulas sem massa num espaco-tempo curvo e
a Optica geométrica em um meio material (também conhecida como analogia éptico-

mecanica) é uma das técnicas mais eficientes para estudar a deflexdo gravitacional da

'Enquanto a primeira versao do artigo [48] estava sendo preparada, soubemos que o potencial para

o caso particular 5 = a =0 e as = ag fora obtido na Ref. [56].
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luz. Esse método é especialmente 1til no caso de modificagoes da relatividade geral, pois
permite que se obtenha uma descrigao semi-quantitativa do fenomeno sem a necessidade
de levar a cabo o calculo do angulo de deflexao até o fim. Uma apresentacao detalhada
do método pode ser encontrada em [2,3,128,129]. Nesta breve se¢ao mostraremos os
resultados centrais do método, seguindo o raciocinio proposto em [2].

Como é bem sabido, particulas massivas seguem geodésicas tipo-tempo, enquanto
aquelas desprovidas de massa percorrem geodésicas nulas; principiemos, pois, com a
equacao da geodésica,

d%at dx® dz”®

pu AT ATT 454
oz e =0 (4.54)

onde A é um parametro conveniente ao longo da curva. Seja P um evento na linha-

de-mundo de um corpo nao-massivo e consideremos todas as curvas nulas que por ele

passam. Tomemos o funcional

Ao dx® dz?
S|zt (A :/ Jag————d\, 4.55
O = | 0o G gy (4.55)

avaliado sobre cada uma dessas curvas, desde Ap até Ao mais adiante. A variacao deste

funcional sobre duas curvas, x#(\) e 2#(\) = z*(\) + da*(N), fornece

Ao dz® dxP dz® doz”®
5 = [ (s, Y
RGP PN dA

R Ao dz® daP d dx®
2G03——0 B wBp——— — 2— | gap—— | | d2PdN. (4.

Como tanto z* quanto z'* sdo curvas nulas, a distancia entre quaisquer eventos ao
longo delas é igual a zero e, portanto, S[z#] = S[z*] = 0 = 4S.

Outrossim, se supomos que z# é uma geodésica, a equagao (4.54) implica em

da® dzf d2ar dz® dzf d dz® : :
9o G = 2 (gupW + gap,ﬂﬁﬁ) =25 (gapﬁ). Concluimos, pois,
dxa Ao
Jap——062"|  =0. (4.57)
d\ Ap

Introduzimos, neste ponto, a exigéncia de que o campo gravitacional é estético, isto

é, admite um campo de vetores de Killing 77 tipo-tempo que permite (em uma regido
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finita do espago-tempo) a separacao da métrica em uma componente espacial e outra
temporal [2]. Tomando, entdo, éx” = 7°5¢ paralelo a um destes vetores de Killing, a

equagao (4.57) se torna
Ao Ao
0=0¢| " =6 [ ae, (4.58)

Ap Ap

8 -
onde usamos o fato que ngdi/\ se conserva ao longo de uma geodésica nula. Mapeando
de forma que 77 = (1,0), decorre ¢ = 2° = ¢, donde concluimos que a geodésica nula
satisfaz o principio de Fermat:

Ag

) dt = 0. (4.59)
Ap

Traduzindo em palavras, dentre todas as possiveis trajetorias, a luz segue aquela
que extremiza o tempo de percurso. Pode-se avangar um pouco mais na anélise caso a

métrica seja estdtica e esfericamente simétrica, ou seja

goo = 9oo(7),  Goi =0, gij = —0;;f(r), (4.60)

para alguma funcao f(r), onde r = |r|. Entdo, para um raio de luz tem-se g, dx*dz” =

goo(dt)? — f(dl)* =0, o que implica em dt = +/ f/goo dl. Portanto,

Ao i B
5/Ap ’/goodl_o (4.61)

¢ o principio de Fermat num meio com indice de refragao

_ S
n(r) = o0 (4.62)

Vimos como a partir da geodésica nula seguida por um raio de luz chega-se no prin-
cipio de Fermat, tal qual se a propagacao da luz em presenca de gravidade fosse atraves
de um meio efetivo cujo indice de refracao depende da posicao. De fato, um caminho
alternativo para a deducao do indice de refracao efetivo pode ser via as equacoes de

Maxwell no espaco curvo,

F;UJ;/\ + F)\M;V + FV)\;M =0, (463&)

o= Y (4.63D)
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juntamente com a suposicao de que vale o regime da optica geométrica, isto é que o
comprimento de onda da luz é muito menor que a escala da curvatura (mas insuficiente
para afetar o campo gravitacional). Por completeza, apresentamos essa dedugdo no
Apéndice C.

O angulo de deflexao # de um raio de luz passando proximo a um corpo mas-
sivo com parametro de impacto p pode, entao, ser calculado usando a lei de Snell-
Descartes. Apresentamos esse célculo no Apéndice D, onde mostramos (seguindo o
método de [129]) que em primeira ordem em G,

+o00
0 = — / P dz(r)dx, onde  r=+/224 p?, (4.64)
r

oo T(T)

e a trajetoria do raio de luz é parametrizada por x. Devemos destacar que na equa-
¢ao (4.64) os limites de integragao devem ser, formalmente, as posigdes —z( da fonte de
luz e +x; do observador?. Como consideramos que tanto a fonte quanto o observador
estao muito distantes do corpo central (responsavel pela deflexao), é natural colocar
xo = x1 = 0o. Nao obstante, para calculos mais precisos em cenarios mais exoticos —
por exemplo, com polos complexos — o limite superior, normalmente relacionado a
posicao da Terra, deve ser redefinido.

Como o calibre de Teyssandier generalizado apresentado na Secao. 4.1 ja fornece a
métrica na forma isotrépica, obtém-se o indice de refragao efetivo associado a gravitacao

de sexta ordem diretamente das equagoes (4.27) e (4.28). De fato, em primeira ordem,

1 — khyi(r
"0 = T
= 1-GM (—% + %FQ — %FO) - GM (—% + §F2 + %F())
= ng(r) —2GMF;,, (4.65)
onde
ne(r) =1+ QiM (4.66)

2Ver desenvolvimento no Apéndice D para mais detalhes.
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é o indice de refragao efetivo que ocorre na gravitacao de Einstein.

A primeira conclusao que decorre de (4.65) é que nesta teoria a deflexdo da luz nao
depende das excitacoes escalares mgs e, portanto, dos setores k% e ROR. Isso ja havia
sido notado no contexto da teoria R + R? em [135], usando a formulagdo semicléssica
para a deflexdao, e em [126] para a gravitacao completa com quatro derivadas. Como
argumentamos no capitulo seguinte (ver também [136]) essa é uma caracteristica de
teorias com modificagoes no setor escalar, isso é, do tipo R + RF(OJ)R, onde F é
uma funcao arbitraria. Isso nao significa, contudo, que os modos escalares nao tém
nenhuma influéncia na deflexao da luz; eles podem ter um efeito indireto, por meio
de uma eventual diferenca entre o valor da constante de Newton medido em algum
experimento e o valor do parametro G na acao. Com o intuito de estudarmos a deflexao
gravitacional “pura”; iremos desconsiderar por ora esse efeito, transferindo a discussao

para o capitulo seguinte.

4.3.2 Deflexao com pdlos reais simples

No caso de polos reais simples, o indice de refracao efetivo é dado pela férmula geral
diretamente,

2 —mo_T 2 —moLr
m2+ e . mz_ € +

2 2 2 2
my_—ms, T my_ —msy, T

n(r) = ng(r)+2MG (4.67)

Como my_ > my., 0 termo de mo_ fornece uma forca atrativa e produz um aumento
em n(r), enquanto que o termo de msy, dd uma contribuigdo negativa para o indice de
refragdo, responsével pela forca repulsiva causada pelo fantasma [87,126]. Essa forga
repulsiva é maior que a atrativa do modo massivo nao-fantasma, uma vez que

2 —mo_T

2 2

mi_ e T

2 2

(4.68)

> ‘
Como consequéncia, n(r) < ng(r), implicando que a luz deflete menos na gravitagao

de seis derivadas que na relatividade geral.
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Pode-se mostrar, ainda, que para um valor fixo de 3 vale

2MG

n(r) > n4(B,r) = ng(r) — exp ( _ ), (4.69)

|5]x?

onde o termo no lado direito é o indice de refracao efetivo na gravitacao de quarta
ordem com o mesmo f3, isto é, com A = B = 0. Para provar a inequagao (4.69),
notamos que dmj3, /0B < 0, logo, o menor valor para m3, é atingido ao tomar o limite

B — 0 (lembre-se que B < 0), portanto

. 4
}B@Omi = - W = m§(4), (4.70)

que é precisamente o quadrado da massa do fantasma da gravitacao de quarta or-
dem [28]. Como o potencial de Yukawa é mais forte para uma massa menor, se
m3 L = m§(4) o termo repulsivo atinge seu maximo, enquanto que o termo atrativo
massivo tende a zero. Conclui-se que n(r) > ny(r) para um mesmo valor de 5. Em
particular, n(r) > 1, o que significa que o balan¢o das trés forgas nunca resulta em
uma deflexao repulsiva.

A discussao do paragrafo anterior pode ser resumida pela sequinte sequéncia de

inequacoes, onde as duas ultimas sao validas para um mesmo valor de :
ne(r) > n(r) > ng(r) > 1. (4.71)
Essas inequacoes tornam-se igualdades, respectivamente, nos limites:

i) Moy — 00;
i) maoy/mo_ — 0;

iti) Moy — 0. (4.72)

A possibilidade i) corresponde a gravita¢ao com seis derivadas com uma massa despro-
porcionalmente grande, como explicado na Segao 4.2.1, e com B — 0 como discutido

acima.
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Por completeza, escrevemos explicitamente o resultado para o angulo de deflexao
para um raio de luz com parametro de impacto p, dado por (4.64) com o indice de

refracao efetivo (4.67),
0 = Op + 2MGp(I_ —1I,), (4.73)
+o0

2 1 —Trma4
I, = _ M <; + m2i) € > dr, onde r=/22+ p?.(4.74)

|m%i - m%ﬂF’
—00

Aqui 0g = 4GM/p é o angulo de deflexao previsto pela relatividade geral. Numa teoria
de ordem superior o termo do fantasma, I, entra com sinal “errado” tendendo a reduzir
a deflexao.

A magnitude da deflexdo depende, pois, das trés escalas de comprimento envolvidas,
definidas pelo inverso das massas dos modos tensoriais e pelo parametro de impacto.
Na regiao delimitada por r; = 1/mg_ e 79 = 1/ms., a contribui¢do dominante para a
deflexao é devida ao modo fantasma e ao graviton. No caso de hierarquia forte entre as
massas, mo_ > Mo, 0 modo massivo saudavel é irrelevante ao longo da trajetéria do
raio de luz, e o angulo de deflexao é aproximadamente o mesmo da teoria com quatro

derivadas [126],
+oo

1 —rmo
0§ ~ HE—QMG,O/ (;+m2>6 dz | (4.75)
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Observa-se que fora da esfera de raio 1/msg, a contribui¢do dominante para a deflexao

vem do setor do graviton, e o efeito dos modos massivos é suprimido.

4.3.3 Deflexao com pdlos reais degenerados

Se as massas dos modos tensoriais sao aproximadamente iguais, podemos usar a
fungao F; dada pela Eq. (4.38), ou Eq. (4.39) no limite my_ = moy = my. Este fornece
o indice de refragao efetivo

ndegen(r) = nE<7") - 2MG (% + %) e~ M, (476)
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Sem a hierarquia entre as massas, a relacao (4.68) e as conclusoes que dela decorrem
nao se verificam. Isso significa que para um r suficientemente pequeno é possivel ter
Ndegen < 0; € nesta regiao a forca repulsiva é forte suficiente para causar uma deflexao
total “para fora”. Portanto, a sequéncia de inequagoes (4.71) resume-se a g > Ndegens
formalmente sem um limite inferior.

Neste cenario a expressao para # torna-se

+oo
2 —rma
Qdegen = ‘9E — QMGP / <m2 d —+ mo + ;) ¢ 7"2 dﬂ?, (477)

com r como em (4.74), que pode ser reconhecido como o angulo de deflexdo na gra-
vitagdo de quarta ordem com a mesma massa ms consoante a Eq. (4.75), menos uma

corregao extra. De fato, o indice de refragao (4.76) pode ser posto sob a forma
ndegen(m27 7“) = n4<m27 T) - MGm267M2T ) (478)

onde ny(mg,r) corresponde a teoria com quatro derivadas e massa mo.
E importante notar que a forca repulsiva intensa ocorre apenas a distancias menores
que 1/ms, 0 que significa que para parametros de impacto suficientemente grandes este

efeito nao sera aprecidvel.

4.3.4 Deflexao com pdlos complexos

A expressao para o indice de refracao efetivo para o caso de pdlos complexos segue
de (4.48) e (4.65),

—azar
e 2

no(r) = ng(r) — 2MG |cos(byr) — Cﬁsen(bﬂ) .
2

(4.79)
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Como consequéncia, a deflexao sofrida por um raio de luz com parametro de impacto

pé

“+00
Oc = 0g — 2MGp / dw{ {bg — ﬁ <a2+ 1)1 sen(byr)
Co r

—00

Co r

1 —aar
+ (a2 + - + ﬁbg) cos(bgr)} ‘ 5 (4.80)

onde usamos a parametrizagao tradicional (4.74).

Como as expressoes apresentadas acima para os angulos de deflexao presumem que
os angulos sao pequenos, para todo efeito pratico o parametro de impacto coincide
com a distancia de maior aproximacao [129]. Portanto, pode-se definir uma escala p~*
associada a trajetoria. No caso de pdélos complexos héd também trés escalas caracteris-
ticas: o alcance do potencial de Yukawa, o comprimento das oscilagoes e o parametro
de impacto. A andlise qualitativa torna-se complicada devido a presenca dos termos

oscilantes, logo no que segue descreveremos dois exemplos simples ilustrativos.

O caso a; > by

De acordo com as definicoes da Secao. 3.2, segue que as > by se e somente se 3 < 0.
Ainda, se ¢y for suficientemente pequeno, tal que c3/3% < 1, é possivel que a parte
real da “massa’” seja muito maior que a parte imaginaria. Neste cenario as quantidades
massivas as e by podem ser aproximadas por

2 2
a3 = i(2—§2) : bgziz (4.81)
k2] 23 K2|B] B2
Outrossim, a condi¢ao ay > by significa que o potencial de Yukawa tem alcance muito
curto, em comparagao com os termos de longas oscilagoes.

E ainda possivel que o parametro de impacto seja grande ou pequeno em comparagao

com a escala das oscilacoes. Considerando que p~! < ay, a correcao devida as derivadas

mais altas serd sempre pequena ante o termo de Einstein, logo 6 ~ fg. A tnica situagao
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interessante é quando by < p~', com p~! compardvel com ay. Neste caso podemos

escrever cos(byr) &~ 1 e sen(ber) & byr, que simplifica a expressao do angulo de deflexao

para
o b 1\ eor
0 =~ HE—2MGp/da: (_ﬁag 27“+a2—|——) ‘ 5
Co r) r
+00 9 1
—aor
R~ GE—ZMGp/dx <%T+a2+—)e - (4.82)
2 r r

E imediato verificar que essa é essencialmente a mesma expressao (4.77), do caso de
polos reais degenerados. Este resultado é natural, haja visto que by < p~! ~ ay
implica que a parte imaginaria de moy é pequena com respeito a todas as demais
escalas do sistema. Logo, em primeira ordem ambos cenarios coincidem, verificando
nossos calculos anteriores. Diferengas comecam a aparecer apenas quando corregoes de

segunda ordem em byr e de primeira ordem em by /as sao levadas em conta.

O caso by > ay

Essa condigao é verificada somente se 8 > 0 e ¢3/3? < 1. As quantidades ay ¢ by
podem entao ser aproximadas por
2 3 4 ( 3 02)
2 2 2 2
a; N e b; =~ —=—=, (4.83)
’ K2(B| B2 * R 23
donde b3/a3 ~ 4/3%/c3. Como consequéncia,

b
bgﬁ > bg > 2 ~ ag"il > as . (484)
Co 2 Co

Recordamos que a condicao ags < by significa que o alcance do potencial de Yukawa
¢ muito maior que o periodo das oscilagoes das funcoes trigonométricas. Entao, varias
oscilagoes irao ocorrer antes de que o fator exponencial torne desprezivel toda a correcao
das derivadas mais altas. Este regime, portanto, possui uma dependéncia muito mais

forte no parametro de impacto se comparado com os casos discutidos anteriormente.
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No regime p~! > by pode-se aproximar o argumento das funcoes trigonométricas
pelo valor constante pbs, quando r ~ p, onde a amplitude dos termos de corregao é
maxima. Fica entao claro que uma variacao pequena do parametro de impacto pode
produzir uma grande mudanca da correcao devida as derivadas mais altas, até mesmo
mudando o sinal desta correcao.

Essa forte dependéncia em p é apenas suprimida para p~! < ay, devido ao amor-
tecimento exponencial. Tendo em vista a Eq. (4.84), a expressdao para o angulo de

deflexao se simplifica para

+oo
0 ~ 6O — MG’p% / dx cos(bar) 67"2 : (4.85)
2

4.3.5 Comentario com vistas a deteccao experimental das de-

rivadas mais altas

Os dois exemplos anteriores mostram que as correcoes devidas as derivadas mais al-
tas podem ter forte dependéncia no parametro de impacto, no caso de pélos complexos.
A origem desse efeito esta no comportamento oscilatério do indice de refracao efetivo.
Em situacoes realisticas, no entanto, os inicos cenarios factiveis sao aqueles nos quais
a parte real das “massas” é grande suficientemente para amortecer as oscilacoes em
escalas maiores que aquelas testadas experimentalmente.

Com efeito, as medidas mais precisas de deflexdao de raios de luz proximo ao limbo
do Sol (realizadas pela modelagem de ocultagbes de fontes de rddio) confirmaram
a predicao da relatividade geral com uma incerteza de apenas algumas partes em
100.000 [137,138]. No espectro visivel, a astrometria de estrelas durante eclipses solares
verificaram o angulo de deflexdo com uma precisao de 1% [139,140].

As medidas de deflexdo de raios de luz na vizinhanga do Sol, no contexto da gravi-
tagao de quarta ordem (4.75), fornecem o limite inferior para a massa do potencial de

Yukawa como sendo my > 1072 GeV [126]. Este valor é, no entanto, muito pequeno se
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comparado a experimentos de laboratoério usando balangas de torsao, que apontam para
my > 1072 GeV no caso de apenas um potencial de Yukawa [141,142]. Esses limites
podem ser vistos como uma primeira estimativa para uma quota inferior da compo-
nente real as, se considerarmos que ela é grande bastante para suprimir as oscilagoes até
esta escala. Entretanto, nenhum limite na parte imaginaria pode ser estabelecido desta
analise preliminar. A modelagem precisa dos experimentos, especialmente daqueles de
balanca de torsao, faz-se necessaria para detectar algum eventual comportamento os-
cilatério do potencial gravitacional. Uma interessante discussao acerca da perspectiva

de detecgao de oscilagoes no potencial gravitacional pode ser encontrada em [143,144).

72



Capitulo

Efeitos dos modos escalares na deflexao da

luz

No capitulo anterior vimos que o indice de refragao efetivo (4.65) da gravitagao de
sexta ordem nao depende das excitacoes massivas escalares da teoria. Mostraremos
aqui que esse resultado pode ser generalizado para extensoes arbitrarias no setor esca-
lar, isso é, teorias com um termo [ d*z\/=gRF(O)R, onde F ¢ uma funcao arbitraria.
Modelos desse tipo tém amplas aplicagoes na cosmologia. Por exemplo, F' = const.
gera o modelo R + R?* que é a base da inflagao de Starobinsky [145, 146]; enquanto
que as funcdes F_i(0) = p? 07" e F_o(0) = p* 02 geram termos que se comportam
aproximadamente como o termo de Einstein-Hilbert e a constante cosmolégica, sendo
uma forma efetiva de considerar a influéncia do grupo de renormalizacao dessas quan-
tidades [147,148] (ver, por exemplo, [149-151] para aplicagoes desses modelos). Ainda,
fatores de forma logaritmicos, como F'(0J) = In (O /u?), surgem de corregoes quanticas
envolvendo loops de campos de matéria [147,148].

Por simplicidade, neste capitulo consideraremos apenas extensoes da relatividade
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geral no setor escalar, isto é, teorias do tipo

Sray = /d4x\/—g {—%RJFRF(D)R : (5.1)

com k% = 327G e uma funcao arbitraria F. Obviamente, devemos ainda incluir no
integrando uma densidade de lagrangeana de matéria, L£;. Varios trabalhos discutiram
a deflexdo da luz em casos particulares deste modelo, usando métodos diferentes [48,
126,135,152-158]. Em alguns artigos chega-se a conclusao que a deflexao da luz ocorre
exatamente da mesma forma que na relatividade geral, em outros porém é dito que
esse teste pode ser usado para distinguir entre dois modelos. Nosso objetivo neste
capitulo é buscar esclarecer a questao de, em que medida, a deflexao da luz depende
do modelo. Seguiremos, para tanto, duas linhas de raciocicio diferentes. A primeira
encara o problema como um espalhamento e se baseada no calculo de amplitudes; por
sua vez, a segunda é o método puramente classico descrito no capitulo anterior, em

termos de um indice de refracao efetivo.

5.1 Deflexao da luz: abordagem ao nivel de arvore

A interacgao entre a luz e um campo gravitacional fraco pode ser descrita como um
processo de espalhamento e calculado usando diagramas de Feynman [159, 160], in-
cluindo, inclusive, corregoes de loops [118,119,161,162]. Antes de aplicarmos o método
para o modelo estendido (5.1), faremos uma breve revisao do calculo para a relatividade

geral.

5.1.1 Deflexao da luz na relatividade geral

O célculo da deflexao ao nivel classico pelo método de espalhamento pode ser en-
contrado em alguns livros, tais como [163,164]. Apresentaremos aqui, contudo, uma
demonstracao ligeiramente diferente, de modo a ser mais facilmente generalizada para

o modelo estendido (5.1).
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O primeiro passo consiste em escrever a métrica como uma flutuagao sobre o espago-
tempo plano, isto é, g, = N + khy, com 1, = diag(+1,—1,-1,-1). Como a
gravidade se acopla com a matéria via o tensor de momento-energia, em primeira

ordem em ~ a interacao é descrita pela lagrangeana
K
Eint = - 5 h T/ﬂ/a (52)

onde T" é o tensor de momento-energia do setor de matéria no espaco plano, que

define o vértice fundamental. Para o campo eletromagnético temos
v a v 1 v af
Téum = —naﬁFu F + Z’f]‘u FagF s (53)

com F,, = 0,A, — 0,A,. Precisaremos também da interacao com campo massivo

escalar, minimamente acoplado,

TH = QMg e — %nw (Oath 0%6 — M>¢?) . (5.4)

Sca.

No contexto da relatividade geral, a interagao gravitacional estd relacionada a troca

de apenas um tipo de particula, o graviton, cujo propagador pode ser escrito como

P(2) P(O*S)
GR _ T pvaB pv,af
Gul/,aﬁ(k) - L2 - 9L2 (55)

na representacao do espaco dos momentos. Aqui p? pO=)

o € Puap 880 0s projetores de

spin-2 e spin-0 dados pela Eq. (1.8). Salientamos que as outras partes do propagador
sao irrelevantes para nossas consideragoes, pois ele serd contraido diretamente com as
fontes na aproximacao de nivel de arvore.

Ao nivel de arvore, podemos modelar a fonte massiva que produz o campo gravitaci-
onal como sendo um campo escalar massivo. Temos, portanto, que calcular o processo
de troca de um graviton entre esse campo e o féton. A contribuicao dominante para a
amplitude M associada a esse processo é da ordem k2 e estd relacionada, via a férmula

de reducao de LSZ, a funcao

Ga= =1 [ [ at21d (O[T 6(w00") ) A VT ) T 2 (2 g 220,
(5.6)
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Ao aplicar-lhe o teorema de Wick, o termo hag(21)h,,(22) fornece o propagador do
graviton (5.5). O tensor de momento-energia do campo eletromagnético satisfaz a lei
de conservagao 9,7 = 0 e tem trago nulo, 7%, = 0. Logo, os termos proporcionais
a wy, no propagador do graviton nao contribuem para a expressao (5.6)) e, portanto,
para a amplitude de espalhamento. Podemos, pois, substituir os projetores 8, pela
métrica 7,,, no propagador do graviton contraido com T*%”. Do ponto de vista fisico,
isso significa que os fétons sé interagem com o setor de spin-2 do propagador.

A contribuicao mais baixa para a matriz de espalhamento decorre do diagrama
ilustrado na Figura (5.1), ao nivel de arvore, no qual um féton com momento inicial

p e um escalar com momento ¢ trocam um graviton, resultando num estado final com

momentos p’ e ¢'. A amplitude de espalhamento associada é dada por
v, A *0
M = VD (a.q) GER (k) Vs o (0,0) () €7 (). (5.7)

onde incluimos os vetores de polarizacao para os fétons. Para o escalar temos o vértice

1K

VO (p,p) = — [Pupl, + Plpy + M (M* —p- )], (5.8)
enquanto que para o féton,
V(A) ( A _Z'_’K“' / . / / /
(Do P) = =3 [0 2/ (palvp + Muptva — NuwTag) + NasPDv + M (Palls + PaDY)
— (Mo Par + MDDy + Newl), D5 + NauPav)] - (5.9)

Figura 5.1: Troca de um graviton entre um campo massivo e um féton.
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Como discutido acima, na amplitude (5.7) podemos substituir o propagador G‘élﬁaﬂ (k)

pela expressao

1
@ (nuanuﬂ + 77#,3771/04) . (510)

Considerando que estamos interessados na deflexao de um raio de luz passando nas
vizinhangas de um objeto massivo (como uma estrela ou uma galaxia), aqui descrito
pelo campo escalar, é justo aplicar-lhe a aproximacao de massa grande. Isso significa
tomarq = 0,q = —k, M > |k| e M > |p|, e considerar que o féton sofre espalhamento
elastico, com |p| = |p’|. No limite em que k — 0, o vértice escalar-escalar-graviton se
simplifica para V{9 = —ixM 2000, Para o outro vértice, convém trabalhar no calibre

de Lorenz, no qual € =0 e e p = 0. E, pois, facil ver que a Eq. (5.7) se reduz para
20 12 12
K*M*E .

M = - WG(P) € (p). (5.11)
Aqui E = py = pj, é aenergia do féton. Os termos de polarizacao podem ser descartados
se a transferéncia de momento é desprezivel (ver [165] para discussoes sobre efeitos
dependentes da helicidade no caso de fontes com rotagao). Devemos, ainda, introduzir
fatores de normalizacao v/2F; para cada particula externa. Lembrando que x? = 327G,

temos que a amplitude de espalhamento é dada por

StGME

V(k) = —W.

(5.12)

A transformada de Fourier desta expressao fornece o potencial de interacao sentido

pelo foton:

2GME

T

(5.13)

Como esperado, esse potencial é o dobro do potencial newtoniano estatico, sentido por
particulas ndo-relativisticas [159]. Inclusive, esse fator dois teve importancia na histéria
da relatividade geral, pois ele estava ausente na primeira predi¢ao de Einstein para a

deflexdo da luz, baseada apenas no principio de equivaléncia, em 1911 [166]. Com o
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potencial (5.13) acima e usando a teoria de espalhamento classica é possivel calcular a

deflexao sofrida por um raio de luz sujeito a um campo gravitacional fraco!.

5.1.2 Deflexao da luz em teorias estendidas

O método descrito na secao anterior pode ser facilmente adaptado para extensoes da
relatividade geral, nas quais o propagador da interacao gravitacional tem uma estrutura
mais rica, propagando particulas diferentes do graviton. Por exemplo, como vimos em
capitulos anteriores, caso F' seja uma funcao polinomial de grau N, pode haver N + 1
particulas massivas de spin-0 adicionalmente ao tradicional graviton sem massa. Em
casos mais gerais, pode ser que o propagador tenha pdlos massivos, pélos complexos,
polos degenerados, ou ainda apenas o polo em k* = 0 (caso de certas teorias nao-
locais). O ponto central aqui é que todas essas possibilidades permitidas pela a¢ao (5.1)
envolvem mudancas apenas no setor escalar do propagador, enquanto que o setor de
spin-2 permanece inalterado. Com efeito, tendo em vista as Eq. (1.16) e (1.17) segue

que o propagador da teoria extendida (5.1) pode ser escrito como

Gt () = _Hmer Hy,a . 5.14
s (K) K2 2k (1 — 3k%K2F (—k?)] .

Notemos que o setor de spin-2 s se alteraria caso incluissemos na acao um termo do
tipo RagFo(0)RY® ou Rap,, F3(0)RYPH [54].
Apesar dos eventuais novos graus de liberdade na teoria (5.1), em ordem mais baixa

o vértice associado a interagao entre fétons e o campo gravitacional é exatamente o

Vale notar que uma forma alternativa de se obter a expressdo para o angulo de deflexdo é via a
comparagao da se¢ao de choque néo-polarizada resultante de (5.11) com a se¢do de choque quéntica [48,
126,135,159, 160]. Contudo, como discutido em [48], esse método tem aplicacdo restrita a certas

extensoes da relatividade geral.
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mesmo da relatividade geral. De fato,

M = V(g q) G (k) V) (0,9) € (p) €7 (D)

aBp

nen e + PN | a v
= V,ff)(q,q’)( V.5 (0,0)e”(p) € (p')

2k2
= V9q, ) G (k) V) (p.1) () (P), (5.15)

que é mesma expressao da relatividade geral (5.12). Isso ocorre porque todas as mo-
dificacoes no propagador sao no setor de spin-0, que interage com o traco do tensor
momento-energia, como discutido na secao anterior. Nesse sentido, a deflexao da luz-
nao pode ser usada, por si s6, para distinguir duas teorias quaisquer do tipo (5.1). Este
resultado estd em acordo com os célculos de [126, 155-158] para modelos particulares

e feitos usando outros métodos.

5.1.3 Efeito da interagcao com particulas massivas

Apesar da igualdade do potencial de interacao em toda a classe de teorias definidas
por (5.1), a afirmativa de que todas essas teorias fornecem a mesma predicao para
o angulo de deflexao nao é correta. O possivel efeito decorre da diferenca entre o
termo GM que entra na férmula para a deflexdao e o termo que é obtido em medicgoes
e observacoes. Aqui G é a constante de Newton, usualmente medida em experimentos
semelhantes ao de Cavendish, e M ¢ massa do corpo responsavel pela deflexao, que
normalmente é determinada a partir do estudo de orbitas de corpos celestes. Como
resultado, para fazer uma predi¢ao do angulo de deflexdao em alguma situacao concreta,
faz-se necessario considerar também a interacao da gravitagao com particulas massivas
(nao-relativisticas). O potencial de interagao nao-relativistico pode ser computado,

como em (5.13), via a transformada de Fourier da amplitude de espalhamento
M = V@) preby e (5.16)

onde ¢; e ¢ sao campos escalares de massa M e m. Como o trago do tensor de

momento-energia para campos escalares massivos nao ¢ nulo, o potencial estatico de-
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pende da forma da funcao F' e, dessarte, dos parametros massivos do modelo.
Vimos, por exemplo, que o potencial interparticulas para uma fungao polinomial
F(z) contém termos de corre¢ao do tipo Yukawa para cada pdlo massivo simples no

propagador [87,103,107,167],

GMm A 2
Vir) = — 1+ - L el (5.17)
RPN e
i#i

Se as quantidades p; forem reais e muito maiores que a escala tipica rlgé dos experi-
mentos que medem G, entao os termos de Yukawa serao suprimidos e o potencial se
reduz ao termo newtoniano. Por outro lado, se as massas dos novos graus de liberdade
sao tais que pu; < 7“1;11) para um dado sistema experimental/observacional, entao as
exponenciais podem ser aproximadas por 1 e o potencial se torna, para todos efeitos
préticos, igual a 4/3 do potencial de Newton [103,107]. Nesse caso, nossas medidas em
laboratérios irao, na pratica, medir uma constante efetiva Geg = %G, de sorte que, por
exemplo, a predi¢ao para o angulo de deflexao para um raio de luz passando proximo
ao limbo do Sol serd 3/4 daquela da relatividade geral.

Esse exemplo simples mostra que a funcao F pode ter uma influéncia indireta na
predicao do angulo de deflexao. Esse efeito é indireto por nao estar relacionado a uma
nova forca atuando no raio de luz, mas sim no valor medido do produto GM, que
aparece na expressao para o angulo de deflexao. Em situagoes realisticas astrofisicas,

isso s6 afetaria modelos com modos escalares “leves”.

5.2 Analogia 6ptico-mecanica e estrutura de geodé-
sicas nulas

Resolver a equacao de Maxwell no espago curvo pode ser visto como uma aborda-

gem mais limpa para calcular o angulo de deflexao, pois considera, desde o principio,
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que a fonte do campo gravitacional é cldssica (e ndo quantica). Ainda, como discutido
em [48], esse procedimento evita possiveis sutilezas do célculo usando diagramas de
Feynman. Por essa razao, nesta segdo descrevemos como as extensoes (5.1) se mani-
festam na deflexao da luz usando métodos classicos e geométricos. Seguimos aqui a
mesma analogia dptico-mecanica descrita na se¢ao® 4.3.1 (e nos Apéndices C e D).
Como na Sec¢ao 4.3 do capitulo anterior, usaremos a métrica estatica e esfericamente

simétrica na forma isotrépica,
ds*> = (1+2p)dt> — (1 —2¢)[dr* + r* (df> + sen® d¢®) |, (5.18)

com ¢ = p(r) e ¥ = (r), a qual estd associada um indice de refragao efetivo

n(r) = %‘:Eg. (5.19)

No caso da relatividade geral, em primeira ordem em G, a métrica (5.18) associada

a uma massa pontual M é dada pelos potenciais

pr) = o) = ——. (5.20)

Como estamos no regime de campo fraco, assumimos que esse termo é pequeno, donde

segue o indice de refracao efetivo

ng(r) = 1+ 2GTM + O(G?). (5.21)

Para obter o indice de refracao efetivo associado a modelos estendidos do tipo (5.1)
com uma funcdo arbitraria F'(z), convém primeiro reescrever os potenciais ¢ e 1) em

termos de novas fungoes ¢, e 1,

o(r) = V) +our), @) =V(F)+v.(r), com AV:%.
(5.22)

2Ver também as referéncias [2,3,128,129].
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Na tltima expressao, p é a densidade (estética) de matéria que serve de fonte ao
campo. Evidentemente, para a relatividade geral as equacoes de movimento devem
fornecer ¢, = ¥, = 0. A solugao na forma (5.18) para o campo gerado por uma
distribuicao estatica de matéria pode ser obtida, como vimos no Capitulo 2, pelo traco

e pela componente (0,0) das equagoes de movimento linearizadas, quais sejam,

A[1 = 3h(=A)| Al — 2¢) = K?p, (5.23)
4[h(—=A) = 1] Ap — 8h(—A)AY = —K?p, (5.24)
onde  Ah(0)=[1+2-*F(O)0O] . (5.25)

(Por ser uma fonte estética, podemos substituir [J por —A.) Usando o Ansatz (5.22)
¢ imediato mostrar que as funcoes @, e 1, satisfazem as equagoes

1—3h(=A)
1— h(=A)

1—3h(=A)

K2p
Be-=73 TThCA

2

donde segue que @, (r) = —1,(r).

Para uma massa pontual p(r) = M§®)(r), o indice de refracdo efetivo é, entdo,

o = L2V =2
et = AT 2V 1 20,

= 1—(V—-¢.)—(V+¢)+0(G? (5.27)
= 1+2€M44XG%. (5.28)

Essa expressao é, em primeira ordem, a mesma que ocorre na relatividade geral (5.21).
Mais uma vez, vemos que a deflexao da luz, considerada sozinha, nao pode ser usada
para distinguir dois modelos que difiram apenas no setor escalar®. E facil ver que isso
ocorre pois, na equagao (5.27), a contribui¢ao dos termos quadréticos em R aparecem
com o mesmo valor (mas sinais contrarios) nas componentes hgg ¢ hy; da perturbacao

métrica. Nao obstante, como discutido na secao anterior, para realizar uma predicao

3Vale notar que essa mesma conclusio foi encontrada em [126,135,155-158] no contexto da teoria

R+ R2.
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da deflexao da luz faz-se necessédrio estabelecer um valor para GM via uma técnica
diferente.

Para melhor explicar essa conclusao, podemos escrever a métrica (5.18) numa forma
inspirada pelo formalismo PPN [168], com

GoeM GegM
o= 2y = e (5.29)

T T

sendo G a quantidade medida experimentalmente. Salientamos que, de modo geral,
uma teoria do tipo (5.1) ndo admite uma representacao no formalismo PPN [168],
pois o limite newtoniano de um tal modelo pode ser nao-newtoniano, com alguma
dependéncia adicional em r [154,169-171]. Nessa circunstancia as quantidades Geg €
~ sao fungoes de r e deve haver alguma escala na qual seja possivel observar desvios
da mecanica newtoniana, como uma precessao anoémala de érbitas elipticas [172,173].
A (nova) lei de for¢a pode ser estudada nesse regime e os parametros livres do modelo
determinados, bem como a constante G. Contudo, pode também acontecer que esses
efeitos nao-newtonianos nao sejam apreciaveis numa cerca escala 7 para a qual Geg(T)
e 7(7) s@o aproximadamente constantes e as leis da mecanica sdo aproximadamente
as de Newton. Nesse cenario pode-se trabalhar com a métrica na forma PPN acima.

Entao, das relagoes

sz—l—@zV(l—l—%)

e sz—cp*:ﬂ/<1+%)

segue que na vizinhanga de 7 vale

_V-y

Os
Ga=(1+2)G - . 5.30
i + % e 7=y sy (5.30)
Assumindo que ¢, (7) < V(7) numa certa regido, seque que
. 2. (7)
~1- .

Por outro lado, se a condigdo ¢.(7) < V(7) nao é satisfeita, o parametro v pode ser

bastante diferente do valor yqr = 1 da relatividade geral; e a predicao para o angulo
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de deflexdo pode variar de teoria para teoria. De fato, pela Eq. (5.28) a deflexao 6
sofrida por um raio de luz com parametro de impacto b é # = 4GMb~!. Em termos de

G esse resultado se escreve como

4G g M
= ———— = 2(1
(I+¢./V)b (1+79)

GesM
b

(5.31)

com v definido como em (5.30).
Consideremos um exemplo simples. No caso de uma func¢ao constante F(J) =
(6a)~2 (isto é, o modelo R + R?) e uma massa pontual como fonte do campo gravita-

cional se tem

GMe ™" 3—e ™

pulr) =——%— V=3 o

5 (5.32)

onde m = ax~!. Se m for suficientemente grande, o potencial de Yukawa pode ter um
alcance mais curto que a escala dos mais recentes e precisos experimentos de balanca
de torsao. Entao, para todo efeito pratico a quantidade G.g medida em laboratorio é
igual a G e v = 1. Por outro lado, se o modo escalar é muito leve, com um alcance
muito maior que escalas tipicas no Sistema Solar, entao a massa do Sol medida no

contexto da mecanica Newtoniana (ou massa kepleriana) é tal que

(GM)er = <1 + %eW)GM ~ 4GTM’

e v ~ 1/2. Esse exemplo mostra que nem sempre podemos assumir que @, < V.
Substituindo v = 1/2 em (5.31) encontramos o angulo de deflexdo 6 = 260qg, em
acordo com [152] (veja também o exemplo citado na Segao 5.1.3). O parametro PPN
v em (5.32) foi obtido em [156], onde também foi argumentado que seu valor correto
deveria ser, no entanto, v = 1, haja visto que ¢ + ¢ = 2V como em (5.28). Como
acabamos de mostrar, ndo ha conflito entre as equagoes (5.28) e (5.32) quando se leva
em conta as quantidades observaveis em (5.28). O valor v = 1 foi obtido em [154] sob a
hipotese que o parametro m é tal que a teoria nao viole nenhum resultado experimental

conhecido. Isso esta em acordo com nossa discussao, isto é, considerando que m é tao
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grande que afete a mecanica apenas a escala sub-micrométrica. Por fim, a deflexao da
luz nesse modelo foi estudada também em [135,155,157,158] com a conclusao de que
¢ um teste insuficiente para distinguir entre a relatividade geral e o modelo R + R?
em primeira ordem em G (ver [158] para célculos até a ordem seguinte). Consoante
o que aqui discutimos, essa afirmativa é parcialmente correta, pois qualquer predicao
tem como base a quantidade GM — e a quantidade (G M )¢ na relatividade geral pode
ser diferente daquela na teoria quadratica.

Por fim, é instrutivo mencionar a relacao dos resultados anteriores com transforma-
¢oes conformes da métrica. Como discutido na Segao 4.3.1 e no Apéndice C, a descrigao
da deflexao da luz via a analogia éptico-mecanica estd intimamente relacionada com
o fato de que a luz segue geodésicas nulas com respeito a metrica g,,. Nesse sentido,
a igualdade que verificamos para o indice de refragao efetivo de todas as teorias (5.1),
em O(G), pode ser transportada para a estrutura das geodésicas nulas associadas as
métricas dessa classe de teorias. Esse paralelo foi notado em [122,174] para o modelo
mais simples R+ R?, e em [103,167,175] para modelos mais gerais envolvendo fungoes

polinomiais. Usando a métrica (5.18) parametrizada como (5.22) e com o resultado

Y, = —, obtido acima é facil verificar que
g = (1+20.)g5% (5.33)

onde mativemos termos apenas em ordem G. Aqui
QSIR(T) = N + 2V 0,

é a métrica de campo fraco associada a mesma configuracao de matéria no calibre de
de Donder.

Como geodésicas nulas sdo conformalmente invariantes, até O(G) as geodésicas
nulas da relatividade geral também o sao nas teorias estendias (5.1). Segue, entao, que
raios de luz sofrem a mesma deflexdo em ambas teorias. Por sua vez, geodésicas de

tipo-tempo e tipo-espaco nao sao conformalmente mapeadas a outras geodésicas, e por

85



isso particulas massivas devem defletir de maneira diferente. Pensando na descricao em

termos da formulacao e-u das equagdes de Maxwell no espago curvo (ver Apéndice C),

GR

il g% nao altera as equacoes de movimento

temos que a transformacao conforme g o

do campo eletromagnético (veja também [176]).

5.3 Comentario sobre modelos com extencoes no
setor de spin-2

O mesmo raciocinio desenvolvido neste capitulo para teorias com extensoes apenas
no setor escalar pode ser aplicado para teorias com modificacoes também no setor de
spin-2. Estas modifica¢bes, como vimos num exemplo ja no capitulo anterior, tém
um papel ativo na deflexao, realmente alterando o potencial sentido pelo raio de luz
e, portanto, a lei de forca. Além disso, tém também um papel passivo referente a
recalibragem dos valores medidos para G e M. Com efeito, vimos no Capitulo 2
que teorias polinomiais completas tém um potencial estatico regular na origem. Isso
significa que, a escala dos modos massivos da teoria a forca gravitacional tende a
ser suprimida — o que, na auséncia de desvios apreciaveis da fisica newtoniana gera
um G.g pequeno, forcando-nos a tomar os parametros massivos da teoria como sendo
muito grandes. O mesmo se aplica no caso de teorias nao-locais como as discutidas na
Introducao e no Capitulo 3, no que toca a escala de nao-localidade. Situacao diferente
ocorre, contudo, para modificagoes nao-locais no regime IR, tais como aquelas advindas
de termos do tipo R, O 'R e R, 072 R*. Estes tém efeito apenas em grandes
escalas, podendo ter aplicagoes em fisica de matéria escura, por exemplo. Esperamos
no futuro analisar essas questoes.

Retornando, agora, a discussao da Se¢ao 4.3, concluimos que os efeitos de eventuais
termos com derivadas mais altas tém mais chances de serem detectados experimen-

talmente em efeitos de balanca de torsao. Afinal, a escala sub-milimétrica podem
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ocorrer desvios da lei de for¢a (proporcional ao inverso do quadrado da distancia) que
permitam, inclusive, a determinagdo dos novos parametros da teoria [141, 143, 144).
Modificacoes da lei de forca a grandes distancias, em teorias polinomiais, implicariam
que as nossas escalas usuais a gravitacao seria muito fraca, o que inevitalmente levaria

a uma predi¢ao para o angulo de deflexao diferente do experimentalmente verificado.
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Capitulo

Seesaw gravitacional em modelos

polinomiais

O ponto de vista convencional é que derivadas mais altas nao sao observaveis em
baixas energias devido a supressao causada pela escala de Planck. Para que essa afir-
mativa seja verdadeira na gravitacao de Stelle (teoria com quatro derivadas), faz-se
necessario que os coeficientes dos termos de ordem superior sejam aproximadamente
iguais a um, ou pelo menos nao muitas ordens de magnitude maiores. Nao obstante, o
que ¢ valido para a teoria de quatro derivadas nao o €, necessariamente, para teorias
com mais derivadas. Com efeito, em teorias com maior nimero de parametros mas-
sivos é possivel conjecturar um eventual efeito do tipo seesaw, no qual os parametros
massivos grandes (da ordem da massa de Planck, Mp) da acao se combinam de tal ma-
neira a gerar uma massa fisica muito menor. Isso seria um mecanismo capaz de evadir
a supressao de Planck e trazer a fenomenologia do modelo para escalas mais baixas.
Tal questao é de grande interesse neste momento no qual ocorrem importantes avan-
¢os observacionais na fisica de astroparticulas e na astronomia de multi-mensagem,

capazes de levar a descoberta de efeitos de gravitagao quantica abaixo da escala de
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Planck [177-179].

Pensando na teoria de cordas, uma agao polinomial do tipo (1.13) pode ser vista
como um modelo efetivo em baixas energias no qual todos os parametros massivos sao
advindos do tnico parametro o/. Dai se supoe que todos eles, resultantes da truncagem
da série infinita em derivadas, sao da ordem de Mp. Porém, inspirados pela fisica de
neutrinos, poderia haver uma situacao em que esses parametros grandes se combinassem
gerando uma particula de massa pequena e outras de massas elevadas. Neste capitulo
iremos examinar essa possibilidade no modelo polinomial. Comegaremos a discussao
com o caso da gravitacao de sexta ordem, tema do Capitulo 4, e logo mostraremos
como o resultado pode ser generalizado para teorias com derivadas de ordem arbitraria.
Seguiremos a mesma convencao de sinais do capitulo Capitulo 4, donde a agao para a

teoria de seis derivadas é

2 A B
Sgrav = /d4$\/ —g |:?R + %RQ + ngw + ERDR + ERMVDRW/ . (61)

A hipétese que os parametros massivos da acao sao da ordem da massa de Planck se
espressa como A~ B! k7% ~ M3%. Mostraremos que o efeito de seesaw que ocorre
na gravitacao permite que se tenha, por exemplo, um pardmetro B~! muito menor que
M2 e ainda assim ter uma particula com massa Mp. Esse cenério pode ser realizado

mediante a reducao da massa do modo tensorial mais leve, que é o fantasma.

6.1 Seesaw gravitacional com podlos reais

Para termos uma intuicao de como funcionaria o mecanismo inspirado no seesaw
para gravitacao, comecamos analisando o exemplo mais simples, da gravitacao de seis
derivadas (6.1). Para este temos uma férmula fechada para as massas em func¢ao dos
parametros da acao, a saber,

ﬁ:l:w/BQ—I—’l_i—gB o, O’%—%
: (6.2)

Moy = Yz, ) Moy = )
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onde 01 =3a+ [ e 0o = 3A+ B. As quantidades mg+ e moy podem ser complexas, e
ainda assim termos solugoes reais para as equagoes de campo [48,107]. Nao obstante,
iniciaremos a discussao sobre a viabilidade do seesaw gravitacional pelo caso de pdlos
reais, onde ha um sentido natural falar em hierarquia entre as massas. Por simplicidade,
discutiremos apenas o setor de spin-2; o setor escalar pode ser analisado da mesma
forma e com os mesmos resultados.

Relembramos que as condigoes para pélos simples e reais sao

168
B, B <0, e B+ — >0. (6.3)
K
Nessas circunstancias, de acordo com (6.2), vale m3, < m3_, sendo a excitagao mais
leve um fantasma e a mais massiva um modo normal (ndo-fantasma) [54]. Usando
as Eqs. (6.2) e (6.3) ¢ facil verificar a existéncia de uma relagao entre 5 e B no caso

especial em que uma das massas é muito menor que a outra, isto é,
2 2
my, <K my_ . (6.4)

Concretamente, devemos ter 16| B| < x?/3?. Na teoria na qual esta condigao se verifica,

as massas msq4 podem ser aproximadas por

< mi o~ % (6.5)

2 o
m2+~

4
k2]
Como no mecanismo seesaw original da fisica de neutrinos, uma das massas depende,
grosso modo, de apenas um parametro, enquanto que a outra depende de ambos. Ainda,
essa relacao ocorre de tal maneira que a reducao da massa menor implica no aumento
da massa maior. Uma diferenca fundamental, no entanto, é que para os neutrinos o
mecanismo funciona para diminuir a massa menor, quando se aumenta a maior; no
caso gravitacional o efeito é aumentar a massa maior, consoante a Eq. (6.5). Isso
decorre da presenca do parametro B (ou, mais geralmente, do parametro do termo de
seis derivadas) no denominador em (6.2), fazendo com que a massa menor em (6.5)

dependa apenas de [ enquanto a maior dependa dos dois.
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Neste espirito, ha duas possibilidades para se ter mo_ da ordem da massa de Planck:
ter um |B| pequeno ou um |f| grande. A primeira opgao é a tradicional, ji que ela
prescreve B ~1e B~ M 132 de tal forma que todas as massas sejam da ordem de Mp.
A segunda possibilidade, baseada no mecanismo tipo-seesaw, permite que se tenha
|B| > M3? ao mesmo tempo que my_ ~ Mp. Evidentemente, ter um |B| grande
ainda fornecendo uma massa grande s6 pode ser alcancado mediante a reducao da
massa do fantasma, via 8> 1. O resultado final, que pode ser depreendido de (6.5) é
que a existéncia de uma excitacao com massa muito menor depende apenas dos termos
da acao com duas e quatro derivadas, enquanto que o termo de seis derivadas nao afeta
a presenca de uma massa muito menor. Mutatis mutandis esses argumentos se aplicam
também ao setor escalar. Enfim, termos com seis derivadas nao sao capazes de produzir
um efeito seesaw eficiente.

Este resultado pode ser generalizado para teorias polinomiais de ordem arbitraria,
mas para tanto faz-se necessaria uma demonstracao que nao dependa explicitamente
da solucao para os pélos do propagador — o que, diga-se de passagem, nao existe em
forma fechada para modelos com dez ou mais derivadas. Mostraremos como essa tarefa
pode ser levada a cabo para o modelo de oito derivadas e a partir dai é facil demonstrar
para o caso arbitrario.

Consideremos, entao, a acao (1.13) com oito derivadas. Podemos escrever as equa-

¢oes para os polos do propagador na forma

1 1
ou,
14
KO — Sk + Bugk® — pops = 0. (6.7)

Ky
Omitimos os coeficientes numéricos que dependem do setor de spin, pois eles podem
ser absorvidos na definicao dos parametros. Aqui ji 12 sao os parametros massivos

positivos origindrios da acao, relacionados aos termos de 2, 6 e 8 derivadas. Em teoria
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de cordas, podemos considerar que todos eles decorrem de um mesmo parametro o’ e

portanto tém a mesma ordem de grandeza, digamos,
fg ~ py ~ p3 ~ Mp. (6.8)

Consideraremos que vale esta situacgao.

As raizes de (6.7) podem ser reais ou complexas e sao dadas pela férmula de Cardano
(contudo, nao usaremos esse fato, como justificado anteriormente). Consideraremos
primeiramente o caso de raizes simples e reais que satisfazem a hierarquia m? < m3 ~

m3. Segue, entao,
kS — (mi+m3 +m3) k' + (mim3 +mim3 +mim3) k* —mimimi = 0. (6.9)
Usando a relagio m? < m3 ~ m2, a equagao anterior se reduz a
kS — (m3+m3) k* + mim3 k> — mimimj = 0. (6.10)

E imediato verificar a contradicao entre (6.7) com (6.8) e (6.10). De acordo com (6.7)

tem-se

3ud
=3~ Mp, 3B~ Mp e pguy ~ Mp. (6.11)
1

Contudo, isso é incompativel com a Eq. (6.10), porque esta requer
m3 +m3 ~ M3, mam3 ~ Mp mas mimam; < M. (6.12)

Essa consideragao pode ser aplicada para modelos polinomiais de ordem arbitraria,
sempre com o mesmo resultado, e vale tanto para o setor tensorial massivo quanto para
o escalar. Destarte, podemos chamar o mecanismo de seesaw que ocorre em teorias
polinomiais como de “seesaw fraco”. uma massa maior pode se tornar ainda maior,
enquanto que uma massa menor sé se torna menor ao usar valores nao-naturais para
os parametros adimensionais da acao. A conclusao central é que os pdlos reais do
propagador nao podem gerar uma massa muito menor para a particula mais leve do

espectro apenas com os coeficientes massivos da acao da ordem da massa de Planck.
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6.2 Seesaw gravitacional com pdélos complexos

Na secao anterior abordamos apenas o caso de seesaw para teorias com poélos reais.
Obviamente, para quantidades m; complexas nao faz sentido considerar hierarquia entre
as “massas’, visto que numeros complexos nao sao ordenados. A idéia, no entanto,
pode ser estendida também para este contexto, se pensarmos que a motivagao original
é termos parametros massivos grandes na ac¢ao resultando em fenomenologia aprecidavel
em baixas energias. Desta forma, podemos definir o mecanismo tipo seesaw para poélos
complexos como uma forma de termos parametros grandes na acao e uma hierarquia
grande entre as partes real e imaginaria de algum m;.

Diferentemente da secao anterior, iremos aqui analisar a possibilidade de seesaw
para o caso geral, e em seguida daremos o exemplo do caso particular de seis derivadas.
Como os podlos do propagador sao definidos como as raizes de uma equacgao polinomial
como (6.6), do teorema fundamental da dlgebra segue que pdlos complexos sempre
ocorrem em pares conjugados. Seja m; = a +ib e my = a — ib um tal par. Entao,
escrevendo a equagao para os polos em termos das raizes, como em (6.9), conclui-se que
o coeficiente >, m?, formado pela soma de todas as rafzes, conterd o termo 2(a® — b?).
Por sua vez, o coeficiente que envolve os produtos de todas das raizes tomadas duas a

duas conterd os termos

mim?, = a* +b* + 2a°b?, (6.13)

mims +mim; = 2(a® — b*)ms3, (6.14)

onde m3 é uma terceira raiz arbitraria. Evidentemente, todos os coeficientes serao

reais, ja que os parametros da agao também o sao.
Até aqui nao ha muita diferenca para o caso real, exceto que agora as quantidades
relevantes sao a? e b%. O 1ltimo termo, porém, formado pelo produto de todas as raizes,

conterd o termo m?m?, dado por (6.13). Isso convertird o produto de todas as raizes em
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uma soma de quantidades massivas, o que torna invalido o argumento usado na sec¢ao
anterior para descartar o mecanismo de seesaw forte. De fato, pensando no modelo de
oito derivadas, discutido anteriormente, é bem possivel ter usus ~ M$ na Eq. (6.11)

ao mesmo tempo que na Eq. (6.12) se tem
mim2m3 = (a* + b* + 2a*b*)m3 ~ MY (6.15)

com a? < b? ~ M3 ou b* < a* ~ M3.

Isso significa que é possivel ter uma forte hierarquia entre as componentes real e
imaginaria de m; — com parametros massivos grandes na acao. Nao obstante, nao di-
remos que isso € um mecanismo de seesaw eficiente, uma vez que os efeitos fisicos dessa
hierarquia nao implica uma evasao da supressao da escala de Planck. O motivo é que
agora, como discutido no Capitulo 4, a fenomenologia serda dominada pela componente
maior, da ordem de Mp. Com efeito, se b < a? ~ M3, entdo para todos os efeitos
préticos podemos assumir que o par (m,my/) se comporta como um modo degenerado
de massa a ~ Mp; por outro lado, se a? < b* ~ M3% entao eles se comportam como
um par degenerado taquionico (caso ndo muito interessante fisicamente).

Outrossim, esse procedimento prova que nao existe uma escolha natural de para-
metros massivos na agao capaz de provocar a reducao significativa e simultanea das
componentes real e imaginaria de uma dada “massa” da teoria. Conclui-se que o meca-
nismo de seesaw forte tampouco é eficiente no caso de modelos polinomiais com pdlos
complexos.

Encerramos esta secao com um exemplo instrutivo, novamente do caso da teoria de
seis derivadas (6.1). De acordo com (6.2), a condigdo para pdlos complexos no setor
de spin-2 do propagador é 3?kx% + 168 < 0. As “massas” mo+ podem entao ser escritas
Ccomo Mot = g F by com

—B+ /2 B+

= B

5 (6.16)

Podemos classificar os possiveis cendrios como se segue.
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e Se 16|B| for apenas ligeiramente maior que 3?x? entdo h4 uma grande hierarquia
entre as partes real e imaginaria, e mo, € msy_ tendem a ser aproximadamente
iguais. De fato, se § < 0 segue que as > by e ambas excitagoes se comportam,
aproximadamente, como particulas normais de mesma massa, enquanto que 8 > 0

fornece ay < by e neste caso temos dois taquions. Se 16|B| ~ 3?k? ~ Mp?, entdo

8

Esse valor pode ser diminuido apenas mediante a escolha de || grande (e, neste

caso, | B| grande simultaneamente).

e Se 16|B| > (%k? temos um cendrio tipico do caso complexo no qual hd duas
“massas” com partes real e imaginaria quase iguais. Podemos entao, em primeira
aproximacao, trabalhar com apenas um parametro massivo e portanto a tunica
possibilidade para um mecanismo tipo seesaw seria a reducao deste parametro

bastante abaixo da escala de Planck. Contudo, vale

1 M
a3 ~ b ~ = F (6.18)

k2| B| V2|B|

Logo, para que a2, b2 < M2 seja vélido, é necessdrio impor |B| > M2 Segue

que a reducao do parametro § nao diminui a massa efetiva; a tnica forma de faze-
lo seria aumentar | B| acima de valores “naturais”, em outras palavras, apelar para

a condicao de seesaw fraco.

E interessante notar que, em oposigdo ao seesaw com poélos reais (escolher um |f|
grande, ver (6.5)), no caso de pélos complexos em geral tem-se uma condigao sobre os
parametros relacionados a derivadas mais altas (neste caso, B). Mencionamos ainda

que uma discussao absolutamente analoga se aplica aos modos escalares my...
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6.3 Consequéncias fisicas de um seesaw gravitaci-
onal

Nos dois capitulos anteriores delineamos alguns efeitos que poderiam ser observados
caso a fenomenologia do modelo de ordem superior se transpusesse a escala de baixas
energias, tais como modificacoes na forca de Newton, medida em experimentos de
balanga de torsao [141,142]. No caso de pdlos complexos, por exemplo, as correcoes
relacionadas as derivadas mais altas assumem a forma de termos oscilantes, que também
ocorrem no caso de certas teorias nao-locais de gravitacao [97]. Motivados por esse tipo
de correcao, algumas analises de medidas em laboratério foram refeitas com vistas a
detecgao de oscilagoes na escala de micrometros [143,144].

A conclusao central deste capitulo é, no entanto, que a inclusao de termos na agao
com derivadas mais altas que quatro nao é capaz de gerar um mecanismo seesaw gra-
vitacional eficiente. Do ponto de vista fisico, isso torna mais dificil a deteccao expe-
rimental dos efeitos das derivadas mais altas. Por outro lado, é bem sabido que esses
modelos normalmente sofrem da instabilidade de Ostrogradsky [180]. A situagdo da
gravitacao pode ser diferente [43]; e como derivadas mais altas cumprem importante
papel em gravitagao quantica e semiclassica, pode fazer sentido considerar que fantas-
mas existem e, por algum mecanismo ainda desconhecido, nao geram um decaimento
rapido do vacuo ou outros tipos de instabilidade. Isso poderia estar relacionado com
o elevado valor da massa do fantasma [43], que eventualmente nao permitiria que uma
tal particula fosse criada do vdcuo sem gerar uma imensa densidade de gravitons (da
ordem de Planck). Sob essa éptica, é importante que a massa do fantasma mais leve
esteja protegida de um mecanismo do tipo seesaw se ainda mais derivadas sao inclui-
das na agao (ou se, no espirito da teoria de cordas, consideramos truncagens em ordens
mais altas).

Por exemplo, efeitos de um fantasma com massa pequena sobre a estabilidade de

solugoes cosmoldgicas classicas com respeito a perturbacoes tensoriais foram estudadas
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em [43-47,181,182], no contexto da gravitagdo com quatro derivadas. A auséncia de
um mecanismo de seesaw eficiente mostra, portanto, que a protegao devida a escala de
Planck, discutida em [43,45], também deve funcionar em modelos com mais derivadas.

Por sua vez, a massa do escalar mais leve (e, portanto, ndo-fantasma) também esté
protegida do seesaw. Vale notar que a realizacao do modelo inflacionario de Staro-
binsky [145] requer um valor elevado para o coeficiente do termo R? [146,183]. Esse
coeficiente reduz a massa do modo escalar de forma consideravel, mas isso ocorre sem
o mecanismo de seesaw forte, ou seja, sem interferéncia dos termos com mais de quatro
derivadas.

Por fim, mencionamos que a auséncia de um mecanismo de seesaw forte é 1util
na abordagem proposta em [39,40] para o problema dos fantasmas em gravitagao
quantica. Como mencionamos na Introducao, essa idéia consiste em interpretar os
termos com derivadas mais altas no mesmo pé que as correcoes de loop, ou seja, como
pequenas correcoes a acao de Einstein-Hilbert. No caso de teorias polinomiais, essa
abordagem funcionaria apenas se todos os fantasmas massivos estao no UV distante.
A anélise levada a cabo aqui mostra que de fato as massas dos fantasmas nao podem

ser demasiadamente pequenas sem a escolha de coeficientes artificiais na acao.
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Capitulo

Epilogo

A construcao de uma teoria consistente de gravitacao quantica €, sem duvidas, um
dos problemas mais interessantes da fisica tedrica. Teorias de ordem superior locais e
nao-locais lancam luzes sobre questoes provavelmente centrais nesse programa, quais
sejam, a renormalizabilidade e unitariedade, e a possibilidade de termos uma teoria de
gravitacao quantica perturbativa.

E natural, nesse contexto, estudar o limite classico desses modelos e buscar efeitos
observaveis (classicos ou quanticos). Este tltimo ponto é especialmente relevante, dado
que uma das maiores dificuldades da gravitacao quantica é a inexisténcia da contra-
partida experimental a teoria, que poderia fornecer indicagoes do caminho tedrico a
seguir. Ainda que na gravitacao einsteiniana pura os efeitos quanticos estejam restritos
a escalas préximas a de Planck, teorias modificadas podem conter uma nova escala de
energia, e dados observacionais de astroparticulas e astronomia de multi-mensageiros
poderiam eventualmente inaugurar a fenomenologia de gravitacao quantica do ponto
de vista experimental /observacional.

Os resultados desta tese vao ao encontro desse programa, especialmente no que

tange os aspectos classicos de modelos de ordem superior com motivacao quantica.
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Uma das questoes fundamentais nesse ambito é a capacidade de resolugao das singu-
laridades existentes na relatividade geral, que sinalizam a perda de predizibilidade da
teoria classica. Nos Capitulos 2 e 3 desta tese e nos artigos [107-109, 113] abordamos
essa questao no regime linear, como uma primeira aproximacao para esse complicado
problema. Mostramos que o potencial newtoniano modificado é finito na origem para
modelos com pelo menos quatro derivadas nos setores de spin-2 e spin-0; e que a mé-
trica associada a uma massa pontual é regular (sem singularidades nos invariantes de
curvatura) nos modelos com pelo menos seis derivadas em cada setor. Com esses resul-
tados obtivemos uma caracterizacao completa dos modelos polinomiais que possuem
um limite newtoniano regular.

Além disso, esclarecemos a conjectura que relaciona a renormalizabilidade de um
modelo de gravitacao de ordem superior com o comportamento de seu potencial clas-
sico [53,83,87]. Com efeito, mostramos que a renormalizabilidade de um modelo implica
na finitude de seu potencial, e que a super-renormalizabilidade implica em sua regu-
laridade; a reciproca, porém, nao é verdadeira, existindo modelos nao-renormalizaveis
com potenciais finitos e/ou regulares. Ainda, mostramos explicitamente que a nao-
localidade e/ou a condigao de auséncia de fantasmas nao é necessdria (e muito menos
suficiente) para que o limite newtoniano seja regular.

Os resultados acerca da regularidade do limite newtoniano podem ser estendidos
para a regularidade do colapso de cascas esféricas nulas (ultrarelativisticas). Esse fato
foi apontado em [95]. No trabalho [108] mostramos explicitamente que o colapso de
uma casca esférica espessa é regular em teorias polinomiais gerais com pelo menos seis
derivadas no setor de spin-2. Esse resultado generaliza e refina as consideragoes de [95],
ao considerar os casos de teorias com poélos complexos e/ou degenerados e caracterizar
os modelos nos quais o colapso é regular. O colapso de cascas nulas, por sua vez,
tem aplicacao a possibilidade de formagao de mini buracos negros devido a colisao de
particulas ultrarelativisticas, em aceleradores por exemplo [94-96].

Ainda, em [108] mostramos que existe uma barreira de massa para a formagao de
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mini-buracos negros em teorias polinomiais gerais. Esta também ¢é uma generalizacao
de [95,184] e significa que, nesses modelos, um mini-buraco negro s6 pode ser formado
se sua massa for maior que um certo valor. Trata-se de uma situacao diferente da
relatividade geral, na qual qualquer massa pode se tornar um buraco negro, bastando
que esteja confinada a uma regiao suficientemente pequena.

Referente a fenomenologia, nos Capitulos 4, 5 e 6 e nos trabalhos [48, 125,136, 142]
discutimos possiveis aplicacoes de modelos locais e nao-locais na deteccao de efeitos
causados pelas derivadas mais altas. Em particular, focamos suas potenciais consequén-
cias para a deflexao da luz e em experimentos de balanga de tor¢ao. Mostramos que
a presenca de polos complexos no propagador induz um comportamento oscilatério no
potencial estatico que, dependendo da escala, poderia ser medido em laboratoério.

Ainda, no trabalho [48] discutimos a deflexdo da luz em teorias de ordem superior
usando tanto a abordagem classica quanto a semi-quantica (nos moldes de [120, 126,
130, 131]). Nesse sentido, esclarecemos o limite de aplicabilidade de cada uma delas
e apontamos a origem das divergéncias (notadas, por exemplo, em [126]) entre os
resultados provenientes dessas duas técnicas.

O Capitulo 5 e [136] discutem o papel que modificagbes no setor de spin-0 do
propagador de uma teoria podem ter para a deflexao da luz. Mostramos que modos
escalares podem ter um efeito indireto nesse fenomeno, ao introduzir uma diferenca
entre a massa fisica e a massa kepleriana, que afeta as predicoes dos angulos de deflexao.

Finalmente, a possibilidade de contornar a supressao causada pela escala de Planck
aos efeitos das derivadas mais altas foi considerada no Capitulo 6 e em [125], onde
introduzimos um efeito de seesaw gravitacional. Mostramos, contudo, que teorias po-
linomiais nao sao capazes de gerar um mecanismo de “seesaw” eficiente, e que a tinica
possibilidade de trazer a fenomenologia do modelo para o regime de baixas energias é
introduzindo parametros massivos com valores nao-naturais (ou seja, grandes) na acao.
Se, por um lado, isso torna mais dificil a deteccao de derivadas mais altas, por outro

protege o modelo de instabilidades causadas pelo fantasma massivo de spin-2.
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Apéndice
Demonstracao da identidade (2.44)

Neste apéndice demonstraremos que a identidade [103]

ZHaijai ~1 (A1)

i j#i

é valida para qualquer conjunto {a;}; de nimeros complexos distintos. No processo
usaremos a seguinte identidade basica.

Proposicao A. Para qualquer conjunto de nimeros complexos distintos {a; : i €

I}, com I ={1,2,--- n}, vale

> (=0 et I (a5 — ax) = [ J(a; — a). (A.2)

7 k<j 1<J
Jik#

Demonstragao. Deve-se, primeiro, reconhecer o membro direito de (A.2) como o

determinante da matriz de Vandermonde de ordem n, V,:

1 1 1 1
a1 a2 a3 Qp,
detV,=|a2 a2 a2 - a|=]](—a) (A.3)
. . . . 1<j
n—1 n—1 n—1 n—1
aq ay as ap,




Entao, fazendo a expansao em cofatores a partir da tltima linha,

detV, = Y (=1)""a}"det M; (A.4)
= > (=" [ (a5 — aw), (A.5)

i k<j

ik

onde os menores M; associados aos elementos (n,i) também sao matrizes de Vander-
monde e tém seus determinantes calculados usando a famosa identidade (A.3). Isso
completa a prova da proposicao. [ |

Provada essa identidade, podemos demonstrar a férmula (A.1). Comegamos escre-

vendo seu membro esquerdo como uma fragao:

zn: I o _ 2illzailai — ) Iipiy(as —a) _ N (A.6)
el VRl [L;z;(a;i — ay) D
Se aplicarmos a relacao a;(a; — a;) = (a; — a;)(a; — a;) — a;(a; — a;) para cada termo

aj(a; — a;) no numerador N segue

o
N= > |(=a)" "' [[(@i=aj)a;—a) J] (ar—a)]](a—a)l,
i,m,C{k} Jj=k1 r#ik1,ka, - Jkm s, t#1

s#t
(A.7)
onde o somatdério é feito sobre todos os idices i € I = {1,2,---n} de elementos, todos
os nimeros m = 0,1,--- ,n — 1 e sobre todas as possiveis combinac¢oes de m indices
ki, ko, -+, k, € I;ainda, a notacao empregada subentende as substituigoes

e param = 0: H?Z,ﬂ(ai —aj)(a; —a;) — 1,

e param =n — 1 H#th%...,km(ar —a;) — 1.

A expressao (A.7) pode ser reescrita numa forma mais 1til se definimos os conjuntos
K, = {ki,ko, -k} se m > 0 (com Koy = 0), Y, = {y1," Ynm : yx € I\

Ky, comy; < - < Yn-m}, Wak,, = Yk, \ {yr}, e a funcéo de ordenamento

a; — aj, se 1 < 7,
f(ai7aj) = (Ag)

a; — ay, se j < i.
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Portanto,

N = Z Z (_1)n7m+)\(_ay>\>nfmfl H (ay)\ N CLj)(CLj . ay)\)
H flay,, ar) H (as —ar)|. (A.9)
TEWA,Km sF#t

ERZEIN
No espirito da Proposicao A, para cada m e K, vale

n—m

n m+ ay)\)n—m—l H (as _ at) — H (as — at)7 (AlO)

/\:1 t<S€W)\7Km t<S€YKm

uma vez que o membro esquerdo pode ser visto como o determinante da matriz de
Vandermonde de ordem n — m cujos elementos sdo tomados do conjunto {a; : i €

I'\ K,,}. Logo, nao é dificil verificar que

No= 3 ol - a)

m,C{k} s#t
n—1
n n—m
s;«ét m:0
= J](a - a). (A.11)
sF#t

Substituindo esse resultado para N em (A.6) segue a identidade

HJ#Z( ) _
ZH S T i 1. (A.12)

i J#l ”’él(
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Apéndice

Demonstracao do teorema 4.1

Neste apéndice demonstramos a generalizagao do teorema de Teyssandier [122] para
a teoria com seis derivadas, Teorema 4.1. A partir dai é imediado estender o teorema
para modelos polinomiais arbitrarios.

Principiamos mostrando que a condicao de calibre I', = 0 pode ser realizada via
uma transformacdo de coordenadas z# — /' = zt 4+ ké(x). A transformagao da

perturbacao linearizada le-se

h‘,/uz/ = Ny — (fu,v + fu,u)a (B.1)

donde v, = Y — (& + &) + n#yfx’\. Dado que para o escalar de curvatura vale
R’ = R, é facil convencer-se que
2

2B
r, — I/, =T,— <1 - “TD - “TD?) ... (B.2)

Portanto, se em um dado sistema de coordenadas se tem I' £ 0, a equagao diferencial
I = 0 acima define uma transformacao que leva a um novo sistema onde vale a condigao
de calibre generalizada de Teyssandier.

O passo seguinte consiste em provar a proposicao

104



Proposicao B. A solucdo geral do sistema

K23 k2B R K T
1= 20 2m2) (—on, + 2 ) = 2 (70 = =0 )
( 1 A )( “+3/<77“> 2(“ 377“)

2 2B B
r, = (1—ﬂm—“—m2)%pvﬂ—g(a+§+AD+—D) R, =0.

4 4

tem a forma
hw = by + (i, +mi_ 4+ O)dh — m(mi, +mi_ +0),
onde os campos h,(E), Y € ¢ satisfazem as equagoes

1
oh® = 2 (— Ty — TW) ,

2\2
1
Yo" =0, onde ) = hip) — b,
9 9 K 1
(m2+ + D) (m2— + D)¢uu - 5 T;w - § T77;w )

(may +my_ + O) (Y™ — O) =0,

K1
(3. +D)(m3_ +D)p = =

Usamos aqui as notagoes (4.20) e (4.21).

Demonstragao. O primeiro paréntesis em (B.3) pode ser fatorado como

k2B
- (m3, +0)(m5_ +0),
onde
2 2 p 2 9 4
My +my_ = B ¢ e = Tap

correspondem as defini¢oes (4.21). Definindo

Kk’B 1
w,uzz = _T (_Dhuu + 3_/€R77w/) )
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a Eq. (B.3) resulta em

K 1
(m2, +00) (M3 + D) = = (T _ —Tm,,),

} B.14
9 I 3 ( )
que é precisamente (B.8). Em termos do campo v,,, a Eq. (B.3) pode ser reescrita
como
I6] R K 1
DQ’QZ)MV —I— EEW}MV — Dhuu —f— 31{77#” = 5 TIU/ — g TnMV (B15)

Essa equacao pode ser posta em uma forma mais 1til ao levar em conta as seguintes
expressoes:

i) Traco de (B.3),

[1 —%2(6+BD) D] (Dh— %R) - gT. (B.16)

ii) Divergéncia de I', em (B.4)

2
0= [1—% (BD+BEI2)] Yup™? — = <a+é+AD+§D> OR.

B.1
2 2 2 (B.17)
iii) Somando as duas equagdes anteriores e usando (4.5) segue
R K K I6] B
— = =T—-— —+ A0+ =0 ) 0OR. B.18
3k 12 2(0‘+3+ T3 ) (B.18)
Inserir, entdao, (B.18) em (B.15) resulta em
K T
thg) =5 T,Lw - 5 Nuv (Blg)
2 2
onde definimos um novo campo
g K B B
WP = — Oy, — w5 a3+ AD+ 20 R (B.20)

Alternativamente, podemos reescrever (B.20) como

K B 3a+
hu = BE) + (m3, +mj_ +0) Y = 5 (A+§) (3A+B +D) R, . (B.21)
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O tnico campo que resta ser definido é o escalar ¢. Para tanto, fatoramos a for-

mula (B.18),

K B K
3 <A + 5) (moy +8) (mo_+D) R = 5T, (B.22)

onde as quantidades m§, e m§_ satisfazem

3a+ [
Mot MG = S (B.23)
2
IR S R— B.24
Moo= 234 Y B) (B.24)

E imediato verificar que a solugao deste sistema ¢é a segunda relagao em (4.21). Podemos

entao definir o campo escalar

K B
= —(A+—- R B.25
o= 5(avg)m (B.25)
cuja equagao de movimento decorre de (B.22),
(m2, +0) (m2_+0) ¢ = —T. (B.26)

12

A solugao geral (B.21) do sistema (4.10) pode, pois, ser apresentada sob a forma

hu = hE 4 (m3, +m5_ +0) Y — N (Mg, +mi_+0) ¢, (B.27)

nv

Até aqui mostramos que a solucao geral de (B.3) pode ser expressa como a combi-
nacao de trés campos independentes que satisfazem as equagoes de movimento (B.14),
(B.19) e (B.26). Para completar a prova da proposicao, falta mostrar que os campos
tensoriais h,(ﬁ) e 1Y, satisfazem as condicoes de calibre associadas.

Em termos de %(5) = h,(ﬁ) — %h(E)nm,, a Eq. (B.19) pode ser escrita como

h® = - 27, (B.28)

2 M

Notemos que condicao de calibre I', =0 ¢ equivalente a 2, = 0, com

2 B
Q 1— % (BD + BD2)} Vo — g (cz + g + AO+ ED> Ry, . (B.29)
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De acordo com a Eq. (B.27) segue, entao,
E s 1 01
Yo = V‘EW) + (E + D) (wm/ - 5%111/1) + (0__2 + D> ¢77;w . (B30)
Combinando as Egs. (B.14), (B.25), (B.28) e (B.30), pode-se verificar que
Qo = A (B.31)
Portanto, a condigao de calibre (B.4) implica em

B — (B.32)

nuv

Isso, juntamente com a equacdo de movimento (B.19), significa que h,(fi) é a solucao
para o mesmo sistema no contexto da relatividade geral linearizada, no calibre de de
Donder.

A condicao de calibre para o campo v, pode ser obtida recordando que [ver

Eq. (4.5)]

1
2

1
= S0h==R. (B.33)
Aplicando (B.27), (B.30) e (B.32) na expressao anterior pode-se mostrar que
(m3, +m3_ +0) (Y™ —O) = 0, (B.34)

concluindo a demonstracao. [
O teorema 4.1 segue como um corolario da proposicao anterior, a partir da imple-

mentacao da mudanca de varidveis

EMV = m§+ s Yy = (m3_ + D), (B.35)

O = m ¢, ® = (mi_+0)¢ (B.36)

nas equagoes (B.5)-(B.10).
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Apéndice

Forma e-p das equacoes de Maxwell no

espaco Ccurvo

O indice de refragao efetivo, usado nos Capitulos 5 e 6 para a descricao da deflexao
gravitacional da luz por um campo fraco, pode ser obtido a partir das equagoes de
Maxwell no espaco curvo. Por completeza, neste apéndice seguimos esta abordagem
para dedugdo da Eq. (5.19). Assumimos como hipdtese que a métrica é estética e

esfericamente simétrica, o que nos permite escreve-la na forma isotrépica,

goo = 9oo(r), 90i =0, gij=—6;f(r), comr= V()2 4 (22)2 + (23)2,  (C.1)

donde /=g = /900 f? € 9°* = 1/Gaa-

Se a energia contida no campo eletromagnético é suficientemente pequena, podemos
desconsiderar seu efeito na curvatura e tratar o campo gravitacional como um fundo
sobre o qual se propaga a luz. As equagoes de Maxwell no espago curvo se escrevem,

usando acoplamento minimo, como:

Fuvx + Fap + Foxp =0, (C.2a)
. = Jv, (C.2b)
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onde o tensor de Maxwell é

—bs By —-B; 0

Como a conexao de Levi-Civita é simétrica, e o tensor de intensidade de campo
é anti-simétrico, ndo é dificil verificar que (C.2a) é idéntica & sua correspondente no
espaco plano: Fj,, \ + F\,, + Fya . = 0, e levam as equagoes de Maxwell homogeneas.
Por sua vez, o par nao-homogéneo pode ser reescrito numa forma interessante, as
vezes chamada de “forma e-p” [128,129]. Comegamos lembrando que para qualquer

campo tensorial A* antissimétrico num espago (pseudo-)riemanniano vale,

w1 g (JmgAm
A ;#_\/_—ga# (\/_gA ) (04)

Podemos, também, definir a corrente como composta por diversas particulas carrega-

das,

dop V(@ —zn) \ L N sy x
qu/ \/__g = DICLLEL R

onde ¥ é a linha-de-mundo da k-ésima particula, g sua carga, e v¥ = dz¥/dz°. Le-

vando em conta (C.4) e (C.5), podemos reescrever (C.2b) como

(V—=gF") quvk (x —xx) = 5%, (C.6)

" UV

onde definimos uma “quadricorrente” 5 = (p, j) de sorte que j° = 3, 0@ (x—x;) = p

ej = avid®(x —xp).
A componente v = 0 da equagao (C.6) é

)~ S ) - S (VT -

que, ao por € = ,/g%, torna-se: V- (¢E) = p.
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Para a componente espacial ¢, escrevemos o membro esquerdo de (C.6) como (ex-

plicitamos aqui os somatdérios subentendidos na convencao de soma de Einstein)
8u (ga'ugﬁiFaB /_g) — Z ali <guﬂguF /— )
“w
= O (googiiFOi\/—_g) + Za‘ (gjjgiiFji\/—_g)

J

_ 5EZ+Z(9(\/E>

— 0, (cF) — [v x ( %B)]i. (C.7)

Se definirmos p = g’oco segue: 2 (¢E) — V x <iB) =
Concluimos, portanto, que a equagao (C.2b) corresponde as leis de Gauss e Ampere,
V- (<E) 9B —vx(iB) =] (C.8)
- (eE) = € — = .
P, ot " J

num meio opticamente ativo de permissividade elétrica € e permeabilidade magnética
i que dependem da posicao e sao iguais a \/% .

Solugoes de onda plana para as equagoes de Maxwell implicam que sua velocidade
de propagacgao ¢ dada por v = 1/,/en. Como o indice de refragao n de um meio é
definido por n = 1/u, segue que a gravitagao age como que se munisse o espa¢o de um
indice de refracao que depende da distancia até o centro da distribuicao de matéria

(fonte do campo):
f(r)
goo(r)”

Claramente, essa solucao s6 ¢é valida no regime da dptica geométrica, isso é, para

n(r) =

(C.9)

campos gravitacionais fracos, que nao se alteram significativamente na escala de varios

comprimento de onda.
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Apéndice D

Calculo do angulo de deflexao via a lei de

Snell-Descartes

Mostramos, agora, como a lei de Snell-Descartes pode ser usada para calcular o
angulo de deflexdo. O esquema que seguimos foi proposto em [129], com vistas ao
computo de € no contexto da relatividade geral, com correcoes de ordem arbitraria
em (. Utilizamos este método apenas em primeira ordem, em concordancia com as
solucoes que temos.

Com base nas defini¢coes da Figura D.1 temos, pela lei de Snell-Descartes,

n(r)senf = n(r+ dr)sen(d + dy)

_ {n(r) + dz(r)dr] [send + cos O]

"
= n(r)send + n(r)cosddy + send dr;(r) dr, (D.1)
r
donde
1 dn(r)
= ——— : D.2
dy o) dr tgl dr (D.2)
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s = r=constante
Figura D.1: Refragdo da luz por uma casca Figura D.2: Parametrizacao da trajetéria
esférica de raio r. 7y (6,) é o dngulo entre do raio de luz. O raio é caracterizado pelo
o vetor velocidade e o eixo dos z. Ainda, parametro de impacto p, um deslocamento
¥ =Yy 47, € df é a variacio de vy devido y(z) do caminho retilineo, e um angulo de
a refragao. deflexao local p(z) = yv.

O angulo de deflexao ¢é [, o d0, onde C ¢ o caminho seguido pelo raio de luz. Usaremos
a parametrizacao desta trajetéria segundo o proposto na Figura D.2, escrevendo y =

y(x). Da Figura D.2 seguem as seguintes relagoes:

. / /
r= oy = =W 03)
T
p—y(x) dy/dt

t r fr—y _—, t = — = , D4
g » W = G Y (D.4)

p—y(z)+ xy
tgy = tg(yr + ) = ( ,) -, tgh = tgyw =9/, (D.5)

x—py +yy

onde a linha representa a derivagao com respeito a . A equacao (D.2) pode ser escrita

entao como:

do 1 dn(r)
&= ) ar Y T y@ el (D.6)
Podemos ainda assumir! que a expansao de %fl—f em poténcias de k principia no

termo de ordem 2. Entao, a integracao de (D.6) fornece, em O(G), o angulo de deflexao

1Vejamos o que ocorreria caso y(z) fosse de ordem zero em « (aqui £? = 327G, como no Capitulo 4).

Por um lado, a equacao (D.6) implicaria que o primeiro termo da expansao de 6 seria proporcional

a 2. Contudo, a segunda equagdo de (D.5) pode ser escrita como y(z) = [*_ tgf(T)dz; sendo 6

2

de ordem k2%, y também seria proporcional a k2 — em flagrante contradicio & hipétese y o< k°. O
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sofrido por um raio de luz que vem desde o infinito até o ponto = da trajetéria:

Q(x):/m __p A L R (D.7)

oo TR(r) dr

Para calcular a deflexao sofrida por um raio de luz rasante, por exemplo, ao Sol,
consideramos que o seu campo gravitacional pode ser aproximado por aquele de uma
particula pontual de mesma massa M. A condigao de rasante significa que o parametro
de impacto (ou distancia de maior aproximagao) é o raio R do Sol. Como a medida da
deflexao em geral é feita na Terra, teriamos que integrar T até o equivalente a érbita
da Terra. Contudo, para todos os efeitos praticos podemos tomar x = oo uma vez que

a curvatura aqui é muito pequena.

absurdo claramente ocorre para qualquer dependéncia de y em k. A comparacao dos coeficientes das

expansoes forc¢a-nos, pois, a tomar y(z) = 0.
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