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Resumo

Teorias de gravitação de ordem superior possuem interessantes propriedades quân-

ticas relacionadas à renormalizabilidade e unitariedade. Por exemplo, modelos com

mais de quatro derivadas na ação podem ser super-renormalizáveis e ter uma matriz-S

unitária, caso os pólos massivos do propagador sejam complexos; e modelos não-locais

podem ser renormalizáveis sem introduzir novas part́ıculas no espectro. É importante,

pois, estudar essas teorias mesmo no limite de baixas energias e buscar seus efeitos

observacionais caracteŕısticos. Nesta tese consideramos aspectos e aplicações de teo-

rias clássicas de gravitação de ordem superior, locais e não-locais. Na primeira parte,

discutimos o limite newtoniano da gravitação polinomial geral. Mostramos que todos

os modelos polinomiais que possuem pelo menos um modo massivo tensorial e outro

escalar estão associados a um potencial newtoniano (modificado) não-singular. Ainda,

teorias com pelo menos seis derivadas nos setores de spin-2 e de spin-0 possuem um

limite newtoniano regular, sem singularidades nos invariantes de curvatura, quando

acoplados com uma fonte delta de Dirac. Em seguida, mostramos como essa caracteri-

zação dos modelos regulares pode ser obtida de forma alternativa ao interpretar o efeito

das derivadas mais altas como a regularização de uma fonte efetiva, e a estendemos

para o caso de modelos não-locais e sem fantasmas. Mostramos que a regularidade da

solução não está relacionada à não-localidade ou à renormalizabilidade da teoria. Na

segunda parte desta tese focamos aspectos fenomenológicos desses modelos. Estuda-

mos os efeitos que modos complexos e/ou degenerados podem ter no potencial e na

deflexão gravitacional da luz. Analisamos, também, o efeito indireto que modos esca-

lares massivos podem exercer nas predições de deflexão da luz. Por fim, introduzimos

um mecanismo de seesaw gravitacional como uma possibilidade de evitar a supressão

das derivadas mais altas causada pela escala de Planck. Discutimos a viabilidade desse

mecanismo, mostrando que ele ocorre apenas de forma fraca em teorias polinomiais.

Áreas de conhecimento: Gravitação; Teoria Quântica de Campos.
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Abstract

Higher-derivative gravity models can have remarkable quantum properties in what con-

cerns renormalizability and unitarity. For example, local models with more than four

derivatives can be super-renormalizable and yield a unitary S-matrix, if the massive

poles of the propagator are complex. Also, non-local models can be renormalizable

without the need of introducing new particles in the spectrum. It is important, there-

fore, to study these theories also in the IR regime and look for the observable effects

of the higher derivatives. In this thesis we consider classical aspects and applications

of local and non-local higher-derivative gravity theories. In the first part, we analyse

the Newtonian limit of a general polynomial model and show that those with at least

four derivatives in each spin-2 and spin-0 sectors have a finite (modified) Newtonian

potential; while those with at least six derivatives have a completely regular Newtonian

limit (free from curvature singularities). In the second part of this thesis we focus on

phenomenological aspects of these models. We investigate the effects that complex

and/or degenerate modes can have on the potential and on light deflection. We also

discuss the indirect effect the scalar modes can have on the predictions of light bending.

Finally, we introduce a gravitational seesaw-like mechanism as a possibility of avoiding

the Planck suppression, and discuss the viability of such a mechanism for polynomial

models.
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Conteúdo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ix

1 Introdução 1

1.1 Gravitação de ordem superior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Gravitações polinomiais e não-locais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Limite newtoniano e soluções regulares em modelos polinomiais 15

2.1 Limite newtoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2 Solução via o método de heat kernel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 Finitude dos potenciais métricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4 Regularidade dos invariantes de curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.5 Comentário com vistas ao caso completo, não linear . . . . . . . . . . . 33

3 Derivadas mais altas e regularização da fonte 36

3.1 Fontes efetivas e funções de massa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Regularização em modelos polinomiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

ix



3.3 Regularização em modelos não-locais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4 Aspectos fenomenológicos da gravitação de sexta ordem 48

4.1 Generalização do calibre de Teyssandier para a gravitação com seis de-

rivadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2 Potencial newtoniano modificado na gravitação com seis derivadas . . . 54
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4.3.4 Deflexão com pólos complexos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Capı́tulo 1
Introdução

O século XX presenciou a consolidação de duas noções fundamentais na F́ısica: a

natureza curva do espaço-tempo e a descrição quântica da matéria. De fato, a relati-

vidade geral e a teoria quântica de campos1 tornaram-se teorias paradigmáticas com

notáveis verificações experimentais. Pode-se dizer que o programa de combinar essas

duas exitosas noções teve ińıcio logo após a Segunda Guerra Mundial2, com trabalhos

de Bergmann, DeWitt, Dirac e Gupta acerca da identificação de observáveis em te-

orias não-lineares e o tratamento de sistemas vinculados [13], sendo intensificado nos

anos 1960. Nessa década foram obtidos resultados fundamentais para os avanços se-

guintes, tais como a formulação hamiltoniana da relatividade geral [14], o método de

campo de fundo [15] e a quantização de Faddeev-Popov [16,17] para teorias de calibre

não-abelianas.

Os anos seguintes viram os primeiros resultados desse esforço: em 1973 ’t Hooft e

1Como referências básicas mencionamos os livros-texto [1–4], sobre relatividade geral, e [5–8], acerca

da teoria quântica de campos.
2Houve trabalhos visando a quantização da métrica ainda nos anos 1930, por exemplo, [9–12].

Porém, os programas de quantização canônica e covariante foram definidos de forma consistente apenas

no final da década de 1940 [13].
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Veltman mostraram que a versão quântica da relatividade geral não é renormalizável

quando acoplada a campos de matéria [18], resultado obtido também por Deser e van

Nieuwenhuizen [19, 20]. Considerando, porém, apenas o setor gravitacional, ’t Hooft e

Veltman mostraram que as divergências a 1-loop se anulam on-shell, ou seja, quando

as equações clássicas de movimento são satisfeitas. Uma década depois, porém, Goroff

e Sagnotti calcularam as divergências a 2-loops, mostrando que elas não se anulam on-

shell e provando explicitamente que a relatividade geral pura não é perturbativamente

renormalizável [21]. Essa conclusão, no entanto, já era esperada muito antes, e nesse

meio tempo a pesquisa em gravitação quântica vislumbrara novas direções, tais como

supergravidade, renormalizabilidade não-perturbativa e teorias de ordem superior —

estas são, precisamente, o objeto central de estudo nesta tese.

Nas décadas seguintes abordagens completamente diferentes para a gravitação quân-

tica foram desenvolvidas, por exemplo, loop quantum gravity e a teoria de supercor-

das. Nesta última, as interações fundamentais que conhecemos, incluindo a gravitação,

emergem como efeitos em baixas energias da teoria mais geral.

A despeito de todos os esforços de cerca de sessenta anos de pesquisa, ainda se

desconhece uma forma de combinar, de forma fundamental e consistente, gravitação e

teoria quântica de campos. Uma primeira aproximação para este problema é a teoria

semiclássica, na qual a gravitação é considerada um campo clássico, de fundo, e apenas

os campos de matéria são quantizados (ver, por exemplo, [16, 22–24]). Apesar do

campo gravitacional ser mantido clássico, sua dinâmica sofre influência dos campos

quânticos de matéria, via a ação efetiva de vácuo. Neste sentido, pode-se dizer que na

teoria semiclássica interessa mais a influência dos campos (quânticos) de matéria na

estrutura do vácuo que o cálculo de processos de espalhamento.

Um importante resultado semiclássico é que, em geral, uma teoria renormalizável

no espaço plano também o será sobre um fundo curvo. Neste caso, contudo, aparecem

divergências proporcionais a derivadas quárticas da métrica, que requerem a inclusão de

termos do tipo R2, R2
µν , R

2
µναβ e �R no setor gravitacional para garantir a renormaliza-

2



bilidade da teoria [25]. Esses termos contém derivadas quárticas da métrica, portanto

são conhecidos como termos “de ordem superior”. Diferentemente da gravitação quân-

tica, a gravitação semiclássica é bem estabelecida e é um útil passo intermediário rumo

a uma teoria mais fundamental para essa interação. De fato, entender o importante e

amb́ıguo papel das derivadas mais altas na gravitação parece ser uma questão crucial

para se levar a cabo o programa iniciado sistematicamente nos anos 1960.

1.1 Gravitação de ordem superior

A adição de termos com derivadas mais altas à ação de Einstein-Hilbert foi con-

siderada ainda nos anos 1920 por Weyl e Eddington [26, 27], apenas como posśıveis

extensões da relatividade geral. O interesse nessas teorias foi reavivado por motivações

quânticas após o trabalho de Stelle, em 1977 [28]. Seu resultado central é que a teoria

descrita pela ação

Sgrav = SEH + S4 , (1.1)

onde SEH é a ação de Einstein-Hilbert,

SEH =
2

κ2

∫
d4x
√
−g (R− 2Λ) , (1.2)

e

S4 =
1

2

∫
d4x
√
−g
(
αR2 + βR2

µν

)
, 3α + β 6= 0, (1.3)

é renormalizável, ao contrário da relatividade geral pura3. Pode-se dizer que a origem

dessa conquista é o melhor comportamento do propagador da teoria no regime ultravio-

leta (UV). Isso pode ser visto usando o método de contagem de potências, que descreve

3Cabe lembrar que um termo do tipo γRαβµνR
αβµν também poderia ser inclúıdo na te-

oria de Stelle (1.3). Porém, devido ao teorema de Gauss-Bonnet segue que o termo∫
d4x
√
−g
(
R2 − 4R2

αβ +R2
αβµν

)
está relacionado à caracteŕıstica de Euler da variedade, sendo pois

um invariante topológico e não afetando as equações de movimento clássicas. Isso implica que um

eventual tal termo pode ser absorvido por meio da redefinição dos coeficientes dos termos R2 e RµνR
µν .
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o grau superficial δ de divergência de um dado diagrama Γ por meio da relação

δ(Γ) + d =
∑
lint

(4− rl)− 4n+ 4 +
∑
v

Kv (1.4)

e da identidade topológica

Nlint = p+ n− 1. (1.5)

Nas equações acima Nlint é o número de linhas internas lint com inverso de potência

de momento rl no propagador, n é o número de vértices v, cada um com potência de

momento Kv, e p é o número de loops em Γ. Ainda, d é o número total de derivadas

atuando nas linhas externas do diagrama. Para divergências logaŕıtmicas, com δ = 0, d

está relacionado com o número de derivadas necessárias nos contratermos. Ressaltamos

que a contagem de potências só pode ser usada como critério de renormalizabilidade se

as divergências forem covariantes, o que de fato é verificado para as teorias em questão.

Principiemos com o caso da relatividade geral. Por simplicidade vamos considerar

diretamente os diagramas mais divergentes, envolvendo vértices com potência máxima

de momento, isso é Kv = rl = 2. Segue, pois, que a contagem de potências fornece

δ + d = 2 + 2p, (1.6)

significando que para as divergências logaŕıtmicas (que correspondem a δ = 0), o

número d de derivadas da métrica presente nos contratermos cresce à medida que

aumentamos o número p de loops do diagrama. Em outras palavras, a teoria não é

renormalizável, já que requer a inclusão de um número infinito de contratermos.

Por sua vez, a gravitação de quarta ordem de Stelle, definida por (1.1), propaga

não apenas o gráviton (part́ıcula sem massa de helicidade 2), mas também duas outras

excitações massivas, uma de spin-2 e outra escalar. De fato, o propagador associado a

esta teoria, no espaço dos momentos, é dado por4

Gµν,αβ = − m2
2

k2(k2 −m2
2)
P

(2)
µν,αβ +

m2
0

2k2(k2 −m2
0)
P

(0−s)
µν,αβ , (1.7)

4Ver, por exemplo, [29] para uma demonstração expĺıcita desse resultado.
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onde omitimos os termos dependentes de calibre. Os projetores de Barnes-Rivers5 [30]

P
(2)
µν,αβ, de spin-2, e P

(0−s)
µν,αβ , de spin-0, são dados por

P
(2)
µν,αβ =

1

2
(θµαθνβ + θµβθνα)− 1

3
θµνθαβ, (1.8)

P
(0−s)
µν,αβ =

1

3
θµνθαβ, (1.9)

com

θµν ≡ ηµν − ωµν , ωµν ≡
kµkν
k2

. (1.10)

As quantidades m0 e m2 definem os pólos massivos do propagador e estão associadas

com as massas dos novos modos de spin-0 e spin-2, respectivamente. Em termos dos

coeficientes α e β da ação (1.3), temos

m2
0 ≡

2

(3α + β)κ2
e m2

2 ≡ −
4

βκ2
, (1.11)

donde segue que β < 0 e 3α + β > 0, para evitar táquions na teoria.

Para a contagem de potência no caso da gravitação de Stelle temos que considerar,

então, vértices com 4, 2 e 0 derivadas. Por outro lado, vê-se que o propagador (1.7) se

comporta como k−4 no UV. Escolhendo uma condição de fixação de calibre com deriva-

das mais altas é posśıvel fazer que também os propagadores associados aos fantasmas

de Faddeev-Popov caiam com k−4 para momentos grandes [28]. Com isso, a contagem

de potências fornece,

δ + d = 4− 2n2 − 4n0, (1.12)

onde ni é o número de vértices com potência de momento igual a i. Este resultado

mostra que a teoria é renormalizável, e que os contratermos que devem ser inseridos

na ação efetiva têm 0, 2 ou 4 derivadas da métrica. Ou seja, são do tipo constante

cosmológica, R ou R2 (denotamos R por curvatura de modo geral), e portanto já estão

na ação6.

5Ver, por exemplo, [23] para os demais operadores da base de Barnes-Rivers para campos tensoriais

de ordem 2.
6É também posśıvel um contratermo do tipo �R, que também envolve quatro derivadas da métrica;

omitimo-lo por não contribuir para as equações de movimento.
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A renormalizabilidade da teoria, contudo, não é suficiente para sua consistência.

Como é conhecido desde o século XIX, sistemas descritos por equações diferenciais

com derivadas temporais mais altas que dois são instáveis. A gravitação poderia evadir

o teorema de Ostrogradsky [31] por ser uma teoria de calibre. Contudo, do ponto de

vista quântico, pode-se mostrar que o reśıduo do propagador saturado no pólo k2 = m2
2

é negativo [28]. Este resultado implica que o modo massivo de spin-2 é um fantasma,

no jargão da teoria de campos. Ele pode ser considerado uma part́ıcula com energia

positiva, mas neste caso estará associado a um estado de norma negativa no espaço

de Hilbert; pode, alternativamente, ser definido com norma positiva, mas energia ne-

gativa [28]. Nenhum dos cenários é alentador: por um lado a unitariedade é uma das

bases da teoria quântica; por outro, uma part́ıcula com energia negativa, ainda que

inofensiva quando livre, ao interagir tenderá a diminuir sua energia cada vez mais via

a emissão de part́ıculas normais (com energia positiva). Este processo não tem limite

e não pode ser verdadeiro, pois causaria a instabilidade de qualquer solução gravitaci-

onal clássica [32]. A presença do fantasma de spin-2, e a correspondente violação da

unitariedade, é o principal inconveniente da gravitação de ordem superior.

A resolução do conflito entre renormalizabilidade e unitariedade é uma questão

importante no caminho rumo a uma descrição quântica da gravitação, e diversas in-

terpretações das derivadas mais altas foram propostas. Por exemplo, em [33–37] foi

sugerido que o propagador vestido, isto é, com todas as correções quânticas, torne o

fantasma instável, garantindo a unitariedade da matriz-S. Métodos perturbativos em

teoria quântica de campos, contudo, parecem ser insuficientes para verificar se esse me-

canismo funciona ou não [38]. Outra alternativa é tratar os termos de derivadas mais

altas como pequenas correções, no mesmo ńıvel que correções quânticas [39, 40]. Isso

implicaria ver o modelo de Stelle como uma teoria efetiva cujo domı́nio de validade é

aquele no qual os fantasmas não causam instabilidades nas soluções. Essa prescrição,

porém, soa algo ad hoc, afinal uma teoria de gravitação quântica que só funciona em

baixas energias parece não fazer muito sentido. Ainda neste esṕırito, pode-se considerar
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que os fantasmas relacionados às derivadas mais altas existam apenas como part́ıculas

virtuais e que talvez haja algum mecanismo à escala de Planck que próıba a formação

de uma tal part́ıcula a partir do vácuo [41, 42]. Alguns estudos de estabilidade de

soluções cosmológicas clássicas foram realizados no contexto de gravitação de ordem

superior e dão suporte a essa hipótese [43–47].

Mesmo no contexto da teoria de cordas existe o problema dos fantasmas (ver, por

exemplo, [48]), que é contornado por meio da reparametrização de Zwiebach [49–51],

removendo os graus de liberdade do tipo fantasma. O procedimento, porém, introduz

ambiguidades, sendo capaz de modificar as soluções clássicas [52] e levantando dúvi-

das sobre a predizibilidade da teoria. Além disso, a remoção de todos os termos que

geram fantasmas, do tipo Rµν�NRµν (para N ≥ 0) e R�NR (para N ≥ 1), deve ser

feita de forma infinitamente precisa. Em energias mais baixas, contudo, onde a teoria

quântica de campos deve valer, correções de loops tendem a quebrar esse ajuste fino

dos parâmetros, o que faria os fantasmas reaparecerem [53].

Em resumo, a aparente dicotomia entre unitariedade e renormalizabilidade em te-

orias de ordem superior não implica que modelos com fantasmas devam ser rejeitados.

Pelo contrário, estando presentes em várias das abordagens mais tradicionais para a

gravitação quântica, o papel das derivadas mais altas e seus fantasmas associados é

importante, complicado e amb́ıguo, e deve ser estudado como esquema rumo a uma

teoria fundamental para a gravitação. No que segue comentaremos sobre duas pro-

postas de interpretação das derivadas mais altas que têm atráıdo bastante atenção da

comunidade na última década.

1.2 Gravitações polinomiais e não-locais

Uma generalização natural da teoria (1.1) de Stelle é a inclusão de termos com mais

de quatro derivadas, mas quadráticos nas curvaturas, tais como
∫
d4x
√
−gRµν�NRµν

e
∫
d4x
√
−gR�NR. Claramente, pode-se ainda incluir termos de ordens mais altas
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também nas curvaturas; eles, porém, alteram apenas os vértices da teoria, e não o

propagador. Um modelo desse tipo foi considerado por Asorey, López e Shapiro em [54]:

Sgrav = SEH +

∫
d4x
√
−g
{
c1R

2
µναβ + c2R

2
µν + c3R

2 + d1Rµναβ�R
µναβ

+ d2Rµν�R
µν + d3R�R + d4R

3 + d5RR
µνRµν + · · ·+ f1Rµναβ�

NRµναβ

+ f2Rµν�
NRµν + f3R�

NR + · · ·+ f...R
N+2
...

}
. (1.13)

Os termos de segunda ordem nas curvaturas podem ser escritos na forma RF̃1(�)R,

RµνF̃2(�)Rµν e RµναβF̃3(�)Rµναβ, onde F̃1,2,3(�) são polinômios de grau N ≥ 1 no

operador de d’Alembert. (O caso N = 0 corresponde ao modelo de Stelle (1.1).)

Como esses são os termos que contribuem para o propagador, modelos deste tipo são

ocasionalmente chamados de polinomiais.

Usando as identidades de Bianchi é posśıvel mostrar (veja, por exemplo, [54]) que

para cada p ∈ N, vale∫
d4x
√
−g
{
Rµναβ�

pRµναβ − 4Rµν�
pRµν +RF3�

pR
}

= O(R3) . (1.14)

Essa relação cumpre um papel semelhante ao teorema de Gauss-Bonnet no caso da gra-

vitação de quarta ordem, ao permitir que os termos da ação (1.13) que são quadráticos

no tensor de Riemann sejam reescritos como uma combinação de termos quadráticos

em R e Rµν e de outros termos de ordens mais altas que não influenciam o propagador.

Podemos, portanto, escrever a parte da ação (1.13) que contribui para o propagador

na forma7

S =

∫
d4x
√
−g
(

2

κ2
R +RF1(�)R + RµνF2(�)Rµν

)
, (1.15)

onde definimos os polinômios F1 ≡ F̃1 − F̃3 e F2 ≡ F̃2 + 4F̃3. Segue, então, que o

propagador para o modelo polinomial é dado por8

Gµν,αβ(k) =
P

(2)
µν,αβ

k2f2(−k2)
−

P
(0−s)
µν,αβ

2k2f0(−k2)
, (1.16)

7Omitimos aqui a constante cosmológica para discutir a renormalizabilidade sobre o fundo plano;

não há perda de generalidade nessa escolha, como explicado em [28].
8Note que f0 = f2 ≡ 1 fornece o propagador do gráviton.
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onde as funções f0 e f2 se relacionam a F1 e F2 via

f0(�) = 1 + κ2 [F2(�) + 3F1(�)]� , (1.17)

f2(�) = 1− κ2

2
F2(�)� . (1.18)

Então, se f0 e f2 forem polinômios de mesmo grau N , todo o propagador cairá

com k−(2N+4) no UV. Como no caso com quatro derivadas, é posśıvel escolher uma

condição de calibre com derivadas mais altas para que os termos de Faddeev-Popov

também tenham esse comportamento para momentos elevados. Portanto, no regime

ultravioleta a teoria tem comportamento ainda melhor que a de Stelle, e a contagem

de potências fornece, para os diagramas mais divergentes,

δ + d = 4 + 2N(1− p), (1.19)

donde segue que o grau superficial de divergência diminui à medida que aumentamos

o número p de loops. Isso indica que a teoria é super-renormalizável [54]. Ainda, os

contratermos necessários têm, no máximo, quatro derivadas [54]. Com efeito, para

N = 1 as divergências logaŕıtmicas só ocorrem para 1, 2 e 3 loops ; para N = 2, apenas

em 1 e 2 loops ; e para N ≥ 3, apenas em 1-loop. As divergências em 1-loop normalmente

permanecem pois o aumento da ordem das derivadas na ação gera, simultaneamente,

vértices com maior potência de momento, especificamente, com até 2N + 4 derivadas.

Aumentar o número de derivadas na ação implica, contudo, no acréscimo do número

de fantasmas. Com efeito, considerando que as equações fi(−k2) = 0 têm N + 1 ráızes

reais distintas, então o conteúdo de part́ıculas da teoria é, além do gráviton, N + 1

part́ıculas massivas de spin-2 e de spin-0. Em [54] foi mostrado que os reśıduos dos

pólos do propagador saturado se alternam de acordo com os valores das massas. Isto

é, se as massas são ordenadas como m(i)0 < m(i)1 < m(i)2 < · · · (aqui o ı́ndice i indica

o spin da part́ıcula), então a primeira delas será uma part́ıcula normal, a seguinte um

fantasma, e assim sucessivamente. No setor de spin-2 temos 0 < m(i)1 < · · · < m(i)N+1;

assim o gráviton (m(i)0 = 0) é uma part́ıcula boa e a seguinte é um fantasma. No caso
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escalar não temos part́ıcula sem massa propagando, logo a primeira excitação massiva

é uma part́ıcula inofensiva, mas a seguinte será um fantasma.

Essa hierarquia entre part́ıculas normais e fantasmas invalida o cenário concebido

em [54], que pressupunha que para certas funções Fi a teoria contivesse apenas um

fantasma, e que este fosse a part́ıcula de maior massa. Com essa hipótese, encarando

a ação (1.13) como a truncagem à ordem N de uma ação mais geral, livre de proble-

mas de unitariedade (por exemplo, oriunda da teoria de cordas), poderia ocorrer que a

massa do fantasma aumentasse com N . Assim, o regime de validade da teoria efetiva

(truncada) se expandiria com N sinalizando que em baixas energias poder-se-ia usar

uma truncagem (e o ferramental da teoria quântica de campos usual) com certa con-

sistência. A alternância entre fantasmas e part́ıculas boas mostra que esse mecanismo

infelizmente não funciona [54].

Em anos recentes, contudo, o modelo polinomial voltou a ser estudado com ênfase

em um ponto pouco explorado em [54], qual seja, a possibilidade de que o propagador

tenha pólos complexos. Conforme argumentado em [55,56], caso os pólos do propaga-

dor relacionados aos fantasmas forem complexos, é posśıvel restaurar a unitariedade

da matriz-S por meio do método de quantização9 de Lee-Wick [61–66]. Esses modos

complexos, então, seriam instáveis, não existindo nos estados assintóticos. Teorias de

gravitação de ordem superior com pólos complexos são ocasionalmente chamadas na

literatura de gravitação de Lee-Wick. Nessa esteira, em [67] foi mostrado que a versão

complexificada de sistemas clássicos com derivadas mais altas pode evadir o teorema

de Ostrogradsky e ser quantizada de forma canônica, preservando o prinćıpio de corres-

pondência e apresentando um espectro real positivo-definido, limitado inferiormente.

Outros trabalhos recentes têm investigado aspectos interessantes de teorias do tipo

9Vale mencionar aqui outras propostas para tornar fantasmas inofensivos por meio da mudança da

prescrição de quantização, tais como as teorias agravity [57] e de fakeons [58–60]. Nestas abordagens,

contudo, a correspondência clássico-quântico é não-trivial, e o limite clássico deve ser investigado com

atenção.
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Lee-Wick [68,69], com posśıveis aplicações em gravitação.

Outra alternativa para contornar o problema dos fantasmas é escolher funções Fi

na ação tal que o propagador não possua outros pólos além daquele correspondente

ao gráviton. Isso pode ser feito escolhendo funções f0,2 que sejam exponenciais de

funções inteiras. Requerendo, ainda, um bom comportamento no regime UV, é pos-

śıvel garantir a (super-)renormalizabilidade da teoria. Essa abordagem para a teoria

quântica de campos foi estudada ainda nas décadas de 1960 e 1970 por Efimov [70–73],

e aplicada para a gravitação quântica no final dos anos 1980, por Krasnikov [74] e

Kuz’min [75]. Outros tipos de não-localidade foram introduzidas em anos posterio-

res por Tseytlin [76], Tomboulis [77], Biswas, Mazumdar, Siegel [78] e Modesto [79].

Algumas escolhas populares de não-localidade são implementadas consoante a ação

SNL =

∫
d4x
√
−g

[
2

κ2
R +

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
F (�)Rµν

]
, F (�) =

eH(�) − 1

�
,

(1.20)

onde a função H(z) é uma função inteira. As escolhas mais simples assumem a forma

H(z) = αP (z), (1.21)

com uma constante α e um polinômio P real tal que P (0) = 0. Acompanharemos

a terminologia adotada por Calcagni [80] e chamaremos os casos acima com α = 1 e

P (z) = z2/µ4 (para algum parâmetro massivo µ) de fator de forma de Krasnikov [74],

e o caso de P (z) = −z/µ2 de fator de forma relacionado à teoria de cordas [76,78,81].

De forma mais geral10, a função H(z) pode ser expressa como [77]

H(z) = α

∫ P (z)

0

1− ζ(ω)

ω
dω, (1.22)

onde ζ:R→ R tal que ζ(0) = 1. Escolhendo, por exemplo, ζ(z) = exp(−zN) segue

H(z) =
α

N

[
γ − Ei(−PN(z))

]
+ α lnP (z), (1.23)

10Note que (1.21) pode ser obtida de (1.22) ao colocar ζ(ω) = 1− ω.
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onde γ ≈ 0, 5772 é a constante de Euler-Mascheroni e Ei(z) é a função exponencial

integral. O fator de forma geral de Kuz’min [75],

H(z) = α
[
γ + Γ(0,−z/µ2) + ln (−z/µ2)

]
, (1.24)

decorre da escolha N = 1, P (z) = −z/µ2 e α ∈ N. Por outro lado, com N = 2, α ≥ 1

e P (z) geral temos o fator de forma de Tomboulis-Modesto [79]:

H(z) =
α

2

[
γ + Γ(0, P 2(z))

]
+ α lnP (z), Re [P (z)] > 0. (1.25)

Como antecipado, nessas teorias não-locais o propagador se torna (apresentamos

apenas os termos que independem do calibre)

Gµν,αβ(k) =
e−H(−k2)

k2

[
P (2) − 1

2
P (0−s)

]
µν,αβ

. (1.26)

Fica claro que este propagador tem apenas o pólo k2 = 0, exatamente o mesmo do caso

da gravitação einsteiniana. Dependendo da função H(z) a teoria pode ser renormali-

zável ou mesmo super-renormalizável.

Por exemplo, no regime UV o fator de forma de Kuz’min (1.24) se comporta como

exp[H(−k2)] ≈ (k2)αeαγ, (1.27)

donde α > 1 implica que o propagador cai com k2α+2 para momentos grandes, mesmo

comportamento que o caso da gravitação polinomial super-renormalizável. No caso de

α = 1, no entanto, temos G(k) ∼ k−4, como no caso de gravitação de Stelle, que é

apenas renormalizável.

Para o fator mais geral de Tomboulis-Modesto (1.25) se tem

exp[H(−k2)] ≈ [P (−k2)]αeαγ/2 (1.28)

no UV, donde o comportamento do propagador para momentos elevados também de-

pende, naturalmente, da escolha de polinômio P . Neste caso, mesmo escolhendo α = 1
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é posśıvel ter uma teoria super-renormalizável, desde que P (z) seja de grau pelo menos

igual a dois.

A maior virtude desses fatores de forma de Kuz’min e de Tomboulis-Modesto é que,

no UV, eles se comportam como funções polinomiais, e portanto a renormalizabilidade

pode ser estudada como no caso das teorias locais [75,77,79]. Por esse comportamento

assintótico polinomial, tais teorias são conhecidas como quase-locais ou fracamente

não-locais.

Os fatores de forma do tipo (1.21), que englobam o de Krasnikov e o relacionado

à teoria de cordas, por sua vez, têm um comportamento diferente no regime UV.

Com efeito, nesses casos o propagador cai com a exponencial de um polinômio, o que

motiva que chamar essas teorias de gravitação não-local exponencial (em oposição às

fracamente não-locais). Embora haja a espectativa de que essas teorias sejam renor-

malizáveis, a situação não é clara como nos modelos quase-locais [74,82].

Esses modelos de gravitação não-local podem ser vistos como o limite do caso poli-

nomial no qual o grau do polinômio vai para infinito e seus coeficientes são ajustados

de modo a resultar em uma série convergente. Sob essa óptica, para evitar fantasmas é

preciso um ajuste infinitamente preciso de um número infinito de parâmetros, situação

semelhante àquela discutida na seção anterior, no âmbito da teoria de cordas. Corre-

ções quânticas podem, então, romper tão acurado ajuste, trazendo à tona os infinitos

fantasmas que estavam escondidos no infinito (do plano complexo estendido) [53]. As-

sim, o estudo de modelos locais com pólos complexos pode ser útil inclusive para a

melhor compreensão de modelos não-locais.

Feitas essas considerações sobre modelos de gravitação de ordem superior, nosso

ponto de vista no que segue é assumir que derivadas mais altas existem e buscar por

suas consequências mesmo no limite de baixas energias, em especial nos casos de pólos

complexos e teorias não-locais, com potencial aplicação à fenomenologia. Iniciamos

nosso estudo dessas extensões da relatividade geral considerando o limite newtoniano e

a ocorrência de singularidades. Nesse sentido, no Caṕıtulo 2 obtemos uma caracteriza-
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ção completa das teorias polinomiais que admitem uma solução regular para o campo

gerado por uma massa puntiforme. Em seguida, no Caṕıtulo 3, apresentamos uma for-

mulação alternativa para esse problema, que se aplica também para teorias não-locais.

Discutimos, então, a existência de singularidades em teorias não-locais exponenciais e

quase-locais.

No Caṕıtulo 4 estudamos casos particulares da gravitação de sexta-ordem, o mo-

delo polinomial mais simples a admitir pólos complexos. Analisamos dois efeitos em

baixas energias, a saber, oscilações no potencial gravitacional e a deflexão da luz, como

possibilidades para detecção experimental do efeito das derivadas mais altas. O Ca-

ṕıtulo 5 está dedicado ao estudo mais detalhado da influência de modos escalares à

deflexão gravitacional da luz, e contém resultados gerais, válidos inclusive para teorias

não-locais.

Por fim, no Caṕıtulo 6 discutimos a viabilidade um efeito de seesaw gravitacional

como possibilidade de contornar a supressão causada pela escala de Planck e trazer a fe-

nomenologia dos modelos polinomiais para o regime de baixas energias. Recapitulamos

os principais resultados desta tese no Caṕıtulo 7 e apresentamos algumas perspectivas

futuras.

Ao longo desta tese usamos o sistema de unidades naturais (~ = c = 1) e a convenção

de soma de Einstein para dois ı́ndices iguais em posições diferentes; ı́ndices gregos

assumem valores entre 0 e 3, e ı́ndices latinos variam entre 1 e 3. Nossa definição para

o tensor de curvatura de Riemann é

Rρ
λµν = ∂µΓρλν − ∂νΓ

ρ
λµ + ΓσλνΓ

ρ
σµ − ΓσλµΓρσν , (1.29)

Nos Caṕıtulos 2 e 3 usamos a métrica de Minkovski ηµν = ηµν = diag(−1,+1,+1,+1) e

definimos o tensor de Ricci como Rµν = Rρ
µρν . Nos Caṕıtulos 4, 5 e 6, contudo, usamos

a assinatura (+1,−1,−1,−1) para a métrica e o tensor de Ricci Rµν = Rρ
µνρ. Essa

mudança de convenção de sinais foi feita para que a notação do caṕıtulo acompanhe

aquela dos respectivos artigos relacionados.
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Capı́tulo 2
Limite newtoniano e soluções regulares em

modelos polinomiais

O estudo das soluções completas (não-lineares) no âmbito de teorias de ordem su-

perior é consideravelmente mais complicado que no caso da relatividade geral, mesmo

para soluções com elevados graus de simetria, como o simples caso estático e esferica-

mente simétrico. Por este motivo, resultados acerca da existência de singularidades no

regime linear podem ser instrutivos, inclusive, para a busca de soluções completas via

métodos computacionais. Ainda, são uma possibilidade de verificar o comportamento

do modelo no que tange a singularidade mais simples de toda a f́ısica, a singularidade

newtoniana, proporcional a r−1, associada ao potencial gravitacional.

A questão da existência de soluções clássicas regulares em teorias de gravitação de

ordem superior, locais e não-locais, tem sido objeto de intensa atividade de pesquisa

nos últimos anos (ver, por exemplo, [83–88] para teorias locais e [76,78,79,81,89–101]

para modelos não-locais). A expectativa é que o melhor comportamento do propaga-

dor no regime UV funcione como regulador natural das singularides que ocorrem na

relatividade geral e sinalizam a transição do regime clássico para o quântico.
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Os primeiros resultados nessa direção datam ainda dos anos 1970, quando Stelle

mostrou que o potencial newtoniano modificado associado à teoria renormalizável de

quatro derivadas (ver ação (1.1)) é finito na origem. Explicitamente, lembrando que

esta teoria possui duas part́ıculas massivas, m2 de spin-2 e m0, de spin-0, o potencial

interpart́ıculas é dado por [28]

ϕ(r) = −GM
(

1

r
− 4

3

e−rm2

r
+

1

3

e−rm0

r

)
, (2.1)

donde segue que ϕ(0) = −GM (4m2 −m0) /3. Num trabalho subsequente, contudo,

Stelle notou que apesar do potencial ser finito, ainda persistiam as singularidades nas

curvaturas [102] (este tema será discutido em detalhes na Seção 2.4).

Em anos mais recentes, esses dois resultados associados ao modelo de quatro deri-

vadas, a saber, a finitude do potencial e a existência de singularidades na curvatura,

motivaram duas interessantes idéias. A primeira pode ser enunciada como uma con-

jectura que relaciona as divergências quânticas e clássicas de teorias de gravitação, ao

sugerir que a renormalizabilidade de um modelo estaria de alguma forma conectada

ao bom comportamento do potencial clássico, e vice versa [53, 83, 87]. A outra idéia é

que teorias locais de ordem superior são incapazes de resolver completamente o pro-

blema das singularidades clássicas, visto que na teoria de quarta ordem ainda existem

singularidades nos invariantes de curvatura. Neste caṕıtulo abordaremos precisamente

essas duas idéias, verificando sob quais condições a conjectura é válida e esclarecendo a

presença de singularidades nos invariantes de curvatura, pelo menos no regime linear.

Antes de seguir para os resultados originais, cabe comentar dois importantes exem-

plos nos quais a conjectura mencionada se mostra válida. O primeiro deles é o caso da

teoria polinomial incompleta (não-renormalizável), que só possui derivadas mais altas

no setor de R2, isto é,

Sgrav =
1

32πG

∫
d4x
√
−g [2R +RF (�)R] . (2.2)

Neste caso, como mostrado em [103], o potencial diverge na origem.
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O segundo exemplo surgiu mais recentemente, quando Modesto, Netto e Shapiro ge-

neralizaram o cálculo do potencial para modelos polinomiais super-renormalizáveis (1.15)

com a imposição adicional de que o propagador contivesse apenas pólos reais e sim-

ples no propagador [87]. O principal resultado desse trabalho foi uma nova verificação

da mencionada conjectura, mostrando que esses modelos têm um potencial finito na

origem: os vários modos massivos tensoriais e escalares contribuem de maneira a pre-

cisamente cancelar a singularidade newtoniana. Ainda, foi sugerido que isso ocorre

não apenas devido a um particular balanço entre as forças atrativas causadas pelos

modos saudáveis e aquelas repulsivas associadas aos fantasmas, mas também por conta

do balanço do número de modos tensoriais e escalares. Especificamente, em [87] se

conjecturou que caso o número das excitações massivas de cada spin não seja o mesmo

(o que está relacionado à perda de renormalizabilidade) o potencial não seria regular

na origem.

Neste caṕıtulo ampliaremos a discussão para modelos polinomiais arbitrários, defi-

nidos pela ação1

Sgrav =
1

32πG

∫
d4x
√
−g
{

2R +Rµν F1(�)Rµν +RF2(�)R
}
, (2.3)

onde F1 e F2 são funções polinomiais do operador de d’Alembert, não necessariamente

do mesmo grau. Note que o caso de polinômios triviais, isto é, Fi = const. 6= 0,

reduz-se à gravitação de Stelle; já a escolha F1 = F2 = 0 recupera a relatividade geral.

Como argumentado na Introdução, no limite newtoniano esta é a ação mais geral com

derivadas mais altas.

1Lembramos que neste caṕıtulo usamos as convenções ηµν = diag (−,+,+,+) para a métrica de

Minkovski e Rµν = Rαµαν para o tensor de Ricci.
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2.1 Limite newtoniano

No limite newtoniano, consideramos a métrica como uma perturbação da métrica

plana de Minkovski,

gµν = ηµν + hµν (2.4)

e trabalhamos com as equações de movimento linearizadas. Como nessa aproxima-

ção apenas os termos de segunda ordem em (2.3) irão contribuir para as equações de

movimento, expandimos a ação de acordo com (2.4) e obtemos sua forma bilinear,

S(2)
grav =

1

32πG

∫
d4x

[
1

2
hµν f2(�)�hµν − hρν f2(�) ∂ρ∂µh

µν

+
1

3
h [2f0(�) + f2(�)] ∂µ∂νh

µν − 1

6
h [2f0(�) + f2(�)] �h

− 1

3
hµν [f0(�)− f2(�)]

1

�
∂µ∂ν∂ρ∂ωh

ρω

]
, (2.5)

onde definimos

f0(�) = 1− F1(�)�− 3F2(�)� , (2.6)

e

f2(�) = 1 +
1

2
F1(�)� . (2.7)

Aplicando o prinćıpio variacional e introduzindo uma fonte material, segue a equa-

ção de movimento para o campo hµν ,

f2(�) (�hµν − ∂ρ∂µhρν − ∂ρ∂νhρµ) +
2

3
[f2(�)− f0(�)]

1

�
∂µ∂ν∂ρ∂ωh

ρω

+
1

3
[2f0(�) + f2(�)] (ηµν∂ρ∂ωh

ρω − ηµν�h+ ∂µ∂νh) = −16πGTµν , (2.8)

onde Tµν é o tensor de energia-momento associado à fonte. Uma vez que estamos

interessados no campo gerado por uma massa pontual estática, definimos

Tµν = ρ δ0
µ δ

0
ν , (2.9)
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com a densidade ρ = M δ(3)(r) . Decorre da simetria da fonte que é posśıvel escrever

a métrica na forma isotrópica

ds2 = −(1 + 2ϕ)dt2 + (1− 2ψ)(dx2 + dy2 + dz2) . (2.10)

Aqui ϕ = ϕ(r) e ψ = ψ(r) são os potenciais newtonianos e r =
√
x2 + y2 + z2 . Como

temos apenas dois potenciais métricos por determinar, podemos obtê-los resolvendo o

sistema formado pelo traço das equações de movimento e pela sua componente (00),

respectivamente,

f0(∆)∆(ϕ− 2ψ) = −4πGρ , (2.11)

f2(∆)∆(ϕ+ ψ)− f0(∆)∆(ϕ− 2ψ) = 12πGρ . (2.12)

Fizemos, ainda, a substituição � 7→ ∆, dado que a métrica é estática.

Ao invés de resolver o sistema de equações diferenciais acima diretamente para os

potenciais ϕ e ψ, é mais conveniente trabalhar com uma combinação linear na forma

χ0 ≡ ϕ− 2ψ e χ2 ≡ ϕ+ ψ . (2.13)

Uma vez que as equações são resolvidas para χ0 e χ2, é fácil encontrar a solução para

os potenciais originais, bastando fazer

ϕ =
1

3
(2χ2 + χ0) , ψ =

1

3
(χ2 − χ0) . (2.14)

Há ao menos duas razões para trabalhar com os potenciais auxiliares χ0 e χ2.

Primeiramente, as equações de campo assumem uma forma simples em termos das

funções f0 e f2. Com efeito, o sistema formado por (2.12) e (2.11) é equivalente a

f2(∆)∆χ2 = 8πGρ , (2.15)

f0(∆)∆χ0 = −4πGρ . (2.16)

Em segundo lugar, as funções f2 e f0 acima correspondem exatamente aos termos que

aparecem, respectivamente, nos setores de spin-2 e spin-0 do propagador associado à
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teoria (2.3) [104],

G(k) =
1

k2f2(−k2)
P (2) − 1

2k2f0(−k2)
P (0−s) , (2.17)

onde P (2) e P (0−s) são, respectivamente, os projetores de spin-2 e spin-0 (1.8); ı́ndices

tensoriais e os termos que dependem da escolha de calibre foram omitidos por simpli-

cidade.

Então, as ráızes das equações f2(−k2) = 0 e f0(−k2) = 0 determinam os pólos

massivos do propagador e, portanto, o espectro massivo do modelo. Neste esṕırito, a

Eq. (2.13) separa os potenciais métricos nas contribuições devidas aos modos de spin-

2 (via χ2) e de spin-0 (via χ0). Com base nessa relação entre as ráızes das equações

f2(−k2) = f0(−k2) = 0 e os pólos do propagador, iremos nos referir a essas quantidades

igualmente como ráızes ou pólos.

As equações (2.15) e (2.16) possuem a mesma estrutura essencial: a única dife-

rença significativa entre elas é o polinômio que aparece na função operatorial. Como

nosso objetivo é estudar teorias polinomiais gerais, não iremos basear nossa análise

em nenhum valor particular para os coeficientes de f0 e f2. Convém, então, definir as

quantidades κ0 = −4πG, κ2 = 8πG e escrever (2.15) e (2.16) como simplesmente

fs(∆)∆χs = κs ρ , (2.18)

com s = 0, 2. No que segue resolveremos esta equação aplicando o método de heat

kernel, baseado na transformada de Laplace, como introduzido em [95].

2.2 Solução via o método de heat kernel

Por economia de notação omitiremos os ı́ndices de spin em fs, χs e κs, restituindo-

os apenas no resultado final. Principiamos introduzindo a função de Green para a

Eq. (2.18),

Ĥ · Ĝ = 1̂ , (2.19)
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onde

Ĥ = f(∆)∆, (2.20)

que leva à solução integral

χ(x) = κ

∫
d3x′G(x, x′) ρ(x′) . (2.21)

Suponhamos, agora, que o operador (2.20) tem um inverso Ĥ−1(∆) que pode ser escrito

como transformada de Laplace de uma certa função Ξ, ou seja,

H−1(−ξ) =

∫ ∞
0

Ξ(s) e−sξ ds . (2.22)

Assim, a função de Green Ĝ pode ser representada no espaço de posições como

G(x, x′) =

∫ ∞
0

Ξ(s) 〈x | es∆ |x′〉 ds , (2.23)

onde

〈x | es∆ |x′〉 = K(|x− x′|; s) =
e−|x−x

′|2/4s

(4πs)3/2
(2.24)

é o heat kernel do laplaciano. A escolha x = r e x′ = 0 , simplifica a fórmula (2.21)

para

χ(r) = κM

∫ ∞
0

Ξ(s)K(r; s) ds . (2.25)

Particularizando para o modelo polinomial (2.3), consoante o teorema fundamental

da álgebra podemos fatorar o polinômio f(−ξ) na forma2

f(−ξ) =
N∏
i=1

(
m2
i + ξ

m2
i

)αi
(2.26)

onde ξ = −m2
i (com i ∈ {1, 2, ..., N}) é uma raiz da equação f(−ξ) = 0 e αi sua

multiplicidade. Note que se o grau de f(−ξ) é N — isto é, se há 2(N +1) derivadas na

2Os fatores m−2i precisam ser introduzidos pois a Eq. (2.6) requer f(0) = 1.
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ação no setor associado a f —, então
∑N

i=1 αi = N . Recordamos que por simplicidade

de notação omitimos os ı́ndices de spin; explicitando-os, teŕıamos que escrever fs, m(s)i,

α(s)i, Ns, Ns, Ξs e κs. Como nosso interesse é em modelos polinomiais gerais, não iremos

fazer nenhuma restrição inicial na natureza complexa ou real ou na multiplicidade das

quantidades m2
i .

A função Ξ(s) para modelos gerais de gravitação de ordem superior pode ser cal-

culada mediante a substituição de (2.26) em (2.22), e a inversão da transformada de

Laplace usando a decomposição em frações parciais [105]. O resultado é

Ξ(s) = −1 +
N∑
i=1

αi∑
j=1

Ai,j s
j−1 e−sm

2
i (2.27)

onde os coeficientes Ai,j são definidos pela decomposição de H−1(−ξ) em frações par-

ciais. Explicitamente,

Ai,j =
1

(αi − j)!(j − 1)!

dαi−j

dξαi−j

[
−(ξ +m2

i )
αi

ξf(−ξ)

] ∣∣∣∣∣
ξ=−m2

i

. (2.28)

Ainda, por economia de notação convém definir o śımbolo Ai,j para j > αi pondo

Ai,j>αi ≡ 0.

O potencial χ pode, dessarte, ser calculado inserindo (2.27) em (2.25), donde

χ(r) = −κM
4πr

+
κM

8π3/2

N∑
i=1

αi∑
j=1

Ai,j

∫ ∞
0

ds sj−
5
2 e−(sm2

i+r
2/4s) . (2.29)

Para que as integrais convirjam, assumimos que Rem2
i > 0. Fazendo a mudança de

variáveis sm2
i 7→ s cada uma das integrais acima se torna

Ii =

∫ ∞
0

ds sj−
5
2 e−(sm2

i+r
2/4s) = (m2

i )
3
2
−j
∫

Γ

ds sj−
5
2 e−(s+m2

i r
2/4s) , (2.30)

sendo que a última integral é efetuada ao longo da semi-reta Γ = {w ∈ C : w = m2
i t, t ∈

R
+}. Claramente, no caso de uma raiz m2

i real a integração permanece sendo sobre o

semi-eixo real positivo. Para ráızes complexas, contudo, o domı́nio de integração sofre
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uma rotação no plano complexo. Apesar disso, nesse domı́nio ainda se verifica a relação

Rew > 0. Como o integrando de (2.30),

h(s) ≡ sj−
5
2 e−(s+m2

i r
2/4s) , (2.31)

é uma função anaĺıtica com apenas uma singularidade remov́ıvel na origem, e é exponen-

cialmente suprimida quando |s| → ∞, podemos aplicar o teorema de reśıduos de Cau-

chy. Dessa forma, é nula a integral de h(s) ao longo do contorno Γ% = [0, %]∪C%∪{w ∈

C : w = m2
i (% − t), t ∈ (0, %]}, onde C% é o arco de circunferência de raio % que

conecta os pontos w1 = % e w2 = m2
i %. Passando ao limite % → ∞, segue que∫∞

0
h(s)ds =

∫
Γ
h(s)ds. Conclúımos dáı que mesmo na presença de ráızes complexas

m2
i é posśıvel realizar a integral sobre o semi-eixo real positivo. Logo,

Ii = (m2
i )

3
2
−j
∫ ∞

0

ds sj−
5
2 e−(s+m2

i r
2/4s) = 2

(
r

2mi

)j− 3
2

K 3
2
−j(mir) , (2.32)

onde escolhemos mi com parte real positiva e reconhecemos na integral uma representa-

ção da função de Bessel modificade de segunda espécie Kν [105]. Portanto, o potencial

χ é dado por

χ(r) = −κM
4πr

+
κM

4π3/2

N∑
i=1

αi∑
j=1

Ai,j

(
r

2mi

)j− 3
2

Kj− 3
2
(mir) . (2.33)

Para chegar a este resultado assumimos que Rem2
i > 0 e, posteriormente, Remi >

0. Esta condição é fisicamente justificada pelo requerimento de que o potencial cai

para zero a grandes distâncias, bem como para evitar táquions no modelo. A primeira

condição, contudo, relaciona-se ao método do heat-kernel usado para resolver (2.15) e à

premissa que o operador Ĥ−1 tem a forma (2.22). Na verdade, a solução (2.33) também

é válida para os casos nos quais o polinômio f(−ξ) tem ráızes tais que | Immi| >

Remi > 0, pois as funções de Bessel fornecem a continuação anaĺıtica de cada termo

em (2.29), visto como função de um m2
i arbitrário com Remi > 0. Notamos que é

posśıvel obter o potencial (2.33) diretamente para o caso mais geral de | argmi| < π/2
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aplicando o método da transformada de Fourier e usando a representação de Basset

das funções de Bessel modificadas [106]. Os cálculos, no entanto, são mais longos e

tediosos.

O caso da relatividade geral (f0 = f2 ≡ 1) é um exemplo trivial do resultado

anterior, pois ΞRG(s) = −1 e χRGs (r) = −κsM(4πr)−1, donde χRG2 = −2GMr−1 e

χRG0 = GMr−1; assim ϕ = ψ = −GMr−1. Outro exemplo direto é quando f(−ξ) = 0

tem apenas ráızes não-degeneradas (ND). Então αi = 1∀ i, e Ξ(s) se reduz a [95]

ΞND(s) = −1 +
N∑
i=1

e−sm
2
i

∏
j 6=i

m2
j

m2
j −m2

i

, (2.34)

enquanto que o potencial é dado por

χND
s (r) = −κsM

4πr

[
1−

Ns∑
i=1

e−m(s)ir
∏
j 6=i

m2
(s)j

m2
(s)j −m2

(s)i

]
, (2.35)

onde restitúımos os ı́ndices s = 0, 2 referentes ao setor de spin. Este resultado concorda

com χ2 obtido por Frolov em [95]. Ainda, retornando aos potenciais métricos originais

temos o potencial newtoniano modificado

ϕND(r) = − GM
r

[
1− 4

3

N2∑
i=1

e−rm(2)i

∏
j 6=i

m2
(2)j

m2
(2)j −m2

(2)i

+
1

3

N0∑
i=1

e−rm(0)i

∏
j 6=i

m2
(0)j

m2
(0)j −m2

(0)i

]
, (2.36)

verificando os cálculos de Modesto, Netto e Shapiro [87]. Suprimindo os termos relacio-

nados aos modos escalares na equação anterior (fazendo, por exemplo, m(0)i −→∞, ∀ i)

segue o resultado de Quandt e Schmidt [103]. Vale notar que essas três referên-

cias, [87, 95, 103], consideraram que os pólos do propagador eram reais; vemos aqui

que a mesma fórmula vale no caso mais geral, com pólos complexos simples. Este

resultado foi obtido por nós originalmente em [107], por meio de outros métodos. O

racioćınio (mais geral) que aqui apresentamos segue nosso trabalho mais recente [108].
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No caso de polinômios fs arbitrários temos os potenciais métricos

ϕ(r) = −GM
r

+
4

3

GM√
π

N2∑
i=1

α(2)i∑
j=1

A(2)i,j

(
r

2m(2)i

)j− 3
2

Kj− 3
2
(m(2)ir)

− 1

3

GM√
π

N0∑
i=1

α(0)i∑
j=1

A(0)i,j

(
r

2m(0)i

)j− 3
2

Kj− 3
2
(m(0)ir) , (2.37)

e

ψ(r) = −GM
r

+
2

3

GM√
π

N2∑
i=1

α(2)i∑
j=1

A(2)i,j

(
r

2m(2)i

)j− 3
2

Kj− 3
2
(m(2)ir)

+
1

3

GM√
π

N0∑
i=1

α(0)i∑
j=1

A(0)i,j

(
r

2m(0)i

)j− 3
2

Kj− 3
2
(m(0)ir) . (2.38)

Como notado anteriormente, as quantidades m(s)i são as massas dos novos graus de

liberdade de spin-s. Ainda, os potenciais são sempre reais, apesar da possibilidade de

pólos complexos no propagador. O cancelamento da parte imaginária ocorre porque

Kn(z̄) = Kn(z) para n ∈ R, e Aī,j = Ai,j; o sub-́ındice barrado ī se refere ao pólo

conjugado a m2
i . Novamente, a primeira referência a considerar soluções para a gravi-

tação polinomial geral (incluindo o caso de pólos complexos e degenerados) foi nosso

trabalho [107]. Lá o foco era no cancelamento da singularidade newtoniana do po-

tencial, e a abordagem para o problema não requeria o cálculo da expressão completa

para o potencial, em todas as ordens em r. Portanto, pólos degenerados puderam ser

considerados como situações limites de casos com pólos simples, como em [103]. O pro-

cedimento, no entanto, pode ser amb́ıguo para a obtenção da expressão completa para

o potencial para pólos de ordem maior que dois. A fórmula (2.37) resolve a dificuldade

ao considerar, explicitamente e desde o prinćıpio, pólos de multiplicidade arbitrária.

2.3 Finitude dos potenciais métricos

Com as expressões para os potenciais métricos é posśıvel analisar a questão da

finitude e regularidade das soluções. Principiamos reparando que se ambos χ2 e χ0
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são finitos na origem, os potenciais ϕ e ψ também o serão. No que segue usaremos a

fórmula geral (2.33) para mostrar que χs é finito para um polinômio arbitrário não-

trivial da forma (2.6) (ou (2.7)). Como conclusão, se f0 e f2 têm grau pelo menos igual

a um, então os potenciais ϕ e ψ são finitos em r = 0.

Omitindo novamente o ı́ndice referente ao spin, reescrevemos (2.33) separando os

termos para os quais j > 3/2:

χ(r) = −κM
4πr

+
κM

4π3/2

N∑
i=1

[
Ai,1

√
2mi

r
K− 1

2
(mir) +

αi∑
j=2

Ai,j

(
r

2mi

)j− 3
2

Kj− 3
2
(mir)

]
,

(2.39)

onde o somatório sobre j ≥ 2 é considerado apenas caso αi > 1. Para j ≥ 2 e r pequeno

as funções Kj− 3
2
(mir) se comportam como r−j+3/2 [105]. Logo, todos os termos com

j ≥ 2 são finitos em r = 0. Resta checar que os termos com j = 1 são capazes de

cancelar a singularidade newtoniana. Dado que

K± 1
2
(z) =

√
π

2z
e−z , (2.40)

os termos com j = 1 são do tipo

κM

4π3/2

N∑
i=1

Ai,1

√
2mi

r
K− 1

2
(mir) =

κM

4πr

N∑
i=1

Ai,1 e
−mir . (2.41)

Portanto, o potencial (2.33) pode ser escrito como

χ(r) =
κM

4πr

[
−1 +

N∑
i=1

Ai,1

]
+ χ{0} + χ{1}r + χ{2}r2 + O(r3) , (2.42)

onde χ{0}, χ{1} e χ{2} são constantes. Para mostrar que o potencial χ é finito na origem,

basta provar que ∑
i

Ai,1 = 1. (2.43)

Em prinćıpio, os coeficientes Ai,j podem ser escritos em termos das ráızes do po-

linômio f , embora para casos gerais essa é uma tarefa consideravelmente mais dif́ıcil.
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Um exemplo básico é o caso de modelos que têm apenas pólos simples, para os quais a

relação (2.43) assume a forma ∑
i

∏
j 6=i

m2
j

m2
j −m2

i

= 1, (2.44)

como se verifica facilmente ao expandir a solução (2.35) em potências de r. Esta

Eq. (2.44) é, na realidade, uma identidade válida para qualquer conjunto de N núme-

ros distintos {m2
1,m

2
2, · · · ,m2

N}, e foi usada para demonstrar a finitude do potencial

para modelos polinomiais super-renormalizáveis com pólos reais em [87]. Apresenta-

mos uma demonstração dessa identidade em [107] (ver, alternativamente, o Apêndice A

desta tese), onde também a aplicamos para generalizar o resultado de [87] para mode-

los polinomiais gerais. Seguiremos aqui, contudo, o caminho alternativo mais fácil e

abrangente desenvolvido em [108], e provaremos (2.43) diretamente, sem a necessidade

de resolver Ai,1 em termos das massas.

Começamos recordando que f é uma função polinomial de grau N ≥ 1 tal que

f(0) = 1, e que as quantidades Ai,j definidas por (2.28) estão associadas aos coeficientes

ai,j desta decomposição em frações parciais:

− 1

ξf(−ξ)
= −1

ξ
+

N∑
i=1

αi∑
j=1

ai,j
(ξ +m2

i )
j
. (2.45)

De fato, ai,j = Ai,j(j − 1)! e, em particular, Ai,1 = ai,1 e Ai,2 = ai,2. Reagrupando o

membro direito numa única fração obtém-se

−
N∏
i=1

m2αi
i = −

N∏
i=1

(ξ +m2
i )
αi + ξ

N∑
i=1

αi∑
j=1

ai,j(ξ +m2
i )
αi−j

∏
k 6=i

(ξ +m2
k)
αk . (2.46)

Comparando, pois, os dois membros ordem a ordem em ξ segue, para o termo de

ordem mais alta (ordem N =
∑

i αi),

0 =

(
−1 +

N∑
i=1

ai,1

)
ξN , (2.47)
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donde

N∑
i=1

Ai,1 = 1 . (2.48)

A substituição deste resultado em (2.42) mostra que a singularidade newtoniana do

potencial χs é cancelada se Ns ≥ 1, ou seja, se a ação contém pelo menos quatro

derivadas no setor de spin-s.

Portanto, um modelo de gravitação polinomial terá um potencial finito na ori-

gem se e somente se tiver pelo menos quatro derivadas no setor de spin-2 e de spin-

0. Assim, o modo mais simples de evitar a singularidade newtoniana é introduzir o

termo
∫
d4x
√
−gR2

µν na ação de Einstein-Hilbert. A inclusão apenas deste termo é

suficiente para tornar o potencial finito, porém o modo escalar resultante é um tá-

quion (vide (1.11)). Para evitá-lo é preciso incluir, pelo menos, um termo do tipo∫
d4x
√
−gR2: temos então a teoria renormalizável de Stelle. Podemos muito bem in-

cluir termos com mais derivadas em um dos setores, por exemplo
∫
d4x
√
−gR�R, sem

afetar a finitude do potencial, visto que o cancelamento da singularidade de χ0 ocorre de

forma idependente de χ2. Essa escolha, porém, torna o modelo não-renormalizável, já

que o propagador e os vértices se tornam não-homogêneos na potência de momento [87].

Neste ponto convém retornar à conjectura mencionada no começo deste caṕıtulo, de

que haveria uma relação entre a renormalizabilidade do modelo e o comportamento do

potencial newtoniano próximo à origem [53, 83, 87]. Nosso resultado mostra que real-

mente existe uma relação entre essas propriedades, mas apenas apenas em um sentido:

modelos renormalizáveis têm pelo menos quatro derivadas em cada setor, logo têm

potenciais finitos. A rećıproca não é verdadeira: existem modelos não-renormalizáveis

com potencial finito. Essa análise também esclarece a questão do balanço entre o nú-

mero de fantasmas e part́ıculas benignas e a finitude do potencial sugerida em [87],

ao mostrar que mesmo em modelos “desbalanceados” pode ocorrer o cancelamento da

singularidade.
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2.4 Regularidade dos invariantes de curvatura

Munidos das expressões gerais para os potenciais métricos, (2.37) e (2.38), podemos

analisar a questão da existência de soluções regulares nas curvaturas. Como é bem

conhecido, a ausência de singularidades na métrica não é suficiente para garantir que os

invariantes de curvatura são regulares. Por exemplo, para uma métrica na forma (2.10),

o invariante de Kretschmann RµναβR
µναβ é dado por

R2
µναβ = 4(ϕ′′2 + 2ψ′′2) +

16

r
ψ′ψ′′ +

8

r2
(ϕ′2 + 3ψ′2) , (2.49)

que claramente diverge se ϕ′(0) e ψ′(0) são diferentes de zero.

Para analisar de forma mais rigorosa as condições para termos invariantes de cur-

vatura regulares, vamos supor que ambos potenciais métricos são finitos:

ϕ(r) = ϕ0 + ϕ1r + ϕ2r
2 + ϕ3r

3 +O(r4) , (2.50)

ψ(r) = ψ0 + ψ1r + ψ2r
2 + ψ3r

3 +O(r4) . (2.51)

Em termos de ϕn e ψn o escalar de Kretschmann se escreve

R2
µναβ =

8(ϕ2
1 + 3ψ2

1)

r2
+

32(ϕ1ϕ2 + 4ψ1ψ2)

r

+ 48
(
ϕ2

2 + 4ψ2
2 + ϕ1ϕ3 + 5ψ1ψ3

)
+O(r) . (2.52)

Portanto, o invariante R2
µναβ é regular se e somente se ϕ1 = ψ1 = 0. Esta é, na verdade,

a condição de regularidade para todo o conjunto dos invariantes de curvatura3:

R2
µν =

2(3ϕ2
1 − 6ϕ1ψ1 + 11ψ2

1)

r2
+

32(ϕ1ϕ2 − ϕ2ψ1 − ϕ1ψ2 + 4ψ1ψ2)

r

+12[4ϕ2
2 + 16ψ2

2 − 8ϕ2ψ2 + 5ϕ1(ϕ3 − ψ3) + ψ1(21ψ3 − 5ϕ3)] +O(r) ,

(2.53)

R =
4

r
(2ψ1 − φ1) + 12(2ψ2 − φ2) +O(r) , (2.54)

C2
µναβ =

4

3

(ϕ1 + ψ1)2

r2
− 8(ϕ1 + ψ1)(ϕ3 + ψ3) +O(r) , (2.55)

3Pode-se mostrar, ainda, que essas condições para a regularidade dos invariantes de curvatura

também são necessárias e suficientes para regularizar as componentes dos tensores de curvatura [109].
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onde Cµναβ é o tensor conforme de Weyl, que satisfaz

C2
µναβ = R2

µναβ − 2R2
µν +

1

3
R2. (2.56)

Vale notar que os invariantes R e C2
µναβ podem ser regulares independentemente dos

demais, visto que eles dependem, respectivamente, apenas das combinações 2ψ−φ = χ0

(setor escalar) e ϕ + ψ = χ2 (setor de spin-2). Devido à relação entre a regularidade

da solução e o coeficiente do termo linear em r na expansão de um dado potencial,

diremos que um certo potencial π(r) é regular se cumpre π′(0) = 0 [95]. Em termos

dessa definição, para que uma métrica seja regular, ela deve ser ao mesmo tempo ϕ-

regular e ψ-regular. Ainda, a regularidade de χ0 implica naquela de R, enquanto que a

regularidade de χ2, na de C2
µναβ. É interessante reparar, ainda, que (2.55) sugere que

soluções χ2-regulares são conformalmente planas na origem4.

É natural, então, perguntar-se quão comum é a ocorrência da condição ϕ1 = ψ1 = 0

em teorias de gravitação de ordem superior. Já mencionamos aqui que a teoria de

quarta ordem não satisfaz essa condição quando acoplada com uma fonte delta de

Dirac [102] (ver também [84–86] para uma discussão mais recente). Porém, para a gra-

vitação de sexta ordem com um par de pólos complexos essa condição é verificada [88],

e considerações gerais dando suporte à conjectura de que para teorias com mais de

quatro derivadas a condição ϕ1 = ψ1 = 0 deve valer foram apresentadas em [86].

Aqui daremos uma resposta direta à questão, mostrando explicitamente as condições

4Isso pode ser verificado calculando explicitamente as componentes para o tensor de Weyl e no-

tando que elas tendem a zero quando r −→ 0. Com efeito, usando coordenadas esféricas tem-se as

componentes não-triviais

Ctrtr =
1

3

(
χ′′2 −

χ′2
r

)
, (2.57)

Ctθtθ = Crθrθ =
Ctφtφ
sen2θ

=
Crφrφ
sen2θ

= −1

2
r2Ctrtr , (2.58)

Cθφθφ = −r4sen2θ Ctrtr , (2.59)

que se anulam em r = 0.
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necessárias e suficientes para termos uma métrica regular em teorias polinomiais de

gravitação acopladas a uma fonte δ.

Para tanto, iremos estender até ordem r os cálculos da seção anterior, que mos-

traram que os potenciais auxiliares χs são finitos em teorias polinomiais completas.

Usando novamente a expressão para o potencial geral (2.39) e a expansão em série de

potências das funções de Bessel modificadas [105],

Kj− 3
2
(mir) =

√
π e−mir

j−2∑
k=0

(j + k − 2)!

k!(j − k − 2)!(2mir)
k+ 1

2

, j ∈ N, j ≥ 2 , (2.60)

não é dif́ıcil verificar que os termos que contribuem na ordem linear em r fornecem (ver

Eq. (2.42))

χ{1} =
κM

4π

N∑
i=1

{
Ai,1m

2
i

2
− Ai,2

2
+
N∑
j=3

Ai,j
(4m2

i )
j−2

[
(2j − 5)!

(j − 3)!
− (2j − 4)!

2(j − 2)!

]}
. (2.61)

Porém, o termo entre colchetes dentro do somatório sobre j ≥ 3 é nulo, pois é igual a

(2j − 5)! [2(j − 2)− (2j − 4)]

2(j − 2)!
= 0 . (2.62)

Logo,

χ{1} =
κM

8π
(S1 − S2) , (2.63)

onde definimos as quantidades

S1 =
N∑
i=1

Ai,1m
2
i , S2 =

N∑
i=1

Ai,2 . (2.64)

Retornamos então à definição dos coeficientes Ai,j em função das ráızes m2
i , dada

pela Eq. (2.46). Vamos supor que N ≥ 2. Comparando, agora, os termos proporcionais

a ξN−1 segue

N∑
i=1

[
−m2

iαi + Ai,1

(
m2
i (αi − 1) +

∑
j 6=i

m2
jαj

)
+ Ai,2

]
= 0 . (2.65)
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Como, dado i vale ∑
j 6=i

m2
jαj = −m2

iαi +
∑
j

m2
jαj , (2.66)

e usando (2.48), temos que

N∑
i=1

Ai,2 =
N∑
i=1

Ai,1m
2
i . (2.67)

Em termos das definições da Eq. (2.64), a identidade acima se torna S2 = S1. Sali-

entamos que esta relação é válida somente para N ≥ 2. O caso N = 1 trivialmente

implica em S1 = m2
1 e S2 = 0. Restituindo os ı́ndices do setor de spin, conclúımos

que S(s)1 = S(s)2 se e somente se o grau do polinômio fs é Ns > 1. Recordando que

2(Ns + 1) é o número de derivadas no setor de spin-s da ação, segue-se que teorias de

ordem maior que quatro no setor de spin-s são χs-regulares.

Assim, a condição necessária e suficiente para a regularidade dos invariantes de

curvatura é a presença de pelo menos seis derivadas tanto no setor de spin-2 quanto

no de spin-0. Em outras palavras, todas as teorias de ordem superior definidas por

polinômios F1 6= −3F2 não-triviais (isto é, não-constantes) são regulares no limite

newtoniano. Em particular, isso vale para toda a classe de modelos locais super-

renormalizáveis, incluindo os do tipo Lee-Wick.

Neste cenário, as únicas possibilidades para termos uma solução singular associ-

ada a uma massa puntiforme, no limite newtoniano, ocorrem caso F1(�) = const. ou

F1(�) = −3F2(�). No primeiro caso o setor de spin-2 contém o pólo sem massa corres-

pondente ao gráviton e, possivelmente, uma part́ıcula massiva (fantasma). Em termos

da definição de π-regularidade [95], podemos dizer que tal solução não é χ2-regular,

apesar de eventualmente ser χ0-regular (se F2(�) ∼ �p com p ≥ 1). Para o segundo

caso, isto é, se F1(�) = −3F2(�), a solução não é χ0-regular. Evidentemente, uma

solução regular deve ser ao mesmo tempo χ0- and χ2-regular. Em particular, a gra-

vitação de Stelle não é regular no limite newtoniano quando acoplada com uma fonte
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delta de Dirac [84–86,102], apesar de que ela pode ser ϕ-regular caso os parâmetros da

ação sejam escolhidos de sorte que m0 = 2m2 (vide (1.11)).

Pensando no paralelo entre as divergências clássicas e quânticas que mencionamos

anteriormente [53,83,87], podemos dizer que teorias de gravitação renormalizáveis têm

potenciais finitos na origem, enquanto que as super-renormalizáveis têm limite newto-

niano regular. Como vimos, as rećıprocas não são verdadeiras, havendo teorias com

curvaturas regulares que não são super-renormalizáveis (ou sequer renormalizáveis).

2.5 Comentário com vistas ao caso completo, não

linear

Os resultados apresentados neste caṕıtulo foram todos obtidos na aproximação li-

near. Sem dúvidas, a questão mais interessante é a existência de singularides na teoria

polinomial completa, não-linear. O primeiro passo nessa direção foi dado ainda nos

anos 1970 por Stelle [102], que mostrou que apesar do potencial newtoniano ser finito

na teoria de quarta ordem, a solução associada a uma massa pontual apresenta sin-

gularidade na curvatura, tanto no ńıvel linear quanto no não-linear. Mais geralmente,

assumindo que a solução pode ser escrita como uma série de Frobenius ao redor de

r = 0, ele encontrou três famı́lias de soluções estáticas esfericamente simétricas, duas

singulares e uma regular. Dentre as famı́lias de soluções singulares, uma delas contém

a solução de Schwarzschild. A presença da solução de Schwarzschild é esperada, porque

devido à relação de Gauss-Bonnet,∫
d4x
√
−g

(
R2
µναβ − 4R2

µν +R2
)

= termo de superf́ıcie, (2.68)

é posśıvel remover por completo um eventual termo do tipo
∫
d4x
√
−gR2

µναβ na ação, e

as equações de movimento resultantes dependerão apenas de R e Rµν . Assim, qualquer

solução de vácuo das equações de Einstein (isto é, com Rµν = 0) também será solução

da teoria com quatro derivadas [102, 110]. Stelle, porém, mostrou que a solução de
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Schwarzschild, diferentemente do caso da relatividade geral, não é aquela que se acopla

com uma fonte do tipo delta de Dirac. Em espećıfico, ela não se acopla a uma densidade

de matéria positivo-definida [102]. Situação semelhante ocorre com a famı́lia de soluções

regulares, que na verdade são apenas soluções de vácuo, análogas à solução plana para

a relatividade geral pura. Por fim, a outra famı́lia de soluções singulares é aquela que

se acopla com uma fonte delta e, no regime r →∞, coincide a métrica linearizada do

tipo (2.1) — ou seja, uma combinação de potenciais de Newton e Yukawa.

Mais recentemente, com o advento de métodos computacionais eficientes, outros

aspectos das soluções não-lineares estáticas e esfericamente simétricas foram considera-

das no contexto da gravitação de quarta ordem [84–86]. Em particular, foi estudado o

que ocorre quando soluções assintóticas no regime de campo forte são conectadas com

soluções para r grande, na forma de potenciais de Newton e Yukawa combinados (caso

particular das nossas Eqs. (2.37) e (2.38)). Em resumo, o resultado é que para uma

fonte do tipo δ, a solução não tem horizonte e termina numa singularidade tipo-tempo

em r = 0. A singularidade é esperada, pois ela está presente mesmo no regime linear.

Ainda, a ausência de horizontes no modelo completo com quatro derivadas é assegurada

por um teorema geral [84,85,111], e apenas modelos particulares nos quais a ação não

contém o setor de R2 podem ter horizontes.

O caso de teorias com mais de quatro derivadas foi estudado apenas mais recente-

mente. No artigo [86] métodos númericos usando a técnica de Frobenius foram empre-

gados para buscar soluções assintóticas próximas à origem em modelos com seis, oito e

dez derivadas. Nenhuma solução do tipo Schwarzschild foi encontrada, soluções sigula-

res tampouco. A não-existência da solução de Schwarzschild é esperada, já que a ação

de teorias gerais com mais de quatro derivadas também contém termos quadráticos no

tensor de Riemann, tais como
∫
d4x
√
−gRµναβ �Rµναβ, que não podem ser eleminados

além do regime linear via a relação (1.14), pois ainda permanecem estruturas de ordem

maior que dois nas curvaturas.

O resultado que apresentamos aqui mostra, analiticamente, que as soluções asso-
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ciadas a uma massa pontual na teoria polinomial geral linearizada são regulares. Isso

verifica o resultado numérico de Holdom para teorias particulares [86], reforçando a

conjectura de que a regularidade da solução linearizada é condição necessária (mas não

suficiente) para a regularidade da solução completa (não-linear). Obtivemos ainda o

comportamento assintótico das soluções que se acoplam a uma fonte delta, para teo-

rias polinomiais arbitrárias, o que pode ser útil na busca computacional por soluções

em regime de campo forte próximas à origem e o estudo da existência e números de

horizontes.
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Capı́tulo 3
Derivadas mais altas e regularização da

fonte

No caṕıtulo anterior mostramos que teorias com pelo menos quatro derivadas nos

setores de spin-2 e spin-0 têm potencial newtoniano finito na origem, enquanto aquelas

com pelo menos seis derivadas têm um limite newtoniano regular, sem singularidades

nas curvaturas. Essa caracteŕıstica das teorias polinomiais motiva a indagação de se

essas propriedades também se verificam nas teorias não-locais, como aquelas definidas

por (1.20), citadas na Introdução.

Do ponto de vista cronológico, a regularidade de modelos não-locais foi verificada

antes mesmo daquela dos polinomiais. Por exemplo, em [94, 95] foi mostrado que a

teoria definida pelo fator de forma inspirado na teoria de cordas tem limite newtoniano

regular. Em [96,97] esse resultado foi estendido para teorias definidas pela exponencial

de um monômio. Em certas referências, tais como [92, 93, 98, 100, 112], chegou-se a

sugerir que a não-localidade e/ou a condição de ausência de fantasmas era determinante

para evitar a singularidade. Os resultados obtidos no caṕıtulo anterior, e apresentados

em [108,109], deram a negativa a esta idéia.
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Por outro lado, a interpretação de que teorias não-locais são o limite de teorias

polinomiais quando o número de derivadas tende a infinito [53] motiva a análise precisa

de como, e em que condições, a regularidade das soluções daqueles modelos pode ser

vista como herança dos modelos locais. Este é o foco deste caṕıtulo, que se baseia nos

resultados apresentados em [113]. Principiamos com a verificação da regularidade do

limite newtoniano em teorias polinomiais usando um método alternativo ao do caṕıtulo

precedente, e logo o estenderemos para as teorias não-polinomiais e sem fantasmas.

Assim como no caṕıtulo anterior, trabalharemos com a ação

Sgrav =
1

32πG

∫
d4x
√
−g
{

2R +Rµν F1(�)Rµν + RF2(�)R
}
, (3.1)

porém aqui permitiremos que F1 e F2 sejam funções não-polinomiais [74,75,77–79,81].

O propagador associado a este modelo tem a mesma estrutura de (2.17), porém aqui

f0(z) = 1− zF1(z)− 3zF2(z) e f2(z) = 1 +
z

2
F1(z) (3.2)

não são, necessariamente, funções polinomiais. Novamente, as ráızes de fs(−k2) = 0

definem os pólos massivos do propagador. Se as funções Fi forem escolhidas de tal

forma que

fs(z) = eHs(z) , (3.3)

onde Hs é uma função inteira, então o setor de spin-s do propagador não tem pólos

massivos. Uma teoria com f2 desta forma evita o fantasma massivo de spin-2, que viola

a unitariedade da teoria de Stelle. Por este motivo esses modelos são frequentemente

chamados de gravitação livre de fantasmas (ghost-free gravity).

3.1 Fontes efetivas e funções de massa

Toda a discussão desenvolvida na Seção 2.1 do caṕıtulo anterior se aplica para os

modelos mais gerais considerados neste caṕıtulo. Principiamos a discussão, portanto,
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com a equação para os potenciais auxiliares χ2 e χ0 (2.13) associados a uma métrica

estática e esfericamente simétrica em coordenadas isotrópicas,

fs(∆)∆χs = κs ρ , (3.4)

Como vimos no caṕıtulo anterior, uma vez que os potenciais χ0 e χ2 são conhecidos,

é posśıvel calcular os invariantes de curvatura associados à métrica (2.10). Ainda, para

que estes sejam regulares é preciso que os potenciais auxiliares satisfaçam χ′2(0) =

χ′0(0) = 0.

Cada uma das equações (3.4) pode ser vista como uma equação de Poisson com

uma fonte modificada (ou fonte efetiva)

∆χs = κs %s , (3.5)

onde as “novas” fontes %s satisfazem

ρ(r) = fs(∆) %s(r). (3.6)

Particularizando para uma fonte delta de Dirac, ρ(r) = Mδ(3)(r), segue

%s(r) =
M

2π2r

∫ ∞
0

k sen(kr)

fs(−k2)
dk . (3.7)

Note que a presença do termo não-trivial fs(−k2) no integrando induz uma delocaliza-

ção da fonte δ original.

Seguindo a descrição do efeito das derivadas mais altas por meio da equação de

Poisson com fontes efetivas, podemos definir a função de massa

ms(r) = 4π

∫ r

0

x2%s(x)dx (3.8)

como a massa efetiva dentro de uma esfera de raio r centrada na origem, associada ao

potencial χs. Em teorias estendidas essa quantidade não será constante, uma vez que

a densidade efetiva de matéria é não-pontual e a massa total M agora preenche todo o

espaço.
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Da mesma forma que a massa efetiva ms acima se relaciona à força newtoniana

(modificada) exercida sobre part́ıculas teste, podemos definir uma outra quantidade

massiva, m̃s, que é aquela que aparece na expressão para o potencial,

χs(r) =
κsm̃s(r)

r
. (3.9)

De fato, usando este Ansatz a Eq. (3.5) nos fornece

m̃′′s(r) = r%s(r) , (3.10)

donde segue a relação entre ms e m̃s:

m̃s(r) = c0 + c1 r +
r

4π

∫ r

0

ms(x)

x2
dx . (3.11)

A constante de integração c0 será definida pelo comportamento esperado de limr→0 m̃s.

Por exemplo, nesses casos de teorias estendidas interpretamos a massa total M como

delocalizada, e uma escolha natural é c0 = 0. No que segue tomaremos c0 = 0. Por

outro lado, tendo em vista (3.9), a escolha de c1 é motivada pelo requerimento χs −→ 0

para r −→∞.

3.2 Regularização em modelos polinomiais

Particularizando os conceitos para o caso de um modelo de gravitação polinomial

geral, nas linhas do discutido no caṕıtulo anterior podemos escrever

fs(−k2) =
Ns∏
i=1

(
k2 +m2

(s)i

m2
(s)i

)α(s)i

, (3.12)

que é a mesma equação (2.26). Recordamos que k2 = −m2
(s)i (com i = 1, ..., Ns) é

uma das Ns ráızes da equação fs(−k2) = 0, e α(s)i é a sua multiplicidade. O grau do

polinômio fs(z) é
∑

i α(s)i = Ns.

Podemos, então aplicar a decomposição em frações parciais ao termo 1/fs(−k2)

em (3.7) ,

1

fs(−k2)
=

Ns∑
i=1

α(s)i∑
j=1

a(s)i,j

(k2 +m2
(s)i)

j
, (3.13)
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onde os coeficientes a(s)i,j podem ser calculados usando, por exemplo, o método dos

reśıduos de Heaviside1. No entanto, em situação análoga ao caṕıtulo anterior, é posśıvel

obter resultados úteis sem a necessidade de calculá-los explicitamente.

Substituindo, pois, (3.13) em (3.7) encontram-se as fontes efetivas associadas à

gravitação de ordem superior polinomial,

%s(r) =
M
√
π

(2π)2

Ns∑
i=1

α(s)i∑
j=1

a(s)i,j

(j − 1)!

(
r

2m(s)i

)j− 3
2

Kj− 3
2
(m(s)ir) , (3.14)

onde Kν é a função de Bessel modificada de segunda espécie. Como não fizemos

nenhuma particularização sobre o polinômio fs, essa expressão é válida no caso de

pólos complexos e/ou de ordens mais altas. No caso de pólos complexos, escolhemo-los

com parte real positiva, à maneira do discutido na Seção 2.2, para que %s(r) tenda a

zero para grandes distâncias.

É instrutivo apresentar alguns exemplos. Para a gravitação de quarta ordem temos

%s(r) =
Mm2

(s)1

4πr
e−rm(s)1 . (3.15)

Já no caso da gravitação de sexta ordem e um par de pólos conjugados com m(s)1 =

m(s)2 = a+ ib temos,

%s(r) =
M(a2 + b2)2sen(br)

8πabr
e−ar . (3.16)

Para o mesmo modelo, mas com apenas um pólo real de ordem dois, temos

%s(r) =
Mm3

(s)1

8π
e−rm(s)1 . (3.17)

Essas fontes efetivas são delocalizadas porém não necessariamente regulares. É imediato

verificar que no caso da gravitação de Stelle, (3.15) diverge quando r −→ 0, ao passo

que para (3.16) e (3.17) esse limite está bem definido. No que segue estabeleceremos

condições necessárias e suficientes para que %s seja regular.

1Os coeficientes a(s)i,j deste caṕıtulo não devem ser confundidos com os que aparecem no caṕıtulo

anterior, em (3.13).
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Começamos expandindo a expressão geral para a fonte efetiva (3.14) ao redor de

r = 0. Usando as fórmulas correspondentes para as funções de Bessel [105] obtém-se

%s(r) =
M

4πr
σ(s)1 + ws + O(r) , (3.18)

onde σ(s)1 ≡
∑

i a(s)i,1 e ws é uma constante. Para mostrar que a fonte é regular

basta verificar que o coeficiente σ(s)1 (que multiplica o termo divergente r−1) é nulo.

Provaremos que

σ(s)1 =

 m2
(s)1 , se Ns = 1,

0 , se Ns > 1.
(3.19)

Essa proposição pode ser demonstrada para o caso geral considerando apenas rela-

ções entre as quantidades a(s)i,j. Com efeito, ao reagrupar o lado direito de (3.13) em

uma única fração segue∑
i

∑
j a(s)i,j

(
k2 +m2

(s)i

)α(s)i−j∏
`6=i

(
k2 +m2

(s)`

)α(s)`

fs(−k2)
∏

i(m
2
(s)i)

α(s)i
. (3.20)

Então, comparando os dois membros de (3.13), com o lado direito escrito como acima,

obtemos Ns relações entre as quantidades a(s)i,j e as “massas” m(s)i. Em particular,

para o termo de ordem mais alta, proporcional a k2(Ns−1), temos
∑

i a(s)i,1 = σ(s)1 = 0.

O caso Ns = 1 é claramente trivial, pois não há termo dependendo de k no numerador

de (3.20), donde a(s)i,1 = m2
(s)1. Isso prova a Eq. (3.19).

Diremos que a fonte delta de Dirac é completamente regularizada se ambos %0 e

%2 são finitos. Consoante o que acabamos de provar, isso ocorre se, e somente se,

F1 e F2 são polinômios de grau pelo menos igual a um (isto é, são polinômios não-

triviais) e2 F1 6= −3F2. Lembrando o resultado central do caṕıtulo anterior, vemos que

essa é exatamente a mesma condição para termos um limite newtoniano regular, sem

singularidades nos invariantes de curvatura. Isso pode ser mostrado explicitamente,

usando as funções de massa definidas há pouco.

2A condição F1 6= −3F2 garante que f0 não é uma constante, ver (3.2).
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De fato, substituindo (3.18) e (3.19) na equação para a função de massa (3.8) segue

que, próximo da origem,

ms(r) ∼

 r2 , se Ns = 1,

r3 , se Ns > 1.
(3.21)

Ainda, substituindo (3.18) em (3.11) temos que a expansão de m̃s no entorno de r = 0

se inicia no termo linear, e que o seguinte termo será da mesma ordem de (3.21).

Portanto, o comportamento do potencial χs próximo à origem será

χs(r) =

 const. + O(r), if Ns = 1,

const. + O(r2) , if Ns > 1.
(3.22)

Em ambos casos o potencial será finito em r = 0, mas no primeiro ocorrerão singu-

laridades na curvatura, já que χ′s(0) 6= 0, como discutido na Seção 2.4 do caṕıtulo

anterior. Assim, a regularização completa da fonte δ coincide com a regularização dos

invariantes de curvatura. Essa conclusão verifica as considerações do caṕıtulo anterior,

no qual mostramos que modelos locais de ordem superior com pelo menos seis deri-

vadas em cada um dos setores de spin-2 e spin-0 têm um limite newtoniano regular,

livre de singularidades. Ainda, esta apresentação fornece uma demonstração alterna-

tiva do cancelamento da singularidade do potencial em modelos com pelo menos quatro

derivadas.

3.3 Regularização em modelos não-locais

A descrição de extenções não-locais da relatividade geral em termos de fontes efe-

tivas delocalizadas é freqüente na literatura [76, 79, 89–93] (em oposição ao caso de

extensões locais [88, 93]). Por este motivo, não iremos aqui calcular as fontes efetivas

em teorias particulares, mas sim focar aspectos mais gerais que decorrem da compara-

ção com a gravitação polinomial.
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Começamos com uma famı́lia particular de modelos às vezes chamados de gravitação

livre de fantasmas do tipo N (teoria GFN , por simplicidade), definidos pela escolha de

funções f0 = f2 da forma [81,96]

fs(−k2) = exp

(
k2

µ2

)N
, N > 1, (3.23)

onde N ∈ N e µ é um parâmetro massivo. Note que N = 1 corresponde ao fator

de forma inspirado pela teoria de cordas [78], e N = 2 ao de Krasnikov [74] (vide

Eq. (1.21)). Em [96, 97] foi mostrado que todas essas teorias têm um potencial new-

toniano modificado regular. Haja visto a discussão da seção anterior, é razoável supor

que a fonte efetiva associada também goza dessa propriedade. Provaremos essa afir-

mativa mostrando que a fonte efetiva para teorias GFN pode ser obtida como o limite

uniforme de uma sequência de fontes de teorias locais de ordem superior.

Com esse objetivo, tomemos o modelo de gravitação polinomial definido pela escolha

particular

fs(−k2) = fs,Ns,n(−k2) =
n∑
`=0

1

`!

(
k2

µ2
s

)Ns`
, (3.24)

onde Ns > 1 e n > 2 são números naturais e µs é um parâmetro massivo. De acordo

com (3.7), a fonte efetiva associada é dada por

%s,Ns,n(r) =
M

2π2

∫ ∞
0

gs,Ns,r,n(k)dk , (3.25)

com

gs,Ns,r,n(k) =
k sen(kr)

rfs,Ns,n(−k2)
(3.26)

para um r fixo. Notamos que a sequência de funções (integráveis) {gs,Ns,r,n}
∞
n=2 converge

uniformemente para

Gs,Ns,r(k) =
k sen(kr)

r exp (k2/µ2
s)
Ns

(3.27)

em cada compacto K ⊂ [0,+∞). Além disso, existe uma função g : R → R Riemann-

integrável tal que |gs,Ns,r,n| ≤ g (de fato, basta tomar g = gs,Ns,r,2). Assim, usando
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o teorema da convergência dominada de Lebesgue [114] (na prática, uma versão bem

mais fraca dele) segue que podemos passar o limite sob a sinal da integral,

lim
n→∞

%s,Ns,n(r) =
M

2π2

∫ ∞
0

Gs,Ns,r(k)dk ≡ %s,Ns(r) (3.28)

para cada r ∈ (0,+∞). Até aqui mostramos que %s,Ns,n −→ %s,Ns ponto-a-ponto. Essa

convergência, na verdade, é uniforme. Isso pode ser mostrado notando que a sequência

{%s,Ns,n}
∞
n=2 é equicont́ınua3 e (uniformemente) limitada em [0,+∞). Aplicando então

o teorema de Ascoli-Arzelà [115] e a unicidade do limite, segue que %s,Ns,n −→ %s,Ns uni-

formemente em [0,+∞). Portanto, a fonte limite %s,Ns também é cont́ınua e limitada.

Salientamos que na prova da regularidade de %s,Ns não usamos a sua forma espećıfica,

dada por (3.27) e (3.28).

Tendo em vista a Eq. (3.7), é imediato verificar que a fonte (3.28) com Gs,Ns,r dada

por (3.27) é aquela associada à função (3.23) com N = Ns e µ = µs. Logo, a fonte

efetiva %N(r) do modelo GFN é o limite uniforme de uma sequência de fontes não-

singulares associadas a modelos polinomiais (locais); donde %N(r) é regular também.

Como a regularidade da fonte implica naquela do potencial, verificamos o resultado dos

trabalhos [96,97] acerca da regularidade dos modelos GFN .

Essas considerações se aplicam, de forma direta, ao modelo um pouco mais geral

definido pela função

fs(−k2) = ePs(−k
2) , (3.29)

onde aqui, e no que segue, Ps(z) é um polinômio real tal que Ps(0) = 0 e Ps > 0 para

|z| suficientemente grande, como em (1.21) [97].

No entanto, esse racioćınio deve ser aplicado com certa cautela a modelos mais

gerais sem fantasmas, definidos por uma função inteira Hs (vide (3.3)) não-polinomial,

como no caso dos fatores de forma de Tomboulis-Modesto (1.25). Se por um lado a

3Isso pode ser facilmente provado [115] notando que a sequência
{
%′s,Ns,n

}
n

das derivadas das fontes

é uniformemente limitada em [0,∞).
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exponencial de uma função inteira sempre pode ser escrita como uma série de potên-

cias, que converge uniformemente em conjuntos compactos, por outro a sequência de

funções análoga à (3.26) pode não ser uniformemente limitada por uma função integrá-

vel g — inclusive, pode não ser integrável. Com isso, algumas das fontes da sequência

{%s,n}n podem ser mal definidas. Para se obter uma sequência de fontes bem definidas

talvez seja necessário passar a uma subsequência {fs,n′}n′ . Ainda, é posśıvel que essa

(sub-)sequência convirja apenas pontualmente em (0,+∞), por não gozar da equicon-

tinuidade. Portanto, apesar de termos uma sequência de funções limitadas definidas

em [0,+∞), a convergência em r = 0 — e a regularidade da fonte limite — não é

assegurada.

Como exemplo, tomemos o caso da gravitação quase-local definida pelo fator de

forma de Tomboulis-Modesto [77,79]

Hs(−k2) =
α

2

[
γ + Γ(0, P 2

s (−k2))
]

+ α lnPs(−k2) , (3.30)

onde γ é a constante de Euler-Mascheroni, α ≥ 1 e Γ(0, z) é função gama incompleta.

O problema com essas funções inteiras não-polinomiais é a ocorrência de um número

infinito de mudanças de sinal nos coeficientes da série de potências. Fixando α = 1,

por exemplo, (3.30) fornece

fs = 1 +
P 2
s

2
− P 6

s

72
+
P 8
s

288
− P 10

s

4800
− P 12

s

8100
+O(P 14

s ) . (3.31)

Assim, se a série é truncada num termo com coeficiente negativo, a função definida

por essa soma parcial terá um zero na reta real, possivelmente fazendo a fonte efe-

tiva correspondente mal definida. Passando à subsequência {fs,n}n das somas parciais

truncadas no n-ésimo termo com coeficiente positivo, temos uma sequência de fontes

bem definidas, todas elas regulares devido à natureza polinomial de fs,n. Essa sequên-

cia {%s,n}n converge pontualmente em (0,+∞), mas caso a sequência das derivadas{
%′s,n
}
n

não seja uniformemente limitada, a convergência não será uniforme.

Isso é precisamente o que ocorre se α = 1 e Ps(z) for um monômio de primeiro
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grau. Neste caso, no regime de k grande se tem fs(−k2) ≈ e
γ
2 k2, logo

lim
r→0

k sen(kr)

rfs(−k2)
≈ e−

γ
2 , (3.32)

que não é integrável num intervalo ilimitado e, portanto, %s(r) diverge na origem. Logo,

Ns = 1 implica que %s,n → %s simplesmente em (0,+∞), mas não uniformemente, pois

limr→0 %s(r) = ∞. O mesmo argumento pode ser usado para mostrar que o limite

%s,n → %s é uniforme se o grau de P (z) é Ns > 2, e que neste caso a fonte (e o

potencial) é regular.

No caso do fator de forma generalizado de Kuz’min [75],

Hs(−k2) = α
[
γ + Γ(0, k2/µ2)) + ln (k2/µ2)

]
, (3.33)

temos

lim
k→∞

fs(−k2) ∝ k2α , (3.34)

que implica na regularidade do potencial para α ≥ 2 (mas não para α = 1). Esses dois

exemplos que apresentamos com os fatores de forma de Tomboulis-Modesto e Kuz’min

mostram que, como nas teorias polinomiais, o limite newtoniano é completamente re-

gular em teorias super-renormalizáveis; mas que existem singularidades nas curvaturas

caso a teoria seja apenas renormalizável. Essa conclusão é natural, visto o caráter

quase-local desses modelos.

Mais geralmente, a regularidade da fonte efetiva em modelos de gravitação de ordem

superior é consequência do comportamento das funções fs no regime ultravioleta. Isso

pode ser entendido a partir das seguintes observações:

i. fs não muda de sinal pois, como consideramos apenas modelos sem táquions, a

equação fs(−k2) = 0 não tem raiz real para k ∈ R.

ii. Se, para grandes argumentos, a função fs(z) cresce mais rápido que z3/2, então

Gs,r(k) = k sen(kr)/[rfs(−k2)] é integrável para qualquer r ∈ [0,∞). Logo,

limr→0 %s(r) < +∞; em palavas, a fonte efetiva é regular.
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iii. Como r > 0 implica

|Gs,r| =
k |sen(kr)|
r fs(−k2)

<
k2

fs(−k2)
= Gs,0 , (3.35)

então
∫∞

0
Gs,r(k)dk 6

∫∞
0
|Gs,r(k)|dk <

∫∞
0
Gs,0(k)dk, que significa que %s(r)

atinge seu máximo em r = 0. Em particular, %s(0) 6= 0.

Relembremos que o termo constante na expansão de %s em série de potências no entorno

de r = 0 fornece ms(r) ∼ r3 (veja a Seção 3.2). Portanto, da terceira observação acima

segue que para qualquer teoria com um potencial regular, a contribuição dominante

(não-constante) para χs em pequenas distâncias é da ordem r2. Particularizando para

a gravitação polinomial, conclúımos que em (3.18) ws deve ser diferente de zero.

Essa análise mostra que a regularidade do limite newtoniano está associada não à au-

sência de fantasmas ou à não-localidade da teoria, como sugerido em [92,93,98,100,112],

mas sim ao melhor comportamento do propagador no regime UV. Neste sentido, a regu-

laridade em certos modelos não-locais pode ser considerada uma herança dos modelos

locais, segundo o ponto de vista de que aqueles são o limite de teorias locais com infi-

nitas derivadas e, portanto, com um número infinito de pólos complexos escondidos no

infinito [53]. Claramente a situação é muito diferente daquela que concerne a remoção

de fantasmas do propagador [74,75, 77–79,81], ou graus de liberdade extras [116,117],

que realmente requerem não-localidade. Ainda, no esṕırito do discutido no caṕıtulo

anterior, fica o questionamento se essa relação entre modelos locais e não-locais no

regime linear pode ser extendida para o caso não-linear.
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Capı́tulo 4
Aspectos fenomenológicos da gravitação de

sexta ordem

O modelo definido pela ação

Sgrav =

∫
d4x
√
−g
{ 2

κ2
R +

α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

A

2
R�R +

B

2
Rµν�R

µν
}
, (4.1)

é o caso particular com seis derivadas da teoria polinomial (1.13) formulado em [54].

Neste caṕıtulo analisamos em detalhe os dois mais simples observáveis em baixas ener-

gias que podem ser usados para detectar (ou falsificar) a presença de termos com

derivadas quárticas e sêxtuplas em gravitação.

É importante notar que neste caṕıtulo (e no seguinte) mudamos algumas definições

e escolhas de sinais em relação os dois caṕıtulos anteriores. Usamos aqui a métrica

com assinatura (+,−,−,−), definimos o tensor de Ricci por Rµν = Rα
µνα e tomamos

M−2
P = 16πG = κ2/2, onde MP é a massa de Planck. Os parâmetros α, β, A e B são

livres, em prinćıpio, sendo que os dois primeiros são adimensionais, enquanto que A e

B têm dimensão de (massa)−2. No que segue iremos nos referir às quantidades |B|−1/2

e |A|−1/2 como os parâmetros massivos da ação.
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Iniciamos a análise com o potencial newtoniano modificado. Se comparado com

trabalhos anteriores sobre assunto (por exemplo, [87, 103]), aqui inclúımos os casos de

pólos múltiplos e complexos, que fornecem uma melhor perspectiva e entendimento do

potencial modificado em teorias polinomiais mais gerais.

A segunda parte do estudo contempla a deflexão gravitacional da luz. Esse tema

tem atráıdo grande atenção da comunidade nos últimos anos, especialmente no que

tange a sua relação com efeitos de gravitação quântica [118,119]. De fato, efeitos quân-

ticos podem ser parcialmente levados em conta no regime de baixas energias a partir

de uso de métodos semi-clássicos. No caso da gravitação, diga-se de passagem, um tal

efeito é a influência da polarização de vácuo a 1-loop na propagação de fótons sobre

fundos curvos. Essa questão foi explorada nos artigos [120] e [121] usando duas abor-

dagens diferentes. Na primeira, a deflexão da luz é governada pela seção de choque

diferencial, que fornece corretamente o termo dominante mais uma correção semiclás-

sica, que depende da energia dos fótons. Por sua vez, em [121] a correção semiclássica

é introduzida no potencial de interação entre o fóton e o campo gravitacional externo.

Como resultado, o ângulo de deflexão depende apenas da polarização do fóton, mas

independe de sua energia. Segundo [121], esta versão da abordagem semi-quântica é

a correta, uma vez que ela pressupõe que para sistemas macroscópicos o fóton é me-

lhor descrito por um pacote de ondas compacto com uma trajetória bem definida pelo

campo gravitacional. No trabalho [48] discutimos em detalhe essa questão no contexto

de teorias de gravitação com derivadas mais altas; nesta tese apresentaremos apenas a

análise do método clássico.

Acerca da cronologia dos resultados cabe mencionar que os assuntos tratados neste

caṕıtulo (publicados em [48]) foram obtidos anteriormente àqueles dos Caṕıtulos 2 e 3,

apresentados em [107–109, 113]. Dessa forma, a análise do modelo polinomial mais

simples, com apenas seis derivadas, serviu-nos para pavimentar o caminho para con-

siderações de teorias polinomiais gerais, além de ser (segundo nosso conhecimento) o

primeiro estudo de efeitos fenomenológicos de modelos de gravitação com pólos com-
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plexos.

4.1 Generalização do calibre de Teyssandier para a

gravitação com seis derivadas

É bem conhecido que uma escolha judiciosa de parametrização de campo e uma

condição de calibre adequada podem simplificar bastante as equações de campo. Isso

é especialmente importante no caso da gravitação com derivadas mais altas, que têm

equações de movimento relativamente complicadas. Em 1989 Teyssandier [122] apre-

sentou uma formulação útil do calibre com três derivadas para a teoria linearizada de

quarta ordem. Neste calibre, a solução geral das equações de campo é escrita como

uma combinação linear de três campos desacoplados. O campo gerado por uma massa

pontual pode facilmente ser calculado em termos desses campos auxiliares, bem como o

potencial interpart́ıculas, proporcional à componente (0, 0) da perturbação da métrica.

Nosso objetivo nesta seção é obter uma representação semelhante, no contexto

da teoria de gravitação de sexta-ordem (4.1). Para tanto, começamos por aplicar

o prinćıpio variacional à ação S[gµν ], donde segue a equação de movimento para a

gravitação de sexta ordem:

2

κ2

(
Rµν −

R

2
gµν

)
+
α

2

[
2RRµν + 2∇µ∇νR− 2gµν�R−

R2

2
gµν

]
+

β

2

[
−1

2
gµνR

2
αβ +∇µ∇νR + 2RµσρνR

σρ − 1

2
gµν�R−�Rµν

]
+

A

2

[
Rµν�R +R�Rµν + 2�∇µ∇νR− 2gµν�

2R− (∇µR)(∇νR) +
1

2
gµν(∇αR)2

]
+

B

2

[
�∇µ∇νR + 2�(RµσρνR

σρ)−�2
(
Rµν +

1

2
gµνR

)
− 4(∇σRνρ)(∇σRµ

ρ)

+ 2(∇σRρ(ν)(∇µ)R
σρ) +Rνσ∇ρ∇µR

ρσ +Rµσ∇ρ∇νR
ρσ +

1

2
gµν(∇λRρσ)2

− (∇σR + 2Rρσ∇ρ)∇(µRν)σ − (∇µRρσ)(∇νR
ρσ)− 2Rσ(µ�Rν)

σ

]
= − 1

2
Tµν , (4.2)
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onde os parêntesis nos ı́ndices denotam simetrização, por exemplo,

∇(µRν)σ ≡
1

2
(∇µRνσ +∇νRµσ) .

Na aproximação de campo fraco a métrica pode ser considerada uma flutuação sobre

o espaço de Minkovski,

gµν = ηµν + κhµν , (4.3)

com |κhµν | � 1. O tensor de Ricci Rµν e a curvatura escalar R em primeira ordem em

κ são

R(1)
µν =

κ

2

[
�hµν − ηλρ(γλµ,νρ + γλν,µρ)

]
, (4.4)

R(1) = κ

(
1

2
�h− ηλρηµνγλµ,νρ

)
. (4.5)

Nas expressões anteriores usamos as definições

γµν = hµν −
1

2
ηµνh , h = ηµνhµν . (4.6)

Usando as expressões (4.4)-(4.6), as equações de campo linearizadas são dadas por(
2

κ2
− β

2
�− B

2
�2

)(
R(1)
µν −

1

2
ηµνR

(1)

)
−
(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
×
(
ηµν�R

(1) − ∂µ∂νR(1)
)

= −1

2
Tµν . (4.7)

Aqui, e no que segue, o operador de d’Alembert é calculado usando a métrica plana,

� = ηµν∂µ∂ν .

Tomando o traço da Eq. (4.7) obtém-se(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
�R(1) = −1

3

(
2

κ2
− β

2
�− B

2
�2

)
R(1) +

1

6
T . (4.8)

Substituindo (4.8) em novamente (4.7) segue(
2

κ2
− β

2
�− B

2
�2

)(
R(1)
µν −

1

6
ηµνR

(1)

)
+

(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
∂µ∂νR

(1)

=
1

6
Tηµν −

1

2
Tµν . (4.9)
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Inserindo na equação anterior a expressão (4.4) para o tensor de Ricci em primeira

ordem obtemos (aqui a v́ırgula denota derivação)[
κ2

4

(
β +B�

)
�− 1

](
�hµν −

1

3κ
R(1)ηµν

)
+ Γ(µ,ν) = 2

(
Tµν −

1

3
Tηµν

)
, (4.10)

onde definimos a quantidade

Γµ =

(
1− κ2β

4
�− κ2B

4
�2

)
γµρ

,ρ − κ

2

(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
R(1)
,µ . (4.11)

Portanto, uma vez implementada a condição de calibre Γµ = 0 o problema de

resolver as equações de movimento linearizadas (4.7) para hµν torna-se equivalente a

resolver o sistema composto pela condição de calibre e por (4.10). A conveniência

deste calibre é permitir que a solução seja escrita em termos de campos auxiliares e

na forma isotrópica. Essas afirmativas podem ser formuladas como um teorema, que

é a extensão para o caso de seis derivadas do teorema de Teyssandier [122] e cuja

demonstração apresentamos no Apêndice B.

Teorema 4.1. A solução geral do sistema constitúıdo por (4.10) e pela condição

de calibre Γµ = 0 (ver (4.11)) pode ser apresentada sob a forma

hµν = h(E)
µν + Ψµν + Ψ̄µν − ηµν

(
Φ + Φ̄

)
, (4.12)

onde os campos auxiliares h
(E)
µν , Ψµν, Ψ̄µν, Φ e Φ̄ satisfazem as equações de segunda

ordem

�h(E)
µν =

κ

2

(1

2
Tηµν − Tµν

)
, (4.13)

γ(E),ν
µν = 0, γ(E)

µν ≡ h(E)
µν −

1

2
ηµνh

(E) , (4.14)

(m2
2+ +�)Ψµν =

κ

2

(
Tµν −

1

3
Tηµν

)
, (4.15)

(m2
2− +�)Ψ̄µν = m2

2+Ψµν , (4.16)(
Ψµν + Ψ̄µν

),µν
= �

(
Ψ + Ψ̄

)
, (4.17)

(m2
0+ +�)Φ =

κ

12
T , (4.18)

(m2
0− +�)Φ̄ = m2

0+Φ . (4.19)
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Aqui, e no que segue, usamos as notações

Ψ = ηµνΨµν , Ψ = ηµνΨµν , σ1 = 3α + β , σ2 = 3A+B (4.20)

e

m2
2± =

−β|B|
B
±
√
β2 + 16

κ2
B

−2|B|
, m2

0± =

σ1|σ2|
σ2
±
√
σ2

1 − 8
κ2
σ2

2|σ2|
. (4.21)

Consoante o Teorema 4.1 acima, é posśıvel decompor o campo hµν numa combinação

linear de cinco campos: um campo tensorial sem massa representando a solução da

equação de Einstein linearizada no calibre de de Donder, dois campos massivos Ψµν e

Ψ̄µν de spin-2, e dois escalares massivos Φ e Φ̄. Notamos que os campos massivos de

mesmo spin não são dinamicamente independentes. Como mostraremos mais adiante,

esse fato será relevante para o cancelamento da singularidade newtoniana do potencial.

Ainda, a métrica é dada na forma isotrópica.

Usando o teorema anterior é imediato calcular o campo gerado por uma massa

puntiforme em repouso em r = 0. O tensor de energia-momento correspondente asso-

ciado é Tµν(r) = Mδ0
µδ

0
ν δ

(3)(r). A solução para h
(E)
µν é a mesma da correspondente na

gravitação de Einstein no calibre de de Donder:

h(E)
µν (r) =

Mκ

16πr
(ηµν − 2ηµ0 ην0) . (4.22)

As soluções para os campos tensoriais massivos são

Ψµν(r) =
Mκ

8π

(
ηµ0 ην0 −

1

3
ηµν

)
e−m2+r

r
(4.23)

e

Ψ̄µν(r) =
Mκ

8π

(
ηµ0ην0 −

1

3
ηµν

)
m2

2+

m2
2+ −m2

2−

(
e−m2−r

r
− e−m2+r

r

)
. (4.24)

É imediato verificar que essas soluções satisfazem as condições de calibre subsidiárias

(4.17).
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Para os modos escalares temos

Φ(r) =
Mκ

48π

e−m0+r

r
, (4.25)

Φ̄(r) =
Mκ

48π

m2
0+

m2
0+ −m2

0−

(
e−m0−r

r
− e−m0+r

r

)
. (4.26)

Inserindo essas cinco expressões na Eq. (4.12) encontra-se que as componentes não-

nulas da perturbação da métrica, h00 e h11 = h22 = h33, são dadas por

h00(r) =
Mκ

16π

(
−1

r
+

4

3
F2(r)− 1

3
F0(r)

)
, (4.27)

h11(r) =
Mκ

16π

(
−1

r
+

2

3
F2(r) +

1

3
F0(r)

)
, (4.28)

onde

Fk(r) =
m2
k+

m2
k+ −m2

k−

e−mk−r

r
+

m2
k−

m2
k− −m2

k+

e−mk+r

r
. (4.29)

e k = 0, 2 denota o spin da part́ıcula.

As equações (4.27) e (4.28) representam o campo fraco gerado por uma massa

puntiforme na gravitação de sexta ordem. Vale notar que em [87] a componente (0, 0)

foi calculada no caso mais geral contendo termos de ordem arbitrária �n na ação, mas

com a restrição de que o propagador contém apenas pólos simples e reais. Por sua vez,

pelo método que usamos vemos que as expressões (4.27) e (4.28) aplicam-se a todas as

possibilidades de pólos, assim como discutido no Caṕıtulo 2. Nesse sentido, o calibre de

Teyssandier é a realização das condições de coordenadas nas quais a métrica é dada na

forma isotrópica, usada nos dois caṕıtulos anteriores, sendo a generalização do calibre

de de Donder para teorias com derivadas mais altas [123,124].

4.2 Potencial newtoniano modificado na gravitação

com seis derivadas

O potencial newtoniano modificado (apenas “potencial” daqui em diante) na gra-

vitação com seis derivadas pode ser diretamente lido da solução (4.27) para o campo
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gerado por uma massa pontual em repouso,

V (r) =
κ

2
h00(r) = MG

(
−1

r
+

4

3
F2 −

1

3
F0

)
, (4.30)

com as funções F0,2 definidas em (4.29).

Nesta seção analisamos todas as possibilidades de “massas” permitidas no modelo

com seis derivadas e suas influências no potencial. Como o potencial depende apenas

de h00, segue que as quantidades a serem analisadas são as funções Fk. Recordamos que

pólos massivos complexos não são permitidos no modelo com quatro derivadas, visto

que eles implicariam um potencial complexo e portanto não-f́ısico. Em modelos com

seis derivadas, porém, os pólos massivos ocorrem em pares dinamicamente dependentes,

capazes de resultar num potencial real.

4.2.1 Pólos reais

Existem duas possibilidades para pólos reais nesse modelo: um par de pólos simples

ou um pólo de ordem dois. Inclúıremos ainda o caso especial de pólos simples com

grande hierarquia entre eles, isto é, quando uma das massas é muito maior que a outra.

Esse caso particular é útil para verificação do limite no qual o efeito das derivadas

sextas é suprimido e a teoria tende para aquela de quatro derivadas apenas.

Pólos reais simples

A condição para ocorrência de pólos reais e simples no setor de spin-2 do propaga-

dor é

β < 0, B < 0, β2 +
16B

κ2
> 0 , (4.31)

o que motiva a redefinição de m2
2± como simplesmente

m2
2± =

β ±
√
β2 + 16

κ2
B

2B
. (4.32)
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Essas massas satisfazem m2− > m2+, onde a quantidade menor corresponde ao fami-

gerado modo fantasma já presente na gravitação de Stelle e o outro é uma part́ıcula

inofensiva (não-fantasma) [54].

Para o campo escalar, as condições m2
0± > 0 e m0+ 6= m0− implicam

σ1 = 3α + β > 0 , σ2 = 3A+B > 0, (3α + β)2 − 8(3A+B)

κ2
> 0 . (4.33)

Nessas circunstâncias pode-se redefinir as massas dos campos escalares como

m2
0± =

σ1 ±
√
σ2

1 − 8σ2
κ2

2σ2

. (4.34)

Note que se (4.31) é válido, então α e A devem ser positivos. Para os campos escalares

m0+ > m0−, mas agora a massa maior corresponde ao fantasma [54,87]. Como comen-

tado na Introdução, o motivo para essa diferença qualitativa entre os casos escalares e

de spin-2 é que neste existe o gráviton, que é uma part́ıcula não-fantasma sem massa.

A expressão para o potencial é

Vreal(r) = −MG

r
+

4MG

3

(
m2

2+

m2
2+ −m2

2−

e−m2−r

r
+

m2
2−

m2
2− −m2

2+

e−m2+r

r

)
−MG

3

(
m2

0+

m2
0+ −m2

0−

e−m0−r

r
+

m2
0−

m2
0− −m2

0+

e−m0+r

r

)
, (4.35)

que é um caso particular do resultado obtido originalmente em [87] (e nos caṕıtulos

anteriores) por meio de outra técnica. Este potencial é não-singular na origem, como

demonstrado no caso geral nos caṕıtulos anteriores.

Pólos reais degenerados

As condições de pólos degenerados nos propagadores dos campos tensorial e escalar

são, respectivamente,

B = −β
2κ2

16
e σ2 =

σ2
1κ

2

8
. (4.36)
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Essas fórmulas correspondem a transformar as últimas desigualdades de (4.31) e (4.33)

em igualdades. Logo, as massas mk são definidas por m2 = κ−1
√

8/|β| e m0 =

2κ−1σ
−1/2
1 .

Mostra-se útil considerar essa situação partindo do caso de pólos simples com uma

pequena diferença entre as duas massas reais,

m2− = m2+ + ε2 = m2 + ε2

m0+ = m0− + ε0 = m0 + ε0 , (4.37)

com 0 < εk/mk � 1. Então, Fk se torna

Fk =

(
−mk

2εk
+

1

4
− εk

8mk

)
e−(mk+εk)r

r
+

(
mk

2εk
+

3

4
+

εk
8mk

)
e−mkr

r
+O

(
ε2k
m2
k

)
.

(4.38)

O limite εk −→ 0 é suave e leva à expressão para Fk para pólos reais degenerados,

Fk −→
(

1

r
+
mk

2

)
e−mkr . (4.39)

O potencial para dois pares de pólos degenerados assume, portanto, a forma

Vdegen(r) = MG

[
− 1

r
+

4

3

(
1

r
+
m2

2

)
e−m2r − 1

3

(
1

r
+
m0

2

)
e−m0r

]
, (4.40)

que, como esperado, é finito na origem. De fato,

Vdegen(0) = −MG

3

(
2m2 −

m0

2

)
. (4.41)

O resultado (4.40) concorda com [103], onde foi considerado o caso β = B = 0, e

com (2.37). Notamos que essa técnica de tomar o limite para levar em conta pólos

degenerados pode ser amb́ıgüa caso a ordem seja maior que 2; nesse caso deve-se usar

a abordagem desenvolvida no Caṕıtulo 2.

Pólos reais com grande hierarquia

Outra possibilidade admitida pela gravitação de seis derivadas é ter um dos campos

auxiliares com massa muito maior (algumas ou muitas ordens de grandeza maior) que
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o outro de mesmo spin:

m2− � m2+ e/ou m0+ � m0−. (4.42)

Essa situação pode produzir efeitos observáveis em baixas energias, por exemplo, via

modificações da lei de força. A possibilidade de tal hierarquia entre as massas será

discutida em detalhes no Caṕıtulo 6 (veja também [125]), portanto aqui faremos apenas

uma breve menção. A condição (4.42) pode ser alcançada desde que 16|B| � κ2β2 e/ou

8σ2 � κ2σ2
1. É fácil verificar que se valem ambas condições, então em ordem dominante

em m2+/m2− (e m0−/m0+) o potencial se reduz à forma aproximada

V4(r) = MG

(
−1

r
+

4

3

e−m2+r

r
− 1

3

e−m0−r

r

)
. (4.43)

Como esperado, essa expressão coincide com aquela obtida por Stelle no contexto da

teoria com quatro derivadas [28].

4.2.2 Pólos complexos

A condição de ocorrência de pólos complexos no propagador do setor de spin-2 é

dada por

β2 +
16B

κ2
< 0 ,

(
β2 +

16B

κ2

)1/2

= ic2 , (4.44)

com c2 > 0 por definição. A primeira condição requer B < 0, enquanto que o parâmetro

β , relacionado ao termo de quatro derivadas, pode ser positivo ou negativo — em

contraste com o que ocorre no caso de pólos reais, Eq. (4.31).

A posição dos pólos é definida por

m2
2± =

β ± ic2

2B
. (4.45)

A raiz dessas quantidades corresponde às “massas”

m2+ = a2 − ib2 e m2− = a2 + ib2 , (4.46)
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onde a2, b2 > 0 são definidos por

a2
2 =

−β +
√
β2 + c2

2

4|B|
=
−β +

√
16|B|
κ2

4|B|
,

b2
2 =

β +
√
β2 + c2

2

4|B|
=

β +
√

16|B|
κ2

4|B|
. (4.47)

Por fim, ao substituir (4.46) na expressão para F2 encontra-se

F2 =

[
cos(b2r)−

β

c2

sen(b2r)

]
e−a2r

r
, (4.48)

que é uma quantidade real. Note que para que essa expressão tenha sentido f́ısico,

escolhemos m2+ e m2− com parte real positiva (ou seja, a2 > 0). De fato, se se

escolhe m2± com parte real negativa na Eq. (4.46), então as exponenciais decrescen-

tes reais tornar-se-iam crescentes, introduzindo oscilações crescentes no potencial para

longas distâncias. Para contornar tal comportamento, seria necessário tomar expo-

nenciais crescentes como solução de (4.15)-(4.17). Neste caso a parte real negativa da

“massa” combinaria com a exponencial positiva resultando em oscilações amortecidas,

exatamente como na Eq. (4.48) abaixo. Destarte, de certo modo não há perda de

generalidade na nossa escolha de sinais.

A condição para que haja pólos complexos na parte escalar do propagador lê-se

σ2
1 −

8σ2

κ2
< 0 , (4.49)

donde segue que σ2 > 0 e σ1 ∈ R. De maneira similiar ao caso de spin-2, definimos

ic0 =

√
σ2

1 −
8σ2

2

κ2
, m0± = a0 ± ib0 , (4.50)

onde (a0, b0 > 0)

a2
0 =

σ1 +
√

8σ2
κ2

4σ2

, b2
0 =
−σ1 +

√
8σ2
κ2

4σ2

. (4.51)

A contribuição dos campos escalares para o potencial é via

F0 =

[
cos(b0r) +

σ1

c0

sen(b0r)

]
e−a0r

r
. (4.52)
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Levando em conta as duas contribuições (4.48) e (4.52), obtém-se o potencial para

o caso de dois pares de pólos complexos,

VC(r) = −MG

r
+

4MG

3

[
cos(b2r)−

β

c2

sen(b2r)

]
e−a2r

r

− MG

3

[
cos(b0r) +

σ1

c0

sen(b0r)

]
e−a0r

r
. (4.53)

É imediato verificar que este potencial é finito em r = 0.

O fato mais caracteŕıstico da presença de pólos complexos no propagador é a ocor-

rência de termos oscilantes. Dependendo de qual quantidade é maior no par (ak, bk),

os termos oscilantes podem ser mais ou menos relevantes. Por exemplo, no caso do

setor de spin-2, se β < 0 então a2 > b2. Como o alcance caracteŕıstico do potencial

de Yukawa é 2π/a2 e o peŕıodo dos termos oscilantes é 2π/b2, segue que as oscilações

podem ser suaves, dando contribuições relevantes apenas a distâncias maiores que o

comprimento de Yukawa 2π/a2. Lá, o potencial associado a este campo irá mudar

de sinal, porém terá um valor absoluto demasiado pequeno devido à supressão cau-

sada por a2. Portanto, nessa região o potencial será dominado pelo termo de Newton,

relacionado ao gráviton.

Por outro lado, β > 0 implica em a2 < b2. Então o peŕıodo de oscilações é ti-

picamente menor que o alcance do potencial de Yukawa. Essa condição faz com que

o potencial sofra várias oscilações antes de ser dominado pelo termo newtoniano. O

mesmo argumento se aplica, mutatis mutandis, para o campo escalar. Vale mencionar

que para ak = 0 as “massas” se tornam puramente imaginárias, correspondendo a mo-

dos taquiônicos. Neste caso Fk perde seu termo de amortecimento, violando o limite

newtoniano no infinito e, portanto, motivando-nos a descartar essa possibilidade.

Cabe ainda ressaltar que ao admitir pólos complexos, as restrições sobre β e σ1 foram

relaxadas. Como mencionado há pouco, modificações importantes no comportamento

do potencial no UV ocorrem se, contrário ao caso real, escolhe-se β ≥ 0 e/ou σ1 ≤ 0.

O caso de β = 0 e/ou σ1 = 0 torna as partes real e imaginária ak e bk iguais, donde
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apenas a função cosseno aparece na expressão para o potencial1.

Encerramos esta seção retornando ao Teorema 4.1. Na Seção 4.1 mencionamos que

os campos auxiliares de mesmo spin são dinamicamente acoplados. Ao mesmo tempo,

as equações para as componentes de spin-2 e spin-0 são fatoradas. Devido a este fato

o cancelamento da singularidade newtoniana no potencial χk (vide Seção 2.1) ocorre

sem conexão com o outro setor de spin, e independentemente da natureza (real ou

complexa), da multiplicidade e do número dos pólos massivos.

4.3 Deflexão da luz

Na seção anterior restringimos a discussão à componente (0, 0) da métrica (4.27).

No restante deste caṕıtulo iremos considerar explicitamente também as outras compo-

nentes, no estudo da deflexão da luz por um campo gravitacional fraco. Esta questão já

foi analisada no contexto da teoria de quatro derivadas (veja [126] e suas referências), e

aqui veremos como os cenários posśıveis apenas com mais de quatro derivadas na ação

influenciam esse fenômeno.

A deflexão da luz tem sido estudada na literatura por meio de diversas técnicas [1,

2, 118–120, 126–134], dentre as quais citamos o método clássico baseado no ı́ndice de

refração efetivo, discutido neste caṕıtulo, e o método semi-clássico baseado na seção de

choque (discutido em detalhes, por exemplo, em [48]). No que segue apresentamos a

técnica que aplicamos para a gravitação de seis derivadas e, depois, os resultados.

4.3.1 Analogia óptico-mecânica

A analogia entre o movimento de part́ıculas sem massa num espaço-tempo curvo e

a óptica geométrica em um meio material (também conhecida como analogia óptico-

mecânica) é uma das técnicas mais eficientes para estudar a deflexão gravitacional da

1Enquanto a primeira versão do artigo [48] estava sendo preparada, soubemos que o potencial para

o caso particular β = α = 0 e a2 = a0 fora obtido na Ref. [56].
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luz. Esse método é especialmente útil no caso de modificações da relatividade geral, pois

permite que se obtenha uma descrição semi-quantitativa do fenômeno sem a necessidade

de levar a cabo o cálculo do ângulo de deflexão até o fim. Uma apresentação detalhada

do método pode ser encontrada em [2, 3, 128, 129]. Nesta breve seção mostraremos os

resultados centrais do método, seguindo o racioćınio proposto em [2].

Como é bem sabido, part́ıculas massivas seguem geodésicas tipo-tempo, enquanto

aquelas desprovidas de massa percorrem geodésicas nulas; principiemos, pois, com a

equação da geodésica,
d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0, (4.54)

onde λ é um parâmetro conveniente ao longo da curva. Seja P um evento na linha-

de-mundo de um corpo não-massivo e consideremos todas as curvas nulas que por ele

passam. Tomemos o funcional

S[xµ(λ)] =

∫ λQ

λP

gαβ
dxα

dλ

dxβ

dλ
dλ, (4.55)

avaliado sobre cada uma dessas curvas, desde λP até λQ mais adiante. A variação deste

funcional sobre duas curvas, xµ(λ) e x′µ(λ) = xµ(λ) + δxµ(λ), fornece

δS =

∫ λQ

λP

(
gαβ,ρ

dxα

dλ

dxβ

dλ
δxρ + 2gαβ

dxα

dλ

dδxβ

dλ

)
dλ

= 2gαβ
dxα

dλ
δxβ
∣∣∣∣λQ
λP

+

∫ λQ

λP

[
gαβ,ρ

dxα

dλ

dxβ

dλ
− 2

d

dλ

(
gαρ

dxα

dλ

)]
δxρdλ. (4.56)

Como tanto xµ quanto x′µ são curvas nulas, a distância entre quaisquer eventos ao

longo delas é igual a zero e, portanto, S[xµ] = S[x′µ] = 0 = δS.

Outrossim, se supomos que xµ é uma geodésica, a equação (4.54) implica em

gαβ,ρ
dxα

dλ
dxβ

dλ
= 2

(
gµρ

d2xµ

dλ2
+ gαρ,β

dxα

dλ
dxβ

dλ

)
= 2 d

dλ

(
gαρ

dxα

dλ

)
. Concluimos, pois,

gαβ
dxα

dλ
δxβ
∣∣∣∣λQ
λP

= 0. (4.57)

Introduzimos, neste ponto, a exigência de que o campo gravitacional é estático, isto

é, admite um campo de vetores de Killing τβ tipo-tempo que permite (em uma região
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finita do espaço-tempo) a separação da métrica em uma componente espacial e outra

temporal [2]. Tomando, então, δxβ = τβδξ paralelo a um destes vetores de Killing, a

equação (4.57) se torna

0 = δξ
∣∣∣λQ
λP

= δ

∫ λQ

λP

dξ, (4.58)

onde usamos o fato que τβ
dxβ

dλ
se conserva ao longo de uma geodésica nula. Mapeando

de forma que τβ = (1,0), decorre ξ = x0 ≡ t, donde concluimos que a geodésica nula

satisfaz o prinćıpio de Fermat:

δ

∫ λQ

λP

dt = 0. (4.59)

Traduzindo em palavras, dentre todas as posśıveis trajetórias, a luz segue aquela

que extremiza o tempo de percurso. Pode-se avançar um pouco mais na análise caso a

métrica seja estática e esfericamente simétrica, ou seja

g00 = g00(r), g0i = 0, gij = −δijf(r), (4.60)

para alguma função f(r), onde r = |r|. Então, para um raio de luz tem-se gµνdx
µdxν =

g00(dt)2 − f(dl)2 = 0, o que implica em dt =
√
f/g00 dl. Portanto,

δ

∫ λQ

λP

√
f

g00

dl = 0 (4.61)

é o prinćıpio de Fermat num meio com ı́ndice de refração

n(r) =

√
f(r)

g00(r)
. (4.62)

Vimos como a partir da geodésica nula seguida por um raio de luz chega-se no prin-

ćıpio de Fermat, tal qual se a propagação da luz em presença de gravidade fosse atráves

de um meio efetivo cujo ı́ndice de refração depende da posição. De fato, um caminho

alternativo para a dedução do ı́ndice de refração efetivo pode ser via as equações de

Maxwell no espaço curvo,

Fµν;λ + Fλµ;ν + Fνλ;µ = 0, (4.63a)

F µν
;µ = Jν , (4.63b)
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juntamente com a suposição de que vale o regime da óptica geométrica, isto é que o

comprimento de onda da luz é muito menor que a escala da curvatura (mas insuficiente

para afetar o campo gravitacional). Por completeza, apresentamos essa dedução no

Apêndice C.

O ângulo de deflexão θ de um raio de luz passando próximo a um corpo mas-

sivo com parâmetro de impacto ρ pode, então, ser calculado usando a lei de Snell-

Descartes. Apresentamos esse cálculo no Apêndice D, onde mostramos (seguindo o

método de [129]) que em primeira ordem em G,

θ = −
∫ +∞

−∞

ρ

rn(r)

dn(r)

dr
dx , onde r =

√
x2 + ρ2 , (4.64)

e a trajetória do raio de luz é parametrizada por x. Devemos destacar que na equa-

ção (4.64) os limites de integração devem ser, formalmente, as posições −x0 da fonte de

luz e +x1 do observador2. Como consideramos que tanto a fonte quanto o observador

estão muito distantes do corpo central (responsável pela deflexão), é natural colocar

x0 = x1 =∞. Não obstante, para cálculos mais precisos em cenários mais exóticos —

por exemplo, com pólos complexos — o limite superior, normalmente relacionado à

posição da Terra, deve ser redefinido.

Como o calibre de Teyssandier generalizado apresentado na Seção. 4.1 já fornece a

métrica na forma isotrópica, obtém-se o ı́ndice de refração efetivo associado à gravitação

de sexta ordem diretamente das equações (4.27) e (4.28). De fato, em primeira ordem,

n(r) =

√
1− κh11(r)

1 + κh00(r)

= 1−GM
(
−1

r
+

4

3
F2 −

1

3
F0

)
−GM

(
−1

r
+

2

3
F2 +

1

3
F0

)
= nE(r)− 2GMF2 , (4.65)

onde

nE(r) ≡ 1 +
2GM

r
(4.66)

2Ver desenvolvimento no Apêndice D para mais detalhes.
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é o ı́ndice de refração efetivo que ocorre na gravitação de Einstein.

A primeira conclusão que decorre de (4.65) é que nesta teoria a deflexão da luz não

depende das excitações escalares m0± e, portanto, dos setores R2 e R�R. Isso já havia

sido notado no contexto da teoria R + R2 em [135], usando a formulação semiclássica

para a deflexão, e em [126] para a gravitação completa com quatro derivadas. Como

argumentamos no caṕıtulo seguinte (ver também [136]) essa é uma caracteŕıstica de

teorias com modificações no setor escalar, isso é, do tipo R + RF (�)R, onde F é

uma função arbitrária. Isso não significa, contudo, que os modos escalares não têm

nenhuma influência na deflexão da luz; eles podem ter um efeito indireto, por meio

de uma eventual diferença entre o valor da constante de Newton medido em algum

experimento e o valor do parâmetro G na ação. Com o intuito de estudarmos a deflexão

gravitacional “pura”, iremos desconsiderar por ora esse efeito, transferindo a discussão

para o caṕıtulo seguinte.

4.3.2 Deflexão com pólos reais simples

No caso de pólos reais simples, o ı́ndice de refração efetivo é dado pela fórmula geral

diretamente,

n(r) = nE(r) + 2MG

(
m2

2+

m2
2− −m2

2+

e−m2−r

r
−

m2
2−

m2
2− −m2

2+

e−m2+r

r

)
. (4.67)

Como m2− > m2+, o termo de m2− fornece uma força atrativa e produz um aumento

em n(r), enquanto que o termo de m2+ dá uma contribuição negativa para o ı́ndice de

refração, responsável pela força repulsiva causada pelo fantasma [87, 126]. Essa força

repulsiva é maior que a atrativa do modo massivo não-fantasma, uma vez que∣∣∣∣ m2
2−

m2
2− −m2

2+

e−m2+r

r

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣ m2
2+

m2
2+ −m2

2−

e−m2−r

r

∣∣∣∣. (4.68)

Como consequência, n(r) < nE(r), implicando que a luz deflete menos na gravitação

de seis derivadas que na relatividade geral.
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Pode-se mostrar, ainda, que para um valor fixo de β vale

n(r) > n4(β, r) = nE(r)− 2MG

r
exp

(
− 4r

|β|κ2

)
, (4.69)

onde o termo no lado direito é o ı́ndice de refração efetivo na gravitação de quarta

ordem com o mesmo β, isto é, com A = B = 0. Para provar a inequação (4.69),

notamos que ∂m2
2+/∂B < 0, logo, o menor valor para m2

2+ é atingido ao tomar o limite

B → 0 (lembre-se que B < 0), portanto

lim
B→0

m2
2+ = − 4

βκ2
= m2

2(4) , (4.70)

que é precisamente o quadrado da massa do fantasma da gravitação de quarta or-

dem [28]. Como o potencial de Yukawa é mais forte para uma massa menor, se

m2
2+ = m2

2(4) o termo repulsivo atinge seu máximo, enquanto que o termo atrativo

massivo tende a zero. Conclui-se que n(r) > n4(r) para um mesmo valor de β. Em

particular, n(r) > 1, o que significa que o balanço das três forças nunca resulta em

uma deflexão repulsiva.

A discussão do parágrafo anterior pode ser resumida pela sequinte sequência de

inequações, onde as duas últimas são válidas para um mesmo valor de β:

nE(r) > n(r) > n4(r) > 1 . (4.71)

Essas inequações tornam-se igualdades, respectivamente, nos limites:

i) m2± →∞ ;

ii) m2+/m2− → 0 ;

iii) m2± → 0 . (4.72)

A possibilidade ii) corresponde à gravitação com seis derivadas com uma massa despro-

porcionalmente grande, como explicado na Seção 4.2.1, e com B → 0 como discutido

acima.
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Por completeza, escrevemos explicitamente o resultado para o ângulo de deflexão

para um raio de luz com parâmetro de impacto ρ, dado por (4.64) com o ı́ndice de

refração efetivo (4.67),

θ = θE + 2MGρ (I− − I+) , (4.73)

I± =
m2

2∓
|m2

2± −m2
2∓|

+∞∫
−∞

(1

r
+m2±

)e−rm2±

r2
dx , onde r =

√
x2 + ρ2 .(4.74)

Aqui θE ≡ 4GM/ρ é o ângulo de deflexão previsto pela relatividade geral. Numa teoria

de ordem superior o termo do fantasma, I+, entra com sinal“errado”tendendo a reduzir

a deflexão.

A magnitude da deflexão depende, pois, das três escalas de comprimento envolvidas,

definidas pelo inverso das massas dos modos tensoriais e pelo parâmetro de impacto.

Na região delimitada por r1 = 1/m2− e r2 = 1/m2+, a contribuição dominante para a

deflexão é devida ao modo fantasma e ao gráviton. No caso de hierarquia forte entre as

massas, m2− � m2+ o modo massivo saudável é irrelevante ao longo da trajetória do

raio de luz, e o ângulo de deflexão é aproximadamente o mesmo da teoria com quatro

derivadas [126],

θ ≈ θE − 2MGρ

+∞∫
−∞

(1

r
+m2

)e−rm2

r2
dx . (4.75)

Observa-se que fora da esfera de raio 1/m2+ a contribuição dominante para a deflexão

vem do setor do gráviton, e o efeito dos modos massivos é suprimido.

4.3.3 Deflexão com pólos reais degenerados

Se as massas dos modos tensoriais são aproximadamente iguais, podemos usar a

função F2 dada pela Eq. (4.38), ou Eq. (4.39) no limite m2− = m2+ = m2. Este fornece

o ı́ndice de refração efetivo

ndegen(r) = nE(r)− 2MG

(
1

r
+
m2

2

)
e−m2r . (4.76)
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Sem a hierarquia entre as massas, a relação (4.68) e as conclusões que dela decorrem

não se verificam. Isso significa que para um r suficientemente pequeno é posśıvel ter

ndegen < 0; e nesta região a força repulsiva é forte suficiente para causar uma deflexão

total “para fora”. Portanto, a sequência de inequações (4.71) resume-se a nE > ndegen,

formalmente sem um limite inferior.

Neste cenário a expressão para θ torna-se

θdegen = θE − 2MGρ

+∞∫
−∞

(m2
2 r

2
+m2 +

1

r

)e−rm2

r2
dx, (4.77)

com r como em (4.74), que pode ser reconhecido como o ângulo de deflexão na gra-

vitação de quarta ordem com a mesma massa m2 consoante a Eq. (4.75), menos uma

correção extra. De fato, o ı́ndice de refração (4.76) pode ser posto sob a forma

ndegen(m2, r) = n4(m2, r)−MGm2e
−m2r , (4.78)

onde n4(m2, r) corresponde à teoria com quatro derivadas e massa m2.

É importante notar que a força repulsiva intensa ocorre apenas a distâncias menores

que 1/m2, o que significa que para parâmetros de impacto suficientemente grandes este

efeito não será apreciável.

4.3.4 Deflexão com pólos complexos

A expressão para o ı́ndice de refração efetivo para o caso de pólos complexos segue

de (4.48) e (4.65),

nC(r) = nE(r) − 2MG

[
cos(b2r)−

β

c2

sen(b2r)

]
e−a2r

r
. (4.79)
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Como consequência, a deflexão sofrida por um raio de luz com parâmetro de impacto

ρ é

θC = θE − 2MGρ

+∞∫
−∞

dx

{[
b2 −

β

c2

(
a2 +

1

r

)]
sen(b2r)

+

(
a2 +

1

r
+
β

c2

b2

)
cos(b2r)

}
e−a2r

r2
, (4.80)

onde usamos a parametrização tradicional (4.74).

Como as expressões apresentadas acima para os ângulos de deflexão presumem que

os ângulos são pequenos, para todo efeito prático o parâmetro de impacto coincide

com a distância de maior aproximação [129]. Portanto, pode-se definir uma escala ρ−1

associada à trajetória. No caso de pólos complexos há também três escalas caracteŕıs-

ticas: o alcance do potencial de Yukawa, o comprimento das oscilações e o parâmetro

de impacto. A análise qualitativa torna-se complicada devido à presença dos termos

oscilantes, logo no que segue descreveremos dois exemplos simples ilustrativos.

O caso a2 � b2

De acordo com as definições da Seção. 3.2, segue que a2 > b2 se e somente se β < 0.

Ainda, se c2 for suficientemente pequeno, tal que c2
2/β

2 � 1, é posśıvel que a parte

real da “massa” seja muito maior que a parte imaginária. Neste cenário as quantidades

massivas a2 e b2 podem ser aproximadas por

a2
2 ≈

4

κ2|β|

(
2− 3

2

c2
2

β2

)
, b2

2 ≈
2

κ2|β|
c2

2

β2
. (4.81)

Outrossim, a condição a2 � b2 significa que o potencial de Yukawa tem alcance muito

curto, em comparação com os termos de longas oscilações.

É ainda posśıvel que o parâmetro de impacto seja grande ou pequeno em comparação

com a escala das oscilações. Considerando que ρ−1 � a2, a correção devida às derivadas

mais altas será sempre pequena ante o termo de Einstein, logo θ ≈ θE. A única situação
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interessante é quando b2 � ρ−1, com ρ−1 comparável com a2. Neste caso podemos

escrever cos(b2r) ≈ 1 e sen(b2r) ≈ b2r, que simplifica a expressão do ângulo de deflexão

para

θ ≈ θE − 2MGρ

+∞∫
−∞

dx

(
−βa2b2

c2

r + a2 +
1

r

)
e−a2r

r2

≈ θE − 2MGρ

+∞∫
−∞

dx

(
a2

2

2
r + a2 +

1

r

)
e−a2r

r2
. (4.82)

É imediato verificar que essa é essencialmente a mesma expressão (4.77), do caso de

pólos reais degenerados. Este resultado é natural, haja visto que b2 � ρ−1 ∼ a2

implica que a parte imaginária de m2± é pequena com respeito a todas as demais

escalas do sistema. Logo, em primeira ordem ambos cenários coincidem, verificando

nossos cálculos anteriores. Diferenças começam a aparecer apenas quando correções de

segunda ordem em b2r e de primeira ordem em b2/a2 são levadas em conta.

O caso b2 � a2

Essa condição é verificada somente se β > 0 e c2
2/β

2 � 1. As quantidades a2 e b2

podem então ser aproximadas por

a2
2 ≈

2

κ2|β|
c2

2

β2
, b2

2 ≈
4

κ2|β|

(
2− 3

2

c2
2

β2

)
, (4.83)

donde b2
2/a

2
2 ≈ 4β2/c2

2. Como consequência,

b2
|β|
c2

� b2 >
b2

2
≈ a2

|β|
c2

� a2 . (4.84)

Recordamos que a condição a2 � b2 significa que o alcance do potencial de Yukawa

é muito maior que o peŕıodo das oscilações das funções trigonométricas. Então, várias

oscilações irão ocorrer antes de que o fator exponencial torne despreźıvel toda a correção

das derivadas mais altas. Este regime, portanto, possui uma dependência muito mais

forte no parâmetro de impacto se comparado com os casos discutidos anteriormente.
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No regime ρ−1 � b2 pode-se aproximar o argumento das funções trigonométricas

pelo valor constante ρb2, quando r ≈ ρ, onde a amplitude dos termos de correção é

máxima. Fica então claro que uma variação pequena do parâmetro de impacto pode

produzir uma grande mudança da correção devida às derivadas mais altas, até mesmo

mudando o sinal desta correção.

Essa forte dependência em ρ é apenas suprimida para ρ−1 < a2, devido ao amor-

tecimento exponencial. Tendo em vista a Eq. (4.84), a expressão para o ângulo de

deflexão se simplifica para

θ ≈ θE − MGρ
βb2

c2

+∞∫
−∞

dx cos(b2r)
e−a2r

r2
. (4.85)

4.3.5 Comentário com vistas à detecção experimental das de-

rivadas mais altas

Os dois exemplos anteriores mostram que as correções devidas às derivadas mais al-

tas podem ter forte dependência no parâmetro de impacto, no caso de pólos complexos.

A origem desse efeito está no comportamento oscilatório do ı́ndice de refração efetivo.

Em situações reaĺısticas, no entanto, os únicos cenários fact́ıveis são aqueles nos quais

a parte real das “massas” é grande suficientemente para amortecer as oscilações em

escalas maiores que aquelas testadas experimentalmente.

Com efeito, as medidas mais precisas de deflexão de raios de luz próximo ao limbo

do Sol (realizadas pela modelagem de ocultações de fontes de rádio) confirmaram

a predição da relatividade geral com uma incerteza de apenas algumas partes em

100.000 [137,138]. No espectro viśıvel, a astrometria de estrelas durante eclipses solares

verificaram o ângulo de deflexão com uma precisão de 1% [139,140].

As medidas de deflexão de raios de luz na vizinhança do Sol, no contexto da gravi-

tação de quarta ordem (4.75), fornecem o limite inferior para a massa do potencial de

Yukawa como sendo m2 > 10−23 GeV [126]. Este valor é, no entanto, muito pequeno se
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comparado a experimentos de laboratório usando balanças de torsão, que apontam para

m2 > 10−12 GeV no caso de apenas um potencial de Yukawa [141, 142]. Esses limites

podem ser vistos como uma primeira estimativa para uma quota inferior da compo-

nente real a2, se considerarmos que ela é grande bastante para suprimir as oscilações até

esta escala. Entretanto, nenhum limite na parte imaginária pode ser estabelecido desta

análise preliminar. A modelagem precisa dos experimentos, especialmente daqueles de

balança de torsão, faz-se necessária para detectar algum eventual comportamento os-

cilatório do potencial gravitacional. Uma interessante discussão acerca da perspectiva

de detecção de oscilações no potencial gravitacional pode ser encontrada em [143,144].
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Capı́tulo 5
Efeitos dos modos escalares na deflexão da

luz

No caṕıtulo anterior vimos que o ı́ndice de refração efetivo (4.65) da gravitação de

sexta ordem não depende das excitações massivas escalares da teoria. Mostraremos

aqui que esse resultado pode ser generalizado para extensões arbitrárias no setor esca-

lar, isso é, teorias com um termo
∫
d4x
√
−gRF (�)R, onde F é uma função arbitrária.

Modelos desse tipo têm amplas aplicações na cosmologia. Por exemplo, F = const.

gera o modelo R + R2, que é a base da inflação de Starobinsky [145, 146]; enquanto

que as funções F−1(�) = µ2�−1 e F−2(�) = µ4�−2 geram termos que se comportam

aproximadamente como o termo de Einstein-Hilbert e a constante cosmológica, sendo

uma forma efetiva de considerar a influência do grupo de renormalização dessas quan-

tidades [147,148] (ver, por exemplo, [149–151] para aplicações desses modelos). Ainda,

fatores de forma logaritmicos, como F (�) = ln (� /µ2), surgem de correções quânticas

envolvendo loops de campos de matéria [147,148].

Por simplicidade, neste caṕıtulo consideraremos apenas extensões da relatividade
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geral no setor escalar, isto é, teorias do tipo

Sgrav =

∫
d4x
√
−g
[
− 2

κ2
R +RF (�)R

]
, (5.1)

com κ2 = 32πG e uma função arbitrária F . Obviamente, devemos ainda incluir no

integrando uma densidade de lagrangeana de matéria, LM . Vários trabalhos discutiram

a deflexão da luz em casos particulares deste modelo, usando métodos diferentes [48,

126,135,152–158]. Em alguns artigos chega-se à conclusão que a deflexão da luz ocorre

exatamente da mesma forma que na relatividade geral, em outros porém é dito que

esse teste pode ser usado para distinguir entre dois modelos. Nosso objetivo neste

caṕıtulo é buscar esclarecer a questão de, em que medida, a deflexão da luz depende

do modelo. Seguiremos, para tanto, duas linhas de racioćıcio diferentes. A primeira

encara o problema como um espalhamento e se baseada no cálculo de amplitudes; por

sua vez, a segunda é o método puramente clássico descrito no caṕıtulo anterior, em

termos de um ı́ndice de refração efetivo.

5.1 Deflexão da luz: abordagem ao ńıvel de árvore

A interação entre a luz e um campo gravitacional fraco pode ser descrita como um

processo de espalhamento e calculado usando diagramas de Feynman [159, 160], in-

cluindo, inclusive, correções de loops [118,119,161,162]. Antes de aplicarmos o método

para o modelo estendido (5.1), faremos uma breve revisão do cálculo para a relatividade

geral.

5.1.1 Deflexão da luz na relatividade geral

O cálculo da deflexão ao ńıvel clássico pelo método de espalhamento pode ser en-

contrado em alguns livros, tais como [163, 164]. Apresentaremos aqui, contudo, uma

demonstração ligeiramente diferente, de modo a ser mais facilmente generalizada para

o modelo estendido (5.1).
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O primeiro passo consiste em escrever a métrica como uma flutuação sobre o espaço-

tempo plano, isto é, gµν = ηµν + κhµν , com ηµν = diag(+1,−1,−1,−1). Como a

gravidade se acopla com a matéria via o tensor de momento-energia, em primeira

ordem em κ a interação é descrita pela lagrangeana

Lint = − κ
2
hµνTµν , (5.2)

onde T µν é o tensor de momento-energia do setor de matéria no espaço plano, que

define o vértice fundamental. Para o campo eletromagnético temos

T µνem = − ηαβF µαF νβ +
1

4
ηµνFαβF

αβ, (5.3)

com Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Precisaremos também da interação com campo massivo

escalar, minimamente acoplado,

T µνscal = ∂µφ ∂νφ− 1

2
ηµν
(
∂αφ ∂

αφ−M2φ2
)
. (5.4)

No contexto da relatividade geral, a interação gravitacional está relacionada à troca

de apenas um tipo de part́ıcula, o gráviton, cujo propagador pode ser escrito como

GGR
µν,αβ(k) =

P
(2)
µν,αβ

k2
−
P

(0−s)
µν,αβ

2k2
(5.5)

na representação do espaço dos momentos. Aqui P
(2)
µν,αβ e P

(0−s)
µν,αβ são os projetores de

spin-2 e spin-0 dados pela Eq. (1.8). Salientamos que as outras partes do propagador

são irrelevantes para nossas considerações, pois ele será contráıdo diretamente com as

fontes na aproximação de ńıvel de árvore.

Ao ńıvel de árvore, podemos modelar a fonte massiva que produz o campo gravitaci-

onal como sendo um campo escalar massivo. Temos, portanto, que calcular o processo

de troca de um gráviton entre esse campo e o fóton. A contribuição dominante para a

amplitudeM associada a esse processo é da ordem κ2 e está relacionada, via a fórmula

de redução de LSZ, à função

G4 = −κ
2

4

∫∫
d4z1d

4z2

〈
0
∣∣Tφ(x)φ(x′)Aµ(y)Aν(y

′)Tαβscal(z1)T ρσem(z2)hαβ(z1)hρσ(z2)
∣∣0〉

c
.

(5.6)
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Ao aplicar-lhe o teorema de Wick, o termo hαβ(z1)hρσ(z2) fornece o propagador do

gráviton (5.5). O tensor de momento-energia do campo eletromagnético satisfaz a lei

de conservação ∂αT
αβ
em = 0 e tem traço nulo, Tαα em = 0. Logo, os termos proporcionais

a ωµν no propagador do gráviton não contribuem para a expressão (5.6)) e, portanto,

para a amplitude de espalhamento. Podemos, pois, substituir os projetores θµν pela

métrica ηµν no propagador do gráviton contráıdo com T µνem . Do ponto de vista f́ısico,

isso significa que os fótons só interagem com o setor de spin-2 do propagador.

A contribuição mais baixa para a matriz de espalhamento decorre do diagrama

ilustrado na Figura (5.1), ao ńıvel de árvore, no qual um fóton com momento inicial

p e um escalar com momento q trocam um gráviton, resultando num estado final com

momentos p′ e q′. A amplitude de espalhamento associada é dada por

M = V (φ)
µν (q, q′)Gµν,αβ

GR (k) V
(A)
αβ ρσ(p, p′) ερ(p) ε∗σ(p′) , (5.7)

onde inclúımos os vetores de polarização para os fótons. Para o escalar temos o vértice

V (φ)
µν (p, p′) = −iκ

2

[
pµp

′
ν + p′µpν + ηµν(M

2 − p · p′)
]
, (5.8)

enquanto que para o fóton,

V
(A)
αβ µν(p, p

′) = −iκ
2

[
p · p′(ηµαηνβ + ηµβηνα − ηµνηαβ) + ηαβp

′
µpν + ηµν(pαp

′
β + pβp

′
α)

−(ηβνp
′
µpα + ηαµp

′
βpν + ηανp

′
µpβ + ηβµp

′
αpν)

]
. (5.9)

ϕ(x) ϕ(x′)

Aµ(y) Aν(y
′)

Figura 5.1: Troca de um gráviton entre um campo massivo e um fóton.
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Como discutido acima, na amplitude (5.7) podemos substituir o propagadorGµν,αβ
GR (k)

pela expressão

1

2k2
(ηµαηνβ + ηµβηνα) . (5.10)

Considerando que estamos interessados na deflexão de um raio de luz passando nas

vizinhanças de um objeto massivo (como uma estrela ou uma galáxia), aqui descrito

pelo campo escalar, é justo aplicar-lhe a aproximação de massa grande. Isso significa

tomar q = 0, q′ = −k, M � |k| eM � |p|, e considerar que o fóton sofre espalhamento

elástico, com |p| = |p′|. No limite em que k −→ 0, o vértice escalar-escalar-gráviton se

simplifica para V
(φ)
µν = −iκM2δ0

µδ
0
ν . Para o outro vértice, convém trabalhar no calibre

de Lorenz, no qual ε0 = 0 e ε · p = 0. É, pois, fácil ver que a Eq. (5.7) se reduz para

M = − κ
2M2E2

|k|2
ε(p) · ε∗(p′) . (5.11)

Aqui E = p0 = p′0 é a energia do fóton. Os termos de polarização podem ser descartados

se a transferência de momento é despreźıvel (ver [165] para discussões sobre efeitos

dependentes da helicidade no caso de fontes com rotação). Devemos, ainda, introduzir

fatores de normalização
√

2Ei para cada part́ıcula externa. Lembrando que κ2 = 32πG,

temos que a amplitude de espalhamento é dada por

V(k) = −8πGME

|k|2
. (5.12)

A transformada de Fourier desta expressão fornece o potencial de interação sentido

pelo fóton:

V (r) = −2GME

|r|
. (5.13)

Como esperado, esse potencial é o dobro do potencial newtoniano estático, sentido por

part́ıculas não-relativ́ısticas [159]. Inclusive, esse fator dois teve importância na história

da relatividade geral, pois ele estava ausente na primeira predição de Einstein para a

deflexão da luz, baseada apenas no prinćıpio de equivalência, em 1911 [166]. Com o
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potencial (5.13) acima e usando a teoria de espalhamento clássica é posśıvel calcular a

deflexão sofrida por um raio de luz sujeito a um campo gravitacional fraco1.

5.1.2 Deflexão da luz em teorias estendidas

O método descrito na seção anterior pode ser facilmente adaptado para extensões da

relatividade geral, nas quais o propagador da interação gravitacional tem uma estrutura

mais rica, propagando part́ıculas diferentes do gráviton. Por exemplo, como vimos em

caṕıtulos anteriores, caso F seja uma função polinomial de grau N , pode haver N + 1

part́ıculas massivas de spin-0 adicionalmente ao tradicional gráviton sem massa. Em

casos mais gerais, pode ser que o propagador tenha pólos massivos, pólos complexos,

pólos degenerados, ou ainda apenas o pólo em k2 = 0 (caso de certas teorias não-

locais). O ponto central aqui é que todas essas possibilidades permitidas pela ação (5.1)

envolvem mudanças apenas no setor escalar do propagador, enquanto que o setor de

spin-2 permanece inalterado. Com efeito, tendo em vista as Eq. (1.16) e (1.17) segue

que o propagador da teoria extendida (5.1) pode ser escrito como

Gext.
µν,αβ(k) =

P
(2)
µν,αβ

k2
−

P
(0−s)
µν,αβ

2k2 [1− 3κ2k2F (−k2)]
. (5.14)

Notemos que o setor de spin-2 só se alteraria caso inclúıssemos na ação um termo do

tipo RαβF2(�)Rαβ ou RαβµνF3(�)Rαβµν [54].

Apesar dos eventuais novos graus de liberdade na teoria (5.1), em ordem mais baixa

o vértice associado à interação entre fótons e o campo gravitacional é exatamente o

1Vale notar que uma forma alternativa de se obter a expressão para o ângulo de deflexão é via a

comparação da seção de choque não-polarizada resultante de (5.11) com a seção de choque quântica [48,

126, 135, 159, 160]. Contudo, como discutido em [48], esse método tem aplicação restrita a certas

extensões da relatividade geral.
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mesmo da relatividade geral. De fato,

M = V (φ)
µν (q, q′)Gµν,αβ

ext. (k)V
(A)
αβρσ(p, p′) ερ(p) ε∗σ(p′)

= V (φ)
µν (q, q′)

(
ηµαηνβ + ηµβηνα

2k2

)
V

(A)
αβρσ(p, p′)ερ(p) ε∗σ(p′)

= V (φ)
µν (q, q′)Gµν,αβ

GR (k)V
(A)
αβρσ(p, p′) ερ(p)ε∗σ(p′), (5.15)

que é mesma expressão da relatividade geral (5.12). Isso ocorre porque todas as mo-

dificações no propagador são no setor de spin-0, que interage com o traço do tensor

momento-energia, como discutido na seção anterior. Nesse sentido, a deflexão da luz-

não pode ser usada, por si só, para distinguir duas teorias quaisquer do tipo (5.1). Este

resultado está em acordo com os cálculos de [126, 155–158] para modelos particulares

e feitos usando outros métodos.

5.1.3 Efeito da interação com part́ıculas massivas

Apesar da igualdade do potencial de interação em toda a classe de teorias definidas

por (5.1), a afirmativa de que todas essas teorias fornecem a mesma predição para

o ângulo de deflexão não é correta. O posśıvel efeito decorre da diferença entre o

termo GM que entra na fórmula para a deflexão e o termo que é obtido em medições

e observações. Aqui G é a constante de Newton, usualmente medida em experimentos

semelhantes ao de Cavendish, e M é massa do corpo responsável pela deflexão, que

normalmente é determinada a partir do estudo de órbitas de corpos celestes. Como

resultado, para fazer uma predição do ângulo de deflexão em alguma situação concreta,

faz-se necessário considerar também a interação da gravitação com part́ıculas massivas

(não-relativ́ısticas). O potencial de interação não-relativ́ıstico pode ser computado,

como em (5.13), via a transformada de Fourier da amplitude de espalhamento

M = V (φ1)
µν Dµν,αβ V

(φ2)
αβ , (5.16)

onde φ1 e φ2 são campos escalares de massa M e m. Como o traço do tensor de

momento-energia para campos escalares massivos não é nulo, o potencial estático de-
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pende da forma da função F e, dessarte, dos parâmetros massivos do modelo.

Vimos, por exemplo, que o potencial interpart́ıculas para uma função polinomial

F (x) contém termos de correção do tipo Yukawa para cada pólo massivo simples no

propagador [87,103,107,167],

V (r) = − GMm

|r|

1 +
1

3

N∑
i=0

N∏
j=0
j 6=i

µ2
j

µ2
j − µ2

i

e−|r|µi

 . (5.17)

Se as quantidades µi forem reais e muito maiores que a escala t́ıpica r−1
lab dos experi-

mentos que medem G, então os termos de Yukawa serão suprimidos e o potencial se

reduz ao termo newtoniano. Por outro lado, se as massas dos novos graus de liberdade

são tais que µi � r−1
lab para um dado sistema experimental/observacional, então as

exponenciais podem ser aproximadas por 1 e o potencial se torna, para todos efeitos

práticos, igual a 4/3 do potencial de Newton [103,107]. Nesse caso, nossas medidas em

laboratórios irão, na prática, medir uma constante efetiva Geff = 4
3
G, de sorte que, por

exemplo, a predição para o ângulo de deflexão para um raio de luz passando próximo

ao limbo do Sol será 3/4 daquela da relatividade geral.

Esse exemplo simples mostra que a função F pode ter uma influência indireta na

predição do ângulo de deflexão. Esse efeito é indireto por não estar relacionado a uma

nova força atuando no raio de luz, mas sim no valor medido do produto GM , que

aparece na expressão para o ângulo de deflexão. Em situações reaĺısticas astrof́ısicas,

isso só afetaria modelos com modos escalares “leves”.

5.2 Analogia óptico-mecânica e estrutura de geodé-

sicas nulas

Resolver a equação de Maxwell no espaço curvo pode ser visto como uma aborda-

gem mais limpa para calcular o ângulo de deflexão, pois considera, desde o prinćıpio,
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que a fonte do campo gravitacional é clássica (e não quântica). Ainda, como discutido

em [48], esse procedimento evita posśıveis sutilezas do cálculo usando diagramas de

Feynman. Por essa razão, nesta seção descrevemos como as extensões (5.1) se mani-

festam na deflexão da luz usando métodos clássicos e geométricos. Seguimos aqui a

mesma analogia óptico-mecânica descrita na seção2 4.3.1 (e nos Apêndices C e D).

Como na Seção 4.3 do caṕıtulo anterior, usaremos a métrica estática e esfericamente

simétrica na forma isotrópica,

ds2 = (1 + 2ϕ)dt2 − (1− 2ψ)
[
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2θ dφ2

) ]
, (5.18)

com ϕ = ϕ(r) e ψ = ψ(r), à qual está associada um ı́ndice de refração efetivo

n(r) =

√
1− 2ψ(r)

1 + 2ϕ(r)
. (5.19)

No caso da relatividade geral, em primeira ordem em G, a métrica (5.18) associada

a uma massa pontual M é dada pelos potenciais

ϕ(r) = ψ(r) = − GM
r
. (5.20)

Como estamos no regime de campo fraco, assumimos que esse termo é pequeno, donde

segue o ı́ndice de refração efetivo

nE(r) = 1 +
2GM

r
+ O(G2). (5.21)

Para obter o ı́ndice de refração efetivo associado a modelos estendidos do tipo (5.1)

com uma função arbitrária F (x), convém primeiro reescrever os potenciais ϕ e ψ em

termos de novas funções ϕ∗ e ψ∗,

ϕ(r) = V (r) + ϕ∗(r), ψ(r) = V (r) + ψ∗(r), com ∆V =
κ2ρ

8
.

(5.22)

2Ver também as referências [2, 3, 128,129].
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Na última expressão, ρ é a densidade (estática) de matéria que serve de fonte ao

campo. Evidentemente, para a relatividade geral as equações de movimento devem

fornecer ϕ∗ = ψ∗ ≡ 0. A solução na forma (5.18) para o campo gerado por uma

distribuição estática de matéria pode ser obtida, como vimos no Caṕıtulo 2, pelo traço

e pela componente (0, 0) das equações de movimento linearizadas, quais sejam,

4
[
1− 3h(−∆)

]
∆(ϕ− 2ψ) = κ2ρ, (5.23)

4
[
h(−∆)− 1

]
∆ϕ− 8h(−∆)∆ψ = −κ2ρ, (5.24)

onde h(�) =
[
1 + 2κ2F (�)�

]
. (5.25)

(Por ser uma fonte estática, podemos substituir � por −∆.) Usando o Ansatz (5.22)

é imediato mostrar que as funções ϕ∗ e ψ∗ satisfazem as equações

1− 3h(−∆)

1− h(−∆)
∆ϕ∗ =

κ2ρ

8
,

1− 3h(−∆)

1− h(−∆)
∆ψ∗ = −κ

2ρ

8
, (5.26)

donde segue que ϕ∗(r) = −ψ∗(r).

Para uma massa pontual ρ(r) = Mδ(3)(r), o ı́ndice de refração efetivo é, então,

next(r) =

√
1− 2V − 2ψ∗
1 + 2V + 2ϕ∗

= 1− (V − ϕ∗)− (V + ϕ∗) +O(G2) (5.27)

= 1 +
2GM

r
+O(G2). (5.28)

Essa expressão é, em primeira ordem, a mesma que ocorre na relatividade geral (5.21).

Mais uma vez, vemos que a deflexão da luz, considerada sozinha, não pode ser usada

para distinguir dois modelos que difiram apenas no setor escalar3. É fácil ver que isso

ocorre pois, na equação (5.27), a contribuição dos termos quadráticos em R aparecem

com o mesmo valor (mas sinais contrários) nas componentes h00 e h11 da perturbação

métrica. Não obstante, como discutido na seção anterior, para realizar uma predição

3Vale notar que essa mesma conclusão foi encontrada em [126,135,155–158] no contexto da teoria

R+R2.
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da deflexão da luz faz-se necessário estabelecer um valor para GM via uma técnica

diferente.

Para melhor explicar essa conclusão, podemos escrever a métrica (5.18) numa forma

inspirada pelo formalismo PPN [168], com

ϕ = −GeffM

r
, ψ = −γGeffM

r
, (5.29)

sendo Geff a quantidade medida experimentalmente. Salientamos que, de modo geral,

uma teoria do tipo (5.1) não admite uma representação no formalismo PPN [168],

pois o limite newtoniano de um tal modelo pode ser não-newtoniano, com alguma

dependência adicional em r [154, 169–171]. Nessa circunstância as quantidades Geff e

γ são funções de r e deve haver alguma escala na qual seja posśıvel observar desvios

da mecânica newtoniana, como uma precessão anômala de órbitas eĺıpticas [172, 173].

A (nova) lei de força pode ser estudada nesse regime e os parâmetros livres do modelo

determinados, bem como a constante G. Contudo, pode também acontecer que esses

efeitos não-newtonianos não sejam apreciáveis numa cerca escala r̄ para a qual Geff(r̄)

e γ(r̄) são aproximadamente constantes e as leis da mecânica são aproximadamente

as de Newton. Nesse cenário pode-se trabalhar com a métrica na forma PPN acima.

Então, das relações

ϕ = V + ϕ∗ = V
(

1 +
ϕ∗
V

)
e ψ = V − ϕ∗ = γV

(
1 +

ϕ∗
V

)
segue que na vizinhança de r̄ vale

Geff =
(

1 +
ϕ∗
V

)
G e γ =

V − ϕ∗
V + ϕ∗

. (5.30)

Assumindo que ϕ∗(r̄)� V (r̄) numa certa região, seque que

γ(r̄) ≈ 1− 2ϕ∗(r̄)

V (r̄)
.

Por outro lado, se a condição ϕ∗(r̄)� V (r̄) não é satisfeita, o parâmetro γ pode ser

bastante diferente do valor γGR = 1 da relatividade geral; e a predição para o ângulo

83



de deflexão pode variar de teoria para teoria. De fato, pela Eq. (5.28) a deflexão θ

sofrida por um raio de luz com parâmetro de impacto b é θ = 4GMb−1. Em termos de

Geff esse resultado se escreve como

θ =
4GeffM

(1 + ϕ∗/V ) b
= 2 (1 + γ)

GeffM

b
, (5.31)

com γ definido como em (5.30).

Consideremos um exemplo simples. No caso de uma função constante F (�) ≡

(6α)−2 (isto é, o modelo R + R2) e uma massa pontual como fonte do campo gravita-

cional se tem

ϕ∗(r) = −GMe−mr

3r
, γ =

3− e−mr

3 + e−mr
, (5.32)

onde m ≡ ακ−1. Se m for suficientemente grande, o potencial de Yukawa pode ter um

alcance mais curto que a escala dos mais recentes e precisos experimentos de balança

de torsão. Então, para todo efeito prático a quantidade Geff medida em laboratório é

igual a G e γ = 1. Por outro lado, se o modo escalar é muito leve, com um alcance

muito maior que escalas t́ıpicas no Sistema Solar, então a massa do Sol medida no

contexto da mecânica Newtoniana (ou massa kepleriana) é tal que

(GM)eff =
(

1 +
1

3
e−mr̄

)
GM ≈ 4GM

3
,

e γ ≈ 1/2. Esse exemplo mostra que nem sempre podemos assumir que ϕ∗ � V .

Substituindo γ = 1/2 em (5.31) encontramos o ângulo de deflexão θ = 3
4
θGR, em

acordo com [152] (veja também o exemplo citado na Seção 5.1.3). O parâmetro PPN

γ em (5.32) foi obtido em [156], onde também foi argumentado que seu valor correto

deveria ser, no entanto, γ = 1, haja visto que ϕ + ψ = 2V como em (5.28). Como

acabamos de mostrar, não há conflito entre as equações (5.28) e (5.32) quando se leva

em conta as quantidades observáveis em (5.28). O valor γ = 1 foi obtido em [154] sob a

hipótese que o parâmetro m é tal que a teoria não viole nenhum resultado experimental

conhecido. Isso está em acordo com nossa discussão, isto é, considerando que m é tão

84



grande que afete a mecânica apenas à escala sub-micrométrica. Por fim, a deflexão da

luz nesse modelo foi estudada também em [135, 155, 157, 158] com a conclusão de que

é um teste insuficiente para distinguir entre a relatividade geral e o modelo R + R2

em primeira ordem em G (ver [158] para cálculos até a ordem seguinte). Consoante

o que aqui discutimos, essa afirmativa é parcialmente correta, pois qualquer predição

tem como base a quantidade GM — e a quantidade (GM)eff na relatividade geral pode

ser diferente daquela na teoria quadrática.

Por fim, é instrutivo mencionar a relação dos resultados anteriores com transforma-

ções conformes da métrica. Como discutido na Seção 4.3.1 e no Apêndice C, a descrição

da deflexão da luz via a analogia óptico-mecânica está intimamente relacionada com

o fato de que a luz segue geodésicas nulas com respeito à metrica gµν . Nesse sentido,

a igualdade que verificamos para o ı́ndice de refração efetivo de todas as teorias (5.1),

em O(G), pode ser transportada para a estrutura das geodésicas nulas associadas às

métricas dessa classe de teorias. Esse paralelo foi notado em [122, 174] para o modelo

mais simples R+R2, e em [103,167,175] para modelos mais gerais envolvendo funções

polinomiais. Usando a métrica (5.18) parametrizada como (5.22) e com o resultado

ψ∗ = −ϕ∗ obtido acima é fácil verificar que

gext
µν = (1 + 2ϕ∗)g

GR
µν , (5.33)

onde mativemos termos apenas em ordem G. Aqui

gGR
µν (r) = ηµν + 2V δµν

é a métrica de campo fraco associada à mesma configuração de matéria no calibre de

de Donder.

Como geodésicas nulas são conformalmente invariantes, até O(G) as geodésicas

nulas da relatividade geral também o são nas teorias estendias (5.1). Segue, então, que

raios de luz sofrem a mesma deflexão em ambas teorias. Por sua vez, geodésicas de

tipo-tempo e tipo-espaço não são conformalmente mapeadas a outras geodésicas, e por
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isso part́ıculas massivas devem defletir de maneira diferente. Pensando na descrição em

termos da formulação ε-µ das equações de Maxwell no espaço curvo (ver Apêndice C),

temos que a transformação conforme gGR
µν 7→ gext

µν não altera as equações de movimento

do campo eletromagnético (veja também [176]).

5.3 Comentário sobre modelos com extenções no

setor de spin-2

O mesmo racioćınio desenvolvido neste caṕıtulo para teorias com extensões apenas

no setor escalar pode ser aplicado para teorias com modificações também no setor de

spin-2. Estas modificações, como vimos num exemplo já no caṕıtulo anterior, têm

um papel ativo na deflexão, realmente alterando o potencial sentido pelo raio de luz

e, portanto, a lei de força. Além disso, têm também um papel passivo referente à

recalibragem dos valores medidos para G e M . Com efeito, vimos no Caṕıtulo 2

que teorias polinomiais completas têm um potencial estático regular na origem. Isso

significa que, à escala dos modos massivos da teoria a força gravitacional tende a

ser suprimida — o que, na ausência de desvios apreciáveis da f́ısica newtoniana gera

um Geff pequeno, forçando-nos a tomar os parâmetros massivos da teoria como sendo

muito grandes. O mesmo se aplica no caso de teorias não-locais como as discutidas na

Introdução e no Caṕıtulo 3, no que toca à escala de não-localidade. Situação diferente

ocorre, contudo, para modificações não-locais no regime IR, tais como aquelas advindas

de termos do tipo Rµν �
−1Rµν e Rµν �

−2Rµν . Estes têm efeito apenas em grandes

escalas, podendo ter aplicações em f́ısica de matéria escura, por exemplo. Esperamos

no futuro analisar essas questões.

Retornando, agora, à discussão da Seção 4.3, conclúımos que os efeitos de eventuais

termos com derivadas mais altas têm mais chances de serem detectados experimen-

talmente em efeitos de balança de torsão. Afinal, à escala sub-milimétrica podem
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ocorrer desvios da lei de força (proporcional ao inverso do quadrado da distância) que

permitam, inclusive, a determinação dos novos parâmetros da teoria [141, 143, 144].

Modificações da lei de força à grandes distâncias, em teorias polinomiais, implicariam

que às nossas escalas usuais a gravitação seria muito fraca, o que inevitalmente levaria

a uma predição para o ângulo de deflexão diferente do experimentalmente verificado.
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Capı́tulo 6
Seesaw gravitacional em modelos

polinomiais

O ponto de vista convencional é que derivadas mais altas não são observáveis em

baixas energias devido à supressão causada pela escala de Planck. Para que essa afir-

mativa seja verdadeira na gravitação de Stelle (teoria com quatro derivadas), faz-se

necessário que os coeficientes dos termos de ordem superior sejam aproximadamente

iguais a um, ou pelo menos não muitas ordens de magnitude maiores. Não obstante, o

que é válido para a teoria de quatro derivadas não o é, necessariamente, para teorias

com mais derivadas. Com efeito, em teorias com maior número de parâmetros mas-

sivos é posśıvel conjecturar um eventual efeito do tipo seesaw, no qual os parâmetros

massivos grandes (da ordem da massa de Planck, MP ) da ação se combinam de tal ma-

neira a gerar uma massa f́ısica muito menor. Isso seria um mecanismo capaz de evadir

a supressão de Planck e trazer a fenomenologia do modelo para escalas mais baixas.

Tal questão é de grande interesse neste momento no qual ocorrem importantes avan-

ços observacionais na f́ısica de astropart́ıculas e na astronomia de multi-mensagem,

capazes de levar à descoberta de efeitos de gravitação quântica abaixo da escala de
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Planck [177–179].

Pensando na teoria de cordas, uma ação polinomial do tipo (1.13) pode ser vista

como um modelo efetivo em baixas energias no qual todos os parâmetros massivos são

advindos do único parâmetro α′. Dáı se supõe que todos eles, resultantes da truncagem

da série infinita em derivadas, são da ordem de MP . Porém, inspirados pela f́ısica de

neutrinos, poderia haver uma situação em que esses parâmetros grandes se combinassem

gerando uma part́ıcula de massa pequena e outras de massas elevadas. Neste caṕıtulo

iremos examinar essa possibilidade no modelo polinomial. Começaremos a discussão

com o caso da gravitação de sexta ordem, tema do Caṕıtulo 4, e logo mostraremos

como o resultado pode ser generalizado para teorias com derivadas de ordem arbitrária.

Seguiremos a mesma convenção de sinais do caṕıtulo Caṕıtulo 4, donde a ação para a

teoria de seis derivadas é

Sgrav =

∫
d4x
√
−g
[

2

κ2
R +

α

2
R2 +

β

2
R2
µν +

A

2
R�R +

B

2
Rµν�R

µν

]
. (6.1)

A hipótese que os parâmetros massivos da ação são da ordem da massa de Planck se

espressa como A−1, B−1, κ−2 ∼ M2
P . Mostraremos que o efeito de seesaw que ocorre

na gravitação permite que se tenha, por exemplo, um parâmetro B−1 muito menor que

M2
P e ainda assim ter uma part́ıcula com massa MP . Esse cenário pode ser realizado

mediante a redução da massa do modo tensorial mais leve, que é o fantasma.

6.1 Seesaw gravitacional com pólos reais

Para termos uma intuição de como funcionaria o mecanismo inspirado no seesaw

para gravitação, começamos analisando o exemplo mais simples, da gravitação de seis

derivadas (6.1). Para este temos uma fórmula fechada para as massas em função dos

parâmetros da ação, a saber,

m2
2± =

β ±
√
β2 + 16

κ2
B

2B
, m2

0± =
σ1 ±

√
σ2

1 − 8σ2
κ2

2σ2

, (6.2)
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onde σ1 ≡ 3α+ β e σ2 = 3A+B. As quantidades m0± e m2± podem ser complexas, e

ainda assim termos soluções reais para as equações de campo [48, 107]. Não obstante,

iniciaremos a discussão sobre a viabilidade do seesaw gravitacional pelo caso de pólos

reais, onde há um sentido natural falar em hierarquia entre as massas. Por simplicidade,

discutiremos apenas o setor de spin-2; o setor escalar pode ser analisado da mesma

forma e com os mesmos resultados.

Relembramos que as condições para pólos simples e reais são

β, B < 0, e β2 +
16B

κ2
> 0 . (6.3)

Nessas circunstâncias, de acordo com (6.2), vale m2
2+ < m2

2− , sendo a excitação mais

leve um fantasma e a mais massiva um modo normal (não-fantasma) [54]. Usando

as Eqs. (6.2) e (6.3) é fácil verificar a existência de uma relação entre β e B no caso

especial em que uma das massas é muito menor que a outra, isto é,

m2
2+ � m2

2− . (6.4)

Concretamente, devemos ter 16|B| � κ2β2. Na teoria na qual esta condição se verifica,

as massas m2± podem ser aproximadas por

m2
2+ ≈

4

κ2|β|
� m2

2− ≈
β

B
. (6.5)

Como no mecanismo seesaw original da f́ısica de neutrinos, uma das massas depende,

grosso modo, de apenas um parâmetro, enquanto que a outra depende de ambos. Ainda,

essa relação ocorre de tal maneira que a redução da massa menor implica no aumento

da massa maior. Uma diferença fundamental, no entanto, é que para os neutrinos o

mecanismo funciona para diminuir a massa menor, quando se aumenta a maior; no

caso gravitacional o efeito é aumentar a massa maior, consoante a Eq. (6.5). Isso

decorre da presença do parâmetro B (ou, mais geralmente, do parâmetro do termo de

seis derivadas) no denominador em (6.2), fazendo com que a massa menor em (6.5)

dependa apenas de β enquanto a maior dependa dos dois.
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Neste esṕırito, há duas possibilidades para se ter m2− da ordem da massa de Planck:

ter um |B| pequeno ou um |β| grande. A primeira opção é a tradicional, já que ela

prescreve β ∼ 1 e B ∼M−2
P de tal forma que todas as massas sejam da ordem de MP .

A segunda possibilidade, baseada no mecanismo tipo-seesaw, permite que se tenha

|B| � M−2
P ao mesmo tempo que m2− ∼ MP . Evidentemente, ter um |B| grande

ainda fornecendo uma massa grande só pode ser alcançado mediante a redução da

massa do fantasma, via β � 1. O resultado final, que pode ser depreendido de (6.5) é

que a existência de uma excitação com massa muito menor depende apenas dos termos

da ação com duas e quatro derivadas, enquanto que o termo de seis derivadas não afeta

a presença de uma massa muito menor. Mutatis mutandis esses argumentos se aplicam

também ao setor escalar. Enfim, termos com seis derivadas não são capazes de produzir

um efeito seesaw eficiente.

Este resultado pode ser generalizado para teorias polinomiais de ordem arbitrária,

mas para tanto faz-se necessária uma demonstração que não dependa explicitamente

da solução para os pólos do propagador — o que, diga-se de passagem, não existe em

forma fechada para modelos com dez ou mais derivadas. Mostraremos como essa tarefa

pode ser levada a cabo para o modelo de oito derivadas e a partir dáı é fácil demonstrar

para o caso arbitrário.

Consideremos, então, a ação (1.13) com oito derivadas. Podemos escrever as equa-

ções para os pólos do propagador na forma

1

µ4
0

k6 − 1

µ2
1

k4 + β k2 − µ2
2 = 0 , (6.6)

ou,

k6 − µ4
0

µ2
1

k4 + β µ4
0 k

2 − µ4
0µ

2
2 = 0 . (6.7)

Omitimos os coeficientes numéricos que dependem do setor de spin, pois eles podem

ser absorvidos na definição dos parâmetros. Aqui µ0,1,2 são os parâmetros massivos

positivos originários da ação, relacionados aos termos de 2, 6 e 8 derivadas. Em teoria
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de cordas, podemos considerar que todos eles decorrem de um mesmo parâmetro α′ e

portanto têm a mesma ordem de grandeza, digamos,

µ2
0 ∼ µ2

1 ∼ µ2
2 ∼ M2

P . (6.8)

Consideraremos que vale esta situação.

As ráızes de (6.7) podem ser reais ou complexas e são dadas pela fórmula de Cardano

(contudo, não usaremos esse fato, como justificado anteriormente). Consideraremos

primeiramente o caso de ráızes simples e reais que satisfazem a hierarquia m2
1 � m2

2 ∼

m2
3. Segue, então,

k6 −
(
m2

1 +m2
2 +m2

3

)
k4 +

(
m2

1m
2
2 +m2

1m
2
3 +m2

2m
2
3

)
k2 −m2

1m
2
2m

2
3 = 0 . (6.9)

Usando a relação m2
1 � m2

2 ∼ m2
3, a equação anterior se reduz a

k6 −
(
m2

2 +m2
3

)
k4 + m2

2m
2
3 k

2 − m2
1m

2
2m

2
3 = 0 . (6.10)

É imediato verificar a contradição entre (6.7) com (6.8) e (6.10). De acordo com (6.7)

tem-se

3µ4
0

µ2
1

∼ M2
P , 3β µ4

0 ∼ M4
P e µ4

0µ
2
2 ∼ M6

P . (6.11)

Contudo, isso é incompat́ıvel com a Eq. (6.10), porque esta requer

m2
2 +m2

3 ∼M2
P , m2

2m
2
3 ∼M4

P mas m2
1m

2
2m

2
3 �M6

P . (6.12)

Essa consideração pode ser aplicada para modelos polinomiais de ordem arbitrária,

sempre com o mesmo resultado, e vale tanto para o setor tensorial massivo quanto para

o escalar. Destarte, podemos chamar o mecanismo de seesaw que ocorre em teorias

polinomiais como de “seesaw fraco”: uma massa maior pode se tornar ainda maior,

enquanto que uma massa menor só se torna menor ao usar valores não-naturais para

os parâmetros adimensionais da ação. A conclusão central é que os pólos reais do

propagador não podem gerar uma massa muito menor para a part́ıcula mais leve do

espectro apenas com os coeficientes massivos da ação da ordem da massa de Planck.
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6.2 Seesaw gravitacional com pólos complexos

Na seção anterior abordamos apenas o caso de seesaw para teorias com pólos reais.

Obviamente, para quantidadesmi complexas não faz sentido considerar hierarquia entre

as “massas”, visto que números complexos não são ordenados. A idéia, no entanto,

pode ser estendida também para este contexto, se pensarmos que a motivação original

é termos parâmetros massivos grandes na ação resultando em fenomenologia apreciável

em baixas energias. Desta forma, podemos definir o mecanismo tipo seesaw para pólos

complexos como uma forma de termos parâmetros grandes na ação e uma hierarquia

grande entre as partes real e imaginária de algum mi.

Diferentemente da seção anterior, iremos aqui analisar a possibilidade de seesaw

para o caso geral, e em seguida daremos o exemplo do caso particular de seis derivadas.

Como os pólos do propagador são definidos como as ráızes de uma equação polinomial

como (6.6), do teorema fundamental da álgebra segue que pólos complexos sempre

ocorrem em pares conjugados. Seja m1 = a + ib e m1′ = a − ib um tal par. Então,

escrevendo a equação para os pólos em termos das ráızes, como em (6.9), conclui-se que

o coeficiente
∑

im
2
i , formado pela soma de todas as ráızes, conterá o termo 2(a2− b2).

Por sua vez, o coeficiente que envolve os produtos de todas das ráızes tomadas duas a

duas conterá os termos

m2
1m

2
1′ = a4 + b4 + 2a2b2, (6.13)

e

m2
1m

2
2 +m2

1′m
2
2 = 2(a2 − b2)m2

2, (6.14)

onde m2
2 é uma terceira raiz arbitrária. Evidentemente, todos os coeficientes serão

reais, já que os parâmetros da ação também o são.

Até aqui não há muita diferença para o caso real, exceto que agora as quantidades

relevantes são a2 e b2. O último termo, porém, formado pelo produto de todas as ráızes,

conterá o termo m2
1m

2
1′ dado por (6.13). Isso convertirá o produto de todas as ráızes em
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uma soma de quantidades massivas, o que torna inválido o argumento usado na seção

anterior para descartar o mecanismo de seesaw forte. De fato, pensando no modelo de

oito derivadas, discutido anteriormente, é bem posśıvel ter µ4
0µ

2
2 ∼ M6

P na Eq. (6.11)

ao mesmo tempo que na Eq. (6.12) se tem

m2
1m

2
1′m

2
2 = (a4 + b4 + 2a2b2)m2

2 ∼M6
P (6.15)

com a2 � b2 ∼M2
P ou b2 � a2 ∼M2

P .

Isso significa que é posśıvel ter uma forte hierarquia entre as componentes real e

imaginária de mi — com parâmetros massivos grandes na ação. Não obstante, não di-

remos que isso é um mecanismo de seesaw eficiente, uma vez que os efeitos f́ısicos dessa

hierarquia não implica uma evasão da supressão da escala de Planck. O motivo é que

agora, como discutido no Caṕıtulo 4, a fenomenologia será dominada pela componente

maior, da ordem de MP . Com efeito, se b2 � a2 ∼ M2
P , então para todos os efeitos

práticos podemos assumir que o par (m1,m1′) se comporta como um modo degenerado

de massa a ∼ MP ; por outro lado, se a2 � b2 ∼ M2
P então eles se comportam como

um par degenerado taquiônico (caso não muito interessante fisicamente).

Outrossim, esse procedimento prova que não existe uma escolha natural de parâ-

metros massivos na ação capaz de provocar a redução significativa e simultânea das

componentes real e imaginária de uma dada “massa” da teoria. Conclui-se que o meca-

nismo de seesaw forte tampouco é eficiente no caso de modelos polinomiais com pólos

complexos.

Encerramos esta seção com um exemplo instrutivo, novamente do caso da teoria de

seis derivadas (6.1). De acordo com (6.2), a condição para pólos complexos no setor

de spin-2 do propagador é β2κ2 + 16B < 0. As “massas”m2± podem então ser escritas

como m2± = a2 ∓ ib2 com

a2
2 =
−β +

√
16|B|
κ2

4|B|
e b2

2 =
β +

√
16|B|
κ2

4|B|
. (6.16)

Podemos classificar os posśıveis cenários como se segue.

94



� Se 16|B| for apenas ligeiramente maior que β2κ2 então há uma grande hierarquia

entre as partes real e imaginária, e m2+ e m2− tendem a ser aproximadamente

iguais. De fato, se β < 0 segue que a2 � b2 e ambas excitações se comportam,

aproximadamente, como part́ıculas normais de mesma massa, enquanto que β > 0

fornece a2 � b2 e neste caso temos dois táquions. Se 16|B| ≈ β2κ2 ∼M−2
P , então

m2
2± ≈ −

8

βκ2
∼M2

P . (6.17)

Esse valor pode ser diminúıdo apenas mediante a escolha de |β| grande (e, neste

caso, |B| grande simultaneamente).

� Se 16|B| � β2κ2 temos um cenário t́ıpico do caso complexo no qual há duas

“massas” com partes real e imaginária quase iguais. Podemos então, em primeira

aproximação, trabalhar com apenas um parâmetro massivo e portanto a única

possibilidade para um mecanismo tipo seesaw seria a redução deste parâmetro

bastante abaixo da escala de Planck. Contudo, vale

a2
2 ≈ b2

2 ≈

√
1

κ2|B|
=

MP√
2|B|

. (6.18)

Logo, para que a2
2, b

2
2 � M2

P seja válido, é necessário impor |B| � M−2
P . Segue

que a redução do parâmetro β não diminui a massa efetiva; a única forma de fazê-

lo seria aumentar |B| acima de valores“naturais”, em outras palavras, apelar para

a condição de seesaw fraco.

É interessante notar que, em oposição ao seesaw com pólos reais (escolher um |β|

grande, ver (6.5)), no caso de pólos complexos em geral tem-se uma condição sobre os

parâmetros relacionados a derivadas mais altas (neste caso, B). Mencionamos ainda

que uma discussão absolutamente análoga se aplica aos modos escalares m0±.
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6.3 Consequências f́ısicas de um seesaw gravitaci-

onal

Nos dois caṕıtulos anteriores delineamos alguns efeitos que poderiam ser observados

caso a fenomenologia do modelo de ordem superior se transpusesse à escala de baixas

energias, tais como modificações na força de Newton, medida em experimentos de

balança de torsão [141, 142]. No caso de pólos complexos, por exemplo, as correções

relacionadas às derivadas mais altas assumem a forma de termos oscilantes, que também

ocorrem no caso de certas teorias não-locais de gravitação [97]. Motivados por esse tipo

de correção, algumas análises de medidas em laboratório foram refeitas com vistas à

detecção de oscilações na escala de micrometros [143,144].

A conclusão central deste caṕıtulo é, no entanto, que a inclusão de termos na ação

com derivadas mais altas que quatro não é capaz de gerar um mecanismo seesaw gra-

vitacional eficiente. Do ponto de vista f́ısico, isso torna mais dif́ıcil a detecção expe-

rimental dos efeitos das derivadas mais altas. Por outro lado, é bem sabido que esses

modelos normalmente sofrem da instabilidade de Ostrogradsky [180]. A situação da

gravitação pode ser diferente [43]; e como derivadas mais altas cumprem importante

papel em gravitação quântica e semiclássica, pode fazer sentido considerar que fantas-

mas existem e, por algum mecanismo ainda desconhecido, não geram um decaimento

rápido do vácuo ou outros tipos de instabilidade. Isso poderia estar relacionado com

o elevado valor da massa do fantasma [43], que eventualmente não permitiria que uma

tal part́ıcula fosse criada do vácuo sem gerar uma imensa densidade de grávitons (da

ordem de Planck). Sob essa óptica, é importante que a massa do fantasma mais leve

esteja protegida de um mecanismo do tipo seesaw se ainda mais derivadas são inclúı-

das na ação (ou se, no esṕırito da teoria de cordas, consideramos truncagens em ordens

mais altas).

Por exemplo, efeitos de um fantasma com massa pequena sobre a estabilidade de

soluções cosmológicas clássicas com respeito a perturbações tensoriais foram estudadas
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em [43–47, 181, 182], no contexto da gravitação com quatro derivadas. A ausência de

um mecanismo de seesaw eficiente mostra, portanto, que a proteção devida à escala de

Planck, discutida em [43,45], também deve funcionar em modelos com mais derivadas.

Por sua vez, a massa do escalar mais leve (e, portanto, não-fantasma) também está

protegida do seesaw. Vale notar que a realização do modelo inflacionário de Staro-

binsky [145] requer um valor elevado para o coeficiente do termo R2 [146, 183]. Esse

coeficiente reduz a massa do modo escalar de forma considerável, mas isso ocorre sem

o mecanismo de seesaw forte, ou seja, sem interferência dos termos com mais de quatro

derivadas.

Por fim, mencionamos que a ausência de um mecanismo de seesaw forte é útil

na abordagem proposta em [39, 40] para o problema dos fantasmas em gravitação

quântica. Como mencionamos na Introdução, essa idéia consiste em interpretar os

termos com derivadas mais altas no mesmo pé que as correções de loop, ou seja, como

pequenas correções à ação de Einstein-Hilbert. No caso de teorias polinomiais, essa

abordagem funcionaria apenas se todos os fantasmas massivos estão no UV distante.

A análise levada a cabo aqui mostra que de fato as massas dos fantasmas não podem

ser demasiadamente pequenas sem a escolha de coeficientes artificiais na ação.
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Capı́tulo 7
Eṕılogo

A construção de uma teoria consistente de gravitação quântica é, sem dúvidas, um

dos problemas mais interessantes da f́ısica teórica. Teorias de ordem superior locais e

não-locais lançam luzes sobre questões provavelmente centrais nesse programa, quais

sejam, a renormalizabilidade e unitariedade, e a possibilidade de termos uma teoria de

gravitação quântica perturbativa.

É natural, nesse contexto, estudar o limite clássico desses modelos e buscar efeitos

observáveis (clássicos ou quânticos). Este último ponto é especialmente relevante, dado

que uma das maiores dificuldades da gravitação quântica é a inexistência da contra-

partida experimental à teoria, que poderia fornecer indicações do caminho teórico a

seguir. Ainda que na gravitação einsteiniana pura os efeitos quânticos estejam restritos

a escalas próximas à de Planck, teorias modificadas podem conter uma nova escala de

energia, e dados observacionais de astropart́ıculas e astronomia de multi-mensageiros

poderiam eventualmente inaugurar a fenomenologia de gravitação quântica do ponto

de vista experimental/observacional.

Os resultados desta tese vão ao encontro desse programa, especialmente no que

tange os aspectos clássicos de modelos de ordem superior com motivação quântica.
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Uma das questões fundamentais nesse âmbito é a capacidade de resolução das singu-

laridades existentes na relatividade geral, que sinalizam a perda de predizibilidade da

teoria clássica. Nos Caṕıtulos 2 e 3 desta tese e nos artigos [107–109, 113] abordamos

essa questão no regime linear, como uma primeira aproximação para esse complicado

problema. Mostramos que o potencial newtoniano modificado é finito na origem para

modelos com pelo menos quatro derivadas nos setores de spin-2 e spin-0; e que a mé-

trica associada a uma massa pontual é regular (sem singularidades nos invariantes de

curvatura) nos modelos com pelo menos seis derivadas em cada setor. Com esses resul-

tados obtivemos uma caracterização completa dos modelos polinomiais que possuem

um limite newtoniano regular.

Além disso, esclarecemos a conjectura que relaciona a renormalizabilidade de um

modelo de gravitação de ordem superior com o comportamento de seu potencial clás-

sico [53,83,87]. Com efeito, mostramos que a renormalizabilidade de um modelo implica

na finitude de seu potencial, e que a super-renormalizabilidade implica em sua regu-

laridade; a rećıproca, porém, não é verdadeira, existindo modelos não-renormalizáveis

com potenciais finitos e/ou regulares. Ainda, mostramos explicitamente que a não-

localidade e/ou a condição de ausência de fantasmas não é necessária (e muito menos

suficiente) para que o limite newtoniano seja regular.

Os resultados acerca da regularidade do limite newtoniano podem ser estendidos

para a regularidade do colapso de cascas esféricas nulas (ultrarelativ́ısticas). Esse fato

foi apontado em [95]. No trabalho [108] mostramos explicitamente que o colapso de

uma casca esférica espessa é regular em teorias polinomiais gerais com pelo menos seis

derivadas no setor de spin-2. Esse resultado generaliza e refina as considerações de [95],

ao considerar os casos de teorias com pólos complexos e/ou degenerados e caracterizar

os modelos nos quais o colapso é regular. O colapso de cascas nulas, por sua vez,

tem aplicação à possibilidade de formação de mini buracos negros devido à colisão de

part́ıculas ultrarelativ́ısticas, em aceleradores por exemplo [94–96].

Ainda, em [108] mostramos que existe uma barreira de massa para a formação de
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mini-buracos negros em teorias polinomiais gerais. Esta também é uma generalização

de [95,184] e significa que, nesses modelos, um mini-buraco negro só pode ser formado

se sua massa for maior que um certo valor. Trata-se de uma situação diferente da

relatividade geral, na qual qualquer massa pode se tornar um buraco negro, bastando

que esteja confinada a uma região suficientemente pequena.

Referente à fenomenologia, nos Caṕıtulos 4, 5 e 6 e nos trabalhos [48,125,136,142]

discutimos posśıveis aplicações de modelos locais e não-locais na detecção de efeitos

causados pelas derivadas mais altas. Em particular, focamos suas potenciais consequên-

cias para a deflexão da luz e em experimentos de balança de torção. Mostramos que

a presença de pólos complexos no propagador induz um comportamento oscilatório no

potencial estático que, dependendo da escala, poderia ser medido em laboratório.

Ainda, no trabalho [48] discutimos a deflexão da luz em teorias de ordem superior

usando tanto a abordagem clássica quanto a semi-quântica (nos moldes de [120, 126,

130, 131]). Nesse sentido, esclarecemos o limite de aplicabilidade de cada uma delas

e apontamos a origem das divergências (notadas, por exemplo, em [126]) entre os

resultados provenientes dessas duas técnicas.

O Caṕıtulo 5 e [136] discutem o papel que modificações no setor de spin-0 do

propagador de uma teoria podem ter para a deflexão da luz. Mostramos que modos

escalares podem ter um efeito indireto nesse fenômeno, ao introduzir uma diferença

entre a massa f́ısica e a massa kepleriana, que afeta as predições dos ângulos de deflexão.

Finalmente, a possibilidade de contornar a supressão causada pela escala de Planck

aos efeitos das derivadas mais altas foi considerada no Caṕıtulo 6 e em [125], onde

introduzimos um efeito de seesaw gravitacional. Mostramos, contudo, que teorias po-

linomiais não são capazes de gerar um mecanismo de “seesaw” eficiente, e que a única

possibilidade de trazer a fenomenologia do modelo para o regime de baixas energias é

introduzindo parâmetros massivos com valores não-naturais (ou seja, grandes) na ação.

Se, por um lado, isso torna mais dif́ıcil a detecção de derivadas mais altas, por outro

protege o modelo de instabilidades causadas pelo fantasma massivo de spin-2.
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Apêndice A
Demonstração da identidade (2.44)

Neste apêndice demonstraremos que a identidade [103]∑
i

∏
j 6=i

aj
aj − ai

= 1 (A.1)

é válida para qualquer conjunto {ai}i de números complexos distintos. No processo

usaremos a seguinte identidade básica.

Proposição A. Para qualquer conjunto de números complexos distintos {ai : i ∈

I}, com I = {1, 2, · · · , n}, vale∑
i

(−1)n+ian−1
i

∏
k<j
j,k 6=i

(aj − ak) =
∏
i<j

(aj − ai). (A.2)

Demonstração. Deve-se, primeiro, reconhecer o membro direito de (A.2) como o

determinante da matriz de Vandermonde de ordem n, Vn:

detVn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · 1

a1 a2 a3 · · · an

a2
1 a2

2 a2
3 · · · a2

n

...
...

...
. . .

...

an−1
1 an−1

2 an−1
3 · · · an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j

(aj − ai). (A.3)
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Então, fazendo a expansão em cofatores a partir da última linha,

detVn =
∑
i

(−1)n+ian−1
i detMi (A.4)

=
∑
i

(−1)n+ian−1
i

∏
k<j
j,k 6=i

(aj − ak), (A.5)

onde os menores Mi associados aos elementos (n, i) também são matrizes de Vander-

monde e têm seus determinantes calculados usando a famosa identidade (A.3). Isso

completa a prova da proposição. �

Provada essa identidade, podemos demonstrar a fórmula (A.1). Começamos escre-

vendo seu membro esquerdo como uma fração:
n∑
i=1

∏
j 6=i

aj
aj − ai

=

∑
i

∏
j 6=i aj(ai − aj)

∏
k 6=i,j(aj − ak)∏

i 6=j(ai − aj)
≡ N

D
. (A.6)

Se aplicarmos a relação aj(ai − aj) = (ai − aj)(aj − ai)− ai(aj − ai) para cada termo

aj(ai − aj) no numerador N segue

N =
∑

i,m,C{k}

[
(−ai)n−m−1

km∏
j=k1

(ai − aj)(aj − ai)
∏

r 6=i,k1,k2,··· ,km
(ar − ai)

∏
s,t 6=i
s 6=t

(as − at)

]
,

(A.7)

onde o somatório é feito sobre todos os ı́dices i ∈ I = {1, 2, · · ·n} de elementos, todos

os números m = 0, 1, · · · , n − 1 e sobre todas as posśıveis combinações de m ı́ndices

k1, k2, · · · , km ∈ I; ainda, a notação empregada subentende as substituições

� para m = 0:
∏km

j=k1
(ai − aj)(aj − ai) 7−→ 1 ,

� para m = n− 1:
∏

r 6=i,k1,k2,··· ,km(ar − ai) 7−→ 1.

A expressão (A.7) pode ser reescrita numa forma mais útil se definimos os conjuntos

Km = {k1, k2, · · · , km} se m > 0 (com K0 = ∅), YKm = {y1, · · · , yn−m : yλ ∈ I \

Km , com y1 < · · · < yn−m}, Wλ,Km = YKm \ {yλ}, e a função de ordenamento

f(ai, aj) =

 ai − aj, se i < j,

aj − ai, se j < i.
(A.8)
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Portanto,

N =
∑

m,C{k}

n−m∑
λ=1

[
(−1)n−m+λ(−ayλ)n−m−1

∏
j∈Km

(ayλ − aj)(aj − ayλ)

×
∏

r∈Wλ,Km

f(ayλ , ar)
∏
s 6=t

s,t 6=yλ

(as − at)

]
. (A.9)

No esṕırito da Proposição A, para cada m e Km vale

n−m∑
λ=1

(−1)n−m+λ(ayλ)n−m−1
∏

t<s∈Wλ,Km

(as − at) =
∏

t<s∈YKm

(as − at), (A.10)

uma vez que o membro esquerdo pode ser visto como o determinante da matriz de

Vandermonde de ordem n − m cujos elementos são tomados do conjunto {ai : i ∈

I \Km}. Logo, não é dif́ıcil verificar que

N =
∑

m,C{k}
(−1)n−m−1

∏
s 6=t

(as − at)

= −
∏
s 6=t

(as − at)
n−1∑
m=0

(
n

m

)
(−1)n−m

=
∏
s 6=t

(as − at). (A.11)

Substituindo esse resultado para N em (A.6) segue a identidade∑
i

∏
j 6=i

aj
aj − ai

=

∏
j 6=i(ai − aj)∏
j 6=i(ai − aj)

= 1. (A.12)
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Apêndice B
Demonstração do teorema 4.1

Neste apêndice demonstramos a generalização do teorema de Teyssandier [122] para

a teoria com seis derivadas, Teorema 4.1. A partir dáı é imediado estender o teorema

para modelos polinomiais arbitrários.

Principiamos mostrando que a condição de calibre Γµ = 0 pode ser realizada via

uma transformação de coordenadas xµ → x′µ = xµ + κξµ(x). A transformação da

perturbação linearizada lê-se

h′µν = hµν − (ξµ,ν + ξν,µ), (B.1)

donde γ′µν = γµν − (ξµ,ν + ξν,µ) + ηµνξλ
,λ . Dado que para o escalar de curvatura vale

R′ = R, é fácil convencer-se que

Γµ −→ Γ′µ = Γµ −
(

1− κ2β

4
�− κ2B

4
�2

)
�ξµ. (B.2)

Portanto, se em um dado sistema de coordenadas se tem Γ 6= 0, a equação diferencial

Γ′ = 0 acima define uma transformação que leva a um novo sistema onde vale a condição

de calibre generalizada de Teyssandier.

O passo seguinte consiste em provar a proposição
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Proposição B. A solução geral do sistema(
1− κ2β

4
�− κ2B

4
�2

)(
−�hµν +

R

3κ
ηµν

)
=

κ

2

(
Tµν −

T

3
ηµν

)
, (B.3)

Γµ =

(
1− κ2β

4
�− κ2B

4
�2

)
γµρ

,ρ − κ

2

(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
R,µ = 0. (B.4)

tem a forma

hµν = h(E)
µν + (m2

2+ +m2
2− +�)ψµν − ηµν(m

2
0+ +m2

0− +�)φ , (B.5)

onde os campos h
(E)
µν , ψµν e φ satisfazem as equações

�h(E)
µν =

κ

2

(
1

2
Tηµν − Tµν

)
, (B.6)

γ(E),ν
µν = 0, onde γ(E)

µν = h(E)
µν −

1

2
ηµνh

(E), (B.7)

(m2
2+ +�)(m2

2− +�)ψµν =
κ

2

(
Tµν −

1

3
Tηµν

)
,

(B.8)

(m2
2+ +m2

2− +�)(ψµν
,µν −�ψ) = 0, (B.9)

(m2
0+ +�)(m2

0− +�)φ =
κT

12
. (B.10)

Usamos aqui as notações (4.20) e (4.21).

Demonstração. O primeiro parêntesis em (B.3) pode ser fatorado como

− κ
2B

4
(m2

2+ +�)(m2
2− +�) , (B.11)

onde

m2
2+ +m2

2− =
β

B
e m2

2+m
2
2− = − 4

κ2B
, (B.12)

correspondem às definições (4.21). Definindo

ψµν = −κ
2B

4

(
−�hµν +

1

3κ
Rηµν

)
, (B.13)
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a Eq. (B.3) resulta em

(m2
2+ +�) (m2

2− +�)ψµν =
κ

2

(
Tµν −

1

3
Tηµν

)
, (B.14)

que é precisamente (B.8). Em termos do campo ψµν , a Eq. (B.3) pode ser reescrita

como

�2ψµν +
β

B
�ψµν −�hµν +

R

3κ
ηµν =

κ

2

(
Tµν −

1

3
Tηµν

)
. (B.15)

Essa equação pode ser posta em uma forma mais útil ao levar em conta as seguintes

expressões:

i) Traço de (B.3), [
1− κ2

4
(β +B�)�

](
�h− 4

3κ
R

)
=

κ

6
T . (B.16)

ii) Divergência de Γµ em (B.4)

0 =

[
1− κ2

4

(
β�+B�2

)]
γµρ

,µρ − κ

2

(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
�R. (B.17)

iii) Somando as duas equações anteriores e usando (4.5) segue

R

3κ
=

κ

12
T − κ

2

(
α +

β

3
+ A�+

B

3
�

)
�R. (B.18)

Inserir, então, (B.18) em (B.15) resulta em

�h(E)
µν = −κ

2

(
Tµν −

T

2
ηµν

)
(B.19)

onde definimos um novo campo

h(E)
µν = −�ψµν −

β

B
ψµν + hµν +

κ

2

(
α +

β

3
+ A�+

B

3
�

)
Rηµν . (B.20)

Alternativamente, podemos reescrever (B.20) como

hµν = h(E)
µν +

(
m2

2+ +m2
2− +�

)
ψµν −

κ

2

(
A+

B

3

)(
3α + β

3A+B
+�

)
Rηµν . (B.21)
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O único campo que resta ser definido é o escalar φ. Para tanto, fatoramos a fór-

mula (B.18),

κ

2

(
A+

B

3

)(
m2

0+ +�
) (
m2

0− +�
)
R =

κ

12
T , (B.22)

onde as quantidades m2
0+ e m2

0− satisfazem

m2
0+ +m2

0− =
3α + β

3A+B
, (B.23)

m2
0+m

2
0− =

2

κ2(3A+B)
. (B.24)

É imediato verificar que a solução deste sistema é a segunda relação em (4.21). Podemos

então definir o campo escalar

φ =
κ

2

(
A+

B

3

)
R , (B.25)

cuja equação de movimento decorre de (B.22),

(
m2

0+ +�
) (
m2

0− +�
)
φ =

κ

12
T . (B.26)

A solução geral (B.21) do sistema (4.10) pode, pois, ser apresentada sob a forma

hµν = h(E)
µν +

(
m2

2+ +m2
2− +�

)
ψµν − ηµν

(
m2

0+ +m2
0− +�

)
φ . (B.27)

Até aqui mostramos que a solução geral de (B.3) pode ser expressa como a combi-

nação de três campos independentes que satisfazem as equações de movimento (B.14),

(B.19) e (B.26). Para completar a prova da proposição, falta mostrar que os campos

tensoriais h
(E)
µν e ψµν satisfazem as condições de calibre associadas.

Em termos de γ
(E)
µν = h

(E)
µν − 1

2
h(E)ηµν , a Eq. (B.19) pode ser escrita como

�γ(E)
µν = − κ

2
Tµν . (B.28)

Notemos que condição de calibre Γµ = 0 é equivalente a Ωµν
,ν = 0, com

Ωµν ≡
[
1− κ2

4

(
β�+B�2

)]
γµν −

κ

2

(
α +

β

2
+ A�+

B

2
�

)
Rηµν . (B.29)

107



De acordo com a Eq. (B.27) segue, então,

γµν = γ(E)
µν +

(
β

B
+�

)(
ψµν −

1

2
ηµνψ

)
+

(
σ1

σ2

+�

)
φηµν . (B.30)

Combinando as Eqs. (B.14), (B.25), (B.28) e (B.30), pode-se verificar que

Ωµν = γ(E)
µν . (B.31)

Portanto, a condição de calibre (B.4) implica em

γ(E),ν
µν = 0 . (B.32)

Isso, juntamente com a equação de movimento (B.19), significa que h
(E)
µν é a solução

para o mesmo sistema no contexto da relatividade geral linearizada, no calibre de de

Donder.

A condição de calibre para o campo ψµν pode ser obtida recordando que [ver

Eq. (4.5)]

γµν
,µν =

1

2
�h− 1

κ
R . (B.33)

Aplicando (B.27), (B.30) e (B.32) na expressão anterior pode-se mostrar que

(
m2

2+ +m2
2− +�

)
(ψµν

,µν −�ψ) = 0, (B.34)

concluindo a demonstração. �

O teorema 4.1 segue como um corolário da proposição anterior, a partir da imple-

mentação da mudança de variáveis

Ψµν = m2
2+ψµν , Ψµν = (m2

2− +�)ψµν , (B.35)

Φ = m2
0+φ, Φ = (m2

0− +�)φ (B.36)

nas equações (B.5)-(B.10).
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Apêndice C
Forma ε-µ das equações de Maxwell no

espaço curvo

O ı́ndice de refração efetivo, usado nos Caṕıtulos 5 e 6 para a descrição da deflexão

gravitacional da luz por um campo fraco, pode ser obtido a partir das equações de

Maxwell no espaço curvo. Por completeza, neste apêndice seguimos esta abordagem

para dedução da Eq. (5.19). Assumimos como hipótese que a métrica é estática e

esfericamente simétrica, o que nos permite escrevê-la na forma isotrópica,

g00 = g00(r), g0i = 0, gij = −δijf(r), com r ≡
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2, (C.1)

donde
√
−g =

√
g00f 3 e gαα = 1/gαα.

Se a energia contida no campo eletromagnético é suficientemente pequena, podemos

desconsiderar seu efeito na curvatura e tratar o campo gravitacional como um fundo

sobre o qual se propaga a luz. As equações de Maxwell no espaço curvo se escrevem,

usando acoplamento mı́nimo, como:

Fµν;λ + Fλµ;ν + Fνλ;µ = 0, (C.2a)

F µν
;µ = Jν , (C.2b)
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onde o tensor de Maxwell é

Fµν =


0 E1 E2 E3

−E1 0 B3 −B2

−E2 −B3 0 B1

−E3 B2 −B1 0

 . (C.3)

Como a conexão de Levi-Civita é simétrica, e o tensor de intensidade de campo

é anti-simétrico, não é dif́ıcil verificar que (C.2a) é idêntica à sua correspondente no

espaço plano: Fµν,λ + Fλµ,ν + Fνλ,µ = 0, e levam às equações de Maxwell homogêneas.

Por sua vez, o par não-homogêneo pode ser reescrito numa forma interessante, às

vezes chamada de “forma ε-µ” [128, 129]. Começamos lembrando que para qualquer

campo tensorial Aµν antissimétrico num espaço (pseudo-)riemanniano vale,

Aµν ;µ =
1√
−g

∂µ
(√
−gAµν

)
. (C.4)

Podemos, também, definir a corrente como composta por diversas part́ıculas carrega-

das,

Jν =
∑
k

qk

∫
dxνk
dλk

δ(4)(x− xk)√
−g

dλk =
1√
−g
∑
k

qkv
ν
kδ

(3)(x− xk), (C.5)

onde xνk é a linha-de-mundo da k-ésima part́ıcula, qk sua carga, e vνk ≡ dxνk/dx
0. Le-

vando em conta (C.4) e (C.5), podemos reescrever (C.2b) como

∂µ
(√
−gF µν

)
=
∑
k

qkv
ν
kδ

(3)(x− xk) ≡ jν , (C.6)

onde definimos uma“quadricorrente”jν = (ρ, j) de sorte que j0 =
∑

k qkδ
(3)(x−xk) ≡ ρ

e j ≡
∑

k qkvkδ
(3)(x− xk).

A componente ν = 0 da equação (C.6) é

∂µ
(
gαµgβ0Fαβ

√
−g
)

=
∑
i

∂i
(
giig00Fi0

√
−g
)

=
∑
i

∂i

(√
f/g00Ei

)
= ρ,

que, ao por ε ≡
√

f
g00

, torna-se: ∇ · (εE) = ρ.
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Para a componente espacial i, escrevemos o membro esquerdo de (C.6) como (ex-

plicitamos aqui os somatórios subentendidos na convenção de soma de Einstein)

∂µ
(
gαµgβiFαβ

√
−g
)

=
∑
µ

∂µ
(
gµµgiiFµi

√
−g
)

= ∂t
(
g00giiF0i

√
−g
)

+
∑
j

∂j
(
gjjgiiFji

√
−g
)

= ∂t
(
εEi
)

+
∑
j

∂j

(√
g00

f
Fji

)

= ∂t
(
εEi
)
−
[
∇×

(√
g00

f
B

)]i
. (C.7)

Se definirmos µ ≡
√

f
g00

, segue: ∂
∂t

(εE)−∇×
(

1
µ
B
)

= j.

Concluimos, portanto, que a equação (C.2b) corresponde às leis de Gauss e Ampère,

∇ · (εE) = ρ,
∂

∂t
(εE)−∇×

(
1

µ
B

)
= j, (C.8)

num meio opticamente ativo de permissividade elétrica ε e permeabilidade magnética

µ que dependem da posição e são iguais a
√
f/g00.

Soluções de onda plana para as equações de Maxwell implicam que sua velocidade

de propagação é dada por u = 1/
√
εµ. Como o ı́ndice de refração n de um meio é

definido por n ≡ 1/u, segue que a gravitação age como que se munisse o espaço de um

ı́ndice de refração que depende da distância até o centro da distribuição de matéria

(fonte do campo):

n(r) =

√
f(r)

g00(r)
. (C.9)

Claramente, essa solução só é válida no regime da óptica geométrica, isso é, para

campos gravitacionais fracos, que não se alteram significativamente na escala de vários

comprimento de onda.
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Apêndice D
Cálculo do ângulo de deflexão via a lei de

Snell-Descartes

Mostramos, agora, como a lei de Snell-Descartes pode ser usada para calcular o

ângulo de deflexão. O esquema que seguimos foi proposto em [129], com vistas ao

cômputo de θ no contexto da relatividade geral, com correções de ordem arbitrária

em G. Utilizamos este método apenas em primeira ordem, em concordância com as

soluções que temos.

Com base nas definições da Figura D.1 temos, pela lei de Snell-Descartes,

n(r)senθ = n(r + dr)sen(θ + dϕ)

=

[
n(r) +

dn(r)

dr
dr

]
[senθ + cos θdϕ]

= n(r)senθ + n(r) cos θ dϕ+ senθ
dn(r)

dr
dr, (D.1)

donde

dϕ = − 1

n(r)

dn(r)

dr
tgθ dr. (D.2)
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Figura D.1: Refração da luz por uma casca

esférica de raio r. γV (θr) é o ângulo entre

o vetor velocidade e o eixo dos x. Ainda,

γ = γV +γr, e dθ é a variação de γV devido

à refração.

Figura D.2: Parametrização da trajetória

do raio de luz. O raio é caracterizado pelo

parâmetro de impacto ρ, um deslocamento

y(x) do caminho retiĺıneo, e um ângulo de

deflexão local ρ(x) = γV .

O ângulo de deflexão é
∫
C dθ, onde C é o caminho seguido pelo raio de luz. Usaremos

a parametrização desta trajetória segundo o proposto na Figura D.2, escrevendo y =

y(x). Da Figura D.2 seguem as seguintes relações:

r =

√
x2 + [ρ− y(x)]2 =⇒ r′ =

x− ρy′ + yy′

r
, (D.3)

tgγr =
ρ− y(x)

x
, tgγV =

dy/dt

dx/dt
= y′, (D.4)

tgγ = tg(γr + γV ) =
ρ− y(x) + xy′

x− ρy′ + yy′
, tgθ = tgγV = y′, (D.5)

onde a linha representa a derivação com respeito a x. A equação (D.2) pode ser escrita

então como:
dθ

dx
= − 1

rn(r)

dn(r)

dr
[xy′ − y(x) + ρ] . (D.6)

Podemos ainda assumir1 que a expansão de 1
n
dn
dr

em potências de κ principia no

termo de ordem 2. Então, a integração de (D.6) fornece, em O(G), o ângulo de deflexão

1Vejamos o que ocorreria caso y(x) fosse de ordem zero em κ (aqui κ2 = 32πG, como no Caṕıtulo 4).

Por um lado, a equação (D.6) implicaria que o primeiro termo da expansão de θ seria proporcional

a κ2. Contudo, a segunda equação de (D.5) pode ser escrita como y(x) =
∫ x
−∞ tgθ(x)dx; sendo θ

de ordem κ2, y também seria proporcional a κ2 — em flagrante contradição à hipótese y ∝ κ0. O
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sofrido por um raio de luz que vem desde o infinito até o ponto x da trajetória:

θ(x) =

∫ x

−∞
− ρ

rn(r)

dn(r)

dr
dx, r =

√
x2 + ρ2. (D.7)

Para calcular a deflexão sofrida por um raio de luz rasante, por exemplo, ao Sol,

consideramos que o seu campo gravitacional pode ser aproximado por aquele de uma

part́ıcula pontual de mesma massa M . A condição de rasante significa que o parâmetro

de impacto (ou distância de maior aproximação) é o raio R do Sol. Como a medida da

deflexão em geral é feita na Terra, teŕıamos que integrar x até o equivalente à órbita

da Terra. Contudo, para todos os efeitos práticos podemos tomar x =∞ uma vez que

a curvatura aqui é muito pequena.

absurdo claramente ocorre para qualquer dependência de y em κ. A comparação dos coeficientes das

expansões força-nos, pois, a tomar y(x) ≡ 0.
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[19] S. Deser, P. van Nieuwenhuizen, Phys Rev D 10, 401 (1974).

[20] S. Deser, P. van Nieuwenhuizen, Phys Rev D 10, 411 (1974).

[21] M. H. Goroff, A. Sagnotti, Nucl. Phys. B 266, 709 (1986).

[22] N. D. Birell, P. C. W. Davies, Quantum Fields in Curved Space. Cambridge: Cam-

bridge University Press (1982).

[23] I. L. Buchbinder, S. D. Odintsov, I. L. Shapiro, Effective Action in Quantum

Gravity. Bristol: IOP Publishing (1992).

116



[24] I. L. Shapiro, Class. Quant. Grav. 25, 103001 (2008), arXiv:0801.0216.

[25] R. Utiyama, B. S. DeWitt, J. Math. Phys. 3, 608 (1962).

[26] H. Weyl, Space-Time-Matter. Nova Iorque: Dover (1952).

[27] A. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity. Cambridge: Cambridge

University Press (1924).

[28] K. Stelle, Phys. Rev. D 16, 953 (1977).

[29] B. L. Giacchini, Limite para as constantes de acoplamento da gravitação de ordem

superior, dissertação de mestrado. Rio de Janeiro: CBPF (2015).

[30] R. J. Rivers, Nuovo Cimento 34, 387 (1964).

[31] R. P. Woodard, Scholarpedia 10, 32243 (2015).

[32] M. Veltman, Physica 29, 186 (1963).

[33] E. T. Tomboulis, Phys. Lett. B 70, 361 (1977).

[34] E. T. Tomboulis, Phys. Lett. B 97, 77 (1980).

[35] E. T. Tomboulis, Phys. Rev. Lett. 52, 1173 (1984).

[36] A. Salam, J. Strathdee, Phys. Rev. D 18, 4480 (1978).

[37] I. Antoniadis, E. T. Tomboulis, Phys. Rev. D 33, 2756 (1986).

[38] D. A. Johnston, Nucl. Phys. B297, 721 (1988).

[39] J. Z. Simon, Phys. Rev. D 41, 3720 (1990).

[40] L. Parker, J. Z. Simon, Phys. Rev. D 47, 1339 (1993), arXiv:gr-qc/9211002.

[41] G. Dvali, S. Folkerts, C. Germani, Phys. Rev. D 84, 024039 (2011), ar-

Xiv:1006.0984;

117



[42] G. Dvali, C. Gomez, Fortschr. Phys. 61, 742 (2013), arXiv:1112.3359.

[43] J. C. Fabris, A. M. Pelinson, F. de O. Salles, I. L. Shapiro, J. Cosmol. Astropart.

Phys. 02, 019 (2012), arXiv:1112.5202.

[44] F. de O. Salles, I. L. Shapiro, Phys. Rev. D 89, 084054 (2014); idem, 90, 129903(E)

(2014), arXiv:1401.4583.

[45] I. L. Shapiro, A. M. Pelinson, F. de O. Salles, Mod. Phys. Lett. A 29, 1430034

(2014), arXiv:1410.2581.

[46] P. Peter, F. de. O. Salles, I. L. Shapiro, Phys. Rev. D 97, 064044 (2018), ar-

Xiv:1801.00063.

[47] F. de. O. Salles, I. L. Shapiro, Universe 4, 91 (2018), arXiv:1808.09015.

[48] A. Accioly, B. L. Giacchini, I. L. Shapiro, Phys. Rev. D 96, 104004 (2017), ar-

Xiv:1610.05260.

[49] B. Zwiebach, Phys. Lett. B 156, 315 (1985).

[50] S. Deser, A. N. Redlich, Phys. Lett. B 176, 350 (1986).

[51] A. A. Tseytlin, Phys. Lett. B 176, 92 (1986).

[52] A. L. Maroto, I. L. Shapiro, Phys. Lett. B 414, 34 (1997), arXiv:hep-th/9706179.

[53] I. L. Shapiro, Phys. Lett. B 744, 67 (2015), arXiv:1502.00106.
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[67] M. Raidal, H. Veermäe, Nucl. Phys. B 916, 607 (2017), arXiv:1611.03498.

[68] D. Anselmi, M. Piva, J. High Energ. Phys. 1706, 066 (2017).

[69] J. F. Donoghue, G. Menezes, Massive poles in Lee-Wick quantum field theory,

arXiv:1812.03603.

[70] G. V. Efimov, Theor. Math. Phys. 2, 217 (1970).

[71] G. V. Efimov, Nonlocal Interactions of Quantized Fields , Moscow: Nauka, 1977

(em russo).

[72] V. A. Alebastrov, G. V. Efimov, Commun. Math. Phys. 31, 1 (1973).

[73] V. A. Alebastrov, G. V. Efimov, Commun. Math. Phys. 38, 11 (1974).

119



[74] N. V. Krasnikov, Theor. Math. Phys. 73, 1184 (1987) [Teor. Mat. Fiz. 73, 235

(1987)].

[75] Y. V. Kuz’min, Sov. J. Nucl. Phys. 50, 1011 (1989) [Yad. Fiz. 50, 1630 (1989)].

[76] A. A. Tseytlin, Phys. Lett. B 363, 223 (1995), hep-th/9509050.

[77] E. T. Tomboulis, Superrenormalizable gauge and gravitational theories, hep-

th/9702146; idem, Phys. Rev. D 92, 125037 (2015), arXiv:1507.00981; idem,

Mod. Phys. Lett. A 30, 1540005 (2015).

[78] T. Biswas, A. Mazumdar, W. Siegel, J. Cosmol. Astropart. Phys. 0603, 009 (2006),

arXiv:hep-th/0508194.

[79] L. Modesto, Phys. Rev. D 86, 044005 (2012), arXiv:1107.2403.

[80] G. Calcagni, Universe 2018, 95 (2018), arXiv:1809.04292

[81] T. Biswas, E. Gerwick, T. Koivisto, A. Mazumdar, Phys. Rev. Lett. 108 031101

(2012), arXiv:1110.5249.

[82] S. Talaganis, T. Biswas, A. Mazumdar, Class. Quantum Grav. 32 215017 (2015),

arXiv:1412.3467.
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