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Resumo

Arcos Gravitacionais na Escala Galactica: Modelagem Analitica e Se¢coes de Choque.

Como mostrado nos altimos anos, o perfil de densidade de massa de galaxias elipticas é sur-
preendente perto de isotérmico, em particular em escalas relevantes para lenteamento forte.
Modelos Singulares Isotérmicos permitem a obtencao de solugdes analiticas para arcos gra-
vitacionais, que podem ser empregadas em diversas aplicagoes, como no calculo da secao de
choque de magnificacao para fontes finitas. Solu¢oes analiticas também sao uteis para inter-
pretar e testar a precisdo de outros métodos. Mostraremos as soluc¢oes para arcos originados de
fontes circulares e elipticas que serao utilizadas para computar propriedades geométricas dos
arcos (como o comprimento, largura, area e centro de curvatura) em formas fechadas. Dessas
solugoes, derivaremos as secoes de choque de magnificacao e formacgao de arcos, que podem ser
utilizadas para prever a abundancia de fontes distantes e arcos, respectivamente. Para fontes
circulares, varias expressoes adquirem uma forma analitica simples e é possivel obter uma
solucao explicita para as secoes de choque, para fontes de tamanhos arbitrarios em posicoes ar-
bitrarias. Além disso, obtemos soluc¢des perturbativas para fontes pequenas. Nossos resultados
para fontes circulares e elipticas reproduzem os resultados obtidos na literatura para fontes
infinitesimais e mostram explicitamente o efeito de fontes finitas nas se¢oes de choque. Nossa
abordagem abre a perspectiva de estudos similares utilizando lentes mais gerais, além de suas
aplicacOes a problemas praticos na estatistica de arcos.

Palavras-chave: lenteamento forte, esfera isotérmica singular, modelagem analitica.






Abstract

Gravitational Arcs on Galactic Scales: Analytic Solutions and Cross Sections

As has been shown in recent years, the total mass density profile of elliptical galaxies is
surprisingly close to isothermal, in particular on the scales relevant for Strong Lensing. Sin-
gular Isothermal models allow one to obtain analytical solutions for gravitational arcs, which
can be employed in several applications, such as computing the magnification cross section for
finite sources. Analytical solutions are also useful to interpret and test the accuracy of different
methods. We will show the solutions for arcs originated from circular and elliptical sources,
which will be used to compute geometrical properties of the arcs (such as length, width, area
and curvature center) in closed form. From these solutions we derive the arc formation and
magnification cross sections, which can be used to predict the abundance of distant sources
and arcs, respectively. For circular sources, several expressions take a simple analytic form
and it is possible to obtain an explicit solution for the cross sections, for arbitrary source sizes
in arbitrary positions. In addition, we obtain perturbative solutions for small sources. Our re-
sults for circular and elliptical sources recover the results from the literature for infinitesimal
sources and show explicitly the effect of finite sources on the cross section. Our approach open
the perspective of similar studies using more generic lenses, besides their application to practi-

cal problems in arc statistics.

Keywords: strong lensing, singular isothermal sphere, analytic solutions.
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CAPITULO 1

Introducao

Arcos gravitacionais sao imagens altamente distorcidas e magnificadas de galaxias dis-
tantes (fontes) devido ao campo gravitacional de galaxias ou aglomerados de galaxias mais
proximos que atuam como lentes [2-4]. Os arcos podem ser utilizados para sondar a dis-
tribuicao de matéria das lentes [5-10], trazendo informacdes sobre sua historia de formagao
e propriedades da matéria escura; para investigar fontes distantes [11-15], devido ao efeito de
magnificacdo; e para colocar limites em modelos cosmoldgicos [16-18], em teorias alternati-
vas da gravitacao [19] e em matéria escura [20, 21]. Essa area de pesquisa tem atraido atencao
crescente nos ultimos anos, tanto pelos desenvolvimentos instrumentais que tém permitido
obter dados de alta qualidade para explorar as aplicagoes supracitadas, quanto pela realizagao
de levantamentos astronomicos em grandes areas, levando a um aumento de uma ordem de
grandeza nos sistemas conhecidos em menos de uma década.

Apesar do interesse crescente e grande numero de trabalhos na area, hd uma lacuna impor-
tante no que se refere a modelagem dos arcos. Por um lado, em modelagens tedricas ainda sao
utilizadas aproximagoes rudimentares e pouco realistas face aos dados observacionais, como,
por exemplo, a utilizacdo de fontes infinitesimais. Por outro lado, sao utilizadas sistemati-
camente simulagdes computacionais cujo grau de realismo vem aumentando, mas que nao
fornecem interpretagoes diretas dos seus resultados, além destes ndo serem facilmente exten-
siveis a configuracoes e parametros diferentes daqueles utilizados em uma simulacao especi-
fica. Nesse sentido, € importante desenvolver métodos analiticos ou semianaliticos com maior
grau de realismo e que permitam interpretar de modo transparente os resultados numéricos,
servindo ainda de teste para os métodos computacionais em situagdes especificas e permitindo
buscar escalonamentos que sao uteis para interpolar e extrapolar o resultado de simulagoes
para escalas de parametros diferentes daquele utilizados em uma dada simulagao. O objetivo
desta tese foi, portanto, desenvolver abordagens baseadas em solugdes analiticas para estudar
as propriedades dos arcos gravitacionais formados a partir de fontes finitas. Em particular,

consideramos o caso de lentes na escala de galaxias.



A tese esta organizada da seguinte forma: no decorrer deste capitulo apontaremos algumas
das aplicagoes para o lenteamento gravitacional em suas diferentes escalas, bem como os le-
vantamentos que permitem obter dados cada vez mais precisos e com maior area de alcance e,
além disso, revisitaremos alguns momentos da histéria do lenteamento gravitacional. No Capi-
tulo 2 direcionamos o nosso foco para para modelos isotérmicos muito Uteis para representar
lentes na escala galatica, que sera o enfoque de nosso trabalho e apresentamos os conceitos
basicos para desenvolver o estudo do lenteamento gravitacional. Ja no Capitulo 3 apresentare-
mos propriedades das imagens formadas a partir de fontes circulares e elipticas para uma
lente isotérmica seguindo uma distribui¢ao de matéria com simetria esférica. No Capitulo 4
obteremos expressoes para parametros basicos dos arcos, como comprimento, largura e area.
O Capitulo 5 sera dedicado a abordagens analiticas ou semianaliticas para determinar difer-
entes secoes de choque de lenteamento forte com um comparativo entre elas. No Capitulo 6
concluimos nosso trabalho e enumeramos os principais resultados e aplicagoes das segoes de
choque obtidas. No Apéndice fazemos um comparativo entre as nossas imagens e uma prescri-
¢ao geométrica para arcos, a ArcEllipse, de modo a verificar que nossos resultados podem ser
aplicados para alguns modelos de fonte. Além disso, detalhamos alguns dos nossos resultados,
como obtencao de angulos iniciais e finais de cada imagem para uma lente eliptica.

O estudo do lenteamento gravitacional e, em particular, dos arcos gravitacionais fez pros-
perar o nimero de buscas para encontrar esses sistemas, tanto no espago como em solo. Para in-
vestigacOes feitas do solo, podemos citar uma série de levantamentos, tais como, Red-Sequence
Cluster Survey (RCS, [22, 23]); o Sloan Digital Sky Survey (SDSS, [24-27]); Deep Lens Survey
(DLS, [28]), o Canada-France-Hawaii Telescope (CFHT) Legacy Survey (CFHTLS, [29-33]); o CFHT
Stripe 82 Survey (CS82, [34]); o Dark Energy Survey (DES, [35])! e o Kilo Degree Survey (KIDS,
[36])?. Destacamos ainda as atualizacdes de trabalhos provenientes de dados desses levanta-
mentos, para galaxias [37] e aglomerados de galaxias [38—42]. Esses levantamentos com alvos
mais especificos sao oriundos da escolha de alvos com maior probabilidade de terem arcos,
como aglomerados de galaxias, galaxias massivas ou objetos com alta emissao de raios-x ao con-
trario dos levantamentos em grandes areas, que em geral sao levantamentos sem o propdsito
principal de detectar arcos, mas onde aproveita-se a oportunidade para investiga-los.

Jainvestigagoes feitas do espago incluem o Hubble Space Telescope (HST) e seus surveys, como
Hubble Deep Field (HDEF, [43]); o HST Medium Deep Survey [44]; o Great Observatories Origins
Deep Survey (GOODS, [45]; o Extended Groth Strip (EGS, [46]) e o HST Cosmic Evolution Survey
(COSMOS, [47-49]). Além disso, destacamos observag¢oes direcionadas de galaxias [50, 51] e
aglomerados de galaxias [52-55].

1http://www.darkenergysurvey.org
2http://kids.strw.leidenuniv.nl/
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Apesar de seu potencial, arcos gravitacionais sao raros, uma vez que existe, em média,
um aglomerado de galaxias com massa suficiente para produzir arcos por grau quadrado de
céu [56]. Até hoje foram descobertas algumas centenas de arcos em torno de galaxias isoladas,
grupos ou aglomerados de galaxias e a maioria dessas detecgOes foi feita através de sondagens
especificas para busca sistematica de arcos [30, 53, 57]. O numero de sistemas com arcos au-
mentara consideravelmente com os dados do KIDS [58], DES [59], Hyper Suprime-Cam (HSC,
[60])% e o Javalambre Physics of the Accelerating Universe Astrophysical Survey (J-PAS, [61])%.
Espera-se que o numero de sistemas estudados tenha um incremento ainda maior com o inicio
das operagdes do Large Synoptic Survey Telescope (LSST, [62])° e que esses novos levantamentos
permitam um estudo estatistico mais aprofundado utilizando arcos gravitacionais.

A ordem de magnitude da area coberta pelas observagoes e o nimero de objetos analisados
ird aumentar consideravelmente nos préoximos anos com o lancamento da missao espacial Eu-

clid® [63] prevista para 2020 e com expectativa de detectar da ordem de 10° sistemas com arcos [64].

1.1 Revisitando a Historia do Lenteamento Gravitacional

Nesta secao faremos uma breve descricao de alguns trabalhos que contribuiram para o
desenvolvimento do lenteamento gravitacional como conhecemos hoje. Para uma visao mais
aprofundada do tema, recomendamos os livros de Schneider, Ehlers e Falco [2] e Petters, Levine

e Wambsganss [4], nossas principais referéncias para a formulacao dessa revisao.
1.1.1 Anos Iniciais

Ha pouco mais de duzentos anos, fisicos e astronomos consideravam a possibilidade de que,
se a luz pudesse ser tratada como particula, os raios de luz seriam afetados por campos gravita-
cionais. Em 1784, John Mitchell sugeriu, em correspondéncia enderecada a Henry Cavendish,
que a luz propagando proxima a um objeto esfericamente simétrico de massa M, seria defletida

e Cavendish calculou essa deflexao como sendo

R 2GM
aN: Czé ’ (1'1)

em que G é a constante gravitacional, c é a velocidade da luz e £ é o parametro de impacto

(distancia minima entre o raio de luz e o objeto de massa M).

3http://www.naoj.org/Projects/HSC/HSCProject.html
4http://j-pas.org/

5https://www.lsst.org/

6http://www.euclid—ec.org/
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4 1.1 Revisitando a Histéria do Lenteamento Gravitacional

1.1.2 Deflexao da Luz na Relatividade Geral

Em 1801, o alemao Johann von Soldner, motivado pelo trabalhos de seus antecessores, estu-
dou a deflexao da luz por corpos celestes utilizando a formulac¢ao da gravitacao Newtoniana [65].
Ele foi o primeiro a publicar sobre o assunto e é tido como o primeiro a explorar a deflexao da
luz por um corpo massivo, inferindo que a trajetéria da luz é desviada de um angulo dy =~ 0.84”
ao passar proxima ao Sol [66].

Mais de um século depois, em 1911, e desconhecendo os resultados de Soldner, Einstein
utilizou o Principio de Equivaléncia e supés uma métrica Euclideana para estudar o fendmeno
da deflexao da luz. Em seu trabalho publicado [67], ele expressou seu desejo de que astronomos
testassem suas previsoes e escreveu que isso poderia ser feito durante um eclipse solar, pois
é possivel observar estrelas projetadas proximo a superficie solar e as ligeiras mudangas nas
suas posicoes devido a deflexdao da luz (ver esquematizacao na Fig. 1.1). A primeira tentativa de
observar o fendmeno foi feita em 1912 em expedicao a cidade de Cristina, Brasil, liderada pelo
entdo diretor do observatorio astrondomico de Cérdoba (Argentina), Carlos Dillon Perrine [68],
mas as condi¢oes climaticas impediram as observagoes. A segunda expedicao, em 1914, lide-
rada pelo astronomo alemao Erwin Freundlich na Peninsula da Crimeia, foi impedida pela
eclosdao da Primeira Guerra Mundial e aprisionamento da equipe por soldados russos [4].

Essa sequéncia de inforttnios atrasou os testes das previsoes de Einstein, mas possibilitou
que as observacoes fossem feitas apos ele finalizar a formulagdo da Teoria da Relatividade
Geral, que forneceu um angulo de deflexao duas vezes maior que o calculado pela mecanica

Newtoniana [69], ou seja,
4GM

c?r

g , (1.2)

que leva a um desvio de aproximadamente 1.74” para um feixe passando préximo ao disco so-
lar. Esse valor foi confirmado em 1919 por duas expedicdes feitas para medir a deflexao da luz
durante um eclipse. A primeira equipe, liderada pelo astronomo inglés Sir Arthur Eddington,
visitou a Ilha de Principe [70] e a segunda equipe, dirigida pelo inglés Andrew Crommelin,
visitou a cidade de Sobral, no Brasil [71]. Eddington verificou que as estrelas pareciam mais
distantes umas das outras durante o eclipse e sua deflexao diferia em apenas 30% das pre-
visoes de Einstein e novos resultados reduziram mais ainda essa diferenca [72]. Esse resultado
contribuiu significativamente para a aceitagao da Teoria da Relatividade Geral.

Ainda no ano de 1919, Oliver Lodge utilizou a nomenclatura “lentes” para o contexto de
deflexao da luz, mas notou que elas nao tinham distancia focal [73]. No decorrer dos anos 20
e 30, mais trabalhos foram feitos no fendomeno. Inicialmente Eddington [74] e um pouco mais

tarde, Orest Chwolson [75] consideraram um sistema mais geral de lentes de uma estrela lente-
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Figura 1.1: Ilustracao da deflexao da luz de estrelas pelo Sol.

ando uma estrela mais distante. Eddington sugeriu que imagens multiplas seriam formadas e
Chwolson considerou que se fonte e lente estivessem alinhadas, formaria uma imagem anelar.
Essas estruturas sao chamadas atualmente de “anéis de Einstein”, devido ao artigo publicado
em 1936 por Einstein, a pedidos do cientista amador Rudi Mandl [76] . Se o alinhamento nao
for perfeito, duas imagens da fonte seriam vistas, uma de cada lado da estrela que atua como
lente e a separacao angular para estrelas seria muito pequena para se observar diretamente.
Nos anos subsequentes, Fritz Zwicky [11, 12], também inspirado por Mandl, considerou o
lenteamento gravitacional de nebulosas extragalaticas (que atualmente chamamos de galaxias)
ao invés de estrelas. Com o uso do Teorema do Virial ele estimou a massa dos aglomerados de
Coma e Virgem. Ele afirmou que por serem mais massivos e envolverem distdncias maiores,
esses objetos seriam bons candidatos para observar o fendomeno do lenteamento. Também ar-
gumentou que, devido ao efeito de magnificagao, seria possivel utilizar as lentes gravitacionais

como telescOpios naturais e, assim, determinar a massa de objetos distantes.
1.1.3 Primeiras Observagoes

Depois de mais de duas décadas, no inicio dos anos 60, a primeira observacao de um
quasar [77] fez com que Jean Barnothy [78] conectasse esse objetos ao efeito de lenteamento
e o noruegués Sjur Refsdal observou que haveria um atraso temporal entre as imagens multi-
plas formadas e para algumas fontes, como supernovas [79, 80], esse efeito poderia ser medido.
Como esse atraso temporal seria inversamente proporcional a constante de Hubble, H, ele su-
geriu que medindo a separacao angular e esse tempo de atraso dos raios de luz seria possivel
calcular Hj e, indo além, testar diferentes teorias cosmoldgicas [81, 82].

Mais trabalhos foram feitos na area, mas a primeira deteccao de um sistema lenteado so

foi ocorrer em 1979 com a descoberta de imagem dupla do quasar Q0957+561 por Walsh,
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Carswell e Weymann [83]. Eles notaram que as imagens observadas com separagao angular de
6” estavam a um mesmo desvio para o vermelho de z = 1.41, o que, juntamente a similaridade
do espectro das imagens, indicava que se tratava de um quasar sendo lenteado e formando
duas imagens.

Menos de uma década depois, em 1986, o primeiro conjunto de arcos gravitacionais foi
observado [84] como resultado do lenteamento de galaxias distantes por um aglomerado de
galaxias. Em 1988 observou-se pela primeira vez o microlenteamento de um quasar [85] e um
anel de Einstein a partir de fontes observadas em radio [86]. Em 2004, descobriram o primeiro
planeta fora do Sistema Solar utilizando microlenteamento [87] e em 2008 o primeiro anel de
Einstein duplo [88]. Em 2014 observou-se pela primeira vez uma supernova la lenteada [89],
em 2015 imagens multiplas de uma supernova lenteada por aglomerado de galaxias [90] e
por uma galaxia em 2017 [91]. Ainda em 2017, observou-se deflexdo da luz por uma ana
branca, possibilitando calcular sua massa e comprovando previsdes sobre evolugdo estelar

desses objetos [92].

1.2 Regimes do Lenteamento Gravitacional e Aplicacdes

Podemos classificar o efeito de lenteamento gravitacional de acordo com as escalas angu-
lares em que ocorrem e sua intensidade. Dependendo de quais forem os objetos envolvidos,
esse efeito de lenteamento gravitacional se manifesta nas escalas de macro, mili ou micro-
lenteamento. O macrolenteamento acontecera nas escalas de segundo de arco ou maiores, o
observador pode notar o efeito nas imagens, seja pela separacao entre imagens multiplas, seja
pelo efeito na forma das imagens (ou ambos) e os objetos envolvidos nesse regime angular sao
galaxias, aglomerados de galaxias ou estrutura em grande escala do universo. Por outro lado, se
considerarmos o lenteamento de estrelas ou quasares por um objeto compacto e massivo, como
estrelas e planetas, a escala angular da separagao entre as imagens serd da ordem de micro
ou mili segundo de arco pela defini¢ao de Paczynski [93] e ndo sdo resolvidas por telescopios,
embora possa ser medida a deflexdo da luz [92]. Esse regime é chamado microlenteamento ou
mililenteamento, dependendo da separagao angular das imagens.

Temos ainda dois regimes de intensidade, chamados de lenteamento forte e fraco. No regime
forte as imagens sofrem grandes distor¢oes, grandes magnifica¢cdes ou demagnificagdes de seu
brilho e/ou formagao de imagens multiplas para uma mesma fonte e incluem imagens de in-
teresse astrofisico, como anéis de Einstein e arcos gravitacionais. Nosso trabalho nesta tese
foca nesse regime de intensidade para macro-lenteamento. Se, ao invés disso, as distor¢des in-
duzidas pelo campo gravitacional dos objetos de fundo sdo menores, temos o efeito de lentea-

mento fraco, o qual podera ser medido apenas estatisticamente, sobre um grande nimero de
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fontes. No lenteamento fraco nao se pode distinguir a pequena mudanca na forma das gala-
xias lenteadas, que apenas tem morfologia ligeiramente distorcida mudando seu tamanho e
elipticidade, de modo que nao pode ser medido individualmente pois nao se conhece a forma
intrinseca da galaxia, ou seja, sem o efeito de lente.

Nesses regimes mencionados, podemos considerar o campo gravitacional no limite de campo
fraco, como veremos na préxima se¢ao. Mas se levarmos em consideragao escalas sujeitas a
efeitos de campos gravitacionais fortes e, por conseguinte, grandes angulos de deflexdo, temos
o chamado retro-lenteamento. Esse regime ocorre para buracos negros, em particular, para luz
passando préoximo ao horizonte de eventos.

Vamos descrever brevemente essas escalas do lenteamento para que possamos passar uma
visao mais ampla das aplicac¢Oes de interesse do lenteamento gravitacional. Sugerimos também
a leitura de um revisao recente feita sobre esses regimes por De Paolis et al. [1] e as referéncias

citadas pelos autores e nos baseamos nesse trabalho para a escrita dessa subsegao.
1.2.1 Lenteamento Forte: Macrolenteamento

No chamado Lenteamento Forte temos o efeito de grandes distor¢des e/ou a formacao de
imagens multiplas, que se manifesta, por exemplo, na formagao de arcos, nosso objeto de inte-
resse nesta tese. A separacao entre as imagens varia, em geral, de algumas dezenas de segundo
de arco a varios minutos de arco. Objetos que atuam como lente desse caso, sao galaxias ou

aglomerados de galaxias. Algumas aplica¢oes do lenteamento gravitacional forte sao:

* telescOpios naturais, uma vez que temos magnificacao de fontes distantes mais fracas,
tornando possivel estuda-las em mais detalhe e de se observar fontes abaixo do limiar de
magnificacao. O fendmeno de lenteamento conserva o brilho superficial, de modo que ao
ter imagens magnificadas, elas terao tamanho angular maior e, consequentemente, serao
mais brilhantes, permitindo-nos estudar objetos distantes que nao seriam vistos de outra
maneira (ver, e.g., [94-99]). Um exemplo recente é dado por um sistema com imagens
multiplas de uma supernova, vista explodindo mais de uma vez ao ser lenteada por uma

galaxia no aglomerado MACS J1149.6+2223 [13, 90];

* testar modelos de gravidade modificada, aplicando arcos e anéis de Einstein combinados

com informagodes cinematicas das lentes [19, 100];

* distribuicao de massa de galaxias e aglomerados de galaxias, uma vez que o fenomeno de
lenteamento independe dos processos fisicos que ocorrem na lente, sendo func¢ao apenas

de sua distribui¢ao total de matéria barionica e escura [101-105];

* estudo de subestruturas de halos de matéria escura. Por exemplo, é possivel detectar
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anomalias no fluxo para ondas de radio em quasares lenteados, indicando presenca de

sub-halos de matéria escura [20, 106];

* impor limites em parametros cosmologicos: analisando a defasagem temporal entre as
imagens formadas (por conta da diferenca entre os caminhos percorridos pela luz e pelo
atraso temporal gravitacional), que é inversamente proporcional a constante de Hubble
(Hp), pode-se estimar valores mais acurados para essa constante, como proposto pela
primeira vez por Refsdal [80] e atualmente por Suyu et al. utilizando quasares [17] e

Goobar et al. utilizando imagens multiplas de uma supernova [91].

1.2.2 Lenteamento Forte: Microlenteamento e Mililenteamento

Microlenteamento é o fendmeno de lenteamento no qual as imagens multiplas nao sao re-
solvidas, de modo que apenas o brilho aparente aumenta e ocorre quando estrelas mais brilhan-
tes sao lenteadas por estrelas mais proximas a noés. As primeiras detec¢oes do fenomeno de mi-
crolenteamento foram em 1993 [107, 108] e, em geral, o microlenteamento é aplicado ao olhar-
mos na direc¢ao do bojo galatico, que possui maior densidade de estrelas. A primeira aplicagao
proposta para o microlenteamento foi de busca de matéria escura na forma de Massive Compact
Halo Objects (MACHOSs) no halo de nossa galaxia. Ao observar um grande nimero de estrelas
na Pequena e Grande Nuvem de Magalhaes, esses objetos iriam atuar como lentes quando ali-
nhassem com as estrelas de fundo, levando a uma mudanca de brilho com o tempo [93]. Apds
diversos estudos ficou evidente que uma proporgcao significativa da matéria escura nao poderia
ser atribuida aos MACHOs (ver e.g. [109, 110]), o que é consistente com o contetdo barionico
determinado por outras observacdes astrofisicas, como observagdes de radiagdo césmica de
fundo em micro-ondas (Cosmic Microwave Background Radiation - CMB)[111]. Apesar disso,
o microlenteamento tem se tornado ferramenta importante na astrofisica com aplicagoes que

incluem, por exemplo,

¢ medida de massa de estrelas isoladas, incluindo anas marrons, anas brancas e candidatos

a buracos negros de massa estelar [92, 112-114];

* medir o perfil de escurecimento de bordo (limb-darkening) para diversas estrelas. Esse
limb-darkening é uma medida de como a luz de uma estrela se distribui ao longo da
mesma, de maneira nao uniforme e com dependéncia na metalicidade da estrela, no seu
raio, temperatura e massa. Pode-se utilizar o microlenteamento para impor limites em

modelos para atmosfera estelar [115-117];

* impor limites para geometria e cinematica de nossa galaxia, como anisotropia no movi-

mento proprio de estrelas no bojo galactico [118-122] e distribuicao de densidade, que
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indica a existéncia de um estrutura em forma de barra no bojo galactico [123-125];

* deteccao de exoplanetas, que foi um dos grandes sucessos do microlenteamento. Moa e
Paczynski [126], seguidos por Gould e Loeb em 1992 [127], foram os primeiros a sugerir
que o microlenteamento poderia ser utilizado com essa finalidade e realmente foi um
método complementar aos que existiam (e.g. velocidade radial e transito) pois nao de-
pendia da medida de luz do planeta ou estrela, possibilitando fazer medidas de planetas
orbitando estrelas distantes e objetos pouco luminosos, como anas marrons ou planetas
errantes, sem orbitar estrelas e mais recentemente planetas fora da nossa galaxia [128]
e também possibilitando medidas de paralaxe comparando observagdes em solo com as
em sondas espaciais [129]. O numero atual (até o dia 03/05/2018) sao de 59 exoplanetas

detectados por microlenteamento ”

Para mais detalhes do fendmeno de microlenteamento, recomendamos as leituras das re-
visoes feitas por Gaudi [130], Mao [131] e as referéncias recomendadas por eles.

Em escalas intermediarias temos o mililenteamento, que consiste em quasares lenteados
gerando imagens multiplas e é usualmente atribuido ao lenteamento de estrelas e anas brancas
localizadas nas galaxias-lente. Esse efeito, ou mais especificamente, a variagao do lenteamento
com o comprimento de onda permitiu o estudo em detalhes do mecanismo central de quasares-
fonte e as variagdes em magnitude permitiram impor limites na densidade estelar nas galaxias-
lente [132]. O mililenteamento é uma 6tima ferramenta para investigar propriedades de discos
de acrecao em quasares [133], impor limites no perfil de temperatura das regides do disco com
emissao no espectro visivel [134], estudar a geometria de regides com emissao em raios-X nos

discos de acrecao [135] e a distribui¢ao de matéria escura e baridnica nas galaxias-lente [136].
1.2.3 Lenteamento Fraco

Como mencionamos anteriormente, no regime de lenteamento fraco as distor¢oes e magni-
ficacoes sao menores, fazendo com que o efeito possa apenas ser medido estatisticamente, sobre
um grande nimero de fontes lenteadas, na qual o efeito de lenteamento nao é evidente, mas foi
medido. Recomendamos o trabalho de M. Bartelmann e P. Schneider [137] para uma revisao
mais detalhada do lenteamento fraco. Nos levantamentos de grandes areas é possivel detectar
algumas imagens fracamente distorcidas de galaxias. No proximo capitulo veremos dois efeitos
do lenteamento, que sao: convergéncia e cisalhamento. Na maioria das vezes, utiliza-se o cisa-
lhamento no lenteamento fraco, que é a deformagao da imagem, pois a convergéncia depende
da luminosidade intrinseca e tamanho dos objetos lenteados, o que é desconhecido (embora

possam-se usar relagdes empiricas para estimar a luminosidade).

"https://exoplanets.nasa.gov/newworldsatlas/
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A primeira deteccao do efeito foi em 1990 na forma de um alinhamento tangencial de gala-
xias atras de grandes aglomerados [138]. Uma década depois mediu-se distor¢oes de galaxias
indicando a existéncia de cisalhamento césmico [139, 140]. Esses sao alguns dos resultados cos-
moldgicos recentes mais importantes na atualidade e com os levantamentos de grandes areas e
boa qualidade de imagem foi possivel obter o cisalhamento em grandes escalar e obter medidas
no regime linear e com boa estatistica. Levantamentos como os ja citados CFHTLS e CS82 pos-
sibilitam boas medidas em escala média e para escalas maiores destacam-se os levantamentos
KIDS, DES e HSC [141]. No lenteamento fraco, busca-se reconstruir a distribui¢ao de massa da
lente a partir do campo de cisalhamento e as principais abordagens para solucionar o problema
sao: (i) expressando a distribuicao de massa projetada como convolucao do cisalhamento com
um kernel [142, 143]; (ii) fazendo a abordagem inversa, trabalhando com o potencial da lente
para determinar a distribuicao de massa projetada mais provavel de gerar um cisalhamento
especifico [144-146].

O lenteamento fraco, combinado com dados da CMB pode ser utilizado para impor limites
em parametros cosmologicos, como constante de Hubble (H,) e densidade de matéria (Q2,,)

[147, 148].
1.2.4 Lenteamento para Campos Fortes

Nas escalas que consideramos anteriormente, podiamos tratar o lenteamento gravitacional
dentro da aproximacao de campo gravitacional fraco na relatividade geral, com a luz defletindo
em um angulo pequeno, da ordem de O(M/ry). Essa aproximacao deixa de ser valida quando
consideramos buracos negros como lentes. Buracos negros sao objetos simples, porém dificeis
de serem descritos matematicamente [149], e podem ser caracterizados por trés pardmetros:
massa, momento angular e carga elétrica e podemos classifica-los como buracos negros de:
Schwarzschild (sem rotacao e sem carga), Kerr (em rotagao e sem carga), Reissner-Nordstrom
(sem rotacao e com carga) e Kerr-Newman (em rotagdo e com carga). Buracos negros estao
localizados no centro da maioria das galaxias e possuem papel crucial no entendimento de
evolucao estelar, formacao e evolucao de galaxias e na natureza do espaco-tempo. Observar
esse tipo de objeto seria importante para estudar campos gravitacionais fortes. Uma sugestao
em como medir os parametros de um buraco negro foi dada por Daniel Holz e John Wheeler
[150] que consideraram o lenteamento por um desses objetos e usou como fonte de raios de
luz o Sol. Isso gera imagens interessantes pois um féton que se aproxima muito do buraco
negro pode girar varias vezes antes de atingir o observador e isso leva a uma sequéncia de
anéis concéntricos sendo formados caso o observador (Terra), o Sol e o buraco negro estejam
perfeitamente alinhados [151]. Na Fig. 1.2 indicamos como essa situagao ocorreria.

Poderiamos simplesmente procurar por anéis concéntricos no céu, na tentativa de encon-
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Figura 1.2: Esquematizagdo do retrolentemento por um buraco negro tendo o Sol como fonte.
Do lado direito do diagrama indicamos, por simplicidade, apenas dois dos anéis formados ao
redor do horizonte de eventos do buraco negro na situagao de alinhamento perfeito. A imagem
foi feita baseando-se na ilustragao presente em [1].

trar buracos negros, como sugerido pelos autores? Infelizmente nao, pois seria dificil ter um
alinhamento fonte/lente/observador e esse alinhamento seria muito rapido, devido ao movi-
mento da Terra ao redor do Sol. Além disso, retro-imagens do Sol seriam tao fracas, que so-
mente buracos negros maiores que 10M e a 0.01pc da Terra conseguiriam ser observados [1].

Fora isso, existem varios outros fenomenos de lenteamento por buracos negros. Olhando-
se o horizonte de eventos veria-se um anel de luz e espera-se observar isso em breve para
Sgr A*. Uma ideia melhor, mas seguindo nessa mesma direcao, seria considerar o retrolen-
temento pelo buraco negro do centro da galaxia [152-154]. Medidas feitas na regido de Sgr
A* poderiam ser utilizadas, por exemplo, para determinar concentragao de matéria escura
[155] e testar teorias modificadas da relatividade geral [156-159]. Para um estudo detalhado
sobre os parametros estimados pelo retrolenteamento recomendamos a leitura do trabalho
de De Paolis et al. [160], bem como uma discussao de como o formato das imagens depen-
deriam do spin do buraco negro e também o trabalho de V. Bozza [161] que fornece um
método para diferenciar o lenteamento pelos tipos de buracos negros. De maneira efetiva,
poderiamos ter alguma observagao de retrolenteamento com o langamento do James Webb Space
Telescope (JWST), programado para o fim de 2018 e sucessor do HST, porém ele nao possuira
resolu¢do angular necessaria para prover informagao sobre o formato das imagens e para isso
sera necessario aguardar a proxima geracao de interferometros a radio, mas é possivel ficar
otimista de obter mais detalhes no futuro préoximo, com projetos como Event Horizon Telescope
(EHT) [1] e a combinacao de diferentes interferometros, como os do Very Large Array (VLA) e

do Atacama Large Millimeter Array (ALMA).
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CAPITULO 2

Conceitos Gerais

Algumas caracteristicas do lenteamento gravitacional que podemos destacar sao:

* o numero de fétons é preservado e apenas sua trajetoria é desviada;

* olenteamento gravitacional é um fendmeno acromatico, ou seja, independe da frequéncia

da luz;

* o angulo de deflexao para lentes pontuais cai com o inverso da distancia entre o raio de
luz e a lente, de modo que é suficiente considerar as lentes proximas ao raio de luz e o

efeito da lente esta localizado em uma pequena regiao do céu.

Neste capitulo revisaremos alguns dos aspectos basicos do lenteamento gravitacional e em
especial iremos obter grandezas relevantes para o desenvolvimento desta tese. Para uma abor-
dagem mais detalhada e completa sugerimos os livros de Mollerach e Roulet [3], Petters, Levine
e Wambsganss [4] e Schneider, Ehlers e Falco [2].

Em nossa abordagem podemos fazer duas suposicoes, a aproximagao de lente fina e a apro-
ximacgao de campo fraco. Na primeira considera-se que as dimensoes do objeto que faz o lentea-
mento sao muito menores que as distancias entre observador e lente ou lente e fonte. Assim, o
desvio da luz ocorrera apenas no plano que contém a fonte. E na segunda, podemos supor para
a maioria das vezes que a geometria do universo é descrita pela métrica k = 0 de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) com perturbagoes locais isotropicas dadas pelo potencial
Newtoniano @, responsavel pelo lenteamento.

Aqui estamos considerando um universo de acordo com as previsoes da Relatividade Geral,
mas poderia-se considerar também modelos de gravidade modificada, que devem se com-
parar a RG em escalas comparaveis ao sistema solar, onde a teoria ja é bem estabelecida,
além de manifestar seus efeitos na evolucao de perturbagoes de densidades. Um modelo al-
ternativo também deveria incluir mudangas nas relagoes entre potenciais escalares que apare-

cem em perturbagoes na métrica FLRW e flutua¢oes no campo de densidade de matéria. Ao

13
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parametrizar adequadamente essas relagoes possibilita-se caracterizar desvios da RG como
func¢ao do desvio para o vermelho e escala. Os desvios da RG podem ser limitados através da
comparagao do perfil de massa de aglomerados derivados do lenteamento gravitacional e da
analise cinematica de galaxias membro. Galdxias movendo em aglomerados sob agao da gravi-
dade apenas sente a parte temporal da métrica FRLW perturbada, expressa pelo potencial ®.
Por outro lado, geodésicas ao longo das quais fétons irdo se propagar nos aglomerados re-
fletem a contribuicao da parte temporal e espacial das componentes das perturbagoes lineares
na métrica, entao elas sentem a soma dos dois potenciais escalares @ +W. Na gravidade padrao
® =W. Medidas de lenteamento sao sensiveis a soma @ + V. Ja medidas da dindmica (tipo dis-
persao de velocidades ou equilibrio hidrostatico) sao sensiveis a @ somente. Entao combinando
lenteamento+dinamica é possivel testar a diferenca entre os potenciais e portanto modelos de
gravidade modificada. Podemos referenciar alguns trabalhos que detalham esses aspectos de
gravidade modificada ao considerar aglomerado de galaxias [19], galaxias e anéis de Einstein

[100, 162]

2.1 Distancia de Didmetro Angular

Ao considerar as posigoes de fontes e lentes, as distancias de didmetro angular sao necessarias
para estabelecer a relacdo entre os objetos. Um corpo com separacao angular o e tamanho d (es-

bogado na Fig. 2.1) esta, por defini¢ao, a uma distancia diametro angular D4 dada por

d
DA:g, para o < 1. (2.1)

Dy

Figura 2.1: Diagrama para a distancia de diametro angular (fora de escala, pois o < 1).

Essas distancias sao dependentes dos parametros cosmologicos e podemos reescrevé-las em

funcao do desvio para o vermelho. Considere inicialmente a métrica de Friedmann-Lemaitre-
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Robertson-Walker (FLRW), uma vez que a mesma satisfaz a suposicao de um Universo aproxi-

madamente homogéneo e isotropico,
ds? = c?dt* —a*(t)do?, (2.2)

em que a(t) é o fator de escala e do? é o elemento de linha para as componentes espaciais da

métrica
d|x?
d*o = ——— +|X1*(d6? +sin 0d $p?), 2.3
T ¢%) (2.3)
em que X sdo coordenadas coméveis, ¥ = k/R?, R é o raio de curvatura e k = —1,0 ou 1 ¢é

a curvatura normalizada para um Universo hiperbdlico, plano ou esférico, respectivamente.
A partir de resultados da Radiagao Coésmica de Fundo em Microondas (CMB), temos fortes
indicios de que a geometria do espago é aproximadamente plana (ver e. g. [163]) e por isso

consideraremos k = 0. As Equagoes de Campo de Einstein
(2.4)

que relacionam a geometria do espago-tempo (através do tensor de Einstein G,,) com o con-
teado de massa-energia (dado pelo tensor energia-momento T},,). Com a componente 00 dessa

equagao podemos derivar a primeira das equagoes de Friedmann, que é

szﬁ: 8nGp

2~ 3 23)

em que H é a taxa de expansao do Universo e p é a densidade de energia (lembrando que
estamos supondo k = 0 aqui). Das componentes espaciais das Equa¢oes de Einstein temos a

segunda equacao de Friedmann

i 4nG 3p
A R aF1] (2:6)

Dessas duas equacoes podemos derivar a equagao de conservacao de energia-momento

p:—35(p+3), (2.7)

que pode ser resolvida considerando que cada componente da densidade de energia se con-

serva. Escrevendo entdo a densidade de energia como uma soma de suas componentes, temos

P =P+ Pr+ P (2.8)

em que P, Py € PA S30 as densidades de energia para matéria, radiagao e constante cosmoldgica,
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respectivamente. Para uma equagao de estado do tipo p = wp, a equagao (2.7) tem solugao
p oca 31+@), (2.9)

Os casos em que w = 0,1/3,-1, que correspondem a matéria nao-relativistica, radiagao e cons-
tante cosmoldgica, respectivamente.

E conveniente definir um parametro de densidade para cada componente da densidade de
energia
ol
p?rit

em que o indice zero indica valor no presente e p; € dado pela Eq. (2.5) para um Universo

Q; =, (2.10)

plano.

A partir da métrica (2.3) e estudando a propagacao da luz (para a qual ds = 0), podemos
obter uma relagao entre o fator de escala a(t) e o desvio para o vermelho z (que é a variacao fra-
cionaria do comprimento de onda da luz entre emissao pelo objeto astrondmico e sua deteccao

pelo observador), que é dada por [164]

=1+z, (2.11)

em que o valor no presente é conveniente escolhido como a(ty) = 1. Sabendo que H? = (d/a)?,

podemos obter uma expressao para o parametro de Hubble em funcao de z
H(z)> = H (Q, (1+2)* + Q, (1 +2)° + Q4 ). (2.12)

A partir da Eq.(2.3) vemos que um deslocamento angular 46 equivale a uma distancia fisica
na dire¢ao transversal |x]d0, de modo que, pela defini¢ao (2.1), a distancia de didmetro angular
¢ dada simplesmente por [X] e z [4]. Em particular, para o caso do efeito de lente gravitacional é
necessario considerarmos a distancia de diametro angular entre dois desvios para o vermelho

z1 e 2, cuja forma fica (3, 4]

c 1
Dy(z1,23) =

22
= dz. (2.13)
Hy(1+2) Ll VO, (1+2)4+Q,(1+2)3+Qy

Em nosso trabalho consideraremos um sistema de coordenadas adimensionais que nos pos-
sibilita realizar os calculos sem uma preocupacao inicial com os valores dos parametros cos-

moldgicos.
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2.2 Angulo de Deflexdo

Para estudar a deflexdao da luz pelo campo gravitacional da lente, podemos considerar que o
espaco-tempo é localmente plano, dado pela métrica de Minkowski e é fracamente perturbado
pelo potencial gravitacional Newtoniano da lente, de modo que ®/c?> < 1 (aproximagio de

campo fraco) e o elemento de linha pode ser escrito como
20 20
d52:(1+—2)czdt2—(1——2)|dﬂ2. (2.14)
c c
Considerando a propagacao de um raio de luz (ds = 0), obtemos
20 20
(1+—2)c2dt2:(1——2)|dﬂ2, (2.15)
c c
e, assim, podemos definir uma velocidade da luz efetiva na proximidade do campo gravita-

4] 1+20/c? 20
S SR Bt St ANY § ) 2.1
“=ar N1 T\ T2 (2.16)

em que usamos a aproximagao ®/c? < 1 para o resultado final. Podemos expressar o efeito do

cional dada por

campo gravitacional nas trajetdrias da luz em termos do indice de refragao efetivo, que é

c 1 20
n=—

C, = —1 A 2@/62 ~ 11— C_2 (217)

Note que n > 1, ja que o potencial gravitacional é negativo (e definido de modo a ir a zero no
infinito).
O angulo de deflexao da luz ao passar por um campo gravitacional é a integral do gradiente

de n perpendicular a direcao da trajetoria da luz

o?:—JﬁLndl:%Jﬂqndl. (2.18)
Cc

A equagao acima possui o contratempo de nos fazer integrar na trajetéria da luz, mas como
®/c? < 1, esperamos que o angulo de deflexdo seja muito pequeno. Dessa forma, vamos uti-
lizar a aproximacao de Born, oriunda das teorias de espalhamento da mecanica quantica, para
considerar a integracao ao longo da trajetdéria nao perturbada, que € uma linha reta. Para ver
uma demonstragao detalhada de como obter o dngulo de deflexao, recomendamos a leitura de
P. Schneider et al. [2] e R. Narayan et al.[165].

Vamos considerar, por exemplo, a deflexao para uma massa pontual M, atuando como
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lente. O potencial é
GM GM GM
D(b,z)=- =-— =-— , (2.19)
r Va2+y2+22 Vb2 422

em que b é o parametro de impacto (que indica a menor distancia entre o raio de luz e a lente)
e z é a distancia ao longo do caminho nao perturbado (indicados na Fig. 2.2). Dessa forma, o

gradiente do potencial é
GM -

VJ_cD(b, Z) = mb,

(2.20)

R
com b ortogonal a z e apontando na direcao da lente pontual. Com o gradiente podemos calcu-

lar a integral ao longo do caminho

— ————sdz=—
2 ), (b2+22)32 2

2J GMb 4 (2.21)

E assim, o angulo de deflexdao para uma

lente pontual é

4GM
c2b

&= (2.22)

2.3 Equacao da Lente

Na secao acima consideramos uma per-
turbacao em Minkowski para obter o angulo
de deflexdao da luz. O mesmo procedimento
poderia ter sido feito perturbando a métrica
homogénea e isotropica de Friedmann-

Lemaitre-Robertson-Walker. O resultado em

relacao a dependéncia em @ é o mesmo, mas
Figura 2.2: Diagrama para a deflexdo da luz em

arelagao entre angulos e distancias sera dada A A
um angulo & por uma massa pontual M.

agora pela distancia de diametro angular dis-
cutida na Sec¢ao 2.1.

Na Fig. 2.3 esquematizamos a luz de uma fonte sendo desviada pelo campo gravitacional
de um objeto atuando como lente. As distancias de didmetro angular entre o observador e a
fonte, entre o observador e a lente e entre a lente e a fonte sao Dpg, Do e Dy g, respectivamente.
Em geral, Dps # Dop + Dy g, como fica claro da Eq. (2.13). O angulo f € a posigao angular real
da fonte e O é a posicao angular de onde a observamos, ap6s sofrer uma deflexao da.

Em estudos de formacao de arcos, consideramos usualmente que o lenteamento é feito

apenas por um objeto, ou seja, a ja mencionada aproximacao de lente fina, o que é uma boa
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aproximag¢ao na maioria dos casos. Das e Ostriker [166] mostraram através de simulagdes que
a maior parte dos arcos é produzida por um unico defletor, com a matéria ao longo da linha de
visada contribuindo com até 12% do numero de arcos formados.

Considerando que a distancia entre o eixo dtico (convenientemente escolhido como eixo
alinhado conosco e com a lente) e a imagem é a soma entre as distancias deste eixo até a fonte
e da fonte a imagem, levando em conta a geometria do sistema e supondo que |§| <1, |/§)| <1
e |c§’| < 1, temos [3]

6Dos = fDos + &Dys, (2.23)

que é conhecida como a equacao da lente. A relagao (2.23) é fundamental para o lenteamento
gravitacional, uma vez que resolvendo essa equagao é possivel obter as posi¢oes da(s) ima-
gem(ns) a partir da posicao ﬁdas fontes e da expressao para o angulo de deflexao & (§) Ainda
pelas propriedades geométricas, vemos que as posi¢oes angulares da fonte e da imagem podem
ser relacionadas com as distancias de diametro angular e com o parametro de impacto & no

plano das lentes e a posi¢do 77 no plano das fontes através das equagdes

£=Dor0, i7=Dosp- (2.24)

Observador

Dorp,

Figura 2.3: Representagao esquematica do lenteamento gravitacional.
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E conveniente trabalhar em coordenadas adimensionais e para isso podemos introduzir

uma escala &) no plano das lentes (correspondente a # no plano das fontes), tal que

=l
Il

) (2.25)

v o (2.26)
em que a escolha de &, é arbitraria, de forma a eliminar um parametro na solucao da equagao

da lente, como sera exemplificado nas Subsegoes 2.7.1 e 2.7.2.

Com essas defini¢oes, podemos reescrever a equagao da lente em forma adimensional como
§=-d(®), (2.27)

em que se define o angulo de deflexao adimensional como

DorDrs
&oDos

a(x) = ( )é’(éof). (2.28)

2.4 Distribuicao Superficial de Massa

Como dito anteriormente, utilizaremos a aproximagao de lente fina. Desta forma, ao invés
de considerar a distribuicao tridimensional da densidade de matéria, utilizaremos a projecao
desta no plano da lente, denotada por 2(5’) Para obter essa distribuicao superficial devemos

integrar p (ﬁ) ao longo da linha de visada, ou seja,

Z(Q:pr(é’,z) dz, (2.29)

em que fizemos a decomposicao R = &+ 22, sendo z 0 eixo 6tico.

Cada elemento de matéria contribuira linearmente para o angulo de deflexao, uma vez que
o limite de campos fracos da relatividade geral é uma 6tima aproximacgao e a gravitacao é
linear nesse regime. Assim, podemos pensar na lente extensa como uma soma de elementos de
volume, cada um atuando como uma lente pontual. Para uma lente pontual, a deflexao é dada
pela Eq. (2.22). Sendo assim, a contribui¢ao de cada elemento de massa ocupando uma area

d?&’, para uma lente genérica, é

ai= 5@ "5 wg (2.30)
g ap

em que 5’ € o vetor correspondente a distancia do elemento de massa dM =¥ (&’) d2&’a origem.
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Vamos somar cada uma das contribui¢des dos elementos de massa para obter o angulo de

deflexao correspondente a contribuicdo total de uma lente extensa, ou seja,

5 4G S S
oz<5>=c—2f>:<a'>|‘5 & po (2.31)

o2 (&)
a(@:lJ. Yo X (£ )dzx’, (2.32)
R? |X

em que a densidade critica superficial, X;;; é definida como

C2 DOS

Yerit = = o 2.33
crit 4T(G DOLDLS ( )

Considerando a razao entre a densidade superficial de massa e a densidade critica, /X,

podemos determinar se o regime do lenteamento é forte (X > X,;;) ou fraco (X < i)

2.5 Potencial Efetivo da Lente

Podemos caracterizar o potencial reduzido da lente como sendo o potencial Newtoniano

@(R) projetado no plano das lentes, ortogonal a linha do observador [2, 165],

(&)= Jcp(é’,z) dz. (2.34)

Fazendo a transformacao para coordenadas adimensionais, de modo analogo ao procedimento

feito na altima subsecdo, temos

¢ () = 2 DisDor
c2&g Dos

J‘OOCD(EOJ?,Z) dz. (2.35)
0

A equacao de Poisson é satisfeita no limite de campos fracos e, dessa forma, a densidade

superficial de massa (Eq. (2.29)) pode ser reescrita como
_ U (e
Y (&pX) = e J:OOV D (&pX, z) dz. (2.36)

Para a decomposic¢ao do Laplaciano na forma

82

o 1o
V= V24— 2.37
2" o (2.37)
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e utilizando a Eq. (2.35), temos

P2 (1) = 2200%), (2.38)

crit

para o qual consideramos que a contribui¢ao d®/dz se anula no infinito.
9

Pela funcao de Green para o Laplaciano em duas dimensoes, G (J?,X ) =In|¥-x, 0 potencial

da lente pode ser reescrito como a forma

i LR(E-R)
(j)(}?) = —J 1r1|3?— X’lz— d x’. (239)
T JR2 crit
Note que
— - X — %
V. njg-x|= % (2.40)
|~ x|

de modo que ao comparar a identidade acima com a Eq. (2.39) observa-se que o angulo de

deflexao reduzido é dado em fung¢ao do gradiente do potencial da lente, ou seja,

&%) =V (3). (2.41)
Substituindo esse resultado na equagao da lente (Eq. (2.27)) obtemos

J=3-V.(%). (2.42)

Assim, dependendo do conhecimento prévio de ¥ (&yX) ou de ¢ (X) é possivel fazer a escolha de
obter o angulo de deflexao integrando a densidade superficial de massa (Eq. (2.36)) ou através

do gradiente do potencial da lente (Eq. (2.35)).

2.6 Mapeamento

Esta secao foi baseada nas teses de doutorado de Gabriel B. Caminha [167] e Habib S. Diimet-
Montoya [168].

O lenteamento gravitacional é acromatico, ou seja nao interfere na frequéncia dos fétons da
fonte. Além disso, o nimero de fotons é mantido. Isso significa que uma imagem magnificada e
distorcida ira conservar o brilho superficial da fonte. Em outras palavras, o aumento do angulo
solido subentendido por essas imagens acarreta no aumento de brilho das imagens, que nos
permite observar objetos mais distantes.

Consequentemente, podemos definir a magnificacao de uma imagem como a razao entre os

angulos solidos da imagem e da fonte

A(zimagem

L (2.43)
s AQfonte
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Para uma fonte infinitesimal essa razao entre os angulos sélidos é determinada considerando
a distorcao da area no plano da lente, ou seja, o Jacobiano da transformacao de coordenadas do

plano das fontes ao plano das lentes

0% o7\

=det| =< |=det|=5| . 2.44

pmde{ 550w >

As propriedades locais do mapeamento sdo descritas pela matriz Jacobiana dessa transfor-
macao de coordenadas,

A;j E(&_ﬁ’) zéi],_M =5 9 (%) (2.45)

e . 0 O ox.’
ox ij ox; dx;0x;

onde utilizamos que «; = d¢/dx;, dado pela Eq. (2.41), e que x; indica a i-ésima componente
de X no plano da lente. Note pela expressdo acima, que a matriz Jacobiana da transformacao
entre o plano da fonte e da lente pode ser escrita como combinacao das derivadas segundas do
potencial da lente.

Para simplificar a notacao, utilizaremos

*¢
. = , 2.46
Pij 0x;0x; ( )
de modo a escrever a matriz A;; como
1-— -
A~ b1 —P12 (2.47)
. 1-¢2

A densidade superficial de massa, ¥ (&(X), normalizada pela densidade critica é denomi-

nada convergéncia, k (X), ou seja,

X‘(‘EOJ?) = K(ﬂ

, 2.48
Yerit ( )
de modo que, pela Eq. (2.38) temos
> é X 1= 1
K(X) = 2( 9_) = §V2¢(97) =5 (P11 +¢22). (2.49)
crit
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Dessa forma, podemos reescrever a matriz Jacobiana em termos de «,

A - 1 %(¢,11+¢,22)+%(¢,11—¢,22) 1 43,121 (2.50)
¢ 21 3 (P11 +P22)+ > (P11+¢,22)
1
C (1-x)1- 5 (P11 =¢22) 1 P12 (251)
¢ 21 ) (P11 —P,22)

Assim, separamos a matriz Jacobiana em um termo isotropico associado a convergéncia e
uma parte com traco nulo, chamada de matriz de cisalhamento.
Podemos definir ¥ = (y1,7,) no plano da lente em fung¢do das combinagdes de ¢ ij, em que

71 (¥) e v, (X) sdo as componentes do tensor de cisalhamento,

%((P,n —p )= 7/(97)COS(2¢y) (2.52)
b12=¢2 = y(a?)sin(quy), (2.53)

71(%)
72(%)

no qual ¢, € o angulo que descreve a orientagao do cisalhamento, como representado na

S

1/2
Fig. 2.4ey = (;/12 + yzz) € a magnitude do cisalhamento.

a
Ry A
H 33'2
Fonte A é
B A ' -
6’)’2 : /,1
\\\ : ”r
N
.................. < NSO

Convergéncia + Cisalhamento

Figura 2.4: Diagrama mostrando o efeito de convergéncia e cisalhamento para uma fonte de
raio Ry juntamente com os eixos principais do cisalhamento, é,, e é,, que subtendem um an-
gulo ¢,, com os eixos £; e X;.
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Em vista disso, os dois termos da matriz Jacobiana sao reescritos como

R -
A = (1-x)1- o2 | 71 72 (2.54)

Y2 N 2 l-x+y
cos (2(1)7,) sin (2(1)),)

= (1-x)1-
=ty sin(2q[)y) —cos(2cj)7,)

(2.55)
Escrevendo dessa maneira é mais intuitivo entender a contribui¢ao da convergéncia e do cisa-
lhamento para a distor¢ao das imagens. A convergéncia atua causando um foco isotrépico dos
raios de luz, o que gera um aumento isotropico da fonte, preservando a forma das imagens, mas
mudando o tamanho. Enquanto isso, o cisalhamento introduz anisotropia ao mapeamento, de
forma que a imagem ¢é distorcida [165].

A matriz Jacobiana tem dois autovalores, um associado com a distor¢ao na dire¢ao tangen-

cial (1;) e outro com a deformacao radial (1,),

Ay = 1-x-y (2.56)

A, 1-x+y. (2.57)

Podemos rotacionar a matriz Jacobiana de modo que ela seja diagonalizada, ou seja

l-x—-y 0
A= . (2.58)
0 1-x+y

Seguindo o procedimento proposto por Meneghetti!, considere uma fonte circular cujos pontos
de mesma intensidade luminosa satisfazem a equagio y7+y7 = R3. Pela equagio da lente (2.27),

os pontos do plano da fonte que obedecem essa expressao serao mapeados nos pontos (xy,x;)

através da matriz Jacobiana,

1-%x- 0 x
noj_ )4 1 ) (2.59)
1% 0 1-x+y X
e podemos substituir na equagao da circunferéncia de modo a ter
vi+yr=(1-x=y)xi +(1-x+7)’x; =R}, (2.60)

Note que a equagao anterior corresponde a uma elipse no plano das fontes, e, com semi-

1http: [ /www.ita.uni-heidelberg.de/ massimo/sub/Lectures/gl_all.pdf
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eixos maior e menor sendo
Ry Rg

=—) b=r—7—"7-—. 2.61
? l-x-y b l1-x+y (2.61)

Essa elipse esta representada na Fig. 2.4 e para o caso com apenas convergéncia (y =0) a

Eq. (2.60) se reduz a uma circunferéncia de raio

(2.62)

A magnificagao total é obtida a partir das Eqgs. (2.44) e (2.45), e retorna o resultado

1 1

- - ) 2.63
(Y e (263

e o inverso dos autovalores da matriz Jacobiana nos fornece as magnificagoes nas diregoes tan-

gencial e radial

1 1
_r__r 2.64
pe Ay 1-x-y (2.64)
L — (2.65)
r = A 1-x+y ’

de modo que a magnificagao total em termo das magnificagdes em cada diregao ¢

= sty = (2.66)
I’l_ﬂtl’lr—/\t/\r- .

Para os pontos nos quais det A = 0, ou seja, ao menos um dos autovalores é zero, define-se

as chamadas curvas criticas no plano das lentes.

2.7 Alguns Modelos de Lentes

Um ponto importante para o lenteamento gravitacional é determinar quais combinagoes de
lentes e fontes irao reproduzir uma certa imagem. Iremos apontar as caracteristicas principais

de alguns dos modelos mais simples ou mais utilizados de lentes.
2.7.1 Lente Pontual
O modelo mais simples de lente é dado por uma massa pontual. O dngulo de deflexao para

essa situagao é dado pela Eq. (2.22) e substituindo na equacao da lente (2.27), temos

=
-T2 2 :
c® x2£{Dos

(2.67)
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4GM Do.D
L=y p (2.68)
c oS

7= 9?(1 —i), (2.69)

Para a escolha
a equagao acima sera

em que x = |x].
Essa equacao é de segundo grau em x e, dessa forma, teremos duas posi¢des radiais obser-

vadas x para cada posigao real y,

i Sl Ay (2.70)

indicando a posicao das imagens multiplas.
Para alinhamento entre fonte e lente (y = 0) a formacao de imagens se dara em x = 1 e sera

deformada em um anel de raio &g, o anel de Einstein, com raio angular

[AGM Dy
0=\ (2.71)
0S+0L

Calculando o Jacobiano para o lenteamento, temos a magnificacao total

ﬂ=(1—i)_l- (2.72)

Um ponto importante é que a magnificacao sera infinita quando a fonte for mapeada no

anel de Einstein. Os autovalores da matriz de magnificacao sao

1\t 1\t
m=(1—;) , Mr=(1+p) . (2.73)

Quando x — 1 (formagao de anel), a magnifica¢ao na diregao radial (y,) € um numero finito,
enquanto a magnificagdo tangencial (y;) tende a infinito, como se a imagem estivesse sendo
distorcida infinitamente na diregao tangencial, resultando no anel.

Por fim, a convergéncia e o cisalhamento sao dados por

k = mnd(x), (2.74)

y = — (2.75)

em que 6(X) é a fungao delta de Dirac.
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2.7.2 Lente com Simetria Axial

Quando o objeto que atua como lente é extenso, como uma galaxia ou aglomerado de ga-
laxias, precisamos levar em conta a distribuicao de massa, como vimos anteriormente neste
capitulo. Para isso, vamos considerar inicialmente uma lente com simetria axial.

Das Egs. (2.38) e (2.41) podemos escrever

.z 22(&0%) (2.76)
Zcrit

O teorema de Gauss em duas dimensoes é

J

R
em que C, é a fronteira da area S, e dI aponta para fora de C,. Como estamos considerando

V.a@ds = 96 a-di, (2.77)
Cx

X

lente com simetria axial, o angulo de deflexao tera apenas componente radial. Escolhendo uma
circunferéncia Cg com o mesmo centro que a distribuicao de massa projetada e integrando os

dois lados da Eq. (2.76) na area englobada por C¢ produz [167]

21 2
f a(ox)de = 5 J Y (&px)dS, (2.78)
0 crit JS,
de modo que o angulo de deflexao fica
M -
= @ = (2.79)
néo Yerit X
Vamos definir a massa adimensional como
M
m(x) = —2‘50’“) , (2.80)
T(Eo Ecrit
e a equagao adimensional da lente para um objeto com simetria axial sera
?=f’—m(x)x~ (2.81)

X

Para obter a Jacobiana da transformagao entre o plano das fontes e o plano das lentes pre-

cisamos escrever o angulo de deflexao adimensional como um vetor:

m (%)

@ (X) = (a1 (%), (X)) = 22 X, (2.82)
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em que X = (x1,x;) e iremos utilizar a seguinte relacao para as derivadas parciais
% X d
o x4 2.83
dx; xdx ( )
de modo a ter as diferenciacGes
da x? dm(x) X5 —x}
=1 _ 1 + , 2.84
dx; x3 dx m(x) x4 ( )
day x5 dm (x) X3 — x5
o _ % N , 2.85
dx, 2 odx " ) x4 ( )
da, da,  x1xy dm(x) X1%9
-1 = = -2 —_—=. 2.86
dx, dx;  x3  dx m(x) x4 ( )
Com esse resultado a matriz Jacobiana da transformacao fica
m(x) x% - X% —2x1%, 1 dm(x) X% X1X3
A = 1-—; - (2.87)
X —2X1Xy X7 —X5 x> dx X1x; X5
e o Jacobiano é dado por
d
s =[1- 2]t s
X dx
Observe aqui que o determinante da matriz Jacobiana se anula para
d
m(zx):l ou LX) ) (2.89)
x dx

Isso indica que usualmente existem duas curvas criticas em forma de circunferéncia (por conta

da dependéncia radial).

Considerando ainda a matriz Jacobiana e comparando com a Eq. (2.54), podemos escrever

cada componente da matriz de cisalhamento e a convergéncia

d
d
yi(x) = %(x% _x%)(Zn;ix) - xl—3 Zix) ),

dm(x) 2m(x))

(x) = xx 1
V2 - 142 x3 dx X4

E as magnificacoes tangencial e radial, dadas pelas Eqgs. (2.64) e (2.65), sao

e = [1 - m(x)]_l

x2

[ dmxyx)]
Hr = [1—7] :

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)
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Note que cada um dos autovalores da matriz Jacobiana, A;, = ,Mt_}' corresponde aos termos
entre colchetes da Eq. (2.88). Um dos exemplos mais utilizados para representar uma lente
com simetria axial é o da Esfera Isotérmica Singular, que é o foco desta tese e iremos detalhar

melhor no préximo capitulo.
2.7.3 Modelo de Navarro-Frenk-White

Esta subsegao foi parcialmente baseada no texto da tese de Cristina Furlanetto [169].

Ao considerar o lenteamento gravitacional por aglomerados de galaxias é comum utilizar
o modelo de Navarro-Frenk-White (NFW), mais realista que os citados anteriormente nesse
capitulo. Para esse modelo, utiliza-se simulagao de N-corpos, oriunda de um ajuste radial a
distribuicao de matéria em halos obtidos a partir de simulagoes, e é possivel variar a cos-
mologia do problema [170, 171]. Através dessas simulacdes os autores encontraram o perfil

de densidade dos aglomerados com a seguinte fungdo radial

pm————ﬂL—— (2.95)

- (r/rs) (1 + r/rs)y

em que r; e ps sao a escala e a densidade caracteristicas dos halos de matéria escura. Pela
equacao acima, vemos que para regides proximas ao centro do aglomerado (r/r; < 1) o perfil

de densidade é proporcional & !, enquanto decresce mais rapidamente com r~>

em regioes
mais afastadas.

A massa dentro de uma regiao de raio r é

! dmpgr3
M(r)= | 4nr?p(r)dr’ = —=—|In(1+C)- ——]|, 2.96
1= | amrpriar =T I+ 0)- (2.96
em que C é chamado de parametro de concentracao e é dado por
c=L (2.97)

re

Note que a massa diverge no limite r — oo e para contornar esse problema podemos definir um
limite para o raio do aglomerado que englobe A vezes uma determinada densidade de referén-
cia (pref). Essa densidade pode ser a densidade de massa do Universo (p,,), a densidade critica
(Perit) ou a densidade média (p). E comum usar A = 200 para o valor do contraste [170]. Com

essa definicao de raio de corte para o aglomerado (r = r,), a densidade para o modelo NFW ¢é

_ Apref c?
ps=—3 e (2.98)

1n(1+C)—1+C
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e do parametro de concentragao, tem-se

1/3
1{ 3M
A ( A ) . (2.99)

"TC T C\anAp

Para o modelo NFW encontra-se duas curvas criticas, uma tangencial e uma radial, de modo
que as imagens lenteadas podem ser distorcidas em ambas as diregoes. Assim o modelo NFW

pode produzir arcos tangenciais e radiais [172].
2.7.4 Modelos Elipticos e Pseudo-Elipticos

Modelos de lentes mais simples sao construidos, em geral, a partir de sistemas com sime-
tria axial. Mas ao tornar o problema mais geral, é necessario incluir mais parametros, como
elipticidade ou orientagao da lente, para desenvolver modelos mais realistas.

O procedimento para considerar os efeitos da elipticidade é construir uma densidade de
matéria projetada ou potencial com essa nova simetria. Dessa forma, impoe-se que a con-
vergéncia ou o potencial da lente sejam constantes sobre elipses. Para tal, um caminho é substi-

tuir a variavel radial, que é constante sobre circulos, por uma que possua simetria eliptica

2 2
X X
x2—>a—§+b—§. (2.100)

Para modelos elipticos, essa elipticidade é introduzida na distribui¢ao de massa, ou seja,
a densidade superficial é constante sobre elipses [173-175]. Uma motiva¢ao adicional para
trabalhar com modelos elipticos vem do fato de que resultados de simula¢oes de N-corpos in-
dicam que halos de matéria escura sao triaxiais [176]. Nos chamados modelos elipticos nao é
possivel obter expressoes analiticas para o potencial na maioria dos casos, de modo que faz-se
necessaria a utilizacao de algoritmos numéricos e s6 é possivel obter as derivadas do poten-
cial da lente em termos de integrais [177, 178]. Esses calculos numéricos fazem com que a
determinacao das quantidades do lenteamento seja mais dispendiosa.

Uma grande vantagem de incluir a simetria eliptica no potencial ao invés de fazé-lo na
distribuicao de massa é a possibilidade de se obter uma expressao analitica para o angulo de
deflexao. Utilizar o potencial eliptico é uma boa aproximagao para um grande intervalo de
elipticidades e massas [179, 180], entretanto, a aproximacao perde sentido fisico para valores
grandes de elipticidade, tendo o surgimento de distribui¢ao de massa em forma de halteres.

Nesse limite é necessario retomar a simetria eliptica para a distribuicao superficial de massa.
2.7.5 Modelos Isotérmicos

Os modelos ditos isotérmicos singulares sao importantes pois sao excelentes aproximagoes

para a distribuicao total de matéria na escala de massa galatica e permitem obter solugoes
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analiticas para diversas quantidades de problemas de lentes. Esta é uma caracteristica Gnica
desses modelos, pela simplicidade do potencial e pelo perfil de densidade radial.

Como mencionado, longe de ser um toy model, os modelos isotérmicos sao realistas para
lentes na escala de uma galaxia individual, sendo portanto importantes para aplica¢des prati-
cas, além da conveniéncia supracitada de ter solugao analitica. E sao nesses modelos, mais
especificamente na Esfera Isotérmica Singular que nosso trabalho ira focar. Para mais detalhes
do uso de modelos isotérmicos na escala galatica e em lenteamento forte, ver [9, 181-186].

O perfil radial de densidade do modelo é dado por [2, 187, 188]

o2

v (2.101)

P = 2ncre

em que o/ é a dispersiao de velocidades unidimensional das particulas.

2.7.6 Formalismo Perturbativo

Quando uma fonte pontual esta perfeitamente alinhada com uma lente com simetria a-
xial, sua imagem sera em forma de um anel (o chamado anel de Einstein). Todavia, se a fonte
nao esta mais alinhada com a lente ou esta Gltima nao possui simetria axial, o anel pode ser
quebrado em arcos. Um método perturbativo baseado na ideia de que arcos sao perturbagoes do
anel de Einstein foi proposto por C. Alard [189-193] e nessa abordagem, é obtida uma solucao
aproximada da equacao da lente quando o desvio em relacao a simetria axial é pequeno. A
partir dessa solugao é possivel obter expressoes analiticas para arcos gravitacionais formadas
por fontes finitas.

O formalismo perturbativo é importante pois pode ser aplicado a modelos mais gerais,
desde que representando uma concentragao central de matéria que diminui com o raio, ou
seja, bom para galaxias e aglomerados, e desde que estejamos no regime forte de lentes. Testes
de validade dessa aproximacio foram estudados em [168, 194]. E interessante notar que os

resultados perturbativos sao exatos no caso de perfis isotérmicos [194].



CAPITULO 3

Esfera Isotérmica Singular

Se o objeto que atua como lente é uma galaxia, precisamos considerar sua distribuicao
de massa. Um modelo simples que descreve essa situacao é a Esfera Isotérmica Singular -
SIS (do nome em inglés Singular Isothermal Sphere) e assume que as componentes da massa
comportam-se como particulas em um gas ideal, confinadas pelo seu potencial gravitacional
esfericamente simétrico. Neste capitulo apresentamos o perfil de densidade para SIS e pro-
priedades oriundas dessa distribui¢ao de massa, como a equacao da lente e magnificacao das
imagens. Além disso incluimos a formagao de imagens para objetos lenteados pela SIS, con-

siderando que a fonte é pontual, circular ou eliptica.

3.1 Funcdes Basicas do Lenteamento pelo Modelo da SIS

Projetando o perfil de densidade Eq. (2.101) segundo a Eq. (2.29), temos

© 52 dz o} =«
EEox) = J:m 210G ((&gx)2 +2%)  2mG (&%) Y

e escolhendo o raio de Einstein como &y = 62/GX it

2cri
(Eox) = = (3.2)

A densidade superficial restrita a um circulo de raio x, é

2 (2 Iy
¥ x) = — x crit dx’ = crlt’ 3.3
(G0 = 5 | Say - 22 (33)
e, consequentemente, temos da Eq. (2.48) a convergéncia, que é proporcional ao inverso da
coordenada radial

K(x) = = l (3.4)

33
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Substituindo os resultados das Eqgs. (3.2) e (3.3) nas Egs. (2.79), (2.90)-(2.92), temos as ex-

pressoes para as funcoes do lenteamento: angulo de deflexao, convergéncia e cisalhamento

Fx) = % (3.5)
K(x) = %, (3.6)
o) = o (3.7)

O angulo de deflexao para o modelo da SIS é axialmente simétrico, o que ira nos possibilitar
obter solugoes analiticas para parte consideravel dos resultados desta tese. Aqui o cisalhamento
e a convergéncia serao iguais (Egs. (3.6) e (3.7)) e dependerao unicamente da coordenada radial.

O potencial da lente, de acordo com a Eq. (2.35), é
p(x) = x, (3.8)
e a equacao da lente, Eq. (2.81), pode ser escrita como
7= (x—1)% (3.9)
Apbs substituir as expressoes para x(x) e y(x), a matriz Jacobiana, dada na Eq. (2.87), é

AR - 1—(1/x)sin®’¢  (1/2x)sin2¢ ’ (3.10)
(1/2x)sin2¢ 1 —(1/x)cos?¢p

na qual os autovalores tangencial e radial, A; e A,, sao

1
h=1-2 4 =1, (3.11)

e, dessa forma, a magnificacao total é

1
u! :det[A:/\r/\tzl—;. (3.12)

Note que como A, = 1, as imagens nao sofrerao esticamento na diregao radial e a magnifica-
¢ao é completamente devida a deformacgao tangencial. Observe que o determinante da matriz
Jacobiana somente se anula em x = 1, de modo que a SIS possuira apenas a curva critica tan-
gencial. Entretanto, existe um limite no plano das fontes para o qual a multiplicidade das ima-

gens ira mudar (no raio de y = 1). Esse contorno é usualmente referido como pseudocaustica

radial [195] e manteremos essa terminologia ao longo do texto.
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3.2 Fonte Pontual

As imagens para uma fonte pontual podem ser

obtidas invertendo e solucionando a equacao da lente,
0 que podemos alcangar considerando a magnitude

do vetor ¥ na Eq. (3.9) e reescrevendo a expressao

para a coordenada radial x. Temos duas imagens for-

madas na direcao Oy, uma dentro e outra fora da curva

critica tangencial (representada pela linha tracejada na |

Fig. 3.1) nas posi¢oes radiais:

xF=1+7y. (3.13) Figura 3.1: Fonte pontual e imagens.

A magnificagao corresponde a imagem de uma fonte infinitesimal em cada uma dessas

posicdes, e a Eq. (3.12) para cada uma das imagens é
(3.14)

Além da formacao de duas imagens, podemos ter apenas uma imagem ou um anel sendo
formados, e isso ira depender da posicao da fonte. Abaixo descrevemos em mais detalhe essas

condigoes:

* v = 0: A imagem ¢ formada em x = 1, com magnificagao infinita, de modo que um anel

de espessura infinitesimal é formado.

* y <1: A Eq. (3.13) tem duas solugoes, gerando uma imagem em x = 1 + y, fora da curva
critica tangencial com paridade positiva, y*, e outra em x = 1 —y, dentro da curva critica

e com paridade negativa, y~. A separagao angular entre as duas imagens é ox = 2.
* v > 1: A partir da Eq. (3.13) vemos que a equagao da lente tem apenas uma solugao,
x =1+y, com magnificacdo y* =1+ 1/y no intervalo

1<pt<2, (3.15)

e a imagem tem paridade positiva. Na igualdade, a Gnica imagem se forma em x = 2
com magnificagdo y* = 2 enquanto a outra imagem desaparece totalmente em x = 0 com

magnificagdo nula =~ = 0.
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3.3 Fonte Circular

Podemos considerar uma fonte finita
como sendo composta por um continuo de
1

fontes infinitesimais e dessa forma esten- !
1

der o resultado da segao anterior. Para um ity
1

primeiro exemplo, considere qualquer ponto :
na borda de uma fonte circular de raio Ry, Y

como esquematizado na Fig. 3.2. Podemos

Wy

representar vetorialmente essa posi¢ao como

Ry=7-5, (3.16)

b

0

em que 5= 517, +5,7, e assim escrever as com- ) L
Figura 3.2: Fonte circular com a especificagao

ponentes polares de sno plano das imagens  de nossa nomenclatura.

5= (51COS P + 55 sin ) £ + (=51 sin P + 5, cos ) P, (3.17)
em que usamos

D1 = cospx —sinp¢p, 9, = sin % + cos Pp. (3.18)

Dessa forma, lembrando que a equagdo da lente aqui é ¥ = (x —1)%,

RO = }7—5)
= (x—1)32—(51cos¢+szsin¢)3€—(—slsin¢+52coscj))(ﬁ (3.19)
= (x—1-51c08¢—s,sin¢) %+ (s15in P —5,cos p) . (3.20)

= . ~
Usando |Ry|* = R% e resolvendo para a coordenada radial x, temos as expressoes para as bordas

externa, x*, e interna, x~, das imagens:

x*=1+s1cosp+s,sing + \/Ré —(sysin¢ —s;cos <{))2, (3.21)
com as equagOes paramétricas

x; =x cosP, x, =x*sin¢, (0< ¢ <2n). (3.22)
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E conveniente reescrever s; e s, em funcao da posigao radial e angular do centro da fonte. Para
isso, substituimos

51 =scos6, S, =ssin0, (3.23)

de modo que a Eq. (3.21) se torna

x* = 1+ scos(cp — 0) & /K3 - s?sin’(§ - O). (3.24)

A raiz quadrada delimita o intervalo no qual ¢ varia, ou seja, os extremos das imagens, que

ocorrerdo para x* = x~, indicando que onde as duas soluc¢des sdo as mesmas a raiz quadrada é
)

zero. Além disso, temos dois intervalos angulares que mantém o argumento da raiz positivo, o

que significa que teremos duas imagens sendo formadas nessa situagao.
3.3.1 “Espinha Dorsal” das Imagens

Um elemento importante de nosso estudo é a “espinha dorsal” dos arcos, que é a curva
definida como a média entre as margens interna e externa dos arcos e esta representada na
Fig. 3.3 pela linha cinza pontilhada, juntamente as curvas x*. Note que essa linha passa pe-
los extremos dos arcos, uma vez que sao os pontos de encontro das duas partes dos arcos. A

expressao para essa espinha dorsal é

+ —
— X +X
7(¢) = = 1+scos(§—0). (3.25)
15
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Figura 3.3: Formacao de imagens para lenteamento da SIS considerando uma fonte circular
(verde) com raio Ry = 0.1 e posicao s = 0.2,6 = 0. A curva cinza pontilhada é a espinha dor-
sal dos arcos, a curva preta tracejada é a curva critica tangencial e as curvas magenta e azul
indicam as solugOes interna e externa dos arcos, respectivamente.
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E interessante notar que a espinha dorsal é independente do raio da fonte. Sendo conhecida
a posicao da fonte, a espinha dorsal é definida sobre 27. Todas as fontes com raios diferentes
(ou isofotas de uma fonte com perfil de brilho circular) terao a mesma curva média. A curva

dada pela expressao (3.25) e conhecida como limagon [196] e possui as seguintes caracteristicas:

* Se s = 0olimagon sera uma circunferéncia e isso ocorrera quando a fonte estiver alinhada

com a lente.

* Se s < 1/2, o limagon é convexo. Os parametros em acordo com a Fig. 3.4(a) irdo gerar
imagens associadas com um formato de arco mais alongado, porque estarao relacionados

a menores valores da posicao da fonte.

* Se 1/2 < s < 1, o limagon possui uma extremidade para o interior, como indicado na
Fig. 3.4(b) e sua relevancia ficara evidente quando avaliarmos a formacao do arco interno
a curva critica tangencial, uma vez que apresenta uma forma similar a uma gota quando
a distancia da fonte aumentar, o que é esperado, uma vez que a curva média seguira o

mesmo comportamento dos arcos.

* Se s =1, o limagon degenera em um cardioide, o que significa que possuira uma ponta,
localizada em (0, 0) para esse caso. Essa estrutura indica a situagao limite entre a formacgao

de uma ou duas imagens e esta indicada na Fig. 3.4(c).

* Se s> 1, o limagon possui um lago interno e essa situacao ocorrera a medida que a dis-
tancia da fonte aumenta, caso representado na Fig. 3.4(d). O lago indica que a condicao

x* > 0 nao seria mais satisfeita e nds perderiamos uma das imagens.

O limagon nao é uma circunferéncia (exceto em s = 0), mas a por¢ao da curva que passa pelo
arco externo é bem similar a um segmento de circulo, mas com centro de curvatura desviado

do centro da lente.

2.0 2.0 2.0 2.0
15 15 15 15
1.0 1.0 1.0 1.0
0.5 0.5 0.5 0.5
0.0 g 00 g 00 g 00
0.5 —0.5 —0.5 —0.5
~1.0 ~1.0 ~1.0 ~1.0
—15 —15 —15 —15
20 20 20 2.0 1
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x| x| x| zy

(a) (b) (c) (d)
Figura 3.4: “Espinha dorsal” com 6 =0e s =10.5,0.8,1 e 1.5 (da esquerda para a direita).
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3.3.2 Formagao de Imagens

Como a lente possui simetria axial, podemos considerar que o centro das fontes sera ali-
nhado com o eixo das abscissas (0 = 0) sem perda de generalidade, pois sempre podemos rota-
cionar o sistema. Assim, podemos analisar as situagoes especificas para a formagao de imagens,

sendo elas, anel de Einstein, duas ou uma imagem, respectivamente:

* 5 < R(: A fonte engloba a cdustica tangencial (neste caso y = 0) e temos a formagao de
anéis de Einstein, como na Fig. 3.5. Se s = 0, o anel é centrado na origem como indicado
na Fig. 3.6. A igualdade representa o limite entre a formacao de duas imagens e um anel
de Einstein, o que esta ilustrado pela curva magenta na primeira linha da Figura 3.8.

Aqui, a extremidade da fonte intercepta a caustica tangencial.

2.0 2.0
15} 15}
10| I 10} gy
0.5] ‘ 05/ % :
300} . & 00} ! !
~05] ~0.5| S g
1o} e 10} N
L 2
~15} ~15} . -
xr T
~2.0 ~2.

Plano da Fonte

0-15-10-05 00 05 1.0 15 20

n

Plano da Lente

90-15-10-05 00 05 10 15 2.0

Iy

Figura 3.5: Formacao de anel de Einstein para a SIS com fonte circular no plano das fontes
(esquerda) e plano das lentes (direita) para s = 0.15 and Ry = 0.2.

* |so—Rg| < 1: A fonte esta dentro da pseudo-caustica, que corresponde a curva tracejada no

plano das fontes. Nesse caso temos duas imagens formadas, como indicado na Fig. 3.7.

* |so—Rg| > 1: A fonte esta completamente fora da pseudo-caustica e nesse caso apenas uma
imagem é formada. Essa situacao esta ilustrada na segunda linha da Fig. 3.7. A igualdade

indica a situagao limite, na qual a fonte intercepta a pseudocaustica em um tnico ponto.
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Figura 3.6: Formacao de anel de Einstein centralizado para a SIS com fonte circular no plano
das fontes (esquerda) e plano das lentes (direita) para s = 0.0 and Ry = 0.1.
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Figura 3.7: Formacgao de duas imagens (primeira linha) e uma imagem (segunda linha) para
SIS com fonte circular no plano das fontes (esquerda) e plano das lentes (direita) para s = 0.2
(primeira linha), s = 1.1 (segunda linha) e Ry = 0.1.
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Podemos observar mais eficientemente como cada parametro da fonte (raio e posicao) altera

a formacao das imagens de acordo com o esbogado na Fig. 3.8.

Plano da Fonte - s = 0.3

Plano da Lente - s = (0.3
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Figura 3.8: Comportamento para fontes circulares (lado esquerdo) e suas imagens (lado di-
reito), considerando variag¢ao no raio (Ry = 0.05,0.1,0.2,0.28,0.3,0.32) para s = 0.3 (primeira
linha) e na posi¢ao da fonte (s = 0,0.09,0.12,0.2,0.3,1.0,1.1) para Ry = 0.1 (segunda linha) .
A linha tracejada representa a pseudocaustica no plano da fonte e a curva critica no plano da
lente.

3.4 Fonte Eliptica

Considere agora uma fonte eliptica centrada na posi¢ao s = s19; + $,7, e com semi-eixo
maior rotacionado de um angulo ¢, do eixo y;, como esbocado na Fig. 3.9, ndés temos as

seguintes equagoes paramétricas para a elipse

s1+acosacos¢p,—bsinasing, (3.26)

Y1

sy +acosasin@, + bsinacos¢,, (3.27)

Y2 =
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com 0 < a < 27. Vamos considerar a parametrizagao

a= Roas, b= RObS’ (328)

de modo a ter um raio efetivo R. As quantidades a; e b, estarao relacionadas com a elipticidade ¢

de acordo com a parametrizagao que desejarmos utilizar.

RS9
N

ceef Ry--

@0y

N0

0

Figura 3.9: Fonte Eliptica com a nomenclatura utilizada.

De modo analogo ao procedimento utilizado para fonte circular, partimos da soma dos
vetores relacionados a posicao da borda da fonte eliptica, utilizando Iﬁol2 = R(z) e resolvendo

para x, temos as curvas interna (x~) e externa (x*) das imagens:

P +P
xt o= AZf2 (3.29)
S
em que

b = bfcoscﬁ[scos(@—¢6)+c05(ﬁ]+a§sin(§[ssin(6—¢e)+sin(f)], (3.30)
_ ab _
P, = —==,J2R3S-52(1-cos2(6 - ¢)), 3.31
s = RIS s (108200~ 9) (3.31)
S = bZcos’P+alsin’ ¢, (3.32)

com ¢ = ¢ — ¢,. A imagem do arco corresponde exatamente a quando o argumento da raiz é
positivo e as solugoes interna e externa do arco se tocam precisamente quando a raiz se anula,
definindo os extremos do arco. Novamente utilizamos s; = scos@ e s, = ssin 6. A espinha dorsal

dos arcos para essa configuragao é

X =

x*4x- bZcos [s cos(6 — ¢,) + cos q,'_)] +aZsing [s sin(6 — ¢,) + sin (13]

= = 3.33
2 b2 cos? $ +aZsin® P (3.33)
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Note que a espinha dorsal independe do raio efetivo da fonte, de modo similar ao caso de fonte circular.
3.4.1 Parametrizacao da Elipse

Para uma escolha de parametrizagao que simplifica nossas expressoes,

1 1
, bs= , 3.34
V1 —¢ ’ 1+¢ ( )

as =

podemos reescrever a posicao radial das imagens como

xt = 1+m[scos(@—qb)—sescos(9+qb—2q{>e) (3.35)

\/2R8(1 —£,08(2¢)) —s2(1 — e2) (1 — cos 2(6 — p))

H+

~

2

para a qual a espinha dorsal dos arcos, em fun¢ao da elipticidade relacionada a parametrizagao

escolhida, é dada por

x=1 +m[scos(Q—(j))—sescos(9+¢—2¢e)]. (3.36)

3.4.2 Formacao de Imagens

Considerando nossa escolha de parametrizagao, podemos repetir o procedimento de analise

da formacao das imagens para o lenteamento de uma fonte eliptica pela SIS:

2a2b?

*+ s <Ry —— > % > : haverd a formacao de anéis de Einstein como
(as +bs) — (a5 — bs) cos 2(6 — p.)

indicado na Fig. 3.10, sendo que s = 0 esta esbog¢ado na Fig. 3.11 para indicar a situacao

que o anel é centralizado. A igualdade € o limite entre a formacao de duas imagens e um

anel de Einstein. Aqui, a extremidade da fonte intercepta a caustica tangencial.

* Duas imagens: a fonte esta dentro da pseudo-caustica, que corresponde a curva trace-
jada no plano das fontes. Nesse caso temos duas imagens formadas. Essa situagdo esta

ilustrada na Fig. 3.12.

* Uma imagem: a fonte esta completamente fora da pseudo-caustica e nesse caso apenas

uma imagem ¢é formada. Essa situagao esté ilustrada na Fig. 3.13.

Além das situacoes especificas de formacao de imagens, ilustramos também seu comporta-
mento de acordo com cada parametro do lenteamento, raio efetivo, posicao radial da fonte, ori-
entacao da elipse, elipticidade e posi¢ao do centro da fonte, respectivamente. Essas esquema-

tizagOes estao representadas nas Figs.3.14-3.18.
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Figura 3.10: Formacao de anel de Einstein para a SIS com fonte eliptica no plano das fontes
(esquerda) e plano das lentes (direita) para s = 0.05,Ry = 0.1, ¢, =1t/3,¢,=0.8 e 6 = 0.
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Figura 3.11: Formacao de anel de Einstein centralizado para a SIS com fonte eliptica no plano
das fontes (esquerda) e plano das lentes (direita) paras = 0.0,Ry = 0.1, ¢, = 70/3,6,=0.8e 6 = 0.
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Figura 3.12: Formacao de duas imagens para a SIS com fonte eliptica no plano das fontes
(esquerda) e plano das lentes (direita) paras = 0.2,Ry =0.1,¢, =1/3,6,=0.8 e 6 = 0.
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Figura 3.13: Formagao de uma imagem para a SIS com fonte eliptica no plano das fontes (es-
querda) e plano das lentes (direita) paras =1.12,Ry =0.1,¢, =71t/3,¢,=0.8 e 6 = 0.
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Figura 3.14: Comportamento para fontes elipticas (lado esquerdo) e suas imagens (lado direi-
to), considerando variagao no raio efetivo (Ry = 0.05,0.1,0.2,0.28,0.3,0.35) para s = 0.3, ¢, =
1t/3,e,=10.8,0 = 0.0.
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Figura 3.15: Comportamento para fontes elipticas (lado esquerdo) e suas imagens (lado di-
reito), considerando variacao na posi¢ao da fonte (s = 0.0,0.12,0.2,0.3,1.0,1.12) para Ry =
0.1, ¢, =m/3,e,=0.8,0 = 0.0.
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Figura 3.16: Comportamento para fontes elipticas (lado esquerdo) e suas imagens (lado di-
reito), considerando variagao na orientagao da fonte (¢, = 0, 77/6,7/5,7/4,7/3,11/2) para R =

0.1,s=0.3,e, = 0.8,0 = 0.0.
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Figura 3.17: Comportamento para fontes elipticas (lado esquerdo) e suas imagens (lado di-
reito), considerando variagao na elipticidade da fonte (¢, = 0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9) para Ry =
0.1,s=0.3,¢, =1/3,0 = 0.0.
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Figura 3.18: Comportamento para fontes elipticas (lado esquerdo) e suas imagens (lado direi-
to), considerando variacao na posi¢ao do centro da fonte (6 = 0,7/6,7/5,7/4,7/3,7/2) para

Ryp=0.1,5=0.3,¢, =1/3,¢; = 0.8.



CAPITULO 4

Propriedades dos Arcos

Apos determinar as expressoes para a formacao de imagens de fontes circulares e elipticas
lenteadas pela SIS podemos extrair algumas propriedades dos arcos formados, como delimi-
tagoes das extremidades das imagens, posigao de seu centro e calculo de comprimento, largura
e area. Além do interesse isolado dessas propriedades, elas sao importantes para calcular a
secao de choque que sera discutida no proximo capitulo. O ponto principal deste capitulo é
selecionar as medidas de comprimento e largura mais adequadas para o calculo da segao de
choque e isso sera feito comparando diversos métodos de obter essas quantidades com os val-

ores exatos de comprimento e largura.

4.1 Extremidades e Centro dos Arcos

Para determinar as extremidades de cada arco, fazemos x* = x™ na Eq. (3.29), o que leva as

possiveis solugoes:

V P1 + \/2P2 » P1 -V 2P2
= arccos|y|———————|, =arccos|— | ————— 4.1
¢1 \/ 2P ¢2 \/ 2P, (4.1)
— P1+ 2P2 — Pl_ \/2P2
= arccos|—|——=|, =arccos|y|————|,
s \/ 2P, 4 \/ 2P,
em que
P = (af—bf)Ré[(asz+b52)R(2)cos(2¢e)—52(2cos(2(6—(,‘be))+cos(2(j)e))] (4.2)
+ (af—b§)2R3+s4+52[52—(a52+b52)R%]cos(26)
Py = [(a2+b2)s (a2 —b2)s%cos (2(6 - §.)) - 2 (ashsRo) | x (4.3)
X [Roszsin(26)—(a_f—bf)RSsin(Z(pe)]2
2
Py = (aZ-b?) Rg+s*—2(aZ - b2)R3s>cos(2(6 - ¢.)). (4.4)

A escolha de quais das quatro solucdes representara cada extremidade ficara mais clara no

49
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desenvolvimento que segue. Das equagOes paramétricas (3.27) podemos reescrever a equagao

para uma fonte eliptica em coordenadas cartesianas como

cos? sin? . 1 1
R = —51)2[ asque bsche +2(y1 —51) (¥2 —52)sin P, cos P, [a_sz_b_sz]+ (4.5)
sin® cos? ¢,
+ (y2_52)2[ que + 2¢ ]
as b

= (91— 512 (1~ e5c08(2¢)) = 2¢5(y1 —51)(92 = 52) SIn(2pe) + (v = 52) (1 + &5 cos(2¢pe)).

A tltima linha representa o resultado para a escolha de parametrizacao da elipticidade que
fizemos no capitulo precedente, mas poderiam ser aplicados para qualquer outra. Escrever esse
resultado é importante para determinar algumas regides no plano das fontes que irao alterar
as expressoes para os angulos iniciais e finais. Assim, devido ao fato de que ao mover a fonte
as posigoes dos extremos irdao se deslocar, as equagoes para cada extremidade dos arcos irao
depender de qual quadrante eles se encontram. Algumas condi¢oes nos ajudarao a determinar
essas mudangas de quadrante: se a fonte intercepta o eixo y; e/ou o eixo y, e se esses pontos de
intersecao irdo ocorrer na regiao positiva ou negativa de cada eixo. A altima condigao é baseada
na localizagao do centro dos arcos. Dessa forma, precisamos comecar encontrando os pontos
nos quais a fonte tangencia cada um desses eixos e para isso partimos da Eq. (4.5), escolhemos
y; ou y, como zero e resolvemos a equagao quadratica para a coordenada resultante. Como
queremos que a fonte possua apenas um ponto de interse¢ao, ambas solugoes para y; (ou y;)
devem ser iguais.

Podemos detalhar agora as expressoes para essas condicoes e todas as configuragoes pos-

siveis de angulos estarao esbogadas no Apéndice A:

* Se a elipse intercepta o eixo-y, em um Unico ponto, a posi¢ao da fonte sera

aZ+b? + (asz - bf)cos (2¢.)

Sy = %o 1 +cos(26) ’

(4.6)

eses<sya fonte e os pontos extremos das imagens irao cruzar o quadrante adjacente.

* Se a elipse intercepta o eixo-y; em um Gnico ponto, a posi¢ao da fonte sera

aZ +b? - (asz - bsz)cos(Z(j)e)

1 —cos(26) ’ (47)

SXZRO

e se s < sy, a imagem ira cruzar esse eixo.
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 Para a imagem ser centrada em 0, 7t/2 ou 7, precisamos ter os mesmos angulos iniciais e

finais. Isso ira ocorrer para uma fonte com posicao radial

¢ = Ry (2 ~ b2 ) esc (20) sin (29, (4.8)

Dependendo se a posicao da fonte é menor ou maior que esse valor, o quadrante que

contém o centro do arco sera diferente.

* A fonte pode encostar nos eixos tanto na ramificagao positiva como na negativa dos mes-
mos e isso sera determinado considerando o momento no qual a elipse atravessa o centro

do sistema de coordenadas, que é em

a2 + b2 + (a2 - bsz)cos(Zci)e)

2(a54+b§+(a§—b§)cos(2qbe)) ' (49)

0y = arccos

Esse procedimento é valido tanto para fontes circulares como fontes elipticas, bastando

fazer a elipticidade nula para obter o primeiro caso.
4.1.1 Fonte Circular

Para fontes circulares vamos novamente considerar 6 = 0, que é a posi¢ao angular do centro
da fonte, sem perder a generalidade de nossas solu¢oes, dada a simetria da lente. Dessa forma,
podemos simplificar as expressoes para obter a posicao angular dos extremos dos arcos em
funcao de uma quantidade ¢ (cuidado para nao confundir com ¢,, corresponde a orientacao

da fonte eliptica), definida como

¢y =sin! (%) (4.10)

Assim, as posi¢Oes angular e radial para os extremos de cada arco sao:

X =—pg, x7¥=1+Rycot
Arco Externo: ¢; o % ocotbo , (4.11)

(P?X:(i)o, X;—X:1+R0C0t(],’)0
d)in:n_(i)o’ i = 1 — Ry cot ¢

1

Arco Interno: _ ] ,
(i)}n = TZ+(],’)0, X}n =1 —ROC0t¢0

(4.12)

em que os subindices ex/in indicarao em todo o texto arco externo/interno a curva critica (x > 1

oux < 1)ei/f corresponderao aos valores inicial/final de uma determinada quantidade.
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Além disso, sera util ter a distancia radial do centro do arco x., que sera o valor da curva

média para o angulo ¢, = (¢p; + Ps)/2:

Arco Externo: =0, x=1+s, (4.13)

Arco Interno : n_pm, x"=1-s. (4.14)

4.1.2 Fonte Eliptica

Para fonte eliptica utilizaremos no calculo de comprimento, largura e area os resultados
gerais para os angulos inicial e final de cada arco, mas para simplificar nossos resultados no
célculo da segdo de choque, podemos considerar um angulo relativo entre a posi¢ao radial da

fonte e seu eixo maior, 1, como ilustrado na Fig. 4.1. Podemos verificar que
0 =1+ ¢, (4.15)

Reescrevendo as expressoes para os comprimentos dos arcos de modo a incluir esse angulo rela-
tivo 1, foi possivel observar que as medidas nao dependem de ¢, e, a vista disso, nosso sistema
possui simetria em relagdao ao angulo relativo. Essa conclusao ¢ analoga para a largura, area
e razao axial L/W. Considerando isso, podemos eliminar um dos angulos de nosso problema,
por exemplo, fazendo 6 = 0 como no caso de fonte circular (note que ainda temos dependéncia

com a orientacao da fonte e com sua elipticidade).

I,’
A0

Figura 4.1: Angulo relativo entre a posi¢ao da fonte e o seu semi-eixo maior.
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4.2 Comprimento

Aqui estamos interessados no estudo de arcos, entdo consideraremos as situagdes para a
existéncia de duas imagens, uma dentro da curva critica tangencial, denominada arco interno
e outra fora da curva critica, chamada portanto de arco externo. Para obter a secao de choque
de arcos é importante calcular o comprimento (L), largura (W) e a area (A). Dessa forma, pre-
cisamos determinar qual é a melhor expressao analitica possivel (ja que estamos buscando
representacoes simples para os arcos) de comprimento ao utilizar o modelo de lente da SIS.
Utilizaremos sete possibilidades para o calculo do comprimento e um deles é o valor exato, que
utilizaremos como referéncia para escolher quais serao as solu¢des mais apropriadas em cada

caso. A seguir descreveremos as maneiras utilizadas para determinar o comprimento dos arcos:

e L;: A primeira forma que podemos utilizar para o calculo do comprimento de arcos con-
siste em fazer a adicao dos dois segmentos de reta - ﬁvLm - entre o centro do arco
e cada extremidade, como representado na Fig. 4.2. Esse método foi extensamente uti-
lizado na literatura para medir arcos reais em imagens, devido a sua simplicidade [52].
Como veremos ao longo do texto, de fato o resultado é muito similar ao valor exato com
diferenga relativa menor que 12%. O comprimento de cada segmento de linha é obtido

facilmente utilizando a lei dos cossenos com as posi¢oes esquematizadas na Fig. 4.2

BE. = X($i)? +X(e) - 2%(¢hi)X(che) cos o, (4.16)

PP = T(y)? +T(ho)> — 2 f)R(dc) cos . (4.17)

* L,: Outra forma aproximada de calcular o comprimento é integrando a espinha dorsal,

X(¢), entre os angulos inicial e final do arco

¢
L,= f "X ($)do. (4.18)

i

* L3: Nos podemos também calcular a integral exata de comprimento da espinha dorsal ao
longo do arco. Os valores obtidos por esse método serao nossos valores de referéncia e os

demais serao comparados a ele,

bf
Ly= jdl = J-\/dxz +x2d¢? :f

* L,: Podemos considerar também o segmento de circunferéncia que passa pelas extremi-

(4.19)

dades do arco e por seu centro (P;, Py, P, na Fig. 4.3). O procedimento para obter o centro
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1.0}

=1.0

14,

T

2.0

2.5

Figura 4.2: Diagrama indicando as quantidades utilizadas no calculo dos comprimentos L;, L,
e L3. A curva pontilhada cinza indica a espinha dorsal que passa pelos pontos inicial, central e
final (P;, P, e Py, respectivamente) do arco.

e o raio dessa circunferéncia é: dado trés pontos nao-colineares, a equacao de um unico

circulo que passa por esses pontos pode ser obtida resolvendo o determinante

x*+y
2
Xty

2
Xty

2
X3+Yy

2

2
1

2
2

2
3

X
X1
X3

X3

y
N1
)
v3

1

que pode ser escrito como uma equagao dos cofatores

(x2+})2)M11 —xMiy +yMi3—-Miy=0— r?—x

~—_————
r2

=0, (4.20)
M, Mz My

Sy (421)
My, My,
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em que cada termo €

x1 ¥ 1
Xy V2 1fs
x3 3 1
x% + 3’12 X1
X5+95 %
x% + }’3% X3

xi+v; v 1
M= |x3+93 v, 1|,

X3+9; v 1

2,2

1 Xty X1 n

1|, Mig=|x3+y5 x2 vaf
2, .2

1 X3+y3 X3 Y3

e comparada a equacao geral de um circulo com raio ry e centro em (x,
0 0,70

(x—x0)2+(y—yo)2—r§:O—>r2—2xx0—2yy0+x(2)+yg—r§:O,

obtemos

X0

Yo

2My,’

2 My’

M
2, .2 14
0770 M

11

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
(4.26)

(4.27)

Estamos considerando aqui x; = X(¢pf), x2 = X(.) e x3 = X(¢p;), mas qualquer configuracao

escolhida sera valida, uma vez que sao os mesmos trés pontos. Para calcular o segmento

de arco para uma dada circunferéncia, basta multiplicar:

Ly =1o(0f - 6;) = 20470,

(4.28)

considerando o raio e a separagao angular correspondente. O angulo 6, é metade da

abertura angular do segmento de circunferéncia considerando o centro de curvatura do

arco ao invés de usar o centro da lente, como indicado na Fig. 4.3. Ele pode ser calculado

utilizando relagao de tridangulos.
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Figura 4.3: Diagrama indicando as quantidades utilizadas no calculo dos comprimentos Ly, Ls,
Lg e Ly. A curva pontilhada cinza indica a espinha dorsal que passa pelos pontos inicial, central
e final do arco (P, P, e Py, respectivamente) e a curva solida preta indica a circunferéncia que
passa por esses mesmos pontos.

* Ls: Usando a posigao do centro do arco, podemos considerar que o comprimento ¢ a dife-
renga angular entre as extremidades do arco em relacao ao centro da lente multiplicada

pelo valor da curva média no centro do arco (x,)
Ls =%(¢pc) (s — i) (4.29)

* L¢/L7: De modo similar ao caso anterior, podemos determinar o comprimento usando a

separagao angular multiplicada agora pela curva média avaliada em P;/Pf

Lo =%(¢:) (b — i), (4.30)
Ly =%(¢p) (¢ - di)- (4.31)

Outras defini¢oes para o comprimento foram testadas, mas as apresentadas aqui foram as
que mais se assemelharam ao valor de referéncia, que é a integral exata do comprimento da es-
pinha dorsal, L3. Abaixo iremos ressaltar os resultados mais importantes obtidos para fonte cir-
cular e fonte eliptica, incluindo expansoes em série feitas para os resultados de fonte circular,

que poderiam possivelmente ser estendidos para outros tipos de modelos de fonte e/ou lente.
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4.2.1 Fonte Circular
Para a fonte circular, podemos escrever analiticamente ou em termos de integrais simples

todos os diferentes comprimentos calculados.

* Dois segmentos de reta: Das Eqs. (4.16) e (4.17), temos

Arco Externo: L{* = 2\/2 + RS —2cos ¢g+ 2R sin ¢y, (4.32)
Arco Interno: Liln = 2\/2 + R(Z) —2cos g — 2Ry sin . (4.33)
* Integracao da curva média entre os extremos do arco: Da Eq. (4.18), temos
Arco Externo: L5 =2(¢g+Ry), (4.34)
Arco Interno: LiZrl =2(¢po—Ry). (4.35)
* Integral exata de comprimento: Da Eq. (4.19), temos
(4.36)

o 45)
T2/

Arco Externo: LSX=4(1+5s)& ,
X 3 ( ) (2 (1+5)?

in _ T(—(;[)O 4s T(+¢)O 4s
L3_2(1+s)[—5( 5 ,(1+S)2)+S( 5 '(1+s)2)]' (4.37)

Arco Interno:

em que &(a, m) é aintegral eliptica de segundo tipo e é dada para o intervalo —7/2 < a < 7t/2 por

a sina 1 — mt?
S(a,m):f Vl—msinzedezf —dt. (4.38)
0 0 (1-12)
* Segmento de circunferéncia que passa pelo centro e extremos do arco.
A posigao do centro da circunferéncia e seu raio sao:
(¢ ex s 1
» =({=|1 + ’ J)
(x0%30") (2[ 1+s(1+cos¢o)] )
Arco Externo: (4.39)
R2
o =1+ il 5 0 ,
2| R§+s(1—cos¢p)
mn mn S 1
, =|=|1+ 0],
(x0'+30") (2[ 1J_rs(1+cosqbo)] )
Arco Interno: (4.40)
. R?
rgt = |£1+ : [ 5 0 ]
2[R§+5(1—cosqy)
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Para calcular o comprimento do arco de circunferéncia basta multiplicar o raio pela se-
paracao angular, 26,:

Ly =19(0f - 6;) = 20010, (4.41)

em que a relacao entre 6 e ¢y pode ser obtida usando relacao de triangulos na Fig. 4.3

Arco Externo: X(¢g)sin¢y =rysin6y — rysin6 = (1 + scos ¢g)sin ¢, (4.42)

Arco Interno: (1 — ¢pg)sinpg = rgsin6y — rosin6 = (1 —scos ¢g)sin ¢ (4.43)

de modo a obter

1+
Arco Externo: 6§ = arcsin (M sin (PO): (4.44)
o
. 1—
Arco Interno: 6" = arcsin (w sin q[)o). (4.45)
0

* Curva média para o centro do arco multiplicada pela abertura angular:

Arco Externo: LE* = Eﬁx(qbffx —P7) =2¢o(1 +5), (4.46)
Arco Interno: Lgn = ?Cn((j)]e(x - ?‘) =2¢o(1—5s). (4.47)

* Curva média para os extremos do arco multiplicada pela abertura angular:

Arco Externo: Lg* =L5* = Efx((j)?x - @) =2¢o(1 +scos ), (4.48)
Arco Interno: Lgn = Li7n = Ei-n((j)}n - ;n) =2¢o(1 —scosy). (4.49)

Nas Figs. 4.4-4.7 mostramos os resultados para a comparacao entre as diferentes medidas
de comprimento variando a posi¢ao da fonte ou seu raio. Também apresentamos a diferenca
relativa entre esses valores e a referéncia, que é a integral exata da espinha dorsal do arco
(LgX/m). Essa diferenca é dada por

AL Li—Ls
Ly L

, i=1,2,4,5,6. (4.50)

O comportamento para o arco externo em funcao de s é mostrado na Fig. 4.4 e em funcao
de R( na Fig. 4.6. Mostramos que as aproximagoes sao boas até 10% em todo o intervalo de va-
lores permitidos para R e s. Como esperado, as aproximagoes sao melhores para arcos menos
curvados e produzidos por fontes menores (baixo Rj). Em particular, as expressoes L, e L4 sao

excelentes até muito proximo da formagao de anel de Einstein, com diferengca menor que 1%. A
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partir das defini¢oes, L; e Lg sempre subestimam o comprimento, enquanto L5 o superestima

para o arco externo.

i Ly :
3.5 i Lo : |
(]
3.0 " — L . g |
% l‘-‘ Ly |§
25| Z ' Ly ' g 1
= * =
= % =
5 90} TN L - ]
~ < ! e =
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15} g0 e |
= . s :g
z e 15
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f=T | 1
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Figura 4.4: Comprimentos para o arco externo considerando variagdes na posi¢ao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.2.
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Figura 4.5: Comprimentos para o arco interno considerando varia¢des na posi¢ao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado

exato, L3 (painel inferior) para Ry = 0.2.

O comportamento para o arco interno em func¢ao de s é mostrado na Fig. 4.5 e em funcao

de R( na Fig. 4.7. Como descrito no Capitulo 3 sobre as imagens e, mais especificamente, as
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Limite para Anel de Einstein

Figura 4.6: Comprimentos para o arco externo considerando variag¢oes no raio da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado exato, L3,
(painel inferior) para s = 0.2.

imagens internas, fica explicito nas comparagoes dos comprimentos dos arcos como fungao de
s na Fig. 4.5. Relembre que todas as defini¢oes de comprimento, com exce¢ao de Ly e L3 sao
aproximagoes da integral ao longo da limacon entre as extremidades de cada arco.

Para s < 0.5 todos as defini¢oes de comprimento sao bem comportadas e similares, com
desvio menor que 5%, exceto proximo a formagao de anel de Einstein. Nas regides entre s = 1/2
e s =1, os desvios se tornam maiores. Para s > 1 algumas defini¢des deixam de ser validas.
Apenas L e L3 continuam positivos até que a imagem interna deixa de existir, o que ocorre
em s = 1 + Ry. Em cada caso, relembramos que a medida que s aumenta, a imagem é menos
esticada e desmagnificada. Desse modo, as configuragoes relevantes para formagao de arcos e
secao de choque de magnificacao tém s < 0.5. Em particular, quanto mais préximo do Anel de
Einstein, maior sera a elonga¢ao e magnificacao. Nesse regimes as melhores aproximacgoes sao
L, e Ly, do mesmo modo que obtivemos para o arco externo.

Em particular L4 é bom quando comparado com L3, mesmo nas regides intermediarias. Por
outro lado, L, desvia mais rapidamente do valor de referéncia, a medida que o arco se torna
mais reto. Pela mesma razao, L; € bom perto de s = 0.5. Na Fig. 4.7 mostramos os comprimentos
em funcao de R para s = 0.2 e vemos que todas as defini¢oes sao bem comportadas nesse caso
e que L, e L4 sao realmente as aproximacoes mais precisas ao valor exato. No desenvolvimento

da tese utilizaremos L, para fonte circular, dada sua precisao e simples expressao.
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Figura 4.7: Comprimentos para o arco interno considerando variagdes no raio da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado exato, L3,
(painel inferior) para s = 0.2.

Expansoes dos Comprimentos para Fonte Circular

As expressoes de L; a Lg, obtidas nas Eqs. (4.32) a (4.49) sao validas para qualquer tamanho
de fonte R( e posicao s. Porém, para arcos com altas magnificacOes e razdes axiais, ou seja,
pequeno s e pequenos tamanhos de fonte, que sao mais interessantes para o efeito forte de
lentes podemos obter aproximacgdes perturbativas simples, tornando os calculos numéricos
ainda mais rapidos e possuindo interpretagoes diretas.

Expandindo ao redor de Ry = 0 até terceira ordem, temos para as medidas de comprimento

de cada arco!:

L, ~ 2(i1+%)R0+451%(15)+0[R8], (4.51)
L, ~ 2(11+§)R0+3R—§+O[R8], (4.52)
Iy ~ 2(¢1+%)R0+%+0[1€g], (4.53)
L, ~ 2(11+%)R0+%+0[1{81, (4.54)
Ly =~ 2(11+%)R0+(1§—S3)R8+0[R8], (4.55)
Ly =~ 2(11+%)R0+(1+32§R3 +O[R}). (4.56)

Lconsiderando s < 1 para o arco interno, pelos motivos ja discutidos anteriormente sobre o comportamento da

imagem interna ao redor dessa regiao.
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A primeira ordem em R, resulta exatamente na aproximacao para fonte infinitesimal
L = 2Rg|p¢lx=1+s, como era esperado. Detalharemos melhor no préximo capitulo a aproximacgao
de fonte infinitesimal. Para pequenos valores de s, ou seja, altas magnifica¢oes, todas as me-
didas propostas de L concordam até terceira ordem em R, e com s — 0 a limagon vira um
circulo e nesse caso as defini¢oes de L, a Lg sao idénticas. Interessante notar que até terceira
ordem as expansoes para L; e Ly sdo iguais para quaisquer valores de s, que é o que nota-
mos nas Figs. 4.4-4.7. Vemos que Ls e Ly subestimam/superestimam o comprimento, que foi o
comportamento mostrado nas figuras.

Essas expansoes sao uteis para que possamos recuperar as aproximacoes de fonte infinitesi-
mal, observar os desvios pelo fato das fontes serem finitas, e para comparar diferentes defini¢oes
e aproximagdes para comprimento e largura das imagens®. Além disso, as expansdes per-
manecerao validas para arcos muito distorcidos enquanto mantendo o efeito de fonte finita.
Temos a expectativa de que, para lentes mais gerais em que nao é possivel obter solugoes
analiticas para o comprimento (ou a largura), sera possivel conseguir pelo menos uma ex-

pressao analitica para as expansoes, como as Eqgs. (4.51) a (4.56).
4.2.2 Fonte Eliptica

Para fontes elipticas utilizamos as definicoes (4.16) a (4.30). As equagoes nao serao explici-
tadas aqui pois as unicas expressoes analiticas (Lj,Lg, L5 e L) sdo muito extensas e cada rami-
ficacao apresentada no Apéndice A tera uma equacao diferente. No entanto, o arquivo com as
equagoes esta disponivel mediante solicitagao. Novamente o arco interno tera comportamento
anomalo préximo de regides que a imagem deixa de ser arco e passa a ter o formato similar a
uma gota, como esquematizado na Fig. 4.8.

Nas Figs. 4.9-4.16 apresentamos o comportamento de cada medida de comprimento, con-
siderando varia¢oes da posicao da fonte (s), raio (R), orientagdo do semi-eixo maior (¢,) e
elipticidade (&;). Apresentamos também a diferenca relativa ao valor de referéncia, que é a
integral exata do comprimento da espinha dorsal, Lj.

O comportamento para o comprimento de imagens formadas a partir de fontes elipticas,
ao variar a posicao da fonte (Figs 4.9 e 4.10) e o raio da fonte (Figs. 4.11 e 4.12) se assemelha
aos resultados para imagens de fonte circular, decrescendo ao afastar a fonte e aumentando
com o raio.

Os resultados de comprimento ao considerar os novos parametros que a fonte eliptica acres-
centa ao problema, orientacao da fonte e elipticidade, estao apresentados nas Figs. 4.13, 4.14
em funcao de ¢, e Figs. 4.15 e 4.16 em fungao de ;.

Precisamos selecionar ainda qual valor de comprimento utilizaremos para o calculo da

2Essas expansoes foram obtidas a partir das Eqs. (4.32) a (4.49) utilizando o software Mathematica
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secao de choque. Observe que os comprimentos considerando uma circunferéncia que passa
pelos extremos e centro das imagens, Ly, sao os que mais se aproximam do valor de referéncia,

L3, e, portanto, utilizaremos esse comprimento para o resto dos calculos com fonte eliptica.

Arcos Internos - By = 0.2

0.20
0.15
0.10}
0.05
& 0.00 :
—0.05(
5s=10.6
-0-107 s=07
—0.15} 5=08
s=1.0
—020 o6 —05 —0.1 —0.3 —0.2 —0.1 0.0

o

Figura 4.8: Comportamento do arco interno para regides proximas ao limite que essa imagem
desaparece para Ry =0.2 e &, = 0.

Nas Figs. 4.9-4.16 estamos considerando a orientagao para a fonte como ¢, = ©/3, mas
podemos avaliar também o comportamento nos casos extremos de ¢, = 0 e ¢, = 7/2. Nessas
duas situagoes foi possivel escrever de forma simplificada algumas das expressoes de compri-
mento (Ly, Ly, L5, Lg e L;) e esses resultados, juntamente com as expansoes e graficos estao
apresentados no Apéndice B.

Os comprimentos para esses valores de ¢, irdo apresentar o mesmo comportamento que
os apresentados nessa se¢ao. O comprimento decresce entre os limites para formacao de anel
de Einstein e para ter apenas uma imagem quando avaliamos o comportamento em relagao a
posicao da fonte s. E o arco interno deixa de existir para valores de s proximos a 1. Quando
verificamos a dependéncia em relagao ao raio da fonte Ry o comprimento cresce de zero até a

formacao do anel de Einstein e também ira crescer com o aumento da elipticidade da fonte.
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Figura 4.9: Comprimentos para o arco externo considerando varia¢des na posi¢ao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =1/3,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.10: Comprimentos para o arco interno considerando varia¢oes na posi¢ao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =7/3,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.11: Comprimentos para o arco externo considerando variagdes no raio da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado exato, L3,
(painel inferior) para s = 0.25, ¢, = 1/3, ¢, = 0.8 e 6 = 0.
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Figura 4.12: Comprimentos para o arco interno considerando variagoes no raio da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado exato, L3,
(painel inferior) para s = 0.25, ¢, =1/3, &, =0.8 e 6 = 0.
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Figura 4.13: Comprimentos para o arco externo considerando variagdes na orientacao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry =0.1,5s=0.25,¢,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.14: Comprimentos para o arco interno considerando variagoes na orientacao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry =0.1,5s=0.25,¢,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.15: Comprimentos para o arco externo considerando variagoes na elipticidade da
fonte (painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o re-
sultado exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s = 0.25, ¢, =m1/3 e 0 = 0.
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Figura 4.16: Comprimentos para o arco interno considerando varia¢oes na elipticidade da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s =0.25, ¢, =1t/3 e 6 = 0.
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Expansoes dos Comprimentos para Fonte Eliptica

Repetimos o mesmo procedimento feito para fonte circular, expandindo as expressoes de
Ly a Ly (com excecao de L, e L3 que sao numéricas) ao redor de Ry = 0 até terceira ordem. Para
esse exemplo, consideramos 6 = 0, 0 < ¢, < 1t/2 e s < 1 (para o arco interno apenas). Partindo
das Eqgs. (4.16) a (4.31), temos

-1

L, ~ 2(+1+ )R0A1/2+R3 [645 (1£5)AY2 (1-2)" (1 - e cos(26))?] (4.57)
x [32(115) —16(1 +5)%(21 £ 325+ 365%)e2 + 12e4(~57 F1785 — 1375% + 245> + 325%)+
+ 268(=31F 945 - 1152 £1235° + 965%) +
+ 8£scos(2¢2)[8(1135+252)2+4(1is)2(411525+1652)652+
+ (77£2385+13757 F124s° - 965%)e} | -
- efcos(4¢8)[l6(l +5)2(29 £ 485 +125%) + 16(65 + 2105 + 233s> + 885> — 8s%)e2+
+ (101 +314s+209s” 71285 - 64s*)e]] +
+ 4e] cos (60,)[8(1%5)7(19+285) + (93 + 3025+ 3615 + 1645°)e7| -
— 26} cos(8,)[2(89:+ 3065 + 32957 £ 1045°) + (254 825 + 1095” & 645°)e7 | +
+ 4e]cos(10¢,) (25 % 865+ 8557 £ 205%) - 0 cos (12¢h,) (11 £ 385 + 315%)| + O[R]],
Ly, ~ 2(+1+ )R A2 4 (4.58)
N R(3) [2 1J_r3s+252)+652(1155—452)—4(1is)escos(2¢6)+(li3s)sszcos(4¢e)]2
$3(1+5) 1243/2(1 +5)% (1 - &,)> (1 — £, cos (26b,))? -
- [85 1is)+(20i85)£2+(5¢s—852)£4—8£ cos(2¢,) [2 (1x5s) 2+€2(4i5—252)]+
+  4e2cos(4¢,) [7+105+ 2] 83 cos (6¢0,) (2 +35) + e cos (8¢,) (3 + s)]x

X [8A1/2(1—s§2) (1 -e5cos(2¢,)) ] +O[R]

1—-¢5cos(2¢,) .

Ls =~ 2(+1+1)R0 ; (4.59)
1-¢5
.\ ?1’2_(3)3115+4ss(1is)cos(2¢ — el [1 245+ (4£5)cos(4,)] +(9[R8],
s

\/(1 —,552) (1-¢egcos(2¢,))

1 1- 2 2¢,sin(2
Lq =~ 2(¢1+—)R0 Escosg Pe) 3 ga2¢s5in(20e) (4.60)
s 1—¢;5 5(1—852)

RS 2(1 F 25) + e, (2 F5)cos (2¢h,) — €2 [2 + 135 + (8 + 55) cos(4¢, )]

. R +O[R3|,
6s3 \/(1_552)3(1_55(;08(2(1)3)) [ 0]

R e R
o R 2072946, 0 cos2) 22135+ (B Ss)costl s

o J-et) a-ccostaga
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em que

225 +(1£2s)(1 +cos(4¢,))
2(1 +5)?

A=|1-2¢,c08(2¢,) + ] x [(1 —e2)(1 - cos(2¢e))]_1 . (4.62)

4.3 Area

O préximo passo é determinar a drea de cada imagem. Isso sera util para calcular a segao
de choque de magnificagao e para obter a largura W em algumas defini¢oes. A area pode ser

escrita como:

b X" by _
:J" J xdxdp = . W(p)x(p)do, (4.63)

em que X(¢) é a espinha dorsal e W(¢) é a largura para cada cada posi¢ao angular, o que no

caso de fonte circular é

W(p)=x"-x"= ZRO\/l —csc2 Py sin? . (4.64)
No caso de fontes circulares, as areas para os arcos externo e interno sao

AeX

7RE + 4 (o, (s/Ro)?), (4.65)
Ain

—RG + 4€ (o, (s/Ro)?). (4.66)

Como fizemos para L, iremos obter uma expansao para Ry < 1 e para isso precisamos

calcular inicialmente uma aproximacao para a integral eliptica:

R, 2 arcsin(Ry/s) 2
é?(qbo,csc2 ¢o) = (arcsm( ) —) = J- 1- —2sin26d6. (4.67)
R? 0 Rj

Com a mudanga de coordenada

1
z:Risin9—>dz:Ri\/1—sin29d9:;Vl—u2z2d9, (4.68)
0

0

em que u = Ry/s. Dessa forma, a integral se resume a

E(po,csc? Po) ~uj V1 —22(1+£+...) (4.69)

e /7
1-u2z2
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e assim, a razdo entre as 4reas das imagens A; e da fonte A, = R}, ou seja, a magnificacao i 4 ¢

2
yA:ﬁz(il+l)+&+O[Ré]. (4.70)

A, s/) 8s3
Novamente, temos que o termo de ordem zero em R( é a magnificacao infinitesimal y. O
primeiro termo nao trivial em R, é a correcao para fonte finita. Note que nesse caso a cor-
recao é quadratica em R, ao contrario de L, que possuia apenas corre¢oes cubicas. Além disso,

a expansao das areas para menor raio é sempre positiva nos regimes permitidos.

No caso de fonte eliptica, a area foi calculada numericamente, portanto explicitaremos aqui

o calculo para fonte circular, mas tenha em mente que o procedimento para a fonte eliptica é

analogo.

4.4 Largura

Queremos agora testar diferentes medidas para a largura dos arcos, procurando por ex-
pressoes analiticas simples e ao mesmo tempo acuradas. Algumas maneiras de definir essas

larguras sao:

* W.: A forma mais simples de se calcular a largura é considerando a espessura do arco em

seu centro

W, :x+(¢c)_x7(¢c) (4.71)

e dada sua simplicidade, utilizaremos a mesma ao longo do texto para o calculo da secao

de choque. Na Fig. 4.17 indicamos a largura angular definida como sendo W(¢) = x*(¢) —x~(¢).
e W: Podemos utilizar também a média da largura sobre todos os angulos,

_ 1 bf
W= —f (x*—x7)d¢. (4.72)

br =i bi
Note que o resultado para essa forma de calculo provavelmente sera o menos preciso,

dado que o arco vai se afunilando nas pontas e a largura nessas regioes sera considerada.

Por outro lado, leva em consideragao toda a forma do arco, ndao em um ponto apenas.

* W;: Assumindo um formato de ArcEllipse, que é uma prescricao geométrica para des-
crever uma imagem em formato de arco [197] e é muito similar aos arcos gerados pelo
modelo da SIS, como sera discutido em detalhe no Apéndice C. Segundo a expressao da
ArcEllipse, podemos definir a largura do arco como

Wy, 44

- 4.73
=L (4.73)
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—1.0k=m" T

Figura 4.17: Diagrama para calculo da largura indicando a separagdo entre as partes interna e externa
dos arcos para arco de fonte circular.

em que L; representa cada definicao de comprimento utilizada nas se¢des anteriores, com
i variando de 1 a 7. Poderiamos utilizar também A/L, entretanto os resultados seriam
bem piores que esse. Para discussdao nas medidas de W baseadas em A e L, sugerimos os

trabalho de Meneghetti et al. [198] and Xu et al. [55].

Como nossa referéncia na Secao 4.2 foi L3, consideraremos aqui a largura correspondente,

ou seja, W3, como referéncia para as comparacoes.
4.4.1 Fonte Circular
Para a fonte circular, podemos escrever explicitamente os resultados para os métodos de

determinacao da largura a largura:

* Largura no centro do arco:

W = Wi = 2R,,. (4.74)

* Média angular sobre todos os angulos:

w* = Wi":%g(qZ)o,(s/Ro)Z). (4.75)
0

Para W; basta considerar as expressoes para os comprimentos e areas apresentadas ao longo

do capitulo.
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Apresentamos nas Figs. 4.18-4.21 a comparagao entre cada largura ao valor de referéncia,
variando a posicao da fonte e seu raio. Qualquer comportamento anémalo podera ser descon-
siderado, uma vez que eles ocorrem em regides nas quais as imagens perdem o formato de-
sejado de arco. Por exemplo, se queremos LS/WFX > 5, teremos s < 0.28 e s < 0.21, o que
significa que para imagens mais alongadas o limite para s sera sempre menor que o intervalo
completo para ter duas imagens. Valores proximos a formagao de anéis de Einstein serao mais
desejaveis. No mais, observe que a largura é aproximadamente constante ao variar a posi¢ao da
fonte, mas cresce linearmente com seu raio. Isso é interessante, pois mesmo com a dependén-
cia na area e comprimento das imagens, ao fazermos a razao A/L, esse dependéncia se cancela.
Utilizaremos a expressao de W, nos calculos para a se¢cao de choque pois ao comparar ao valor
de referéncia, W3, essa é a expressao mais simples e, a0 mesmo tempo, mantém uma diferenca
pequena de Wj.

O comportamento de W; segue o de L;, discutido na Segao 4.2.1, uma vez que W oc A/L; e
desses resultados temos que, apesar de W, e W, serem os mais proximos de W3, iremos contin-
uar usando W, por conta de sua simplicidade e por ser proxima o suficiente da referéncia nas
regides consideradas (desvio relativo menor que 15%). A média sobre todos os angulos, W, tem
razao constante, o que sera discutido em detalhes no Apéndice C. Em geral, os erros envolvidos
nas demais quantidades que aparecem em calculos praticos (como densidade de objetos em
fungao da magnitude e desvio para o vermelho) sdao maiores, portanto um erro nessa ordem
nao é importante. Especialmente neste caso, em que estamos estudando pela primeira vez um
efeito (fontes finitas), nao queremos ter um resultado ultra-preciso, mas algo que reproduza
de alguma forma o que esperamos ser o caso real. Ou seja, esperamos entender um comporta-
mento visto nas simulag¢des, mas ndo tratado de forma detalhada em céalculos semi-analiticos,
como uma primeira abordagem do problema.

Na Fig. 4.20 mostramos para o arco interno que os valores relacionados aos comprimentos
que vao a zero antes de atingir o limite entre uma ou duas imagens divergirao nos mesmos
valores, mas novamente, essa nao é nossa regido de interesse pois as imagens nao sao arcos.

Expansoes das Larguras

Utilizando a Eq. (4.70) e as expressoes (4.51)-(4.56), podemos obter as expansoes das larguras

até terceira ordem em Ry:
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R3
W, ~ 2Ry+ ‘T, (4.76)
4s(£1+5)
RY
W, ~ 2RgF ———, 4.77
2 07 1252(£1 +5) (4.77)
W, W, ~ 2Ry + ¥5 - 450)Rg (4.78)
= ~ + , .
3 A0 T 082(41 +5)2
(F1-4s)R3
W5 ~ 2Ry+—5—7"—, 4.79
> 07 1252(£1 +5) (479)
(F1+8s)R})
W¢g =~ 2Rj+ —5—7, 4.80
6 07 1252(21 +59) ( )
W. = 2R, (4.81)
— R ~4+3s)R})
~ TRy, AR (4.82)
2 2452
Note que para nossa escolha de comprimento e largura (L, e W,), a razao L,/W, é
(e ) (4.83)

6s3’

na qual o primeiro termo coincide com a ordem zero da razao axial p;/p,. Isso sera utilizado

quando fizermos a secao de choque de magnificacao no préoximo capitulo, considerando a razao

axial como sendo a razao entre as areas das imagens e fonte.

0.4

e

0.1

Limite para anel de Einstein

0.0

Wi Ws
W Ws
—_ W W,
Wy w

Limite para duas Imagens |

0.05
0.00
—0.05

AW/ WS

L = = = m —

—0.165 0.

o

0.4

10

14

Figura 4.18: Largura para o arco externo considerando variagoes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) para Ry = 0.2.
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Figura 4.19: Largura para o arco interno considerando variagoes na posicao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,

(painel inferior) para Ry = 0.2.
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Figura 4.20: Largura para o arco externo considerando variagoes no raio da fonte (painel supe-
rior) e diferenca relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3, (painel

inferior) para s = 0.2.



4. Propriedades dos Arcos

75

0.5 . ‘ : .
Wi '
Wo '
04F] Wy : J
Wi 8
, e —
. W samm 'og
0.3} i LA |
= We o - : [
= W, i D
J— el ] =
0.2+ W e 1< 1
: A
0.1} = 1
VB
va
1
0.0 = ‘ ‘ i
T .05 ! 1
= 000F ! ]
= 005} : |
1
—0.10 . ‘ : ! ]
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 4.21: Largura para o arco interno considerando varia¢des no raio da fonte (painel supe-
rior) e diferenca relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3, (painel

inferior) para Ry = 0.2.
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4.4.2 Fonte Eliptica

Para o calculo da largura considerando fonte eliptica recorremos novamente as Eqs. (4.71)-(4.73).
No entanto, a inica expressao analitica sera W, pois nao depende da area. Utilizaremos a me-
dida de W, para nossos calculos de se¢ao de choque, uma vez que, como indicado nas Figs. 4.22-
4.29, sao os que melhores se avaliam em relacao a W3. Ja para a secao de choque perturbada no
préximo capitulo, utilizaremos a largura apresentada aqui para a expansao de W,, pois para
pequenos valores de R ela esta em acordo com W3, como é mostrado nas Figs. 4.23 e 4.25. A

largura W, calculada no centro do arco é

2 2
ex _ yin _ 2R, , s2(1-e2)(1-cos (s - p))
Wer=te ‘1—escos(2¢e—¢A+¢B)Jl_éscos’(w”‘ﬁ“%)" 2R2 » (484)
em que
By +(1-¢2)’ (s +B,) By +(1-¢2) (s~ By)
¢4 = arccos , ¢p=arccos , (4.85)
C C

com

By = Rj[-s?+e2(s?+2R})+ e, (2R - 357 (1 -¢2))cos(29)], (4.86)
2 201

B, = i _2€S)ESR051n(2¢e \/RO ’ (15;5;05(2%)), (4.87)

Cc = 4R§£ +5 ( 1+¢; ) +4ROS 65( 1+£sz)cos(2qbe). (4.88)

Expansao da Largura

A partir desse valor de W, podemos obter a expansao da largura até terceira ordem em R

2R 3R3e2sin?%(2
W, ~ 0 - ¢ Sin” (29.) . (4.89)

VI—e,cos(2)  s2(1-€2)(1-e5cos(2¢h,))”?

Note que para nossa escolha de comprimento e largura (Ly e W,), a razao Ly/W, é

LW‘*C - (il+%)\/A(1—£scos(2¢0))— (4.90)
el (2+ €24 5(6—562) + 47(1 = €2) — 4(1 £ 5)e, cos(26y,) + (1  35)e? cos(4p,)) .
’ A(L£35)2(1-¢2)
- 3[85 (1£5)+(208s)e +(5F s 85%) e — 8e,cos (29, [2 (1+5) +a2(4is—252)]+
+ 4elcos(4g,)[7£10s+ (2 ] 8¢3cos (6p,) (2% 3s) + £2 cos (8¢,) (3 ]—

- 72A(1+s5)%e2(1 —sf)sin2(2q§e)] X [4853(1 \/A 1 —¢e5c05(2¢,) )J ,
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em que A é dado pela Eq.(4.62).
O primeiro termo desse resultado esta em acordo com a aproximacao infinitesimal para
fontes elipticas proposta por Keeton [199], que serd detalhada no préximo capitulo. E esse

resultado sera importante para os nossos calculos de secao de choque de formagao de arcos.

Wi Wy W
W W5 e W,
— W We e W
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=
Limite para Anel de Einstein
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0.0 0.2
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Figura 4.22: Larguras para o arco externo considerando variagoes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, Wj,
(painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =1/3, e, =0.8 e 6 = 0.
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Figura 4.23: Larguras para o arco interno considerando varia¢des na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =1/3,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.24: Larguras para o arco externo considerando variagoes no raio da fonte (painel supe-
rior) e diferenca relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3, (painel
inferior) para s =0.25, ¢, =1/3,,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.25: Larguras para o arco interno considerando variagoes no raio da fonte (painel supe-
rior) e diferenga relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3, (painel
inferior) para s = 0.25, ¢, =1/3,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.26: Larguras para o arco externo considerando variagoes na orientagao da fonte (painel
superior) e diferenga relativa (AW/Ws3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3,
(painel inferior) para Rg =0.1,5 =0.25,¢,=0.8e 0 = 0.
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Figura 4.27: Larguras para o arco interno considerando variagoes na orientagao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) para Ry =0.1,5s =0.25,6,=0.8e 6 = 0.
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Figura 4.28: Larguras para o arco externo considerando variagdes na elipticidade da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado ex-
ato, W3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s =0.25, ¢, =m/3e 6 = 0.
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Figura 4.29: Larguras para o arco interno considerando variagoes na elipticidade da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AW/W3) entre as diferentes larguras e o resultado ex-
ato, W3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s =0.25, ¢, =m/3e 6 = 0.

O comportamento dos arcos nas Figs. 4.22-4.25, que representam varia¢ao na posi¢ao e raio
da fonte, se assemelham aos resultados para fonte circular, mantendo razoavelmente constante
ao aumentar s, exceto na regiao de formagao de anel de Einstein, e linear ao aumentar o raio.
Temos a adi¢ao de mais parametros, orientagao e elipticidade da fonte (Figs. 4.26-4.29) e a

largura se mantém praticamente constante para regioes angulares e de elipticidade intermediarias.
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Utilizamos aqui a mesma orientacao da fonte que para o comprimento e novamente os
valores para os extremos ¢, = 0 e 1t/2 estarao apresentados no Apéndice B. Os comportamentos
dos graficos sao os mesmos apresentados nessa segao, exceto pela largura como fungao de s e
& para ¢, = 0, o que é consistente com o fato de que as imagens, quando a elipse esta na
horizontal com o semi-eixo maior paralelo ao eixo das abscissas, comegam com maior distor¢ao

na largura.
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CAPITULO 5

Secdo de Choque

A secao de choque é definida como a area no plano das fontes que produz imagens com
alguma propriedade especifica, por exemplo, razdo axial ou magnificagdo acima de um deter-
minado limite. Ela pode ser utilizada no calculo no namero de arcos [167, 178] e para prever
numero de fontes [200]. Geralmente o calculo da secdo de choque é feito numericamente ou
considerando fonte infinitesimal e sao poucos os estudos que direcionam para observar o efeito
de fontes finitas de forma analitica ou semi-analitica [201, 202]. Neste capitulo comparamos
a secao de choque de formacao de arcos, isto é, para L/W > Ry,, para nossas escolhas de com-
primento e largura e a secao de choque de magnificacdo, isto é, y4 > pyy,, obtida a partir da
razao entre as areas das imagens e fonte e também com a secao de choque infinitesimal para
fontes circulares e elipticas. Os calculos para fontes circulares foram finalizados nessa tese e
para fonte eliptica ainda estao em andamento.

A segao de choque adimensional, obtida integrando no plano das fontes ou das lentes, é

o= jdzy = JldetA(x)ldzx, (5.1)

em que o dominio de integragao definira os limites desejados para essa area.

O calculo da secao de choque pode ser utilizado diretamente para prever a abundéncia
de arcos e de fontes distantes, que por sua vez podem ser comparadas com dados obser-
vacionais. Uma maneira eficaz de escrever a razao comprimento/largura, ou mais especifi-
camente, a razao entre as areas imagem/fonte, foi feita por Fedeli et al.[201]. No trabalho
de Dobler et al. [195] eles consideraram uma lente mais geral para examinar fontes finitas e
aplicaram suas solugdes para o calculo da secao de choque [203]. Os nossos resultados per-
mitem ter uma compreensao fisica de propriedades derivadas de lentes gravitacionais e po-
dem servir de teste para métodos numeéricos validos em situagdes mais gerais e para o calculo

de observaveis ligados a lentes.

83
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Focaremos nas seguintes se¢oes de choque:

» Secdo de Choque Infinitesimal: Podemos considerar uma aproximacgao local para a razao
L/W. Essa aproximacao é baseada no fato de que fontes circulares infinitesimais com raio
Ry préximos a caustica tangencial sao mapeados em elipses (Fig. 5.1) com semi-eixos
maior, a = Ry|y;|, and menor, b = Ry|y,|, em que p;, sdo as distor¢des tangencial e radial,
respectivamente. Ja fontes elipticas podem ser mapeadas em elipses cuja representagao
matematica dependera dos eixos e da orientagao da fonte, juntamente com os autovalores

da matriz de transformagao (A; ).

=0_t;

Figura 5.1: Mapeamento de uma fonte circular infinitesimal em uma elipse.

» Secdo de Choque de Magnificagao: quantifica a eficiéncia de uma lente para produzir ima-
gens com uma magnificagio especifica. E definida como a area no plano das fontes na

qual estas sao mapeadas em imagens com magnificagao y 4 acima de um valor limite (py).

* Segdo de Choque de Formagdo de Arcos: quantifica a eficiéncia de uma lente para produzir
imagens com uma razao axial minima. E definida com o a area efetiva, no plano das
fontes, na qual estas sao mapeadas em arcos com uma razao L/W (comprimento/largura)

acima de um dado valor minimo (Ry,).

5.1 Secdo de Choque para Fontes Circulares

Queremos comparar nesta subsecao dois calculos de se¢ao de choque, o primeiro con-
siderando uma aproximacgao infinitesimal para a fonte e o segundo levando em conta a in-

fluéncia de fontes finitas para a secao de choque.
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5.1.1 Secao de Choque Infinitesimal - 0,

Para a aproximacao infinitesimal, L/W = 2a/2b = |u;/p,| [204, 205]. N6s podemos definir
uma regiao cuja deformagao em seu interior é maior que um determinado limite Ry, de modo
a ter L/W =~ |R)| > Ry,. Essa regiao é delimitada por R) = +Ry,. Neste caso é mais simples

trabalhar no plano das imagens e a deformacgao infinitesimal é dada por:

l’lt /\r 1
~|R,], 5.2
o = || * Rl (5.2)
de modo que
1
—-1, sex<1
X
det A(x) = (5.3)

1
1—-—, sex>1.
X

Como discutido na Secao 4.1.1, aimagem com x > 1 corresponde ao arco externo e aimagem
com x < 1 corresponde ao arco interno. Para a aproximagao infinitesimal, queremos que R seja
maior que um determinado limite para o qual nossas condi¢Oes serao satisfeitas. Esses limites
serao denotados por Ry, ou py, dependendo de qual caso estaremos considerando (formagao
de arcos ou magnifica¢ao). Resolvendo a Eq. (5.2) para x, temos que a coordenada radial das

curvas Ry = +Ry,, chamada de x é

Rin
, se Ry =R
Ra—1 A th
X\ = (54)
Rin
, se Ry = —Ry,.
Ry +1 A th

e a secao de choque infinitesimal adimensional total [206] calculada no plano das lentes pode
ser separada para cada arco, algo que até entao nao foi apresentado na literatura, uma vez que

a posicao do arco interno é x < 1 e a do externo é acima desse valor. Da Eq. (5.1) obtemos

o1(R) = J;|R|daﬂxnd2
AP Rep

i __1 xdxd(j)+ T 1—— xdxdqb (5.5)
) L oL

min

(Rm+1) (Rm— 1)?
R2 +1
= an——, (5.7)
2
(Rth_l)

com Xpin = X3 (R) = —Rn) € Xmax = X1 (Ry = Ryp,). O primeiro termo do lado direito da Eq. (5.6)
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corresponde a a/i\n e o segundo corresponde a o}*. Iremos utilizar as expressoes analiticas in-
dividuais para cada arco ao diferenciar os arcos nas Figs. 5.8-5.11. Além disso, para a apro-
ximacgao infinitesimal, a magnificacao é igual a razao L/W, o que significa que se queremos
escrever a se¢ao de choque infinitesimal como fung¢ao de py, ao invés de Ry, bastaria apenas

substituir a variavel na expressao acima

2
yth+1

ox(pn) = 27 :
(#ih - 1)2

5.1.2 Secao de Choque de Magnificacao - o,

Para obter a se¢ao de choque de magnificacao para nossas solugoes especificas, precisamos
resolver a integral (5.1) no plano das fontes para uma magnificacao |y 4| = |A;/As| > py,. Para
s > Ry temos dois intervalos angulares (de 2¢) correspondendo as duas imagens e area dos
arcos externo e interno é dada nas Eqs. (4.65) e (4.66) e a magnificagao para cada imagem ¢é

simplesmente a razdo entre a drea de cada imagem pela 4rea da fonte R}:

; A 4 s2
ex'm=—=i1+—5( ,—). 5.9

Podemos também expandir essa solugao para pequenos valores de Ry/s, ou seja, longe da
formacao de anel de Einstein, o que foi apresentado na Eq. (4.70), e é valida mesmo para
grandes magnificagoes s < 1. Nessa solu¢do, a primeira corre¢ao de fonte finita é quadratica
em Ry. Notamos que para fontes pequenas e antes da formagao de anel de Einstein, o efeito de
fonte finita sempre aumenta a magnificacdo quando comparada a solugao infinitesimal.

A magnificagdo total da fonte é a razao entre a area de todas as imagens e a area da fonte, o
que é simplesmente a soma das magnificagdes para cada arco

B Al g A 8

$2
A= 4 © nRog(qu’R_%). (10

No caso de formacgao de anel de Einstein (s < Rj) a integral (5.1) vai de 0 a 27t, de modo que
a area é

AE s”
=8RoE |5 . (5.11)
0

em que £(m) = E(n/2, m) é a integral eliptica completa de segundo tipo. Dessa forma, a magni-

ficacao para anel de Einstein é

= iS(i) (5.12)
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Perto do anel de Einstein perfeito (s/Ry < 1), a magnificacao pode ser expandida como

2 4

yiz%—;—ngO[;—g]. (5.13)
O primeiro termo corresponde a magnificacdo para um sistema observador—lente—fonte per-
feitamente alinhados e fornece a magnificacdo maxima de uma fonte circular finita p,, = 4/Rg
(e aimagem é um anel de circunferéncia 27 e largura 2R).

Combinando as Egs. (5.10) e (5.12), para s/Ry > 1 e < 1, respectivamente, nos fornece a
magnificagdo total para todo o intervalo de posi¢oes da fonte s. O valor maximo dessa fungao
ocorre para s = 0 e é dado por iy, Na fronteira entre dois arcos e anel de Einstein a magnifi-
€agao € Yirans = 8/(1Ry).

A secao de choque de magnificacao exata para fonte circular é obtida a partir da equacao
o= nstzh resolvendo p4(syn) = g para sy, em que p 4 € dada pela Eq. (5.10) para s > Ry e
por (5.12) para s < Ry. O resultado a partir da inversdao numérica da integral eliptica esta
apresentado nas Figs. 5.2 e 5.3, juntamente ao resultado para fontes infinitesimais (5.7) e uma
solucao aproximada discutida abaixo.

Para Ry < s podemos obter uma solugao analitica usando a aproximacgao (4.90), de modo
que a magnificacao para cada imagem e a magnificacao total sao

R} 2 R§

P
P‘A:il"';"'_ Hrot = 7

, + —. 5.14
8s3 s 4s3 ( )

. ~ . P _ . ~
Para determinar s, resolvemos a equagao em terceira ordem p,,, = py, € expandimos a solucao

até o primeiro termo nao trivial em R, obtendo a secao de choque perturbada total

4t 7
0, = — + < Rg. (5.15)
4
Hin
Como esperado, nesse regime a secao de choque para fontes finitas é maior que no caso in-
finitesimal.

Podemos obter também uma solucao perturbativa perto do anel de Einstein perfeito da

Eq. (5.13), que pode ser facilmente resolvida para s, obtendo

E:

o, n(4R8—ythR8) = 70 (fmax — M) R3. (5.16)

A secao de choque desaparece py, > pmax = 4/Ry, uma vez que nenhuma imagem pode ter a
magnificagao acima desse valor. Isso esta em contraste com o caso para fonte infinitesimal, para

o qual a magnificacdo nao tem restricao e a se¢cao de choque (5.7) nunca desaparece. No mais,
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para altas magnifica¢oes, dentro do regime de anel de Einstein, a se¢ao de choque para fonte
finita € menor que a infinitesimal.

Enquanto a aproximagao (5.15) ainda é boa nas proximidades de formagao de anel de Eins-
tein (ou seja, y = Mirans, @ aproximacao (5.16) rompe nesse ponto. Entretanto, é possivel me-
lhorar a secao de choque de anel de Einstein, considerando que a expressao acima ¢é linear em
(Mmax—Hth)- Adicionamos um termo de corregao que é quadratico nessa quantidade e ajustamos
a secao de choque em py,,, para seu valor exato (T(R%). Em outras palavras, construimos uma
aproximagao quadratica perfeita para a secao de choque entre o limiar de formacao de anel de
Einstein e a solucao perfeita para anel de Einstein, de modo que a secao de choque é

3-8
4-8/1

ok = 71(4R% —ythRg) —(

z )(4Ro —mhRé)z. (5.17)

De fato, essa expressao fornece uma excelente aproximagao para a secao de choque de mag-
nificagdo em todo o intervalo que vai de Yans @ fmax, cOMo mostrado na Fig. 5.2. Juntando
essa solucao com a Eq. (5.15), podemos construir uma unica aproximagao continua para o,.
Essas duas curvas se encontram em p; = 2.15/R < pyrans. Desse modo, construimos uma tnica
secao de choque de magnificacdo aproximada para fontes finitas no intervalo limite para a
magnificacao utilizando (T’/I: (Eq. (5.15)) para p < pj e U,f (Eq. (5.17)) para py, > py. Isso esta

apresentado como as linhas pontilhadas nas curvas das Figs. 5.2 e 5.3.

10 .

10! 10°
Hih

Figura 5.2: Secao de choque total de magnificacao (linhas tracejadas), secdo de choque total
perturbada de magnificagao (linha pontilhada) e aproximacao infinitesimal (linha sé6lida) para
um valor fixo de raio.
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Figura 5.3: Secao de choque total de magnificacao (linhas tracejadas), secdo de choque total
perturbada de magnificagao (linha pontilhada) e aproximacao infinitesimal (linha sélida) para
um valor fixo de magnificagao limite.

Mostramos nas Figs. 5.4 - 5.7 o comportamento para a se¢ao de choque de magnifica¢ao nos
casos exato, perturbado e infinitesimal para cada arco individualmente. Notamos que, como
esperado, as solucOes se assemelham da aproximacao infinitesimal se o raio da fonte é pequeno.
Além disso, as solugdes perturbadas decrescem ligeiramente mais rapido que as exatas. Os
arcos interno e externo terao comportamento similar para os parametros considerados.

A magnificacdo maxima é obtida para s = 0, quando o anel de Einstein perfeito é formado, e

assim € pyx =~ 27(R0/(71R(2)) = 2/RS. Para py, > Pmax @ Secao de choque é zero, como mostrado nas Figs. 5.4-5.7.
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Figura 5.4: Secao de choque de magnificagao (curvas tracejadas), secao de choque de magnifi-
cacao perturbada (curvas pontilhadas) e aproximagao infinitesimal (linha sélida) em fung¢ao da

magnificacao limite para o arco externo.

10()
Ry =0.10
Ry =0.05
Ry =0.01
107 e,
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= T~
©
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Figura 5.5: Secao de choque de magnificacao (curvas tracejadas), secao de choque de magnifi-
cacao perturbada (curvas pontilhadas) e aproximacao infinitesimal (linha s6lida) em fungao da

magnificagdo limite para o arco interno.
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Figura 5.6: Secao de choque de magnificacao (curva tracejada), secdo de choque de magnifi-
cacao perturbada (curva pontilhada) e aproximacao infinitesimal (linha sé6lida) em funcao do

raio da fonte para o arco externo.
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Figura 5.7: Se¢ao de choque de magnificacao (curva tracejada), secao de choque de magnifi-
cagao perturbada (curva pontilhada) e aproximacao infinitesimal (linha sélida) em fun¢ao do

raio da fonte para o arco interno.
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5.1.3 Secao de Choque para Formacao de Arcos - o7,

No Cap. 4 mostramos que L, e W, sao excelentes aproximacdes para o comprimento e a
largura dos arcos obtidos a partir de fontes circulares. Desse modo, considerando agora que a
razao L/W é dada por L, e W,, precisamos ter L,/W, = |R,| > Ry,. Como estamos considerando
o regime para formacao de arcos, uma das condi¢des que devemos satisfazer é s > R, de modo

que os limites de integracao da Eq. (5.1) serao

Ry < s <—-Rpcsc(Ry—RyRy,), com 1 <Ry, < % +1, (5.18)
0

Ry < s™<Rycsc(Ry+RoRy), com 0< Ry < % 1 (5.19)
0

A condigao para Ry, vem do argumento da cossecante. Integrando a Eq. (5.1) no intervalo

determinado por esses limites, obtemos

L)W = 7R3 (csc2 (Rg— RoRyn) — 1) (5.20)
o1y = 7RG (esc® (Ry + RoRen) — 1. (5.21)

Esse resultado € exato, no sentido de que é valido para qualquer raio (R;) da fonte e é um
dos resultados originais desta tese. O anel de Einstein se forma quando s < R, de modo que a
secao de choque para formacao de anel é simplesmente nRg.

Podemos obter uma solucao para fontes pequenas considerando a aproximagao para a razao

comprimento/largura da Eq. (4.83) acima de um determinado limite:

2

L, 1 R}
—= x#+l+—+—% >Ry, 5.22
W, s 63 (5.22)

e resolvendo a inequagao de terceiro grau em s, obtendo a se¢ao de choque e expandindo em
Ry, temos
p n 2 n2

oP =—— IR (5.23)
PV Ry w1 3

em que o primeiro termo da Eq. (5.23) corresponde a secao de choque para fonte circular e o
segundo termo € a corregao para fonte finita.

Nas Figs. 5.8-5.11 apresentamos o comportamento da se¢ao de choque de formacao de ar-
cos, tanto o resultado exato das Eqgs. (5.20) e (5.21) quanto o aproximado da Eq. (5.23). A secao
de choque para fontes finitas vai a zero acima de um certo limite em acordo com os trabal-
hos de E. Rozo [202]. Esse limite se dard para a regido limiar entre ter um arco ou um anel

de Einstein (s = R0) e o comprimento maximo é obtido quando duas imagens estao em con-
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ato. Considerando o comprimento L,, esse valor maximo se dara em = 11, de modo
tato. Consid d p to L, 1 d L) max d d

que (Ly/We)max = T/(2Rp). Acima desse valor a secao de choque se anula pois nao é possivel
produzir mais arcos. A se¢io de choque para formar um anel de Einstein é simplesmente 7R2,

uma vez que para qualquer fonte com s < R se formara um anel de Einstein.

10° :

Ry =0.10
Ry =0.05
Ry =0.01

10—1 L

o*(Ru)

2

107F

-3
10 10

Rth

Figura 5.8: Secao de choque de formacao de arcos exata (curvas tracejadas), perturbada (curvas
pontilhadas) e aproximagao infinitesimal (linha sélida) em funcao da razao L/W limite para o

arco externo.

10() i
Ry =0.10
Ry =0.00
Ry =0.01
107
~~ i..b-'.b'i-
ﬁ -Fi“"-m
X T
.Eb e
1072}
O-/\(Rth)
-3 !
10 107 10
Rth

Figura 5.9: Secao de choque de formacao de arcos exata (curvas tracejadas), perturbada (curvas
pontilhadas) e aproximagao infinitesimal (linha s6lida) em funcao da razao L/W limite para o

arco interno.
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A partir das Egs. (5.20), (5.21) e (5.23) podemos determinar a posi¢ao que a se¢ao de choque

se anula e ndo ocorre mais formacao de arcos:

7T p
Rth:i1+2_1{0’ Rth:il‘l'— (524)

em que =+ se refere aos arcos externo e interno, respectivamente.
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Figura 5.10: Secao de choque de formacao de arcos exata (curvas tracejadas), perturbada (cur-
vas pontilhadas) e aproximacao infinitesimal (linha s6lida) em fung¢ao do raio da fonte para o
arco externo.
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Figura 5.11: Secao de choque de formacao de arcos exata (curvas tracejadas), perturbada (cur-
vas pontilhadas) e aproximacao infinitesimal (linha s6lida) em fung¢ao do raio da fonte para o
arco interno.
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Podemos também considerar a soma da secao de choque para cada arco como sendo a segao

de choque total 6,9, :

o*i%v = Gf}‘w + GF}W = T(R(Z) (cscz(RO —RoRy) + cscz(RO + RyRyy,) — 2) (5.25)

Se considerarmos aproximacgao para fontes infinitesimais (Ry — 0), temos

TC : TC
O_ex_) — i O-ln_> =, (5.26)
Ro=0 (R —1)2" Ro=0 7 (Ry, +1)2
R2 +1
oty = a/\:ZT(—(R;h_l))Z. (5.27)
th

Uma coisa que é importante de ressaltar é que demonstramos que a secao de choque de ma-
gnificacao e de formacgao de arcos sao diferentes, pois y4 # L/W mesmo para o caso da esfera
isotérmica singular, o que contraria o que foi assumido em alguns estudos, como por exemplo

no trabalho de J. Wambsganss et al. [207].

5.2 Secdao de Choque para Fontes Elipticas

Considerando agora uma fonte eliptica, utilizamos o passo-a-passo feito para uma fonte

circular visando obter o mesmo tipo de desenvolvimento.
5.2.1 Aproximacao Infinitesimal - 0,

Quando consideramos a fonte infinitesimal sendo mapeada em uma elipse, era intuitivo
que a razdo axial seria dada pela razao entre os esticamentos em cada direcao, ou seja, a razao
entre os eixos da elipse. Ja para a fonte eliptica, temos que levar em conta a orientacao da fonte e
sua elipticidade. Por exemplo, se a fonte é orientada na diregao radial, o eixo menor da imagem
sera esticado, enquanto o eixo maior permanece inalterado. Para considerar a elipticidade da
fonte em nossos calculos, utilizaremos o formalismo proposto por C. R. Keeton [199], no qual
ele mostra que a imagem observada de uma fonte eliptica, com dngulo de orientagao ¢, ¢ uma

elipse de razao axial

T+VT2-4D

Ry =4obs =\| ——F7=—= (5.28)

T-\T2-4D

em que

q; + 42 +(qf —1)(q3 = 1)cos® 0, (5.29)

D = giq? (5.30)
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com q; = A,/A; = (1/(1 — 1/x)) sendo a razao entre os autovalores da magnificacaoe g, =a/b > 1
a razao entre os eixos da elipse. O angulo 0 é o angulo entre o eixo maior e a dire¢ao do

cisalhamento, ou seja,

0=y ~do=p-do+ 7, (5.31)

em que utilizamos que ¢, = ¢ +77/2 [168].

Queremos resolver a equacao g,ps = Ry, para encontrar o intervalo de integracao para cal-
cular a secao de choque infinitesimal para o caso de fonte eliptica. Temos quatro possiveis
solugoes, mas podemos eliminar duas, dado que uma fornece resultado negativo e a outra vai
a zero no limite Ry, — o0, 0 que tornaria o resultado fora de limites fisicos ou incompleto, sem
recuperar o resultado para secao de choque para fonte circular ao fazer a substituicao g, = 1.

Considerando as expressoes obtidas na Eq. (5.5), podemos calcular a secao de choque in-

finitesimal para fontes elipticas no modelo da SIS:

27 2 2
o+
o= wetnwld= [1 ~ (tomin + iman) + M]w (5.32)
[R)\|>Ren 0 2
em que
2 [(qs + Rin) (1 4+ gsRin) — (—1 + qsz)Rth cos 29] +5, (5.33)
Xmi = .
i 4(qs + Rin) (1 +g5Ryp,)
2[(4s = Run) (-1 +gsRun) = (=1 + 42 ) R cos 26| - 5, 5.34)
X = :
max 4(qs_Rth)(_1 +quth)
com

S —\/2[2q5 1+R4 (1+q5)2Rth+( 1+q3)2thcos49] (5.35)

Para g, = 1 temos que o problema se reduz a fonte circular, como era de se esperar.

As curvas de distor¢ao constante, Xy € Xymax, que delimitam a regiao de integracao, estao
representadas no plano das lentes (painel da esquerda) e das imagens (painel da direita) na
Fig. 5.12 para ¢, constante. Integrando, obtemos a se¢ao de choque infinitesimal

_ [2adRE 1) - a2RG Gl - DR}, +1>+<1—2q§—2q§—2q?+q§>R§h

5.36
o o[ ye )] (5.36)

g3 (R, —1) (g2 - 1)2R2
2 2 2p2 28 2
(g5 _Rth)(%Rth_l) ds (R -1)2

Esse resultado foi obtido a partir da proposta de Keeton de escrever a razao axial como g

e em seu trabalho [199] ele aplica numericamente para uma solugao do tipo NFW, enquanto

em nosso resultado utilizamos a mesma premissa para obter uma solugao analitica para a SIS.
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Dentro do que verificamos, é a primeira vez que essa expressao aparece na literatura, e esse

um dos resultados originais da tese.

o4 Ry=—Ru
: Ry = Ry,
. R/\ =00
0.2
5 0.0f ®

—0.2
—04

Z04 02 00 0.2 0.1

Y1

—-2.0

=20 -15 -10 —-05 0.0

Iy

05 10 15 20

Figura 5.12: Curvas de distor¢ao constante Ry = g5 = R;;, = 10 para ¢, =1t/3,¢,=0.8 e Ry, = 10

e curva critica tangencial R) = oo no plano das lentes (esquerda) e das imagens (direita).

Vemos na Fig. 5.13, como esperado, que a secao de choque infinitesimal (Eq. (5.37) é simi-

lar a secao de choque infinitesimal para fonte circular quando a elipticidade vai a zero, recu-

perando a Eq. (5.7). Para valores fixos de elipticidade a secao de choque diminui ao aumentar

a razdo axial limiar, o que qualitativamente é similar ao resultado de fonte circular. E ao fixar

essa razao Ry, a secao de choque cresce quando a elipticidade da fonte aumenta, sendo equi-

valente ao caso circular quando essa elipticidade é zero. Esse comportamento crescente é algo

independente do valor de Ry, e importante para diferenciar esse resultado da se¢ao de choque

infinitesimal para fontes circulares.
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Figura 5.13: Comparacao entre a secao de choque infinitesimal para fonte eliptica e fonte circular.
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5.2.2 Secao de Choque de Magnificagao - a"ju

Para obter a secao de choque de magnificacao para nossas solucoes a partir de uma fonte
eliptica, precisamos resolver a integral (5.1) no plano das fontes para uma magnificacao |A;/A4;| > pyp.
A area das imagens é dada pela Eq. (4.63) e a area de uma fonte eliptica considerando nossa
escolha de parametrizacao é

nR%
./45 = Tab = - ’ (5'37)

1—552

em que os semi-eixos a e b sao dadas pelas Eqgs. (3.28) e (3.34). Isso nos fornecera a magnifi-
cacao exata, mas a secao de choque nao tera uma solucao analitica e precisaremos determinar
o resultado da integracao numericamente. O procedimento para essa integracao consiste em
resolver a inequacao |A4;/Ay| > py, para determinar o valor de s, que € o limite espacial maximo
na integracao (o limite minimo é a formacao de anel de Einstein). Feito isso, basta calcular a
média angular para todos os valores de ¢,.

Uma coisa que cabe ressaltar é a dependéncia da magnificacao com a elipticidade. A medida
que o raio diminui, o resultado se torna cada vez menos dependente da elipticidade, como
explicito na Fig. 5.14. Esse comportamento é valido no intervalo de 0 < ¢, < 7/2 e pode ser

espelhado para os demais quadrantes.

Ro=10.01,s=0.3,¢0. =7/3
Ro=0.05,5 = 0.3, = 7/3
Rg=0.08,5=0.3,¢. = /3

3
1"JH.[) 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

<)

Figura 5.14: Razao entre a area da imagem externa e a fonte em funcao de ¢ para s = 0.3,
¢.=1/3 e Ry =0.01 (curva magenta), 0.05 (curva verde) e 0.01 (curva azul).

Para a secao de choque de magnificagao nao foi possivel obter solugao analitica nem apro-
ximagao, uma vez que a area das imagens foi calculada numericamente. Nas Figs. 5.15-5.19
apresentamos o comportamento da se¢ao de choque de magnifica¢ao. Variando a magnificagao
limite na Fig. 5.15, podemos observar a dependéncia da se¢ao de choque com mudangas no
raio para uma elipticidade fixa e vice-versa. Note que para raios maiores a secao de choque
vai a zero mais rapidamente e, como nas se¢oes anteriores deste capitulo, os resultados se

anulam quando perdemos as imagens na formacao do anel de Einstein. Para raios menores essa
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queda é mais suave, possibilitando estender para magnifica¢cdes maiores. Para a situagao de raio
fixo e elipticidade variavel, ocorre o que comentamos sobre a diminui¢ao da dependéncia dos
resultados com a elipticidade. Como os valores de raio sao os mesmos, e € um valor pequeno, a
secao de choque permanece praticamente a mesma, com diferencas aparecendo apenas a partir

da terceira casa decimal e a secao de choque de magnificacao é essencialmente independente

da elipticidade.
10"
Ry =008, 2, = 0.2
Ry=0.05, &, = 0.2
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Figura 5.15: Secao de choque de magnificacao e aproximagao infinitesimal (linha sélida) em
funcao do limite py;, para ¢ = 0.2 e Ry = 0.08 (curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.01 (curva
magenta).

Aplicando agora a relagao da se¢ao de choque com o raio efetivo da fonte, vemos na Fig. 5.16
que para um mesmo valor de elipticidade a se¢ao de choque cai mais rapidamente ao aumen-
tar a magnificacao limite, o que faz sentido se pensarmos que existe uma area maior com a
possibilidade de ter arcos com magnificagoes intermediarias. Novamente vemos a baixa de-
pendéncia com a elipticidade, sendo ligeiramente mais visivel a diferenca ao ter raios maiores
e a secao de choque vai a zero primeiro para elipticidades maiores (Fig. 5.17). As regioes que
ocorrem a transi¢cao de duas imagens separadas para um anel de Einstein estao marcadas pelos
circulos coloridos nas Figs. 5.16 e 5.17.

Apresentamos por ultimo a relacdo da secao de choque com a elipticidade (Figs. 5.18 e
5.19). Para um valor fixo de raio, vemos na Fig. 5.18 que a secao de choque é menor para
maiores magnificagoes limite, como ja foi explicitado nos graficos anteriores. Como o valor
do raio é pequeno nesse caso, nao fica realcada a dependéncia da se¢ao de choque com ¢; e o
resultado é aproximadamente constante, mas na Fig. 5.19 vemos uma pequena modificagao de

0, com &, decrescendo ao aumentar a elipticidade.
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Figura 5.16: Secao de choque de magnificacao e aproximacao infinitesimal (linha sélida) em
funcao do raio efetivo R para ¢, = 0.1 e py, = 10 (curva azul), 15 (curva verde) e 20 (curva
magenta). Os circulos coloridos indicam quando a se¢ao de choque vai a zero, na transicao

entre anel de Einstein e duas imagens.
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Figura 5.17: Secao de choque de magnificagao e aproximagao infinitesimal (linha s6lida) em
funcao do raio efetivo R para py, = 10 e €, = 0.01,(curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.1 (curva
magenta). Os circulos coloridos indicam quando a se¢ao de choque vai a zero, na transi¢ao

entre anel de Einstein e duas imagens.
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Figura 5.18: Secao de choque de magnificacao e aproximagao infinitesimal (linha sélida) em
funcao da elipticidade ¢; para py, = 10 e Ry = 0.01 (curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.08
(curva magenta).
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Figura 5.19: Secao de choque de magnificagao e aproximacao infinitesimal (linha s6lida) em
funcao da elipticidade ¢ para Ry = 0.01 e py, = 10 (curva azul), 15 (curva verde) e 20 (curva
magenta).
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5.2.3 Secao de Choque para Formacao de Arcos - o7,

Como mostramos no Cap. 4, Ly e W, sdao excelentes aproximagoes para o comprimento
e a largura dos arcos obtidos a partir de fontes elipticas. Desse modo, considerando agora a
razao Ly/W, podemos repetir o procedimento feito para fonte circular, utilizando nossos re-
sultados de comprimento e largura para determinar uma razao limite de modo a obter a segao
de choque. A expressao para L4 foi obtida analiticamente, a partir da Eq. (4.28) e a Eq. (4.84)
expressa a largura no centro do arco W,. Para o regime de formacao de arcos, o intervalo espa-
cial da integragao (5.1) tem como limite minimo a formacao de anel de Einstein e como limite
maximo o resultado extraido ao resolver a inequacao Ly/W, > Ry,. A partir dessa integracao,
calculamos a média angular sobre todos os valores de ¢, e determinamos a segao de choque de
formacao de arcos para uma fonte eliptica. Esse mesmo procedimento pode ser feito partindo
das solugoes perturbadas para valores pequenos de raio, de modo a utilizar a razao Ly/W, da
Eq. (4.90) para determinar os limites de integracao.

Apresentamos nas Figs. 5.20-5.25 o comportamento da secao de choque de formagao de
arcos exata para a imagem externa, calculada numericamente junto da solucao perturbada. A
linha sé6lida sempre indicara a solucao infinitesimal da Eq. (5.37) divida por dois, para ten-
tar representar aproximadamente uma das imagens. No caso de fonte circular tinhamos as
equacOes exatas para a secao de choque infinitesimal correspondente a cada imagem, mas no
caso de fonte eliptica ndo podemos separar a integral nas contribuigdes do arco interno e ex-
terno e apenas temos uma expressao de choque total, por isso dividimos por dois. Natural-
mente nao é uma correspondéncia exata, mas serve como um guia comparativo.

Similarmente ao caso de fonte circular, a se¢do de choque vai a zero em determinadas
condigoes, que caracterizam o fim da presenca de duas imagens ao formarem um Unico anel
de Einstein. Nas Figs. 5.20 e 5.21 podemos observar que essa queda é mais suave e se aproxima
mais do resultado infinitesimal para raios efetivos menores, da mesma forma que a solugao per-
turbada, por construgao, se assemelha mais com a exata para valores pequenos de Ry. Como na
secao de choque de magnificagao, teremos novamente uma dependéncia menor das solugoes
com a elipticidade para fontes pequenas e a um mesmo raio (Fig. 5.21) a se¢ao de choque que
mais se aproxima da solugao infinitesimal acontece para elipticidades maiores.

Estudando agora a relacao da se¢ao de choque com o raio efetivo da fonte, mostramos na
Fig. 5.22 que para um mesmo valor de elipticidade a secao de choque cai mais rapidamente ao
aumentar a razao L/W limite. O resultado em R, = 0 ndo corresponde exatamente ao resultado
infinitesimal, pois como ja discutimos, simplesmente dividir 0, por dois nao é a correspondén-
cia exata com uma das imagens. Novamente vemos a baixa dependéncia com a elipticidade,

sendo ligeiramente mais visivel a diferenca ao ter raios maiores e a secao de choque vai a
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zero primeiro para elipticidades maiores (Fig. 5.23). As regides em que ocorre a transicao de

duas imagens separadas para um anel de Einstein estao marcadas pelos circulos coloridos nas

Figs. 5.16 e 5.17.
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Figura 5.20: Secao de choque de formagao de arcos e aproximagao infinitesimal (linha sdlida)
em funcao do limite Ry, para ¢, = 0.2 e Ry = 0.08 (curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.01 (curva

magenta).
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Figura 5.21: Secao de choque de formacao de arcos e aproximacao infinitesimal (linha sdélida)
em fung¢ao do limite Ry, para Ry = 0.05 e ¢, = 0.05 (curva azul), 0.1 (curva verde) e 0.2 (curva

magenta).
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Figura 5.22: Secao de choque de formacao de arcos e aproximacao infinitesimal (linha sdélida)

em funcgao do raio efetivo R, para ¢, = 0.05 e Ry, = 10 (curva azul), 15 (curva verde) e 20 (curva
magenta).
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Figura 5.23: Secao de choque de formagao de arcos e aproximacgao infinitesimal (linha sdlida)

em funcao do raio efetivo Ry para Ry, = 10 e &5 = 0.01,(curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.1
(curva magenta).

Apresentamos por ultimo a relacao da secao de choque com a elipticidade (Figs. 5.24 e
5.25). Para um valor fixo de Ry,, vemos na Fig. 5.24 que a secao de choque aumenta com a
elipticidade e também com o raio efetivo. Para um valor de R, fixo (Fig. 5.25), a secao de

choque aumenta com a elipticidade e é menor para valores maiores de Ry;,. Como era de se
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esperar, resultados com maior limiar estao mais proximos do resultado infinitesimal.

A dependéncia da secao de choque com Ry, e Ry é muito semelhante ao caso de fonte
circular, s6 que agora o efeito de R é sobre a aproximacao infinitesimal oriunda do formalismo
proposto por Keeton. Com relagao a ¢, a secao de choque aumenta com a elipticidade (ao
contrario da de magnificagao) e o comportamento com ¢; é qualitativamente similar ao da

fonte infinitesimal.

R = 10, Ry = 0.01
0.25 R, = 10, Ry = 0.05
Re =10, Ry = 0.08

Figura 5.24: Secao de choque de formagao de arcos e aproximagao infinitesimal (linha sdlida)
em funcgao da elipticidade ¢ para Ry, = 10 e Ry = 0.01 (curva azul), 0.05 (curva verde) e 0.08
(curva magenta).
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Figura 5.25: Secao de choque de formagao de arcos e aproximagao infinitesimal (linha sélida)
em funcao da elipticidade ¢; para Ry = 0.01 e Ry, = 10 (curva azul), 15 (curva verde) e 20 (curva
magenta).
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Nos queremos estudar o efeito de fontes finitas usando uma abordagem semi-analitica,
através da qual seja possivel ao mesmo tempo obter resultados realistas e compreender fisica-
mente o problema. Iniciamos com uma situacao muito simplificada (lente e fonte circulares),
mas nao estudada na literatura com esta abordagem. Depois incluimos a elipticidade da fonte
e seguiremos com o programa de aumentar o realismo da modelagem. Mesmo os resultados de
lente/fonte circulares sao originais e relevantes. Eles reproduzem resultados empiricos obti-
dos na literatura através de simulagdes, mas que nao eram extrapolaveis fora dos paramet-
ros estudados. Os resultados obtidos podem ser diretamente aplicados a calculos tedricos da
abundancia de fontes lenteadas, representando ja um aumento de realismo em relacao a mod-
elagens tedricas atuais. Estas tém sido utilizadas para interpretar os dados, portanto teremos

uma aplicagao pratica direta de nossos resultados.



CAPITULO 6

Consideracdes Finais e Perspectivas

Apesar da Esfera [sotérmica Singular com fonte circular ou eliptica ser um modelo simples,
olhando as possiveis configuragdes como fun¢ao do tamanho, posi¢ao, orientagao e eliptici-
dade, pudemos vislumbrar a riqueza do problema ao considerar fontes finitas.

Ao buscar uma expressao analitica para a secao de choque de formacao de arcos, fomos
levados a testar diversas aproximacdes para o calculo do comprimento e da largura dos ar-
cos. O objetivo foi buscar defini¢coes dessas quantidades que fossem boas aproximacoes dos
valores exatos e que a0 mesmo tempo tivessem expressoes analiticas simples. No caso do com-
primento para fontes circulares obtivemos que a defini¢ao L, satisfaz esses dois requerimentos.
Ele fornece uma excelente aproximagao para o comprimento exato, ou seja, integrando o com-
primento da espinha dorsal do arco. Até onde sabemos, este é o primeiro estudo sistematico
para medidas de propriedades dos arcos. Em particular, todas as expressdes para comprimento,
com excecao de Ly (dois segmentos de reta) e L, (utilizando uma circunferéncia), foram pro-
postas pela primeira vez neste trabalho e é a primeira vez que L, e L3 sao calculados explici-
tamente para um modelo de fonte e de lente. Além disso, as expressoes explicitas para a area
foram apresentadas aqui pela primeira vez. O resultado para fonte circular infinitesimal ja é
conhecido na literatura, mas os resultados para fontes de tamanho arbitrario e as expansoes
perturbativas em R\, bem como as se¢oes de choque de formagao de arcos e de magnificacao
sao inéditos até onde sabemos.

A fonte finita impde um limite maximo na razao axial e na magnificacao (Ryax € Ymax
respectivamente) pois apés um determinado limite as imagens deixam de ser arcos e um anel
de Einstein é formado. Desse modo, as se¢oes de choque devem se anular para valores acima
desses maximos. Esse comportamento, embora possua uma origem intuitiva, nao havia sido
apontado na literatura em estudos numeéricos e para um modelo de lente especifico. Aqui
mostramos explicitamente esse comportamento em nossas solugdes. Também mostramos ex-
plicitamente que as se¢oes de choque de magnificagao e a de formagao de arcos sao diferentes
no caso de fontes finitas, mesmo para a esfera isotérmica singular, que tem y, = 1. Curiosa-

mente, alguns trabalhos assumiam a igualdade, mesmo para outros modelos de lentes, ao fazer
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previsOes da estatistica de arcos usando simulag¢does numéricas.

Mostramos que no caso de fontes circulares as propriedades geométricas dos arcos adquirem
expressoes simples, que foram utilizadas para obter a secdo de choque de arcos em forma
analitica. Também nesse caso obtivemos expressoes perturbativas em R\ para as quantidades
geométricas dos arcos e para as segoes de choque. Estas ilustram claramente os efeitos de fonte
finita em relacao a fonte infinitesimal. Por fim, mostramos que os arcos oriundos desse tipo
de fonte sao muito bem representados por uma expressao geométrica simples denominada
ArcEllipse [197]. As andlises referentes a esse caso foram concluidas e os resultados foram sin-
tetizados em um artigo cuja redacao esta praticamente concluida e que sera submetido para
publicagao em breve.

No estudo para fonte eliptica repetimos o procedimento para calcular as propriedades das
imagens — comprimento, area e largura — o que também configura em material inédito, e
apesar de ser possivel obter solugdes analiticas em muitos dos casos (Ly,Lg,Ls,Lg, L7 € W,), as
expressoes sao muito extensas e foram escritas explicitamente apenas para algumas orientagoes
da fonte. A solug¢ao mais proxima da integral exata foi obtida utilizando uma circunferéncia
passando pelos extremos e centro do arco (Ls). O préximo passo foi calcular a secao de choque
para a formacao de arcos a partir de fontes finitas, que comparamos com um método proposto
por Keeton [199] para uma aproximagao de L/W que leva em conta elipticidade e orientagao da
fonte infinitesimal. Como esperado, os dois resultados estao em acordo para fontes pequenas.
Para completar esses estudos, buscamos obter solu¢oes perturbativas em Ry de modo analogo
ao feito para fonte circular. Além disso, calculamos a secao de choque de magnificacao exata,
mas devido a complexidade do problema nao foi possivel obter expressoes aproximadas. Esse
estudo foi concluido e iremos redigir um segundo artigo com os resultados ainda este ano.

Uma implicacao direta dos estudos realizados nesta tese seria a extensao para modelos
mais gerais de lentes, como por exemplo usando o perfil radial de NFW [170, 171], que sao
importante na escala de aglomerados de galaxias, ou considerando lentes elipticas [168]. Tam-
bém pretendemos seguir esta abordagem para, através do método perturbativo [189, 190, 194]
desenvolver um céalculo genérico das se¢oes de choque para lentes arbitrarias

Além do uso dessas solu¢oes em aplicagOes praticas, como na estatistica de arcos e para tes-
tar codigos numéricos, as abordagens utilizadas abrem caminho para aprofundar o estudo de
fontes elipticas como aproximagdes mais realistas a fontes reais do que as aproximagoes mais
usuais de fonte infinitesimal e/ou circular. Nessa direcao, seria possivel estender as solugoes
discutidas nesta tese para considerar fontes com uma distribui¢ao de brilho superficial com

perfil radial e isofotas elipticas.



APENDICE A

Diagrama para os Angulos Iniciais e Finais dos Arcos

Apresentamos aqui as condigdes que precisamos satisfazer para determinar quais das solugdes

apresentadas na Eq 4.1 irdo se adequar a cada caso, bem como os diagramas para representar
cada uma das situacoes.
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Figura A.1: Diagrama com as possiveis configura¢oes para determinar os angulos iniciais e
finais dos arcos.
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APENDICE B

Comprimento e Largura para Elipse com Orientagdo ¢, =0 e ¢, = 1t/2

Como comentamos no Capitulo 4, queremos detalhar o comportamento para o compri-
mento e largura nos valores limites de ¢, = 0 e ¢, = /2. Abaixo apresentamos algumas ex-
pressoes que foram obtidas para esses angulos especificos e nas Figuras abaixo indicamos os

seus comportamentos.

Li(be=0)=2 2REe, +25(1—&5)” (1 + ;) (Ay— 1)+ R3(e5 — 1) (F2+5(es — 1) F 26, + de A,) (B.1)
52(1 —852)(1 + &)
_ 2(—2R2e +5%(1—¢2
Ly(¢p. = 0) = 2arccos A, Fs 1-& arctan 2Rots \/ ( 0 ( )) (B.2)
255 4R(2)€5—52(1 —652) €s
Ls(¢p. =0)=2(1£s)arccosA, (B.3)
_ —0) = 2 2\ = (~p2 2 2
Lg=L;(¢p,=0) = m [s(l —es)+ (ZROES -s (1 —&f ))A2 arccos(Az)] (B.4)
2Ry — 257 (e = 1)(1 + €)% (A1 — 1) = Ris(1 + &) (22 +s(e, + 1) F 2e, + 4e,Ay)
Li(¢p,=1/2) = 2\/ e )T (B.5)
Ly(¢p, = 1/2) = 2arccos Ay + 2(1: 65)5 arctanh(w/ 12+€Sa sinAl) (B.6)
Ls(¢p, =1/2) = 2(1 £s)arccos Ay (B.7)
_ _ _ _ 2 2 2 2 2
Le = Ly(¢p = 10/2) = 11/2) = m [s(1-¢2)+(2RGes +57 (1 - €2)) Ay arccos(A)], (B.8)

em que

(&5 — 1)R(% +52(1 —552)
Ay = 2 2\
2R055+52(1 —es)

|+ eS)R% —s2(1-¢&?)
2RZe; —52(1 —552)

E as expansoes ao redor de Ry = 0 sao:

2 T 2) o2

Ry 1+(1185+85 )es+(—7+85+85 )es 5 4

L =0 z2(11+—) + Ry+O|[Rs|, (B.10
1($e=0) sINT+e, 453(1 £5)(1 - &5)(1 + )32 s+O[Ri]. @10

4 (1+7)egyJ1 -2

Ry +
sVlteg 07 353(1-¢)32(1 +¢)
1 1+5s)(1 -3/2(1
L5(¢e=0)%2(il+—) R +( s)(L+¢&5)77(1 +5¢)
sIVL+e 353(1—55)
1) Ro (1 F 25— 5, + 4sey)

L6:L7(¢e:0):2(il+— PRI

SR+ O[RY], (B.11)

R} +O[RE], (B.12)

: R3+O[R}], (B.13)
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R3+O[RG](B.14)

1) Ry (-1+(x6+85+85%)e,+(£7 + 85 F 85%)c2)

( Vi-e 453(1 +5)(1 —€)¥2(1 + &,)?
( 1) Ry (1—=(5+ 2s)¢y)

R3+O|[Rg], (B.15)

VI 39T g (1-€)

1\ Ry (Lxs)(1-e)"(1-58) 5 roa
Ls(d, =10/2) = 2 il-l——) ; R3+0[RY], (B.16)

5(¢E S \/TSS 353(1—652) 0 [ O]

1\ Ry (1 F2s—5¢&5 +4s¢y) 4

Le = Ly( :n/2):2(il+—) ; ++0[RY]. (B.17)

6 =L7(¢e S/ V1 —¢ 353\/1—55(1—652) [ O]

E as larguras para ¢, = 0 e para ¢, = 77/2 sao
2R 2R

W= —% w.=——% (B.18)

25
Ly
2.0} £ Ly
% — I3
&5 L.
1.5} ° 4
5 = Ls
~ Y I
o 6
10} <
E
<
jaF
0.5 %
k= e e oo
0.0 —
fw 0.04]
~
5 004
<]l —0.12f
0205 0.2 1.0 1.2

Figura B.1: Comprimentos para o arco externo considerando variagoes na posicao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry =0.1, ¢, =0, e,=0.8 e 6 = 0.
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Figura B.2: Comprimentos para o arco externo considerando variag¢des no raio efetivo da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para s = 0.25, ¢, =0, e, =0.8 e 6 = 0.
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Figura B.3: Comprimentos para o arco externo considerando variagoes na elipticidade da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s =0.25, p, =0e 6 = 0.



118

3.5 . ‘ ; : : .
! Ly
3.0f E:\\ Lo |
ZERN
250 @ ™ — Lz|
! RN L
= ™ 4
200 =! 1
: Z Ls
= ! T,
15 =i Ls ]|
= e,
Ty e,
o i
£!
0.5 A ]
1
0.0 ' ; ; ; ; |
Boe  0.04] ' |
= 0.041 : 1
~ ,
<] —0.127 ' 1
—02 5 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Figura B.4: Comprimentos para o arco externo considerando variagdes na posi¢ao da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =1/2,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura B.5: Comprimentos para o arco externo considerando variagdes no raio efetivo da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para s = 0.25, ¢, = 11/2, ¢, =0.8 e 6 = 0.
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Figura B.6: Comprimentos para o arco externo considerando varia¢des na elipticidade da fonte
(painel superior) e diferenca relativa (AL/L3) entre os diferentes comprimentos e o resultado
exato, L3, (painel inferior) para Ry = 0.1, s =0.25, ¢, =1/2 e 6 = 0.
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Figura B.7: Larguras para o arco externo considerando variagdes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) para Ry =0.1, ¢, =0, e, =0.8 e 6 = 0.
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Figura B.8: Larguras para o arco externo considerando variagoes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenga relativa (AW/Ws3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3,
(painel inferior) paras =0.2, ¢, =0,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura B.9: Larguras para o arco externo considerando variagdes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) para Ry =0.1,5s =0.25, ¢, =0e 6 = 0.
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Figura B.10: Larguras para o arco externo considerando varia¢oes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenga relativa (AW/Ws3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3,
(painel inferior) para Ry = 0.1, ¢, =1/2, e,=0.8 e 6 = 0.
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Figura B.11: Larguras para o arco externo considerando variagdes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenca relativa (AW/Wj3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W,
(painel inferior) paras =0.1, ¢, =7/2,e,=0.8e 6 = 0.
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Figura B.12: Larguras para o arco externo considerando varia¢oes na posi¢ao da fonte (painel
superior) e diferenga relativa (AW/Ws3) entre as diferentes larguras e o resultado exato, W3,
(painel inferior) para Ry =0.1,s =0.25, ¢, =7/2e 6 = 0.



APENDICE C

A ArcEllipse como uma Aproximagdo para um Arco Gravitacional

A ArcEllipse [197] é uma maneira simples de representar o formato de arcos, considerando

que eles sao a distor¢ao de uma elipse de modo que um dos seus eixos principais é deformado

em um arco de circunferéncia. Considere a expressao usual para uma elipse:

GRS

em que a e b sao os semi-eixos alinhados aos eixos x e y, respectivamente.

Distorcendo uma elipse ao longo de seu
eixo maior, a ArcEllipse é o conjunto de pon-
tos cuja distancia de um ponto na circunferén-
cia ao longo da diregao tangencial (r.A0) e ao

longo da direcao radial (Ar) satisfazem

r.AO 2+ Ar 2:1
a b ’

em que 7, é o raio de curvatura do circulo (e

(C.2)

do arco construido). Escolhendo o centro de
curvatura para coincidir com o centro do sis-
tema de coordenadas polares, a ArcEllipse re-
duz as componentes Ar =r—r. e AO =0 -0, em
que 0 é a orientagao do centro da ArcEllipse (o
qual iremos considerar como zero por simplici-
dade e para comparar com os nossos resultados
anteriores). Resolvendo a expressao quadratica

acima, temos

Figura C.1: Figura geométrica utilizando a
ArcEllipse paraa=8,b=1,0=0er, = 10.

= 2
a

(C.3)

em que " e r~ delimitam o contorno interno e externo da ArcEllipse, respectivamente. A rep-

resentagao geométrica de uma imagem formada usando a ArcEllipse é mostrada na Fig. C.1.

Da Eq. (C.3) nés vemos que as extremidades dos arcos ocorrem quando r* = r~, de modo

similar aos arcos da SIS, o que significa que o argumento da raiz quadrada é zero e nds temos

dois angulos, 0; = 0 —a/r. and Of = 0 +a/r..
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Definimos o comprimento da ArcEllipse como o comprimento do segmento de arco entre

as duas extremidades, no qual Ar =0
Lag =rc(0f -0;) = 2a, (C.4)

sem ambiguidades ou aproximagoes aqui, pois € um segmento de circulo. A larguraem A6 =0
define a largura do arco

WAE = (T+ - T_) = 2b. (CS)

0=0

Dessa forma, a razdo L/W para a ArcEllipse é dada por Lyg/Wyug = a/b.

A area para uma ArcEllipse, como feita por Furlanetto et al. [197], é

0 rrt 6+a/r, 22
-AAE = J- J- Tdi’d@zj ——dob
0; re O—a/r, 2
6+a/r.
b j NIRECET
O—a/r,

w
2b — rab = Lag AE} .
rc 2% =nab=n——/ (C.6)

o que é idéntico a area de uma elipse cujo semi-eixos sao a e b.

Outro fator geométrico para a ArcEllipse é A/LW = 1t/4, que pode também ser comparado
ao arco da SIS. Na Figs. C.2 e C.3 mostramos a diferenca entre a ArcEllipse e os arcos da SIS,
considerando o comprimento L,, para nao usar a mesma definicao da ArcEllipse, e L3, que
é nosso valor de referéncia. A largura escolhida foi W, = 2R, para os arcos da SIS. O limite
entre a formagao de duas imagens ou um anel de Einstein é delimitado por s = Ry = 0.2 nas
Figs. C.2 a C.5. O limite entre formacao de uma ou duas imagens ocorre em s = 1.2 para essas
escolhas de parametros. Note que a diferenga é menor para fontes distantes e maior para fontes
maiores. Além disso, o comprimento no interior do arco vai a zero quando a fonte é movida
para longe do centro do sistema da lente, o que explica o rapido crescimento ao comparar
com a razao da ArcEllipse. Como esperado, o comportamento andmalo para o arco interno faz
diferenca se consideramos L, ou Lj.

Considerando a separacao angular média da ArcEllipse, ao longo da direcao radial, de

modo anéalogo ao que fizemos para a largura da SIS (W), temos

w ! gf 7)de C.7
6+a/r

_ \/1_ ﬂ cs)
Qf 9 u/rc

_ b _ War (C.9)

Qf—ei 27’C 2 4
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O~

Assim, a razdo entre a largura média, W g, e a largura no centro da ArcEllipse, Wy

W up/Wyp = m/4. Enquanto isso, a mesma razio para o arco externo da SIS é WeX/WCeX

€(¢0,csc2(¢0))/¢0. E a diferenca relativa entre os dois valores é

T\ T mrex | TAT 4£ ,csc?
A(K) W /W~ Wap/Wae _ ((PO (¢0))—1, (C.10)

WAE/WAE T((PO

. . < L1 , —=in o
e para o arco interno, cuja razao entre a largura média e a largura no centrodoarcoé W /W}" =

[€ (70 + doresc(o)) = € (7= o,csc (b)) | /20

W\ WWI - Wap/ W
N _ Ve C.11
(W) W ap/WaE o
_ 2fe(mr doesign) £ (- goescigl)]
B ggol) '

Podemos observar essa diferenca relativa nas Figs. C.4 e C.5. Observe que a diferenga rela-
tiva é sempre menor que 15% no intervalo inteiro, menor que 1% para arcos menos esticados
e 5% para arcos proximos ao limite de formar anel de Einstein. Note também, que a razao
Ry/s =1 é o limite entre formacao de duas imagens ou anel de Einstein. Para menor razao Ry/s

a solucao da SIS coincide com a ArcEllipse.
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Figura C.2: Diferenca relativa entre a razao A/LW na ArcEllipse e na SIS para Ry = 0.2.
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Figura C.3: Diferenca relativa entre a razao A/LW na ArcEllipse e na SIS para s =0.2.
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Figura C.4: Diferenca relativa entre a razio W/W, na ArcEllipse e na SIS para Ry = 0.2.
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Figura C.5: Diferenca relativa entre a razio W/W, na ArcEllipse e na SIS para s = 0.2.

Podemos comparar as imagens lenteadas pela SIS com a ArcEllipse e temos trés situagoes
distintas (como ilustrado na Fig. C.6), uma é para centro da ArcEllipse coincidindo com o
centro do arco da SIS, a outra é para as extremidades de ambos os arcos coincidindo e a terceira
é coincidido os centros de curvatura das imagens. O primeiro caso ocorrera parar, =X, =1+s

e o segundo para . = x(¢f) = 1 +scos g e

a
9f27:¢0—>ﬂ:rc(¢)0. (C12)

c

Para a terceira situagao, o centro da ArcEllipse coincide com o centro de curvatura obtido
para L, e podemos ver que os arcos sao praticamente iguais. Para essa situacao, o centro da
ArcEllipse estara localizado em r, =X, —xy = 1 + s — xq. Para igualar os comprimento de ambos

os arcos, 2a = 2r.0y, com 6y dado pelas Eqs.(4.44) e (4.45) e (1, = ry). Assim, temos

1451 cosgg

a=r.arcsin sin¢g |, (C.13)

e

e mantemos b = R, para ter a mesma largura no arco e na ArcEllipse. Esse caso é represen-
tado no terceiro painel da Fig. C.6 e podemos considerar que a ArcEllipse é uma excelente

representacao dos arcos da SIS e realistas nesse sentido.
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Figura C.6: Figura geométrica usando a ArcEllipse em comparagao ao arco da SIS com paramet-
ros Ry = 0.1 e s = 0.2. Os painéis a esquerda e ao centro possuem as representa¢des para
quando o centro ou extremidades dos arcos coincidem e no painel direito temos quando o
centro da ArcEllipse é equivalente ao centro de curvatura do arco. Os parametros para a Ar-
cEllipse sao: Painel Esquerdo: a = 0.6 (magenta), 0.8 (azul), 1.0 (verde), b = 0.1 e r. = 1.2; Painel
Central: a = 0.614,b = 0.05 (magenta), 0.10 (azul), 0.15 (verde), e . = 1.105; Painel Direito:
a=0.6243,b=0.1er.=1.10272.
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