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Resumo

Neste trabalko, adotamos o tratamento candnico para estudar a quantizaciao de mod-
elos de gange de categorias bastante distintas, ¢ em diversas dimensoes. OO método dos
projetores simpléticos é ntilizado e sua consisténcia verificada para identificar o espago de

fase reduzido em cada caso.



Abstract

In this work, we analyse several classes of gauge models from the canonical viewpoint.
The symplectic projector method is applied, and its consistency in the identification of

the reduced phase space is checked for each case.
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Capitulo 1

INTRODUGAO

Uma caracteristica comum a todas as formulagoes tedricas que descrevem as interagoes
[undamentais da Natureza é a existéneia de uma simetria interna chamada simetria de

gauge:
Inter. Fundamental — Simetria de Gauge.

Esta simetria introduz aspectos que dificultam o tratamento destas teorias, uma vez que
dai decorre uma singularidade na Lagrangeana, refletida no aparecimento de um Hessiano

nulo:
Simetria de Gauge == L singular

Por sua vez, uma teoria com Lagrangeana singular implica, ao se tentar construir um
formalisino Hamiltoniano, na existéncia de vinculos entre as coordenadas do espago de

fase:
L singular = ¢, (q,p) =0

Fste quadro tem despertado um grande interesse nos ultimos 50 anos, visto que sio
evidentes as dificuldades em se estabelecer um formalismo de quantizacio candnica neste

Caso.



Realmente, um progresso notavel foi alcancado nas iltimas duas décadas com o chama-
do formalisimo BRST [1]. Verificou-se, em linhas gerais, que o tratamento deste problema
poderia ser feito de maneira eficaz ao se estender o espaco de fase, via introducao de
vartiveis extras ( com paridade de Grassmann invertida), e obter uma simetria mais ger-
al, que perniite a recuperagao da estrutura candnica desejada. As quantidades cldssicas
e quanticas sao vistas como objetos no grupo de cohomologia de um operador nilpotente
que codifica a simetria do sistema. A superficic “fisica” encontra-se embebida neste espaco
“ammentado” ¢ a fisica é resgatada na solugao do problema cohomoldgico. Apesar deste
método, em suas varias formulagoes, tratar com todas as situacoes de uma maneira mar-
cadamente eficiente, permitindo a solugao de problemas complexos como a identificacao
de anomalias, termos de Schwinger e renormalizacio, perde-se ai um tanto do quadro
imtuitivo do espago fisico.

Por outro lado, a solugio no sentido oposto, qual seja, o de reduzir o espaco original,
eliminando-se as varidvels espurias cuja existéncia os vinculos acusam, ¢ obtendo assim o
espago fisico correspondente, nao tem obtido o mesmo progresso. A dificuldade fundamen-
tal neste sentido seria a de nao ser trivial a eliminagio de varidveis através da expressao
dos vinculos no caso geral. E precisamente nesta direcao que o presente trabalho de tese
caninha.

() método que apresentaremos, e que doravante chamaremos de “método dos projetores
simpléticos (MPS), nasceu de um trabalho original do Prof. C. M. do Amaral [2], tratan-
do sistemas classicos discretos, nfo- relativisticos, sujeitos a um conjunto de vinculos
holénomos independentes no espago de configuracoes. Ao identificar a hipersuperficie
onde se realiza a dindmica com aquela definida pelos vinculos, Amaral construiu um pro-
jetor que define, localmente, um conjunto de coordenadas linearmente independentes no
espago tangente isomorfo & superticie dos vinculos. Este conjunto de coordenadas, livre
de vinculos, serve como base para a descricao da dindmica sobre a superficie.

Foi seguindo sugestao sua que nos pusemos a trabalhar de forma analoga na construgio

de uma estrutura geometricamente equivalente no espaco de fase de teorias de gauge. Nio



fol dificil perceber que sua estratégia geométrica poderia ser utilizada no espago de fase
([3,[4]) com a tnica e severa restrigio de que os vinculos presentes se enquadrem na
categoria de vinculos de scgunda-classe, na terminologia de Dirac [5]. O que em teorias
de gauge significa exatamente a condigao de realizar o gauge-fizing desde o inicio ([6] ,[7]
J[1]). Desta maneira, pudemos testar o MPS em diversos exemplos de teorias de gange,
desde situagoes cldssicas como o eletromagnetismo em 4-D [8] até problemas mals atuais
como cordas ndo-comutativas [9]. Apesar do fato de ser menos poderoso que o método
BRST e mais restrito emn suas aplicagdes, o MPS ¢ bem mais simples de tratar nas varias
situacoes em que nao se esteja interessado em manter toda a generalidade de BRST. Em
alguns casos 0s resultados concordaram com aquilo que ji se conhecia, enquanto que em
outros o MPS ajudoun na investigacao do contetdo fisico dos modelos em questio.

Iste trabalho estard organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 faremos uma
breve revisao dos conceitos basicos utilizados por Amaral [2], a extensio ao espaco de fase
¢ as teorias de gauge, assim como algumas consideragdes gerais a respeito do projetor ¢ a
estrutura do espaco fisico. No Capitulo 3 trataremos de sistemas simples que podem hem
ilustrar o MPS ([10] , {11]). Em seguida, no Capitulo 4, analisaremos alguns problemas de
teorias de gauge onde pudemos aplicar o MPS e obter resultados interessantes ([8], {12],
[14]). Firalmente, o Capitulo 5 detém-se na aplicagio do método a teorias de campos para
objetos estendidos, tratando especificamente de uma corda bosonica corn extremmidades
ligadas a D-branas [9]. Concluimos com as Consideracées Finais e Futuras Perspectivas,

discutidas no Capitulo 6.



Capitulo 2

FUNDAMENTOS TEORICOS

Neste capitulo mostraremos como, partindo dos argumentos originais do Prof. C. M. do
Amaral [2]. construimos o projetor simplético para teorias de campos no espaco de fase.
A construgao, puramente geométrica, toma por base a natureza simplética da geometria
presente. Conexodes com o tratamento usual, de Dirac [5], sdo também discutidas, assim

como algmnas propriedades gerais recentemente estudadas [11].

2.1 FEspAgoS DE CONFIGURACOES

Consideremos como ponto de partida um sistema discreto para o qual o espago de con-
figuragoes ™ é BEuclidiano e isomorfo a R™. As coordenadas Cartesianas globais sio ¥,
onde v = 1,...,n. Por hipdtese o sistema se encontra sujeito a um conjunto minimo de
r vinculos holéunomos independentes. A superficie de vinculos é descrita pelo seguinte

conjunto de equacoes independentes
Y ¢l (z¥) =0, (2.1)

onde I =1,2,...,r. A superficie ¥ é geométrica e independente da dindmica. Portanto,
os objetos geométricos relacionados a ela siao invariantes frente a evolucio do sistema.
Entretanto, a dindmica se realiza sobre ¥ e queremos encontrar um sistema, de coordenadas

local sobre ela e livre de vinculos.



O priteiro ponto a ser notado é que é possivel construir um sistema de coordenadas
local em cada ponto @ € E™ de coordenadas globais =¥ se um campo matricial regular
M (¥} ¢ dado. Como a constrigio é puramente geométrica, os elementos de M {z¥) devem
ser ihdependentes do tempo. Se e, é a base ortogonal de £™ associada is coordenadas
Cartesiauas globais, a base local f,(x), onde a = 1,2,...,n , associada a0 sisterna de
coordenadas em P é dada por

f.(z) = M (x)e,. (2.2)

Em geral. 1/} (2} definird coordenadas locais também em . A configuracio do sistema
no instante ¢ serd dada por um vetor posicdo x(t) , no espago de configuracoes, de um
ponto da trajetéria contida em .

A fim de projetar na superficie de vinculos, escolhemos uma base local especifica em
cada ponto @ € ¥ separando o espago tangente TP{E) a E"™ em x na soma direta
Ty (%) & NI(E). Aqui,T}7"(Y) é o espago tangente a & em w ¢ N°(T) é o espaco
normal. A base local € entio separada como f () = {n;{(z),t;{(z)}, onde n;(z) forma a
base normalizada de N7 (2) engnanto t;, j = v+ 1,...,n , é a base no espaco tangente
(%),

A hase n'{x) pode ser construida em termos dos vinculos ¢/ () ; scjam

Ap! (x)
-
C,‘L = W (2-3)

as componentes do vetor C/, normal & superficie de vinculos. Como os vinculos $80, PO
hipdtese, lincarmente independentes, o conjunto de vetores unitarios

nd(z) — C’ () )
(z) |C! ()] (2:4)

forma nma base nao - ortogonal no espago N (X). Estes vetores geram a métrica g™ (),
que pode ser expressa em termos da métrica global ¢* como

g = g"8,.4'8,¢" . (2.5)

De posse destes objetos, é ficil construir um projetor que projete os vetores de E®

na vizinhanga de = [2]. Uma maneira de ver isso ¢, usando a notacio bra-ket de Dirac,
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onde (ng

estd na base candnica do espaco cotangente 75~ associado a n;), escrever
o projetor A{x) como

Alz) =1~ ¢/ n)) (ng]. (2.6)
Realmente, escrevendo o vetor genérico V na base local como V =V7 {n;) + V7 |t,) vemos
que
AV = (1= g™ Jny) (g ] (V! [ng) + V7 |t5))

= Vi) + VI t,) — ¢'%n;) (ng| (V7 ng) + V7 [£5))

- !

;) + V7 |tg) ~ ¢ ng) (ng| VY [n,)
= Ving + V7 [t;) — Viing) = V7 t)

A partir de (2.6), com (2.5), podemos escrever os elementos de matriz do projetor

explicitamente cm termos dos vinculos:
Ay =0 — ¢"0ad’ 910,47 (2.7)

O projetor (2.7} sclecionard as componentes paralelas ao espaco tangente a ¥ em x
de qualquer vetor no espago de configuragdes. Como discutido em [2], o espac¢o tangente
local é livre de vinculos. A fim de encontrar a configuracao local do sistema em qualquer
instante ¢ basta projetar o vetor de configuracdo x(¢) fazendo A atuar sobre ele. Os dois
espagos T' ™" e N7 sdo dados pelos autovetores do projetor complementar Q(z) = 1—A(z)
associados aos autovalores 0 e 1, respectivamente,

Com uma escolha apropriada da matriz M¥#(x), podemos separar as componentes
do vetor de configuragio em dois conjuntos {z7(#),7'(t)} que satisfazem as seguintes

coudiges de contorno [2]

) =0 , 2({)=¢'(z)=0, (2-8)
onde os vetores foram ordenados com [ =n—r+1,...,n. A transformacao regular geral
para coordenadas locals que satisfaz (2.8) deixa invariante a Lagrangeana ¢, portanto, a
Lagrangeana projetada pode ser localmente escrita como

L@ (8), (1) = L(* (), (1) (2.9)

8



A dinamica local é dada pelas equacdes livres de Euler-Lagrange obtidas a partir de

L' em termos de 27 apenas, ou de L com as condigoes de contorno (2.8).

2.2 O PROJETOR SIMPLETICO A E AS VARIAVEIS FiSICAS

A passagen) para o espaco e fase nos obriga, em principio, a tomar em conta a estrutura
de geomcetria simplética agora presente, ¢ que deve ser cuidadosamente levada em consid-
eragao. Veremos que esta estrutura define exatamente o tipo de vinculos com o qual é
possivel construir um projetor em analogia com o que foi feito aciima. Antes, entretanto,
vamos estabelecer alguns conceitos fundamentais na formulagio canonica de teorias de
gauge.

No tratamento geral de teorias com Lagrangeano singular {5], revela-se a existéncia de
relagoes envolvendo momenta e coordenadas ao se realizar a transformagio de Legendre.
Estas relagoes sao chamadas de vinculos primdrios da teoria. Condicdes de consisténcia,
ao screm hmpostas sobre estes, ddo origem a outros vinculos, que por isso sio chama-
dos de vinculos secunddrios. Este processo de verificagio de condigbes de consisténcia
e geracao de novos vinculos ¢ conhecido na literatura como algoritmo de Dirac. Findo
este processo obtem-se o conjunto de vinculos ao qual o modelo se sujeita, ndo possuindo
maior relevancia a distincao entre vinculos primdrios ou secundarios. Entretanto, uma
outra distingao, esta sim de cardter fisicamente bastante relevante, tem entdo lugar. Al-
guns vineulos possuem parénteses de Poisson nulos, ao menos fracamente, na terminologia
de Dirac, com todos os outros e com a Hamiltoniana. Servem entio como geradores de
transformacoes candnicas, ¢ sao rotulados de vinculos de primeira-classe. Serdo denotados
por

X (g,p) =0, (2.10)

onde o sinibolo & significa igual sobre a superficie definida pelos vinculos.

Todos os demals sdo chamados vinculos de segunda-classe, e serdo denotados por

o (g, p) = 0. (2.11)



Pela sua definicao, estes vinculos sdo tals que a matriz com elementos

Amn - {(:OTIH(]OTL} (212)

é 1nversivel.

A simmples presenga de vinculos entre as coordenadas do espago de fase induz & possi-
bilidade de expressar algumas destas em termos de um conjunto minimo de coordenadas
independentes, e cste € em esséncia o argumento funtamental que norteia a busca de um
espago de fase reduzido, ou fisico. Naquelas teorias em que os vinculos presentes sio todos
de segunda-classe esta possibilidade, em principio, é plenamente realizdvel, como veremos
adiante. As dificuldades aumentam quando da presenca de vinculos de primeira-classe,
COLIO VETemos a seguir.

A simetria obtida pelas transforinacoes geradas pelos vinculos de primeira-classe é
chamada simetria de gauge, neste contexto. As teorias de campos de gauge sao entao
teorias que contém vinculos de primeira~classe, por defini¢do. Porém, a existéncia desta
simetria Implica na nao-biunivucidade na relagdo entre estados fisicos e pontos do espaco
de fase; ou seja, a um estado fisico estao associados pontos do espago de fase que diferem
por uma. transformacao candnica gerada pelos vinculos de primeira-classe. Para eliminar
csta ambiguidade na descricao do sistema, um conjunto de relagGes deve ser imposto ad
fioe de maneira a tornar o conjunto original de vinculos de primeira-classe em wm novo
conjunto, estendido, agora de segunda-classe. Este procedimento é conhecido na literatura
como gauge firing.

Retorneimnos & questao da construgao do projetor no espaco de fase. A geometria da
superficie de vinculos [1], em se tratando de um espaco de fase, é caracterizada pela ex-
isténcia de uina dois-forma induzida, J¥, heranca do fato de esta superficie estar embebida
em um espago que possul uma dois-forma simplética natural, um tensor antissimétrico
nao-degenerado de rank-2, J# cujas componentes, em um sistema de coordenadas sim-

plético £* sao fornecidas pelos parénteses de Poisson fundamentais:

=", ¢0 (2.13)
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Scja 2V a dimensdo do espago original, ¢ M o nimero de vinculos presentes. Como
desejamos obter um espaco de fase reduzido que contenha apenas a fisica do sistema,
devemos procurar condi¢oes que nos garantam que este espago reduzido possua uma dois-
forma induzida inversivel e uma estrutura de parénteses de Poisson bemn definida. E
relativamente simples mostrar [1] que esta estrutura estard garantida se o conjunto de
vinculos em questido é um conjunto irredutivel e de segunda-classe.

Embora esta seja wina restricao aparentemente forte, na maior parte dos casos de
interesse fisico ela pode ser contornada. A questao envolvida aqui estd relacionada ao
teorema de Darboux, que assegura que, pelo menos localmente, é sempre possivel garantir
a cxisténcia de um conjunto de condigoes de gauge fixing que transforme um conjunto de
vinculos de primeira-classe em outro de segunda-classe.

Desta maneira, supondo um conjunto de vinculos de segunda-classe adequadamente
construido, e levando em consideracio que a estrutura geométrica que sustenta a con-
strugao do projetor no espago de configuracdes e no espago de fase é basicamente a mes-
ma, é facil ver que a extensdo natural do projetor (2.7) para o espago de fase, agora no

continuo, é obtida com a seguinte expresao para o projetor simplético:

Al (x, )

8 8% (2w —y) — T / A% &% gy (p) Ji3 (0, ) duy (0) (2.14)

onde fﬁa(_,,,)gai(p) = (‘%% . e Ji; ¢ a matriz inversa daquela formada pelos Parénteses de

Poisson entre os vinculos, e vem a ser a 2-forma induzida na superficie dos vinculos.

As varidveis projetadas

@) = [ Ay, )€ (y) (2.15)

sdo0, em principio, independentes, livres de vinculos, e possuem regras canonicas de comu-
tagao. Serao, daqui por diante, chamadas de varidveis fisicas.

Por analogia ao que foi discutido acima (2.8 , 2.9) ¢é facil concluir que a Hamilto-
niana projetada deve ser obtida da Hamiltoniana original via H* = H (£*); ou seja, a

Hamiltoniana fisica é obtida da Hamiltoniana original reescrevendo esta em termos das

11



varidveis projetadas. As equacoes de movimento obtidas através do principio variacional

neste espaco reduzido livre de vinculos sao as equacoes de Hamilton-Jacobi usuais:

£ = {&* H"} (2.16)

2.3 Di1scussOES E CONCLUSOES (3FERAIS

Algumas consideragoes nos parecem dignas de notas. Em primeiro lugar, pode-se observar
a semelhanga estrutural entre a expressdo (2.14) e a bem conhecida matriz dos Parénteses

de Dirac fundamentais:

) u 7 (S(;DTH. — 5()07.’.
DMN = (M eNYy o JMN _ pML gKN et AZL Sek (2.17)

Fol proposto originalmente por Dirac utilizar estes parénteses para fazer a passagem aos
comutadores quanticos. Entretanto, existe um sério defeito na estrutura dos parénteses
de Dirac, qual seja, como parénteses estendidos, os comutadores obtidos a partir deles
perdem a estrutura de deltas de Kronecker. Uma maneira de evitar este problema é
manter parénteses com estrutura canonica, reduzindo a andlise do sistema ao subespago
fisico embebido no espago de fase. Este objetivo pode ser alcancado através da construcao
de operadores de projecao sobre a superficie fisica, da maneira que estamos propondo.

E ficil ver que a seguinte relacio entre o projetor geométrico e a matriz algébrica de
Dirac existe:

A=—DJ. (2.18)

Esta relagiao sunples conecta dois objetos que sdo construidos por abordagens completa-
mente independentes.
Uma segunda observacao que podemos fazer refere-se ao trago da matriz do projetor:

considere em {2.14) p=1,..,2N e v =1,.., M; sendo J;;, definido por

(@' @'} = & (2.19)

12



e como, da definigao dos Parénteses de Poisson

dA 0B
A B} =J%— _—
{ ? } J (560! 56”') (220)

podemos reeserever (2.19) como

ot Syt
__ yagp i N v
J o6 i 5en :

Logo,
St . 0yt :
JI = —— =5 =M. 2.22
(550 Jéf"" i ( )
Podemos entdo computar o traco AM em (2.14). Usando que Jjj = 2N ¢ malis o

resultado em (2.22), encontramos que
TrA=2N— M. (2.23)

Nota-se que este coincide com o namero de graus de liberdade do sistema, ou seja, partindo
de um sistema com 2N coordenadas simpléticas sujeitas a 2M vinculos de segunda-classe,
este serd descrito por 2(N— M) coordenadas independentes, auto-vetores com auto-valores
nao-nulos da matriz do projetor.

Um outro resultado que obtivemos recentemente estd relacionado com uma forma
alternativa de escrever e ver a estrutura do MPS. Para isso, escrevamos simplesmente o
projetor como

A== (1+8) (2.24)

[N

Naturalinente, o projetor suplementar, que chamaremos V, pode ser escrito como

V= % (1-5) (2.25)

Qual seria a motivagao para escrever estes projetores nesta forma? Podemos ver
facilmente que os auto-vetores da matriz S sido as varidveis fisicas, £*, com auto-valores

—%
+1, e as varidveis nao-fisicas, £ , com auto-valores —1I:

S = (2A — 1) ¢* = ¢ (2.26)

13



SEf=—(w-1né=—7¢ (2.27)

Isto €, encontrar os auto-vetores da matriz S corresponde a encontrar, explicitamente,
quais sio as varidveis fisicas e quais sio as nao-fisicas! E interessante notar que a condigdo
det S = +1 garante a dimensao par para o espaco fisico!

Realmente, encontrar as varidveis nio-fisicas nao ¢ algo que nsualmente se pretenda.
Mas observamos que quando encontramos o vetor £* através de (2.15) ndo encontramos,
em geral, explicitamente as varidvels fisicas: algumas das componentes deste vetor sio
identicamente nulas, mas algumas séo linearmente dependentes das outras, e enxergar
esta dependéncia pode nfo ser simples em alguns problemas, seja por uma escolha infeliz
de condigoes de gauge fizing, seja pela prépria complexidade do modelo. Entio, pelo
menos nestas situagoes mais complicadas, a matriz S pode ser a mais 1til.

Também vale notar que as observiveis da teoria dependem localmente das coordenadas
£ sobre a superficie dos vinculos. Realmente, como para a Lagrangeana, as condicées de
contorno (2.8)(observada a extensao natural para o espago de fase) devem ser tomadas em
conta ao sc determinar qualquer observavel, o que ultimamente expressa a independéncia
da funcio correspondente nas coordenadas locais normais a superficie fisica.

Finalmente, uma questio central em teorias de campo com simetria de gauge, no
que diz respeito ao método de projetores simpléticos, merece alguns comentdrios. Como
vimos, o MPS toma como ponto de partida um “bom” conjunto de vinculos de segunda
classe. Entretanto, a simetria de gauge em uma teoria de campo implica na existéncia
de vinculos de primeira-classe. Tem-se entdo como central a questio do gauge-fixing.
Uma escolha de condigoes de gauge que “fixe” o gauge de maneira correta, e que nio
gere ambiguidades, como as de Gribov, é uma condi¢do determinante na aplicabilidade
do MPS. Embora existam teorias em que esta escolha nfo possa ser feita globalmente,
sabeimos que localmente esta é sempre possivel. Por outro lado, em todos os casos que
aplicamos o MPS até o momento, como os que serao mostrados adiante, tal escolha foi
possivel sem ambiguidades. Casos em que esta escolka 86 é possivel localmente deverdo

merceer an estudo futuro.
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Capitulo 3

MODELOS ILUSTRATIVOS

Comt o objetivo de ilustrar, cm sistemas simples e didaticos, o MPS, analisarcmos dois

exciplos de teorias nao-relativisticas que vém sendo discutidas na literatura.

3.1 MOoODELO DE CHRIST-LEE

U modelo mecanico muito simples, nao-relativistico, invariante de gauge, foi utilizado
originalmente por N.H. Christ ¢ T.D. Lee[15] para ilustrar consequéncias de diferentes
escolltas de gauge em uma teoria. Desde entdo, este tem sido utilizado por vérios autores,
com proposito de exemplificar diferentes métodos de quantizagao ([16],[17],[18]). Em uma
destas andlises [16] o espago de fase “fisico” foi obtido, embora através de argumentos
infuitivos. Mostramos entio [10] como o mesmo resultado pode ser obtido de maneira
sisteinatica através do MPS.

A Lagrangeana de partida é

1 7.s . . .
L = ) (;L‘ff -+ 'Ei) — (:1;1 Ty —ay :1;1) (3.1)
1 . . Lo
+§'L§ (2 + 23) — V{a? + 22 (3.2)

A Hamiltoniana candnica associada e os respectivos vinculos de segunda-classe ( apés o
gauge-fixing) sao:

1, 1 . :
H = Epf -+ 51)3 + ¥ (:Jrf + .'Eé) (3.3)



w1 = p3=0 (3.4)
o = pr—em =0 (3.5)
w3 = Zy—ex; =0 (3.6)
wy = wx3=10 (3.7)
onde ¢ = tanb/c , e b e ¢ sAo constantes ndo-nulas [16]. Observamos que a contagent

de graus de liberdade j4 nas permite esperar que o espago de fase fisico terd 6 — 4 = 2

dinensoes, o que deverd ser confirmado pelo MPS.

As varidvels siimpléticas podem ser definidas através da correspondéncias

("1"1 v, -'L'S,‘Plang p3) & (6]7 527 ‘53) ‘S’l) 657 EG)

(3.8)

() projetor sunplético assunie, neste caso, a forma simiplificada (2.7), onde a métrica local

(2.5) pode ser facilmente caleulada tendo em conta (3.4-3.7); temos, explicitamente:

0 0 0 -1
0 0 —(1+e4) 0
q9= ]
0 (1+¢?) 0 0
1 0 0 () )
0 0 0 1
N 0 0 (I4+e2) " 0
g4 =
0 —(1+e)" 0 0
-1 0 0 0 )
(‘.
1+ e(l+e)™ 0 0 0
e(T+e)™ e2(1+e2) " 0 0 0
0 0 0 0 0
A= b
0 0 0 (1+eY) e(l+eh)”
0 0 0 e(T+e2) " 2(1+e?)”!
0 Q 0 0 0
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O trago desta matriz nos dd a primeira confirmagio a respeito da contagem dos graus de
liberdade do sistemma: TrA = 2.

Com esta matriz em (2.15) obtemos as varidveis projetadas:

= (+) a1+ (.12
&= el (3.13)
& = 0 (3.14)
& = (1+e) e te(l+ed) g (3.15)
& = e (3.16)
& =0 (3.17)

Voemos entao, explicitamente, que o conjunto de varidveis projetadas possul apenas duas
variaveis iudependentes, &5 e £, que sdo as varidveis fisicas do problema.
Para completar a descricao deste modelo vamos eticontrar as equagoes do rmovimento

neste espago reduzido. A Hamiltonlana (3.3) na forma simplética é
I FER P 2 2 .
H= 5‘54 + 5‘5% + V(& +€3) (3.18)

Apds projetada, temos a Hamiltoniana fisica

1 *2 1 * * * .
H* = &8+ 56"+V( 21632 (3.19)
1 .
= 3 I+e?) &’ +V((1+e) ). (3.20)
Usancdo novas varidveis
e = (1+¢€%) /2 3 (3.21)
p. = 1+ e (3.22)

a Hamiltoniana fisica assume a forma mais familiar

1. .
H = Epf + V{(2?) (3.23)
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As equacoes canonicas do movimento sao entao obtidas através das equagoes de Hamnilton-

Jacobi usuais:

z, = {z., H'} =p. (3.24)
oV
0T,

J'l.}* = {p*JH*} =

Estes resultados concordam com aqueles obtidos em [16] usando um formalismo comple-

tamente independente.

3.2 PARTIiCULA EM UM CAMPO ELETROMAGNETICO

No exemplo anterior o MPS foi aplicado em um modelo com simetria de gauge utilizando
apeuas a abordagem geométrica. A unica referéncia aos métodos usuais de formulacio
candnica de teorias de gauge encontra-se na mancira de analisar a estrutura dos vinculos
presentes no modelo a fim de determinar qual o conjunto minimo de vinculos de segunda-
clagse existente. Entretanto, como visto anteriormente (2.18), é possivel tratar o problema
de forma mals aproximada aos métodos tradicionais, utilizando os parénteses de Dirac
fundamentais conto ponto de partida na construgao dos projetores. Mostraremos agora
uir exemplo simples em que esta abordagem ¢ utilizada.

O seguinte “toy nodel” tem sido utilizado recentemente ([19]. [39]) em discussces a
respetto das propriedades ndo-comutativas de cordas abertas e D-branas na presenga de

wim cainpo B [9]. O ponto de partida ¢ a seguinte Lagrangeana

L= —Z—i}let‘?‘ P —+ R(I)(ﬂf), (326)
C ’

que desereve uma particula em interagdo com wn campo eletro-magnético com potencial
estatico ©(x) e campo magnético constante e intenso B, no limite onde o termo de cnergla
cinética pode ser desprezado ou m — 0. O espago de fase do modelo ¢ 4-dimensional e

suas coordenadas estdo sujeitas a dois vinculos de segunda-classe
el3 :
Wi = P + 2—( Eiy 2! s O, (327)
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0 ¢ue nos leva a uma contagem de 4 — 2 = 2 graus de liberdade.
Os parénteses de Dirac (2.17) das varidveis originais sao os seguintes:

[

ok o - ij
{2", 2'}p B¢ (3.28)
; 1. 5
{z*, pilp = 59 (3.29)
el3
{pi, pitp = e S (3.30)

Vaunos introduzir o vetor simplético € com as seguintes componentes
U og2 o8 pdy — (1 2
(E 76 16 JE ) = (',L ;T :1)1sp2) - (331)

E facil ver gque a matriz D ¢

<~ 0 0 i
D= Bl ZB . (3.32)
-z 0 0 -2
1 el?
0o -1 < q

3 0 0 =5
0 I —<
A= § “B . (3.33)
eld
0 —£ 1 9
B ]
8 0o 1

(Observe-se que o trago desta matriz reproduz a contagem dos graus de liberdade feita
aciina.)

Cont (3.33) encontramos as variaveis projetadas:

£l = ;f]+;3%54 (3.34)
g2 = %fzgeféfa (3.35)
£ = ‘52 % :_%’?5*‘2 (3.36)
o eB £l %f f e (3.37)
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Vemos entao que o espago de fase reduzido é bi-dimensional com as relacdes canénicas
de comutagiao usuais entre £ e £ . A Hamiltoniana expressa em termos destas duas

variavels fisicas pode ser usada como ponto de partida para a quantizacao do sistema.
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Capitulo 4

APLICACOES EM TEORIAS DE CAMPOS

DE GAUGE

Neste capitulo vamos aplicar o método dos projetores simpléticos a teorias de campos.
Teorias de gauge em 2, 3 e 4 dimensoes sdo analisadas com o intuito de testar a aplica-

bilidade do método, assim como ilustrar sua eficdcia.

4.1 FELETRODINAMICA 4-D

Como primeiro exemplo de aplicaciao do MPS em teorias de campo vamos analisar o mod-
elo cldssico da eletrodindmica de Maxwell no gauge de radiacdo, uma vez que a Hamil-
tonlana e termos dos campos fisicos para este modelo é um objeto bastante conhecido
[201.

Como ponto de partida tomaremos a Hamiltoniana canénica
s, J1. o 2 0 - , :
H,= | d°x 5(17 +B) +ayy (v 8 —dey - A—im)y (4.1)
sujeita ao conjunto de vinculos de segunda classe

@1 = Tg (4.2)

wo = 0.7+ e myp (4.3)
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ps = Ag (4.4)

Py = B'A (45)

Estas sao as informagoes bdsicas das quais necessitamos para aplicar o MPS: a métrica

local J;, (. y), ¢ dada pela matriz

0 0 Blr—-y) 0 \
Y 0 0 v
. ) (4.6)
—83(z — y) 0 0 0
0 —V? 0 0 /
€ COLL A Proscrigao
(-’4(1: -kll 3 A’Z: -437 'd); o, Wy, T2, 73, ﬂ‘u') — (fla e )glﬂ) (47)

poclemos calcular, através de (2.14), a matriz do projetor simplético. Uma simples dlgebra

forneee a matriz Az, y)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(4 (z—y)— ()i_.—rj:f - dg{jg — ()‘i.izg 0 0 { 0 0 0
0 —ZH gy EE A% 0 0 0 0 0 0
(i ~EE s ZE 0 00 0 0 0 0
0 —ie gég;,:)fjif —ie %g:r)ej.f —ie %Ez]ag Ple—y) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0o 0 0 0 0 0
jedF 0% Y aal 9ol —iedi &
0 0 0 0 COEW) gy LA AL 0 &)
iedls o5 ey ‘ ouey ary¥ —jedE
00 0 0 MGl MY g, HE 0N kGw
Teerd aw 63} o )i{ . ar 011 —edE 5 (1
00 0 0 ey %Y ~UE ey - B sl
I I 0 0 ()
(4.8)
que ao ser aplicada ao vetor simplético produz as coordenadas fisicas
) = £@)=0 (4.9)
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£ (x) = Al (z),n=2,3,4 (4.10)
(1) = () (4.11)
% (@) = my () (4.12)
£(x) = wl  (z)+ 2ie /ld3y8fnsvgw(y)'f/)(y),m=778,9- {4.13)

Para encontrar a Hamiltoniana projetada reescrevemos a Hamiltoniana vinculada (4.1)

na notagao simplética:

R : 1
Ho= [ PolGE+E+ )+ S (eapnsty)’

+107° [y - 8 — de(née + by + &) — imlés), (4.14)

com «, {3,y = 2, 3,4. A Hamiltoniana fisica é entfo:

2
TEA [y - D de(mE + 1abs + E) — imE ) (4.15)

* o 1 * * * ! *
o= /d%{g( PrET D+ _(Eaﬁvaﬁév)Q

Retornando a notacao do espaco de fase original, através de (4.9-4.13), temos finalmente:

HY = / d?’m% (Trﬂ + Bg) + Tﬁp’}'o ('y O —iey - A+ — rm) P

1

mﬂw(y)l/ﬂ(y) : (4.16)

et f
tor [ dsdy mi@)vio)

que é a forma familiar da Hamiltoniana de Fermi.

E interessante notar que, conforme ohservamos ao final do capftulo anterior, embora
o trago da matriz do projetor forneca a dimensao exata do espago fisico, as varidveis
projetadas, neste caso, nao sao exatamente aquelas que representam este espaco, sendo
necessario escolher uma determinada direcdo de propagacédo a posteriori. Neste contexto,
talvez fosse interessante pesquisar os auto-vetores da matriz S, ou, ainda, fazer uma
escolha de gauge mais adequade. Como nosso intuito aqui é a comparacéiio com resultados

ja estabelecidos, nos damos por satisfeitos com esta ilustracgao.
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4.2 MODELO BOSONIZADO DE SCHWINGER 2-D

Como ilustracao do MPS no caso de uma teoria de gauge bi-dimensional, analisaremos
um modelo, proposto por Schwinger ([21],{22]), dado pela densidade Lagrangiana

1
‘C = 1!’ ’Y'u(iap. - eA,u)d) - ZEWFMV- (417)

Usando o diciondrio de bosoniza¢ao de Kogut e Susskind [23],

@ ‘7) YO = (anﬁi’) (0"¢) (4.18)

Y

P = ﬁs””&,qﬁ, (4.19)

obtemos a versao bosonizada deste modelo como:

!

1
L =3 e O+ e 9,04, — 1

F, . (4.20)

Aplicaremos o método dos projetores simpléticos nesta teoria bosonizada.

Os momenta canonicos obtidos a partir de (4.20) sao:

T = FID = ale — 8[]141 (422)
T :80(}5‘!‘6}11. (423)

A Hamiltoniana primaria é:
i | ‘
H = / dx ﬂz— {Trf -+ ﬁé + (¢)* — GZA%} + empdy + Ao (O + edy @) -+ Mg (4.24)
onde A ¢ win campo multiplicador de Lagrange.
Impondo condigoes de consisténcia sobre o vinculo primério (4.21), obtemos apenas o

vinculo secundario

317?1 4 681(}5 =2 (), (425)

A estes vinculos de primeira-classe adicionamos as condigtes de “Gauge de Coulomb”,

de [orma a termos o seguinte conjunto de vinculos de segunda-classe na teoria:

pr=my =10 (4.26}
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g = +edg=0 (4.27)
g =014 = 0. (4.29)

Com este conjunto construimos a matriz g;; (z,v) = {wi(x), ¢;(¥)}

0 0 —d(z — y) 0
0 0 0 —25(x -y
g = l ) , (4.30)
Sz — y) 0 0 0
0 #8(x — y) 0 0
tendo como mversa
0 0 0 L
gt = % (4.31)
—d{x—y) O 0
0 —d—g 0 0

()s elementos de matriz do projetor, A% (z,y), podem entao ser calculados a partir da

defini¢do geral (2.14). Usando a prescricio
(AﬂuAlnqS:ﬁO)Wl)ﬂ(/J) — (513"'1&-6)) (432)

encontramos a matriz A na seguinte forma:

0 0 0 0 0 0 \
0 sz—y+%LE 0 0 0 0
0 0 oz —y) O 0 0

Alr,y) = ( ) (4.33)
0 0 0 0 0 0

pray ar gy
0 0 et 0 dz-y)+HE 0
a7 oy .
0 € 0 0 0 Sz — )
Agsim, as coordenadas projetadas sio:
£(z) = 0 (4.34)
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&lz) = 0 (4.35)

&) = ¢(2) (4.36)
&i(x) = 0 (4.37)
&(2) = —ep(z) (4.38)
& (z) = —ed (@) +w, () (4.39)

Vemos dal que o espago fisico em questao possui apenas duas coordenadas, £ e £, uma
vez que £ = —ef].

A Hamiltoniana vinculada, escrita na notacgao simplética, é:

H = | / s {é [65 + &5 + (016)° — €265] + eolo + §1(D1&s + eBr&y) + /\§4} . (4.40)
A Hamiltoniana projetada é entao:
H = /dg:% (62 + 657+ (383)7] - (4.41)
Das relacoes (4.34-4.39) notamos que

& = —e&y, (4.42)

0 que significa que esta nao é uma variavel independente. Desta forma, a expressao
(4.41) se torna:

H = / dm%[&g? 402+ (Bug), (4.43)
onde escrevemos (¢,p) no lugar de (£3,£¢). Notamos que p = 4 (z) — eA; (z). Este
correspoude ao novo campo introduzido ad hoc em [24]. Desta Hamiltoniana podemos
ver que:

¢={g,H} =p
c
i=p=e’q+ 88,
ou geja,
(O+e*)¢=0. (4.44)

Portanto, ¢ ¢ um campo massivo livre com massa igual a e.
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4.3 CHERN-SIMONS-MAXWELL SEM MATERIA

Neste exemplo iremos derivar a Hamiltoniana fisica e as equagdes de movimento para o
modeto 3D de Chern-Siimons-Maxell sem a presenca de campos de matéria. Usaremos as
condigoes de gauge de Coulomb a fim de construir um conjunto de vinculos de segunda-
classe. A expressao da Hamiltoniana fisica estd muito préoxima de uma outra obtida
em um trabalho recente[25] onde o procedimento de quantisacio via parénteses d¢ Dirac
(DBQP) foi aplicado.
Tomaremos como ponto de partida a densidade Lagrangeana
1

L= — ZF#U PRy 4 ?ngn'ﬁ’)- A.u aﬁ .Ary, (445)

owle a métrica (—1,1,1) é adotada.

A Hamiltoniana generalizada tem a seguinte fortna candnica:

&=

H = /dz:t: |:%W'7T?+§(E” 0%143')2—%—2-?;1,2/1]‘/1*‘+?7LE”A‘7T~' , (4.46)

com as relagoes de vinculos de segunda-classe:

¢ = 7% =0, (4.47)
¢ = O'ri+meal A =, (4.18)
¢ = A =0, (4.49)
¢ = 0'AT=0. (4.50)

Para estabelecer nma estrutura simplética, vamos renomear as varidveis de camipo de

acordo comn a seguinte correspondéncia:

(AU: Al: AL}: ﬂ.D: WI? ﬂ-2) A (511 527 533 643 66? Eﬁ) . (451)
Os vinculos ¢ definem  a métrica local, Jij;,  que é a inversa dc
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T (o) = {0 (2}, ¢4 (y)}, e formalmente se escreve como abaixo:

/ 0 0
i 0 0
-8 (z —y) 0

0 — V2

§2 (z—y) O
0 v
0 0
0 0

Apés aplicar (2.14), encontramos para a matriz do projetor:

Obter

Assln;

0 0
& (v —y) — 323;’ _ %o
—Uézf & (x—y) — 8%23
0 0
0 —-md?(x —~y)
ma? (e —y) 0

0 0

0 0

0 0

0 0

U
0 ke Sk




E% (x) =7y (z) + mAT (2). {4.59)

Por um lado, nossa Hamiltoniana vinculada original, escrita em coordenadas sim-

pléticas, toma a forma

e [ a5 (el +5 e -0 + g (4D 1nlate-at)|;
(4.60)

por outro lado,a Hamiltoniana projetada fica::

= /zz B (5§2+552)+—§-(8153 Da3)° +§m (6" +&7) +m (66 - &¢ J]
(4.61)

Voltando a notagao original do espago de fase, com ajuda das equagbes (4.54-4.59), final-

mente concluimos que a Hamiltoniana projetada toma a forma malis familiar abaixo:

" = /11 B (it v AP A AN 1 (90,41 4 2m (4l w) — Afw))
| (4.62)
BEsta é a Hamiltoniana de Chern-Simons-Maxwell escrita em termos das assim chamadas
expressoes transversas, que concorda com os resultados encontrados em [25] , embora a
partir de wna linha diferente de argumentos.

Achainos interessante enfatizar, neste estagio, qual fol nossa verdadeira motivacao ao
realizar este trabalho: aplicar e checar o MPS, uma vez em que este é aplicado em um
modelo massivo invariante de gauge em 3D. A concordincia com os resultados em [25]
confirmava a plausibilidade do método, que ja havia sido checado de forma positiva para
modelos cm 4 e 2 dimensoes.

Gostariamos ainda de fazer uma importante observacio a respeito deste resultado: a

Hamiltoniana fisica é aquela dada por (4.61), uma vez que as varidveis fisicas, aquelas
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respeitando parenteses de Poisson candnicos, sao as £%'s, e nao as familiares variaveis de
campos transversos. A inica razao para escrever H* como em (4.62) foi a de cstabelecer
uma poute entre nossa abordagem e a terminologia usual.

Voltando as equacoes de movimento e utilizando a Harniltoniana fisica no contexto

das equacoes de Harmtlton-Jacob, encontramos:

& = —2mPly+ %D — 0L - 2mE, (4.63)
& = amPEl 006 - 0,0,65 - 2mEs, (1.64)
& = —2mPEi+3hE -0 +m [2m” - VY &, (4.65)
& = —2mE 40008 —d0E —m [2m? -V & (4.66)

Aparentemnente, estas equagdes podem parecer bastante cstranhas; mas, sc voltamos a
notagdo familiar, por meio da correspondéncia entre os A’s, m's e £'s (4.54-4.59) podemos

colocd-tas na formas:

(D+4m?) Al = —2muy, (4.67)
(O+4m*) Ay = 2mny, {4.68)
Ox; = 0, (4.69)
Ox: = 0, (4.70)

que resultam em assegurar que

O(0+4m?) A =0, (i=12). (4.71)

T

Esta equacio garante que a exeitagio fisica é um vetor transverso massivo (p? = 4m.?). O
quantmn sem massa (pP= 0) é espdrio: ndo possui papel na dindmica ¢ nio corresponde
a neulunn modo fisico. Realinente, ac acoplar o propagador do campo A, a wina corrente
exlerna conservada, a amplitude corrente-corrente ¢ tal que a parte imagindria de seu
residuo, tomada no polo p? = 0, se anula, o que confirma que o 1ltimo nao corresponde a

nendiema excitacao fisica. Por outro lado, o polo ndo-trivial p* = 4m? produz um residuo
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positivo-clefinido, que reforga seu cardcter fisico como o tinico grau de liberdade carregado
pelo campo A,

Esta analise pode ainda ser feita, de forma mals transparente, se escolhermos, sem
perda de generalidade, uma determinada diregdo de propagacio ( p. ex. k= (k,0)):
neste caso, as cquagoes (4.54-4.59) revelam explicitamente a existéncia de apenas <luas
varidveis independentes ( uma vez que £** = 0 e £%* = —mf3*), como j4 se esperaria a
partir da contagem de graus de liberdade, ou mesmo, do traco da matriz do projetor. O

unico cainpo sobrevivente teria como equagdo de movimento, simplesmente,

(O+4m?) 45 =0. (4.72)

4.4 MODELO ABELIANO DE CHERN-SIMONS ESTENDIDO

Dando continuidade as investigagbes em teorias 3D, analisaremos agora o modelo 4D
de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond ([26],(27]) quando submetido ao processo de reducio
dimeunsional. Obtém-se assim um modelo extendido de gauge, Abeliano, com wn termo
de Chern-Simons acoplando um par de potenciais de gauge ([28],[29]). A existéncia de um
campo com sirmetria de gauge nao-usual nos leva, como veremos, a um particular conjunto
de gauge-fixing, revelando, por fim, a auséncia de conteudo fisico para este campo[14].

Nosso ponto de partida é a densidade Lagrangeana

1 1 1 1
L = _ZF#UFW - ZG’““GW + 58“(,08,5,0 + 58”2“8”2,, —m (0" Z,) v
+me"?B,0,A,, (4.73)
con
FH = gt 47 - 9" A*, (4.74)
G" = o"BY — 9" B*, (4.75)

e a métrica " = (4, —, —). Calculando os momenta canonicamente conjugados, temos

5L
= — = W el 4.76
§ (9 A,) g (4.76)
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que implicam em

7’ = 0
P —F% LYk g,
Também,
0L
Ptz _——— _ = _G%
6(803;»)
ou
P = 0,
o= G%
Para o campo escalar,
oL
= = Jytp.
i 5(3090) ad
Finalmente,
iy
e — (. aﬁZ u0
™= Sz, et )
ol

7% = (+8°Z5 — mep)

7 = 0.

Podemos entdo escrever a Hamiltoniana candnica da teoria:

H(; 71_#8[]14#, + P”(")UB#

r, 1 1.
57@‘?—!— §P%-2+—7T2

29’

4
+my (e + 6:7;) .

A Hamiltomana primaria é entao

1 1 . 1 1 .
Jr—Finj —+ m.EgikTTin -+ _szkBk + ZGijGij =+ 5 (&;cp)z +

-+ ’.TT’H'aOZH + ’.Tf(pa{)(,D —- L
1

+ §’fo)2 + Ag (Oim;) + By (0, P — ey 0,A;) +

1

5 5’”@2902

Hp = He +vichy,
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(4.78)
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(4.80)

(4.81)

(4.86)
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onde os vinculos prunarios sao

ba

Ty ~=

== ()

(4.88)

Como se pode notar imediatantente, ¢3 e ¢4 s40 a primeira evidéncia do caracter nao

usual dos Z,’s a ser posto a tona no conjunto de vinculos. As condigbes de consisténcia

impostas sobre este conjunto fornecem os vinculos secundarios:

3,;7& 22 0
QPt — ’H’LS(].,;jai:‘lj ~ 0

mo— S {1)

(4.89)

para uita fungdo arbitrdria f(¢). Estes sdo todos vinculos de primcira-classe; as condigdes

de gange-fixing sao escolhidas de modo que

onde impomos o gauge-fixing de “Coulomb”

(4.90)

sobre Z, em estreita analogia com o procedi-

mento usual como aplicado sobre 4, (e B,). Como resultado liquido, a coleio de vinculos

relacionada a Z, jd indicam que suas varidvels de espago de fase devam ser exclufdas do

subconjunto dinamtico.
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Vanios agora construir a matriz com elementos g;;{x, y) = {€4(z),Q;(y)}. Adotando

a notagio convencional & = 6% (z — y), temos que g(z,y) é dada por

0
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0

0
0
()
0
()
0
0

0

0
0
0

0
0

0

0
0
0

o o o

o B o B s S e
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0
0

o o o o o o

o S o

0
0
0
—oraYs
0

0

o oo o o oo 2

0
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cuja inversa, ¢~ '(x,y), ¢ dada por

0 0 00 0 0 0 46 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 () 0 0
0 0 00 0 0 0 0 =0 0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 0 0 0 -0 0 0 0
0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 +Vv? 0 0
0 0 00 () 0 0 0 0 0 0 0 +V72 0
0 0 00 0 () 0 0 0 0 0 () 0 i)
-5 0 00 0 0 g 0 0 0 ) 0 0 0
0 —o 0 0 0 () o 0 0 0 0 () 0 0
0 0 4 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 y 0 0
0 0 00 =V 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 00 0 -V 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 00 0 0 -4 0 0 0 () 0 0

(4.92)
Vamos ctiquetar os campos ¢ seus correspondentes momenta como segue:
(A9, 4% A% @, B B' B*, 20, 21, 2% my, ™1, ita, w0, Pa, Pry Pa, mh, 7, sz) =
(6180838085665 67, &s G0y €205 11 €125 €135 €145 €15, €1, €17, &8, S, Sou) -

Temos assim todos os ingredientes para calcular a matriz do projetor stmplético (2.14); a
fim de evitar o trato de expressies extensas e cansativas... varnos expressar diretamente

as coordenadas projetadas obtidas via (2.15) aquelas nho-mulas sdo:

& (x) = A (v) (4.93)
& (z) = A (2) (4.94)
() = p(2) (4.95)
£ () = B () (4.96)
£ (2) = B (2) (4.97)
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) = af(z)+ m/ A y0e, V2 (0,9) [0y, Br (y) + 9, By (3)]

- 7 (@) (4.99)
e (z) = m, (1) (4.100)

9y = Py +mdy, | Py, y) (0, A2 (y) — 0, A1 ()]

= P {z)+md,, /dgyvg'2 {x,y) [VXAL]U (4.101)
Ty = Pl {xn) + mdy [ d*yV 2 (2, y) [By, As () — 0,, A (9)]
— PQL () + md,, deV‘Q {x.y) [VXAJ‘} v (4.102)

A Hamiltoniana candnica reduzida € obtida da Hamiltoniana priméria tomando em

conta os vinculos ¢ condigoes de gauge-fixing, vistos agora como igualdades fortes. Obte-

11300

He

1. 1. 1. 1 . 1 1 .
= 57{5 + ERZ + 57?39 + ETT(’JZ + :lﬂjFij + e B + g?nszBk +
1 1 5 1 .
+1Gi‘jGij + 5 (8,(,0)2 + 5?712(,02 + TTE) (m(,ﬁ) , (41(]3)

o1, em notacho simplética,

‘ 1, . . 1, . . 1. 1. 1 U
Ho = 56+ ) + 5 (€6 + &) + 5554 + 55123 + 5 (&) + 3 (0262)" +
. 1. . 1 g 1 ;
— (&) (Baba) — mn(£12&7 — &1386) + 5’”12 (63 +&) + 3 (&) + 5 (3a6)” +
L, 2 1 2 L5 ‘N
— (0167} (0266) + - (D1€a)" + 5 (Dala)” + 578G + Cis (mda) - (4.104)
2 2 2
A densidade Hamiltoniana fisica é obtida reescrevendo a expressao aciina em termos das

varidvets projetadas:

H:k

* * 1 * 1 *Y: 1 *Y
(618 +&57) + 580 + 5 (&) + 5 (0:6)° +

B | =

1 ,
€2+ +

>
) L 1 . g 1 .
- (018 (0:83) (€0 - 68 + 3 (67 +E) + ) (B +
1 ‘ 1 3 ] 1 ., .
3 (B6) — () () + 5 (&) + 5 (06" + omPE . (4.209)
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Finalimente. as equagoes de movimento sao obtidads diretamente das equacoes de
Hainilton-Jacobi através dos parénteses de Poisson entre as varidveis projetadas e a Hamil-

toutana [ d%y H*(y). Assim procedendo obtemos:

£, (x) = fd?y {61(@), 7 (y)} = €14(2) ; (4.106)
esta fornece
S =6y = / Py {&L H ()} = —m*E + V€, (4.107)
o
(O+m)E =0. (4.108)

Analogamente, obtemos

Ez = D& — 01005 — m&y;
£, = 010\& — 010285 + mbiy
éffs = *""”25(: + 8232&? - alagf; - mffS

& = i+ 00,6 — DLy + k. (4.109)

Agora, as equacoes (4.109) podem ser reexpressas numa foria bem mals simples se escol-
Liemos, sein perda de generalidade, o momentum apontando segundo o cixo x (k = (k,0)),
selecionando as componentes (4s, By) como aquelas transversasPode-se notar facilmente
ue tal escollia acarreta no cancelamento das varidveis £, £ e &7, e converte as varidvels

Erp ¢ & enu

£l = *mf; )

ff? = P2L-

() conjunto de varidveis independentes seria especificado, correspondentemente, pelos

pares (£5.€74), (&5, &) e (&5,&57). As equagdes de movimento resultantes seriam entao:

Og = —me,
0 = —m*e,
0& = —m2. (4.110)
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Temos entdo a presenga de um campo cscalar massivo, £f,¢ dois campos vetorias
trasversos massivos, £ e &7, de acordo com o que seria esperado da contagem de graus
de liberdade tendo em conta a Lagrangeana 3D (4.73) e os vinculos de segunda classe pre-
sentes. Tal resultado € também compativel com a alocacdo natural de graus de liberdade
fisicos que podem ser inferidos do modelo original 4D. Além disso, o fato de que os dois
vetores introduzem no setor fisico contribuicOes transversas massivas equivalentes sugere a
possibilidade de se realizar o mapeamento consistente em urn novo modelo, procedimento
este que pode ser implementado através da identificagao de ambos os campos vetoriais (e

parceiros. num contexto supersimétrico), como proposto em [28].
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Capitulo 5

CORDAS BOSONICAS NA PRESENCA DE

UM CAMPO DE KALB-RAMOND

Vainos por fim analisar uma teoria em espaco-tempo d-dimensional, considerando um
mocelo de cordas bosonicas abertas com extremidades ligadas a D-branas sujeitas a um
potencial de gauge A (X') com field-strength constante Fj;, métrica constante g;; e um
campo de I{alb-Ramond constante B;; (X). A andlise Hamiltoniana de tais modelos tem
sido feita em diversas variantes da abordagem de Dirac ([30]-[40]).Vamos construir o pro-
Jetor simplético através dos elementos da matriz de Dirac (2.18), encontrar as coordenacas
nao-vinculadas das cordas abertas e a Hamiltoniana que governa sua dindinica. Veremos
que se escolliermos as varidaveis dependentes como aquelas (ue correspondem as duas ex-
tremidades das cordas, entao a corda aberta é equivalente a um sistema com coordenadas
ciclicas[9].
A acao do sistema ¢ dada pela seguinte relacéo:

1 L _ | |
S = 1 f / dzg [aaXtaaXi + QW(IIB,,;jE(LbO(H rtaj,)(—'?]
ame

+/d05(cr—7r)Ai30/i /daé(J)Aia,,Xi, (5.1)

b

onde ¢* = (7,0) sio as coordenadas “folha do nmunde” e €* é o siimbolo anti-simétrico

emn duas dimensoes a,b = 0,1. Escolhemos por conveniéneia trabalhar em um espaco-
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tempo Buclidiano d-dimensional e os “target-space indices” sdo 7,7 = 1,2,....d, onde d
€ par e para corda critica d = 26. Uma vez que o campo de gauge é constante, pode-se
convenicntemente fazé-lo nulo Fi; = 0. Variando a agio {5.1) com respeito aos campos

obtemos as equacoes de movimento
8,0°X* = 0, (5.2)
que valem se, e apenas se, as condi¢oes de contorno mixtas de Dirichlet ¢ Neumann valem
G300 X7 + 210/ Bi; 0y XV | gmo . = 0. (5.3)

As condigoes de contorno (5.3) representam relagdes entre os momenta da corda. No
processo de quantizagdo usnal, estas condigdes devem ser impostas no espago de Hilbert
da teoria. Entretanto, existe uma abordagem alternativa para quantizar o sistema, na
qual as condigoes de contorno sao tratadas como vinculos algébricos ({32]-[35]).Para isto,
deve-se primetramente discretizar a corda dividindo a extensao do parametro o por € > 0.

A coordenada X*(o) paras = 1,2,...,d é equivalente ao seguinte conjunto discreto Xt

ondea =1,2,..., mee=n/m. E facil ver que a Lagrangeana discretizada tem a seguinte
forma

) n—1 i N2 1 i ive ! b J 7

L= () 'Y e (Xa) = (Xop = X0 + 400 By X, (XD~ X3) |, (54)

enguanto que as condigdes de contorno (5.3) em o = 0 se tornam

%9 (x§ - x{) + 2ra/ By X)= 5

. (X2 - X mo' By Xy = 0. (5.5)
Similarmente, um conjunto idéntico de condic¢oes de contorno discretizadas é obtido em
o =7 com {1,2} em (5.3) substituido por {m,m — 1}.

Devido a discretizacao, as condigdes de contorno sao equivalentes a vinculos algébricos

sobre as extremidades da corda e sobre seus primeiros vizinhos, enguanto que as varidveis
do centro sdo desvinculadas ([32] e [39]). Se passamos as varidvels canonicamente conju-

gadas X! e [, podemos checar facilmente que os v’nculos, que toma a seguinte forma,
]' 1 ! i 'd ] -4
Uy = — ]:(271*(]")23231313 e (27‘[’0’ )2 Biijk (ng-_ - —Xlk) + Q‘U (X% — Af)] ~ O, (56)
€

40



sao de segunda classe. Existe um segundo conjunto de vinculos ~; na outra extrerni-
dade da corda, os quais podem ser obtidos de (5.6) apenas trocando as correspondentes
coordenadas e momenta. Na andlise subsequente, podemos climinar o parimetro ¢.

De forma a construir o projetor sobre a superficie dos vinculos vamos organizar as
varidveis matricials X7 ¢ P, em um vetor coluna por ZM. E ficil perceber que a corre-

spondéncia entre os indices {i,a} ¢ {M} é dada pela seguinte relacio:

M=p+a)+m—-1(p-1)—1, (5.7)
onde jo = i,d+i ez =1,2,...,d I util também manter a guarda sobre as coorde-

nadas candnicas e seus momenta conjugados nesta notagio. De (5.7) pode-se ver que a

correspondéncia entre os dois conjuntos de varidveis é
e mi— L)+
‘XQ) Poi = 2 -4 3 Zm(dJrifl)Jr(t (58)

Em seguida, vamos explicitar as variavels candnicas em varidveis de extrernos e varidveis
de centro, respectivamente, explicitando o indice a como segue: « = 1,2, n,m — 1,m,
onde n = 3,4,...,m — 2. I imediato computar os parénteses de Dirac para o sistema
discretizado ( veja, por exemplo,[39]). A inversa da matriz dos vinculos ¢ dada pela
seguinte relacao:

e? 1 1 1 Y
2 (2mat)® | (g + 2ma/ BB) B (¢ — 2w’ BB)

(c™)" = (5.9)

Com isto, podemos escrever a matriz A usando a férmula (2.18) com as varidvets
(5.8). Para escrever seus elementos nao-nulos observamos de (5.7) que o indice M pode
ser deterinado por i, e e d—+1, cx. F também importante observar que a matriz do projetor
consiste em quatro blocos de acordo com o tipo de coordenadas Z’s sobre as uais cle atua
e mapeta . i.c., coordenadas tipo-X e tipo-P, respectivamente. As componentes nao-nulas

do primeiro bloco da matriz A sdo os seguintes:

o4 i(1) ___ 1) a2 ailm—1y i(rm) _ ifm) i

G0 = 2y = Ay = Mgy = 20y = 200, = 0

4 t(n) _ i =

\ j(n’) — (Snn’ 5:’. (-J. 1[))
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Note que o indice « nao é um indice covariante, ¢ portanto sua posicio relativa é
irrelevante. Ele apenas marca as diferentes coordenadas discretas de centro ou das ex-
tremidades da corda. O bloco (5.10) mapeia coordenadas de posicio em coordenadas
de posi¢ao. Da mesma maneira podemos escrever os elementos nio-nulos para 0s outros

blocos:

: ” i _ 1 . 1 1 i
At(l) di(l) _Az(m) d+iim) . * Il )2 B 11
2( mal) {g+2ra/B) (9 — 27c/B) ) (5.11)

para o bloco que mapeia F's em X's,

Aty 5y = —Aavi) 5@ = Aari@) 50y = Mari) 520 = —Ndrigm=1) jim—1)

= —Aaritm-1) jmy = Ndrifm) jom—-1) = —Nasitm) jm)

- 5(2%@)—2— ((g + 2mc’ B) % (g — 27705’8)) , (5.12)

ij

para o bloco que mapeia X's em P's e

oA ) g @RI g dwi@) y dwilnel) _ gy dbilmel) o dekilm) _ 5,

d+i(1) - d+i(1) d+i(2) T frdda{m—1) d+i(m) d+i(m)
d+j(n') i
Mooy = Onwd; (5.13)

para o bloco que mapeia F’s em P’s. Os elementos do projetor sdo matrizes com elementos
indexados por 4, 7. Nés escolhemos trabalhar com a estrutura canénica dos indices, i.e.
(X, P;). Entio é importante que a matriz A mantenha esta estrutura através da projecao.
De outra forma teriamos que incluir nela a métrica g;; para abaixar ou levantar indices.
Isto mudaria ligeiramente a forma da matriz de Dirac. Estas complicages sdo evitadas
pela coustrugio acima e a matriz A dada em (5.10-5.13) é consistente com a covaridncia
do espaco de fase.

Ao atuar com a matriz A sobre as coordenadas do espaco de fase chegamos s varidveis
projetadas sobre a superficie de vinculos. De (5.10-5.13) obtemos as seguintes coordenadas

projetadas:
Z*'rn(i—l)—f-l — lzm(ikl)+l+lzm(i-—l)+2
2 2
1, 7 Nij
+§T (C'BA ) 7 (i —1)+1
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Zﬂrm(ifl)JrQ _ Zm(i—1)+2

Z*rn(i—1)+71 — Zm(’.';*l)‘lﬂ"l.
Z*'m,(’i—l)-i—('m—l) — Zm(ifl)+(m—1)
Zmn(z'—l)er — EZTn(ikl)qu_J_lzm(zFl)—{-(m—l)
2 2
1. _ N
—-2-T 2 (C 'BA l) ’ Zm(d+'}'—1)+m
1 1 .
Z* il = _2_Z (dtim1)41 _§T2 (CB LA) gm(j-i)+2
L (cB™tA)  zmi-l+!
2 i

1_. .
:;1((£+i71)+‘2 = Z“rn((l+i—1)+2 4 §T2 (CBflA)ij ZTH{J—1)+2

1 ; .1
+§T2 (CBilA)“ ZT”(J_U_’_l ~+- §Z"rn,(d+ifl)+l

* —_ .
Zm(d+i~1)+n - Zm(d+zfl)+n

- - mij— Ty —
Z*(d+v D+m—1 — Zm(d+i—1‘)+m—1__T2 (CB ]‘A)ijZ Ot

™

+;T2 (CB~ IA) Zma-htm ;Zm((t+i—1)+m
Zyldrictyrm = —%Zm(d—i-i—l)ﬂnl (C¢B™tA), Zmam i
+3 T (CB™'A), Zmitm, (5.14)
onde usamos as seguintes notagoes abreviadas
Ay = (g —2ma'B)y;
By = By,
Cy = (94 2na’'B)y (5.15)

e T = (2wa/) 1. Note que nem todas as varidvets em (5.14) sdo independentes. En-
tretanto, as relacdes entre elas sao lineares. Podemos ver que existermn duas varidveis
dependentes sobre a superficie de vinculos. Usando a simetria com respeito a troca das
extremidades da corda encontra-se facilmente esta relacio. Podemos escolher as coorde-
nadas nas extremidades como variaveis dependentes e obtemos as seguintes relacoes para

estas em termodas coordenadas independentes:
Zrmim il = 72 (C_IBAil)ij :n(dﬂel)ﬂ + Zrmim e (5.16)
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Z*:m,(i—l)-f—m — _T—Q (C—]BAfl)'n‘:j Z;L(d+i_])+.m, + Z*'ﬁl(i—l)%f’m,—l' (517)

Das relagoes actma, vemos que o sistema é equivalente a um ststema com 2d(m —
1} varidvers independentes gque parametrizam localmente a superficie de vinculos, o que
corresponde ao numero correto de graus de liberdade para 2dm vartdveis totais e 2d
vinculos de segunda classe originais. Estas varidveis comutam entre si em concordincia
com o yesultado obtido em [40], mas nesta descrigio o sistema ¢ ciclico nas coordenadas
das extreniidades, o que 1mplica em que os correspondentes momenta sao conscrvados., A
Hamiltoniana deste sistema tem a seguinte expressao
1 m—2 )
H = dra'e Z [(zﬁ(‘f’)z (Z:;-L(d+f—1)+n — By (Zm{jimm+l - Z*m('j‘_lpﬂl))z +
=
+ (Zﬂn{j—l)-‘r—n+l _ Z*rrt(j—l)+11)2] +
A3
+~l(n o)

=

.. 2
. [(C_IBA_l) :L((ijl)ﬂ] +

o 1 1 A1ydd 2
+ |:Z;1(d+il)+l+WBij (C BA ) Cmidii-141| T

oy’ [

B TR 2 d(wa')?
{(C 'BA I)JZm(dJrj—-l]er] -

£

m

& 2 — A — -' ok 2 .
A‘m(d+ifl)+mul + B’-'?j ((QWCBI) (C lBA 1) jém(d«kjfl)qtm)] : (518)

£

Observamos que as coordenadas dos extremos da corda nao aparecem em (5.18). En-
tretanto, os correspondentes momenta aparecem nos nltimos quatro termos. BEsta Hamil-
tontana estd escrita em termos das varidveis independentes, e representa, portanto, o

funeional natural para a quantizagao.
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS E

PERSPECTIVAS FUTURAS

E intcressante notar, primeiramente, que todo o progresso obtido nos dltimos anos para o
problema da formulacao candnica de teorias sujeitas a vinculos tenha sido no sentido de
aurnentar o espago de fase original, mediante a introdugdo de varidveis extras e de uma
sitnetria mais poderosa (BRSTY), ao invés de, ao contrério, reduzir o ntimero de varidveis,
climinando aquelas espiirias através das fungdes arbitrarias introduzidas pelas simetrias
de gauge [1].

() método dos projetores simpléticos tem como objetivo central a identificacao do es-
paco de fase reduzido, ou fisico. A geometria simplética determina que o conjunto de
vinculos que possibilita tal identificagdo seja wm conjunto minimo de vinculos indepen-
dentes de segunda-classe. Tal restri¢ao torna necessaria a solugdo do problema do gaunge-
fixing nacuelas teorias em que existe a simetria de gauge. Sempre que tal questdo pode
ser contornada ( como nos exemplos aqui tratados), a construgéo do projetor simplético &
formalmente assegurada. O vetor simplético, £, uma vez projetado, tem algumas de suas
componentes identicamente nulas, enquanto que outras sao linearmente dependentes de
um niamero minimo de coordenadas independentes, que é o ndamero de graus de liberdade

presentes. Esta identificacao das coordenadas linearmente independentes depende forte-



mente da escolha das condigoes de gauge-fixing. Como discutido ao final do Capitulo 2, o
algumas situagoces ¢ possivel que seja necessdria a investigacio dos auto-vetores da matriz
5 associada ao projetor A, no lugar do projetor propriamente dito. Nio encontramos, até
0 uomento, nma situagao em que tal fato ocorresse, tendo sendo sempre possivel identi-
ficar quats as coordenadlas independentes de forma trivial. Entretanto, consideramos que
este deva ser wm ponto a ser melhor explorado em uma analise futura;talvez, mesmo sem
principios gerais ou consideragoes formais, fosse oportuno cncontrar exemplos de sistemas
peculiares onde a simetria de gauge pedisse que fossem explicitamente calculados os auto-
vetores de que se falow acima. Este pode ser o caso de teorias que descrevam spins mais
altos e interagdo, como nos nwodelos de supersimetria local estendida (N=2,4,8.).

A relacao (2.18), conectando o projetor simplético & matriz dos parénteses de Dirac,
tatmbém deve merecer, 4 nosso ver, uma investigacdo que fornega mais clareza a respeito
desta conexio.

Por fimn, entre alguns problemas aos quais desejamos aplicar o método dos projetores,
podemos citar uma extensiao daquele tratado no Capitulo 5, em que uma corda aberta
comn extremidades ligadas a D-branas foi tratada [9): pretendemmos considerar agora a
situagao maits interessante em que uma membrana aberta tein extremidades ligadas a
outras D-hranas. Além de servir como mals min teste da aplicabilidade do método a
objetos extensos, o tratamento de problemas como este pode também contribuir para
o eselarecimento de questdes de interesse bastante atuats. TFeliziente, é bastante rico o
wiverso de problemas ent que o método presente pode ser utilizado comn chances de trazer

informagoes 1teis em suas juvestigagoes.
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