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Resumo

Na primeira parte desta tese nds mostramos que teorias de calibre tridimensionais do tipo Yang-
Mills, na presenca do termo de Chern-Simons, podem ser mapeadas na agdo de Chern-Simons
pura, através de uma redefini¢ao nao linear e covariante do campo de calibre. Na segunda parte,
provamos que naoc existe generalizacido ndo abeliana para o mecanismo de massa topoldgica em
quatro dimensoes, que mantenha a propriedade da renormalizabilidade por contagem de poténcias
e preserve o mesmo conteido de campos da a¢ao abeliana. Para tal demonstragdo usamos a técnica

das deformacoes consistentes da Equacao Mestra.
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Abstract

In the first part of this thesis we show that three dimensional euclidean Yang-Mills gauge theories,
in the presence of the Chern-Simons action, can be seen as being generated by the pure topological
Chern-Simons term through nonlinear covariant redefinitions of the gauge field. In the second
part, we prove that there is no power-counting renormalizable nonabelian generalization of the
abelian topological mass mechanism in four dimensions. The argument is based on the technique

of consistent deformations of the master equation.
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B410, (1997) 195 ;

- V. E. R. Lemes, C. L. Jesus, S. P. Sorella, L. C. Q. Vilar and O. S. Ventura, Chern-Simons as a
Geometrical Set up for Three Dimensional Gauge Theories, Phys. Rev. D58, (1998) 045010;

- V. E. R. Lemes, C. L. Jesus, C. Sasaki, S. P. Sorella, L. C. Q. Vilar and O. S. Ventura, A simple
remark on three dimensional gauge theories, Phys. Lett. B418 (1998) 324;

- L. C. Vilar, O. S. Ventura, C. Sasaki and S. P. Sorella, Algebraic Characterization of Vector
Supersymmetry in Topological Ficld Theories, Journ. Math. Phys. 39 (1998) 848;

- A. Tanzini, O. 8. Ventura, L. C. Q. Vilar and S. P. Sorella, BRST Quantization of the Twisted
N = 2 Super-Yang-Mills Theory in 4D, hep-th/9811191.

Para a elaboracao desta tese foram utilizados os dois primeiros trabalhos citados.



Introducao

Nesta tese serao abordados alguns aspectos do chamado mecanismo de geracao de massa
topolégica em trés e quatro dimensoes espago-temporais. Em particular, em trés di-
mensoes, analisaremos as propriedades do mecanismo de massa topoldgica para os cam-
pos de calibre vetoriais tendo como fonte o termo topolégico de Chern-Simons [1}. Com
relacao ao caso quadridimensional, estudaremos a possibilidade de generalizacao nao-
abeliana do mecanismo de massa topoldgica a partir do conhecido modelo abeliano de
Cremmer-Sherk [2].

A motivacio do estudo de mecanismos alternativos de geracao de massa vem do fato
de que o mecanismo usual, que fornece massa aos bosons vetoriais do modelo padrao das
particulas elementares (mecanismo de Higgs), ainda que mantenha as propriedades de
renormalizabilidade e unitariedade, prevé a existéncia de uma particula escalar (boson
de Higgs) que ainda nao foi detectada.

Neste sentido, qualquer mecanismo alternativo de geragao de massa € benvindo e me-
rece cuidadosa analise. Em particular, o mecanismo de massa topolégica tridimensional
fornece massa para os campos vetoriais, preservando de maneira exata a invarincia de
calibre.

Sua implementacio se faz com o acréscimo do termo topoldégico de Chern-Simons
Scs(A)

Scs(A) = %tr[d%e““" (A#E:),,Ap + %gA“A,,AP)



a acao usual de Yang-Mills Syas(A)
1 v
SYM(A) = EtrdewaF“ y

onde

F. =0,A, —0,A, +g[A,, 4] .

Os dois pardmetros que aparecem nas expressbes acima $30 a constante de acoplamento
de calibre g e a chamada massa topolégica m [1]. Observamos que o propagador do campo

de calibre obtido a partir da a¢do classica

SYM(A.) + Scs(A),

possul um polo massivo. De fato, adotando o calibre de Landau, obtemos

ab A
<AiAﬁ> = me;ESW (g;w - p;j;ﬂu + ?:mE#V)\%z-) :
A existéncia de um polo massivo na fungio a dois pontos do campo de calibre, oriunda do
termo topologico de Chern-Simons, é conhecido como mecanismo de massa topolégica.

E importante salientar que, em trés dimensdes, este mecanismo ¢é vilido tanto no
caso abeliano gquanto no caso nao abeliano. Como serd mostrado no Capitulo 3, esta
importante caracteristica nao serd mantida no caso quadridimensional.

No que se refere aos infinitos, que comumente surgem no processo de quantizacio,
& conhecido que a agao de Chern-Simons tem func¢io § e dimensdes andmalas nulas, o
que implica a finitude ultra-violeta para qualquer ordem na expansiio em loops [3, 4].
Diferentemente, a teoria de Yang-Mills tridimensional pura é superrenormalizdvel mas,
quando acoplada ao termo de Chern-Simons, é finita. Esta propriedade foi observada
primeiro ao nivel de um loop [1, 5] e, posteriormente, estendida para todas as ordens [6].
Um dos objetivos desta tese é dar uma prova algébrica da finitude ultravioleta da acio

de Yang-Mills com massa topolégica.



No contexto das teorias topolégicas, a agao de Chern-Simons se enquadra entre aque-
las conhecidas como do tipo Schwarz (7], ou seja, possui cohomologia de BRST associada
ndo trivial. Ela tem sido muito importante no estudo das teorias dos nés em 3 dimensdes
[8] ¢ na investigacao do efeito Hall [9].

Neste trabalho, uma caracteristica nova e interessante da aciao de Chern-Simons sera
apresentada. Mostraremos que existe um mapeamento entre a acao de Chern-Simons e
a acao de Yang-Mills tridimensional com massa topolégica. Este mapeamento se faz a
partir de uma redefinigdo nao linear do campo de calibre e permitird a demonstracio
algébrica da finitude do modelo de Yang-Mills com massa topolégica.

Mais ainda, qualquer acio construida com a derivada covariante de calibre D,

D,=0,+glA,, ]

e a curvatura F,, e que contenha o termo de Chern-Simons pode ser mapeada na agao
de Chern-Simons pura. Considerando, por exemplo, o sistema Chern-Simons mais Yang-

Mills, obtemos

)

Sym(A4) + Scs(A) = Ses(A4),

sendo A

-~

> 1
Ay= 4y + 37 — 03D, F).
n=1

Como serd discutido em detalhe no Capitulo 1, os coeficientes ¥, sao fungdes locais e
covariantes da curvatura F,, e da derivada covariante D,. Em particular, da propriedade
de covariancia dos ¥ segue que o campo A, € de fato uma conexédo de calibre. Esta
importante propriedade permitira interpretarmos a agao de Chern-Simons como um fun-
cional definido no espaco das conexoes do tipo 211,,,. Qualquer acao de calibre do tipo
Yang-Mills podera ser obtida calculando o funcional S¢g num ponto conveniente ﬁ,,,.

No caso quadridimensional, o mecanismo abeliano de massa topoldgica é implemen-

3



tado estendendo o termo de Maxwell para a agéo de Cremmer-Sherk [2]
L1 1 1
s=[db (—4F“ Fu = = Hyup ™ + Eme’“’""FWBW) ,
sendo F), a curvatura de Maxwell
Fo = 0,A, — 0,A,,
By, um campo tensorial anti-simétrico e H,,,, o tensor completamente anti-simétrico
Hyyp = 0,By, +0,B,, + 8,Bu, .

O propagador do campo vetorial, no calibre de Landau, ¢ dado por [2]

1 PuPy
(AuA,) = “F e [g,w - p—gJ :

Analogamente ao caso tridimensional, a existéncia do polo massivo no propagador do
campo A, é conhecida como mecanismo de massa topoldgica em 4 dimensdes.

A busca de uma generalizacdo ndo-abeliana consistente deste mecanismo ¢ ainda
um problema aberto. Um dos objetivos desta tese é dar uma andlise detalhada de
tais possiveis generalizagdes. Como resultado, apresentaremos um teorema No-Go onde
evidencia-se a impossibilidade de se obter uma generalizacio ndo-abeliana do mecanismo
de massa topoldgica, mantendo o conteudo de campos, o mimero de simetrias e a renor-
malizabilidade por contagem de poténcias.

A novidade de que a agdo de Chern-Simons pode ser vista como um gerador das
teorias de calibre tridimensionais tem o seu andlogo quadridimensional. No contexto
das teorias de calibre abelianas, a agao pura do BF pode ser mapeada na teoria BF
acoplada a termos cinéticos do tipo F,, F**, H,,,H*" e a termos covariantes de calibre
construidos a partir das curvaturas relacionadas aos campos A, e B, e suas derivadas

espago-temporais [10].



De forma a expor estes contetidos, a tese fol organizada da seguinte maneira: no
Capitulo 1, estudamos a agdo de Chern-Simons como um gerador funcional das teorias
de calibre no espaco das conexdes. Estabelecemos entdo alguns aspectos geométricos
da teoria de Chern-Simons e mostramos o carater covariante da transformagao nao li-
near que mapeia os campos de calibre que levam a agao de Chern-Simons em agbes de
Chern-Simons acrescidos a termos do tipo Yang-Mills. No Capitulo 2, apresentamos
a técnica das deformagdes consistentes da identidade de Slavnov-Taylor (ou Equagio
Mestra), técnica esta que serd usada na demonstracao do teorema No-Go, enunciado e
demonstrado no Capitulo 3. No Capitulo 4, analisamos a teoria BF abeliana como gera-
dora de uma classe de teorias invariantes de calibre e a equivaléncia entre a agio do BF
puro e a agdo de Cremmer-Sherk. Nos apéndices, mostramos (i) um resumo do método

de Batalin - Vilkovisky e (ii) a técnica de BRST estendida.



Capitulo 1

Chern-Simons como Gerador
Topoldgico das Teorias de Calibre

Tridimensionais

1.1 Introducao

Ha muito tempo que a teoria de Yang-Mills acoplada ao termo topolégico de Chern-
Simons [1] vem sendo fonte continua de investigacdo, levando a uma gama de aplicacoes
interessantes em diferentes dreas da fisica tedrica.

No contexto das teorias de campos, esta teoria é, mesmo que superrenormalizdvel
por contagem de poténcias, finita no ultra-violeta para todas as ordens de expansdo na
teoria de perturbacoes [6]. O objetivo deste Capitulo é dar uma prova algébrica desta
afirmacao.

Usaremos os resultados por nds apresentados na referéncia [11}, onde provamos que a
teoria de calibre de Yang-Mills com massa topoldgica, cuja expressao é dada pela soma

da acdo de Yang-Mills e do termo de Chern-Simons [1],

Sym(A4) + Ses(A), (1.1)



com

1 v
Sym(A) = —tr f Lok, ™ (1.2)
1o 2
Sos(4) = 5tr [ dzeme (AHB,,A,, + ggAuA,,A,,) (1.3)
e
Fop = 8,4, — 8,A, + g[A, A) . (1.4)

pode ser mapeada na a¢ao de Chern-Simons pura através de uma redefinigdo nfo linear

do campo de calibre, ou seja,

Syam(A) + Ses(A) = Ses(A) (1.5)
onde
A=A, + i — (D, F). (1.6)
n=1 m

Os coeficientes 97, (D, F) na eq.(1.6) sdo locais e covariantes [12], o que significa que eles

sao construidos unicamente com a curvatura F),,, e a derivada covariante D,

D,=08,+yg [A.u: ] - (1.7)

Como ¢ feito usualmente, o campo de calibre A, é tomado como sendo avaliado num
grupo de dlgebra de Lie, 4, = AT, onde os T* so os geradores antihermitianos de um
grupo de Lie semisimples. Os dois parametros, g e m, nas expressées acima, identificam
a constante de acoplamento de calibre e a chamada massa topolégica [1]. De acordo com
a parametrizacao escolhida para a agao de Yang-Mills em presenca do termo de Chern-
Simons (1.1), podemos assumir que a dimensio de massa do campo de calibre é 1, o que
implica dizer que as dimensoes dos parametros g, m sdo 0 e 1, respectivamente.

(Quando inserimos a transformacio (1.6) na equacio (1.5), obtemos diretamente os coefi-



cientes 7. Por exemplo, para os quatro primeiros coeficientes da expansio (1.6) teremos

1
0 = Ener T (1.8)
1
’[9i = gDaFoﬂ,
1 9
3 _ o T log T
v, = —I—éEWTD D, FPT ~4—§EWT [F P F, } ,
5 5
9 = ——_D!DF_ +—D'D,DF,,
ﬂ 128 on T Tog ) Pull A
7 1
- P Gl Ay
oL [DPFe, F,7] Y. (Do, 7]

E bom notar na expressao explicita dos coeficientes que, como foi dito, eles sfo covarian-
tes, dependendo apenas da derivada covariante de calibre D, e da curvatura F,,.

) importante dizer que os argumentos acima s3o também vélidos na versdo super-
simétrica [11]. Isto foi mostrado partindo da acfio supersimétrica de Chern-Simons em

presenca do termo de Yang-Mills com supersimetria N =1,

So = SV S, (19)

onde

1 2
Sgusv = ——tr [ dV [T°DPD,Ty + 20 [, DaTo| + L0 18 (05 T ) . (110

1
Ssusy _ trdeWo‘Wa. (1.11)

T m
Aqui, dV = d3zd?8, I'* é o supercampo espinorial de calibre e W™ é a super-curvatura
dada por

We = D’ Dol's + g [[¥, Dla] + %2 [, {Ta, T5}] - (1.12)

Introduzindo a derivada covariante de supersimetria

Va=Dg+ g[lq, |, (1.13)



obtemos os primeiros coeficientes dados por

AV, W) = —W,, (1.14)
P2 (V, W) = —%vﬁvawﬁ,

1
PV, W) = _gvﬁvawvgwﬁg[wﬁ,vawﬁ].

Como temos visto, as versdes supersimétrica e nao-supersimétrica da aciio de Chern-
Simons tornam inoperante, ao nivel cldssico, qualquer termo covariante de calibre, cons-
truido com a derivada covariante e a curvatura, que se some a esta acio.

Para este Capitulo, nosso objetivo é fornecer uma anélise cohomoldgica detalhada
e auto-consistente da equagdo (1.5), bem como do cardter covariante dos coeficientes
J5(D, F). Ainda seré feita uma generalizacdo das formulas (1.5), (1.6) no sentido de dar
0 mesmo tratamento a qualquer termo local e invariante de calibre: [ FD?F, [ FD*F,
etc. Estes fatores irdo possibilitar a interpretacio do termo topolégico de Chern-Simons
como um funcional invariante, que atua em um espago conveniente das conecgbes de
calibre.

Veremos na Secao 5, que uma vasta classe de agdes nao locais e invariantes de calibre
pode ter o mesmo tratamento, ou seja, pode ser mapeada na acio pura de Chern-Simons.

De acordo com a andlise BRST das teorias de calibre [13, 14, 15}, usaremos corrente-
mente o nome ag¢ao do tipo Yang-Mills para denotar termos genéricos polinomiais localis,
integrados e com mimero de ghost zero, construidos unicamente com a curvatura F,, e
suas derivadas covariantes. A agdo correspondente é de natureza completamente dife-
rente da acdo de Chern-Simons, que é conhecidamente invariante de BRST mddulo uma
derivada total. Ainda que estas consideracgdes sejam feitas no espago - tempo euclideano,
é bom lembrar que a égéo de Chern-Simons, sendo & integral de uma forma de ordem
trés, nao se acopla com a métrica num espago curvo, enquanto qlue os termos do tipo
Yang-Mills se acoplam de maneira ndo trivial {14].

Desta forma, qualquer acao local do tipo Yang-Mills poderd ser obtida avaliando o

funcional de Chern-Simons em um ponto especifico do espaco das conexdes do tipo (1.6),



garantindo entao uma interpretacdo puramente geométrica para as teorias de calibre

tridimensionais.

1.2 Cohomologia de BRST da teoria de Yang-Mills

na presenca do termo de Chern-Simons

1.2.1 Generalidades

A cohomologiade BRST da teoria de calibre de Yang-Mills tem sido vastamente estudada
nos ultimos anos. Resultados e teoremas de grande generalidade tém sido estabelecidos
em véarias dimensbes espago-temporais {13, 14, 15|, sendo facilmente adaptados para o
caso que serd aqui estudado. Seguindo o procedimento padrio {16, 4], o operador de
BRST correspondente & Lagrangeana de Yang-Mills acoplada com o termo de Chern-

Simons (1.1) é dada por

sA, = D,c,
sc = —gc?,
* 1 L0 1 12 *
sA;, = EE,W,,F + ED Fo—yg {A#,c} ,
s¢' = DMA +g[c", (], (1.15)

onde ¢ é o ghost de Faddeev-Popov e (A}, ¢*) representam os dois anticampos necessarios
para a andlise cohomoldgica das equages de movimento que surgem da agdo (1.1) [15].
Os campos e anticampos (A, ¢, A}, ¢*) possuem niimeros de ghost (0, 1, —1, —2), respec-
tivamente.

Para dar uma compreensdo cohomolégica da equagao (1.5) devernos primeiro especifi-
car o espago funcional apropriado do operador diferencial de BRST. Como sugerido pela
equagao (1.6), este espaco serd identificado com o espago dos polinémios locais e integra-

dos nos campos e anticampos de dimensdo arbitrdria. Mais precisamente, o operador s

10



atuara no espaco funcional das séries de poténcias formais locais e integradas nos cam-
pos e anticampos. Esta escolha é adequada em vista da generalizagido da equagao (1.5)
para termos com derivadas de ordem superior, { FD?F, [ FD?D?F| etc. Estes termos
pertencem naturalmente ao espaco das séries de poténcias formais locais nos campos e
anti-campos. Observe também que o inverso da massa topoldgica pode ser interpretado
como o parametro de expansao para as séries de poténcias formais deste espaco funcional,
como no caso dos coeficientes 9}, da redefini¢io néo linear de campos (1.6).

E simples de perceber que, dentro do espaco dos polinémios locais, a presenca do
termo de Chern-Simons na agdo inicial (1.1) nos permite implementar um procedimento
recursivo, que trivializa qualquer termo invariante de BRST contendo somente F e suas
derivadas covariantes. Para termos uma nocdo simples e direta do significado desta
afirmacao é suficiente considerar a chamada aproximagio abeliana das transformacaes de

BRST (1.15), ou seja,

& —r 8, (116)
com
SOA,LL = 8“6 y
spc = 0 ,
spAY = 15 b P + l('3"’FO (1.17)
L 9 Hp m FIIE
soct = OFAL
€
Fp, = 8,A, — 0,4, . (1.18)

Das equagbes (1.17) néds vemos que as transformacdes dos campos e anticampos sob

o operador 59 correspondem ao caso em que todos os (anti)comutadores tenham sido

11



eliminados, restando entao apenas o conjunto de transformacoes abelianas. O operador
s¢ é o primeiro termo da decomposicio do operador diferencial de BRST completo de

acordo com o operador de filtragem [17, 4]

) ) J
—_ 3 *
t?“fd (“M 6+A#5A*+66)' (1.19)

Como sabemos, a relevancia do operador sq fica explicita a partir de um teorema geral
(17, 4], que afirma que a cohomologia do operador de BRST completo s é isomérfica
a um sub-espago da cohomologia do operador sy. Em particular, isto implica que se a
cohomologia de sy é vazia, a cohomologia do operador completo s também o serd.
Dando seqiiéncia, podemos reescrever a terceira equagio das (1.17) da seguinte ma-

neira

1

F,r?u = 50( .prA* ) - EE#WBAFO”’\ ) (1.20)

onde a normalizacao usada é a do espaco euclideano

1P 1y = 8Y5P — G667 | (1.21)

Com base na equagido (1.20) verificamos que é possivel representar a curvatura F 0 por
uma variacao pura de BRST a menos de um fator de ordem 1/m, que contém derivadas
de ordem superior. A equacio (1.20) tem o claro significado de uma férmula recursiva
devido ao fato de que Fﬁu aparece em ambos os lados, o que implica dizer que nds podemos

expressar Fy, como uma variagio pura de sg, isto é,

1
F‘?u = SO(E#UPAW) — EEW‘,BAFO"A
1 1
- (E#W,Aw — (845 - a,,A;)) (0,07 FYy — 0,07FY,)
1 * * 1 T *
— s (e (0 = DAL + =5 (FuuoDp — Eups)87 A P)
1

(5”,,(,6 — €,505)0° Oy 0P
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* * * 1 F *

. (EWPA = —(@uy = AL + 3 (Eyuoy ~ Epuys) A
1 1

(o dy — gﬁ,,pac,)gﬂ”a“am:) +0(=7)

= e, . (1.22)

1
m

Vemos que este procedimento iterativo ird resultar em uma série formal de poténcias no
parametro de expansdo 1/m, cujos coeficientes conterao apenas o anticampo A’ e suas
derivadas espago-temporais. A férmula acima expressa a trivialidade da curvatura F, 3,,.
Como consequéncia, qualquer termo invariante e local, que depende somente de Fgu e de
suas derivadas espago-temporats, pode ser escrito como uma variagdo pura de sg. Pelo
teorema acima citado, a mesma propriedade vale para o operador de BRST completo s.
Segue entdo que qualquer termo local e invariante construido com a curvatura F,, e suas
derivadas covariantes pode ser colocado na forma de uma variacio exata do operador
de BRST. Assim sendo, levando em conta alguns resultados gerais sobre cohomologia
de BRST das teorias de calibre [13, 14, 15], podemos inferir que, no espaco das séries
formais de polinémios locais e integrados nos campos e anticampos, o tnico elemento
ndo trivial com os nimeros quénticos de uma acéo pode ser identificado com o termo
topolégico puro de Chern-Simons.

E sempre bom lembrar que, no contexto de BRST, os termos da a¢do que sio exatos
correspondem a simples redefinigdes de campos. Isto nos leva a concluir que as férmulas
(1.5), (1.6) surgem como uma conseqiiéncia da trivialidade do termo de Yang-Mills. Gos-
tariamos também de sﬁblinhar que a possibilidade de escrevermos a acdo de Yang-Mills de
forma exata estd relacionada diretamente com a presenca do termo topolégico de Chern-
Simons na acdo inicial. E facil entender a origem deste resultado. .-Isto OCoITe porque, a
variagdo da agado de Chern-Simons fornece o dual da curvatura F,,, que pode ser escrita
como uma pura variacio de BRST do anticampo A} nas equagdes (1.15). Sem a presenga
do termo £,,,F*? no lado direito da equagdo (1.15) seria impossivel implementar o pro-
cedimento recursivo por nés sugerido, j4 que o lado esquerdo da equagdo (1.20) seria nulo

a menos de termos de ordem 1/m, o que inutilizaria a férmula (1.20). Isto significa que
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se 0 termo de Chern-Simons nao fosse incluido na acao inicial, nao seria possivel reex-
pressar a acao de Yang-Mills na forma de uma varia¢io exata de termos locais de séries
de poténcias formais. Entretanto, se o termo de Chern-Simons esta presente, ¢ termo de
Yang-Mills pode ser imediatamente reabsorvido através de uma redefini¢do ndo-linear de

campos.

1.2.2 Estrutura de ladder completo

As consideragbes cohomolégicas feitas na subsecao anterior podem ser entendidas de uma
maneira simples se notarmos que as transformacdes (1.17) podem ser colocadas em uma
forma que é tipica das teorias topoldgicas do tipo Schwartz [7], como é o caso da teoria de
Chern-Simons pura. De fato, no contexto da a¢ao redefinida SCS(E), 0s anticampos A}, e
c* usados no processo de quantizacdo de Batalin-Vilkovisky podem ser redefinidos de tal
forma que as transformac¢ées de BRST resultantes possam ser identificadas com a cha-

mada estrutura de ladder completo, estrutura esta que é tipica dos modelos topolégicos

do tipo Schwartz. Tal transformacao é dada por

e * 1 * 1 2 A% 1 2 *
By = A= oD A = P A 5,00 A (1.23)
1 202 4% 5
+;n—48 d A,uu +O(1/m ) ,
1 1
& = - ﬁagc* + %82826* + O(l/ms) y

COIn

A = AP . (1.24)

Podemos facilmente observar que, em ordem inferior a 1/m?,

s0d, = Guc, (1.25)
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spc = 0,

T
SU-A#V = F#V s
1 _
o~ 14
sp¢t = 58# paﬂA:p .

Esta estrutura, conhecida como estrutura de ladder [4], implica que o campo A, e suas
derivadas, bem como as derivadas do campo ¢, formam dubletos' e, portanto, ndo contri-
buem para a cohomologia do operador sg. Isto implica que a cohomologia de sy, no espago
dos polinémios locais dos campos e anticampos, é obtida a partir do ghost ¢ nao derivado.
Como é conhecido, este resultado, combinado com a imposi¢do da invaridncia de calibre
rigida [13, 15|, permite identificar as classes de cohomologia do operador diferencial com-
pleto de BRST com os polindmios invariantes nio derivados do ghost de Faddeev-Popov

2n+l 5 > 1. Segue entdo que a cohomologia de s

construidos com mondmios do tipo tre
médulo d no setor das séries de poténcias locais com os mesmos nimeros quanticos de
uma Lagrangeana possui somente um elemento nao trivial, correspondente (via equacoes
de descida {4]) a0 monémio trc®. A acdo resultante é o termo de Chern-Simons.

De fato, é simples verificar que a Lagrangeana de Chern-Simons

1
ECS = —Q-tT'E‘Lwﬂ (AH&,AF, + %gA#AyA,O) 3 (126)

é solucdo do seguinte sistema de equacgoes de descida

sLes+dwy = 0, (1.27)
swy+dw? = 0,
swh 4+ dwy = 0,
swg = 0,

1Um par de campos » e v forma uma estrutura de dubleto quando suas transformagées de BRST

forem tais que
su=vesv=_0.

O teorema expectral [4] garante que um par de campos que forme um dubleto de BRST nio aparece na
cohomologia deste operador.
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onde o indices ¢ e 7 do cociclo wj- representam o namero de ghost e o grau de forma e

wy = tr(Ade), (1.28)

wi = tr{ede),
1
3 _ 3
Wy = 3!t7~ (c ) .

Tendo justificado as equagoes (1.5) e (1.6) , vamos retornar ao cardter covariante dos

coeficientes J7; na equagao (1.6). Isto serd analisado na proxima secéo.

1.3 Algumas propriedades tteis da agcao de Chern-
Simons pura

Antes de analisarmos o cardter covariante dos coeficientes ¥ na equacio (1.6) vamos es-
tabelecer algumas propriedades simples da a¢do de Chern-Simons. Seja 4, uma conexao
de calibre e seja Scg(A) a correspondente agdo de Chern-Simons invariante de BRST,
como dada na expressdoe (1.3). Vamos variar o campo de calibre 4, por uma quantidade
dA, e tentar estabelecer a lei de transformacéo para 6 A, para que o novo funcional de

Chern-Simons Sgg(A) avaliado em ﬁﬂ = A, + 0A,, isto &,

Scs(A) = Scs(A)+ (1.29)

1 1
+trfd3:cs”"p (wéA”F,,p + -

; S6AuD,5A, + -géAnéA,,dAp)

seja ainda BRST invariante. Lembramos que a variacdo ¢ A, nao é tratada aqui como
uma quantidade infinitesimal, o que significa que a férmula (1.29) é exata.

Impondo que

s8cs(A) =0, (1.30)

e relembrando que
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SSCS(A) =0 y (1.31)

facilmente obtemos

0 — ¢r f Bret? ((s5A, — g[0A,, cl) Fop + 29(s6A,)5A,5A,+
+ (s6A,)D,6A, + 6A,5(D,0A,)) . (1.32)

A condigdo (1.32) implica que

sd0A, = g[0A,, ¢ , (1.33)

0 que significa que dA, se transforma covariantemente. Da equacdo (1.33) segue que o

campo modificado A, = A, +dA, é uma conexio,

sAy = 0uc+ g [Aue| (1.34)

como deveria ser.

Vemos assim que se nés variamos o campo de calibre A, por uma quantidade arbitrdria
dA, que se transforma covariantemente sob BRST, o termo resultante de Chern-Simons
Scs(A,+0A,) se manterd invariante de calibre. E claro que o cardter covariante persiste
também no caso em que 64, é tomado como uma expansao em série formal de poténcias

no parametro 1/m, isto é,

> 1
54, = ngl %;19” . (1.35)
Da equacao (1.33), vemos que
s, =g [192, c] , (1.36)

0 que aponta para o fato de que os coeficientes ¥}, com diferentes valores de n, e portanto
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com diferentes dimensdes de massa, devem ser considerados como independentes.

Somando-se a isto, a equagdo (1.35) permite que escrevamos

> 1
Scs(Ap +04,) = Scs(A) + S (1.37)
n=1

onde 8™ € uma série de poténcias formal integrada e local, correspondente & expansio de
Scs(A,+dA,) em poténcias do inverso da massa topoldgica m, de acordo com a equagio
(1.35).

Entretanto, da invaridncia de BRST de Sgg(A, + 0A4,) e de Scs(A), obtemos

sS"=0, (1.38)

o que implica que os coeficientes S™ na equagao (1.37) sao invariantes de BRST. Re-
lembrando agora que o termo de Chern-Simons é a Unica acdo nao trivial no espago
das séries de poténcias formais, segue que os termos 8" na equacio (1.37) devem ser

necessariamente exatos de BRST, ou seja,

St =585, (1.39)

para alguma série de poténcias formal e integrada S" com nimero de ghost negativo.
Estamos agora prontos para dar a prova cohomolégica da equagao (1.5).

Afirmamos que vale o seguinte teorema:

Teorema 1 Entre as classes de agdes de Chern-Simons invariantes de BRST Scs(A)
-~ 1 a. e {7 ~ 2 a e
Scs(A) = Str [ Paer? (A,0,A,+ S9AA.4, ) | (1.40)
onde ﬁ# é uma conexdo do tipo
A,=A i Ly 1.41
p + = mn # ( : )

€ sempre possivel escolher um conjunto de coeficientes covariantes ¥}, tal que a sequinte
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relacdo seja verificada:
- 1
Sos(A) = Ses(A) + L —tr [ dxF,, Fo . (1.42)

Prova.

Para provar o teorema vamos assumir o contrario, como é feito usualmente neste tipo de

problema. Supondo entdo que a equagao (1.42) nao seja valida, ou seja que
- 1
SCS(A) 7& Scs(A) + Et?"/dSZIF#yF“V . (143)

Por outro lado, da equagio (1.39) podemos escrever que

— X1 =n
Scs(A) = SCS (A) + 8 ( ;;;T:S ) ) (144)
n=I1
0 que nos levaria a obter
Ly [ #aF e £ y Ll (1.45)
4m e = mn ' '

BEsta desigualdade apresenta-se em frontal desacordo com os resultados obtidos na secao
precedente, onde é provado que a agao de Yang-Mills pode ser expressa como uma variagio
pura de BRST de uma série de poténcias formal local, concluindo-se, portanto, a prova

do teorema.

O resultado acima fornece uma simples compreensio cohomoldgica das equagoes (1.5)
e (1.6). Ele pode ser estendido para cobrir o caso em que a agdo inicial (1.1) é acrescida
de um termo generalizado do tipo Yang-Mills. Vamos relembrar o fato de que entre as
acOes invariantes construidas com F),, e suas derivadas covariantes, a Lagrangeana de
Yang-Mills ¢rF,, F* é o termo de menor dimensao. Qualquer outro termo deste tipo
conteria um ndamero maior de F,, ou de D,, o que aumentaria sua dimensdo. Como

conseqliéncia, a transformacao abeliana (1.17) s6 é modificada por termos de ordens
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superiores em Fg,, e suas derivadas espaco-temporais. Isto implica dizer que, se a agao
de Chern-Simons esta incluida na ag¢do inicial, sera sempre possivel generalizar a férmula
(1.20), possibilitando assim que se expresse a curvatura FS,, como uma variacao exata
de BRST de uma série formal de poténcias locais. Cabe observar que em todos 0s casos
o tratamento ¢ o mesmo. A unica diferenca se dard em relagio aos coeficientes 9} das
redefinicdes nao linerares (1.6}, que deverdao entao ser convenientemente modificados.

Entretanto os ¥, permanecem covariantes, como serd ilustrado nos exemplos a seguir.

1.4 Exemplos

Para uma melhor compreensdo dos resultados obtidos na segao anterior, vamos calcular
os coeficientes ¥}, em alguns casos em que acrescentamos & agao inicial (1.1) termos
generalizados do tipo Yang-Mills. Vamos estudar os casos particulares em que os termos

acrescidos sdo

A 15 o
S\(A) = 5tr [ d'ze"F,,D,F,’ (1.46)
e
T 1
8- (A) = tr / & D*F,, | (1.47)

onde A, 7 sio dois parametros arbitrarios ¢ adimensionais. Os termos (1.46) e (1.47)
foram de fato considerados nas referéncias [18, 19] como termos de higher derivatives
reqularization para o modelo de Yang-Mills com massa topoldgica.

Vamos escolher entao, como agéo inicial, a expressao

Sym{A) + Scs(A) + Sr(A) . (1.48)

Neste caso, os primeiros coeficientes ¥}, da expansdo (1.41) tém a forma
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1

O = jewerF”
193 (1 —84)\)D6Fm ’
9 = —%EMTD"DPF’” + fgsm [Foe E7] (1.49)
Analogamente, no caso em que a agdo de partida é
Sym(A) + Ses(A)+ S:(4), (1.50)
nos obtemos
0=t
ﬁi = %D"Fm ,
3 1 o b g T 7 v
B = —TeEurr D"DFT + e [Fo0, F)| + qemoD°F*” . (1.51)

Claro que, com a premissa da presenca do termo de Chern-Simons, quaisquer outras
combinagoes tais como [ trF?, [trFD?F, [ tre®PF, Dy F7, levario a resultados seme-
lhantes.

Gostariamos, finalmente, de citar que a expressao para o coeficiente 19L ¢ independente
dos parametros, A e 7, 0 que aponta para o fato que os dois termos Sx(A) e §;(A), das

equagdes (1.46) e (1.47), sdo respectivamente de ordem 1/m? e 1/m3.

1.5 Alguns aspectos conclusivos

Os resultados estabelecidos na se¢iio anterior nos levam a organizar os aspectos conclu-
sivos em duas classes distintas. Na primeira classe serdo incluidas as consideragdes de

natureza geométrica. Na segunda classe nds discutiremos aspectos de teoria de cam-
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pos. Faremos aqui contato com os resultados perturbativos da teoria de Yang-Mills com
massa topoldgica {1, 5, 6, 19, 20, 21, 22]. Tentaremos também fornecer um suporte
consistente para uma questao que surge quase naturalmente e que é de grande interesse
no sentido de melhorar nosso presente entendimento da agao quiantica efetiva 1P das

teorias de calibre tridimensionais.

1.5.1 Consideracoes geométricas

Surge das consideracdes deste trabalho uma interpretagdo muito simples e atraente. O
termo de Chern-Simons pode de fato ser interpretado como um funcional invariante de
calibre no espago de todas as conexdes de calibre possiveis do tipo (1.40). Qualquer agio
do tipo Yang-Mills é entdo reproduzida avaliando o funcional de Chern-Simons em um
ponto especifico deste espaco, 0 que aponta para uma escolha especifica da conexido de
calibre ou, equivalentemente, dos coeficientes covariantes 192.

Neste sentido, o termo de Chern-Simons pode ser considerado como um gerador to-
polégico para teorias de calibre tridimensionais do tipo Yang-Mills.

Além disso, esta interpretacio geométrica fornece uma percepg¢io direta de quio
rigido pode ser um objeto topoldgico. O significado de rigidéz aqui, é claro, se refere
a equivaléncia cldssica, a menos de redefin¢coes nao lineares e locais, com a¢des do tipo
Yang-Mills na presenca do termo de Chern-Simons. Cabe citar aqui, que a rigidez acima
mencionada do termo de Chern-Simons foi apontada anteriormente por [23] no contexto

das deformagoes consistentes da Equagdao Mestra.

1.5.2 Aspectos de teoria de campos
Yang-Mills com massa topolégica e finitude ultravioleta
Aspectos cldssicos

Mesmo sabendo que a agdo de Yang-Mills com termo de massa topoldgica (1.1) é super-

renormalizdvel por contagem de poténcias, afirmamos que esta Lagrangeana é finita no
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ultravioleta para todas as ordens de teoria de perturbagao. Esta propriedade foi primei-
ramente observada ao nivel de um loop [1, 5] e foi posteriormente estendida para todas
as ordens [6]. A finitude ultravioleta foi provada no calibre de Landau, calibre este que
sera sempre assumido por nos.

Para fazer uso dos resultados estabelecidos nas se¢6es 3 e 4, vamos primeiro analisar
o significado das férmulas (1.42) e (1.44) de um ponto de vista de teoria de campos.
Em particular, a equagao (1.44) implica que a agdo de Yang-Mills pode ser escrita como
uma variagao pura de BRST de uma série de poténcias, que contém termos de dimensdes
arbitrdrias, de acordo com a nao linearidade das redefini¢des de campos (1.6). Isto
parece estar em desacordo com a contagem de poténcias padrao, ja que impusemos que o
operador diferencial de BRST atue no espago dos termos locais de dimensdo arbitraria.
Assim mesmo, podemos dar um significado para a equagéo (1.44) adotando um ponto de

vista mais geral e tomando como agao de partida a série de poténcias formal

S(A) = Scs(A) + —trfd%Fm,FW + Z (Za SH( A)) (1.52)

j=2 TV
onde ai sdo coeficientes arbitrarios e ..S'J’-C sao todas as possivels agoes do tipo Yang-Mills
com dimensées mais altas construidas com a curvatura F),, e suas derivadas covariantes D.
O indice k da somatdria dupla (1.52) é necessério para termos em conta a degenerescéncia
(di) de diferentes acbes de Yang-Mills com a mesma dimensido. Notemos também que,
de acordo com os resultados das se¢des 3 e 4, a acgio S(A4) da equagdo (1.52) pode ser
colocada na forma de um termo puro de Chern-Simons, isto é, S(A) = Scs(A), apés
uma escolha conveniente da conexdo de calibre A.

Para a agao completamente quantizada no calibre de Landau, teremos

E=8+tr / d’z (b@A + 8" cDyc+ A, D¥e — gc*cz) , (1.53)

onde b e ¢ sao o multiplicador de Lagrange e o antighost. A razio desta escolha & que, se
a acao de partida ¥ é uma série de poténcias formal, o operador diferencial de BRST é

naturalmente definido no espago das séries formais de poténcia.
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E interessante notar que este ponto de vista segue de perto as recentes perspectivas
sobre renormalizagdo em teorias de calibre apontadas em [24]. Olhando pata resultados
gerais de cohomologia de teorias de calibre [13, 15], a acdo (1.53) é dita renormalizavel
na medida que todas as divergéncias podem ser reabsorvidas pelos infinitos termos de ¥,
termos estes que sao do tipo Yang-Mills locais e invariantes de BRST.

Ainda que a acdo % justifique o uso do espaco das séries formais de poténcias para
o operador diferencial de BRST, nds temos sempre o problema do numero infinito de
parimetros presentes na expressiao (1.52). Entretanto, é ficil ver que todos os coeficien-
tes (m,ol) correspondem a termos que Sao triviais de BRST [4]. Quando lembramos
dos resultados da se¢do anterior onde vimos que todo termo do tipo Yang-Mills pode
ser escrito como uma variagao pura de BRST de séries de poténcias formais, inferimos

diretamente que

g%
57;1 = varia,gﬁo de BRST y (154)
0%
Bl variacdo de BRST ,
%

sendo o lado esquerdo da equacdo (1.54) entendido como séries formais de poténcias.
As equacgoes acima afirmam entdo que a dependéncia da acdo S dos parametros m, a{c
pode ser controlada através de uma redefinicio nao linear do campo de calibre, como
mostrado a seguir nas se¢des que se seguem. A validade, ao nivel quintico, da primeira
destas equagOes é fundamental para se entender a finitude desta teoria.

Vemos entao que, mesmo que exista um numero infinito de pardmetros, a equagao
(1.54) implica que ¥ possui um unico pardmetro ndo trivial g, que corresponde ao

pardmetro contido na acao de Chern-Simons,

g+ = Scs(A) + (variacao de BRST) . (1.55)

Esta situacao € semelhante a de alguns modelos bem conhecidos tais como 0 modelo
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sigma ndo linear bidimensional [25] e 0 modelo de super Yang-Mills com supersimetria
N = 1 em quatro dimensoes [26] que, apesar da presenga de um nuimero infinito de
parametros, sao caracterizados por um conjunto finito de acoplamentos néo triviais de
BRST. Podemos notar também que a imposi¢do de que apenas um nimero finito de
parametros sejam nao triviais de BRST é uma condicdo mais forte que aquela assu-
mida em [24]. Esta imposicdo, combinada com a completeza dos vinculos estruturais de
[24], podem dar um significado mais preciso para teorias que, aparentemente, néo sio
renormalizdveis por coutagem de poténcias.

Como ¢é bem sabido, o tensor de energia-momento classico 7,,,,, simétrico e invariante
de BRST, pode ser obtido através do procedimento padrdo de acoplar a agiio & a uma
métrica 7, sendo que, ac final, deve ser tomado o limite em que o espago-tempo é chato,

isto é,

168
‘LW \/ﬁ 677“” n-—chata

Como o termo de Chern-Simons néo se acopla com a métrica, ele ndo contribui para o

(1.56)

tensor T},
Temos entdo que, em fungdo do cardter topoldgico do termo de Chern-Simons, uma
equacao semelhante a (1.54} vale para o tensor de energia-momento cldssico simétrico e

invariante de BRST 7)., que emerge de S,

T,. = variagdo de BRST . (1.57)

Para fazermos uma andlise do cardter quintico das equagoes (1.54) (1.57), usaremos a

técnica de BRST estendida a seguir descrita.

Técnica de BRST estendida para o parametro m

A técnica de BRST estendida [27] é 0 método mais potente para controlar a dependéncia
de uma teoria ao nivel quantico dos parametros associados a termos exatos de BRST

(ver apéndice B). Vamos apresentar aqui como esta técnica pode ser utilizada no caso do
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parametro m da agdo ¥ na equacao (1.53).

A acdo X obedece & identidade classica de Slavnov-Taylor

oY, 0% 0% 0% i}
3 4 b | = 1.
tT/dz(éA,uéA*“ de dc* 655) 0. ( 58)

donde concluimos que o operador linearizado By, definido por

% 4§ RN BN SR N D D B
3
= - — — 1.
B ”/d:c((m“ 6A*#+6A*M6A#+ 5c e | dc &:”55) ’ (1.59)

é nilpotente

BBy =0 . (1.60)

Como sabemos [4], este operador identifica o operador diferencial de BRST completo
atuando nos campos e anticampos.

Lembrando dos resultados das secdes 3 e 4, temos

oy
5~ =Bzl (1.61)

onde A tem nimero de ghost —1 e é uma série de poténcias formal, local e integrada nos
campos e anticampos. De acordo com [27], nds introduzimos o termo A na acio clissica
Y por meio de um pardmetro constante £ de nimero de ghost 1, tal que

E=3+4EA. (1.62)

Vamos calcular agora a quantidade

58 6% nen 6%
3 — — —
tr/da:(aAuéAm+6cac*+b§E). (1.63)

E esperado que a expressio (1.63) seja ndo nula, em fungéo de usarmos a a¢io modificada 3.

Entretanto, como ££ = 0, nés facilmente chegamos a
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) V) Y ) Y )
3 —_
tr/dg:(—-—é " w +b )— EBs A

de dc* o¢ (1.64)
Assim sendo, com N N
Y. Y. aA as’

fBEA—fé*g;—f(%r 5?;;)— am’ (1.65)

vemos que a agio modificada ¥ satisfaz 4 identidade de Slavnov-Taylor modificada,

8 6% 0% 6% 52

3 Nl = =
/d mtr(dA 6A*“+ 5c§c*+ ) f (1.66)
Reconhecemos facilmente nesta expressao um tipo de identidade de Slavnov-Taylor ex-

tendida [27]. De fato, de um ponto de vista cohomoldgico os parAmetros £ e m formam
um dubleto, isto é,

Bgm = € , B’E“f =0. (1.67)

A auséncia de anomalias de calibre em trés dimensdes (ver subsecio 1.2.2) garante que
a identidade (1.66) vale ao nivel quantico

6T T 5f 5f 5r
3 .
| st (5,4 54w T s se Tz ) g (1.68)

Atuando com o operador de teste 8/9¢ na expressdo (1.68) e tomando £ = 0 obtemos
imediatamente

ar
— = Be[A-T], (1.69)

b

o .
£=0

O mesmo procedimento se aplica para os pardmetros o bem como para o tensor de
momentum e energia. No ultimo caso a técnica de BRST estendida tem que ser aplicada

em segundo. Primeiro nés consideramos a insergao integrada [ d°z [T“ r ] para a qual
vale
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[ & [T% 1] = variagso de BRST . (1.70)

Uma aplicagao uiterior da técnica de BRST estendida, cujos parametros dependem lo-

calmente do espaco-tempo, permite obtermos os resultados apresentados agora.

Aspectos quanticos

Fazendo uso da técnica do operador de BRST estendido [27] e tendo em mente que em
trés dimensoes ndo existem anomalias de calibre, segue que as equagdes (1.54) e (1.57)

sao facilmente estendidas ao nivel quintico, ou seja,

or

—— = variacdo de BRST , (1.71)
am

r

8—. = variacdo de BRST,

doy,

[Tﬁ . F] = variacdo de BRST + derivada total |

onde, como usual, os termos da esquerda devem ser entendidos como insercées quanticas
exatas de BRST de séries de poténcias formais e T4 é o trago de T,

Isto implica, em particular, que a dependéncia da teoria quintica do ponto de renor-
malizacao p pode ser controlada pela introducdo de termos convenientes exatos de BRST.
Sendo estes termos séries de poténcias formais, eles correspondem a possiveis redefinictes
néo lineares de campos.

As equacdes (1.71), contidas implicitamente na andlise da referéncia [11], representam
nosso entendimento algébrico das propriedades da finitude ultravioleta e do papel da
redefinicdo nao linear de campos ao nivel quéntico.

Foi feita recentemente uma prova diferente e independente da finitude da teoria de
Yang-Mills com massa topoldgica que inclui o anulamento das dimensdes anémalas dos

campos [22].
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Uma questao aberta: a equivaléncia quantica completa

Talvez a mais intrigante questio que naturalmente surge no presente contexto seja se
a equivaléncia cldssica entre a teoria de Yang-Mills com massa topoldgica e o modelo
de Chern-Simons puro, como mostrado na equacao (1.5), pode ou nao ser estendida
ao nivel da acao efetiva 1PJ completa I'(A). Nao estamos aptos ainda para dar uma
resposta satisfatoria e definitiva para esta questdao. Apenas alguns termos de I'(A) foram
calculados até agora, sendo I'(A) uma série infinita de termos no pardmetro de expansio
em loops h.

O que noés queremos mostrar aqui é que, apesar do seu carater nio local, um grande
nimero de termos que contribuem para I'(A) podem, de fato, ser absorvidos na acio de
Chern-Simons através de uma redefinicio nao local e covariante dos campos.

Quanto a0 que se segue, nds iremos nos referir estritamente ao espaco-tempo eucli-
deano plano R® governado pela métrica plana 7, = diag.(+, +, +).

Vamos iniciar com uma definicdo mais precisa da acio completa 1PI. O funcional
I'(A) é tomado como sendo a acdo efetiva 1PI calculada do Yang-Mills com massa
topologica sob quantizacdo, no calibre de Landau, onde, no final, os anticampos, os
multiplicadores de Lagrange e os ghosts sdo levados a zero. Deste modo I'(A4) depende
somente do campo cldsstico A, definido através da transformacio de Legendre do gerador

das funcgdes de Green conexas Z¢(.J)

[(A) = i / By P, ATy Al (1, 20) | (1.72)

onde ["*(z, . z,) ¢ a funcdo de Green 1PI de n pontos. E importante dizer que os indices
de grupo ndo foram especificados na equagio (1.72) porque eles nao sio relevantes para
as consideracoes feitas neste trabalho.

Vamos citar aqui os fatos principais sobre Chern-Simons puro e Yang-Mills com massa

topologica ao nivel quintico que serdo uteis a seguir:

o ['(A)} é invariante de calibre e contém contribuicdes locais e nio locais para cada

ordem de teoria de perturbacoes;
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e para uma teoria pura de Chern-Simons a covaridncia geral nao é quebrada ao
nivel quantico [28, 29, 30, 31, 32], o que implica que a dependéncia da métrica
do espaco-tempo n&o é fisica. Vamos também citar que a teoria de Chern-Simons
pura é, mesmo que renormalizivel por contagem de poténcias, finita no ultravioleta

28, 29, 30, 31];

e como provado por [6], a teoria de Chern-Simons pura é recuperada se tomarmos
0 limite de massa infinita m — oo na Lagrangeana de Yang-Mills com massa

topoldgica;

e mesmo que o tensor antisimétrico €,,, esteja presente, regularizagdes que preser-
vam explicitamente a invaridncia de BRST foram construidas para Yang-Mills com
massa topolégica [6, 19, 20]. Ainda que ndo seja necessario para a analise algébrica,
a existéncia de regularizagoes que preservem a simetria de BRST sao iiteis no sen-
tido de permitir calculos. Isto significa que a invaridncia de BRST pode ser mantida
manifestamente em todos os passos, o que implica que I'(4) pode ser construida

sem sair do espago dos termos invariantes de calibre.

Vamos focalizar agora a estrutura da ago 1PI efetiva ['( A). Desnecessario dizer que
I'{A) é, em principio, um objeto complicado. Mais ainda, devido & invariancia de calibre,
['(A) conterd certamente um grande nimero de termos construidos com a curvatura
F e suas derivadas covariantes levando a uma combinacdo complexa e ndo local mas,
invariante de calibre [5].

Entretanto, é simples de ver que se partimos de uma acao nao local e invariante de
calibre, construida com F' e suas derivadas covartantes na presenga do termo de Chern-
Simons, a férmula recursiva {1.20) pode ser adaptada convenientemente para o caso ndo
local, com o resultado que termos nao locais podem ser reabsorvidos no Chern-Simons
puro, através de uma pura redefini¢do nao local de campos. Gostariamos de salientar
que, a despeito da nao localidade, o campo de calibre redefinido ainda se transformars
COmO uma conexao, ja que os coeficientes que entram na redefinicao nao local séo co-

variantes, como sera mostrado no proximo exemplo. Entao, uma grande quantidade de
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efeitos quanticos advindos dos termos nao locais construidos com F' podem ser analisados
interpretando a teoria de Chern-Simons como um funcional invariante de calibre definido
no espago das conexdes de calibre do tipo A=A+ dA, onde 4A contém agora termos
covariantes locais e ndo locais, § A4 = §A!¢ 4 §A™Moc,

Para termos uma melhor compreensao de como as coisas acontecem no caso nao local,

vamos calcular os primeiros coeficientes, 9, e 97, para a acio no local

. 1
SHA) = . [ Pod*yF (@) ls — o F2(y) | (1.73)

com

F2(z) = tr F*(z)F,, (z) . (1.74)

A expressdo (1.73) ¢ um dos termos invariantes e dependentes de F' mais simples que é
esperado aparecer na expansio em loops de I'(A). Os coeficientes ¥}, e 9% sao facilmente

encontrados e fornecem

]' 1
= (@) [yl —y| Fiy) (1.75)

7 = ([Pl -uFW) 0 [P @) e 2| FG)

onde DI é a derivada covariante atuando no ponto z. Entdo

Scs(A) + SFE(A) = Ses(A) +0(1/m?) (1.76)
com
. 1 1
Ap = Au+ 0, + — 0, + 0(1/m’) . (1.77)

Como havia sido antecipado, os coeficientes 19; e 193 na equagao (1.75), ainda que nao
locais, transformam-se covariantemente, o que implica dizer que o campo redefinido A,

é ainda uma conexdo. O cariter covariante dos coeficientes ¥, para o caso nao local
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pode provavelmente ser entendido notando que, pelo fato de o Teorema da secdo 3 ter
um carater puramente geométrico, ele pode em principio ser aplicado em acdes nao lo-
cais construidas com F e suas derivadas covariantes. Gostariamos de enfatizar que a
dependéncia espago-temporal entre os termos F2(z) e F*(y) na equacio (1.73) é comple-
tamente irrelevante.

Exemplos mais sofisticados de agdes nao locais dependentes de F' podem ser tomados,
levando a resultados semelhantes. Vemos assim que uma grande classe de termos nao lo-
cais pode ser reabsorvido no Chern-Simons puro. Em nossa opiniio esta observagio é um
sinal de que a rigidez, anteriormente mencionada, do termo topoldgico de Chern-Simons
persiste ao nivel quantico. Ainda que tenhamos uma sélida compreensao da cohomologia
de BRST no espago dos funcionais locais [13, 14, 15], a situacdo é completamente dife-
rente no caso nao local. Dentro do nosso conhecimento, nao existe nenhuma prova do
fato de que termos ndo locais sejam construidos essencialmente com a curvatura e suas
derivadas. Note que nao estamos requerendo aqui a caracterizagio completa dos termos
nao locais, incluindo o conhecimento da dependéncia do espago-tempo das funcdes de
da curvatura F' pode ser suficiente para estabelecer a equivaléncia quantica entre I'(A) e
Ses(A).

Vamos concluir esta se¢do apontando um possivel caminho a favor desta hipétese.
As consideragbes acima lembram fortemente a sugestdo feita por [5] (ver secdo IV em
particular) a partir dos cdlculos a um e dois loops da teoria de Yang-Mills com massa
topoldgica e da teoria de Chern-Simons [1, 5, 6, 19, 20, 28, 29].

Apoés termos reabsorvido todos os possiveis termos nao locais, deveriamos estar aptos

a escrever a agao efetiva 1PJ completa I'(A) na seguinte forma

I'(A) = (Ses(A) + 2, (1.78)

com
A= A4 §AY 4 §4niee (1.79)
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O coeficiente { da equagéo (1.78), é uma série de poténcias em h relacionados s préprias
possiveis corre¢oes finitas do termo de Chern-Simons e pode ser reabsorvido por uma
ulterior redefini¢do multiplicativa do campo de calibre e da constante de acoplamento g.
O termo extra = na equacido {1.78) representa todos os termos nao locais e invariantes
de calibre, que ndo podem ser reabsorvidos através de uma redefinicio nao linear de
campos. Entretanto = tem alguns vinculos. Ele ndo contém m, por exemplo, devido ao
fato de que, pela equacgdo (1.71), termos que dependem de m podem ser reabsorvidos
através de redefinicbes ndo lineares de campos. Isto significa que = deve sobreviver
ao limite de massa infinita m — oo. Entdo, as consideracées de Chern-Simons puro
devem ser aplicaveis. Assim sendo, de acordo com [5] (ver segao IV), = deve ser nulo,
devido a um argumento de paridade [5] e & covariancia de Chern-Simons no calibre de
Landau [28, 29, 30, 31, 32]. Em resumo, a acéo efetiva 1PI do Yang-Mills com massa
topoldgica no espago-tempo plano R? pode ser relacionada com o termo de Chern-Simons
puro, a menos de redefinicdes nao lineares de campos. Este comportamento pode ser
completamente diferente para uma variedade curva genérica, bem como outros tipos de
invariantes topolégicos podem aparecer, tais como a torsio de Ray-Singer [33].

E umportante sublinhar aqui que a redefini¢ao ndo linear de campos foi anteriormente
usada por [20] para relacionar a acio efetiva a um loop de Chern-Simons no calibre do

cone de luz com a a¢ido pura de Chern-Simons.
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Capitulo 2

Técnica das Deformacoes

Consistentes

2.1 Introducao

As simetrias de um sistema, isto é, suas propriedades de invaridncia sob transformacoes
locais ou globais, sao de grande valia na solugio de problemas fisicos ¢ matemaéticos. Si-
metrias em fisica implicam leis de conservagao. Por exemplo, a homogeneidade do espago
implica que um sistema isolado é invariante sob translacdes, o que leva & conservacio do
momento linear total de um sistema isolado. Isto permite uma grande simplificagdo na
andlise do movimento de um sistema de particulas que interagem entre si, ja que podemos
investigar o movimento do centro de massa do sistema independentemente do movimento
de cada particula em relacdo a ele [34].

Consideremos como um segundo exemplo de simetria sistemas que apresentam uma
invaridncia de calibre, como é o caso do eletromagnetismo de Maxwell. Tal invariincia
tem grande importancia no processo de renormalizagio da agdo quantizada, na medida
que limita o nimero de contratermos possiveis e torna a teoria quintica unitdria.

No contexto das teorias de calibre, alguns sistemas necessitam de um nimero maior
de graus de liberdade, como € o caso da acdo com simetria SU(2) x U (1), que descreve

o modelo padrdo das particulas elementares. Neste caso, ainda que a transformacgio
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dos campos seja ndo linear (nio-abeliana), ela leva 4 renormalizabilidade da teoria no
ultravioleta.

Lagrangeanas com simetrias nao lineares podem ser obtidas a partir de um processo de
deformacgao de uma simetria linear anteriormente existente em uma Lagrangeana inicial.
Para este fim, existern dois procedimentos comumente usados, a saber: o método de

Noether [35] e o método das deformacdes consistentes [36].

2.2 Método de Noether

O procedimento conhecido como método de Noether consiste de trés partes que ilustrare-
mos através de um exemplo aplicativo, a saber: acrescendo um indice de grupo ao campo
Ay (Aﬂ — A;) da Lagrangeana de Maxwell, obteremos a Lagrangeana de Yang-Mills com
simetria ndo-abeliana.

Como ponto de partida, tomamos a Lagrangeana
1
SO =3 [ dig PO pOa (2.1)

onde

F)* = 8,A% — 9,A3. (2.2)

m

O indice a tem valores que vao de 1 até N, onde N corresponde ao nitmero de geradores
do grupo de simetria para o qual se quer generalizar. O segundo passo é a identificacio
das simetrias local e global. Para o caso em estudo, as simetrias apresentam as seguintes
propriedades:

(i) simetria local

§(e) A% = 9,e°, (2.3)
§(e)FDe = o,
§()S@ = o,
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(ii) simetria global

§(w)A® = fobeybAe 2.4
N

#

5 (w) F(O)a — fabcwa(O)c

174 py

§{w)SY = 0,

onde f%° sdo constantes de estrutura do grupo em questio e w® é um parametro global.
Em seguida temos que tornar local a simetria que anteriormente era global. Quando

tomamos w® = w(z), a simetria ¢ (w) é perdida por um termo da forma
5 (w) 8 = / d28,w0 (2.5)

com

Jer - _fﬂbCAgF(OJCW . (2.6)

A idéia do método é recupera-la, corrigindo S com um termo adicional, de forma a

compensar a varia¢io de S, Introduzimos entdo um termo adicional, de tal forma que
1 Q.
SW =50 - g f dizAC Jou | (2.7)

onde se introduzin a constante de acoplamento g para parametrizar a autointeragao
A% J** . Vamos agora unir as duas transformacdes, (2.3) e (2.4), numa transformacao
local que some as transformacoes anteriores, e tomemos a relagdo entre os parametros

das transformacgdes como sendo dada por &2 (z) = éw“ (z). Sendo assim,
1
§AS = fobuwPAs + Ea”w“ : (2.8)

Com esta escolha, o segundo termo de (2.8) gera, em S, o termo [ d*z8,w*J%*. Com

isto vemos que, na ordem zero em g, a simetria é reobtida. No entanto, um termo de
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primeira ordem em g surge, a saber
550 = —g [ dt (FrAzAL) (Fm AL (2.9)

Este termo sugere a forma aproximada do préximo termo a ser somado na acio S, O

termo necessario € tal que
2
S — S(l) + gz /d4$ (fabcAf‘Ai) (fadeAdvAe,u) (210)

Utilizando agora a identidade de Bianchi, é ficil mostrar que 65 = 0, e que S@ toma

a forma
5@ = ‘:11‘ [darer, (2.11)
onde
Fp, = 0,A; — 0,45 - gf“b“AZAf, . (2.12)
O fechamento da dlgebra
(61, 82] A}, = G345, (2.13)
com
w = —f*"wiwg (2.14)

e a invaridncia da acdo S@, nos d4 a certeza de estarmos apresentando uma teoria
completa com invaridncia local.

Dois outros exemﬁlos ilustrativos de aplicacao deste método sio a construgio do
modelo de Yang-Mills supersimétrico a partir do modelo linear [37] e a obtencao da acao
de Einstein-Hilbert a partir da Lagrangeana que descreve a particula de spin 2 conhecida,

como Lagrangeana de Fierz-Pauli [35].
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2.3 Método das deformacoes consistentes

O método que iremos descrever a seguir é baseado no formalismo de anticampos (ou fontes
de BRST). Este método permite a construgio dos termos de interacio via deformacoes
consistentes da equacio mestra. Seguindo o trabalho original [36], o ponto de partida é

a aglo invariante S, [¢] com simetrias de calibre local
0. " = Roe®, 8 Sinw [0°] = 0, (2.15)

sendo Iz} o operador que faz a transformacao dos campos. De acordo com o formalismo de
anticampos (para uma revisdo apropriada das subseqiientes consideracdes cohomolégicas
ver [16]), nés introduzimos o ghost C* e um conjunto conveniente de anticampos ¢*#,
tal que a agao

So [, 6] = Siny [6°] + f ATt RECE + ... (2.16)

seja solucio da equacio mestra

85 85 _
5¢A sS4 -

(Sp, So) = f d'z 0, (2.17)

onde ¢* = (¢, C*) denota coletivamente todos os campos e ghosts Os termos pontilha-
dos de (2.16) se referem a termos de fixacio de calibre ou possiveis termos quadraticos
nos anticampos. O operador de BRST s no espago dos campos e anticampos é definido

através do antibraket (Ver apéndice A para maiores detalhes)

s¢* = (#%, 5) = 3‘%, s¢*t = (¢4, %) = gg% . (2.18)

Vamos agora supor que a agdo S5 se refere a uma teoria de campos livres e que nio
contenha nenhuma constante de acoplamento ou parimetros de massa e consideremos a

possibilidade de introduzirmos interagtes consistentes & acao Sy, isto é,
Sog = S =5 +g,-5,~ + gingij + ... (2.19)
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tal que a acdo resultante S ainda satisfaca & Equacio Mestra deformada
(5,5)=0. ' (2.20)

Em fungao da localidade e renormalizabilidade por contagem de poténcias, nés iremos nos
limitar as interagbes S; que sejam polinémios locais e integrados nos campos e anticampos
com dimensdo menor ou igual a quatro. Isto significa que os pardmetros da expansio
g; devem ter dimensdo positiva em unidade de massa, o que significa que eles tém o
significado de constantes de acoplamento e massas. Como foi mostrado na referéncia [36],
o vinculo de validade da Equacao Mestra (2.20) automaticamente implica a existéncia

de uma agio deformada S, [QSA]
'mv [QSA] = |:¢'A ¢*A ] = Sinw I:QSA] + 0(91)1 (221)

que ¢ deixada invariante sob uma versio deformada e consistente da simetria de calibre

original, isto é,

8255, [#*] = 0, (2.22)
com
5g¢a . 5¢*a |:¢A QS*A ] ’ (Ca - Ecr),
596 = R%6® + O(gy). (2.23)

Com as equagdes (2.21) e (2.23) verifica-se que podemos acrescentar termos de interacoes
invariantes a agao livre inicial deformando convenientemente a simetria de calibre, de-
formagao esta que ¢ feita ordem por ordem em g;. Por exemplo, no caso em que a acio
inicial é a acao de Maxwell, a construgdo acima leva naturalmente & acao nao-abeliana
de Yang-Mills com os conhecidos termos de interagao ciibico e quartico. Na verdade, a
maior utilidade de se trabalhar com a Equacdo Mestra estd no fato de que a procura
de termos ndo triviais de BRST pode ser reduzida a um problema de cohomologia do

operador de BRST abeliano (2.18), cujas classes de cohomologia sao eventualmente co-
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nhecidas ou mais facilmente calculdveis. Esta simplificagio vem do fato de que interacoes
que sao triviais de BRST representam apenas redefini¢bes dos campos [36]. Para uma
melhor compreensao deste ponto, vamos expandir a Equacido Mestra (2.20) em poténcias

dos parametros deformadores g; :

(SU! SD) - 01
(S0, 5:) =0

A primeira das equacbes é obviamente a Equagdo Mestra para a teoria livre Sy, e é
satisfeita a priori. Da segunda condigdo nds vemos que S; tem que ser invariante sob
a agao do operador de BRST abeliano s. = (., Sp). Vale dizer que interacdes do tipo
S; = (T3, 50), onde T; é um polinémio local e integrado, tem que ser negligenciadas ja
que correspondem a redefinigbes de campos [36]. Isto significa que termos de interacio
nao triviais de primeira ordem em g¢; que podem ser acrescentados na agao livre Sy, tém
que estar na cohomologia de s. No que se refere i terceira equagao, é facil de ver que
ela admite solugao somente se o antibracket (S;,.S;) puder ser escrito na forma de um
cociclo exato, isto é, (S;, S;) = (T35, 5p) , para algum polinémio focal e integrado 7;;. Por
outro lado, se (5;,S;) esta na cohomologia de s, hd uma obstrugio cujo efeito é gerar
vinculos entre as vérias constantes g;. As mesmas conclusdes valem para as equagbes que
se referem as ordens mais altas da expansio da Equacdo Mestra deformada (2.20). Em
outras palavras, em cada passo, os parametros ¢; devem satisfazer a um certo nimero de
condicdes. No entanto, pode acontecer que estas condigoes s6 sejam verificadas se um sub-
conjunto destes parametros for nulo. Isto significaria que a interagio em primeira ordem
nestes pardmetros estaria proibida, ou seja, o processo de deformacgao seria restringido
a um sub-grupo de acoplamentos. Como veremos no préximo capitulo, este é o caso da
generalizacao nao-abeliana cuja possibilidade nés estamos estudando. Como nds iremos
mostrar, a acao abeliana do BF' de Cremmer-Sherk [2| e as duas simetrias de calibre, que
esta a¢ao apresenta, sé podem ser consistentemente deformadas se o produto da constante

de acoplamento de Yang-Mills e da massa topolédgica m for nula, implicando que nao
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existe uma generalizagdo nado-abeliana e renormalizdvel por contagem de poténcias do

termo de massa topolégica me#*P? F,, B,,.
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Capitulo 3

O Teorema No-Go

3.1 Versao abeliana

No contexto da busca de novos mecanismos de geracio de massa é sabido que, para
0 caso de espagos-tempo tridimensionais, a acdo topoldgica de Chern-Simons é capaz
de fornecer massa para o campo de Yang-Mills [1]. Esta afirmacdo tem validade nos
casos abeliano e nido abeliano. A questdo que surge imediatamente é se existe ou nio
um mecanismo equivalente em quatro dimensdes. No caso abeliano uma resposta foi
apontada na referéncia [2] onde se apresentou um mecanismo analogo, que faz uso de um

campo tensorial antisimétrico By, acoplado & conexdo de calibre A,. A agdo é

1 1 1
Sf,f’ = fd4$ (_EFWFW - EHW,,H“”" + ima‘“’""Fw,Bpg) , (3.1)
sendo F,, = 0,A, ~0,A, e H wp O tensor completamente anti-simétrico
Hy,=0.B,,+0,B,, +0,B,, . (3.2)

A acdo (3.1) é deixada invariante pelas transformacdes locais

894, = d,e, 9B, =0 (3.3)
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0'A, =0, B, =8, ey (3.4)

As equagbes (3.3) e (3.4) correspondem a transformacdo de calibre usual e & trans-
formacao vetorial relacionada ao carater tensorial do campo B,,. O pardmetro m do
termo topoldgico e#?7F,, B,, tem dimensio de massa. E f4cil verificar que este termo
fornece um polo nao nulo na fungio de Green de dois pontos levando A existéncia de uma

massa topoldgica invariante de calibre [2],

1 Puby
(ALLAV) = _p2 — 42 [g,uu - p2 ] . (35)

Esta constru¢io apresenta a grande vantagem de dar massa ao campo de calibre A,
mantendo em trés o nimero de graus de liberdade da aciio completa (3.1), ou seja, o
numero de graus de liberdade de um campo vetorial massivo de spin 1.

Para provarmos esta afirmagao, seguiremos os passos da primeira referéncia de [2].
Notemos primeiramente que o tensor H,,, tem 4 componentes independentes, e pode,

portanto, ser escrito em fun¢ao de um quadrivetor ¢, como
H,uup = E,uupo'ﬁba- (36)

E direto que, usando a contracdo Minkowskiana do tensor de Levi-Civita el ap =

-2 (5{;(55 — 6563) , podemos escrever

1 vpa
¢,Lu = gguupaH . (37)

onde ¢, tem divergéncia nula, 9%¢, = 0. Isto significa que as componentes de ¢ nio
sao completamente independentes. Se introduzirmos um multiplicador de Lagrange x,
tal que sua equagio de movimento reflita a condigdo de divergéncia nula de ¢, a acio

resultante é expressa por
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Sab — / d'z (-—FWF + %qﬁudﬂ +2met A, + zqs”aux) . (3.8)

Quando tomamos a transformacao

1
A=A — 0, (3.9)
obtemos
a i 1
s = [dt ( TP, + 56,0 + 2m¢#A;) . (3.10)
Finalizando a diagonalizagio, tomemos
p = Gy + 2mA, (3.11)
para obter
1 ! 1
fd"‘ ( SR omE AR AL ¢ §h“h”) . (3.12)

Desde que a agdo ndo contém termos cinéticos para o campo A, ele nao propaga nenhum
grau de liberdade fisico. Com isto conclunimos que a agdo mostrada em (3.1) contém
apenas trés graus de liberdade relacionados a um campo vetorial massivo.

Nosso objetivo, neste Capitulo, é discutir a possivel generalizacao nao-abeliana da
agdo (3.1). A andlise sera feita com o uso do método das deformagoes consistentes de-
senvolvido na referéncia [36) e apresentada no Capitulo anterior. Do resnltado de nossa
andlise surge nm teorema No-Go, mostrando a impossibilidade da generalizacdo nao-
abeliana da agdo (3.1), que mantenha o mesmo conjunto de simetrias locais, o mesmo
conteido de campos e a propriedade de renormalizabilidade por contagem de poténcias
(38]. Em outras palavras, generalizacGes nio-abelianas da a¢do (3.1) necessitam de aco-
plamentos ndo renormalizaveis como na referéncia [39], oun da introdugfo de campos

extras.
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3.2 O Teorema No-Go

Vamos agora aplicar a técnica das deformagoes consistentes, construida no Capitulo an-
terior, a analise de uma possivel extensio nac-abeliana da ac¢ao (3.1). Nés iremos partir

da seguinte acao livre e invariante de calibre

1 @ apil 1 L
%= [ d'a (—ZFWF W — S H,H P) , (3.13)
onde Fj, e H}  sdo as curvaturas abelianas
o, = 0,A; — 0,A}, (3.14)
e
H,,,=9,B;,+0,B;, + 0,B,,, (3.15)
para um grupo com n geradores (a = 1,....,n). E bom lembrar que, dentro do contexto

das deformacdes consistentes da Equagdo Mestra, o parametro massivo m da equacio
(3.1) é considerado como um parametro deformador como qualquer outra constante de
acoplamento. Isto implica que o termo topoldgico eé#*#°F,, B,, ird aparecer como uma
deformagao consistente de primeira ordem.

A acg@o (3.13) é obviamente deixada invariante pelas transformacdes de calibre

5AL = e, 5.BS, =0 (3.16)

oA, = 0, 0w B, = Ouwy, — Ouw),

Como existe um modo zero §,wy = 9,A° da transformagio de B, (ela é reduzivel) nés
introduzimos um conjunto de ghosts (c*, 7, p*), onde c* e 1, estao relacionados as trans-
formacoes de calibre (3.16) e p* é o ghost relacionado com a redutibilidade. Quando

introduzimos os anticampos (A*®, Bg,c, ¥, p*®) através da agao de anticampos Yy

Sy = / Az (A, + B0t + nit0,0%) (3.17)
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obtemos a acio livre completa

SO = >:0 + Eanta (318)

que satisfaz & Equacao Mestra

(S0, S0) = 0, (3.19)

onde

6So 0S¢ 1 65y 85y 6S06Ss  6Sy Sy 5065,
So, So) = / dt Z 92090 + .
(50, 50) v (Mw 54, | 20B% 3By, | 0c oy | orn b, | g 5pg) |
(3.20

De acordo com a equagao (2.18}), a transformagao de BRST nilpotente é dada por

sAL = 0,c°, sAY = 0"Fy,,
sBj, = 0un, — 0, , sBy, = 0°H,,,,
sty = Oup®,  smt=-—0"B;, (3.21)
s¢* =0, sc®= AT
SPG:O, S‘O*a:__ajjn;a

E importante salientar que mesmo que os anticampos (c, p%) conjugados aos ghosts (c,,
o) Ndo aparecam explicitamente na expressao (3.17), j& que ¢ e p® nao se transformam
s0b a atuagio de s no limite abeliano, eles s30 necessarios para permitir uma deformacao
das transformagoes e da dlgebra de calibre [36]. Vamos mostrar, para uso posterior, os

numeros quanticos de todos os campos e anticampos.

Aﬁ B::u Ca nﬂ pa. Arta B:“a,/ c*a n;a, p:«a
N, 10 jO 1|12 |=1]-1]-2]|-2]-3
dim |1 |1 010 |-1;3 3 4 |4 |5

nimero de ghost ¢ dimensoes
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Vamos agora caracterizar os possiveis termos de interagao S;, que podem ser acres-
centados a acio {3.18), e que preservam a Equagao Mestra {3.19) . Seguindo o esquema
algébrico do Capitulo anterior, as interagdes consistentes que podem ser introduzidas em

primeira ordem nos parametros deformadores sdo termos nao triviais da equacao
(S0,5:) = 0, (3.22)

onde 5; sao polindmios locais e integrados com niimero de ghost zero e dimensao quatro.

A solugao de {3.22) para um campo de calibre que é uma p-forma foi estudada na
referéncia [40] e segue trés categorias: (i) as que ndo deformam a simetria de calibre; (ii})
as que deformam a simetria de calibre mas nao a dlgebra de calibre; (iii) as que deformam
as transformacgoes e a algebra de calibre.

A primeira categoria contém fungdes invariantes de calibre { = funcoes das componen-
tes da curvatura e suas derivadas) bem como termos do tipo Chern-Simons. Os tnicos
candidatos permitidos pela invaridncia de Lorentz e pela contagem de poténcias sao os
termos cinéticos ~ FZ, H? { que ja estdo presentes na Lagrangeana original ) ¢ o termo
do tipo Chern-Simons #"*? F¢ BS_ ( o termo do tipo Chern-Simons e#**" H;, A7 difere
de e#*° 7 Bj por uma derivada total, logo estes termos nao sao independentes ). Isto

implica dizer que existe somente um novo vértice independente na primeira categoria,

que é denotado por S,
Sy =m / diz (7P FS,BL,) . (3.23)

A segunda categoria envolve interagbes do tipo Noether Ag3j% e Bj k", onde jj

a

4w S0 correntes conserva-

sao correntes conservadas invariantes de calibre, enquanto k
das invariantes de calibre tensoriais antisimétricas. (9,k%” = 0). Existem somente dois
tipos de correntes conservadas antisimétricas nio triviais e invariantes de calibre, que

S0 £p0 FY7 € E“Upaﬁi-ﬁﬁ [40] onde H,, é a 1-forma dual de H¢

avpr O tensor conser-

—a—b . . .
vado S”VP”H;H ., que fornece o acoplamento de Freedman-Townsend [39], é excluido via
renormalizabilidade por contagem de poténcias, ja que ele requer uma constante de aco-

plamento com dimensao massiva —1. Com isto ficamos s6 com Bﬁ,,F"’"". Analogamente,
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existem infinitos termos possiveis invariantes de calibre para a corrente conservada jj,
mas a renormalizabilidade por contagem de poténcias elimina todos 0s acoplamentos da
forma A7 j%, exceto Ase*"P7 HZ e A%8,F*". Mas Ajc*P" HY,, & equivalente ao termo
de Chern-Simons (3.23), enquanto A}4d, F*” é nulo on-shell e pode ser reabsorvido por
redefini¢oes dos campes. Resumindo, existe somente um acoplamento novo da segunda
categoria, ou seja, uBJ, F™"”, onde y é um parametro com dimensao de massa. FEste
acoplamento é do tipo Chapline-Manton [41] e tem a seguinte extensdo invariante de
BRST,

1 *q, *q A&
Si=p [ dis (aBgUFWJrA bt 4 e ) . (3.24)

I interessante notar que a expressao (3.24) permite, para o caso abeliano, o surgimento
de um termo de massa relacionado a um mecanismo de geracdo de massa nao topoldgica.

E imediato notar que a acio abeliana

1 1
ab 2 v
s o= [ds (_Z (Fiuo = 1B)* = == Hyup 11 P) (3.25)

1 v 1 v H v lu‘z v
- /d4$ (—ZFI“,FH - EH#VPH.U’ P -+ §B#UF'U‘ - —ZB'UUB# ;
que é deixada invariante sob as transformagoes
0A, = Oy + pey, 6By, = 0,6, — Ouey, (3.26)

é tal que os termos B, B* e B, F*', em (3.25), fornecem massas néo topoldgicas para
os campos B, e A, A acdo (3.25) foi considerada anteriormente na referéncia [42].
Note que um campo do tipo 2-forma massivo em quatro dimensdes descreve particulas
massivas de spin 1, exatamente como a l-forma.

Finalmente, a terceira categoria contém somente o vértice familiar da interagao cibica
de Yang-Mills com o pardmetro adimensional de interacio g (ver segunda referéncia de
40,

1
Sl — gfd4$fabc (__%FSUAMACU + AZaAbycc + 5C=|=r:ccbcc) (327)

48



Cabe salientar que a equagdo (3.27) ndo pode vir acompanhada por uma deformacao
do tipo AﬁBf;aH 407 fope. Este vértice de interagao descreve o acoplamento minimo do
campo de Yang-Mills com um campo carregado B%, na representacio adjunta. Ele tem
a forma do tipo Noether Aﬁ 7% onde a corrente j;j = BgaHfL oo fave nao é invariante sob
as transformacoes de calibre da 2-forma B,,... Por esta razio, o termo AﬁBf;aH CHpT f e €
também néo invariante de calibre ¢ portanto ndo define um observavel. Segue entdo que
este termo nao pode ser uma deformacéo consistente.

Tendo caracterizado as possiveis interagbes nio triviais, que podem ser adicionados
em primeira ordem nos parametros deformadores (g, m, ), vamos voltar ao estudo das
ordens superiores nas condigées de consisténcia fixadas pela validade da Equacao Mestra
deformada. Como vimos anteriormente, a condigio de consisténcia em segunda ordem,
1sto €, a terceira equagao do sistema (2.24), pode ser resolvida somente se os antibrackets
(5i,5;), com ¢, 7 = 1,2,3, puderem ser escritos como cociclos exatos de BRST. O anti-
bracket (S, S;) € automaticamente nulo, desde que S, é independente dos anticampos.
Somando-se a isto, os vinculos que seguem de (S}, S)) sdo as equacdes usuais que levam
ao vértice de Yang-Mills puro e sdo satisfeitos quando identificamos os pardmetros fobe
como as constantes de estrutura do grupo de Lie. Considerando agora os antibrackets

(S2, S3) e (S5, S3), vemos que eles sdo triviais de BRST
2 m
(52.53) = gmy [ atzerr g, s = s (?” / d4m5“”””BzyB§g) ,

2
(Sy, S3) = —22 ] 50" By = s (% f d%B‘““’Bﬁy) , (3.28)

de maneira que ndo apresentam nenhuma obstrucdo. Vamos agora analisar os termos

(51, S3) e (S1..57), dados respectivamente por

($1,5) = —gu f diz (e Fs, Ay — (AbAc)me+ (0#B2,) AMes (3.29)

__A;accnb,u o A;aAb“pc _ C*acbpc)
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pupt o

2
(S1. 52} = —mg f dbz fabegives e gb e (3.30)

E facil de verificar que as expressoes acima nao sao triviais de BRST, levando entdo a
uma obstrugio real para o procedimento de deformacio da Equacio Mestra. No caso da
expressao (3.29) observamos que a dependéncia dos anticampos nac contém derivadas no
espaco-tempo. Por outro lado, das equagoes (3.21) vemos que as transformacoes de BRST
que levam nos anticampos sempre introduzem derivadas no espago-tempo, 0 que implica
que (51, S3) ndo pode ser escrito como uma variacio de BRST pura. Semelhantemente,
uma simples contagem de derivadas no espaco-tempo que aparecem na expressio (3.30) e
das que aparecem nas transformacées de BRST mostradas em (3.21), mostra que o Qnico
candidato a reproduzir o antibracket (5),.5;) como variacio trivial de BRST é dado por

A (3.31)

wrip

/dﬁixfabcg;wpaBa Ab
No entanto, observamos que
s ( / dz fa”CEWWB;,,AgAg) _9 / diz foeenr (0, ALAS + BL,8, AS) . (3.32)

Como podemos ver, a variagdao BRST de (3.31) contém univocamente 7, 0 que implica

dizer que (S;, S2) é um elemento ndo trivial da cohomologia do operador de BRST.
Vemos assim que a implementagio consistente do método das deformacies da Equacao

Mestra em segunda ordem requer que os dois pardmetros massivos, m e 4, satisfacam os

seguintes vinculos:

gu = 0, (3.33)

gm = 0.

Isto implica dizer que se insistirmos em acrescentar o termo de Yang-Mills na acao,
teremos que u = 0 e m = 0. Por outro lado, se escolhermos implementar os termos

massivos p ou m, a interagio de Yang-Mills é inteiramente perdida ( ¢ = 0 ) e nés
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ficamos com os dois modelos massivos abelianos apresentados nas equagées (3.1) e (3.25)
para um conjunto de n campos nao interagentes. [Ambos 0s termos massivos podem ser
considerados simultaneamente ji que (Ss, S3) e (S3,.S3) sdo termos triviais de BRST).
O que estamos mostrando é, em esséncia, que n#o € possivel generalizar a a¢io massiva
dada em (3.1) para uma agio nao-abeliana, local e renormalizavel por contagem de
poténcias que contenha o mesmo conteido de campos e tenha o mesmo conjunto de
simetrias. Isto conclui a demonstracio do teorema no-go sobre a introducio da massa

topolégica em quatro dimensdes para um grupo nao abeliano.

3.3 Comentarios

Como qualquer teorema No-Go, nosso resultado nao é mais forte que as premissas assu-
midas. Primeiro, excluimos acoplamentos que nio sejam renormalizdveis por contagem
de poténcias, j& que nosso objetivo € construir uma alternativa ao mecanismo de Higgs
com as mesmas propriedades quanticas desejadas. Se nés relaxamos esta condigdo (e
isto é sugerido por um enfoque mais moderno da teoria da renormalizagio apresentado
em [24, 43]), podemos construir uma Lagrangeana que incorpore os termos de massa
topoldgica e o acoplamento de Yang-Mills. Esta Lagrangeana contém também o termo
de interagido ndo renormalizavel por contagem de poténcias de Freedman-Townsend e foi
obtida explicitamente na referéncia [39] (ver também [44]). Ela contém duas constantes
de acoplamento independentes, a primeira m com dimensio de massa e a segunda o com

dimensao do inverso da massa. A Lagrangeana do modelo é

1 1 a 1 e yrouy
L= ZE#V‘DABﬂy z)\ - 'é'ﬁa#ﬁ# - EF‘LWF s (334)

onde 3 é um campo auxiliar que ¢, no limite livre, igual ao dual de Hj, . Na equagao

(3.34), F2, é a curvatura tradicional dada por

F;u = 3#-‘43 - 31/-‘4; + gfabcAzAcy ) (3.35)
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e ¢, ¢ dado por uma expressdo semelhante com B +mAj no lugar de 4§ e o no lugar

de g,
5, = 0.0 — 0,85 + m (8, A% — 8,A%) + af ™ (B2 + mAL) (82 +mAL) . (3.36)

As deformagtes de primeira ordem s3o, neste caso, o termo de massa topolégica mg""PABf;U
(Q,Ag -8, Ag) e o vértice de Freedman-Townsend a f**c#** B2, 355 O acoplamento de
Yang-Mills emerge na segunda ordem sendo que a constante de acoplamento de Yang-
Mills g é relacionada com a massa topoligica m e com a constante de acoplamento de
Freedman-Townsend o através da relacdo ¢ = ma. A Lagrangeana (3.34) tem termos
de até quarta ordem nas constantes de acoplamento. E claro que nés poderiamos incluir
de maneira equivalente o termo de massa na Lagrangeana livre inicial. Neste caso, a ex-
pansao nas constantes de acoplamento péra na segunda ordern (ver [45] para formulacio
em primeira ordem).

A segunda premissa assumida em nossa andlise é que a teoria interagente possui o
mesmo conteudo de campos e 0 mesmo numero de simetrias de calibre que a acao livre
inicial. Esta imposicao é necessaria para que a teoria de perturbagdes em torno da parte
quadratica possa ser implementada. Um relaxamento destas hipéteses foi proposto na
referéncia [46], onde uma generalizagdo nao-abeliana da agio abeliana (3.1) foi proposta.
Aqui, a curvatura abeliana F é representada pela nio-abeliana e as derivadas de B sao
representadas por derivadas covariantes (onde a dois-forma B se transforma na repre-
sentacdo adjunta). Esta generaliza¢do ¢ invariante sob transformacdes de calibre do tipo
Yang-Mills, mas nao sob as transformagtes tensoriais (3.4). Esta generalizacao nao for-
nece uma deformacdo consistente da teoria abeliana porque ela perde a invaridncia sob
transformacoes de calibre tensoriais.

Vale dizer que a simetria de calibre (3.4) pode ser reobtida na versao ndo-abeliana se

acrescentarmos um campo vetorial extra que se transforma apropriadamente [46]. Mas
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quando isto € feito, a teoria nao possui o mesmo nimero de simetrias no limite abeliano,
Ja que neste limite, o campo extra desaparece da Lagrangeana. Isto nao significa que ela
¢ fisicamente inconsistente, mas que a teoria livre nio pode ser usada diretamente como
ponto de partida para uma expansao perturbativa padrao (obscurecendo em particular
o significado da renormalizabilidade por contagem de poténcias).

Uma construgio equivalente ao mecanismo de geracio de massa acima descrito foi
proposto recentemente por Jackiw e Pi [47] no contexto das teorias de calibre tridimen-
sionals. Neste trabalho, o papel que é desempenhado pelo campo By, é feito por um
campo vetorial Bj. Um andlogo do teorema no-go acima apresentado foi obtido na re-
feréncia [48]. Os autores de [47] analisam a teoria nao-abeliana com menos simetrias de
calibre que aquela obtida pelo acoplamento minimo do campo Al a0 campo Bj. A teoria
resultante sofre das mesmas dificuldades que a teoria apresentada em [46], j4 que uma
expansao perturbativa padrac em torno do limite livre nio pode ser implementada. Se
esta teoria, ou a versao quadridimensional de [46], pode ser quantizada consistentemente

ainda é uma questao aberta.
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Capitulo 4

Massa Topolégica em Quatro
Dimensoes com Extensao nao
Analitica da Simetria no Parametro

Massivo

4.1 Introducao

No Capitulo anterior, analisamos a possibilidade de existéncia de um mecanismo de
geragao de massa topolégica para o campo de calibre vetorial de teorias nio-abelianas em
quatro dimensdes. Procuramos, entdo, possiveis generalizacies ndo-abelianas do modelo
descrito por [2}

1 1 1
S = [d‘*x (_ZFWF“V — EH#VPH#W + §m5‘“”"’FWBm) . (4.1)
Como vimos, o resultado de nossas andlises levou a um teorema No-Go que mostra a
impossibilidade de tal generalizagio se quizermos manter o0 mesmo ntmero de simetrias
e a propriedade da renormalizabilidade por contagem de poténcias.

Na ultima se¢do do Capitulo anterior, discutimos as limitagdes deste teorema e mos-
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tramos que as condi¢des que podem ser relaxadas com o intuito de se construir a versio
nao-abeliana, que mais se aproxima de uma generalizagdo do modelo original (4.1), sdo
(i) mudanga do contelido de campos, (ii) perda da renormalizabilidade por contagem de
poténcias ou (iii) perda da simetria tensorial. Neste Capitulo, a exemplo do caso tri-
dimensional estudado no Capitulo 2, abriremos mio da segunda condicdo. Partindo da

agdo conhecida como modelo BF nao-abeliano puro [49),
1
S5R(A, B) = 5m [ diztr (7" F,uB,,) (1.2

mostraremos que redefinicdes ndo analiticas - no pardmetro massivo m - dos campos
A, e B, fornecem uma possivel extensio nio-abeliana do modelo (4.1). No entanto,
diferente da situacdo encontrada no Capitulo 2, quando estudamos a acdo do modelo de
Chern-Simons- Yang-Mills, veremos que no caso presente as redefini¢des dos campos de
calibre implicam uma redefinicio da simetria tensorial.

Gostaria de salientar que o tratamento apresentado aqui se limitara ao regime classico,

devido & perda da renormalizabilidade por contagem de poténcias.

4.2 C(Caso abeliano

4.2.1 Equivaléncia entre o BF puro e o modelo de Cremmer-
Sherk

O objetivo desta se¢do é mostrar a equivaléncia cldssica entre as acbes abelianas de

Cremmer-Sherk [2] e da teoria BF pura, ou seja, que uma teoria pode ser mapeada na

outra via uma redefinigio dos campos de calibre. Seguindo os mesmos passos do caso

tridimensional, procuramos uma redefini¢io nio analitica, no pardetro massivo m, dos

campos A, e B, de tal maneira que seja vélida a relacdo

Sir(A) + SF(A, B) + Sgh(A, B) = 8¥-(4, B) , (4.3)
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onde

1
SuA) = -7 [d (PR,
1 LV
SH(AB) = = [da(Hu,H"")
S%.(A,B) = %m [tz (e FuBy)

e as definigbes das curvaturas F,, e H,,, sdo as mesmas dadas em (3.2), ou seja,

P = 9,4, — 8,4,

Hyp=0,B,,+0,B, +0,B,,.

‘Tomaremos aqui redefinicdes dos campos de calibre da forma
- =1,
A,u = Aﬂ + Z _?19;: f
n=1 m
> 1
B‘uy == Bﬂy-f-z_:l;n—n PE
A acio S@%.(A, B) é deixada invariante pelas transformacoes de calibre locais

§9A, = 8,E, 698, =0

6.‘:.{;1\’_5 = 0, 6t§#V = alué\u - aygﬁ -

(4.4)

(4.5)

(4.6)

Introduzindo (4.4) em (4.3), obtemos diretamente os coeficientes da expansio (4.4). Os

quatro primeiros coeficientes sdo dados por

1 voo
B = St

92 = b0"F,,
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B = o0,

9 = MO0"F,,,

Lu = EE#UPUFpU )

qb;zw = aaaHa,uy ’
?w == _g‘gpupaapaa}?aaa
w = NO&H,,,,

onde a, b, M e N sao constantes adimensionais restritas apenas pelas condigdes,

1 1
a+b:_f§ e M+N:55;—ab.

Como vemos, até a ordem de expansio no parametro massivo considerada, os coeficien-
tes, ¢}, e ¥, mostrados em (4.7) apresentam dois parametros adimensionais livres. De
fato, todas as ordens pares da expansio em m de (4.4) sdo caracterizadas por um novo
parametro adimensional nao fixado.

A série formal (4.4}, que redefine os campos A, e B,,,, fornece o mapeamento cldssico

pretendido. No que se refere as simetrias de calibre e tensorial, a acéo
Svm(A) + S(A, B) + Sgi(4,B)

¢ mantida invariante sob o mesmo conjunto de transformacdes (4.5) em (4.6), agora

escritas em termos dos campos transformados,

894, =08, 8B, =0 (4.8)

§A, =0, 6B, =0,c, —d,e,. (4.9)

Apresentaremos na se¢ao seguinte a generalizagio nao-abeliana da equacio (4.3). Como

veremos, a exemplo do caso abeliano, a simetria de calibre vetorial mantera a mesma
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forma mas a simetria tensorial s6 podera ser obtida como uma série infinita de termos

nae analiticos no parametro de massa m.

4.2.2 Argumento cohomolégico

Para dar um argumento cohomolégico das equagdes (4.3) e (4.4) usamos a formulagdo de
anticampos, ou seja, o formalismo de Batalin-Vilkovisky (ver apéndice A). Cinco anti-
campos sao necessarios (A, By, ¢*, ™, p*), correspondendo respectivamente & conexao
de calibre A,, ao campo tensorial antisimétrico B,,, ao ghost de Faddev-Popov ¢, ao
ghost relacionado & simetria de calibre do campo B, e ao ghost p. Este tltimo esté re-
lacionado ao ghost 7 e é necessario porque a simetria do campo tensorial B, é redutivel
e requer, para sua completa fixacido, um ghost extra.

Como j& mencionamos, a andlise da cohomologia do operador diferencial de BRST
identifica os termos que podem, ou nao, ser reabsorvidos por redefinigbes de campos
[36]. Neste contexto, quantidades que nzo pertencem & cohomologia deste operador sio
passiveis de serem absorvidas, ao nivel classico, por redefinicdes de campos. Como iremos
agora mostrar, os termos £, F* e H,,  H"*? contidos na acdo (4.3), ndo fogem a esta
regra.

A trivialidade destes termos se baseia fortemente na forma das transformagoes de BRST

dos anticampos A*# e B}, dadas por

2 2
SAL —_= aaquﬂ + ggﬂyngupa 3 (4..10)
2

* o o jrel
SB#U = Ea Hpﬂy‘i‘gﬂung s

onde s é o operador diferencial de BRST. Contraindo convenientemente as expressoes
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contidas em (4.10) com a densidade tensorial £!, obtemos

1 1
pr = _Zg,uupa'SB*pa + %EWW@XHX"" (411)
e
1 T 1 Yo
H,uup = +ZE#V.00'SA — %ewpgc’?x}? . (412)

As equagdes (4.11) e (4.12) podem ser usadas de maneira recursiva para obtermos

1 1 1
F,, = —ES{EWWB*”"+EF‘:‘,+w6‘meQB*”+ (4.13)

1 2 1 4 *po 5
2—77136 F“U“Fwéi#upga B }+O(1/m) )

1 . 1., 1 o
Hup = 35 {qugA T —H oy + 5O T (4.14)
1 2 rrx 1 2 * Y 7 5
550 iy imnod 0P b 40 (1/m)
onde
F, = 8,A, — 8,A"
[

H,,=8,B},+ 8,B},+,B,,.

uyp

A trivialidade das curvaturas F,, e H,,,, que fica evidente nas equag¢des (4.13) e (4.14),

pode ser usada para mostrar que os termos [ F'? e [ H? podem ser escritos da forma

'A contragdo da densidade de Levi-Civita £,,,, é tomada como sendo a do espago-tempo

Minkowskiano
e g = =2 (8485 = 535
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1 1
/ doFF, = s f d'z (s,,,,,,,JB*WFP” + —FF,,+ (4.15)

1 2 pxpy 1 g 2 p*
+ﬁ£‘uypanoa B H + ﬁF'ﬂ 8 Fp0+

1
+W€uypanva4B*uy> +O (1/m5)

wyp

[ d'z (H,,,H"?) = %s / d'z (swng“”PA*“+~—1mH“””H* + (4.16)
T

1 1
P H X Fl, + —H"P 8 H,

2m? 2m3 wep
1 Moo
e H,l,,ﬁaXan) +0(1/m?)

0 que nos leva a concluir que eles podem ser reabsorvidos por redefini¢oes dos campos.

A analise acima implementada ¢ andloga aquela feita no caso tridimensional. Ob-
servando as transformacdes de BRST dos anticampos A* e B*, dadas em (4.10), ve-
mos que o8 termos que levam & conclusao da trivialide das curvaturas sao %E#WH YPT e
€uwpr FP7 . Obviamente, estes termos estéo ligados diretamente ao termo topolégico e BF.
Vemos entao que, nos casos tridimensional e quadridimensional, a presenca dos termos
topolégicos é que leva a existéncia das redefini¢des de campos apresentada.

Vamos agora procurar uma possivel generaliza¢do nao-abeliana deste tratamento.

4.3 Possivel generalizacao nao-abeliana

Como vimos no Capitulo anterior, nao existe versio ndo-abeliana da acdo de Cremmer-
Sherk [2] que seja renormalizével por contagem de poténcias e que mantenha as simetrias
de calibre e tensorial. Mostraremos agora que, se abrirmos mao da renormalizabilidade

por contagem de poténcias, tal generalizagao é direta e a acao resultante é dada por
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1 1
=t [d's ( MEr Fry Bpo — 7% Fy = 12Hwhm"f’) (4.17)
onde
H,u,up = Dp,BVp + DpB,;w + DU-Bpﬂ. (418)
e
Fuo =0,A, —0,A,+ g [A#, A, (4.19)
sendo 1), a derivada covariante de calibre
D,=0,+ g{A#, ]. (4.20)

Para tanto, partiremos da acdo pura do BF nio-abeliano [49]
Sﬂ,ﬂ.b — _m/d4 t?" E#”P”Fﬂy@po)} s (421)

onde a definicao da curvatura relacionada ao campo Aé aquela apresentada em (4.19)
fazendo A — A.

E direto que a agao (4.21) é invariante pelas transformagoes de calibre locais

894, = Due, 8By =g|Bu.¢] (4.22)

§tA, =0, 6B, = D, — Dy, (4.23)

onde D, tem a mesma definicdo de D,, dada em (4.20), trocando somente A, por A,,.
Procuremos entao redefinigées nao analiticas, no parametro massivo m, para 0s campos

A, e B,,, tais que a condigdo (4.3) seja valida no regime ndo-abeliano, ou seja,

St B) =S, (4.24)
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onde A e B tenham a forma

© 1
A, = A+ Z —nﬁjj (D,F,H), (4.25)

B, = BW+Z , (D, F H) .

Substituindo (4.25) em (4.24) , obtemos diretamente os coeficientes W e ¢l que mapeiam

0s campos cldssicos A e B nos respectivos A e B. Os primeiros sio

1 vp U
19}1' — 24 EpupUH (4.26)
&, = bD*F,, + -g (B, Haoul
a ana g Q:V 4
192 - _g‘f#f’paDyD“H ’ 768 g [F#CUHVPU] ’
1 po
¢:¢u = 8 P"VPUF
?W = aDaHa#u,
b g
3 o [s7e @,
b = DD = gD [, 1]
onde
1
h=——
@t 16"

Tendo apresentado o mapeamento dos campos, vamos voltar & questio das simetrias.

E simples verificar que a agéo S € invariante por transformacdes do tipo 694 e 698 mas
ndo é invariante por transformacdes do tipo 6*A e §°B. E claro que, com 0 mapeamento
de campos (4.26), podemos obter as simetrias 69(A, B) e §*(A4, B). Mas, na medida em

que a acao S € invariante sob a transformacéo
6°A, =Due, 6B, = g[Bu,c],

69S = 0, precisamos apenas nos preocupar com a simetria tensorial. Para obté-la,

partimos das transformacées 6‘A e 6'B. Substituindo (4.26) em (4.23) e usando o processo
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iterativo no parametro massivo m, podemos obter §*A e §'B até a ordem de 1/m que se

desejar. Até a segunda ordem em 1/m ela é dada por

oA, = —8_%5#%6 [Ff,e] +

4 o ¥
ﬁ64m2 (‘Dp [Hpﬂmg ] + 29 [[Fﬂﬂago] 3 Be ]
+4g [[Fpa:gu] , B+ 2 [D?e?, Hypol)

+0O (l/ma)

g apa
5tBW = Dye, —Dyg, + %Emm[u [E,,], H* ] +

"Egi {bD"’ [FP[#’EVI] + é% HBW,HW[M] ,6,,]] +

(16 +2) (D Funer = D7 [pc])  +
+O (1/m3) :

(4.27)

(4.28)

Vale dizer que, a exemplo do caso tridimensional, quaisquer termos constriidos com

as curvaturas ¥ e H, podem ser reabsorvidos na agio do BF puro. Quando novos

termos do tipo K, H™ F*H™, F*D™H* para quaisquer n,m,k > 1, sio acrescenta-

dos, o tratamento é o mesmo. Mudancas surgem apenas nos coeficientes v (D, FH) e

m (D, F,H), que deverdo ser convenientemente modificados. Isto indica que o termo

topolégico ¢ BF gera uma vasta classe de teorias cujo conteddo de campos é o mesmo da

teoria BF e que sao caracterizadas pela simetria de calibre usual e uma simetria tensorial.
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Conclusoes e perspectivas

Gostariamos primeiro de dizer que a interpretacio de Chern-Simons como um funcional
invariante de calibre € bastante frutifera uma vez que em funcdo deste fato é possivel
reproduzir qualquer agdo local do tipo Yang-Mills.

E importante sublinhar também que o carater covariante dos coeficientes 9, (nos
casos local e néo local), que permite interpretarmos o campo redefinido /TM COmMoO uma
conexao de calibre, pode dar alguma luz a respeito de redefini¢des nio lineares de campos
em teoria quintica de campos.

Dos estudos aqui apresentados, surgem algumas perspectivas diretas que ja estdo
sendo trabalhadas, a saber:

(i) serd que a interpretaciio geométrica apresentada pode ser estendida ao nivel da acao
efetiva quantica 1P7 completa?

(ii) o que acontece quando incluimos campos de matéria na anélise do gerador das teorias
de calibre tridimensionais?

(iii) ¢ a massa topoldgica m um paradmetro relevante para os observiveis da teoria de
Yang-Mills na presenga do termo de Chern-Simons?

Este tltimo comentério surge a partir da observagio de que o termo de Yang-Mills
¢ um cociclo exato de BRST. Como mencionamos, este fato indica que ele pode ser
eliminado via redefinigao de campo [36], redefini¢io esta que foi por nés apresentada.

o importante dizer que o cilculo dos valores esperados de vécuomenvolvendo varidveis

de loop a baixas energias [50], tais como
W () = o~ 180 i)
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onde v e ¥ sdo duas curvas suaves que ndo se interseptam, calculados com as agoes
abelianas de Chern-Simons pura e de Chern-Simons acoplada ao termo de Maxwell apre-
sentam os Imesmos resultados, claro, independentes do parametro m. Estes resultados
tém sugerido que, no cdlculo dos observaveis destas teorias neste regime de energias, é
de grande simplificacio o uso do propagador da teoria de Chern-Simons pura,

ACS — 1 (z —y)
s 471_ P"UP |I . y|3 ?

em vez do propagador de Maxwell-Chern-Simons,

1 (z —y)f  me ™=yl 1 (@ —y)*
AMCS = — v —_— v — "5 1 _ —_ A

s e uplx_y|3 +47T iz — g Gu mg.up'x_ylz ( |z = yi)
Neste sentido, a transformacio forneceria um método seletivo para o cdlculo de fungées

de Green na teoria de Maxwell-Chern-Simons. Em especial, o célculo da quantidade

-x (7,7) = jg

~

Ao § o (4,(2) 4,(0)) s

fornece o linking number das curvas v e ',
(iv) Ainda no contexto das teorias de calibre que sio geradas pela acdo de Chern-Simons,
uma observagao interessante pode ser feita no cilculo do determinante fermiénico de um
espinor abeliano massivo que interage com um campo de calibre externo nio propagante,
a saber: ele pode ser expresso pela aciio de Chern-Simons pura a menos de redefini¢oes
do campo de calibre [51].

Para melhor compreensido do que foi dito, vamos detalhar um pouco mais esta in-
formagio. Seja entdo o funcional gerador das funcdes de Green T para o modelo descrito

acima
el — _/Di/)D—iEefdS”E(””aﬂ*"V”AVmW.

Como sabemos, ['(A) pode ser escrito na forma de um determinante fermidnico,

I'(A) = log det (iv*8, + v* A, —m) .
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A expressio explicita de I'(A) consiste de uma série infinita de diagramas (a um loop),
P(A4) = nSes(4) + > I (4),
n=2

sendo

™ (4) = / Brp B AP (21) 0 AP (30) Gy (1) o (@)

Ju (x) = ¥y,

a corrente fermidnica. Como foi mostrado por [51], os termos I'® (A) podem ser expressos

por
re (A) = /dsyl"-dsynFuwl (yl) o Fim (yn) SY1 V1 Hintm (¥1--Yn)

onde

(411 binn _ 1 T e Ei )7, :
(ylyﬂ-) - (47{_)11 H '/L‘J o 3 <j.£t1 (Il) ---J,u,n (‘xn)) ?
J=1
o que significa dizer que

D(A) = 1Ses(A) + 3 [ oo ¥nFruns (1) - Funr (90) 297 (531 |
n=2

ou seja, que
T'(A) = nScs(A)

a menos de redefini¢des do campo de calibre A. Isto significa que os efeitos quanticos da
agao fermiodnica citada podem ser expressos pela acio pura de Chern-Simons para uma
conexio A, adequada.

No contexto das teorias de calibre quadridimensionais, temos apresentado um forte re-
sultado mostrando a impossibilidade da generaliza¢io nio-abeliana da acio de Kremmer-
Sherk que mantenha a renormalizabilidade por contagem de poténcias, o contetido de

campos € 0 numero de simetrias.
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Também foi apresentado um estudo do mecanismo de massa topoldgica no caso abe-
liano. A exemplo do caso tridimensional, os resultados indicam que m est4 relacionado
a um termo que ¢é trivial de BRST e pode, portanto, ser eliminado via redefinicio de
campos, redefinicao esta apresentada por nds. Neste sentido, o cardter observivel do
parametro m da agdo de Cremmer-Sherk surge também como perspectiva de estudo fu-

turo.
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Apéndice A

Método de Batalin-Vilkovisky

O objetivo deste apéndice é dar algumas diretrizes do método de quantizacio de Batalin-
Vilkovisky [7]. O ponto de partida é

(a) a existéncia de um conjunto de campos (campos de calibre, campos de matéria,
ghosts, etc), aqui denotados genericamente por ¢';

(b) de uma agio S, (¢), invariante sob a atuagao de um operador @, QS;,, (é) =0,
tal que

(c) Q¢ = Pt (¢) é um polinémio local, linear ou nio, nos campos, onde o operador
@ tem a propriedade da nilpoténcia, ou seja, @? = 0.

A questao fundamental a ser tratada por este método se refere a validade, ou nao
da simetria expressa por (), ao nivel quantico. Colocando a questdo ao nivel funcional,
escrevemos uma identidade que fornece a invaridncia de S, ( identidade de Ward ), ou
seja,

WSine =0, (A1)
onde
LA

5¢.1‘ ’ (A2)

W zfd% Q¢

é o chamado operador de Ward.
Como dissemos, a pergunta relevante a ser respondida é se, dada a acéao classica Sip,
um procedimento qualquer de renormalizagdo para calculo das correctes quanticas, existe

uma [,
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[ = Spy + AU+ RITD 4 B30@ 4 (A3)

tal que
Wl =0. (A4)

A extensdo da simetria ao nivel quintico, deve ser feita com uma transformacido nas
fungdes de Green que deixe I' invariante. Para entendermos a construgio do método,

seja uma fungao de Green genérica
(6" (31) 6 (32) " (25) " (24) oo 6" () ) - (A5)
Um exemnplo simples é o caso em que o polinémio P (¢) é linear nos campos, ou seja,
P (d) =Yg, (A6)

Para este caso,

(A7)
No caso de uma simetria nio linear do tipo

P'(¢) = b7y , (A8)

por exemplo, a operagao de () sob a fungdo de Green leva a
k=n
Q4" (11) 8 (32) 6 (2) ..6™ (30)) = 30 54 (6 (1) v (24) 61 (2) ™ (22) )

k=1

(A9)

Comparando os dois casos vemos que para renormalizar uma simetria nio linear, deve-
mos levar em consideracio todas as fun¢ées de Green nao elementares com insercoes de

operadores compostos definidos por (A8). Entéo, na presenca de uma simetria nao linear,
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devemos néo somente renormalizar massa, constante de acoplamento, carga, fungoes de
onda, etc, mas também a prépria simetria.

Para tratarmos os casos onde os polinémios P* sdo nao lineares, o que em suma quer
dizer para renormalizarmos a simetria, vamos mudar a agio de partida, incluindo, para
cada campo ¢', relacionado a um polinémio P! nao linear, um anticampo ¢* que néo se

transforma sob a atuagao de Q (Q¢* = 0),
S = Spny + / APzt Qg, . (A10)
Esta mudanca, obviamente, mantém a invariancia da acao,
QS=0. (A11)

A utilidade da nilpoténcia de ) surge agora. No caso de transformacies nio lineares,
uma posterior variagio de ' geraria outro objeto ndo linear (quando QP # 0) e assim
por diante. A nilpoténcia de () garante que este processo acaba na segunda variagao.
Para implementarmos a renormalizacio da simetria, construimos entao uma identidade

de Slavnov-Taylor,
05 85

D —
[ = Q@MZ [’ “5a5s =0 (A12)

A identidade acima pode ser escrita em funcio do operador conhecido como operador

linearizado de Slavnov-Taylor. Este operador foi muito usado nesta tese e tem a forma

_ [ (855 5S35
S—fdx(5¢*5¢ 6¢6¢*)’ (A13)

cuja aplicagdo na acao completa, fornece

s§ =0. (A14)

Esta equagio é comumente encontrada na literatura com o nome de Equacio Mestra.

Existe uma diferenca bdsica quando o processo de quantizagio é tratado com o opera-
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dor linearizado, a saber, os campos e os anti-campos sao tratados em pé de igualdade. Os
contratermos gerados para a renormalizacdo terdo a mesma importancia. Aqueles envol-
vendo campos renormalizardo a parte S;,, € 0s envolvendo os anticampos renormalizardo
a parte estendida da acdo, e portanto a simetria.

Usamos no decorrer desta tese a notacio

SMON 6MEN
M,NY= {dP — 4 —
(M, N) f I(5¢*5¢+5¢5¢*) (A15)
Entao, a Equagdo Mestra é escrita como
(5,5)=0 (A16)
e a aplicacdo do operador linearizado nos campos ¢ anticampos é como segue,
65
s¢ = (¢, S) = 575*1 (A17)
* .o 08

Note que, muito embora os anticampos néo se transformem pela atuacao do operador
@, eles se transformam pela agio do operador linearizado s. Gostaria de ressaltar que
quando falamos, neste contexto, em cohomologia de BRST, como o fizemos vérias vezes
nesta tese, nos referimos & cohomologia do operador s.

A construcao aqui apresentada levou em conta a nilpoténcia do operador @. Mas este
método pode ser estendido para tratar da quantizacio de modelos onde a nilpoténcia é
quebrada por termos proporcionais as equacgtes de movimento. Neste caso, é necessaria
a introducao de termos quadraticos nos anticampos, tais que seja possivel construir uma
identidade de Slavnov-Taylor. Isto permitird a definicdo de um operador linearizado
de Slavnov-Taylor que seja finalmente nilpotente. Apds a introducdo destes termos, o
tratamento cohomolégico é o mesmo. Um exemplo aplicativo onde este tipo de situacio

¢ encontrada foi por nés estudado na quantizagio da agio twistada de Yang-Mills com
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duas supersimetrias [52].
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Apéndice B

Simetria de BRST e Técnica de BRST estendida

Como o préprio nome indica, a técnica de BRST estendida estende o tratamento de
BRST incluindo parametros associados & fixagio de calibre. Tal construcao tem a potente
utilidade de controlar a dependéncia de uma teoria, ao nivel quéntico, de tais parametros.
Para ilustrarmos a técnica, vamos usé-la para mostrar a trivialidade da dependéncia da
acao quéantica 1P7, I' da teoria de Yang-Mills pura em quatro dimensdes, do parametro
de fixagdo de calibre @. Mostraremos também a independéncia dos observéiveis neste
pardmetro. Seguiremos os passos de [4].
Teoria de Yang-Mills em 4 dimensdes e Simetria de BRST

Os graus de liberdade desta teoria estéo contidos no campo de calibre A, que é tomado

como sendo avaliado num grupo de dlgebra de Lie semisimples,

Ay = Az (2)T", | (B1)
onde as matrizes T¢ sio os geradores do grupo e possuem, portanto, as propriedades

[T, T") = f*T° e tr (T°T*) = 6. (B2)
A agdo de Yang-Mills pura em quatro dimensdes é dada por

— 1 4 pu
Simw = = f &z tr (F, F™) (B3)
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onde g é a constante de acoplamento de Yang-Mills e F),, é a curvatura
Fo =0,A,-0,A,+¢g[A, A . (B4)
Esta acdo apresenta a simetria de calibre 65;,, = 0, onde
8A, = 0w+ g{A,w] = Dyw, (B5)

sendo w um pardmetro avaliado na algebra considerada, w = w®T®. Acrescentando & agao

o termo usual de fixagio de calibre,
4 & 2
fd s (B(‘:)”A# +5B ) ,

onde B* é um multiplicador de Lagrange ¢ a é o pardmetro que fixa o calibre?, a in-
variancia de calibre é quebrada. No entanto, uma nova simetria é obtida se supusermos
que o parametro w seja levado num campo Grasmanniano ¢ conhecido como ghost de

Faddeev-Popov. Para explicitarmos tal afirmagio, somamos a a¢io o termo

Spp = —tr f &'z ¢ D,c, (B6)
e tomamos
bA, = D,Lc, (B7)
be = —gc,
bec = B,
BB = 0.

Verificamos entdo que o operador b expressa uma simetria da ac¢do (simetria de BRST).

Interessante notar que o operador b que a realiza tem a caracteristica de ser nilpotente,

2A escolhas a = 0 e o == 1 caracterizam os calibres de Landau e de Feymann.
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o que é de grande utilidade ao processo de renormalizagio das teorias de calibre.

Como argumentamos no apéndice A, a existéncia de uma simetria nao linear exige
que, no processo de quantizac¢ao, a simetria seja renormalizada, sendo 1til nestes casos
o tratamento de Batalin-Vilkovisky. Para sua implementagao, acrescentamos a acido um
termo extra que deve conter um anti-campo relacionado a cada campo que se transforma
nao linearmente sob a acio de b. No caso especifico da teoria de Yang-Mills necessitamos
de dois anticampos, Q# e L, relacionados as transformagoes dos campos A, e ¢. A acdo

completa é entao escrita como

1 -
s = [ &z tr (—ZF#,,F“” + BOMA, + %BL ¢ 8"D,c ) + (B8)
+ f diz tr (Q”D#c — gLc? )
= [diztr (—iFWF“" +Q#Dyc— gLct + b (a Ay + 5 B)) .
A simetria de BRST é expressa funcionalmente pelo operador linearizado

5S & dS & 688 856 . &
— 4 i T —
S_tT/d$(59#5A”+6A#69#+6L5c+6c6L+BcSE)' (B9)

E sabido que o contratermo M, associado ao estudo da estabilidade da agao, deve ser
invariante sob a atuacdo de s (sM = 0). Por outro lado, a nilpoténcia do operador
s estabelece um problema de cohomologia. E um resultado vastamente conhecido [4]
que a parte do contratermo M que pertence a cohomologia do operador s estd ligada
a renormalizacdo das constantes de acoplamento e das massas, isto é, aos parametros
fisicos da teoria, enquanto os termos que podem ser colocados como variagao pura de
BRST estao ligados & renormalizagao das amplitudes das fungoes de onda. Desta forma

vemos que 0s setores triviais do contratermo nio tém relevincia fisica.

75



Trivialidade Quéantica de «

Vemos diretamente que

85’_1 4 2_]- 4, =
aa_ztr/d:cB _zstrfd:ccB. (B10)

A técnica de BRST estendida consiste em estender o operador de BRST permitindo
que 0 parametro « varie sob a acao do operador estendido de BRST, de tal forma que
a nilpoténcia deste seja mantida e que o parametro o forme uma estrutura de dubleto®,

ou seja,

s = &, (B11)

s&€ = 0.

Aqui, £ é um pardmetro Grassmaniano com mimero de ghost 1. Estendendo a acdo para

S=8+¢A, (B12)
onde A é tal que
as
A= — B
5 %0 (B13)

a identidade de Slavnov-Taylor

55 35 0545 08
4
y=ur [dis (M st sesr Pz ) (B14)
é levada em

oy §S 68 68548 59
ey 4 —_— —
S(S)-—trfda:(aA”dﬂu-i-666L+Bd ) § (B15)

O problema do estudo da independéncia dos pardmetros de calibre, ao nivel da acio

3Como mencionamos, campos que formam tais estruturas nao pertencem i cohomelogia do operador
de BRST.
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quantica I', ¢ entao traduzido no estudo da implementacio da identidade de Slavnov-
Taylor estendida (B15) para todas as ordens da teoria de perturbagtes. Isto é sempre
possivel porqué os pardmetros o ¢ ¢ formam uma estrutura de dubletos de BRST, o que
implica dizer que eles n&o pertencem & cohomologia deste operador [4]. Como a teoria
de Yang-Mills em quatro dimensdes nao tem anomalias, a identidade (B15) vale ao nivel

quantico,

[ 6T 06T r
0T 4T 6F5F) or _,. (B16)

e . (o0 oF  obef)  of _
S(F)—trfdx(c?Auc?Q”—i-JcﬁL 3

Quando tomamos a derivada 2 em (B16) e fazemos £ = 0, obtemnos

)3
or ) ) o 4 ) ) )
5a = [ 4z (am 54, T 5A, 500 T 5Tse T ocsL T BEE) AL, (B17)
onde
r=r| .
£=0

Isto mostra que a dependéncia quéntica do funcianal gerador das funcées de Green 1PJ
no parametro ¢ € trivial. Vamos agora abordar a questio dos observéveis.

Quantidades observaveis @;(z) sdo definidas classicamente como sendo invariantes
de calibre, construidas com os campos bésicos da teoria, neste caso, A,(z). Ao nivel
quéntico, dizemos que as insersbes relacionadas a estas quantidades sio nao triviais de
BRST, isto é, pertencem as classes ndo triviais da cohomologia deste operador no setor
de mimero de ghost igual a zero. Isto significa que tais insersées obedecem & identidade

de Slavnov-Taylor

S51Qi(a).2) =0, (B18)
onde
[Q: (). 2] # 8 [Q: (2) . 2] , (B19)
sendo S definido por
S=tr fd4$ (—Jﬁﬁ + JC;E + JE%‘) : (B20)
B '
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Aqui, Z (J} é o funcional gerador da funcgées de Green?,

< (~1/n)"
Z = Ngﬂ 1\./ﬂ /de Ay J (2) L TVENIG (L ay) (B21)

O estudo do regime quéntico dos operadores invariantes de calibre Q; (z) é feito introdu-
zindo fontes externas ¢!, invariantes de BRST, acopladas a eles. Construimos entio um

funcional gerador Z(.J;q) que obedece & identidade de Slavnov-Taylor,

SZ(J,q) =0. (B22)

Vamos entdo mostrar que os operadores invariantes de calibre

<Qil (:’El) Qiz (IQ) """" Qin (mn)) y

que sao gerados pelo funcional gerador

Zino(@) = Z(4, )]s » (B23)

nio dependem do parimetro de calibre «. Para isto procedemos de maneira andloga
ao tratamento da fungdo I'. Assim, equivalentemente ao caso obtide na equacgio (B15),

teremos

~ 7,
SZ(Q: J) = S(velho}Z(q’ J) +€"BEZ(Q> J) =0. (B24)
Derivando esta equacao com relagdo a £ e tomando £ = (, obtemos

o o
520 ) = =8 Fr @) . (B25)

*A funcio de Green de n pontos é definida a partir dos valores esperados do produto temporalmente
ordenado dos campos interagentes,

Gy in (T1, o Tn) = (T, (1) &4, (X2) i, (T2))
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Isto mostra a independéncia, ao nivel quantico, dos observaveis fisicos em relagao ao

parametro de calibre o .
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