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Resumo

Teorias quénticas de campos finitas no ultravioleta sdo discutidas do ponto de
vista da renormalizacdo algébrica. Primeiramente, através do estudo da cohomolo-
gia BRST, demonstramos a finitude dos modelos auto-duais de Pasti-Sorokin-Tonin
(PST), bem como a auséncia de anomalia de gauge. Esses modelos surgiram como
uma covariantizagao de acoes com simetria de dualidade e, apesar de nio possuirem
uma constante de acoplamento, contém uma série infinita de interagoes agrupada
em um termo nao polinomial. Trabalhamos explicitamente em duas, quatro e seis
dimensées, apontando um argumento para estender os resultados para dimensdes

superiores.

Apds os modelos PST, apresentamos um critério puramente algébrico para o
anulamento da funcdo beta em teorias quanticas de campos renormalizaveis, o qual
estd baseado nas equacoes de descida que seguem da condicio de consisténcia para
contratermos invariantes. Nos casos em que estaremos interessados, estas equagdes
permitem relacionar a agdo completamente quantizada a um polinémio de campos
local invariante de gauge. O anulamento da dimensido andmala desse polindmio
permite estabelecer um teorcma de nio renormalizacdo para a funcio beta g,
assegurando que se a contribuicdo em 1-loop se anula, entdo §, se anula em todas
as ordens da teoria de perturbagio. Como um subproduto, o caso especial em que 3,
s6 recebe contribuigdes até 1-loop, sem correcoes de ordens superiores, é também
entendido. Os exemplos de Chern-Simons em trés dimensoes acoplado a matéria
fermidnica e das teorias de super Yang-Mills N = 2 e N = 4 sao discutidos em

detalhe.
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Abstract

Ultrviolet finite quantum field theories are discussed in the framework of the
algebraic renormalization. Firstly, by studying the BRST cohomology, we show
the finiteness of the self-dual Pasti-Sorokin-Tonin (PST) models, as well as the
absence of gauge anomaly. These models have arised as a covariantization of duality
symmetric actions and, although a coupling constant is not present, they have an
infinite series of interactions arranged in a nonpolinomial term. We work explicitely
in two, four and six dimensions, indicating an argument for the extension of the

results for higher dimensions.

After the PST models, we present an algebraic criterion for the vanishing of
the beta function for renormalizable quantum field theories, which is based on the
descent equations following from the invariant counterterms consistency condition.
In the cases we will be interested, these equations relate the fully quantized action to
a local gauge invariant field polynomial. The vanishing of the anomalous dimension
of this polynomial enables us to establish a nonrenormalization theorem for the beta,
function f,, stating that if the one-loop order contribution vanishes, then g, will
vanish to all orders of perturbation theory. As a by-product, the special case in
which f, is only of one-loop order, without any further corrections, is also covered.
The examples of Chern-Simons in three dimensions coupled to fermionic matter and

N =2 and N = 4 super Yang-Mills theories are discussed in detail.

iv



Indice

Introducao 4
1 A Finitude dos Modelos PST 10
1.1 A covariantizacao de modelos com simetria de dualidade manifesta . 10
1.2 A formulagdo PSTem D=2 .. . ... .. ... ... ... . ..... 12
1.2.1 Os aspectos cldssicos . . . . . . .. . ... o 12

1.2.2  Os apectos qUANLICOS . . . . . . . . . ... 17

1.3 A finitudedomodelo D=6 . . .. ... .. ... .. ......... 22
1.3.1 Omodelocldssico . . . .. ... .. .. ... .. .. .. ... . 22

1.3.2 Auséncia de anomalias e finitude . . . . . ... ... ... L. 26

1.4 OmodeloPSTem D=4 . ... ... .. .. ... . .. ....... 29

1.5 Considera¢des sobre a finitude em dimensdes arbitrdrias . . . . . . . 33

2 Um Critério Algébrico de Finitude 34



2.1 Requerimentos gerais do critério de finitude . . . . . ... ... ...
2.1.1 Aspropriedades classicas . . . . . .. ... ... ...
2.1.2  As propriedades quanticas . . . . . ... . ... ... ... ..

2.2 O estabelecimento do critério de finitude . . . . . . ... ...
221 O teorema de finitude . . . . .. ... 0oL

2.2.2  Auséncia de correcoes de ordens superiores . . . . . ... . ..

Aplicacoes do Critério de Finitude

3.1 A finitude de Chern-Simons acoplado a matéria fermionica . . . . . .

3.2 Super Yang-Mills N =2 . . . . ... ... ... ... ...
3.21 A acfio cldssica e suas simetrias . . .. .. ... ... ...
3.2.2 O Contratermo invariante . . . . . ... .. .. ... . ....
3.2.3 A dimensdo andmala nula de [Trg? - T . .. . . ... ... ..
3.2.4 O teorema de ndo renormalizacido da funcao beta . . . . . . .

3.3 Super Yang-Mills N =4 _ . . ... . . ... .. ... ..

Conclusdes

A A Equacgio do Ghost

Al A teoria classica e a equagdo do ghost . . . .. ... ...

44

44

49

49

o4

26

60

62

70

73



A.2 Nio renormalizagaodo ghost ¢ . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

A.3 Nio renormalizagdo de Tre® . . . . . . .. ... ... ... ...

B O Procedimento de Twist em Teorias de Super Yang-Mills
Bl Otwistem SYM N =2 . . .. ... ...
B.1.1 A élgebra de supersimetria N =2 . . . . . .. .. .. ... ..
B.1.2 O twist do multipleto de gauge . . ... ... ... ... ...

B2 Otwistem SYM N =4 .. .. . . . ..



Introducao

Desde suas formulagdes iniciais [1], a teoria quéntica de campos (TQC) tem se
mostrado de fundamental importincia em fisica. Com vastas aplicagfes, ela tem

permitido predizer resultados em excelente acordo com o experimento.

Entretanto, apesar de todos os seus sucessos, TQCs sempre enfrentaram uma
dificuldade crénica: o problema das divergéncias ultravioletas (UV) [1], que impede,
a principio, a obtencdo de resultados fisicos finitos da teoria, impossibilitando assim
qualquer comparagao com dados experimentais. A origem do problema reside no
fato de que campos devem ser tratados como distribui¢bes e frequentemente ocorrem

produtos de campos em pontos coincidentes, os quais sdo singulares [2].

A busca de uma solugdo para o problema das divergéncias UV levou ao es-
tabelecimento da teoria de renormalizagio [1, 2, 3]. Ela permite, em uma ampla
quantidade de casos, a subtragido das divergéncias (através de renormalizacées de
pardmetros e amplitudes de campos) e a correta definicio da teoria em todas as or-
dens perturbativas. Entre os sucessos na aplicagdo do procedimento de renormali-
zagao, pode-se citar a eletrodindmica quintica e as teorias de gauge ndo abelianas
de Yang-Mills, as quais constituem a base do nosso entendimento das interagoes

eletrofraca e forte.

Infelizmente nem todas as TQCs podem ser completamente tratadas com o pro-



cesso de renormalizagdo. O que pode acontecer é que, para absorver as divergéncias,
seja necessdria a introdugdo de novos parametros na teoria a cada ordem da ex-
pansao em loops. Dessa forma, para se definir a teoria em todas as ordens, seria
requerida a presenca de um numero infinito de pardmetros, implicando na completa
perda de poder preditivo da teoria. Exemplos famosos que se enquadram nesse
caso sao a teoria de Fermi para as interacbes fracas, devido a seu termo qudrtico
de interacao fermidnica, e a gravitacao. No primeiro caso, o problema se resolveu
com o surgimento do modelo padrao de particulas de Weinberg-Salam-Glashow [4],
que substitui a interacdo com quatro férmions por interagcdes renormalizdveis dos
férmions com os bosons de gauge eletrofracos. No caso da gravitacio o problema
ainda persiste e o que ainda faz sentido, pelo menos perturbativamente, é trabalhar
56 até uma determninada escala de energia e falar de gravitacao quintica como uma
teoria de gaunge efetiva. Sdo alternativas atualmente promissoras para se produzir
uma teoria de gravitagdo quéntica bem definida em todas as escalas de energia os
métodos ndo perturbativos de quantizagdo candnica da relatividade geral [5] e as
teorias de supercordas, que apontam para a possibilidade de uma teoria finita UV

de grande unificagdo incluindo a gravidade [6].

De fato, modelos finitos UV sempre foram um aspecto relevante e atrativo em
TQC. O requerimento de um comportamento UV mais suave motivou a construcao
de muitos modelos, incluindo as teorias supersimétricas de Yang-Mills (SYM), as

supergravidades e as supercordas.

A finitude UV sera entendida aqui como o anulamento, em todas as ordens da
expansao perturbativa de loops, das fun¢des beta da teoria. Isso significa que a
dependéncia da escala de renormalizacdo é dada completamente pelas dimensdes
anomalas dos campos, as quais sao, em geral, ndo nulas. Elas estdo relacionadas as

renormalizacdes das amplitudes de campos e dependem da escolha de gauge.

Muitas teorias finitas UV tém sido encontradas em diferentes dimensdes do



espago-tempo. Exemplos em duas dimensées sdo os modelos de Wess-Zumino-
Witten [7] e 0 modelo-¢ supersimétrico N = (4,0) [8], os quais sdo conformes [9] e

superconforme [10] respectivarnente.

Em trés dimensdes, a teoria de Yang-Mills topologicamente massiva, a qual é
obtida adicionando a acao de Chern-Simons ao termo de Yang-Mills, é um dos
exemplos mais celebrados de uma teoria completamente' finita [11]-[16]. Além dela,
pode-se ainda citar a teoria de Chern-Simons pura, a qual também possui fun¢ao
beta e dimensdes andmalas dos campos nulas em todas as ordens da teoria de
perturbagdo [17]-[21]. A correspondente fungao beta do coeficiente de Chern-Simons
se anula também na presenca de matéria [22, 23, 14]. Mais geralmente, é sabido que
no caso abeliano este coeficiente esta fortemente vinculado pelo teorema de Coleman-
Hill [24], implicande que ele pode receber no méximo correcdes a I-loop?. Além
disso, como mostrado em [25] através de um argumento topolégico, este coeficiente

¢ quantizado.

Em espagos-tempo quadrimensionais as teorias de gauge supersimétricas certa-
mente exibem um comportamento dnico, levando em alguns casos a TQCs finitas,
como em SYM N =4 (27]-[30]. Em SYM N = 2, apesar da finitude UV nao ser em
geral uma propriedade da teoria, sua fungdo beta obedece a um interessante teo-
rema de nao renormalizagao, estabelecendo que ela recebe no maximo contribuicGes
a 1-loop [31])-]34]. No caso de SYM N = 1 um conjunto de condicdes necessirias
e suficientes para o anulamento da fung¢do beta em todas as ordens da teoria de
perturbacao foi estabelecido [35], possibilitando classificar as teorias SYM N =1

finitas.

Exemplos de teorias finitas em dimensbes mais altas sao fornecidos pelos mo-

delos BF [36, 37], os quais pertecem & classe das teorias de campos topolégicas do

!Nesse caso as dimensdes andmalas dos campos também se anulam.
*Recentemente o teorema de Coleman-Hill foi estendido para o caso néo abeliano [26].



tipo Schwarz [38].

A finitude UV das teorias mencionadas acima foram, em geral, checadas primeiro
por célculos explicitos de loops [11, 12, 13, 18, 22, 27, 31| e posteriormente provadas,
em todas as ordens da teoria de perturbagao, usando um conjunto adequado de
identidades de Ward caracterizando as simetrias de cada modelo. Por exemplo, no
caso do modelo-o (4,0) bidimensional ¢ uso do formalismo BRST permitiu uma
demonstracdo independente de qualquer esquema de regularizacio da auséncia de
anomalia superconforme [10]. Demonstragdes andlogas foram usadas no caso dos
modelos de Wess-Zumino-Witten [9] e de SYM quadridimensional N = 4 [29, 30].

No caso de N = 2, uma prova baseada em identidades de Ward da finitude UV
em ordens superiores a 1-loop ¢ dada na referéncia [33], a qual faz uso da relagdo
entre a agdo N = 2 ¢ um polinémio de campos local invariante de gauge o qual
tem dimensdo andmala nula. Uma demonstragao diferente é disponivel também no

contexto do superespago harménico [34].

Uma andlisc detalhada das propriedades quanticas do multipleto de supercor-

rente é a base das condigdes de finitude para SYM N =1 [35].

O anulamento da fungdo beta para TQCs topolégicas pode ser provado, de
uma maneira geral, fazendo uso de uma simetria adicional ndo anémala, chamada
supersimetria vetorial, presente tanto nas teorias tipo Schwarz como nas teorias
tipo Witten [39, 40]. A existéncia dessa simetria estd relacionada ao fato do ten-
sor energia-momento das teorias topoldgicas ser uma variacio BRST pura. B im-
portante também salientar que o trago do tensor energia-momento, cuja extensdo
quantica integrada ¢ diretamente relacionada & fungdo beta, pode ser caracterizado
por um conjunto de identidades de Ward baseadas em uma formulacdo local da
invaridncia de dilatagdo [41, 19, 14, 15, 42]. Essa propriedade foi usada com sucesso

para mostrar a finitude de Chern-Simons puro [19] e Yang-Mills topologicamente



massivo (14, 15]. Neste 1ltimo caso, uma prova diferente foi dada em [16] usando

um argumento cohomolégico para uma classe generalizada de teorias de Yang-Mills.

O nosso objetivo aqui é discutir perturbativamente TQCs finitas UV do ponto
de vista do formalismo algébrico BRST. Iniciaremos mostrando, conforme referéncia
[43], a finitude dos modelos auto-duais de Pasti-Sorokin-Tonin (PST) [44, 45, 46]
através de uma andlise detalhada da cohomologia BRST, a qual sera constatada ser
trivial. Apesar de nao possuirem constantes de acoplamento e assim nao terem nen-
huma fun¢do beta associada, esses modelos contém uma série infinita de termos de
interacao (os quais sdo agrupados em um termo nio polinomial), fazendo necessdria
a andlise de possiveis divergéncias UV. A proposta PST surgiu originalmente como
uma covariantizagdo do modelo de Schwarz-Sen [47] para a Eletrodindmica de
Maxwell livre, o qual incorpora a simetria de dualidade na a¢do mas com o sacrificio
da simetria de Lorentz manifesta. Posteriormente o mecanismo PST se popularizou
como uma maneira geral de conciliar simetria de Lorentz e dualidade em teorias

envolvendo campos tensoriais antissimétricos com field strengths auto-duais [48].

Apés o estudo dos modelos PST serd apresentado um critério puramente
algébrico, de aplicabilidade geral, para a finitude UV [49, 30, 33]. Esse critério
explora o conjunto de equacdes de descida seguidas da condigdo de consisténcia
de Wess-Zumino para contratermos invariantes [50, 51]. O que acontece, nos ca-
sos de finitude UV os quais trataremos, é que estas equagdes permitem estabelecer
uma, correspondéncia um a um entre a acao quantizada de um dado modelo e um
polinémio local nos campos pertencendo a cohomologia do operador BRST no nivel
mais baixo das equag¢tes de descida. Como uma consequéncia, pode-se estabelecer
um teorema de ndo renormalizacao para a fungio beta se a dimensdo andmala desse
polindmio é nula. Esse teorcma assegura que se a funcao beta se anula a 1-loop,
ela se anulard em todas as ordens, implicando a finitude UV do modelo. Como um

subproduto desse teorema, serd possivel também entender o caso no qual a funcéo



beta recebe contribuigbes até 1-loop, sem corregbes de ordens superiores. A idéia
fundamental desse critério de finitude é que a dimensao anémala do polinémio de
campos o qual a acao quantizada estd relacionada é mais facil de controlar do que
a propria funcao beta, gracas a existéncia de identidades de Ward adicionais como,
por exemplo, a equagdo de movimento do ghost [21], sempre presente nas teorias

tipo Yang-Mills no gauge de Landau.

A tese estd organizada da seguinte forma: no capitulo 1 nés introduzimos os
modelos PST e fornecemos uma demostragao de sua finitude através do estudo direto
da cohomologia BRST. No capitulo 2 o critério algébrico de finitude é apresentado,
incluindo a andlise da auséncia de corregdes de ordens superiores para a fungao
beta. Exemplos de aplicacdo do critério sio discutidos no capitulo 3. Eles incluem
o caso de Chern-Simons acoplado a matéria e SYM N = 2 ¢ N = 4 em quatro
dimensoes. Finalmente no iiltimo capitulo sumarizamos nossos principalis resultados

e apresentamos nossas conclusées e perspectivas de futuros desenvolvimentos.



Capitulo 1

A Finitude dos Modelos PST

Neste capitulo nés discutiremos a renormalizacio dos modelos auto-duais PST.
Vamos comecar com a motivacio fisica desses modelos e entdo com a discussio
de sua quantizagdo em duas, quatro e seis dimensées. A auséncia de anomalias,
bem como a finitude UV, a menos de renormalizagoes nio-fisicas, serdo mostradas
através do estudo da cohomologia BRST, a qual serd constatada ser trivial [43]. Um
argumento para uma possivel generalizagdo em dimensdes arbitrarias dos resultados

obtidos serd também apresentado.

1.1 A covariantizacao de modelos com simetria
de dualidade manifesta

Dualidade é um tépico que tem se tornado cada vez mais importante em TQC,
permitindo estabelecer descri¢cbes equivalentes da mesma teoria em termos de cam-
pos distintos. Isso é muito interessante na medida em que a simetria de dualidade
tipicamente fornece um intercimbio dos regimes de acoplamento forte e fraco das

teorias duais, abrindo a possibilidade de analisar ambas as escalas da constante de

10
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acoplamento através de calculos perturbativos.

Um aspecto relevante no contexto das dualidades em TQC é o estudo de campos
tensoriais antissimétricos com field strengths auto-duais, os quais sdo chamados de
bdsons quirais {ou ainda formas quirais). Eles aparecem em um amplo cendrio
de sistemas fisicos, principalmente relacionados a teorias de superstrings [52], M5-
branas (53], modelos de supergravidade em seis [54] ¢ dez dimensdes [55] e ainda em

conexdo com o efeito Hall quantico fraciondrio [56].

Na referéncia [47] modelos para descrever campos de gauge antissimétricos, em
dimensdes pares quaisquer do espaco-tempo, com simetria de dualidade manifesta
na acao foram propostos por Schwarz e Sen. Esses modelos sao generalizagoes dos
trabalhos anteriores de Zwanziger [57] para campos de Maxwell em quatro dimensoes
e de Floreanini e Jackiw [58] e Henneaux e Teitelboim [59], os quais construiram
agOes para bésons quirais em (4p + 2) dimensdes (p inteiro). Uma propriedade
comum a todas essas propostas é a auséncia da invariancia de Lorentz (e em geral
das demais simetrias do espago-tempo) manifesta na agio, a qual é substituida por

uma invariancia sob transformagées modificadas dos campos.

A conciliagao de simetrias do espaco-tempo com a simetria de dualidade em
acoes auto-duais foi conseguida com a introducao de campos auxiliares. Uma dessas
formulagGes covariantes, proposta em [60, 61] para (1--1) dimensdes e generalizada
para dimensdes mais altas em [62], faz uso de um nimero infinito de campos es-
calares auxiliares. FEm contrapartida, foi introduzida ha alguns anos por Pasti,
Sorokin e Tonin [44, 45, 46] uma interessante formulagio covariante para descrever
campos antissimétricos auto-duais, a qual introduz um Gnico campo escalar auxiliar,

mas de uma maneira nao polinomial,

O mecanismo PST é implementado em dimensdes pares arbitrdrias, onde os

modelos auto-duais sdo usualmente definidos. No entanto, em espagos-tempo de
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Minkowski com dimensées D = 4p (p inteiro), ndo é possivel definir um field strength
como uma 2p-forma auto-dual. Nesses casos, a prescricao € introduzir, como em
[47, 57|, um campo de gauge auxiliar e substituir a propriedade de auto-dualidade
por uma relacao de dualidade entre os dois field-strengths da teoria. Em particular,

esse procedimento sera necessario na discussao do modelo PST em quatro dimensoes.

Nas secbes seguintes investigaremos o comportamento quantico ultravioleta e
infravermelho dos modelos PST no contexto da renormalizacio algébrica [50], ana-
lisando em detalhe a questdo das anomalias e a estabilidade da acdo clissica sob
correcOes radiativas. Nés forneceremos uma demonstracao algébrica da auséncia
de anomalias de gauge explicitamente em duas, quatro e seis dimensoes. Além
disso, nés mostraremos a finitude dos modelos PST, a menos de renormalizacoes
nao fisicas, em todas as dimensdes analisadas. Como veremos, a deducdo desses
resultados para cada dimensao é baseada sempre no mesmo tipo de argumento e sua

generalizacdo para dimensoes arbitrarias parece poder ser obtida de modo andlogo.

1.2 A formulacao PST em D=2

1.2.1 Os aspectos classicos

O modelo PST classico em D=2 ¢ definido pela acdo [45, 46]

1 1
e 2e | — (A 2
Siav /d 73 ( FUR, Ba)? (8"a F,) ) (1.2.1)

onde F,, = 0,¢ é o field strength do campo escalar ¢, F, = (N — €,0)0" ¢ = —€,, F*
e a é um campo escalar auxiliar’.

INés trabalharemos, aqui e nas se¢des seguintes desse capftulo, em um espago-tempo plano
de Minkowski com métrica diag(1l,-1,...,,—1)}. O simbolo de Levi-Civita €,,.. ., € definido por
6Cll...D—l =1= (—I)D_1601...D—1-



13

A acdo (1.2.1) é invariante sob as seguintes transformacdes:

F.0ta
; 1.2.2
b = f(a), da=0, com f(a) umafuncio arbitrdriadea. (1.2.3)

bath = a(z) B, é4a =c(z), com B=

Na verdade, a transformacio (1.2.3) corresponde a umn conjunto infinito de simetrias
globais. Usando esta invaridncia e a equagdo de movimento para ¢(z) nés podemos
obter a condicio de auto-dualidade F, = 0 [63], a qual implica que ¢(z) é um
escalar quiral. No entanto, como nosso resultado mostrard, a simetria (1.2.2), junto
apenas com o vinculo de contagem de poténcias para a dimensio, é suficiente para
fixar a teoria (a menos de redefinigdes de campos) no regime quantico bem como na
aproximacao classica. Dessa forma, apesar de (1.2.3) ser importante para a obtencao
da condicao de auto-dualidade, nds ndo necessitaremos incluir essa invariancia entre
nossos requerimentos basicos para a quantizacdo. A mesma observaciao vale para os

modelos em dimensdes mais altas estudados nas préximas segdes.

Através da simetria local (1.2.2) nés poderfamos escolher d,a = 4, que, quando
inserido na acao (1.2.1), reproduz o modelo ndo-covariante de Lorentz de Floreanini-
Jackiw [58]:

Spy = [ dzx% (—F"F,+77) = / z ((019)? — deprd),  (1.2.4)

com &; = 9/8z%, i = 0, 1. Entretranto, manteremos a arbitrario, assim preservando

a invaridncia explicita de Lorentz.

No sentido de quantizar a o modelo PST nés devemos primeiro considerar as
possiveis configuracoes dos campos no vacuo. O campo auxiliar a entra na a¢do de
uma maneira nao-polinomial e, para evitar uma singularidade, a condigdo *ad,a #

0 tem que ser imposta. Entao a(x) é escrito como
a(z) = a(z) + d'(z), (1.2.5)

onde @(z) é o valor esperado no vacuo de a(z) e ¢/(x) sua flutuagio quantica.
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Nés definimos as transformagbes BRST correspondendo i simetria de gauge
(1.2.2) como

sp =cB
sa’ =c¢
se=10 . (1.2.6)
onde ¢ é o ghost de Faddeev-Popov.
Além disso temos
Sy =0 , =0 (1.2.7)

Para implementar a fixagdo de gauge da simetria local (1.2.2) vamos introduzir um
multiplicador de Lagrange = e um antighost ¢. A acao de fixacdo de gauge é dada

por
Sef = sfdzx ea’ = fd% (rd’ - ec), (1.2.8)

com

sc=7n , sn=0. (1.2.9)

A invaridncia BRST pode ser escrita de uma maneira funcional pela identidade de
Slavnov-Taylor. Com esta finalidade nés adicionamos 4 acdo um termo acoplando
um campo externo ¢* {anticampo de Batalin-Vilkovisky [64]) a variacdo BRST de
¢, a qual é nao-linear e sujeita a possivel renormalizacio. Esse termo de agao de

anticampos é

Dy = faz?x $*s¢h = fa?:c &*cB. (1.2.10)

Um ponto importante a ser notado diz respeito ao comportamento infravermelho

(IV) da teoria, o qual pode ser analisado a partir dos propagadores livres, listados



15

abaixo no espago dos momentos?

~1
oG
(66) = (—p2 + W(pﬂpy = 2eu,pup” + qufwP’\PTJ) ;
(ec) =1,
W) =1 | (1.2.11)

As equagbes (1.2.11) foram obtidas considerando 8@ como uma constante. Essa
escolha particular de @ foi feita apenas para fins de exibicdo dos propagadores.
Assim, é importante ressaltar que toda a analise que se segue é realizada utilizando
a@ arbitrario e que, portanto, todos os nossos resultados valem para @ qualquer, desde

que respeitando o vinculo 8*ad,a # 0.

Como nés podemos ver, o propagador {(¢¢d) nao é integravel a momentos pe-
quenos. Isto é um comportamento tipico de campos escalares nao massivos em
espacos-tempo bidimensionais. Assim temos que regularizar o propagador mal
definido em longas distidncias e, no sentido de fazer isso, introduz-se uma massa
reguladora [36, 65] tal que
o*ad'a

~1
(pp) = (—P2 -+ W(ngu — 260, DD + €ureny 0 D7) + mi) . (1.2.12)

onde m% é a massa reguladora, dando um comportamento bem definido ao propa-

gador no limite [V.

Essa massa pode ser introduzida, formalmente mantendo a invaridncia BRST,

através da acao de massa
1 1
¥, = Sfdzac 572452 = fd2:c (5(7"1 + m3) ¢ — ngch) , (1.2.13)
onde 71 e 75 sd0 novos campos externos com as seguintes transformacdes BRST:

st =T1+my , st =0 (1.2.14)

*Usando a notagio abreviada {..) = (0|7...]0)ivre, onde T é o operador de ordenamento
temporal.
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Entao a agiio cldssica total para o modelo PST em D=2,
3 = Ziny + Zgr + Zext + L (1.2.15)

é invariante sob transformacdes BRST, o que ¢ expresso em termos funcionais pela

identidade de Slavnov-Taylor

63 6% 82 % 63
= 2 - R e 2y 2 = L2,
S(E)~/dz(5¢*6¢+c5a,+w56+(n+m¢,)6T2) 0 . (1.2.16)

De (1.2.16) define-se o operador de Slavnov-Taylor linearizado como abaixo

2 2
S d*x 4+ — +c—4+17—4+ (7 +m5)— . 2.
” / ((5¢* 5¢5 5(}6 6q5* C(S(Z' &c ( ! ¢) ) (1 17)

Para qualquer funcional y pode-se mostrar que S,S8(y) = 0 [50]. Além disso, levando

em conta a identidade de Slavnov-Taylor (1.2.16), obtem-se a nilpoténcia do opera-

dor de Slavnov-Taylor linearizado:
Se Sy = 0. (1.2.18)

As dimensdes UV and IV, bem como a carga de Faddeev-Popov (nimero de ghost)

de todos os campos sao exibidos na tabela 1.2.1.

—

dlad | clm|lE ||| ™ |s
uvjo|-1/-1|3]3]2]2]2]0]
Ivi|jj1]-1}-1]13] 3 21212 |0
NG[o[ o1 [ol-Tl-1]0{-1]1

Tabela 1.2.1: Dimensées UV e IV e niumero de ghost (NG),

Antes de discutir o comportamento quédntico do modelo é importante listar
vinculos importantes, além da identidade Slavnov-Taylor, obedecidos pela agao

cldssica total (1.2.15). A condi¢do de gauge e a equagdo do antighost 1éem-se

) 5%
B__T.T_ = (I s -é_—é-— = —C . (1219)
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A dependéncia da agdo cldssica total (1.2.15) com relacao a o’ e a é essencialmente
dada através da combinac¢io o’ + @, o que é expresso pelo seguinte vinculo:
] &
—_ e — Y =1 1.2.20
(6a’ (5&) ( )
onde o lado direito é uma quebra cldssica, isto é, um termo linear nos campos

quanticos o qual, dessa forma, nao é renormalizado.

Além disso, importantes vinculos sdo dados pelas equagtes de movimento in-
tegradas de a’ e ¢, as quais implicam que a agdo cldssica total depende essencial-

mente das derivadas desses campos. Kssas equacgoes sao dadas por

fdzx g—f—, - /dzx 7 (1.2.21)
fdzsc (% + ngi—*) = /dzx (’T; + mi) b. (1.2.22)

onde o lado direito dessas equagdes sdo também quebras classicas.

1.2.2 Os apectos quanticos

Esta subsegdo é destinada a estudar a possibilidade de implementar a identidade
de Slavnov-Taylor em nivel quintico e a estabilidade da aco cldssica sob correcdes
radiativas. Isso implica estudar todas as possivels anomalias e contratermos invari-

antes da acao total

Primeiramente, é importante mencionar que néo existe problema na extensao

quantica de vinculos do tipo (1.2.19 - 1.2.22) [50].

Para mostrar que a identidade de Slavnov-Taylor pode ser implementada em
nivel qudntico iniciaremos aplicando o principio de agdo quintica {50, 66|, o qual

assegura que qualquer quebra possivel AV da identidade de Slavnov-Taylor tem a
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forma
ST =0 .1 = AW L onrAY) (1.2.23)

onde I' é o funcional quéantico de vértice e A™) & um polinémio de campos integrado,
local, invariante de Lorentz, de dimensdao UV < 2, dimensio [V > 2 e nimero de

ghost 1.

A identidade SrS(T') = 0 e o fato que St = Sy + O(f), leva a condicao de

consisténcia de Wess-Zumino para a quebra A
SeAM =, (1.2.24)

a qual constitui um problema de cohomologia. A prova da auséncia de anomalia con-
siste em mostrar que A est4 no setor trivial da cohomologia, isto é, A = Sx A©),
onde A® ¢ um polinémio local nos campos, com mimero de ghost 0 e chamado
de contratermo nao invariante. Com efeito, sendo esse o caso, uma redefinicao
I' = '+ A® agsegura a identidade de Slavnov-Taylor, permitindo o cancelamento

da anomalia ordem a ordem da teoria de perturbagéo.

Para caracterizar todos os possiveis contratermos invariantes A, que é um
problema equivalente ao de estudar as perturbacdes da acfo cldssica total [50],

somos levados novamente a uma equacao de cohomologia
SeAl =g, (1.2.25)

onde A ¢ um polinémio de campos integrado, local, invariante de Lorentz, de

dimensdo UV < 2, dimension IV > 2 e nimero de ghost 0.

Anomalias e contratermos A(“) (onde G = 0,1 denota o niimero de ghost) tém

também que obedecer as condicoes

SAG) 0 SAG)

o ’ oc 0




da'  da
SAG)
2 _
fd T 5 \
dep N '

que seguem do requerimento dos vinculos (1.2.19 - 1.2.22) em todas as ordens da

série de perturbacao.

Introduzimos agora o operador de contagem, que serd importante para determi-

nar a cohomologia de Sg:
)
N:ffx o, 1.2.97
Sy gy
com ¥, denotando cada campo da teoria e a soma em ¢ passando sobre todos os
campos. Entao Sy decompde-se como

Sy = Sp. + Sg + .. (1.2.28)

onde &% é a contribuigdo para Sy de poténcia n nos campos, definida através de

V,88] = n SE. As transformacées S% sao

Ska' =c, S2c=0,
X
Sp4 =0, Spd™ = — :
¢ aprox. linear (1229)
Sle =1, SEr=0,
Sgﬁ:ﬁ—l-m:é , 8%7'1:0,

2
com S2° = 0.

De acordo com um teorema geral [50, 67, 68], a cohomologia do operador com-
pleto Sy, é isomorfa a um subespago da cohomologia de §%. Assim, primeiro anali-
saremos o operador Sg. Estudando a dependéncia mais geral da cohomologia com

relacdo aos anticampos ¢*, pode-se escrever

Al — /dzx ¢J*Z(G“) + termos independentes dos anticampos . {1.2.30)
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onde Z(@+1 é um polindmio de campos arbitrario, ndo-integrado, local, invariante
de Lorentz, com dimensido UV < 0, dimensdo IV > 0 e ndmero de ghost G+ 1
dependendo de todos os campos exceto ¢*. Assim, de (1.2.24) e (1.2.25), na ordem

mais baixa em n, temos

SpA) = ¢
= — fd%: ¢*S3.Z T 4 termos independentes dos anticampos,(1.2.31)

De (1.2.31) obtemos um novo (local) problema de cohomologia
S ZEH () =0 . (1.2.32)

Observa-se em (1.2.29) a existéncia de vérios dubletos de 82, 0s quais sdo definidos
como pares de campos do tipo (®;, ®, = S3B,). Sio eles (€ m), (13, M + m3),
(@', ¢), bem como todas as suas derivadas. Como ¢ bem conhecido [50, 67], tais

dubletos pertencem ao setor trivial da cohomologia.,

Visto que ¢ e, em particular, todas as suas derivadas estdo em dubletos, ndo
existem campos com ndmero de ghost positivo no setor nao trivial da cohomologia,

que é assim vazia para G = 0, 1.

Vamos agora analisar os termos independentes de ¢*. Isto significa estudar
ngdi’m QO =g (1.2.33)

onde Q) tem dimensdo UV < 2, dimensio IV = 2 e niimero de ghost G = 1 para

anomalias e G = ( para os contratermos invariantes.

Usando (1.2.33) ¢ o lema de Poincaré algébrico [50, 51] obtem-se o conjunto de
equagoes de descida
S%Q(G) aMQ(G+1
0 HG+1) _ auv(G+2)
S Q - 6 Q[”y] ?

SR = (1.2.34)

1]
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Néo existe solugdo nao trivial com nimero de ghost G = 1, o que significa que a

cohomologia de Sy, com G =1 é vazia e o0 modelo é livre de anomalia.

Com relagdo aos possiveis contratermos invariantes (G = 0) obtemos que a
solu¢ao nao trivial mais geral para o nivel mais alto das equacdes de descida é dada

por
Q® = (g, a), (1.2.35)

onde Q(¢,a) é um polinémio arbitrdrio de ¢, com coeficientes como fungoes

arbitrarias de a, de dimensdo UV < 2, dimensao IV > 2 e numero de ghost 0.

A cohomologia do operador completo Sy, pode ser determinada completando a
solugdo (1.2.35) para um invariante de Sy, impondo os vinculos (1.2.26). Entdo
obtem-se que o contratermo mais geral pode ser, no maximo, a acao invariante
(1.2.1) :

/ 2z Q0 =%, (1.2.36)
No entanto X;,, € trivial :
1
Ty = 5 ngd2x b — S . (1.2.37)

visto que o termo de massa X, ¢ trivial, de acordo com (1.2.13). Portanto a co-
homologia de Sy no setor G = 0 é vazia e o modelo PST em D = 2 é finito, a
menos de possiveis renormalizac¢des, nio fisicas, das amplitudes de campo, as quais

correspondem a solucdo trivial da equagdo de cohomologia (1.2.25).

E importante mencionar que permanece a questdo do limite my — 0, visto que
me nao é uma massa fisica e foi introduzida apenas como um cut-off infravermelho.
A existéncia de funcdes de Green finitas no limite de massa nula é, em geral, uma
questio bastante nao trivial, que nao trataremos aqui. Esse tipo de discussao pode
ser encontrada em [68] no contexto do modelo sigma nio-linear bidimensional e em

[36] em conexdo com o modelo BF.
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1.3 A finitude do modelo D=6

1.3.1 O modelo classico

A extensdo da acio PST para dimensdo D=6 é dada por [45]
1
/ d°z ( ST Eyy + sy o) & a ]—"Wpf""’\axa) (1.3.1)

onde F., = 0,A. + 0pAu + 0uA,, € o field strength do campo tensorial antis-
simétrico A,,,

1
_EﬂupcrféFﬁJ = 3, é,uupofdf”d (1'3‘2)

e a é um campo escalar auxiliar.

A agdo (1.3.1) é invariante sob o seguinte conjunto de quatro transformagoes:
5[14#,, =2 6“50@] = a,uau — aualu ) 5Ia =0 ;
Orr A = 2¢p0,0 = ¢,0,a — ¢, Odpa=0;
Fupd’a
(Ba)? '

dvAu = fula), dnva=0, com f,(a) umafuncio arbitraria de a.

(1.3.3)

5IIIAy.V:ﬁB,LLU; 6”'1(1':,6; com B,qu

Em (1.3.3) a,, ¢, e § denotam os parametros infinitesimais das transformacdes.

Como em D = 2 temos que requerer ad,a # 0 e entdo separar a(z) em a(z)

e a'(x) de acordo com (1.2.5).
As transformagoes BRST, surgindo das simetrias locais (1.3.3) sdo dadas por

sA,, =2 a[u(}f,_,] +2 gb[“au]a + 5B,.,
sa = f3,
346 =0 s
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oy =+ Gaw — @0
’a v
8¢y = —Ouw — Oap + 20,0y b B po”pb

(@a)2 " (a)?

sa=-—wf
w:_éﬁ ’
[5.atsls *a
s6= B, o T B0p B+ 0,08 (134)

(Da)* (3 a)! (9a)?

onde o, ¢, e [ sdo agora ghosts anticomutantes com nimero de ghost 1. Os
campos &, w e ¢ sao ghosts comutantes com numero de ghost 2, os quais foram
introduzidos para fixar os graus de liberdade residuais vindo das simetrias red utiveis
(as duas primeiras simetrias do conjunto (1.3.3)). De fato, trés modos zeros surgem
de (1.3.3): @, = 8,X; ¢, =208,aY; a,=0,0Z, ¢, =—-0,Z.

Temos que (1.3.1) é invariante sob transformag¢des BRST, as quais sio

nilpotentes
T =0, s2=0. (1.3.5)

Seguindo a prescricio de Batalin-Vilkovisky [64] para teorias com simetrias re-

dutiveis implementamos a acio de fixagdo de gauge

Ygr = 3/d6$ (@#ayAuv + atd,c + adt oy + 53#95# + Ba'+

- Z (171 qﬁﬂA,uu + Yn by + 2n €15 va) 'a;n) ) (1.3.6)
nez (8a)?

onde introduzimos os antighosts a*, ¢*, &, ¢', ¢ e B, os multiplicadores de Lagrange

#, pt, m, P, p e be pares extras de campos (¢, A) and (&, V') transformando-se como
sC =11, sI=0, (1.3.7)

com C = (&, ¢*, &, &', ¢, B, ¢,&) e[l = (a#, p*, m, o/, p, b, A, X).
O somatdrio na segunda linha de (1.3.6) foi introduzido devido a fixacoes de

gauge nao lineares adotadas. A presenca de infinitos pardmetros z,, ¥, e 2, nao é

nociva a teoria, ji que sdo pardmetros de gauge, sendo assim néo fisicos [50].
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Diferentemente do caso D = 2 nao existe problema no limite IV porque todos os
propagadores sdo integraveis em pequenos momentos nos modelos PST em D > 2,
nao sendo assim necessario introduzir nenhuma massa reguladora. As dimensoes
UV, as quais sdo entdo iguais as dimensdes IV, e mimeros de ghost de todos os

campos introduzidos até aqui sac mostrados na tabela 1.3.1 e na tabela 1.3.2.

r Ap i a |ag|dy| B lalw|d!ls
| Dim] 2 [-171[2[-1]0f1]2
ING[ o JoJr]JrlrJ2]2]2]1

Tabela 1.3.1: Dimensdo (Dim) e nimero de ghost (NG).

a* |7 | gt ptlala || @ glble|lale|N
Dim|| 3|3 4141 4 4 141313171712 2 |
NGiI|-1]l0]|—-1|0{-2|-1]-3]-2]-2]<1]=t]0]0ol1(0]1

Tabela 1.3.2: Dimensfio (Dim) e niimero de ghost (NG).

Para obter a identidade de Slavnov-Taylor introduzimos a agdo de campos ex-

ternos
1
Yext = /dﬁr (5‘4LVSAW +ajsat + @l sdt + o sa 4 wisw + qb*.sqﬁ) , (1.3.8)

onde A7, &, ¢, @, w* e ¢* sdo os anticampos, com dimensges UV e nimeros de

ghost dados na tabela 1.3.3.

Ao ||| o o [ &
Dim | 4 o | 4|65 4
NG| -11-2/-2|-3]|-3[-3

Tabela 1.3.3: Dimensdo (Dim) e nimero de ghost (NG).

Entao a acao total é

Y=Yt ng + ext (139)
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e a identidade de Slavnov-Taylor é escrita como

C (15T 5T 6T 6T 6T 6T ST T 6T 6T
- =+
§() = [d (2 54y, 54m ¥ Gar ban | 3y 60k | dar ba | bwr ow

0% 0% 0X E 0% (ODNN)Y 0%

+5¢*55+B—7 (5#4-,05574—77——-%— EEJ“O@
(52 8% >
b5 A /\’56) = 0. (1.3.10)
Da identidade de Slavnov-Taylor obtemos o operador nilpotente de Slavnov-Taylor
linearizado
/‘dﬁx(lé): +162 6+(526+(526+
204;, 6Am ~ 28Am 8AY,  daj dat ot da

+(52 6526+_(5_E_6+@5+52i+c_5_2_6 N
dgy, 69 dgr 6@y, da* b dadar  dwrdw  dwowr

+6E£+5_z_]6 +ﬁi+ #i_{_;ﬂi 5+ _5_+
56 00 * odoer  da | sar ' Sgr 4 54
5 6 5 5
2ol 2. 1.3.11
+pes +b6B+ - A ) ( )

A ago classica total (1.3.9) obedece a vidrios vinculos que podem ser estendidos ao
nivel quantico. Vamos estabelecer alguns deles, os quais desempenhardo um papel
especial. Primeiramente, vamos estabelecer a equagiio de movimento integrada do
ghost o e a equagao de movimento nao integrada do ghost @, as quals sao dadas
por

0%

6 - — Ak M
/d Mu = =090 - 0a (1.3.12)

A equagio de movimento integrada para a’, que expressa, a menos de uma quebra

classica, que a agio depende de o’ somente através de suas derivadas é

/dﬁa: /dﬁx b. (1.3.13)

Finalmente, existe o vinculo entre a e @', 0 qual é também classicamente quebrado e
expressa que a a¢ao depende essencialmente da combinagdo @ + a'. Ele é dado por

é ]
(Ea_' - Zﬁ) E=b (1.3.14)
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1.3.2 Auséncia de anomalias e finitude

Conforme apresentado na subsecdo 1.2.2, as possiveis anomalias e contratermos

invariantes sdo caracterizados pelo seguinte problema de cohomologia
SzAlY) =, (1.3.15)

onde A() & um polinémio de campos integrado, local, invariante de Lorentz, de
dimensdo UV 6 e nimero de ghost G, com os candidatos a anomalias no setor

(G = 1 ¢ os possiveis contratermos invariantes no setor G = 0.

De acordo com a referéncia [50], os vinculos (1.3.12 - 1.3.14) podem ser imple-
mentados em nivel quantico. Assim, segue que AG) obedece aos mesmos vinculos,
mas com seus lados direitos igualados a zero. Entdo, em particular, ele dependerd

de e, através somente de suas derivadas, e ndo dependerd de «, conforme (1.3.12).

Para resolver (1.3.15), expandimos Sy de acordo com um operador de contagem,
similar a (1.2.27), agindo sobre todos os campos. Dessa forma, podemos escrever a

expansao para Sz
Sg = Sy + Op + ... (1.3.16)

. - . R —0
No entanto, ao invés de simplesmente estudar a cohomologia de Sy como fizemos
no caso L} = 2, introduziremos duas novas filtragoes, uma delas correspondendo a
uma expansao em poténcias de ¢ e a outra em termos de (¢, w, «). Denotando os

correspondentes termos de n-ésima ordem respectivamente como S% e SE, obtemos
Sy =S¢+ 8L,
SL=80+8L, (1.3.17)

~ . a0 S0~ . .
com as expansOes parando em ordem 1 visto que Sy, e S3 sd0, no médximo, lineares

em ¢ ¢ (¢,, w, @), respectivamente.
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Essas novas filtragoes sdo muito convenientes, como serd visto abaixo, j4 que

elas produzem mais pares de dubletos, todos ficando no setor trivial da cohomologia.

Nosso objetivo agora é mostrar que a cohomologia de S é trivial, implicando na
trivialidade da cohomologia de 5%, entao naquela de 302, o que finalmente significa

que a cohomologia de Sy € trivial.

As tranformacdes &% sdo

SYAuy =200,y , Slay, =0,
Sg)a’:ﬁ, 5%620,
Sg¢ = 0 R Sga — 0 \
Sebu = —Ouw S0w =0, (1.3.18)
599+ = % |

0P ordem 0

com ¢* = (A:;U, ¢, o, &, W, ') e @ = (Au, du 0, o, W, @).

As tranformacgoes dos antighosts, multiplicadores de Lagrange e pares de campos
extras (¢, A) e (¢, ') permanecem idénticas as suas tranformacoes BRST listadas
em (1.3.7).

Além dos dubletos envolvendo os antighosts, os multiplicadores de Lagrange e
0s campos extras, existe um dubleto adicional em (1.3.18), que é dado por (a', 3),
o qual elimina a possibilidade de ter campos dimensdo negativa na cohomologia de
S%. Além disso, no espaco dos polindmios de campos locais nio integrados, ¢, e

suas derivadas simétricas compéem dubletos com derivadas de w.

Comegando com os cociclos envolvendo 0s campos externos, podemos escrever

a sua dependéncia mais geral como
Agft) — [dﬁx (%AZUX(G-FI)ILU + aLX(G”)“ + ¢;}/(G+2)u 4 ot X (GH3) 4 oy (Gta) I

+¢*Z(G+3)) + termos independentes dos anticampos, (1.3.19)
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onde X {CHDm X (G2 y(G+du x(G+3) yI(G43) o 7(G+3) g56 polindmios arbitrarios

independentes dos campos externos.

Resolvendo a condigdo de invariancia sob S% de (1.3.19), pode-se mostrar, de
uma maneira similar que em D = 2, que a dependéncia com relagdo a campos

externos é trivial em S%.

Uma vez que os anticampos foram eliminados, a cohomologia pode depender
dos campos remanescentes, que nio pertecem a dubletos. Em particular, em nivel
ndo integrado, a cohomologia dependerd somente de oAty Oudu)s &, Ouary ®, suas

derivadas, e w.

Os cociclos independentes dos campos externos serdo denotados por

@ = fdﬁz Q). (1.3.20)
A condigao de invaridncia sob &L leva ao conjunto de equacoes de descida
(G+k) {G+k41)
Q[ﬂl ) T Q{#l--uk)\] (1321)

G+7) g

com k =90,..,6 e, visto que a dimensdo do espaco-tempo é igual a 6, Q[m-.m]

A dimensao e nimero de ghost dos campos proibem qualquer possivel solugao

nao trivial no setor ¢ = 1, implicando a auséncia de anomalia na teoria.

No setor G = 0, a solugdo mais geral para o nivel mais alto das equacoes de

descida é
Q(UJ = Q(a[pA,uu]; a), (1322)

onde Q(d,A,,),@) é um polindmio dependendo de pAu, com coeficientes como

fungoes arbitririas de a.

39,y denota derivadas simétricas em p, v
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A condigdo de invaridncia sob o operador completo Sy, com os vinculos (1.3.13)

e (1.3.14) sendo levados em conta, implica que
A =%, (1.3.23)
onde Yy, € a acdo invariante (1.3.1). Entretanto, ela é um cociclo trivial

1
S sgfd%( ALAR —atal - L+ atat w'e + ¢

9 ur

&P A, — P AP a - FOad, - 6D a, - ¢aﬂ¢u) (1.3.24)

Como conclusdo, o modelo PST em D = 6 ¢ finito a menos de renormalizacoes nio

fisicas.

1.4 O modelo PST em D=4

Um potencial de gauge com grau de forma p, com um field strength (grau de forma
p+1} auto-dual ndo nulo em um espaco-tempo de Minkowski, pode somente existir
em dimensoes D = 2(p + 1) para p par, 0 que restringe as dimensdes relevantes da

discussido de p-formas auto-duais para 2,6, 10, ...

Para ultrapassar essa restricio e definir uma acdo com simetria de dualidade
em D = 4, introduziremos dois potenciais de gauge Af, @ = 1,2 [47, 57|, com a
condicao de auto-dualidade sendo agora uma relacdo de dualidade entre os dois

field stregths Fi, da teoria.

O mecanismo PST se aplica entdo de maneira andloga aos casos anteriores e a

acdo PST em D = 4 é [44, 45, 46]

1
S = [ d's ( 57 T~ a0 fgyf“”f’apa) (1.4.1)
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onde £, = 9, A% — 0,A; é o field strength do potencial de gauge A%, @ € um campo

escalar auxiliar e

1 1
Fp, = LUFL, — 5 Euwno F77 = 55#1,,,0&"#” , (1.4.2)

one £ é uma matriz (2 x 2) antisimétrica com £ = 1. Como pode ser notado
de (1.4.2), a condigio de dualidade Fi, = 0 implica em uma relagio entre os dois

diferentes field strengths F' . da teoria.

A acdo (1.4.1) tem as seguintes simetrias (exibindo somente as variacfes nao

nulas):

6;Aﬁ = d,a*;

5[[/‘1;7; = qﬁaaﬂa '
Fe 0%a

Orp Ay = BB, Spa=pf, com By = (ga)z and Bﬁ = LBy ;
orv Ay = fi(a), com f2(a) uma fungdo arbitrdria de a . (1.4.3)

Novamente tem-se que requerer *ad,a # 0 e assim scparar a(z) em a(z) e a'(z) de

acordo com (1.2.5).

O conjunto de simetrias locais em (1.4.3) leva as seguintes transformacoes
BRST:

sA} = 0,0" + ¢*0a + ﬁéﬁ,

sa’ = 3,
sp=0,
sa = =3¢ |
a __ /6 L o _ panp
50" = Touge (0“a0us" — BL¥0) (1.4.4)

onde a®,¢* ¢ J sio agora ghosts de Faddeev-Popov.
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A agao total é entdo
Z = Zinv + Zg—f + Ecxt? (145)

com Yi,, dada em (1.4.1) e ?
ota

Sy =5 / d'z (G A+ 3 3, §*A%——— + Bd),
ncz (aa)
Eext — /d4$ (ALaSAa,u ‘f‘Ot*aSCl!a +¢*a5¢a), (146)

onde introduzimos os campos externos acoplados as transformacées BRST néo li-

neares, bem como antighosts e multiplicadores de Lagrange transformando-se como

sC=1I1, slI=0, (1.4.7)

com C = (a*, ¢¢, B) e I1 = (n°%, p%, b).

As dimensoes e numeros de ghost de todos os campos sio exibidos abaixo na

tabela 1.4.1.

Azl | B |atler| B (b ar || e o] A lan ] gels
Dim| 1 | 1] 1]0]1]5 2 [2 ]33] 3]4]3]0
NGl 0 0 1 |T[1] L]0 -1,0]-1]0]~-1]|-2]-2][1]

Tabela 1.4.1: Dimensdo (Dim) e nimero de ghost (NG).

A identidade de Slavnov-Taylor obedecida pela agdo classica total (1.4.5)

escreve-se como

Y 0% 0y 0% 3% 8%
s = [d
( ) z (5:‘1;“ 5Aa,u + doe*e 50{‘1 + 5¢*a 5¢)a +

% 6% 6% 6%
a ¢ 4 h— | = 14,
+hs s TP st 66) 0, (1.4.8)

‘Novamente, como em 2 = 6, uma soma infinita de termos com pardmetros de gauge z
associados é introduzida em Xy, devido 4 escolha de gauge ndo linear para a simetria d;; do
conjunto (1.4.3).
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a qual leva ao seguinte operador nilpotente de Slavnov-Taylor linearizado
d x4 8% 4 Y 4
4
S = [ d'a (5A*“ 5A% " §am 5 A | Sariban | dam S
0% 4 52 d 5 4] 4] )

T ogsgn T igoga T 5o 5p

A agio cldssica total (1.4.5), como nos casos anteriores, obedece a vinculos fortes,

(1.4.9)

que podem ser estendidos a nivel quintico e sao importantes no estudo da coho-
mologia de Sy. As equagdes de movimento integradas de o' e do ghost e, e o vinculo

entre o' e @ sdo respectivamente dados por

[d4£E — /d4:z: b,
/d4 oo
(E — %) =b. (1.4.10)

A cohomologia do operador Sy; pode ser adequadamente analisada expandindo-o

primeiro de acordo com um operador de contagem tipo (1.2.27), agindo sobre todos
os campos, e entdo expandindo a contribuicdo de ordem mais baixa desta série em
poténcias de ¢® somente. Seguindo exatamente o mesmo procedimento como nos
casos [) = 2 e D = 6 verifica-se que a cohomologia da contribuicio mais baixa
da dltima expansdo (em poténcias de ¢*) é vazia no setor de nimero de ghost 1,
implicando a auséncia de anomalia. Para ndmero de ghost 0, encontramos, em
ordem mais baixa, a parte quadrdtica da agfio invariante (1.4.1), que corresponde
a agdo completa invariante para o operador Sy exato. No entanto, este termo é

novamente trivial de Sy, traduzindo assim a finitude

1 * *T . a * — a ia 40
T = 5 s [ d'o (A4 — a"%0® — §6° — 6°9" A% — F*AL9"a) (1.4.11)
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1.5 Consideracoes sobre a finitude em dimensoes
arbitrarias

Como pode-sc notar de todos os casos analisados, a agao invariante de gauge Zi,,
estd sempre no setor trivial da cohomologia BRST, ¢ que pode ser entendido como
uma consequencia de X, ser bilinear no campo de gauge para qualquer dimenséo,
De fato, a estrutura do modelo PST permite, para uma dimensdo arbitraria, esta-

belecer que
280y + S X = > NI, (1.5.1)

onde ¥ é a agdo cldssica total, Sy X é alguma contribui¢dc que pode vir do setor
de gauge-fixing (ou da agdo de massa E,, no caso de D = 2) ¢ a soma em ¢ passa
sobre todos os campos ®; os quais possuem um anticampo ®] associado, com os
operadores de contagem AN definidos como

5 5
= [P (B, — @ :
N; [ar z(@,(@i @zé@;). (1.5.2)

De (1.5.1) podemos escrever
1 ,
Diny = 532 (Z/dD:c (—1)*lprp; — X) , (1.5.3)
7

com [®;] denotando a paridade de ®;, ou seja, 0 para ®; comutante e 1 para &,

anticomutante.

A equagdo (1.5.3) sugere a finitude do modelo PST em qualquer dimensio,
visto que a agdo Invariante de gauge, que se configura sempre como o tinico possivel
candidato a identificar uma, classe néo trivial da cohomologia BRST, é na verdade

trivial de Sx.



Capitulo 2

Um Critério Algébrico de Finitude

Neste capitulo apresentaremos um critério algébrico de finitude UV [49, 30, 33] para
TQCs renormalizaveis. Como comentado anteriormente, ele faz uso do conjunto
de equagoes de descida que seguem da condicdo de consisténcia de Wess-Zumino
[60, 51]. Mostraremos que um teorema de néo renormalizacio para a funcdo beta
B, € formulado se for possivel estabelecer uma relagio entre a agdo completamente
quantizada e um polindmio de campos local, invariante de gauge e com dimensao
anomala nula, o qual € solugdo do nivel mais baixo das equagdes de descida. Nesse
caso se a contribui¢ao em 1-loop para f, se anular entdo [, é nula em todas as
ordens da teoria de perturbagao. Além disso, serd possivel também entender o caso
especial em que fJ, sb recebe contribuicdo em 1-loop, sem corregdes de ordem mais

alta.

Primeiramente introduziremos as propriedades gerais, classicas e quanticas, das
teorias que trataremos, estabelecendo as hipdteses necessarias para a aplicacdo do
critério de finitude UV. Em seguida serd apresentada em detalhe a demonstracio
do teorema, incluindo a andlise da auséncia de correcoes de ordens superiores para

a fungao beta.

34
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2.1 Requerimentos gerais do critério de finitude

2.1.1 As propriedades classicas

Vamos comecar fixando as notagdes e especificando as suposicoes cldssicas e
quanticas sobre a estrutura dos modelos que consideraremos. Trabalharemos em
um espago-ternpo plano D-dimensional, onde é definido um conjunto de campos
genericamente denotados por {®'}, com ¢ rotulando os diferentes tipos de campos
necessarios para quantizar propriamente o modelo, isto é, campos de gauge, cam-
pos de matéria, ghosts, ghosts de ghosts, etc. De acordo com o procedimento de
quantizacdo de Batalin-Vilkovisky [64], para cada campo ®* com niimero de ghost
Gy ¢ dimensio dgi, introduzimos um anticampo correspondente ®* com nimero
de ghost —(1 -+ Gg:) e dimensdo (D — dg:).

O nosso ponto de partida é assim uma acdo cldssica X(9*, &™), que sera consi-
derada ser ndo massiva e, por simplicidade, possuir uma Unica constante de acopla-
mento g. A agio X(9*, &) é renormalizdvel por contagem de poténcias e obedece

a identidade de Slavnov-Taylor

§Y 5%
dPx = 1.
[ 5%t 5P 0, (2.1.1)

a qual leva ao operador linearizado nilpotente Sy

60X 4 5
/dD (5@“ S i + S 5@1) ,  SuSs=40. (2.1.2)

A dependéncia da acdo com relagdo & constante de acoplamento ¢ serd dada

adotando-se a seguinte parametrizacio
1 D
Y= g—i/d T Liny + ng + Xor (2.1.3)

onde Li,, é a Lagrangeana invariante cldssica identificada como a parte de ¥ que

¢ independente dos anticampos, ghosts e multiplicadores de Lagrange, os quais en-
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tram no termo de fixacido de gauge Y4 e na agdo de anticampos Lg«. Com esta

parametrizagao um diagrama de Feynman com L-loops comporta-se como g2(%=1),

Diferenciando agora a identidade de Slavnov-Taylor (2.1.1) com respeito & cons-

tante de acoplamento g, obtemos a equagao

)

Sy
Lag

~0, (2.1.4)

mostrando que dX/dg é um cociclo de Sy. Na verdade, o requerimento de que g
seja um pardmetro fisico da teoria impde que 9X/dg seja nio triviall, identificando
portanto a cohomologia do operador Sy, no setor dos polindomios de campos locais

integrados com numero de ghost zero e dimensdo D.

A parametriza¢do (2.1.3) leva a

ox 2
%z_gﬁfngusga-l, (2.1.5)
onde
w)h = d"zLi + (termos dependentes de ®*) (2.1.6)

é um polinémio ndo integrado com grau de forma D e nimero de ghost zeroe A 7! é
um polindmio integrado com numero de ghost negativo. O aparecimento de possiveis
termos dependentes dos anticampos no lado direito de (2.1.6) acontece nos casos os
quals temos que lidar com algebras de gauge abertas, que se s6 fecham a menos de

equagoes de movimento. Como veremos, este serd o caso de SYM N =2 ¢ N = 4.

Assim a condi¢do de consisténcia integrada

Sy /wOD =0 (2.1.7)

"Pode ser provado [50] que quantidades fisicas, tais como fun¢des de Green de operadores
invariantes de gauge, sdo independentes de um pardmetro « para o qual 8X/8a ¢ trivial, ou seja,
0,2 = S¢Z para algum polindmio de campos local 2. Tal parimetro é chamado pardmetro de
gauge.
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podc ser transcrita, em nivel nio integrado, no seguinte conjunto de equacdes de
descida [50, 59]

SEW%‘Tde})_l = 0 y

SE UJ‘lD_l -+ dsz_z = 0 )

Szwfj_i-l-dw[‘?:[],

SE w(‘)D =10 , (218)

com wh_, (p = 0,...,D) sendo polinémios locais nos campos com grau de forma

(DD — p) e nimero de ghost p.
No que se segue estaremos interessados na classe de modelos obedecendo as

suposicoes dadas abaixo:

e i) A cohomologia de Sy, é vazia em todos os setores com grau de forma 1 <

p< .

e ii) O setor com grau de forma zero é ndo nulo, com um inico elemento nio

trivial wg’.

2.1.2 As propriedades quanticas

Com relagdo aos aspectos quanticos, o primeiro requerimento ¢ a auséncia de anoma-

lia na extensao quéantica da identidade de Slavnov-Taylor, ou seja

F:E+O(h) ,
S =0, (2.1.9)

onde I' ¢ o funcional quintico de vértice.



38

Como usual, a dependéncia de I' com respeito ao ponto de renormalizacio u é

governada pela equacao de Callan-Symanzik, cuja forma genérica é

0 0
CI'=0 R CEM@"FHBQ%—R’Y@:'M&, (2110)

onde é a funcao beta ; denota as dimensoes andmalas dos campos € Ngi é 0
g » Vb p i3}

operador de contagem

. )
. D i Y, S
N = [ d :z:((I) -0 W*) . (2.1.11)

Seguindo o procedimento descrito em [50] e fazendo uso da auséncia de anoma-
lia na identidade de Slavnov-Taylor (2.1.9), os cociclos {wf)_p; 0<p< D} podem
ser promovidos a inser¢des quanticas [w%_p -T ], obedecendo & versio quantica das

equacdes de descida (2.1.8)

Selwho, Tl +d[wd, - T] = 0,
Sp[w;?-r] =0 . (2.1.12)

Aléem disso, as insercdes [w{’o_p . I‘} possuem a mesma dimensdo anémala v, ¢ satis-

fazem a seguinte equacio de Callan-Symanzik [50]

Clwhp-T) + o [wb, - T = nse [257, -1 (2.1.13)

i A . s o1
para algum polindmio de campos cohomologicamente trivial :%_p.

A tltima importante propriedade requerida para a aplicacdo do critério de fini-
tude UV sera que a dimensido andmala v, da insercio [wé) . I‘] se anule, isto €,
Yo = 0. Assim

Clwf T =ns [0 1] (2.1.14)

a qual implica que
CU w%-l—‘} - ASr [ 551-1“} . (2.1.15)
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Sumarizando, estamos lidando com uma teoria ndo massiva, renormalizivel por
contagem de poténcias e para a qual existe uma relagdo um a um entre as solucdoes
wY and wf correspondendo respectivamente aos niveis mais alto e mais baixo do
conjunto de equagbes de descida (2.1.8). Além disso, é requerido que a identidade
de Slavnov-Taylor seja livre de anomalia e que a insercdo quantica [w(‘? . F] tenha
dimensdo anodmala nula, como indicado em (2.1.14). Estas propriedades vincularao
fortemente a fun¢do beta B,. A principal idéia fundamentando esta construcao é
explorar a correspondéncia um a um entre 9% /9g e o cociclo w?, analisando como
as propriedades de ndo renormalizacio de wf afetam os cociclos que fazem parte

das equagdes de descida (2.1.8), incluindo em particular 3%/3g.

2.2 0O estabelecimento do critério de finitude

2.2.1 O teorema de finitude

O objetivo dessa subse¢io é, levando em conta as consideracées anteriores, extrair
uma informagio precisa sobre o comportamento da funcio beta. Seja 8™ a con-
tribuicao de ordem A" para a funcdo beta 5,. Consideremos entdo uma teoria
nao massiva e especificada por um funcional quantico de vértice I' = L+ O (k) o
qual obedece as hipdteses mencionadas na se¢do anterior, isto é, os requerimentos

cldssicos i) e ii) e as propriedades quanticas contidas em (2.1.9) e (2.1.15).
Entao estabelece-se o seguinte teorema
Teorema: Se a coniribuicdo em ordem I-loop 65(,1} se anula, ou seja, 6351} =

0, entdo B, é nula em todas as ordens da teoria de perturbagdo.

Demonstragdao: No sentido de provar o teorema, vamos primeiro mostrar
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que a seguinte identidade é valida
or 2 0 -1
a—g:Ea[/wD-F]-l—Sp [A -F} , (2.2.1)
onde [A™'-T'] é uma inser¢io integrada com ntimero de ghost negativo e @ é uma

série formal de poténcias em h

a= (1 + i hfaj) : (2.2.2)

=1

A equagdo (2.2.1) é estabelecida por inducio em h. Em ordem zero ela é

obviamente verificada devido a (2.1.5). Vamos supor entdo que ela vale em ordem

h", isto é
or 2 & i N = [ n
i (1+j§n3aj) Uwg-r] +8p [A7LT] + 50,4 + O (B7F?)

(2.2.3)
onde, do principio de agdo quéntica [50], @,,, é um polinémio de campos local

integrado com niimero de ghost zero que obedece & condicio
SE®71+1 = 0 ) (224)

que segue de
or
- =0 e Srér = 0. 2.25
r 34 ror ( )
Portanto, levando em conta que a tnica classe de cohomologia nao trivial de Sy com
0s mesmos numeros qudnticos da acio pode ser representada por fwY, nds temos
que

en—l-l = Un+1 / (UOD +SE©;_}_1 ) (226)

a qual estabelece a validade de (2.2.1) em ordem ™!, e assim em todas as ordens

por indugao.

Voltando entdo & prova do teorema, nds agimos com o operador de Callan-

Symanzik C em (2.2.1). Fazendo uso de (2.1.10) e (2.1.15), e tendo em mente a
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relacdo de comutacdo exata
CSr — &rC =0, (2.2.7)

nds obtemos a condicdo

[C, %} - (c (9—23&)) U WY - F} +asp [t (2.2.8)

para alguma insergio trivial irrelevante [€271-T'] com nimero de ghost negativo.
Caleulando o comutador no lado esquerdo de (2.2.8) e observando que, visto que
a teoria ¢ ndo massiva, os coeficientes adimensionais a; nao dependem de u, nés

encontramos

(( ﬁ“’)-‘ 5”89(2~D[/“%‘F}:SF[Q‘I-F], (2.2.9)

Devido ao fato de que a insercdo [fw® - I'] ndo pode ser escrita como uma variagao

Sr pura, a equagdo (2.2.9) finalmente implica a condi¢do

( ﬁg) —~ ﬁga (2 a) =0. (2.2.10)

Esta equagdo expressa o conteido do teorema, estabelecendo de fato que se a con-

tribuigao em 1-loop da fungdo beta se anula, ou seja, By (1) = 0, entdo By = 0.

Para uma melhor entendimento de (2.2.10) vamos expandir By € & em poténcias

de A, produzindo

ordem 1 :
6[351) (1) (1) 3
ordem 2 : )
ﬁ -38P ) + 80 g 9oy _y, (2.2.12)
dg T8y
ordem n :

8ﬁ(n) n—1 ﬁ(n i) . 5 i
(g_af,_ ) g (( - 369(”‘”) a; + B0 g%) =0. (2.2.13)

9y
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Assim torna-se aparente que se ﬁgl) = 0 nas equacgdes acima, entao ﬁg(,") = 0 para

todos os n, visto que ﬁs(,”) é de ordem maior do que 3 em g para n > 1.

Antes de discutir as aplicagdes deste resultado, vamos mostrar que o presente
desenvolvimento fornece também uma compreensao algébrica simples do caso o qual
B, recebe contribuicdes no maximo até ordem 1-loop como, por exemplo, em SYM

N =2, Esse topico serd o objetivo da préxima subsecdo.

2.2,.2 Auséncia de corregcoes de ordens superiores

I conhecido que a fun¢do beta 8, depende do esquema de renormalizacdo, sendo
somente o coeficiente de primeira ordemn universal [69]. No entanto, para algumas
teorias acontece que [, recebe contribuigdes somente até 1-loop. Esta afirmacgao
significa na verdade que existem esquemas de renormalizagdo onde todas as con-
tribuicdes de ordens mais altas se anulam. Estes esquemas podem ser identificados

de uma maneira algébrica através da seguinte proposicio

Proposigao: Para qualquer esquema de renormalizagdo onde a seguinte iden-

tidade vale
or 2
3= L] b rs[arT], (22.14)

para alguma insergdo integrada [A~!- T, a fun¢do beta (3, tem no méximo con-

tribuicoes a 1-loop.

Demonstracao: A equagdo (2.2.14) é equivalente a (2.2.1) com o requerimento
que agora a; = 0 para qualquer j. Repetindo portanto os mesmos passos como antes,

a equagdo (2.2.10) se torna
a3,
9% _ 35 _ g 9.2.15
69‘ 3189 1 ( )
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a qual implica que 8, tem contribuigdes somente a 1-loop, ou seja, 8, ~ ¢°. A

identidade (2.2.14) serd muito 1til na andlise de SYM N = 2.



Capitulo 3

Aplicacoes do Critério de Finitude

Apresentaremos agora aplicacdes do critério de finitude UV, as quais incluem os
casos de Chern-Simons tridimensional acoplado a matéria fermibnica e as teorias
de SYM N = 2 ¢ N =4 em quatro dimensées. Esses exemplos ilustram o carater
geral do teorema introduzido no capitulo anterior, evidenciando a possibilidade de
compreender as propriedades de nao renormalizagdo de varios modelos através de

um Imnesmo arguimento.

3.1 A finitude de Chern-Simons acoplado a
matéria fermionica

A aclo cldssica invariante de gauge da teoria de Chern-Simons em R? acoplada a
espinores nao massivos é dada por
3 1 urp 2 T
Sinv = d’x 59—2-6 Tr A#&,Ap + §A”AuAp + EII”}’ D“llf . (311)
O campo de gauge A, pertence & representacio adjunta de um grupo G
Au(z) = Aj(z) 70, (3.1.2)

44
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o qual é um grupo de Lie compacto com &lgebra
[Ta: Tb] = fabc Te s Tr TaTh = 5(1.1) . (313)

com as matrizes 7, escolhidas antihermiteanas e ortonormais.

Os campos de matéria pertencem a uma representacdo finita arbitrdria de G,
sendo os correspondentes geradores denotados por T,,. Assim a derivada covariante

5e escreve Como

DV = (0, + AT,V . (3.1.4)
Adotando a condicao de Landau para a fixacao de gauge temos
Sy = sTr / &z T A, = Tr / P (b6* A, 1+ 20" D,yc) (3.1.5)

onde ¢, € e b denotam o ghost de Faddeev-Popov, o antighost e o multiplicador de
Lagrange, todos na mesma representacdo de A,. As transformactes BRST dos

campos Sa0

sd, = —Dyc=—(d,c+[A, ¢])

sc=c¢
sV =T, ¥

sU =TT, c®

sc=54

sh=0. (3.1.6)

Acoplando agora as transformagbes BRST dos campos A, ¢, ¥ e ¥, que sio nio

lineares, aos seus respectivos anticampos AL, ¥" e U* obtemos
Suu = fd33: (Tx (- A;Dkc+ ') + T T Y - U T, ) (3.1.7)
A agao classica completa ¥ é assim

E = S‘mv + ng ‘|‘ Sext,, (318)
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obedecendo a identidade de Slavnov-Taylor

5% 6% 6NES 4R\ 6T 6D 6% 6%
— 3 - - i — — | =
S) = f @'z (Tr (M;; sar Voeae T 53) 5T a@) 0

(3.1.9)
O operador de Slavnov-Taylor linearizado Sx, entdo obtido 18-se
6y 4 % 4 0N 6 6L 4 )
3
= il e b
Sy o= [ (Tf (6A; §Ax T 3ARBA,  bcrde b be 55)
v & 46X 4 i 6 6% 4

T— . - = _—— T = 8,1_10
NPT A A S A S 5@*) ’ (3.1.10)

com &udy = 0.

A tabela 3.1.1 exibe as dimensoes candnicas, numeros de ghost e a estatistica

comutante (C) ou anticomutante (A) de todos os campos e anticampos.

Ayl c| €
Dim| 1 (0|1
NGO |[1]-1

Est C|A|C

U A e | | T
1] 232712
O[-1]-2{-1]-1
AlC|C|C|C

ol =] o
ol =

Tabela 3.1.1: Dimensdo (Dim), nimero de ghost (NG) e estatistica (Est).

Vamos agora passar ao estudo da caracterizacido da cohomologia de Sy no setor

de contratermos invariantes
SyA’ =0, (3.1.11)

onde A" é um polinémio de campos local integrado com nimero de ghost 0. Deno-

tando
A® = dewa , (3.1.12)

obtemos o seguinte conjunto de equacoes de descida

Sgwo = a”wi ,

1 _ o 2
SE(U# =g W] »
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3
luwp] 2

SL"&)?#U] = 0w

A fnica solugéio ndo trivial para wj,,, é dada por

1 .
w?.iwﬂ} = (Eurp gTrCJ (3.1.14)

onde ¢ é um pardmetro constante. Os cociclos mais altos w’,w, e wf,; podem ser
calculados, resultando em

wﬁw] = —( e, Tredle,

wh = ey TrA”0%c,

2
W = e Ty (A#B,,Ap + gAMAVA,,) . (3.1.15)

Com respeito as possivels contribui¢ées vindas do setor espinorial e dos anti-
campos, descobre-se por inspecao direta que eles dao origem somente a solugdes
cohomologicamente triviais, como pode ser checado para o termo de Dirac apare-

cendo na agdo completa ¥
Wyt D,Y = Se(TU) . (3.1.16)

A solugio dada nas equagdes (3.1.14) e (3.1.15) é assim a solucdo ndo trivial mais

geral das equacdes de descida (3.1.13).

Agindo com 3/08¢ na identidade de Slavnov-Taylor obtemos

95)
S22 g 1.
S (3.1.17)
COITl
os 1 , 2
= [ @sere T (AMB,,A{, + EA#A,,AP) (3.1.18)

Torna-se aparente portanto que 95/dg coincide com AY se tomamos ¢ = 1/¢%. Em

particular, X/0¢ identifica a tnica classe de cohomologia nao trivial de Sg no
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setor de contratermos. Além disso, existe uma relago um a um entre 0%/dg e
o polinomio de ghost Tr¢?, implicando que todas as hipdteses cldssicas do critério
de finitude sdo satisfeitas. Com relagdo aos aspectos quanticos, destacamos que
a identidade de Slavnov-Taylor pode ser estabelecida para o funcional de vértice
I', devido & auséncia de anomalia de gauge em Chern-Simons em trés dimensodes

[50, 14].

Assim, de acordo com as hipdteses gerais necessdrias para a aplicagao do critério
de finitude, o dltimo requerimento a ser satisfeito é provar que o polindémio invariante
de gauge Tr ¢ pode ser promovido a uma insercio quantica [Tr ¢® - I'] com dimenséo
andémala nula. Isso € assegurado pela chamada equagdo do ghost, isto ¢, a identidade

de Ward que surge como consequéncia da equagdo de movimento do ghost [21, 50]

3 _CE_ = 5 _ cl
fdz(éc+[c,%] 5= Ad (3.1.19)

onde A é uma quebra cldssica
AY = / &z (A, A — [, + (T 0+ TT*0°) 7, (3.1.20)

Como mostrado em detalhes em [21, 50], a identidade de Ward (3.1.19) permite con-
trolar a depend@ncia da teoria com relagao ao ghost de Faddeev-Popov, implicando
em particular, o anulamento da dimensao anémala de [Tr ¢ - I'] em todas as ordens

da teoria de perturbagio (apéndice A).

Com respeito ao comportamento em 1-loop da fungio beta, ressaltamos que
a finitude UV em 1-loop de Chern-Simons, com e sem matéria, é um resultado
bem conhecido, tendo sido checado de muitas maneiras por vérios autores (veja por
exemplo [18]). Portanto, pelo teorema de finitude, 3, se anula em todas as ordens da
séric perturbativa. Este exemplo mostra, de uma maneira simples, como podemos
obter inform¢do sobre a fungdo beta £, a partir do conhecimento da dimensio

andmala da inser¢do invariante de gauge [Trc® - T).
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3.2 Super Yang-Mills N =2

A propriedade de ndo renormalizagao da fungao beta de SYM N = 2, que estabelece
que 3, recebe somente contribuigdes em 1-loop, é conhecida de longo tempo [31, 32].
Nesta secdo, rediscutiremos esse resultado no contexto do critério de finitude UV,

fornecendo uma prova puramente algebrica desse resultado.

3.2.1 A acao classica e suas simetrias

Para estudar as propriedades de SYM N = 2, faremos uso do procedimento de twist,
0 qual permite substituir os indices espinoriais de supersimetria (o, &) por indices
de Lorentz. O contetido fisico da teoria é deixado inalterado, visto que o twist é
simplesmente uma mudanca linear de varidveis, com a versdo apds o twist sendo
entdo perturbativamente indistinguivel da versdo original. No entanto, o uso das
novas varidveis simplifica consideravelmente a andlise das propriedades de finitude,
permitindo identificar unl subconjunto de supercargas o qual é na verdade relevante

para controlar o comportamento UV,

O grupo de simetria global de V = 2 no espago-tempo plano Euclideano é
SU(2), x SU2)g x SU(2); x U(1)g, onde SU(2), x SU(2)x é o grupo de rotagio,
SU(2); é o grupo de simetria interna ¢ U(1)g corresponde A simetria R. Os campos
do multipleto vetorial sio dados por (Aﬂ,wg,ﬁfi,qﬁ,@), onde w;,;&; sd0 espinores
de Weyl com 4 = 1, 2 sendo o indice interno da representacio fundamental SU(2);,
e ¢, ¢ sdo escalares complexos. Todos os campos pertecem 3 representacao adjunta
do grupo de gauge. Apds o twist, esses campos decompdem-se em [70, 33| (apéndice
B)

‘A# - AI-H (¢=5)—>(¢:5)
Yo = (1 Xw), P Uy (3.2.1)
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Note que (., X, 7) anticomutam devido acs seus carateres espinorials, e y,, € um
campo tensorial antissimétrico auto-dual. A acdo de SYM N = 2 em termos das

novas variaveis ¢ encontrada ser [70, 33]
§5t = T [ dho (SELF 4 SE {9, wﬂ} X (Duthy ~ Do)+

+nDﬂ¢“ — SFDD )~ L6 [ xwk — g [6,7m— 55 [6,9] [6.3] )
(3.2.2)

onde g é a 1nica constante de acoplamento e

+ 1

1 ~
po . +po __ 1+
26;,wpch ) Fp-,u - §E,uupaF - Fﬂy 1

(Dytpy — D)t = (Dythy — Duthy) + lew,,,,(D% — D). (3.2.3)

Fr=F,+

E imediato ver que associando a (A#,v,bmxw,n, qb,a) as respectivas cargas R

(0,-1,1,—1,2,-2), a expressao (3.2.2) tem carga R total nula.

A acao SN=? ¢ invariante sob transformcdes de gauge com parametro infinite-

simal ¢

024, = —Du¢ = — (8, + [A,,C])
58y = 1¢,7] , with v = (W, X7 6, 8) - (3.2.4)

as quais levam as transformacdes BRST usuais, com 62’ —se{ =3¢ ondecéo

ghost de Faddeev-Popov transformando-se como sc = ¢2.

Com relagao as transformacbes de supersimetria (6?,5;) de SYM N = 2, 0
procedimento de twist dd surgimento as seguintes novas transformagbes [70, 33]
(apéndice B): uma escalar ¢, uma vetorial §, e uma tensorial auto-dual &, a
quais deixam a acdo invariante. E importante enfatizar que SN=? & unicamente
fixada pelas simetrias de gauge, escalar J e vetorial 6,. Devido a essa propriedade, a

transformacdo tensorial d,, nio serd levada em conta em nossa anéalise subsequente.
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Para quantizar a teoria apropriadamente nds coletaremos todas as ftrans-

formagdes (s,4,4,) em um operador estendido Q
Q=s+wd+ehd,, (3.2.5)

onde w e £ sao ghosts globais, isto é, ghosts constantes associados respectivamente
as simetrias rigidas § e d,. O operador ¢ age sobre 0s campos como

v

g £
QAL =-D,c+wi, + ?XV# + E“n,
1 £ =
Qv = {evu} —wDus+ e (Fou— 5F5) — L [0,d],

et y
QXO"T = {C, XO"T} + LUF;;- -+ _g (Ep:a"ru + GuoGur — g.u‘rgua) D qb:

Qn="{ent + 56,6 + 5D,
Q¢ = [c, 8] — "y,
Qc=c?—wp— we* A, + %cg,
Qu =0,

Qe* = 0. (3.2.6)

A nilpoténcia de () é estabelecida a menos de translagoes espaco-temporais e

equagoes de movimento

Q° = wetd,  sobre (A#,gb, é, n,c,w,a‘”) ,
Q* = we*d, + (egs. de movimento) sobre (., xw) . (3.2.7)

As dimensoes, cargas R e nlimeros de ghost de todos os cainpos introduzidos até
aqui, bem como sua estatistica comutante (C) ou anticomutante (A) sio exibidos
na tabela 3.2.1.
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A | Yu | X | 7 o) 5 c w gt
Dim [ 1 [3/2]3/2[3/2]1]1]0]-1/2]-1/2
CargaR | O] 1 [ -1 -1{2]27T0f -1 1
NG olo]o]o]JoJoJ1] 1 1
Est CI|A AJA|C|CI]A] C | C

Tabela 3.2.1: Dimensdo (Dim), carga R, nimero de ghost (NG) e estatistica (Est).

Seguindo o procedimento de Batalin-Vilkovisky [64], nds obtemos a seguinte

acao [70, 33]
£ = %2 4 Syt St (3.2.8)

onde S é o termo de fixacdo de gauge no gauge de Landau e S, contém os
acoplamentos das tranformagdes néo lineares Q®; aos anticampos ®; = (4, "

LG, ", #*, &, ¢*). Esses termos sdo dados por!
S = Q f &2y (204)
. 2
Sext = Tr/ d*z (@:Q@i + % (4wzx*2 — 8we, s +etpr? — (8'(/}*)2)) ,
(3.2.9)

onde ¢, b denotam o antighost e o multiplicador de Lagrange, transformando-se sob

¢} como
Qe =0, Qb = we’d,c, (3.2.10)
com
Q* = we*d, sobre (g,h) . (3.2.11)

Os ndmeros quénticos associados aos anticampos, antighost e multiplicador de La-

grange estdo na Tabela 3.2.2.

' A presenca de termos quadraticos nos anticampos em Sey, é devido ao fato de que o operador
(¢ ¢ nilpotente a menos de equagdes de movimento.
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Al (x| 7 e 6 || Eb
Dim 3 15/2T75/275/273 (13147212
CargaR | O] -1 T 1 [ 1 [-2T2]0]l0]0
NG eI AR
Est A'C | C|CJAA|C|A]C]

Tabela 3.2.2: Dimensao (Dim), carga R, nimero de ghost (NG) e estatistica (Est).

A acdo completa ¥ satisfaz assim a seguinte identidade de Slavnov-Taylor

S(Z) = we*Af (3.2.12)
onde
0y 4% % i)

%) = f 1 °Z b wetfuea 3.2.13
S(E)=Tr dx(5®:5®i+b5é+w£ aucéb) ( )

e Aﬂ ¢ 0 polinémio de campos local integrado

Al = T [t (c*a“c B 0ub — A DAy + Dt
T n * 1 1

_¢ a,u¢ + ] a;.'.n_l" §X pﬁyXup) . (3214)
Note que Af}, sendo linear nos campos qudnticos, ¢ uma quebra cldssica e nio

serd afetada por corre¢des quanticas. Da identidade de Slavnov-Taylor segue que o

operador lincarizado Sy, definido como

2 64X 4 § 6
S = 4 i — e b‘_— H C— e,
5 Tr[dx(fF@}‘é@iJré@ié‘I)Z‘Jr 55 Hwe aucab) (3.2.15)

¢ nilpotente modulo uma derivada total, ou seja
S5Ss = wed,. (3.2.16)

O aparecimento do operador de translagdo no espaco-tempo 8, no lado direito de
(3.2.16) é devido & estrutura supersimétrica da teoria. E imediato, no entanto, que

o operador Sy é estritamente nilpotente quando age no espago dos polindémios de
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campos locais integrados. Além disso, como veremos em detalhe, a presenga da
derivada espago-temporal 8, dard surgimento a um conjunto nao usual de equagdes
de descida as quais vincularao fortemente os possiveis contratermos invariantes néo
triviais. Nos demonstraremos que essas equagoes podem ser resolvidas de uma

maneira sistemadatica usando a adlgebra supersimétrica N = 2.

3.2.2 O Contratermo invariante

Procedendo como no exemplo de Chern-Simons na secao anterior, agimos com o
operador 8/d¢g em ambos os lados da identidade de Slavnov-Taylor (3.2.12). Ob-
servando entdo que o termo de quebra linear Af} nido depende da constante de
acoplamento g, nés obtemos a condigao

32% ~0, (32.17)
com 0%/8g identificando entao a cohomologia de Sy no setor dos contratermos in-
variantes. Temos agora que provar a existéncia uma relagdo um a um entre 83./8g
e o polindmio de campos que é solugdo do nivel mais baixo das equagdes de des-
cida. Nesse sentido somos levados a estudar a condicio de consisténcia para os

contratermos integrados invariantes
S fa!"a: Q0 =0, (3.2.18)
onde Q° tem os mesmos mimeros quinticos da lagrangeana.

Devido a (3.2.16), a condi¢gdo de consisténcia integrada (3.2.18) pode ser

traduzida em nivel local como
S = 84, (3.2.19)

onde Qi & um polindmio de campos local com niimero de ghost 1 e dimensao 3.

Aplicando agora o operador Sy em ambos os lados de (3.2.19) e fazendo uso de
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(3.2.16), obtemos a condigio
& (Sp9), ~we, ) =0, (3.2.20)
que, devido ao lema de Poincaré algébrico {50, 51] implica

SeQll = we, 0 + 6", (3.2.21)

[vu]

2
[va]

i, v e com numero de ghost 2. O procedimento pode ser iterado, produzindo o

para algum polindmio de campos local 2 . antissimétrico nos indices de Lorentz

seguinte conjunto de equacdes de descida

SEQO = a’“QL ,
SEQL = 8"9[2,,#] -1—&)5#90 ,
SEQE‘?;(LV] = GPQ‘E,W] + UJE'MQII} — wEV\QL ,

Ss,, 5 = 87 2 2

;+ wE#qupI + we 1 + wef)

[ p] oprp (] [ou]>
SEQﬁwm] = UJE#Q?VPU] — wEUQﬁW] + wgpr’aW] — weVQ?pay] . (3.2.22)

E interessante frisar que essas equagoes sao de um tipo ndo usual, com o0s cociclos
de numero de ghost menor aparecendo nas equagdes dos cociclos com niimero de

ghost maior, tornando o sistema (3.2.22) nao trivial. Nds observamos que a altima

4

(unpo € N80 homogenea, uma propriedade que vincula fortemente as

equacao para {2
possiveis solu¢des. Na verdade é possivel resolver o sistema (3.2.22) de uma maneira

sistemdtica usando a estrutura de N = 2. Para isto introduzimos o operador

118
Wp, - 5 [@,S{;} y (3223)

que obedece as relagdes

{W.u:SE} = a.u:
(W W,} = 0. (3.2.24)
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Esta dlgebra é tipica de TQCs topoldgicas [39, 40]. Em particular, como mostrado
em [71], (3.2.24) permite que W, seja usado como um operador de subida para as
equcdes de descida (3.2.22). Dessa forma, a solugdo do sistema pode ser escrita

como

1
0 = EW“‘W"W”W"Q“

[eprn] o
1
1 14 oyl
Q= VW
1
2 _ a4
Q[n‘“"] - EW‘DW Q[ap,uu] )
_ o ()4
Qﬁtwp} =W Q[ayup] s (3225)
com {4, .1 dado por
Q’ﬁuupa] = w45ﬁup6r]:‘r¢2- (3226)

De (3.2.25) a importdncia do operador W, torna-se agora explicita. Atuando-o

sucessivamente sobre (3.2.26) obtemos a relagao

20t 2
g_z = %E“VPUWMWVWPWU / d‘l:z:Trnz— + Sp=71 (3.2.27)
g g

para algum =~*

irrelevante. Esta equagdo mostra que existe uma relacdo um a um
entre a solugdo do nivel mais baixo das equagdes de descida (3.2.22) e a a¢do de
N = 2, de modo que os requerimentos classicos i) e ii) do capitulo anterior sio
satisfeitos. A equagdo (3.2.27) sugerc que o comportamento UV de V = 2 pode ser
discutido analisando o polindmio invariante de gauge Tr¢?, que desempenha o papel

de um prepotencial perturbativo.

3.2.3 A dimensido andmala nula de [Tr¢?- T

Com respeito aos aspectos quanticos, a identidade de Slavnov-Taylor (3.2.12) pode
ser estendida em nivel quantico sem anomalias [72]. Assim, para aplicar o critério

de finitude, resta-nos estabelecer que a dimensdo anémala da insercao [Tré? - T] é



57

nula. Isso acontece gragas a uma identidade de Ward relacionando Tr¢? ao polinémio
invariante de gauge Tr(—3w?ce + ¢*}/w?, cuja dimensio andmala se anula devido 2
equagio do ghost. Esse fato implica que a dimensao andmala de [Tr¢? - T se anula

também. Vamos demonstrar isso seguindo o procedimento desenvolvido em [33].

Introduzindo um operador de contagem N,

4

— M
N.=¢ B (3.2.28)
decompomos Sy em uma expansio em g
1
Sy, = by + W, + EE#EVW#U. (3.2.29)
Os operadores by, e W, obedecem a dlgebra
bgbz = 0,
{bs, W,} = wd,, (3.2.30)

a qual segue de (3.2.16).

A atuagio de bg em ¢ e ¢, que pode ser obtida de (3.2.6), é dada por

bZQS = [C, ¢] 1
by = c* — w?e. (3.2.31)
Assim, podemos entao escrever
Trg? = b Tr(—i ¢s+i3) (3.2.32
= by 2Pt ). .2.32)

Mostraremos que essa propriedade pode ser estendida quanticamente. Para tanto, a
simetria de BRST ordindria e a simetria escalar 4 serdo suficientes. Portanto deste
ponto até o fim de nossa discussiao sobre SYM N = 2 consideraremos ¢ = 0 e
denotaremos £ = X|,_, I'=T|,_, e S(I') = S(I')|__,, com o operador de Slavnov-

Taylor linearizado sendo dado por Sl,_, = bs.
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Vamos definir
Q' = s+ wh, (3.2.33)

o qual, como ) em (3.2.5), descreve uma simetria da a¢do e é nilpotente a menos

de equacoes de movimento.

Consideremos entao os polindmios de campos

Q4 = Trwe?,
c=Tr (—wchﬁ + %8) : (3.2.34)
para os quais vale
Qs = Q0. (3.2.35)
Entao a acao
Y =24+ S50, {(3.2.36)
onde
Syy = fd“a; (02 + A) (3.2.37)

com o(z) e A(z) sendo campos externos, satisfaz a identidade de Slavnov-Taylor
S'(X) =0, (3.2.38)

com

a¥y
do

S'(%) = S() + [ atz (3.2.39)

I aparente de (3.2.39) que os campos externos o(z) e A(z) formam um dubleto de
BRST, estando assim no setor trivial da cohomologia do operador de Slavnov-Taylor

linearizado by [50).
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Além disso, a acao X' satisfaz 4 equacio do ghost

/d“ ( [ 5‘;] e ) ¥ = A (3.2.40)

onde A® é uma quebra cldssica dada por

= [ ([c, Y+ [0, 0]+ [An, Al + [05, 0] + |87, 9) + 0", + % X0 X.wJ) .
(3.2.41)

Visto que a identidade de Slavnov-Taylor ordindria (3.2.12) nédo é afetada por anoma-
lias e os campos externos o(z) e A(z) compéem um dubleto, a relagao cldssica

(3.2.38) pode estendida em nivel quantico
S'(I) =0, (3.2.42)
onde 1" é o funcional de vértice I = &' + O(h).

De modo similar, a equagdo do ghost (3.2.40) é livre de anomalias, valendo

também para I [21, 50].

Derivando a identidade de Slavnov-Taylor (3.2.42) com relagho ao campo ex-
terno A(z) e tomando A(z) = o(z) = 0, obtemos
oT” oI
oA (z) do(z)

o que significa que a relagdo (3.2.35) entre os operadores compostos {2y e £, per-

by , (3.2.43)

A=c=0

A=e=0

manece verdadeira em nivel quantico, produzindo
0 _ ch
|Trg? - T'] = brv [Tr (—E + 3?) : I“] . (3.2.44)

Como consequéncia da equagdo do ghost (3.2.40) a insercao quantica
[Tr( w—@ ) I"], composta de polindémios de ¢ ndo diferenciado, possui di-

mensao anomala nula (apéndice A)

¢ |t Cf+ ] Y (3.2.45)
(-5 )T
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onde C é o operador de Callan-Symanzik, o qual comuta com by
[C,br] = 0. (3.2.46)
Portanto aplicando br em (3.2.45) temos finalmente
C|Trg? - I'] =0, (3.2.47)

completando a prova do anulamento da dimensfo andmala da insercdo quantica

[Tre - IV}

3.2.4 O teorema de nao renormalizacao da funcgao beta

Para chegarmos ao teorema de nao renormalizacdo da funcao beta vamos novamente
seguir alguns passos da referéncia [33], partindo de (3.2.27) ¢ tomando ¢# = 0, o que
resulta em
o 2
dg  3¢°
onde denotamos W* = e#*"W W, W,W,, com W, definido em (3.2.29), e onde

explicitamos o setor trivial de (3.2.27).

4, 1174 ¢_2 4 T
/d:cWTrE—i-bg/da:Tr(qﬁgb Yy (3.2.48)

A expressao acima pode ser escrita como
)V
— = b= 3.2.49
com = dado por

3
== 32_ / A WA (_%‘ﬁ + f—_) +g° [ d'zTr (6" — ") . (3.2.50)

3wt

Nossa tarefa serd obter a extensio quintica de (3.2.49). Nesse sentido, vamos con-

siderar a a¢ao modificada pela introduc¢ao de um pardmetro o

¥ =S+ 28 (3.2.51)
g
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a qual satisfaz a identidade

2 (3.2.52)
dg

O fato de que a e g se transformam como um dubleto BRST permite implementar

SEN+a

(3.2.52) em nivel quantico

or’
! =0. .2.53
S(IM) + o 59 0 (3 )
Derivando (3.2.53) com respeito a a ¢ tomando a = 0 encontramos
or oL
brr — = (3.2.54)
(90{ a=0 ag a=0
Agora, em nivel cldssico, de (3.2.51) temos
oY 1 _
e P (3.2.55)

com = consistindo de dois termos: [ diz W4Tr (-—L%"? + 5—1), 0 qual possui dimensao
anbmala nula, e ¢* [ d'z Tr(¢¢* — 954,), o qual é puramente cldssico, sendo um

funcional linear nos campos quanticos ¢(z) e ¥,(x).

Consequentemente, podemos estender (3.2.55) em nivel quantico
o1’ 1

oe =2 T (3.2.56)
e, da relagdo (3.2.54), obtemos
orr 1
— = b (217 2.
ou
arf o 2 4 4 2 ! f 4 * * !
Tr}g_gg—ift:zsc (WTrg?) - T +bF/der(¢¢ —) T, (3.2.58)

Esta equagao tem a forma de (2.2.14), implicando em particular, a auséncia dos co-
eficientes @ de (2.2.2). Portanto a proposicdo da subsecao 2.2.2 do capitulo anterior
se aplica aqui, com o resultado de que a fungido beta de SYM N = 2 é de fato de

ordem 1-loop somente, isto é, 8, ~ g°.
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3.3 Super Yang-Mills N =4

O caso de SYM N = 4 pode ser tratado de maneira similar a N = 2. O grupo
de simetria global da teoria de SYM N = 4 em espago-tempo plano Euclideano é
SU(2), x SU(2)g x SU(4), onde SU(2)y x SU(2)r é o grupo de rotagao e SU(4)
é o grupo de simetria interna de N = 4. Os campos do multipleto de N = 4
sio dados por (A,,A%A,, @), onde (v, = 1,.,4) sdo indices da representagio
fundamental de SU(4), e os seis campos escalares reais do modelo sdo coletados em
um tensor antissimétrico e auto-conjugado ®,,. Através da transformacio de twist,

estes campos se decompdem em [74, 75, 30] (apéndice B)
Ay = A
X = Y X

/\3 - 5: Xuws wuu;
(I)wu — Bp'.tl) ¢5 as T! (331)

onde X, Y. € B, sdo antissiméiricos e auto-duais com relacao aos indices de

Lorentz.

A agdo de N =4 em termos dos novos campos é dada por?
gh=1 — gl—gTr / d'z (D#qu“g_ﬁ + ipu Dux™ + ix, D™ — x,D*E+
+0u D" = 1@, ¥} + 10 D XY H 0T (s XY+
~ {thu, X"} B, ¥ = ixXgw [€, BY] - @b [, BY] + 41 {€, €} +
—4i¢ {n,n} + L7 {&n} + Y s B+ g {x, XM+
=i {vu, ¥} = iy X 7] — 4 [6,9] [6,9] +4[8,7] [6,7] +
+[¢, Bu] [, B*] - Hﬂl(Hﬂ — D, 4+ 4D'B,, )+

+H™ (—HW + %FL = 5 [Bup, B"] = i [ By, 'r])) ; (3-3.2)

2(s geradores do grupo sdo escolhidos aqui serem hermiteanos.
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onde g é a unica constante de acoplamento e H,,, e H, sdo campos auxiliares, com

H,, auto-dual.

Nesta formulagao podemos definir uma carga conservada, que é consequéncia do
procedimento de twist, chamada aqui carga & {apéndice B). As dimensées candnicas,
cargas G e a estatistica comutante (C) ou anticomutante (A) dos campos estdo na

tabela 3.3.1.

A,u I’vb# X,u. w,ut/ X,ul/ ‘f 77 ¢ a T B,uz/ H,u. H,u,t/
Dim 1 13/2138/213/213/213/2[3/211 711 1127 2]
CargaG || 0 1 -1 1 -1 1 -1 )220 0 0 0
Bst | CJAJAJAJA[AJA]|C|C|[C]Cc CTC

Tabela 3.3.1: Dimensio (Dim), carga G e estatistica (Est).

Nés observamos que, para os campos (A,, ¥, x.¥, 0, ¢, @), as cargas G coin-

cidem com as cargas R de SYM N = 2.

Com relagdo as transformacges (8%,0,) de SYM N = 4, o procedimento de
tunst faz surgir as seguintes transformacées 75, 30] (apéndice B): duas escalares, 61
and 67, duas vetoriais, 6, and ¢,,, e duas tensorais auto-duais, ¢, and d,,. Sendo
consequéncia da supersimetria, todas essas tranformagdes deixam a acdo invariante.
No entanto, como mostrado em [30], a agdo SN=? é unicamente fixada pelas duas
transformacoes vetoriais 61, 6. e pela escalar 6%, além da simetria de gauge. Em
outras palavras, o requerimento de invaridncia sob transformagoes de gauge, 5;“, Oy
e 5" fixa todos os coeficientes numéricos relativos dos vérios termos da acio (3.3.2).

Assim, nao levaremos em conta na nossa andlise as transformagées tensoriais 4,
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0., como feito no caso de N = 2. A acéo de 6% sobre os campos lé-se

ps?
SHA, =1,
6+1/),u = Dy.(b:
§*¢ =0
§td = -7
§tn=1|¢,d|
Y xw = Hyy

Str=¢

5+X.U~ = HI-H
ste=ilr, ¢
5+B;.w = w,twa
5+¢,uu = i[B,uu: ¢]
5+H# =1 [X.uv ]

6+H,uu =1 {X.um ¢] .

(3.3.3)

Na primeira coluna de (3.3.3) nés reconhecemos as transformagées escalares obtidas

com o fwist da subdlgebra N = 2 na presenca do campo auxiliar H,,. Para -

obtemos
07" AL = Xy, B
‘5_X,!_1 - _D,uﬁba
5~ =0,

67T = -1,

0"ty =-H,+ D,r,
0" =1 [T, q_b] ,

0" Xy = 1 [B#,,, &] ;
0 B = =X,

“Hyw = =i [V, 8]+ [ 7]+ (B
THy = =Dyt b, @] +ilx, 1]

(3.3.4)

Analogamente, para as transformaces vetoriais o1 e 4, temos

6YA, = —dix,, —4g,,7,

‘S:-Qb = w,u_ )
SrE = D#’f‘.—— H,,
5:_8;//} = _EG,UVPAX)\ 3

5:Xup = z.g,uyp)\DAga

5:{11: X
5fd=0,
'5:7? = _D,u(b:

05y = DBy + 10,0 H?,
07X = ~4 (B, 8] + digy, [1, ],

5;-¢u = 47;H#V + F#U - 4'3'9“:/@, (b] 3
(5:Hr/p — D,U.Xup + g,uup)\ [W‘, ¢] + ig,uvpx\D/\T]-:
OuHy = Do + 400, Bu) + 4 [V, @) = dig [0, 7] — dig,, [¢,9] ,

(3.3.5)
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e
67 Ay = —dith, + gk, 677 =,
576 =0, 0n 6= = Xum
8,& = —Dﬂl‘fﬁ? 0,m=—H,, .
6;Bup = ‘Hg,m/p/\wA ’ 6;: wv = —4 [B,uv: ¢] - 439#” [T: ¢'] H
5;1/)@ = _iepup/\D ¢a
5;)(,4, = _DﬂBup — igﬂupAHAj iG#UpADAT,
O X = 4iH s + Fpuy + 4igu, [6, 6] — 4B, 7],
5;Hup = Duwr/p —+ 9;;:/,0/\ ([W‘:T] - [XA: ¢'] - ED/\‘E) + i [’t/),u.: Bup] )
5;HU - _Dﬂwu -+ Du%; =4 4 [T/);w: T] - 4 [f: B,ur/] =+ 4 [X.uV) (}5] + 42‘9#” [?7! ¢] '
(3.3.6)
onde 8,,,, denota a combinacdo
Ouvpe = Epwpo + GuwGps = Gupuo = 4H:t_cfup ; (3-3-7)

com [I7  sendo o projetor sobre as duas-formas auto-duais. Vamos também

fornecer aqui as relagdes algébricas entre entre §+, 6~ o ed,

{6%,67} = 69, [5;, 5+} = 9, + 6%,

{6y =05 {667} =0, +0%

{6767} =48, Ja;,am{ =0

{6;’ 5+} =0 G oF = 6‘389,4@

{5;, (5,,_} = 830 {5:[, (5;} = 5‘343‘3#,,49“” + eqs. de movimento,

(3.3.8)

onde 67 denota uma transformacio de gauge com parametro -y,

No sentido da quantizacio da teoria, procedemos como antes e introduzimos

um operador BRST generalizado Q
Q=s+w " +w d 455 + eTHSL (3.3.9)

onde s é a transformacio BRST ordindria para as transformacgbes de gauge e

w*, w™, et ¢ £7# sdo ghosts globais [30]. Definindo a agio de @ sobre o ghost de
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Faddeev-Popov ¢ como
Qe = i+ (W —de o+ (de —w )G+ (Wiw™ +4e™ e Y7 +
+4ie ™V B, — (wtetH + weTMA, (3.3.10)

segue que o operador ¢ € nilpotente modulo equacdes de movimento e uma derivada

total

Q= (w+£+" +w‘e"‘) d, sobre (qﬁ, &, 1,67, c,w, wt, E“‘,E*“) ,
Q? = (w*a"’“ +w"e"‘“) Ou + (egs. de mov.) sobre (A, Hyy s X By Hyw, Y, Xuw) -
(3.3.11)

Introduzindo entdo um conjunto de anticampos ®; acoplados as transformagdes nio
lineares ()@; dos campos, obtemos para a acao de campos exteriores

St = Tr/d4:n ( PrQD; +4gieTHev (eu,,p,\A*"H*A—i—

5 (B HLs - BPHG) x5 (0535 - i) ) 312
onde, para um campo tensorial de ordem p

1 _.
PrQP; = HQ)i“l"”"Qtﬁim,M .
O termo de fixagdo de gauge no gauge de Landau ¢ dado por

Se=0Q Tt f d'z (TO"A,) + Agette Ty f A"z, TH™,  (3.3.13)

onde o antighost ¢, introduzido através da redefinicdo do anticampo A"; para A; —

A% + 8,2, é requerido transformar-se como

Q¢ = b,
Qb = (wie™+w e,z (3.3.14)

com b sendo o multiplicador de Lagrange e

Q* = (w"’s*“ + w‘s_”) 0, sobre (g,0b). (3.3.15)
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Finalmente, a acdo completa %
3= SN:4 + Sext. + ng 3 (3316)

obedece & identidade de Slavnov-Taylor

8() = (whe™ +we ) A, (3.3.17)
com
i 6% 4% %
— 4 = teth 4T eTH)E,E) S 3.18
S (%) Tr/d:r(éq):éq)i+béa+((ws +w’e )“c) 65)’ (3.3.18)
e

1
ad = T fat (ALSPA’“‘ ~ H0,H, = SB",B,, — m0,r+
1 1 * il 1 * *
—EH*“”apHW + 51/} M0 thu + X M O xw + Y0, +

+ X Oxu +E O, + 08 — 30,0 — & 0,0 + c*apc) . (3.3.19)

Como antes, A;‘ é linear nos campos quinticos, representando uma quebra clissica
nao afetada assimn por correcbes quanticas. O operador de Slavnov-Taylor lineari-

zado Sy,

50: 56, T 5%, 807 T de 5b

é nilpotente modulo uma derivada total

Sy = Tr/d4$ (62 d 0% 9 +bi + (whet# +w—6_“)5ﬂéi) , (3.3.20)

SpSy = (CU+E+“ + w~€_”)a” . (3321)

A tabela 3.3.2 exibe os niimeros quanticos correspondentes aos anticampos e a tabela
3.3.3 os nimeros quanticos relacionados ao ghost ¢, ghosts globais, antighost ¢ e

multiplicador de Lagrange b.

Repetindo os mesmos passos de SYM N = 2, a relagdo wm a uwm (3.2.27) se
generaliza [30] para
o ghvea

o5 = _wwﬂmwpmﬂ/d“x (W6 -w?F +wrwr) + ST,

(3.3.22)
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Al x| (x| € | ¢ @ L | B | Hy | Hyy |
Dim 3 15/215/215/2]5/215/275/21 313713 3 2] 2 |4])
CargaG || 0 | -1 1 ] -1 1 | -1 1 |-2(2]0] 0 0 0|0
NG A a1ttt -1y |2
Est Alclcl|c]clCc | ClAjA|AlATAl A|C

Tabela 3.3.2: Dimensao (Dim), carga G, nimero de ghost (NG) e estatistica (Est).

c| wh | w | et | e | C|b

Dim fofl-1/27-1/2]7-1/2]-1/212]2]
CargaG | 0| -1 1 1 -1 |00
NG 1] 1 1 1 1 |-1]0
Ests (A C | C | C]| CJA]|C

Tabela 3.3.3: Dimensio (Dim), carga G, mimero de ghost (NG) e estatistica (Est).

para algum polinémio de campos local =1, No presente caso o operador de subida

W, é definido como

11 8 1 8
W= 5 [(Fa@w + Faew) ,SE} , (3.3.23)

¢ obedece as mesmas relagbes (3.2.24).

Novamente a equagdo de movimento do ghost ¢ pode ser usada para mostrar que
a solugao do nivel mais baixo das equagbes de descida, que corresponde 3 insercao

_ 2
[Tr (w” d—wd + w*w‘f) . F] , tem de fato dimensao andémala nula. Definindo

o operador de contagem

+e7# 9
De+h Je—r’

podemos expandir Sy em poténcias de ¢ e e7#. Denotaremos a componente de

N, =¢t#

(3.3.24)

ordem mais baixa por by, definido por (A, bs] = 0. Assim, de modo analogo ao

caso N = 2 podemos estabelecer

[Tr (w”qﬁ —w —5—w+w_r)2 ~ 1"] = by, [Tr (c (w”qﬁ —w?e —5—w+w“’r) + 203) : F} ,

(3.3.25)
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0 que leva, tendo em mente a equacdo do ghost, ac anulamento da dimensio
_ 2
andmala de [Tr (w+2 ¢—w g + w+w"r) : I‘} (apéndice A).

Portanto, de acordo com nosso teorema, a finitude UV de N = 4 em todas as
ordens da teoria de perturbagio segue do j4 bem conhecido anulamento da funcio
beta 3, em 1-loop [27].



Conclusoes

Discutimos nesta tese TQCs finitas UV através de métodos puramente algébricos.
Apresentaremos aqui um breve sumario dos resultados obtidos e as perspectivas de

futuros desenvolvimentos.

Iniciamos aplicando o formalismo BRST para mostrar a finitude UV e a auséncia
de anomalia dos modelos PST auto-duais. Trabalhamos explicitamente em duas,
quatro e seis dimensoes e apontamos um argumento para uma possivel extensio
dos resultados para dimensoes superiores. Um estudo completo para dimensoes

arbitrdrias ainda € um ponto a ser desenvolvido.

Apesar de ndo possutrem constante de acoplamento e assim uma funcio beta
associada, esses modelos contém uma série infinita de interacoes, agrupadas em um
termo ndo polinomial. Isso motivou uma anélise de posstveis divergéncias existentes
¢ de como absorvé-las. A finitude UV fol entendida entdo como a trivialidade da
cohomologia BRST, com as divergéncias possiveis estando relacionadas a renormali-

zagoes das amplitudes de campos.

Com relagdo ao estudo da anomalia de gauge nos modelos PST, sua auséncia ja
havia sido inferida em [45] para D = 2 por uma discussao canénica da algebra de
vinculos. N6s fornecemos uma demonstragio diferente desse resultado e o estende-

mos para dimensdes mais altas.
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Uma questdo interessante que merece futuras investigacfes é a implementagio
do vinculo de auto-dualidade em nivel quantico. Como dito no capitulo 1, ele surge
na aproximacao cldssica através da equacgido de movimento do campo de gauge e da
simetria global presente no modelo PST, que é dada para D=2, por exemplo, pela
transformagio (1.2.3). No entanto, o entendimento desse vinculo em nivel quéntico
é uin problema em aberto. Em particular, a prépria validade da simetria global apés

a quantizagao necessita ser melhor estudada.

Apbs os modelos PST, introduzimos um critério algébrico de finitude UV, o qual
esta baseado nas equagdes de descida que seguem da condigao de consisténcia para
contratermos invariantes. Consideramos os casos em que essas equagoes estabelecem
uma correspondéncia um a um entre as solugdes de seus nivels mais alto e mais baixo
o que, de uma maneira geral, significa uma relagdo entre a acdo e um polindmio
de campos local invariante de gauge. O anulamento da dimensao andémala deste
polinémio, estendido em nivel quéntico, leva ao teorema de finitude apresentado
no capitulo 2, afirmando que se o coeficiente em 1-loop da fungio beta se anula,
entdo a fun¢io beta se anula em todas as ordens. Nesse caso, uma analise em 1-
loop permite-nos entao estabelecer se um dado modelo pode ser finito UV em todas
as ordens da teoria de perturbagdo. Isso pode ser conseguido por um ajuste de
termos no coeficiente da fungdo beta em 1-loop, como uma escotha apropriada das
representagoes do grupo de gauge. Este resultado é bastante andlogo ao teorema
de ndo renormalizagao de Adler-Bardeen [76] para a anomalia de gauge. Como é
bem conhecido, o requerimento do anulamento do coeficiente da anomalia de gauge
em 1-loop resulta de fato em uma escolha cuidadosa das representagdes espinoriais,

levando a classificar as representacoes livres de anomalia.

E importante ressaltar que o presente critério de finitude UV também abrange
0 caso no qual a funcao beta recebe contribuicdes no maximo em 1-loop, como em
SYM N = 2.
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Os exemplos exibidos no capitulo 3 revelam o cardter geral do teorema, per-
mitindo demonstrar as propriedades de nfo renormalizacdo de vidrios modelos
através de um mesmo argumento, conforme discutido explicitamente para as teorias

de Chern-Simons acoplado a matéria, SYM N =2e N =4.

Finalmente, um tépico importante a mencionar ¢ que, apesar do teorema de
finitude ter sido discutido para modelos com uma unica constante de acoplamento,
ele pode ser generalizado quando mais acoplamentos estio presentes. Nesse caso, a
derivada da acdo ¥ com respeito a cada acoplamento identificard uma classe nao
trivial da cohomologia integrada do operador de Slavnov-Taylor linearizado Sx. As
fungoes beta dos acoplamentos que puderem ser postas em correspondéncia com
polindémios de campos nao renormalizados pertecendo a cohomologia de Sy no nivel
mais baixo das equagdes de descida obedecerdao ao teorema de finitude. Por outro
lado, as func¢des beta de acoplamentos relacionadas a classes de cohomologia nao
integradas no nivel mais alto das equagdes de descida, como acontece por exemplo

na teoria de Yang-Mills pura, serdo livres para receberem correcdes quanticas.



Apéndice A

A Equacao do Ghost

Neste apéndice revisaremos as propriedades da equacdo de movimento do ghost,
que constitul uma poderosa identidade de Ward presente no gauge de Landau. Em
particular, esta equagio implica que o ghost ¢ e os cociclos de ghost compostos

Tr ¢ possuem dimensdo anémala nula [21, 50].

A.1 A teoria classica e a equacao do ghost

Consideremos uma teoria de gauge em um espago-tempo D-dimensional, cujo
conteddo de campos ¢ dado por um campo de gauge 4, = A7 na representagio
adjunta de um grupo de Lie compacto G e campos de matéria ¢' (escalares ¢/ou es-
pinoriais) em uma representacio arbitrdria finita de G, com os geradores denotados

por matrizes 7,. As transformacées nilpotentes BRST séo entao dadas por

sA, = —Dyc=—(8,c+ A, d]), 58" = T, ¢,
sc=c?, sc=b, sb=0, (A.1.1)

com ¢ sendo o ghost Faddeev-Popov, ¢ o antighost e  um multiplicador de Lagrange,

todos na mesma representacio do campo de gauge A,,.
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A acao classica total invariante BRST é
y= Einv(A,u; ¢1) + ng + Yexts (AIQ)

onde Emv(A#,cbi) ¢ a agdo invariante de gauge e Yy e Mg Sa0 respectivamente a
acao de fixagdo de gauge no gauge de Landau 0- A = 0 e a agao de anticampos, as

quals sao escritas como

S =Tr [ P s (@0A,) = [ dPz (537, +29Dyc)

Doy = / APz (Tr (A 84" + ¢ sc) + ¢ (A.1.3)
A acdo (A.1.2) obedece a identidade de Slavnov-Taylor

5T 6T 6TET 6T\ 6T 6%
dPx = +b— -——} =0.(A.14
5(7) = | ( (M* A% §ede T 55) T 5 5¢%) (A.14)

Além da identidade de Slavnov-Taylor, a teoria é caracterizada por mais alguns

vinculos extensiveis em nivel quantico. A condi¢do de gauge de Landau lé-se

;72 = 9" A, (A.1.5)
n

Derivando (A.1.4) com relacéo a b e usando (A.1.5) obtemos a equacio do antighost

5 5
(5_ +8#M*) T =0, (A.1.6)

a qual traduz a propriedade da agcdo depender de € e A}, somente através da com-

binacdo Ay + 9,¢.

Temos ainda o vinculo da invaridncia da acdo com relacio as transformacdes

rigidas, o qual é expresso de uma maneira funcional pela identidade de Ward

; 6% 3% > 0%
ey — D = = =
A G G R

. 6% . 8% 2 SR ) »
[ ] b ] (o)) -
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Finalmente, no gauge de Landau existe uma identidade integrada adicional: a
equacio de movimento do ghost. Derivando a acdo com relacdo ao ghost c e

integrando no espaco-tempo obtemos

f dD f dPz (a &AM + [An, AR] - [e o] + (ul)[q“]“cz&*fTaqﬁi'r“) ,
(A.1.8)

onde [¢'] denota a paridade de ¢, a qual é 0 para ¢' comutante e 1 para ¢* an-
ticomutante. Integrando por partes o primeiro termo no lado direito de (A.1.8) e

usando a condi¢io de gauge (A.1.5) encontramos a equagdo funcional

/dD ( [ ;DEZACI’ (A.1.9)

onde
= [de ([A;,A“] —[e*, ] + (—1)[¢i]+1¢5*iTa¢5iTG), (A.1.10)

com A% uma quebra classica, isto é, uma quebra linear nos campos quanticos e

assim nao renormalizada.

Assumiremos aqui que a identidade de Slavnov-Taylor pode ser estendida em
nivel quintico, com os campos de matéria estando em representagoes livres de
anomalia. Com relagdo aos demais vinculos, incluindo a equagdo do ghost, pode-se
mostrar sua extensao quantica, conforme [21, 50]. Nas préximas se¢des discutiremos
como a equagio do ghost pode ser usada para mostrar que o ghost c e o cociclo Tr ¢?
possuem dimensdo andmala nula no gauge de Landau. A generalizacio do resultado

para Tr¢®+Y | com p um inteiro positivo qualquer, pode ser encontrada em [77).
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A.2 Nao renormalizacao do ghost ¢

Os possiveis contratermos invariantes I; os quais podem ser adicionados a ag¢do a

cada ordem da teoria de perturbacio obedecem a condi¢ao de consisténcia
SsL; =0, (A.2.1)

onde Sy, é o operador de Slavnov-Taylor linearizado
X 4 ax 6 X 4§ 0% 6 )
Sy = | d” il b-
2= ¥ (Tr (ML SAK T 5ARGAL T Gede | e der (55) *
4% & 0% ¢ )

+ (A.2.2)

- — + —— -
6¢*1 6¢1 §¢1 §¢*1
Os vdrios contratermos invariantes correspondem a renormalizagdes dos pardmetros

da teoria e das amplitudes de campos. Em particular, o contratermo relacionado a

renormalizacdo do ghost ¢ e de seu anticampo ¢* é
L =Sz [ dPaTre'e = N.T, (A.2.3)

onde N, denota o operador de contagem

N, = [ 4Pz (c* 0 5) (A.2.4)

St CEE

O contratermo L(C) pode ser escrito como
Ly = /dDz Tr (—c"‘c2 + termos independentes de ¢* ) . (A.2.5)

No entanto a preservagao da equacao do antighost (A.1.9) requer que os contrater-

mos ohedecam 4 equagdo homogénea

[d% (;—C + [a, %D Li = 0. (A.2.6)

Este requerimento exclut o contratermo (A.2.5), o que assegura a nao renormalizacao

do ghost ¢ e de seu anticampo c*.
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A.3 Nao renormalizacao de Trc’

- —~ ~ 3 . .
Para estudarmos a dimensio andmala do campo de ghost composto Tr¢” introduzi-

mos na acdo classica X, dada em (A.1.2), o termo
¥, = /de gTrca, (A.3.1)

onde p é um campo externo de dimensdao DD e nimero de ghost —3. A nova agao
classica ¥ é entao

Y =X+ I, (A-3.2)
A equacdo do ghost permanece valida, mas é modificada para
& ) 5\ =
g e L=Ad 3.
/d z(56+[c,§b}+p56*) A, (A.3.3)

com a quebra clissica A® permanecendo inalterada.

A condicdo de gauge, a equacido do antighost e a identidade de Slavnov-Taylor
sao as mesmas das equagbes (A.1.5), (A.1.6) e (A.1.4), respectivamente. A ex-
tensdo quéntica desses vinculos, inclusive da identidade de Slavnov-Taylor, per-
manece também inalterada ja que, como discutido em [50], a introducao do campo

externo p ndo contribui com nenhuma anomalia de gauge.

Os possiveis contratermos sdo os mesmos com a adi¢ao de um contratermo da
forma (A.3.1)

Ly = de.I‘ gTr & =N,X, (A.3.4)

onde N, é o operador de contagem

é

N, = f a5 (A.3.5)
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No entanto este contratermo, junto com o contratermo (A.2.5) so descartados pela
equagdo do ghost {A.3.3). Isto significa que o campo externo p néo é renormalizado,
implicando na auséncia de (A.3.5) da equag¢do de Callan-Symanzik para o funcional

de vértice I' = ¥ + O(R)
cr =0, (A.3.6)

onde o operador de Callan-Symanzik C, o qual é dado genericamente por (2.1.10)

(capitulo 2), é independente de p.

Logo, derivando (A.3.6) com relagdo a p e tomando p = 0, é imediato que a
extensdo quantica de Tr ¢3, definida pela insercao

[Tre® 7] =

=51 (A.3.7)

=0

nao é renormalizada, possuindo assim dimensao andmala nula

¢[Trc* -] =0. (A.3.8)



Apéndice B

O Procedimento de Twist em
Teorias de Super Yang-Mills

O twist é uma mudanga linear de variaveis em teorias supersimétricas, a qual tem
a propriedade substituir indices espinoriais por indices de Lorentz, permitindo levar
espinores em campos escalares, vetoriais e tensoriais anticomutantes. Neste apéndice
revisaremos o0 procedinmento de twist em teorias de SYM N =2 e N =4, abordando

as transformacoes na dlgebra de supersimetria e no conteido de campos.

B.1l O twistema SYM N =2

Iniciaremos com o twist da dlgebra de supersimetria de N = 2 na auséncia de carga
central e entao passaremos a discussiio da transformacao dos campos componentes.

Seguiremos a andlise das referéncias [78, 70].

79
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B.1.1 A algebra de supersimetria N = 2

Na auséncia de extensao central a superdlgebra N = 2 é caracterizada por 8 cargas

( ;,@i) obedecendo s seguintes relagdes

{94 Qja} = 65 (0") i O

(g9} ={2, T} =0, (B.1.1)
onde (¢, &) = 1,2 séo indices espinoriais, (%, j) = 1,2 os indices internos rotulando
as diferentes cargas de N = 2 e (o*)_ , = (1,1 ), com @ denotando as matrizes de

Pauli.

Uma propriedade especial de N = 2 é que tanto os indices espinorials como
os indices internos tomam valores de 1 até 2, o que possibilita identificar o indice
interno 7 com um dos indices espinoriais {¢, ). E precisamente esta identificacio
que define o procedimento de twist. Conforme [78, 70] isso é equivalente a uma
redefinicao do grupo de rotagdo quadridimensional. De fato, no espago-tempo plano
Euclideano o grupo de simetria global de N = 2 é SU(2); x SU(2)r x SU(2)r x
U(1)r, onde SU(2),, x SU(2)g é o grupo de rotagao, SU{2); é o grupo de simetria
interna e U{1)x corresponde & simetria R, com as cargas R de ( ;,_th) sendo
respectivamente (1, —1). O procedimento de twist consiste em substituir o grupo de
rotagdo SU(2), x SU(2)g por SU(2)}; xSU(2) g, onde SU(2)} é o subgrupo diagonal
de SU(2), x SU(2);. Identificando portanto o indice interno ¢ com o indice espinorial

@, a dlgebra de N =2 (B.1.1) torna-se

{angvd} - ‘53 (U#)a@ Ay,

{an Qg} = {éad;@gg} =0 (B]_Q)
Vamos agora definir os geradores (4,4,,4,,), com cargas R (1,--1,1) respectiva-
mente, por
1
d = —_EQ‘BQﬁQ,

V2
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I = fa%e]
5#, = ﬁgad (5'_”) )
1

8w = E(U#U)aﬁgﬁa = -y, (B.1.3)

onde % ¢ o tensor antissimétrico responsdvel por abaixar e levantar indices espino-
riais o e

1
Tpv = 5(0#5:11 - O'ua'_,u)- (B14)

Note que os geradores d,, sdo auto-duais

.1
6,_“) i 5#9 = -2-8“,/’90—6'00', (B.1-5)

o que é consequéncia das matrizes o, serem auto-duais. As equagbes (B.1.3)
mostram que podemos substituir as cargas espinoriais ( - @L} pelos geradores es-
calar d, vetorial J,, e tensorial auto-dual §,,. Em termos desses geradores a dlgebra

de supersimetria ¢é dada por

52 =0,
{6,6,} =9,,
{6,,6,} =0 (B.1.6)

{6,000} = —(Epor0” + 909 — 9uo0p),
{(5! (5;_511} = {5,uw 5,acr} =0, (B.l.?)

onde g,. = diag(-+,+,+,+) é a métrica plana Euclideana e onde fizemos uso das

relacoes
tr(cts”) = 2¢",
Ouw0p = —(Eupr0” + GupOu — Gup0y)- (B.1.8)

Como podemos ver de (B.1.6), a dlgebra de supersimetria, quando escrita em

termos dos novos geradores, apresenta uma estrutura algébrica tipica das teorias
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topoldgicas, com o gerador escalar § desempenhando um papel de uma carga do

tipo BRST e o gerador vetorial §, correspondendo a supersimetria vetorial.

E importante observar que as cargas supersimétricas ( ;,@i), tais como
definidas em (B.1.1), referem-se a nma realizagdo linear de supersimetria, signif-
icando que elas agem linearmente nas componentes dos multipletos de N = 2. Se ao
invés disso, trabalhamos no gauge de Wess-Zumino, o que tem a vantagem reduzir
o niimero de campos componentes da teoria, a supersimetria é realizada nao linear-
mente e a dlgebra supersimétrica se fecha apenas modulo equag¢des de movimento e
transformacées de gauge. Dessa forma, a dlgebra N = 2 no gauge de Wess-Zumino

se escreve Como
{ L,@jd} = 5; (0") 46 Ou + (transf. gauge) + (eqs. de mov.) ,
{ Es Qfg} = {@;;Qjﬁ} = (transf. gauge) + (egs. de mov.). (B.1.9)
Analogamente, para a versdo apds o twist temos

6% = (transf. gauge) + (eqgs. de mov.),
{6,08,} =0, + (transf. gauge) + (egs. de mov.),
{d,,6,} = (transt. gauge) + (eqs. de mov.), (B.1.10)

{6,860} = {640,0,0} = (transf. gauge) + (eqs. de mov.),
{64000} = —(Epor®” + GupOs — Gua0,) + (transf. gauge) + (eqs. de mov.).
(B.1.11)

B.1.2 O twist do multipleto de gauge

O multipleto de gauge de SYM N = 2 contém um campo de gauge A4,, um campo

espinorial 1), (i = 1,2} e sen conjugado Wa e dois escalares (¢,4), onde @ é o
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complexo conjugado de ¢. Todos esses campos sdo considerados estarem na repre-

sentacdo adjunta do grupo de gauge.

Vamos entao aplicar o procedimento de twist para o multipleto de gauge de
N = 2. Identificando o indice interno 7z com o fndice espinorial o, o campo espinorial

Wa pode ser relacionado a um campo vetorial anticomutante ¢,

—i Twigt 7 — \daT

(8 — Vo — Yu = (Tu)““Ypa (B.1.12)
Para o espinor 9} temos

v T et = Yiap) + Vias]s (B.1.13)

onde Yap € Pz SA0 respectivamente as componentes simétricas e antissimétricas
nos indices espinoriais «, 3. A parte antissimétrica Yj.g ¢ associado um campo
escalar anticomutante
Vo] — 0 = £ Yag); (B.1.14)
enquanto a parte simétrica ¥(qs) € levada em um campo antissimétrico auto-dual
Xpv
Plag) — Xur = Xuw = () P ap). (B.1.15)

Dessa maneira, o procedimento de twist substitui o multipleto vetorial
(A,u: ;)E’;: ¢) a) pOI’ (Amwu:qu;naﬁb:_)-

B.2 O tuzstem SYM N =14

QO caso de SYM N = 4 pode ser tratado de maneira similar a N = 2. Vamos
comegar descrevendo como o procedimento de twist pode ser aplicado. O grupo de
stmetria global da teoria de SYM N =4 em espaco-tempo Euclideano é SU(2);, x
SU(2)r x SU(4), onde SU(2);, x SU(2)r é o grupo de rotagio e SU{4) ¢ o grupo

de simcetria interna de N = 4. Assim a operagdo de twist pode ser realizada de mais
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de uma maneira, dependendo de como o grupo de simetria interna é combinado
com o grupo de rotagio [73]. N6s seguiremos o procedimento de Vafa e Witten
[74], no qual SU(4) é separado em SU(2)r x SU(2);, de modo que o grupo de
simetria global apés o twist é SU(2); x SU(2)g x SU(2), onde SU(2), é o subgrupo
diagonal de SU(2), x SU(2); e SU(2)r é um grupo de simetria interna residual. A
transformagdo de fwist corresponde a identificar o indice do grupo interno SU(2);

com o indice espinorial o de SU(2),.

Entao, analogamente ao caso N = 2 substituimos as 16 supercargas ( g,@)
de N =4, onde (u,v = 1,..,4) sdo indices da representacio fundamental de SU(4),
por geradores &°, 6:; e &%, [74, 75, 30], onde i = 1,2 denota o indice interno da
representacdo fundamental da simetria residual SU(2)p. Esses geradores também
satisfazem a uma algebra tipica de teorias topoldgicas, conforme (3.3.8) (capitulo
3).

Os campos do multipleto de N =4 sdo dados por (A”,)\f:,jz, D), com (u,v =
1,..,4) indices de SU(4), e os seis campos escalares reais do modelo sio coletados
em um tensor antissimétrico e auto-conjugado ®,,. Novamente de modo similar a

N =2, estes campos decompdem-se sob o novo grupo de simetria como [74, 75, 30]

A, — A,
. )
Ao Y,

AL =0 X
b, — B, ¢V, (B.2.1)

onde (2,7 = 1,2) sdo indices do grupo de isospin residual SU(2)r, ¢ é um tensor

simétrico e X!, e B, sdo auto-duais com relagio aos indices de Lorentz.

Podemos abrir méao da invariancia de isospin manifesta e explicitar os dubletos

de SU(2)p como i, = (¢, x4), 7 = (0,€), Xbw = (Xuw,¥uw) € o tripleto como
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¢9 = (¢,¢,7). Explicitando também os geradores &°, &, e ¢, obtemos (67,67),
(64,0,) e (6,,,00,).

[TIZERTPY

Nesta formulacdo da teoria, a invaridncia sob o subgrupo de Cartan de SU(2)r
ainda € mantida manifesta, permitindo definir uma carga conservada, similar a um
numero de ghost. Esta carga serd chamada aqui de carga G. Campos com carga
impar possuem carater anticomutante e campos com carga ¢ par sao comutantes.
Esse novo niimero quantico pode ser visto como um residuo fermidnico, identificando
os campos relacionados a espinores na tranformacio de fwist. As cargas G dos

geradores e dos campos sdo dadas, respectivamente, nas tabelas B.2.1 e B.2.2.

l |5+ 5~ |6 16z | oz 5;,,]
(CargaG [ 1 [-1]-1[1]1]-I

Tabela B.2.1: Carga G dos geradores de N = 4.

r iA (2 'd’ﬁw X |[E| 1| & g
AN EN NN RN ST

Tabela B.2.2: Carga G dos campos do multipleto de N = 4.
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