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Resumo

Nesta tese, estudamos duas aplicacoes distintas do método de quantizagdo estocas-
tica. Na primeira situacao, implementamos o método de quantizacao estocastica para um
campo escalar auto-interagente definido na versao euclidiana da variedade de de Sitter. As
fungoes de correlagao dois pontos associadas ao campo escalar massivo auto-interagente
sao calculadas até a primeira ordem na expansao perturbativa da constante de acopla-
mento A, e analisamos a regularizacao estocastica covariante aplicada a esta situacao.
Em seguida, aplicamos a quantizacao de Parisi e Wu para estudar um campo escalar
livre a temperatura finita no espago-tempo de Minkowski. Primeiramente, utilizamos a
abordagem markoviana para obter o propagador livre da teoria. Em seguida, aplicamos
a abordagem nao-markoviana da quantizacao estocéastica a esta situacao, e investigamos

a convergéncia do processo estocastico através de uma analise de Fokker-Planck.
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Abstract

In this thesis, we study two distinct applications of the stochastic quantization method.
In the first situation, we implement the quantization method of Parisi and Wu into the
study of a self-interacting field defined in the Euclidean version of the de Sitter manifold.
The two-point correlation functions associated to this self-interacting massive scalar field
are calculated up to the first order in the perturbative expansion of the constant coupling
A, and we analyze the covariant stochastic regularization applied to this situation. Next,
we apply the quantization method of Parisi-Wu to study a free scalar field at finite tempe-
rature defined in Minkowski spacetime. First, we make use of the Markovian approach to
obtain the free propagator of the theory. Then, we apply the non-Markovian approach of
stochastic quantization to this situation, and investigate the convergence of the stochastic

process through a Fokker-Planck equation analysis.
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Capitulo 1

Introducao

Motivados pela tentativa de quantizar um campo de calibre sem a necessidade de fixa-
¢ao do calibre e introdugao de campos auxiliares (os fantasmas de Fadeev e Popov), Parisi
e Wu desenvolveram em 1981 o método de quantizagao estocastica [1]. O método é formu-
lado em torno de um processo estocastico com respeito a um tempo ficticio, o parametro
de Markov. O método se fundamenta na ideia de que o comportamento quantico de um
sistema d-dimensional pode ser obtido como o limite de equilibrio de um sistema classico
d + 1-dimensional, inicialmente fora do equilibrio e acoplado a um reservatério térmico,
e cuja evolucao no parametro de Markov é descrita por uma equagao de Langevin. O
reservatorio térmico na teoria é representado por um campo de ruido estocastico.

E possivel notar a semelhanca entre medida de integracio de contorno euclidiana e a
distribuicao de Boltzman de um sistema estatistico em equilibrio. Assim, as fungoes de
Green euclidianas estao relacionadas a fungoes de correlagdo de um sistema estatistico
em equilibrio, cuja temperatura é dada por T = Z, sendo A a constante de Planck
reduzida e k a constante de Boltzmann (entretanto, no decorrer desta tese utilizaremos
h =k =1). As fungoes de correlagdo de uma teoria de campos euclidiana em d dimensdes
podem ser obtidas a partir de fungoes de correlacdo de uma teoria em d + 1 dimensoes

descrita por uma acao de Fokker-Planck. O parametro de markov, a principio, nao deve
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ser interpretado como uma variavel temporal propriamente dita, e sim tratado como
uma ferramenta matematica. Entretanto, ha estudos sobre uma possivel relagao entre a
quantizagao estocastica e a correspondéncia AdS/CFT [2-4], o que poderia implicar em
uma conexao entre processos estocasticos e gravitagao.

Uma caracteristica crucial da quantizacao estocastica é a escolha do processo esto-
castico com respeito ao parametro de Markov nao ser tnica. Isso significa que diferentes
equagoes de Langevin que evoluem para uma situagao de equilibrio nos fornecem a mesma
teoria quantica. Esta propriedade pode ser utilizada para regularizarmos a teoria ou con-
tornarmos as complicagoes resultantes da presenca de uma agao complexa (problema do
sinal), através da modificacdo do termo de friccdo da equagao de Langevin. Esta nova
equacao, livre de problemas, fornece uma teoria equivalente a original, no sentido que no
limite de equilibrio, quando o parametro de Markov vai a infinito, 7 — oo, as médias
estocasticas das fungoes de correlagao de alguma quantidade se tornam valores esperados
no vacuo da teoria euclidiana, e recupera-se assim a teoria quantica de campos.

E importante ressaltar que, diferentemente dos métodos de quantizacio canénica e
por integrais de trajetoria, que se baseiam na hamiltoniana e lagrangiana do sistema,
o método de quantizagao estocastica pode ser implementado a partir de uma equacao
classica de movimento, apenas. Dessa forma, é possivel aplicar o método a sistemas que
nao apresentam o formalismo canénico. Outra ferramenta bastante ttil resultante do
método de quantizagao estocastica é o processo de regularizacao estocastica, que preserva
todas as simetrias originais do sistema considerado, por nao se tratar de uma regularizagao
da agao.

As ideias por tras do método de Parisi-Wu remontam a 1827, com o descobrimento do
movimento browniano [5]. Entretanto, foi somente em 1905 em um dos trabalhos de Albert
Einstein [6] e depois em 1906 num trabalho independente de Marian Smoluchowski [7]
que um tratamento matematico mais rigoroso sobre o fenémeno foi obtido, atraindo a

atencao de fisicos e matematicos e corroborando para o conceito de atomo, ainda nao
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completamente estabelecido na época. Posteriormente, a teoria do movimento browniano
foi desenvolvida por P. Langevin [8], G. E. Uhlembeck e L. S. Ornstein [9], entre outros.

Basta fazermos a extensao analitica para o tempo imaginario, t — —it para notarmos
a semelhanca entre a equagao de Schrodinger para uma particula livre e uma equagao de
difusao para uma particula browniana. Essa semelhanga levou muitos fisicos a acreditarem
na ideia que flutuacdes quanticas seriam originadas através de um movimento classico
aleatério da particula causado pela interagao com um substrato nao-observavel, sendo a
teoria quantica apenas uma teoria efetiva.

Por volta de 1952, baseado nessa idéia, D. Bohm [10] desenvolveu uma teoria na
qual era possivel obter uma equac¢do de movimento newtoniana a partir da equacgao de
Schrodinger. Tal equagdo newtoniana apresentava um termo de forca chamado, entao,
de forca quanto-mecanica, que deveria ser considerada como um termo de forga aleatorio
representando a interagdo com o suposto substrato nao-observavel. Em 1966, Nelson
[11] formulou um método de quantizagdo que obtinha a mecanica quantica a partir de
consideracoes da teoria de movimento browniano, tendo a constante de Planck como
constante de difusdo. Apesar dessas teorias serem formuladas em termos do tempo real ¢
e se utilizarem de interpretagoes estocéasticas para a mecanica quantica, elas sao incapazes
de descrever situacoes com muitas particulas ou campos. Para uma revisao sobre mecanica
estatistica fora do equilibrio e processos estocasticos veja as referéncias [12,13].

Desde seu desenvolvimento, o método de quantizacao estocastica foi plenamente apli-
cado para diversos campos definidos em variedades euclidianas planas [14-18]. O método
também foi aplicado para o caso de gravidade euclidiana linearizada e também nao-
linearizada [19,20], além da gravidade lorentziana [21].

Nessa tese, aplicaremos o método de quantizagao estocastica a duas situagoes distintas.
Primeiramente, aplicaremos o método de Parisi-Wu na descricdo de um campo bosonico
auto-interagente definido no espago-tempo de de Sitter [22]. Apesar de haver na literatura

aplicagoes do método para campos escalares auto-interagentes em variedades que possam
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ser analiticamente continuadas para a situagao euclidiana [23], aplicagoes do método a uma
teoria semi-classica, ou seja, campos quanticos na presenca de um campo gravitacional
classico, nao foram completamente exploradas pela literatura. Nosso objetivo é preencher
parte dessa lacuna. Uma introducao sobre teorias de campo na variedade plana euclidiana
pode ser encontrada nas referéncias [24,25]. Material sobre a variedade de de Sitter e
teorias quanticas de campo em espacos curvos pode ser encontrado nas referéncias [26-32].

Em seguida, apresentaremos um estudo de uma teoria de campo a temperatura finita
utilizando o formalismo de tempo real [33], ou seja, trabalharemos no espago-tempo de
Minkowski. Berges et al [34-36] estudaram através de simulagdes na rede a dindmica de
campos quanticos, em teorias escalares e de calibre abelianas e nao-abelianas, no espaco-
tempo de Mikowski utilizando técnicas da quantizagdo estocéstica, ou seja, utilizando o
formalismo de tempo real juntamente com a quantizacao estocastica. Nesta tese, aplica-
remos as versoes markoviana e ndo-markoviana da quantizagao estocastica para quantizar
um campo escalar livre neutro a temperatura finita, utilizando o formalismo de tempo
real da teoria de campos. Apesar da versao nao-markoviana apresentar calculos mais
extensos em relacao a abordagem markoviana, seu estudo é importante como um passo
inicial se desejarmos aplicd-la a modelos mais complexos futuramente, como teorias de
calibre a temperaturas finitas no espago-tempo de Minkowski. Nesse caso, esperamos que
a quantizagao estocastica em sua versao nao-markoviana forneca vantagens significativas
em relagao a sua versao markoviana.

Existem trés abordagens distintas para se estudar uma teoria de campos a temperatura
finita: o formalismo de tempo imaginério, formulado por Matsubara [37], dindmica de
campos térmicos [38], que é essencialmente operatorial, e o formalismo por integrais de
contorno [39], sendo estes dois tltimos formulados usando o tempo real. Uma revisao
sobre esses assuntos pode ser feita nas referéncias [40,41].

No formalismo de Matsubara, uma rotacao de Wick é realizada e a dimensao temporal

imagindria se torna periodica, cujo periodo é dado por g = %, sendo 1" a temperatura de



Capitulo 1. Introducao 5t

equilibrio. Essa periodicidade é refeletida na relagdo KMS (Kubo-Martin-Schwinger) para
os propagadores: D(t,t') = D(t',t+if3). Nesse formalismo, ao calcularmos as quantidades
de interesse da teoria, como propagadores e fungoes de particao, aparecem somas sobre

. 2mn i (2n+ 1)m L
as frequéncias de Matsubara, w, = —— para bdsons e w,, = ———— para férmions.

p
Ao fim, para responder a questoes dindmicas, devemos conhecer as funcoes de Green
de tempo real, portanto, na maior parte dos casos devemos continuar analiticamente as
funcoes de Green para o dominio real.

No formalismo da dindmica de campos térmicos, as médias térmicas de um observavel
sobre um ensemble estatistico sdo identificadas como o valor esperado deste observavel em
um vacuo dependente da temperatura, o vacuo térmico. Assim como no formalismo de
tempo real, a formulagdo da dindamica de campos térmicos, conhecida por TFD, apresenta
a duplicacao dos graus de liberdade, e é uma caracteristica indispensavel na construcao
da teoria [42]. Esta duplicagao é devida & duplicacdo do espago de Hilbert da teoria é
o que permite que médias térmicas possam ser identificadas como valores esperados do
vacuo térmico.

Alternativamente, no formalismo de integrais de contorno, as quantidades relevantes
sdo definidas em um contorno fechado no plano complexo temporal. Este formalismo
também aprensenta a duplicacao dos graus de liberdade, devido ao ordenamento temporal
utilizado para definir as funcoes de Green no contorno. Os calculos perturbativos e regras
de Feynnman sao bastante similares aos da teoria de campos no vacuo. Este formalismo
¢ bastante adequado a obtencao das fungoes de Green e ao desenvolvimento de teorias
quénticas fora do equilibrio [43-45]. No apéndice B, apresentamos uma breve introdugao
ao desenvolvimento deste formalismo.

A quantizacao estocastica foi formulada originalmente utilizando-se o espago-tempo
euclidiano, de forma a fazer a teoria matematicamente bem definida. Entretanto, existem
formulagoes da quantizacgao estocastica diretamente no espago-tempo de Minkowski [46—

49], e o tempo imagindrio ndo é estritamente necessario. Em um desses trabalhos [50],
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os autores propoem uma modificacao do esquema de Parisi-Wu ao introduzir um termo
de friccao complexo na equagao de Langevin. Dessa forma, a formulacao da quantizacao
estocastica em Minkowski pode ser interpretada como um caso especial do método de
Parisi-Wu no espaco-tempo euclidiano, porém, com agoes complexas.

Mesmo quando formulada no espago-tempo euclidiano, aparecem dificuldades no caso
de acoes complexas. Uma agdo complexa leva a nao-convergéncia do processo estocastico
no limite assintotico do parametro de Markov. De fato, ja foi mostrado que o método de
quantizagao estocastica pode ser aplicado com sucesso a sistemas cujas agoes permanecem
complexas apds a rotacdo de Wick e teorias topoldgicas, como a teoria de Chern-Simons,
[51-53]. Podemos tomar como exemplo de teoria que apresenta agao complexa, o caso de
um condensado de Bose-Einstein relativistico na presenga de um potencial quimico [54,55],
onde a acao se comporta como S * (u) = S(—p). Outro exemplo onde o problema
aparece é na cromodindmica quantica com potencial quimico finito. Varias técnicas foram
aplicadas para contornar este problema neste caso, como a utilizacao da teoria de matrizes
randdmicas e a reformulacdo da teoria em termos de graus de liberdade diferentes [56-61].

Esta tese estd organizada da seguinte forma: No capitulo seguinte, apresentamos uma
revisao geral do método de quantizacao estocastica de Parisi e Wu. No terceiro capitulo,
consideramos o método de Parisi-Wu aplicado a um campo escalar auto-interagente na
variedade de de Sitter. No capitulo 4, o método é aplicado a uma teoria escalar no espaco-
tempo de Minkowski, tanto em sua abordagem markoviana quanto na nao-markoviana.
As conclusoes sao apresentadas no capitulo 5. Nos apéndices A e B fazemos breves
revisoes sobre a variedade de de Sitter e a formulacao da teoria de campos em tempo
real via integrais de contorno, respectivamente, e no apéndice C apresentamos um calculo
detalhado dos elementos da matriz €, (k, 7), definida no capitulo 4.

Nessa tese vamos utilizar o sistema natural de unidades, a saber, c=h = kg =G = 1.
No capitulo 5 e apéndice C, indices contravariantes e covariantes sao definidos de acordo

com a métrica g,, = diag(l,—1,—1,—1). Em toda a tese, indices repetidos devem ser
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somados.



Capitulo 2

Quantizacao estocastica para campos

euclidianos

2.1 Quantizacao de campos escalares livres

A quantizacao estocastica é um método relativamente recente utilizado para quanti-
zarmos teorias de campo classicas. Baseado na teoria de processos estocasticos, ela foi
proposta em 1981 por G. Parisi e Y. S. Wu [1], numa tentativa de desenvolver um método
para quantizar teorias de calibre, mas sem a necessidade de fixar o calibre do sistema
e introdugdo de campos adicionais. A ideia principal da quantizagao estocastica é que
um sistema quantico em d dimensoes pode ser encarado como o limite de um sistema
estatistico classico evoluindo em d + 1 dimensoes acoplado a um banho térmico.

A dimensao extra 7 atribuida ao sistema representa um tempo ficticio chamado pa-
rametro de Markov, em que os campos evoluem segundo uma equacao de Langevin. O
limite de equilibrio é equivalente a tomar 7 — co. O banho térmico é simulado através
de um ruido estocastico. No limite de equilibrio, as médias estocasticas das quantidades
relacionadas ao sistema se tornam valores esperados no vacuo para o sistema.

Nessa secao, faremos uma revisao da quantizagao estocédstica para campos bosénicos
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livres, de forma a ilustrar a aplicacao do método. Consideremos, entao, um sistema des-
crito por um campo bosdénico ¢(z) definido em uma variedade euclidiana d-dimensional.
Existe uma importante analogia entre a teoria de campos euclidiana e a mecanica estatis-
tica classica. A medida de integrais de trajetoria euclidiana é relacionada a distribuicao de
Boltzmann de um sistema em equilibrio térmico. As func¢des de Green da teoria euclidiana
sao escritas como

Do e E@(xy)...(xy)
(6lo).blay)) = 00 SO0,

(2.1)

onde Sg é a acdo euclidiana do sistema. Se fizermos S — 1/T Sg, onde T é a tempera-
tura, a semelhanca entre a equagao anterior e o valor esperado estatistico de um sistema
em equilibrio a uma temperatura T ¢é visivel. Logo, a ideia da quantizacao estocastica
¢ considerar a medida funcional euclidiana como uma distribuicao estacionaria de um
processo estocastico.

Para um sistema descrito por um campo escalar nao interagente em uma variedade

euclidiana plana d-dimensional, a a¢ao euclidiana ¢ dada por

Solé] = [ 'z 3 ((0u6(2)) + mie*()) (2.2)

Escolhemos condigoes de contorno periddicas para o campo, o que equivale a defini-lo
em um d-toro Q = 7% Para a implementacdo do método, é necessario acrescentar uma
varidvel ao campo, o tempo de Markov, ¢(x) — ¢(x,7). Dessa forma, o campo fica
definido em um dominio 7% x R™*). Supomos que, estando o sistema acoplado a um
banho térmico com temperatura 7T, este atinge o equilibrio no limite em que o tempo
de Markov vai a infinito. Portanto, como o sistema é considerado inicialmente fora do

equilibrio, sua evolugao no tempo de Markov é descrita por uma equacao de Langevin do
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tipo
0 05y
—o(x,7) = —
06(2) | g 0)(a,7)

o7 +n(x, 7). (2.3)

O termo n(z, 7), definido no mesmo dominio de ¢(x, 7), é o ruido, que representa os efeitos
do banho térmico do sistema. Utilizando a a¢do dada pela equagdo (2.2) a equagao de

Langevin acima fica escrita como

0

5-0(x,7) = = (=A+mf) ¢(a.7) +n(z,7), (2.4)

onde A é o operador de Laplace definido na variedade euclidiana d-dimensional. As-
sumindo que o ruido é branco e satisfaz uma distribuicdo de probabilidade gaussiana,

obtemos as relagoes de correlacao

(n(z,7)), = 0, (2.5)

(n(x,m)n(', 7)), = 20(r — ™)6%x — ). (2.6)

Em geral, de forma anéloga a teoria do movimento browniano, a média estocastica de

qualquer funcional do campo ¢, F[¢], é dada por

_ Dy Flg] exp{~}[d% [drp(z.7)]

F
(Fo]) [ Dn exp{—ifddwf‘“ 172(:10,7)}

(2.7)

Para resolver a equagao de Langevin (2.3) definimos a fungdo de Green retardada para o

problema de difusdo, G(x — 2/, 7 — 7'). Essa fun¢ao de Green satisfaz

Gx—2',7—7) = 0, 7—-7<0,

[887' + <—A +m(2))1 Glz—o,7—7) = 6(r=7)6%x—-2"), 17-—7>0. (2.8)

Com a condigao inicial ¢(z,7 = 0) = 0, a solu¢do para a equagao (2.4) pode ser escrita
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como a convolucao da fungao de Green com a fonte, no caso, o ruido,

oz, 1) = /Qdda:’ /OT dr’' G(x — o', 7 — "', 7). (2.9)

Definindo as transformadas de Fourier do campo e do ruido,

_ 1 dl‘ e—ika: T
o) = g [ e e oo, (2.10)
1 d —ikx
n(k,7) = (27r)% /d T e n(x, 1), (2.11)

e substituindo essas expressoes na equagao (2.4) obtemos a seguinte equagao de Langevin

na representagao dos momentos,

Lok, 7) = — (K +m2) ok, ) + (k. 7). 2.12)

A equagao acima é satisfeita por cada modo de Fourier ¢(k, 7). Na equagao de Langevin

acima, o “coeficiente de fricgdo” ¢ dado por k% + mZ. Sua solucio é escrita como
bk, ) = /0 dr' e~ =) 7 (2.13)

Utilizando a decomposigao (2.11) é possivel mostrar que as relagoes (2.5) e (2.6) na re-

presentacao de momentos ficam escritas como

(n(k, 7)), = 0, (2.14)

(m(k, TIn(K', 7)), = 202m)45 (1 — 76Uk + K. (2.15)

Dessa forma é possivel calcular, utilizando as equagdes (2.13), (2.14) e (2.15), a fungao de
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correlacao (o(k, 7)p(k',7)):

(6(k, 7O 7)), = D(k,K,7)
— /T dm /T dry e~ WHm=m) o= (WEm =) (g (K, 7)),
0 0

1 2 2
. dgd / o —27(k*+mg)
= o)k ) g (1-e V). (2.16)
Finalmente, tomando o limite no qual o sistema vai ao equilibrio, 7 — oo, obtemos

lim (¢(k, 7)p(K', 7)), = D(k, k') = (2m)%6%(k + k)

T—00 n

—_ 2.1
k2 + md’ (2.17)

que ¢ a funcao de dois pontos euclidiana ou fungao de Schwinger para o campo bosonico.
A afirmacao feita acima de que no limite em que o tempo de Markov vai para o infinito
obtemos a teoria de campos euclidiana foi verificada para o caso de um campo escalar
nao-interagente. A equivaléncia entre a quantizacao estocdastica e os demais métodos de
quantizacgao, em especial o método de integrais de trajetoria, ja foi bastante discutida na
literatura e demonstrada de diversas maneiras [?]. Dentre as quais, se destacam as provas
através do uso de técnicas diagramaticas [15] e uma anélise da equagao de Fokker-Planck

e andlise da equacao de Langevin [17].

2.2 Quantizacao de campos escalares interagentes

Consideremos agora o método de quantizacao estocastica aplicados a teoria escalar
auto-interagente. Consideraremos uma interacao do tipo A¢*. A acdo total do sistema, é

dada por S = Sy + Sy, onde Sj é descrita pela equagao (2.2) e a agao de interagao por

Si[6] = /Q ddxi! ). (2.18)

De forma analoga ao caso de campos livres, o equivalente a equagdo (2.3) fica escrito
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CcOo1mo

§T¢<x, 7)== (-A+m}) é(a,7) - ; (z,7) + nlx, 7). (2.19)

As funcgoes de correlagdo de um e dois pontos associadas ao ruido continuam sendo dadas

pelas expressoes (2.5) e (2.6), enquanto as demais fungoes de correlagao sao dadas por

(n(zy, 7). n(Tor—1, 7'2/%1))” =0, (2.20)

(1, 7). (@20, 7o), = D (01, TN (@2, 7)), - (@21, Ton-1)0(T20, T20)),, 5 (2.21)

onde a soma deve ser tomada sobre todas as diferentes maneiras em que os 2k indices
podem ser divididos em k pares. Essa propriedade nada mais é do que uma expressao do
teorema de decomposicao de Wick. E interessante notar que, tomando médias estocasticas
sobre o ruido, é possivel mostrar que

—S[¢]
lim ($(x1,71)-.-0(@n; T0)), = /D¢ ¢($1}7;))¢6¢_(§Z], Tn) € .

T;—> 00

(2.22)

A medida funcional das integrais de trajetéria euclidianas pode ser considerada como
uma distribuicao estacionaria de um processo estocastico. Vamos agora assumir que a
constante de acoplamento A que aparece na agao de intera¢ao S;[¢| é uma quantidade
pequena. Dessa forma, podemos resolver a equagao (2.19) perturbativamente. Supomos

que o campo ¢(x,T) pode ser escrito como uma expansao na constante de acoplamento,

oz, ) = ¢(0)(1’, T)+ )\Qﬁ(l)(x, T)+ A2p®@ (x,7) + ... (2.23)

Substituindo a expansdo anterior na equagao (2.19) e equacionando termos de mesma
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ordem em A, obtemos

L?T +(-A+ m%)} ¢ (x,7) = nlx,7), (2.24)
Li +(-A+ m%)] oW (x,7) = —?}! (6@, T))3 . (2.25)

A equacdo (2.24) é idéntica & equagdo (2.4). Se assumirmos que ¢U)(z, 7 = 0) =0, V j,
sua solucao é dada pela convolucao da funcao de Green para o problema de difusao,

definida nas equagoes (2.8), com o ruido,

»© (x,7) = /Qddx/ /OT dr' Gz — ', 7 — ")n(2’, 7). (2.26)

A solucao da equagao (2.26) fica escrita como

1 T
oW (z, 1) = —g/gdd% /0 dry G(x — 21,7 — 1) X

X (/Q %' /OT1 dr' G(zy — o', 7 — 7')n(a, T'))S. (2.27)
Consideremos, agora, as funcdes de correlagdo de n pontos (¢(z1,71)..d(Tn, Tn)),-
Substituindo os resultados acima e levando em conta as propriedades de decomposicao
descritas pela equagdo (2.21), sdo gerados os graficos estocéasticos, que possuem uma
grande semelhanca com os graficos de Feynman da teoria de campos. Podemos, como foi
feito na se¢ao anterior, calcular a fungao de correlagao de dois pontos (¢(x1, 71)p(x2, T2)) "
Utilizando as expressoes (2.26) e (2.27) podemos mostrar que na representagdo de mo-

mentos

(@K, 71)d(ka, 72)),) = (D(kr, 1) Dz, 1)) + (D1, 1) (2, 7)) (2.28)
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onde (¢(ky, 1) o (ks, 7'2)>7(70) = D(ky, ko, T) é a contribui¢ao de ordem zero para a fungao de

dois pontos, definida na equacao (2.16). A contribuigao de primeira ordem é

(d(k1, 1)k, 7))V = (a) + (b), (2:29)

onde
(@) = 26t ko) [t [ dr Gl DU 77Dl 7). (230)
b) = —;\5‘1(/{1 + kg)/ddk /OT2 dr G(ko, 70 — 7)D(k,7,7)D(k1, 71, 7). (2.31)

Apés um calculo simples, é facil mostrar que no limite de equilibrio, em que 7 = 7 — 00,

no6s obtemos a fungao de Schwinger de dois pontos numa aproximacao de um laco:

A 1 1 1
= 25+ k /ddk (232
(a) e R 2)(k:g +m2) (k? + k3 + 2m2) k2 + m2 (2:32)
A 1 1 1
b 25 4+ k /ddk: (@
O = ke e gy ) T g B

Apesar de ter sido possivel obter as fungoes de Schwinger no limite de equilibrio, isso
nao garante que obtivemos uma teoria finita fisicamente aceitavel. O passo seguinte é
aplicar um procedimento de regularizagao a teoria, o que sera feito mais a frente através

da regularizacao estocéstica.

2.3 A regularizacao estocastica

A expressao (2.33) é claramente divergente se d > 2, devido a integra¢do nos momen-
tos. Um passo fundamental no processo de quantizacdo de uma teoria é encontrar um
esquema de regularizacao satisfatorio, de forma a tornar as integragoes da teoria finitas

em um estagio anterior a renormalizacdo. No fim, a teoria renormalizada deve ser inde-
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pendente do processo de regularizacao adotado. Alguns métodos de regularizagao acabam
por ser incompativeis com as simetrias da teoria, que devem ser preservadas. Por exem-
plo, a regularizagao na rede, que discretiza o espago, quebra a invariancia por translagao
e rotagao de uma teoria.

Uma generalizacao do método de quantizacao de Parisi e Wu sugere um novo método
de regularizacao para a teoria de campos. Gracas a presenca do parametro de Markov
como uma dimensao adicional é possivel desenvolver um esquema de regularizacao que
preserva todas as simetrias da teoria: a regularizagdo estocastica.

O processo de regularizagao estocastica consiste em modificar o processo estocéstico
original representado pela equagao (2.19) através da introducao de um regulador, seja no
termo de friccao ou na correlagdo do ruido. O processo estocastico modificado é diferente
do processo original. Eles coincidem apenas no limite em que o kernel se aproxima da
unidade.

Existem duas possibilidades de escolha para o regulador. Uma possibilidade é a re-
gularizacdo estocdstica covariante [62], que é puramente markoviana. A ideia é construir
uma nova equacao regularizada de Langevin, com o termo que contém a contribuicao do

ruido modificado,

0 48
—o(x, 7)) = ——— + [ d% Ry, (A)n(y, 1), 2.34
5T = T e [ 'y By (B)n(y.7) (2:34)
onde o regulador é funcao do Laplaciano,
Auy = [ @2 (0,)2:(0,)-0, (2.35)
¢
(0) 2z = Ou(x) 8%z — 2). (2.36)

Para que os processos estocasticos coincidam ao fim do processo de regularizacao, é ne-
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cessario que o regulador se aproxime da unidade a medida em que o corte ultravioleta A
se aproxima do infinito. Essa propriedade possibilita a escolha de diversos reguladores.

O regulador escolhido no decorrer desta tese é da forma

A
R(A,A) =exp {/\2}, (2.37)
que claramente satisfaz
lim R(AA) = 1, (2.38)
A—oo
lim R, (A A) = 8%z —y), (2.39)
A—o0

garantindo que o processo estocastico regularizado seja reduzido ao processo original no
limite em que o parametro A, introduzido para regularizar a teoria, va ao infinito. Com
essa modificacdo da equacao de Langevin é possivel mostrar que todas as contribuicoes
para as fungoes de n pontos em todas as ordens da exansao na constante de acoplamento
sao finitas. De fato, as contribui¢oes para a funcao de dois pontos dadas pelas equagoes

(2.32) e (2.33) ficam reescritas como

A 1 RZ (M) RZ(A)
b — 25k + K by /ddk ) 9y
O T e e e ) ey 0

A 1 R% (A) RZ(A)
b — 25k + k k; /ddk WA 941
O TR e s ey ) ey P

onde Ry ¢é a transformada de Fourier do regulador, definida por
Ri(A) = R(AA) (2.42)
A=—k2

Claramente, as equagoes (2.41) e (2.40) sdo expressoes finitas, devido a convergéncia das

integrais envolvendo o regulador. No préximo capitulo, os passos desenvolvidos até agora
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serao aplicados para investigar a quantizagdo de um campo escalar no espago-tempo de
de Sitter.

Outra possibilidade é tomar um kernel dependente de 7, somente, e introduzi-lo no
termo de fric¢ao. Isso corresponde a escolher a correlagao do ruido como (n(z, 7)n(z’, 7)) =
20%(x — 2')K (7 — 7'). Essa escolha implica que o novo processo ¢ essencialmente nio-
markoviano. Como a funcao delta das coordenadas espaciais ainda aparece na correlagao
do ruido, esta se mantém invariante sobre transfomagoes de simetria. Este método de re-
gularizagao ja foi aplicado para o caso de férmions e teorias supersimétricas [63]. Dentre

as possiveis escolhas de kernel de memoria propostas em [63], temos

Ko(r) = ;MAZ(A2|T|)” exp (—A27]). (2.43)

Se escolhermos aquele com n = 0, ou seja,

Ko(1) = A? exp (—A?|7]), (2.44)

a expressao regularizada para o propagador livre dado na equagdo (2.17) no espago de

momentos fica expressa por

lim <¢(k7 7')¢(/€I, 7_/>>?7 — (27T)d5 (k’ + k/) A

. 2.45
T—00 k2_|_m(2) A2+k2+m(2) ( )

Além de regularizarmos a teoria no ultravioleta, é possivel também regularizar os pro-
pagadores no infravermelho, no caso de uma teoria sem massa, através de uma pequena
modificacdo no regulador (2.43).

No capitulo 4, embora nao estejamos interessados diretamente na regularizagao, e sim
na evolugao deste processo estocdstico para o equilibrio, consideraremos uma equagao de
Langevin com um kernel de memoria para estudar a quantizagao de um campo escalar no

espaco tempo de Minkowski.



Capitulo 3

Quantizacao de campos escalares na

variedade de de Sitter

3.1 Quantizacao estocastica de Parisi-Wu em varie-
dades riemannianas

No capitulo anterior, o método da quantizacao estocastica foi empregado para se es-
tudar campos escalares com auto-interacao em variedades que podem ser continuadas
analiticamente para a situagao euclidiana. A equacao de Langevin para os coeficientes de
Fourier foi resolvida e a fun¢ao de dois pontos ao nivel de um lago foi exibida. Mostramos
que esta diverge e, a fim de torné-la finita, nos utilizamos da regularizacao estocastica
covariante. E importante ressaltar que este procedimento de estender a varidvel real para
o dominio complexo na situacdo acima faz com que a agdo se torne uma quantidade
real, permitindo a implementacao da quantizacao estocastica de modo relativamente sim-
ples. Queremos mostrar que esse esse procedimento também funciona quando, partindo
de uma variedade pseudo-riemanniana, via extensao analitica da coordenada temporal,

encontramos uma variedade riemanniana onde os campos estao definidos. Uma equacao

19
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de Langevin generalizada convergira para uma situacao de equilibrio onde as fungoes de
correlacao calculadas como média de todas as realizagoes do ruido se tornarao as fungoes
de Schwinger associadas ao campo em questdao na variedade curva.

Nosso propoésito neste capitulo é discutir a quantizagao estocastica de campos esca-
lares com auto-interagao definidos na variedade de de Sitter. Vamos calcular a funcao
de Schwinger de dois pontos ao nivel de um lago e aplicar a regularizacao estocéastica
covariante para controlar divergéncias ultravioletas.

Para tanto, vamos primeiramente fazer uma generalizagdo do método desenvolvido
no capitulo anterior, para espacos-tempo curvos. Consideremos uma variedade M? que
admite um campo vetorial de Killing ndao-nulo X. Se for sempre possivel introduzir
coordenadas (¢, 27) localmente de forma que X° = % e as componentes do tensor métrico
forem independentes de t a variedade é estacionaria. Para variedades estaticas, é possivel
realizar uma rotagdo de Wick e estender analiticamente a variedade pseudo-riemanniana
para o dominio riemmaniano, onde a quantizacao estocastica pode ser implementada.

Consideremos, entdo, uma teoria de campos classica definida em M9%xR™) | onde R(H)

representa o setor do parametro de Markov 7, acoplada a um banho térmico. Em geral,

é possivel introduzir uma decomposicao de Fourier da forma

olw,7) = [ dp(k) dn(r)us(a), (3.1)

onde a medida dji(k) depende da métrica de M9, e os modos uy,(z) sao solugdes da equagio
de Klein-Gordon definida nessa variedade. Para campos definidos em espacos-tempo cujos

elementos de linha sdo escritos da forma

ds® = gpodt? + hijdxidxj, (3.2)
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¢é possivel mostrar que a equacao de Langevin correta é dada por

o) goo 0S5
— oz, T) = == + n(z, 7), 3.3
or "D = T g 5ot $le)=o(w.7) ) o
onde g = det g, € S € a acao euclidiana dada por
Sio] = [ 'z clo) (3.4)

Impomos que o ruido 7(z,7) ainda satisfaz uma distribuicao estatistica gaussiana e seja

branco, ou seja, as equagoes (2.5) e (2.6) ficam escritas como

=
—
w
Ot
N~—

(n(z, 7)), =

(n(z,7)n(', 1)), = 6%z — ') 6(r — 7). (3.6)
g(x)

Na secao seguinte, empregaremos tais generalizagoes para a quantizacao de um campo
bosdnico em um espaco de de Sitter quadridimensional. Antes de prosseguirmos, gostari-
amos de salientar que a equacao de Langevin acima contém a componente goy do tensor
métrico, que a torna nao-covariante. Isto ndo é um problema, pois a covaridncia deve
ser restaurada na situacao de equilibrio. Similarmente, na quantizacao de um sistema
fermi6nico a introdugao do kernel K(x,y) quebra a simetria local de calibre, e apesar

disso, os observaveis apresentam tal simetria.
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3.2 Campos escalares livres no espaco-tempo de de

Sitter

Existem diversas formas de representar o espago de de Sitter quadridimensional. A

mais simples é pelo hiperbolodide

2 2 2 2 2 2
25— 2 — 25 — 23 — 2 = —ar, (3.7)
imerso em um espaco de Minkowski de cinco dimensoes, cujo elemento de linha ¢ dado
por

ds® = dzf — d2? — dz; — dz3 — dz]. (3.8)

Da forma da equagao (3.7), percebe-se que o grupo de simetria do espago de de Sitter é o
grupo de dez pardmetros SO(1,4) das transformagoes de Lorentz homogéneas no espago
de imersao de cinco dimensoes, conhecido como grupo de de Sitter. Assim como o grupo
de Poincaré tem um papel central na quantizacao de campos no espago de Minkowski,
o grupo de de Sitter é fundamental para a discussao da quantizacdo de uma teoria no
espaco-tempo de de Sitter. Por ser um espago maximalmente simétrico, o espago-tempo
de de Sitter S; 3 possui curvatura de Ricci dada por %.

Vamos introduzir em S 3 as coordenadas z” = (¢,£%), onde 8,8,7 = 0,1,2,3 e i,j =

1,2,3. Temos:

L =atant ; —mw/2<t<7/2 (3.9)

(6%
o (O el g2 g3y . b=1,234 3.10
z cost (5,675) 3 a, 5 Sy Dy Ty ( )

&, €2, &% sendo as coordenadas na esfera kI + k3 + k3 + k7 = 1. O “futuro" (“passado")

infinitamente remoto corresponde a ¢t = 7/2 (t = —n/2) para as coordenadas do tipo

0

tempo t. As esferas tridimensionais z” = const. sao hipersurperficies de tempos iguais.
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Podemos escrever

Ak + dI + dR3 + dk? = wy; (€1, €%, €%) de’ de?, (3.11)

onde w;; = %’2‘; glg;%

é o tensor métrico de S3. Dessa forma, o intervalo do espago-tempo de

de Sitter pode ser denotado da seguinte maneira,

0[2

ds® =

cos?t

(a0 - wyte' .60 de'a). (312)

Com uma rotagao de Wick, chegamos ao espaco de de Sitter euclidiano escrito nas coor-
denadas (3.9) e (3.10). Consideremos a seguinte densidade lagrangiana L,

1 1
L= 5 9w 0,0 0,6 + 3 (m3 + ER) P> (3.13)

Note que foi introduzido um acoplamento entre o campo bosonico e o campo gravitacional
representado pelo termo ER¢?, onde € é um fator numérico e R o escalar de curvatura

de Ricci. Se tomarmos £ = %, a insercao desse termo de acoplamento garante que

1
1
a teoria seja invariante sob transformacodes conformes no caso em que mg = 0. Como
estamos considerando d = 4, temos R = 33 e { = ¢. Utilizando as equagoes (3.4) e (3.13),
a equacao de Langevin (3.3) fica escrita como

0 o?

2
grolen) ==L (-awnde Z)en o B

onde A é o operador de Laplace-Beltrami em 4 dimensoes, definido por

A = g '9.(9"gu0,)

g,uzzvuvy- (315)
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Procedemos, entao, de forma analoga ao caso plano. Definimos a fun¢ao de Green
retardada para o problema de difusdo G(z — ', 7 — 7’), que satisfaz

a2

o,
Ot cosh®t

(—Ax +m2+ 2)] Gz —a', 7 —7) = 8(r — )%z —2'),  (3.16)

seT—7' >0eG(x—a',7—7") =0,se 7—7" < 0. Usando a funcao de Green e a condigdo

inicial ¢(z,7 = 0) = 0 a solucao fica escrita como

&z, ) = /Q 4y /0 " \Je(@) Glo — o, — (!, 7). (3.17)

Para encontrarmos a funcao de Green, e consequentemente a solucao da equagao de
Langevin, é util fazermos uma expansao de Fourier do campo e do ruido, segundo a

equagao (3.1). Nesse caso, os modos ug(x) [65,66] sao dados por
+ = L
Upeo (1) = NVs + 1 Zg[k(E)]f, (t) cosht, (3.18)

com s =0,1,2,...e 0 = 1,2,..(s + 1)% As fungoes =,,[k(£)] sdo polindmios ortogonais
harmoénicos em k de grau s. Eles sao identificados pelo indice 0. As fungoes fi(t) Sao

expressas através de fungoes hipergeométricas,

14 tanht

2

1 ; ; i .
fot) = W\/F(ZM T (ip — p+ 1) e* ptF(u, 1 — pyip + 1

), (3.19)

com p = %(1 —V1- 4m2) e m = mpa. A medida para a decomposi¢do na equagao (3.1)

nesse caso é
1
d”w:—/d 3 3.20
/ Hp 27 P So ( )

Substituindo a decomposi¢ao de Fourier com os modos dados pela equagao (3.18) na

equagao de Langevin (3.14) e através de uma redefinigdo dos momentos, é possivel concluir
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que cada modo de Fourier satisfaz uma equacao de Langevin do tipo

0

Eqsq(T) = _(q2 + 1)¢q(T) + ng(7), (3.21)

onde

¢ = pP+K (3.22)

com k? = s(s+2). (3.23)

Tomando a condigdo inicial ¢,(7 = 0) = 0, a solucao da equacao (3.21) fica escrita
como

6u(7) = [ dr’ Golr = (), (3:24)

onde a funcao de Green é dada por
G(r—7') = e @) g(r — 7). (3.25)

A fungao de dois pontos Dy(7,7’) pode ser calculada de forma semelhante ao caso
plano euclidiano, levando em conta que na representagao de momentos a segunda relagao

(3.6) fica escrita como
(ng(T)ng (') = 2(2m)0(p + p')ds5 5010 (7 — 7). (3.26)
De fato, obtemos

Dy(7,7") = (¢q(T)g (7)) = 6(p + P')0ss 0o

Y

(3.27)

T (@ +DI=1 _ =@ +1(r+7)
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ou na representagao de coordenadas

,7')

(e—(q2+1)|7—7'\ _ e—(q2+1)(7+7')) (3.28)

D(z, o', 7,7") = /dﬂ(q) u;“(x)uq_(x’)Dq(

= [ diila) v (@)uy ()

-
1

¢ +1

No limite em que 7 = 7/ — o0 obtemos seguinte expressao

htCOSh t, > +(t)ff (t/)
Dr,a!) = NP2 1)%si 1 / dp-L2~p )
(z,2) N e ;}(SﬂL )?sin (s + 1)y PR (s 1)
cosh t cosht’ & . B
B N2T ;)(S T 1) St (S + 1)7fz—é_s+1)<t>fz(s+1) (t,), (329)

onde utilizamos o teorema da soma dos polindémios harménicos [64],

(42" (s+1)sin(s+1)
= iNe i Y
z_:l :as(f ):as(fl ) — 27T2 Sin/y , (330)

4
com v = tarccos Y ka(£)ka(£'). A expressao (3.29) é claramente divergente, entretanto,
a=1

é possivel mostrar que, definindo a fun¢ao A(¢,t') como

At t) = Z;)fi—é_s+1)(t)fz‘zs+1)(t,) cos (s +1)7, (3.31)

que é uma expressao finita, é possivel reescrever a expressao (3.29) como

h ht
= _/\/’QM QA(t,t,). (3.32)

Diz, ) sin y oy

Apesar de ja ser conhecida na literatura [65,66], o resultado acima foi obtido através de

um método de quantizagao alternativo.
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3.3 Campos escalares interagentes no espaco-tempo

de de Sitter

Agora, vamos aplicar o método para o caso de uma teoria auto-interagente, com acao

de interacao dada por

Silo] = [ ' o) o' o) (3.33)

e a equagao de Langevin obtida é

2

0 a? 2 A«
(i 2o+ g dten) +ate). B3

E(p(x’ 7) =  cosh?t

Da mesma forma que no caso euclidiano plano, podemos resolver a equagao acima através
de uma série perturbativa em \. A funcao de dois pontos na representacao de momentos
é dada por (¢,(m1)¢k(m2)) = (a) + (b) + (¢), onde o termo (a) é a contribuigdo de ordem
zero dada pela equagao (3.27). Os termos (b) e (¢) sdo as contribui¢oes de primeira ordem

em A\, escritos como

® = ~50a.b) [ di) wju; [ dr Gyn = DD D), (335)
(@ = ~5oak) [dito) uug [ dr Gul = 1)D,(r 7Dy, (330

onde G,(1 — 7') e Dy(7,7") sao definidos pelas equacbes (3.25) e (3.27), respectivamente.

Substituindo essas expressoes e tomando o limite de equilibrio (77 = 72 — 00) obtemos

A 1 1
(b) = —50%a, k) 1 (3.37)
T1=T2—00 2 (k2 + 1> (q2 + k2 2)
A 1 1
e (c) = 8¢ k) I, (3.38)
T1=T2—00 2 (q2 + 1) <q2 + k2 2)

(3.39)
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onde

¢ = P+ s(s + 2), (3.40)
o= p?+5(s+2) (3.41)
€ 6((]7 k) = 6(1) + p,)653’600’~ (342)

A quantidade I é definida por

I = N?cosh?t; i (s + 1)3/6@ f;(tl)fﬁ_(tl) !

- 3.43
= PP+ (s+1)2 (343)

Lembrando que as funcoes fg (t1) e f5 (t1) sdo, de fato, fungdes hipergeométricas, a
integral acima pode ser resolvida escolhendo o contorno apropriado no plano p complexo.

O resultado é
o0

I=N?cosh’t; > (s+ 1)2fg(t1)fﬁ_(t1)

s=0

(3.44)

p=—i(s+1)

A série nessa equacao é claramente divergente, e portanto, é necessario regulariza-la e
obter um resultado finito para a funcao de dois pontos. Isso pode ser feito, assim como
demonstrado no capitulo anterior, através da regularizagao estocastica covariante. Intro-

duzimos, entao, a seguinte equagao de Langevin regularizada

0 _ Yoo 050
EQS(I‘?T) - _ﬁé(ﬁ(fﬂ)

+ [ dy IR Bty (345)
P(x)=o(z,7)

onde o regulador é fungao do laplaciano. Usando a decomposi¢ao em modos dada pela

equagao (3.1), concluimos que cada modo de Fourier satisfaz uma equagao do tipo

0

Eﬁbq(T) = _(q2 + 1)¢q(7) + anq(T)a (3.46)

onde Ry = Ruy(A)|am— @24 (s+1)2) € Ray(D) = [dji(q) uf (v)uy (y) Ry Repetindo os calcu-
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los da secao anterior, é possivel mostrar que a fungao de correlagao de dois pontos para o

campo livre na representacao de momentos fica

R2 2 / 2 /
Dy(1,7') = N?3(q, k) ——2— (e~ @ HDIT=7| _ o=@ HD+7)) 3.47
Q(T7T ) (qa )(qg 4 1) (6 e ) ( )
Dessa forma, as contribuig¢oes de primeira ordem para a funcao de dois pontos dadas

pelas equagoes (3.38) e (3.39) ficam reescritas como

(b) _ gt )t L (3.48)

Mo 2 U EAD (@R |

A R? 1
= —Z6q, k d I(A). 3.49
(C)A I 9 (q )(qz + 1) ((]2 +k2 +2) ( ) ( )
O termo I(A) é dado por
) ) 0 . 6—2(172—0—(54-1)2)/A2 N -

I(A) = A% cosh tl/dp Sz:%(s—i—l) g ) (3.50)

Apesar de nao ter sido possivel expressar a equacdo acima em termos de fungoes
conhecidas, a presenca da funcao exponencial garante que a integral seja finita. Isso seria
mais bem analisado através de tratamento numérico da expressao acima, o que esta fora
do escopo desta tese. Dessa forma, obtivemos a func¢ao de Schwinger de dois pontos
regularizada numa aproximacao de um lago para um campo massivo conformalmente
acoplado no espago-tempo de de Sitter. Um tratamento similar pode ser utilizado para a
obtengao das fungoes de Schwinger de quatro pontos.

Um ponto importante a se ressaltar é que o procedimento de regularizacao estocastica
preserva todas as simetrias da lagrangiana nao-regularizada. O préximo passo seria isolar
as partes divergentes no limite A — oo e remové-las através de uma redefinicdo adequada

das constantes da teoria, ou seja, implementar o programa de renormalizacao.



Capitulo 4

Quantizacao estocastica a

temperatura finita no espaco tempo

de Minkowski

Através do formalismo de tempo real da teoria de campos a temperatura finita é
possivel descrever tanto sistemas em equilibrio quanto sistemas fora do equilibrio. Um
gas bosonico fracamente interagente com um gradiente de temperatura, por exemplo, é
descrito de forma mais apropriada através do formalismo de tempo real. Nesse caso, o
propagador apresenta uma estrutura matricial, devido a duplicagao dos graus de liberdade.
Ao longo deste capitulo, desenvolveremos o formalismo da quantizacao estocéstica para
uma teoria de campos formulada no espaco-tempo de Minkowski, tanto em sua abordagem
markoviana quanto em sua abordagem nao-markoviana, incluindo um kernel de memoria

na equacao de Langevin.

30
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4.1 A abordagem markoviana

Considere um processo estocastico qualquer z(t). Se a probabilidade de encontrarmos
para z(t) o valor z; num instante de tempo ¢, sabendo que z(ty) = 2o, ¢ independente
do conhecimento do valor de z(t) para instantes de tempo anteriores a t;, 0 processo
estocdstico é um processo markoviano. A historia do sistema anterior ao tempo ty esta
toda contida na informagao de que z(ty) = zo. O segundo momento de uma distribuigao
de probabilidade deste tipo é dada por (z(t) z(t')) o< 6(t — t').

Antes de estudarmos a abordagem nao-markoviana, é conveniente fazermos uma ana-
lise da quantizacao estocastica markoviana de uma teoria de campos a temperatura finita
formulada no espago-tempo de Minkovski por se tratar de um caso mais simples. No
espago-tempo de Minkowski, a generalizacao da equagao de Langevin dada pela Eq.(2.3)

deve ser da forma

0 05
—o(z,7) =1 +n(z, 1), 4.1
o7 T gt $()=0(a7) o) .
onde S(¢) é a agdo do campo escalar livre,
S(6) = / gt {096 0,0 — m?¢? — ict?} (4.2)
2 a ’

e as fungoes de correlagao para o campo de ruido sdo dadas por

(n(z, 7))y = 0, (4.3)

(n(@, ), )y = 20(7 — 7)oz — o). (4.4)

Note que, devido a presenca do fator ¢ a frente do termo de fric¢ao, a equagao de Langevin
se torna complexa e, dessa forma, o campo estocastico ¢(z, 7) também pode assumir va-
lores complexos. Além disso, o termo imagindrio —(i/2)e¢* é necessdrio para garantirmos

a convergéncia do processo estocéstico [17]. Apds todos os calculo terem sido feitos, deve-
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mos tomar o limite ¢ — 0. Uma discussao detalhada sobre como desenvolver uma solucao
perturbativa do caso auto-interagente e sobre diagramas estocasticos pode ser encontrada
em [46] e [50]

Como discutido no apéndice B, a duplicacdao dos graus de liberdade ¢ inevitavel na
formulagao de tempo real de uma teoria de campos. Dessa forma, se desejamos obter a
teoria campos a temperatura finita no espago-tempo de Minkowski a partir da quantizagao
estocastica de forma correta, devemos introduzir o isovetor ¢ = ( &1 b9 ) A acdo livre

para este campo ¢é dada por
1
§ =5 [ 'z &' 9u@) (D )aslw — 2)n(@), (4.5)

onde as componentes de Dp sdo dadas pela Eq. (B.14). Na representagdo de Fourier,

temos

(Dr)ab(k) = (U")ac(0)(Do)ca(k)(U)as(0), (4.6)

onde

cosh@ sinhf
U(o) - , (4.7)
sinhf coshf

com 6 definido através de

) eBlkol
cosh 6 = W’ (48)
e
Do(k) = | " me . (4.9)
0 =1
k2—m?2—ie

Dessa forma, podemos separar Dp em dois termos, Dp = Dy + Dg, onde toda depen-
déncia na temperatura aparece em Dy,
—je 2sinh?#  sinh 26

Dy(k) = | (4.10)
(B2 =m?)?+e | Ghog 2sinh?0
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Vale ressaltar que no limite € — 0 temos

€

e mo(k?* —m?). (4.11)

Assim como no caso de temperatura nula, para obtermos convergéncia quando 7 — 00,
nas expressoes acima devemos primeiramente considerar e finito, e tomar o limite ¢ — 0
apenas apos todos os calculos terem sido realizados. Este procedimento é o mesmo adotado
no caso de integrais de trajetéria [67].

A equacao de Langevin markoviana para o caso fora do equilibrio é dada por

0

gqba(k, T) - i(DEl)ab(k)gbb(k, 7—) + na(k, 7—), (4.12)

onde ¢ = ( & Do ) e a,b=1,2. As fungoes de correlacao do ruido sao dadas por

(Ma(k; 7))y = 0, (4.13)

(a(k, T)m (K, 7))y = 2/(2m)" 0 0% (k + K)o (|7 — 7)), (4.14)

e, novamente, 7 = ( m 1M >, a,b=1,2. Das Egs. (4.9) e (4.10) temos

D) = I(h,e) | T~ T b0 g sinh26 |
e sinh 26 T T
(4.15)
onde
gy = ZUE R o0 sint) - § st

((kQ _ m2)2 + E2)2

As fungoes de correlacao sao escritas como

(Ma(k, 7))y =0,

(a(k, ) (K, 7))y = 2(2m) dad” (k + K)O(|7 — 7']), (4.17)
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com a,b = 1,2. Como o termo de fricgao na equagao de Langevin (4.12) é uma quantidade
complexa, cada componente ¢,(k, T) se torna uma quantidade complexa ¢, = Gur + ias-

Considerando o campo de ruido um campo real, obtemos duas equagoes de Langevin,

;T%R(k, 7) = —Re [(Di" (k)| dur(k, 7) = Im [(DpY)an (k)| dor (e, 7) + ma(k, 7), (4.18)

(,ngba[(k:,T) = —Re [(De")as(k)| dur(k, 7) = Im [(D5")ab (k)] dur (k, 7). (4.19)

Esta separagdo em partes imaginaria e real se mostrard util mais a frente, quando
discutirmos a abordagem de Fokker-Plank. Por ora, vamos considerar a Eq.(4.12) como

uma equagao para o campo complexo ¢,. Sua solugao é dada por

Gk, T) = / T (g, T — 7)) ok, ), (4.20)

onde g(k,7) = ¢ ®)70(7) 6 a funcdo de Green para o problema de difusio.
Vamos checar a convergéncia do processo, ou seja, analisar se g(k,7)|;—00 — 0. Dia-
gonalizando iDp(k), obtemos a matriz D'(k), dada por
Ar O

D'(k) = iI(k,e) : (4.21)
0 A

onde

i\/(kz —m2)2 — ¢2 sinh® 20 — i ¢(1 + 2sinh? 0)
A = R : (4.22)

Como I(k,€) < 0, como pode ser visto na Eq. (4.16), de fato, obtemos g(k, 7)|r—00 —
0. E importante enfatizar que, como no caso de temperatura zero, a convergéncia do
processo estocéstico sé foi possivel porque mantivemos e finito nas Eqgs. (4.9) e (4.10). E

possivel verificar a partir das Eqs. (4.21) e (4.22) que, se tomarmos o limite ¢ — 0 no
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. s , ~ . inh2
infcio dos célculos, perderemos o fator de convergéncia e!(k:€)e(1+2sinh=0)r

Agora estamos prontos para calcular a funcio de dois pontos (¢, (k, 7)¢p(K', 7)), Pro-
cedendo de forma similar ao caso de temperatura zero, é facil mostrar que a funcao de

correlagao de dois pontos é dada por
(Gl T)ou(K, 7))y = (2m) 6% ( + K)i (Dp)ac(R)(1 — *Pr 007 (4.23)

De fato, no limite 7 — oo recuperamos os resultados usuais. A seguir, vamos aplicar a
mesma metodologia desenvolvida nesta se¢ao para estudar os efeitos da introdugao de um

kernel de memoria nesta teoria de campos no espago-tempo de Minkowski.

4.2 A abordagem nao-markoviana

Em um processo estocastico nao-markoviano, o valor de uma variavel estocastica em
um determinado instante de tempo ¢t depende da histéria do sistema, ou seja, depende de
instantes anteriores ao instante t. Nesse caso, se considerarmos novamente um processo
estocastico qualquer z(t), a probabilidade de encontrarmos para z(t) o valor z; num
instante de tempo t;, sabendo que z(ty) = 2y, depende do conhecimento do valor de z(t)
para instantes de tempo anteriores a ty. Assim, os segundos momentos da distribuicao
de probabilidade nao sdo mais expressos por uma §(t — t’'), mas sim por um kernel de
meméria, (z(t) z(t')) o< K(t,t).

A introdugdo de um termo de memoria na equagdo de Langevin dada por (2.3) ja
foi estudada na literatura [52] para o caso de um campo escalar com auto-interagao no
espaco-tempo euclidiano. Nesse caso, a teoria desenvolvida a partir da equacao de Lan-
gevin generalizada, que descreve um processo estocastico ndo-markoviano, apresentou

convergéncia exponencial até mesmo para um campo escalar sem massa. Isto nao ocorre

com a abordagem markoviana do campo escalar sem massa, onde a comportamento do



Capitulo 4. Quantizacao estocastica a temperatura finita no espago tempo de
Minkowski 36

processo estocastico é o inverso de poténcias em 7. O objetivo desta se¢ao é estudar uma
teoria de campos a temperatura finita no espago-tempo de Minkowski, através da abor-
dagem nao-markoviana da quantizagao estocastica. Assim como nas segoes anteriores,
trabalharemos com um campo escalar. No espaco-tempo de Minkowski, a equagao de

Langevin com um kernel de memoria My (7 — s) é escrita como

0 [T 5S
aqﬁ(az, T) = Z/o ds My(T — s)m ¢($):¢(x78)+ n(x, 1), (4.24)

onde S é a agdo para o campo escalar livre, dada pela Eq. (4.5). A distribuicao de
probabilidade para os campos de ruido ¢é tal que os primeiro e segundo momentos sao

dados por

(Na(z, 7))y = 0, (4.25)

(a(@, )m(2', 7))y = 20a Ma(l7 — 7)) (2 — 2'). (4.26)

O ruido, apesar de continuar gaussiano, nao é mais um ruido branco pois a correlacao
no tempo de Markov nos segundos momentos nao é mais expressa através de uma funcao
d(|7 — 7'|). Vale ressaltar que Eq. (4.24) é uma equagao matricial, devido a duplicagao
dos graus de liberdade. Novamente, o termo de friccao desta equacao de Langevin é
complexo e, se mantivermos o ruido real, devemos ter a mesma separacao da se¢ao anterior:

¢a = ¢aR + Z‘¢a1-

Usando uma decomposicao de Fourier para os campos escalar e de ruido, dada por

1
()

X(z,7) = / d'k e* X (k, 1), (4.27)

onde o campo X representa tanto o campo de ruido 1 quanto o campo escalar ¢, cada
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modo de Fourier ¢(k, T) satisfaz uma equacao de Langevin da forma

0

Eqba(k)ﬂ—) = Z./OT ds MA(T - 8) (Dgl)ab(k‘) ¢b(k7 S) + na(k’ T)> (428)

onde D'(k) é o inverso de Dp(k), definido pela Eq. (4.6). Através dessa decomposicio,
obtemos das equagoes (4.25) e (4.26) as seguintes correlagbes para os modos de Fourier

do ruido,

(Ma(k, 7))y = 0, (4.29)

(ol Y, 7))y = 2(2m) 60 Ma(l7 — )64k + K. (4:30)

Definindo a transformada de Laplace do kernel de memoria como
M(z) = /0 T My(r)e ™, (4.31)
obtemos a solugao para a Eq. (4.28), sujeita a condicao incial ¢, (k, 7 =0) =0, a = 1,2:
Gk, T) = /OOO dr' Gap(k, ™ — 7")na(k, 7). (4.32)

Na Eq.(4.32), Gop(k, 7 — 7') = Qup(k,7 — 7)0(T — 7') é a fungdo de Green retardada
para este problema de difusao nao-markoviano e cada componente da matriz §2 é definida

através de sua tranformada de Laplace,
-1

Qu = |21 —i M(2) D' (k)| | (4.33)

ab

onde I denota uma matriz identidade 2 x 2. Assim, a fungao de correlacao de dois pontos
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na representacao de Fourier é escrita na forma

(@a(k, T)(K', 7))y = D (/f 7,7')
— (2m)*4(k + &) / ds/ ds' [k, 7 — QK7 — )], Ma(]s — &). (4.34)

A transformada de Laplace bidimensional da equagao acima [68,69] é dada por

/OOdT e T /OOdT’e i /ds/ ds" [QUk, 7 — s)QUK, T = §)],, Ma(]s —'|)
0 0

= [Qk, 2)QK, 2)], (M( Y )

4.35
z+ 2 ( )

Usando a Eq. (4.33) essa expressao se torna

/ dr e~ /de' e /Tds / ds' [Qk, 7 — )UK, 7 — )], Ma(]s — &)
0 0

_Z<Q(’“ Zlif(k ?) Q(k;,z)Q(k;’,z’)) (D) (k). (4.36)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos para a fungdao de dois pontos a

expressao

Dap(k,7,7") = 2i(2m)* *(k + &) (Uk, |7 — 7]) — Q(k, )k, 7)), (DP) (k). (4.37)

Para investigarmos a convergéncia da equagao acima precisamos especificar uma forma
para o kernel de memoria My. A expressao para My deve ser tal que no limite A — oo
obtenhamos

lim Mp(r—7") =0(r — 1), (4.38)

A—o0

de forma a recuperarmos a teoria original. A exemplo d6 que foi discutido no capitulo 2,

masi precisamente a equacao (2.43), uma possivel escolha para o kernel de memoria é a
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expressao

1 >
My (1) = §A26_A I, (4.39)

Na referéncia [52], ¢ mostrado que a escolha desse kernel de meméria, dentre uma classe
de opgoes, de fato produz uma teoria euclidiana com uma convergéncia para o processo
estocastico considerado, entretanto, as divergéncias ultravioletas nao foram devidamente
regularizadas.

Substituindo a transformada de Laplace expressa pela Eq. (4.39) na Eq. (4.33),
obtemos a expressao completa para a matriz (2. O calculo explicito de suas componentes
encontra-se no Apéndice C. Dessa forma, somos capazes de obter uma expressao para a

funcao de correlagao de dois pontos no limite 7 = 7" — oo
Dap(k, 7, ) 1= 00 = 1 (2m)* 04 (k + k') (Dr) (k). (4.40)

Apesar de apresentar cdlculos mais complexos, em relagao a abordagem markoviana,
quando tratamos teorias escalares, esperamos que a abordagem nao-markoviana forneca
simplificagoes e contorne problemas se tratarmos sistemas mais complexos, como teorias
de calibre. O estudo da abordagem nao-markoviana no caso do campo escalar pode
ser justificado como um passo necessario para enterdermos mais profundamente o que
acontece quando aplicamos essa abordagem da quantizagao estocastica a temperaturas
finitas, utilizando o formalismo de integrais de trajetéria com tempo real da teoria de

campos.

4.3 A analise de Fokker-Planck

A seguir, aplicaremos uma analise da equacao de Fokker-Plank associada ao pro-
cesso descrito acima, com o objetivo de verificar as vantagens de se utilizar o método

nao-markoviano, em vez do markoviano. Na quantizagao de Parisi-Wu em sua versao eu-
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clidiana, as fun¢oes de correlagdo de n pontos sao introduzidas na quantizacao estocastica

através de médias sobre o ruido 7:

(¢(z1,71)0(22,72) - - 0, ) Iy =
N™ / dn) exp(—/dd /dTn (x T> Oz, 1) (2, T2) - - A0, Tn), (4.41)

onde ¢ satisfaz uma equacao de Langevin euclidiana,

5S
p(x)

+n(z, 1), (4.42)
(x)=0(z.7)

0
Egb(m7 7—) = -
e S é a versao euclidiana da agao dada pela Eq. (4.2). N é expresso por

N:/[dn] exp(—i/d%/cﬁn%xn‘)). (4.43)

Uma outra forma de escrever essa média ¢é atraves da introdugdo de uma densidade de

probabilidade P|¢, 7], definida por [70]

Plo.r| = [desp(— [ s farie.n)) TTote - otr). (@

Em termos de P, as fungoes de correlagao ficam expressas por

(d(z1, 71) (T2, T2) -+ ATy T) )y = N/ [do] p( 1)@ (x2) - - - (1) P, 7). (4.45)

A densidade de probabilidade livre P satisfaz a seguinte equacao de Fokker-Planck

8P[¢,T]=/dd$§¢6<x>( 0 + 05 )P[¢,T], (4.46)

0 p(x) o p(x)
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sujeita a condi¢ao inicial
Plg,0] = [Td(e(y))- (4.47)

Segundo o método de quantizacao estocastica, devemos ter

exp(— S
lim Pl¢, 7] = p( [¢]> :
o J [de] exp(— S[g])

(4.48)

Nesta tese estamos considerando a formulacao da quantizacao estocastica em tempo
real, definida no espago-tempo Minkowski. Nesse caso, como ja vimos, o termo de fric¢ao
da equagao de Langevin é uma quantidade complexa. Quando ¢ satisfaz a Eq. (4.1), ou
seja, quando estamos trabalhando no espago-tempo de Minkowski, é possivel [71] obter
uma equacao de Fokker-Planck equivalente a equacao (4.46).

Para o caso de temperatura finita e tempo real, o funcional de distribui¢ao é dado por

Plo1, 62,7 = N”/Hdm exp(—/dd [ drna,7) Umxr) [15(61(») = 61(. 7))
X H(S ¢2 ¢2 z 7')) (449)

onde ¢,(y, 7) satisfaz Eq. (4.12), a =1,2, ¢

N1 :/ ljl[dm] exp(—;/dd:p/dT ni(x, 7)0i; nj(:E,T)). (4.50)

De forma similar a Eq. (4.45), qualquer valor esperado estocéstico deve ser escrito como

(Flou(, ), da(y, 7))y :/[d¢1][d¢2]F[¢1($)a¢2(y)]P[¢1>¢2a7]a (4.51)

onde o funcional de distribuigdo P[¢1, ¢o, 7] satisfaz a seguinte equagao de Fokker-Planck
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9 plor bor] — /d4k[5¢a3(k()56§ag(—k)+ (4.52)
0
b oy | (REDRalbn (1) + Dl (DR 0lenn(40) P) +
)
b s (RO 000 + (D1 47 )|

E possivel mostrar que

Plon, 6.7l = Natesp (= [ dhGunh)Lutun(—F) )
x exp</ 'k $ar(k) (T +1°- (I + B)™)  dur(—k) +

(k) (- Rl>ab¢w(—k>), (453)

onde R = Re [iD'(k)| e I = Im [iD' ()|, e D' é o inverso de Dy, dada por (Dp)ay(k),
dado pela Eq. (4.6). O comportamento assintético quando 7 — é da forma

OP[¢1, 2, T]

o N O(el(k,e)e(lJrQSinh2 9)7’)‘ (454>

T—00

Apesar do comportamento do fator de convergéncia obtido acima ser exponencial, sua

expressao depende explicitamente de valores de k, portanto, deve ser levado em conta na

integral em k ao calcularmos %. Apesar da expressao da distribuicao de probabilida-

des dada pela Eq.(4.53) nao ser da forma e**, os valores esperados obtidos coincidem com
aqueles obtidos pelo método de integrais de trajetoria.

No caso nao-markoviano, a distribuicao de probabilidades satisfaz a equagao de Fokker-
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Planck dada por

9 ) 5 _ 0 (pefiN
5=/ k[5%3(1{)5@3(—@[("”(1‘“’T>P 0an(k) (R <5¢aR(—k)> P> i

o (" () 7)) 0

onde K, e N sao definidos por

Ku(k,7) = 2 /0 " ds Mo(7 — 8)Gap(k, T — 5), (4.56)

Nib;k,7—s] = /0 " ds My(r — )S((k)). (4.57)

Nas equagoes acima, G, € a funcao de Green retardada para o problema de difusao
nao-markoviano. Apesar da distribuicao de probabilidade para o caso nao-Markoviano
satisfazer relagoes semelhantes as equagoes (4.53) e (4.54), sua convergéncia é dominada

A2
pelo termo e™°7

, presente no kernel de meméria My (7). Como A é um pardmetro livre do
modelo, sempre podemos ajusta-lo de forma a obter uma convergéncia melhorada. Estas
sao caracteristicas relevantes no caso de uma simulagao numérica. Além disso, ressaltamos
que apesar do termo de friccdo da equagao de Langevin ser complexo, a distribuicao de
probabilidade é real, e o carater complexo permanece somente no campo ¢. Ao fim de

todo o processo, devemos integrar as quantidades obtidas sobre a componente imaginaria

o1, de forma a obtermos o campo fisico real ¢.



Capitulo 5

Conclusoes

Para variedades estaticas é possivel realizar uma rotagao de Wick e estender analitica-
mente a variedade pseudo-riemanniana para o dominio riemanniano. Esta caracteristica,
apesar de nao ser fundamental, esta relacionada diretamente a aplicagdo do método de
quantizacao estocastica em espacos curvos. Essa situacao pode ser vista como um caso
especial da formulagao euclidiana para sistemas com ag¢oes complexas.

Para espacgos-tempos curvos incompletos, a aplicacdo do método nao ¢é tao simples, e
apresenta problemas ainda nao compreendidos completamente. Se a variedade apresenta
um horizonte de eventos, ainda nao se sabe exatamente como se comportam as fungoes de
correlacao do ruido préximo do horizonte. De fato, quando temos g = det g,,, = 0 a fungao
de correlacao (3.6) é divergente, e as funcoes de Schwinger (¢(z1,71) - - - ¢(xp, 7)), perdem
seu significado fisico. No nosso trabaho, tal problema foi evitado através de uma escolha
adequada do sistema de coordenadas para a variedade de de Sitter, onde o horizonte de
eventos cosmologico nao aparece. A partir dai, foi possivel obter a fun¢ao de Schwinger
de dois pontos a nivel de um lago para um campo escalar auto-interagente. Em seguida,
apresentamos a correcao da ordem de um lago para a funcao de dois pontos, dada por
(3.48), foi feita finita através da generalizacao da equagao de Langevin, introduzindo um

kernel regulador no termo de ruido.
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Se considerarmos espagos-tempos curvos nao-estaticos, devemos desenvolver o pro-
grama de quantizacao estocastica diretamente na variedade pseudo-riemanniana, o que
traz problemas de convergéncia do processo estocastico. De forma similar, para quanti-
zar um campo classico fora do equilibrio utilizando a quantizacao de Parisi-Wu, devemos
trabalhar no espaco-tempo de Minkowski. Esse caso apresenta os mesmos problemas de
convergéncia, pois um termo de friccdo imaginario aparece naturalmente na equacao de
Langevin.

Nesta tese, investigamos com um campo escalar livre a temperatura finita, no espago-
tempo de Minkowski. Neste caso, assim como na formulagao de tempo real da teoria de
campos, devemos levar em conta a duplicagao dos graus de liberdade do campo. Levando
essa caracteristica em conta, obtivemos as fungoes de dois pontos da teoria, primeiramente,
através de uma abordagem markoviana e, em seguida, através da introducao de um kernel
de memoria no termo de friccdo. Mostramos que o processo estocastico converge no limite
de equilibrio, e que apresenta um fator de convergéncia exponencial, devido a modificacao
do processo estocastico original para um processo nao-markoviano. Na formulagao no
espaco de Minkowski, ao contrario do que ocorre na variedade euclidiana, a hamiltoniana
de Fokker-Planck associada ao processo estocastico nao é hermitiana e seus autovalores
sao, em geral, complexos. Entretanto, o comportamento do sistema quando tomamos
o limite de equilibrio estd ligado a parte real destes autovalores. Se pudermos garantir
que a parte real de tais autovaleres seja positiva, o processo estocédstico convergird para o
equilibrio.

Apesar de nao ser uma tarefa trivial, o processo de quantizac¢ao via método de Parisi-
Wu pode ser desenvolvido para uma teoria de campos a temperatura finita com interacao.
Nesse caso, é possivel desenvolver uma teoria perturbativa fora do equilibrio. Além disso,
nesse caso, os critérios de convergéncia seriam os mesmos apresentados nesta tese, pois,
para campos fracamente interagentes, a teoria de perturbacgao é desenvolvida em torno

da teoria livre.
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Uma continuac¢ao natural do trabalho apresentado nessa tese é investigar a aplicacao
do método de quantizacao estocastica de campos escalares no espaco-tempo de de Sitter
utilizando o sistema de coordenadas dado por (A.16), onde o horizonte de eventos apa-
rece explicitamente. Além disso, outras perspectivas seriam incluir interacao no modelo
do campo escalar a temperatura finita e, ainda, aplicar a abordagem nao-markoviana do
programa de quantizagao de Parisi-Wu a um campo definido em uma variedade pseudo-
riemanniana, sem a necessidade de uma rotagdo de Wick. Apesar da abordagem nao-
markoviana fornecer cdlculos mais complexos para o caso de um campo escalar, é de se
esperar que ela tenha éxito em simplificar as contas e contornar problemas se considerar-
mos sistemas mais complexos, como campos de calibre. Portanto, outra continuacao seria
trabalhar com campos de calibre a temperatura finita, diretamente no espago-tempo de
Minkowski, através do uso da formulacao nao-markoviana da quantizacao de Parisi e Wu.

Para finalizar, gostariamos de enfatizar que o método de quantizacao estocastica ainda
estd em desenvolvimento, e podem ser encontradas novas aplicagoes a diversos sistemas.
O estudo de um novo método de quantizagao aplicado a um sistema pode revelar detalhes
ainda nao investigados através dos métodos mais tradicionais, as quantizagoes canonica e

por integrais de trajetoria.



Apéndice A

O Espaco-tempo de de Sitter

A.1 Conceitos gerais

No espaco-tempo de Minkowski, a expansao de um campo escalar massivo em ondas
planas determina os modos de frequéncia positiva e negativa. Os modos de frequéncia po-
sitiva com respeito a t sao autofungoes do vetor de Killing 9;, ortogonal as hipersuperficies

em que t é constante, que satisfazem a expressao

gtuk(x) = —iwug(z), w=k*+m?>0. (A.1)

Nota-se claramente que uy(z) oc e/® ¥~ satisfaz essa relagdo. O coeficiente na expansio
de Fourier que acompanha wu;, define o estado de vacuo e o espaco de Fock do sistema, i.e.,

se 0 campo ¢ expresso por
o(x) = Y laxun(w) + ajuj (@), (A.2)
temos que o vacuo é definido por

ar, [0) = 0, Vk. (A.3)
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Portanto, o estado de vacuo do sistema ¢ invariante sob transformagoes do grupo de Poin-
caré. Isso significa que diferentes observadores inerciais concordam sobre a escolha do
estado de mais baixa energia associado a um campo quantizado. Entretanto, se sairmos
do grupo de Poincaré e permitirmos que observadores nao inerciais implementem uma
quantizagao canonica, o estado de vacuo definido por esses observadores nao deve, a prin-
cipio, coincidir com o estado de vacuo dos observadores inerciais. Num espaco-tempo sem
curvatura, uma forma natural de definirmos modos de frequéncias positivas e negativas
associadas a um observador nao-inercial é mostrarmos que a linha de universo desse ob-
servador é uma curva integral de um vetor de Killing do tipo tempo, que é um gerador
de isometrias. Se estes modos nao coincidem com os modos inerciais temos diferentes
vacuos para observadores inerciais e nao-inerciais. Este fato nao é nada mais, nada me-
nos, que uma consequéncia de que, em um sistema quantizado descrito por infinitos graus
de liberdade, temos infinitas representagoes nao unitariamente equivalentes associadas a
algebra dos operadores. Uma situagao bastante instrutiva associada a discussao acima é
o efeito Unruh-Davies [72], no qual um detector acelerado vé o vacuo de Minkowski como
um estado térmico, de temperatura proporcional a aceleracao.

Quando consideramos espacos-tempos curvos, em geral, nao ha vetores de Killing para
definirmos o que sao modos de frequéncia positiva, e ndo ha um sistema de coordenadas
natural (como o sistema cartesiano, em Minkowski) para a expansdo do campo (A.2).
Para obtermos informagoes mais precisas sobre o estado do campo é necessario construir
quantidades locais, como (¢| T, (x) |¢).

Em muitos casos, o espaco-tempo pode ser tratado como assintoticamente plano no
seu futuro e/ou passado remotos. Sob essas circunstancias, é natural a escolha do vacuo
definido pela equagao (A.3) como o vacuo do sistema, ou seja, h auséncia de particulas
para todos os observadores inerciais nas regides assintoticas. Se escolhermos o estado
do campo como vicuo na regiao de passado remoto (t — —o0), entdo ele permanecerd

nesse estado durante toda sua evolucao. Entretanto, fora da regiao de passado remoto,
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observadores em queda livre podem detectar particulas nesse estado. Além disso, se o
espago-tempo considerado é assintoticamente plano na regiao de futuro remoto (¢t — o0),
o estado de vacuo nessa regiao pode nao coincidir com o vacuo definido na regiao de
passado remoto, e nesse caso, observadores inerciais no futuro remoto detectarao parti-
culas. Podemos dizer, entao, que particulas foram criadas durante a evolucao do espaco
tempo. E possivel mostrar que a producio de particulas ocorre somente quando a simetria
conforme é quebrada, ou seja, quando o campo considerado é massivo.

Apesar das consideragoes anteriores, deve existir uma aproximacgao para teorias em
espacos curvos em que o conceito de particula faca algum sentido, pois a teoria quantica
de campos no espaco de Minkowski fornece uma boa descricao dos efeitos quanticos ob-
servados, apesar de vivermos em um universo em expansao. De fato, no limite em que a
taxa de expansao é pequena em relacao a massa e ao momento das particulas, a criagao de
particulas deve ir a zero, recuperando assim a teoria no espago de Minkowski. Espera-se,
dessa forma, que apenas os modos de baixa frequéncia em relacdo a taxa de expansao
sejam excitados. Considerando o campo no vacuo no passado remoto, e como a criagao de
particulas de grande momento e massa é suprimida, na regiao de futuro remoto detectores
inerciais nao devem detectar tais modos. O campo, portanto, deve estar num estado de
“quase vacuo” nos modos de alta frequéncia, entretanto quanta de baixa frequéncia podem
ser registrados.

Se nas regides de passado e futuro remoto o espaco-tempo nao é assintoticamente
plano, a escolha das solugoes da equacgao para o campo deve ser tal que a producao de
particulas pela evolucao do espago-tempo seja minima. O vacuo definido por tais solugoes
¢ chamado de vacuo adiabatico.

O estado de vacuo de um campo nao é necessariamente desprovido de quanta. En-
tretanto, se existem simetrias do espaco-tempo, pode existir um conjunto particular de
modos e coordenadas de forma que existam estados de muitas particulas com algum sen-

tido fisico. No caso de variedades conformalmente planas, existem campos vetoriais de
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Killing conformes satisfazendo uma equagao do tipo (A.1). Uma métrica de uma varie-
dade conformalmente plana pode ser escrita como g, (z) = Q*(x)n,,. Para um campo
escalar de massa nula, por exemplo, a equagao de Klein-Gordon proveniente da densidade
lagrangiana (3.13) é invariante sob transformagoes conformes, e os modos de frequéncia
positiva sao definidos em relagao ao vetor de Killing conforme do tipo tempo 0,, onde n
é o tempo conforme. Dessa forma, a decomposicao em modos de Fourier do campo fica

escrita como
o(z) = Q) Xk:[akﬂk(x) + ajii; (x)), (A.4)

i(x * x—wn)

onde () oc el . Portanto, o vacuo conforme é definido por

Para uma exposi¢ao mais detalhada sobre o assunto, consulte as referéncias [73-75]

A.2 A variedade de de Sitter

O espago-tempo de de Sitter ¢ um espago-tempo homogéneo e isotrépico com relagao
a todos os pontos, descrito pelo tensor métrico g solucao das equagoes de Einstein com
uma constante cosmoldgica A positiva no vacuo.

O espago de de Sitter é o inico espago-tempo curvo maximalmente simétrico. Este
espago possui um grupo de isometrias de dez pardmetros, chamado grupo de de Sitter. O
espago-tempo de de Sitter pode ser representado pelo hiperboldide 22 — 2 — 22 — 22 — 22 =
—a? imerso em um espaco de Minkowski 5-dimensional. Dessa forma, o grupo de de Sitter

é o grupo ortogonal em cinco dimensoes SO(4) das transformagoes de Lorentz homogéneas

no espaco de Minkowski 5-dimensional

ds® = dzf — d2? — dz) — dz3 — dz}. (A.6)
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O escalar de curvatura, portanto, é dado por R = 12/ a?.

Para que seja possivel a quantizagao de campos na variedade de de Sitter, é necessario
especificar um sistema de coordenadas, para obtencao dos modos de frequéncia positiva
e negativa.

Vamos considerar primeiramente as coordenadas (¢,x), tal que

t
2 = asinh— + ~a lex|x|?,
a 2
t 1
zg = acosh— — 504_1€§|X|2, oo < t,x; < o0.
a

Essas coordenadas cobrem a regiao da variedade de de Sitter em que 2y + 24 > 0. Dessa

forma, o elemento de linha (A.6) fica escrito como
t 3 .
ds* = dt* — = Y (dz')*. (A.8)
i=1
Definindo o tempo conforme por
n=—ae s, —o00 < n <0, (A.9)

podemos reescrever o elemento de linha (A.3) na sua forma conforme ao elemento de linha

de Minkowski 4-dimensional,

ds? = (‘;‘)2 <d772 - i(d:r;i)Z) . (A.10)

i=1

Esse elemento de linha possui a forma de um elemento de linha de Robertson-Walker com
a secao espacial plana. Os modos de frequéncia positiva nesse sistema de coordenadas sao

dados por

3

w(r) = g (5) € HO (o), (A11)
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onde 12 = 9/4 — (m?a® + 2) e H, é a funcio de Hankel. E possivel mostrar que néo hé
producao de particulas durante a expansao, ja que o vacuo nesse caso ¢ invariante sob
transformacgoes do grupo de de Sitter.

Apesar de nao haver producao de particulas, pode ser mostrado que um detector como-
vel (para o qual a expansao é isotrépica) possui uma fungéo resposta F(F) caracteristica
de um espectro térmico cuja temperatura ¢ dada por T' = (2ra)~!. Portanto, apesar de
nao haver criacao de particulas, um detector que permaneca ligado durante a expansao
se comportara como se estivesse exposto a um banho de térmico. Um detector ligado
adiabaticamente apds o fim da expansdo nao registrara particulas.

Outro sistema de coordenadas que pode ser utilizado é dado por (¢, p, 8, )

t

Zop = asinh —,
a
t

z1 = «acosh —cosp,
o)
t

2o = «acosh —sin pcosb, (A.12)
o

z3 = «cosh —sin psinf cos ¢,
o
t

z4 = «acosh —sin psin @ sin p.
a

Todo o espago-tempo de de Sitter é coberto por essas varidveis se —oo < t < 00,
0<p<m 0<0<7 e 0< ¢ <2r Definindo o tempo conforme por n = 2/ tan (fl—t),

com 0 <7 <, o elemento de linha dado por (A.6) se torna

a2

ds® =

sin?n

[an — dp* — sin® p(df? + sin? 0d<p2)] : (A.13)

Apesar de nao ser possivel definir o vacuo adiabatico no passado ou futuro remotos,
pois com as coordenadas (A.12) a taxa de expansao nessas regides nao é pequena em

relagao a frequéncia, é possivel defini-lo como sendo o estado com auséncia de modos com
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grandes momentos. Dessa forma, os modos de frequéncia positiva sdo dados por

1
1 sin?n .. 0k +3—v)]? i )2
e e
«Q 47("5"‘%"_’/)

x | PY

1
k=3

(—cosn) + ?QZ;(— cos 77)] : (A.14)

Essa coordenatizacao do espago de de Sitter é equivalente aquela dada por (A.7), por-
tanto, todas as propriedades ja discutidas anteriormente sao igualmente validas no caso

de coordenadas definidas por (A.12).

E possivel definir um sistema de coordenadas estatico por

t
2 = (a?— 7"2)% sinh —,
a
t
2 = (a® - 7"2)% cosh —,
a
zo = rsinfcos g, (A.15)
z3 = rsinfsingp,
z4 = rcosb,

com —o0o <t<oo, 0<r<oo 0<O0<7m e 0<p<2m que cobre a regiao onde
zo + 21 > 0. Nessas coordenadas, obtemos para o elemento de linha a expressao

2 2\ 1

o? o?

Esse elemento de linha é similar ao elemento de linha de Schwarzschild, e possui uma
singularidade em r = «, o que caracteriza um horizonte de eventos para um observador
situado em r = (. Nessas coordenadas o estado de vacuo nao ¢ invariante sob o grupo de
de Sitter, e é possivel mostrar que o valor esperado nesse vacuo do tensor momento-energia
T, diverge em r = . Como a posigao do horizonte depende da origem da coordenada

radial, o estado de vacuo nao ¢é invariante sob translagoes espaciais.
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Formulacao de tempo real da teoria

quantica de campos

Nesta secao faremos uma breve revisao da formulacao de uma teoria de campos escalar
em temperaturas finitas no espago-tempo de Minkowski. Diferentemente da formulacao
em tempo imaginério, na formulacao de tempo real ndo aparecem somas sobre frequéncias
de Matsubara [37] e, portanto, ndo hé necessidade de calcular extensoes analiticas de
funcoes de Green. Além disso, a formulacao de tempo real é a formulagao mais adequada
para o desenvolvimento de teorias de campo fora do equilibrio, ja que a investigacao de
propriedades dinamicas é mais naturalmenter realizada nesse formalismo. Isso se deve
ao fato de que a variavel temporal desempenha um papel importante, e ndo pode ser
interpretada como uma temperatura.

Como ja foi dito anteriormente, por simplicidade trabalharemos com um campo escalar

neutro. O operador de campo na representacao de Heisenberg sao dados por
o(t, %) = €160, x) e, (B.1)
onde a variavel temporal ¢ pode, a principio, assumir valores complexos. As principais

o4
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quantidades a serem calculadas sdo as fungoes de Green térmicas, Go(z1, .. ., zy), defini-

das como

Gelar, ... o) = (To (6(x1) . .. d(xn))s, (B.2)

onde o ordenamento temporal é tomado ao longo de um contorno C' no plano complexo,
que serd definido mais adiante. Considerando uma parametrizagdo ¢t = z(v) deste con-

torno, as seguintes expressoes

Oc(t—t) = 6(v—1), (B.3)

do(t—1t) = (gi>_ d(v —'), (B.4)

definem as fungoesf e §. A diferenciacao funcional também pode ser generalizada da

seguinte maneira,

= 6ot — )5 (x — x), (B.5)

para fungoes j(x) definidas no contorno C. As fungdes de Green definidas pela Eq. (B.2)

podem ser obtidas através de um funcional gerador Z¢[53; j| através da expressao

(=)~ 0NZc[B; 4]
Go(xy,...,xN) = — — : : B.6
ol IN) = ) 6o |, (B6)
na equagao acima, o funcional gerador é dado por
Z[B; 4] = Tr [eﬁH Tc exp (z/ d'z ](at)gb(:c)) (B.7)
c

= [ D6 @@yt =il e (i [ dte j@)o) )16 @50,

onde o contorno C' deve percorrer todos os argumentos das fungoes de Green. A partir

dessa expressao, é possivel notar que o contorno C' deve comegar em t; = ¢ e terminar em
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ty =t —1B. Podemos reescrever a expressao para o funcional gerador como
zelpin) = Nesp{=i [ v (S5 26154 B
onde NV é um pardmetro de normalizacao e o funcional gerador livre é dado por
2859 = e {5 [ ate [ 'y j@)DEE - )it} (B9
Na Eq. (B.9), o propagador D5 (z — y) é definido através da expressio
DE(x —2') = 0c(t —t')DG(z,2") + 0o (t' — t)D5(x, 2'), (B.10)
onde DG (z,2") e DS(x,x') sdo, respectivamente,

Dg(z,2) = (p(z)p(z))s, (B.11)
Dg(z,2) = (o(2)o())s.

Como o propagador DE(z — 2') é bem definido no intervalo —3 < Im(t — /) <
B, podemos concluir que o contorno C' deve ser tal que a parte imaginaria da varidvel
temporal ¢ ndo cresga conforme o parametro v assume valores maiores. Além disso, ja
que estamos interessados nas fungoes de Green cujos argumentos sdo reais, o contorno
deve conter todo o eixo real. Uma possivel escolha para o contorno C' pode ser descrita

como [40]:
1. C inicia em um valor ¢;, grande e negativo.

2. O contorno segue o eixo real até um valor grande e positivo —t;. Essa parte de C' é

denotada por C}.

3. O contorno de —t; até —t; — iZ2

5, seguindo uma linha reta. Essa parte ¢ denotada
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por Cj.
4. o contorno segue uma linha horizontal Cs indo de —t; — z até t; — 5.

2°

5. Finalmente, segue uma linha vertical C de t; — z até t; —if.

Imit)

ti c, -t
Reft)
C.‘
-ti-ip c, ti-ip
2 2
C'
~ti-ip

Tomando t; — —o0, o gerador funcional livre pode ser fatorizado,

Z6 (B3] = Zeyueu185 31 Z6y0c, 183 5], (B.12)

As fungoes de Green com argumentos temporais reais podem ser deduzidas de Z£, ¢, [5; /]
somente. O funcional gerador ZgSUC .1B8; 7] pode ser considerado apenas como uma cons-
tante multiplicativa. Escolhemos t e t’ reais, partindo de —oo e indo até oo e, assim,

identificamos as fontes como j(x) = j(t,x) e jo(x) = j(t —iB/2,x). Além disso,
dja(x)

5y () = 00%(x — 2’). Munidos dessas expressoes, podemos reescrever o funcional gera-
Jo\T

dor na forma

28301 = N esp (= [die [ ae! ju@)Dh"), (B.13)
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onde, novamente, N’ é um fator de normalizacdo. As componentes do ppropagador

matricial Df(x — 2') sdo dadas por

DE(x—2") = Dp(t—1t,x—x),
DE(x—2') = Dp(t—1t,x—x), (B.14)
DE(x—2') = D<(t—t +iB/2,x — %),

Di(x—2") = D>(t—t —iB/2,x —x).
O funcional gerador efetivo pode ser escrito na forma

Zelp i) = [DoiDoy exp {2 [ d ! 6u()(DF Ntz — 2)n(a")} (B15)
xexp{—i/d4x (V(61) = V(dn)) +i/d4x ja(x)qba(x)}.

O campo ¢ pode ser interpretado como um campo fantasma no contorno Cs. essa du-
plicacdo dos graus de liberdade, que nao ocorre na formulagdo de tempo imaginario, é
inevitavel na formulacao de tempo real. Uma revisao completa sobre teoria de campos a
temperatura finita, tanto em sua formulacao de tempo imaginario quanto em sua formula-

¢ao de tempo real pode ser encontrada no trabalho de Landsman e van Weert [41].



Apéndice C

Calculo das componentes da matriz

()

Neste apéndice apresentamos o calculo das componentes €, (k, 7), definida a partir da
Eq. (4.33). Podemos escrever a matriz €2 como a inversa da matriz A, cujas componentes

sao dadas por,

A z—iM(z)d" iM(z)b’ | 1)

iM(z)b"  z—iM(z)a’

As quantidades que aparecem na matriz A sdo definidas por

0 = . (C.2)
b

I — (C.3)
, d

@ = (C4)
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e
a = ! - ie 2 sinh” 6 (C.5)
k2 —m2+ie (k2 —m?2)2 4 €2 ’ '
—1€ )
b = e sinh 26, (C.6)
B -1 1€ . 19
d = e (kQ—m2)2+622 sinh” 6. (C.7)
dessa forma, temos
Dk, z) Qua(k, z
Qb 2) = (A — | 117 ezl ) (C.8)
le(k, Z) QQQ(k, Z)
onde
z—iM(z)a’
Q11 (k = C.9
wlk ) = M@ e iME ) e (O
—iM(z)b’
Qia(k,2z) =Q C.10
12(k, 2) 2(2) (z—iM(z)a")(z —i M(2)d’) + M?(2)b'"?’ ( )
—iM(z)d’
Qoo(k,2) = - iM(z) (C.11)

(- =i M(z)a")(z — i M(z)d") + MP(2)b7

A transformada de Laplace do kernel de meméria, definido pela Eq. (4.39), é dada por

A% 1

M) =5

Inserindo a expressao anterior nas Egs. (C.9), (C.10) and (C.11) obtemos

(k. 2) = Pé)z(,zt)a)’
Qio(k, 2) = () = _t"S(j)A),
P(Z,td)

QQQ(k, Z) =

(C.12)

(C.13)
(C.14)

(C.15)
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j/AQ

2 7j:a7b7dae

onde t; =1

P(Z,tj) = 23+2A2 22+(A4—tj)2—tj/\2, (Cl6)

Q(z) = 2 +2A223 + (A" —w)2® —uA?z +o, (C.17)

com u = HelHdDAR ooy (BBaldDAT A partir das Eqs. (C.2), (C.3) e (C.4), podemos

2 1
escrever 2
_ A2 . 2, 2\2 9
(&}
- L (C.19)

4 (k2 —m?2)? + €2(cosh @ + sinh* §) — % sinh? 26’
de forma que u < 0 e v > 0. Para obtermos a transformada invversa de Laplace de
cada componente da matriz €2, devemos procurar solugoes da equacao de quarta ordem

Q(z) = 0. A equacao de quarta ordem tem a forma
A 4asd + a2 a4 a0 =0, (C.20)

e suas raizes [76] sdo dadas por:

1 1 1

= —Zaz3+-R+-D 21

Z1 4@3 + 2R + 9 y (C )
1 1 1

—— - —-D 22

Z9 4&3 + 2R 9 (C )
1 1 1

—Za3— -R+-E 2

z3 4@3 2R + 9 5 (C 3)
1 1 1

Z4 —Zag — §R §E, (C24)

onde

1 1/2
R= <a§ — a9 + y1> s (C25)



Apéndice C. Calculo das componentes da matriz €2

62

(meuﬂ for R # 0
D=
QWD+H> for R =0,
1/2
. (F(R)—G) for R #0
QWD—H) for R =0,

1
G = 1(4&3&2 — 8@1 - ag)R_l,

e y1 ¢ uma raiz real da seguinte equacao cubica

y> — agy® + (a1a3 — 4ag)y + (4asag — a? - agao) = 0.

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

Por conveniéncia, vamos assumir que R, definida por Eq.(C.25), é diferente de zero.

Comparando as Egs. (C.17) and (C.20), obtemos a3 = 2A% ay = A* —u, ay = —u A e

ag = v. Dessa forma, a inversa da transformada de laplace de €, é dada por

_ ])(zlata) o1T
Qn(k’ T) B (Zl - 22)(2’1 - 2’3)(2’1 - 24) *
P(z,1,
(22 — 21)(22 — 23) (22 — 24)

)
)
(Z37ta>
)
)
)

6227 +

+ e +

(23 — 21)(23 — 22) (23 — 2a)
P(zy,ta
(24 - 21)(24 — 22 (24 - 23)

zZ4T
J

+

(C.32)



Apéndice C. Calculo das componentes da matriz €2 63

tb Z1 + tb A2
ok, 7) = Qo (k, 7 - e
12(k, 7) 21k, 7) ((21 — z9)(21 — 23)(21 — 24)
tb 29 + tb A2 e?2T +
(22 — 21)(22 — 23)(22 — 24)
tb z3 + tb A2 3
i =T +
(23 — 21) (23 — 22) (23 — 24)
ty 24 + g A?
i et |, C.33
(21— 22) (24 — 22) (4 — 22) ) .

e, finalmente, Qoo (k, 7) = Q1 (k, 75ty — tgq). As raizes z; sdo dadas por

A% 1
A% 1.

n=—0 + 52(0 -), (C.35)
A1

B=— 52(0 - ), (C.36)
A% 1,

= 52(0 +7), (C.37)

com o = (Ju] — y1)"/? e y = (=A*+|u| +y1)"/? quantidades reais. As Eqgs. (C.32) e (C.33)

podem ser reescritas como
Qu(k,7) = — [(COS(QT;—V)T) + A sin<(0 +7)T>>h1 +
(0 —7) A (=)
+<cos< 5 7') + 0= sm( 5 T>>h2+

481, sin(U;) sin<727> v

+4t, A? <91 sin<(0 —; ) 7‘) + g0 Sin<(0 ; ) 7'))] 2;;, (C.38)
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Dok, 7) = Qon (k,7) 22”7 (O/fv) sin<(U;7)T> - (a/fv) sin<(g S 7)T> +
) sin<";> sin<727_> e, (C.39)
onde
hi = —(o+ v)* =A%, (C.40)
hy = (00— )%+ A% (C.41)
g = ’i—(UQJFAQ,y), (C.42)
g2 = 11— (02_/\27) (C.43)

e, novamente, Qoo (k, 7) = Q1 (k, 75 t, — tq).

Vamos considerar, agora, os critérios de convergéncia para nosso processo estocastico.
Para haver convergéncia, é necessario que a funcao de Green retardada para o problema
de difusao satisfaga Gup(k, 7)|r500 — 0. Ou seja, devemos ter Qqp(k, 7)|r—00 — 0. Das

expressoes acima, podemos ver que obteremos convergéncia caso todas as raizes de Q(z)

sejam negativas, o que de fato ocorre se tivermos \/—|u| +y + \/A4 —|u| —y1 < A%
Outra forma de obtermos convergéncia é exigir que todas as raizes sejam complexas e
suas partes reais negativas, como ¢ o nosso caso. Portanto, as quantidades o and vy devem
ser reais, como impusemos anteriormente. Isso leva aos seguintes critérios: |u| —y; >0 e
|u|+y1 —A4 > 0.

Vamos agora definir y;. Como dito antes, y; é uma raiz real da equagao de terceira
ordem

23+b2 22 +b12+b0 = 0 (C44)

Comparando Eqs. (C.17), (C.20), (C.31) and (C.44), ppodemos identificar: by = u — A,
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by = —2A*u— 4vand by = —4uv — u? A*. Escrevendo
1 1
= b — -b3 C.45
= —(byby — 3by) — —=b3 C.46
r 6< 102 0) 972 ( )
temos que
4 A% 4 u?
= —AMu—"—v— — C.47
' 49 ' 2 ; 311) o 4 1 1 ( |
— *AS *A4 7A4 2 - _7A12 - 3' 4
r i u—|—3 U+18 u+3uv o +27u (C.48)

Dessa forma, s; = (r + V@ + 12)Y2 e sy = (r — /g® + 12)'/2. Portanto,

A — u

y1 = (s1+ s2) + 3

(C.49)

Como podemos ver, y; > 0. Além disso, no limite ¢ — 0, y; se torna um polindmio em

A.
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