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À amada vó Felícia, que partiu deixando uma saudade imensa...

“Na mesma pedra se encontram,
Conforme o povo traduz,

Quando se nasce - uma estrela,
Quando se morre - uma cruz.

Mas quantos que aqui repousam
Hão de emendar-nos assim:

"Ponham-me a cruz no princípio...
E a luz da estrela no fim!”

Mário Quintana



“(...) the actual state of our knowledge is always provisional and (...) there must
be, beyond what is actually known, immense new regions to discover.”

Louis de Broglie
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Resumo
Neste trabalho, nos propusemos a estudar a evolução das perturbações primordiais
utilizando a teoria causal de de Broglie-Bohm, tanto no cenário inflacionário usual
quanto em um modelo com ricochete. Este estudo foi desenvolvido com o intuito de
entender uma questão fundamental que até o momento não havia sido propriamente
respondida: a questão da transição quântico-clássica das perturbações. Acredita-se
que as pequenas inomogeneidades clássicas observadas nos mapas da radiação cós-
mica de fundo na faixa de micro-ondas tenham sido as responsáveis pela formação
das estruturas presentes no Universo através da instabilidade gravitacional. A ori-
gem destas perturbações é atribuída a flutuações do estado de vácuo de um campo
quântico. A teoria usual se baseia em uma identificação entre o espectro das per-
turbações clássicas e o valor esperado das flutuações no (seu) estado de vácuo para
justificar as últimas como condições iniciais para as primeiras. Claro está que esta
é uma visão que apresenta limitações pois ainda há a necessidade de um processo
físico que garanta a passagem de um estado de vácuo homogêneo e isotrópico para
um estado assimétrico e essencialmente clássico. Este problema está diretamente
ligado ao problema da medida em mecânica quântica, com o agravante de estarmos
agora tratando de uma teoria cosmológica, onde a noção de observador ou ambiente
clássico externo ao sistema não faz sentido. Neste trabalho mostramos que a teoria
Bohmiana oferece uma resolução para esta questão de maneira simples e consistente,
com a qual é possível construir um quadro completo da evolução das perturbações,
fornecendo um espectro de potência consistente com a abordagem usual.
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Abstract
In this work we deal with the evolution of primordial perturbations from the point
of view of the de Broglie-Bohm theory of motion, both in the usual inflationary
scenario and in a bouncing model. This analysis was developed with the aim of
solving a fundamental open question: the quantum-to-classical transition of these
perturbations. It is believed that the small inhomogeneities observed in the cos-
mic microwave background radiation were the responsible for structure formation
through gravitational instability. The origin of these perturbations is assigned to
fluctuations of a quantum field in its vacuum state, due to the uncertainty principle.
The usual view of the quantum-to-classical transition is based on an identification
of the spectrum of classical perturbations with the vacuum expectation value of the
quantum fluctuations to justify the latter as initial conditions for the former. This
is a restricted view of the subject that works for practical purposes, but we still
need a physical process to provide a consistent description of the passage of a sym-
metrical vacuum state to a classical inhomogeneous one. This problem is directly
linked to the “measurement problem” in quantum mechanics, which is exacerbated
in the cosmological context, where concepts like external observers or classical envi-
ronment do not make sense. In this work we show that the Bohmian theory offers a
simple and consistent resolution to this question, in which it is possible to construct
a complete picture of the evolution of the perturbations, yielding a power spectrum
consistent with the usual approach.
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Capítulo 1

Introdução

- Podia me dizer, por favor, qual é o caminho que devo seguir?
- Isso depende do lugar para onde você quer ir, disse o Gato.

- Não tenho destino certo, disse Alice.
- Nesse caso não importa muito por onde você vá.

Lewis Carroll [1]

O modelo padrão da cosmologia1 nos dá uma descrição razoavelmente precisa da
evolução do Universo que cobre aproximadamente 13,7 bilhões de anos. A principal
hipótese deste modelo se reduz ao que chamamos de princípio cosmológico, o qual
afirma que em grandes escalas as quantidades observáveis do Universo são as mesmas
para todos os observadores. Em outras palavras, em grandes escalas nosso Universo
é homogêneo e isotrópico. Esta afirmação era tomada como um príncipio filosófico
até que, em 1964, medidas de uma radiação em comprimentos de onda na faixa de
micro-ondas de origem cosmológica com estas simetrias foram feitas [4], dando-lhe
suporte2.

1A definição deste termo pode variar de autor para autor. Aqui, seguimos a Ref. [2]: nos
referimos ao modelo que descreve a evolução do Universo a partir de um estado muito quente e
denso, onde a radiação era a componente material mais importante. Esta componente é descrita
pela física de partículas elementares [3]. Desde então o Universo vem se expandindo e esfriando.

2Previsões teóricas e observações de uma radiação com temperatura próxima à medida por
Penzias e Wilson já haviam sido feitas anteriormente, mas sem menção a uma origem cosmológica,
veja por exemplo a Ref. [5].
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Podemos portanto sumarizar o modelo padrão, do ponto de vista da interação
gravitacional, de acordo com as seguintes afirmações:

1. A gravitação é regida pelas equações de Einstein;

2. Vale o princípio cosmológico, portanto existe um tempo global a partir do qual
todas as quantidades relevantes no Universo são dadas3;

3. Acima da escala aproximada de 100 Mpc, a distribuição de matéria e energia
é considerada contínua e pode portanto ser descrita por um fluido perfeito.
Assume-se que cada componente deste conteúdo material obedece uma equação
de estado do tipo p = ωρ, onde p e ρ são a pressão e a densidade de energia,
respectivamente, e ω é uma constante;

Estas hipóteses estão no cerne dos trabalhos de Friedmann [6], Lemaitre [7] e outros,
mas não são suficientes para descrever o Universo observado [8]. Apesar de ser o
modelo vigente, este possui uma série de problemas, tais como a singularidade inicial,
o horizonte cosmológico, o problema da planeza etc. Um grande avanço na tentativa
de resolver estes problemas foi dado pela teoria inflacionária.

A teoria inflacionária é uma teoria bem sucedida e aceita atualmente como com-
plementar ao modelo padrão da cosmologia por explicar vários problemas que este
último apresenta, conforme citado acima. Sua origem remonta aos trabalhos de A.
Starobinsky [9], A. Guth [10] e K. Sato [11]. Starobinsky, na tentativa de resolver
o problema da singularidade inicial, argumentou que correções quânticas na Rela-
tividade Geral seriam importantes no universo primordial, e estas genericamente
levam a termos de curvatura ao quadrado na ação de Einstein-Hilbert. A solução
das equações de Einstein com estes termos extras, quando a curvatura é grande,
levam a uma evolução do tipo de Sitter, com uma constante cosmológica efetiva.
Na tentativa de resolver o problema dos monopólos magnéticos, Guth propos que
o universo primordial, enquanto esfriava, ficou preso em um falso vácuo com uma
densidade de energia alta, algo similar a uma constante cosmológica. Ele pode-
ria decair somente através de um processo de nucleação de bolhas via tunelamento
quântico de acordo com a Teoria da Grande Unificação. Bolhas de vácuo verdadeiro

3Isto se deve ao fato de que podemos definir uma escala de tempo onde as equações t = cte

definem as hipersuperfícies onde a distribuição de matéria é homogênea.

2



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

se formariam espontaneamente no fundo de vácuo falso. Este modelo apresentava
o problema de não produzir radiação e portanto não reaquecer. Isto só aconteceria
se as bolhas colidissem. No entanto, se a inflação durou o tempo suficiente para
resolver o problema das condições iniciais, as colisões seriam muito raras. A reso-
lução deste problema veio independentemente de A. Linde [12] e de A. Albrecht e
P. Steinhardt [13], que propuseram o modelo de rolamento lento ou inflação nova,
onde um campo escalar descendo lentamente seu potencial (em comparação com a
expansão do Universo) produziria um período de expansão acelerada resolvendo o
problema dos monopólos. Além disso, seria capaz de produzir um reaquecimento
do universo e a produção de radiação quando o potencial se tornasse mais íngreme,
através do processo de ressonância paramétrica.

Neste contexto, a (nova) inflação é uma teoria capaz de fazer previsões bastante
gerais independente do modelo exato subjacente. Um campo escalar real sob deter-
minadas condições é capaz de gerar um período de expansão acelerada, independente
da forma exata de seu potencial. Essa fase de expansão acelerada prevê um universo
muito próximo de plano, o que é confirmado pelas observações. É também uma te-
oria que resolve o problema do horizonte ao inflar uma região pequena conectada
causalmente para além do raio de Hubble, o que oferece a possibilidade de tentar
entender porque a radiação de fundo que medimos hoje é homogênea e isotrópica
mesmo para regiões que, em princípio, estariam desconectadas e com propriedades
diversas umas das outras se a evolução do fator de escala fosse somente dada pelas
equações de Friedmann com radiação como fonte4. A ela também foi atribuída a
explicação da origem das sementes para formação de estruturas: estas seriam resul-
tado de flutuações quânticas do campo escalar que foram ampliadas durante a fase
de expansão acelerada. Contudo, devido à escala de energia em que acontece, não é
possível obter observações diretas do modelo inflacionário e seu suporte observacio-
nal está baseado nesta previsão de condições iniciais.

No entanto, um problema fundamental com respeito a este modelo permanece:
a transição quântico-clássica destas flutuações primordiais. O espectro que obser-
vamos no mapa da radiação cósmica de fundo em micro-ondas está relacionado a

4No entanto, o problema da homogeneidade e isotropia não é resolvido, pois a inflação não
oferece um mecanismo físico que possa ter sido responsável por instaurar estas simetrias, apenas
garante que esse mecanismo possa atuar de maneira causal.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

pequenas inomogeneidades clássicas. Por outro lado, se flutuações quânticas são as
boas condições iniciais, o espectro deveria ser uma quantidade de origem quântica,
dado pelo valor esperado das flutuações quânticas do campo no estado de vácuo.
O que se faz é utilizar cálculos perturbativos clássicos no espectro calculado quân-
ticamente e o que é obtido coincide com as observações. Esta é a “justificativa”
para impor flutuações quânticas como condições iniciais para a subsequente evolu-
ção do Universo observável. Mas qual seria o processo responsável por transformar
flutuações quânticas em perturbações clássicas? Muitos autores negligenciaram este
ponto, apesar de seu papel importante como fundamento para as predições da infla-
ção com respeito à origem de estruturas no Universo. Como afirmar que a inflação
resolve o problema das condições iniciais para formação de estruturas se não respon-
dermos esta questão? Veremos que alguns autores se preocuparam com esta lacuna
e tentaram preenchê-la de diversas maneiras.

A transição quântico-clássica é uma questão de muitos debates já na mecânica
quântica não-relativística. Ela está relacionada a um problema fundamental que a
nível prático é, em geral, deixado de lado: o problema da medida na interpretação
de Copenhague [14]. Esta interpretação se estabeleceu como a principal abordagem
à teoria quântica depois do congresso de Solvay em 1927, embora não tenha havido
um consenso entre os participantes quanto a preferência por esta visão [15]. Segundo
N. Bohr [16], nossas mentes são clássicas e por isso nossas teorias científicas devem
se basear em conceitos clássicos. Para que tenhamos acesso ao resultado de uma
medida, o aparato deve também ser clássico e não é possível responder como se dá
a interação entre aparato e sistema medido. Von Neumann tentou descrever o apa-
rato quanticamente [17], mas precisou impor a noção de colapso da função de onda,
um processo sem um mecanismo claro subjacente que não obedece a unitariedade
da equação de Schrödinger e que acontece sob efeito de uma medida. Embora o
algoritmo da mecânica quântica funcione no nível prático e nos forneça previsões
(probabilísticas) de experimentos em laboratório, enfrentamos um problema concei-
tual gravíssimo ao tentar aplicar esta teoria ao Universo em sua totalidade. Não há
neste contexto uma noção de ambiente clássico externo ou de observadores, e não
podemos usar nossas medidas para explicar um processo do qual somos resultado.
Ou seja, tendo em vista o objetivo da construção de uma cosmologia quântica, a
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

formulação da teoria quântica a ser adotada é essencial e está claro que a visão de
Copenhague não é uma escolha consistente.

Neste trabalho utilizaremos a teoria quântica de de Broglie-Bohm para tratar
a evolução das perturbações primordiais. Sua origem remonta aos trabalhos de
de Broglie na década de 1920 [18], e foi aprimorada por D. Bohm na década de
1950 [19]. Trata-se de uma teoria ontológica, isto é, supõe a realidade física dos
objetos que descreve e está livre do problema da medida, como veremos adiante.
Assim, é uma teoria que pode ser aplicada ao estudo do Universo do ponto de
vista quântico consistentemente. Mostraremos que a evolução das perturbações no
cenário inflacionário se aproxima da evolução clássica no regime esperado (para
comprimentos de onda que crescem além do raio de Hubble durante a inflação) e o
espectro de potência calculado utilizando a descrição Bohmiana fornece o resultado
calculado através de valores esperados usuais.

Como dito anteriormente, a teoria inflacionária prevê condições iniciais naturais
para a evolução de estruturas e é com essas previsões que poderíamos testá-la mesmo
que indiretamente. Assim, se uma outra teoria for capaz de oferecer as mesmas
condições iniciais, não poderíamos em princípio descartá-la. Além disso, a inflação
não se propõe a resolver o problema da singularidade inicial. No sentido de tratar
esta questão, modelos com ricochete (que apresentam uma transição de uma fase
de contração para uma fase de expansão sem singularidade) têm sido estudados e
podem de fato levar a previsões consistentes com as observações [20]. Os primeiros
modelos com ricochete surgiram no final da década de 70 [21] e começo da década de
80 [22]. O ricochete pode ser causado por modificações da Relatividade Geral, por
conteúdos materiais que não satisfazem as condições de energia ou por geometrias
nas quais não é possível construir uma folheação global com um tempo cosmológico
bem definido5. Neste trabalho aplicaremos a teoria Bohmiana em um modelo onde
o ricochete é causado por efeitos da quantização da geometria, em uma abordagem à
la Wheeler-DeWitt. Mostraremos que também neste contexto a transição quântico-
clássica das perturbações é um processo bem definido e a fase de ricochete não altera
a evolução destas perturbações para o regime clássico.

5Estas são condições que violam as hipóteses dos teoremas de singularidade [23], que afirmam
que (dadas as hipóteses) as singularidades são inevitáveis na teoria da Relatividade Geral.
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Este trabalho está dividido da seguinte maneira: no capítulo 2 apresenta-se uma
descrição da teoria de de Broglie-Bohm onde tentou-se, além de desenvolver a for-
mulação matemática básica, tratar os conceitos mais importantes envolvidos nesta
abordagem. O capítulo 3 trata das perturbações cosmológicas, desde sua descrição
clássica até sua quantização. Fornecemos também uma breve análise do cenário
inflacionário e seguimos dando um panorama das visões presentes na literatura que
tentam explicar o problema da transição quântico-clássica, juntamente com suas
lacunas. O capítulo 4 se concentra nos resultados obtidos, a saber, a descrição das
perturbações dentro da teoria Bohmiana, tanto no cenário inflacionário como em
um modelo com ricochete. Mostramos também que a evolução se mantém con-
sistente quando utilizamos outros estados iniciais que não o estado de vácuo para
a variável de Mukhanov-Sasaki. No capítulo 5 apresentamos as conclusões e um
possível caminho a seguir na direção de testar a teoria Bohmiana no contexto do
Universo primordial. Por fim, apresentamos um apêndice com uma descrição básica
do processo de descoerência, necessário para entender com clareza as críticas feitas
no capítulo 3.

É importante ressaltar que neste trabalho utilizaremos os nomes “teoria Boh-
miana”, “teoria causal” e “teoria de de Broglie-Bohm” indistintamente. O uso das
contantes de maneira explícita ou o uso do sistema natural, em que faz-se as cons-
tantes c = ~ = G = 1, será conforme a conveniência ao longo do texto, sendo que
deixaremos esta informação clara quando necessário. A assinatura adotada para a
geometria será (+, −, −, −).
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Capítulo 2

A Teoria de de Broglie-Bohm

Does this mean that my observations become real only when I observe an observer
observing something as it happens? This is a horrible viewpoint. Do you seriously

entertain the thought that without observer there’s no reality? Which observer?
Any observer? Is a fly an observer? Was there no reality before 109 B.C. before life
began? Or are you the observer? Then there’s no reality to the world after you are

dead? I know a number of otherwise respectable physicists who have bought life
insurance. By what philosophy will the universe without men be understood?

Richard Feynman [24]

Segundo a interpretação de Copenhague da mecânica quântica [25], que usu-
almente nos é ensinada na graduação, o resultado de um processo quântico se dá
entre inúmeras possibilidades ou potencialidades do sistema com o colapso da fun-
ção de onda, sob o efeito de uma medida. Por outro lado, de acordo com N. Bohr
[16], o aparato de medida deve necessariamente ser clássico pois nossas mentes são
clássicas, e assim toda teoria científica deveria ser descrita em termos de conceitos
clássicos. A interação entre o aparato de medida e o sistema quântico sendo me-
dido seria impossível de ser analisada por princípio e então o postulado do colapso
se tornaria irrelevante. Esta conclusão o levou ao princípio da complementaridade,
o qual diz que o mundo quântico se caracteriza pela impossibilidade de se aplicar
determinados conceitos clássicos simultaneamente, isto é, evidências obtidas sob di-
ferentes condições experimentais não podem ser compreendidas dentro de uma única
estrutura, mas devem ser consideradas como complementares. Em ambos os casos,
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CAPÍTULO 2. A TEORIA DE DE BROGLIE-BOHM

temos uma situação em que existem dois mundos completamente distintos ao invés
de um único, conectados por um processo inexplicável ou explicado através de um
processo que não obedece a unitariedade das equações de movimento [26]. Com
estas visões, outros pontos fundamentais surgem: o que exatamente qualifica um
observador ou uma medição? Onde está a fronteira entre estes dois domínios? Não
existe realidade sem que haja medidas? Essa situação é ainda mais grave no con-
texto cosmológico, onde o sistema a ser tratado é a totalidade do universo, sem um
contexto clássico externo à ele. Neste capítulo apresentamos a teoria do movimento
de de Broglie-Bohm, uma teoria ontológica na qual o problema da medida não se
coloca e é possível construir uma cosmologia quântica consistente.

2.1 A Teoria da Onda Piloto

Em 1924, com sua tese de doutorado, Louis de Broglie dá inicio à construção
de uma nova forma de dinâmica, a teoria da onda piloto, que foi publicada em
1927 e amplamente discutida no congresso de Solvay, neste mesmo ano [15]. Nesta
teoria a primeira lei de Newton foi abandonada e substituída por um novo postulado
segundo o qual um corpo movendo-se livremente segue uma trajetória ortogonal às
superfícies de fase constante de uma onda “guia” associada. O objeto material passa
a ter velocidade determinada por essa onda, e tem sua trajetória dada através de
uma equação de primeira ordem, e não mais através de uma lei para a aceleração,
como na teoria Newtoniana. Consideremos como exemplo um sistema quântico de N
partículas não relativísticas em 3 dimensões, por simplicidade, com vetores posição
xi, i = 1, 2, ..., N . Segundo a teoria de de Broglie, a dinâmica deste sistema é
determinada por duas equações diferenciais: a equação de Schrödinger

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ, (2.1)

sendo Ψ = Ψ(x1,x2, ...,xN , t) a onda que guia o sistema (a chamada onda piloto,
definida no espaço de configuração) juntamente com a equação

mi
dxi
dt

=
ji(x1,x2, ...,xN , t)

|Ψ(x1, ...,xN , t)|2
, (2.2)

onde xi(t) são as trajetórias das partículas e ji(x1,x2, ...,xN , t) é uma corrente quân-
tica associada à partícula i que deve satisfazer uma equação de conservação [27].

8



CAPÍTULO 2. A TEORIA DE DE BROGLIE-BOHM

Note que esta equação determina xi(t) em termos das posições de todas as outras
partículas do sistema. Esta é uma indicação de uma das características desta dinâ-
mica: a não-localidade. Note também que a equação (2.2) é um ingrediente extra
da teoria da onda piloto de de Broglie.

As posições das partículas xi(t) são vetores clássicos bem definidos para qualquer
instante de tempo e assumimos que possuem realidade objetiva. Para a completa
especificação do sistema, precisamos não apenas da onda piloto em um instante
inicial, precisamos também das posições iniciais de cada partícula do sistema. Estas
são variáveis adicionais às encontradas na interpretação usual de Copenhague. Como
não podemos determinar exatamente estas posições iniciais, atribuímos a elas uma
distribuição de probabilidade. De Broglie acabou por abandonar sua teoria pois não
conseguir explicar tanto o processo de medida quântica quanto dar sentido físico à
onda piloto Ψ.

Em 1952, D. Bohm [19] consegue desenvolver a teoria, aplicando esta nova
dinâmica ao próprio processo de medida, tratando o sistema considerado mais o
aparato de medida como um único sistema de N partículas. A configuração total
Q ≡ (x1, ...,xN) passa a definir tanto a posição do ponteiro como a configuração do
sistema medido. Esta abordagem é chamada mecânica Bohmiana. Bohm reconheceu
sua teoria como sendo uma teoria de variáveis “escondidas”, no sentido de que ha-
via variáveis que definiriam precisamente os resultados de cada processo de medida
individual mas de maneira tal que os detalhes seriam extremamente complicados e
incontroláveis. Segundo ele, estas variáveis seriam as posições iniciais das partículas
embora outros acreditem que a própria onda piloto seja a variável escondida, já que
apenas obtemos informações sobre ela através da observação do sistema quântico
associado [28].

Durante uma medida quântica, a função de onda inicial Ψ(Q, 0) evolui para
uma superposição Ψ(Q, t) =

∑
n cnΨn(Q, t) em termos de funções de onda Ψn que

se separam com respeito aos graus de liberdade do ponteiro, isto é, diferentes Ψn

terão superposição desprezível com respeito às diferentes posições do ponteiro, con-
siderando que o aparato de medida apresenta resolução suficiente para distinguir
diferentes medidas. A configuração final Q(t) poderá estar somente no suporte de
um “ramo” da superposição (Ψi, para um i fixo). Ou seja, não há um colapso da

9
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função de onda como em Copenhague, mas sim uma “redução” efetiva através da
trajetória do sistema total que entra em um dos ramos da superposição guiado pela
onda Ψi enquanto os outros ramos vazios continuam existindo embora não possamos
observá-los. Estes correspondem às ondas vazias. Logo, o postulado do colapso e a
presença de um observador clássico que realiza esse colapso através da observação
fazem-se desnecessários neste contexto.

Consideremos novamente o sistema de N partículas sem spin, por simplicidade.
Consideremos também uma Hamiltoniana com um termo cinético usual e um poten-
cial clássico arbitrário. A equação (2.1) na representação de coordenadas fica dada
por

i~
∂Ψ(Q, t)

∂t
=

[
−

N∑
i=1

~2

2mi

∇2
i + V (Q, t)

]
Ψ(Q, t). (2.3)

A corrente ji é expressa por

ji(Q, t) =
1

mi

Im[Ψ∗(Q, t)∇iΨ(Q, t)]. (2.4)

Escrevemos agora a função de onda na forma polar Ψ = R exp(iS) e obtemos duas
equações para as quantidades reais S e R a partir da equação (2.3),

∂S

∂t
+

N∑
i=1

(∇iS)2

2mi

+ V −
N∑
i=1

~2

2mi

∇2
iR

R
= 0 (2.5)

e
∂R2

∂t
+

N∑
i=1

∇i

(
R2∇iS

mi

)
= 0. (2.6)

Substituindo a expressão da corrente quântica na equação guia (2.2) ficamos com

pi ≡ mi
dxi(t)

dt
= ∇iS(Q, t) . (2.7)

A equação (2.5) é uma equação do tipo Hamilton-Jacobi para S, com uma quanti-
dade extra de natureza puramente quântica, o chamado potencial quântico

Q ≡ −
N∑
i=1

~2

2mi

∇2
iR

R
, (2.8)

que é responsável por mudar a trajetória da partícula relativamente àquela que seria
obtida no caso clássico. A equação (2.6) é uma equação de conservação do número de
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partículas se, para um sistema de N partículas com velocidades dadas pela equação
(2.7), R2(x1, ...,xN , t) = |Ψ(x1, ...,xN , t)|2 for a densidade de probabilidade dessas
N partículas estarem1 nas posições x1, ...,xN em um instante t. Se para um con-
junto de sistemas de N partículas não soubermos as posições iniciais das partículas
de cada membro deste conjunto, mas soubermos que inicialmente a densidade de
probabilidade P associada a estas quantidades é dada por

P (x1, ...,xN , 0) = |Ψ(x1, ...,xN , 0)|2, (2.9)

então, em um instante qualquer t, a equação (2.6) garante que a distribuição de
probabilidade para as posições será P = R2(t). Ou seja, para um conjunto de
sistemas com a mesma função de onda inicial Ψ(x1, ...,xN , 0) e com configuração
inicial distribuída de acordo com a regra (2.9), conhecida como regra de Born, a
distribuição estatística de resultados de medidas concordará com a teoria quântica
padrão. Este é o chamado estado de equilíbrio quântico e foi mostrado que |Ψ|2 é
o único funcional local da função de onda que é equivariante, isto é, mantém sua
foma funcional no tempo [29].

Inicialmente postulava-se a regra (2.9) para a concordância com a teoria usual e
Ψ possuíria então um papel duplo na teoria: ela forneceria a dinâmica do sistema
através da relação guia (2.7) e, secundariamente, forneceria a estatística da distri-
buição de posições iniciais para um conjunto de sistemas. Mais tarde percebeu-se
que a regra de Born pode ser obtida dentro da teoria de de Broglie-Bohm sem ne-
nhum postulado adicional, como foi mostrado em [30]: sistemas fora do equilíbrio
rapidamente sofrem relaxação para o estado de equilíbrio apenas como consequência
das equações de movimento. Esta demonstração é análoga àquela do teorema H da
mecânica estatística [31].

Desta maneira, vemos que a função de onda Ψ tem um papel puramente dinâmico
dentro da teoria da onda-piloto, e sua atribuição estatística é apenas efetiva. A
obtenção da regra de Born apresenta, além da economia de axiomas, a possibilidade
de distinção entre esta teoria e a teoria quântica usual, como veremos adiante.

Em resumo, as equações (2.1) e (2.2) definem uma dinâmica determinística tal
1Estarem de fato, e não apenas “serem encontradas”, como dito em [28], p. 68: “the ‘probability

of finding’ is a special case of the ‘probability of being’ ”.
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que, dada uma função de onda inicial Ψ(Q, 0) e uma configuração inicial Q(0) =

(x1(0), ...,xN(0)), a equação (2.2) juntamente com (2.1) determinam a trajetória
Q = (x1(t), ...,xN(t)) subsequente do sistema. Possíveis trajetórias não podem se
cruzar dado que ∇iS é uma função injetora das posições. Além disso, estas trajetó-
rias não passam por pontos onde |Ψ|2 = 0 (pontos nodais) pois a probabilidade de
encontrar o sistema nestes pontos é nula.

Derivando a equação (2.7) e utilizando a equação (2.5) chegamos a equação de
segunda ordem

mi
d2xi(t)

dt2
= −∇i(V +Q) . (2.10)

Para Bohm, esta era a equação fundamental da teoria, a equação (2.7) era vista
como um vínculo para os momenta iniciais, que poderia em princípio ser relaxado,
enquanto que para de Broglie a equação guia de primeira ordem era fundamental, e
representava a unificação dos princípios de Fermat e Maupertuis2.

O conceito de trajetória Bohmiana fica claro quando analisamos o experimento de
interferência de fenda dupla, que foi desenvolvido numericamente em [32]. A função
de onda inicial considerada foi uma superposição de duas gaussianas centradas uma
em cada fenda. A fase da função de onda evoluída temporalmente foi utilizada na
equação guia para o cálculo das trajetórias das partículas emitidas, cujas posições
iniciais encontravam-se distribuídas de acordo com as gaussianas da superposição
inicial. As trajetórias são mostradas na figura 2.1. O padrão de interferência gravado
no anteparo é exatamente o esperado, no entanto, podemos dizer por qual fenda a
partícula passou sabendo apenas sua posição final, já que a trajetória não pode
cruzar a linha horizontal que passa pelo centro do aparato (ali, a probabilidade de
encontrar a partícula é nula).

O padrão observado é devido à informação carregada pela função de onda e
transmitida à partícula, o que inclui dados como o tamanho das fendas, a presença de
detetores, etc. O potencial quântico é tal que, exercendo uma força sobre a partícula,
faz com que ela se mova para certas regiões (faixas brilhantes) em detrimento de
outras (regiões escuras), de acordo com o padrão da figura 2.2. Na prática não
podemos medir estas trajetórias individualmente, como veremos adiante, mas vemos
que o conceito de trajetória faz sentido na teoria quântica bohmiana, ao contrário da

2Uma discussão detalhada desta questão pode ser encontrada na referência [15], cap. 2.
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Figura 2.1: Trajetórias da experiência de fenda dupla com uma distribuição gaussi-
ana de posições iniciais (figura retirada da Ref. [32]).

Figura 2.2: Potencial quântico para a experiência de fenda dupla vista a partir do
anteparo (figura retirada da Ref. [32]).
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visão ortodoxa que afirma que nem sequer podemos perguntar o que acontece entre
as fendas e o anteparo, impondo um entendimento limitado do fenômeno quântico
por princípio.

2.2 Contextualidade e Realidade

A posição é a única propriedade intrínseca da partícula na teoria de de Broglie-
Bohm, pois é definida independentemente da função de onda. Todas as outras
quantidades são dependentes do contexto. Isto acontece porque Ψ(Q, t) vai depender
do conjunto de parâmetros que caracterizam o ambiente no qual a onda se encontra;
por exemplo, a largura de cada fenda e a distância entre as fendas no experimento
de interferência de fenda dupla citado anteriormente. Uma escolha diferente de
parâmetros implicará em diferentes valores da função de onda em cada ponto no
espaço-tempo, não somente aqueles pontos próximos aos objetos físicos com os quais
os parâmetros estão associados. O campo Ψ tambem dependerá de características da
partícula como a massa, a carga, etc., ou seja, mesmo que a partícula seja um objeto
localizado no espaço, a função de onda dependerá destes parâmetros em todos os
pontos do espaço. A Teoria de de Broglie-Bohm é, portanto, contextual (assim como
a mecânica quântica usual). O princípio da incerteza surge como uma contingência
da teoria, uma impossibilidade experimental de não afetar o sistema medido já que
qualquer interação com o aparato de medida afetará Ψ em todos os pontos do espaço
e este, por sua vez, afetará o sistema mudando o valor real da quantidade medida.
No entanto, diferentemente da teoria usual, este não é um princípio fundamental,
uma característica intrínseca ao mundo microscópico que não pode nunca ser violado
(veremos adiante como possíveis situações permitiriam essa violação).

Uma outra característica fundamental da teoria é que se trata de uma teoria
ontológica, ou seja, descreve “coisas” que existem independentemente de observação,
não meramente potencialidades. A onda piloto também possui uma interpretação
diferente da usual: alguns autores [33, 28] acreditam que se trata um campo objetivo
real, mesmo que definida no espaço de configuração, e não apenas um objeto abstrato
ou onda de probabilidade. Mesmo as ondas vazias, que aparecem depois que a onda
se divide em ramos sem partículas, podem ser afetadas por um potencial externo e,
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se superpostas posteriormente com o ramo que contém a partícula, influenciarão o
subsequente movimento desta. Outros acreditam que seu papel é equivalente ao da
função lagrangiana ou hamiltoniana, isto é, atua apenas como uma lei física. Esta
visão é conhecida como nomológica [34].

Além de ontológica, a teoria do movimento de de Broglie-Bohm é tambem de-
terminista, como foi notado anteriormente. Ressaltamos que, no entanto, o deter-
minismo não é uma necessidade ontológica [35].

2.3 A (Não) Localidade e o (Não) Equilíbrio Quân-

tico

Na época de de Broglie não foi reconhecido que sua teoria da onda piloto era uma
teoria não local, como vimos através da equação (2.2)3, fato que foi somente notado
por Bohm no começo dos anos 50. Em 1964, Bell mostrou que algumas correlações
quânticas requeririam que qualquer que fosse a teoria de variáveis escondidas realista,
esta deveria ser não-local [36]. Mais tarde foi notado que mesmo a teoria quântica
usual é não local: a não-localidade parece ser uma característica fundamental da
natureza, embora escondida de uma maneira que parece inacessível [37].

Vimos anteriormente que para uma distribuição inicial de posições das partícu-
las dada de acordo com a regra de Born, as medidas são na prática limitadas pelo
princípio da incerteza. Estaríamos então confinados a uma situação em que a teoria
quântica do movimento de de Broglie-Bohm não poderia ser testada experimen-
talmente. No entanto, a teoria causal engloba a teoria quântica usual como uma
restrição (validade do equilíbrio quântico) de uma física mais abrangente, aquela
onde a não localidade permite a transmissão de sinais superluminais para sistemas
emaranhados, e onde o princípio da incerteza pode ser violado [33]. Isto seria pos-
sível pois poderíamos utilizar partículas fora do equilíbrio para realizar medidas em
sistemas comuns em equilíbrio; obteríamos assim medidas das trajetórias quânticas

3Para estados que podem ser escritos como produtos tensoriais, a equação guia é fatorada e cada
partícula do sistema é guiada por uma fase que só dependerá das coordenadas associadas a ela, o
que não acontece com estados emaranhados. Portanto é neste último caso que a não localidade se
manifesta.
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sem perturbar a função de onda.
Em outros termos, o equilíbrio, ou a situação onde as partículas estão inicial-

mente distribuídas de acordo com a regra de Born, não é uma exigência da teoria;
é o equivalente, para a teoria da onda piloto, ao estado de equilíbrio térmico para a
dinâmica clássica. O equilíbrio quântico não é uma lei, é uma contingência da teoria.
Neste estado, os efeitos não locais se anulam em média e, para todos os propósitos
práticos, não é possível emitir sinais superluminais. A impossibilidade de verificar
estes tipos de efeitos da não localidade nos leva a crer que chegamos ao equivalente
quântico da morte térmica do Universo, isso porque houve tempo suficiente para
que os subsistemas pudessem estar em contato e relaxar desde o período quente e
denso do universo primordial até a época atual.

Torna-se portanto de suma importância encontrar alguma situação onde o estado
de não equilíbrio ainda seja percebido como um teste para a teoria. Uma proposta
é apresentada em [38], onde a radiação cósmica de fundo em microondas (RCF)
poderia ser utilizada para medir traços do estado de não equilíbrio, situação pro-
vável para o universo primordial. No contexto inflacionário estes traços estariam
congelados nas perturbações cosmológicas de comprimentos de onda muito grandes
e seriam detectados como anomalias no espectro de potência da RCF, em particular,
com a quebra da invariância de escala das perturbações escalares.

2.4 A Teoria Quântica Relativística

A primeira questão importante no tratamento da teoria quântica relativística
é distinguir qual é o elemento de realidade objetiva (beable)4 inerente à teoria: as
partículas associadas aos campos ou os próprios campos? Neste caso, parece não
haver uma resposta única. No tratamento dos bósons, a boa escolha é atribuir
realidade aos campos [40]. A questão dos férmions ainda permanece aberta, embora
seja conhecido que a tentativa de formulação análoga aos bósons contenha problemas
[41]. Bohm, em [40], apenas sugere tratar os férmions como partículas que, em um

4O termo beable (be-able) foi criado por Bell em oposição ao termo “observável” (observ-able),
comumente utilizado na teoria usual da mecânica quântica [39]. Isto porque um elemento de
realidade objetiva não é necessariamente passível de ser observado ou medido.
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sistema de muitas partículas, estariam restritas a funções de onda antissimétricas.
Neste tratamento é necessário a introdução da ideia do mar de Dirac, isto é, todos
os estados de energia negativa no vácuo estariam preenchidos. Em [42], os elementos
de realidade objetiva considerados são apenas graus de liberdade bosônicos, dado
que os campos de matéria estão sempre acoplados (devido à simetria de calibre) com
estes campos. Os graus de liberdade fermiônicos são considerados neste caso como
propriedades da função de onda, da mesma maneira que Bell [43] tratou os graus de
liberdade relativos ao spin: num experimento de Stern-Gerlach, é a posição inicial
da partícula e sua trajetória subsequente que determinam a direção na qual ela sai
do aparato, não existe uma rotação intrínseca associada à ela.

Consideremos como ilustração o caso bosônico, com um campo escalar φ. Sua
densidade lagrangeana é dada por

L =
1

2
∂µφ∂

µφ+ V (φ) =
1

2
[φ̇2 − (∇φ)2] + V (φ). (2.11)

Consequentemente, temos a hamiltoniana expressa como

H =

∫
d3xH =

∫
d3x[πφ̇− L]. (2.12)

Para o procedimento de quantização utilizaremos a descrição funcional de Schrö-
dinger. Tratamos o campo φ e seu momentum conjugado π como operadores inde-
pendentes do tempo satisfazendo as regras usuais de comutação, a saber

[φ(x), π(x′)] = iδ(x− x′), (2.13)

sendo as demais relações nulas. Assim, na representação |φ(x)〉 onde o operador de
campo é diagonal, o momentum é representado pela derivada funcional −iδ/δφ. A
hamiltoniana se torna um operador que age sobre o objeto Ψ[φ(x), t] = 〈φ(x)|Ψ(t)〉
que é um funcional do campo e uma função do tempo.

Desta maneira, a equação de Schrödinger vem dada por

i~
∂Ψ(φ, t)

∂t
=

∫
d3x

1

2

[
−~2 δ

2

δφ2
+ (∇φ)2 + V (φ)

]
Ψ(φ, t). (2.14)

Esta é uma expressão formal que necessita de processos de regularização e renorma-
lização para estar bem definida [44]. Assumimos ainda que Ψ seja normalizada,∫

|Ψ|2Dφ = 1,
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onde Dφ é o produtório infinito Πxdφ(x) na variável contínua x.
Reescrevendo a função de onda na forma polar, obtemos as equações reais

∂S

∂t
+

∫
d3x

1

2

[
−~2

(
δS

δφ

)2

+ (∇φ)2 + V (φ)

]
+Q = 0 (2.15)

e
∂R2

∂t
+

∫
d3x

δ

δφ

(
R2 δS

δφ

)
= 0, (2.16)

com o potencial quântico dado por

Q[φ, t] = − ~2

2R

∫
d3x

δ2R

δφ2
.

Esta última expressão também necessita de um procedimento de regularização para
se tornar consistente.

Assumindo que o campo φ possui um valor bem definido para todo x e para
cada valor de t, qualquer que seja o estado Ψ, postulamos que sua evolução é dada
através da equação guia, de maneira análoga ao caso não relativístico,

∂φ(x, t)

∂t
=
δS[φ(x), t]

δφ(x)

∣∣∣∣
φ(x)=φ(x,t)

. (2.17)

Derivando funcionalmente a equação (2.15) e substituindo (2.17), obtemos a
equação de segunda ordem

�φ(x, t) = −δV [φ, t]

δφ
− δQ[φ, t]

δφ
, (2.18)

ou seja, a evolução do campo escalar pode ser tanto não linear quanto não local
mesmo na ausência de autointeração, devido à presença do potencial quântico no
lado direito desta última equação. São estas as propriedades que induzem as trocas
quânticas de energia. A evolução clássica se dá quando a força quântica δQ

δφ
se torna

desprezível com relação à força clássica ao mesmo tempo em que Q→ 0, conforme
veremos na próxima seção.

É importante notar que a invariância de Lorentz é quebrada ao nível de eventos
individuais. Esta quebra se dá devido à caracterização dependente de estado dada
aos sistemas quânticos5. No entanto, as propriedades observáveis dos campos são

5Note que a variável t aparece sozinha no lado direito da equação (2.18). Isto é devido ao fato
de que o formalismo de Schrödinger é construído em um referencial privilegiado no qual o operador
de campo é independente do tempo mas a função de estado não.
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estatísticas, estando contidas nos valores esperados

〈Ψ|Â|Ψ〉 =

∫
Ψ∗[φ]ÂΨ[φ]Dφ, (2.19)

ou seja, a covariância de Lorentz (assim como a localidade) é um efeito estatístico.

2.5 O Limite Clássico

Considerando a mecânica quântica como a teoria fundamental da qual a mecânica
clássica emerge, usualmente encontramos o argumento de que o limite clássico é
atingido quando toma-se o limite ~ → 0. Esta ideia apresenta vários problemas
conceituais e matemáticos, a começar pelo fato de que se esperamos descrever uma
teoria universal, o regime clássico deveria poder ser caracterizado sem fazer com
que uma constante fundamental tenha seu valor modificado. Além disso, tomar
um limite no qual ~ seja pequeno não possui um significado absoluto, já que seu
valor depende do sistema de unidades utilizado. O que podemos fazer em uma
primeira análise é compará-lo com quantidades que possuem a mesma dimensão
que a sua, especificando quais quantidades serão mantidas constantes durante o
processo do limite. De qualquer modo, não é óbvio que este procedimento resulte
em equações clássicas pois há várias sutilezas correspondentes ao domínio quântico
como a dependência do estado, ou a contextualidade.

Tratando a questão do ponto de vista matemático, o problema se resume a
encontrar as equações clássicas de movimento em um determinado limite. Olhando
a Eq. (2.5) somos tentados a achar que tomar o limite ~ → 0 é suficiente pois
neste caso o termo referente ao potencial quântico que está multiplicado por ~2 iria
a zero e cairíamos em uma equação de Hamilton-Jacobi clássica. Claro está que este
procedimento não é bem definido, dado que o próprio Q pode depender de ~. Se
assim não fosse, poderíamos ter tomado o limite ~→ 0 diretamente na equação de
Schrödinger, o que não faz sentido. Claro que ainda assim esperamos que de alguma
forma o limite clássico seja atingido quando o termo referente ao potencial quântico
seja desprezível em um certo sentido.

Do ponto de vista conceitual, no contexto da interpretação de Copenhague, a
pergunta se torna: de que maneira podemos passar de uma teoria na qual a função
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de onda representa somente um conhecimento estatístico do sistema para outra na
qual a matéria possui uma forma independente de nossa ciência a seu respeito?

Usualmente é dito que no limite em que a energia associada a um dado sistema
quântico deixa de ser discreta, ou no limite de grandes números quânticos, o limite
clássico é alcançado. No entanto, estas condições não são suficientes pois ainda
assim podemos ter o potencial Q 6= 0, do ponto de vista da teoria Bohmiana. Por
exemplo, no caso do átomo de hidrogênio, o limite de grandes números quânticos
implica em uma energia quase-contínua, isto é, a soma ou subtração de um quantum
não modifica de forma apreciável a energia total, segundo a relação6

En ∝
1

n2
.

Contudo, o elétron permanece estável no átomo, ao contrário do esperado classica-
mente.

Assim, a menos que seja possível obter leis de movimento típicas do dominio
clássico, não podemos afirmar que o limite clássico é atingido a partir da mecânica
quântica olhando apenas para o comportamento de determinadas quantidades como
a energia, por exemplo, no limite n→∞.

Os problemas apresentados acima não surgem na interpretação de de Broglie-
Bohm, que desde o começo lida com partículas e trajetórias e na qual probabilidades
referem-se a estados reais, e não meras potencialidades. A teoria Bohmiana oferece
uma descrição única que não separa a Natureza em domínios distintos, com uma
fronteira indefinida entre eles. Neste contexto, a dinâmica quântica coincidirá com a
dinâmica clássica quando a força quântica (−∇Q) se tornar irrelevante frente à força
clássica, ou seja, quando Q for aproximadamente constante ao longo da trajetória
da partícula.

Além disso, notemos que em mecânica quântica o zero da escala de energia é
definido como o zero do potencial clássico. Assim, devemos requerer que nas regiões
onde V → 0 tenhamos também Q → 0 no limite clássico. Com a consideração de
que Q deve ser constante, concluímos então que a condição

Q→ 0

6O átomo de hidrogênio segundo a teoria causal está descrito na Ref. [28], seção (4.5).
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nas regiões acessíveis ao sistema caracteriza completamente o regime no qual o limite
clássico é atingido, segundo a teoria Bohmiana da mecânica quântica.

É claro que além de ser numericamente desprezível (Q � outros tipos de ener-
gia da equação de Hamilton-Jacobi), o potencial quântico deve variar suavemente
(∇Q� ∇V ), e a expressão acima significa o limite nessas condições.

Em sistemas quânticos especiais que apresentam estados estacionários, a força
quântica é finita e em geral independente de ~. Nestes casos fica claro que o limite
~ muito menor que a ação clássica não é suficiente para obter o limite clássico. Este
é um exemplo de um sistema quântico sem contrapartida clássica. Ele foi utilizado
por Einstein como uma crítica à incompleteza da teoria quântica [45] e queria com
isto demonstrar que tal teoria não explica fatos reais individuais. As afirmações da
mecânica quântica, segundo Einstein, poderiam se referir somente a um ensemble
de sistemas igualmente preparados e não a propriedades individuais.

Estados estacionários surgem, por exemplo, em um sistema no qual uma partícula
está confinada em uma caixa. A função de onda correspondente é uma superposição
de ondas planas que apresenta interferência, devido à reflexão nas paredes da caixa.
Einstein acreditava que este sistema deveria apresentar um limite clássico quando
considerássemos sua contrapartida macroscópica, se a teoria quântica pretendesse
ser uma teoria física universal. A interpretação ortodoxa não é capaz de fornecer
esta descrição pois não atribui propriedades objetivas à matéria. A teoria causal
fornece uma solução em que velocidade da partícula na caixa é nula, ao contrário do
que se esperaria em uma situação clássica. Einstein conclui daí que a teoria quântica
é incompleta.

No entanto, a descrição segundo a teoria causal é consistente justamente pelo fato
de que este sistema não possui tal limite, contrariando a expectativa de Einstein.
Embora a energia se torne quase-contínua no regime de grandes números quânticos,
o potencial quântico permanece finito, contrariando a condição Q→ 0.
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Capítulo 3

Teoria de Perturbações Cosmológicas

e Origem das Sementes para

Formação de Estruturas

“The vacuum is a boiling sea of nothingness, full of sound and fury, signifying a
great deal.”

Anônimo [46]

Acredita-se que a formação de estruturas em grande escala do Universo teve
início com as pequenas inomogeneidades originadas a partir de flutuações quânti-
cas que foram ampliadas através de um processo inflacionário. Estas flutuações
possuiam amplitudes significativas somente em escalas próximas à de Planck que,
com a inflação, foram ampliadas até escalas galácticas mantendo suas amplitudes
aproximadamente inalteradas. Nas diversas descrições encontradas na literatura,
a passagem de um estado quântico simétrico para um estado assimétrico e essen-
cialmente clássico é assumido implicitamente. Esta transição das flutuações para
um regime em que se tornaram perturbações clássicas é, portanto, ainda não fun-
damentada. Neste capítulo descreveremos a teoria de perturbações cosmológicas, a
começar pela análise do modelo padrão da cosmologia na primeira seção. Na se-
gunda seção discutiremos o cenário inflacionário. Depois passaremos ao estudo das
perturbações clássicas na Relatividade Geral e à estatística associada. Analisare-
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mos também a quantização destas perturbações e por fim discutiremos os problemas
relacionados à transição quântico-clássico deste sistema.

3.1 O Modelo Padrão da Cosmologia

O modelo padrão, conhecido como Big Bang, propõe que o Universo, há aproxi-
madamente 14 bilhões de anos, possuía uma distribuição de matéria homogênea e
isotrópica a uma temperatura e densidade de energia altíssimas e desde então vem se
expandido e resfriando. Para abarcar o princípio cosmológico mencionado no Cap.
1, vamos supor uma folheação do espaço-tempo em hipersuperfícies 3-dimensionais
do tipo espaço, homogêneas e isotrópicas, tal que o Universo possa ser bem descrito
pela métrica

ds2 = c2dt2 − a2(t)γ
(3)
ij dx

idxj (3.1)

= a2(η)[dη2 − γ(3)
ij dx

idxj] , (3.2)

onde a é o fator de escala, c é a velocidade da luz no vácuo, γ(3)
ij representa a métrica

de seções espaciais 3-dimensionais de curvatura constante, t é o tempo cósmico e η
é o tempo conforme, tal que a(η)dη = cdt.

Para estudarmos a evolução temporal desta métrica, vamos assumir que a gra-
vitação é descrita pela Relatividade Geral, através das equações

Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν + Λgµν , (3.3)

onde κ = 8πG/c4, Rµν é o tensor de Ricci, R = gµνR
µν é o escalar de curvatura e Λ é

a constante cosmológica, vista como uma contribuição ao tensor momentum-energia
total e responsável pela expansão acelerada atual, não tendo papel significativo no
Universo primordial.

As simetrias assumidas impõem, por sua vez, restrições sobre o conteúdo material
Tµν do Universo. Definindo o projetor no 3-espaço como sendo

γµν = gµν − uµuν ,

onde uµ é o vetor normal às hipersuperfícies que satisfaz uµuµ = +1, temos que as
equações de Einstein levam às condições

γ[Tµν ] ∝ γµν , γ[Tµn] = 0, (3.4)
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onde o índice n representa projeção na direção normal, Tµn ≡ Tµνu
ν . Estas condições

implicam que o conteúdo material do Universo deve ser descrito através de um fluido
perfeito, que pode ser formado por várias componentes e cujo tensor momentum-
energia total é dado por

Tµν =
N∑
i=1

T (i)
µν = (ρT + pT )uµuν + pTgµν , (3.5)

onde ρT e pT são a densidade de energia e pressão totais, respectivamente, no refe-
rencial definido por uµ, e o índice i se refere a cada componente.

Deste modo, para o caso de um único fluido, Λ = 0 e métrica dada por (3.1), as
equações de Einstein se reduzem às de Friedmann, a saber

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p), (3.6)(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (3.7)

onde k = −1, 0,+1 se a seção espacial for aberta, plana ou fechada, respectivamente.
Nestas últimas equações tomamos c = 1 e o ponto representa derivada com respeito
ao tempo cósmico.

A essas equações somamos a conservação de energia, T µν ;µ = 0, proveniente da
identidade de Bianchi, o que resulta em

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0, (3.8)

onde H = ȧ/a é o parâmetro de Hubble. Essa equação implica que a densidade de
energia de um dado fluido evolui como

ρ = ρ0x
3(1+ω), (3.9)

onde x ≡ a0/a = 1 + z e z é a função de deslocamento para o vermelho (redshift),
e o índice ‘0’ representa o valor atual da quantidade. Na equação acima estamos
considerando fluidos barotrópicos, isto é, aqueles para os quais a pressão só depende
da densidade de energia, tal que a equação de estado ω = p/ρ é uma constante.

Definimos um parâmetro adimensional Ω0 como sendo

Ω0 ≡
8πGρ0

3H2
0

, (3.10)
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que expressa a razão entre a densidade de energia atual do fluido e a densidade
crítica ρc ≡ 3H0/(8πG) que corresponde à densidade de energia total no caso de um
universo plano. Quando há mais de um fluido presente, temos Ω =

∑
i Ω(i).

Considerando a existência de diferentes componentes para o conteúdo material
do universo, vamos assumir que cada um deles evolui de maneira independente, isto
é, não há troca de energia entre eles. Assim, a Eq. (3.8) vale separadamente para
cada um destes componentes. A radiação, para a qual ω = 1/3, é dominante quando
o fator de escala é pequeno. A medida em que o Universo se expande, a matéria
(ω ≈ 0) passa a ter contribuição maior para a densidade de energia. A partir de
um dado momento, uma componente escura de energia, com densidade de energia
aproximadamente constante (ω ≈ −1), passa a ser mais importante. Portanto, de
acordo com a equação (3.9), distinguimos três fases dinamicamente diferentes na
história da expansão do Universo:

• z & zeq ∼ 104: época dominada pela radiação, tal que a(t) ∝ t1/2;

• zeq & z & zΛ: época dominada pela matéria, tal que a(t) ∝ t3/2;

• z . zΛ: época dominada pela “energia escura”;

onde zeq representa o momento da igualdade entre matéria e radiação.

3.2 Teoria Inflacionária

A inflação é definida como um período de expansão acelerada do Universo, onde a
presença de fluidos que violam a condição de energia forte causa uma força repulsiva
[10, 47]. Considerando que o Universo é homogêneo e isotrópico (em grandes es-
calas), podemos descrevê-lo pela métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
dada pela Eq. (3.1) e pelas equações de Friedmann. De acordo com a equação
(3.6), uma expansão acelerada (ä > 0) só será possível para fluidos que obedeçam
ρ + 3p < 0. Uma fase como essa, no passado remoto do Universo, pode amenizar
diversos problemas do modelo padrão ou mesmo resolvê-los [48]. Brevemente, po-
demos citar o problema do horizonte, que está diretamente ligado ao problema da
homogeneidade. Segundo medidas da radiação cósmica de fundo em micro-ondas
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(RCFM) o Universo é praticamente homogêneo (a menos de pequenas perturbações
da ordem de 10−4 na densidade de energia, como veremos logo adiante). Isso implica
a necessidade de um ajuste muito fino, no qual um número muito grande de regiões
desconectadas causalmente teriam que estar à mesma temperatura. Este problema,
referente ao horizonte, é resolvido pois o mecanismo inflacionário permite que uma
região muito menor, e portanto conectada causalmente, tenha sido ampliada signi-
ficativamente. Este cenário permite que a homogeneização tenha ocorrido, embora
não ofereça um mecanismo que efetivamente a cause.

Um outro problema que é resolvido diz respeito ao fato de observarmos hoje um
Universo praticamente plano, ou seja, ΩT ≈ 1, de acordo com (3.10). Porém, se o
Universo esteve sempre desacelerando, |ΩT − 1| tenderia sempre a crescer. O ajuste
no valor inicial desse parâmetro teria que ser enorme para que hoje ΩT continuasse
próximo de 1. Contudo, se o Universo passou por um período inflacionário, qualquer
que tenha sido o valor de Ω inicialmente, este estaria hoje em um valor próximo
ao medido. Claro que para que isso aconteça a inflação tem que ter durado uma
quantidade de tempo suficiente. Este tempo de duração do período inflacionário
é medido através do parâmetro N (número de e-folds), definido como o logaritmo
da razão do fator de escala no fim da inflação pelo fator de escala no início dela,
N = ln (af/ai). É possível mostrar, sob certas condições, que são necessários no
mínimo 60 e-folds para que os problemas citados acima sejam de fato resolvidos
[49].

A maneira mais simples de gerar uma fase acelerada é através de um campo
escalar real (comumente chamado de inflaton), com ação dada por

S = −
∫
d4x
√
−g
[

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ+ V (ϕ)

]
. (3.11)

Através da variação desta expressão com relação à métrica, obtemos o tensor momentum-
energia,

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµν
[

1

2
gαβ∂αϕ∂βϕ+ V (ϕ)

]
. (3.12)

A densidade de energia e a pressão para um observador comóvel com o campo
(considerado homogêneo por hipótese), para o qual a quadrivelocidade se escreve
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como uµ = δµ0 , são dadas pelas relações1

ρ ≡ Tµνu
µuν = T 0

0 =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ), (3.13)

e
p ≡ −1

3
Tijγ

ij =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ). (3.14)

A equação de movimento para este campo é a equação de Klein-Gordon, obtida
variando-se a ação com respeito a ϕ, que no contexto de FLRW lê-se

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
dV

dϕ
= 0. (3.15)

Assim, a dinâmica do campo escalar na geometria de FLRW fica dada pela equação
acima juntamente com as equações de Friedmann (3.6) e (3.7), sendo que uma destas
últimas pode ser escrita em termos das outras duas, sendo portanto redundante.
No entanto, a dinâmica dada acima nem sempre gera uma expansão acelerada.
Este comportamento surge, por exemplo, se assumirmos que a energia cinética é
desprezível com respeito à energia potencial2, ou seja,

V (ϕ)� 1

2
ϕ̇2. (3.16)

Este é o regime conhecido como rolamento lento (slow-roll), no qual o campo “desce”
lentamente o potencial pois a velocidade do campo é baixa e o termo de fricção da
equação (3.15) domina o termo ϕ̈. Podemos então definir 2 parâmetros que darão a
validade deste regime:

ε =
3ϕ̇2/2

ϕ̇2/2 + V (ϕ)
= − Ḣ

H2
, (3.17)

e
δ = − ϕ̈

Hϕ̇
= − ε̇

2Hε
+ ε. (3.18)

As condições de rolamento lento serão satisfeitas se ε e δ forem muito menores que
1 e se ξ ∼ O(ε2, δ2, εδ).

1O campo de velocidades comóvel com o fluido é dado por uµ = ∂µϕ/(
√
gαβ∂αϕ∂βϕ). A hipótese

de homogeneidade implica que ∂iϕ = 0. Lembrando que g00 = 1, chegamos a uµ = δµ0 .
2Há diversos tipos de potenciais possíveis que são capazes de gerar um mecanismo inflacionário,

para detalhes veja o artigo de revisão em [48].
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As equações de movimento (Friedmann e Klein-Gordon) podem ser reescritas em
termos dos parâmetros definidos acima como

H2 =
κV

3− ε
, ϕ̇ = − 1

(3− δ)H
V,ϕ(ϕ), (3.19)

e resultam, para o regime de rolamento lento, em

H2 ' κ

3
V (ϕ) +O(ε), ϕ̇ ' 1

3H
V,ϕ(ϕ) +O(δ), (3.20)

onde V,ϕ representa a derivada do potencial com respeito ao campo ϕ. Nesta apro-
ximação, podemos reescrever os parâmetros de rolamento lento em termos do po-
tencial, a saber

ε '
m2
pl

16π

(
V,ϕ
V

)2

, δ '
m2
pl

16π

(
V,ϕ
V

)2

+
m2
pl

8π

V,ϕϕ
V

, (3.21)

onde mpl =
√

1/8πG é a massa de Planck reduzida.
O fim da inflação se dá quando as condições de rolamento lento deixam de ser

válidas. A partir daí começa o período em que praticamente toda a matéria do
Universo será criada e a temperatura voltará a aumentar (a expansão exponencial
faz com que a temperatura do Universo caia drasticamente durante a inflação). O
campo ϕ atinge o mínimo do potencial e começa a oscilar em torno deste ponto. É
iniciado um regime não perturbativo de ressonância paramétrica no qual o campo
inflaton começa a decair em partículas ultra-relativísticas, o chamado período de
pré-aquecimento [50]. Esta nomenclatura é devido ao fato de que neste ponto o
equilíbrio térmico ainda está longe de se estabelecer. O processo de reaquecimento
continua com a amplitude de oscilação do inflaton diminuindo gradualmente e seu
decaimento em outras partículas. O equilíbrio é alcançado ao fim do processo e
então o Universo passa a evoluir de maneira esperada em uma era dominada pela
radiação. Qualquer modelo inflacionário precisa apresentar essa saída suave (graceful
exit) para a fase dominada pela radiação para estar em concordância com os dados
já bem estabelecidos do modelo padrão. No entanto, os detalhes destes processos
são altamente dependentes do modelo inflacionário específico.

O quadro acima descrito é conhecido como inflação fria (cold inflation). Uma
alternativa possível é o cenário de inflação morna (warm inflation) [51], na qual
efeitos dissipativos devido ao acoplamento do inflaton com outros graus de liberdade
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são levados em consideração durante a expansão acelerada. Neste caso, radiação é
produzida ao longo de toda a expansão inflacionária e há transferência de energia
entre estas duas componentes, de tal maneira que flutuações térmicas na radiação
são transferidas ao campo escalar e se tornam a principal fonte para as perturbações
primordiais. Este modelo pode ser testado frente ao modelo de inflação fria pois
produz não-gaussianidades na radiação cósmica de fundo.

3.3 Teoria de Perturbações Cosmológicas na Rela-

tividade Geral

O Universo observável claramente não é homogêneo e isotrópico, afinal podemos
ver estruturas complexas como galáxias, aglomerados, etc., que não são descritos
por uma métrica do tipo FLRW. Por outro lado, as medidas da RCFM mostram
que o desvio desta configuração era pequeno na época do desacoplamento de fó-
tons e bárions e isso nos sugere realizar um tratamento perturbativo. Este trata-
mento perturbativo em cosmologia foi implementado pela primeira vez por Lifshitz
e Khalatnikov [52]. Existem ao menos dois formalismos na literatura; um deles está
descrito em [53] baseado no formalismo quase-maxwelliano da RG [54]. Vários tra-
balhos foram feitos seguindo esta linha, veja por exemplo as refs. [55, 56, 57]. Neste
trabalho seguiremos o formalismo desenvolvido em [58]. A equivalência entre estas
duas descrições para perturbações escalares nos modelos de Friedmann foi mostrada
em [59].

Inomogeneidades na distribuição de matéria induzem perturbações na métrica.
Assim, em primeira ordem,

ds2 =
[
g

(0)
αβ + δgαβ(xγ)

]
dxαdxβ. (3.22)

Assumiremos a métrica de fundo dada por

g
(0)
αβdx

αdxβ = a2(η)[dη2 − δijdxidxj], (3.23)

onde colocamos k = 0 e utilizamos o tempo conforme.
A quantidade δgαβ pode ser caracterizada por três tipos distintos de perturba-

ções: escalar, vetorial e tensorial. Enquanto permanecermos no regime linear, estas
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perturbações se desacoplam e, portanto, podem ser estudadas separadamente. A
componente δg00 se comporta como um escalar sob rotações tridimensionais, logo
podemos escrevê-la como

δg00 = 2a2φ,

onde φ é uma quantidade escalar definida no 3-espaço. As componentes δg0i podem
ser decompostas como

δg0i = a2(B,i +Si),

onde B é um escalar e Si é um vetor que só contem parte transversa, isto é, ∂iSi = 0.
Já as componentes δgij se comportam como um tensor (simétrico) sob rotações em
3 dimensões, logo podemos decompô-las como

δgij = a2(2ψδij + 2∂i∂jE + ∂jFi + ∂iFj + hij).

Vamos nos restringir às perturbações escalares, que são as responsáveis pela
formação de estruturas no Universo3. Neste caso, temos quatro funções que carac-
terizarão a métrica perturbada, que é então escrita como

ds2 = a2(η){(1 + 2φ)dη2 + 2(∂iB)dxidη − [(1− 2ψ)δij + 2∂i∂jE]dxidxj}. (3.24)

Partimos da suposição de que o modelo de fundo é FLRW e de que a perturbação
δgµν é pequena. A maneira como é feita a correspondência entre os pontos da
variedade de fundo e a variedade perturbada é arbitrária: esta é a chamada liberdade
de calibre da teoria. Esta liberdade pode ser traduzida em termos da invariância da
Relatividade Geral (RG) sob transformações de coordenadas e pode fazer com que
perturbações fictícias apareçam, relativas apenas ao sistema que é utilizado para
o modelo perturbado, mantendo as coordenadas do modelo de fundo fixas (uma
análise detalhada desta questão pode ser encontrada em [60]).

Consideremos então uma transformação infinitesimal de coordenadas, xα → xα+

ξα, com ξα ≡ (ξ0, ξi). Podemos decompor a parte espacial deste vetor em uma
3As perturbações vetoriais estão relacionadas a movimentos de rotação do fluido. São modos

que decaem muito rapidamente (para grandes comprimentos de onda) e que por isso não são de
muito interesse em cosmologia. As perturbações tensoriais descrevem as ondas gravitacionais, que
são os graus de liberdade do campo gravitacional. Elas não induzem perturbações no fluido perfeito
no regime linear. Para uma descrição detalhada destas questões veja, por exemplo, a referência
[47].
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parte transversa e outra longitudinal, ξi = ξi⊥ + ζ ,i. Assim, as funções escalares se
transformam da seguinte maneira,

φ̃ = φ− 1

a
(a ξ0)′, B̃ = B + ζ ′ − ξ0,

ψ̃ = ψ +
a′

a
ξ0, Ẽ = E + ζ. (3.25)

onde ′ representa derivada com respeito ao tempo conforme. As funções ζ e ξ0

podem ser escolhidas de forma a anular duas das quatro funções escalares, de tal
maneira que nos resta apenas dois graus de liberdade para as perturbações escalares.
Podemos ainda construir duas quantidades invariantes a partir destas últimas e estas
quantidades vão gerar o espaço das perturbações físicas. As combinações invariantes
de calibre mais simples que podemos montar são os chamados potenciais de Bardeen

Φ(η,x) ≡ φ− 1

a
[a(B − E ′)]′ , Ψ(η,x) ≡ ψ +

a′

a
(B − E ′). (3.26)

Se estas quantidades forem nulas, elas o serão em qualquer outro sistema de coor-
denadas e possíveis perturbações da métrica serão fictícias.

Para a densidade de energia de um fluido perfeito, a variável invariante de calibre
que caracteriza a perturbação é

δ̃ρ = δρ− ρ′0(B − E ′). (3.27)

Para as 4-velocidades do fluido que, dada uma folheação em 3-espaços homogêneos,
se escrevem como uα = (a, 0, 0, 0), temos que as variáveis invariantes de calibre que
descrevem δuα são dadas por

δ̃u0 = δu0 − [a(B − E ′)]′, δ̃ui = δui − a(B − E ′),i. (3.28)

Se o conteúdo material do universo for um campo escalar, este campo perturbado
será expresso como ϕ(η) + δϕ(x, η), e a quantidade invariante de calibre associada
à perturbação será dada por

δ̃ϕ(η,x) = δϕ− ϕ′(B − E ′). (3.29)

Podemos também fixar o calibre e trabalhar com sistemas de coordenadas es-
peciais, escolhendo as funções ξ0 e ζ. Uma das escolhas mais utilizadas é o cha-
mado calibre Newtoniano (ou longitudinal, representado por l), no qual define-se
El = Bl = 0.
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Consideremos então a RG com um tensor momentum-energia associado a um
campo escalar como fonte. Para o tratamento perturbativo devemos linearizar as
equações de Einstein que, em primeira ordem, resultam em

δGα
β = κδTαβ . (3.30)

No entanto, δG e δT não são invariantes de calibre. Para tratar esta questão, pode-
mos usar as perturbações da métrica e do campo para construir quantidades invari-
antes e então reescrever a equação acima de maneira independente de coordenadas,
ou seja, em termos dos potenciais Φ e Ψ e da variável δ̃ϕ.

Para o campo escalar, as perturbações invariantes de calibre do tensor momentum-
energia são

δ̃T
0

0 = δ̃ρ = −ϕ′2Φ + ϕ′ δ̃ϕ
′
+ a2 V,ϕ δ̃ϕ, (3.31)

δ̃T
0

i =
1

a
(ρ0 + p0)δ̃ui =

1

a2
(ϕ′ δ̃ϕ),i, (3.32)

δ̃T
i

j = −δ̃p δij = [−ϕ′2 Φ + ϕ′ δ̃ϕ
′
− a2 V,ϕ δ̃ϕ]δij, (3.33)

onde as quantidades δ̃ρ e δ̃u (invariantes de calibre) estão dadas pelas equações
(3.27) e (3.28), respectivamente. De maneira análoga construímos as quantidades
invariantes δ̃G

α

β .
Através da componente i − j da equação de Einstein, δ̃G

α

β = κδ̃T
α

β , dado que
para o campo escalar δT ij = 0 para i 6= j, obtemos

Φ = Ψ.

As outras componentes da equação (3.30) resultam em

∇2Φ− 3H(Φ′ +HΦ) =
κ

2
a2(−ϕ′2Φ + ϕ′δ̃ϕ

′
+ a2V,ϕ δ̃ϕ), (3.34)

HΦ + Φ′ =
κ

2
ϕ′ δ̃ϕ, (3.35)

Φ′′ + 3HΦ′ + (2H′ +H2)Φ =
κ

2
a2(−ϕ′2Φ + ϕ′δ̃ϕ

′
− a2V,ϕ δ̃ϕ), (3.36)

onde H = a′/a.
Subtraindo a equação (3.34) da equação (3.36) e usando a equação de vínculo

(3.35) para escrever δ̃ϕ em termos de ϕ e Φ, obtemos

Φ′′ −∇2Φ + 2

(
H− ϕ′′

ϕ′

)
Φ′ + 2

(
H′ −Hϕ

′′

ϕ′

)
Φ = 0. (3.37)

32



CAPÍTULO 3. TEORIA DE PERTURBAÇÕES COSMOLÓGICAS E ORIGEM DAS
SEMENTES PARA FORMAÇÃO DE ESTRUTURAS

Além desta última equação, ainda precisamos da equação de Klein-Gordon que
dá a dinâmica para as perturbações δ̃ϕ. Escrevendo-a já em termos das quantidades
invariantes de calibre, conseguimos obter

δ̃ϕ
′′

+ 2Hδ̃ϕ
′
−∇2δ̃ϕ+ a2d

2V

dϕ2
δ̃ϕ− 4ϕ′Φ′ + 2a2dV

dϕ
Φ = 0. (3.38)

Temos então duas variáveis e duas equações para tratar a análise das perturba-
ções escalares de um campo escalar em um universo de FLRW perturbado. E ainda é
possível tornar a interpretação física da equação (3.37) mais clara com uma mudança
de variáveis. Efetuando uma transformada de Fourier desta equação utilizando a
expressão

Φ(η,x) =

∫
d3k

(2π)3/2
Φk(η)e(ik·x), (3.39)

e considerando as novas variáveis como sendo

uk ≡
√

8πG

3

a2θ

H
Φk, θ ≡ 1

a

(
ρ

ρ+ p

)1/2

=

√
3

8πG

H
aϕ′

, (3.40)

podemos reescrever a equação (3.37) como

u′′k +

(
k2 − θ′′

θ

)
uk = 0. (3.41)

A equação acima pode ser vista como a de um oscilador com frequência de-
pendente do tempo dada por ω2(k, η) ≡ k2 − θ′′/θ. As soluções assintóticas são
facilmente calculadas. Para os modos com k2 � θ′′/θ, ou pequenos comprimentos
de onda, a variável u oscila pois u ∝ exp (ikη). O comprimento de onda cresce
com a expansão e eventualmente fica maior que o raio de Hubble, parando então de
oscilar. Para estes modos, k2 � θ′′/θ, e a solução de (3.41) pode ser expandida em
termos de k2 [47]. Em ordem zero, obtemos

u(η, k) = A1(k)θ(η)

∫ η dτ

θ2(τ)
+ A2(k)θ(η). (3.42)

A1 é uma constante arbitrária associada ao modo crescente (pois θ →∞ para a→ 0)
e A2 está associada ao modo que decresce com a evolução do Universo. A evolução
das perturbações está ilustrada na figura (3.1).
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Figura 3.1: Evolução de perturbações com comprimentos de onda λ1 e λ2 compara-
das ao raio de Hubble (figura retirada do sítio [61]).

A equação (3.37) possui uma integral primeira para os modos muito maiores
que a escala de Hubble (k/a � H) que pode ser expressa através da definição da
quantidade

ζ ≡ 2

3

(
8πG

3

)−1/2

θ2
(u
θ

)′
=

2

3

H−1Φ′ + Φ

1 + ω
+ Φ, (3.43)

onde a segunda igualdade é obtida com o uso das equações de fundo e da equação
de estado p = ωρ. Esta é a chamada perturbação de curvatura intrínseca, dada no
calibre comóvel4. Com isto, podemos escrever a equação de movimento (3.37) em

4O calibre comóvel corresponde à imposição das condições φ = 0 e δui|| = 0, onde as duas
barras indicam que tomamos a parte longitudinal das componentes espaciais da perturbação de
velocidade.
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termos de uma derivada primeira de ζ [62], a saber

1

H
dζ

dη
∝
(
k

H

)2

Φ. (3.44)

Pela equação acima, vemos que ζ é constante para modos tais que k/H � 1, ou seja,
grandes comprimentos de onda, pois neste caso ζ ′ ≈ 0. Assim, temos uma quanti-
dade que é conservada e que é puramente geométrica. A equação de conservação é
válida para qualquer tipo de fluido presente, mesmo para ω variável (é importante
aqui que as perturbações de entropia sejam desprezíveis, de outra maneira teríamos
um termo extra proporcional a δS). Deste modo, ζ pode ser utilizada na análise
de perturbações de densidade independente da matéria responsável pelas flutuações,
e pode ainda ser utilizada para propagar o espectro do fim da inflação para a era
dominada pela radiação sem que seja necessário conhecer os detalhes dos processos
de pré-aquecimento e reaquecimento.

3.4 A Estatística das Flutuações Clássicas

Assumiremos que as flutuações primordiais são geradas aleatoriamente. Esta hi-
pótese está baseada no modelo de que as perturbações primordiais surgiram a partir
de flutuações de um estado de vácuo e que, como tais, só podemos conhecer seus
valores esperados neste estado, como veremos na próxima seção. Devemos portanto
usar de ferramentas estatísticas para analisar os dados e fazer predições. Assim,
trataremos nossas variáveis de perturbação como variáveis aleatórias, compondo um
ensemble estatístico.

É conveniente descrever processos aleatórios utilizando transformadas de Fou-
rier. Seja então uma variável aleatória δ(x) de média nula, que pode representar o
contraste de densidade de energia, por exemplo. Sua transformada de Fourier no
caso discreto é dada por

δ(x) =
1√
V

∑
δke

(ik.x), (3.45)

e no caso contínuo por

δ(x) =

∫
d3k

(2π)3/2
δke

ik.x. (3.46)
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O mecanismo inflacionário mais simples prevê somente processos Gaussianos
homogêneos e isotrópicos, para os quais a distribuição de probabilidade é dada por
[63]

P (δk) =
1

2πµ2
k

exp

(
−a

2
k + b2

k

2µ2
k

)
, (3.47)

onde escrevemos δk = ak + ibk, com os vínculos ak = a−k e bk = −b−k pois a
variável δ(x) é real. A variância µ2

k é a mesma para as duas componentes ak e bk
(homogeneidade) e depende somente do módulo de k (isotropia). Todas as funções
de correlação não nulas podem ser expressas em termos desta quantidade, ou seja,
a variância caracteriza completamente o processo Gaussiano.

Por conveniência vamos utilizar a decomposição δk = rke
iφk e reescrever a dis-

tribuição (3.47) como

P (rk, φk)drkdφk =
1

2πµ2
k

exp

(
−1

2

r2
k

µ2
k

)
rkdrkdφk. (3.48)

Calculemos agora a seguinte média

〈δk, δ∗k′〉 =

∫
dφkdφk′

4π2
ei(φk−φk′ ) ×

×
∫

(2rkdrk)(2rk′drk′)

σ2
kσ

2
k′

rkrk′ exp

[
−
(
r2
k

σ2
k

+
r2
k′

σ2
k′

)]
= 〈r2

k〉δk,k′ = σ2δk,k′ , (3.49)

onde δk,k′ é a delta de Kronecker e σ2
k = 2µ2

k. A quantidade σ2 é chamada de
espectro de potência das flutuações e será muito importante na caracterização das
perturbações cosmológicas.

O valor da variável δ(x) em um ponto específico também é uma variável esto-
cástica. Logo, faz sentido perguntar pela probabilidade de que ela assuma um valor
específico q. Como a transformada de Fourier desta quantidade é a “soma” de va-
riáveis aleatórias, cada uma delas com distribuição Gaussiana e média nula, δ(x)

também será uma Gaussiana de média nula. Assim, a distribuição de probabilidade
para q terá a forma

P [q] =
1√

2π∆2
exp

(
− q2

2∆2

)
, (3.50)

onde a dispersão ∆2 = 〈q2〉 = 〈δ2(x)〉 será determinada utilizando a relação (3.49),
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como se segue

〈δ2(x)〉 =
1

V

∑
k,k′

〈δkδ∗k′〉ei(k−k
′).x

=
1

V

∑
k

σ2
k =

V −1/2

(2π)3/2

∫
d3kσ2

k

=

√
2

π
V −1/2

∫ ∞
0

σ2
kk

2dk ≡
∫ ∞

0

∆2
k

dk

k
, (3.51)

onde

∆2
k ≡

√
2

πV
k3σ2

k, (3.52)

é uma medida da dispersão, isto é, o contraste de densidade pode ter uma flutuação
de até ±∆ em um dado ponto; flutuações maiores que este valor têm probabilidade
baixa.

Por causa da homogeneidade, a distribuição para δ(x) é independente do ponto
x. Para obtermos informações a respeito da distribuição espacial desta quantidade,
construímos a função de correlação de dois pontos, definida como:

ξ(x) ≡ 〈δ(y)δ(x + y)〉

=
1

V

∑
k,k′

〈δkδ∗k′〉 exp [ik.(x + y)− ik′.y]

=
1

V

∑
k

σ2
ke

(ik.x) = V −1/2

∫
d3k

(2π)3/2
σ2
ke
ik.x. (3.53)

Vemos a partir desta expressão que a função de correlação é a transformada de
Fourier do espectro de potência.

Podemos ainda construir uma outra média, considerando um volume espacial
grande do Universo, da seguinte maneira,

〈δ2(x)〉V =

∫
d3x√
V
δ2(x) =

∫
d3x√
V

∫
d3k

(2π)3/2

d3k′

(2π)3/2
δkδ
∗
k′ exp [i(k− k′) · x]

≈ 1√
V

∫
d3k

(2π)3/2
|δk|2, (3.54)

onde substituímos a integral espacial pela delta de Dirac, considerando um volume
muito grande, a saber∫

d3x

(2π)(3/2)
exp [i(k− k′) · x] = δ(3)(k− k′). (3.55)
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Uma questão importante surge no contexto das perturbações primordiais, o fato
de não possuirmos mais de um universo disponível para compor um ensemble e a
partir deste realizar médias. Esta questão está relacionada à chamada variância
cósmica: as flutuações na temperatura da radiação cósmica de fundo estão definidas
para todo ponto no espaço e no tempo, mas podemos observá-las somente de um
ponto (aqui) para um dado instante (agora). O que se faz para contornar este
problema é assumir que a média no ensemble, dada pela equação (3.51) pode ser
substituída pela média espacial (3.54) se pudermos dividir o céu em um número
suficientemente grande de regiões, regiões estas que devem ser grandes comparadas
àquelas onde os campos estão correlacionados, tal que em cada uma delas tenhamos
uma realização da variável aleatória δ(x). Esta associação entre as médias baseia-se
na hipótese de ergodicidade [64], que estabelece que se esperarmos uma quantidade
de tempo suficiente, os pontos representativos do sistema irão cobrir todo o espaço
de fase acessível, isto é, todos os microestados são igualmente prováveis depois de um
longo período de tempo. Neste caso, médias no ensemble podem ser substituídas por
médias temporais ou, no caso das perturbações primordiais, por médias espaciais.

É através da associação descrita acima que relacionamos as distribuições de pro-
babilidade de um ensemble estatístico com a distribuição real de densidades no
Universo, isto é, através da identificação

|δk|2 = σ2
k,

baseada nas equações (3.54) e (3.51).

3.5 A Quantização das Perturbações Cosmológicas

Na penúltima seção discutimos a evolução clássica das perturbações. Em um
contexto puramente clássico, a escolha de condições iniciais é arbitrária, sendo dada
na época mais remota dominada pela radiação. O mecanismo inflacionário permite
que condições mais naturais sejam colocadas se supusermos que nos primórdios do
Universo efeitos quânticos tenham tido um papel considerável. Neste caso, pequenas
flutuações quânticas de um estado de vácuo (pequenos comprimentos de onda, os
quais podem ter suas amplitudes fixadas a priori respeitando o princípio da incer-
teza) podem ter sido ampliadas por este processo gerando as pequenas perturbações
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clássicas que originaram, por sua vez, as estruturas do Universo. Procederemos
então com a quantização das perturbações, mas mantendo a descrição do fundo
clássica, isto é, o espaço-tempo continua obedecendo as equações da RG. Nesta se-
ção manteremos as constantes explícitas de modo a fixarmos a amplitude inicial das
perturbações de acordo com o princípio da incerteza e mantermos uma interpretação
física clara.

Vamos considerar primeiramente como se dá a quantização de um campo escalar
real livre e sem massa em um espaço-tempo FLRW e depois aplicaremos os resultados
às perturbações. Seja então um campo escalar expandido em série de Fourier5

ϕ(η,x) =
1

a(η)

1

(2π)2/3

∫
d3kϕk(η)eik.x, (3.56)

onde ϕ∗k = ϕ−k devido à realidade do campo escalar e o fator de escala foi colocado
por conveniência.

A ação total do sistema que compreende um campo escalar ϕ em um campo
gravitacional é dada por

S = −1

c

∫
d4xL = −1

c

∫
d4x
√
−g1

2
gµν∂µϕ∂νϕ

=
1

2c

∫
d4x a2(η)[ϕ′2 − δij∂iϕ∂jϕ], (3.57)

onde na segunda linha substituímos a métrica de FLRW com seções espaciais planas.
Reescrevendo esta expressão em termos dos modos definidos em (3.56) obtemos

S =
1

2c

∫
dη

∫
R3+

d3k

[
ϕ′∗kϕ

′
k + ϕ′kϕ

′∗
k − 2

a′

a
(ϕ′kϕ

∗
k + ϕ′∗kϕk) +

(
a′2

a2
− k2

)
(ϕkϕ

∗
k + ϕ∗kϕk)

]
.

(3.58)
Podemos através da expressão acima calcular o momentum conjugado ao campo ϕk,
que é dado por

πk ≡
δLk

δϕ′∗k
=

1

c

(
ϕ′k −

a′

a
ϕk

)
. (3.59)

A equação de Euler-Lagrange nos fornece a equação de movimento

ϕ′′k +

(
k2 − a′′

a

)
ϕk = 0. (3.60)

5A base considerada é a de ondas planas já que estamos trabalhando com seções espaciais planas
e a dinâmica do campo ϕ é dada pela equação de Klein-Gordon.
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A Hamiltoniana será dada pela expressão

H = πkϕ
′∗
k + π∗kϕ

′
k − Lk

= c

(
πkπ

∗
k +

k2

c2
ϕ′kϕk

)
+
a′

a
(πkϕ

∗
k + π∗kϕk) (3.61)

De posse da expressão acima, quantizaremos este campo escalar através dos
métodos usuais de quantização canônica em espaços curvos [65]. Transformamos
ϕ(η,x) e πϕ(η,x) em operadores e exigimos que a seguinte regra de comutação seja
satisfeita

[ϕ̂(η,x), π̂ϕ(η,y)] = i~δ(x− y).

Podemos ainda expandir ϕ̂ em termos de operadores de criação e aniquilação da
seguinte maneira

ϕ̂(η,x) =
1

a(η)

√
~c

(2π)3/2

∫
d3k√

2k
[âk(η)eik.x + â†k(η)e−ik.x], (3.62)

fixando adequadamente a normalização e a amplitude, e onde os operadores â e â†

deverão satisfazer as relações de comutação

[âk, âk′ ] = 0, [â†k, â
†
k′ ] = 0, [âk, â

†
k′ ] = δ(k− k′). (3.63)

O operador Hamiltoniano fica então dado por

Ĥ =
1

2

∫
R3

d3k

[
~k(âkâ

†
k + â†−k′ â−k)− i~a

′

a
(âkâ−k + â†−kâ

†
k)

]
. (3.64)

A evolução temporal dos operadores de criação e aniquilação é dada através das
equações

dâk
dη

= − i
~

[âk, Ĥ],
dâ†k
dη

= − i
~

[â†k, Ĥ], (3.65)

que podem ser resolvidas com uso das transformações de Bogoliubov dadas por

âk(η) = uk(η)âk(ηi) + vk(η)â†−k(ηi), (3.66)

â†k(η) = u∗k(η)â†k(ηi) + v∗k(η)â−k(ηi), (3.67)

onde ηi é um dado instante de tempo inicial. A função fk ≡ [uk(η) + v∗k(η)]/
√

2k é
uma função complexa dependente do tempo que deve satisfazer a seguinte equação
de movimento, de acordo com as equações (3.65),

f ′′k +

(
k2 − a′′

a

)
fk = 0. (3.68)
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Para que as relações de comutação sejam preservadas, o vínculo |uk(η)|2−|vk(η)|2 = 1

deve ser obedecido. Temos também a seguinte relação

fkf
′∗
k − f ∗kf ′k = i~, (3.69)

que determina a normalização do Wronskiano construído com as soluções indepen-
dentes fk e f ∗k de (3.68)6.

Tratemos agora o caso das perturbações do campo escalar sobre uma geometria
também perturbada. Para obtermos equações de movimento para as perturbações
em primeira ordem precisamos calcular a ação (3.57) até segunda ordem nas per-
turbações do campo e da métrica. Lembrando da descrição da seção 3.3 na qual
encontramos somente um grau de liberdade para o sistema considerado, depois de
um longo cálculo [66] chegamos a7

δS =
1

2

∫
d4x

[
v′2 − δij∂iv∂jv +

z′′

z
v2

]
, (3.70)

onde v(η,x) ≡ a
(
δ̃ϕ+ ϕ′

HΦ
)

é uma variável invariante de calibre que mistura as
perturbações da métrica e do campo, a chamada variável de Mukhanov-Sasaki, e
z =

√
κ/2aϕ′/H. A ação (3.70) nada mais é do que a de um campo escalar com

uma massa dependente do tempo.
O procedimento de quantização será o usual aplicado na quantização de um

campo escalar em um espaço-tempo curvo através do método da quantização canô-
nica introduzido anteriormente. A variável v(η,x) se torna um operador v̂ que será
expandido em termos de operadores de criação e aniquilação como

v̂ =

√
~c

(2π)3/2

∫
d3k[fk(η)âke

ik.x + f ∗k (η)â†ke
−ik.x] (3.71)

6O Wronskiano construído com soluções de (3.68) é independente do tempo. Além disso, se as
soluções forem linearmente independentes, então o Wronskiano é diferente de zero e pode, portanto,
ser normalizado de modo a fixar adequadamente as amplitudes das soluções.

7Uma maneira mais intuitiva e mais rápida de visualizar este resultado pode ser encontrada
em [47], cap. 8. A variável u definida em (3.40) não é a mais adequada para a quantização pois
gera uma ação com termos de derivada de ordem superior, por isso a necessidade de introduzir a
variável v.
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Os modos fk são aqueles dados através de transformações de Bogoliubov e satisfazem
a equação de movimento (para mais detalhes veja a ref. [67])

f ′′k +

(
k2 − z′′

z

)
fk = 0. (3.72)

Uma particular escolha da função modo fk corresponde a uma particular esco-
lha do estado de vácuo definido por âk|0〉 = 0. No entanto, podemos fixar essa
escolha notando que o comprimento de onda associado a um dado k sempre pode
ser encontrado dentro do raio de Hubble contanto que |η| seja grande o suficiente.
Neste caso a curvatura do espaço-tempo pode ser desprezada e o modo se comporta
como se estivesse em um espaço-tempo de Minkowski. Portanto, a escolha mais na-
tural corresponde ao vácuo usual de Minkowski, fk = (1/

√
2k) exp (−ikη) no limite

k2 � z′′/z. Com a escolha deste estado de vácuo, podemos calcular o espectro de
potência da perturbação de curvatura, por exemplo, que agora também será tratada
como um operador e que se relaciona com a variável v através da equação

ζ̂ =

√
κ

2

v̂

a
√
ρ
.

Logo,

〈0|ζ̂(η,x)ζ̂(η,x + r)|0〉 =
~κ

8π2z2

∫ ∞
0

dk

k

senkr

kr
k3|fk|2, (3.73)

de onde lemos o espectro de potência

Pζ ≡
k3

2π2
|ζk|2 =

~κ
8π2

k2

∣∣∣∣fkz
∣∣∣∣2 . (3.74)

No regime de rolamento lento temos que z′′/z ' a′′/a pois ϕ e H variam pouco
comparados ao fator de escala. A solução da equação de movimento (3.72), assu-
mindo a(η) = l0(−η)1+β, fica dada por

fk(η) =

√
π

2
ei(kηi−πβ/2)

√
−kηH(1)

−β−1/2(−kη), (3.75)

onde H(1) é uma função de Hankel do tipo 1 e β ≈ −2, o que corresponde a uma
evolução aproximadamente do tipo de Sitter. No limite kη → 0, o espectro de
potência é dado por

Pζ ∝ k2β+4 ≡ kns−1. (3.76)
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Desta maneira obtemos um espectro invariante de escala, isto é, independente de k,
no caso específico de uma solução exata do tipo de Sitter (β = −2), o que correspon-
deria a uma inflação eterna sem uma saída suave para a era dominada pela radiação.
Além disso, como uma solução do tipo de Sitter exata exibe isotropia e homogenei-
dade também na direção temporal, as flutuações quânticas não iriam evoluir para
perturbações clássicas neste caso (analogamente ao caso de flutuações quânticas no
espaço de Minkowski). Portanto, a solução deve apresentar um pequeno desvio da
invariância de escala, ou seja, um parâmetro de Hubble que não seja exatamente
constante, para que as flutuações quânticas possam evoluir e a saída suave para a era
de radiação possa acontecer. Modelos inflacionários em geral preveem um pequeno
desvio para o vermelho, isto é, ns < 1, o que está de acordo com as medidas obtidas
pelo projeto WMAP7 [68], ns = (0.963± 0.014).

3.5.1 Do Quântico ao Clássico

É usualmente dito que a inflação provê uma descrição para o surgimento das se-
mentes da estrutura cósmica já que, como vimos nas seções anteriores, estas teriam
se originado a partir de flutuações quânticas do estado de vácuo do campo repre-
sentado pela variável de Mukhanov-Sasaki. O espectro destas flutuações (de origem
quântica), quando calculado utilizando o espectro clássico de Harrison-Zel’dovich
[69], concorda aproximadamente com o espectro de perturbações invariante de es-
cala observado. Precisamos, entretanto, de um mecanismo que justifique a relação
imposta entre estes dois espectros, ou seja, que conecte de forma consistente incerte-
zas quânticas e flutuações de densidade clássicas, que mais tarde poderão dar origem
às estruturas cósmicas através da instabilidade gravitacional. Muitos autores não
reconhecem este fato como um problema apesar das várias tentativas de elaboração
de justificativas, que serão descritas abaixo. Outros autores, porém, admitiram que
apesar destas tentativas o quadro ainda não está completo [70]. Em particular, na
referência [71] encontra-se uma crítica extensa do tratamento dado a essa transição
quântico-clássica.

A principal objeção ao quadro, assim como usualmente é apresentado, diz res-
peito ao estado quântico inicial, que é altamente homogêneo e isotrópico (ou seja,
é invariante sob a ação do grupo de simetria do espaço de fundo). Esta simetria se
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mantém através da evolução unitária provida pelas equações de movimento, ou seja,
a teoria quântica padrão não pode justificar a existência de um universo não homo-
gêneo (a criação de estruturas) a partir de flutuações quânticas do estado de vácuo.
Poderia-se então argumentar que a função de onda do Universo passa pelo processo
de colapso, através de um processo de medida. A medida de um observável cujos
autoestados não são simétricos força o sistema a assumir um dos possíveis estados
assimétricos. Entretanto, já na formulação usual da mecânica quântica, sabemos
que esse processo não é bem definido, dando origem ao problema da medida [72].
No contexto cosmológico a situação agrava-se pois neste caso não somos capazes
de responder perguntas como: o que está realizando a medida? qual observável
está sendo medido? quando o colapso ocorreu? É certo que não podemos considerar
nossas medidas da CMB como causadoras deste colapso já que nossa própria existên-
cia depende da formação das inomogeneidades e posterior formação de estruturas,
nossas ações não podem ser causa delas.

Há também questões relacionadas à estatística do sistema que devem ser consi-
deradas, seguindo o que foi exposto na seção 3.4. Temos a estatística quântica por
um lado presente no cálculo de valores esperados de observáveis, como calculado
na expressão (3.73). Por outro lado temos uma estatística associada a um ensem-
ble clássico representado por um campo estocástico correspondente a um conjunto
de universos, conforme calculado em (3.51). E além destas, temos uma descrição
estatística das inomogeneidades dentro do nosso próprio Universo, de acordo com
a equação (3.54). A identificação destas últimas duas repousa sobre hipóteses de
ergodicidade e equilíbrio conforme descrito anteriormente, que não são satisfeitas no
sistema considerado devido à falta de ergodicidade do processo estocástico quando
realizado em uma 2-esfera [64].

Várias justificativas foram elaboradas na tentativa de responder estas questões,
mas todas elas até o presente momento possuem pontos falhos, principalmente re-
lacionados ao problema da medida, como veremos a seguir.

3.5.2 As Soluções Propostas e suas Lacunas

Alguns autores acreditam que o problema da medida na mecânica quântica não
é pertinente, e afirmam que toda a informação física que podemos saber sobre o
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sistema considerado está dado através dos valores esperados de produtos dos campos
em questão. Desta forma, mesmo que o sistema seja invariante por rotações e
translações, determinadas correlações não possuem estas simetrias, o que seria o caso
das flutuações primordiais. Contudo, esta não pode ser considerada uma descrição
fundamental. O processo físico responsável pela quebra das simetrias não é levado
em consideração neste contexto. Este tratamento é razoável em uma abordagem
semi-clássica de uma teoria, em que quantidades clássicas são identificadas com
quantidades quânticas via valores esperados.

Mesmo considerando apenas uma descrição efetiva, o problema das flutuações
primordiais traz um detalhe extra no que diz respeito a estes valores esperados pois a
relação entre as correlações quânticas e clássicas é não-linear. Isto é, o valor esperado
de um campo de flutuações clássico se acopla com a raíz quadrada do valor esperado
da contrapartida quântica do campo de flutuações ao quadrado, a saber

〈δ(x)〉cl =
√
〈δ2(x)〉qu,

relação esta que não é usual nos tratamentos semi-clássicos e pode trazer dificuldades
na definição da transformada de Fourier das quantidades.

Considerando que a transição quântico-clássica da teoria usual apresenta falhas,
pode-se argumentar que o processo de descoerência é capaz de explicar a emergência
dos aspectos clássicos de um dado sistema quântico. Descoerência é o processo atra-
vés do qual um sistema que está em interação com um ambiente transfere “coerência”
para os graus de liberdade deste ambiente, que são inacessíveis ou não são passíveis
de serem observados (veja detalhes no apêndice (A)). Este processo é reponsável
pela supressão de fenômenos de interferência quântica, representados por exemplo
pelo estado “gato de Schrödinger” [73]. Logo, o primeiro passo é identificar estes
graus de liberdade. Esta é uma questão delicada do ponto de vista cosmológico, em
que o sistema considerado é todo o Universo e, mesmo em um tratamento semiclás-
sico, como definir o que são graus de liberdade irrelevantes independentemente de
um observador? Mesmo que de alguma maneira isso pudesse ser feito, ainda há outra
questão importante a responder. O processo de descoerência explica o porquê de não
observarmos interferências típicas de sistemas quânticos em objetos macroscópicos
e por isso alguns acreditam que o problema da medida fica resolvido, o que é um
equívoco [74]. Há um problema com relação a esta abordagem no que diz respeito ao
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resultado da medida: não é possível justificar a interpretação de que o estado misto
descrito pela matriz densidade reduzida descreva um ensemble estatístico e que o
sistema esteja em um estado definido, embora desconhecido, entre todos os estados
representados pelos elementos diagonais da matriz. Afinal, a matriz densidade total
ainda possui elementos fora da diagonal não-nulos, e o estado do sistema ainda é
uma superposição de possibilidades e não um resultado concreto clássico.

Alguns acreditam que se a interpretação de vários universos for somada à des-
crição anterior, então o problema está resolvido. Segundo a Ref. [71], esta interpre-
tação não alivia o problema da medida, pois a “divisão dos universos” estaria em
correspondência 1-1 com o que seria uma medida na interpretação de Copenhague8.
Portanto, as questões que podem ser colocadas são as mesmas: quando a divisão
ocorre? o que serve como estímulo para que a divisão ocorra?.

Argumenta-se que, nesse quadro conjunto de vários universos e descoerência,
todas as alternativas possíveis (referentes aos elementos diagonais da matriz den-
sidade) coexistem em uma realidade com vários “ramos”, mas seríamos capazes de
perceber apenas um ramo. Segundo a Ref. [71], nada impediria em príncipio que al-
guns desses ramos pudessem interferir com o nosso (um processo de “recoerência”),
o que levaria a efeitos observáveis imprevisíveis. Desta maneira, não poderíamos
argumentar que o estado inicial de um dado sistema representa a totalidade da re-
alidade e, para uma dada superposição, poderiam existir várias outras realidades
alternativas ou ramos que deveriam ser considerados na descrição. Entretanto, a
probabilidade de interferência entre os ramos é muito baixa [75], primeiro porque
devemos ter aparatos de medida que indiquem valores claros, isto é, nos quais não
há superposição entre dois ou mais valores diferentes do ponteiro. Além disso, a
descoerência torna praticamente impossível a observação de interferência entre os
ramos. Assim, a crítica exposta na Ref. [71] com respeito a esta interpretação parece
estar mal formulada. De qualquer maneira, o processo de descoerência precisa estar
presente nesta formulação para definir a base preferencial de um “ponteiro” que não
existe, se estamos tratando de questões cosmológicas. Logo, este quadro ainda não
é satisfatório.

8Para uma discussão detalhada desta interpretação e variações dela (várias mentes e vários
mundos) veja, por exemplo, a referência [27] e referências contidas nela.
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Em [76] a descrição da transição quântico-clássica é feita através de uma particu-
lar realização do processo de descoerência, a chamada descoerência sem descoerência.
Nesta descrição não é necessária a existência de outros campos além do campo in-
flaton que sirvam de ambiente. O ponto é que o campo escalar apresenta modos
decrescentes que se anulam assintoticamente como resultado da dinâmica inflacio-
nária, e são portanto tratados como inobserváveis. Na formulação de Schrödinger,
isso se reflete em um estado de vácuo altamente comprimido (squeezed) no espaço
de fase, o que é entendido como um comportamento estocástico clássico do sistema.
A variável vk pode assumir qualquer valor com uma probabilidade correspondente
|ψ|2 enquanto seu momentum conjugado assume o valor clássico correspondente.
Assim, o sistema quântico é efetivamente equivalente ao sistema aleatório clássico,
que é um conjunto de trajetórias clássicas com uma certa probabilidade associada
a cada uma delas. Além disso, com a consideração de que o modo decrescente é
desprezível, o comutador entre operadores de campo e seus respectivos momenta
conjugados são aproximadamente nulos, o que aparentemente imita uma situação
clássica [77]. Algumas questões importantes surgem deste argumento9. Entre elas,
a questão do que é “observável” ou experimentalmente acessível a observadores é um
argumento recorrente porém inaceitável se quisermos uma descrição consistente da
formação de estruturas. Outro ponto é como definir uma “medida” para operadores,
isto é, extrair um número a partir de um operador que meça sua importância ou
irrelevância no contexto dado.

O fato de obtermos um estado comprimido (em torno de um valor clássico do
momentum conjugado ao campo) a partir da evolução do estado de vácuo também
não garante a “classicalidade” do sistema dado que sempre é possível encontrar um
novo conjunto de operadores em termos dos quais o vácuo será o usual. Seria então
necessário um mecanismo que garantisse um conjunto especial de operadores, com
respeito aos quais o sistema estará em um estado comprimido.

Segundo [77], esse mecanismo seria um processo de descoerência usual, em que
há interação do sistema (flutuações associadas com cada número de onda k) com
um ambiente inobservável gerando um sistema emaranhado. A descoerência leva a

9Veja a referência [78] para uma descrição extensa de todas as possíveis inconsistências do
tratamento exposto em [77].

47



CAPÍTULO 3. TEORIA DE PERTURBAÇÕES COSMOLÓGICAS E ORIGEM DAS
SEMENTES PARA FORMAÇÃO DE ESTRUTURAS

um ensemble aparente de pacotes de onda para o observável cujos membros não se
interferem e define uma base preferencial para ponteiro, o que garantiria o conjunto
privilegiado citado acima, com relação ao qual a medida será feita.

Este ambiente poderia ser constituído por outros campos presentes no Universo
à época da inflação. Na ausência destes campos, outros dois processos podem ser
responsáveis pela descoerência: a interação entre modos com diferentes k, dada a
não-linearidade da teoria total, e o emaranhamento dos modos entre regiões espaciais
diferentes. Este último leva, em particular, a um emaranhamento entre regiões fora
e dentro do raio de Hubble.

O mecanismo de descoerência, segundo alguns autores, é então a justificativa
para a “coincidência” entre correlações quânticas e espectros clássicos pois leva a
um aparente ensemble de pacotes de onda para as amplitudes do campo. Ou seja,
este argumento baseia-se no fato de que a matriz densidade reduzida do sistema
tem a forma utilizada na descrição de um ensemble estatístico. Isto é uma indicação
clara na crença de que a descoerência resolve o problema da medida na mecânica
quântica, o que é uma conclusão equivocada (para detalhes, veja o apêndice A).

Na tentativa de resolver o problema da medida mas mantendo as bases da inter-
pretação de Copenhague surgiu a interpretação de histórias consistentes [79, 80]. Sua
extensão para aplicação em cosmologia quântica foi desenvolvida em [81]. Segundo
esta abordagem, dado um estado inicial do sistema |ψ〉i, considera-se uma família
de histórias caracterizadas por um conjunto de operadores de projeção {P̂n(tn)},
cada um deles associado ao sistema possuindo um valor de uma certa propriedade
física em um dado intervalo do espectro desta propriedade em um dado intervalo
de tempo. Uma dada família é dita auto-consistente se as histórias que ela contem
não interferem entre si. Neste caso é possível atribuir probabilidades a cada história
individual dentro desta família10. Um grande problema apresentado por este trata-
mento é que, em princípio, um número grande de famílias coerentes podem existir
mas que são mutualmente inconsistentes [82]. A regra seria sempre selecionar uma
única família em cada análise. Mas como escolhê-la? Parece não haver uma maneira
clara sem se basear a priori no conjunto de perguntas sendo feitas sobre o sistema.

10Note que estamos considerando uma granulação grossa nas histórias, isto é, os projetores estão
associados a intervalos do espectro do observável em intervalos de tempo. Segundo a interpretação
de histórias consistentes, é a essas histórias que faz sentido atribuir probabilidades.
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Em uma descrição do Universo, o que selecionaria o conjunto apropriado de pro-
jetores, e portanto a família apropriada? Em particular, é possível construir uma
família consistente em que a probabilidade do Universo ser homogêneo e isotrópico
é 1, o que nunca levaria a formação de estruturas (para detalhes desta consideração,
veja a Ref. [78]).

Em [71], uma outra proposta para solução do problema da transição quântico-
clássica é apresentada de uma maneira fenomenológica, baseada nas idéias de R.
Penrose [83]. Este tratamento propõe que uma teoria mais fundamental de gravi-
tação quântica pode ser responsável por desencadear o colapso da função de onda
associada aos campos de matéria, isto é, graus de liberdade gravitacionais que não
são descritos pela métrica11 poderiam eventualmente ser excitados e resultariam no
colapso da função de onda do sistema associado às flutuações quânticas e demais
campos presentes, se existirem. O estado resultante pode então não mais obede-
cer às simetrias do estado inicial. Este é o chamado colapso dinâmico da função
de onda. Entretanto, para que esta descrição seja consistente, ainda é necessária
uma teoria completa de gravitação quântica e também uma implementação deste
processo no contexto do problema da medida na teoria quântica padrão, que ainda
está em processo de construção [84].

11A métrica passa a ser interpretada como uma descrição efetiva de um comportamento médio
dos graus de liberdade gravitacionais verdadeiros e obedece uma equação de Einstein semi-clássica
Rµν − (1/2)gµνR = κ

〈
ψ|T̂µν(g, ϕ̂, π̂)|ψ

〉
, onde |ψ

〉
é um estado pertencente ao espaço de Hilbert e

onde os efeitos de retro-reação (back-reaction) são desprezados por serem rapidamente suprimidos.
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Capítulo 4

Evolução Bohmiana das Flutuações

Quânticas

“One does not solve problems by making them more difficult.”
B. DeWitt

Vimos no último capítulo as dificuldades em descrever a transição do regime
quântico para o clássico das flutuações primordiais. Em [78] uma objeção com res-
peito à teoria Bohmiana como tentativa de explicação para esta transição é colocada:
o que gravita, de fato, é a onda piloto Ψ ou a trajetória do sistema no espaço de
configurações Q = (x1(t), ...,xN(t))? Veremos neste capítulo que podemos assumir
que o que de fato gravita é o campo. A ele será atribuído realidade física. A existên-
cia da trajetória Bohmiana no espaço de configurações é a responsável por quebrar
a simetria do estado inicial das perturbações. A teoria de de Broglie-Bohm fornece
ainda um limite clássico que é atingido naturalmente, sem a necessidade de impor
uma correspondência entre valores esperados quânticos e correlações clássicas sem
embasamento físico, tanto no caso inflacionário como em um modelo com ricochete.
Começaremos nossa análise aplicando a teoria Bohmiana às perturbações no modelo
inflacionário, mostrando que elas se comportam como clássicas no limite esperado.
Depois calcularemos o espectro de potência e estenderemos nossa análise para outros
estados iniciais. Por fim, descreveremos e aplicaremos a teoria Bohmiana às pertur-
bações em um modelo com ricochete, mostrando que ainda assim o limite clássico
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é obtido conforme o esperado. Os resultados deste capítulo encontram-se na Ref.
[85]. Ao longo deste capítulo utilizaremos a convenção ~ = 1.

4.1 Descrição Bohmiana das Flutuações Primordi-

ais no Contexto Inflacionário

Como foi visto no capítulo anterior, as perturbações primordiais escalares em
um universo do tipo FLRW podem ser tratadas através da métrica

ds2 = a2(η)
{

[1 + 2Φ(η,x)] dη2 − [1− 2Φ(η,x)] δijdxidxj
}
, (4.1)

que é a expressão (3.1) com a escolha do calibre Newtoniano e com a restrição ao
caso de curvatura espacial nula.

Vamos relembrar brevemente o que foi visto na seção (3.5) para fixar a notação
e então introduzir o formalismo funcional de Schrödinger. Seja então a variável de
Mukhanov-Sasaki dada por

y ≡ a

(
δ̃ϕ+

ϕ′

H
Φ

)
, (4.2)

com a qual reescrevemos a ação na forma

S =
1

2

∫
dηd3x

(
y′2 − y,iy,i +

z′′

z
y

)
, (4.3)

onde z ≡
√
κ/2 aϕ′/H (veja a equação (3.70)). A Hamiltoniana do sistema repre-

sentado pela ação (4.3) é dada pela expressão

H =
1

2

∫
d3x

(
p2 + y,iy,i + 2

z′

z
yp

)
, (4.4)

onde p é o momentum canonicamente conjugado a y. As equações de movimento
são dadas através dos parênteses de Poisson, a saber

y′(η,x) = {y(η,x), H(η,x′)}

= p(η,x) +
z′

z
y(η,x) (4.5)

p′(η,x) = {p(η,x), H(η,x′)}

= y,i,i(η,x)− z′

z
p(η,x) (4.6)
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A partir das equações acima, podemos escrever a equação de movimento clássica na
forma

y′′ − y,i,i −
z′′

z
y = 0. (4.7)

Passemos agora à representação de Fourier, onde introduzimos os modos yk(η)

através da expressão

y(η,x) =

∫
d3k

(2π)3/2
yk(η)e(ik·x), (4.8)

modos estes que devem satisfazer a condição y∗k = y−k devido ao fato do campo
y(η,x) ser real. A Hamiltoniana passa a ser escrita como

Hk =

∫
R3+

d3k

(
pkp

∗
k + k2yky

∗
k +

z′

z
[pky

∗
k + ykp

∗
k]

)
, (4.9)

e a equação de movimento é escrita na forma

y′′k +

(
k2 − z′′

z

)
yk = 0, (4.10)

onde k = |k|.
Para a quantização, utilizaremos o formalismo funcional de Schrödinger [44],

no qual o estado do sistema é descrito por um funcional de onda Ψ[y, y∗, η] cuja
evolução temporal obedece a equação diferencial funcional de Schrödinger que, de
acordo com a Hamiltoniana acima, fica dada por

i
∂Ψ

∂η
=

∫
R3+

d3k

[
− δ2

δy∗kδyk
+ k2y∗kyk − i

z′

z

(
δ

δy∗k
y∗k + yk

δ

δyk

)]
Ψ, (4.11)

onde tratamos yk e y∗k como campos independentes. Restringimos a integração a
região R3+ para evitar a contribuição redundante de modos repetidos, devido à
condição de realidade y∗k = y−k.

O próximo passo será encontrar a solução da equação (4.11) dado um estado de
vácuo inicial, pois as perturbações primordiais são usualmente atribuídas às flutua-
ções quânticas do estado de vácuo do campo representado pela variável introduzida
em (4.2). Para isso, passemos momentaneamente à descrição de Heisenberg, onde
somente os operadores são dependentes do tempo e não o estado Ψ.

O campo yk passa a ser um operador, que pode ser expresso em termos de
operadores de criação â†(k) e aniquilação â(k). Assim, reescrevemos a Hamiltoniana
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(4.9) como

Ĥ =

∫
d3k

2

[
k(â(k)â†(k) + â†(k)â(k)) + i

z′

z
(â†(k)â†(−k)− â(k)â(−k))

]
, (4.12)

onde o operador â(k) é definido pela expressão

â(k) =
1√
2

(√
k ŷ(k) + i

1√
k
p̂(k)

)
. (4.13)

Desta maneira, podemos representar os operadores ŷ e p̂ através das expressões

ŷ(k) =
â(k) + â†(−k)√

2k
, p̂(k) = i

√
k

2
(â(k)− â†(−k)). (4.14)

As relações de comutação não nulas são dadas por

[ŷ(k, η), p̂†(k′, η)] = iδ(3)(k− k′),

[â(k, η), â†(k′, η)] = δ(3)(k− k′).

Vamos definir agora os modos do campo, que chamaremos de fk(η), como

ŷ(k, η) ≡ fk(η)â(k, ηi) + f ∗k (η)â†(−k, ηi), (4.15)

onde fk(ηi) = 1/
√

2k, de acordo com a primeira equação de (4.14). Analogamente,
podemos definir os modos do momentum canonicamente conjugado ao campo como

p̂(k, η) ≡ −i[gk(η)â(k, ηi)− g∗k(η)â†(−k, ηi)], (4.16)

onde gk(ηi) =
√
k/2, de acordo com a segunda equação de (4.14). De acordo com a

equação (4.5), podemos relacionar estes modos da seguinte maneira:

gk = i
(
f ′k −

z′

z
fk

)
. (4.17)

Já vimos que a evolução temporal dos operadores de criação e aniquilação (na
representação de Heisenberg) é dada através das transformações de Bogoliubov (veja
as Eqs. (3.66) e (3.67)). Na representação de Schrödinger, a evolução temporal é
dada através da matriz unitária S [44], sendo que os operadores não dependem
explicitamente do tempo. Assim, podemos representar a evolução dos operadores
de criação e aniquilação como

Sâ(±k, ηi)S−1 = g∗k(η)ŷ(±k, ηi) + if ∗k (η)p̂(±k, ηi),

Sâ†(±k, ηi)S−1 = gk(η)ŷ(∓k, ηi)− ifk(η)p̂(∓k, ηi). (4.18)
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Vimos também no capítulo anterior que os modos fk satisfazem a equação de
movimento clássica (4.10). Se assumirmos que o fator de escala é dado por uma lei
de potência do tempo conforme1, a(η) = l0(−η)1+β, onde devemos ter β ≤ −2 no
caso inflacionário (l0 é uma constante com dimensão de comprimento), temos que a
solução desta equação com a condição inicial fk(ηi) = 1/

√
2k (veja a seção 3.5) será

então dada por

fk(η) =

√
π

2
e−i(kηi−πβ/2)

√
−kη H(1)

−β−1/2(−kη). (4.19)

O estado de vácuo do sistema, em um dado instante ηi, é definido por

â(k, ηi)|0, ηi〉 = 0. (4.20)

Este estado corresponde a um estado Gaussiano que permanece como tal durante
toda sua evolução temporal. Segue das equações (4.15) e (4.16) que o estado |0, ηi〉H ,
na representação de Heisenberg, é autoestado do operador ŷ(k) + iγ−1

k p̂(k) com
autovalor nulo, onde os operadores ŷ(k), p̂(k) e a função γk dependem do tempo,
sendo que esta última é dada por

γk ≡
g∗k
f ∗k

=
1

2|fk|2
− i

F (k)

|fk|2
, (4.21)

onde F (k) = Im(f ∗kgk).
Na representação de Schrödinger, o estado evoluído no tempo é definido como

|0, η〉S ≡ S|0, ηi〉,

onde S é a matriz de evolução temporal introduzida nas equações (4.18). Este estado
satisfaz a equação

S â(k, ηi)S
−1|0, η〉S = 0, (4.22)

ou, de maneira equivalente,

{ŷ(k, ηi) + iγ−1
k (η)p̂(k, ηi)}|0, η〉S = 0. (4.23)

1Veremos adiante que nossos resultados independem desta particular escolha do fator de escala,
a evolução das perturbações será a mesma qualquer que seja o comportamento temporal de a(η).
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Na representação de campos, o operador p̂ é representado por p̂(k, ηi) = −i∂/∂ŷ∗(k, ηi)
e o estado solução da equação acima é dado por um funcional de onda Gaussiano,
que pode ser escrito como o produto Ψ = Πk∈R3+Ψk(yk, y

∗
k, η), onde

Ψk =
1√

2π|fk(η)|
exp

{
− 1

2|fk(η)|2
|yk|2 + i

[(
|fk(η)|′

|fk(η)|
− z′

z

)
|yk|2 −

∫ η dη̃

2|fk(η̃)|2

]}
.

(4.24)
Nesta expressão o fator de normalização já está colocado explicitamente e a função
fk deve ser solução da equação clássica de movimento tal que, no regime k2 � z′′/z,
satisfaça a condição

f(k) =
eik(η−ηi)
√

2k
. (4.25)

Isto é, para pequenos comprimentos de onda, fk deve representar o estado de vácuo
de um oscilador harmônico.

Passaremos agora à descrição Bohmiana, escrevendo o funcional de onda como
Ψ = ReiS, com R = |Ψ|, como visto no capítulo 2. A equação funcional (4.11) é
agora separada em suas partes real e imaginária resultando em outras duas equações,
uma para a fase S e outra para a amplitude R, como segue:

∂S

∂η
+

∫
R3+

d3k
1

2

[
δS

δy∗k

δS

δyk
+ k2y∗kyk +

z′

z

(
δS

δy∗k
y∗k + yk

δS

δyk

)
− 1

R

δ2R

δy∗kδyk

]
= 0,

(4.26)
e

∂R2

∂η
+

∫
R3+

d3k

{
δ

δy∗k

[
R2

(
δS

δy
+
z′

z
y∗k

)]
+

δ

δyk

[
R2

(
δS

δy∗k
+
z′

z
yk

)]}
= 0. (4.27)

A equação para S é uma equação do tipo Hamilton-Jacobi com um termo extra
correspondente ao potencial quântico, como visto no capítulo 2, e será analisado
adiante.

Podemos postular agora a existência de um campo y(x, η) com realidade física,
cuja evolução temporal é dada através das equações guia abaixo

y∗k
′ =

δS

δyk
+
z′

z
y∗k, y′k =

δS

δy∗k
+
z′

z
yk. (4.28)
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Estas equações, juntamente com a equação (4.27), garantem que a distribuição R2 =

|Ψ|2 é preservada no tempo, isto é, esta distribuição é equivariante. Assim, a equação
(4.27) passa a ser uma equação de continuidade para a quantidade R2.

Tomando a derivada temporal da última equação guia, por exemplo, e utilizando
a equação (4.26), obtemos a equação de segunda ordem

y′′k +

(
k2 − z′′

z

)
yk = − δQ

δy∗k
, (4.29)

onde
Q ≡ −

∫
R3+

d3k
1

2R

δ2R

δy∗kδyk
(4.30)

é o potencial quântico. A equação acima é a equação clássica de movimento com
um termo extra representando uma força de origem quântica.

Através do funcional de onda (4.24), lemos a fase S e a amplitude R, com as
quais obteremos as soluções de (4.28) e calcularemos o potencial quântico Q através
de (4.30). Começaremos a análise da transição quântico-clássica das perturbações
através das equações guia e depois mostraremos que o comportamento do potencial
quântico corrobora os resultados da primeira análise, no sentido de obter o regime
clássico dentro da teoria, sem adicionar processos do tipo colapso da função de onda
ou mesmo descoerência.

A partir da equação guia, temos que

y′k = h(η)yk → yk = C(k) exp

[∫
η

h(η′)dη′
]
, (4.31)

onde
h(η) =

Fk(η)

|fk|2
+
z′

z
, (4.32)

e C(k) é uma constante de integração que só depende do vetor de onda k, relacionada
com a distribuição inicial do campo yk(ηi).

Substituindo a expressão (4.17) na expressão para a função F (k), escrevemos
h(η) como

h(η) =
1

2

d ln (|fk|2)

dη
. (4.33)

Logo, a equação guia pode ser facilmente integrada resultando em

yk(η) ∼ |fk(η)|, (4.34)
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que podemos ainda escrever na forma

yk(η) = yk(ηi)
|fk(η)|
|fk(ηi)|

. (4.35)

A função modo fk é solução da equação clássica (4.10), ou seja, é dada por uma
função de Hankel conforme a Eq. (4.19), no caso específico de uma evolução do tipo
lei de potência para o fator de escala. Esta função pode ser escrita em termos das
funções de Bessel Jν [86], sendo dada por

H(1)
ν (z) = Jν(z) + iYν(z), (4.36)

onde
Yν(z) =

1

sen(νπ)
[cos (νπ)Jν(z)− J−ν(z)], (4.37)

e ν = −1/2− β.
Para |z| � 1, podemos utilizar a seguinte representação em série da função de

Bessel para encontrar o limite assintótico da solução (4.19),

Jν(z) =
zν

2ν

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

22kk!Γ(ν + k + 1)
. (4.38)

Para o caso em que |z| � 1, utilizamos a representação

J±ν(z) =

√
2

πz
cos
(
z ∓ π

2
ν − π

4

)[n−1∑
k=0

(−1)k

(2z)2k

Γ(ν + 2k + 1/2)

(2k)!Γ(ν − 2k + 1/2)

]
+

−sen
(
z ∓ π

2
ν − π

4

)[n−1∑
k=0

(−1)k

(2z)2k+1

Γ(ν + 2k + 3/2)

(2k + 1)!Γ(ν − 2k − 1/2)

]
(4.39)

Portanto, para pequenos comprimentos de onda (kη � 1), a solução (4.19) é
dada aproximadamente por flutuações do estado de vácuo de Minkowski, a saber

fk(η) ∼ e−ikη
(

1 +
Ak
η

+ . . .

)
. (4.40)

Logo, a solução (4.35) se comporta de maneira muito diferente da solução clássica,
já que o termo de oscilação eikη é eliminado devido à presença do módulo.

Por outro lado, para grandes comprimentos de onda, a solução (4.19) é dada de
acordo com a expressão (4.38) por

fk(η) ∼ Adk|η|αd + Agk|η|
αg ≈ Agk|η|

αg , (4.41)
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onde |η|αd é o modo decrescente (αd > 0) e |η|αg corresponde ao modo crescente
(αg < 0)2. Logo, fk e |fk| tem o mesmo comportamento temporal, devido à presença
de um modo crescente na solução.

Este é o limite clássico da teoria, isto é, a equação de movimento (4.28) fornece
uma evolução para as perturbações que naturalmente passa do regime quântico para
um comportamento que simula a evolução clássica, sem a necessidade de adicionar
um processo não unitário à mão (originado por um processo do tipo medida) para
forçar uma conexão entre estes dois domínios. A quebra da simetria do estado inicial
se dá devido à existência da “partícula” (representando todo o sistema em conside-
ração) descrevendo uma trajetória no espaço de configurações do campo: embora
a distribuição de possíveis configurações iniciais do campo y(η,x) seja uniforme no
3-espaço, o que representa a simetria do estado de vácuo de Bunch-Davies (homoge-
neidade e isotropia), a equação guia fornece uma evolução que não preserverá estas
características. A trajetória do sistema no espaço de configurações é tal que o sis-
tema entra em um determinado ramo da superposição inicial, que representa uma
particular distribuição de posições das perturbações, isto é, o universo com uma
determinada configuração de anisotropias. Qual o ramo a ser seguido dependerá das
condições iniciais, às quais não temos acesso, mas supomos que estejam em equi-
líbrio quântico (distribuídas de acordo com |Ψvac|2). Os outros ramos continuam
existindo, mas não temos acesso a eles. Assim, apesar de o estado inicial ser inva-
riante rotacional e translacional, assim como a onda guia durante toda a evolução
temporal, a solução da equação guia não mantém estas simetrias. Passemos agora
à segunda análise a qual nos referimos anteriormente, aquela relacionada às forças.

De posse do potencial quântico, podemos fazer uma análise das forças clássica
e quântica presentes no sistema, e estudar em que condições uma tem contribuição
maior do que a outra. Este potencial é facilmente calculado de acordo com a Eq.
(4.30), resultando em

Q = −|yk(ηi)|2

4|fk|4
+

1

2|fk|2
. (4.42)

A força clássica é dada por Fcl = −∂V/∂y∗k, onde

V =

(
k2 − z

′′

z

)
yky

∗
k. (4.43)

2Lembremos que −∞ < η < 0 e, portanto, |η| está decrescendo com a evolução.
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A força quântica, Fq ≡ −∂Q/∂y∗k, lê-se

Fq =
yk

4|fk|4
, (4.44)

onde Q está dado por (4.42). Deste modo, temos a razão entre estas duas quanti-
dades dada por

Fcl
Fq

= −4|fk|4
(
k2 − z′′

z

)
. (4.45)

Para k2 � z′′/z (pequenos comprimentos de onda), o segundo termo dentro do
parênteses pode ser desprezado e o valor da função fk pode ser aproximado por
seu valor inicial 1/

√
2k, o que resulta em Fcl/Fq ≈ −1. Ou seja, a força clássica e

quântica estão balanceadas. Logo, o comportamento dos modos é aproximadamente
aquele de um estado estacionário neste regime, com velocidade próxima de zero, de
acordo com a equação guia. Para k2 � z′′/z (grandes comprimentos de onda), a
razão entre as forças se torna muito grande devido ao modo crescente da função fk,
a força quântica se torna então desprezível frente à força clássica. Desta maneira,
os modos passam a obedecer a evolução clássica e a transição ocorre suavemente.

É importante notar que no limite de grandes comprimentos de onda, em que fk
é dado pelo modo crescente, temos Q→ 0. Este resultado está em completo acordo
com o critério que estabelecemos na seção (2.5) para definir consistentemente o
limite clássico da teoria.

4.1.1 O espectro de potência

Iremos agora analisar as propriedades estatísticas da teoria de perturbações Boh-
miana. Para o cálculo do espectro de potência, utilizaremos as hipóteses apresen-
tadas no capítulo anterior (veja a seção 3.4) para justificar a equivalência entre a
média calculada no ensemble e a média calculada sobre regiões espaciais grandes
comparadas àquelas em que há correlação entre os campos.

Seja y(η,x, yi) uma solução da equação guia tal que y(ηi,x, yi) = yi(x). Se
assumirmos que inicialmente o campo tem uma distribuição de equilíbrio |Ψ(yi, ηi)|2,
a equação de continuidade garante que esta distribuição se manterá com a evolução
temporal. Desta maneira, a função de correlação pode ser escrita como

ξ(r) ≡ 〈y(η,x)y(η,x + r)〉dBB
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=

∫
Dyi|Ψ(yi, ηi)|2y(η,x; yi)y(η,x + r; yi)

=

∫
Dy|Ψ(y, η)|2y(η,x)y(η,x + r). (4.46)

Para o cálculo desta expressão utilizaremos a transformada de Fourier do campo
Bohmiano, tratando suas partes real ykr e imaginária yki como variáveis indepen-
dentes, por conveniência. Substituindo |Ψk(yk, y

∗
k, η)|2 avaliado em ηi calculado com

a expressão (4.24) na expressão acima, obtemos3

ξ(r) =

∫ ∏
k

dykrdyki

{
|Nk|2 exp

(
−|ykr|2 − |yki|2

|fk|2

)}∣∣∣∣
ηi

×

× 1

(2π)3

∫
d3kyk(η)eik.x

∫
d3kyk′(η)eik

′.(x+r). (4.47)

Substituindo agora a solução (4.35) nesta expressão obtemos integrais Gaussianas
nas variáveis ykr e yki que podem ser facilmente resolvidas.

Assim, após algumas simplificações chegamos a

〈y(η,x)y(η,x + r)〉dBB =

∫
1

2

d3k

(2π)3
e−ik.r|fk(η)|2

=
1

4π2

∫
dk

sin kr

r
k|fk(η)|2, (4.48)

onde na última linha realizamos a integração sobre os ângulos no espaço dos mo-
menta.

Este resultado é o mesmo obtido na teoria usual (veja, por exemplo, a Ref. [47])
o que mostra a consistência da teoria. Porém, utilizamos aqui a solução (4.35)
explicitamente e tomamos uma média sobre as configurações iniciais dos campos
Bohmianos, que é válida durante toda a evolução. O espectro das perturbações não
é uma quantidade que ora é calculado usando a teoria quântica, ora é calculado
assumindo uma estatística clássica4. Esta é uma questão fundamental já que, como
vimos no segundo capítulo, a teoria Bohmiana pretende ser uma descrição universal
da Natureza.

3Estamos assumindo isotropia estatística, isto é, ξ dependerá apenas do módulo da distância r
entre os pontos do espaço.

4É importante notar que este resultado corrobora aquele da descrição usual pois estamos assu-
mindo uma distribuição de equilíbrio, |Ψ|2, para os valores iniciais do campo y(x, ηi).
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4.1.2 Evolução a Partir de Outros Estados Iniciais

Podemos assumir estados iniciais diferentes daquele dado através da equação
(4.24). Veremos que, para alguns exemplos específicos, a solução da equação guia
não muda e obtemos o mesmo comportamento para as funções dos modos fk.

Consideremos como primeiro exemplo um estado coerente de dois modos [25],
que deve satisfazer as seguintes relações

a(k, ηi)|αβ, ηi〉S =

{√
k

2
y(k, ηi) +

i√
2k
p(k, ηi)

}
|αβ, ηi〉S

= α|αβ, ηi〉S

=

{√
k

2
〈y〉i +

i√
2k
〈p〉i

}
|αβ, ηi〉S, (4.49)

onde o sinal 〈 〉i significa o valor esperado das quantidades y(k, ηi) e p(k, ηi) no
estado |αβ, ηi〉S. Este estado deve também satisfazer

a(−k, ηi)|αβ, ηi〉S =

{√
k

2
y(−k, ηi) +

i√
2k
p(−k, ηi)

}
|αβ, ηi〉S

= β|αβ, ηi〉S

=

{√
k

2
〈y〉∗i +

i√
2k
〈p〉∗i

}
|αβ, ηi〉S. (4.50)

O estado evoluído temporalmente satisfará as equações

Sa(k, ηi)S
−1|αβ, η〉S = α|αβ, η〉S

= (g∗k(η)〈y〉+ if ∗k (η)〈p〉)|αβ, η〉S,

Sa(−k, ηi)S−1|αβ, η〉S = β|αβ, η〉S
= (g∗k(η)〈y〉∗ + if ∗k (η)〈p〉∗)|αβ, η〉S, (4.51)

onde agora os valores esperados são correspondentes a um instante arbitrário η.
Desta maneira, na representação de Schrödinger, as equações acima resultam em(

γkyk(ηi) + i
δ

δy−k(ηi)

)
Ψα = (γk〈y〉+ i〈p〉)Ψα, (4.52)(

γky−k(ηi) + i
δ

δyk(ηi)

)
Ψβ = (γk〈y〉∗ + i〈p〉∗)Ψβ. (4.53)
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Vemos através das equações (4.49) e (4.51) que 〈y〉 é solução da equação de movi-
mento clássica com condições iniciais y(ηi) = 〈y〉i, p(ηi) = 〈p〉i e 〈p〉 = 〈y〉′ − a′

a
〈y〉.

A função de onda composta que é solução das equações acima resulta em

Ψαβ(yi, η) ≡ 〈y(k, ηi), y(−k, ηi)|αβ, η〉S
= Nk exp [−γk|yi − 〈y〉|2 + i(y∗i 〈p〉+ yi〈p〉∗)], (4.54)

onde Nk representa o fator de normalização.
Neste caso, a fase é dada por

S =
F (k)

|fk|2
|yi − 〈yk〉|2 + y∗i 〈p〉+ yi〈p〉∗,

e a correspondente equação guia resulta, de maneira análoga ao que foi feito para o
caso do estado de vácuo, em

yk − 〈y〉 ∝ |fk|. (4.55)

Vimos que 〈y〉 é solução da equação clássica de movimento (4.10) assim como fk,
e além disso temos que para grandes comprimentos de onda |fk| ≈ fk. Portanto, a
soma fk + 〈y〉 obedecerá também a equação clássica de tal maneira que, no limite de
grandes comprimentos de onda, o sistema evoluído a partir de um estado coerente
de dois modos inicial se comportará classicamente.

Consideremos agora um estado inicial com um número arbitrário N de partículas
com momenta k e −k que denotamos por |Nk, N−k, ηi〉S ≡ |N, ηi〉S. O estado
evoluído temporalmente resulta em [87]

ΨN(yi, y
∗
i , η) =

(
−fk
f ∗k

)N
LN

(
|yi|2

|fk|2

)
Ψi(yi, y

∗
i , η), (4.56)

onde Ψi é a função de onda relativa ao estado de vácuo e LN é um polinômio de
Laguerre, representado através da fórmula de Rodrigues por [88]

LN(x) =
1

N !
ex
(
∂

∂x

)N
(xNe−x). (4.57)

Como o argumento do polinômio de Laguerre em (4.56) é real, o polinômio
tambem o será. Para encontrarmos a fase SN da função de onda (4.56) notemos
que, para uma função complexa ψ, podemos sempre escrever

S = − i
2

ln
ψ

ψ∗
.
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Assim,

ΨN

Ψ∗N
=

(
fk
f ∗k

)2N
Ψi

Ψ∗i

=

(
fk
f ∗k

)2N

exp

[
2i
|yi|2

|fk|2
F (k)

]
. (4.58)

Logo,

SN = −iN ln

(
fk
f ∗k

)
+
|yi|2

|fk|2
F (k). (4.59)

O primeiro termo da expressão acima não depende do campo yk e o segundo termo
é exatamente a fase da função de onda correspondente ao estado de vácuo Ψi. Desta
maneira, obtemos neste caso a mesma expressão para a equação guia dada no caso
do estado de vácuo, Eq. (4.28), resultando portanto em trajetórias Bohmianas com
o mesmo comportamento temporal.

4.2 Evolução Bohmiana das Perturbações em um

Modelo com Ricochete

4.2.1 A Quantização Canônica da Gravitação

Uma cosmologia quântica pode ser construída através do processo de quantização
canônica da Relatividade Geral [89]. Este processo de quantização está baseado no
formalismo hamiltoniano desta teoria, que pressupõe uma folheação do espaço-tempo
em hipersuperfícies 3-dimensionais do tipo espaço e consequentemente a existência
de um tempo global. Utilizamos também o método de Dirac para sistemas hamilto-
nianos vinculados [90], dado que a RG apresenta vínculos devido à sua invariância
sob difeomorfismos.

As hipersuperfícies podem ser definidas através de equações para as coordenadas
na forma φ(xµ) = cte. Suas normais são dadas pelas 1-formas n = nµdx

µ = ∂µφdx
µ.

Há sempre uma coordenada do tipo tempo x0 = t que pode parametrizar as hiper-
superfícies, tal que nµ = Nδ0

µ, onde N é um fator de normalização escolhido para
que tenhamos gµνnµnν = 1. As projeções nas hipersuperfícies são construídas com
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a quantidade hµν ≡ gµν − nµnν , com componentes matriciais dadas por

hµν =

 0 0

0 gij −N2g0ig0j

 . (4.60)

Definindo N i ≡ gi0N , podemos escrever as componentes do tensor métrico como

gµν =

 1/N2 N i/N2

N j/N2 hij −N iN j/N2

 , (4.61)

tal que podemos escrever o elemento de linha na forma

ds2 = gµνdx
µdxν

= N2dt2 − hij(N idt+ dxi)(N jdt+ dxj), (4.62)

onde Ni = hijN
j. A quantidade N(t, xi), chamada função lapso, dá a taxa de

variação do tempo próprio de um observador com 4-velocidade nµ com respeito à
coordenada t. O vetor deslocamento N i(t, xj) dá a variação dos pontos com mesmo
rótulo xi com respeito a coordenada t quando passamos de uma hipersuperfície a
outra.

A medida da curvatura das hipersuperfícies com respeito ao espaço-tempo na
qual estão imersas é dada através da curvatura extrínseca, definida como

Kµν ≡ −hµαhνβ∇(αnβ), (4.63)

cujas componentes não nulas se resumem a

Kij =
1

2N
(2D(iNj) − ∂thij), (4.64)

onde D representa a derivada covariante no 3-espaço.
Com as quantidades definidas acima, reescrevemos o escalar de Ricci e colocamos

a lagrangiana correspondente à ação de Einstein-Hilbert na forma5

L[N,N i, hij] = N
√
h((3)R +KijKij −K2). (4.65)

5Na expressão que se segue foram descartados termos de derivadas totais, uma temporal e uma
espacial. Isto só é possível pois estamos considerando seções espaciais com curvatura positiva.
Para detalhes veja a Ref. [91].
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Vamos agora construir a hamiltoniana da RG. Como a densidade lagrangiana
(4.65) não depende de ∂tN e de ∂tN i, os momenta canonicamente conjugados às
variáveis N e N i são fracamente nulos6,

Πµ =
δL

δ(∂0Nµ)
≈ 0, (4.66)

onde N0 ≡ N . O momentum canonicamente conjugado a hij é dado por

Πij =
δL

δ(∂thij)
= −
√
h(Kij − hijK). (4.67)

A densidade hamiltoniana canônica é obtida de maneira usual, através da transfor-
mada de Legendre Hc = Πij∂th

ij − L. Portanto, obtemos7

Hc =

∫
d3x(NH +NjHj), (4.68)

onde

H = GijklΠ
ijΠkl −

√
h (3)R, (4.69)

Hj = −2DiΠ
ij, (4.70)

e
Gijkl =

1

2
√
h

(hikhjl + hilhjk − hijhkl) (4.71)

é a chamada métrica de DeWitt.
A densidade hamiltoniana total deve incluir os vínculos (4.66), o que é feito com

o uso de multiplicadores de Lagrange, resultando

HT = NH +NjHj + λµΠµ. (4.72)

Por consistência os vínculos devem se manter no tempo, isto é, Π̇µ = {Πµ,HT} = 0,
o que leva aos novos vínculos

H ≈ 0, (4.73)

Hi ≈ 0. (4.74)
6Na teoria de Dirac, esta terminologia é utilizada para representar o fato de que estas quan-

tidades não são nulas em todo o espaço de fase, apenas em um subespaço deste. Portanto, os
parênteses de Poisson delas com outras funções do espaço de fase não são necessariamente nulos.

7Aqui descartamos um termo de divergência considerando que a análise é feita em um espaço-
tempo fechado. Para o caso de espaços-tempos abertos, isto não é possível.
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Estes vínculos são conhecidos como super-hamiltoniana e super-momentum, respec-
tivamente. Assim, podemos tratar N e N i como multiplicadores de Lagrange e
eliminá-los do espaço de fase da teoria, tal que a hamiltoniana da RG passa a ser
dada por

HGR =

∫
d3x(NH +NjHj). (4.75)

Para quantizarmos a teoria procederemos da maneira usual, pedindo que os
parênteses de Poisson se transformem em comutadores e que as variáveis no espaço
de fase se transformem em operadores agindo sobre um funcional de onda Ψ[hij, t].
Este, por sua vez, deve obedecer uma equação do tipo Schrödinger, a saber

i~
∂Ψ

∂t
= ĤGRΨ. (4.76)

Entretanto, enfrentamos aqui uma questão delicada pois os vínculos (4.73) e
(4.74) não podem se tornar equações envolvendo operadores. Se isto fosse feito,
todos os comutadores com estas quantidades se anulariam. Assim, seguindo Dirac,
o que devemos pedir são as seguintes condições sobre o funcional de onda:

ĤΨ(hij, t) = 0, (4.77)

Ĥ iΨ(hij, t) = 0. (4.78)

Vemos, portanto, que a equação (4.76) implica que Ψ não depende do tempo. A
falta de um tempo explícito na equação de movimento proveniente do vínculo da
hamiltoniana, ĤΨ = 0 nos impede de descrever a dinâmica do sistema [92].

Uma tentativa de contornar este problema seria identificar o tempo com
√
h,

mas neste caso problemas relacionados a probabilidades negativas aparecem. Isto
porque a equação de WDW se apresenta como uma equação do tipo Klein-Gordon
com termo de massa que também varia com este “tempo”. É preciso colocar esta
equação na forma de uma equação tipo Schrödinger (e portanto encontrar alguma
variável que possa caracterizar a passagem do tempo) para que seja possível definir
uma probabilidade usual a partir do funcional de onda Ψ. Uma outra maneira de
contornar o problema é assumir simetrias para o espaço-tempo de início e tratar mo-
delos simplificados com graus de liberdade restritos, como o de mini-superespaço.
Neste modelo, quantizamos apenas os graus de liberdade que restam de uma geome-
tria homogênea e isotrópica. A partir daí, podemos estudar perturbações quânticas
sobre este fundo quantizado [93].
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A prescrição acima pode ser implementada introduzindo o conceito de trajetórias
Bohmianas, tornando a descrição quântica do Universo consistente (conforme apon-
tamos no cap. 1). Em [94], modelos são construídos utilizando fluidos de radiação
e poeira, gerando em ambos os casos trajetórias para o fator de escala nas quais a
singularidade inicial é substituída por um ricochete, que liga uma fase de contração
a uma fase posterior de expansão, e que acontece devido ao comportamento quântico
da geometria do espaço-tempo. Na próxima seção estudaremos perturbações sobre
um fundo quantizado segundo esta prescrição, com conteúdo material dado por um
fluido perfeito. Depois veremos que as próprias perturbações neste modelo poderão
ser descritas através das trajetórias Bohmianas.

4.2.2 Perturbações no Modelo com Ricochete Quântico

Seja a ação usual da Relatividade Geral com um fluido perfeito como conteúdo
material dada por

S = − 1

16l2Pl

∫ √
−gRd4x−

∫ √
−gρd4x, (4.79)

onde l2Pl = 8πG/3 é o comprimento de Planck (~ = c = 1), ρ é a densidade de
energia do fluido cuja pressão é dada por p = ωρ, com ω constante.

Assim como no caso inflacionário, seja a métrica do espaço-tempo dada por
pequenas perturbações (escalares, por simplicidade) em torno de uma métrica ho-
mogênea e isotrópica, gµν = g

(0)
µν + δgµν , tal que para o fundo temos

ds2 = g(0)
µν dx

µdxν = N2(t)dt2 − a2(t)δijdx
idxj, (4.80)

onde consideramos seções espaciais planas. Podemos decompor δgµν como8

δg00 = 2N2φ,

δg0i = −NaB,i, (4.81)

δgij = 2a2(ψδij − E,ij).
8Introduzimos a função lapso N(t) que é uma restrição da função N(xi, t) apresentada na seção

anterior e que representa uma liberdade na escolha do tempo. Se N(t) = 1, por exemplo, fixamos
a coordenada temporal como o tempo cósmico.
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A partir das expressões acima é possível calcular a Hamiltoniana perturbada
que, depois de transformações canônicas e de Legendre, e também de redefinições
da função lapso, pode ser reescrita como [95]

H = N
[
H

(0)
0 +H

(2)
0

]
+ ΛNPN +

∫
d3xφπψ +

∫
d3xΛφ πφ, (4.82)

onde as quantidades H(0)
0 e H(2)

0 são dadas por

H
(0)
0 ≡ l2P 2

a

4aV
+
PT
a3ω

, (4.83)

e
H

(2)
0 ≡ 1

2a3

∫
d3xπ2 +

aω

2

∫
d3xv,iv,i. (4.84)

A quantidade PT emH
(0)
0 é uma constante cinemática definida como PT ≡ ρa3(ω+1)V ,

que foi introduzida como o momentum conjugado a uma variável T que é cíclica e
fará o papel do tempo quando o sistema for quantizado.

A variável v está relacionada ao potencial de Bardeen de maneira similar ao caso
inflacionário, a saber

D2Φ = −
3l2Pl

√
(ω + 1)ρ0

2
√
ω

a
(v
a

)′
, (4.85)

onde D2 é o operador Laplaciano espacial (tridimensional). Vemos que a variável v
corresponde ao campo y da seção anterior.

É importante ressaltar que as equações clássicas de fundo não foram utilizadas na
simplificação acima, o que é essencial para um processo consistente de quantização
do fundo.

Procederemos agora com a quantização. As quantidades N , φ, ΛN e Λφ são
multiplicadores de Lagrange dos vínculos

H
(0)
0 +H

(2)
0 ≈ 0, πψ ≈ 0, PN ≈ 0, πφ ≈ 0,

respectivamente. Os vínculos de primeira classe agindo sobre o funcional de onda
Ψ[N, a, φ(xi), ψ(xi), v(xi), T ] devem resultar em

∂

∂N
Ψ =

δ

δφ
Ψ =

δ

δψ
Ψ = HΨ = 0. (4.86)
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As três primeiras equações implicam que o funcional de onda não depende de N , φ
e ψ, afinal estes são multiplicadores de Lagrange dos vínculos. A última expressão
é a equação de WDW.

Como PT aparece linearmente na Hamiltoniana, escolhemos o calibre N = a3ω e
interpretamos T como um parâmetro temporal. Assim, a equação de WDW assume
a forma9

i
∂

∂T
Ψ =

1

4

{
a(3ω−1)/2 ∂

∂a

[
a(3ω−1)/2 ∂

∂a

]}
+

−a
3ω−1

2

∫
d3 δ

2

δv2
Ψ +

a3ω+1ω

2

∫
d3xv,iv,iΨ. (4.87)

Escolhendo o ansatz
Ψ[a, v, T ] = Ψ(0)[a, T ]Ψ(2)[a, v, T ], (4.88)

obtemos as correspondentes equações de WDW,

i
∂Ψ(0)(a, T )

∂T
=
a(3ω−1)/2

4

∂

∂a

[
a(3ω−1)/2 ∂

∂a

]
Ψ(0)(a, T ), (4.89)

e

i
∂Ψ(2)(a, v, T )

∂T
= − a3ω−1

2

∫
d3x

δ2

δv2
Ψ(2)(a, v, T ) +

+ω
a(3ω+1)

2

∫
d3xv,iv,iΨ(2)(a, v, T ). (4.90)

Estamos interessados aqui principalmente nas perturbações, o que corresponde ao
funcional de onda Ψ(2)(a, v, T ). O fator de escala a(T ) no argumento deste funcional
pode ser tratado como uma função prescrita do tempo, a trajetória Bohmiana, obtida
da equação em ordem zero para Ψ(0)(a, T ). Para encontrar esta solução, notemos que
a densidade de probabilidade ρ(a, T ) tem uma medida não trivial devido à escolha
da ordenação para a equação de WDW, e vem dada por ρ(a, T ) = a1−3ω|Ψ(0)(a, T )|2.
A equação da continuidade para esta distribuição é então dada por

∂ρ

∂T
− ∂

∂a

[
a3ω−1

2

∂S

∂a
ρ

]
= 0, (4.91)

9Uma questão importante com relação a equação de WDW é a ordenação utilizada. Aqui a
ordenação em a foi escolhida de tal maneira a resultar numa equação de Schrödinger covariante sob
redefinições do campo. Outras escolhas são possíveis, embora em alguns casos anomalias possam
aparecer devido a uma má escolha desta ordenação.
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o que implica a equação guia

ȧ = −a
3ω−1

2

∂S

∂a
. (4.92)

A partir da solução da equação (4.89), obtemos a fase de Ψ(0)(a, T ), substituímos
na equação acima e encontramos a trajetória Bohmiana para o fator de escala [95],
a saber

a(T ) = ab

[
1 +

(
T

Tb

)2
] 1

3(ω−1)

, (4.93)

onde Tb é uma constante arbitrária relacionada à largura da função Gaussiana inicial,
e ab é uma constante de integração. Esta é uma solução não-singular e tende para
a solução clássica nos limites T → ±∞. Considerando que esta é a quantidade que
entra na equação (4.90) e utilizando o tempo conforme segundo a equação

NdT = adη ⇒ dη = [a(T )]3ω−1dT, (4.94)

obtemos
i
∂Ψ(2)

∂η
=

∫
d3x

(
−1

2

δ2

δv2
+
ω

2
v,iv

,i − a′′

2a
v2

)
Ψ(2). (4.95)

A equação de evolução na representação de Heisenberg correspondente à equação
de Schrödinger acima, em termos dos modos normais vk, fica dada por

v′′k +

(
ωk2 − a′′

a

)
vk = 0. (4.96)

Esta equação tem a mesma forma da equação de evolução das perturbações escalares
obtidas no modelo inflacionário. O ponto fundamental neste caso é que a(η) não é
mais uma solução clássica das equações do fundo, mas sim trajetórias Bohmianas
do fundo quantizado.

Foi mostrado em [96] que este modelo é capaz de gerar perturbações com espectro
invariante de escala se o fluido dominante durante a entrada das flutuações na região
do potencial a′′/a na fase de contração for do tipo poeira (ω ≈ 0), independentemente
do fluido que domine durante o próprio ricochete.

4.2.3 Evolução Bohmiana das Perturbações

Na seção anterior aplicamos a teoria de de Broglie-Bohm apenas para o fundo,
o qual teve seu único grau de liberdade (o fator de escala) quantizado, segundo o
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procedimento de quantização de Wheeler-DeWitt. Nesta seção aplicaremos a teoria
de dBB também às perturbações, seguindo a linha do procedimento adotado para o
caso inflacionário.

Como vimos anteriormente, o estado de vácuo (4.24) foi construído baseado no
fato de que a Hamiltoniana do sistema é do tipo oscilador harmônico com frequência
dependente do tempo e que para pequenos comprimentos de onda a curvatura do
espaço-tempo é desprezível, o que também acontece com a Hamiltoniana das per-
turbações no modelo com ricochete, de acordo com a equação (4.95). Portanto, o
estado inicial no presente modelo também é aquele dado pela equação (4.24). A
equação guia não será modificada e obteremos a mesma solução para os modos vk,
dada por

v′k =
δS

δv∗k
+
a′

a
vk ⇒ vk ∝ |fk(η)|, (4.97)

em termos das funções fk(η), que obedecem a equação de movimento (4.96).
A expressão para fk(η) pode então ser expandida em termos de k2 de acordo

com a solução formal da equação (4.96) obtida em [66], a saber

fk
a

= A1(k)

[
1− k2

∫ η

0

dη̄

ā2

∫ η̄

0

d¯̄η ¯̄c2
s

¯̄a2 + ...

]
+

+A2(k)

[∫ η

η∗

dη̄

ā2
− k2

∫ η

0

dη̄

ā2

∫ η̄

0

d¯̄η ¯̄c2
s

¯̄a2

∫ ¯̄η

η∗

d¯̄̄η

¯̄̄a
2 + ...

]
, (4.98)

onde cs =
√
ω e η∗ é uma escolha conveniente da constante de integração, relacio-

nada ao tempo conforme onde as condições iniciais são colocadas, o que neste caso
corresponde a η∗ → −∞. As condições iniciais de vácuo podem ser consistentemente
colocadas em η∗ → −∞, pois aí os modos estão em uma região onde o potencial
a′′/a é desprezível. O ricochete acontece em η = 0, quando o potencial é máximo.

Assim que os modos entram na região onde o potencial é significativo, isto é,
c2
sk

2 ≤ a′′/a, as oscilações cessam e os primeiros termos da solução (4.98) podem ser
utilizados como boa aproximação. O termo

A2(k)

∫ η

−∞

dη̄

ā2

cresce na fase de contração, à medida que as perturbações se aproximam do ricochete.
Na fase de expansão, este termo pode ser reescrito como

A2(k)

∫ η

−∞

dη̄

ā2
= A2(k)

(
B −

∫ ∞
η̄

d¯̄η

¯̄a2

)
, (4.99)
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onde
B ≡

∫ ∞
−∞

dη a−2

é uma constante. Assim, a solução para as funções fk próxima ao ricochete fica dada
por

fk = [A1(k) + A2(k)B]a(η) + A2(k)a(η)

∫ ∞
η

dη̄

a2(η̄)
, (4.100)

onde o segundo termo do lado direito corresponde ao modo decrescente na fase de
expansão.

Em [97] a quantidade B foi calculada explicitamente para o modelo de ricochete
quântico e mostrou-se que ela é proporcional a uma potência da função de desvio
para o vermelho (redshift) correspondente ao ricochete, xb ≡ a0/ab, a saber

B ∝ x
3(1−ω)/2
b .

A potência é positiva para fluidos convencionais (isto é, que obedecem todas as
condições de energia), para os quais −1/3 < ω < 1/310.

A função de deslocamento para o vermelho, por sua vez, deve ser grande se
o ricochete acontece muito antes da nucleossíntese, tal que tenhamos xb � 1010.
Isto implica que B é um número muito grande, o que torna a quantidade A1 na
solução (4.100) irrelevante. Logo, para grandes comprimentos de onda e próximo ao
ricochete, obtemos

fk(η) ≈ A2(k)

[
B a(η) + a(η)

∫ ∞
η

dη̄

a2(η̄)

]
, (4.101)

de tal maneira que, em relação à evolução temporal, temos

|fk| ∼ fk, (4.102)

assim como no caso de grandes comprimentos de onda na teoria inflacionária.
Vemos portanto que a presença de um modo crescente (na fase de contração, na

região onde o potencial é significativo) garante que as perturbações atinjam o com-
portamento clássico. O ricochete não atrapalha a evolução nem a trasição quântico-
clássica das perturbações pois estas não sentem a escala nem os efeitos quânticos

10De fato, espera-se que ω esteja muito próximo de zero para que o espectro resultante seja
aproximadamente invariante de escala, como dito na seção anterior. Veja a Ref. [96].
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da geometria que levam ao ricochete. Este padrão de evolução das perturbações
também é válido para modelos mais gerais, contanto que a escala do ricochete seja
pequena e que a RG possa ser usada para estimar o comportamento das perturbações
longe deste evento, de acordo com a análise feita em [97].
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Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

“Todo trabalho científico quer ser superado e ser superado não é apenas seu
destino, mas seu objetivo.”

Paolo Rossi [98]

Neste trabalho nos propusemos a analisar a transição quântico-clássica das per-
turbações primordiais responsáveis pela formação de estruturas; para este fim utili-
zamos a teoria quântica de de Broglie-Bohm. Nossa principal motivação foi fornecer
uma descrição consistente para esta questão fundamental que ainda não havia sido
elucidada, e para a qual o ponto de vista da teoria ortodoxa (Copenhague) não pode
oferecer compreensão mais profunda. Muitos autores negligenciaram este problema
que, de um ponto de vista fundamental, está ligado ao poder de predição do modelo
inflacionário. Apesar de visões mais completas terem sido abordadas, vimos que as
mais importantes ainda deixam lacunas em suas descrições.

Estas lacunas estão diretamente ligadas à afirmação de que o processo de desco-
erência é suficiente para resolver o problema da medida e fornecer um limite clássico
para o sistema quântico, que como vimos é uma afirmação equivocada. No contexto
de uma teoria cosmológica o problema é amplificado e muito cuidado deve ser to-
mado para que não entremos em argumentos cíclicos que expliquem nossa origem a
partir de nossas próprias medidas.

A teoria Bohmiana foi muito criticada ao longo de sua história e, para muitos,
a possível falta de evidências observacionais que a diferencie da visão usual a relega
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a um nível puramente especulativo. Contudo, como já citado neste trabalho, a con-
dição de equilíbrio quântico, que faz com que suas predições estatísticas coincidam
com a da visão usual, não precisa ser imposta e talvez seja possível encontrar situa-
ções em que esta condição tenha sido violada. O universo primordial, por exemplo,
pode ter sido o cenário ideal para violações do equilíbrio quântico. No entanto,
devido à rápida relaxação destes processos, ainda é necessário um mecanismo que
congele estes efeitos.

O ponto fundamental, no entanto, é que a teoria bohmiana é uma teoria que
trata de objetos com realidade física e na qual o problema da medida não se coloca,
como visto no segundo capítulo deste trabalho e pode, portanto, ser aplicada à
cosmologia.

A teoria Bohmiana aplicada às perturbações no contexto inflacionário mostrou
que a transição do regime quântico para o clássico está bem definido tanto matema-
ticamente quanto conceitualmente. A evolução das perturbações a partir do estado
de vácuo, dada pela equação guia, passa naturalmente de um regime puramente
quântico em que a força quântica e a clássica se equilibram, para um regime em
que a equação de movimento apresenta o mesmo comportamento da contrapartida
clássica da evolução. O resultado se mostrou robusto em relação ao uso de outros
estados iniciais, a saber, um estado coerente de dois modos e um estado inicialmente
com N partículas. Na Ref. [99] foi demonstrado um teorema que garante que a evo-
lução Bohmiana fornece corretamente o limite clássico para uma superposição geral
de estados de N partículas tomado como estado inicial.

Com relação às simetrias iniciais do estado de vácuo (homogeneidade e isotropia),
vimos que estas são quebradas pela presença da trajetória Bohmiana no espaço de
configuração: mesmo que a distribuição inicial dos campos no espaço de configura-
ção não dependa dos pontos do espaço tridimensional, a equação guia não preserva
a homogeneidade e a isotropia. O sistema será guiado pela função de onda (que
permanecerá invariante) para um determinado ramo, que representa uma determi-
nada configuração de anisotropias na RCFM. Aqui, o postulado do colapso como
justificativa para a quebra da invariância do estado inicial não se coloca e a forma-
ção de estruturas é possível como resultado da trajetória do sistema no espaço de
configuração.
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Vimos também que a descrição Bohmiana é consistente em um modelo com rico-
chete proveniente de uma cosmologia quantizada através da abordagem de Wheeler-
DeWitt. Neste contexto, as condições iniciais de vácuo são dadas no passado distante
do Universo, quando ele era grande e rarefeito. A evolução destas perturbações é tal
que elas começam a se comportar classicamente ao entrar em uma região na qual
o potencial responsável pelo ricochete começa a ser importante. Apesar dos efeitos
quânticos da geometria, que fazem com que a contração do espaço-tempo atinja um
volume espacial mínimo dando lugar a uma fase de expansão, a evolução das pertur-
bações não é afetada. Isto se deve à escala em que o ricochete acontece, que é muito
pequena quando comparada ao comprimento de onda das perturbações de interesse
cosmológico, que nesta época são grandes comparadas à escala do ricochete.

Como perspectiva, seria interessante tentar encontrar efeitos observacionais de
um possível desvio do equilíbrio quântico, o que levaria a uma indicação de que a
teoria de de Broglie-Bohm seria de fato a mais adequada para a descrição da teoria
quântica. Seguindo esta linha, a Ref. [38] apresenta sugestões de possíveis efeitos na
RCFM de um desvio do equilíbrio na fase primordial, que podem ter sido congelados
antes que a inflação fosse capaz de apagá-los. Em particular, um desvio do equilíbrio
quântico forneceria uma distribuição não-gaussiana para as flutuações primordiais,
o que implicaria em uma distribuição não uniforme para as fases das perturbações
clássicas observadas na RCFM, que por sua vez poderia originar anomalias nas fases
dos coeficientes alm da expansão das anisotropias de temperatura em harmônicos
esféricos, a saber

δT

T0

=
∑
lm

almYlm(θ, φ),

onde T0 ' 2.73K é a temperatura medida da radiação de fundo [100]. Claro está
que muitos efeitos astrofísicos podem gerar não-gaussianidades no mapa da RCFM.
Ainda é difícil reconhecer se um efeito deste tipo, caso medido, seria resultado de
um processo inadequado de limpeza dos dados ou realmente um efeito de uma física
mais fundamental. Neste último caso uma análise quantitativa detalhada do desvio
do equilíbrio pode fornecer as condições necessárias para justificar um tal efeito.

Em suma, reforçamos que mesmo sem evidências claras de desvios do equilíbrio
em sistemas quânticos até o presente momento, a teoria de de Broglie-Bohm tem-se
mostrado uma teoria mais completa do que a visão ortodoxa em termos de descri-
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ção física de sistemas quânticos, principalmente no que diz respeito à aplicação em
cosmologia. Este fato em si é suficiente para considerá-la uma teoria viável para a
descrição da teoria quântica.
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Apêndice A

Descoerência

Na tentativa de descrever quanticamente o processo de medida e descartar as
idéias de Bohr de que analisar os passos intermediários de uma medida seria im-
possível, von Neumann [17] criou o processo conhecido hoje como cadeia de von
Neumann que, apesar de não conseguir explicar a medida sem fazer uso do pos-
tulado do colapso, preparou o terreno para avanços posteriores importantes, onde
destacamos o processo de descoerência [101]. Neste processo, a interação do sistema
com seu ambiente produz dinamicamente uma supressão dos efeitos de interferên-
cia quântica, o que já foi verificado experimentalmente, como pode-se constatar por
exemplo na Ref. [102]. Vamos, na próxima seção, dar uma breve descrição da cadeia
idealizada por von Neumann e, então, na segunda seção, descreveremos com algum
detalhe o processo de descoerência, de tal maneira a deixar clara a crítica exposta
na seção (3.5.2).

A.1 Cadeia de von Neumann

Vamos considerar medidas de primeira espécie, nas quais a interação entre o
aparato de medida (A) e o sistema considerado (S) acontece em um intervalo de
tempo finito e, neste intervalo, é mais importante que qualquer outra. Seja Ŝ o
observável que será medido tal que Ŝ|si〉 = si|si〉. Seja X̂ o operador relacionado a
posição do centro de massa do ponteiro tal que X̂|x〉 = x|x〉. A interação provocada
pela medida irá introduzir uma correlação entre os estados referentes ao aparato
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a ao sistema, |φA〉 e |φS〉, respectivamente. Fora do intervalo de medida, o estado
total pode ser descrito como um produto tensorial entre os estados pertencentes aos
espaços de Hilbert HA e HS, a saber, |Ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φS〉. Se inicialmente o sistema
estiver em um dos autoestados de Ŝ, a medida não o modificará mas deverá alterar o
estado do aparato de tal maneira a fazer com que ele registre um valor proporcional
ao autovalor do estado do sistema. Esta interação pode ser implementada por um
operador evolução UI que satisfaça

UI |si〉 ⊗ |x〉 = |si〉 ⊗ |x+ λsi〉, (A.1)

onde λ é uma constante de acoplamento. Esta interação pode ser obtida através da
Hamiltoniana ĤI = −g(t)Ŝ ⊗ P̂ , onde P̂ é o momentum canonicamente conjugado
a X̂ e g(t) é tal que λ =

∫
∆t
g(t)dt, que é diferente de zero somente no intervalo de

interação ∆t [27].
Tomemos agora o estado inicial dado por

|Ψ0〉 = |φS〉 ⊗ |φA〉, (A.2)

onde estamos considerando
|φS〉 =

∑
i

ci|si〉, (A.3)

e
|φA〉 =

∫
dxf(x)|x〉. (A.4)

O estado final é então dado pela superposição

|ΨF 〉 =
∑
i

ci|si〉 ⊗ |φA(si)〉, (A.5)

onde
|φA(si)〉 =

∫
dxf(x)|x+ λsi〉 =

∫
dxf(x− λsi)|x〉.

Supondo que f(x) seja uma gaussiana centrada em x = 0 com incerteza ∆x, o
que é equivalente a dizer que o ponteiro do aparato está na posição x = 0 com erro
∆x, e assumindo que a diferença entre duas posições do ponteiro seja muito maior
que a incerteza, então temos que

〈φA(si)|φA(sj)〉 = δij. (A.6)
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Com esta condição vemos que o estado final (A.5) do sistema total (A + S) é uma
superposição de estados ortogonais, o que garante que se o ponteiro está centrado
em x = λsi, certamente o sistema quântico S estará no autoestado |si〉. Esta é a
correlação entre A e S originada da interação provida pela medida.

Contudo, para observar o ponteiro, precisamos de outro aparelho (note que o
processo não pode incluir ingredientes clássicos como um observador, já que isso nos
traria de volta às idéias de Bohr). Consideremos então um aparato A2 que possa
medir tanto Ŝ quanto X̂. Com uma interação análoga a (A.1), temos que

|si〉 ⊗ |x1〉 ⊗ |x2, y1〉 → |si〉 ⊗ |x1 + λ1si〉 ⊗ |x2 + λ1si, y1 + λ2x1〉. (A.7)

Considerando o estado inicial

|Ψ0〉 = |φS〉 ⊗ |φA1〉 ⊗ |φA2〉, (A.8)

onde
|φS〉 =

∑
i

ci|si〉,

|φA1〉 =

∫
dx1f1(x1)|x1〉,

e
|φA2〉 =

∫
dx2dy1f2(x2, y1)|x2, y1〉,

obtemos o estado final

|ΨF 〉 =
∑
i

ci|si〉 ⊗ |φA1(si)〉 ⊗ |φA2(si)〉, (A.9)

onde
|φA1(si)〉 =

∫
dx1f1(x1 − λ1si)|x1〉

e
|φA2(si)〉 =

∫
dx2dy1f2(x2 − λ1si, y1 − λ2λ1si)|x2, y1〉.

Vemos novamente uma correlação perfeita: o sistema no autoestado |si〉, A1

apontando o autovalor correspondente si e A2 medindo o autovalor s1 e a posição
do ponteiro de A1 centrado neste valor. No entanto, (A.9) continua sendo uma
superposição que descreve as potencialidades do sistema sem indicar qual delas é de
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fato realizada. Um outro aparato apenas irá prolongar a cadeia, sem efetivamente
resolver a questão.

Um outro problema associado a esta análise é que não é possível dizer que obser-
vável estamos medindo. Supondo que |φA(si)〉 forme uma base no espaço de Hilbert
do aparato, poderíamos em princípio escrever a expressão (A.5) em termos de outra
base, a saber, |φA(rj)〉 =

∑
i |φA(si)〉〈φA(si)|φA(rj)〉. Assim,

|ΨF 〉 =
∑
j

dj|rj〉 ⊗ |φA(rj)〉, (A.10)

onde |rj〉 são novos estados referentes ao sistema tal que

dj|rj〉 =
∑
i

ci〈φA(ri)|φA(rj)〉|sj〉.

Pode-se mostrar que que os estados |rj〉 são ortonormais e podem portanto estar
associados a um outro observável, R̂ ≡

∑
j fj|rj〉〈rj|. Desta forma, uma outra corre-

lação surge descrita pelo mesmo estado final |ΨF 〉, correlacionando agora estados de
A com estados de S referentes a outro observável. O que está sendo medido afinal,
Ŝ ou R̂? Este é o problema conhecido como ambiguidade da base do ponteiro.

A.2 Descoerência

Segundo a Ref. [101], a descoerência é um processo dinâmico de deslocalização de
superposições quânticas, que estão definidas em um espaço de Hilbert abstrato com
uma base local, que pode ser por exemplo formada pelas posicões das partículas
ou campos espaciais. Esta deslocalização surge através do emaranhamento entre
o sistema considerado e outros sistemas, que podem representar, por exemplo, o
ambiente externo ao sistema [103].

Vamos definir os graus de liberdade referentes ao ambiente através da variável r,
e assumiremos 〈x′, r′|x, r〉 = δ(x − x′)δr,r′ . A expressão (A.1) é então generalizada
como abaixo,

|si〉 ⊗ |φA, r〉 →
∑
r′

wir,r′ |φA(si), r
′〉, (A.11)

onde o sistema observado foi incluído no ambiente, e onde

|φA, r〉 =

∫
dxf(x)|x〉 ⊗ |r〉, (A.12)

81



APÊNDICE A. DESCOERÊNCIA

|φA(si), r〉 =

∫
dxf(x− λsi)|x〉 ⊗ |r〉. (A.13)

A condição de normalização impõe que
∑

r′ |wir,r′|2 = 1.
Para uma superposição de estados inicial, teremos

|ΨI〉 =

(∑
i

ci|si〉

)
⊗ |φA, r〉 → |ΨF 〉 =

∑
i,r′

wir,r′ci|φA(si), r
′〉, (A.14)

tal que a probabilidade de se obter o autovalor si é dada por

pi =
∑
r′

|〈φA(si), r
′|ΨF 〉|2 = |ci|2. (A.15)

Levando em conta o processo de descoerência, a ambiguidade da base do ponteiro
apresentada na seção anterior pode ser resolvida: a base preferencial (de autoestados
do observável medido) é a única que possui 100% de correlação com os estados do
ponteiro (veja um exemplo específico no Cap. 3 da Ref. [27]).

A descoerência pode ser estudada tambem do ponto de vista do formalismo da
matriz densidade. Como estamos interessados somente nos graus de liberdade refe-
rentes ao ponteiro do aparato de medida, podemos trabalhar com a matriz densidade
reduzida, resultado de um traço parcial da matriz densidade total sobre os graus de
liberdade que estamos descartando. Assim, para o estado final, obtemos

ρ̂red =
∑
r

〈r|ρ̂|r〉 =
∑
r

〈r|ΨF 〉〈ΨF |r〉

=
∑
i

|ci|2|φA(si)〉〈φA(si)|+
∑

i,j,r′;i 6=j

cic
∗
jw

i
r,r′w

∗j
r,r′|φA(si)〉〈φA(sj)|.(A.16)

O segundo termo da expressão acima é um termo típico de interferência quântica.
Para um observável qualquer Ĉ que não comute com X̂, seu valor médio é dado por

〈Ĉ〉 = Tr(Ĉρ̂red) =
∑
i

|ci|2〈φA(si)|Ĉ|φA(si)〉+ termos fora da diagonal. (A.17)

Se os termos fora da diagonal fossem não-nulos, o aparato apresentaria interferência
quântica, o que não é em geral observado. No entanto, estes termos vão a zero
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rapidamente na prática devido a interação com o ambiente. Deste modo, a ma-
triz densidade reduzida do sistema será em boa aproximação diagonal, imitando o
comportamento de uma mistura estatística [104].

Vimos portanto que a descoerência resolve o problema da ambiguidade do pon-
teiro em uma medida, além de explicar a ausência de interferência quântica a nível
macroscópico. No entanto, quanto a base do ponteiro, o problema é resolvido dado
que o aparato é construído de forma a prover uma determinada interação, visando
medir um certo observável. No contexto cosmológico esta questão permanece de-
licada, precisamos de um mecanismo físico que justifique que a base adequada é
aquela formada pela amplitude das perturbações.

Além disso, a questão da fronteira quântico-clássica e consequentemento o pro-
blema da medida permanecem pois a abordagem descrita acima se baseia na matriz
densidade reduzida, e não na total. Embora a matriz densidade reduzida seja dia-
gonal, onde cada elemento representa o ponteiro do aparato em uma certa posição
(autovalor), estas diversas potencialidades não se tornam resultados clássicos. Ainda
não há uma maneira de pinçar um destes autovalores entre os outros e torná-lo um
resultado concreto. Nesta afirmação se baseia a crítica encontrada no Cap. 3.
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