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A amada vo Felicia, que partiu deizando uma saudade imensa...

“Na mesma pedra se encontram,
Conforme o povo traduz,

Quando se nasce - uma estrela,
Quando se morre - uma cruz.

Mas quantos que aqui repousam
Hao de emendar-nos assim:
"Ponham-me a cruz no principio...
E a luz da estrela no fim!”

Mario Quintana



“(...) the actual state of our knowledge is always provisional and (...) there must
be, beyond what is actually known, immense new regions to discover.”

Louis de Broglie
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Resumo

Neste trabalho, nos propusemos a estudar a evolugao das perturbagoes primordiais
utilizando a teoria causal de de Broglie-Bohm, tanto no cenario inflacionario usual
quanto em um modelo com ricochete. Este estudo foi desenvolvido com o intuito de
entender uma questao fundamental que até o momento nao havia sido propriamente
respondida: a questao da transicao quantico-classica das perturbagoes. Acredita-se
que as pequenas inomogeneidades classicas observadas nos mapas da radiacao cos-
mica de fundo na faixa de micro-ondas tenham sido as responséveis pela formacao
das estruturas presentes no Universo através da instabilidade gravitacional. A ori-
gem destas perturbagoes é atribuida a flutuagoes do estado de vacuo de um campo
quantico. A teoria usual se baseia em uma identificacao entre o espectro das per-
turbagoes classicas e o valor esperado das flutuagoes no (seu) estado de vacuo para
justificar as dltimas como condig¢bes iniciais para as primeiras. Claro esta que esta
¢ uma visao que apresenta limitagoes pois ainda ha a necessidade de um processo
fisico que garanta a passagem de um estado de viacuo homogéneo e isotropico para
um estado assimétrico e essencialmente cléssico. Este problema esta diretamente
ligado ao problema da medida em mecanica quantica, com o agravante de estarmos
agora tratando de uma teoria cosmologica, onde a nogao de observador ou ambiente
classico externo ao sistema nao faz sentido. Neste trabalho mostramos que a teoria
Bohmiana oferece uma resolucao para esta questao de maneira simples e consistente,
com a qual é possivel construir um quadro completo da evolucao das perturbagoes,

fornecendo um espectro de poténcia consistente com a abordagem usual.
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Abstract

In this work we deal with the evolution of primordial perturbations from the point
of view of the de Broglie-Bohm theory of motion, both in the usual inflationary
scenario and in a bouncing model. This analysis was developed with the aim of
solving a fundamental open question: the quantum-to-classical transition of these
perturbations. It is believed that the small inhomogeneities observed in the cos-
mic microwave background radiation were the responsible for structure formation
through gravitational instability. The origin of these perturbations is assigned to
fluctuations of a quantum field in its vacuum state, due to the uncertainty principle.
The usual view of the quantum-to-classical transition is based on an identification
of the spectrum of classical perturbations with the vacuum expectation value of the
quantum fluctuations to justify the latter as initial conditions for the former. This
is a restricted view of the subject that works for practical purposes, but we still
need a physical process to provide a consistent description of the passage of a sym-
metrical vacuum state to a classical inhomogeneous one. This problem is directly
linked to the “measurement problem” in quantum mechanics, which is exacerbated
in the cosmological context, where concepts like external observers or classical envi-
ronment do not make sense. In this work we show that the Bohmian theory offers a
simple and consistent resolution to this question, in which it is possible to construct
a complete picture of the evolution of the perturbations, yielding a power spectrum

consistent with the usual approach.
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Capitulo 1
Introducao

- Podia me dizer, por favor, qual € o caminho que devo sequir?
- Isso depende do lugar para onde vocé quer ir, disse o Gato.
- Nao tenho destino certo, disse Alice.

- Nesse caso nao importa muito por onde vocé vd.
Lewis Carroll [1]

O modelo padrao da cosmologia! nos da uma descricao razoavelmente precisa da
evolucao do Universo que cobre aproximadamente 13,7 bilhces de anos. A principal
hipotese deste modelo se reduz ao que chamamos de principio cosmologico, o qual
afirma que em grandes escalas as quantidades observaveis do Universo sao as mesmas
para todos os observadores. Em outras palavras, em grandes escalas nosso Universo
é homogéneo e isotrépico. Esta afirmacao era tomada como um principio filosofico
até que, em 1964, medidas de uma radiagao em comprimentos de onda na faixa de
micro-ondas de origem cosmologica com estas simetrias foram feitas [4], dando-lhe

suporte?.

LA defini¢do deste termo pode variar de autor para autor. Aqui, seguimos a Ref. [2]: nos
referimos ao modelo que descreve a evolucao do Universo a partir de um estado muito quente e
denso, onde a radiagao era a componente material mais importante. Esta componente é descrita

pela fisica de particulas elementares [3]. Desde entdo o Universo vem se expandindo e esfriando.
2Previses tedricas e observacdes de uma radiacdo com temperatura préxima a medida por

Penzias e Wilson ja haviam sido feitas anteriormente, mas sem mengao a uma origem cosmologica,

veja por exemplo a Ref. [5].
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Podemos portanto sumarizar o modelo padrao, do ponto de vista da interacao

gravitacional, de acordo com as seguintes afirmacoes:
1. A gravitagao é regida pelas equacoes de Einstein;

2. Vale o principio cosmologico, portanto existe um tempo global a partir do qual

todas as quantidades relevantes no Universo sao dadas?;

3. Acima da escala aproximada de 100 Mpc, a distribuicao de matéria e energia
é considerada continua e pode portanto ser descrita por um fluido perfeito.
Assume-se que cada componente deste contetido material obedece uma equagao
de estado do tipo p = wp, onde p e p sao a pressao e a densidade de energia,

respectivamente, e w é uma constante;

Estas hipoteses estao no cerne dos trabalhos de Friedmann [6], Lemaitre [7] e outros,
mas nao sao suficientes para descrever o Universo observado [8]. Apesar de ser o
modelo vigente, este possui uma série de problemas, tais como a singularidade inicial,
o horizonte cosmolégico, o problema da planeza etc. Um grande avango na tentativa
de resolver estes problemas foi dado pela teoria inflacionaria.

A teoria inflacionaria é uma teoria bem sucedida e aceita atualmente como com-
plementar ao modelo padrao da cosmologia por explicar varios problemas que este
altimo apresenta, conforme citado acima. Sua origem remonta aos trabalhos de A.
Starobinsky [9], A. Guth [10] e K. Sato [11]. Starobinsky, na tentativa de resolver
o problema da singularidade inicial, argumentou que corre¢oes quanticas na Rela-
tividade Geral seriam importantes no universo primordial, e estas genericamente
levam a termos de curvatura ao quadrado na acao de Einstein-Hilbert. A solugao
das equagoes de Einstein com estes termos extras, quando a curvatura é grande,
levam a uma evolucao do tipo de Sitter, com uma constante cosmologica efetiva.
Na tentativa de resolver o problema dos monopolos magnéticos, Guth propos que
o universo primordial, enquanto esfriava, ficou preso em um falso vacuo com uma
densidade de energia alta, algo similar a uma constante cosmolégica. Ele pode-
ria decair somente através de um processo de nucleacao de bolhas via tunelamento

quéantico de acordo com a Teoria da Grande Unificacao. Bolhas de vacuo verdadeiro

3Isto se deve ao fato de que podemos definir uma escala de tempo onde as equacdes t = cl¢

definem as hipersuperficies onde a distribuicdo de matéria é homogénea.
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se formariam espontaneamente no fundo de vacuo falso. Este modelo apresentava
o problema de nao produzir radiagao e portanto nao reaquecer. Isto s6 aconteceria
se as bolhas colidissem. No entanto, se a inflacao durou o tempo suficiente para
resolver o problema das condigoes iniciais, as colisdes seriam muito raras. A reso-
lugao deste problema veio independentemente de A. Linde [12| e de A. Albrecht e
P. Steinhardt [13], que propuseram o modelo de rolamento lento ou inflagao nowva,
onde um campo escalar descendo lentamente seu potencial (em comparagao com a
expansao do Universo) produziria um periodo de expansao acelerada resolvendo o
problema dos monopélos. Além disso, seria capaz de produzir um reaquecimento
do universo e a producao de radiacao quando o potencial se tornasse mais ingreme,
através do processo de ressonancia paramétrica.

Neste contexto, a (nova) inflagdo é uma teoria capaz de fazer previsoes bastante
gerais independente do modelo exato subjacente. Um campo escalar real sob deter-
minadas condigoes é capaz de gerar um periodo de expansao acelerada, independente
da forma exata de seu potencial. Essa fase de expansao acelerada prevé um universo
muito préximo de plano, o que é confirmado pelas observacoes. E também uma te-
oria que resolve o problema do horizonte ao inflar uma regiao pequena conectada
causalmente para além do raio de Hubble, o que oferece a possibilidade de tentar
entender porque a radiacao de fundo que medimos hoje é homogénea e isotropica
mesmo para regioes que, em principio, estariam desconectadas e com propriedades
diversas umas das outras se a evolugao do fator de escala fosse somente dada pelas
equacoes de Friedmann com radiacao como fonte*. A ela também foi atribuida a
explicagao da origem das sementes para formacao de estruturas: estas seriam resul-
tado de flutuagoes quanticas do campo escalar que foram ampliadas durante a fase
de expansao acelerada. Contudo, devido a escala de energia em que acontece, nao é
possivel obter observagoes diretas do modelo inflacionério e seu suporte observacio-
nal esta baseado nesta previsao de condigoes iniciais.

No entanto, um problema fundamental com respeito a este modelo permanece:
a transicao quantico-classica destas flutuagoes primordiais. O espectro que obser-

vamos no mapa da radiacao césmica de fundo em micro-ondas esta relacionado a

4No entanto, o problema da homogeneidade e isotropia néo é resolvido, pois a inflacdo néo
oferece um mecanismo fisico que possa ter sido responsavel por instaurar estas simetrias, apenas

garante que esse mecanismo possa atuar de maneira causal.
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pequenas inomogeneidades classicas. Por outro lado, se flutuagoes quanticas sao as
boas condigoes iniciais, o espectro deveria ser uma quantidade de origem quéantica,
dado pelo valor esperado das flutuagoes quanticas do campo no estado de vacuo.
O que se faz é utilizar calculos perturbativos classicos no espectro calculado quéan-
ticamente e o que é obtido coincide com as observacoes. Esta é a “justificativa”
para impor flutuagoes quanticas como condigoes iniciais para a subsequente evolu-
¢ao do Universo observavel. Mas qual seria o processo responsavel por transformar
flutuagoes quanticas em perturbagoes classicas? Muitos autores negligenciaram este
ponto, apesar de seu papel importante como fundamento para as predi¢oes da infla-
¢ao com respeito a origem de estruturas no Universo. Como afirmar que a inflagao
resolve o problema das condig¢oes iniciais para formacao de estruturas se nao respon-
dermos esta questao? Veremos que alguns autores se preocuparam com esta lacuna
e tentaram preenché-la de diversas maneiras.

A transicao quantico-classica é uma questao de muitos debates ji na mecanica
quantica nao-relativistica. Ela esta relacionada a um problema fundamental que a
nivel prético é, em geral, deixado de lado: o problema da medida na interpretagao
de Copenhague [14]. Esta interpretacdo se estabeleceu como a principal abordagem
a teoria quantica depois do congresso de Solvay em 1927, embora nao tenha havido
um consenso entre os participantes quanto a preferéncia por esta visao [15]. Segundo
N. Bohr [16], nossas mentes sao classicas e por isso nossas teorias cientificas devem
se basear em conceitos classicos. Para que tenhamos acesso ao resultado de uma
medida, o aparato deve também ser classico e nao é possivel responder como se d&a
a interagao entre aparato e sistema medido. Von Neumann tentou descrever o apa-
rato quanticamente [17], mas precisou impor a nogao de colapso da fun¢io de onda,
um processo sem um mecanismo claro subjacente que nao obedece a unitariedade
da equagao de Schrédinger e que acontece sob efeito de uma medida. Embora o
algoritmo da mecanica quantica funcione no nivel pratico e nos forneca previsoes
(probabilisticas) de experimentos em laboratorio, enfrentamos um problema concei-
tual gravissimo ao tentar aplicar esta teoria ao Universo em sua totalidade. Nao ha
neste contexto uma noc¢ao de ambiente classico externo ou de observadores, e nao
podemos usar nossas medidas para explicar um processo do qual somos resultado.

Ou seja, tendo em vista o objetivo da construcao de uma cosmologia quantica, a
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formulacao da teoria quantica a ser adotada é essencial e esta claro que a visao de
Copenhague nao é uma escolha consistente.

Neste trabalho utilizaremos a teoria quantica de de Broglie-Bohm para tratar
a evolugao das perturbagoes primordiais. Sua origem remonta aos trabalhos de
de Broglie na década de 1920 [18], e foi aprimorada por D. Bohm na década de
1950 [19]. Trata-se de uma teoria ontologica, isto é, supde a realidade fisica dos
objetos que descreve e esta livre do problema da medida, como veremos adiante.
Assim, é uma teoria que pode ser aplicada ao estudo do Universo do ponto de
vista quantico consistentemente. Mostraremos que a evolucao das perturbacoes no
cenério inflacionario se aproxima da evolugao classica no regime esperado (para
comprimentos de onda que crescem além do raio de Hubble durante a inflagdo) e o
espectro de poténcia calculado utilizando a descricao Bohmiana fornece o resultado
calculado através de valores esperados usuais.

Como dito anteriormente, a teoria inflacionéria prevé condic¢oes iniciais naturais
para a evolucao de estruturas e é com essas previsoes que poderiamos testé-la mesmo
que indiretamente. Assim, se uma outra teoria for capaz de oferecer as mesmas
condicoes iniciais, nao poderiamos em principio descarta-la. Além disso, a inflagao
nao se propoe a resolver o problema da singularidade inicial. No sentido de tratar
esta questao, modelos com ricochete (que apresentam uma transicdo de uma fase
de contragao para uma fase de expansao sem singularidade) tém sido estudados e
podem de fato levar a previsdes consistentes com as observagoes [20]. Os primeiros
modelos com ricochete surgiram no final da década de 70 [21] e comego da década de
80 [22]. O ricochete pode ser causado por modificagoes da Relatividade Geral, por
contetdos materiais que nao satisfazem as condi¢oes de energia ou por geometrias
nas quais nao é possivel construir uma folheacao global com um tempo cosmolégico
bem definido®. Neste trabalho aplicaremos a teoria Bohmiana em um modelo onde
o ricochete ¢é causado por efeitos da quantizacao da geometria, em uma abordagem a
la Wheeler-DeWitt. Mostraremos que também neste contexto a transicao quantico-
classica das perturbacoes é um processo bem definido e a fase de ricochete nao altera

a evolucao destas perturbagoes para o regime classico.

SEstas sdo condigoes que violam as hipoteses dos teoremas de singularidade [23|, que afirmam

que (dadas as hipoteses) as singularidades sao inevitaveis na teoria da Relatividade Geral.
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Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: no capitulo 2 apresenta-se uma
descrigao da teoria de de Broglie-Bohm onde tentou-se, além de desenvolver a for-
mulacao matematica bésica, tratar os conceitos mais importantes envolvidos nesta
abordagem. O capitulo 3 trata das perturbacoes cosmoldgicas, desde sua descri¢ao
classica até sua quantizacao. Fornecemos também uma breve anélise do cenério
inflacionario e seguimos dando um panorama das visoes presentes na literatura que
tentam explicar o problema da transi¢ao quantico-classica, juntamente com suas
lacunas. O capitulo 4 se concentra nos resultados obtidos, a saber, a descri¢ao das
perturbacgoes dentro da teoria Bohmiana, tanto no cenario inflacionario como em
um modelo com ricochete. Mostramos também que a evolugao se mantém con-
sistente quando utilizamos outros estados iniciais que nao o estado de vacuo para
a variavel de Mukhanov-Sasaki. No capitulo 5 apresentamos as conclusoes e um
possivel caminho a seguir na dire¢ao de testar a teoria Bohmiana no contexto do
Universo primordial. Por fim, apresentamos um apéndice com uma descri¢ao basica
do processo de descoeréncia, necessario para entender com clareza as criticas feitas
no capitulo 3.

E importante ressaltar que neste trabalho utilizaremos os nomes “teoria Boh-
miana’, “teoria causal” e “teoria de de Broglie-Bohm” indistintamente. O uso das
contantes de maneira explicita ou o uso do sistema natural, em que faz-se as cons-
tantes ¢ = h = G = 1, sera conforme a conveniéncia ao longo do texto, sendo que
deixaremos esta informagao clara quando necessario. A assinatura adotada para a

geometria serd (4, —, —, —).
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A Teoria de de Broglie-Bohm

Does this mean that my observations become real only when I observe an observer
observing something as it happens? This is a horrible viewpoint. Do you seriously
entertain the thought that without observer there’s no reality? Which observer?
Any observer? Is a fly an observer? Was there no reality before 10° B.C. before life
began? Or are you the observer? Then there’s no reality to the world after you are
dead? I know a number of otherwise respectable physicists who have bought life
insurance. By what philosophy will the universe without men be understood?
Richard Feynman [24]

Segundo a interpretagao de Copenhague da mecéanica quantica [25]|, que usu-
almente nos é ensinada na graduacao, o resultado de um processo quantico se da
entre inimeras possibilidades ou potencialidades do sistema com o colapso da fun-
¢ao de onda, sob o efeito de uma medida. Por outro lado, de acordo com N. Bohr
[16], o aparato de medida deve necessariamente ser classico pois nossas mentes sao
classicas, e assim toda teoria cientifica deveria ser descrita em termos de conceitos
classicos. A interacao entre o aparato de medida e o sistema quéntico sendo me-
dido seria impossivel de ser analisada por principio e entao o postulado do colapso
se tornaria irrelevante. Esta conclusao o levou ao principio da complementaridade,
o qual diz que o mundo quantico se caracteriza pela impossibilidade de se aplicar
determinados conceitos classicos simultaneamente, isto é, evidéncias obtidas sob di-
ferentes condig¢oes experimentais nao podem ser compreendidas dentro de uma tnica

estrutura, mas devem ser consideradas como complementares. Em ambos os casos,
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temos uma situacao em que existem dois mundos completamente distintos ao invés
de um tnico, conectados por um processo inexplicavel ou explicado através de um
processo que nao obedece a unitariedade das equagoes de movimento [26]. Com
estas visoes, outros pontos fundamentais surgem: o que exatamente qualifica um
observador ou uma medicao? Onde esta a fronteira entre estes dois dominios? Nao
existe realidade sem que haja medidas? Essa situacao é ainda mais grave no con-
texto cosmologico, onde o sistema a ser tratado é a totalidade do universo, sem um
contexto classico externo a ele. Neste capitulo apresentamos a teoria do movimento
de de Broglie-Bohm, uma teoria ontoloégica na qual o problema da medida nao se

coloca e é possivel construir uma cosmologia quantica consistente.

2.1 A Teoria da Onda Piloto

Em 1924, com sua tese de doutorado, Louis de Broglie d4 inicio & construcao
de uma nova forma de dinamica, a teoria da onda piloto, que foi publicada em
1927 e amplamente discutida no congresso de Solvay, neste mesmo ano [15]. Nesta
teoria a primeira lei de Newton foi abandonada e substituida por um novo postulado
segundo o qual um corpo movendo-se livremente segue uma trajetoéria ortogonal as
superficies de fase constante de uma onda “guia” associada. O objeto material passa
a ter velocidade determinada por essa onda, e tem sua trajetoria dada através de
uma equacao de primeira ordem, e nao mais através de uma lei para a aceleragao,
como na teoria Newtoniana. Consideremos como exemplo um sistema quéantico de N
particulas nao relativisticas em 3 dimensoes, por simplicidade, com vetores posi¢ao
x;, © = 1,2,...,N. Segundo a teoria de de Broglie, a dindmica deste sistema é

determinada por duas equagoes diferenciais: a equagao de Schrodinger

ov
ih - = HV, (2.1)
sendo ¥ = W(xy,Xs,...,Xy,t) a onda que guia o sistema (a chamada onda piloto,
definida no espago de configuragdo) juntamente com a equagao
m-dxi _Ji(xa, xg, ., XN, 1)
tdt W(xy, e XN, )]

(2.2)

onde x;(t) sao as trajetorias das particulas e j;(x1,Xa, ..., X, t) é uma corrente quan-

tica associada a particula i que deve satisfazer uma equagao de conservagao [27].
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Note que esta equagao determina x;(t) em termos das posi¢oes de todas as outras
particulas do sistema. Esta é uma indicacao de uma das caracteristicas desta dina-
mica: a nao-localidade. Note também que a equagao (2.2) é um ingrediente extra
da teoria da onda piloto de de Broglie.

As posigoes das particulas x;(t) sdo vetores classicos bem definidos para qualquer
instante de tempo e assumimos que possuem realidade objetiva. Para a completa
especificagao do sistema, precisamos nao apenas da onda piloto em um instante
inicial, precisamos também das posicoes iniciais de cada particula do sistema. Estas
sao variaveis adicionais as encontradas na interpretacao usual de Copenhague. Como
nao podemos determinar exatamente estas posicoes iniciais, atribuimos a elas uma
distribuicao de probabilidade. De Broglie acabou por abandonar sua teoria pois nao
conseguir explicar tanto o processo de medida quéantica quanto dar sentido fisico a
onda piloto V.

Em 1952, D. Bohm [19] consegue desenvolver a teoria, aplicando esta nova
dindmica ao proprio processo de medida, tratando o sistema considerado mais o
aparato de medida como um tnico sistema de N particulas. A configuracao total
Q = (x1,...,Xy) passa a definir tanto a posi¢do do ponteiro como a configuragao do
sistema medido. Esta abordagem é chamada mecanica Bohmiana. Bohm reconheceu
sua teoria como sendo uma teoria de variaveis “escondidas”, no sentido de que ha-
via variaveis que definiriam precisamente os resultados de cada processo de medida
individual mas de maneira tal que os detalhes seriam extremamente complicados e
incontrolaveis. Segundo ele, estas variaveis seriam as posic¢oes iniciais das particulas
embora outros acreditem que a propria onda piloto seja a variavel escondida, ja que
apenas obtemos informagoes sobre ela através da observacao do sistema quantico
associado [28].

Durante uma medida quantica, a fun¢ao de onda inicial ¥(Q,0) evolui para
uma superposicao ¥(Q,t) = > ¢, V,(Q,t) em termos de funcoes de onda ¥,, que
se separam com respeito aos graus de liberdade do ponteiro, isto é, diferentes W,
terao superposicao desprezivel com respeito as diferentes posi¢coes do ponteiro, con-
siderando que o aparato de medida apresenta resolugao suficiente para distinguir
diferentes medidas. A configuragao final Q(¢) podera estar somente no suporte de

um ‘“ramo” da superposi¢do (V;, para um ¢ fixo). Ou seja, ndo ha um colapso da
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funcao de onda como em Copenhague, mas sim uma “reducao” efetiva através da
trajetoria do sistema total que entra em um dos ramos da superposicao guiado pela
onda V¥; enquanto os outros ramos vazios continuam existindo embora nao possamos
observa-los. Estes correspondem as ondas vazias. Logo, o postulado do colapso e a
presenca de um observador classico que realiza esse colapso através da observacao
fazem-se desnecessarios neste contexto.

Consideremos novamente o sistema de N particulas sem spin, por simplicidade.
Consideremos também uma Hamiltoniana com um termo cinético usual e um poten-
cial classico arbitrario. A equagdo (2.1) na representagao de coordenadas fica dada

por
LOU(Qt) | = R,

1=

A corrente j; é expressa por

§(Q,1) = —Im[U*(Q, 1)V, 0(Q, 1)) (2.4)

7

Escrevemos agora a fungdo de onda na forma polar ¥ = Rexp(iS) e obtemos duas

equagdes para as quantidades reais S e R a partir da equacgao (2.3),

Y 2 VIR

_— 2ml R

08 . (V,5)?
—+; T +V_i

0 (2.5)

R & VS
——+ > Vi (R2—) =0. (2.6)
Substituindo a expressdo da corrente quantica na equagao guia (2.2) ficamos com

P = m; dXC;’t(t) — ViS(0,1) . (2.7)

A equagao (2.5) é uma equagao do tipo Hamilton-Jacobi para S, com uma quanti-

dade extra de natureza puramente quantica, o chamado potencial quantico

%
=->) ’VzR , (2.8)
1

que é responsavel por mudar a trajetoria da particula relativamente aquela que seria

obtida no caso classico. A equagao (2.6) é uma equagao de conservagao do niimero de

10
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particulas se, para um sistema de N particulas com velocidades dadas pela equacao
(2.7), R*(X1, ..., xn,t) = |¥U(xy,...,xn,1)]* for a densidade de probabilidade dessas

! nas posi¢oes xi,...,Xy em um instante . Se para um con-

N particulas estarem
junto de sistemas de NN particulas nao soubermos as posicoes iniciais das particulas
de cada membro deste conjunto, mas soubermos que inicialmente a densidade de

probabilidade P associada a estas quantidades é dada por

P(Xl,...,XN,O) = "I’(Xl, ...,XN,O)‘z, (29)

entdo, em um instante qualquer ¢, a equacao (2.6) garante que a distribuigdo de
probabilidade para as posicoes sera P = R2(t). Ou seja, para um conjunto de
sistemas com a mesma fungdo de onda inicial ¥(x,...,xy,0) e com configuragao
inicial distribuida de acordo com a regra (2.9), conhecida como regra de Born, a
distribuicao estatistica de resultados de medidas concordaré com a teoria quantica
padrdo. Este é o chamado estado de equilibrio quantico e foi mostrado que |¥|? é
o tnico funcional local da fungao de onda que é equivariante, isto ¢, mantém sua
foma funcional no tempo [29].

Inicialmente postulava-se a regra (2.9) para a concordancia com a teoria usual e
¥ possuiria entao um papel duplo na teoria: ela forneceria a dindmica do sistema
através da relagdo guia (2.7) e, secundariamente, forneceria a estatistica da distri-
buigao de posi¢oes iniciais para um conjunto de sistemas. Mais tarde percebeu-se
que a regra de Born pode ser obtida dentro da teoria de de Broglie-Bohm sem ne-
nhum postulado adicional, como foi mostrado em [30]: sistemas fora do equilibrio
rapidamente sofrem relaxacao para o estado de equilibrio apenas como consequéncia
das equagoes de movimento. Esta demonstragao é analoga aquela do teorema H da
mecanica estatistica [31].

Desta maneira, vemos que a fungao de onda ¥ tem um papel puramente dinamico
dentro da teoria da onda-piloto, e sua atribuicao estatistica é apenas efetiva. A
obtencao da regra de Born apresenta, além da economia de axiomas, a possibilidade
de distincao entre esta teoria e a teoria quantica usual, como veremos adiante.

Em resumo, as equagoes (2.1) e (2.2) definem uma dindmica deterministica tal

'Estarem de fato, e ndo apenas “serem encontradas”, como dito em [28], p. 68: “the ‘probability

A

of finding’ is a special case of the ‘probability of being’ ”.

11
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que, dada uma fungao de onda inicial ¥(Q,0) e uma configuragao inicial Q(0) =
(x1(0),...,xn(0)), a equagao (2.2) juntamente com (2.1) determinam a trajetoria
Q = (x1(t),...,xn(t)) subsequente do sistema. Possiveis trajetérias ndao podem se
cruzar dado que V,;S é uma funcao injetora das posicoes. Além disso, estas trajeto-
rias nao passam por pontos onde |¥|?> = 0 (pontos nodais) pois a probabilidade de
encontrar o sistema nestes pontos é nula.

Derivando a equagao (2.7) e utilizando a equagdo (2.5) chegamos a equacao de

segunda ordem

d2xi<t)
dt?

Para Bohm, esta era a equagao fundamental da teoria, a equacdo (2.7) era vista

= —Vi(V+Q). (2.10)

m;

como um vinculo para os momenta iniciais, que poderia em principio ser relaxado,
enquanto que para de Broglie a equagao guia de primeira ordem era fundamental, e
representava a unificacao dos principios de Fermat e Maupertuis?.

O conceito de trajetéria Bohmiana fica claro quando analisamos o experimento de
interferéncia de fenda dupla, que foi desenvolvido numericamente em [32]. A funcao
de onda inicial considerada foi uma superposi¢ao de duas gaussianas centradas uma
em cada fenda. A fase da fung¢ao de onda evoluida temporalmente foi utilizada na
equagao guia para o calculo das trajetoérias das particulas emitidas, cujas posicoes
iniciais encontravam-se distribuidas de acordo com as gaussianas da superposi¢ao
inicial. As trajetorias sdo mostradas na figura 2.1. O padrao de interferéncia gravado
no anteparo é exatamente o esperado, no entanto, podemos dizer por qual fenda a
particula passou sabendo apenas sua posicao final, ja que a trajetoria nao pode
cruzar a linha horizontal que passa pelo centro do aparato (ali, a probabilidade de
encontrar a particula é nula).

O padrao observado é devido a informacao carregada pela funcao de onda e
transmitida & particula, o que inclui dados como o tamanho das fendas, a presenca de
detetores, etc. O potencial quantico é tal que, exercendo uma forga sobre a particula,
faz com que ela se mova para certas regioes (faixas brilhantes) em detrimento de
outras (regides escuras), de acordo com o padrdo da figura 2.2. Na pratica nao
podemos medir estas trajetoérias individualmente, como veremos adiante, mas vemos

que o conceito de trajetoria faz sentido na teoria quéntica bohmiana, ao contréario da

2Uma discussao detalhada desta questdo pode ser encontrada na referéncia [15], cap. 2.

12
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Figura 2.1: Trajetorias da experiéncia de fenda dupla com uma distribuicao gaussi-

ana de posigoes iniciais (figura retirada da Ref. [32]).

Figura 2.2: Potencial quantico para a experiéncia de fenda dupla vista a partir do

anteparo (figura retirada da Ref. [32]).
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visao ortodoxa que afirma que nem sequer podemos perguntar o que acontece entre
as fendas e o anteparo, impondo um entendimento limitado do fenémeno quéantico

por principio.

2.2 Contextualidade e Realidade

A posicao é a tnica propriedade intrinseca da particula na teoria de de Broglie-
Bohm, pois é definida independentemente da funcao de onda. Todas as outras
quantidades sdo dependentes do contexto. Isto acontece porque W(Q,t) vai depender
do conjunto de pardmetros que caracterizam o ambiente no qual a onda se encontra;
por exemplo, a largura de cada fenda e a distancia entre as fendas no experimento
de interferéncia de fenda dupla citado anteriormente. Uma escolha diferente de
parametros implicara em diferentes valores da funcao de onda em cada ponto no
espago-tempo, nao somente aqueles pontos préoximos aos objetos fisicos com os quais
os parametros estao associados. O campo ¥ tambem dependera de caracteristicas da
particula como a massa, a carga, etc., ou seja, mesmo que a particula seja um objeto
localizado no espaco, a funcao de onda dependera destes parametros em todos os
pontos do espago. A Teoria de de Broglie-Bohm ¢é, portanto, contextual (assim como
a mecanica quantica usual). O principio da incerteza surge como uma contingéncia
da teoria, uma impossibilidade experimental de nao afetar o sistema medido ja que
qualquer interagao com o aparato de medida afetara W em todos os pontos do espaco
e este, por sua vez, afetara o sistema mudando o valor real da quantidade medida.
No entanto, diferentemente da teoria usual, este nao é um principio fundamental,
uma caracteristica intrinseca ao mundo microscopico que nao pode nunca ser violado
(veremos adiante como possiveis situagoes permitiriam essa violagao).

Uma outra caracteristica fundamental da teoria é que se trata de uma teoria
ontologica, ou seja, descreve “coisas” que existem independentemente de observagao,
nao meramente potencialidades. A onda piloto também possui uma interpretagao
diferente da usual: alguns autores [33, 28| acreditam que se trata um campo objetivo
real, mesmo que definida no espaco de configuracao, e nao apenas um objeto abstrato
ou onda de probabilidade. Mesmo as ondas vazias, que aparecem depois que a onda

se divide em ramos sem particulas, podem ser afetadas por um potencial externo e,
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se superpostas posteriormente com o ramo que contém a particula, influenciarao o
subsequente movimento desta. Outros acreditam que seu papel é equivalente ao da
funcao lagrangiana ou hamiltoniana, isto é, atua apenas como uma lei fisica. Esta
vis@o é conhecida como nomolégica [34].

Além de ontolégica, a teoria do movimento de de Broglie-Bohm é tambem de-
terminista, como foi notado anteriormente. Ressaltamos que, no entanto, o deter-

minismo nao ¢ uma necessidade ontologica [35].

2.3 A (Nao) Localidade e o (Nao) Equilibrio Quan-
tico

Na época de de Broglie nao foi reconhecido que sua teoria da onda piloto era uma
teoria nao local, como vimos através da equacao (2.2)3, fato que foi somente notado
por Bohm no comego dos anos 50. Em 1964, Bell mostrou que algumas correlagoes
quanticas requeririam que qualquer que fosse a teoria de variaveis escondidas realista,
esta deveria ser nao-local [36]. Mais tarde foi notado que mesmo a teoria quantica
usual é nao local: a nao-localidade parece ser uma caracteristica fundamental da
natureza, embora escondida de uma maneira que parece inacessivel [37].

Vimos anteriormente que para uma distribuicao inicial de posi¢oes das particu-
las dada de acordo com a regra de Born, as medidas sao na pratica limitadas pelo
principio da incerteza. Estarfamos entao confinados a uma situagao em que a teoria
quantica do movimento de de Broglie-Bohm nao poderia ser testada experimen-
talmente. No entanto, a teoria causal engloba a teoria quantica usual como uma
restrigao (validade do equilibrio quantico) de uma fisica mais abrangente, aquela
onde a nao localidade permite a transmissao de sinais superluminais para sistemas
emaranhados, e onde o principio da incerteza pode ser violado [33]. Isto seria pos-
sivel pois poderiamos utilizar particulas fora do equilibrio para realizar medidas em

sistemas comuns em equilibrio; obteriamos assim medidas das trajetorias quanticas

3Para estados que podem ser escritos como produtos tensoriais, a equacdo guia é fatorada e cada
particula do sistema é guiada por uma fase que s6 dependeréd das coordenadas associadas a ela, o
que nao acontece com estados emaranhados. Portanto é neste tltimo caso que a nao localidade se

manifesta.
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sem perturbar a funcao de onda.

Em outros termos, o equilibrio, ou a situagao onde as particulas estao inicial-
mente distribuidas de acordo com a regra de Born, nao é uma exigéncia da teoria;
é o equivalente, para a teoria da onda piloto, ao estado de equilibrio térmico para a
dindmica classica. O equilibrio quantico nao é uma lei, é uma contingéncia da teoria.
Neste estado, os efeitos nao locais se anulam em média e, para todos os propositos
praticos, nao é possivel emitir sinais superluminais. A impossibilidade de verificar
estes tipos de efeitos da nao localidade nos leva a crer que chegamos ao equivalente
quantico da morte térmica do Universo, isso porque houve tempo suficiente para
que os subsistemas pudessem estar em contato e relaxar desde o periodo quente e
denso do universo primordial até a época atual.

Torna-se portanto de suma importancia encontrar alguma situacao onde o estado
de nao equilibrio ainda seja percebido como um teste para a teoria. Uma proposta
¢ apresentada em [38], onde a radiacdo cosmica de fundo em microondas (RCF)
poderia ser utilizada para medir tragos do estado de nao equilibrio, situagao pro-
vavel para o universo primordial. No contexto inflacionario estes tragos estariam
congelados nas perturbagoes cosmologicas de comprimentos de onda muito grandes
e seriam detectados como anomalias no espectro de poténcia da RCF, em particular,

com a quebra da invariancia de escala das perturbacoes escalares.

2.4 A Teoria Quantica Relativistica

A primeira questao importante no tratamento da teoria quantica relativistica
¢ distinguir qual ¢ o elemento de realidade objetiva (beable)! inerente a teoria: as
particulas associadas aos campos ou os proprios campos? Neste caso, parece nao
haver uma resposta tnica. No tratamento dos boésons, a boa escolha é atribuir
realidade aos campos [40]. A questdo dos férmions ainda permanece aberta, embora
seja conhecido que a tentativa de formulagao analoga aos bosons contenha problemas

[41]. Bohm, em [40], apenas sugere tratar os férmions como particulas que, em um

40 termo beable (be-able) foi criado por Bell em oposigao ao termo “observavel” (observ-able),
comumente utilizado na teoria usual da mecanica quantica [39]. Isto porque um elemento de

realidade objetiva nao é necessariamente passivel de ser observado ou medido.
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sistema de muitas particulas, estariam restritas a func¢oes de onda antissimétricas.
Neste tratamento é necessario a introducao da ideia do mar de Dirac, isto é, todos
os estados de energia negativa no vacuo estariam preenchidos. Em [42], os elementos
de realidade objetiva considerados sao apenas graus de liberdade bosonicos, dado
que os campos de matéria estao sempre acoplados (devido a simetria de calibre) com
estes campos. Os graus de liberdade fermionicos sao considerados neste caso como
propriedades da fung¢ao de onda, da mesma maneira que Bell [43] tratou os graus de
liberdade relativos ao spin: num experimento de Stern-Gerlach, é a posicao inicial
da particula e sua trajetoria subsequente que determinam a direcao na qual ela sai
do aparato, nao existe uma rotacgao intrinseca associada a ela.

Consideremos como ilustragdo o caso bosdnico, com um campo escalar ¢. Sua

densidade lagrangeana é dada por

1 1.
L= 50,00"0 + V(9) = 5" — (Vo] + V(0). (211)
Consequentemente, temos a hamiltoniana expressa como
H = /dgzc?{ = /d%[mﬁ - L]. (2.12)

Para o procedimento de quantizacao utilizaremos a descrigao funcional de Schro-
dinger. Tratamos o campo ¢ e seu momentum conjugado m como operadores inde-

pendentes do tempo satisfazendo as regras usuais de comutagao, a saber
[¢(x), 7(x")] = i6(x — x'), (2.13)

sendo as demais relagoes nulas. Assim, na representacao |¢(x)) onde o operador de
campo ¢ diagonal, o momentum ¢é representado pela derivada funcional —id/d¢p. A
hamiltoniana se torna um operador que age sobre o objeto ¥[p(x),t] = (¢(x)|[¥(t))
que é um funcional do campo e uma fung¢ao do tempo.

Desta maneira, a equagao de Schrodinger vem dada por

m%f’t) = /d%% {—7125%2 + (V)2 + V(g)| U(e,t). (2.14)

Esta é uma expressao formal que necessita de processos de regularizacao e renorma-

lizagao para estar bem definida [44]. Assumimos ainda que ¥ seja normalizada,

[ 1wrpo =1,
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onde D¢ ¢ o produtério infinito IIxd¢(x) na variavel continua x.

Reescrevendo a funcao de onda na forma polar, obtemos as equagoes reais

ds s 1| ., [68)? ) B
(,%Jr/d:pz h (M) (VO +V(0)] +0 =0 (2.15)
OR? 3 0 508
il =) = 2.1
5 +/dx5¢<R5¢> 0, (2.16)
com o potencial quantico dado por
h? 5 0°R
Qlo,t] = 3R d SFPeR

Esta tltima expressao também necessita de um procedimento de regularizacao para
se tornar consistente.

Assumindo que o campo ¢ possui um valor bem definido para todo x e para
cada valor de t, qualquer que seja o estado ¥, postulamos que sua evolucao é dada

através da equacao guia, de maneira analoga ao caso nao relativistico,

00(x,1) _ S[6(x). 1 (2.17)

ot 00(X) | s0marxs)

Derivando funcionalmente a equagao (2.15) e substituindo (2.17), obtemos a
equacao de segunda ordem
Wit 6Ql¢, 1]
d¢ d¢

ou seja, a evolugao do campo escalar pode ser tanto nao linear quanto nao local

op(x, 1) = : (2.18)

mesmo na auséncia de autointeracao, devido a presenca do potencial quantico no
lado direito desta ultima equacao. Sao estas as propriedades que induzem as trocas
quanticas de energia. A evolucao cléassica se d4 quando a forca quantica % se torna
desprezivel com relacao a forga classica ao mesmo tempo em que () — 0, conforme
veremos na proxima segao.

E importante notar que a invariancia de Lorentz é quebrada ao nivel de eventos
individuais. Esta quebra se d& devido a caracterizacao dependente de estado dada

5

aos sistemas quanticos®. No entanto, as propriedades observaveis dos campos sao

®Note que a varidvel ¢ aparece sozinha no lado direito da equagao (2.18). Isto ¢ devido ao fato
de que o formalismo de Schrédinger é construido em um referencial privilegiado no qual o operador

de campo é independente do tempo mas a funcao de estado nao.
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estatisticas, estando contidas nos valores esperados
@A) = [ vigAvene, (2.19)

ou seja, a covariancia de Lorentz (assim como a localidade) é um efeito estatistico.

2.5 O Limite Classico

Considerando a mecéanica quéantica como a teoria fundamental da qual a mecéanica
classica emerge, usualmente encontramos o argumento de que o limite classico é
atingido quando toma-se o limite A — 0. Esta ideia apresenta véarios problemas
conceituais e matemaéticos, a comecgar pelo fato de que se esperamos descrever uma
teoria universal, o regime cléssico deveria poder ser caracterizado sem fazer com
que uma constante fundamental tenha seu valor modificado. Além disso, tomar
um limite no qual A seja pequeno nao possui um significado absoluto, ja que seu
valor depende do sistema de unidades utilizado. O que podemos fazer em uma
primeira anélise é compara-lo com quantidades que possuem a mesma dimensao
que a sua, especificando quais quantidades serao mantidas constantes durante o
processo do limite. De qualquer modo, nao é 6bvio que este procedimento resulte
em equagoes classicas pois ha varias sutilezas correspondentes ao dominio quantico
como a dependéncia do estado, ou a contextualidade.

Tratando a questao do ponto de vista matematico, o problema se resume a
encontrar as equacgoes classicas de movimento em um determinado limite. Olhando
a Eq. (2.5) somos tentados a achar que tomar o limite & — 0 é suficiente pois
neste caso o termo referente ao potencial quantico que esta multiplicado por A? iria
a zero e cairfamos em uma equacao de Hamilton-Jacobi classica. Claro esta que este
procedimento nao é bem definido, dado que o proprio () pode depender de h. Se
assim nao fosse, poderiamos ter tomado o limite A — 0 diretamente na equacao de
Schrodinger, o que nao faz sentido. Claro que ainda assim esperamos que de alguma
forma o limite cléssico seja atingido quando o termo referente ao potencial quantico
seja desprezivel em um certo sentido.

Do ponto de vista conceitual, no contexto da interpretacao de Copenhague, a

pergunta se torna: de que maneira podemos passar de uma teoria na qual a fungao
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de onda representa somente um conhecimento estatistico do sistema para outra na
qual a matéria possui uma forma independente de nossa ciéncia a seu respeito?

Usualmente é dito que no limite em que a energia associada a um dado sistema
quantico deixa de ser discreta, ou no limite de grandes ntimeros quéanticos, o limite
classico é alcancado. No entanto, estas condi¢oes nao sao suficientes pois ainda
assim podemos ter o potencial () # 0, do ponto de vista da teoria Bohmiana. Por
exemplo, no caso do d&tomo de hidrogénio, o limite de grandes ntimeros quanticos
implica em uma energia quase-continua, isto é, a soma ou subtracao de um quantum
nao modifica de forma apreciavel a energia total, segundo a relacao®

n

Contudo, o elétron permanece estavel no dtomo, ao contrario do esperado classica-
mente.

Assim, a menos que seja possivel obter leis de movimento tipicas do dominio
classico, nao podemos afirmar que o limite classico é atingido a partir da mecanica
quantica olhando apenas para o comportamento de determinadas quantidades como
a energia, por exemplo, no limite n — oo.

Os problemas apresentados acima nao surgem na interpretacao de de Broglie-
Bohm, que desde o comeco lida com particulas e trajetorias e na qual probabilidades
referem-se a estados reais, e nao meras potencialidades. A teoria Bohmiana oferece
uma descri¢ao Unica que nao separa a Natureza em dominios distintos, com uma
fronteira indefinida entre eles. Neste contexto, a dindmica quantica coincidira com a
dindmica classica quando a for¢a quantica (—V @) se tornar irrelevante frente a forga
classica, ou seja, quando () for aproximadamente constante ao longo da trajetoria
da particula.

Além disso, notemos que em mecéanica quantica o zero da escala de energia é
definido como o zero do potencial classico. Assim, devemos requerer que nas regioes
onde V' — 0 tenhamos também () — 0 no limite classico. Com a consideragao de

que @ deve ser constante, concluimos entao que a condi¢ao

Q—0

60 &tomo de hidrogénio segundo a teoria causal esta descrito na Ref. [28], se¢io (4.5).
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nas regioes acessiveis ao sistema caracteriza completamente o regime no qual o limite
classico ¢é atingido, segundo a teoria Bohmiana da mecéanica quéantica.

E claro que além de ser numericamente desprezivel () < outros tipos de ener-
gia da equacao de Hamilton-Jacobi), o potencial quantico deve variar suavemente
(VQ < VV), e a expressao acima significa o limite nessas condigoes.

Em sistemas quénticos especiais que apresentam estados estacionarios, a forca
quantica é finita e em geral independente de h. Nestes casos fica claro que o limite
h muito menor que a agao classica nao é suficiente para obter o limite cléssico. Este
é um exemplo de um sistema quéantico sem contrapartida classica. Ele foi utilizado
por Einstein como uma critica a incompleteza da teoria quantica [45] e queria com
isto demonstrar que tal teoria nao explica fatos reais individuais. As afirmagoes da
mecanica quantica, segundo Einstein, poderiam se referir somente a um ensemble
de sistemas igualmente preparados e nao a propriedades individuais.

Estados estacionarios surgem, por exemplo, em um sistema no qual uma particula
esté confinada em uma caixa. A fungao de onda correspondente é uma superposi¢ao
de ondas planas que apresenta interferéncia, devido a reflexao nas paredes da caixa.
Einstein acreditava que este sistema deveria apresentar um limite classico quando
considerdssemos sua contrapartida macroscopica, se a teoria quantica pretendesse
ser uma teoria fisica universal. A interpretacao ortodoxa nao é capaz de fornecer
esta descricao pois nao atribui propriedades objetivas a matéria. A teoria causal
fornece uma solucao em que velocidade da particula na caixa é nula, ao contrario do
que se esperaria em uma situagao cléssica. Einstein conclui dai que a teoria quantica
é incompleta.

No entanto, a descrigao segundo a teoria causal é consistente justamente pelo fato
de que este sistema nao possui tal limite, contrariando a expectativa de Einstein.
Embora a energia se torne quase-continua no regime de grandes ntimeros quanticos,

o potencial quantico permanece finito, contrariando a condigao ¢ — 0.
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Capitulo 3

Teoria de Perturbacoes Cosmolégicas
e Origem das Sementes para

Formacao de Estruturas

“The vacuum is a boiling sea of nothingness, full of sound and fury, signifying a
great deal.”
Anoénimo [46|

Acredita-se que a formagao de estruturas em grande escala do Universo teve
inicio com as pequenas inomogeneidades originadas a partir de flutuagoes quanti-
cas que foram ampliadas através de um processo inflacionario. Estas flutuagoes
possuiam amplitudes significativas somente em escalas proximas a de Planck que,
com a inflagao, foram ampliadas até escalas galacticas mantendo suas amplitudes
aproximadamente inalteradas. Nas diversas descri¢oes encontradas na literatura,
a passagem de um estado quantico simétrico para um estado assimétrico e essen-
cialmente classico é assumido implicitamente. Esta transicao das flutuagoes para
um regime em que se tornaram perturbacoes classicas é, portanto, ainda nao fun-
damentada. Neste capitulo descreveremos a teoria de perturbacoes cosmologicas, a
comegar pela analise do modelo padrao da cosmologia na primeira secao. Na se-
gunda secao discutiremos o cenario inflacionario. Depois passaremos ao estudo das

perturbacoes classicas na Relatividade Geral e a estatistica associada. Analisare-
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mos também a quantizacao destas perturbacoes e por fim discutiremos os problemas

relacionados a transicao quantico-classico deste sistema.

3.1 O Modelo Padrao da Cosmologia

O modelo padrao, conhecido como Big Bang, propoe que o Universo, h& aproxi-
madamente 14 bilhoes de anos, possuia uma distribuicao de matéria homogénea e
isotropica a uma temperatura e densidade de energia altissimas e desde entao vem se
expandido e resfriando. Para abarcar o principio cosmologico mencionado no Cap.
1, vamos supor uma folheacao do espaco-tempo em hipersuperficies 3-dimensionais
do tipo espaco, homogéneas e isotropicas, tal que o Universo possa ser bem descrito

pela métrica
ds* = dt* — az(t)%(;’)dxidxj (3.1)
= a®(n)[dn? -~ da'da’] (3:2)

onde a é o fator de escala, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, fyi(‘-g’) representa a métrica
de segoes espaciais 3-dimensionais de curvatura constante, ¢t é o tempo coésmico e n
¢ o tempo conforme, tal que a(n)dn = cdt.

Para estudarmos a evolucao temporal desta métrica, vamos assumir que a gra-

vitagao é descrita pela Relatividade Geral, através das equagoes
1
R, — §R9uv = KT, + Agu, (3.3)

onde k = 87G/c*, R, é o tensor de Ricci, R = g, R" ¢ o escalar de curvatura e A é
a constante cosmologica, vista como uma contribuicao ao tensor momentum-energia
total e responséavel pela expansao acelerada atual, nao tendo papel significativo no
Universo primordial.

As simetrias assumidas impoem, por sua vez, restrigoes sobre o contetido material

T, do Universo. Definindo o projetor no 3-espago como sendo

Y = Guv — Uy Uy,

onde u* ¢ o vetor normal as hipersuperficies que satisfaz u*w, = +1, temos que as

equacgoes de Einstein levam as condigoes
V[TMV] (8 /Y,uuy V[Tun] = O, (34)
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onde o indice n representa projecao na direcao normal, 7, = T),,u”. Estas condigoes
implicam que o contetido material do Universo deve ser descrito através de um fluido
perfeito, que pode ser formado por vérias componentes e cujo tensor momentum-

energia total é dado por

N
Z T(l) = pT + pT)UpUz/ + pTg;w ) (35)

onde pr e pr sao a densidade de energia e pressao totais, respectivamente, no refe-
rencial definido por u#, e o indice i se refere a cada componente.
Deste modo, para o caso de um tunico fluido, A = 0 e métrica dada por (3.1), as

equagoes de Einstein se reduzem as de Friedmann, a saber

a 4G
-—=—— 3 3.6
" 5 (p+3p), (3.6)
N 2
a 8tG k
) ===, 3.7
(a) 5P (3.7)
onde k = —1,0, +1 se a se¢ao espacial for aberta, plana ou fechada, respectivamente.

Nestas tltimas equagoes tomamos ¢ = 1 e o ponto representa derivada com respeito
ao tempo coéHsmico.
A essas equagOes somamos a conservacao de energia, T, = 0, proveniente da

identidade de Bianchi, o que resulta em
p+3H(p+p) =0, (3.8)

onde H = a/a é o parametro de Hubble. Essa equac@o implica que a densidade de

energia de um dado fluido evolui como
p p x3(1+w) (39)

onde x = ag/a =1+ z e z é a fungao de deslocamento para o vermelho (redshift),

e o indice ‘0’ representa o valor atual da quantidade. Na equacao acima estamos

considerando fluidos barotrépicos, isto é, aqueles para os quais a pressao s6 depende

da densidade de energia, tal que a equagao de estado w = p/p é uma constante.
Definimos um parametro adimensional {25 como sendo

_ 81Gpo
3HZ

(3.10)
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que expressa a razao entre a densidade de energia atual do fluido e a densidade
critica p. = 3Hy/(87G) que corresponde a densidade de energia total no caso de um
universo plano. Quando héa mais de um fluido presente, temos Q = . Q).
Considerando a existéncia de diferentes componentes para o conteudo material
do universo, vamos assumir que cada um deles evolui de maneira independente, isto
é, nao ha troca de energia entre eles. Assim, a Eq. (3.8) vale separadamente para
cada um destes componentes. A radiagao, para a qual w = 1/3, é dominante quando
o fator de escala é pequeno. A medida em que o Universo se expande, a matéria
(w =~ 0) passa a ter contribuigdo maior para a densidade de energia. A partir de
um dado momento, uma componente escura de energia, com densidade de energia
aproximadamente constante (w &~ —1), passa a ser mais importante. Portanto, de
acordo com a equagao (3.9), distinguimos trés fases dinamicamente diferentes na

historia da expansao do Universo:
e 2>z, ~ 10% época dominada pela radiacio, tal que a(t) o t¥/2;

e 2., > 2z 2 zx: época dominada pela matéria, tal que a(t) oc t%/%

~Y

e 2 < z): época dominada pela “energia escura’;

onde z., representa o momento da igualdade entre matéria e radiacao.

3.2 Teoria Inflacionaria

A inflagao é definida como um periodo de expansao acelerada do Universo, onde a
presenca de fluidos que violam a condicao de energia forte causa uma forga repulsiva
[10, 47]. Considerando que o Universo é homogéneo e isotropico (em grandes es-
calas), podemos descrevé-lo pela métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
dada pela Eq. (3.1) e pelas equagoes de Friedmann. De acordo com a equagao
(3.6), uma expansao acelerada (@ > 0) s6 sera possivel para fluidos que obedegam
p+ 3p < 0. Uma fase como essa, no passado remoto do Universo, pode amenizar
diversos problemas do modelo padrao ou mesmo resolvé-los [48]. Brevemente, po-
demos citar o problema do horizonte, que esté diretamente ligado ao problema da

homogeneidade. Segundo medidas da radiagao coésmica de fundo em micro-ondas
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(RCFM) o Universo é praticamente homogéneo (a menos de pequenas perturbagoes
da ordem de 107 na densidade de energia, como veremos logo adiante). Isso implica
a necessidade de um ajuste muito fino, no qual um nimero muito grande de regioes
desconectadas causalmente teriam que estar & mesma temperatura. Este problema,
referente ao horizonte, é resolvido pois o mecanismo inflacionario permite que uma
regiao muito menor, e portanto conectada causalmente, tenha sido ampliada signi-
ficativamente. Este cenério permite que a homogeneizagao tenha ocorrido, embora
nao ofereca um mecanismo que efetivamente a cause.

Um outro problema que é resolvido diz respeito ao fato de observarmos hoje um
Universo praticamente plano, ou seja, 2 ~ 1, de acordo com (3.10). Porém, se o
Universo esteve sempre desacelerando, |2 — 1] tenderia sempre a crescer. O ajuste
no valor inicial desse parametro teria que ser enorme para que hoje {27 continuasse
proximo de 1. Contudo, se o Universo passou por um periodo inflacionario, qualquer
que tenha sido o valor de 2 inicialmente, este estaria hoje em um valor préximo
ao medido. Claro que para que isso aconteca a inflacao tem que ter durado uma
quantidade de tempo suficiente. Este tempo de duragao do periodo inflacionario
¢ medido através do parametro N (nimero de e-folds), definido como o logaritmo
da razao do fator de escala no fim da inflacao pelo fator de escala no inicio dela,
N = In(as/a;). E possivel mostrar, sob certas condigdes, que sdo necessirios no
minimo 60 e-folds para que os problemas citados acima sejam de fato resolvidos
[49].

A maneira mais simples de gerar uma fase acelerada é através de um campo

escalar real (comumente chamado de inflaton), com agao dada por

S = —/d4x\/—_g Bg“”augpa,,ga + V(ap)] : (3.11)

Através da variacao desta expressao com relagao & métrica, obtemos o tensor momentum-

energia,
1
Tow = 04900 — Gy {ggaﬂ DaspOpp + V(s@)} : (3.12)

A densidade de energia e a pressao para um observador comdvel com o campo

(considerado homogéneo por hipotese), para o qual a quadrivelocidade se escreve

26



CAPITULO 3. TEORIA DE P:ERTURBAC()ES COSMOLOGICAS E ORIGEM DAS
SEMENTES PARA FORMACAO DE ESTRUTURAS

como ut = §f, sdo dadas pelas relagoes’

1
p=Tu'v =Ty = 59@2 + V(p), (3.13)
e
_ 1 ij 1 -2
p=—3T" =5¢" - V(). (3.14)

A equacao de movimento para este campo é a equacao de Klein-Gordon, obtida

variando-se a agao com respeito a ¢, que no contexto de FLRW lé-se

dV
¢+3Hp+ — =0. (3.15)
dp

Assim, a dindmica do campo escalar na geometria de FLRW fica dada pela equagao
acima juntamente com as equagoes de Friedmann (3.6) e (3.7), sendo que uma destas
altimas pode ser escrita em termos das outras duas, sendo portanto redundante.
No entanto, a dindmica dada acima nem sempre gera uma expansao acelerada.
Este comportamento surge, por exemplo, se assumirmos que a energia cinética é

desprezivel com respeito & energia potencial?, ou seja,

V(p) > %952- (3.16)

Este é o regime conhecido como rolamento lento (slow-roll), no qual o campo “desce”
lentamente o potencial pois a velocidade do campo é baixa e o termo de friccao da
equagao (3.15) domina o termo ¢. Podemos entao definir 2 parametros que darao a

validade deste regime:

3p%/2 H
=_—_r it - 3.17
TRV H 317)
e . .
2 €
§=—FX ___° L. 1
Ho S TTe +e (3.18)

As condigoes de rolamento lento serao satisfeitas se € e § forem muito menores que
Lese &~ O 6% ¢€d).

1O campo de velocidades comével com o fluido é dado por u* = 9"/ (1/g*P0.pdsp). A hipotese
de homogeneidade implica que 9;¢ = 0. Lembrando que ¢°° = 1, chegamos a u* = §};.
2Ha4 diversos tipos de potenciais possiveis que sdo capazes de gerar um mecanismo inflacionério,

para detalhes veja o artigo de revisdo em [48].
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As equagoes de movimento (Friedmann e Klein-Gordon) podem ser reescritas em

termos dos parametros definidos acima como

KV . 1

H? = = - 1
e resultam, para o regime de rolamento lento, em
1
H2~ ZV(0) + 0(e), ¢ 2 Vio(p) + O00), (3.20)

onde V,, representa a derivada do potencial com respeito ao campo ¢. Nesta apro-
ximagao, podemos reescrever os parametros de rolamento lento em termos do po-

tencial, a saber

co M (VN s (VT T Ve (3.21)
T 1r \V ) S l6r \V 8t V'’ '

onde m, = 4/1/87G é a massa de Planck reduzida.

O fim da inflacao se da quando as condig¢oes de rolamento lento deixam de ser
validas. A partir dai comeca o periodo em que praticamente toda a matéria do
Universo serd criada e a temperatura voltara a aumentar (a expansao exponencial
faz com que a temperatura do Universo caia drasticamente durante a infla¢do). O
campo ¢ atinge o minimo do potencial e comeca a oscilar em torno deste ponto. E
iniciado um regime nao perturbativo de ressonancia paramétrica no qual o campo
inflaton comega a decair em particulas ultra-relativisticas, o chamado periodo de
pré-aquecimento [50]. Esta nomenclatura é devido ao fato de que neste ponto o
equilibrio térmico ainda esta longe de se estabelecer. O processo de reaquecimento
continua com a amplitude de oscilagao do inflaton diminuindo gradualmente e seu
decaimento em outras particulas. O equilibrio é alcangado ao fim do processo e
entao o Universo passa a evoluir de maneira esperada em uma era dominada pela
radiagao. Qualquer modelo inflacionario precisa apresentar essa saida suave (graceful
exit) para a fase dominada pela radiagao para estar em concordancia com os dados
j& bem estabelecidos do modelo padrao. No entanto, os detalhes destes processos
sao altamente dependentes do modelo inflacionario especifico.

O quadro acima descrito é conhecido como inflagdo fria (cold inflation). Uma
alternativa possivel é o cenario de inflagdo morna (warm inflation) [51], na qual

efeitos dissipativos devido ao acoplamento do inflaton com outros graus de liberdade
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sao levados em consideracao durante a expansao acelerada. Neste caso, radiacao é
produzida ao longo de toda a expansao inflacionéria e ha transferéncia de energia
entre estas duas componentes, de tal maneira que flutuagdes térmicas na radiagao
sao transferidas ao campo escalar e se tornam a principal fonte para as perturbagoes
primordiais. Este modelo pode ser testado frente ao modelo de inflagao fria pois

produz nao-gaussianidades na radiagao césmica de fundo.

3.3 Teoria de Perturbagoes Cosmolégicas na Rela-

tividade Geral

O Universo observavel claramente nao é homogéneo e isotropico, afinal podemos
ver estruturas complexas como galaxias, aglomerados, etc., que nao sao descritos
por uma métrica do tipo FLRW. Por outro lado, as medidas da RCFM mostram
que o desvio desta configuracao era pequeno na época do desacoplamento de fo6-
tons e barions e isso nos sugere realizar um tratamento perturbativo. Este trata-
mento perturbativo em cosmologia foi implementado pela primeira vez por Lifshitz
e Khalatnikov [52]. Existem ao menos dois formalismos na literatura; um deles esta
descrito em [53] baseado no formalismo quase-maxwelliano da RG [54]. Vérios tra-
balhos foram feitos seguindo esta linha, veja por exemplo as refs. [55, 56, 57]. Neste
trabalho seguiremos o formalismo desenvolvido em [58]. A equivaléncia entre estas
duas descrigoes para perturbacoes escalares nos modelos de Friedmann foi mostrada
em [59].

Inomogeneidades na distribuicao de matéria induzem perturbagoes na métrica.

Assim, em primeira ordem,
ds* = géoﬂ) + (5ga/3(9ﬂ)] da®dx’. (3.22)
Assumiremos a métrica de fundo dada por
gggdmadaﬁﬂ = a*(n)[dn* — 0;;dx"da’], (3.23)

onde colocamos k£ = 0 e utilizamos o tempo conforme.
A quantidade dg.p pode ser caracterizada por trés tipos distintos de perturba-

¢oes: escalar, vetorial e tensorial. Enquanto permanecermos no regime linear, estas
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perturbagoes se desacoplam e, portanto, podem ser estudadas separadamente. A
componente dggy se comporta como um escalar sob rotagoes tridimensionais, logo

podemos escrevé-la como
2
dgo0 = 2a°9,

onde ¢ é uma quantidade escalar definida no 3-espago. As componentes dgy; podem
ser decompostas como
8g0i = a*(B,; +5;),

onde B ¢ um escalar e S; ¢ um vetor que s6 contem parte transversa, isto é, 9;S* = 0.
J& as componentes dg;; se comportam como um tensor (simétrico) sob rotacoes em

3 dimensoes, logo podemos decompo-las como
(59@' = a2(2w5ij + 2818JE + @Fz + @FJ + h”>

Vamos nos restringir as perturbagoes escalares, que sao as responsaveis pela
formacao de estruturas no Universo®. Neste caso, temos quatro funcoes que carac-

terizarao a métrica perturbada, que é entao escrita como
ds® = a*(n){(1 + 2¢)dn* + 2(0;B)dz'dn — [(1 — 2)8;; + 20;0; E]dx'dx’}.  (3.24)

Partimos da suposicao de que o modelo de fundo é FLRW e de que a perturbacao
09 € pequena. A maneira como ¢é feita a correspondéncia entre os pontos da
variedade de fundo e a variedade perturbada é arbitréaria: esta é a chamada liberdade
de calibre da teoria. Esta liberdade pode ser traduzida em termos da invariancia da
Relatividade Geral (RG) sob transformagoes de coordenadas e pode fazer com que
perturbagoes ficticias aparecam, relativas apenas ao sistema que é utilizado para
o modelo perturbado, mantendo as coordenadas do modelo de fundo fixas (uma
analise detalhada desta questao pode ser encontrada em [60]).

Consideremos entao uma transformagao infinitesimal de coordenadas, ® — x®+

€%, com £* = (£9,¢Y). Podemos decompor a parte espacial deste vetor em uma

3 As perturbacoes vetoriais estdo relacionadas a movimentos de rotacdo do fluido. Sdao modos
que decaem muito rapidamente (para grandes comprimentos de onda) e que por isso nao sao de
muito interesse em cosmologia. As perturbagoes tensoriais descrevem as ondas gravitacionais, que
sao os graus de liberdade do campo gravitacional. Elas nao induzem perturbagoes no fluido perfeito
no regime linear. Para uma descricao detalhada destas questoes veja, por exemplo, a referéncia
[47].
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parte transversa e outra longitudinal, £ = £} + ¢*. Assim, as fungoes escalares se

transformam da seguinte maneira,

b= 60—, B=B+(-¢"

- a’ ~

Y = w+550, E=E+¢. (3.25)
onde ’ representa derivada com respeito ao tempo conforme. As funcoes ¢ e &°
podem ser escolhidas de forma a anular duas das quatro funcoes escalares, de tal
maneira que nos resta apenas dois graus de liberdade para as perturbacoes escalares.
Podemos ainda construir duas quantidades invariantes a partir destas tltimas e estas
quantidades vao gerar o espago das perturbagoes fisicas. As combinagoes invariantes

de calibre mais simples que podemos montar sao os chamados potenciais de Bardeen
1 a’
®(n,x) = ¢~ —a(B ~ EN', w(nx) =9+ —(B—E). (3.26)

Se estas quantidades forem nulas, elas o serao em qualquer outro sistema de coor-
denadas e possiveis perturbacoes da métrica serao ficticias.
Para a densidade de energia de um fluido perfeito, a variavel invariante de calibre

que caracteriza a perturbacao é
0p=0p— py(B — E). (3.27)

Para as 4-velocidades do fluido que, dada uma folheacao em 3-espagos homogéneos,
se escrevem como u, = (a,0,0,0), temos que as variaveis invariantes de calibre que

descrevem du, sao dadas por
Sug = dug — [a(B — E)), du; = 6u; — a(B — E'),. (3.28)

Se o conteido material do universo for um campo escalar, este campo perturbado
serd expresso como ¢(n) + dp(x,n), e a quantidade invariante de calibre associada

a perturbacao sera dada por
Sip(1,x) = bip — (B~ E'). (3.29)

Podemos também fixar o calibre e trabalhar com sistemas de coordenadas es-
peciais, escolhendo as funcoes £ e (. Uma das escolhas mais utilizadas ¢ o cha-
mado calibre Newtoniano (ou longitudinal, representado por [), no qual define-se
E,=B,=0.
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Consideremos entao a RG com um tensor momentum-energia associado a um
campo escalar como fonte. Para o tratamento perturbativo devemos linearizar as

equacoes de Einstein que, em primeira ordem, resultam em
0G; = kdTg. (3.30)

No entanto, 0G e 0T nao sao invariantes de calibre. Para tratar esta questao, pode-
mos usar as perturbacoes da métrica e do campo para construir quantidades invari-
antes e entao reescrever a equacao acima de maneira independente de coordenadas,
ou seja, em termos dos potenciais ® e W e da varidvel (/5?0

Para o campo escalar, as perturbacoes invariantes de calibre do tensor momentum

energia sao

—~0 ~

6T, = 0p=—?®+ ¢ ngol +a*V, 5, (3.31)
—~0 1 = L, =

or;, = E(Po + po)du; = @(%0 60) i (3.32)
0T; = —op 5; =[-¢?®+ ¢ 5p —a®V, 5(,0]5;-, (3.33)

onde as quantidades 6Np e du (invariantes de calibre) estao dadas pelas equagoes
(3.27) e (3.28), respectivamente. De maneira analoga construimos as quantidades
invariantes (gég

Através da componente ¢ — j da equacao de Einstein, (?C/?Z = k0T ;, dado que

para o campo escalar 6Tf = 0 para ¢ # j, obtemos
=0,
As outras componentes da equagao (3.30) resultam em

V20— BH(® + HE) = Sa*(—¢ 0 +¢0p +a’V, 6p). (3.34)

HO + @ = gcp/ 5o, (3.35)
O+ 3HD + (2H + H)D = ga2(—g0'2® + 0y —aV,89),  (3.36)
onde H = d'/a.

Subtraindo a equacao (3.34) da equagado (3.36) e usando a equagao de vinculo

(3.35) para escrever (/5?0 em termos de ¢ e ¢, obtemos
1 "

" — V2P + 2 (H - S0—) '+ 2 (’H’ - H%) P = 0. (3.37)

/
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Além desta ultima equagao, ainda precisamos da equacao de Klein-Gordon que
d4 a dinamica para as perturbacoes Snvp Escrevendo-a ja em termos das quantidades

invariantes de calibre, conseguimos obter

— — S d
57+ 2H5p — Vg + a2 5 — ad 1222 — (3.38)
dp? dp

Temos entao duas variaveis e duas equagoes para tratar a analise das perturba-
¢oes escalares de um campo escalar em um universo de FLRW perturbado. E ainda é
possivel tornar a interpretacao fisica da equagao (3.37) mais clara com uma mudanga
de variaveis. Efetuando uma transformada de Fourier desta equacao utilizando a

expressao

D% = [ i Bl (3.39)

e considerando as novas varidveis como sendo

87G a0 1 p 1/2 3 H
=4/ ———7 0=—-|—— =1\/—=— 3.40

podemos reescrever a equagao (3.37) como

0//
uy + (k:2 - g> u = 0. (3.41)

A equagao acima pode ser vista como a de um oscilador com frequéncia de-
pendente do tempo dada por w?(k,n) = k* — 0"/0. As solucdes assintéticas sao
facilmente calculadas. Para os modos com k% > 6”/0, ou pequenos comprimentos
de onda, a variavel u oscila pois u o exp (ikn). O comprimento de onda cresce
com a expansao e eventualmente fica maior que o raio de Hubble, parando entao de
oscilar. Para estes modos, k* < 6”/0, e a solucdo de (3.41) pode ser expandida em

termos de k? [47]. Em ordem zero, obtemos

dr

) = M) [ 7o+ A6 (3.42

A; é uma constante arbitraria associada ao modo crescente (pois § — oo para a — 0)
e Ay esté associada ao modo que decresce com a evolugao do Universo. A evolugao

das perturbagoes esté ilustrada na figura (3.1).
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Figura 3.1: Evolugao de perturbagoes com comprimentos de onda A\; e Ay compara-
das ao raio de Hubble (figura retirada do sitio [61]).

A equagao (3.37) possui uma integral primeira para os modos muito maiores
que a escala de Hubble (k/a < H) que pode ser expressa através da defini¢ao da
quantidade

(= D, (3.43)

6

onde a segunda igualdade é obtida com o uso das equagoes de fundo e da equagao

2 (87G\ ", <E>'_2H‘1<I>’+<I>
3\ 3 3 14w

de estado p = wp. Esta é a chamada perturbagao de curvatura intrinseca, dada no

calibre comével?. Com isto, podemos escrever a equagao de movimento (3.37) em

40 calibre comével corresponde & imposicao das condigdes ¢ = 0 e (5u|i| = 0, onde as duas
barras indicam que tomamos a parte longitudinal das componentes espaciais da perturbacao de

velocidade.
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termos de uma derivada primeira de ¢ [62], a saber

1d¢ AN

Pela equagao acima, vemos que ¢ é constante para modos tais que k/H < 1, ou seja,
grandes comprimentos de onda, pois neste caso ¢’ ~ 0. Assim, temos uma quanti-
dade que é conservada e que é puramente geométrica. A equacao de conservacao é
valida para qualquer tipo de fluido presente, mesmo para w variavel (é importante
aqui que as perturbacoes de entropia sejam despreziveis, de outra maneira teriamos
um termo extra proporcional a §.5). Deste modo, ¢ pode ser utilizada na anélise
de perturbagoes de densidade independente da matéria responsavel pelas flutuagoes,
e pode ainda ser utilizada para propagar o espectro do fim da inflacao para a era
dominada pela radiagao sem que seja necessario conhecer os detalhes dos processos

de pré-aquecimento e reaquecimento.

3.4 A Estatistica das Flutuacoes Classicas

Assumiremos que as flutuacoes primordiais sao geradas aleatoriamente. Esta hi-
potese esta baseada no modelo de que as perturbagoes primordiais surgiram a partir
de flutuacoes de um estado de vacuo e que, como tais, s6 podemos conhecer seus
valores esperados neste estado, como veremos na proxima se¢ao. Devemos portanto
usar de ferramentas estatisticas para analisar os dados e fazer predigoes. Assim,
trataremos nossas variaveis de perturbacao como variaveis aleatorias, compondo um
ensemble estatistico.

E conveniente descrever processos aleatorios utilizando transformadas de Fou-
rier. Seja entdo uma variavel aleatoria §(x) de média nula, que pode representar o
contraste de densidade de energia, por exemplo. Sua transformada de Fourier no

caso discreto é dada por
1 )
0(x)=— el x) 3.45
€ no caso continuo por

5(x) = / %@eik*. (3.46)
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O mecanismo inflacionario mais simples prevé somente processos Gaussianos
homogéneos e isotrépicos, para os quais a distribuicao de probabilidade ¢ dada por
[63]

1 a® + b2
P(6y) = — Kk _k 3.47
60 = gz (-5 40
onde escrevemos 0, = ay + by, com os vinculos ay = a_yx e by = —b_x pois a

varidvel §(x) é real. A variancia p? é a mesma para as duas componentes ay e by
(homogeneidade) e depende somente do modulo de k (isotropia). Todas as fungoes
de correlacao nao nulas podem ser expressas em termos desta quantidade, ou seja,
a variancia caracteriza completamente o processo Gaussiano.

Por conveniéncia vamos utilizar a decomposicao Jx = re’®* e reescrever a dis-

tribuigao (3.47) como

1 172
P(ry, dr)dridey = oz O <—§M—E) ricdricdy. (3.48)
Calculemos agora a seguinte média
; dPxddr (4 -,
Gudi) = [ S X
2redne) (2re dre A
St o] (5.5
= (riddw = 0”0k, (3.49)

2 ¢ chamada de

onde diy s € a delta de Kronecker e o7 = 2u2. A quantidade o
espectro de poténcia das flutuagoes e serd muito importante na caracterizagao das
perturbagoes cosmologicas.

O valor da variavel 6(x) em um ponto especifico também ¢é uma variavel esto-
castica. Logo, faz sentido perguntar pela probabilidade de que ela assuma um valor
especifico ¢. Como a transformada de Fourier desta quantidade é a “soma” de va-
riaveis aleatorias, cada uma delas com distribui¢do Gaussiana e média nula, §(x)

também serd uma Gaussiana de média nula. Assim, a distribuigdo de probabilidade

para ¢ tera a forma

Plq] = \/ziw exp <—2q—;>, (3.50)

onde a dispersao A% = (¢?) = (6%(x)) sera determinada utilizando a relagao (3.49),
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Ccomo se segue

00) = 5 D (i) SO

4 kk’
1 , V2 3, 2
— V;Uk: (27T)3/2/d kak
2 & & dk
= —v—1/2/ oikidk = / Az? (3.51)
™ 0 0
onde
2

¢ uma medida da dispersao, isto é, o contraste de densidade pode ter uma flutuagao
de até =A em um dado ponto; flutuagoes maiores que este valor tém probabilidade
baixa.

Por causa da homogeneidade, a distribui¢do para ¢(x) é independente do ponto
x. Para obtermos informagcoes a respeito da distribuicao espacial desta quantidade,

construimos a funcao de correlagao de dois pontos, definida como:

£x) = (0(y)dx+y))
_ % S (66 exp [ik.(x + y) — iK.y]

kk’
(2 X d3k 1K.X
— _Z 2 (ikx) — 1/2/(27T>3/20—kek : (3.53)

Vemos a partir desta expressao que a funcao de correlacao é a transformada de

Fourier do espectro de poténcia.
Podemos ainda construir uma outra média, considerando um volume espacial
grande do Universo, da seguinte maneira,
d*x d®*k K
)y = [ i) = / S
VV (2m)3/2 (27)

oo exp [i(k — k') - x]

Q

d3k )
\/—/ 27_[_ 3/2| k| ) (354)

onde substituimos a integral espacial pela delta de Dirac, considerando um volume

muito grande, a saber
d3x ,
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Uma questao importante surge no contexto das perturbacgoes primordiais, o fato
de nao possuirmos mais de um universo disponivel para compor um ensemble e a
partir deste realizar médias. Esta questao esté relacionada a chamada varidncia
cosmica: as flutuagoes na temperatura da radiacao césmica de fundo estao definidas
para todo ponto no espaco e no tempo, mas podemos observa-las somente de um
ponto (aqui) para um dado instante (agora). O que se faz para contornar este
problema é assumir que a média no ensemble, dada pela equagao (3.51) pode ser
substituida pela média espacial (3.54) se pudermos dividir o céu em um nimero
suficientemente grande de regioes, regides estas que devem ser grandes comparadas
aquelas onde os campos estao correlacionados, tal que em cada uma delas tenhamos
uma realizacao da variavel aleatoria §(x). Esta associagao entre as médias baseia-se
na hipotese de ergodicidade [64], que estabelece que se esperarmos uma quantidade
de tempo suficiente, os pontos representativos do sistema irao cobrir todo o espaco
de fase acessivel, isto é, todos os microestados sao igualmente provéaveis depois de um
longo periodo de tempo. Neste caso, médias no ensemble podem ser substituidas por
meédias temporais ou, no caso das perturbacoes primordiais, por médias espaciais.

E através da associacao descrita acima que relacionamos as distribuicoes de pro-
babilidade de um ensemble estatistico com a distribuicao real de densidades no

Universo, isto é, através da identificagao
2 2
’(Skl = Ok

baseada nas equagoes (3.54) e (3.51).

3.5 A Quantizacao das Perturbacoes Cosmolégicas

Na penultima se¢ao discutimos a evolucao classica das perturbacgoes. Em um
contexto puramente classico, a escolha de condicoes iniciais é arbitraria, sendo dada
na época mais remota dominada pela radiacao. O mecanismo inflacionario permite
que condi¢oes mais naturais sejam colocadas se supusermos que nos primoérdios do
Universo efeitos quanticos tenham tido um papel considerével. Neste caso, pequenas
flutuagoes quanticas de um estado de vacuo (pequenos comprimentos de onda, os
quais podem ter suas amplitudes fixadas a priori respeitando o principio da incer-

teza) podem ter sido ampliadas por este processo gerando as pequenas perturbagoes
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classicas que originaram, por sua vez, as estruturas do Universo. Procederemos
entao com a quantizacao das perturbagoes, mas mantendo a descricao do fundo
classica, isto é, o espaco-tempo continua obedecendo as equacoes da RG. Nesta se-
¢ao manteremos as constantes explicitas de modo a fixarmos a amplitude inicial das
perturbacoes de acordo com o principio da incerteza e mantermos uma interpretacao
fisica clara.

Vamos considerar primeiramente como se dé a quantizacao de um campo escalar
real livre e sem massa em um espago-tempo FLRW e depois aplicaremos os resultados

as perturbacoes. Seja entdo um campo escalar expandido em série de Fourier®

1 1

p(n,x) = () @) / (e, (3.56)

onde ¢y, = ¢_ devido a realidade do campo escalar e o fator de escala foi colocado

por conveniéncia.
A acgao total do sistema que compreende um campo escalar ¢ em um campo

gravitacional é dada por

1 1 1
S =—= /d4x£ = —= / d4:c\/—_g§g’“’8ugo&,g0
c c
1 y
= o | ed’()y” - Y0005, (3.57)
c
onde na segunda linha substituimos a métrica de FLRW com se¢oes espaciais planas.
Reescrevendo esta expressao em termos dos modos definidos em (3.56) obtemos

/ 12

S=5 [ dn / N 4’k {s@i{ O + e — 2—(ek + Prer) + <§ - k2> (PrPx + PrPx)
R

a

(3.58)
Podemos através da expressao acima calcular o momentum conjugado ao campo ¢y,
que é dado por
5£k 1 / a’
= == - = ) 3.59
me= o= (AL (3.59)
A equacao de Euler-Lagrange nos fornece a equacgao de movimento
a//
O + (k2 - ;) o = 0. (3.60)

5A base considerada ¢ a de ondas planas ji que estamos trabalhando com se¢oes espaciais planas

e a dindmica do campo ¢ é dada pela equagao de Klein-Gordon.
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A Hamiltoniana sera dada pela expressao

H = mp + mepl — L
k2 a
= (wrk +3 soksok) +—(Mepic + M) (3.61)
De posse da expressao acima, quantizaremos este campo escalar através dos
métodos usuais de quantizagdo canonica em espagos curvos [65]. Transformamos
©(n,x) e m,(n,x) em operadores e exigimos que a seguinte regra de comutacao seja

satisfeita
[6(n.x), 7o (n,y)] = ihd(x — y).
Podemos ainda expandir ¢ em termos de operadores de criacao e aniquilacao da

seguinte maneira

pnx) = —— Y[ ke
T ) e ) Ve

fixando adequadamente a normalizacdo e a amplitude, e onde os operadores a e af

6z’k.x + d;r((n)efik.x]’ (362)

deverao satisfazer as relagoes de comutacao
laxe, éne] = 0, [al,al,] =0, [a, al,] = 0(k — K). (3.63)

O operador Hamiltoniano fica entao dado por
~ 1 /
H=: / 4’k {hk(akali +alaiy) — i (aa + alal)| - (3.64)
R3 a

A evolugao temporal dos operadores de criacao e aniquilacao é dada através das
equacoes
di i .. da] i o
= ——la, H], —%=—"[al H|, 3.65
d'r] h[ak ] d77 h[ak ] ( )

que podem ser resolvidas com uso das transformacoes de Bogoliubov dadas por

aic() = wi(n)énc(m:) + oe(n)al i (m:), (3.66)
af (1) = up(n)ak () + v (n)ai(m). (3.67)
onde n; ¢ um dado instante de tempo inicial. A funcao fi = [ur(n) + vi(n)]/V2k &

uma funcao complexa dependente do tempo que deve satisfazer a seguinte equagao

de movimento, de acordo com as equagoes (3.65),
"
(k2 — —) fr =0. (3.68)
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Para que as relagoes de comutagao sejam preservadas, o vinculo |ug(n)|?—|vx(n)|> = 1

deve ser obedecido. Temos também a seguinte relagao

feli = fide = ih, (3.69)

que determina a normalizacao do Wronskiano construido com as solugoes indepen-
dentes fi e f; de (3.68)".

Tratemos agora o caso das perturbagoes do campo escalar sobre uma geometria
também perturbada. Para obtermos equacoes de movimento para as perturbacoes
em primeira ordem precisamos calcular a agao (3.57) até segunda ordem nas per-
turbagoes do campo e da métrica. Lembrando da descricao da segao 3.3 na qual
encontramos somente um grau de liberdade para o sistema considerado, depois de

um longo calculo [66] chegamos a’

0S = %/d‘lx |:U/2 — §99v0,v + %”112 : (3.70)
onde v(n,x) = a (&vp + %CI)) ¢ uma variavel invariante de calibre que mistura as
perturbagoes da métrica e do campo, a chamada variavel de Mukhanov-Sasaki, e
2z = y/K/2a¢'/H. A agdo (3.70) nada mais é do que a de um campo escalar com
uma massa dependente do tempo.

O procedimento de quantizacao serd o usual aplicado na quantizacao de um
campo escalar em um espago-tempo curvo através do método da quantizagao cano-
nica introduzido anteriormente. A variavel v(n,x) se torna um operador 0 que sera

expandido em termos de operadores de criagao e aniquilacao como

Vhe

(2m)3/2 d%[fk(n)dk@ik'x + fr (U)&Le_ik'x] (3.71)

v =

50 Wronskiano construido com solugdes de (3.68) é independente do tempo. Além disso, se as
solucoes forem linearmente independentes, entdao o Wronskiano é diferente de zero e pode, portanto,

ser normalizado de modo a fixar adequadamente as amplitudes das solugoes.
“Uma maneira mais intuitiva e mais rapida de visualizar este resultado pode ser encontrada

em [47], cap. 8. A varidvel u definida em (3.40) ndo é a mais adequada para a quantizagao pois
gera uma agao com termos de derivada de ordem superior, por isso a necessidade de introduzir a

variavel v.
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Os modos f;, sao aqueles dados através de transformacoes de Bogoliubov e satisfazem

a equacao de movimento (para mais detalhes veja a ref. [67])

(k:2 - —) fie =0. (3.72)

Uma particular escolha da funcao modo f; corresponde a uma particular esco-
lha do estado de vacuo definido por a;|0) = 0. No entanto, podemos fixar essa
escolha notando que o comprimento de onda associado a um dado k sempre pode
ser encontrado dentro do raio de Hubble contanto que |n| seja grande o suficiente.
Neste caso a curvatura do espago-tempo pode ser desprezada e o modo se comporta
como se estivesse em um espaco-tempo de Minkowski. Portanto, a escolha mais na-
tural corresponde ao vacuo usual de Minkowski, f = (1/v/2k) exp (—ikn) no limite
k* > 2"/z. Com a escolha deste estado de vacuo, podemos calcular o espectro de
poténcia da perturbacao de curvatura, por exemplo, que agora também sera tratada

como um operador e que se relaciona com a variavel v através da equagao

A K U
<=ﬁa—m'

hi / dk senkr 3
8m222 ko kr

Logo,

(01C(m, %)¢ (1, % +1)[0) = KL fil?, (3.73)

de onde lemos o espectro de poténcia

2| fe |

z

|Ck|2

(3.74)

No regime de rolamento lento temos que z”/z ~ a”/a pois ¢ e H variam pouco
comparados ao fator de escala. A solugao da equacdo de movimento (3.72), assu-

mindo a(n) = ly(—n)*?, fica dada por

fk<n>=\@e w12 ) (). (3.75)

onde H® & uma funcdo de Hankel do tipo 1 e 8 &~ —2, o que corresponde a uma
evolucao aproximadamente do tipo de Sitter. No limite kn — 0, o espectro de
poténcia é dado por

P; o< kP4 = gL, (3.76)
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Desta maneira obtemos um espectro invariante de escala, isto €, independente de k,
no caso especifico de uma solugao exata do tipo de Sitter (5 = —2), o que correspon-
deria a uma inflacao eterna sem uma saida suave para a era dominada pela radiagao.
Além disso, como uma solugao do tipo de Sitter exata exibe isotropia e homogenei-
dade também na direcao temporal, as flutuagoes quéanticas nao iriam evoluir para
perturbagoes classicas neste caso (analogamente ao caso de flutuagdes quanticas no
espago de Minkowski). Portanto, a solugao deve apresentar um pequeno desvio da
invariancia de escala, ou seja, um parametro de Hubble que nao seja exatamente
constante, para que as flutuagoes quéanticas possam evoluir e a saida suave para a era
de radiagao possa acontecer. Modelos inflacionarios em geral preveem um pequeno
desvio para o vermelho, isto é, ny < 1, o que esta de acordo com as medidas obtidas
pelo projeto WMAPT [68], n, = (0.963 + 0.014).

3.5.1 Do Quantico ao Classico

E usualmente dito que a inflacdo prové uma descricao para o surgimento das se-
mentes da estrutura césmica ja que, como vimos nas se¢oes anteriores, estas teriam
se originado a partir de flutuagoes quénticas do estado de vacuo do campo repre-
sentado pela variavel de Mukhanov-Sasaki. O espectro destas flutuagdes (de origem
quantica), quando calculado utilizando o espectro classico de Harrison-Zel’dovich
[69], concorda aproximadamente com o espectro de perturbagoes invariante de es-
cala observado. Precisamos, entretanto, de um mecanismo que justifique a relagao
imposta entre estes dois espectros, ou seja, que conecte de forma consistente incerte-
zas quanticas e flutuagoes de densidade cléssicas, que mais tarde poderao dar origem
as estruturas cosmicas através da instabilidade gravitacional. Muitos autores nao
reconhecem este fato como um problema apesar das varias tentativas de elaboragao
de justificativas, que serao descritas abaixo. Outros autores, porém, admitiram que
apesar destas tentativas o quadro ainda nao esta completo [70]. Em particular, na
referéncia 71| encontra-se uma critica extensa do tratamento dado a essa transicao
quantico-classica.

A principal objecao ao quadro, assim como usualmente é apresentado, diz res-
peito ao estado quantico inicial, que é altamente homogéneo e isotrépico (ou seja,

é invariante sob a acao do grupo de simetria do espago de fundo). Esta simetria se
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mantém através da evolucao unitaria provida pelas equacoes de movimento, ou seja,
a teoria quantica padrao nao pode justificar a existéncia de um universo nao homo-
géneo (a criagao de estruturas) a partir de flutuagdes quéanticas do estado de véacuo.
Poderia-se entao argumentar que a func¢ao de onda do Universo passa pelo processo
de colapso, através de um processo de medida. A medida de um observavel cujos
autoestados nao sao simétricos forca o sistema a assumir um dos possiveis estados
assimétricos. Entretanto, ja na formulagao usual da mecanica quantica, sabemos
que esse processo nao é bem definido, dando origem ao problema da medida [72].
No contexto cosmoldgico a situacao agrava-se pois neste caso nao somos capazes
de responder perguntas como: o que esta realizando a medida? qual observavel
esta sendo medido? quando o colapso ocorreu? E certo que ndo podemos considerar
nossas medidas da CMB como causadoras deste colapso ja que nossa propria existén-
cia depende da formagao das inomogeneidades e posterior formacao de estruturas,
nossas acoes nao podem ser causa delas.

Ha também questoes relacionadas a estatistica do sistema que devem ser consi-
deradas, seguindo o que foi exposto na segao 3.4. Temos a estatistica quantica por
um lado presente no calculo de valores esperados de observéveis, como calculado
na expressao (3.73). Por outro lado temos uma estatistica associada a um ensem-
ble cléssico representado por um campo estocastico correspondente a um conjunto
de universos, conforme calculado em (3.51). E além destas, temos uma descrigao
estatistica das inomogeneidades dentro do nosso proprio Universo, de acordo com
a equagao (3.54). A identificacdo destas tltimas duas repousa sobre hipoteses de
ergodicidade e equilibrio conforme descrito anteriormente, que nao sao satisfeitas no
sistema considerado devido a falta de ergodicidade do processo estocéstico quando
realizado em uma 2-esfera [64].

Varias justificativas foram elaboradas na tentativa de responder estas questoes,
mas todas elas até o presente momento possuem pontos falhos, principalmente re-

lacionados ao problema da medida, como veremos a seguir.

3.5.2 As Solucoes Propostas e suas Lacunas

Alguns autores acreditam que o problema da medida na mecéinica quéntica nao

é pertinente, e afirmam que toda a informacao fisica que podemos saber sobre o
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sistema considerado esta dado através dos valores esperados de produtos dos campos
em questao. Desta forma, mesmo que o sistema seja invariante por rotagoes e
translagoes, determinadas correlagoes nao possuem estas simetrias, o que seria o caso
das flutuagoes primordiais. Contudo, esta nao pode ser considerada uma descrigao
fundamental. O processo fisico responsével pela quebra das simetrias nao é levado
em consideracao neste contexto. Este tratamento é razoavel em uma abordagem
semi-cléssica de uma teoria, em que quantidades cléssicas sao identificadas com
quantidades quanticas via valores esperados.

Mesmo considerando apenas uma descri¢ao efetiva, o problema das flutuagoes
primordiais traz um detalhe extra no que diz respeito a estes valores esperados pois a
relacao entre as correlagoes quanticas e classicas é nao-linear. Isto ¢, o valor esperado
de um campo de flutuagoes classico se acopla com a raiz quadrada do valor esperado

da contrapartida quantica do campo de flutuacoes ao quadrado, a saber

OF))a = 1/ (0%(%)) gus

relagao esta que nao é usual nos tratamentos semi-cléassicos e pode trazer dificuldades
na definicao da transformada de Fourier das quantidades.

Considerando que a transi¢ao quantico-classica da teoria usual apresenta falhas,
pode-se argumentar que o processo de descoeréncia é capaz de explicar a emergéncia
dos aspectos classicos de um dado sistema quantico. Descoeréncia é o processo atra-
vés do qual um sistema que esté em interagao com um ambiente transfere “coeréncia”
para os graus de liberdade deste ambiente, que sao inacessiveis ou nao sao passiveis
de serem observados (veja detalhes no apéndice (A)). Este processo é reponsavel
pela supressao de fendmenos de interferéncia quantica, representados por exemplo
pelo estado “gato de Schrodinger” [73]. Logo, o primeiro passo é identificar estes
graus de liberdade. Esta é uma questao delicada do ponto de vista cosmolégico, em
que o sistema considerado é todo o Universo e, mesmo em um tratamento semiclés-
sico, como definir o que sao graus de liberdade irrelevantes independentemente de
um observador? Mesmo que de alguma maneira isso pudesse ser feito, ainda hé outra
questao importante a responder. O processo de descoeréncia explica o porqué de nao
observarmos interferéncias tipicas de sistemas quanticos em objetos macroscopicos
e por isso alguns acreditam que o problema da medida fica resolvido, o que é um

equivoco |74]. Ha4 um problema com relagao a esta abordagem no que diz respeito ao
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resultado da medida: nao é possivel justificar a interpretacao de que o estado misto
descrito pela matriz densidade reduzida descreva um ensemble estatistico e que o
sistema esteja em um estado definido, embora desconhecido, entre todos os estados
representados pelos elementos diagonais da matriz. Afinal, a matriz densidade total
ainda possui elementos fora da diagonal nao-nulos, e o estado do sistema ainda é
uma superposigao de possibilidades e nao um resultado concreto classico.

Alguns acreditam que se a interpretacao de vérios universos for somada & des-
crigdo anterior, entdao o problema esta resolvido. Segundo a Ref. [71], esta interpre-
tagao nao alivia o problema da medida, pois a “divisao dos universos” estaria em
correspondéncia 1-1 com o que seria uma medida na interpretacao de Copenhague®.
Portanto, as questoes que podem ser colocadas sao as mesmas: quando a divisao
ocorre? o que serve como estimulo para que a divisao ocorra?.

Argumenta-se que, nesse quadro conjunto de vérios universos e descoeréncia,
todas as alternativas possiveis (referentes aos elementos diagonais da matriz den-
sidade) coexistem em uma realidade com varios “ramos”’, mas seriamos capazes de
perceber apenas um ramo. Segundo a Ref. [71], nada impediria em principio que al-
guns desses ramos pudessem interferir com o nosso (um processo de “recoeréncia”),
o que levaria a efeitos observaveis imprevisiveis. Desta maneira, nao poderiamos
argumentar que o estado inicial de um dado sistema representa a totalidade da re-
alidade e, para uma dada superposi¢ao, poderiam existir varias outras realidades
alternativas ou ramos que deveriam ser considerados na descricao. Entretanto, a
probabilidade de interferéncia entre os ramos ¢ muito baixa [75|, primeiro porque
devemos ter aparatos de medida que indiquem valores claros, isto é, nos quais nao
ha superposicao entre dois ou mais valores diferentes do ponteiro. Além disso, a
descoeréncia torna praticamente impossivel a observacao de interferéncia entre os
ramos. Assim, a critica exposta na Ref. [71] com respeito a esta interpretagao parece
estar mal formulada. De qualquer maneira, o processo de descoeréncia precisa estar
presente nesta formulagao para definir a base preferencial de um “ponteiro” que nao
existe, se estamos tratando de questoes cosmoldgicas. Logo, este quadro ainda nao

¢é satisfatorio.

8Para uma discussao detalhada desta interpretagio e variacoes dela (varias mentes e vArios

mundos) veja, por exemplo, a referéncia [27] e referéncias contidas nela.
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Em |76] a descrigao da transigdo quantico-classica ¢ feita através de uma particu-
lar realizacao do processo de descoeréncia, a chamada descoeréncia sem descoeréncia.
Nesta descrigao nao é necessaria a existéncia de outros campos além do campo in-
flaton que sirvam de ambiente. O ponto é que o campo escalar apresenta modos
decrescentes que se anulam assintoticamente como resultado da dindmica inflacio-
naria, e sao portanto tratados como inobservaveis. Na formulac¢ao de Schrodinger,
isso se reflete em um estado de vacuo altamente comprimido (squeezed) no espago
de fase, o que é entendido como um comportamento estocéstico cléssico do sistema.
A variavel vy pode assumir qualquer valor com uma probabilidade correspondente
|4)|* enquanto seu momentum conjugado assume o valor cléssico correspondente.
Assim, o sistema quéantico é efetivamente equivalente ao sistema aleatério classico,
que é um conjunto de trajetoérias classicas com uma certa probabilidade associada
a cada uma delas. Além disso, com a consideragao de que o modo decrescente é
desprezivel, o comutador entre operadores de campo e seus respectivos momenta
conjugados sao aproximadamente nulos, o que aparentemente imita uma situagao
classica |77]. Algumas questoes importantes surgem deste argumento®. Entre elas,
a questao do que é “observavel” ou experimentalmente acessivel a observadores é um
argumento recorrente porém inaceitavel se quisermos uma descri¢ao consistente da
formacao de estruturas. Outro ponto é como definir uma “medida” para operadores,
isto é, extrair um ntmero a partir de um operador que meca sua importancia ou
irrelevancia no contexto dado.

O fato de obtermos um estado comprimido (em torno de um valor classico do
momentum conjugado ao campo) a partir da evolugao do estado de vacuo também
nao garante a “classicalidade” do sistema dado que sempre é possivel encontrar um
novo conjunto de operadores em termos dos quais o vicuo serd o usual. Seria entao
necessario um mecanismo que garantisse um conjunto especial de operadores, com
respeito aos quais o sistema estard em um estado comprimido.

Segundo [77|, esse mecanismo seria um processo de descoeréncia usual, em que
héa interagao do sistema (flutuagoes associadas com cada niumero de onda k) com

um ambiente inobservavel gerando um sistema emaranhado. A descoeréncia leva a

9Veja a referéncia [78] para uma descrigdo extensa de todas as possiveis inconsisténcias do

tratamento exposto em [77].
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um ensemble aparente de pacotes de onda para o observavel cujos membros nao se
interferem e define uma base preferencial para ponteiro, o que garantiria o conjunto
privilegiado citado acima, com relagao ao qual a medida seré feita.

Este ambiente poderia ser constituido por outros campos presentes no Universo
a época da inflacao. Na auséncia destes campos, outros dois processos podem ser
responséaveis pela descoeréncia: a interacao entre modos com diferentes k, dada a
nao-linearidade da teoria total, e o emaranhamento dos modos entre regices espaciais
diferentes. Este ultimo leva, em particular, a um emaranhamento entre regioes fora
e dentro do raio de Hubble.

O mecanismo de descoeréncia, segundo alguns autores, é entao a justificativa
para a “coincidéncia” entre correlagoes quanticas e espectros cléssicos pois leva a
um aparente ensemble de pacotes de onda para as amplitudes do campo. Ou seja,
este argumento baseia-se no fato de que a matriz densidade reduzida do sistema
tem a forma utilizada na descrigao de um ensemble estatistico. Isto é uma indicacao
clara na crenga de que a descoeréncia resolve o problema da medida na mecanica
quantica, o que é uma conclusao equivocada (para detalhes, veja o apéndice A).

Na tentativa de resolver o problema da medida mas mantendo as bases da inter-
pretagao de Copenhague surgiu a interpretagao de historias consistentes |79, 80]. Sua
extensao para aplicagao em cosmologia quantica foi desenvolvida em [81]. Segundo
esta abordagem, dado um estado inicial do sistema |1)),, considera-se uma familia
de historias caracterizadas por um conjunto de operadores de projecao {pn(tn)},
cada um deles associado ao sistema possuindo um valor de uma certa propriedade
fisica em um dado intervalo do espectro desta propriedade em um dado intervalo
de tempo. Uma dada familia é dita auto-consistente se as historias que ela contem
nao interferem entre si. Neste caso é possivel atribuir probabilidades a cada histéria
individual dentro desta familia!’. Um grande problema apresentado por este trata-
mento é que, em principio, um numero grande de familias coerentes podem existir
mas que sdo mutualmente inconsistentes [82]. A regra seria sempre selecionar uma
tnica familia em cada anélise. Mas como escolhé-la? Parece nao haver uma maneira

clara sem se basear a priori no conjunto de perguntas sendo feitas sobre o sistema.

10Note que estamos considerando uma granulacdo grossa nas historias, isto é, os projetores estdo
associados a intervalos do espectro do observéavel em intervalos de tempo. Segundo a interpretacao

de histérias consistentes, é a essas historias que faz sentido atribuir probabilidades.
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Em uma descricao do Universo, o que selecionaria o conjunto apropriado de pro-
jetores, e portanto a familia apropriada? Em particular, é possivel construir uma
familia consistente em que a probabilidade do Universo ser homogéneo e isotropico
¢ 1, o que nunca levaria a formagao de estruturas (para detalhes desta consideragao,
veja a Ref. [78]).

Em [71], uma outra proposta para solu¢ao do problema da transi¢do quantico-
classica é apresentada de uma maneira fenomenologica, baseada nas idéias de R.
Penrose [83]. Este tratamento propoe que uma teoria mais fundamental de gravi-
tagao quantica pode ser responsavel por desencadear o colapso da funcao de onda
associada aos campos de matéria, isto ¢, graus de liberdade gravitacionais que nao
sao descritos pela métrical! poderiam eventualmente ser excitados e resultariam no
colapso da funcao de onda do sistema associado as flutuagoes quéanticas e demais
campos presentes, se existirem. O estado resultante pode entao nao mais obede-
cer as simetrias do estado inicial. Este é o chamado colapso dindmico da funcgao
de onda. Entretanto, para que esta descricao seja consistente, ainda é necessaria
uma teoria completa de gravitagao quantica e também uma implementagao deste
processo no contexto do problema da medida na teoria quantica padrao, que ainda

estd4 em processo de construgao [84].

A métrica passa a ser interpretada como uma descricao efetiva de um comportamento médio
dos graus de liberdade gravitacionais verdadeiros e obedece uma equacao de Einstein semi-classica
R, —(1/2)gwR = /<;<¢|TAW(g, ?, fr)|z/1>, onde |w> é um estado pertencente ao espago de Hilbert e

onde os efeitos de retro-reagao (back-reaction) sdo desprezados por serem rapidamente suprimidos.
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Capitulo 4

Evolucao Bohmiana das Flutuacoes

Quanticas

“One does not solve problems by making them more difficult.”

B. DeWitt

Vimos no tltimo capitulo as dificuldades em descrever a transicao do regime
quéantico para o classico das flutuagoes primordiais. Em [78] uma objegdo com res-
peito a teoria Bohmiana como tentativa de explicagao para esta transicao é colocada:
o que gravita, de fato, é a onda piloto ¥ ou a trajetoria do sistema no espaco de
configuragoes Q = (x1(t),...,xn(t))? Veremos neste capitulo que podemos assumir
que o que de fato gravita é o campo. A ele sera atribuido realidade fisica. A existén-
cia da trajetoria Bohmiana no espago de configuragoes é a responsavel por quebrar
a simetria do estado inicial das perturbacoes. A teoria de de Broglie-Bohm fornece
ainda um limite classico que ¢é atingido naturalmente, sem a necessidade de impor
uma correspondéncia entre valores esperados quanticos e correlagoes classicas sem
embasamento fisico, tanto no caso inflacionario como em um modelo com ricochete.
Comecaremos nossa analise aplicando a teoria Bohmiana as perturbacoes no modelo
inflacionario, mostrando que elas se comportam como classicas no limite esperado.
Depois calcularemos o espectro de poténcia e estenderemos nossa analise para outros
estados iniciais. Por fim, descreveremos e aplicaremos a teoria Bohmiana as pertur-

bagoes em um modelo com ricochete, mostrando que ainda assim o limite classico
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é obtido conforme o esperado. Os resultados deste capitulo encontram-se na Ref.

[85]. Ao longo deste capitulo utilizaremos a convengao h = 1.

4.1 Descricao Bohmiana das Flutuacoes Primordi-

als no Contexto Inflacionario

Como foi visto no capitulo anterior, as perturbacoes primordiais escalares em

um universo do tipo FLRW podem ser tratadas através da métrica
ds* = a*(n) {[1 + 2®(n,x)] dn* — [1 — 2®(n,x)] §;;da"da’ } (4.1)

que é a expressao (3.1) com a escolha do calibre Newtoniano e com a restrigao ao
caso de curvatura espacial nula.

Vamos relembrar brevemente o que foi visto na se¢do (3.5) para fixar a notagao
e entao introduzir o formalismo funcional de Schrédinger. Seja entao a variavel de
Mukhanov-Sasaki dada por

y=a (S\g/p + %@) , (4.2)

com a qual reescrevemos a ac¢ao na forma

"

1 .z
S = §/dnd3x (y’2 -yt + ?y) , (4.3)

onde z = \/k/2a ¢’ /H (veja a equacao (3.70)). A Hamiltoniana do sistema repre-

sentado pela acao (4.3) é dada pela expressao

1 ) /
H = 5/(1337 (p2+y’zy,i+2%yp) 7 (44)

onde p é o momentum canonicamente conjugado a y. As equagoes de movimento

sao dadas através dos parénteses de Poisson, a saber

y'(n,x) = {yn,x), Hn,x)}

/

= p(n,X)JrZ;y(n,X) (4.5)
p(n,x) = {p(nx),Hn,x)}
= yyi,i(nvx)_;po%x) (46>
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A partir das equacgoes acima, podemos escrever a equacao de movimento classica na

forma
1

y// _ yﬂ;ﬂ: _ ;y — 0 (47)
Passemos agora a representagao de Fourier, onde introduzimos os modos yx(n)

através da expressao
d*k (ik-x)
y(n,x) = 2r)i Yi(m)e™ ™, (4.8)

modos estes que devem satisfazer a condicao y; = y_x devido ao fato do campo

y(n,x) ser real. A Hamiltoniana passa a ser escrita como

* * ’Z/ * *
Hy = /3+ d*k (pkpk + Ky + ;[pkyk + ykpk]) ; (4.9)
R

e a equacao de movimento é escrita na forma

" 2 Z”
et (K= — )y =0, (4.10)

onde k = |k|.

Para a quantizacao, utilizaremos o formalismo funcional de Schrodinger [44],
no qual o estado do sistema é descrito por um funcional de onda V[y,y* 7| cuja
evolugao temporal obedece a equagao diferencial funcional de Schrédinger que, de

acordo com a Hamiltoniana acima, fica dada por

ov 52 PAY 5
i~ — Pk | — + KPyig — i (— = —)] U, 4.11
on /uw l Sypome R TI  Gyp e gy (4.11)

onde tratamos yi e vy, como campos independentes. Restringimos a integracao a
regiago R3>T para evitar a contribuicao redundante de modos repetidos, devido a
condigao de realidade yj; = y_x.

O proximo passo seré encontrar a soluc¢ao da equagao (4.11) dado um estado de
vacuo inicial, pois as perturbagoes primordiais sao usualmente atribuidas as flutua-
¢oes quanticas do estado de vacuo do campo representado pela variavel introduzida
em (4.2). Para isso, passemos momentaneamente & descrigdo de Heisenberg, onde
somente os operadores sao dependentes do tempo e nao o estado W.

O campo yx passa a ser um operador, que pode ser expresso em termos de

operadores de criacdo a'(k) e aniquilacao a(k). Assim, reescrevemos a Hamiltoniana
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(4.9) como

i~ [ 5 [Ka9at 00 + a'09atk) + 12 @ 00a! (-1 — atoa(—k))| . (1.12)

onde o operador a(k) é definido pela expressao

i) = 5 (VE 00 +i-2009)). (413)

Desta maneira, podemos representar os operadores ¢ e p através das expressoes

at(—
(k) J\r/ﬁ( k)) k) =i E(d(k)_gﬁ(_k))_ (4.14)

2
As relagoes de comutacao nao nulas sao dadas por

[g<k7 77)715T (k/a 77)] = i0®) (k - k/),
la(k,n), a' (k' n)] = 6@ (k — K).

9(k) =

Vamos definir agora os modos do campo, que chamaremos de fi(n), como

g(k,n) = fu(malk, m) + fii(ma' (—k, m), (4.15)

onde fr(n;) = 1/v/2k, de acordo com a primeira equagao de (4.14). Analogamente,

podemos definir os modos do momentum canonicamente conjugado ao campo como

pk,n) = —ilgr(n)alk,n;) — gr(ma' (—k,m)], (4.16)

onde gx(n;) = v/k/2, de acordo com a segunda equagao de (4.14). De acordo com a

equacao (4.5), podemos relacionar estes modos da seguinte maneira:

Ik :i(f]:;_%/fk) : (4.17)

Ja vimos que a evolugao temporal dos operadores de cria¢ao e aniquila¢do (na
representagao de Heisenberg) é dada através das transformagoes de Bogoliubov (veja
as Egs. (3.66) e (3.67)). Na representacao de Schrodinger, a evolugao temporal é
dada através da matriz unitaria S [44], sendo que os operadores nao dependem
explicitamente do tempo. Assim, podemos representar a evolucao dos operadores

de criacao e aniquilagao como

Sat(£k, n,)S™" = gr(n)i(Tk, m) — ifu(n)p(Fk, 7). (4.18)
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Vimos também no capitulo anterior que os modos f; satisfazem a equacao de
movimento classica (4.10). Se assumirmos que o fator de escala é dado por uma lei
de poténcia do tempo conforme!, a(n) = ly(—n)'*?, onde devemos ter B < —2 no
caso inflacionario (ly é uma constante com dimensao de comprimento), temos que a
solucdo desta equacio com a condicdo inicial fi(n;) = 1/v/2k (veja a secdo 3.5) sera

entao dada por

™ —1 ;—TC
o) =[5 0T o O (419

O estado de vacuo do sistema, em um dado instante 7;, é definido por
a(k,n;)|0,m;) = 0. (4.20)

Este estado corresponde a um estado Gaussiano que permanece como tal durante
toda sua evolugdo temporal. Segue das equagoes (4.15) e (4.16) que o estado |0, ;) ,
na representacao de Heisenberg, é autoestado do operador y(k) + iy, '5(k) com
autovalor nulo, onde os operadores (k), p(k) e a funcao ~; dependem do tempo,

sendo que esta tltima é dada por

g 1 F(k

=Z5 — i ,
fo 21l 1fl?

onde F(k) = Im(fgr)-

Na representagao de Schrodinger, o estado evoluido no tempo é definido como

|O7 77).5' = S|O7 771>7

onde S é a matriz de evolugao temporal introduzida nas equagoes (4.18). Este estado

satisfaz a equacao
Sak,m) 5710, m)s = 0, (4.22)

ou, de maneira equivalente,

{Q(kﬂ 771') + 171:1<n>ﬁ(k7 771')}’07 77>S =0. (4'23)

1Veremos adiante que nossos resultados independem desta particular escolha do fator de escala,

a evolucao das perturbagoes serda a mesma qualquer que seja o comportamento temporal de a(7).

54



CAPITULO 4. EVOLUCAO BOHMIANA DAS FLUTUACOES QUANTICAS

Na representagao de campos, o operador p é representado por p(k, n;) = —id/0y*(k, n;)
e o estado solucao da equacao acima é dado por um funcional de onda Gaussiano,

que pode ser escrito como o produto ¥ = Ilyeps+ Uy (yx, v, 1), onde

v o ammed (e~ 2) o= [ st )
(4.24)

Nesta expressao o fator de normalizacao jé esta colocado explicitamente e a fungao

fx deve ser solugao da equacao classica de movimento tal que, no regime k% > 2" /z,

satisfaca a condicao
k) eik(nfm) (4 2 )
= ) .25
i 5T

Isto é, para pequenos comprimentos de onda, f; deve representar o estado de vacuo

de um oscilador harmonico.

Passaremos agora a descricao Bohmiana, escrevendo o funcional de onda como
U = Re®, com R = |¥|, como visto no capitulo 2. A equacdo funcional (4.11) é
agora separada em suas partes real e imaginaria resultando em outras duas equagoes,

uma para a fase S e outra para a amplitude R, como segue:

§+/ L[99 38 + (85 ., 05N 1 #R)_
an " Jese © 2 oy oue Yithe Sy e TGy ) T Reyiome]

(4.26)

e

OR? / { 0 { oS 2 ) 0s 7
+ d’k R2< + )} + — [32( + = )H:o. 4.27
87} R3+ oYy oy =z P OYx oy 2 Y ( )

A equacao para S é uma equacao do tipo Hamilton-Jacobi com um termo extra

correspondente ao potencial quantico, como visto no capitulo 2, e serd analisado
adiante.
Podemos postular agora a existéncia de um campo y(x,7n) com realidade fisica,

cuja evolucao temporal é dada através das equacoes guia abaixo

08 7 , 08 7
* = + Z . 4.28
S > Yo Yk Syt | 2 Yk ( )
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Estas equagoes, juntamente com a equagao (4.27), garantem que a distribui¢ao R? =
|U|? é preservada no tempo, isto é, esta distribuigao é equivariante. Assim, a equagio
(4.27) passa a ser uma equagao de continuidade para a quantidade R?.

Tomando a derivada temporal da ultima equacao guia, por exemplo, e utilizando

a equagao (4.26), obtemos a equagao de segunda ordem

1" 5@
N (B 429
Yy + ( ~ ) Y= =5, (4.29)
onde | 2R
= _ Pk— 4.30
/R3+ 2R oo ( )

é o potencial quantico. A equagao acima é a equacao classica de movimento com
um termo extra representando uma forga de origem quéantica.

Através do funcional de onda (4.24), lemos a fase S e a amplitude R, com as
quais obteremos as solugoes de (4.28) e calcularemos o potencial quantico @) através
de (4.30). Comecaremos a analise da transigdo quéantico-classica das perturbagoes
através das equagoes guia e depois mostraremos que o comportamento do potencial
quantico corrobora os resultados da primeira anélise, no sentido de obter o regime
classico dentro da teoria, sem adicionar processos do tipo colapso da funcao de onda
ou mesmo descoeréncia.

A partir da equacao guia, temos que

vl = h(ny = v = C() exp [ / h(n')dn'] , (431)
onde /
h(n) = T}ig) + ZZ (4.32)

e C'(k) é uma constante de integracao que s6 depende do vetor de onda k, relacionada
com a distribuicao inicial do campo yy(n;).

Substituindo a expressao (4.17) na expressao para a funcao F'(k), escrevemos

h(n) como
LdIn (| f]?)
h(n) = -—————. 4.33
) =5 (4.33)
Logo, a equacao guia pode ser facilmente integrada resultando em
y(n) ~ | fx(n)l, (4.34)
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que podemos ainda escrever na forma

[fx(n)]
[ fr(m) |

A fungao modo f, é solugao da equagao classica (4.10), ou seja, é dada por uma

yi(n) = yi(m:) (4.35)

fungao de Hankel conforme a Eq. (4.19), no caso especifico de uma evolugao do tipo
lei de poténcia para o fator de escala. Esta fungao pode ser escrita em termos das

fungoes de Bessel J, [86], sendo dada por

HWY(2) = J,(2) + 1Y, (2), (4.36)
onde .
Y, (2) = sen(om) [cos (vm)d,(2) — J_,(2)], (4.37)
v=-1/2-p.

Para |z| < 1, podemos utilizar a seguinte representac¢do em série da fungao de

Bessel para encontrar o limite assintotico da solugao (4.19),

v 2k

z
4.
R 439

t\z

Para o caso em que |z| > 1, utilizamos a representagao

n—1
]2 v +2k+1/2)
Ji(2) = — €08 <Z:F 1/——) [ T — 2k +1/2)

s T —1)* T'(v+2k+3/2)
—een <Z torT Z) LZ (22)2F1 (2k + 1)ID(v — 2k — 1/2)] (4:39)

Portanto, para pequenos comprimentos de onda (kn > 1), a solugao (4.19) ¢é

AOM

dada aproximadamente por flutuagoes do estado de vacuo de Minkowski, a saber

, A
Feln) ~ e (1 + 7k T ) . (4.40)
Logo, a solucao (4.35) se comporta de maneira muito diferente da solugao cléssica,
j4 que o termo de oscilacao e ¢ eliminado devido & presenca do moédulo.

Por outro lado, para grandes comprimentos de onda, a solugao (4.19) é dada de

acordo com a expressao (4.38) por
Fr(n) ~ Al + Af | ~ Af[n|*, (4.41)
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onde |n|* é o modo decrescente (ag > 0) e |n|* corresponde ao modo crescente
(g < 0)2. Logo, fi e |fx] tem o mesmo comportamento temporal, devido a presenga
de um modo crescente na solugao.

Este é o limite classico da teoria, isto ¢, a equa¢do de movimento (4.28) fornece
uma evolugao para as perturbagoes que naturalmente passa do regime quantico para
um comportamento que simula a evolucao classica, sem a necessidade de adicionar
um processo nao unitario & mao (originado por um processo do tipo medida) para
forcar uma conexao entre estes dois dominios. A quebra da simetria do estado inicial
se da devido a existéncia da “particula” (representando todo o sistema em conside-
ragao) descrevendo uma trajetoria no espago de configuragbes do campo: embora
a distribui¢ao de possiveis configuragoes iniciais do campo y(7,x) seja uniforme no
3-espago, o que representa a simetria do estado de vacuo de Bunch-Davies (homoge-
neidade e isotropia), a equagdo guia fornece uma evolugao que ndo preservera estas
caracteristicas. A trajetoria do sistema no espago de configuragoes é tal que o sis-
tema entra em um determinado ramo da superposi¢ao inicial, que representa uma
particular distribuicao de posigoes das perturbacoes, isto é, o universo com uma
determinada configuracao de anisotropias. Qual o ramo a ser seguido dependera das
condicoes iniciais, as quais nao temos acesso, mas supomos que estejam em equi-
librio quantico (distribuidas de acordo com |¥,,.|?). Os outros ramos continuam
existindo, mas nao temos acesso a eles. Assim, apesar de o estado inicial ser inva-
riante rotacional e translacional, assim como a onda guia durante toda a evolugao
temporal, a solu¢ao da equagao guia nao mantém estas simetrias. Passemos agora
a segunda analise a qual nos referimos anteriormente, aquela relacionada as forcas.

De posse do potencial quantico, podemos fazer uma analise das forcas classica
e quantica presentes no sistema, e estudar em que condi¢oes uma tem contribuicao
maior do que a outra. Este potencial é facilmente calculado de acordo com a Eq.
(4.30), resultando em

)PP 1
Q= AL +2|fk|2' (4.42)

A forga classica é dada por F; = —0V/0y;, onde

z//
V= (k2 — ?> Yir- (4.43)

2Lembremos que —oo < 7 < 0 e, portanto, || esta decrescendo com a evolugao.
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A forga quéntica, F, = —0Q) /0y, 1é-se

Yk

onde @ esta dado por (4.42). Deste modo, temos a razao entre estas duas quanti-

dades dada por

Fy A ) SN

— =4 k¥ ——). 4.4
7 | fi] ( . (4.45)

q

Para k* > 2”/z (pequenos comprimentos de onda), o segundo termo dentro do
parénteses pode ser desprezado e o valor da funcao f, pode ser aproximado por
seu valor inicial 1/ V2k, o que resulta em F /F, =~ —1. Ou seja, a forca classica e
quantica estao balanceadas. Logo, o comportamento dos modos é aproximadamente
aquele de um estado estacionario neste regime, com velocidade préoxima de zero, de
acordo com a equagdo guia. Para k? < 2”/z (grandes comprimentos de onda), a
razao entre as forgas se torna muito grande devido ao modo crescente da funcao fx,
a for¢a quantica se torna entao desprezivel frente a forca classica. Desta maneira,
os modos passam a obedecer a evolugao classica e a transicao ocorre suavemente.
E importante notar que no limite de grandes comprimentos de onda, em que f;
é dado pelo modo crescente, temos () — 0. Este resultado estd em completo acordo
com o critério que estabelecemos na segdo (2.5) para definir consistentemente o

limite classico da teoria.

4.1.1 O espectro de poténcia

Iremos agora analisar as propriedades estatisticas da teoria de perturbacoes Boh-
miana. Para o célculo do espectro de poténcia, utilizaremos as hipoteses apresen-
tadas no capitulo anterior (veja a segdo 3.4) para justificar a equivaléncia entre a
média calculada no ensemble e a média calculada sobre regides espaciais grandes
comparadas aquelas em que hé correlagao entre os campos.

Seja y(n,x,y;) uma solugdo da equagdo guia tal que y(n;, x,y;) = vi(x). Se
assumirmos que inicialmente o campo tem uma distribuigao de equilibrio | ¥ (y;, 7;) %,
a equacao de continuidade garante que esta distribuicao se mantera com a evolugao

temporal. Desta maneira, a funcao de correlacao pode ser escrita como

Er) = (Y, x)y(n,x+71))4pp
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— /Dyi!\D(yi,m)Py(n,x; v )y(n, x + 13 ;)
= /Dy\‘lf(y,n)\2y(n,x)y<n7x+r)_ )

Para o calculo desta expressao utilizaremos a transformada de Fourier do campo

Bohmiano, tratando suas partes real gy, e imaginéria y; como variaveis indepen-
dentes, por conveniéncia. Substituindo [y (yx, y5,n)|?
3

avaliado em 7); calculado com

a expressao (4.24) na expressao acima, obtemos

— || — kai\2>}
= Aer Aic; 3 | Nic|?
&(r) /lkl Yier Y {| k| GXP( TAE

/ﬂmmwmff@mwﬁﬁm. (4.47)

X
i

y 1
(2m)3
Substituindo agora a solugao (4.35) nesta expressao obtemos integrais Gaussianas
nas variaveis yi, € yx; que podem ser facilmente resolvidas.

Assim, ap6s algumas simplificagoes chegamos a

Pk
(0% + 3y = [ 57e )l
= o [ )P (4.48)

onde na ultima linha realizamos a integracao sobre os angulos no espaco dos mo-
menta.

Este resultado é o mesmo obtido na teoria usual (veja, por exemplo, a Ref. [47])
0 que mostra a consisténcia da teoria. Porém, utilizamos aqui a solugao (4.35)
explicitamente e tomamos uma média sobre as configuragoes iniciais dos campos
Bohmianos, que é valida durante toda a evolugao. O espectro das perturbacoes nao
é uma quantidade que ora é calculado usando a teoria quéantica, ora é calculado
assumindo uma estatistica classica. Esta é uma questdo fundamental ja que, como
vimos no segundo capitulo, a teoria Bohmiana pretende ser uma descri¢ao universal

da Natureza.

3Estamos assumindo isotropia estatistica, isto é, £ dependera apenas do modulo da distancia r

entre os pontos do espago.
4E importante notar que este resultado corrobora aquele da descricdo usual pois estamos assu-

mindo uma distribui¢do de equilibrio, |¥|?, para os valores iniciais do campo y(x,7;).
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4.1.2 Evolucao a Partir de Outros Estados Iniciais

Podemos assumir estados iniciais diferentes daquele dado através da equagao
(4.24). Veremos que, para alguns exemplos especificos, a solugao da equagao guia
nao muda e obtemos o mesmo comportamento para as fun¢oes dos modos f;.

Consideremos como primeiro exemplo um estado coerente de dois modos [25],

que deve satisfazer as seguintes relagoes

a(k,ni)|aB,mi)g = {\/gy(k, ni) + \/%—kp(ka Uz)} B, mi) g

= alaB,m)s

k i
= {\/;@)i + E@),} B, mi) (4.49)

onde o sinal ( ), significa o valor esperado das quantidades y(k,n;) e p(k,n;) no

7

estado |3, ;) 5. Este estado deve também satisfazer

p .
a(=k,mi)|aB,ni)g = {\/;y(—k,m)Jr\/%—kp(—k,m)}Iaﬂ,m)s
= 6|aﬁ77’h>5

- { §<y>§+\/%<p>f}laﬁ,m>s- (450

O estado evoluido temporalmente satisfaré as equagoes

Sa(k,m)S™ap,n)g = alaB,n)g

= (g:(m){y) +ify(m)(p)laB,n)s,
Sa(=k,n,)S" aB,mg = Blaf n)g

= (G +ifim) () )labn)s, (4.51)

onde agora os valores esperados sao correspondentes a um instante arbitrério 7.

Desta maneira, na representacao de Schrodinger, as equagoes acima resultam em

(et + i) o = () + i) e (4.52)
() 55 ) 0 = () 46000 (4.59
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Vemos através das equagoes (4.49) e (4.51) que (y) é solucdo da equagao de movi-

al

mento classica com condigdes iniciais y(n;) = (y);, p(m:) = (p), e (P) = ()’ — “(y).

a

A funcgao de onda composta que é solucao das equacoes acima resulta em

Vos(yi,n) = <Z/(k=77i)ay(—ka7h)|aﬁaﬁ>s
= Nyexp [=yly: — W) +i(y; (p) + w:(p)")], (4.54)

onde N}, representa o fator de normalizagao.
Neste caso, a fase é dada por
S =3 lvi — (W) +yi (o) + (D),
| fi]
e a correspondente equacao guia resulta, de maneira analoga ao que foi feito para o

caso do estado de vacuo, em
Yic — () o< [ fil- (4.55)

Vimos que (y) ¢ solu¢do da equagao classica de movimento (4.10) assim como fg,
e além disso temos que para grandes comprimentos de onda |fx| &~ fx. Portanto, a
soma fr+ (y) obedecera também a equagao classica de tal maneira que, no limite de
grandes comprimentos de onda, o sistema evoluido a partir de um estado coerente
de dois modos inicial se comportara classicamente.

Consideremos agora um estado inicial com um nimero arbitrario N de particulas
com momenta k e —k que denotamos por [Ny, N_j,m;)s = |N,m)s. O estado

evoluido temporalmente resulta em [87]

\If('*——&NL P 4
N Y7 M) = IR ANTAE i(Yi Y m), (4.56)

onde V; é a funcao de onda relativa ao estado de vacuo e Ly ¢ um polinémio de

Laguerre, representado através da formula de Rodrigues por [88]

Ly(z) = %ew (%)N (Ve ). (4.57)

Como o argumento do polinémio de Laguerre em (4.56) é real, o polindmio
tambem o serd. Para encontrarmos a fase Sy da fungdo de onda (4.56) notemos

que, para uma fungao complexa 1), podemos sempre escrever

Y

S=—=In—.
¢*

|
2
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Assim,
o \fi/) ¥
o Jr 2 2"%’2]7 k 4.58
= f_;: exp z‘ka() (4.58)
Logo, ,
: fi i
Sy = —iNln (f—:> + ||chk||2F(k). (4.59)

O primeiro termo da expressao acima nao depende do campo yx € o segundo termo
é exatamente a fase da funcao de onda correspondente ao estado de vacuo ¥;. Desta
maneira, obtemos neste caso a mesma expressao para a equagao guia dada no caso
do estado de vacuo, Eq. (4.28), resultando portanto em trajetérias Bohmianas com

0 mesmo comportamento temporal.

4.2 Evolucao Bohmiana das Perturbacoes em um

Modelo com Ricochete

4.2.1 A Quantizagao Canodnica da Gravitagao

Uma cosmologia quantica pode ser construida através do processo de quantizacao
canonica da Relatividade Geral [89]. Este processo de quantizacao esta baseado no
formalismo hamiltoniano desta teoria, que pressupoe uma folheagao do espaco-tempo
em hipersuperficies 3-dimensionais do tipo espago e consequentemente a existéncia
de um tempo global. Utilizamos também o método de Dirac para sistemas hamilto-
nianos vinculados [90], dado que a RG apresenta vinculos devido a sua invariancia
sob difeomorfismos.

As hipersuperficies podem ser definidas através de equacoes para as coordenadas
na forma ¢(x#) = cte. Suas normais sao dadas pelas 1-formas n = n,dz* = 0,¢pdx".
H4 sempre uma coordenada do tipo tempo 2% = ¢ que pode parametrizar as hiper-
superficies, tal que n, = N 52, onde N é um fator de normalizagao escolhido para
que tenhamos ¢g"“n,n, = 1. As projecoes nas hipersuperficies sao construidas com
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a quantidade A" = g" — n*n”, com componentes matriciais dadas por

0 0
hH = . (4.60)
0 g¥ — N2gig%

Definindo N* = ¢ N, podemos escrever as componentes do tensor métrico como

1/N? N /N2
g = , (4.61)
NIJN? ¥ — NiNJ/N?

tal que podemos escrever o elemento de linha na forma

ds? = Guvdxtdx”

= NZ2dt* — hyy(N'dt + dz") (N7 dt + da?), (4.62)

onde N; = h;;N7. A quantidade N(¢,2%), chamada fungio lapso, da a taxa de
variacao do tempo proprio de um observador com 4-velocidade n* com respeito a
coordenada t. O vetor deslocamento N'(t,z7) da a variagdo dos pontos com mesmo
rotulo 2% com respeito a coordenada ¢t quando passamos de uma hipersuperficie a
outra.

A medida da curvatura das hipersuperficies com respeito ao espaco-tempo na

qual estao imersas é dada através da curvatura extrinseca, definida como

Ky = —h, b,V ang), (4.63)

cujas componentes nao nulas se resumem a

1

onde D representa a derivada covariante no 3-espago.
Com as quantidades definidas acima, reescrevemos o escalar de Ricci e colocamos

a lagrangiana correspondente & acao de Einstein-Hilbert na forma?®

LIN,N' h;] = NVR(®R 4+ KVK;; — K?). (4.65)

5Na expressao que se segue foram descartados termos de derivadas totais, uma temporal e uma
espacial. Isto s6 é possivel pois estamos considerando segoes espaciais com curvatura positiva.
Para detalhes veja a Ref. [91].
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Vamos agora construir a hamiltoniana da RG. Como a densidade lagrangiana
(4.65) nao depende de 9;N e de 9;N*, os momenta canonicamente conjugados as
variaveis N e N sao fracamente nulos®,

oL

II,=——= 4.
12 5(80]\[“) Oa ( 66)

onde N’ = N. O momentum canonicamente conjugado a h;; é dado por

oL

U S5(0h)

= —Vh(K;; — hiK). (4.67)

A densidade hamiltoniana canoénica é obtida de maneira usual, através da transfor-
mada de Legendre H,. = Hij(‘?thij — L. Portanto, obtemos’

H, = / Pz (NH + N/H), (4.68)
onde
H = Gy’ - VhOR, (4.69)
H = —2D;I1%, (4.70)
’ 1
Giji = ——=(hixhji + hahje — hijhi) (4.71)

2vh

¢ a chamada métrica de DeWitt.
A densidade hamiltoniana total deve incluir os vinculos (4.66), o que é feito com

o uso de multiplicadores de Lagrange, resultando
Hr = NH + N;H + W1, (4.72)

Por consisténcia os vinculos devem se manter no tempo, isto é, I, = {Il,, Hy} = 0,

o que leva aos novos vinculos

Q

H 0, (4.73)
H ~ 0. (4.74)

6Na teoria de Dirac, esta terminologia é utilizada para representar o fato de que estas quan-
tidades nao sao nulas em todo o espaco de fase, apenas em um subespaco deste. Portanto, os

parénteses de Poisson delas com outras fungoes do espago de fase ndao sao necessariamente nulos.
7Aqui descartamos um termo de divergéncia considerando que a analise é feita em um espaco-

tempo fechado. Para o caso de espagos-tempos abertos, isto nao é possivel.
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Estes vinculos sao conhecidos como super-hamiltoniana e super-momentum, respec-
tivamente. Assim, podemos tratar N e N’ como multiplicadores de Lagrange e
elimina-los do espaco de fase da teoria, tal que a hamiltoniana da RG passa a ser
dada por
Hgr = / d*r(NH + N;H). (4.75)
Para quantizarmos a teoria procederemos da maneira usual, pedindo que os
parénteses de Poisson se transformem em comutadores e que as variaveis no espago
de fase se transformem em operadores agindo sobre um funcional de onda V[h;;, t].

Este, por sua vez, deve obedecer uma equacao do tipo Schrodinger, a saber

m%—f — Hep¥. (4.76)

Entretanto, enfrentamos aqui uma questao delicada pois os vinculos (4.73) e
(4.74) nao podem se tornar equagoes envolvendo operadores. Se isto fosse feito,
todos os comutadores com estas quantidades se anulariam. Assim, seguindo Dirac,

o que devemos pedir sao as seguintes condigoes sobre o funcional de onda:
HU(h;;,t) =0, (4.77)
HWU(hj,t) = 0. (4.78)

Vemos, portanto, que a equagao (4.76) implica que ¥ nao depende do tempo. A
falta de um tempo explicito na equacao de movimento proveniente do vinculo da
hamiltoniana, H¥ = 0 nos impede de descrever a dinamica do sistema [92].

Uma tentativa de contornar este problema seria identificar o tempo com VA,
mas neste caso problemas relacionados a probabilidades negativas aparecem. Isto
porque a equacao de WDW se apresenta como uma equacao do tipo Klein-Gordon
com termo de massa que também varia com este “tempo”. E preciso colocar esta
equacao na forma de uma equagao tipo Schrédinger (e portanto encontrar alguma
variavel que possa caracterizar a passagem do tempo) para que seja possivel definir
uma probabilidade usual a partir do funcional de onda ¥. Uma outra maneira de
contornar o problema ¢é assumir simetrias para o espago-tempo de inicio e tratar mo-
delos simplificados com graus de liberdade restritos, como o de mini-superespaco.
Neste modelo, quantizamos apenas os graus de liberdade que restam de uma geome-
tria homogénea e isotrépica. A partir dai, podemos estudar perturbagoes quanticas

sobre este fundo quantizado [93].
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A prescrigao acima pode ser implementada introduzindo o conceito de trajetorias
Bohmianas, tornando a descri¢ao quantica do Universo consistente (conforme apon-
tamos no cap. 1). Em [94], modelos s@o construidos utilizando fluidos de radiagao
e poeira, gerando em ambos os casos trajetérias para o fator de escala nas quais a
singularidade inicial é substituida por um ricochete, que liga uma fase de contragao
a uma fase posterior de expansao, e que acontece devido ao comportamento quantico
da geometria do espago-tempo. Na proxima secao estudaremos perturbagoes sobre
um fundo quantizado segundo esta prescri¢ao, com contetido material dado por um
fluido perfeito. Depois veremos que as proprias perturbacoes neste modelo poderao

ser descritas através das trajetorias Bohmianas.

4.2.2 Perturbagoes no Modelo com Ricochete Quantico

Seja a agao usual da Relatividade Geral com um fluido perfeito como contetdo
material dada por

1

o= 1612,

/ V—gRdz — / V—gpdiz, (4.79)

onde 1%, = 871G /3 ¢ o comprimento de Planck (h = ¢ = 1), p ¢ a densidade de
energia do fluido cuja pressao é dada por p = wp, com w constante.

Assim como no caso inflacionario, seja a métrica do espago-tempo dada por
pequenas perturbagoes (escalares, por simplicidade) em torno de uma métrica ho-

mogénea e isotropica, g, = gfboy) + g, tal que para o fundo temos
ds® = g\0)datdz” = N*(t)dt* — a*(t)6;;da’ da’ (4.80)

onde consideramos segoes espaciais planas. Podemos decompor dg,, como®

dgoo = 2N2¢7
0g0i = —NabB, (4.81)
592']' = 20,2(¢52‘j — Eﬂ‘j).

8Introduzimos a funcio lapso N (t) que é uma restri¢do da funcdo N(x?,t) apresentada na secio
anterior e que representa uma liberdade na escolha do tempo. Se N(t) = 1, por exemplo, fixamos

a coordenada temporal como o tempo cosmico.
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A partir das expressoes acima ¢é possivel calcular a Hamiltoniana perturbada
que, depois de transformacgoes candnicas e de Legendre, e também de redefinigoes

da fungao lapso, pode ser reescrita como [95]

H=N [Hg°> + Héﬂ +ANPy + /d% Oy + /d% Ay Ty, (4.82)
onde as quantidades Héo) e H(g?) sao dadas por

g0 _ PP Pr

=22 4+ - 4.
0 4aV a3’ (4.83)

2 1 aw ;
HO( ) = 53 P + - d*rvtv,. (4.84)

A quantidade Pr em Héo) é uma constante cinematica definida como Pr = pa®“ )V
que foi introduzida como o momentum conjugado a uma varidvel 17" que é ciclica e
faré o papel do tempo quando o sistema for quantizado.

A variavel v esta relacionada ao potencial de Bardeen de maneira similar ao caso

inflacionario, a saber

T VAR (g)’j (4.85)
2\/w a

onde D? é o operador Laplaciano espacial (tridimensional). Vemos que a variavel v

corresponde ao campo y da se¢ao anterior.

E importante ressaltar que as equacoes classicas de fundo néo foram utilizadas na
simplificacao acima, o que é essencial para um processo consistente de quantizagao
do fundo.

Procederemos agora com a quantizacao. As quantidades N, ¢, Ay e A, sao

multiplicadores de Lagrange dos vinculos

HY + H?P ~ 0, 7y~ 0, Py ~ 0, my ~ 0,
respectivamente. Os vinculos de primeira classe agindo sobre o funcional de onda
V[N, a, p(x?), ("), v(z"), T] devem resultar em

B 5 5
Ny =gV g HY =0 (4.86)
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As trés primeiras equacoes implicam que o funcional de onda nao depende de N, ¢
e 1, afinal estes sao multiplicadores de Lagrange dos vinculos. A tltima expressao
é a equacao de WDW.

Como Pr aparece linearmente na Hamiltoniana, escolhemos o calibre N = a3 e
interpretamos 1" como um parametro temporal. Assim, a equagao de WDW assume

a forma’®

Oy _ l{a<3w—1>/2ﬁ [a<3w—1>/2ﬁ] } N

Zﬁ_T 4 Oa da
a3w—1 5 52 a3w+1w 3 ;
3 /d W\I/—F 5 /d v, U, (4.87)
Escolhendo o ansatz
Via,v,T| = Y la, T]¥o)la,v,T], (4.88)

obtemos as correspondentes equagoes de WDW,

. 8\11(0) (CL, T) a(3w—1)/2 8 (3 _1)/2 a
= — “ — | ¥ T 4.89
? T 1 da a da (0) (CL, )7 ( )
(§]
,8\11(2)(a, v, T) a’v1 3 52
Za—T = — B /d IW‘II@)(CL’U’T) +
a(3w+1) )
+w 5 /d?’:zcv’zm\l/(?)(a, v, T). (4.90)

Estamos interessados aqui principalmente nas perturbacoes, o que corresponde ao
funcional de onda V() (a,v,T'). O fator de escala a(T") no argumento deste funcional
pode ser tratado como uma fungao prescrita do tempo, a trajetéria Bohmiana, obtida
da equacao em ordem zero para W) (a,T’). Para encontrar esta solucao, notemos que
a densidade de probabilidade p(a,T’) tem uma medida néo trivial devido & escolha
da ordenagao para a equagao de WDW, e vem dada por p(a,T) = a' | ¥ ) (a, T)|*.
A equacao da continuidade para esta distribuicao é entao dada por

op 0O [a3“_1 oS }

AT da| 2 da

—0, (4.91)

9Uma questdo importante com relacdo a equacdo de WDW é a ordenacdo utilizada. Aqui a
ordenagao em a foi escolhida de tal maneira a resultar numa equagao de Schrédinger covariante sob
redefinigoes do campo. Outras escolhas sao possiveis, embora em alguns casos anomalias possam

aparecer devido a uma ma escolha desta ordenacao.

69



CAPITULO 4. EVOLUCAO BOHMIANA DAS FLUTUACOES QUANTICAS

o que implica a equagao guia

a3w—1 oS
2 Jda

A partir da solugao da equacao (4.89), obtemos a fase de W (g)(a, T), substituimos

a=— (4.92)

na equagao acima e encontramos a trajetoria Bohmiana para o fator de escala [95],

T 2
1 _
" (Tb)

onde T} é uma constante arbitraria relacionada a largura da fungao Gaussiana inicial,

a saber )
3(w—1)

a(T) = ay : (4.93)

e a, ¢ uma constante de integracao. Esta é uma solucao nao-singular e tende para
a solugao classica nos limites T — +o0o. Considerando que esta é a quantidade que

entra na equagao (4.90) e utilizando o tempo conforme segundo a equagao

NdT = adn = dn = [a(T)]**~1dT, (4.94)
obtemos - | 52 ,
(O (2) 3 w i 4 9
= ———t+ =t = — W g). 4.
1 n /d x ( 5 502 + 27},11) 2av ) (2) ( 95)

A equagao de evolugao na representagao de Heisenberg correspondente a equagao

de Schrodinger acima, em termos dos modos normais vy, fica dada por
a//
vy + (wk2 - —) v = 0. (4.96)
a

Esta equacao tem a mesma forma da equagao de evolucao das perturbacoes escalares
obtidas no modelo inflacionario. O ponto fundamental neste caso ¢ que a(n) nédo é
mais uma solucao classica das equacoes do fundo, mas sim trajetérias Bohmianas
do fundo quantizado.

Foi mostrado em [96] que este modelo é capaz de gerar perturbagoes com espectro
invariante de escala se o fluido dominante durante a entrada das flutuagoes na regiao
do potencial a” /a na fase de contragao for do tipo poeira (w = 0), independentemente

do fluido que domine durante o proprio ricochete.

4.2.3 Evolucao Bohmiana das Perturbacoes

Na secao anterior aplicamos a teoria de de Broglie-Bohm apenas para o fundo,

o qual teve seu tnico grau de liberdade (o fator de escala) quantizado, segundo o
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procedimento de quantizacao de Wheeler-DeWitt. Nesta secao aplicaremos a teoria
de dBB também as perturbacgoes, seguindo a linha do procedimento adotado para o
caso inflacionério.

Como vimos anteriormente, o estado de vacuo (4.24) foi construido baseado no
fato de que a Hamiltoniana do sistema é do tipo oscilador harmoénico com frequéncia
dependente do tempo e que para pequenos comprimentos de onda a curvatura do
espago-tempo ¢é desprezivel, o que também acontece com a Hamiltoniana das per-
turbagoes no modelo com ricochete, de acordo com a equagao (4.95). Portanto, o
estado inicial no presente modelo também ¢é aquele dado pela equagao (4.24). A
equagao guia nao serd modificada e obteremos a mesma solugao para os modos vy,

dada por
0S
o= gpr + e v i)l (197)

em termos das fungoes fx(n), que obedecem a equacao de movimento (4.96).

A expressao para fi(n) pode entao ser expandida em termos de k? de acordo

com a solugao formal da equagao (4.96) obtida em [66], a saber

‘- e [ [ ]

+ Ay (k) den—kz/ndn/ 47 & & nC_l—ZJr..}, (4.98)

*a
onde ¢, = \/w e n* ¢ uma escolha conveniente da constante de integracao, relacio-
nada ao tempo conforme onde as condic¢oes iniciais sao colocadas, o que neste caso
corresponde a n* — —oo. As condigoes iniciais de vacuo podem ser consistentemente
colocadas em n* — —oo, pois ai os modos estao em uma regiao onde o potencial
a”/a & desprezivel. O ricochete acontece em 1 = 0, quando o potencial é méaximo.
Assim que os modos entram na regiao onde o potencial é significativo, isto é,
2k? < a"/a, as oscilagoes cessam e os primeiros termos da solugio (4.98) podem ser
utilizados como boa aproximagao. O termo
n o=
a0 [ 5]
oo @
cresce na fase de contragao, a medida que as perturbacoes se aproximam do ricochete.

Na fase de expansao, este termo pode ser reescrito como

As(k) /_ ZO Z” As(k) (B - /q7 h %) , (4.99)
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B E/ dna?

é uma constante. Assim, a solugao para as fungoes fj proxima ao ricochete fica dada

onde

por
o0 d*
fi = [AF) + Aal)Blato) + 4alo) [ s (@a00)
U
onde o segundo termo do lado direito corresponde ao modo decrescente na fase de
expansao.
Em [97] a quantidade B foi calculada explicitamente para o modelo de ricochete
quantico e mostrou-se que ela é proporcional a uma poténcia da funcao de desvio

para o vermelho (redshift) correspondente ao ricochete, x, = ag/ap, a saber

B x xi’(l_“’)ﬂ.

A poténcia é positiva para fluidos convencionais (isto é, que obedecem todas as
condigoes de energia), para os quais —1/3 < w < 1/31°.

A funcao de deslocamento para o vermelho, por sua vez, deve ser grande se
o ricochete acontece muito antes da nucleossintese, tal que tenhamos x; > 10%.
Isto implica que B é um ntmero muito grande, o que torna a quantidade A; na
solugao (4.100) irrelevante. Logo, para grandes comprimentos de onda e proximo ao

ricochete, obtemos

o) = 4a) | Balo) + ata) [ 7 (L.101)

n 0*(7)

de tal maneira que, em relacao a evolucao temporal, temos
| fel ~ f, (4.102)

assim como no caso de grandes comprimentos de onda na teoria inflacionaria.
Vemos portanto que a presenga de um modo crescente (na fase de contragao, na

regiao onde o potencial é significativo) garante que as perturbagoes atinjam o com-

portamento classico. O ricochete nao atrapalha a evolucao nem a trasicao quantico-

classica das perturbacoes pois estas nao sentem a escala nem os efeitos quanticos

0De fato, espera-se que w esteja muito préximo de zero para que o espectro resultante seja

aproximadamente invariante de escala, como dito na segdo anterior. Veja a Ref. [96].
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da geometria que levam ao ricochete. Este padrao de evolucao das perturbacoes
também ¢ véalido para modelos mais gerais, contanto que a escala do ricochete seja
pequena e que a RG possa ser usada para estimar o comportamento das perturbagoes

longe deste evento, de acordo com a analise feita em [97].
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Conclusoes e Perspectivas

“Todo trabalho cientifico quer ser superado e ser superado nao € apenas seu

destino, mas seu objetivo.”

Paolo Rossi [98|

Neste trabalho nos propusemos a analisar a transicao quantico-cléssica das per-
turbagoes primordiais responsaveis pela formacao de estruturas; para este fim utili-
zamos a teoria quantica de de Broglie-Bohm. Nossa principal motivagao foi fornecer
uma descri¢ao consistente para esta questao fundamental que ainda nao havia sido
elucidada, e para a qual o ponto de vista da teoria ortodoxa (Copenhague) nao pode
oferecer compreensao mais profunda. Muitos autores negligenciaram este problema
que, de um ponto de vista fundamental, esta ligado ao poder de predi¢ao do modelo
inflacionario. Apesar de visdes mais completas terem sido abordadas, vimos que as
mais importantes ainda deixam lacunas em suas descrigoes.

Estas lacunas estao diretamente ligadas a afirmacao de que o processo de desco-
eréncia é suficiente para resolver o problema da medida e fornecer um limite classico
para o sistema quantico, que como vimos é uma afirmacao equivocada. No contexto
de uma teoria cosmolégica o problema é amplificado e muito cuidado deve ser to-
mado para que nao entremos em argumentos ciclicos que expliquem nossa origem a
partir de nossas proprias medidas.

A teoria Bohmiana foi muito criticada ao longo de sua histéria e, para muitos,

a possivel falta de evidéncias observacionais que a diferencie da visao usual a relega
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a um nivel puramente especulativo. Contudo, como ja citado neste trabalho, a con-
dicao de equilibrio quantico, que faz com que suas predigoes estatisticas coincidam
com a da visao usual, nao precisa ser imposta e talvez seja possivel encontrar situa-
¢oes em que esta condigao tenha sido violada. O universo primordial, por exemplo,
pode ter sido o cenario ideal para violagoes do equilibrio quantico. No entanto,
devido a rapida relaxacao destes processos, ainda é necessario um mecanismo que
congele estes efeitos.

O ponto fundamental, no entanto, é que a teoria bohmiana é uma teoria que
trata de objetos com realidade fisica e na qual o problema da medida nao se coloca,
como visto no segundo capitulo deste trabalho e pode, portanto, ser aplicada a
cosmologia.

A teoria Bohmiana aplicada as perturbagoes no contexto inflacionario mostrou
que a transicao do regime quantico para o classico estd bem definido tanto matema-
ticamente quanto conceitualmente. A evolugao das perturbacoes a partir do estado
de véicuo, dada pela equacao guia, passa naturalmente de um regime puramente
quantico em que a forca quéntica e a classica se equilibram, para um regime em
que a equacao de movimento apresenta o mesmo comportamento da contrapartida
classica da evolucao. O resultado se mostrou robusto em relacao ao uso de outros
estados iniciais, a saber, um estado coerente de dois modos e um estado inicialmente
com N particulas. Na Ref. [99] foi demonstrado um teorema que garante que a evo-
lu¢ao Bohmiana fornece corretamente o limite classico para uma superposicao geral
de estados de N particulas tomado como estado inicial.

Com relagao as simetrias iniciais do estado de vacuo (homogeneidade e isotropia),
vimos que estas sao quebradas pela presencga da trajetoria Bohmiana no espago de
configuragao: mesmo que a distribui¢ao inicial dos campos no espaco de configura-
¢ao nao dependa dos pontos do espago tridimensional, a equagao guia nao preserva
a homogeneidade e a isotropia. O sistema sera guiado pela fungao de onda (que
permanecerd invariante) para um determinado ramo, que representa uma determi-
nada configuracao de anisotropias na RCFM. Aqui, o postulado do colapso como
justificativa para a quebra da invaridncia do estado inicial nao se coloca e a forma-
¢ao de estruturas é possivel como resultado da trajetéria do sistema no espaco de

configuracao.
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Vimos também que a descricao Bohmiana é consistente em um modelo com rico-
chete proveniente de uma cosmologia quantizada através da abordagem de Wheeler-
DeWitt. Neste contexto, as condigoes iniciais de vacuo sao dadas no passado distante
do Universo, quando ele era grande e rarefeito. A evolugao destas perturbagoes é tal
que elas comecam a se comportar classicamente ao entrar em uma regiao na qual
o potencial responsével pelo ricochete comeca a ser importante. Apesar dos efeitos
quanticos da geometria, que fazem com que a contracao do espago-tempo atinja um
volume espacial minimo dando lugar a uma fase de expansao, a evolugao das pertur-
bacoes nao é afetada. Isto se deve a escala em que o ricochete acontece, que é muito
pequena quando comparada ao comprimento de onda das perturbacoes de interesse
cosmologico, que nesta época sao grandes comparadas a escala do ricochete.

Como perspectiva, seria interessante tentar encontrar efeitos observacionais de
um possivel desvio do equilibrio quéantico, o que levaria a uma indicacao de que a
teoria de de Broglie-Bohm seria de fato a mais adequada para a descrigao da teoria
quéantica. Seguindo esta linha, a Ref. |38] apresenta sugestoes de possiveis efeitos na
RCFM de um desvio do equilibrio na fase primordial, que podem ter sido congelados
antes que a inflagao fosse capaz de apaga-los. Em particular, um desvio do equilibrio
quantico forneceria uma distribui¢ao nao-gaussiana para as flutuagoes primordiais,
o que implicaria em uma distribuicao nao uniforme para as fases das perturbagoes
classicas observadas na RCFM, que por sua vez poderia originar anomalias nas fases
dos coeficientes «a;,, da expansao das anisotropias de temperatura em harmoénicos

esféricos, a saber

oT
?0 — Z alm)/lm(ea ¢)7
im

onde Ty ~ 2.73 K ¢é a temperatura medida da radiacao de fundo [100]. Claro esta
que muitos efeitos astrofisicos podem gerar nao-gaussianidades no mapa da RCFM.
Ainda é dificil reconhecer se um efeito deste tipo, caso medido, seria resultado de
um processo inadequado de limpeza dos dados ou realmente um efeito de uma fisica
mais fundamental. Neste tiltimo caso uma analise quantitativa detalhada do desvio
do equilibrio pode fornecer as condi¢oes necessarias para justificar um tal efeito.
Em suma, reforcamos que mesmo sem evidéncias claras de desvios do equilibrio
em sistemas quanticos até o presente momento, a teoria de de Broglie-Bohm tem-se

mostrado uma teoria mais completa do que a visao ortodoxa em termos de descri-
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¢ao fisica de sistemas quanticos, principalmente no que diz respeito a aplicacao em
cosmologia. Este fato em si é suficiente para considera-la uma teoria viavel para a

descricao da teoria quantica.
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Apéndice A
Descoeréncia

Na tentativa de descrever quanticamente o processo de medida e descartar as
idéias de Bohr de que analisar os passos intermediarios de uma medida seria im-
possivel, von Neumann [17] criou o processo conhecido hoje como cadeia de von
Neumann que, apesar de nao conseguir explicar a medida sem fazer uso do pos-
tulado do colapso, preparou o terreno para avancos posteriores importantes, onde
destacamos o processo de descoeréncia [101]|. Neste processo, a interagao do sistema
com seu ambiente produz dinamicamente uma supressao dos efeitos de interferén-
cia quantica, o que ja foi verificado experimentalmente, como pode-se constatar por
exemplo na Ref. [102|. Vamos, na proxima se¢ao, dar uma breve descrigao da cadeia
idealizada por von Neumann e, entao, na segunda secao, descreveremos com algum
detalhe o processo de descoeréncia, de tal maneira a deixar clara a critica exposta

na segao (3.5.2).

A.1 Cadeia de von Neumann

Vamos considerar medidas de primeira espécie, nas quais a interagao entre o
aparato de medida (A) e o sistema considerado (S) acontece em um intervalo de
tempo finito e, neste intervalo, é mais importante que qualquer outra. Seja S o
observavel que sera medido tal que S|s;) = s;|s;). Seja X o operador relacionado a
posicao do centro de massa do ponteiro tal que X |z) = x|z). A interac¢ao provocada

pela medida ira introduzir uma correlagao entre os estados referentes ao aparato
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a ao sistema, |p4) e |¢g), respectivamente. Fora do intervalo de medida, o estado
total pode ser descrito como um produto tensorial entre os estados pertencentes aos
espagos de Hilbert Ha ¢ Hg, a saber, |¥) = |¢p4) ® |pg). Se inicialmente o sistema
estiver em um dos autoestados de S , a medida nao o modificara mas devera alterar o
estado do aparato de tal maneira a fazer com que ele registre um valor proporcional
ao autovalor do estado do sistema. Esta interacao pode ser implementada por um

operador evolugao U; que satisfaca
Urls;) ® |x) = |s;) @ |z + As;), (A.1)

onde A\ é uma constante de acoplamento. Esta interacao pode ser obtida através da
Hamiltoniana H; = —g(t)S’ ® P, onde P ¢ 0 momentum canonicamente conjugado
a X e g(t) é tal que A = Ja, 9(t)dt, que é diferente de zero somente no intervalo de
interagao At [27].

Tomemos agora o estado inicial dado por

[Wo) = |9s) @ [Pa), (A.2)

onde estamos considerando

|¢S> = ZCi‘Si% (A-3)

(2

64) = / drf(2)|a). (A4)

O estado final é entao dado pela superposicao

(Up) = cilsi) ® [dalsi), (A.5)

1
onde

Ga(s)) = / drf(2)]z + Ass) = / def( — Asi)|a).

Supondo que f(x) seja uma gaussiana centrada em x = 0 com incerteza Az, o
que ¢é equivalente a dizer que o ponteiro do aparato esta na posi¢ao x = 0 com erro
Ax, e assumindo que a diferenca entre duas posi¢coes do ponteiro seja muito maior

que a incerteza, entao temos que

(pa(si)|pa(s;)) = 6ij. (A.6)
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Com esta condi¢ao vemos que o estado final (A.5) do sistema total (A + .S) é uma
superposicao de estados ortogonais, o que garante que se o ponteiro esta centrado
em r = \s;, certamente o sistema quéntico S estard no autoestado |s;). Esta ¢ a
correlagao entre A e S originada da interagao provida pela medida.

Contudo, para observar o ponteiro, precisamos de outro aparelho (note que o
processo nao pode incluir ingredientes classicos como um observador, ja que isso nos
traria de volta as idéias de Bohr). Consideremos entdao um aparato A, que possa

medir tanto S quanto X. Com uma interagao analoga a (A.1), temos que
|50) @ [21) @ |29, y1) = [80) @ w1 + Aisi) @ |29 + Aisi, yn + Aan). (A7)

Counsiderando o estado inicial

[Wo) = |ds) @ |da,) @ [Pa,), (A.8)
onde
|<Z5S> = ZQ“&%
o) = [ dui i),

|¢Az> = /d$2d91f2($2,y1)|$2,y1>,

obtemos o estado final

(Tp) = cilsi) @ |da, (5:) @ [day (1)), (A.9)

1

onde

Gas(55)) = / drafy( — Mosi)|)

’¢A2(Si)> = /diCQdylfz(iCQ — A\1Si, Y1 — )\2/\15¢)|5C2,y1>-

Vemos novamente uma correlagdo perfeita: o sistema no autoestado |s;), A;
apontando o autovalor correspondente s; e Ay medindo o autovalor s; e a posigao
do ponteiro de A; centrado neste valor. No entanto, (A.9) continua sendo uma

superposicao que descreve as potencialidades do sistema sem indicar qual delas é de
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fato realizada. Um outro aparato apenas ira prolongar a cadeia, sem efetivamente
resolver a questao.

Um outro problema associado a esta anélise é que nao é possivel dizer que obser-
vavel estamos medindo. Supondo que |¢p(s;)) forme uma base no espago de Hilbert

do aparato, poderiamos em principio escrever a expressao (A.5) em termos de outra

base, a saber, [pa(r;)) = >_; [da(si))(Pa(si)|pa(ry)). Assim,
Vr) = Zdj|7“j> ® |pa(r;)), (A.10)

onde |r;) sdo novos estados referentes ao sistema tal que

djlry) =Y cildalrs)dalry))]s;)-

7
Pode-se mostrar que que os estados |r;) sdo ortonormais e podem portanto estar
associados a um outro observavel, R = 3 ; J31m)(r;j|. Desta forma, uma outra corre-
lagao surge descrita pelo mesmo estado final |U ), correlacionando agora estados de
A com estados de S referentes a outro observavel. O que esta sendo medido afinal,

S ou R? Este é o problema conhecido como ambiguidade da base do ponteiro.

A.2 Descoeréncia

Segundo a Ref. [101], a descoeréncia é um processo dinamico de deslocalizagdo de
superposicoes quanticas, que estao definidas em um espacgo de Hilbert abstrato com
uma base local, que pode ser por exemplo formada pelas posicoes das particulas
ou campos espaciais. Esta deslocalizacao surge através do emaranhamento entre
o sistema considerado e outros sistemas, que podem representar, por exemplo, o
ambiente externo ao sistema [103].

Vamos definir os graus de liberdade referentes ao ambiente através da variavel r,
e assumiremos (@', r'|x,r) = d(x — 2)d,,». A expressao (A.1) é ent@o generalizada
como abaixo,

|S’L'> ® |¢A7T> — Zwi,r/‘(bA(Si)?r/)? (All)
onde o sistema observado foi incluido no ambiente, e onde

Garr) = / drf()|z) @ |r), (A12)
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(5,7 = / drf(z — Asi)|z) @ |r). (A13)

. S P2 _
A condigao de normaliza¢do impde que _, [w; .|* = 1.

Para uma superposicao de estados inicial, teremos

W) = (ZCZ|SZ>) @ |pa, 1) = |Up) = wa,cl|¢A $i), 1), (A.14)

7

tal que a probabilidade de se obter o autovalor s; é dada por
= Uoalse). [ Wp)]? = |cif. (A.15)

Levando em conta o processo de descoeréncia, a ambiguidade da base do ponteiro
apresentada na se¢ao anterior pode ser resolvida: a base preferencial (de autoestados
do observavel medido) é a tnica que possui 100% de correlagao com os estados do
ponteiro (veja um exemplo especifico no Cap. 3 da Ref. [27]).

A descoeréncia pode ser estudada tambem do ponto de vista do formalismo da
matriz densidade. Como estamos interessados somente nos graus de liberdade refe-
rentes ao ponteiro do aparato de medida, podemos trabalhar com a matriz densidade
reduzida, resultado de um trago parcial da matriz densidade total sobre os graus de

liberdade que estamos descartando. Assim, para o estado final, obtemos

prea = S (rlolr) = 37 W e) (Welr)

= D lalPloa(s))(@als)l + Y ciciwlw|a(s:))(Pals;)](A.16)
i ,5,1" 9#£]

O segundo termo da expressao acima é um termo tipico de interferéncia quantica.

Para um observavel qualquer C' que nao comute com X, seu valor médio é dado por

(C) = Tr(Chreq) = Z lci|2(da(s5:)|C|da(si)) + termos fora da diagonal.  (A.17)

Se os termos fora da diagonal fossem nao-nulos, o aparato apresentaria interferéncia

quantica, o que nao é em geral observado. No entanto, estes termos vao a zero
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rapidamente na pratica devido a interacao com o ambiente. Deste modo, a ma-
triz densidade reduzida do sistema serd em boa aproximagao diagonal, imitando o
comportamento de uma mistura estatistica [104].

Vimos portanto que a descoeréncia resolve o problema da ambiguidade do pon-
teiro em uma medida, além de explicar a auséncia de interferéncia quantica a nivel
macroscopico. No entanto, quanto a base do ponteiro, o problema ¢é resolvido dado
que o aparato é construido de forma a prover uma determinada interagao, visando
medir um certo observavel. No contexto cosmolégico esta questao permanece de-
licada, precisamos de um mecanismo fisico que justifique que a base adequada é
aquela formada pela amplitude das perturbacoes.

Além disso, a questao da fronteira quantico-classica e consequentemento o pro-
blema da medida permanecem pois a abordagem descrita acima se baseia na matriz
densidade reduzida, e nao na total. Embora a matriz densidade reduzida seja dia-
gonal, onde cada elemento representa o ponteiro do aparato em uma certa posi¢ao
(autovalor), estas diversas potencialidades nao se tornam resultados classicos. Ainda
nao ha uma maneira de pingar um destes autovalores entre os outros e torna-lo um

resultado concreto. Nesta afirmagao se baseia a critica encontrada no Cap. 3.
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