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De onde ela vem?! De que matéria bruta
Vem essa luz que sobre as nebulosas
Cai de incognitas criptas misteriosas

Como as estalactites duma gruta?!

Vem da psicogenética e alta luta
Do feixe de moléculas nervosas,
Que, em desintegracoes maravilhosas,

Delibera, e depois, quer e executal

Vem do encéfalo absconso que a constringe,
Chega em seguida as cordas da laringe,

Tisica, ténue, minima, raquitica ...

Quebra a forca centripeta que a amarra,
Mas, de repente, e quase morta, esbarra

No mulambo da lingua paralitica.

Augusto dos Anjos
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Resumo

Nesta tese descrevemos a evolucao semiclassica de pacotes gaussianos, utilizando
o método WKB para resgatar as estruturas cldssicas presentes na evolugao quan-
tica. Estudamos também a interacao destes pacotes com operadores semiclassicos,
ou seja, operadores que podem ser associados a transformacgoes canonicas lineares

classicas, o que define um estado gaussiano geral.

Motivados por outro método de propagacao semiclassica, por nés denominado de
Aproximacao por Orbitas Adjacentes (AOA), descrevemos a estrutura geométrica
da funcao de Wigner de superposicoes de pacotes gaussianos e, desenvolvemos um
algoritmo para sua criacao. Dedicamos, ainda, atencao a criacao de superposigoes
impuras e a sua geometria no espaco de fase. Por um lado, as superposi¢oes impuras
sao provindas de puras interagindo com um ambiente; por outro, sao criadas por
meio do mesmo algoritmo usado para as superposigoes puras. Mostramos que a
interagao com o ambiente nao afeta o padrao geométrico da funcao de Wigner de

uma superposicao gaussiana, seja ela pura ou impura.
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Abstract

We describe the semiclassical evolution of gaussian packets by using WKB method
to get the classical structures belonging to quantum evolution. We also study the
interaction of these packets with semiclassical operators, i.e., operators associated
with classical linear canonical transformations. This interaction defines a general

gaussian packet.

In views of another semiclassical propagation method, which we call Nearby Or-
bit Aproximation, we describe the geometrical structure of the Wigner function for
pure superpositions of gaussian states. We also develop an algorithm to implement

such superpositions.

Two kind of impures superpositions are obtained: One by means of the same
algorithm used for pure ones, and the other came from a system-environment cou-
pling. We describe the geometrical structure of these superpositions and show that

the this coupling does not affect the geometrical pattern in phase space.
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Simbolos e Definicoes

Zon: Espaco de fase — p. 12.

Mat(n, K): conjunto das matrizes quadradas n x n sobre o corpo K.
Sp(2n,R): conjunto das matrizes simpléticas reais de dimensao par.
SO(2n): conjunto das matrizes ortogonais.

Yin: semiplano de Siegel — p. 192.

0,,: matriz n X n com todos os elementos nulos.

l,,: matriz identidade n x n.

J: matriz simplética padrao — eq. (1.2), p. 12.

Cs: transformada de Cayley da matriz simplética S — eq. (1.12), p. 16.
Diag (a;;i =1, ...,n): matriz diagonal n x n cujos elementos sao a;.

A": matriz transposta de A.

A~!: matriz inversa de A.

AT: matriz adjunta de A.

A*: matriz cujos elementos sao os complexos conjugados de A.

A > 0: matriz positiva definida — eq. (C.1), p. 189.

A > 0: matriz positiva semidefinida — eq. (C.2), p. 190.

AA: autovalor de A.

Especk (A): espectro da matriz A — eq. (C.3), p. 190.

Aa: matriz diagonal dos autovalores de A — eq. (C.4), p. 190.

D4: matriz que diagonaliza A — eq. (C.5), p. 190.

Sn (A): funcao sinal. Numero de autovalores positivos menos o de negativos de A.
In (A): indice de inércia. Nimero de autovalores negativos de A.

as(A): mapa de Siegel de A > 0 — eq. (1.74), p. 37.

GX [2; K; 2¢]: funcdo gaussiana n-dimensional — eq. (1.81), p. 39.

):
):



Introducao

“Caminhei, caminhei, cheguei ao Sao Francisco. Seu Firmino andou no Sao Francisco?
Nao andou. E o maior rio do mundo. Nao se sabe onde comeca, nem onde acaba,
mas, na opiniao dos entendidos, tem umas cem léguas de comprimento. Quer dizer

que, se em vez de correr por cima da terra, ele corresse para os ares, apagava o sol,

nao é verdade mestre Gaudéncio? Nunca vi tanta dgua junta, meus amigos. E um
mar: engole o Ipanema em tempo de cheia e pede mais. Esta sempre com sede. Nao
hé rio com semelhante largura. Vossemecés pisam na beira dele, olham para a outra
banda, avistam um boi e pensam que é um cabrito. Por ai podem imaginar aquele

despotismo.”

(Graciliano Ramos, Alexandre e outros Herdis, 2008)

Gaussianas, comumente encontradas na fisica classica e quantica, constituem uma
classe especial de estados, tanto devido as suas propriedades tedricas, quanto a sua
préatica producdo experimental. Teoricamente, isto foi notado ja no trabalho [79] de
Schrodinger, que enfatiza a importancia destes estados na relagao classico-quantico.
E, experimentalmente, destacamos a habilidade de producao destes estados em ar-

37, 67] Nesta tese, propomos esclarecer

madilhas de fons e cavidades eletrodinamicas
aspectos fundamentais desta relagao para este tipo de estado: a estrutura classica
subjacente a sua propagacao quantica, efeitos de transformagcoes canonicas em suas
superposicoes e os efeitos da interagao destes estados e suas superposicoes com um
ambiente de entorno — o que governa a travessia da fronteira quantico-classico. Re-

nitentemente, apesar de se tratar de uma tese em fisica tedrica, apontamos direcoes

que podem ser utilizadas para a realizacao experimental dos resultados.
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Mecanica Semiclassica e Limite Semiclassico:

O que conhecemos hoje como mecanica semiclassica tem seu embriao junto com

rl%6: 93 em verdade, nao passa

a mecanica quantica. A velha teoria quantica de Boh
de um amalgama de conceitos classicos e hipdteses semi-empiricas, enquanto que
a equacao fundamental da mecanica quantica foi deduzida abalizada na analogia

80] N&o h4 de ser estranha a presenca de tracos cldssicos em

classica 6tico-mecanica
meio as probabilidades quanticas.

Alguns primeiros e importantes resultados semicldssicos com teor rigoroso sao
o trabalho de Van Vleckl® e o método WKB (G. Wentzel, H.A. Kramer, M.L.

[35. 52,58, 68] - ) apogeu desta teoria é alcancado com a férmula do traco de

Brillouin)
M.C. Gutzwiller® 51 68 que, baseada nos trabalhos de Van Vleck, associa o traco
de um propagador quantico a uma soma sobre érbitas periédicas no espaco de fase.
De todos os métodos semiclassicos, o WKB, talvez o mais conhecido, da suporte
tedrico a formula, por sinal, empirica, de quantizacao de Bohr-Sommerfeld; sua ge-
neralizacao para dimensoes espaciais arbitrarias, em um sistema integravel, consiste
num grande avango tedrico e é denominada de quantizacdo EBK (A. Einstein, J.B.
Keller, M.L. Brillouin)3% 51 68],

Podemos pensar neste tratamento semiclassico como herdeiro do principio da
correspondéncia de Bohr, hoje expresso mais refinadamente como limite semiclassico
da mecanica quantica. Este principio almeja que a mecanica classica seja um limite
para sistemas com elevados niimeros quanticos gerais, e.g., em atomos de atomos de
Rydberg um tltimo elétron move-se em trajetorias quase circulares classicas cujo raio

6] A expressdo mais formal traduz a razao entre acoes

¢ da ordem de micrometros
tipicas do sistema e a acao determinada pela constante de Planck, h = 1.06x 10734 Js:
este limite é atingido para acoes muito maiores que aquela determinada por esta
constante — o que se convencionou chamar de limite 7 — 0, desleixadamente.

Em geral, as fungoes de onda nao sao analiticas em h, por isto, um tratamento
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semiclassico nao equivale a uma teoria de perturbacao convencional da mecanica
quantical”. O termo aprozimacio semicldssica é empregado no sentido de uma
aproximacao numérica, porém também serve para denominar algum método uti-
lizado para revelar estruturas classicas presentes no formalismo quantico.

Por outro lado, mais recentemente construiu-se todo um tratamento semiclassico
para a propagacao de pacotes, baseado em quantizagoes de transformacoes canonicas
classicas e no conhecido, contudo, nem sempre corretamente entendido, teorema de
Ehrenfest> 83 8] Destaca-se aqui a presenca das funcoes de Wigner como repre-
sentagoes das probabilidades quanticas no espaco de fase e a interacao daquelas
quantizacoes, doravante, operadores semiclassicos, com estas fungoes e com os esta-
dos gaussianos. Neste escopo, sao importantes os trabalhos pioneiros de E.J. Heller
em [38] e sua extensdo creditada a R.G. Littlejohn no que tange a propagacao de
pacotes em [51], assim como os de H. Weyl® E. Wignerl®  J.E.Moyall®l H.J.
Groenewold?¥, J. Von Neumann®¥ e A.M. Ozorio de Almeidal®, que tratam dos
operadores semiclassicos.

O teorema de Ehrenfest garante que, expandindo o potencial de uma hamilto-
niana em poténcias das coordenadas, o movimento do centro de um pacote seguira
exatamente uma trajetéria hamiltoniana, caso negligenciarmos termos superiores aos
quadraticos. Ainda, se o pacote inicial for suficientemente localizado em torno de seu
centro, sem truncarmos a hamiltoniana, essa sera uma boa descri¢ao da dinamica do
sistema durante o intervalo de tempo, aqui denominado tempo de FEhrenfest. Este
intervalo de tempo caracterfstico em sistemas cadticos, é proporcional a logh™!, o
que garante que no limite A — 0 este tempo seja infinitamente longo'. Note que
este é um tratamento completamente diferente do descrito nos paragrafos acima.

Outra consequéencia interessante deste teorema é a sua exatidao quando da

dinamica regida por uma hamiltoniana quadratica. Neste caso, existem associagoes

!Convém ressaltar que esta é uma definicio particular para tempo de Ehrenfest, porém, em
todas, o comportamento com relacdo & i é o mesmo. Uma boa referéncia é [83].
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diretas, ou representacoes em termos de teoria de grupos, entre propagadores quan-
ticos e transformacoes canonicas no espaco de fase. A interacdo entre os préprios
operadores semiclassicos faz da fungao de Wigner um meio mais natural para tratar a

mecanica quantica, ja que esta funcao ¢ definida em termos de um desses operadores.

Caos e Quantizacao:

Um sistema é dito integravel quando possui constantes de movimento suficientes
para manter as trajetorias presas numa superficie de dimensao igual a metade da
dimensao do espaco de fase. KEssas superficies sao discriminadas por valores da
energia e de tais constantes, possuindo a topologia de um toro n-dimensionall® 47 69,
Em contraste, um sistema que nao apresente tais constantes o bastante é denominado
nao-integravel. Tipicamente sistemas nao-integréveis sao cadticos.

A caoticidade da dinamica se manifesta principalmente pela sensibilidade do
sistema as condigoes iniciais: duas destas muito proximas se afastam (em média)
exponencialmente com o tempo, numa taxa determinada pelo expoente de Lyapunov
do sistema caéticol> 4769 No caso integravel esta separacdo é uma poténcia do
tempo e, por isso, mais lenta.

Devido a linearidade da mecanica quantica, sua associagao com os sistemas
caoticos nao é trivial; portanto, a quantizagao semiclassica de um sistema deste tipo
o é menos ainda. A quantizacao pelo método WKB se d4, principalmente, pela
associacao de uma fungao de onda a toros (superficies lagrangianas) no espaco de
fase; os quais num sistema caotico sao destruidos. Pioneiramente, Einstein percebeu
al um problema para a quantizacao destes sistemas.

A questao encontrada por Einstein permaneceu remota gracas ao desenvolvi-
mento formal da mecanica quantica que, a partir dai, abandonara ingratamente as
receitas semicldssicas e afastara-se do espaco de fase. Tendo conquistado a mecanica
quantica o “status” de teoria absoluta do mundo microscépico, volta a tona a questao

do principio da correspondéncia de Bohr, que exige uma resposta ao comportamento
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dos sistemas quanticos cujos analogos classicos sao cadticos. A mudanca de perspec-
tiva é patente: ao invés de se construir a mecanica quantica baseada na classica,
agora a primeira deve reproduzir a segunda num limite macroscopico. Sob esta
Otica, denominou-se, posteriormente por M. Berry, caologia quantica a tentativa for-
mal de obter este limite para sistemas quanticos cujo equivalente classico é cadtico
por definicdo. O baluarte dessa nova 6tica sdo os trabalhos de M.C. Gutzwiller®?,

relacionando propagadores e espectros de energia quanticos as orbitas peridédicas no

espago de fase através da ja citada formula do traco que leva seu nome.

Descoeréncia:

Apesar dos resultados comprovadamente relevantes que demonstram que a es-
pinha dorsal da mecanica quantica se encontra no espaco de fase, a transicao entre
as duas mecanicas nao é propriamente uma questao exclusiva do limite semiclassico.
Isto, posto que, mesmo para altos nimeros quanticos, fenomenos de interferéncia
e emaranhamento sao preservados, porém jamais observados numa escala cléssica?.
A estranheza perante a imiscibilidade das duas escalas ja havia sido notada por
Schrédinger, e descrita no famoso paradoxo do gato vivo e morto simultaneamente.

Uma nova perspectiva sobre a possivel fronteira classico-quantico surge quan-
do consideramos os efeitos da interacao entre um sistema quantico e seu entorno.
Estes efeitos sao denominados de descoeréncia e sao responsaveis pela destruicao dos
fenomenos exclusivamente quanticos, contribuindo para a ressurreicao dos estudos
sobre o limite semiclassico no inicio da década de 80.

Inicialmente, o estudo da descoeréncia surge para interpretar o problema do
colapso da funcao de onda no ato de uma medida, ou seja, a interacao entre um
aparato e o sistema quantico. Uma compilacao historica de alguns trabalhos sobre

este tema pode ser encontrada em [93]. A extensdo para a evolugdo de um sistema

2Excetuando-se um pequeno ntmero de fendmenos conhecidos, como a superfluidez do

Hélio liquido®®, possiveis gracas a um isolamento quase completo desse sistema de influéncias

externas(7].
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em contato com o ambiente é natural, pois também trata de interacoes quanticas
entre dois sistemas.

Os efeitos da descoeréncia incluem, principalmente, a perda irreversivel de in-
formacao do sistema para o ambiente, ou, ainda, o aumento da entropia do sistemal'¥
causado pela perda de correlagoes quanticas. A perda dessas correlagoes, ou coerén-
cias, gera a atenuacao das interferéncias propiciadas pela linearidade da equacao de
Schrodinger. Um exemplo padrao desse processo é o fenomeno de localizacaol™® 70
nao existem, no mundo macroscépico, superposicoes espacialmente separadas.

A escala de tempo em que podemos observar os fendmenos de descoeréncia sao,
em geral, muito pequenas. Por exemplo: no fendmeno de localizagao, estuda-se
a interagao de uma particula de poeira com um ambiente formado por particulas
menores espalhadas por esta, como fétons, pequenas moléculas ou, até pela radiagao
cosmica de fundo. Neste processo, como descrito em [41], os elementos nao diagonais

da matriz densidade reduzida do sistema decrescem gaussianamente na posicao e

exponencialmente no tempo® com uma taxa ©. Para uma particula de poeira de

040 1

raio da ordem de 10™°m, esta taxa ¢ © = 10*m 2571, se os objetos espalhados
forem moléculas de ar a temperatura ambiente. A despeito disto, estes efeitos, em
outras circunstancias, sao observados em laboratério, por exemplo em armadilhas
de fons, como relata [37].

Em prol da “Navalha de Ockham”, deve-se comentar que nao existe, ainda,
um consenso sobre a necessidade de descoeréncia para a descri¢ao da transicao entre
escalas, veja por exemplo, os trabalhos de L. Ballentine sobre o limite semiclassico,

principalmente, [4] e suas citagoes.

30 elemento de matriz do operador densidade ¢ dado por (z|p|a’) = exp[—Ot(z — 2’)?
e ' sdo os autoestados de posigdo que compdem a superposigao.
4 Non sunt multiplicanda entia praeter necessitatem - As entidades ndo devem ser multiplicadas

além da necessidade.

, onde x
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Pacotes Gaussianos:

Quanticamente, a linearidade da equagao de Schrodinger é o que define um
pacote de onda: uma superposicao de autoestados de energia de uma hamiltoniana.
A peculiaridade dos ditos pacotes gaussianos é devida ao fato de que, sob certas
circunstancias, eles mantém sua forma gaussiana ao longo da evolugao. Dois casos
triviais e unidimensionais onde isto ocorre sdo a evolucao livre e a harménica®, ambas
tratadas em qualquer texto cldssico de mecanica quéantica, por exemplo, [4, 71, 76].

Dinamicas mais gerais, que preservam a gaussianidade de um estado inicial em
maiores dimensoes, sao aquelas determinadas por quaisquer hamiltonianas lineares
ou quadraticas nas varidveis ¢ e p. Como ja dito, existe nesta situacao uma cor-
respondéncia explicita entre dinamicas classicas e quanticas, ou seja, entre propa-
gadores e transformagoes simpléticas. Sob este ponto de vista, estes estados sao
essenciais na compreensao do limite semiclassico da mecanica quantica e da transicao
classico-quantico, como ja havia sido notado por Schrédinger em [79] nos idos de
1926.

No que tange aos sistemas caoticos, a perspectiva deliberada pelo teorema de
Ehrenfest torna a semiclassicalidade inerente das gaussianas pecas principais no
estudo do caos quantico. Durante um tempo de Ehrenfest, estes pacotes preservam
aproximadamente sua forma gaussiana. Varios métodos semiclassicos para o estudo
da dinamica cadtica sdo baseados neste argumento, por exemplo, [38, 51, 64], dentre
muitos outros.

Todos os estados gaussianos puros podem ser construidos dinamicamente por
meio de um fundamental, o estado coerente do oscilador harmonico, via aplicagao
dos operadores semicléssicos associados a transformacoes canonicas lineares3% 33 511,

A producao experimental de um estado coerente pode ser realizada numa cavidade

5A evolucdo sob a hamiltoniana do oscilador harménico ndo muda a forma do pacote inicial,
apenas rotaciona-o no espago de fase. Ja a particula livre, de fato, “cisalha” o pacote, porém, este
permanece gaussiano.
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eletrodinamica. Neste caso, o modo fundamental (estado de vacuo) do campo eletro-
magnético quantizado é transformado em um estado coerente pela interagao do modo
com uma corrente elétrica classica, através de uma hamiltoniana de acoplamento
minimol®”. Também é possivel construi-lo no interior de armadilhas de fons, onde
a dinamica de seu centro de massa é descrita por um oscilador harménicol®7.

Como comentado, a fronteira classico-quantico é governada pelo processo de de-
scoeréncia. Dadas as caracteristicas peculiares destes estados nessa regiao, também
se torna importante conhecer os efeitos do ambiente sobre esses pacotes. A interacao
com o ambiente, em geral, acarreta a perda das coeréncias quanticas, reduzindo a
pureza de um estado. A dinamica, agora, fica descrita pela evolugao temporal do
operador densidade de acordo com uma equagao mestra.

Um primeiro caso de interacdo com ambiente é o denominado canal gaussianol?”!
que surge inspirado no teorema do limite central®. Este teorema nos diz que a
soma de um numero grande de realizagoes independentes de uma variavel aleatéria
converge aproximadamente para uma distribuicao normal. Ou seja, a atuacao do
canal gaussiano simula infinitas interagoes aleatorias do estado com o ambiente, e
recebe este nome, pois preserva a gaussianidade de um estado inicialmente deste
tipo.

Antes tarde do que nunca, no contexto da equacao de Schrodinger, este es-
tado puro é também descrito como tendo sua representacao de coordenadas e de
momentos uma funcao gaussiana, em geral, complexa. No caso impuro, este fica de-
terminado pelos elementos de matriz gaussianos do operador densidade em posi¢ao
ou em momentos . Em ambos, definimos um pacote gaussiano como sendo aquele

que possui uma funcao de Wigner gaussiana.
Esta Tese:

Estruturalmente, a organizacao do texto é descrita nos seguintes paragrafos.

No capitulo 1 estd todo o formalismo utilizado ao longo do trabalho. Ini-
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cio descrevendo a dinamica hamiltoniana classica para definir algumas notacoes e
apresentar o tratamento das transformacoes simpléticas. Sigo por revisar a litera-
tura geral sobre os operadores quanticos associados explicitamente a estas trans-
formagoes. Trato, também, de definir a funcao de Wigner, principal objeto desta
tese, e a sua relacao com os ditos operadores e descrevo o que se entende por es-
tado gaussiano. Termino por apresentar uma descri¢ao sucinta do sistema nao-linear
OHC (oscilador harmonico chutado) que irei sempre utilizar como exemplo nos fu-
turos capitulos.

O capitulo seguinte tem atencao focada no método WKB, aplicado para des-
crever a dinamica de pacotes gaussianos puros no espaco de fase. Esta parte do
texto inicia-se com uma breve revisao do método para aplica-lo a propagacao de
um estado gaussiano inicial sob a dinamica caética do OHC. Ao fim, descrevo a
estrutura semiclassica de propagacao destes pacotes no espaco de fase e derivo uma
aproximagcao que descreve a funcao de Wigner do estado do sistema em torno das
causticas — locais em que a WKB diverge. Esta descricao, denominada de aproxi-
macao transicional, permite entender o comportamento do sistema nas regioes de
divergéncia.

O penultimo capitulo trata do fenomeno de interferéncia no espago de fase
para pacotes gaussianos. Motivado por um método de propagacao inicialmente
desenvolvido no grupo de caos do CBPF em [64, 56|, mostro que as franjas de
interferéncia possuem um padrao geométrico simples no espaco de fase, que pode ser
compreendido em termos de transformacoes canonicas classicas de um pacote inicial
coerente. A generalizacdo de um método experimental ja conhecido na literatura,
permitiu-me demonstrar a possibilidade de realizacao das franjas pertencentes aos
padroes descritos. Descrevo, também, como dinamicamente estas franjas podem
ser obtidas por meio do OHC e, consequentemente, realizadas experimentalmente

através de armadilhas de fons. Outro caso de realizagao em laboratério do OHC
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estd sendo construido durante o processo de escrita desta tese e consiste em utilizar
lentes para simular uma evolugao harmonica do oscilador nos feixes coerentes de
um “laser”. O efeito nao-linear do chute é implementado utilizando um modulador
de fase otica (do inglés “optical phase modulator”) agindo sobre a luz que sai da
lentel46,

Por fim, no capitulo 4, estudo superposicoes impuras de estados gaussianos.
Um primeiro tipo de superposigao é criado utilizando o método descrito no capitulo
anterior, mas agora partindo de um estado impuro. Analiso a estrutura geométrica
desta superposicao e mostro que seu padrao é distinto do ja apresentado — outros
padroes surgem e suas caracteristicas dependem principalmente da matriz de co-
variancia do estado inicial. Aqui também estudo os efeitos da descoeréncia sobre
um pacote inicial e sobre suas superposicoes: tanto as puras do capitulo 3, quanto
as impuras do inicio deste. Mostro, no final, que o processo de descoeréncia nao
altera a forma gaussiana de pacotes inicialmente deste tipo, e também nao altera o
padrao geométrico das interferéncias. Estas apenas sao apagadas no espaco de fase,
porém, a estrutura geométrica permanece intacta.

Cabe salientar que, por uma questao de organizacao, utilizo ostensivamente
apéndices: ora para apresentar alguns detalhes técnicos e métodos especificos ine-
rentes aos resultados aqui obtidos, como o B e o D, ora como para resumir alguns
resultados da literatura em geral como o A e o C.

Para a facilitagao da leitura, apresento na pagina xii da tese, um pequeno niimero
de defini¢oes matematicas que sao utilizadas ao longo do trabalho.

Encerro a tese com as conclusoes e algumas perspectivas. Ademais, desejo boa

leitura e bom proveito do texto.



Capitulo 1

Mecanica Semiclassica

“Mas eu, que nunca principio nem acabo,
Nasci do amor que hé entre Deus e o Diabo.”

(José Régio, Cantico Negro)

A tentativa de entender a espinha dorsal da teoria quantica culmina com sua uniao
com a mecanica classica. Conceitos outrora disjuntos, como espagos de fase e espa-
cos de Hilbert, passam a integrar uma nova teoria, a qual damos o nome de mecanica
semicldssica. A teoria semiclassica, aqui sobrelevada, procura equivalentes quanticos
das operacoes sobre o espaco de fase classico. E ainda, mesmo na mecanica quan-
tica, onde os operadores de posicao e momento nao comutam, busca-se um grupo
de estados no espago de Hilbert que unifique coordenadas e momentos, como na

mecanica classica, nomeados, estes estados, de coerentes.

Este capitulo é a apresentacao do arcabouco tedrico de todo o trabalho que seguira.
Iniciamos com uma breve descricao de um sistema hamiltoniano, partimos para as
transformacoes canonicas cldssicas e em seguida realizamos a correspondéncia destas
transformacoes com operadores quanticos. Por fim, definimos e descrevemos as

propriedades da funcao de Wigner e apresentamos o conjunto de estados gaussianos.
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1.1 Mecanica Classica

Sobre a dinamica hamiltoniana de sistemas classicos, sustenta-se este trabalho.
Nesta secao definimos os conjuntos de transformagoes candnicas classicas que nos
serao uteis nas proximas secoes, quando tratarmos da quantizacao dessas trans-

formagoes.

1.1.1 Notacao e Dinamica Hamiltoniana

Um ponto no espaco de fase, =, é representado conjuntamente pelo vetor x :=
(q,p)", tal que q := (q1,...,qn) € p := (p1, ..., pn). Abreviadamente, representaremos
esta definicao por = € =o,,.

O primeiro invariante de Poincaré' ou o produto simplético® (“A”) entre dois

vetores, (r1,%2) € Za, X Zay, é definido por
1’1/\1’2 = J[L’l'l’gz —1’2/\1’1, (11)

onde também definimos a matriz J de dimensao 2n x 2n:

0, |p
Ji= . (1.2)
-1, 0,
Note que JT = J7' = —J. O produto simplético z; A xo corresponde & area do

paralelogramo determinado pelos pelo par de vetores (z1,z2) no espago de fase.
Os sistemas dinamicos hamiltonianos correspondem a uma classe restrita dos
sistemas dinamicos gerais, porém muito importante. Um sistema hamiltoniano de

n graus de liberdade é um conjunto de 2n equacoes diferenciais parciais da forma:
dz OH
T=—=J]=—,
dt ox
onde H = H(x,t) é designado de Hamiltoniano e é uma fungao diferenciavel definida

para as 2n + 1 varidveis (z,t). Uma solugdo desse sistemal? % o(xg,t), é uma

1A nomenclatura se deve a sua conservacao mediante a acio do fluxo hamiltonianol® 69,

2Do grego sumplektikds: préprio para entrelacar.
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funcao vetorial que satisfaz ao sistema de equagoes acima e a condicao inicial zg =

©(qo, po, 0).

1.1.2 Transformacoes Candnicas

Uma transformag¢ao canénica entre um par de vetores no espaco de fase, (2, z"),
de modo que 2”7 = C'(2'), é definida como uma transformacao que preserva a forma
das equacoes de Hamilton. Para que isso seja verdade, deve-se ter que a jacobiana

da transformacgao obedega, segundo [2, 47], a

(205 (2) 0

Sob o ponto de vista dinamico, a evolugao temporal constitui uma transformacao
canénica que mapeia dois pontos no espago de fase por meio da solugao x(t) =
Q0($0> t) :

Como a jacobiana de uma transformacao canonica deve ser uma matriz simpléti-

ca, no estudo da dinamica clédssica, o grupo das matrizes simpléticas é fundamental.
Matrizes Simpléticas

Um subconjunto importante do conjunto das transformagoes canonicas sao as
denominadas lineares, que correspondem as matrizes simpléticas, ou seja, para uma
transformagao canoénica C'(x) = Sz, 0C'/0x = S, ou ainda, x” = Sa’; além disso,
como ja dito, o jacobiano de uma transformagao canonica no espago de fase é uma
matriz simplética, cf. eq. (1.3).

Matrizes simpléticas sao geradas por hamiltonianas quadraticas na variavel x,

H(z,t) = 1z - H(t)z, (1.4)

onde H(t) = H(t)" € Mat(2n,R). A evolucio temporal gera uma transformacio

candnica com a matriz? 51 69

S:=T exp [ /0 tJH(t’) dt’] (1.5)
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que define um subconjunto do conjunto das matrizes de dimensao par, denominado
de grupo simplético denotado por Sp(2n,K). O simbolo ? ¢é o operador de ordena-
mento temporal cronolégico.

Matrizes simpléticas tornam invariante o produto simplético entre dois vetores,
ou seja, para (u,v) € Zg, X =g, € uma matriz S € Sp(2n,K), o produto simplético

é invariante sob S se e somente se Su A Sv = u A v, ou ainda, desde que
SUSs=1J ou SJS'=J. (1.6)

Note que de acordo com a equacao acima det S = £1, contudo, de acordo (1.5), para
que S seja conectada temporalmente com a identidade, entao, assumimos detS = 1.
Argumentos matematicos sofisticados para esta afirmagao sdo encontrados em [2].

Por meio de (1.6), mostra-se facilmente que o conjunto das matrizes simpléticas
forma um grupo, ja que a matriz identidade é simplética. Note ainda que J €
Sp(2n,R) e que a transposta de uma matriz simplética é simplética.

A defini¢ao de um vetor no espaco de fase torna natural a representacao de uma
matriz simplética na forma particionada: para uma matriz S € Sp(2n, K) podemos

representa-la em blocos, ou seja,

A B
S = : (1.7)
C D

onde A, B, C,D € Mat(n, K). Utilizando a condigao (1.6), encontramos que os blocos

tém que satisfazer as seguintes propriedades:

AD-CB=1,, AD" — BCT =1,,
ATC = C'A, AB" = BA', (1.8)
D'B = B'D, CD" = DC'.

As duas colunas de equacoes acima sao equivalentes, o primeiro se refere a matriz
simplética S e o segundo a sua transposta. Levando em conta os vinculos estabele-
cidos por uma das metades das equacoes acima, o numero de elementos indepen-

dentes de uma matriz em Sp(2n, R) é 2n?+n. As condigoes (1.8) acima se resumem,
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para uma matriz simplética em Sp(2,K), na unimodularidade: uma matriz 2 x 2 é
simplética se possuir determinante 1.

Podemos, utilizando equagao (1.6), calcular a inversa de uma matriz simplética

em termos de seus blocos. Se fizermos S~! = —JSU, obtemos imediatamente que
D' —-B'
St = : (1.9)
—-Cr AT

Uma matriz manifestamente simétrica, simplética e positiva definida® é obtida
a partir de qualquer matriz simplética S, basta fazermos SS':

ST _ AA" +BB" ACT +BD' ‘ (1.10)
CA" +DB" CC" +DD"

O conjunto das matrizes simpléticas é caracterizado pela estrutura simples
do produto simplético que, através de (1.6), restringe drasticamente as possibili-
dades para os autovalores de seus elementos; podemos caracterizar qualquer matriz
simplética num esquema simples e padrao por meio da andlise de seus autovalores.
Supondo que 7 seja um autovalor de S € Sp(2n,R), entao, escrevendo a equagao
caracteristica de v, mostramos que v~ também ¢é um autovalor de S, ou seja, usando

(1.6), temos que
det (S — 1) = det (JlsTJ — vln) — det (ST — vln) — (=7)2" det (s — %In) .

Juntando essa condi¢ao com o fato de que S é real e unimodular, os autovalores
sempre surgem aos pares ou quartetos da forma (v, 1/v,7*,1/7*). Portanto, temos

quatro possibilidades para seus autovalores:

Caso Parabdlico: v = +1 = (v,771) = (&1, £1);
Caso Hiperbdlico: v =k € R = (y,77}) = (k, k71);
Caso Elipticory = e“;w € R = (v,771) = (e¥,e™™);

3Veja secao C.1 do apéndice C para definicdo.
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k+tiw —k—iw )

(7,77 = (e

(v 771 = (b e i),

Caso Loxodromico: v = ekt k € R = ¢
O caso parabdlico? corresponde obviamente a uma “degenerescéncia” do hiperbdlico.
Devido ao teorema de Liouville®, o caso loxodromico s6 ocorre em espacos de fase
de dimensoes iguais ou superiores a quatro e corresponde a uma dilatagao conjun-
tamente com uma rotagao.
Exemplos de matrizes simpléticas bidimensionais que serao utilizadas ao longo
de todo o texto sao:
coswt —sinwt s72 0 10

St 1= .Sy = .S, = . (11

sinwt coswt 0 s c 1

[Nl

A primeira é do tipo elitico e provém da hamiltoniana de um oscilador harmonico:
H(q,p) = £(p*+¢*). A segunda é gerada por uma dinamica hiperbélica com hamil-
toniana H(q,p) = kpq, 14 definimos s := exp(—2kt). A terceira é um cizalhamento
vertical, corresponde ao caso parabdlico e é derivada da hamiltoniana H(q) = C¢?,
onde 14, ¢ := —2Ct.

Convenientemente, para uso futuro, definimos a parametrizacao de Cayley da

matriz simplética S:
Cs=J(lon=S) (lon +S) " =J(lon +S) " (Il2n — S). (1.12)

Note que Cs é simétrica, fato cuja demonstracao é simples e s6 depende do uso da
equagao (1.6). A associagao entre Cs e S constitui uma bijecao entre o conjunto das
matrizes simpléticas e o conjunto das matrizes simétricas, exceptuando as matrizes

que possuam autovalores iguais a —1 18,
Translagoes e Reflexoes

Outro subconjunto caracteristico do grupo das transformacoes canonicas é grupo

das translagoes e reflexoes, definido em [68].

4Referimos o leitor a [2, 69] para a compreensio desse caso em termos de blocos de Jordan.

SEste teorema garante a conservacao do volume do espaco de fase pela evolucao hamiltonianal?.
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Uma translagio por um vetor € := (§,,&,)" € Za, no espaco de fase é represen-
tada pela funcao T¢ : # —— 2 + £ e uma reflezao em torno do ponto z € Zy,, por
R,:z+—— —x 4+ 2z2.

O conjunto das translagoes forma um grupo: a translagao por um vetor nulo, £ =
0, é a identidade; a composicao de duas translacoes é uma translacao, T, o Tg, (z) =
Te,4e,(2) € a inversa de uma translacao, também é uma translacao, Tgl(z) =
T¢(z)=2—¢&.

Ja o conjunto das reflexoes nao constitui um grupo, pois a composicao de duas
reflexdes nao é uma reflexdo, mas sim, uma translagao: R, o R, (z) = To(s,—2;)(2).
Como a composicao de uma translagao e uma reflexao é uma reflexao, ou seja, T¢ o
R:(7) = R.4¢/2(x), observamos que o conjunto das translacoes e reflexoes forma um
grupo. Cabe comentar que este nao é linear, em contraste com o grupo simplético,
pois, seus elementos nao sdo funcoes aditivas, e.g., Te(z' + 2”) # Te(z') + Te(2”).
Contudo, calculando a jacobiana dessas transformacoes,

0T _| OR.
— = lop € = —12n,
ox 2 ox 2

obtemos que essas corroboram com (1.3).

Dinamicamente, translagoes sao geradas por hamiltonianas lineares da forma
H(x) = x A& que geram as equagdes de movimento z(t) = zo + £t. E as reflexoes,

por um oscilador harmonico evoluido por metade de seu periodo de oscilagao.

1.2 Mecanica Quantica no Espaco de Fase

Nesta secao trataremos dos objetos que compdem a mecanica quantica, mais
além, que possuem intima relagao com espaco de fase.

Na primeira parte desta secao, apresentamos uma breve discussao sobre meca-
nica quantica quase completamente retirada dos textos bésicos [22, 71, 76|, apenas
para citar os conceitos necessarios a introducao da dinamica semiclassica. A segunda

¢ dedicada a esta dinamica e trata da quantizacao das transformagoes canonicas.
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1.2.1 Sistema Quantico

Um FEspaco de Hilbert $ é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos,
normado e completo. Denotaremos por [¢)) um vetor desse espago.

O conjunto dos operadores, ou endomorfismos sobre um espago de Hilbert,
Endc(9), é definido como o conjunto das transformacoes lineares, tais que, se O e

Endc(9), entao,
O :H—9
) —10).

Alguns elementos notaveis de Endc($)) sdo aqueles cujos autovetores formam um
conjunto completo e ortonormal, ou uma base, para o espago de Hilbert do sistema
em estudo.

Trataremos aqui, especificamente, trés bases distintas: de posi¢ao |qo), de mo-
mento [py) e a hamiltoniana |E,,), onde ¢, pg € R e E,, € R, ou N dependendo do tipo
de estado: nao-ligado ou ligado, respectivamente. Os operadores responsaveis pelas
bases de posigdo e momento obedecem a regra de comutagao canonica, [§,p] := inl,

que pode ser similarmente colocada na forma coletiva definida na secao 1.1 como:
[2,,&,] == ihd,,, (1.13)

onde J,, sio os elementos de matriz de (1.2), & := (¢,p)" com G := (q1,...,Gn) €
p:= (p1, ..., Pn) vetores n-dimensionais de operadores.
O estado [1(t)) € $ é conectado temporalmente ao estado [1(t)) € 9, se sua

evolucao é descrita da seguinte forma

[ (1)) = Ut to) [to), (1.14)

com U (t,ty) unitario e dado por

t
U(t, to) =T exp —%/H(t’)dt’ : (1.15)
to
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onde H é o operador hamiltoniano. O estado [¢(t)) em (1.14) obedece, entdo, a
equacao de Schrodinger,
O (D) = H [0,

Nos paragrafos precedentes consideramos apenas estados puros, que nao repre-
sentam a totalidade dos estados quanticos possiveis. De modo geral, o estado de
um sistema pode ser representado por um operador densidade positivo semidefinido
(Veja eq. (C.2) para defini¢ao), hermitiano e normalizado. Sua evolugao temporal é

dada pelo seu comutador com a hamiltoniana do sistema:

%:%hﬁ] (1.16)
Reobtemos o caso puro, eq. (1.14), fazendo p = |1o)(¢o].

Do carater estatistico intrinseco quantico, a estatistica dos observaveis sao re-
presentadas pelos momentos associados a matriz densidade. Dentre estas, duas

quantidades sao relevantes para nés: o valor médio e a matriz de covariancia, res-

pectivamente dados por:
1
() =Tr(zp) e o045 := §Tr p{62,02;}] com Ox;:=z; — (Ty) (1.17)

onde z; é a i-ésima componente do operador z e “{,}” é o anticomutador.

Dado um operador positivo semidefinido, normalizado e hermitiano, pode-se
perguntar se, de fato, este operador é um operador densidade. Esta questao parece
ser creditada primeiramente a R.G. Littlejohn em [51] no contexto de fungoes de
onda gaussianas, segundo R. Simon et alli em [82]. Um primeiro avango foi dado
por E.C.G. Sudarshan et alli em [85] trabalhando em estados gaussianos. Segundo
[82] deduz, um operador densidade de um estado quantico ¢é legitimo se e somente
se

a+%mzo. (1.18)

onde o é a matriz cujos elementos sdo 0;; de (1.17) e J é a matriz simplética (1.2);

a dedudugao desta relagdo é simples e apenas utiliza a regra de comutagao (1.13).
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No caso unidimensional, a equagao (1.18) reduz-se a relagcdo de incerteza de
Robertson-Schridinger: (5G%)(0p*)— 1 (6Gop+pog)y > %2, que leva em conta, além das
variancias, correlagoes momento-posi¢ao e constitui uma generalizagao do principio

de Heisenberg.

1.2.2 Operadores no Espaco de Fase

A quantizacao de transformacoes canonicas gera operadores no espaco de Hil-
bert; nesta se¢do, nos preocuparemos com os operadores que podem ser associados
de forma univoca as transformagoes canonicas lineares da secao 1.1.2.

A associagao entre operadores e transformacoes canonicas remete inicialmente
aos trabalhos de Heisenberg sobre a mecanica quantica matricial, aos artigos de M.H.
Stone e J. von Neumann®! e ao famoso trabalho de H. Weyl intitulado “Teoria de

71921 Somam-se também os trabalhos estatisticos de

Grupos e Mecanica Quantica
E. Wigner®, H. Groenewold? e J. Moyall®! que tém fundamental importancia no
que conhecemos hoje sobre representagoes de estados quanticos no espaco de fase.
Uma compilagao rigorosa dos assuntos delineados nesta secao pode ser en-
contrada no livro de M. de Gosson!®¥!, alguns aspectos importantes aqui relatados
também sao desenvolvidos com rigor no livro de G. Folland!?”); mas no que segue
imediatamente nas préximas secoes, referimo-nos aos trabalhos de R.G. Littlejohn!®!

e A.M. Ozorio de Almeidal®®, ambos relatados sem muito rigor matematico, porém,

muito mais proximos da realidade fisica que nos interessa.

Operadores de Heisenberg
Consideremos os operadores de translagao em posicao e em momento tradicionais
da mecéanica quantical™ 70

~ ~

Te, = el e Te, := e%&"i, (1.19)
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de modo que a atuagao destes em autoestados de coordenada e momento se resuma

e1m
Te,lg) =la+&) e  Tglp) =+ &)

Equivalentemente, no quadro de Heisenberg para evolugao temporal, podemos
escrever
T qTe, =q+& e Tl pTe, =p+6& (1.20)
Em face do exposto, o operador p é o gerador das translagoes espaciais, assim como
G o é para a base de momentos.
ArB _ gAgBo-4[AB]

Podemos utilizar a férmula BHC, e , para criar uma com-

posigao dos operadores (1.19):
A i A ) l . .
T, Te, exp {_ﬁgqu] = Te, T, exp {ﬁgqu} = €Xp [ﬁ (& -q—& p)] . (1.21)

Conseqiientemente definimos o operador de translag¢ao no espago de fase pelo terceiro

membro da ultima equagao:
Te := exp {%f A i] . (1.22)

Como (£ A 2)T = & A &, podemos observar que se trata de um operador unitério,
Tgi} — I e claramente, Tg = T§—1 = T_g. E tais quais as equagoes (1.20), escrevemos
que

T} aTe=a+¢. (1.23)
Os elementos de matriz do operador de translacao sao calculados diretamente

utilizando a regra BHC sob a forma da equagao (1.21), com efeito,

(d|Telq"y = en& W5 €, —¢);

WITelp) = e n& 50 46, —p). (1.24)
A partir dos elementos de matriz acima, podemos calcular o trago deste operador,

T (7¢) = (2mh)" 8(¢).
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e demonstrar, como em [51], as propriedades de ortogonalidade,

T (T4 ) = ()" 6(6 — &), (1.25)
e completitude,
/d€ (|Teld"WQTe|Q) = (2mh)" 8(¢' — Q")8(Q" — ¢"). (1.26)

Utilizando novamente a formula BHC, podemos compor dois operadores de
Heisenberg:

Te,Te, = Teyve, oxp {;—h& A fz] ; (1.27)
a fase da exponencial é conhecida como um cociclo na teoria de representacao de
grupos!6®: 51,

Como cada operador de translacao — T, ¢ — estd associado a um inverso — T g ,
existe uma representacao da identidade, ou seja, translacao por um vetor nulo —
Ty =1 e uma regra de produto entre esses operadores esta definida, cf. eq. (1.27),
podemos concluir que eles formam um grupo nao abeliano, denominado grupo de
Heisenberg. Este constitui uma representacao quantica do grupo das translagoes
classicas da secao 1.1.2. Os operadores de Heisenberg sao criados por hamiltonianas
lineares H(z) = = A £ das quais se constroem operadores de evolugao temporal do
tipo U= exp(i/h& A T); a atuacdo destes operador em um vetor de um espago de
Hilbert é descrita por (1.14). Se utilizarmos a férmula de BHC, encontramos para
a representacao de coordenadas que

Wlg) = exp|+ (& 4~ 36~ &) | Yolg — &). (1.28)

Para concluir, os operadores de translagao aqui descritos sao equivalentes aos

operadores de deslocamento dos textos de mecanica quantica, e.g., [4, 71, 76].
Operadores de Reflexao

O operador de paridade na mecanica quantical™ 7 constitui um caso particular

dos operadores de reflexao considerados aqui. Também denominado como operador
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de inversao espacial e definido como f?g, sua acao, quando aplicado em um estado,
consiste em uma reflexdo em torno do ponto (g, p) = 0:

Rl &Ry = —# . (1.29)

Esse operador é unitario e hermitiano, ou seja, Rg = Ry' = Ry. A atuacio desses

operadores!™ 70 na base de momento e coordenadas é tal que

Rolg)=|—q) e Rolp)=]|-p). (1.30)

Consideremos agora um deslocamento desse operador por um operador de

translacao definido em (1.22); isto define o operador de reflexao, R,, por
Ry = T, RoT1. (1.31)

Tal qual o operador de paridade, este operador é unitario e hermitiano, fﬁl = f?;l =
R,. Sua atuacao no operador do espaco de fase & pode ser descrita pelo uso de
(1.23) e (1.29):

RiZR, = TR i T.RyTT = —i + 22. (1.32)

Os elementos de matriz do operador de reflexao sao encontrados utilizando a

equagao (1.31),

(| R |q"y = et @=V5(—q" + 2 — ¢');

W Ro|p") = e FS(—p 4 2p — ), (1.33)
e com estes, podemos calcular o trago deste operador,
. 1\"
TrR, = (5) , (1.34)
mostrar suas relagoes de ortogonalidade,

Tr (RLR;Z) — (Th)" §(z2 — 71), (1.35)
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e completitude,

/ 0 (| Ralg") Q| B Q") = ()" 6(d' — Q)@ — o). (1.36)

O produto de duas reflexoes é calculado utilizando mais uma vez (1.31),

A

Ry, Ry, = exp (2% Ta A xl) To(ey 295 (1.37)

e como é uma translacao, o conjunto dos operadores de reflexao nao é um grupo.

Mas, a composicao de uma translacao e uma reflexao é sempre uma reflexao,

~

Tgém:exp (%5/\:17) RH% e f?mfg

exp (% EN :17) f?m_%, (1.38)

o que é demonstrado utilizando as férmulas (1.31) e (1.27). Ou seja, o conjunto dos
operadores de reflexao e translacao tem a estrutura algébrica de um grupo que é a
representacao quantica do grupo das translagoes e reflexoes cléssicas da segao 1.1.2.

Uma composicao especial pode ser obtida das equagoes acima,
TeR, T = Rove, (1.39)

a qual denominaremos, por motivos 6bvios, de regra de covariancia entre o operador

de reflexao e de translacao.
Operadores Metapléticos

Seguindo o curso do capitulo, nos falta agora uma representacao quantica das
transformacoes canonicas lineares, ou seja, aquelas que sao representadas por ma-
trizes simpléticas. Essa secao trata da definicao e das propriedades dos operadores
metapléticos, cuja referéncia, ao menos para nés, mais importante é o artigo de R.
Littlejohn [51]; outros trabalhos devem ser citados, tais como os de M. de Gosson
[31, 32, 33], o de M. Comberscure e D. Roberts [21] e, noblesse oblige, o trabalho

pioneiro de V. Bargmann [5].
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A associacao dos operadores de translacao e reflexdo com as transformagoes
canonicas cldssicas é genuinamente representada pelas férmulas (1.23) e (1.32) des-
crevendo a atuacgao destes operadores sobre o operador do espacgo de fase . Essas
férmulas garantem, na visao de Heisenberg, que a atuagao resume-se a correspon-
dente classica sobre o operador do espaco de fase, resultado garantido pelo teorema
Stone-von Neumann®¥. Partindo desse pressuposto, associamos um operador Ms,

denominado metaplético, a uma matriz simplética S, de modo que
M{ & Ms = Si. (1.40)

Utilizando a particao de S em blocos, eq. (1.7), a agdo dos operadores metapléticos

no vetor do espaco de fase se resume em
Si = (AG+Bp,CG+Dp)' . (1.41)

Os elementos de matriz em coordenadas do operador metaplético sao obtidos
em [51] e para isso, constrdi-se os autoestados dos dois conjuntos de operadores da

eq. (1.41), ou seja, AG+ Bp e C¢ + Dp. O resultado é expresso da seguinte forma:

'Y mo__ (A i(//_1 "n_ //_71/ I 71/)
(qIMs|q>—(2mﬁ)%\/meXp{2h ¢"-BAq" —2¢" - B¢ +¢'-DBg ] (1.42)

onde ms € {0, 1,2,3} esta relacionado com a escolha do sinal de uma das raizes de
det B e também com os indices de Maslov; conferir Ap. B.

Evidentemente, o elemento de matriz (1.42) apresenta alguma dificuldade para
o caso em que det B = 0, isto corresponde a uma cdustica do operador metaplético,
o tratamento padrado para esta situa¢do se encontra em [51]. Por agora, vamos
concentrar-nos apenas nas matrizes simpléticas livres®l que sao aquelas que nao
possuem det B = 0 e quando for necessério, utilizaremos outra representagao, no caso
a de estados coerentes, para exprimir o elemento de matriz do operador metaplético,

na qual estaremos livres de causticas.
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Apesar das divergéncias, é possivel mostrar que no limite em que B,C — 0, e
A,D — |,, obtemos uma representacao metaplética para a identidade na base de

coordenadas, ou seja,
(¢'| Ms—uz, 14") = £6(¢" = ') = M, =+, (1.43)

assim, mesmo para a identidade, a matriz simplética esta associada a dois opera-
dores metapléticos que diferem por um sinal. A composicao de dois metapléticos
pode ser demonstrada utilizando a férmula (1.42) e uma relagao de completeza; por
hora, vamos apenas especular sobre seu possivel resultado. Ja que a composicao de
duas matrizes simpléticas é simplética, esperamos que a representacao metaplética
do produto de duas matrizes simpléticas seja o produto de duas transformagoes
metapléticas, porém, cada metaplético possui em sua definicao uma indeterminacao

de sinais, assim, o produto também a conterd, ou seja,
MsMs = +Msg, (1.44)

comentarios sobre a determinacao da composigao estdo no apéndice B, eq. (B.6),
tao bem como a determinacao exata do sinal desta composicao.
Utilizando a composicao de dois metapléticos associamos uma representacao
ao inverso de um operador metaplético se fizermos S = S™! na equacao (1.44);
utilizando, apds, a forma da identidade em (1.43), obtemos que MsMg: = +1,
donde,
Mgt =+ Ms1. (1.45)

E ainda, se construirmos os elementos do operador ]\}[571 utilizando a equagao (1.9)
para $71, temos que (¢'| Ms—1 | ¢") = (¢" | Ms |¢')* = (¢’ | M{ | ¢") = ME = Mg,
que mostra a unitariedade do operador metaplético. A determinacao do sinal de
(1.45) estd descrita em (B.7).

Com a representacgao da identidade (1.43), a composicao (1.44) e a representacao

do elemento inverso, (1.45), fica demonstrado que o conjunto dos operadores me-
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tapléticos formam um grupo nao abeliano, denominado Mp(2n). Este grupo é a
representagdo quantica do grupo das transformagoes simpléticas Sp(2n,R). Os
sinais £+ sao os responsaveis pela nao-fidelidade da representacao e matematica-
mente refere-se ao duplo recobrimento do grupo simplético pelo grupo dos meta-
pléticos®l: 3% 33,51, 25 trocando em mitidos: para cada matriz simplética associamos
dois operadores metapléticos que diferem por um sinal.

As matrizes simpléticas sao geradas pelas correspondentes classicas de hamilto-

nianas quadraticas,

~

H(i,t) =312 -H(thz,  H(t)=H(@)" € Mat(2n,R). (1.46)

N[

O propagador quantico associado a esta hamiltoniana, eq. (1.15), é um operador

metaplético,

Ms :=U(t) :?exp —;—h /:E CHE)zdt'| (1.47)

to

com S dada em (1.5). Essa associagao é tal qual a relagdo das translagdes com as
hamiltonianas lineares discutida no final da secao 1.2.2.

O operador de paridade da secao anterior pode ser escrito em termos de um
operador metaplético e para isso precisamos da representacao metaplética da matriz
simplética S = —lg,. A representacao desta matriz é obtida da mesma forma que
obtivemos os elementos da identidade (1.43), porém, trocando o limite para B, C —
0, ¢ A,D — —l,,, consequentemente, (¢'| M_|¢") = i"6(¢" +¢'), onde escolhemos o
valor positivo para o sinal. Mas, o elemento de matriz de Ry é retirado da equacao
(1.33), assim, concluimos que

Ry =i"M_ (1.48)

I, -

A relacao de covariancia entre o grupo de Heisenberg e o grupo metaplético
decorre da propriedade descrita na equagao (1.40). Para obté-la calculamos a
seguinte relagio Ms (§ A &) M = Ms (J¢-2) M = J¢ - S~ = IS¢ - & = SEA 4,

onde também usamos a defini¢do da inversa de uma matriz simplética, eq. (1.9). O
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operador de translagao (1.22) pode ser escrito como uma série de Taylor do termo

& Az, destarte, aplicando a regra acima em cada um dos termos, chegamos a
MsTe ML = Ts, (1.49)

que é a relagao de covariancia desejada.
A interacao do operador metaplético com o operador de paridade nos permite

deduzir a relagao de covariancia entre os operadores metapléticos e os de reflexao:
MsReM{ = MsToe RoM{ = ToseMs Ro ML,

onde usamos as relagoes (1.38) e (1.49). Qualquer matriz comuta com a matriz
identidade, a composicao dos metapléticos dessas matrizes também comuta, por

conseguinte, o operador de paridade escrito em termos do operador metaplético da

matriz S = —lp,, vide eq. (1.48), também comuta, basta verificar. Assim,
MsR, M} = Rs, (1.50)

que é a regra de covariancia entre os operadores metapléticos e os operadores de
reflexao.

O apéndice B desta tese é um complemento desse capitulo, ja que muitas das
propriedades dos operadores metapléticos aqui foram apenas comentadas. La dedi-
caremos algumas linhas para o calculo exato dos sinais da composicao e da inversao
dos operadores metapléticos em (1.44) e (1.45); mostraremos que as féormulas (1.49)
e (1.50) nao se alteram pela presenca dos sinais; definimos e comentamos sobre as
cdusticas dos operadores metapléticos, que ocorrem quando o numerador de (1.42)
explode, inclusive, damos algumas palavras sobre o comportamento do operador
nessa situacao e, também, relatamos mais alguns detalhes sobre a formacao de um

grupo pelo conjunto desses operadores.
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1.3 Representacao de Wigner-Weyl

O principio da incerteza de Heisenberg ostensivamente descarta a possibilidade
de conjunc¢ao da mecanica quantica com o espaco de fase, ja que a impossibilidade
inerente da observacao simultanea de momentos e coordenadas impede a construgao
de distribuigoes de probabilidades quéanticas das variaveis (g, p). Todavia, uma nova
classe de distribuigoes, denominadas “quase-probabilisticas”, perspicazmente con-
tradiz este discurso.

A primeira destas foi escrita em 1932 por E. P. Wigner com o designio de calcular
correcoes quanticas & mecanica estatistica classical® e hoje constitui um artefato
importante para tratamento da mecanica semicléssica. Restringimo-nos neste texto
ao estudo da Funcao de Wigner, outras “quase-distribuicoes de probabilidade” co-
nhecidas sao as fungoes de Husimi e a distribuicao P de Glauber-Sudarshan, o leitor
interessado deve procurar nas referéncias [3, 17, 39].

A transformacao de Weyl constitui a generalizacao da funcao de Wigner para
quaisquer fungoes dos operadores de posicao e momento, ja que esta se destina
apenas ao operador densidade. Para a construcao das representagoes de Weyl e
Wigner, seguiremos a conduta de [69] que se baseia nos operadores de translagao e

reflexao capitulados na secao 1.2.2.

1.3.1 Espaco Vetorial dos Operadores

O conjunto dos operadores sobre um espago de Hilbert, End¢($), definidos na
secao 1.2.2, é um espago vetorial sobre o corpo de suporte do espaco de Hilbert
$. Podemos ainda constatar que esse espaco vetorial é dotado de um produto
interno, dado pelo produto de Hilbert-Schmidt, ou seja, para dois vetores (@1, @2) €

EndZ($), temos que

<@1, @2> = TI'(OJ{OQ) € C, (151)
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que satisfaz as seguintes propriedades: (o Oy, Oy + O3) = a (01, O) + a (01, Os);
<@1, @2> = <@2, @1>*, para o € Ce @1, @2, @3 € End(c(f))
Todos os conceitos de algebra linear utilizados nessa secao, e que serao utilizados

nas proximas, podem ser encontrados em [23].

1.3.2 Representacao de Cordas

Os operadores de translagao constituem uma base do espago vetorial End¢($),
ja que, por (1.25) e (1.51), sdo ortonormais, e completos segundo (1.26). Portanto,
qualquer elemento A € Endc($) pode ser descrito univocamente por uma com-

binacao linear dos operadores de Heisenberg,

A= /dgA(g) Te, (1.52)

de modo que os coeficientes A(£) sao determinados pelo produto interno de A com

os vetores da base,

A(g) = (Te, 4), (1.53)
explicitamente,

(T d) = [ae 4€) T T = [ (€)1 (1iTe) = At
onde utilizamos as equagoes (1.52) e (1.25).

A relagao (1.52) é conhecida como representagdo de cordas do operador Aea
defini¢ao (1.53) como o simbolo de cordas associado a este operador. Note que o
simbolo de cordas de um operador A tem as seguintes propriedades: A(£)* = A(—¢)
e se A(§) for uma fungao par, entao, também sera real.

A aplicacdo direta da definigdo (1.53) nos permite calcular que o simbolo de
cordas do operador de translagao, utilizando a equagao (1.25), é uma fungao § de

Dirac, como nao poderia deixar de ser,

Te(§) = 0(§ = &) (1.54)



1.3 Representacao de Wigner-Weyl

J& o simbolo de cordas do operador de reflexao é dado por

R.(6) = (ﬁ)xp{ﬁx ne.

basta utilizar as equagoes (1.38) e (1.34). Observemos que, da forma como é escrito,
este simbolo implica que a representacao de cordas, eq. (1.52), para o operador de
reflexao consiste em uma transformada de Fourier do operador de translacao, ou
seja, .
R, = (471r—h) /d§ exp{%x /\f] Tg. (1.55)
O sfmbolo de cordas do operador metaplético é calculado utilizando®a definicao
(1.53), uma relacao de completeza na base de coordenadas e os elementos de matriz
(1.33) e (1.42):

s

Ms(§) = 2ot 5 o] exp{—ﬁf . JCSJS} (1.56)

onde, Cs é a representagao de Cayley da matriz S definida em (1.12) e vs é o indice de
Conley-Zehnder que é relacionado com o indice de Maslov do operador metaplético,

eq. (B.4), da seguinte formal3? 33!

_ _ - —1
vs—=m—In|DB +BA—B — BT ] mod4. (1.57)

1.3.3 Representacao de Weyl

Do mesmo modo que os operadores de translacao, os de reflexao também cons-
tituem uma base para o espago End¢($)), pois, segundo as equagoes (1.35) e (1.36),
sao completos e ortogonais. A transformacao entre as duas bases, de translacao e
de reflexdo, é dada pela transformada de Fourier, eq (1.55).

Seguindo o mesmo procedimento da se¢ao anterior, escrevemos

A= 2"/dx A(z) R, (1.58)

6Para demonstrar essa férmula devemos utilizar a equacido (A.2) para integrais gaussianas pu-
ramente complexas.
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com

A(z) == (R,, A), (1.59)

que é o simbolo de Weylou o simbolo de centro do operador Aea equagao (1.58) como
a representacao de Weyl ou de centros do operador. Para demonstrar esta relagao
repetimos os passos da demonstracao de (1.53), e assim, ficando claro a presenga do
fator 2" na férmula (1.58): este fator surge basicamente da “nao-unidade” do trago
de R, em (1.34).

Por meio da relagao entre os operadores de translacao e reflexao, equagao (1.55),
podemos deduzir a relacao entre os simbolos de Weyl e de cordas de um operador

~

A, respectivamente, equacgoes (1.59) e (1.53):

Alz) = (;—h)n /d{exp{%f/\x] A(6) (1.60)

que é também uma transformada de Fourier.

O stmbolo de Weyl do operador de translacao, T¢(z) = exp [%{ A I}, é calculado
utilizando as equagoes (1.53), (1.51), (1.38) e (1.34) e estd relacionado por meio de
(1.60) com (1.54). Para o operador metaplético, obtemos

Ms(x) = i 4o ex {—Ex -C z} (1.61)
T Gt s ] LR ‘

onde vs estd definido em (1.57) e Sn é a fungao sinal. O simbolo de centros Ms(x),
se relaciona com o de cordas, Ms(€), por meio da transformada de Fourier (1.60).
Historicamente, esta férmula foi desenvolvida nos trabalhos de A.M. Ozorio de

Almeidal®® B. Mehlig, M. Wilkinson!®> 6! e coube a de Gosson em [32] calcular e

explicar o significado do indice v/(S).

1.3.4 Funcao de Wigner

A expansao do operador densidade p em termos de operadores de reflexao é

dada por
p= 2"/d:v p(z) Ry, (1.62)
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~

onde p(x) := (R,, p). Por uma questao de normalizacdo, definimos um novo simbolo,
W (), proporcional ao sitmbolo de Weyl do operador densidadel!™ ™ W () := 2"p(z),

assim,

1 . 1\ ;
W) i= o W [Re] = (7 ) Jla+ dedsla—deyetorag, 69

é a funcao de Wigner. A segunda igualdade segue da edicao do traco na base de
coordenadas.

Para um estado puro, ou seja, p :=[t)}¢|, a equagao (1.63) transforma-se em

1
(mh)"

1

Wiz) = (2mh)"

(| Ru|y) =

/w<q L 1E) 0 (g — 1) et dg,  (1.64)

ou ainda, editando o trago na representacao de momentos,

1
(2mh)"

W(x) = / Blp+ 16,) 0" (p — 16,) eh e d, (1.65)

A projecao de W (x) nas bases de coordenada e momento resulta nas densidades
de probabilidade de momento e coordenada, ou melhor, integrando a equagao (1.64)

ou a (1.65) em ¢ e p, obtemos as distribui¢oes marginais de probabilidade:

/W(ax)dq=|<w|p>|2 e /W(x)dp=|<w|q>|2

respectivamente em p e q.

Da definigao (1.63) podemos notar que a funcao de Wigner é proporcional ao
valor médio do operador de reflexio, ou seja, W (x) x (R,), como este operador é
hermitiano, ¢f. secdo 1.2.2, a funcdo de Wigner é um observavel*® cujos valores se
encontram no intervalo —wh < W(x) < 7h.

Por meio da funcao de Wigner, um estado quantico pode ser representado por
coordenadas do espaco de fase e suas projecoes rendem as probabilidades quanticas,
o que revela o seu carater genuinamente semiclassico. Porém, tal funcao nao pode
ser encarada como uma distribuicao no espaco de fase ja que pode assumir valores

negativos — donde o surgimento do epiteto “distribuicao quase-probabilistica’”.
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A evolucao temporal da funcao de Wigner, conhecida como equacdo de Wigner-
Moyal, é deduzida por meio da evolucao de p, eq.(1.16). Tomando a transformada

de Weyl dessa equacdo, conseguimos escrevé-lal® 6 94 de forma elegante:

a 00 h 2k V:E’/\Vm 2k+1 )
aW(g;,t)zz(E) %H(z,t)W(z,t) : (1.66)

z'=x

onde nesta equacao, H = H(x,t) = Tr (f] f?m) ¢ o simbolo de Weyl do operador
hamiltoniano.

Consideracoes semiclassicas importantes sobre a evolucao da fungao de Wigner
devem ser feitas: no somatério, a ordem zero de h corresponde a evolucao de uma

distribuicao clédssica via um paréntesis de Poisson,
(W (a,0), H(w, )} = VW (2, ) AV H(x, 1),

ou seja, a evolucao de Liouvillel® 51; os termos seguintes s6 aparecem em segunda
ordem de A; note, também, que no caso de uma hamiltoniana quadratica, definida
em (1.46), os termos k& > 1 ndo contribuem, recaindo na evolucao liouvilliana, desse
modo, a evolucgao da funcao de Wigner fica completamente determinada pela matriz
simplética S que gera a transformacao canonica cléssica. Esta situagao, denominada
de covariancia metaplética da funcao de Wigner, pode ser descrita do seguinte modo:
como o operador de evolucao temporal é um operador metaplético, cf. eq. (1.47),

consequentemente a fungao de Wigner, eq. (1.63), fica

W (e, t) o Ta| Ry MspoME| = Te| NI R, Nspo| = To| Fogs, o, |
onde na ultima igualdade utilizamos a covariancia metaplética do operador de re-
flexao, eq. (1.50); assim, podemos escrever que sob a evolugao de uma Hamiltoniana

quadratica

W (x,t) = Wo(Sx). (1.67)

Finalmente, uma dinamica de uma Hamiltoniana que possa ser escrita na forma de

uma combinacao de translacoes e operadores metapléticos U (t) = T, ng, obtemos a
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covariancia linear:
—1

Wz, t) = W (s [z — g]) (1.68)

por meio das regras de composigao (1.38) e de covariancia (1.39), (1.50).
Através da transformada de Weyl, eq. (1.59), descrevemos médias estatisticas
de operadores como médias no espaco de fase. Ou seja, tomando a transformada de

(1.17), esta se torna

() :/de(x) e azfdx(g;—@»(x—(ﬁ;w W),  (1.69)

onde z é o simbolo de Weyl do operador Z e coincide com um ponto em =,,. Neste
caso, de fato, a integracao provinda do traco é trivialmente resolvida para a segunda
equagao em (1.17) que envolve um produto de operadores, no caso em que o produto
seja mais complexo, dirigimos o leitor para [68].

O simbolo de cordas do operador densidade é conhecido como fung¢dao carac-

teristical® %8 e pode ser obtido diretamente de (1.59) ou da inversa de (1.60):

X(€) = (Te, p) = (;T—h)n Tr[Tgf)} - (;—h)n /dxexp{%mg] W(z). (1.70)

Destas, obtemos que x (£ = 0) = (2rh) ",

1.4 Estados Gaussianos

Os estados gaussianos constituem uma classe especial dos estados num espaco
de Hilbert, suas caracteristicas genuinamente semiclassicas podem ser notadas di-
retamente da interacao desses estados com os “operadores semiclassicos” descritos
nas segoes anteriores.

Nesta secao seguimos a seguinte ordem: inicialmente apresentaremos esses es-
tados; definiremos o processo de integracao dos mesmos; calcularemos a interacao
deles com os operadores de translacao, metapléticos e reflexao e finalmente nos dedi-

caremos a uma classe, ainda mais especifica, de estados gaussianos, conhecidos como



1.4 Estados Gaussianos

36

os estados coerentes do oscilador harmonico. Na tltima parte do texto, mostramos

a equivaléncia do tratamento dado aos estados coerentes e os estados gaussianos.
Tanto a definicao, como a interacao com os operadores estao apresentados nos

artigos de Gosson [30] e M. Comberscure [21]. A parte que trata dos estados coe-

rentes do oscilador harmonico segue a trilha de Littlejohn em [51].

1.4.1 Definicao

Um estado gaussiano puro no espago de Hilbert é definido por um vetor |W)
com a seguinte funcao de onda normalizada na representacao de coordenadas:
1
(0w = | B gl g wa . (1.71)
onde W € Mat(n,C), WI =W e ReW > 0.
A atuacao dos operadores semiclassicos da secao 1.2.2 preservam a forma gaus-
siana deste estado. Isto é o que passamos a discutir agora.
Os operadores de Heisenberg descritos na equagao (1.22) atuam no estado gaus-
siano como descrito na equagao (1.28), ou seja, T, ¢|W) é tal que na representacao de
coordenadas

(qITe|W) = e (Ea-380) (g — ¢, |W), (1.72)

ou seja, obtemos o mesmo estado (1.71) deslocado no espacgo de fase e multiplicado
por uma fase.

Ja a atuacao dos operadores de reflexao é realizada por meio do elemento de
matriz de posi¢ao em (1.33), desde que utilizemos uma relagao de completeza nesta
base: <Q|én|W> = e2%77p(q_77q)<2/)7q — q|W), com n := (1, 7p) € Ezn.

A atuagao de operadores metapléticos em estados |W) fica determinada se uti-
lizarmos uma relacao de completeza na representacao de coordenadas em (q|Ms|W>

e o elemento de matriz (1.42), obtendo que

(q| Ms|W) =

ims (det Re W)% 1
) p

(xh)? \/det (A + iBM ~op 4 0s (W) q] ) (1.73)
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onde mg é relacionado com o fndice de Maslov us do apéndice B em (B.4)7; a matriz

do expoente é definida por
as (W) := —i (C 4+ iDW) (A +iBW) ", (1.74)

A funcao as realiza um papel importante na teoria dos operadores metapléticos as-
sociados a estados gaussianos, dedicamo-la a secao C.4 do apéndice C e 14 também
mostramos que o estado (1.73) estd corretamente normalizado. Neste apéndice,
mostramos que a matriz determinada por as é simétrica e positiva definida, con-
cluindo que qualquer operador metaplético leva um estado gaussiano em outro do

mesmo tipo, ou seja,
Ms|W) = e 2%|as(W)), ¢ = Argldet(A + iB)] — mm(S), (1.75)

o que pode ser observado diretamente comparando as equagoes (1.73), (1.71) e uti-
lizando a expressao (C.12). Como estados quanticos sao definidos a menos de uma
fase global, a identificacio Ms|W) = |as(W)) é genuina, cabendo a énfase de que,
como as(W) é simétrica e positiva definida, este estado é um estado gaussiano tal
qual (1.71).

Construimos também o estado gaussiano geral, descrito pela atuagao dos opera-
dores metapléticos e de translacao® T, §M5|W>, cuja funcao de onda em coordenadas

é determinada pelas equagoes (1.72) e (1.73):

m l .
(| TeMs| W) = ¢ Sn (det Re W)* o 3 (4=6a)as(W) (4—€0)+ 1 (Epa—3Eatp) (1.76)
(mh)* \/det (A 4 iBM)

que tem a mesma forma de (1.71).

Por fim, dada a relacao de covariancia entre os operadores metapléticos e os de

translacao (1.49), podemos inverter a ordem de aplicagao destes operadores, ou seja,

"Em verdade, o indice em (1.42) é distinto deste, j4 que representa sinais de raizes distintas,
porém possui os mesmos valores e por simplicidade representaremos pelos mesmo nome.

8Excluimos desta lista os operadores de reflexdo, j4 que estes podem ser trivialmente descritos
por um operador metaplético, c¢f. eq. (1.48).
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podemos construir o estado MsTe|W) = Ts¢Ms|W) e sua funcio de onda pode ser

obtida diretamente de (1.76) realizando as devidas mudangas.

1.4.2 Estados Coerentes

Nesta se¢ao, tratamos de um tipo mais restrito, porém mais famoso, de estados
gaussianos que correspondem aos estados coerentes do oscilador harmonico descritos
pioneiramente no contexto da eletrodinamica quantica em [29].

Existem distintas possibilidades para a definicao desses estados, inclusive, dessas
diferentes possibilidades surgem diferentes generalizacoes!®”, a definicdo que nos é
conveniente é a apresentada nos textos basicos de mecanica quantical™ ™ e consiste
no deslocamento do estado de vacuo do oscilador.

Consideremos um oscilador harmonico de massa e frequéncia unitarias com
hamiltoniana H = £(p* + ¢%). Os estados coerentes deste oscilador sédo construidos
como autovetores do operador de aniquilacao associado a essa hamiltoniana, ou seja,
a:= \/%L(qA +ip), cujo conjunto de autovalores é o conjunto dos nimeros complexos.

O estado de vacuo do oscilador harmonico, que é o autovetor de a com autovalor

nulo, constitui um caso dos estados gaussianos, eq. (1.71), com W = I,,. Utilizaremos

a seguinte notagao para este estado,
0) =W =1,), (1.77)

que indica obviamente que este estado é o estado de Fock N = 0 ou estado de vacuo.

Os estados coerentes mais gerais sao definidos por operagoes sobre o estado de
vacuo do oscilador harmoénico. A atuacao dos operadores de translagao no estado
do vacuo rende um novo estado deslocado com relagao a origem — que também é

auto-estado do operador de aniquilagao:
Te0) = TelW = 1) := 6), (1.78)

onde £ := (§,,&,) € Ea, é 0 centro ou valor médio do estado; esta equagao é idéntica

a equagao (1.72) com W = 1,,.
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A construgdo de um estado coerente geral é descrita pela formula (1.76), onde
mais uma vez, W = |,,,

1 v"s

(wh)T \/det (A +iB)

(q|TeMs|0) = o~ (@=€q)-as(In)(a—Eq)+ 7 (Epa—Ealp) (1.79)

Como os estados coerentes gerais ficam determinados apenas por uma matriz

simplética S e um centro &, portanto, definimos uma notagao que explicite esse fato:
;&) := TeMs|0) = TeMs|W = 1,,). (1.80)

1.4.3 Funcoes de Wigner e Caracteristica

A utilizacao das fungoes de Wigner de estados gaussianos nestas notas inspira
uma notagao original para denominar fungoes gaussianas. Uma gaussiana multidi-

mensional normalizada a unidade sera descrita por uma funcao G do tipo:

vV K 1
on L2 K; 2] = (:;t)—n exp | = (= x0) - K(z = o), (1.81)

onde a dimensdo de = e zg é 2n; K € Mat(2n,C) ou Mat(2n,R), o que é indicado,
respectivamente, pelo indice C ou R de G; e ainda, K' = K e ReK > 0, em alguns
casos, especialmente para as matrizes simpléticas, deve-se notar que det K = 1.

A fungdo de Wigner de um estado gaussiano, |W), representado pela equagao
(1.71), é também uma gaussiana, obtida diretamente da definigao (1.64), utilizando

as regras de integracao descritas no apéndice A:

. X+YXY YX
Wi (2) = Gy [7;Gy; 0] com Gy = - G (1.82)
Xy X

se escrevermos W = X+7Y, onde X, Y € Mat(2n,R) s@o as partes reais e imaginarias
de W.
A matriz G, é simplética, simétrica e positiva definida; para demonstrar isto,

notamos que G, pode ser decomposta no produto simétrico de duas matrizes sim-
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pléticas:
X 0
Gy=S1S, com S, :=[ —, 7, |. (1.83)
XY X

O estado gaussiano, T, §M5|W>, associado a uma transformacao simplética S e
descrito pela representacao de coordenadas em (1.76), tem sua funcdo de Wigner
trivialmente determinada se utilizarmos a covariancia linear descrita na eq. (1.68),

destarte,

=l
e @) =Wy (Sle—g]) = 5, P; (56,5"): g—‘ . (1.84)
Desse modo, a aplicacao de um operador metaplético em um estado gaussiano, na
representacao de Wigner, consiste simplesmente em multiplicarmos trés matrizes
simpléticas.

Gaussianas, em geral, sao completamente determinadas pelo primeiro e segundo

momentos; dessa forma, utilizando (1.69), calculamos

h

@)=¢ o o= SG. S, (1.85)

estes dois termos estao explicitamente escritos na equagao (1.84), é verdade que o
segundo a menos de uma constante multiplicativa. Por esta razao, nao nos preocu-
paremos mais em calcula-los, nem descreve-los explicitamente, sempre que notagao
de uma funcao gaussiana aparecer, as duas quantidades acima ja estarao determi-
nadas. Chamaremo-los de centro ou valor médio e matriz de covariancia ou largura
da distribuicao gaussiana, respectivamente.

Para obter a fungao de Wigner do estado coerente geral (1.80), observamos que

G, = la, e, entao, reescrevemos a peniltima equagao como

-1
W(z) = G2 {a;; (SST) ;4 . (1.86)
A similaridade entre (1.86) e (1.84) junto com a simpleticidade e a simetrici-
dade de G, em (1.83) implicam num resultado fundamental sobre estados gaus-

sianos: como a composicao de matrizes simpleticas é simplética, existe um operador
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metaplético associado a matriz SG;VlST e um operador de translagao assocido a &
que geram todo o conjunto de estados gaussianos do tipo (1.71) apartir do estado
fundamental do oscilador harmonico, eq. (1.77).

Além da funcao de Wigner, podemos construir a representacao de cordas do
operador densidade para estados gaussianos, a fungao caracteristica. Definimos uma

notagao para expressar a funcao de cordas de um pacote gaussiano:
R,C -n 1 i
& (G K &0 := (2mh) " exp —EJf -KJE - ﬁJf o - (1.87)

Note que esta notacao também define uma gaussiana como em (1.81), porém, néao
normalizada e com uma fase complexa; as caracteristicas dos argumentos sao as
mesmas daquela definicao. Obtemos a funcao caracteristica de qualquer estado por
meio da definigdo ou pela transformada de Fourier ambas em (1.70).

Calculando a fungao de cordas do estado coerente geral (1.80), através da trans-

formada de Fourier da Wigner (1.86), obtém que
-1
\(6) = €5, |&56,STim| . (1.88)
As oscilacoes desta funcao correspondem a distancia do pacote da origem do espaco
de fase, o que é representado pelo valor médio da gaussiana em (1.86). E curioso
notar que oscilacao é uma caracteristica da funcao de Wigner de superposicoes, cf.
eq. (3.22).
Devemos notar a peculiaridade do pacote coerente geral: fazendo G, = Iy, em

(1.88), obtemos a fungao de cordas, exceto por uma fase, relativa a (1.86):

x(&) =&, |&SSTin] - (1.89)

cuja estrutura do expoente, cf. eq. (1.87), implica que as matrizes de correlagdo
de (1.86) e (1.89) sejam ambas iguais a inversa de SS' — numa transformada de
Fourier, em geral, espera-se que uma seja a inversa da outra. Essa caracteristica é
uma propriedade geral de estados que possuam simetria de reflexao com relacao a

um ponto do espaco de fase, ou seja, Ry|[v)) = £[1).
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1.5 Oscilador Harmonico Chutado

A ultima secao deste capitulo trata do sistema que escolhemos como modelo para
estudar a maioria de nossos resultados. Esta escolha perpassa por varios fatores,
inclusive de ordem politica, porém, o mais significativo destes sobrevive, como co-
mentado na introducao, nessa dinamica poder ser implementada experimentalmente
através de fons em uma armadilha de Paul®” 2", E ainda, mais adiante, comentare-
mos com mais detalhes que este sistema possui caracteristicas particulares que o
tornam um modelo padrao para o estudo da transicao quantico-classico para sis-
temas cadticos.

Devido as caracteristicas de campos e potenciais elétricos utilizados para a
confecgao de uma armadilha de Paul unidimensional, o centro de massa de um ion
aprisionado descreve um movimento harmonico ao longo da direcao da armadilha.
Se, além disso, alvejarmos este fon com pulsos de “lasers” (cuja frequéncia esteja fora
de ressonancia com os niveis de transi¢ao internos de seus elétrons) formado uma
onda estacionaria®, a dinamica desse sistema fica descrital?” % pela hamiltoniana

o1 2, N
H(X) = 5P+ 20 + Acos(kQ) Y o(t — ur), (1.90)
n=0

onde k é a projecao do numero de onda dos pulsos na direcao do eixo da armadilha;
X = (Q, ﬁ) sao o operador de posicao e seu momento canonicamente conjugado,
de tal forma que [Q,P] = th; A é a amplitude do pulso e 7 é o periodo entre a
aplicacao de dois pulsos consecutivos.

Como aqui estamos interessados no limite semiclassico de propagacao de pa-
cotes de onda, seguindo [90], é conveniente tratarmos esta dinamica em termos das
varigveis adimensionais & = (4, p) := (kQ, kP /mw), de modo que

1(8) = 2y = ¢

H(i) = —H(X)

o 5 (]52 + 42) + K cos(q) Z d(t — n7), (1.91)
n=0

9Esta configuracio pode ser obtida pela incidéncia de dois pulsos incidindo em linhas retas
concorrentes formando um mesmo angulo com a dire¢ao da armadilha.
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onde K := Ak?/(mw). No novo sistema de coordenadas,

/{?2
¢, p] = ithey com hey = o h (adimensional). (1.92)

A quantidade h.; é, de certa forma, a variavel correta para tomarmos o limite
semiclassico (A — 0), que como dissemos, deve ser entendido como a relagdo S/h > 1
entre a constante fundamental A e uma acao tipica do sistema, aqui determinada

pelas constantes S = mw/k?.

Dinamica Classica e Caos

Para desvelarmos o substrato cldssico presente na evolucao quantica do OHC,
apresentaremos laconicamente a dinamica classica desse sistema. Esta fica determi-
nada pela hamiltoniana

w

H(x) 5

(p2 + q2) + K cos(q) Z d(t —n1), (1.93)

que agora, sem mais prolegobmenos, pode ser obtida da “classicalizacao” da hamil-
toniana (1.91). Por outro lado, classicamente, a equagao acima pode ser editada da
equivalente classica de (1.90), escolhendo valores numéricos para suas constantes,
tais que, w = 1/m, A = K e k = 1. Note que em termos das varidveis cldssicas, a
mudanga de X := (Q, P) — z := (¢, p) nao é canbnica, pois nao respeita a condigao
jacobiana (1.3).

Sistemas integraveis, quando perturbados, apresentam geralmente o regime de
caos fraco®, ou dinamica mista. Em tais sistemas existe uma transicdo suave do
comportamento regular para o cadtico através da quebra das separatrizes no espago
de fase e a consequente formacao da camada estocastica em torno destas, conforme o
aumento da intensidade da perturbagao. Tal transi¢ao é propiciada pela convivéncia
no espaco de fase, neste cendrio, de dinamicas hiperbdlicas e elipticas e suas recor-

rentes bifurcacoes. Este comportamento é o conhecido cendrio KAMI? 69 96,
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No nosso caso, a hamiltoniana (1.93) é composta por um oscilador harmoénico
perturbado por um chute, cujo parametro bifurcativo é K. E sabido que o teo-
rema KAM nao pode descrever perturbacoes ao oscilador harmonico, devido a de-
generescéncia das frequéncias das érbitas no espaco de fasel> 689 Porém, em
alguns casos, relativos a razao irracional das frequéncias envolvidas do sistema, a
transicao para o caos ainda pode ser descrita, ao menos qualitativamente, neste
cendrio; abaixo comentaremos mais sobre esta razao. A descricao exata da transicao
para o caos do OHC ¢ encontrado em [42, 96] e suas referéncias.

As equagoes de movimento, obtidas de (1.93), sdo dadas por

da_

a

dp , =

i wq + Ksin(q) Zé(t—m').

n=-—o00

A natureza infinitesimal do chute nos permite integrar as equacgoes de movimento
em dois estagios distintos. Primeiro, tratamos a evolugao sob a agao instantanea do
chute durante um intervalo de tempo infinitesimal e depois consideramos a evolugao
do oscilador harmonico simples. Dessa maneira, escrevemos a dinamica do oscilador
chutado como a composic¢ao de dois mapas: um de chute, M.(x) = (¢,p + K sin(q))T,
e um de rotagdo — dado pela matriz simplética S,; (1.11), ou seja, entre dois chutes
consecutivos, nT < t < (n+1)7, o sistema evolui harmonicamente com freqiiéncia w.
A composicao desses dois mapas, que representa uma evolucao completa do oscilador

chutado, é descrita pelo mapa

coswT q + sinwT |p + K sin
Mo (o) = q [p (@l ) (1.04)
—sinwt ¢ + coswr [p + K sin(q)]

O processo congenito descrito para a obtencao das equacoes de movimento para o
OHC é a construcao da dinamica estroboscopica: o mapa nao linear do OHC acima
representa a evolugdo dos pontos no espago de fase estendido (adigdo do tempo

como coordenada ao espacgo de fase Zy,) calculados nas se¢des de Poincaré tomadas



1.5 Oscilador Harmonico Chutado

45

emt = (n+ 1)7. Uma descri¢do mais detalhada desse processo é encontrada em
[42, 64, 96].

O comportamento do OHC, a partir de agora, entendido como mapa (1.94),
¢é associado aos parametros 7, w e K. Concisamente, comentaremos as diferentes
estruturas gerada no espaco de fase pelo mapa do OHC como funcao destas quanti-
dades.

A primeira caracteristica importante é a presenca de duas escalas temporais
diferentes: uma determinada pelo periodo do chute, 7, e a outra, pela frequéncia
do oscilador. A razao entre as frequéncias do oscilador, w, e do chute, w, := 27/7,
determina a estrutura geométrica do espaco de fase.

No caso de uma razao irracional, apesar de nao se tratar de um sistema KAM,
manifesta caracteristicas muito similares: o espago de fase é folheado por toros nao
ressonantes envoltos por mares cadticos, a destruicao dos toros é descrita por uma
pequena modificacdo do Teorema de Poincaré-Birkhoff*?,

Ja no caso de uma razao racional, onde a frequéncia do chute é ressonante com a
do oscilador, temos um espaco de fase dividido em células, formando redes periddicas
ou quasiperiodicas imersas no espaco de fase cadtico, por menor que seja a per-
turbagao. Ambos os casos sao tratados em [96, 42]; em [96] encontra-se um estudo
do comportamento das ressonancias do sistema e a precipitagao do caos, tao bem
como o surgimento das redes estocésticas; ja [42] trata alguns casos particulares
para o sistema OHC.

O valor de K determina a for¢a dos chutes — a intensidade da nao-linearidade.
K é um parametro bifurcativo, ou seja, existe um transiente entre os regimes regular
e cadtico controlado por essa varidvel. Tais transicoes ocorrem em valores especiais
dessa variavel, em [96] sdo apresentados métodos para sua obtengao. Para os valo-
res K < 1 ha caos, porém, nao acentuado, os toros permanecem quase intocaveis,

a intensidade dos chutes nao afeta consideravelmente a dinamica regular do sis-
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tema. Para valores K > 1 as irregularidades comecam a emergir no espaco de fase.
Para valores préoximos de K = 1.75, uma camada estocéastica comeca a ser formada
entorno das separatrizes e se inicia o processo de difusao®®. Para K = 2, a desor-
dem ja é acentuada no regime de caos fraco, que se caracteriza pela convivéncia de
dinamicas hiperbélicas e elipticas.

Nosso trabalho ficara restrito aos valores wr = /3, ou seja, ao caso racional da
razao entre as frequéncias!® e K = 2. Um gréafico do espaco de fase, ou melhor, das
secoes estroboscopicas do OHC para estes parametros pode ser visto na figura 1.1.
Note a estrutura organizada de células hexagonais que se repete em todo o espaco

de fase.

Figura 1.1: Espago de Fase do OHC para K = 2 e wt = 7/3. Estes valores garantem a es-
trutura de uma rede celular hexagonal que se replica em todo o espaco de fase. Realizamos
500 interacoes do mapa para 40 condicoes iniciais escolhidas aleatoriamente.

10Referimos ao leitor interessado a tese de G. Kells!*?! para o caso irracional, onde, caracteristicas

muito interessantes sao analisadas, como por exemplo, a ocorréncia de distintos comportamentos
de difusao comparando-se a dinamica classica e quantica.
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A dinamica cadtica gerada pelo mapa (1.94) possui trés pontos fixos: dois
elipticos simetricamente localizados em (—1.71,0.99) e (1.71, —0.99) e um hiperbé-
lico na origem!!. A variedade instével do ponto hiperbélico na origem (determinada
pela sucessiva aplicacao do mapa do OHC a um pequeno segmento de reta locali-
zado no eixo ¢) é mostrada na figura 1.2. Também desenhamos a variedade estavel
deste mapa, obtida pela aplicagao sucessiva do mapa inverso do OHC ao mesmo
segmento de reta. A dobra da variedade indica a presenca do ponto eliptico e ainda,
nota-se claramente a formacao de pontos homoclinicos, ou seja, o encontro da vari-
edade instavel com a estavel — assinatura inata dos sistemas cadticos. A simetria

de reflexao é latente nesta figura e ocorre devido a simetria do mapa OHC, pois,
Myp=2) = =M, ).

Os autovetores da matriz jacobiana associados ao ponto hiperbodlico, desenhados
na figura 1.2, sdo vy, = (0.99,0.07) com autovalor A\; ~ 2.3 e vy, =~ (—0.43,0.90)
com Ay =~ 0.44, ou seja, uma direcao de expansao e outra de contracao respec-
tivamente, onde A\ Ay = 1. Os pontos assinalados no grafico correspondem as

primeiras cdusticas'? da variedade na representacao de coordenadas e suas loca-

lizages no espaco de fase sdo dadas (aproximadamente até a segunda casa decimal)

por (—2.62,0.57) e (2.62, —0.57).

Dindmica Quantica

A quantizacao da dindmica do oscilador harmoénico chutado é realizada pela
associacao dos propagadores quanticos relativos aos mapas de chute e de rotacao,
este processo é garantido pela integracao da equacao de Schrodinger por um método
estroboscépico similar ao que foi realizado no caso classicol®: primeiro integramos
a equacao entre dois instantes de tempo infinitesimalmente separados sob a acgao

exclusiva do termo de chute, apds, evoluimos por um periodo 7 sob a dinamica

HUEstes sao, de fato, os Unicos pontos fixos. Na figura 1.1 as estruturas repetidas da rede sao
formadas em torno de pontos periédicos.
op

12Vide se¢ao 2.1.1. As cdusticas assinaladas na figura 1.2 sdo os pontos onde 3¢ +o0.
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Figura 1.2: Variedades instavel (curva preta sélida) e estdvel (curva cinza pontilhada)
do mapa OHC. A direcao dos autovetores do mapa linearizado é representada pelas setas
e pelas retas pontilhadas. Os pontos assinalados correspondem as primeiras causticas da
variedade (pretos) na representagao de coordenadas e aos pontos fixos do mapa (cinza):
dois elipticos e um hiperbdlico na origem.

exclusiva do oscilador harmonico.

A hamiltoniana quantizada é escrita em termos dos operadores de posicao, ¢,
e momento, p ja no novo sistema de unidades e o redimensionamento da constante
de Planck h.y também é levado em conta, porém, por uma questao de notacao e
simplicidade, a partir de agora, o denominaremos simplesmente de .

O propagador correspondente a evolugao por um chute é dado por

~

(e +1)) =Ule(t))  com U= Ms,C(K), (1.95)

onde C(K) := exp [—£K cos(q)] e Ms,,. é o operador metaplético associado & matriz

simplética S, em (1.11) e cujos elementos de matriz sdo dados em (1.42), enquanto
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que os elementos de C (K) s@o calculados trivialmente:

AICR ) = exp |~ costa) | dla - a). (1.90)

Em termos da funcao de onda podemos escrever a evolugao estroboscépica (1.95)

(gt +1)) =™ (q) = /dq (q|Ms,,, |a){alC(K)p(t)). (1.97)

A integral em (1.97) ndo possui funcdo primitiva e para calcula-la apelamos
para os métodos numéricos. Dois possiveis métodos podem ser eleitos: um trata da
simples discretizacao da integral numa soma de Riemann e outro realiza a integracao
por meio de uma transformada de Fourier réapida (TRF); optamos pelo segundo
devido as eficiéncias dos algoritmos utilizados para este tipo de calculo numérico.
No apéndice D encontra-se a implementacao deste método; na secao D.3 mostramos
como realizar a TRF para a propagacao de uma funcao de onda via OHC, ou seja,
como realizar a integral (1.97).

Antes de terminarmos a descricao do OHC, cabe comentar que esse sistema,
além de representar a dinamica de um ion em armadilhas, como ja apresentado,
primeiramente foi utilizado para descrever cargas se movendo num campo magnético
estatico conjuntamente com um campo elétrico perpendicular dependente no tempo
e também serve de modelo para transporte eletronico em “super-redes” semicondu-

toras; referéncias para estas aplicagdes estao dadas em [96] e [26].



Capitulo 2

Propagacao WKB de Pacotes
Gaussianos

“Ele nao entende por que o verso tem sempre de subir para um tom de declamatoério,
por que nao pode se contentar em acompanhar as flexdes de uma voz falando nor-

malmente — na verdade, porque o verso tem de ser diferente da prosa.”

(J.M. Coetzee, Juventude, 2002)

Apresentaremos aqui, o método semiclassico WKB dependente do tempo para propa-
garmos as funcoes de onda gaussianas. Adotamos, principalmente, o artigo de re-
visao de R. G. Littlejohn em [52] devido a sua clareza e a descricdo geométrica
sucinta utilizada na resolucao das equagoes de Hamilton-Jacobi. Outra referéncia

importante é de M. V. Berry e N. L. Balazs em [7] no contexo das fun¢oes de Wigner.

Na primeira parte, descrevemos como obter a solucao da equacao de Hamilton-Jacobi
ja direcionando para aplicacao WKB. Depois, revisamos a dinamica semicléassica
comentando os entraves da aproximacao devido as cdusticas no espago de fase. Por

fim apresentamos os resultados obtidos®® para a propagacao de estados coerentes.

2.1 Equacao de Hamilton-Jacobi

O método criado por W. H. Hamilton, que consiste em descrever a acao do

sistema em termos das coordenadas iniciais e finais de uma trajetéria no espaco
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de fase, conduziu C.G.J. Jacobi a demonstrar que a solucao da equacgao que leva o
nome dos dois é equivalente a evolugao das trajetérias obtidas por meio das equagoes
dindmicas de Hamilton!*” — este resultado é conhecido como Teorema de Jacobil?.

A evolucao temporal de superficies lagrangianas no espaco de fase, regida pela
equacao de Hamilton-Jacobi, aprimorou o estudo da dinamica classica e represen-
tou uma mudanca conceitual importante. A partir desse novo conceito, Hamilton
estabeleceu a analogia 6tico-mecanica que mais tarde se tornaria peca fundamen-
tal no desenvolvimento da mecanica quantica, foi por meio dessa analogia que E.
Schrodinger deduzia a principal equagao da mecanica quantica.

Nos livros de macanica classica encontram-se os métodos para chegarmos a dita

oS 0S 0S
H (q, 8_q’t) v 0 onde p= 9 (2.1)

equacao:

Referénciamos ao leitor, os livros [2, 47, 44]. O dltimo merece destaque pela elegancia.

2.1.1 Variedades Lagrangianas

O conceito de variedades lagrangianas é fundamental na descricao de Hamilton-
Jacobi, as agoes evoluidas por esta equacao sao funcoes geratrizes de variedades
deste tipo. Definimos uma variedade lagrangiana como sendo uma superficie n di-
mensional, £, imersa no espaco de fase 2n-dimensional, de forma que em qualquer
ponto (q,p) de L, o produto simplético, eq. (1.1), entre quaisquer dois vetores tan-

gentes a superficie neste ponto, e.g., 6z, € 0z, € zero. Ou seja,
0z N Ozp = Jbz,- 02, = 0.

Num espago de fase de dimensao (par) qualquer, as superficies definidas pelos planos
coordenados, i.e., hiperplanos determinados por uma das varidveis constantes, sao
lagrangianos, pois que, nestes planos dg ou dp é zero para os dois vetores 0z, € 02p.
Qualquer superficie unidimensional num espagco de fase bidimensional é lagrangiana,

dado que em qualquer ponto dessas curvas, dois vetores tangentes sao paralelos.
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Definimos um circuito redutivel nesta superficie como um circuito que pode ser
reduzido a um ponto por uma transformacao continual®® 8. Como exemplo, para
um toro, os circuitos redutiveis sao todos aqueles que nao circundam nenhum dos
seus buracos, circuitos que envolvem um dos buracos sao chamados de irredutiveis.

Para circuitos redutiveis nessas superficies

%P(Q) ~dg =0, se - éredutivel.
9

Para um irredutivel, esta integral nao é nula e no caso dos toros invariantes de um
sistema integravel, define a transformagao canonica para a variavel de acao I. Pode-
se mostrar® ®2 o resultado acima formalmente, utilizando o Teorema de Stokes.

Notemos agora que esta iltima equacao define uma funcao potencial,

q

S(q) = Solao) + /p<q'> dq, (2.2)

onde o ponto gy € um ponto qualquer do espaco configuracional.

O que até aqui foi descrito contou com a unicidade da funcao p(q) = g—g que,
a principio, pode ser invertida e resultar na fungdo ¢(p). Nos casos onde det Z—Z
diverge, essa inversao nao pode ser realizada e a acao nao pode ter a forma simples
(2.2). Os pontos onde esse determinante diverge sdo conhecidos como singulares e
sua projecao no espaco configuracional sao cdusticas. A ordem de uma cdustica é
definida como a nulidade! de 3—;, quando todos os autovalores sao zero, esse ponto é
uma caustica de ordem maxima, n, e recebe o nome de foco.

Na presenga de cdusticas a fungao p(q) é multivalorada e, como dito, ndo pode
ser invertida. O que pode ser feito é dividir a superficie lagrangiana em ramos, cujas

fronteiras sdo as superficies singulares. A equagao (2.2) deve ser substituida por

q

$5(q) = Solao) + /pj<q> dg, (2.3)

q0

'Nulidade é a dimensdo do espaco nulo de um operador ou o nimero de autovalores nulos da
matriz do operador.
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onde o indice j indica o ramo especifico da fungao p(q). No caso de um oscilador
unidimensional p(q) = £+1/2mFE — V(q), as causticas sdo os pontos de retorno no
espaco de fase que dividem os ramos p4(q); para sistemas com mais de um grau de
liberdade, em geral, as causticas nao ocorrem nos pontos de retorno.

Sob uma transformacao canonica, X (z) = (Q(q,p), P(q,p)), escrevemos para

uma agao em funcao de novas coordenadas
Q
5(Q) = SalQu) + [P(@Q)-dQ
Qo

Uma transformacao canoénica trivial, que corresponde a uma rotagdo de 7/2 no
espaco de fase?, troca os papéis de ¢ com p; para isto, basta considerar as novas

variaveis como (@, P) = (p, —q) e desse modo, a acao fica determinada por

P

5(p) = Solpo) - / o) - dy.

Ppo

As duas agoes, S(q) e S (p), sdo relacionadas por uma transformada de Legendre,

S(p)=S5(q)—q-p+q-po, (2.4)

como pode ser apreendido da relacao das areas da figura 2.1.

. . . . d
As singularidades da variedade lagrangianas ocorrem nos pontos onde det ﬁ =0;

num novo conjunto de coordenadas canonico, elas ocorrerao em det % = 0 e nada

nos garante que as estas singularidades estarao nos mesmos pontos da variedade, ou
seja, o conceito de caustica é dependente da representacao, mesmo sendo o conceito
de variedade lagrangiana independente das coordenadas canonicas escolhidas [52, 2].

Como exemplo, retornemos ao caso do oscilador unidimensional: como foi dito,

- . ~ d
na representagdo ¢ as causticas sdo os pontos de retorno (onde d—; = 0), mas se

realizarmos a transformagao que troca (g, p) por (p, —¢q), as causticas serdo os pontos

onde 22 =0 ou ¥ — .
dq dp

2Esta rotagao é representada pela aplicacao da matriz J de (1.2) no vetor (g, p).
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Do hangetl

Figura 2.1: Relagao gréfica da transformada de Legendre entre as agoes S (p) e S(q).

2.1.2 Funcao Principal de Hamilton

Dado um conjunto de pontos iniciais, ou melhor, uma variedade lagrangiana
inicial, utilizamos as equacoes de Hamilton para descobrir qual a trajetéria de cada
um desses pontos; agora vamos determinar como evolui a funcao geratriz da varieda-
de lagrangiana inicial. Ou seja, partimos para evoluir func¢oes cujo gradiente indica
qual a direcao da trajetoria de uma particula.

Supomos que a variedade inicial no instante ¢ = ¢/, £'(¢',p/,t'), ndao contém
causticas®. Aqui faremos uma pequena mudanca de notacdo, a funcao geratriz
dessa variedade lagrangiana sera escrita como S(¢’,t'). Cada ponto (p',q’) dessa
variedade evolui, segundo as equacoes de Hamilton, num outro ponto definido por
(p”,q") num instante t”, formando outro conjunto denominado de L"(q¢”,p",t").
Como a evolugao hamiltoniana preserva o produto simplético, c¢f. secao 1.1.2, ou
seja, a evolucao temporal é uma transformacao canodnica, entdao, £” também sera
lagrangiana.

Sabemos que a equagcao que governa a evolucao de agoes como fungoes de coorde-

3E se contiver, sempre podemos dividi-la em ramos livres de cdusticas e propagar cada ramo
separadamente, isto é o que Berry faz desde o inicio em [8].
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nadas é a equacao de Hamilton-Jacobi. A soluc¢do para a funcao geratriz de S(q”,t")
deve satisfazer a equacdo (2.1) e a condicao inicial S(x”,t") = S(a/,t') para t” =t'.
Segundo Berry em [8], a solugdo pode ser obtida pelo método das caracteristicas e
¢é dada por

S(q" ") :S(q’,t’)+/(p-dq—Hdt), (2.5)

onde S(¢,t') é dada por (2.2). A integral no tempo é a fungao principal de Hamilton,
cuja integracao é realizada ao longo da trajetéria I' que evolui o ponto (p/, ¢/, 1) em
(", q",t").

Utilizando o teorema de Poincaré-Cartan!® %9 pode-se encontrar outro modo
de representar a solugao (2.5). Este teorema estabelece que a integral num caminho
fechado, €2, da acao completa, p - dg — Hdt, no espago de fase estendido é nula, ou
seja,

%(p-dq—Hdt)zO.

Um caminho apropriado para nossos propositos foi desenhado no espaco de fase

estendido da figura 2.2. Este caminho corresponde a
Q=~UT'U(—0) U (-Cy),

onde (i) v é um caminho na se¢do t = t' constante que liga os pontos qo e ¢; (i) I’
é a trajetdria que liga os pontos (¢',p') e (¢",p"); (iii) o é outro caminho a tempo
constante, porém, na se¢do t = t”, unindo os pontos ¢y e ¢”; (iv) Cy é o caminho
resultante da intersecao do feixe de trajetorias que liga £ e £” com o plano ¢ = qq.

Por meio do teorema de Poincaré-Cartan podemos escrever que

/(p-dq—Hdt)Z—/p-dq+/H(qo,p(qo,t),t)dtJr/p-dq,
0l Co

T

o

de modo que a equagao (2.5) pode ser reescrita como uma constante, mais a integral

ao longo da variedade evoluida p(q,t) e a integral de uma hamiltoniana num plano
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Figura 2.2: Circuito fechado no espaco de fase estendido.

de coordenada constante, ou seja,

q// t//
S(q".t") = So(qo) + /p-dq+ /H(qo,p(qo,t),t) dt. (2.6)
q0 t
Para nossos propésitos, esta forma é mais adequada do que as equagoes (2.5).

2.2 Funcao de Onda Semiclassica

No limite semicldssico da mecanica quantica esperamos que as influéncias de uma
hamiltoniana cadtica sobre um sistema quantico possam ser aparentes. Quando
se diz do limite semiclassico, procuramos enfatizar comportamentos classicos que
sao substratos do comportamento quantico, esse limite deve ser considerado como
tomando a constante de Planck reduzida, A, muito menor que agoes tipicas do sis-
tema cléssico.

Suponhamos que a func¢ao de onda quantica num instante de tempo inicial, ¢,
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possa ser caracterizada por uma fase e uma amplitude, ou seja,
W(g.t) = Alg.t) 500, (2.7)

Esta equacao pode ser encarada como uma solugao genuina da equacao de Schro-
dinger. Portanto, colocando essa funcao nesta equagao, calculando as derivadas

parciais e re-arrumando os termos em ordem de poténcias de h, obtemos

0S 1 (9S\?
[54'%(%) +V(g. 1)

No limite A — 0, o ltimo termo de poténcia h? pode ser desprezado. O primeiro

EJrEa_q(‘)_qu%a—f —%aqz 0. (2.8)

_ih{aA 104 9S A &S] WA

termo é reconhecido como a equagao de Hamilton-Jacobi (2.1). O termo em ordem
de A! é uma equacao que pode ser transformada numa equacao de transporte para a
densidade de probabilidade |A(q,t)]?, basta que multipliquemos este termo por A*

e somemos o resultado obtido com seu complexo conjugado, assim obtendo
0 10 oS
—|A(q,t)|* + —= - [ =—]A(q,)|*) = 0. 2.9
SO+ 2 (Pl 29)
Para resolvermos o problema da propagacao de uma funcao de onda semicléssica
devemos entao resolver as duas equagoes mencionadas no pardgrafo anterior. A

equagao de Hamilton-Jacobi estd resolvida na secao 2.1.2. A equacgao (2.9), como

dito, é uma equacao de transporte com a densidade de probabilidade dada por

1098
m 9q

p(q,t) = A(q,t)|* e a corrente j := p. Podemos obter sua solucao diretamente

considerando uma dinamica de probabilidade governada pela mudanca de variaveis

(¢',t") — (¢",t") que corresponde a evolugao temporal hamiltoniana. Ou seja,
Pl ) = [5(d" = (¢4 ) 5~ ¢) ol #) ey

que é equivalente a p(q”,t")dq" = p(¢',t")dq’. Este processo de obtengao da solugao
para a densidade de probabilidade esté descrito em [24, 89]. Ainda, se escrevermos

que p(q,t) = |A(q,t)|?, obtemos a solugao para a fungao A(q,t):

/|2

dq

A(q//? t//) = A(q/? t/) aq//

det

(2.10)




2.2 Funcao de Onda Semiclassica

58

Com as equagoes (2.10) e (2.1) resolvemos completamente a propagagao semi-
cléssica da funcao de onda (2.7) como uma aproximagcao com corre¢oes em termos

da ordem de A?.

2.2.1 Fase Estacionaria e Representacao de Momentos

O método da fase estaciondria consiste em obter solugoes assintdticas para in-

tegrais do tipo
b

I:= lim [f(z)e“??)dz.

Nesse limite, o integrando é altamente oscilatério e pequenas variagoes de ¢(z) provo-
cam grandes variacoes no integrando. As contribuigoes das oscilagoes sao canceladas,
por um lado, devido a simetria de paridade das fungoes oscilatérias e por outro, por
causa da finura dessas oscilagoes. As unicas contribuigoes relevantes para a integral
sao aquelas calculadas no entorno de um ponto onde a fase seja estacionéaria, isto é,
¢'(z) = 0. Ao redor de um ponto zy que satisfaga essa condicdo, dito ponto de fase

estaciondria, a fase ¢(z) varia lentamente. Portanto, aproximamos a integral por
" b
I ~ Z eiwqﬁ(zé) /f(Z) eiw (j)”(z(i))(z—z(i))zdz’
i=1 .

onde a > z{ > b sdo o n pontos satisfazendo ¢'(z}) = 0. Se além disso pudermos
contar com o bom comportamento de f(z) na vizinhanga dos pontos zj, esta fungao
pode ser avaliada apenas nestes pontos e retirada da integral, tornando o integrando
uma gaussiana complexa, que pode ser realizada pelas regras do apéndice A. Mais
detalhes sobre este método e suas aplicacoes em mecanica semiclassica estao muito
bem descritos em [58].

Em mecanica quantica, a transformada de Fourier faz o trafego entre as repre-
sentagoes de momentos e coordenadas; no caso classico, as acoes em coordenadas e

em momentos sao ligadas por uma transformada de Legendre. Nao é surpresa que
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num limite semicléssico essas duas transformadas estejam intimamente relacionadas,
nesta secao mostraremos que essa relacao se revela por meio do método da fase
estacionaria.

A transformada de Fourier de uma funcao de onda semiclassica na representacao
de coordenadas, ¥ (¢, t’), escrita na forma (2.7) é dada por meio da equagao abaixo:

n +00

U(p,t') = (271r—h) 2 /A(q’,t’) ewSW@)=5pd g/ (2.11)
No limite h — 0, esta integral pode ser resolvida pelo método descrito: a con-
tribuicao predominante vem dos pontos que sao solucao da equagao
9 ' :
a—q,[S(q,t)—p-q]ZO, (2.12)
tendo em vista a equacao que define S(¢',t'), eq. (2.2), obtemos, pela regra de
derivagao de Leibniz, a condigao p(q’) = g—g — = p'. Isto indica que o ponto de
fase estaciondria é o ponto ¢’ sobre a variedade lagrangiana p(q). Se p for uma fungao
univoca de ¢, esta relacdo pode ser invertida encontrado o ponto de fase estaciondria
dado por ¢’ = ¢q(p’). Ou seja, a integral em dq’ que tem p como um parametro (para
cada p no lado esquerdo da eq. (2.11), temos um ponto g = ¢(p’) no lado direito) e

pode ser aproximada por uma integral gaussiana com a fase aproximada em Taylor,

até segunda ordem, em torno do ponto de fase estacionaria, assim,

1028 2
S 1) =p-d =S )+ 555 (@ —al¥)) =9 -alp).
T lg=q(p")
Como os pontos de fase estacionaria sao os tnicos pontos relevantes para a
integral, o unico valor da fun¢ao A(¢’,t') que também contribuird é A(q¢' = q(p),t'),

assim a integral se torna

“+0o0o
_ ) ()2 928
Dp.t) = Alg(p)). 1) lFS@)-pa)] / dg I 5E e,

—0o0
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2.2 Funcao de Onda Semiclassica
Levando em conta as regras de integragao do Apéndice A e o fato de que (a;Ts = g—Z,
entao a ultima integral rende o seguinte resultado:
’oy ;o ig(p’7t’)+i—”8n(a—p:>
v t) = AW, t) e” 1Ned), (2.13)
com )
ap' |2
Ap',t) == A(d,t') |det 3| (2.14)
q

o que mostra que a amplitude em momentos nao ¢ nada além do que uma solugao
de uma equagao de transporte idéntica a encontrada na equagao (2.10).

A fase da exponencial em (2.13) é a transformada de Legendre da agdo em
coordenadas: isto demonstra a uniao entre transformadas de Fourier quanticas e de

Legendre cléssicas no limite semiclassico.

2.2.2 CAausticas e Indices de Maslov

A resolucao das equagoes semicléssicas para ¥(q,t) nao levou em consideragao
a possibilidade de existirem causticas no espago de fase, nesta secao mostraremos
como incluir estes elementos na teoria WKB e ainda reescrever a funcao de onda
semicléssica final para o caso geral.

Vamos analisar o caso de uma funcao de onda semiclassica apoiada em uma
variedade lagrangiana sem causticas que pela evolugao hamiltoniana se torna uma
variedade com estas singularidades. Suporemos que as causticas de momento e
posicao nao coincidam pontualmente, caso contrario, a demonstragao da férmula
final WKB incluindo causticas ainda é possivel, s6 demanda um pouco mais de tra-
balho técnico que consiste em determinar uma representacao mista de ¢ e p ausente
de causticasl®?, neste caso o leitor interessado pode procurar essa demonstracio no
livro de V.P. Maslov e M.V. Fedoriuk®®.

Nas cdusticas, a amplitude da func¢ao de onda semiclassica da eq. (2.10) diverge,

ap"
g’

pois que, nestes pontos det (0q’/0q") — oo, tal como porém, a funcao de onda
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na representacao de momentos deve ser continua, ja que na regiao das causticas de
posicao nao existem causticas de momento. O método utilizado para obtencao do
indice de Maslov? que é o objeto necessario para unir os ramos das funcdes de onda
quando a variedade lagrangiana atravessa uma cdustica sera descrito abaixo e pode

ser acompanhado no diagrama da figura 2.3.

Bl t) = ATeRS L (g 1) = 3D Ay er S

TFlFE TFTFE

D, t) = ot se(3) % D) = AV et S

Figura 2.3: Diagrama esquemético do processo de obtencao do indice de Maslov. Uti-
lizamos as abreviagoes T.F. para transformada de Fourier, F.E. para fase estacionaria. A
sigla WKB indica que o estado foi evoluido por meio de uma dinamica de mesmo nome
por um intervalo de tempo At =t —¢'.

1. Inicialmente comecamos na representacao de coordenadas correspondente a
variedade inicial em ¢ = /. Como a variedade inicial nao possui cdusticas, a

fungao de onda é descrita por um unico ramo, eq. (2.7).

2. Mudamos a representacao da funcao de onda para a de momento utilizando
uma transformada de Fourier e realizamos a integral por meio de uma fase

estaciondria, como descrito na se¢ao 2.2.1, obtendo a fungao de onda (2.13).

3. A variedade evoluida possui causticas de posicao, mas nao apresenta causticas

de momento em seu entorno, por isto, nesta regiao, a evolucao WKB de J(p’, ')

40 Método aqui descrito s6 difere do método apresentado em [52] pela representacio inicial
escolhida, 14 a fungao inicial se encontra na representacao de momentos, enquanto aqui ela estara
em coordenadas. Optamos por um método distinto devido a conveniéncia para nossos resultados.
Cabe enfatizar que no artigo [52] um erro tipogrifico no exemplo final do artigo acarreta algumas
confusoes com respeito a obtengao do indice de Maslov.
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gera a funcao

D1 = At 1) oFS0 e (F)

onde

N

/

T T P
A(p//? t//) = A(p/7t/) ap//

e SOt =S, 1) /p dq + H dt).
T

. Para transformar a funcao evoluida de momentos para coordenadas, realizamos
mais uma transformada de Fourier inversa, sendo que agora, a presenca da

caustica determina mais de um ponto de fase estacionaria:

A transformada de Fourier é escrita como

"oy L : ”Sn aq // Lp'.q" "
o= (57) ¢ /w ) el dp

A condicao de fase estacionaria,

oy [5 (" t") +p"- q”} =0,

gera a funcao ¢” = ap” que pela regra de derivagao de Leibniz da ¢” = q(p”).
Como estamos em uma regiao onde héd presenca de cdusticas e por isso mais
de um ramo, obtemos que os pontos de fase estacionaria sao denominados
Pl = p(q)), onde o valor maximo de v é o nimero de pontos estacionarios.
Expandimos a fase em série de Taylor em torno destes pontos e consideramos
que a amplitude é constante em torno destes, de modo que g(p”, ") = A(pl,, ")
pode ser retirado da integral. Realizando a integracao segundo o critério do

apéndice A, obtemos a funcao de onda

Z Ay( oS @) S h (2.15)

1 aq//) (ap/)
L= — |Sn — Sn|—=—]|.
K 2 [ (ap// v aq/

onde
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O indice de Maslov é a denominacao de

od"
A:u = Myl — Wy = Sn (aq//)
P

— Sn (8q//)
P=DPv+1 ap

e considera apenas a variagao dos indices p,, ou a defasagem entre os dois ramos,

pP=pv

ao se atravessar uma caustica. Um modo de obter diretamente o indice de Maslov é
considera-lo nao como uma funcao da variedade lagrangiana, mas sim, como func¢ao
das trajetorias e nesse caso, o indice p, é chamada de indice de Morse. Littlejohn
em [52] mostra como calcular o indice de Morse. De certo, ha alguma confusao na

literatura com a nomeacao destes indices.

2.3 Propagacao Linear de Gaussianas

A teoria WKB dependente do tempo descrita nas secoes anteriores servird para
propagar um pacote gaussiano apoiado numa superficie lagrangiana no espacgo de
fase, i.e., cuja a fase esteja relacionada com uma variedade p(q) por meio de (2.2).

A estrutura semiclassica de propagacao de um estado gaussiano, surpreenden-
temente, nunca havia sido estudada. Uma razao, ao menos, ébvia para isso é a
natural e direta associacao de estados coerentes do oscilador harmonico com as
elipses do espaco de fase do oscilador classico: este estado quando evoluido pela
dinamica de um oscilador quantico, tem seus centros, de momento e coordenadas,

movimentando-se sobre os toros classicos!® ™.

2.3.1 Evolucao Quantica

Na secao 1.4.2, definimos os estados coerentes gerais, apresentaremos aqui dois
casos particulares destes estados que usaremos explicitamente nesta secao.
Um estado coerente redondo localizado na origem do espaco de fase é descrito

pela equacao (1.71) com W = 1,,, ¢f. eq. (1.77):

vla.t = t0) = (l0) = (s ) exp(—1%7) .10
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com largura igual a Ag = 1/h/2. Como ja dito, este estado é o estado fundamental
de um oscilador harmonico com massa e frequéncia unitarias. Neste sistema de
unidades, este pacote é dito redondo, pois que, garantido pelo principio de incerteza
de Heisenberg Ap = Agq.

A denominacao “redondo” é um tanto patoldgica para o estado coerente, ja
que p e g possuem unidades distintas; a melhor definicao que poderiamos dar para
esta nomenclatura seria a de que um pacote gaussiano redondo é aquele que possui
dispersoes da ordem de v/A em comparacao com escalas cldssicas, ambas da ordem
de 10, ou seja, Ap ~ Ag ~ VA. Quando tratarmos do exemplo nio-linear, veremos
que a associacao do estado quantico a uma variedade do espaco de fase classico
implica num redimensionamento do sistema e, consequentemente, a definicao para
este termo se torna mais consistente, cf. secao 2.4.

A evolugao temporal segundo a dinamica do oscilador harmonico desse estado
pode ser descrita pela acao de um operador metaplético associado a matriz simplética

de rotacao S,; em (1.11), assim, de (1.79) com & = 0, obtemos

1
(al Vs, |0) = (57 ) exo(— — %) (2.17)
e Unico efeito de uma rotagao num pacote coerente redondo na origem ¢é a adigao de
uma fase correspondente ao angulo de rotacao wr.
Consideramos, também, a rotacao de um estado esticado no espaco de fase.
Este estado pode ser representado por um operador metaplético, associado a matriz
Ss em (1.11), aplicado a um estado coerente redondo e, de acordo com (1.79) com

& =0, temos que

0) = (ﬁ)i exp(—ﬁ) com Ags = \/g, Aps = \/? (2.18)

0), onde a matriz simplética

<Q|Mss

A evolucao de (2.18) serd calculada como (g|Ms,,
S,s := SuiSs é a composicao de uma transformacao canonica de esticamento seguida

de uma rotacao, ambas as matrizes estao descritas em (1.11). De acordo com (1.79)
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com & = 0, entao, escrevemos

(q|Ms,,

1 2 1 R
0> — (%)4\/ 1 . exp[_g_h <321COSLUT+ZS %smwﬂ-):| ] (219)

57% coswT+is2 sinwTt s~ 2 coswT+is2 sinwt
2.3.2 Propagacao WKB de Estados Coerentes

Considerando o estado coerente circular, eq. (2.16), apoiado na variedade la-
grangiana p(q) = 0, sua evolu¢do por meio de um oscilador harmoénico via método
WKB pode ser calculada de acordo com as regras apresentadas nas segoes prece-
dentes. Sob a forma WKB, podemos identificar

/2

A(d,t) = <2Wiq2 )i exp(—&T) e S(¢,t)=0. (2.20)

A variedade lagrangiana associada a este estado é tomada como pg = 0 e a dinamica
hamiltoniana é dada por S, em (1.11).

Para a evolucao da fase, primeiramente notamos que S(¢’,t') = 0 na equagao
acima, garante que Sy(go) = 0 em (2.2), pois, que p’ = py = 0. Integramos a equagao

(2.6) sob estas condigoes e encontramos que
S(q" ") = —tgw(t” —t') ¢". (2.21)

A amplitude final é calculada por meio de (2.10), ou seja,

aq/ 1 "o 1\ 2 1 2
og e =) Alg’ 1) = (W) eXp<_4qu2) cosw(t7—1) (2.22)
Identificando agora ¢” com ¢ e t” — t' com t, obtemos,
1 ) .
'l/)(q,t) - (7rhcc1>52wt)4 eXp <_ 2F’Lctc]>s2 wt ﬁtg wt q2) : (223)

Este estado WKB difere consideravelmente do estado quéantico (2.17). Observe a
figura 2.4, na qual desenhamos os graficos da parte real e imaginaria das fungoes de
onda das equagoes (2.17) e (2.23).

O método WKB aqui descrito falha para a propagacao de um pacote coerente

redondo, dois fatos sao responsaveis por essa discrepancia: a simetria de rotagao em
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Re[W(q,1)]

q

Figura 2.4: Fungoes de onda quantica e WKB para o pacote coerente redondo sob
dinamica do oscilador harménico. O grafico esquerdo (direito) corresponde a parte real
(imaginaria) das fungoes de onda WKB (linha pontilhada) e quéantica (linha continua).

Nesta figura usamos os parametros com valores numéricos i = 0.0128, wt = 3.

torno da origem do pacote impede que o associemos a variedade lagrangiana py = 0
que supostamente o apoiaria e a aproximagao realizada na eq. (2.8) nao é legitima,
isto ¢, para o estado coerente, o termo de ordem A? nao pode ser desprezado, pois

que,
n* 9%*A
1m ———-—-—-
h—0 2m 0q?

£0. (2.24)

O método correto para propagar tal pacote seria o WKB complexo que considera o
estado inicial apoiado em um a variedade complexal®.

A titulo de curiosidade, a nao anulac¢ao do terceiro termo em (2.8) é responsavel
pela nao-localidade do potencial quantico na interpretacao de Bohm-de Broglie da

mecanica quantical?.

2.3.3 Propagacao WKB de Pacotes Esticados

A simetria do pacote circular na origem torna sua associacao com uma variedade
lagrangiana dibia. Um pacote esticado ao longo do eixo de posicao quebra essa
simetria e a associacao de uma variedade lagrangiana py = 0 torna-se mais natural.

A propagacao WKB dependente do tempo do estado (2.18) segue a mesma
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receita do estado redondo, rendendo um resultado muito parecido com (2.23):

: : Z. B
'l/)(q,t) = (W)A exp(—m — ﬁtgwt q2) com Aqs = g (225)

Como no caso do pacote circular, a equagao (2.25) também difere consideravel-

mente da propagacao quantica em (2.19), porém, esta pode ser reescrita:

(q|Ms,,

1 g 1
0)= X
) (27rAq§ cos%t) V1+istgwt

2 2452 2 24 (2402
_ q __sTtgtwt 9 _ sTtsttgtwt
X eXp[ YV ErE (1 : +82tg2wt) i L gt (1 Lot )} . (2.26)

Observamos que nos limites em que A — 0 e s < 1, a largura Ags do pacote é finita
e os termos em ordem s? na equacao acima podem ser desprezados, de modo que

(q|Ms,,

Na figura 2.5 apresentamos quatro graficos mostrando que a parte real da fungao

0) 255 (g, t) em (2.25).

de onda (2.26) converge para a parte real de (2.25) no limite s < 1. Mantendo h
constante, diminuimos s e consequentemente aumentamos Ags. Para o grafico (a)
temos que s = 1 e Ags = 0.08, para (b) s = 0.5 e Ags = 0.11, em (c) s = 0.25 e
Ags=0.16 e em (d) s = 0.00625 e Ags = 0.32.

Para entender a convergéncia da fungao de onda (2.26) na (2.25) como fungao

do parametro de esticamento, reescrevemos (2.26) da seguinte forma :

(q|Ms,,

0) = (q,t) E(q, h, ),

onde ¢ (q,t) se refere a equagao (2.25) e

2 2, 2 2 2,2, 2
q stgwt - g~ s +s“tg wt
1 4Aq2 cos2wt <1+52tg2wt>+l 2h tht< 1+s§tg§wt )
V1+istgwt

Como ja observado a cerca da eq. (2.26), esta fungao tende a um no limite s < 1. Na

E(q,h,s) =

figura 2.6 desenhamos a fase (grafico (a)) e a amplitude (gréfico (b)) desta fungao
para os valores 1,0.1,0.01,0.001 de s e para h = 0.0128. Note que no grafico (b)

as linhas correspondentes a s = 0.01 e s = 0.001 coincidem, enquanto que para a
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Figura 2.5: Partes reais das fungoes de onda quantica (linha continua) e WKB (linha
pontilhada) para pacotes coerentes esticados sob dinamica do oscilador harmoénico. Nesta
figura usamos os parametros com valores numéricos i = 0.0128, wt = %; (a) s = 1; (b)
s =10.5; (¢c) s =0.25; (d) s = 0.0625.

a) s=0.1 s=1

2,00

»

'\::1,5 ] — s=0.1
S 011‘507

i <

—1,0 o o

(o] 0 1254

Los - s =001

s=1
s =0.01 1,00 \
00
s =0.001 V oro ] \U/ s =0.001
-2, -1, | ¥ ) -ojs o,‘o q 0“5

Figura 2.6: Fungao correspondente ao erro da aproximagao da fungao de onda WKB
pela funcao de onda quantica para os valores do parametro de esticamento mostrados nos
gréaficos. O grafico (a) corresponde a fase da fungao e o (b) & amplitude. Nesta figura,

h=0.0128, wt = I.
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fase isto nao acontece, indicando que a fase converge mais lentamente com respeito
a variacao de s quando comparada com a amplitude.

Outra quantidade importante para analisar a convergéncia das duas funcoes de

onda é o produto escalar entre elas. Calculando P(s) := (¢ |Ms,.|0), obtemos que

P(s) = /T%kb(q,t)}z E*(q,h,s)dq = [1 — igtgwt}_% .

Esta funcao s6 depende de s e no limite s < 1 tende para um, confirmando que
neste limite as fungoes de onda convergem. No plano complexo, observamos o com-

portamento deste produto escalar na figura 2.7.

09 086 076 066 058 044 030 000
) ) ) )
0,30 o 097
0,25 o 070
0,20 = 052
= | |
Z o5 - 037 s
£ : ]
0,10 = 024
0,05 o o2
0,00 - - 0,00
) ) ) )
0,80 0,85 0,90 0,95 1,00

Re[P(s)]

Figura 2.7: Produto escalar entre as fungoes de onda WKB e quantica como fun¢ao do

parametro de esticamento s. A variagao de s corresponde ao intervalo (0, 1) e é mostrada

nos eixos superior e esquerdo do grafico. Nesta figura, h = 0.0128, wt = %.

E por fim, o limite (2.24) é modificado para
W 0*PA

im ——— =0,
hs—0 2m Oq?
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e o terceiro termo da eq. (2.8) é de fato desprezivel. Neste limite, a associagdo do
pacote com a variedade lagrangiana pg = 0 é legitima e o pacote pode ser propagado

pelo método WKB.

2.4 Propagacao Nao-Linear de Pacotes Gaussianos

Tudo o que foi apresentado até aqui corresponde a propagacao de estados gaus-
sianos sob a dinamica linear do oscilador harmonico, nesta se¢ao apresentaremos
os resultados do método WKB para o caso de um oscilador harmoénico chutado
(OHC), ou seja, para um sistema cuja hamiltoniana gera equagoes de movimento

nao-lineares.

2.4.1 Propagacao WKB do Pacote Circular

Propagaremos agora um pacote coerente via WKB sob a dinamica o OHC,
porém, antes, vamos definir o que chamamos de pacote circular ou redondo com
relacdo a este sistema. A mudanca de varidveis que realizamos no sistema nao-

linear (1.92) altera as larguras do estado coerente dado em (2.16) para®

1 [hes mw [ hey
Ag = = Ap = 2%
1=V 2 “ 2P

h
com AgAp = 2

ou seja, mantemos o principio da incerteza, porém reescalamos as larguras do pacote
coerente; atribuir o epiteto redondo ao pacote, neste contexto, se torna mais razoavel,
ja que agora, levamos em consideragao as dimensoes caracteristicas do sistema e,
assim, podemos utilizar a mesma definicao para pacote redondo ja comentada na
secao 1.4.2.

Consideremos um estado inicial coerente redondo dado pela equacdo (2.16)
apoiado na variedade lagrangiana p = 0, a propagacao WKB deste estado é realizada

de acordo com os métodos descritos na segao 2.2.

®Apenas na equagao que segue, fazemos a distingdo entre i e fi.y. Apds, voltamos a utilizar h
denotando a quantidade efetiva.
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A variedade evoluida é obtida propagando-se a variedade inicial, p = 0, por
meio do mapa classico (1.94). Na figura 2.8, mostramos quatro variedades, cada
uma correspondendo ao numero de aplicagoes do mapa do OHC na reta p = 0: a
linha vermelha representa a evolucao de p = 0 por uma aplicacao do mapa OHC,
enquanto a azul corresponde a duas aplicagoes, a verde a trés e a violeta a quatro;

a linha cinza representa a variedade instavel do OHC da figura 1.2.

2,0 4

1,5

1,0 H

0,5

0,0 1

-1,0 -0,5 0,0

Figura 2.8: Evolugao da variedade lagrangiana inicial p = 0 de um até quatro aplicagoes
do mapa OHC. As linhas verde, marrom, azul, violeta correspondem ao tempo de evolucao
t = 1,2,3 e 4 respectivamente, ou seja, ao numero de aplicagoes do mapa do OHC em
p = 0. A linha cinza representa a variedade instavel do OHC.

A fase é obtida pela solugao da equagao de Hamilton-Jacobi dada em (2.6), como
se trata de um sistema nao-linear, devemos apelar para os métodos numéricos: a
primeira integral em (2.6) deve ser discretizada ao longo das variedades da figura

2.8 e somadas do ponto de referéncia gy = 0 (escolhido por se tratar de um ponto
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fixo do mapa) até o ponto g no qual desejamos calcular a agdo ou a funcéo de onda
evoluida.

Para uma tunica aplicacao do mapa OHC, realizamos a integracao sobre a va-
riedade violeta da figura 2.8. A integral no tempo de (2.6) é calculada diretamente

da hamiltoniana do OHC e seu resultado é
t
/H(QO,p(Q(], t,)> t,) dt' = Kt>
0

ja que (qo,po) = (0,0) é um ponto fixo do mapa. O resultado para o computo
numeérico da agao (2.6) para uma evolugao do mapa do OHC é mostrado no grafico

da figura 2.9.

0,05 —

-0,05 —

A\

-1,9

S(a.t)

2,0

Figura 2.9: Fase do pacote circular propagado via WKB (circulos) e via TRF (linha
continua) sob a dindmica do OHC para t =1, h = 0.0128 e wt = /3.

A linha pontilhada corresponde também a fase WKB, porém, calculada pela inte-
gragao numérica de (2.6). No interlidio da p. 73 explicamos com mais detalhes as
disntingoes entres as fases WKB mostradas.

Amplitude da fungao de onda propagada é encontrada de acordo com a eq. (2.10).
O jacobiano presente nesta equacao é calculado construindo a fungao ¢(t, q(t = 0))

— que nao ¢ nada além do que evolugao da variedade configuracional p = 0 para
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uma aplicacao do mapa do OHC. Um gréafico desta variedade esta na figura 2.10
e o grafico da amplitude final estd mostrado na figura (c) de 2.11. Os pontos de

cdusticas correspondem aos pontos onde a%q(t, q(t=10)) =0 da figura 2.10.

=0))

q(t,q(t

Figura 2.10: Variedade configuracional evoluida pela dinamica do OHC para t = 1 e
wt =7/3.

Mostramos na figura 2.11 algumas das caracteristicas da funcao de onda WKB
comparadas com as da evolu¢ao quantica. No gréfico (a), temos a parte real das
fungoes de onda; em (b), a parte imagindria; em (c), mostramos a amplitude, ou
seja, o médulo da fungdo de onda; em (d) encontramos a derivada do argumento
da funcao de onda® multiplicada por A, para a funcao WKB que é escrita na forma
(2.7), isto se resume a g—g que ¢ a linha violeta da fig. 2.8.

Nessa figura, observamos a discordancia entre o resultado WKB e a propagacao
quantica do OHC que também ocorre no caso da propagacao do mesmo pacote sob
a dinamica linear do oscilador harmonico. O motivo da discrepancia coincide em

parte com os apresentados na secao 2.3.2 e serao analisados na proxima secao.

SPara o caso da funcao de onda quantica, como se trata de uma funcdo complexa, podemos
escrevé-la na forma polar: ¥(q,t) = |1(q, t)| exp(iArg [¥(q,t)]).
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Figura 2.11: Evolugao WKB (pontos) de um pacote coerente circular pela dinamica do
OHC comparada com a evolugao quantica (linha). (a) parte real das fungoes de onda,
(b) parte imaginaria, (c) amplitude, (d) derivada do argumento das fungoes de onda. Os
parametros tém valores: i = 0.0128, wt =7w/3 et = 1.

Interlidio

Antes de prosseguirmos, faz-se necessario alguns comentarios sobre detalhes dos
resultados até aqui obtidos.

A funcao de onda WKB na forma geral (2.15) é a forma correta de uma funcao
semiclédssica sempre que nas variedades envolvidas no problema existam cdusticas.
No caso da dinamica do oscilador harmonico chutado aplicado a variedade inicial
p = 0, existe um numero infinito delas que decorrem da caracteristica cadtica do
sistema: estas sao provindas das dobras da variedade instavel por sobre estavel,
formando a denominada figura homoclinica. Sob esta dtica, nesta variedade, oca-
sionalmente, podemos encontrar um ponto onde g—z’ = 0, ou seja, uma caustica. A

razao de nao utilizarmos a equagao (2.15), é fruto do comportamento da amplitude
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WKB desse sistema, i.e., no gréfico 2.11(c) percebe-se que a amplitude se aproxima
rapidamente de zero antes mesmo da primeira caustica — assinalada na figura 1.2;
numericamente, nos pontos |¢| = 1.5 a amplitude é da ordem de 107°. Adiante
trataremos casos onde a amplitude nao pode ser ignorada na regiao das primeiras
causticas e, decerto, utilizaremos a forma correta da funcao de onda WKB.

Sobre o aspecto de alguns graficos até aqui apresentados, e que ainda aparecerao,
devem-se destacar algumas peculiaridades.

Nos graficos que envolvem as fases das funcoes de onda, p.ex. 2.9, sao obser-
vadas descontinuidades. Este percalco é creditado as debilidades inerentes ao cédlculo
numeérico, assim como na figura 2.11(d), observamos oscilagoes abruptas na derivada
da fase da func¢ao de onda quantica. O primeiro caso deve-se ao comportamento de-
scontinuo da funcao intrinseca do compilador FORTRAN, DATAN2 (y,x), que corre-
sponde ao arco-tangente de um angulo; nos pontos onde ha descontinuidade, a parte
imaginaria da fun¢ao de onda muda de sinal e a funcao do compilador também; o se-
gundo caso refere-se a denominadores pequenos que acarretam algumas divergéncias
no céalculo de derivadas numéricas. Ao longo desse texto, inadvertidamente, essas
situacoes se repetirao.

Um 1ltimo comentério cabe ao grafico da fase do pacote circular, figura 2.9.
Neste grafico a linha pontilhada corresponde a fase WKB (2.6), o processo de

obtencao desta curva esta explicado em sua legenda. A curva com linha continua re-

presenta a fase da fungao de onda quantica obtida numericamente como i Arg [¢)(q, t)).

E a curva representada pelos circulos é, também, a fase WKB, porém, obtida como
no caso quantico, ou seja, depois de construir a fun¢ao de onda WKB (2.7), extraimos
a fase utilizando Arg[i(q,t)]. A funcdo Arg[iy(q,t)] é representada numericamente
pela ja comentada funcao intrinseca do compilador.

A diferenca entre as duas curvas obtidas para a fase WKB, a qual se mostra no

grafico 2.12, é uma constante de valor AS; = 2.01062 no intervalo ¢ € (—1,1); fora
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desse intervalo, recaimos no problema da descontinuidade da fungao DATAN2(y,x)
comentado no paragrafo anterior; os dois patamares inferiores tém valor AS; =
1.93019; depois dos pontos |q| ~ 2.28, obtemos novamente a diferenga de 2.01062
até a caustica, onde esta casualmente explode.

2,10 -~
2,08 —-
2,06 —-
2,04 —-

2,02 H

2,00 -

1,98 —

S(q) - 7 Arg[W(q.0)]

1,96 —

1,94 —

1,92 —

190 4—————F——F——F—+—F——F—"—F—+—F—"—F——T——7——

Figura 2.12: Diferenca numérica das fases WKB de um pacote gaussiano de acordo com
o processo numérico escolhido para o calculo da fase na figura 2.9.

Cabe observar que a diferenca constante entre as fases WKB em nada muda o
comportamento da fungao de onda, pois que acarreta uma multiplicidade de 27 no

argumento da exponencial, ou seja, explicitamente temos que

AS 1
— = p18(@) —hAg[Y(g, )| =27 N, NeN,

substituindo os valores de AS; e AS,, temos que N7 = 25 e Ny = 24.

2.4.2 Propagacao WKB do Pacote Esticado

Vamos realizar agora a propagacao WKB de um estado esticado do tipo da
equagao (2.18). A evolugao da variedade de suporte, p = 0, é mostrada na figura
2.8. A integracao da fase procede tal qual a do pacote redondo e para uma evolugao

do mapa do OHC, o gréfico desta fase ¢ mesmo que o da figura 2.9, porém, a fase da
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funcao de onda quantica é alterada pela forma do pacote. Na figura 2.13, mostramos

as fases para um pacote de largura Ag = 0.4, onde usamos que s = 0.04.

0,05 —

-0,05 —

I\\
\\

-1,90

S(a.t)

-1,95 —

-2,00 —

2,05 - |

Figura 2.13: Fase do pacote esticado propagado via WKB (linha pontilhada e circulos) e
TRF (linha continua) sob a dinamica do OHC parat =1, A= 0.0128, s = 0.04, Ag = 0.4
e wt = /3. A diferenca entre as duas curvas que representam a fase WKB ¢é devida ao
processo numérico de calculo, vide p.73.

A amplitude também é calculada como no caso do pacote circular, novamente
utilizamos a funcao ¢(t, ¢(t = 0)) mostrada na figura 2.10. Para o pacote coerente
esticado sintetizamos os resultados na figura 2.14.

Observando os graficos relativos ao pacote esticado, podemos notar claramente
a necessidade de utilizarmos o método WKB para mais de um ramo, eq. (2.15), a
funcao de onda de um tinico ramo nao € suficiente para que atravessemos as causticas.
Porém, esta condicao ainda nao afeta o resultado na regiao entre causticas devido
ao tamanho do pacote, ou seja, a amplitude no segundo ramo da funcao de onda
ainda possui valores muito baixos comparados com a contribuicao da amplitude no

primeiro ramo.
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Figura 2.14: Evolucao WKB (circulos) pela dinamica do OHC de um pacote coerente
esticado comparada com a evolugao quantica (linha). (a) parte real das fungoes de onda,
(b) parte imaginaria, (c) amplitude, (d) derivada do argumento das fungoes de onda. Os
parametros tém valores: i = 0.0128, s = 0.04, wt =7/3 et = 1.

2.5 Transicao Quantico-Semiclassico

Tudo o que fizemos até agora garante que o método WKB falha para pacotes
circulares, tanto para dinamicas lineares, quanto para as nao-lineares. E ainda,
observamos que para um pacote esticado este método tem eficiéncia garantida.

Se pensarmos no esticamento como fruto de uma dinamica hiperbélica, um pa-
cote posicionado ao longo da variedade instavel de um ponto fixo hiperbdlico esticara
ao longo dessa variedade e encolhera ao longo da variedade estavel. Essa dinamica,
por exemplo, pode ser obtida por meio do OHC e um pacote coerente redondo locali-
zado na origem do espaco de fase. Vamos mostrar que o esticamento produzido pela

variedade instavel leva o pacote coerente redondo em um pacote semiclassico WKB,
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i.€., um pacote ao qual podemos associar uma variedade lagrangiana no espaco de

fase.

2.5.1 Aspectos Semiclassicos da Evolucao Quantica

A evolucao quantica para um pacote coerente circular é calculada numericamente
aplicando-no o propagador quantico do OHC sucessivamente, ou seja, utilizamos a
equagao (1.97) com |¢¥(t = 0)) dado na representagao de coordenadas por (2.16)
para obter iterativamente 1(q,t = n7) com n =1,2,3, ...

Como ja realizado, de modo geral, os estados evoluidos podem ser escritos da

forma:

U(g,n7) = [P(g, nT)|explig(g, nT)], com ¢(g,n7) := Arg (g, t)].  (2.27)

Nos gréficos da figura 2.15, mostramos a derivada da fase (grafico (b)) e a amplitude
(gréfico (a)) da funcdo de onda 1 (g,n7) resultante da aplicacdo do propagador
quantico do OHC a um pacote inicial coerente e circular de largura Aq = /h/2.

Algumas peculiaridades desta evolugao devem ser comentadas:
— O pacote inicial (curva preta) encontra-se sobre a variedade p = 0.

— A amplitude alarga-se nos instantes de tempo posteriores (curvas verde, grena,

azul).

— A derivada da fase em ¢ = 1 (curva verde), que inicialmente se encontrava acima
da variedade do ponto hiperbdlico (curva cinza), sofre aparentemente uma

rotagao anti-horaria apds a primeira aplicagao do propagador.

— Nos instantes de tempo posteriores, t = 2,3, a derivada da fase se aproxima da

variedade instével do oscilador (curva cinza).

— Em ¢t = 4 (curva violeta), encontramos oscilagoes na derivada da fase e na

amplitude, indicando que a caustica foi atingida.
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Figura 2.15: Amplitude (grafico (a)) e derivada da fase (grafico (b)) da evolugao quantica
de um pacote coerente circular com largura inicial Ag = 0.08 e i = 0.0128 pela dinamica
do OHC para t =0, 1,2, 3,4, respectivamente dadas pelas cores preto, verde, grena, azul,
violeta. Mostramos também a variedade instavel do oscilador harmonico chutado do ponto
hiperbdlico da origem (cinza). Devido & simetria do mapa OHC, limitamo-nos a mostrar
a metade esquerda dos graficos.

Note que as curvas verdes em (a) e (b) da figura 2.15 correspondem, respecti-
vamente, aos graficos (c¢) e (d) da figura 2.11.

Para ressaltar o comportamento da fase da evolucao quantica, mostramos na
figura 2.16 as evolugoes da variedade p = 0 de uma até quatro aplicagoes do mapa do
OHC que foram apresentadas na figura 2.8 e comparamo-las com as derivadas das
fases da evolugao quantica da fungao de onda da figura 2.15(b). Pode-se observar
que a derivada da fase em ¢ = 1 (circulos verdes) aproxima-se da variedade nos
tempos posteriores, até que em t = 4, a caustica é atingida e as oscilagoes aparecem.

Uma condicao necessaria para a propagacao de pacotes pelo método WKB im-
poe que a largura do pacote seja maior que a escala determinada por h, vide a
referéncia [22], isto garante a eficiéncia da aproximagao realizada em (2.8). No caso
em estudo, a evolucao da amplitude como funcao do tempo mostra que o pacote
inicial, de largura Aq = m, alarga-se atingindo tamanhos maiores que h, reveja
no grafico 2.15(a) e compare as curvas em t = 0,1,2,3. Outro fato determinante
para o método é o estabelecimento de uma variedade lagrangiana de sustentacao ao

pacote e nesse caso podemos garantir pelas figuras 2.15(b) e 2.16 que a derivada da
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Figura 2.16: Variedades Lagrangianas p = 0 (linha) evoluidas pelo mapa OHC (mesmas
da figura 2.8) e derivada da fase (circulos) da evolugao quantica de um pacote coerente
circular (mesmas da figura 2.15(b)). ¢ = 1: verde, t = 2: grend, t = 3: azul e t = 4:
violeta.

fase, que constitui a principal op¢ao para esta variedade, se aproxima da variedade
instavel do oscilador sobre a qual um pacote WKB seria apoiado. Entao, concluimos
que a evolugao quantica leva um pacote coerente redondo em um pacote semiclassico,

i.e., um pacote cuja dinamica pode ser descrita pelo método WKB.

2.5.2 Evolucao Semiclassica de Pacotes Circulares

Aqui mostraremos que, de fato, a evolucdo quantica transforma um pacote
coerente redondo em um pacote semiclassico. Para tanto, iremos evoluir um pacote
coerente redondo sob a dinamica quantica, como na se¢ao anterior, e em seguida

mostraremos que o pacote resultante dessa aplicagao pode ter sua evolugao conti-
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nuada pelo método WKB dependente do tempo.

A evolucao quantica do pacote coerente circular inicial com largura Agg = 0.08
sera realizada numericamente. A fungao de onda da evolugao quantica para t = 1,
ou seja, para uma aplicacao do mapa quantico do OHC sob o estado coerente ini-
cial, ja foi mostrada na figura 2.11 e de acordo com as conclusoes da secao anterior,
descartamos essa possibilidade por nao se tratar de um estado que exiba as carac-
teristicas necessarias a um estado WKB, vide a figura 2.16. Para t = 2, obtemos
a funcao de onda dada na figura 2.17, esse pacote tem largura, calculada numeri-
camente Ag(t = 1) = 0.44 que é da ordem da largura do pacote esticado utilizado

como pacote inicial WKB na figura 2.14.
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Figura 2.17: Fungao de onda do pacote circular de largura inicial Aqg = 0.08 e h = 0.0128
pela dinamica do OHC para ¢ = 2. (a) parte real e (b) parte imaginaria.

Escrevendo a fungao de onda da figura 2.17 na forma dada na equagao (2.27),

extraimos a amplitude, a fase e a superficie lagrangiana,

Alg,t=0) = [¥(g,t=2),
S(g,t=0) = hArg[(q,t=2)] e
plai=0) = ho Al =)= 5, (228)

para um pacote WKB do tipo da equacdao (2.7), onde ¢ se refere ao tempo de

propagacao por WKB e t se refere ao tempo de propagacao por meio da dinamica
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quantica. A escolha da equagao simplificada (2.7) no lugar da descri¢gao mais com-
pleta dada por meio da equagao (2.15) se da devido ao comportamento das fungoes
de onda até este instante de tempo: tanto a parte real como a parte imaginaria, e
por isto também a amplitude, vao a zero muito antes de atingirmos as cdusticas do
oscilador.

Propagando via WKB o pacote definido pelo conjunto de equagoes (2.28) por
mais de duas evolugoes do mapa OHC, certamente, a caustica se revelara importante
na descricao do movimento do sistema, ou seja, a amplitude na regiao da cdustica
serd, nao mas desprezivel. E imperativo que utilizemos a férmula (2.15) e para
isto, evoluimos a variedade p(q,0) do conjunto de equagoes (2.28) com a aplicagao
sucessiva do mapa OHC durante o tempo desejado e, obtendo p(g,t), procuramos
os pontos de caustica, onde g—; = 0, e realizamos a divisao desta nova variedade em
ramos. Note que o ponto de caustica muda de acordo com o tempo de evolucao,
observe, por exemplo, a figura 2.8.

Na figura 2.18 mostramos a variedade inicial WKB, p(q,t = 0), retirada do
pacote evoluido quanticamente para t = 2 e a variedade final resultante de trés
aplicacoes do mapa do OHC, p(q,t = 3).

Note que na figura 2.16, a variedade grend t = 2 (que corresponde a variedade
inicial WKB, linha vermelha na figura 2.18) possui apenas concordancia com pontos
iniciais da variedade p = 0 evoluida. Escolhemos esta ao invés da da figura azul,
que por sua vez possui uma concordancia muito maior, por que, mesmo com esta
deficiéncia, os primeiros pontos vao se espalhar pela variedade de acordo com as
subseqiientes aplicagoes do mapa OHC: o fato destes pontos estarem com boa con-
cordancia, garante que suas evolugoes também estarao. E ainda, cada aplicacao do
mapa OHC leva os pontos da variedade inicial cada vez mais préximos da variedade
do ponto hiperbdlico do mapa, ou seja, assintoticamente, a inicial p = 0 vai tender

a instavel do mapa e duas variedade que difiram por pouco, tais quais as do grafico
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Figura 2.18: Variedades inicial (vermelha) e final (preta) resultante da propagacao WKB
apdés trés aplicagoes do mapa OHC. Os pontos assinalados com circulos pretos correspon-
dem as causticas da variedade evoluida.

grena de 2.16, também se aproximarao da mesma forma.

As dobras da figura 2.18 e os pontos de caustica l4 assinalados determinam a
divisao em ramos da variedade lagrangiana. O ramo entrecausticas é denominado
principal, os outros dois serao denominados superior e inferior; devido a simetria do
problema, estes dois possuem as mesmas caracteristicas e sempre que nos referirmos
a um deles (preferencialmente o superior), imediatamente a extensao ao outro valera.

Para calcular a amplitude WKB, utilizamos a férmula (2.10) para cada ramo,

1
12
aq//
"= q(t = 0) e A(¢,t") := A(q,t = 0) como

AV(q//> t//) = A(q/> t/)

comv =123,

onde escrevemos que ¢” := q(t,q'), q
definido em (2.28).

Mostramos na figura 2.19(a) a funcio ¢” := q(f,q(t = 0)) e a utilizamos para
calcular numericamente o jacobiano dq(t, ¢(t = 0))/dq(t = 0), obtendo a amplitude
para os trés ramos na figura 2.19(b). Como esperdavamos, os trés ramos da amplitude

divergem nos pontos de causticas.
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Figura 2.19: (a) Variedade configuracional apés trés aplicagoes do mapa do OHC a var-
iedade inicial gerada pela propagacao quantica. Os pontos de derivada nula correspondem
aos pontos de cdusticas. (b) Ramos da amplitude WKB apds trés aplicagoes do mapa do
OHC. A curva verde corresponde ao ramo principal, a azul ao ramos superior e a preta ao
inferior.

Determinamos a fase da evolucado WKB, como antes, utilizando a férmula (2.6)
e integrando numericamente ao longo da variedade preta da figura 2.18 de ¢g até o
ponto ¢ onde desejamos calculd-la. O termo Sy(qo) é a fase acumulada pelo ponto
de referéncia (po, ¢o) = (0, 0) pela evolucao quantica, i.e., de acordo com as equagoes
(2.28):
So(qo) = S(g =0, =0) = hArg[y(q = 0, = 2)].

A integral no tempo em (2.6) é calculada utilizando a hamiltoniana do OHC e seu

resultado é )
t
/H(Qmp(q(),t'),t’) d' = Kt=3K,
0

ja que (qo,po) = (0,0) é um ponto fixo do mapa. O resultado para o computo
numeérico da agao (2.6) para trés evolugdes do mapa do OHC é mostrado no grafico
da figura 2.20.

Sé nos resta agora determinar os indices de Maslov da variedade lagrangiana

na figura 2.18. Como haviamos comentado na secao 2.2.2, vamos determinar estes
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Figura 2.20: Ramos da Fase WKB apds trés aplicagoes do mapa do OHC. A curva verde
corresponde ao ramo principal, a azul ao ramo superior e a preta ao inferior.

indices por meio de mudancgas de representagao entre momento e coordenada, isto é
facilitado pela unidimensionalidade do sistema em questao — ja que nesses sistemas,
as causticas de momento nao coincidem com as de coordenada — e pelo fato da
variedade inicial nao possuir cdusticas nem de momento e nem de coordenadas.
Acompanharemos estritamente o processo descrito na secao 2.2.2, levando em conta

apenas que o sistema em questao é unidimensional.

1. A representacao de coordenadas correspondente & variedade inicial em t' =
t = 0 (variedade vermelha da figura 2.18) é descrita por um tinico ramo, j4

que nao possui causticas.

2. Realizamos a transformada de Fourier via fase estacionaria para passarmos
para a representacao de momentos. Observe que a variedade também nao

possui causticas de momento, obtendo a funcao de onda

ap/

P, 1) = Ay, 1) 0O En(r)

Y

onde sn(y) = y/|y| é a funcao sinal do nimero real y.
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3. A variedade evoluida, curva preta da figura 2.18, possui cdusticas de posicao,
porém nao apresenta em seu entorno causticas de momento, por isto, nessa
regiao, a evolucao WKB de J(p’ ,t') gera a fungao

1) = A ) o O (E),

4. Para obter a funcao de onda final e os indices de Maslov realizamos mais
uma transformada de Fourier calculada por meio de uma fase estacionaria.
A anulagao da derivada da fase gera os pontos p!! := p(z!),v = 1,2,3 ditos
estaciondrios: observe que na figura 2.18, para |q| > 0.5, cada ¢ possui dois

valores de p correspondentes. A funcao de onda é escrita como:

. N . .
U(q",t") = o Fon(3r) ST A (g 1) RS~ F

v=1

1 a 1
onde p, = 5sn ( 82,,)

Ppv

Se indexarmos o ramo principal da variedade evoluida da figura 2.18 por v =1

8p/ o aq//
e notarmos que sn (8_11’) = sn ( a7

, entao, finalmente, a funcao de onda final

v=1

para o oscilador harmonico chutado é

i i

G(q" ") = Av(g" ") eRSUa D L Ao (g ) en ST L Ag(g" 1) eR ST

onde Aj, Ay e Aj estdo mostradas no grafico 2.19(b) e Sy, 52 e S35 no gréfico 2.20.
O gréfico desta funcao pode ser visto nas figuras 2.21 e 2.22, onde comparamos a
evolucao semiclassica do pacote com a evolucao quantica para o tempo total ¢t = 5.

Concluindo, apdés mostrarmos que um estado coerente circular nao possui a
estrutura WKB, notamos que a evolugao quantica deste pacote acarreta em um
pacote com estrutura WKB, ou seja, em um pacote ao qual podemos associar uma
variedade lagrangiana inicial e uma amplitude do tipo WKB. Isto se deve a dinamica
cadtica do sistema, que por causa do ponto fixo hiperbdlico da origem, expande

um pacote inicial ao longo da variedade instavel e comprime ao longo da estavel,



2.5 Transicao Quantico-Semiclassico

88

1,56 =
1,0
05 —

| s I
0,0 - e ll'lz‘_ EREL L

Re[Y(q,3)]

1,0 -

-1,5

d T d T d T d T d T d 1
-3,0 -2,5 -2,0 -15 q -1,0 -0,5 0,0

Figura 2.21: Parte real da fun¢do de onda semicldssica do pacote coerente circular
evoluido pela dindmica quantica para duas aplica¢oes do propagador do OHC (¢t = 2)
mais trés evolucoes por WKB (£ = 3) (circulos) e a evolucdao quantica do mesmo pacote
por t = 5 para comparacao (linha). Devido & simetria de paridade da fungao de onda,
apresentamos apenas a parte esquerda dos graficos. Veja a figura 2.22.
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Figura 2.22: Parte imaginéria (circulos) da mesma funcao de onda cuja parte real é dada
na figura 2.21 e a evolugao quantica (linha). Também consideramos a simetria de paridade.
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lembremos que a variedade instavel do OHC é muito proxima da variedade inicial
associada ao pacote, o eixo p = 0.

Para um valor de A, ou melhor, A.y menor que o tratado nesse caso, a estrutura
de propagacao quantica mais semiclassica permanece a mesma, apenas precisamos
evoluir por mais tempo o pacote coerente circular inicial pela dinamica quantica até
que sua largura atinja uma escala suficientemente grande para possuir uma estrutura
semiclassica; o tempo necessario para que isto aconteca é da ordem do tempo de

Ehrenfest do sistema.

2.6 Aproximacao de Transicao

Na regiao das cdusticas, a funcao de onda WKB diverge, cf. grafs. 2.21 e 2.22,
isto se deve ao comportamento da amplitude nessa regiao, observe o gréfico 2.19(b).
Um modo de estudarmos o comportamento semiclassico da funcao de onda préoximo
as causticas é realizarmos uma aproximacao de transicao. Utilizaremos a simetria
do mapa OHC e realizaremos os calculos apenas para a transicao do ramo principal
para a o ramo superior.

Antes de realizarmos a aproximacao de transicao, necessitamos modificar o ponto
de referéncia para o calculo da agao. Explicitamente, vamos escrever a agao (2.6) em
termos de um novo ponto de referéncia, denominado (q., p.), que, ndo casualmente,
corresponde a caustica de posicao mostrada na figura 2.18. A acao calculada na
figura 2.20 utilizou o ponto de referéncia (qg, po) = (0,0), porém, quando realizarmos
a aproximacao de transicao ficara claro o porqué dessa mudanca. A acao dada pela
equacdo (2.6) tendo como ponto de referéncia (qo, po) serd denominada S(q,%; qo),
enquanto que a nova agao com respeito ao novo ponto de referéncia sera denominada

S(q,t; q.); desejamos que estas acoes nao sejam modificadas com relacdo a esta
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mudanca, ou seja, queremos que S(q,; q.) = S(q,t; qo), conseqiientemente

i

So(ge) = Solqo) + jiiomﬁ+/Pﬂ%M%mﬂ—H@m@ﬁﬁdt

0
- SWQﬂ%%—/H@mM%JDﬁ-
0

Utilizando a equagao acima para Sy(q.), a agdo com respeito ao ponto de referéncia g..
pode ser reescrita como S(q,t; q.) = S(qe, t; qo) + fqp(q') dq', onde o termo S(q.,; q)
corresponde ao ponto de coordenada g = ¢. da fféura 2.20. Fazendo uma transfor-
mada de Legendre, tal qual a da equagao (2.4), representamos a agdo como uma

funcao de momentos:

S(p,t;pe) = S(q,t;9.) — pg. (2.29)

Partimos, entao, para a aproximacao de transicao efetivamente. Em torno da
caustica, a funcao de onda de posicao diverge, porém, nao a funcao de onda de
momento, nesta representacao obtemos, uma funcao de onda bem comportada em
torno das causticas de posicao. De fato, conhecemos a funcao de onda em qualquer
ponto da variedade lagrangiana, porém, em distintas representacoes. A aproximacao
de transicao que iremos realizar permite estudar o carater semiclassico da funcao de
onda na representagao de coordenadas em torno das causticas.

Consideramos inicialmente uma funcao de onda na representacao de momentos
do tipo da eq. (2.13). Aproximando a variedade evoluida da figura 2.18 por uma

parabola em torno dos pontos de cdustica,
qT(p) = a(p _pc)2 +¢g. com a:= — ,
P=DPc
onde o coeficiente angular a = 0.73 é determinado numericamente e o ponto (g., p.) =

(—2.62,0.56) corresponde as coordenadas da cdustica, podemos calcular a agao de



2.6 Aproximacao de Transicao

91

transicao referente a parabola,

S, (p, T pe) = Sor(pe) — /q(p’) dp’ = So, (pe) — % P —p) = ¢ (p—pe).

O termo §0T (p.) é encontrado impondo que no ponto (g, p.) as agoes §T (p,t;pe) e

§(p, t;p.) da equacdo (2.29) coincidam. Assim,

~ a

Sp(ptipe) = S(¢es B q0) — gepe — 3 (p—pe)’ —q.(p—pe).

O grafico da aproximacao parabdlica esta na figura 2.23.

245 —
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Figura 2.23: Aproximacao parabdlica (linha descontinua) da variedade (linha continua)
da funcao de onda semiclassica do pacote coerente circular. A parabola, de coeficiente
angular a = 0.74, tem o vértice no ponto de cdustica de posi¢ao (g, pe) = (—2.62,0.56)
correspondente ao ponto ressaltado na figura. A drea ®(q,p) ~ h determina a regido de
eficiéncia da aproximagao, ou seja, p € (0.33,0.80).

Agora nos falta determinar a amplitude em momento, fazemos isto utilizando a
férmula (2.14) e calculando numericamente g—i que ¢ a derivada da variedade preta
em 2.18, o que resulta no grafico 2.24. A despeito de aproximarmos a fase por uma
fase de transicao, nao realizamos nenhuma aproximacao ou consideracao especial

para a amplitude.
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Figura 2.24: Ramos da amplitude da funcao de onda semicldssica na representagao de
momentos para t = 3. Cada cor indica um ramo diferente. O ponto ressaltado corresponde
a coordenada da cdustica de momento, p. = 0.56, e também mostramos a regiao de
eficiéncia da aproximacao, p € (0.33,0.80).

Construimos a funcao de onda de transicao em posi¢ao como a transformada de
Fourier da funcao QZT (p) definida pela amplitude da figura 2.24 (note que, como nao

existem causticas de momento na regiao de interesse, s6 levamos em conta a linha

vermelha da figura) e pela variedade parabdlica da figura 2.23:
1+ : :
@ = () [AD) exp| £, Ep0) + ~qp— it | d
== exp| — iPe) + —qp—i—| dp,
r\d onh p, P 3 P, U P hqp 1 P
onde a fase constante provém da fungao de onda (2.13). Para realizar esta integracgao,
ao menos aproximadamente, consideramos que a amplitude em torno do ponto p.
nao varie consideravelmente, de modo que podemos toma-la como uma constante

de valor igual a g(pc, t) (olhando a figura 2.24 isto pode nao parecer verdade, mas,

mesmo assim, o resultado final corroborard com esta aproximagao). Com efeito,

~ “+o00

A C)t i tan)—i X . a Z
Un(q) = Lﬁ e S(ae o) =15 / exp[—z% (p—pe)’ + 5 (4= a0) p| dp,
(2mh)2

—0o0
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W=

realizando a seguinte mudanca de varidveis na integral p’ = — (%) (p — pe.) , escrevemo-
14 como
+oo ] . 1 1
. a 3 0 i (g .
—i—(p —p, “(q—q, dp = 27 = ipe(a—ae) A — —q) |,
/exp{ i (P —pe)” + 7 (g q)p] p W(a) e 1( )} (4 q))

onde Ai(z) é a funcdo de Airy definida na se¢gdo A.2 do apéndice A. Finalmente, a

funcao de onda de transicao é descrita por

2T 7 ~ i z. o 1
wT q) ~ ( 2.1 ) A pe,t eg[S(qc,t,qo)+pc(q—qc)—zz] Al( v de )
@) ashs (per) (ah?)s ( )

e seu grafico pode ser visto nas figuras 2.25 e 2.26. Este grafico contém apenas a
regiao de transicao da funcao de onda apresentada nos graficos 2.21 e 2.22, fora
dessa regiao, a aproximacao de transicao falha, o que também pode ser observado
nestas figuras.

A ja comentada regiao de eficiéncia da aproximacao de transicao, cf. figuras
2.23 e 2.24, pode ser calculada tendo em mente que desejamos uma aproximagao
semiclassica para a funcao de onda quantica cujo erro deve ser da ordem de hgf e
que no limite A — 0, esse erro também se anule. Dessa forma, pensamos em uma
area no espago de fase, ®(q, p), determinada pela pardbola da figura 2.23, da ordem
de h. Essa area pode ser calculada:

Pet+p*

P(q,p) = /qT(p) dp| — 12pcqc| = h

Pc

3h

1
4a) 3. Substituindo os valores numéricos

e desta equagao, retiramos o valor p* = (
da figura 2.23, os limites de eficiéncia da aproximagao: p € (p. — p*,p. + p*) =
(0.332,0.802). A cota superior da drea pode ser obtida diretamente da equacao da

pardbola ¢, (p) com ¢* = q.(p* + p.) = ¢, (p* — p.) = —2.582.
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Figura 2.25: Aproximacao de transigao para a func¢ao de onda (pontos vermelhos). A linha
continua é a funcao de onda quantica e os pontos pretos a funcao de onda semiclassica.
Aqui mostramos a parte real, a parte imaginaria estd na figura 2.26.

2.7 Estrutura Semiclassica da Funcao Wigner

Todos os resultados para a dinamica semiclassica de pacotes gaussianos ja foram
apresentados nas segoes anteriores, nesta se¢ao apenas os reinterpretaremos sob a
Otica da funcao de Wigner. Por uma questao apenas estética apresentamos nos
trabalhos [54, 55] estes resultados nesta ética.

A funcao de Wigner da fungao de onda semicléassica (2.7) é obtida se a inserirmos

na defini¢ao (1.64):
1 i
W(Qapa t) = 7T_FL /dgq A(q + 5(]7 t) A*(q - 5(]7 t) 6h¢(§q)> (230)

onde as amplitudes obedecem a equagao de transporte (2.10) e a fase fica definida
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Figura 2.26: Aproximacao de transi¢ao para a parte imagindria da func¢ao de onda (pontos
vermelhos). A linha continua é a fun¢ao de onda quantica e os pontos pretos a funcao de
onda semiclédssica. A parte real estd na figura 2.25.

por
q:q+§q (I+§q

— 2 = / p(q")dq" — 2p&,, (2.31)

9=q4—¢g q—&,

o(&) == S(q,1)

sendo p(q) a variedade de suporte do estado WKB.

No limite semicldssico, a exponencial oscila rapidamente e a integral (2.30) tem
as contribuicoes mais relevantes dadas pelos pontos de fase estacionaria, c.f. secao
2.2.1. Igualando a zero a derivada da fase em (2.31), os pontos estacionarios sao

determinados pela seguinte condicao:

[p(q + &) +plg— &), (2.32)

DN —

p:

lembre-se que p = 05/0q. Diretamente de (2.32), existem duas solugoes para a

equacao acima, basta notar que se 52 for solucao, entao, —52 também serd, e assim,
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podemos definir

oS
Ty = (g4, ps) = <q +¢&, 9

)

Portanto, a fun¢ao de Wigner no ponto médio, ou centro, z := (¢q,p) é determinada
pelos extremos x4 de uma corda que une dois pontos da variedade lagrangiana p(q).

Na realidade, a existéncia de apenas duas solugoes da equagao (2.32) s6 é garan-
tida se o ponto médio x estiver numa regiao concava da variedade lagrangiana p(q)
e préoximo a esta, porém com os extremos x4 nao coalescentes, caso contrario, ou-
tras solucoes podem aparecer e o método da fase estacionaria pode nao funcionar,
tornando-se necessario a utilizagao de métodos assintéticos mais complexos tais como
os de aproximacao uniforme. Este procedimento de fase estacionéria para a funcao de
Wigner ¢ desenvolvido em [7], tdo bem como as aproximagoes uniformes necessarias
quando de sua falha. O fato de nos encontrarmos proximos a variedade garante,
segundo [7], que nao necessitamos de outros ramos, ou seja, nao é preciso utilizar a
féormula (2.15) para a funcao de onda WKB.

Aplicando as condigoes de fase estaciondria na integral (2.30), encontramos que

2v/2 cos (1@ (x,t) — T)
7 Ao(g+)Ao(g-) o Ao

™

W(z,t) ~ , (2.33)

onde usamos (2.10), Ao(q) := A(q,t =0), vy :=dxy/dq’, ¢’ é a coordenada de um
ponto na variedade inicial p’ = p(¢’,t' = 0) e ®(z,t) é a area entre o seguimento, ou
corda, determinado por (x4, z_) e a variedade. A fungao oscilatéria aparece devido
as contribuicoes complexas e conjugadas dos dois pontos de fase estacionaria e seu
denominador é uma composigao da segunda derivada de ¢(§,) com os jacobianos da
amplitude A(q,t) em (2.10). Na figura 2.28, mostramos um exemplo dos pontos x4,

do ponto médio x com relagao a variedade do OHC e, também, a funcao ®(z,1t).

2.7.1 Dinamica Quantica da Funcao de Wigner

A funcdo de Wigner de um estado é calculada utilizando-se a definigao (1.64).

Sob uma dinamica hamiltoniana sua evolugao é descrita pela equagao (1.66).
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Devido a nao linearidade da hamiltoniana do OHC, a equacao de evolucao da
funcao de Wigner, eq. (1.66), ndo possui solucao analitica e, portanto, necessitamos
aderir, mais uma vez ao calculo numérico.

Na segao 1.2.1, descrevemos como realizar a evolucao de um estado sob a
dinamica do OHC, a saber, utilizando uma transformada rapida de Fourier, como
explicado na se¢ao D.3 do apéndice D. Utilizando a defini¢cao (1.64) e observando
que esta corresponde a uma transformada de Fourier, podemos calcular a func¢ao
de Wigner do OHC para qualquer instante de tempo utilizando o mesmo método
numérico. Este método esta descrito também no apéndice D na secao D.4. Resu-
mindo: dado um estado inicial, calculamos sua evolucao via uma TRF e obtemos a
funcao de onda evoluida; para calcular a funcao de Wigner deste estado, realizamos
mais uma TREF.

Como exemplo, evoluimos a funcao de Wigner de um pacote inicial esticado de
largura Ag = 0.44 por trés aplicagoes do OHC. O resultado obtido é graficado na
figura 2.27.

Partiremos agora para a descrigao semiclassica da evolugao de um estado coe-

rente para a funcao de Wigner.

2.7.2 Dinamica Semiclassica da Fungao de Wigner

Tal qual nas secoes anteriores para funcoes de onda, queremos encontrar as
estruturas semiclassicas presentes na propagacao quantica da funcao de Wigner. A
andlise dessas estruturas nos mostrou que a dinamica leva um pacote redondo num
que possui uma variedade lagrangiana associada e portanto constitui um estado
WKB. Os estagios iniciais da evolugao nao podem ser descritos pelo método WKB,
devidos as restrigoes com respeito a sua largura, entao, repetimos o mesmo processo:
iniciamos com um pacote redondo e evoluimo-lo por duas aplicacoes do OHC para
depois associarmos uma variedade lagrangiana ao estado resultante. Este estado

evoluido possui a mesma estrutura do estado esticado mostrado da figura 2.27 que
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Figura 2.27: Fungao de Wigner de um pacote coerente de largura inicial Aq = 0.44
sob trés evolugoes do OHC. Mostramos na figura a funcao de Wigner do pacote inicial
esticado, um pacote redondo de largura Ag = 0.08 para comparacao e a funcio resul-
tante da propagacao. As estruturas hiperbdlicas que aparecem nesta figura sao efeitos da
discretizacao (“aliasing”).

é a evolucao do pacote redondo de largura Ag = 0.08 sob duas aplicacoes do OHC.

Voltamos, entdo, para a formula (2.33). Como comentado, essa aproximagcao
pode falhar em alguns pontos do espaco de fase e isto esta explicito nesta equagao:
os pontos onde vy A v_ = 0 sao denominados de causticas de Wigner. Mostramos o
conjunto desses pontos na figura 2.28 para o caso do OHC.

Dois conjuntos distintos de causticas sao presentes na funcao de Wigner. O
conjunto de pontos vermelhos é aquele em que os vetores v+ sao idénticos, ou ainda,
sao os pontos de coalescéncia de cordas do tipo . — x_ e correspondem a variedade
WKB associada ao estado quantico, ou ainda, a variedade instavel da dinamica. O
conjunto azul é descrito pelo conjunto de pontos onde os vetores v4 sao paralelos
nos pontos x4. A distingao entre os conjuntos pode ser realizada com mais minucias

que compreendem o nimero de cordas que definem um ponto, ou seja, no conjunto
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vermelho apenas uma corda determina um centro x, no conjunto azul temos duas
ou mais cordas que sao solugoes de (2.32) e realizam o paralelismo de vy, maiores
detalhes estao em [7].

2.5 T T T T T

Figura 2.28: Causticas da fungao de Wigner. Também mostramos a estrutura de centros
e cordas que determinam o ponto x do argumento da funcao de Wigner, a corda une os
pontos x, a area simplética ®(z,t) entre a corda e o filamento e a segdo ¢ = —2 utilizada
para a comparacao entre a evolucdo WKB e quantica (linha pontilhada).

Para comparar a evolugao quantica do pacote, fig. 2.27, com a evolugao semiclas-
sica dada pela equacgao (2.33) para a dinamica do OHC, apresentamos a se¢ao ¢ = —2
(indicada na figura 2.28) da funcao de Wigner na figura 2.29, ou seja, graficamos os
valores de W (q = —2,p,t = 3). Nesta figura, podemos notar a divergéncia presente
nas causticas que representam o filamento.

Comparando as figuras 2.27 e 2.28, a evolugao na representacao de Wigner,

mostra que o pacote inicial se estica ao longo da variedade instavel numa estrutura
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Figura 2.29: Secao ¢ = —2 da funcao de Wigner de um pacote coerente esticado evoluido

pela dindmica do OHC quantica (linha) e semicldssica (circulos cheios). Graficamos

também a aproximacao de transigao (circulos vazados).

filamentar classica, porém, recheada de franjas de interferéncia.

Um dltimo comentério. Ao invés de utilizarmos a aproximacao (2.33) poderiamos
calcular a fun¢ado de Wigner semicléssica diretamente de sua definigdo (1.64) com a
funcao de onda calculada pelo método WKB, e.g., os dados da figura 2.21. O pro-
blema das causticas da funcao de onda poderia ser facilmente resolvido, alternando

de representacao e utilizando o calculo da funcao de Wigner na base de momentos,

eq. (1.65).

2.7.3 Aproximagao de Transigcao

Do mesmo modo que estudamos o comportamento da funcao de onda em torno
das causticas, vamos fazé-lo para a funcao de Wigner. O método descrito aqui segue
a mesma conduta do realizado na secao 2.6: aproximamos a variedade por uma

parabola e a amplitude como uma constante em torno dos pontos de caustica.
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A variedade instavel do oscilador é algo como o que da figura 2.30(a), onde,

préximo ao ponto z* = (¢*, p*), esta se aproxima de uma parabola.

a) b)

KA T \Q

Figura 2.30: (a) Variedade do oscilador harmonico chutado e sistema de coordenadas uti-
lizado para calcular aproximagcao de transigao. (b) Aproximagao da variedade do oscilador
harmonico chutado por uma parabola.

Definindo o sistema de coordenadas (@, P) como o da figura 2.30(a), vamos
calcular a agdo da variedade entre dois extremos (¢ + &, ¢ — £) aproximando a curva
P(Q) pela equagao de uma pardbola,
dz_P
dQ?

de coordenada P, e concavidade a, cf. figura 2.30(b). Enfim, a agao entre os

PQ)=F — %an, a= (2.34)

extremos (¢ — &, q + &) é calculada utilizando a fungao em (2.34):
q+§ a )
S-6a+9 = [ PQQ=-3¢ —alt42ns  (23)
q—§
esta equagao pode ser escrita como fungao das dreas da figura 2.30(b) como S(q —
€,q+€) = (bl +®2

A fase (2.31) é, entdo, encontrada fazendo uso da agdo (2.35) e seu resultado

fica expresso em termos das areas da figura 2.30(b):

P(§) = o = S(q—&,q+&)—P1 = S(q—&,q+&) —2p§ = —%63—2€(p—P(q))- (2.36)
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Considerando a amplitude A(q,t) em (2.10), podemos argumentar que sua variagao
entre os extremos (¢ + &, g — &) é pequena comparada com as variagoes do expoente
em (2.30). Desse modo, esta amplitude pode ser retirada da integral e, assim,

calculamos
400

L(q.p) = / G

—0o0

para a fase dada em (2.36). Obteremos, realizando a mudanca de varidveis y° =

nan =21 (1) x| () o pioy

Por fim, a fungao de Wigner de transicao fica descrita em termos de

46", que

247 12(p—P9)
Wr(g,p,t) = (i) [ @ | (2.37)
onde definimos
Api=[A(g - &)+ Alg+ &, 1)] /2 (2.38)

como sendo a amplitude no ponto médio, ou vértice da parabola.

A fungao de transicao, eq. (2.37), esta graficada na figura 2.29 para que com-
paremos com o resultado exato; colocamos apenas a regiao de entorno das causticas
que é a que nos € interessante. A regiao de validade dessa aproximagcao é obtida da
mesma maneira que fizemos para a funcao de onda na secao 2.6.

Em alguns casos, que nao é o nosso, a aproximagcao realizada sobre a ampli-
tude, como a que fizemos para obter (2.37), pode nao ser razoavel. Para contornar
isto, poderiamos considera-la como uma gaussiana de largura muito maior que as
oscilagoes caracteristicas desse expoente: Ai(q — &) = A(qg+ &) = Are™ 1€ com A,
em (2.38).

Podemos, ainda sim, aplicar o método da fase estaciondria em (2.30), basta

utilizarmos a identidade integral (A.4), assim, a funcao de Wigner, cuja agao é
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tomada de (2.36), torna-se

2 352
WT(q7p7 t) - A e%‘F%(;ﬁ—P(q)) Ai

(ah2)1/3 a

2(p—Plg) P (2)4/3]
(ah2)'® 4 '

Pudemos observar na figura 2.29 que a funcao de Airy descreve muito bem o
comportamento da Wigner proximo ao filamento. Como mostrado no apéndice A,
fig. A.1, o méximo da funcao de Airy se encontra deslocado com relagao a origem e o
mesmo ocorre em (2.37), onde o méximo que caracteriza a caustica do filamento néao
se encontra sobre ele, porém, deslocada ao lado convexo. Reduzindo o valor de h,
esse pico se desloca em direcao ao filamento e no limite semiclassico A — 0, podemos
utilizar a equacao (A.5) e mostrar que a Wigner se torna uma delta de Dirac, ou
seja, limy_o Wr(z,t) = d(p — P(q)), cuja concentragao é exatamente no filamento.
Situacao parecida é encontrada no caso de fungoes de Wigner semiclassicas atreladas

a toros de um sistema integravel®.



Capitulo 3

Interferéncia Pura de Gaussianas

“H4a uma grandeza nessa visao da vida, com seus diversos poderes, havendo sido
originalmente insuflados em algumas poucas formas ou em uma s6; e que, enquanto
este planeta esteve revolucionando de acordo com a fixa lei da gravidade, a partir de
um inicio tao simples, infinitas formas, as mais belas e mais maravilhosas, evoluiram

e continuam evoluindo.”

(C. Darwin, A Origem das Espécies, 1872)

Nosso interesse em pacotes gaussianos, agora, estender-se-a as suas superposigoes
no espaco de fase. Estas superposicoes também denominadas de “estado de gato”
surgem neste trabalho no contexto de um método uniforme de propagacao semiclas-

sica desenvolvido por nds em [64].

Neste capitulo apresentamos o método de propagacao uniforme cuja estrutura é
baseada em termos de superposicoes de estados coerentes. Dedicaremos, entao,
atencao a estas superposicoes e a sua geometria no espaco de fase. Discutimos alguns
exemplos bidimensionais e acabamos por descrever a estrutura de uma superposi¢ao
num espaco de fase de dimensao arbitraria. Terminamos o capitulo apresentando

uma proposta experimental para criacao de tais gatos.
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3.1 Superposicoes e Propagacao Uniforme

Se considerarmos um estado puro descrito por meio de superposigoes de M

vetores [1);), ou seja,
M
W) = ZQW%
i=1

sua funcao de Wigner pode ser calculada utilizando a definigao (1.63):
M
D G (Wil Ralabi)

i=1

1
(mh)"

WY (z) = , (31)

2 - 5
+ T)" Re [Z Ci0;<¢j|Rr|wi>

(m sl

donde usamos a ciclicidade do traco. Como pode ser observado, o conhecimento da

funcao de Wigner de cada estado |¢;) ndao é determinante para o calculo da fungao de
Wigner do estado | V), pois que restam os termos denominados de interferéncia ou de
coeréncia, representados por (wl|f2m|wj> E, ainda, devido a linearidade do operador
de reflexao, estes termos sao obtidos pelas interferéncias dos estados [1;) apenas aos
pares, ou seja, a soma final da superposicao é uma soma entre as interferéncias de
pares de pacote, ou de superposicoes de pares de pacote.

O fendomeno de interferéncia é uma das caracteristicas quanticas mais peculiares
e inconcebiveis a0 mundo macroscépico. A vantagem de observar a funcao de Wigner
de superposicoes consiste em podermos analisar sua estrutura geométrica no espago
de fase.

No capitulo anterior, realizamos a propagacao de um pacote coerente por meio
do método WKB e revelamos o esqueleto classico subjacente a propagacao do es-
tado quantico. As cdusticas sao elementos presentes e influenciadores na dinamica
do espago de fase, elas limitam o movimento classico atuando como envelopes de
trajetérias(®, contudo, constituem um dos entraves do método WKB, nesses pontos
esta aproximacao falha. Para contornarmos esse problema, realizamos uma aproxi-
macao de transicao para descrever a estrutura no entorno das causticas.

Nesta secao, delinearemos um método de propagacao semiclassica baseado em

pacotes gaussianos cujo esqueleto final recai no estudo de superposigdes do tipo (3.1),
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onde os estados ;) constituintes sdo gaussianos. Este método recebe a alcunha de
uniforme, pois, é indiferente a presenca das cdusticas no espaco de fase.

Em [51], R.G. Littlejohn propés um “ansatz” para a solu¢ao da equagdo de
Schrodinger dependente do tempo a fim de propagar pacotes de onda linearizando
sua dinamica em torno da trajetéria do seu centro, isto é o que ele chamou de
aproximagao por érbitas adjacentes (AOA)L.

Remonta-se a E.J. Heller®® em 1975, os primeiros métodos semicléssicos para a
propagacao de gaussianas aproximando uma dinamica, em geral, nao-linear por uma
dinamica linear. Esta concepcao difere muito da WKB vigente até entao. A proposta
de Littlejohn consiste numa generalizacao do trabalho de Heller para a propagacao
de quaisquer pacotes de onda, desde que decomposto numa soma supercompleta de
estados coerentes.

O que aqui é chamado AOA uniforme é um passo seguinte ao trabalho de Heller-
Littlejohn, onde tentamos estender a dinamica linear a tempos indefinidos por meio

de um algoritmo iterativo de propagagao.

3.1.1 Dinamica AOA

Nao existe, a priori, razao para que a propagacao de um pacote quantico seja
similar a de uma equacgao de Liouville classica, mas um fato marcante é que a
evolucao do centro de um pacote de onda permanece, aproximadamente, ao longo
de sua trajetéria classica, garantidamente pelo teorema de Ehrenfest* ®L 7 pelo
menos para tempos curtos. O principio da correspondéncia de Bohr garante que no
limite h — 0 essa aproximacgao melhore e, consequentemente, a propagagao possa
ser estendida a tempos maiores. O intervalo temporal em que geralmente podemos

aproximar uma dinamica quantica por métodos semiclassicos é o ja mencionado

!Traducdo do inglés “nearby orbit approximation”, ou NOA.
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tempo de Ehrenfest®® e é definido por

1 S
TR Eln( h) , (3.2)

onde S é uma acao classica tipica do sistema e A\, é o expoente de Lyapunov da
dinamical®”. Este tempo pode ser considerado como o tempo limite em que o teo-
rema de Ehrenfest perde sua validade. Note que quando S/h < 1 = 7 > 1
e que como A\ é uma medida da nao-linearidade do sistema, 7z é inversamente
proporcional a ele. Descreveremos agora, o método de Littlejohn retirado de [51].

Tomando a transformada de Weyl (1.59) de uma hamiltoniana H(z,t), podemos
expandi-la em torno da trajetéria x(t) := (1 (t)|Z]|¥(t)), do centro do pacote de onda
|1)(t)). Tomando, agora, sua inversa, escrevemos

OH 0*H

H(z,t) = H(z(t)) + (2 —z(t)) - + (T —x(t)) -

W (& —2(t) + ... (3.3)

012 2(t)
O “ansatz” de Littlejohn foi associar a cada termo da equagao acima um operador

unitario quantico e construir com ele um propagador da seguinte forma:

[0(1)) = Uso|tho) = eX O T Ns, T Jabo), (3.4)

onde (i) a primeira translagao, Tmo, traz o pacote inicial do seu centro, xy :=
(Yo|Z|ho) com |1hg) = |ip(t = 0)), a origem do espago de fase; (ii) o operador
metaplético atua no pacote na origem deformando-o por meio da matriz simplética
S; descrita em (1.5); (7i7) a ultima translagao, Tm(t), transporta o pacote distorcido
da origem para o ponto x(t) que corresponde a evolu¢ao hamiltoniana classica de
xo obtido pela solugao das equagoes de Hamilton e, finalmente, (iv) v(t) é uma fase

similar a acao lagrangiana:

N | —

(1) = /dt pd—q-p— Hzt). (3.5)

Basicamente o que o propagador (3.4) nos diz é que se a dinamica, por al-

gum intervalo de tempo curto, for bem aproximada pela hamiltoniana expandida
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até a segunda ordem, o centro do pacote se movera aproximadamente bem por sua
trajetéria classica no espacgo de fase e a deformacgao sera bem descrita pela trans-
formagao canonica classica. O saldo dessa aproximacao é resolver um problema
quantico de propagacao com trés equacoes cldssicas de movimento, uma para fase,
uma para o centro e outra para a deformagao. Note que se H(z,t) for quadratica,
entao, a expansao € exata, o propagador também e o pacote se move como no movi-
mento classico pela equacao de Liouville. Ja4 comentamos isto em termos da func¢ao
de Wigner na secao 1.3.4.

A validade da aproximacao é controlada pela divergéncia de trajetérias classicas,
1.e., determinada pelo expoente de Lyapunov do sistema. Um pacote que nao é bem
localizado no espaco de fase, ou seja, que suas dispersoes sejam largas comparadas
com h nao se comportara bem sob a propagacao semiclassica e a razao para isto é
bem simples: a dispersdo do pacote s@o calculadas por médias de iz = (T — x(t))
que sao exatamente os deslocamentos sobre os quais a expansao da hamiltoniana
foi realizada; se 02 nao for pequeno, a expansao nao é boa. Este argumento esta
obviamente relacionado com a divergéncia de Lyapunov das trajetérias e muito
concorda com a definigdo de tempo de Ehrenfest na equagao (3.2).

Para a propagagao de um estado |¥y) podemos realizar ainda mais uma apro-
ximagcao, agora baseada numa decomposicao em estados coerentes, dada a intima
relagao entre os operadores semiclassicos e estes estados, c¢f. secao 1.4. Para o
conjunto dos estado coerentes |n), do tipo (1.78), a relagdo de completeza é descrita

co1mo

“+o0o —+o00
~ 1 1
H: = — . .

onde 1 € =y, e a integral é realizada nas 2n variaveis do espaco de fase. A primeira
relagdo é uma generalizagdo n-dimensional daquela retirada dos livros [4, 71] de
mecanica quantica e a segunda segue da definicao de estado coerente generalizado

— eq. (1.80), da unitariedade dos operadores metapléticos e da simpleticidade de S.
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O propagador exato é dado pela equagao (1.15) e quando aplicado ao estado
|Wo) o leva em um estado |¥(¢)). Se decompusermos o estado inicial em termos dos
pacotes coerentes utilizado a relagao de completeza acima, podemos aproximar o

propagador para cada estado da soma, ou seja,

W) = [ G NS & [ (S W) Ty (1)]Sin), (3.6)
(2mh) . (2mh)

onde Un(t) é o propagador em (3.4) linearizado em torno da trajetéria do centro
de cada pacote coerente. Enfim, a propagacao do estado |¥g) é representada sobre
uma soma continua de centros de pacotes coerentes sobre todo espacgo de fase.

Este esquema de propagacao foi introduzido por Littlejohn em [51], cuja validade
é garantida até o tempo de Ehrenfest. Em [64], nossa proposta foi criar um método
extensivel a tempos indeterminados baseado num algoritmo iterativo de propagacgao
numérica que consiste em trés etapas sucessivas: (i) discretizar a decomposi¢ao do
estado inicial |[¥g) em pacotes coerentes; (i7) linearizar, como Littlejohn, o propa-
gador em torno das érbitas do centro de cada pacote e propaga-los individualmente
e (ii1) reconstruir o pacote evoluido pela soma das evolugoes individuais. Quando
atingirmos um tempo de Ehrenfest, cada pacote resultante da propagacao dos pa-
cotes individuais pode ser propagado por durante mais um tempo de Ehrenfest se
aplicado novamente o algoritmo. Do modo como é construido, este algoritmo é
indiferente as cdusticas no espaco de fase e por isso o nomeamos AOA uniforme.

A eficiéncia da AOA uniforme dependerd, em parte, de nossa habilidade para
discretizar o estado inicial em pacotes coerentes. Como um exemplo, vamos descre-
ver os trés passos acima para um estado inicial gaussiano e a dinamica cadtica do

OHC num espaco de fase bidimensional.
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3.1.2 Decomposicao

Se utilizarmos explicitamente a equacao (3.6) na base de posi¢ao, podemos
integrar apenas sobre a parte de momento de 1 e manter a integral apenas em 7),:

“+o00

W) = 5 [ dnClalo) (3.7

onde (g|¢) = #(q—n,) é¢ uma fungdo de onda que depende unicamente de ¢ e 7,. Isto
¢ uma manifestacao de supercompleteza dos estados coerentes: apenas necessitamos
de uma linha no espaco de fase para a decomposicao. Aqui nds usaremos o eixo ¢,
mais geralmente, com uma parametrizagao suave 7, — 1,(z), 2 € R, podemos con-
struir uma integral de linha sobre qualquer curva no espaco de fasel®”; por exemplo,
no caso de |Wy) sendo um estado coerente, em (3.7), uma escolha natural é a diregao
de um dois semi-eixos da funcao de Wigner do pacote; outro exemplo interessante é
podermos realizar a decomposicao em linhas fechadas, como o circulo®”,

Para diferentes estados |¥y), os coeficientes C'(n,) de (3.7) estdo desenvolvi-
dos em [87]. Como um exemplo de aplicagdo do método uniforme de propagacao,
evoluiremos um estado gaussiano esticado posicionado na origem do espago de fase
e de largura suficientemente grande para que a aproximacao linear do propagador,
eq. (3.4), nao funcione. A funcdo de onda desse estado é dada em (1.79) com
S = Diag(r, 1/v) do tipo Sy em (1.11) e £ = 0. Escolhemos os estados da decom-

posicao do mesmo tipo,

1 . e—ﬁ(q—ﬁq)z’ (3.8)
(mhp)

também obtidos de (1.79), mas com S = Diag(u, 1/p) e distribuidos ao longo do

(g —ng) =

eixo das coordenadas. Neste caso, os coeficientes sao dados por

1
S2

C(n,) == T P {—#‘E_D] com s = \/g <1 (3.9)
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O parametro s definido acima é chamado de parametro de esticamento relativo e é
igual a razao das larguras dos pacotes. Note que no limite lim,_., C'(n,) = d(n,)-

A extensao da férmula (3.7) para o caso de um pacote coerente mais geral é
trivialmente obtida aplicando-se translagoes e metapléticos nesta relagao. Os coefi-
cientes C'(n,) para o nosso caso podem ser deduzidos diretamente da relagao (3.7)
sem apelar para [87], apenas notando-se que esta equagao ¢ uma convolugao de duas
gaussianas — isto foi feito em [56].

Agora, vamos partir para os métodos numéricos. Escolhemos a compressao do
pacote inicial |®¢) como v = 0.02 e a dos pacotes da decomposic¢ao p = 2.04, entéo,
s ~ 0.1, indicando que os pacotes da decomposi¢cao sao dez vezes mais estreitos
que o pacote inicial. Para realizarmos a decomposicao numérica, vamos truncar e
discretizar a integral (3.7) na representacao de coordenadas e estudar seu compor-
tamento.

Dispomos N pacotes pequenos ao longo do eixo das coordenadas cujos centros

estao localizados em

N +1

= Qo+ (k—T) ong, k=1,...,N, (3.10)

onde 07, ¢ a distancia entre os centros do pacotes e £()y sao os cortes da inte-
gral (3.7). Estes parametros aparecem naturalmente no processo de discretizagao:
primeiro truncamos a integral num intervalo simétrico (—Qo, Qo) e depois discretizamo-

la numa soma de N pacotes localizados como em (3.10), assim,

Qo N
[Wo) ~ /dﬁq C(ng) |8) = dng Y Cilw) = [Un),  Cri=Clny(k)).  (3.11)
—Qo k=1

A eficiéncia da discretizacao pode ser vista na figura 3.1. L& graficamos as
fungdes (q|¥o) e (¢|¥n) em (a) para serem comparadas. No grafico (b) desta figura,
mostramos o erro da aproximacao com funcao do nimero de pacotes e da distancia
entre eles. Mais detalhes técnicos sobre o processo de discretizagao podem ser en-

contrados em [64] .
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Figura 3.1: Processo de Discretizagao. (a) Fungao de onda exata (linha) e a recon-
strugdo com a soma discreta (circulos vazados) para N = 65 e @y = 3.9; (b) Erro
da discretizacao como fungao de N e dn,. Note que determinando (), 7, torna-se
definida e vice-versa.

3.1.3 Propagacao Uniforme

Passamos agora para o préoximo estagio do nosso método semicldssico: a pro-
pagacao numérica. Vamos utilizar a dinamica do OHC descrita na secao 1.5 e
basicamente vamos construir o propagador do tipo (3.6).

A linearizacao do mapa do OHC em torno do centro de um pacote é a expansao

dos termos K sing em (1.94), assim,
Tng1 = SwrSe Tn (3.12)

onde S, e S, sio dadas em (1.11) com t = 7, ¢ = Kcos(n}(n)) e 75(n) sendo
a coordenada ¢ do centro do k-ésimo pacote, apds a n-ésima aplicacao do mapa
(1.94).

Para a solucao do problema da propagacao do pacote esticado, entao, calcu-
lamos a trajetéria do centro de cada pacote da decomposigao por meio de (1.94);
construimos um operador metaplético para a matriz simplética em (3.12) entre os
instantes (n7, (n+ 1)7) e calculamos a fase (3.5) por integra¢ao numérica.

A escala quantica fica determinada pelo valor escolhido de A = 0.0128. O
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comprimento do pacote inicial é Agq, ~ 0.57 com v = 0.02 e é apresentado na figura
2.27. Apds o primeiro chute, esta pacote atingira os pontos de caustica da variedade
por causa da alta taxa de expansao gerada pelo expoente de Lyapunov do ponto
hiperbdlico da origem.

Aplicamos o método AOA propagando cada pacote da decomposi¢ao em (3.11)

sob a dinamica linerizada do OHC em (3.12). A evolugao é esquematizada por:

Uonc(t)|Wo) = dng Y CnEm)U(t)|ox) = dng Y Clnf(m))URler),  (3.13)

onde ﬁ,‘; é o propagador em (3.4) linearizado na vizinhanga do centro de cada pacote
Mg, (n). Depois de evoluir as trés equagoes de movimento para cada pacote, podemos
compor o propagador final como U =1l U i obtendo a mesma forma de (3.4)
gragas as relagoes entre os operadores de translagdo e metapléticos eqs. (1.27),(1.44)
e (1.49).

Para observamos a estrutura da propagacao no espaco de fase, utilizamos a

fungao de Wigner calculada da defini¢ao (1.63):

N
Wa(x,nr) = 0n2 > CHO|UT RUf|éx) + 002 Y CuCro (6| UL RoUf |6w) (3.14)
k=1 k#k!

que tem a mesma forma de (3.1). Para n = 2, a evolu¢do quantica é mostrada
na figura 2.27. O resultado da aproximacao uniforme é mostrado na figura 3.2
comparado com a evolugao exata no corte ¢ = —2 no espaco de fase.

Como podemos ver, o método semiclassico por nés criado, possui uma con-
cordancia perfeita com a evolucao quantica e ainda, ignora a presenca das causticas
no espaco de fase. Porém, como nem tudo sao flores, o tempo de Ehrenfest deste
sistema é curto: para n = 3 nos ja temos problema, ja que a nao linearidade da
hamiltoniana altera consideravelmente a forma dos pacotes que vao perdendo bru-
talmente sua gaussianidade, ou seja, eles deixam de ser descritos por operadores

de translagao e metapléticos aplicados a estados coerentes. Porém, o sucesso para
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Figura 3.2: Secao Transversal da Funcao de Wigner, reta ¢ = —2 para n = 2.

Evolucao Quantica Exata (linha) vs. aproximagao AOA uniforme (pontos).

tempos longos ainda é possivel, apenas devemos aplicar iterativamente o método
AOA antes que o pacote da decomposicao perca sua forma gaussiana. Um estudo

da evolugao da gaussianidade dos pacotes da decomposigao esta em [64].

3.2 Comentarios e Conclusoes

Nossa aproximacao semiclassica — AOA — consiste, entdao em decompor um
estado |1p) em pacotes gaussianos distribuidos sobre todo o espago de fase, cen-
trados em coordenadas 7, e evolui-los sob a acao dos operadores metapléticos e de
translacoes, que representam quanticamente as transformagoes canonicas classicas.

Os pacotes da decomposi¢cao podem nao ser redondos, no nosso exemplo, pos-
suem p = 2.04. Poderiamos té-los escolhido assim, porém como a variedade instavel
encontra-se quase que em cima do eixo das coordenadas, estes pacotes, de acordo

com a evolugao, vao se comprimir nesta diregao, é 1til té-los esticados ao longo da
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dire¢ao do eixo p para melhorar a eficiéncia do processo.

Uma das condigoes que determinam a eficiéncia da aproximacao semicléssica é a
unitariedade do propagador. Aquele em (3.8) s6 é unitario quando a Hamiltoniana
é quadratica e neste caso a aproximacao de oOrbitas adjacentes é exata, ja que a
expansao em (3.6) é nula a partir do terceiro termo.

No método WKB apresentado no capitulo anterior, sua eficiéncia é determinada
pelo limite na eq.(2.24) sobre a amplitude do estado inicial. Distintamente aqui,
a eficiéncia da aproximacao é descrita em termos do tipo de dinamica, além de
consideragoes sobre a largura do estado inicial. Porém, ambas estao atreladas ao
principio da correspondéncia de Bohr sobre a relagao entre as escalas quanticas e
classicas dos sistemas, o que as une na categoria de dinamica semiclassica.

A eficiéncia da aproximacao semicléssica, no entanto, deve equivaler a eficiéncia
da aproximacao cldssica. Enquanto a dinamica classica cadtica puder ser bem re-
presentada pela linear, a dinamica quantica serd bem descrita pela semicléssica.

E finalmente, a fungao de Wigner da equagao (3.14) é uma soma de fungoes de
Wigner de pacotes gaussianos. No nosso exemplo, tanto o esqueleto classico, como
as franjas de interferéncia da figura 2.27 sao descritos como uma soma deste tipo.
Os termos diagonais ja foram estudados, sao todos da forma (1.86). Porém, os nao
diagonais sao os termos de interferéncia que terao sua estrutura geométrica estudada

na secao seguinte.

3.3 Interferéncia no Espaco de Fase

A interacao dos operadores semicldssicos com os estados gaussianos, secao 1.4,
permitir-nos-4 compreender a estrutura geométrica das superposicoes entre esses

estados no espago de fase — este é o principal resultado deste capitulo.
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3.3.1 Superposicao de Estados Coerentes

O estado puro de uma superposicao normalizada entre os dois estados coerentes
gerais |U;u) e |V;v) definidos em (1.80) é descrito por
1
~ 1+ 2Re [*b(U; u|V; v)]

[¥) (alU; u) +0|V;0)), (3.15)

onde a e b sao nimeros complexos tais que |al? + |b|> = 1. Da definigao (1.64),

podemos calcular a funcao de Wigner desta superposicao:

) "
1+ 2Rela*b(U; u|V;v)]

X {|a|2(U;u|f2z|U;u> B2V 0| Re |V 0) + 2 Re [a*b(U;u|f2z|V;v>H (3.16)

Wy(z)

que possui trés termos: dois diagonais que correspondem exatamente a fungoes
de Wigner (1.86) de estados coerentes gerais e um terceiro, de interferéncia ou de
Wigner-Moyal que serd calculado agora.

Utilizando as regras de composicao (1.38) e a regra de covariancia (1.50), es-

crevemos

(U, u| Ry|V, v) = (0| M3 T R, T, My |0) = en®SHamcnn <0|1%01(m_ﬁ)M01V|o>, (3.17)

onde

n:%(u—l—v) e (:=u—v (3.18)

sao, respectivamente, o ponto médio da corda que liga o centro dos pacotes e a
distancia relativa entre eles. Agora, utilizamos a expansao do operador metaplético

na representagao de Weyl (1.58) com simbolo dado por (1.61):
on z'yﬁlv_%sngcﬁlv

A ~ - A 1
(0|R-1 M- |0) = - /dx’(0|R1 R.0) exp(— - Coy x')
U ((E—’I]) uv (ﬂ_h)n |det(s —I— I2n)|§ U (IE—?]) h uvVv

RN —%sngC,1
UV UV

2" 4 / R
- 1 dl'/<0|T 1
(mh)™ |det(S + lan)|2 2[0'(@—7) /|

2n 'l.yalv_%sng071 —1 Llj (m—ﬁ)/\m’—l—i z/-C_q =’
= /da?'(0|2U (x —7) —22") e BT
(wh)™ |det(S + lay,)|

(SIS
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onde da primeira para a segunda linha, compomos as duas reflexoes utilizando (1.37).
O produto escalar entre dois estados coerentes dentro da integral acima é encontrado
na maioria dos textos classicos de mecanica quantica, p.ex. [71], e pode ser expresso
por

020" 1) 2= () G5 |1 100 = )]

Colocando este resultado em (3.17) e realizando a integral gaussiana sob as regras
do apéndice A, encontramos

V— %sng C_1
(VY

Gsn L7 Gy,

O,y Mgy [0 = G0 — s

onde G é a matriz complexa, simétrica e simplética dada por
G =2 (UUT+WT) i (UUTHWT ) (UUT-WT) J. (3.19)

Para determinar completamente a fungdo de Wigner da superposigao (3.15),
calculamos o produto escalar que aparece no denominador desta; para tanto uti-
lizamos o elemento de matriz (3.16) convenientemente adaptado e o uso das regras
de composicao (1.38), ou seja,

v Lemgc_,

» n 221 e TR . .
(U, ulV,v) = (U,u|Ro|V, —v) = (27h) 2\/d0t[(U+V;J+Vi(U_2<l/)J] G< K, 1G; (ﬂ . (3.20)

S6 nos resta analisar o indice v em (3.20). Calcularemos primeiro o indice de
Maslov dessas operacoes e posteriormente utilizaremos a conversao para o indice
de Conley-Zehnder dada em (1.57). Este indice provém de duas operagdes com os
metapléticos: a inversao de U e a composicao de U™ com V. A inversao de U possui
indice dado por (B.7) e a composicao dado por (B.6), de tal forma que podemos

escrever o indice final v por

V= Vlle =W — Wy — %sng (CV — Cu) . (321)
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Finalmente determinamos os trés termos da fun¢ao de Wigner (3.16) da super-

posicao de estados gaussianos:

1
Y

Wy(x) = 1+2Ro[a*;(U;u|V;v>] {|a|2(]§n P; (UUTj u-‘ + 11 Gs, P; (VVTj ;U—‘

# 2R (CDT5 G ) |, (322
onde
_ 2n'l.y_%sngcalv iiﬂ/\C-l-LC/\_ C _
ol G (] = en™ T G| Gy (3.23)

Vdet[(U+V)+i(U—V)J]
e 7 e ¢ sdo dados em (3.18), G em (3.19), (U;u|V;v) em (3.20) e v em (3.21).

A funcao de Wigner (3.22) foi obtida primeiramente em [64], porém, descrita de
outra forma, mais complexa o que obscurecia sua interpretacao geométrica; de Gos-
son obteve um férmula equivalente em [30] escrita em termos de matrizes positivas
definidas gerais, o que da mesma forma obscurece a estrutura geométrica intrinseca
da superposicao; para o caso de um espago bidimensional, essa férmula é descrita

na presente forma em [56].

3.3.2 Estrutura Geométrica da Superposigcao

A fungdo de Wigner apresentada na eq. (3.22) é a férmula mais geral possivel
para a superposicao de dois estados gaussianos puros. Mostraremos agora que essa
superposicao possui uma estrutura geométrica nova e simples quando descrita no

espago de fase.
Espaco de Fase Bidimensional

A forma mais simples e bem conhecida de uma superposicao é o que chamaremos
de caso degenerado que consiste na interferéncia de dois pacotes gaussianos de uma
mesma familia, ou seja, sujeitos a uma mesma transformacao metaplética. Esta é

descrita pelo estado puro

) !

~ /T 2Re [@b(S; ulS; v)]

[a|S;u) +b|S;v)]. (3.24)
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A funcdo de Wigner deste estado é calculada diretamente de (1.63), ou pode ser
obtida colocando U =V =S em (3.22). Os dois primeiros termos de (3.22) tornam-
se fungoes gaussianas sujeitas a mesma transformagao metaplética, porém em centros

distintos no espaco de fase. O terceiro termo é determinado pela funcao

T5 |2 (587)5 G| = (SiulRaISsv) = O\ NI R, Es]0)
= (wh)eF N g8l (5ST) )

onde utilizamos as regras de composigao (1.38), a covariancia metaplética do ope-

rador de translagao (1.50) e, finalmente, a eq.(1.82). Assim, este termo torna-se

2Re [a*b IQR {l’; (SSTT; C,ﬁ“ = 2Re [a*b e%me’ﬁmﬁ} gﬂx; (SSle; 77—‘

= 2a’8| G5 (S8T) 37| cos(hu A C+ AT +9).

onde ¢ := Arg(a*b). Este termo consiste de uma func¢ao gaussiana modulando um
cosseno de argumento linear em x. Portanto, este cosseno é constante em retas
paralelas no espaco de fase e as oscilagoes alinham-se com a direcao do eixo que une
os centros dos dois pacotes com vetor de onda dado por J(u —v)/h; a frequéncia da
oscilagao depende explicitamente da distancia entre os centros dos pacotes (u—wv), ou
seja, quando mais proximos os pacotes, menor a frequéncia das oscilacoes e quanto
mais longe, maior, cf. fig.3.3.

Na figura 3.3 desenhamos a fungdo de Wigner de (3.24) para o caso em que
a transformaca@o simplética é uma rotagdo de wt = 7w /4 composta com uma trans-
formacao hiperbédlica de s = 2, ou seja, S = Su4—r/4Ss—2 de acordo com a notacao
(1.11). No gréfico (a) os pacotes sd@o centrados nos pontos u = (2.5,7.5), v =
(7.5,2.5) e assim, ( = (=5,5),7 = (5,5); ja em (b), temos que u = (3.75,6.25),
v = (6.25,3.75) e assim, ( = (—2.5,2.5),77 = (5,5). Como dito no paragrafo ante-
rior, a frequéncia de oscilagao do termo de interferéncia varia com a distancia entre

0s pacotes.
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Figura 3.3: Fun¢ao de Wigner do gato degenerado. A transformacao metaplética é uma
rotacdo de 7/4 composta com uma hiperbélica com s = 2. (a) ¢ = (=5,5)",7 = (5,5)";
(b) ¢ =(-2.5, 2'5)T7 n= (5, 5)T

A influéncia da transformacao canonica S na funcao de Wigner do gato aparece
na forma dos pacotes e da envoltéria do termo de interferéncia. Encontramos a
forma dos pacotes diagonalizando a matriz de correlacao das gaussianas, (SST)_1
que é simplética, obtendo seus autovetores que dao a orientacao dos eixos das elipses.
No caso da figura 3.3, os autovetores sao é; = (1,1) e é; = (—1,1) associados aos
autovalores (A1, A\y) = (4,1/4). O caso trivial em que S = I, é o mais difundido na
literatura, cf. [98], onde os pacotes e a envoltéria sdo circulares.

Voltamos agora para o caso geral do padrao de interferéncia, eqs.(3.22, 3.23).
Como primeiro exemplo de padrao nao-linear de interferéncia, estudaremos o caso
V # U = 1. A fungdo de Wigner do pacote |U;u) é uma gaussiana redonda,
enquanto a do pacote |V;v) é uma gaussiana com os eixos orientados na diregdo dos
autovetores de (VVT)_l. Ja o termo de interferéncia, eq.(3.23), fica escrito como

on ju—LsngCy

Vdet[(I +V)+i(Iy —V)J]

I8 0; G ¢, ] = eF AT GE 1G], (3.25)

onde

G =2 (I +WT) —i (It W') (=W J. (3.26)
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Escrevendo a parte real de (3.25),
ReZy |2; G ¢, 7] o
Gy |z; ReG; 7] cos(—%(x —7)-ImGlz — 1) + %x/\(—l—z—lhf/\ﬁ—l— gbc) ., (3.27)
onde ¢, é o argumento da constante complexa em (3.25). Para analisar a estrutura
desse termo de interferéncia, escolhemos como exemplo V = S,;—r/4S,—s de acordo

com a notagao em (1.11) e mostramos na figura 3.4 a funcao de Wigner (3.22) para

este caso.

0.3

Figura 3.4: Fungao de Wigner da superposigao entre um pacote redondo e outro genérico.
Para o pacote geral, a transformagao metaplética é uma rotacao de m/4 composta com
uma, hiperbélica com s = 4, u = (2,2)", v = (=3,3)7, 7 = (-0.5,2.5)T e ¢ = (5,-1)".
Mostramos também as curvas de nivel das oscilacoes.

Para um V genérico (o que também inclui o caso 2n-dimensional), os autovetores
de ReG’ sdo os mesmos de V', ou seja, a envoltéria do termo de interferéncia em
(3.27) e o pacote distorcido possuem a mesma orientagdo, porém, com autovalores
diferentes: os autovetores de VV' sdo é; = (1,1);é; = (—1, 1) associados aos auto-

valores (A1, A2) = (1/16,16) e os autovalores de ReG’ sao dados por (2/17,32/17),
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mostrando que as larguras da envoltéria sao diferentes das larguras do pacote de-
formado.

A matriz ImG’ da forma quadratica no argumento do cosseno em (3.27) é uma
matriz diagonal cujos autovalores sao (A1, \2) = (—15/17,15/17), o que é carac-
teristico de uma hipérbole, como é mostrado na figura 3.4. Como esta é uma ma-
triz diagonal, os eixos da hipérbole sao paralelos aos eixos do espaco de fase e as
assintotas estao rodadas de 7/4 com relagao a estes, isto pode ser visto na figura (3.4)
através das curvas de nivel do argumento do cosseno em (3.27. A forma diagonal
da matriz ImG’ é uma caracteristica peculiar da escolha de V desta figura.

Podemos calcular facilmente o determinante de ImG’ em (3.25) para qualquer V:
se A é autovalor de VV' | entéo, det (ImG') = — (i—ﬁ)z < 0, j& que X € R, pois que
VVT é simétrica e positiva definida. Assim, mostra-se que o padrao de interferéncia
para esse caso sera sempre hiperbdlico independente da escolha de V.

O caso geral bidimensional correspondente a duas matrizes simpléticas tais que
U#VcomU#IeV #1I,. A partereal do termo de interferéncia é também descrita
por (3.27), contudo com G em (3.19) bidimensional. Utilizando a simpleticidade

de U, V., J, mais especificamente o fato de que seus determinantes sao 1, podemos

calcular o determinante de ImG:

B det[(V*lu)(V*lu)T—ﬂz} B A—1)\?2
detImG = det[(VIU)(VIU) +] T\ A4 1 <0

se A € R for autovalor de (V-U)(V-1U)" que é simétrica. Como um exemplo,
escolhemos U = S,—r/185,=3, ou seja, uma rotacao de —10° composta com uma
transformacao hiperbélica com s = 3 e V = S._p7, um cisalhamento vertical de
acordo com a notagao estabelecida em (1.11); um grafico da funcao de Wigner
(3.22) para este caso pode ser visto na figura 3.5.

Um caso que perde um pouco da generalidade, porém importante, pois serd
utilizado no futuro, é o caso em que definimos um pacote inicial por meio de uma

transformacao candnica qualquer e o outro como sendo uma rotagao do primeiro,
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Figura 3.5: Funcao de Wigner da superposigao entre dois pacotes gerais. Para o pacote
inferior no grafico, a transformagao metaplética é uma rotagdo de —7/18 composta com
uma hiperbdlica com s = 3. O pacote superior é deformado por uma transformacao
metaplética relativa a um cisalhamento com ¢ = 0.7. Os centros no espacgo de fase sao
u=(-1,-35)T ev=(1,3.5)", de modo que 7 = (0,0)" e ¢ = (=2, —7)T. Mostramos
também as curvas de nivel das oscilgoes.

ou seja, o estado que é descrito pela superposicao
) =N (1U0) + Ms,,JUsw)) = N (U5 ) + [S0aU; Seat) . (3.28)

Os autovalores de UUT sao os mesmos de (SutV) (Sth)T, porém seus autovetores
sao distintos, ou seja, os dois pacotes possuem a mesma forma, mas nao a mesma
orientacao®. Como exemplo, escolhemos wt = 7/3, U = S,_3, u = (8,0)7, e conse-
quentemente, V = S_;U, v = Su =~ (4,6.93)". Podemos ver um gréfico para esse
caso na figura 3.6.

Outro exemplo, um pouco mais especifico, é dado pelas seguintes matrizes

simpléticas U =V~ =S, /4Ss=2. Escolhemos o centro dos dois pacotes na origem

2Cabe comentar que a superposicio de pacotes que possuem a mesma forma e a mesma ori-
entacao é o caso da figura 3.3.
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Figura 3.6: Funcao de Wigner da superposigao entre dois pacotes da mesma familia rota-
cionados entre si. O primeiro pacote é um pacote esticado no eixo g via uma transformacao
hiperbélica com s = 3. O segundo pacote é uma rotagao de 7/3 do primeiro. Os centros
dos pacotes sdo u = (8,0)7, v = (4,6.93)". Mostramos também as curvas de nivel das
oscilagoes.

do espaco de fase de modo que ( = 0 e o termo linear do argumento do cosseno
¢ anulado e o padrao de interferéncia fica determinado exclusivamente pela matriz
ImG da forma quadratica. O grafico para esta funcao de Wigner é a figura 3.7; os
autovetores de U,V e ImG sao os mesmos, podendo ser obtidos pela diagonalizacao
de apenas uma dessas matrizes; ainda em tempo, os eixos da hipérbole sao os eixos
do espaco de fase.

Em contraste com o caso anterior da figura 3.6, as matrizes das gaussianas
possuem os mesmos autovalores e autovetores, porém trocados aos pares, ou seja,
se (A1, A2) é o par de autovalores associados aos autovetores (€1, é5) de UUT, entdo
o par de autovetores de UUT também é (&1, é;), porém associados ao par (Mg, A;).

Esta secao se concentrou nas superposicoes entre estados gaussianos num espaco

de fase bidimensional. A forma hiperbdlica das superposicoes bidimensionais e suas
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Figura 3.7: Fungdo de Wigner da superposicao entre dois pacotes perpendiculares. A
transformacao metaplética é uma rotagao de w/4 composta com uma hiperbélica de s = 2
para um pacote e sua inversa para o outro com u =v =17 = ¢ = (0, O)T.

andlises nos dao intuicao para descrevermos casos em dimensoes maiores onde a

visualizagao da funcao de Wigner é impossivel.
Geometria da Funcao de Wigner

Os termos que definem a fungao de Wigner (3.22) sao fungdes gaussianas das
variaveis x € Zg,. Sua estrutura geométrica vai depender das caracteristicas das
matrizes de correlacao que compoem os expoentes dessas gaussianas. Dedicamos
essa secao ao calculo dos autovalores dessas matrizes. Recomendamos ao leitor uma
passada d’olhos na secao C.2 do apéndice C para esclarecimento de notagao e de
alguns resultados que aqui serao utilizados.

As matrizes dos termos diagonais de (3.22) possuem estrutura idéntica. Analise-
mos apenas um dos casos. Como U,U" € Sp(2n,R) e este conjunto é um grupo,

a matriz simétrica positiva definida (UUT)™t € Sp(2n,R), ou seja, é também nao
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singular, pois possui determinante um. Portanto, seus autovalores sao reais e posi-
tivos e possuem as propriedades explicitadas em (C.7). Como autovalores da matriz
de covariancia sao todos positivos e esta é simétrica, o termo diagonal da funcgao
de Wigner, G5 {ZE; (UUT)_1 ;u—‘, é uma gaussiana real cujas intersec¢oes com hiper-
planos paralelos ao plano do espago de fase, W (x) constante, sao elipséides centrado
em u, cujos semi-eixos ortogonais sao descritos por seus autovetores.

Se a matriz U provier de uma evolucao hamiltoniana, a evolucao temporal de
U respeitard a simpleticidade, ou seja, detU = det U(t) = 1 e o mesmo vale para
a matriz UU" que tem a estrutura dos autovalores descrita acima. Definimos®! o

elipsoide de Wigner como a curva de nivel da gaussiana dada por

(x —u) - [UUT}_1 (x —u) = \/%,

mhn o serd conservado pela evolucdo temporal. Caso todos os semi-

cujo volume é (7%
eixos do elipséide estejam orientados na direcao dos eixos do espaco de fase, ou seja,
a matriz U é diagonal, garantimos a minima incerteza em (1.18) para este pacote.
Caso contrario, existirao correlagoes momento-posicao determinadas pela matriz de
covariancia da gaussiana.

Partimos agora para analisar a estrutura da forma quadratica do termo de

interferéncia, eq.(3.23). Inicialmente vamos analisar o caso em que VV' = Iy, de

modo que a matriz em (3.23) se torna
G=2(UU" +1p,) " —i(UUT +1p,) " (UU" —1T,) J. (3.29)

Bidimensionalmente, este caso foi estudado nas secoes precedentes, cf. figura 3.4.

A parte real desta ultima matriz, definida como Gg, é positiva definida, pois é o
inverso da soma de duas matrizes positivas definidas e portanto possui autovalores
positivos, note que isto também vale para o caso em que VV' # Iy,.

Os autovalores de Gy podem ser obtidos dos autovalores de UUT observando-se
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a decomposicao de Euler (C.6) por uma matriz ortogonal Dy, explicitamente,

—1 1

G§R - (Hgn ‘l‘ UUT) :DUUT (Hgn ‘l‘ AuuT) DGLIJT

Utilizando (C.7) para AyyT, temos
—1

Ag, = DGLIJTGQQDUUT = (Hgn + AuuT)

R
— Diag (1+A§W),1...,(1+A;W),l (1+1/A§’“T),1..., (1+1/A2“T)1] ,

e assim,

1
A S 0:i=1,...n e 52A§%z1;z’=n+1,..,2n.

T . ~ .y . .,
Como APV > 0Vi, todos os autovalores )\Z-G% de Gy sao positivos, como ja era espe-

rado. J4 para a parte imaginaria de (3.29),

Gg i= — (Ion + UUT) 7 (UUT —T,) J, (3.30)

- . .o~ T
utilizamos, mais uma vez, a decomposicao de Euler para UU' e encontramos que

G% = _DUUT (H2n + AUUT)_l (AUUT - H2n) DGLIJTJ (331)

Como Dy, é ortogonal e simplética, da relagao (1.6), escrevemos DJUTJ = JDJUT.
Fazendo esta substituicao na tltima equagao, temos o seguinte:
On 0, ©
J= , (3.32)

W 0, —O o 0,

onde definimos o bloco diagonal n x n

T T
0 := —Diag AD 1 AD
WU T )

0 que mostra que DJUT antidiagonaliza Gg.
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Para obter os autovalores de Gg, procuramos uma transformacao ortogonal que
diagonaliza a matriz (3.32). A matriz (simplética e ortogonal) de rotagdo por um

angulo de 7/4 realiza isto, ou seja, se

1 1
Rz := Eﬂn ﬁﬂn
1 1 1 ’
entao
® 0,
RzD,rGaDyyrRE =
‘ 0, —0©

Como esta matriz constitui uma transformacao de similaridade de Gg, podemos

concluir que seus autovalores sao dados pelos elementos de ©:

T T T T
ESpeCR (G%) = )\liJUT _1>"'>)\2UT_1>_)\§JUT _1>"'7_)¢LJUT ! (333)
PN D L B VLA | AU+
e
AT 1= .
)\-Gg::ZTiEO;z'zl,..,n e )\-G(”::Tilgo;z:n—l—l,..ﬂn.
' | ' AWUT

Excetuando-se o caso degenerado, onde )\ZG” = 0, que descreve a situacao do gato
simétrico UUT = 1, e logo serd comentada, metade dos autovalores de Gg sao
positivos e a outra metade, negativos.

Para estudarmos o caso geral VV' # I,,, vamos observar a relacdo entre os auto-
valores da matriz G e a covariancia metaplética da funcao de Wigner. Consideremos
a seguinte superposicao de estados coerentes:

1 . . A
9) = = |aT g1 Mg, L) + 0T L) |

esta funcdo de onda gera uma funcao de Wigner do tipo (3.22), onde o termo de

interferéncia é basicamente constituido pela seguinte gaussiana:

Go(x) == Gy, |25 Gg; 7],
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com o centro e a matriz da forma quadratica dados por
-1 RN -1 RN -1 —1 \I
Gy = 2 [Hgn +VU (VU) ] —i [Hgn +VU (VU) ] [ﬂgn ~VU(VU) ] J)

s = (\7&+\771;). (3.34)

1
2
Construindo o estado [¢) pela aplicagado de um operador metaplético associado a

uma matriz simplética V no estado |¢), podemos calcular sua fun¢do de Wigner

utilizando a covariancia metaplética, eq.(1.67), ou seja,
~ —1
1) = Vivlg) = Wy(x) = W, (V).

Para uma escolha conveniente dos indices de Maslov dos operadores metapléticos,
cf. eqs.(B.6), o estado |¢) descrito acima é idéntico ao estado (3.15).

O termo de interferéncia de Wy, (x) é, entdo, descrito pela funcao gaussiana
c I\t C N
Gy(x) := Gy, {Va:; Go; 77¢—‘ =0, \\l’; V G,V ;V77¢—‘

e podemos constatar que

T
Vg =1y e VGV =Gy.

Como G, e Gy estao relacionados por uma transformagao de congruéncia, cf.
secao C.2, a inércia dessas duas matrizes sao idénticas. Dessa forma, concluimos
que a estrutura do espectro de autovalores da parte imagindria da matriz do termo
de interferéncia (3.34) é idéntica a dos autovalores de (3.29), i.e., o espectro dos
autovalores de Gg em (3.30) é constituido por metade positiva e metade negativa.

Concluindo, o termo de interferéncia da fungao de Wigner (3.22),
Re|GF, [; G ] ef(emnemiruns

(u—v)A(x—17) 4+ 5uAv],

St|=

Gon 7 G; 7] cos[—%(x — 1) - Gg (x — 1) +

corresponde a uma gaussiana real e um cosseno de uma forma quadratica. A matriz
de covariancia da gaussiana é a parte real de (3.34) que possui apenas autovalo-

res positivos, ja o argumento do cosseno no termo de interferéncia é uma forma
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quadratica cuja matriz é a parte imaginaria da matriz (3.34) e seu espectro de
autovalores possui a mesma estrutura do espectro (3.33).

O caso degenerado dessa forma quadréatica, UUT = V', recai num cosseno de
uma funcdo linear do argumento, tal qual o estado do gato (3.15). E repetindo, o
caso geral, nao degenerado, as oscilagoes do cosseno sao constantes em hipérboldides,
ja que a forma quadratica de Gg apresenta metade dos seus autovalores positivos e

outra metade negativos.

3.4 Construcao de Superposicoes Hiperbdlicas

Nesta secao mostraremos como € possivel construir uma superposicao de es-
tados gaussianos bidimensionais e outras superposicoes envolvendo estados mais
gerais. Também citaremos referéncias para sua criacao experimental em termos de
estados coerentes do campo eletromagnético, e em termos de fons em armadilhas.
A descrigao que aqui segue é uma generalizagdo do processo descrito em [40].

Consideremos um sistema inicial composto por dois subsistemas independentes

descritos pelo produto tensorial de estados
1
Vo) = = [0+ D] ® [92; (3.35)
o estado do primeiro subsistema,

1
|A) = 7 [10) +11)],

é composto por uma superposicao do estado fundamental de um oscilador harmonico
e do primeiro estado excitado |1) = a|0), o segundo é, a principio, um estado
genérico. Chamaremos |A) de ancila e o outro de principal. Em termos das matrizes

densidade, escrevemos,

Puy = [WoXWo| = [ANA| @ [)¢] := pa @ ps. (3.36)
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A hamiltoniana nao-linear de Kerr que sera utilizada para fazer a interacao entre

os dois subsistemas é escrita como
H =~atab', (3.37)

onde a e b sao os operadores de aniquilacao do oscilador harmonico atuantes nos
respectivos subsistemas e v é a intensidade da interacao. Cada termo do estado

inicial W) evoluird temporalmente em virtude dessa hamiltoniana como
[na) @ o) — |na) © e FOMP|) = 0,1 (3.38)
A exponencial na férmula acima é uma rotacao descrita por um operador metaplético
Mg,
o r (Atna)bih _ MR9 eig’
associado a transformacgao simplética Ry = S,;—9 em (1.11) de rotagao.

A matriz densidade inicial do sistema composto evoluird, de acordo com a

hamiltoniana de Kerr, em uma matriz emaranhada descrita por

unt) = SLIOKOL ® )] + e J0K1] @ [0)|NE, +
S51N0] @ N, hoNeb| + [1X1] @ N, [ | 3L, ). (3.39)

Se simplesmente tracarmos o sistema a, obtemos uma mistura estatistica:

Tralp(e)] = 5 {10)] + Vi b E, )

porém, podemos construir um novo estado que mantenha os termos de coeréncia.

Para isto, realizamos uma medida projetiva no subsistema A em (3.39) no estado

[9a) = [0) )] /V2  ou By, =[dafeal, (3.40)

ou seja, segundo o postulado da medi¢ao da mecanica quantica, obteremos a seguinte

matriz densidade

A [ pA(t) dA (341)
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que é a matriz densidade do sistema ap6s a realizagdo da medida no estado |¢4).

Para calcula-la, determinamos

A~ A~ 1 A~ ) ~ Lo A~ ~ ~
PyubBs, = 7P, ® [[0)0] % e 8 0N |V, = 6% Wi, [9)05] + M, o) | T |

e

Tr [ﬁ(t)pqu} = TrpTry [ﬁ(t)pm}

1 0 - A ~ .
= T [[0)] & e NG|V, + € Nim, [6X0] + Nim, X011, |

1 . -
= 3 [2 + 2Re (e15<¢|MR9|¢>)} .
A equacao (3.41) é composta com esses dois ultimos resultados. Agora, se re-
alizarmos o trago sobre o sistema A em (3.41), obtemos a evolucao do estado pp(t),

ou seja
Ja, . . )
|w>ieZ?MR9|w>} [|w>iol?MR9|w>}

pp(t) :=Traps,] = (3.42)

2:2Re( o4 (013, 1)

que é a matriz densidade do estado puro

() = L= (5.3
B \/2:|:2Ro<oi%(¢|MR9|w>>‘ .

Este procedimento pode ser resumido em um circuito quantico, basta observar-

mos que a evolugdo com a hamiltoniana de Kerr, representada em (3.38), é uma
rotagao controlada pelo sistema A. Representamos na figura 3.8 este circuito e sua
simplificacao em termos de uma rotacao controlada junto com uma porta de fase.
No primeiro circuito a primeira porta Hadamard, H, cria o estado |A) como uma su-
perposicao uniforme [%; a segunda porta realiza a aplicacio do operador de evolucio
temporal relativo a hamiltoniana nao-linear de Kerr, cuja acao é escrita em (3.38)
e o resultado é o estado em (3.41); a segunda porta Hadamard junto com quarta
porta gera uma medida na base de Bell, representando a medida projetiva no estado

|p4) em (3.40). Como o resultado é uma rotagao controlada pelo g-bit ancila, re-
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presentamos as mesmas operacoes por apenas uma porta no segundo circuito: uma

rotacao mais uma fase controlada.
0~ H THA W
Cxp(f%fyd*dl;%)

) ——— () ) etk — ()

Figura 3.8: Circuitos quanticos que realizam a rotacao controlada, cujo resultado, |1 (t))
é uma superposicao de estados. A porta H é a porta Hadamard, a porta grande representa
a evolucao pela hamiltoniana de Kerr e a dltima porta do primeiro circuito representa a
medida sobre o estado ancila. A porta do segundo circuito é a rotacao controlada com
adicao de uma fase. Os dois circuitos sao equivalentes.

Podemos generalizar ainda esse resultado para um estado pg genérico, puro ou
mistura, basta realizar o mesmo procedimento descrito com o estado inicial py ao

invés de pp em (3.36). Dessa forma a agao do algoritmo descrito na figura 3.8 é

Nt ! g e

po —" pt) = N (£1)H a0 M, pOM,lQJ_, 0; == 05y, (3.44)

i,j=0
onde
N :=Tr [ﬁ(t)}/\’(m}
Esta superposicao impura é tema do proximo capitulo.
Como um exemplo, tomemos um estado gaussiano: se em (3.43) fizermos

|1) =|S;n), obtemos uma superposigao idéntica a (3.15) fazendo as seguintes iden-
tificagoes:

U=S, V=RS,u=nv=Ryn,a=1 eb:i—e’g, (3.45)

que corresponde ao caso exposto na figura 3.6. Porém, utilizando esse algoritmo e
estados gaussianos, s6 é possivel construir os casos das figuras 3.6 e 3.7.
Para darmos conta de casos mais gerais, como os expostos nas figuras 3.4 e 3.5,

teoricamente, podemos generalizar o método com uma hamiltoniana de interagao
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do tipo
H=~alaHp, (3.46)

onde Hp é uma hamiltoniana quadrética nas varidveis canonicas (b, bt) ou (g, p).
Com essa hamiltoniana, construimos um operador metaplético da forma (1.47) as-
sociado a matriz simplética K e assim, a evolucao de uma matriz densidade pode ser
construida da mesma maneira que fizemos para a hamiltoniana de Kerr, obtendo o

seguinte resultado:

. 1
Mgy ; ~ R
o — p(t) =N j(ﬂ)%“MKi(t)pOM,T(j(t) (3.47)
i,j=0

com Ki(t) := K(td1x), k=10,1 e onde K(0) = Iy, e N idéntica a dada em (3.44).

E possivel encontrar na literatura criagao de superposi¢oes do tipo (3.44) para
alguns estados particulares via uma interacdo do tipo Kerr*) inclusive existem
alguns casos em que essas superposicoes podem ser construidas experimentalmente
no contexto da ética quantica utilizando interagoes entre atomos e campos dentro
de cavidades 6ticas!’® e também via transparéncia eletromagnética induzidal™. O
que aqui fizemos foi generalizar o método para qualquer matriz densidade inicial, a
principio, factivel experimentalmente. Teoricamente, buscamos uma generalizagao
do tipo de interagao, para que possamos construir superposicoes mais gerais.

A estrutura nao-linear do oscilador harmonico chutado, garante que para tempos
curtos esta dinamica pode ser aproximada pela matriz simplética (3.12). Para uma
superposicao inicial de estados de gato linear, a aplicacao do mapa do OHC é descrita
com boa aproximacao pela linearizagao em torno dos centros dos pacotes, isto é,
utilizando o propagador (3.4) para cada pacote, a estrutura da interferéncia do gato
serd hiperbdlica dada por um estado do tipo (3.15), onde cada pacote serd submetido
a um cisalhamento linear diferente, pois que seus centros estao localizados em pontos
distintos do espaco de fase.

E por fim, é possivel a utilizacao de armadilhas de Paul para a criagao do gato
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descrito no ultimo paragrafo. Como dito a atuacao dos “lasers” num ion dentro
da armadilha faz com este evolua com a hamiltoniana do OHC. J& sao conhecidos
métodos para a criacao de gatos lineares com sequéncias de pulsos lineares de “lasers”
no interior dessa armadilhal®”, portanto, de acordo com o comentado no paragrafo
anterior esta estrutura pode ser produzida. Outro método experimental para a
criagdo de gatos lineares Gticos foi descrito em [67] e a introdugao de alguma dinamica

nao-linear pode gerar um gato hiperbdlico.

Algoritmo de Grover

O padrao de interferéncia hiperbédlico também pode ser observado no contexto
de funcoes de Wigner discretas!'?! usadas para descrever a acdo de mapas quanticos
em ¢-bits no espaco de fase. Um exemplo é a implementacao do algoritmo de
busca de Groverl®®. Este algoritmo realiza uma busca entre N estados quéanticos
utilizando um ndimero de operacées da ordem de v/N, enquanto que uma busca
classica realiza uma procura com o nimero de operagoes estimado em ordem de
N/2. Descreveremos pragmaticamente o processo desse algoritmo no espaco de fase
discreto, o leitor interessado nos detalhes deve procurar as referéncias [10, 65], bem
como as que estas citam.

O estado inicial é uma superposicao discreta uniforme na base de posicao:

1 N-1
¥) = i ; ). (3.48)

No contexto da transformada de Fourier discreta, esta superposicao é o autoestado
de momento nulo, ou seja, [1)) = |p = 0), j& que as bases de momento e coordenada
estao relacionadas através desta transformada, c¢f. eq. (D.1). Cada estado |q) da
base representa uma sequéncia de n digitos binarios onde cada elemento é um g-bit
de modo que N = 2",

Segundo [65], uma busca realizada pelo algoritmo é resumida pelo mapa unitario
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de Grover,
Ma = (2v)Xu| - 1) O, (3.49)

atuando no estado inicial (3.48), cujo efeito é amplificar a probabilidade, [{’|¢)]?,

de se medir um estado
N//

= GCila) (3.50)

=N’
que queremos buscar. O operador O é denominado de ordculo e sua agao consiste em
discriminar o estado procurado em meio a superposi¢ao inicial, invertendo sua fase;
o outro operador, 2|)}v| — I, de fato amplifica a probabilidade do estado procurado
e por razoes técnicas é denominado inversio da média. A acao desses operadores
ficara mais bem descrita no exemplo dado abaixo.
Escolhemos, por exemplo, buscar o estado [¢') = |q = 0). O primeiro passo

consiste em aplicar o oraculo ao estado (3.48) e encontrar que

Olp) = fDq —7|q—0>

ou seja, selecionamos o estado a ser procurado pela inversao de sua fase. Para aplicar

a inversao da média na equacao acima, notamos que

N—-1 N-1 1 N-1
)| —1=— ZZIq d —\/—NZM’Xq’
q =0 q"=0 q'=0

de modo que se utilizarmos a ortogonalidade dos estados da base (q'|q") = dq . €

lembrarmos que |p = 0) é o estado (3.48), obtemos

Ma|p) = 2 = 0) + Flq = 0), (3.51)

ou seja, no espaco de fase a aplicagao do mapa de Grover gera franjas de interferéncia
correspondendo a superposicao entre o estado inicial e o estado procurado, essas

franjas sao similares as oscilagoes da figura 3.9.
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0.0004

0.0002

-0.0002

-0.0004

Figura 3.9: Fungao de Wigner da superposicao dos dois eixos do espago de fase, obtida
como um limite da fungdo de Wigner de dois pacotes esticados perpendiculares. Essa
funcao de Wigner aparece na aplicacao do algoritmo de busca de Grover sendo o estado
inicial o autoestado |py = 0) e estado a ser procurado, |go = 0).

Calculando a fungao de Wigner, eq. (1.64), de uma superposi¢ao normalizada do
tipo
|¢) = alpo) + blqo), (3.52)

com |pg) e |qo) autoestados de momento e posi¢do unidimensionais e continuos,

obtemos, consequentemente,

1
W(g,p) = ﬁ{lcﬂl 5(q — qo) + |b*] 6(p — po)

4|a*b|
V2rh

O gréfico desta funcao esta na figura 3.9. Podemos, também, obte-la tomando

cos (,%(q —qo)(p —po) + ;lipo% + Arg(a*b)) }

cuidadosamente o limite

U=V~ = lim Diag(s,1/s)

§—00
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em (3.22). Gréficos da funcao de Wigner do estado (3.51) no espago de fase discreto
podem ser vistos em [10]. Cabe salientar que a fungao de Wigner de (3.51) néo
pode ser obtida pelo limite acima devido a natureza discreta do espaco de fase e

suas subsequentes condicoes peridédicas de contorno.



Capitulo 4
Superposicoes Impuras

“Gregos, subgregos e antigregos, toda a longa série dos homens tem-se debrucado
sobre o pogo para ver sair a verdade, que nao esta l4. Gastaram cordas e cagambas;

alguns mais afoitos desceram ao fundo e trouxeram um sapo.”

(Machado de Assis, Memdrias Péstumas de Bras Cubas, 1990)

Em contraste com o capitulo anterior, aqui estudaremos a geometria de super-
posigoes impuras (ou misturas estatisticas) no espago de fase. Iniciamos o capitulo

com uma superposicao construida pelo método discriminado no anterior.

A abstragao de um sistema isolado de seu entorno é modelo simplificado e 1til para
a descricao de algumas caracteristicas do sistema. Em distintos graus esse isola-
mento pode ser realizado, mas nunca completamente. O entorno ou ambiente é
um sistema complexo com muitos graus de liberdade tal que uma completa de-
scricao nao s6 é improvavel, como também é inttil, tornando imprescindivel uma
modelagem estatistica. Analisaremos superposicoes impuras de estados gaussianos

também quando estas sao produzidas através da interacao com o ambiente.
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4.1 Estados Impuros

Até este capitulo s haviamos considerado evolugoes de estados puros no espaco
de fase. Agora, duas novas situacoes surgem quando tratamos de superposicoes
impuras.

A primeira segue da aplicagao do algoritmo descrito na se¢ao 3.4. Ao iniciarmos
com um estado mistura, o método descrito gera uma superposicao final impura. A
segunda situagao ocorre quando temos um estado quantico que evolui sob o efeito
do ambiente.

Em ambas as situagoes, é imprescindivel que conhecamos a evolugao de pacotes
gaussianos e suas interferéncias sobre descoeréncia. No trabalho [56], desenvolveu-se
um método de propagacao AOA tal qual na secao 3.1, porém, com a inclusao de di-
fusao e la a fungao de Wigner é uma soma de pacotes gaussianos e suas interferéncias
numa convolugao com gaussianas; como veremos esta operagao é caracteristica de um
processo de descoeréncia. Destacando por exemplo a funcao de Wigner do oscilador
harmonico chutado, figura 2.27, podemos nos perguntar qual serd o comportamento

de suas franjas de interferéncia quando da atuacao do ambiente.

4.2 Estados Gaussianos Impuros

Definimos um estado gaussiano como sendo aquele que tem sua funcao de Wigner
descrita por uma gaussiana. Representaremos a funcao de Wigner de um estado
desse tipo por

onde utilizamos a notagao de gaussiana padrao (1.81).
Um estado gaussiano impuro se difere do caso puro por sua matriz de covariancia:
os puros sao aqueles tais que o determinante de tal matriz se iguala a unidade; caso

seja maior que um este estado ¢é dito impuro.



4.2 Estados Gaussianos Impuros 141

A funcao de cordas deste estado pode ser calculada pela transformada de Fourier

de (4.1), via (1.60), encontrando que

Xo(§) = 551 Lf? ANo; o] (4.2)

onde utilizamos a notac¢ao definida em (1.87). E importante notar que as matrizes
de covariancia nesta gaussiana e em (4.1) s@o inversas, exceto por uma conjugacao
por J, ¢f. eq. (1.87). Mais a frente, discutiremos como produzir um estado gaussiano

impuro, através da interagao com o ambiente gerando descoeréncia.
Estado Térmico

Um caso interessante que corresponde a um exemplo de estado gaussiano im-
puro é o estado térmico do oscilador harmonico que passaremos a estudar a seguir.
Este é o estado de equilibrio desse oscilador em contato com um banho térmico a

temperatura fixa (ensemble canénico):
S\ O Nl
pri= (1= %7 ) 30 e VR INKN],
N=0

onde |N) é o estado da base de Fock. Esta matriz densidade pode ser representada
como uma expansao numa base de infinitos estados coerentes:

“+o00
1 2

~ 1 Irreed/]

pr = (27h) (aa) /dzﬁle 2t )|, (4.3)
que é conhecida como representacao de Glauber-Sudarshan!™ 57 do estado térmico,
onde (a'a) = Tr(pra'a). Métodos experimentais para a criacio de um estado deste
tipo s@o descritos em [43, 57] e possuem grande semelhanga com os utilizados para

a criacao de estados coerentes.

Imediatamente podemos generalizar esta ultima expressao e criar um estado
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térmico n-dimensional geral, ou seja,

pr(S,7) = Tybls (pr, @ - @ pr,) MIT]
+oo 4
- G / a0 NSV W IS S | (4.4)
(27h)" det N ' ’
com
hw; -1
N i= Diag((@lar), .., (@ltn), (@), .. (ahan) ) <aiai>=(em—1) (4.5)

que nés chamamos de matriz de ocupagao.

Calculando a fungao de Wigner de (4.4) por meio de (1.63), obtemos que
Wr(z) = G2, {x; (S5 +25NS') ' soﬂ , (4.6)

na qual usamos as formulas de composigao (1.27), (1.39) e (1.49). Esta equagao tem
a mesma forma do estado gaussiano (4.1). Note que para T' = 0, o estado térmico
se converte em um estado coerente e que com o aumento da temperatura todos os

elementos de sua matriz de covariancia aumentam.

4.3 (Gatos Impuros

A producao de gatos puros foi discutida na secao 3.4, porém, 14 também desen-
volvemos o mesmo processo para a criacao de um gato cuja matriz densidade inicial
pode descrever um estado nao puro, cf. eq.(3.44). Nesta secao, vamos analisar a
funcao de Wigner de uma superposicao deste tipo e suas caracteristicas peculiares.

Consideremos um estado descrito pela matriz densidade p tal que () = 0, dele

construimos o estado
Py = nﬁTJ- (4.7)
De acordo com o algoritmo utilizado para a criagao de superposicoes da secao 3.4, sob

agao da hamiltoniana de interagao (3.46), uma superposicao desse estado é criada
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como em (3.47). Ao fim de um determinado instante de tempo ¢, durante o qual o
sistema evoluiu, a superposicao é descrita por
1
Pn(t) = NZ(il)éijﬂMKiﬁan- (4.8)
i,j=0
Utilizando a defini¢ao (1.63), a regra de composigao (1.49), as de covariancia (1.44)

e (1.50) podemos calcular a fun¢ao de Wigner dessa superposigao, com efeito,

Wiz, t) = N{Wﬁ(z —n)+ Wﬁ(K} —7)

2 LxAC+5-CAT D N A
£ o Re [e Tr (Rm_nMKp)} , (4.9)
onde
1
ni=5n+ K e o= (=K (4.10)

sao, respectivamente, o centro do termo de interferéncia e a distancia relativa entre os
pacotes principais; a constante de normalizacao, NV, pode ser obtida pela condicao de
normalizacao da fungao de Wigner. A fungao de Wigner (4.9) é composta também
por trés termos, dois dos quais relativos aos pacotes principais e um relativo a
interferéncia. Note também que esta é uma funcao do tempo de interacao através

da matriz simplética K.

4.3.1 Gato Linear Impuro

Um caso curioso é se tomarmos o tempo de interagao tal que K = —ly,, por
exemplo, uma rotacao de . Nesta situagdo 77 = 0 de acordo com (4.10); escrevendo
o operador de paridade como um metaplético, eq. (1.48) e usando a composigao de
operadores de reflexdao dada em (1.37) mostra-se que o termo de interferéncia é uma

fungao de cordas de acordo com a definigao (1.70):

2 i i = A ~
)
2

= =5 Re[e# = m4in% Ty (T, | = 21 Re e oring yo20)] (4.11)
7-(- n
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Entao, a funcao de Wigner da superposicao nesse caso fica
W(x,tg) = N{Wﬁ(:c — )+ WP (—x —n) £2" Re [e%mm”n% X;@I)} }§ (4.12)

note a inversao dos eixos do segundo pacote.

Funcoes de cordas e fungoes de Wigner sao relacionadas por meio de uma trans-
formada de Fourier, cf. eq.(1.70), sob este ponto de vista, espera-se um compor-
tamento inverso com relacao a as larguras das funcoes envolvidas — para estados
gaussianos, isto fica claro nas equagoes (4.1) e (4.2). Neste caso, a funcao de cordas
em (4.12) é também uma fungao de Wigner.

Como um exemplo, tomaremos o estado térmico. Identificamos pr (S,7) de (4.4)
com p, de (4.7) e utilizamos (4.12) para determinar a fungdo de Wigner da super-
posigao. Os pacotes principais tém fungao de Wigner dada por (4.6); passamos ao
célculo do termo de interferéncia. De acordo com a relagao entre (4.1) e (4.2), pode-
mos obter a funcao de cordas diretamente da funcao de Wigner, assim, escrevemos
que x3(2z) = ER Pl’; (SST + QSNST) ;S?ﬂ . Podemos, agora, construir (4.12) para a

superposicao de estados térmicos:

-1

-1
Wr(x) = N{g;i \\l’; (SST + 2SNST) ;577;‘ + Gy {I; (SST + 2SNST) ; —Sﬁ-‘
2 . . 4 ~ nm
De acordo com (4.5), conforme a temperatura aumenta, a matriz N dada em (4.5)
tem seus elementos amplificados e isto implica que a largura dos pacotes princi-
pais aumenta, enquanto que a da envoltoria do termo de interferéncia diminui.

Mostramos esse comportamento na figura 4.1.

4.3.2 Gato Nao-Linear Impuro

O que determinou a estrutura linear do gato impuro acima foi a escolha par-
ticular do tempo de interagdo t. Para um tempo genérico, partiremos de (4.9) e

calcularemos a func¢ao de Wigner de um estado gaussiano impuro do tipo (4.1).
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Figura 4.1: Superposigao de estados térmicos como fungao da temperatura. O gréfico (a)
desta figura corresponde a figura 3.3(a). Definimos 7" := Khﬁ}T (a) T"=0, (b) T =1, (c)
T'=5e(d) TV = 10.

A funcao de Wigner dos pacotes principais ja estao determinadas explicitamente

pelos dois primeiros termos de (4.9) e sdo duas gaussianas:
A Lo =1 _
Wix =) = G5, [2:85"sn] e WP(Ke —n) = G5, |2 (KAK) ™ i Kn| . (4.14)

O termo de interferéncia deve ser trabalhado para que possamos revelar sua estrutura

geométrica no espaco de fase. A superposicao, entao, fica descrita por
W($>t) :N{g2n L 0 an—‘ +g2n \‘ x; (KAOKT)_l;Kn-‘ + 2RGI[ZL’, K]}> (415)
onde definimos a interferéncia por

Tla; K] := (rh) "ere Hanent Ty (fzm_ﬁMKﬁ) . (4.16)
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Utilizamos a expansao do operador densidade p em termos do seu simbolo de

Weyl, ou melhor, de sua fun¢ao de Wigner, eq.(1.62), para obter que
Tr (f?m_ﬁ]\}[K,é) = /dz’ W(z') Tr (émzéz_ﬁMK)
- / da' W (') 5" Ty [T2(m’—m+ﬁ)MK:| ,

onde utilizamos a ciclicidade do trago e a composi¢ao (1.37) de operadores de re-
flexao. Nesta equagao o traco do produto de operadores é a representacao de cordas
do operador metaplético, eq. (1.56). Se inserirmos este simbolo e a fun¢ao de Wigner
de um estado gaussiano impuro, eq. (4.1), na integral, podemos efetué-la explicita-
mente obtendo que

on ;v(K)=n oA+ (AT

1

T[z; K] 7 exp {—ﬁ(a: —n)-E(@x—-7n), (4.17)

onde

-1 -1 -1 -1 -1 -1
E:=UJCJ - |A,+7JCkJ (JCKJ + J) +4JCkJ (418)
0

e Ck estd definida em (1.12). Cabe ressaltar que este termo se reduz ao da su-
perposicao pura na (3.23), se fizermos o estado inicial ser gaussiano puro, ou seja,
Ay =SS’ para qualquer matriz simplética S.

Se tomarmos a parte real de (4.17), o termo de interferéncia em (4.16) pode ser

escrito tal qual no caso puro:
ReZ[z; K] x Gy, |x; Re E; 7] cos|—2(z — 7)- ImE(z — 7)) + 2z AC+ @],  (4.19)

onde ¢, é o argumento das constantes complexas em (4.17).
Toda a informacao sobre a estrutura geométrica da superposicao estd contida

na matriz E que pode ser separada em termos de suas partes real e imaginaria
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utilizando a equagao (C.8):

-1 -1 —1 —1 -1 —1
ReE = (JCkJ—J) [AOHCKJAOJCKJ} (JCkJ + )
1 —1
_ 4 [(K ) TAGI (KT = 1y,) + (K + 1o,) Ag (KT + |2n)}
—1 —1 —1 —17—1 -1 —1
ImE = (J—JCkJ) [JCKHAOJCKJAO} (JCkJ + J) + JCyJ

1 —1
= JROE (K = 120) 7 A0d (KT 4 1an) + (K + 1) Ao (KT = ay)] J

A fungao de Wigner (4.9) para um pacote gaussiano inicial tém os pacotes principais
da superposigao, dados em (4.14), gaussianos, como ja dito. O primeiro ndo tem
sua largura modificada, enquanto que o segundo, é deformado pela acao metaplética
associada a matriz simplética K. Como a parte real de E é a inversa de uma soma
de matrizes positivas definidas, portanto, positiva definida, fica demonstrado que a
envoltdria do termo de interferéncia em (4.19) é uma gaussiana. A parte imaginaria
nao possui nenhuma propriedade especial além de sua simetria, seus autovalores
dependerao da matriz K e da largura do pacote inicial, Ag, que determinarao as
franjas, em geral nao-lineares, do padrao de interferéncia no espaco de fase. Note
que o caso linear, eq. (4.11), é uma degenerescéncia obtida tomando-se o limite
K— —lgn.

Analisaremos dois casos bidimensionais do padrao de interferéncia com matrizes

de covariancia dadas por

A(]a = (5 1) (S AOb = (3 3). (420)
15 3 4

Escolhemos K = J, uma rotacao de 7/2 no espago de fase. Na figura 4.2, mostramos
estes dois casos: em (a) obtemos o padrao eliptico, onde os autovalores de ImE
sao dados por (—15/17,—35/17) e em (b) os autovalores sao aproximadamente
(—0.95,0.65), correspondendo a uma hipérbole. Se o estado inicial for diagonal,

Ay = dly com § > 1 e K for uma rotagdo, a parte imaginaria da matriz (4.18)



4.3 Gatos Impuros 148

torna-se diagonal,

ImE = ($escd + ctg@)_1 ly,

e portanto, o termo de interferéncia corresponde a circulos no espaco de fase que

sao degenerescéncia de elipses do caso nao diagonal Aq,.

a) b)
10¢ 0.1 0.2
0.08 015
0.06
0.1
0.04
6 0.02 0.05
p
0 0
4 -0.02 0.05
-0.04
0.1
2r -0.06
; 0.08 -0.15
ok 0.1 0.2

Figura 4.2: Superposigao de estados gaussianos impuros. Os estados iniciais em (a) e
em (b) correspondem a estados gaussianos com matrizes de correla¢ao discriminadas em
(4.20) centrados em 1 = (5,5). Em ambos os casos, a matriz simplética é K = JT e, assim,
o centro do outro pacote da superposicio fica descriminado por J'n = (-5,5) em ambos
os casos. O centro da envoltéria é localizado em 77 = (0,5). As linhas pontilhadas sao as
curvas de nivel do termo de interferéncia.

Em contraste com as superposicoes puras descritas no capitulo anterior, os
padroes de interferéncia podem assumir quaisquer formas compativeis com uma
forma quadratica: a forma geral do termo de interferéncia nao especifica nenhuma
estrutura particular, a anélise depende da influéncia mitua entre a matriz simplética
da interacao, K, e a largura do pacote inicial, Ay.

As superposigoes gerais do tipo (4.9) podem ser realizadas experimentalmente
pelo método descrito no capitulo anterior e o estado inicial pode ser escolhido como
um estado térmico geral do tipo (4.6) de acordo com uma escolha apropriada das

matrizes S e N, isto inclui os dois exemplos apresentados.



4.4 Gatos Gaussianos 149

Nas proximas secoes estudaremos outros tipos de superposicao relativos a in-

teracao de estados com um ambiente.

4.4 Gatos Gaussianos

O processo de descoeréncia ocorre devido a atuagao de um ambiente em um
estado quantico. Nesta secao desenvolvemos um primeiro exemplo para estudar os
efeitos dessa interacao, particularmente estaremos interessados nas conseqiiéncias
deste processo na estrutura de superposicoes no espaco de fase.

As superposicoes da secao anterior nao sao incluidas nesta situagao, pois que ja
partimos de um estado inicial impuro e dele criamos uma superposicao cuja estrutura
geométrica no espaco de fase pode apresentar distintos padroes. Estes dependem,
dentre outras coisas, do estado inicial.

Em contraste, a acao do ambiente preservara a estrutura geométrica de um

estado gaussiano e de suas superposicoes, sejam eles puros ou impuros.

4.4.1 Canal Gaussiano

O canal gaussiano bosonico tém sua definicao inspirada no teorema do limite
central®¥. Seguindo C.M. Cavesl?”, quanticamente a atuacdo de um canal desses
tipo é descrita pela soma de infinitas translacoes atuando na matriz densidade do

estado inicial ponderadas por uma distribuicao gaussiana':

“+0o0o
R 7Th -n 1 _71 A A
b[po] = % d¢ e T Tepo T, (4.21)

onde I' € Mat(2n,R) é uma matriz positiva definida e £ € =,,. De acordo com essa
defini¢do, note que o estado térmico, eq.(4.3), é aplicagdo de um canal gaussiano

no estado de vacuo do oscilador. Podemos ainda escrever o canal gaussiano em

1O sfmbolo b é denominado bemol e provém da notacdo musical. Aqui, seu uso é inspirado na
literal tradugao de seu nome em inglés: “flat”.
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termos das fungdes de Wigner, ou seja, tomando a transformada de Weyl de (4.21),

encontramos que?

o[Wo(x)] =

“+0o0o
% / dg e 7T E W (z — €) (4.22)

¢ uma convolugao da fungao de Wigner de py com uma gaussiana de covariancia I"
e valor médio nulo.
Se po tiver fungdo de Wigner gaussiana do tipo (4.1), entao, a fungao de Wigner

final de acordo com (4.22) serd outra determinada pelos parametros
Ay =Ag+T e M = 1o- (4.23)

Garantimos a forma gaussiana da funcao final devido a positividade de I' e a conse-
quente positividade da soma. A agao do canal num estado gaussiano, entao, aumenta
a largura do pacote inicial, diminuindo sua altura devido a normaliza¢ao e mantém
seu centro imoével.

Como veremos adiante, este canal pode ser realizado pela acao puramente difu-
siva durante um intervalo de tempo apropriado de um ambiente sobre um sistema

quantico.

4.4.2 Geometria dos Gatos Gaussianos

Definimos aqui um gato gaussiano como uma superposi¢cao pura que sofreu a
acao de um canal gaussiano. No espaco de fase, analisaremos a estrutura geométrica
deste gato.

Para estudarmos a fun¢ao de Wigner (3.22) da superposigao sob agao do canal
gaussiano, calculamos a convolugao em (4.22). Os pacotes principais de (3.22) terao

exatamente a mesma forma de (4.23), para Ag = UU",VV'. J4 o termo de inter-

2Cometemos um abuso de notacdo ao indicar pelo mesmo simbolo o canal gaussiano atuando
na funcao de Wigner e na matriz densidade.
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feréncia 7y, | x; G; ¢, 77] dado em (3.23) se tornara

V- %sng C_1
uv

I,(x) = 271 o~ 7 CAT I = 557 [GT—120]02, JC
Vdet [(U+V)+i(U—V)J]
X Gopla; By ] exp (=52 - ,JC) (4.24)
onde )
m =1, E, .= (G + F) & Q, == Ebé (425)

sao os parametros que caracterizam a evolucao do gato. No limite I' — 0g,, reco-
bramos a equagao (3.23) e comparando diretamente, percebemos que: (i) na primeira
exponencial estd presente uma fase que sé depende dos centros dos pacotes e um
termo quadratico em (, basicamente de normalizagao, pois que nao existia em (3.23);
(ii) na segunda exponencial encontramos a atuagao do canal no termo linear; (iii)
na gaussiana complexa, temos a envoltoéria e o termo quadratico de interferéncia sob
acao do canal.

Se escrevermos toda a primeira linha de (4.24) como um nimero complexo de

modulo K e fase ¢, a parte real desta equacao fica descrita por

ReZ,(z) = KGx |2;ReEy;7,] exp (2 - Im€,J¢
3

x cos |[—3(x — 1) - ImE,(z — ) + t2 - ReQJC + ¢] . (4.26)

Descreveremos, a partir de agora, a estrutura geométrica desta superposicao que
fica definida pelos parametros em (4.25), mormente mostraremos que as inércias de

ReE, e ImE, sao as mesmas das respectivas partes de G™.
Matrizes Simétricas e Positivas

Por uma questao de comodismo, organizacao e economia de espaco, vamos
demonstrar quatro proposicoes gerais sobre matrizes e depois as associaremos aos
casos que nos interessam. Na secao C.2 sao encontrados algumas defini¢oes e resul-

tados aqui utilizados.
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DEFINICOES: Sejam A,E € Mat(n,R) matrizes simétricas e positivas definidas,

B € Mat(n, R) simétrica e ndo singular e F € Mat(n, R) simétrica.

PROPOSICAO 1: A matriz simétrica C := A + BAB é positiva definida.

DEMONSTRACAO 1: Para qualquer vetor real n-dimensional nao nulo z, construimos
a forma quadrdtica z - Cz; a matriz A por ser simétrica e positiva definida pode ser
fatorada num produto simétrico A = A’A'T; calculando a forma quadrdtica, obtemos

que
s [NAT B (AAT) T B] 2 = (A2 A2+ ATTB2 ATIBE) > 0,
o que mostra que C € positivo definido, pois, z - Cz € a soma dos modulos de dois

vetores. ]

~ . . Va . 71 . Va .
PROPOSICAO 2: A matriz simétrica C' := B + ABA possui o mesmo indice de
inércia de B.

DEMONSTRAGAO 2: FEscrevemos

-1

C/ — B ‘l‘ A/A/T]élA/A/T — A/ (A/T]tg)l A/) ‘l‘ A/T]tg)l A/ A/T,

utilizando a mesma decomposicao para A da demonstracao anterior. Mas, A’TBIA’
¢ uma matriz simétrica e pode ser diagonalizada por uma matriz ortogonal D, ou
seja,

ATB A’ = DADT,

onde A € a matriz diagonal de seus autovalores. Assim, ficamos com

—1

¢ = A [DADT + (DADT) } AT=AD[A+A] (D).
Sequndo a lei da inércia de Sylvester, relagoes de congruéncia nao alteram o indice

de inércia de uma matriz, dessa forma, temos que

—1

Iner [C'] = Iner [A + ]\1} = Iner [A] = Iner [A'TB1 A'} = Iner [B } =Iner[B]. O



4.4 Gatos Gaussianos 153

PROPOSICAO 3: O produto EA tem autovalores positivos.
DEMONSTRACAO 3: Fatoramos a matriz A num produto simétrico positivo: A =

A’A'". Da equacdo secular de EA, obtemos
det (EA — Al,)) = det (EA'A'T - )\In) — det (A'EA'T - )\In) ,

ou seja, A € Especg(EA) = Especg(A’EA’T). Como A'EA’T ¢ simétrica e positiva
definida, entdo, X > 0. O

PROPOSICAO 4: O produto FA tem o indice de inércia de F.

DEMONSTRACAO 4: Novamente fatoramos a matriz A = A’A'T. A matriz AFA'"T ¢
simétrica e portanto possui autovalores reais, mas da equacdo secular de FA, obtemos
que Especy (FA) = Especg (A’FA’"). Diagonalizando A'FA’" | por uma matriz orto-
gonal D, obtemos a matriz A de seus autovalores, ou seja, DA’FA’'DT = A. Como
(DA')F (DA")" ¢ wma transformacio de similaridade de ¥, pela lei de Sylvester da

mercia,
Iner [(DA') F (DA)"| = Iner [F] = Iner [FA]. O
Passamos agora a andlise das matrizes de nosso interesse.

Termo Quadratico

Analisaremos aqui E, em (4.25). Vemos que esta pode ser decomposta em sua

parte real e imaginaria utilizando a férmula (C.8):

-1

B, — (Reél+ r) + Imél<Reél+ r) TmG

Imél+ (Reél+ F) (Imé )1 (Reél+ F)

— 1

, (4.27)
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onde G™! := JGJT, pois é simplética e simétrica.

Convenientemente, identificamos as matrizes que compoe a féormula acima com
as matrizes da definicao 1: A = Reél+ 'eB = Imél. Notando que a inversao
de uma matriz nao altera a positividade, nem o indice de inércia, mostramos, de
acordo com as proposicoes 1 e 2, que as partes real e imagindria de (4.27) tém,

respectivamente, o mesmo indice de inércia que as partes real e imaginaria da matriz

G, i.e.,
Iner [ReE;] = Iner[ReG] = ReE, >0 e  Iner[ImE,] =Iner [ImG]. (4.28)

Como o termo linear em €2, em (4.24) apenas altera a posi¢cao do centro da
envoltdria e do padrao de interferéncia no espago de fase, demonstramos com (4.28)
que a atuacao do canal em (4.22) ndo altera a forma gaussiana da envoltdria, nem
o padrao hiperbdlico da interferéncia de um gato generalizado. Este é o principal

resultado desta secao.

Pontos Centrais

Como dissemos, a gaussiana de envoltéria da superposi¢ao pura (3.23) tem valor
médio (centro) no ponto médio da distancia entre os dois pacotes principais, ou seja,
em 7). Porém, a presenca do termo linear em = no argumento do cosseno na mesma
equacao faz com que o centro da hipérbole no espaco de fase seja localizado no ponto
Ne =17 — %(ReG)‘lJC , para obte-lo, simplesmente completamos o quadrado dentro
do argumento do cosseno.

Um dos efeitos do canal gaussiano é alterar a posicao dos dois centros do caso
puro devido & presenga dos termos lineares na equagao (4.26). Completando quadra-
dos, obtemos que os centros da envoltéria gaussiana e da hipérbole dentro do cosseno
sao, respectivamente, dados por

—1 —1

ze =1+ 5 (ImE,) ReQ,J¢ e ne =1 — % (ReE,) ImQ,J¢, (4.29)
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ou seja, os argumentos da gaussiana e do cosseno em (4.26) sao escritos como formas
quadraticas de (z — z.) e (x — 7.), respectivamente.

A principio ndo podemos estabelecer nenhum comportamento desses centros.
Apenas por curiosidade demonstramos algumas propriedades das matrizes que com-
poem (4.29).

Primeiramente, olharemos para a matriz {2, em (4.25) que pode ser reescrita

por

0, :flRe<G+f1) +if11m<G+fl) , (4.30)

onde as partes real e imaginaria podem ser expandidas utilizando (C.8):

—1

Re (G + Fl)l = (ReG + fl) + ImG (ReG + Fl)llmG]

—1 -1
-1

Im<G+f1) — -ImG+<ReG+F1)(ImG) (ReG%—Fl)} (4.31)

Segundo a proposigao 1, a primeira equagao de (4.31) é positiva definida e entao,
a parte real de 2, em (4.30) tem autovalores positivos, segundo a proposigao 3. A
segunda equacao de (4.31) tem o mesmo indice de inércia de ImG de acordo com
a proposicao 2, portanto, utilizando a proposicao 4, mostramos que Imf2, tem o

mesmo indice de inércia que ImG. Resumindo,
Iner [Re€2,] = Iner [ReG] = Re€2, >0 e  Iner[Im@,] = Iner ImG]. (4.32)

E por fim, as matrizes em (4.29) tém as seguintes caracteristicas:
—1 —1

Iner {(ImEt) Reﬂt} = Iner [ImG| e Iner {(ReEt) ImQt} = Iner [ReG]J,

onde a primeira equagao segue da proposicao 4 e de (4.32), enquanto a segunda

segue da mesma proposicao e de (4.28).
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4.4.3 Exemplos

A geometria das superposicoes impuras de secao anterior ficam determinadas
pela matriz (4.18) que, como pode ser observado, diferem consideravelmente de E,
em (4.25), mostrando que se tratam de tipos estados distintos. Aqui demonstramos
que o padrao de interferéncia sob acao do canal permanece hiperbdlico enquanto 14,
ele pode ser, por exemplo, eliptico, cf. fig. 4.2.

Na figura 4.3, encontramos um exemplo do canal (4.22) com I' = %lg atuando no
gato puro da figura 3.5. Note que a estrutura hiperbdlica é preservada com previsto
por nossos calculos.

A matriz de covariancia da envoltéria, cf. (4.26), é descrita pela matriz (ReE,) L.
De acordo com (4.27), esta é adicdo de termos positivos a ReG, aumentando a
largura da envoltéria. Ja a frequeéncia de oscilagao, determinada por ImE,, diminui
por se tratar da inversa de (ImE,)™" que aumenta também devido a uma adicao
de termos positivos. A largura dos pacotes principais segue a equacao (4.23) e,
portanto, também é ampliada pelo canal. Tudo isso pode ser observados na figura
4.3. Estes efeitos combinados, reduzem as franjas de interferéncia no espaco de fase,
porém, mantendo seu padrao sempre hiperbolico. Notemos que o centro do padrao
de interferéncia e da gaussiana de envoltéria se movem.

Outro exemplo que ilustra a distin¢ao das superposicoes desta secao e da secao
anterior é o gato degenerado que constitui um caso particular de (4.24). Seu termo de
interferéncia sob descoeréncia pode ser obtido diretamente desta equagao impondo

que V = U, ou ainda, G™' = UUT, ou seja,

. —1
— = CATQF IC— =7 {(UUT) F+I2n} QL

Tiz) =e G o Bt exp (=2 - QFJC),  (4.33)
b bs b h

onde
—1 -1

-1
M=1, Ej:=(UU+TI) e Q= {(UUT)F+I2,1] : (4.34)

Note que neste caso, quando da parte real tomada, o centro do pacote permanece
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a) b)

0.14 0.08
0.12 0.07
0.1 0.06
0.08 0.05
0.06 0.04
0.04 0.03
0.02 0.02
0 0.01
-0.02 0

-0.04 -0.01

Figura 4.3: Fungdo de Wigner de uma superposi¢ao sob agao do canal gaussiano. O
estado inicial é o estado da figura 3.5 e o canal fica determinado por (a) I' = %Iz e (b)
I'= %Iz. Mostramos também as curvas de nivel das oscilacgoes.

ﬁf e a largura, a inversa de Eﬁ, dessa forma a envoltéria tem seu comportamento
descrito tal qual ao dos pacotes gaussianos principais em (4.23). Sé nos resta analisar
a matriz do termo de interferéncia, Qf.

Identificando as matrizes A — I', B — UUT e segundo a proposicio 3, é facil
notar que a matriz ¢ nunca serd singular devido & soma com a identidade dentro
dos colchetes.

Na figura 4.4. a atuacao do canal gaussiano no gato linear apresentado na figura
3.3(b) é mostrada. O termo de interferéncia apds a agao do canal é descrito pela
parte real de (4.33).

Escolhemos em (4.33) a matriz do canal como I' = SNS' para que possamos
comparar com a superposicao de estados térmicos na figura 4.1; a matriz N é dada
na equagao (4.5). L&, com o aumento da temperatura, a largura da envoltéria é
diminuida, porém, a frequéncia de oscilagao nao é alterada, enquanto que aqui,
temos o0 mesmo comportamento da largura dos pacotes, enquanto que a envoltéria

tem sua largura aumentada e a frequéncia das franjas de interferéncia é diminuida.
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Figura 4.4: Gato linear sob canal gaussiano. O estado inicial é o mesmo da figura 4.1(a).
A matriz do canal é I' = SNS', N é a matriz de ocupacdo do estado térmico. (a) 7" = 0.3
e (b) T" = 1.0. T" estd definida na fig. 4.1, enquanto que S é a mesma matriz simplética
que atua nos pacote das figuras 4.1 e 3.3.

Uma caracteristica importante da atuacao do canal gaussiano ainda nao comen-
tada é a diminuicao da negatividade da funcao de Wigner que pode ser observada
nas figuras 4.3 e 4.4. Tendo em mente que as partes negativas da superposi¢ao
se encontram apenas nos termos de interferéncia, trés fatores contribuem para este
efeito: (i) a redugao da altura do pico da gaussiana envoltéria provocada pelo au-
mento da matriz de covariancia, o que reduz o médulo dos picos de interferéncia,; (ii)
o alargamento dos pacotes principais provocados pelo aumento de suas matrizes de
covariancia, o que acaba inundando a regiao de interferéncia, somando partes posi-
tivas de probabilidade a essa regiao e (iii) a diminuigao das frequéncias de oscilagao,
que afastam a distancia entre dois picos consecutivos do padrao de interferéncia e
expulsa-os da regiao de maior probabilidade encerrada pela gaussiana envoltéria.

Apresentamos aqui o efeito do canal gaussiano nas superposicoes puras de esta-
dos gaussianos do capitulo anterior. A extensao desses resultados é imediata para
as outras superposicoes (impuras) de estados gaussianos da segao 4.3 deste capitulo,

basta notarmos que as forma dos termos de interferéncia (4.17) e (3.23) sdo idénticas.
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Sob a acao do canal, entao, os padroes de interferéncia encontrados para os gatos
apresentados na figura 4.2 se mantém inalterados e, além, todas as conseqiiéncias
descritas aqui sao igualmente validas.

Os efeitos do canal gaussiano em estados quanticos quaisquer podem ser obtidos
dinamicamente pela interacao de um sistema com um ambiente puramente difusivo,
este por sua vez, constitui um caso particular de uma evolucao aberta de um sistema
quantico que sujeita o sistema ao fenomeno de descoeréncia. A evolucao aberta serd

o tema das préximas segoes.

4.5 Sistema Aberto

A descricao que aqui segue ¢ retirada e adaptada de [14, 18, 62, 73]. A dinamica
unitdria de um sistema fechado num contexto de “ensemble” estatistico é descrita

pela equacgao de Liouville - von Neumann,
d 1 -
—p=—|p@t), H(t } :
=6= 1 o). H()
para o operador densidade, p(t), do sistema.
Considerando um sistema global fechado, constituido por um sistema simples

e seu entorno, sua matriz densidade deve seguir a evolucao descrita pela equacao

anterior com a hamiltoniana dada por
H=Hs®Is+1s® Hs+ Hy, (4.35)

formada por uma parte exclusiva que determina a dinamica do sistema simples S,
outra parte relativa ao ambiente A e uma interacao entre os dois. Estatisticamente
as propriedades desses dois sistemas podem ser separadas por meio de um traco
parcial realizado no espaco de Hilbert de cada uma das partes. Realizando esse

trago, podemos obter a dinamica do sistema S:

%f)s - %TrA {[p). 18)] } = ps(t) = %TrA /dt’ ), B (430)

0
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Esta equacgao descreve completamente a dinamica do sistema S em contato com o
ambiente A, contudo a solugdo pg(t) depende de toda a histéria anterior de p(t).
Para tornar factivel alguma solucao razodvel para pg, iremos agora comentar uma
série de aproximacoes que realizadas levam esta equacao em uma forma mais con-
veniente.

Assumimos que o estado inicial do sistema composto é descorrelacionado, dessa
forma sua matriz densidade inicial é descrita por py = ps(0) ® pa(0). Se o acopla-
mento entre o sistema e o reservatorio é fraco o suficiente para que p(t) se diferencie
do estado descorrelacionado apenas em primeira ordem com relacao ao acoplamento
— essa hipétese é chamada de aproximacéao de Born'® — ¢ também se o ambiente,
como tal, for grande o suficiente, afim de que a influéncia do sistema S o mantenha
inalterado, entdo, o estado futuro do sistema pg(t + dt) dependera apenas de pg(t).
Esta ltima é, obviamente, a aproximacao markoviana.

Sob as duas hipéteses acima, é possivell'® %% reescrever a equacdo (4.36) como

hs(t) = £ 1ps(0)] (437

onde L; é o super-operador gerador do semigrupo dinamico V definido por V(t) =

? exp fot Lydt’" de forma que a solugao para pg(t) é descrita por
ps(t) = V(t)ps(0) (4.38)

em analogia com o super-operador de Liouville™ que gera a evolucao hamiltoniana
do estado de um sistema isolado. O semigrupo dindmico V(t) deve, entao, respeitar

a positividade de pg(t) e obedecer a lei de composigao:
V(t)V(dt) = V(t +dt) com dt > 0. (4.39)

Sob essas condigoes, G. Lindblad demonstrou em [50] que a forma mais geral para

e evolugao de pg(t) é descrita pela equagdo que leva seu nome:

. M

d . 7. A 1 A oA A oan s s

7= 7 [Ps(t)> Hé(t)} ~ o7 E <2LjPSL; — L;iLips — PsLjL;) ; (4.40)
k=1
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que é composta por uma dinamica hamiltoniana do sistema fechado S em geral
diferente da encontrada em (4.35) e a evolugdo devido a influéncia do ambiente
— representada pelos M operadores de Lindblad ﬁj do sistema remanescentes do
acoplamento H;. Estes operadores, a principio, dependem do estado inicial do

ol'* 73! Uma deducao bastante simples da equacéo

ambiente e do tempo de evoluca
(4.40) estd descrita em [73] e utiliza a representacdo de Kraus!'* 7l para evolugao
de ps.

De acordo com [14, 73], podemos associar equagoes de Langevin a equacdo mes-
tra (4.40) e nestas os termos ﬁjﬁsﬁ} descrevem a mudanca do sistema pela acao
do ambiente via os operadores ﬁj, acao denominada de salto quantico. Os outros
dois nao-hamiltonianos sao responsaveis por uma normalizacao correta, caso esta

all4 18 73]~ Og operadores de Lindblad sdo responsaveis por um

mudancga nao ocorr
processo continuo de medicaol®” ™ dos observéveis ﬁj realizado pelo ambiente no
sistema. A interagdo de um sistema com o ambiente governada por (4.40) gera
uma perda irreversivel de informacao sobre o estado do sistemal'® 37 7 o processo
que denominamos de descoeréncia. Como veremos, uma das caracteristicas princi-

pais deste processo ¢ transformar estados quanticos puros em misturas estatisticas

classicas, ou estados impuros.

4.6 Descoeréncia da Funcao de Wigner

Uma solugdo geral para a equacao (4.40) sé existe em alguns casos particu-
lares. Aqui apresentamos resumidamente o argumento de O. Brodier e A. Ozorio
de Almeida em [15] para, talvez, o caso mais geral possivel de solucdo para esta
equacao. Esta perspectiva serd a guia para o desenvolvimento subsequente de nosso
trabalho.

Consideremos a hamiltoniana quadrética (1.46) e M operadores de Lindblad
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lineares definidos por,

~

Li(@):=1-2+ill- &, U0 €Cm, j=1,...M. (4.41)

A principio H e ﬁj podem ter dependéncia temporal explicita através de H, I; e I"}.
Tomando a transformada de Weyl, eq. (1.59), em ambos os lados da equagao
(4.40), obtemos, a equacao de evolugao da fungdo de Wigner associada a matriz

densidade pg(t) para hamiltonianas quadréticas e lindblads lineares:

aa—vz/(:z, t) = L4 [W(z,t)] + EbW (W (z,t)] + EﬁW (W (z,t)]. (4.42)

O primeiro termo é o paréntesis de Poisson cléssico entre o simbolo de Weyl de H (%)

e a funcao de Wigner:
LW (z,t)] = {H(x), W(x,t)}. (4.43)

O segundo ¢é o denominado de termo de difusao e é definido por

M

Lo Wi t)]—éz J; - W —— U+ 1 W i (4.44)
w PSR EI= g 7 Dadu 010z ‘

J=1

E por fim, o terceiro denominado de dissipagao:

Lh, (W (z,t)] = {a; %—VZ + 2nW (z, t)] = (A1) (4.45)

j=1
onde a é denominado coeficiente de dissipacao.

Para descrever a agdo de (4.44) e de (4.45) na fungdo de Wigner, utilizaremos
um argumento provindo da férmula de Trotter®® 81, A evolucdo (4.38), gerada
pelo semigrupo dinamico, pode ser decomposta em evolugoes infinitesimais para
ps(t), ou seja, p(t 4+ dt) = V(0t)p(t), de acordo com (4.39). Durante este pequeno
intervalo de tempo, podemos separar V(dt) em trés termos: cada um representando
a agao exclusiva dos trés termos do lado direito da equagao (4.42). Formalmente,

escrevemos a solucao da equagao (4.37) como (4.38) com

L, ¢
V, =T exp / (c{? + L+ c;t,) dt' = lim T]VIVEVY, (4.46)
0 n—oo n n n
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onde V! = exp(Liit) com i € {H,#,b} para um instante de tempo infinitesimal
ot := t;n. Em termos da fungao de Wigner, a equagao (4.46) fica representada
pela atuagao dos termos L}, em (4.42) durante um instante de tempo infinitesimal
separadamente.

Consideraremos a agao de cada termo em (4.42) separadamente. A evolugao
exclusiva pelo termo (4.43) ja foi apresentada nesse texto, de fato, como a hamiltoni-
ana é quadrética, esta é dada pela regra de covariancia (1.68) e mostra que a fungao
de Wigner se propaga como uma densidade classica no espaco de fase. Sob acao do
termo (4.44), podemos observar que a equacio diferencial W = L [W(z,t)] é uma
equacao de difusao e cuja solugao é funcao de Wigner dada pelo canal gaussiano em

(4.22) com
t M
r=2 / Sy ) (4.47)
(Rt

A integral deve-se ao fato de que I’ e I” podem, a principio, depender do tempo.
A terceira parte da equagao (4.42) é representada pela equagao (4.45). Sua acao
exclusiva é dada pela funcao de Wigner

t

W(x,t) = e*"W, ("), Ve 1= /a dt’ (4.48)
0

e corresponde a uma contracao. Note que esta solucao nao é viavel para qualquer
sistema fisico, ja que se, por exemplo, o pacote inicial for um estado coerente e
~v¢ > 0, a contracao reduziria a matriz de covariancia do estado, violando o principio
da incerteza de Heisenberg. Em contraste com £, e £}, podemos concluir que a
acao exclusiva de EﬁW nao é uma operagao fisica, ou seja, sua presenca em (4.42) s6

¢é garantida em conjunto com £bW.

Reservatorio Térmico

Um caso particular importante de interacao sistema-ambiente cuja evolucao é

dada por uma equacio do tipo (4.40) é o oscilador harmonico amortecidol** 18 62 701,
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Este modelo descreve um modo do campo eletromagnético quantizado em contato
com um reservatério térmico composto por infinitos osciladores. Sua evolucao é

dada pela seguinte equacao:

(74 1) (2aps al —aapg — psaTa)

—ps = iw [pg,a'al +
N _

BO [ 2

dt

o |3

(2a'psa — aa'ps — psaa’) (4.49)

onde n = Tr (ﬁT de) ¢é a ocupagao média do sistema no “ensemble” canonico com
pr sendo o estado de equilibrio térmico do sistema a temperatura 7', ou seja, pr :=
ps(t — 00) e v é uma constante derivada da densidade de estados do reservatériol'®.
Reconhecemos nesta equacao dois operadores de Lindblad: Ly := z\/m a e
Ly :=i\/Amal e por meio de (4.41),

L = (0,— %(ﬁ%—l))T, 1= %(fwrl),o)T,
L= (0\/%)T zgz(\/@,of. (4.50)

O primeiro termo do lado esquerdo de (4.49) gera a evolugao classica da fungao
de Wigner dada em (4.43) com a hamiltoniana do oscilador harmonico e, portanto,
governada pela matriz simplética S, em (1.11).

A evolugao correspondente a um canal gaussiano, ou seja, uma evolucao pu-
ramente difusiva, é caracteristica de um reservatério a temperatura muito alta,
T — oo. Nestas condigoes, reescrevemos a equagao mestra levando em conta que
n > 1, consequentemente, n + 1 ~ n e definindo yn := ay. Reescrevemos também
os lindbladianos em (4.50) como Ij = —I} = (0, —\/%)T, =1y =(/%¢ 0) de
modo que o = 0 em (4.45) e I' = 2apt Iy, em (4.47).

Se escrevermos os operadores de criagao e aniquilagdo da equagao (4.49) em

termos de ¢ e p, no limite puramente difusivo, ou seja, n + 1 =~ n, obtemos que

d 1. w ~9 A2 :| Q) An A A2 A A 92 An A £ A A 92
- i — (2 — — 2 — —
7P =% [PS> 2(29 +q7)| + 2h( Apsd — G*ps — psa® + 20psp — P’ ps — psp’)
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que é uma equagcao de Lindblad do tipo (4.40) com lindblads hermitianos L= apq/h
e Ly, = app/h. Em geral, a hermiticidade dos Lindbladianos geram evolugdes abertas
puramente difusivas, basta notar que se tomarmos I” = 0 em (4.41), o termo de
dissipagao em (4.45) se anula, ja que a = 0.

Num sistema interagindo com um reservatério térmico a temperatura zero, a
ocupacao assintética do sistema se anula, ou seja, a evolugao pode ser obtida de
(4.49) com 1 = 0 e apenas um lindbladiano L= iv/hya. A funcao de Wigner evolui
de acordo com W = L& [W(z,t)] + LY [W(z,t)], onde

by (W OPWN\ oy [ OW
L0 [W(x, )] = % ( 5+ o ) +a (x S 2w) (4.51)

¢ uma combinacao de dois termos do tipo dos EbW e £ﬁW.

4.7 Pacotes e Gatos Gaussianos

Analisaremos agora a ac¢ao dos trés termos do lado esquerdo de (4.42), doravante
denominados desleixadamente de canais, em estados gaussianos e suas superposicoes.
Como dito em (4.43), a evolugao sob o canal hamiltoniano é dada pela relagao de
covariancia (1.68), entao, para um estado gaussiano qualquer inicial (4.1), a fungao

de Wigner evoluida fica descrita por
Wi (z,t) = Gay, |25 (SAST) ™Y Smo] - (4.52)

Notamos que o centro se move sobre a trajetéria hamiltoniana e a matriz de co-
variancia continua positiva definida, ja que é uma transformagcao de similaridade da
matriz de covariancia inicial A, mantendo a forma gaussiana do pacote.

Sob o canal gaussiano, EbW, calculamos a convolucao em (4.22), cujo resultado

é uma gaussiana com os parametros determinados em (4.23), ou seja,

Wi(z,t) = Gy, [2; (Do +T) Y5 mo] (4.53)
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com I' dada em (4.47). Como ja notado, a gaussianidade é preservada ja que a
matriz de covariancia é a soma de matrizes positivas definidas e, portanto, positiva
definida. O centro se mantém imével, porém, as larguras sao aumentadas.

A agao do canal de contragao é dada em (4.48) e para a gaussiana inicial pode
ser descrita por:

Wy(x,t) = g;Rn {l’; (e_z““Ao)_l ;e‘““no—‘ (4.54)

com 7y definido em (4.48). Como e~ > 0, a positividade da matriz de covariancia
¢é garantida. Sua forma permanece gaussiana, porém sua largura é diminuida, en-
quanto que o centro se move para a origem.

Voltamos agora para a equagao mestra (4.42), onde novamente consideraremos
uma evolucao durante um intervalo de tempo infinitesimal afim de que utilizemos
a férmula de Trotter. A combinagao dos trés canais, £, EbW e £ﬁW, atuando nesta

ordem em (4.1) gera a funcao de Wigner
W(z,t) = Gy, {l’; e (SAGST + F)_l ;e_“’fSnO-‘ : (4.55)

Como e?™ > 0 e a soma de matrizes positivas é positiva, entao a aplicacao dos trés
canais simultaneos nao altera o carater gaussiano do estado. A ordem de aplicacao
dos canais pode ser alterada gerando um estado final diferente, porém, a gaussiani-
dade é sempre preservada.

O estado (4.55) é um estado tal qual (4.1) e uma nova e subsequente aplicagao
dos trés canais gerara outro estado também gaussiano. Com isso, podemos concluir
que a evolugao aberta para lindblads lineares e hamiltonianas quadraticas pode ser
reconstruida em termos de evolugoes infinitesimais que preservam a forma gaussiana
de pacotes que o sejam inicialmente.

Passaremos a estudar a evolucao aberta de uma superposicao de estados gaus-
sianos. Uma superposi¢ao do tipo (4.9) criada a partir de uma matriz densidade
de um estado gaussiano rende uma funcao de Wigner descrita pela superposicao

dos pacotes (4.15) cujo termo de interferéncia é dado por (4.17). Cabe lembrar que
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esta superposicao inclui, como caso particular, as superposicoes puras do capitulo
anterior. Nosso objetivo aqui é estudar os efeitos do ambiente, governados por uma
evolucao dada pela equacdo de Lindblad (4.42), nestas superposicoes.

Agao do ambiente nos pacotes principais dados em (4.14), foi descrita nos
paragrafos acima, estes evoluirdo tal qual (4.55). Resta compreender a evolugao
do termo de interferéncia.

A agdo do canal hamiltoniano, segundo a regra de covariancia (1.68), é sim-
plesmente realizar as substitui¢oes ( — S¢, 7 — S e E — STT'ES™! em (4.17).
Ja o canal gaussiano evolui a superposi¢ao inicial da mesma forma que em (4.24)
com G — E e I' descrita em (4.47). Por fim, a agdo da contragao fica descrita pelas
substituicoes ¢ — e, 7 — e " e E — *"E em (4.17).

A agiio ordenada e conjunta de L, £, e EﬁW em (4.17) rende

I(x,t) = 2o = 27 SCATQ4 IS¢ — 5 ST (BT —12,)2' S
’ Vdet [(K+120) Mg — i(K — 12,)]
x GS P; o2 (SE—lsT n F)—1 ;e—“/ts/f/—‘ exp (—iz - QJG) (4.56)

com ' := (SE7'ST + F)_l SE~!ST. Note a semelhanca deste termo com (4.47).

Notando que e** > 0 e escrevendo a matriz de covariancia da gaussiana com-
plexa em (4.56) em termos de suas partes real e imaginéria, mostramos utilizando
as proposicoes 2 e 3 da pagina 151 que a atuacao dos canais nao altera o indice de
inércia destas partes. O mesmo raciocinio foi utilizado para a superposi¢ao sob agao
exclusiva do canal gaussiano dada pela superposigao (4.47).

Concluimos que a atuacao dos canais alternadamente durante um tempo in-
finitesimalmente pequeno preserva a geometria do padrao de interferéncia. No
caso do capitulo anterior, onde tratamos as superposicoes puras, este padrao era
hiperbdlico e segundo nosso resultado se mantera pela evolucao aberta dada pela
equagao (4.42). Nos casos das superposi¢oes impuras das segoes 4.3.1 e 4.3.2, os
padroes sao quaisquer compativeis com uma forma quadratica e também sao man-

tidos pela evolucao.
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4.8 Convolucao da Funcao de Wigner

Uma solugdo geral para a equagao de Lindblad foi desenvolvida em [15]. Neste
trabalho os autores calculam primeiramente a evolugao para a funcao de cordas e
depois encontram a funcao de Wigner realizando a transformada de Fourier descrita
em (1.70). Outra maneira de obter a mesma solugdo é tomarmos as solugoes dos
canais individuais, como p.ex., (4.48) como “anzatz” para a solugao final.

Mostraremos nesta secao que esta evolugao, como caso particular da analisada
na secao anterior, também preserva a gaussianidade de um estado inicialmente gaus-
siano e a geometria do padrao de interferéncia.

A evolugdo gerada apenas pelo termo L em (4.42) por um instante serd ig-
norada, pois que ela atua globalmente nas coordenadas do espaco de fase através
da covariancia (1.68). A agao exclusiva do canal EbW, descrita pelo canal gaussiano
(4.22), é uma convolugao da funcao de Wigner inicial; como a agao do termo Eﬁw,
também, atua apenas nas coordenadas do espaco de fase, vide (4.48), podemos supor
uma solucao do tipo

—1

dx’ Wo(z') exp {_21_71 (e™z — ') M (e*z —a)|,

(27Th) —ne2nat

Vdet M

onde M é uma matriz positiva semidefinida que sera explicitada a posteriori. Note

W(x,t) =

que no limite @ — 0: M — I’ dada em (4.47).

Munido da evolugdo hamiltoniana eq. (1.68) e da solugdo acima para a parte
nao-hamiltoniana, pode-se construir uma solu¢ao geral para a equagao (4.42). Em
[15], os autores encontram essa solu¢ao primeiramente para a func¢do caracteristica
do sistema, ou seja, tomando a transformada de Fourier, eq.(1.60), da equagao (4.42)

tem-se a solucao

X(& 1) = xo (e7'S;'€) exp {—%& : M'(O&] (4.57)
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para a condicao inicial yo(&), com a matriz do expoente dada por
M
M) =) / dt's)_, (l’jl’j +z';z'f) Sy_y 21, (4.58)
j=1 "0

Essa matriz é positiva semidefinida, ja que é constituida de uma soma (continua) de

20(t'~t) > (), Observamos claramente

matrizes positivas definidas com coeficientes e
que a descoeréncia atua na funcao de cordas pela simples multiplicacao de uma
gaussiana. Tomando agora a transformada inversa de (4.57), encontramos a solugao

para a funcdo de Wigner da eq. (4.42):

e2nat 1 a -1 —1 a 1
Wz, t) = Gy dx' Wy (z') exp {—% (:E' —e tStI) ‘M (:E' — e™'S, :E)] (4.59)
- T
com M = M(t) := e** StlJTM’ JSt1 denominada de matriz de descoeréncia, também

positiva semidefinida como M’ dada em (4.58). Por conveniéncia, se definirmos a

matriz simétrica e positiva definida

M
A=AT =3 () ) > o, (4.60)
j=1
reescrevemos M como
t
M = / dt'J'S), ASyJe*t. (4.61)
0

A matriz M da pagina anterior é a matriz M acima com S; = lg,,.

Como a fungdo de Wigner expressa em (4.59) é uma convolugao de Fourier
como uma gaussiana, gastaremos algumas palavras sobre seu comportamento; pro-
priedades de convolugoes de Fourier podem ser encontradas na referéncia [12]. No
caso geral, existem dois efeitos competindo, o difusivo e o dissipativo; este segundo
diminui as dispersoes da funcao de Wigner inicial por um fator exponencial simul-
taneamente com o deslocamento de seu valor médio para o centro do espago de fase.
Para uma convolugao em geral, a fungao de Wigner final é uma convolugao com

uma gaussiana, a funcao de Wigner inicial teria sua largura alargadal'?l, porém, a
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presenca do fator e também diminui a largura inicial. Esse mesmo fator é re-
sponsavel pelo deslocamento do centro da funcao original para origem do espaco de
fase. Suponhamos que L; = L;, entdo, I} = 0 = a = 0, nesse caso, o segundo termo

em (4.42) anula-se e a fungao de Wigner fica descrita por

_ -1 _
W(x,t) = m dx’ Wo(z') e-%(ﬂ-sﬁ) M (ﬂ—s:z) com M := M|,—o (4.62)
vdet M
que é o caso denominado puramente difusivo — esta situacao é caracterizada pelo
aumento indefinido das dispersoes da funcao de Wigner inicial.
As propriedades aqui descritas sao propriedades gerais de convolucoes, na préxima

secao veremos um caso especifico de nosso interesse que exemplificard esses conceitos.

4.8.1 Descoeréncia de Estados Gaussianos

O caso particular de nosso interesse é a evolucao de estados gaussianos gerais.

A evolugao aberta desse estado é calculada usando (4.59) e seu resultado é
W(x,t) = Gy, |25 A7 e (4.63)

com

m = e_atSmo € At = e_2at St [AO + 2M] S;I— (464)

Estes parametros definem a evolucao da gaussiana, ja que esta é completamente
determinada pelo primeiro e segundo momentos. Para a funcao de cordas, a evolugao

dessa fungao pode ser calculada por meio de (4.57):
R —at qT—1
V(&) = €5 |& A s | (4.65)

E importante notar as diferencas entre essa equacao e de evolucao da funcao de
Wigner (4.64): as matrizes nos expoentes das gaussianas sao inversas e entao, en-
quanto que o termo de dissipagdo, exp(—2at), 14 contribui para a diminuigao da
largura do pacote, aqui ele aumenta; o oposto vale para a matriz M, aqui ela tende

a diminuir a largura, 14, tende a aumentar.
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4.8.2 Descoeréncia Pura das Superposicoes

Nosso maior interesse é entender o comportamento das franjas de interferéncia
no espaco de fase quando sujeitas a a acao de um ambiente markoviano, portanto,
estudaremos aqui a evolugao aberta dos gatos generalizados.

A fungao de Wigner (4.15) da superposigao sob agao do ambiente evoluird de
acordo com (4.57). Os pacotes principais evoluirdo como a (4.64), ja o termo de

interferéncia Z[z; K] dado em (4.17) se tornara

Tlz:K:t] = 2n v (K)—n e—ﬁo*atg‘/\MQtJC—ﬁo*atﬁ-[2EM+I2n]QtJC
T V/det[(Ktl2p) Ag—i(K—l2y,)]

onde M esté definida em (4.61) e
—1

—1 —1
7715 = e_atstﬁ, Et = ezat (StE S;I——I— 2StMS;I—) € Qt = e_atEtStE (467)

sao os parametros que caracterizam a evolucao da interferéncia do gato.

O termo descrito acima carrega grande semelhanga com o (4.24) e seus co-
mentarios podem ser transportados para ca. Nota-se que no limite em que t — 0
recobramos a equagao (4.15). Escrevendo toda a primeira linha de (4.66) como um

numero complexo de modulo K e fase ¢, a parte real desta equacao fica descrita por

I[z;K;t] = K Gy |z;ReEy; 7] exp (%L:E . ImQtJC)

X cos [§(x — ) - ImEy(x — ) + g2 - ReQJ( + @] (4.68)

que é de fato o termo de interferéncia da superposicao sob descoeréncia.

A estrutura geométrica de (4.68) guarda grande similaridade com (4.26) e con-
siste, também, numa gaussiana envoltéria modulando um cosseno que oscila de
acordo com uma forma quadrética. Se definirmos E/ := (E~'4 2M) ™", observamos
que esta matriz tem as mesmas propriedades de E, em (4.25) e portanto, suas partes

reais e imagindrias possuem o mesmo indice de inércia das partes de E. Notando
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que, exceto por uma multiplicacao por uma funcao exponencial positiva, E; é uma
transformacao de similaridade de E’, e assim, o mesmo vale sobre suas partes reais
e imagindrias. Ou seja, a evolugao continua aberta nao altera o indice de inércia da
parte de interferéncia o que mantera o padrao da forma quadrética do estado inicial,

tanto da gaussiana como a interferéncia.

4.8.3 Exemplos e Comentarios

O primeiro exemplo a ser considerado tratara apenas da evolucao aberta, con-
sideraremos um caso em que S; = |y, em (4.67).

Na figura 4.5, graficamos a evolugao sob trés regimes de descoeréncia distintos. O
estado inicial é escolhido como uma superposicao hiperbélica pura e ja foi mostrado
na figura 3.5 e nos trés casos, também, escolhemos para todos a mesma matriz (4.60)
como A = ls.

A linha (a) desta figura corresponde a evolugdo no regime com « > 0 e suas
colunas correspondem a evolucao para t = 0.1, t = 0.5 e t = 1. Basicamente, temos
dois efeitos distintos: um de expansao gerado por pela parte difusiva engendrada
na matriz M e outro de contracao, o dissipativo, gerado pela exponencial e®. O
efeito do alargamento é similar ao discutido no canal gaussiano na secao 4.4.2. Ja
a contracao atua diminuindo as larguras dos pacotes a aproximando os centros dos
pacotes e da envoltoria para a origem do espaco de fase. A largura dos pacotes e da
envoltéria do termo de interferéncia tendem a uma constante devido a competicao,
dos efeitos e esta pode ser determinada pelo limite ¢ — oo em (4.67). As franjas
de interferéncia diminuem e os centros dos pacotes e da envoltéria se aproximam do
centro do espago de fase. O centro do padrao de interferéncia se afasta do seu valor
inicial, o que pode ser observado nas linhas tracejadas nos graficos.

No caso da linha (b), temos a = 0, ou seja, o regime puramente difusivo; seu
comportamento ja foi discutido na segao 4.4.2. Em (c), temos o caso a < 0: este

¢ um caso também difusivo, onde as larguras aumentam indefinidamente, porém,
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os centros, todos, se afastam da origem. As frequéncias de oscilagao neste caso
diminuem como no caso difusivo padrao.
A despeito da particularidade do exemplo escolhido, os efeitos descritos nos trés

casos podem ser estendidos em geral.
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Figura 4.5: Evolugao de um gato generalizado sob dinamica descoerente. O estado inicial
na figura 3.5 é evoluido com (a) a = 0.5; (b) @ = 0; (¢) @ = —0.5. As linhas pontilhadas
sao as curvas de nivel do termo de interferéncia.

Para observar o comportamento das franjas de interferéncia, na figura 4.6 en-
contramos a evolugao do gato puro da figura 3.7 sob o regime de difusao exclusiva
(v = 0), cuja matriz de descoeréncia é dada por M = tl;. Notamos o amortecimento

das frequéncias de oscilacao no espaco de fase, assim como o aumento da gaussiana
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envoltoria dessas. As partes negativas da interferéncia sao reduzidas devido ao au-
mento da largura dos pacotes pricipais. A evolucao das franjas no caso a > 0 nao

difere muito desta, ja que a esta é adicionada uma compressao global.

t=0.01 t=05
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2F 0.06 0.04 2 1 )
p 0.04 p 0.03
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Figura 4.6: Evolugao de um gato nao-linear sob difusdo pura. O estado inicial é o mesmo
da figura 3.7. Mostramos os graficos da evolugao o estado inicial por t = 0.01, ¢t = 0.1;
t=0.5.

A presenca da dinamica hamiltoniana altera a funcao de Wigner de uma super-
posigao globalmente, j& que de acordo com (4.43) e (4.59), atua uniformemente nas
variaveis do espaco de fase. Mostramos na figura 4.7 os mesmos casos da 4.5, porém
com a presenca de uma dinamica hiperbdlica unidimensional com matriz simplética
Ss em (1.11) com s = 0.5. Nota-se claramente a compressao na diregao do eixo das
coordenadas e a expansao ao longo do eixo dos momentos causadas pela dinamica
hamiltoniana.

Caso a dinamica seja eliptica, ou seja, uma evolugao limitada por um poco
de potencial, a evolucao do gato é uma simples rotacao dos exemplos apresentados
na figura 4.5, nao modificando o comportamento geral do gato sob descoeréncia,
pudemos observar isto explicitamente no caso do gato linear. Os casos loxodromico
e parabélico sao obtidos através dos dois acima mencionados como explicitado na

secao 1.1.2.
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t=0.1

0gq

Figura 4.7: Evolucao de um gato nao-linear sob descoeréncia e hamiltoniana hiperbdlica.
O estado inicial é o mesmo da figura 4.5. Mostramos os graficos da evolugao o estado inicial
port =0.1,¢t =0.5; t = 1. As linhas correspondem aos mesmos casos de descoeréncia da

figura 4.5.
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Conclusao

“Achamos que estamos brincando com o gato, mas como saber se nao é o gato

que estd brincando conosco?”

(J.M. Coetzee, Elisabeth Costello, 1999)

Cada qual com suas peculiaridades, o mundo cléssico e o quantico sao di-
namicamente descritos pela presenca de hamiltonianas. A principio, ndo existe uma
resolucao tedrica para esta “coincidéncia”, apenas resultados empiricos — obtidos
de forma completamente distinta para estas duas escalas materiais — garantem
suas construgoes em termos do mesmo objeto. Por si 86, esta constatacao carece de
compreensao e inspira uma busca de similaridades entre os dois mundos ontologi-
camente separados. Sob outro ponto de vista, entender a fronteira entre eles, como
um acarreta o outro e as conseqiiéncias de um sobre o outro se tornam questoes
fundamentais para nossa compreensao da natureza.

Neste trabalho, tratamos alguns aspectos da relagao quantico-classico para pa-
cotes gaussianos, visto que sao representacoes abundantemente utilizadas para des-
crever estados de sistemas fisicos. Sobre a dinamica destes pacotes, o trabalho
concentra-se nas estruturas classicas presentes na evolucao quantica do estado uti-
lizando o método WKB dependente do tempo. Assim, pudemos entender como as
caracteristicas da dinamica classica do sistema se manifestam ao longo da evolugao
quantica.

Num sistema integravel, a evolucao gera no espaco de fase toros invariantes.

Uma dinamica desse tipo e ainda descrita por uma hamiltoniana quadratica, o
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centro do pacote descreve exatamente a trajetéria classica por sobre esses toros,
de acordo com o teorema de Ehrenfest. Um estado WKB tipico é aquele que se
enquadra no limite semiclassico, ou seja, estados que possuam nimeros quanticos
elevados e, consequentemente, agoes muito maiores que a escala determinada pela
constante de Planck. Neste limite, geometricamente, podemos associar variedades
lagrangianas no espaco de fase ao estado e as suas evolucoes. Um estado coerente
nao pode ser considerado um estado desse tipo, ja que é um estado fundamental
de um oscilador harmonico, sua evolucao é descrita apenas em vias do teorema de
Ehrenfest. Mostramos, no entanto, que uma dinamica cadtica evolui um estado co-
erente em um que possa naturalmente ser associavel a uma variedade lagrangiana no
espago de fase, portanto, um estado WKB. Sob este ponto de vista, a condicao im-
posta pelo limite de h pode ser relaxada por outras condig¢oes impostas as variagoes
da amplitude do estado na representacao de coordenadas.

Incidentalmente, o método WKB possui divergéncias nos pontos de causticas
que sao fenomenos recorrentes no espago de fase, estas apontam maximos globais das
amplitudes quanticas. O comportamento da funcao de onda entorno desses pontos é
tal como uma funcao de Airy, a qual determinamos por uma aproximagcao uniforme
denominada de aproximacao de transicao. Descrevemos a mesma evolucao para a
funcao de Wigner do estado e também construimos um mesmo tipo de aproxima-
¢ao em torno das cdusticas de Wigner. Estes resultados foram apresentados nas
referéncias [54, 55] e constituem o segundo capitulo da tese.

Anteriormente a esta tese, haviamos desenvolvido® um método semicldssico
de propagacao de pacotes de onda alcunhado de AOA. Esta aproximacao utiliza a
decomposicao do estado inicial em pacotes gaussianos generalizados e a funcao de
Wigner do estado final é, entao, composta por uma soma de funcoes de Wigner de
estados gaussianos generalizados e seus termos de interferéncia. Num espago de fase

de dimensao arbitraria, mostramos neste trabalho que estes termos possuem uma
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geometria hiperbodlica e analisamos alguns casos particulares bidimensionais.

Como a funcao de Wigner é definida em termos de valores esperados de um
operador hermitiano — operador de reflexao — esta é um observavel e pode ser
medida experimentalmente, assim, desenvolvemos, também, um método baseado em
medidas realizadas em estados emaranhados que possibilita a criagao experimental
de uma superposicao desse tipo a qual denominamos estados de gato generalizados
ou hiperbdlicos.

Franjas de interferéncia fazem parte dos fenomenos quanticos classicamente in-
explicaveis e nao observados. Uma tentativa de conexao entre os dominios quantico
e classico, atualmente é realizada pela interacao de um sistema quantico com um am-
biente. A acao deste consiste em apagar progressivamente os termos de interferéncia
de uma superposicao quantica, levando esta numa mistura estatistica classica. Por-
tanto, nos foi interessante estudar o comportamento dos gatos generalizados como
um primeiro modelo de eliminagao de franjas quando da interagao com o ambiente.
Mostramos que sob determinadas condi¢oes, hamiltonianas quadraticas e operadores
de Lindblads lineares, o carater hiperbdlico desses termos nao é alterado.

Como dissemos, o método AOA descreve um estado quantico evoluido por meio
de superposicoes lineares de gatos hiperbdlicos, ou seja, a descoeréncia das fran-
jas de interferéncia de estados quanticos é compreendida, por nossos calculos, por
atenuacoes de padroes hiperbdlicos dos gatos. Até onde sabemos, nao hé na literatu-
ra um estudo analitico tedrico da descoeréncia atuante em padroes de interferéncias
de estados continuos que vao além das franjas do gato linear. Ou seja, dada a sim-
plicidade geométrica do padrao dos gatos generalizados, o processo de atenuacao
cuja geometria é descrita nesta tese, pode ser tomado como base para o estudo de
descoeréncia de sistemas mais complexos.

No que tange a experiéncia, as armadilhas lineares de ions acopladas a lasers

sao valiosas para o estudo do limite semiclassico do OHC. Por um lado, destaca-se o
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alto grau de controle experimental alcancado: em comparacao com a eletrodinamica
quantica em cavidades, a vida 1til de um fon na armadilha é muito maior que a de
um féton na cavidade. Por outro, a facilidade de obtencao do limite semiclassico:
este pode ser manipulado pela simples modificacao do angulo de incidéncia dos lasers
com relagao ao eixo da armadilha.

Utilizando uma dessas armadilhas, outra possibilidade de realizagao experimen-
tal de um gato hiperbdlico emerge, e ainda, neste contexto é possivel observar os
efeitos geométricos da descoeréncia neste estado. E conhecido na literatura, e.g.
[37], que a utilizagao de interagdes de lasers com o fon dentro da armadilha torna
possivel a criacao de um estado de gato linear. Mais, a dinamica do OHC, gerada
pela incidéncia periddica de pulsos de lasers, pode ser utilizada para evoluir este
gato inicial; nos primeiros instantes da evolucao, a dinamica se comporta como o
mapa linearizado do OHC em torno do centro de cada pacote, como a dinamica
linear depende da posicao do centro e esta é um cisalhamento composto com uma
rotacao, entao, o gato linear original evolui num estado de gato hiperbdlico. E
ainda, também é sabido da possibilidade de engenharia de reservatérios no interior
da armadilhal'® ®7 % o que torna factivel a observacdo da atenuacio das franjas
do gato hiperbdlico. A parte da descricao das superposicoes puras esta colocada no
capitulo 3, enquanto que a parte relativa a descoeréncia se encontra no capitulo 4.

Uma operacao gaussiana fica definida como sendo uma operagao que preserva
a gaussianidade do estado, ou seja, mantém a forma gaussiana de uma funcgao
de Wigner, dentro deste conceito sio incluidos!?® os operadores metapléticos e de
translacao do capitulo 1 e a convolucao de descoeréncia do capitulo 4 também co-
nhecidas por canais gaussianos em informacao quantica. Apresentamos um exemplo
ao final do tltimo capitulo da tese que, apesar de preservar a forma gaussiana de
um estado, nao preservam a estrutura dos gatos no espaco de fase. Partindo de uma

superposigao de um estado gaussiano impuro (superposigao de estados térmicos do
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oscilador harmonico), e aplicando um canal descoerente nao conseguimos construir
o mesmo estado final como a aplicagao de um unico canal a um gato puro, pois que
as fungoes de Wigner se comportam de modo completamente distinto com relagao
aos termos de interferéncia.

Resumindo: neste trabalho, descrevemos a dinamica semiclassica de um pacote
gaussiano e a descri¢ao da geometria dos padroes de interferéncia entre estados gaus-
sianos e do processo de descoeréncia destes sempre do ponto de vista semiclassico,
aliando transformacoes canonicas classicas e propagadores quanticos. Em ambos os
casos, nos referimos ao sistema do OHC para a possivel realizacao experimental da
teoria aqui descrita. No caso das superposi¢oes puras, desenvolvemos um método
tedrico plausivel de experimentacao, diferente do OHC, para observacao de franjas

de interferéncia baseado em medidas realizadas em estados emaranhados.

Perspectivas

Emaranhamento em estados gaussianos, principalmente em estados bipartidos,
é um topico muito relevante em teoria de informagao quantica, um trabalho interes-
sante é [13], onde se encontra um resumo deste assunto para pacotes gaussianos. O
estudo das superposicoes hiperbdlicas em dimensoes gerais pode render resultados
interessantes sobre a relacao entre o emaranhamento de particulas e transformagoes
canonicas classicas: cada dimensao é associada ao espacgo de fase uma particula e o
estado de gato n-dimensional como um emaranhado de n-particulas. Assim, pode-
mos relacionar emaranhamento, superposicoes e descoeréncia no espaco de fase.

Outro caminho a ser continuado, é a inclusao de descoeréncia na propagacao
semiclassica AOA, um estudo inicial foi realizado em [56], porém, ainda carece da
inclusao da dissipagao no processo evolutivo.

Com estas duas perspectivas terminamos esta tese.



Apéendice A

Formulas Integrais

Descrevemos aqui duas férmulas integrais que sao utilizadas no texto: a integral

de uma gaussiana e a fungao de Airy.

A.1 Integrais Gaussianas

A integral de fungbes gaussianas segue o critério estabelecido em [25]:

o

/da? exp(—x-Axi—z’f-x) = \/dle/%exp<—%§-A1§),

para A € Mat(/,C) e AT = A e Re(A) > 0 e vdetA = []._, VM. Das duas

possiveis escolhas de uma raiz quadrada, tomamos a que satisfaca
—m<Arg(M') <7 = —T < Arg <\/)\1A) <z (A.1)

ou seja, aquela que garante a positividade da parte real da raiz. Para o caso de
uma matriz B = BT € Mat(/,R), a integral de uma gaussiana puramente complexa
pode ser realizada tomando-se o limite com uma parte real positiva pequena, ou

seja, B = lim,_o+(B + i¢l;), dessa forma

o

-1 . —1
/dl’ eim-Bm:l:i&-r = lim l/2 e—%ﬁ‘(d—iB) £ _ L/Qe_ig'B §+i§Sn(B)‘ (A2)

e—0+ +/det(el—iB) v/ |det B|

Note que B néo necessériamente é positiva definida e que as raizes seguem (A.1).

—0o0
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A.2 Funcoes de Airy

A fungao de Airy, tal qual [1, 11], é definida através da integral unidimensional

' 17 NTL
A1($):% dy exp zg%—wy : (A.3)

Esta funcdo é uma solucdo da equacdo diferencial de Airyl" ™. Note que esta é
uma fungao real, ja que a parte impar da exponencial se anula devido a simetria do
intervalo de integracao. Esta funcao esta graficada na figura A.1.

X)

Ai(
0.4
-10 -5 x* exu 5 10 x
lWTE
0.4
Figura A.1: Fungao de Airy - Ai(x). Assinalamos o ponto de maximo global: z* =
—1.02 com Ai(z*) =~ 0.54 e o zero: xg ~ —2.34. A abscissa vale Ai(0) =~ 0.36.

Uma identidade importante para a fungao de Airy, denominada de relagao de

deslocamento, cuja demonstragao esta em [11], é descrita por

“+00
: / ds ot _ ohers pi(5 4 (A.4)
— e: =e 2 Al +— |. .
2 ° 4

Utilizando o método da fase estaciondria na integral (A.3), pode-se mostrar'! 78

o limite:

lim LA (x_y) — 5z —v). (A5)

e—0 € €



Apeéendice B
Indices de Maslov de Metapléticos

A atrelagem entre transformacoes simpléticas a operadores unitarios da-se de acordo
com a representagao metaplética cujo onus é a apari¢ao de um sinal, c¢f. eqs. (1.42
- 1.45), que pode ser representado por meio do indice de Maslov. Trataremos aqui
deste fenomeno e do estritamente relacionado, denominado de causticas do operador

metaplético.

B.1 Indice de Maslov

Uma transformacao canonica linear é realizada por meio da funcao geratriz

1 3 B 1 _
Gq.q) = 54 DB '¢—q¢ B 1q+§q’-B 'Aq, (B.1)

onde x := (q,p), ' := (¢',p') € Zan, A,B,D € Mat(n,R) sao os blocos da matriz
simplética S em (1.7). As novas coordenadas (¢’,p’) sdo encontradas de acordo com
as relacoes abaixo:

_0G _

1T e / oG _
p g

DB '¢—B'yg p = _8—q’ =B l¢g—-B'A{.

Estas equacoes sao equivalentes a 2’ = Sz. Note que estamos tratando apenas de

matrizes simpléticas livres, ou seja, aquelas que possuem det B # 0.
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A transformada de Fourier generalizadal®" 3% 2%l de uma funcao v (q), associada
a forma quadratica (B.1), é definida por

Vdet B~ 1/ FGlad)y,

Nd'q B.2
(2mih)>2 (B:2)

fG {W(g)} =

Como por definicao det B € R, entao existem quatro possibilidades para a raiz

quadrada em (B.2), se reescrevermos esta raiz como vdet B-! := /|det B=1|i™s

temos que

msm = arg (det B) mod 27, ou seja, ms =0,1,2,3. (B.3)

VdetB—1 Vv |dCtB z"r(2m5 n) en-

Agora, reescrevendo o fator da equacao (B.2): ernE = on®

contramos o numero inteiro
Us := (2ms —n) mod4 (B.4)

que é alcunhado de Indice de Maslov da transformada de Fourier quadrética.
O elemento de matriz (1.42) do operador metaplético é a transformada de Fourier

(B.2) de uma fungao delta, ou seja,

(d'|Ms|q"y = Fa{0"(d — ¢")}, (B.5)

como associamos us em (B.4) a transformada de Fourier, este também sera o indice

de Maslov do operador metaplético da eq. (B.5), ou da (1.42).

B.2 Grupo Metaplético

Ja haviamos observado que os operadores metapléticos formam um grupo, de-
nominado Mp(2n), porém ficou pendente naquela segdo a determinagao de alguns
sinais referentes a inversao, c¢f. eq. (1.45) e a composicao, cf. eq. (1.44), de ope-
radores metapléticos. Nesta secao utilizaremos a notacao Mg” para descrever um

operador metaplético associado a matriz simplética S e ao indice ms de (B.3).
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Ainda trabalhamos com a hipdtese de que todas as matrizes simpléticas aqui
tratadas sao livres, em breve essa hipotese serd relaxada. A lei de composicao do

grupo dos operadores metapléticos pode ser descrita como
Al A ] ~ -1 1
MEME =M — S=5'%" e m=m'+m" —In(B' BB”). (B.6)

As matrizes B, B’, B” sao, respectivamente, os blocos superior-esquerdos das ma-
trizes simpléticas S, S, S”, desde que escritas na forma padrao (1.7). Um modo de
demonstrar a férmula (B.6) é utilizar uma rela¢do de completeza na base de coor-
denadas na equagao (B.6) e realizar a integral para os elementos de matriz de cada
um dos operadores®!.

O inverso de Mg ¢ derivado em [31] por meio das transformadas quadraticas

de Fourier:
My =MP e §=S" e m/'=(n—m)modd  (B.7)

As relagoes (B.6) e (B.7) descrevem o que faltava para demonstrarmos a exis-
téncia do grupo Mp(2n), tal qual foi comentado na segao 1.2.2.

Como o conjunto das matrizes simpléticas formam um grupo, qualquer matriz
simplética pode ser decomposta (ndo univocamente) no produto de outras duas, o

mesmo vale para os operadores metapléticosh 33 j.e.
~ "~ "

~ A A ]
ME = NZY ML = NI Nz

Aqui percebemos o carater dos indices descritos na secao anterior, para duas decom-

posicoes possiveis de um operador metaplético, estes permanecem invariantes:
/ " Ya s " " s mit
ms = ms/ ‘l‘ ms// — IH(B BB ) m0d4 = mS/// ‘l‘ mS//// — IH(B BB ) m0d4,
ou ainda, em termos dos indices de Maslov da eq. (B.4):

-1 -1 —1 —1
ps = ps + psr + Sn(B' BB” ) mod4 = psm + psm + Sn(B” BB”" ) mod4.
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B.3 Causticas dos Metapléticos

Agora nos preocuparemos em incluir as transformagcoes simpléticas que nao
livres, ou seja, aquelas que possuem o bloco superior direito com determinante nulo.

Um exemplo de operador metaplético corresponde ao propagador do oscilador
harmoénico dos textos de mecanica quantical* ™ 70 Este propagador é o metaplético
associado a matriz simplética a matriz simplética S,; em (1.11). Neste caao, o
propagador diverge para wr = 0, 27.

Uma matriz simplética nao-livre S pode ser decomposta em duas outras livres:

A B A/ B/ A// B// * A/B//_I_B/D//
“\cp) oD o o]\ s . ’
:;,S’ :=‘,S”

como por hipétese det B’ # 0 e det B” #£ 0, para que tenhamos det B = 0, fazemos
B — —A' B'D" ; note que este é exatamente o caso da matriz identidade decomposta
no produto SS™!. Dessa maneira, associamos um operador metaplético a uma matriz
simplética nao-livre utilizando as férmulas de composi¢ao (B.6).

A divergéncia do elemento de matriz do operador metaplético, eq. (1.42), que
ocorre quando det B = 0, é conhecida como cdustica do operador metaplético. Se
considerarmos uma transformacao simplética 2’ = Sx e construirmos as funcoes

q(q';p) e ¢'(q,p), as cdusticas no espago configuracional ocorrem em pontos, cf.

op’ dp’ dq
et | =22 ) — B.
det — = det ( /) 00, (B.8)

o que é equivalente a det B = 0 para det D # 0. Assim, as cdusticas dos operadores

secao 2.2.2, onde

metapléticos sdo as mesmas causticas das variedades lagrangianas p(q) no espago
de fase. Do mesmo modo, esta descontinuidade pode ser contornada pela mudanca

de representacao de coordenadas para momentos e vice-versa: introduzindo uma
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relacao de completeza em (1.42), obtemos

. !
1"

i
7 exX
(27ih)? /det D P {%h (

onde mg € {0,1,2,3} é um inteiro relacionado ao sinal da raiz no denominador.

(p|M5|q>: q-DCq—Qq-Cp—p-BDp)}, (B.9)

Aqui, mudamos as cdusticas que ocorriam nos locii onde det B = 0 para aqueles
onde det D = 0, ou ainda, onde

a9 aq' Op
det oy det (ap 8p’)

Uma representacgao especial pode ser invocada para os operadores metapléticos:
a de estados coerentes, na qual nao existem causticas. Nesta representacao, o e-
lemento de matriz é obtido também por uma relacao de completeza aplicada em
(1.42), porém, em estados coerentes, cf. eq. (1.79). A diante estudaremos com

muito cuidado essa representacao.

B.4 Quantizacao Lagrangiana

A evolugao temporal de um sistema fisico é uma transformacao canonica entre
dois pontos do espaco de fase. No caso de uma transformacao linear, a matriz
simplética S depende explicitamente do tempo.

Suponhamos que a fungdo Z(t) := det B seja uma fungdo bem comportada e
que passe pelo zero num instante t = 7 vindo de valores negativos para positivos.
Para t < 7, escolhemos um valor de m € {1,3} em (1.42) e isto determina um ramo

no plano complexo

IN

m=1= -m<arg(Z)<n = —7 <arg(

)
)

Em ¢t = 7, o elemento de matriz (1.42) diverge, nestas redondezas podemos mudar de

2 (B.10)

.

R

m=3= 0<arg(Z)<2nr = 0 <arg(

A\

representagao, como por exemplo, a de momentos em (B.9). Ultrapassada a cdustica
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em t > 7, podemos voltar a representagao de coordenadas, mas agora det B(t) > 0 e
a escolha do indice m € {0, 2} deve mudar para garantir a continuidade do operador

metaplético!, entao
m=1—m=0 ou m=3—m=2. (B.11)

Esta troca de indices, ou sinais, ocorre mesmo quando estivermos em uma rep-
resentacao onde nao haja cdusticas, basta que tenhamos uma raiz quadrada de um
numero complexo no denominador, como exemplo, a representacao de estados coer-
entes, eq. (1.79). A mudanga de sinal ocorre novamente para manter a continuidade
do operador metaplético.

A alternancia de sinal ao atravessarmos uma cdustica, como no caso de vdet B,
é também uma caracteristica do método WKB, onde as derivadas (B.8) mudam de
sinal, e nesse caso, também entram em cena os indices de Maslov, cf. secao 2.2.2.
Em [31], de Gosson mostra a igualdade de us = 2m — n definido para operadores
metapléticos e o indice topoldgico de Maslov calculado para planos lagrangianos do
espaco de fase — é por esta relacao que alcunhamos os dois pelo o mesmo nome.
E ainda, no artigo [53] utiliza-se a representagao de estados coerentes para obter os
indices das superficies lagrangianas classicas.

Um tltimo comentario: podemos pensar em associar um estado quantico a uma
superficie no espaco de fase; trivialmente, associamos autoestados de momento e
posicao com retas verticais e horizontais no espaco de fase, respectivamente, p = pg e
q = qo e arepresentacao de estados coerentes pode ser associada com retas inclinadas
no espago de fase do tipo p(q) = po + cq. Assim, pensando no operador metaplético
como um propagador associado a uma hamiltoniana, eq. (1.47), quando aplicados aos
estados descritos acima, podemos pensa-lo também como um propagador de retas no
espaco de fase. Esse quadro semiclassico, denominado de quantizacdao lagrangiana

por J. Lerayl® ¢ a guia dos trabalhos [30, 31, 32, 33] de de Gosson.

'Note que a divergéncia ocorre para o elemento de matriz e ndo para o operador.



Apeéendice C

Matrizes e Autovalores

Alguns dos resultados mais importantes desta tese baseiam-se em propriedades de
matrizes especiais e seus autovalores. Por uma questao de organizacao, os resulta-
dos desenvolvidos originalmente por nés encontram-se ao longo do texto e dedicamos
este apéndice a um compéndio de defini¢des e resultados conhecidos na literatura. A
maioria deles pode ser encontrada nos livros [23] e em uma busca répida e eficiente

no sitio [60].

Recomendamos ao leitor conferir a pagina xii afim de esclarecer a notacao utilizada.

C.1 Matrizes Positivas

Comentaremos aqui alguns resultados importantes para matrizes positivas de-
finidas e semidefinidas. Nao apresentamos demonstracoes, em alguns casos apenas
argumentos e em outros, nem isso; lembramos que estes resultados e suas demons-
tracoes estdo em [23].

Uma matriz A € Mat(n, K) é dita positiva definida, ou ainda, A > 0, se
Re (2 Az) >0 (C.1)

para qualquer vetor complexo z nao nulo. Dizemos que uma matriz é positiva
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semidefinida, ou ainda, A > 0 se
Re (2" Az) > 0. (C.2)

Para uma matriz qualquer, B € Mat(n, K), a matriz BB € Mat(n, C) é positiva

definida, pois,
2*-BBz = B Bz = (BL)"- B = |BE|" > 0.

Se K = R, podemos substituir Bf por B na demonstracdo acima. O mesmo vale
para a matriz BIB. As matrizes BIB e BB' sio hermitianas (ou simétricas, se K = R)
e positivas defindas, portaanto, seus autovalores sao todos positivos.

Uma matriz hermitiana (ou simétrica) e positiva definida ou semidefinida sempre
pode ser fatorada num produto do tipo BB'. Por outro lado, uma matriz hermitiana
(ou simétrica) é positiva definida se e somente se todos os seus autovalores sao

positivos. A inversa de uma matriz positiva definida também é positiva definida.

C.2 Autovalores

Para uma matriz A € Mat (n; R), denotamos seu conjunto de autovalores por?
Especy (A) == {\, ..., A2}, (C.3)

onde \* é um autovalor nao degenerado de A e o subscrito K = R, C denotar4,
respectivamente, se os autovalores sao reais ou complexos. Definimos a matriz Ap

como sendo a matriz dos autovalores de A, ou seja,
Ax :=Diag (A}, ..., D). (C.4)
A matriz Dp é a matriz que diagonaliza a matriz A, ou seja,

DyADA = An. (C.5)

'O termo “Espec” é a abreviatura de “espectro” tomado de empréstimo da teoria espec-
troscopica para designar espectro ou o conjunto de autovalores de um observavel.
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Diz-se que duas matrizes A, B € Mat(n,R) sao similares se estao relacionadas
através de uma transformacgao de similaridade por meio de uma matriz C € Mat(n),
ou seja, se A = CBél. Duas matrizes similares possuem o mesmo conjunto de auto-
valores, Especy (A) = Especy (B), pois que det(A — Al,) = 0 = det ((iAC — )\In) :

O espectro da matriz inversa da matriz A é dado por
- A A -
Especk (A ) ={1/A0, . /AT ou seja, Ap =A,.

Ja o espectro da transposta é o espectro de A, ou seja, Especyg (AT) = Especg (A).
E ainda, se A for simétrica, AT = A, seus autovalores sao reais e Do é uma matriz
ortogonal, Dx ' = Dy . A m-ésima poténcia de A possui o espectro

Especg (A™) := {()\?)m s ()\fl‘)m}, ou seja, A = AL

Decomposicao de Euler

Um resultado nao trivial, porém importante para nosso calculo, é a decom-
posicdo de Euler para matrizes simpléticas®¥: pode-se decompor a matriz S €

Sp(2n, R) num produto de trés matrizes,
S =0z0, com 7 = Diag (21, ..., 2n, 1/21, ..., 1/2,), 2z >1Vi  (C.6)

e 0,0 € Sp(2n,R) N SO(2n), ou seja, sdo ortogonais e simpléticas.
Com a decomposicao (C.6), é possivel calcular os autovalores de uma matriz

simplética simétrica do tipo (1.10). Colocando S na forma de Euler,
SST =0z0'0'TZ0T =0Z%07,
notamos que a transformacao acima é de similaridade, pois O € SO(2n) e, portanto,
Desr =0 e Especy (SS7) = {AfsT, L ASSTISST 1/A35T}

com

AMST>1 e 1>1/A3'>0 Vi (C.7)
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Lei da Inércia

Uma transformacao de congruéncial® da matriz A pela matriz B é descrita
pela operacao BAB'. Uma matriz simétrica A tem sua inércia definida pelo terno
ordenado (n.,n_,ng) constituido, respectivamente, pelo nimero de seus autovalores
positivos, negativos e nulos.

A lei da inércia de Sylvester'™ garante que, sob uma transformacao de con-
gruéncia, a inércia de uma matriz nao se altera; essa afirmagao estd demonstrada

em [86].

C.3 Matriz Complexa

Outra férmula que diz respeito a inversao de matrizes complexas e é utilizada
ostensivamente é a seguinte: se M := X +1iY € Mat(n,C) com X,Y € Mat(n,R),

temos que
1

M = [X + Y)?Y} o [Y + Xfx} - (C.8)

se, é claro, X e Y nao forem singulares.
C.4 Semiplano de Siegel
Aqui estudaremos a fungdo as que aparece em (1.74):
as (W) := —i (C +iDW) (A +iBW) ™", (1.74)

que é de suma importancia para a compreensao de estados gaussianos. Todos os
comentarios feitos aqui a respeito da funcao as foram retirados ou adaptados dos
textos [30, 31, 21, 25], cabe comentar que existem diferencas sutis nas definigoes das
matrizes W e as nestas referéncias e, também, entre elas e este texto.

O semiplano de Siegel, X, é definido pelo conjunto das matrizes simétricas com
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parte real positiva?: ¥, := {W € Mat(n,C) F W =WT ReW > 0}.

Para uma matriz simplética S € Sp(2n, R) particionada na forma (1.7) e outra
W € %, construimos uma funcao as : W —— as(W) € X, definida em (1.74).
No que segue, demonstraremos a afirmacgao acima e determinaremos algumas das
propriedades de as.

Para mostrarmos que as(W) € X(n), construimos duas fungées E, F € Mat(n, K)

da seguinte forma

E I, A +/BM

=S = , (C.9)
F W C +:DM

e construimos o seguinte produto de matrizes:

T T
E T T T
J =EF-FE= SJS
F F W W

n n

=0,,— EF=F'E, (C.10)

—1

onde utilizamos a simpleticidade de S. Como definido em (1.74), as (W) = —i FE .

T -1 -1 _
Mas, se isolarmos FT de (C.10), temos que (FEl) —E F =E EFE = FEl, ou
seja, [as (W) = as(W) ¢é simétrica.
Agora, demonstraremos a positividade de as. Definimos o produto:
T T
B T T T n ~
J =EF —FE = SJS = —2i ReW,
F F* W —1W*

n

e utilizamos novamente a simpleticidade de S, ou seja,

ReW = 21 [F'E* — EF*]. (C.11)

i
Como por definicio ReW ¢é simétrica e positiva definida, a matriz ET ReW E* ¢

positiva definida, pois

- (ETlReW E) = (Ez) . ReW (Eiz) . (Eiz) . ReW (E*z) = 0.

2A definicao matemética cércea afirma que este é o plano de Poincaré, contudo, para unificar
nossas defini¢goes de estados gaussianos com as das referéncias citadas, subvertemos esta defini¢ao.
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Mas, utilizando (C.11), vemos que

1 1 [t -1 1
E' ReW E* =3 {ETFT—F*E* ] =3

- - [F]il _F'E" | = Reas(W). (C.12)
O que demonstra a positividade de as(W) e junto com a simetricidade, o fato que
as(W) € 2,,.

Outras duas propriedades importantes da funcao as, cuja demonstracao sai
diretamente de (1.74), sdo: ass/(W) = as (as/(W)) e as— (W) = W. Estas mostram
que a funcao as gera uma representacao do grupo simplético no plano de Siegel.
A primeira propriedade estd relacionada diretamente com a composicao de dois
operadores metapléticos da equagao (B.6).

Aproveitamos a se¢do para mostrar que o estado descrito em (1.73) estd corre-
tamente normalizado,

/ (q| Ms|W){(q| Ms|W)*dg = 1.

e}

De fato, utilizando a férmula (1.73) e realizando a integral, encontramos

det (Re W)
det[(A +iB) (A —iB) Reas(W)]

i _ _ -1
= det |EE* (FEl— F*E*l) (FT * —ETE*) ] =

1 7171_ i 1 _ 7171
det [(F—FE"E) (FT—ETF*E* ) — det (F—FEE) (ETFEl—ETF*E*)] _

—1 _ ] [ —1 _ N
det [(F—FEE) (FEFE")ET| = det|(FE-F'E" ) (FE - F'E” )] =1,

onde na primeira igualdade, utilizamos as equagoes (C.9), (C.11) e (C.12); na ter-

ceira, utilizamos F" discriminado de (C.10); na quinta, notamos que det E" = det E.



Apeéendice D

Transformada de Fourier
Numeérica

No que segue, discutiremos o método para realizar numericamente transformada
de Fourier utilizando algoritmos computacionais baseados na sua discretizagao. Isto
nos auxilia nos caalculos de funcoes e Wigner e na evolugao segundo a dinamica do

OHC.

D.1 Transformada de Fourier Discreta e Rapida

Como a mesma interpretagao da transformada de Fourier continua, o objetivo
da discreta é encontrar a decomposicao em termos de componentes sinusoidais de
um conjunto discreto de niimeros complexos.

Definimos!™ a transformada discreta de Fourier do vetor X := (Xo, ..., Xn_1)

por
N-1 )
rn= Y Xpe® " =0, N-1. (D.1)
k=0
e sua Inversa como
N-1 )
Xp= wpe  ®F k=0, N-1 (D.2)
n=0

As equagoes (D.1,D.2) nada mais sdo do que a forma discretizada da transfor-
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mada de Fourier

g+(w) = /_Jroodz 2T f(g5), (D.3)

e}

definida como uma integral de um nticleo de Fourier multiplicado por uma func¢ao
f(z). O processo numérico elementar para seu calculo seria a simples discretizagao
desta numa soma de Riemann, contudo, este processo é por demais dispendioso em
termos de tempo computacional dado que o integrando é uma multiplicacao de duas
funcoes com argumentos distintos, um em w e outro em x.

O método conhecido como Transformada de Fourier Rapida (TRF) — do inglés,
“Fast Fourier Transform”, donde a sigla FFT — permite realizar numericamente
uma integral do tipo (D.3) quando aproximada por uma soma do tipo (D.1). O
ganho é descrito em termos do numero de operacoes realizadas e para TRF, esse
nimero é Nlog, N, enquanto para uma discretizagio via soma de Riemann seria N2.
O tnico 6nus do processo é a imposicao N = 2" em (D.1), ou seja, os intervalos da
discretizacao devem ser poténcias de 2.

Para realizar numericamente o algoritmo de TRF, utilizamos a rotina four1l

obtida de [74] num compilador FORTRAN.

D.2 Coordenadas e Momentos

A relagao de Fourier que une na mecanica quantica as representacoes de mo-
mento e coordenadas é expressa da seguinte forma

(e e}

1 y —ipg
e Jdaitayeim (D.4)

o(p) =

Para aplicar a TRF, descreveremos aqui a discretizacao e o truncamento da
integral (D.4). Para fungoes 1(q) suaves e decrescentes no limite z — +o0o podemos

truncar a integral em limites (Qumim, @maz) suficientemente grandes para garantir



D.2 Coordenadas e Momentos 197

boa qualidade na aproximacao. A integral entao se torna

Qmaz
1

o) ~ = / dqp(q) 7.

min
Discretizando agora a variavel ¢ no intervalo (Qmim, @maz) € P em (Puim, Praz),

obtemos
¢n) = Qumin+(n—10q n=1.,N+1
p(k) = Pun+ (k—1)dp, k=1,..,N+1,

onde 6(] = (Qmam szm)/N € 5]9 = ( max szm)/N
Se definirmos 1, := w(q(n)) e ¢ := ¢(p(k)), aproximamos a integral por

—Lp(k)q(n)

o

N
_ 0% —iqupt S e g, -0,
n=1

V2rh

se realizarmos uma mudanca nos indicesn =n — 1 e k = k — 1 e definirmos

o —ingq P
Ypp1 = e 10T by

obtemos uma representacao discreta aproximada para a integral (D.4),

N-1
) ; ~ i
Pr1 = Ffrh e HQPEFD N gy eTH k00, (D.5)
n=0

onde £k = 0,...,N — 1. Esta ultima equagao carrega grande semelhanca com a
definida em (D.2), ou seja, nos resguardando das constantes multiplicativas e das
fases externas ao somatério, podemos utilizar a TRF para calcular a integral definida

m (D.4), desde que o produto dqdp obedega a seguinte relagdo com os parametros

fixos N e h:
2mh

‘N

imposta pelo expoente do nicleo de (D.1). E importante lembrar que N deve ser

dqdop = (D.6)

uma poténcia de 2
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D.3 Propagacao via Oscilador Harmonico Chutado

Como descrito na secao 1.2.1, a evolucao de um estado pela hamiltoniana de um
oscilador harmonico chutado pode ser descrita por um mapa quantico estroboscépico
que em unidades adequadas é descrito em termos da fungao de onda (1.97), repetimo-
la aqui:

“+o00

(qlo(t+1)) =™ (q) = /dq (q|Ms,,, |a){a|C(K)[¥(t)), (1.97)

onde os elementos de matriz no integrando sdo dados, respectivamente em (1.42)
com S, em (1.11) e (1.96).
Reproduzindo o método da ultima se¢ao, podemos descrever a evolugao (1.97)

por meio de uma TRF:

=z

mw _im 4 —~ ~ _ imw
'l/)t+1 ~ 5q e T+ F(k) Q/):L-i-l e —hsinenkéqéq’

k+1 2mh sinf

3
i
=)

onde Y = ¢+ (q(k)) e ¥F == ¢*(q(n)) com

an) = q+((n—1)0q, n=1.,N+1
qk) = g+ k-1 k=1, N+1

e 0qg =2qp/N e dq = 2qp/N. E ainda,

Q/’ZH = e 6 w:zﬂ
mw
F(k) = 2 sind (q,,irl cost) — 2 qq qk+1)
. mw o,
G(n) = —Kcos(qni1) + S5l (anrl cosf — anoéq) )

E por fim, realizar a concordancia entre os expoentes dos nicleos das transformadas

sinf\ 27h
0900= (m) N

de Fourier, dada por:
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D.4 Funcao de Wigner-Moyal

Definimos a fungao de Wigner-Moyal de um par de fungoes (¢, ¢) [30, 32, 33]

em uma dimensao por

W, ¢)(q,p) = % T (g + Ly)6* (g — Ly)dy. (D.7)

No que segue, queremos utilizar a transformada rapida de Fourier para resolver
esta integral numericamente.

Primeiramente, notemos que o integrando de (D.7) é muito parecido com o de
(D.4), portanto o tnico cuidado que tem ser tomado aqui é atentar para a presenga
de mais uma coordenada a ser discretizada nas fungoes em questao. Como esta se
apresenta dentro dos argumentos das funcoes 1 e ¢ sempre ao lado de y, utilizaremos

para esta coordenada a mesma discretizacao imposta para y, ou seja,

q) = yo+n—-1)0y, I=1,..N+1 e

p(k) = po+(k—1d0p, k=1,..,N+1,

onde dy = 2qo/N e dp = 2py/N.

Agora, definindo a fungao

U1 (L+1) =9 (g1 + 3ynin) ¢ (qrir — Sy ) e 77200

podemos escrever

r

) i ~ .
Wii(l+1) = % e~ Yo p(k+1) Upi1as1 o~k oyp

i
=)

n

e aplicar o método numérico desejado desde que satisfeita a condi¢ao (D.5).
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