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Resumo

A proximidade de um dtomo & objetos macroscépicos provoca basicamente dois efeitos dis-
persivos (devido a polarizabildade atémica): o deslocamento dos niveis atomicos e a alteragao
das taxas de emissao. As forcas dispersivas sdo consequéncia do deslocamento de niveis. A
modificagao das taxas de emissao podem inibir e até suprimir o decaimento radiativo de um
atomo excitado. O experimento mais preciso ja realizado sobre a interagdo dispersiva entre
atomos isolados e objetos metdlicos mediu o potencial atrativo entre atomos de sédio no estado
fundamental e um espelho em ouro contruido, por razoes técnicas, com a peculiar geometria de
uma cunha. Até a presente data, nenhum outro experimento, envolvendo interagao atomo-metal,
foi tao bem sucedido. (Dentre os experimentos com &tomos e dielétricos, uma técnica se destaca
também. Com o uso de condensados de Bose-Einstein, foi possivel alcangar precisao suficiente
para medir pela primeira vez os efeitos térmicos sobre a interacao dispersiva.) Por ocasiao do
experimento dtomo-cunha especular (1993), os cdlculos tedricos preexistentes restringiam-se a
geometria de espelhos paralelos. Como o angulo da cunha era muito pequeno, o modelo de placas
paralelas mostrou-se uma aproximacao razoavel da situagao experimental. O sucesso duraduro
obtido com a técnica da cavidade em cunha inspirou os estudos apresentados nesta tese. Com
uso do formalismo de equacao mestra, calculamos o potencial de van der Waals e os potenciais
ressonantes entre um atomo e um espelho em cunha, em meio ao vacuo eletromagnético. De-
terminamos também as taxas de emissao espontanea desse dtomo. Varios casos particulares
forma abordados. Esperamos que possiveis experimentos futuros beneficiem-se dos resultados

aqui apresentados.
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Abstract

The proximity of an atom to macroscopic objects leads basically to two dispersive effects
(due to atomic polarizability): the displacement of atomic levels and changes in the rates of
emission. The dispersive forces are due to the displacement of levels. The change in emission
rates may inhibit or even suppress the radiative decay of an excited atom. The most precise
experiment on the dispersive interaction between individual atoms and metallic objects has
measured the attractive potential between sodium atoms in ground state and a golden mirror
constructed, for technical reasons, with the peculiar geometry a wedge. To date, no other
experiment involving atom-metal interaction was so successful. (Among the experiments with
atoms and dielectric, a technique is highlighted too. With the use of Bose-Einstein condensate,
it was possible to achieve sufficient precision to measure for the first time thermal effects on
the dispersive interaction.) By the time of the atom-wedge experiment (1993), the existing
theoretical calculations were restricted to the geometry of parallel mirrors. As the angle of
the wedge was very small, the parallel plate model provided a sensible approximation of the
experimental situation. The enduring success obtained with the wedge cavity technique inspired
the studies presented in this thesis. Using the formalism of master equation, we have calculated
the van der Waals and resonant potentials between an atom and a wedge shaped mirror, amidst
the electromagnetic vacuum. We also have determined the rates of spontaneous emission of the
atom. Several particular cases were so addressed. We hope possible future experiments benefit

from the results here presented.
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Introducao

Em 1873, van der Waals, ao estudar o desvio de comportamento dos fluidos reais em relacao aos
gases ideais, sugeriu a existéncia de forcas intermoleculares de longo alcance que nao podiam
ser explicadas pela Fisica cldssica. Somente em 1930, apds a criacao da mecénica quantica,
London foi entao capaz de prover a primeira descricao tedrica de sua origem e as batizou de
forcas dispersivas.

Forgas dispersivas, genericamente, sao forcas entre objetos neutros e apolares, elétrica e mag-
neticamente. Elas tém origem nas inesquivaveis flutuagoes quanticas do campo eletromagnético
e das distribuigoes de cargas e correntes atomicas (ou moleculares). A susceptibilidade mutua
desses dois sistemas fisicos as respectivas flutuacées produz fenémenos que, apesar de ténues,
em certas circunstancias, nao podem ser desvalidos.

Mais especificamente, o acoplamento de um dtomo com o campo eletromagnético quanti-
zado tem dois efeitos: o deslocamento dos niveis energéticos atomicos e a alteracao das larguras
desses niveis. Do primeiro decorre o aparecimento de potenciais dispersivos, visto que a energia
do estado quantico do atomo passa a depender da posicao relativa a outros atomos ou a corpos
macroscopicos. Se o atomo estiver no estado fundamental, o potencial dispersivo é chamado
potencial de van der Waals. Caso esteja em um estado excitado, o potencial dispersivo é de-
nominado potencial ressonante. Paralelamente, o alargamento ou estreitamento das larguras
espectrais modifica as taxas da emissao espontanea e estimulada.

Via de regra, a parcela dominante do acoplamento atomico ou molecular com o campo
eletromagnético quantizado tem carater dipolar. Dipolos atomicos virtuais podem surgir espon-
taneamente ou induzidos pelas incessantes flutuacoes quanticas do campo eletromagnético. O
valor esperado desses dipolos é nulo. Entretanto, a correlacao quadratica entre pares de dipolos
induzidos nao é. Por conseguinte, atomos neutros e apolares, porém polarizaveis, sao levados
a interagir. Pela a Fisica classica, isto seria inadmissivel. Classicamente, a interacao entre

dois dtomos s6 ocorreria se pelo menos um tivesse momento de dipolo elétrico ou magnético
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Introducao

permanente ou se um campo eletromagnético externo fosse aplicado.

A designacao de forca dispersiva deve-se a relacao entre a polarizabilidade atémica ou mole-
cular e o indice de refracao. Em particular, forgas de van der Waals entre apenas moléculas ou
entre moléculas e corpos macroscopicos sao conhecidas como forcas de London-Casimir-Polder
[3, 9]. Forcas dispersivas estritamente entre corpos macroscopicos sao reputadas como forcas de
Casimir [10, 11].

O grande interesse recente por forgas dispersivas advém, em parte, do promissor advento da
nanotecnologia. A extrema miniaturizacao dos componentes e dispositivos nanoscépicos torna-
os especialmente sensiveis aos efeitos das flutuagoes quanticas. Entender e controlar tais efeitos
é sine qua non para o desenvolvimento dessa tecnologia.

As interagoes dispersivas, a despeito da origem puramente quantica, sao observaveis ao nivel
macroscopico em diversas situagoes. A primeira, e talvez a mais proeminente, evidéncia de forgas
dispersivas foi o desvio de comportamento dos gases nobres e de moléculas apolares em relacao
ao gés ideal. As pesquisas nessa linha culminaram com a obtencao de hélio liquido em 1908. Nao
obstante, desde entao as interagoes dispersivas tém sido objeto de vigorosos estudos nas mais
diversas dreas, tais como estabilidade de coldides [82], fisica de superficies [41, 42, 80|, adesao
a superficies [34], detergentes, capilaridade [35], anomalias da dgua [43], sélidos organicos [53],
agregacao de poeira interplanetéria [39], microscopia atomica, ética e interferometria atémicas
etc. As forgas dispersivas sdo importantes também em sistemas bioldgicos. Participam da
interacao de moléculas com as membranas celulares [20, 30]. Sao imprescindiveis para a adesao
entre membranas celulares [20, 21]. Em escala macroscépica, sao reputadas responsaveis pela
habilidade de largartixas [46] e certas aranhas [51] em escalar superficies lisas e secas.

As forgas dispersivas, de fato, sdo as mais comuns em nosso dia a dia. Vivemos em um
mundo de matéria neutra, onde as interagoes dipolo-dipolo sao preponderantes. Toda vez que
tocamos um objeto sentimos as forgas dispersivas na pele.

A interag@o dispersiva entre moléculas de uma substancia é medida por inferéncia a partir
das propriedades fisico-quimicas macroscopicas da substancia. No entanto, medir com precisao
a interagao dispersiva entre atomos ou moléculas isolados e um objeto macroscépico nao é uma
tarefa facil, apesar de crucial para a nanotecnologia. O experimento desse tipo mais preciso até
a presente data foi realizado em 1993 [33]. O experimento de Yale visou medir a forga dispersiva
sentida pelos atomos de um feixe compelido a passar entre duas placas condutoras separadas
por uma distancia da ordem de micrometro. Por motivos técnicos, no aparato experimental, as

paredes do espelho foram dispostas em formato de cunha. Nao obstante, os calculos tedricos
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Introducao

preexistentes restringiam-se a geometria de espelhos paralelos. Como o angulo da cunha era
muito pequeno, o modelo de placas paralelas mostrou-se uma aproximacao razoavel da situacao
experimental e forneceu um bom acordo com os dados medidos. Todavia, para garantir a
acuricia, o ideal teria sido que o modelo tedrico fosse o mais préximo possivel da geometria real,
em cunha, do aparato experimental.

Experimentos mais recentes, com concepgoes substancialmente diferentes e técnicas bem
mais modernas de manipulagdo de dtomos, foram realizados [36, 44]. Apenas os experimentos
envolvendo a interacao entre um condensado de Bose-Einstein e uma superficie dielétrica aque-
cida relagao o ambiente [55, 56, 57, 63] superaram em precisao o experimento de Yale. Todavia,
nenhuma técnica relacionada a atomos isolados ou a interagao dispersiva datomo-metal rivali-
zou com a precisao alcancada no experimento de Yale. Portanto, o experimento de Yale ainda é
atual e nada impede que a mesma técnica seja reaplicada. Essa possibilidade motivou os estudos
desenvolvidos nesta tese.

O objetivo desta tese é analisar detalhadamente os efeitos de fronteira sobre um atomo neutro
no interior de um espelho em cunha, em meio ao vacuo eletromagnético. Para tanto, usamos
o formalismo de equagao mestra [23, 25, 64, 77]. O capitulo 1 é uma revisao de resultados
historicos. Nele abordamos as interagoes dispersivas do tipo atomo-iatomo e dtomo-espelho
plano. Mostramos ainda como a proximidade de um atomo a um espelho plano modifica as taxas
atomicas de emissao espontanea. No capitulo 2, desenvolvemos minuciosamente o formalismo
de equacao mestra a ser aplicado nos capitulos seguintes ao problema proposto. No capitulo
3, calculamos os potenciais dispersivos de van der Waals (dtomo no estado fundamental) e
ressonantes (dtomo em um autoestado excitado) entre um dtomo e uma cunha especular no
campo de vacuo. Varios casos particulares sao explorados. No capitulo 4, obtemos as taxas
atomicas de emissao espontanea modificadas pela proximidade do atomo a cunha. Novamente,

diversas situacoes particulares sao analisadas.
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Capitulo 1

Forcas dispersivas e emissao
espontanea

Os efeitos causados sobre as propriedades radiativas de um atomo, como linhas espectrais e
taxas de emissao, pela presenca de corpos macroscépicos em sua vizinhanga formam o escopo
desta tese. Tais influéncias dependem, obviamente, da configuragdao do sistema formado pelo
atomo e pelos corpos que o circundam — exemplos simples sao um atomo préximo a uma placa
condutora infinitamente extensas ou entre duas delas.

O mecanismo pelo qual o dtomo interage com os corpos a seu redor envolve o campo de
radiagdo. A presenca desses objetos altera os modos normais do campo que, por sua vez,
interagem com o atomo (com as distribuigdes de carga e correntes atomicas). Em outras palavras,
o campo de radiacao é o mediador da interacao entre o &tomo e sua vizinhanca. A maneira como o
campo é demudado por corpos macroscépicos, em geral, é complicada. Entretanto, a interacao
do campo com estes objetos, dependendo de sua natureza (condutores perfeitos, dielétricos,
etc), pode ser simulada por condigdes de contorno idealizadas nas fronteiras. Isto traz grande
simplificagdo aos célculos.

Os efeitos dispersivos estao estreitamente relacionados a polarizabilidade atomica ou molec-
ular. Quando o retardo da interacao eletromagnética é desprezado, a forca dispersiva entre dois
atomos ou moléculas surge da correlacao entre as flutuagdes quanticas dos dipolos moleculares,
provocada pela interacao em segunda ordem de perturbagao. Ja a interacao dispersiva entre um
4tomo e uma parede condutora emerge logo em primeira ordem de perturbacdo. A correlacao
entre a flutuagao quantica do dipolo atomico e do dipolo imagem no espelho se estabelece ime-
diatamente com o rearranjo instantaneo das carga de conduc¢ao na superficie do espelho. Entre

um atomo excitado e outro no estado fundamental, a interacao dispersiva é também de primeira
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1.1 Forgas intermoleculares

ordem. Se a dinamica do campo de radiacao for considerada, a interacao dipolo-dipolo entre
dois atomos manifesta-se em quarta ordem de perturbagao. J4 a interagao atomo-espelho ocorre
em segunda ordem.

Neste capitulo introdutério, apresentaremos os dois principais efeitos dispersivos (devido a
polarizabilidade atémica). Primeiramente, faremos uma revisao histérica das forgas de origem
dispersiva. Discutiremos as forgas dispersivas entre dois atomos e entre um atomo e um espelho
plano. Depois, abordaremos o fenomeno de modificacao da taxa emissao espontanea de um
atomo provocado pela mera proximidade a um objeto macroscopico. Em especial, trataremos o
caso de um atomo préoximo a um espelho plano. No capitulo 3, estudaremos em detalhes a forga
sobre um atomo causada pela adjacéncia a uma cunha especular. No capitulo 4, analisaremos

como a cunha altera a emissao espontanea desse atomo.

1.1 Forcgas intermoleculares

Em 1873, em sua tese de doutorado, Johannes Diderick van der Waals (1837-1923) publicou o
primeiro de seus trés mais importantes trabalhos: “Sobre a Continuidade dos Estados Gasosos e
Liquidos”. Van der Waals introduziu o principio da continuidade, segundo o qual gases e liquidos
seriam indistintos do ponto de vista da mecanica estatistica. As obsevacGes experimentais sobre

o comportamento de substancias além do ponto critico apontavam nesse sentido.

FicuraA 1.1: Johannes Diderik van der Waals

Por um lado, a derivacao de Clausius das leis de Boyle e Charles para gases ideais pressupunha
que as moléculas — cuja a mera existéncia era entao ponto de disputa — nao tivessem volume

e nem interagissem entre si. Van der Waals argumentou que, para satisfazer ao principio da
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1.1 Forgas intermoleculares

continuidade, a teoria estatistica de Clausius e Maxwell deveria ser suplantada por outra na qual
as moléculas teriam volume finito e se atrairiam mutuamente. Suas ponderacoes conduziram-no
a uma equacao de estado onde essas duas propriedades das moléculas de substancias reais sao
levadas em consideragao por intermédio de duas constantes, especificas para cada substancia. A
equacao de van der Waals foi a primeira equagao de estado a descrever (qualitativamente, pelo
menos) o processo de mudanga de fase entre vapor, liquido e gés.

A segunda descoberta momentosa de van der Waals veio em 1880 e revelou o cardter universal
da interacao entre moléculas eletricamente neutras. Sua lei dos estados correspondentes ([75],
pag. 299) fornecia uma equacao de estado tnica para todos os fluidos, com boa acurédcia. Van
der Waals observou uma notével propriedade dos pontos criticos de todas as substancias puras:
a pressao, a temperatura e o volume molar criticos, nao sao independentes para cada substancia;

ao contrario, para todas

Perver
= —~0,27. 1.1
Zer RT., ) ( )

Pequenos desvios para baixo do valor 0,27 ocorrem para fluidos altamente polares, como dgua
(0,23) e amonia (0,24), quando a interagao intermolecular é mais intensa devido a atragao
extra provocada pelos dipolos moleculares permanentes. Substancias completamente apolares
apresentam desvios para cima, como o hidrogénio molecular (0,30), o hélio (0,30) e o nednio
(0,31). Tal propriedade macroscépica universal sé poderia ser explicada se existisse uma origem

igualmente universal para a interacdo entre as moléculas dos fluidos’

. E mais, essa interacao
universal nao poderia ser atribuida a momentos multipolares permanentes das moléculas, pois
mesmo moléculas apolares nao formavam gases ideais. Deveria haver uma componente de forca
atrativa de origem desconhecida, comum a moléculas polares e apolares.

O estado de um fluido de massa constante é inteiramente descrito por sua pressao e tempe-
ratura. Assim, a lei dos estados correspondentes afirma que

(P/Per)(v/ver)

2(P/Pu, T/Tw) = 0,27 T (1.2)

!Esta ndo era a primeira vez que a universalidade de uma propriedade macroscépica revelava um aspecto
holistico da interacdo microscépica. Algo semelhente para sélidos era sabido. Em 1819, Dulong e Petit haviam
observado que o calor especifico molar de metais, a pressao constante e temperatura ambiente, variava pouco em
torno de ¢, &~ 6cal/mol K — néo muito para cima nos metais pesados e para baixo nos leves. Com o advento
da fisica estatistica, no final do século XIX, compreendeu-se que, se a equiparticdo de energia fosse valida e a
interagdo entre os atomos fosse harmoénica, o calor especifico molar a volume constante dos sélidos cristalinos
deveria ser ¢, = 3R = 6 cal/mol K.
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1.1 Forgas intermoleculares

A funcao z(P,T') nao tem forma analitica conhecida, mas seus valores tabelados sd@o conhecidos
com relativa acurdria. Para aplicar a lei dos estados correspondentes a um fluido em particular,
basta substituir seus parametros criticos de pressao, temperatura e volume molar (P, T¢; € ver)
na equacao. Eles caracterizam completamete a substancia. Nenhuma mencao aos coeficientes
de van der Waals especificos é necessaria.

O terceiro feito de van der Waals foi alcancado em 1890. Por consideragoes de consisténcia
com as propriedades exigidas da fungao entropia, ele encontrou a equagao de estado térmica para
fluidos de van der Waals ([75], pag. 76). Ao suplementar a equagao de estado mecénica de 1873
(ou a de 1880) com a equagao térmica, pdde determinar teoricamente a relagao fundamental de
um fluido de van der Waals.

As duas 1ltimas descobertas de van der Waals foram primordiais para os esforgos de li-
quefacao do hidrogénio e do hélio. Elas permitiram inferir as condicGes sob as quais essas
substancias condensariam. Em 1898, Sir James Dewar teve successo em produzir hidrogénio
liquido e, em 1899, hidrogénio sélido. Em 1908, Heike Kamerlingh Onnes, obteve hélio liquido
pela primeira vez. (Em 1911, também descobriu a supercondutividade em metais.) Por seus
trabalhos, van der Waals recebeu o prémio nobel em 1910, e Onnes, em 1913.

A hipotese de atracao intermolecular trouxe a reboque um grande mistério para a Fisica
cldssica: Por que substancias puras, supostamente constituidas por moléculas apolares, como
gases nobres e gases diatomicos homonucleares, obedeciam melhor a equacao de van der Waals
do que a equacao de gases perfeitos — afinal, mesmo o hélio se liquefazia? Em outras palavras,
qual é a origem da forca entre moléculas neutras sem multipdlo elétrico permanente?

Nao obstante, segundo a mecanica estatistica, o comportamento exato de um fluido s6 pode
ser descrito por um numero infinito de coeficientes de virial. No entanto, nem todos sdo in-
dependendentes. O numero de coeficientes independentes corresponde ao de parametros do
potencial intermolecular. Para moléculas neutras, ao menos dois parametros sao necessarios
para caracterizar o potencial. Obviamente, a forca intermolecular, em linhas gerais, é a soma
de duas componentes — uma repulsiva e outra atrativa. A curtissimas distancias, a compo-
nente repulsiva da forga prevalece. Na visao pré-quantica, a época de van der Waals, o raio da
esfera molecular seria o parametro da componente repulsiva da forca. Na visao quantica, este
parametro é a distancia abaixo da qual as func¢oes de onda eletronicas de duas moléculas se
superpoem apreciavelmente. A origem da repulsao é a exclusao de Pauli. O segundo parametro
do potencial determina a intensidade da componente atrativa de longo alcance da forca inter-

molecular. Justamente esses dois parametros estdao por tras das duas constantes presentes na
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1.1 Forgas intermoleculares

equacao de van der Waals. Uma vez conhecida a forma funcional da forca intermolecular, as
constantes empiricas da equacgao de estado poderiam ser usadas para ajustar os parametros do
potencial.

A Fisica cldssica s6 era capaz de explicar a atracdo entre moléculas polares. Moléculas
que ndo apresentam centro de inversao (simetria de inversao em torno de um ponto) possuem
momento de dipolo elétrico permanente. Moléculas sem simetria cibica sao quadrupolares.
Moléculas sem simetrias menores apresentam multipdlos ainda mais elevados. Em 1921, Willem
Hendrik Keesom propos a primeira descricio matematica da atracao entre moléculas com mo-
mentos de dipolo permanentes. Essa forca ficou conhecida como forca de van der Waals-Keesom?.
Ela é responsdvel pela maior parte da componente atrativa da forca de van der Waals entre
moléculas com dipolo permanente.

A energia de interag@o entre dois dipolos, d, 4 € qu, separados por um vetor posigao relativa

RAB, é dada por
1 1 (- - PSS
Edd:HORTAB[%-d5—3<dA-RAB><dA'RAB> : (1.3)

A energia de interagdo é minima (méxima em mdédulo) quando os dois dipolos estao colineares
(jA,B . RAB — dA,B) (] paralelos (CZA . JB — dAdB =: d2)
1 dadg 1 d?

B = —2 - . 1.4
dd dmeg R3, 2meg R3 (14)

Se as configuragoes energéticas fossem equiprovaveis (sistema microcandnico), a média sobre
todas as orientagoes relativas (integral no angulo sélido senfdfdy) do par de dipolos daria zero.
Entretanto, em um sistema em contato com um reservatério térmico a média deve ser ponderada
pelo fator de Boltzmann, exp|—(Eqq — E5")/kT]/Z, sendo Z a fungao de particao. Em 1924,
John Edward Lennard-Jones realizou esse calculo e determinou que a média térmica da interacao
dipolo-dipolo deveria ser

1 24t “re?fag\® 1
EM = - ¢ _ (3 ¢’/ao)" _d : (1.5)
(47T€0)2 3RgBkT 2 47T60 (ea0)4 (RAB/a0)6

onde usamos a constante raio de Bohr, ag, para expressar em termos adimensionais os dipo-
los moleculares e a distancia intermolecular. Por exemplo, o momento de dipolo da agua é

dy,o = 0,73 eag e do acido cloridrico, dycy = 0,43 eag. Portanto, as respectivas energias de

2No caso de uma mistura de dois fluidos, um polar e outro apolar, os dipolos permanentes do primeiro polarizam
as moléculas do segundo. Como efeito, as duas espécies interagem como se ambas fossem polares. Peter J. W.
Debye foi o primeiro a estudar a for¢a de van der Waals de indugdo, como ficou conhecida. Essas forcas nao se
aplicam a substancias puras.
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1.1 Forgas intermoleculares

interacao dipolo-dipolo, a distancia R,z = 10 ag, sao E;Ijo =—11meV e E}J' = —1,3meV. A
dependéncia com 1/R" (Lembramos, F = —0E/OR.) caracteriza uma forca atrativa de longo

alcance.

A forga de van der Waals-Keesom-Lennard-Jones, porém, nao explicava a atragdo entre
moléculas neutras e apolares. A componente atrativa da forca de van der Waals deveria ter
uma segunda contribuicao de origem desconhecida. Esta contribui¢do misteriosa seria comum as
substancias polares e apolares. Entretanto, por ser menor que a contribuicao de Keesom, so seria
perceptivel experimentalmente nas substancias apolares. Curiosamente, a parcela misteriosa da
componente atrativa da forca de van der Waals provaria ter a mesma dependéncia com 1/R7 da
forga de Keesom-Lennard-Jones.

Em 1930, Fritz London [3], um dos pioneiros também no estudo de ligacoes covalentes,
finalmente conseguiu explicar semiquantitativamente a elusiva parcela atrativa da forca inter-
molecular existente mesmo entre moleculas apolares. Ele batizou esta parcela de forga dispersiva.
A natureza da forca dispersiva é eletrostatica, assim como a da forca de Keesom. A diferenca
estd na sua origem puramente quantica. Segundo a mecédnica quantica, recém-nascida entao,
as distribuicOes eletronicas nos dtomos ou moléculas flutuam incessantemente. As flutuagoes
quanticas espontianea e momentaneamente autopolarizam a molécula. Desta maneira, apesar
do valor esperado do momento de dipolo ser sempre zero em uma molécula apolar, o desvio
quadratico nao é. Assim, a molécula cria um campo eletrostatico que acompanha a flutuacao
do seu dipolo instantaneo. O valor esperado do campo é nulo também, mas o desvio quadratico,
nao. Consequentemente, a molécula é capaz de induzir em uma adjacente um dipolo correla-
cionado ao seu. Por sua vez, o dipolo induzido produz um campo eletrostatico sentido de volta
pelo dipolo original. Os dois dipolos desenvolvem correlacao de fase e orientacao. A atragado
dispersiva depende da formacao desta correlacao cruzada entre os dipolos. Por isso, trata-se de
um efeito de segunda ordem de perturbacao. Na préxima secao, veremos em mais detalhes o
calculo de London.

A forca de van der Waals dispersiva depende da distancia intermolecular com 1/R’, igual-
mente a forca de Keesom-Lennard-Jones. Para moléculas polares, ambas estao presentes. Porém,
a de Keesom domina a dispersiva, sendo mais intensa em uma ou duas ordens de grandeza. No
entanto, como na ocasiao ainda nao se sabia tratar atomos multieletronicos, quantitativamente
o resultado de London foi limitado, mesmo para o hélio.

Ainda em 1930, Eisenschitz e London [4] explicaram quanticamente a componente repulsiva

da forca intermolecular. O principio da exclusao de Pauli impede a aproximcao exagerada de
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1.1 Forgas intermoleculares

moleculas com certas configuracoes eletronicas. A componente repulsiva foi chamada forga de
troca, devido a antissimetria sob permutacao das func¢oes de onda eletronicas. A forga de troca
cai exponencialmente com o aumento da distdncia intermolecular. E uma forga de curtissimo

alcance.
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FiGuraA 1.2: Grafico do potencial semiempirico de Lennard-Jones e do
obtido a partir de dados experimentais acurados para o argonio.

Em 1931, Lennard-Jones [5] ponderou sobre dados empiricos provenientes das constantes

de van der Waals e os resultados tedricos para a forca dispersiva e a de troca. Concluiu que

a forga intermolecular completa (repulsao+atragdo) poderia ser aproximada convenientemente

vim = | (7))~ (7)] (1.6

onde R é a distancia entre duas moléculas. A quantidade € denota a profundidade do poco de

pelo potencial

potencial e o é distancia (finita) entre as moléculas na qual o potencial tem valor zero (o é a raiz
da fungao.). Estes dois parametros podem ser ajustados de acordo com as constates empiricas
da equacdo de estado de van der Waals para cada substancia. A parcela 1/R® representa a
componente atrativa da interacao de van der Waals. J4 a parcela 1/R!? é repulsiva. Na realidade,
segundo Eisenschitz e London, a repulsao deveria ser exponencial. Lennard-Jones introduziu o
termo 1/R'? por pura conveniéncia computacional, a despeito de ndo ter justificativa tedrica.

Na figura 1.2, apresentamos os graficos do potencial semiempirico de Lennard-Jones e do obtido
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1.1 Forgas intermoleculares

com dados experimentais acurados para o argénio. A pequena discrepancia deve-se & parcela
repulsiva irreal usada no modelo de Lennard-Jones?.

Na década de 1940, Verwey e Overbeek [82] realizaram varios experimentos sobre o equilibrio
de suspensoes coloidais. Para explicar o equilibrio, basicamente, dois tipos de forcas antagonicas
eram considerados: a repulsao eletrostatica entre camadas de particulas carregadas adsorvidas
pelas particulas coloidais e a forca atrativa de London-van der Waals. Entrementes, os experi-
mentos mostraram que a interacao de London nao poderia estar correta para longas distancias.
O acordo entre os dados experimentais e a teoria s6 era possivel se eles presumissem uma forca
intermolecular que caisse com a distancia mais rapidamente que 1/ R”. Em 1947, Verwey, Over-
beek e van Nes [8] conjecturaram que este comportamento imprevisto para grandes distancias
seria causado pelo retardo da interacao eletromagnética em virtude da finitude da velocidade
luminal. Esta sugestao incitou Casimir e Polder a buscarem na eletrodinamica quantica uma
descricao mais acurada da interacao dispersiva.

Em 1948, Casimir e Polder [9] mostraram que a forga dispersiva tem de fato origem eletrodina-
mica, em vez de eletrostatica. Isto era de se esperar, pois provém das flutuacoes dindmicas
dos dipolos moleculares (e também do campo de radiacao quantizado). Exceto para curtas
distancias, o tempo de retardo da informacao transmitida é significativo. Por isso, o compor-
tamento da forca dispersiva nunca é exatamente 1/R’. Para curtas distancias, esta é uma boa
aproximacao. Em contrapartida, para longuissimas distancias, tende para 1/R®. Para distancias
intermedidrias, é a interpolacao dos dois comportamentos.

Para compreendermos o mecanismo eletrodinamico gerador das forcas dispersivas usaremos
um argumento heuristico. As frequéncias de Bohr e as larguras espectrais das excitagoes molecu-
lares fornecem escalas de tempo naturais. O tempo de vida médio de uma excitagdo corresponde
ao inverso da taxa de probabilidade da transicao por emissao espontanea da molécula livre no
espaco:

]

e

- 2 4 o
bl 1| )| Tkl = = 5 |0

(0)
T
3 c?

4 2
ab = m‘< |a>) |wan|? (1.7)

7 . P . 2
sendo d o operador de dipolo elétrico molecular, a= Miﬁ a constante de estrutura fina e wyyp a

frequéncia de Bohr entre os niveis energéticos a e b.

3Interessantemente, o potencial de Lennard-Jones prevé corretamente inclusive a estrutura da fase sélida de
algumas substancias apolares. Para um nimero infinito de moléculas, a configuracdo de menor energia livre é
um empacotamento fechado hexagonal (hezagonal close-packing). A temperaturas mais elevadas, passa a ser um
empacotamento fechado ctbico (cubic close-packing), e depois, liquida.
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1.1 Forgas intermoleculares

As transigoes eletronicas moleculares tém frequéncias de Bohr caracteristicamente do in-
fravermelho préximo em diante (wq, > 101 Hz). As transicdes vibracionais emitem infraver-
melho (10 < wy, <10 Hz). J4 as rotacionais, na faixa das microondas (10° < wq, <10 Hz).
Por outro lado, as larguras espectrais sao de ordem 10° < ngb < 10%s7!. Portanto, tipica-
mente, 27rw;b1 < 1 ngzf A duragdo média das excitagoes moleculares dominantes pode ser
considerada o tempo de observagao necessdrio para descrever a evolucao do sistema molecular
(T z 1/F£Z)racterfstico)'

As flutuactes quanticas dos momentos de dipolo moleculares, espontaneas ou induzidas pelo
campo, tendem a ocorrer com frequéncias préximas as frequéncias de Bohr caracteristicas das
moléculas. E de se esperar que os fétons virtuais (flutuagoes do campo) emitidos apresentem

tempos de coeréncia curtos, da ordem de apenas um periodo de oscilacao do dipolo molecular,

-1

: ~ -1 <
ou ainda menores [76] (7. = 27Aw™" < 2TW_, . toristico

). Portanto, os fétons virtuais trocados
pelas moléculas, tipicamente, tém larguras espectrais semelhantes ou superiores as proprias

frequéncias centrais®°.

-1

A condicao 7. S 27rwcaract.

faz com que os comprimentos de coeréncia (I, = c7.) dos fétons
virtuais sejam similares ou inferiores aos comprimentos de onda caracteristicos das emissoes
moleculares. Como consequéncia, os momentos de dipolo de duas moléculas sé conseguem
desenvolver forte correlacao de fase e orientacao se elas estiverem a distancias menores que os
comprimentos de onda das emissoes dominates (R < Acaracteristico )-

Se a velocidade da luz fosse infinita, a informacao sobre o momento de dipolo de uma
molécula seria transmitida instantaneamente para as demais, independentemente das distancias.
Os comprimentos de coeréncia dos fotons virtuais seriam infinitos também, apesar dos diminutos
tempos de coeréncia. A correlacdo entre os dipolos moleculares virtuais seria intensa. A forga
dispersiva entre duas moléculas isoladas dependeria da distancia com 1/R7 (forca de London)
em qualquer regiao além do limiar repulsivo do potencial de Lennard-Jones (R 2 0,5nm).

Entretanto, o retardo provocado pela finitude da velocidade luminal atenua as correlacgoes.
Devido ao retardamento, a forca entre duas moléculas, exceto para distancias pouco além do lim-
iar de Lennard-Jones, tem um comportamento intermedidrio entre 1/R” e 1/R® (forca calculada

por Casimir e Polder).

4Um sinal com tempo de coeréncia semelhante a um periodo da frequéncia central (Av = 1p) é chamado
ruido branco, em referéncia & luz branca. A largura espectral da luz branca (do vermelho ao violeta) é Ay =
(7,14—4,28) x10'* = 2,86 x 10'* Hz. A cor central (verde-amarelado, 550 nm) tem frequéncia vp = 5,45 x 10** Hz.
O tempo de coeréncia é AT = 1/Av = 3,50 x 107 "%s. O comprimento de coeréncia é Al = cAtT = 1,05 yum.

5Fétons reais usualmente tém tempos de coeréncia bem maiores que os periodos das frequéncias centrais —
da ordem do tempo de vida médio da emissao espontanea (7. =~ 1/ F((;;) > 27rw;bl).
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1.2 Forga de London

Na regiao onde a forca intermolecular é atrativa (R 2 0,5nm), dois regimes de distancia
limitrofes e antagonicos sao de especial interesse. No caso em que a distancia entre as duas
moléculas é bem pequena (0,5nm < R < Acaract.), seus dipolos se acoplam fortemente. Este
regime de distancias é denominado nao-retardado, pois praticamente nao ha atraso na trans-
missao de informagao. O regime nao-retardado é preponderante em liquidos, sélidos orgéanicos
e gases com volume molar pequeno.

Opostamente, quando o espagamento intermolecular é amplo (R >> Acaract.), 0 acoplamento
dipolo-dipolo é fraco. Este regime é dito assintético ou retardado de longuissimas distancias ©.
O regime retardado intermedidrio, quando R~ Acaract., N0 recebe denominacao particular.

Outra consideragao importante é sobre qual parte do espectro de modos normais do campo
eletromagnético mais contribui para a interacao dispersiva. Foétons virtuais de baixa frequéncia
sdo mais eficazes para produzir acoplamento entre os dipolos devido ao maior comprimento de
correlacao. Portanto, afora quando a distancia intermolecular é notadamente pequena (regime
nao-retardado), sao os fétons virtuais de baixa frequéncia que efetivamente contribuem para
a interacao dispersiva. Na presenca de fronteiras, como em cavidades, este fato tem grande
influéncia sobre a forma funcional da forca dispersiva, pois inimeros modos normais de baixa

frequéncia do campo sao suprimidos.

1.2 Forca de London

Nesta se¢ao, reproduziremos, em notacao moderna, o calculo perturbativo realizado por London
em 1930 para obter o potencial dispersivo entre dois &tomos neutros de hidrogénio. Os atomos
sao pressupostos no estado fundamental. Seguiremos de perto o desenvolvimento apresentado
em [74].

Considere dois dtomos de hidrogénio, A e B, cujo vetor posi¢ao relativa entre os prétons é
R. A posicao relativa do elétron de A ao seu nicleo é 74 e do de B, 5. O hamiltoniano de dois

dtomos pode ser expresso como
H:HA+HB+VAB- (18)

Os hamiltonianos dos atomos isolados sao dados por

Ao1e w1l

(1.9)

A

 2m Amegra  2m  Awegrp

5Na literatura é comum encontrar referéncias ao regime assintético simplesmente como regime retardado. Isto é
uma imprecisao e fonte de confusdo. Comumente, o retardamento ¢ significativo em uma ampla faixa de distancias
(RZ10nm).
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1.2 Forga de London

onde m é a massa reduzida do atomo de hidrogénio e e é a carga elementar. A interagao
coulombiana entre os atomos tem a forma:

2 2 2 2

1 e e e e

Vin =
AP 4meq

—— - — +—= + (1.10)
[R—74| |R+75| |R+7p—7a I

Se, por circunstancia, a distancia entre os dois prétons for muito maior que a de cada elétron
a seu nucleo (R > r,,rp), a energia potencial de interagao interatomica pode ser aproximada

pela energia eletrostatica entre dois dipolos elétricos [81]:

162[_, . . .

VAB %Vdd = Hﬁoﬁ TA’TB—?)(FA'R)(FB’R) . (111)

O potencial Vyg também pode ser obtido da seguinte maneira. Os dipolos elétricos dos
atomos sao dados por

JA = —€ 'F)A € JB = —€ FB . (112)

O potencial eletrostatico gerado, digamos, pelo dipolo A é

- 1 d,-R
= — . 1.1
94(F) dmeg R3 (1.13)
Logo, o campo eletrostatico de A é

A energia potencial eletrostdtica de orientagao do dipolo B corresponde a energia de interacao

entre ambos:

. 1 ﬂA}

Via = ~Ea(R) - dy = g di - d = 3(da- R)(d - R) (1.15)

Se escolhermos a orientacao do eixo cartesiano z como paralela ao vetor R, o potencial de

interagao dipolo-dipolo fica escrito como

1 €2

Vad = ——73 [SL’A@‘B + Ya¥ys — 2ZAZB} : (1.16)

4meg R
Pelo principio da correspondéncia, na mecanica quantica, as coordenadas, T4, Ya,- .., 25, € MO-
mentos, Paz,Pay,---,Prz, viram operadores. Uma vez que as coordenadas de A e B comutam,

nao surgem problemas de ordenamento ao expressarmos o operador de interagao dipolo-dipolo
(1.16).
Os autoestados de energia dos dtomos infinitamente afastados satisfazem a equagao de au-

tovalores

(HA + HB)’nAalAamA;nBalBamB> = (EnA + EnB)|nA)lA7mA;nBle7mB>' (1-17)
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1.2 Forga de London

Por simplicidade, desconsideraremos os spins eletronicos. Deste modo, o estado fundamental
11,0,0;1,0,0) dos dtomos mutuamente isolados é nao-degenerado e tem energia —2|E;|. En-
quanto a distancia interatomica for mantida muito maior que raio de Bohr do dtomos (R > a)
os elementos de matriz de Vy; na base {|n,ls,ms;np,lz, mp)} serdo muito menores que os
autovalores de H, + Hp. Nesta configuragao, o efeito da interacao Vy; pode ser estudado per-

turbativamente.

Efeito de primeira ordem da interacao dipolo-dipolo

A correcao perturbativa de primeira ordem para a energia do estado fundamental do sistema
vale

5E11 = <1a070;17070|Vdd|17070;17070> (118)
1 e?

Tree 75 (10, 012.]1,0,0)(1,0,0l[1,0,0) +

+ <]-7 07 0|yA|]-a 05 0><1’ Oa 0|y3‘17 O’ O> -
- 2<17 Oa O|ZA|17 07 O><17 Oa O|ZB|17 07 0>] :
Como o valor esperado das coordenadas eletronicas é zero para um atomo em qualquer estado

estaciondrio, temos.
0F11 =0. (1.19)

Portanto, a interagao dispersiva entre dtomos nao é um efeito de primeira ordem.

Efeito de segunda ordem da interacao dipolo-dipolo

A corregao de segunda ordem para a energia do estado fundamental do sistema é dada por

/|<nA7 la,ma;ng, lBymB‘ Vad |17 0,0;1,0, 0>’2
—Q‘El‘—ENA—E '

np

5By = (1.20)

NALA,MA
np,lg,mp

onde a notacao %f’ indica que o estado |1,0,0;1,0,0) estd excluido do somatério, porém os
autoestados do espectro continuo de H, + Hp estao incluidos. Visto que V4 é proporcional a

1/R3, a correcio em segunda ordem pode ser escrita como

C
0B = 75 - (1.21)

sendo C' é uma constante positiva. Vemos imediatamente que a forca London ¢ atrativa e diminui
com 1/R" & medida que a distdnca interatémica aumenta.

Falta-nos estimar o valor de C. Das equagoes (1.20) e (1.21), temos
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1.2 Forga de London

Z | nAalAamA;nBalBamB| TaZp + YaYp — 22425 |17070§ 1,0,0>|2

C =
2|Ei|+ En, + Eny

1.22
47T€0 ( )
na,la,ma
np,lp,mp

Para os estados ligados com n,,np > 2, os autovalores de energia de cada atomo isolado sao
E, = —|E;|/n%. Para os estados do espectro continuo, E,, varia de 0 a +-00. Um erro ndo muito
grande serd cometido se ignorarmos a dependéncia da expressao (1.22) com E,, + E,, [74].
Assim, apds usarmos a relacado de completeza, obtemos
et 1
C~ Wmu, 0,0;1,0,0] (s + yays — 22425)° [1,0,0;1,0,0) . (1.23)
As tnicas parcelas diferentes de zero sdo as relativas aos produtos 2222, y2y?% e 42222, Além

disso, devido a simetria esférica do estado fundamental, temos

(1,0,0[2%/1,0,0) = (1,0,0[y|1,0,0) = (1,0,0]2*/1,0,0) = (1,0 0| 11 0,0) . (1.24)
Logo,
o~ O (10,01 |100><100\ \1oo>
~ (47mep)? 2| B
et 3 72

~ W@Kl 0,0/= 7 11,0,0)
62
ag (1.25)

Q

6

4meq

onde ag é a constante raio de Bohr.
Portanto, o desvio de energia do estado fundamental do sistema dtomo A+atomo B, causado

pelas flutuacoes quanticas dos dipolos atémicos, €, em segunda ordem de perturbacao,

62 CLg
OBra & 67— b (1.26)

Pela equagao (1.26), a energia potencial entre dois dtomos de hidrogénio no estado fundamental,
separados por R = 10ag, é da ordem de d F12 =~ —0,16 meV. Podemos comparar este valor para
o potencial dispersivo (de London) com o do potencial de Keesom-Lennard-Jones (1.5) entre
duas moléculas de dgua a mesma distancia calculado anteriomente ( E;;° = —11meV ). Vemos
que a atracao entre moléculas apolares ou dtomos tipicamente é bem menos intensa que a entre
moléculas polares.

A energia de interagdo (1.26) estd relacionada com a polarizabilidade estédtica dos dtomos.

Se definirmos a quantidade
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1.2 Forga de London

2 |eﬂ2
=——(1,0,0 1,0,0 1.27
e (L0000, (127
podemos reescrever 615 como
3 ‘El‘ 05(2)
0F10 =~ —— . 1.2
L (1.28)

Em contrapartida, a polarizabilidade estatica de um dtomo no estado fundamental é dada por

ZI (1.29)

o é#g

As parcelas a2, estao relacionadas as componentes cartesianas o = x,y, z do vetor de dipolo e

ge
sao especificadas como
2 |{eldolg) I

o, = — . 1.30
Y9¢ = Tiney E, - E. (1.30)

Para facilitar, nas equagoes anteriores, mudamos a notagao e passamos a denotar o autoestado
fundamental por g e os excitados por e.

Para qualquer estado excitado, ligado ou do espectro continuo, temos «f, > 0. Como o

ge
estado fundamental tem paridade par, dentre os autoestados excitados ligados, somente os com
paridade fmpar contribuem para a polarizabilidade. A contribuigdo dos autoestados continuos
vem das partes imaginarias. Contudo, para os de baixa energia, as autofungoes sao praticamente
zero proximo ao nucleo, exatamente onde |g) estd concentrado. Por sua vez, os autoestados
livres de alta energia sdo pouco relevantes também, devido ao denominador em (1.30). Por isso,
podemos desprezar as contribuicées dos autoestados continuos para a polarizabilidade.

Assim, fazemos

| (el dolg) I?
STl = g SO (e
o e#g
E E
14 e'+(‘ e') i
J 2| 1Bl T \IE]

1 2
3 gmz Z| el dolg) |2+Z
g

e#g e#g

ZZ

ag(0)

| (el dolg) |”

<\E !)2 N
| Eyl
Mas, pela relacao de completeza,

> el dslg) 1> = (gl d2|g) — (gl delg) (gl dolg) = (9| d2lg) . (1.32)
e#g

?
W
i
3

Sl
&

| [eldslg) ? ¢ - (1.31)
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1.3 Interacao atomo-espelho plano

Além disso, a simetria esférica do estado fundamental assegura que (g| d2|g) = (g| d %/3|g). Desta

maneira, obtemos a relagao entre o e a polarizabilidade estdtica ay(0):

2
51, (120
[Egl - \|Eq]

Um outro aspecto importante da polarizabilidade estatica do &tomo no estado fundamental

| (el dolg) 7. (1.33)

1 2
0) ~ -
ag(0) ~ ag + 3 dmeo) By ;gﬁ;

é sua independéncia da orientacdo espacial. A soma sobre todos os estados excitados ndo pode

resultar com uma direcao privilegiada em particular. Portanto, %f;?é g |ag€\ deve ser independente

i’age :i’age :I'a;e = 0y (0). (1.34)

€7£g €#£g €#g

de o, quer dizer,

A relagao do potencial atrativo entre 4tomos neutros com a polarizabilidade atémica sucitou
London chamé-lo de potencial dispersivo. Ele o fez em alusdo & ligacdo entre o indice de
refracdo de uma substancia e a polarizabilidade dos dtomos. Hoje, usamos essa denominagao
para qualquer potencial eletromagnético entre corpos ou particulas neutros, mas polarizaveis.

A dependéncia com 1/R® do potencial de London é uma boa aproximacio apenas quando a
distancia entre os dois atomos for grande em relacao as dimensoes atémicas e pequena em relacao
aos comprimentos de onda caracteristicos das emissoes radiativas (0,5nm < R < Acaract.). Para
distancias curtissimas, da ordem do raio de Bohr do atomos, a interacao repulsiva de troca
torna-se preponderante. Para separacoes semelhantes a Acaract. Ou maiores, o retardamento
eletrodinamico nao pode ser desprezado. O retardamento enfraquece a atracdo de London.
Para longuissimas distancias, o comportamento do potencial dispersivo passa a ser 1/R". O
potencial dispersivo correto para qualquer regime de distancias maiores que os raios atomicos

foi calculado por Casimir e Polder em 1948 [9].

1.3 Interacao atomo-espelho plano

A despeito de toda a discussao inicial, o foco desta tese nao estd nas interagoes dispersivas
atomo-atomo ou molécula-molécula. Nosso interesse principal estd voltado para os efeitos sobre
um atomo causados pela proximadade a um corpo condutor macroscépico. Por esta razao, no
restante deste capitulo introdutério revisaremos a interacao dispersiva entre um atomo e uma

parede plana perfeitamente condutora.
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1.3 Interacao atomo-espelho plano

1.3.1 Lennard-Jones

Em 1932, Lennard-Jones [6] calculou o potencial dispersivo, no regime nao-retardado (ele-
trostético), entre um dtomo de hidrogénio no estado fundamental e um espelho plano infinito.
Suponhamos que o a&tomo A esteja situado a distancia D do espelho, ao longo do eixo cartesiano
z. A imagem de A no espelho é A’. Segundo o método das imagens, podemos determinar a
energia de interacdo entre o dtomo e o espelho a partir do potencial dipolo-dipolo (1.15) com

algumas adaptacoes:
R — 2D

~

R=2 — -2

Tp — Ty = Ta
Ys > Yar = Ya
ZBp T Ral = —Za
dB = _e(vayB7ZB) dA’ = €($A/, Yar,s ZA’) = e(‘rAayAa _ZA) .

O sinal da carga em d 4 se deve a inversao de sinais das cargas imagens; ou seja, o &tomo imagem
é constituido por um antipréton e um antielétron. Ademais, hd um fator 1/2 extra que pode ser
entendido inclusive classicamente, como segue.

Por simplicidade, consideremos a enegia eletrostatica U de um sistema formado por uma
carga puntiforme ¢ a uma distancia D de uma placa perfeitemente condutora. Por definicao,
U é igual ao trabalho eletrostatico total para trazermos a carga ¢ do infinito até sua posicao
final. Ao aproximarmos a carga ¢ do plano condutor, uma distribuicdo superficial de cargas é
induzida. A forga eletrotatica sobre ¢, exercida pelas cargas de condugao na superficie do placa,
é idéntica a for¢ca que uma carga —q, situada na posicao da imagem especular de ¢, exerceria.
Como ao movermos a carga ¢, sua imagem também se desloca, podemos mostrar que o trabalho

m . L reletr. 1 g% 1 =
eletrostatico sobre ¢, ao a aproximarmos da placa, é W = 5 Ing3D > 0. Em compensacao,

o trabalho eletrostdtico sobre as cargas de conducgao na superficie da placa é nulo Wlfllggg = 0.

Logo, a energia eletrostatica final vale simplesmente —AU = quletr'—l— Wweletr. —, Ur= —W;letr'.

placa

Esse raciocinio pode ser facilmente generalizado para o caso de um dipolo diante de um plano

condutor’. Portanto, o operador de energia da interacao dipolo-dipolo imagem é

1 1 S - A R
Vdd/ = 5 X W{dA 'dA/ - 3[dA * (_Z)][dA/ . (—Z>]}
1 €2
_ _&Tmﬁ[:ﬂi—i—yi—i—%i]. (1.35)

"Chamamos a atengio para o fato de o fator 1/2 por vezes ser esquecido na literatura, como ocorre em [6, 74].
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1.3 Interacao atomo-espelho plano

Notamos que Vyg depende das coordenadas apenas de A.

Devido a correlacao evidente entre o dipolo do atomo A e o de sua imagem, a interacao atomo-
espelho deve ser mais intensa do que a entre dois atomos. Tudo se passa como se as flutuagoes
quanticas do dipolo de A’, por sorte, ocorressem sempre orientadas de forma a maximizar o
acoplamento com as flutuagoes do dipolo de A. Por isso, os efeitos da interacdo dispersiva

atomo-espelho manifestam-se ja em primeira ordem de perturbacao.
5E1/1 = <1)O7O‘Vdd’ ‘17O)O> (136)
1 e

~Gine DF [(1,0,0\xi!1,0,0> +(1,0,0[32|1,0,0) + 2<1,o,oyz§yl,o,o>] ,

A simetria esférica do estado 1s nos permite escrever

4 €2 72 e?a?
6B} = ————(1,0,0|-+1,0,0) = ——= . 1.37
11 6477'60 D3< Y | 3 | b > 4D3 ( )
E, em termos da quantidade «y, definida em (1.29) temos
;o |E1| o B eQa%

A dependéncia com 1/D* da forca sentida pelo d4tomo em frente ao espelho s6 ocorre, de
fato, no regime nao-retardado. Casimir e Polder [9], no mesmo artigo de 1948, calcularam
os potenciais dispersivos entre dois atomos neutros e entre um atomo neutro e uma parede
infinita perfeitamente condutora, em qualquer regime de distancias (maiores que o raio atomico,

a distancia a partir da qual a forga de troca é desprezivel).

1.3.2 Casimir e Polder assintdtico

A forma completa do potencial de Casimir e Polder entre um dtomo e um espelho plano nao sera
mostrada aqui. Este resultado surgird como um caso particular do potencial dispersivo entre o
atomo e um espelho em cunha calculado no capitulo 3. Para fins ilustrativos, nos contentaremos,
por hora, em estipular sua forma assintética, no limite de longuissimas distancias (D > Acaract.)-

A polarizabilidade dindmica de um dtomo no estado fudamental é definida como

oy (w) = ;ZX 0, (). (1.39)

com

05 e 1 1
a7 (w) = — 29 [P iy ] (1.40)
2 W — Wge W+ Wge
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1.3 Interacao atomo-espelho plano

2
o _—_ % ileld 2 1.41
age 47T€0hwge’ <e| U‘Q)‘ ’ ( )

sendo que fizemos wye := (Fy — E¢)/h. A notagao P indica valor principal de Cauchy:
1 1 1 1

= — i . 1.42
w —wp 2 eot w—(wo—i5)+w—(wo+is) (142)

P

Note ainda que af,(w) = 0.

A presenca do dtomo nas proximidades do espelho modifica os modos normais do campo
eletromagnético. Os modos normais mais alterados sdo os com comprimentos de onda aproxi-
madamente iguais ou maiores que a distancia entre o dtomo e o espelho (A = 2wc¢/w 2 D). Isto
sugere que, a longuissimas distancias, na regiao de regime retardado assintético (D > Age), 08
modos normais de baixas frequéncias (w < wge) devem constituir a principal contribuigao para
a interacao dispersiva. Em outras palavras, na situacdo em que o atomo esta suficientemente

afastado do espelho, sua polarizabilidade pode ser tomada estatica:

trg(w < wye) ~ ag(0) = é Zi’age : (1.43)

O campo elétrico, no quadro de Heisenberg, quantizado no calibre de Coulomb em uma

regiao do espago com ou sem fronteiras pode ser escrito na forma
E(F.t) = ZX [axe (M) e+ af £y '] (1.44)
A

onde £ é um terno ordenado de niimeros quanticos espaciais que enumeram os modos normais
de cada polarizacdo do campo. A polarizacdo é representada pelo nimero quantico interno
A €{1,2}. £ pode depender da polarizacao (£). O campo no quadro de Schrédinger é dado por
&l (7,0). Os operadores de aniquilagao e criacao, a e a', sdo adimensionais, de maneira que
[aAg,a,\/gz] =0, [a)\g,a:r\,g,} = O\ 0ger (1.45)
(0[0) =1, (0] axe aly 0) = Srndeer - (1.46)
Os modos normais do campo elétrico na presenca de um espelho plano podem ser obtidos
a partir da configuragdo com duas placas paralelas perfeitamente condutoras. Consideremos as
placas com a mesma jazitura do plano xy. A posicao da primeira é z = 0 e da segunda, z = /£.
O arranjo com apenas uma placa é reproduzido no limite quando ¢ — oo.
O campo elétrico precisa satisfazer a condicao de contorno Z X £ |placas = 6; ou seja, as

componentes paralelas de campo elétrico dos modos normais devem sempre ser nulas sobre as

placas. Para placas paralelas, os modos normais TM e TE sao dados por [26]

31



1.3 Interacao atomo-espelho plano

. k k P

™ (2 e | TR mmw.N _ s 0l TN et N; (1.4
Eym 711> 2) 5%;nL[ gl |Se“( 7 Z) szimnlcos ( / Z)] R, meN; (147)
. E o

& (.2 = & <k:: x ) (sz) AT, men (148)

hws
k)m
L = Ik 2 4 — . — |

Se o atomo estiver suﬁmentemente afastado das placas, na regiao do regime retardado

assintotico (D > Aye), os efeitos dindmicos sobre a polarizabilidade atomica podem ser menospre-
zados. Nesta situagdo, o deslocamento de energia do autoestado |a) do dtomo, fornecido pela
eletrodinamica quantica, quando ele esta localizado em 7= (x,y, D), em meio ao véicuo eletro-

magnético, é dado, em segunda ordem de perturbacao, por

3B () = — 20 Zgbﬁ’ gz A A (1.49)

Assim, o deslocamento de energia do estado fundamental do 4tomo pode ser obtido, apds usarmos

(1.34), da expressao

SE, (1) =~ 5% ag(0) 0 S Y IR (1.50)
o A

Para duas placas paralelas, ao aplicarmos os modos (1.47) e (1.48), vemos que

hek 2

§:§]xgmﬁ_c%$“ly- 2 C%@kDJ (1.51)
€0

o A

2
L

As arestas das placas tém comprimento infinito L. A parcela independente de D no lado direito
da equagao anterior pode ser descartada, pois nao contribuird para a forca dispersiva.
No limite quando a placa em z = ¢ é levada ao infinito (¢ — 00), o potencial, no regime de

longuissimas distancias, entre o a&tomo no estado fundamental e o espelho restante em z =0 é

=~ [ (£) [ £) (1)

he k2

oL’ fiz k2 k2

O integrando é par em k.. Isto nos permite escrever,

cos(2k.D)| . (1.52)
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1.3 Interacao atomo-espelho plano

V,(D) = 4%%(0) / d%’“z cos(2k, D)
? cos(2 D
_ / dk:k:2/ ~cos) (k cos @) co]:( kcosOD)
he 3
= 2—049 (0) dk du k3u? cos(2kuD)
_ he 3 [ sen(2kD)  2cos(2kD)  2sen(2kD)
= 5 %) /0 dk [ 2kD (2kD)? (2kD)3 (1.53)

O integral em k remanescente é divergente. E preciso regulariza-la e renormaliza-la. Com
esta finalidade, comecamos por introduzir uma regularizacao no limite de integracao por meio

de um corte K:

e /K e [ sen(2kD)  2cos(2kD) 2 SGH(Q"“D)} (1.54)
0

V,(D) = — ay(0) 2D (2kD)?2  (2kD)3

regul. ™

A integral em k anterior é quadraticamente divergente em K. Todavia, o problema mesmo é que,
devido ao comportamento oscilante das fungoes trigonométricas, o limite limg oo V;,(D)\regul.
nao é definido. Portanto, a singularidade em K — oo nao é removivel e, por conseguinte,
esta regularizacao, como estd, nao se presta para a renormalizacao de V,. Para forcarmos que
Vg(D)\reguL tenha o limite X — oo bem definido, acrescentamos mais uma regularizacdo, agora

com um corte exponencial no integrando:

 he K N sen(2kD)  2cos(2kD)  2sen(2kD)
V(D == dk k3e kP — . 1.55
A /0 ¢ [ 2%kD T (2kD)? (2kD)? (1.55)
O resultado da intregal anterior fornece
he L e VKD f(K,D,y) — 2% + 24
V(D) = " ay0) ity | -SSR (1.56)

onde a fungao f(K,D,~) envolve apenas poténcias, senos e cossenos, sendo irrelevante frente
ao comportamento da exponencial decrescente no limite v — 0. O duplo limite, em K e =, se
tomado na ordem mostrada em (1.56), continua mal definido. N&ao obstante, se trocarmos a

ordem, o limite passa a existir. Dai, temos

_ he L e VEDf(K,D,v) — 272 + 24
Vy(D) — ag(0) lim lim [— (2 + 4)3 D1

renorm. ™ ¥—0 K—o00

(1.57)

Logo, o potencial dispersivo no regime assintético entre um atomo no estado fundamental e

um espelho plano vale
__3he ay(0)
renorm. N 8 D4 '

Vg (D)

(1.58)
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1.4 Evidéncias experimentais

Comparamos este resultado para longuissimas distancias com o obtido em (1.38) para curtas
distancias. Observamos que o efeito do retardamento eletrodinamico é enfraquecer o potencial

dispersivo com a distancia mais rapidamente que o esperado se a interacao fosse instantanea.

1.4 Evidéncias experimentais

Nesta secao, discutiremos sucintamente trés experimentos destinados a medir a interacao entre
atomos no estado fundamental e corpos macroscopicos. Seguiremos basicamente a revisao feita
em [83]. Técnicas espectroscépicas de alta resolucao podem ser usadas para observar a interagao
dispersiva apenas se os atomos estiverem excitados. Para atomos no estado fundamental, isto
nao é possivel. As energias de Bohr medidas espectroscopicamente sao as diferencas de energia
entre os niveis atomicos deslocados pela proximidade com o objeto macroscépico. Uma vez que
os deslocamentos dos niveis excitados sao muito maiores que o do fundamental [74, 83], torna-se
dificil identificar a contribuicao do nivel fundamental na frequéncia de Bohr medida. Portanto,
a observagao de forcas dispersivas sobre atomos nao excitados requer técnicas experimentais
alternativas. O ponto chave para a realizacao dos experimentos narrados a seguir é a capacidade
de controlar e escolher as trajetorias iniciais dos atomos a serem detetados apds interagirem com

objetos macroscépicos.

1.4.1 Forga entre atomos e um espelho em cunha

O experimento descrito a seguir insuflou os estudos novéis sobre forcas dispersivas e emissao
espontanea modificada com fronteiras em cunha apresentados nos capitulos 3 e 4 desta tese.
Mais especificamente, a motivacao foi a geometria do aparato usado no experimento realizado
em Yale, em 1993 (Sukenik et al, [33]).

No experimento, um feixe de atomos de sédio no estado fundamental era impelido entre
duas placas recobertas de ouro e separadas de alguns micrometros. O objetivo era constatar a
influéncia do retardamento sobre a forga dispersiva entre um dtomo no estado fundamental e as
paredes condutoras. Este foi o primeiro experimento a fazé-lo com sucesso.

Por razoes técnicas, a fim de garantir melhor uniformidade da separacao entre as placas
na diregdo de propagacao do feixe, foi necessario sacrificar o paralelismo na diregdo normal as
mesmas. As placas foram dispostas em cunha. O hiato entra elas era controlado ao abrir ou
fechar o angulo, ¢q, do vértice formado pelo encontro dos dois semi-planos.

A cunha tinha 3,0cm de altura e 8, 0mm de extensao. A largura da fenda era varidvel:

0,5 < a < 8um, a altura mediana. O feixe era produzido pela efusao de atomos de sédio através
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1.4 Evidéncias experimentais

da abertura de um forno a 180°C, posicionado a 18 cm da cunha. O feixe obtido tinha 1,0cm
de altura e 50 pm de largura. A incidéncia era a altura média.

O experimento consistia em medir a transmissividade T (ou melhor, a opacidade 1/T") dos
atomos de sédio através da cunha como uma fungdo da separacao a. Para a > 3,0pum a
transmissividade encontrada foi igual a prevista por simples geometria. A previsdao geométrica
foi determinada por uma simulagdo de Monte-Carlo na qual a interacao entre os dtomos e
as paredes da cunha era suposta inexistente. As condig¢Oes iniciais das trajetérias (classicas)
em linha reta dos atomos eram obtidas a partir da distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Na
simulacao geométrica, apenas os dtomos a nao atingir as paredes eram transmitidos.

Para separacoes a menores, a influéncia da interacdo atomo-espelho sobre a opacidade
mostrou-se aprecidavel. Os percentuais medidos de transmissao do feixe foram menores que
os valores calculados na simulacao geométrica. (Os percentuais eram relativos a contagem de
atomos com a separacao de referéncia a = 6 ym.) A reducao foi atribuida ao fato de a interagao
ser atrativa, para distdncias tanto curtas como longas. Presumivelmente, a for¢a causaria uma
deflexao do feixe rumo as paredes. Por hipétese, também, todo dtomo ao colidir contra uma
parede permaceria aderido.

O sédio é um metal alcalino. Seus dtomos apresentam uma transicao largamente dominante.
Cerca de 98% da energia da interagdo de um atomo néao excitado com os espelhos provém da linha
ressonante 3s < 3p (elemento da matriz de dipolo ((He) 3p||d|/v/3 |(He3s)). O comprimento de
onda do famoso dubleto amarelo do sédio é Ay, = 0,589 m.

Logo, a abertura da cunha era comparavel ao comprimento de onda caracteristico das
emissoes atoémicas (a 2 Asp). No intervalo de distancias considerado, o retardo eletrodinamico
é importante. Os resultados experimentais foram comparados, entdo, com os previstos em trés
simulagoes: geométrica (nenhuma interacao dispersiva), Lennard-Jones (regime nao-retardado)
e Casimir e Polder (qualquer regime de distancias maiores que o raio de Bohr dos dtomos).
Os dados experimentais claramente descartaram as duas primeiras possibilidades. Em contra-
partida, apresentaram uma dispersao de 10% em relacao a opacidade prevista para a forga de
Casimir e Polder. Isto fez deste experimento a medi¢ao mais precisa da interagdo entre atomos
no estado fundamental e um objeto metdlico até a presente data.

Uma andlise detalhada dos dados experimentais revelou, porém, um fato aparentemente
paradoxal. Para as menores separacgoes usadas, em torno de a ~ 0,7 — 0, 8 um, a opacidade me-
dida foi ligeiramente menor que a prevista para a forca de Casimir e Polder. Justamente quando

a interagao deveria se tornar mais intensa e préxima da de Lennard-Jonnes (n@o-retardada), o
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inverso foi observado — um enfraquecimento ainda maior que o causado pelo retardamento. A
explicacao para o fendmeno estd na condutividade imperfeita das paredes.

Por um lado, a cor amarela do ouro indica que, a partir dessa cor, a cunha deixa de se
comportar como um espelho quase perfeito. De fato, para o verde, 60% da intensidade é trans-
mitida. Por outro lado, os modos normais do campo eletromagnético que mais contribuem para
a interacao dispersiva sdo os com comprimento de onda comparaveis a distdncia do dtomo a
parede mais préxima, ou maoires. Para a separacao a = 0,70 um, a distancia tipica dos atomos
transmitidos através da cunha as paredes era a = 0, 35 um. Portanto, todo o espectro visivel estd
diretamente envolido na interagéo para esta separacao. Contudo, também para esta separagao,
varios modos normais infravermelhos e visiveis na cavidade formada pela cunha sao suprimidos.
Por esta razao, a medida que a abertura da cunha era aproximada do comprimento de onda de

plasma das paredes douradas, a interacao dispersiva enfraquecia.

1.4.2 Reflexao de atomos por ondas evanescentes

As técnicas recentes de resfriamento e manipulagdo de atomos com laseres ofereceram novas
possibilidades para controlar trajetorias atomicas. Paralelamente, a onda evenescente de um
laser refletido na superficie interna de um dielétrico cria um potencial repulsivo que permite
controlar a distancia minima alcangada por atomos atraidos para a superficie externa pelo
potencial dispersivo — os chamados espelhos atomicos. Um experimento realizado em Orsay
[36], em 1996, combinou as técnicas de resfriamento de atomos e espelhos atomicos para medir
a forca dispersiva de um dielétrico sobre um atomo no estado fundamental.

O experimento usou atomos de Rb®" resfriados e armadilhados por laseres & temperatura
de 10 uK (velocidade r.m.s de 4cm/s). O rubidio é um metal alcalino cuja a linha ressonante
dominante 5s <+ 5p tem comprimento de onda As, = 0,780 um e largura espectral I' = 3,7 x
10”s~. O espelho atémico, por sua vez, era produzido pela reflexdo total de um feixe laser
na face interna de um prisma. O campo elétrico da onda evanescente se acopla com os dipolos
atomicos induzidos pelo proprio campo. Como consequéncia, &tomos em meio a onda evanescente

sentem um potencial de curta distancia com comportamento exponencial descrescente:

LA 1T

‘/evan.(D) - ?I ; 6 9 (159)

;. . . , . . 2, . .
onde I é a intensidade do feixe laser na superficie do prisma e g, = 16 W/m” é a intensidade de
saturacao da transicao atomica. A quantidade d := wr, — wsp ¢ a dessintonia entre a frequéncia

wr, do laser e a da transi¢do atomica dominante. O comprimento de atenuacao, x, depende da
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direcdo do feixe, mas é da ordem de \g,/2m (no experimento x = 114nm). Interessantemente,
se a frequéncia do laser for maior que a da transi¢do atomica (dessintonia azul, wy, — wg, > 0),
o potencial evanescente sera repulsivo.

Os atomos eram liberados da armadilha a altura de 15 mm acima da face externa do prisma.
A dispersao de energia cinética dos dtomos era inferior a 1%. Os 4tomos, entao, eram atraidos
pela forca dispersiva do prisma dielétrico. A superposicao do potencial atrativo dispersivo com
o potencial repulsivo evanescente resultou em um potencial atrativo a curtas e longas distancias,
mas com uma barreira repulsiva intermedidria. A altura da barreira dependia da razao I/6. A
localizagao da barreira em ~48 nm fazia com que os atomos refletidos nunca chegassem perto o
suficiente do prisma para os efeitos do retardo eletrodinamico sobre o potencial dispersivo serem
irrelevantes. Nesta distancia, a correcao eletrodinamica sobre o potencial nao-retardado é de
cerca de 30%.

O experimento mediu o nimero de dtomos refletidos em funcao da quantidade I/35. O obje-
tivo era determinar, por extrapolagao dos dados, o limiar (1/0)y,. abaixo do qual nenhum dtomo
seria refletido. Este valor foi entao comparado aos previstos em trés situacoes hipotéticas: po-
tencial dispersivo inexistente, Lennard-Jones (sem retardamento) e Casimir e Polder (com retar-
damento). Os resultados claramente descartaram a primeira hipdtese. Mostraram-se favoraveis

a terceira, mas nao excluiram conclusivamente a segunda.

1.4.3 Reflexao quantica pelo potencial de Casimir e Polder

Para entendermos o experimento realizado em Tokyo [44], em 2001, é preciso explicar o conceito
de reflexdo quantica. Consideremos um potencial V(z) < 0, na regiao z > 0, tendendo a zero
no infinito. Supomos que o potencial seja atrativo (dV/dz > 0). Consideremos também que
os dtomos incidentes tenham energia F; em z = 400. A reflexdo quantica é um fenémeno im-
pensavel classicamente. Se um atomo tiver energia inicial F; suficientemente baixa e o potencial
variar espacialmente rapido o bastante, o dtomo pode ser refletido bem antes de alcancar a
posicao do minimo do potencial em z = 0.
Mais precisamente, a condicao para a reflexdo quantica ocorrer é

dA\aB >,
dz —

sendo A\gg(z) o comprimento de onda de de Broglie local da particula & posigdo z. O célculo
semiclassico fornece \qp(z) = h/+/2m(E; — V(2)). A condigao (1.60) pode ser vista como a de

quebra da validade da aproximacao semiclassica WKB. Para potenciais do tipo lei de poténcia,

(1.60)

V(z) = —Cy /2", com n > 2, a condigao (1.60) é véalida sobre alguns intervalos de distancias.
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1.5 Emissao espontanea modificada por fronteiras

Suponhamos agora que o potencial V' (z) seja criado por um objeto macroscépico localizado
na regiao z < 0. Um feixe atomos com baixas energias destinado a incidir sobre a superficie do
objeto em z = 0 seria parcialmente rechagado pela reflexao quantica. O coeficiente de reflexao
eldstica, R(E;), tende a unidade quando a energia E; dos dtomos incidentes tende a zero.

No experimento de Tokyo, a reflexdo quantica foi demonstrada para superficies sélidas de
silicio e de vidro. O objetivo era extrair informagao sobre o potencial dispersivo V(z) a partir
de medidas da refletividade R(Ej).

Para o silicio, foram utilizados dtomos extremamente lentos, com velocidades entre 1 mm/s
e 30mm/s. Como esperado, a refletividade observada aumentava com a diminucao da energia
cinética inicial dos dtomos. A maior, R = 0,5, foi obtida para 1 mm/s. Os dados puderam ser
consistentemente extrapolados para R = 1 se a velocidade fosse a zero.

Os resultados alcangados foram condizentes com um potencial dispersivo de comportamento

intermedidrio entre 1/2% e 1/2%.

1.4.4 Experimentos recentes

Recentemente, experimentos tém sido feitos com condensados de Bose-Einstein (CBE) na pre-
senca de fronteiras dielétricas. As fronteiras interagem com o CBE por meio de forcas dispersivas
e modificam as frequéncias de oscilacao do centro de massa do condensado. Pela primeira vez,
efeitos térmicos nas forcas dispersivas puderam ser observados. Particularmente, estes efeitos
sao mais intensos quando a fronteira e o exterior nao estdao em equilibrio térmico entre si. Por
isso, em um experimento, foram usadas temperaturas da ordem de 600 K e 300 K para a fron-
teira e para o exterior, respectivamente. Noutro, ambos estavam em equilibrio. Obviamente,
o CBE sempre estava a temperaturas muito mais baixas. Para maiores detalhes, sugerimos

55, 56, 57, 63].

1.5 Emissao espontanea modificada por fronteiras

Como dissemos logo no comego deste capitulo introdutério, a aproximagao de um atomo a
objetos macroscopico provoca basicamente dois efeitos dispersivos (devidos a polarizabiliade
atomica): o deslocamento dos niveis atomicos e a alteracao das taxas de emissdo. As forgas
dispersivas, discutidas até aqui, sao consequéncia do deslocamento de niveis. No entanto, esta
tese trata de ambos. Por isso, para encerrarmos este capitulo, abordaremos o fenéomeno de

modificacao da emissao espontanea. Na préxima e ultima se¢do, como exemplo, calcularemos
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1.5 Emissao espontanea modificada por fronteiras

as taxas de emissao espontanea de um atomo na vizinhanca de um espelho plano, em meio ao
vacuo eletromagnético.
Os conceitos de emissao espontanea e estimulada de radiagao foram introduzidos por Einstein
[1] em 1917. A despeito do grande avanco intelectual alcancado neste influente artigo, uma
importante lacuna perdurou por outros dez anos. Nao se conhecia como calcular a taxa de
emissdo espontanea de um atomo. Somente em 1927, Dirac [2], com o desenvolvimento da
eletrodinamica quantica, foi capaz de determina-la teoricamente®:
(0)o 4 2,3
Ly = m|<a|d0|b>| Kpa - (1.61)

l(fiz ¢é a taxa de probabilidade de transicdo por emissao espontanea do

Na equagao anterior T"
estado |b) para o |a) de um atomo no espago livre com componente cartesiana o de momento

de dipolo elétrico. Os numeros de onda de Bohr sao definidos como

way FEo—Ey
figp 1= b = Za " b 1.62
b c hic (1.62)

onde E, e F} sao as energias nao-perturbadas dos estados |a) e |b), respectivamente.

Em um dtomo multieletronico, o dipolo elétrico é a soma dos dipolos que cada elétron forma
individualmente com um préton do nicleo. A rigor, o operador de dipolo referente ao i-ésimo
elétron de um dtomo com n elétrons é o operador multilinear d; = —e(1®..0 H®...01,),
sendo Z; o operador posicao relativa do elétron ao nticleo. Cada elétron acopla-se individualmente
ao campo eletromagnético. Por exemplo, para o i-ésimo elétron, o acoplamento é dado por
V;, = —d; - £. O dipolo atoémico total é d = Yoy d;, de forma que V = Yo Vi= —d-E.

Por ocasiao do trabalho de Dirac, ficou claro que a emissao espontanea ¢ promovida pelo
acoplamento dos elétrons atomicos com o campo de radiacao, mesmo que no estado de vacuo.
Entretanto, a possibilidade de a emissao espontanea ser modificada pela proximidade do 4tomo a
fronteiras macroscépicas foi motivo de controvérsia por certo tempo (Veja sec. 6.2 de [78].). Sem
embargo, do ponto de vista da eletrodinamica de cavidades, a alteracao das taxas de decaimento
atomico surge como uma consequéncia natural da adulteracao dos modos normais do campo
eletromagnético provocada pela presenca de objetos macroscépicos na vizinhancga do d4tomo. Na
préatica, os efeitos de fronteira sao contabilizados como condigoes de contorno nao-triviais sobre

0 campo.

8Este artigo é considerado por muitos o marco inaugural da Eletrodinamica Quéantica, a mais bem sucedida
teoria fisica ja concebida.
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1.5 Emissao espontanea modificada por fronteiras

1.5.1 Primeiros resultados teoricos e evidéncias experimentais

A questao da alteracdo das taxas de emissdo espontanea de um atomo devido & proximidade
a objetos macroscépicos foi abordada teoricamente pela primeira vez por Purcell [7] em 1946,
durante um encontro da Sociedade Americana de Fisica®. Observacdes experimentais pioneiras
foram realizadas por Feher et al [12], em 1958, na faixa de microondas, e por Drexhage et al
[14], em 1968, na faixa visivel.

Em 1970, Barton [16], Stehle [17] e, em 1973, Milonni e Knight [18] e Philpott [19] previram
teoricamente a inibicao e a intensificacao das taxas de emissao espontanea de um atomo situado
entre dois espelhos planos paralelos. Um atomo metal alcalino no estado fundamental apresenta
o elétron de valéncia em um orbital tipo s. O primeiro estado excitado é um orbital tipo p. Em
contraste com o orbital esférico s, os orbitais p sdo marcadamente axiais. Se o estado excitado for
preparado de forma que o orbital p ocupado pelo elétron de valéncia esteja paralelo aos espelhos,
diz-se que o atomo tem polarizacao paralela. Se o orbital p estiver ortogonal aos espelhos, a

polarizagao é dita perpendicular. A previsao tedrica é

2a
[E} 2
o 3\ nA nmy
i = . 37 5 [+ () (7). (163
2]
A
3\ 73 NAg 2 nmy
I'i(y) = ng)is @%- Z 2ap [1 - < 2ap) ](3082<a) , (1.64)
n=1

onde a é a separacao entre as placas, y é a distancia do dtomo a uma das placas e Ay, é
o comprimento de onda da emissdo. As taxas de emissao espontanea no espaco livre (sem

fronteiras) sao

p|—s pL—s”

o 1 21.3 1 21.3 o)L

1 :
Observe que Fz(f\)\)—w = Fl(;oﬁls = 0, pois (s|d |p)) = (s|dL|p)) = 0.
A emissao espontanea de um atomo com polarizacao paralela localizado proximo a uma das
placas é inibida. Isto ocorre, porque o campo elétrico sobre as superficies das placas é ortogonal

a elas. Ali o acoplamento entre o 4&tomo com polarizacao paralela e o campo elétrico é nulo:

(s1d - Elptacalp)) = (sdLE pracalpy) = (|d.LIp)) Elptaca = 0. (1.66)

9Este trabalho, juntamente com os de Casimir e Polder [9] e Casimir [10], ambos de 1948, sdo reputados os
precursores da Eletrodindmica Quantica de Cavidades.
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1.5 Emissao espontanea modificada por fronteiras

Além disso, quando a separacao entre as placas é menor que meio comprimento de onda da
emissao (Asp > 2a), a emissao espontanea de um dtomo com polaricao paralela é completamente
suprimida. Como ja dito na subsecao 1.3.2, o campo elétrico precisa satisfazer a condigao de
contorno € | x £ | placas = 6; ou seja, as componentes paralelas de campo elétrico dos modos normais
devem sempre ser nulas sobre as placas. Para placas paralelas, os modos normais TM e TE sao

dados pela equagoes (1.47) e (1.48) [26]):

FIM [ e _mm @ mmw o\ k| mm iR 7 (1
EE“m(T“,Z) = 5ka [ k;;‘lme kl\ sen (—E z> sz/;‘“m cos (—e z)] e , m € N ; (1.67)
. k .
I‘E — — N 7” A nm lkHTH *

hw-
R S D) mm 2 L _ e _ . _ k) m
onde WFm = Ckk”m = cy/ k12 + (m;) e E’an— 5ka>0_ \/igk:”mzo =\ w17

Vemos que nao ha como a componente paralela de um campo elétrico de frequéncia w < 7c/a
se anular sobre as placas, exceto para os modos TM m = 0. Logo, com as placas muito
préximas, a cavidade ndo comporta modos de frequéncia w = 2m¢/ g, < mc/a com componente
&|lw # 0. Dois fatores impedem a emissao. Em primeiro lugar, nao hd ressonancia entre o dtomo
com polarizacao paralela e os modos do campo. Em segundo lugar, ndao ha modos normais
que permitam ao atomo emitir um féton cujo o campo elétrico seja alinhado com o dipolo
atomico. A emissao é suprimida. J4 dtomos com polarizacdo perpendicular poderiam emitir,
pois produziriam fétons TM m = 0.

A supressao e a acentuacgao, induzidas por espelhos planos paralelos, da emissao espontanea
na faixa dtica foram observadas por diversos grupos experimentais: Goy et al [24] em 1983, e
Jhe et al [27], Heinzen et al [28] e DeMartini et al [29] em 1987. A figura 1.3 mostra um gréfico
experimental da contagem por segundo de fétons emitidos espontaneamente por atomos excita-
dos entre dois espelhos paralelos em funcao da orientacao da polarizacdo. Podemos constatar
claramente a supressao da emissao espontanea de atomos em estados com polarizacoes proximas

a paralela aos espelhos.
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Ficura 1.3: Grafico experimental da supressao da taxa de emissao
espontanea atomica em funcao do angulo de polarizacao em relacao aos
planos dos espelhos. No eixo das ordenadas, a sigla cps denota contagem
por segundo de fétons detetados.

1.5.2 Vantagens experimentais do uso de metais alcalinos

Se o dtomo for um metal alcalino, como o sédio usado no experimento de Yale [33], o estado
fundamental é esfericamente simétrico, com o elétron de valéncia em uma subcamada tipo s.
No primeiro estado excitado, o elétron de valéncia ocupa uma superposicao de orbitais tipo p
da mesma camada. Os orbitais p,, py e p. (ou p,, py e p. se forem usadas coordenadas
cilindricas) tém orientagoes espaciais relativamente bem determinadas. Logo, o primeiro estado
excitado do dtomo alcalino pode ter orientacao espacial definida.

O atomo de sédio, por exemplo, pode ser preparado por efeito Stark em estados excitados
de polarizacao bem definida 3p;, 3p, ou 3p., com a aplicagao de um campo elétrico externo.
Entretanto, quando o campo elétrico externo é removido, interagoes como o acoplamento spin-
orbita tendem a desfazer a polarizagao.

Na figura 1.4, apresentamos uma tabela das estruturas eletronicas dos metais alcalinos.
A notagdo (gds nobre) representa a estrutura eletronica relativa ao gds nobre imediatemente
precedente ao elemento quimico em foco, considerando-se obviamente o aumento do nimero
atomico. Por exemplo, ao sédio corresponde um carogo eletronico tipo nednio acrescido de um
elétron na subcamada 3s ulterior. Assim, representamos sua estrutura eletronica por (Ne)3s. A

direita na figura, mostramos o diagrama de niveis e emissoes de um atomo de sédio. A famosa
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e intensa emissao dubleto amarelo é exibida no destaque.

s P D F Hydrogen
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FIGURA 1.4: Estrutura eletronica dos metais alcalinos. Atomos alcalinos preparados
com o elétron éptico ns' excitado para o nivel dubleto np® sé apresentam a emissao
npt — ns’. A dificuldade de usar d4tomos preparados com excitacoes de polarizacio
bem definida é que as componentes cartesianas do operador momento angular orbital
nao estao associadas a bons nimeros quanticos do elétron de valéncia.

A fim de manter a discussao simples, desconsidere os spins eletronicos. Nao é dificil verificar

que os elementos da matriz de dipolo sao tais que
((Ne)3s| dy |(Ne)3py) X Opgr -

Para tanto, considere os harmonicos esféricos

YOO(:E) = 17
- 3 x3
Y10(3U) in @ )
S 3 x1 Fixe
Y1i1(33) =T\ 7=

T
As autofuncoes do elétron de valéncia sao

[35,0) — Rss(12]) Y0'(2)

13p,0) — Rap(|7)) Y7'(@),

[3p,£1) — Rap(|7)) Y{' (D),
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onde 7 é a posicao relativa do elétron ao nticleo atomico. Podemos entao escrever

3p, x3) == [3p,0) ,

s.0) 1= =31~ 30.1) ]

—1

de maneira que

- 3 3

13p, x3) — R3,(|Z]) Eﬁ
3p. 1) — = R (|j|)[y+1(f)—Y’1(:B)} = Ryl ) > 2
, L1 \/§ 3p 1 1 3p 47 ‘f|7
;’i 5 +1/ = —1/=| _ b= g iﬂ
3p, z3) — \/§R3P(|x’){yl (@) + 17 (“’)} = B/ 31 ER

Consequentemente, se o &tomo metal alcalino estiver no estado excitado |(Ne)3p,), somente

o elétron de valéncia contribuird para o elemento da matriz de dipolo
((Ne)3s| d(Ne)3py) = (35, 0] dua [3p, ) -

E mais, as componentes cartesianas do elemento de matriz serao

. /o . 3 ToXg
(35, 0] duato |39, 207) = —e/d3x338(|x|)33p(|x),/4 % our |

™ |7

devido a paridade do integrando.
Portanto, se um atomo metal alcalino for preparado no estado excitado np,s da camada de
valéncia — polarizacao o/ —, a poténcia nominal irradiada por emissao espontanea no espago

livre serd (Veja a equagao (4.37).)

- _ o _ o)o
ang/,ns - = thnp:nS thp)o/—ms - = thnp,nS E :ngp)al—ms

g

1

= _7T760 Cknp,ns Z ’<(g nobre)?’LS‘dUKg. nobre)npgl> ’2]?2;0,”5
o

4
np,ns

c
= —— | (ns,0| dval o’ |D, Z57) |2k:
TEQ
ce? 9
= - <n370‘xval,a’ ‘np7x0’> ‘ k
mey

4
np,ns *

Vale chamar a atencao para o fato de que a poténcia irradiada por emissao espontanea de-
pende de A, como esperado por se tratar de um fenémeno genuinamente quantico. A dependéncia
estd implicita na constante raio de Bohr (ag=4megh?/mee?=0,0529nm) que aparece na parte

radial das autofuncoes.
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Uma dltima ressalva é oportuna. No experimento de Yale [33], os dtomos de sédio eram
aquecidos em um forno a 180°C. A essa temperatura, a imensa maioria do atomos permanece
no estado fundamental (de energia €3, = —5,1eV). A populagdo no primeiro estado excitado
é tibia (energia e3,=—3,0eV). Atomos nos estados excitados subsequentes estao efetivamente
ausentes (energias e4s=—1,9eV, e34=—1,5¢eV etc.).

A populagao relativa em cada estado pode ser estimada com o emprego da distribuigao de
Boltzmann: P(e) = Ne #=%0) A temperatura de 180°C corresponde & energia de 0,0391eV.

Logo, a populagao relativa no estado 3p ¢é

P. —B(esp—ess) 2,1
= imi_) = e 003 = 4,7 x 107, (1.69)
38 e S S

A fracdo de dtomos nos demais estados excitados é

P+ Pyg+ Py + ... e Plewses) sa
4s + 3dP+ 4p + s 6_5(53 o — ¢ 0,0391 — 27 9 % 10736, (1.70)
33 e S S

Além disso, a velocidade média dos 4tomos ao sairem do forno era v = \/kT/m = 405ms~!.
Paralelamente, o tempo de vida médio no estado excitado 3p é da ordem 10~%s. Portanto,
antes de decair, um atomo excitado percorria tipicamente apenas 10 um. Visto que a cunha fora

posicionada a 18 cm da saida do forno, efetivamente, nenhum atomo excitado a alcancava.

1.6 Emissao espontanea modificada por um espelho plano

Nesta secao, calcularemos, como exemplo de emissao espontanea modificada por fronteiras, as
taxas de emissao espontanea de um dtomo no autoestado |a) préximo a um espelho plano, em
meio ao vacuo eletromagnético.

De acordo com a eletrodinamica quantica, em segunda ordem de perturbacao, a taxa de
emissao espontanea da transigdo a — b de um dtomo é dada por (Veja [78] ou as equagoes
(4.35) e (4.37).):

Fam(P) = 3 T7 (). (L.71)
o

com

o o 4m?
a—b (T) = 3

C

€ 5
0 G(kap) a5 Zgﬁ chse (ke — k) |EZ(PI2 (1.72)
A%

sendo o = z,y, 2z o indice das componentes cartesianas da polarizacao. Observamos que, para
a <b, I'y_p(7) =0, em razdo da presenca da funcao degrau 6(kq), e ainda que I'q—.q(7) = 0,

por causa do fator kxe 6(kae — |kqp|) no integrando.
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1.6 Emissao espontanea modificada por um espelho plano

Na auséncia de objetos macroscépicos préximos ao atomo, o campo eletromagnéticos quan-
tizado no calibre de Coulomb ¢é tal que
1 hckk k. k
E9. (M2 == =y = 1.73
sendo L? o volume infinito do espaco livre. Dai, por (1.72), temos

1 472
24 = o0 k) %] <2 [

o0

L 3
dk, dk, dk, (277> Kty O (Kieakyhe — Kab])

2 oo
— 5 cOlkun)logs| | dkkt ok~ )
0
1 g
= <[ 200(kas) 03| Ikas|*] (1.74)

Logo, para o atomo isolado, a taxa de transicao a — b no vacuo eletromagnético vale
1 (o
Pam(7) = DT 4(7) = 0lkw) Y 5 TR (1.75)
ag g

onde introduzimos a taxa nominal da transicao a — b referente & componente cartesiana o de
dipolo,

4
pe . =
a=b " Areohcd |

{bldola)?|lwa|® = 2¢ gy [kasl* - (1.76)
onde usamos a definicao (1.41) de aJ,.

As taxas de emissdo espontanea de um atomo isolado sdo, obviamente, independentes da
posicao. Entretanto, se o dtomo estiver préximo a um objeto macroscépico, isto deixa de ser
verdade. A fim de exemplicar o efeito de fronteiras sobre o decaimento radiativo de um dtomo,
vamos determinar suas taxas de emissao espontanea quando préximo a um espelho plano infinito.

Como na subsecao 1.3.2, quando calculamos a forca de Casimir e Polder no regime assintético,
os modos normais do campo elétrico na presenga de um espelho plano podem ser obtidos a partir
da configuracao com duas placas paralelas perfeitamente condutoras. Consideremos, novamente,
as duas placas localizadas em z = 0 e z = ¢, respectivamente. O arranjo com apenas uma placa
é reproduzido no limite em que ¢ — oco. Os modos TM e TE do campo elétrico entre placas
paralelas foram expressos nas equagoes (1.67) e (1.68), respectivamente. Desta maneira, temos

2, 1.2
S - Pt (5
S AL e L2/

) cos?(k.z), (1.77)

Kok k.

hek, e,k k2 k2 k2 )
E% (PP = —55— ( 2 ( - ) + 24| sen®(k.2), (1.78)
ZA: ¢ coL20 Feopor. ) \K2+K2) K24 k2
hekg, kyk k2 k2 £2
Yy 2 _ zRyRz z Yy T 2
DI = L2l (k]% " T ) T | s kea). (1.79)
A cRyRz z Y z Y
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1.6 Emissao espontanea modificada por um espelho plano

Suponhamos o atomo localizado em ¥ = (x,y, D), em meio ao vicuo eletromagnético. No
limite em que a placa em z = ¢ é levada ao infinito (¢ — o0), com o espelho em z = 0 mantido

fixo, segue da equagao (1.72) que

4m2e 0 L L 00 /
2o D) = G oo [ an (5 ) [Tan(52) [ dkz<7r>><

A

O integrando é par em k.. Isto nos permite escrever,

A7%¢ L 20 &
0k — dk, dk, dk,

X Ckk‘zkykz 5(kkxkyk'z - |kab‘) Z ’ggkkxk:ykz(x’ y7 ‘D)|2 * (181)
A

Fgﬁb(xa Y, D) =

Para realizarmos as integracoes, é conveniente passarmos para coordenadas esféricas:

k= Kikyk. = \/K2 + K2+ k2, k. =kcosO, k,=ksenfcosp, Fk,=ksenfsenp. (1.82)

Se definirmos ainda w := cos, podemos escrever

. hck
> ez, y, D)) = PN £ (1 —u?) cos?(kDu), (1.83)
A
x 2 hck 2 2 2 2
Z\E/\g(x,y,Dﬂ = 73 (sen’p + u” cos® ) sen®(kDu), (1.84)
0
A
Yy 2 hck 2 2.2 2
Z|5A£(x,y,D)| =7 (cos® ¢ + u” sen’¢) sen”(kDu). (1.85)
0
A
Assim, obtemos, para a componente cartesiana z,
[e%¢) 1 2m
T (2,0, D) = — O(kay) l0Z| [ dkk* [ du | de 8(k — |ka|) (1 — u?) cos(kDu
a—b 2 ab
T 0 -1 0

. 2 2cos(2|kgp| D 2sen(2|kqp| D
= cOlhn) o] [l | - 2 griiren ) 2o )]

3 (2kw|D)? (2|kap| D)3

o)z 2‘kabu)) Sen(2|kab|D)
= O(kq) T [ cos( 1.86
k) Cacs |3~ @l DR T (2lku D (1.86)
Para a componente x, temos
rs . (xz,y,D) = Kap \aab]/ dk k4/ du/ do 8(k — [kap|) (senp + u® cos® @) sen’ (kDu)

c 4 2sen(2|kqp|D 2 cos(2|kap| D 2sen(2|kqp| D
:20(kab)|a§b|kab|4|: (| b| ) (‘ b’ ) (‘ b’ ):|

3 QkalD)  (2fke|D)? (2[kap| D)?
1 sen(2|kw|D)  cos(2lkep|D)  sen(2|kqp|D)

= 9 k; F(O)w P - ' 1
(kat) Tac [3 2@lkaD)  2@[kaDP 2(2|kab|D)3} e
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1.6 Emissao espontanea modificada por um espelho plano

Para a componente y, o resultado é semelhante ao para a x, com

o 1 sen(2|lkw|D) cos(2lkew|D)  sen(2|kqp|D)
v D) = O(kgy) T% | = — - (1.
a8 D) = 0k Loy |3~ 560,D) ~ 2@kalD)? | 2@kalD? | -

E interessante observarmos que, no limite em que a distancia do atomo ao espelho tende
a infinito (D — o0), as componentes cartesianas de dipolo das taxas de emissao espontanea
tendem para as do dtomo isolado (I'Y_, (x, v, D—>oo)/F(0)U — 1/3), como esperado. No capitulo
4, os resultados anteriores serao reobtidos como um caso particular do obtido para o sistema

atomo-espelho em cunha.

1.5+

0.51

0 2 4 6 8 10 12
kD

F1curA 1.5: Em vermelho, vemos a taxa relativa (3 x Faﬁb(kabD)/F(o)z)

a—b
de emissao espontanea para excitacées de polarizacao z. Em azul, vemos a

taxa relativa (3xI'?_, (kg D)/ Fa<—>b) de emiss@o espontanea para excitagoes
de polarizacao z (idéntica a para y).

Na figura 1.5, apresentamos os graficos das parcelas cartesianas das taxas de emissao relativas
rz_,(k abD)/FaHb (em vermelho) e I'? (K abD)/FaHb (em azul). Ambas sdo independentes das
coordenadas z e y. Por conveniéncia, as curvas foram normalizadas com um fator 3. Observamos
o aparecimentos de regides de acentuacgao e inibicao das taxas de emissao. Particularmente,
atomos em autoestados excitados de polarizacao z, quando bem préximos ao espelho, emitem
duas vezes mais intensamente. Opostamente, dtomos em autoestados com polarizagao = (ou y)

tém a emissao completamente suprimida quando sobre o espelho.
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1.6 Emissao espontanea modificada por um espelho plano

Dois fatores sao essenciais para que a emissao atomica seja possivel: a orientacao do elemento
de dipolo atomico ((b|d,|a) # 0) deve ser paralela ao campo elétrico de pelo menos um dos modos
normais e ao menos um modo normal deve ser ressonante com a frequéncia de emissao (ckgp).
Com apenas um espelho plano, o espectro de modos normais é continuo e ininterrupto de 0 a
00, para ambas as polarizacoes TM e TE de campo. Logo, o fator determinante da acentuacao
ou inibigao da taxa de emissao é a orientagao do elemento de dipolo em relacao a campo elétrico
na posicao do atomo.

Sobre o espelho, o campo elétrico é exclusivamente ortogonal (dire¢do Z). Somente as com-
ponentes z dos modos TM sao nao-triviais nessa regiao. Portanto, um atomo com polarizagao x
(ou y) nao pode emitir (pelo menos na linha espectral a — b em questao) quando na adjacéncia
imediata do espelho. Primeiramente, porque ndo ha acoplamento do dipolo atémico em x (ou
y) com a componente z do campo elétrico TM existente nessa regiao. Depois, porque fétons
emitidos tém campo elétrico alinhado com o dipolo emissor; porém, na regiao, as componentes
de campo elétrico x (ou y) sao nulas. Logo, somente dtomos com polarizagao perpendicular (z)
poderiam emitir, pois produziriam fétons TM. Todavia, em geral, o elemento de matriz de dipolo

(blds|a) nao tem polarizagao definida. Portanto, geralmente, a taxa emissao é um superposicao

z

das contribui¢oes das trés parcelas cartesianas, I'*_, + T , +TZ .

Os picos (acentuacao) e vales (inibigao) subsequéntes, surgidos & medida que o atomo se
afasta do espelho, devem-se, respectivamente, aos sucessivos antinds e nés em z dos modos
normais TM e TE com frequéncia ckgp.

No préximo capitulo, apresentaremos o formalismo de equacao mestra a ser aplicado nos
capitulos 3 e 4. Ele é um método geral, em segunda ordem de perturbacao, que nos permitira

calcular os efeitos de fronteiras sofridos por um dtomo no interior de uma cunha espelhada.
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Capitulo 2

Método da equacao mestra

Neste capitulo introduziremos o método de calculo baseado em uma equagdo mestra, a ser
utilizado nos capitulos seguintes, onde os resultados inéditos desta tese estao contidos. O for-
malismo da equagao mestra foi desenvolvido em 1982-1984 por Dalibard et al [23, 25]. Como
referéncias didaticas, sugerimos [77, 84]. Ele foi aplicado por Meschede et al [31] em 1990 para
calcular os deslocamentos energéticos e as taxas radiativas no sistema dtomo-parede condutora.
Mais tarde, e independentemente, foi reavivado por Mendes e Farina [64] (2007) e empregado no
mesmo problema acrescido de efeitos térmicos. Os desenvolvimentos apresentados neste capitulo

seguem de perto as fontes citadas e nao tém pretensao de originalidade.

2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Consideremos um sistema 7 composto por dois subsistemas, S e R, tais que 7 =S UR. O
espaco de estados de 7 é Hy = Hs ® Hx. O hamiltoniano do sistema 7, na representaciao de
Schrodinger, € escrito como

H=Hs@1x +1s@Hx +V =Ho+V, (2.1)
onde Hg e Hx sdo os hamiltonianos nao-perturbados! dos subsistemas, respectivamente. A

interacao entre os dois subsistemas ¢ dada pelo acoplamento bilinear
i

sendo S; e R; operadores observaveis atuantes em Hs e Hz, respectivamente.
Representaremos os vetores da base de autoestados nao-perturbados de energia do subsistema

S por letras romanas e os do subsistema R por letras gregas:

"Um operador A é dito ndo-perturbado, se a equagio de autovalores A |a) = a |a) é exatamente soltvel.
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

la) € Hs e ln) € Hr . (2.3)
Desta maneira, os vetores
la, p) = |a) @ |pw) € Hr =Hs ®Hg, (2.4)

formam uma base fatoravel do espago de estados de 7.

Incertezas na preparagao do sistema 7 nos forcam a descrevé-lo como uma mistura estatistica
de estados quéanticos. A mesma necessidade surge no caso de 7 ser um representante de um
ensemble?. De qualquer forma, em ambas as situacoes, podemos expressar a mistura estatistica

de estados quanticos de 7 pelo operador
p(t) = pe [U(t)) (T(2)] (p=pl, tp=1). (25)
v

O operador p(t) é chamado operador densidade ou de mistura. O peso percentual de cada
estado quéantico |¥(¢)) na mistura é denotado por py. Observe que, ordinariamente, um estado
quéantico de 7 nao pode ser fatorado em estados de S e R, ou seja, |¥(t)) # |f(t)) ®@|o(t)). Nao
obstante, o operador de mistura pode ser escrito em uma base fatoravel:

p(t) = Z Z ‘av M> pauby(t) <b7 V‘ ’ (26)

a,b W,V
com

Payi (1) = D {a, 1[0 (1)) pu (L (1)[ b, v) . (2.7)

v
O trago parcial em R de um operador O : H;y — H; (atuante sobre H;) constréi um

operador sobre Hs:

Os: Hs — Hs
Os = trz(0) =Y |a) (o] |D_ (a, [ O b, )] - (2.8)

a,b "
Similarmente, o trago parcial em S do operador O : H; — H; constréi um operador sobre Hy:

OR: HR—>HR

Or = trs(0) = |w) (v| |> {a,p|Ola,v)| . (2.9)

2Entendemos um ensemble como um suprasistema constituido por um nimero estatisticamente alto de sistemas
idénticos, em um estado quéantico sem correlacao entre eles. Em outras palavras, o estado do suprasistema é tal
que a funcao de correlagdo de quaisquer observaveis (do suprasistema) seja sempre fatordvel em um produto de
fungdes de correlagdo individuais de cada sistema. Os sistemas idénticos evolvem independentemente e formam
uma parti¢do do suprasistema. No formalismo de operador densidade, o ensemble (suprasistema) é representado
por apenas um dos sistemas. O estado do ensemble é integralmente descrito por uma mistura, estatisticamente
ponderada, de possiveis estados quanticos do sistema representante.
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Com os tragos parciais, podemos calcular as misturas parciais (ou reduzidas) correspondentes

a cada subsistema; quer dizer,

os(t) == tre(p ZZ\@ Papbu(t Z la) o ,

ab B

or(t) == trs(p ZZ |14) Papan (t Z lu) o (2.10)

Usaremos o simbolo tr, sem subscritos, para denotar o trago usual. Assim, dado um operador
O sobre o espago Hy, trO é o traco em H,. Correspondentemente, tr Og é o traco em Hg e
tr Ox é o trago em Hy. Pode-se mostrar que tros z(t) = 1.

Outra observacao importante é que, mesmo quando o sistema 7 estda em um estado puro
(tr p*(t) = 1), as misturas parciais, geralmente, sdo impuras (tro2 ,(¢) # 1). Somente se o
estado de 7 for puro e fatoravel (p(t) = os(t) ® ox(t)), garantidamente as misturas parciais
serdo puras (troz . () = 1) também.

Os tragos parciais nos permitem encontrar o estado de mistura no qual um dos subsistemas
nos pareceria caso medissemos apenas valores esperados de seus observaveis, ignorando o resto
do sistema. Por exemplo, o valor esperado de um observavel S de S pode ser calculado com o
conhecimento apenas do estado da mistura parcial os(t), sem mengao explicita & mistura total

p(t), ou a do resto do sistema ox(t). Isto é possivel gragas a igualdade
(S)(t) =tr(Sos(t)) =tr(Strrp(t)). (2.11)
Obviamente, o valor esperado também pode ser calculado pelo trago usual no espago H:
(S)() = (S @ ) pl(t)). (2.12)
Contudo, nem o5(t) nem oz (t) contém toda a informacao de p(t). A informagao perdida é

exatamente sobre a correlacao entre S e R adquirida devido a interagao ao longo da evolugao

de 7. Isto fica claro ao percebermos que, em geral,
Peorral(t) 1= p(t) — 05(t) @ o () (2.13)

= 33l ) [ o (1) = 02(8) 0 (8)] (0.0

ab 1214

£ 0.

A parcela de correlagao tem como propriedades tr peoe(t) = 0 € trs = (Peoma(t)) = 0.

No quadro de Schrodinger, a evolucao do operador de mistura é obtida por

p(t) = e HEt0 My gg) HUZ)/R ey 2P0 = —3[H, p(t)]. (2.14)
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Note que sé é possivel escrever a versao intergral fechada a esquerda da equivaléncia em (2.14),
porque o operador H é constante.
Uma vez que, no quadro de Schrodinger, os autoestados da base nao-perturbada |a, p) sdo

independentes do tempo, a evolucao dos elementos de matriz de p(t) é dada por

d 1 « "
e Pan(8) = =2 > [ s By (1) = Hipo gt (1)) (2.15)

kyy
Os elementos diagonais, pauqu(t), tém duas interpretacoes probabilisticas alternativas, depen-
dendo do contexto fisico. Caso haja um ensemble de sistemas 7', pauqu(t) representa a populacao
percentual de sistemas 7 dentro do ensemble em cada autoestado |a, ). Caso nao exista o en-
semble, mas apenas imprecisao na determincao do estado inicial de 7, pauau(t) representa a
probabilidade de encontrar 7 no autoestado |a, u) ao medirmos o observavel de energia H.

Os elementos nao-diagonais, pauu(t), a#b V p#v, sao chamados coeréncias. Pela equacao
(2.15), vemos imediatamente que a evolugao das populagoes advém integralmente das coeréncias.
O termo coeréncia deve-se ao que acontece com o operador de mistura total, p(t), quando os
elementos nao-diagonais sao nulos na base de autoestados de energia nao-perturbados. Nestas
circunstancias, p(t) torna-se diagonal na base de autoestados de Hy (mas, ndo na de H). Como
os autoestados de Hy sado fatoraveis, p(t) passa a sé-lo também (p = 05® or, Peorra = 0).
Em outras palavras, quando as coeréncias sao nulas, ocorre decoeréncia. Por ocasiao, as po-
pulagdes momentaneamente se estabilizam (pququ(t) = 0), mas logo retomam a evolugao, pois
no instante seguinte as coeréncias deixam de ser nulas. O sistema s6 atingird o equilibrio se em
algum instante [H, p(t)] = 0. Porém, nao necessariamente o estado de equilibrio é decoerente
(p= 0s® og; ou seja, fatoravel).

Se nao houvesse interacao entre os subsistemas S e R, os elementos de matriz do operador

de mistura total poderiam ser facilmente integrados:
Papsw () = Payn (to) ¢~ Fe= Byt Bu=E)(t~to) (2.16)

onde ty é um instante inicial arbitrario. Nessa situacao, as populagoes seriam constantes, en-

quanto as coeréncias evoluiriam harmonicamente com frequéncias (E, — Ey + E, — E,)/h.
Ademais, sera-nos til trabalhar provisoriamente no quadro de interacao relativo a Hy. A

lei de movimento do operador densidade neste quadro, p(t), independe do hamiltoniano nao-

perturbado Hy. E simples mostrar a relagao

950t = 7 (), 0] (217)
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

na qual definimos
p(t) = eitolt=to) p(p) e~ i Holt=to) (2.18)
V(t) = enHolt=t0) 7 o= Holt—to) (2.19)

Por um lado, ha a dificuldade de a solugao de (2.17) s6 poder ser encontrada por iteragao

recursiva de sua versao integral
ot
~ ~ 1 -~ ~
) = plto) — 5 [t (V). (¢, (220)
to
pois V(#') depende do tempo. Por outro lado, ha a vantagem de, se V(#') for suficientemente
pequeno, podermos fazer uma expansao perturbativa na interagdo para a evolugao de fj(t)
A dinamica das misturas parciais tem equactes mais complicadas e dificeis de demonstrar.
Para a mistura parcial de S, visto que na representagao de Schrodinger a operagao de trago

parcial (2.8) é independente de ¢, temos

S0(t) = — ytralH, p(0)
- —%[HS, os(t)] %trR[V, p(t)] (2.21)

= Hyyoo(0)] — & SRS, 00(0)] — & D08 © By, pral)], (222

onde (R;)(t) = tr(Rjox(t)). Um resultado andlogo vale para a evolucao de ox(t).
A relagao entre os operadores de mistura parcial nos quadros de interagao e de Schrodinger
vem de
Gs(t) = erl1st10) g (1) e i Ms(t=t0) = g (1 (1)), (2.23)
Gr(t) = enHR(710) o (1) e wHR(=10) — (1 (1)) . (2.24)

Note que escrevemos explicitamente a dependéncia em ¢ do traco parcial no quadro de interacao.

Das equagoes (2.21) e (2.23), encontramos

Do ot) = — trat: [V (), 5(2)) (2.25)

N 3 i . N ~

= =2 (R)(1)[S;(t),5s(t)] — m >t (t:; [S;(H) @ Rj(t), feona (D)), (2:26)
J J

Atente para o fato de (R;)(t) = tr(Rjor(t)) = tr(t; Rj(t) 6= (t)) = (R;)(t). Infelizmente, a

equagao (2.25) nao é 1til como a (2.17), porque sua versao integral ndo pode ser iterada.

Chamamos a atenc¢ao ainda para a relacao entre as derivadas de os(t) e G5(1):

o4



2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

d _ 7 B i _ d i _
5s(0) — 3 [He, ()] = er/lst-10) <dt%<t>> eHHst—0) - (9.97)

@

S (dffs(t)) ett1st=t0) = Liry ()] + Log(t). (2.28)

dt h dt

Adiante exploraremos a situacio na qual o subsistema R tem um ntmero de graus de liber-
dade muito maior que o subsistema S. Em particular, estaremos interessados na configuracao
em que o subsistema R é o campo de radiacao e o subsistema S é um atomo. O campo eletro-
magnético tem verdadeiramente infinitos graus de liberdade, correspondentes a seus infinitos
modos normais. O atomo ¢é tao menor que o campo de radiagao que o efeito da interagao dtomo-
campo sobre os valores esperados dos observaveis do campo é macroscopicamente insignificante.
Podemos pensar assim até mesmo quando o subsistema S é um conjunto de dtomos. Se o niimero
de atomos for estatisticamente grande, apesar de pequeno comparado ao numero de graus de
liberdade de R, e suficientemente rarefeito para que nao haja interacao interatomica, entao
S comporta-se como um ensemble de dtomos interagindo independentemente com o campo de
radiacao. Por conseguinte, podemos descrever S por apenas um atomo, cujo estado quantico
inicial nao era conhecido exatamente. Seja o subsistema S apenas um atomo ou um ensemble
de dtomos independentes, a descricao em ambos os casos da-se pelo operador de mistura par-
cial o5(t). No primeiro caso, os elementos diagonais, 044(t), representam as probabilidades de
encontrarmos o dtomo em cada autoestado |a) ao medirmos o observavel de energia Hs. No
segundo, representam as populagoes percentuais de &tomos do ensemble em cada autoestado |a).
Em qualquer caso, os elementos nao-diagonais, o4(t), a # b, sdo referidos como coeréncias por

analogia com as coeréncias bilineares pyup(t), @ # bV pu # v.

2.1.1 Sistemas particula-reservatorio

Consideremos a particular circunstancia em que o subsistema S é pressuposto pequeno, com
poucos graus de liberdade, conquanto o subsistema R é grande, com copiosos graus de liberdade.
O subsistema S é apelidado de particula, mas, fisicamente, pode, de fato, ser um pequeno
(relativamente a R) ensemble de a&tomos, moléculas ou elétrons. A denominagao particula deve
ser encarada em sentido amplo, visto que, ordinariamente, o subsistema pequeno pode apresentar
graus de liberdade internos, os quais nem sempre podem ser desprezados. O acoplamento entre
os dois subsistemas é suposto fraco o bastante para que, durante o tempo de observacao Tg,
nenhuma alteracao macroscépica do estado do subsistema R seja detectavel. Quer dizer, R é
tao maior que § que se comporta como um reservatorio de energia, com “capacidade térmica”

ilimitada.
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Em termos mais especificos, a hipdétese de a influéncia da particula sobre o reservatorio ser
desprezivel corresponde a afirmar que a taxa de variagdo da mistura parcial do reservatério na

representacao de interacao € zero:

Logo, o reservatério estd em um estado estaciondrio, ou seja, em evolucao livre. A equacao
(2.28), sob esta condigdo, nos diz que os elementos de matriz da mistura do reservatério (no

quadro de Schrédinger) evoluem segundo

ol (t) = o (to) e~ (P Fr)i=to) (2.30)

As populacoes sdo constantes, enquanto as coeréncias variam harmonicamente com frequéncias
de Bohr wy,, = (E,—E,)/h. Com o reservatério em um estado estaciondrio, os valores esperados

de seus observaveis sao periddicos:
(OR)(t) = tr(Orow(t) = > OR o (to) erwnr(t=to) (2.31)

v

Se o espectro de frequéncias de Bohr do reservatorio for infinito e bastante denso, a ponto de ser
quase continuo, o periodo do valor esperado de um observavel pode até mesmo tender a infinito.
No entanto, a condi¢cdao de insensibilidade do reservatério a interacdo com a particula nao
serd suficiente para nds. Suporemos ainda que o estado estaciondrio seja de equilibrio também.

Em outras palavras,

Os valores esperados dos observaveis do reservatério em um estado de equilibrio sdo constantes.
Pela equacao (2.28), as duas condigdes anteriores implicam

Portanto, or é diagonal na base de autoestados de Hyz; ou seja, ok = Ppduv, sendo p, a
probabilidade do reservatério estar no estado quantico |u).

Mais adiante, no desenvolvimento da equacao mestra, séra necessario calcular dois tracos
parciais em R — um linear e outro quadratico no potencial de interagao V. Por organizagao,

calcularemo-los antecipadamente.

Meédia no reservatorio do comutador linear na interagao

O trago parcial em R linear em 1% que aparecera é do tipo

fr (123 [V (1), 56(0) 2 58] ) = =Dt (5 S,(8) © By (¢),56(0) 9 5(0)]) . (2:34)
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Assim,
tre <t1; V(t),5s(t) ® 5R(t)]> -

= Z tre (tl; Si(tes(t) @ Rij(t)or(t) — Gs(t)S;(Y) ® ErR(t)Rj(t’))
== lasty) (bita] [Z (a, s t1] (155 (t) @ Rj(t')ow ()| b, s tr) —
I ab "

— {a, w3 t1] 55 ()5 () ®5n(t)1%j(t')|b,u;t1>} - (2.35)
De onde temos

fr (13 [V (1), 55(t) © 5w (1)) =
= =2 lasty) (bt [(a; t1] Sj(t)as(t) | bt1) > (s ta] By (#)o= () | psta) —

I

—(a;ta] Gs(DS; (1) [ bita) Y (s ta| G (6) R () | i t1>]

I

=-> lgj(t')ﬁs(t) D (st Ry(t)ar(t) | pt) —

;
R COTD SUNERCL YIS BRCEE
H
Porém, o traco no subespago Hy €
i (toeOR; (1)) = D2 {1l 5w OBy (1) st
—-§j (ul e IR G (0) R (1) er R0 )

—Zw% GIms (2:37)
As exponenciais se cancelaram devido a propriedade ciclica do traco. Por causa dela também,
temos
fr (t1;5R(t)Rj(t/)) - tr(&R(t)Rj(t’)> - tr(R (t )UR(t)> . (2.38)
Ao voltarmos com esse resultado para a equacao (2.36), vemos prontamente que
fre <t1; V(t),6s(t) ® 5R(t)]> = =S 185(t),55(1) tr<&R(t)Rj(t')) . (2.39)
J

Repare que a dependéncia em t; desapareceu. Isso acontecerd sempre que o operador no interior

da operacao de traco parcial no quadro de interacao for fatoravel:
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

frr (113 OL(#)O2(1) © OL(1)0A () = OL)OX() tr(OL()OA(M))

- trR(@;(t')@g(t) ®(’~)712(t’)(’~)72{(t)) . (2.40)
A hipétese de o subsistema R ser um reservatorio em equilibrio implica
Com isso,
tr (5015 (1)) = tr(o e TR0 Ry o AR 0))
= tr(oRRj) = <R]> . (2.42)
Logo,

fi (13 [V (1), 55(0) @ 5(0)]) = = 3 S,(1),55(0)] (Ry). (2.43)

J
Vemos que o trago parcial em R de V com a parcela fatoravel do operador de mistura seria
nulo se os valores esperados dos observaveis R; fossem zero ((R;) = 0). Todavia, isto pode feito

mesmo que originalmente tenhamos (R;) # 0. Basta imaginarmos um deslocamento do zero do

potencial de modo a fazer
V() ==Y 8) @ (R(t) - (By)1e) . (2.44)
J

Trabalharemos com os observaveis R; do reservatério definidos de forma a terem valores espe-
rados nulos ((R;) = 0). Assim,

e (13 [V (1), 5(8) @ 5 (1)]) = 0. (2.45)
A consequéncia deste fato é a nulidade do termo de primeira ordem na expansao pertubativa na
interacao para a evolucao temporal do operador de mistura do sistema particula+reservatorio.

A primeira contribuigdo nao-nula é de segunda ordem na interagdo. Justamente, como veremos

na secao 2.2, a equagao mestra resulta de truncarmos a série pertubativa na segunda ordem.

Meédias no reservatério do comutador quadratico na interagao

O trago parcial em R quadratico em V que aparecerd na proxima secao é
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

Dali,

+65(t)Sk(t")S;(t') ® Gr(t) R (t") R j(t’)) . (2.47)

A dependéncia em t; foi eliminada, porque o operador dentro do traco parcial é fatordavel. Dai,

obtemos

fr (13 [V (), [V (), () @ 3 (1)]) =

+6s(t) Sk (") S, (t) tr(&R(t)Rk(t") ; j(t’)) } . (2.48)

Fazemos, entao, uso da propriedade ciclica do trago e agrupamos na equagao (2.48) o primero

termo com o segundo e o terceiro com o quarto. Deste modo, escrevemos

tre (13 [V (), [V ("), 5(0) @ 3 (1)]) =
= > [1Si0). Su(t") a5(0)] tr(Br (DR, () Ru(1)) -
"), a5t r(Gr@ BB ) | (249)
A hipétese de o subsistema R ser um reservatorio em equilibrio (6 (t) = o) proporciona

uma grande simplificacdo. Ela nos permite expressar o trago parcial em R do termo quadratico

em V na forma
fr (13 [V (), [V (), () @ 3 (1)]) =
= S [1850), 8" 50 () ~ 1556, 35Sk gig(—7)] . (2.50)

Jik
A fungao g;i(7), com 7 :=t' — ", é a média no reservatério a dois tempos dos observaveis R;(t")

e Ry(t"). Sua definicio é evidente:
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2.1 Sistemas com acoplamento bilinear

gin(r) = tr( ”)) (2.51)
r<0, 7H7g t 71‘,0) R. e*%HR(tlfto) e%HR(tnfto) Rk‘ eféHR(tﬂfto))

—+

J

tr(on % t/ t//) RJ 6_%‘HR(t/_t//) Rk)
= tr (O’RRj (to + T)Rk(to)) , (2.52)

onde da segunda linha para a terceira da equagao anterior empregamos a propriedade ciclica
do traco e [og, Hz] = 0. Atentamos para o fato de g;;(7) ndo depender do instante inicial #o.
Outra propriedade que segue diretamente da definigao é
ki (=7) = g;i(7) - (2.53)
O fato de R ser um reservatério, com um imenso nimero de graus de liberdade, tem uma
outra consequéncia importantissima, além de fazé-lo insensivel & interacdo com a particula
(6= (t) = 0). Os incontaveis (ou quase) graus de liberdade fornecem um espectro amplo, quase
infinito, e denso, quase continuo, de niveis de energia. A consequéncia disso fica patente ao ex-

pressarmos as funcoes g;i(7) na base de autoestados de energia nao-pertubados do reservatério.

9ik(T) = tr(aR e HRT R; e~ #HRT) Rk>

= 3% (ulow [A) (Al et TR R ) (v] e HHIRT Ry )
nooAv

_ ZZJID\ WAT R)\V —iw, T RVH (254)

nooAv
: HA
Visto que o%” = p,d,n, temos

G Z pu BRI, RE, e, (2.55)

Portanto, a funcao g;,(7) ¢ uma superposicao de muitas exponenciais com frequéncias distintas.
Como consequéncia, o suporte de g;;(7) fica extremamente restrito. Por um lado, a amplidao
do espectro de frequencias de Bohr do reservatério propende produzir uma abrupta interferéncia
destrutiva tao logo transcorra um tempo |7| > 7.. O tempo de correlacdo 7. deve ser da ordem
do inverso da largura espectral (relevante) do reservatério. Por sua vez, a espessidao espectral

gera um comportamento quase nao-periédico para g;;(7), pois seu perfodo T tende a infinito.
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2.2 Equacao mestra

Vamos recapitular as restrigbes impostas a situagéo fisica na qual estamos interessados. A
primeira hipdtese consite no subsistema R ser um reservatorio, com opiparos graus de liberdade.
As implicactes desta hipdtese sdo a impassibilidade do reservatdrio & interacdo com a particula
(6= (t) = 0) e 0 seu amplo e denso espectro de niveis de energia (7. << Tx). A segunda hipStese
é o subsistema R estar em um estado de equilibrio (6 (t) = 0).

Ademais, a conjuntura fisica em questao deve satisfazer a mais dois requisitos gerais. Cada
flutuacao quanto-estatistica do reservatério perturba a particula efetivamente durante apenas
o intervalo de tempo 7.. Acrescentamos entdo uma terceira hipdtese: o acoplamento entre a
particula e o reservatério deve ser fraco o suficiente para que uma flutuacao de um observavel
R; do reservatério tenha uma influéncia débil sobre o estado da particula. Esta hipétese pode
ser traduzida pela condicao

Te < Ts . (2.56)
Em palavras, as efémeras flutuagoes do reservatério tém existéncias muito mais curtas que o
tempo de evolucao Ty caracteristico do estado da particula. Mais a frente veremos como isso
ocorre. A quarta hipdtese é

Ts < Tk . (2.57)
Desta maneira, garantimos que duas flutuagoes sucessivas do reservatorio sentidas pela particula
sempre tenham origens distintas e sejam probabilisticamente independentes.

Essas duas suposicoes adicionais nos permitem estudar a evolucao do estado de mistura
parcial da particula perturbativamente. Termos da expansao de ordens superiores & quadratica

na interagao serao insignificantes.

Casos exemplares

Antes de desenvolvermos a equacao mestra da evolugao da particula, é inspirador discutir-
mos alguns sistemas representativos com o objetivo de formarmos um quadro mental da con-
juntura fisica descrita anteriormente. Estamos interessados em sistemas do tipo particula-
reservatério que apresentem escalas de tempo bem diferenciadas. As incessantes flutuagoes
quanto-estatisticas do reservatério a fustigar a particula tém vidas curtissimas comparadas ao
tempo de evolucao dos observaveis da particula. Por sua vez, este tempo é desmensurademente
menor que o necessario para os observaveis do reservatério sofrerem alteracoes detectaveis, cau-

sadas pela interacao com a particula.

61



2.2 Equacgao mestra

O movimento browniano de um grao em suspensao em um fluido é o exemplo emblematico
do que se observa em um sistema da fisica classica com as caracteristicas em questao. O fluido
age como reservatorio. Por ter massa e volume imensamente maiores, suas propriedades fisico-
quimicos nao sao alteradas pela presenca do grao. No entanto, o fluido é constituido de particulas
por si muito menores que o relativamente pesado grao. O efeito de uma colisdo entre uma leve
particula do fluido e o grao sobre a velocidade e a posicao do segundo é diminuto. Como as
colisOes sao probabilisticamente independentes, nao héa favorecimento de nenhuma direcao ou
sentido de momento trocado com o grao. Neste regime de colisoes fracas, incontaveis choques sao
necessarios para causar uma pequena alteracao no estado mecanico do grao no intervalo de tempo
At. A duragao 7. de uma colisao é infima (7, < At). E preciso um tempo Ts > At > 7. para o
estado do grao mudar consideravelmente. A situacao fica mais ilustrativa quando o grao tem uma
velocidade inicial. O movimento aumenta sutilmente a probabilidade de choque a frente do grao
e areduz a tras. Incontinenti, surge uma forca de atrito que amortece o movimento no intervalo
Ts. A evolucao do estado do grao é descrito pela variagao da distribuicao de probabilidade da
posi¢ao e do momento linear, A f(7, 7, t), no intervalo At¢. Nas condi¢oes descritas, uma equagao
de Fokker-Plank simples fornece como a distribuicao de probabilidade se desloca e alarga sob a
influéncia das colisoes.

Qual exemplo de sistema quantico do tipo particula-reservatorio satisfaz um regime de “co-
lisdes fracas” andlogo ao do movimento browniano, de modo a apresentar um tempo de evolucao
do estado da particula muito mais longo que as flutuagoes do reservatério (Ts > 7.)7

As idéias anteriores podem ser aplicadas, por exemplo, a um dtomo ou a uma molécula
em meio ao campo eletromagnético no estado de vacuo — uma costumas situagao de emissao
espontanea. As flutuacbes dos campos elétrico ou magnético sao descritas por fungoes de cor-
relagao no vécuo do tipo (E(t')-E(t") + E(t")-E(t')), onde E(t') simboliza o operador de campo
elétrico. Estas funcoes decrescem rapidamente para tempos [t — t”| = |7| > 7.. O tempo de
correlacao 7. das flutuagoes do vacuo é extremamente curto, menor inclusive que os periodos
270 [|wap| das frequéncias de Bohr atomicas tipicas [76]. Por sua vez, estes periodos sdo muito
menores que os tempos de vida Ts=1/T"}_,, das respectivas transigoes.

A condicao subsididria 1/7Ts > wngc permite uma importante simplificacao. Gracas a ela,
a equacao mestra pode ser escrita como uma elegante equacao diferencial, ao invés de uma
desajeitada equacao diferenca — o que facilita muito resolvé-la.

Outro exemplo é um dtomo iluminado por luz policromética de baixa intensidade. O tempo

de correlacio do campo incidente é da ordem de sua largura espectral (7. ~ Aw™!). A duracio
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média Ts do processo de abosorcao ou emissao é proporcional a intensidade I do feixe. Portanto,
para valores apropriados de Aw e I, a condi¢do do regime de “colisoes fracas” (7, < Ts) é
satisfeita. Isto ocorre para as fontes de radiacao usuais, como fornos, lampadas incandescentes
e de descarga elétrica, as quais nao sao nem muito monocromaticas nem muito intensas. Uma
excegao importante sao os laseres.

Concluimos que existe uma miriade de situagoes fisicas, envolvendo a interacao entre atomos
ou moléculas e o campo eletromagnético, onde a equacao mestra, a ser desenvolvida adiante, é

aplicavel.

2.2.1 Expansao perturbativa para a evolugao da particula

No desenvolvimento da equagao mestra, comegamos por analisar perturbativamente a evolucao

do estado de mistura parcial da particula em um intervalo de tempo t; —t = At, sob a condicao
Te <At < Ts . (2.58)

No quadro de interagao, a evolugao do sistema total, particula4reservatério, no intervalo At é

dada pela versao integral da equacgao (2.17):
~ - i [ > N
pltr) = p(t) — 5 | dt' [V(E), p(t)]. (2.59)
t
A equacao (2.59) pode ser iterada recursivamente. Ao usarmos

mw:mw—hjdﬂw<><%] (t<t" <t <), (2.60)

m (2.59), obtemos
) = 50— 3 [ @500 - g [ [a WO TE . o

Podemos iterar mais uma vez, com

1

ﬁ(t”) _ ﬁ(t) . /tt d" [‘7( ///) ( ///)] (t < < < < tl) (2.62)

h

a fim de obtermos uma expressao até a ordem ctibica na interagao V,
i

pt) = )~ [ ) /Efw/ LIV (), 5(0)]) +
t1 t t!
h3/ dt/ t/ dt V(") [V ("), p(t")]]] - (2.63)
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Em um instante qualquer ¢, devido a interagao ocorrida no passado entre a particula e o
reservatério, os dois devem estar em um estado de mistura emaranhado. Ordinariamente, o

estado do sistema é expresso como
ﬁ(t) = 65 (t) ® 6'72 (t) + ﬁcorrel(t) ’ (264)
sendo Peorrel(t) # 0. Entretanto, suponhamos que no instante inicial, ¢y, ndo houvesse correlagao

entre os subsistemas, de modo a termos

O estado no instante ¢, alcangado a partir do instante inicial, seria
ot
~ ~ 1 ~
o) = plt0) — 3 [ 7)) (o<t <), (2.66)
0

Substituimos entéo (2.64) no termo quadratico e (2.66) no termo linear em V da equacio

(2.63). Dali, apés reordenarmos as parcelas, segue que

2
h t t
t

5 [ WO, oe(t0) © onttoll = g [ [ atg 7.V 05). ) +

0
t1 t nz
h3/ dt// t/,/ t//, t/ (t”) {V(t/”),ﬁ(tw)]“ . (267)
Fazemos ainda uso da relacao
i

plto) = plto) — & / e [V (H). (t])] (to <tg <t; <1) (2.68)

to

para finalmente chegarmos a

ﬁmwww—;l%%ﬁmmwww@w®@wr
_ /t A [V (), 05(to) ® or(te)] — o /t it /t dth [V ('), [V (£4), 05 (to) ® o (t0)]] +

+i[%fﬁM%WW&W%MWWﬂ®m. (2.69)
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O resultado (2.69) ainda é exato, mas parece ameacadoramente elaborado. Nao obstante,
nosso interesse reside especificamente na evolucao do estado da particula. Por isso, devemos, de
fato, calcular

Gs(t1) = tra(ts; p(t1)) - (2.70)
Em especial, os elementos de matriz

52 (t1) = (ait1| Gs(tr) |bst1) = 02 (1) (2.71)

nos revelarao mais vividamente quais parcelas em (2.69) sdo mais relevantes para s(t1). Mostra-
remos que apenas os dois primeiros termos do lado direito de (2.69) sdo os mais significativos,
se a dupla condi¢do 7. € Ts <« Ty for satisfeita. As razbes para isso sao o amplo e denso
espectro do reservatério e o fraco acoplamento com a particula (regime de “colisoes fracas”). Na
sequéncia, analisaremos em detalhes a expressao para d5(t1) truncada apds o segundo termo do
lado direito da equagao (2.69). Na préximo segao, justificaremos esta aproximagao.

Por hora, aceitemos antecipadamente que

as(t1) = tre(t1; p( /tldt// t”trR tl, (t),[V(t”),&s(t)@&R(t)}]). (2.72)

Vejamos cada termo do lado direito de (2.72) separadamente.

1° termo: independente da interagao

O termo independente da interagao no lado direito de (2.72) é

tre(t1;5(t) = Z |a; t1) (bs 1] [Z (a, p; t1|ﬁ(t)|b,/i;t1>] : (2.73)

a,b m
O trago parcial ndo apresenta a propriedade ciclica do trago usual. Como, em geral, p(¢) nao é
fatoravel, o que permitiria reescrever o trago parcial em termos do usual, nao podemos uséa-la.

Mas, na base de autoestados de energia nao-perturbados, temos

t~rR(t1,ﬁ(1j)) = Z G%Hs(tl—t) ’a’t> <b’ t| e—%Hs(tl—t) %
a,b

x [Z (ot = O fi(t) i Hotr = Ib,u;t1>]

m

= Zei”“(tl_t) la; t) (b; t| e iwn(ti—t) o
a,b

~ [Z <(I, 1; t’ e—z‘(um-i—wu)(h—t) ﬁ(t) ei(wb—l—wﬂ)(h—t) |b,u; t1>] ) (2‘74)
7
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As exponenciais se cancelam. Logo,
tre (t1; p(t)) = tre(t; p(t)) = s(t) . (2.75)
Os elementos de matriz deste termo sao
(a;t1]as(t) [b;t1) = (a; t\ e i Hs(t1=0) 5 (1) entlsti=t) b )

— ettt i) (01| (1) by 1)

— oAl 5ab(4)

= e B (). (2.76)
Este é um dos dois termos mantidos na expansao perturbativa de 65 (t1). O outro serd discutido

em seguida.

2° termo: quadratico na interagao e fatoravel

0 segundo termo no lado direito de (2.72) é
tldt / " o (1227 (1 ),[V(t”),&s(t)®6R(t)]}> _
Z / “ar / dt”{ Sk(t") Gs(t) — Sk(t") 5s(t)gj(t/)} gjk(T) —
=[S a5 (DS — a5 Sk S (1] gkj(—ﬂ}, (2.77)

onde usamos o resultado previamente obtido (2.50). A tnica peculiaridade é o fato de aqui
existir o ordenamento temporal ¢t < ¢t <t <t;, de maneira que 7 =t —t” > 0.

A esquerda na figura 2.1, vemos a regiao de integracio segundo as varidveis originais ¢’ e ¢
Ela corresponde a area do triangulo abaixo da diagonal do quadrado. A fina faixa hachurada ao
longo da diagonal é o suporte das funcoes g;i(7) e gi;(—7). Somente esse estreito trapézio, de
area \/2Atr, — 72, contribui significativamente para a integracao.

Estd claro que no termo quadrético as funcoes g;i(7) e gi;(—7) contém toda a informacao
a respeito do reservatério. Podemos tirar vantagem do fato de g;;(7) desvanecer rapidamente
para T > T.. Primeiramente, nos certificamos de considerar os limites de integragao em t' de

forma a termos t; —t = At > 7.. Em seguida, realizamos uma mudanga de varidveis de t' e t”

para

=t -t e th =t —t. (2.78)
Os valores extremos de 7 no dominio de integracao sao Tmin = t—t = 0 € Tmax = t1—t = At. Os
extremos de t* (para 7 mantido fixo) sdo ¢} . =7 et = At
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t// t//
P+ At o % t'=t" P+ At o
t'—t"'=r, .
Te
/ ‘.
tH-—--- 5 .
't 4dt t+At 0Pxc PR AN
t S '
t+At t h A '
/ dt’/ dt’ = i G ///j
t t i\//// o
ﬁﬁ//// ///;/
At At At At /j/ ) ;/At
:/ dT/ dt* | r=cte %/ dT/ dt* | r=cte |~ A
0 T 0 0 //;/ T
o

FIGURA 2.1: A esquerda, o dominio de integracio sobre ' e . Devido as
funcoes g;i(7) e gx;(—7) do integrando, somente a estreita faixa obliqua de
largura 7. contribui. A direita, o dominio nao é alterado imediatammente
pela mudanca de varidveis para 7 e t*. Mas, apds estendermos o limite
inferior da integral em t* de 7 para zero, ele é ampliado. O pequeno erro
introduzido estd destacado em vermelho.

Com as novas varidveis, reescrevemos a integral na forma

t+At t At At
/ dt’ / dt" = / dr / dt*|r=cte - (2.79)
t t 0 T

O dominio de integracdo ainda é o mesmo, como vemos no primeiro quadrante do gréafico a
direita na figura 2.1. Fazemos entao duas aproximagoes simplificadoras. A primeira baseia-se
na hipétese de 7. < At < Ts. Se ela for valida, podemos estender de 7 para zero o limite
inferior da integral em t*. Isso amplia consideravelmente o dominio de integragdo em (2.79).
Porém, o erro introduzido é pequeno. Ele corresponde & integragio sobre o triangulo de drea 72
mostrado em vermelho na figura 2.1. A segunda aproximacao é possivel se a hipétese Ts < Tx
for obedecida. Sem essa condicao, o suporte de gji(7) poderia ter um periodo Tr < At. Por

conseguinte, haveria mais de uma faixa de largura 7. se repetindo dentro da regido de integracao.
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Gracas a essa ultima hipdtese, podemos tomar o limite superior da integral em 7 para infinito

(At — 00 S Ts < Tr). Assim, a integracao (2.79) fica aproximada para

t+At t 00 At
/ dt’ / dt" =~ / dr dt* | r=cte - (2.80)
t t 0 0

Falta-nos determinar qual é afinal a relagao entre o acoplamento particula-reservatorio e a
magnitude de Ts. Saber esta relacao é mister para que se possa averiguar em cada caso se
a dupla condicdo 7. < Ts < Ty seria satisfeita por um dado sistema particula-reservatorio.
A equacao mestra sé é aplicavel a um sistema em regime de “colisoes fracas”. Para este fim,

precisamos calcular os elementos de matriz de (2.77).

Temos, portanto, quatro parcelas no integrando do lado direito da equagao (2.81). A primeira

é dado por
(a; 1] S; (") Sk(t") 3s(t) b t1) gju(T) =
= e B (a; ] §5(¢)Sk(t") 55 (t) |bst) gju(T)
— e~ WwapAt ZZ a; t\ehHS (') g (t)e #Hs(t'=t) |n; t) x
x (n; t| e s =G (1) e 7S =0 ;1) (18] G (1) b5t gjn(T)
— o wapAt ZZei‘““"(t/’t)ei“’"c(t”*t)SJ (t )gnc(t) Cb( t) gjr(T) . (2.82)

Dai, ao somarmos e subtrairmos ¢’ dentro do paréntese no argumento da terceira exponencial,

essa parcela toma a forma
(a;t1] S;(t)Sk(t") Gs(t) |bst1) gr(T) =
il 3037 el N5 (1) SE(W G gulr). (289
Por adequacao, escrevemos ainda wqge = wyp — Weq, com b = d, de maneira que
{a; 1] Sj(t)Sk(t") Gs(1) b t1) gj(r) =
= A YD Gl TS (1) S () 557(0) gyu ()

cd mn

= St SN g il edl neT gl SE 0(1) gie(r) (2:84)

cd mn
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A segunda parcela no integrando do lado direito da equagao (2.81) pode ser calculada simi-

larmente e resulta ser
(a;t1] Sp(t") 55(8)S;(t) b5 t1) giu(T) =

= ¢ WapAAt Z ei(“’“b_de)t*e—iw‘lcTSfc Sgb agd(t) 9k (T) - (2.85)
c,d

A terceira e a quarta parcelas sdo calculadas de forma andloga. Assim, o elemento de matriz

em (2.81) fica dado por

- / a / dt" (a; t1|trR(t1,[V(t’),[V(t”),&s(t)®5R(t)]]) bsty) =
= At e BN T (A o), (2.86)

c,d
onde definimos

h2 At
o [ s st sy
gk 70 n

+[5a025fnsibewndf SISk Wbdf}gkj(—r)}. (2.87)

11 [At .
Tabcd(At) = _/ dt*ez(wab_wcd)t X
0

A integral em t* pode ser facilmente efetuada.

1

At
At/ dt* e @War=wed)t” — F((way — weq) AL) f(z) = eix/ZM. (2.88)
0

x/2
A fungao f é limitada a unidade (|f(x)| < 1). Em particular, f(0) = 1. A partir de |z| = 5
|f(z)] <0,2. Assim, escrevemos
1 oo
Tanea(80) = 55 (o — wca)) [ dr vaea(r). (2.59)
0

sendo

Vabed(T) =Y [5bd Z i, S eleen™ — Sk 39 eiWC“T}gjk(T) +
5,k

[%Cst’;SgbeWT She Shy €| gig (—7) (2.90)

Ao juntarmos os resultados (2.71), (2.76) e (2.86), a evolucao dos elementos de matriz do

operador de mistura parcial da particula em (2.72) fica dada por

oP(ty) = e B o2 (1) + At e BN Y pog(AL) 0 (2) (2.91)
c,d
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2.2 Equacgao mestra

Observamos que f((wap — weq)At) governa a intensidade do acoplamento entre o2°(t) e o¢4(t),
dependendo da sintonia entre as frequéncias de Bohr wyp € weq. Para |wep — weq| At < 1, ela é
méxima. Para |wep — weq| At > 1, é desprezivel. E, para |wqy — weq| At ~ 1, é intermediéria.

O efeito da interacao entre a particula e o reservatério é dado pelo segundo termo do lado
direito da equagao (2.91). Vamos estimar a ordem de grandeza deste termo. O méaximo de
Y abea(At) deve ser da ordem de

792
——a

1 o0
Tax =~ _hzf(o)/ dr Umax(o) 9(7—0 - T) = (292)
0
onde usamos o fato de g;,(7 > 7.) ~ 0 e definimos 92 := Unax(0). Portanto, enquanto o primeiro

192Tcm)
"2 )

Agora podemos estimar também o tempo Ts de evolugdo nao-homogénea dos elementos de

termo do lado direito de (2.91) tem ordem de grandeza O(1), o segundo tem ordem O<

matriz da particula. Vemos que
1 h?

Ts= ——~ —.
s |Tmax’ 7—0192

(2.93)

A condigao de acoplamento fraco entre a particula e o reservatério (andlogo ao regime de
colisoes fracas do movimento browniano) é evidente,

9
5 Te <1, (2.94)

Interpretamos o movimento nao-homogéneo de 02%(t) como caracterizado pela frequéncia 9/h e
largura espectral 1/Ts. Da condigao de acoplamento fraco, constatamos que a largura espetral

é relativamente pequena, pois

(2.95)
E mais,

Ll x1? — 7o < Ts. (2.96)

Ao denotarmos a magnitude desse termo como O (%) %O(%), vemos que At/Ts é um dos
parametros a caracterizar a expansao perturbativa.

Lembramos que o resultado (2.91) é uma aproximagao supostamente valida se 7. < At <
Ts < Tr. A equac@o mestra serd obtida como uma versao local (instantanea) de (2.91). En-
tretanto, ainda nao justificamos o descarte dos demais termos da equagao (2.69). Para tanto,

precisamos comparar suas ordens de grandeza com a do termo nao-homogéneo da equagao (2.91).
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2.2 Equacgao mestra

2.2.2 Justificativa da expansao perturbativa

O objetivo nesta secao ¢é estipularmos a magnitude de cada termo rejeitado na expansao pertur-

bativa da evolucao do operador de mistura da particula.

3° termo: quadratico na interacao e nao fatoravel

O traco parcial em R do terceiro termo no lado direito de (2.69) é

—% t at /t dt”er(m; [f/(t’),[f/(t”),ﬁmrel(t)]]) : (2.97)

Este termo dé a depéndencia, em segunda ordem na interagao, do estado da particula no instante
t; em relacdo a correlacao do estado de mistura do sistema total (particula+reservatério) no
instante anterior ¢. Para estimé-lo precisamos encontrar uma expressao para feorrer(t).

Sabemos que

p(t) =65(t) @ o + Peorra(t) (2.98)
i) = tta) = 5 [t V(). 0], (2:99)

Da ultima equacao, achamos
Go(t) = Gs(ty) — % K (507, (0] (2.100)

Logo, ao substituirmos (2.100) em (2.99), temos

(1) = Gs(to) ® o — % / o (V). 5] ) © 0%+ frara(t) (2.101)

to

Ao igualarmos as equagoes (2.99) e (2.101) e usarmos p(tg) = 7s(tp) ® ox encontramos a ex-

pressao desejada; a saber,

Peorrer () = % /t dt' tre (t; [V(t’),ﬁ(t’)]) ® or —% /t dt' [V ('), p(t)] . (2.102)

0 0

Vemos que peora(t) ndo possui nenhuma parcela independente da interagdo em instantes anteri-
ores. Assim, constatamos que o termo (2.97) é na verdade de terceira ordem na interagao. Logo
adiante, veremos porque termos da expansao de ordens superiores a quadratica na interagao sao
insignificantes.

Concluimos que a correlagao entre a particula e o reservatério num dado instante (feore(t))
contribui desprezivelmente para o estado posterior da particula (s(t + At)). Somente a parte
fatordvel do operador de mistura no instante presente (6s(t) ® o) contribui consideravelmente.

A ideia é que a correlagao original desaparece depois de um tempo 7. e colabora pouco para a
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2.2 Equacgao mestra

evolucao de d5(t) durante o intervalo [t,t + At], pois 7. < At. Porém, novas correlagoes surgem

no decorrer desse intervalo e sao elas que mantém G5(t) evoluindo.

4° termo: linear na interacgao e fatoravel
O traco parcial em R do quarto termo no lado direito de (2.69) é

; t1 _ : t1 _
- / 't (1217 (), 5(10) @ 0] ) = 5 / 4t [S,(1),55(0)] (Ry),  (2.103)
t — Ji
J
onde usamos o resultado previamente obtido (2.43). Como vimos, através de um deslocamento
do zero do potencial, sempre podemos escolher trabalhar com os observaveis R; definidos com

valores esperados nulos ((R;) = 0). Por isso, o termo linear na interacao pode ser tomado como

inexistente.

5° termo: quadratico na interacao e fatoravel

O trago parcial em R do quinto termo no lado direito de (2.69) é
h2 dt’/t dtotrR tl,[V(t’),[V(tg),&s(to) ®0R]]) =
’ t1 ~ ~
YA [t {[356)5u06) 7t0) = 526 3510, ()~
to

- [S’j(t') Gs(to)Sk(th) — 5’8(150)5]@(%)5]‘(75/)} gkj(—T)} . (2.104)

A esquerda na figura 2.2, vemos a regiao de integracao segundo as varidveis originais t' e
t”. Ela corresponde a drea (t — tg)At do retdngulo no quandrante inferior. A fina faixa ao
longo da diagonal no quadrante superior é o suporte das funcoes g;i(7) e grj(—7). Somente
a intersecao dessas duas regides contribui apreciavelmente na integragao. A ela, corresponde o

‘A . 2
pequeno triangulo de area 7.

, mostrado em azul.
Para tirarmos proveito do fato de g;(7) esvaecer rapidamente para 7 > 7., primeiramente,
nos certificamos de considerar os limites de integragao em t’ de forma a termos t; —t = At > 7.

Em seguida, realizamos uma mudanca de varidveis de ¢ e t{, para

7=t -t e th =t —t. (2.105)
Os valores extremos de 7 no dominio de integracao sao Tmin = t—t = 0 € Tax = t1—tg. Os
extremos de t* (para 7 mantido fixo) sdo ¢ . =7 et} = At.
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t to
At oo t'=tg b At oo
It —t =T,
Te I
|
|
|
|
7] S— |
| |
| |
|
t x ! ¢ t
¢ t ' +dt t+At 0
t—to+AL
to, t—=5 \t—to+ At
[ I A O [ | //// N
Vi L V e \T

FIGURA 2.2: A esquerda, o dominio de integracao sobre t’ e t{, no quadrante
inferior do gréafico. Devido as funcoes g;i(7) e gi;(—7) do integrando,

somente o pequeno triangulo em azul de 4rea 72 contribui. A direita, a

mudancga de varidveis para 7 e t* amplia o dominio, mas o valor da integral
¢ 0 mesmo.

Com as novas variaveis, podemos ainda reescrever a integral na forma

t+At t/ At At
/ dt’ / dt" = / dr / dt* | r=cte - (2.106)
t t 0 T

O dominio de integracao é ampliado, como vemos no quadrante inferior do gréafico a direita na
figura 2.2. No entanto, o valor da integral nao é alterado.

Mas, por que este termo quadrético foi descartado frente ao também quadrético (2.77)7
A ordens de grandeza desses termo sao proporcionais as dreas de intersecdo dos dominios de

integragao com o suporte das fungdes g;r(7). A magnitude do termo (2.77) é O(%). Em

2.2
contrapartida, a do termo (2.104) é O(%}) ~ O<%ﬁ). Uma vez que, por construcao, o
intervalo At satisfaz a condicao 7. < At < T, € justificivel abandonarmos o termo (2.104) na
expansao perturbativa para a evolucao temporal de 65(t). Observamos que 7./At é o segundo

parametro a caracterizar a expansao perturbativa.
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2.2 Equacgao mestra

6° termo: cubico na interacao

O traco parcial em R do sexto termo no lado direito de (2.69) é
i t + " . R ~ ~
i [t [ [t e (1 (V.17 @ 0@ ) =
t t t
i t # ! } _ ~ ~ ~
=ha/dﬁ/dﬂ/cw%m@uWU%HKW%WW@ﬁAﬂ®Udm+%KVW#),(Zwﬂ
t t t

sendo que iteramos recursivamente mais uma vez para destacar a ordem mais relevante. O
integrando do termo cubico envolve produtos triplos de observaveis do reservatoério do tipo
R;(t")Ry(t")R;(t""). Analogamente ao que acontece para os termos quadréticos, o volume signi-

ficativo para a integracao deve corresponder a regiao dominio onde os trés instantes, t', t” e t"”,

]:L3
pela hipétese de acoplamento fraco entre a pérticula e o reservatério, devemos ter ¥7./h < 1.

- - . . . , P3T2AL
estao préoximos entre si por 7.. Assim, a magnitude desse termo é O< e ) ~0 <%%‘> Mas,

Ao compararmos a ordem de grandeza do termo cubico (2.108) com a do termo quadratico

dominante (2.77), constatamos que

o(fs) > o(f'w) ~o(f V%)

Concluimos ainda que o terceiro parametro a caracterizar a expansao perturbativa é \/7./Ts.

7° termo: cubico na interagao

O trago parcial em R do sétimo termo no lado direito de (2.69) é

it [, i (o 7000, 170, 906, ) =
= [ [t [ (170, 7). 70,5000 ) 07 (2.108)

Novamente aqui iteramos recursivamente mais uma vez para enfatizar a ordem mais relevante.

Este termo cibico estd para o anterior (2.108), assim como o termo quadratico (2.104) estd para

o dominante (2.77). O volume de integragio significativo neste termo é de ordem 72.

. 4 933N\ At 1. Y7 ~ At ¢ Tc
sua magnitude é O( 3 ) O(Tg R O Ts N/ T2 ) Claramente, este termo pode ser

desprezado frente ao termo quadréatico dominante (2.77), e até mesmo ao cibico (2.108).

Assim,

2.2.3 Evolugao granular da particula

Vimos até agora que um sistema particula-reservatério em regime de “colisoes fracas” manifesta

trés escalas de tempo naturais e bem distintas: 7. < Ts < Tx. Vimos também que, sob a dupla
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2.2 Equacgao mestra

condicao perturbativa 7. < At <« Ts, podemos descrever a evolucao dos elementos de matriz

ng(t) do operador de mistura da particula, a intervalos de tempo At, pela equagao (2.91):

o() O(ﬁ)
ot + At) = WJF At e BN Y g (A) o () + O(% i) + O(% \/%> :

o (2.109)

com
Tanea (D) = 7 (s — wea) A1) /0 A7 Vapea(7) (2.110)

€
Vabed(T) = Z {(51,,1 Z SISk ewenT _ gk Séb eiwC“T] 9k (T) +
ik n
+[Gae D S S0y 0T = S, Sy e gy~ 7). (2.111)
p

A equacao (2.109) nao é local (instantanea) e depende complicamente do intervalo de tempo
At. A primeira vista, se quiséssemos descrever o movimento da particula ao longo de um
intervalo t;y — t; ~ Ts, com relativo grau de detalhe, a sucessivos intervalos granulares At,

seriamos forcados a resolver o sistema de equacoes nao-lineares acopladas da sequéncia:
o®(t;) — ot =t +At) — oP(ta =t +At) — ... — dP(t).
Sem duvida, um problema formiddvel. Nao obstante, a equagdao mestra nos dard uma maneira

mais simples de resolvé-lo.

Validade estendida da expansao perturbativa

Ao observarmos atentamente as consecutivas ordens de grandeza dos termos a direita em (2.109),
comprovamos que a expansao perturbativa para agb(t + At) permanece vélida por tempos muito

mais longos que o suposto — da ordem de alguns Ts, ou seja, para At ~ Ts.

o(1) o(pt~1)
/‘_A— .
oLt + At) = e A 6B (1) 4 AL e AN T g (AL 0(1) + O (, /7 ) , (2.112)
c,d

Contudo, a expressdo (2.112) para ¢2°(t + At) representa uma perda considerével na quali-
dade do resultado perturbativo. Isto fica patente pela raiz quadrada na magnitude do termo
descartado. Sem embargo, existe uma forma de encontrarmos uma solugao melhor para agb(t),

vélida no intervalo t; —t; ~ Ts.
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Aproximacao secular

Retornamos a equacao (2.109). Ela revela que, além das trés escalas de tempo ja discutidas (7. <
Ts < Tx), ha mais duas escalas naturais envolvidas no movimento de o2°(t), a saber, 27 /|was| €
27/ |Wap — Wed|- Como vimos, f((wap —weq)At) governa a intensidade do acoplamento entre o2°(¢)
e 0¢(t), dependendo da sintonia entre as frequéncias de Bohr wyy, € weg. Para |wap — weq| At < 1,
ela é méxima. Para |wg, — weq| At & 1, é intermedidria. E, para |wgp — weq| At > 1, é desprezivel.
No longo prazo, quando At ~ Ts e a equagao (2.109) transforma-se em (2.112), constatamos
que somente as parcelas nas quais
|wab — wed| Ts S 1 (2.113)
contribuem apreciavelmente para o somatério » cd- As parcelas que satisfazem esta condicao sao
chamadas seculares. Na equagao (2.109), correspondem aquelas em que |wgp — weqg| At < 1, pois
At <« Ts. Vale ainda chamar a atencao para os casos particulares |wgp — wee|Ts = |wap| Ts S 1.
A condicao secular é satisfeita para frequéncias de Bohr bem baixas ou por pares razoavelmente

degenerados.

Na aproximagao secular, a equagao (2.109) toma a forma

o(1) o(2¢)
/«_/% . sec
oP(t+ At) = e B g2 () + At e AN T g 0 (E) + O(% ﬁ) +0 (%, /;—;) :
c,d
(2.114)
com
1 [o.¢]
Tabcd = _FLQ/ dr Uabcd(T)- (2115)
0

Note que a dependéncia temporal de Y, desapareceu e o somatério agora restringe-se as
parcelas seculares. Portanto, se o lapso entre duas observacoes sobre a particula for longo

(t;y —t; = Ts), nao ha erro significativo entre as previsoes de (2.109) e (2.114).

Equacao mestra

A fim de encontrarmos uma expressao para a evolugao de agb(t) realmente 1util analiticamente,
precisamos transformar (2.114) em uma equacao diferencial. Porém, a condigao de validade,
T, < At, de (2.114) limita por baixo o intervalo At. Por isso, devemos fazé-lo com cuidado.
Primeiramente, necessitamos fazer a exigéncia auxiliar |w,,|At < 1. Ela implica a condicao
subsidiaria
|wap| Te < 1. (2.116)
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Feito isso, o lado direito da equagao (2.114) mostra-se uma soma de parcelas de ordens:

O(1) + O(|wap|At) + O(|wap|*At?) + .. ] + O(g) [0(1) + O(Jwap| AL) + . ..

Para podermos truncar a série na parcela almejada é mister impormos a condicao auxiliar

adicional

At
> |wapPA2. (2.117)
Ts

As duas condigdes auxiliares autorizam-nos escrever a equagao (2.114) como

Olwas)) o(45)

f_/% sec
= —iwe, 02°()+ > Tapea oS (t) +
c,d

o2t + At) - o2(1)
At

+O(lwar?At) + O( £ %) + O (/%) (2.118)
Vemos que a complicada dependéncia em relagao a At de (2.114) virou linear em (2.118).

A essa altura, para chegarmos & equagao mestra falta apenas substituirmos a taxa de variagao
de 0%(t) no lado esquerdo de (2.118) pela derivada temporal. Entretanto, devemos ter cautela.
O erro introduzido é da ordem da derivada segunda de 0% (t) vezes o intervalo finito; ou me-
lhor, 5% (t)At/2. Uma vez que a equagdo (2.118) acabard por transformar-se em uma equagio
diferencial linear (com um termo homogéneo e outro nado-homogéneo), sabemos que sua solugao
serd constituida exclusivamente por exponenciais. A solucao da homogénea tera frequéncia wgp.
J& uma solugdo particular tipicamente decaird com a constante 1/Ts.

Uma segunda condigao subsidiaria é necessaria para estimarmos o erro introduzido. Vamos
supor que o sistema satisfaca a condicao

|wap| Tss > 1. (2.119)

Entao, a ordem de grandeza dominante do erro advém da solugao da homegénea, ou seja,
O(|wap|?At). Como vemos na equacio (2.118), a magnitude desse erro nao é maior do que o ja
estimado antes da substituicao da taxa discreta pela derivada.

Concluimos, finalmente, que a equagao mestra da evolucao dos elementos de matriz do

operador de mistura parcial da particula é

d . a sec C
— o (t) = —iwey 0L () + > Tapea 05(t) (2.120)
c,d

onde, por clareza, reapresentamos as defini¢oes (2.115), (2.111) e (2.55):
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| poo
Tabea = —712/0 dT Vabed(T) (2.121)
sendo
Vabed(7) = D [0 S ST = S 55, e g (7) +
7,k n
+ [5% > S Shy T — S0, S, 6”"“} ki (—7) (2.122)
"
€
gik(r) =D pu Ry, RE, ™ (2.123)
i

Ao combinarmos a condicao de validade da expansao perturbativa 7. < At com a condigao

auxiliar (2.117), obtemos

1
7> |wap|*7e - (2.124)
S

Esta condicao juntamente com |wgp|7e < 1 e |wep|Ts > 1 determinam a aplicabilidade da
equacao mestra.

A equacdo mestra desenvolvida é um resultado pertubativo de segunda ordem. Apesar disso,
descreve bem a evolucao da particula por intervalos de tempo da ordem de alguns T, quer dizer,

< Ts. E notével que um resultado perturbativo, derivado sob o requisito At < T,

~

Te L1 f— t;
se sustente por intervalos muito mais longos. Esta inesperada propriedade nao é exclusiva da
situacao em questao. E conhecido, por exempo, que calculos perturbativos de deslocamentos de
niveis conduzem a expressoes nao-perturbativas (no sentido estendido) para as amplitudes de
transi¢ao ([77], cap. III). Nao por acaso, justamente, o formalismo da equagao mestra fornece
como bonus os deslocamentos dos niveis energéticos e as taxas de transicao do sistema pequeno,

provocados pelo acoplamento com o reservatorio.

2.3 Populagoes e coeréncias

Segundo equagao mestra, as populagoes e coeréncias da particula seguem evolucoes separadas.
Dada a condigao subsididria |wep|Ts > 1, vemos que o somatério em (2.120) é constituido

possivelmente por apenas dois tipos de parcelas seculares:

i) Para uma populagao, temos |waq — wee| Ts <1 = 0 < 1. Logo, a equacao mestra acopla

~
a populagao c2%(t) a todas as demais populagoes c5¢(t), porém, a nenhuma coeréncia.

ii) Para uma coeréncia, temos |wqp — wed| Ts < 1 = |wap — wed| S 1/Ts. Ou seja, as dnicas
coeréncias a acoplarem-se com a coeréncia 0%(t) sdo as degeneradas — aquelas cujas
frequéncias de Bohr sao distintas de w,p, por menos de 1/Ts. Isto inclui a prépria coeréncia

Ugb(t). Nenhuma populagao contribui para a evolucao de uma coeréncia.
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Os efeitos combinados das populagoes e coeréncias sé se manifestam sobre a evolugao dos valores

esperados dos observéveis da particula ((Og)(t) = tr(os(t) Os)).

2.3.1 Populacoes: taxas de transicao e poténcia trocada

As populagoes 04%(t) em cada autoestado de energia |a) do subsistema S apresentam frenquéncia
de evolugao livre nula (wgq = 0). Ademais, como dito, s6 acoplam-se a outras populagdes. Assim,

a equagao mestra da evolugao de 0%%(t) tem a forma

“t) =Y Taaee 0 (2). (2.125)

Consideremos inicialmente as parcelas do somatério em que a # c¢. As deltas de Kronecker dpq
e Jqc na expressao (2.122), no caso, sao sempre zero. Visto que gi;(—7) = gj;(7), a partir de
(2.121), (2.122) e (2.123), temos

Yaace = hQZ / dr gji(T)SE 81, e + c.c.

- ﬁ Zp,u ZZ S] R/jﬂ/Sach /OOdT ei(ww_ﬁdm)ﬁr + c.c.
o 0

[e.9]

1 .
= 23> pu_lenlViav) (v Va, u)/ dr el tewea) (2.126)
o v

—00

A integral em 7 fornece 27 (wy, + wea) = 27h0(E, + E. — E, — E,). Deste modo, definimos a

taxa de probabilidade do subsistema S sofrer uma transicao do estado |c) para o |a) como
2m
Fea = Tagee = - > oud {av| Ve ) |? 6(Ey+ B — By — Ea) . (2.127)
w v

De fato, (2.127) é a soma das probabilidades de transicao |c, u) — |a,v) do sistema total S + R
sobre todos os estados iniciais |u) do reservatério, ponderados pelo peso p,, e sobre todos os
todos os estados finais |v) do reservatério. A delta de Dirac assegura a conservacao de energia
nas transicoes. A quantidade I'._,, estd em acordo com a regra de ouro de Fermi.

Voltemos nossa atencao agora para a parcela de (2.125) em que a = c.

1 > )
Taaaa = T2 JZ;;/O dr gjk(7) [Zsén Sk elwant — Gk S]a] + c.c.

= ZpMZZ’ 7’LI/’V|(1 ,U)‘(S(w,uy‘i‘wan)

vV n#a

_ ZFH. (2.125)

n#a
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2.3 Populacgoes e coeréncias

Ao juntarmos (2.127) e (2.128) em (2.125), obtemos

d aa cc
dtUS (t) = Taaaa Og (t) + Z Taacc Og (t)

c#a
= —0%(t)> Tam+ Y Teaol(t). (2.129)
n#a c#a
Logo,
d a
S0 ()= [FHL 5(t) = Tose 0 (t)} . (2.130)

cta

A equacao mestra da evolucao das populagoes do subsistema S é uma equacao de balanco. A

populagao no nivel a diminui com as transicoes a — c¢. Estas s@o tao mais frequentes quanto

maior for a populagdo em a. Simultaneamente, a populagdo em a aumenta com as transicoes

¢ — a. Quanto maior forem as populagoes fora de a, mais frequentes sdo as transigoes para a.

A equagao (2.130) pode ser usada para o calculo da poténcia trocada entre o subsistema S

e o reservatorio que acompanha as variagoes da probabilidade de encontramos S no autoestado

la) (populagao em a). A expectativa de energia da populagdo em a é o valor esperado do
hamiltoniano nao-perturbado de S vezes o projetor no autoestado |a), ou seja,
(Heba(t) = tr(ja} (a] Hs 0(t) ) = 3 (bla) (al Hse) {el o (¢) [b)

b,c
— E,0%(t). (2.131)

A poténcia percentual instantanea do estado |a) por particula (subsistema S) é dada por

d . .
S (Hs)a(t) = tr(Ja){a] Hs (1)) = Ea 02°(1) (2.132)
Obviamente, a poténcia total instantanea por particula trocada com o reservatorio é

(Z(HS)()—U(HSUS ) ZEO’ . (2.133)

Ao usarmos (2.130), podemos reescrever (2.133) na forma

=3 Faot(t) = 3 [ S Balyao(t) = 3 Bl o2(1)

a b;éa, b;éa
S ILAVTLTED 3) DA
b a#b a b#a

=D By~ Ea)Tayo8'(1). (2.134)
a b

E interessante definirmos a poténcia nominal do estado |a) por particula:
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2.3 Populacgoes e coeréncias

Q, = Z(Eb —E) Ty = Z Tiwpg Tasp - (2.135)
b b
Por (2.134), observamos que a poténcia nominal do estado |a) equivale a poténcia instatanea

total da particula no estado inicial os(tg) = |a) (al.

2.3.2 Coeréncias: deslocamento de niveis

Por simplicidade, vamos ignorar inicialmente quaisquer frequéncias de Bohr w.qy degeneradas de
wap, quer dizer, aquelas em que |wgp — weq| S 1/Ts. Assim, por (2.120), a equagao mestra da
evolucio da coeréncia 02(t) (a # b) assume a forma

d o . ab ab

P (t) = —iwap 05 (t) + Yapap 05 (1) . (2.136)
Em razao de termos desprezados as coeréncias degeneradas, a“b(t) sé se acopla a si prépria.

A partir de (2.121) e (2.122), podemos escrever Y gpqp = T(b)ab + T((lb) p» sendo

1 > ; .
Tt(zgzb = ﬁ Z/O dr [gjk‘(T) Saka Sgb + gkj(_T) Séa Sblz
7.k

2m
= 53 2 0u 0l VIbw) (0] V [a, 1) () (2.137)
o v
e
1 > iw T ’Lw T
TR = _7122/0 dr [gjk( ) S0, Sy €T 4 g (— ZSbn b }
7,k n
~w ZmZZ [ Vi) [t ] -
mZmZZ[ (b, ul V I, u>\2/ dr =i o) } (2.138)
Por conveniéncia, definimos I'% : —T((lb)ab Usamos também a relagao (Veja apéndice A.)
o0 ) S 1
/ dr WO — 15(w — W) +i P—, (2.139)
0 w—w
onde P indica valor principal de Cauchy, para escrever Tﬁlb = —I‘Z‘ad' —iA,—T ;}ad' +1iA; sendo
que
1 1
Ac = ﬁzpuZZHC,MV‘n, V>’2 Pﬁ, (2140)
L v on 1% nc

rad . — % Zp“ Z Z e, ul VI, v) 26 (W — wne) = %ZFCHn- (2.141)
I v o n

n
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2.3 Populacgoes e coeréncias

Os significados dos sobrescritos ad. e nad. serdo explicados um pouco mais adiante. Definimos

ainda Agp = Ay — Ay e Ty = Fg‘g' + nad. Flrjad', de modo a termos

1 2 .
Tabab = Tgb)ab + Tgbzzb = _ZAab —Tap- (2142)
Portanto, a equagdo mestra (2.136) da coeréncia 0% (t) pode ser reexpressa como
d .
%agb(t) = —i(wap + Agp) 020(t) — Top (1), a#b. (2.143)

A solugao de (2.143) é
o (t) = 0% (ty) e Tar(t=t0) =iWap+Aap)(t=t0) (2.144)

Constatamos que a freqliencia de oscilagao livre, wyp, da coeréncia da particula é deslocada de
Agp, devido a interacao com o reservatorio. Além disso, a coeréncia é amortecida exponencial-
mente no intervalo de tempo 1/T;.

A quantidade hA,; é um desvio de energia de segunda ordem na interagao de S com R. De
fato, hA, é a média no reservatorio, ponderada pelas probabilidades de ocupacao nos niveis p
do reservatério, dos deslocamentos da energia dos estados |a, 1) do sistema total S + R. Logo,
hA, é o deslocamento médio do nivel a de S e iy, é o desvio médio da energia de Bohr entre
os niveis a e b.

A constante de amortecimento é composta de duas parcelas. A parcela I‘Z‘g' é adiabatica,
porque decorre de transigoes do sistema total S + R causadas pela interacao nas quais o sub-
sistema S nao muda de estado. Apenas o reservatério sofre transi¢oes do estado |u) para outro
|v) de mesma energia nao-perturbada. J4 a parcela Fgad + F?ad' é nao-adiabatica, pois é carac-
terizada por transicoes energéticas de S.

Finalmente, retornamos a questao das frequéncias de Bohr degeneradas, ignoradas em (2.136).

Elas introduzem em (2.136) parcelas do tipo

27
Tabcd = ? Zpu Z <(I, V‘ V 107N> <d7M| Vv |b7 V> 5(EM + EC - El/ - Ea) ) (2145)
m

v

com a # ¢ e b # d. Seu papel é acoplar as varias coeréncias mutuamente degeneradas. Elas
tém importantes consequéncias sobre o alargamento e deslocamento dos niveis degenerados.
Particularmente, destacamos o caso do oscilador harmonico, onde todas as frequéncias de Bohr

sao degeneradas.
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2.4 Flutuacao e resposta linear

2.4 Flutuacgao e resposta linear

O objetivo nesta segao é reexpressarmos os resultados (2.140) e (2.135), respectivamente, para os
deslocamentos de niveis e poténcias nominais do subsistema S, em termos de funcoes estatisticas
de § e de R. Mais especificamente, esses resultados podem ser escritos como combinagoes
entre a fungao de correlagdo simétrica de R e a funcao susceptibilidade linear de S e entre a
fungao de correlagao simétrica de S e susceptibilidade linear de R. Isto nos permite evocar uma
interpretagao geral sobre como se da o acoplamento entre a particula e o reservatorio.
Basicamente, os efeitos sobre a particula da interagao com o reservatério tém duas origens.
Enquanto o reservatério evolve, flutuagoes (correlagoes simétricas oscilantes) de seus observéaveis
nascem espontaneamente e polarizam o sistema pequeno (deslocam os valores esperados dos ob-
sevaveis de §). Similar e paralelamente, flutuacoes do sistema pequeno polarizam o reservatorio.
A diferenca é que, para o sistema pequeno, a polarizacao induzida do reservatério tem um custo
energético apreciavel, com efeito novamente sobre os valores esperados dos observaveis de S.
Em sintese, o sistema pequeno é influenciado pelas flutuacoes de reservatério (fr) e pela reagao

as perturbagcoes incitadas sobre o reservatério (rr).

2.4.1 Funcoes estatisticas do reservatorio

A influéncia do reservatério sobre a evolugao da particula manifesta-se na equagao mestra (2.120)

por intermédio das funcoes g;(7) e g7 (7), definidas em (2.51):

gik(7) = tr(o By (1) Ry(t") ) (r et — 1)
= ZPMZRJ Rf, ¢ (2.146)

Definimos as fungoes de correla@éo simétrica e as fungoes de susceptibilidade linear do reser-

vatério, respectivamente, como

(7)== Re (g;k(7)) e Xik(T) = %9(7) Im (gx(—1)) . (2.147)

Observamos que se [R;, R;] = 0, entao RWR = Rl]ijf,u = (waRﬁu)*. Logo, neste caso,

Vi

teriamos

ZPuZR] Rf, cos (wyuT) (2.148)

e, a funcao susceptibilidade linear do reservatorlo, como

Xj(1) = thMZRJ R}, O(T) sen(wpuT) (2.149)
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2.4 Flutuacao e resposta linear

sendo O(7) a fungao degrau. Dai vemos a origem do nome funcao de correlagao simétrica, pois

poderfamos escrever g;i(7) na forma

gin(r) = tr (o LRy (1), Ru(t")}) +itr (o[ (7), Ret)]) (2.150)

onde {R;(t'), Re(t")} = R;(t")Ri(t") + Ry (t")R;(t'). O primeiro termo de g;1,(7) seria sua parte
real e o segundo, sua parte imaginaria.

No dominio de frequéncias, no caso de [R;, Ri] = 0, temos

Cilw) = [ arCne

€
() = / A7 (7)€ = R (W) + i F W), (2.152)
com
N ):_lzp SR RE [P— p (2.153)
ik R T Gt w e —w ] '
RUE (W) = thZRJ R [ + @) = Sl = )] (2:154)

A fungao de correlacao simétrica no espago de Fourier (2.151) pode ser vista como a dispersao
dos observéveis R; e I?j, em torno da frequéncia w. Ela ¢ uma medida das flutuacoes das varidveis
dinamicas do reservatdrio. A parte real da susceptibilidade linear (2.153) é chamada de parte
dispersiva ou reativa. Estd relacionada a polarizagao do reservatorio induzida por perturbagoes
externas. J4 a parte imagindria é dita dissipativa. Ela é responsavel pela absorcao ou dissipagao

de energia.

2.4.2 Funcgoes estatisticas da particula

Funcoes estatisticas andloga aquelas para o reservatorio podem ser definidas também para o

sistema pequeno. No dominio de tempo, temos

Cjia(T) = Re (hji(7)) e Xjha(T) = %@(7) Im (hjr(—7)) , (2.155)
onde
- Z SISk eiwarT (2.156)

J4 no dominio de frequéncias, temos
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2.4 Flutuacao e resposta linear

C"Z = ﬂZSfmea[ (W+ wan) + 0(w — Wan) (2.157)
e
Xika (@) = Xjta(W) + 1 Xjia(w) (2.158)
com
Xjka(w ):_72 Lo p ! (2.159)
jk,a an an Wan +w Wan — W 3 .
A IS _ k
Xjk,a(w) =7 Z S(JmSan[ (Wan + w) — 0(wan — w)] ) (2.160)

Contrariamente as fungoes estatisticas do reservatério, nas quais a média ponderada sobre
todos os autoestados |u) é tomada, as fungoes da particula dependem individialmente do autoes-
tado |a) de interesse. As fungoes do sistema pequeno, na realidade, nao sao definidas heuristica-
mente, por pura analogia com as do reservatério. Elas surgem naturalmente ao manipularmos
as equagoes (2.140) e (2.135), referentes aos deslocamentos de niveis e as poténcias nominais do

subsistema S, de maneira a tornar manifesta a dependéncia das funcoes do reservatério.

2.4.3 Expressoes gerais para os deslocamentos de niveis e poténcias nominais

Os deslocamentos de niveis e poténcias nominais do subsistema S, resultados (2.140) e (2.135),
respectivamente, podem ser reescritos em termos das fungoes estatisticas dos subsistemas S e
de R.

Da equagao (2.140), segue que o deslocamento energético médio do autoestado |a) de S é
1 i 1
(SEa = A(l = ﬁ Z Zpu Z Z SZmSnaR] R Pﬁ . (2161)
ko %z an

Entao, usamos a identidade

1 1 o 1 1
- = / dw {I:P +P :l |:6(wan+w>—|—5(wan_w):| +
w,ul/ + Wan 4 — 00 wMV +w w,uy —w
1 1
+ {Pwdn s P%n — J [5(w,w + w) + §(wu — w)} } . (2.162)

Dai, dadas (2.151), (2.153), (2.157) e (2.159), é facil demonstrar que o deslocamento energético

do nivel a pode ser expresso como a soma de duas parcelas:

SE, = 0EI" + §E!" (2.163)
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

sendo

SEIT = —Z/ dw 13 o(w) CF(w), (2.164)

SE"" = Z/ 7%13 ) CFa(w). (2.165)

A parcela fr corresponde a energia de polarizagdo do subsistema S induzida pelas flutuagoes
do reservatodrio. A parcela rr representa o efeito da reagdo do reservatdrio por ter seu equilibrio
perturbado pelas flutuacoes dindmicas do sistema pequeno.

Por sua vez, da equagao (2.135), obtemos a poténcia nominal trocada com o reservatério do
autoestado |a) de S.

Qo =3 T = TS 5 By 3 Sk o S ). (2160
ik B

Agora usamos a identidade

PN

oS+ ) = 7 [ oo { S +0) + 8l — )] [t + ) 8w — )] -

—00

— [6(w,w +w) — 6w — w)] [5(wab +w) + d(wap — w)} } . (2.167)

Combinada com as equacOes (2.151), (2.154), (2.157) e (2.160), segue imediatamente que a

poténcia nominal do nivel a pode ser expressa também como a soma de duas parcelas:

Q,=09l"+ 9, (2.168)

sendo

. d A//s AR
Qgr = Z/ w jka (,(J) Ck](w>7 (2169)

o= -3 | Bt @ ). (2.70)

Notamos que ambas as parcelas dependem da parte dissipativa da susceptibilidade linear. A
parcela fr corresponde a poténcia nominal trocada para o reservatério polarizar o subsistema

S. A parcela rr representa o custo de poténcia ao subsistema S para polarizar o reservatério.

2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

Nesta ltima segao do capitulo, moldaremos os resultados gerais da secao antecedente a situacao
em que o reservatorio é campo eletromagnético quantizado e o sistema pequeno é uma particula
elétrica neutra e apolar, porém polarizdvel, como um &tomo ou uma molécula. As férmulas

desenvolvidas aqui serao o ponto de partida para o estudo subsequente desta tese.
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

O campo elétrico, no quadro de Heisenberg, quantizado no calibre de Coulomb em uma

regiao do espaco com ou sem fronteiras pode ser escrito na forma
E(F,t) = ZZ: |axe Exe(P) e7%" - af Exe(7) et (2.171)
A

onde £ é um terno ordenado de niimeros quanticos espaciais que enumeram os modos normais
de cada polarizacdo do campo. A polarizacdo é representada pelo nimero quantico interno

A €{1,2}. ¢ pode depender da polarizacao (£). O campo no quadro de Schrodinger é dado por

—

E(r,0).
Os operadores de aniquilacéo e criacdo, a e af, sio adimensionais, de maneira que
[a)\g,ang] =0 y [a)\g,at\,f,} = (5)\,\/(5551 5 (2.172)
(00) =1, (0] axe ale [0) = daxdeer - (2.173)

A ultima igualdade vem da peniltima e da antepenultima.

A parte de interacao do hamiltoniano do sistema particula+reservatério é
V(7,0) = —d - £(7,0) = Zi > |4 Eel) axe + d; €5 al| (2.174)
L

onde d= (d1,d2,ds) é o operador de dipolo atomico e =1, 2,3 é um indice sobre as componentes
em qualquer base ortonormal de vetores no R®. Por exemplo, no caso particular de coordenadas
cilindricas, poderiamos denotar também j=p, ¢, z.

Esse hamiltoniano de interagao justifica-se se o raio de Bohr do dtomo for pressuposto muito
menor que os comprimentos de onda das transigoes atomicas dominantes (ag << 27wc/wqp) € que
a distancia do dtomo as fronteiras (ag < d). Os modos normais do campo que mais contribuem
para os efeitos de fronteiras sao os com comprimento de onda da ordem da distancia do atomo
as fronteiras, ou maiores; ou seja, 27/kxe 2 d > ag. Logo, o campo elétrico desses modos pode
ser considerado aproximadamente uniforme ao longo da extensao do atomo. Na aproximacao de
dipolo, o atomo é feito puntiforme e o acoplamento com o campo dé-se pelo operador de dipolo
elétrico.

Em um atomo multieletrénico, o dipolo elétrico é a soma dos dipolos elétricos de todos os
elétrons do atomo. O operador de dipolo referente ao i-ésimo elétron de um atomo com n
elétrons é o operador multilinear J; =—-e(1®..® #®...®1,), sendo Z; o operador posigao
relativa do elétron ao nicleo. Cada elétron se acopla individualmente ao campo eletromagnético.
Por exemplo, para o i-ésimo elétron, o acoplamento é dado por V; = —d;- €. 0 dipolo atémico
total 6 d = S d;, de forma que V = S Vi= —d-E.
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

2.5.1 Funcoes estatisticas do atomo

As funcgoes de correlagao do dtomo sao

CAﬁz’a(w) =7 Z dflbdfa [5(w + wap) + 0(w — wab)}
b
— = (ald; |b) (b dy |a) [5(w + wap) + O(w — wab)} . (2.175)
b

_ sl gk — gk g7 _ (9 gk = A 5 :
Uma vez que [d;, dx| = 0, entao d,,dy, = dgydy,, = (d,dp,)*. Logo, as fungoes C  (w) sao reais
e correspondem a funcoes de correlacao simétricas.

No dominio de tempo, temos

Cha(m) = dydf, cos(wat). (2.176)
b

Vamos demonstrar que C'3, (1) = 0 para j # k. Como a funcao cosseno é limitada a unidade,

jk,a
o somatdrio em (2.176) obedece a relagao

Zd ydt, cos(wapT) < Z |d3 df, cos(wapT)| < Z |d ydin| = (a| d;dy |a) - (2.177)

Mas, em um dtomo ou molécula apolar, as fungoes de onda eletronicas sdo simétricas em relacao
a origem. Desta maneira,

(al djdy |a) = (a| djd; |a) Ik
Portanto, |C ,(T)] < 0 para j # k. Isto conclui a demonstracao, pois o médulo de uma
quantidade nao pode ser negativo.

No dominio de frequéncia, escrevemos

C5 o Z Ch(w (2.178)
= 78 3 | (bl dsla) P[0 + w) + 8w — wan)|
b

Introduzimos entao a polarizabilidade estatica do atomo entre os niveis a e b:
2

Jo= 2 | (b|d;]|a)]?. 2.1
aab 47T60h'('dab| < ‘ i |CL> | ( 79)
As fungoes C’a‘f] (W), quando expressas em termos das polarizabilidades estdticas, sao
J
G5 (w) = —dmegh —abreb [5(w — wap) + 0w + wab)} . (2.180)

Por sua vez, as funcoes de susceptibilidade linear do 4tomo, no dominio de tempo, sao

Xiioa(T) = hzd pdi O(7) sen(wqpT) . (2.181)
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

As susceptibilidades s&o reais. Logo, interpretamos a parte real da transformada de Fourier

como dispersiva, enquanto a parte imaginaria é tida como dissipativa. De mesma forma que

para as fungoes de correlagao, podemos demonstrar a propriedade |y fh o(7)] =0 para j # k.
Também é possivel reescrever as fungoes de susceptibilidade linear do atomo em termos das

polarizabilidades estdticas. Assim,

Ui aw) = 4760 Y ol (@) 3 (2182)
b
Uja(w) = dmeo Y ol (w) d, (2.183)
onde definimos ' ’
o) @) = e Pt ], (218
ol (w) = m;‘"” [6(w = wap) = 0w + wap)] - (2.185)

Por conveniencia futura, aproveitamos para definir

J
(=) . %gpWab 1 1 1
Qg j (W) = 5 [Pw — P %J : (2.186)
_ ol W,
oz;/lij)(w) P a2b ab [5(w — wep) +0(w + wab)} ) (2.187)

Observe a relacao C‘a‘z j(w) = dmeoh agl();)(w).

2.5.2 Funcoes estatisticas do campo

Representemos os autoestados de energia do campo por
Y I I
1) = I e Piyey - Mgy - )
onde o nimero natural n‘;igi denota a ocupacao no autoestado |u) do modo normal (A;,&).
Como o campo (reservatério) estd em equilibrio, seu estado de mistura parcial é diagonal na

base |u).

or = Y pulu) {ul
I
= Z Z ...Z...p(nilgl,nﬁz&,...,n‘)fisi,...)><

nﬁlgl nl;2§2 nﬁﬁi
X|n§1€1,n§2§2, .. ,nf\‘i&, . '><n§1£1’n§2£2’ . ,nf\biéi, .
= [ID_ p(nae)nac) (nael - (2.188)
A€ Mag
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Notemos que

Zp“ Z Z Z ”/\151 )\252) . p<nl;1£1) - (2.189)

n)\lél >\2§2 M&i
€
DY nﬁ1€1’"§1€1 5”&252’"3\252 o <n§£]a>\€]n§\£) T (2'190)
— M
g = Ong nt Ong ot (nelavenyg) - (2.191)
Além disso,
axelnag) = /g e — 1), axg|nag) = e vey/ag g — 1), (2.192)
alelnae) = v/mae + Llnxe +1), (naelale = Orevery/iine (nag — 1], (2.193)
<nK€|n§f§> = 5"?57”&5' (2.194)

A funcao g;i(7) é dada por

o) = S T S [t sl st oo
xzi e €5 (7) + altls € ()] e nk,é,m,t,,}‘ 105

Dai,
i) = Y X o) Xt
A nglfl nf\L2E2
s U ok o v i(nh . —n¥ JwxeT
x Y plnke) Y [“Ag E¢(7) + all 5§5(T)] [a/\f ERe(7) + ali ke ()] ! i
”ig nKS
Xy p(nigi)...}. (2.196)
H
"Xk

Observe que a correlacdo entre modos normais diferentes do campo é zero. Ademais,

anigi p(n‘;,gv) = 1. Entéo, ao usarmos as relagoes (2.192)-(2.194), obtemos
a(7) = Y30 37 pl08) [ S K1 )T + (e 1) i) () e
Xk g

- Zi () Ee () EE (R 57 + (mag) + ) EL (R E(F) 7] . (2.297)
com o numero médio de fé6tons no modo (A, &) dado por

(nag) Zp NAE) MAE - (2.198)

ng
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

Segundo a discussao sobre as fungoes estatisticas do dtomo na subsegao anterior, as inicas

. - - . s _ S _ .
diferentes de zero sao aquelas para j = k; ou seja, Cj]ﬁa(’i‘) =0 e Xjkﬂ(’l') = 0, para j # k.
Deste modo, as funcgoes do reservatério relevantes ficam sendo somente as com j = k também.

As partes real e imaginaria de g;;(7) podem ser facilmente separadas.

955 (T Zi |€§\€ 17')| (2(nxg) + 1) cos(wreT) — i sen(wng)] . (2.199)
Portanto,

C75(7) = Re (gj(7 ZX\% P2 (2(nxe) + 1) cos(wreT) - (2.200)

XG5(T) = %9(7) Im (g;5(=7)) = Ié’ig )| sen(waer) - (2.201)

No dominio de frequéncias, as fungoes estatisticas do campo, para j = k, tém a forma

CE(Fw) =7 Zi (72 (2<mg> + 1) [5(w — wxe) + 0(w + wae) (2.202)
X%
Xjj(w) = X5 (W) +i X7 (w) (2.203)
sendo

Nt e 1 1
Xjj W) = % EA:Z&: €3¢ (7] {7’0% 7o P s w] : (2.204)
Xjj (W) = —% Z: £ (7)) [5@&5 + w) — &(wre — w)} . (2.205)

%

As susceptibilidades, diferentemente das correlagoes simétricas, ndao dependem do nimero

médio de fétons de cada modo (nye).

2.5.3 Deslocamentos dos niveis atomicos

As equagbes (2.178) e (2.182), ao serem substituidas respectivamente em (2.164) e (2.165), nos

fornecem os deslocamentos dos niveis do 4tomo na forma

SEI" = 4”022 / ol (W) CE (), (2.206)

SET — 471'60 Z Z/ dw % /R O‘Zzll(;,_j)(w) ) (2.207)
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2.5 Atomo neutro acoplado ao campo de radiacao

Assim, ap6s substituirmos a correlagdo simétrica (2.202) e a parte dispersiva (2.204) da

susceptibilidade linear do campo nas equagdes anteriores, finalmente chegamos a

OB, (F) = SEL (%) + 6 Elp (7, (2.208)
enquanto
r 47T6
SEL () = OZI ) (kxe) 18] (PP (2(nag) +1) (2.209)
471'6 .
0Eq4(7) = OZX ) (kne) 1E4(7)2. (2.210)
N %

Este resultado sera aplicado no capitulo 3, quando estudaremos o potencial dispersivo entre

um atomo e uma cunha especular em meio a vacuo eletromagnético.

2.5.4 Poténcias nominais dos niveis atomicos

As equagbes (2.178) e (2.183), ao serem substituidas respectivamente em (2.169) e (2.170), nos

dao as parcelas fr e rr das poténcias nominais dos niveis do atomo.

ofr .= 47‘(’6022/ o w ol (w) CF (), (2.211)

o = —4m022/ ., KR W) ol (w). (2.212)

Por fim, apds substituirmos a correlagao simétrica (2.202) e a parte dissipativa (2.205) da

susceptibilidade linear do campo nestas equacoes concluimos que

Qubj () = O} (7) + Qi 5(7), (2.213)

onde

O () = 4meo Zicma (kae) 1E4 (P (2{mag) +1) | (2:214)

25 (7) = 4weozickxgaabj (ine) (P 2:215)

No capitulo 4, faremos uso destas férmulas com o intuito de analisarmos as taxas de emissao
espontanea de um atéomo, modificadas pela proximidade a uma cunha especular, em meio ao

véacuo do campo de radiacao.
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Capitulo 3

Potencial dispersivo no sistema
atomo-espelho em cunha

Este capitulo disserta sobre a interagao dispersiva entre um dtomo neutro, no estado fundamental
ou excitado, e um espelho perfeito em forma de cunha, em meio ao vacuo eletromagnético [66].
O préximo capitulo tratarda da emissao espontanea desse atomo, modificada com a proximidade
ao espelho em cunha [67].

A motivacao para estudar forcas dispersivas com fronteiras em cunha foi a geometria do
aparato usado em um experimento realizado em Yale, em 1993 (Sukenik et al, [33]). No exper-
imento, um feixe de atomos de sédio no estado fundamental era impelido a passar entre duas
placas recobertas de ouro separadas de alguns micrometros (¢ ~ 1um). Esse foi o primeiro
experimento a verificar a influéncia do retardamento sobre a forca dispersiva entre um dtomo e
paredes condutoras.

Por razoes técnicas, a fim de garantir melhor uniformidade da separacao entre as placas na
direcao de propagacao do feixe, foi necessario sacrificar o paralelismo das mesmas. As placas
foram dispostas em cunha, como ilustra a figura 3.1. O hiato entre elas era controlado ao
abrir ou fechar o angulo, ¢, formado pelo encontro dos dois semi-planos. Maiores detalhes do
experimento estao apresentados na segao 1.4.1.

A grande desproporc¢ao entre a altura (3,0 cm) e a largura (0,47 < a < 8,0 pum, & meia altura)
da cunha possibilitou criar &ngulos excepcionalmente agudos (0,32x107% < ¢g < 5,3x10"*rad).
Essa configuracao geométrica permitiu que os resultados experimentais fossem comparados aos
previstos teoricamente para o caso de placas paralelas. A for¢a de London-Casimir-Polder sobre
um atomo esférico no estado fundamental entre duas placas paralelas perfeitamente condutoras

fora calculada por Barton [16], em 1987.

93



3 Potencial dispersivo no sistema dtomo-espelho em cunha

o X

Ficura 3.1: Configuragdo atomo-espelho em cunha estudada neste
capitulo e também no proximo. Os desenhos mostram a escolha dos eixos
cartesianos e as defini¢oes das coordenadas a serem utilizadas.

No entrementes, a geometria em cunha! inspirou também trabalhos a respeito dos efeitos de
curvaturas nao-triviais sobre a energia de Casimir. Deutsch e Candelas [22], 1979, e Saharian
[61], 2007, calcularam o tensor energia-momentum. Brevik e Lygren [37], 1996, empregaram
a teoria de fontes de Schwinger para determinar a energia de Casimir da cunha especular. A
inclusao de um dielétrico foi feita por Brevik e Pettersen [40], em 2001.

Em 1998, Brevik et al [38] calcularam a forga de Casimir-Polder no regime assintético so-
bre um atomo no interior da cunha, usando o formalismo de fonte de Schwinger. Entretanto,
este regime de distancias nao é totalmente adequado a situacdo experimental. A transicdo
dominante dos atomos de sédio é o dubleto amarelo 3p — 3s de comprimento de onda médio
Asp = 0,5893 um. Logo, mesmo para dtomos sobre o plano bissetor da cunha, a distancia as
paredes era comparavel ao comprimento de onda carateristico (d = a/2 2 Agp).

Sobretudo, a geometria especular em cunha provou-se conveniente em diversos aspectos
praticos e matematicos. Nada impede de vir a ser usada novamente em experimentos mais
refinados, por exemplo, com dtomos excitados e/ou a temperatura finita. Todavia, sua apli-
cabilidade estava limitada pela falta de resultados tedricos especificos que respaldassem dados

experimentais mais precisos.

1O primeiro a considerar um campo quantizado sob condicées de contorno impostas por uma cunha foi Starobin-
sky [73] (fisico russo introdutor da ideia de inflagdo césmica), em 1975.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

3.1 Aplicacao do método da equagcao mestra

O método da equacao mestra [23, 25, 64, 77|, introduzido no capitulo 2, aqui serd empregado
para calcular a forga dispersiva, em qualquer regime de distancias, sobre um atomo dentro da
cunha, no estado fundamental ou excitado, no campo eletromagnético de vicuo [66]. No jargao
do método, o atomo é considerado o sistema pequeno e o campo de radiacao sob condicoes de
contorno, o reservatorio.

A cunha é suposta oca e perfeitamente espelhada por dentro. E fechada em cima por uma
abdbada cilindrica. Longitudinalmente, é aberta e tem extensao infinita, constituindo-se em um
guia de ondas. O limite no qual o raio, R, da abdbada cilindrica vai a infinito serd tomado no
momento oportuno. O angulo de abertura da cunha é convenientemente expresso como uma
fragao do angulo raso: ¢o9 = m/q. No geral, ¢ € [1, 00[, mas os casos em que ¢ € IN* podem ser
estudados de forma analitica mais extensamente, pospondo em muito a necessidade de lancar
mao de métodos numéricos. Para dngulos agudissimos (¢ > 1), como no experiemento de Yale,
essa restricdo torna-se insignificante.

Aqui o atomo é suposto estacionario, diferentemente da situagdo no experimento citado,
quando movia-se ao longo do eixo do vértice da cunha. Ao atomo é atribuido um espaco de
estados gerado pela base {|a)} de autoestados do hamiltoniano livre de acoplamento com o

campo eletromagnético quantizado. As frequéncias de Bohr sao definidas como

_Ea_Eb

Wab = 7 (wba =—Wab , kap:= Wab/c> > (31)

onde F, e F} sao as energias ndo-perturbadas dos estados |a) e |b), respectivamente.
O campo elétrico quantizado no calibre de Coulomb no interior de uma regiao do espago com

fronteiras é
£l 1) = Zi [axe (M) e 1 af Exe() '] (3.2)
A€

Na equacao anterior, £ é um terno ordenado de nimeros quanticos espaciais que enumeram
os modos normais de cada polarizacdo do campo. A polarizacdo é representada pelo nimero
quantico interno A € {1,2}. Note que & pode depender da polarizacao (£)).

Os operadores de aniquilacao e criacao, ay¢ e aig, sao adimensionais, de maneira que
[axe; axe ] =0, [“Aévaﬁff'} = Owdee (3:3)
00y =1, (0 are ale [0) = Sandeer - (3.4)

A 1ultima igualdade vem da peniltima e da antepenultima.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

O campo elétrico no interior do guia de ondas apresenta modos normais transversos magnéticos
(TM, A = 1) e transversos elétricos (TE, A = 2). Por transverso aqui entendemos ortogonal a
direcao longitudinal do guia de ondas, no caso, o eixo z. Conforme obtido no apéndice C, os

modos do campo, em coordenadas cilindricas, sao dados por

o . . k.
glmnkz (T) = 51mnkz |:Z +1 <l§2> Vt:| \Ijlmnkz ) (35)
1mn
= — . k2mnkz ~
52mnkz (T) = <‘:2mnlcz —1 k% z X vt \Il2mnkz 5 (36)
enquanto2
Vimnk, = Jgm(kimnp) sen(gme) eth=z (3.7)
Vomnk, = Jgm(k2mnp) cos(gme) =z . (3.8)
méeN*paral=1, me&Nparal=2, nelN*, ngzl; (3.9)
0
k/\mn = m% ; k/\mnkz = \/ kg\mn + kg ; (310)
Jgm(Y1,gmn) =0, Jz;m(w,qm,n) =0; (3.11)
0 ~1 0 10 ~ 0
Vi = p— - 2 X Vi i=—p—— — . 3.12
¢ p8p+¢pa¢, Zx Vy pp8¢+¢8p (3.12)
A normalizacao do campo elétrico quantizado, a menos de uma fase, é
€ > = e kiﬂx ( ) ara m >0 (3.13)
Amnk. - GQV k)\mnkz gm\ T\ ,gm,n) b 3 .
he k3o
Eoni|? = [ —— | — X n) =0, 3.14
ransl = (G ) T Xoltnas) + pava m (3.14)
com o volume do guia de ondas dado por
o, o TR?L
V.i=— L)y=—— 1
o (rEL) = T (3.15)
e
2 v? !
X = o+ (1-5) 20| (3.16)

2A rigor, o nimero quéantico m deveria ser representado por my, pois depende da polarizacido. Nao obstante,
como os modos TM e TE sao ortogonais, termos de interferéncia entre eles nunca aparecem. Logo, nao ha
necessidade de distinguir explicitamente m; de ms nas equagoes, desde que a diferenca seja mantida em mente.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

O comprimento do guia de ondas é expresso como
/2

L:= lim lim dz e'F==k2)2 — 975 (k, — k) . (3.17)
k! —k. {—o0 —t/2

No caso, a soma-integral em (3.2) sobre os niimeros quanticos espaciais é

Z; ::ii/idkz (;ﬂ) . (3.18)

m n=1""

As equagoes (3.3) e (3.4) tomam a forma:

2
[axe, axe] =0 [akg,ai\/&/] S N N - (L> (ks — kL) ; (3.19)
i 2 /
(010) =1 , (0] axe Ay [0) = dxn O On T Sk, — k) . (3.20)

Atente para a normalizacao dos estados de um féton, posto que L= 27d(k,—k,):

(0] axe al 10) =1. (3.21)

Sem embargo, o raio de Bohr do dtomo (ap < 0,1nm) é pressuposto muito menor que os
comprimentos de onda das transi¢oes atoémicas dominantes (ag < 2mc/wgp) € que a distancia do
atomo as paredes da cunha (ap << d=p cos(min(¢, (¢po — ¢))). Os modos normais do campo que
mais contribuem para os efeitos de fronteiras sao os com comprimento de onda da ordem da
distancia do dtomo as fronteiras, ou maiores; ou seja, no caso da cunha, ﬁ Zd > ap.
Logo, o campo elétrico desses modos pode ser considerado aproximadamente ?ﬁlﬁforzme ao longo
da extensao do atomo. Esta hipdtese permite descrever a interacao do atomo neutro com o
campo eletromagnético na chamada aproximacao de dipolo: o atomo pode ser tratado como

uma particula e o acoplamento com o campo da-se pelo operador de dipolo elétrico.

A parte de interagdo do hamiltoniano do sistema4reservatério é
V(7 ) = —d- E(F ) = ZI S [do E5(7) et aye + ch] (3.22)
A o

onde d=(d1, da,ds) é o operador de dipolo atémico e o =1, 2,3 é um indice sobre as componentes
em qualquer base ortonormal de vetores no IR?. No caso particular de coordenadas cilindricas,

pode-se escrever também o=p, ¢, z.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

Método da equagao mestra

O método da equagao mestra prové os deslocamentos dos niveis de energia atomicos ocasionados

pelo guia de (Veja secao 2.5.3.). Para um estado atémico |a), temos
SEL(F) =Y ) SE(7) . (3.23)
b o

A soma em b é sobre todos os possiveis estados do atomo livre. Entretanto, como nenhum estado
do atomo nao-perturbado tem momento de dipolo elétrico permanente, 6 EJ, = 0 para todo a.
O deslocamento da energia de um estado atomico tem duas contribui¢gdes. Uma advém da
energia da polarizacao induzida no atomo por flutuagoes quanticas do campo ou por fétons
reais (fr — flutuagao do reservatério). Outra, deriva da energia retornada ao dtomo por fétons
virtuais produzidos por flutuagdes quanticas da polarizagao atomica (rr — reagao do reservatério

sobre o sistema).

OB (F) = 6Bl ,(F) + 03 (7). (3.24)
enquanto
r dmeg o [
SEL (1) =~ Y al ) (hne) 1E5(MP 2lnac) +1) (3.25)
A
o 4d7eq - -
SEG (1) = ~ 50 Y alk ) (he) €5 (3.26)
A
com
+ aa kab ]- ].
i (k) = 5 {Pk—kfpmkb]’ (3.27)
onde
2 2
0 = . 2
oG 1= = | bldoa)| (3.28)

A notagao P indica valor principal de Cauchy, conforme definido em (A.1):

1 1 1 1
P =1 . 3.29
W — wo 2 e [w—(wo—ie)+w—(wo+is)] (3.29)
O fator oz;gt)(k) é reputado como a parte dispersiva (reativa) da polarizabilidade atémica. Con-

(=) ~ . ~ .
quanto, o, »(k) nao tem uma interpretagao simples.
O numero médio de fétons reais em um modo normal do campo eletromagnético é represen-

tado por (ny¢). Como o campo é considerado no estado de vacuo, temos

(nxg) = 0. (3.30)
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

Efeitos causados por campos nao-triviais, como térmicos ou de laseres, podem ser levados em

conta sem grande aumento de dificuldade. A contribuicdo de fétons reais aparece simplesmente

como uma parcela adicional do deslocamento de energia provocado pelas flutuacoes do reser-

vatério (fr). Em outras palavras, em termos de esfor¢o computacional, é um adendo ao célculo

feito para o estado de vdcuo eletromagnético. A forca dispersiva entre um &tomo e uma parede

condutora a temperatura finita foi calculada com o método da equacdo mestra por Mendes e

Farina [64] em 2007.

Modos normais do campo eletromagnético

No interior do guia de ondas, as componentes vetoriais dos modos normais do campo elétrico

sao dadas explicitamente por

EMmb=(7) = &1 k. Jgm (k1mnp) sen(gmae) e=7 |

k., .
g;mnkz (7) = Ermnk. < m ) J’ m(E1mnp) sen(gme) eih=z
mn kz qm 7 z
g(; k- (f> e glmnkz <k2 ) p qu(k]_mnp) COS(qm¢) ik ,
Imn

para os modos TM (A = 1), e por
gxmnk= () = 0,

mn k mn m ikyz
52 k= (") = Eamnk. < 22 e ) %qu(kzmnp) sen(gmo) e kez

2mn

. Ean. e
gimnkz (7,) _ 52mnkz (—Z 22 k )Jc’lm(kgmnp) cos(qmgé)e k- s

para os modos TE (A = 2).

Dessa forma, para os TM, escrevemos

‘gimnk’z( )’ ‘glmnk ’ J (klmnp) Sen2(qm¢) ;

. 2
3k = i () ) senam),

2
Imnk, /=12 __ 2 2 2
e = i () () Saatbmng) cosams).
e, para os TE,
g2mmh= ()2 = 0,

mnk, - kz qm 2
|€§ kz(T)‘Q = ’ngnkz‘z ( k% > <k2mnp) qum(kanp> Sen2(qm¢)),
2mnk 2 2 kQ /2 2
£ (D)7 = |Eammi” {1+ 12 Ty (k2mnp) cos™(gme) .
2mn
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

Por conveniéncia, introduzimos a fungao

T)(7) : !

T 2R+ (=) )

Pela relacao (3.16), vemos que
Xo(y) =T () -

Ap6s substituirmos a identidade acima nas equagoes (3.13) e (C.2), obtemos

he k2
|(€)\mnkz|2 = <€()V> k)\/\mz Yxqgm,n Tqm(’Y&qm,n) ) para m >0 ,
mnk;

he k30
1E20mpl> = (260V> ﬁ 72,00 To(72,0,n) »  para m =0 .
b yn7 z

E, ao usarmos a equacao (3.10),

9 he \ 1 ’Yi,qm,n
|Exmnkl” = Tom (YA gmn) » para m >0,

eV

R \/ ’yzzqmzn + "}/3

he 1 30
’52,0,n7,€z|2 = ( > el TO(VQ,O,n) , para m =0 ,

2¢0V ) R /,yg’(m_i_,yg

Assim, as equagoes (3.37)-(3.42) podem ser reescritas na forma

A ,
ch’qm(’y)\,qm,n; Vzs T/R)

\/ Vagmn T2

com v, := k,R.

2209 = Non (477 ) J Tam )

sendo
v/, — _ 3 72 2
Z (Za Vzs T/R) =z JV(ZP/R) sen (I/d)),

QY (2 7o, FIR) = 29200 (2 p/R) sen’(vg),

2
)bﬁ@uvR>am%u¢y

v
Q" (= 72, FIR) = 27! 2<
5 TR = 2
Q2 (2 72, 7/R) = 0.

2
2 (5 7 = 27122 21(Y_) g2 z sen?(v
Q3390 /) = 72 2] 7 ) 0 /) sen(0),

Q2" (2: 75, 7JR) = 2[22 +42) 0 (2 p/R) cos®(ve),

enquanto Ng= 0, Noyg=1/2 e Ny o= 1.
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3

- A . < a . . . . .
As funcoes Q5" (2;7.,7/R) ndo tém pdlos. Convergem inclusive na origem?, visto que

Ju(z— 0)— ﬁ (f)” De fato, Q{}’V(O; vz, 7/R)= 0. Para q € IN*, nao héd singularidade
em z=0. Porém, para ¢ ¢ IN*, a origem é um ponto de ramificagdo. A linha de corte estd sobre
o semi-eixo real negativo.

Para calcularmos os deslocamentos energéticos dos estados atomicos, a equagao (3.49) deve

ser substituida nas equacoes (3.25) e (3.26).

Calculo da parcela de reacgao do reservatério

Primeiramente, calcularemos a parcela de reagao do reservatério (rr). Da equagao (3.26), temos

2 oo 00
> L _
S =20} DY [ k. <2W) 057 (ermnt) €277 ()2 (3.56)

A=1m=0n=1""
A fim de analisarmos a estrutura analitica do integrando em (3.56), definimos v : =k R €
reescrevemos
(=) k) — _Ongkab P 1 . 1
abo (K) 2 Kk Rtk
o 1 1
— _ Zablab [73 +P }
2 Y — Yab Y+ Yab

:_aib%blhm{[ L, 1 ]+
2 2 e—0+ ’Y—(’Yab_ig) ’Y_(’Vab"_is)

1 1
" |:7+(7ab_i€) +7+('yab+z‘s)”
_ G {[ 7 + 7 H . (3.57)

2 0t |72 = (Yab —i€)? 72— (Yab + i€)?

Dali, apés fazermos ¢ := 2¢|7y4|, obtemos

o (z7:) = al ) (V4 2)
_ o oaab 2 +93 n V2242
T2 0 | |22, T isen(r)d | 2242 — A2, — isen(va)d
0 22 0E — Vap T 0881 Vab 2%+ 97 — vz, — isgn(Yab

o 2 2 2 2
Qb {[ s A SN Aol } (3.58)
22— (7,

2 s—ot 2 =72 —id0) 22— (4 —12+10)

2
30 fator <,)/LR) faz Q2°(2; 7., 7¥/R) = 0.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

Assim, a equagao (3.56) toma a forma:

1 aab’yab .
ab U(F) =27 <27‘r> ( > Z ZN)\m/ d/}/z R2 9 61—1%14' X

A=1m=0
X Z Ty (Vagmn) FobongmWuammi Vz» T/R) . (3.59)
n=1
onde
Fit oan(7 ver F/R) = P (27:) Qo (2372, T/ R) (3.60)
com
1 1

T (2,) = 4+ — . 3.61
ab (2372) 22— (v, =12 —id) 22— (y3 —12+1i0) (3.61)

A alteragdo da ordem, na equagao (3.59), entre qualquer parte da soma-integral # eo

23
limite lim+ é suposta possivel.

—0

O prefator da equagao (3.59) pode ainda ser reexpresso com o uso da equacao (3.15), de

modo a termos

2qhc 1 % Yab
SE'T ab
o) = 2 i S S W [T
A=1m=0
X Z Tam ('Y)\,qm,n) fgg,o,A,qm (VA,qm,nQ Vzs 7?/R) ) (3'62)
n=1

A soma em n pode ser efetuada com a aplicacdo de uma generalizacao da formula de Abel-
Plana. Para determinarmos especificamente qual férmula de Abel-Plana generalizada usar, é
imprescindivel analisarmos a estrutura analitica de fg; | .. (2; 72, T/ R).

A fungao f'7 abio\ qm(z; vz, T/R) tem possivelmente apenas um ponto de ramificaggo — a
origem, no caso de g ¢ IN*. Conquanto, possui quatro pélos simples*, dois em Re(z) > 0. Estes

ultimos sao vy e 7, com
e i ,
0 =|’y§b—’y§—l—z5‘2exp §arg(h§b—7§’+zé) . (3.63)

A férmula de Abel-Plana generalizada [60, 62] apropriada para a estrutura analitica de

s

T
ab,o,\,qm €

4Se Y4p > 2, 0s pblos da primeira parcela de Py (z;v.) sdo +7¢ e da segunda, T0. Se Yap <7z, 0s polos da
primeira parcela sdo Fvo e da segunda, £~ .
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

e 1 0 T YI/(’Z) m L (2)
TI/ vn vn) — S V-P- d — / = — _ _
> TuunOum) = v deJ(@) + ] ey TG TE R MG
n= Im(z;)=0
) ow a7 (z)
—i52. Res [(2) T,(2) tig2 Res fG2) Tz
k Im(z)>0 k Im(z)<0
T [ Kyt privr e
- — dy—= e " fliy) + eV f(—iy) | 3.64
27 Jo Lj(y)[ (i) (—iy)] (3.64)
com as fungoes do tipo Z(z) definidas como
Z(z):= AZ(2) + BzZ'(z), sendo A e B constantes reais arbitrarias. (3.65)

As constantes 7,,, sdo as raizes de J,(2) :== AJ,(2) + BzJ/(2) em Re(z) > 0. As funcoes Y, (z),
H,Sl’m(z), I,(z) e K,(z) sao as fungdes de Neumann, Hankel e as modificadas de Bessel de
primeiro e segundo tipos, respectivamente.

Denotamos por zj; os pdlos simples de f(z) em Re(z) > 0. f(z) precisa ter o seguinte

comportamento quando |z| — oo (z = x + iy):

1£(2)] < e(x) e, e(x—o00) =0 , parac<?2; ou

2l (3.66)
|f(z)|<MW, a>1, para c=2.
A expansio em série para f (z)?’g; em torno de z=0 deve ter a forma
?V(Z) = l = ’ 1
f(2) 3 = z¢ chz + log(z) Z qz w>—1. (3.67)
v(2) =0 1=0
O sfmbolo Res’ denota residuo, se yn = —1, ou zero, se j > —1.

O caso B = 0 aplica-se aos modos TM (A= 1), sendo J,(y1,») = 0, enquanto o caso A= 0,
aos modos TE (A=2), sendo J,,(Y2,,,) = 0.

Ao identificarmos

1 ogyYab L
f(Z) = ﬁ ab2 < z:g,a,)\,qm(z; Yz T/R)ﬂ (368)

vemos imediatamente que o segundo termo do lado direito de (3.64) é zero, pois f(z) nao tem
poélo em z=0.

Dada a alteragdo da ordem na equagao (3.62) entre a soma em n e o limite 61_i)r(r)1+, a funcao
f(z) é analitica sobre o semi-eixo real positivo. Isto faz com que o terceiro termo do lado direito
de (3.64) seja nulo. Além disso, no primeiro termo, o valor principal da integral corresponde a

integral ordinaria.
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

O limite do raio da abdbada cilindrica do guia de onda para infinito (R — oc) pode ser

pensado como

p/R <1 e Yab = kap B> 1. (369)

O quarto e o quinto termos da equagao (3.64) obviamente nao contribuem para (3.62) no limite

R— 0. Consequentemente, a equacao (3.62) resulta em

2qhc i
5Eaba(_) 1 5—>0+ ZNAm/ d’)/z/ dxi X

™
A=1m=0

11 a%~, N
{ W Vab pre( ) QA (s, 7/ R) —

2R2 2
1 qu( ) —igmm 1 aabr}/ab A\gm; o
o Iqm(JU) |:e I RZ 2 b (17572) Qy 4" (x5 ., T/ R) + c.c. (3.70)

Atente para as seguintes relagoes de escala:
Py (x;7:) = R Py (/R 72/ R)
Qo (w372, 7/R) = R Qp (x/ Ry 72/ R, 1),
Yab = R’Yab/R .
Desta forma, temos

r qhc
0 ab,a(f‘) 7 62%1""2 ZN)\m/ d’Yz/ dZE

A=1m=0

ab/ R
x {a”;’/ w2/ R; 72/ R) Qo™ (/R 2/ R, 7)—

1 Kom , % b/ R
B [ QIR i i) QiR R + ] |0
T Igm() 2

Apés definirmos a varidvel k:= x/R, chegamos a

2 00
he . o0 oo 7 ka -
3B (1) = T Jim 373 N / dk. / dm{g” (s k) Q™ (s e, ) —

L e —00 0
1 Ky (KR) [ _igmn @05Kab g

_ - gmm " al T ,qm kz7 X 72
wilqm(/{R) [e 5 ik ky) Q1 (iks Ky, ) 4+ coc. (3.72)

O primeiro termo da equacao acima pdde ser escrito de forma completamente independente
de R. Por outro lado, no segundo termo, a dependéncia explicita em R nao pode ser eliminada.

Pelo comportamento assintotico das funcoes de Bessel modificadas,
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

1
K,(z>1)~ 1/% e ” e IL(x>1)~ | —¢€", (3.73)

vemos que o segundo termo da equagao (3.72) nao contribui no limite R — oo.

Uma vez que o integrando na equagao (3.72) é par em k,, podemos ainda escrever

SEL o) = 24 6;0+Z ZNM / dk, / [ab b pre (e k) QM (1 kf)} (3.74)

T
A=1m=0

A partir deste ponto, ja tendo explicitado e tomado em conta a estrutura analitica de f(z),

¢é interessante retrocedermos a notacao e escrevermos

1 aab’Yab T

615(1)1 1z) = 61—i>%l+ RZ2 2 b dam (% Ve T/R)
T 1 aab’}/ab A gmy .. —
= ali%ﬂ_ R2 B) (1‘ ’Yz) Q ( a'YZaT/R)
ovka
= lim 27 prrig k) QMM (ki ks, 7)

d—0t

?r,qm s ko, T
= —ay (Ve +12) @ \/;’17]{:2”. (3.75)

Portanto, a equacao (3.74) resulta em

ﬁ—_QthZZN/\ /dk/dma /ﬁ2+k2>‘>7\qm('ik) (3.76)
abo et m ab,o \/m . .

1. ~ AV
Para facilitar o acompanhamento, tornamos a escrever as fungoes Q5" (k; k., 7), agora em

uma forma mais conveniente ao momento. Para A = 1, temos

QY (ks ks, 7) = K T} (kp) sen®(vg), (3.77)
2
G e 1) = 60 (2] 2 ) sen ). (3.78)

P = (’“) () T2 (sp) co(v), (3.79)

K Kp

Q" (k; ke
e, para A = 2,

Q¥ (13 ks, 7) = 0, (3.80)
bk = o (1) (2 o s s
J!,

Q3 e ) = (14 52) 2 0p) cos?00). (3.52)
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

A soma sobre as polarizagoes (A = 1,2) na equagao (4.69) permite reagrupar os termos, de

maneira que

_ 2qhe ) m
SEy (7 /dk \/m aba(\/ﬂ2+k2)25q (5, kay 7),  (3.83)

onde Y’ indica que somente metade do termo m =0 deve ser tomada. A fungdes SY(k, k,; )

sao definidas como

Y(k, ky; 7) = J2(kp) sen’(vo) , (3.84)

S0, s 7) = [("") 2+ (14 5) (p) wap)] sen(vg),  (3.85)

1+’i§ TP ep) + (7 (v 2J3(/€p) cos?(v) . (3.86)
K k) \kp

ai " .
Nos casos especiais quando ¢ € IN*, a soma em m pode ser realizada com o uso do seguinte

Sday(/’ia key ) =

teorema de adi¢ao de fungoes de Bessel [30]:

a—
Z - (kp) cos(2gme) = %Z <21€psen<¢+ ql>) 7 (3.87)

=0

Uma série de relagoes derivadas da férmula (3.87) serdo necessarias. Por brevidade, na sequéncia

usaremos
l
Y=o+, com v;:= . (3.88)
q
Em primeiro lugar, quando ¢ =0 em (3.87), temos
o 1 q—1
> Jza(kp) = % > Jo(2kpsentd;). (3.89)
= =0

Em segundo lugar, derivamos (3.87) em relagao a ¢ para obtermos

oo q—1

Z (2qm)J§ (kp) sen(2qgma) = ! ZJl 2kpsenyy)[2kp cos ],

m=0
onde usamos J)(z) = —Ji(z). E, ao derivar novamente a equagao anterior, temos
oo 4 1 q—1
Z (2gm)%J2,, (kp) cos(2qgmep) = %0 Z {J1(2kp senty)[2kp cos i) — J1(2kp senty) [2kp senty] } .
q
m=0 =0

1

Langamos mao entéo das relagdes Ji(z) = Jo(z) — 2J1(2) e cos? h=1—sen*yp para obter

OOE / an J2 - (kp) cos(2gme) = 1 qE 1 0(2kpsenty) cos® oy — S1(26p senty) (3.90)
Kp P 4 2 P ! 2k p seni; ' ’
m=0 =0
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Em terceiro lugar, a subtragao de (3.87) por (3.90) fornece

J1(2kp senyy)

91
2Kk p seny (3:91)

qg—1
1— <qm> ] Jor (Kp) cos(2gme) = 21(12 {JO(QHPSGHW) sen’t)y +
1=0

Em quarto lugar, derivamos (3.87) em relacao a rp:

oo q—1

1
Z Jqm(Kp) Ty (Kp) cos(2gme) = ~2 Z J1(2kp sent)y) seny); . (3.92)

m=0 =0
Em quinto lugar, derivamos (3.92) em relacao a kp:

q—1

Z [Jéiw(ﬁp) + qu(/ﬁp)J;%(r@p)] cos(2qme) = _21q Z J1(2kpsentyy) [2 sen2¢1l]

m=0 =0

1« 2 sen?
2— ; {Jl 2Kp sen@bl)%i:;;ﬁl — Jo(2kpsently) [2 sen2¢l] } .

Mas, pela equacao de Bessel, escrevemos
2
T Gsp) = = (o) — 1= () [Ju()
v Kp v Kp v '
Dali, segue que

o0

e —i/@’ ——122/4 cos(2gme) =
O{qump) i 50 Ty ) [1 (Hp)]ew p>} (2ame) =

m=

q
212{ Ji(2kp senty) senyy — Jo(2kp senify) [2 sen2¢l]} .
1=0

Assim, ao substituirmos (3.91) e (3.92) na equagao acima, chegamos a

J1(2kp semm)]

3.93
2Kk senyy ( )

1=
Z m(Kkp) cos(2gme) = 3 Z [ Jo(2kpsenty) sen®y; +
1=0

Antes de fazermos uso das equagoes (3.87), (3.90) e (3.93), é preciso adapté-las um pouco

mais aos nossos propdsitos. Considere as relagoes
cos2a = 2cos’a —1, (3.94)
cos2a = 1 —2sen’a. (3.95)

Com (3.95) e (3.89), a equagao (3.87) pode ser reescrita como

Q
,_.

1y

(k;7) = Z J (kp) sen®(qgme) = 1q [Jo(2kpsent);) — Jo(2kpsently)] (3.96)

l
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

De forma similar, a equagao (3.90) fica

/

oo 2
qm
Yor(rs7) == ) Hp> Jam (1p) cos?(qmep) =
m=0
1 4 J1(2kp senty)
= — [Jo(Qﬁpsenwl) cos? iy — T T
4q = 2Kk p seny
J1(2kp sent);)
Jo(2 ) 29, - —— 1 3.97
+Jo(2Kpsend);) cos™ U, 2repsend; (3.97)
E ainda,
oo 2
Yt 1= S (%) i) sename) =
19 Ji(2
= 4— |: JQ(QH,OSGD’QM)COS2 ,QZJl + w +
q1= 2Kkp senyy
J1(2kp send;)
2 9 29, - .
+Jo(2kp send;) cos” ¥ 2rep sond) (3.98)
Analogamente, da equacao (3.93) temos
Ygo(r;7) = Z m(ip) cos” (qmo) =
m=0
1< 2
1 [ Jo(2rp senty) senapy + TLZEPSY)
4q P 2Kk p seny;
J1(2kp sendy)
— 2 e ——
Jo(2kp send);) sen“d; + STp— (3.99)
e
oo
. 2
Yool ) = 3 S (sp) sen?(gmes) =
m=0
LS [ ompsenn) seny — P1GRosent)
4q e 0(2kp : b 2Kk p seny
J1(2 9
—Jo(2kpsend);) send; + Si(2rpsendy) . (3.100)
2K sendy

Portanto, as componentes cartesianas da parcela do tipo rr do deslocamento de energia

tomam a forma:
1)

() = Z/ dk. \/m /R R2) X

X [Jo(2kpsend;) — Jg(2/~$p seny)] , (3.101)
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SEG () = —5 Z/ the || sy /R

X —J0(2/<apsempl)c()s2 sz-M 4
2Kk p senyy

J1(2 9

wsenz)} N

Jo(2 ;) cos? ) —
+Jo(2kp sentd;) cos” ¥y 2repsond)]

N2
+ (/:) [—Jo(2kpsenypy) cos(2¢y) + Jo(2kp senyhy) cos(29;) ]} , (3.102)

q—1
OB o(F) = — 5 Z/ dk. d/{\/m ab¢<~/52+l{2)

J1(2kp senyy)
2kp seniy a

J1(2kpsent);)
2kp sentd; }

X { |:—J0(2/€p senty) sen’y); +

—Jo(2kpsent;) sen’9; +

k 2
- </:> [Jo(2kpsenty) cos(241) + Jo(2kp sently) cos(27,) ]} - (3.103)

Para efetuar as integrais restantes em k, e k € interessante passar para coordenadas polares.

Assim, definimos
k,:=kcos®, k:=ksenf = k=+/r>+k2, dk,dkx = kdkdf. (3.104)

Dai, apés valermo-nos de relacdo senf = senf(1 — cos? ),

s (7) = — Z/ dk/ do k3 o kz) (senf — sen@cos29) X

X [—Jo(2kp sent); send) + Jo(2kp send; send)] , (3.105)
- he -1 /2 B
SEL () = _2772/0 dk/o do k® oy ) (k) %
1=0

x{ — senf [Jg(2k:p sent; senf) cos? iy — Jo(2kp sendd; send) cos? 29;] +

+ senf cos? 0 [J0(2k:p sent; senf) sent; — Jo(2kp senty send) Sen219d +
29 [Jl(Qk:p senyyysenfl)  Ji(2kpsend; sene)} }

1
2kpsenyy 2kpsen?d; (3.106)

SEL; () = — Z/ dk/ do k* o abd) (k) x
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x{ — senf [Jg(2k:p sent; senf)) sen’wy; + Jo(2kp sendd; senf) sen2191] +

+ senf cos® 0 [J0(2kp seny; send) cos® iy + Jo(2kp sent); send) cos? 191] +

J1(2kp seny); send) N J1(2kp sent; send)
2kp seniy 2kp sentd; '

+ sen?¢ [ (3.107)

Todas as integrais azimutais anteriores podem ser calculadas com o auxilio da férmula [79]

w/2
/ df J,(asend) (send)* ! (cos 0)* T = 2T (v + 1) a1 iyt (a) (3.108)
0
vélida para Re(v) >—1 e Re(u) > —1. Dela obtemos
/2 1 1
/0 df Jo(asenf)senf = \/§F<2> a2 J% (a) = secr:a = jo(a), (3.109)
/2 9 3\ 3 sena cosa  ji(a)
df Jo(asend)senfcos’ = V2T =) a2 Js(a) = T~ 5 = ,  (3.110)
0 2 2 a a a
w/2 1 1
/0 df Jy(asend) sen2q = ﬁr(2> a2 Jy(a) = S:;“ - CO;“ = ji(a), (3.111)
onde ji(z) 1= \/5;J;, 1 (x) sao fungoes de Bessel esféricas.
E ttil definirmos as funcoes
senx cosr  ji(w)
Gi(z) == — 3 + P (3.112)
Calr) = Gr(a) + 22T = _Jlf) +ola), (3.113)
cujos graficos sao mostrados na figura 3.2.
Desta maneira, apds umas poucas manipulagoes, encontramos
T hc Caigyis 3 (=) r
OB (M) = 5> /0 dk k? o, ) (k) | H.(2kp, ) — H.(2kp, 191)} , (3.114)
1=0
T (= he Caigyes 3 1(—) [
ab,p(r) = % Z 0 dk k aab,p (k) _Hﬂ(zkpv 1/11) - Hp(zkpv ﬁl):| ) (3115)
1=0
he S~ [ ) [
S = 5o 3 [ ikl ) [Ho(ho ) + HoCko)] . (3116
1=0
onde
H,(z,¢) = Ga(xsenv)), (3.117)
H,(x,v) = Ga(zsen) cos® ¢ + 2G1 (zsen 1)) sen®sp (3.118)
Hy(z,1)) := Go(wseny))sen’yy + 2G (z sen 1) cos® 1) . (3.119)
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Falta apenas fazer a integral em k da parcela de reagao do reservatério (rr). No entanto, no
momento, é preferivel primeiramente efetuar o computo da parcela de flutuagao do reservatorio
(fr) até este mesmo ponto. Entao, poderemos calcular a integral em k presente diretamente na

soma das duas parcelas. Assim, poupamos um pouco de trabalho.

Calculo da parcela de flutuacao do reservatério

Com o objetivo de calcular a parcela de deslocamento energético do estado atomico |a) asso-
ciada as flutuagoes do reservatério (fr), retornamos a equagao (3.25). Na hipétese do campo

eletromagnético estar no estado de vacuo ((ny¢) = 0), temos

2 o0 o0
- 4re o0 L -
B0 = =TSS5 [k (5 ) el ) 2EOR. ()

A=1m=0n=1""

Para analisarmos a estrutura analitica do integrando em (3.120), reescrevemos

ol (k) = — Caiad [7» L _p ! ]

ab,o 2 k—kay | k+ka
B Oégb')’ab {P 1 _p 1 :|
2 Y = Yab ¥+ Yab

O‘gb’Yab . Yab Yab
= ——2 — lim - + - . 3.121
2 es0+ { [72 — (Yab— €)% % — (Yap + 1€)? ( )

Dai, ap6s fazermos § := 2¢|v,4/|, segue que

(+)

_ i+
S(z02) = gl (V7 2)
% Yab . Yab Yab
o 1 i (3.122
2 51%1*{[22—(721)—73—%'5) 22—(73b_73+i5)]} ( )

(07

Ao substituirmos as equagoes (3.49) e (3.121) na equagao (3.120), obtemos

2qhc 2 ee 1 a%7,
fr _ . b Jab
Sl = 21 i 35S [
A=1m=0
o
X Z Tqm (’Y)\,qm,n) fc}:g;o',)\,qm (’Y)‘7qm7n; Vzs F/R) ) (3123)
n=1
onde
£ (25 92, F/R) = P (2172) Q0" (2172, F/R) | (3.124)
com
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1 Yab Yab
P (i) = w | (3.125)
N Ol el O ERt L) B G ER )

Como no caso da contribuicao de reacao do reservatério (rr), a soma em n pode ser efetuada

com a aplicagdo de uma férmula de Abel-Plana generalizada. Porém, a estrutura analitica de
fjlfaA gn(% vz, T/ R) é diferente da de fop .\ (25 72, 7/R). A fungao Fir ab.o A qm VET OS MESMos
pdlos e o possivel ponto de ramifica¢ao na origem quando ¢ ¢ IN*. Entretanto, apresenta também
dois novos pontos de ramificacao sobre o eixo imaginério: z = +i|v,|.

A férmula de Abel-Plana generalizada apropriada & estrutura analitica de f ab.o A gm é

> 1 & l_/ (2) Y, (z )
Z:ITV(’YVn)f(’YVn) = 2V-p-/0 dx f(x )+ Res f(z j ) + zk: Z](F{ez)i f(z 7.()
n Im(z)=0
- Z*Z Res f(z + Z Res f(z (())
k Imz(z:)k>0 Imz(zkz)k<o
— % i y[;:((y%) [ f1(iy) + € fi(—iy)] (2 + )P F
¥ % dyllf:((yy)) [e™™ fy(iy) — e fi(—iy)] (22427, (3.126)
com f(z) = fi(z) (z* + 02)i1/2, c>0.
Identificamos
flz) = };2 Qb L ongm (% 72 T/ R). (3.127)

No limite do raio da abdbada cilindrica do guia de onda para infinito (R— 00) todos os termos,
exceto o primeiro, do lado direito da equagao (3.126) sao nulos e nao contribuem para (3.123)
pelas mesmas razoes expostas anteriormente para a parcela rr de deslocamento de energia.

A equagao (3.123) resulta em

- 2th > (g ky, T
OB, (7) = 2 I%Nxm/ dk, / dk aabg\/W) \/;Tkg ) | (3.128)
As somas em A\ e m também sao feitas de modo andlogo. Desta forma, chegamos a
!
OB, (7) = Z / i K agf) (k) [ Ho(2kp, ) — Ho(2kp0)|, (3129)
L
OB} (7) = Z / dk K ag’) )[Hp(%p, i) — Hy(2kp, 191)} , (3.130)

112



3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

L hcq .
SEL () Z/ dk k* a)S") (k) H¢(2k:p,¢l)—|—H¢(2kp,191)]. (3.131)

A essa altura, estamos prontos para somar as parcelas fr e rr de deslocamentos de energia,

referente a cada componente cartesiana do vetor de dipolo formado entre os estados |a) e |b).

Deslocamentos de energia

Comegamos por escrever novamente a equacao (3.24):

0Eabo(F) = 6By (F) + 0Eg (7). (3.132)
Atentemos para o fato de
b>a = kg =kq —kp <0 e b<a = kep=Fkqg—Fky,>0, (3.133)
de maneira que
alikay = —|aZy||kap| - (3.134)

Assim, podemos escrever (3.27) como

() 1y o 1%Gp]Kab| 1 1 )
aab,a( )' 2 Pk—kab :':P]{;+kab . (3- 35)
Ao expandirmos a equagao (3.132), surge o fator
_ 1
an (k) + ) (k) = |ag| |kl L (3.136)
Logo®,
he o g3 [ K, 2]
6By . (F) = — |aZ||ka] V.p./ dk > H.(2kp,) — > H.(2kp,9) — 5|, (3.137)
: o o k—ka & — 3]
he | o0 3 (a1 = 2-

E = P H,(2 (2 1
e > ty(2kp. v ; (k) — 2|, (3139
he | o o g3 [ K 2
§Eupo(F) = — kay| v.p.| dk 2%k Hy(2kp,0) —=| . (3.1
e > Hol2hph) + 3 Ho(hp,0) = 5| - (3139

Nas equagoes acima, os respectivos termos independentes da posigao do atomo foram destacados.
Estes vém de

1 2
lhI% G1(2kpsend;) = —3 e }ir% G2(2kpsent;) = 3" (3.140)

Todavia, por nao dependerem da posi¢ao, podem ser descartados no potencial dispersivo.

®Para uma funcao analitica f(k), v.p.[dk kfﬁk) J kP kof( ).
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

Potencial dispersivo

O potencial dispersivo sentido por um &tomo em um estado |a) é a soma das energias de pola-

rizacao de todos os termos de dipolo com os demais estados atomicos |b).

Vo(7) = VZ(7) + VP (7) + V(7 (3.141)
com
K 1 B[ ! ]
Vi) = 3 T vp. / dk o > H.(2kp,b) =Y H.(2kp,91)| . (3.142)
47-‘- b;éa 0 ab | ab’ | [=0 =1 i
h (0) 1 k3 = ik |
VA(F) = EZrb‘;f; V.p./ dk T ST H,2kp, ) — > Hy(2kp,0r)| . (3.143)
bta 0 ab [Fabl™ | 77, =1 |
1 k3 rqg—1 q—1
b#a av imavl =0 I=1

onde introduzimos a taxa de emissdo espontanea do dtomo no espago livre entre os estados |a)

e |b), para cada componente cartesiana o da polarizacao atémica,

0o)o 1 o
7 = s a1 ) s * = 2elafy| o] (3.145)

b—a

Observe que F((l?lf’; = 0. De fato, define-se (e

b—a mwegh

[{aldo|b) 2y,
3.1.1 Calculo do valor principal

Antes de realizarmos as integrais restantes em (3.142)-(3.144), é preciso atentar para

1 0(kap) 0(—Fkap)
P —p +P 3.146
k — kap k — |kap| k+ |kab| ( )
0(kap) | O(—Fkap)
=P , sek>0. 3.147
k — |kab| k+|kab| ( )
Portanto, o somatorio Zb 2o deve ser separado em duas partes:

d>P ZP -4 > ! (k> 0). (3.148)

b#a k k ab b<a o ’kab’ b>a k+ ’kab|

A primeira é ressonante e deve-se as flutuacées de dipolos virtuais formados com estados atomicos
menos excitados que |a) (b < a). Esta associada & emissao de fétons virtuais. A segunda, nao-
ressonante, estd ligada as oscilagoes induzidas por fétons virtuais de dipolos formados com

estados mais excitados que |a) (b > a).
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

As integrais nao-ressonantes em (3.142)-(3.144) sao do tipo

22" cos(A\x)
dp 2"\ (4 n+1,.2n ~(2n) A 7 EN7
| I g e ).

g2t cos(Ar)
g T COST) - gyn2nt g N
/0 €z T+ 0 ( ) Lo g ( l’o), ne )

2" sen(Ar) " 9m =(2n
/odx:Hﬂfo:(_l) g" FP (M) , neN; ou

© = g2n—lsen(\z)
| e T e FO )

(3.149)
(3.150)
(3.151)

(3.152)

com A>0 e xp>0. O sobrescrito (2n) denota derivada desta ordem. As fungoes F(x) e G(x)

sao definidas como

& t
F(x) = /0 dt tsj-ng; = Ci(x)senx — si(z) cos z,
& t
G(z) = —/0 dt tcj-sx = Ci(x) cosz + si(x) senz,
sendo
* t
si(x) = _72T+/0 dt setn e

r t—1
Ci(z) = fyg+lnm+/ dt%.
0

ve = 0,577215664 . .. é a constante de Euler-Mascheronni.

Por exemplo, uma das integrais ndo-ressonantes em (3.142) é

/oodk k3 sen(\k) 1d*> [~ sen(\k)
0 k+lkal Xeo XdM2 ), k+ |kap|

= —XW}_(Mkab!) = —T}— (Alkan|) -
Com o uso das relagoes
d . senx d .. Cos T
%sz(az) = e %Cz(x) =
é facil ver que
d d 1
G(z) = %7:(96) € %Q(x) =5 F(zx).

As derivadas superiores de F(z) sao dadas por
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3.1 Aplicagdo do método da equagao mestra

n—1 ; .
_1\n —(2n) _ _l (_1)](2])! *
(1) F(x) = F(x) PP neN*; (3.161)
n—1 ; .
n n 1 (71)j (2] + 1)' *
(—1)" Fe D () = G(z) + PPN neN*; (3.162)
J:

das quais é simples encontrar as de G(x).
As integrais ressonantes em (3.142)-(3.144) dao um pouco mais de trabalho. A partir do

teorema de residuos, demonstra-se as relagoes

o fk) aow . 3\ /OO f(=k) _ixk
.p. dk =2 " = ko) eo dk ———= e 3.163
vp/o P im f (ko) e + ML (3.163)
k) i , —ik /OO F(=K) ik
.D. dk ——2— e " = — k tA%o dk ———= €' 3.164
Vp/o ko€ im f(ko)e +0 eyl ( )

vélidas para kg >0 e A >0, com

lim |f(z)]e Mm@ =0, (3.165)

zZ—00
Se A= 0, a validade do teorema ainda é garantida pelo lema de Jordan, desde que f(k) seja uma
funcao polinomial.

Das relagoes (3.163) e (3.163), obtemos

V.p./oodk J(k) cos(\ k) = —ﬂf(ko)sen(/\ko)—i—/oodk J(=F) cos(Ak),  (3.166)
0 0

k — ko k+ ko
> f(k) _ > f(=k)
V.p./0 dk " sen(Ak) = 7 f(ko) cos(A ko) —/0 dk o sen(A k). (3.167)

Caso f(k) tenha paridade definida, as equagoes anteriores levam imediatamente a

vp. /0  dk ]J;_(’;z cos(Mk) = — fon (ko) sen(A ko) + /0 i £+<2 cos(Ak),  (3.168)
o fl’mpar (k) _ o fl’mpar (k)

V.p./0 dkm cos(Ak) = =7 funpar (ko) sen(A ko) —/0 dk kot o cos(Ak), (3.169)

V.p./ooodk: m sen(Ak) = 7 fou (ko) cos(A ko) — /Ooodk: m sen(\k), (3.170)

o ; k oe ; k
v.p./ dk Fimpar (k) sen(Ak) = 7 funpar (ko) cos(A ko) + / dk Finpr () sen(Ak).  (3.171)
0 k — ko 0 k + ko
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3.2 Potencial dispersivo

Assim, se f(k) for uma fun¢do monomial, ao substituirmos as integrais (3.149)-(3.152) nas

equacoes anteriores, chegamos a

[ee] 2n

V.p./ dk kk ? cos(Ak) = —m k2" sen(\ ko) 4+ (—=1)" T k2" G (A ko) (3.172)
0 — R0
o) k2n+1

v.p. /0 dk -— e cos(\k) = —m k2" sen(A ko) — (1) k2 G (A k) (3.173)
oo an

v.p./U dk " sen(Ak) = 7 k2" cos(A ko) — (—=1)"k2" FCV (N ko), nelN; (3.174)

[e%s) k2n—1
v-p-/ dk —— sen(\k) = kI cos(A ko) + (—1)"kZ" T FE (N ko), ne N*. (3.175)
0 — R0

Algumas das intergrais de (3.149)-(3.152) e (3.172)-(3.175) serao prontamente usadas para

concluirmos o calculo do potencial dispersivo sentido por um dtomo no estado |a).

3.2 Potencial dispersivo

Retornemos as equagoes (3.142)-(3.144) para as parcelas cartesianas do potencial dispersivo. As

integrais nao-ressonantes sao de dois tipos:

o0 k3 G4 U,
dk ———— \Ek) = |kgl? Meas]) 3.176
Lt e o =1kl | 51| k) (3.176)

sendo

Ui(z) == — +——| Fla), (3.177)

]:(x)_i_g(z:):[ 1 1 d]

x3 x? 23 22dx)
o Fl) 1 [ 1  1d 1d
Para facilitar, relembramos aqui as defini¢oes de G1(z) e Ga(z):
senx  cosw 1 1 d
Gi(x) = — = +? = [—x?’ :Ude] senzw, (3.179)
sen 1 1d 1d°
e de F(z) e G(x):
e t
Flx) = / dt 20 = Ci(z)senz — si(x) cosz, (3.181)
0 t+x
e t
G(z) = —/ dt 20— Ci(x) cosx + si(x) senx. (3.182)
0 t+x
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3.2 Potencial dispersivo

-041F
-02F
-0.3f

04}

-05°L

Ficura 3.2: No gréfico superior, a funcao G; é representada pela linha
continua e G, pela tracejada. No grafico de baixo, as fungoes U; e U{"
sao representadas pelas linhas continuas e as fungoes Us e U5", pelas linhas
tracejadas. Up2 vao monotonicamente a zero para x > 1. Ja as fungoes
U7%, sofrem oscilagoes & medida que vao a zero. Para x <1, as fungoes Uy 2
e U7 se comportam como ~—1/23.

Ja os dois tipos de integrais ressonantes valem
[e] k.S Gl urr U
p. | dk——— AE) = mlkap* | 7 h | N Eab]) = kasl® | 7 | (Mka 3.183
Vp/ov k_|k7ab| |:G2:|( ) ﬂ-’ b| |:U£T:|( | b|) | b| |:U2 ( | b|)7 ( )

COI?(16’7

50 sobrescrito rr das funcdes UT 'y deve-se ao fato de que elas apareceriam também se as integrais em k fossem
feitas diretamente nas parcelas rr do potencial, separadamente das fr.

"As fungdes Gi2(x) podem ainda ser escritas como Gi(z) = —ji(z)/z e Ga(x) = Gi(z) + jo(x). Simi-
larmente, as funcdes Uis(x) podem tomar a forma de Ui"(z) = yi(x)/x e Us"(x) = U{"(x) — yo(x), sendo
y(x) := /7/22Y, 11 /2(x) fungbes de Neumann esféricas.
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3.2 Potencial dispersivo

CcosS sen x 1 1 d
U{T(ﬂ?) = — ;U3 — 7 = |:—x3 + x2dx:| COos T, (3184)
coST [ 1 1 d 1 d2

Vs () s= U (@) % R Ry

} cosz. (3.185)

x

Na figura 3.2, apresentamos os graficos das fungdes Uy 2(z) e Ui’y (), juntamente com os das
funcées G 2(z).

Apés realizar todas as integrais em k nas equagdes (3.142)-(3.144), chegamos, finalmente,
ao potencial dispersivo sentido por um &tomo no estado |a), para as configuragoes angulares da

cunha nas quais ¢ € IN*:
w(p, 63 ) Z Ve (p, 939) (3.186)

onde

(pa ¢a {ZFbHa abo’(pa ¢7 )

b>a
+ 3T (7 By (0, 650) — Rabo (. q)]} : (3.187)
b<a

O somatério ) ., é remanescente dos termos nao-ressonantes, enquanto o somatério », .

advém dos ressonantes. Por conveniéncia, definimos

_ - -1 ~ - q—l _ -
Rap,- — [ W W,
RMZ (0:8:0) = 3 | ypor | (2alos 6+ 71/a) =3 | o | (2lkales 7/a) , (3.188)
L *Yab,z | — L % = Lz
_ - -1 ~ . q—]_ _ .
R, — [ W W
Rmzp (P 050) ==Y |y (2|kab|Pv ¢+7Tl/q) -3 (2|k‘ab|p, 7rl/q>, (3.189)
L "abyp | =0 L P =1 Lr
_ - -1 -~ - q—l ~ -
R, . 1% W
| (00) =3 | (2|kab|p, ¢+7rl/q) > | e <2|k‘ab|p, ﬂl/q), (3.190)
L tab,¢ =0 L ¢ =1 L ¢
com
W] s
I W;"I‘ | (xﬂ ) L I U;T (flf Sen,l/}) 9 (3191)
[ Wp ] o [ U2 | U 2
W (z,7) = Uy (z sentp) cos® ¢ + 2 [U"} (x sent)) sen“y , (3.192)
[ W | _[U2] 2 Uy 2
| (x,) == Uy | (x seny)) sen“y) + 2 [U{T} (x seny)) cos . (3.193)
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3.2 Potencial dispersivo

As férmulas precedentes sdo bastante gerais e aplicam-se a dtomos de qualquer natureza.
As taxas de emissao espontanea (no espago livre) das vérias espécies atomicas sdo conhecidas
experimentalmente e tabeladas. Para adequar a férmula (3.187) a um elemento quimico em
particular, basta inserir os dados especificos. Em contrapartida, hd um fato notavel comum a
todas as espécies atomicas. Qualquer que seja ela, o potencial dispersivo sentido pelo atomo
no estado fundamental ostenta diferengas qualitativas importantes em relacdo ao sentido pelo

mesmo quando em um autoestado excitado.

3.2.1 Potencial de van der Waals

No caso em que o dtomo estd no estado fundamental (a=g), o potencial dispersivo é chamado
potencial de van der Waals. Os demais estados atomicos sao excitados (b= e), de forma que

Vb, b>a. Somente as parcelas ndo-ressonantes de (3.186) contribuem. Dali, resulta que

0
Volprdia) = =D Y T Roeo(p, d0). (3.194)

e>g o
Antes de analisarmos com mais detalhes este ultimo resultado, é oportuno fazermos alguns

testes de consisténcia e reproduzirmos alguns casos particulares ja discutidos na literatura.

Atomo-espelho plano
Como primeiro exemplo, é interessante considerarmos a situagao particular em que
qg=1 == Po =m;

ou seja, a configuragdo na qual a cunha tranforma-se em um plano. Neste caso, as expressoes
(3.188) a (3.193) fornecem

Rge,z <p7 ?; 1) = Wz(zlkge‘py ¢> =Us (2‘kge‘p Sen¢) , (3'195)
Rge p (p, ;1) = WP(2|kge|pv ¢) = Us (2|k‘ge\psen¢)) cos? ¢+ 2U; (2|kge|psend>) Sen2¢, (3.196)
Rye s (p, 031) = Wy (2|kgelp, ¢) = Uz (2]kge|psene) senzqﬁ + 2U; (2|kge|p seng) cos? . (3.197)

O potencial entre o &tomo no estado fundamental e um espelho plano é dado por (3.194), aplicada

a esse caso particular:

h o)o
Volpr #31) = > D T Re o (p, 631) (3.198)

o e>g

Identificamos y = psen¢ como a distancia do dtomo ao espelho plano (Veja figuras 3.1 e 3.3.).
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3.2 Potencial dispersivo

No limite de curtas distancias (kgey < 1), podemos usar as aproximagoes

™

Ui(z) = Uz(z) = 5.3 (3.199)
para obter o potencial no regime nao-retardado. Assim, temos
T
R 1) R - 3.200
gaz(P,¢7 ) 16!k943y3’ ( )
T
gep( ¢7 ) ~ W(l + Sen2¢) N (3201)
s
Rgep (p, 9 1) = —Wu + cos® @) . (3.202)
Yy
p
p 7

Ficura 3.3: Forca de van der Waals na configuracao de espelho plano,
estudada a primeira vez por Casimir e Polder [9] em 1948. O espelho plano
corresponde a um caso particular do espelho em cunha quando ¢g=m

A contribuicao da componente cartesiana z para o potencial nao-retardado, V;]NR(y; 1), é

4 m
E rOzp .. :1) ~ E )P lkge|? | —————
e«—g*ge, (p7 ¢7 ) 47T€0h <6’ |g>‘ | g ‘ 16|kge|3y3

e>g e>g

1
~ = |{gldZlg) — {gld:1g){gld- }
16€0hy° [<9| 2lg) — (gld=1g){gld-|9)
1
~ ' 3.203
i allo) 520
onde da relacao de completeza obtivemos Ze>g e)(e| = 1 |g){g|. Pressupomos ainda que o

estado fundamental seja esfericamente simétrico, de modo a termos (g|d.|g) = 0. Analogamente,

para as componentes p e ¢, temos

1
rerpR. 1)~ —————(g|d?|g) (1 2 3.204
e§>g ety Rgep (P93 1) = “T6eohiy? (9ld5]g)(1 + sen®¢) ( )
€
1
YR . ~———{gld?]g)(1 29). 3.205
e§>g eigRges (p, ;1) & 1660hyg<9| 519) (1 + cos” §) ( )

A simetria esférica do estado fundamental implica

2
(@l2]g) = (gl2Jg) = (glB]g) = <|’|

lg) - (3.206)
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3.2 Potencial dispersivo

Portanto, ao somarmos as contribui¢oes das trés componentes cartesianas, z, p, ¢, obtemos

o pontencial de van der Waals atomo-espelho plano no regime nao-retardado:

NR, . —
Vit (y; 1) = ——~—3 (3.207)
onde g = m@]@\ g) e |Ey4| = hwy representa o médulo da energia de ligagdo do estado
fundamental.

Em contrapartida, no limite de longuissimas distancias (kgey > 1), ao usarmos as aproxi-

magoes
4
2U1(£L‘) ~ UQ(.%') ~ 1> (3.208)
x
das equagoes (3.195)-(3.197), obtemos
4 1
R 03 1) =~ — =— , 3.209
S CIT R T (3:209
Ryes (0 1) b (eos? ot sens) = — (3.210)
(P 1) & —————(cos sen“g) = ———————, .
o (2lkgely)* Afkgel*y*
Ryes (p, ;1) =~ —#(sen%b—i—cos2 ®) = 1 (3.211)
e (2lkgely)? Alkgel Tyt |
A contribuicdo de cada componentes cartesianas, ¢ = z,p,¢, para o potencial no regime
assintético, VgA(y; 1) vem de
4 1
(o)o . ~ 2 3(
ZreHgRgeﬂ (P, ;1) = Z4W60h|<e|dZ|9>\ |kgel ( 4|]€ge’4y4>
e>g e>g
c
N — ———|{e|d.|g)|?
> ol
c
~ —272’6“3@ : (3.212)
Yy e>g
sendo ag, = —W!(ddawﬂz as componentes cartesianas da polarizabilidade estatica do

atomo entre os niveis g e e.

Logo, o potencial de van der Waals dtomo-espelho plano no regime (retardado) assintético

vale
he
A
Vo (i) =—¢—3 D (agel + lafel + lag.]) - (3.213)
Ty e>g
Visto que g < e, temos age > 0. Isto nos permite escrever
3hc
VAMy; 1) = = a,(0 3.214
g (y7 ) 87Ty4 ag( )7 ( )
onde oy (0) := %Z#g(a;e + afe + ag)e) é a polarizabilidade estatica do dtomo no estado fun-

damental.
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3.2 Potencial dispersivo

Atomo-espelho em cunha no regime retardado assintético

Como segundo caso particular de (3.194), considere seu limite assintético (kgep>>1). O potencial
atomo-espelho em cunha nesse regime foi estudado por Brevik et al [38] com o uso da teoria de
fontes de Schwinger.

No limite em questao, ao usarmos as aproximagoes

4 1
22U (z) = Uy(x) =~ = 2U1 (2kgepsenty) = Us(2kgepsent)) ~ —W, (3.215)
obtemos das equagoes (3.188)-(3.193) as expressoes
q—1 q—1
Rye,z (p,630) = > W (2lkgelo, 6+ ml/a) = S0 W (2kelp. 7/a) (3.216)
1=0 =1
q—1 -1
Ryeip (p: 030) = 3 Wo(2lkaelp, 0+ wz/q) = > W, (2lkgelp, 7l/a) (3.217)
=0 =1
q—1 —1
Ryep (pd59) = ) Wy (2!k'ge|p, ¢+ ﬂl/Q) + Z W <2|kge|pa 7rl/q) : (3.218)
1=0 =1
com
sen~%
2lkoo|p, ) o — o ¥ 21
Wi 2lkylp. ) ~ — sty (3.219)

A equagao (3.194), entao, torna-se

h 1 oe | a1
VgA(Pa¢;Q) = 167 Z %, ’4{Fg<_)>g —Z sen” qﬁ—i—wl/q —i—Z sen” 7rl/q +
e>g e 1

,_.

a-
+I‘£?_))g —Z sen™t (¢ +7l/q) + sen 4 (7l/q)| +

=1 _
q—1 ]
—|—T§?_)>g — Z sen (¢ +7l/q) — sen~ (7l /q) } . (3.220)
=1 _
Dali,
q—1
(:0’ ¢a - 167Tp4 Z |kg ‘4 { ( e<—>g + Fg«)—)f; + Fe<—>g) [ sen QZ) + Wl/q)]
€ =0
q—1
— (Tl + r T2 |3 sen™ (WZ/Q)] } (3.221)
=1
(0)o
E, apés usarmos a relacio 2clag,| = | ]:(_]i, temos
ge
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3.2 Potencial dispersivo

h C
VA (p,¢3q) = —87;4{ > (|a;e\ + ||+ Iage|> [Z sen” ¢+7rl/Q)]
e>g =0
1
I (AR A RA) [Z sen” Wl/q] } (3.222)
e>g =1

Contudo, a polarizabilidade estatica do &tomo no estado fundamental deve ser independente
da orientagao espacial. O resultado da soma sobre todos os estados excitados nao pode privilegiar
uma direcao particular; quer dizer,

doai, =) ab.=> al =a,(0). (3.223)
e#g e#g e#g
Logo,

V;]A(p, ¢;q) = {32 sen™t (¢ +7l/q) — Z sen (7l /q) } (3.224)

Ao empregarmos as relagoes

g—1 24> 3¢ 2
l 1 3.225
2 sen” ¢+7T/Q) 3sen2qd <2sen2q¢+ q > ’ ( )
q—1 1
sen 4 (7l/q) = 5 (q2 -1) (QZ +11) (3.226)
I=1
obtemos
hea(0) T 1 ¢ 3¢°
A, oo hea(0) (211 1— 2 3.227
g (p7 ¢7 q) 471',04 |:90 (q ) (q + ) Sean(Z5 QSen2q¢ - E ’ ( )

em perfeito acordo com [38]. Como a equacao acima é analitica em ¢, sua validade é estendida
para q € [1/2,00] (originalmente, tinhamos ¢ € [1, 0o[). Por exemplo, para ¢ = 1/2, a cunha se

degenera em um semiplano infinito (¢9 = 27). Esta configuracao esta ilustrada na figura 3.4.

Yy
P, ¢
o
S I
\\\ //4\ T
¢ = 27

FIGURA 3.4: Atomo na vizinhanca de um espelho semiplano infinito. O
semiplano corresponde ao caso particular em que o angulo da cunha vale
¢o = 2.

124



3.2 Potencial dispersivo

Atomo—espelhos paralelos

A disposicdo com espelhos paralelos pode ser obtida a partir da cunha no limite ¢g — 0 e
p — 00, enquanto o produto pog= pg = a é mantido fixo. Neste limite, a constante arbitraria
a ¢é interpretada como a separacao entre as placas. A distancia do atomo a placa sobre o plano

coordenado zz fica dada por y = psin¢ ~ p¢. (Veja figura 3.5.)

y ¢o— 0
p— o0
pPo = a

ol

T

F1cUuraA 3.5: A forga de van der Waals na configuracao de espelhos planos
paralelos foi estudada pela primeira vez por Barton em 1987. No limite
¢o — 0 e p— o0, com o produto ppy = a mantido constante, a cunha
reproduz o arranjo de placas paralelas.

Esta geometria foi explorada por Barton em [26]. O resultado encontrado para um atomo

com simetria esférica foi

- e, [ )
sendo |y|<a/2. Em especial, para estados atomicos esfericamente simétricos, temos
{gld:le)? = (ald,le)* = Hgldgle)? = 3 1{glIdlle) P (3229)
de onde definimos
T2, = o5 lglldle) kel (3.230)

€9 12meoh
Por sua vez, o potencial de van der Waals, obtido de (3.194), para um dtomo esfericamente

simétrico® dentro da cunha é
h I
Vo (p,dia) = o > Félg{ [Uz (2k¢gep sen (¢ + 7Tl/q)) + Ui (%gep sen (¢ + Wl/Q))] -
e =
-1

- [U2(2k:gepsen (ﬂ/q)) cos? (rl/q) — Uy (Qk:gepsen (ﬂ/q)) cos (QWZ/Q)}}. (3.231)
=1

Q

8Isto s6 é verdade para subcamadas s do 4tomo de Schrédinger. Em geral, as componentes cartesianas de
um elemento da matriz de dipolo sao distintas. Usamos esta aproximagdo aqui para reproduzir resultados da
literatura. O método da equacgdo mestra permite tratar com dtomos reais mais facilmente.
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis

A equivaléncia analitica entre o nosso resultado no limite de placas paralelas, equagao (3.231),
e o encontrado por Barton é dificil de demonstrar. Todavia, a similitude numérica foi verificada

com precisido de 1 parte em 10°.

3.2.2 Potencial ressonante

Quando o dtomo estd em um estado excitado (a =e), as parcelas de ressonancia do potencial
dispersivo (3.186) também contribuem. Por esta razao, nestas circunstancias, dd-se o nome

particular de potencial ressonante. Das equagoes (3.186) e (3.187), obtemos

h o)o
Vesg(pdi0) = - D {Z T3 Rebo(p, 6;9) +

o b>e

+ 3T (7B o (0,630) = Reno(0,650)] } - (3232
b<e

Contrariamente ao potencial de van der Waals, quando somente aparecem as fungoes monoto-
nicas U; e Us, no potencial ressonante as fungoes oscilantes U]" e U;" estao presentes. Isto faz
com que o atomo excitado, eventualmente, possa encontrar-se em um “poco” de potencial nas
direcoes transversais ao eixo da cunha — um duto de potencial ao longo da direcao longitudinal
da cunha. Em outras palavras, apesar do dtomo estar livre para mover-se ao longo do eixo z,
seu movimento transversal poderd ser confinado. Essa possibilidade serd analisada na préxima

secao.

3.3 Atomo como um sistema de dois niveis

Embora os resultados até aqui apliquem-se a qualquer atomo, dependem das taxas de probabi-
lidade de decaimento espontaneo particulares de cada elemento quimico. Como jé dito, as taxas
de emiss@o espontanea para dtomos livres (afastados de fronteiras) sao conhecidas e tabeladas.
Nao obstante, por ocasiao, vamos analisar em detalhe o potencial dispersivo sobre um atomo
com uma transicao intensamente dominante. Este era o caso, por exemplo, no experimento
de Yale com dtomos de sédio descrito na secao 1.4.1. Nestas circunstancias, o dtomo pode ser
encarado como um sistema de dois niveis.

No entanto, é preciso cuidado ao estudar o potencial dispersivo para um atomo tratado
como um sistema de dois niveis. O potencial de van der Waals recebe contribuictes apenas
de niveis energéticos acima (nao-ressonantes) do fundamental. J& os potenciais ressonantes,

possuem contribuigdes tanto dos niveis energéticos acima (nao-ressonantes) quanto dos abaixo
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis

(ressonantes) do estado em que o 4tomo se encontra. O principal fator que determina o quanto
(o)o

cada nivel contribui sao as respectivas taxas de transicao espontanea no espago livre I' ”;.

Potencial de van der Waals

Regras de selecao determinam se a transicdo entre dois estados de um &tomo é possivel
(F(O)

wesp > 0). Todos os estados excitados cuja transicao para o fundamental é permitida pelas

regras de selegao (I‘g?lg > () contribuem para o potencial de van der Waals. Porém, se o 4tomo
apresentasse uma transi¢ao para o estado fundamental com taxa de probabilidade especialmente
alta em relacao a todas as outras, ele poderia ser tratado aproximadamente como um sistema
de dois niveis.

Para atomos de metais alcalinos, como o sédio, o estado fundamental é esfericamente simétrico,
com o elétron de valéncia em uma subcamada s. As subcamadas p, da mesma camada n, sao
os primeiros estados excitados (~ degenerados). Apesar dos orbitais p, py e p. (ou p,, pg
e p., em coordenadas cilindricas) terem orientagoes espaciais bem marcadas, o dtomo excitado
pode apresentar o elétron de valéncia em um superposicao isotrépica deles. As componentes
cartesianas da matriz de dipolo entre o orbital s e o p-isotrépico sao todas iguais. Essa simetria

esférica implica

o o (0] o)z 1
Ft(3<—)>g = Ft(a—)f; = élﬁ = Fz(z<—)>g = F(ﬁ‘<piso|da|5>|2’k8p|3~ (3.233)

Para o sédio, por exemplo, a transi¢ao 3p — 3s fornece uma contribuigao largamente dominante
para a energia do potencial de van der Waals — cerca de 98%. Logo, para um atomo de sédio,
o potencial de van der Waals pode ser aproximado para o de um sistema de dois niveis.

Pela equagao (3.231), o potencial de van der Waals para um “dtomo de dois niveis”, cujos

estados fundamental e excitado sao esfericamente simétricos, reduz-se a

h

Vg (0 ¢5q) = %Fﬁ?lg{ - [Uz <2kgepsen (¢+7Tl/Q)) +Ui <2kgepsen (¢+7TZ/Q))} -
=

-1

- [UQ <2kgep sen (wl/q)) cos® (rl/q) — Uy (2krgep sen (Wl/q)) cos (27rl/q)} } . (3.234)
=1

As fungoes Uy e Us foram definidas em (3.177) e (3.178). Seus graficos estao mostrados na figura
3.2. Ambas sdo mondtonas crescentes e tende assintoticamente a zero. Essas propriedades sao

transferidas para o comportamento do potencial de van der Waals (3.234) em relagao & varidvel

p.
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis
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FIGURA 3.6: Vy(p, = 0,q) versus p para diferentes angulos de abertura
da cunha (¢9=90° 60 36°). As linhas finas correspondem a contribuicao
repulsiva do “vértice”. Porém, o potencial completo é atrativo. Quanto
mais fechada a cunha maior é a atragao para o vértice. O potencial de van
der Waals nao apresenta pogos.

O potencial apresenta duas partes: uma dependente do azimute ¢ e outra, ndo. A parte in-
dependente de ¢ estd mostrada por linhas finas na porgao superior do grafico na figura 3.6. Note
que, qualquer que seja a distancia do atomo ao vértice da cunha, essa parte dd uma contribuicao
repulsiva para a forga sobre o 4&tomo. Entretanto, o potencial completo é monotonicamente atra-
tivo, como mostram as linhas grossas na porcao inferior do grafico.

A forga da cunha sobre o 4tomo é obtida por

F(p,d39) = =VVy(p, ¢ 4); (3.235)

ou, explicitamente em coordenadas cilindricas, por

oV, 10V,
Fp(p,qb;q)z—afpg7 F¢(p7¢;Q)=—;a7f, E.(p,d;q) =

v,
—=9 . 2
5l =0 (3.236)

Por conveniéncia, nos graficos a seguir, a posicao angular do 4tomo serd expressa em relagao

a bissetriz do dngulo de abertura de cunha:

o=¢— 2. (3.237)
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis
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FIGURA 3.7: Para p finito, a componente F,(p,¢ = 0,¢) aumenta em

modulo a medida que ¢g diminui. N&ao se observa flutuagoes espaciais da
forga de van der Waals.

Na figura 3.7, mostramos o comportamento da componente I, ao variarmos a posi¢ao angu-
lar do 4tomo, mantendo sua distancia ao vértice fixa (p = cte). As véarias curvas correspondem
a diferentes valores de p e da abertura da cunha, ¢9 = 7/q. Vemos que |F,| é minimo quando
o dtomo estd no plano bissetor da cunha (¢ = 0) e aumenta a medida que o d4tomo se aproxima
das placas.

A primeira vista, um resultado pode parecer paradoxal. Com o d4tomo a uma distancia fixa ao
vértice e sobre o plano bissetor, se a cunha for fechada gradativamente, |F,| aumenta (Compare
na figura 3.7, por exemplo, a curva para ¢=5 e kgep=>5 com a para ¢=7 e kgep="5.). Poderfamos
imaginar ingenuamente que, ao fecharmos progressivamente a cunha, a forca deveria definhar
até se anular como ocorre com a forga sobre um atomo equidistante a duas placas paralelas.
Mas nao ¢é isso que se sucede. O motivo é simples: para recuperarmos a configuracao de placas
paralelas nao é suficiente tomar o limite ¢g9 — o00; é preciso simultaneamente fazer p — oo,
mantendo p¢g = a constante.

Na figura 3.8, apresentamos o comportamento da componente Fyy ao variarmos a posicao
angular do atomo, conservando sua distancia ao vértice fixa (p = cte). As vdarias curvas corre-
spondem a diferentes valores de p e da abertura da cunha, ¢9 = 7/q. Vemos que |F,| é minima

quando o dtomo estd no plano bissetor da cunha (¢ = 0) e aumenta & medida que o dtomo se
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis

aproxima das placas. Além disso, quanto mais fechada for a cunha, mais intensamente o atomo
¢ atraido para a placa mais proxima (Fy > 0 para ¢ > 0 e F; < 0 para ¢ < 0.). Somente

quando o atomo esta no plano bissetor, Fy = 0.

F(p,p.q)

2L [ . . 1 . 1 . 1 . 1 .
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4

»/4,
FicurA 3.8: Exceto para ¢ = 0, o dtomo é atraido para a placa mais
préxima (junto com uma componente F, apontando para o vértice). Nao
se observam flutuagoes espaciais da forca de van der Waals.

Potencial ressonante

Para o potencial ressonante, dado pela equagao (3.232), contribuem tanto os niveis energéticos
acima (ndo-ressonantes) e quanto os abaixo (ressonantes) do nivel em que o 4&tomo se encontra.
Se o atomo estiver no primeiro estado excitado, hd somente um termo de ressonéncia na equacao
(3.232), referente & transi¢ao para o estado fundamental. Todas as outras transi¢oes aparecem
como termos nao-ressonantes. Contudo, se a primeira transi¢ao for amplamente dominante sobre
as demais, os termos nao-ressonantes podem ser desprezados. Para este “a4tomo de dois niveis”,

a equagao (3.232) reduz-se a

h O)o rr
Velp.#:0) = 5= D T8 [m R o (0. 670) = Rego(p 6:9)] - (3.238)

Tome com exemplo o sédio usado no experimento de Yale. No estado fundamental, o tinico
elétron de valéncia do atomo de sdédio esta no nivel 3s. No primeiro estado excitado, ele ocupa

o nivel 3p. Se o atomo estiver excitado neste estado, o tinico termo de ressonancia do potencial
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis

ressonante é o correspondente & transicao 3p — 3s. A taxa de emissao espontanea desta transicao
é muito maior que as demais. Logo, pelo menos para um atomo de sédio no estado dubleto 3p,
o potencial ressonante pode ser aproximado para o de um sistema de dois niveis.

Um outro aspecto relevante é que se o 4tomo for um metal alcalino, como o sédio, o estado
fundamental é esfericamente simétrico, com o elétron de valéncia na subcamada s. As subca-
madas p, da mesma camada n, sdo os primeiros estados excitados (=~ degenerados). Por outro
lado, os orbitais p,, ps e p. tém orientacoes espaciais bem marcadas. Nao é dificil verificar
(veja o préximo capitulo) que os elementos da matriz de dipolo sao tais que (3s| dy [3ps7) X dgor-
Ora, se um atomo metal alcalino puder ser preparado no estado excitado np, — de polar-

(0)

. ~ / ~ o)o N . ~
izacao o', somente a parcela com fator nao-nulo I'yy , c.ns X 0447, correspondente a polarizacao

o
o’ preparada, contribuird para o potencial ressonante sentido pelo d4tomo. Nas consideracoes
abaixo, suporemos que este é o caso.

Os graficos a seguir sao relativos a um “atomo de dois niveis” com uma polaricaio ¢ bem
definida.

Na figura 3.9, vemos os trés possiveis potenciais ressonantes entre a cunha e um atomo exci-
tado com polarizagao definida, posicionado sobre o plano bissetor (¢ = 0). Préximo ao vértice,
onde a aproximacao de dipolo tende a tornar-se invalida, o potencial é atrativo. A proporcao

que o atomo afasta-se do vértice, surgem varios pocos e pontos de sela. Este comportamento do

potencial ressonante contrasta vivamente com o do monotonico potencial de van der Waals.

0.15

-0.15

V(p, 0, q)

‘ —— p- polarization ;
030 | —— ¢ - polarization ;

( z - polarization ;

045 | | .
L 1 " 1 " 1 " 1 "
5 10 15 20 25

Ik, 1P

Ficura 3.9: Multiplos pocos dos potenciais ressonates para as trés pola-
rizagoes ao longo de p, na direcao ¢ = 0.
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3.3 Atomo como um sistema de dois niveis
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F1auraA 3.10: A figura mostra como V7 (p, ; ) varia com a posigao angular
do atomo no interior da cunha, enquanto p é mantida fixa. Para o = ¢,
nao ha poco de potencial. Todas as curvas foram feitas com kegp = 5.

Na figura 3.10, mostramos a configuracao angular dos trés potenciais ressonantes quando o
atomo estd a distancia kegp = 5 ao vértice da cunha. Deparamo-nos entao com um fato notavel.
Atente na figura 3.9 para os pogos de potencial comuns as trés de polarizagdo em torno da
distancia keyp ~ q = 5. Contudo, ao verificarmos a figura 3.10, constatamos que somente as
polarizagoes p e z realmente apresentam pogos ali. Para a polarizacao ¢, o aparente poco é na
verdade um ponto de sela.

A forca de van der Waals sobre o 4tomo de dois niveis é sempre atrativa em direcao & cunha.
Em contrapartida, o potencial dispersivo sobre o dtomo no estado excitado pode apresentar
pocos transversais que se estendem ao longo do eixo da cunha, como dutos.

No capitulo seguinte, a taxa de emissao espontanea modificada pela proximidade do dtomo
com as paredes da cunha sera calculada. Veremos que a taxa de decaimento espontaneo do atomo
pode ser acentuada ou inibida, dependendo de sua posigao relativa a cunha. Se alguma regiao
de inibicao coincidisse com um pogo do potencial ressonante, o dtomo excitado poderia ficar
armadilhado. A possibilidade de aprisionar dtomos excitados apenas pelas flutuacoes quanticas

do vacuo na vizinhanca de fronteiras é inusitada.
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Capitulo 4

Emissao espontanea no sistema
atomo-espelho em cunha

No capitulo anterior, aplicamos o formalismo baseado na equagdo mestra [23, 25, 64, 77|, in-
troduzido no capitulo 2, para calcular o potencial dispersivo entre um atomo e uma cunha
perfeitamente condutora. Mostramos que esse formalismo é apropriado a esse tipo de céalculo
tanto para o dtomo no estado fundamental quanto em um estado excitado [66].

Neste capitulo discorreremos sobre a taxa de emissao espontanea de um dtomo neutro, em um
estado excitado, modificada pela proximidade com um espelho perfeito em forma de cunha, em
meio ao vacuo eletromagnético [67]. Como, nesse caso, ndo ha fétons reais, ndo ocorre emissao
estimulada. Como veremos, o método da equagao mestra também é valioso para computar as

taxas de emissao do atomo. O célculo é inclusive mais simples que o do potencial dispersivo.

4.1 Emissao espontanea modificada por fronteiras

Os conceitos de emissao espontanea e estimulada de radiacao foram introduzidos por Einstein
[1] em 1917. A despeito do grande avanco intelectual alcancado neste influente artigo, uma
importante lacuna perdurou por outros dez anos. Nao se conhecia como calcular a taxa de
emissdo espontanea de um atomo. Somente em 1927, Dirac [2], com o desenvolvimento da
eletrodinamica quantica, foi capaz de determina-la teoricamente!:

(0)o 4 223
r = de|b)|“E;, 4.1
b—a 47T€0h|<a| | >| ba ( )

'Este artigo é considerado por muitos o marco inaugural da EletrodinAmica QuAntica, a mais bem sucedida
teoria fisica ja concebida.
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4.1 Emissao espontanea modificada por fronteiras

ZEC)—):; é a taxa de probabilidade de transicao por emissao espontanea do

Na equagao anterior I'
estado |b) para o |a) de um atomo no espago livre com componente cartesiana o de momento

de dipolo elétrico. Os ntimeros de onda de Bohr sao definidos como
wab _ Fa — Ep
kap := T e (4.2)
onde E, e E} s@o as energias nao-perturbadas dos estados |a) e |b), respectivamente.

Em um dtomo multieletronico, o dipolo elétrico é a soma dos dipolos que cada elétron forma
individualmente com um préton do nicleo. A rigor, o operador de dipolo referente ao i-ésimo
elétron de um dtomo com n elétrons é o operador multilinear CZ; =—e(l;®..0 5H®...01,),
sendo &; o operador posicao relativa do elétron ao nicleo. Cada elétron acopla-se individualmente
ao campo eletromagnético. Por exemplo, para o i-ésimo elétron, o acoplamento é dado por
V;, = —d; - £. O dipolo atoémico total é d = Sy d;, de forma que V = Yo Vi= —d-€.

Por ocasiao do trabalho de Dirac, ficou claro que a emissdo espontanea ¢ promovida pelo
acoplamento dos elétrons atomicos com o campo de radiacao, mesmo que no estado de vacuo.
Entretanto, a possibilidade de a emissao espontanea ser modificada pela proximidade do dtomo a
fronteiras macroscépicas foi motivo de controvérsia por certo tempo (Veja sec. 6.2 de [78].). Sem
embargo, do ponto de vista da eletrodinamica de cavidades, a alteracao das taxas de decaimento
atomico surge como uma consequéncia natural da adulteracao dos modos normais do campo
eletromagnético provocada pela presenca de objetos macroscépicos na vizinhancga do dtomo. Na
pratica, os efeitos de fronteira sao contabilizados como condigbes de contorno nao-triviais sobre
0 campo.

A questao da alteracao das taxas de emissdo espontéanea de um atomo devido & proximidade
a objetos macroscépicos foi abordada teoricamente pela primeira vez por Purcell [7] em 1946,
durante um encontro da Sociedade Americana de Fisica?. Observacdes experimentais pioneiras
foram realizadas por Feher et al [12], em 1958, na faixa de microondas, e por Drexhage et
al [14], em 1968, na faixa visivel. Em 1970, Barton [16], Stehle [17] e, em 1973, Milonni e
Knight [18] e Philpott [19] previram teoricamente a inibigdo e a intensificacdo das taxas de
emissao espontanea de um dtomo situado entre dois espelhos planos paralelos. A supressao e a
acentuacao, induzidas por espelhos planos paralelos, da emissao espontanea na faixa 6tica foram
observadas por diversos grupos experimentais: Goy et al [24] em 1983, e Jhe et al [27], Heinzen
et al [28] e DeMartini et al [29] em 1987.

Para uma discussao mais completa sobre a emissao espontanea nos sistemas atomo-espelhos

paralelos e dtomo-espelho plano, veja a secao 1.5 e 1.6.

*Este trabalho, juntamente com os de Casimir e Polder [9] e Casimir [10], ambos de 1948, sdo reputados os
precursores da Eletrodindmica Quantica de Cavidades.
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4.2 Atomo—espelho em cunha

4.2 Atomo-espelho em cunha

Analisar a emissao radiativa de um atomo, modificada pela proximidade com uma cunha espe-
cular, é um complemento natural ao estudo feito anteriormente do potencial dispersivo entre o
atomo e a cunha [67]. A motivagao é prover resultados tedricos pertinentes a possiveis extensoes,
envolvendo dtomos excitados, do experimento realizado em Yale [33]. Objetivo do experimento
era observar o efeito do retardamento sobre o potencial de van der Waals. Por isso foram
usados estritamente dtomos no estado fundamental. Sem embargo, caso a mesma geometria
viesse a ser utilizada para estudar o potencial ressonante, por exemplo, a taxa de emissao
dos atomos excitados seria um importante fator a considerar. Provavelmente, seria 1til que a
emissao espontanea fosse inibida em alguma regiao, permitindo aos dtomos atravessar a cunha

sem decair.

o X

F1GURA 4.1: Configuragao do experimento de Yale [33] com dtomo-espelho
em cunha.

A situacao fisica tratada aqui é a mesma do capitulo anterior. Por esta razao, e por clareza,
repetiremos na sequéncia algumas das ponderacoes e formulas ja propostas. A cunha é suposta
oca e perfeitamente espelhada por dentro. (Veja figura 4.1.) Inicialemente, podemos pensé-la
como sendo fechada por uma abébada cilindrica (ndo mostrada na figura). Longitudinalmente,
ela é aberta e tem extensao infinita, constituindo-se em um guia de ondas. O limite em que o
raio, R, da abdbada cilindrica vai a infinito serd tomado no momento oportuno. O angulo de
abertura da cunha é convenientemente expresso como uma fracdo do angulo raso: ¢g = 7/q,
com ¢ € [1,00[. O &tomo é suposto estaciondrio. O campo eletromagnético é quantizado no
calibre de Coulomb e, por hipétese, encontra-se no estado de vacuo.

O raio de Bohr do dtomo é pressuposto muito menor que os comprimentos de onda das

transi¢oes atomicas dominantes (ag << 2mc/wqp) € que a distancia do dtomo as paredes da cunha
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4.2 Atomo—espelho em cunha

(ap < d = pcos(min(¢, (pg — ¢))). Os modos normais do campo que mais contribuem para

os efeitos de fronteiras sao os com comprimento de onda da ordem da distancia do atomo as
2

VG~

desses modos pode ser considerado aproximadamente uniforme ao longo da extensao do atomo.

fronteiras, ou maiores; ou seja, no caso da cunha, > d > ag. Logo, o campo elétrico

Esta hipdtese permite descrever a interacao do dtomo neutro com o campo eletromagnético na
chamada aproximacgao de dipolo: o dtomo ¢é tratado como uma particula e o acoplamento com

o campo da-se pelo operador de dipolo elétrico.

Ziz [y E6(7) et aye + ch] . (4.3)

O campo elétrico no interior do guia de ondas apresenta modos normais transversos magnéticos

-

V(r,t) = —d-

“31

(TM, A = 1) e transversos elétricos (TE, A = 2). Conforme apresentado no apéndice C, em co-

ordenadas cilindricas, valem as relagoes

2
[a)\g,axg/] =0 5 [a,\g,ai,g,] = 5)\)\’5mm’(5nn/ (;) (5(kz - klz) N (4.4)

2
010) =1, {0l are alye 10) = Erx GO (L“) 5(k: — kL) . (4.5)

O comprimento do guia de ondas é expresso como
/2

L:= lim lim dz ¢ F==k)2 — 975 (k, — k) . (4.6)
ki, —k, {—o0 —¢/2

A soma-integral em (4.3) sobre os niimeros quanticos espaciais é

Loy s o (s)- )

m n=1

O campo elétrico de cada modo normal, TM (A = 1) ou TE (A = 2), é dado por

E i (7) = Evvn. {z < kfm) vt] Vit (48)
Eommie, (F) = Eamme. {—i (k2§”k> 2 x vt] Uomnk. » (4.9)
2mn
onde?
Vimnk, = Jgm(kimnp) sen(gmao) etz (4.10)
Uomnk. = Jgm(k2mnp) cos(qme) e™+* ; (4.11)

3 A rigor, o nimero quéantico m deveria ser representado por my, pois depende da polarizacido. N&o obstante,
como os modos TM e TE sao ortogonais, termos de interferéncia entre eles nunca aparecem. Logo, nao ha
necessidade de distinguir explicitamente m; de ms nas equagoes, desde que a diferenca seja mantida em mente.
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

mée&N*paral=1, meNparaA=2, nelN*, q:qbizl; (4.12)
0
k . Txgmn k — k2 k2 - 4
mn = T ; Amnk, +— mn + z ( 13)
qu(’Yl,qm,n) =0, Jém(’}?,qm,n) =0 (4.14)
0 ~10 1 8 A 8
Vi = p— - 2 X Vi = — — 4.15
A normalizacao do campo elétrico quantizado, a menos de uma fase, é
h k32
|5)\mnkz|2 = <C) Amn qu(’y)\,qm,n) 5 para m >0 , (4'16)
EOV k)\mnk
he k% 0,n
E 2 = =0 X, =0, 4.17
Bransl = (G ) T Xoltmas) + pava m (417)
com o volume do guia de ondas dado por
b0 TR?L
V.= )= —= 4.18
D rRL) = T (118)

X¢W=Pﬁﬂ+@—j>ﬂu}l. (4.19)

A seguir aplicaremos estes modos normais para determinar, com o formalismo da equagao

mestra, as taxas de emissao espontanea modificadas do a&tomo dentre a cunha.

4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equagcao mestra

No jargao do método da equacao mestra, o &tomo é considerado o sistema pequeno e o campo de
radiagao sob condigbes de contorno, o reservatério. O método fornece a taxa de troca energética
(poténcia) do sistema pequeno com o reservatorio. Para dtomos no estado |a), a poténcia nominal

por dtomo trocada com o campo de radiagao é dada por (Veja segao 2.5.4.)

Qq (F) = Z Z Qab,o (F) . (4'20)
b o

A soma em b é sobre todos os possiveis estados do dtomo livre. Contudo, como nenhum estado
atomico nao-perturbado tem momento de dipolo elétrico permanente, Qg4 0= 0.
Cada parcela da poténcia nominal trocada, por sua vez, é a soma de duas contribuicoes. Uma

é a poténcia permutada entre o sistema e o reservatério por flutuagoes quanticas do reservatério

137



4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

ou por fétons reais (fr — flutuagdo do reservatério). A segunda é a taxa de perda da energia do
sistema induzida por fétons virtuais produzidos por flutuacoes quanticas da polarizacao atomica

(rr — reagao do reservatério sobre o sistema). Deste modo, temos

Qubo () = Q) (7 + Qi , (7, (4.21)
enquanto
O () = dmeo N clrcalf 2 ng) 1S5 (2fmae) +1) (4.22)
A
) (7)) = —dme Zi chae oy (kxe) 1E56(7) 2 (4.23)
A€
com
o ka
o) (k) = ”W (60 + kap) F 8k = kap)| (4.24)
onde
2 2 1 (o)o Sgn(kab) (o)o
g = — - = — r =——T . 4.2
aab 47r€0h6kab| <b| d |a‘> | 2Ck'3b a—b 2ck3b a<b ( 5)

(

A quantidade oz;,b;r)(k:) corresponde a parte resistiva da polarizabilidade atomica. J& a quanti-

(=)

"n— ~ . ~ . , 7 1 , .
dade o, (k) ndo tem uma interpretacdo simples. O ntimero médio de fétons reais em cada
b

modo normal do campo eletromagnético foi representado na equagao (4.22) por (nye).

A parcela de reagao do reservatério (rr)
E interessante investigarmos mais detalhadamente a dependéncia de .Zg’o em relacao ao estado
atomico |b). Primeiramente, atente para o fato de

b>a = ke =kq —kp <0 e b<a = koyp=ky—ky>0. (4.26)

Assim, da equacao (4.24), temos

gy () = Glag | kanl [80k — [kanl) + 8(0k -+ kop) | 0(—han) +

ab,o
7T
o+ 2l [50k + ) + (K = [Kas))] 6Ckas) (4.27)

Mas, da equacao (4.23), vemos que k = ky¢ > 0. Portanto, podemos reescrever (4.27) na forma

sy (k) = Zlag kel 3(k — k) 6(~kaw) + Sl Ikapl Sk = kaal) Oka) . (4.28)

ab,o

Nrr

Ao substituirmos (4.28) na equagao (4.23), notamos imediatamente que Qg

<0 tanto para
b>a quanto para b<a.
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

A parcela de flutuagao do reservatério (fr)

Uma analise andloga a antecedente pode ser feita também para a parcela Qf:gg. Da equacao

(4.24), escrevemos
T g
a5 ) = Tl sl [805 = hasl) = 0k + Vkan) | 0(—Fas) +
T
ol [0k + ) — 80k — an)]kun). (1.20)

Da equagao (4.22), vemos novamente que k = ky¢ > 0. Desta forma, obtemos
n(+) T o T o
Aapo (k) = Slagy|[kap| 6(k = [kap]) O(—kap) — 5 lagy|[kap] O (k — [Kap|) O (Kap) - (4.30)

Portanto, apés substituirmos a equagao (4.30) em (4.22), vemos que Q" >0 caso b>a e

ab,o
que Q££7g<0 caso b<a.

Outra diferenca da parcela fr em relagdo a rr é a dependéncia extra do nimero médio de
fotons reais ((ny¢)) em cada modo normal do campo eletromagnético. Concluimos que am-
bas estao ligadas & emiss@ao espontanea; porém, somente a de flutuacdo do reservatério estd

relacionada & emissao estimulada.

Taxas de emissao espontanea modificadas

A taxa de emissdo espontanea modificada, entre dois niveis a e b, referente & parcela de flutuacao

do reservatério é obtida da defini¢do
Ol () =~ TL25(7) (ol + 5 (4.31)
enquanto a correspondente a parcela de reagao do reservatoério sobre o sistema vem de
2ty o (7) = —*hlwabl L5 (4.32)

Observe que QT >0 para b>a e Qlr <o para b < a, conquanto <0 sempre. A

ab,o ab,o aba

poténcia trocada pode ser, entao, escrita como

Qab,a("?) = ab 0_(1:‘) + Qab O'(_‘)
= —hwey T35 (M) (n(|wasl)) — %h\wm sen(wan) TG (7) + T0o (M) | (4.33)

a<—b a<—b a<—b

Podemos definir a taxa de emissao espontanea modificada pela transicao a — b como

2Fa—>b( ) = Sgn(wab) aHb(f‘) + F:Z_i)(_‘) (434)
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

Por outro lado, ao combinarmos as equagoes (4.22), (4.23), (4.28) e (4.30), verificamos rapi-
damente que, no vacuo eletromagnético ({ny¢) =0), os termos relativos a b>a de (4.28) e (4.30)
cancelam-se exatamente. Deste modo, chegamos a expressao para a poténcia nominal irradiada

no vacuo:

Qubo (F) = 4meg ZI Chg aba ) (kxe) —a, ( (’%)} |36 (7)]?

= —axeq0kun) oy Ikl 3N chnc Sl — Ihal) €5 (IP . (439
A e

Note que, no vacuo eletromagnético, Qab,a =0 parab>a e Qab,a < 0 para b < a. Portanto,
nesse caso, a poténcia trocada reduz-se a poténcia radiativa.
Ao retornarmos a equagao (4.33), como Qab,g = 0 para b > a, no vacuo eletromagnético,
concluimos de imediato que
/™o (7) = I (7). (4.36)

a—b a—b

Logo, podemos usar a poténcia nominal no vicuo para calcular a taxa de emissao espontanea

modificada pelo decaimento do nivel atomico a e para o b:
Qab U(F = _h‘wab‘ Faﬂb(“) (437)

Vale chamarmos a atengao ainda para a situagao em que o estado do sistema é o fundamental
(a = g). Todos os outros estado sdo excitados (b =e). Neste caso, constatamos que o estado

fundamental é estavel em meio ao vacuo eletromagnético, pois Qe »(7) = 0 sempre.

4.3.1 Calculo da taxa de emissao espontanea modificada

Muitos dos resultados intermediarios obtidos no computo do potencial dispersivo pelo método
da equac@o mestra (veja capitulo anterior) serao reaproveitados no célculo da poténcia radiativa
do atomo em meio ao campo no estado de vacuo.

No interior do guia de ondas, os médulos das componentes vetoriais dos modos normais do

campo elétrico sao dadas explicitamente por

|(c/‘zlmnkz (77)|2 = ’glmnk’z|2 2 (klmnp) Sen2(qm¢)¢ (438)
2

|£P1mnkz (F)|2 = ’glmnkz|2 ( > Jl klmnp) Sen2(qm¢)) (439)

glmnkz 2 g 2 qm 2J2 k 2 440

7 OF = €l (1) (5 ) Talbimp) co(ame), (@0

para os modos TM (A = 1), e por
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

|€Z2mnkz (F)‘Q =0, (441)
k2 m \?
|gp2mnkz(f‘)‘2 — ’52mnkz‘2 1 + 22 q ng(kgmnp) Sen2(qm¢)7 (4.42)
mn. kg 2
|g<,z25 k (F)‘Q = |52mnkz|2 (1 + k2 > J(;m(kanp) COSQ(meS) : (4.43)
2mn

para os modos TE (A = 2).

As equagoes (4.38)-(4.43) podem ser reescritas na forma

I 1 é,qm mmns Vo, T/ R
€ VVgmn T2
com Y gm,n = kxgmnfl € 7. := k., R. Por conveniéncia, introduzimos
i
T(7y) = (4.45)
YIZ() + (4% = v2)J2(7)
e, para A = 1,
Q2" (% 2, T/R) = 2° Ji(2 p/R) sen®(ve), (4.46)
Qp* (2 72 TIR) 1= 292 J] (2 p/ R) sen®(v9), (4.47)
2
Qb (z 72 7/R) 1= 2752 (p/R) J(zp/R) cos®(v9) (4.48)
e, para A = 2,
Q¥ (25 72, 7/R) = 0, (4.49)
2
y . _ v
Q31 7/R) = 2 [ 492 (7 ) 2 /) sen ). (4.50)
v = 2
Q" (2 7z, T/R) = 2[2* + 2] (2 p/R) cos®(v9), (4.51)
sendo Nl(): 0, NQOZ 1/2 e N/\,m>0: 1.
As fungoes Qg’”(z;'yz,F/R) nio tém poélos. Convergem inclusive na origem?, visto que

Ju(z— 0)— ﬁ (2£)". De fato, Qé’”(O;fyz,F/R) = 0. Para ¢ € N* nao ha singularidade
em z=0. Porém, para ¢¢ IN*, a origem é um ponto de ramificagdo. A linha de corte estd sobre
o semi-eixo real negativo.

Muito embora a primeira vista pareca que o calculo da poténcia nominal pode ser iniciado

diretamente da equacao (4.35), é preciso um pouco mais de cuidado. Para o guia de ondas

2
40 fator <p7R> faz Q2°(2; 7., 7¥/R) = 0.
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

em cunha cilindrica, o argumento da funcao d(kxe — |kqp|) que aparece dentro da soma-integral

# contém o radical ke = Expnk, = k? + k2. Uma vez que a soma em n serd efetuada
A€

mn

com o emprego de uma féormula de Abel-Plana generalizada, antes das demais somas, é mister
considerarmos cautelosamente a estrutura analitica do integrando. Nao obstante, esta dificul-
dade é contornada se computarmos separadamente as contribuicoes de flutuacdo e reagao do

reservatorio.

Calculo da parcela de reacao do reservatério

A parcela de reagao do reservatério rr da poténcia irradiada serd computada primeiramente.
Da equagao (4.23), temos

o) = im0 30D Y [ k(52 ) el ) 1€ (@52)

A=1m=0n=1

No intento de analisar a estrutura analitica do integrando em (4.52), reescrevemos (veja

apéndice A)

_ o Ik,
ac:,b(,a)(k) =7 |aab|2 b| |:5(k + kab) + 5(k - kab)}

= wladyl[kap* (kK — k2y) . (4.53)
Dai, apos fazermos 7,3 :=kqp R € usarmos R™%5 (k’2 — kgb) =0 (72 - %zzb), chegamos a
o) = ol (VETR)

= m|adyl[Va| 6 (2% + 72 — V%) - (4.54)

A equagao (4.52) assume a forma:

75, =t () (%) 32 S M [ e lelal

)\lm[)

X Z Tqm(’w,qmm) gglrj,a,)\,qm ('7A,qm,n§ Yzs T/R), (4.55)

n=1
onde

Guporw (23 Yz T/R) = 6(22 + 92 = 7%) Q2" (2372, T/R) . (4.56)

O prefator da equagao (4.55) pode ser reexpresso com o uso da equacao (4.18), de modo a

termos

e () ——4th222/vm / 0]l

A=1m=0

X Z Tym (’YA,qm,n) ggg,a,A,qm('VA,qm,m Yz, T/R), (4.57)

n=1
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

A soma em n pode ser efetuada com a aplicacdo de uma generalizacao da férmula de Abel-
Plana. Para determinar especificamente qual formula de Abel-Plana generalizada usar, é sine
qua non analisar a estrutura analitica da fungao Yab o, qm(z; vz, T/ R). Ela possui possivelmente
apenas um ponto de ramificacdo — a origem, no caso de ¢ ¢ IN*.

A férmula de Abel-Plana generalizada [60, 62] apropriada para a estrutura analitica de

rr 4
gab,a,)\,qm €

> 1 [> Y, (2
S Tl om) = 3 [ o ) + e’ 7T -
— 2Jo Ju(2)
1 > Ku(y) —umi gy i :
- y—= e "™ fliy) + e f(—iy)| 4.58
s [ A e )+ e i) (1.58)
com as funcoes do tipo Z(z) definidas como
Z(z):= AZ(2) + BzZ'(z), sendo A e B constantes reais arbitrarias. (4.59)

As constantes 7,, sdo as raizes de J,(z) := AJ,(2) + BzJ,(z) em Re(z) > 0. As funcdes
Y, (2), I,(2) e K,(z) sao as funcoes de Neumann e as modificadas de Bessel de primeiro e
segundo tipos, respectivamente. A funcao f(z) precisa ter o seguinte comportamento quando

|z| = 00 (2 =2a+1iy):

1£(2)] < e(@) e | e(x—o00) =0 , parac<?2; ou

2l (4.60)
lf(2)] < MHOH a>1, para c=2.
A expansao em série para f(z )Y ; em torno de z=0 deve ter a forma
Y,,(z) I = ! = 1l
f(z)j B =z chz —Hog(z)chz , pw>—1. (4.61)
vi® 1=0 1=0
O sfmbolo Res’ denota residuo, se u = —1, ou zero, se pu > —1.

O caso B= 0 aplica-se aos modos TM (A=1), sendo J,,(Y1,,) = 0; e 0 caso A= 0, aos modos
E (A=2), sendo J,(ya,n) = 0.

Ao identificarmos
1 R
f(Z) = ﬁ’angpyabF ggg,o,)\,qm(z; Yz T/R) ) (462)

vemos prontamente que o segundo termo do lado direito de (4.58) é zero, pois f(z) nao tem pdlo
em z=0.

A equagao (4.57) entao toma a forma de
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

2 00
() = At Y0 S N [ [ e g

A=1m=0
11, }
{5 galolhal? 62 492 = 2%) Q3" (i 7/R) -

1 I_(qm (z)
27 Iy ()

—igmm 1 o m(; =
e a3 407 o) Qi /R + e | (469

Atente para as seguintes relacoes de escala:

8(a® +97 =) = R0 ((z/R)* + (1:/R)* = ("ab/R)?) ,
Q0" (@72, 7/R) = R* Qg (x/R; 72/ R, 7).
Yab = Ryap/R.
Desta maneira, apds definirmos a varidvel x := z/R, obtemos
2 o o0 00
%o (1) = 24l 33 A [ ke [T loalal? 0+ 2 < k) Qi)

1K, m(K‘R) —igmm| o . i B
_;m [e T\ agy | [Kap|* 6((ir)? + k2 — k) Qo™ (ins k2, F) + c.c.}}.(4.64)

O primeiro termo da equagao acima pode ser escrito de forma completamente independente
de R. Por outro lado, no segundo termo, a dependéncia explicita em R nao pdde ser eliminada.

O limite do raio do guia de onda para infinito (R— 00) pode ser pensado como

p/R<1 e vop=kapR>1. (4.65)

Pelo comportamento assintético das funcgoes de Bessel modificadas,

1
Ky(z>>1)~,/%e*x e LE»l~yo—e, (4.66)

vemos que o segundo termo da equagao (4.64) nao contribui no limite R — oc.

Visto que o integrando na equagao (4.64) é par em k., podemos fazer

2 o) 0 00
50 (7) = ~4ah Y- > N [k [ x
0 0

A=1m=0
x [l lkanl? 6k + K2 = KZ) Q7™ (s by )] (467)

A partir deste ponto, ji tendo explicitado e tomado em conta a estrutura analitica de f(z),

¢ interessante retornarmos a notagao usada ainda na equacao (4.52):
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

1 .,
() = 2ladsllval” 9ib g (5 72, T/ )

1 —
= malodlhal® 0 + 42 —va) Q"™ (w372, T/ R)
= lagyllka|* 8(k? + k7 — kZy) Qo™ (s k=, 7)

= Lol R) @ s ke, ) (4.68)

Desta maneira, a equacao (4.67) é reescrita como

2 2 0 00 0o
(1) = =TS N [ e [an {0 R) @i k) (469
0 0 ’

s
A=1m=0

onde, para facilitar, as fungoes Qf}’"(/@; k., 7) sao explicitadas abaixo:

(s ke, 7) = K5 J2(kp) sen(ve), (4.70)
2
@y by 1) = () 7 o) s, @)
1,y.k~_3kz2y2j2 2 4.72
Qb ) = (5] (L) 200) costv). (4.72)
e ainda
Qg’y(/‘f; k., 77) =0, (4.73)
2
Q%”’(Fc; k., 7) = & <1 + g) (:p) J2(kp) sen’(ve), (4.74)
Q3 ke ) = (145) 72 o) o0 (4.75)

A soma sobre as polarizac¢oes (A = 1,2) na equacao (4.69) permite reagruparmos os termos,

de modo que

. 4akh 2 e} o) B o 7
G0l = =0 [ak. [Cani o[ ER) Y S k). (470)
m=0

™

onde Y’ indica que somente metade do termo m =0 deve ser tomada. A fungdes SY(k, k,; )

sao definidas como

SY(k, ko3 T) = J}(rp) sen®(vg), (4.77)
S, s 7) = [(’;) 2o+ (145) (p) Jﬁmml senf(vg),  (478)
SY(k, by 7) = <1 + ii) I (kp) + (’fj <:p)2 Jf(/ﬁp)] cos?(ve) . (4.79)
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

Nos casos especiais em que g € IN*, a soma em m pode ser realizada com o uso do seguinte

teorema de adicao de funcoes de Bessel,

o] q—
Z (kp) cos(2qme) = QLZ <2/€psen<¢+ ql>> , (4.80)

m=
e uma série de relagoes derivadas dele. As integrais restantes em k, e k pode ser efetuadas,

convenientemente, ao passarmos para coordenadas polares. Assim, definimos

ky:=kcosf, Kk :=ksend = k=+r2+k2, dk.dx=kdkdf. (4.81)

O procedimento de célculo é idéntico ao detalhado no capitulo anterior, da equacao (3.89) a

(3.113). Deste modo, apds extensas manipulagdes, encontramos

h 2 q 1 _
ab z(T_‘}) - / dk k4 abz k) HZ(2kpa wl) - HZ(Qkpa 191)} ) (482)
. h 2 q 1 -
() = / dk K o) (k) [ Hy(2hp. ) — Ho(2ho,01)]. (4.83)
B2 q 1 _
D LA ”
ha(F) = / dk K ol () [ Ho(2kp. ) + Ho(2kp.0)] . (484)
onde
Hz(xa ¢) = GQ(‘T sen ¢> ) (485)
Hy(x,v) = Ga(zsen1)) cos® y + 2G1(z sen 1)) sen®tp (4.86)
Hy(x,v) := Go(xsenp)sen®yh + 2G1(zsen)) cos® 9, (4.87)
e, por brevidade, usamos
l
1/)1 = d) + 19[ y com ’191 = % . (488)
As fungoes G 2(z) sao definidas como
senzr  Ccosx
Gi(x) = — 3 poRE (4.89)
Golz) == Ci(z) + 22T (4.90)

Os graficos das funcgoes G 2(x) s@o mostrados na figura 3.2. Elas tém um notério compor-
tamento oscilante e assintotico. Por conseguinte, é possivel antecipar que as taxas de emissao

espontanea modificadas pela cunha apresentarao flutuagoes espaciais.
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

Calculo da parcela de flutuacao do reservatério

E preciso ainda calcular a parcela da potencia irradiada pelo dtomo devido as flutuagoes do
reservatério. Para tanto, retornamos a equacao (4.22). Na hipdtese do campo eletromagnético

estar no estado de vacuo,

(re) = 0, (4.91)

temos

Q) (1) = 47TGOZ Z Z / dk < )ckAg i (k) X7 (7)2. (4.92)

A=1m=0n=1

Com o objetivo de evitarmos raizes quadradas nos argumentos das fungoes delta, o que

o o s , . "
exigiria o uso de uma férmula de Abel-Plana generalizada abstrusa, reescrevemos o fator o ab(;r)(k‘)

do intregrando em (4.92) na forma (Veja apéndice A.)
o ka
ok = B Ty k) — ok — k)
= —mlagy|[kap| kap 6(K* — k) , (4.93)

uma vez que k= Kkxmnk, > 0. Entao, apds fazermos 4, := kg R € usarmos R‘25(k2 — k:gb) =
§(v* —~2,), temos
n(+ N CS Y A s )
aab(,a) (Z’ ’Yz) = aab(,a)< 22 + ryg)
= —7lady|[Vabl Yab 6 (2% + 72 — %) - (4.94)
A equagao (4.92) resulta em

Qaba(H = _4qh622 ZN)\m/ dv. R5’agb”’}/ab|')’ab X

A=1m=0
x ZTqm<w,qm7n>g;‘;“,g,x,qmm,qmyn; Y2, T/R).  (4.95)
n=1
onde
fr . — R _ 5 2 2 2 NV, - R 4 96
gab,a,)\,y(z’ V> T/ )_ (Z +7 ’Yab) QO’ (Z?’YZ’T/ ) ( . )

€ Tym(Ya,gm,n) foi definida em (4.45).
Depois de proceder de forma totalmente similar ao foi feito anteriormente para o caso da
parcela rr, no limite em que o raio do guia de ondas vai a infinito (R — o0) e para ¢ € IN*,

concluimos que
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4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

) Fic2 q 1 _

ol (F) = / dk k* o) (k) H(2kp, ) — HZ(Qkp,ﬂl)] , (4.97)

SNfr hCQ a1 4 r

ofr (/) = / dk 1 a ) (k) Hp(2kp, ) — Hp(2kp, 195)}, (4.98)
Fic2 ‘1 L // i

Qlp 5(7) / dk k' a k) Hy(2kp, 1) + Hy(2kp, 191)} : (4.99)

As fungoes H,(x,1)) foram definidas em (4.85)-(4.87) e, novamente, fizemos

l
W =d+9,, com U ;:%. (4.100)

Para finalizarmos o calculo da taxa de emissao espontanea modificada de um dtomo no estado

la), falta somarmos as parcelas ol de cada uma das componentes cartesianas o que

abo abcr

compdem sua poténcia radiativa Q, = D0 Qab,g.

Calculo da poténcia radiativa no vacuo

Neste momento, ndo precisamos mais nos preocupar com a estrutura analitica das parcelas fr
e rr. J4 é seguro somé-las para cada componente cartesiana da poténcia irradiada por dtomo,

ao decair do nivel a para o b, no campo de vacuo:

Quvo (7) = QU 5 (7) + Qi o () - (4.101)
Lembremos que

b>a = kyp=ks —ky <0 e b<a = kyp=k,—k,>0. (4.102)

Assim, como nas equacoes (4.82)-(4.84) e (4.97)-(4.99), k > 0 sempre, podemos escrever

T T
0 (k) = ol 6k — lraal) O—han) |l Ok — Ihaal) Okun) . (4.103)
(Veja as equagoes (4.28) e (4.30).) Deste modo,

g (k) — gy (k) = —alaylkapl Sk — [kap]) O(Fku) (4.104)

Portanto, as componentes cartesianas, z, p, ¢, da poténcia nominal no vacuo sao dadas por

q—1

Quio(7) = Aoyl ol Olkn) 3 / k46 (k = [kap]) | H=(2kp, ) = Ha(2kp,90)] , (4.105)
q—1

Qabyp(F) = he®|afy||kap| O(kap Z/ dk k*8( ‘kab’){ p(2kp, 1) — H,(2kp, 191)}7 (4.106)

148



4.3 Poténcia nominal radiativa pelo método da equacao mestra

q—1
Qubo(P) = he?|af || kap| 0 (Kap Z/ dk k* 6(k — |kas|) | Ho(2Kkp, ¢l)+H¢(2kp,191)]. (4.107)

As integrais em k na equagOes anteriores sao triviais. Depois de efetué-las e de usarmos

Fgﬂg) = 2c|ag, ||kqp|*, chegamos a

) 1 o) '2 q— q—1 T
Qab,z(ﬁ = _ihc|kab|rglb e(kab) g Z 2|kab|p779l) ;HZ(2|kab|pv¢l) ) (4108)
_ '2 q—1 q—1 1
Qabp(T) = —*ﬁC|kab|Faiﬁ, 0(kap) 3+ H,(2|kap|p, V1) — ZHp(QVfab\P, Yi)| 5 (4.109)
L =1 =0 |
) '2 q—1 q—1
Qabp(T) = _*hC“{"a |Fa<_>b 0(kap) 37 ZH¢(2|kab|pv V) — Hy(2lkap|p, i) | - (4.110)
L =1 =0

Nas equagoes acima, os respectivos termos independentes da posigao do atomo foram destacados.

Usamos ainda o fato de

llir% G1(2kpsent;) = —= e }iH(l) G2(2kpsent;) = (4.111)

§ .
Finalmente, pela defini¢ao (4.37) de taxa de emissao espontanea, reconhecemos prontamente

as taxas de emissao espontanea do 4tomo no vacuo modificadas pela proximadade com a cunha:

] . — )
oz |1 1% 1
T2_y(7) = O(kay) T\ 315 > H.(2lkablp, V1) — 5 > H.(2lkalp,tn) | (4.112)
I =1 1=0 1
( i 1= 1 q—1 ]
Th_ () = 0(ka) Faﬂﬁ, § Z (2|kap|ps V1) — isz(QVCab\P, V)| (4.113)
23 1=0 1
e |1 1L 1]
T8, (1) = 0(ka) Ty N 52 (2lkaplp 1) = 5 D Holkalp,tr)| - (4.114)
=1 1=0

A taxa total de emissdo espontanea por decaimento do nivel a para o b é, entao,

Tamp(7) = T3y (7) + Ty (7) + 54 (7). (4.115)

Pelos resultados acima, vemos claramente que apenas os niveis b < a contribuem para a
taxa total de emissdo espontanea de um atomo no estado |a), como era de se esperar. Desta
maneira, a poténcia total irradiada por dtomo da populac¢ao de dtomos no estado |a), em meio

ao vacuo eletromagnético, pode ser expressa por

Qu() == hwaTap(F). (4.116)
b<a
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

Na proxima secao, analisaremos a emissao espontanea, modificada pela cunha, de um dtomo
metal alcalino no primeiro estado excitado. Na subsecao 1.5.1, vimos que este contexto é de

grande interesse experimental.

4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

Com o objetivo de ilustrar os resultados (4.112)-(4.114), aplicar-los-emos a um atomo metal al-
calino no primeiro estado excitado. Conforme discutimos na subsecao 1.5.1, a emissao espontanea
desse sistema, é efetivamente equivalente a de um sistema de dois niveis. Suponhamos ainda que
o estado excitado tenha sido preparado com uma polarizacdo ¢ bem definida; ou seja, o elétron
de valéncia estd em um dos orbitais p., p, ou pg. O estado fundamental sera denotado por g e
o excitado, por e,.

As taxas de emissao espontanea cartesianas, modificadas pela cunha, sao

) - - )

2, g(7) = 0T |5+ 5 37 kgl 90) — 5 30 Holkglow) |, (4117
L =1 =0 |
ER = 12 ]

Fg(,—xq(f‘) = 50’p Fg?lg g + 5 Hp(2|k6g|p719l) - 5 Hp(2|k6g|pvwl) ’ (4118)
L =1 =0 _
1 1 194

02 y() = dro T2, | = 2 37 Hy(2lheglp, 1) — 3 3 Hol2lkeglo. ) (4.119)
L =1 =0

A simetria esférica do orbital s e a similitude entre os orbitais p, permitiram-nos escrever as

componentes cartesianas das taxas de emissao espontanea no espaco livre como

3
1’\(0)0'/ _ 500/1—\(0) _ ‘k69| |<g’d0/‘eg>‘2 )
€o 9 €79 mwegh

(4.120)

Repare que somente a componente ¢’ correspondente & polarizacao o é diferente de zero.
Consideremos, como exemplo, a situacao especifica em que o angulo da cunha é 60°. E
conveniente trabalharmos com as taxas modificadas de emissao espontanea relativas a do atomo
no espaco livre (sem fronteiras), ou seja, I'?__,/(7)/ Fg?_),g. Nos gréficos em trés dimensoes a seguir,
o eixo vertical foi orientado para baixo, a comecgar do alto pelo valor 0.0. Por adequacao técnica
também, usamos uma rotacao dos eixos espaciais X e ) de modo a fazer o eixo X coincidir com

a reta bissetriz de uma secdo tranversal da cunha (figura 4.2). Nossas coordenadas originais

estao transformadas da forma:

pPCoSp — e pseny — . (4.121)
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

1 Z

FicuraA 4.2: Rotacao do eixos usada nos graficos tridimensionais. O eixo
X é feito coincidir sobre a reta bissetriz da cunha.

Na figura 4.3, mostramos o grafico da taxa relativa de emissao espontanea de um atomo com
polarizagdo z em uma sec¢ao transversal da cunha. A primera coisa a notarmos sdo as oscilagoes
espaciais da taxa modificada de emissao em contraste com a taxa uniforme do atomo no espaco

(o)

livre (sem fronteiras). Os picos indicam regides de inibigao (I'¢ _, (7)/Tecy < 1/3). Os vales

correspondem a regides de intensificagao (I'g _,,(7)/T S?lg > 1/3). O comportamento sobre as
placas e préximo ao vértice é mais drédstico. Ali a emissdo é suprimida. Isto ocorre, porque
o campo elétrico sobre a cunha satisfaz a condi¢do de contorno qg x & | placas = 6, de modo que
somente a componente 5¢\placas seja diferente de zero na superficie das placas. Logo, nessa regiao

o acoplamento entre um atomo com polarizacao z e o campo ¢é nulo:
<8‘d : g’placas|p2’> = <8’d¢)g¢|placas’p2> = <3‘d¢>’pz> g(ﬁ‘placas = 0 . (4122)

Logo apés a regiao de supressao junto ao vértice, sucede um abrupto e profundo vale. Ali
a emissao é especialmente acentuada (> 1/3). Isto nao estd bem visivel na figura devido a
perspectiva escolhida. A emissdo espontanea modificada para dtomos com polarizagao p, de
modo geral, tem aspecto similar a de polarizacao z.

Ja para atomos com polarizacdo ¢, o comportamento da emissdo espontanea é de certa
forma invertido. Apresentamo-lo na figura 4.4. Agora os picos para a polarizagao z sao vales,
e vice-versa. S6 bem préximo ao vértice a emissao é semelhantemente suprimida, mas em uma
regiao bastante menor. A supressao no vértice para todas as polarizagoes era esperada, pois ali
o campo elétrico é nulo (Veja as equagoes (4.38)-(4.43).). Antagonicamente, porém, a emissao
¢é favorecida sobre as placas, pois o acoplamento entre o 4tomo com polarizacao ¢ e o campo é

maximizado pelo paralelismo mutuo:

(I~ ElptacalPo) = (5186 otcncl ) = (51dplP) Exlmacas # 0. (4.123)
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

Qa,z

he ‘kba I—;Z*b

FiGUrA 4.3: Taxa relativa (I'Z _, (7)/ Fﬁ‘ﬁg) de emissdo espontanea para a pola-

€z—g
rizagao z em uma secao reta da cunha. No gréafico, o angulo de abertura da cunha é

60°. Sobre as placas a emissao é suprimida.

15 9

FIGURA 4.4: Taxa relativa (Ffd,_g (7)/ Fé?lg) de emissao espontanea para a
polarizagao ¢ em uma secao reta da cunha com abertura de 60°.
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

Polarizacao ¢

Na figura 4.5, vemos a taxa relativa da emissdo espontanea modificada de atomos com po-
larizacdo ¢ ao longo da reta bissetriz (¢ = 0) para vérios angulos de abertura da cunha. A
configuracao de 60° discutida anteriormente corresponde a ¢ = 3. Bem préximo ao vértice, para
distancias kegp < 1, a emissao é suprimida. Porém, ali a aproximacao de dipolo tem validade
limitada. Logo adiante, subitamente, a taxa é grandemente intensificada — tanto mais quanto
menor for o angulo de abertura. A medida que o 4tomo ¢é afastado do vértice (kegp > 1), a taxa

tende para a livre <Ffa_>g(p, ©=0; q)/l“g?lg — 1/3).

0 —————77—7—

140

120 | | 1% p=21323 and =0
—r,'=7q8

T (p.0.9)

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

FIGURA 4.5: Taxa relativa (3 x Ffdﬁg(p, p=0; q)/Fg?lg) de emissao espon-
tanea para excitacao de polarizagao ¢ ao longo da linha bissetriz (¢ = 0) de
uma secao reta da cunha. O pico de emissao na posigao (p = 2,1323,¢ = 0)
¢ diretamente proporcional a ¢. Este comportamento estd destacado na
insercao mostrada no canto superior direito. O coeficiente de proporciona-
lidade é 7/8.

Polarizacao z quando ¢ > 1

Vimos na figura 4.3 que a taxa de emissdo de atomos com polarizacao z (ou p) é suprimida
em uma regiao relativamente ampla préxima ao vértice. Este fato merece ser melhor explo-

rado. Ele fica ainda mais evidente & medida que o dngulo da cunha é reduzido (¢ > 1). Na
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

figura 4.6, apresentamos os graficos das taxas modificadas de emissao espontanea de atomos
com polarizacao z, localizados sobre a bissetriz da cunha, para trés valores de ¢q. Observamos
claramente a supressao da emissdo espontanea na regiao kegp S ¢. A partir dessa distancia,
a taxa aumenta dramaticamente para em seguida declinar com um comportamento oscilatério
amortecido, chegando a ser parcialmente inibida. Dai em diante, repete esse comportamento de

forma cada vez mais apaziguada a cada multiplo impar de q.

40 —————1+F—7+—

sk =100 Sow ]
S L— k,p=5098 N
—k,p=7099 |

3.0

T, (p¢.100)

25

20

025 0.00 025 050

1009/ E

0.5 |- -

T “(p.0.9)

10X J N | N S U N U IR S R R ST R
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIGURA 4.6: Taxa relativa (3 x I';__, /(p, p=0; q)/Fg?lg) de emissao espon-
tanea para excitagoes de polarizagao z ao longo da bissetriz (¢=0) de uma
secao reta da cunha. Varios picos e vales de emissao sao observados, mas
a medida que o atomo é afastado do vértice, a taxa tende para a livre. Em
contrapartida, para distancias kegp S ¢ (¢ > 1), a emissao é suprimida.
Na insercao, apresentamos o comportamento angular da taxa de emissao

nos quatro primeiros picos relativos a ¢ = 100.

A explicagdo para a supressao proxima ao vértice é similar a fornecida na subsegao 1.5.1
para o caso de placas paralelas. A diferenca ébvia est4 nos modos normais do campo elétrico®.
Contudo, sabemos que a configuragao de placas paralelas é um caso limite da cunha quando

¢o — 0, p — 00, enquanto pgg = a é mantido constante. Usaremos este fato para basear nosso

®Vale chamarmos a atencdo para uma questdo de nomenclatura: para as placas paralelas, as direcoes ditas
transversais sdo ortogonais & direcdo normal as placas; para a cunha, as diregdes transversais sdo as ortogonais
ao eixo da cunha. Isto implica denominagdes invertidas para os modos TM e TE.
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

argumento. Para simplificar a discussao, consideraremos o atomo situado sobre a reta bissetriz
de uma segdo transversal da cunha (¢ = 0).

O campo elétrico precisa satisfazer & condi¢do de contorno ng5>< £ lpacas = 5; ou seja, as
componentes de campo elétrico paralelas as placas da cunha devem ser sempre nulas sobre as
mesmas. Da mesma forma que para o arranjo de placas paralelas, para a cunha, as frequéncias

de cada familia (A, ¢gm) de modos normais acomodados pela cavidade tém um valor minimo:

WX, gmk. = C\/m > Ck)\,qm . (4124)

Somente os modos zero TE (A = 2,m = 0) apresentam ky g, — k2o = 0. Para todos os outros
modos, TM e TE, k) 4, > 0; ou seja, hd uma cota minima para frequéncia. Nos modos zero TE,
a componente ¢ é Unica componente cartesiana nao-trivial do campo elétrico. Nestes modos, o

campo elétrico é ortogonal as placas da cunha na regiao préxima a elas.

FIGURA 4.7: Espelhos efetivos (linhas tracejadas paralelas entre si) para
duas posigoes diferentes do atomo. A distancia entre as placas efetivas
aumenta a medida que o atomo é afastado do vértice.

Para angulos bastante agudos (¢ > 1), a cunha é percebida pelo dtomo aproximadamente
como um par de espelhos paralelos, separados pela distancia efetiva a, como ilustrado na figura
4.7. Nesta analogia aproximada, concluimos que nao podem existir modos normais, cujas compo-
nentes de campo elétrico sejam paralelas as placas da cunha, com comprimento de onda \/2 2 a.

Mas, pela figura 4.1, vemos que

tan@:%SAZL)\:EL’
2 p dp 4Amp  2kp

ou seja,

s ¢ T s
kp < Zeot 20 = Dot L
Py @Oty =5,
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4.4 Atomo como um sistema de dois niveis

Assim, para g > 1,

kp < =q.

|
g\::\H

Portanto, nao existem modos normais com componentes de campo elétrico paralelas as placas
da cunha para distancias kp < g ao vértice.

Dois fatores s@o essenciais para que a emissao atomica seja possivel: a orientacao do elemento
de dipolo atoémico ({(g|d,|e) # 0) deve ser paralela ao campo elétrico de pelo menos um dos modos
normais e a0 menos um modo normal deve ser ressonante com a frequéncia de emissao (weg).
Se a frequéncia de emissao (weq) € a posicao (p, ¢ = 0) do dtomo de dois niveis com polarizacao

z (paralela) forem tais que

kegp <kp < q,

a transicao e, — g é impossivel. Primeiramente, porque nao ha acoplamento do dipolo atémico
em z ((g|ds|e.) = 0.5) com o campo elétrico dos modos existentes nessa regido — apenas 0s
modos TE m = 0, cuja componente ¢ do campo elétrico é a Uinica nao-trivial, existem na regiao
kp < q. Depois, porque fétons emitidos tém campo elétrico alinhado com o dipolo emissor;
porém, na regiao, nao ha modos normais com componentes de campo elétrico z ou p. Logo,
somente dtomos com polarizagdo perpendicular (¢) poderiam emitir, pois produziriam fétons
TE m = 0.

A situagao muda repentinamente quando kg ~ ¢, com a sibita disponibilidade de modos
TM e TE (Os modos TM e TE m > 1 tém componentes cartesianas ortogonais e paralelas.).
Se repetissemos o mesmo raciocinio, concluiriamos que a cada multiplo natural de ¢ haveria
um pico na taxa de emissao espontanea, pois uma nova classe de modos tornar-se-ia acessivel.
Entretanto, existe um outro fator em questao. Para multiplos pares de ¢, o plano bissetor da
cunha é uma regido nodal da componente z (e da p) do campo elétrico. Logo, o acoplamento
entre estes modos do campo elétrico e o atémo com polarizagao z localizado sobre este plano
é nulo. Por outro lado, para multiplos impares de ¢, o plano bissetor é antinodal para as
componentes z dos modos. Por isso, os picos da taxa de emissao ocorrem em keqp = ¢,3¢,5q . . ..

Na insercao da figura 4.6, vemos ainda o perfil angular da taxa de emissao para ¢ = 100 e

nos quatro principais picos, keq4p =~ 100, 300, 500, 700.

Atomo de dois niveis-espelho plano

E interessante observarmos ainda a situacao particular na qual

q=1 = bo =T;
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ou seja, a cunha tranforma-se em um plano infinito. Ao manipularmos as expressoes (4.117)-
(4.119), obtemos
2 sen(2lkegly)  cos(2lkegly) | sen(2lkegly)

I* (4T () = T©) [_ _ n ] 4125
e g() e g(_‘) €9 |3 (2|keg|y) (2|keg|y)2 (2|keg|y)3 ( :

1 cos(lkegly) — sen(|ke y)]
e, (7 =12, | - Sl ik
o) =L (3 @y ln)? T (@lkely)?

onde y = psen¢ passa a ser a distancia do &tomo ao espelho plano. Os resultados acima estao

(4.126)

perfeito acordo com os da literatura [32, 78] e com os obtidos em (1.86)-(1.88).

4.5 Comentarios

O decaimento espontaneo fica largamente inibido em algumas regioes entre as paredes da cunha.
Se alguma regiao de inibicao coincidir com um poco do potencial ressonante, o dtomo excitado
pode ficar armadilhado. A possibilidade de aprisionar atomos excitados apenas pelas flutuagoes
quanticas do vacuo na vizinhanca de fronteiras é assaz inusitada.

Nao obstante, esta possibilidade nao é exclusiva do sistema atomo cunha. O armadilhamento
de dtomos excitados (se de fato exequivel) poderia ser aventado ji no sistema dtomo-espelhos
paralelos, ou mesmo no dtomo-espelho plano. Por simetria, nestas configuragoes, a retengao
do atomo deveria acontecer em alguma regiao achatada paralela as placas, onde um poco do
potencial ressonante na diregao perpendicular (as placas) coincidisse com a inibigdo da emissao
espontanea. Porém, o armadilhamento seria apenas unidimensional — na direcao perpendicular.
No arranjo em cunha, a armadilha seria bidimensional, ficando o dtomo livre para mover-se
longitudinalmente.

Estas limitacoes ocorrem, porque em todos os casos debatidos os espelhos eram perfeitemente
polidos por hipdtese. Entretanto, se as superficies das placas fossem corrugadas (por exemplo,
com perfil senoidal) poderia existir uma forga restauradora sobre o dtomo nas trés diregoes.
A componente paralela as placas adicional é chamada forca dispersiva lateral. A componente
lateral da for¢a de Casimir e Polder entre um atomo eletricamente polarizavel e em parede
condutora corrugada foi primeiramente calculada por Rodrigues et al [58].

Outro aspecto interessante a ser analisado no futuro diz respeito a conservagao de momento
linear na emissao espontanea de um atomo submetido a um potencial ressonante. No espaco
livre, o 4tomo recua com a emissao do foton, uma vez que os momentos médios dos elétrons
ligados permanecem nulos. Porém, préoximo a fronteiras, a emissao do féton é acompanhada

instantaneamente pela trasnformacao do potencial sentido pelo atomo. Por exemplo, caso o
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4.5 Comentérios

atomo decaia para o estado fundamental, o potencial dispersivo muda de um ressonante para o
de van der Waals. A diferenga entre os potenciais inicial e final ndo necessariamente corresponde
a energia do féton emitido. A energia do féton é a energia de Bohr entre os niveis deslocados; e os
deslocamentos de energia apresentam termos espacialmente uniformes que foram descartados no
computo dos potenciais. Estes termos, em geral, ndo se cancelam mutuamente. Por outro lado,
a transicao entre potenciais deve implicar um impulso sobre o atomo. Este momento adicional
precisa ser considerado junto com o de recuo e o do féton emitido na conservacao de momento

linear.
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Consideracoes finais

Nesta tese, estudamos a influéncia de um corpo macroscépico em algumas das propriedades
radiativas de um &tomo localizado em sua vizinhanca. Analisamos como os niveis de energia
atomicos e o tempo de vida de atomos excitados sao afetados pela presenga de fronteiras. Em
particular, consideramos detalhadamente o sistema formado por um atomo neutro, mas po-
larizavel, e uma cunha formada por placas perfeitamente condutoras. Usamos um formalismo
baseado na equacao mestra e fizemos os calculos dentro da aproximacao de dipolo. Com isso,
obtivemos o potencial dispersivo entre o atomo e a cunha tanto para o dtomo no estado fun-
damental (potencial de van der Waals) quanto para o dtomo em um estado excitado (potencial
ressonante) [66]. Calculamos também a taxa de emissao espontanea do dtomo préximo a cunha
[67].

As idéias fundamentais do método empregado foram introduzidas por Dalibard e colabo-
radores em 1984 [23, 25]. O método foi aplicado pela primeira vez ao estudo do sistema dtomo-
parede condutora por Meschede e colaboradores em 1990 [31]. Recentemente, esse método foi
discutido em detalhe na referéncia [84] e aplicado em algumas situagoes simples que incluem,
em particular, o cdlculo das corregoes térmicas as forgas de van der Waals entre um atomo e
uma parede perfeitamente condutora [64].

De uma certa forma, podemos dizer que o objetivo principal dessa tese foi testar um pouco
mais a aplicabilidade do método baseado na equagao mestra, aplicando-o em situagoes cada vez
mais complexas. A escolha do sistema dtomo-cunha foi motivada pelo experimento de Yale [33],
no qual um feixe de atomos se move entre as placas de uma cunha perfeitamente condutora.

No Capitulo 1, iniciamos a tese com uma breve introducao geral as forgas dispersivas para, em
seguida, descrevermos brevemente o desenvolvimento da EDQ de cavidades, mantendo, dentro
do possivel, a ordem crondlogica dos principais resultados. A fim de apresentarmos outros
métodos de cdlculo, obtivemos, explicitamente, alguns resultados historicamente importantes.

Calculamos a forga dispersiva entre dois atomos neutros mas eletricamente polarizaveis, tanto
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no regime de curtas distancias (for¢ca de London), quanto no regime assintético de grandes
distancias (forca de Casimir e Polder). Encontramos também forca entre um dtomo e uma
parede perfeitamente condutora, em meio ao vacuo eletromagnético, novamente em ambos os
regimes. Por 1dltimo, computamos a taxa de emissao espontanea de um atomo nas proximidades
de um espelho plano.

No capitulo 2, com o objetivo de tornarmos a tese auto-suficiente, apresentamos detalhada-
mente desenvolvimento do método da equagao mestra a ser aplicado ostensivamente nos capitulos
subsequentes.

Os capitulos 3 e 4 contém os resultados originais desta tese. O primeiro deles esta dedicado
ao calculo dos potenciais dispersivos entre o dtomo e a cunha, com o d4tomo no estado funda-
mental ou excitado. O potencial retardado assintético com o dtomo no estado fundamental ja
havia sido calculado por Brevik e colaboradores [38]. Com o método da equacao mestra, obtive-
mos o potencial de van der Waals em qualquer regime de distancias e rederivamos o resultado
assintético como caso particular. No entanto, sé logramos obter uma expressao simples para
o potencial ao supor o angulo da cunha uma fracao inteira do angulo raso. Ainda assim, nos-
sos resultados representam um avanco importante em relagao aos cdlculos anteriores, pois esses
ultimos nao podiam ser aplicados para distancias do atomo as placas da cunha menores que,
aproximadamente, 500nm.

Vale destacar que nossos cdlculos para a componente F), da forca exercida pela cunha sobre
o atomo sugere que a presencga da aresta da cunha (formada pelo encontro das duas placas)
d4 origem a uma contribuicao repulsiva para forca total sobre ele. Nao sabemos se isso é uma
particularidade desse exemplo ou tem algum significado mais profundo. Mostramos, ainda, um
resultado um tanto inusitado a primeira vista, a saber: o valor de F,, aumenta se fecharmos a
cunha mantendo a distancia do 4tomo a aresta da cunha fixa (ingenuamente, esperariamos que
essa componente diminuisse, pois na situacao de placas paralelas a componente da forga sobre o
atomo paralela as placas é nula). Esse resultado mostra que aproximar o sistema dtomo-cunha
pelo sistema atomo-placas paralelas pode ter limitacoes relevantes em um experimento.

O célculo do potencial ressonante entre o dtomo excitado e a cunha nunca havia sido feito
anteriormente. Mostramos, como esperado, que esse potencial exibe oscilacdes com a distancia
as placas da cunha, de modo que o potencial ressonante apresenta pocos de potencial (em
contraste com o potencial de van der Waals ou de Casimir e Polder, que sao fun¢des monotonicas
da posicao). Tais oscilagoes ocorrem tanto quando mantemos a coordenada ¢ fixa e variamos

p, quanto quando mantemos a coordenada p fixa e variamos ¢. Consequentemente, existe
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a possibilidade de um atomo excitado ficar aprisionado no plano perpendicular & direcao da
cunha (enquanto estiver excitado; apds transitar para o estado fundamental seu potencial de
interagdo nao mais ird possuir pogos de potencial). Desse modo, estarfamos aprisionando um
atomo apenas pelas flutuagoes quanticas do vdcuo. Esse aprisionamente poderia, em principio,
ocorrer até mesmo em trés dimensoes. Bastaria, para isso, que as placas formando a cunha
fossem corrugadas com um perfil apropriado, uma vez que, recentemente, foi mostrado que a
forga de Casimir e Polder entre um atomo e uma parede pode possuir uma componente paralela
a parede nao-nula [58].

Ja no capitulo 4, calculamos pela primeira vez a influéncia de uma cunha perfeitamente
condutora sobre a emissao espontanea de um atomo excitado localizado em sua vizinhanga. En-
contramos, como esperado, uma taxa de emissao espontanea que oscila com a posicao do dtomo
relativa a cunha. Dependendo de como o atomo esteja preparado, pode ocorrer o fenémeno de
supressao, analogamente ao que ocorre no caso de um atomo situado entre duas placas paralelas.
Por exemplo, se apenas os elementos de matriz da componente do operador momento de dipolo
atomico paralela a direcao da cunha forem diferentes de zero, ao aproximarmos o atomo da aresta
da cunha, havera uma distancia abaixo da qual ocorrera o fendmeno de supressao, ou seja, o
atomo nao decaira, permanecendo indefinidamente em seu estado excitado. Saber controlar a
taxa de decaimento radiativo do dtomos de um feixe dentro da cunha pode ser extremamente
importante em experimentos sobre potenciais ressonantes.

Quanto as perspectivas de nosso trabalho, sao muitas, algumas mais imediatas do que outras.
Um caminho natural seria calcular a forca dispersiva sobre o dtomo, para qualquer regime de
distancias, exercida por fronteiras com outras geometrias, como por exemplo um cilindro per-
feitamente condutor, ou de outras naturezas, como por exemplo paredes ou cilindros dielétricos,
com ou sem dispersdo. A escolha de um cilindro parece ser interessante do ponto de vista ex-
perimental, devido a sua simetria axial. Efeitos de retardamento podem ser testados fazendo-se
um feixe de atomos ser espalhado por um cilindro como no experimento realizado por Raskin e
Kusch [15]. No que diz respeito & consideracao de paredes dielétricas, gostariamos de dar con-
tinuidade a um trabalho preliminar desenvolvido por Mendes e Farina [65], no qual os autores
calculam a interagao entre um atomo e uma parede dielétrica mas, numa primeira aproximacao,
nao consideram todos os modos do campo.

Nos capitulos 3 e 4, consideramos o campo eletromagnético no estado de vacuo. No entanto,
como ficou claro na exposicao feita no capitulo 2, o método é totalmente adequado para o calculo

da interagao de um dtomo com fronteiras mesmo que o estado do campo seja outro. A influéncia
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do estado do campo aparece apenas na contribuicao de flutuagao do reservatério (fr). Uma
generalizacao natural de nosso trabalho seria calcular, por exemplo, as correcoes térmicas aos
resultados encontrados nos capitulos 3 e 4. Parte desses calculos ja esté feita. Outra possibilidade
bastante interessante, e nao menos relevante do ponto de vista experimental, seria considerar
o campo em outro estado, como por exemplo um estado coerente ou, ainda, em um estado
comprimido.

Ha poucos anos, um resultado que foi bastante celebrado dentro da comunidade que estuda
o efeito Casimir, foi a descoberta da chamada forca de Casimir lateral, que ocorre por exemplo
entre placas corrugadas paralelas [47, 48, 49]. Mais recentemente, foi calculada a forga de
Casimir e Polder lateral entre um dtomo e uma parede corrugada [58]. Esses resultados sao
extremamente importantes para a nanotecnologia, na miniaturizacao de motores, ou seja, na
construcao de aparatos nano-eletro-mecéanicos. Devido a importancia desses resultados, seria
interessante reobter a forca de Casimir e Polder lateral pelo método baseado na equacao mestra,
confirmando o resultado da literatura. Poderiamos, inclusive, generalizé-lo considerando o 4tomo
em um estado excitado. Seria importante, também, calcular o efeito da corrugagao da fronteira
na emissao espontanea do atomo, resultado inexistente na literatura.

Embora os resultados gerais obtidos nos capitulos 3 e 4 sejam vélidos para atomos com vérios
niveis, nas aplicagbes mais especificas desta tese consideramos dtomos com uma transicao domi-
nante. Um exemplo simples de um sistema com muitos niveis, mas extremamente relevante, é o
oscilador harmonico. Pois bem, ja se encontram em andamento os calculos dos potenciais disper-
sivos e emissao espontanea para o sistema formado por um oscilador harmonico tridimensional
isotrépico e uma cunha perfeitamente condutora [69].

Ao longo dessa tese consideramos, apenas, dtomos eletricamente polarizéveis, mas o método
baseado na equacao mestra é igualmente apropriado para levarmos em consideracao a polarizabi-
lidade magnética do dtomo. Seria interessante calcular a forca entre um atomo com polarizabi-
lidades elétrica e magnética e uma fronteira caracterizada nao apenas por uma permissividade
elétrica, mas também por sua permeabilidade magnética. Dependendo dos valores adotados,
nesse tipo de sistema podem surgir forcas repulsivas, cuja utilidade na nanotecnologia dispensa
comentarios. Apds anos de expectativas, forgas de Casimir repulsivas foram finalmente obser-
vadas [68].

Gostarfamos de ressaltar a possibilidade (pelo menos tedrica) de aprisionamento de um atomo
excitado utilizando apenas as distrocoes nas flutuagoes quanticas do vacuo devido a presenca de

fronteiras. Se conseguirmos, por exemplo, encontrar uma posi¢ao para o atomo entre as placas
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da cunha na qual um poco de potencial ressonante coincida com uma forte inibicao da emissao
espontanea, o dtomo poderia ficar ai armadilhado. Quanto ao movimento paralelo a direcao da
cunha, este poderia ser evitado utilizando-se placas corrugadas com perfis apropriados (lembre-se
da existéncia da forga de Casimir e Polder lateral). Nao sabemos se esse tipo de aprisionamento
é factivel experimentalmente, ou mesmo 1util, caso seja possivel. No entanto, achamos que pode
valer a pena fazer algumas estimativas numéricas realistas para averiguagao.

Finalizamos nossa lista de possiveis aplicacoes do método com uma questao que, embora nao
envolva a presenga de uma fronteira material préxima ao atomo (o que introduziria uma escala
de distancia no problema — a distancia entre o d4tomo e as fronteiras), ainda assim traz uma nova
escala de distancia ao supor a existéncia de um comprimento fundamental na natureza. Esse tipo
de idéia surge naturalmente em teorias de campo em espacos nio-comutativos®. Uma vez que
medidas de emissao espontanea, fendomenos de supressao, etc., sao medidas com enorme precisao,
seria muito interessante calcularmos a influéncia de uma escala fundamental de distancia (uma
escolha natural seria a escala de Planck) na taxa de emissao espontanea de um atomo localizado
no vacuo. O resultado tedrico, juntamente com as medidas existentes das propriedades radiativas
dos atomos, poderia ser utilizado para impormos uma cota superior nessa escala fundamental

de distancia.

6A idéia de um comprimento fundamental é antiga e foi proposta pela primeira vez por Heisenberg em 1938.
Abandonada por décadas, essa idéia tem ganhado forca ultimamente no contexto das teorias quanticas de campo
nao-comutativas. Para uma revisdo, sugerimos a referéncia [45].
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Apéndice B

Relacoes de Bessel

1) Da equagao de Bessel, temos
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Apéndice C

Modos normais do campo
eletromagnético no interior de um
guia de ondas em cunha cilindrica

C.1 Quantizagao e normalizacao do campo

Resolvemos heuriticamente a quantizacao dos campos TM e TE, no calibre de Coulomb, no

interior de uma cunha especular.

Evmnk i
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mnk, WW2mnk, 2mn

onde
ik, z

\Illmnkz = qu(klmnp) Sen(qm¢) € s

175



C.1 Quantizacao e normalizacao do campo
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Exmnk. € uma cosntante de normalizacao com dimensao de campo elétrico.
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As constantes de normalizacao sdo podem ser determinadas pela relacao
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C.1 Quantizacao e normalizacao do campo
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C.1 Quantizacao e normalizacao do campo
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C.1 Quantizacao e normalizacao do campo

eV k> qm
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A fase de normalizacao permanece arbitraria,
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Para os modos TE (A = 2), a cosntante de normalizacdo é similar
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Portanto, mantendo a excecao para o modo TE m = 0 em mente, podemos escrever

eV k2

mn

A xmn 2 -
"E’Amnkz|2 = Amnks |:<1 + > 21—1(7)\,qm,n):| .

m)\mnkz kan —
"‘:AmnkzP = v <k§\/\ i [2-,[1<7)\,qm,n)] !
mnk,
he kg\ -1
= 2 B ) 27 (13 g L C.1
5 () T g ©

Mas,

180



C.1 Quantizacao e normalizacao do campo
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