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Resumo

Esta tese é o conjunto de dois trabalhos distintos relacionados com o mesmo fenômeno

f́ısico, o emaranhamento. No primeiro trabalho, desenvolvemos um método para simular

testes das desigualdades de Bell utilizando spins nucleares. O procedimento de simulação

pode ser usado para simular e testar resultados de diferentes desigualdades de Bell, com

configurações distintas e com vários q-bits. Acreditamos que este método possa ser útil

no teste de desigualdades que não são triviais de serem realizadas com outras técnicas.

Para ilustrar o método, realizamos um experimento de RMN, onde estudamos a vi-

olação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt utilizando um sistema de spins

nucleares contendo dois q-bits. Os resultados foram comparados com um experimento

realizado com fótons pelo grupo de Alain Aspect na década de 80 e com um modelo de

variáveis ocultas proposto para RMN [Menicucci e Caves Phys. Rev. Lett. 88 167901

(2002)]. Até onde sabemos, esta foi a primeira vez que um modelo de variáveis ocultas

foi comparado explicitamente com dados experimentais.

O segundo trabalho que compõe esta tese é um estudo sobre o emaranhamento térmico

em uma cadeia de spins formada no composto Na2Cu5Si4O14. A presença do emaranha-

mento foi investigada através de duas quantidades, uma testemunha de emaranhamento

e o emaranhamento da formação, ambas derivadas da susceptibilidade magnética. Além

da observação experimental do emaranhamento através de estudos da susceptibilidade

magnética, também realizamos um estudo teórico sobre o comportamento do emaranha-

mento em função do campo aplicado e temperatura.
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Abstract

This thesis is composed of two distinct studies involving the same phenomena, the

entanglement. In the first one, a method for simulating Bell’s inequalities tests was

developed in a NMR system, i.e. using nuclear spins. The simulation procedure can be

used to simulate a variety of Bell’s inequalities, with distinct configurations and several

qubits. We also believe that this method may be useful in order to test non-trivial Bell’s

inequalities, which are difficult to be performed using others techniques.

In other to illustrate the method develop in this first study, a NMR experiment was

done, in which the violation of the Clauser, Horne, Shimony and Holt inequality was

studied using a nuclear spin system containing two qubits. The results were compared to

a experiment performed using photons by the Alain Aspect in the eighties, and also to

a hidden variables model, specially developed for NMR [Menicucci e Caves Phys. Rev.

Lett. 88 167901 (2002)]. To the best of our knowledge, this is the first time that a hidden

variables model is explicity compared to experimental results.

The second work present in this thesis is a study of thermal entanglement in a spin

chain, formed in the compound Na2Cu5Si4O14. The presence of entanglement in the

system was investigated through two quantities, a entanglement witness and the entan-

glement of formation, both derived from the magnetic susceptibility. Besides the experi-

mental determination of entanglement through the magnetic susceptibility, a theoretical

study of entanglement evolution as a function of temperature and the applied magnetic

field is also present.
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4.1.5 Tomografia de estado quântico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.1.6 Relaxação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1.7 Aparato experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.2 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2.1 Método para simular desigualdades de Bell com RMN . . . . . . 67
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5.3 O composto Na2Cu5Si4O14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.4 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.4.1 Emaranhamento sem campo aplicado . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.4.1.1 Testemunha de emaranhamento . . . . . . . . . . . . . . 93

5.4.1.2 Emaranhamento da formação . . . . . . . . . . . . . . . 94
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tante. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.2 Nı́veis de energia e o espectro de RMN do clorofórmio. . . . . . . . . . . 57
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1
Introdução

A mecânica quântica, juntamente com a teoria da relatividade, é um dos pilares da

f́ısica moderna. Desde a sua criação no ińıcio do século XX, inúmeros experimentos têm

confirmado suas previsões nos mais variados tipos de sistemas, e diversas aplicações tec-

nológicas foram desenvolvidas. Após um século de testes realizados com sucesso, não se

pode duvidar da validade da mecânica quântica. Porém, apesar de ser uma das teorias

mais bem sucedidas da f́ısica, muitas questões fundamentais permanecem sem resposta.

Uma das mais interessantes, é a questão que se refere ao seu caráter probabiĺıstico. Em

geral, a teoria quântica não é capaz de prever o valor de quantidades f́ısicas de objetos

individuais. Não se pode por exemplo, prever com a mecânica quântica a posição de um

elétron em um átomo, sendo posśıvel apenas inferir a probabilidade dele ser encontrado

em uma região espećıfica. A questão fundamental que surge é se este caráter proba-

biĺıstico é inevitável (esta é a visão não-epistêmica, isto é, a visão de que a natureza é

intrinsecamente probabiĺıstica) ou se a mecânica quântica é meramente uma aproximação

estat́ıstica (visão epistêmica) de uma teoria mais geral. Na visão epistêmica, o caráter

probabiĺıstico surge devido ao desconhecimento a respeito de alguns parâmetros, que são

chamados de variáveis ocultas. Assim, nesta interpretação, a mecânica quântica simples-

mente ofereceria um conjunto de regras matemáticas capazes de prever corretamente a

estat́ıstica de um conjunto de part́ıculas, sendo que as variáveis ocultas determinariam o

valor das quantidades f́ısicas de cada part́ıcula do conjunto.

O trabalho fundamental onde esta questão emerge claramente apareceu em 1935, e foi

assinado por Albert Einstein, Boris Podolsky e Natan Rosen [1]. Neste artigo, os autores

defenderam que a mecânica quântica é uma teoria incompleta e que uma descrição em

termos de variáveis ocultas seria plauśıvel. Esta visão fica clara no último parágrafo do
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artigo, onde os autores escreveram:

“Ao mesmo tempo que mostramos que a função de onda não oferece uma descrição

completa da realidade f́ısica, deixamos em aberto a questão se tal descrição existe ou não.

Nós acreditamos, entretanto, que tal teoria é posśıvel.”1

Posteriormente, se verificou que o problema apontado por Einstein, Podolsky e Rosen

está fundamentalmente relacionado ao conceito de realismo local [2], ou seja, a hipótese

de que objetos f́ısicos possuem propriedades definidas que independem do processo de

observação, e de que uma medida feita por um observador não pode influenciar medidas

feitas por outro observador (se estes estiverem separados, de modo que não possam trocar

informações entre si.).

Em 1964 John Bell descobriu uma incompatibilidade entre a mecânica quântica e o

conceito de realismo local [3]. Bell mostrou que é imposśıvel construir um modelo de

variáveis ocultas compat́ıvel com todas as previsões da mecânica quântica, se este mo-

delo é reaĺıstico-local. Matematicamente, esta incompatibilidade tomou a forma de um

conjunto de desigualdades, hoje conhecidas como desigualdades de Bell, que podem ser

violadas apenas por sistemas emaranhados. Desde a década de 70, violações das desi-

gualdades de Bell têm sido observadas em diversos experimentos (ver seção 2.6.2). Para

muitos, esses experimentos indicam claramente que as idéias contidas no realismo local,

bem como qualquer tentativa de construir um modelo de variáveis ocultas que reproduza

a mecânica quântica em todos os sentidos, devem ser abandonadas. Entretanto, devido à

alguns problemas experimentais ainda não resolvidos, há controvérsias que apresentare-

mos em mais detalhe na seção 2.6.2. Apesar de alguns ainda argumentarem em favor das

variáveis ocultas, experimentos cada vez mais sofisticados têm demonstrado violações das

desigualdades de Bell. Estes resultados deixam cada vez menos espaço para as teorias de

variáveis ocultas. Acreditamos que a melhor visão sobre os problemas experimentais que

persistem foi dada pelo próprio Bell [4], que escreveu:

“... É dificil para eu acreditar que a mecânica quântica funciona tão bem com aparatos

experimentais ineficientes e ainda irá falhar terŕıvelmente quando refinamentos suficien-

tes forem feitos. ”2

1“While we have thus shown that the wave function does not provide a complete description of the
physical reality, we left open the question of whether or not such a description exists. We believe, however,
that such a theory is possible.”

2“... it is hard for me to believe that quantum mechanics works so nicely for inefficient practical
set-ups and is yet going to fail badly when sufficient refinements are made. ”
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Durante muitos anos, o interesse sobre emaranhamento estava principalmente relacio-

nado com questões fundamentais. Porém, com o recente avanço da ciência da informação

quântica, novas aplicações para o emaranhamento foram desenvolvidas. Um dos resulta-

dos mais impactantes foi a descoberta de que o emaranhamento é um recurso f́ısico com

o qual podemos realizar tarefas de processamento e transmissão de informação. Além de

resultar em importantes aplicações práticas, a relação entre emaranhamento e a ciência

da computação estabelece uma interessante conexão entre dois campos que “aparente-

mente”seriam totalmente descorrelacionados: a computação e a f́ısica quântica. Dizemos

“aparentemente”, pois desde o ińıcio da computação clássica, e seus dispositivos, que per-

mitiram a construção de processadores e computadores, que a f́ısica está intrinsecamente

correlacionada com a computação. No entanto, a conexão que aparece aqui é de natureza

mais fundamental.

Exemplos expĺıcitos, e extremamente interessantes, onde a f́ısica fundamental encon-

tra a ciência da computação são as conexões existentes entre as desigualdades de Bell e

os protocolos de comunicação e criptografia quântica. Além disso, o emaranhamento é

apontando como sendo o recurso f́ısico responsável pelo ganho exponencial de velocidade

dos computadores quânticos sobre os computadores clássicos. No campo da metrologia,

vários esquemas que utilizam emaranhamento para realizar medidas precisas têm sido

propostos. Todas estas aplicações serão discutidas em mais detalhe no caṕıtulo 3.

Caracteŕısticas genuinamente quânticas, tal como o emaranhamento, geralmente não

são observadas além da escala atômica e altas temperaturas. No entanto, recentemente

foi descoberto que estados emaranhados podem existir em sólidos à temperaturas finitas.

Este tipo de emaranhamento é chamado na literatura de “Emaranhamento Térmico” [5,6].

Resultados recentes têm demonstrado que o emaranhamento pode ser uma peça impor-

tante para o entendimento dos fenômenos observados em sistemas de estado sólido. Uma

evidência de que o emaranhamento é importante para o entendimento da f́ısica dos sólidos

está presente no trabalho de Ghosh et al. [7], onde foi demonstrado que o emaranhamento

é o ingrediente fundamental para a explicação do comportamento da susceptibilidade

magnética no composto LiHoxY1−xF4 à baixas temperaturas. Além disso, o estudo do

emaranhamento que ocorre naturalmente em sólidos é de grande relevância para a com-

putação quântica pois muitas propostas de chips quânticos são baseadas em sistemas de

estado sólido. Também há propostas de utilização de materiais que possuem emaranha-

mento natural como fontes de emaranhamento. Neste novo cenário surge então uma outra
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interessante conexão entre dois campos de pesquisa extremamente importantes: a f́ısica

do estado sólido e a teoria da informação e computação quântica.

Seja pelo interesse nas propriedades fundamentais ou nas aplicações, a importância

do emaranhamento tem sido evidenciada no crescente número de artigos publicados na

literatura.

Nesta tese apresentamos dois trabalhos distintos relacionados com o estudo do emara-

nhamento. No primeiro trabalho, desenvolvemos um método para simular experimentos

de ótica, onde os spins nucleares fazem o papel dos fótons e suas posśıveis orientações

em relação ao campo magnético aplicado fazem o papel das polarizações dos campos

elétricos dos fótons. O procedimento de simulação pode ser usado para simular e testar

resultados de diferentes desigualdades de Bell, com configurações distintas e com vários

q-bits. Acreditamos que este método possa ser útil no teste de desigualdades que não são

triviais de serem feitas com outras técnicas.

Para ilustrar o método, realizamos um experimento de Ressonância Magnética Nu-

clear (RMN), onde estudamos a violação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony

e Holt (CHSH) [8] utilizando um sistema de spins nucleares de dois q-bits. A desigual-

dade de CHSH foi proposta em 1969 para ser utilizada diretamente em experimentos.

A desigualdade original proposta por Bell mostra uma contradição matemática entre a

mecânica quântica e a hipótese do realismo local. Porém, não permite um teste experi-

mental se houver imperfeições no aparato experimental. No entanto, a desigualdade de

CHSH corrige este problema, permitindo um teste experimental uma vez que imperfeições

no aparato estejam dentro de um certo limite. Esta forma de desigualdade de Bell, que

será explicada em detalhe na seção 2.6.1, é a mais estuda e testada experimentalmente.

Os resultados foram comparados com um dos famosos experimentos [9] realizados

com fótons pelo grupo do Alain Aspect na década de 80 e com um modelo de variáveis

ocultas desenvolvido especialmente para a RMN [10]. Até onde sabemos, esta foi a

primeira vez que um modelo de variáveis ocultas foi explicitamente comparado com dados

experimentais.

O segundo trabalho que compõe esta tese é um estudo sobre emaranhamento térmico

em uma cadeia de spins formada no composto Na2Cu5Si4O14. A presença do emaranha-

mento foi investigada através de duas quantidades, uma testemunha de emaranhamento

e o emaranhamento da formação, ambas derivadas da susceptibilidade magnética. Além
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da observação experimental do emaranhamento através da susceptibilidade magnética,

também realizamos um estudo teórico sobre o comportamento do emaranhamento em

função do campo aplicado e temperatura.

Esta tese está organizada da seguinte forma: Os dois primeiros caṕıtulos são destina-

dos a uma revisão dos principais tópicos relacionados ao emaranhamento. No caṕıtulo 2

resumiremos alguns dos resultados mais relevantes referentes a sua caracterização, onde

temas como critérios de separabilidade, detecção, quantificação e classificação de estados

emaranhados são abordados. Ao final do caṕıtulo 2, discutiremos o tema Desigualdades

de Bell.

No caṕıtulo 3 resumiremos de forma concisa algumas aplicações do emaranhamento.

O caṕıtulo contem os conceitos básicos de computação − clássica e quântica −, comu-

nicação e criptografia quântica, explorando a relação entre emaranhamento e o processa-

mento da informação, bem como sua transmissão. No final do caṕıtulo descrevemos uma

aplicação do emaranhamento à metrologia.

Nos caṕıtulos seguintes, 4 e 5, são apresentados os resultados referentes a simulação

das desigualdades de Bell por RMN e ao estudo do emaranhamento térmico na cadeia de

spins formada no composto Na2Cu5Si4O14, respectivamente. No caṕıtulo 6, conclusões

finais e algumas perspectivas são apresentadas.

A produção bibliográfica originada por esta tese consiste de três artigos cient́ıficos e

um artigo de divulgação:

• A.M. Souza et al., NMR Analog of Bell’s Inequalities Violation Test, aceito no

periódico New Journal of Physics.

• A.M. Souza et al., Observation of Thermal Entanglement in Spin Clusters via Mag-

netic Susceptibility Measurements, aceito no periódico Physical Review B.

• M.S. Reis et al., Specific Heat of Clustered low Dimensional Magnetic Systems,

Journal of Physics: Condensate Matter 19 (2007) 446203.

• Ivan S. Oliveira et al., Emaranhamento: Um Recurso Computacional que Desafia

os F́ısicos, aceito no periódico Ciência Hoje.
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2
Introdução ao emaranhamento

Neste caṕıtulo discutiremos de maneira concisa um dos tópicos mais intrigante e

fascinante da teoria quântica, o emaranhamento. A partir da definição matemática de

emaranhamento, na seção 2.1, resumiremos alguns dos resultados mais relevantes refe-

rentes a sua caracterização, onde temas como critérios de separabilidade, detecção, quan-

tificação e classificação de estados emaranhados serão abordados. A partir da seção 2.6,

discutiremos o tema “Desigualdades de Bell”, e suas controvérsias, que estabelecem uma

interessante conexão entre f́ısica fundamental e a informação quântica (ver caṕıtulo 3).

Grande parte deste caṕıtulo é baseada nos trabalhos [2, 11–18], onde informações mais

detalhadas sobre o emaranhamento podem ser encontradas.

2.1 Definição matemática de emaranhamento

Considere um sistema quântico composto pelos subsistemas A e B, cujos espaços de

Hilbert associados são HA e HB. Um estado puro |ψ〉 ∈ HA ⊗ HB, é dito separável se

puder ser expresso como:

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉, (2.1)

onde |ψA〉 ∈ HA e |ψB〉 ∈ HB. Caso contrário o estado é dito emaranhado. Um exemplo

de estado separável é o estado |ψ〉 = |00〉 = |0〉 ⊗ |0〉. Exemplos de estados emaranhados

6



são os chamados estados de Bell1:

|φ±〉 =
(|00〉 ± |11〉)√

2
e (2.2)

|ψ±〉 =
(|01〉 ± |10〉)√

2
. (2.3)

Uma propriedade notável que podemos identificar a partir dos estados acima, é que

o estado de cada subsistema é indefinido. No entanto, o estado do sistema todo é bem

definido, ou seja, conhecido. Portanto, não há sentido em falar no estado individual de

cada constituinte. Fato que contrasta claramente com a mecânica clássica, onde sempre

podemos considerar estados individuais, de cada parte do sistema, em qualquer situação.

Em sistemas compostos por N subsistemas, uma generalização da definição discu-

tida acima pode ser feita. Entretanto, em sistemas com vários constituintes existem

diferentes graus de separabilidade, e torna-se necessário distingui-los. Um estado puro

de um sistema de N constituintes é dito k-separável, ou seja, possui k subsistemas não

emaranhados, se puder ser escrito como um produto tensorial de k estados:

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 ⊗ · · · ⊗ |ψk〉. (2.4)

Se k = N o estado é dito completamente separável, já que não há emaranhamento

entre qualquer um dos subsistemas. No entanto se k < N , apenas alguns constituintes

estão emaranhados enquanto outras partes do sistema permanecem separáveis. Além de

serem classificados quanto à separabilidade, também é comum classificar estados quanto

ao número máximo de constituintes emaranhados necessários para gerá-los. Esta classi-

ficação leva a seguinte definição. Um estado k-separável é dito fabricável por emaranha-

mento m-partido, ou simplesmente m-fabricável, se os estados |ψi〉 em (2.4) contiverem

no máximo m part́ıculas emaranhadas.

Partindo da definição de emaranhamento para estados puros, podemos estender o

conceito de emaranhamento para misturas estat́ısticas. Assim, uma matriz densidade ρ

é dita k-separável se puder ser escrita como uma mistura de estados k-separáveis:

ρ =
∑

i

piρ1,i ⊗ ρ2,i ⊗ · · · ⊗ ρk,i. (2.5)

1Nesta tese usaremos a notação em que os estados de um sistema de dois ńıveis (um q-bit) são
denotados por |0〉 e |1〉.
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Analogamente, se ρn,i requerer uma mistura de estados m-fabricáveis para ser for-

mado, a matriz ρ é chamada m-fabricável.

2.2 Critérios de separabilidade

Uma vez tendo definido o que são estados emaranhados, podemos tentar estabelecer

critérios com os quais podemos identificar quando um estado é separável. Um critério

geral de separabilidade não é conhecido, sendo os estados bipartidos, os mais estudados. A

abordagem padrão para se determinar se um estado genérico bipartido ρ é emaranhado, ou

não, leva em conta a teoria de mapas positivos. Um mapa positivo é uma transformação

Λ(ρ) feita sobre a matriz densidade tal que:

Λ(ρ) ≥ 0 ∀ ρ ≥ 0, (2.6)

onde a notação ρ ≥ 0 quer dizer que a matriz ρ é positiva semi-definida, ou seja, ρ não

possui autovalores negativos. Uma propriedade importante sobre mapas positivos é que

sua extensão (1 ⊗ Λ) não é necessariamente positiva [15]. Esta propriedade pode ser

usada como critério de separabilidade. Por exemplo, considere uma matriz densidade ρ

separável. A aplicação de um mapa positivo sobre apenas um dos subsistemas resulta

em:

(1⊗ Λ)(ρ) =
∑

i

piρ1,i ⊗ Λ(ρ2,i). (2.7)

Como Λ(ρ2,i) ≥ 0, o lado direito da equação (2.7) é positivo, o que implica em (1⊗
Λ)(ρ) ≥ 0. No entanto, quando há emaranhamento (1⊗ Λ)(ρ) < 0, pois apenas estados

separáveis possuem extensão positiva [15]. Assim, sempre que se puder demonstrar que

a extensão de um mapa não é positiva para um dado estado quântico, podemos inferir

que este estado é emaranhado. Entretanto, é importante ressaltar que o mero fato da

extensão ser positiva não implica necessariamente em separabilidade. Para determinar se

um estado é realmente separável, é necessário demonstrar que as extensões de todos os

posśıveis mapas são positivas.

Um importante mapa positivo que pode identificar uma grande classe de estados

emaranhados é a transposição T , sendo a sua extensão (1⊗T ) a transposição parcial PT .

Enquanto a transposição troca os ı́ndices das linhas da matriz densidade pelos ı́ndices

das colunas, levando os elementos de matrizes 〈i, k|ρ|j, l〉 para 〈j, l|ρ|i, k〉, a tranposição
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parcial troca apenas um dos ı́ndices, 〈i, k|ρ|j, l〉 se torna 〈j, l|ρ|j, k〉 . De modo geral

temos:

PT (ρ) = PT
(∑

i,k,j,l

pik,jl|i, k〉〈j, l|
)

=
∑

i,k,j,l

pik,jl|i, l〉〈j, k|. (2.8)

Podemos sempre inferir que o estado ρ é emaranhado se PT (ρ) < 0 , sendo a condição

PT (ρ) ≥ 0 insuficiente para determinar a separabilidade. Apenas no caso de sistemas

cujos espaços de Hilbert possuem dimensão 2⊗2 e 2⊗3, PT (ρ) ≥ 0 é condição necessária

e suficiente [19]. Este critério de separabilidade é conhecido na literatura como critério

de Peres, e/ou Peres-Horodecki, ou ainda critério PPT .

Além da abordagem feita através dos mapas positivos, existem muitas outras manei-

ras de abordar o problema e muitos outros critérios de separabilidade têm sido propostos

na literatura [12]. Dentre as várias propostas, vale a pena mencionar uma recente pro-

posta que estabelece um critério necessário e suficiente de separabilidade para sistemas

tripartido de dimensão 2⊗ 2⊗ 2 [20]. Para estados puros, este critério estabelece que um

estado |ψ〉 de três q-bits é completamente separável se

√∑
α

(〈ψ∗|sα|ψ〉)2 = 0, (2.9)

onde s1 = −σy ⊗ σy ⊗ I1, s2 = −σy ⊗ σy ⊗ I2 , s3 = −σy ⊗ I1 ⊗ σy, s4 = −σy ⊗ I2 ⊗ σy,

s5 = −I1 ⊗ σy ⊗ σy, s6 = −I2 ⊗ σy ⊗ σy, s7 = −Iv ⊗ σy ⊗ σy, s8 = −σy ⊗ Iv ⊗ σy,

s9 = −σy ⊗ σy ⊗ Iv, com

σy =

[
0 −i

i 0

]
, I1 =

[
1 0

0 0

]
, I2 =

[
0 0

0 1

]
e Iv =

[
0 1

1 0

]
.

A generalização deste critério para estados mistos pode ser encontrada em Yu et

al. [20].

2.3 Quantificação do emaranhamento de pares

Um dos resultados mais impactantes no campo da computação e informação quântica

foi a descoberta de que o emaranhamento é um recurso f́ısico com o qual podemos realizar

tarefas de processamento e transmissão de informação. Para isto, é necessário quantificar

o emaranhamento, assim como acontece com qualquer outro recurso f́ısico. Nesta seção

iremos resumir algumas quantidades usadas na quantificação do emaranhamento de pares,

9



onde os pares não são necessariamente q-bits, podendo ser sistemas de dimensão arbitrária

D1 ⊗D2.

2.3.1 Estados puros

Como mencionado na seção 2.1, em um estado completamente emaranhado não pode-

mos atribuir um estado definido a qualquer um dos seus constituintes. Esta propriedade

é expressa matematicamente no fato da matriz densidade reduzida de cada componente

ser mista, mesmo quando o estado global é puro. Desta forma, é natural pensar que

a quantificação da falta de informação sobre cada componente de um par emaranhado

possa ser uma boa medida do emaranhamento do par. Para quantificar a ignorância sobre

um estado ρ, pode-se usar a entropia de Von Neumann, definida por:

S(ρ) = −Tr(ρ log2 ρ). (2.10)

Para estados puros S(ρ) = 0, situação em que o estado é bem definido (a informação

é completa) e para misturas estat́ısticas S(ρ) 6= 0. Do ponto de vista operacional, a

entropia é melhor definida como:

S(ρ) = −
∑

i

λi log2 λi, (2.11)

onde λi são os autovalores2 de ρ. O uso da entropia de Von Neumann para quantificar

emaranhamento foi introduzida por Bennett et al. [21]. Basicamente a quantificação do

emaranhamento é feita calculando a entropia da matriz densidade reduzida de qualquer

um dos componentes envolvidos. A esta quantidade daremos o nome de entropia de

emaranhamento SE(ρ). Para estados separáveis SE(ρ) = 0 e para estados emaranhados

0 < SE(ρ) ≤ log2D, onde D é a dimensão do subsistema. Se SE(ρ) = log2D, o estado

é caracterizado como sendo maximamente emaranhado.

2.3.2 Estados mistos

Para estados puros a entropia de emaranhamento é considerada uma boa medida do

emaranhamento. Entretanto, para estados mistos SE(ρ) não pode mais ser utilizada para

2No caso de autovalores nulos adotamos 0 log2 0 = 0, resultado que pode ser derivado a partir do
limite lim

x→0
x log2 x.
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quantificar emaranhamento, pois cada subsistema pode ter entropia nula mesmo quando

o estado global do sistema é emaranhado. Para estados mistos não existe uma única

proposta. Entretanto uma boa medida de emaranhamento E(ρ) deve satisfazer alguns

requisitos [12]:

• Se ρ for separável, então E(ρ) = 0.

• O grau de emaranhamento de ρ não pode aumentar devido a operações locais e

comunicações clássicas (OLCC), isto é:

E(ΛOLCC(ρ)) ≤ E(ρ). (2.12)

• Normalização: O emaranhamento de um estado puro maximanente emaranhado ρ

de dimensão D ⊗D de ser dado por:

E(ρ) = log2D. (2.13)

• Continuidade: No limite em que a distância entre dois estados tende a zero, a

diferença entre seus emaranhamentos deve tender a zero, ou seja,

E(ρ)− E(σ) → 0 (2.14)

para ||ρ− σ||2 → 0, onde ||A||2 =
√

A†A.

• Aditividade: O emaranhamento de n cópias idênticas de ρ deve ser igual a n vezes

o emaranhamento de uma cópia, ou seja:

E(ρ⊗n) = nE(ρ). (2.15)

• Subaditividade: O emaranhamento do produto tensorial de dois estados não deve

ser maior que a soma do emaranhamento de cada estado, isto é:

E(ρ⊗ σ) ≤ E(ρ) + E(σ). (2.16)

• Convexidade: O emaranhamento deve ser uma função convexa, ou seja:

E(λρ + (1− λ)σ) ≤ λE(ρ) + (1− λ)E(σ) (2.17)

para 0 < λ < 1.
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É uma questão em aberto quais requisitos são realmente necessários para quantificar

emaranhamento [12,14]. Na verdade, algumas das propostas existentes na literatura não

satisfazem alguns dos requisitos listados. A seguir resumiremos algumas das medidas de

emaranhamento mais utilizadas para estados mistos:

Emaranhamento da Formação EF (ρ) [22]: A idéia por trás do conceito de ema-

ranhamento da formação consiste em pensar que o emaranhamento de estados mistos é

na verdade uma média do emaranhamento da mistura de estados puros. O problema

com este método de quantificar emaranhamento é que uma mistura estat́ıstica pode ter

muitas decomposições diferente. Por exemplo: a mistura estat́ıstica

ρ =




1/4 0 0 0

0 1/4 0 0

0 0 1/4 0

0 0 0 1/4




, (2.18)

pode ser gerada por misturas uniformes de estados da base computacional e por misturas

uniformes de estados de Bell. Ambas decomposições levam a matriz (2.18), porém a média

da entropia em cada uma delas é diferente. Dentre todas as decomposições posśıveis,

devemos tomar aquela cuja a média é mı́nima, assim definimos EF (ρ) como:

EF (ρ) = min
∑

i

piSE(ρi). (2.19)

Para sistemas 2⊗ 2, o emaranhamento da formação possui uma forma anaĺıtica dada

por [23]:

EF = −x log2(x)− (1− x) log2(1− x), (2.20)

onde x = (1+
√

1− C2)/2, sendo a função C denominada concurrência 3 e definida como

max(0,
√

Λ1−
√

Λ2−
√

Λ3−
√

Λ4), onde Λ’s são os autovalores de R = ρσy⊗σyρ∗σy⊗σy,

rotulados em ordem decrescente. Como a concurrência é uma função monotônica do

emaranhamento da formação, ela própria é muitas vezes tomada como uma medida do

emaranhamento.

Além de sistemas compostos por pares de q-bits, existem outros sistemas bipartidos

altamente simétricos em que podemos obter formas anaĺıticas para o emaranhamento da

formação [13,16,24,25]. Um exemplo são os estados de Werner [13,26]. Estes estados são

3Do inglês Concurrence
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definidos como estados ρW , de dimensão D⊗D, invariantes sobre transformações U ⊗U ,

ou seja, são estados que satisfazem a condição ρW = (U ⊗ U)ρW (U ⊗ U)† para qualquer

operação unitária U . Podemos escrever um estado de Werner como [13]:

ρW = p
2

D2 −DP− + (1− p)
2

D2 +DP+, (2.21)

onde 0 ≤ p ≤ 1 e P± = (1±∑
ij |i, j〉〈j, i|)/2. Neste caso foi demonstrado [13, 24] que o

emaranhamento da formação é dado pela equação (2.20) com x = 1/2−
√

p(1− p). Nos

casos em que não é posśıvel encontrar uma solução anaĺıtica, o cálculo do emaranhamento

da formação deve envolver algum método de otimização numérica [27–31].

Negatividade N (ρ) [32]: A negatividade pode ser interpretada como uma quanti-

ficação do critério de Peres. Definimos N (ρ) como:

N (ρ) =
||PT (ρ)|| − 1

2
. (2.22)

Esta quantidade é igual à soma dos autovalores negativos da transposta parcial de ρ.

A principal vantagem da negatividade é o fato de ser facilmente computada para qualquer

sistema D⊗D. Entretanto, como o critério de Peres só é condição necessária e suficiente

para separabilidade em alguns casos, a negatividade não é capaz de distinguir entre

estados separáveis e estados emaranhados com transposta parcial positiva, os chamados

estados de fronteira (do inglês Bound States).

Entropia Relativa de Emaranhamento ER(ρ) [33]: Esta quantidade pertence a

uma classe mais ampla de medidas de emaranhamento conhecida como medidas base-

adas em distância entre estados [34]. Neste caso, a quantificação do emaranhamento é

dada pela menor distância D(ρ||σ) entre o estado emaranhado ρ em questão e o estado

separável σ mais próximo (ver figura (2.1)). No trabalho de Vedral e Plenio [33], duas

medidas de distância entre matrizes foram apontadas como sendo úteis para quantificar

o emaranhamento: a entropia relativa S(ρ||σ) = tr(ρ ln ρ − ρ ln σ) e a métrica de Bures

DB(ρ||σ) = 2 − 2
√

F (ρ, σ), onde F (ρ, σ) = [Tr(
√

σ1/2ρσ1/2)]2. Quando S(ρ||σ) é uti-

lizada, a medida é chamada de entropia relativa de emaranhamento. Da mesma forma

como ocorre com o emaranhamento da formação, o cálculo da ER(ρ) envolve métodos

numéricos [33,35].

Emaranhamento Destilável ED(ρ) [22]: Esta quantidade nos diz o quanto de ema-

ranhamento podemos extrair de um determinado estado. Para definir emaranhamento
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Conjunto de todas as matrizes densidades

Conjunto das matrizes

separáveis

D

Figura 2.1: Visão esquemática de uma medida de emaranhamento baseada na distância
entre estados.

destilável, considere um protocolo de destilação4, que transforma o estado ρ⊗n em um

estado σ contendo m cópias de estados de Bell |φ+〉. O emaranhamento destilável ED(ρ)

é definido como sendo o máximo da razão m/n, no limite em que n tende para o infinito:

ED(ρ) = max
[

lim
n→∞

m

n

]
, (2.23)

onde a maximização é feita sobre todos os protocolos posśıveis de destilação.

Custo de Emaranhamento EC(ρ) [36]: O custo de emaranhamento é definido de

maneira dual ao emaranhamento destilável, esta quantidade quantifica o grau de emara-

nhamento necessário para criar um determinado estado. Para definir o custo de emara-

nhamento, considere um protocolo de diluição5, que transforma o estado σ contendo m

cópias de estados de Bell |φ+〉 em um determinado estado ρ⊗n. O custo de emaranha-

mento EC(ρ) é definido como sendo o mı́nimo da razão m/n, no limite em que n tende

para o infinito:

EC(ρ) = min
[

lim
n→∞

m

n

]
, (2.24)

onde a minimização é feita sobre todos os protocolos posśıveis de diluição.

4Um protocolo de destilação é um processo no qual n cópias de um estado genérico ρ são transformados
em m cópias de estados de Bell |φ+〉 usando apenas operações locais e comunicações clássicas.

5Um protocolo de diluição é o inverso de um protocolo destilação. Neste caso m cópias de estados
de Bell |φ+〉 são transformados em n cópias de um estado genérico ρ usando apenas operações locais e
comunicações clássicas.
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2.4 Quantificação do emaranhamento de sistemas mul-

tipartidos

Em sistemas multipartidos, a quantificação do emaranhamento se torna mais com-

plicada. A dificuldade está no fato de existirem maneiras diferentes de emaranhar N

sistemas com N > 2. Considere por exemplo o estado de Greenberg-Horne-Zeilinger

(GHZ)

|GHZ〉 =
1√
2
(|000〉+ |111〉) (2.25)

e o estado W

|W 〉 =
1√
3
(|001〉+ |010〉+ |100〉). (2.26)

Estes são dois estados emaranhados de três q-bits. Eles são considerados inequiva-

lentes [37], pois não é posśıvel transformar um estado no outro por meios de operações

locais e comunicações clássicas. Ambos estados definem duas classes fundamentalmente

diferentes de estados emaranhados. Nenhum estado que pertença a uma das classes pode

ser transformado em um estado da outra classe através de OLCC. Este fato deixa a de-

finição de boa parte das medidas de emaranhamento amb́ıgua. Por exemplo: No caso

bipartido, o emaranhamento destilável está associado ao maior número de um estado de

referência |φ+〉 que podemos obter a partir de um estado genérico usando protocolos de

destilação. Porém em sistemas multipartido não existe uma única referência. Portanto

como definir ED(ρ)? Uma maneira de contornar o problema é definir especificamente a

referência. Assim teŕıamos um emaranhamento destilável definido em relação ao GHZ,

outro em relação ao estado W ou em relação a qualquer estado de referência de inte-

resse. Por isso, alguns autores defendem que não basta apenas perguntar qual é o grau

de emaranhamento de um estado multipartido, também é preciso classificar o tipo de

emaranhamento.

Em resumo, sistemas multipartidos possuem uma estrutura muito mais rica e compli-

cada de emaranhamento. É razoável que apenas uma única quantidade escalar não seja

suficiente para caracterizar o emaranhamento multipartido. Uma revisão mais completa

sobre medidas de emaranhamento multipartido pode ser encontrada em [11,12,14,15].
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2.5 Testemunhas de emaranhamento

Devido a grande dificuldade para computar quantidades que quantificam o emara-

nhamento e definir critérios de separabilidade em casos mais gerais, outros métodos de

identificação de estados emaranhados se fazem necessários. Usualmente a detecção de

emaranhamento é feita através de uma testemunha de emaranhamento, que abrevia-

remos como EW , do inglês “Entanglement Witness”. O conceito foi introduzido por

Horodecki et el. [19] e posteriormente estudado em mais detalhes por Terhal [38]. Por

definição, uma testemunha de emaranhamento é um operador Hermitiano que possui va-

lor esperado positivo (Tr(EWρ) ≥ 0) para todos os estados separáveis e negativo para

alguns estados emaranhados.

Para entender como este método funciona, vamos considerar a simples visão geométrica

ilustrada na figura (2.2). Seja D o conjunto de todas as matrizes densidades, E e S o

conjunto de todas as matrizes emaranhadas e separáveis, respectivamente. O ponto cru-

cial que permite a existência das testemunhas de emaranhamento é o fato de S ser um

conjunto convexo [12]. Sendo assim, dado um ponto qualquer fora de S, é sempre posśıvel

encontrar um plano que separa o ponto do conjunto S [12]. A testemunha de emaranha-

mento define este plano, separando um dado subconjunto de estados emaranhados do

conjunto de estados separáveis. Quanto mais próximo o plano definido por EW estiver

do conjunto S, mais otimizada é a testemunha e mais estados emaranhados ela poderá

detectar. Na situação ideal, o plano definido por EW tangencia S. Para revelar mais

estados emaranhados também podemos usar várias testemunhas em conjunto. Entre-

tanto, para se caracterizar completamente S, em prinćıpio, seriam necessárias infinitas

testemunhas de emaranhamento, a menos que S tenha a forma de um politopo.

2.6 Desigualdades de Bell

Em 15 de maio de 1935, Albert Einstein, Natan Rose e Boris Podolsky (EPR) pu-

blicaram um trabalho [1] que se tornou um dos mais comentados e influentes na f́ısica.

Neste artigo, os autores defendem que a mecânica quântica é uma teoria incompleta. A

idéia fundamental que está por trás do artigo de EPR é o conceito de realismo local, ou

seja, a hipótese de que objetos f́ısicos possuem propriedades definidas que independem

do processo de observação, e de que uma medida feita por um observador não pode influ-
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Figura 2.2: Visão esquemática das testemunhas de emaranhamento, mostrando a dife-
rença entre uma testemunha otimizada EWopt e outra não otimizada EW .

enciar medidas feitas por outro observador, se eles estiverem separados de tal forma que

a troca de informações entre eles seja imposśıvel.

Desta maneira, o chamado paradoxo EPR é um paradoxo no seguinte sentido: se

condições aparentemente razoáveis, tais como localidade e realismo, forem introduzidas

na mecânica quântica, obtemos uma contradição. Porém, a mecânica quântica por si só

não apresenta nenhuma inconsistência interna e é extraordinariamente consistente com

experimentos que vão desde a f́ısica da matéria condensada até a f́ısica de part́ıculas

elementares.

Um tentativa de contornar esta situação consiste em postular a existência de um

conjunto de variáveis, que não fazem parte do formalismo da mecânica quântica, cha-

madas “variáveis ocultas” [2]. Um modelo de variáveis ocultas supostamente é capaz de

reproduzir todas as previsões da mecânica quântica sem apresentar contradição com o

realismo local.

Entretanto, em 1965 John Bell [3] descobriu uma incompatibilidade entre a mecânica

quântica e a teoria de variáveis ocultas. Matematicamente, esta incompatibilidade to-

mou a forma de um conjunto de desigualdades, hoje conhecidas como desigualdades de

Bell, que podem ser violadas apenas por sistemas emaranhados. Qualquer estado puro

emaranhado exibe alguma inconsistência com o realismo local [39, 40], ou seja, sempre é
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posśıvel encontrar algum tipo de desigualdade de Bell na qual um estado puro viole. No

entanto, para estados mistos emaranhados não se sabe se a mesma afirmação pode ser

feita.

Recentemente o interesse por desigualdades de Bell tem aumentado devido a sua co-

nexão com a eficiência de protocolos de comunicação quânticos e a segurança de sistemas

de criptografia quântica (ver caṕıtulo 3). Além disso, desigualdades de Bell podem ser

interpretadas como uma testemunha de emaranhamento [38]. Neste caṕıtulo faremos

uma breve revisão sobre as desigualdades de Bell. Na seção 2.6.1 mostraremos como a

hipótese do realismo local é usada para derivar a desigualdade de Clauser, Horne, Shimony

e Holt [8], que é a forma de desigualdade de Bell mais estuda e testada experimental-

mente. Na seção 2.6.2 resumiremos alguns testes experimentais reportados na literatura e

discutiremos suas implicações. Por fim, mostraremos generalizações das desigualdades de

Bell em 2.6.3 e apresentaremos a desigualdade temporal de Bell em 2.6.4. Para revisões

mais completas recomendamos [2, 17,18].

2.6.1 Clauser, Horne, Shimony e Holt

Para derivar a desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt vamos considerar um

ensemble de dois q-bits preparados em um determinado estado |ψ〉. Os q-bits são enviados

para dois observadores distintos, Alice e Bob. Ou seja, um q-bit vai para Alice e outro para

Bob. Sendo que Alice (Bob) pode escolher medir o observável A1 (B1) ou o observável

A2 (B2), que possuem apenas dois resultados posśıveis ±1. Assim que Alice recebe o seu

q-bit, ela escolhe aleatoriamente entre A1 e A2, faz a medida e anota o resultado. Bob faz

o mesmo de forma independente de Alice. Após muitas rodadas de experimentos, Alice

e Bob se encontram para comparar as correlações entre seus resultados.

Segundo a hipótese do realismo, o resultado de cada medida é totalmente determinado

por um conjunto de variáveis λ. Sendo assim, podemos escrever a função de correlação

entre os observáveis medidos por Alice e Bob como:

E(i, j) =

∫
f(λ, ai, bj)ai(λ)bj(λ)dλ, (2.27)

onde f(λ, ai, bj) é a distribuição de probabilidade de Alice encontrar ai como resultado da

medida de Ai e Bob encontrar bj como resultado de Bj. Agora vamos definir a quantidade
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CHSH como sendo:

CHSH = E(1, 1) + E(2, 1) + E(1, 2)− E(2, 2)

=

∫
f(λ, a1, b1)a1(λ)b1(λ)dλ +

∫
f(λ, a2, b1)a2(λ)b1(λ)dλ

+

∫
f(λ, a1, b2)a1(λ)b2(λ)dλ−

∫
f(λ, a2, b2)a2(λ)b2(λ)dλ. (2.28)

Evocando a hipótese da localidade, temos que f(λ, a1, a2, b1, b2) = f(λ, a1)f(λ, a2)

f(λ, b1)f(λ, b2). Portanto (2.28) pode ser reescrita como:

CHSH =

∫
f(λ, a1, a2, b1, b2)[a1(λ)b1(λ) + a1(λ)b2(λ) + a2(λ)b1(λ)− a2(λ)b2(λ)]dλ

(2.29)

Como os resultados das medidas só podem ser±1, é posśıvel mostrar que [a1(λ)b1(λ)+

a1(λ)b2(λ) + a2(λ)b1(λ)− a2(λ)b2(λ)] = ±2 e logo a integral (2.29) resulta em:

− 2 ≤ CHSH ≤ +2. (2.30)

Esta é a desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt, inicialmente demonstrada

em [8] e obedecida por qualquer modelo que leva em consideração a hipótese do rea-

lismo e da localidade. Porém os limites impostos pela mecânica quântica para a mesma

quantidade CHSH são ±2
√

2 (limites de Tsirelson [41]). Desta forma, há situações em

que a mecânica quântica viola a desigualdade (2.30), situações estas que não são com-

pat́ıveis com o realismo local. Estados puros emaranhados de dois q-bits sempre violam

CHSH [42], porém existem estados mistos com um certo grau de emaranhamento que não

violam a desigualdade de CHSH [26]. A condição necessária e suficiente para a violação

da desigualdade de CHSH por um estado qualquer de dois q-bits é dada em [43] e a

condição para violação máxima pode ser encontrada em [44]. Por fim, é importante dizer

que a desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt é equivalente a qualquer outra

desigualdade de Bell para dois q-bits com dois observáveis dicotômicos por observador

(teorema de Fine [2, 45]), onde a palavra equivalência é usada no sentido de que estados

que violem qualquer uma das outras desigualdades de Bell também violarão a de CHSH.
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2.6.2 Testes experimentais

Desde a década de 70, a violação da desigualdade de CHSH tem sido verificada em

diversos experimentos envolvendo fótons (para uma revisão de vários experimentos com

fótons ver [9]), prótons de baixa energia [46], ı́ons de 9Be+ confinados em cavidades [47],

hádrons produzidos em reações nucleares [48], um sistema h́ıbrido compreendido por

um átomo e um fóton [49] e nêutrons individuais [50], cujo emaranhamento é entre o

grau de liberdade espacial e de spin. Também é importante mencionar um interessante

experimento [51], realizado em 2007, que relatou a violação da desigualdade de CHSH

entre a Ilha de la Palma e a Ilha Tenerife, separadas por 144 Km, usando fótons que se

propagavam pelo ar. Além de Clauser, Horne, Shimony e Holt, outras desigualdades de

Bell também têm sido testadas. Por exemplo: a violação da desigualdade de Mermin,

Ardehali, Belinskii e Klyshko (MABK) [17, 52–54], uma generalização de CHSH para N

q-bits, foi verificada em sistemas contendo três [55] e quatro [56] fótons emaranhados.

Todos os experimentos já realizados até hoje reportaram a violação das desigualdades

de Bell. Para muitos, esses experimentos indicam claramente que as idéias contidas no

realismo local devem ser abandonadas. Entretanto ainda há controvérsias. Basicamente

existem dois problemas experimentais conhecidos como a fuga da localidade ou do cone

de luz e a fuga da detecção que são responsáveis por estas controvérsias.

A fuga do cone de luz acontece quanto o intervalo de tempo entre a detecção de cada

part́ıcula permite que um sinal luminoso viaje entre os dois detectores. A fuga da detecção

ocorre quando e eficiência de detecção das part́ıculas emaranhadas é baixa. Imperfeições

no aparato experimental sempre levam ao fato de que apenas um pequeno subconjunto

do total de part́ıculas emaranhadas é detectado. A questão é se realmente os eventos ob-

servados representam fielmente todo o ensemble. Em prinćıpio, o subconjunto detectado

poderia conter uma distribuição de variáveis ocultas diferentes do conjunto total. Assim

seria posśıvel que o subconjunto de eventos detectados viole alguma desigualdade de Bell

mesmo que o conjunto total de eventos não viole. Neste caso, poderia se dizer que o

subconjunto simularia a violação da desigualdade de Bell. Este problema foi discutido

pela primeira vez por Pearle [57] em 1970. Considerando a eficiência de detecção, η, a

desigualdade de CHSH é dada por [58]:

−
(

4

η
− 2

)
≤ CHSH ≤ +

(
4

η
− 2

)
(2.31)
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Portanto, um estado que viole (2.30) maximamente, violará (2.31) apenas se η ≥
2(
√

2 − 1) ∼ 82%. O famoso experimento de Alain Aspect e colaboradores [59] na

década de 80, posteriormente repetido, em melhores condições de medida pelo grupo de

Insbruck [60] em 1998, superarou o problema da fuga do cone de luz mas não a fuga da

detecção. Recentemente experimentos com ı́ons [47] alcançaram a eficiência de detecção

de ∼ 100%, mas como a separação entre os ı́ons eram de poucos cent́ımetros, a fuga do

cone de luz não foi superada. Até hoje, nenhum experimento ideal, que satisfaça ambas

as condições, foi realizado. Este fato faz com que alguns f́ısicos ainda argumentem em

favor das variáveis ocultas e da hipótese do realismo local.

Além dos experimentos já citados, é importante também mencionar um recente teste

de uma desigualdade de Bell com fótons emaranhados reportado por Gröblacher et al. [61].

O que este teste tem de diferente dos outros testes já realizados, é o fato que este não

testa teorias “locais”, mas sim teorias “não-locais”. Neste tipo de teoria apenas a hipótese

do realismo é feita, sendo permitido qualquer tipo de interação não-local entre as partes

envolvidas. A desigualdade testada é dada por [61]:

SNLHV (φ) = |E11(φ) + E23(0)|+ |E22(φ) + E23(0)| ≤ 4− 4

π

∣∣∣∣sin
φ

2

∣∣∣∣ , (2.32)

onde Eij(φ) é a correlação entre medidas de polarização, feitas quanto a polarização

do fóton A é observada na direção ~ai e do fóton B na direção ~bj, sendo φ o ângulo

relativo entre ~ai e ~bj. Escolhendo ~a1 = (1, 0, 0), ~a2 = (0, 0, 1), ~b1 = (cos(φ), 0,−sin(φ)),

~b2 = (0, sin(φ), cos(φ)) e ~b3 = (0, 0, 1), o estado de Bell |ψ−〉 = (|01〉 − |10〉)/√2 viola

(2.32), com a violação máxima em φ = 18.80 e φ = 341.20. O resultado experimental

obtido em [61] é mostrado na figura (2.3). Como podemos ver, a violação da desigualdade

(2.32) é verificada entre aproximadamente 50 < φ < 350. Este resultado sugere que

não apenas o conceito de localidade, mas também a idéia de que as propriedades dos

objetos estão pré-determinadas, independentemente do processo de observação, devem

ser abandonados no contexto da mecânica quântica.

2.6.3 Desigualdades de Bell generalizadas

Com o avanço da ciência da informação quântica, novas aplicações para as desigual-

dades de Bell foram desenvolvidas. Recentemente foi demonstrado que toda desigualdade

de Bell está relacionada a um problema de complexidade de comunicação espećıfico. Com

o uso de estados que violam tal desigualdade de Bell pode-se sempre construir um proto-
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Figura 2.3: Teste experimental de teorias reaĺısticas não-locais. Os pontos são dados
experimentias, a linha tracejada é o limite imposto por teorias reaĺısticas não-locais e a
linha sólida é a previsão da mecânica quântica.

colo de comunicação quântico mais eficiente do que seu análogo clássico (ver seção 3.2.4

). Por outro lado, no campo da criptografia quântica, violações de desigualdades de Bell

podem ser utilizadas como um critério de segurança (ver seção 3.3). Estes resultados

sugerem que desigualdades de Bell são uma importante ferramenta para a área de in-

formação quântica. Portanto, é extremamente importante encontrar e classificar novas

desigualdades de Bell, bem como os estados emaranhados que as violem.

Encontrar e classificar desigualdades de Bell, em casos gerais é um problema extre-

mamente dif́ıcil e atualmente sem solução. A dificuldade está no fato de que à medida

que o número de observadores ou o número de alternativas de medidas para cada observa-

dor cresce, o número de configurações experimentais que podem ser constrúıdas também

cresce rapidamente. Isto torna o problema computacional extremamente dif́ıcil. Além

disso, o tipo e o número de medidas que diferentes observadores podem fazer são em

prinćıpio ilimitados. Uma maneira de abordar o problema é considerar o espaço formado

por todas as probabilidades6 que podem ser constrúıdas pelos diferentes observadores e

6Quando temos dois observadores e dois observáveis dicotômicos para cada observador, caso em que
a desigualdade de CHSH está inserida, Alice e Bob podem construir 4 diferentes funções de correlação.
Cada função de correlação envolve 4 probabilidades diferentes: A probabilidade de ambos encontrarem
+1 como resultado, Alice encontrar +1 e Bob -1, Alice encontrar -1 e Bob +1 e finalmente a probabilidade
de ambos encontrarem -1. No total existem 16 = 4 x 4 probabilidades. No caso de n observadores, m
observáveis por observador e v possibilidades de resultados para cada observável, teremos então (mv)n

probabilidades, que definem um espaço de dimensão (mv)n.
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tentar determinar a região deste espaço onde as probabilidades que podem ser repro-

duzidas por modelos de variáveis ocultas estão confinadas. O ponto fundamental nesta

abordagem é o fato de que esta região é um conjunto convexo [17], ou seja, um politopo.

Desta maneira, as inequações que definem as faces do politopo, que separam a região

clássica da região quântica, podem ser pensadas como sendo as generalizações naturais

das desigualdades de Bell. O número total de desigualdades posśıveis é dado pelo número

de faces do politopo. Desta maneira, encontrar todas as posśıveis desigualdades de Bell

consiste em se resolver um problema que em matemática é conhecido como problema

da casca convexa, que consiste em se encontrar a menor região convexa que envolve um

determinado número de pontos.

Computacionalmente, achar as desigualdades de Bell é um problema extremamente

complicado. Do ponto de vista da teoria da computação, este é um problema de comple-

xidade coNP [17,62] (ver seção 3.1.1). No entanto alguns resultados teóricos existem na

literatura. Um exemplo é o caso de n observadores e duas variáveis dicotômicas para cada

observador. Neste caso foi demonstrado que existem 22n
desigualdades de Bell [63, 64] e

que todas estas desigualdades são equivalentes a uma única desigualdade dada por:

∑
s1···sn=±1

∣∣∣∣∣∣
∑

k1···k=
n 1,2

sk1−1
1 · · · skn−1

1 E(k1, · · · , kn)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2n. (2.33)

Novamente a palavra equivalência significa que estados que violem uma das 22n
desi-

gualdades de Bell também violarão (2.33). A condição necessária e suficiente para que um

estado genérico de N q-bits viole (2.33) pode ser encontrada em [64]. Outras situações

mais complexas, envolvendo desigualdades com mais de dois observáveis por observador,

também têm sido estudadas analiticamente [65,66]. O fato interessante sobre as desigual-

dade estudadas em [65,66] é que elas são mais fortes que (2.33). Por “mais forte”queremos

dizer que as novas desigualdades estudadas em [65,66] podem ser violadas por estados que

não violam (2.33). Um exemplo muito usado na literatura é o estado GHZ generalizado

de N q-bits, dado por:

|GHZ〉 = cos(α)|0 · · · 0〉+ sin(α)|1 · · · 1〉, (2.34)

onde 0 ≤ α ≤ π/4. Foi demonstrado em [67] que (2.34) nunca viola (2.33) para sin(2α) ≤
1/
√

2N−1 e N ı́mpar, no entanto foi encontrado que (2.34) pode violar as novas e mais

complexas desigualdades derivadas em [65,66].
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2.6.4 Desigualdade temporal de Bell

A desigualdade temporal de Bell foi inicialmente introduzida em 1985 por Leggett

e Garg [68] no contexto do estudo de efeitos quânticos em sistemas macroscópicos. A

desigualdade foi originalmente proposta para confrontar a mecânica quântica com teorias

baseadas no macrorealismo7 e na hipótese de que é sempre posśıvel determinar o estado de

um sistema macroscópico com uma pertubação arbitrariamente pequena sobre o sistema.

Para derivar a desigualdade temporal, vamos considerar um sistema de dois ńıveis

(um q-bit) e um observável X que possui apenas dois autovalores: ±1. As medidas do

observável X em quatro instantes diferentes de tempo são denotadas por X(t1), X(t2),

X(t3) e X(t4), onde t1 < t2 < t3 < t4. Com estas quantidades, podemos construir funções

de correlações “temporais”, E(ti, tj) = 〈X(ti)X(tj)〉, análogas as funções de correlação

definidas na seção 2.6.1. Com tais funções de correlação, definimos a quantidade:

Bt = E(t1, t3) + E(t2, t3) + E(t1, t4)− E(t2, t4). (2.35)

A equação (2.35) é simplesmente a equação (2.28) com rótulos diferentes. Assim,

evocando a hipótese do realismo e trocando a hipótese da localidade pela hipótese de que

é posśıvel determinar o estado de um sistema sem perturbá-lo, ou seja, a hipótese de que

uma medida em ti não pode influenciar o resultado de uma medida em tj, temos:

− 2 ≤ Bt ≤ +2, (2.36)

para qualquer teoria “reaĺıstica”e “não invasiva”. Como vemos, esta desigualdade não

faz nenhuma menção sobre a não-localidade e o emaranhamento. Esta desigualdade de

Bell pode ser aplicada à um q-bit apenas, e por este ponto de vista é mais simples de ser

testada em laboratório. A grande dificuldade de testar esta desigualdade em laboratório

é a necessidade de realizar medidas não invasivas. Propostas experimentais têm sido

feitas [69–71], porém até hoje nenhum teste experimental da desigualdade temporal de

Bell foi implementado.

7Macrorealismo é a hipótese do realismo aplicada à objetos macroscópicos, ou seja, é a hipótese de
que sistemas macroscópicos possuem propriedades definidas que independem do processo de observação.
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3
Emaranhamento como um recurso

computacional

Um dos resultados mais impactantes no campo da computação e informação quântica

foi a descoberta de que o emaranhamento é um recurso f́ısico com o qual podemos realizar

tarefas de processamento e transmissão de informação. Além de resultar em importantes

aplicações práticas, a relação entre emaranhamento e a ciência da computação estabelece

uma interessante conexão entre dois campos que aparentemente são totalmente descorre-

lacionados: a computação e a f́ısica quântica.

Exemplos expĺıcitos, e extremamente interessantes, onde a f́ısica fundamental encon-

tra a ciência da computação são as conexões existentes entre as desigualdades de Bell

e os protocolos de comunicação e criptografia quântica. Recentemente foi demonstrado

que toda desigualdade de Bell está relacionada a um problema de complexidade de co-

municação espećıfico. Com o uso de estados que violam tal desigualdade de Bell pode-se

sempre construir um protocolo de comunicação quântico mais eficiente do que seu análogo

clássico. Por outro lado, no campo da criptografia quântica, violações de desigualdades

de Bell podem ser utilizadas como um critério de segurança.

Esta visão de emaranhamento como um recurso computacional motivou o crescente

interesse sobre o estudo de estados emaranhados, tanto do ponto de vista prático como

do ponto de vista fundamental. Neste caṕıtulo resumiremos de forma concisa algumas

aplicações do emaranhamento. O caṕıtulo contém os conceitos básicos de computação

− clássica e quântica −, comunicação e criptografia quântica explorando a relação entre

emaranhamento e o processamento e a transmissão de informação. As seções 3.1, 3.2

e 3.3 são dedicadas à computação quântica, à comunicação quântica e à criptografia
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quântica, respectivamente. No final do caṕıtulo, seção 3.4, descreveremos uma aplicação

do emaranhamento à metrologia. Grande parte deste caṕıtulo é baseada no livro de

Nielsen e Chuang [34], no livro de Oliveira et al. [72] e nos artigos de revisão [73, 74].

3.1 Processamento de informação

Nesta seção alguns conceitos básicos sobre computação clássica são apresentados,

seguidos de uma breve introdução à computação quântica e seus algoritmos. No final

da seção discutiremos a relação entre emaranhamento e o processamento da informação

quântica.

3.1.1 Computação clássica

Um computador clássico codifica a informação a ser processada em um código binário,

sendo o bit (Binary Digit) a menor unidade de informação armazenável. Um bit pode

assumir apenas dois valores posśıveis 0 ou 1. Um conjunto de bits pode armazenar

qualquer tipo de informação, como por exemplo números inteiros escritos na base 2. O

processamento da informação é feito através da aplicação de portas lógicas. Estes são

operadores que atuam sobre os bits, transformando uma dado conjunto inicial de bits,

na resolução, por exemplo, de um problema matemático.

Um conceito importante em ciência da computação é o de algoritmo. Um algoritmo

é uma receita precisa, contendo as operações e a ordem de suas aplicações que são ne-

cessárias para se realizar uma determinada tarefa. Qualquer algoritmo pode ser realizado

compondo um conjunto finito de portas lógicas, denominado de “conjunto universal”.

Um exemplo de portas universais para a computação clássica são as portas NOT, AND

e OR. A porta NOT inverte o bit, ou seja, NOT transforma o bit 0 em 1 e o bit 1 no bit

0. As portas AND e OR são operações com dois bits de entrada e um bit de sáıda, suas

ações sobre os bits são descritas nas tabelas (3.1) e (3.2).

Nos computadores atuais as idéias abstratas de bits e portas lógicas são implemen-

tadas por circuitos eletrônicos. Uma descrição detalhada de como portas lógicas podem

ser constrúıdas e integradas dentro dos processadores atuais pode ser encontrada no livro

de Horowitz e Hill [75]. Com um conjunto universal de portas lógicas, um meio f́ısico

para implementá-las e também um algoritmo, temos, em prinćıpio, todos os ingredientes
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Bit de Bit de Bit de
Entrada 1 Entrada 2 Sáıda

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Tabela 3.1: Tabela verdade da porta clássica AND.

Bit de Bit de Bit de
Entrada 1 Entrada 2 Sáıda

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Tabela 3.2: Tabela verdade da porta clássica OR.

básicos para resolver qualquer problema computacional. Um questão fundamental para

otimizar os custos no processo de computação, consiste em determinar quais são os re-

cursos f́ısicos mı́nimos necessários para realizar uma tarefa computacional. Neste cenário

surge o conceito de complexidade computacional.

A complexidade computacional é um ramo da ciência da computação que procura en-

contrar quais são os recursos mı́nimos requeridos para se resolver uma determinada classe

de problemas, mesmo que o algoritmo que resolva tais problemas não seja conhecido expli-

citamente. Há essencialmente três propriedades que podem ser levadas em consideração

na definição de uma classe de complexidade: os recursos (tempo, espaço, energia, etc.), o

tipo de problema computacional (problemas de otimização, problemas de busca, etc.) e

o modelo computacional (computadores clássicos determińısticos, computadores clássicos

probabiĺısticos, computadores quânticos, etc.). Um problema é considerado fácil, tratável

ou solúvel se existir um algoritmo capaz de resolvê-lo usando apenas recursos polinomi-

ais, ou seja, o número de operações lógicas cresce de modo polinomial com o número de

bits necessário para resolver o problema. Um problema é considerado dif́ıcil, intratável

ou não-solúvel se o melhor algoritmo existente capaz de resolvê-lo solicitar recursos ex-

ponenciais, ou seja, o número de operações lógicas cresce de modo exponencial com o

número de bits necessário para resolver o problema.

Devido aos vários tipos de problemas, modelos e recursos f́ısicos, o estudo da com-

plexidade computacional é extremamente rica e complicada. Há uma grande abundância
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de classes de complexidade 1. Porém, na literatura de computação quântica geralmente

apenas duas classes são abordadas, a chamada classe P e a classe NP , ambas definidas

no contexto dos problemas de decisão, ou seja, problemas cuja solução é “sim”ou “não”.

O problema de se encontrar os fatores primos de um número ou se encontrar um item em

uma lista desordenada podem ser formulados como problemas de decisão.

A classe P é a de todos o problemas de decisão que podem ser resolvidos usando

algoritmos cujo tempo de execução é uma função polinomial do número dos bits de en-

trada. A classe NP é aquela que contém todos os problemas de decisão cuja a verificação

da solução possa ser feita em tempo polinomial. Fica claro que P é um subconjunto de

NP , pois a capacidade de resolver um problema implica na verificação de suas soluções.

Porém, não é claro se existe algum problema em NP que não pertença a P , ou seja,

se P = NP ou se P 6= NP . Este é o problema em aberto mais famoso da ciência

da computação2. A maioria dos cientistas da computação acredita que P 6= NP .

Dentro da classe NP existe uma subclasse de problemas essencialmente importantes, a

NP-completa, abreviada por coNP . Os cientistas da computação mostraram que um

algoritmo que resolva um problema da coNP pode ser adaptado para resolver qualquer

outro problema de NP . Dito de outra maneira, se qualquer problema de coNP tiver

uma solução polinomial então todos os problemas NP também terão, implicando em

P = NP . Agora se P 6= NP , nenhum problema da coNP poderá ser resolvido

eficientemente em um computador clássico.

Existem muitos problemas NP , tal como a fatoração de números primos, cujo o me-

lhor algoritmo conhecido para encontrar a solução requer recursos exponenciais. Porém

até hoje ninguém foi capaz de provar que esses problemas não possam ter solução po-

linomial. A grande promessa da computação quântica, ainda sem prova matemática, é

que computadores quânticos poderão resolver eficientemente estes problemas NP , ou

pelo menos alguns deles, que se acredita não possúırem solução polinomial em compu-

tadores clássicos. É uma grande questão em aberto se de fato a computação quântica

pode oferecer um ganho exponencial de velocidade sobre os computadores clássicos e se o

emaranhamento é o recurso computacional que estaria por trás desse ganho exponencial.

1Uma lista contendo uma breve descrição sobre 466 classes de complexidade clássicas e quânticas
pode ser encontrada em http://qwiki.stanford.edu/wiki/Complexity Zoo .

2Este problema foi eleito pelo o Clay Mathematics Institute (CMI) − ONG norte-americana que
desenvolve e dissemina conhecimentos matemáticos − como um dos sete problemas matemáticos mais
dif́ıceis para o próximo milênio. O instituto oferece um prêmio no valor de um milhão de dólares para a
solução de qualquer um dos sete problemas.
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3.1.2 Computação quântica

A unidade básica de informação quântica é o q-bit (Quantum Binary Digity). A

diferença básica entre o bit e o q-bit é o fato de que os bits quânticos podem assumir

estados imposśıveis classicamente. Os estados de um bit clássico são mutuamente exclu-

dentes, isto é, um bit é 0 ou é 1. Porém bits quânticos podem assumir estados que são

superposições dos estados lógicos 0 e 1, como por exemplo:

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, (3.1)

onde |α|2 + |β|2 = 1. A propriedade de superposição permite que computadores quânticos

operem sobre todos os estado lógicos simultaneamente, caracteŕıstica conhecida como

paralelismo quântico. O número de estados lógicos que podem ser transformados em

paralelo cresce exponencialmente com o tamanho do computador quântico, uma vez que

n q-bits podem codificar 2n estados lógicos. Para n = 500, esse número é maior que o

número estimado de átomos no universo. Tentar armazenar e computar estes estados não

seria posśıvel em qualquer computador clássico imaginável.

A estratégia comum a todo processamento de informação quântica consiste em pre-

parar n q-bits em um estado de superposição e aplicar operações que provoquem inter-

ferências quânticas entre os estados de tal maneira que os estados que não são soluções

do problema matemático de interesse, sofram interferência destrutiva e o estado que co-

difica as soluções sofra interferência construtiva, aumentando assim a probabilidade do

computador quântico ser encontrado no estado que codifica a solução procurada.

De forma análoga ao computador clássico, constrúıdos a partir de circuitos elétricos

contendo fios e portas lógicas que aplicam operações sobre bits, um computador quântico

pode ser constrúıdo a partir de um circuito quântico contendo portas lógicas que operam

sobre q-bits de acordo com as instruções dadas por um algoritmo quântico. Um circuito

quântico representa a evolução temporal dos q-bits, ao contrário da computação clássica

onde os circuitos são fios ou estruturas f́ısicas reais. Em um circuito quântico, um bit

quântico é representado por uma linha horizontal e um bit clássico é representado por

um linha dupla. O sentido do tempo flui da esquerda para a direita. A medida que o

q-bit caminha no tempo, operações são aplicadas sobre ele, como ilustrado na figura (3.1).

Existem três tipos de operações importantes: as portas lógicas que operam apenas sobre

um q-bit (3.1c); as portas lógicas controladas (3.1d e 3.1e) que aplicam uma operação
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(d) (e) (f)
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Figura 3.1: Representação dos elementos básicos de um circuito quântico (a) Bit quântico;
(b)Bit clássico; (c) Porta lógica de um q-bit; (d) Porta lógica controlada, onde a operação
U é aplicada sobre o segundo q-bit se o primeiro estiver no estado |1〉; (e) Porta lógica
controlada, onde a operação U é aplicada sobre o segundo q-bit se o primeiro estiver no
estado |0〉; (f) Um processo de medida.

sobre um determinado q-bit condicional ao estado de outro q-bit e também os processos

de medidas (3.1f), usualmente colocados no final do circuito.

A implementação f́ısica de um q-bit é um sistema quântico de dois ńıveis, como por

exemplo um spin 1/2 imerso em um campo magnético, ou dois estados de polarização

(vertical ou transversal) de um fóton. A implementação das portas lógicas depende

do tipo de computador quântico, por exemplo: em RMN as portas são pulsos de radio-

freqüência aplicados sobre os spins nucleares combinadas com evoluções livres governadas

pela Hamiltoniana natural de interação entre os spins. No Apêndice A estão definidas as

principais portas lógicas quânticas.

Um exemplo de circuito quântico simples de dois q-bits está ilustrado na figura (3.2).

Este circuito é chamado de Gerador de EPR. O circuito consiste de uma porta Hadamard,

que cria superposições, aplicada sobre o primeiro q-bit seguida de uma porta CNOT, que

inverte o segundo q-bit apenas se o estado do primeiro q-bit for |1〉 (ver Apêndice A).

O Gerador de EPR implementa um mudança de base, ele transforma estados da base

computacional em estados da base de Bell. O Leitor de EPR é a operação inversa do

Gerador de EPR. O Leitor de EPR transforma estados da base de Bell em estados da

Base de computacional. Este circuito é extremamente importante quando uma medida

na base de Bell é necessária, como no protocolo de teleporte (ver seção 3.2.2).

Como na computação clássica, qualquer circuito quântico pode ser constrúıdo a partir
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Tabela Verdade do Gerador de EPR
Entrada Sáıda

|00〉 |φ+〉 = (|00〉+ |11〉)/√2

|01〉 |ψ+〉 = (|01〉+ |10〉)/√2

|10〉 |φ−〉 = (|00〉 − |11〉)/√2

|11〉 |ψ−〉 = (|01〉 − |10〉)/√2

Figura 3.2: Circuito quântico Gerador de EPR e sua tabela verdade.

• H

ÂÁÀ¿»¼½¾

Tabela Verdade do Leitor de EPR
Entrada Sáıda

|φ+〉 = (|00〉+ |11〉)/√2 |00〉
|ψ+〉 = (|01〉+ |10〉)/√2 |01〉
|φ−〉 = (|00〉 − |11〉)/√2 |10〉
|ψ−〉 = (|01〉 − |10〉)/√2 |11〉

Figura 3.3: Circuito quântico Leitor de EPR e sua tabela verdade.

de um conjunto universal de portas lógicas quânticas. Um exemplo de conjunto universal

é formado pelas portas Hadamard, Porta de fase, Porta T e CNOT (ver Apêndice A).

A universalidade das portas citadas, implica que qualquer outra operação unitária pode

ser aproximada com precisão arbitraria ε > 0 usando somente estas portas universais.

Porém nem todas as operações unitárias podem ser implementadas eficientemente, exis-

tem operações unitárias sobre n q-bits que requerem um número exponencial de portas

para serem aproximadas com precisão ε por qualquer conjunto finito de portas univer-

sais [34].

O modelo de computação quântica apresentado acima, baseada em circuitos quânticos

constitúıdos de seqüências de portas lógicas unitárias aplicadas sobre q-bits, é a apenas

um dos modelos de computação propostos. A seguir discutiremos brevemente duas outras

propostas de computação quântica: a “computação quântica de mão única”(do inglês one

way quantum computing ) e a “computação quântica adiabática”.

A computação de mão única foi inicialmente proposta por Raussendorf e Brigel [76].

Neste modelo, os q-bits são inicializados em um estado emaranhado espećıfico chamado
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estado de grupo [77] (do inglês Cluster State). A computação é feita através de seqüências

de medidas. A medida feita sobre um dado q-bit depende do resultado da medida feita

sobre o q-bit anterior. A ordem e a escolha dos q-bits mensurados são determinados

pelo algoritmo computado. Ao final da computação quase todos os q-bits, exceto alguns,

foram observados e colapsaram para um autoestado do operador que representa o processo

de medida realizado. Porém, devido ao alto grau de emaranhamento inicial e a escolha

adequada das seqüências de medidas, os q-bits que não foram observados colapsam para

o estado que é a solução do problema matemático do algoritmo implementado. Então

neste momento uma última medida é feita para ler a solução.

Como este modelo de computação envolve essencialmente medidas, um computador

de mão única é irreverśıvel. Ao contrário dos computadores baseado em circuitos, onde

sempre podemos recuperar o estado inicial revertendo a computação antes da medida

final. Apesar dos dois modelos serem fundamentalmente diferentes, eles são equivalentes,

ou seja, qualquer computação implementada por um circuito quântico pode ser traduzida

em seqüências de medidas aplicadas sobre q-bits preparados em um estado de grupo [76].

Realizações experimentais de computação de mão única com fótons foram reportadas por

Walther et al. [78], Prevedel et al. [79], Tame et al. [80] e Chen et al. [81].

A computação adiabática consiste em codificar a solução de um problema no estado

fundamental de uma dada Hamiltoniana Hp [82]. Para alcançar o estado fundamental

desconhecido, o computador quântico adiabático explora o teorema adiabático [83] que

explicaremos a seguir.

Considere uma Hamiltoniana dependente do tempo H(t), cujos autoestados e auto-

valores a cada instante são denotados por |ψn(t)〉 e En(t), respectivamente. Para um

sistema inicialmente preparado no estado fundamental |ψ0(t = 0)〉, o teorema adiabático

estabelece que o estado |ψ(t)〉 permanecerá no estado fundamental |ψ0(t)〉, se a evolução

for lenta o suficiente para que a condição 〈ψ0(t)|H(t)|ψ1(t)〉 << (E1(t)−E0(t))
2 seja sa-

tisfeita. O computador quântico adiabático é um sistema descrito por uma Hamiltoniana

do tipo:

H(t) =

(
1− t

T

)
H(0) +

t

T
Hp, (3.2)

com 0 ≤ t ≤ T , sendo T o tempo de execução e H(0) é uma Hamiltoniana cujo estado

fundamental é conhecido e fácil de se preparar. Partindo do estado fundamental de H(0),

uma evolução adiabática gera o estado fundamental de Hp, que codifica a solução do

problema, em t = T . O teorema adiabático garante que a solução sempre será encontrada
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se o tempo de execução for suficientemente longo e a evolução suficientemente lenta.

Como o computador quântico nunca sai do estado fundamental, a computação quântica

adiabática é apontada como sendo mais robusta contra erros causados por descoerência.

O grande problema em aberto é se o tempo de execução necessário para o sistema alcançar

o estado fundamental de Hp cresce polinomialmente ou exponencialmente com o número

de q-bits necessários para resolver o problema. Se for posśıvel alcançar qualquer solução

em tempo polinomial, a computação quântica adiabática poderá ser de grande utilidade.

Um exemplo de problema computacional da classe coNP resolvido por um computa-

dor adiabático é dado em [82]. Neste artigo, Farhi et al. constrúıram uma Hamiltoniana

cujo estado fundamental codifica a solução de um problema chamado Exact Cover. A

Hamiltoniana é fácil de ser constrúıda, porém a determinação de seu estado fundamental

é um problema computacional dif́ıcil para computadores clássicos. Não foi posśıvel para

os autores determinar se o tempo de execução neste caso é polinomial ou exponencial.

Lembrando que um algoritmo que resolva um problema da coNP pode ser adaptado para

resolver qualquer outro problema de NP , o algoritmo quântico de Farhi et al. pode, em

prinćıpio, ser adaptado para resolver qualquer outro problema NP . Desta forma, se for

demonstrado que o algoritmo proposto em [82] é eficiente para resolver o problema Exact

Cover, então ele também será eficiente para resolver qualquer outro problema NP , in-

clusive a fatoração. Experimentalmente a computação adiabática foi realizada utilizando

a técnica de RMN em um sistema de três q-bits por Steffen et al. [84] e de dois q-bits por

Mitra et al. [85]. Por fim, é importante ressaltar que qualquer circuito quântico pode ser

traduzido para o modelo de computação quântica adiabática [86].

3.1.3 Algoritmos quânticos

Até o momento, são conhecidas três classes de algoritmos quânticos [34,87]: a primeira

classe é composta de algoritmos que usam a transformada de Fourier quântica (TFQ) para

obter ganho exponencial de velocidade em relação aos computadores clássicos. A segunda

classe é baseada no algoritmo de Grover para a realização de busca quântica, cujo ganho

de velocidade é apenas polinomial, e a terceira classe de algoritmos são aqueles usados

para simular sistemas quânticos. A seguir apresentaremos brevemente as três classes de

algoritmos.

33



3.1.3.1 Algoritmos com ganho exponencial de velocidade

A primeira classe de algoritmos é composta por aqueles que usam a transformada

de Fourier quântica [34]. Esta é a classe mais surpreendente de todas, pois oferece um

ganho exponencial de velocidade em relação aos melhores algoritmos clássicos conhecidos.

A transformada de Fourier clássica é uma operação que recebe um conjunto de N números

complexos x0 . . . xN−1 e transforma em outro conjunto de números complexos y0 . . . yN−1

definidos por:

yk =
1√
N

N−1∑
j=0

xje
2πijk/N . (3.3)

A transformada de Fourier quântica é exatamente a mesma transformação, aplicada

às amplitudes dos estados quânticos. A transformada de Fourier quântica sobre um estado

arbitrário é definida como:

T FQ
[

N−1∑
j=0

xj|j〉
]

=
N−1∑

k=0

yk|k〉, (3.4)

onde o vetor y é a transformada de Fourier discreta do vetor inicial x. O circuito quântico

que aplica esta transformada é mostrado na figura (3.4). O circuito se inicia com uma

porta Hadamard, no primeiro q-bit, seguida de n − 1 portas de fase controladas, totali-

zando n operações. Novamente uma operação Hadamard é aplica, desta vez no segundo

q-bit, seguida de n − 2 portas de fase controladas, totalizando n + (n − 1) operações.

Este procedimento é repetido até o último q-bit do circuito. Ao final do circuito, é ne-

cessário trocar o estado do último q-bit com o primeiro, o do segundo com o penúltimo,

e assim sucessivamente. Logo, aplicações de portas de troca se fazem necessárias. Ao

final do processo n(n + 1) portas Hadamard e de fase controlada são usadas. Somando

as n/2 portas de troca usadas no final do circuitos, temos que a transformada de Fourier

quântica utiliza da ordem de n2 portas lógicas. Em contraste, o melhor algoritmo clássico

para transformada de Fourier discreta utiliza da ordem de n2n portas lógica [34].

Surpreendentemente, a transformada de Fourier quântica é usada em todos os algo-

ritmos conhecidos com ganho exponencial de velocidade. O principal deles é o algoritmo

de fatoração de Shor [34]. Este algoritmo é a aplicação mais importante dos computa-

dores quânticos até hoje. A razão disso é que a fatoração pode ser usada para quebrar

sistemas de criptografia. Atualmente o melhor algoritmo clássico de fatoração requer

aproximadamente exp(n1/3log
2/3
2 n) operações lógicas para fatorar um número inteiro de
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Figura 3.4: Circuito quântico da transformada de Fourier quântica.

n bits, enquanto o algoritmo de Shor usa apenas n2 log2 n log2 log2 n operações para fazer

a mesma tarefa. Se estima que um computador atual fatora um número com 1024 bits

em 100 mil anos enquanto um computador quântico levaria apenas 5 minutos [72].

Experimentalmente, a transformada de Fourier quântica foi demonstrada pela pri-

meira vez com a RMN por Weinstein et al. [88]. A maioria das implementações da TFQ

foram realizadas como uma subrotina de outros algoritmos. Uma compilação de vários al-

goritmos que usam a TFQ e foram implementados experimentalmente com a RMN pode

ser encontrada em Oliveira et al. [72]. Contudo, a melhor demonstração experimental

foi a do algoritmo de Shor, demonstrado em 2001 por Vandersypen et al. [89] usando

a técnica de RMN. O algoritmo foi implementado em um sistema de sete q-bits, cinco

núcleos de 19F e dois núcleos de 13C (ver figura (3.5)). No experimento, foram utilizados

300 pulsos de radiofreqüência intercalados por evoluções livres para fatorar o número 15.

Até hoje essa é considerada a demonstração de computação quântica mais complexa já

realizada.

3.1.3.2 Algoritmos com ganho polinomial de velocidade

Esta classe de algoritmos quânticos é baseada no algoritmo de Grover para a rea-

lização de uma busca em uma lista desordenada. Um algoritmo de busca encontra um ou

mais elementos em um conjunto com N componentes sem nenhum conhecimento prévio

sobre a organização dos elementos dentro do conjunto. Classicamente esse problema re-

quer aproximadamente N operações, que correspondem à verificação, através de uma

observação, se cada elemento é o elemento procurado ou não. O algoritmo quântico de

busca proposto por Lov Grover em 1997 [90] é capaz de encontrar o elemento procurado

em aproximadamente
√

N operações. Portanto, o algoritmo de Grover oferece um ganho
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Figura 3.5: Molécula utilizada na implementação do algoritmo de Shor. Os q-bits são os
cinco núcleos dos átomos de 19F, indicados pela cor vermelha, e os 2 núcleos dos átomos
de 13C, indicados pela cor azul.

quadrático de velocidade, sobre seus análogos clássicos.

Além da busca em bancos de dados, o algoritmo de Grover pode ser usado para ace-

lerar problemas coNP , especificamente aqueles para os quais uma busca de soluções é a

melhor técnica conhecida, e também para encontrar chaves criptográficas. Essas e outras

aplicações são explicadas em detalhes no livro de Nielsen e Chuang [34]. Experimental-

mente, o algoritmo de Grover foi implementado com RMN em sistemas de dois [91–93] e

três q-bits [94]. Além da RMN, o algoritmo de Grover também foi demonstrado experi-

mentalmente com fótons [78,81] e ı́ons atômicos [95].

3.1.3.3 Simulações de sistemas quânticos

A idéia de simular sistemas quânticos com computadores quânticos foi inicialmente

proposta por Feynman em 1981 [96] e posteriormente desenvolvida em trabalhos recen-

tes como os de Lloyd [97] e Zalka [98]. Uma revisão recente sobre simulações quânticas

pode ser encontrada em [99]. Simular sistemas quânticos reais é provavelmente uma das

aplicações mais importantes da computação. Porém, computadores clássicos possuem

limitações que tornam simulações de muitos sistemas quânticos extremamente complica-

das. Somente em alguns casos, sistemas quânticos podem ser simulados eficientemente em

computadores clássicos usando técnicas de Monte Carlo [100]. A razão de os computado-
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res clássicos não conseguirem simular eficientemente a maioria dos sistemas quânticos é a

mesma pela qual eles não conseguem simular computadores quânticos: a quantidade de

variáveis necessárias para acompanhar a evolução de um sistema quântico cresce exponen-

cialmente com o números de part́ıculas envolvidas na simulação. Em geral, armazenar o

estado quântico com n part́ıculas em um computador clássico requer cn bits de memória,

onde c é uma constante que depende do sistema simulado. Ao contrário, um computador

quântico pode realizar a simulação de n q-bits usando apenas n q-bits. Isso permite um

ganho exponencial de memória sobre os computadores clássicos.

A evolução temporal de uma sistema quântico descrito por uma Hamiltoniana Hs é

dada por:

|ψ(t)〉 = e−iHst/~|ψ(0)〉. (3.5)

A idéia básica de um algoritmo de simulação consiste em aplicar um conjunto de

portas lógicas Uk(tk) tal que:

e−iHst/~ =
∏

k

Uk(tk), (3.6)

onde
∑

k tk = t. A transformação e−iHst/~ pode ser sempre aproximada por uma conjunto

finito de operações unitárias com precisão arbitrária [34]. Algumas simulações podem

requerer um número exponencial de portas universais, por isso alguns autores [101, 102]

enfatizam que o ganho exponencial de memória não é garantia de que computadores

quânticos possam simular eficientemente qualquer sistema quântico.

Muitos sistemas de interesse são descritos por uma Hamiltoniana do tipo

Hs =
∑

k

Hk, (3.7)

onde Hk atua somente em uma pequena parte do sistema. Quando todos os termos de

(3.7) comutam entre si, a simulação da evolução de Hs é exata, uma vez que e−iHst/~ =
∏

k e−iHkt/~. Entretanto, em geral [Hi,Hj] 6= 0, o que significa que e−iHst/~ 6= ∏
k e−iHkt/~.

Neste caso a evolução do sistema é aproximada usando a fórmula de Trotter [34]. Em

primeira ordem a fórmula de Trotter é dada por [102]:

e−iHst/~ =
∏

k

e−iHktk/~ +O(t2) (3.8)

Para t → 0, podemos aproximar a evolução por e−iHst/~ ≈ ∏
k e−iHktk/~. Apro-

ximações de ordens superiores podem ser encontradas em [103]. Após a simulação, o

37



|0〉 H • σ+66©
©© 〈2σ+〉 = Tr(V ρ)

ρ V

Figura 3.6: Representação do circuito de espalhamento

estado do computador quântico será o mesmo do sistema quântico simulado. Entretanto,

a reconstrução do estado envolve um número de medidas que cresce exponencialmente

com o tamanho do sistema e logo não é eficiente. Para contornar este problema, pode-

mos usar q-bits auxiliares como sondas que extraem quantidades f́ısicas de interesse, tal

como o valor médio da energia ou magnetização, sem a necessidade de reconstruir todo o

estado. A base da construção de circuitos quânticos que realizam esta tarefa é o circuito

de espalhamento, ilustrado na figura (3.6)

A linha superior do circuito representa um único q-bit auxiliar, inicialmente preparado

no estado |0〉, e a linha inferior representa N q-bits no estado ρ. O circuito implementa a

operação unitária V controlada e posteriormente uma medida do operador σ+ é realizada

somente no primeiro q-bit. O operador σ+ não é um observável, porém pode ser escrito

como uma combinação de observáveis de spin σ+ = (σx + iσy)/2. Assim o valor esperado

de σ+ pode ser medido a partir dos valores esperados de σx e σy. O circuito precisa ser

repetido N vezes para se obter uma estimativa de 〈σ+〉 com precisão
√

N [99]. É posśıvel

mostrar que 〈2σ+〉 = 〈V 〉 [101, 102]. Portanto o valor médio do operador unitário de N

q-bits pode ser obtido a partir do valor médio de apenas um q-bit auxiliar. Escrevendo

o observável de interesse na forma:

O =
∑

i

∑
j

· · ·
∑

k

ai,j,··· ,kViVj · · ·Vk, (3.9)

onde Vi são operadores unitários e ai,j,··· ,k são coeficientes, podemos utilizar o circuito (3.6)

para medir cada termo de (3.9) separadamente ou podemos introduzir q-bits auxiliares

adicionais e usar aplicações repetidas do circuito de espalhamento para medir o valor

médio de O de uma só vez [102].

A primeira implementação experimental de uma simulação quântica foi feita com

a técnica de RMN em 1999 por Somaroo et al. [104], que reportaram a simulação de

um oscilador harmônico truncado em um sistema de dois q-bits. Ainda em 1999, Tseng
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et al. [105] simularam com RMN uma interação não f́ısica de três corpos, descrita por

uma Hamiltoniana do tipo J123σ
z
1σ

z
2σ

z
3. Posteriormente outros experimentos envolvendo

a RMN foram implementados: Khitrin e Fung implementaram uma simulação da pro-

pagação de uma part́ıcula por uma cadeia linear de oito śıtios [106], Negrevergne et al.

implementaram a simulação do modelo de Fano Anderson [107], Yang et al. implementa-

ram uma simulação da teoria BCS da supercondutividade [108] e Peng et al. simularam

uma transição de fase quântica [109].

3.1.4 O poder da computação quântica

Quão potentes podem ser os computadores quânticos? De onde vem o poder deles?

Qual o papel do emaranhamento nos algoritmos quânticos? Ninguém até hoje sabe ao

certo as respostas para estas perguntas. Atualmente se conhecem algoritmos quânticos

que são mais eficientes que os melhores algoritmos clássicos conhecidos. Porém ninguém

conseguiu provar até o momento que não seja posśıvel encontrar algoritmos clássicos tão

bons quanto os quânticos. A conjectura aceita pela maior parte da comunidade cient́ıfica

que trabalha com computação quântica é a de que os computadores quânticos são real-

mente mais potentes que os computadores clássicos. Isto quer dizer que existem problemas

cujas soluções são eficientemente encontradas somente por computadores quânticos. A

fatoração é o representante mais famoso desses problemas. Porém, até mesmo os compu-

tadores quânticos devem ter suas limitações. Alguns cientistas da computação acreditam

que nem todo problema NP possa ser resolvido eficientemente, nem mesmo em compu-

tadores quânticos (ver uma recente revisão sobre algoritmos quânticos por Peter Shor [87]

e a discussão sobre o poder da computação quântica no livro de Nielsen e Chuang [34]).

Supondo que os computadores quânticos são realmente mais potentes que os compu-

tadores clássicos, pelo menos para alguns problemas NP . Podemos nos perguntar: de

onde vem o poder da computação quântica? O emaranhamento é responsável pelo ganho

de velocidade? A primeira e mais comum explicação consiste em atribuir o poder da

computação quântica ao paralelismo e a interferência quântica.

A segunda explicação atribui o poder da computação quântica ao emaranhamento.

A idéia de que o emaranhamento é o recurso computacional por trás do ganho exponen-

cial de velocidade foi introduzida em [110]. Neste artigo Ekert e Jozsa argumentaram

que se prepararmos um estado puro e implementarmos uma evolução que nunca produz

um estado emaranhado, a evolução do sistema pode ser eficientemente simulada em um
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computador clássico. Em um estado completamente separável, cada q-bit pode ser asso-

ciado a um vetor bidimensional de módulo 1 chamado vetor de Bloch. Como cada vetor

possui dois graus de liberdade, são necessários apenas 2n parâmetros para acompanhar

a evolução de n q-bits. Entretanto para estados emaranhados esta correspondência não

mais é válida, e o número de parâmetros necessários para acompanhar a evolução do

sistema cresce exponencialmente. Posteriormente, Linden e Popescu [111] demonstraram

que o emaranhamento é uma condição necessária para que haja ganho exponencial de

velocidade em uma grande classe de algoritmos, tal como o algoritmo de Shor. No en-

tanto, eles não puderam determinar se o emaranhamento é condição suficiente. Além

disso, deixaram em aberto a possibilidade de existirem outros algoritmos tão eficientes

quanto o de Shor que não utilizam emaranhamento.

Um ponto que é importante enfatizar é o fato de que o emaranhamento não está

presente em todos os algoritmos quânticos. Meyer [112] construiu um algoritmo de busca

com ganho “polinomial”sobre os algoritmos clássicos que nunca acessa um estado ema-

ranhado.

Por fim, Milburn el al. [113] estudaram a dinâmica clássica e quântica de estados no

contexto do processamento de informação quântica por RMN e mostraram que mesmo

quando o estado é separável a evolução clássica e quântica podem ser diferentes. Os

autores conjecturaram que o poder da computação não reside no estado do sistema mas

sim na sua dinâmica.

Em resumo, atualmente ninguém pode provar de onde vêm o poder da computação

quântica, na verdade ninguém pode provar nem mesmo se a computação quântica é mais

eficiente que a computação clássica. No entanto a conjectura que se forma, e poucos

duvidam dela, é que a computação quântica é realmente mais eficiente que a computação

clássica, pelo menos para uma classe de problemas NP . Quanto à questão sobre o poder

dos computadores quânticos, uma posśıvel conjectura é de que provavelmente o poder da

computação quântica venha da combinação de vários elementos diferentes, ou talvez a

combinação de diferentes recursos possam levar a diferentes ganhos de velocidade.

3.2 Comunicação quântica

A comunicação quântica estuda métodos para transmitir e compartilhar informação

entre diferentes partes de uma rede de comunicação utilizando recursos quânticos. Ao
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Figura 3.7: Esquema do protocolo de codificação superdensa.

contrário da computação quântica, onde o papel do emaranhado não é bem conhecido, na

comunicação quântica o emaranhamento é apontado como recurso necessário e suficiente

para que protocolos de comunicação quânticos sejam mais eficientes que os protocolos

clássicos. Nesta seção faremos um breve resumo dos principais protocolos de comu-

nicação quânticos e mostraremos a relação que existe entre protocolos de comunicação e

desigualdades de Bell.

3.2.1 Codificação superdensa

A codificação superdensa é uma das aplicações mais simples e interessantes do emara-

nhamento. O objetivo do protocolo é transmitir dois bits de informação clássica usando

apenas um bit de informação quântica. O protocolo foi proposto por Bennett et al. [114]

em 1992 e funciona da seguinte maneira: suponha que Alice queira enviar uma mensagem

para Bob. Com dois bits clássicos, Alice pode construir quatro seqüências: 00, 01, 10 e

11, cada uma delas representando uma posśıvel mensagem. No primeiro passo do pro-

tocolo, um terceiro parceiro, que chamaremos de Boris, cria um par de q-bits no estado

emaranhado

|φ+〉 =
(|00〉+ |11〉)√

2
. (3.10)

Boris envia um q-bit do par emaranhado para Alice e outro para Bob, como ilustrado

na figura (3.7). Neste ponto, Alice codifica a mensagem que ela quer enviar em um dos
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quatro estados de Bell da seguinte maneira: se a mensagem for 00 ela não faz nada em

seu q-bit. Se a mensagem for 01, ela aplicar a porta Z ao seu q-bit. Se a mensagem

enviada for 10, ela então aplica a porta NOT ao seu q-bit e se a mensagem for 11, ela

aplica a porta iY ao seu q-bit. Dependendo da operação aplicada, o estado final do par

emaranhado compartilhado por Alice e Bob poderá ser uma das quatro possibilidades:

00 → |φ+〉 =
(|00〉+ |11〉)√

2
, (3.11)

01 → |φ−〉 =
(|00〉 − |11〉)√

2
, (3.12)

10 → |ψ+〉 =
(|10〉+ |01〉)√

2
, e (3.13)

11 → |ψ−〉 =
(|10〉 − |01〉)√

2
. (3.14)

No próximo passo, Alice envia o seu q-bit para Bob e ele implementa o circuito Leitor

de EPR (3.3), transformando o estado de Bell em um estado da base computacional e

decodificando assim a mensagem de Alice. Em resumo, Alice envia apenas um q-bit,

porém Bob recebe dois bits de informação clássica. Experimentalmente, a codificação

superdensa foi implementada com fótons [115], RMN [116] e ı́ons confinados em cavidades

[117].

3.2.2 Teleporte

O teleporte é uma das aplicações mais importantes do emaranhamento. O objetivo

do protocolo é transmitir o estado arbitrário |ψ〉 = α|0〉 + β|1〉 sem que o objeto f́ısico

que carrega o estado seja transmitido. O protocolo foi proposto por Bennett et al. [118]

em 1993 e posteriormente desenvolvido por Brassard et al. [119]. Para implementar o

teleporte, novamente Alice e Bob precisam compartilhar um par de q-bits emaranhados

fornecido por Boris. O esquema utilizado para a implementação do protocolo é ilustrado

na figura (3.8) e o circuito quântico que representa o teleporte é mostrado na figura (3.9).

A linha superior do circuito representa o q-bit que Alice quer teleportar, a segunda e

terceira linha representam o par emaranhado fornecido por Boris, sendo que o segundo

q-bit está com Alice e o terceiro com Bob.
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Figura 3.8: Esquema do protocolo de teleporte.
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Figura 3.9: Circuito quântico do protocolo de teleporte.

No começo do processo, o estado global do sistema é dado por:

|ψ〉 ⊗
( |00〉+ |11〉√

2

)
= |ψ〉 ⊗ |φ+〉. (3.15)

No primeiro passo do teleporte, Alice implementa uma medida na base de Bell sobre

os dois q-bits que estão com ela. Para isso, ela implementa o Leitor de EPR, que faz

uma mudança de base entre a base de Bell e base computacional. Após o procedimento

inicial, Alice realiza uma medida na base computacional. Dependendo do resultado da
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medida, o q-bit de Bob vai colapsar em um dos quatro estados posśıveis:

00 → α|0〉+ β|1〉, (3.16)

01 → α|1〉+ β|0〉, (3.17)

10 → α|0〉 − β|1〉, (3.18)

11 → α|1〉 − β|0〉. (3.19)

Para completar o teleporte, Alice comunica o resultado de sua medida para Bob,

por algum meio de comunicação clássica. Após receber a mensagem, Bob reconstrói o

estado original, aplicando sobre o seu q-bit a operação XM2ZM1 , onde M1 e M2 são os

resultados encontrados nas medidas feitas por Alice sobre o primeiro e segundo q-bit

respectivamente. Por exemplo se M1 = 0 e M2 = 0, Bob não precisa fazer nada sobre o

seu q-bit, porém se M1 = 1 e M2 = 0 Bob aplica a operação X0Z1 = Z.

Aparentemente, o teleporte parece criar uma cópia do estado que está sendo transmi-

tido instantaneamente, o que seria uma violação do teorema da não clonagem e da teoria

da relatividade. Porém, esta violação não ocorre, pois ao final do teleporte somente o

q-bit de Bob está no estado |ψ〉, e o q-bit que inicialmente estava nesse estado termina

em |0〉 ou |1〉, pois seu estado é alterado durante o processo de medida. Além disso, é

importante notar que para o teleporte ser completado, dois bits de informação clássica

devem ser transmitidos por Alice. O canal clássico entre Alice e Bob está limitado pela

velocidade da luz, de modo que o teleporte não pode ser realizado instantaneamente. Do

ponto de vista de aplicações o teleporte é extremamente importante no transporte de

dados e pode ser usado para construir portas lógicas resistentes a erros [120].

Os primeiros experimentos de teleporte foram feitos com fótons em 1997 [121] e

1998 [122]. Entretanto, essas demonstrações omitiram o último passo do teleporte, a

operação unitária aplicada por Bob condicionada ao resultado da medida de Alice. O

primeiro experimento de teleporte completo foi feito por Nielsen, Knill e Laflamme com

spins nucleares em 1998 [123]. Neste experimento a medida projetiva feita por Alice foi

substitúıda pelo processo de descoerência natural dos spins. O teleporte nos moldes da

idéia original somente foi implementado experimentalmente em 2004 com átomos por

Barrett et al. [124] e Riebe et al. [125]. Recentemente um experimento de teleporte foi

realizado entre dois objetos de natureza diferentes, luz e matéria. Um estado quântico

codificado em um pulso de luz foi teleportado para um objeto macroscópico, um ensemble
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Figura 3.10: Esquema do protocolo de troca de emaranhamento.

de átomos contendo aproximadamente 1012 átomos de césio [126].

3.2.3 Troca de emaranhamento

O protocolo de troca de emaranhamento foi inicialmente proposto por Żukowskiet al.

[127]. Este protocolo pode ser interpretado como um teleporte de um estado emaranhado.

O objetivo é emaranhar dois q-bits que nunca interagiram entre si. O esquema para esta

tarefa é mostrado na figura (3.10). Duas fontes de q-bits emaranhadas são utilizadas. A

primeira fonte (indicada como Boris) cria o par emaranhado no estado |φ+〉 e envia uma

part́ıcula para Alice e outra para um parceiro auxiliar, que chamaremos de Ricardo. A

fonte número 2 (indicada como Natasha) cria um par emaranhado no mesmo estado |φ+〉
e manda um q-bit para Bob e outro para Ricardo. Assim Alice fica de posse do q-bit

número 1, Bob fica com o q-bit número 4 e Ricardo fica com os q-bits 2 e 3. No começo

do processo o q-bit 1 (3) está emaranhado com o q-bit 2 (4), porém o par 1− 2 não está

emaranhado com o par 3− 4. O estado global do sistema pode então ser descrito por:

( |00〉+ |11〉√
2

)
⊗

( |00〉+ |11〉√
2

)
= |φ+〉 ⊗ |φ+〉. (3.20)

A troca de emaranhamento acontece da seguinte maneira: Ricardo realiza uma me-

dida na base de Bell sobre os dois q-bits que ficaram com ele. Dependendo do resultado

da medida feita por Ricardo, o estado do q-bit número 1 e do q-bit número 4 poderão
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colapsar para quatro estados posśıveis:

00 → |φ+〉 =
(|00〉+ |11〉)√

2
, (3.21)

01 → |ψ+〉 =
(|01〉+ |10〉)√

2
, (3.22)

10 → |φ−〉 =
(|00〉 − |11〉)√

2
, (3.23)

11 → |ψ−〉 =
(|01〉 − |10〉)√

2
. (3.24)

Em todas as quatro possibilidades, o par de q-bits 1 − 4, que nunca interagiram

entre si em nenhum momento do protocolo, ficam em um estado maximamente emara-

nhado. Note que Alice e Bob não sabem qual estado emaranhado possuem. Portanto, a

troca de emaranhamento se completa com uma mensagem de Ricardo para Alice e Bob

comunicando o resultado da sua medida.

Aplicações repetidas da troca de emaranhamento pode em prinćıpio transferir ema-

ranhamento para q-bits remotamente distantes. Como a transmissão de q-bits por meios

f́ısicos reais através de grandes distâncias está sempre limitada pela descoerência, a troca

de emaranhamento aparece como um importante protocolo que permite emaranhar q-bits

separados por grandes distâncias. No contexto da desigualdade de Bell, a troca de ema-

ranhamento pode ser utilizada para testar o realismo local entre part́ıculas remotamente

separadas. Experimentalmente, a troca de emaranhamento foi implementada por Jen-

newein et al. [128]. Neste experimento dois fótons originados de duas fontes independentes

foram emaranhados e a violação da desigualdade de Bell entre eles foi observada.

3.2.4 Desigualdades de Bell e comunicação

A complexidade de comunicação estuda a quantidade de informação que parceiros de

uma rede de comunicação precisam trocar entre si para realizar uma determinada tarefa.

Este campo de estudo é extremamente importante para a otimização da computação

distribúıda em redes de computadores.

Considere o seguinte problema de complexidade de comunicação: Alice possui o con-

junto de bits x e Bob possui o conjunto y. Um não conhece os dados que o outro possui,

porém eles precisam computar uma certa função f(x, y). O protocolo óbvio para esta

tarefa consiste em Alice mandar o seu conjunto de bits para Bob, ele então computa
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f(x, y) e manda o resultado de volta para Alice. Porém, como eles poderiam computar a

função se a quantidade de informação que Alice e Bob podem trocar for limitada? Qual

é a maior probabilidade posśıvel para Alice e Bob computarem o valor correto da função

se apenas uma quantidade restrita de comunicação for permitida? Essas são algumas das

questões que a complexidade de comunicação se propõe a responder. Surpreendentemente

foi identificado que problemas de comunicação, como o descrito acima, podem ser sempre

associados a uma desigualdade de Bell e que a probabilidade de sucesso de protocolos

quânticos que usam estados emaranhados que violam tais desigualdades − isto é, violam

o realismo local − é sempre superior a de qualquer protocolo clássico criado para o mesmo

problema.

Para mostrar como a conexão entre desigualdades de Bell e os problemas de comple-

xidade de comunicação surge, vamos considerar o exemplo desenvolvido em [129]. Alice

recebe o conjunto de dois bits z1 = (x1, y1) e Bob recebe o conjunto z2 = (x2, y2), onde

y1, y2 ∈ [−1, 1] e x1, x2 ∈ [−1, 1] . A tarefa de Alice e Bob é computar a função

f(z1, z2) = y1y2(−1)x1x2 (3.25)

com a maior probabilidade de sucesso posśıvel, porém trocando apenas dois bits de in-

formação. Antes de iniciar o protocolo, Alice e Bob podem compartilhar um conjunto de

parâmetros classicamente correlacionados, denotados por λa e λb, para auxiliar na imple-

mentação do protocolo. O protocolo clássico mais eficiente para esta tarefa [129] consiste

em Alice calcular localmente uma função a(x1, λa) e Bob calcular localmente b(x2, λb).

Alice envia a quantidade ea = y1a para Bob e ele envia eb = y2b para Alice. Então ambos

atribuem eaeb como sendo o valor de f(z1, z2).

Agora, consideremos que ao em vez de compartilharem um conjunto de dados clas-

sicamente correlacionados, Alice e Bob compartilham um par de q-bits emaranhados.

Com o par emaranhado como sistema auxiliar, eles implementam o seguinte protocolo

quântico: se o bit x1 que Alice recebe for igual a 0, ela mede o observável A0 no seu

q-bit. Se x1 for 1, ela mede o observável A1. Bob segue o mesmo protocolo, se ele receber

x2 = 0, mede B0 e se receber x2 = 1, ele mede B1. O valor da medida obtido por Alice é

denotado por a e o valor obtido por Bob é indicado por b, sendo que a e b somente podem

assumir dois valores: ±1. Para finalizar o protocolo Alice envia a quantidade ea = y1a

para Bob e ele envia eb = y2b para Alice. Então ambos atribuem eaeb como sendo o valor

de f(z1, z2).
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A probabilidade do valor atribúıdo a f(z1, z2) ser o valor correto no protocolo clássico

e quântico é dada por [129]:

P =
1

4
[P0,0(ab = 1) + P0,1(ab = 1) + P1,0(ab = 1) + P1,1(ab = −1)] (3.26)

onde, por exemplo: P0,0(ab = 1) é a probabilidade do produto ab ser igual a um quando

x1 = 0 e x2 = 0. O ponto crucial para ligar desigualdades de Bell com o problema

de complexidade, é notar que o protocolo clássico descrito acima pode ser considerado

um modelo reaĺıstico-local para o protocolo quântico, sendo os parâmetros λa e λb, as

variáveis ocultas. A equação (3.26) pode ser identificada como uma versão da desigual-

dade de CHSH. Portanto existe um limite para a equação (3.26) imposto pelo realismo

local. Pode se verificar que a probabilidade de sucesso do protocolo clássico é limitada

por P ≤ 0.75 [129]. O protocolo quântico vai superar este limite se e apenas se o estado

dos q-bits auxiliares violar a desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt. De fato,

com uso de estados maximamente emaranhado, a probabilidade de sucesso do protocolo

quântico é 0.85 [129]. É posśıvel mostrar que as idéias apresentadas acima podem ser

generalizadas para qualquer tipo de problema de comunicação [129]. Assim, é sempre

posśıvel associar uma desigualdade de Bell, mesmo aquelas que ainda não foram desco-

bertas, a um problema de complexidade de comunicação. A violação de tal desigualdade

é a condição necessária e suficiente para que o protocolo quântico seja mais eficiente que

seu análogo clássico. Alguns protocolos de comunicação baseados na violação do realismo

local podem ser encontrados em [130–132].

3.3 Criptografia quântica

Existem dois tipos de sistemas criptográficos: a criptografia de chave privada e a

criptografia de chave pública. Na criptografia de chave privada, se Alice deseja enviar uma

mensagem para Bob, ela deve ter uma chave codificadora que lhe permita criptografar

a sua mensagem e Bob deve ter uma chave decodificadora apropriada que lhe permita

decifrar a mensagem de Alice. Um exemplo de sistema criptográfico simples é o cifrador

de Vernam [34, 73]. Neste sistema Alice faz a codificação adicionando a mensagem e a

chave, enquanto que Bob decodifica a mensagem fazendo a subtração, como ilustrado na

figura (3.11). O sistema de chave privada é seguro se a distribuição da chave for segura.

No sistema de chave pública, se Alice deseja enviar uma mensagem para Bob, primei-
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Mensagem Original

CHAVE

Mensagem Enviada

Mensagem Recebida

CHAVE

Mensagem Decodificada

Q   U   A   N   T   U   M
+    +   +    +   +   +    +
C   R   Y   P   T   O   S
||        ||        ||       ||        ||        ||        ||

S   N   I    E   O   P   G

Q   U   A   N   T   U   M
+    +   +    +   +   +    +
C   R   Y   P   T   O   S
||        ||        ||       ||        ||        ||        ||

S   N   I    E   O   P   G

S   N   I    E   O   P   G
- - - - - - -
C   R   Y   P   T   O   S
||        ||        ||       ||        ||        ||        ||

Q   U   A   N   T   U   M

S   N   I    E   O   P   G
- - - - - - -
C   R   Y   P   T   O   S
||        ||        ||       ||        ||        ||        ||

Q   U   A   N   T   U   M

Canal
Público

Figura 3.11: Cifrador de Vernam. Neste exemplo, as letras do alfabeto são associadas
a números. A mensagem QUANTUM é encriptada adicionando a chave CRYPTOS. O
resultado é a mensagem SNIEOPG, enviada pelo canal público. Somente quem possui a
chave CRYTPOS pode decodificar corretamente a mensagem original.

ramente Bob deve criar uma chave pública P e uma chave secreta S. Bob então publica

P de tal forma que qualquer pessoa pode ter acesso a ela. Alice obtém uma cópia da

chave pública e encripta a mensagem que ela quer enviar secretamente com essa chave.

Ao receber a mensagem codificada, Bob usa sua chave secreta e decifra a mensagem. Para

que o protocolo funcione, é importante que a mensagem seja encriptada de tal maneira

que a sua decodificação, mesmo de posse da chave pública, seja extremamente dif́ıcil de

realizar. Assim, a criptografia de chave pública elimina o problema da distribuição de

chave. Porém, ninguém sabe dizer se este sistema é totalmente seguro. A segurança em

sistemas de chave publica se baseia em hipóteses matemáticas não demonstradas. Por

exemplo: a segurança do sistema RSA de criptografia (ver apêndice 5 do livro de Nielsen

e Chuang [34]) se baseia na hipótese de que computadores clássicos não podem fatorar

números grandes eficientemente. No entanto, a única razão pelo qual se acredita que não

se pode fatorar números grandes em computadores clássicos está no fato de que muito

esforço tem sido feito para encontrar um algoritmo clássico de fatoração eficiente, porém

sem nenhum resultado.

A criptografia quântica oferece um método seguro para a distribuição de chaves pri-
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vadas. O primeiro protocolo de criptografia quântica, o BB84, foi proposto em 1984

por Charles Bennett e Gilles Brassard [34, 74]. O objetivo do protocolo é distribuir uma

seqüência de bits clássicos, que formarão uma chave privada, de forma segura. O BB84

funciona da seguinte maneira: Alice gera duas seqüências aleatórias, a e b, com N bits

cada:

a = 0110100010111100010 · · · 0001 (3.27)

b = 1101001101100110100 · · · 1000 (3.28)

Alice prepara N q-bits segundo a seguinte regra: se bi = 0, Alice prepara o q-bit i em

um autoestado (|0〉 ou |1〉) do operador Z. Se ai = 0, Alice usa o estado |0〉. Se ai = 1,

Alice usa o estado |1〉. Quando bi = 1, Alice prepara o q-bit i em um autoestado (|+〉 ou

|−〉) do operador X. Se ai = 0, Alice usa o estado |+〉 = (|0〉+ |1〉)/√2. Se ai = 1, Alice

usa o estado |−〉 = (|0〉 − |1〉)/√2. A seqüências (3.27) e (3.28) geram o estado:

|ψ〉 = |+〉 ⊗ |−〉 ⊗ |1〉 ⊗ |+〉 ⊗ |1〉 ⊗ |0〉 ⊗ |+〉 ⊗ · · · ⊗ |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |1〉. (3.29)

Neste ponto do protocolo, Alice envia os q-bits para Bob. Ele gera uma seqüência

aleatória b′ com N bits:

b′ = 000010011000100111 · · · 1100. (3.30)

Bob realiza uma medida sobre os q-bits enviados por Alice de acordo com a seguinte

regra: se b′i = 0, ele faz uma medida sobre o q-bit i na base Z, se b′i = 1, ele mede na

base X. As medidas de Bob resultam em uma seqüência aleatória a′:

a′ = 101010000101010000 · · · 0101. (3.31)

Alice e Bob comparam publicamente b e b′, e mantém os pares ai e a′i para os quais

bi = b′i. No final do processo, Alice e Bob terminam com a mesma seqüência de bits, que

eles podem usar como uma chave criptográfica.
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Alice

a = 0110100010111100010 · · · 0001

b = 1101001101100110100 · · · 1000

Bob

a′ = 101010000101010000 · · · 0101

b′ = 000010011000100111 · · · 1100

xx1xx0x0xxx1xxxx0x· · · 0x01

Chave = 10010 · · · 001

O ponto principal do protocolo BB84 é o uso de estados ortogonais (|0〉, |1〉, |+〉 e |−〉).
Um hacker quântico, que chamaremos de Eva, para tentar decifrar a chave poderia ten-

tar copiar o estado |ψ〉, porém é imposśıvel clonar estados quânticos não ortogonais [34].

Qualquer tentativa de Eva obter de informação ao tentar copiar |ψ〉 implica em per-

turbação do sistema. Alice e Bob podem estabelecer um limite aceitável para o rúıdo

no canal, acima do qual o protocolo é abortado e o processo reiniciado. Mesmo que Eva

fizesse cópias imperfeitas de |ψ〉, e esperasse pela publicação de b e b′, ela apenas saberia

as posições dos bits que foram mantidos na chave e o tamanho da chave. Mas não teria

como saber o valor de cada bit da chave, pois a e a′ nunca são publicados.

O que garante a segurança do protocolo é a impossibilidade de se clonar estados

não ortogonais. Assim, a segurança da criptografia quântica é baseada em um lei f́ısica

fundamental. Baseado nas propriedades da f́ısica quântica, BB84 é provadamente seguro

mesmo quando há rúıdo na comunicação entre Alice e Bob e imperfeições do aparato expe-

rimental de Bob estão presentes. Porém, quando há imperfeições no aparato experimental

de Alice, a fonte que cria o estado |ψ〉, o protocolo BB84 se torna vulnerável [133, 134].

É neste contexto que o emaranhamento surge na criptografia quântica.

O primeiro protocolo de criptografia que usa emaranhamento foi criado por Artur

Ekert [135] em 1991. Novamente Alice e Bob criam duas seqüências de bits aleatórios b e

b′. Alice então prepara N estados emaranhados |ψ〉 = (|00〉+ |11〉)/√2. Ela fica com um

q-bit emaranhado e manda o outro para Bob. Se bi = 0, Alice mede o seu q-bit na Base Z

e se bi = 1, Alice mede na base X. Bob aplica o mesmo procedimento, medindo na base

Z se b′i = 0 e na base X se b′i = 1. Os resultados das medidas geram seqüências de bits

aleatórios ai e a′i. Toda vez que bi = b′i, implica que Alice e Bob mediram na mesma base e

portanto seus resultados são perfeitamente correlacionados (ai = a′i). Assim, Alice e Bob

51



novamente comparam b e b′ publicamente e mantém os pares ai e a′i para os quais bi = b′i.

Pode se mostrar que o protocolo de Ekert é seguro se o estado |ψ〉 violar a desigualdade

de CHSH [136]. Este resultado independe das imperfeições dos aparatos experimentais

envolvidos e curiosamente liga mais uma vez a violação da hipótese do realismo local com

protocolos quânticos. Aćın, Gisin e Masanes [134] generalizaram o resultado e mostraram

que para qualquer protocolo de criptografia quântica não ser vulnerável a imperfeições

experimentais, deve-se usar estados emaranhados que violem alguma desigualdade de

Bell. Um ponto interessante é que a segurança nestes protocolos só é garantida com uma

real violação da desigualdade de Bell, ou seja, a fuga da detecção deve ser superada.

O protocolo BB84 foi implementado pela primeira vez em 1992 por Bennett et

al. [137]. Em 1999, três grupos demonstraram protocolos de criptografia quântico ba-

seados em emaranhamento [138–140]. Em 2007, dois interessantes experimentos [51,141]

demonstraram protocolos de criptografia entre a Ilha de la Palma e a Ilha Tenerife,

na Espanha, separadas por 144 Km, usando fótons que se propagavam pelo ar. Em

2004, a primeira transferência bancária usando a criptografia quântica foi realizada na

cidade de Viena. Atualmente existem três companhias oferecendo sistemas de criptogra-

fia comercias, a Id Quantique da Súıça, a MagiQ Technologies dos Estados Unidos e a

SmartQuantum da França.

3.4 Metrologia quântica

Para estimar um parâmetro em sistemas quânticos, tipicamente preparamos uma

sonda, deixamos esta interagir com o sistema e então observamos o estado da mesma. Se

a dinâmica da interação entre a sonda e o sistema for conhecida, podemos então estimar

o parâmetro de interesse comparando o estado inicial e final da sonda. Como a mecânica

quântica é uma teoria probabiĺıstica, há sempre uma incerteza estat́ıstica inerente no

processo de medida. Para diminuir a incerteza, podemos usar N sistemas quânticos

idênticos, medir todos eles e fazer uma média.

Há dois cenários posśıveis para se estimar um parâmetro [142, 143]: No primeiro

cenário, que chamaremos de estratégia clássica, N sistemas são preparados independen-

temente no mesmo estado quântico. No segundo cenário, que chamaremos de estratégia

quântica, os N sistemas são preparados em um estado quântico altamente correlacionado,

como um estado emaranhado. É posśıvel mostrar que o erro na estimativa do parâmetro
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de interesse na primeira estratégia não pode ser menor que 1/
√

N , limite conhecido como

limite de Heisenberg [142]. Entretanto, na estratégia quântica, que pode empregar ema-

ranhamento, o erro pode chegar a 1/N .

Até o momento, muitos procedimentos de metrologia que fazem uso do emaranha-

mento têm sido propostos. Estas propostas possuem aplicações em diversas áreas, tais

como espectrocopia, sistemas de posicionamento global e detecção ondas gravitacionais

(para uma revisão atual ver [142]). Também é importante ressaltar que existem procedi-

mentos que alcançam a mesma sensibilidade 1/N e não fazem uso de estados emaranha-

dos. Experimentalmente um protocolo de metrologia que faz uso de emaranhamento foi

demonstrado por Nagata et al. [144].
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4
Desigualdades de Bell com RMN

Violações de desigualdades de Bell por estados emaranhados têm sido extensivamente

estudadas na literatura. A maioria dos testes experimentais foram realizados utilizando

fótons como q-bits. Entretanto, fora do contexto da ótica, poucos resultados experimen-

tais têm sido reportados. A importância deste tópico é evidenciada no crescente número

de artigos publicado na literatura atualmente. Em um dos trabalhos que compõem esta

tese, desenvolvemos um método para simular experimentos de ótica, onde os spins nucle-

ares fazem o papel dos fótons e suas posśıveis orientações em relação ao campo magnético

aplicado fazem o papel das polarizações dos campos elétricos dos fótons.

Neste caṕıtulo o método de simulação é apresentado. O procedimento de simulação

pode ser usado para simular e prever resultados de diferentes desigualdades de Bell, com

configurações distintas e com vários q-bits. Para ilustrar o método, realizamos um experi-

mento de RMN, onde estudamos a violação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony

e Holt usando um sistema de spins nucleares de dois q-bits e comparamos os resultados

com um importante experimento realizado com fótons. Os resultados encontrados são

bem descritos pela mecânica quântica e por um modelo de variáveis ocultas [10], especi-

almente criado para RMN. Por isso chamamos o nosso experimento de uma simulação.

A consistência entre a mecânica quântica e o modelo de variáveis ocultas pode ser enten-

dida lembrando que apenas uma pequena fração dos spins são detectados, uma situação

semelhante à fuga de detecção introduzida na seção 2.6.2. Até onde sabemos, esta foi

a primeira vez que um modelo de variáveis ocultas foi explicitamente comparado com

dados experimentais.

Nosso experimento foi realizado a temperatura ambiente, em uma amostra ĺıquida

macroscópica contendo um número muito grande de moléculas, cada uma delas atuando
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como um sistema independente de dois q-bits. Nesta situação, o ensemble de spins consti-

tui uma mistura estat́ıstica e sua matriz densidade é não emaranhada, como discutiremos

na seção 4.1.4. Entretanto, estados genuinamente emaranhados podem ser obtidos com a

RMN em sistemas de spins altamente polarizados. Nesta situação uma forte discrepância

entre a mecânica quântica e o modelo de variáveis ocultas é esperada.

Na seção 4.1 serão introduzidos brevemente os conceitos básicos da computação

quântica por RMN, necessários para o entendimento do experimento. Na seção seguinte,

4.2, apresentaremos os resultados referentes a este trabalho e na última seção, 4.3, discu-

tiremos a possibilidade de se utilizar a RMN com ensemble de spins altamente polarizados

para testar aspectos fundamentais da mecânica Quântica. Este trabalho foi aceito para

publicação no periódico New Journal of Physics.

4.1 Introdução à computação quântica por RMN

Nesta seção são discutidos os tópicos fundamentais relacionados à implementação de

experimentos de computação quântica por RMN de ĺıquidos com dois spins 1/2 acopla-

dos. Mais especificamente, iremos tratar do sistema compreendido dos spins nucleares

dos átomos 1H e 13C da molécula de clorofórmio. A computação quântica por RMN é

um assunto vasto e com ampla produção bibliográfica. Assim sendo, procuramos focar

na descrição apenas dos conceitos fundamentais e dos métodos relevantes para o entendi-

mento deste trabalho. Revisões detalhadas sobre computação quântica por RMN podem

ser encontradas no livro de Oliveira et al. [72], nas teses de Vandersypen [145] e Stef-

fen [146], e também nos artigos de revisão [147–149]. Um tratamento mais completo

sobre a RMN pode ser obtido através dos livros [150,151].

4.1.1 Q-bits

Os q-bits em RMN são spins nucleares de átomos em uma única molécula imersa

em um campo magnético constante. Geralmente são usados spins 1/2, embora imple-

mentações com spins de maior valor também são posśıveis [152–154]. Um único núcleo

de spin 1/2 submetido a um campo magnético B0 possui dois ńıveis (estados) de ener-

gia [151]: E1 = +~γB0/2 e E0 = −~γB0/2, onde ω = γB0 é a freqüência de Larmor e γ é

a razão giromagnética nuclear. A interação do spin com o campo magnético é conhecida

como interação Zeeman. Os dois ńıveis de energia do sistema são associados aos ńıveis
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lógicos |0〉 e |1〉, como encontra-se ilustrado na figura (4.1). Assim, uma molécula que

contém N spins 1/2 acoplados constitui um processador quântico de N q-bits.

2/0E

2/1E

E

1

0

Figura 4.1: Nı́veis de energia de um spin 1/2 imerso em um campo magnético constante.

Para moléculas em solução ĺıquida, geralmente a única interação entre os spins que

é importante é a interação de troca, ou acoplamento escalar, sendo as contribuições das

outras interações, tal como a interação dipolar, canceladas devido ao movimento aleatório

das moléculas. A Hamiltoniana da interação escalar é dada por [72]:

HJ = 2π~J
~σI · ~σS

4
= 2π~J

σx
I σx

S + σy
I σ

y
S + σz

Iσ
z
S

4
, (4.1)

onde J é a constante de acoplamento escalar entre o par de spins I e S. Quando |ωI −
ωS| À 2π|J |, uma condição facilmente satisfeita por moléculas heteronucleares e por

alguns sistema homonucleares, a Hamiltoniana (4.1) pode ser escrita em uma forma mais

simples: [72]:

HJ = 2π~J
σz

Iσ
z
S

4
. (4.2)

O sistema experimental empregado nesta tese é compreendido pelos spins nucleares

1H e 13C na molécula de clorofórmio (CHCl3) em solução ĺıquida. A Hamiltoniana total

deste sistema compreende a parte da interação escalar e da interação Zeeman.

H0 = −~ωI
σz

I

2
− ~ωS

σz
S

2
+ 2π~J

σz
Iσ

z
S

4
, (4.3)

onde o acoplamento J observado é de aproximadamente 216 Hz e os ı́ndices I e S represen-

tam os átomos de hidrogênio e carbono, respectivamente. Os autoestados e autovalores

da Hamiltoniana (4.3) são facilmente obtidos a partir da forma matricial dos operadores
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σz
I e σz

S [155]:

σz
I = σz ⊗ 1 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




, σz
S = 1⊗ σz =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1




. (4.4)

onde 1 é o operador identidade. Como estes operadores comutam entre si e atuam em

espaços vetoriais diferentes, os autoestados da Hamiltoniana acima são simplesmente o

produto tensorial dos autoestados de cada spin. Em RMN, os autoestados são escritos

como |mI ,mS〉, onde mI = ±1/2 e mS = ±1/2 são os autovalores de σz
I e σz

S, respecti-

vamente. Aqui usaremos a notação mais conveniente para a computação onde o estado

| − 1/2〉 é denotado por |1〉 e o estado |+ 1/2〉 é denotado por |0〉. Um diagrama com os

ńıveis de energia do clorofórmio é apresentado na figura (4.2).

As transições entre os ńıveis de energia são permitidas de acordo com as regras de

seleção [155], ou seja, apenas aquelas que satisfazem à relação ∆mI,S = ±1 são permi-

tidas. Portanto, o espectro de RMN do clorofórmio possui quatro picos, localizados nas

freqüências ωI/2π±J/2 e ωS/2π±J/2, como mostra a figura (4.2). As linhas são relativas

às transições |00〉 ⇔ |01〉, |10〉 ⇔ |11〉, |00〉 ⇔ |10〉 e |01〉 ⇔ |11〉.

2/)(11 JE SI

2/)(10 JE SI

2/)(01 JE SI

2/)(00 JE SI

ϖ
I

ϖ
S

Figura 4.2: Nı́veis de energia e o espectro de RMN do clorofórmio.

4.1.2 Portas lógicas quânticas

Transições entre os ńıveis de energia definidos pela Hamiltoniana (4.3) podem ser

induzidos pela aplicação de uma onda eletromagnética com freqüência, duração e fase

apropriadas. Para spins nucleares em um campo estático da ordem de poucos Teslas, a
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separação entre os ńıveis de energia é da ordem de 10−9 eV a 10−6 eV, o que significa que

as transições são induzidas por ondas de radiofreqüência (RF), cujas freqüências são da

ordem de megahertz. Pulsos de RF e evoluções livres governadas pela Hamiltoniana (4.2)

são os ingredientes básicos na construção de portas lógicas. Na seção 3.1.2 introduzimos

dois tipos de portas quânticas: as portas de um q-bit e as portas controladas. As primeiras

são feitas com pulsos de RF ao passo que as portas controladas são combinações de pulsos

e evoluções livres.

Portas de um q-bit são implementadas a partir de rotações definidas por:

R(n̂, θ) = exp

(−iθn̂ · ~σ
2

)
, (4.5)

onde n̂ é um vetor especificando o eixo de rotação e θ é o ângulo de rotação. Qualquer

transformação unitária V pode ser realizada usando uma seqüência de rotações em torno

de apenas dois eixos. De acordo com o teorema de Bloch [34]: para qualquer operação

unitária V de um q-bit, existem quatro números reais α, β, γ e δ tais que

V = eiαR(x, β)R(y, γ)R(x, δ). (4.6)

Rotações de um q-bit são implementadas diretamente por pulsos de RF. Sob a

aplicação de um pulso de RF, a evolução dos spins é melhor descrita no sistema de re-

ferencial girante, o qual consiste de um sistema de coordenadas que gira com freqüência

angular ωrf igual a freqüência da RF aplicada. Usualmente ωrf é igual freqüência de Lar-

mor (ω) do spin, neste caso dizemos que o pulso é aplicado na ressonância. Se ωref 6= ω,

então dizemos que o pulso é aplicado fora da ressonância. Quando o pulso é aplicado na

ressonância de um spin, visto do referencial girante, este evolui segundo a transformação

(ver Apêndice B ):

R(φ, θ) = exp

[
iω1tpw

(cos(φ)σx − sin(φ)σy)

2

]
, (4.7)

onde φ é a fase, ω1 é a amplitude e tpw é o tempo de duração do pulso. Comparando (4.5)

com (4.7), podemos ver que R(φ, θ) descreve uma rotação em torno de um eixo contido

no plano xy e determinado pelo ângulo φ, sendo o ângulo de rotação dado por θ = ω1tpw.

Portanto, um pulso com fase φ = π e ω1tpw = π/2 vai implementar uma rotação de π/2

em torno do eixo x. Um pulso similar com o dobro da duração implementa uma rotação

de π. Trocando a fase para φ = π/2, as rotações ocorrerão são em torno de y. Para
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φ = 0, rotações em torno de −x são obtidas e para φ = 3π/2 rotações são ao redor de

−y.

A determinação do tempo de pulso necessário para implementar a rotação desejada

é feita na prática através de um processo de calibração. A calibração dos pulsos é feita

monitorando-se as intensidades das linhas de cada spin, com o tempo de pulso fixo −
tipicamente da ordem de microsegundos − variando a potência aplicada. Como a RMN

é senśıvel a magnetização no plano xy, a condição de máximo, ou saturação, desta li-

nha, corresponde à um pulso de π/2. De agora em diante, denotaremos um pulso que

implementa a rotação R(φ, θ) no spin i por (θ)φ
i .

A possibilidade de implementar rotações em torno de x e y é suficiente para cons-

truir qualquer porta de um q-bit. Desta maneira, a partir de (4.6) podemos construir

seqüências para implementar qualquer operação lógica de um q-bit. Seqüências de pulsos

utilizadas para realizar as principais operações de um q-bit são mostradas no Apêndice

A.

Operações de dois q-bits são geradas combinando a evolução descrita pela Hamiltoni-

ana de interação entre spins e pulsos de RF. A interação entre o spin nuclear do carbono

e do hidrogênio no clorofórmio é governada pela Hamiltoniana (4.2), de onde podemos

obter o operador evolução temporal no referencial girante, que é dado por:

UJ(t) = e−iHJ t/~ =




e−iπJt/2 0 0 0

0 e+iπJt/2 0 0

0 0 e+iπJt/2 0

0 0 0 e−iπJt/2




. (4.8)

A porta S controlada (USC), por exemplo, pode ser constrúıda, a menos de uma fase

global, com duas rotações intercalada por uma evolução livre com t = 1/2J . Assim

temos:

UCS =
√−iRI(z,−π/2)RS(z,−π/2)UJ(1/2J) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1




. (4.9)

Além da porta S controlada, muitas outras portas controladas podem ser constrúıdas

e várias seqüências diferentes podem ser criadas para implementar a mesma operação
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lógica. No Apêndice A mostramos algumas seqüências utilizadas na implementação das

principais portas controladas.

4.1.3 Estados pseudo puros

Os experimentos de computação quântica por RMN são implementados em uma amos-

tra macroscópica contendo um grande número de moléculas. À temperatura ambiente, o

ensemble de spins em equiĺıbrio térmico é descrito pela matriz densidade

ρeq =
e−Hβ

Tr(e−Hβ)
≈ (1− βH)

2N
=

1

2N
− α∆ρ, (4.10)

onde β é o fator de Boltzmann, H é a Hamiltoniana interna do sistema de spins e α =

β/2N . Note que Tr(ρeq) = 1 e Tr(∆ρ) = 0. A parte observada em RMN é simplesmente

∆ρ.

Para implementar computação quântica com RMN, o estado inicial é preparado, a

partir do equiĺıbrio térmico, em um estado misto chamado estado pseudo puro (PPS −
do inglês Pseudo Pure State) [156–158]:

ρpps =
(1− ε)

2N
1+ ε|ψ〉〈ψ|, (4.11)

onde ε é a polarização. O segundo termo do lado direito da equação (4.11) representa

um estado puro e sobre operações unitárias ele se transforma como tal. Desta forma, um

estado PPS é uma mistura estat́ıstica. Porém, este se comporta como um estado puro.

A única diferença entre o sinal de RMN de um estado pseudo puro e um estado puro

(ε = 1) é a intensidade do sinal.

No regime de altas temperaturas, o estado de equiĺıbrio dos spins do clorofórmio é

dado por

ρ =
e−H0β

Tr(e−H0β)
∼ 1

4
1+ α

(
1

2
σz

S +
γH

2γC

σz
I

)
(4.12)

onde o valor relativo das razões giromagnéticas do carbono e hidrogênio é γH/γC ∼ 4 e

α = ~ωSβ/4 ∼ 10−6. Existem três técnicas usualmente empregadas para a criação de

estados pseudo puros [72]: a média temporal, a média espacial e a indexação lógica. Neste

trabalho usamos a técnica de média espacial, que usa gradientes de campo magnético.

Para criar estados pseudo puros no clorofórmio, utilizamos a seqüência de pulsos desen-

volvida por Pravia et al. [159]. A partir do estado de equiĺıbrio térmico, a aplicação da
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seqüência

(π/2)x
I,S − UJ(1/4J)− (π/2)y

I,S − UJ(1/4J)− (π/2)−x
I,S −Gz

−(π/4)y
I,S − UJ(1/2J)− (π/6)x

I,S −Gz (4.13)

resulta no estado pseudo puro

ρpps =
(1− ε)

4
1+ ε|00〉〈00|, (4.14)

onde ε = α
√

6(γH/γC + 1)/16 ∼ 0.75α e Gz representa a aplicação de um gradiente de

campo magnético. A partir de (4.14), qualquer outro estado pseudo puro pode ser criado

através da aplicação de operações unitárias. Por exemplo, estados pseudo emaranhados

podem ser criados através da seqüência [159]

(π/2)−x
I − (π/2)y

S − UJ(1/2J)− U(π/2)−y
S − (π/2)x

I . (4.15)

Esta seqüência é equivalente ao circuito Gerador de EPR, introduzido no caṕıtulo anterior.

4.1.4 Separabilidade dos estados pseudo puros

A matriz densidade (4.11) pode representar um ensemble de spins em que apenas

uma fração ε do sistema está no estado puro |ψ〉 enquanto o resto está em uma mistura

estat́ıstica máxima. Entretanto esta não é a única interpretação posśıvel. Braunstein et

al. [160] demonstraram que qualquer matriz na forma (4.11) pode ser decomposta em um

ensemble separável se ε ≤ 1/(1 + 22N−1), mesmo quando |ψ〉 é emaranhado. Braunstein

e colaboradores também demonstraram que o estado pseudo puro é emaranhado se ε >

1/(1 + 2N/2). É um problema em aberto se existe ou não emaranhamento no intervalo

1/(1+22N−1) ≤ ε < 1/(1+2N/2). À temperatura ambiente, ε é muito pequeno e a matriz

densidade é sempre separável para N menor que aproximadamente doze q-bits, situação

que a maioria dos experimentos de RMN se encontram.

É importante enfatizar que a separabilidade dos estados pseudo puros à tempera-

tura ambiente, não impossibilita a RMN de implementar computação quântica. Como a

RMN produz a dinâmica correta, é sempre posśıvel implementar algoritmos e protoco-

los quânticos utilizando estados pseudo puros, uma vez que estes sempre se comportam

como um estado puro. O ponto crucial apontado por Linden e Popescu [111], é que a

separabilidade dos estados pseudo puros não proporciona ganho exponencial de veloci-
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dade de processamento. Considere que a implementação de um dado algoritmo em um

computador quântico de RMN resulta no estado:

ρpps =
(1− ε)

2N
1+ ε|ψf〉〈ψf |, (4.16)

onde |ψf〉 representa a solução de um problema matemático. Neste estado, temos uma

probabilidade ε de encontrar o computador no estado que representa a solução e uma

probabilidade (1 − ε) de encontrar o computador em uma mistura estat́ıstica completa.

Como ε é proporcional a 1/2N , a medida que N aumenta, a probabilidade de encontrar

a solução diminui exponencialmente. Assim, a solução fica sob um rúıdo enorme, sendo

preciso repetir a computação muitas vezes para que a solução possa ser encontrada.

Linden e Popescu [111] mostraram que se o estado pseudo puro for separável, então o

número de repetições necessárias escalona exponencialmente.

4.1.5 Tomografia de estado quântico

O observável de RMN é a variação temporal da magnetização nuclear da amostra.

O processo de detecção será explicado em mais detalhe na seção 4.1.7. Basicamente, a

evolução livre dos spins provoca a variação da magnetização que induz um sinal elétrico,

em uma bobina, chamado de Decaimento de Indução Livre (FID − do inglês Free In-

duction Decay). Para o spin j, o sinal de RMN pode ser expresso matematicamente

por [72]:

Fid(t) = Tr[e−iHt/~ρ(0)e+iHt/~(σx
j − iσy

j )/2]e−t/T2 , (4.17)

onde ρ(0) representa a matriz densidade em t = 0, H é a Hamiltoniana natural do

sistema e o decaimento exponencial e−t/T2 é devido aos efeitos de relaxação, sendo T2

uma constante caracteŕıstica do processo de relaxação, que varia para cada sistema,

temperatura e também de como a amostra foi preparada. Substituindo a Hamiltoniana

do clorofórmio (4.3) em (4.17) temos:

Fid(t) = ρ13e
i(ωI−πJ)t + ρ24e

i(ωI+πJ)t para o Hidrogênio e (4.18)

Fid(t) = ρ12e
i(ωS−πJ)t + ρ34e

i(ωS+πJ)t para o Carbono. (4.19)

Como podemos ver, o sinal resultante para cada spin corresponde a soma de dois

sinais com freqüências diferentes sendo que amplitude de cada componente é proporcional
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a um elemento da matriz densidade. Desta maneira, o sinal de RMN de um único

experimento fornece apenas informação parcial sobre o estado do sistema. A determinação

completa do estado requer a aplicação de um processo chamado de tomografia de estado

quântico [91, 161–164], o qual permite determinar todos os elementos de uma matriz

densidade ρ. Este método consiste em repetir o experimento várias vezes medindo-se o

mesmo estado em bases diferentes. Na prática, é mais conveniente girar os q-bits usando

operações unitárias e depois medi-los em uma base fixa. Em um sistema de dois q-bits,

as rotações utilizadas para a reconstrução da matriz densidade são:

1, (π/2)x
S, (π/2)y

S, (π/2)x
I , (π/2)x

I,S, (π/2)x
I − (π/2)y

S,

(π/2)y
I , (π/2)y

I − (π/2)x
S e (π/2)y

I,S. (4.20)

Para cada uma das 9 operações, se faz duas medidas: uma no carbono e outra no

hidrogênio. Cada medida fornece informações sobre combinações de diferentes elementos

da matriz densidade. Como cada espectro possui 2 picos com uma parte real e outra

imaginária, no final obtemos 4 x 9 x 2 = 72 equações. Podemos também adicionar mais

uma equação que corresponde a condição de traço de ∆ρ igual a 0, o que resulta num

total de 73 equações para 16 incógnitas. A condição de traço igual 0 e não igual a 1 se

deve ao fato de estarmos lidando com matriz densidade de desvio, que é parte observada

nos experimentos de RMN.

Para se determinar os elementos da matriz densidade, precisamos resolver um sistema

de equações lineares do tipo:

Ax = B (4.21)

Há certamente expressões redundantes em (4.21) , uma vez que o número de equações

é muito maior que o número de incógnitas. A maneira padrão de se lidar com o problema é

usar o método de mı́nimo quadrados para resolver o sistema [161]. Após tal procedimento,

todos os elementos de ∆ρ são determinados. No Apêndice C, apresentamos os programas,

em MATLAB, utilizados para gerar e resolver o sistema de equações (4.21).
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4.1.6 Relaxação

O efeito da interação de um sistema quântico com o ambiente, pode ser descrito

matematicamente pelo formalismo de operador soma [34]:

ρ →
∑

k

EkρE†
k (4.22)

onde Ek são operadores conhecidos como operadores de Krauss e
∑

k E†
kEk = 1. Este for-

malismo compreende todos os processos f́ısicos que possam atuar em um sistema quântico,

incluindo tanto processos unitários como não unitários. Note que no caso de processos

unitários há apenas um termo na equação (4.22), E1 = U .

Para descrever a relaxação de spins isolados, há dois mecanismos importantes: A

atenuação de amplitude e a atenuação de fase. A atenuação de amplitude descreve o

processo de relaxação causado pela troca de energia entre o sistema quântico e o ambiente.

Em RMN, a atenuação de amplitude está associada ao processo de relaxação devido ao

acoplamento dos spins com à rede, que é todo ambiente em torno no spin e que se encontra

a temperatura freqüentemente mais elevada do que a dos spins. A atenuação de amplitude

é descrita pelos operadores de atenuação de amplitudes generalizada (AAG) [34]:

E1 =
√

p

(
1 0

0
√

1− γ

)
, E2 =

√
p

(
0
√

γ

0 0

)
,

E3 =
√

1− p

( √
1− γ 0

0 1

)
e E4 =

√
1− p

(
0 0
√

γ 0

)
. (4.23)

Fisicamente, os operadores (4.23) descrevem um processo no qual um q-bit no estado

excitado decai para o estado fundamental com probabilidade γp e é levado do estado

fundamental ao estado excitado com probabilidade (1−γp) [145]. O parâmetro p depende

da temperatura do ambiente e da diferença de energia entre o estado fundamental e o

excitado. Em muitos sistemas, γ é uma função do tempo na forma γ = 1− e−t/T1 , onde

T1 é uma constante de tempo caracteŕıstica do sistema.

A atenuação de fase descreve um processo de relaxação sem troca de energia com o

ambiente. Em RMN, a atenuação de fase está associada ao processo de perda de coerência

dos spins devido a flutuações locais do campo magnético, que podem ser causadas tanto

por outros spins como por inomogeneidade do campo B0. O processo de atenuação de
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fase é descrito pelos operadores de atenuação de fase (AF) [34]:

E1 =
√

λ

(
1 0

0 1

)
e E2 =

√
1− λ

(
1 0

0 −1

)
. (4.24)

Fisicamente, os operadores (4.24) descrevem um processo no qual a fase relativa entre

|0〉 e |1〉 é invertida (φ → φ+π) com probabilidade 1−λ [145]. Em muitos sistemas temos

que λ = (1 + e−t/T2)/2, onde novamente T2 é uma constante de tempo caracteŕıstica. Na

literatura de RMN, T1 e T2 são chamados respectivamente de tempo de relaxação spin-

rede e tempo de relaxação spin-spin.

Os operadores AF e AAG descrevem a relaxação de spins que não interagem entre

si. No entanto, para spins acoplados existem outros processos que devem ser levados

em consideração. Uma descrição completa do acoplamento de um sistema de RMN com

o ambiente é extremamente complexo [151]. Entretanto, é posśıvel obter um modelo

aproximado simples usando apenas os processos de atenuação de fase e de amplitude.

Este modelo, desenvolvido em [94], supõe que o sistema evoli sobre uma Hamiltoniana

interna H durante um tempo td e que durante este tempo sofre também a atuação do

ambiente. Para simular a evolução do sistema, primeiramente a evolução unitária U =

e−iHtd/~ é aplicada, posteriormente os operadores AAG são aplicados sobre o primeiro

spin, aplicados sobre o segundo spin e assim em diante. Por fim os operadores AF

são aplicados em sequência sobre cada spin, sendo os parâmetros T1 e T2 determinados

experimentalmente. Este modelo tem sido utilizado com sucesso em alguns experimentos

de computação quântica por RMN [94, 109]. Neste trabalho usamos o método para

acompanhar os efeitos da relaxação sobre o experimento.

4.1.7 Aparato experimental

Na prática, operações sobre o sistema de spins são realizadas em espectrômetros de

RMN. Nesta seção descrevemos os prinćıpios básicos de um espectrômetro de RMN, para

uma descrição mais detalhada ver [165]. A figura (4.3) mostra de forma esquemática a ar-

quitetura básica de um espectrômetro de RMN. O transmissor é a parte do espectrômetro

responsável pela geração da RF usada para excitar a amostra. Dentro do transmissor um

sinal elétrico de freqüência e fase bem definidos é gerado pelo sintetizador e modulado

por uma função retangular ou por uma outra função especial, tal como uma gaussiana ou

uma função sinc (sen(x)/x), produzindo assim pulsos que realizam as operações lógicas.
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Parte do sinal gerado pelo transmissor é enviado a um bobina. Ao passar pela bobina o

sinal elétrico gera uma onda eletromagnética que excita a amostra colocada no interior

desta. A outra parte do sinal é usada como referência na detecção. Esta última parte é

separada em duas componentes de igual amplitude, porém em quadratura, isto é, uma

componente sofre o deslocamento de fase de 900 em relação a outra.

Sintetizador Modulador

00

Divisor

00

Misturador

900 Divisor 00

Misturador

Transmissor

Receptor

Amostra

Computador

Figura 4.3: Arquitetura básica de um espectrômetro de RMN.

Após a aplicação da seqüência de pulsos requerida pelo experimento, a variação da

magnetização da amostra é detectada na mesma bobina usada para aplicar os pulsos

de RF. O sinal detectado é então mandado para a parte do espectrômetro chamada de

receptor. No receptor, o sinal detectado é dividido em duas componentes com mesma fase

e amplitude. Ambas as componentes são misturadas com o sinal de referência, originado

no receptor. A mistura dos sinais é necessária para transformar o sinal observado na faixa

de MHz em um sinal na faixa de áudio (20Hz a 20KHz), que pode ser mais facilmente

digitalizado. A freqüência do sinal resultante será dada pela diferença entre a freqüência

do sinal detectado e a freqüência do sinal de referência. O sinal resultante está na mesma
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freqüência que é observada do referencial girante, portanto a etapa de misturar o sinal

detectado com o sinal de referência é a maneira como a transformação matemática de

mudança de referencial é realizada, eletronicamente, no laboratório. Os sinais são então

digitalizados e guardados na forma de uma função complexa:

S(t) = A[cos(ωrf t + φ) + isin(ωrf t + φ)]. (4.25)

Este sinal é conhecido como FID complexo e o procedimento de detecção, explicado

acima, é chamado de detecção em quadratura [166–168]. A necessidade da detecção em

quadratura está relacionada com a transformada de Fourier. Se um sinal de RMN for

detectado no modo simples (S(t) = Acos(ωrf t + φ)), a transformada de Fourier de tal

sinal produziria dois picos simétricos relacionados com a mesma ressonância, duplicando

assim o espectro. A maneira simples de contornar o problema é utilizando a detecção em

quadratura, uma vez que a transformada de Fourier do sinal complexo gera apenas um

pico para cada freqüência de ressonância.

4.2 Resultados

Nesta seção, são apresentados os resultados teóricos e experimentais referentes a pri-

meira parte do trabalho desenvolvido nesta tese. Primeiramente, explicaremos o proto-

colo para simular as desigualdades de Bell e posteriormente apresentaremos o modelo de

variáveis ocultas desenvolvido por Menicucci e Caves [10]. Os resultados referentes ao

experimento de simualação da violação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e

Holt são apresentados na última parte desta seção.

4.2.1 Método para simular desigualdades de Bell com RMN

Neste trabalho, trataremos da generalização das desigualdades de Bell para N q-

bits desenvolvida em [63–65]. Estas desigualdades envolvem medidas de um conjunto

de funções de correlações, em que N observadores podem escolher um dentre M ob-

serváveis, cujas medidas somente podem fornecer dois valores, por exemplo s = 0 ou

s = 1. Desta forma, MN funções de correlações, representadas por E(n1, · · · , nN), po-

dem ser constrúıdas, onde o ı́ndice ni pode ser ni = 1, · · · ,M e denota a configuração

do i-ésimo observador. No caso da RMN, estes observáveis são projeções de spins nu-
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cleares 1/2 em uma direção particular rotulada por ni. Considerando as medidas destes

observáveis, é posśıvel construir diferentes desigualdades de Bell, onde cada uma delas

exibe contradições com a hipótese do realismo local para alguns estados emaranhados.

Uma expressão geral para as desigualdades de Bell pode ser escrita como [65]:

− L ≤
M∑

n1,··· ,nN=1

C(n1, · · · , nN)E(n1, · · · , nN) ≤ +L, (4.26)

onde C(n1, · · · , nN) são coeficientes reais, L é algum limite imposto pelo realismo local

e as funções de correlações são dadas por:

E(n1, · · · , nN) =
∑

s1,··· ,sN=±1

(
N∏
j

sj)P (s1, · · · , sN), (4.27)

sendo P (s1, · · · , sN) a probabilidade do primeiro observador obter o resultado s1, o se-

gundo s2, e assim por diante. Em um experimento padrão, um conjunto de N part́ıculas

correlacionadas são preparadas em um estado puro, e suas projeções sobre M direções

diferentes são medidas por observadores diferentes. Após um grande número de expe-

rimentos, os observadores comparam seus resultados afim de obter as probabilidades

mostradas em (4.27) e verificar se a desigualdade (4.26) foi violada.

Para medir a projeção ~r·~σ do spin sobre uma direção arbitrária ~r = (cos(φ)sin(θ), sin(φ)

sin(θ), cos(θ)), transformações unitárias podem ser usadas para girar os autovetores do

operador unitário ~r · ~σ sobre a base computacional. Como U †(~r)σzU(~r) = ~r · ~σ para

U(~r) = R(y,−θ)R(z,−φ), aplicando a transformação U(~r) apropriada sobre cada q-bit,

temos:

E(n1, · · · , nN) = Tr(ρpps~r1 · ~σ ⊗ . . .⊗ ~rN · ~σ)

= Tr(ρ′σz ⊗ . . .⊗ σz), (4.28)

onde ρ′ = U(~r1) ⊗ · · · ⊗ U(~rN)ρppsU
†(~rN) ⊗ · · · ⊗ U †(~r1). A equação acima implica que

uma medida de E(n1, · · · , nN) pode ser realizada girando cada q-bit por uma rotação

apropriada e medindo todos eles na base computacional. A medida projetiva na base

computacional pode ser emulada pela a aplicação de um gradiente de campo magnético,

que destrói os elementos de matrizes fora da diagonal [159]. Com isso, a matriz densidade
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Figura 4.4: Circuito quântico para simular a função de correlação (4.27).

do sistema se torna diagonal, como descrito na equação (4.29).

ρ′ =
(1− ε)

2N
1+ ε




P0···0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · P1···1


 (4.29)

As populações, que são os elementos da diagonal, do segundo termo de (4.29) re-

presentam as probabilidades do sistema ser encontrado em um dos 2N ńıveis de energia,

após as rotações serem aplicadas. Além disso, elas também podem ser identificadas como

sendo as probabilidades P (s1, · · · , sN) mostradas em (4.27). Tais populações, podem ser

obtidas a partir do sinal de RMN após a aplicação de pulsos de leitura em cada spin.

O sinal detectado é a magnetização média da amostra, que é proporcional a diferença

de populações [72, 150]. O sinal adquirido é processado e normalizado pelo sinal de um

estado de referência. Tal normalização permite a comparação entre o experimento e os

resultados teóricos. O esquema, desenvolvido neste trabalho, utilizado para medir as

funções de correlações é mostrado na figura (4.4). O circuito deve ser aplicado para cada

função de correlação que aparece na equação(4.26).

É importante enfatizar que os q-bits em RMN são spins nucleares de átomos em

uma molécula, separados por poucos angstrons. Portanto, um experimento de RMN é

inerentemente local e não pode ser usado para provar efeitos não-locais. Além disso, a

maioria dos experimentos de RMN são feitos a temperatura ambiente utilizando-se esta-

dos pseudo puros cujas matrizes densidades não são emaranhadas para ε ≤ 1/(1+22N−1),

como demonstrado por Braunstein et al. [160]. Portanto, este trabalho não oferece um

procedimento experimental para provar efeitos não-locais e nem detectar emaranhamento
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em experimentos de RMN a temperatura ambiente. Entretanto, este trabalho pode ser

usado para simular testes de diferentes desigualdades de Bell. A comparação entre o

nosso experimento e um experimento de ótica mostra a fidelidade da simulação, como

será discutido mais adiante. Além disso, contradições entre o realismo local e a teoria

quântica poderiam ser observadas se o mesmo experimento for realizado em um ensemble

de spins altamente polarizados, onde estados verdadeiramente emaranhados podem ser

criados. Este tipo de polarização em um sistema de RMN, já foi alcançada, com ajuda

de bombeamento ótico [169].

4.2.2 Modelo de variáveis ocultas para RMN

Apesar dos estados pseudo puros com ε ≤ 1/(1 + 22N−1) poderem ser utilizados

para implementar qualquer algoritmo quântico, eles são classicamente correlacionados e

portanto podem ter uma descrição reaĺıstica-local. A primeira tentativa de se construir

um modelo expĺıcito de variáveis ocultas para a RMN é atribúıdo a Schack e Caves [170].

Entretanto o modelo criado por eles somente foi capaz de descrever a evolução dos spins

sob operações separáveis1. Posteriormente, Menicucci e Caves [10] desenvolveram um

modelo capaz de descrever a dinâmica da RMN para qualquer evolução.

O modelo se baseia no fato de que qualquer matriz densidade ρ de N q-bits pode ser

associada a uma quasi-distribuição

wρ(ñ) = Tr(ρQ(ñ)), (4.30)

onde
∑

ñ wρ(ñ) = 1, ñ = (~n1, · · · , ~nN) é um conjunto de vetores tridimensionais e

Q(ñ) =
1

NN
(1+ 3~n1 · ~σ)⊗ · · · ⊗ (1+ 3~nN · ~σ). (4.31)

Os vetores unitários ~n podem apontar em N direções diferentes satisfazendo as se-

guintes relações:

∑
nj = 0 e (4.32)

1
N

∑
njnk = 1

3
δjk, (4.33)

onde o somatório é sobre todas as posśıveis direções e os subscritos, apenas em (4.32) e

1Operações separáveis são operações unitárias U que podem ser escritas como U = U1⊗U2⊗· · ·⊗UN ,
onde Ui atua somente sobre o i-ésimo q-bit.
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(4.33), indicam as componentes de ~n.

Em termos de wρ(ñ), a matriz densidade é dada por:

ρ =
∑

ñ

wρ(ñ)|ñ〉〈ñ|, (4.34)

onde |ñ〉〈ñ| = |~n1〉〈~n1| ⊗ · · · ⊗ |~nN〉〈~nN | e |~n〉〈~n| = (1+ ~n · ~σ)/2.

Sob a ação de um elemento de operação Ek, a matriz densidade de um sistema

quântico genérico evolui de acordo com

ρ′ =
∑

ñ

wρ′(ñ
′)|ñ′〉〈ñ′| = EkρE†

k (4.35)

e a quasi-distribuição evolui de acordo com

wρ′(ñ
′) =

∑
ñ

TEk

ñ′ñwρ(ñ), (4.36)

onde elementos da matrizes TEk são TEk

ñ′ñ = 〈ñ|E†
kQ(ñ′)Ek|ñ〉.

Em termos de wρ(ñ), o valor esperado dos observáveis de RMN, C(ã) = 〈~a1 · ~σ ⊗
· · · ⊗ ~aN · ~σ〉, tomam a forma:

C(ã) =
∑

ñ

wρ(ñ)(~a1 · ~n1) · · · (~aN · ~nN), (4.37)

onde ã = (~a1, · · · ,~aN) é um conjunto de vetores que definem a componente da magne-

tização medida para cada spin.

Se a quasi-distribuição wρ(ñ) for sempre não negativa (wρ(ñ) ≥ 0), então ρ é certa-

mente separável e a equação (4.34) fornece uma decomposição explicita de ρ em termos

de produtos das matrizes densidades de cada spin. Neste caso o ensemble de spins pode

ser interpretado como sendo um conjunto de pequenos ı́mãs clássicos, onde o momento

magnético do primeiro spin está orientado na direção ~n1, o momento do segundo spin está

orientado na direção ~n2 e assim por diante. A probabilidade de o ensemble ser encontrado

na configuração ñ = (~n1, · · · , ~nN) é dada por wρ(ñ). Assim, o modelo de variáveis ocultas

para RMN se resume em modelar corretamente a dinâmica de wρ(ñ). Note que wρ(ñ)

deve ser sempre não negativa para ser interpretada como uma distribuição de probabi-

lidade, tal condição é sempre satisfeita se ε ≤ 1/(1 + 22N−1). Se wρ(ñ) assumir valores

negativos, ρ não é mais separável e o modelo de Menicucci e Caves falha.
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No cenário apresentado acima, o modelo mais simples de variáveis ocultas para RMN

pode ser constrúıdo da seguinte maneira: Considere as variáveis ocultas como sendo

λ = (ñ, Λ̃) onde Λ̃ = (Λ1, · · · , ΛN) e −1 ≤ Λr ≤ +1. A distribuição de λ é dada por:

P (λ) = P (ñ, Λ̃) =
1

2N
wρ(ñ). (4.38)

Postulando que o resultado de uma medida sobre o spin r é dado pela função

Ar(~ar, λ) = A(~ar, Λr, ~nr) =

{
+1 Se Λr ≥ −~ar · ~nr

−1 Se Λr < −~ar · ~nr

, (4.39)

o valor médio C(ã) é dado por:

C(ã) =

∫
P (λ)

N∏
j=1

Aj(~aj, λ)dλ

=

∫
1

2N

∑
ñ

wρ(ñ)
N∏

j=1

Aj(~aj, Λj, ~nj)dΛ̃

=
∑

ñ

wρ(ñ)
N∏

j=1

1

2

∫ +1

−1

Aj(~aj, Λj, ~nj)dΛ̃

=
∑

ñ

wρ(ñ)
N∏

j=1

~aj · ~nj. (4.40)

Desta maneira, o modelo descrito acima reproduz os resultados da mecânica quântica.

O modelo é local pois o resultado da medida sobre o spin r somente depende de ~ar, ~nr e Λr,

que são variáveis locais, ou seja, não dependem de nenhum parâmetro relacionado a outro

spin. No entanto o modelo apenas descreve a previsão estat́ıstica das medidas e não diz

nada sobre a dinâmica do sistema, e como conseqüência o modelo não é necessariamente

reaĺıstico. A hipótese fundamental do realismo é que um sistema quântico é totalmente

caracterizado a cada instante por uma distribuição de variáveis P (λ). Após uma evolução

temporal, a nova distribuição P (λ′) se relaciona com a distribuição inicial P (λ) por:

P (λ′) =

∫
T (λ′, λ)P (λ)dλ (4.41)

onde T (λ′, λ) é a transição de probabilidade devido a ação de uma operação quântica.

Para T (λ′, λ) ser considerada uma boa matriz de transição, é preciso que ela seja sempre
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positiva.

No modelo proposto por Menicucci e Caves, as variáveis ocultas são λ = (w̄, ñ, Λ̃),

onde w̄ é um vetor cujas componentes são as quasi-distribuições wρ(ñ). A distribuição

de probabilidade para λ é

P (λ) =
1

2N
δ(w̄ − w̄ρ)w(ñ). (4.42)

O modelo funciona da seguinte maneira: dada uma matriz densidade inicial, associa-

mos uma quasi-distribuição wρ(ñ). Devido a ação de um operador de Krauss Ek, o vetor

w̄ é atualizado segundo a transformação (4.36). A função delta em (4.42) não muda o va-

lor de w̄ que resulta da aplicação de (4.36). No entanto pode se mostrar que a distribuição

(4.42) implica na transição de probabilidade T (λ′, λ) ser sempre positiva [171].

Os valores esperados previstos por este modelo clássico são dados por:

C(ã) =

∫
P (λ)

N∏
j=1

Aj(~aj, λ)dλ

=
∑

ñ

∫
1

2N
δ(w̄ − w̄ρ)w(ñ)dw̄

N∏
r=1

∫ +1

−1

A(~ar, Λr, ~nr)dΛr

=
∑

ñ

wρ(ñ)
N∏

j=1

~aj · ~nj. (4.43)

Este modelo reproduz os resultados da mecânica quântica. Porém desta vez não ape-

nas a estat́ıstica das medidas foi modelada mas também a dinâmica do sistema. O modelo

é local pois o resultado da medida sobre o spin r não depende de nenhum parâmetro re-

lacionado a outro spin e é reaĺıstico pois cada spin pode ser visto um como pequeno ı́mã

clássico cujo momento magnético está orientado em uma direções definidas.

Para calcular o modelo, utilizamos os elementos de operação Ek como parâmetros.

Simulamos cada etapa do experimento e analisamos o sinal de RMN, previsto pelo modelo,

da mesma forma como os dados experimentais são analisados. Desta maneira podemos

comparar diretamente a previsão do modelo com os resultados experimentais. O programa

para simular os espectros de RMN utilizando o modelo de variáveis ocultas e a mecânica

quântica podem ser encontrados no Apêndice C.

É importante ressaltar que o modelo de Menicucci e Caves não é um modelo com-

putacionalmente eficiente pois o número de variáveis ocultas escalona exponencialmente
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com o tamanho do sistema. Assim, apesar do estado de um sistema de RMN à tempe-

ratura ambiente ser clássico (no sentido de que não produz emaranhamento), a dinâmica

da RMN é quântica (no sentido de que não pode ser simulada eficientemente em um

computador clássico). Fato que também se relaciona com o cenário montado por Milburn

et al. [113] e discutido na seção 3.1.4, que coloca a dinâmica como a fonte do poder da

computação quântica.

4.2.3 Experimento de simulação da desigualdade de CHSH

Para demonstrar nosso esquema experimentalmente, utilizamos um sistema de dois q-

bits, compreendido pelos spins nucleares dos átomos 1H e 13C da molécula de clorofórmio

(CHCl3), para simular a violação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt [8]

que é um caso especial de (4.26). Como explicado na seção 2.6.1, esta desigualdade

envolve a medida da quantidade

CHSH = E(n1, n2) + E(n3, n2) + E(n3, n4)− E(n1, n4). (4.44)

O realismo local limita CHSH por −2 ≤ CHSH ≤ +2, ao passo que os limites

impostos pela mecânica quântica são dados por ±2
√

2. Uma situação particularmente

interessante ocorre quando os parâmetros n1, n2, n3 e n4 rotulam medidas nas direções

(0, 0, 1), (sin(2θ), 0, cos(2θ)), (sin(4θ), 0, cos(4θ)) e (sin(6θ), 0, cos(6θ)), respectivamente.

Neste caso, a mecânica quântica prediz que CHSH = 3cos(2θ) − cos(6θ) para o estado

puro emaranhado |ψ〉 = (|00〉+|11〉)/√2, que resulta em violação máxima da desigualdade

de CHSH para θ = 22.50 e θ = 67.50.

No experimento, estados pseudo puros foram criados usando a técnica de média es-

pacial, indroduzida na seção 4.1.3. As matrizes densidades iniciais foram reconstrúıdas

utilizando a técnica de tomografia de estado quântico (ver seção 4.1.5) e as funções de

correlações foram obtidas com o método descrito na seção 4.2.1. A amostra continha

clorofórmio enriquecido com 99% de carbono 13 dissolvido em diclorometano deuterado

(CD2Cl2), a concentração era de aproximadamente 200 mg de CHCl3 por 1 mL de

CD2Cl2. A necessidade do uso do clorofórmio enriquecido se deve ao fato de que o 13C

possui spin 1/2, enquanto que seu isótopo mais abundante, o 12C , possui spin 0 e logo

não produz um sinal de RMN.

O clorofórmio foi comprado na Crambridge Isotopes Laboratoty e na sua preparação,
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este foi colocado em um tubo de RMN Wilmad 537-PP com o solvente e mantido frio em

um banho a −800C de gelo seco e metanol, para que evite umidade e também evapore. O

tubo foi selado, tomando cuidado para não despejar amostra na região selada , evitando

assim impurezas dentro da solução.

A primeiras tentativas de realização do experimento foram feitas na Universidade de

São Paulo em Ribeirão Preto. Os resultados de tais experimentos concordavam qualita-

tivamente com a curva 3cos(2θ) − cos(6θ), porém não concordavam quantitativamente.

A tomografia de estado mostrou que os estados não estavam sendo criados corretamente

devido a erros experimentais que não foram completamente identificados. O experi-

mento final foi realizado em um espectrômetro Bruker Avance 500 MHz no laboratório

da Bruker BioSpin na Alemanha. Na figura (4.5) mostramos os desvios das matrizes

densidades obtidas experimentalmente ρexp, referentes aos estados pseudo puros da base

computacional (|00〉, |01〉,|10〉 e |11〉). Estes estados foram criados, a partir do estado

térmico de equiĺıbrio, usando a seqüência de pulsos (4.13). Na figura (4.6) mostramos

os estados pseudo emaranhados (|φ±〉 e |ψ±〉), criados aplicando a seqüência (4.15) sobre

os estados pseudo puros da base computacional. Na figura (4.7) mostramos o estado

pseudo puro (|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉)/2, criado simplesmente aplicando a operação

RI(y, π/2)RS(y, π/2) sobre o estado pseudo puro |00〉. O desvio δ = ||ρexp−ρid||2
||ρid||2 , entre a

matriz experimental e a ideal ρid foram encontrados abaixo de 10% em todos os casos.

Os resultados experimentais da simulação da desigualdade de Clauser, Horne, Shi-

mony e Holt, para o estado |φ+〉 = (|00〉 + |11〉)/√2, podem ser vistos na figura (4.8),

onde a quantidade CHSH é mostrada em função do ângulo θ. Nesta figura, comparamos

os dados obtidos, com o experimento de RMN, com as previsões da mecânica quântica e

com um experimento realizado com fótons. O experimento mais conhecido de violação

das desigualdades de Bell é o experimento relizado por Aspect, Dalibard e Roger em

1982 [59]. Este experimento foi o primeiro a vencer a fuga do cone de luz e foi somente

reproduzido uma vez por Wheis et al. [60]. O experimento de Aspect et al. em 1982

apenas testou a configuração onde θ = 22.50, que corresponde a situação onde a violação

é máxima. Os resultados comparados são referentes a um experimento similar que pode

ser encontrado em [9].

A figura (4.8) mostra que os resultados obtidos com o método desenvolvido neste tra-

balho seguem as previsões da mecânica quântica e também têm o mesmo comportamento

do experimento realizado com fótons. Os erros são devidos, principalmente, a inomoge-
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Figura 4.5: Comparação entre a parte real do desvio das matrizes densidades experi-
mentais e teóricas para os estados pseudo puros: (a) |00〉, (b) |01〉, (c) |10〉 e (d) |11〉.
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Matriz Experimental Matriz Teórica

(A)

(D)

(C)

(B)

Figura 4.6: Comparação entre a parte real do desvio das matrizes densidades experimen-
tais e teóricas para os estados pseudo emaranhados: (a) |φ+〉 = (|00〉 + |11〉)/√2, (b)
|ψ+〉 = (|01〉+ |10〉)/√2, (c) |ψ−〉 = (|01〉 − |10〉)/√2 e (d) |φ−〉 = (|00〉 − |11〉)/√2.
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Matriz Experimental Matriz Teórica

Figura 4.7: Comparação entre a parte real do desvio da matriz densidade experimental
e teórica para o estado pseudo puro (|00〉+ |11〉+ |01〉+ |10〉)/2.

neidade do campo de RF e a pequenas imperfeições nos pulsos. A descoerência não é

uma fonte importante de erro pois o tempo requerido para todo o experimento (∼ 15

ms) é muito menor que os tempos caracteŕısticos de descoerência, T1 ∼ 5 s (T1 ∼ 15 s) e

T2 ∼ 200 ms (T2 ∼ 300 ms) para o hidrogênio (carbono). Fica claro na figura (4.8) que

as fontes de erro presentes não desviam significativamente os resultados experimentais da

teoria.

Nas figuras (4.9), (4.10) e (4.11), mostramos os resultados para todos os estados

pseudo puros testados, comparados com o modelo de variáveis ocultas descrito na seção

(4.2.2). A figura (4.9) mostra os resultados para os estados separáveis |00〉 e (|00〉 +

|01〉 + |10〉 + |11〉)/2. Como pode ser visto, não há violação da desigualdade de CHSH,

como é de se esperar para estados separáveis. Na figura (4.10) mostramos os resultados

para os estados pseudo emaranhados (|00〉 − |11〉)/√2 e (|01〉 + |10〉)/√2. Novamente

nenhuma violação ocorre, este fato é devido a escolha das direções de medida n1, n2, n3

e n4. Segundo a nossa escolha, as situações mais interessantes ocorrem para os estados

(|00〉+ |11〉)/√2 e (|01〉−|10〉)/√2, cujos resultados são mostrados na figura (4.11). Aqui

encontramos a violação da desigualdade de CHSH.

Em todos os casos, como era de se esperar, os resultados estão de acordo com a

mecânica quântica. Porém, nossos resultados também estão de acordo com o modelo

reaĺıstico-local. O fato de que os dados experimentais são compat́ıveis com ambas as

teorias parece ser intrigante a primeira vista. Entretanto, este resultado pode ser en-

tendido notando que um experimento de RMN é senśıvel apenas ao desvio da matriz

densidade (4.11), que se comporta como um “estado puro emaranhado”mesmo quando
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Figura 4.8: Resultados da simulação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt
para o estado |φ+〉 = (|00〉 + |11〉)/√2. (•) são pontos experimentais de RMN, (¥) são
pontos extráıdos de um experimento realizado com fótons e a linha sólida é a previsão da
mecânica quântica.

todo o ensemble é classicamente correlacionado, como demonstrado em [10,160].

Esta situação se assemelha ao que se chama fuga de detecção, discutida na seção 2.6.2.

Geralmente em experimentos que testam as desigualdade de Bell, imperfeições no apa-

rato experimental implicam que apenas um pequeno subconjunto do total de part́ıculas

emaranhadas é efetivamente detectado. Em prinćıpio, o subconjunto detectado poderia

conter uma distribuição de variáveis ocultas diferentes do conjunto total. Assim é posśıvel

que o subconjunto de eventos detectados viole alguma desigualdade de Bell mesmo que

o conjunto total de eventos não viole. Neste caso, poderia se dizer que o subconjunto

simularia a violação da desigualdade de Bell. Para contornar este problema, utiliza-se a

hipótese de amostragem justa (do inglês fair sampling hypothesis), ou seja, a hipótese de

que o subensemble detectado representa fielmente todo o sistema.

No caso da RMN, não podemos evocar esta hipótese, uma vez que os spins não detec-
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Figura 4.9: Resultados da simulação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt
para os estados (a) |00〉 e (b)(|00〉 + |01〉 + |10〉 + |11〉)/2. (•) são pontos experimentais
e a linha sólida é a previsão do modelo reaĺıstico-local.

tados estão no estado completamente misturado e não no estado emaranhado desejado.

Além disto, os experimentos de RMN possuem uma descrição reaĺıstica-local que está de

acordo com as observações experimentais, como mostram as figuras (4.9), (4.10) e (4.11).

Portanto estes experimentos são apenas uma simulação, mas que podem ser úteis em

vários outros casos, por exemplo, onde o aparato experimental − dos experimentos de

ótica ou de outras técnicas − se tornam muito complicados.
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Figura 4.10: Resultados da simulação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt
para os estados (a) (|00〉− |11〉)/√2 e (b) (|01〉+ |10〉)/√2. (•) são pontos experimentais
e a linha sólida é a previsão do modelo reaĺıstico-local.

4.3 Conclusões

Resumindo, a simulação da violação de uma desigualdade de Bell foi feita com sucesso

através da RMN. A fidelidade da simulação foi testada através da comparação entre nossos

resultados e as previsões da mecânica quântica e um experimento realizado com fótons.

Também mostramos que o mesmo conjunto de dados experimentais pode ser explicado

tanto pela mecânica quântica quanto pelo modelo de variáveis ocultas proposto para

RMN por Menicucci e Caves [10]. Este resultado pode ser visto como uma demonstração

experimental de como ambas as teorias podem ser compat́ıveis devido a fuga de detecção.

Devemos enfatizar que o modelo de Menicucci e Caves é válido apenas para experimentos
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Figura 4.11: Resultados da simulação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt
para os estados (a) (|00〉+ |11〉)/√2 e (b)(|01〉 − |10〉)/√2. (•) são pontos experimentais
e a linha sólida é a previsão do modelo reaĺıstico-local.

de RMN que acessam estado separáveis, e não para os experimentos com fótons. Assim,

apesar dos resultados experimentais obtidos com fótons e spins nucleares praticamente

coincidirem, apenas os dados de RMN podem ser explicados com o modelo reaĺıstico-local.

O método desenvolvido aqui pode ser aplicado para simular resultados de diferentes

desigualdades de Bell, com configurações distintas e com vários q-bits. Tais desigualdades

de Bell não são apenas importantes no contexto do problema das variáveis ocultas. Um

exemplo de aplicação interessante das desigualdades de Bell, que não tem relação direta

com os fundamentos da mecânica quântica, é apresentado por Pál e Vértesi [172]. Neste

trabalho, foi demonstrado que algumas desigualdades de Bell podem ser usadas como

“testemunhas de dimensão”, quantidades que podem ser utilizadas para inferir a dimen-
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sionalidade do sistema. A idéia central é determinar, a partir de uma dada distribuição

de probabilidades, a dimensão do sistema que gerou tal distribuição.

É importante mencionar que o mesmo experimento realizado com um ensemble de

spins altamente polarizados não seria compat́ıvel com o modelo clássico. Recentemente,

um estado emaranhado praticamente puro foi produzido com polarização ε = 0.916±0.019

[169]. O emaranhamento da formação relatado para tal estado foi de aproximadamente

∼ 0.822± 0.039.

Do ponto de vista experimental, a diferença entre o mesmo estado pseudo puro com

baixa polarização e alta polarização é apenas a intensidade do sinal de RMN. O fato

marcante, é que o primeiro possui uma descrição clássica de variáveis ocultas e o segundo

não. Portanto, em um ensemble de spins altamente polarizados, o modelo de Menicucci

e Caves [10] não reproduz os valores esperados da mecânica quântica e uma verdadeira

violação das desigualdades de Bell é esperada. Devemos enfatizar que mesmo quando um

estado de RMN é verdadeiramente emaranhado, ele não pode ser utilizado para provar

efeitos não-locais, uma vez que a RMN é intrinsecamente local. Porém, a hipótese do

realismo pode ser testada.

Particularmente interessante para a RMN são aquelas desigualdades constrúıdas para

testar o realismo, e não fazem uso da hipótese da localidade, como a recentemente testada

em [61] (ver seção 2.6.2). Na figura (4.12), mostramos uma simulação computacional,

utilizando o mesmo modelo de RMN para simular os resultados experimentais, da violação

das desigualdades propostas em [61]. Nós simulamos o esquema descrito neste caṕıtulo

usando a matriz densidade de RMN (4.11) para vários valores de ε. A linha sólida

representa o limite imposto pelo realismo e a região acima do limite não possui uma

descrição reaĺıstica.

Há também aquelas desigualdades que não precisam de emaranhamento 2 para serem

violadas [173], tal como as desigualdade temporal de Bell [68], cujas propostas recentes

baseadas em medidas fracas [70,71] poderiam ser adaptadas para RMN.

Além da habilidade de simular sistemas quânticos, acreditamos que a computação

quântica por RMN possa também ser usada para testar fundamentos de mecânica quântica.

Este tema tem sido pouco explorado fora do contexto da ótica. Entretanto, acreditamos

que a habilidade de criar estados verdadeiramente emaranhados em ensembles de spins

2Note que mesmo neste caso, a polarização deve ser aumentada pois o modelo [10] elimina a possibi-
lidade da violação de qualquer tipo de desigualdade de Bell para ε ≤ 1/(1 + 22N−1).
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Figura 4.12: Simulação computacional da violação da desigualdade (2.3) para vários va-
lores de polarização ε. A linha sólida representa o limite imposto por modelos reaĺısticos.
Os pontos acima da linha sólida não possuem uma descrição reaĺıstica.

polarizados, aliada ao alto grau de controle da RMN, podem ser de grande utilidade,

tanto para demonstrações de computação quântica quanto para o estudo de fundamentos

da mecânica quântica.
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5
Emaranhamento em uma cadeia de spins

Neste caṕıtulo apresentaremos um estudo sobre emaranhamento térmico em uma

cadeia de spins formada no composto Na2Cu5Si4O14. A presença do emaranhamento

foi investigada através de duas quantidades, uma testemunha de emaranhamento e o

emaranhamento da formação, ambas derivadas da susceptibilidade magnética. Além da

observação experimental do emaranhamento pela susceptibilidade magnética, também

realizamos um estudo teórico sobre o comportamento do emaranhamento em função do

campo aplicado e também da temperatura.

Nas duas primeiras seções deste caṕıtulo, desenvolvemos o conceito de emaranha-

mento térmico e de testemunhas de emaranhamento termodinâmicas. Na seção 5.3, uma

breve descrição do sistema estudado é apresentada. A seção seguinte, 5.4, contém os re-

sultados experimentais da susceptibilidade magnética a campo zero e um estudo teórico

da evolução do emaranhamento em função do campo aplicado e da temperatura. Na

última seção, alguns comentários são discutidos e as conclusões são apresentadas.

5.1 Emaranhamento térmico

Caracteŕısticas genuinamente quânticas, tal como o emaranhamento, geralmente não

são vistas além da escala atômica e à altas temperaturas. O argumento mais comum

contra o emaranhamento em sistemas macroscópicos à temperaturas finitas é de que ob-

jetos macroscópicos possuem um grande número de constituintes que interagem com o

ambiente, induzindo o fenômeno conhecido como descoerência, que leva à perda do ema-

ranhamento a medida que a massa, complexidade e temperatura do sistema aumentam.

No entanto, foi demonstrado teoricamente [5, 6] que estados emaranhados podem existir
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em sólidos à temperaturas finitas. Este tipo de emaranhamento é chamado na literatura

de “Emaranhamento Térmico ”.

O conceito de emaranhamento térmico pode algumas vezes ser confundido com o

conceito de emaranhamento macroscópico. Portanto é importante estabelecer a diferença

entre ambos. Emaranhamento térmico se refere ao emaranhamento que ocorre em um

sistema à temperatura finita. O emaranhamento macroscópico, se refere ao emaranha-

mento entre objetos macroscópicos, tal como o emaranhamento entre dois q-bits super-

condutores [174, 175]. Assim, é posśıvel existir emaranhamento térmico em um sólido

macroscópico, porém se este emaranhamento estiver restrito apenas a poucos átomos do

sólido, o emaranhamento não será macroscópico.

Desde os primeiros trabalhos de Nielsen [5] e Arnesen et al. [6] propondo a existência

de emaranhamento térmico, diversos trabalhos teórico foram publicados [176–190]. Porém,

poucas evidências experimentais confirmando a presença deste tipo de emaranhamento

em sistemas de estado sólido têm sido relatadas [7, 191–193].

A primeira evidência experimental de emaranhamento em sólidos foi reportada em [7].

Neste artigo, Ghosh e colaboradores fizeram medidas da susceptibilidade magnética a bai-

xas temperaturas (T < 1 K) no composto LiHoxY1−xF4 e encontraram que a dependência

da susceptibilidade com a temperatura era bem ajustada pela lei de potência χ ∼ Tα com

α ∼ 0.75. O ponto chave observado por Ghosh et al. foi o fato de que os dados experimen-

tais não podiam ser explicados apenas com aproximações clássicas ou semi-clássicas (ver

figura (5.1)). A conclusão principal do trabalho de Ghosh et al. é que o emaranhamento

é o ingrediente fundamental para a explicação da lei de potência observada. Posteri-

ormente Brukner et al. [191] analisaram dados publicados anteriormente e encontraram

emaranhamento entre os spins dos átomos de cobre no composto CN[Cu(NO3)22.5D2O]

abaixo de T ∼ 5.6 K.

Outro importante resultado experimental foi reportado por Vértesi e Bene [192]. Eles

estudaram a susceptibilidade magnética do composto Na2V3O7 e estimaram a tempera-

tura cŕıtica abaixo da qual existe emaranhamento. O valor experimental encontrado para

esta temperatura foi de aproximadamente ∼ 365 K. Assim eles demonstraram pela pri-

meira vez que o emaranhamento pode existir a temperatura ambiente. Recentemente,

Rappoport et al. [193] encontram emaranhamento entre átomos de Mn+2 (spin 5/2) no

composto MgMnB2O5 abaixo de T ∼ 20K e entre átomos de Ti+3 (spin 1/2) no composto

MgTiOBO3 abaixo de T ∼ 100K.
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Figura 5.1: Susceptibilidade magnética do composto LiHoxY1−xF4. (N) Dados Experi-
mentais. • Cálculo teórico utilizando o emaranhamento quântico. (•) Calculo teórico
utilizando aproximações semi-clássicas. (•) Cálculo teórico utilizando f́ısica clássica

O estudo do emaranhamento que ocorre naturalmente em sólidos (para uma revisão

detalhada ver [194]) é de grande relevância para a computação quântica pois muitas

propostas de chips quânticos são baseadas em sistemas de estado sólido. Também há

propostas de utilização de materiais que possuem emaranhamento como fontes de ema-

ranhamento. Uma proposta teórica recente de extração de emaranhamento pode ser

encontrada em [195]. Além disso, resultados recentes tem demonstrado que o emaranha-

mento pode ser uma peça importante para o entendimento dos fenômenos observados em

sistemas de estado sólido. Um exemplo é o resultado experimental encontrado por Ghosh

et al. [7] e a recente conexão teórica estabelecida entre o emaranhamento e transições de

fase quântica [196–200]. Todos estes resultados sugerem que o estudo do emaranhamento

em sólidos pode resultar em uma interessante conexão entre a f́ısica do estado sólido e a

teoria da informação e computação quântica.
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5.2 Testemunhas de emaranhamento termodinâmicas

O conceito de testemunha emaranhamento foi introduzido no caṕıtulo 2. Por de-

finição, uma testemunha de emaranhamento EW é um operador Hermitiano que possui

valor esperado positivo (Tr(EWρ) ≥ 0), para todos os estados separáveis e negativo para

alguns estados emaranhados. Desta forma, uma testemunha de emaranhamento é capaz

de identificar a presença de alguns estados emaranhados. É importante enfatizar que

em geral uma testemunha de emaranhamento não é capaz de identificar todos os estados

emaranhados. Em outras palavras, se Tr(EWρ) < 0 podemos inferir sem dúvidas que

há emaranhamento no sistema, porém a condição Tr(EWρ) ≥ 0 não necessariamente

implica em separabilidade.

Para o estudo experimental do emaranhamento é interessante encontrar testemunhas

de emaranhamento mensuráveis. Nos sistemas macroscópicos à temperatura finita, como

os sólidos, estas quantidades devem ser funções termodinâmicas. Assim, uma testemunha

de emaranhamento derivada de uma função termodinâmica é chamada de testemunha de

emaranhamento termodinâmica. Até o momento diversas quantidades termodinâmicas,

tais como a magnetização [182], energia interna [176–183] e a capacidade térmica [183] têm

sido propostas como testemunhas de emaranhamento. No entanto, todas elas dependem

do conhecimento da Hamiltoniana do sistema. Assim, estas quantidades só funcionam

para modelos espećıficos. Por exemplo: a testemunha de emaranhamento baseada na

energia interna dada em [180] só é válida para cadeias de spin descritas pelo modelo de

Heisenberg.

Recentemente, foi demonstrado por Wieśniak et al. [201] que a susceptibilidade

magnética pode ser usada como uma testemunha de emaranhamento. Esta testemu-

nha possui a vantagem de não depender da Hamiltoniana do sistema e pode ser aplicada

a um sistema genérico compreendido por N spins de módulo s. O único v́ınculo imposto

é que a Hamiltoniana interna da cadeia de spin, denotada por H0, deve comutar com

a Hamiltoniana externa H1 = H
∑

k Sz
k , que descreve a interação do sistema com um

campo magnético externo H aplicado na direção z. Se tal v́ınculo for satisfeito, é posśıvel

mostrar que a susceptibilidade magnética para o sistema de N spins na direção α é dada
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por [201]:

χα(T ) =
(gµB)2

kBT
∆2Sα =

(gµB)2

kBT




N∑

j,k=1

〈Sα
j Sα

k 〉 −
〈

N∑

k=1

Sα
k

〉2

 , (5.1)

onde g é o fator de Landé, µB é o magneton de Bhor e ∆2Mα = (gµB)2∆2Sα é a dispersão

da magnetização na direção α. A partir de (5.1) podemos derivar uma testemunha de

emaranhamento. O primeiro passo para encontrar a testemunha é notar que as relações

〈(Sx)2〉+ 〈(Sy)2〉+ 〈(Sz)2〉 = 〈S2〉 = s(s + 1) e (5.2)

〈Sx〉2 + 〈Sy〉2 + 〈Sz〉2 ≤ s2 (5.3)

são sempre válidas para um único spin s. A primeira relação pode ser demonstrada

usando os autovalores do operador S2 , onde S2|s,m〉 = s(s + 1)|s,m〉 [155], como base

e calculando explicitamente o valor médio 〈S2〉.

〈S2〉 = Tr(ρS2)

〈S2〉 =
∑

k

pkTr(S2|s,m〉k〈s,m|k)

〈S2〉 = s(s + 1)
∑

k

pk

〈S2〉 = s(s + 1). (5.4)

A segunda relação pode ser verificada notando que a projeção do spin em qualquer direção

não pode ser maior que s. Subtraindo (5.2) e (5.3), chegamos a seguinte relação:

∆2S = ∆2Sx + ∆2Sy + ∆2Sz ≥ s. (5.5)

Quando o estado térmico ρ(T ) de N spins é um estado completamente separável, ou

seja, pode ser descrito por:

ρ =
∑

k

pkρ1,k ⊗ ρ2,k ⊗ · · · ⊗ ρN,k. (5.6)

É fácil mostrar, substituindo (5.6) em (5.1), que a dispersão da magnetização é dada

por:

∆2M = ∆2Mx + ∆2My + ∆2M z =
∑

n

∑

k

pk(gµB)2∆2Sn,k, (5.7)

onde ∆2Sn,k é a dispersão de S2 referente a componente ρn,k. Relacionando (5.5) com
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(5.7), temos que a média da susceptibilidade ao longo de três eixos ortogonais satisfaz à

condição:

χ̄ =
χx + χy + χz

3
=

(gµB)2

3kBT
∆2S ≥ (gµB)2s

3kBT

∑
n

∑

k

pk ≥ (gµB)2Ns

3kBT
. (5.8)

Note que (5.8) é saturada se o estado do sistema for um estado puro no qual o

número quântico magnético m com respeito a qualquer direção é máximo, isto é |s,m =

s〉, situação que corresponde à todos os spins alinhados em uma mesma direção. A

desigualdade (5.8) pode ser interpretada como uma testemunha de emaranhamento, uma

vez que estados separáveis não podem violar tal desigualdade. Assim sendo, a condição

χ̄ < (gµB)2Ns/3kBT implica necessariamente em emaranhamento. De acordo com a

definição de testemunha de emaranhamento dada no caṕıtulo 2, podemos redefinir a

testemunha de emaranhamento para N spins como sendo:

EW (N) =
3kBT χ̄exp(T )

(gµB)2Ns
− 1, (5.9)

onde EW (N) < 0 implica em emaranhamento.

5.3 O composto Na2Cu5Si4O14

Nesta seção são discutidos brevemente os aspectos do composto Na2Cu5Si4O14 mais

relevantes relacionados a este trabalho. Descrições mais detalhadas sobre as propriedades

magnéticas, estruturais e térmicas, incluindo detalhes de como o composto foi preparado,

podem ser encontradas em [202–204].

A estrutura do Na2Cu5Si4O14 está ilustrada na figura (5.2). Os átomos de cobre

possuem s = 1/2 e estão separados em dois grupos, cada um contendo dois e três átomos,

chamados de d́ımero e tŕımero, respectivamente. Existe uma interação indireta, de troca,

entre os átomos de cobre mediada pela nuvem eletrônica do oxigênio. Os três spins

do átomos que formam o tŕımero são acoplados antiferromagneticamente, enquanto que

os dois spins do átomos do d́ımero são acoplados ferromagneticamente. Além disso, os

dois grupos de spins, d́ımero e tŕımero, interagem antiferromagneticamente. Rotulando

os spins de acordo com a figura (5.3), o magnetismo do sistema pode ser descrito pela

Hamiltoniana:

H = −J1( ~S1 · ~S2 + ~S2 · ~S3)− J2( ~SA · ~SB)− J3( ~S4 · ~S5)− gµB
~H · ~S, (5.10)
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onde ~H é um campo magnético externo, ~SA = ~S4 + ~S5 é o spin total do d́ımero, ~SB =

~S1 + ~S2 + ~S3 é o spin total do tŕımero e ~S = ~SA + ~SB é o spin total do sistema d́ımero-

tŕımero. Os valores das integrais de troca foram determinadas experimentalmente [202]

como sendo J1 = −224.9 K, J3 = 40.22 K e J2 = −8.01 K, onde o sinal positivo significa

acoplamento ferromagnético e o sinal negativo significa acoplamento antiferromagnético.

Na tabela (5.1) são mostrados todos os autovalores que foram calculados diagonalizando

a Hamiltoniana (5.10) sem campo aplicado.

Autovalor s sA sB sz

J1 + J2 − 1
4
J3 1/2 1 1/2 ±1/2

J1 − 1
2
J2 − 1

4
J3 3/2 1 1/2 ±3/2 e ±1/2

J1 + 3
4
J3 1/2 0 1/2 ±1/2

J2 − 1
4
J3 1/2 1 1/2 ±1/2

−1
2
J2 − 1

4
J3 3/2 1 1/2 ±3/2 e ±1/2

3
4
J3 1/2 0 1/2 ±1/2

−1
2
J1 + 5

2
J2 − 1

4
J3 1/2 1 3/2 ±1/2

−1
2
J1 + J2 − 1

4
J3 3/2 1 3/2 ±3/2 e ±1/2

−1
2
J1 − 3

2
J2 − 1

4
J3 5/2 1 3/2 ±5/2, ±3/2 e ±1/2

−1
2
J1 + 3

4
J3 3/2 0 3/2 ±3/2 e ±1/2

Tabela 5.1: Autovalores da Hamiltoniana (5.1), sem campo aplicado. Os autovalores são
mostrados em ordem crescente, ou seja, o primeiro autovalor é o de menor energia.

À temperatura finita T , o estado de equiĺıbrio térmico do sistema é descrito pela

matriz densidade ρ(T ) = exp(−H/kBT )/Z onde Z = Tr[exp(−H/kBT )] é a função de

partição. A partir de ρ(T ) é posśıvel calcular quantidades termodinâmicas, tal como a

susceptibilidade magnética. Como a Hamiltoniana H comuta com a componente de spin

Sz, a susceptibilidade pode ser calculada a partir da expressão (5.1) apenas substituindo

〈Sα
j Sα

i 〉 = Tr(Sα
j Sα

i ρ(T )) e 〈∑i S
α
i 〉 = Tr(

∑
i S

α
i ρ(T )) na equação (5.1). Na figura (5.4),

a susceptibilidade magnética teórica (χ̄teo), calculada numericamente, é comparada em

função da temperatura com a susceptibilidade magnética experimental (χ̄exp), obtida

através de medidas, utilizando um magnetrômetro SQUID (do inglês superconducting
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Figura 5.2: Estrutura do composto Na2Cu5Si4O14 ilustrada de dois pontos de vista. Os
ćırculos menores (vermelhos) representam os átomos de oxigênio e os ćırculos maiores
(azuis) representam os átomos de cobre. Em (a) ilustramos a vista lateral e em (b)
mostramos a visão superior da cadeia.

quantum interference device) da Universidade de Aveiro em Portugal, com um campo

aplicado de 100 Oe. Como podemos ver na figura, a susceptibilidade aumenta à medida

em que a temperatura diminui até aproximadamente 8 K, neste ponto existe uma queda

abrupta associada a uma transição para a fase 3D [202]. É importante ressaltar que o

modelo d́ımero-tŕımero não funciona abaixo deste ponto. A boa concordância entre os

dados experimentais e o cálculo teórico acima de 8 K mostram a fidelidade do modelo

d́ımero-tŕımero descrito pela Hamiltoniana (5.10) nesta faixa de temperatura.

S1 S2 S3 S4 S5

J1 J1 J3

J2

Figura 5.3: Representação esquemática do sistema d́ımero-tŕımero.
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Figura 5.4: Susceptibilidade magnética em função da temperatura com campo aplicado
de 100 Oe. Os pontos (•) são os resultados experimentais e a linha sólida é a previsão
teórica, baseada na equação (5.1).

5.4 Resultados

Nesta seção apresentaremos os resultados obtidos. Primeiramente apresentaremos os

resultados experimentais obtidos sem a aplicação do campo magnético externo e pos-

teriormente passaremos para os resultados referentes ao estudo teórico da evolução do

emaranhamento em função do campo aplicado e da temperatura.

5.4.1 Emaranhamento sem campo aplicado

Para determinar o emaranhamento do sistema d́ımero-tŕımero, utilizamos duas quan-

tidades derivadas da susceptibilidade magnética. A primeira é a testemunha de emara-

nhamento definida na seção 5.2 e a segunda é o emaranhamento da formação, introduzido

no caṕıtulo 2. A seguir mostraremos os resultados para ambas as quantidades separada-

mente.

5.4.1.1 Testemunha de emaranhamento

A quantidade básica para se estudar o emaranhamento em sistemas magnéticos é a

testemunha de emaranhamento EW (N) definida em (5.9). Substituindo N = 5, que é o

caso para o composto estudado, podemos aplicar a testemunha ao nosso sistema d́ımero-
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tŕımero e determinar a presença de emaranhamento. Tal testemunha pode revelar a

presença de emaranhamento, porém não dará nenhuma informação sobre o grau deste

e tão pouco pode determinar quais spins estão emaranhados e quais não estão. Com o

objetivo de analisar o emaranhamento entre spins em um dado subsistema, é necessário

derivar a contribuição da susceptibilidade χ̄sub(T ) devido apenas aos spins de interesse.

Teoricamente, isto pode ser feito a partir da equação (5.1), com a matriz densidade

reduzida ρsub(T ), do subsistema de interesse, ao invés da matriz densidade total. A

matriz ρsub(T ) pode ser obtida usando a operação de traço parcial [34] que soma sobre

todos os estados posśıveis dos spins, exceto daqueles que pertencem ao subsistema de

interesse.

A partir do cálculo matemático da susceptibilidade total e da susceptibilidade refe-

rente apenas de um dado grupo de spins, podemos definir a razão Rteo
sub(T ) = χ̄teo

sub(T )

/χ̄teo(T ) que representa a fração da contribuição do subsistema para susceptibilidade to-

tal. Com esta quantidade, que pode ser calculada apenas com o conhecimento da Hamil-

toniana, é posśıvel extrair separadamente, a partir dos dados experimentais que contém

a contribuição de todos os spins, a susceptibilidade magnética do tŕımero χ̄exp
Tri(T ) =

Rteo
Tri(T ) × χ̄exp(T ), do d́ımero χ̄exp

Dim(T ) = Rteo
Dim(T ) × χ̄exp(T ) ou de outro subgrupo de

spins.

Na figura (5.5), os dados experimentais estão ilustrados. Como podemos ver, a quan-

tidade EW (5) extráıda da susceptibilidade magnética total é sempre negativa para qual-

quer temperatura abaixo de ∼ 110 K, mostrando que há emaranhamento no sistema.

Além disso, a testemunha de emaranhamento EW (3), referente ao tŕımero, é negativa

abaixo de ∼ 240 K e a EW (2), referente ao d́ımero, é sempre positiva. Isto sugere que o

emaranhamento apenas ocorre entre os spins do tŕımero.

5.4.1.2 Emaranhamento da formação

Para quantificar o emaranhamento entre pares de spins, utilizamos o emaranhamento

da formação, introduzido na seção (2.3.2). Geralmente esta quantidade é calculada a par-

tir da matriz densidade, porém estabelecemos uma relação entre esta e a susceptibilidade

magnética. Isto permitiu a obtenção direta da EF a partir dos dados experimentais.

Esta relação pode ser obtida da seguinte maneira: Como a Hamiltoniana (5.10) comuta

com Sz, podemos escrever a matriz densidade reduzida dos spins localizados nos śıtios i
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Figura 5.5: Testemunha de emaranhamento para o sistema total EW (5) (•), para o
tŕımero EW (3) (N) e para o d́ımero EW (2) (*).

e j como [176,205]:

ρij(T ) =




u+ 0 0 0

0 ω1 z∗ 0

0 z ω1 0

0 0 0 u−




, (5.11)

onde

u± =
1± 2〈Sz

i + Sz
j 〉+ 4〈Sz

i S
z
j 〉

4
e (5.12)

z = 〈Sx
i Sx

j 〉+ 〈Sy
i Sy

j 〉+ i〈Sx
i Sy

j 〉 − i〈Sy
i Sx

j 〉. (5.13)

Para demonstrar (5.11), considere uma matriz densidade genérica de dois q-bits

ρ =




ρ11 ρ12 ρ13 ρ14

ρ∗12 ρ22 ρ23 ρ24

ρ∗13 ρ∗23 ρ33 ρ34

ρ∗14 ρ∗24 ρ∗34 ρ44




. (5.14)
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Calculando explicitamente o comutador [ρ, Sz
1 + Sz

2 ], temos:

[ρ, Sz
1 + Sz

2 ] =




0 −ρ12 −ρ13 −2ρ14

ρ∗12 0 0 −ρ24

ρ∗13 0 0 −ρ34

2ρ∗14 ρ∗24 ρ∗34 0




. (5.15)

Portanto se ρ comuta com Sz
1 + Sz

2 , então ρ12 = ρ13 = ρ14 = ρ24 = ρ34 = 0 e logo

a matriz reduzida de dois spins quaisquer da rede deve assumir a forma (5.11). Para

demonstrar (5.12) e (5.13), expandimos (5.11) na forma:

ρ =
3∑

α=0

3∑

β=0

AαβSα
1 Sβ

2 , (5.16)

onde S0
i = 1, S1

i = Sx
i , S2

i = Sy
i e S3

i = Sz
i . Os coeficientes Aαβ estão relacionados

com funções de correlações através da relação Aαβ = Tr(ρSα
1 Sβ

2 ) = 〈Sα
1 Sβ

2 〉. Calculando

explicitamente os elementos de matriz de (5.16) e comparando com (5.11), é fácil ver que

u± e z se relacionam com as funções de correlações de acordo com (5.12) e (5.13).

Aplicando a definição da concurrência C, dada no caṕıtulo 2, à matriz densidade

(5.11), é fácil mostrar que:

Cij(T ) = 2 max(0, |z| −
√

u+u−). (5.17)

Agora, explorando o fato de o sistema ser isotrópico, quando não há campo externo

aplicado, é posśıvel considerar 〈Sx
i Sx

j 〉 = 〈Sy
i Sy

j 〉 = 〈Sz
i S

z
j 〉 = Gij/3 e 〈Sx

i Sy
j 〉 = 〈Sy

i Sx
j 〉.

Portanto, é posśıvel descrever a concurrência entre os pares i e j em termos das funções

de correlação: Cij(T ) = 2
3
max(0, 2|Gij| −Gij − 3

4
). É fácil verificar a partir de (5.1) que

χ̄exp
ij (T ) = 2(gµB)2(1/4 + Gij/3)/kBT e portanto a concurrência se torna:

Cij(T ) =
kBT

(gµB)2
max

(
0, 2

∣∣∣∣χ̄exp
ij (T )− (gµB)2

2kBT

∣∣∣∣− χ̄exp
ij (T )

)
(5.18)

A equação (5.18) relaciona a concurrência do par i− j, e portanto o emaranhamento

de formação EF , à susceptibilidade magnética χ̄exp
ij (T ), que pode ser obtida a partir dos

dados experimentais como explicado anteriormente. É interessante notar que a equação

(5.18) leva à concurrência calculada por Asoudeh e Karimipour [186], utilizando apro-

ximações de campo médio, para clusters de spins. (ver equação (16) de [186] ).
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Na figura (5.6), mostramos o emaranhamento da formação experimental obtido da

medida da susceptibilidade magnética e o emaranhamento da formação calculado com a

matriz densidade reduzida ρij(T ) para os pares pertencentes ao tŕımero (1−2,2−3 e 1−3).

Podemos ver que há emaranhamento entre os spins dos pares 1− 2 e 2− 3, que persiste

até a temperatura cŕıtica T c ∼ 200 K. O emaranhamento da formação para os outros

pares é sempre nulo e por isso não é mostrado. Estes resultados confirmam que apenas

o tŕımero possui emaranhamento. Uma caracteŕıstica interessante é que a temperatura

cŕıtica obtida da testemunha de emaranhamento referente ao tŕımero EW (3) é T c ∼ 240

K enquanto que T c obtida do emaranhamento da formação é ∼ 200 K. Como EF pode

apenas detectar emaranhamento de pares, este resultado indica que o emaranhamento de

pares não é o único tipo de emaranhamento presente no sistema, o emaranhamento de

três spins também está presente.

Uma vez estabelecida a presença de emaranhamento entre três spins, é interessante

perguntar se este emaranhamento tripartido é genúıno ou não. O emaranhamento de k

part́ıculas é dito genúıno se o estado do sistema não for um estado produto de k−1 termos.

Em outras palavras, a matriz densidade de um trio de part́ıculas com emaranhamento

genúıno não pode ser escrito como

ρABC =
∑

n

pnρ
n
AB ⊗ ρn

C ,

ρABC =
∑

n

pnρ
n
AC ⊗ ρn

B, ou

ρABC =
∑

n

pnρ
n
A ⊗ ρn

BC (5.19)

Emaranhamento multipartido genúıno pode ser identificado pelo critério descrito em

[180]. Aplicado ao tŕımero, o critério estabelece que se a expressão 〈HTri〉 < J1(1 +√
5)/4 for válida, onde 〈HTri〉 é o valor médio da energia correspondente apenas a parte

do tŕımero, então o emaranhamento tripartido é genúıno. Calculamos numericamente

então, a partir da matriz densidade do tŕımero, a temperatura limite abaixo da qual

emaranhamento tripartido existe. Foi encontrado que a temperatura limite é ∼ 108 K,

o que sugere que o composto possui emaranhamento tripartido genúıno a temperatura

finita.
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Figura 5.6: Emaranhamento da formação determinado experimentalmente no composto
Na2Cu5Si4O14. (a) para o par 1− 2, (b) para o par 2− 3 e (c) para o par 1− 3. A linha
sólida é a previsão teórica. O pequeno desvio entre a teoria e o experimento à baixas
temperaturas está associado a uma transição do material para a fase 3D.

5.4.2 O efeito do campo magnético

Para investigar o efeito da aplicação de um campo magnético, o emaranhamento da

formação foi calculado para cada par de spins. Nas figuras (5.7) e (5.8), mostramos EF

para os três pares de spin do tŕımero. O comportamento do emaranhamento dos pares

1−2 e 2−3 é idêntico. Em baixas temperatura, a aplicação de um campo magnético baixo

aumenta a quantidade de emaranhamento em ambos os pares e também cria uma pequena

quantidade de emaranhamento no par 1 − 3, que não existia antes do campo aplicado.

Comportamento similar também foi encontrado em outros trabalhos teóricos [6, 186] e

pode ser entendido em termos de mudanças no estado fundamental do sistema. Quando

H = 0, o estado fundamental do sistema possui emaranhamento apenas entre os pares

1− 2 e 2− 3. A aplicação de um campo externo muda as autoenergias da Hamiltoniana

(5.10) mudando o estado fundamental para outro estado com grau de emaranhamento

diferente. Para altos campos magnéticos, o estado fundamental se torna |↑↑↑↑↑〉, que

coresponde a situação em que todos os spins estão alinhados com o campo externo. À

baixas temperaturas, onde o estado fundamental é muito populado, EF decai abrupta-

mente perto de ∼ 2200 kOe devido a mudança repentina do estado fundamental para

98



0

50

100

150

200
0

1000

2000

3000

0

0.2

0.4

0.6

B(K Oe)T(K)

E
m

ar
an

ha
m

en
to

 d
a 

F
or

m
aç

ão

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

B(K Oe)

E
m

ar
an

ha
m

en
to

 d
a 

F
or

m
aç

ão

T=8K
T=50K
T=100K
T=150K

Figura 5.7: (a) Emaranhamento da formação para os pares 1 − 2 e 2 − 3 em função da
temperatura e campo aplicado. (b) Emaranhamento da formação em função do campo
aplicado, para algumas temperaturas selecionadas.

|↑↑↑↑↑〉. Entretanto, para altas temperaturas, há muitos outros estados populados e o

decaimento do emaranhamento é suave.

A partir do diagrama H − T mostrados nas figuras (5.7) e (5.8), podemos observar

também que o emaranhamento de pares não ocorre acima da temperatura cŕıtica T c ∼ 200

K e acima do campo cŕıtico Hc ∼ 3000 kOe. Uma caracteŕıstica interessante é que o

campo cŕıtico Hc é muito maior que as intensidades dos campos que usualmente podem

ser aplicados nos laboratórios, indicando que o emaranhamento neste sistema não pode ser

destrúıdo por campos usuais de laboratório para temperaturas abaixo de 200 K, supondo

que altos campos não induzam mudanças estruturais no composto, e não alterem também

os mecanismos de interação entre os spins. O emaranhamento da formação para os outros

pares de spin são sempre nulos em qualquer ponto do diagrama H −T e por isso não são

mostrados.

5.5 Conclusões

Em resumo, a presença do emaranhamento térmico foi estabelecida no composto

Na2Cu5Si4O14. A partir dos resultados obtidos, podemos concluir que o emaranhamento

observado é robusto, pois desaparece apenas em altas temperaturas e altos campos.

Quando o campo aplicado é nulo, encontramos experimentalmente que o emaranhamento

de pares existe abaixo de ∼ 200 K e que o sistema também possui emaranhamento tri-
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Figura 5.8: (a) Emaranhamento da formação para o par 1−3, em função da temperatura
e campo aplicado. (b) Emaranhamento da formação em função do campo aplicado, para
algumas temperaturas selecionadas.

partido abaixo de ∼ 240 K. Estes resultados mostram que o emaranhamento tripartido

é mais robusto que o emaranhamento de pares em nosso caso. A mesma caracteŕıstica

também foi verificada experimentalmente no composto Na2V3O7 [192]. É importante

enfatizar que há emaranhamento apenas entre os spins do tŕımero, portanto este ema-

ranhamento não é macroscópico. Também apresentamos um estudo teórico da evolução

do emaranhamento em função do campo aplicado e da temperatura, este estudo mostrou

que o campo magnético pode aumentar o grau do emaranhamento entre os pares 1− 2,

2− 3 e 1− 3.

Devemos enfatizar que alguns resultados são baseados na validade do modelo d́ımero-

tŕımero. Entretanto, este modelo se mostrou um bom modelo para o presente sistema

(ver figura (5.4)). Além disso, como a testemunha de emaranhamento EW (5) não de-

pende de qualquer hipótese feita sobre o modelo ou dos valores expĺıcitos das integrais

de troca, mesmo que o modelo d́ımero-tŕımero não esteja completamente correto, a con-

clusão principal deste trabalho não será alterada. Isto é: Há emaranhamento térmico no

composto Na2Cu5Si4O14.
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6
Conclusões e perspectivas

No primeiro trabalho que compõe esta tese, desenvolvemos um método para simular

experimentos de ótica, onde os spins nucleares fazem o papel dos fótons e suas posśıveis

orientações em relação ao campo magnético aplicado fazem o papel das polarizações dos

campos elétricos dos fótons.

Para ilustrar o método, realizamos um experimento de RMN, onde estudamos a vi-

olação da desigualdade de Clauser, Horne, Shimony e Holt utilizando um sistema de spins

nucleares de dois q-bits. A fidelidade da simulação foi testada através da comparação

entre nossos resultados e os resultados de um dos famosos experimentos realizados com

fótons pelo grupo de A. Aspect na década de 80 [9]. Também mostramos que o mesmo

conjunto de dados experimentais pode ser explicado tanto pela mecânica quântica quanto

pelo modelo de variáveis ocultas proposto para RMN por Menicucci e Caves [10]. A con-

sistência entre ambas teorias pode ser compreendida lembrando que apenas uma pequena

fração dos spins é detectada, uma situação semelhante à fuga de detecção, que também

acontece nos experimentos de ótica.

A fuga da detecção ocorre quando e eficiência de detecção das part́ıculas emaranha-

das é baixa. Imperfeições no aparato experimental sempre fazem com que apenas um

pequeno subconjunto do total de part́ıculas seja efetivamente detectado. Em prinćıpio,

este subconjunto poderia conter uma distribuição de variáveis ocultas diferentes do con-

junto total. Assim é posśıvel que o subconjunto de eventos detectados viole alguma

desigualdade de Bell, mesmo que o conjunto total de eventos não viole. Neste caso,

poderia se dizer que o subconjunto simularia a violação da desigualdade de Bell. Para

contornar este problema, geralmente utiliza-se a hipótese de amostragem justa, ou seja,

a hipótese de que o subensemble detectado representa fielmente todo o sistema. No caso
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da RMN, não podemos evocar tal hipótese, uma vez que os spins não detectados estão

no estado completamente misturado e não no estado emaranhado desejado. Portanto nos

referimos a nosso experimento como uma simulação. Até onde sabemos, esta foi a pri-

meira vez que um modelo de variáveis ocultas foi explicitamente comparado com dados

experimentais.

Dois pontos importantes, referentes a este experimento, devem ser enfatizados. O

primeiro é o fato que os q-bits em RMN são spins nucleares de átomos em uma molécula,

separados por poucos angstrons. Portanto, um experimento de RMN é inerentemente

local e não pode ser utilizado para provar efeitos não-locais. Além disso, o experimento

foi realizado a temperatura ambiente em uma amostra ĺıquida macroscópica, contendo

um número muito grande de moléculas. Nesta situação, o ensemble de spins constitui

uma mistura estat́ıstica e sua matriz densidade não representa um sistema emaranhado.

Portanto, este trabalho não prova efeitos não-locais. O segundo ponto que devemos

enfatizar é que o modelo de Menicucci e Caves é válido apenas para experimentos de

RMN que acessam estado separáveis, e não para os experimentos realizados com fótons.

Assim, apesar dos resultados do experimento com fótons e spins nucleares praticamente

coincidirem, apenas os dados de RMN podem ser explicados com o modelo reaĺıstico-local.

As perspectivas para esta linha de pesquisa são bastante promissoras. A primeira

perspectiva é estudar as desigualdades de Bell em sistemas de RMN com spins altamente

polarizados. Nesta situação, estados genuinamente emaranhados podem ser obtidos e

uma forte discrepância entre a mecânica quântica e modelos de variáveis ocultas é espe-

rado. Particularmente interessante para a RMN são aquelas desigualdades constrúıdas

para testar o realismo, e que não fazem uso da hipótese da localidade. Igualmente interes-

santes são as desigualdades que não precisam de emaranhamento, tal como a desigualdade

temporal de Bell.

Outra perspectiva interessante é utilizar o método desenvolvido aqui para simular

resultados de diferentes desigualdades de Bell, com configurações distintas e que não

são triviais de serem realizadas com outras técnicas. Testar tais desigualdades de Bell

não é apenas importante no contexto do problema de variáveis ocultas. Um exemplo de

aplicação interessante das desigualdades de Bell, que não está relacionado com os funda-

mentos da mecânica quântica, é apresentada por Pál e Vertési [172]. Neste trabalho, foi

demonstrado que existem desigualdades de Bell que podem ser utilizadas como “teste-

munhas de dimensão”, ou seja, quantidades que permitem a determinação experimental
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da dimensionalidade do sistema.

Por fim, devemos mencionar que estudos das desigualdades de Bell têm sido pouco

explorados experimentalmente fora do contexto da ótica. Entretanto, acreditamos que

a habilidade de criar estados verdadeiramente emaranhados em ensembles de spins po-

larizados aliada ao alto grau de controle da RMN cria possibilidades que podem ser de

grande utilidade tanto para demonstrações de computação quântica quanto para o estudo

de fundamentos da mecânica quântica.

O segundo trabalho que compõe esta tese é um estudo sobre o emaranhamento térmico

em uma cadeia de spins formada no composto Na2Cu5Si4O14. A presença do emaranha-

mento foi investigada através de duas quantidades, uma testemunha de emaranhamento

e o emaranhamento da formação, ambas derivadas da susceptibilidade magnética. Além

da observação experimental do emaranhamento pela susceptibilidade magnética, também

realizamos um estudo teórico sobre o comportamento do emaranhamento em função do

campo aplicado e também da temperatura.

Quando o campo aplicado é nulo, encontramos experimentalmente que o emaranha-

mento de pares existe abaixo de ∼ 200 K e que o sistema também possui emaranhamento

tripartido abaixo de ∼ 240 K. Estes resultados mostram que o emaranhamento tripartido

é mais robusto que o emaranhamento de pares, pelo menos no sistema estudado. A mesma

caracteŕıstica também foi verificada experimentalmente no composto Na2V3O7 [192].

O estudo teórico da evolução do emaranhamento em função do campo aplicado e da

temperatura mostrou que o campo magnético pode aumentar o grau do emaranhamento

entre os pares 1 − 2, 2 − 3 e 1 − 3. Também podemos observar que o emaranhamento

de pares não ocorre acima da temperatura cŕıtica T c ∼ 200 K e acima do campo cŕıtico

Hc ∼ 3000 kOe. Uma caracteŕıstica interessante é que o campo cŕıtico Hc é muito maior

que as intensidades dos campos que usualmente podem ser aplicados nos laboratórios. Isto

indica que o emaranhamento neste sistema não pode ser destrúıdo por campos usuais de

laboratório para temperaturas abaixo de 200 K, supondo que altos campos não induzam

mudanças estruturais no composto, e não alterem também os mecanismos de interação

entre os spins.

A extensão mais simples para este trabalho consiste em estudar o emaranhamento

em outros compostos. O estudo do emaranhamento térmico tem atráıdo grande atenção

da comunidade cient́ıfica, fato que pode ser evidenciado no crescente número de artigos
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publicados recentemente na literatura. No entanto, poucos trabalhos experimentais têm

sido apresentados. Uma interessante questão em aberto, e que poderia ser um tema para

futuros trabalhos teóricos e experimentais, é investigar se o emaranhamento pode estar

relacionado com propriedades f́ısicas do material. Uma evidência de que o emaranha-

mento é importante para o entendimento da f́ısica dos sólidos está presente no trabalho

de Ghosh et al. [7], onde foi demonstrado que o emaranhamento é o ingrediente funda-

mental para a explicação do comportamento da susceptibilidade magnética no composto

LiHoxY1−xF4 à baixas temperaturas. Outra questão interessante é a conexão entre o ema-

ranhamento e a entropia não-extensiva de Tsallis [206]. Assim como o emaranhamento, a

não-extensividade está relacionada com correlações entre constituintes do sistema. Por-

tanto, as duas propriedades podem estar conectadas. Porém, está conexão não é obvia e

poucos trabalhos têm explorado o tema [207–211].

Também há a possibilidade de usar materiais como reservatórios de emaranhamento.

A idéia central é construir um material que possua naturalmente o estado emaranhado

desejado − este poderia ser o estado fundamental do sistema, por exemplo − e depois ex-

tráı-lo do material. O emaranhamento extráıdo poderia ser utilizado para realizar tarefas

de computação ou ser empregado em protocolos quânticos de comunicação e criptografia.

Este procedimento é análogo ao da extração da energia de um reservatório térmico para

a realização de trabalho.

Em resumo, esta tese é constitúıda de dois trabalhos distintos, mas que envolvem o es-

tudo do mesmo fenômeno f́ısico, conhecido como emaranhamento. Nestes dois trabalhos,

experimentos foram realizados utilizando a técnica de ressonância magnética nuclear e

também medidas de susceptibilidade magnética. Os resultados experimentais foram am-

plamente comparados com as devidas previsões teóricas, obtidas de modelos − como foi

o caso das variáveis ocultas −, e também da Mecânica Quântica. Como pôde ser cons-

tatado, os resultados experimentais se encontram de acordo com as previsões teóricas, e

com isso foi posśıvel respaldar as conclusões discutidas no ińıcio deste caṕıtulo.

Acreditamos que os trabalhos abordados nesta tese possam ser os precursores de

muitos outros, ainda tratando do mesmo fenômeno f́ısico, o emaranhamento, que é um

dos mais fascinantes temas da f́ısica neste século.
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APÊNDICE A -- Portas lógicas quânticas

Nome Circuito Quântico Representação Matricial Seqüência de Pulsos

Hadamard H
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(π/2)y − (π)x

NOT ou Porta X X

(
0 1
1 0

)
(π)x

Porta Y Y

(
0 −i
i 0

)
(π)y

Porta Z Z

(
1 0
0 −1

)
(−π/2)x − (π)y − (π/2)x

Porta de fase Rθ

(
1 0
0 eiθ

)
(−π/2)x − (θ)y − (π/2)x

Porta S S

(
1 0
0 i

)
(−π/2)x − (π/2)y − (π/2)x

Porta T T

(
1 0
0 eiπ/4

)
(−π/2)x − (π/4)y − (π/2)x

Tabela A.1: Definições das principais portas de um q-bit.
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Porta Hadamard
Entrada Sáıda

|0〉 (|0〉+ |1〉)/√2

|1〉 (|0〉 − |1〉)/√2

Porta NOT
Entrada Sáıda
|0〉 |1〉
|1〉 |0〉

Porta Y
Entrada Sáıda
|0〉 i|1〉
|1〉 −i|0〉

Porta Z
Entrada Sáıda
|0〉 |0〉
|1〉 −|1〉

Porta S
Entrada Sáıda
|0〉 |0〉
|1〉 i|1〉

Porta T
Entrada Sáıda
|0〉 |0〉
|1〉 eiπ/4|1〉

Porta de fase
Entrada Sáıda
|0〉 |0〉
|1〉 eiθ|1〉

Tabela A.2: Tabelas verdade das principais portas de um q-bit.
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Nome Circuito Representação Seqüência
Quântico Matricial de Pulsos

CNOT

•

ÂÁÀ¿»¼½¾




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




(π/2)y
2 − UJ(1/2J)− (π/2)x

2

(−π/2)x
2 − (−π)y

2 − (π/2)x
2

(−π/2)x
2 − (π)y

2 − (π/2)x
2

Porta de
fase controlada

•

Rθ




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiθ




(π)φ
1 − UJ(θ/2πJ)− (π)φ

1

(π/2)y
1,2 − (θ/2)x

1,2 − (π/2)−y
1,2

Troca

×

×




1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




(π/2)y
1,2 − UJ(1/2J)− (π/2)−y

1,2

UJ(1/2J)− (π/2)x
1,2 − UJ(1/2J)−

(π/2)−x
1,2

Tabela A.3: Definições das principais portas de dois q-bits. A fase φ que aparece na
seqüência de implementação da porta de fase controlada é uma fase arbitrária.

Porta CNOT
Entrada Sáıda
|00〉 |00〉
|01〉 |01〉
|10〉 |11〉
|11〉 |10〉

Porta de Fase Controlada
Entrada Sáıda
|00〉 |00〉
|01〉 |01〉
|10〉 |10〉
|11〉 eiφ|11〉

Porta de Troca
Entrada Sáıda
|00〉 |00〉
|01〉 |10〉
|10〉 |01〉
|11〉 |11〉

Tabela A.4: Tabelas verdade das principais portas de dois q-bits.
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APÊNDICE B -- Referencial múltiplo

girante

A evolução de um spin submetido a um campo magnético externo e a um pulso de RF

é extremamente complexa quando descrita no referencial de laboratório. Para simplificar

o problema, utilizamos o referencial girante, que é um sistema de coordenadas que gira

com freqüência angular ωrf igual a freqüência da RF aplicada. A conexão entre o estado

de um spin no referencial girante |ψ〉rot e no referencial de laboratório |ψ〉lab é dada por:

|ψ〉rot = e−iωrf tσz/2|ψ〉lab. (B.1)

Em sistemas que possuem N spins, um referencial girante pode ser definido para cada

spin. Isto é o que chamamos de referencial múltiplo girante. Assim, a extensão de (B.1)

é dada por:

|ψ〉rot =
N∏

k=1

e−iωrf
k tσz

k/2|ψ〉 = Ut|ψ〉lab, (B.2)

onde

Ut =
N∏

k=1

e−iωrf
k tσz

k/2 = e−i
∑

k ωrf
k tσz

k/2. (B.3)
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Substituindo (B.2) na equação de Schrödinger [155], temos:

i~
∂

∂t
|ψ〉lab = Hlab|ψ〉lab (B.4)

i~
∂

∂t
U †

t |ψ〉rot = HlabU
†
t |ψ〉rot (B.5)

i~
∂

∂t
|ψ〉rot = UtHlabU

†
t |ψ〉rot + ~

∑

k

σz
kω

rf
k

2
|ψ〉rot (B.6)

i~
∂

∂t
|ψ〉rot =

[
UtHlabU

†
t + ~

∑

k

σz
kω

rf
k

2

]
|ψ〉rot (B.7)

i~
∂

∂t
|ψ〉rot = Hrot|ψ〉rot, (B.8)

onde

Hrot = UtHlabU
†
t + ~

∑

k

σz
kω

rf
k

2
(B.9)

é a Hamiltoniana do sistema de spins escrita no referencial múltiplo girante e Hlab é a

Hamiltoniana escrita no referencial de laboratório. Para os sistemas ĺıquidos de RMN

estudados nesta tese, a Hamiltoniana no referencial de laboratório é dada por:

Hlab = HZ +HJ +HRF , (B.10)

onde o termo HZ descreve a interação dos spins com o campo magnético estático, HJ

descreve a interação de troca entre os spins e HRF descreve a interação dos spins com

campos de radiofreqüências. A situação mais geral que podemos encontrar consiste de N

spins submetidos a R campos de RF, neste caso temos:

HZ = −~
N∑

k

ωk
σz

k

2
, (B.11)

HJ = 2π~
∑

j,k

Jjk

σz
j σ

z
k

4
e (B.12)

HRF = −~
R∑
r

N∑

k

ω1,r

[
cos(ωrf

r t + φr)
σx

k

2
− sin(ωrf

r t + φr)
σy

k

2

]
. (B.13)

Como HZ e HJ comutam com Ut, temos que UtHZU †
t = HZ e UtHJU †

t = HJ . Para

calcular UtHRF U †
t , utilizamos a seguinte relação matemática:

eiθ
∑

k σz
k/2

(∑
j

σx
j

)
e−iθ

∑
k σz

k/2 =
∑

k

cos(θ)σx
k − sin(θ)σy

k . (B.14)
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Desta maneira podemos reescrever (B.13) como:

HRF = −~
R∑
r

ω1,r

[
ei(ωrf

r t+φr)
∑

k σz
k/2

(∑
j

σx
j

2

)
e−i(ωrf

r t+φr)
∑

k σz
k/2

]
. (B.15)

Com a Hamiltoniana HRF escrita nesta forma, é fácil mostrar que

UtHRF U †
t = −~

R∑
r

ω1,re
i
∑

k[((ωrf
r −ωk)t+φr)σz

k/2]

(∑
j

σx
j

2

)

e−i
∑

k[((ωrf
r −ωk)t+φr)σz

k/2] (B.16)

= −~
R∑
r

N∑

k

ω1,r[cos((ω
rf
r − ωk)t + φr)

σx
k

2

−sin((ωrf
r − ωk)t + φr)

σy
k

2
] (B.17)

e portanto

Hrot = ~
∑

k

(ωrf
k − ωk)

σz
k

2
+ 2π~

∑

j,k

Jjk

σz
j σ

z
k

4

− ~
∑

r,k

ω1,r[cos((ω
rf
r − ωk)t + φr)

σx
k

2
− sin((ωrf

r − ωk)t + φr)
σy

k

2
]. (B.18)

A Hamiltoniana (B.18) descreve a evolução de N spins submetidos a uma campo

magnético estático e a R campos de radiofreqüência no referencial múltiplo girante. O

caso mais simples, e mais explorado nos livros básicos de RMN, corresponde a situação

em que temos um spin (k = 1) sujeito a um único campo de RF (r = 1). Se o pulso de

RF for aplicado na ressonância do spin, (B.18) pode ser escrito como:

Hrot = −~ω1

[
cos(φ)

σx

2
− sin(φ)

σy

2

]
(B.19)

A equação (B.19) é a Hamiltoniana que vai dar origem a expressão (4.7), que aparece

na seção 4.1.2, e gera as portas unitárias de um qbit. No caso do clorofórmio (k = 2 e

r = 2), pode se mostrar que:

Hrot = 2π~J
σz

Iσ
z
S

4
− ~ω1,I

[
cos(φI)

σx
I

2
− sin(φI)

σy
I

2

]

−~ω1,S

[
cos(φS)

σx
S

2
− sin(φS)

σy
S

2

]
. (B.20)
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Para pulsos de RF cuja duração é da ordem de microsegundos, temos que 2πJt ∼ 0

e (B.20) se reduz a:

Hrot = −~ω1,I

[
cos(φI)

σx
I

2
− sin(φI)

σy
I

2

]

−~ω1,S

[
cos(φS)

σx
S

2
− sin(φS)

σy
S

2

]
(B.21)

Esta Hamiltoniana gera operações lógicas do tipo e−iHrott/~ = RI(φI , θI = ω1,It) ⊗
RS(φS, θS = ω1,St). Quando não há campo aplicado, a Hamiltoniana no referencial girante

é dada por:

Hrot = 2π~J
σz

Iσ
z
S

4
. (B.22)

Esta Hamiltoniana gera a operação lógica UJ(t), introduzida na seção 4.1.2, e ne-

cessária para se construir portas controladas.
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APÊNDICE C -- Programas em MATLAB

C.1 Programas de simulação com a mecânica quântica

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % CLOROSIM :) %

0003 % Simula experimentos de CQ no clorofórmio utilizando a MQ %

0004 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0005

0006 function [struc roh] = clorosim(pps,gate,typsim,ntomo)

0007

0008 cloropar;

0009

0010 global typ roh

0011

0012 roh =roheq; typ =typsim;

0013

0014 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Criaçao do PPS |00> %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0015 pph(p1,ph1); ppc(p2,ph1);

0016

0017 delay(1/(4*J12));

0018

0019 pph(p1,ph2); ppc(p2,ph2);

0020

0021 delay(1/(4*J12));

0022

0023 pph(p1,ph3); ppc(p2,ph3);

0024
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0025 roh = diag(diag(roh));

0026

0027 pph(p1/2,ph2); ppc(p2/2,ph2);

0028

0029 delay(1/(2*J12));

0030

0031 pph(0.3333*p1,ph1); ppc(0.3333*p2,ph1);

0032

0033 roh = diag(diag(roh));

0034

0035 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Criaçao de outros PPS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0036

0037 if pps == 0; end;

0038

0039 if pps == 1; ppc(2*p2,ph1); end

0040

0041 if pps == 2; pph(2*p1,ph1); end

0042

0043 if pps == 3; ppc(2*p2,ph1); pph(2*p1,ph1); end

0044

0045 if gate == 1;

0046 ppc(p2,ph2); pph(p1,ph3);

0047 delay(1/(2*J12));

0048 pph(p1,ph1); ppc(p2,ph4);

0049 end

0050

0051 if gate == 2

0052 ppc(p2,ph2); pph(p1,ph2);

0053 end

0054

0055 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Pulos de Tomografia %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0056

0057 rohaux = roh;

0058
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0059 if nargin == 3; ntomo = 1:9; end

0060

0061 for m = 1:length(ntomo);

0062

0063 k = ntomo(m);

0064

0065 if k==1; end

0066

0067 if k==2; ppc(p2,ph1); end

0068

0069 if k==3; ppc(p2,ph2); end

0070

0071 if k==4; pph(p1,ph1); end

0072

0073 if k==5; pph(p1,ph1); ppc(p2,ph1); end

0074

0075 if k==6; pph(p1,ph1); ppc(p2,ph2); end

0076

0077 if k==7; pph(p1,ph2); end

0078

0079 if k==8; pph(p1,ph2); ppc(p2,ph1); end

0080

0081 if k==9; pph(p1,ph2); ppc(p2,ph2); end

0082

0083

0084 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FID %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0085

0086 [struc.h(m).fid struc.c(m).fid] = fidgen(roh);

0087

0088 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Espectro %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0089

0090 struc.h(m).esp = fftshift(fft(struc.h(m).fid,nesph));

0091

0092 struc.c(m).esp = fftshift(fft(struc.c(m).fid,nespc));
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0093

0094 struc.h(m).par.sw = swh;

0095

0096 struc.c(m).par.sw = swc;

0097

0098 roh = rohaux;

0099

0100 end

0101

0102 %%%%%%%%%%%%%%%%%% Normaliza Matriz Densidade %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0103

0104 f = (1+gh/gc)*sqrt(3/2)*epsi/8;

0105

0106 roh = (roh - eye(4)/4)/f;

0001

0002 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0003 % Definiçao dos parâmetros da simulaçao %

0004 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0005

0006

0007 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% OPERADORES %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0008

0009 global Ix Iy Mop1 Mop2

0010

0011 [I1 I2 I3] = mat Ixyz(1/2); Ind = eye(2);

0012

0013 Ix{1} = kron(I1,Ind); Ix{2} = kron(Ind,I1);

0014

0015 Iy{1} = kron(I2,Ind); Iy{2} = kron(Ind,I2);

0016

0017 Iz{1} = kron(I3,Ind); Iz{2} = kron(Ind,I3);

0018

0019 Mop1 = i*Ix{1} - Iy{1}; Mop2 = i*Ix{2} - Iy{2};
0020
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0021 %%%%%%%%%%%%%%%%%%% HAMILTONIANA E MATRIZ DENSIDADE INICIAL %%%%%%%%%%%%%%

0022

0023 global H T2 gh gc T1 pol1 pol2

0024

0025 B0 =10; epsi = 10^-5; J12 = 210.16;

0026

0027 gh = 26.7520e7; woh = B0*gh; wrfh = woh; T2(1) = 0.6; T1(1) = 6;

0028

0029 gc = 6.7283e7; woc = B0*gc; wrfc = woc; T2(2) = 0.4; T1(2) = 15;

0030

0031 H = (wrfh - woh)*Iz{1} + (wrfc - woc)*Iz{2} + 2*pi*J12*Iz{1}*Iz{2};
0032

0033 roheq = ( eye(4) + epsi * ((gh/gc)*Iz{1} + Iz{2}) )/4;

0034

0035 pol = ztrace(roheq,2); pol1 = pol(1,1);

0036

0037 pol = ztrace(roheq,1); pol2 = pol(1,1);

0038

0039 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% PARÂMETROS DOS PULSOS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0040 global wr typdel

0041

0042 typdel = 0;

0043

0044 p1 = 10e-6; p2 = 10e-6; %(Tempo em segundos)

0045

0046 wr(1) = (pi/2)/p1; wr(2) = (pi/2)/p2;

0047

0048 ph1 = 0; % FASE EM X

0049

0050 ph2 = pi/2; % FASE EM Y

0051

0052 ph3 = pi; % FASE EM -X

0053

0054 ph4 = 3*pi/2; % FASE EM -Y
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0055

0056 %%%%%%%%%%%%%% PARÂMETROS DO FID E DO ESPECTRO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0057 global th tc dth dtc

0058

0059 nfidh = 4*1024; nesph = 4*1024; swh = 1200.4; dth =1/swh;

0060

0061 nfidc = 4*1024; nespc = 4*1024; swc = 1000; dtc =1/swc;

0062

0063 th = (0:nfidh-1)*dth;

0064

0065 frh = (1/dth)*(0:nesph-1)/nesph - swh/2;

0066

0067 tc = (0:nfidc-1)*dtc;

0068

0069 frc = (1/dtc)*(0:nespc-1)/nespc - swc/2;

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular a Aplicaçao de um pulso de RF no Hidrogênio %

0003 % Typsim = 1 (Simula o pulso sem descoerencia) %

0004 % Typsim = 2 (Simula o pulso com descoerencia) %

0005 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0006 function pph(tp,ph);

0007

0008 global roh wr H Ix Iy typ typdel

0009

0010 if typ == 1;

0011 U = expm(-i*(H + wr(1)*(cos(ph)*Ix{1} + sin(ph)*Iy{1}) )*tp);

0012 end

0013

0014 if typ == 2;

0015

0016 U = expm( -i * tp*wr(1) * (cos(ph)*Ix{1} + sin(ph)*Iy{1}) );

0017

0018 typdel = 1;

0019
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0020 delay(tp);

0021 end

0022

0023 roh = U*roh*U’;

0001 function ppc(tp,ph);

0002 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0003 % Programa para Simular a Aplicaçao de um pulso de RF no Carbono %

0004 % Typsim = 1 (Simula o pulso sem descoerencia) %

0005 % Typsim = 2 (Simula o pulso com descoerencia) %

0006 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0007

0008 global roh wr H Ix Iy typ typdel

0009

0010 if typ == 1;

0011

0012 U = expm(-i*(H + wr(2)*( cos(ph)*Ix{2} + sin(ph)*Iy{2} ) )*tp);

0013

0014 end

0015

0016

0017 if typ == 2;

0018

0019 U = expm( -i * tp*wr(2) * (cos(ph)*Ix{2} + sin(ph)*Iy{2}) );

0020

0021 typdel =1;

0022

0023 delay(tp);

0024

0025 end

0026

0027 roh = U*roh*U’;

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular um Delay %
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0003 % Typsim = 1 (Simula o Delay sem descoerencia) %

0004 % Typsim = 2 (Simula o Delay com descoerencia) %

0005 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0006

0007 function delay(td)

0008

0009 global H typ roh T1 T2 pol1 pol2 typdel

0010

0011 if typ == 1; U = expm(-i*H*td); roh = U*roh*U’; end

0012

0013 if typ == 2;

0014 np =1; dt = td/np; U = expm(-i*H*dt); p = [pol1 pol2];

0015

0016 for k=1:2;

0017 g(k) = 1 - exp(-dt/T1(k));

0018

0019 E1{k} = kron(kron( eye(2^(k-1)), sqrt(p(k))*[1 0; 0 sqrt(1-g(k))]) ...

0020 , eye(2^(2-k)));

0021 E2{k} = kron(kron( eye(2^(k-1)), sqrt(p(k))*[0 sqrt(g(k)); 0 0]) ...

0022 , eye(2^(2-k)));

0023 E3{k} = kron(kron( eye(2^(k-1)), sqrt(1-p(k))*[sqrt(1-g(k)) 0; 0 1])...

0024 , eye(2^(2-k)));

0025 E4{k} = kron(kron( eye(2^(k-1)), sqrt(1-p(k))*[0 0; sqrt(g(k)) 0]) ...

0026 , eye(2^(2-k)));

0027

0028 L(k) = (1 + exp(-dt/T2(k)))/2;

0029

0030 E5{k}=kron(kron(eye(2^(k-1)),sqrt(L(k))*[1 0; 0 1] ),eye(2^(2-k)));

0031 E6{k}=kron(kron(eye(2^(k-1)),sqrt(1-L(k))*[1 0;0 -1] ),eye(2^(2-k)));

0032

0033 end

0034

0035 for m=1:np

0036 if typdel == 0; roh = U*roh*U’; end
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0037

0038 for k=1:2; roh = E1{k}*roh*E1{k}’ + E2{k}*roh*E2{k}’ + ...

0039 E3{k}*roh*E3{k}’ + E4{k}*roh*E4{k}’; end

0040

0041 for k=1:2; roh = E5{k}*roh*E5{k}’ + E6{k}*roh*E6{k}’; end

0042 end

0043

0044 typdel = 0;

0045

0046 end

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular o FID %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function [fidh fidc] = fidgen(roh1);

0006

0007 global H gh gc Mop1 Mop2 T2 dth dtc th tc

0008

0009 roh2 = roh1;

0010

0011 Uh = expm(-i*H*dth); Uc = expm(-i*H*dtc);

0012

0013 for k=1:length(th)

0014

0015 fidh(k) = gh*trace(Mop1 * roh1)*exp(-th(k)/T2(1));

0016

0017 roh1 = Uh*roh1*Uh’;

0018

0019 end

0020

0021 for k=1:length(tc)

0022

0023 fidc(k) = gc*trace(Mop2 * roh2)*exp(-tc(k)/T2(2));

0024
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0025 roh2 = Uc*roh2*Uc’;

0026

0027 end

C.2 Programas de simulação com as variáveis ocultas

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % CLOROSIMW :) %

0003 % Simula experimentos de CQ no clorofórmio utilizando o Modelo %

0004 % de variaveis ocultas de Menicucci e Caves PRL 88 (2002) 167901 %

0005 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0006

0007 function [struc roh] = clorosimw(pps,gate,ntomo)

0008

0009 cloropar;

0010

0011 global typ w P Q N n

0012

0013 [P Q N n] = GenPQN;

0014

0015 w = roh2w(roheq,Q);

0016

0017 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Criaçao do PPS |00> %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0018

0019 pphw(p1,ph1); ppcw(p2,ph1);

0020

0021 delayw(1/(4*J12));

0022

0023 pphw(p1,ph2); ppcw(p2,ph2);

0024

0025 delayw(1/(4*J12));

0026

0027 pphw(p1,ph3); ppcw(p2,ph3);

0028
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0029 roh = w2roh(w,P,2); roh = diag(diag(roh)); w = roh2w(roh,Q);

0030

0031 pphw(p1/2,ph2); ppcw(p2/2,ph2);

0032

0033 delayw(1/(2*J12));

0034

0035 pphw(0.3333*p1,ph1); ppcw(0.3333*p2,ph1);

0036

0037 roh = w2roh(w,P,2); roh = diag(diag(roh)); w = roh2w(roh,Q);

0038

0039 if pps == 0; end;

0040

0041 if pps == 1; ppcw(2*p2,ph1); end

0042

0043 if pps == 2; pphw(2*p1,ph1); end

0044

0045 if pps == 3; ppcw(2*p2,ph1); pphw(2*p1,ph1); end

0046

0047 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Criaçao de outros PPS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0048

0049 if gate == 1;

0050 ppcw(p2,ph2); pphw(p1,ph3);

0051 delayw(1/(2*J12));

0052 pphw(p1,ph1); ppcw(p2,ph4);

0053 end

0054

0055 if gate == 2

0056 ppcw(p2,ph2); pphw(p1,ph2);

0057 end

0058

0059

0060 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Pulos de Tomografia %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0061

0062 waux = w;
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0063

0064 if nargin == 2; ntomo = 1:9; end

0065

0066 for m = 1:length(ntomo);

0067

0068 k = ntomo(m);

0069

0070 if k==1; end

0071

0072 if k==2; ppcw(p2,ph1); end

0073

0074 if k==3; ppcw(p2,ph2); end

0075

0076 if k==4; pphw(p1,ph1); end

0077

0078 if k==5; pphw(p1,ph1); ppcw(p2,ph1); end

0079

0080 if k==6; pphw(p1,ph1); ppcw(p2,ph2); end

0081

0082 if k==7; pphw(p1,ph2); end

0083

0084 if k==8; pphw(p1,ph2); ppcw(p2,ph1); end

0085

0086 if k==9; pphw(p1,ph2); ppcw(p2,ph2); end

0087

0088 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FID %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0089

0090 [struc.h(m).fid struc.c(m).fid] = fidgenw(w);

0091

0092 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Espectro %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0093

0094 struc.h(m).esp = fftshift(fft(struc.h(m).fid,nesph));

0095

0096 struc.c(m).esp = fftshift(fft(struc.c(m).fid,nespc));
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0097

0098 struc.h(m).par.sw = swh;

0099

0100 struc.c(m).par.sw = swc;

0101

0102 w = waux;

0103

0104 end

0105

0106 %%%%%%%%%%%%%%%%%% Normaliza Matriz Densidade %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0107

0108 roh = w2roh(w,P,2);

0109

0110 f = (1+gh/gc)*sqrt(3/2)*epsi/8;

0111

0112 roh = (roh - eye(4)/4)/f;

0113

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular a Aplicaçao de um pulso de RF no Hidrogenio %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function pphw(tp,ph);

0006

0007 global w wr H Ix Iy P Q N

0008

0009 U = expm(-i*(H + wr(1)*(cos(ph)*Ix{1} + sin(ph)*Iy{1}) )*tp);

0010

0011 for k=1:length(N); for m=1:length(N);T(k,m) = N{m}’*U*Q{k}*U’*N{m};end;end
0012

0013 w = w*T;

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular a Aplicaçao de um pulso de RF no Carbono %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

124



0004

0005 function ppcw(tp,ph);

0006

0007 global w wr H Ix Iy P Q N

0008

0009 U = expm(-i*(H + wr(2)*( cos(ph)*Ix{2} + sin(ph)*Iy{2} ) )*tp);

0010

0011 for k=1:length(N); for m=1:length(N);T(k,m) = N{m}’*U*Q{k}*U’*N{m};end;end
0012

0013 w = w*T;

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular um delay %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function delayw(tp);

0006

0007 global w H P Q N

0008

0009 U = expm(-i*H*tp);

0010

0011 for k=1:length(N); for m=1:length(N);T(k,m) = N{m}’*U*Q{k}*U’*N{m};end;end
0012

0013 w = w*T;

0014

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para gerar as quantidades P Q N n %

0003 % n é direçao em que o spin pode apontar. Aqui usamos os vércites %

0004 % do tetraedro. Outras escolhas sao os vértices do cubo, octaedro, %

0005 % icosaedro e dodecaedro %

0006 % N compreende todas as 16 configuraçoes (n til) %

0007 % P e Q sao as quantidades em (4) e (7) de Manicucci e Caves %

0008 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0009
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0010 function [P Q N n] = GenPQN;

0011

0012 n{1} = [1 1 1];

0013 n{2} = [-1 -1 1];

0014 n{3} = [-1 1 -1];

0015 n{4} = [1 -1 -1];

0016

0017 for k = 1:length(n);

0018

0019 n{k} = n{k}/sqrt(n{k}*n{k}’);
0020

0021 ns = n{k}(1)*gatx + n{k}(2)*gaty + n{k}(3)*gatz;
0022

0023 Paux{k} = (eye(2) + ns)/2;

0024

0025 Qaux{k} = (eye(2) + 3*ns)/length(n);

0026

0027 [aux1 aux2] = eig(ns);

0028

0029 if aux2(1,1) == 1;

0030 Naux{k} = aux1(:,1);

0031 else

0032 Naux{k} = aux1(:,2);

0033 end

0034 end

0035

0036

0037 cont =0;

0038

0039 for m = 1:length(n);

0040 for k=1:length(n);

0041 cont = cont +1;

0042 P{cont} = kron(Paux{m},Paux{k});
0043 Q{cont} = kron(Qaux{m},Qaux{k});
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0044 N{cont} = kron(Naux{m},Naux{k});
0045 end

0046 end

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Calcula a quasidistribuiçao a partir de roh %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004 function w = roh2w(roh,Q);

0005

0006 for k=1:length(Q)

0007

0008 w(k) = trace(roh*Q{k});
0009

0010 end

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Calcula a roh a partir da quasidistribuiçao %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function roh = w2roh(w,P,nq);

0006

0007 roh = zeros(2^nq);

0008

0009 for k=1:length(P)

0010

0011 roh = roh + w(k)*P{k};
0012

0013 end

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Programa para Simular o FID %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function [fidh fidc] = fidgen(w);

0006
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0007 global H gh gc T2 dth dtc th tc P N Q n

0008

0009 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Evolucao do Hidrogenio %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0010

0011 Uh = expm(-i*H*dth);

0012

0013 for m1=1:length(w);

0014 for m2=1:length(w);

0015 Th(m1,m2) = N{m2}’*Uh*Q{m1}*Uh’*N{m2};
0016 end;

0017 end;

0018

0019 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Evolucao do Carbono %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0020

0021 Uc = expm(-i*H*dtc);

0022

0023 for m1=1:length(w);

0024 for m2=1:length(w);

0025 Tc(m1,m2) = N{m2}’*Uc*Q{m1}*Uc’*N{m2};
0026 end;

0027 end;

0028

0029

0030 %%%%%%%%%%%%%%% Sorteia Lambda e Calcula A(Lambda,n,a) %%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0031 %a = [1 0 0] e a = [0 1 0], que corresponde a magnetizacao em x e y %

0032 %Aqui usamos que A(Lambda,n,a) para n diferentes só diferenrem no sinal %

0033 %portanto calculamos um só A(Lambda,n,a) e depois trocamos apenas o sinal %

0034 %para cada n. %

0035 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0036

0037 L = [2*(rand(1,10^7)-0.5)];

0038

0039 for m=1:length(n); nx{m} = [1 0 0]*n{m}’; ny{m} = [0 1 0]*n{m}’; end

0040
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0041 L = sort(L);

0042

0043 A(L<-nx{1})=-1;A(L>=-nx{1})=1; Aux = trapz(L,A)/2;

0044

0045 k=1;

0046 for m1=1:length(n);

0047 for m2=1:length(n);

0048 Ah{k} = i*sign(nx{m1})*Aux - sign(ny{m1})*Aux;
0049 Ac{k} = i*sign(nx{m2})*Aux - sign(ny{m2})*Aux;
0050 k=k+1;

0051 end;

0052 end

0053

0054 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FID DO HIDROGENIO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0055 wh =w;

0056

0057 for k=1:length(th)

0058

0059 fidh(k) = 0;

0060

0061 for m=1:length(w);

0062 fidh(k) = fidh(k) + gh*wh(m)*Ah{m}*exp(-th(k)/T2(1));
0063 end;

0064

0065 wh = wh*Th;

0066

0067 end

0068

0069 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% FID DO CARBONO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0070

0071 wc =w;

0072

0073 for k=1:length(tc)

0074
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0075 fidc(k) = 0;

0076

0077 for m=1:length(w);

0078 fidc(k) = fidc(k) + gc*wc(m)*Ac{m}*exp(-tc(k)/T2(1));
0079 end

0080

0081 wc = wc*Tc;

0082

0083 end

C.3 Programas de tomografia

0001

0002 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0003 % Programa de Tomografia %

0004 % nh - é o fator de normalizacao do hidrogenio %

0005 % nc - é o fator de normalizacao do carbono %

0006 % amph =[A1 A2 A3 A4 .....] A1 (A2) é a amplitude da parte real %

0007 % (imaginaria) do pico referente a transicao 00 <-> 10, A3 (B4) se %

0008 % refere a transicao 01 <-> 11. De A5 em diante é a mesma coisa par os %

0009 % demais pulsos de leitura %

0010 % ampc =[B1 B2 B3 B4 .....] B1 (B2) é a amplitude da parte real %

0011 % (imaginaria) do pico referente a transicao 00 <-> 01, B3 (B4) se %

0012 % refere a transicao 10 <-> 11. De A5 em diante é a mesma coisa par os %

0013 % demais pulsos de leitura %

0014 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0015 function [roh amp] = tomograf(amph,ampc,nh,nc);

0016

0017 amp = [amph ampc 0];

0018

0019 AA = calc coef2(1:18);

0020

0021 CC = AA’*AA;

0022
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0023 b2 = amp*AA;

0024

0025 [avec,aval]=eig(CC);

0026

0027 UU = inv(avec);

0028

0029 b2 = UU*b2’;

0030

0031 yy = aval\b2;
0032

0033 xx = UU\yy;
0034

0035 roh = [xx(1) xx(2)+i*xx(11) xx(3)+i*xx(12) xx(4)+i*xx(13);

0036 xx(2)-i*xx(11) xx(5) xx(6)+i*xx(14) xx(7)+i*xx(15);

0037 xx(3)-i*xx(12) xx(6)-i*xx(14) xx(8) xx(9)+i*xx(16);

0038 xx(4)-i*xx(13) xx(7)-i*xx(15) xx(9)-i*xx(16) xx(10) ];

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 %Funç~ao para calcular a matriz se coeficientes para o sistema de equaç~oes %

0003 %da tomografia %

0004 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0005

0006 function A = calc coef2(seq)

0007

0008 nmed = length(seq);

0009

0010 RX = (1/sqrt(2))*[1 -i;-i 1];

0011

0012 RY = (1/sqrt(2))*[1 -1;1 1];

0013

0014 II(:,:,1) = eye(4); II(:,:,2) = kron(eye(2),RX);

0015 II(:,:,3) = kron(eye(2),RY); II(:,:,4) = kron(RX,eye(2));

0016 II(:,:,5) = kron(RX,RX); II(:,:,6) = kron(RX,RY);

0017 II(:,:,7) = kron(RY,eye(2)); II(:,:,8) = kron(RY,RX);

0018 II(:,:,9) = kron(RY,RY); II(:,:,10) = II(:,:,1);
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0019 II(:,:,11) = II(:,:,2); II(:,:,12) = II(:,:,3);

0020 II(:,:,13) = II(:,:,4); II(:,:,14) = II(:,:,5);

0021 II(:,:,15) = II(:,:,6); II(:,:,16) = II(:,:,7);

0022 II(:,:,17) = II(:,:,8); II(:,:,18) = II(:,:,9);

0023

0024 mo=1;

0025

0026 dd =[1 5 8 10];

0027

0028 for n=1:nmed;

0029

0030 mt= II(:,:,seq(n));

0031

0032 if seq(n)< 10; elemen =[1 3;2 4]; else; elemen =[1 2;3 4]; end

0033

0034 bb=1;

0035

0036 for m=mo:2:mo+2

0037

0038 ii=elemen(bb,1); jj=elemen(bb,2);

0039 bb=bb+1; h1=2; h2=2;

0040

0041 for k=1:4

0042 for l=k+1:4

0043 aux1= mt(ii,k)*conj(mt(jj,l)) + mt(ii,l)*conj(mt(jj,k));

0044 aux2= mt(ii,l)*conj(mt(jj,k)) - mt(ii,k)*conj(mt(jj,l));

0045 A(m,h1) =real(aux1); A(m,h2+9)=imag(aux2);

0046 A(m+1,h1)=imag(aux1); A(m+1,h2+9)=real(-aux2);

0047 h2 = h2+1; h1 =h1+1;

0048 end

0049 h1=h1+1;

0050 end

0051

0052 for k=1:4
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0053 aux3= mt(ii,k)*conj(mt(jj,k));

0054 A(m,dd(k))=real(aux3);

0055 A(m+1,dd(k))=imag(aux3);

0056 end

0057

0058 end

0059

0060 mo=mo+4;

0061

0062 end

0063

0064 A(nmed*4+1,:) = [1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0];

0065

0066

C.4 Programas para o estudo do emaranhamento térmico

0001

0002 %=========================================================================%

0003 % PROGRAMA PARA ESTUDAR O EMARANHAMENTO %

0004 % NO SISTEMA DÍMERO - TRÍMERO %

0005 % ========================================================================%

0006

0007 clear all;

0008 clc;

0009 close all;

0010

0011 %======================== Define Matrizes ==============================%

0012

0013 sig{1} = gatx/2; sig{2} = gaty/2; sig{3} = gatz/2;

0014

0015 for n = 1:5; for m = 1:3; S{n,m} = mgat(5,n,sig{m}); end; end

0016

0017 for m=1:3; S{6,m} = S{4,m} + S{5,m}; S{7,m} = S{1,m} + S{2,m} + S{3,m}; end
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0018

0019 Sprod = @(s1,s2) S{s1,1}*S{s2,1} + S{s1,2}*S{s2,2} + S{s1,3}*S{s2,3};
0020

0021 Stz = S{6,3} + S{7,3}; Sty = S{6,2} + S{7,2}; Stx = S{6,1} + S{7,1};
0022

0023 %===================== Parâmetros da Amostra ==========================%

0024

0025 Kb = 1.380e-16; mb = 9.274e-21; g = 2.3; A = g^2*mb^2/Kb;

0026

0027 J1 = -224.9*Kb; J2 = -8.01*Kb; J3 = 40.22*Kb;

0028

0029 Hd = - J3*Sprod(4,5);

0030

0031 Ht = -J1*(Sprod(1,2) + Sprod(2,3));

0032

0033 Hdt = - J2*Sprod(7,6);

0034

0035 Hint = Hd + Ht + Hdt;

0036

0037 %============================ Calculo teórico ============================%

0038

0039 T = 8:1:220; B = 0:100e3:3000e3;

0040

0041 for m=1:length(T);

0042

0043 for k=1:length(B)

0044

0045 %============= Hamiltoniana e Matriz Densidade ======================

0046

0047 H = Hint - g*mb*B(k)*Stz;

0048

0049 roh = expm(-H/(Kb*T(m)));

0050 z = trace(roh);

0051 roh = roh/z;
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0052 rA = ztrace(ztrace(roh,5),4);

0053 rB = ztrace(ztrace(ztrace(roh,1),1),1);

0054

0055 r12 = ztrace(rA,3);

0056 r23 = ztrace(rA,1);

0057 r13 = ztrace(rA,2);

0058

0059 %========================== Magnetizaçao ===========================

0060

0061 Sz(m,k) = trace(Stz*roh); S2z(m,k) = trace(Stz^2*roh);

0062 Sy(m,k) = trace(Sty*roh); S2y(m,k) = trace(Sty^2*roh);

0063 Sx(m,k) = trace(Stx*roh); S2x(m,k) = trace(Stx^2*roh);

0064

0065 SAz(m,k) = trace(S{7,3}*rA); SA2z(m,k) = trace(S{7,3}^2*rA);
0066 SAy(m,k) = trace(S{7,2}*rA); SA2y(m,k) = trace(S{7,2}^2*rA);
0067 SAx(m,k) = trace(S{7,1}*rA); SA2x(m,k) = trace(S{7,1}^2*rA);
0068

0069 SAz(m,k) = trace(S{6,3}*rB); SA2z(m,k) = trace(S{6,3}^2*rB);
0070 SAy(m,k) = trace(S{6,2}*rB); SA2y(m,k) = trace(S{6,2}^2*rB);
0071 SAx(m,k) = trace(S{6,1}*rB); SA2x(m,k) = trace(S{6,1}^2*rB);
0072

0073 %=========================== C e EF =================================

0074

0075 C12 = concurr(r12); Ef12(m,k) = Eform(C12);

0076 C13 = concurr(r13); Ef13(m,k) = Eform(C13);

0077 C23 = concurr(r23); Ef23(m,k) = Eform(C23);

0078 C45 = concurr(rB); Ef45(m,k) = Eform(C45);

0079

0080 %=========================== Susceptibilidade =======================

0081 X(m,k) = A*(S2z(m,k) - Sz(m,k)^2)./T(m);

0082

0083 XA(m,k) = A*(S2z(m,k) - Sz(m,k)^2)./T(m);

0084

0085 XB(m,k) = A*(S2z(m,k) - Sz(m,k)^2)./T(m);
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0086

0087 end

0088 end

0089

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Funçao para Calcular Concurrencia %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004 function C = concurr(roh);

0005

0006 roh = roh * (kron(gaty,gaty)*conj(roh)*kron(gaty,gaty));

0007

0008 L = sort(real(eig(roh)),’descend’);

0009

0010 C = max( [0 real(sqrt(L(1))-sqrt(L(2))-sqrt(L(3))-sqrt(L(4)))]);

0011

0001 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0002 % Funçao para Calcular o Emaranhamento da Formacao %

0003 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

0004

0005 function Ef = Eform(C);

0006

0007 x = (1 + sqrt(1 - C^2) )/2;

0008

0009 if x == 0 | x ==1;

0010 Ef = 0;

0011 else;

0012 Ef = -x*log2(x) - (1-x)*log2(1-x);

0013 end;
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[183] M. Wieśniak, V. Vedral e Č. Brukner. Quantum entanglement from the third law
of thermodynamics. ArXiv:quant-ph/0508193 (não publicado).

[184] X. Wang. Thermal and ground-state entanglement in Heisenberg XX qubit rings.
Phys. Rev. A 66, 034302 (2002).

147



[185] X. Wang e Z. D. Wang. Thermal entanglement in ferrimagnetic chains. Phys. Rev.
A 73, 064302 (2006).

[186] M. Asoudeh e V. Karimipour. Thermal entanglement of spins in mean-field clusters.
Phys. Rev. A 73, 062109 (2006).

[187] K.-D. Wu, B. Zhou e W.-Q. Cao. Thermal entanglement in a four-qubit Heisenberg
spin model with external magnetic fields. Phys. Lett. A 362, 381 (2007).

[188] M. A. Cotinentino. Bose-Einstein condensation and entanglement in magnetic sys-
tems. J. Phys.: Condens. Matter 18, 8395 (2006).

[189] S. E. Shawish, A. Ramšak e J. Bonča. Thermal entanglement of qubit pairs on the
Shastry-Sutherland lattice. Phys. Rev. B 75, 205442 (2007).

[190] J. Hide, W. Son, I. Lawrie e V. Vedral. Witnessing macroscopic entanglement in a
staggered magnetic field. Phys. Rev. A 76, 022319 (2007).
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[201] M. . Wieśniak, V. Vedral e Č. Brukner. Magnetic susceptibility as a macroscopic
entanglement witness. New. J. Phys. 7, 258 (2005).

148



[202] M. S. Reis, A. M. dos Santos, V. S. Amaral, P. B. ao e J. Rocha. Homometallic
ferrimagnetism in the zig-zag chain compound Na2Cu5Si4O14. Phys. Rev. B 73,
214415 (2006).

[203] A. M. dos Santos et al. Synthesis, crystal structure and magnetic characterization
of Na2Cu5(Si2O7)2: an inorganic ferrimagnetic chain. J. Solid State Chem. 180, 16
(2007).

[204] M. S. Reis et al. Specific heat of clustered low dimensional magnetic systems. J.
Phys.:Condens. Matter 19, 446203 (2007).

[205] K. M. O’Connor e W. K. Wootters. Entangled rings. Phys. Rev. A 63, 052302
(2001).

[206] C. Tsallis. Possible generalization of Boltzmann-Gibbs statistics. J. Stat. Phys. 52,
479 (1988).

[207] C. Tsallis, S. Lloyd e M. Baranger. Peres criterion for separability through nonex-
tensive entropy. Phys. Rev. A 63, 042104 (2001).
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