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Resumo

A presente tese é consagrada à utilização dos métodos desenvolvidos na teoria

quântica de campos na análise do modelo de Ginzburg-Landau da supercondutivi-

vade. Em sua representação funcional, o mencionado modelo apresenta-se de grande

préstimo no estudo desta classe de fenômenos cŕıticos, e em particular, nos aspectos

relacionados à compactificação e a multicriticalidade.

Inicia-se este estudo com um breve panorama da teoria de Ginzburg-Landau e

discutindo-se, em seguida, a sua formulação em um espaço parcialmente compactifi-

cado, com a utilização de métodos de continuação anaĺıtica. Com o modelo em três

dimensões, considera-se os casos particulares de uma, duas ou três dimensões com-

pactificadas, que correspondem respectivamente ao sistema estando na forma de um

filme, um fio e uma caixa. Neste âmbito, a dependência do comportamento cŕıtico no

comprimento das dimensões compactificadas é então analisada.

O exame prossegue com a análise das flutuações magnéticas no modelo de Ginzburg-

Landau com uma dimensão compactificada, sendo feita a confrontação com os dados

experimentais. Neste cenário, a teoria das transições de fase de primeira ordem em

supercondutores do tipo I é considerada, assim como a situação de materais do tipo II

em campos magnéticos externos.

Finalmente, a multicriticalidade é discutida no modelo de Ginzburg-Landau em uma

versão com simetria O(n1) ⊕ O(n2), com o campo de calibre. A análise do grupo de

renormalização é desenvolvida em ambas as situações da expansão em ε e da dimensão

fixa. A existência dos pontos fixos é então examinada, obtendo-se os expoentes cŕıticos

relevantes.

iii



Abstract

The present thesis is consecrated to the use of the methods developed in the quan-

tum field theory in the analysis of the Ginzburg-Landau model of superconductivity.

In its functional representation, the mentioned model is useful in the study of this class

of critical phenomena, and in particular, the aspects related to the compactification

and the multicriticality.

This study starts with a brief review of the Ginzburg-Landau theory and, after

that, its formularization in a space partially compactified, with the use of methods of

analytical continuation. With the model in three dimensions, one considers the partic-

ular cases of one, two or three compactified dimensions, that correspond respectively to

the system being in the form of a film, a wire and a box. In this scope, the dependence

of the critical behavior in the length of confined dimensions is then analyzed.

The examination continues with the analysis of the magnetic fluctuations in the of

Ginzburg-Landau model with a compactified dimension, being made the confrontation

with the experimental data. In this scene, the theory of the first-order phase transis-

tions in superconductors of type-I is considered, as well as the situation of materials of

type-II in external magnetic fields.

Finally, the multicriticality is argued in the model of Ginzburg-Landau in a version

O(n1) ⊕ O(n2)-symmetric considering the gauge field. The analysis of the renormal-

ization group is developed in both the situations of the expansion in ε and the fixed

dimension. The existence of the fixed points then is examined, as well as calculations

of the relevant critical exponents are also carried out.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo dos fenômenos cŕıticos é um tema de grande relevância na f́ısica. Uma classe

destes fenômenos que tem sido objeto de grande investigação é a supercondutividade [1].

Uma descrição fenomenológica consistente das transições supercondutoras é obtida

a partir do modelo de Ginzburg-Landau [2]. Introduzido em 1950, este modelo é

constrúıdo a partir de um parâmetro de ordem com validade na vizinhança do ponto

cŕıtico, que descreve a densidade dos elétrons supercondutores, e de um potencial

vetorial das flutuações magnéticas independentes do tempo.

A despeito do sucesso da teoria microscópica de Bardeen, Cooper e Schriffer, in-

troduzida em 1957 [3], a teoria de Ginzburg-Landau tem se apresentado de grande

utilidade, sendo objeto de grande investigação até o presente momento. Um exem-

plo é no estudo dos supercondutores do tipo II [4–13], em que a teoria microscópica

mencionada é inadequada.

Ao longo do tempo observou-se a grande utilidade de métodos t́ıpicos da teoria

quântica de campos no tratamento do modelo de Ginzburg-Landau, tais como o cálculo

funcional e a análise via o grupo de renormalização [14]. Estes desenvolvimentos têm

permitido estabeler analogias em diferentes contextos, entre os fenômenos cŕıticos e

modelos da teoria quântica de campos [15].

Uma das primeiras utilizações do grupo de renormalização no modelo de Ginzburg-

Landau foi proposta por Halperin, Lubensky e Ma [16], que conclúıram que o ponto

fixo carregado não é estável no infravermelho na primeira ordem da teoria de per-

1



turbações, caso o parâmetro de ordem tenha duas componentes reais, sugerindo assim

uma transição de fase de primeira ordem. Contudo, o resultado teórico não foi compro-

vado experimentalmente, pois o intervalo de temperatura no qual este tipo de transição

deveria ser observada é da ordem de nK. No entanto, ainda é objeto de discussão a

existência de um ponto cŕıtico carregado na análise do grupo de renormalização em

ordens maiores [1, 13,17–19].

De outro modo, efeitos das fronteiras espaciais nas propriedades dos materiais su-

percondutores têm sido também tema de grande investigação, tanto do ponto de vista

experimental quanto teórico [2,20–37]. Neste sentido, a existência das transições de fase

devem ser, em prinćıpio, associadas aos parâmetros espaciais que quebram a invariância

translacional. Em particular, o trabalho pioneiro de Ginzburg-Landau tratou de mate-

riais supercondutores na forma de filmes finos [2], bem como em [20–31]; por outro lado,

em [32, 33] o estudo é feito para amostras na forma de fio, enquanto que em [34–37] é

analisado o caso dos grãos supercondutores. Nestes casos, observa-se efeitos relevantes,

como a diminuição do valor da temperatura cŕıtica com o decréscimo das dimensões

espaciais do material, estas estando abaixo da escala de µm.

Desta forma, com o intuito de contribuir no estudo da supercondutividade em ma-

teriais com dimensões compactificadas, questões a respeito da formulação do modelo

de Ginzburg-Landau na presença de condições de fronteira se mostram pertinentes, so-

bretudo a partir da utilização do método da regularização zeta [38–42]. Tais métodos

têm sido também utilizados em teoria quântica de campos no tratamento de sistemas

confinados, como por exemplo o efeito Casimir [43].

De um outro ponto de vista, uma versão generalizada do modelo de Ginzburg-

Landau com uma simetria O(n1) ⊕ O(n2) tem sido empregada na caracterização de

sistemas que apresentam comportamento multicŕıtico. Tal comportamento emerge em

sistemas que apresentam competição entre tipos de ordenamento distintos. Alguns

exemplos são os antiferromagnetos anisotrópicos em um campo magnético externo uni-

forme [44–46], os cristais ĺıquidos [47] e a cromodinâmica quântica, com o potencial
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qúımico bariônico não-nulo [48].

Um outro exemplo de multicriticalidade ocorre no cenário dos materiais com base

em cupratos de alta temperatura cŕıtica. Estes materiais têm a vantagem de possuir

uma região cŕıtica mais larga em relação àqueles ordinários, podendo chegar até a ordem

de vários K, o que permite um maior acesso experimental à região carregada [49]. Por

outro lado, estes sistemas têm sido analisados via uma teoria de bósons escravos com

um campo de calibre [50–53], visando o entendimento da rede de vórtices. Assim,

um elétron no plano do CuO2 é considerado como um composto de quase-part́ıculas

fermiônicas carregando o spin e bosônicas conduzindo a carga. Neste contexto, a

ocorrência da fase supercondutora implica na condensação simultânea das mencionadas

quase-part́ıculas.

Com efeito, questões surgem a respeito de posśıveis extensões da análise do modelo

de Ginzburg-Landau com simetria O(n1)⊕O(n2) na presença de flutuações magnéticas,

como por exemplo a posśıvel existência de um ponto fixo estável carregado.

Desta maneira, tomando-se como motivação tudo o que foi dito acima, a pre-

sente tese discute diferentes aspectos da supercondutividade a partir da aplicação dos

métodos da teoria quântica de campos aplicados ao estudo do modelo de Ginzburg-

Landau. Sendo assim, o conteúdo deste trabalho é organizado da forma a seguir.

No caṕıtulo 2 é oferecida uma breve revisão do modelo de Ginzburg-Landau, bem

como a apresentação do ferramental básico necessário aos caṕıtulos seguintes. Nele são

discutidos o hamiltoniano de Ginzburg-Landau, o método funcional, a aproximação de

Landau e suas correções, bem como o grupo de renormalização.

As idéias desenvolvidas neste trabalho começam a ser apresentadas no caṕıtulo

3, onde é tratado o comportamento cŕıtico do modelo com a correção de primeira

ordem, levando-se também em consideração condições de fronteira engendradas pela

compactificação das dimensões. Neste sentido, analisa-se o modelo restrito a um espaço

parcialmente compactificado, com a exposição do método das funções zeta de Epstein

multidimensionais. Assim, sendo o modelo definido em três dimensões, considera-se os

casos particulares de uma, duas ou três dimensões compactificadas, que correspondem
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respectivamente ao sistema estando na forma de um filme, um fio de seção transversal

quadrada e uma caixa cúbica. No contexto da fenomenologia, discute-se o comporta-

mento cŕıtico de supercondutores do tipo I em função dos comprimentos das dimensões

compactificadas [54].

No caṕıtulo 4, as flutuações magnéticas no modelo com uma dimensão compacti-

ficada são analisadas, com a análise do seu comportamento cŕıtico e comparação com

as experiências existentes para materiais supercondutores do tipo I [55]. Outro ponto

examinado é a teoria de Halperin-Lubensky-Ma, que é esta revisitada em um cenário

com fronteiras [56]. Na parte final, considera-se a supercondutividade do tipo II via

o modelo compactificado no limite N grande e na presença de campo magnético ex-

terno [57].

O caṕıtulo 5 é dedicado ao estudo do comportamento multicŕıtico do modelo de

Ginzburg-Landau em uma versão com simetria O(n1)⊕O(n2), contendo (n1/2+n2/2)

parâmetros de ordem complexos acoplados ao potencial vetorial representando as flu-

tuações magnéticas. Desenvolve-se então a análise do grupo de renormalização na

aproximação de primeira ordem em ambas as situações da expansão em ε e da di-

mensão fixa. Neste contexto, a existência dos pontos fixos é examinada, e os expoentes

cŕıticos são obtidos [58].

Finalmente, no caṕıtulo 6 sintetiza-se os resultados expostos nesta tese, bem como

apresenta-se perspectivas de posśıveis extensões dos trabalhos realizados.
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Caṕıtulo 2

Aspectos gerais sobre o modelo de

Ginzburg-Landau

Este caṕıtulo é devotado a uma breve apresentação do modelo de Ginzburg-Landau

[2, 14, 59–61], bem como a introdução do ferramental básico necessário aos caṕıtulos

seguintes. Assim, discute-se o parâmetro de ordem e o hamiltoniano do modelo na

seção 2.1. Em seguida, aproveitando-se a similaridade entre este modelo e o λφ4 da

teoria quântica de campos, introduz-se na seção 2.2 o método da integração funcional,

com algumas aplicações na seção 2.3, que são a aproximação de Landau e a correção

de primeira ordem. Na seção 2.4 a renormalização é discutida, tendo-se por fim, na

seção 2.5 uma análise sobre o grupo de renormalização e sua utilidade no cálculo dos

expoentes cŕıticos via a expansão em ε.

2.1 O parâmetro de ordem e o hamiltoniano do mo-

delo de Ginzburg-Landau

Sistemas em equiĺıbrio na vizinhança de uma transição de fase são sujeitos a fenômenos

cooperativos de larga escala. Como conseqüência, este sistema pode ser avaliado a

partir das suas propriedades coletivas, tornando-se independente dos detalhes da sua

estrutura microscópia. Sendo assim, é natural que a descrição de sistemas próximos
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do ponto da transição, também denomidado ponto cŕıtico, seja realizada a partir de

teorias cont́ınuas.

Um exemplo é a transição ferromagnética [60], que pode ser interpretada a partir

de uma cadeia de śıtios de um espaçamento a entre eles. Como existe um momento

magnético associado a cada śıtio, em baixas temperaturas a agitação térmica desta

cadeia é pequena, verificando-se uma tendência de alinhamento dos constituintes em

uma dada direção, produzindo uma magnetização não-nula. Contudo, em uma certa

temperatura, denominada temperatura cŕıtica, o aumento da agitação térmica destrói

esta configuração e o sistema torna-se paramagnético. Assim, na região próxima da

temperatura cŕıtica, denominada região cŕıtica, as correlações entre os śıtios são de

alcance muito maior que a, o que sugere a utilização de modelos cont́ınuos.

Neste sentido, a magnetização pode ser descrita por um conjunto de variáveis in-

terpretadas como distribuições espaciais com um certo peso estat́ıstico. Tal conjunto,

usualmente referido como parâmetro de ordem, descreve o grau de ordenamento do sis-

tema em estudo. Sendo assim, cada variável deve ser definida sobre um dado domı́nio

e variar continuamente na reta real.

Em um cenário mais geral das transições de fase, a identificação destas variáveis é

vinculada ao tipo de fenômeno que se quer estudar. Além disso, diferentes sistemas

podem apresentar propriedades em comum, justificando a formulação do modelo da

maneira mais geral posśıvel. Sendo assim, uma proposta relevante tendo em vista estes

aspectos é o modelo de Ginzburg-Landau [2, 60].

Introduzindo-se formalmente este modelo, seja E o espaço sobre o qual está definido

o sistema em estudo, cujos pontos são denotados por x = (x1, . . . , xd), com d sendo a

dimensão de E . O parâmetro de ordem do sistema é definido sobre E como uma função

suave bem comportada tal que

φ : E → <

: x 7−→ φ(x), (2.1)

onde é φ uma função real.

Em geral, o parâmetro de ordem tem n componentes, sendo que neste caṕıtulo
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adota-se n = 1 e E = <d. Nesta tese utiliza-se tanto a terminologia da teoria quântica

de campos como aquela prória dos estudos em fenômenos cŕıticos. Neste sentido, o

parâmetro de ordem por vezes pode também ser chamado de campo.

Um sistema f́ısico na vizinhança da criticalidade tem um conjunto de estados ou

configurações posśıveis. Neste panorama, define-se como função caracteŕıstica do sis-

tema o hamiltoniano, que associa um número real a uma configuração do parâmetro de

ordem. Este objeto é referido como hamiltoniano de Ginzburg-Landau, sendo definido

como um funcional do modo

HGL : <×R(E) → <

: (φ,R) 7−→ HGL(φ,R), (2.2)

dado explicitamente na forma

HGL(φ,R) =

∫

R
ddxHGL (φ(x),∇φ(x);x) , (2.3)

onde HGL (φ(x),∇φ(x);x) é a densidade de hamiltoniano de Ginzburg-Landau,

HGL (φ(x),∇φ(x);x) =
1

2
(∇φ)2 +

1

2
r0φ

2 +
1

4!
u0(φ

2)2, (2.4)

sendo u0 > 0.

Assim, as configurações posśıveis do sistema são descritas com as soluções da

equação

δH(φ,R) = 0. (2.5)

sob a condição

δφ(x)|x∈∂R = 0. (2.6)

onde ∂R é a fronteira de R. Deste modo, as soluções posśıveis são obtidas a partir das

equações de estado,

∂HGL

∂φ
− ∂i

(
∂HGL

∂ (∂iφ)

)
= 0, (2.7)

onde i = 1, ..., d.

Este modelo estabelece de antemão que a dependência na temperatura aparece

através do termo r0 = r0(T ). Um detalhe relevante, considerando-se o caso de uma
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teoria a n componentes, é a invariância de HGL frente ao grupo de simetria interna do

parâmetro de ordem, que no caso deste ter n componentes é o O(n).

Finalizando-se esta seção, é conveniente observar que o inverso do operador local

do termo quadrático na eq.(2.4), define a função ∆(x,y), que no espaço conjugado dos

momentos é dada por

∆(x,y) =
1

(2π)d

∫
ddp

eip·(x−y)

p2 + r0

, (2.8)

em que p = |p|. O objeto ∆(x,y) é denominado função de correlação de dois pontos e

sua interpreação f́ısica está relacionada à medida da influência exercida por um dado

ponto do sistema. Frequentemente tal função também é denominada de propagador,

termo familiar no contexto da teoria quântica de campos.

2.2 O método da integração funcional

O panorama desenvolvido na seção anterior sugere o tratamento sistemático do modelo

empregando-se técnicas t́ıpicas do cálculo com funcionais. Esta percepção é reforçada,

por exemplo, pela equivalência entre os estudos de fenômenos cŕıticos baseados em

modelos da mecânica estat́ıstica e a formulação funcional da teoria quântica de campos

em espaços euclideanos.

Seja então uma fonte ou um campo externo J(x), com as mesmas caracteŕısticas

de um campo na eq.(2.1). A função de partição na presença de um campo externo é

definida a partir de

Z : < → <

: J 7−→ Z(J), (2.9)

cuja expressão é explicitamente dada por

Z(J) = N
∫
Dφ exp

{
−HGL(φ,R) +

∫

R
ddxJ(x)φ(x)

}
, (2.10)

onde o fator Dφ denota a medida no espaço das funções e o fator de normalização é

N =
∫ Dφ exp [−HGL]. Note-se que no panorama da teoria quântica de campos Z(J)

é equivalente ao funcional gerador das funções de correlação.
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Outra possibilidade consiste em definir o funcional Z(J) através de

Z(J) = N exp



−

∫
ddx

([
u0

4!

δ

δJ(x)

]2
)2



ZG(J), (2.11)

onde o expoente no lado direito da equação representa o termo em φ4. Note-se que ZG

é o funcional gerador, que depende somente do termo de fonte e da parte quadrática

em φ do hamiltoniano de Ginzburg-Landau. A utilidade desta expressão tornar-se-á

clara no contexto da teoria de perburbações.

Assim, após uma translação em φ por um fator
∫

ddy∆(x,y)J(y), obtém-se

ZG(J) = N ′ exp

{
1

2

∫
ddxddyJ(x)∆(x,y)J(x)

}
. (2.12)

Convenciona-se nos cálculos seguintes N ′ = 1.

A motivação para definir Z(J) na forma dada pela eq. (2.11) provém da idéia de

que a partir das derivadas sucessivas de Z(J) em relação a J gera-se todas as funções

de correlação posśıveis, dadas como

Z(N)(x1, . . . ,xN) =
δNZ(J)

δJ(x1) . . . δJ(xN)

∣∣∣∣
J=0

. (2.13)

Em particular, tem-se

∆(x,y) =
δ2ZG(J)

δJ(x)δJ(y)

∣∣∣∣
J=0

. (2.14)

Deste modo, o propagador tem um papel fundamental nesta formulação, pois

mostra-se a partir da eq.(2.11) que as funções Z(N) são escritas como produtos da

função ∆(x,y), o que permite elevar este objeto à categoria de elemento básico. Com

efeito, as funções Z(N) produzem expressões que podem ser fatorizadas em um produto

da seguinte maneira

F1(x1, . . . ,xR)F2(xR+1, . . . ,xN), (2.15)

Com isso, pode-se definir um procedimento de obter somente funções conexas, as quais

produzem as informações de fato relevantes. Assim, introduz-se um outro funcional

gerador a partir de Z(J), do modo

W (J) = ln Z(J). (2.16)
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Este funcional é identificado com a energia livre de Gibbs. Neste sentido, as funções

de correlação conexas são dadas por

W (N)(x1, . . . ,xN) =
δNW (J)

δJ(x1) . . . δJ(xN)

∣∣∣∣
J=0

. (2.17)

Entretanto, verifica-se novamente ser fact́ıvel uma nova redução na quantidade das

funções relevantes, obtendo-se um conjunto de objetos mais fundamentais. Com este

objetivo, seja então ϕ(x) um campo que é o mı́nimo absoluto da combinação

H ′
GL = HGL −

∫
ddxJ(x)φ(x), (2.18)

ou seja,

J(x) =
δHGL

δφ

∣∣∣∣
φ=ϕ

. (2.19)

Assim, pode-se introduzir o potencial termodinâmico Γ(ϕ) através da seguinte trans-

formação de Legendre da energia livre W (J),

Γ(ϕ)−
∫

ddxJ(x)ϕ(x) + W (J) = 0. (2.20)

onde

ϕ(x) =
δW (J)

δJ(x)
. (2.21)

No cenário da teoria quântica de campos Γ(ϕ) é equivalente ao funcional gerador dos

vértices próprios. Note-se que tomando-se J = 0,

δW (J)

δJ(x)

∣∣∣∣
J=0

= W (1)(x) = ϕ0(x). (2.22)

A quantidade ϕ0 representa a configuração do parâmetro de ordem que minimiza o

hamiltoniano HGL.

Em adição, convém definir funções de correlação a partir de

Γ
(N)
i1,...,iN

(x1, . . . ,xN) =
δNW (J)

δϕi1(x1) . . . δϕiN (xN)

∣∣∣∣
J=0

. (2.23)

Os objetos Γ(N) têm a propriedade de gerar funções irredut́ıveis pela exclusão de um

único propagador, isto é, não podem tornar-se desconexas pela eliminação de uma

função de dois pontos.
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2.3 A teoria de Landau e suas correções

A forma do hamiltoniano de Ginzburg-Landau [60,61] dificulta o cálculo da função de

partição devido ao termo linear em φ4, o que leva à adoção de métodos aproximativos

para analisar as predições do modelo. Deste modo, mostra-se nesta seção como o

potencial termodinâmico pode ser descrito por uma expansão do tipo semi-clássica.

Considere-se então uma expansão da eq.(2.18) em torno de ϕ, sendo φ − ϕ = cψ

o deslocamento no campo original, onde c um parâmetro adimensional que denota a

ordem de expansão1. Explicitamente, tem-se

H ′
GL(φ) = H ′

GL(ϕ) +
~
2

d2H ′
GL

dφdφ

∣∣∣∣
φ=ϕ

ψψ +
~ 3

2

3!

d3H ′
GL

dφdφdφ

∣∣∣∣
φ=ϕ

ψψψ + . . . (2.24)

Conseqüentemente, a integração funcional na eq.(2.10) é realizada sobre o espaço de

configuração de ψ, supondo-se que o expoente tem um fator multiplicativo 1/~.

Observando-se a contribuição de primeira ordem não-nula, claramente percebe-se

uma integral funcional gaussiana em ψ. Por conseguinte, a energia livre definida por

W = ~ ln Z, transforma-se em

W (J) = −HGL(ϕ) +

∫
ddxJ · ϕ− ~

2
tr ln D(x,y) + O(~2), (2.25)

onde

D(x,y) =
[
−∇2

x + r0 +
u0

2
ϕ2(x)

]
δ(x− y). (2.26)

Destarte, é posśıvel denotar o potencial termodinâmico na forma

Γ(ϕ) = Γ0(ϕ) + cΓ1(ϕ) + O(c2), (2.27)

onde Γ0(ϕ) = HGL(ϕ) e

Γ1(ϕ) ≡ 1

2
tr

[
ln D(x,y)− ln D(x,y)|ϕ=0

]
=

1

2
tr ln

[
1 +

u0

2
ϕ2∆(x,y)

]
. (2.28)

Desta maneira, Γ(ϕ) é expandido em potências de c. Têm-se ainda que na hipótese de

ϕ ≈ ϕ0 , com ϕ0 sendo uniforme , a eq.(2.28) torna-se

Γ1(ϕ0) =
1

2

∫
ddk

(2π)d
ln

[
1 +

u0

2
ϕ2

0∆(k)
]
. (2.29)

1No contexto da expansão semi-clássica da mecânica quântica, c = ~, onde ~ é a constante de

Planck
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2.3.1 A aproximação de Landau

A aproximação de Landau [60], também denominada de campo médio, consiste em

considerar o campo ϕ como sendo uniforme, levando-se em conta somente o primeiro

termo da eq.(2.27). Deste modo, a equação de estado torna-se

∂HGL

∂ϕ0

= r0ϕ0 +
u0

6
ϕ3 = 0. (2.30)

Com r0 sendo positivo, a única solução posśıvel é ϕ0 = 0. Entretanto, admitindo-se

que r0 é negativo abaixo de uma certa temperatura Tc0, ocorre uma solução não-trivial

da eq.(2.30). Este fenômeno é denominado quebra espontânea de simetria, e a referida

solução é dita representar a fase de quebra de simetria2.

De maneira concreta, na vizinhança da criticalidade, com a temperatura T estando

próxima de Tc0, define-se

r0(T ) = α (T − Tc0) , (2.31)

com α > 0. Logo as soluções de (2.30) são

ϕ0 =





0, se T > Tc0

±
(
−6r0

u0

) 1
2
, se T < Tc0

(2.32)

Cabe neste momento a interpretação f́ısica do quadro anterior. Percebe-se que com

a variação da temperatura na vizinhança de Tc0 o parâmetro de ordem permanece

cont́ınuo. Assim, Tc0 é denominada temperatura cŕıtica da transição de fase, e ϕ0

representa a fase em que sistema f́ısico em questão se encontra. Tem-se que ϕ0 = 0

denota a fase desordenada e ϕ0 6= 0, a fase ordenada. Transições deste tipo são também

designadas como transições de fase de segunda ordem.

Um ponto relevante nesta abordagem é que a descrição do comportamento das

fases do sistema independe dos seus detalhes microscópicos, supõe-se somente a forma

do hamiltoniano. Os aspectos particulares são levados em conta apenas na obtenção

das constantes α e u0. Estas caracteŕısticas garantem a aplicabilidade do modelo

de Ginzburg-Landau a diversos fenômenos próximos do ponto cŕıtico, revelando um

2A orientação dos momentos dos śıtios em uma direção particular do espaço representa um

fenômeno t́ıpico de quebra espontânea de simetria
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comportamento universal das quantidades termodinâmicas pertinentes em relação à

dependência em (T − Tc0).

A aproximação de Landau é aplicável a situações com flutuações despreźıveis em ϕ

próximas do ponto cŕıtico. Sistemas desta classe são, por exemplo, supercondutores do

tipo I e certos ferromagnetos. No primeiro caso, o parâmetro de ordem é interpretado

como a densidade de pares de Cooper, os quais apresentam o efeito Meissner de maneira

uniforme [1,3]. Em relação aos ferromagnetos, a quantidade relevante é a magnetização

total ao longo do eixo do magnetização preferencial [60].

No entanto, a aproximação de Landau torna-se inconsistente se o sistema apresenta

flutuações apreciáveis em relação a ϕ0. Este é o caso, por exemplo, tanto da transição

superfluida no hélio-4, dos supercondutores do tipo II, sendo que neste último efeito

Meissner coexiste com uma rede de fluxos magnéticos no interior da amostra.

Observa-se ainda que uma simples mudança na expressão do hamiltoniano, permite

o aparecimento de transições descont́ınuas entre as fases ordenada e desordenada, de-

nominadas transições de fase de primeira ordem. Pode-se, a t́ıtulo de exemplo, supor

que Γ0(ϕ0) na eq.(2.27) seja escrito na forma

Γ0(ϕ0) = V

[
+

1

2
r0φ

2 +
1

4!
u0φ

4 +
1

6!
v0φ

6

]
, (2.33)

onde u0 < 0, v0 > 0 e V é o volume total. Verifica-se em T1 > Tc0 que Γ1(ϕ0) passa a ter

dois mı́nimos secundários em ϕ0 6= 0, além do mı́nimo estável em ϕ0 = 0. Entretanto,

na temperatura TE > Tc0 esses mı́nimos são igualmente estáveis, nos quais Γ0(ϕ0) = 0.

Finalmente, em Tc0 observa-se somente dois mı́nimos em ϕ0 6= 0.

Posto de outra forma, a fase ϕ0 = 0 é estável para T ≥ TE, metaestável para

TE ≥ T ≥ Tc0 e instável para T < Tc0. Esta análise funciona de maneira rećıproca no

caso de ϕ0 6= 0. Sendo assim, conclui-se que o parâmetro de ordem comporta-se de

maneira descont́ınua na transição.

2.3.2 A correção à aproximação de Landau

Considerando-se agora o termo na eq.(2.27) que corrige a aproximação de Landau, é

posśıvel definir um novo parâmetro que gera a dependência na temperatura r(T ) a

13



partir de

∂2Γ

∂ϕ2
0

∣∣∣∣
ϕ0=0

= r0(T ) +
u0

2
∆(0) = r(T ). (2.34)

onde c = 1. Esta expressão introduz uma nova temperatura cŕıtica Tc, que difere de

Tc0 de tal forma que r(T ) = α′(T − Tc), sendo a criticalidade definida por r(T ) = 0.

Pode-se também inferir da eq.(2.34) que Tc < Tc0, pois r(Tc0) > 0. Contudo, a

definição de ∆(x,y) depende de r0(T ), o qual torna-se negativo para T < Tc0, deixando

a integração presente na definição de ∆(0) em (2.8) mal definida. Porém, dentro da

integração, r0(T ) pode ser substitúıdo por r(T ) com um erro na ordem u2
0. Assim, a

eq.(2.34) se transforma em

r(T ) = r0(T ) +
u0

2

∫
ddk

(2π)d

1

k2 + r
. (2.35)

Esta expressão também é chamada de equação de gap. Atente-se ao fato de que a

subtração desta última equação por ela mesma a T = Tc implica em

r(T ) = α(T − Tc)− r
u0

2

∫
ddk

(2π)2

1

k2(k2 + r)
. (2.36)

Para d > 4, a integral acima é convergente no infravermelho mesmo com r = 0.

Entretanto, na situação d < 4 a integral diverge no ponto cŕıtico, e modelo torna-se

novamente mal definido. Não obstante, convém buscar um intervalo de temperatura

∆T em torno de Tc, fora do qual o modelo continua válido em d < 4, através da

condição

u0

∫
ddk

(2π)2

1

k2(k2 + r)
<< 1. (2.37)

Esta expressão é referida como o critério de Ginzburg. A correção à aproximação

continua sendo aplicável no caso dos supercondutores, pois nesta situação ∆T é tão

pequeno que não pode ser detectado experimentalmente.

2.3.3 Os expoentes cŕıticos e o comprimento de correlação

Conforme discutido anteriormente, sistemas descritos pelo modelo de Ginzburg-Landau

apresentam um comportamento universal na dependência das quantidades termodinâmicas

em relação a (T −Tc). Cada uma destas quantidades é caracterizada por uma potência
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de (T − Tc). Estas potências são denominadas de expoentes cŕıticos, e o conjunto

dos expoentes cŕıticos descreve o comportamento termodinâmico de um sistema na

vizinhança da criticalidade.

Considere-se a função de correlação de dois pontos, dada pela eq.(2.8). Adotando-se

y = 0, r0 → r, a integração dos momentos produz

∆(x) ∝ 1

|x|d−2
e
−|x|

ξ , (2.38)

onde o coeficiente de correlação ξ é tal que

ξ = [r(T )]−
1
2 ∝ (T − Tc)

− 1
2 . (2.39)

Observe-se que ξ diverge para T tendendo a Tc, significando que as correlações

estendem-se sobre todas as regiões posśıveis, conduzindo à inexistência de uma escala

de comprimento, o que implica na invariância do sistema sob as transformações de

escala 3.

Observando-se a eq.(2.38), nota-se que T > Tc, ξ tem valor pequeno e a função de

correlação entre dois pontos tende a zero. Por outro lado, para T ∼ Tc tem-se que

ξ tende a divergir, fazendo ∆(x) tender ao seu valor máximo, o que gera correlações

de longo alcance. Deste modo, o domı́nio de consistência do modelo é definido na

situação em que ξ é grande o suficiente em relação à escala microscópica, justificando a

utilização de uma teoria cont́ınua. Um exemplo é a cadeia de śıtios com spin, na qual

a distância a entre dois śıtios adjacentes aparece na criticalidade como a << ξ.

Voltando-se à eq. (2.38), é posśıvel escrever

∆(x) ∝ 1

|x|d−2+η
f

( |x|
ξ

)
, (2.40)

onde η é o expoente denominado dimensão anômala e ξ ∝ (T − Tc)
−ν , com ν sendo o

expoente cŕıtico caracteŕıstico do comprimento de correlação.

Na aproximação de Landau, os expoentes η e ν têm valores 0 e 1/2 respectivamente.

Porém, pode-se obter valores mais precisos destes parâmetros que concordam com os

3A quantidade ξ é equivalente ao inverso da massa no contexto da teoria quântica de campos, o que

permite uma analogia do modelo de Ginzburg-Landau na criticalidade com a teoria λφ4 não-massiva.
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dados experimentais, analisando-se as correções de ordens maiores através da análise

do grupo de renormalização. Por fim, note-se que a partir destes pode-se calcular

outras quantidades termodinâmicas relevantes, como por exemplo o calor espećıfico,

caracterizado pelo expoente α, e a susceptibilidade magnética, caracterizada por γ, e

assim sucessivamente [59].

2.4 Renormalização

A presença de divergências ultravioletas torna o objeto dado na eq.(2.29) mal definido,

acarretando em dificuldades que podem ser contornadas implementando-se um corte Λ

na integral. Procedimentos deste tipo são aplicados rotineiramente em teoria quântica

de campos, sendo conhecidos como renormalização [59,62,63].

O procedimento de renormalização consiste na absorção dos infinitos, via uma re-

definição dos parâmetros r0 e u0, através da adição de certos contra-termos ao hamil-

toniano, relacionando-se os parâmetros originais r0 e u0 aos correspondentes renorma-

lizados e finitos r e u, eliminando-se assim as divergências nas predições do modelo.

Considere-se então a densidade de hamiltoniano dada na eq.(2.4) em termos das

quantidades não-renormalizadas r0, u0 e φ0, e sejam Γ(N) e Γ
(N)
R as funções não-

renormalizadas e renormalizadas, respectivamente, relacionadas da seguinte forma

Γ
(N)
R (p1, . . . ,pN ; u, r) = lim

Λ→∞
Z

N
2

φ (u, r, Λ)Γ(N)(p1, . . . ,pN ; u0, r0, Λ), (2.41)

onde Zφ é denominada constante de renormalização do campo, sendo o elemento

necessário para tornar as funções de correlação finitas, podendo inclusive ser intro-

duzida via a seguinte normalização do campo,

φ0 = Z
1
2
φ φ. (2.42)

A fim de relacionar u e r aos seus equivalentes não-renormalizados, considere-se a

seguinte relação entre a densidade de hamiltoniano original e a renormalizada,

HGL,R(φ; r, g) = HGL(Z
1
2
φ φ; Zφr, Z

2
φu), (2.43)

16



onde g é uma constante de acoplamento adimensional, satisfazendo

g = u µ−ε, (2.44)

sendo µ uma escala arbitrária e ε = 4 − d. Assim, partindo-se da eq.(2.43), obtém-se

as quantidades renormalizadas com

r0 = Z−1
φ Zrr, u0 = Z−2

φ Zgg, (2.45)

onde foram introduzidas as constantes Zr e Zg relativas à renormalização de r0 e u0,

respectivamente.

Tendo-se em conta que as funções de correlação renormalizadas devem ser expressas

em termos dos parâmetros u e r, impõe-se as seguintes condições de normalização

Γ
(2)
R (p = 0) = r, (2.46)

∂

∂p2
Γ

(2)
R (p)

∣∣∣∣
p2=0

= 1, (2.47)

Γ
(4)
R (p1 = ... = p4 = 0) = gµε, (2.48)

onde p = |p|. As equações acima fixam a relação entre as funções de correlação e as

quantidades r, u e Zφ.

Observe-se que as condições de normalização são arbitrárias. De fato, diferentes es-

colhas modificam os contratermos por quantidades finitas, levando à reparametrização

da teoria, porém mantendo a invariância global da mesma.

Ademais, com o intuito de contornar o problema das divergências infravermelhas,

fixa-se os momentos externos como sendo não-nulos, o que implica na reescrita das

eqs.(2.46)-(2.48) como

Γ
(2)
R (p = 0) = 0, (2.49)

∂

∂p2
Γ

(2)
R (p)

∣∣∣∣
p2=µ2

= 1, (2.50)

Γ
(4)
R (p1, ..., p4)

∣∣∣
PS

= gµε, (2.51)

onde PS é o ponto de simetria definido por

PS : pi · pj =
µ2

4
(4δij − 1) ;

(2.52)
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Nesta forma, a teoria renormalizada dependerá dos parâmetros g e µ.

A determinação das constantes de renormalização e das quantidades renormalizadas

pode ser realizada utilizando-se o método de subtração minimal. Este esquema é

perticularmente útil se a técnica de regularização utilizada é a regularização dimen-

sional [62, 63] (também conhecida como expansão em ε).

O procedimento de subtração minimal consiste em introduzir contra-termos, com

intuito de remover os pólos em ε = 4 − d nas funções de correlação que permanecem

divergentes após a regularização dimensional. Assim, é posśıvel demonstrar-se que no

caso do modelo de Ginzburg-Landau na aproximação da primeira ordem na constante

g, as constantes de renormalização são dadas por

Zφ = 1 + O(ḡ2), Zg = 1 +
3

2ε
ḡ + O(ḡ2), Zφ2 = 1 +

ḡ

2ε
+ O(ḡ2), (2.53)

onde

ḡ = Ndg; Nd =
2

(4π)d/2Γ(d/2)
, (2.54)

e adodou-se r = 0.

2.5 O grupo de renormalização

A arbitrariedade associada à dependência no parâmetro de escala µ é apenas aparente,

uma vez que é posśıvel construir o modelo com invariância manifesta sob o re-escalonamento

do mesmo. A expressão matemática desta invariância é explicitada pelas equações do

grupo de renormalização [64,65] 4. Aplicações bem conhecidas das equações de Callan-

Symanzik podem ser vistas no cenário da f́ısica estat́ıstica, relacionadas aos estudos

das transições de fase cont́ınuas [67].

No contexto da análise do grupo de renormalização, é conveniente definir um termo

adicional de fonte no expoente da integração funcional em (2.10),

∫
ddxt(x)φ2, (2.55)

4O termo grupo de renormalização foi originalmente introduzido com o objetivo de manifestar a

invariância da teoria quântica de campos sob os diferentes procedimentos da renormalização [66].
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com t representando uma fonte de inserções φ2. Tal termo possibilita definir funções

de correlação com L inserções5, e são denotadas por

Γ(N,L)(pi; qj), (2.56)

onde i = 1, .., N e j = 1, ..., L.

Vê-se também que as inserções φ2 definem uma constante de renormalização adi-

cional, dada por Z̄φ2 = Zφ2Z−1
φ . Deste modo, também é necessário introduzir a condição

de normalização, que no caso r = 0, é

Γ
(2,1)
R (p1, p2; q)

∣∣∣
P̄S

= 1, (2.57)

onde

P̄S : p2
i =

3µ2

4
, pi · pj = −µ2

4
, q2 = (p1 + p2)

2 = µ2. (2.58)

Assim, no cenário do modelo de Ginzburg-Landau, renormalizado com d < 4 a

r = 0, tem-se

µ
d

dµ
Γ(N,L)(pi; qj; u0, Λ)

∣∣∣∣
u0,Λ

= 0. (2.59)

Levando-se em consideração a eq.(2.41), obtém-se as equações de Callan-Symanzik

como [
µ

∂

∂µ
+ β(g, ε)− N

2
η(g, ε)− Lη2(g, ε)

]
Γ

(N,L)
R (pi; qj; g, µ) = 0, (2.60)

onde

β(g, ε) = lim
Λ→∞

µ
dg

dµ

∣∣∣∣
u0,Λ

, η(g, ε) = lim
Λ→∞

µ
d ln Zφ

dµ

∣∣∣∣
u0,Λ

, η2(g, ε) = lim
Λ→∞

µ
dZ̄φ2

dµ

∣∣∣∣
u0,Λ

.

(2.61)

A interpretação f́ısica para a eq.(2.60) é baseada na independência da escolha do

parâmetro µ, sendo que a sua variação é compensada com mudanças nas funções do

grupo de renormalização.

Com o aux́ılio das eqs. (2.45) e (2.53), a função beta no modelo de Ginzburg-Landau

na primeira ordem é determinada na forma

β(g, ε) = −εg +
3

2
g2 + O(g3), (2.62)

5A fonte t também pode ser tomada como sendo uma constante. A sua semelhança com o parâmetro

r leva a interpretá-la como t ∝ (T − Tc).
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onde beta foi multiplicada por Nd e depois realizou-se a substituição ḡ por g. Os zeros

da função beta são os pontos fixos do fluxo da constante de acoplamento, explicitados

por g∗1 = 0 e g∗2 = 2ε
3
.

Uma questão pertinente é a análise do comportamento da função beta com o re-

escalonamento de µ por um fator s : µ → sµ. Assim, a constante g torna-se g(s), sendo

g(1) = g e beta em (2.62) reescrita como

β(g(s)) = s
dg(s)

ds
. (2.63)

Na região g(1) < g∗2, tem-se sdg(s)
ds

< 0 e a diminuição de s conduz g(s) a g∗2. De modo

contrário, assumindo inicialmente g(1) > g∗2, sdg(s)
ds

> 0, e s → 0 leva g(s) também na

direção de g∗2.

Desta forma, observa-se a convergência para o fator de escala tendendo a zero,

caracterizando a estabilidade do ponto fixo no infravermelho. O ponto fixo trivial

converge para o fluxo de g(s) no limite s →∞, estabelecendo a estabilidade do ponto

fixo no ultravioleta. Evidentemente a derivada β′(g∗) governa a estabilidade dos pontos

fixos, onde β′(g∗) > 0 significa g∗ estável no infravermelho, e β′(g∗) < 0 manifesta a

estabilidade no ultravioleta de g∗.

Em se tratando de fenômenos cŕıticos, o aumento no valor do comprimento de

correlação caracteriza a existência de fenômenos coletivos em larga escala, e define a

região de domı́nio cŕıtico. Portanto, no espaço dos momentos é relevante considerar

a situação p → 0. Assim, na teoria renormalizada, µ emerge como a única escala

utilizada, e conseqüentemente pode-se impor nos momentos externos das funções de

correlação a condição spi << µ, com o fator s tendendo a zero. Conclui-se então

que uma transição de fase cont́ınua é descrita pelo ponto fixo estável no infravermelho,

evidenciando-se g∗2 como o ponto fixo associado às transições de fase de segunda ordem.

Com o intuito de obter os expoentes cŕıticos através da análise do grupo de renor-

malização, mostra-se que a partir do re-escalonamento s : pi → spi e da análise dimen-

sional obtém-se

Γ
(N,L)
R (spi; sqj; g, µ)

s→0∝ sd−Ndφ−Ldφ2 , (2.64)
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onde

dφ =
d

2
− 1 +

η(g∗, ε)
2

; dφ2 = 2 + η2(g
∗, ε). (2.65)

sendo dφ e dφ2 intepretadas como dimensões anômalas do campo φ e da insersão φ2,

respectivamente.

Em particular, considerando-se N = 2 e L = 0, tem-se

Γ
(2)
R (sp)

s→0∝ s2−η(g∗,ε), (2.66)

o que permite identificar o expoente cŕıtico η com η(g∗, ε).

De outra maneira, pode-se obter heuristicamente o expoente cŕıtico ν, observando-

se as funções de correlação

ΓN
R (pi; t, g, µ) =

∞∑
L=0

tL

L!
ΓN

R (pi; qj; g, µ). (2.67)

Procedendo-se como na determinação de η, obtém-se a expressão

ΓN
R (pi; t, g

∗, µ)
t→0∝

[
µ

(
t

µ

) 1
2+η2(g∗,ε)

]d−dφ

, (2.68)

que no caso N = 2 é escrita como

Γ2
R(p; t, g∗, µ)

t→0∝ t
2−η

2+η2(g∗,ε) . (2.69)

A identificação do expoente ν é imediata considerando-se que t ∝ T−Tc, resultando

em

ν−1 ≡ 2 + η2(g
∗, ε). (2.70)

A eq.(2.69) permite ainda inferir o expoente da susceptibilidade magnética γ, como

sendo γ = ν(2−η). Portanto, realizando-se análises similares aos procedimentos expos-

tos anteriormente, pode-se obter os outros expoentes que caracterizam as quantidades

termodinâmicas.

As expressões resultantes dos expoentes do modelo de Ginzburg-Landau na aprox-

imação de primeira ordem em ε são portanto

η = O(ε2); ν =
1

2
+

ε

12
+ O(ε2); γ = 1 +

ε

6
+ O(ε2). (2.71)
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Alguns comentários são relevantes neste ponto.

(i) As funções do grupo de renormalização no cenário da expansão em ε são co-

nhecidas atualmente até a ordem ε5, com a consideração do parâmetro de ordem a

n componentes [14, 59]. Assim, realizando-se o re-somatório das séries perturbativas

e adotando-se ε = 1 (d = 3), obtém-se os valores dos expoentes cŕıticos para difer-

entes valores de n, conduzindo a resultados que estão em concordância com os dados

experimentais para diferentes sistemas, a saber: a transição ĺıquido-gás no Xe, Co2 e

outros fluidos; a transição ĺıquido-ĺıquido em misturas de fluidos binários; a transição

superfluida no hélio-4; a transição ferromagnética nos EuO e Ni e antiferromagnética

no RbMnF3, e assim por diante [14].

(ii) No contexto da regularização dimensional, a subtração minimal em prinćıpio

é confiável para ε << 1. Entretanto, em situações nas quais d não é próximo de

4 o modelo produz resultados satisfatórios, mesmo com a convergência fraca da série.

Contudo, expansão a valores maiores de ε pode ser tratada por métodos de re-somatório

de séries, como por exemplo o somátorio de Borel [59].

(iii) Outra expansão perturbativa que pode ser utilizada alternativamente consiste

na abordagem de dimensão fixa, onde considera-se as funções do grupo de renormal-

ização diretamente com dimensão 3. Neste caso, por outro lado, arca-se a falta de um

parâmetro controlador da expansão. Métodos de re-somatório de série também são

importantes neste procedimento [17].

(iv) A existência de um ponto fixo estável no infravermelho evidencia ocorrência de

uma transição de segunda ordem. De fato, nestas situações, observa-se a divergência do

comprimento de correlação no ponto cŕıtico. Isto, porém, não acontece nas transições

de primeira ordem, em que ξ é finito a T = Tc. Desta maneira, a ausência do ponto

mencionado é interpretada como uma indicação de uma transição de fase de primeira

ordem [16].

(v) Os pontos fixos estáveis ultravioleta são de interesse na f́ısica das altas energias.

De acordo com a eq.(2.63), a constante g(s) tende a zero quando s tende a infinito,

gerando uma teoria assintoticamente livre [68,69].
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Caṕıtulo 3

As condições de fronteira no

modelo de Ginzburg-Landau

Neste caṕıtulo discute-se o comportamento cŕıtico do modelo de Ginzburg-Landau com

correção de primeira ordem à aproximação de Landau, levando-se em consideração as

condições de fronteira engendradas pela compactificação das dimensões [54]. Assim,

na seção 3.1 analisa-se o modelo confinado. Em seguida, na seção 3.2, exibe-se o

método de regularização via funções zeta de Epstein multidimensionais. Considera-se

então, na seção 3.3, o modelo nos casos particulares de uma, duas ou três dimensões

compactificadas, analisa-se a dependência do comportamento cŕıtico. Encerra-se, na

seção 3.4, discutindo-se os resultados obtidos.

3.1 O efeito da compactificação

A relevância dos modelos com campos confinados dispensa apologias. De fato, o efeito

Casimir e a transição supercondutora em amostras de diferentes dimensões são alguns

dos exemplos proeminentes, onde o confinamento é governado por condições de con-

torno apropriadas. Cenários deste tipo exibem, entre outras caracteŕısticas, a quebra

da invariância de translação em uma ou mais direções espaciais.

Um método de tratar certas propriedades destes sistemas constitui-se em uma ex-

tensão do formalismo de Matsubara [42]. Originalmente proposto no contexto de teorias

23



de campo em temperatura finita [70, 71], este método, quando estendido adequada-

mente, converte-se em uma ferramenta útil no tratamento dos efeitos do confinamento

nos modelos estudados nesta tese.

Considere-se o sistema definido pelo hamiltoniano (2.4), com a integração espacial

definida na região R = <d−m ×M, sendo M um subespaço de E com m dimensões

constrúıdo do produto cartesiano dos intervalos [0, Li]; i = 1, ...m. Sendo assim, um

vetor de R é denotado por

x = (z,y) = (z1, ..., zm,y), (3.1)

onde y é um vetor com (d − m) componentes. Assim, o momento correspondente é

dado por

p = (k1, ..., km,q), (3.2)

onde q tem o mesmo número de componentes que y. A função de partição é escrita

então como

Z =

∫
Dφ exp

[∫ L

0

dmz

∫
dd−my (−HGL(φ(z,y),∇φ(z,y)) + J(z,y)φ(z,y))

]
,

(3.3)

sendo L = (L1, ..., Lm). Neste ponto, supõe-se então que o parâmetro de ordem obedece

às condições tipo Dirichlet-Dirichlet generalizadas, ou seja

ϕ(z,y)|z=0 = ϕ (z,y)|z=L . (3.4)

No presente contexto, ϕ não é escrito em termos de uma base de ondas planas.

Nota-se imediatamente que na teoria quântica de campos esta caracteŕıstica induz a

uma modificação nas regras de Feynman, visto que as integrações correspondentes a

cada processo são agora limitadas ao espaço compactificado. Levando-se em conta isto,

introduz-se a seguinte prescrição de compactifição no espaço dos momentos,

ki → 2niπ

Li

; i = 1, 2, ..., m,

∫
ddp

(2π)d
f(p) → 1

L1 . . . Lm

+∞∑

{ni}=−∞

∫
dd−mq

(2π)d−m
f({ki},q), (3.5)

onde {ai} = a1, . . . , am.
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A fórmula anterior pode ser interpretada como uma prescrição de Matsubara gener-

alizada. Note-se a manutenção da invariância translacional ao longo das outras direções

não-compactificadas [38]. Por exemplo, adotando-se m = 1 descreve-se o sistema con-

finado entre dois planos paralelos e infinitos separados por uma distância L.

No caso mais geral de m assumindo valores arbitrários, representa-se ϕ através da

expansão mista de séries e integrais

ϕ(z,y) =
+∞∑

{ni}=−∞
c{ni}

∫
dd−mq

(2π)d−m
e−i(

∑
i kizi+q·y)ϕ̃l({ki},q). (3.6)

O coeficiente c{ni} refere-se à representação das séries de Fourier sobre as direções z.

3.2 O método da regularização zeta

Afim de tratar as modificações engendradas pelo confinamento no modelo de Ginzburg-

Landau, considere-se como ponto de partida a aproximação de primeira ordem no

parâmetro u0, que permite reescrever a contribuição de primeira ordem ao potencial

termodinâmico efetivo em (2.29) como

Γ1(ϕ0) =
∞∑

s=1

(−1)s+1

2s

[
uϕ2

0

2

]s ∫
ddk

(2π)d

1

(k2 + r0)s
. (3.7)

Nesta última, supondo-se que o parâmetro u0 é finito, realizou-se a substituição de u0

por u.

Com o intuito de trabalhar com quantidades adimensionais, define-se os parâmetros

c2 =
r0

(2πµ)2
, bi =

1

Liµ
, g =

u

4π2µ4−d
, φ2

0 =
ϕ2

0

µd−2
, (3.8)

onde µ é uma escala arbitrária. Desta maneira, escrevendo-se a expressão (3.7) em

termos dos parâmetros definidos acima, e realizando-se em seguida a substituição (3.5),

obtém-se

Γ1(φ0, {bi}) =

µd b1 . . . bm

∑∞
s=1

(−1)s

2s

[
gφ2

0

2

]s ∑+∞
{ni}=−∞

∫
dd−mq′

(b21n2
1+...+b2mn2

m+c2+q′2)s , (3.9)
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onde q′ = q/2πµ. Dependendo dos valores de d e m, a escolha da condição de fronteira

tipo Dirichlet-Dirichlet pode acarretar para c = 0 divergências no infravermelho. Evi-

dentemente, estes desenvolvimentos estão em conformidade com o critério de Ginzburg.

Com o uso da fórmula de regularização dimensional [59], a integral sobre as di-

mensões não-compactificadas produz

Γ1(φ0, {bi}) = µd b1 . . . bd

∞∑
s=1

f(d,m, s)

[
gφ2

0

2

]s

Ac2

m

(
s− d−m

2
; {bi}

)
, (3.10)

onde usou-se as definições

f(d,m, s) = π(d−m)/2 (−1)s+1

2sΓ(s)
Γ(s− d−m

2
) (3.11)

e

Ac2

m(ν; {bi}) =
+∞∑

{ni}=−∞
(b2

1n
2
1 + . . . + b2

mn2
m + c2)−ν . (3.12)

Ac2

m(ν; {bi}) é a função zeta de Epstein-Hurwitz [40], bem definida para Re(ν) >

m/2. Note-se que no presente caso Re(s) > (d − 2)/2. O objetivo de escrever esta

função em uma forma mais conveniente conduz ao uso dos procedimentos descritos

em [38,40]. A metodologia empregada nesta situação está resumida no apêndice A.

Deste modo, considerando-se ν = s − (d − m)/2 na eq.(A.10), e em seguida

realizando-se a substituição em (3.11), obtém-se a correção de primeira ordem ao po-

tencial termodâmico efetivo em d dimensões, com m compactificadas, na forma

Γ1(ϕ0, {Li}) =

∑∞
s=1

[
gφ2

0

2

]s

h(d, s)

[
2s− d

2
−2Γ(s− d

2
)r

d−2s
2

0 +
∑m

i=1

∑∞
ni=1

( √
r0

Lini

) d
2
−s

K d
2
−s

(√
r0Lini

)

+2
∑m

i<j=1

∑∞
ni,nj=1

( √
r0√

L2
i n2

i +L2
jn2

j

) d
2
−s

K d
2
−s

(√
r0

(
L2

i n
2
i + L2

jn
2
j

))
+ . . .

+2m−1
∑∞

{ni}=1

( √
r0√

L2
1n2

1+···+L2
mn2

m

) d
2
−s

K d
2
−s

(√
r0 (L2

1n
2
1 . . . + L2

mn2
m)

)]
, (3.13)

onde

h(d, s) =
1

2d/2+s−1πd/2

(−1)s+1

sΓ(s)
. (3.14)
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De acordo com a seção 2.3.2, a equação de gap neste caso é obtida realizando-se a

substituição da eq.(3.14) na parte da contribuição de primeira ordem em (2.34). Sendo

assim, o resultado obtido é

r(Li) = r0 + u
(2π)d/2

[∑m
i=1

∑∞
ni=1

( √
r

Lini

) d
2
−1

K d
2
−1 (

√
rLini)

+ 2
∑m

i<j=1

∑∞
ni,nj=1

( √
r√

L2
i n2

i +L2
jn2

j

) d
2
−1

K d
2
−1

(√
r
(
L2

i n
2
i + L2

jn
2
j

))
+ . . .

+ 2m−1
∑∞

{ni}=1

( √
r√

L2
1n2

1+...+L2
mn2

m

) d
2
−1

K d
2
−1

(√
r (L2

1n
2
1 + . . . + L2

dn
2
d)

)]
. (3.15)

Note-se que na eq.(3.15) anterior, a parcela 2−
d
2
−1Γ(1− d

2
)r(d−2)/2 presente inicial-

mente em (3.13) foi elimidada, pois para d ≥ 3 o fator rd−2 anula-se na criticalidade.

Os casos particulares correspondentes a m = 1, m = 2 e m = 3, com d = 3,

sugerem que o modelo é capaz de descrever o comportamento cŕıtico de sistemas na

forma de filmes, fios ou cubos. Constata-se ainda a relação r = r(Li), o que gera

uma equação tipo Dyson-Schwinger, que em geral não é solúvel por meios algébricos

ordinários. Contudo, como se mostrará na próxima seção, o problema pode ser abor-

dado na vizinhança da criticalidade sem maiores dificuldades, permitindo a obtenção

da dependência expĺıcita da temperatura cŕıtica nas condições de fronteira.

3.3 O comportamento cŕıtico em filmes, fios e cubos

3.3.1 Filmes

Neste ponto analisa-se o caso mais simples da compactificação, que consiste no confi-

namento em uma dimensão espacial do espaço tridimensional. Como já foi discutido

anteriormente, esta situação modela o sistema limitado por dois planos paralelos sep-

arados por uma distância L1 = L. Assim, fixando-se m = 1 na eq.(3.15), obtém-se

r(L) = r0(L) +
u

(2π)d/2

∞∑
n=1

(√
r

nL

) d
2
−1

K d
2
−1(nL

√
r) , (3.16)

Considerando-se o sistema na vizinhança da criticalidade, com r ≈ 0 e L finito mas
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suficientemente pequeno, pode-se utilizar a fórmula das funções de Bessel

Kν(z) ≈ 1

2
Γ(|ν|)

(z

2

)−|ν|
(z ≈ 0) . (3.17)

Escrevendo-se r(L) para d > 3 como

r(L) ≈ r0(L) +
u

4πd/2Ld−2
Γ

(
d

2
− 1

)
ζ(d− 2) (3.18)

onde ζ(d− 2) é a função zeta de Riemann, definida para Re{d− 2} > 1 como

ζ(d− 2) =
∞∑

n=1

1

nd−2
. (3.19)

Note-se que escolhendo-se d = 4, r(L) = 0 e trocando-se L por β na eq.(3.18),

obtém-se uma expressão formalmente idêntica à equação cŕıtica de altas temperaturas

derivada em [72] no contexto da teoria quântica de campos a temperatura finita.

A fim de prover significado f́ısico a eq.(3.18) com d = 3, realiza-se o procedimento

de regularização considerando-se a extensão anaĺıtica da função zeta, que satisfaz a

seguinte fórmula de reflexão,

ζ(z) =
1

Γ(z/2)
Γ(

1− z

2
)πz− 1

2 ζ(1− z) , (3.20)

permitindo escrever

lim
z→1

[
ζ(z)− 1

z − 1

]
= γ , (3.21)

onde γ ≈ 0.5772 é a constante de Euler-Mascheroni. Assim, pode-se definir um

parâmetro finito para d ≈ 3, eliminando-se o pólo neste ponto,

r̄(L) ≈ r(L)− 1

(d− 3)

u

4πL
, (3.22)

Neste caso, usando-se a eq.(3.18) em (3.22) e realizando-se o limite d tendendo a 3,

obtém-se a expressão para r̄(L) válida na vizinhança da criticalidade

r̄(L) ≈ α (T − Tc(L)) , (3.23)

onde a temperatura de transição Tc(L) é dada por

Tc(L) = Tc0 − C1
u

αL
, (3.24)
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sendo que a constante C1 é 1

C1 =
6γ

π
≈ 0.046 . (3.25)

Portanto, a temperatura cŕıtica de uma amostra na forma de filme depende de Tc0, que

é a temperatura cŕıtica de um sistema sem levar em conta as fronteiras.

3.3.2 Fios e cubos

Analisando-se então o caso m = 2, escreve-se a eq.(3.15) como

r(L1, L2) = r0(L1, L2)

+ u
(2π)d/2

[∑∞
n=1(

√
r

nL1
)

d
2
−1K d

2
−1(nL1

√
r) +

∑∞
n=1(

m
nL2

)
d
2
−1K d

2
−1(nL2

√
r)

+ 2
∑∞

n1,n2=1(
√

r√
L2

1n2
1+L2

2n2
2

)
d
2
−1KD

2
−1

(√
r (L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2)

)]
. (3.26)

Limitando-se à vizinhança do ponto cŕıtico, ou seja tomando-se r ≈ 0, e com ambos

L1 e L2 finitos e suficientemente pequenos, e usando-se a eq.(3.17), pode-se permite

reescrever (3.26) na forma

r(L1, L2) ≈ r0(L1, L2)

+ u
24πd/2 Γ

(
d
2
− 1

) [(
1

Ld−2
1

+ 1

Ld−2
2

)
ζ(d− 2) + 2E2

(
d−2
2

; L1, L2

)]
, (3.27)

onde E2

(
d−2
2

; L1, L2

)
é a função zeta de Epstein generalizada, definida como

E2

(
d− 2

2
; L1, L2

)
=

∞∑
n1, n2=1

[
L2

1n
2
1 + L2

2n
2
2

]−( d−2
2 )

, (3.28)

para Re{d} > 3.

Assim, levando-se em conta os desenvolvimentos do apêndice B, no caso d = 3

obtém-se o parâmetro r dependente das condições de fronteira na forma

r(L1, L2) ≈ α (T − Tc(L1, L2)) , (3.29)

onde a temperatura cŕıtica é dada por

Tc(L1, L2) = T0 − 3uγ

16πα

(
1

L1

+
1

L2

)
− u

4πα
W2(

d− 3

2
= 0; L1, L2) , (3.30)

1Observe-se a diferença entre o valor encontrado de C1 na eq.(3.25) e na ref. [54].
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sendo utilizada a definição

W2(
d− 3

2
= 0; L1, L2) =

∞∑
n1,n2=1

{
1

L1

K0

(
2π

L2

L1

n1n2

)
+

1

L2

K0

(
2π

L1

L2

n1n2

)}
.

(3.31)

O objeto W2

(
d−3
2

= 0; L1, L2

)
contém somatórios duplos e é mal definido nos limites

de Li tendendo a ∞. Restringindo-se a partir deste ponto ao estudo das situações

L1 = L2, modelando fios com seção transversal quadrada, L1 = L2 = L =
√

A,

escreve-se a eq.(3.30) como

Tc(A) = T0 − C2
u

α
√

A
, (3.32)

onde a constante C2 tem o valor

C2 =
3γ

8π
+

1

2π

∞∑
n1,n2=1

K0(2πn1n2) ≈ 0.069 . (3.33)

Obtém-se então a temperatura cŕıtica de um sistema na forma de um fio quadrado,

verificando-se que esta grandeza decresce com a redução de
√

A.

O caso de três dimensões compactificadas corresponde a uma caixa com arestas

L1, L2, L3. Tomando-se m = 3 nas eqs.(3.15) e usando-se (3.17) obtém-se, para

L1, L2, L3 suficientemente pequenos e r ≈ 0, a expressão

r(L1, L2, L3) ≈

r2
0(L1, L2, L3) + u

4πd/2 Γ
(

d−2
2

) [∑3
i=1

ζ(d−2)

Ld−2
i

+ 2
∑3

i<j=1 E2

(
d−2
2

; Li, Lj

)
+ 4E3

(
d−2
2

; L1, L2, L3

)]
(3.34)

onde E3(ν; L1, L2, L3) =
∑∞

n1,n2,n3=1 [L2
1n

2
1 + L2

2n
2
2 + L2

3n
2
3]
− ν

.

As funções E2 são introduzidas na eq.(B.5).

Levando-se em conta os resultados expostos no apêndice B, o parâmetro r(L1, L2, L3)

para d = 3 fica dado então por

r(L1, L2, L3) ≈ α (T − Tc(L1, L2, L3)) , (3.35)

sendo a temperatura cŕıtica Tc(L1, L2, L3) definida como

Tc = Tc0 − u
4π

[
8
3
W3(0; L1, L2, L3) + γ

2

∑3
i=1

1
Li

+ 4
3

∑3
i<j=1 W2(0; Li, Lj)

+ π
18

∑3
i,j,k=1

(1+εijk)

2
Li

LjLk
+ 2

√
π

3

∑3
i,j,k=1

(1+εijk)

2
1
Li

W2

(−1
2
; Lj, Lk

)]
.(3.36)
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Restringindo-se então à situação na qual L1 = L2 = L3 = L, obtém-se a temper-

atura cŕıtica como

Tc(V ) = T0 − C3
u

αV 1/3
, (3.37)

onde a constante C3 tem valor

C3 = 1
24

+ 3γ
8π

+ 1
2π

∑∞
n1,n2=1

e−2πn1n2

n1

+ 2
π

∑∞
n1,n2=1 K0(2πn1n2) + 2

π

∑∞
n1,n2,n3=1 K0

(
2πn1

√
n2

2 + n2
3

)
≈ 0.115 . (3.38)

Conclui-se então que a temperatura cŕıtica de um sistema na forma de uma caixa cúbica

diminui com o decréscimo do volume.

3.4 Discussão

Em todos os casos estudados, a temperatura cŕıtica corrigida depende linearmente do

inverso do comprimento L, caracteŕıstico com configuração geométrica dada. De fato,

Tc(L) = Tc0 − Cmu

αL
, (3.39)

onde Cm é uma constante igual a 0.046 para um filme, 0.069 para um fio e 0.115 para

um cubo.

Do ponto de vista fenomenológico, os resultados concordam qualitativamente com

os dados experimentais [21,22,24–27,30,31]. Em particular, sistemas supercondutores

exibem na escala de filmes finos, com espessuras inferiores a 1 µm o comportamento

previsto pela expressão de Tc(L). Resultados similares foram obtidos em experimentos

recentes no caso de fios com seções quadradas em escalas maiores de nm2 [32, 33].

Situações semelhantes foram também verificadas para grãos supercondutores próximos

da nano-escala [34–36].

Analisando-se a fig.3.1 percebe-se que há a predição do valor mı́nimo de L para

a existência da supercondutividade em cada configuração geométrica. Recentemente,

houve a confirmação experimental deste efeito para grãos supercondutores feitos de

chumbo [37], com diâmetro de 6 nm, obtendo-se neste caso um valor mı́nimo de L

que é o maior dentre os três estudados. Assim, os valores das dimensões lineares
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Figura 3.1: Gráfico da temperatura cŕıtica Tc(L) em função do comprimento L car-

acteŕıstico. A linha sólida representa m = 1, a linha pontilhada o caso m = 2 e a

linha com ćırculos é m = 3. Supõe-se Tc0 = 1, αTc0 = 1ξ0,, onde ξ0 é uma escala de

comprimento arbitrário, x = ξ0
L

e u = 1.

das outras duas situações ficam abaixo da escala nanométrica, assumindo magnitudes

comparáveis ao raio atômico, acarretando em dificuldades na observação da supressão

da supercondutividade em filmes e fios [21,22,24–27,30–33].

Por outro lado, do ponto de vista microscópico, segundo modelos baseados na teoria

de Bardeen, Cooper e Schrieffer [34], a presença de fronteiras modifica as correlações

caracteŕısticas do sistema com respeito às suas propriedades na ausência da compact-

ificação espacial. Tais modificações aparecem quando o espaçamento médio entre os

ńıveis de energia de part́ıcula única, definido por d̃ = 1
N(EF )V

, onde N(EF ) é a densi-

dade de estados na superf́ıcie de Fermi, torna-se comparável à escala de energia que

caracteriza as correlações em sistemas em sua forma sem fronteiras, tal como a energia

de gap ∆̃.

Assim, a supercondutividade deixa de ser posśıvel quando d̃ > ∆̃, pois correlações de
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emparelhamento dos elétrons manifestam-se apenas como flutuações fracas. Percebe-se

então que d̃ deve ter um valor não-despreźıvel no caso dos grãos pequenos, predizendo

portanto o tamanho mı́nimo para a existência de supercondutividade em materiais

granulares, como acontece nos resultados aqui obtidos.

Dentre os vários efeitos contemplados, ressalta-se a localização dos estados eletrônicos

em função das dimensões reduzidas da amostra em relação ao comprimento t́ıpico da re-

pulsão coulombiana. Isto impossibilita a formação dos pares de Cooper, enfraquecendo

a fase supercondutora. Um outro fenômeno é a chamada proximidade, que consiste

nas ocupação de ńıveis livres no substrato em que a amostra é depositada por elétrons

desta última. Em vista destes fatos, o modelo aqui apresentado sugere que estes efeitos

são levados em conta de uma maneira efetiva, pois a dependência nas condições de

fronteira aparece da natureza topológica do sistema.

Sendo assim, uma análise detalhada do termo responsável pela dependência nas

condições de fronteira é requerida para obter-se uma estimativa quantitativa dos efeitos

apresentados. Neste contexto, um fato também relevante a considerar é, por exemplo,

a presença das flutuações magnéticas, que constitui o tema do próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

As flutuações magnéticas e o campo

magnético externo no modelo de

Ginzburg-Landau com uma

dimensão compactificada

As linhas deste caṕıtulo são consagradas ao estudo dos efeitos das flutuações e campos

externos magnéticos no modelo de Ginzburg-Landau com uma dimensão compactifi-

cada.

Assim, na seção 4.1 analisa-se o modelo confinado entre dois planos, sendo o

parâmetro de ordem acoplado ao campo de flutuações magnéticas [55]. Na seção 4.2, a

teoria de Halperin-Lubensky-Ma das transições de primeira ordem em supercondutores

do tipo I é revisitada sob este ponto de vista [56]. Por fim, na seção 4.3 discute-se a su-

percondutividade do tipo II via o modelo de Ginzburg-Landau no limite de N grande,

considerando-se os efeitos da presença de um campo magnético externo uniforme e

independente do tempo [57].
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4.1 As flutuações magnéticas e o potencial efetivo

gaussiano

O estudo das transições de fase carregadas coloca a necessidade de considerar a presença

das flutuações do campo magnético no material, conduzindo à introdução de uma

constante de acoplamento efetiva da interação entre o parâmetro de ordem e o potencial

vetorial do campo elettromagnético definido na amostra [16].

Sendo assim, considera-se como ponto de partida o modelo discutido no caṕıtulo

3, considerando-se o caso particular de uma dimensão compactificada, sendo o poten-

cial termodinâmico efetivo, introduzido usando-se o método variacional baseado no

potencial efetivo gaussiano [55,73–80].

4.1.1 O potencial termodinâmico efetivo gaussiano

O modelo de Ginzburg-Landau no espaço euclideano em d dimensões acoplado às flu-

tuações magnéticas, pode ser introduzido em estreita analogia com o modelo da teoria

quântica de campos denominado eletrodinâmica escalar, ou o modelo de Higgs abeliano

[81,82]. De fato, a densidade de hamiltoniano do modelo é escrita na forma [1,80]

H′ =
1

4
FµνF

µν +
1

2
|(∂µ − ieAµ)Ψ|2 +

1

2
r0|Ψ|2 + u(|Ψ|2)2, (4.1)

onde Ψ é o parâmetro de ordem, que supõe-se complexo. Em adição, as componentes

do campo magnético,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ; µ, ν = 1, ..., d, (4.2)

são relacionadas ao potencial vetorial em d dimensões por

1

4
FµνF

µν =
1

2
|∇ ×A|2. (4.3)

Note-se que o potencial vetorial é independente do tempo.

Com o objetivo de obter somente graus de liberdade f́ısicos, escreve-se o parâmetro

de ordem Ψ em termos de dois campos reais φ e θ, de tal forma que

Ψ = φeiθ, (4.4)
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supondo-se ainda que as transformações de calibre são definidas por

A → A− 1/e∇θ. (4.5)

A adoção do calibre de unitariedade transverso [80] acarreta a existência de uma com-

ponente longitudinal, AL, proporcional a ∇θ. Em função desta últimas definições, a

parte real e imaginária do parâmetro de ordem são consideradas como campos indepen-

dentes, escritos em função de Ψ e Ψ∗ ou de φ e θ. Sendo assim, a integração funcional

na função de partição é realizada sobre φ, AT e AL. Realizando-se a integração sobre

a componente longitudinal do potencial vetorial obtém-se

Z[J ] =

∫
Dφ DAT exp

[
−

∫
ddxH +

∫
ddx Jφ

]
, (4.6)

onde

H =
1

2
(∇φ)2 +

1

2
r0φ

2 + uφ4 +
1

2
(∇×A)2 +

1

2ε
(∇ ·A)2 +

1

2
e2φ2A2. (4.7)

Observe-se que foi introduzido um parâmetro fixador do calibre ε, que será anulado ao

final dos cálculos. No que segue, usa-se A para designar o potencial vetorial transverso.

O cálculo do potencial termodinâmico efetivo gaussiano está explicitado no apêndice

C. Seguindo-se os procedimentos lá expostos, identifica-se a equação de gap na forma

(C.22),

r = r0 + 12uId
0 (
√

r) + 2e2Id
0

(√
e2Id

0 (
√

r)

)
, (4.8)

onde a função Id
0 designa

Id
0 (M) =

∫
ddk

(2π)d

1

k2 + M2
. (4.9)

Os termos de r que são dependentes em u e e2 são interpretados como as correções

à aproximação de ordem zero, devidas às contribuições tanto do auto-acoplamento do

parâmetro de ordem quanto do acoplamento entre este e o campo magnético.

4.1.2 A compactificação e o comportamento cŕıtico

Considere-se agora os efeitos das condições de fronteira no modelo apresentado na seção

anterior. Assim, através da prescrição (3.5), a eq.(4.9) torna-se

Id
0 (M) =

1

4π2L

+∞∑
n=−∞

∫
dd−1q

q2 + b2n2 + c2
, (4.10)
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onde qi = ki/2π, b = 1/L e c2 = M2/4π2.

Deste modo, a eq.(4.10) pode ser tratada seguindo o procedimento descrito pelas

eqs.(3.7)-(3.14), considerando-se em particular a eq.(3.13) com m = 1

Id
0 (M) = 2−

d
2 π1− d

2

[
21− d

2 Γ

(
1− d

2

)
M−2+d + 2

∞∑
n=1

(
M

nL

)−1+ d
2

K−1+ d
2
(MLn)

]
,

(4.11)

Assim, tomando-se M =
√

r e restringindo-se à vizinhança do ponto cŕıtico, definida

por r ≈ 0, a fórmula (3.17) permite escrever (4.11) na forma

Id
0 (
√

r ≈ 0) ≈ π1− d
2

2
Γ

(
1− d

2

)
1

Ld−2
ζ(d− 2), (4.12)

onde ζ(d − 2) é dada em (3.19). Considerando-se no caso em discussão d . 3, a

continuação anaĺıtica da dimensão no argumento da função zeta conduz à expressão

Id
0 (
√

r ≈ 0) ≈ 1

2
√

π

1

L
ζ(d− 2). (4.13)

A integral Id
0

(
∆0

)
que aparece na eq.(4.8) deve ser analisada cuidadosamente. Para

uma dimensão d ∼ 3, tem-se

Id
0 (∆0) ≈ 2−

3
2 π−

1
2

[
2−

1
2 Γ

(
−1

2

)
∆0 + 2

∞∑
n=1

(
∆0

nL

) 1
2

K 1
2
(∆0Ln)

]
. (4.14)

Calculando-se o somatório na equação acima, ou seja

∞∑
n=1

(
∆0

nL

) 1
2

K 1
2
(∆0Ln) = −

√
π

2

1

L
ln

(
1− e−∆0L

)
. (4.15)

Assim, tendo-se em conta que ∆0 =
√

e2Id
0 (
√

r) a eq.(4.14) torna-se

Id
0

(√
e2Id

0 (
√

r)

)
≈ 1

2
√

π

[
1√
2
Γ

(
−1

2

) √
e2Id

0 (
√

r)−
√

2π
1

L
ln

(
1− e−

√
e2Id

0 (r)L
)]

.

(4.16)

Note-se que no limite r ≈ 0, a função Id
0 (
√

m), dada em (4.13), diverge para d = 3,

anulando a contribuição do último termo da expressão anterior. Com isso, a eq.(4.16)

torna-se, em d ∼ 3,

Id
0

(√
e2Id

0 (r ≈ 0)

)
≈ e

2π1/4
√

2

1

L
1
2

ζ
1
2 (d− 2). (4.17)
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Deste modo, a equação de gap (4.8) na vizinhança da criticalidade adquire a forma

r ≈ r0 +
24√
π

u
1

L
ζ(d− 2)− 1

π1/4
√

2
e3 1

L
1
2

ζ
1
2 (d− 2). (4.18)

A equação cŕıtica correspondente, definida por r = 0, é mal-definida em d = 3. Esta

dificuldade pode ser contornada introduzindo-se um novo parâmetro r̃, através do uso

do resultado contido na eq.(3.21). Sendo assim, tem-se

r̃ = r − 24u√
πL(d− 3)

+
e3

2π1/4
√

2L

∞∑
p=1

Cp
1
2

γ
1
2
−p (−1)p

(d− 3)p
, (4.19)

onde os Cp
1
2

’s são os coeficientes da expansão binomial para uma potência fracionária.

Assim, substituindo-se a eq.(4.19) em (4.18) e usando-se a fórmula binomial para ex-

pandir ζ1/2(d− 2) ≈ [γ − (1/(d− 3))]1/2, obtém-se para d = 3 a seguinte expressão

r̃ ≈ r0 +
24γu√

π

1

L
− e3

π1/4
√

2

γ
1
2

L
1
2

. (4.20)

Portanto, o comportamento cŕıtico do sistema é governado por r̃. Tomando-se r0 =

a(T/Tc0 − 1), com a > 0 e r = 0 tem-se a equação cŕıtica,

Tc(L) =
Tc0

a

[
a− 48u

π1/2

γ

2L
+

e3

π1/4

√
γ

2L

]
. (4.21)

Esta é a equação que descreve o comportamento da temperatura cŕıtica de sistemas

como um filme supercondutor em função da sua espessura L considerando as flu-

tuações magnéticas. Claramente há duas contribuições separadas na equação cŕıtica.

A primeira provém da contribuição em primeira ordem em u, e a outra do acoplamento

entre o parâmetro de ordem e o campo magnético.

4.1.3 Comparação com os resultados experimentais e discussão

O comportamento da temperatura cŕıtica dada pela eq.(4.21) concorda qualitativa-

mente com as observações experimentais em filmes supercondutores do tipo I, como

por exemplo em amostras baseadas em nióbio [22, 25, 27, 30], chumbo [21], ligas W-

Re [24], Mo-Ge [26] e MgB epitaxiais 2 [31].

Entretanto, esforços no sentido de comparar de modo mais concreto os resultados

até aqui obtidos são ainda necessários. Neste sentido, começando-se com a análise di-

mensional, note-se que foram adotadas as unidades naturais, comums à teoria quântica
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de campos, onde os parâmetros u e e2 têm dimensão de massa, e a dimensão de massa

ao quadrado. Deste modo, c = ~ = kB = 1. Logo, há a necessidade de relacionar este

caso ao sistema de unidades SI, o que é feito a contento em [1]. Neste contexto, há um

fator 1/kBTc0 no expoente da eq.(4.6), e os campos devem ser substitúıdos por

φ → φnew =
√

ξ0/kBT0φ, A → Anew =
√

ξ0/kBTc0A, (4.22)

e as coordenadas x por xnew = x/ξ0, onde ξ0 = 0.18~vF /kBTc0 é o comprimento de

coerência intŕınseco de um dado material, com vF sendo a velocidade de Fermi. Con-

sequentemente, a, u e e tornam-se adimensionais, de tal maneira que estes parâmetros

ficam relacionados às quantidades caracteŕısticas do material por [1]

a = 1, u =
3ξ0kBTc0

N(EF )~2v2
F ξ2

0

≈ 111.08

(
Tc0

TF

)2

, e =
2ē

~c
√

kBTc0ξ0 ≈ 2.59

√
αvF

c
, (4.23)

onde TF é a temperatura de Fermi, α a constante de esrutura fina, N(EF ) a densidade

de estados na superf́ıcie de Fermi, e ē a carga de um elétron. Neste sentido, a espessura

L em (4.21) deve ser reescrita como Lnew = L/ξ0. Assim, a substituição de (4.23) em

(4.21) produz a temperatura cŕıtica em termos diretamente relacionados às quantidades

caracteŕısticas de uma dada amostra.

No entanto, constata-se que até agora foi suposto que o material em estudo é ideal,

isto é, não contém impurezas em sua constituição. Em um caso mais concreto, as

amostras possuem impurezas, o que gera a reconsideração do comprimento de coerência

e das constantes de acoplamento, do modo

ξ0 → r1/2ξ0, u → 2r−3/2u, e → r1/4e, (4.24)

onde r ∼ 0.18C−1, com C = ξ0/l̃, sendo l̃ o caminho livre médio do elétron [1]. A

expressão para r é válida no limite de ξ0 maior que l̃. Supõe-se que a presença de

impurezas não afeta o caráter usual da transição da fase normal à supercondutora.

Desta maneira, a eq.(4.21) é reescrita como

Tc = Tc0

[
1− 9646.2Cξ0t

2
0F

L
+

7.87× 10−4 (ξ0v
3
Fc)

1
2

C
√

L

]
, (4.25)

onde t0F = Tc0/TF e vFc = vF /c.
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Considerando-se um caso concreto de material supercondutor, toma-se uma amostra

feita de nióbio, o qual é caracterizado pelas quantidades vF = 1.37 × 106 m/s, Tc0 =

9.3 oK e TF = 6.18 × 104 oK. Supondo-se C ∼ 100, o segundo coeficiente entre os

colchetes na eq.(4.25) tem magnitude 104 maior que o terceiro coeficiente, e visto que

a espessura varia em um intervalo da ordem ou abaixo de µm, a contribuição das

flutuações de gauge são relativamente pequenas.

A fig.4.1 mostra o gráfico da eq.(4.25) para o nióbio em dois casos: (i) amostras

cujos parâmetros relevantes têm os valores C ∼ 100, Tc0 = 9.3 oK e (ii) amostras com

C ∼ 200 e Tc0 = 8.4oK. Observe-se a concordância entre as curvas constrúıdas a partir

da eq. (4.25) e os resultados experimentais das refs. [25] e [30].

Deve-se notar que a escolha do parâmetro C ∼ 100 concorda com os resultados

de [25], enquanto C ∼ 200 está de acordo com [30]. Neste contexto, a interpretação

de tal diferença é que o segundo exemplo contém mais impurezas que o primeiro por

C ter um valor maior, pois o caminho livre do elétron é menor, o que de fato acontece

em [25] e [30].

Destarte, o panorama aqui discutido apresenta-se como um caminho alternativo

de introduzir fenomenologicamente as correções que levam em conta os efeitos mi-

croscópicos que aparecem em supercondutores do tipo I, como a proximidade, e a

localização, discutidas na seção 3.4.

Finalmente, observa-se que a eq.(4.21) sugere uma espessura mı́nima do filme,

abaixo da qual a transição de fase supercondutora não acontece. Contudo, a exemplo do

que já foi comentado na seção 3.4, nota-se extrapolando os resultados das refs. [21–31]

e de (4.21) que não é provável que tal fenômeno aconteça, pois ele apareceria em escala

da ordem de uma camada de filme muito próxima do limite de quase duas dimensões,

onde a localização e proximidade são provavelmente bem estimuladas, o que foge do

escopo deste trabalho.
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Figura 4.1: Gráfico da temperatura cŕıtica Tc definida pela eq. (4.25), tomando C ∼
100 e Tc0 = 9.3 oK em um caso e C ∼ 200 e Tc0 = 8.4oK na outra situação. Dados

experimentais foram obtidos das refs. [25], representados por quadrados sólidos e [30],

representados por quadrados sem preenchimento.

4.2 As flutuações magnéticas e o efeito Halperin-

Lubensky-Ma

O efeito Halperin-Lubensky-Ma foi sugerido há cerca de três décadas atrás [16], predi-

zendo uma transição de fase supercondutora fracamente de primeira ordem. Este fato

emerge considerando no modelo de Ginzburg-Landau a interação entre as flutuações

magnéticas intŕınsecas e o parâmetro de ordem. Contudo, o intervalo de temperatura

associado ao mencionado efeito é muito pequeno, o que o torna muito dif́ıcil de ser

detectado experimentalmente. En adição, isto tem sido tema de debate nos últimos
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anos no contexto de filmes supercondutores do tipo I, e em particular a refs. [83–85]

sugerem um est́ımulo da transição de primeira ordem em filmes supercondutores em

relação a materiais ideais, sem uma forma definida.

Com o fito de ter um melhor entendimento do efeito Halperin-Lubenky-Ma em

filmes, busca-se nesta seção a descrição deste efeito via a abordagem introduzida no

caṕıtulo anterior, em particular na seção 3.3.1. Deste modo, leva-se em conta as flu-

tuações magnéticas e considera-se o parâmetro de ordem como uniforme, como a aprox-

imação feita no caṕıtulo 2. Também investiga-se a dependência em L das quantidades

termodinâmicas relevantes, bem como discute-se a plausibilidade dos resuldados apre-

sentados.

4.2.1 A energia livre dependente das condições de fronteira

Seja então a densidade de hamiltoniano explicitada na eq.(4.1), com a substituição de

u por λ/8). Seguindo o procedimento, a notação e o sistema de unidades introduzidos

da seção 4.1, chega-se a uma expressão da função de partição Z explicitada na eq.(4.6).

A partir deste ponto, porém, aqui é adotado um caminho dissemelhante ao da seção

4.1. Supõe-se a aproximação na qual o parâmetro de ordem é espacialmente uniforme,

isto é φ (x) ≈ φ = const. . Assim, a realização da integração funcional sobre o campo

de calibre transversal produz a seguinte densidade de energia livre F = F(φ) = W/V ,

F =
1

2
r0φ

2 +
λ

8
φ4 + V (φ), (4.26)

onde

V (φ) =
1

2V
tr ln

{[(−∇2 + e2φ2
)
δµν + ∂µ∂ν

]
δ (x− y)

}
(4.27)

é a contribuição advinda da integração das componentes do campo de calibre.

Para situações nas quais o modelo obedece às condições de fronteira, como é o

caso considerado, e supondo-se que o sistema é submetido a uma transição de fase

de primeira ordem, a eq.(4.27) é tratada seguindo a discussão em [40] , onde o termo

correspondendo a V (φ) em (4.27) deve ser escrito do modo

V (φ, l) = − 1

2l
η′(0; φ, l). (4.28)
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onde o śımbolo primo significa a derivação com respeito ao primeiro argumento em η,

e l representa o comprimento L na sua forma adimensional, l = L/ξ0. A função η está

associada aos autovalores do operador dado pela eq.(4.27) com a compactificação de

uma dimensão,

η(s; φ, l) =
∞∑

n=−∞

∫
dd−1k

(2π)d−1

[(
2πn

l

)2

+ k2 + e2φ2

]−s

. (4.29)

Pode-se efetuar a integração na equação acima com a ajuda da técnica da regularização

dimensional, o que implica em

η(s; c, l) =
(π

l2

) d−1
2 Γ

(
s− d−1

2

)

Γ (s)

(
l

2π

)2s

Ac2

1

(
s− d− 1

2
; w1

)
, (4.30)

onde Ac2

1

(
s− d−1

2
; w1

)
é definida na eq.(3.12), só que neste caso em particular m = 1

e c2 = (eφl/2π)2.

Nota-se que a função η(s; c, l) em (4.30) pode ser estendida analiticamente a todos

os valores de d. Para valores de d ı́mpares, a continuação anaĺıtica de V (φ, l) tem a

seguinte forma [40],

V (c, l) = − 1

2l

(π

l2

)p (−1)p

p!
Z
′ c2

1 (−p; w1) , (4.31)

onde p = d−1
2

. Para pequenos valores de c2, c2 << 1, utiliza-se a expansão binomial

para a função Ac2

1 com o intuito de expandir em potências do parâmetro de ordem φ,

Ac2

1 (q; w1) = c−2q +
∞∑

j=0

(−1)j

j!
T (q, j)Z1 (q + j; w1) c2j, (4.32)

sendo T (q, j) = Γ(q+j)
Γ(q)

, e

Am (ν; {wi}) =
∞∑

{ni}=−∞

′ [w2
1n

2
1 + ... + w2

mn2
m

]−ν
. (4.33)

O primo em (4.33) representa a exclusão do termo {ni} = 0 no somatório. Para m = 1

e w1 = 1, pode-se facilmente inferir que A1 (ν, w1 = 1) é relacionada à função zeta de

Riemann, ζ(ν), por

A1 (ν, w1) = 2ζ(2ν). (4.34)
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Com isso, a derivada de Ac2

1 (q; w1 = 1) em (4.32) com respeito a q produz a seguinte

expressão,

A
′ c2<<1
1 (q; w1 = 1) = −2c−2q ln c + 2

∞∑
j=0

c2j (−1)j

j!

× {T ′(q, j)ζ (2q + 2j) + 2T (q, j)ζ ′ (2q + 2j)} . (4.35)

Leva-se em consideração na expansão em (4.35) somente os termos dependentes

de c2 até a segunda ordem, o que é consistente com com o esṕırito do modelo de

Ginzburg-Landau, pois termos em φ6, φ8,..., são considerados irrelevantes na vizinhança

da transição. Assim, a eq.(4.31) torna-se

V (c, l) ≈ − (−π)p

p!2l2p+1

{−2c2p ln c− 2c2 [ζ(−2p + 2)− 2pζ ′(−2p + 2)]

+ c4 [(−2p + 1)ζ(−2p + 4)− 2p(−p + 1)ζ ′(−2p + 4)]
}

. (4.36)

Portanto, assumindo-se o caso particular d = 3 e escrevendo-se c explicitamente em

termos de φ e l, obtém-se a expressão final para a densidade de energia livre efetiva,

F(φ; l) ≈ 1

2
rφ2 +

u

8
φ4 − vφ2 ln φ, (4.37)

onde

r = r0 + v (1− 2 ln el) , u = λ− e4l

24π
, v =

e2

4πl
. (4.38)

Note-se que a condição de concavidade para a energia livre (4.37) restringe o modelo a

valores de u estritamente positivos. Isto implica, usando a expressão para u em (4.38),

no limite superior para L,

lmax =
24πλ

e4
. (4.39)

É também relevante mencionar que a eq.(4.37) tem a mesma dependência formal no

parâmetro de ordem φ da expressão equivalente em [83]. Ela descreve uma transição

de primeira ordem em sistemas na forma de filme.

4.2.2 O comportamento cŕıtico e discussão

Tendo-se agora como objetivo o entendimento da dependência em l da transição de

fase, pode-se analisar o comportamento do sistema a partir da eq.(4.37). Considerando
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a primeira derivação de F com respeito a φ, tem-se

F ′ = φg, (4.40)

onde a função

g = r − v +
u

2
φ2 − v ln φ. (4.41)

Consequentemente, a equação de estado, F ′ = 0, possui duas soluções: φ ≡ φ0N =

0, a qual descreve a fase normal, e as soluções positivas advindas de g = 0, que

correspondem à fase quebrada, denotadas como φ0B.

Além disso, as soluções produzem mı́nimos em F , sendo estes estáveis se obedecerem

à condição F ′′(φ0) > 0. Assim, já que F ′′ = g′φ + g, vê-se que a fase normal é sempre

estável. De outro modo, na fase supercondutora φ0B > 0 e g′(φ0B) > 0, o que gera

φ0B >
√

2v
u

.

Em adição, pode-se obter um valor particular de φ0B para o qual a energia livre

anula-se. Escrevendo-se F em termos de g, dado pela eq.(4.41), obtém-se para F(φ0B) =

0 o valor

φ0BE = 2

√
v

u
. (4.42)

Observa-se que os valores φ0N e φ0BE implicam em F = 0. Esta situação corresponde

ao ponto de equiĺıbrio da transição, o qual representa o ponto cŕıtico da transição de

primeira ordem.

Deste modo, pode-se obter o valor do coeficiente r no ponto de equiĺıbrio da

transição, F(φ0BE) = 0, dado por

rE = v

(
ln

4v

u
− 1

)
. (4.43)

Com isso, o uso da eq.(4.38) e da dependência de u e v em l(= L/ξ0) implica na

expressão para a temperatura de transição dependente de l,

TE(l) = Tc0

[
1 +

e2

4πl

(
ln

24e4l

24πλ− e4l
− 2

)]
. (4.44)

Uma estimativa quantitativa da eq.(4.44) é obtida rememorando as expressões tridi-

mensionais para as constantes de acoplamento dadas em (4.23). Considera-se como
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exemplo uma amostra de alumı́nio e seus valores caracteŕısticos tabelados,

Tc0 = 1.19oK, TF = 13.6× 104K, vF = 2× 106m/s, ξ0 = 1.6µm. (4.45)

Na fig.4.2 está o gráfico de TE(l) escrito em (4.44) em função de 1/l. Assim, a eq.(4.39)

informa que que este modelo está restrito a filmes de espessura menores que LAl
max =

12.4ξ0 ≈ 18.4 × 10−6. Em adição, em relação ao valor mı́nimo de L para a existência

da supercondutividade, a discussão exposta na seção 3.4 continua válida.

T

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

x

40003000200010000

Figura 4.2: Gráfico da temperatura de transição TE para o alumı́nio em função de

x = 1
l
.

É relevante agora deduzir a expressão para o intervalo de temperatura da transição

de primeira ordem, definida por

(∆T )E =

∣∣∣∣
L(TE)

∆C(TE)

∣∣∣∣ (4.46)
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onde L(TE) é o calor latente em TE e ∆C(TE) é o salto do calor espećıfico. O calor

latente é obtido de

L(TE) = TE [S0N(TE)− S0B(TE)] , (4.47)

onde S0(TE) é a entropia, definida por S = dF/dT , em TE entre as duas fases. O salto

do calor espećıfico provém da expressão

∆C(TE) = TE

(
dS0N(TE)

dT
− dS0B(TE)

dT

)
. (4.48)

Portanto, o uso das eqs.(4.46)-(4.48) produzem o intervalo de temperatura

(∆T )E = Tc0v ≡ Tc0e
2ξ0

4πL
. (4.49)

Uma estimativa numérica pode ser realizada considerando-se o exemplo do alumı́nio,

cuja amostra supõe-se ter L ≈ 6ξ0. Desta maneira,

(∆T )Al
E = 6.1× 10−6K. (4.50)

Assim, este valor é cerca de 3.5 vezes o valor obtido em [16], com o sistema sendo

tridimensional sem levar em conta as fronteiras. Contudo, lembra-se que a quantidade

(∆T ) em [16] é calculada com o salto do calor espećıfico tomado no valor Tc0, o que

força uma diferença de um fator 1/4 de ∆C na temperatura de equiĺıbrio na ausência

de fronteiras, como apontado em [85].

Deste modo, vê-se que a diferença entre os resultados encontrados aqui e aqueles

de [16] aparecem justamente quando analisa-se a expressão da energia livre. Em [16]

existe um termo φ3, o qual difere da nossa expressão obtida na eq.(4.37), que tem

φ2 ln φ.

Portanto, a eq.(4.49) ratifica a idéia de um est́ımulo no intervalo de temperatura da

transição para filmes, como é mencionado em [83]. Este fato possibilita em prinćıpio

maior probabilidade de uma transição de primeira ordem em filmes finos que em ma-

teriais sem fronteiras. Todavia, ressalta-se que o est́ımulo no valor de (∆T ) aqui en-

contrado sugere ser bem mais discreto que aquele apontado em [83], o qual para uma

amostra de L ≈ 10ξ0 foi quase mil vezes o valor encontrado aqui. Um dos motivos é

porque aqui a obtenção de V foi via a integração na eq.(4.29) e realizada diretamente
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em duas dimensões, levando-se em conta somente o valor de todos os modos posśıveis

no somatório.

4.3 A presença do campo magnético externo com

o modelo de Ginzburg-Landau compactificado

no limite n grande

Supõe-se uma boa aproximação desprezar as flutuações magnéticas no modelo de

Ginzburg-Landau quando pensa-se em supercondutores do tipo II no limite extremo,

isto é, sistemas na presença de um campo magnético externo de alta magnitude. Este

tema tem sido investigado por vários autores, com o mencionado modelo tanto na sua

versão a uma componente quanto na de n componentes. Um panorama a respeito do

estado atual deste tema pode ser visto por exemplo nas refs. [4–12]. Em particular,

em [8–10] introduziu-se um modelo de Ginzburg-Landau com n componentes na pre-

sença de um campo magnético externo na ordem 1
n
, a qual engendrou uma transição

de segunda ordem com n grande. Aqui é investigada a versão confinada do modelo

em [8–10].

4.3.1 O limite n grande e a compactificação

Seja a densidade de hamiltoniano com um campo magnético externo dada por

H = |(∇− ieA)φ|2 + r0|φ|2 +
u0

2n
|φ|4, (4.51)

onde ∇×A = H e r0 = α(T/Tc0−1), e Tc0 correspondendo à temperatura de transição

nas ausências de campo externo e de fronteiras. Nas linhas que se seguem é assumido

que o campo magnético é paralelo ao eixo z das coordenadas e o potencial vetor tem

suas componentes dadas por A = (0, xH,0). Ademais, φ é também escolhido de modo

a ter n componentes complexas.
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No espaço ilimitado, o parâmetro de ordem é escrito em termos da base de Landau,

φ(r) =
∞∑

l=0

∫
dpy

2π

∫
dd−2p

(2π)d−2
φ̂l,py ,pχl,py,p(r), (4.52)

onde χl,py ,pz(r) são as autofunções dos ńıveis de Landau dadas com os autovalores de

energia, El(|p|) = |p|2 +(2l+1)ω +m2
0, e ω = eH é a chamada freqüência de ćıclotron.

Na equação acima p é um vetor de (d− 2) componentes.

Considere-se então o sistema confinado entre dois planos paralelos normais ao eixo

z, a uma distância L. Devido ao campo magnético, as coordenadas agora devem ser

r = (z, z), onde z é um vetor de (d − 3) dimensões, com o momento correspondente

k = (kz,q), sendo q um vetor de (d− 3) dimensões. Sob estas condições, a função de

partição modifica-se em relação aos casos estudados anteriormente, sendo escrita como

Z =

∫
Dφ∗Dφexp

(
−

∫ L

0

dz

∫
dd−3z H(|φ|, |∇φ|)

)
. (4.53)

O parâmetro de ordem φ(z, z) satisfaz as condições de fronteira (3.4), porém adaptadas

a este caso. Neste sentido, a representação do campo (4.52) deve ter uma expansão de

Fourier com a mistura série-integral na forma,

φ(z, z) =
∞∑

l=0

∞∑
ñ=−∞

cñ

∫
dpy

2π

∫
dd−3q b(q)ϕ̃l(ωñ,q), (4.54)

onde ωñ = 2πñ/L, l é os ńıveis de Landau e os coeficientes cñ e b(q) correspondem,

respectivamente, à representação das séries de Fourier sobre o espaço em (d − 3) di-

mensões e à representação integral de Fourier sobre o espaço z. Assim, além das regras

de Feynman nesta situação serem modificadas pela presença do campo externo, elas

também devem levar em conta as condições de confinamento de z, através do uso de

(3.5).

Prosseguindo, considere-se a função de correlação de quatro pontos a momento

externo zero, Γ
(4)
d , que é relacionada ao parâmetro u0, como foi visto em (2.48). Nas

situações anteriores deste caṕıtulo assumiram que a constante de acoplamento inicial

não é corrigida. Contudo, no contexto da expansão 1/n, Γ
(4)
d deve ser dada pela seguinte

expressão:

Γ
(4)
d (0; L, ω) =

−u0

1 + nu0Σ(d, L, ω)
, (4.55)
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onde Σ(d, L, ω), na aproximação de menor ńıvel de Landau, é a integral correspondendo

a

Σ(d, L, ω) =
1

L

∞∑
ñ=−∞

ω

2π

∫
dd−3q

(2π)d−3

1

[q2 + ω2
ñ + r + ω]

2 . (4.56)

A soma sobre ñ e a integral sobre q podem ser tratadas utilizando o formalismo

desenvolvido na seção 3.2. Desta maneira, utilizando-se o procedimento similar ao

realizado nas eqs.(3.7)-(3.14), no caso atual a eq.(3.9) deve ser substitúıda por

U =
µd−2−2s

(2π)2s+1
ωb

+∞∑
ñ=−∞

∫
dd−3q

(b2ñ2 + c2 + q2)s
, (4.57)

onde definiu-se os parâmetros adimensionais

c2 = (r + ω)/(4π2µ2) , (Lµ) = b−1, (4.58)

Assim, efetuando-se o procedimento mencionado, obtém-se

U = h(d, s)ω

[
1

4
Γ(

2s− d + 2

2
)(

r + ω

2µ2
)

d−2−2s
2

+
∞∑

ñ=1

(

√
r + ω

µ2ñL
)

d−2
2
−sK d−2

2
−s(ñL

√
r + ω)

]
, (4.59)

onde

h(d, s) =
µd−2−2s

2s+ d−2
2 π

3
2 Γ(s)

, (4.60)

Com isso, aplicando-se a fórmula (4.59) com s = 2 à integral Σ(d, L, ω), consegue-se

Σ(d, L, ω) = ω [H(d, ω) + G(d, L, ω)] , (4.61)

onde

G(d, L, ω) =
1

2
d+2
2 π

3
2

∞∑
ñ=1

[√
r + ω

ñL

] d−6
2

K d−6
2

(ñL
√

r + ω), (4.62)

e

H(d, ω) ∝ Γ(2− d− 2

2
)

[
r + ω

2µ2

] d−6
2

. (4.63)

Vê-se de (4.63) que para a dimensão par d = 6, H(d, ω) é divergente, devido ao pólo

da função gamma. Assim, este termo deve ser subtráıdo a fim de obter a função

ΣR(d, L, ω) livre de divergências, isto é,

ΣR(d, L, ω) = ωG(d, L, ω). (4.64)
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Ademais, o termo H(d, ω) é também subtráıdo no caso de dimensões menores, 3 ≤ d <

6, devido à divergência na criticalidade.

Considerando-se a (4.55), vê-se que a nova constante de acoplamento u(d, L, ω)

pode ser definida na ordem 1/n como,

ωu(d, L, ω) =
ωλ

1 + ωλG(d, L, ω)
(4.65)

onde λ = nu0, de acordo com a idéia da expansão 1/n, é fixo.

4.3.2 O comportamento cŕıtico e discussão

O comportamento cŕıtico do sistema é feito a partir da equação de gap adaptada à

expansão 1/n, que é uma equação do tipo Dyson-Schwinger dependente em L e ω.

Desta maneira, tem-se

r̃ = r0 + ω +
ωu(d, L, ω)

2
d−2
2
√

π

(n + 2)

n

1

L

∞∑
ñ=−∞

∫
dd−3q

(2π)d−2

1

q2+ω2
ñ+r̃

. (4.66)

Observe-se que r̃ = r(L, ω) + ω, pois o pólo do propagador de φ na presença do campo

externo é em r(L, ω) = −ω [4, 5]. Assim, com o uso do procedimento que conduz a

eq.(4.57) à (4.59), a expressão em (4.66) torna-se

r̃ = r0 + ω +
ωu(d, L, ω)

2
d
2 π

3
2

(n + 2)

n

∞∑
ñ=1

[√
r̃

ñL

] d−4
2

K d−4
2

(ñ
√

r̃). (4.67)

Neste contexto, a função G(d, L, ω) na eq.(4.62) torna-se

G(d, L, ω) =
1

2
d
2
+1π

3
2

∞∑
i=1

[√
r̃

iL

] d−6
2

K d−6
2

(i
√

r̃L). (4.68)

Limitando-se à vizinhança próxima da criticalidade, r̃ ≈ 0, pode-se investigar o

comportamento cŕıtico do sistema usando nas eqs.(4.65), (4.67) e (4.68) a fórmula

para pequenos valores dos argumentos das funções de Bessel, explicitada na eq.(3.17).

Assim, após algumas manipulações, a eq.(4.67) pode ser escrita no limite n grande do

modo

r0 + ωc +
ωcu(d, L, ωc)

8π
3
2

Γ(
d

2
− 2)L4−dζ(d− 4) ≈ 0, (4.69)
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onde ζ(d − 4) é dada (3.19), definida aqui para d > 5. Utilizou-se o ı́ndice c para

indicar que se trabalha na região da criticalidade. Deste modo, a constante u(d, L, ω)

é escrita como

u(d, L, ωc) ≈ λ

1 + λωcA(d, µ)L6−dζ(d− 6)
, (4.70)

onde A(d, µ) = 1

32π
3
2
Γ(d−6

2
).

Para considerar-se a situação d = 3, pode-se realizar a continuação anaĺıtica de

ζ(z) para valores do argumento z ≤ 1, por meio da propriedade de reflexão descrita na

eq.(3.20). Desta forma, considerando-se r0 = a(T/Tc0 − 1) e d = 3, obtém-se

a

(
Tc

Tc0

− 1

)
+ ωc +

1

8π3
ωcu(d = 3, L, ωc)Lζ(2) = 0. (4.71)

Ademais, a utilização das eqs.(4.70) e (3.20) para avaliar u(d = 3, L, ωc) e dos val-

ores tabelados das funções Γ e ζ que aparecem nas fórmulas acima, permite alcançar

finalmente a equação cŕıtica

a

(
Tc

Tc0

− 1

)
+ ωc +

60λωcL

2880π + λωcL3
= 0, (4.72)

com a e λ sendo os parâmetros fenomenológicos. Note-se que para L →∞ a equação

acima gera a linha cŕıtica a
(

Tc

Tc0
− 1

)
+ωc = 0, a qual descreve um sistema na ausência

de fronteiras.

Para uma melhor análise qualitativa da equação cŕıtica obtida pode-se trabalhar

com seguintes quantidades adimensionais, adaptando o sistema de unidades introduzido

na seção 4.1 a este caso: h ≡ ωc, t = Tc/Tc0 e l = L/ξ0. Com isso, a equação cŕıtica é

reescrita do modo

h(l, t) =
1

2Bl3
{−60Bl −Btl3 + Bl3 − 2880π +

[
(60Bl + Btl3 −Bl3 + 2880π)2

+ 11520πBl3(1− t)
]1/2

}
, (4.73)

onde foram utilizados B = λξ0 e a = 1. A superf́ıcie h = h(l, t) é ilustrada na fig.4.3.

Observe-se que esta abordagem utiliza a aproximação do menor ńıvel de Landau, o que

só tem significado para valores altos do campo magnético externo.

Note-se da fig. 4.3 que cada valor de l define uma linha cŕıtica no plano h × t,

caracterizando o comportamento de um filme de espessura L. Verifica-se que a região
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Figura 4.3: Gráfico da superf́ıcie h = h(l, t) definida pela eq. (4.73), tomando B = 104.

de validade da aproximação do menor ńıvel de Landau vai diminuindo à medida que o

valor da espessura do filme decresce, o que insinua que filmes supercondutores do tipo II

alcançam o limite extremo para valores de h menores. Um outro gráfico representativo

desta idéia é o do campo externo reduzido a temperatura zero, h0, em função do inverso

da da espessura do filme, mostrado na fig.4.4.

Ressalte-se que para filmes com uma espessura muito pequena, onde os efeitos

proximidade e localização são altamente relevantes, pode-se alcançar a região fora do

domı́nio de validade do modelo, como já foi observado nas seções anteriores.

Desta maneira, os resultados obtidos nos caṕıtulos 3 e 4 levam à conclusão de que

este modelo fenomenológico apresenta-se útil no entendimento dos fenômenos cŕıticos

na presença das condições de fronteira.
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Figura 4.4: Gráfico do campo cŕıtico reduzido a temperatura zero em função do inverso

da espessura do filme reduzida, obtido da eq. (4.73) tomando t = 0 e B = 104.
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Caṕıtulo 5

O modelo de Ginzburg-Landau

multicŕıtico na presença de

flutuações magnéticas

Este presente caṕıtulo é dedicado ao estudo do comportamento multicŕıtico do modelo

de Ginzburg-Landau em uma versão com simetria O(n1) ⊕ O(n2) contendo (n1/2 +

n2/2) parâmetros de ordem complexos acoplados ao potencial vetorial das flutuações

magnéticas [58]. Desenvolve-se a análise do grupo de renormalização na aproximação

de primeira ordem em ambas as situações da expansão em ε e da dimensão fixa.

Assim, na seção 5.1 discute-se a motivação deste estudo. Em seguida, na seção 5.2 é

apresentado o modelo a ser tratado, bem como o seu procedimento de renormalização.

Por conseguinte, na seção 5.3 trata-se da análise do grupo de renormalização via a

expansão em ε, com a análise dos pontos fixos estáveis no infravermelho. Neste sentido,

cálculos dos expoentes cŕıticos são efetuados. Na seção 5.4, o explora-se o grupo de

renormalização no quadro da dimensão fixa, e por fim a seção 5.5 é reservada à discussão

dos resultados obtidos.
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5.1 Introdução

Fenômenos multicŕıticos aparecem em sistemas que apresentam competição entre tipos

de ordenamento distintos. Existem vários exemplos onde é posśıvel verificá-los. Um

caso t́ıpico é o hélio-4, onde os parâmetros de ordem competidores são relacionados

às fases superfluida e cristalina [86]. Outro caso interessante é dos antiferromagnetos

anisotrópicos em um campo magnético externo uniforme, sendo a competição entre os

ordenamentos paralelo e perpendicular, os quais dependem do alinhamento do campo

magnético com o eixo de anisotropia magnética [44–46]. No cenário dos materiais com

base em cupratos, outras fases simultâneas à supercondutora aparecem, como a ordem

ferromagnética [87]. Outro caso emblemático é em cristais ĺıquidos, com um ponto mul-

ticŕıtico descrevendo a transição das fases nemática - esmética A - esmética C [47]. Em

adição, a multicriticalidade também emerge no contexto da cromodinâmica quântica

com o potencial qúımico bariônico não-nulo, cujos ordenamentos são relacionados ao

parâmetros de ordem da fase de simetria quiral quebrada e da fase supercondutora da

cor [48].

Um dos caminhos mais simples de caracterizar um comportamento cŕıtico é via

a aproximação de Landau. Neste quadro, inicia-se com a densidade de energia livre

[88,89]

F =
2∑

α=1

[
rαϕα

2 +
uα

6
ϕα

4
]

+
u3

3
ϕ1

2ϕ2
2. (5.1)

onde ϕ1 e ϕ2 são parâmetros de ordem reais distintos. Com isso, mostra-se que a

quantidade

∆ = u1u2 − u2
3 (5.2)

desempenha um papel fundamental no estudo das soluções da equação de estado. Se

∆ > 0, as fases quebradas de ϕ1 e ϕ2 podem coexistir, sendo este comportamento

denominado tetracŕıtico, com uma transição de fase de segunda ordem aparecendo no

diagrama de fase.

De modo contrário, para ∆ = 0, uma linha de divisão entre as duas diferentes fases

quebradas ocorre, a qual define o chamado comportamento bicŕıtico. No caso ∆ < 0,
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contudo, a linha bicŕıtica persiste, porém as fases ordenadas são separadas por uma

transição de primeira ordem.

Na fig.5.1 é mostrado o diagrama de fase das equações de estado, definidas por

dF
dϕα

= 0, (5.3)

das três situações posśıveis. O caso da fig.5.1(a) designa a situação ∆ > 0, onde a

fase mista representa a coexistência das duas fases, e 5.1(b) descreve o caso ∆ = 0,

onde os dois ordenamentos são separados por uma linha. Por fim, a fig.5.1(c) simboliza

∆ < 0, sendo os dois ordenamentos separados pela linha sólida, porém com as linhas

tracejadas delimitando a região no qual o sistema experimenta uma transição de fase

de primeira ordem.

fase mista

fase normalfase φ 1

fase φ 2

r2

r1

(c) ∆ < 0(b) ∆ = 0(a)   ∆ > 0

fase normalfase φ 1

fase φ 2

r2

r1

fase normalfase φ 1

fase φ 2

r2

r1

Figura 5.1: Gráficos dos diferentes diagramas de fase representando as soluções das

equações de estado do sistema definido pela eq.(5.1). As linhas sólidas no terceiro

quadrante dos três diagramas denotam as transições de fase de segunda ordem, en-

quanto aquelas tracejadas em (c) delimitam a região que ocorre uma transição de

primeira ordem.

A análise do grupo de renormalização de modelos com dois tipos de ordenamento

teve inćıcio há cerca de três décadas. Em particular, nas refs. [44–46] o fenômeno do

antiferromagnetismo anisotrópico foi analisado a partir de uma versão do hamiltoni-
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ano de Ginzburg-Landau com uma simetria O(n1) ⊕ O(n2), o que significa ter dois

parâmetros de ordem reais com n1 e n2 componentes, respectivamente. Mostrou-se

que para a expansão em ε na aproximação de primeira ordem, pontos fixos estáveis

no infravermelho podem acontecer somente na situação ∆ ≥ 0, o que implica em um

comportamento tanto bicŕıtico quanto tetracŕıtico.

Recentemente, modelos de Ginzburg-Landau multicŕıticos têm sido também apli-

cados ao de supercondutores de alta Tc, contendo os ordenamentos antiferromagnético

e supercondutor. De acordo com esta abordagem, os parâmetros de ordem das fases

supercondutora, de duas componentes, e antiferromagnética, de três componentes, são

interpretados como partes de uma teoria a cinco componentes, a teoria SO(5) [90–95].

Em uma expansão em ε calculada até o quinto laço mostra-se que o ponto fixo O(5)

bicŕıtico é instável no infravermelho, sendo o seu comportamento multicŕıtico gover-

nado pelo ponto fixo tetracŕıtico desacoplado [96].

Modelos multicŕıticos descrevendo certos aspectos dos cupratos de alta Tc também

têm sido desenvolvidos, estes sendo baseados em uma teoria de bósons escravos com

um campo de calibre [50–53], onde o elétron no plano do CuO2 é considerado como

um composto de quase-part́ıculas fermiônicas carregando o spin, denominadas spinons,

e bosônicas conduzindo a carga, os hólons. Neste panorama, a existência da fase

supercondutora requer a existência da tetracriticalidade, sendo necessária a formação

de pares de spinon e condensação de hólons.

Com inspiração no interesse da caracterização do comportamento multicŕıtico das

teorias de bósons escravos, neste caṕıtulo realiza-se a extensão da análise do grupo de

renormalização do modelo de Ginzburg-Landau, com simetria O(n1) ⊕ O(n2) e con-

siderando o acoplamento do potencial vetorial das flutuações magnéticas com simetria

U(1) aos parâmetros de ordem. Este estudo é desenvolvido na aproximação de um

laço nas as abordagens da expansão em ε e da dimensão fixa. As funções beta do

grupo de renormalização são obtidas, tomando-se o caso particular das constantes de

acoplamento entre os dois campos escalares e o campo de calibre iguais, e em adição

n1 = n2 = n/2.
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5.2 O modelo

Seja a densidade de hamiltoniano de Ginzburg-Landau generalizado, com uma simetria

O(n1) ⊕ O(n2), na presença de um potencial vetorial e definido no espaço euclideano

em d dimensões, escrito como

HGL =
2∑

α=1

[
|(∂m − ie0αA0m)φ0α|2 + r0α|φ0α|2 +

u0α

6
(|φ0α|2)2

]
+

u03

3
|φ01|2|φ02|2

+
1

4
(F0mn)2 +

1

2χ
(∂m · A0m)2 , (5.4)

onde os parâmetros de ordem φ01 e φ02 são complexos com n1 e n2 componentes reais,

respectivamente, definidos por

φ0α =




ϕ0α,1 + iϕ0α,2

...

ϕ0α,nα−1 + iϕ0α,nα


 , (5.5)

denota-se m, n, ... = 1, 2, ..., d, e o termo

1

4
(F0mn)2 =

1

2
(∇×A0)

2 (5.6)

descreve a energia das flutuações magnéticas, como na seção 4.1. Os ı́ndices gregos

α, β, ... na eq.(5.4) servem para denotar o tipo do campo escalar, isto é φ1 ou φ2.

Utiliza-se o calibre de Landau χ = 0, o que gera a existência da identidade ∇·A0 = 0.

Nota-se a presença de dois diferentes constantes de acoplamento entre os parâmetros

de ordem e o potencial vetorial.

Com as constantes de acoplamento possuindo dimensão do inverso do comprimento

ε = 4− d, é conveniente introduzir as suas versões adimensionais,

g0i = u0iµ
−ε; i = 1, 2, 3, (5.7)

f0α = e2
0αµ−ε; α = 1, 2, (5.8)

onde µ é uma escala arbitrária, como na seção 2.6.

Para realizar o procedimento da renormalização, será seguido o esquema da sub-

tração minimal. O re-escalonamento dos campos permite escrever a expressão relacio-

nando a densidade de hamiltoniano normalizada à sua versão não-normalizada,

HR(φα, Am; rα, gi, eα) = H
(
φαZ

1/2
φα

, AmZ
1/2
A ; ZφαrαZ2

φα
gα, Zφ1Zφ2g3, Z

1/2
A eα

)
.(5.9)
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Consequentemente, da eq.(5.9) pode-se definir as quantidades renormalizadas por

r0α = rαZrαZ−1
φα

, e0α = f 1/2
α µε/2Z

1/2
A , (5.10)

u0α = gαµεZgαZ−2
φα

, u03 = g3µ
εZg3Z

−1
φ1

Z−1
φ2

. (5.11)

Observe-se que em (5.10) foi utilizada a propriedade [59]

∂m − ie0αA0m ≡ ∂m − ieαAm. (5.12)

Convém escrever a eq.(5.4) em termos das componentes reais dos parâmetros de

ordem dadas por (5.5). Sendo assim, as condições de renormalização para as funções

correlação renormalizadas dos parâmetros de ordem são dadas por

Γ
(2α)
ij (p)

∣∣∣
p2=0

= 0, (5.13)

∂

∂p2
Γ

(2α)
ij (p)

∣∣∣∣
p2=µ2

= δ
(α)
ij , (5.14)

Γ
(2α,2β)
ij;kl

∣∣∣
PS

= gαµεδαβS
(α)
ijkl +

g3µ
ε

3
εαβeβT

(αβ)
ij;kl , (5.15)

Γ
(2α;1β)
ij;kl

∣∣∣
P̄S

= δαβG
(α)
ij,kl + εαβeβT

(αβ)
ij;kl , (5.16)

onde δ
(α)
ij é a função delta de Kronecker, com 1 ≤ i, j ≤ nα, εαβ o tensor de Levi-

Civitta totalmente antissimétrico e eβ = (−1, 1), notando-se que não existe soma sobre

os ı́ndices α, β repetidos, e PS e P̄S denotam os pontos de simetria definidos pelas

eqs.(2.52) e (2.58). Em adição, introduziu-se os tensores

S
(α)
ijkl =

1

3

(
δ
(α)
ij δ

(α)
kl + δ

(α)
ik δ

(α)
jl + δ

(α)
il δ

(α)
jk

)
, (5.17)

G
(α)
ij,kl =

1

2

(
δ
(α)
ik δ

(α)
jl + δ

(α)
il δ

(α)
jk

)
, (5.18)

T
(αβ)
ij;kl = δ

(α)
ij δ

(β)
kl . (5.19)

A eq.(5.13) representa o ponto multicŕıtico r1 = r2 = 0. Assim, os cálculos devem

ser feitos com as funções de correlação a momentos externos não-nulos. Note-se que

neste cenário, as insersões do tipo ϕ2 introduzidas no caṕıtulo 2 são generalizadas como

do tipo ϕβkϕβl, explicitadas pela eq.(5.16). Além disso, verifica-se também que (5.15)

é a condição de renormalização para todos os três acoplamentos escalares.
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Utilizando-se a representação pictórica das funções de correlação [14, 59], a fig.5.2

mostra os gráficos relevantes para os cálculos das constantes de renormalização até a

primeira ordem não-trivial. Observa-se que a fig.5.2(a) mostra uma contribuição para

as constantes relativas aos campos escalares na primeira ordem, devido ao acoplamento

entre os parâmetros de ordem e o potencial vetorial, o que não ocorre na situação da

seção 2.4. Contribuições deste acoplamento também aparecem no caso das constantes

de renormalização dos acoplamentos uα e u3, evidenciados nas figs.5.2(c) e 5.2(d).

Nestes dois casos existem também os gráficos mistos, com acoplamentos envolvendo

linhas internas de diferentes tipos (α 6= β), fato engendrado pela presença do termo

que mistura os dois campos na eq.(5.4).

Desta maneira, pode-se realizar o cálculo dos gráficos na fig.(5.2) através das conhe-

cidas técnicas de regularização dimensional [62, 63], e as constantes de renormalização

na aproximação de primeira ordem nos acoplamentos tornam-se

Zφα = 1 + (d− 1) B(d)fα, (5.20)

gαZgα = gα + B (d)

[
(nα + 8)

6
g2

α +
1

6

2∑

β=1

εαβnβg2
3 +

3

2
d(d− 1)f 2

α

]
, (5.21)

g3Zg3 = g3 + B (d)

[
g3

2∑

β=1

(nβ + 2)

6
gβ +

2

3
g2
3 +

3

2
d(d− 1)f1f2

]
, (5.22)

(
Zφ2

α

)αβ

ij;kl
= δαβG

(α)
ij,kl +

B (d)

2

[
δαβgαS

(α)
ijkl +

g3

3
εαβeβT

(αβ)
ij;kl

]
, (5.23)

ZA = 1− B (d)

2 (d− 1)

2∑
α=1

nαfα. (5.24)

onde foi introduzida a função

B (d) =
Γ

(
2− d

2

)
Γ2

(
d
2
− 1

)

(4π)
d
2 Γ (d− 2)

,

e nβ = (−n1, n2). O ı́ndice α na eq.(5.23) denota o tipo do campo das linhas externas

i, j, enquanto que β representa a inserção k, l. Nota-se as diferentes dependências

tensoriais na eq.(5.23), produzidas pelos dois diferentes tipos de acoplamentos gα e g3.

Neste ponto, pode-se partir para os cálculos das equações do fluxo do grupo de renor-

malização, as quais podem ser deduzidas das eqs.(5.20)-(5.24). Assim, nas próximas
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Figura 5.2: Diagramas de Feynman de primeira ordem não-trivial utilizados no cálculo

de (a) Zφα , (b) ZA, (c) Zgα , (d) Zg3 e (e) Zφ2
α
. Linhas sólidas e curviĺıneas represen-

tam os propagadores, isto é as funções de correlação de dois pontos, relacionados aos

parâmetros de ordem e ao potencial vetorial, respectivamente. Usou-se os ı́ndices α e

β para diferenciar os dois tipos de parâmetro de ordem, o que gera em (c), (d) e (e) a

situação α 6= β.

seções defronta-se com esta questão em diferentes abordagens: a expansão em ε e a

dimensão fixa.

5.3 A expansão em ε

5.3.1 A análise do grupo de renormalização

Passa-se agora ao estudo do grupo de renormalização do modelo introduzido na seção

anterior no contexto da expansão em ε, cujos preceitos já foram comentados na seção

2.5. Como no presente caso há a presença de mais de uma constante de acoplamento,
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a noção da função beta do grupo de renormalização deve ser generalizada do modo

βa = µ
∂a

∂µ

∣∣∣∣
0

, (5.25)

onde |0 denota a derivada tomada com os acoplamentos não-renormalizados u0α, u03,

e f0α fixos, e a = (gα, g3, fα). Na primeira ordem da expansão em ε, o fator B(d) é

escrito como

B(d) → Nd
1

ε
, (5.26)

lembrando-se que Nd é definido pela eq.(2.54).

No cenário da expansão em ε na aproximação de primeira ordem, a partir do uso

das eqs.(5.10)-(5.11) e (5.20)-(5.24), pode-se escrever as funções beta na forma

βfα = −εfα +
2∑

β=1

nβ

6
fαfβ, (5.27)

βgα = −εgα +
(nα + 8)

6
g2

α +
1

6

2∑

β=1

εαβnβg2
3 − 6fαgα + 18f 2

α, (5.28)

βg3 = −εg3 + g3

2∑

β=1

[
(nβ + 2)

6
gβ − 3fβ

]
+

2

3
g2
3 + 18f1f2. (5.29)

onde realizou-se as substituições

Ndgi → gi, Ndfα → fα. (5.30)

Assim, percebe-se que as eqs.(5.27)-(5.29) geram cinco funções beta, com duas

delas relacionadas aos acoplamentos envolvendo o potencial vetorial e as outras três

aos acoplamentos envolvendo somente os parâmetros de ordem. Devido à presença

das flutuações magnéticas, as soluções das funções beta com respeito às constantes de

acoplamento produzem os pontos fixos denominados carregados do fluxo do grupo de

renormalização.

Em particular, observa-se que as quantidades βfα , dadas na eq.(5.27), produzem

soluções independentes para os acoplamentos do potencial vetorial. Desta maneira,

claramente as funções beta nas eqs.(5.28) e (5.29) têm uma solução neutra e outras

carregadas. O caso não-carregado é bem conhecido na literatura [46,97].
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No caso das eqs.(5.27)-(5.29), levando-se em conta possibilidade de obtenção das

soluções carregadas, é conveniente considerar o caso

f1 = f2 = f, n1 = n2 =
n

2
, (5.31)

significando que o potencial vetorial acopla-se do mesmo modo aos dois parâmetros de

ordem, estes tendo n o número total de componentes.

Consequentemente, esta escolha possibilita reescrever as eqs.(5.27)-(5.29) como

βf = −εf +
n

6
f 2, (5.32)

βgα = −εgα +
(n

2
+ 8)

6
g2

α +
n

12
g2
3 − 6fgα + 18f 2, (5.33)

βg3 = −εg3 +
(n

2
+ 2)

6
g3 (g1 + g2) +

2

3
g2
3 − 6fg3 + 18f 2. (5.34)

Vê-se que o modelo restrito à escolha (5.31) reduz o número de funções beta a quatro,

obtendo-se também uma simetria entre βg1 e βg2 em relação aos coeficientes multiplica-

tivos.

Assim o cálculo das soluções das funções beta em (5.32)-(5.34) conduz à obtenção

de seis pontos fixos não-carregados, com suas devidas denominações:

(i) g
∗(1)
1 = g

∗(1)
2 = g

∗(1)
3 = 0 (gaussiano),

(ii) g
∗(2)
1 = 12ε

n+16
, g

∗(2)
2 = g

∗(2)
3 = 0 (O(n1)),

(iii) g
∗(3)
2 = 12ε

n+16
, g

∗(3)
1 = g

∗(3)
3 = 0 (O(n2)),

(iv) g
∗(4)
1 = g

∗(4)
2 = 12ε

n+16
, g

∗(4)
3 = 0 (desacoplado),

(v) g
∗(5)
1 = g

∗(5)
2 = g

∗(5)
3 = 6ε

n+8
(isotrópico),

(vi) g
∗(6)
1 = g

∗(6)
2 = 6nε

n2+32
, g

∗(6)
3 = 6(8−n)ε

(n2+32)
(bicônico).

Por outro lado, existem quatro pontos fixos carregados para valores de n não-

negativos:
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(vii)

g
∗(7)
1± = g

∗(7)
2± =

12ε

nX±

[
nX±

2(n + 8)
+

18X±
(n + 8)

− 648

]
, (5.35)

g
∗(7)
3± =

X±ε

2n(n + 8)
, f ∗(7) =

6ε

n
, (5.36)

onde introduziu-se

X± = 216 + 6n± 6
√

n2 − 360n− 2160.

Deste modo, observe-se que estas soluções são reais para n > 365.9.

(viii)

g
∗(8)
1± = g

∗(8)
2± =

12ε

nY±

[
n2Y±

2(n2 + 32)
+

18nY±
(n2 + 32)

− 648n + 5184

]
, (5.37)

g
∗(8)
3± =

Y±ε

2n(n2 + 32)
, f ∗(8) =

6ε

n
, (5.38)

com a utilização de

Y± = 1728− 168n− 6n2

±6
√

n4 − 376n3 − 6704n2 − 29952n− 138240.

Assim, esta última expressão mostra que estes pontos fixos são reais para n > 393.2.

Note-se que nas soluções carregadas (vii) e (viii), explicitadas pelas eqs.(5.35)-

(5.38), os auto-acoplamentos g∗1 e g∗2 são iguais, fato que aparece diretamente da

eq.(5.31), onde os dois campos escalares têm o mesmo número de componentes.

Neste ponto, pode-se realizar o estudo da estabilidade dos pontos fixos. Remem-

orando o caso simples da seção 2.5 com uma única função beta, verifica-se o sinal da

derivada da mencionada função com respeito à constante de acoplamento, e a situação

β′(g∗) > 0 significa uma estabilidade no infravermelho.

Contudo, no presente panorama a análise de estabilidade é efetuada através do

exame da positividade dos autovalores de uma dada matriz B, cujos elementos são

definidos por

Bab =
∂βa

∂b

∣∣∣∣
∗
, (5.39)

onde |∗ denota a derivação em cada ponto fixo.
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Percebe-se das eqs.(5.35)-(5.38) a necessidade do aux́ılio de ferramentas computa-

cionais para efetuar a análise da matriz B. Assim, uma receita para extrair os auto-

valores de B é a partir da equação caracteŕıstica,

det (B − ΛI) = 0, (5.40)

para cada ponto fixo.

O resultado deste estudo pode ser visto esquematicamente no diagrama de fluxo

do grupo de renormallização na fig.5.3, onde considerou-se somente o plano dos pontos

fixos carregados, isto é, o plano com f ∗ = 6ε
n
, para n > 393.2 e g1 = g2 = g. As setas

indicam o fluxo de s tendendo a zero, como na seção 2.5. Um ponto fixo estável no

infravermelho é identificado, que explicitamente é (g
∗(8)
α+ , g

∗(8)
3+ , f ∗), o qual é representado

na figura pelo śımbolo (8)+.

Figura 5.3: Diagrama do fluxo do grupo de renormalização para o modelo dado pela

eq.(5.4). Considerou-se o plano com f ∗ não nulo e n > 393.2. Os śımbolos (7, 8)± foram

utilizados para denotar os pontos fixos (g
∗(7,8)
α± , g

∗(7,8)
3± , f ∗) definidos nas eqs.(5.35)-(5.38).

Ressalta-se a distinção entre este presente caso e aquele da linha tricŕıtica, que
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aparece na situação de somente um campo escalar [17]. Esta linha separa as regiões de

transição de primeira e segunda ordem. Aqui, no entanto, a linha deve ser substitúıda

por uma hipersuperf́ıcie no espaço das constantes (g1, g2, g3, f) definida pelos pontos

fixos gaussiano e os carregados instáveis no infravermelho.

Além disso, observe-se que o critério dado pela eq.(5.2) para caracterizar o compor-

tamento multicŕıtico, neste contexto, deve ser tomado a partir de uma expressão que

seja invariante pelo grupo de renormalização [95, 96], isto é,

µ
d

dµ
∆ = 0. (5.41)

Tal invariância engendra uma hipersuperf́ıcie definida por

g1βg2 + g2βg1 − 2g3βg3 = 0. (5.42)

Além disso, convém utilizar os próprios parâmetros envolvidos na expressão acima

invariantes pelo grupo de renormalização. Este fato justifica então a utilização dos

pontos fixos para a obtenção de ∆. Contudo, considerando-se as condições iniciais

das constantes de acoplamento localizadas na região de atração do ponto estável no

infravermelho, pode-se portanto usar o ponto fixo (8)+ definido em (5.37) e (5.38), o

que gera a quantidade ∆
∗(8)
+ .

Desta maneira, analisando-se o caso particular n = 394, tem-se ∆
∗(8)
+ ≈ 0.0005ε, o

que sugere que o ponto fixo estável no infravermelho tem comportamento fracamente

tetracŕıtico, tornando-se bicŕıtico para valores maiores de n. Observa-se também que

∆ resta positivo na vizinhança próxima do ponto (8)+.

Ademais, neste contexto é relevante obter o parâmetro de Ginzburg-Landau, o qual

caracteriza o tipo de supercondutor, e que no caso de somente um campo escalar é

definido por κ = λ/ξ, onde ξ o comprimento de correlação, relacionado a r(T ) cuja

forma é dada em 2.31, e λ é o comprimento de penetração do campo magnético. Pode-se

mostrar que o mencionado parâmetro reduz-se a κ = u/6f [1, 16].

No presente caso estudado, estas quantidades devem ser definidas de maneira di-

ferente. Isto pode ser visto das soluções das equações de estado da aproximação de
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Landau obtida da energia em (5.1),

|φ1|2 =
6

∆
(u3r2 − r1u2) , |φ2|2 =

6

∆
(u3r1 − r2u1) . (5.43)

Com isso, pode-se definir dois comprimentos de correlação como

ξ−2
1 ≡ r̃1 ≡ −

(
r1 − u3

u2

r2

)
, (5.44)

ξ−2
2 ≡ r̃2 ≡ −

(
r2 − u3

u2

r1

)
. (5.45)

No ponto cŕıtico, um destes diverge e comporta-se como ξ−2
2 = a(T − Tc). Introduz-se

também o comprimento de penetração do campo magnético da maneira

λ−2 =
2∑

α=1

e2
α |φα|2 , (5.46)

Assim, na criticalidade um deles vai a zero, o que força a aparecer a divergência de λ.

Consequentemente, o parâmetro de Ginzburg-Landau torna-se escrito como

κ2 =
λ

max (ξ1, ξ2)
(5.47)

Desta forma, com a utilização das eqs.(5.44)-(5.43), pode-se reescrever a eq.(5.47) em

duas situações, a saber

κ2 =
∆

6fg2

se ξ1 > ξ2, (5.48)

κ2 =
∆

6fg1

se ξ2 > ξ1. (5.49)

Do mesmo modo que a quantidade ∆, é conveniente obter uma expressão para κ

que seja invariante pelo grupo de renormalização. Logo, utilizando-se as eqs.(5.48) e

(5.49), a observação desta invariância gera uma hipersuperf́ıcie definida por

µ
d

dµ
κ2 =

1

6fgα

[
g1βg2 + g2βg1 − 2g3βg3 −

∆

f
βf − ∆

gα

βgα

]
= 0. (5.50)

Com isso, esta expressão é satisfeita em certos casos, em particular pelos pontos fixos

carregados, os quais caracterizam as constantes de acoplamento invariantes pelo grupo

de renormalização.

Sendo assim, considerando-se as soluções dadas pelas eqs.(5.37) e (5.38), observa-se

que (5.48) e (5.49) coincidem, visto que g∗1 = g∗2. O gráfico de κ
∗(8)
± em função de n
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é mostrado na fig.5.4. Nota-se os valores de κ
∗(8)
± menores que 1/

√
2, insinuando que

o modelo estaria adequado a materiais do tipo I. Contudo, isto já era de se esperar

no contexto da aproximação em ε. Além disso, os valores de κ
∗(7)
± flutuam próximo de

zero.

Figura 5.4: Gráfico de κ
∗(8)
± em função de n na expansão em ε. A linha sólida representa

κ
∗(8)
+ , enquanto que a curva pontilhada é κ

∗(8)
− .

5.3.2 Os expoentes cŕıticos

Neste ponto já é posśıvel deduzir os expoentes cŕıticos, discutidos no caso mais simples

de um campo escalar e sem acoplamento de calibre. Aqui, eles deverão ser generaliza-

dos.

Focalizando-se primeiramente no expoente η, que caracteriza a dimensão anômala

da função de correlação de dois pontos, de fato aqui serão três η’s, definidos por

ηα ≡ ηα (a)|∗(IR) = µ
∂ ln Zφα

∂µ

∣∣∣∣
∗(IR)

, (5.51)

ηA ≡ ηA (a)|∗(IR) = µ
∂ ln ZA

∂µ

∣∣∣∣
∗(IR)

, (5.52)
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onde |∗(IR) significa as derivadas tomadas no ponto fixo estável no invravermelho. Neste

sentido, com o uso das eqs.(5.20) e (5.24) na expansão em ε, os expoentes do tipo η

dados em (5.51) e (5.52) tornam-se

ηα = −18ε

n
, ηA = ε. (5.53)

Claramente η1 e η2 são iguais devido à escolha (5.31). Assim, os expoentes η são

não-nulos mesmo nesta aproximação, enquanto que na seção 2.5 o único η é zero. Este

fato aparece devido à presença do campo de calibre. Apesar da expressão de ηα ser

formalmente a mesma de [16], a qual trabalha-se somente com um parâmetro de ordem,

os domı́nios de definição de n são diferentes, sendo na eq.(5.53) restrito a ser maior

que 393.2, enquanto que na citada referência este limite inferior é ligeiramente menor,

n > 365.9.

Considerando-se agora o expoente ν, que caracteriza o comprimento de correlação

perto do ponto cŕıtico, o cuidado deve ser maior. No caso de somente um parâmetro de

ordem, ele é relacionado à dimensão anômala das inserções de φ2 do modo descrito pela

eq. (2.70). No entanto, na situação modelo com simetria O(n1) ⊕ O(n2), onde foram

definidas inserções do tipo φβkφβl, note-se as derivadas com respeito à temperatura, por

exemplo, envolvem somente inserções φ2
1 ou φ2

2. Sendo assim, a quantidade η(2) deve

ser generalizada à condição de uma matriz, cujos elementos
(
η(2)

)αβ

ij;kl
têm a matriz I(β)

com elementos δ
(β)
kl como um autovetor.

Deste modo, Z̄φ2 deve ser uma matriz 2 × 2 com respeito aos ı́ndices α, β, cujos

elementos são

(
Z̄φ2

)αβ

ij;kl
δ
(β)
kl =

∑
mn

(
Zφ2

α

)αβ

ij;mn

(
Z
− 1

2
φβ

)
mk

(
Z
− 1

2
φβ

)
nl

δ
(β)
kl = Z̄αβ

φ2 δ
(α)
ij , (5.54)

sendo que não existe soma sobre os ı́ndices α, β repetidos. Com isso, da matriz η(2)

dada por

(
η(2)

)αβ
= µ

∂ ln Z̄αβ
φ2

∂µ

∣∣∣∣∣
∗(IR)

, (5.55)

são obtidos dois autovalores, η
(2)
1 e η

(2)
2 . Estes são relacionados aos expoentes dos dois

comprimentos de correlação introduzidos em (5.44) e (5.45), e como um destes diverge
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no ponto cŕıtico, o expoente ν é definido como o maior valor entre as duas quantidades

ν1 e ν2, dadas por

να =
1

2 + η
(2)
α

. (5.56)

Pode-se também introduzir o expoente de cruzamento associado à instabilidade

quadrática. Se por exemplo ν2 > ν1, o cruzamento φc é escrito do modo

φc =
ν2

ν1

. (5.57)

Com o fito de obter a matriz Z̄φ2 , substitui-se as eqs.(5.20) e (5.23), definidas na

expansão em ε e obedecendo à (5.31), na expressão (5.54), gerando-se autovalores de

η(2) escritos do modo

η
(2)
1 =

1

12

{
−

(n

2
+ 2

)
(g∗1 + g∗2) + 36f ∗ +

[(n

2
+ 2

)2

(g∗1 − g∗2)
2 + n2g∗23

] 1
2

}
,

(5.58)

η
(2)
1 =

1

12

{
−

(n

2
+ 2

)
(g∗1 + g∗2) + 36f ∗ −

[(n

2
+ 2

)2

(g∗1 − g∗2)
2 + n2g∗23

] 1
2

}
.

(5.59)

Assim, a utilização do ponto fixo estável no infravermelho, dado pelas eqs.(5.37) e

(5.38), em (5.58) e (5.59), e usando estes resultados em (5.56), obtêm-se as expressões

ν1 =
1

2
+ ε

{
(n + 4)

4X+

[
nX+

2 (n2 + 32)
+

18X+

(n2 + 32)
− 648 +

5184

n

]
− 9

2n
− X+

96 (n2 + 32)

}
,

(5.60)

ν2 =
1

2
+ ε

{
(n + 4)

4X+

[
nX+

2 (n2 + 32)
+

18X+

(n2 + 32)
− 648 +

5184

n

]
− 9

2n
+

X+

96 (n2 + 32)

}
,

(5.61)

Na fig.5.5 é mostrada o gráfico de ν1 e ν2 em função de n com ε = 1. Vê-se portanto

que os seus valores têm maior discrepância em valores menores de n, e deduz-se que

ν = ν2 > ν1.

Em adição, a existência de dois expoentes η em prinćıpio gera, pelas leis de escala,

dois expoentes da susceptibilidade γ,

γ1 = (2− η1)ν, γ2 = (2− η2)ν. (5.62)
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Figura 5.5: Gráfico das funções ν1 e ν2 calculadas via a expansão em ε em função de

n, as eqs.(5.60) e (5.61). Considera-se ε = 1. A linha sólida representa ν2, enquanto

que a linha pontilhada é ν1.

Contudo, γ1 e γ2 são iguais, já que na eq.(5.53) ocorre η1 = η2. Nota-se que o cálculo

deste expoente é direto através das eqs.(5.53), (5.56) e (5.62), bem como o expoente

de cruzamento em (5.57). Na fig.5.6 são mostrados os gráficos de φc e γ em função de

n. Como esperado, para n grande γ tende a 3
2
, e φc a um.

5.4 A abordagem da dimensão fixa

Até o presente momento o método do grupo de renormalização foi conduzido no quadro

da expansão em ε. No entanto, é também interessante saber quais são seus resultados

no contexto da dimensão fixa [17, 98, 99]. Deste modo, analisa-se o modelo em um

outro contexto. Assim, utiliza-se as eqs.(5.20)-(5.24) com a dimensão fixa no intervalo

d = (2, 4] diretamente em (5.25), o que permite escrever as funções beta na seguinte
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Figura 5.6: Gráfico das funções γ e φc calculadas via a expansão em ε em função de n,

as eqs.(5.62) e (5.57). Considera-se ε = 1. A linha sólida representa γ, enquanto que

a linha com ćırculos é φc.

forma

β′fα
= −εfα

[
1− B (d)

2 (d− 1)

2∑

β=1

nβfβ

]
, (5.63)

β′gα
= ε

{
−gα + B (d)

[
(nα + 8)

6
g2

α +
1

6

2∑

β=1

εαβnβg2
3

−2 (d− 1) fαgα +
3d

2
(d− 1) f 2

α

]}
, (5.64)

β′g3
= ε

{
−g3 + B (d)

[
g3

2∑

β=1

(
(nβ + 2)

6
gβ

− (d− 1) fβ) +
2

3
g2
3 +

3d

2
(d− 1) f1f2

]}
, (5.65)

onde usou-se o primo nas funções beta para diferenciá-las daquelas equivalentes na

seção anterior. A opção por d = 3 produz ε = 1, e a quantidade B(d) definida em (5.2)

torna-se

B (d = 3) =
1

8
. (5.66)
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Em adição, a escolha (5.31) implica em

β′f = −f +
n

32
f 2, (5.67)

β′gα
= −gα +

(n
2

+ 8)

48
g2

α +
n

96
g2
3 −

1

2
fgα +

9

8
f 2, (5.68)

β′g3
= −g3 +

(n
2

+ 2)

48
g3 (g1 + g2) +

g2
3

12
− 1

2
fg3 +

9

8
f 2. (5.69)

Nota-se destas funções beta acima que as seis soluções não-carregadas continuam a

existir, todas instáveis no infravermelho na direção f do fluxo do grupo de renormal-

ização. No caso das soluções carregadas, elas são

g
′∗(7)
1± = g

′∗(7)
2± = g

′∗(7)
3± =

W±
2n(n + 8)

, (5.70)

f ′∗(7) =
32

n
; W± = 768 + 48n± 48

√
n2 − 64n− 512,

(5.71)

as quais são reais para n > 71.2, e

g
′∗(8)
1± = g

′∗(8)
2± =

1

n (n + 16)

[
96n + 1536− 4K±

n2 + 32
+

nK±
2(n2 + 32)

]
, (5.72)

g
′∗(8)
3± =

K±
2n(n2 + 32)

, f ′∗(8) =
32

n
, (5.73)

onde K± é definido por

K± = 6144− 384n− 48n2

±48
√

n4 − 80n3 − 1728n2 − 5120n− 32768.

Estas soluções são reais para n > 98.2. Realizando-se o estudo da estabilidade in-

fravermelha com a mesma prescrição da seção anterior, mostra-se que ocorre a mesma

estrutura do diagrama de fluxo do grupo de renormalização dado pela fig.5.3 na situação

n > 98.2, sendo (g
′∗(8)
α+ , g

′∗(8)
3+ , f ′∗) o ponto fixo estável no infravermelho.

É também interessante notar que a quantidade ∆
′∗(8)
+ , para o valor particular n =

100, é ∆
′∗(8)
+ ≈ 0.57, e comporta-se de modo decrescente com o aumento de n. Assim,

este resultado sugere que a abordagem da dimensão fixa possui um comportamento

tetracŕıtico mais evidente que no caso da expansão em ε. Os valores do parâmetro de
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Ginzburg-Landau também são maiores que aqueles encontrados na seção anterior. O

gráfico de κ
′∗(8)
± em função de n é mostrado na fig.5.7, tendo o relativo ao ponto fixo

estável no infravermelho os maiores valores.

Figura 5.7: Gráfico de κ
′∗(8)
± em função de n (no quadro da dimensão fixa). A linha

sólida representa κ
′∗(8)
+ , enquanto que a linha pontilhada é κ

′∗(8)
− .

Pode-se também calcular os expoentes cŕıticos com o uso das mesmas definições da

seção prévia, o que produz

ηα = − 8

n
, ηA = 1. (5.74)

Para obter os expoentes ν, φ e γ, usa-se a mesma prescrição explicitada nas

eqs.(5.54)-(5.62), porém com (5.58) e (5.59) escritas neste contexto como

η
′(2)
1,2 =

1

96

{
−

(n

2
+ 2

)
(g′∗1 + g′∗2 ) + 24f ′∗ +

[(n

2
+ 2

)2

(g′∗1 − g′∗2 )2 + n2g′∗23

] 1
2

}
,

(5.75)

η
′(2)
1,2 =

1

96

{
−

(n

2
+ 2

)
(g′∗1 + g′∗2 ) + 24f ′∗ −

[(n

2
+ 2

)2

(g′∗1 − g′∗2 )2 + n2g′∗23

] 1
2

}
.

(5.76)

Deste modo, a utilização destas expressões na eq.(5.56) gera os valores para ν1 e ν2,

e a fig.5.8 mostra o gráfico destas duas quantidadees com respeito a n, onde ε = 1.
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Novamente obtém-se ν ≡ ν2 > ν1.

Figura 5.8: Gráfico de ν1 e ν2 calculadas no quadro da dimensão fixa em função de n.

Escolhe-se ε = 1. Note-se que linha sólida representa ν2, enquanto a linha pontilhada

é ν1.

5.5 Discussão

Realizou-se aqui o exame do comportamento do modelo de Ginzburg-Landau mul-

ticŕıtico, com simetria O(n1)⊕O(n2) e na presença das flutuações magnéticas, através

do grupo de renormalização. Considerando-se os acoplamentos entre os dois parâmetros

de ordem e o campo de calibre iguais, bem como n1 = n2 = n/2, pode-se analisar a

matriz de estabilidade dos pontos fixos, sendo que na aproximação em primeira ordem

não-trivial, consegue-se um ponto fixo estável no infravermelho para n > 393.2 na

expansão em ε e para n > 98.2 na dimensão fixa em três dimensões.

Nota-se que o valor obtido para n na expansão em ε é ligeiramente maior que

aquele encontrado no modelo com simetria O(n) [16], que é de n > 365.9. Contudo,

aqui aparecem mais três pontos fixos carregados instáveis no infravermelho que, em

conjunto com aqueles não-carregados, definem uma hipersuperf́ıcie no diagrama de
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fluxo do grupo de renormalização para as quatro constantes de acoplamento, sendo a

interface entre as regiões de transição de fase de primeira e de segunda ordem. Em

adição, os valores encontrados para o parâmetro ∆, definido pela eq.(5.2) no ponto

fixo estável, indicam um comportamento tetracŕıtico. No entanto, na expansão em ε o

parâmetro mencionado tem um valor menor que no caso da dimensão fixa.

No caso dos expoentes cŕıticos, vê-se uma dissemelhança entre o expoente ν obtido,

que é dado pela função ν2 identificadas nas figs.5.5 e 5.8 nos dois casos estudados, e

o equivalente na ref. [16]. Em adição o expoente de cruzamento φc sugere uma maior

disparidade entre os valores de ν1 e ν2 para os valores permitidos de n menores.

Observe-se que embora este modelo tenha sido conduzido de um ponto de vista

geral dos fenômenos multicŕıticos, pode-se interpretá-lo descrevendo a transição super-

condutora, com a fase supercondutora requerendo os dois parâmetros de ordem na fase

quebrada. De fato, esta noção é semelhante à das teorias de bósons escravos dos su-

percondutores de alta Tc. Enquanto que em geral estas teorias são em duas dimensões,

pois estuda-se o plano dos cupratos, aqui extrapola-se para três dimensões. De acordo

com estas teorias, os dois parâmetros de ordem representam a formação de pares de

spinon e a condensação de hólons.

Desta maneira, a supercondutividade requer a condensação de ambos parâmetros

de ordem das quase-part́ıculas. Todavia, é interessante notar que aqui é considerada

a situação na qual os acoplamentos entre os dois parâmetros de ordem e o campo de

calibre são iguais, o que significa que ambos spinons e hólons condensam em pares, como

em [50]. Esta situação é diferente em [51–53], onde considera-se a situação f2 = 2f1.

Ademais, os valores dos parâmetros de Ginzburg-Landau encontrados parecem con-

tradizer a utilidade na descrição de supercondutores do tipo II, já que eles são menores

que 1/
√

2, embora no caso da dimensão fixa κ
′∗(8)
+ seja praticamente este valor para n

grande, o que significa estar na região da supercondutividade do tipo I. Vale ressaltar

que foi usado aqui a aproximação de primeira ordem não-trivial, justamente como um

passo no sentido de estudos qualitativos do modelo apresentado, como em [16] no caso

de um modelo com um parâmetro de ordem. Com o intuito de obter melhoramen-
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tos dos resultados encontrados aqui, é interessante no futuro o uso de métodos de

re-somatório [59].

Uma outra possibilidade de estender os estudos feitos neste trabalho, na situação da

dimensão fixa, é introduzir diferentes pontos da renormalização para os acoplamentos

do campo escalar e do campo de calibre, como em [17], com o intuito de ter um

parâmetro de controle dos valores de κ e dos pontos fixos. Isto significa trabalhar com

escalas diferentes obedecendo à relação µ2 = c2q2, onde q é a escala para as funções de

correlação com linhas externas do campo de calibre, µ para as equivalentes dos campos

escalares e c é o parâmetro de controle ad hoc.

Uma possibilidade relevante para o futuro é analisar este modelo no panorama da

teoria SO(5), isto é, tomar os parâmetros de ordem representando a fase antiferro-

magnética e o ordenamento supercondutor. Neste caminho, um dos acoplamentos fα

deve ser zero, mais precisamente aquele que acopla o campo de calibre ao parâmetro de

ordem da fase antiferromagnética. Porém este desenvolvimento deve ser acompanhado

de métodos que visem o melhoramento dos resultados obtidos aqui, a fim de conseguir

pontos fixos estáveis no infravermelho na região f́ısica do número de componentes, ou

seja, n < 5, por exemplo. Portanto, procedimentos baseados em re-somatório, por

exemplo, são necessários.
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Caṕıtulo 6

Conclusões e perspectivas

No trabalho desenvolvido nos caṕıtulos precedentes usou-se largamente os métodos

matemáticos t́ıpicos de teoria quântica de campos no estudo dos fenômenos cŕıticos.

Esta abordagem permitiu, entre outros desenvolvimentos, a caracterização dos efeitos

de fronteira e a multicriticalidade.

No caṕıtulo 3, apresentou-se o modelo sujeito à condição de fronteira tipo Dirichlet-

Dirichlet, definindo-se o parâmetro de ordem em um subespaço do conjunto euclideano

com dimensões compactificadas e empregando-se nos cálculos a prescrição general-

izada tipo Matsubara. No cálculo do potencial termodinâmico efetivo, considerando-se

a primeira correção à aproximação de Landau, usou-se a regularização dimensional,

recorrendo-se ao método das funções zeta do tipo Epstein-Hurwitz como ferramenta

adequada ao para lidar com as dificuldades técnicas impostas pela compactificação. Por

fim, usando-se o procedimento de continuação anaĺıtica, obteve-se expressões generali-

zadas para o potencial no modelo confinado, estudando-se em seguida o comportamento

cŕıtico correspondente.

Assim, supondo-se sempre o espaço tridimensional, discutiram-se as situações de

uma, duas ou três dimensões compactificadas, que representam sistemas na forma

de filme, fios ou cubos. Como resultado geral, observou-se a proporcionalidade, a

menos de uma constante aditiva, da temperatura cŕıtica com o inverso do comprimento

caracteŕıstico do sistema em cada geometria espećıfica. Neste ı́nterim, concluiu-se que

o grão supercondutor apresenta o maior coeficiente angular no gráfico Tc × L.
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Considerando-se o caso da supercondutividade, estes resultados concordam qualita-

tivamente com os dados experimentais na escala de materiais micrométricos na forma

de filmes [21–27, 30, 31], fios [32, 33], e grãos [34–36]. A conformidade entre o modelo

apresentado e os dados experimentais é atestada também pelos resultados encontrados

em [34], expressando o fato de que em amostras com dimensões reduzidas a repulsão

coulombiana torna o espaçamento médio entre os ńıveis de energia de part́ıcula única

comparáveis à energia de gap, destruindo a fase supercondutora. De fato, registra-se

na literatura observações deste efeito em grãos pequenos [37].

Por outro lado, infere-se a partir da discussão realizada nesta tese, que a observação

da supressão em amostras na forma de filmes e fios deve ser dificultada devido à

dominância de efeitos microscópicos como a localização e a proximidade, que são mais

pronunciados na escala nanométrica.

No caṕıtulo 4 desenvolveu-se uma análise mais detalhada do do modelo introduzido

no caṕıtulo anterior, levando-se em consideração a presença das flutuações magnéticas

e campos magnéticos externos. Assim, restringindo-se ao caso de uma dimensão com-

pactificada, realizou-se na seção 4.1 os cálculos via o método do potencial efetivo gaus-

siano, o que permitiu deduzir uma equação cŕıtica com duas contribuições separadas,

uma relacionada à auto-interação do parâmetro de ordem e a outra descrevendo a

interação entre o este e o campo de calibre.

Na situação de filmes supercondutores do tipo I, observou-se que a contribuição das

flutuações de calibre são relativamente pequenas, verificando-se a conformidade entre

as predições do modelo e os dados experimentais dispońıveis.

Em seguida, analisou-se o efeito Halperin-Lubensky-Ma em sistemas na forma de

filme. Na aproximação do parâmetro de ordem uniforme, investigou-se a dependência

na espessura das quantidades termodinâmicas relevantes, concluindo-se que a transição

de primeira ordem é induzida por um termo do tipo φ2 ln φ na energia livre. No caso

tridimensional sem fronteiras, este termo seria do tipo φ3 [16].

Outro resultado obtido foi a determinação do intervalo da temperatura da transição

de primeira ordem (∆T ) como sendo proporcional ao inverso da espessura, em con-
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cordância qualitativa com os resultados encontrados em [83]. Por outro lado, o est́ımulo

calculado aqui apresenta-se muito menor do que no estudo [83], gerando um resultado

mil vezes maior que aquele previsto em [16].

Já na seção 4.3, com o intuito de analisar o comportamento cŕıtico de filmes super-

condutores do tipo II extremo, analisou-se o modelo com n componentes na presença de

um campo magnético externo, na aproximação de 1
n
. Na aproximação do menor ńıvel

de Landau, obteve-se novamente uma equação relacionando a temperatura cŕıtica com

a espessura da amostra e a intensidade do campo magnético externo. Estes desen-

volvimentos permitiram concluir que para valores cada vez menores da espessura da

amostra, necessita-se de campos magnéticos externos correspondentemente menos in-

tensos para alcançar a região do menor ńıvel de Landau.

Em resumo, dos resultados obtidos nos caṕıtulos 3 e 4 observa-se que o modelo

fenomenológico de Ginzburg-Landau apresenta-se como uma ferramenta útil no en-

tendimento dos fenômenos cŕıticos na presença das condições de fronteira, sendo uma

alternativa efetiva e relativamente simples.

No outro cenário focalizado por este trabalho, a fim de estudar fenômenos relaciona-

dos à multicriticalidade, explorou-se no caṕıtulo 5 uma versão do modelo de Ginzburg-

Landau com simetria O(n1) ⊕ O(n2), contendo (n1/2 + n2/2) parâmetros de ordem

complexos acoplados a um potencial vetorial representando as flutuações magnéticas.

Neste contexto, utilizando-se técnicas de grupo de renormalização, analisou-se compor-

tamento multicŕıtico tanto na abordagem da expansão em ε quanto da dimensão fixa.

Expressões das quatro funções beta foram obtidas, assumindo-se que os acoplamentos

entre os dois parâmetros de ordem e o campo de calibre são escolhidos iguais, bem

como n1 = n2 = n/2.

As funções beta assim obtidas geraram, além dos seis pontos fixos neutros, mais

quatro carregados. Analisando-se a matriz de estabilidade constatou-se a existência de

um ponto fixo estável no infravermelho para n > 393.2 na expansão em ε e n > 98.2 na

dimensão fixa. Concluiu-se então que o diagrama de fluxo do grupo de renormalização

no espaço das constantes (g1, g2, g3, f) tem uma hipersuperf́ıcie definida pelo ponto fixo
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gaussiano e pelos carregados que descreve a interface entre as regiões de transição de

fase de primeira e de segunda ordem.

Em adição, obteve-se que os valores encontrados para o parâmetro ∆ caracterizam

o ponto fixo estável no infravermelho como tetracŕıtico. Outro ponto discutido foi a

discrepância entre os valores ∆ obtidos na expansão em ε e na abordagem da dimensão

fixa, o que dá margem à interpretação de que o sistema experimenta a tetracriticalidade

de maneira mais incisiva no cenário da dimensão fixa. Com relação ao cálculo dos

expoentes cŕıticos, observou-se que o expoente ν nas duas abordagens consideradas

tem valores diferentes daqueles obtidos na aproximação de Landau.

Uma interpretação posśıvel da descrição da supercondutividade via o modelo mul-

ticŕıtico é provida pela percepção de que a fase supercondutora requer os dois parâmetros

de ordem na fase quebrada. De fato, esta noção é similar àquela das teorias dos su-

percondutores de alta Tc, sendo que nestas últimas os parâmetros de ordem são rela-

cionados a densidades de quase-part́ıculas. Todavia, considerou-se aqui a situação na

qual os acoplamentos entre os dois parâmetros de ordem e o campo de calibre são

iguais, significando que as quase-part́ıculas condensam-se aos pares [50]. Note-se que

esta situação é discutida de forma diferente nas refs. [51–53].

Como perspectivas futuras, desenvolvimentos no sentido de obter melhoramentos

nos resultados obtidos mostram-se não só pertinentes como desejáveis.

Neste sentido, posśıveis extensões dos trabalhos relacionados à compactificação

apontam para a formulação a partir da análise do grupo de renormalização, o que

permitiria a descrição das quantidades termodinâmicas destes sistemas de forma mais

consistente.

Atendo-se ao modelo de Ginzburg-Landau multicŕıtico, desdobramentos posśıveis

são a análise até a segunda ordem em ε e a utilização de métodos de re-somatório.

Tais procedimentos poderiam em prinćıpio permitir a redução significativa de n para

a existência de um ponto fixo estável no infravermelho, conduzindo a resultados mais

consistentes com a fenomenologia. Outro ponto a analisar é o uso de diferentes pontos

de renormalização para os acoplamentos do parâmetro de ordem e do potencial vetorial
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[17], com o intuito de ter um parâmetro de controle que dita a consistência do modelo.

Outra perspectiva promissora é a consideração das consequências de uma formulação

dual do modelo de Ginzburg-Landau multicŕıtico.

No cenário da supercondutividade em alta temperatura cŕıtica, dentre outras pos-

sibilidades coloca-se o entendimento da teoria SO(5) [90], levando-se em consideração

o acoplamento das flutuações magnéticas ao parâmetro de ordem da supercondutivi-

dade, tendo o acoplamento do potencial vetorial ao parâmetro de ordem da fase an-

tiferromagnética, f1 ou f2, nulo. Estes desenvolvimentos devem ser acompanhados de

métodos que visem o melhoramento dos resultados obtidos aqui, a fim de conseguir

pontos fixos estáveis no infravermelho na região f́ısica do número de componentes,

ou seja, n = 5. Isto em prinćıpio permitiria uma comparação conceitualmente mais

consistente com os dados experimentais [49].

Conclui-se, portanto, que o modelo de Ginzburg-Landau nas suas diferentes versões

analisadas, tanto do ponto de vista dos métodos da teoria quântica de campos como da

fenomenologia, continuará sendo um ramo promissor no estudo da f́ısica de fenômenos

cŕıticos.
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Apêndice A

O tratamento da função zeta de

Epstein-Hurwitz

É desenvolvido neste presente apêndice a técnica necessária no tratamento da função

zeta de Epstein-Hurwitz, Ac2

m, que aparece na eq. (3.12). O objetivo é obter uma ex-

pressão desta função numa forma que seja a mais conveniente posśıvel na abordagem

dos problemas propostos no caṕıtulo 2 de compactificação das dimensões espaciais do

modelo de Ginzburg-Landau. Os procedimentos empregados aqui são uma general-

ização daqueles descritos na ref. [40], e são semelhantes aos da ref. [42].

Iniciando a marcha, as funções Ac2

m podem ser estendidas de um modo geral a todo

o plano complexo de s, da maneira

Ac2

m(ν; {bi}) =
1

c2ν
+ 2

m∑
i=1

∞∑
ni=1

(b2
i n

2
i + c2)−ν + 22

m∑
i<j=1

∞∑
ni,nj=1

(b2
i n

2
i + b2

jn
2
j + c2)−ν

+ · · ·+ 2m

∞∑
n1,...,nm=1

(b2
1n

2
1 + · · ·+ b2

mn2
m + c2)−ν . (A.1)

Na seqüência, é de grande utilidade o uso da identidade

1

∆ν
=

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dt tν−1e−∆t. (A.2)
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Neste sentido, a eq.(A.1) torna-se

Ac2

m(ν; {bi}) =
1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dt tν−1e−c2t

[
1 + 2

m∑
i=1

T1(t, bi)+

+22

m∑
i,j=1

T2(t, bi, bj) + · · ·+ 2mTm(t, b1, ..., bm)

]
, (A.3)

onde

T1(t, bi) =
∞∑

ni=1

e−bin
2
i t , (A.4)

Tj(t, b1, ..., bj) = Tj−1(t, b1, ..., bj−1)T1(t, bj) , j = 2, ..., m. (A.5)

O próximo passo seguinte é considerar a seguinte propriedade das funções T1,

T1(t, bi) = −1

2
+

√
π

bit

[
1

2
+ S(

π2

ait
)

]
, (A.6)

sendo S(x) uma função dada por

S(x) =
∞∑

n=1

e−n2x. (A.7)

Assim, a partir da eq.(A.6), nota-se após manipulações longas porém imediatas que

a eq.(A.3) torna-se

Ac2

m(ν; {bi}) =
π

m
2√

b1 · · · bd

1

Γ(ν)

∫ ∞

0

dt t(ν−
b
2
)−1e−c2t

×
[
1 + 2

m∑
i=1

S(
π2

bit
) + 22

m∑
i<j=1

S(
π2

bit
)S(

π2

bjt
)

+ · · ·+ 2m

m∏
i=1

S(
π2

bit
)

]
. (A.8)

A etapa final para obtenção da expressão conveniente para Ac2

m é levar em conta a

forma expĺıcita de S(x) em (A.7) e a seguinte representação para as funções de Bessel

de terceira espécie Kν ,

2(a/b)
ν
2 Kν(2

√
ab) =

∫ ∞

0

dx xν−1e−(a/x)−bx, (A.9)
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Portanto, após mais algumas ações, a eq.(A.8) fica escrita como

Ac2

m(ν; {bi}) =
2ν−m

2
+1π2ν−m

2

b1 · · · bd Γ(ν)

[
2ν−m

2
−1Γ

(
ν − m

2

)
(2πc)m−2ν

+2
m∑

i=1

∞∑
ni=1

(
ni

2πcbi

)ν−m
2

Kν−m
2

(
2πcni

bi

)
+ · · ·

+2m

∞∑
ni=1

(
1

2πc

√
n2

1

b2
1

+ · · ·+ n2
m

b2
m

)ν−m
2

×Kν−m
2

(
2πc

√
n2

1

b2
1

+ · · ·+ n2
m

b2
m

)]
. (A.10)

Esta é a forma da função zeta de Epstein-Hurwitz que tem utilidade no presente con-

texto.
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Apêndice B

O tratamento das equações cŕıticas

para fios e cubos

Este apêndice expõe as manipulações algébricas do cálculo das equações cŕıticas do

modelo de Ginzburg-Landau da seção 3.3.2, no caso de duas e três dimensões compact-

ificadas.

Analisando inicialmente o caso de duas dimensões compactificadas, m = 2, a

equação cŕıtica é dada pela eq.(3.27). É relevante notar que é posśıvel construir as

continuações anaĺıticas e relações de recorrência para as funções zeta de Epstein mul-

tidimensionais, definidas na eq.(3.28), o que permite escrevê-las em termos de funções

de Kelvin e zeta de Riemann.

Começando com a continuação anaĺıtica para a função zeta de Epstein-Hurwitz

[38,40],

∞∑
n=1

(
n2 + p2

)−ν
= −1

2
p−2ν +

√
π

2p2ν−1Γ(ν)

[
Γ

(
ν − 1

2

)
+ 4

∞∑
n=1

(πpn)ν− 1
2 Kν− 1

2
(2πpn)

]
,

(B.1)

e utilizando-a na realização de um dos somatórios em (3.28), a questão que aparece

imediatamente é qual soma deve ser primeiro avaliada. Conforme é feito na ref. [100],

qualquer somatório que escolhe-se primeiramente efetuar, a simetria manifesta L1 ↔ L2

em (3.28) é perdida. Assim, com o fito de preservar esta simetria, procura-se adotar

aqui uma expressão simetrizada generalizada para o caso de muitas variáveis.
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Neste sentido, para deduzir uma continuação anaĺıtica e relações de recorrência

simetrizadas para as funções de Epstein multidimensionais, assume-se que estas são

dadas por

Em (ν; {Li}) =
1

m!

∑
σ

∞∑
n1=1

· · ·
∞∑

nm=1

[
σ2

1n
2
1 + · · ·+ σ2

mn2
m

]−ν
, (B.2)

onde σi = σ(Li), com σ correndo no conjunto de todas as permutações dos parâmetros

L1, ..., Lm, e os somatórios sobre n1, ..., nm sendo tomados na dada ordem. Desta

maneira, aplicando (B.2) para executar o somatório sobre nm, consegue-se

Em (ν; {Li}) = − 1

2 m!

m∑
i=1

Em−1

(
ν; ..., L̂i, ...

)

+

√
π

2 m! Γ(ν)
Γ

(
ν − 1

2

) m∑
i=1

1

Li

Em−1

(
ν − 1

2
; ..., L̂i, ...

)

+
2
√

π

m! Γ(ν)
Wm

(
ν − 1

2
, {Li}

)
, (B.3)

onde o chapéu sobre o parâmetro Li nas funções Em−1 significa que ele é exclúıdo do

conjunto {Li}, sendo os outros os (m− 1) parâmetros de Em−1, e

Wm (η; {Li}) =
m∑

i=1

1

Li

∞∑

{ni}=1


 πni

Li

√
(· · ·+ L̂2

i n
2
i + · · · )




η

Kη

(
2πni

Li

√
(· · ·+ L̂2

i n
2
i + · · · )

)
,

(B.4)

com (· · ·+ L̂2
i n

2
i + · · · ) representando o somatório

∑m
j=1 L2

jn
2
j − L2

i n
2
i . Em particular,

observando que E1 (ν; Lj) = L−2ν
j ζ(2ν), encontra-se

E2

(
d− 2

2
; L2

1, L
2
2

)
= −1

4

(
1

Ld−2
1

+
1

Ld−2
2

)
ζ(d− 2)

+

√
πΓ(d−3

2
)

4Γ(d−2
2

)

(
1

L1L
d−3
2

+
1

Ld−3
1 L2

)
ζ(d− 3) +

√
π

Γ(d−2
2

)
W2

(
d− 3

2
; L1, L2

)
, (B.5)

que é uma função meromórfica de d e simétrica nos parâmetros L1 e L2 como eq.(3.28)

sugere.
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Na seqüência, o uso da expressão (B.5) em (3.27) implica em

r(L1, L2) ≈ m̄2
0(L1, L2) +

3λ

πd/2

[(
1

Ld−2
1

+
1

Ld−2
2

)
Γ

(
d− 2

2

)
ζ(d− 2)

+
√

π

(
1

L1L
d−3
2

+
1

Ld−3
1 L2

)
Γ

(
d− 3

2

)
ζ(d− 3)

+ 2
√

πW2

(
d− 3

2
; L1, L2

)]
. (B.6)

Esta expressão não apresenta problemas para 3 < D < 4, mas para D = 3 o primeiro

e o segundo termos entre os colchetes são divergentes devido às funções zeta e gamma,

respectivamente. Contudo, pode-se tratar estas divergências lembrando a propriedade

explicitada na eq. (3.21) e usando a expansão de Γ(d−3
2

) ao redor de d = 3,

Γ(
d− 3

2
) ≈ 2

d− 3
+ Γ′(1), (B.7)

Γ′(z) sendo a derivada da função gamma com respeito a z. Para z = 1 ,ela coincide com

a função digamma de Euler ψ(1), a qual tem o valor ψ(1) = −γ. É importante notar,

entretanto, que diferentemente do caso tratado na seção 3.3.1, onde um procedimento

de renormalização foi necessário, aqui estes dois termos divergentes que foram gerados

pelo uso de (3.21) e (B.7) cancelam-se entre eles. Com isso, a renormalização torna-

se desnecessária. Deste modo, para d = 3 o parâmetro r(L1, L2) escrito na eq.(3.27)

adquire a forma

r(L1, L2) ≈ α (T − Tc(L1, L2)) , (B.8)

com a temperatura cŕıtica dependente das condições de fronteira dada por

Tc(L1, L2) = Tc0 − 3λγ

16πα

(
1

L1

+
1

L2

)
− λ

4πα
W2(0; L1, L2) , (B.9)

com a função W2(0; L1, L2) sendo

W2(0; L1, L2) =
∞∑

n1,n2=1

{
1

L1

K0

(
2π

L2

L1

n1n2

)
+

1

L2

K0

(
2π

L1

L2

n1n2

)}
. (B.10)

Portanto, a eq.(B.9) representa a equação cŕıtica para o caso de duas das três

dimensões do sistema sendo compactificadas.

Passa-se agora à situação de três dimensões compactificadas, m = 3, cuja equação

cŕıtica é dada pela eq. (3.34). Observando que a estrutura anaĺıtica da função
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E3

(
D−2

2
; L1, L2, L3

)
pode ser obtida das relações de recorrência simetrizadas gerais

definidas por (B.3) e (B.4), então

E3

(
d− 2

2
; L1, L2, L3

)
= −1

6

3∑
i<j=1

+E2

(
d− 2

2
; Li, Lj

) √
πΓ(d−3

2
)

6Γ(d−2
2

)

×
3∑

i,j,k=1

(1 + εijk)

2

1

Li

E2

(
d− 2

2
; Lj, Lk

)

+
2
√

π

3Γ(d−2
2

)
W3

(
d− 3

2
; L1, L2, L3

)
, (B.11)

onde εijk é o śımbolo totalmente anti-simétrico e a função W3 é um caso particular de

(B.4). Assim, com o uso de (B.5) e (B.11), o parâmetro r dependente das fronteiras

pode ser escrito como

r(L1, L2, L3) ≈ r2
0(L1, L2, L3) +

λ

4πd/2

[
1

3
Γ

(
d− 2

2

) 3∑
i=1

1

Ld−2
i

ζ(d− 2)

+

√
π

6
ζ(r − 3)

3∑
i<j=1

(
1

Ld−3
i Lj

+
1

Ld−3
j Li

)
Γ

(
d− 3

2

)

+
4
√

π

3

3∑
i<j=1

W2

(
d− 3

2
; Li, Lj

)
+

π

6
ζ(d− 4)Γ

(
d− 4

2

) 3∑

i,j,k=1

(1 + εijk)

2

× 1

Li

(
1

Ld−4
j Lk

+
1

Ld−4
k Lj

)
+

2π

3

3∑

i,j,k=1

(1 + εijk)

2

1

Li

W2

(
d− 4

2
; Lj, Lk

)

+
8
√

π

3
W3

(
d− 3

2
; L1, L2, L3

)]
(B.12)

Percebe-se que os dois primeiros termos entre os colchetes em (B.12) diverge para

d → 3 devido aos pólos das funções gamma e zeta. Entretanto, como aconteceu no

caso de m = 2 acima estudado, é posśıvel mostrar que estas divergências cancelam-se.

Desta maneira, após algumas manipulações, para d = 3 a eq.(B.12) torna-se

r(L1, L2, L3) ≈ r2
0(L1, L2, L3) +

λ

4π

[
γ

2

3∑
i=1

1

Li

+
4

3

3∑
i<j=1

W2(0; Li, Lj)+

+
π

18

3∑

i,j,k=1

(1 + εijk)

2

Li

LjLk

+
2
√

π

3

3∑

i,j,k=1

(1 + εijk)

2

1

Li

W2

(
−1

2
; Lj, Lk

)

+
8

3
W3(0; L1, L2, L3)

]
. (B.13)

Esta é a equação cŕıtica para o caso das três dimensões do sistema compactificadas.
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Apêndice C

O cálculo do potencial efetivo

gaussiano e da equação de gap

Estas linhas são dedicadas à demonstração do cálculo do potencial termodinâmico

efetivo da seção 4.1, o qual leva em conta as flutuações do campo de calibre abeliano, e

é calculado via o método variacional dito potencial efetivo gaussiano [73–80]. É obtida

também a equação de gap que dita o comportamento cŕıtico do sistema neste contexto.

Iniciando, o potencial efetivo gaussiano pode ser obtido da eq.(4.6) realizando um

deslocamento no campo escalar, φ = φ̃ + ϕ, o que permite escrever H da maneira

H = H0 +Hint, (C.1)

com H0 sendo a parte livre e Hint a parte de interação, dados respectivamente por

H0 =

[
1

2
(∇φ̃)2 +

1

2
Ω2φ̃2

]
+

[
1

2
(∇×A)2 +

1

2
∆2AµA

µ +
1

2ε
(∇ ·A)2

]
, (C.2)

e

Hint =
4∑

n=0

vnφ̃n +
1

2

(
e2ϕ2 −∆2

)
AµA

µ +
1

2
e2φ̃AµA

µϕ +
1

2
e2AµA

µϕ2, (C.3)

onde

v0 =
1

2
r0ϕ

2 + λϕ4, v1 = r0ϕ + 4λϕ3, v2 =
1

2
r0ϕ

2 + 6λϕ2 − 1

2
Ω2, (C.4)

v3 = 4λϕ, v4 = λ. (C.5)
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É claro das eqs.(C.1)-(C.3) queH descreve dois campos interagentes, um campo escalar

real φ de termo de massa Ω e um campo de calibre vetorial A de massa ∆. Nota-se que

Ω e ∆ são os parâmetros variacionais com respeito aos quais minimizar-se-á o potencial

efetivo, sendo desta forma obtido o potencial efetivo gaussiano.

Prosseguindo, o potencial termodinâmico efetivo pode ser obtido pela teoria de

perturbações até a primeira ordem, já visitado na seção 2.3. Assim, a utilização das

eqs.(4.6), (C.2) e (C.3) implica em

Veff [ϕ] = Id
1 (Ω) + 2Id

1 (∆) +
1

2
r0ϕ

2 + λϕ4 +
1

2

[
r0 − Ω2 + 12λϕ2 + 6λId

0 (Ω)
]
Id
0 (Ω)

+
[
e2

(
ϕ2 + Id

0 (Ω)
)−∆2

]
Id
0 (∆), (C.6)

onde

Id
0 (M) =

∫
ddk

(2π)d

1

k2 + M2
, (C.7)

Id
1 (M) =

1

2

∫
ddk

(2π)d
ln(k2 + M2), (C.8)

com k = (k1, ..., kd) sendo o momento definido em d dimensões.

O potencial efetivo é derivado a partir do seguinte requerimento: Veff [ϕ] deve ser

estacionário pela variações de ∆ e Ω. Isto significa que certos valores Ω e ∆ devem ser

dados de modo que

∂Veff

∂Ω2

∣∣∣∣
Ω2=Ω

2
= 0,

∂Veff

∂∆2

∣∣∣∣
∆2=∆

2
= 0, (C.9)

sejam simultaneamente satisfeitas. Assim, estas condições geram as seguintes equações

de gap:

Ω
2

= r0 + 12λϕ2 + 12λId
0 (Ω) + 2e2Id

0 (∆), (C.10)

∆
2

= e2ϕ2 + e2Id
0 (Ω). (C.11)

Na seqüencia, substituindo Ω e ∆ na eq. (C.6) pelas soluções Ω e ∆, de (C.10) e

(C.11), consegue-se imediatamente a expressão para o potencial efetivo gaussiano,

V eff [ϕ] = Id
1 (Ω) + 2Id

1 (∆) +
1

2
r0ϕ

2 + λϕ4 − 3λ[Id
0 (Ω)]2 − e2Id

0 (Ω)Id
0 (∆).(C.12)
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Nota-se que as eqs.(C.10) e (C.11) formam um par de equações acopladas, as quais

são resolvidas por métodos numéricos. Contudo, no contexto estudado o interesse é

somente na vizinhança da criticalidade.

Em seguida, deseja-se compor uma expressão para o termo massivo r, obtido da

segunda derivada do potencial efetivo gaussiano no ponto ϕ = 0, pois em prinćıpio o

sistema está sendo analisado na vizinhança da fase desordenada, T ≥ Tc. No entanto,

vê-se que no cálculo das derivadas de V eff com respeito a ϕ deve-se levar em conta

que Ω
2

e ∆
2

em (C.10) e (C.11) também dependem de ϕ de acordo com as seguintes

relações

dΩ
2

dϕ
=

24λϕ− e2Id
−1(∆)d∆

2

dϕ

1 + 6λId
−1(Ω)

, (C.13)

d∆
2

dϕ
= 2e2ϕ− 1

2
e2Id

−1(∆)
dΩ

2

dϕ
, (C.14)

onde

Id
−1(M) = 2

∫
ddk

(2π)d

1

(k2 + M2)2
. (C.15)

Deste modo, a substituição de (C.14) em (C.13) gera

dΩ
2

dϕ
=

[
24λ− 2e4Id

−1(∆)
]
ϕ

1 +
[
6λ− 1

2
e4Id

−1(Ω)
]
Id
−1(Ω)

, (C.16)

e a segunda derivada de V eff em relação a ϕ produz

d2V eff

dϕ2
= r0 + 12λϕ2 + 12λId

0 (Ω) + 2e2Id
0 (∆) + 2e4ϕ2Id

−1(∆)

−
[
6λ + 1

2
e4Id

−1(∆)
] [

24λ− 2e4Id
−1(∆)

]
ϕ2

1 +
[
6λ− 1

2
e4I−1(Ω)

]
Id
−1(Ω)

. (C.17)

Define-se a fórmula para r é como

r ≡ d2Veff

dϕ2

∣∣∣∣
ϕ=0

= r0 + 12λId
0 (Ω0) + 2e2Id

0 (∆0), (C.18)

onde Ω0 e ∆0 são respectivamente as soluções para Ω e ∆ a ϕ = 0, isto é

Ω
2

0 = r0 + 12λId
0 (Ω0) + 2e2Id

0 (∆0), (C.19)

∆
2

0 = e2Id
0 (Ω0). (C.20)
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Conseqüentemente, de (C.18) e (C.19) tem-se simplesmente

r = Ω
2

0. (C.21)

Portanto, a equação de gap (C.18) obedece a uma equação do tipo Dyson-Schwinger

gaussiana, ou seja,

r = r0 + 12λId
0 (
√

r) + 2e2Id
0

(√
e2Id

0 (
√

r)

)
. (C.22)

Esta é a equação que controla o comportamento cŕıtico do sistema, e é de fundamental

importância na seção 4.2.
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[77] A. Okopińska, Phys. Rev. D 35, 1835 (1987).

[78] I. Stancu and P. M. Stevenson, Phys. Rev. D 42, 2710 (1990).
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