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Resumo

A presente tese é consagrada a utilizagdo dos métodos desenvolvidos na teoria
quantica de campos na analise do modelo de Ginzburg-Landau da supercondutivi-
vade. Em sua representacao funcional, o mencionado modelo apresenta-se de grande
préstimo no estudo desta classe de fenomenos criticos, e em particular, nos aspectos
relacionados a compactificagao e a multicriticalidade.

Inicia-se este estudo com um breve panorama da teoria de Ginzburg-Landau e
discutindo-se, em seguida, a sua formulacao em um espaco parcialmente compactifi-
cado, com a utilizacao de métodos de continuagao analitica. Com o modelo em tres
dimensoes, considera-se os casos particulares de uma, duas ou trés dimensoes com-
pactificadas, que correspondem respectivamente ao sistema estando na forma de um
filme, um fio e uma caixa. Neste ambito, a dependéncia do comportamento critico no
comprimento das dimensoes compactificadas é entao analisada.

O exame prossegue com a analise das flutuagoes magnéticas no modelo de Ginzburg-
Landau com uma dimensao compactificada, sendo feita a confrontacao com os dados
experimentais. Neste cendrio, a teoria das transicoes de fase de primeira ordem em
supercondutores do tipo I é considerada, assim como a situacao de materais do tipo II
em campos magnéticos externos.

Finalmente, a multicriticalidade é discutida no modelo de Ginzburg-Landau em uma
versao com simetria O(ny) @ O(ng), com o campo de calibre. A analise do grupo de
renormalizacao é desenvolvida em ambas as situagoes da expansao em ¢ e da dimensao
fixa. A existéncia dos pontos fixos é entao examinada, obtendo-se os expoentes criticos

relevantes.
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Abstract

The present thesis is consecrated to the use of the methods developed in the quan-
tum field theory in the analysis of the Ginzburg-Landau model of superconductivity.
In its functional representation, the mentioned model is useful in the study of this class
of critical phenomena, and in particular, the aspects related to the compactification
and the multicriticality.

This study starts with a brief review of the Ginzburg-Landau theory and, after
that, its formularization in a space partially compactified, with the use of methods of
analytical continuation. With the model in three dimensions, one considers the partic-
ular cases of one, two or three compactified dimensions, that correspond respectively to
the system being in the form of a film, a wire and a box. In this scope, the dependence
of the critical behavior in the length of confined dimensions is then analyzed.

The examination continues with the analysis of the magnetic fluctuations in the of
Ginzburg-Landau model with a compactified dimension, being made the confrontation
with the experimental data. In this scene, the theory of the first-order phase transis-
tions in superconductors of type-I is considered, as well as the situation of materials of
type-II in external magnetic fields.

Finally, the multicriticality is argued in the model of Ginzburg-Landau in a version
O(n1) ® O(ng)-symmetric considering the gauge field. The analysis of the renormal-
ization group is developed in both the situations of the expansion in ¢ and the fixed
dimension. The existence of the fixed points then is examined, as well as calculations

of the relevant critical exponents are also carried out.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos fenémenos criticos é um tema de grande relevancia na fisica. Uma classe
destes fendmenos que tem sido objeto de grande investigagao é a supercondutividade [1].
Uma descrigao fenomenoldgica consistente das transicoes supercondutoras é obtida
a partir do modelo de Ginzburg-Landau [2]. Introduzido em 1950, este modelo é
construido a partir de um parametro de ordem com validade na vizinhanga do ponto
critico, que descreve a densidade dos elétrons supercondutores, e de um potencial
vetorial das flutuagoes magnéticas independentes do tempo.

A despeito do sucesso da teoria microscépica de Bardeen, Cooper e Schriffer, in-
troduzida em 1957 [3], a teoria de Ginzburg-Landau tem se apresentado de grande
utilidade, sendo objeto de grande investigacao até o presente momento. Um exem-
plo é no estudo dos supercondutores do tipo II [4-13], em que a teoria microscépica
mencionada é inadequada.

Ao longo do tempo observou-se a grande utilidade de métodos tipicos da teoria
quantica de campos no tratamento do modelo de Ginzburg-Landau, tais como o célculo
funcional e a andlise via o grupo de renormalizacao [14]. Estes desenvolvimentos tém
permitido estabeler analogias em diferentes contextos, entre os fenomenos criticos e
modelos da teoria quantica de campos [15].

Uma das primeiras utilizacoes do grupo de renormalizacao no modelo de Ginzburg-
Landau foi proposta por Halperin, Lubensky e Ma [16], que concluiram que o ponto

fixo carregado nao é estdavel no infravermelho na primeira ordem da teoria de per-



turbacoes, caso o parametro de ordem tenha duas componentes reais, sugerindo assim
uma transicao de fase de primeira ordem. Contudo, o resultado teérico nao foi compro-
vado experimentalmente, pois o intervalo de temperatura no qual este tipo de transicao
deveria ser observada ¢ da ordem de nK. No entanto, ainda é objeto de discussao a
existéncia de um ponto critico carregado na andlise do grupo de renormalizacao em
ordens maiores [1,13,17-19].

De outro modo, efeitos das fronteiras espaciais nas propriedades dos materiais su-
percondutores tém sido também tema de grande investigacao, tanto do ponto de vista
experimental quanto teérico [2,20-37]. Neste sentido, a existéncia das transigoes de fase
devem ser, em principio, associadas aos parametros espaciais que quebram a invariancia
translacional. Em particular, o trabalho pioneiro de Ginzburg-Landau tratou de mate-
riais supercondutores na forma de filmes finos [2], bem como em [20-31]; por outro lado,
em [32,33] o estudo ¢ feito para amostras na forma de fio, enquanto que em [34-37] é
analisado o caso dos graos supercondutores. Nestes casos, observa-se efeitos relevantes,
como a diminuicao do valor da temperatura critica com o decréscimo das dimensoes
espaciais do material, estas estando abaixo da escala de pm.

Desta forma, com o intuito de contribuir no estudo da supercondutividade em ma-
teriais com dimensoes compactificadas, questoes a respeito da formulacao do modelo
de Ginzburg-Landau na presenga de condicoes de fronteira se mostram pertinentes, so-
bretudo a partir da utilizagdo do método da regularizagao zeta [38-42]. Tais métodos
tem sido também utilizados em teoria quantica de campos no tratamento de sistemas

confinados, como por exemplo o efeito Casimir [43].

De um outro ponto de vista, uma versao generalizada do modelo de Ginzburg-
Landau com uma simetria O(ny) @ O(nsy) tem sido empregada na caracterizacao de
sistemas que apresentam comportamento multicritico. Tal comportamento emerge em
sistemas que apresentam competicao entre tipos de ordenamento distintos. Alguns
exemplos sao os antiferromagnetos anisotropicos em um campo magnético externo uni-

forme [44-46], os cristais liquidos [47] e a cromodinamica quantica, com o potencial



quimico barioénico nao-nulo [48].

Um outro exemplo de multicriticalidade ocorre no cenario dos materiais com base
em cupratos de alta temperatura critica. Estes materiais tém a vantagem de possuir
uma regiao critica mais larga em relacao aqueles ordindarios, podendo chegar até a ordem
de vérios K, o que permite um maior acesso experimental a regiao carregada [49]. Por
outro lado, estes sistemas tém sido analisados via uma teoria de bdsons escravos com
um campo de calibre [50-53], visando o entendimento da rede de vortices. Assim,
um elétron no plano do CuO, é considerado como um composto de quase-particulas
fermionicas carregando o spin e bosonicas conduzindo a carga. Neste contexto, a
ocorréncia da fase supercondutora implica na condensacao simultanea das mencionadas
quase-particulas.

Com efeito, questoes surgem a respeito de possiveis extensoes da analise do modelo
de Ginzburg-Landau com simetria O(n1) @ O(n2) na presenca de flutuagoes magnéticas,

como por exemplo a possivel existéncia de um ponto fixo estavel carregado.

Desta maneira, tomando-se como motivacao tudo o que foi dito acima, a pre-
sente tese discute diferentes aspectos da supercondutividade a partir da aplicacao dos
métodos da teoria quantica de campos aplicados ao estudo do modelo de Ginzburg-
Landau. Sendo assim, o contetdo deste trabalho é organizado da forma a seguir.

No capitulo 2 é oferecida uma breve revisao do modelo de Ginzburg-Landau, bem
como a apresentagao do ferramental basico necessario aos capitulos seguintes. Nele sao
discutidos o hamiltoniano de Ginzburg-Landau, o método funcional, a aproximagao de
Landau e suas correcoes, bem como o grupo de renormalizagao.

As idéias desenvolvidas neste trabalho comecam a ser apresentadas no capitulo
3, onde é tratado o comportamento critico do modelo com a correcao de primeira
ordem, levando-se também em consideragao condigoes de fronteira engendradas pela
compactificagao das dimensoes. Neste sentido, analisa-se o modelo restrito a um espago
parcialmente compactificado, com a exposicao do método das funcoes zeta de Epstein
multidimensionais. Assim, sendo o modelo definido em trés dimensoes, considera-se os

casos particulares de uma, duas ou trés dimensoes compactificadas, que correspondem



respectivamente ao sistema estando na forma de um filme, um fio de secao transversal
quadrada e uma caixa ctbica. No contexto da fenomenologia, discute-se o comporta-
mento critico de supercondutores do tipo I em funcao dos comprimentos das dimensoes
compactificadas [54].

No capitulo 4, as flutuagoes magnéticas no modelo com uma dimensao compacti-
ficada sao analisadas, com a andlise do seu comportamento critico e comparagao com
as experiéncias existentes para materiais supercondutores do tipo I [55]. Outro ponto
examinado é a teoria de Halperin-Lubensky-Ma, que é esta revisitada em um cenéario
com fronteiras [56]. Na parte final, considera-se a supercondutividade do tipo IT via
o modelo compactificado no limite N grande e na presenca de campo magnético ex-
terno [57].

O capitulo 5 é dedicado ao estudo do comportamento multicritico do modelo de
Ginzburg-Landau em uma versao com simetria O(n;) @ O(ny), contendo (n1/2+ no/2)
parametros de ordem complexos acoplados ao potencial vetorial representando as flu-
tuagoes magnéticas. Desenvolve-se entao a analise do grupo de renormalizacao na
aproximacgao de primeira ordem em ambas as situacoes da expansao em ¢ e da di-
mensao fixa. Neste contexto, a existéncia dos pontos fixos é examinada, e os expoentes
criticos sdo obtidos [58].

Finalmente, no capitulo 6 sintetiza-se os resultados expostos nesta tese, bem como

apresenta-se perspectivas de possiveis extensoes dos trabalhos realizados.



Capitulo 2

Aspectos gerais sobre o modelo de

Ginzburg-Landau

Este capitulo é devotado a uma breve apresentacao do modelo de Ginzburg-Landau
[2,14,59-61], bem como a introdugao do ferramental basico necesséario aos capitulos
seguintes. Assim, discute-se o parametro de ordem e o hamiltoniano do modelo na
secao 2.1. Em seguida, aproveitando-se a similaridade entre este modelo e o A¢* da
teoria quantica de campos, introduz-se na secao 2.2 o método da integracao funcional,
com algumas aplicacoes na secao 2.3, que sao a aproximacgao de Landau e a corregao
de primeira ordem. Na secao 2.4 a renormalizacao é discutida, tendo-se por fim, na
secao 2.5 uma analise sobre o grupo de renormalizacao e sua utilidade no célculo dos

expoentes criticos via a expansao em €.

2.1 O parametro de ordem e o hamiltoniano do mo-
delo de Ginzburg-Landau

Sistemas em equilibrio na vizinhanga de uma transicao de fase sao sujeitos a fenomenos
cooperativos de larga escala. Como conseqiiéncia, este sistema pode ser avaliado a
partir das suas propriedades coletivas, tornando-se independente dos detalhes da sua

estrutura microscépia. Sendo assim, é natural que a descricao de sistemas préximos



do ponto da transicao, também denomidado ponto critico, seja realizada a partir de
teorias continuas.

Um exemplo é a transicao ferromagnética [60], que pode ser interpretada a partir
de uma cadeia de sitios de um espacamento a entre eles. Como existe um momento
magnético associado a cada sitio, em baixas temperaturas a agitacao térmica desta
cadeia é pequena, verificando-se uma tendéncia de alinhamento dos constituintes em
uma dada direcao, produzindo uma magnetizacao nao-nula. Contudo, em uma certa
temperatura, denominada temperatura critica, o aumento da agitacao térmica destroi
esta configuracao e o sistema torna-se paramagnético. Assim, na regiao proxima da
temperatura critica, denominada regiao critica, as correlagoes entre os sitios sao de
alcance muito maior que a, o que sugere a utilizacao de modelos continuos.

Neste sentido, a magnetizagao pode ser descrita por um conjunto de variaveis in-
terpretadas como distribuicoes espaciais com um certo peso estatistico. Tal conjunto,
usualmente referido como parametro de ordem, descreve o grau de ordenamento do sis-
tema em estudo. Sendo assim, cada variavel deve ser definida sobre um dado dominio
e variar continuamente na reta real.

Em um cendrio mais geral das transi¢oes de fase, a identificacao destas varidveis é
vinculada ao tipo de fenomeno que se quer estudar. Além disso, diferentes sistemas
podem apresentar propriedades em comum, justificando a formulacao do modelo da
maneira mais geral possivel. Sendo assim, uma proposta relevante tendo em vista estes
aspectos ¢ o modelo de Ginzburg-Landau [2,60].

Introduzindo-se formalmente este modelo, seja £ o espacgo sobre o qual esta definido
o sistema em estudo, cujos pontos sdo denotados por x = (z1,...,z4), com d sendo a
dimensao de £. O parametro de ordem do sistema é definido sobre £ como uma fungao

suave bem comportada tal que

X — ¢(x), (2.1)

onde é ¢ uma funcao real.

Em geral, o parametro de ordem tem n componentes, sendo que neste capitulo
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adotarse n = 1 e £ = R?. Nesta tese utiliza-se tanto a terminologia da teoria quantica
de campos como aquela préria dos estudos em fenomenos criticos. Neste sentido, o
parametro de ordem por vezes pode também ser chamado de campo.

Um sistema fisico na vizinhanca da criticalidade tem um conjunto de estados ou
configuragoes possiveis. Neste panorama, define-se como funcao caracteristica do sis-
tema o hamiltoniano, que associa um ntimero real a uma configuragao do parametro de
ordem. Este objeto é referido como hamiltoniano de Ginzburg-Landau, sendo definido

como um funcional do modo

HGL : %XR(S)%%

(¢, R) +— Har(¢, R), (2.2)
dado explicitamente na forma

Her(o,R) = / dxHear (6(x), Vo(x); X) (2.3)

R

onde Hey (¢(x), Vo(x);x) é a densidade de hamiltoniano de Ginzburg-Landau,
1 g, 1 o 1 212
Her (9(x), Vo(x);x) = §(V¢) + 370" + Euo(éﬁ ) (2.4)

sendo ug > 0.
Assim, as configuragoes possiveis do sistema sao descritas com as solugoes da
equacao

0H(p,R) = 0. (2.5)
sob a condicao

06(X)|xeor = 0. (2.6)

onde OR ¢ a fronteira de R. Deste modo, as solugoes possiveis sao obtidas a partir das

equacoes de estado,

IHar ) (aHGL) =0, (2.7)

o¢ "\92(0:9)
onde?=1,...,d.
Este modelo estabelece de antemao que a dependéncia na temperatura aparece

através do termo 1o = 79(7"). Um detalhe relevante, considerando-se o caso de uma
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teoria a n componentes, é a invariancia de Hgy, frente ao grupo de simetria interna do
parametro de ordem, que no caso deste ter n componentes é o O(n).

Finalizando-se esta segao, é conveniente observar que o inverso do operador local
do termo quadratico na eq.(2.4), define a fungao A(x,y), que no espago conjugado dos

momentos é dada por

Ax,y) = ! /ddm (2.8)
7y _(27T>d pp2+7"0’ .

em que p = |p|. O objeto A(x,y) é denominado fungao de correlagao de dois pontos e
sua interpreacao fisica estd relacionada a medida da influéncia exercida por um dado
ponto do sistema. Frequentemente tal funcao também é denominada de propagador,

termo familiar no contexto da teoria quantica de campos.

2.2 O método da integracao funcional

O panorama desenvolvido na secao anterior sugere o tratamento sistemético do modelo
empregando-se técnicas tipicas do cdlculo com funcionais. Esta percepcao é reforcada,
por exemplo, pela equivaléncia entre os estudos de fendomenos criticos baseados em
modelos da mecanica estatistica e a formulagao funcional da teoria quantica de campos
em espacos euclideanos.

Seja entao uma fonte ou um campo externo J(x), com as mesmas caracteristicas
de um campo na eq.(2.1). A funcao de partigdo na presenga de um campo externo é

definida a partir de

Z  R—R

J— Z(J), (2.9)

cuja expressao ¢ explicitamente dada por

Z(J) :N/D¢6XP{—HGL(¢7R)+/

R

dde(x)¢(X)}, (2.10)

onde o fator D¢ denota a medida no espago das funcoes e o fator de normalizagao é
N = [D¢exp|—Hgr]. Note-se que no panorama da teoria quantica de campos Z(J)

é equivalente ao funcional gerador das fungoes de correlacao.
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Outra possibilidade consiste em definir o funcional Z(.J) através de

ﬂﬂ:Nmp—/ﬂxq%M%JjZZdﬂ (2.11)

onde o expoente no lado direito da equacao representa o termo em ¢*. Note-se que Zg

é o funcional gerador, que depende somente do termo de fonte e da parte quadratica
em ¢ do hamiltoniano de Ginzburg-Landau. A utilidade desta expressao tornar-se-a
clara no contexto da teoria de perburbacoes.

Assim, apés uma translagao em ¢ por um fator [ d%yA(x,y)J(y), obtém-se

Zg(J) = N"exp {%/ddxddyJ(x)A(x, y)J(x)}. (2.12)

Convenciona-se nos cdlculos seguintes N/ = 1.
A motivagao para definir Z(J) na forma dada pela eq. (2.11) provém da idéia de
que a partir das derivadas sucessivas de Z(J) em relacao a J gera-se todas as fungoes

de correlagao possiveis, dadas como

NZ(J)
(V) —
7 (Xl,...,XN) 5J(X1>5J(XN) JZO. (213)
Em particular, tem-se
82 Zq(J)
A = — ) 2.14
(x,y) = 3 T05I | (2.14)

Deste modo, o propagador tem um papel fundamental nesta formulagao, pois
mostra-se a partir da eq.(2.11) que as funcoes ZN) sdo escritas como produtos da
fungao A(x,y), o que permite elevar este objeto a categoria de elemento bésico. Com
efeito, as funcoes ZWV) produzem expressdes que podem ser fatorizadas em um produto

da seguinte maneira

Fl(Xla"'7XR)F2(XR+17"'7XN)7 (215>

Com isso, pode-se definir um procedimento de obter somente funcoes conexas, as quais
produzem as informacoes de fato relevantes. Assim, introduz-se um outro funcional

gerador a partir de Z(J), do modo

W(J) =1nZ(J). (2.16)



Este funcional é identificado com a energia livre de Gibbs. Neste sentido, as funcgoes

de correlagao conexas sao dadas por

SNW(J)
0J(x1) ... 0J(XN) |y

W(N)<X1, ce ,XN) = (217)

Entretanto, verifica-se novamente ser factivel uma nova reducao na quantidade das
funcoes relevantes, obtendo-se um conjunto de objetos mais fundamentais. Com este

objetivo, seja entao ¢(x) um campo que é o minimo absoluto da combinagao

H}, = Hgp, — / d'x.J (x)p(x), (2.18)
ou seja,
0Hgr
J(x) = . (2.19)
0¢ =

Assim, pode-se introduzir o potencial termodinamico I'(¢) através da seguinte trans-

formagao de Legendre da energia livre W (.J),

I'() — / dx T (x)p(x) + W(J) = 0. (2.20)
onde
p(x) = 5;{]/(%). (2.21)

No cenério da teoria quantica de campos I'(p) é equivalente ao funcional gerador dos

vértices proprios. Note-se que tomando-se J = 0,

SW(J)

570 | = WW(x) = po(x). (2.22)

A quantidade ¢, representa a configuragdo do parametro de ordem que minimiza o
hamiltoniano Hgp,.

Em adigao, convém definir funcoes de correlagao a partir de

) _ SNW(J) ‘
00i (X1) -+ 0pin (XN) |y

i (X5 XN (2.23)

Os objetos T'™) tém a propriedade de gerar funcdes irredutiveis pela exclusdo de um
unico propagador, isto é, nao podem tornar-se desconexas pela eliminagao de uma

funcao de dois pontos.
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2.3 A teoria de Landau e suas correcoes

A forma do hamiltoniano de Ginzburg-Landau [60,61] dificulta o célculo da funcdo de
particao devido ao termo linear em ¢*, o que leva a adocao de métodos aproximativos
para analisar as predi¢oes do modelo. Deste modo, mostra-se nesta se¢ao como o
potencial termodinamico pode ser descrito por uma expansao do tipo semi-cldssica.
Considere-se entao uma expansao da eq.(2.18) em torno de ¢, sendo ¢ — ¢ = )
o deslocamento no campo original, onde ¢ um parametro adimensional que denota a

ordem de expansao'. Explicitamente, tem-se
h d*Hf,; d3H’GL
2 dodo |, 3‘ dodpde|,_,

Conseqiientemente, a integracao funcional na eq.(2.10) é realizada sobre o espago de

Hgp(9) = Hep(p) + W/J Y+ (2.24)

configuragao de 1, supondo-se que o expoente tem um fator multiplicativo 1/h.
Observando-se a contribuicao de primeira ordem nao-nula, claramente percebe-se
uma integral funcional gaussiana em 1. Por conseguinte, a energia livre definida por

W = hln Z, transforma-se em
h
W(J)=—Hgr(p) + /dde g tr In D(x,y) + O(h?), (2.25)

onde

D(x,y):[ V2 4+ 02 (x )] 3(x — ). (2.26)

2

Destarte, é possivel denotar o potencial termodinamico na forma
L() = To() + cl1(p) + O(c?), (2:27)
onde T'g(¢) = Har(p) e

Ti(p) = = ltr In [1 + @¢2A(X, y)] (2.28)

r [mD(x, y) - 1HD(X7Y)‘so=0] 2 2

Desta maneira, I'(y) é expandido em poténcias de ¢. Tém-se ainda que na hipdtese de

© ~ @ , com g sendo uniforme ; a eq.(2.28) torna-se

I (o) = % / (;lj:; In [1+ 2eiano]. (2.29)

INo contexto da expansdo semi-cldssica da mecéanica quantica, ¢ = h, onde h é a constante de

Planck

11



2.3.1 A aproximacao de Landau

A aproximacao de Landau [60], também denominada de campo médio, consiste em
considerar o campo ¢ como sendo uniforme, levando-se em conta somente o primeiro

termo da eq.(2.27). Deste modo, a equagao de estado torna-se

O0Hgr, Uy 3
= + —p’ =0. 2.30
90 To%o 6 2 ( )

Com 7y sendo positivo, a tnica solucao possivel é ¢y = 0. Entretanto, admitindo-se
que rg € negativo abaixo de uma certa temperatura 7., ocorre uma solucao nao-trivial
da eq.(2.30). Este fenomeno é denominado quebra espontanea de simetria, e a referida
solucao é dita representar a fase de quebra de simetria?.

De maneira concreta, na vizinhanca da criticalidade, com a temperatura T estando

proxima de Ty, define-se

ro(T) = a (T — Tw), (2.31)
com « > 0. Logo as solugdes de (2.30) sao

0, se T'>Ty

o = (2.32)

1
i(—%)z, se T'< Ty

Cabe neste momento a interpretacgao fisica do quadro anterior. Percebe-se que com
a variacao da temperatura na vizinhanca de T,y o parametro de ordem permanece
continuo. Assim, T,y é denominada temperatura critica da transicao de fase, e g
representa a fase em que sistema fisico em questao se encontra. Tem-se que ¢y = 0
denota a fase desordenada e ¢ # 0, a fase ordenada. Transi¢oes deste tipo s@o também
designadas como transicoes de fase de segunda ordem.

Um ponto relevante nesta abordagem ¢é que a descricao do comportamento das
fases do sistema independe dos seus detalhes microscopicos, supoe-se somente a forma
do hamiltoniano. Os aspectos particulares sao levados em conta apenas na obtencao
das constantes a e wugy. FEstas caracteristicas garantem a aplicabilidade do modelo

de Ginzburg-Landau a diversos fenomenos proximos do ponto critico, revelando um

2A orientacdo dos momentos dos sitios em uma direcdo particular do espaco representa um

fenomeno tipico de quebra espontanea de simetria
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comportamento universal das quantidades termodinamicas pertinentes em relacao a
dependéncia em (T — T,).

A aproximacgao de Landau é aplicavel a situagoes com flutuagoes despreziveis em ¢
proximas do ponto critico. Sistemas desta classe sao, por exemplo, supercondutores do
tipo I e certos ferromagnetos. No primeiro caso, o parametro de ordem é interpretado
como a densidade de pares de Cooper, os quais apresentam o efeito Meissner de maneira
uniforme [1,3]. Em relacao aos ferromagnetos, a quantidade relevante é a magnetizagao
total ao longo do eixo do magnetizacao preferencial [60].

No entanto, a aproximacao de Landau torna-se inconsistente se o sistema apresenta
flutuagoes aprecidveis em relagao a ¢g. Este é o caso, por exemplo, tanto da transicao
superfluida no hélio-4, dos supercondutores do tipo II, sendo que neste ultimo efeito
Meissner coexiste com uma rede de fluxos magnéticos no interior da amostra.

Observa-se ainda que uma simples mudanca na expressao do hamiltoniano, permite
o aparecimento de transicoes descontinuas entre as fases ordenada e desordenada, de-
nominadas transi¢oes de fase de primeira ordem. Pode-se, a titulo de exemplo, supor

que I'o(pp) na eq.(2.27) seja escrito na forma
Lo 1oy 1
Lo(po) =V H5re” + Jrued” + e’ (2.33)

onde ug < 0, vg > 0 e V é o volume total. Verifica-se em T} > T,y que I'; () passa a ter
dois minimos secundarios em g # 0, além do minimo estavel em ¢y = 0. Entretanto,
na temperatura T > T esses minimos sdo igualmente estaveis, nos quais I'g(¢g) = 0.
Finalmente, em T,y observa-se somente dois minimos em ¢ # 0.

Posto de outra forma, a fase ¢y = 0 ¢é estavel para T' > Tg, metaestavel para
T > T > T, e instavel para T' < T,9. Esta andlise funciona de maneira reciproca no
caso de ¢y # 0. Sendo assim, conclui-se que o parametro de ordem comporta-se de

maneira descontinua na transicao.

2.3.2 A correcao a aproximacao de Landau

Considerando-se agora o termo na eq.(2.27) que corrige a aproximacao de Landau, é

possivel definir um novo parametro que gera a dependéncia na temperatura r(7') a

13



partir de
o*r
a(JD(Q) ©o=0

onde ¢ = 1. Esta expressao introduz uma nova temperatura critica 1., que difere de

= ro(T) + %A(O) = r(T). (2.34)

Tw de tal forma que 7(T) = o/ (T — T.), sendo a criticalidade definida por r(7T") = 0.
Pode-se também inferir da eq.(2.34) que T, < T, pois r(T,y) > 0. Contudo, a
definigao de A(x,y) depende de ro(T), o qual torna-se negativo para T < T, deixando
a integragao presente na definigdo de A(0) em (2.8) mal definida. Porém, dentro da
integracao, ro(T) pode ser substituido por r(7') com um erro na ordem u3. Assim, a

eq.(2.34) se transforma em

Uo ddk 1

Esta expressao também é chamada de equacao de gap. Atente-se ao fato de que a

subtracao desta tltima equacao por ela mesma a 7' = T'c implica em

") = T ~T,) — / (gﬂl; - (ki — (2.36)

Para d > 4, a integral acima é convergente no infravermelho mesmo com r = 0.
Entretanto, na situacao d < 4 a integral diverge no ponto critico, e modelo torna-se
novamente mal definido. Nao obstante, convém buscar um intervalo de temperatura
AT em torno de T, fora do qual o modelo continua valido em d < 4, através da

condicao

d'k 1
1. 2.
. / rrie(e +r) (2:37)

Esta expressao é referida como o critério de Ginzburg. A correcao a aproximagao
continua sendo aplicavel no caso dos supercondutores, pois nesta situagao AT é tao

pequeno que nao pode ser detectado experimentalmente.

2.3.3 Os expoentes criticos e o comprimento de correlacao

Conforme discutido anteriormente, sistemas descritos pelo modelo de Ginzburg-Landau
apresentam um comportamento universal na dependéncia das quantidades termodinamicas

em relagao a (T'—T.). Cada uma destas quantidades é caracterizada por uma poténcia
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de (T — T.). Estas poténcias sao denominadas de expoentes criticos, e o conjunto
dos expoentes criticos descreve o comportamento termodinamico de um sistema na
vizinhanga da criticalidade.

Considere-se a fungao de correlagao de dois pontos, dada pela eq.(2.8). Adotando-se

y =0, ro — r, a integragao dos momentos produz

1 —Ix|
A(X) X W@ ¢ s (238)
onde o coeficiente de correlagao £ é tal que
1 1
E=r(D) 2 x (T =T, 2. (2.39)

Observe-se que & diverge para T tendendo a T, significando que as correlagoes
estendem-se sobre todas as regioes possiveis, conduzindo a inexisténcia de uma escala
de comprimento, o que implica na invariancia do sistema sob as transformacoes de
escala 3.

Observando-se a eq.(2.38), nota-se que T' > T, £ tem valor pequeno e a fungao de
correlacao entre dois pontos tende a zero. Por outro lado, para T' ~ T, tem-se que
¢ tende a divergir, fazendo A(x) tender ao seu valor maximo, o que gera correlagoes
de longo alcance. Deste modo, o dominio de consisténcia do modelo é definido na
situacao em que & é grande o suficiente em relagao a escala microscépica, justificando a
utilizacao de uma teoria continua. Um exemplo é a cadeia de sitios com spin, na qual
a distancia a entre dois sitios adjacentes aparece na criticalidade como a << &.

Voltando-se & eq. (2.38), é possivel escrever

Ax) o led;—”"f (%) , (2.40)

onde 7 é o expoente denominado dimensao anoémala e £ o« (T — T.)™", com v sendo o
expoente critico caracteristico do comprimento de correlagao.
Na aproximagao de Landau, os expoentes 7 e v tém valores 0 e 1/2 respectivamente.

Porém, pode-se obter valores mais precisos destes parametros que concordam com o0s

3A quantidade £ é equivalente ao inverso da massa no contexto da teoria quantica de campos, o que

permite uma analogia do modelo de Ginzburg-Landau na criticalidade com a teoria A¢* ndo-massiva.
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dados experimentais, analisando-se as correcoes de ordens maiores através da analise
do grupo de renormalizacao. Por fim, note-se que a partir destes pode-se calcular
outras quantidades termodinamicas relevantes, como por exemplo o calor especifico,
caracterizado pelo expoente «, e a susceptibilidade magnética, caracterizada por -, e

assim sucessivamente [59)].

2.4 Renormalizacao

A presenca de divergéncias ultravioletas torna o objeto dado na eq.(2.29) mal definido,
acarretando em dificuldades que podem ser contornadas implementando-se um corte A
na integral. Procedimentos deste tipo sao aplicados rotineiramente em teoria quantica
de campos, sendo conhecidos como renormalizacao [59,62,63].

O procedimento de renormalizacao consiste na absor¢ao dos infinitos, via uma re-
definicao dos parametros 7y e ug, através da adicao de certos contra-termos ao hamil-
toniano, relacionando-se os parametros originais ry e uy aos correspondentes renorma-
lizados e finitos r e u, eliminando-se assim as divergéncias nas predi¢oes do modelo.

Considere-se entao a densidade de hamiltoniano dada na eq.(2.4) em termos das
quantidades nao-renormalizadas g, uy € ¢p, ¢ sejam I'™) e FE%N) as funcgoes nao-

renormalizadas e renormalizadas, respectivamente, relacionadas da seguinte forma

N
F%N)(ph”'apN;u?T) = lim Z¢2 (’LL,T’, A>F(N)(p17'"7pN;u07r07A>7 (241)

A—o0

onde Z4 ¢ denominada constante de renormalizacao do campo, sendo o elemento
necessario para tornar as funcgoes de correlacao finitas, podendo inclusive ser intro-

duzida via a seguinte normalizacao do campo,
1
Po = Z; . (2.42)

A fim de relacionar u e r aos seus equivalentes nao-renormalizados, considere-se a

seguinte relacao entre a densidade de hamiltoniano original e a renormalizada,

Horr(9ir,9) = Har(Z:¢; Zor, Zyu), (2.43)
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onde g é uma constante de acoplamento adimensional, satisfazendo
g=up*, (2.44)

sendo p uma escala arbitriria e e = 4 — d. Assim, partindo-se da eq.(2.43), obtém-se

as quantidades renormalizadas com
ro =2, Zyr, uo = 2, Zyg, (2.45)

onde foram introduzidas as constantes Z, e Z; relativas a renormalizagao de ry e uy,
respectivamente.
Tendo-se em conta que as fungoes de correlagao renormalizadas devem ser expressas

em termos dos parametros u e r, impoe-se as seguintes condicoes de normalizacao

rY(p=0=r, (2.46)
9 @
— 1@ (p =1, 92.47
7 (p) s (2.47)
T (py = ... = ps = 0) = gis°, (2.48)

onde p = |p|. As equagdes acima fixam a relagao entre as fungoes de correlagao e as
quantidades r, u e Zs.

Observe-se que as condicoes de normalizacao sao arbitrarias. De fato, diferentes es-
colhas modificam os contratermos por quantidades finitas, levando a reparametrizagao
da teoria, porém mantendo a invariancia global da mesma.

Ademais, com o intuito de contornar o problema das divergéencias infravermelhas,
fixa-se os momentos externos como sendo nao-nulos, o que implica na reescrita das

eqs.(2.46)-(2.48) como

' (p=0) =0, (2.49)
0 @)
r =1, 2.50
apg R (p) P2 ( )
4) €
r = 2.51
R (pla 7p4) PS gu-, ( )

onde PS é o ponto de simetria definido por
12
(2.52)
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Nesta forma, a teoria renormalizada dependerd dos parametros g e pu.

A determinacao das constantes de renormalizacao e das quantidades renormalizadas
pode ser realizada utilizando-se o método de subtracao minimal. Este esquema é
perticularmente 1util se a técnica de regularizagao utilizada é a regularizacao dimen-
sional [62,63] (também conhecida como expansao em ¢).

O procedimento de subtracao minimal consiste em introduzir contra-termos, com
intuito de remover os pélos em € = 4 — d nas funcoes de correlagdo que permanecem
divergentes apds a regularizacao dimensional. Assim, é possivel demonstrar-se que no
caso do modelo de Ginzburg-Landau na aproximagao da primeira ordem na constante

g, as constantes de renormalizacao sao dadas por

3 _
Zo=1+0(), Z,=1+5+0(), Zp=1+3-+0@), (253

onde
g= Nygq; Nj= 2 (2.54)

e adodou-se r = 0.

2.5 O grupo de renormalizacao

A arbitrariedade associada a dependéncia no parametro de escala p é apenas aparente,
uma vez que é possivel construir o modelo com invariancia manifesta sob o re-escalonamento
do mesmo. A expressao matematica desta invariancia é explicitada pelas equagoes do
grupo de renormalizacgao [64,65] . Aplicagoes bem conhecidas das equagoes de Callan-
Symanzik podem ser vistas no cenério da fisica estatistica, relacionadas aos estudos
das transigoes de fase continuas [67).

No contexto da analise do grupo de renormalizagao, é conveniente definir um termo

adicional de fonte no expoente da integracao funcional em (2.10),

/ dixt(x)¢?, (2.55)

40 termo grupo de renormalizacio foi originalmente introduzido com o objetivo de manifestar a

invaridncia da teoria quéantica de campos sob os diferentes procedimentos da renormalizacao [66].
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com t representando uma fonte de insercoes ¢?. Tal termo possibilita definir funcoes

de correlacao com L insercoes®, e sao denotadas por
TN (s ), (2.56)

ondei=1,...Nej=1,.., L.
Vé-se também que as insercoes ¢* definem uma constante de renormalizacao adi-
cional, dada por Zy: = Z» Z;l. Deste modo, também é necessério introduzir a condig¢ao

de normalizac¢ao, que no caso r =0, é

b : =1 92.57
R <p17p2JQ> S ) ( )
onde

B 3 2 2

PS: pl= %, pi Pj = —%, ¢ = (p1+p2)* = i (2.58)

Assim, no cendario do modelo de Ginzburg-Landau, renormalizado com d < 4 a
r =0, tem-se

= 0. (2.59)

ug,\

d
u@F(N’L) (pi; 453 w0, A)

Levando-se em consideragao a eq.(2.41), obtém-se as equagoes de Callan-Symanzik

Ccomo
M@Jrﬁ(g,f) - 77(9,5) — Lna(g,€) | Uk ™ (pis 455 9, 1) = 0, (2.60)
onde
dg _ dln Z, ) dZ 4
B(g,e) = lm p—1| , n(g,e) = lim pu , 12(g,€) = lim p
( ) A—oo d/l ug,A ( ) A—oo d ug,A 2( ) A—oo d'u uo,A
(2.61)

A interpretagao fisica para a eq.(2.60) é baseada na independéncia da escolha do
parametro u, sendo que a sua variagao é compensada com mudancas nas funcoes do
grupo de renormalizacao.

Com o auxilio das egs. (2.45) e (2.53), a funcdo beta no modelo de Ginzburg-Landau

na primeira ordem é determinada na forma

Blg.€) = —cq+ 54" + O(g"), (262

5 A fonte t também pode ser tomada como sendo uma constante. A sua semelhanca com o pardmetro

r leva a interpretd-la como t o (T — T¢).
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onde beta foi multiplicada por N, e depois realizou-se a substituicao g por g. Os zeros
da func¢ao beta sao os pontos fixos do fluxo da constante de acoplamento, explicitados
por g =0 e g5 = =

Uma questao pertinente é a andlise do comportamento da funcao beta com o re-
escalonamento de p por um fator s :  — su. Assim, a constante g torna-se g(s), sendo

g(1) = g e beta em (2.62) reescrita como

dg(s)
Blg(s)) = s— (2.63)
Na regiao g(1) < g3, tem-se sd“[él—gs) < 0 e a diminuicao de s conduz g(s) a g3. De modo

dg(s)
ds

contrario, assumindo inicialmente g(1) > g5, s >0, e s — 0leva g(s) também na
direcao de g;.

Desta forma, observa-se a convergéncia para o fator de escala tendendo a zero,
caracterizando a estabilidade do ponto fixo no infravermelho. O ponto fixo trivial
converge para o fluxo de ¢g(s) no limite s — oo, estabelecendo a estabilidade do ponto
fixo no ultravioleta. Evidentemente a derivada 3'(g*) governa a estabilidade dos pontos
fixos, onde ('(g*) > 0 significa ¢g* estével no infravermelho, e #'(¢*) < 0 manifesta a
estabilidade no ultravioleta de g*.

Em se tratando de fenémenos criticos, o aumento no valor do comprimento de
correlagao caracteriza a existéncia de fendmenos coletivos em larga escala, e define a
regiao de dominio critico. Portanto, no espaco dos momentos é relevante considerar
a situacao p — 0. Assim, na teoria renormalizada, ;1 emerge como a Unica escala
utilizada, e conseqiientemente pode-se impor nos momentos externos das fungoes de
correlacao a condigao sp; << u, com o fator s tendendo a zero. Conclui-se entao

que uma transicao de fase continua é descrita pelo ponto fixo estavel no infravermelho,

evidenciando-se g5 como o ponto fixo associado as transicoes de fase de segunda ordem.

Com o intuito de obter os expoentes criticos através da anélise do grupo de renor-
malizacao, mostra-se que a partir do re-escalonamento s : p; — sp; e da anélise dimen-
sional obtém-se
0 = Ndg—Ld

T (spis sqj: 9, 1) "o : (2.64)
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onde

d n(g*,€)
d,=— —14 722/
=5 T

;g2 =2+ n2(g*, ). (2.65)
sendo dy e dg intepretadas como dimensoes anomalas do campo ¢ e da insersao ¢?,
respectivamente.

Em particular, considerando-se N =2 e L = 0, tem-se
Fg)(sp) X §2N"e), (2.66)

o que permite identificar o expoente critico n com n(g*, ).
De outra maneira, pode-se obter heuristicamente o expoente critico v, observando-

se as funcoes de correlacao

[e.9]

t

L
I3 (pist, g, 1) ZEF (Pi3 453 9, 11)- (2.67)
L=0

Procedendo-se como na determinacao de 7, obtém-se a expressao

i\ e |
« =0 Hmp(9™.e
TR (pist, g, 1) o [u (ﬁ) ] : (2.68)
que no caso N = 2 é escrita como
— 2—
T2(pst, ", p) ‘o 1770079, (2.69)

A identificacao do expoente v é imediata considerando-se que t o T'—T,., resultando
em

=2+ 1m2(9", ¢). (2.70)

A eq.(2.69) permite ainda inferir o expoente da susceptibilidade magnética v, como
sendo v = v(2—mn). Portanto, realizando-se anélises similares aos procedimentos expos-
tos anteriormente, pode-se obter os outros expoentes que caracterizam as quantidades
termodinamicas.

As expressoes resultantes dos expoentes do modelo de Ginzburg-Landau na aprox-

imacao de primeira ordem em ¢ sao portanto

1 €
n=0(); v 25—1—5—1—0( ); 7:1+6+O(62). (2.71)

21



Alguns comentarios sao relevantes neste ponto.

(i) As fungdes do grupo de renormalizagao no cenério da expansao em & sao co-
nhecidas atualmente até a ordem °, com a consideracao do parametro de ordem a
n componentes [14,59]. Assim, realizando-se o re-somatorio das séries perturbativas
e adotando-se ¢ = 1 (d = 3), obtém-se os valores dos expoentes criticos para difer-
entes valores de n, conduzindo a resultados que estao em concordancia com os dados
experimentais para diferentes sistemas, a saber: a transicao liquido-gas no Xe, Coq €
outros fluidos; a transicao liquido-liquido em misturas de fluidos binérios; a transigao
superfluida no hélio-4; a transicao ferromagnética nos EuO e Ni e antiferromagnética
no RbMnFs, e assim por diante [14].

(ii) No contexto da regularizagdo dimensional, a subtra¢do minimal em principio
¢ confidvel para ¢ << 1. Entretanto, em situagoes nas quais d nao ¢ proximo de
4 o modelo produz resultados satisfatérios, mesmo com a convergéncia fraca da série.
Contudo, expansao a valores maiores de € pode ser tratada por métodos de re-somatorio
de séries, como por exemplo o sométorio de Borel [59].

(iii) Outra expansao perturbativa que pode ser utilizada alternativamente consiste
na abordagem de dimensao fixa, onde considera-se as fungoes do grupo de renormal-
izacao diretamente com dimensao 3. Neste caso, por outro lado, arca-se a falta de um
parametro controlador da expansao. Métodos de re-somatério de série também sao
importantes neste procedimento [17].

(iv) A existéncia de um ponto fixo estdvel no infravermelho evidencia ocorréncia de
uma transicao de segunda ordem. De fato, nestas situagoes, observa-se a divergéncia do
comprimento de correlagao no ponto critico. Isto, porém, nao acontece nas transicoes
de primeira ordem, em que & é finito a T = T,. Desta maneira, a auséncia do ponto
mencionado é interpretada como uma indicacao de uma transicao de fase de primeira
ordem [16].

(v) Os pontos fixos estéveis ultravioleta sdo de interesse na fisica das altas energias.
De acordo com a eq.(2.63), a constante g(s) tende a zero quando s tende a infinito,

gerando uma teoria assintoticamente livre [68,69].
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Capitulo 3

As condicoes de fronteira no

modelo de Ginzburg-Landau

Neste capitulo discute-se o comportamento critico do modelo de Ginzburg-Landau com
correcao de primeira ordem a aproximacao de Landau, levando-se em consideracgao as
condigoes de fronteira engendradas pela compactificacao das dimensoes [54]. Assim,
na secao 3.1 analisa-se o modelo confinado. Em seguida, na secao 3.2, exibe-se o
método de regularizagao via funcoes zeta de Epstein multidimensionais. Considera-se
entao, na secao 3.3, o modelo nos casos particulares de uma, duas ou trés dimensoes
compactificadas, analisa-se a dependéncia do comportamento critico. Encerra-se, na

secao 3.4, discutindo-se os resultados obtidos.

3.1 O efeito da compactificacao

A relevancia dos modelos com campos confinados dispensa apologias. De fato, o efeito
Casimir e a transi¢ao supercondutora em amostras de diferentes dimensoes sao alguns
dos exemplos proeminentes, onde o confinamento é governado por condicoes de con-
torno apropriadas. Cendérios deste tipo exibem, entre outras caracteristicas, a quebra
da invariancia de translacao em uma ou mais direcoes espaciais.

Um método de tratar certas propriedades destes sistemas constitui-se em uma ex-

tensao do formalismo de Matsubara [42]. Originalmente proposto no contexto de teorias
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de campo em temperatura finita [70, 71|, este método, quando estendido adequada-
mente, converte-se em uma ferramenta 1til no tratamento dos efeitos do confinamento
nos modelos estudados nesta tese.

Considere-se o sistema definido pelo hamiltoniano (2.4), com a integragao espacial
definida na regido R = R4 x M, sendo M um subespaco de £ com m dimensdes
construido do produto cartesiano dos intervalos [0, L;]; ¢ = 1,...m. Sendo assim, um

vetor de R é denotado por

x=(z,y) = (21, 2m,¥)s (3.1)

onde y é um vetor com (d — m) componentes. Assim, o momento correspondente é

dado por
p=(ki,....kn,q), (3.2)

onde q tem o mesmo numero de componentes que y. A funcao de particao é escrita

entao como

L
= [Doesp | [aa [y (SHawo(my). Votav)) + Sa oty
0
(3.3)
sendo L = (Ly, ..., L,,). Neste ponto, supoe-se entao que o parametro de ordem obedece

as condicoes tipo Dirichlet-Dirichlet generalizadas, ou seja

0(2,Y),m0 = ¢ (2,Y)],1, - (3.4)

No presente contexto, ¢ nao é escrito em termos de uma base de ondas planas.
Nota-se imediatamente que na teoria quantica de campos esta caracteristica induz a
uma modificagao nas regras de Feynman, visto que as integracoes correspondentes a
cada processo sao agora limitadas ao espaco compactificado. Levando-se em conta isto,

introduz-se a seguinte prescricao de compactificao no espaco dos momentos,

ki QZZ ; 1= 17 27 , M,
ddp +0oo dd m
IRl OE e i O A= T O NS
T niy=—c0
onde {a;} = ay,...,an.
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A férmula anterior pode ser interpretada como uma prescricao de Matsubara gener-
alizada. Note-se a manutencao da invariancia translacional ao longo das outras direcoes
nao-compactificadas [38]. Por exemplo, adotando-se m = 1 descreve-se o sistema con-
finado entre dois planos paralelos e infinitos separados por uma distancia L.

No caso mais geral de m assumindo valores arbitrarios, representa-se ¢ através da
expansao mista de séries e integrais

Z Cln,} / i HEkEraY) g (k) q). (3.6)

27T d— m
{ni}=—o0

O coeficiente cy,,) refere-se a representacao das séries de Fourier sobre as direcoes z.

3.2 O método da regularizacao zeta

Afim de tratar as modificagoes engendradas pelo confinamento no modelo de Ginzburg-
Landau, considere-se como ponto de partida a aproximacao de primeira ordem no
parametro ug, que permite reescrever a contribuicao de primeira ordem ao potencial
termodinamico efetivo em (2.29) como

(o0 =2 5 [W} / él;; R (37)

s=1

Nesta ultima, supondo-se que o parametro ug € finito, realizou-se a substituicao de uq
por .

Com o intuito de trabalhar com quantidades adimensionais, define-se os parametros

2 To 1 u 2 Yo
_ b; = : = — 3.8
O G YT T 9 G (38)

onde p é uma escala arbitraria. Desta maneira, escrevendo-se a expressao (3.7) em

termos dos parametros definidos acima, e realizando-se em seguida a substituicao (3.5),

obtém-se

Iy (o, {0:}) =

S o) dd m /
-bm Zs 1 2s [g 0] {nz}—foof (bIng+..+b2, n2 2 +c2+q?)s 0 (3.9)
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onde q' = q/27u. Dependendo dos valores de d e m, a escolha da condicao de fronteira
tipo Dirichlet-Dirichlet pode acarretar para ¢ = 0 divergéncias no infravermelho. Evi-
dentemente, estes desenvolvimentos estao em conformidade com o critério de Ginzburg.

Com o uso da férmula de regularizagdo dimensional [59], a integral sobre as di-

mensoes nao-compactificadas produz

T (o, {b:}) = by ... by gf(d,m,s) {%ﬂl;ﬁ <s - d_Tm; {bi}) . (3.10)

onde usou-se as definigoes

—1)s*t d—m
d _ plaemp(CDT o dom 11
fld,m,s) =m 25T (5) (5= —5—) (3.11)
(&
+oo
A (widb}) = > i+ BEnk )7 (3.12)
{ni}=—o0

A% (v;{b;}) é a funciio zeta de Epstein-Hurwitz [40], bem definida para Re(v) >
m/2. Note-se que no presente caso Re(s) > (d —2)/2. O objetivo de escrever esta
funcao em uma forma mais conveniente conduz ao uso dos procedimentos descritos
em [38,40]. A metodologia empregada nesta situagao estd resumida no apéndice A.

Deste modo, considerando-se v = s — (d — m)/2 na eq.(A.10), e em seguida
realizando-se a substituigdo em (3.11), obtém-se a corregao de primeira ordem ao po-

tencial termodamico efetivo em d dimensoes, com m compactificadas, na forma

Ty (o, {Li}) =

o0 271° 5747 2 m o r P
£, ] hi [t or - 90 e T T (1) Ry (vt

d_s
m 00 i 2 2,2 2,2
+2 Zi<j:1 Zni,nj=1 (W’L?n?) Kgfs <\/7“o (Li n; + Ljnj)> + ...

d
58

Jom-1 Z?:”}:l (\/L% V70 ) Kg—s <\/7"0 (Lin?... + L%n%))] , (3.13)

n3+-+L2 nZ,

onde
1 (_1)s+1

h(d,s) = 24/2+s—17d/2 " gT'(s)

(3.14)

26



De acordo com a secao 2.3.2, a equacao de gap neste caso é obtida realizando-se a
substitui¢ao da eq.(3.14) na parte da contribui¢ao de primeira ordem em (2.34). Sendo

assim, o resultado obtido é

d
2

-1
r(Li) =ro+ W {221 Zfi:l <%> Kgfl (VrLin;)

[SI[o8

1
+ 2 Z?ijzl Zf:mj:l (\/%L?n?) Kgfl (\/T (L?”? + L?nf)) +..

d_q
2
fomiyE (\/ VT ) Ka_, <\/r (Linf + ...+ Lflnfl))] . (3.15)

L3n2+..+L2,n2

Note-se que na eq.(3.15) anterior, a parcela 2727 'T'(1 — 4)r(d=2)/2 presente inicial-
mente em (3.13) foi elimidada, pois para d > 3 o fator r?~2 anula-se na criticalidade.

Os casos particulares correspondentes a m = 1, m = 2 e m = 3, com d = 3,
sugerem que o modelo é capaz de descrever o comportamento critico de sistemas na
forma de filmes, fios ou cubos. Constata-se ainda a relacao r = r(L;), o que gera
uma equacao tipo Dyson-Schwinger, que em geral nao ¢é solivel por meios algébricos
ordinarios. Contudo, como se mostrarda na préxima secao, o problema pode ser abor-
dado na vizinhanca da criticalidade sem maiores dificuldades, permitindo a obtengao

da dependéncia explicita da temperatura critica nas condicoes de fronteira.

3.3 O comportamento critico em filmes, fios e cubos

3.3.1 Filmes

Neste ponto analisa-se o caso mais simples da compactificagao, que consiste no confi-
namento em uma dimensao espacial do espacgo tridimensional. Como ja foi discutido
anteriormente, esta situacao modela o sistema limitado por dois planos paralelos sep-

arados por uma distancia L; = L. Assim, fixando-se m = 1 na eq.(3.15), obtém-se

r(L) =ro(L) + ﬁ Z (n_\/z) B Kgfl(nL\/F) , (3.16)

n=1

Considerando-se o sistema na vizinhanca da criticalidade, com r &~ 0 e L finito mas
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suficientemente pequeno, pode-se utilizar a formula das fungoes de Bessel

Ko (2) ~ %r(|y|> (g)_'”' (z~0). (3.17)

Escrevendo-se r(L) para d > 3 como

r(L) ~ ro(L) + MM—ULHF (g - 1) ¢(d—2) (3.18)

onde ((d — 2) é a funcao zeta de Riemann, definida para Re{d — 2} > 1 como

(e 9]

(d-2)=>" ndl_z. (3.19)

n=1

Note-se que escolhendo-se d = 4, r(L) = 0 e trocando-se L por [ na eq.(3.18),
obtém-se uma expressao formalmente idéntica a equacao critica de altas temperaturas
derivada em [72] no contexto da teoria quantica de campos a temperatura finita.

A fim de prover significado fisico a eq.(3.18) com d = 3, realiza-se o procedimento
de regularizacao considerando-se a extensao analitica da funcdo zeta, que satisfaz a

seguinte formula de reflexao,

1 1—=2

(&) = (5 ) (1 - 2) (3.20)
permitindo escrever
i [0() - | =7 (3.21)

onde v =~ 0.5772 é a constante de Fuler-Mascheroni. Assim, pode-se definir um

parametro finito para d ~ 3, eliminando-se o pdlo neste ponto,

1 U

(L)~ r(L) - (d—3) L’ (3.22)

Neste caso, usando-se a eq.(3.18) em (3.22) e realizando-se o limite d tendendo a 3,

obtém-se a expressao para 7(L) vélida na vizinhanca da criticalidade
r(L)~a(T-T.(L)), (3.23)
onde a temperatura de transigdo T.(L) é dada por
T.(L) = Tho — Cy— (3.24)
c — 4c0 1 ol ) .
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sendo que a constante C; é !

6
Cr = L~ 0.046 . (3.25)

™

Portanto, a temperatura critica de uma amostra na forma de filme depende de T g, que

é a temperatura critica de um sistema sem levar em conta as fronteiras.

3.3.2 Fios e cubos

Analisando-se entao o caso m = 2, escreve-se a eq.(3.15) como

T’(Ll, Lz) = To(Lb L2)
d_

u 00 T\ 24 [e'e) m 49—
+amare [anl(n{lﬁ Ky (nLa/r) + 3000 (R5) T Ky (nlay/T)

(
00 T d_
+ 2Zn1,n2:1(\/ﬁ)z 'Kp_, <\/r (L3n? + LG%))] : (3.26)

Limitando-se a vizinhanca do ponto critico, ou seja tomando-se r ~ 0, e com ambos
Ly e Ly finitos e suficientemente pequenos, e usando-se a eq.(3.17), pode-se permite

reescrever (3.26) na forma

’I“(Ll, LQ) ~ To(Ll, Lg)

bl (G- [( + ) Q@ —2) +28 (S5 L, L) (327)

d—2
Ll

onde Fs (%; Ly, Lg) é a funcao zeta de Epstein generalizada, definida como

d—2 > _(d—2
B, (T;Ll,m) = > [Lin}+ Lin3] (=) (3.28)

ni,na2=1

para Re{d} > 3.
Assim, levando-se em conta os desenvolvimentos do apéndice B, no caso d = 3

obtém-se o parametro r dependente das condigoes de fronteira na forma
T(Ll, Lg) ~ (T — Tc(Lh LQ)) s (329)

onde a temperatura critica é dada por

Suy (1 1 u d—3
To(Ly, Ly) = Ty — — =) - —W = 0; Ly, Ly) 3.30
(L, L2) = To = 3625 (L1+L2) (=5 L) (3:30)

!Observe-se a diferenca entre o valor encontrado de C na eq.(3.25) e na ref. [54].
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sendo utilizada a definicao

d—3 — [1 L 1 L
Wo( 5 = 0; Ly, Ly) = Z {L—Ko (27TL—2TL1TL2> + L—KO (QWL—1"1”2) } :
1 1 2 2

ni,na=1
(3.31)

O objeto W5 (% =0; Ly, Lg) contém somatorios duplos e é mal definido nos limites
de L; tendendo a oo. Restringindo-se a partir deste ponto ao estudo das situagoes
Ly = Ly, modelando fios com secao transversal quadrada, Ly = Ly = L = \/Z,
escreve-se a eq.(3.30) como

u

T.(A) =T, — C , 3.32
( ) 0 2@\/2 ( )
onde a constante Cy tem o valor
3 I &
Cy = 8_1 o n En :: 1 Ko(2mnyns) ~ 0.069 . (3.33)

Obtém-se entao a temperatura critica de um sistema na forma de um fio quadrado,

verificando-se que esta grandeza decresce com a reducgao de v/ A.

O caso de trés dimensoes compactificadas corresponde a uma caixa com arestas
Ly, Ly, Ls. Tomando-se m = 3 nas eqs.(3.15) e usando-se (3.17) obtém-se, para

L1, Lo, L3 suficientemente pequenos e r =~ 0, a expressao

T(Ll, LQ, L3) ~

ra(Ly, La, Ls) + 47T (%52) [23 o)

=1 pd=2
+ 22?@':1 By (5% Li, Lj) + 45 (523 L, Lo, L3)} (3.34)
onde B3 (v; Ly, Lo, L) = 30 [Lin] + Lin3 + Ling] ™"

As fungbes E5 s@o introduzidas na eq.(B.5).
Levando-se em conta os resultados expostos no apéndice B, o parametro r(Ly, Lo, L3)

para d = 3 fica dado entao por
T(Ll, LQ, Lg) ~ (T — Tc(Lh LQ, Lg)) s (335)
sendo a temperatura critica T.(Lq, Lo, L3) definida como

T.=Tao— 1 |3Ws(0; Lo, Lo, Ls) + 3 300, = + 5 iy Wa(0; Li, L)

T |3 (Iteijn) L; 2y/7 3 (Iteijr) .
T 18 Zi,j,kzl 2Jk L;Ly + Tf Zi,j,k:l 2]1c L%W2 (_%’ Lj7Lk)] (3.36)
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Restringindo-se entao a situagao na qual Ly = Ly = L3 = L, obtém-se a temper-

atura critica como
U

Tc(v) = TO - CSW )

(3.37)

onde a constante C3 tem valor

67277111 no

_ 13y, 1N
03_ 4+87r+27r2n1,n2=1

ni

+2 > a1 Ko(2mning) + 2 > s mama—1 10 (27m1\/n§ + n%) ~0.115. (3.38)

Conclui-se entao que a temperatura critica de um sistema na forma de uma caixa ctibica

diminui com o decréscimo do volume.

3.4 Discussao

Em todos os casos estudados, a temperatura critica corrigida depende linearmente do

inverso do comprimento L, caracteristico com configuracao geométrica dada. De fato,

Chu

TC(L) = TCO - Oé_L’

(3.39)

onde (), é uma constante igual a 0.046 para um filme, 0.069 para um fio e 0.115 para
um cubo.

Do ponto de vista fenomenoldgico, os resultados concordam qualitativamente com
os dados experimentais [21,22,24-27,30,31]. Em particular, sistemas supercondutores
exibem na escala de filmes finos, com espessuras inferiores a 1 yum o comportamento
previsto pela expressao de T.(L). Resultados similares foram obtidos em experimentos
recentes no caso de fios com segoes quadradas em escalas maiores de nm? [32, 33].
Situacoes semelhantes foram também verificadas para graos supercondutores préximos
da nano-escala [34-36].

Analisando-se a fig.3.1 percebe-se que ha a predicao do valor minimo de L para
a existéncia da supercondutividade em cada configuragao geométrica. Recentemente,
houve a confirmagao experimental deste efeito para graos supercondutores feitos de
chumbo [37], com didmetro de 6 nm, obtendo-se neste caso um valor minimo de L

que é o maior dentre os trés estudados. Assim, os valores das dimensoes lineares
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Figura 3.1: Gréfico da temperatura critica 7.(L) em fun¢ao do comprimento L car-
acteristico. A linha sélida representa m = 1, a linha pontilhada o caso m = 2 e a
linha com circulos é m = 3. Supoe-se T,g = 1, ol = 1&,, onde & é uma escala de
comprimento arbitrario, x = %0 eu=1.

das outras duas situagoes ficam abaixo da escala nanométrica, assumindo magnitudes
comparaveis ao raio atomico, acarretando em dificuldades na observacao da supressao
da supercondutividade em filmes e fios [21,22,24-27,30-33].

Por outro lado, do ponto de vista microscépico, segundo modelos baseados na teoria
de Bardeen, Cooper e Schrieffer [34], a presenca de fronteiras modifica as correlagoes
caracteristicas do sistema com respeito as suas propriedades na auséncia da compact-
ificacao espacial. Tais modificagoes aparecem quando o espacamento médio entre os
niveis de energia de particula tinica, definido por d = m, onde N(EF) é a densi-
dade de estados na superficie de Fermi, torna-se comparavel a escala de energia que
caracteriza as correlagoes em sistemas em sua forma sem fronteiras, tal como a energia
de gap A.

Assim, a supercondutividade deixa de ser possivel quando d > A, pois correlacoes de
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emparelhamento dos elétrons manifestam-se apenas como flutuacoes fracas. Percebe-se
entao que d deve ter um valor nao-desprezivel no caso dos graos pequenos, predizendo
portanto o tamanho minimo para a existéncia de supercondutividade em materiais
granulares, como acontece nos resultados aqui obtidos.

Dentre os vérios efeitos contemplados, ressalta-se a localizacao dos estados eletronicos
em fungao das dimensoes reduzidas da amostra em relacao ao comprimento tipico da re-
pulsao coulombiana. Isto impossibilita a formagcao dos pares de Cooper, enfraquecendo
a fase supercondutora. Um outro fenomeno é a chamada proximidade, que consiste
nas ocupagao de niveis livres no substrato em que a amostra é depositada por elétrons
desta ultima. Em vista destes fatos, o modelo aqui apresentado sugere que estes efeitos
sao levados em conta de uma maneira efetiva, pois a dependéncia nas condi¢oes de
fronteira aparece da natureza topoldgica do sistema.

Sendo assim, uma analise detalhada do termo responsavel pela dependéncia nas
condicoes de fronteira é requerida para obter-se uma estimativa quantitativa dos efeitos
apresentados. Neste contexto, um fato também relevante a considerar é, por exemplo,

a presenga das flutuagoes magnéticas, que constitui o tema do proximo capitulo.
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Capitulo 4

As flutuacoes magnéticas e o campo
magnético externo no modelo de
Ginzburg-Landau com uma

dimensao compactificada

As linhas deste capitulo sao consagradas ao estudo dos efeitos das flutuacoes e campos
externos magnéticos no modelo de Ginzburg-Landau com uma dimensao compactifi-
cada.

Assim, na secao 4.1 analisa-se o modelo confinado entre dois planos, sendo o
parametro de ordem acoplado ao campo de flutuagoes magnéticas [55]. Na segao 4.2, a
teoria de Halperin-Lubensky-Ma das transicoes de primeira ordem em supercondutores
do tipo I é revisitada sob este ponto de vista [56]. Por fim, na se¢ao 4.3 discute-se a su-
percondutividade do tipo II via o modelo de Ginzburg-Landau no limite de N grande,
considerando-se os efeitos da presenca de um campo magnético externo uniforme e

independente do tempo [57].
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4.1 As flutuacoes magnéticas e o potencial efetivo
gaussiano

O estudo das transicoes de fase carregadas coloca a necessidade de considerar a presenca
das flutuacoes do campo magnético no material, conduzindo a introdugao de uma
constante de acoplamento efetiva da interacao entre o parametro de ordem e o potencial
vetorial do campo elettromagnético definido na amostra [16].

Sendo assim, considera-se como ponto de partida o modelo discutido no capitulo
3, considerando-se o caso particular de uma dimensao compactificada, sendo o poten-
cial termodinamico efetivo, introduzido usando-se o método variacional baseado no

potencial efetivo gaussiano [55,73-80].

4.1.1 O potencial termodinamico efetivo gaussiano

O modelo de Ginzburg-Landau no espaco euclideano em d dimensoes acoplado as flu-
tuagoes magnéticas, pode ser introduzido em estreita analogia com o modelo da teoria
quantica de campos denominado eletrodinamica escalar, ou o modelo de Higgs abeliano
[81,82]. De fato, a densidade de hamiltoniano do modelo é escrita na forma [1,80]

1 1 , 1
W= B 4 5|0, —ied)UP + grol WP +u(UP?, ()

onde ¥ é o parametro de ordem, que supoe-se complexo. Em adicao, as componentes

do campo magnético,
F.,=0,A,-0A,; pv=1,..4d, (4.2)

sao relacionadas ao potencial vetorial em d dimensoes por

1 1
1 Ew " = §yv x A% (4.3)

Note-se que o potencial vetorial é independente do tempo.
Com o objetivo de obter somente graus de liberdade fisicos, escreve-se o parametro

de ordem ¥ em termos de dois campos reais ¢ e 6, de tal forma que
U = ge'?, (4.4)
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supondo-se ainda que as transformacoes de calibre sao definidas por
A — A—1/eVe. (4.5)

A adogao do calibre de unitariedade transverso [80] acarreta a existéncia de uma com-
ponente longitudinal, Ay, proporcional a V#. Em fun¢ao desta ultimas defini¢oes, a
parte real e imaginaria do parametro de ordem sao consideradas como campos indepen-
dentes, escritos em funcao de W e U* ou de ¢ e f. Sendo assim, a integracao funcional
na funcao de particao é realizada sobre ¢, Ar e A. Realizando-se a integracao sobre

a componente longitudinal do potencial vetorial obtém-se

Z[J] = / D¢ DArexp {— / dixH + / dix Jd)} , (4.6)
onde
_ 1 2 L 4 1 2 1 2 L o9 0
H = (Vo) + =rgd” +ud* + =(VX A+ —(V-A) + =e’¢p°A>.  (4.7)
2 2 2 2¢ 2
Observe-se que foi introduzido um parametro fixador do calibre €, que sera anulado ao
final dos calculos. No que segue, usa-se A para designar o potencial vetorial transverso.

O calculo do potencial termodinamico efetivo gaussiano esta explicitado no apéndice

C. Seguindo-se os procedimentos 1a expostos, identifica-se a equacao de gap na forma
(C.22),
T = 1o + 12uId(VF) + 2218 ( 62[6[(\/%)) , (4.8)

onde a funcio I designa

I§(M) = / (gﬁl; e +1 e (4.9)

2

Os termos de T que sao dependentes em u e e sao interpretados como as corregoes

a aproximagao de ordem zero, devidas as contribuicoes tanto do auto-acoplamento do

parametro de ordem quanto do acoplamento entre este e 0 campo magnético.

4.1.2 A compactificacao e o comportamento critico

Considere-se agora os efeitos das condicgoes de fronteira no modelo apresentado na segao

anterior. Assim, através da prescrigao (3.5), a eq.(4.9) torna-se

J 1 +o00 dd_lq
I5(M) = _ 4.10
=i X | aimere (4.10
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onde ¢; = k; /27, b=1/L e ¢* = M? /47>
Deste modo, a eq.(4.10) pode ser tratada seguindo o procedimento descrito pelas

eqs.(3.7)-(3.14), considerando-se em particular a eq.(3.13) com m =1

d = (MR
IHM) = 2787172 [21;p <1 - 5) M2y (E) K_Hg(MLn)] :
n=1

(4.11)

Assim, tomando-se M = /T e restringindo-se & vizinhanca do ponto critico, definida

por 7 ~ 0, a formula (3.17) permite escrever (4.11) na forma

1—4

IWF~0) ~ W2 ) (1 - g) Ldl_QC(d —2), (4.12)

onde ((d — 2) é dada em (3.19). Considerando-se no caso em discussao d < 3, a

continuagao analitica da dimensao no argumento da funcao zeta conduz a expressao

1 1

IIVF =~ 0) ~ ng(d —2). (4.13)

A integral I§ (Zo) que aparece na eq.(4.8) deve ser analisada cuidadosamente. Para

uma dimensao d ~ 3, tem-se

~ 3 1,1 1\ + = (Ro\? .

Calculando-se o somatoério na equagao acima, ou seja

i (%) % K1(AoLn) = —\/g% In (1 -~ e‘ZOL). (4.15)

n=1

(4.14)

Assim, tendo-se em conta que Ay = /e2I¢(\/T) a eq.(4.14) torna-se

I¢ ( e2lg(\/%)) N {ir (—%) 2I¢(VT) — \/%% In (1 - e—\/WLﬂ .

(4.16)

Note-se que no limite 7 =~ 0, a funcdo I¢(v/m), dada em (4.13), diverge para d = 3,
anulando a contribui¢do do dltimo termo da expressao anterior. Com isso, a eq.(4.16)
torna-se, em d ~ 3,

1 1
Ié ezlszO)zL—l2d—2. 4.17
H(Verrso)~ - (@)
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Deste modo, a equagao de gap (4.8) na vizinhanca da criticalidade adquire a forma

1

((d-2) - Lia-2) (4.18)

T%T’()—f-

1
f /2 gz
A equagao critica correspondente, definida por 7 = 0, é mal-definida em d = 3. Esta

dificuldade pode ser contornada introduzindo-se um novo parametro 7, através do uso

do resultado contido na eq.(3.21). Sendo assim, tem-se

24u

3
s (& P %—p (_1)1) 41
' " /RL(d - 3) * oml/A/2L ; “i (d—3)r’ (4.19)

onde os CV’s sao os coeficientes da expansao binomial para uma poténcia fracionéria.
2

Assim, substituindo-se a eq.(4.19) em (4.18) e usando-se a férmula binomial para ex-

pandir ¢V/2(d — 2) &~ [y — (1/(d — 3))]"/?, obtém-se para d = 3 a seguinte expressio
) 24’yu 1 & 4
2= 4.20

Portanto, o comportamento critico do sistema é governado por 7. Tomando-se ry =

a(T/Ty —1),com a > 0eT7 =0 tem-se a equagao critica,

Two 48u ~y S
04— — 4 — [
a m/22L  nl/4\ 2L

T.(L) = (4.21)

Esta é a equacao que descreve o comportamento da temperatura critica de sistemas
como um filme supercondutor em funcao da sua espessura L considerando as flu-
tuacgoes magnéticas. Claramente ha duas contribuicoes separadas na equacao critica.
A primeira provém da contribui¢ao em primeira ordem em u, e a outra do acoplamento

entre o parametro de ordem e o campo magnético.

4.1.3 Comparacao com os resultados experimentais e discussao

O comportamento da temperatura critica dada pela eq.(4.21) concorda qualitativa-
mente com as observagoes experimentais em filmes supercondutores do tipo I, como
por exemplo em amostras baseadas em nidbio [22,25,27,30], chumbo [21], ligas W-
Re [24], Mo-Ge [26] e MgB epitaxiais 5 [31].

Entretanto, esfor¢os no sentido de comparar de modo mais concreto os resultados
até aqui obtidos sao ainda necessarios. Neste sentido, comecando-se com a analise di-

mensional, note-se que foram adotadas as unidades naturais, comums a teoria quantica
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de campos, onde os parametros u e e? tém dimensao de massa, e a dimensao de massa
ao quadrado. Deste modo, ¢ = h = kg = 1. Logo, hé a necessidade de relacionar este
caso ao sistema de unidades SI, o que ¢ feito a contento em [1]. Neste contexto, hd um

fator 1/kpTw no expoente da eq.(4.6), e os campos devem ser substituidos por

¢ - ¢new =V £O/kBTO¢7 A— Anew =V gO/kBTCOAa (422>

e as coordenadas X Por Tpe, = /&, onde { = 0.18hvp/kpTy é o comprimento de
coeréncia intrinseco de um dado material, com vr sendo a velocidade de Fermi. Con-
sequentemente, a, u e e tornam-se adimensionais, de tal maneira que estes parametros

ficam relacionados as quantidades caracteristicas do material por [1]

1 380k Teo 111.08 [ L0 : 2€ i ~ 259, | 27 (4.23)
a=1,u=—>—-5- ~111.08 [ = e=— wéo = 2. —, (4.
’ N(Ep)h?v2.¢2 Te) '~ heV PR c

onde Tr é a temperatura de Fermi, o a constante de esrutura fina, N(Er) a densidade
de estados na superficie de Fermi, e € a carga de um elétron. Neste sentido, a espessura
L em (4.21) deve ser reescrita como Ly, = L/&. Assim, a substitui¢ao de (4.23) em
(4.21) produz a temperatura critica em termos diretamente relacionados as quantidades
caracteristicas de uma dada amostra.

No entanto, constata-se que até agora foi suposto que o material em estudo é ideal,
isto é, nao contém impurezas em sua constituicao. Em um caso mais concreto, as
amostras possuem impurezas, o que gera a reconsideracao do comprimento de coeréncia

e das constantes de acoplamento, do modo
&o — Y28, u— 2r73 %0, e — r1/4e, (4.24)

onde r ~ 0.18C~1, com C' = &/I, sendo | o caminho livre médio do elétron [1]. A
expressao para r ¢ valida no limite de & maior que [. Supoe-se que a presenca de
impurezas nao afeta o carater usual da transicao da fase normal a supercondutora.

Desta maneira, a eq.(4.21) é reescrita como

9646.2C €12, L 78T x 1074 (€u,)?
L CV'L ’

T, =T |1— (4.25)

onde top = Teo/TF € vp. = vE/c.
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Considerando-se um caso concreto de material supercondutor, toma-se uma amostra
feita de niébio, o qual é caracterizado pelas quantidades vy = 1.37 x 106m/s, T,y =
9.3°K e Tr = 6.18 x 10*°K. Supondo-se C' ~ 100, o segundo coeficiente entre os
colchetes na eq.(4.25) tem magnitude 10* maior que o terceiro coeficiente, e visto que
a espessura varia em um intervalo da ordem ou abaixo de um, a contribuicao das
flutuagoes de gauge sao relativamente pequenas.

A fig.4.1 mostra o gréfico da eq.(4.25) para o niébio em dois casos: (i) amostras
cujos parametros relevantes tém os valores C' ~ 100, T,p = 9.3°K e (ii) amostras com
C ~200e T,y =84°K. Observe-se a concordancia entre as curvas construidas a partir
da eq. (4.25) e os resultados experimentais das refs. [25] e [30].

Deve-se notar que a escolha do parametro C' ~ 100 concorda com os resultados
de [25], enquanto C' ~ 200 estd de acordo com [30]. Neste contexto, a interpretagao
de tal diferenca é que o segundo exemplo contém mais impurezas que o primeiro por
C' ter um valor maior, pois o caminho livre do elétron é menor, o que de fato acontece
em [25] e [30].

Destarte, o panorama aqui discutido apresenta-se como um caminho alternativo
de introduzir fenomenologicamente as correcoes que levam em conta os efeitos mi-
croscopicos que aparecem em supercondutores do tipo I, como a proximidade, e a
localizagao, discutidas na secao 3.4.

Finalmente, observa-se que a eq.(4.21) sugere uma espessura minima do filme,
abaixo da qual a transicao de fase supercondutora nao acontece. Contudo, a exemplo do
que jé foi comentado na se¢ao 3.4, nota-se extrapolando os resultados das refs. [21-31]
e de (4.21) que nao é provavel que tal fendmeno acontega, pois ele apareceria em escala
da ordem de uma camada de filme muito préoxima do limite de quase duas dimensoes,
onde a localizacao e proximidade sao provavelmente bem estimuladas, o que foge do

escopo deste trabalho.
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Figura 4.1: Gréfico da temperatura critica T, definida pela eq. (4.25), tomando C' ~
100 e T.p = 9.3°K em um caso e C' ~ 200 e T,; = 8.4°K na outra situacao. Dados
experimentais foram obtidos das refs. [25], representados por quadrados sélidos e [30],

representados por quadrados sem preenchimento.

4.2 As flutuacoes magnéticas e o efeito Halperin-

Lubensky-Ma

O efeito Halperin-Lubensky-Ma foi sugerido ha cerca de trés décadas atras [16], predi-
zendo uma transicao de fase supercondutora fracamente de primeira ordem. Este fato
emerge considerando no modelo de Ginzburg-Landau a interagao entre as flutuagoes
magnéticas intrinsecas e o parametro de ordem. Contudo, o intervalo de temperatura
associado ao mencionado efeito é muito pequeno, o que o torna muito dificil de ser

detectado experimentalmente. En adicao, isto tem sido tema de debate nos tltimos
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anos no contexto de filmes supercondutores do tipo I, e em particular a refs. [83-85]
sugerem um estimulo da transicao de primeira ordem em filmes supercondutores em
relacao a materiais ideais, sem uma forma definida.

Com o fito de ter um melhor entendimento do efeito Halperin-Lubenky-Ma em
filmes, busca-se nesta secao a descricao deste efeito via a abordagem introduzida no
capitulo anterior, em particular na secao 3.3.1. Deste modo, leva-se em conta as flu-
tuagoes magnéticas e considera-se o parametro de ordem como uniforme, como a aprox-
imacao feita no capitulo 2. Também investiga-se a dependéncia em L das quantidades
termodinamicas relevantes, bem como discute-se a plausibilidade dos resuldados apre-

sentados.

4.2.1 A energia livre dependente das condicoes de fronteira

Seja entao a densidade de hamiltoniano explicitada na eq.(4.1), com a substituicao de
u por A/8). Seguindo o procedimento, a notacao e o sistema de unidades introduzidos
da secao 4.1, chega-se a uma expressao da func¢ao de parti¢ao Z explicitada na eq.(4.6).
A partir deste ponto, porém, aqui é adotado um caminho dissemelhante ao da se¢ao
4.1. Supoe-se a aproximacao na qual o parametro de ordem é espacialmente uniforme,
isto é ¢ (x) ~ ¢ = const. . Assim, a realizagdo da integragao funcional sobre o campo

de calibre transversal produz a seguinte densidade de energia livre F = F(¢) = W/V,
Lo o5, Ay

onde

V(g) = %tr I {[(=V? + €2¢?) 6, + 9,0,] § (x — y)} (4.27)

¢ a contribuicao advinda da integracao das componentes do campo de calibre.

Para situagoes nas quais o modelo obedece as condicoes de fronteira, como é o
caso considerado, e supondo-se que o sistema é submetido a uma transicao de fase
de primeira ordem, a eq.(4.27) é tratada seguindo a discussao em [40] , onde o termo

correspondendo a V' (¢) em (4.27) deve ser escrito do modo

Vi(g,1) = —2%77’(0; ,1). (4.28)

42



onde o simbolo primo significa a derivacao com respeito ao primeiro argumento em 7,
e [ representa o comprimento L na sua forma adimensional, [ = L/&,. A funcao n estd
associada aos autovalores do operador dado pela eq.(4.27) com a compactificagdo de

uma dimensao,

d—1 2 B
YL o

n=—oo

Pode-se efetuar a integragao na equagao acima com a ajuda da técnica da regularizagao

dimensional, o que implica em

(s, l) = (%)dzl F(%Sj%) (%)2 A¢ (3 - %; w1> , (4.30)

onde Af (s — d;Zl; wl) ¢ definida na eq.(3.12), s6 que neste caso em particular m = 1

= (egl/2m)”.
Nota-se que a funcao 7(s; c,l) em (4.30) pode ser estendida analiticamente a todos
os valores de d. Para valores de d impares, a continuagao analitica de V(¢,l) tem a

seguinte forma [40],

Viel) = —2% () <_pl!)p2102 (—p;wn), (4.31)

onde p = %. Para pequenos valores de ¢?, ¢ << 1, utiliza-se a expansao binomial

~ 2 . . . ~ . A~
para a fungao A{ com o intuito de expandir em poténcias do parametro de ordem ¢,

A (gwn) = T(q,§)% (g + jiwi) ¥ (4.32)
sendo T'(q,j) = F(Fq(;)j), e
A, (vi{w}) = Z Hwind + .+ winl] 7. (4.33)
{ni}=—o0

O primo em (4.33) representa a exclusao do termo {n;} = 0 no somatério. Para m =1
e w; = 1, pode-se facilmente inferir que A; (v, w; = 1) é relacionada a funcao zeta de
Riemann, ((v), por

Aq (v, wy) = 2¢(2v). (4.34)
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Com isso, a derivada de A‘{Q (¢; w1 = 1) em (4.32) com respeito a ¢ produz a seguinte

expressao,

=0 J:
x {T'(q,7)¢ (2q +25) +2T(q,5)¢" (2¢ +25)} . (4.35)

, 2L, (1)
A (wy =1) = —20‘2‘11nc+22023—< ‘)

Leva-se em consideragdo na expansao em (4.35) somente os termos dependentes
de ¢? até a segunda ordem, o que é consistente com com o espirito do modelo de
Ginzburg-Landau, pois termos em ¢%, ¢°,..., sdo considerados irrelevantes na vizinhanca

da transicao. Assim, a eq.(4.31) torna-se

Vied) = —p(!;;p)jl {=2c¢Inc—2¢[¢((—2p+2) — 2p{’(—2p + 2)]

+ A(=2p+1)¢(=2p+4) = 2p(—p + 1)¢'(—2p + 4)] } . (4.36)

Portanto, assumindo-se o caso particular d = 3 e escrevendo-se ¢ explicitamente em

termos de ¢ e [, obtém-se a expressao final para a densidade de energia livre efetiva,
Lo Uy 2
F(¢;l) ~ §r¢ + §¢ — v In ¢, (4.37)

onde

etl e?

T‘:T0+U(1—21nel)7 UZ/\_E’ 7)24_7Tl.

(4.38)

Note-se que a condigao de concavidade para a energia livre (4.37) restringe o modelo a
valores de u estritamente positivos. Isto implica, usando a expressao para u em (4.38),

no limite superior para L,
247

max
l i

(4.39)

E também relevante mencionar que a eq.(4.37) tem a mesma dependéncia formal no
parametro de ordem ¢ da expressao equivalente em [83]. Ela descreve uma transigao

de primeira ordem em sistemas na forma de filme.

4.2.2 O comportamento critico e discussao

Tendo-se agora como objetivo o entendimento da dependéncia em [ da transicao de

fase, pode-se analisar o comportamento do sistema a partir da eq.(4.37). Considerando
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a primeira derivacao de F com respeito a ¢, tem-se
F' = ¢g, (4.40)

onde a fungao

g:r—v+g¢2—vlngb. (4.41)

Consequentemente, a equacao de estado, F' = 0, possui duas solugoes: ¢ = pgy =
0, a qual descreve a fase normal, e as solugoes positivas advindas de g = 0, que
correspondem a fase quebrada, denotadas como ¢qp.

Além disso, as solucoes produzem minimos em JF, sendo estes estaveis se obedecerem
a condicao F"(¢g) > 0. Assim, ja que F”" = ¢g'¢ + g, vé-se que a fase normal é sempre
estavel. De outro modo, na fase supercondutora ¢op > 0 e ¢'(¢op) > 0, 0 que gera
¢oB > \/% .

Em adicao, pode-se obter um valor particular de ¢yop para o qual a energia livre

anula-se. Escrevendo-se F em termos de g, dado pela eq.(4.41), obtém-se para F(¢pop) =

bopE = 2\/5 (4.42)

Observa-se que os valores ¢gy € ¢opr implicam em F = 0. Esta situacao corresponde

0 o valor

ao ponto de equilibrio da transicao, o qual representa o ponto critico da transicao de
primeira ordem.

Deste modo, pode-se obter o valor do coeficiente r no ponto de equilibrio da
transicao, F(¢opr) = 0, dado por

rp=v (1), (1.43)

u

Com isso, o uso da eq.(4.38) e da dependéncia de u e v em [(= L/&) implica na

expressao para a temperatura de transicao dependente de [,

e 24el
Tg() =Ty |1+ — | In——F—-2)]|. 4.44
z(0) 0{ +47Tl (n247rx\—e4l )] (444)

Uma estimativa quantitativa da eq.(4.44) é obtida rememorando as expressoes tridi-

mensionais para as constantes de acoplamento dadas em (4.23). Considera-se como
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exemplo uma amostra de aluminio e seus valores caracteristicos tabelados,
T =119°K, Tr = 13.6 x 10'K, vp =2 x 10°m/s, & = 1.6um. (4.45)

Na fig.4.2 estd o grafico de Tx(l) escrito em (4.44) em funcao de 1/1. Assim, a eq.(4.39)

informa que que este modelo estd restrito a filmes de espessura menores que LA =

max

12.4& ~ 18.4 x 107%. Em adicao, em relacao ao valor minimo de L para a existéncia

da supercondutividade, a discussao exposta na secao 3.4 continua valida.

e =

o

-
e e
o -
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Figura 4.2: Grafico da temperatura de transicao Tk para o aluminio em funcao de

_1
J]—l.

E relevante agora deduzir a expressao para o intervalo de temperatura da transigao

de primeira ordem, definida por

L(Tg)

2O (4.46)

(A7), =
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onde L(Tg) ¢é o calor latente em T ¢ AC(Tg) é o salto do calor especifico. O calor
latente é obtido de

L(Tx) = Ty [Son (T) — Son(Tx)], (4.47)

onde Sy(Tg) é a entropia, definida por S = dF/dT, em Tg entre as duas fases. O salto

do calor especifico provém da expressao

dSon(Tg)  dSos(TE)
AC(Tg) =T, — . 4.4
(1) - 75 (2251 ol (1.48)
Portanto, o uso das eqs.(4.46)-(4.48) produzem o intervalo de temperatura
Teoe*6o
AT, =Tyv = . 4.4
(AT), = T = 12 (4.49)

Uma estimativa numérica pode ser realizada considerando-se o exemplo do aluminio,

cuja amostra supoe-se ter L ~ 6&,. Desta maneira,
(AT)Y = 6.1 x 107°K. (4.50)

Assim, este valor é cerca de 3.5 vezes o valor obtido em [16], com o sistema sendo
tridimensional sem levar em conta as fronteiras. Contudo, lembra-se que a quantidade
(AT) em [16] é calculada com o salto do calor especifico tomado no valor Ty, o que
forga uma diferenga de um fator 1/4 de AC' na temperatura de equilibrio na auséncia
de fronteiras, como apontado em [85].

Deste modo, vé-se que a diferenca entre os resultados encontrados aqui e aqueles
de [16] aparecem justamente quando analisa-se a expressao da energia livre. Em [16]
existe um termo ¢, o qual difere da nossa expressao obtida na eq.(4.37), que tem
¢?In ¢.

Portanto, a eq.(4.49) ratifica a idéia de um estimulo no intervalo de temperatura da
transigao para filmes, como é mencionado em [83]. Este fato possibilita em principio
maior probabilidade de uma transicao de primeira ordem em filmes finos que em ma-
teriais sem fronteiras. Todavia, ressalta-se que o estimulo no valor de (AT') aqui en-
contrado sugere ser bem mais discreto que aquele apontado em [83], o qual para uma
amostra de L ~ 10, foi quase mil vezes o valor encontrado aqui. Um dos motivos é

porque aqui a obtencao de V foi via a integracao na eq.(4.29) e realizada diretamente
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em duas dimensoes, levando-se em conta somente o valor de todos os modos possiveis

no somatorio.

4.3 A presenca do campo magnético externo com
o modelo de Ginzburg-Landau compactificado
no limite n grande

Supoe-se uma boa aproximacao desprezar as flutuagoes magnéticas no modelo de
Ginzburg-Landau quando pensa-se em supercondutores do tipo II no limite extremo,
isto ¢, sistemas na presenca de um campo magnético externo de alta magnitude. Este
tema tem sido investigado por véarios autores, com o mencionado modelo tanto na sua
versao a uma componente quanto na de n componentes. Um panorama a respeito do
estado atual deste tema pode ser visto por exemplo nas refs. [4-12]. Em particular,
em [8-10] introduziu-se um modelo de Ginzburg-Landau com n componentes na pre-
senca de um campo magnético externo na ordem %, a qual engendrou uma transicao
de segunda ordem com n grande. Aqui é investigada a versao confinada do modelo

em [8-10).

4.3.1 O limite n grande e a compactificacao

Seja a densidade de hamiltoniano com um campo magnético externo dada por
. u
H = (V= ieA)ol* +roldl* + 5o 1], (4.51)

onde VXA =Heryg=a(T/Tn—1), e T, correspondendo a temperatura de transigao
nas ausencias de campo externo e de fronteiras. Nas linhas que se seguem é assumido
que o campo magnético é paralelo ao eixo z das coordenadas e o potencial vetor tem
suas componentes dadas por A = (0,2H,0). Ademais, ¢ é também escolhido de modo

a ter n componentes complexas.
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No espago ilimitado, o parametro de ordem é escrito em termos da base de Landau,

dp dd 2 R
/ y/ )d- 2¢17Py7levpy,p(r) (4.52)

onde Xip,p.(r) sdo as autofungoes dos niveis de Landau dadas com os autovalores de
energia, Ei(|p]) = |p|*+ (2l +1)w+m3, e w = eH é a chamada freqiiéncia de ciclotron.
Na equagao acima p é um vetor de (d — 2) componentes.

Considere-se entao o sistema confinado entre dois planos paralelos normais ao eixo
z, a uma distancia L. Devido ao campo magnético, as coordenadas agora devem ser
r = (z,2), onde z é um vetor de (d — 3) dimensoes, com o momento correspondente
k = (k.,q), sendo q um vetor de (d — 3) dimensoes. Sob estas condigdes, a funcao de

particao modifica-se em relacao aos casos estudados anteriormente, sendo escrita como

= [Dopseay (- [z [ arartioiva). (4.53)

O parametro de ordem ¢(z, z) satisfaz as condigoes de fronteira (3.4), porém adaptadas
a este caso. Neste sentido, a representagdo do campo (4.52) deve ter uma expansao de

Fourier com a mistura série-integral na forma,

o(z,2) Z cn/ /dd *q b(q)@i(wi, q), (4.54)

onde w; = 2mn/L, | é os niveis de Landau e os coeficientes ¢; e b(q) correspondem,
respectivamente, a representagao das séries de Fourier sobre o espacgo em (d — 3) di-
mensoes e a representacao integral de Fourier sobre o espaco z. Assim, além das regras
de Feynman nesta situagao serem modificadas pela presenca do campo externo, elas
também devem levar em conta as condicoes de confinamento de z, através do uso de
(3.5).

Prosseguindo, considere-se a funcao de correlacao de quatro pontos a momento
externo zero, Fff), que é relacionada ao parametro wugy, como foi visto em (2.48). Nas
situagoes anteriores deste capitulo assumiram que a constante de acoplamento inicial

nao é corrigida. Contudo, no contexto da expansao 1/n, F ) deve ser dada pela seguinte

expressao:
14 nupX(d, L,w)’

I 0; L,w) = (4.55)
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), na aproximagao de menor nivel de Landau, é a integral correspondendo

onde X(d, L, w),
1
(4.56)

a
dd3
X(d, L =
(d.L.w) L_z%/

’ 2m)48 [ 4+ w2 + 7+ W]
A soma sobre n e a integral sobre ¢ podem ser tratadas utilizando o formalismo

desenvolvido na secao 3.2. Desta maneira, utilizando-se o procedimento similar ao

realizado nas eqs.(3.7)-(3.14), no caso atual a eq.(3.9) deve ser substituida por
(4.57)

d225
b
(2m)z+1 _z:/anQ—i—cLi-q)

U= 27T 2s+1
onde definiu-se os parametros adimensionais
¢ = (r+w)/(@n’y?), (Lp) =b7", (4.58)

1 _2s—d+2 r+w, d2-2s
—I( ——5) °
2 2u
(4.59)

U = h(d,s)w [4
7 T73(77LL\/7" +w)

Assim, efetuando-se o procedimento mencionado, obtém-se

> VI F+w d2_,
+;( ey )T K s
onde
Md—Z—Qs
hd,s) = —=—5—, 4.60
@) 25+ 130 (s) 6%
Com isso, aplicando-se a férmula (4.59) com s = 2 a integral ¥(d, L, w), consegue-se
5(d, L,w) = w [H(d,w) + G(d, L, w)], (461)
onde
d—6
L R
G(d,L,w) = o ; { — Koo (AL + w), (4.62)
d—6
(4.63)

H(d,w) < T'(2 - g) [7“24;;;} ;

Vé-se de (4.63) que para a dimensdo par d = 6, H(d,w) é divergente, devido ao pélo
Assim, este termo deve ser subtraido a fim de obter a funcao

da fungao gamma.
) livre de divergeéncias, isto é
(4.64)

ER<d, L, w
Yr(d, Lyw) =wG(d, L,w).
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Ademais, o termo H(d,w) é também subtraido no caso de dimensdes menores, 3 < d <
6, devido a divergéncia na criticalidade.
Considerando-se a (4.55), vé-se que a nova constante de acoplamento u(d, L,w)

pode ser definida na ordem 1/n como,

B WA
1+ wAG(d, L,w)

wu(d, L,w) (4.65)

onde A = nug, de acordo com a idéia da expansao 1/n, é fixo.

4.3.2 O comportamento critico e discussao

O comportamento critico do sistema é feito a partir da equacao de gap adaptada a
expansao 1/n, que é uma equagao do tipo Dyson-Schwinger dependente em L e w.

Desta maneira, tem-se

_ wu(d, L,w) (n+2) 1 <« / di3q 1
— =3 : 4.66
' e 2% ym on L= ) (en) T @t 00

Observe-se que 7 = r(L,w) + w, pois o polo do propagador de ¢ na presenca do campo
externo é em r(L,w) = —w [4,5]. Assim, com o uso do procedimento que conduz a

eq.(4.57) a (4.59), a expressao em (4.66) torna-se

d—4

: wu(d, Lw) (n+2) o~ (VT 5
= — Kaa . 4.67
7 To + w + o . g ~T T(n\/;) (4.67)
Neste contexto, a fungao G(d, L,w) na eq.(4.62) torna-se
v a6
1 |V -
G(d, L,w) = T3 ; [TL] K (iV7L). (4.68)

Limitando-se a vizinhanca préxima da criticalidade, 7 ~ 0, pode-se investigar o
comportamento critico do sistema usando nas egs.(4.65), (4.67) e (4.68) a férmula
para pequenos valores dos argumentos das fungoes de Bessel, explicitada na eq.(3.17).
Assim, apds algumas manipulagoes, a eq.(4.67) pode ser escrita no limite n grande do
modo

weu(d, Lywe) . d

To + we + —31“(5 —2) L7 (d—4) =0, (4.69)
2
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onde ((d — 4) é dada (3.19), definida aqui para d > 5. Utilizou-se o indice ¢ para
indicar que se trabalha na regiao da criticalidade. Deste modo, a constante u(d, L,w)

¢é escrita como

A

d, L c) )
uld: L we) ~ 4 e 0 T3¢ (d = 6)

(4.70)

de A(d,p) = 15T (%9).
onde A(d, i) = —L3T(%55)

Para considerar-se a situacao d = 3, pode-se realizar a continuacao analitica de
((z) para valores do argumento z < 1, por meio da propriedade de reflexdo descrita na

eq.(3.20). Desta forma, considerando-se ro = a(T/T — 1) e d = 3, obtém-se

T, 1
a (cho — 1) + w + @wcu(d =3,L,w.)L((2) =0. (4.71)

Ademais, a utilizacao das eqs.(4.70) e (3.20) para avaliar u(d = 3,L,w.) e dos val-
ores tabelados das fungoes I' e ( que aparecem nas féormulas acima, permite alcangar

finalmente a equacao critica

T. 60A\w.L
1) +w, =, 472
¢ <Tco ) e o8R0 + Ao L (472)

com a e A sendo os parametros fenomenologicos. Note-se que para L — oo a equagao

Tec
Teo

acima gera a linha critica a ( — 1> +w. = 0, a qual descreve um sistema na ausencia
de fronteiras.

Para uma melhor analise qualitativa da equagao critica obtida pode-se trabalhar
com seguintes quantidades adimensionais, adaptando o sistema de unidades introduzido

na secao 4.1 a este caso: h =w,, t =T./T,g el = L/&. Com isso, a equagao critica é

reescrita do modo

1
h(l,t) = BT {—60Bl — Btl® + BI’ — 2880m + [(60BIl + Btl*> — BI* + 2880r)
+ 115207 B (1 — t)]m} , (4.73)

onde foram utilizados B = Ay e a = 1. A superficie h = h(l,t) é ilustrada na fig.4.3.
Observe-se que esta abordagem utiliza a aproximagao do menor nivel de Landau, o que
so tem significado para valores altos do campo magnético externo.

Note-se da fig. 4.3 que cada valor de [ define uma linha critica no plano h X t,

caracterizando o comportamento de um filme de espessura L. Verifica-se que a regiao
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Figura 4.3: Gréafico da superficie h = h(l,t) definida pela eq. (4.73), tomando B = 10%.

de validade da aproximacao do menor nivel de Landau vai diminuindo a medida que o
valor da espessura do filme decresce, o que insinua que filmes supercondutores do tipo I1
alcancam o limite extremo para valores de h menores. Um outro gréafico representativo
desta idéia é o do campo externo reduzido a temperatura zero, hgy, em fungao do inverso
da da espessura do filme, mostrado na fig.4.4.

Ressalte-se que para filmes com uma espessura muito pequena, onde os efeitos
proximidade e localizagao sao altamente relevantes, pode-se alcangar a regiao fora do
dominio de validade do modelo, como ja foi observado nas se¢oes anteriores.

Desta maneira, os resultados obtidos nos capitulos 3 e 4 levam a conclusao de que
este modelo fenomenolégico apresenta-se 1til no entendimento dos fenomenos criticos

na presenca das condicoes de fronteira.
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Figura 4.4: Grafico do campo critico reduzido a temperatura zero em funcao do inverso

da espessura do filme reduzida, obtido da eq. (4.73) tomando ¢t = 0 e B = 10%.

54



Capitulo 5

O modelo de Ginzburg-Landau
multicritico na presenca de

flutuacoes magnéticas

Este presente capitulo é dedicado ao estudo do comportamento multicritico do modelo
de Ginzburg-Landau em uma versao com simetria O(n;) @ O(nz) contendo (n;/2 +
ny/2) parametros de ordem complexos acoplados ao potencial vetorial das flutuagoes
magnéticas [58]. Desenvolve-se a andlise do grupo de renormaliza¢do na aproximagao
de primeira ordem em ambas as situagoes da expansao em ¢ e da dimensao fixa.
Assim, na se¢ao 5.1 discute-se a motivagao deste estudo. Em seguida, na se¢ao 5.2 é
apresentado o modelo a ser tratado, bem como o seu procedimento de renormalizagao.
Por conseguinte, na secao 5.3 trata-se da andlise do grupo de renormalizacao via a
expansao em €, com a analise dos pontos fixos estaveis no infravermelho. Neste sentido,
calculos dos expoentes criticos sao efetuados. Na se¢ao 5.4, o explora-se o grupo de
renormalizacao no quadro da dimensao fixa, e por fim a secao 5.5 é reservada a discussao

dos resultados obtidos.
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5.1 Introducao

Fenomenos multicriticos aparecem em sistemas que apresentam competicao entre tipos
de ordenamento distintos. Existem varios exemplos onde é possivel verifica-los. Um
caso tipico é o hélio-4, onde os parametros de ordem competidores sao relacionados
as fases superfluida e cristalina [86]. Outro caso interessante é dos antiferromagnetos
anisotrépicos em um campo magnético externo uniforme, sendo a competicao entre os
ordenamentos paralelo e perpendicular, os quais dependem do alinhamento do campo
magnético com o eixo de anisotropia magnética [44-46]. No cendrio dos materiais com
base em cupratos, outras fases simultaneas a supercondutora aparecem, como a ordem
ferromagnética [87]. Outro caso emblemético é em cristais liquidos, com um ponto mul-
ticritico descrevendo a transi¢ao das fases nemadtica - esmética A - esmética C [47]. Em
adicao, a multicriticalidade também emerge no contexto da cromodinamica quantica
com o potencial quimico bariénico nao-nulo, cujos ordenamentos sao relacionados ao
parametros de ordem da fase de simetria quiral quebrada e da fase supercondutora da
cor [48].

Um dos caminhos mais simples de caracterizar um comportamento critico é via

a aproximacao de Landau. Neste quadro, inicia-se com a densidade de energia livre

[88,89]
Usg

3 90129022- (5-1)

2
u
F=) |rava® + 20at] +
a=1
onde ¢ e ¢y sao parametros de ordem reais distintos. Com isso, mostra-se que a
quantidade

A = uyuy — uj (5.2)

desempenha um papel fundamental no estudo das solucoes da equacao de estado. Se
A > 0, as fases quebradas de ¢ e py podem coexistir, sendo este comportamento
denominado tetracritico, com uma transicao de fase de segunda ordem aparecendo no
diagrama de fase.

De modo contrério, para A = 0, uma linha de divisao entre as duas diferentes fases

quebradas ocorre, a qual define o chamado comportamento bicritico. No caso A < 0,
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contudo, a linha bicritica persiste, porém as fases ordenadas sao separadas por uma
transicao de primeira ordem.
Na fig.5.1 é mostrado o diagrama de fase das equacgoes de estado, definidas por

dF
dp, a

0, (5.3)

das trés situagoes possiveis. O caso da fig.5.1(a) designa a situagdo A > 0, onde a
fase mista representa a coexisténcia das duas fases, e 5.1(b) descreve o caso A = 0,
onde os dois ordenamentos sao separados por uma linha. Por fim, a fig.5.1(c) simboliza
A < 0, sendo os dois ordenamentos separados pela linha sélida, porém com as linhas
tracejadas delimitando a regiao no qual o sistema experimenta uma transicao de fase

de primeira ordem.

r r r

A2 A2 A2
fase 0| fasenormal fas€ @, fasenormal fas€ @,| fase normal
r, h - / 3
. fase fase d fase
fase mista Y, 9 / ?,
/

(@ A>0 (QA<0

(b) A

=0
Figura 5.1: Graficos dos diferentes diagramas de fase representando as solugoes das
equagoes de estado do sistema definido pela eq.(5.1). As linhas sélidas no terceiro
quadrante dos trés diagramas denotam as transi¢oes de fase de segunda ordem, en-
quanto aquelas tracejadas em (c) delimitam a regiao que ocorre uma transigao de

primeira ordem.

A andlise do grupo de renormalizacao de modelos com dois tipos de ordenamento
teve incicio ha cerca de trés décadas. Em particular, nas refs. [44-46] o fenémeno do

antiferromagnetismo anisotrépico foi analisado a partir de uma versao do hamiltoni-
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ano de Ginzburg-Landau com uma simetria O(n;) @ O(nz), o que significa ter dois
parametros de ordem reais com n; e ny componentes, respectivamente. Mostrou-se
que para a expansao em & na aproximacao de primeira ordem, pontos fixos estaveis
no infravermelho podem acontecer somente na situacao A > 0, o que implica em um
comportamento tanto bicritico quanto tetracritico.

Recentemente, modelos de Ginzburg-Landau multicriticos tém sido também apli-
cados ao de supercondutores de alta T, contendo os ordenamentos antiferromagnético
e supercondutor. De acordo com esta abordagem, os parametros de ordem das fases
supercondutora, de duas componentes, e antiferromagnética, de trés componentes, sao
interpretados como partes de uma teoria a cinco componentes, a teoria SO(5) [90-95].
Em uma expansao em ¢ calculada até o quinto lago mostra-se que o ponto fixo O(5)
bicritico é instavel no infravermelho, sendo o seu comportamento multicritico gover-
nado pelo ponto fixo tetracritico desacoplado [96].

Modelos multicriticos descrevendo certos aspectos dos cupratos de alta T, também
téem sido desenvolvidos, estes sendo baseados em uma teoria de bdsons escravos com
um campo de calibre [50-53], onde o elétron no plano do CuO; é considerado como
um composto de quase-particulas fermionicas carregando o spin, denominadas spinons,
e bosonicas conduzindo a carga, os holons. Neste panorama, a existéncia da fase
supercondutora requer a existéncia da tetracriticalidade, sendo necessaria a formacao
de pares de spinon e condensacao de holons.

Com inspiragao no interesse da caracterizacao do comportamento multicritico das
teorias de bdsons escravos, neste capitulo realiza-se a extensao da analise do grupo de
renormaliza¢do do modelo de Ginzburg-Landau, com simetria O(n;) @ O(ns) e con-
siderando o acoplamento do potencial vetorial das flutuacoes magnéticas com simetria
U(1) aos parametros de ordem. Este estudo ¢ desenvolvido na aproximacgao de um
laco nas as abordagens da expansao em ¢ e da dimensao fixa. As fungoes beta do
grupo de renormalizacao sao obtidas, tomando-se o caso particular das constantes de
acoplamento entre os dois campos escalares e o campo de calibre iguais, e em adicao

ny =mns =n/2.
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5.2 0O modelo

Seja a densidade de hamiltoniano de Ginzburg-Landau generalizado, com uma simetria
O(ny) @ O(nsg), na presenca de um potencial vetorial e definido no espago euclideano

em d dimensoes, escrito como
2

Hor = Y ||(0n = ieoaAon)boal® + oaldal® + 2 (160al2)?| + Z52 001 602

a=1

1 5 1 9
— (£ mn a_ am A m) 5.4
+ 4( omn)” + QX( om) (5.4)
onde os parametros de ordem ¢g; € ¢g2 sa0 complexos com n; e ny componentes reais,
respectivamente, definidos por

Poa,1 + i¢0a,2
Poa = : , (5.5)

@Oa,nafl + Z‘<-;00a,n04
denota-se m, n, ...=1,2,...,d, e o termo

1 , 1 ,
1 (Fomn)” = §(V x Ay) (5.6)

descreve a energia das flutuagdes magnéticas, como na secao 4.1. Os indices gregos
a, (3, ... na eq.(5.4) servem para denotar o tipo do campo escalar, isto é ¢; ou ¢s.
Utiliza-se o calibre de Landau x = 0, o que gera a existéncia da identidade V- Ay = 0.
Nota-se a presenca de dois diferentes constantes de acoplamento entre os parametros
de ordem e o potencial vetorial.

Com as constantes de acoplamento possuindo dimensao do inverso do comprimento

€ =4 — d, é conveniente introduzir as suas versoes adimensionais,
goi = uOi:u_e; 1= ]-a 2a 37 (57)
foa = e p S a=1,2 (5.8)
onde p é uma escala arbitraria, como na segao 2.6.
Para realizar o procedimento da renormalizagao, serd seguido o esquema da sub-

tragao minimal. O re-escalonamento dos campos permite escrever a expressao relacio-

nando a densidade de hamiltoniano normalizada a sua versao nao-normalizada,
HiGas AmiTar Givea) = (002l AnZY: 2,103, 9o 2oy Zu9, 2% €0 ) (5.9)
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Consequentemente, da eq.(5.9) pode-se definir as quantidades renormalizadas por

oo = TaZeZy), eon = fY20PZ)2, (5.10)
U = ga:uEZgaZ(;fa U03:93,M€Zg32(;112;21. (5.11)

Observe-se que em (5.10) foi utilizada a propriedade [59]
8m — ieoaAom = 8m — i€aAm. (512)

Convém escrever a eq.(5.4) em termos das componentes reais dos parametros de
ordem dadas por (5.5). Sendo assim, as condigoes de renormalizagao para as fungoes

correlagao renormalizadas dos parametros de ordem sao dadas por

F(.Q,a) =0 513
i P, =0 (5.13)
O pe ) =), (5.14)
op* v oz
(20:26) _ egaBg@ gsh* caBgpp(aB) (5.15)
205103 @ « aB— af
Fl(j;kl ) Ps 0 BGz(j}cl te BeﬁTi(j;kl), (5.16)

onde 61-(;“) é a funcao delta de Kronecker, com 1 < 4,j < ng,, €*® o tensor de Levi-
Civitta totalmente antissimétrico e 8 = (—1, 1), notando-se que nio existe soma sobre
os indices «, B repetidos, e PS e PS denotam os pontos de simetria definidos pelas

eqs.(2.52) e (2.58). Em adicao, introduziu-se os tensores

1
= §<5§f)52?)+5§?)5§f)+5§f '55)., (5.17)
o 1 a) ¢(a a) ¢(a
Gz(j}cl - §<5§k)5§z)+5§z)5§k)>, (5.18)
Ty = 056 (5.19)

A eq.(5.13) representa o ponto multicritico 7 = 1 = 0. Assim, os calculos devem
ser feitos com as funcoes de correlagao a momentos externos nao-nulos. Note-se que
neste cendrio, as insersoes do tipo ¢? introduzidas no capitulo 2 sdo generalizadas como
do tipo @arpa, explicitadas pela eq.(5.16). Além disso, verifica-se também que (5.15)

é a condicao de renormalizacao para todos os trés acoplamentos escalares.
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Utilizando-se a representagao pictérica das fungoes de correlagao [14,59], a fig.5.2
mostra os graficos relevantes para os calculos das constantes de renormalizagao até a
primeira ordem nao-trivial. Observa-se que a fig.5.2(a) mostra uma contribuigao para
as constantes relativas aos campos escalares na primeira ordem, devido ao acoplamento
entre os parametros de ordem e o potencial vetorial, o que nao ocorre na situagao da
secao 2.4. Contribuicoes deste acoplamento também aparecem no caso das constantes
de renormalizagdo dos acoplamentos u, e us, evidenciados nas figs.5.2(c) e 5.2(d).
Nestes dois casos existem também os graficos mistos, com acoplamentos envolvendo
linhas internas de diferentes tipos (o # [3), fato engendrado pela presenga do termo
que mistura os dois campos na eq.(5.4).

Desta maneira, pode-se realizar o cdlculo dos gréficos na fig.(5.2) através das conhe-
cidas técnicas de regularizagao dimensional [62,63], e as constantes de renormalizagao

na aproximagcao de primeira ordem nos acoplamentos tornam-se

Zy, = 1+(d—1)B(d)fa, (5.20)
(na +38) ,

9oZge = Yo+ B(d) got = 26“6 g3 + (d—l)fcf], (5.21)

93293 = g3+ B (d)

2
> @gﬁ +2gh+ Sd(d - 1)f1f2] 62
A=

3
1
ap « « ( ) a « g3 cx _ af
(Zd)a)zg Kl 0 BG( Kkl +— |:5 7 S’L(]k?)l 3 7 Bjjz(] kl)i| (523)
B (d)
Ly = 1— ——— . .24

onde foi introduzida a funcao

re-gr:(g-1
(4m)2 T (d - 2)

B(d) =

e n” = (—ny1,n9). O indice a na eq.(5.23) denota o tipo do campo das linhas externas
1,7, enquanto que (3 representa a insercao k,l. Nota-se as diferentes dependéncias
tensoriais na eq.(5.23), produzidas pelos dois diferentes tipos de acoplamentos g, e gs.

Neste ponto, pode-se partir para os calculos das equagoes do fluxo do grupo de renor-

malizacao, as quais podem ser deduzidas das eqs.(5.20)-(5.24). Assim, nas préximas
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a B
(e) «a a + B B
a a a a

Figura 5.2: Diagramas de Feynman de primeira ordem nao-trivial utilizados no calculo
de (a) Zyg,, (b) Za, (c) Zy,, (d) Zy, e (e) Zg. Linhas sélidas e curvilineas represen-
tam os propagadores, isto é as funcoes de correlagao de dois pontos, relacionados aos
parametros de ordem e ao potencial vetorial, respectivamente. Usou-se os indices « e
[ para diferenciar os dois tipos de parametro de ordem, o que gera em (c), (d) e (e) a

situagao o # f3.

secoes defronta-se com esta questao em diferentes abordagens: a expansao em ¢ e a

dimensao fixa.

5.3 A expansao em ¢

5.3.1 A anailise do grupo de renormalizagao

Passa-se agora ao estudo do grupo de renormalizacao do modelo introduzido na secao
anterior no contexto da expansao em &, cujos preceitos ja foram comentados na segao

2.5. Como no presente caso ha a presenca de mais de uma constante de acoplamento,
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a nocao da fungao beta do grupo de renormalizacao deve ser generalizada do modo

Ba (5.25)

= KT >

o |,
onde |, denota a derivada tomada com os acoplamentos nao-renormalizados ug, uos,
e foa fixos, € a = (ga, g3, fo). Na primeira ordem da expansdo em ¢, o fator B(d) é

escrito como

B(d) — Ndé, (5.26)

lembrando-se que N, é definido pela eq.(2.54).
No cenario da expansao em ¢ na aproximacao de primeira ordem, a partir do uso

das eqs.(5.10)-(5.11) e (5.20)-(5.24), pode-se escrever as fungoes beta na forma

2
n
Bro = —cfat Y Lialn (5.27)
p=1
(na + 8) 2 1 2 af=3 2 2
5@7& = —5ga+Tga—{-EZ€ n-gs _6f09a+18fa7 (528)
B=1
2 [(ng +2) 2
By = —€g5+05) [—56 95 — 3fﬁ] + 395+ 18fifo. (5.29)
B=1

onde realizou-se as substituicoes
Nagi = 9i» Nafa = fa- (5.30)

Assim, percebe-se que as eqs.(5.27)-(5.29) geram cinco fungoes beta, com duas
delas relacionadas aos acoplamentos envolvendo o potencial vetorial e as outras trés
aos acoplamentos envolvendo somente os parametros de ordem. Devido a presenca
das flutuagoes magnéticas, as solugoes das fungoes beta com respeito as constantes de
acoplamento produzem os pontos fixos denominados carregados do fluxo do grupo de
renormalizacao.

Em particular, observa-se que as quantidades f(y,, dadas na eq.(5.27), produzem
solugoes independentes para os acoplamentos do potencial vetorial. Desta maneira,
claramente as fungoes beta nas eqs.(5.28) e (5.29) tém uma solucdo neutra e outras

carregadas. O caso nao-carregado ¢ bem conhecido na literatura [46,97].
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No caso das eqs.(5.27)-(5.29), levando-se em conta possibilidade de obtengao das

solugoes carregadas, é conveniente considerar o caso

3

h=f=f n=ny=_, (5-31)

[\]

significando que o potencial vetorial acopla-se do mesmo modo aos dois parametros de
ordem, estes tendo n o nuimero total de componentes.

Consequentemente, esta escolha possibilita reescrever as eqs.(5.27)-(5.29) como

By = —ef+ %F, (5.32)
nyg

By = —€Ga+ G G )92 + — 12 — 6fga + 1817, (5.33)
n 9

By = —eg3+ 2 L (g1 + g2) + 5932, — 6fgs + 182 (5.34)

Vé-se que o modelo restrito a escolha (5.31) reduz o niimero de fungoes beta a quatro,
obtendo-se também uma simetria entre 3, e (3,4, em relacao aos coeficientes multiplica-
tivos.

Assim o célculo das solugoes das fungoes beta em (5.32)-(5.34) conduz a obtengao

de seis pontos fixos nao-carregados, com suas devidas denominagoes:

i) g = 3" = g5 = 0 (gaussiano),

.. *(2 2 *(2
(H> gl( ) = nlfi(;? 92( ) - 93( ) = 0 (O<nl))>

*(3 3 *(3
(iii) go@ = 12 g1 = g3 = 0 (O(n)),

(iv) QIM) = 9;(4) = A2 g§(4) = 0 (desacoplado),

n+167
*(5 * *(H . L.
(v) 91( )= gz( ) = gg( ) = nﬁ—fg (isotrépico),
: *(6 *(6 ne 6
(vi) 91( ) = 92( )= n§+32’ 93( )= ?T(EJF:;Q (biconico).

Por outro lado, existem quatro pontos fixos carregados para valores de n nao-

negativos:
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(vii)
«(7) *(7) 12¢ nXi 18X:|:

+ — 64 .35

91+ 9o nXy [2(n+8) (n+38) 6481, (5.35)
#(7) Xye w0 5.36
Y 2n(n + 8)’ / n’ (5.36)

onde introduziu-se

X, =216 + 6n £ 6vn2 — 360n — 2160.

Deste modo, observe-se que estas solucoes sao reais para n > 365.9.
(viii)

#(8) . *#(8) . 126 nQYi ISTLY:E

= = — 648 5184 5.37

1k S = OV |2 +32) T (2 +32) ne - (537)
Y.e be

“«8) _ + «(8) _ € 5.38

g3:|: 271(712 + 32)7 f n ) ( )

com a utilizacao de

Y. = 1728 — 168n — 6n?

+6v/n* — 37613 — 6704n2 — 29952n — 138240.

Assim, esta ultima expressao mostra que estes pontos fixos sao reais para n > 393.2.

Note-se que nas solugbes carregadas (vii) e (viii), explicitadas pelas eqs.(5.35)-
(5.38), os auto-acoplamentos ¢gi e g3 sao iguais, fato que aparece diretamente da
eq.(5.31), onde os dois campos escalares tém o mesmo nimero de componentes.

Neste ponto, pode-se realizar o estudo da estabilidade dos pontos fixos. Remem-
orando o caso simples da secao 2.5 com uma unica funcao beta, verifica-se o sinal da
derivada da mencionada fun¢ao com respeito a constante de acoplamento, e a situacao
B'(g*) > 0 significa uma estabilidade no infravermelho.

Contudo, no presente panorama a analise de estabilidade é efetuada através do
exame da positividade dos autovalores de uma dada matriz B, cujos elementos sao

definidos por

9fa
ab |,

Ba = (5.39)

onde |, denota a deriva¢ao em cada ponto fixo.
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Percebe-se das eqs.(5.35)-(5.38) a necessidade do auxilio de ferramentas computa-
cionais para efetuar a andlise da matriz B. Assim, uma receita para extrair os auto-

valores de B é a partir da equagao caracteristica,
det (B — AI) =0, (5.40)

para cada ponto fixo.

O resultado deste estudo pode ser visto esquematicamente no diagrama de fluxo
do grupo de renormallizacao na fig.5.3, onde considerou-se somente o plano dos pontos
fixos carregados, isto é, o plano com f* = %, para n > 393.2 e g1 = g2 = g. As setas
indicam o fluxo de s tendendo a zero, como na se¢ao 2.5. Um ponto fixo estédvel no

*(8)

infravermelho ¢ identificado, que explicitamente é (g, , ggf), f*), o qual é representado

na figura pelo simbolo (8)+.

gs | \/

(7)+

(7)-

TN

Figura 5.3: Diagrama do fluxo do grupo de renormalizacao para o modelo dado pela
eq.(5.4). Considerou-se o plano com f* nao nulo e n > 393.2. Os simbolos (7, 8)=+ foram

utilizados para denotar os pontos fixos (g;i’g), g§f’8), f*) definidos nas eqs.(5.35)-(5.38).

Ressalta-se a distin¢ao entre este presente caso e aquele da linha tricritica, que
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aparece na situagao de somente um campo escalar [17]. Esta linha separa as regices de
transicao de primeira e segunda ordem. Aqui, no entanto, a linha deve ser substituida
por uma hipersuperficie no espaco das constantes (g1, g2, g3, f) definida pelos pontos
fixos gaussiano e os carregados instaveis no infravermelho.

Além disso, observe-se que o critério dado pela eq.(5.2) para caracterizar o compor-
tamento multicritico, neste contexto, deve ser tomado a partir de uma expressao que

seja invariante pelo grupo de renormalizagao [95,96], isto é,

d
—A=0. 5.41
o (5.41)

Tal invariancia engendra uma hipersuperficie definida por

glﬁgz + 92591 - 293593 =0. (542)

Além disso, convém utilizar os préprios parametros envolvidos na expressao acima
invariantes pelo grupo de renormalizagao. Este fato justifica entao a utilizacao dos
pontos fixos para a obtencao de A. Contudo, considerando-se as condicoes iniciais
das constantes de acoplamento localizadas na regiao de atracao do ponto estavel no
infravermelho, pode-se portanto usar o ponto fixo (8)+ definido em (5.37) e (5.38), o
que gera a quantidade Ai(B).

Desta maneira, analisando-se o caso particular n = 394, tem-se Ai(s) ~ 0.0005¢, o
que sugere que o ponto fixo estavel no infravermelho tem comportamento fracamente
tetracritico, tornando-se bicritico para valores maiores de n. Observa-se também que

A resta positivo na vizinhanga préxima do ponto (8)+.

Ademais, neste contexto é relevante obter o parametro de Ginzburg-Landau, o qual
caracteriza o tipo de supercondutor, e que no caso de somente um campo escalar é
definido por k = A/, onde £ o comprimento de correlagao, relacionado a r(T') cuja
forma é dada em 2.31, e A é o comprimento de penetragao do campo magnético. Pode-se
mostrar que o mencionado parametro reduz-se a k = u/6f [1,16].

No presente caso estudado, estas quantidades devem ser definidas de maneira di-

ferente. Isto pode ser visto das solugoes das equacoes de estado da aproximacao de

67



Landau obtida da energia em (5.1),

6 6
|¢1’2 = — (Ug?“g — T'1UQ) s ‘¢2|2 = — (U3T'1 — T2U1> . (543)

A A

Com isso, pode-se definir dois comprimentos de correlagao como

3% = - (7“1 - %7‘2) ; (5.44)

&’ REES (7“2 - %7“1) : (5.45)

No ponto critico, um destes diverge e comporta-se como &, % = a(T —T.). Introduz-se

também o comprimento de penetragao do campo magnético da maneira

2

AE=D ealeal’, (5.46)

a=1
Assim, na criticalidade um deles vai a zero, o que forca a aparecer a divergéncia de \.

Consequentemente, o parametro de Ginzburg-Landau torna-se escrito como

A

Desta forma, com a utilizacao das eqs.(5.44)-(5.43), pode-se reescrever a eq.(5.47) em

duas situagoes, a saber

A

2 _

K° = 67 se & > &, (5.48)
A

2 _

K- = 6fgl se 52 > 51. (549)

Do mesmo modo que a quantidade A, é conveniente obter uma expressao para k
que seja invariante pelo grupo de renormalizacdo. Logo, utilizando-se as eqs.(5.48) e

(5.49), a observagao desta invariancia gera uma hipersuperficie definida por

d 1 A A
M@"ﬁz = 6 918> + 928g, — 293045 — 75f - g—aﬁga =0. (5.50)

Com isso, esta expressao ¢é satisfeita em certos casos, em particular pelos pontos fixos
carregados, 0s quais caracterizam as constantes de acoplamento invariantes pelo grupo
de renormalizacao.

Sendo assim, considerando-se as solugdes dadas pelas eqs.(5.37) e (5.38), observa-se

que (5.48) e (5.49) coincidem, visto que g7 = g3. O gréfico de 51(8) em funcao de n
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® menores que 1/ V2, insinuando que

¢ mostrado na fig.5.4. Nota-se os valores de lij[(

o modelo estaria adequado a materiais do tipo I. Contudo, isto ja era de se esperar
. . . . 7 ‘o

no contexto da aproximacao em ¢. Além disso, os valores de Ii*:t( ) flutuam proximo de

Z€ero.

e,
4y
+
+
* .

FTTTTTTTTTTTTTITT I T TITITTITITTITITIT T
400 200 Goo Foo S00 Qoo 1000

n

Figura 5.4: Grafico de /ﬂft(g) em funcao de n na expansao em €. A linha sélida representa

/11(8), enquanto que a curva pontilhada é K®

5.3.2 Os expoentes criticos

Neste ponto ja é possivel deduzir os expoentes criticos, discutidos no caso mais simples
de um campo escalar e sem acoplamento de calibre. Aqui, eles deverao ser generaliza-
dos.

Focalizando-se primeiramente no expoente 7, que caracteriza a dimensao anomala

da funcao de correlagao de dois pontos, de fato aqui serao trés n’s, definidos por

(3an¢
No = na(a”* = p—F ) (5'51)
(IR) alu VUR)
81nZA
o= o)l = nog | (552)
H *(IR)
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onde |,y significa as derivadas tomadas no ponto fixo estdvel no invravermelho. Neste
sentido, com o uso das eqs.(5.20) e (5.24) na expansdo em &, os expoentes do tipo 7

dados em (5.51) e (5.52) tornam-se

Na=——"—5 7Na=E. (5.53)

Claramente 7, e 1, sao iguais devido a escolha (5.31). Assim, os expoentes 7 sao
nao-nulos mesmo nesta aproximagao, enquanto que na secao 2.5 o unico 7 € zero. Este
fato aparece devido a presenca do campo de calibre. Apesar da expressao de 7, ser
formalmente a mesma de [16], a qual trabalha-se somente com um parametro de ordem,
os dominios de definicao de n sdo diferentes, sendo na eq.(5.53) restrito a ser maior
que 393.2, enquanto que na citada referéncia este limite inferior é ligeiramente menor,
n > 365.9.

Considerando-se agora o expoente v, que caracteriza o comprimento de correlagao
perto do ponto critico, o cuidado deve ser maior. No caso de somente um parametro de
ordem, ele é relacionado & dimensao anémala das insercoes de ¢? do modo descrito pela
eq. (2.70). No entanto, na situagdo modelo com simetria O(n;) @ O(ny), onde foram
definidas inser¢oes do tipo ¢gr¢g, note-se as derivadas com respeito a temperatura, por
exemplo, envolvem somente insercdes ¢? ou ¢2. Sendo assim, a quantidade 7?) deve
ser generalizada a condi¢ao de uma matriz, cujos elementos (n(z))?jil tém a matriz 1%
com elementos 5,(5 ) como um autovetor.

Deste modo, Z¢2 deve ser uma matriz 2 X 2 com respeito aos indices «, 3, cujos
elementos sao

ot = E 2o (20/),, (26,00 = 200, G50
mn
sendo que nao existe soma sobre os indices «, 3 repetidos. Com isso, da matriz n(?

dada por
Oln Z;‘f

@\ _
()" = n—p

, (5.55)
*(IR)

sao obtidos dois autovalores, nf) e ném. Estes sao relacionados aos expoentes dos dois

comprimentos de correlagao introduzidos em (5.44) e (5.45), e como um destes diverge
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no ponto critico, o expoente v é definido como o maior valor entre as duas quantidades

11 e vy, dadas por
1

2+

Pode-se também introduzir o expoente de cruzamento associado a instabilidade

Va

(5.56)

quadratica. Se por exemplo 15 > 14, 0 cruzamento ¢. é escrito do modo

Vo

G = (5.57)

Vl'
Com o fito de obter a matriz Zg, substitui-se as egs.(5.20) e (5.23), definidas na

expansao em ¢ e obedecendo a (5.31), na expressao (5.54), gerando-se autovalores de

n® escritos do modo

i -1
1 n * * * n 2 * * * :
779 = E{_ (§+2) (91 +95) +36f" + (5‘1‘2) (91 — 65)° + n’g3? }7
(5.58)
1 [ 2 12
n * * * n * * *
77§2) = 51 (_ + 2) (91 +95) +36f" — <_ + 2) (91 — 65)° + n’g3? :
12 2 [\2 1
(5.59)

Assim, a utilizagdo do ponto fixo estavel no infravermelho, dado pelas eqgs.(5.37) e

(5.38), em (5.58) e (5.59), e usando estes resultados em (5.56), obtém-se as expressoes

1 (n+4) [ nX, 18X, 51841 9 X,
= = VT il I S e S
o= gt { 1X, [2(2+32) " (n2+132) T T %) [
(5.60)
| (n+4) [ nX, 18X, 51841 9 X,
= = B i I SN
2= gte { AX, [2(n2+32) " (n2+32) 20 " 96(n? +32) [
(5.61)

Na fig.5.5 é mostrada o grafico de 14 e 15 em funcao de n com € = 1. Vé-se portanto

que os seus valores tém maior discrepancia em valores menores de n, e deduz-se que
vV =1y > .
Em adigao, a existéncia de dois expoentes 1 em principio gera, pelas leis de escala,

dois expoentes da susceptibilidade =,

Nn=02-my, =2 (5.62)

71



073

+
.....
++++++++
P
o
+
e

0.74

073

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1T
1000 2000 felululu] 4000 S000

n

Figura 5.5: Grafico das funcgoes 4 e vy calculadas via a expansao em ¢ em funcao de
n, as eqs.(5.60) e (5.61). Considera-se ¢ = 1. A linha sélida representa vy, enquanto

que a linha pontilhada é 1.

Contudo, 77 e 9 sao iguais, j4 que na eq.(5.53) ocorre 17; = 1. Nota-se que o cédlculo
deste expoente é direto através das egs.(5.53), (5.56) e (5.62), bem como o expoente
de cruzamento em (5.57). Na fig.5.6 sdo mostrados os gréficos de ¢, e v em funcdo de

n. Como esperado, para n grande 7 tende a %, e ¢, a um.

5.4 A abordagem da dimensao fixa

Até o presente momento o método do grupo de renormalizacao foi conduzido no quadro
da expansao em €. No entanto, é também interessante saber quais sao seus resultados
no contexto da dimensao fixa [17,98,99]. Deste modo, analisa-se 0 modelo em um
outro contexto. Assim, utiliza-se as eqs.(5.20)-(5.24) com a dimensao fixa no intervalo

d = (2,4] diretamente em (5.25), o que permite escrever as fungdes beta na seguinte
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Figura 5.6: Grafico das fungoes 7 e ¢, calculadas via a expansao em € em fungao de n,
as eqs.(5.62) e (5.57). Considera-se ¢ = 1. A linha sélida representa -, enquanto que

a linha com circulos ¢é ¢..

forma
By, = —e€fa ll—ﬂi—%inm (5.63)
B, = e{—ga+B<d> Ot By éﬁZ s
—2(d —1)faga+— d—1)f, ” (5.64)
B = e{—gg+3<d> 93;<(“ﬁ;2)9g
—@=1 £+ pek+ 5 @- 4k | (5.65)

onde usou-se o primo nas fungoes beta para diferencid-las daquelas equivalentes na
segao anterior. A opgao por d = 3 produz ¢ = 1, e a quantidade B(d) definida em (5.2)
torna-se

B(d=3)=-. (5.66)
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Em adigao, a escolha (5.31) implica em

By = —f+5h (5.67)
48

Bo = _ga+(24——;)92 ;6 95— fga+ f2 (5.68)
) P

5&3 = —g3t (24—; )93 (91 + 92) + P —f + f (5.69)

Nota-se destas funcoes beta acima que as seis solucoes nao-carregadas continuam a
existir, todas instaveis no infravermelho na dire¢ao f do fluxo do grupo de renormal-

izacao. No caso das solugoes carregadas, elas sao

w(T) () om(y . Wi

he T G T T oomgy (5.70)
32
0 = = W, = 768 + 48n £ 48v/n? — 64n — 512,
n
(5.71)
as quais sao reais paran > 71.2, e
K nk
1%(8) 1%(8) + +
= = — =196 1536 — 5.72
S N O To B i sy O
nE) Ky wis) _ 32 5.73
Ja+ 2n(n? + 32)’ / n’ (5:73)

onde K4 é definido por

K. = 6144 — 384n — 48n?

+48v/n* — 80n3 — 1728n2 — 5120n — 32768.

Estas solugoes sao reais para m > 98.2. Realizando-se o estudo da estabilidade in-
fravermelha com a mesma prescricao da secao anterior, mostra-se que ocorre a mesma
estrutura do diagrama de fluxo do grupo de renormalizacao dado pela fig.5.3 na situagao
n > 98.2, sendo (gOlJ(r s G5t (8 , f*) o ponto fixo estavel no infravermelho.

E também interessante notar que a quantidade A *®

, para o valor particular n =
100, é Alj(g) ~ 0.57, e comporta-se de modo decrescente com o aumento de n. Assim,
este resultado sugere que a abordagem da dimensao fixa possui um comportamento

tetracritico mais evidente que no caso da expansao em . Os valores do parametro de
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Ginzburg-Landau também sao maiores que aqueles encontrados na secao anterior. O

8)

grafico de /-@'i*( em funcao de n é mostrado na fig.5.7, tendo o relativo ao ponto fixo

estavel no infravermelho os maiores valores.

+
+
‘a,
.oy
+
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n
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Figura 5.7: Grafico de KI(S) em fungao de n (no quadro da dimensao fixa). A linha

®) ®)

solida representa fi'jf . enquanto que a linha pontilhada é £~

Pode-se também calcular os expoentes criticos com o uso das mesmas defini¢oes da

secao prévia, o que produz

8

No = ——,
n

na = 1. (5.74)

Para obter os expoentes v, ¢ e 7, usa-se a mesma prescricao explicitada nas

eqs.(5.54)-(5.62), porém com (5.58) e (5.59) escritas neste contexto como

1
1 n n 2 2
2 = 5 {— (5+2) (o1 +a8) + 24" + | (5 +2) (9 — 5)" + s } :
(5.75)
1 i 2 12
n % * * n * * w2’
s = % {— <§+2) (9 + g5) +24f™ — (§+2) (g — g5°)? +n’gs? }

(5.76)

Deste modo, a utilizagdo destas expressoes na eq.(5.56) gera os valores para vy e vy,

e a fig.5.8 mostra o grafico destas duas quantidadees com respeito a n, onde € = 1.
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Novamente obtém-se v = 15 > vy.
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Figura 5.8: Grafico de v; e vy calculadas no quadro da dimensao fixa em funcao de n.
Escolhe-se € = 1. Note-se que linha solida representa v5, enquanto a linha pontilhada

é V.

5.5 Discussao

Realizou-se aqui o exame do comportamento do modelo de Ginzburg-Landau mul-
ticritico, com simetria O(n;) ® O(n2) e na presenca das flutuagoes magnéticas, através
do grupo de renormalizacao. Considerando-se os acoplamentos entre os dois parametros
de ordem e o campo de calibre iguais, bem como n; = ny = n/2, pode-se analisar a
matriz de estabilidade dos pontos fixos, sendo que na aproximagao em primeira ordem
nao-trivial, consegue-se um ponto fixo estavel no infravermelho para n > 393.2 na
expansao em ¢ e para n > 98.2 na dimensao fixa em trés dimensoes.

Nota-se que o valor obtido para n na expansao em ¢ ¢ ligeiramente maior que
aquele encontrado no modelo com simetria O(n) [16], que é de n > 365.9. Contudo,
aqui aparecem mais trés pontos fixos carregados instaveis no infravermelho que, em

conjunto com aqueles nao-carregados, definem uma hipersuperficie no diagrama de
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fluxo do grupo de renormalizagao para as quatro constantes de acoplamento, sendo a
interface entre as regides de transicao de fase de primeira e de segunda ordem. Em
adi¢do, os valores encontrados para o parametro A, definido pela eq.(5.2) no ponto
fixo estavel, indicam um comportamento tetracritico. No entanto, na expansao em ¢ o
parametro mencionado tem um valor menor que no caso da dimensao fixa.

No caso dos expoentes criticos, vé-se uma dissemelhanca entre o expoente v obtido,
que é dado pela funcao 1, identificadas nas figs.5.5 e 5.8 nos dois casos estudados, e
o equivalente na ref. [16]. Em adigao o expoente de cruzamento ¢, sugere uma maior
disparidade entre os valores de vy e 1, para os valores permitidos de n menores.

Observe-se que embora este modelo tenha sido conduzido de um ponto de vista
geral dos fenomenos multicriticos, pode-se interpreta-lo descrevendo a transi¢ao super-
condutora, com a fase supercondutora requerendo os dois parametros de ordem na fase
quebrada. De fato, esta nocao é semelhante a das teorias de bdsons escravos dos su-
percondutores de alta T,.. Enquanto que em geral estas teorias sao em duas dimensoes,
pois estuda-se o plano dos cupratos, aqui extrapola-se para trés dimensoes. De acordo
com estas teorias, os dois parametros de ordem representam a formagao de pares de
spinon e a condensacao de hélons.

Desta maneira, a supercondutividade requer a condensacao de ambos parametros
de ordem das quase-particulas. Todavia, é interessante notar que aqui é considerada
a situacao na qual os acoplamentos entre os dois parametros de ordem e o campo de
calibre sao iguais, o que significa que ambos spinons e hélons condensam em pares, como
em [50]. Esta situagao é diferente em [51-53], onde considera-se a situagao fo = 2f;.

Ademais, os valores dos parametros de Ginzburg-Landau encontrados parecem con-
tradizer a utilidade na descricao de supercondutores do tipo II, ja que eles sao menores

que 1/4/2, embora no caso da dimensdo fixa /{'f_(g)

seja praticamente este valor para n
grande, o que significa estar na regiao da supercondutividade do tipo I. Vale ressaltar
que foi usado aqui a aproximacao de primeira ordem nao-trivial, justamente como um

passo no sentido de estudos qualitativos do modelo apresentado, como em [16] no caso

de um modelo com um parametro de ordem. Com o intuito de obter melhoramen-
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tos dos resultados encontrados aqui, é interessante no futuro o uso de métodos de
re-somatorio [59].

Uma outra possibilidade de estender os estudos feitos neste trabalho, na situacao da
dimensao fixa, é introduzir diferentes pontos da renormalizacao para os acoplamentos
do campo escalar e do campo de calibre, como em [17], com o intuito de ter um
parametro de controle dos valores de k e dos pontos fixos. Isto significa trabalhar com
escalas diferentes obedecendo & relacao pu? = c%¢?, onde ¢ é a escala para as funcoes de
correlagao com linhas externas do campo de calibre, u para as equivalentes dos campos
escalares e ¢ é o parametro de controle ad hoc.

Uma possibilidade relevante para o futuro é analisar este modelo no panorama da
teoria SO(5), isto é, tomar os parametros de ordem representando a fase antiferro-
magnética e o ordenamento supercondutor. Neste caminho, um dos acoplamentos f,
deve ser zero, mais precisamente aquele que acopla o campo de calibre ao parametro de
ordem da fase antiferromagnética. Porém este desenvolvimento deve ser acompanhado
de métodos que visem o melhoramento dos resultados obtidos aqui, a fim de conseguir
pontos fixos estaveis no infravermelho na regiao fisica do nimero de componentes, ou
seja, n < 5, por exemplo. Portanto, procedimentos baseados em re-somatério, por

exemplo, sao necessarios.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

No trabalho desenvolvido nos capitulos precedentes usou-se largamente os métodos
matematicos tipicos de teoria quantica de campos no estudo dos fendmenos criticos.
Esta abordagem permitiu, entre outros desenvolvimentos, a caracterizagao dos efeitos
de fronteira e a multicriticalidade.

No capitulo 3, apresentou-se o modelo sujeito a condigao de fronteira tipo Dirichlet-
Dirichlet, definindo-se o parametro de ordem em um subespaco do conjunto euclideano
com dimensoes compactificadas e empregando-se nos calculos a prescricao general-
izada tipo Matsubara. No calculo do potencial termodinamico efetivo, considerando-se
a primeira correcao a aproximacgao de Landau, usou-se a regularizacao dimensional,
recorrendo-se ao método das funcoes zeta do tipo Epstein-Hurwitz como ferramenta
adequada ao para lidar com as dificuldades técnicas impostas pela compactificacao. Por
fim, usando-se o procedimento de continuacao analitica, obteve-se expressoes generali-
zadas para o potencial no modelo confinado, estudando-se em seguida o comportamento
critico correspondente.

Assim, supondo-se sempre o espaco tridimensional, discutiram-se as situacoes de
uma, duas ou trés dimensoes compactificadas, que representam sistemas na forma
de filme, fios ou cubos. Como resultado geral, observou-se a proporcionalidade, a
menos de uma constante aditiva, da temperatura critica com o inverso do comprimento
caracteristico do sistema em cada geometria especifica. Neste interim, concluiu-se que

o grao supercondutor apresenta o maior coeficiente angular no grafico T, x L.
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Considerando-se o caso da supercondutividade, estes resultados concordam qualita-
tivamente com os dados experimentais na escala de materiais micrométricos na forma
de filmes [21-27,30, 31], fios [32,33], e graos [34-36]. A conformidade entre o modelo
apresentado e os dados experimentais é atestada também pelos resultados encontrados
em [34], expressando o fato de que em amostras com dimensoes reduzidas a repulsao
coulombiana torna o espacamento médio entre os niveis de energia de particula tinica
comparaveis a energia de gap, destruindo a fase supercondutora. De fato, registra-se
na literatura observagoes deste efeito em graos pequenos [37].

Por outro lado, infere-se a partir da discussao realizada nesta tese, que a observagao
da supressao em amostras na forma de filmes e fios deve ser dificultada devido a
dominancia de efeitos microscépicos como a localizacao e a proximidade, que sao mais
pronunciados na escala nanométrica.

No capitulo 4 desenvolveu-se uma andlise mais detalhada do do modelo introduzido
no capitulo anterior, levando-se em consideragao a presenca das flutuagoes magnéticas
e campos magnéticos externos. Assim, restringindo-se ao caso de uma dimensao com-
pactificada, realizou-se na secao 4.1 os célculos via o método do potencial efetivo gaus-
siano, o que permitiu deduzir uma equacao critica com duas contribuicoes separadas,
uma relacionada a auto-interacao do parametro de ordem e a outra descrevendo a
interagao entre o este e o campo de calibre.

Na situacao de filmes supercondutores do tipo I, observou-se que a contribuicao das
flutuagoes de calibre sao relativamente pequenas, verificando-se a conformidade entre
as predigoes do modelo e os dados experimentais disponiveis.

Em seguida, analisou-se o efeito Halperin-Lubensky-Ma em sistemas na forma de
filme. Na aproximacao do parametro de ordem uniforme, investigou-se a dependéncia
na espessura das quantidades termodinamicas relevantes, concluindo-se que a transicao
de primeira ordem ¢ induzida por um termo do tipo ¢?In ¢ na energia livre. No caso
tridimensional sem fronteiras, este termo seria do tipo ¢* [16].

Outro resultado obtido foi a determinacao do intervalo da temperatura da transicao

de primeira ordem (AT') como sendo proporcional ao inverso da espessura, em con-
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cordancia qualitativa com os resultados encontrados em [83]. Por outro lado, o estimulo
calculado aqui apresenta-se muito menor do que no estudo [83], gerando um resultado
mil vezes maior que aquele previsto em [16].

Ja na secao 4.3, com o intuito de analisar o comportamento critico de filmes super-
condutores do tipo II extremo, analisou-se o modelo com n componentes na presenga de
um campo magnético externo, na aproximacao de % Na aproximacao do menor nivel
de Landau, obteve-se novamente uma equagao relacionando a temperatura critica com
a espessura da amostra e a intensidade do campo magnético externo. Estes desen-
volvimentos permitiram concluir que para valores cada vez menores da espessura da
amostra, necessita-se de campos magnéticos externos correspondentemente menos in-
tensos para alcancar a regiao do menor nivel de Landau.

Em resumo, dos resultados obtidos nos capitulos 3 e 4 observa-se que o modelo
fenomenolégico de Ginzburg-Landau apresenta-se como uma ferramenta 1til no en-
tendimento dos fenomenos criticos na presenca das condicoes de fronteira, sendo uma

alternativa efetiva e relativamente simples.

No outro cenario focalizado por este trabalho, a fim de estudar fenémenos relaciona-
dos a multicriticalidade, explorou-se no capitulo 5 uma versao do modelo de Ginzburg-
Landau com simetria O(n;) @ O(ny), contendo (n;/2 + ng/2) parametros de ordem
complexos acoplados a um potencial vetorial representando as flutuagoes magnéticas.
Neste contexto, utilizando-se técnicas de grupo de renormalizacao, analisou-se compor-
tamento multicritico tanto na abordagem da expansao em ¢ quanto da dimensao fixa.
Expressoes das quatro fungoes beta foram obtidas, assumindo-se que os acoplamentos
entre os dois parametros de ordem e o campo de calibre sao escolhidos iguais, bem
como ny = ng = n/2.

As fungoes beta assim obtidas geraram, além dos seis pontos fixos neutros, mais
quatro carregados. Analisando-se a matriz de estabilidade constatou-se a existéncia de
um ponto fixo estavel no infravermelho para n > 393.2 na expansao em € e n > 98.2 na
dimensao fixa. Concluiu-se entao que o diagrama de fluxo do grupo de renormalizagao

no espago das constantes (g1, g2, g3, f) tem uma hipersuperficie definida pelo ponto fixo
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gaussiano e pelos carregados que descreve a interface entre as regides de transi¢ao de
fase de primeira e de segunda ordem.

Em adicao, obteve-se que os valores encontrados para o parametro A caracterizam
o ponto fixo estavel no infravermelho como tetracritico. Outro ponto discutido foi a
discrepancia entre os valores A obtidos na expansao em ¢ e na abordagem da dimensao
fixa, o que da margem a interpretagao de que o sistema experimenta a tetracriticalidade
de maneira mais incisiva no cenario da dimensao fixa. Com relacao ao célculo dos
expoentes criticos, observou-se que o expoente v nas duas abordagens consideradas
tem valores diferentes daqueles obtidos na aproximagao de Landau.

Uma interpretacao possivel da descricao da supercondutividade via o modelo mul-
ticritico é provida pela percepcao de que a fase supercondutora requer os dois parametros
de ordem na fase quebrada. De fato, esta nocao é similar aquela das teorias dos su-
percondutores de alta T., sendo que nestas ultimas os parametros de ordem sao rela-
cionados a densidades de quase-particulas. Todavia, considerou-se aqui a situagao na
qual os acoplamentos entre os dois parametros de ordem e o campo de calibre sao
iguais, significando que as quase-particulas condensam-se aos pares [50]. Note-se que

esta situagao é discutida de forma diferente nas refs. [51-53].

Como perspectivas futuras, desenvolvimentos no sentido de obter melhoramentos
nos resultados obtidos mostram-se nao sé pertinentes como desejaveis.

Neste sentido, possiveis extensoes dos trabalhos relacionados a compactificagao
apontam para a formulagao a partir da analise do grupo de renormalizacao, o que
permitiria a descricao das quantidades termodinamicas destes sistemas de forma mais
consistente.

Atendo-se ao modelo de Ginzburg-Landau multicritico, desdobramentos possiveis
sao a analise até a segunda ordem em ¢ e a utilizacao de métodos de re-somatdrio.
Tais procedimentos poderiam em principio permitir a reducao significativa de n para
a existéncia de um ponto fixo estavel no infravermelho, conduzindo a resultados mais
consistentes com a fenomenologia. Outro ponto a analisar é o uso de diferentes pontos

de renormalizacao para os acoplamentos do parametro de ordem e do potencial vetorial
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[17], com o intuito de ter um parametro de controle que dita a consisténcia do modelo.
Outra perspectiva promissora é a consideracao das consequéncias de uma formulagao
dual do modelo de Ginzburg-Landau multicritico.

No cenario da supercondutividade em alta temperatura critica, dentre outras pos-
sibilidades coloca-se o entendimento da teoria SO(5) [90], levando-se em consideragao
o acoplamento das flutuagoes magnéticas ao parametro de ordem da supercondutivi-
dade, tendo o acoplamento do potencial vetorial ao parametro de ordem da fase an-
tiferromagnética, fi; ou fo, nulo. Estes desenvolvimentos devem ser acompanhados de
métodos que visem o melhoramento dos resultados obtidos aqui, a fim de conseguir
pontos fixos estaveis no infravermelho na regiao fisica do nimero de componentes,
ou seja, n = 5. Isto em principio permitiria uma comparacao conceitualmente mais
consistente com os dados experimentais [49)].

Conclui-se, portanto, que o modelo de Ginzburg-Landau nas suas diferentes versoes
analisadas, tanto do ponto de vista dos métodos da teoria quantica de campos como da
fenomenologia, continuara sendo um ramo promissor no estudo da fisica de fendmenos

criticos.
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Apeéendice A

O tratamento da funcao zeta de

Epstein-Hurwitz

E desenvolvido neste presente apéndice a técnica necessaria no tratamento da funcao
zeta de Epstein-Hurwitz, Af,s, que aparece na eq. (3.12). O objetivo é obter uma ex-
pressao desta funcao numa forma que seja a mais conveniente possivel na abordagem
dos problemas propostos no capitulo 2 de compactificacao das dimensoes espaciais do
modelo de Ginzburg-Landau. Os procedimentos empregados aqui sao uma general-
izagao daqueles descritos na ref. [40], e sdo semelhantes aos da ref. [42].

Iniciando a marcha, as fungoes Af; podem ser estendidas de um modo geral a todo

o plano complexo de s, da maneira

Cz 1 m [e.e] . m [e.e] .
AL {b}) = 5423 D Wi+ 20 Y ) (i +n + )

i=1 n;=1 1<j=1 ni,njzl
2™ > (i B0, )7 (A1)

N1y, =1

Na seqiiéncia, é de grande utilidade o uso da identidade

1 _ 1 > v—1_—At
AV_F(U)/O dt t" e . (A.2)
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Neste sentido, a eq.(A.1) torna-se

1 o “
AS (v {b}) = F(V)/o dt tv e 1+22T1(t,bi)+
=1
+27 ) " Tyt by by) -+ 2" T (E, by, b)) | (A.3)
i,j=1

onde

Ty(t,bi) = Y e it (A.4)

n;=1

E(t, bl,...,bj) = 7},1<t,b1,...,bj,l)Tl(t,bj) ,j = 2,...,m. (A5)

O préximo passo seguinte é considerar a seguinte propriedade das fungoes 17,

Ti(t,b;) = —% + \/g B + S(Z—;)] : (A.6)

sendo S(z) uma fungado dada por
S(z)=> e (A7)
n=1
Assim, a partir da eq.(A.6), nota-se apés manipulagdes longas porém imediatas que

a eq.(A.3) torna-se

3 1 o b 2
AS (v {b}) = i / dt tv=2)"te=et
m (V5 {bi}) 5T s
N = w2, w2
X HQZS(E) +2° ) S(;2)8(-)
i=1 ¢ i<j=1 v J

m 2
m
i=1 v

A etapa final para obtencao da expressao conveniente para Af,i é levar em conta a
forma explicita de S(x) em (A.7) e a seguinte representagao para as fungoes de Bessel

de terceira espécie K,

2(a/b)? K, (2V ab) :/ dx zvLe~(@/®)~be (A.9)
0
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Portanto, apds mais algumas agoes, a eq.(A.8) fica escrita como

2 2V_%+17T2V_% y_m_1 m m—2v
An(vi{bi}) = T b T(0) [2 2T (V - —) (2mc)

233 (g)  Rer ()¢

+2m i L fm h
— \ 2mc |\ b} b2
2 2
xK, m (27‘(‘0 Z—%—i——i—%)] . (A.10)

Esta é a forma da fungao zeta de Epstein-Hurwitz que tem utilidade no presente con-

texto.
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Apeéendice B

O tratamento das equacoes criticas

para fios e cubos

Este apéndice expoe as manipulagoes algébricas do calculo das equacoes criticas do
modelo de Ginzburg-Landau da se¢ao 3.3.2, no caso de duas e trés dimensoes compact-
ificadas.

Analisando inicialmente o caso de duas dimensoes compactificadas, m = 2, a
equagao critica é dada pela eq.(3.27). E relevante notar que é possivel construir as
continuagoes analiticas e relacoes de recorréncia para as fungoes zeta de Epstein mul-
tidimensionais, definidas na eq.(3.28), o que permite escrevé-las em termos de fungoes
de Kelvin e zeta de Riemann.

Comecando com a continuagao analitica para a funcao zeta de Epstein-Hurwitz

[38,40],

= y 1 VT 1 = \
2 2 _ —2v p—1
(n +p) ——§p +2p2”_—lr(u) [F (V—§)+4;(7Tpn) 2KU7%(27Tpn) )

(B.1)

n=1

e utilizando-a na realizagdo de um dos somatérios em (3.28), a questdo que aparece
imediatamente é qual soma deve ser primeiro avaliada. Conforme é feito na ref. [100],
qualquer somatorio que escolhe-se primeiramente efetuar, a simetria manifesta L, < Lo
em (3.28) é perdida. Assim, com o fito de preservar esta simetria, procura-se adotar

aqui uma expressao simetrizada generalizada para o caso de muitas variaveis.
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Neste sentido, para deduzir uma continuagao analitica e relagoes de recorréncia
simetrizadas para as funcoes de Epstein multidimensionais, assume-se que estas sao
dadas por

En (vi{Li}) = il Z Z Z ot 4+ omnl] T (B.2)

o ni=l1 Ny =1
onde 0; = 0(L;), com o correndo no conjunto de todas as permutagoes dos parametros
Lq,...,L,,, e os somatérios sobre n,...,n,, sendo tomados na dada ordem. Desta

maneira, aplicando (B.2) para executar o somatério sobre n,,, consegue-se

n % < __) Em 1(1/—%;...,[2-,...)

onde o chapéu sobre o parametro L; nas fungoes F,, 1 significa que ele é excluido do

conjunto {L;}, sendo os outros os (m — 1) parametros de E,,_1, e

n

S OO ™y 2mn; —
m (M {Li}) = Z KW(T\/("'+L?"?+"'))7

i=1 {nl} 1\ L +L2n2+ -)

(B.4)
com (---+4 Lin7 + - - -) representando o somatério Y 7| Lin? — Lin7. Em particular,

observando que E; (v; L;) = L;Z”C(QV), encontra-se

d—2 1 1 1
E, (T;L?,Lg) = -7 (F + ?) ¢(d—2)
L VAL ( 1
AT(452) \L,L3~°
1 NZs d—3
—_— — —_— s Ly, L B.
+ L(li_ng) C(d 3) + F(%)WQ < 9 1, 2) ’ ( 5)

que é uma fungdo meromérfica de d e simétrica nos parametros L e Ly como eq.(3.28)

sugere.
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Na seqiiéncia, o uso da expressao (B.5) em (3.27) implica em
3\ 1 1 d—2
~ = 2 _
e bo) e o, Lo) + 2o [(Li” ! Lg”) F( 2 )W )

1 1 d—3
- (g ) () -9

+ 2yaW, (Eaé;é;Ll,Lg)} . (B.6)

Esta expressao nao apresenta problemas para 3 < D < 4, mas para D = 3 o primeiro
e o segundo termos entre os colchetes sao divergentes devido as fungoes zeta e gamma,
respectivamente. Contudo, pode-se tratar estas divergéncias lembrando a propriedade
explicitada na eq. (3.21) e usando a expansao de I'(%2) ao redor de d = 3,

d—3 2
~ (1 B.

I(

I''(z) sendo a derivada da fun¢ao gamma com respeito a z. Para z = 1 ,ela coincide com
a funcdo digamma de Euler (1), a qual tem o valor ¢)(1) = —v. E importante notar,
entretanto, que diferentemente do caso tratado na secao 3.3.1, onde um procedimento
de renormalizacao foi necessario, aqui estes dois termos divergentes que foram gerados
pelo uso de (3.21) e (B.7) cancelam-se entre eles. Com isso, a renormalizagao torna-
se desnecesséaria. Deste modo, para d = 3 o parametro r(Lq, Ly) escrito na eq.(3.27)
adquire a forma

r(Ly, Ly) ~ o (T — Ty(Ly, L)) (B.8)

com a temperatura critica dependente das condig¢oes de fronteira dada por

3\

T.(L1,Ls) =Ty —
<1 2) 0 167

1 1 A
(L_1 + L_g) — RWQ(O, Ly, L), (B.9)

com a fun¢ao Wy(0; Ly, Lo) sendo

= [1 L 1 L
WQ(O, Ll, LQ) = Z {L_lKO <2ﬂL—jn1n2) -+ L—2K0 (27TL—;’I7,1712) } . (BlO)

ni,no=1
Portanto, a eq.(B.9) representa a equacdo critica para o caso de duas das trés

dimensoes do sistema sendo compactificadas.

Passa-se agora a situacao de trés dimensoes compactificadas, m = 3, cuja equagao

critica é dada pela eq. (3.34). Observando que a estrutura analitica da fungao
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Eg( Ll,LQ,Lg) pode ser obtida das relagoes de recorréncia simetrizadas gerais
definidas por (B.3) e (B.4), entao

3

d—2 1 d—2 (L3
Es <— L17L2,L3) = 7% Z +E (—;LiaLj> %
1

2 P 2 6I(452)
3
(14 e5z) 1 d—2

X Z — LZE — . Lj, Ly
i,5,k=1
2\/m d—3

+ YW, Ly, Lo, Ly ), B.11
i (ko) A

onde €, ¢ o simbolo totalmente anti-simétrico e a funcao W5 é um caso particular de

(B.4). Assim, com o uso de (B.5) e (B.11), o parametro r dependente das fronteiras

pode ser escrito como

A 1 d—2
T(L17L27L3> ~ TS(L17L27L3) + 47Td/2 [gr( 2 )Z Ld QC( )

1<j
N d—3 ™ d—4\ ~ (1+¢ey)
v C L L) 4+ =Cd—ar | —= AT k)
T3 ,Z%(z’“ J)+6<( ) 2)2 9
1<j=1 i,j,k=1
3
1 1 1 o Atep) 1, (d—4
Ol R e e >+_ Z —5 Ly L
Li (Lj L, Li*L, 3,502, 2 L 2
8 d—3
+ fwg( . ;LI,LQ,L?,)} (B.12)

Percebe-se que os dois primeiros termos entre os colchetes em (B.12) diverge para
d — 3 devido aos pdlos das fungoes gamma e zeta. Entretanto, como aconteceu no

caso de m = 2 acima estudado, é possivel mostrar que estas divergéncias cancelam-se.

Desta maneira, apds algumas manipulagoes, para d = 3 a eq.(B.12) torna-se
r(Ly, Ly, Ls) ~ 13(Ly, Lo, Ls) +— Z Wa(0; Ly, L)+

3
7
22 Z<_] 1

L
3
(1+¢ L, 1+eik) 1 1
+ - Z (L + &) + \3{_ Z —( +€]k)—W2 (——;Lj,Lk>

—_

8 2 L;Ly 2 I 2

1,7,k=1 1,7,k=1

+

W] oo

Wg(O;Ll,LQ,Lg):| . (B13>
Esta é a equacao critica para o caso das trés dimensoes do sistema compactificadas.
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Apeéendice C

O calculo do potencial efetivo

gaussiano e da equacao de gap

Estas linhas sao dedicadas a demonstracao do calculo do potencial termodinamico
efetivo da secao 4.1, o qual leva em conta as flutuacoes do campo de calibre abeliano, e
é calculado via o método variacional dito potencial efetivo gaussiano [73-80]. E obtida
também a equacao de gap que dita o comportamento critico do sistema neste contexto.

Iniciando, o potencial efetivo gaussiano pode ser obtido da eq.(4.6) realizando um

deslocamento no campo escalar, ¢ = qg—i— ©, 0 que permite escrever ‘H da maneira
H = Ho + Hint, (C.1)
com Hy sendo a parte livre e H;,,; a parte de interacao, dados respectivamente por

Ho = E(vé)2+%§22é2]+[%(vXA) + = A2A p A"+ o (v A)?|, (C.2)

€
n 2 2 1 2
Hine Zvn¢ egp—A)AA“+ equA“gp—i— eAA“go, (C.3)
onde
1 2 4 3 1 2 2 1 2
v = 5Ty + Ap®, v = rop + 4N, vz = 570 + 6Ap _EQ’ (C.4)
vy = 4 p, vg= A (C.5)

91



E claro das eqs.(C.1)-(C.3) que H descreve dois campos interagentes, um campo escalar
real ¢ de termo de massa {2 e um campo de calibre vetorial A de massa A. Nota-se que
2 e A sao os parametros variacionais com respeito aos quais minimizar-se-a o potencial
efetivo, sendo desta forma obtido o potencial efetivo gaussiano.

Prosseguindo, o potencial termodinamico efetivo pode ser obtido pela teoria de
perturbacoes até a primeira ordem, ja visitado na segao 2.3. Assim, a utilizagdo das

eqs.(4.6), (C.2) e (C.3) implica em

Virlel = IHQ) +2IH(A) + %7“0(,02 + At + % [ro — Q% + 120¢° + 6AIS(Q)] I5(Q)
+ [e® (* + [§(Q)) — A?] I§(A), (C.6)
onde
fon - [ St )
I9(M) = % / (gj:;d In(k? 4+ M2), (C.8)

com k = (ky, ..., kq) sendo o momento definido em d dimensdes.
O potencial efetivo é derivado a partir do seguinte requerimento: Vs¢[p] deve ser
estacionério pela variacoes de A e Q. Isto significa que certos valores Q e A devem ser

dados de modo que

IWery _o Wers
002 | o p 0 OAY |

=0, (C.9)

sejam simultaneamente satisfeitas. Assim, estas condi¢Oes geram as seguintes equagoes
de gap:

Q" = 1o+ 12007 + 12X Q) + 262 I (A), (C.10)
A = p?+EINN). (C.11)

Na seqiiencia, substituindo 2 e A na eq. (C.6) pelas solugdes Q e A, de (C.10) e

(C.11), consegue-se imediatamente a expressao para o potencial efetivo gaussiano,

Verslel = TH@) +20{(B) + Jro® + Xo* — AR — @O (B)(C.12)
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Nota-se que as eqs.(C.10) e (C.11) formam um par de equagbes acopladas, as quais

sao resolvidas por métodos numéricos. Contudo, no contexto estudado o interesse é

somente na vizinhanca da criticalidade.

Em seguida, deseja-se compor uma expressao para o termo massivo 7, obtido da

segunda derivada do potencial efetivo gaussiano no ponto ¢ = 0, pois em principio o

sistema esta sendo analisado na vizinhanca da fase desordenada, T' > T,.. No entanto,

vé-se que no calculo das derivadas de V.ss com respeito a ¢ deve-se levar em conta

que Qe A’ em (C.10) e (C.11) também dependem de ¢ de acordo com as seguintes

relacoes
d? B 24\p — €21, (A) dgp
dp 14+6M4(Q)
—2 =2
dA 1 —.dQ
—— = 2%~ 1L (D),
dy 2 dy
onde

/ d’k 1
- @2m)e (k2 + M2)2
Deste modo, a substituigao de (C.14) em (C.13) gera

av [24X — 2¢' 19 (A)] ¢

de 14 [6A—Ltet1d ()] 14,(Q)
e a segunda derivada de V. #¢ em relacao a ¢ produz

dQVeff

S = ot 12)0? + 12XI4(Q) + 2¢2T4(A) + 2641 (D)
@

[6A + e 1%, (A)] [24X — 214 (A)] 2
1+ [6)A — 1etT_1(Q)] 1¢,(Q) '

Define-se a férmula para 7 é como

d*Vesy
dp?

=T0 + 12)\]6%50) + 26213(Z0)7

»=0
onde y e Ag sao respectivamente as solugoes para 2 e A a p =0, isto é

=2

Qp = 10+ 120() + 26 [{(D).

-2

AO = 62[g(ﬁo).
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(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)



Conseqiientemente, de (C.18) e (C.19) tem-se simplesmente
7 =€. (C.21)

Portanto, a equacao de gap (C.18) obedece a uma equagao do tipo Dyson-Schwinger

gaussiana, ou seja,
T = 1o + 12X (VT) 4 2618 ( 62151(\/%)) : (C.22)

Esta é a equacao que controla o comportamento critico do sistema, e é de fundamental

importancia na segao 4.2.
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