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Resumo

Neste tese, primeiramente discutimos Hamiltonianas que descrevem campos bosonicos
interagindo com sistemas de dois niveis. Nos concentraremos no modelo de Dicke, onde
N atomos de dois niveis sao acoplados com apenas um modo do campo bosonico. Para
estudar o sistema reduzido, assumimos que os sistemas de dois niveis atuam como um
reservatorio térmico (N — oo). Usando métodos de integragdo funcional, definimos o
modelo de Dicke fermionico. E bem conhecido que o sistema exibe uma transicao de fase
de segunda ordem com a presenca de um condensado. Sem assumir a ”rotating-wave ap-
proximation”, introduzindo constantes de acoplamento distintas entre o campo bosonico
e o reservatério, g, e g9 para os termos ressonantes e anti-ressonantes respectivamente,
definimos o modelo de Dicke fermionico generalizado. Essa abordagem nos permite iden-
tificar a contribuicao de cada um dos processos fisicos reais e virtuais na formacao do
condensado. Calculamos a temperatura critica de transicao e apresentamos o espectro
das excitagbes coletivas bosonicas do modelo para o caso geral (g1 # 0 e go # 0).
Mostraremos a existéncia de uma transicao de fase quantica quando as constantes de
acoplamento satisfazem g, + g2 = (wo Q)% onde wg ¢ a frequéncia do modo do campo
e ) é o gap de energia entre os auto-estados de energia dos qubits. Nos restringimos a
situacao particular, apresentando o espectro das excitagoes coletivas bosonicas, para o
caso g1 # 0 e go = 0, recuperando os resultados ja conhecidos e também para g # 0
e g1 = 0. Neste tltimo caso surge uma transicao de fase superradiante. Esta situacao
mostra que ¢é possivel gerarmos um condensado com superradiancia em um sistema de N
qubits acoplados com um modo do campo bosonico onde apenas processos virtuais sao

introduzidos na Hamiltoniana de interacao.
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Abstract

First we study two-level system-Bose field Hamiltonians. Then, we consider the Dicke
model, where N two-level systems are coupled with one mode of a Bose field. To study
the reduced system, we assume that the two-level systems act as a thermal reservoir
(N — o0). Using functional integral methods, we define the fermion Dicke model. It is
well known that the system exhibits a phase transition with the presence of a condensate.
Without adopt the rotating-wave approximation, introducing different Bose-field-bath
coupling constants, g; and g, for rotating and counter-rotating wave terms respectively,
we define the generalized fermion Dicke model. This approach allow us to identify the
contribution of each of the processes, real ones and virtual ones in the formation of the
condensate. We evaluate the critical transition temperature and present the spectrum of
the collective Bose excitations for the general case (g1 # 0 and go # 0). There is quantum
critical behavior when the coupling constants g; and g satisfy g; + g2 = (wp Q)%, where
wy is the frequency of the field mode and {2 is the energy gap between energy eigenstates
of the qubits. We present the spectrum of the collective Bose excitations, for the case
g1 # 0 and go = 0, recovering the well known results and also g; = 0 and g # 0. In
the last case, it appears a quantum phase transition at the critical coupling g» = (wo Q)%,
and for larger then the critical coupling the system enter in a superradiant phase with a
Goldstone mode. We conclude that it is possible to have condensate with superradiant
phase in a system of N qubits coupled to a single mode bosonic field where only virtual

processes contribute.
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Capitulo 1

Introducao

No tratamento quantico de sistemas arbitrarios, a evolugao temporal de sistemas fecha-
dos é descrita por um grupo de operadores unitarios definidos por um parametro. Com
isso, as equagoes de movimento desses sistemas sao simétricas com relacao a reversao
temporal.

Para explicar a irreversibilidade que encontramos na maioria dos sistemas fisicos, pre-
cisamos estudar a dinamica quantica de um sistema que nao pode ser representada em
termos de uma evolucao temporal unitaria. Quando um sistema descrito por poucos
graus de liberdade interage com o meio, a evolucao temporal deste sistema nao pode ser
representada por uma dinamica Hamiltoniana unitaria. Esse sistema é chamado de sis-
tema quantico aberto. Sistemas quanticos acoplados com um banho térmico sao situacoes
tipicas que podemos encontrar em fisica. Em qualquer sistema onde a evolucao temporal

¢ irreversivel, a influéncia do reservatoério, no qual é caracterizado por um ntimero infi-
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nitamente grande de graus de liberdade é fundamental. Nés também encontramos este
tipo de situacgao, por exemplo quando um sistema com poucos graus de liberdade interage
com um campo eletromagnético. Uma situacao especial que ilustra bem o caso acima é
o caso de um sistema quantico de dois niveis fracamente acoplado a um campo bosonico
quantizado. Para este modelo simples, se o acoplamento entre o sistema de dois niveis e o
campo bosonico for fraco, a dinamica reduzida do sistema aberto pode ser descrita pelas
"Master Equations”.

Este sistema de dois niveis é conhecido como qubit, o bloco elementar de construcao
do computador quantico. Embora eles sejam bastante promissores, uma vez que tiram
vantagem da dimensionalidade do espaco de Hilbert dos estados quanticos, eles nunca
foram construidos. Existem muitos problemas que precisamos resolver para construir um
computador cujos processos computacionais funcionam em um nivel quantico. O ruido
produzido pelas interagoes com o meio é o maior problema.

Note que um sistema descrito pela coordenada generalizada q em um poco duplo
de poténcial, com dois minimos distintos, o estado excitado e o estado fundamental sao
efetivamente descritos por um espaco de Hilbert bidimensional. Embora exista uma pro-
babilidade diferente de zero de tunelamento entre esses dois pogos, em algum limite esta
probabilidade é exponencialmente pequena e o tunelamento nao mistura os estados, fun-
damental e excitado.

Estudaremos a dinamica de um sistema isolado composto por um sub-sistema quantico
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S acoplado a um reservatério R. O reservatério é caracterizado por um numero infinita-
mente grande de graus de liberdade comparado ao sub-sistema S que possui poucos graus
de liberdade. A interacao entre o sistema S e o reservatorio gera correlacoes entre eles,
afetando com isso a evolucao temporal do estado quantico do sub-sistema S. Sendo assim o
sub-sistema S nao pode ser representado por uma dinamica Hamiltoniana unitaria. Sendo
mais preciso, a evolugao irreversivel de um sistema aberto é conseqiiéncia da interacao do
sistema com o reservatério que contém um numero infinito de graus de liberdade.

E importante mencionar que existe uma variedade de modelos tedricos de reservatoério.
A primeira situacao é quando o sistema S é acoplado com um ntimero infinito de oscilado-
res harmonicos. Nesta situacao, existem dois tipos de reservatério de interesse comum. O
primeiro é o reservatorio térmico onde assumimos que os osciladores harmonicos estao em
equilibrio térmico a uma temperatura 5~'. O segundo tipo é o reservatério ”squeezed”.
O modelo especifico de sistema-reservatério no qual é apropriado para estudar varias si-
tuagoes interessantes é quando o banho térmico de osciladores harmonicos é constituido
por um campo bosonico livre e também na presenca de estruturas macroscopicas.

Estamos, particularmente, interessados em considerar a situagao de um sistema de
atomos idénticos de dois niveis interagindo com um campo quantizado bosonico. A si-
tuagao mais discutida na literatura é de um sistema de atomos interagindo com um
reservatorio que consiste de um campo eletromagnético confinado. E o caso do campo

eletromagnético em cavidades descrito por um conjunto de freqiiéncias numerdveis [1]
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[2]. Um exemplo particular é o modelo de Jaynes-Cummings [3] [4], no qual o campo
eletromagnético é confinado em uma cavidade retendo apenas um modo do campo. Para
realizarmos o modelo, consideramos apenas um sistema de dois niveis na presenca de um
campo bosonico quantizado na cavidade. Assumindo que a frequéncia wy de um dos mo-
dos da cavidade é praticamente ressonante com a frequiéncia 2 do sistema de dois niveis,
este tipo de situagao gera o seguinte modelo. O sistema de dois niveis efetivamente inte-
rage apenas com aquele modo, e todos os outros modos nao acoplam com o sistema de
dois niveis.

Seguiremos discutindo a interacao entre um modo do campo bosonico com um reser-
vatério de idénticos sistemas de dois niveis (qubits). Gostariamos de enfatizar que neste
trabalho nao fazemos nenhuma distin¢ao entre unidade elementar de informacao quantica,
o qubit e o sistema de dois niveis. Existem dois caminhos para obter informacao sobre
a dinamica de sistemas reduzidos. O primeiro consiste em eliminar os graus de liber-
dade do reservatoério usando o método das ”Master Equations”, introduzindo o operador
densidade reduzido [5] [6]. Gostariamos de enfatizar que muitas suposigoes devem ser
assumidas para obter as "Master Equations”. Primeiramente a "rotating-wave appro-
ximation”é assumida. Em segundo a interagao entre o campo bosonico e os qubits é
assumido ser fraca e finalmente o reservatério de qubits precisa ter um denso e amplo
espectro de frequéncias distribuidas.

Outra maneira de obter informacao sobre a dinamica do sistema reduzido é usando
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o método de integragao funcional [7]. A integracao sobre os graus de liberdade do reser-
vatério pode ser feita exatamente devido a natureza do reservatério. O acoplamento entre
os N qubits e o campo bosonico é linear, o que é verdade para um numero interessante
de casos. Gostarimos de ressaltar que métodos funcionais foram aplicados nao somente
ao modelo de Dicke [8] mas também a outros modelos por muitos outros autores. Este
método nos possibilita obter informacao com relacao ao sistema reduzido. O método de
integracao funcional é um meio alternativo e nao-perturbativo de eliminacao dos graus de
liberdade do reservatorio.

Ainda que métodos funcionais tenham sido usados em diferentes areas da fisica, como
é o exemplo da teoria quantica de campos e mecanica estatistica, no passado esta técnica
nao tinha sido muito utilizado em 6tica quantica. Uma excegao é o trabalho de Zardecki
[9]. Outro trabalho que merece destaque é o de Hillary e Zubaire [10]. Neste trabalho o
formalismo de integrais de trajetéria em otica quantica foi desenvolvido, onde sistemas
com poucos graus de liberdades bosonicos foram estudados. Usando a representacao de
estados coerentes de Schrodinger-Glauber-Sudarshan [11] [12] [13] [14] [15] dos modos,
esses autores estudaram o propagador de um sistema com um unico modo e também o
caso de N modos do campo bosonico. Desde que, no modelo de Dicke, o acoplamento entre
os N qubits e um tnico modo do campo bosonico quantizado seja linear, para analisar o
comportamento nao-analitico de quantidades termodinamicas, a integragao sobre os graus

de liberdade do reservatorio pode ser feita exatamente.
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Para aplicar o formalismo de integrais de trajetéria com métodos funcionais como uma
técnica para investigar a termodinamica do modelo de Dicke, dois passos sao necessarios.
Primeiro temos que substituir as matrizes de Pauli do modelo de Dicke por uma com-
binagao linear de operadores fermionicos para definirmos o modelo de Dicke fermionico
[16] [17]. Segundo, o limite N — oo, onde N é o nimero de qubits, deve ser tomado
[18] [19]. Com isso, estudando o modelo de Dicke fermiénico sem assumir a ”rotating-
wave approximation”estamos interessados em calcular a temperatura critica de transicao
do modelo e mostrar a contribuicao de cada processo, reais e virtuais na formacgao do
condensado.

Dois comentarios devem ser feitos. Primeiramente em sistemas de Otica-quantica, os
termos anti-ressonantes sao geralmente ignorados. O segundo ponto que é importante
comentar é como a nossa linha de pesquisa de estudar a contribuicao dos processos reais
e virtuais na transicao de fase superradiante tem paralelo com as discussoes da literatura
onde tenta-se separar as contribuicoes das flutuacgoes do vacuo e as auto-interagoes nos
processos radiativos. Muitos autores [20] [21] [22] usaram o esquema de Heisenberg para
identificar as flutuacoes do vacuo e as contribuicoes de auto-interagdo nos processos ra-
diativos nos dtomos. Embora foram feitas algumas tentativas de separar as contribuicoes
das flutuagdes do vécuo e a reagao radiativa no decaimento espontaneo [23] [24], Dalibard
e outros autores [25] [26] discutiram como a magnitude desses efeitos separados podem

depender do ordenamento particular escolhido para os operadores de criagao e destruicao
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de quanta do campo.

Existem muitos artigos discutindo situacoes onde nao podemos assumir a aproximacao
mencionada acima. Primeiramente discutindo a "rotating-wave approximation”, Svaiter
and Svaiter [27] [28] calcularam as taxas de transicdo de um sistema de dois niveis em
diferentes situacoes cinematica assumindo um acoplamento fraco entre o qubit e o campo
escalar real e sem massa. Esses autores estudaram o efeito Unruh-Davies [29] [30], onde um
atomo de dois niveis acelerado mede um espectro térmico mesmo se o campo for preparado
em um estado de vacuo. A origem deste efeito é a presenca de um horizonte de eventos
que faz com que os processos virtuais associados a observadores inerciais se transformem
em processos reais quando medidos por observadores acelerados. Na referéncia [31], Ford
e colaboradores assumiram a presenca de duas placas perfeitamente refletoras nas quais
modificam as flutuagoes do vacuo associado ao campo bosonico. O método da imagem
e o formalismo de tempo imagindrio [32] [33] [34], foram usados para estudar processos
radiativos a temperatura finita. Nas referéncias [35] [36] também foram investigados
processos processos radiativos associados ao detector de Unruh-Dewit [30] [36] [37], na
interacao com o campo escalar sem massa.

Consideramos N qubits idénticos (N — o0), estudando a situagao onde o sistema de
qubits atua como um reservatorio, enquanto apenas um modo do campo bosonico estd
presente. Isto define o modelo de Dicke no limite termodinamico. Estamos interessados

em estudar o regime critico do modelo de Dicke fermionico onde os termos anti-ressonantes
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também estao presentes. Sem assumir a ”"rotating-wave approximation”, introduzindo di-
ferentes constantes de acoplamento, g; e g para os termos ressonantes e anti-ressonantes
respectivamente, estamos aptos a identificar a contribuicao de cada processo, do tipo real
e virtual na formagao do condensado. Calculamos a temperatura critica de transicao e
apresentamos o espectro bosonico de excitagoes coletivas, para o caso g; # 0 e go = 0
e também g; = 0 e g2 # 0. Em ambos os casos aparece um comportamento critico
com modos de Goldstone. Com isso, no modelo de Dicke fermionico com os termos
anti-ressonantes também é possivel ter uma transicao de fase quantica e uma fase super-
radiante. No modelo de Dicke uma transigao para a fase superradiante ocorre quando o
numero de atomos no estado fundamental e no estado excitado sao iguais e a dependéncia
da intensidade da radiacdo com o numero de dtomos N se torna quadratica [38]. Note
que na situagao com N atomos irradiando independentemente, esperamos que o sistema
emita espontaneamente com a intensidade proporcional a N.

Neste ponto gostariamos de discutir brevemente resultados importantes relacionados
a termodinamica do modelo de Dicke. Resultados interessantes com o modelo foram
obtidos por Hepp e Lieb [39]. Esses autores calcularam as propriedades termodinamicas
deste modelo. Eles apresentaram a energia livre do modelo no limite termodinamico. Para
um valor suficientemente grande para a constante de acoplamento entre os qubits e o modo
do campo bosonico, o modelo apresenta uma transi¢ao de fase de segunda ordem da fase

normal para a fase superradiante. Depois, usando representacoes de estados coerentes de
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Schrodinger-Glauber-Sudarshan eles generalizaram alguns resultados para atomos de mais
de dois niveis, e também investigaram a estabilidade do modelo com um ntmero infinito
de modos bosonicos [40]. O estudo da transi¢ao de fase no modelo de Dicke foi também
apresentado por Wang e Hioe [41]. O caso onde os termos anti-ressonantes também sao
levados em conta foi investigado por também por Hioe [42] e Duncan [43]. Hioe estudou
o modelo de Dicke generalizado com duas constantes de acoplamento diferentes usando
os estados coerentes. Também um procedimento de bosonizacao foi empregado no estudo
da transicao de fase no modelo de Dicke generalizado. Empregando o mapeamento de
Holstein-Primakoff [44] [45] [46], que expressa o momento angular em termos de um tnico
modo bosonico, Emary e Brandes [47] [48] também puderam expressar o modelo de Dicke
generalizado em termos de dois modos do campo bosonico. Esses autores discutiram a
relacao entre a transicao de fase quantica e o comportamento cadtico que aparece no
modelo para um numero N finito, onde aparece uma transicao da estatistica de Poisson
para a estatistica de Wingner-Dyson. O comportamento cadtico foi discutido também por
Graham e Hoherbach [49] [50] e Lewenkopf e colaboradores. [51] no modelo de Jaynes-
Cummings, onde os termos anti-ressonantes estao presentes na Hamiltoniana de interagao
[52] [53], desde o importante artigo de Milonni e colaboradores. [54].

Uma questao que vale a pena ressaltar é se podemos realizar no laboratério o modelo de
Dicke generalizado. Como foi enfatizado por Dimer e colaboradores [55] ainda permanece

como um desafio apresentar um sistema fisico no qual os termos anti-ressonantes sao
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dominantes. Esses autores propuseram que na cavidade com N qubits, apenas um modo
do campo quantizado e campos cléssicos (lasers), é possivel obter um sistema fisico que
corresponde ao modelo de Dicke generalizado.

Recapitulando, nesta tese iremos abordar a interagao entre um modo do campo bosonico
interagindo com um reservatério de N qubits. A temperatura critica para o modelo de
Dicke fermionico é obtida no limite (N — o). Realizaremos o calculo sem considerar
a "rotating-wave approximation”e compararemos com o resultado ja conhecido na lite-
ratura onde fora usada a "rotating-wave approximation”. No primeiro capitulo faremos
uma rapida revisao da teoria quantica de campos a temperatura finita onde, definiremos
as funcoes de particao para os campos bosonicos e fermionicos lineares e em interacao.
No capitulo dois discutiremos a construcao da Hamiltoniana de interagao do problema em
questao e toda a construcao do espaco de Hilbert para o modelo de Dicke fermionico. Logo
em seguida o método de integracao funcional é aplicado ao modelo de Dicke fermionico
obtendo-se assim o comportamento assintotico para a fungao de particao do sistema para
T > T.. Além do calculo da temperatura critica do sistema, obteremos também os modos
coletivos de excitacao do sistema para 7" > T, com e sem a "rotating-wave approxima-
tion”. Finalmente no terceiro e ultimo capitulo teceremos algumas conclusoes sobre os
resultados obtidos. No apéndice detalharemos o calculo usado para obter a funcao de
particao para T' > T, e a estimativa do erro da fungao partigao usando o método de fase

estaciondria.



Capitulo 2

Teoria quantica de campos a

temperatura finita

2.1 Introducao

A abordagem usual que é dada a teoria nao relativistica de muitos corpos é utilizando
o método de segunda quantizagao [56]. Existe uma abordagem alternativa, o método
de integracao funcional, que mostraremos logo em seguida. E evidente, que os dois for-
malismos sao equivalentes. Entretanto, o método funcional é preferido pela maioria dos
fisicos tedricos pois com este formalismo temos mais facilidade em abordar questoes nao
perturbativas como tunelamento, instantons, teoria de gauge na rede, etc. Para as teorias
de gauge esse formalismo é praticamente indispensavel. Neste capitulo, derivaremos a
representacao via integracao funcional da funcao de particao para teorias relativisticas
interagentes. Iremos reobter alguns resultados ja bem conhecidos da literatura para ga-

ses ideais relativisticos de bdsons e férmions. Estas secoes seguem a apresentacao que se

11
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encontra no livro do Kapusta [57].

2.2 A funcao de particao para campos bosdnicos e

condensacao de Bose-Einstein

Primeiramente vamos obter a amplitude de transicao para o campo bosonico para em
seguida derivar a expressao para a funcao de particao do campo bosonico.

Seja qf;(X, 0) o operador de campo na representacao de Schrodinger definido em ¢ = 0
e seja m(x,0) seu momento conjugado. Os auto-estados dos operadores de campo repre-

sentados por | ¢) satisfazem a equacao:

6(x,0) | ¢) = ¢(x) | ¢), (2.1)
onde ¢(x) é o autovalor do operador de campo, atualmente uma funcao de x. Temos as

relages de completeza [Eq.(2.2)] e ortogonalidade [Eq.(2.3)] que devem ser satisfeitas:

/d¢<x> 1) (=1 (2.2)

(¢a | Pp) = 0[a(x) = du(x)]. (2.3)

Analogamente, os auto-estados do operador de campo momento conjugado sao represen-

tados por | 7) e satisfazem a equagao:

#(x,0) [ 1) = m(x) | 7). (2.4)
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Satisfazendo as condigoes de completeza [Eq.(2.5)] e ortogonalidade [Eq.(2.6)]:

/dw(x)]ﬁ><7r|: | (2.5)

(ma | my) = 0[ma(x) — my(x)]. (2.6)

Assim como na mecanica quantica podiamos trabalhar tanto no espago de confi-
guracoes como no espaco dos momenta, em teoria quantica de campos podemos trabalhar
tanto no espaco dos operadores de campo como no espago dos operadores de momenta
associados aos campos. Em mecanica quantica a relagao entre os auto-estados dos ope-

radores de posigao e os auto-estados dos operadores de momenta é dada por:
(z|p) = e™". (2.7)
Em teoria de campos, temos a relagao:

(¢ | m) = exp (i/d% 7(x) ¢(X)> . (2.8)

Essa é a generalizagao natural partindo de um nimero finito de graus de liberdade (N) em

mecanica quantica para um numero infinito de graus de liberdade em teoria quantica de
N

campos, ou seja, Z D x; — / d*z w(x) ¢(x). Um requerimento é que a Hamiltoniana
i=1

possa ser expressa como um funcional do campo e seu momento conjugado:

H = /d%H(ﬁqB). (2.9)
Agora vamos supor que um sistema se encontra no estado | ¢,) no instante de tempo

t = 0. Apés um instante de tempo t; terd evoluido para e % | ¢,). A amplitude de
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transigao de ir de um estado | ¢,) para um outro estado | ¢) ap6s um instante de tempo
t; 6 dada por (¢ | e *H1r | ¢,).

Em mecanica estatistica estaremos interessados no caso onde o sistema retorna para
seu estado original ap6s um intervalo de tempo t¢. Com o objetivo de obter um meio
prético de calcular esta amplitude, dividimos o intervalo (0,t;) em N sub-intervalos de
duragao At = ty/N. Depois, para cada intervalo de tempo inserimos um conjunto com-
pleto de auto-estados usando as condigoes dadas pelas equagdes (2.2) e (2.5) como mos-

traremos a seguir:

1 N
(da| e | 00) = o NIE;O/Q_HI dmdqb,) (2.10)

X (o | ) (mn | 72 on) (o | vt )

X (1 | e A e )Y x L
X (G | ) (m [ €3 60) (0n | ma).
Sabemos que
(o1 da) = 0(d1 — ¢a) (2.11)
e que
(e 1) = e (1 [ @266 601(x)) 212)

Como At — oo, entdao podemos expandir (¢; | e 172t | ¢;) da seguinte forma:

(i | e 20 i) = (m| (1 —iHAL) | ) (2.13)

= (m| ¢;)(1 —i HAL)
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= (1 — ¢ H; At) exp <—i / d*x 7;(x) (bi(x)) ,
onde H; é dado por:
H - / P H () 0u(x) ) (2.14)
Utilizando as equagoes (2.11), (2.12) e (2.13), podemos reescrever a equagao (2.10) da

seguinte forma:

A N
(6| e | ¢,) = lim / (H dwid@) 3(d1 — ) (2.15)

i=1

X exp (—iAt ﬁ: /d%(H(W,%) — 7j(Pj41 — 7¢j)/At>>,

j=1

onde ¢y 11 = ¢, = ¢1. Tomando o limite para o continuo na Eq.(2.15), nds finalmente

chegamos no importante resultado:

, (X ) = 6a(X)
(6a| 11| 6,) = / jdn] /¢ dd) (2.16)

(X70) =da (X)

X exp (z /0 7 / P (w(x. 1) a¢é’;’t> —H(ﬂ(x,t),d)(x,t))>).

Estamos aptos agora a reescrever a funcao de particao, associada a um campo bosonico,

como uma integracao funcional. Lembremos que:
Z = Tre P — [ g, (6, A | ), (2.17)

onde a soma ¢ definida sobre todos os estados. Esta expressao da Eq.(2.17) tem uma
aparéncia muito similar a amplitude de probabilidade obtida anteriormente. De fato,
podemos expressar Z como uma integral sobre os campos e seus momenta conjugados

fazendo uso da Eq.(2.15). Primeiramente fazemos a troca de varidvel definindo um tempo
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imagindrio 7 = it. Os limites de integragao em 7 vao de 0 a 3. O trago na Eq.(2.17) assim
como na Eq.(2.15) significa que devemos integrar sobre todos os campos ¢,. Finalmente,

se o sistema admite alguma carga conservada, entao devemos fazer a seguinte substuicao:
H(ﬂ-vgb) - H(ﬂ-7¢) - H<7T7 ¢) - MN(T‘—7¢>7 (218>

onde N (7, ¢) é a densidade de carga conservada. Com isso, chegamos & férmula funda-

mental:

7z - / dr] /pmmw[dqs] exp ( /0 " r / d%(m% — H(r,¢) + pN(r, ¢))> (2.19)

O termo periddico significa que a integragao sobre os campos possui um vinculo,
devendo atender a condigao que ¢(x,0) = ¢(x,3). Isto é conseqiiéncia da operagao de
trago, ¢q(x) = ¢(x,0) = ¢(x,3). Nao existe restricdo quanto a integracao sobre m. A
generalizacdo da Eq.(2.19) para um numero arbitrario de campos e cargas conservadas
nao oferece nenhuma dificuldade.

Consideremos entao como caso ilustrativo um sistema composto por um campo escalar
carregado ®. O campo ® é um campo complexo que descreve bosons com cargas positivas

e negativas. A densidade Lagrangeana é dada por:
L=20,P"0"® — m>d* D — \(O*P)*. (2.20)
Esta teoria exibe uma simetria do grupo U(1),

d— P = Pe i, (2.21)
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onde o é uma constante real. Esta é uma simetria global desde que o campo ®(z) seja
multiplicado por um fator de fase igual para todos os pontos do espago-tempo.

Foi mostrado por Noether que para cada simetria continua do Lagrangeano existe
a ela associado uma corrente conservada. Neste caso, a corrente pode ser encontrada
fazendo a dependente de x e considerd-lo como um ”campo”independente. Utilizando a

transformagao dada pela Eq.(2.21), temos que:
L[ = 6M<CI>* eia@”) aﬂ<¢> e—m@)) — m2erD — A (9°D)2, (2.22)

A equagao de movimento para o "campo” a(x) é obtida via principio variacional, dada

portanto por:

oL oL

H =
0 30 a) P (2.23)
Se 9L /0a = 0, conseqiientemente temos que
OL O (O") = &* DD, a — DD, " + id* D, (2.24)

é uma corrente conservada. Podemos retornar a nossa teoria original sem o ”campo” a(x)
simplesmente considerando @ = cte. Com isso obtemos a densidade de corrente conser-

vada

Jup=1(®*0, — ®0,9"), (2.25)

que satisfaz a equagao de continuidade:

0"j, = 0. (2.26)
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E conveniente decompormos ® em uma parte real e outra imaginaria.

) A
o (P21t i) (2.27)
V2
Os momenta conjugados sao dados por:
0 0
T = 0¢t1 e Ty = O(bt2 (2.28)

A densidade Hamiltoniana é entao dada por:

M= o (73 73+ (Vo) + (V6)? + m?0% + m?03) + 1 A(67 +03) (229)

DO | —

e a carga conservada por:
Q = /d3:cj0 - /d%(qﬁzm - ¢17r2>. (2.30)
Com isso, podemos agorar escrever a funcao de particao do sistema. A funcao de
particao bosonica é obtida via integracao funcional por:

Z = / [dm 1] [drra] /pmdm[dqﬁl] [dp] exp( /0 " / d%(z’maa(il v (231)

09
or

+17o

— H(m1, T2, 01,02) + p(pami — ¢17T2)>),

onde inserimos um potencial quimico p associado a carga conservada Q. A integragao sobre
os momenta conjugados dos campos pode ser realizada exatamente. Pode-se mostrar que

apoés a integracao sobre os momenta conjugados, a funcao de particao toma a forma:

Z = (N')? /pd [do 1] [do o] eXp/Oﬁ dr / d*z (_% (8;671 — quzf + (2.32)

0
_% ( ad):

Fing) - 5(Vo? — 5(Voo) +

m?o} - 1A+ 0h?)



CAPITULO 2. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA 19

onde N’ é um fator de normalizacao.
Essa expressao (2.32) ndo pode ser calculada de forma fechada a menos que A =
Neste caso, A = 0, a integral passa a ser Gaussiana, portanto exatamente integravel. As

componentes do campo ® podem ser expandidas em séries de Fourier,

01 = 22§c089+< ) ZZexp( i(p-x + wy T))gbl;n(p) (2.33)

62 = 2hesmo + (2)° ZZexp( i(px + war)) don(p).  (234)

Nas equagoes (2.33) e (2.34), £ e 6 s@o independentes de (x, 7) e carregam consigo todo
o cardter infravermelho do campo, ou seja, ¢1.0(p=0) = ¢2.0(p=0) = 0. Isso nos
possibilita ter um condensado de bdsons no estado de momento zero. A condensacao
significa que no limite do volume infinito uma fragao finita de particulas reside no estado
n =0, p=0.

A agao livre do sistema é dada por:
L7 3 0° 2 2
Substituindo as expansoes (2.33) e (2.34) na Eq.(2.35) e posteriormente fazendo uma

integracao por partes obtemos que a funcao de partigao fica na forma:

(Hl} / dm;n(p)dm(p))eﬁ (2.36)

onde S é a acao expressa agora em termo dos momenta da forma:

$ =BV (i - m?) e - ZZc p) D Cu(p) (2.37)
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onde ¢,,(p) € C_n(-p) sdo vetores dados por:

Gty = [ )
¢2;n(P)

(2.38)

Cal-P) = ((610(p) @2 nlp) )
(2.39)

e a matriz D dada por:
D w2+ w? — p? —2pwy,

2w, w2+ w? — p?

(2.40)

A integral da equagao (2.36) é quadrética nos campos, podendo portanto ser resolvida
exatamente. Apds realizarmos a integracao sobre as componentes dos campos na equacao

(2.36) e tomarmos In Z temos:
mZ = BV (u? — m?) € + In(det D)2 (2.41)

O segundo termo da equagao (2.41) pode ser escrito como:

_% Indet D — _% In (1;[ 1;[ ﬁ2<wi ¥ o(w— #)2>)_% o (1;[ 1;[ 52<w2 + (w+ LL)?)) .
(2.42)



CAPITULO 2. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA 21

Substituindo a equagao (2.42) na equagao (2.41) obtemos

mZ = BV (u? — m?)e? — %ZZ In <62(w3 4w — u)2)> (2.43)
" P
TR o)

podemos reescrever a equagao (2.43) usando os seguintes resultados:

In ((27m)2 + ﬁ%ﬁ) - /15%2 ﬁin)? + In (1 + (27rn)2>. (2.44)

O dltimo termo da equagao (2.44) é independente de [ portanto pode ser ignorado.

Contudo sabemos que

> 1 272 2
Zoo n? + (0/2m)2 T (1 + el — 1>' (245)

n=—

Com isso temos que

Bw
1nZ——§/1 d9<%+601_1>. (2.46)

Realizando a integracao sobre 6 e desprezando a parte independente de ( encontramos

que:

anzV/%(—%ﬁw—ln(l—e‘ﬁw)>. (2.47)

De posse deste resultado, podemos reescrever a equagao (2.43).

InZ = 5V(,u2—m2) E2-V / (;PT)pg(ﬂw%—ln <1 — e_ﬁ(“’_“)>+1n (1 — e_ﬁ(“ﬂ”)).

(2.48)
Existem algumas consideragoes a serem feitas com relagdo a equacdo (2.48). Primeira-

mente a integral sobre os momenta é convergente somente se | p | < m. O parametro
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¢ aparece na expressao porém  nao, como esperariamos da simetria do grupo U(1) do
Lagrangeano. Neste contexto, como o parametro £ nao é determiado a priori, este pode
ser tratado como um parametro variacional relacionado a carga carregada pelas particulas

do condensado. Fixando (8 e p, In Z possui um extremo com relagao ao parametro livre

£.
0lnZz
"2 =28V (u? — m?)E =0, (2.49)
0
o que implica que £ = 0, a menos que | u |= m no caso em que £ nao seja determinado

pela condigao variacional dada pela equacao (2.49).

Para determinar & no caso | 4 | = m, notamos que a densidade de cargas p é dada
por:
T (0InZ
p V(ap )“m m&* + p (B, p = m), (2.50)

onde p* é dado pela seguinte equagao:

" d°p 1 1
. / (2m)3 (eﬂ(w—m) — 1 eBlwtm) _ 1)- (2.51)

O caso | u |= —m pode ser feito analogamente. Aqui, as contribui¢oes do condensado

(modo de momento zero) e a as excitagoes térmicas das particulas (modos de momento
finito) estao separadas. Se a densidade p é fixada e baixamos a temperatura, x ird aumen-
tar até o ponto onde = m for alcancado. Se diminuirmos ainda mais a temperatura,

entdo p*(f, p = m) serd menor que p. Entao £ é dado por

g2 P~ p (B, p = m)
2m

(2.52)
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quando 4 = me T < T.. A temperatura critica T, é determinada implicitamente pela
equacao

p=p"(Be, p=m). (2.53)

No limite nao-relativistico, obtemos o conhecido resultado

_2m( p 7
T, = - (é(%)) ,p << m®. (2.54)

No limite ultra-relativistico temos que
35\ 2
T. = (_,0) L p >>mP. (2.55)
m

No limite que m — 0, também com | u|— 0e T, — oo. Quando m = 0 entdo todas as
cargas residem no condensado, para qualquer temperatura, e nenhuma é carregada pelas
excitacoes térmicas.

Existe uma transicao de fase de segunda ordem em T.. Isso pode ser mostrado ri-
gorosamente analisando cuidadosamente o comportamento do potencial quimico pu(p, T)
como funcao de T proximo de T, com p fixo. Uma maneira mais intuitiva de ver esta
transicao de fase envolve a teoria geral de transi¢oes de fase de Landau [58]. O parametro
de ordem vai a zero continuamente quando 7' se aproxima de T, para T < T, e se
mantém zero para 7' > T.. Fisicamente a razao para a transicao de fase é a seguinte.
Em T = 0, todas as cargas conservadas residem no modo de momento zero de acordo
com o carater das particulas bosonicas (isto é impossivel para o caso de férmions). Assim

que a temperatura é elevada, algumas das cargas sao excitadas para fora do condensado.
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Entao a temperatura se torna grande o suficiente para dissolver o condensado.

2.3 A funcao de particao para campos fermionicos

Noés agora voltaremos a nossa atengao para os campos fermionicos. Em mecanica quantica
relativistica temos que elétrons ou muons sao descritos por espinores de 4 componentes
1. As componentes sao representadas por 1, onde a = 1,2,3,4. Podemos reprentar o

campo fermionico livre pela fungao de onda

v = (o

) %Z (%) | (”“” s)u(p, s)e ™" + d'(p, ) v(p, 5) ) |

(2.56)
Onde u(p, s) ev(p, s) naequagao (2.56) sao espinores de ondas planas de energias positiva
e negativa reespectivamente. A soma sobre s refere-se a duas possiveis orientagoes de
spin para campo fermidnico de spin % Os coeficientes da expansao b(p, s) e d*(p, s)
sao funcoes complexas na mecanica quantica relativistica porém operadores em teoria de
campos. De maneira usual, p.x = p#z, = Et — p.x. A funcao de onda [Eq.(2.56)] é

normalizada de acordo com:

/d?’wwx,t)wx,t) - ZZ(! b(p,s) 12+ | d(p, s) |2) — 1 (257)
P s

Na auséncia de interagoes a densidade Lagrangeana ¢ dada por:

L=v(iv"d, —m)i. (2.58)
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As matrizes de Dirac, v#, que satisfazem a algebra de Clifford {y*, v"} = 2¢g"",

sao dadas por:

10
70 =
0 -1
(2.59)
0 7
- =
-7 0
(2.60)

Essas matrizes sao todas matrizes 4x4. A equagao (2.58) pode ser reescrita explicitamente

na forma:
szwo(mogﬂvﬁ—m)w (2.61)

O Lagrangeano possui uma simetria global U(1) onde

b — peio (2.62)

Pt — yple e (2.63)

De acordo com o teorema de Noether existe associada a esta simetria uma corrente conser-

vada. Para encontrar esta corrente conservada procediremos analogamente ao que fizemos
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para o caso bosonico. Facamos a depender de x tratando-o como um campo independente

a(x). Sob as transformagoes [Eq.(2.62)] e [Eq.(2.63)] temos que
£ L+ (v a@)e. (2.64)

Usando as equagoes de movimento para «(x), através das equagoes de Euler-Lagrange,

encontramos a lei de conservacao

9,5" =0, (2.65)
onde a corrente j# é dada por
gt =yt (2.66)
Agora fazendo a novamente constante voltamos a nossa teoria original. A carga total
conservada é
Q= /d%jo = /d%sz. (2.67)
Para mecanica quantica relativistica na auséncia de interagoes, este ¢ um resultado trivial
devido a equagao (2.57).
Para teoria de campos tratamos ¢ como um campo fundamental. O momento conju-
gado a este campo é

m- 2~ = gt (2.68)

2 (5)

Onde 9 e ¥ devem ser tratados como entidades independentes na formulacao Hamilto-

niana. A densidade Hamiltoniana tem a forma

H:H%—f—ﬁ:W(z’%)@u—cza(—mﬁ+m>w. (2.69)



CAPITULO 2. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA 27

Podemos agora partir para o célculo da funcao de particao para o campo fermionico
livre de interacoes.

Z = Tre P(H-nQ) (2.70)

Podemos seguir os mesmos passos que fizemos para o campo bosonico e construir a funcao

de particao para o campo fermionico, nao interagente, via integracao funcional da forma

A — 0
7 = /[idW][dW exp (/O df/d?’mz;(—yoE +iv. YV —m+ ,u70>¢).

(2.71)

Enfatizamos, novamente, que os campos ¥ e 1 sdo campos campos independentes nos

quais precisam ser integrados independentemente. Em contraste com os campos bosonicos,

nao existe nenhuma vantagem em integrar o momento conjugado separadamente do

campo. Outra particularidade é com relagao a periodicidade do campo no tempo ima-

gindrio 7 e a natureza dos campos ”cldssicos” ¥ (x, 7) e ¥ T(x, T) sobre os quais iremos
supostamente integrar.

As relagoes canonicas de comutacao para os férmions sao

~

{$alx, ), Py, )} = hdapd(x = y), (2.72)

~ ~

{Dalx, t), duly, 1)} = {dlx, 1), df(y, )} =0. (2.73)

No limite A — 0, os operadores de campo sao substituidos por seus auto-valores. Para

o caso de bdsons, esses auto-valores sao fungoes de ”c-numbers”ou campos classicos. No
caso fermionico, no limite A — 0 é particularmente peculiar pois os autovalores que subs-

tituem os operadores de campo anticomutam uns com os outros. Isto esta diretamente



CAPITULO 2. TEORIA QUANTICA DE CAMPOS A TEMPERATURA FINITA 28

ligado com o principio de exclusao de Pauli e com o teorema spin-estatistica. Note que
a equagao (2.71) sugere-nos que integremos sobre esses campos ”cldssicos” porém antico-
mutantes.

A matematica necessaria para dar conta desta situacao foi estudada por Grassmann.
Definindo os campos como elementos da algebra de Grassmann, a integral sobre essas

variaveis que sera importante para noés é
/dn}dm...dnjvdmven*f’n = det D. (2.74)

onde D é uma matriz N x X.
Assim como no caso bosonico, é conveniente trabalharmos no espago dos momenta.

No tempo imaginério escrevemos

Vol 1) = () e (i(pox + war) ) daalp)  (275)
" P

onde tanto n como p podem assumir valores positivos e negativos. Uma propriedade do
trago é que as fungoes de Green térmicas para os campos fermionicos sao anti-periédicas

na temperatura.
Gr(x,y;7,0) = -Grx,y;7,0) (2.76)
o que quer dizer que

b(x,0) = —v(x, b) (2.77)

desde que

wp=(2n+1)nT. (2.78)
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A anti-periodicidade requerida para os campos fermionicos nao é de nenhuma forma in-
consistente com a operacao de trago da funcao de particao. O traco apenas significa que
o sistema retorna para seu estado original depois de um "tempo” 3. Como o sinal de ¥
nao ¢ um observavel, o lado direito da equacao (2.77) descreve o mesmo estado do lado
esquerdo da mesma equacao. Uma analogia relevante seria o fato de que fungoes de onda
fermionicas mudam de sinal se uma rotacao de 27 é feita em torno de algum eixo. Tanto
o angulo 6 como o tempo 7 sao definidos em intervalos compactos.

Estamos preparados para escrevera funcao de partigao fermionica.
2= (T [ 10taie) ) 279)
n P «
onde a acao S é dada por
n p
onde D é uma matriz da forma
D:—zﬂ((—iwn—kﬂ)—vOV.ﬁ—va). (2.81)

Sendo assim utilizando a propriedade da algebra de Grasmannn dada pela equagao (2.74)

a funcao de partigao [Eq.(2.79)] fica na forma
Z = detD (2.82)

Na equacao (2.82) a operagao de determinante é para ser realizada tanto considerando os

indices de Dirac como os de momenta. Usando a identidade:

IndetD = Tr InD (2.83)
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temos que
an:2221n(ﬁ2<(wn+iu)2+w2>). (2.84)
n P

Desde que somemos sobre as frequéncias positivas e negativas, podemos reescrever a

equagao (2.84) como sendo

InZ = zn:%:(ln[W(wi + (w — ,u)2>] +1In {62 (wi + (w + u)2>D (2.85)

Usando entao os mesmos passos empregados para o caso bosonico pode-se mostrar que

In Z pode ser escrito como:

3
nZ = 2\//% (Bw + 1n<1 + e_ﬁ(w_“)> + 1n<1 + e—5<w+“>)). (2.86)
T

De imediato notamos que aparece um fator 2 multiplicativo correpondente a natureza
de spin % dos férmions. Um segundo ponto é que as contribui¢oes para particulas ()
e antiparticulas (—pu) aparecem separadamente. Finalmente o ponto zero de energia do
vécuo também aparece nesta expressao [Eq.(2.86)].

Apenas para concluir esta secao vamos recapitular as diferencas entre bosons e férmions
na formulacao funcional da funcao de particao. Primeiramente, para férmions nés devemos
integrar sobre varidveis de Grasmann ao invés de variaveis c-numbers. Com isso temos

um contraste entre resultados com Z = det D para férmions e Z = (det D) 2 para

bdsons.



Capitulo 3

Método funcional em sistemas

Hamiltonianos

3.1 Descricao Hamiltoniana: Sistema de 2 niveis in-

teragindo com campo bosonico

O objetivo principal desta secao é discutir a construcao de Hamiltonianas que descre-
vam a interagao entre campos bosonicos e sistemas de dois niveis.

Consideremos entdo um sistema quéntico bosénico S, com espaco de Hilbert H ),
acoplado com um reservatério de qubits R, com espaco de Hilbert H ). Vamos assumir
que o reservatério estd em equilibrio térmico a temperatura 37!. O sistema quantico
bosonico é um sub-sistema do sistema total definido em um espaco de Hilbert dado pelo
produto tensorial H ) @ H B,

Denotemos por H g a Hamiltoniana do sistema bosonico quantizado, por H p a Hamil-

toniana livre dos N qubits e H; a Hamiltoniana que descreve a interagao entre o campo

31



CAPITULO 3. METODO FUNCIONAL EM SISTEMAS HAMILTONIANOS 32

bosonico quantizado e o reservatério de qubits. A Hamiltoniana para o sistema total pode

ser escrita como Sendo
H=Hs®Irp+1s® Hr + Hy, (31)

onde Ig e g denotam as identidades nos espacos de Hilbert do sistema e reservatério
respectivamente.

Vamos introduzir os operadores de Dicke que descrevem cada qubit. A Hamiltoniana
livre do j-ésimo qubit sera denotada por H g), uma vez que estamos usando a representagao
de Dicke. Entao temos que

HYliY;=w?]i);, (3.2)

onde | 7); s@o auto-estados ortogonais de energia acessiveis ao j-ésimo qubit e ng) as

respectivas autofrequéncias. Usando Eq.(3.2) e a ortonormalidade dos auto-estados de

energia, podemos escrever a Hamiltoniana do j-ésimo qubit H (DJ) como sendo

Y =3~ W (10) (il) - (33)

=1 J

Vamos definir os operadores de Dicke para cada qubit por o0 UE;) and T3y onde cada

um desses operadores sao dados respectivamente por

oty = (120421 = 1) (1]) (3.4)

j b
oy = (12)(11). (3.5)
e finalmente

o = (\1> <2y)j. (3.6)
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A representacao de Dicke é a segunda quantizacao dos qubits. Combinando Eq.(3.3) e

Eq.(3.4), a Hamiltoniana do j-ésimo qubit pode ser escrita como sendo

) . 1 . )

onde o gap de energia entre os auto-estados de energia do j-ésimo qubit é dado por
QU = ng) - wﬁj) . (3.8)
Deslocando o zero de energia de %(wy ) +w§j )) para cada qubit, a Hamiltoniana do j-ésimo

qubit dada pela Eq.(3.7) pode ser reescrita como sendo
. 9152 B

Note que os operadores J(J;.), o) € o) satisfazem as relacoes de comutacao de momento

angular correspondentes a operadores de spin %, isto é,

[“6)7‘7&)} = () (3.10)
[afj),aa)} =207, (3.11)

e finalmente
ot | =205, (3.12)

Para introduzir o acoplamento entre o campo bosonico e os qubits, vamos assumir apenas

um modo do campo bosonico e um acoplamento linear com os qubits.
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Com isso, a Hamiltoniana total do j-ésimo qubit é dada por

Is ® HY + Hs @ Iz + HY =

Q) ; B

onde o segundo termo na Eq.(3.13) tem a contribui¢do de apenas um modo do campo
bosonico quantizado e o ultimo termo é a Hamiltoniana de interagao do j-ésimo qubit com
um unico modo do campo bosonico. Na equagao acima g é um a constante de acoplamento
pequena entre o qubit e o campo bosonico quantizado. A generalizacao para N qubits é

descrita por

N N
Is Y HY +Hs @ In+ Y HY =

j—l j=1

%\Q
Mz

IS®Z of)) + wo bl b®IB+<b+bT> <(])+a()>. (3.14)

1

J

A Hamiltoniana de interagao é simplificada se assumirmos o modelo de Jaynes-Cummings.
Considerando o modelo de Jaynes-Cummings para apenas um qubit, temos

Is ® HY + Hs @ I + HY =

9162
IS®TJ( +w0bTb®IR+m(b®o +bT®0(J)>. (3.15)

Um ponto importante a destacar é que na Eq.(3.15) os termos que foram ignorados
nos definem a "rotating-wave approximation”. Nesta aproximacao ignoramos os termos
que nao conservam energia nos quais a emissao (absorgao) de uma excitagdo do campo
quantizado é acompanhado pela transi¢do de um qubit do seu estado fundamental (ex-

citado) para seu estado excitado (fundamental). A "rotating-wave approximation”ignora
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termos nos quais os operadores de levantamento (abaixamento) de estado do j-ésimo qubit
multiplica os operadores de cria¢do (aniquilagdo) do campo bosonico.

Um outro modelo, onde o comportamento é bastante interessante do ponto de vista
fisico e matematico é o caso onde a constante de acoplamento entre os N qubits e o campo

bosonico depende da intensidade. Temos que

N N
Is® Y HY +Hs @ Ip+ Y HY = (3.16)

j—l j=1

IS®Z a(j+w0bb®IR+ Z( b(bTh)E @ (+j)+bT(bTb)%®a(;)).

Nosso objetivo agora é dicutir a interacao entre um sistema de N qubits idénticos com
gap de energia (2 = wy — wq), com um numero infinito de osciladores harmonicos que
T

definem o reservatério. Sejam a, e ai os operadores de cria¢ao e aniquilacao do k-ésimo

oscilador harmonico de frequéncia wy. A Hamiltoniana total é dada por

0 N N
_ z 1 g
H_IR®§]§:1 a(j)+§k crafa @ Is+ =3 % (a @ oy +af @ o)) . (317)

j=1

Na Eq.(3.17) o primeiro termo do lado direito é a Hamiltoniana livre dos N qubits
idénticos, o segundo termo é a Hamiltoniana livre do reservatério e finalmente o terceiro
termo ¢ a Hamiltoniana de interacao entre o reservatorio e os N qubits idénticos. Notem
que deslocamos o zero de energia para cada qubit, como fizemos anteriormente, e assu-

~1 ¢ a constante de acoplamento

mimos a ”rotating-wave approximation”, onde g(v V)
entre o j-ésimo qubit e o k-ésimo oscilador harmonico. Podemos também usar diferentes

Hamiltonianas de interagao para estudar a influéncia da descoeréncia em computadores
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quanticos como foi introduzida por Di Vicenzo. Este autor propos o seguinte modelo
descrevendo um sistema de apenas um qubit acoplado a um reservatério de osciladores

harmonicos:

Ir ® Hs + Hgp ® Is + H; =
IR®Q02+Zwkagak®]5+LZ(@,I%—@;C) ® o7, (3.18)
2 k VN k
onde €2 é o espacamento usual entre os niveis de energia do qubit, a,z e aj sao, respectiva-
mente, os operadores de aniquilacao e criacao dos osciladores harmonicos. Notem o tipo

de acoplamento bastante particular entre o reservatorio e o qubit. A generalizacdao para

N quibits é dada por
Ir ® Hs+ Hp ® Is+ H; =

0 N
Ir ® EZ o0 +Zwka2ak ® Is + \/S;NZZ <a,t+ak> ® ofy. (3.19)
j=1 k ; k

Jj=1

Outra generalizagao é introduzir uma constante de acoplamento dependente do modo
bosonico. Desta forma, temos o seguinte modelo descrevendo um sistema de um qubit

acoplado a um reservatorio de osciladores harmonicos.
[R (9 H5+HR X IS+HI:
2

Q
[R®—az+2wkazak®IS+Z<A;€@L+)\,’;%> ® o*, (3.20)
k k

Uma outra possibilidade é nao assumir a "rotating-wave approximation”na Hamiltoniana
de interacdo. Retornando a Eq.(3.17), sem a "rotating-wave approximation”, a Hamilto-

niana de interacao entre os N qubits e o reservatorio de osciladores harmonicos é dada
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por

H; = % i zk: (ak + aL) ® (06) + 0(_].)> : (3.21)

Jj=1

Um problema de interesse consideravel é a escolha das propriedades do reservatério. Os
reservatérios de comum interesse sao os reservatério térmico e reservatério ”squeezed”.
No reservatério térmico, nés temos N osciladores harmonicos em equilibrio térmico a
temperatura 3!

Na secao seguinte estudaremos o modelo de Dicke de um modo do campo, N qubits e
nao assumiremos a “rotating-wave approximation”. Como estamos interessados em usar
métodos funcionais para estudar o comportamento critico do modelo, é possivel entao
escrever as matrizes de Pauli dos operadores de Dicke como combinagoes bilineares de
operadores de Fermi definindo assim o modelo de Dicke fermionico.

Antes de comecar a estudar o modelo de Dicke, é importante salientar que Hepp e
Lieb [39] provaram que no limite termodinamico este modelo admite uma solucao exata
e uma transicao de fase de segunda ordem da fase normal para a fase superradiante.
Depois, usando uma representacao de estados coerentes estes autores [40] generalizam
alguns resultados de dtomos de mais de dois niveis, e também investigam a estabilidade
do modelo com um nimero infinito de modos bosonicos.

Nossa tarefa agora é mostrar que o modelo de Dicke sem assumir a "rotating-wave
approximation” também apresenta uma transicao de fase e apresentar o espectro de ex-

citacao bosonica coletiva do modelo. Na proxima secao iremos estudar o espaco de Hilbert
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para o modelo de Dicke fermionico.

3.2 O espaco de Hilbert para o modelo de Dicke fermionico

Como enfatizamos anteriormente, é possivel escrever as matrizes de Pauli do modelo
de Dicke utilizando combinacgoes lineares de operadores de Fermi e assim definir o modelo
de Dicke fermionico. A dimensionalidade do espago onde as combinacoes de operadores de
Fermi atuam é maior que a do espaco onde as matrizes de Pauli atuam, sendo assim temos

um problema na eliminacao dos estados espurios. Comegamos entao com a Hamiltoniana

do modelo de Dicke, H p dada por

QN
_ t z
Hp =wyb b®IB+Is®—2 E ol +

=1

N
Z(b ® o)+l @ a(;)> . (3.22)
1=1

=l

N

Reparem que a Hamiltoniana H p contem as matrizes o usadas para obter a segunda
quantizacao do sistema nao interagente de atomos de 2 niveis e também os operadores
de criacao e aniquilacao de um modo do campo bosonico quantizado. Outro ponto que é
importante destacar é que esta Hamiltoniana que descreve a interagao entre o modo do
campo bosonico e os N atomos de 2 niveis, conserva a magnitude j do pseudo-spin, no

N
DR

NOSSO caso j = o que implica em

[H, Jﬂ ~ 0. (3.23)

Definindo os operadores de momentum angular como sendo

N

Jo = % . (3.24)

=1
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onde os 0,’s sao as matrizes de pauli, e J4 = J, £ iJ,.

Além disso podemos definir o operador de paridade II dado por
I = ein(bTbJrJerj) 7 (3'25)

tal que

[H, H] — 0, (3.26)

Esta simetria é quebrada em uma certa temperatura critica, como mostraremos mais a
frente, originando uma transicao de fase de segunda ordem. Como discutimos anterior-
mente, as matrizes %, 0T e 0~ obedecem as relacoes de comutacao usuais de momento
angular.

Vamos definir os operadores «, 3, af e 8 como sendo os operadores de criacio e
aniquilacao fermionicos respectivamente. Também podemos definir a combinacao linear

ot and o~

dos operadores de Fermi, afa — 813, af e finalmente 5. Note que o
obedecem as mesmas relagoes de comutacao que as apresentadas acima para a combinagao

bilinear de operadores de Fermi. Isso nos sugere entao que podemos trocar as matrizes o

do modelo de Dicke por combinacaoes bilineares de operadores de Fermi.

0%y — (aloi — B18:) (3.27)
O'(Jg.) — Al (3.28)

e finalmente

)

05 — Blas. (3.29)
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De agora em diante usaremos a notacao usual ao invés da notacao enfatizando o produto
tensorial do espago de Hilbert total do sistema. Com as substitui¢oes que definimos nas
equagoes (3.27), (3.28) e (3.29), a Hamiltoniana do modelo de Dicke fermionico pode ser

escrita como sendo

N N

Hp = wo bb + %Z(ajai - 4i6;) + \/LN > (vislai+algin). (330
=1

=1

Note que na equagao (3.30) estamos adotando a ”rotating-wave approximation”. A Ha-
miltoniana de interagao entre um modo do campo bosonico quantizado e os N qubits sem

assumir a "rotating-wave approximation”¢é dada por

LS (01 ) (o o). o

Esta Hamiltoniana de interacao inclui 4 tipos de processos correspondentes a absor¢ao ou
emissao de quanta do campo com a transi¢ao dos qubits do estado fundamental (excitado)
para o estado excitado (fundamental). Sendo assim, a Hamiltoniana de interacao inclui
também processos virtuais ou contribuicoes das flutuagoes do vacuo.

Uma generalizagao possivel para a equagdo (3.31) é introduzir duas constantes de
acoplamento distintas, a primeira associada aos termos ressonantes (processos reais) e
a outra associada aos termos anti-ressonantes (processos virtuais). A vantagem desde
método é a possibilidade de identificar as contribuicoes dos processos virtuais e reais na
formacao do condensado bosonico.

Depois desta discussao, vamos agora analisar o espaco de Hilbert para o modelo de

Dicke fermionico. O espaco de Hilbert fermionico para cada atomo é quadridimensional.
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O espago de Hilbert para o i-ésimo atomo é gerado pelos seguintes vetores de base. O

primeiro deles é o estado de vacuo
o =10,0);. (3.32)

Podemos definir mais dois vetores aplicando os operadores 04;-[ e ﬁj no estado de vacuo,

ou seja, a}qﬁo e ﬁjqﬁo. Com isso temos

all0,0); = |1,0); (3.33)
and

B110,0); = 0, 1);. (3.34)

Finalmente, a combinacio bilinear dos operadores de Fermi (a!3!) atuando no estado de
VACUO0 Nos gera

alpl]0,0); = 1,1);. (3.35)

Os vetores | 1,0); and |0, 1); geram um subspago bi-dimensional, no qual é caracterizado

pelas seguintes condigoes com a combinagao bilinear de operadores de Fermi

(0‘;[0% + 5351') 10,1); =10,1); (3.36)

(alas+616:)11,00 = 11,0):. (3.37)

Definimos N; = (oz;rozi —I—ﬁj B;) como operador de nimero fermionico que atua no espago

de Hilbert correspondente ao i-ésimo atomo. Com o espaco de Hilbert quadridimensional
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podemos construir um espaco de Hilbert fisico e um espaco nao fisico gerados respectiva-

mente pelos vetores | ¥); e | ®);. Com isso temos

ct0,1); + 5| 1,0); = | ¥); (3.38)

di0,0); +d5]1,1); = | ®);. (3.39)
Em seguida iremos obter a formula que conecta a funcao de particao do modelo de

Dicke de spin com o modelo de Dicke fermionico. Usando a definicao do operador ntimero

fermionico para todos os qubits, e que N; = (agai + ﬁj B;) nés temos entao que

N=N;+> N;. (3.40)
J#i

Desde que o operador nimero e a Hamiltiniana comutem e usando a mesma notacao

temos que
Hp=H;+ Y H;. (3.41)
J#i
Usando o fato que
H;|0,0); = H;|1,1); =0, (3.42)
temos que
H;| ®); =0, (3.43)

onde | ®); é o vetor de estado geral no subespaco nao-fisico do i-ésimo qubit. O trago

sobre os estados nao-fisicos do i-ésimo qubit vai a zero. Com isso temos

A exp[—B(H; + 3 H; + %Nm 3), = (3.44)
J#i
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AP |exp[—B(H; + > Hj) + %(NZ-+ZNj)]|(I>>Z- —0. (3.45)
j#i j#i

Sendo assim

Trexp|—0B(Hp + %N)] = (—i)NTrphys exp[—BHp] = (—=i)NTrexp[—BH,], (3.46)

e podemos apresentar a relagao entre a funcao de particao do modelo de Dicke de spin e

o modelo de Dicke fermionico.

Tr exp [-BH,] = i"Tr exp[(—BHp + %N)] : (3.47)

De acordo com a equagao (3.47), podemos usar a Hamiltoniana fermionica para estudar o

modelo de Dicke de spin adicionando para isso um termo de fase 7 év , ou seja um potencial
quimico p = év . Toda a técnica diagramatica padrao para sistemas fermionicos pode

ser gerada utilizando a representacao de Fourier para as funcoes de Green dada por

1 1
G = - = - —, (3.48)
wp —€—1 iwp—€— 3%

onde wp = %T(n +1/2) é a frequéncia de Matsubara fermionica.

3.3 Integracao funcional para o modelo de Dicke fermidnico

generalizado

Apos essa discussao podemos agora considerar o problema de definir a funcao de particao
para o modelo de Dicke fermionico definida por Zpr. Primeiramente vamos definir o

quociente de duais integrais funcionais, a funcao de particao do modelo de Dicke fermionico
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e a funcao particao para o modelo de Dicke fermionico sem a interacao com o modo do

campo bosonico. Estamos portanto interessados em calcular a seguinte quantidade

Zr _ [ldn] e®
ZFO f[dn] e

(3.49)

onde S é a acao Euclideana o modelo de Dicke fermionico generalizado e S a acao FEucli-
deana livre, sem a interacao entre os N qubits e o modo do campo bosonico quantizado.

Temos entao

N

5= [ ar(v0) go0tr) + 3 (0100) raulr) 4 ) ) = [ drHe(r) 350

i=1

onde Hp é a Hamiltoniana completa para o modelo de Dicke fermionico generalizado.
Note que estamos introduzindo duas constantes de acoplamento, g; e g2, para os termos
ressonantes e anti-ressonantes respectivamente. A Hamiltoniana para o modelo de Dicke

fermionico generalizado é dada por

Hp = wb*(r)b(r) + 3 f}( ) = B (D)) + (351)

=1

Ni( )b(r) + 57 (7 sl ) +

=1

Z ( a; (1) + ai(r) b*(T)ﬂi(T)).

=1

As integrais funcionais na equagao (3.51) sao integrais com respeito a fungdes complexas
b*(1), b(T) e varidveis de Grassmann (1), a;(7), B(7) e Bi(7), desde que estamos
usando as condi¢oes de contorno de equilibrio térmico. As varidveis de integracao na
equacgao (3.49) obedecem as seguintes condigdes de contorno: b(3) = b(0) para os campos

bosonicos e () = —;(0), 5;(3) = —F;(0) para os campos fermiénicos.
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A agao livre do campo bosonico Sy (b) é dada por:

So(b) = /0 ’ dT(b*(T)ag(:) b (7)) (3.52)

Podemos expressar a integral de agao dada pela equacao (3.50) usando a acao livre
dada pela equagao (3.52) mais um termo adicional que pode ser expresso na forma ma-

tricial. Com isso a acao total S é dada por

Jé] N
S = Sy(b) + / dr Z pl (1) M(b*,b) pi(T), (3.53)

0
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onde p é uma matriz coluna em termos dos operadores fermionicos dada por

(3.54)
e a matriz M (b*,b), sem assumir a "rotating-wave approximation”, é dada por
0, + /2 N*1/2<gb*7'+gb7'>
T / (V)72 (9 (1) + 926 (7)
(N)2 (g1b(7) + 920 (7)) 0, — Q2
(3.55)

Esses operadores de campo b(7) e p;(7) podem ser escritos como expansoes de Fourier.

Sendo assim temos

b(r) =72 b(w)e™ (3.56)
e
pi(m) =072 pilp)e™. (3.57)
p
nas equagoes acima w = 2”7” ep= (2"21)” sao reespectivamente as frequéncias de Mat-

subara bosonica e fermionica. Agora podemos reescrever a acao livre dada pela equacao

(3.52) como sendo

So(b) = (iw — wo)b" (w)b(w) (3.58)

w
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e a matriz dada pela equacao (3.50) como sendo

(ip +€2/2)dp4 (NB)~*/2 <91 b*(q —p) + g2b(p — q))

Mpq(b*vb):
(NB)~ 1”( b(p—Q)+gzb*(q—p)) (ip — 2/2)dpq

(3.59)

A razao entre as duas integrais funcionais Z e Z, pode ser expressa por

o)) exp (3w — ol (@) | ldnt exp(zzpz i)

i) exp (32w — )t (@)b(w)) | ldn exp(zzpz My,(0,0) pi(g) )

e as medidas funcionais [dn(b)], [dn(p)] s@o definidas da forma:

Hdb )db* (w (3.61)

= H dpi(p)dp! (p) - (3.62)

Precisamos impor ” cutoffs”sobre as frequéncias de Matsubara bosonica e fermionica dessas
medidas. Este procedimento é necessario para garantir que a convergéncia da razao entre
as duas integrais funcionais dada por Zio No final de tudo, precisamos tomar o limite
desses cutoffs infinitos. As integrais com respeito aos campos fermionicos sao Gaussianas,

podemos protanto integrar sobre essas variaveis de Grassmann. Com este procedimento

temos que

/ exp(ZZ L(0) My (6°.) pla)) = et M (5".b). (3.63)

p,q 1=1
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As mudancas de coordenadas, como mostraremos a seguir, facilitard muito o nosso tra-

balho. Facamos as seguintes mudancas de varidveis:

) — ((”—.))Wb(w) (3.64)

W — W

b (w) — (L)) 1/2b*<w) . (3.65)

(wo — iw
E facil de ver que apdés essas mudancas de varidveis o denominador da equagao (3.60),

passa a ser igual a um.

/[ exp( Z b*(w > ) (3.66)

~ Z .
podemos portanto expressar a razao 7 pela integral

A

7= [l exp (5.50)). (3.67)

onde S.z(b) é a acao efetiva do modo do campo bosénico dada por
Sesp(b) = —wa w) + IndetY (I + A). (3.68)
O determinante da equacao acima é dado por
det(I + A) = det (]\/[*1/2(0, 0)M (b*, b) M2 (0, 0)) (3.69)

e a matriz A é definida da seguinte forma:
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0 B
A — qu — pq
—Cpq O

(3.70)

Na equacao acima as quantidades B,, e C,, sao dadas por
2N b (g b(p— 2\~
B, - (i) (ip+ _) < 916°(=p) , 92b(p—4) ) <Z.q _ _) (371
BN 2 wo—ilg—p) Ve —ilp—q) 2

o) (r-8) ()

+
Agora ao invés de um quociente de duas integrais funcionais temos apenas uma por-

=

[V
SIS

o
7 — . e
Vo —ip—q) o —ila—p) “2) (3.72)

tanto podemos tomar o limite das frequéncias de Matsubara bosonica e fermionica como
infinito sem nenhum problema de divergéncia. Essa é uma boa representacao para obter
a expressao assintética de Zio para um numero bastante grande de qubits (N — 0).

Para obter o comportamento assintético das integrais funcionais podemos utilizar o
método de fase estacionaria. Comegamos considerando uma temperatura critica 7T'. tal
que para 7" > T, temos apenas um ponto de fase estacionaria enquanto para 7' < T
temos um circulo de fase estacionaria.

Podemos investigar primeiramente a convergéncia da integral dada pela equacao (3.67)

usando a desigualdade
1
| det(I + A) | < exp (Re(trA) n §tr(AA‘f)) , (3.73)

onde Re(trA) quer dizer que estamos tomando apenas a parte real de ¢trA. A matriz A

dada pela equacio (3.66). Entao temos que trA=0 e tr(AAT) = tr(BBT) + tr(CCT).
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Com isso, obtemos a seguinte estimativa

— = /[ eXp( Zb* ) + Ntr(BBT) + Ntr(CC'U)

< /[ exp( Zb* (1 - ao(u)))b(w)
+ WZ(b(w)co(w)b(—w) n b*(w)co(w)b*(—w)>) (3.74)

onde ag(w) e co(w) sdao dados respectivamente por

2 2
g1 + 93 1 1
ap(w) = (3.75)
B(wS + w?)1/2 p_zq:w (QT2 + q2)1/2 (QTZ + p2)1/2
e
cow) = 0TI S (3.76)
ﬂ(wo tw ) p—gq=uw (T + q2)1/2 (T + p2>1/2

Notem que no caso do modelo de Dicke generalizado, na representacao fermionica,
obtemos uma integral Gaussiana que mistura as frequéncias positivas com as negativas.

Podemos obter o lado direito da desigualdade da equagao (3.74)

Z£0 < {(1 — as(0) + 200(0)) (1 ~ ag(0) — 200<0))} o

[IoKl — ao(w) + QCo(w)) (1 — ao(w) — QCo(w))} N (3.77)

w

O célculo desta integral esta feita com detalhes no apéndice A.

De maneira similar provada por Popov e Fedotov [19], para o caso da "rotating-wave
approximation”, temos que, 0 < ag(w) + 2co(w) < ao(0) + 2¢¢(0) e ag(0) + 2¢((0) =
O(w?Inw). Entdo se ag + 2¢0(0) < 1, a equagao (3.77) garante a convergéncia de Z%

A condicao a¢(0) + 2¢o(0) = 1 é a equagao para a temperatura de transigao, entao temos
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que
2 Q
a0(0) + 2¢0(0) = % tanh (62 )=1. (3.78)
O inverso da temperatura critica 3. é dado por
4 Qwo
B, = — tanh ! (—) . 3.79
Q (91 + g2)? ( )
Notem que existe uma transigao de fase quantica (7. = 0) quando as constantes de
acoplamento g; e g5 satisfazem a condicao
g1+ g2 = (WOQ)% (3.80)

Para grandes valores de g1 + g2 o sistema entra na fase superradiante.
Podemos obter o comportamento assintotico de Z% para T > T, se fizermos a seguinte
substituicao

det V(I + A) = det ¥(I + BC) — exp <N tr(BC’)) . (3.81)

Essa substituicao pode ser feita e assim podemos estimar o erro se dividirmos todo o

espaco funcional em dois dominios C; e Cy
tr(BC)(BC)' < (4N)™' +— Oy, (3.82)

tr(BC)(BC)T > (4N)™' = O, . (3.83)

Denotando

Ky = det ¥(I + A) — exp (Ntr(BC)) , (3.84)
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para a razao Z%? temos a seguinte identidade

Z% - /[ exp< Zb* +Ntr(BC)> (3.85)
—i—/c [dp(b) KNexp< Zb* >
—i—/c [dp(D) KNexp( Zb* )

A primeira integral da equacao acima é Gaussiana. Vamos defini-la por I,. Um célculo

simples nos fornece

Iy = /[d'r] exp( Z b*( (1 — a(w )) b(w) + (3.86)
) (b(w) (W) b( —w) + b*(w) e(w) b*(— @))

onde a(w) e ¢(w) da equagao acima sao dados por

a(w) = (9%(9 —zw)(;;tii()a + iw)_l) tanh (%) (3.87)
o(w) = <<w% ~ wf;ﬂi(%z - w2)> tanh (%) (3.88)

Para recuperar o resultado obtido por Popov e Fedotov [19] temos apenas que assumir
g2 = 0.
Voltando para o caso geral temos que I, analogamente a integral da equagao (3.74),

¢é dado por
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onde Io(w = 0) é a contribui¢ao do condensado dada por

—1/2
Io(w=0) = [(1 — a(0) + 2c(0)) (1 — a(0) — 2(;(0))] (3.90)
Agora podemos estimar o erro de [, calculando a soma do segundo e terceiro termos da
equacao (3.73) como mostrado no apéndice B. O erro é dado por

%{(1 - (1 + e) <a0(0) - 200(0))> (1 - (1 + e) (ao(O) + 2c0(0)>)} o

-1

I] [(1 = (1+ ¢) (ao(w) - 2co(w))) (1 = (1+ ¢) (ao(w) + 2c0(w))>} (3.91)

w>0

Se temos que T' > T, + 9, d > 0 entao

Z% _ {(1 — a(0) + 20(0)) (1 ~ af0) — 240))} o

I[(1 - o) (1 - ) — ]+ oy 592)

w>0

onde o termo O(N ~1) é estimado como mostra o Apéndice B. Podemos também encontrar

o espectro de excitagao coletiva usando a equagao:

c(w)? — (1 - a(w)) (1 - a(—w)) =0, (3.93)
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e fazendo a continuagao analitica (iw — FE), obtemos a seguinte equagao

4 4
g1 + 95 2 Q
1 = — tanh
{(w% "B Q2 = E2)] an <4TC> *

PO a0 B a0 E) 0 ) ()
4T,

(wo — E) (wo + E)
(3.94)
A equagao acima, para T" = T, admite 2 raizes.
E, =0 (3.95)
e
)2 — )2\ ?
Es = (91(“’0 =7+ g2(wo = ) ) . (3.96)
g1+ g2

O estado de energia zero é o modo de Goldstone. Agora, vamos apresentar a temperatura
critica e o espectro bosonico de excitacoes coletivas do modelo com a ”rotating-wave
approximation”, onde g; # 0 e go = 0. O resultado obtido por Popov e Fedotov é
recuperado, onde a equagao

a(0) = 1 (3.97)

yom(ip) 1 599
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fornece o inverso da temperatura critica, .. Dada por
4 wp§?2
B, = = tanh™! (L) . (3.99)

Neste caso, também existe uma transigao de fase quantica (7. = 0), isto é, uma transicao
de fase quando g; = (wo ) 2. Para g1 grande existe uma fase superradiante. O espectro

bosonico das excitacoes coletivas neste caso é

E =0, (3.100)

E2 = Q—f—u)o. (3101)

E possivel também termos um condensado com superradiancia em um sistema de N qubits
acoplados com um tinico modo do campo bosonico onde apenas processos virtuais contri-
buem. No caso onde consideramos somente os termos anti-ressonantes na Hamiltoniana

de interacao, ou seja, g1 = 0 e go # 0, o inverso da temperatura critica, 3. é dado por

4 QO
B = o tanh ™! (”LQ) . (3.102)

g3

O espectro bosonico das excitagoes coletivas dado por

E =0 (3.103)



CAPITULO 3. METODO FUNCIONAL EM SISTEMAS HAMILTONIANOS o6

Um comentdrio importante a respeito do espectro bosonico das excitagoes coletivas.
Em ambos os casos, usando ou nao a "rotating-wave approximation”, existe uma transicao
de fase. No caso da "rotating-wave approximation”g; # 0 e go = 0, existe um modo de
Goldstone (E = 0). No caso onde consideramos puramente os processos virtuais g; = 0
e go # 0, também existe um modo de Goldstone. A existéncia dos modos de Golstone
e a energia do outro modo foram apresentadas para ambos os casos mencionados acima.
O espectro no caso geral é dado pelo modo de Goldstone e também por um modo de
energia diferente de zero dado pela equacao (3.96). E interessante que obtivemos um
comportamento critico em ambas situagoes (g1 # 0, g2 = 0e g3 = 0, go # 0), onde
o condensado tem modos de Goldstone, com um estado superradiante. Com isso nos
mostramos que é possivel termos condensado com superradiancia em um sistema com
N qubits acoplados com um modo do campo bosonico onde apenas processos virtuais

contribuem.



Capitulo 4

Conclusoes

No presente trabalho primeiramente discutimos Hamiltonianas de interagao entre
campo bosonico e atomos de dois niveis. Estudando o caso onde atomos idénticos de dois
niveis atuam como reservatério (N — o00), investigamos a termodinamica do modelo
de Dicke usando o formalismo de integrais de trajetéria com o método de integracao
funcional. Consideramos a questao de como os termos anti-ressonantes da Hamiltiniana
de interacao contribuem na formacao do condensado com transicao de fase superradiante
no modelo.

Trocando as matrizes de Pauli do modelo por uma combinacao linear de operadores
de Fermi definimos o modelo de Dicke fermionico. Sem assumir a aproximacao de on-
das girantes, com as constantes de acoplamento g; e go para os termos ressonantes e
anti-ressonantes respectivamente, definimos o modelo de Dicke fermionico generalizado.
Estudamos o regime critico deste modelo obtendo a temperatura critica de transicao e

apresentando o espectro bosonico de excitagoes coletivas, para o caso geral (g7 # 0,

57



CAPITULO 4. CONCLUSOES 58

g2 # 0) e também para os casos com (g1 # 0, go = 0) e (91 = 0, go # 0). Nosso
resultado mostra que é possivel termos um condensado com superradiancia em um sis-
tema com N qubits acoplados com um modeo do campo bosonico onde apenas processos
virtuais contribuem.

E importante perceber que a energia do modo nao-Goldstone da equagao (3.101) é sem-
pre maior que a energia do modo nao-Goldstone da equagao (3.104), isto é, no sistema
onde o condensado aparece devido aos propcessos virtuais. Nossa conclusao dos resulta-
dos acima é que ambos 0s processos, reais e virtuais, geram contribuicoes diferentes na
formacao do condensado.

Existem muitas continuacoes diferentes para esse trabalho. A primeira é estudar efeitos
de tamanho finito no modelo de Dicke fermionico generalizado. Parma et al [67] conside-
raram N qubits interagindo com o reservatério supondo que os qubits tem suas posicoes
fixas na presenca de certo comprimento de correlagao, caracteristico do reservatorio. Um
sistema de tamanho finito também pode ter dominios de fronteira com muitos graus de
liberdade, o que faz do problema um caso bastante interessante. Outra possibilidade
é investigar o modelo introduzido por Di Vicenzo, definido pela equagao (3.18) usando
também métodos de integracao funcional. E bem conhecido que este modelo permite
uma solucao analitica e exata e também exibe a destruicao da coeréncia quantica sem
decaimento de populacao.

Finalmente, o modelo definido pela equagao (3.16), com acoplamento entre os N qubits
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e o modo do campo bosonico, caracterizado pela constante de acoplamento dependente
da intensidade da radiagao também pode ser discutido usando as técnicas convencio-
nais de métodos funcionais. A generalizacao deste modelo com a introducao dos termos
anti-ressonantes deve também ser investigado. Uma questao que deve ser ressaltada ¢é a
presenca da transicao de fase quantica e também do comportamento cadtico para N finito,
onde a transicao entre os comportamentos de Poisson e Wigner-Dyson na estatistica do
espacamento das energias ocorre. A questao que foi discutida na literatura é com relacao
a funcao de distribuigao do espacamento entre as auto-energias adjacentes em um nimero
grande de sistemas. Para sistemas onde a dinamica classica é integravel, um compor-
tamento que obedeca a estatistica de Poisson da distribuicao dos espacamentos entre os
niveis de energia dos vizinhos mais proximos é esperado, isto é a regra do espacamento
para niveis aleatérios. Algums sistemas, as auto-energias nao seguem a lei de Poisson,
porém comportam-se como auto-valores de uma matriz randomica com os elementos de

matriz de acordo com o ensemble adequado.



Capitulo 5

Apeéendice

5.1 Apéndice A

Neste apéndice mostraremos como obtivemos o resultado do primeiro termo do lado direito

da equagao (3.74). A integral [, é dada por

Iy = /[dn exp( Z b*( (1 — ag(w )) b(w) + (5.1)
) <b(w)co(w) b(—w) + b*(w) co(w)b*(— w))) .

Separando o termo de frequéncia w = 0 dos demais termos, é facil verificar que a integral

1, pode ser reescrita como sendo

I = Io(w = /Hdb ) db(w exp( 3 b (1—ao(w)>b(w))+ (5.2)

w>0

w>0

60
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onde Io(w = 0) é dada por

I(w = 0) = /db*(o) db(0) exp(—wb*(()) (1 . a0(0)> b(0) +
—|—7r<b(0)co(()) b(0) + b*(O)co(O)b*(0)> > . (5.3)

Facamos as seguintes trocas de variaveis:

b(0) — = :;;y (5.4)
b*(0) — m\;;y (5.5)
Sendo assim, Io(w = 0) pode ser expressa da forma
Bw=0) = 3 [+ ap? exp[ (2D o) (o2 + 02))
{ 1 — a(0) + 2¢0(0 1 ~ ao(0) — 200(0)>] - (5.6)

O que nos resta agora ¢é calcular a integral

/ T db*(w) db( exp< A (1 ~ ao(w ))b(@) + (5.7)

w>0 w>0

/ I b (—w) db exp( X (1 ~ ao(— )) b(—w) +

w>0 w>0

+ 27 Z (b(w)co(w) b(—w) + b*(w)co(w)b*(—w)>> :

w>0

Para facilitar os calculos fagamos as seguintes redefinigoes:
blw) = b*(w), (5.8)

Alw) =1 — a(w), (5.9)
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Z(w) = 2¢(w) b(—w), (5.10)
2(w) = 2¢(w) b (—w) (5.11)
e finalmente
1 - a(~w)
B(w) = i) (5.12)

Desta forma temos que integral da equagao (5.7) pode ser expressa por

:/Hdl_)(w) exp< Ty b(w) )

w>0 w>0

/H %exp(—wZ(?(w)B(w)z(w)) +

w>0

+Ty (E(w)b(w) + z(w)B(w))) (5.13)

w>0

Podemos calcular a segunda integral da equagao (5.13) o que nos fornece

% exp ( 3 bw )) (5.14)

Com isso podemos reescrever I da forma

I = /H dblw ( Y Bw ( B*(@)b(@) (5.15)

w>0 w>0

Novamente, temos uma integral Gaussiana, com isso apds a integracao obtemos

(1 - ;<—w>) <A<w> —1B—1<w>) (5.16)

Fazendo as devidas substituicoes e um pouco de algebra trivial chegamos ao seguinte

resultado:

I=TIyw=0)]] [(1 - a(w)) (1 - a(—w)) - c2(w)1 B (5.17)

w>0
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5.2 Apéndice B

Neste apéndice faremos com detalhes a estimativa da soma das integrais sobre os
dominios C} e Cy da equagao (3.74).

Como mencionamos anteriormente no capitulo 3, usamos o método de fase estacionaria
para poder obter o comportamento assintético da funcao de particao para T > T..

Mostramos portanto que Z% para T > T, é dada por

Z_ /[ Y exp - Zb* b(w) + N tr(BC)) + (5.18)
—1—/0 [dp(b) KNeXp< Zb* >
—1—/0 [dp(D) KNeXp< Zb* )

O terceiro termo do lado direito da equacao (5.19) nao pode exceder a

2/02[ exp( Zb* (1—ao(w)>b(w)+Wz<b(w)co(w)b(—w)+b*(w)co(w)b*(—w)>),

(5.19)

desde que ambos os termos det™ (I 4+ A) e exp ( N tr BC) nao exceddo a

exp (g tr(BBT + CCU) = exp (WZ (ao(w)b*(w)b(w) + co(w)b(w)b(—w) + co(w)b*(w)b*(—w)>) :

w

(5.20)

Portanto podemos estimar a equagao (5.19) usando

8N [dn(D)] tr(BC(BC )exp( Zb* <1 — ap(w )>b(w) +

Co

+ Z(b(w)co(w)b(—w) + b*(w)co(w)b*(—w)>) (5.21)
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onde usamos a condicao (3.72) que define o dominio C'.

Agora vamos estimar o segundo termo do lado direito da equagao (3.74). Temos que

Ky =[]+ ) H M= (em — 1) []e™, (5.22)
onde \; sao os autovalores do operador BC,
X =N Z(ln(l +A) - A) (5.23)

No dominio C'; temos

> 1A |P< trBC(BC)T < (4N) !

i

(5.24)

NN

Portanto todos os | A; | ndo excedem a %, e com isso podemos estimar X da seguinte

forma

—_

| X< N) | Xi]’< NtrBC(BC)T (5.25)

A~ |

Entao temos a seguinte estimativa

(7D anfw)p* (@)h(w)) . (5.26)
leX — 1< e —1 <] X | el < e*NtrBC(BO)'. (5.27)
Isso nos permite estimar a soma do segundo com o terceiro termo do lado direito da
equagao (3.74)
eVAN [ [dn(b)] tr (BC(BC ) (—wz b (w (1 ~ apw ))b(w) +

Cq
+7 3 (bw)eofw)b(—w) + b*<w>co<w)b*<_w)>) .
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+8N/ n(0)] tr (BO(BO)' ) ex ( Zb (1 a0(w) )b(w) +

£ () + P () ) <

< 8N / an(b) tr(BC’(BC’ T) ( Zb (1 a0(w) )b(w) +
£ 2B + e ). G

Usando a seguinte desigualdade

8Ntr(BC(BC)T) < 2Ntr(BTB + CCT)2 <

16

16

- z—Nexp( 5 (a0t (@H) + b)) + )b () )

w
(5.29)
onde € é um numero arbitrario, positivo e muito pequeno.
Sendo assim concluimos que o termo de correcao dado pela soma dos dois tltimos

termos do lado direito da equagao (3.74) é dado por

i?v Kl - (1 + e) (aO(O) - 200(0))> (1 - (1 + e> (aO(O) + 2c0(0)))} o

I1 [(1 - (1 + e) <ag(w) - 2c0(w))) (1 - (1 + e) <ag(w) + 2(;0(@)))} B

w>0

(5.30)
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