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Mudam-se os tempos, mudam-se as vontades,
Muda-se o ser, muda-se a confiang
Todo 0 mundo é composto de mudancg

Tomando sempre novas qualidades.

Continuamente vemos novidades,
Diferentes em tudo da esperanc
Do mal ficam as magoas na lembrang

E do bem, se algum houve, as saudades.

O tempo cobre o chao de verde manto,
Que g coberto foi de neve fria,

E em mim converte em choro o doce canto.

E, afora este mudar-se cada dia,
Outra mudang faz de mor espanto:

Que nao se mudajéomo sa.
Luis de Camés

Tudo o que fag ou medito
Fica sempre na metade.
Querendo, quero o infinito.

Fazendo, nada é verdade.

Que nojo de mim me fica
Ao olhar para o que fa
Minha alma éldica e rica,

E eu sou um mar de sargag-

Um mar onde bbiam lentos
Fragmentos de um mar desab’..
Vontades ou pensamentos?

Nao o sei e sei-o bem.

Fernando Pessoa



Resumo

O obijetivo principal desta tese & investigar a teoria quantica de campos de um campo es-
calar na presercde horizontes de eventos. Mais especificamente no @edpatpo de Rindler,
tanto na assinatura Lorentziana quanto na sua continuacaticanpdira métrica de assinatura
Euclideana. Para a TQC em métrica de assinatura Lorentziana fizemos um pequeno resumo dos
principais resultados e técnicas. No caso das técnicas em assinatura Euclideana, pasa espac
de Rindler, generalizamos dois resultados: o primeiro foi obtido por Christensen eNbiaff [
Phys. B 146(1978)] . O segundo resultado foi a generalizacao de um novo resultado proposto

por Lee Nucl. Phys. B 264(1986)].

Vi



Abstract

In this thesis we investigate scalar field quantum field theory in the presence of event hori-
zons. More specifically in the Rindler's spacetime, in Lorentzian signature metric as well as
in Euclidean signature metric. For a Lorentzian signature metric, we resume the techniques
and results. In the case of Euclidean signature metrics, for the Rindler's Euclidean Space we
generalize two results: the first result was obtained by Christensen and\Dcif [Phys. B 146

(1978)]. The second result was obtained by Lidadl. Phys. B 264(1986)].
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Capitulo 1

Introduc ao: TQC em Espacos Curvos

A teoria quantica de campos (TQC) & a melhor teoria que temos em maos para a descricao
dos processos fundamentais envolvendolpalds elementares. Para uma exposicao bastante
agradivel da historia da TQC at1948 recomenda-se [1].

Nos anos 70, a TQC alcaagm perbdo aureo, coroada com a demonstracao de t'Hooft e
Veltman da renormalizacao das teorias de Yang-Mills, em particular a cromodinamica quantica
(QCD) [2], que descreve a forca nuclear forte. Na mesma época Gross, Pulitzer e Wilczek
descobriram a liberdade assintotica na interacao forte [3, 4].

A principio a quantizagao de um campo é feita em torno de uma edpago dado, o
espag plano de Minkowski. Na e¢ada de 30, quando a TQC ainda estava sendo construida,
formulou-se a chamada eletrodimica semi-@ssica, onde o campo eletromatjob é tratado
como um campo al$sico e estacoplado a uma correntg" = v*1)), obtido através de um
produto de campos fermiiicos ¢/ e ). Ou seja a quantizacio & somente feita sobre os campos
de Fermi.E interessante notar gue os resultados obtidos concordam com os resultados obtidos

na QED [5]. Num contexto envolvendo a gravitacao, pode-se aplicar este método considerando
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gue os campos de matéria sao quantizados sobre umoetgrapo fixo. Justifica-se entao o

nome degravitagdo semi-chssicaou teoria quantica de campos em egacurvos (TQC em
espags curvos). Com este procedimento espera-se que este modelo seja uma boa aproximacao
para uma possivel teoria de gravitacao quantica, pelo menos ao nivel deoy6llagequacao

basica da TQC em espag curvos sex’

G = —81Gp(T,w) (1.1)

Da expresad acima vemos que o valor esperado doud do tensor momento-energia asso-
ciado aos campos de matéria renormaliz&dy,) » age como fonte das equacdes de campo
gravitacional (representado aqui pelo tensor de Einstgjn de forma que vé-se por que
o calculo do valor esperado no vacuo do tensor momento-energia associado aos campos de
matéria (7),,)), € sua renormalizag&o, & de extrema importancia em TQC emassparyos.

Na equacao acim@ g representa a constante gravitacional universal.

Voltando um pouco para traz no tempo a historia da TQC em espagvos comexem
1932, com a investigacao por parte de $dmger da equagcao de onda num universo em ex-
pangio. Na década de 50, Moller, Utyama, DeWitt, entre outros, camaet a publicar, ainda
de forma incipiente trabalhos em TQC em egsacurvos. Posteriormente Parker [7] estuda se
particulas sao criadas pela expansao do universo e chegou a conclusdes interessantdaspart’
sao criadas pelo universo em expamg& 0 conceito de pactila deixa de ser fundamental, pois
depende das isometrias do espaempo.

Em 1972, Fulling mostra que o vacuo associado a um observador uniformemente acelerado
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nao € o mesmoacuo definido por um observador inercial que implementa a quantizacao de
um campo @ssico no espactempo de Minkowski [8]. Desta forma podemos concluir que um
observador acelerado mede peutas no vacuo usual de Minkowski. Vale a pena ressaltar que
as parntulas escalares satisfazem a distribuicao de Bose-Einstein com temperatura diretamente
proporcional a aceleracaoqpria do observador.

Em 1974, Hawking [9, 10], demonstra que buracos negros emitiriam radiacao com temper-
atura bem definida: esta & inversamente proporcional a massa do buraco negro. nBte”
gue este & um sistema instavel do ponto de vista termodinamico[6]: se um buraco negro ab-
sorve radiacao térmica do ambiente, sua massa aumenta e por conseguinte sua temperatura
diminui. Assim o buraco negro diminuiria sua temperatura absorvendo cada vez mais radiacao
termica (observe que o calor esgam é negativo (isto é caractstico de sistemas fisicos auto-
gravitantes) e assim sua massa aumentaria indefinidamente).

Independentemente, Davies [11] e Unruh [12] mostraram que o problema estudado por
Hawking encontra analogia perfeita no caso do probleaesjudado por Fulling. Um obser-
vador acelerado mede uma temperatura proporcional a sua acelera¢ao[11, 12, 13, 14] — este
e o Efeito Unruh-Davies Para tal, Unruh & obrigado a introduzir o que seria um detector de
“particulas”: um atomo de dois niveis, onde se calcula o espectro de poténciesati@awm
aralogo ao teorema de Wiener-Kintchine da aueica estastica. A principal difereng entre
este detector e 0 proposto na Optica quantica por Glaubler e Nussenzsveig € que este nao usa a
aproximacao da onde girante (RWA) e por isso € capaz de medir as flutuacdes do vacuo[15]. En-

tre os principais resultados destes artigos, um ponto que & bastante enfatizado & que os campos
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sao entao as entidades fundamentais e nao asydag{16].

Outra linha historica bastante estudada foi a da renormalizacao do valor esperado do tensor
momento-energia associados a campos. Seu interesse transcende a TQC escespas e
extende-se ao problema da TQC na preaalefronteiras @Ssicas[17]. As principais técnicas
para se obter resultados fisicos[13]: soma de modos, desenvolvido por Parker e Fulling; “point-
splitting”, desenvolvido por deWitt e Davies; Pauli-Villars, desenvolvido por Bernard e Duncan;
regularizacao dimensional, desenvolvido por Duncan e Brown e finalmente a regularizagao por
funcao zeta espectral, desenvolvido por Hawking.

Atualmente, mesmo sem“glamour” de outrora, ainda & uma area de profundo interesse,
principalmente quando aplicado a Cosmologia, termodinamica de buracos negros e em sistemas
gravitacionais fora do equilibricE interessante notar que existentices profundas para esta
aproximacao. Duff sugere [18] que como o campo gravitacional tem estrutura nao abeliana,
a gravitacao entraria de forma nao trivial em qualquer ordem de distancia e tempo, gerando
efeitos quanticos notaveis. Numa outra dire¢cao sabemos qoprdgpiQC quando introduzida
de uma simples interacao ja deixa de ser bem definida do ponto de vista matematico. Um ex-
emplo cHssico &€ o chamado “problema da carga zero de Moscou”[6] que estabalece que a Unica
QED bem definida matematicamente seria a teoria livre. Deixaremos entao esses problemas
matematicos fundamentais e admitiremos que a teoria & correta pelo menos na aproximacao
de um lago. Para uma introdugcao a TQC em egpairvos em variedades com assinatura
Lorentziana consulte [13, 19, 20].

O objetivo principal desta tese € investigar a teoria quantica de campos associada a um
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campo escalar na presenge horizontes de eventos. Mais especificamente no @$papo

de Rindler, tanto na assinatura Lorentziana quanto na sua continuacéicapala métrica de
assinatura Euclideana. Para a TQC em métrica de assinatura Lorentziana fizemos um pequeno
resumo dos principais resultados e técnicas. No caso das técnicas em assinatura Lorentziana,
para espags de Rindler, generalizamos dois resultados (fD&p3): o primeiro foi obtido por
Christensen e Duff [21]. O segundo resultado foi a generalizagao de um novo resultado proposto

por Lee [22].



Capitulo 2

TQC em Espaco de Rindler: Verao

Lorentziana

Neste capulo vamos estudar TQC em espage Rindler na sua veasLorentziana. Comee

remos investigando a solucao de Rindler e depois as técnicas de quantizacao implementadas nos
anos 70. Os principais trabalhos desta época sao o feito por Fulling [8] onde ele demonstra que
é possivel uma quantizagao num espde Rindler; os trabalhos de Davies [11] e Unruh [12]

em dois artigos que demonstram que o estadcade® de Minkowski nao passa de um estado
termico de Rindler com temperatura proporcional a aceleraggwigr(Efeito Unruh-Davies);
finalmente o trabalho de Candelas e Raine [23] que calculam o propagador de Feynman para a

TQC em Rindler.

2.1 Espao-tempo de Rindler

Lembremos de algumas definicdes simples de Relatividade Restrita. Esta se¢ao baseada no

captulo 6 de [24]). A aceleracao ppria € definida como:
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_du
Cdr

a

2.1)

onder & o tempo poprio eu = Z—f € a 4-velocidade do observador. No referencialpio do
observadon = (1,0) entdouu, = 1. Derivando esta relagio com respeite abteremos
entdo queu - « = 0. Nosso problema é obter a linha de universo para um observador com
aceleracao mpria constante, na direcaar. Temos a terceira relacada, = g?. O sistema a

ser resolvido é:

W, — 1 (2.2)
ua, = 0 (2.3)
a'a, = g* (2.4)

Pode-se colalo facilmente na forma:

d 0
L +gu’ (2.5)
dr
d 1
LI +qgu’ (2.6)
dr
A integracao das equac0Oes anteriores definem a seguinte linha de universo:
t=+g 'senlyr 2' = +g 'coshgr (2.7)

gue representam os dois ramos da hipérbole desenhada na figura 2.1.:
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R
J/ N\

Figura 2.1: Linha de universo de um observador uniformemente acelerado com aceleracao

propria+g

Na figura 2.1, as retas = +t sao as asstotas das hipérboles. Fisicamente, o ramo direito
da hipérbole representa um observador que & acelerado constantemente da vélecidade
t = —oo até a velocidade emt = oo. Analogamente, o ramo esquerdo da hipérbole representa
um observador que & desacelerado constantemente da velocefade- —oo até a velocidade

—cemt = oo.

2.1.1 O sistema de coordenadas de Rindler

Ja conhecia-se que o movimento de umaipald relativistica com aceleracaoopria cons-

tanteg & uma hipérbole na década de 30,garim sistema de coordenadas adaptado a esse
observador s6 apareceu na literatura em 1966 num trabalho de Rindler[25], no contexto da
relacao entre esse espagmpo e a solucao exterior de Kruskal, que descreve a maxima ex-
tensao aalitica de um buraco negro de Schwarzschild. As transformacdes de coordenadas de
Rindler d-dimensiondlr, &, 7, ) a partir das coordenadas cartesianas de Minkou$kir*, 7, )

sao:

lembre-se que estamos usande 1



CAPITULO 2. TQC EM ESPACO DE RINDLER: VER&O LORENTZIANA 9

" =¢senhr o' =¢cosht 2" =2 (i=2,---,d—1) (2.8)

Facilmente chegamos ao elemento de linha:

ds? = £2d7% — d¢? — di (2.9)

Apesar do sistema de coordenadas de Rindler ndao estar definido globalmente & possivel
encontrar outrasés transformacgoes para cobrir todo o egpgnpo de Minkowski, em outras

palavras sao necem®0s quatro sistemas de coordenadas, representados na figura 2.2.

Milne F
t = cosht
x = &lsenht
Rindler L Rindler R
t=-Esenht t = £8éfiht

x =-fcosht ~ t =fcosht.  x=Ecosht
x = -£senht

Milhe P

Figura 2.2: O espagde Minkowski dividido em 4 sistemas de coordenadas (as coordenadas
triviais sao omitidas)

O vetor B = 0, € vetor de Killing do tipo-tempo na métrica de Rindler. Em coordenadas
de Minkowski temosB = z'9, + z°9;, que & um gerador de “boosts’no espaempo de

Minkowski. Para relacionar este espa@ solucao obtida anteriormente, observemos que a
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E=const. £=01=co

T=const.

T=const.

& = const.

E=01= — o

Figura 2.3: A estrutura do sistema de coordenadas de Milne e Rindler

equacao do fluxo gerado pelo vetor de Killing tipo-terhpo

dz" i
I B*(x(X)) (2.10)

Seja¢ = g~! = const, ¥, = const. Obtemos que o tempooprio 7 relaciona-se com o

tempo de Rindler = gn e a linha de universo pode ser obtida como na sec¢ao anterior:

1) = gsenmgm £(n) = écosh(gn) (2.11)

Isto &€ exatamente a linha de universo de um observador com aceleraghi@ pr” Da

equacao (2.10) temos:

dat

a7

dx

&y 2.12

2)\ & 0 parametro do fluxo
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Pela semelham@ccom o sistema (2.5) temos= 7 = gn.

Antes de passarmos a construcao da TQC em espde Rindler, fagmos um aalogo a
construcao de Kruskal[26, 27]. A pergunta de Kruskal & se & possivel exibirmos um sistema
de coordenadas que pode ser extendi@onatla regiao Rindler-R. Mostra-se que & possivel.

Comecemos com a obtencao das geicHs nulas em Rindler (suponhamigs= const), assim:

N R (2.13)

onde o ponto indica derivada com respeito acapaafro afim da geasica. Integrando a

eqguacao acima obteremos que:

7 = +1n¢ + constante (2.14)

onde o sinal mais indica geesiicas “outgoing® enquanto o sinal menos referem-se as “ingo-

ing”*. As coordenadas nulds, v) sao definidas como:

u = 7—1In¢& (2.15)

v = T4+1Iné (2.16)

cujo dominio é—oco < u < 0o € —00 < v < 00.

O sistema de coordenadas obtido é:

3A traducao para o portugu@s seria que saem, divergentes.
4Aquelas que entram, convergentes.
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ds? = " “dudv (2.17)

Porém aregiao coberta ainda € Rindler-R. Ema@désta limitacao, busquemos um sistema
de coordenadas associado ao esgig;Rindler que possa ser “extendidogmlé = 0[27]. Nao
sed feita aqui esta demonstracao, por economia de espags essas coordenadas existem e

sao dadas por:

U = —e (2.18)

Vo= ¢ (2.19)

A métrica de Rindler nesse sistema de coordenadas fica

ds? = dUdV (2.20)

A solucao correspondente ao quadrante Rindler{R & 0 e VV > 0, porém nao existe
nenhuma singularidade eth = V' = 0, logo poderemos expandir esse esppara quaisquer
valores delU e V. Definindo agorad/ = = +t eV = t — x obtemos que esse sistema de

coordenadas extendido & o espae Minkowski.

2.2 Teoria quantica de campos em espacos de Rindler

Nosso objetivo sera construcao de uma teoria de campos no esgadrindler. A primeira

pergunta que devemos fazer-nos é: Existe uma teoria quantica de campos numa variedade in-
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completd? Esta pergunta é respondida afirmativamente numa forma um pouco mais formal por
Candelas e Raine [23], pami Fulling num procedimento mais direto obtém a quantizagao para
um espag de Rindler [8]. Este &€ um espa{nteressante para conag(nos pois embora seja
plano, pelo pringdio da Equiva¢hcia aceleracao € equivalente a gravidade, ele ainda apresenta
horizonte de eventos (asgotas da hipérboles) e conhecemos a TQC no esgagviinkowski

gue cobre toda a variedade inclusive a regiao Rindler-R. Queremos ao final desta secao mostrar
gue um observador acelerado mede um espectro térmicd tpraporcional a sua aceleracao
propriag. Este & o efeito Unruh-Davies. Comecaremos com o esquema proposto por Fulling
[8], depois introduziremos a construcao formal de Unruh [12] e de P. C. W. Davies [11], cujo
meérito & utilizar fielmente o método de S. W. Hawking para a obtencao da temperatura de bu-
racos negros [9, 10, 28]. Por fim introduziremos a no¢ao de detector deutastchamado de

detector de Unruh-deWitt.

2.2.1 A constru@o de Fulling

O método de Fulling € um método bem direto. O espRipdler-R é globalmente hipesbco
e sua super€ies de CaucHysao aquelas de = constante (Veja figura 2.3). Primeiramente
deveremos obter os modos normais da equacao de Klein-Gordon associada a métrica (2.9). Ela

€ extremamente&fil de ser obtida:

SDiz-se que uma variedade & incompleta quando for impossivel fazer uma descricao global da mesma por um

Unico sistema de coordenadas
5Uma superficie & dita de Chachy se dados os valores do caregt®e seu momento canonicamente conjugado

m em todo ponto desta superficie, consegue-se pela solu¢ao da equacao de campo obter os respectivos valores do

campo e de seu momento canonicamente conjugado em qualquer instante de tempo
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O+m*)e=0

03 2 a& 2 2 i
(? - ag - z - az +m ) 90(7_7 Sv xJ_) = 0. (221)

Usando
p(r.&,2) =T(n)X () [ X1 (),
2

obtemos, pelo método da separacao deavais, as seguintes equacdes

d2
IO iy
dQXi % . ) )
% — X () (2.23)
d? 1d w?
(e gae v )Xo = o (220

ondey = \/lgi +m?2. As duas primeiras equacdes tem solucao imediata e dao os modos
T(t) = e e X' (') = ¢'¥1*% . A novidade encontra-se na equagao (2.24). Esta equago
é satisfeita pela chamada funcao de MacDonald, denotad& porA segunda solucao desta
equacao é representada dgr, s6 que esta € descartada por divergir no infinito. Os modos

nao-normalizados podem ser escritos como:

Ug = Kw(,uf)e“;l'ﬁe_’w (2.25)
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A normalizacao destes modos & feita em [8, 22]. Existem duas formas de normalizar o con-
junto completo acima descrito. A outra forma & usada por Svaiter [19] e Takagi [29]. Utilizando

a primeira forma o modo normalizado é:

= Y2SEMIY) pe (g)eftsemion (2.26)

u = -
kLw 7r(27r)¥
O campo pode entao ser escrito [8] em funcao dos operadores de cb@gépe(aniquilagéo
15w

(bz, ) de cada modé ,, w como:

, o 1
2 _ d—2 . . * ‘I’
o(r,€,2") = /0 dw/d l{:Lm{ukbwbkbw + ulgl’wbgw} (2.27)

O estado deac€uo & aquele em que:

bi, W0, F) =0 Vi, w (2.28)

Este &€ o acuo de Fulling, também conhecido cormaxuo de Rindlef0, R). Para métricas

esHticas, 0 momento canonicamente conjugado ao campo é

- = /—qq"9 2.29
U B L (2.29)

Para espatde Rindler temos:
w(1,§, %)) = ?&w = E&(p (2.30)

Usando (2.27), obtemos que o0 momento canonicamente conjugado é:
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d
(7‘ 5 J}J_ 5 / w W dd 2 wEl(g) (e—zwr Wk - mlb i _esze—ZkL :BLbT ) (2 31)

onde(, i (§,71) = 7”“’5”"2’“’)%(”5). Observemos que as hipersupgdsT =0 et =0

7'('(271’)%_

coincidem em Rindler-R, permitindo entao comparar estes modos com os modos de Minkowski

e assim calcular os coeficientes de Bogoliubov. Temos entao-par@

n(0.6,7) = & / dw\f / 2, 7, kbwk — emhraLpt k) (2.32)

Usando a condi¢ao de normalizacao:

/ dg/ d*2F ¢, 7 ()G, (O FFITe = 5w — )3k — F,) (2.33)

e notando que ; (£) = ¢, i (§), pode-se “inverter'as equacdes (2.27) e (2.32) chegando

entao a express:

(e [ % [ enca ot e

\f / d¢ / d?Z ¢, 5 (€) —ZEL'fLw(o,g,@)} (2.34)

A quantizacao no espage Minkowski & a usual entao sb colocaremos os resultados:

(I)(O,JJ,SL’J_ / 44 2/{3 { ik sz auakk _'_e—zkxe—zlgLfLa;El} (235)
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ondef? = \/Ei -+ m?2. Observe que como as supeifst = 0 e 7 = 0 coincidem esta também

€ uma expare® valida para o campo em Rindler-R, assim (note que enl, = = ), entao:

0(0,&,71) / 42k, {6lk£62kl'5lak71‘€‘l + 6_’%6_’“'@&;&} (2.36)

Ja o momento canonicamente conjugado é:

11(0,€,71) / [i& /dd 2k zk§ zklmla oEL _ ke iR LT T } (2.37)

Notemos que 0 momento canonicamente conjugado associado ao dsfRipdler é:

W(O,g,i’l) = % = 8t = H(O,Jf,fj_) (238)

Entao poderemos ter também:

7(0,§,71) _/ k= /dd 2k, ”“ﬁ ekLdig BEL —e—l’ffe—’ﬁrﬁa;h} (2.39)

Poderemos entao substuir (2.36) e (2.39) em (2.34), usando a conhecida identidade:

1 _9 2 7 _ﬂ/ f = =
W/dd 27 et kKT — 5k — k) (2.40)

e isto permite-nos eliminar a mtegral ém. Obtemos entao:
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b7 = / dka(w, k)ay, ;. + / dkp(w, k), . (2.41)

onde os coeficientes de Bogoliuba\e 5 sao:

N /OO ke 1jw /8
Oé((,d,]{?) - 2\/% 0 dge Cw,kl(g) 5 9) + w (242)
(2m) %" /OO o 1 |w Q

k) = dée ™ ¢ = === 2.43
/6(01, ) 2\/% 0 56 C‘U,kL (5) g Q w ( )

Estas integrais podem ser feitas [8] o resultado é:
alw k) = ! <Q+k) (2.44)

V211 — e~ 2mw) m
1 Q+E\"

k) = 2.45
Bk) = o ( -~ ) (2.45)

E assim chegamos ao resultado final desta secao:

2 1

|B(w, k)" = (2.46)

27 (e2m — 1)
Vamos analisar este resultado: o vacuo de Minkowski € visto por um observador acelerado

como tendd 3(w, k)|?particulas escalares neutras. Este fator &€ proporcional a distribuigao de

Bose-Einstein e sugere que o vacuo de Minkowski & um estado térmicd’'cem’. Recu-

perando a aceleracaogpria (v — w/g), temos que o &tuo de Minkowski tem temperatura

T=4L

21
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E interessante ressaltar que Fulling, estava interessado em implementar a quantizagio num
espag-tempo para exibir umacuo nao-unitariamente equivalente ao vacuo de Minkowski. Na
refe@ncia [8] ele faz osalculos em duas dimensdes, mas como vemos a generalizagao para
d-dimensdes nao traz dificuldades,que como sao modos idénticos aos de Minkowski, eles

nao entram noalculo dos coeficientes de Bogoliubowv.

2.2.2 Glculo do propagador de Feynman

Este @lculo foi feito em [23] para um campo escalar neutro com massa. A partir de (2.27),

usando a definicao paay™do propagador causal e o fato que

(0, Fla g a' -, [0, F) = (w —w)d(kL — K))

]
W'k

teremos uma expreasTechada para o propagador.

Gr(r,&,7,;,7,8,7)) = ’L/O dw%g‘i?:ﬁ)gw/dd_QEle(ug)Kw(,uf')>< (2.47)

X exp [zla-(il—fl) —2w|7‘—7"|]

Observe que esta Gltima expraesE anatica parak|r — 7| > 0 e J|r — 7| < 0. Para

resolver esta integral usaremos a seguinte identidade:

Kol Kuli€) = 5 [~ are™Koun) (2.48)

—0o0

ondey, = £2+ &7 +2¢¢ cosh \. Fazendas = |7 — 7’|, supondd3u < —, troquemos a ordem

de integracao:
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GF(T, £,71; 7'/7 5/7 f/J_) =

- * dw —w(u—2A) dd_2EJ— Wk (F -7
=1 d\ ; w Senhiﬂw)e W@ + K(](,LL’}/l) (249)

A primeira integral pode ser calculada [30] e seu resultado €é:

< dw —w(u—X) __ —1
/O & sentfrw)e wt=Y = AP (2.50)

Para continuarmos usemos a representacao integrejgey, ).

“dz  [—z P
K = — — — 2.51
o(p1) /o 9. exp { 9 9, ( )
A integral que queremos resolver €é:
A2k, e ey [Tdz —z P

B L [t —— -1 2.52
/ (2m)2° /0 2, P { 2 2 ] (2:52)

usando que? = Ei + m? e invertendo a ordem de integragao

* dz —z  m*y? A2k, —k22 .

/0 5, oXP [7 - } / )2 exp | —5 +aky - (7 — 7)) (2.53)

Para fazermos a integral el deveremos completar o quadrado no argumento da expo-

nencial, obtendo:
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% 4 o 2,2 S =2 -2k A2/ = - 2
/ —ZeXp {—Z _mm A% 2xl) } / d—l2 exp i (]m + Lt 2$l)2)
0 2z 2 2z 273 (2m) 2z o%i
(2.54)

A (ltima integral & uma integral Gaussiana, bastante conhecida, assim

< 4 B 2,2 = N2 5
/ % xp {—Z _mo AEL 1) } ( - 2) (2.55)
0 2z 2 2z 273 2myg

Arrumando os termos da integral em

dz [l (RE@E T mHA) (2 T
haid _- 2.56
[ a7 () (m) T e

— —

2 . s oras ~
Chamandoy, = 7 + (71 — &' )* ez = v, assim a Ultima equagao escreve-se

a—2
00 N —
/ @ my exp gl v+ 1 (2.57)
0 20 \ 27y, 2 v

Usando a tabela de representac0es integrais de funcdes especiais [30] teremos

K,(xz) = %V/OOO exp {%x (t + Z;)} vt (2.58)

ondelargz| < w/4; |argz| = 7/4 e Rv < 1. Comparando os termos teremos que (2.57) pode

ser escrita como:

¥
[\V)

<2m) Kz (my) (2.59)
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Falta fazer a integral ern, que é:

a—2

) " Kaa(my) (2.60)

Gr

o ) (A —u)?+ 72 \ 27,

— [ d\ ( m
O integrando contém polos el= u + 7, € devem estar abaixo do contorno de integracao
para prolongar analiticamenteSa: = 0, deveremos assegurar o contorno ficacima dos

pblos. Somente oqld A = u + 7 contribuira para a integral acima. @lculo do regluo deste

polo & simples e obteremos finalmente:

b d / ! = 2 m 2
GF<T7§7'TJ_;T 7£ 7'I/J_> = % (277_\/%) K;Q( szg) (261)

onde(20)? = €2 + €2 — 2£¢' cosh(r — 7') € a distancia ge@sica do espacde Minkowski em
coordenadas de Rindler.
O propagador (2.61) € justamente o propagador de Feynmann doespitinkoswki em

coordenadas de Rindler. Isto levou Boulware a dizer que as duas quantizacdes sao equivalentes[31].

2.2.3 Um aralogo do efeito Hawking — @lculo de Davies

Apbs os artigos de Hawking sobre a evaporagao de buracos negros[9, 10], surge a hecessidade
de um entendimento do ferrieno em sistemas fisicos mais simples. Davies naemedea T11]
repete em detalhes alculo feito por Hawking s6 que agora &€ um espde Rindler com um

espelho totalmente refletor a distaneida origem do sistema de coordenadas.
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Modos de Rindler sem massa

Agora queremos resolver a equacao de Klein-Gordon para modos sem massa. Comecemos para

dimensaal > 3

Op(7,6,7,.) =0 (2.62)

O procedimento saro padeo, separacao de vaviéis. Isto foi feito na secao anterior, 0s

modos de fregéncia positiva sao::

kaJ_ -

V2w senlirw) K

d—2 w

Y (kpg)ethsdammr (2.63)
A expansido do campo € dada pela exp@sg2.27). Vamos agora obter os modos sem

massa quandd = 2. Uma TQC sem massa em duas dimensdes, tem diversos problemas de

ordem matematica, pois 0s propagadores nao decaem suficienteapiditend infinito[32]. Se

pensarmos em campos como distribuicdes nem todas as funcdes teste podem ser utilizadas[33].

Do ponto de vista fisico, esta TQC é assolada pela pres#mdivergéncias infravermelhas, que

nao podem ser eliminadas pelos processos usuais de renormalizacao. Devido a simplificacdes

matematicas usaremos este modelo.

A equacao ao qual chegamos é:

(02 = €0 — 202) (r,€) =0 (2.64)

Apbs a separacao de vavieis chegamos a:
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O*T (1) = —wT(7) (2.65)
(6202 + €0 +w?) X(§) = 0 (2.66)

cuja solucao é imediata:
u, = e tnd) (2.67)

Efeito Unruh-Davies

Quandor — —oo nbs temos que a expasdo campo pode ser feita como em (2.27) e passa

ater aforma:

/oo p 6zw(7+1n §)aw e—zw(T—Hn §)aT (2 68)
T,§) = w + -~ .
#(7,8) 0 ( V2w Varw )

Vamos estudar o campo no pordy localizado na regiao com — oo. Este ponto tem
grande releancia na solucao de Hawking [9], pois representa um observador em repouso a

distancia infinita do horizonte do buraco negro. O campo pode ser descomposto como:

(7€) = / dw (guby + gL + hucy + hich) (2.69)

ondeg, representa as solucdes que sao refletidas pela parege pava{ — oo e h, Sao
os modos que atravessam o horizonte de evefiagaro que nosso interesseasts modos
gue nao cruzam o horizonte de eventos e sao medido® ei®s operadoreg, e ¢, SA0 0S

operadores de aniquilagao.
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A figura 2.4 representa a situacao fisica usadaabcutd. A linha de universo do espelho é
aretar = a.
O método de Hawking consiste em considerar os modos deérneig puramente positiva

em® como tendo a forma:

G ~ w—1/2ezw(7——1n§) (270)

Deveremos entao “voltar” com esses modos no tempo para —oo, onde nessa regiao
g, hao sea’'um modo de freggncias positivas puras mas sim uma combinacao dedrexgs

positivas e negativas dos modgsda forma:

Jo = / dw' (gt + Bowttl)) (2.71)
0

Um observador er® mede o estado de vacuo adaptado-a —oco como tendo um namero

de partculas proporcional &3, |>. Vamos calcular esse coeficiente de Bogoliubov:

t v

0

V]

&

Espelho N A

Figura 2.4: Situacgao fisica usada rajatilo de Davies
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Observe que as linhasdad5° sao geodsSicas nulas do espatempo de Rindler, logo sao

representadas pela equacao:

¢et™ = constante (2.72)

Pela figura (2.4) a retatera a equacao:

LT =¢ (2.73)

Estas retas sao supeifs de fase constante. Para a limafase seria-w In ¢, que diverge
parac — 0, ou seja no horizonte futurt(*. Introduzindo o tempo avaadov = 7 + In¢,
linhas “ingoing’terao equacad = constante. A difereragde fase entre o Gltimo raio refletido

(linhaw,) e a linhav, permite-nos escrever:

g=¢e" —¢" (2.74)

Note que estamos interessados nos modos que chedarapas serem “refletidos”pelo
espelho localizado em = a. Observe que a posicao do espelho altera drasticamente o valor de
vo. COmo queremos estudar a regife- 0; deve satisfazer a condi¢ao- vy < 1. Obtemos

entao facilmente
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= e% [1 — e”_vo}

~ e”(v—up) (2.75)

O modoy, tera fase—w [vy + In(vy — v)]. Sewv > vy g, Sed nula, os modos “ingo-

ing”atravessad o horizonte de eventos. Assim a formagdanas proximidades dé sed:

w exp (—wlIn(vg —v)) sev < vy

Q

G (2.76)

0 sev > vy

Assim poderemos calcular os coeficientes de Bogoliubov fazendo uma transformada de

Fourier da Gltima equacao com respeito aaeeiv. Encontramos

IT(1 — w)] e™|I(1 —w)|
Q| = BT g = R T W 277
Y A @70

Se nao tigssemos o espelho, todos os modos atravessariam o horizonte futuro e seriam
vistos por um observador el como sendo absorvidos pelo horizonte, 0 mesmo ocorre para
v > vg. Com 0 espelho para< vy, 0 observador interpretagste resultado como se os modos
fossem absorvidos e posteriormente emitidos pelo horizonte. Pode-se mostrar [11] caee a raz”™

entre a taxa de absor¢cao e a de emissao & a mesma de um corpo negro com terﬂbefa}%rura
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Figura 2.5: Diagrama de Penrose do espae Rindler

2.2.4 Correlagio entre os espacos Rindler-R e Rindler-L — ratodo de

Unruh

O método de Unruh pode ser considerado original, pois depende de uma observacao sagaz. Isto
simplifica enormemente osalculos matematicos e possibilita, sem maiores argumentacdes,
identificarmos que a temperatura & proporcional a acelerag@oi@ido observador de Rindler.
Ainda aparece uma correlacao do tipo BCS (Bardeen-Cooper-Schiffer) entre oseRpatier-
R e Rindler-L que sao causalmente desconexos. Ou seja, temos acesso aos emdis al’
horizonte de eventos.

Uma hipersuper€ie der = constante pode ser usada para fazer uma teoria de campo em
Rindler-R. Um campo para um observador de MinkoWsk#o ficad confinado a Rindler-R, e
uma supettie der = constante também & uma supeid de Cauchy para este observador. Para

descrevermos entao o campo precisamos das contibui¢cdes dos modos Rindler-R e Rindler-L. A

“Um observador é dito de Minkowski se ele for inercial.
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expans0 do operador de campo fica escrita como:

o(t,x, T dd 2kl ut) b(Jr + o) ) plIt g ) }
J‘ kJ_ wk:J_ —kJ_ w, k: w,—l%_ w,—l%_
(2.78)

onde os sinai$+) e (—) referem-se aos modos relativos a Rindler-R e Rindler-L. O modos de

frequiéncia positiva sao:

\/WK o )Zlﬂ'fle—“” em Rindler-R

US_];); (1’) _ m(2r) T (279)
i 0 em Rindler-L
" 0 em Rindler-R
u) () = L (2.80)
w,/ﬁ< ) Vo= W) (Se;'ldhlgw) Klw(lug)elki-'xle“” em Rindler-L
(27

A combinacao simples destas solu¢cdes nao constitui uma funcao inteira, pois as solucdes
sao nao andicas nos horizonted{~ e H*. Estes horizontes est"representados na figura
3.1. Unruh estuda o comportamento dessas solu¢d€q eimu equiventemente na superé

V = 0. Para os modos de Minkowski de frggficia positiva temos que

1 -
u(t, o, 7)) = ————e Withrghi @y (2.81)
w2m) =
Nessa hipersupadie fica
1
WU,V =0,7)) = —re “Fehd (2.82)
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Ou seja essa fungao é amiah para3U < 0. Observemos que nos horizontes- 0, entao

precisamos da expaasda funcao de Bessel para valoresqamos a¢ = 0 e temos[29]:

~ T BN
Ko (ug) = 2sentimw)(1 + w) (2) Ftee (2.83)

Note quec™ = "¢ e isto permite-nos escrever os modos em funcao da exponencial dos

tempos retardado e avaadpr + In &, e assim relaciamlos com as coordenadas nulag V.

Usamos tambem que(—1) = 7. Assim, mostra-se que a seguinte combinac¢ao[12, 34]:

€@ _ 1 { (e) —nw, (—€)* }
UWJSL o A/ 1 — 6-27{'0.1 uw,l;l + € uw,—]gL (2'84)

ondee = +, & analfico em todo o espagpara3U < 0 e compartilham pois, da mesma
estrutura que os modos de Minkowski de fiéqcia positiva. Eles compartilham inclusive do

mesmo acuo de Minkowski. Assim o campo descrito por um observador de Minkowski é:

do k - b ()
6(t, 3, 7)) / / L a0 o) O O O O k}
U.) ) ) ’ L

wk:J_ w,k

ondea - |0 M) =0 eb |0 F) = 0. Comparando as duas express para> obtemos:

NOR. 1 © —mop(—ot ]
w kL - /1 _ 6—27rw bw,lgl € bw,—l%l (286)

Agora poderemos verificar a seguinte ex@anglo vacuo de Minkowski em funcao das

“particulas de Fulling-Rindler”.
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w,k
1 € —mwip(—€
Nipr=r b, — € bw,_)gj 0,M) = 0 (2.87)

Obteremos entao:

i w7_,-€»l><—> (2.88)

0. M) =[] Vi—e? Y e "™i™n, ) Pn

W,k My k| =0
Temos entdo uma correlacao do tipo BCS, da teoria da supercondutividade, entreaslgsadéntro
e fora do horizonte. Um argumento interessante sobre isto &€ dado por Unruh e Wald em [35]
e € retomado por Svaiter & Svaiter em [15]. No espde Minkowski nao temos horizontes,
entao os pares criados de panfas e antipartulas (no caso do campo escalar neutro, a mesma
particula) sempre se aniquilam, gon para um observador em Rindler-R, devido a preseoc
horizonte de eventos, elas nao aniquilam-se e uma delas € medida. Assim para um observador

em Rindler-R (Rindler-L), o acuo de Minkowski serum estado com pactilas. De fato:

1
(0, ML b9 0, M) =

,EJ_ e27rw _ 1

(2.89)

O que mostra que o numero de pewtas encontrado possui um espectro termico, como
pode-se ver pela presemda distribuicao de Bose-Einstein a temperagl%tr.a
Finalmente daremos uma demonstracao bastante conclusiva da relacao entre a temperatura

e a aceleracao ppria. Um observador em Rindler-R cormtseus operadores com vaveis
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definidas somente em Rindler-R. A forma geral de um operadat ser”

0O=0" g (2.90)

Assim, poderemos usar as técnicas daanexd estastica de tomar o tragsobre os modos
desconhecidos e obter o resultado. Queremos calcular o valor esperaatuoale” Minkowski
do obseravel O. Portanto,

(0, MO0, M) = 1 =€} (m|{m1]Olna)no)e™ 572

ni,n2
[ee]

= ) _(nlOn)e (1 — e*™)

n=0

= Trop (2.91)

Lo . . (+) . . ~ .
ondep & igual a matriz de densidad&°"» ', e 3 = 27. Reintroduzindo a aceleracaamypria,
conclumos que o wcuo de Minkowski & visto por um observador em Rindler-R como um

estado térmico a temperatufe= ;-. Podemos mostrar facilmente que:

o - 1
H}(;r) — / dw/dd_zlﬁ_ <”w7/¥5¢ + 5) w (2.92)
0

Maiores detalhes sobre esta conclusaaesth [36, 37, 38].

8a razao & que um operador em geral & definido sobre qualquer hipersuperficiecmstante, assim ele
compreendera uma parte que age somente em Rindler-R e Rindler-L. Um observador de Rindler-R nao pode
descrever processos a principio queaestausalmente desconexos dele (em especial em Rindler-L). Logo seu

operador e agira sobre Rindler-R, dai a razao do operador identidade em Rindler-L
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2.2.5 Detectores de partulas

Unruh estuda o que seria a natureza dasi@das de Fulling-Rindler. Para isto introduz o
conceito de detector de partila. Dois modelos sao investigados: O primeiro seria uma caixa
contendo uma padula no estado fundamental, o detector percebe umepktse aps um
dado tempo a pardula da caixa eatem outro estado. Um modelo mais real € feito. Uma caixa
com um campo escalar interagindo com um outro campo escafaircom massa. Assim o
detector mede um quantum dese o campa) &€ encontrado em algum outro estadoaen”
fundamental [12].

Ele chegou a duas conclusoes:

e O detector de partulas id reagir a modos com fregncia positiva em relacao ao tempo

proprio do detector.

e O processo de deteccao de um quantum de campo pelo detector corresponde tanto ao

processo de absor¢cao como o de emissao de um quantum de campo pelo detector.

Na Ultima concluad aparece um ingrediente novoe &ntao os detectores propostos por
tedricos de Optica quantica, propostos por Glauber e Nussenszveig nao consideram 0s processos
de emissao de um quanta de campo pelo detector com sua posterior excitagao. Isto ocorre pois
eles usam a aproximacao da onda girante (RWA). E & exatamente este processa @gue far”
diferen@ na medida das flutuacdes dacuo.

deWitt aprimora o detector de Unruh. Comstnim sistema athico pontual de dois niveis

interagindo com o campo escalar pelo termo de intera¢ao[39]:
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Line = cym(7)(x(7)) (2.93)

ondem(7) & o operador de monopoloa€r) & a linha de universo do detector parametrizada
pelo tempo poprio. A construgao feita aqui segue fielmente [15, 13]. O espacHilbert do

sistema campo + detector &

H="Hp+Hr (2.94)

e a Hamiltoniana pode ser escrita como

H=Hp+ Hp + Hyy, (2.95)

O estado inicial no qual o sistema & preparadne= |g) ® |¢;) = |g1:). Os autovalores

de Hp sao:

Hplg) = wylg)

Hple) = welg) (2.96)

ondew, e w, Sa0 as energias do atomo no estado fundamental e no estado excitado respectiva-

mente. Usaremos o quadro de interacao e precisamos resolver:

287—|7_> = Hint|7> (297)

i) = U(T,70)|70) (2.98)
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A solucao para isto é feita em cursos de Bliecia Quantica e € obtida pela série de Dyson.

Como a interacao € suposta fraca, s tomaremos a primeira ordem da série de Dyson

U(r,0)=1- Z/OT dr' Hipe (T") (2.99)

A amplitude de probabilidade de transi¢ao do estgade) paralei ) € dada por

Algpiy—lewsy = (eds|U(T,0)|g0)
S / dr' (e lm(r) (e () |gibs)
0

. / A7 (elm(0)lg) (slo(r) ) (2.100)

ondeE = w, — w,. A probabilidade de transi¢ao & entao

Plggiy—es) (1, 0) = [gualUd (7, 0) epy)|? (2.101)

Lembrando-se que podemos decompor o campm funcao de suas partes de fréqgcias
positiva e negativa. Né)ptica Quantica sb usa-se a parte ded@attias positivas, desta forma
forma o detector funciona apenas absorvenda@das. Como no nosso caso estamos levando
em conta tanto as partes de foégcia positiva e negativa, o detector mede as flutuacdes do
vacuo. Particularizando pafa;) = |0, M) temos:

Funcao Resposta

—f—
Bgpiy—levsy = cil{elm(0)]g)[? F(E,7,0) (2.102)
—_——
Seletividade do Detector
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A seletividade do detector & intriseca do mesmo, nao dependendo da sua linha de universo.
Como essa parte € sempre fixa, a funcao resposta adii@a informacao de relevancia. A
funcao resposta sedada pela express(2.103)

GH(a(r),x(1"))

A

F(E,7.0) = /O " /O " e B0 Mo (7))o (7 )]0, M) (2.103)

Aqui temos um aalogo do teorema de Wiener-Kintchine da Macia Estatistica [40]. No

caso mais geral temos:

Tf Tf ! "
F(E,1s,m) :/ dT'/ dr"e BT =T D (e () x (7)) (2.104)

ondeD(z(m")z(7")) = (x|o(x(7")o(x(7"))|x) mede a autocorrelagcdo do campo.
Calcularemos a probabilidade de excitarmos o detector uniformemente acelerado. Nao é

dificil mostrar que [34, 13, 15]

—1

GH(r,&@157,6,71) = , 2.105
(Tng_T ng_) 167‘(‘238[']'%(%) ( )
Aplicando este resultado em (2.103) e obtemos entao:
2 o] N\ |2
2m Jo e — 1

A presena do termo(e*™ — 1)~! sugere que o equilibrio entre o detector uniformemente
acelerado ¢, M) & o mesmo que obtemos com o detector inercial imerso num banho térmico

de temperaturd’ = 5.



CAPITULO 2. TQC EM ESPACO DE RINDLER: VER&O LORENTZIANA 37

Para um detector a tempo finito, sugere-se [15]. Porque a funcao resposta &€ nao-nula? No
interessante artigo [34], um estudo profundo sobre a natureza da medida & feito. No caso de um
detector inercial a resposta € nula pois nao existe emissao estimulada e a emissao espontanea
€ compensada pelo coeficiente de absorcao. Ja num detector acelerado estechalk@ngdo
e neste mesmo artigo & argumentado o por qué desse desbatangm espectro térmico. A

demonstracao deste fato foge do escopo desta tese e adnderda aqui.



Capitulo 3

TQC em Espaco de Rindler: Verao

Euclideana

Neste cafulo iremos descrever os resultados principais desta tese. Primeiramente discutiremos

o espag de Rindler ap$ a rotacao de Wick para o dominio euclideano. A segunda parte

€ composta da discussao do resultado de Christensen e Duff e sua generalizacao no caso do
campo escalar neutro com ou sem massa para dimensao maior que 3. Para um campo em duas
dimensdes teremos problemas matematicos para campos sem massa. A Ultima parte € composta
da apresentacao de um resultado devido a Lee. Ele mostra, para duas dimensdes sem massa,
gue a funcao de Schwinger térmica associada ao esp@aRindler euclideano nao € idéntica a
funcao de Schwinger @ = 0 associada ao espaeuclideano . A proposta fundamental desta

tese & investigar se isso & uma carast&a geral ou se s ocorre neste caso extremamente
patolbgico. Verificamos que este & um resultado particular e explicamos que estes termos novos

encontrados ja existem no espaguclideandR?.

38
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3.1 Espao de Rindler Euclideano

A rotacao de Wick no espagle Rindler nao tem nenhum problema pois o esphgRindler &
estitico. Fagmos entao a rotacao de Wick nos eggage Minkowski e Rindler. O horizonte

de eventos neste Ultimo é aplicado na origem do plano (Figura(3.1)).

] ] T = 120
Minkowski = (3.1)
X ==z
) T =160
Rindler= (3.2)
E=r

A transformacao para o esfpaEuclideano de Rindler s&r”

T =rsinf X =rcosf (3.3)

T = 12°

r = & = constant

Figura 3.1: EspagEuclideano de Rindler
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O novo “horizonte”sea’a linha(0, 0, ¥, ), logo o grupo de homotopia deste espaed nao
trivial. Nao é dificil mostrar que o grupo de homotopiaé= 7.

Uma caractestica interessante deste espéagjue ele mistura os esgagtempo causalmente
disconectados Rindler-R e Rindler-L (basta ver gue/2 < ¢ < w/2 temos Rindler-R e
m/2 < 6§ < 37/2 temos Rindler-L). A correlagao entre esses dois espéica clara. Veja as
refe@ncias [12, 22, 35, 38].

Vemos que teremos periodicidade no tempo imagin@rientao poderemos conectar este
resultado com a condicao KMS. Esperamos que exista uma temperatura assozcié;da 2.

Se estiessemos usando a forma da métrica que contém explicitamente a aceleogré pr’

periodicidade seriar /g entdo terAmos uma temperatura associada %’T

3.2 Generaliza@o do resultado de Christensen & Duff

Christensen e Duff[21] mostram a igualdade entre a funcao de Schwinger térmica associada ao
espag Euclideano de Rindler e a funcao de Schwinger a temperatura zero associada ao espac¢
Euclideano usual. Outras re@rCias nesta mesma linha sao [41, 42, 43].eRoseu alculo
€ bastante particular, embora seu resultado seja geral, comdesgionstrado aqui, e de certa
forma ja &€ esperado.

Sabemos que o espaEuclideano de Rindler tem topologia nao trivial, nesse caso o grupo
de homotopia pode ser associado ao niumero de voltas que onddago redor do defeito
(0,0,Z,). Assim o verdadeiro propagador da teoria & aquele em que somamos sobre todas

as classes de homotopia distintas liastante conhecido da TQC em egsacom topologia
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nao trivial [44]). Mostraremos a seguir que a funcao de Schwinger a temperatura zero para
campos sem massa em quatro dimensdes € proporcional ao quadrado da distancia euclideana
entre os pontos. Christensen e Duff escolhem uma curva particularroadeonstante. Para

r =17/, ¥, = 2’ temos que a distancia euclideana entre os paitosz, ) e (¢',r', 7', ) sed

2 sen{ (9‘29') } entdo a funcao de Schwinger a temperatura zero associado ao Esjgéigeano

é:

1 1
1672 g {(e—Qm}

Oy = (3.4)

Ja a distancia euclideana associada a curva escolhida € o comprimento do arco que une 0s
pontos(d,r,z, ) e (¢',+', 2", ), assim a fun¢ao de Schwinger a temperatura zero associada ao

espag euclideano de Rindler é:

S
IR = 00y (3:3)
Para relacionar estes resultados, usemos a conhecida identidade [30]:
b i (2 + 27n) 2 (3.6)
dsert {3} |
Vé-se entao que:
M= > 100"+ 2mn] (3.7)

n=—oo
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Por sua vez, o lado direito da Gltima equacao & o propagador de Schwinger a temperatura

[ = 2 associado ao espaeuclideano de Rindler. Assim obtém-se o resultado:

G =97 (3.8)
3.2.1 Generaliza@o para campos com massa

Nossa tarefa sargeneralizar este resultado para campos com massa em qualquer dimensao para
quaisquer dois ponta®,r, 7, ) e (¢, 7', 2", ). Primeiramente note que estamos somando sobre
classes de equivattitia entao para este fim a forma da curva nao interessa, mas sim o nUmero de
voltas dadas ao redor do defeito. Deste modo, a forma da curva que liga dois pontos quaisquer

e irrelevante. A periodicidadeZr logo calcularemos:

o — Z Gy (s+2mn,r, 2., v, 7)) (3.9)

n=—oo

ondes = # — ¢'. A fungao de Schwinger a temperatura zero é [33]:

- Ll TV TL) oy (-, o) (3.10)

— /
Q?(S,T,:ﬁ_,r,xl 2(,0,/

Os modos), (r, ¥, ) sdo aqueles obtidos anteriormente:

/2w sentirw) " L7 (3.11)

7r(27r)% wlir)e

Q/)l/(r) fJ_) -

Entao
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o [ dw2wseniiTw) T _ay
2T 2 d—2 1k | (2 T wl|s+2mn
Ok = /d & 0 2w w2(2m)d-2 Ko (pr) K () e+ 1 =7 e | (312

ComoK,,(ur) é real e vai a zero muito rapidamente (tanto quanto uma exponencial decres-
cente) em — oo. Pela presergzda exponencial decrescente temos que o integrando converge
uniformemente, entao podemos “passar’o somatorio para dentro da integral. Usando a identi-

dade a seguir, fazemos a soma:

- 1 e
—wls+2mn|  _ —wls]
Z € o (1+62ww_1>e _'_627&)_]_

- cosh(w(m — [s]))

senfirw) (3.13)

temos que a integral a ser resolvidaaser”

— o0 du) e = =/
o / 4%k, /0 WKW(w)%(w’)e”“'“”xﬂcosh(w(w—|s|>> (3.14)

)

A integral na vam@velw pode ser feita atras da 6rmula [30]

/OO dx K, (a) K, (b) cosh [(m — ¢)x] = gKO <\/a2 + b2 — 2ab cos gb) (3.15)
0

Teremos, aps fazer a integral eno:

27 dd_zla- ki (F -7
R — WKO(M%)e + (3.16)
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ondey? = r? + 12 — 2rr'cos(s). Esta integral & feita em [23], seu resultado é:

a—2

dd—QEJ_ -, m 2
7[{ Zk}l'(xj__xl) — - K _ 3.17
[ eyt () Kt @0

ondep® = 7% + (. — @)% ou seja, & a distancia euclideana entre os pofftos 7, ) e
(0',r', 2" ). Assim chegamos ao resultado:

d—2

o _ L MmN _ oo
R = 9~ 27 K% (mp) =Gy (3.18)

o lado direito desta equacao & exatamente a fungao de Schwinger a temperatura zercodo espag
euclideano usual[45]. Assim estjeneralizado o resultado de Christensen e Duff para campos

escalares neutros com massa para2.

3.2.2 Generaliza@o para campos sem massa

Aqui deveremos separar 0s casoside 2 ed > 3.

Casod > 3

Os modos sao:

. v/ 2w seniirw 2
Yu(r,@L) = Q )Kw(ukl)e’ﬂ L (3.19)
m(27) 2

ondek; = \/El ki A obtencao da generalizacao do resultado de Christensen e Duff para
campos sem massale> 3 segue idéntica ao dos campos com massa atj. (3.16), neste caso
nao poderemos usar diretamente o resultado de [23gnpoesolveremos a integral analoga-

mente a refaficia. A integral a ser resolvida é:
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G — i/ dd—2El ohL-(EL—T)) ¢ (k1m1) (3.20)
B or | (2m)d-2 0 ! '
Para resolver a integral deveremos usar a seguinte representacao dafgncao

* dz 1 k2 ~2
Ko(kim) = / e {—5 <z + i—%)} (3.21)

0 z

Substituindo este resultado na eq. (3.20) e invertendo a ordem de integracao teremos:

1 o0 dZ —97 ki (Z -7 1 ]{72 2
o _ 5 | m/dd 2F R @=L oy {_5 <Z+i771)} (3.22)

A integral emk, & gaussiana, para tal “completemos o quadradd?gm

1 [>* dz —z (#, —2))?
20— 72 14 =
L 27r/0 2(2m)4-22 P [ 2 ( i V2 8

i
A2/ = = \2)\ 2
X/ald—%l exp [2_71 (;ﬁ_ w(“—zxﬁ) ] (3.23)
< M

A funcao gaussiana (d-2)-dimensional & inteira entdo poderemos deformar a vontade o con-

torno de integracao e o resultado é:

d—2

1 [~  dz —z (7. —7))? 2zm\ 2
2T L
= | — (1 3.24
"oy 20T Y { 2 ( TR 7 829
Fazendo a substituicdo de \arélv = 2 (1 + %#) teremos:
1

(3.25)
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Assim obteremos o resultado procuradogjie o lado direito nao passa@g [45. Assim
est generalizado o resultado de Christensen e Duff para este caso.

Observe que a funcao de Schwinger diverge para d=2, isaagatido a seguir.

Casod = 2

A teoria quantica de campos em duas dimensdes sem massa tem problemas sérios. No caso do
espap de Minkowski, a teoria &€ assolada pela presetgs divergéncias infravermelhas [32],

além do fato de termos divergéncias nao ingegis no alculo dos propagadores. Na vaos™
euclidiana da TQC, temos problemas também: o propagador de Schwinger &€ naaveitegr’

logo diverge. Isto deve-se ao fato de que a equacao de cangsoaaptacao de Wick & o
Laplaciano no plano. Nao existe funcao de Green que & unicamente determinada pelo fato de
ir a zero no infinito [46]. A melhor coisa que poderemos fazer & obtermos uma quantidade de
interesse mais um termo que & infinito. Istcesetensamente discutido na secao posterior.

O modos de Rindler sao:

Yu(r) = r (3.26)

onde—oo < w < oo. Entao, substituindo estes modos na eq. (3.10) obteremos

T w

g =" /_ Zﬁ(ﬂ gmwler2mn (3.27)

n=-—0o0
A presena da exponencial decrescente torna o integrando uniformemente convergente e

entdo poderemos fazer primeiro 0 somatorio obtendo
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G — /°° dwcosh(w(ﬂ —3)) (i)w (3.28)

oo Amwseniirw) \r/

Esta Gltima integral diverge, pem poderemos relaciada com outra integral feita por Lee

[22]. Este ses’'0 tema da nossagxima secao.

3.3 Generalizando o resultado de Lee

Lee [22] demonstra que a funcao de Schwinger associada acodspelidiano de Rindler é:

Tro27m — w)e(X)v(0 — 0)p(X (')

2T
9 = Tr v(2m)

(3.29)

ondey(X) representa o operador de campo calculadaem0; X = (r, 7, ); v() = e Mz e

Hpy € dado pela expreae?

1
Hp=> (bgwbm - 5) w (3.30)

kL,w

Observe que nesta exprassiao fizemos a integral e sim consideramos o espectro discreto

apesar do fato de nao sé-lo. Isto deve-se ao fato de qiiB;gem espectro continue *#=
pode nao ser de classe de taisto €, pode nao ser somavel. &ora raad entre o numerador

e o denominador cancelam o infinito decorrente, assim a forma utilizaalpustficada.

Deve-se ressaltar que esta primeira parte ja representa uma generalizacao em relacao ao

calculo de Lee, pois ele ja aplica os modos do campo obtidos para 2 dimensdes sem massa.

Come@remos calculando o denominador:
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Tro@2r) = > (ne "5 n)

n

_ Z e27r Z(nEL’w+l/2)w

n

kL,w n

= H %csc(mu) (3.31)

kL,w

onde|n) & autovetor do operader;  com autovalom; . Doravante usaremos a seguinte
convengao para nao sobrecarregar a notagae: > ;.
Pela propriedade ciclica do tra¢emos que o numerador pode ser escrito como(T —

s)e(X)v(s)p(X'), ondes = 0 — #'. E o numerador reduz-se a:

> (nle BT n) (nfip(r)e o () ) (3.32)

n

Assim, usando a expaasdo campo, a funcao de Schwingeraser”

F=> / dx / dx’N% {(n|(ub +wdN)(X)e et + V) (X)n)}  (3.33)

onde mais uma vez introduziremos simplificagdes tipografigasiw fdd‘zlﬁ = [dx,u=

<n‘67(27r75)HR‘n

. . t— ol — ) ani
ug, ,»idem para os operadorés=b;  eb b/ﬂ,w er Troes Os Unicos termos

gue restam na Ultima equacgao sao:

3 / dy / e \/i_w [u(X)a* (XY mfbe o ) + w0 (X )e! (X7) (bl e >0 |n) )

(3.34)
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Usamos estas relagdes:

bg 0y = np ong L1

i _
b Jn) = /g, lng o+ 1)

G_SHR|7L* + 1> = ¢ Eklf_#kl’w”?&ws(nkﬁl_v“’,,+l/2)w e s(nkl,w—’_l—‘rl/z)w

ki ,w |nEL,w+1>
_ - - . 7
G_SHR|77,” o 1> = ¢ Eklj{#kl’w”?&w s(nk’i,w”—‘rl/2)w e_s(ngl'w_1+1/2)w|’n,” o 1>
kL,w kLyw

A funcao de Schwinger fica:

;/dX/dX,Q\/Z—M {“(X)U'*(X/)\/(”El,w +1)(ng  +1)x

1

_ZE”;&E’ w";éw’s(”l?” o TL/2)w" —s(np +3/2)w
x(ng, , + e TH7 i e 1 ng . +1)+

* ! / — — . . _ZE” 2R ,w”#w’s(”g” 7w//+1/2)w”
+u* (X )u'(X') nkbwnklvw,(nkbw lle “FLFFL i X

/
—s(”l}'ﬁ_,w’_l/mw

xe g, 0 — 1)} (3.35)

Como pela condicdo de normalizacag; , + 1|n,;,l o1 = 5k — K )d(w — o),
poderemos entao eliminar uma das integrais e conseguindo (renomeamasval vatidav”

porw’, também para nao carregar tipograficamente o texto) :

F - L/ e / s(nygr / w’ —s(ns- w
> / e TR L D L0 (g 4 1) R

(X )u(X g e el 2)“’} (3.36)

1,Ww
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Note que o denominador deé:

~Cm8) S 4, o g F LD (g 12D g 1/ (3.37)

Usando este resultado a funcao de Schwinger. ser”

3 AX T 8, o SO D T i g S0 /2
— ) 2wTr v(27r

- -~ - /
e Zkl#kl’“’/¢w 27r(nk/rw/+1/2)w e—27r(nEl7w+1/2)wes(nzl’w+1/2)w

{u(X)u*(X')(n,;w +1)e R (X (X ng, e e }(3 38)

Simplificando esta expressobteremos:

Z/ dx e_ZEl#EL7W,¢W QW(ngi’w,+1/2)w’e—27r(nEl7w+1/2)w
— ) 2wTrv(2n)

x {u(X)u*(X')(n,;w F1)e 4 u*(X)u(X')n,;wesw} (3.39)

Antes de fazermos o somatorio em cabe um comentario: a funcao de Schwinger é

simétrica entao poderemos trocarpor X’ no Gltimo termo. Entao:

dXU /) > LR W 27r(n ,+1/2)w —2r(ny  w
Low'Fw B w/ s
Z / 2wTr v(2m) © - € B

x{ (g, + DemCH 4o el (3.40)
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As somas em: sao faceis de serem realizadas pois sao somas de séries geométricas:

—an 1
zn: ¢ T 1-—evo
Zn:ne—an _ _aazn:e—om _ (1_67&)2

Note também que:

- SRt 2m(ng ’w,+1/2)w’ _ 1 / 3.41
zn: e Tk 1 H 5 cse(mw’) (3.41)

K AR ' #w

Fazendo uso destes Ultimos resultados, a forma quase final da funcao de Schwinger ser’

dXU(X)U*(X/) 1 , 6—(7r+s)w 6(8—7r)w6—27rw

5 3.42

/ 2wTrv(2mr) H 2 cse(m) (1 — e?mw)2 * (1 — e?mw)? (3.42)
R AR L'

O termo entre chaves nao passa de:

6—(3—7r)w + e(s—w)w

(67rw _ 6—7rw)2

(3.43)

Usando a equacao (3.31) teremos finalmente que a funcao de Schwinger & (note o cancela-
mento dos produtorios, justificando a postura de considerar temporariamente 0os modos como

discretos):

o) — * (. 7 .
| gi=2f, O TV, T)) cosh (T — ) (3.44)
; 2w senlirw)
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Basta que agora coloquemos os modos de acordo com a dimensao desejada e se 0 campo

tem massa ou nao. Repare que:

o0

Z e(s+27rn) _ cosh (ﬂ- B S)U) (345)
senlirw)

n=—oo

Desta relacao fica ainda mais visivel a igualdade entre a prescricao de Lee e a prescricao

usada por Christensen e Duff.

3.3.1 Campo sem masséa = 2

Este caso foi tratado por Lee em seu artigo. Substituindo os modos de Rindler para duas di-

mensdes sem massa (eg. (3.26)) na eq. (3.44) chegaremos a:

o _ /°° dwcosh(w(w —3)) <£/>w (3.46)

oo Amwsenlirw) \r
Que € justamente a eq. (3.28). Esta integral divergegrpdrée [22] consegue obter o

resultado desta integral numa forma regularizada, separada a parte infinita de uma parte
finita:
G = constante- ER + Ly + R 7’ (3.47)
R 2 P 41 4 '

ondep® = r* + v — 2rr' cos(s) € a distancia euclideana entre dois pontos. Voltaremos a

discussao deste resultado na subsecao posterior.
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3.3.2 Campo sem massé > 3

Parad > 3, para campos sem massa, usando 0os modos para campos sem massa dados pela eq.

(3.19), chegaremos a seguinte integral:

— o0 d n = =1
= /dd‘le/ 2<+KW(/QT)KM(/{:Lr/)elh'(“_:‘”L) cosh(w(m —s)) (3.48)
0o T

7T)d_2

Esta é justamente a integral que foi resolvida na generalizacao do método de Christensen e

Duff. Obtemos entao o seguinte resultado:

Gr =g param=0ed>3 (3.49)

3.3.3 Campo com massd > 2

Parad > 2, para campos com massa, usando os modos para campos sem massa dados pela eq.

(3.11), chegaremos a seguinte integral:

—927 > dw N ok (&~
G = /dd 2]{@/ WKM(M’F)KM(MT Yek+ @L=20) cogh(w(m — s)) (3.50)
0

Esta é justamente a integral que foi resolvida na generalizacao do método de Christensen e

Duff. Obtemos entao o seguinte resultado:

=G param #0ed > 2 (3.51)
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3.3.4 Ainterpretacdo de Lee

Para explicar seu resultado, Lee [22] parte dfralo da funcao de Schwinger a temperatura

zero no espagEuclideanolR?), a forma d-dimensional para campo com massa &:

1 _ (=)
v=— [ dk—=——— 3.52
o7 =5 | (352)
ondez = (7, X, %, ). Seu valor & [45]:

—2

o L (m "
Gy = or <27Tp) K% (mp) (3.53)

Para duas dimensdes sem maggadiverge (divergéncia infravermelha), poderemos extrair
um termo interessante do infinito colocando a massa em 2 dimensoes, resolvendo a integral e
depois tomar o limite com massa zero [29, 47].

Comecemos entao com a exp@sgm duas dimensdes com massa que é:

1
Gri = 5 Ko(mp) (3.54)

Usando a forma da fungcao de Macdonald para argumentos pequenos temos:

infinito

RS 1
Gy =— o lim lnm—% Inp (3.55)

7T m—0

Lee entao resolve a integral (3.44), encontrando:

1 1
2w !
G = constante- 5 Inp + g In(rr') (3.56)
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Assim ele identificou os termos semelhantes para afirmar:

I — G 4+ CO(r)+ C(r) (3.57)

ondeC(r) = constante+ -~ In(r). Note que este termo & proporcional a distancia ao hori-
zonte. Portanto ele identificou estes termos extras como sendo provenientes da interacao com
o horizonte. Este & um resultado novo, ja que pelos teoremas de termalizacao [22, 48, 49, 50],
deveramos telG#" = G55. Assim as regras de Feynman mudariam ja que estes termos extras

deveriam ser considerados.

Figura 3.2:G%" escrito comaj$y mais 0s termos extras

Seguindo a aglise de Lee, ele argumenta que estes termos extras sao remanescentes da
situacao onde temos radiacao de corpo negro. Usando este resultado ele mostra que a radiacao
vista pelo observador de Rindler nao seria puramente de corpo negro devido a PiEsese;
“interacao” com o horizonte.

Ele também discute a introdug¢ao de um potenkigh) que poderia conter também a massa.

Da um exemplo picifico sobre como seriam os diagramas de Feynman para axedri€omo

segue-se na figura (3.3).
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T mm 3 1 3
XX - XK X X
1 3 1 3
+
+.2>/\~_X4 ZX ><4
1 3 1 3
+ +
XX+ XX,
Figura 3.3: Exemplo de como seria o diagrama de Feynman para o diagrama peixe
A figura 3.2 mostra como seria a funcao de dois pontos para um observador de Rindler
(linha continua). Ela poderia ser construida a partir da funcao de dois pontos em Minkowski
(linha tracejada) mais termos extras que sao interpretados como provenientes da interagao de
cada ponto com o horizonte de eventos (segundo e terceiro termos). Para mostrar o quanto
isso dificulta os alculos de processos fundamentais, tem-se a figura 3.3 que ilustra como se-
ria o diagrama de Feynman para o diagrama conhecido como peixe. Observe que o0 nUmero
de subgraficos que dewar ser adicionados aumenta consideravelmente. No lado direito, o
primeiro termo representa a o diagrama peixe calculado no esgadinkowski. Os dois
proximos termos, representam que uma das “pernas’dficgre eliminada e cada ponto da

mesma tea’interacdo com o horizonte. Og$rultimos termos representam o processo de-

sconexo de interacao de cada ponto envolvido no processo com o horizonte de eventos.

3.3.5 Discus8ao dos resultados

Em todos os outros casoseri’dos tratados por Lee[22], encontramos o valor espefgte-
G5 Alintegral para o alculo da funcao de Schwinger converge, mas obviamente uma integral

convergente nao pode convergir para dois valores diferentes, assim os termos extras de Lee sao
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ausentes Sua interpretacao como sendo interacao com o horizonte, embora bem interessante,
nao vale mais. Entao, por que ele encontrou termos extras para uma teoria de campo escalar em
duas dimensdes sem massa?

Primeiramente deveremos lembrar-nos de que uma teoria de campo em duas dimensdes sem
massa € probleatica. Para o caso de métrica de assinatura Lorentziana, temos a prdsenc
divergéncias infravermelhas [32]. Quando o propagador de Feynman é calculado, notamos que
existe uma divergéncia nao integel parak = 0 na representacdo dos momentos, @Esmo
no espag tempo de Minkowski. Matematicamente, as func¢des teste nao possuem suporte em
k = 0[33]. Para o tratamento do campo escalar sem massa em duas dimensdes no caso do
espap-tempo com métrica de assinatura Lorentziana sugere-se aneief47].

No caso de métrica de assinatura euclideana, este casogiataiéflete-se no fato de que o
Laplaciano (que & a equacao de movimento rotacionada de Wick do campo) em duas dimensdes
nao tem uma funcao de Green (funcao de Schwinger) que & unicamente determinada por ir a
zero no infinito [33, 46]. Este entao & um problema de teoria do Potencial. Mostraremos que 0s
chamados "termos extras” tambémaespresentes no esgaEuclideandR?.

Argumentacao Ingénua

Partiremos da eq. (3.55), poderemos entao multiplicar a parte infinita por “1”:

_— ) m(rr’)% 1
Mo ‘731noln< () )‘%“‘p
1 1 1 1,
= 5 TEE}) In (m(rr )2) Py Inp+ e In(r) + in In(r’) (3.58)

Ou seja estes termos aparecem na funcao de Schwinger a temperatura zero associada ao
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espag euclideano.

Estes termos extras também aparecem na decomposicaorhieanda solucao fundamental
emIR2[47]. Nesta refeghcia diSessa ainda estuda a solugao do campo escalar para Minkowski
em duas dimensdes esatiesmo neste caso paigico este resultado coincide com um resultado
rigoroso demonstrado por Kay [50] que mostra que para 0 ed = 2, 0 vacuo de Minkowski

pode ser visto como um estado térmico @ewo de Fulling.

3.4 Introduzindo Interagcao — demonstra@o de Unruh-Weiss

Até aqui s6 demonstramos que acuio de Minkowski & visto como um estado térmico para o
esquema de quantizacao de Fulling para um campo escalar neutro livre. No ambito das teorias
axiomaticas, € possivel (e nao & complicado) demonstrar que isto permanece valido mesmo se
introduzirmos interacao [48, 49, 50]. Na refacia [51], Unruh e Weiss dao uma demonstracao
explicita deste fato para teorias Euclideanas, usando o método da Integral derirajetis-
cunharemos o que eles fizeram na refieia citada.

Partindo da acao no espmade Minkowski para o campo escalarcom uma interacao

genérica dada pdr (y):

5= [ ate 007 - 5707 - Vi) (3.59)

Poderemos escrever a acao para Rindler-R.

1

Sn— [ draga’ g {2—52@@)2 — 5(080) — S(Vag) - V(so)} (3.60)
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O momento canonicamente conjugado ao campo é:

(Orp) (3.61)

Portanto, o Hamiltoniano em Rindler-R é:

. mr)? 1 1
o= [ dsating [T 1 L@+ L(vipr 4 Vi) (3.6
Ja temos calculadé/r, entdo vamos obter a funcao de particao associado aoasigac

Rindler-RZ%(3) = Tre=PHxr,

Da refegncia [52] temos que a funcao de particao na sua forma de integral derieaget”

B
R _ - <D | — d—2 =
ZH(B) = Ny [0(6:0):¢(9:5)[d r)[dy] e p{ /0 d@/dfd T X
x {f (““;) + 50 + (Vi) + V(s@)) + mRawH (3.63)

ondeN, &€ uma constante de normalizacao. A integralgne gaussiana entao chegamos a:

B
Z"(3) = Nl/ [dy] exp {—/ d@/d&dd‘Qﬁ X
(0=0)=¢(6=p) 0

e (U + Jower + 3 vor+ Vo)) (364)

ondeN; € a nova constante de normalizacao.dfags entao as seguintes transformacoes:

X =¢&cos T =¢Ese (3.65)
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Isto nos leva a:

2@ f e |- [aaxes (e 5mer via)
(3.66)

Observemos que se= 27 a regiao de integracao seo espag euclideandR?. Entao:

ZR2n) = Ny L oo [dip] exp [— / ddx { <%(vd¢)2 + V(gp)) H (3.67)

A integral dentro da exponencial nao passa de ser a acao euclidiana do campaos%sdalar

espag de Minkowskid-dimensional a temperatura zero. Entao:

7R (2n) = N1/ [dip] exp [~Sg] = ZM (c0) (3.68)
P (0=0)=p(0=5)

Na teoria EuclideanaZ funciona como o gerador das funcdes de Schwinger. Logo as
funcOes de Schwinger de pontos do espacEuclideano de Rindler a temperatufa= %

sao iguais as do espaguclideano d@’ = 0. Particularizando, chegaremos ao resultado ja

encontrado anteriormente apenas para campos livres:

GiT =G (3.69)

Note que isto é alido para campos em interacao e péra 2. Como, nesta demonstracao,
Nao precisamos considerar se 0 campo tem ou NAo0 massa, verificamos a consisténcia do resul-

tado obtido nas duas secOes anteriores.



Capitulo 4

Conclusdes e perspectivas

Primeiramente demonstrou-se a generalizacao do resultado de Christensen e Duff. Depois fez-
se a generalizacao do resultado de Lee, obtendo o resufiagkpgrado por outros meios da
igualdade entre a funcao de Schwinges a 27 ao espag euclideano de Rindler & igual a
funcao de Schwinger do esgaguclideandR a7’ = 0. A principio isto contradiria o resultado
obtido por Lee[22] para um caso particular pagito do campo escalar sem massa em duas
dimensdes. Assim mostra-se que os termos “extras”’encontrados por Lee ja exisiefn em
Deve-se ressaltar que a igualda@fg = G5 ja era um resultado conhecido na literatura,
porém sua obtencao pela generalizacao do método de Christensen e Duff, ainda nao foi feita na
mesma. Apesar do artigo de Lee ter mais de 30 citacOes, todos eles desenvolvem suas idéias com
base no seu teorema e na correlagao do tipo EPR entre os modos dentro e fora do horizonte de
eventos. Sua generalizacao, bem como a explicagcao dos termos “extras”, também & nova. Estes
resultados foram apresentados no XXVI Encontro t&cB de Partulas e Campos, realizado
em Sio-Loureng-MG em Outubro de 2005 [14]. Um artigo sobre o temasetmetido em

breve [53].

61
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Quando ao desenvolvimento desta tese, pelo fato de estudar um asasiotodom énfase

em fundamentos de TQC em EspagCurvos, estas ahsSes feitas aqui tem diversas vertentes:

e Problema da Informacgao e Entropia no Buraco Negro

e TQC nas proximidades do horizonte de eventos — Com o possivel aparecimento de uma

Teoria de Campo Conforme

e Métodos Euclideanos de TQC para o estudo da Quantizacao Estocastica

Os dois primeiros itens esi"em voga atualmente,eatom métodos externos a TQC em
Espags Curvos, como a Teoria de Cordas.
Para finalizar, o autor deste teseaestlaborando com G. Menezes e N. Svaiter no estudo

da implementacao da Quantizacao Estocastica em variedades Riemannianas compactas [54].



Apéendice A

Notagoes e Conceitos Fundamentais

A.1 Notagdes

Considera-se um espatempod-dimensional, comi — 1 dimensodes do tipo espag 1 di-
mensao do tipo tempo.

As derivadas parciais sao denotadas @or= a%- As derivadas covariantes sao escritas
comovV,,.

As coordenadas do esmatempo de Minkowski sao denotadas da forma usual encontrada
em livros de Gravitacaoi{t,x,Z,) e as coordenadas de Rindler sdo denotadas pela d-upla
(1,6,71).

Os simbolos usados na se¢ao 3.4%a0= Zfzz 0,/ V=0x+V,,Vyg=0r+V.

Uma métrica € dita de assinatura Lorentziana se a métrica tem assinatura (+).,4Jma

métrica é dita de assinatura Euclideana se a métrica tem assinatura {;},-,

63
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A.2 TQC em espacos curvos: Aspectos Gerais

Vamos agora analisar os apectos gerais da construcao de uma TQC eosespags. Nossa

discussao sarbaseada no curso de G. W. Gibbons [55]

A.2.1 Construcao do espaco de Hilbert

Esta parte & muito semelhante a da TQC usual. Um estado deve pertencer a algum espac
de Hilbert (denotado pof ou simplesment&{. Um obseravel & um operador auto-adjunto

gue atua sobre o espade Hilbert dos estados. Ron existe uma diferemacfundamental: em

geral um espagtempo curvo nao contém todas as simetrias do esfg@gpo de Minkowski
(representadas no grupo PoirearO interesse por TQC em espage de Sitter deve-se ao

fato de ser o Gnico espagom curvatura nao nula que contém o mesmo numero de vetores de
Killing do espa@ tempo de Minkowski.

Poderemos usar duas prescri¢cdes possiveis para o produto interno:

(f, ) = / 45V "30% f*(2)g () (A1)

esta prescricao para o produto interno & usada em [8, 22]. A prescricao mais comum &[19,

13]:

(f.9) = — /2 45 f ()3 (x)" (A2)

ondedX* = n*d3, en* € a normal direcionada para o futuro na supézfde Cauchy..
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-

E interessante aqui um comentario sobre o chamado “Problema da Representacao”’[56,
57, 6]. Quando fazemos a construcao da TQC ordinaria, cameg impondo as condicdes
cardnicas de comutagao sobre um sistema com um numero finito de graus de liberdade e
depois fazemos a passagem para infinitos graus de liberdade, por um teorema devido a von
Neumann[56], dada uma algebra poderemos ter infinitas representa¢cdes nao unitariamente equiv-
alente$. E interessante notar que istogXiste na TQC ordinaria, pemi & fundamental na TQC
em espags curvos, pois poderemos ter estados de vacuo que nao sao ligados por transformacdes
unitarias, loga estrutura acuoé dependente de observador, ou da represe&magscolhids,

20, 19, 57, 13]. Esta & a base d#ica de von Neumann a técnica da segunda quantizacao[56].

A.2.2 Espacgo-tempo @ssico

Na TQC em espans curvos deveremos ter uma métrica fixa que na realidade depende de

duas aproximacgoes:

e estamos desprezando as flutuacdes do esigggpo, pois temos interesse em processos

em que > [p.

e estamos desprezando os efeitos de contra-rebe&k-feactiof), embora em alguns casos

eles sejam relevantes, como por exemplo, na emissao Hawking.

lUma representacad é dita unitariamente equivalente se ela puder ser obtida de uma outra represéhtacio

pela aplicacadol = UBU !, ondeU & um operador unitario
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A.2.3 Operadores de campo

Formalmente um campo & uma distribuicao que toma valores operataEsafor-valued
distributiong, esta definicao segue-se em TQC em egpairvos, pa@m para nossa alegria
podemos calcular tudo sem que para isto cheguemos neste nivel de rigon éxta definicao

e essencial para um estudo profundo da teoria feito por R. M. Wald, B. S. Kay, S. A. Fulling

[58, 59, 57, 20, 60].

A.2.4 As equa@es de onda

SO temos generalizagdes de equacdes de onda humoesae qualquer para campos de spin
0, % ou 1[55, 58]. Devido a “simplicidade”deatculo, estudaremos somente 0s campos escalares
aqui.

Partindo de uma a¢a® do campo escalar neutro numa variedade curva qualquer[13, 20]:

1
S = / ddx\/—gi {g"'V .oV, — m*p*} (A.3)
M

usando a equacao de Euler-Lagrange pacthegaremos a seguinte expaess”

O+m?)e=0 (A.4)

ondeld = ﬁau(\/—ggway) é o operador de D’Alembert ¢—¢ € a raiz quadrada do deter-
minante da métrica.
Uma pergunta mais matematicagp3e: esta equacao possui um problema de Cauchy bem

posto, isto &, dado o pdrp, ), onder &€ o0 momento canonicamente conjugado ao campo,
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num dado instante de tempg, poderemos saber qual & o valor do par em qualquer instante
posterior ou anterior. A pergunta é respondida afirmativamente se a variedade for globalmente
hiperldlica e orientada temporalmente[61].

Uma variedade & globalmente hipelica se cada hipersupesié do tipo espag for in-
terceptada por uma curva tipo-tempo apenas uma vez. Isto permite a idéia usual newtoniana
de folhear o espactempo por grupo de um pamietrot. De fato estas duas definicdes sao
equivalentes. Maiores detalhes sobre isso encontram-se em [62, 20]. A esta hipariguperf
(d-1)-dimensional d-se o nome dsuperfcie de Cauchy

Poem espags-tempos de importancia nao cumprem a condi¢cao acima como oDgespac
de Anti de Sitter e @def. Ainda se o espagtempo possuir singularidades ou horizontes de
Cauchy condicdes de contorno extras devem ser aplicadas. Para um resumo bem interessante
do método para implementar a TQC em egsagao-globalmente hipesticos recomenda-se a
refeéncia [60]

Sobre 0s campos espinoriais sua existéncia € demonstrada em [63, 64] supondo-se que o

espag tempo € globalmente hipeastico e orientado temporalmente.

A.2.5 Relapes de Comutago

Herdaremos as relacdes de comutacao (ou de anticomutacao) no caso de ledbsooss)'so
gue agora estas estdefinidas sobre superiés de Cauchy. Para um campo escalar (a tempos

iguais):

2este &€ um exemplo problematico por apresentar um horizonte cronologico
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[p(a, ), m(2°, y)] = 16 (x — y) (A.5)
ondeX é a supertie de Cauchy escolhida.

A.2.6 Espacos de Fock

Para tentarmos introduzir uma interpretacao dei@alets devemos entao partir de um espag

de Fock (para bosons) que & definido como o completamentaj6spag:

fO:C@H@<(§2§)H>@<(§)H>--- (A.6)

sym sym

onde®i\;m representa o produto simétrico entredespags de Hilbert de 1 partula’?{. Esta
€ a idéia usual de um sistema de muitos corpos, a funcao de onda para um sistesandeeb”
o produto simétrico das fun¢Bes de onda para cadecpéat’

Até a parece que as coisas astmhuito bem. Pa@m lembremos que a solu¢cao da equacao

de onda (A.4) pode ser escrita como:

o(@) = > {uilw)a; + v (@)al } (A7)

7
entenda que a soma pode virar integral se o indice relacionado ao modo for continuo. Os modos
u; eu’ s&o as solugdes da equag¢hib+ m?)u; = 0. Os operadores, e, s&o respectivamente

os operadores de aniquilacao e criagao. O vacuo é definido por:

30 fato de ser um completamento & apenas uma condighdct, sem relevancia para a maioria dalsalos



APENDICE A. NOTAQOES E CONCEITOS FUNDAMENTAIS 69

al0) =0 Vi (A.8)

De posse desses operadores poderemos ter estados gerados a partir do vacuo:

a 1 ,
‘nkw o nkj> = ( kl) 5 |0> (Ag)

= n;ﬂ!m o

Agora vamos nos perguntar se este & um conceito Gtil. Para isto precisamos entender o

gue sao fregencias positivas e negativas. O produto interno definido em (A.2) nao é positivo
definido. As fregencias positivas sao aqueles em que este produto interno & positivo definido
enquanto nas fregncias negativas o produto interno & negativo definido. Poderemos ainda

definir a normalizacao dos modos como:

(ui (), uj(x)) = =0 (A.10)

Entdo os modogu;(z)} sao identificados como modos de fuégcia positiva € u;(z)}
como de fregéncia negativa. Nunca nos preocupamos com iSSO pois hocesgapo de
Minkowski temos o terme*** nos modos, assim ja temos naturalmente uma estrutura de mo-
dos de fregéncia positiva e negativa, cada um associado ao operador de criagao e aniquilacao.

Num espag tempo geral nem sempre & possivel fazer de forma Unica esta decomposicao. Isso é
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fundamental na estrutura dos vacuos de um buraco negremmRmra espas-tempo estficos
essa decomposicao & natural.
Precisamos entao de @itds para definir os modos de fre&ricia positiva e negativa. Apre-

sentaremos dois deles[19]:

Crit ério de diSessa[47]

Para diSessa & necas® que se faca uma extensao aied do espag-tempo. Neste caso 0s
modos de fregéncia positiva seriam aqueles que anulam-se quando a coordenada temporal tem
limite lim,;_.,, —:f. Isto & uma definicao mais natural se pensarmos que noespapo de

Minkowski, os modos de fragéncia positiva sao proporcionaiga“!.

Crit ério de Sommerfield[66]

C. M. Sommerfield comexdefinindo um operaddp chamado déilatador que funciona como

Hamiltoniano na equacao de Heisenberg, gerando as translacdes temporais no campo:

[p, D] = 10r¢ (A.11)

Ele entao define os modos de fusgcia positiva e negativa se o dilatador implementa uma
translacao temporal positiva ou negativa respectivamente.

Uma aplicacao e discussao interessante (e bemisebs$esses crios para um espag
de Milne encontra-se em [67].

A grande conclusao que chegamos nesta secao € que a definicao de modoséaieifieq”

positiva e negativa e assim definindo o conceito deigag, nao & Unica. Assim depende da
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maneira como construimos nosso espde Fock e pelo teorema de von Neumann eles podem
nao ser unitariamente equivalentes. Logo o conceito decp&té falho, pois depende do

observador[16]. Na secao seguinte esta afirmacaafatara.

A.2.7 Coeficientes de Bogoliubov

Um conjunto ortonormalw;(z),u;(z)} no sentido de (A.10) & dito completo se qualquer

solucaof da equacao de Klein-Gordon puder ser escrita como:

f=amu;+bu; (A.12)

ondea; = (u;, f) eb; = —(u?, f). Dados entdo dois conjuntos ortonorméis(z), ul(z)} e

79

{v;(x),vj(x)}, o campo escalar pode ser escrito como:

2

' ui(x)a; + ul(z)al (A.13)

2
o(x) = Z vj(x)b; + U;(x)b; (A.14)

E natural perguntar-nos como relacionar cada um dos modos ortonormais completos. Este
problema aparece quando temos dois sistemas de coordenadas diferentes para uma mesma
regiao do espagtempo,e.g. espag@s de Rindler. Ou quando os conjuntos representam duas
etapas distintas na evolugcao temporal de um sistasieof e.g. buracos negros. Podere-

mos entao definir os estados de vacuo relacionados aos conjuntos de fagdosu; ()}

e{v;(x),vj(x)}:
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a;|0,U) = 0 W2 (A.15)

b0, V) = 0 Vj (A.16)

Em cada um dos casos acima como 0s conjuntos sao completos, escrevemos:

vj(z) = Z ajiui(z) + Bjul () (A.17)
ui(xr) = Z () — Bjiv; () (A.18)
j
Facilmente obtemos que;; = (v;, u;) € 3;; = —(v;,uj). Esses sao os chamados coefi-

cientes de Bogoliubov. Partindo das relacdes de ortonormalidade (A.10), obteremos na forma

matricial as seguintes relagoes:

ao + BT =1 (A.19)

Bal —ap? =0 (A.20)

Substituindo (A.17) e (A.18) em (A.13) e (A.14) teremos:

J
by = Y aja— Bal (A.22)
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Agora qual & o numero de partilas associadas aos modes(z), u;(z)} do vaculo asso-
ciado ao conjuntdv;(r),v;(z)}. Lembremos da TQC ordinaria qué = 3. ala;. Usando

(A.21) encontramos:

0.V ala;]o, vy =18, (A.23)
7 2,7

Vemos ent&o que os dois estados deud|0, U) e |0, V) sao diferentes. Quandg,, . | 5;;|*
converge as representacdes sao ditas unitariamente equivalentes, caso divirja, nao-unitariamente
equivalentes.

Pode-se ainda mostrar [13, 68] que 0s vacuos sao relacionados por:

1 1
0,U) = BT {5 > vjkbjb,i}\o, V) (A.24)
Y ) j,k

ondeVj, = 1), ﬁ]’;al‘kl. Esta equacao mostra que a criacao da@aes pelo campo gravita-
cional s6 é feita aos pares [28, 68].

Na equacao (A.24) temos dois problemas[14); U|0, V) pode divergir e para campos
bosdnicos sb temos a garantia de gy exista.

A conclusio que chegamos nas duas Ultimas se¢des & que o conceitodg@ado € mais
fundamental, mass campos#o fundamentaisE interessante notar que isto ja ocorre na TQC

ordinaria quando incluimos interacao [20, 32].
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A.2.8 Propagadores

Nosso tratamento sebaseado em [61, 19, 20]. Dada uma equacao de Klein-Gordon, € natural
nos perguntarmos sobre a existéncia do operédor m?)~!, que nos permita formalmente
resolver as equacgdes nao-horangas. Infelizmenté] + m?) & hipertwlico, entdo ndo existe

uma inversa Unica, isto leva B. S. deWitt a chamar este topicoodégico das funges de

Green Uma razo grosseira &€ que os polos desse operador encontram-se sobre o eixo real

assim deveremos “contornar’olo; e isto & obviamente feito de maneira nioea. Partamos

da equacao:

@+ m?)p(z) = j(2) (A.25)

A existéncia desse operador inverso € demonstrada em [61]. O grande problema & que
teremos somente a garantia de uma solucao fiacag sentido das distribuicdes. Formalmente

obteremos como solucao:

p(x) = —(j(), Gz, 2))5 (A.26)

Aintegral dever ser feita na vanelx’. Esta funcad-(z, 2’) satisfaz as seguintes propriedades[19]:

o G(x,2)=G(2, x)

o G(x,2')=0sex,z’ € X

e n'0,G(z,2') = 52(5$,)
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onden’ & a normal unitaria apontando para o futuréﬁ%i') € a delta de Dirac sobie com
metricay,,. EsteG(z,z) pode ser identificado como o nlcleo do operador+ m?)~!, e &
chamado na literatura de funcao de Green ou propagador.

Aplicando o método da funcao de Green precisamos resolver

(O+m?)G(z,2') = §(x,2) (A.27)

Na TQC usual resolver esta equacao nao nos traz problemas, basta fazer a transformada de
Fourier da equacao acima e chegamos de imediato a solu¢ao. Bem, o problema & que (e veremos
em secao posterior) a decomposicao usual em modos de Fourier, embora sempre possivel nao
é (til num espag-tempo curvo geral. Os modos de Four&f, por exemplo, representam a
invariancia translacional do espatempo na direcao do eixe o que obviamente nao & uma
propriedade geral de um espatempo.

Em TQC em espax;curvo o procedimento paap para a obtencao da funcao de Green,

segue a seguinte receita:

1. Resolva a equacao de Klein-Gordon homogénea, em geral (se possivel) pelo método da
separacao de vaveis, ortonormalizando os modos encontrados, obtendo um conjunto

ortonormal completa;(z), u;(z).

) Y

2. Aplique estes modos em qualquer uma das formulas para obtermos cada uma das funcdes

de Green

As funcdes de Green de utilidade em TQC sao[19]:
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Propagador de Pauli- Jordan

A funcao de Pauli-Jordafi(z, 2') & definida como:

1G(z,2') = (0|[p(z), p(2)]|0) (A.28)

Satisfaz a equacao

(O+mH)G(x,2') =0 (A.29)

O suporte da fun¢de J* (z)U.J~(2)°. Ela & invariante por transformacdes de Bogoliubov.
Possui a simetri&/(z, ') = —G(2/, ).

Em fungcao dos modos ortonormais completos, pode ser escrita como:

1G(x, 7)) = Z wj(z)uj(a") — uj(z)u;(2) (A.30)
j
Funcao de Green Avanada e Retardada

Afuncao de Green avaada & denotada p6i4(z, 2’) e a funcdo de Green retardada & denotada

por Gg(z,z'). Elas sao definidas como:

Gr(z,2') = —0(2° —2°)G(z,2) (A.31)

Galz,2) = 0(2"° —2°)G(x,2) (A.32)

40 suporte de uma funcgao & definido como o maior aberto onde a fun¢ao & nao-nula
5J*(z) representa o futuro causalle (x) representa o passado causal
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Satisfaz a equacao

(O+m*)Gar(z,2') =6(z,2') (A.33)

O suporte da funcao avaega €/ (x) e adaretardadd (z). Ela & invariante por transformacgdes
de Bogoliubov. Possui a simetrid, (x, 2') = Gr(2', ).

Funcgdes de Wightman

As funcao de Wightman de fre@ncias positivas e negativas, respectivamente denotadas como

GT(x,2") e G~ (z,2'), sdo definidas como:

G (z,2") = (0]p(x)p(2))]0) (A.34)

G (z,2") = (0[p(a')e(x)]0) (A.35)
Satisfazem a equacgao

(O +mA)G*E(z,2") = 6(x,2) (A.36)

O suporte dessas fungdes é toda a variedade. Elas ndao sao invariantes por transformacoes
de Bogoliubov. Possuem a simetfid@*(x, 2'))* = G*(2/, z).

Em funcao de um conjunto ortonormal completo temos:
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G (z,2) = Zu](x)uj(x/) (A.37)
G (x,2)) = Zu;(x)u](x/) (A.38)

Essas funcOes decowgan a funcao de Pauli-Jordan em parte deUéegias positivas e

negativas de modo imediato

1G(x,2') = G (z,2") — G (z,2) (A.39)

Essas fun¢des sao de extrema importanciaaloutd do espectro de poténcia do detector
de Unruh-deWitt, atra®S de um aalogo interessargSimo do teorema de Wiener-Kintchine da

Mecanica Estatistica.
Propagador de Feynman

Também chamado de Propagador causal &€ defindo como[69, 19]:

(0T p(x)p(")]0™)

GF(:E’ ZIZ'/) - <Oout|0in>

(A.40)

onde o simbold significa ordenamento temporak.[27]

o) { plae(a) sea’ ¢ J*(x) Aa

p(a)p(r) sex ¢ Jr(a')

Satisfaz a equacgao
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(O +m*Gp(z,2") = 6(x,2) (A.42)

O suporte é toda a variedade. O propagador nao & invariante por transformacoes de Bogo-
liubov. Possui a simetri&'r(z, 2')* = G2/, x).
Se os estados davlo sao iguais teremos a seguinte ex@@gsia um conjunto ortonormal

completo:

Gr(z,2') =1 Z 0(a° — 2" )uj(z)u)(2") — (" — 2°)ul(z)u;(a) (A.43)
J
Funcao de Hadamard

E definida como:

1GY (2, 2") = (0{(x), p(a') }]0) (A.44)

Em funcao do conjunto ortonormal completo temos:

G (z,2") = Z wj(x)uy(2') + uj(x)u;(2) (A.45)

A primeira vista pode parecer que a funcao de Hadamard & a mais inttil de todam,gmor”
estudar formalmente a renormalizacao(dg, ), chegamos a um teorema demonstrado por S.

A. Fulling, M. Sweeny e R. M. Wald [70] no qual dado um estadbtemos:

G (2, 2') = (Wl{p(x), p(a') i) (A.46)
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deve possuir a chamada forma de Hadamard:

U

o(x,x)

G (z,2') = +Vino(z,z') + W (A.47)

ondec(z,z’) & a distancia ge@sica entre os pontase ' e U, V e W sao fungdes suaves.
Isto restringe enormemente a quantidade de estadogue seriam fisicamente a@aigis[57,

70, 20, 71].

A.3 Especializa@o para Espacos-tempo Esiticos

Uma classe de espagtempo admite de forma natural a definicao deUésgias positivas
e negativas, neste caso poderemeasdfinir o conceito de padila. Isto ocorre pois estes
espagps possuem vetor de Killing tipo-temp®, e 0s modos sempre s@rproporcioanis a

6:I:uut .

Definicdo A.1 Uma nétrica é ditaestticg se em coordenadas cam= z°, tipo-tempo:
(a)g,..(x) ndo depende d&

(b)go;(x) =0

Neste caso temos duas congexcias:

(a)Existe um vetor de Killing do tipo-temp@, onde

Loui(x) = —wu;(x) (A.48)

isto define qugu; } sdao modos de fregncia positiva.
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(b)Existe um familia de hipersupecfes ortogonais a cada vetor de Killing temporal. No
caso de espas globalmente hipedicos, essas supecfes sao de Cauchy.

O elemento de linha de um espaiempo esfico é:

d82 = goodt2 - ’yjkdl'jdl'k (A49)

E uma variedade localmente da forthé = IR x M (numa variedade globalmente hipelioa,
esta identificacao € globah.é métrica da hipersupecfe (d-1)-dimensional/. A notacao do
livro [20] & claraM = Sta{ M, v, g~'/?)

Foi introduzido por M. J. Perry e G. W. Gibbons[69], o conceito de métrica optica.

Definicdo A.2 A métrica bptica emM & definida pela ritrica g;,' g, assim:

M’ = Sta{ M, = ggg'v, 1) (A.50)

M e M’ sao conformalmente relacionadas, logo temos a mesma estrutura causal, e se
for globalmente hiperica M’ 0 sed. O nome 06ptico & derivado do fato de que as gsmas

de M’ = (M,~) séo projecOes espaciais de gesidas nulas emM1.

A.3.1 Solugo da Equag@o de Klein-Gordon

Com a métrica (A.49) obtemos{ = ¢):
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1 1 g
Op = ——0, 00 /= Opp + —0i/—g” 0,0
(p \/_—g t ) g g tSO \/_—g gfy Wi _]SO
nao depende de t
1 g
007 + —0iv/—9g7"9; A.51
9T = 97705 (A.51)

A equacao de Klein-Gordon fica entao:

@+m*)p = 0

g
e = (\/O_O—g&v—gvjaﬁgoom?)w (A.52)

7

'

Ky
K €& um operador diferencial de segunda ordemtielb que deve satisfazer as seguintes
condicdes[33]:
(i) K acrescido de condi¢Bes de contorno adequadasalsgesauto-adjunto para um espag

de Hilbert com produto escalar

(o, 0y = [ ¢*(x)o(x)y/yd" 'z (A.53)

M
(i) O espectro de K devarser nao-negativo;
(iif) Zero nao devex'ser autovalor d& (porém pode ser infimo do espectro continuo).
Comentaremos brevemente asstcondicoes:
(i) Condi¢ao mais natural pois queremos ter na separacao @eeigrd equacao de autova-

lores:
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K, (x) = wythy () (A.54)

ew, deved ser real e 0s modos ja serem ortogonais.

(i) Simplesmente para termos os modos deudeswia positiva e negativa™*.

(i) A exigéncia disto € um pouco mais sutit; € um operador gbtico e na teoria das
equacOes diferenciais parciais [72, 73] teremos problemas se isto ocorrer, tanto que nas de-
monstracdes este caso deve ser estudado em separadeprema ddndice de Atiyah-Singer.

Ainda, a presergcdeste modo de autovalor zero &€ condi¢cao neciessnas nao suficiente para

termos divergéncias infravermelhas [33].

A.3.2 A construcao dos propagadores

Esta secao é fortemente baseada naeatea [33]. Consideremos qu€ tem espectro discreto
puro (em alguns casos isto é condicao nemgsEm outros &€ s para nao carregar a notacao).

Apenas para relembrar a notagao usada:

le/ = Wgwu <¢u|¢u> - 5;w (A55)

A solucao do campo (escalar e neutrops@ normalizacao (A.1) ser’

=1
t,x) = ve ", + re al A.56
ploa) = e e e ] (A.56)
Cabe uma observagao, aqui mudamos a notacao,aataselacionado a d-upla z!, - - - , 24 1),

agora, como estamos numa variedadatest refere-se a (d-1)-upla d&/: (z!,--- ,2971).
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Os nossos conjunto de modos ortonormal completa: ser”

1 1
u,(t, ) = \/TTwy(x)e_M”t uy(t,x) = m@b,ﬁ(m)ew“t (A.57)

De posse desses modos construamos entao os propagadores de interesse a partir das equacoes

(A.30), (A.37), (A.43). Usamos quie= ty — t;:

[p(ta, ), 0(t1,y)] = [w(t x),0(0,y)]

= Y o h@ ) — e (A58)
v=1 v

elp(te, z), o(t1,y)] = 0 se(tq, x) € (t1,y) sao separados por intervalo tipo espac

As funcdes de Wightman:

G (t,z,y) = (0p(te, z)p(t1,y)]0)
= (p(t,2)v(0,y))

. - ¢V<x>¢;(y) —wwpt
_ ;Te (A.59)

G (t,r,y) = (Olp(t, z)p(tz,y)|0)
= (0[e(0, 2)(t,y)|0)

= wl/(x)w;j(y) wpt
;Te (A.60)
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O propagador de Feynman é:

Gr(t,r,y) = 10T p(ty, x)p(t:,y)|0)

G*(t,z, sety >t
_ ] Ghay) seh>h (A61)
G~ (t,x,y) set; >ty

Assim teremos:

GF(t, z, y) _ ZZ wu(‘gzzb:(y) e—zwy\ﬂ (A62)
v=1 v

Observe gque os propagadores s6 dependem da diteemige os tempos. Isto & carac-
teristico de qualquer espagjue tenha topologi&”, ou seja € homogéneo em alguma direcao,
assim so a diferemgentre as grandezas é importaatg,propagador de Feynman de um campo

escalar na TQC ordinaria.

A.3.3 Estados érmicos numa caixa

Doravante, ain dei, = ¢ = 1 usemosiz = 1 e 5 = 1/7. Na Mednica Estatitica temos:

Tre PH A
(A)s = o (A.63)

Suponhamos que o Hamiltoniahbtenha espectro discre{d, }, a fungao de particao ser”

entao:
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Z = Tre M

= Y (BB,

= ) e (A.64)

Deveremos exigir qué/ seja de classe de tragu seja:

Ze_ﬁE" < 00 (A.65)

Se M & compacto entad&’ tem autovalores discretosee”” & de classe de trag Ja seV/
nao for compacto, mesmo se o espectro for discreto, Tt pode divergir como mostrado num
exemplo em [33].

Inicialmente vamos impor uma fronteira a nossa variedadeujo interior A & compacto
(se atopologia folR™ basta fechar a variedade e limita-la; @orpara topologias gerais isto nao
e verdadee.g. Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Esta fronteira slemotad@A. Neste
caso para satisfazer a exigéngiptalvez seja neceaso acrescentar condi¢cdes de contorno
extras, por exemplo, condi¢ao de Dirichlet sobre

Construiremos agora as fun¢des de Wightman a temper&tuara /5, definidas como:
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GOt x,y) = %Tr[e‘ﬁ%(tz,x)w(thy)]

= Tl o (t,2)p(0, )] (A.66)
G’ (t,x,y) = %Tr[e‘ﬁ%(tl,y)w(tzw)]

= T 0, ) elt ) (A57)

Para um campo livre numa caixa, poderemos mostrar que o Hamiltoniano pode ser escrito

como[13]:

S (n " %) o, (A.68)

A funcao de particao saréntao:

o0

7 = Z exp [—( Z n,w,|
v=1

ni,ne,--=0
= H [Z exp(—ﬁnywu)]
v=1 |n,=0
= J] - exp(—pw,)™ (A.69)

gue obviamente converge sg > 0. De posse deste resultado calculemos grandezas de inter-

esse:
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1
<af,a,,>5 = ETr (e‘ﬁHaial,)
_ 1 f: AT o],
= - ,
ni,n2, =0
= (I-exp(—fw,)) D TRy,
ni,nz,--=0
e_IBwl/
= A.70
1 — e—,@wy ( )
Comola,,al] = 1 entao(a,al)s = 1 + {ala,)s.
Entao a funcao de Wigthman de frggicias positivas saidefinida como:
6] 1% ( ) —wpt i wyt/ f
GL(t2.y) Z {7 ayal)s + ¢ (ala,) s} (A71)
v=1
E entao obtemos:
Gﬁ t <y> Fawpt +iwwpt  —pPwy A.72
zY) ; 2w, ( 1 — exp(—fw,)) {6 te c } ( )
Segue-se o Progador de Feynman a tempera’cufa%:
Gﬁ t,x,y) Z LAE) {e_’w”‘tl + 6W”‘t|6_6w”} (A.73)

— 2w, ( 1 — exp( Bw,))
Quais sao os efeitos de introduzir a temperatura numa TQC? A resposta € a chamada
condicao KMS (Kubo-Martin-Schwinger). Vejamos esta condi¢ao: queremos calelftar:)) ;

onde A(t,x) e um operador qualquer dependendo do tempo. Lembremos que parasespac

tempo esdficos temos a seguinte condi¢ab(t, z) = et A(0, z)e*Ht, assim:
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(AW)y = 5T At )
_ %Tr[e_ﬁHA(t,x)eJrﬁHe_ﬁH]
— %Tr[e_ﬁHe_ﬁHA(t,x)eJrﬁH]
= T A 415, 7)]

— (At+18))s (A.74)

ou seja a temperatura induz uma periodicidade no tempo imaginario igual ao inverso da tem-
peratura. Esta & a condicao KMS. Aqui percebe-se a importancia dos métodos euclideanos para
um estudo mais profundo desta condicao em TQC. Uma observacao mais matematitar. se
ilimitado, temos que %" A nao &, em geral, de classe de tra¢

Analogamente podemos mostrar que[33, 13]:

Glt,wy) = G2 (t+18,2,y)

G(ﬁl) (tv €, y) = G(ﬁl) (t + Zﬁv xZ, y) (A75)

E um resultado importante:

Gr(t,z,y) = Z Gg(tjtmﬁ,x,y) (A.76)

n=—oo

O propagador de Feynmania = 0 pode ser obtido a partir de qualquer propagador de

Feynman & finito, bastando que para isto some-se todos os propagadores equivalentes. Vé-se
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entao que o efeito da temperatura altera a topologia do egpaguestao, fazendo ter topologia
nao-trivial. Para um estudo dos aspectasibos da TQC a temperatura finita sugerem-se as

refe@ncias [74, 75, 76, 77].

A.3.4 Estados érmicos em todo o espaco

Fa@mos agoré@A tender a infinito, mas sempre tomando cuidado paraguaentinue cumprindo
as condicdesi)-(iii) . Nao & dbvio supor qué” no espag limitado convirja para>’ em todo
0 espag. Um estudo aprofundado dessa sec¢ao s6 pode ser feito usando métodos euclideanos,

logo nao seafeito aqui.

A.4 A natureza das diverggencias em TQC
Brevemente serdiscutido os dois tipos de divergéncia em TQC.

A.4.1 Divergéncia ultravioleta

Viu-se que os campos sao distribuicdes e que o produto de distribuicdes nao sao definidos do
ponto de vista matematico. Do ponto de vistatmo estas integrais divergema&ielacionadas

entao as pequenas distancias ou equivalentemente a grandes momentos (energias).

A.4.2 Divergéncia infravermelha

A divergéncia infravermelha surge exatamente quando os campos nao tem um decaimento su-
ficientemente apido no infinito (a grandes distancias), ou equivalentemente, para pequenos

momentos.
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A.5 O Conceito de Homotopia

O conceito de homotopia estélacionado com a seguinte perguntptssivel deformar uma
dada curva num espa¢opologico qualqueX ® em outra de forma continua? As definicdes e
alguns teoremas com utilidade no @afd 3 desta tese foram retirados da refesia [73]. Este
conceito permite por exemplo mostrar que um espaEN buracos & topologicamente distinto

de um espag sem buracos.

A.5.1 Caminhos e lags

Definicao A.3 SejaX um espag topolbgico e sejal = [0,1]. Uma aplicagio contnua« :
I — X & chamada deaminhocom ponto inicialz, e com ponto finalk; sea(0) = z( e

a(l) = 1. Sea(0) = a(1) = z,. Este caminh@ chamado déago com ponto base emy,.

A.5.2 Homotopia

Definicdo A.4 Sejaa, (§ : I — X lagcos emz,. Eles ©0 ditoshomotodpicosdenotados por

a ~ (3, se existir uma aplicago conthuaF' : I x I — X, tal que

F(s,0)=a(s) , F(s,1)=p8(s)Vsel

F0,t) = F(1,1) = o (A.77)

A aplica@o F' € chamada daéomotopiaentrea e 5.

Mostraremos agora que a relacao de homotopia € uma relacao de eqci@al”

6subtender-se-Uma certa familiaridade do leitor com o conceito de espagologico
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Proposicao A.1 Arelagdoa ~ 3 & de rela@o de equivancia

Demonstra@o:
Mostraremos que esta relacao satisfazes propriedades de uma relacao de egaivai.
Reflexividade:a ~ «. A relacdo de homotopia pode ser dada pge,t) = «fs) para
qualquert € I.
Simetria: Sejaa ~ 3 com a homotopid’(s, t), tal queF(s,0) = a(s) e F'(s,1) = ((s).
entaos ~ «, onde a homotopia &'(s, 1 — t).
Transitividade:Sejaa ~ e 3 ~ ~. Entaoa ~ v. SeF(s,t) € a homotopia entre e 5 e

G(s,t) @ homotopia entrg e v, a homotopia entre ey se@:

1
H(s,t) = 2 (A.78)
1
A proposicao estdemonstrada. m

A.5.3 Grupo Fundamental

Dado que a relacao de homotopia € de eqenald. Poderemos agrupar osdagomotopica-
mente equivalentes em classes distintas de eauica; denotadas pgx| e « € representativo
da classe. Embora simples, as demonstracdes sao um pouco longas e por is30 citeses

sem demonstracao o teorema e lema utilizados.

Definicao A.5 SejaX um espag topobgico. O conjunto de classes de tacemz, € X &
denotado porr; (X, z) e &€ chamado dgrupo fundamentglou primeiro grupo de homotopja

de X emz,. O produto de classes de homotofpia e [5] & definido poiia] * [3] = [a * 3].
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Lema A.1 O produto de classes de homotogiegndependente do representativo

Teorema A.1 O grupo fundamental munido da opeéag;de produto de classes de homotopia

€ um grupo.
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Interacting field theory in Rindler Spacetime

N. F. Svaiter and C. A. D. Zarro
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, Rua Dr. Xavier Sigaud 150, Rio de Janeiro, RJ, 22290-180, Brazil
(Received August 14, 2006)

In this paper, we are investigating the generalization of two results in Euclidean field theory for the Wick-
rotated Rindler space. First, we generalize an expected result obtained by Christensen and Duff (Nucl.Phys.
B146;11 (1978)). Second, we generalize an result obtained by Lee (Nucl.Phys. B264;437 (1986)), that says
that the finite-temperature Schwinger function in Euclidean Rindler space is not equal to the 7 = 0 Schwinger
function in Cartesian coordinates. Finally, we discuss the introduction of interaction to analyse the Feynman

rules in field theory described by accelerated observers.

I. INTRODUCTION

The Minkowski vacuum described by an accelerated ob-
server is a thermal state with temperature proportional to his
proper acceleration. This assumption can be proved by many
different ways: using a model of particle detector [1, 2]; using
the Hawking’s method on black hole evaporation [3]; comput-
ing the Feynman propagator [4] and finally using the strong
results of axiomatic QFT [5, 6]. However as a thermal s-
tate satisfies the KMS condition (periodicity in the imaginary
time), we can gain some extra insights in this effect going to
the Euclidean domain after performing a Wick rotation in a
Lorentzian signature manifold [7, §8].

In this line of investigation, Christensen and Duff [9]
showed that the Euclidean Rindler space has non trivial topol-
ogy (Indeed for this Euclidean manifold ©; = ZZ). Studying
the four dimensional case and the massless free scalar field,
they obtained that the zero temperature (7 = 0) Schwinger
function adapted to cartesian coordinates is equal to the
Schwinger funtion at temperature 7 = 1/2n adapted to cylin-
drical coordinates (Euclidean Rindler space). Our first task is
to generalize their result for any dimension and for massive as
well as massless scalar field.

Lee obtained [10] the following result: both Schwinger
functions discussed above are not exactly the same, they d-
iffer for terms that satisfy the homogeneous Wick-roted field
equation. He obtained this result for a massless scalar field
in two dimensions. As we discussed before in this paper, we
generalize this result. It is a important question because the
Feynman rules of field theory will be based on his result. And
of course all the renormalization program of interacting field
theory.

II. RINDLER’S SPACETIME

Rindlers coordinate system is naturally adapted to an ob-
server with constant proper acceleration. Departing from the
d-dimensional flat Minkowski spacetime, we can define the
map [11] as

X" =Esinht x!' =Ecosht x' =x (i=2,---,d—1) (1)

It induces the metric

ds* = E2dt? — dE? — dx% )

x°=t
Milne F
=& cosht
x = §lsenht
Rindler L Rindler R
t=-Esenht t = £8ehht
x =-Ecosht ~ t =fcosht  x=tcosht
X = -£senht
Milpe P

FIG. 1: The Minkowski spacetime divided into four coordinate sys-
tems (trivial coordinates are omitted)

It is a very interesting spacetime because it has an event
horizon (x! = £x%), it is flat and we know its covering space
(Minkowski spacetime). We can relate it to the exterior so-
lution a black hole with M — oo or to an infinite flat Earth
[12, 13].

III. QUANTUM FIELD THEORY IN RINDLER
SPACETIME

Quantum field theory is easily implemented in Rindler-R
(right edge) spacetime because as we see from the metric
we have a time-like Killing vector field d; and also have a
straightforward definiton of negative and positive frequency
modes. For simplicity we consider only the neutral massive
scalar field ¢ which Lagrangian density is defined by

Ve

L= > (0 9dup —m*¢?), 3)
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g=const. E=01=o0

T=const.

1= const.

& =const.

i:()'c: — o

FIG. 2: The structure of Milnes and Rindlers coordinate systems

where /—g is the square root of the metric determinant. Now
we can obtain the Klein-Gordon equation adapted to Rindler
spacetime. We find

[gzaz ag—gag F+m?| o=0. @)

Defining the inner product

(o y) = /(P

we obtain the normalized field modes with positive frequency

(x)g" v/ —gd’ " 'x, 5)

2msinhtw

— Ko (u€) exp (z%l X — l(D’E),
n(2m) 2

(6)

\/k% +m2. The usual expansion of the field in
creation and annihilation operatiors is

Uy o(T8X1) =

where u =

‘t&xj_

/dw/dd 2kL

The Rindler’s Hamiltonian is

1
d-2
HRf/ dw/d kﬂn(k u)bkL +§). (8)

The Fulling vacuum |0, F) associated to Rindler-R edge is
defined by

uki,mbkrw + uibwbh.m} (N

bi, o0.F) =0 Vki, ® ©)

N. F. Svaiter, C. A. D. Zarro

IV. EUCLIDEAN RINDLER’S SPACE

Now let us perform a Wick rotation on Minkowski and also
Rindler spacetimes. The horizon of the latter is mapped into
the origin of the plane (Figure(3))

. . T =1
Minkowski = { X—x (10)
. T=10
Rindler —{ 1= an
The Euclidean Rindler transformations are
T =rsin® X =rcos6 (12)

T = 12®

r — & — constant

FIG. 3: Euclidean Rindler space

Another interesting feature of this space is that the space-
times Rindler-R and Rindler-L. edges are joined in this s-
pace, as we can verify immediately. This reflects clearly
the BCS-correlation between these two causally disconnect-
ed spacetimes|[1, 10]

We can see that we have a periodicity in the imaginary time.
so we can connect this result with the KMS Condition. Then
we expect that § = % =2m.

V. GENERALIZING CHRISTENSEN AND DUFF’S
RESULT

Since the Euclidean Rindler space has non-trivial topolo-
gy, in order to obtain the “true” propagator, we have to sum
over all equivalent homotopy classes. This was discussed by
Dowker [14]; Christensen and Duff [9] and also by Fulling
and Ruijsenaars [7]. Defining the differences between imag-
inary times coordinates by s, they obtained the usual formula
for thermal Schwinger function, i.e.
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QBsxy Z G (s+nP,x,y), (13)

n=—oo

where GP is the thermal Schwinger function and G* is the
zero teperature (T = 0) Schwinger function. Christensen and
Duff have shown that in a four-dimensional Euclidean Rindler
space and for massless scalar field, we have, for points with
the same proper acceleration, the following result:

Y, Gr(6—6"+2mn,x,x)

n=—oo

I%n(e - e/’x7x/)

n=—oo

From now on we use s = 6 — 0, and using the identity:

Y, exp(—ols+2nn|) =

the eq. (15) reads

- cosh(w(rm—|s
1—/ dm/d“ %K

To solve the integral given by eq. (17) we have to use the
formula [15]

/0 " dxK,u(a) Ko (b) cosh [(1t— 0)x] =

— gl(o (\/a2+b272abcos¢> : (18)

After changing the integration order we get:

dd 727<'l

= WKO([IY[)CXP (Z%L'()AC’L—)‘C),L)), (19)

where ¥} = £2 + &% + 2EE' cos(s). From Candelas and Raine
[4] we have this formula

dd 2k i m %
/ (275)sz (tkL XL*XD)KO(IJYI) = <F’Yz) K#(mYz)
(20)
where 13 =] + (¥, — ¥, )? is the Euclidean distance between
the points (8,r,% ) and (8,r,¥, ). So we the final result is:

d-2

=
) Koz(mp) Q1)

m

, 1
200 -0, x,x) = I <27W2

sinh(nw
Z/dm/d“kl d)z Ko

=S Gilstnp) =

n=—oo

Gu(s), (14)

where Gy;(s) is the T = 0 Schwinger function adapted for Eu-
clidean Minkowski space. In this paper we generalize this
result given in [9] in d-dimensional space and for a massive
scalar field. Let us start from the definition of Schwinger
funtion[7], given by:

(1E) Ky (UE) exp (zkl (X, — xl))exp(7m|976’+2nn|) (15)

cosh(o(rn —|s))
sinh(tw) ’ (16)
o (1) Ko (ur’) exp (zh el —xg)). (17)

But this is just Gy; in Euclidean Rindler coordinates. There-
fore we get the Unruh-Davies effect

= Gu (22)

For non-massive scalar field for d > 3we can proceed al-
most exactly like Candelas and Raine and we obtain[16]

1 d
2N _ o AN zZ by
R (O-0.nr)= 22%’(2n)‘%r(2 1) 2 =G 23)

We can see that the formar expression is singular in d = 2.
In fact, if we try to repeat this method for m = 0 and d =2 we
get this integral

/°° dmCOSh(m-(n_ Is]) (L)"” (24)

4nsinh(mw) \r

but it diverges, we will discuss it further later.
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VI. GENERALIZING T. D. LEE’S RESULT
A. Schwinger Generating Funtional in Cartesian Coordinates

We define the Schwinger generator function associated to
cartesian coordinates by [10, 17]

(0,M,0ut|0,M,in);
(0,M,0ut|0,M,in) ;_

Juaolexp{~stel + [asitrota} @)

Zylil =

For a free field we can show that
Zoulil=exp ([ ' [ a0 Gt 0)0n))  26)
B. Schwinger Genertaing Funtional in Cylindrical

Coordinates

We define the Schwinger generator function associated to
cylindrical coordinates by [10, 17]

TI'Vj(ZTC)
Trv(2m)

[ aslen{~sial+ [ ahsioeo} @

per

Z3j] =

where v(3) = exp —BHg and “per” means periodic in the space
of functions.
For a free field we can show that the Schwinger function is

Trv(2n — 0" ) (X' )v(8' — 0)o(x)v(0) '

2n
G = Tru(2m) (28)

C. Lee’s result

Lee, in a very interesting article [10], showed that for a
massless scalar field in two dimensions, we do not have the
equality between Rindlers B = 21 Schwinger funtion (in cylin-
drical coordinates) and the usual 7' = 0 Schwinger functions

I g (13
——uy (X )ur (X
200Trv(2m) koot T el

/dw
0

2 eznzh#zl“’/#“’ (nzl"”/ﬂ/z)m 2 { (nh‘w + 1)6’7(‘”“)(0 +nz

ny 7 nz:
kL#{L,m’#m ko

N. F. Svaiter, C. A. D. Zarro

(in cartesian coordinates), but we have extra terms that satisfy
the homogeneous euclidean equation. He obtained

In(p) In(rr)

2n AN

Gg'(s,r,r') = o + = (29)
Gi

where p? = 2 + "> — 27 cos® is the Euclidean distance be-
tween the points (0,r) and (0',r). We assume that the spec-
trum is discrete so, we can write the Hamiltonian (8) by a sum
in the modes:

1
_ T
Hr = 2 (bh,mbh’m + E) ®
1

k)

For a massive field in a d-dimensional Euclidean Rindler
space let us first compute Trv(2m)

Trv(2m) = Y (n|e 2™k |n)

n
z 6727'522i Tw(i’lzj“u{k1/2)(1)
n

1T %csc(n(o). (31)

%J_,(D

Now we compute eq. (28). Using the cyclical property of
traces:

Trv(21 — 0")o(x' )v(8' — 8)p(x)v(0) =
Trv(21 — s)o(x)v(s)@(x) (32)

Then G2™ is given by

I = S {nle”Cm R n) (n]@()e kg (x)|n)
R Tru(2m)

(33)

We have to use also that the field can be expanded as the eq.
(7) and the modes given by eq. (6) in cylindrical coordinates.
We get that eq. (33) reads

e(sfn)u)} efzn"h,mw (34)

k) o

The sum an can be performed easily and the sum Zh A 0 to is Hh A o % csc(nm). Substituting these results and
10 1 1
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eq. (31)ineq. (34), we finally get
o _ /mdco/dd*zz ”%L,w(rvfi_)uzhw(”,v’_“l) cosh((—s)m)
R 0 + 20 sinh(mw)
= / do / A% Koo (ur) Koo (1 e+ F1=%1) cosh(( — 5)). (35)
0

We have already performed these integrals in the general-
ization of Christensen and Duff’s result and we get G3* = Gj;-
For a massive scalar field, we do not obtain any extra terms,
only the expetected result. For m = 0 and d > 3, the calcu-
lations are the same as we did before, we only have to do

u— /KL k1, so we get again G¥ = Gy.

D. Understanding these extra terms

We have obtained that for m #0 (d > 2) orm =0 (d # 3)
the well known and expected result of Christensen and Duff.
The new terms, interpreted as the interaction with the event
horizon, are absent. Why does he find these new terms? We
have to remember that he is doing a massless scalar field the-
ory in two dimensions, and this particular case is extremely
pathological. We have for the Lorentzian signature case, the
presence of infrared divergences [18]. And when the Feyn-
man propagator is computed, we note that we have a non-
integrable singularity in the origin even in Minkowski space-
time. The test functions do not have support in £k = 0 in mo-
menta representation[7].

In the euclidean case, this pathology is reflected in th e-
fact that the Laplacian (Wick-rotated field equation) in two
dimensions does not have a Green function, that is uniquely
determined by going to zero in the infinity[7, 19].

\
VII. INTRODUCING INTERACTIONS

We see that we are doing a field quantization at finite tem-
perature. so it is natural to use its results. Unruh and Weiss

[21] calculated the partition function ZIE for a scalar field in
d dimensions on Euclidean Rindler coordinates with an inter-
action V(o) and they proved that performing a change from
cylindrical coordinates to cartesian coordinates they could on-
ly obtain Zj; if B = 2m. After Sewell’s papers [5, 6] this was
alredy expected.

VIII. CONCLUSIONS

We see that that the Minkowski vacuum is viewed, on re-
striction to Rindler-R as Rindler thermal state with f = 2x
even in the presence of interactions in a d-dimensional scalar
field theory. We generalized of Christensen and Duff’s pa-
per and obtained the same result, that is expected because we
are summing over equivalent homotopy classes, and of course
this would not depend on the path chosen. The extra terms
proposed by T. D. Lee are absent in the general case, so the
Feynman rules are absolutely the same as the used at finite
temperature QFT. the introduction of the renormalization pro-
gram is straightforward since the § = 2m state in Rindler s-
pacetime is equal to Minkowski’s 7 = 0.

[1] W. G. Unruh. Notes on black-hole evaporation. Physical Re-
view D, 14(4):870, 1976.

[2] B. F. Svaiter; N. F. Svaiter. Inertial and noninertial parti-
cle detectors and vacuum fluctuations. Physical Review D,
46(12):5267, 1992.

[3] P. C. W. Davies. Scalar particle production in Schwarzschild
and rindler metrics. J. Phys. A: Math. Gen., 8(4):609, 1975.

[4] P. Candelas; D. J. Raine. Quantum field theory on incomplete
manifolds. Journal of Mathematical Physics, 17(11):2101,
1976.

[5] G. L. Sewell. Relativity of temperature and the Hawking effect.
Physics Letters A, 79(1):23-24, 1980.

[6] G. L. Sewell. Quantum fields on manifolds: PCT and gravi-
tationally induced thermal states. Annals of Physics, 141:201—
224, 1982.

[7] S. A. Fulling; S. N. M. Ruijsenaars. Temperatures, periodicity
and horizons. Physics Reports, 152(3):135-176, 1987.

[8] G. W. Gibbons; M. J. Perry. Black holes and thermal green
functions. Proc. R. Soc. London A, 358:467-494, 1978.

[9] S. M. Christensen; M. J. Duff. Flat space as a gravitational as a
gravitational instanton. Nuclear Physics B, 146:11-19, 1978.

[10] T. D. Lee. Are black holes black bodies. Nuclear Physics B,
264:437-486, 1986.

[11] W. Rindler. Kruskal space and the uniformly accelerated frame.
American Journal of Physics, 34:1174-1178, 1966.

[12] V. L. Guinzburg; P. Frolov. Vacuum in a homogeneous gravi-
tational field and excitation of uniformly accelerated detector.
Sov. Phys. Usp., 30(12):1073, 1987.

[13] D. Deustch D. W. Sciama, P. Candelas. Quantum field theory,
horizons and thermodynamics. Annals of Physics, 30(3):327—
366, 1981.

[14] J. S. Dowker. Quantum field theory on a cone. J. Phys. A: Math.
Gen., 10(1):115, 1977.

[15] 1. S. Gradshteyn; I. M. Ryzhik. Table of Integrals, Series, Prod-
ucts. Elsevier ISE, 2000.

[16] C. A. D. Zarro. Teoria Quantica de Campos na Presenca de
Horizonte de Eventos. (In Portuguese) Tese de Mestrado. Cen-
tro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, to be presented in 2006.



APENDICE B. RESUMO DO TRABALHO APRESENTADO NA XXVI ENFPC

[17] J. Zinn-Justin. Quantum Field Theory and Critical Phenome-
na. The International Series of Monographs on Physics. Oxford
University Press, 2002.

[18] A. S. Wightman. Introduction to Some Aspects of Relativistic
Dynamics of Quantized Fields. In Cargse Lectures in Theoret-
ical Physics — High Energy Electromagnetic Interactions and
Field Theory, editado por M. Lvy. Gordon and Breach Science
Publishers Inc., 1974.

100

N. F. Svaiter, C. A. D. Zarro

[19] S. L. Sobolev. Partial Differential Equations of Mathematical
Physics. Dover Publications, Inc., 1989.

[20] B. S. Kay. The double wedge algebra for quantum fields on
Schwarzschild and Minkowski spaces. Communications in
Mathematical Physics, 100:87-81, 1985.

[21] W. G. Unruh; N. Weiss. Acceleration radiation in interacting
field theory. Physical Review D, 29(3):1656-1662, 1984.



Bibliografia

[1] S.WeinbergThe Quantum Theory of Fieldgolume | Foundations. Cambridge University
Press, 1995.

[2] G. ‘t Hooft; M. Veltman. Regularization and renormalization of gauge fieltlsiclear
Physics B44:189-213, 1972.

[3] D.J. Gross; F. Wilczek. Asymptotically free gauge theorid2hysical Review D8:3633—
3652, 1973.

[4] D.J. Gross; F. Wilczek. Asymptotically free gauge theorie®hysical Review [9:980—
993, 1974.

[5] L. I. Schiff. Quantum Mechanicdnternational Pure & Applied Physics Series. McGraw-
Hill Companies, 1969.

[6] N. F. Svaiter. Topicos em Teoria Qantica de Campas Centro Brasileiro de Pesquisas

Fisicas, 2006. A ser publicado nos anais da VI Escola de Inverno do CBPF.

[7] L. Parker. Quantized fields and particle creation in expanding univerBéysical Review
183(5):1057-1068, 1969.

[8] S. A. Fulling. Nonuniqueness of canonical field quantization in riemannian space-time.
Physical Review D7(10):2850-2862, 1973.

[9] S. W. Hawking. Black hole explosiondRature 248:30-31, 1974.

[10] S. W. Hawking. Particle creation by black holesCommunications in Mathematical
Physics43:199-220, 1975.

101



BIBLIOGRAFIA 102

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

P. C. W. Davies. Scalar particle production in schwarzschild and rindler mefié¥hys.
A: Math. Gen, 8(4):609, 1975.

W. G. Unruh. Notes on black-hole evaporatidthysical Review D14(4):870, 1976.

N. D. Birrel; P. C. W. Davies.Quantum fields in curved spacetim€ambridge Mono-

graphs on Mathematical Physics. Cambridge University Press, 1982.

N. F. Svaiter; C. A. D. Zarro. Interacting field theory in rindler spacetime. Anais do
XXVI-Encontro Nacional de Kica de Partulas e Campos,&® Lourengo-MG, Brasil,
2005.

B. F. Svaiter; N. F. Svaiter. Inertial and noninertial particle detectors and vacuum fluctua-
tions. Physical Review D46(12):5267, 1992.

P. C. W. DaviesParticle does not existin Quantum Theory of Gravity: Essays in Honor
of the Sixtieth Birthday of Bryce S. De Weditado por S. M. Christensen. Adam Hilger,
1984.

M. J. A. Alcalde. Renormalizago a Dois Lagos do Modelap?/4! sem Massa com

Condiges de FronteiraTese de Mestrado. Centro Brasileiro de Pesquissisds, 2006.

M. J. Duff. Inconsistency of quantum field theory in curved space-titmeQuantum
gravity: An Oxford symposium, 2ditado por C. J. Isham; R. Pensore e D. W. Sciama.

Oxford University Press, 1981.

N. F. Svaiter. Teoria Quantica de Campos em Sistemas de Coordenadas Qe no
Espa@-tempo de Minkowski e em Espacos Curviisse de Doutorado. Centro Brasileiro

de Pesquisasi§icas, 1989.

S. A. Fulling. Aspects of Quantum Field Theory in Curved Space-Tibmadon Mathe-

matical Society Student Texts. Cambridge University Press, 1989.

S. M. Christensen; M. J. Duff. Flat space as a gravitational instafolear Physics B
146:11-19, 1978.

[22] T.D. Lee. Are black holes black bodieNuclear Physics B264:437-486, 1986.



BIBLIOGRAFIA 103

[23] P. Candelas; D. J. Raine. Quantum field theory on incomplete manifaldsrnal of

Mathematical Physigsl7(11):2101, 1976.
[24] C. W. Misner; K. S. Thorne; J. A. WheeleGravitation Freeman, 1973.

[25] W. Rindler. Kruskal space and the uniformly accelerated frarAeerican Journal of
Physics34:1174-1178, 1966.

[26] M. D. Kruskal. Maximal extension of schwarzschild metriRhysical Reviewl19:1743—
1745, 1960.

[27] R. M. Wald. General Relativity The University of Chicago Press, 1984.

[28] R. M. Wald. On particle creation by black holesCommunications in Mathematical
Physics45:9-34, 1975.

[29] S. Takagi. Vacuum noise and stress induced by uniform accelerdi@gress of Theo-
retical Physics Supplemer@8:1-142, 1986.

[30] I. S. Gradshteyn; I. M. RyzhikTable of Integrals, Series, ProductgIsevier ISE, 2000.

[31] D. G. Boulware. Quantum field theory in schwarzschild and rindler spa&s/sical
Review D 11(6):1404, 1975.

[32] A. S. Wightman. Introduction to Some Aspects of Relativistic Dynamics of Quantized
Fields In Cargese Lectures in Theoretical Physics — High Energy Electromagnetic In-
teractions and Field Theoryeditado por M. Lévy. Gordon and Breach Science Publishers
Inc., 1974.

[33] S. A. Fulling; S. N. M. Ruijsenaars. Temperatures, periodicity and horizdtsysics
Reports 152(3):135-176, 1987.

[34] D. Deustch D. W. Sciama, P. Candelas. Quantum field theory, horizons and thermody-
namics.Annals of Physics30(3):327-366, 1981.

[35] W. G. Unruh; R. M. Wald. What happens when an accelerating observer detects a rindler
particle. Physical Review D29(6):1047, 1984.



BIBLIOGRAFIA 104

[36] V. L. Guinzburg; P. Frolov. Vacuum in a homogeneous gravitational field and excitation
of uniformly accelerated detectdgov. Phys. Usp30(12):1073, 1987.

[37] G. 't Hooft. The scattering matrix approach for the quantum black hole: An overview.
International Journal of Modern Physics A1:4623-4688, 1996.

[38] T. Padmanabhan. Temperatures, periodicity and horiz&g:sics Reports406(2):49—
125, 2005.

[39] B. deWitt. Quantum Gravity: the new synthesidn General Relativity: An Einstein
Centenary Surveyeditado por S. W. Hawking e W. Israel. Cambridge University Press,
1979.

[40] N. Hashitsume R. Kubo, M. Tod&tatistical Physics Il : Nonequilibrium Statistical Me-

chanics Springer Series in Solid-State Sciences. Springer, 2003.

[41] W. Troost; H. Van Dam. Thermal effects for an accelerating obseRAysics Letters B
71(1):149, 1977.

[42] T. Padmanabhan. Temperatures, periodicity and horizaviedern Physics Letters,A
17(15-17):923-945, 2002.

[43] T. Padmanabhan. Topological interpretation of the horizon temperdilodern Physics
Letters A 18:2903, 2003.

[44] J. S. Dowker. Quantum field theory on a codePhys. A: Math. Gen10(1):115, 1977.

[45] J. Glimm; Arthur JaffeQuantum Physics — A Functional Integral Point of Viéspringer
Verlag, 1987.

[46] S. L. Sobolev. Partial Differential Equations of Mathematical Physic®over Publica-
tions, Inc., 1989.

[47] A. diSessa. Quantization on hyperboloids and full space-time field exparkamal of
Mathematical Physigsl5:1892, 1974.

[48] G. L. Sewell. Relativity of temperature and the Hawking effed®hysics Letters A
79(1):23-24, 1980.



BIBLIOGRAFIA 105

[49] G. L. Sewell. Quantum fields on manifolds: PCT and gravitationally induced thermal
states.Annals of Physicsl41:201-224, 1982.

[50] B. S. Kay. The double wedge algebra for quantum fields on Schwarzschild and minkowski

spacesCommunications in Mathematical Physid$0:87-81, 1985.

[51] W. G. Unruh; N. Weiss. Acceleration radiation in interacting field theBtyysical Review
D, 29(3):1656-1662, 1984.

[52] C. W. Bernard. Feynman rules for gauge theories at finite tempera®imgsical Review
D, 9:3312, 1974.

[53] N. F. Svaiter; C. A. D. Zarro. Schwinger functions in euclidean rindler space. Artigo em

preparacao.

[54] G. S. Menezes; N. F. Svaiter; C. A. D. Zarro. Stochastic quantization in compact rieman-

nian manifolds. Artigo em preparacao.

[55] G. W. Gibbons. Quantum Field theory in curved spacetimbi General Relativity: An
Einstein Centenary Survegditada por S. W. Hawking e W. Israel. Cambridge University
Press, 1979.

[56] J. von NeumannQuantum Mechanics of Infinite Systenis John von Neumann and the
Foudations of Quantum Physicsditado por M. Rdei e M. Stltzner. Springer, 2001.

[57] R. Haag.Local Quantum Physics: Fields, Particles, Algebra®xts and Monographs in
Physics. Springer, 1991.

[58] R. M. Wald. Existence of the s-matrix in quantum field theory in curved space-time.
Annals of Physigsl18:490-510, 1979.

[59] R. M. Wald. Quantum Field Theory in Curved Spacetime and Black Hole Thermodynam-

ics. Chicago Lectures in Physics. The University of Chicago Press, 1989.

[60] B. S. Kay. The principle of locality and quantum field theory on (non-globally hyperbolic)

curved spacetime®fReviews in Mathematical PhysjcSpecial Issue:167-195, 1992.



BIBLIOGRAFIA 106

[61] Y. Choquet-Bruhat.Hyperbolic partial differential equations on a manifoldn Battelle
Rencontres 1967: lectures in mathematics and physidisado por C. deWitt-Morette e J.
A. Wheeler. Benjamin, 1968.

[62] S.W. Hawking; G. F. R. EllisThe large scale structure of space-tim@ambridge Mono-
graphs on Mathematical Physics. Cambridge University Press, 1973.

[63] R. Geroch. Spinor structure of space-times in general relativitgurnal of Mathematical

Physics9:1739, 1968.

[64] R. Geroch. Spinor structure of space-times in general relativilpirnal of Mathematical

Physics11:343, 1970.
[65] A. N. Kolmogorov; S. V. FominIntroductory Real AnalysisDover Publications, 1975.

[66] C. M. Sommerfield. Quantization on space-time hyperbolofdmals of Physics84:285,
1974.

[67] R. C. Arcuri; B. F. Svaiter; N. F. Svaiter. Is the milne coordinate system a good one?

Modern Physics Letters,A(1):19-27, 1994.

[68] B. de Witt. Quantum field theory in curved spacetirRéysics Reports (19(6):295-357,
1975.

[69] G. W. Gibbons; M. J. Perry. Black holes and thermal green functidPsac. R. Soc.
London A 358:467-494, 1978.

[70] S. A. Fulling; M. Sweeny; R. M. Wald. Singularity structure of the two-point function
in quantum field theory in curved spacetiméommunications in Mathematical Physics
63:257-264, 1978.

[71] B. S. Kay; R. M. Wald. Theorems on the uniqueness and thermal properties of station-
ary, nonsingular, quasifree states on spacetimes with a bifurcate killing hof4orsics
Reports 207(2):49-136, 1991.

[72] P. Gilkey. The Index Theorem and the Heat Equati®ublish or Perish, Inc., 1974.

[73] M. Nakahara. Geometry, Topology and Physicssraduate Student Series in Physics.
Institute of Physics Publishing, 1990.



BIBLIOGRAFIA 107

[74] N. F. Svaiter. Introducao a teoria quantica de campos a temperatura finita. Notas do curso

apresentado na Ill Escola de derdo CBPF, Fevereiro de 2001.

[75] J. 1. KapustaFinite Temperature Field TheoryCambridge Monographs on Mathematical
Physics. Cambridge University Press, 1994.

[76] M. Le Bellac. Thermal Field Theory Cambridge Monographs on Mathematical Physics.
Cambridge University Press, 1996.

[77] H. Umezawa.Advanced Field Theory: Micro, Macro, and Thermal PhysiédP Press,
1995.



