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Resumo
O objetivo principal desta tese é investigar a teoria quântica de campos de um campo es-

calar na presença de horizontes de eventos. Mais especificamente no espaço-tempo de Rindler,

tanto na assinatura Lorentziana quanto na sua continuação anaĺıtica para métrica de assinatura

Euclideana. Para a TQC em métrica de assinatura Lorentziana fizemos um pequeno resumo dos

principais resultados e técnicas. No caso das técnicas em assinatura Euclideana, para espaços

de Rindler, generalizamos dois resultados: o primeiro foi obtido por Christensen e Duff [Nucl.

Phys. B 146(1978)] . O segundo resultado foi a generalização de um novo resultado proposto

por Lee [Nucl. Phys. B 264(1986)].
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Abstract
In this thesis we investigate scalar field quantum field theory in the presence of event hori-

zons. More specifically in the Rindler’s spacetime, in Lorentzian signature metric as well as

in Euclidean signature metric. For a Lorentzian signature metric, we resume the techniques

and results. In the case of Euclidean signature metrics, for the Rindler’s Euclidean Space we

generalize two results: the first result was obtained by Christensen and Duf [Nucl. Phys. B 146

(1978)]. The second result was obtained by Lee [Nucl. Phys. B 264(1986)].
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A.3.4 Estados térmicos em todo o espaço . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A.4 A natureza das divergências em TQC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A.4.1 Divergência ultravioleta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A.4.2 Divergência infravermelha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

A.5 O Conceito de Homotopia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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Caṕıtulo 1

Introduç ão: TQC em Espaços Curvos

A teoria quântica de campos (TQC) é a melhor teoria que temos em mãos para a descrição

dos processos fundamentais envolvendo part´ıculas elementares. Para uma exposição bastante

agradável da história da TQC at´e 1948 recomenda-se [1].

Nos anos 70, a TQC alcança um per´ıodo áureo, coroada com a demonstração de t’Hooft e

Veltman da renormalização das teorias de Yang-Mills, em particular a cromodinâmica quântica

(QCD) [2], que descreve a força nuclear forte. Na mesma época Gross, Pulitzer e Wilczek

descobriram a liberdade assintótica na interação forte [3, 4].

A princı́pio a quantização de um campo é feita em torno de uma espaço-tempo dado, o

espaço plano de Minkowski. Na d´ecada de 30, quando a TQC ainda estava sendo construı́da,

formulou-se a chamada eletrodinˆamica semi-cl´assica, onde o campo eletromagn´etico é tratado

como um campo cl´assico e est´a acoplado a uma corrente〈jµ = ψγµψ〉, obtido através de um

produto de campos fermiˆonicos (ψ eψ). Ou seja a quantização é somente feita sobre os campos

de Fermi.É interessante notar que os resultados obtidos concordam com os resultados obtidos

na QED [5]. Num contexto envolvendo a gravitação, pode-se aplicar este método considerando

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO: TQC EM ESPAÇOS CURVOS 2

que os campos de matéria são quantizados sobre um espaço-tempo fixo. Justifica-se então o

nome degravitaç̃ao semi-cĺassicaou teoria quântica de campos em espaços curvos (TQC em

espaços curvos). Com este procedimento espera-se que este modelo seja uma boa aproximação

para uma possı́vel teoria de gravitação quântica, pelo menos ao nı́vel de um laço [6]. A equação

básica da TQC em espaços curvos ser´a:

Gµν = −8πGB〈Tµν〉 (1.1)

Da express˜ao acima vemos que o valor esperado do v´acuo do tensor momento-energia asso-

ciado aos campos de matéria renormalizado〈Tµν〉R age como fonte das equações de campo

gravitacional (representado aqui pelo tensor de EinsteinGµν, de forma que vê-se por que

o cálculo do valor esperado no vácuo do tensor momento-energia associado aos campos de

matéria (〈Tµν〉), e sua renormalização, é de extrema importância em TQC em espaços curvos.

Na equação acimaGB representa a constante gravitacional universal.

Voltando um pouco para traz no tempo a história da TQC em espaços curvos começa em

1932, com a investigação por parte de Schr¨odinger da equação de onda num universo em ex-

pansão. Na década de 50, Möller, Utyama, DeWitt, entre outros, começaram a publicar, ainda

de forma incipiente trabalhos em TQC em espaços curvos. Posteriormente Parker [7] estuda se

partı́culas são criadas pela expansão do universo e chegou à conclusões interessantes: part´ıculas

são criadas pelo universo em expans˜ao e o conceito de part´ıcula deixa de ser fundamental, pois

depende das isometrias do espaço-tempo.

Em 1972, Fulling mostra que o vácuo associado a um observador uniformemente acelerado
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não é o mesmo v´acuo definido por um observador inercial que implementa a quantização de

um campo cl´assico no espaço-tempo de Minkowski [8]. Desta forma podemos concluir que um

observador acelerado mede part´ıculas no vácuo usual de Minkowski. Vale a pena ressaltar que

as part´ıculas escalares satisfazem a distribuição de Bose-Einstein com temperatura diretamente

proporcional à aceleração pr´opria do observador.

Em 1974, Hawking [9, 10], demonstra que buracos negros emitiriam radiação com temper-

atura bem definida: esta é inversamente proporcional a massa do buraco negro. Por´em note

que este é um sistema instável do ponto de vista termodinâmico[6]: se um buraco negro ab-

sorve radiação térmica do ambiente, sua massa aumenta e por conseguinte sua temperatura

diminui. Assim o buraco negro diminuiria sua temperatura absorvendo cada vez mais radiação

térmica (observe que o calor espec´ıfico é negativo (isto é caracteŕıstico de sistemas fı́sicos auto-

gravitantes) e assim sua massa aumentaria indefinidamente).

Independentemente, Davies [11] e Unruh [12] mostraram que o problema estudado por

Hawking encontra analogia perfeita no caso do problema j´a estudado por Fulling. Um obser-

vador acelerado mede uma temperatura proporcional a sua aceleração[11, 12, 13, 14] — este

é o Efeito Unruh-Davies. Para tal, Unruh é obrigado a introduzir o que seria um detector de

“partı́culas”: um átomo de dois nı́veis, onde se calcula o espectro de potência atrav´es de um

análogo ao teorema de Wiener-Kintchine da mecˆanica estat´ıstica. A principal diferença entre

este detector e o proposto na óptica quântica por Glaubler e Nussenzsveig é que este não usa a

aproximação da onde girante (RWA) e por isso é capaz de medir as flutuações do vácuo[15]. En-

tre os principais resultados destes artigos, um ponto que é bastante enfatizado é que os campos
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são então as entidades fundamentais e não as part´ıculas[16].

Outra linha histórica bastante estudada foi a da renormalização do valor esperado do tensor

momento-energia associados a campos. Seu interesse transcende a TQC em espaços curvos e

extende-se ao problema da TQC na presença de fronteiras cl´assicas[17]. As principais técnicas

para se obter resultados fı́sicos[13]: soma de modos, desenvolvido por Parker e Fulling; “point-

splitting”, desenvolvido por deWitt e Davies; Pauli-Villars, desenvolvido por Bernard e Duncan;

regularização dimensional, desenvolvido por Duncan e Brown e finalmente a regularização por

função zeta espectral, desenvolvido por Hawking.

Atualmente, mesmo sem o“glamour” de outrora, ainda é uma área de profundo interesse,

principalmente quando aplicado a Cosmologia, termodinâmica de buracos negros e em sistemas

gravitacionais fora do equilı́brio.́E interessante notar que existem cr´ıticas profundas para esta

aproximação. Duff sugere [18] que como o campo gravitacional tem estrutura não abeliana,

a gravitação entraria de forma não trivial em qualquer ordem de distância e tempo, gerando

efeitos quânticos notáveis. Numa outra direção sabemos que a pr´opria TQC quando introduzida

de uma simples interação já deixa de ser bem definida do ponto de vista matemático. Um ex-

emplo clássico é o chamado “problema da carga zero de Moscou”[6] que estabalece que a única

QED bem definida matematicamente seria a teoria livre. Deixaremos então esses problemas

matemáticos fundamentais e admitiremos que a teoria é correta pelo menos na aproximação

de um laço. Para uma introdução a TQC em espaços curvos em variedades com assinatura

Lorentziana consulte [13, 19, 20].

O objetivo principal desta tese é investigar a teoria quântica de campos associada a um
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campo escalar na presença de horizontes de eventos. Mais especificamente no espaço-tempo

de Rindler, tanto na assinatura Lorentziana quanto na sua continuação anaĺıtica para métrica de

assinatura Euclideana. Para a TQC em métrica de assinatura Lorentziana fizemos um pequeno

resumo dos principais resultados e técnicas. No caso das técnicas em assinatura Lorentziana,

para espaços de Rindler, generalizamos dois resultados (Cap´ıtulo 3): o primeiro foi obtido por

Christensen e Duff [21]. O segundo resultado foi a generalização de um novo resultado proposto

por Lee [22].



Caṕıtulo 2

TQC em Espaço de Rindler: Vers̃ao

Lorentziana

Neste cap´ıtulo vamos estudar TQC em espaços de Rindler na sua vers˜ao Lorentziana. Começa-

remos investigando a solução de Rindler e depois as técnicas de quantização implementadas nos

anos 70. Os principais trabalhos desta época são o feito por Fulling [8] onde ele demonstra que

é possı́vel uma quantização num espaço de Rindler; os trabalhos de Davies [11] e Unruh [12]

em dois artigos que demonstram que o estado de v´acuo de Minkowski não passa de um estado

térmico de Rindler com temperatura proporcional à aceleração pr´opria (Efeito Unruh-Davies);

finalmente o trabalho de Candelas e Raine [23] que calculam o propagador de Feynman para a

TQC em Rindler.

2.1 Espaço-tempo de Rindler

Lembremos de algumas definições simples de Relatividade Restrita. Esta seção baseada no

capı́tulo 6 de [24]). A aceleração pr´opria é definida como:

6
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a =
du

dτ
(2.1)

ondeτ é o tempo pr´oprio eu = dx
dτ

é a 4-velocidade do observador. No referencial pr´oprio do

observadoru = (1,~0) entãouµuµ = 1. Derivando esta relação com respeito aτ obteremos

então queu · a = 0. Nosso problema é obter a linha de universo para um observador com

aceleração pr´opria constanteg, na direçãox. Temos a terceira relaçãoaµaµ = g2. O sistema a

ser resolvido é:

uµuµ = 1 (2.2)

uµaµ = 0 (2.3)

aµaµ = g2 (2.4)

Pode-se coloc´a-lo facilmente na forma:

du0

dτ
= ±gu1 (2.5)

du1

dτ
= ±gu0 (2.6)

A integração das equações anteriores definem a seguinte linha de universo:

t = ±g−1 senhgτ x1 = ±g−1 cosh gτ (2.7)

que representam os dois ramos da hipérbole desenhada na figura 2.1:
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t

-1/g

x=-t

x

x=t

1/g

Figura 2.1: Linha de universo de um observador uniformemente acelerado com aceleração

própria±g

Na figura 2.1, as retasx = ±t são as ass´ıntotas das hipérboles. Fisicamente, o ramo direito

da hipérbole representa um observador que é acelerado constantemente da velocidade1 −c em

t = −∞ até a velocidadec emt = ∞. Analogamente, o ramo esquerdo da hipérbole representa

um observador que é desacelerado constantemente da velocidadec emt = −∞ até a velocidade

−c emt = ∞.

2.1.1 O sistema de coordenadas de Rindler

Já conhecia-se que o movimento de uma part´ıcula relativı́stica com aceleração pr´opria cons-

tanteg é uma hipérbole na década de 30, por´em um sistema de coordenadas adaptado a esse

observador só apareceu na literatura em 1966 num trabalho de Rindler[25], no contexto da

relação entre esse espaço-tempo e a solução exterior de Kruskal, que descreve a máxima ex-

tensão an´alitica de um buraco negro de Schwarzschild. As transformações de coordenadas de

Rindler d-dimensional(τ, ξ, ~x⊥) a partir das coordenadas cartesianas de Minkowski(x0, x1, ~x⊥)

são:
1lembre-se que estamos usandoc = 1
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x0 = ξ senhτ x1 = ξ cosh τ xi = xi⊥ (i = 2, · · · , d− 1) (2.8)

Facilmente chegamos ao elemento de linha:

ds2 = ξ2dτ 2 − dξ2 − d~x2
⊥ (2.9)

Apesar do sistema de coordenadas de Rindler não estar definido globalmente é possı́vel

encontrar outras trˆes transformações para cobrir todo o espaço-tempo de Minkowski, em outras

palavras são necess´arios quatro sistemas de coordenadas, representados na figura 2.2.

Figura 2.2: O espaço de Minkowski dividido em 4 sistemas de coordenadas (as coordenadas

triviais são omitidas)

O vetorB = ∂τ é vetor de Killing do tipo-tempo na métrica de Rindler. Em coordenadas

de Minkowski temosB = x1∂0 + x0∂1, que é um gerador de “boosts”no espaço-tempo de

Minkowski. Para relacionar este espaço à solução obtida anteriormente, observemos que a
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Figura 2.3: A estrutura do sistema de coordenadas de Milne e Rindler

equação do fluxo gerado pelo vetor de Killing tipo-tempo2 é:

dxµ

dλ
= Bµ(x(λ)) (2.10)

Sejaξ = g−1 = const,~x⊥ = const. Obtemos que o tempo pr´oprio η relaciona-se com o

tempo de Rindlerτ = gη e a linha de universo pode ser obtida como na seção anterior:

t(η) =
1

g
senh(gη) x(η) =

1

g
cosh(gη) (2.11)

Isto é exatamente a linha de universo de um observador com aceleração pr´opria g. Da

equação (2.10) temos:

dt

dλ
= x

dx

dλ
= t (2.12)

2λ é o parâmetro do fluxo
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Pela semelhança com o sistema (2.5) temosλ = τ = gη.

Antes de passarmos a construção da TQC em espaços de Rindler, façamos um an´alogo a

construção de Kruskal[26, 27]. A pergunta de Kruskal é se é possı́vel exibirmos um sistema

de coordenadas que pode ser extendido al´em da região Rindler-R. Mostra-se que é possı́vel.

Comecemos com a obtenção das geod´esicas nulas em Rindler (suponhamos~x⊥ = const), assim:

−ξ2τ̇ 2 + ξ̇2 = 0 (2.13)

onde o ponto indica derivada com respeito ao parˆametro afim da geod´esica. Integrando a

equação acima obteremos que:

τ = ± ln ξ + constante (2.14)

onde o sinal mais indica geod´esicas “outgoing”3 enquanto o sinal menos referem-se as “ingo-

ing”4. As coordenadas nulas(u, v) são definidas como:

u = τ − ln ξ (2.15)

v = τ + ln ξ (2.16)

cujo domı́nio é−∞ < u <∞ e−∞ < v <∞.

O sistema de coordenadas obtido é:
3A tradução para o português seria que saem, divergentes.
4Aquelas que entram, convergentes.
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ds2 = ev−ududv (2.17)

Porém a região coberta ainda é Rindler-R. Em raz˜ao desta limitação, busquemos um sistema

de coordenadas associado ao espaço de Rindler que possa ser “extendido” al´emξ = 0[27]. Não

será feita aqui esta demonstração, por economia de espaço, mas essas coordenadas existem e

são dadas por:

U = −e−u (2.18)

V = ev (2.19)

A métrica de Rindler nesse sistema de coordenadas fica

ds2 = dUdV (2.20)

A solução correspondente ao quadrante Rindler-R éU < 0 e V > 0, porém não existe

nenhuma singularidade emU = V = 0, logo poderemos expandir esse espaço para quaisquer

valores deU e V . Definindo agoraU = x + t e V = t − x obtemos que esse sistema de

coordenadas extendido é o espaço de Minkowski.

2.2 Teoria quântica de campos em espaços de Rindler

Nosso objetivo ser´a a construção de uma teoria de campos no espaço de Rindler. A primeira

pergunta que devemos fazer-nos é: Existe uma teoria quântica de campos numa variedade in-
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completa5? Esta pergunta é respondida afirmativamente numa forma um pouco mais formal por

Candelas e Raine [23], por´em Fulling num procedimento mais direto obtém a quantização para

um espaço de Rindler [8]. Este é um espaço interessante para começarmos pois embora seja

plano, pelo princ´ıpio da Equivalência aceleração é equivalente à gravidade, ele ainda apresenta

horizonte de eventos (ass´ıntotas da hipérboles) e conhecemos a TQC no espaço de Minkowski

que cobre toda a variedade inclusive a região Rindler-R. Queremos ao final desta seção mostrar

que um observador acelerado mede um espectro térmico comT proporcional a sua aceleração

própriag. Este é o efeito Unruh-Davies. Começaremos com o esquema proposto por Fulling

[8], depois introduziremos a construção formal de Unruh [12] e de P. C. W. Davies [11], cujo

mérito é utilizar fielmente o método de S. W. Hawking para a obtenção da temperatura de bu-

racos negros [9, 10, 28]. Por fim introduziremos a noção de detector de part´ıculas chamado de

detector de Unruh-deWitt.

2.2.1 A construç̃ao de Fulling

O método de Fulling é um método bem direto. O espaço Rindler-R é globalmente hiperb´olico

e sua superf´ıcies de Cauchy6 são aquelas deτ = constante (Veja figura 2.3). Primeiramente

deveremos obter os modos normais da equação de Klein-Gordon associada a métrica (2.9). Ela

é extremamente f´acil de ser obtida:
5Diz-se que uma variedade é incompleta quando for impossı́vel fazer uma descrição global da mesma por um

único sistema de coordenadas
6Uma superfı́cie é dita de Chachy se dados os valores do campoϕ e de seu momento canonicamente conjugado

π em todo ponto desta superfı́cie, consegue-se pela solução da equação de campo obter os respectivos valores do

campo e de seu momento canonicamente conjugado em qualquer instante de tempo
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(� +m2)ϕ = 0

(
∂2
τ

ξ2
− ∂2

ξ −
∂ξ
ξ

− ∂2
i +m2

)
ϕ(τ, ξ, xi⊥) = 0. (2.21)

Usando

ϕ(τ, ξ, xi⊥) = T (τ)X(ξ)

d−1∏

2

X i
⊥(xi⊥),

obtemos, pelo método da separação de vari´aveis, as seguintes equações

d2T (τ)

dτ 2
= −ω2T (τ) (2.22)

d2X i
⊥(xi⊥)

dxi 2
⊥

= −~k2
⊥X

i
⊥(xi⊥) (2.23)

(
d2

dξ2
+

1

ξ

d

dξ
+
ω2

ξ2
− µ2

)
X(ξ) = 0 (2.24)

ondeµ =

√
~k2
⊥ +m2. As duas primeiras equações tem solução imediata e dão os modos

T (τ) = eıωτ eX i
⊥(xi⊥) = ei k

i
⊥x

i
⊥ . A novidade encontra-se na equação (2.24). Esta equação

é satisfeita pela chamada função de MacDonald, denotada porKıν. A segunda solução desta

equação é representada porIıν , só que esta é descartada por divergir no infinito. Os modos

não-normalizados podem ser escritos como:

u~k⊥,w = Kıω(µξ)e
ı~k⊥·~x⊥e−ıωτ (2.25)
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A normalização destes modos é feita em [8, 22]. Existem duas formas de normalizar o con-

junto completo acima descrito. A outra forma é usada por Svaiter [19] e Takagi [29]. Utilizando

a primeira forma o modo normalizado é:

u~k⊥,w =

√
2ω senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µξ)e
ı~k⊥·~x⊥e−ıωτ (2.26)

O campo pode então ser escrito [8] em função dos operadores de criação (b†~k⊥,ω
) e aniquilação

(b~k⊥,ω) de cada modo~k⊥, ω como:

ϕ(τ, ξ, xi⊥) =

∫ ∞

0

dω

∫
dd−2k⊥

1√
2ω

{u~k⊥,ωb~k⊥,ω + u∗~k⊥,ω
b†~k⊥,ω

} (2.27)

O estado de v´acuo é aquele em que:

b~k⊥,w|0, F 〉 = 0 ∀~k⊥, ω (2.28)

Este é o v´acuo de Fulling, também conhecido como v´acuo de Rindler|0, R〉. Para métricas

estáticas, o momento canonicamente conjugado ao campo é

π =
∂L

∂(∂0ϕ)
=

√
−gg00∂0ϕ (2.29)

Para espaço de Rindler temos:

π(τ, ξ, ~x⊥) =
ξ

ξ2
∂τϕ =

1

ξ
∂τϕ (2.30)

Usando (2.27), obtemos que o momento canonicamente conjugado é:
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π(τ, ξ, ~x⊥) =
−ı
ξ

∫ ∞

0

dω ω√
2ω

∫
dd−2ςω,~k⊥(ξ)

(
e−ıωτeı

~k⊥·~x⊥bω,~k⊥ − eıωτe−ı
~k⊥·~x⊥b†

ω,~k⊥

)
(2.31)

ondeζω,~k⊥(ξ, ~x⊥) =

√
2ωsenh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µξ). Observemos que as hipersuperf´ıciesτ = 0 e t = 0

coincidem em Rindler-R, permitindo então comparar estes modos com os modos de Minkowski

e assim calcular os coeficientes de Bogoliubov. Temos então paraτ = 0:

π(0, ξ, ~x⊥) =
−ı
ξ

∫ ∞

0

dω

√
ω

2

∫
dd−2ζω,~k⊥(ξ)

(
eı
~k⊥·~x⊥bω,~k⊥ − e−ı

~k⊥·~x⊥b†
ω,~k⊥

)
(2.32)

Usando a condição de normalização:

∫ ∞

0

dξ

ξ

∫
dd−2~x⊥ζω,~k⊥(ξ)ζω′,~k′⊥

(ξ)eı(
~k⊥−~k′⊥)·~x⊥ = δ(ω − ω′)δ(~k⊥ − ~k′⊥) (2.33)

e notando queζω,~k⊥(ξ) = ζω,−~k⊥(ξ), pode-se “inverter”as equações (2.27) e (2.32) chegando

então a express˜ao:

bω,~k⊥ =
1√
2

{√
ω

∫ ∞

0

dξ

ξ

∫
dd−2~x⊥ζω,~k⊥(ξ)e−ı

~k⊥·~x⊥ϕ(0, ξ, ~x⊥)+

+ı

√
1

ω

∫ ∞

0

dξ

∫
dd−2~x⊥ζω,~k⊥(ξ)e−ı

~k⊥·~x⊥π(0, ξ, ~x⊥)

}
(2.34)

A quantização no espaço de Minkowski é a usual então só colocaremos os resultados:

Φ(0, x, ~x⊥) =
1

(2π)
d−1
2

∫
dk√
2Ω

∫
dd−2~k⊥

{
eıkxeı

~k⊥·~x⊥ak,~k⊥ + e−ıkxe−ı
~k⊥·~x⊥a†

k,~k⊥

}
(2.35)
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ondeΩ =

√
~k2
⊥ +m2. Observe que como as superf´ıciest = 0 e τ = 0 coincidem esta também

é uma expans˜ao válida para o campo em Rindler-R, assim (note que emτ = 0, x = ξ), então:

ϕ(0, ξ, ~x⊥) =
1

(2π)
d−1
2

∫
dk√
2Ω

∫
dd−2~k⊥

{
eıkξeı

~k⊥·~x⊥ak,~k⊥ + e−ıkξe−ı
~k⊥·~x⊥a†

k,~k⊥

}
(2.36)

Já o momento canonicamente conjugado é:

Π(0, ξ, ~x⊥) =
−ı

(2π)
d−1
2

∫
dk

√
Ω

2

∫
dd−2~k⊥

{
eıkξeı

~k⊥·~x⊥ak,~k⊥ − e−ıkξe−ı
~k⊥·~x⊥a†

k,~k⊥

}
(2.37)

Notemos que o momento canonicamente conjugado associado ao espaço de Rindler é:

π(0, ξ, ~x⊥) =
∂τ
ξ

= ∂t = Π(0, x, ~x⊥) (2.38)

Então poderemos ter também:

π(0, ξ, ~x⊥) =
−ı

(2π)
d−1
2

∫
dk

√
Ω

2

∫
dd−2~k⊥

{
eıkξeı

~k⊥·~x⊥ak,~k⊥ − e−ıkξe−ı
~k⊥·~x⊥a†

k,~k⊥

}
(2.39)

Poderemos então substuir (2.36) e (2.39) em (2.34), usando a conhecida identidade:

1

(2π)d−2

∫
dd−2~x⊥e

ı(~k⊥−~k′⊥)·~x⊥ = δ(~k⊥ − ~k′⊥) (2.40)

e isto permite-nos eliminar a integral em~k⊥. Obtemos então:
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bω,~k⊥ =

∫
dkα(ω, k)ak,~k⊥ +

∫
dkβ(ω, k)a†

k,−~k⊥
(2.41)

onde os coeficientes de Bogoliubovα eβ são:

α(ω, k) =
(2π)

d−2
2

2
√

2π

∫ ∞

0

dξeıkξζω,~k⊥(ξ)

[
1

ξ

√
ω

Ω
+

√
Ω

ω

]
(2.42)

β(ω, k) =
(2π)

d−2
2

2
√

2π

∫ ∞

0

dξe−ıkξζω,~k⊥(ξ)

[
1

ξ

√
ω

Ω
−
√

Ω

ω

]
(2.43)

Estas integrais podem ser feitas [8] o resultado é:

α(ω, k) =
1√

2πΩ(1 − e−2πω)

(
Ω + k

m

)ıω
(2.44)

β(ω, k) =
1√

2πΩ(e2πω − 1)

(
Ω + k

m

)ıω
(2.45)

E assim chegamos ao resultado final desta seção:

|β(ω, k)|2 =
1

2πΩ(e2πω − 1)
(2.46)

Vamos analisar este resultado: o vácuo de Minkowski é visto por um observador acelerado

como tendo|β(ω, k)|2partı́culas escalares neutras. Este fator é proporcional à distribuição de

Bose-Einstein e sugere que o vácuo de Minkowski é um estado térmico comT = 1
2π

. Recu-

perando a aceleração pr´opria (ω → ω/g), temos que o v´acuo de Minkowski tem temperatura

T = g
2π

.
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É interessante ressaltar que Fulling, estava interessado em implementar a quantização num

espaço-tempo para exibir um v´acuo não-unitariamente equivalente ao vácuo de Minkowski. Na

referência [8] ele faz os c´alculos em duas dimensões, mas como vemos a generalização para

d-dimensões não traz dificuldades, j´a que como são modos idênticos aos de Minkowski, eles

não entram no c´alculo dos coeficientes de Bogoliubov.

2.2.2 Ćalculo do propagador de Feynman

Este cálculo foi feito em [23] para um campo escalar neutro com massa. A partir de (2.27),

usando a definição padr˜ao do propagador causal e o fato que

〈0, F |aω~k⊥a
†
ω′~k′⊥

|0, F 〉 = δ(ω − ω′)δ(~k⊥ − ~k′⊥)

teremos uma express˜ao fechada para o propagador.

GF (τ, ξ, ~x⊥; τ ′, ξ′, ~x′⊥) = ı

∫ ∞

0

dω
4 senh(πω)

(2π)d

∫
dd−2~k⊥Kıω(µξ)Kıω(µξ

′) × (2.47)

× exp
[
ı~k⊥ · (~x⊥ − ~x′⊥) − ıω|τ − τ ′|

]

Observe que esta última express˜ao é anaĺıtica para<|τ − τ ′| > 0 e =|τ − τ ′| < 0. Para

resolver esta integral usaremos a seguinte identidade:

Kıω(µξ)Kıω(µξ
′) =

1

2

∫ ∞

−∞
dλeıλωK0(µγ1) (2.48)

ondeγ1 = ξ2 + ξ′2 +2ξξ′ cosh λ. Fazendou = |τ − τ ′|, supondo=u < −π, troquemos a ordem

de integração:
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GF (τ, ξ, ~x⊥; τ ′, ξ′, ~x′⊥) =

= ı

∫ ∞

−∞
dλ

∫ ∞

0

dω

(2π2)
senh(πω)e−ıω(u−λ)

∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2

eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥)K0(µγ1) (2.49)

A primeira integral pode ser calculada [30] e seu resultado é:

∫ ∞

0

dω

(2π2)
senh(πω)e−ıω(u−λ) =

−1

2π [(λ− u)2 + π2]
(2.50)

Para continuarmos usemos a representação integral deK0(µγ1).

K0(µγ1) =

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−z
2

− µ2γ2
1

2z

]
(2.51)

A integral que queremos resolver é:

∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2

eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥)

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−z
2

− µ2γ2
1

2z

]
(2.52)

usando queµ2 = ~k2
⊥ +m2 e invertendo a ordem de integração

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−z
2

− m2γ2
1

2z

]∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2

exp

[
−~k2

⊥γ
2
1

2z
+ ı~k⊥ · (~x⊥ − ~x′⊥)

]
(2.53)

Para fazermos a integral em~k⊥ deveremos completar o quadrado no argumento da expo-

nencial, obtendo:
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∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−z
2

− m2γ2
1

2z
− z(~x⊥ − ~x′⊥)2

2γ2
1

]∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2

exp

[
−γ2

1

2z

(
~k⊥ +

ı(~x⊥ − ~x′⊥)z

γ2
1

)2
]

(2.54)

A última integral é uma integral Gaussiana, bastante conhecida, assim

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−z
2

− m2γ2
1

2z
− z(~x⊥ − ~x′⊥)2

2γ2
1

](
z

2πγ2
1

) d−2
2

(2.55)

Arrumando os termos da integral emz

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−1

2

[
z

(
γ2

1 + (~x⊥ − ~x′⊥)2

γ2
1

)
+
m2γ2

1

z

]](
z

2πγ2
1

) d−2
2

(2.56)

Chamandoγ2 = γ2
1 + (~x⊥ − ~x′⊥)2 e z =

mγ2
1

γ2
v, assim a última equação escreve-se

∫ ∞

0

dv

2v

(
mv

2πγ2

) d−2
2

exp

{
−mγ2

2

[
v +

1

v

]}
(2.57)

Usando a tabela de representações integrais de funções especiais [30] teremos

Kν(xz) =
zν

2

∫ ∞

0

exp

[
−x
2

(
t +

z2

t

)]
t−ν−1 (2.58)

onde|argz| < π/4; |argz| = π/4 e<ν < 1. Comparando os termos teremos que (2.57) pode

ser escrita como:

(
m

2πγ2

) d−2
2

K d−2
2

(mγ2) (2.59)
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Falta fazer a integral emλ, que é:

GF =
−ı
2π

∫ ∞

−∞

dλ

(λ− u)2 + π2

(
m

2πγ2

) d−2
2

K d−2
2

(mγ2) (2.60)

O integrando contém pólos emλ = u± ıπ, e devem estar abaixo do contorno de integração

para prolongar analiticamente a=u = 0, deveremos assegurar o contorno ficar´a acima dos

pólos. Somente o p´olo λ = u+ ıπ contribuirá para a integral acima. O c´alculo do res´ıduo deste

pólo é simples e obteremos finalmente:

GF (τ, ξ, ~x⊥; τ ′, ξ′, ~x′⊥) =
ı

2π

(
m

2π
√

2σ

) d−2
2

K d−2
2

(
√

2m2σ) (2.61)

onde(2σ)2 = ξ2 + ξ′2 − 2ξξ′ cosh(τ − τ ′) é a distância geod´esica do espaço de Minkowski em

coordenadas de Rindler.

O propagador (2.61) é justamente o propagador de Feynmann do espaço de Minkoswki em

coordenadas de Rindler. Isto levou Boulware a dizer que as duas quantizações são equivalentes[31].

2.2.3 Um ańalogo do efeito Hawking — ćalculo de Davies

Após os artigos de Hawking sobre a evaporação de buracos negros[9, 10], surge a necessidade

de um entendimento do fenˆomeno em sistemas fı́sicos mais simples. Davies na referˆencia [11]

repete em detalhes o c´alculo feito por Hawking só que agora é um espaço de Rindler com um

espelho totalmente refletor a distânciaa da origem do sistema de coordenadas.
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Modos de Rindler sem massa

Agora queremos resolver a equação de Klein-Gordon para modos sem massa. Comecemos para

dimensãod ≥ 3

�ϕ(τ, ξ, ~x⊥) = 0 (2.62)

O procedimento ser´a o padrão, separação de vari´aveis. Isto foi feito na seção anterior, os

modos de freq¨uência positiva são::

uω,~k⊥ =

√
2ω senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(k⊥ξ)e
ı~k⊥·~x⊥−ıωτ (2.63)

A expansão do campo é dada pela express˜ao (2.27). Vamos agora obter os modos sem

massa quandod = 2. Uma TQC sem massa em duas dimensões, tem diversos problemas de

ordem matemática, pois os propagadores não decaem suficientemente r´apido no infinito[32]. Se

pensarmos em campos como distribuições nem todas as funções teste podem ser utilizadas[33].

Do ponto de vista fı́sico, esta TQC é assolada pela presença de divergências infravermelhas, que

não podem ser eliminadas pelos processos usuais de renormalização. Devido a simplificações

matemáticas usaremos este modelo.

A equação ao qual chegamos é:

(
∂2
τ − ξ∂ξ − ξ2∂2

ξ

)
ϕ(τ, ξ) = 0 (2.64)

Após a separação de vari´aveis chegamos a:
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∂2
τT (τ) = −ω2T (τ) (2.65)

(
ξ2∂2

ξ + ξ∂ξ + ω2
)
X(ξ) = 0 (2.66)

cuja solução é imediata:

uω = eıω(τ+ln ξ) (2.67)

Efeito Unruh-Davies

Quandoτ → −∞ nós temos que a expans˜ao do campo pode ser feita como em (2.27) e passa

a ter a forma:

ϕ(τ, ξ) =

∫ ∞

0

dw

(
eıω(τ+ln ξ)aω√

2ω
+
e−ıω(τ+ln ξ)a†ω√

4πω

)
(2.68)

Vamos estudar o campo no pontoO, localizado na região comτ → ∞. Este ponto tem

grande relevˆancia na solução de Hawking [9], pois representa um observador em repouso a

distância infinita do horizonte do buraco negro. O campo pode ser descomposto como:

ϕ(τ, ξ) =

∫
dw
(
gωbω + g∗ωb

†
ω + hωcω + h∗ωc

†
ω

)
(2.69)

ondegω representa as soluções que são refletidas pela parede e v˜ao paraξ → ∞ e hω são

os modos que atravessam o horizonte de eventos.É claro que nosso interesse est´a nos modos

que não cruzam o horizonte de eventos e são medidos emO. Os operadoresbω e cω são os

operadores de aniquilação.
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A figura 2.4 representa a situação fı́sica usada no c´alculo. A linha de universo do espelho é

a retax = a.

O método de Hawking consiste em considerar os modos de freq¨uência puramente positiva

emO como tendo a forma:

gω ∼ ω−1/2eıω(τ−ln ξ) (2.70)

Deveremos então “voltar” com esses modos no tempo paraτ → −∞, onde nessa região

gω não ser´a um modo de freq¨uências positivas puras mas sim uma combinação de freq¨uências

positivas e negativas dos modosuω da forma:

gω =

∫ ∞

0

dω′ (αωω′uω′ + βωω′u∗ω′) (2.71)

Um observador emO mede o estado de vácuo adaptado aτ → −∞ como tendo um número

de part´ıculas proporcional a|βωω′ |2. Vamos calcular esse coeficiente de Bogoliubov:

Figura 2.4: Situação fı́sica usada no c´alculo de Davies



CAPÍTULO 2. TQC EM ESPAÇO DE RINDLER: VERS̃AO LORENTZIANA 26

Observe que as linhas a±45o são geod´esicas nulas do espaço-tempo de Rindler, logo são

representadas pela equação:

ξe±τ = constante (2.72)

Pela figura (2.4) a retaν tera a equação:

ξe−τ = ε (2.73)

Estas retas são superf´ıcies de fase constante. Para a linhaν a fase seria−ω ln ε, que diverge

paraε → 0, ou seja no horizonte futuroH+. Introduzindo o tempo avançadov = τ + ln ξ,

linhas “ingoing”terão equaçãoev = constante. A diferença de fase entre o último raio refletido

(linhaν0) e a linhaν, permite-nos escrever:

ε = ev0 − ev (2.74)

Note que estamos interessados nos modos que chegam aO após serem “refletidos”pelo

espelho localizado emx = a. Observe que a posição do espelho altera drasticamente o valor de

v0. Como queremos estudar a regiãoε → 0; deve satisfazer a condiçãov − v0 � 1. Obtemos

então facilmente
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ε = ev0 − ev

= ev0
[
1 − ev−v0

]

≈ ev0(v − v0) (2.75)

O modogω terá fase−ω [v0 + ln(v0 − v)]. Se v > v0 gω será nula, os modos “ingo-

ing”atravessar˜ao o horizonte de eventos. Assim a forma degω nas proximidades deA será:

gω ≈





(constante)ıω
√
ω

exp (−ıω ln(v0 − v)) sev < v0

0 sev > v0

(2.76)

Assim poderemos calcular os coeficientes de Bogoliubov fazendo uma transformada de

Fourier da última equação com respeito a vari´avelv. Encontramos

|αωω′ | =
|Γ(1 − ıω)|√

ωω′
|βωω′ | =

eπω|Γ(1 − ıω)|√
ωω′

(2.77)

Se não tivéssemos o espelho, todos os modos atravessariam o horizonte futuro e seriam

vistos por um observador emO como sendo absorvidos pelo horizonte, o mesmo ocorre para

v > v0. Com o espelho parav < v0, o observador interpretar´a este resultado como se os modos

fossem absorvidos e posteriormente emitidos pelo horizonte. Pode-se mostrar [11] que a raz˜ao

entre a taxa de absorção e a de emissão é a mesma de um corpo negro com temperaturaT = 1
2π

.
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Figura 2.5: Diagrama de Penrose do espaço de Rindler

2.2.4 Correlaç̃ao entre os espaços Rindler-R e Rindler-L — ḿetodo de

Unruh

O método de Unruh pode ser considerado original, pois depende de uma observação sagaz. Isto

simplifica enormemente os c´alculos matemáticos e possibilita, sem maiores argumentações,

identificarmos que a temperatura é proporcional à aceleração pr´opria do observador de Rindler.

Ainda aparece uma correlação do tipo BCS (Bardeen-Cooper-Schiffer) entre os espaços Rindler-

R e Rindler-L que são causalmente desconexos. Ou seja, temos acesso aos modos al´em do

horizonte de eventos.

Uma hipersuperf´ıcie deτ = constante pode ser usada para fazer uma teoria de campo em

Rindler-R. Um campo para um observador de Minkowski7, não ficará confinado a Rindler-R, e

uma superf´ıcie deτ = constante também é uma superf´ıcie de Cauchy para este observador. Para

descrevermos então o campo precisamos das contibuições dos modos Rindler-R e Rindler-L. A

7Um observador é dito de Minkowski se ele for inercial.
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expans˜ao do operador de campo fica escrita como:

φ(t, x, ~x⊥) =

∫ ∞

0

dω

∫
dd−2~k⊥

(2π)
d−2
2

{
b
(+)

ω,~k⊥
u

(+)

ω,~k⊥
+ b

(+)†
ω,~k⊥

u
(+)∗
ω,~k⊥

+ b
(−)

ω,−~k⊥
u

(−)

ω,−~k⊥
+ b

(−)†
ω,−~k⊥

u
(−)∗
ω,−~k⊥

}

(2.78)

onde os sinais(+) e (−) referem-se aos modos relativos a Rindler-R e Rindler-L. O modos de

freqüência positiva são:

u
(+)

ω,~k⊥
(x) =





√
senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µξ)e
ı~k⊥·~x⊥e−ıωτ em Rindler-R

0 em Rindler-L
(2.79)

u
(+)

ω,~k⊥
(x) =





0 em Rindler-R√
senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µξ)e
ı~k⊥·~x⊥eıωτ em Rindler-L

(2.80)

A combinação simples destas soluções não constitui uma função inteira, pois as soluções

são não anaĺıticas nos horizontesH− e H+. Estes horizontes est˜ao representados na figura

3.1. Unruh estuda o comportamento dessas soluções emH− ou equiventemente na superf´ıcie

V = 0. Para os modos de Minkowski de freq¨uencia positiva temos que

u(t, x, ~x⊥) =
1

ω(2π)
d−1
2

e−ıωt+ıkxeı
~k⊥·~x⊥ (2.81)

Nessa hipersuperf´ıcie fica

u(U, V = 0, ~x⊥) =
1

ω(2π)
d−1
2

e−ıω
U
2 eı

~k⊥·~x⊥ (2.82)



CAPÍTULO 2. TQC EM ESPAÇO DE RINDLER: VERS̃AO LORENTZIANA 30

Ou seja essa função é anaĺıtica para=U < 0. Observemos que nos horizontesξ = 0, então

precisamos da expans˜ao da função de Bessel para valores pr´oximos aξ = 0 e temos[29]:

Kıω(µξ) ≈
ıπ

2 senh(πω)Γ(1 + ıω)

(µ
2

)ıω
ξıω + c.c. (2.83)

Note queξıω = eıω ln ξ e isto permite-nos escrever os modos em função da exponencial dos

tempos retardado e avançadoτ ± ln ξ, e assim relacion´a-los com as coordenadas nulasU eV .

Usamos tambem queln(−1) = ıπ. Assim, mostra-se que a seguinte combinação[12, 34]:

v
(ε)

ω,~k⊥
=

1√
1 − e−2πω

{
u

(ε)

ω,~k⊥
+ e−πωu

(−ε)∗
ω,−~k⊥

}
(2.84)

ondeε = ±, é anaĺıtico em todo o espaço para=U < 0 e compartilham pois, da mesma

estrutura que os modos de Minkowski de freq¨uência positiva. Eles compartilham inclusive do

mesmo vácuo de Minkowski. Assim o campo descrito por um observador de Minkowski é:

φ(t, x, ~x⊥) =

∫ ∞

0

dω

∫
dd−2~k⊥

(2π)
d−2
2

{
a

(+)

ω,~k⊥
v

(+)

ω,~k⊥
+ a

(+)†
ω,~k⊥

v
(+)∗
ω,~k⊥

+ a
(−)

ω,−~k⊥
v

(−)

ω,−~k⊥
+ a

(−)†
ω,−~k⊥

v
(−)∗
ω,−~k⊥

}

(2.85)

ondea(ε)

ω,~k⊥
|0,M〉 = 0 e b(ε)

ω,~k⊥
|0, F 〉 = 0. Comparando as duas express˜oes paraφ obtemos:

a
(ε)

ω,~k⊥
=

1√
1 − e−2πω

[
b
(ε)

ω,~k⊥
− e−πωb

(−ε)†
ω,−~k⊥

]
(2.86)

Agora poderemos verificar a seguinte expans˜ao do vácuo de Minkowski em função das

“partı́culas de Fulling-Rindler”.
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a
(ε)

ω,~k⊥
|0,M〉 = 0

1√
1 − e−2πω

[
b
(ε)

ω,~k⊥
− e−πωb

(−ε)†
ω,−~k⊥

]
|0,M〉 = 0 (2.87)

Obteremos então:

|O,M〉 =
∏

ω,~k⊥

√
1 − e−2πω

∞∑

n
ω,~k⊥=0

e
−n

ω,~k⊥
πω|nω,~k⊥〉

(+)|nω,−~k⊥〉
(−) (2.88)

Temos então uma correlação do tipo BCS, da teoria da supercondutividade, entre as “part´ıculas”dentro

e fora do horizonte. Um argumento interessante sobre isto é dado por Unruh e Wald em [35]

e é retomado por Svaiter & Svaiter em [15]. No espaço de Minkowski não temos horizontes,

então os pares criados de part´ıculas e antipart´ıculas (no caso do campo escalar neutro, a mesma

partı́cula) sempre se aniquilam, por´em para um observador em Rindler-R, devido a presença do

horizonte de eventos, elas não aniquilam-se e uma delas é medida. Assim para um observador

em Rindler-R (Rindler-L), o v´acuo de Minkowski ser´a um estado com part´ıculas. De fato:

〈0,M |b(ε)†
ω,~k⊥

b
(ε)

ω,~k⊥
|0,M〉 =

1

e2πω − 1
(2.89)

O que mostra que o número de part´ıculas encontrado possui um espectro térmico, como

pode-se ver pela presença da distribuição de Bose-Einstein à temperatura1
2π

.

Finalmente daremos uma demonstração bastante conclusiva da relação entre a temperatura

e a aceleração pr´opria. Um observador em Rindler-R constr´oi seus operadores com vari´aveis
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definidas somente em Rindler-R. A forma geral de um operador ser´a8

O = O(+) ⊗ I(−) (2.90)

Assim, poderemos usar as técnicas da mecˆanica estat´ıstica de tomar o traço sobre os modos

desconhecidos e obter o resultado. Queremos calcular o valor esperado no v´acuo de Minkowski

do observ´avelO. Portanto,

〈0,M |O|0,M〉 = 1 − e−2πω
∑

n1,n2

〈n1|〈n1|O|n2〉|n2〉e−π(n1+n2)ω

=
∞∑

n=0

〈n|O|n〉e−2πnω(1 − e−2πω)

= Tr Oρ (2.91)

ondeρ é igual a matriz de densidadeCe−βH
(+)
R , eβ = 2π. Reintroduzindo a aceleração pr´opria,

concluı́mos que o v´acuo de Minkowski é visto por um observador em Rindler-R como um

estado térmico a temperaturaT = g
2π

. Podemos mostrar facilmente que:

H
(+)
R =

∫ ∞

0

dω

∫
dd−2~k⊥

(
nω,~k⊥ +

1

2

)
ω (2.92)

Maiores detalhes sobre esta conclusão est˜ao em [36, 37, 38].

8a razão é que um operador em geral é definido sobre qualquer hipersuperfı́cie comτ constante, assim ele

compreenderá uma parte que age somente em Rindler-R e Rindler-L. Um observador de Rindler-R não pode

descrever processos a princı́pio que est˜ao causalmente desconexos dele (em especial em Rindler-L). Logo seu

operador s´o agirá sobre Rindler-R, daı́ a razão do operador identidade em Rindler-L
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2.2.5 Detectores de partı́culas

Unruh estuda o que seria a natureza das part´ıculas de Fulling-Rindler. Para isto introduz o

conceito de detector de part´ıcula. Dois modelos são investigados: O primeiro seria uma caixa

contendo uma part´ıcula no estado fundamental, o detector percebe uma part´ıcula se ap´os um

dado tempo a part´ıcula da caixa est´a em outro estado. Um modelo mais real é feito. Uma caixa

com um campo escalarφ interagindo com um outro campo escalarΦ com massa. Assim o

detector mede um quantum deΦ se o campoφ é encontrado em algum outro estado sen˜ao o

fundamental [12].

Ele chegou a duas conclusões:

• O detector de part´ıculas irá reagir a modos com freq¨uência positiva em relação ao tempo

próprio do detector.

• O processo de detecção de um quantum de campo pelo detector corresponde tanto ao

processo de absorção como o de emissão de um quantum de campo pelo detector.

Na última conclus˜ao aparece um ingrediente novo, at´e então os detectores propostos por

teóricos de óptica quântica, propostos por Glauber e Nussenszveig não consideram os processos

de emissão de um quanta de campo pelo detector com sua posterior excitação. Isto ocorre pois

eles usam a aproximação da onda girante (RWA). E é exatamente este processo que far´a a

diferença na medida das flutuações do v´acuo.

deWitt aprimora o detector de Unruh. Constr´oi um sistema atˆomico pontual de dois nı́veis

interagindo com o campo escalar pelo termo de interação[39]:
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Lint = c1m(τ)ϕ(x(τ)) (2.93)

ondem(τ) é o operador de monopolo ex(τ) é a linha de universo do detector parametrizada

pelo tempo pr´oprio. A construção feita aqui segue fielmente [15, 13]. O espaço de Hilbert do

sistema campo + detector é

H = HD + HF (2.94)

e a Hamiltoniana pode ser escrita como

H = HD +HF +Hint (2.95)

O estado inicial no qual o sistema é preparado é|τi〉 = |g〉 ⊗ |ψi〉 = |gψi〉. Os autovalores

deHD são:

HD|g〉 = ωg|g〉

HD|e〉 = ωe|g〉 (2.96)

ondeωg eωe são as energias do átomo no estado fundamental e no estado excitado respectiva-

mente. Usaremos o quadro de interação e precisamos resolver:

ı∂τ |τ〉 = Hint|τ〉 (2.97)

|τ〉 = U(τ, τ0)|τ0〉 (2.98)
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A solução para isto é feita em cursos de Mecˆancia Quântica e é obtida pela série de Dyson.

Como a interação é suposta fraca, só tomaremos a primeira ordem da série de Dyson

U(τ, 0) = 1 − ı

∫ τ

0

dτ ′Hint(τ
′) (2.99)

A amplitude de probabilidade de transição do estado|gψi〉 para|eψf 〉 é dada por

A|gψi〉→|eψf 〉 = 〈eψf |U(τ, 0)|gψi〉

= −ıc1
∫ τ

0

dτ ′〈eψf |m(τ)φ(x(τ ′))|gψi〉

= −ıc1
∫ τ

0

dτ ′eıEτ
′〈e|m(0)|g〉〈ψf |φ(x(τ))|ψi〉 (2.100)

ondeE = ωe − ωg. A probabilidade de transição é então

P|gψi〉→|eψf 〉(τ, 0) = |〈gψi|U(τ, 0)|eψf〉|2 (2.101)

Lembrando-se que podemos decompor o campoφ em função de suas partes de freq¨uências

positiva e negativa. NáOptica Quântica só usa-se a parte de freq¨uências positivas, desta forma

forma o detector funciona apenas absorvendo part´ıculas. Como no nosso caso estamos levando

em conta tanto as partes de freq¨uência positiva e negativa, o detector mede as flutuações do

vácuo. Particularizando para|ψi〉 = |0,M〉 temos:

P|gψi〉→|eψf 〉 = c21|〈e|m(0)|g〉|2︸ ︷︷ ︸
Seletividade do Detector

Função Resposta︷ ︸︸ ︷
F (E, τ, 0) (2.102)
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A seletividade do detector é intrı́seca do mesmo, não dependendo da sua linha de universo.

Como essa parte é sempre fixa, a função resposta conter´a toda informação de relevância. A

função resposta ser´a dada pela express˜ao (2.103)

F (E, τ, 0) =

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ

0

dτ ′′e−ıE(τ ′−τ ′′)

G+(x(τ),x(τ ′))︷ ︸︸ ︷
〈0,M |φ(x(τ ′))φ(x(τ ′′))|0,M〉 (2.103)

Aqui temos um an´alogo do teorema de Wiener-Kintchine da Mecˆancia Estatı́stica [40]. No

caso mais geral temos:

F (E, τf , τi) =

∫ τf

τi

dτ ′
∫ τf

τi

dτ ′′e−ıE(τ ′−τ ′′)D(x(τ ′)x(τ ′′)) (2.104)

ondeD(x(τ ′)x(τ ′′)) = 〈χ|φ(x(τ ′))φ(x(τ ′′))|χ〉 mede a autocorrelação do campo.

Calcularemos a probabilidade de excitarmos o detector uniformemente acelerado. Não é

dificil mostrar que [34, 13, 15]

G+(τ, ξ, ~x⊥; τ ′, ξ, ~x⊥) =
−1

16π2 senh2
(
τ−τ ′

2

) (2.105)

Aplicando este resultado em (2.103) e obtemos então:

P =
c21
2π

∫ ∞

0

dω
ω|〈g|m(0)|i〉|2

e2πω − 1
(2.106)

A presença do termo(e2πω − 1)−1 sugere que o equilı́brio entre o detector uniformemente

acelerado e|0,M〉 é o mesmo que obter´ıamos com o detector inercial imerso num banho térmico

de temperaturaT = 1
2π

.
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Para um detector a tempo finito, sugere-se [15]. Porque a função resposta é não-nula? No

interessante artigo [34], um estudo profundo sobre a natureza da medida é feito. No caso de um

detector inercial a resposta é nula pois não existe emissão estimulada e a emissão espontânea

é compensada pelo coeficiente de absorção. Já num detector acelerado este balanço é alterado

e neste mesmo artigo é argumentado o por quê desse desbalanço ser um espectro térmico. A

demonstração deste fato foge do escopo desta tese e não ser´a incluı́da aqui.



Caṕıtulo 3

TQC em Espaço de Rindler: Vers̃ao

Euclideana

Neste cap´ıtulo iremos descrever os resultados principais desta tese. Primeiramente discutiremos

o espaço de Rindler ap´os a rotação de Wick para o domı́nio euclideano. A segunda parte

é composta da discussão do resultado de Christensen e Duff e sua generalização no caso do

campo escalar neutro com ou sem massa para dimensão maior que 3. Para um campo em duas

dimensões teremos problemas matemáticos para campos sem massa. A última parte é composta

da apresentação de um resultado devido a Lee. Ele mostra, para duas dimensões sem massa,

que a função de Schwinger térmica associada ao espaço de Rindler euclideano não é idêntica à

função de Schwinger aT = 0 associada ao espaço euclideano . A proposta fundamental desta

tese é investigar se isso é uma caracteŕıstica geral ou se só ocorre neste caso extremamente

patológico. Verificamos que este é um resultado particular e explicamos que estes termos novos

encontrados já existem no espaço euclideanoIR2.

38
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3.1 Espaço de Rindler Euclideano

A rotação de Wick no espaço de Rindler não tem nenhum problema pois o espaço de Rindler é

estático. Façamos então a rotação de Wick nos espaços de Minkowski e Rindler. O horizonte

de eventos neste último é aplicado na origem do plano (Figura(3.1)).

Minkowski =





T = ıx0

X = x
(3.1)

Rindler=





τ = ıθ

ξ = r
(3.2)

A transformação para o espaço Euclideano de Rindler ser´a

T = r sin θ X = r cos θ (3.3)

Figura 3.1: Espaço Euclideano de Rindler
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O novo “horizonte”ser´a a linha(0, 0, ~x⊥), logo o grupo de homotopia deste espaço será não

trivial. Não é difı́cil mostrar que o grupo de homotopia éπ1 = ZZ.

Uma caracteŕıstica interessante deste espaço é que ele mistura os espaços-tempo causalmente

disconectados Rindler-R e Rindler-L (basta ver que−π/2 < θ < π/2 temos Rindler-R e

π/2 < θ < 3π/2 temos Rindler-L). A correlação entre esses dois espaços fica clara. Veja as

referências [12, 22, 35, 38].

Vemos que teremos periodicidade no tempo imaginárioθ, então poderemos conectar este

resultado com a condição KMS. Esperamos que exista uma temperatura associadaβ = 1
T

= 2π.

Se estivéssemos usando a forma da métrica que contém explicitamente a aceleração pr´opria, a

periodicidade seria2π/g então ter´ıamos uma temperatura associadaβ = 2π
g

.

3.2 Generalizaç̃ao do resultado de Christensen & Duff

Christensen e Duff[21] mostram a igualdade entre a função de Schwinger térmica associada ao

espaço Euclideano de Rindler e a função de Schwinger a temperatura zero associada ao espaço

Euclideano usual. Outras referˆencias nesta mesma linha são [41, 42, 43]. Por´em seu c´alculo

é bastante particular, embora seu resultado seja geral, como ser´a demonstrado aqui, e de certa

forma já é esperado.

Sabemos que o espaço Euclideano de Rindler tem topologia não trivial, nesse caso o grupo

de homotopia pode ser associado ao número de voltas que um laço dá ao redor do defeito

(0, 0, ~x⊥). Assim o verdadeiro propagador da teoria é aquele em que somamos sobre todas

as classes de homotopia distintas (j´a bastante conhecido da TQC em espaços com topologia
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não trivial [44]). Mostraremos a seguir que a função de Schwinger a temperatura zero para

campos sem massa em quatro dimensões é proporcional ao quadrado da distância euclideana

entre os pontos. Christensen e Duff escolhem uma curva particular onder = constante. Para

r = r′, ~x⊥ = ~x′⊥ temos que a distância euclideana entre os pontos(θ, r, ~x⊥) e (θ′, r′, ~x′⊥) será

2 sen
{

(θ−θ′)
2

}
, então a função de Schwinger a temperatura zero associado ao espaço Euclideano

é:

G∞
M =

1

16π2

1

sen2
{

(θ−θ′)
2

} (3.4)

Já a distância euclideana associada a curva escolhida é o comprimento do arco que une os

pontos(θ, r, ~x⊥) e (θ′, r′, ~x′⊥), assim a função de Schwinger a temperatura zero associada ao

espaço euclideano de Rindler é:

G∞
R =

1

4π2

1

(θ − θ′)2
(3.5)

Para relacionar estes resultados, usemos a conhecida identidade [30]:

1

4 sen2
{
x
2

} =
∞∑

n=−∞

(x + 2πn)−2 (3.6)

Vê-se então que:

G∞
M =

1

4π2

∞∑

n=−∞

[(θ − θ′) + 2πn]−2 (3.7)
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Por sua vez, o lado direito da última equação é o propagador de Schwinger a temperatura

β = 2π associado ao espaço euclideano de Rindler. Assim obtém-se o resultado:

G∞
M = G2π

R (3.8)

3.2.1 Generalizaç̃ao para campos com massa

Nossa tarefa ser´a generalizar este resultado para campos com massa em qualquer dimensão para

quaisquer dois pontos(θ, r, ~x⊥) e (θ′, r′, ~x′⊥). Primeiramente note que estamos somando sobre

classes de equivalˆencia então para este fim a forma da curva não interessa, mas sim o número de

voltas dadas ao redor do defeito. Deste modo, a forma da curva que liga dois pontos quaisquer

é irrelevante. A periodicidade é2π logo calcularemos:

G2π
R =

∞∑

n=−∞

G∞
R (s+ 2πn, r, ~x⊥, r

′, ~x′⊥) (3.9)

ondes = θ − θ′. A função de Schwinger a temperatura zero é [33]:

G∞
R (s, r, ~x⊥, r

′, ~x′⊥) =
∑

ν

ψν(r, ~x⊥)ψν(r
′, ~x′⊥)

2ων
exp (−ων|s|) (3.10)

Os modosψν(r, ~x⊥) são aqueles obtidos anteriormente:

ψν(r, ~x⊥) =

√
2ω senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µr)e
ı~k⊥·~x⊥ (3.11)

Então
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G2π
R =

∞∑

n=−∞

∫
dd−2~k⊥

∫ ∞

0

dω

2ω

2ω senh(πω)

π2(2π)d−2
Kıω(µr)Kıω(µr

′)eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥)e−ω|s+2πn| (3.12)

ComoKıω(µr) é real e vai a zero muito rapidamente (tanto quanto uma exponencial decres-

cente) emr → ∞. Pela presença da exponencial decrescente temos que o integrando converge

uniformemente, então podemos “passar”o somatório para dentro da integral. Usando a identi-

dade a seguir, fazemos a soma:

∞∑

n=−∞

e−ω|s+2πn| =

(
1 +

1

e2πω − 1

)
e−ω|s| +

eω|s|

e2πω − 1

=
cosh(ω(π − |s|))

senh(πω)
(3.13)

temos que a integral a ser resolvida ser´a:

G2π
R =

∫
dd−2~k⊥

∫ ∞

0

dω

π2(2π)d−2
Kıω(µr)Kıω(µr

′)eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) cosh(ω(π − |s|)) (3.14)

A integral na variávelω pode ser feita atrav´es da fórmula [30]

∫ ∞

0

dxKıx(a)Kıx(b) cosh [(π − φ)x] =
π

2
K0

(√
a2 + b2 − 2ab cosφ

)
(3.15)

Teremos, ap´os fazer a integral emω:

G2π
R =

∫
dd−2~k⊥

2π(2π)d−2
K0(µγ1)e

ı~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) (3.16)
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ondeγ2
1 = r2 + r′2 − 2rr′cos(s). Esta integral é feita em [23], seu resultado é:

∫
dd−2~k⊥

2π(2π)d−2
K0(µγ1)e

ı~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) =

(
m

2πρ

) d−2
2

K d−2
2

(mρ) (3.17)

ondeρ2 = γ2
1 + (~x⊥ − ~x′⊥)2, ou seja, é a distância euclideana entre os pontos(θ, r, ~x⊥) e

(θ′, r′, ~x′⊥). Assim chegamos ao resultado:

G2π
R =

1

2π

(
m

2πρ

) d−2
2

K d−2
2

(mρ) = G∞
M (3.18)

o lado direito desta equação é exatamente a função de Schwinger a temperatura zero do espaço

euclideano usual[45]. Assim est´a generalizado o resultado de Christensen e Duff para campos

escalares neutros com massa parad ≥ 2.

3.2.2 Generalizaç̃ao para campos sem massa

Aqui deveremos separar os casos ded = 2 ed ≥ 3.

Casod ≥ 3

Os modos são:

ψν(r, ~x⊥) =

√
2ω senh(πω)

π(2π)
d−2
2

Kıω(µk⊥)eı
~k⊥·~x⊥ (3.19)

ondek⊥ =

√
~k⊥ · ~k⊥. A obtenção da generalização do resultado de Christensen e Duff para

campos sem massa ed ≥ 3 segue idêntica ao dos campos com massa at´e a eq. (3.16), neste caso

não poderemos usar diretamente o resultado de [23], por´em resolveremos a integral analoga-

mente à referˆencia. A integral a ser resolvida é:
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G2π
R =

1

2π

∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2

eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥)K0(k⊥γ1) (3.20)

Para resolver a integral deveremos usar a seguinte representação da funçãoK0:

K0(k⊥γ1) =

∫ ∞

0

dz

2z
exp

[
−1

2

(
z +

k2
⊥γ

2
1

z

)]
(3.21)

Substituindo este resultado na eq. (3.20) e invertendo a ordem de integração teremos:

G2π
R =

1

2π

∫ ∞

0

dz

2(2π)d−2z

∫
dd−2~k⊥e

ı~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) exp

[
−1

2

(
z +

k2
⊥γ

2
1

z

)]
(3.22)

A integral em~k⊥ é gaussiana, para tal “completemos o quadrado”em~k⊥:

G2π
R =

1

2π

∫ ∞

0

dz

2(2π)d−2z
exp

[
−z
2

(
1 +

(~x⊥ − ~x′⊥)2

γ2
1

)]
×

×
∫
dd−2~k⊥ exp

[
−γ2

1

2z

(
~k⊥ − ız(~x⊥ − ~x′⊥)2

γ2
1

)2
]

(3.23)

A função gaussiana (d-2)-dimensional é inteira então poderemos deformar a vontade o con-

torno de integração e o resultado é:

G2π
R =

1

2π

∫ ∞

0

dz

2(2π)d−2z
exp

[
−z
2

(
1 +

(~x⊥ − ~x′⊥)2

γ2
1

)](
2zπ

γ2
1

) d−2
2

(3.24)

Fazendo a substituição de vari´avelv = z
2

(
1 +

(~x⊥−~x′⊥)2

γ2
1

)
teremos:

G2π
R =

2( d
2
−2)Γ

(
d
2
− 1
)

(2π)
d
2

1

ρd−2
(3.25)
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Assim obteremos o resultado procurado, j´a que o lado direito não passa deG∞
M [45]. Assim

está generalizado o resultado de Christensen e Duff para este caso.

Observe que a função de Schwinger diverge para d=2, isso ser´a discutido a seguir.

Casod = 2

A teoria quântica de campos em duas dimensões sem massa tem problemas sérios. No caso do

espaço de Minkowski, a teoria é assolada pela presença das divergências infravermelhas [32],

além do fato de termos divergências não integr´aveis no c´alculo dos propagadores. Na vers˜ao

euclidiana da TQC, temos problemas também: o propagador de Schwinger é não integr´avel,

logo diverge. Isto deve-se ao fato de que a equação de campo ap´os a rotação de Wick é o

Laplaciano no plano. Não existe função de Green que é unicamente determinada pelo fato de

ir a zero no infinito [46]. A melhor coisa que poderemos fazer é obtermos uma quantidade de

interesse mais um termo que é infinito. Isto ser´a intensamente discutido na seção posterior.

O modos de Rindler são:

ψω(r) =
1√
2π
rıω (3.26)

onde−∞ < ω <∞. Então, substituindo estes modos na eq. (3.10) obteremos

G2π
R =

∞∑

n=−∞

∫ ∞

−∞

1

4πω

( r
r′

)ıω
e−ω|s+2πn| (3.27)

A presença da exponencial decrescente torna o integrando uniformemente convergente e

então poderemos fazer primeiro o somatório obtendo
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G2π
R =

∫ ∞

−∞
dω

cosh(ω(π − s))

4πω senh(πω)

( r
r′

)ıω
(3.28)

Esta última integral diverge, por´em poderemos relacion´a-la com outra integral feita por Lee

[22]. Este ser´a o tema da nossa pr´oxima seção.

3.3 Generalizando o resultado de Lee

Lee [22] demonstra que a função de Schwinger associada ao espaço Euclidiano de Rindler é:

G2π
R =

Tr v(2π − ω)ϕ(X)v(θ − θ′)ϕ(X ′)v(θ′)

Tr v(2π)
(3.29)

ondeϕ(X) representa o operador de campo calculado emτ = 0; X = (r, ~x⊥); v(θ) = e−θHR e

HR é dado pela express˜ao:

HR =
∑

~k⊥,ω

(
b†~k⊥,ω

b~k⊥,ω +
1

2

)
ω (3.30)

Observe que nesta express˜ao não fizemos a integral e sim consideramos o espectro discreto

apesar do fato de não sê-lo. Isto deve-se ao fato de que seHR tem espectro contı́nuoe−βHR

pode não ser de classe de traço, isto é, pode não ser somável. Por´em a raz˜ao entre o numerador

e o denominador cancelam o infinito decorrente, assim a forma utilizada est´a justificada.

Deve-se ressaltar que esta primeira parte já representa uma generalização em relação ao

cálculo de Lee, pois ele já aplica os modos do campo obtidos para 2 dimensões sem massa.

Começaremos calculando o denominador:
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Tr v(2π) =
∑

n

〈n|e−2πHR|n〉

=
∑

n

e
2π

∑
(n~k⊥,ω

+1/2)ω

=
∏

~k⊥,ω

∑

n

e
−2πn~k⊥,ω

ω
e−πω

=
∏

~k⊥,ω

1

2
csc(πω) (3.31)

onde|n〉 é autovetor do operadorn~k⊥,ω com autovalorn~k⊥,ω. Doravante usaremos a seguinte

convenção para não sobrecarregar a notação:
∑

=
∑

~k⊥,ω
.

Pela propriedade ciclica do traço temos que o numerador pode ser escrito como Trv(2π −

s)ϕ(X)v(s)ϕ(X ′), ondes = θ − θ′. E o numerador reduz-se a:

∑

n

〈n|e−(2π−s)HR |n〉〈n|ϕ(r)e−sHRϕ(r′)|n〉 (3.32)

Assim, usando a expans˜ao do campo, a função de Schwinger ser´a :

G2π
R =

∑

n

∫
dχ

∫
dχ′ F

2
√
ωω′

{
〈n|(ub+ u∗b†)(X)e−sHR(u′b′ + u′∗b′†)(X ′)|n〉

}
(3.33)

onde mais uma vez introduziremos simplificações tipográficas:
∫∞
0
dω
∫
dd−2~k⊥ =

∫
dχ, u =

u~k⊥,ω, idem para os operadoresb = b~k⊥,ω e b† = b†~k⊥,ω
eF = 〈n|e−(2π−s)HR |n〉

Tr v(2π)
. Os únicos termos

que restam na última equação são:

∑

n

∫
dχ

∫
dχ′ F

2
√
ωω′

{
u(X)u′∗(X ′)〈n|be−sHRb′†|n〉 + u∗(X)u′(X ′)〈n|b†e−sHRb′|n〉

}

(3.34)
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Usamos estas relações:

b~k⊥,ω|n〉 =
√
n~k⊥,ω|n~k⊥,ω − 1〉

b†~k⊥,ω
|n〉 =

√
n~k⊥,ω + 1|n~k⊥,ω + 1〉

e−sHR|n~k⊥,ω + 1〉 = e
−

∑
~k′′⊥6=~k⊥,ω′′ 6=ω

s(n~k′′⊥,ω′′+1/2)ω′′

e
−s(n~k⊥,ω

+1+1/2)ω|n~k⊥,ω + 1〉

e−sHR|n~k⊥,ω − 1〉 = e
−

∑
~k′′⊥6=~k⊥,ω′′ 6=ω

s(n~k′′⊥,ω′′+1/2)ω′′

e
−s(n~k⊥,ω

−1+1/2)ω|n~k⊥,ω − 1〉

A função de Schwinger fica:

∑

n

∫
dχ

∫
dχ′ F

2
√
ωω′

{
u(X)u′∗(X ′)

√
(n~k⊥,ω + 1)(n~k′⊥,ω′ + 1)×

×〈n~k⊥,ω + 1|e−
∑

~k′′⊥6=~k′⊥,ω′′ 6=ω′ s(n~k′′⊥,ω′′+1/2)ω′′

e
−s(n~k′⊥,ω′+3/2)ω′

|n~k⊥,ω + 1〉 +

+u∗(X)u′(X ′)
√
n~k⊥,ωn~k′⊥,ω′〈n~k⊥,ω − 1|e−

∑
~k′′⊥6=~k′⊥,ω′′ 6=ω′ s(n~k′′⊥,ω′′+1/2)ω′′

×

×e−s(n~k′⊥,ω′−1/2)ω′

|n~k′⊥,ω′ − 1〉
}

(3.35)

Como pela condição de normalização〈n~k⊥,ω ± 1|n~k′⊥,ω′ ± 1〉 = δ(~k⊥ − ~k′⊥)δ(ω − ω′),

poderemos então eliminar uma das integrais e conseguindo (renomeamos a vari´avel mudaω′′

porω′, também para não carregar tipograficamente o texto) :

∑

n

∫
dχ

F

2ω
e
−

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

s(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′ {
u(X)u∗(X ′)(n~k⊥,ω + 1)e

−s(n~k⊥,ω
+3/2)ω

+

+u∗(X)u(X ′)n~k⊥,ωe
−s(n~k⊥,ω

−1/2)ω
}

(3.36)
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Note que o denominador deF é:

〈n|e−
∑

(2π−s)(n~k⊥,ω
+1/2)ω|n〉 =

e
−(2π−s)

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

s(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

e
−2π(n~k⊥,ω

+1/2)ω
e
s(n~k⊥,ω

+1/2)ω (3.37)

Usando este resultado a função de Schwinger ser´a:

∑

n

∫
dχ

2ωTr v(2π)
e
−

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

s(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

e
∑

~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω
s(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

×

×e−
∑

~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω
2π(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

e
−2π(n~k⊥,ω

+1/2)ω
e
s(n~k⊥,ω

+1/2)ω ×

{
u(X)u∗(X ′)(n~k⊥,ω + 1)e

−s(n~k⊥,ω
+3/2)ω

+ u∗(X)u(X ′)n~k⊥,ωe
−s(n~k⊥,ω

−1/2)ω
}

(3.38)

Simplificando esta express˜ao obteremos:

∑

n

∫
dχ

2ωTr v(2π)
e
−

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

2π(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

e
−2π(n~k⊥,ω

+1/2)ω ×

×
{
u(X)u∗(X ′)(n~k⊥,ω + 1)e−sω + u∗(X)u(X ′)n~k⊥,ωe

sω
}

(3.39)

Antes de fazermos o somatório emn, cabe um comentário: a função de Schwinger é

simétrica então poderemos trocarX porX ′ no último termo. Então:

∑

n

∫
dχu(X)u∗(X ′)

2ωTr v(2π)
e
−

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

2π(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

e
−2π(n~k⊥,ω

)ω ×

×
{

(n~k⊥,ω + 1)e−(s+π)ω + n~k⊥,ωe
(s−π)ω

}
(3.40)
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As somas emn são fáceis de serem realizadas pois são somas de séries geométricas:

∑

n

e−αn =
1

1 − e−α

∑

n

ne−αn = −∂α
∑

n

e−αn =
e−α

(1 − e−α)2

Note também que:

∑

n

e
−

∑
~k′⊥6=~k⊥,ω′ 6=ω

2π(n~k′⊥,ω′+1/2)ω′

=
∏

~k′⊥ 6=~k⊥,ω′ 6=ω

1

2
csc(πω′) (3.41)

Fazendo uso destes últimos resultados, a forma quase final da função de Schwinger ser´a:

∫
dχu(X)u∗(X ′)

2ωTr v(2π)

∏

~k′⊥ 6=~k⊥,ω′ 6=ω

1

2
csc(πω′)

{
e−(π+s)ω

(1 − e2πω)2
+
e(s−π)ωe−2πω

(1 − e2πω)2

}
(3.42)

O termo entre chaves não passa de:

e−(s−π)ω + e(s−π)ω

(eπω − e−πω)2
(3.43)

Usando a equação (3.31) teremos finalmente que a função de Schwinger é (note o cancela-

mento dos produtórios, justificando a postura de considerar temporariamente os modos como

discretos):

∫ ∞

0

∫
dd−2~k⊥

u(r, ~x⊥)u∗(r′, ~x′⊥)

2ω

cosh (π − s)ω

senh(πω)
(3.44)
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Basta que agora coloquemos os modos de acordo com a dimensão desejada e se o campo

tem massa ou não. Repare que:

∞∑

n=−∞

e(s+2πn) =
cosh (π − s)ω

senh(πω)
(3.45)

Desta relação fica ainda mais visı́vel a igualdade entre a prescrição de Lee e a prescrição

usada por Christensen e Duff.

3.3.1 Campo sem massad = 2

Este caso foi tratado por Lee em seu artigo. Substituindo os modos de Rindler para duas di-

mensões sem massa (eq. (3.26)) na eq. (3.44) chegaremos a:

G2π
R =

∫ ∞

−∞
dω

cosh(ω(π − s))

4πω senh(πω)

( r
r′

)ıω
(3.46)

Que é justamente a eq. (3.28). Esta integral diverge, por´em Lee [22] consegue obter o

resultado desta integral numa forma regularizada,i.e., separada a parte infinita de uma parte

finita:

G2π
R = constante− 1

2π
ln ρ +

1

4π
ln r +

1

4π
ln r′ (3.47)

ondeρ2 = r2 + r′2 − 2rr′ cos(s) é a distância euclideana entre dois pontos. Voltaremos a

discussão deste resultado na subseção posterior.
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3.3.2 Campo sem massad ≥ 3

Parad ≥ 3, para campos sem massa, usando os modos para campos sem massa dados pela eq.

(3.19), chegaremos a seguinte integral:

G2π
R =

∫
dd−2~k⊥

∫ ∞

0

dω

π2(2π)d−2
Kıω(k⊥r)Kıω(k⊥r

′)eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) cosh(ω(π − s)) (3.48)

Esta é justamente a integral que foi resolvida na generalização do método de Christensen e

Duff. Obtemos então o seguinte resultado:

G2π
R = G∞

M param = 0 ed ≥ 3 (3.49)

3.3.3 Campo com massad ≥ 2

Parad ≥ 2, para campos com massa, usando os modos para campos sem massa dados pela eq.

(3.11), chegaremos a seguinte integral:

G2π
R =

∫
dd−2~k⊥

∫ ∞

0

dω

π2(2π)d−2
Kıω(µr)Kıω(µr

′)eı
~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) cosh(ω(π − s)) (3.50)

Esta é justamente a integral que foi resolvida na generalização do método de Christensen e

Duff. Obtemos então o seguinte resultado:

G2π
R = G∞

M param 6= 0 ed ≥ 2 (3.51)
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3.3.4 A interpretação de Lee

Para explicar seu resultado, Lee [22] parte do c´alculo da função de Schwinger a temperatura

zero no espaço Euclideano (IRd), a forma d-dimensional para campo com massa é:

G∞
M =

1

2π

∫
dd~k

eı(
~k·(~x−~x′))

~k2
⊥ +m2

(3.52)

onde~x = (T,X, ~x⊥). Seu valor é [45]:

G∞
M =

1

2π

(
m

2πρ

) d−2
2

K d−2
2

(mρ) (3.53)

Para duas dimensões sem massaG∞
M diverge (divergência infravermelha), poderemos extrair

um termo interessante do infinito colocando a massa em 2 dimensões, resolvendo a integral e

depois tomar o limite com massa zero [29, 47].

Comecemos então com a express˜ao em duas dimensões com massa que é:

G∞
M =

1

2π
K0(mρ) (3.54)

Usando a forma da função de Macdonald para argumentos pequenos temos:

G∞
M = −

infinito︷ ︸︸ ︷
1

2π
lim
m→0

lnm− 1

2π
ln ρ (3.55)

Lee então resolve a integral (3.44), encontrando:

G2π
R = constante− 1

2π
ln ρ+

1

4π
ln(rr′) (3.56)
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Assim ele identificou os termos semelhantes para afirmar:

G2π
R = G∞

M + C(r) + C(r′) (3.57)

ondeC(r) = constante+ 1
4π

ln(r). Note que este termo é proporcional a distância ao hori-

zonte. Portanto ele identificou estes termos extras como sendo provenientes da interação com

o horizonte. Este é um resultado novo, já que pelos teoremas de termalização [22, 48, 49, 50],

dever´ıamos terG2π
R = G∞

M . Assim as regras de Feynman mudariam já que estes termos extras

deveriam ser considerados.

Figura 3.2:G2π
R escrito comoG∞

M mais os termos extras

Seguindo a an´alise de Lee, ele argumenta que estes termos extras são remanescentes da

situação onde temos radiação de corpo negro. Usando este resultado ele mostra que a radiação

vista pelo observador de Rindler não seria puramente de corpo negro devido a presença dessa

“interação” com o horizonte.

Ele também discute a introdução de um potencialV (ϕ) que poderia conter também a massa.

Dá um exemplo pict´orico sobre como seriam os diagramas de Feynman para a teoriaλϕ4. Como

segue-se na figura (3.3).
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Figura 3.3: Exemplo de como seria o diagrama de Feynman para o diagrama peixe

A figura 3.2 mostra como seria a função de dois pontos para um observador de Rindler

(linha contı́nua). Ela poderia ser construı́da a partir da função de dois pontos em Minkowski

(linha tracejada) mais termos extras que são interpretados como provenientes da interação de

cada ponto com o horizonte de eventos (segundo e terceiro termos). Para mostrar o quanto

isso dificulta os c´alculos de processos fundamentais, tem-se a figura 3.3 que ilustra como se-

ria o diagrama de Feynman para o diagrama conhecido como peixe. Observe que o número

de subgráficos que dever˜ao ser adicionados aumenta consideravelmente. No lado direito, o

primeiro termo representa a o diagrama peixe calculado no espaço de Minkowski. Os dois

próximos termos, representam que uma das “pernas”do gr´afico é eliminada e cada ponto da

mesma ter´a interação com o horizonte. Os trˆes últimos termos representam o processo de-

sconexo de interação de cada ponto envolvido no processo com o horizonte de eventos.

3.3.5 Discuss̃ao dos resultados

Em todos os outros casos, al´em dos tratados por Lee[22], encontramos o valor esperadoG2π
R =

G∞
M . A integral para o c´alculo da função de Schwinger converge, mas obviamente uma integral

convergente não pode convergir para dois valores diferentes, assim os termos extras de Lee são
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ausentes. Sua interpretação como sendo interação com o horizonte, embora bem interessante,

não vale mais. Então, por que ele encontrou termos extras para uma teoria de campo escalar em

duas dimensões sem massa?

Primeiramente deveremos lembrar-nos de que uma teoria de campo em duas dimensões sem

massa é problem´atica. Para o caso de métrica de assinatura Lorentziana, temos a presença de

divergências infravermelhas [32]. Quando o propagador de Feynman é calculado, notamos que

existe uma divergência não integr´avel parak = 0 na representação dos momentos, at´e mesmo

no espaço tempo de Minkowski. Matematicamente, as funções teste não possuem suporte em

k = 0[33]. Para o tratamento do campo escalar sem massa em duas dimensões no caso do

espaço-tempo com métrica de assinatura Lorentziana sugere-se a referˆencia [47].

No caso de métrica de assinatura euclideana, este caso patol´ogico reflete-se no fato de que o

Laplaciano (que é a equação de movimento rotacionada de Wick do campo) em duas dimensões

não tem uma função de Green (função de Schwinger) que é unicamente determinada por ir a

zero no infinito [33, 46]. Este então é um problema de teoria do Potencial. Mostraremos que os

chamados ”termos extras” também est˜ao presentes no espaço EuclideanoIR2.

Argumentação Ingênua

Partiremos da eq. (3.55), poderemos então multiplicar a parte infinita por “1”:

G∞
M = − 1

2π
lim
m→0

ln

(
m(rr′)

1
2

(rr′)
1
2

)
− 1

2π
ln ρ

= − 1

2π
lim
m→0

ln
(
m(rr′)

1
2

)
− 1

2π
ln ρ+

1

4π
ln(r) +

1

4π
ln(r′) (3.58)

Ou seja estes termos aparecem na função de Schwinger a temperatura zero associada ao
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espaço euclideano.

Estes termos extras também aparecem na decomposição harmˆonica da solução fundamental

emIR2[47]. Nesta referˆencia diSessa ainda estuda a solução do campo escalar para Minkowski

em duas dimensões e at´e mesmo neste caso patol´ogico este resultado coincide com um resultado

rigoroso demonstrado por Kay [50] que mostra que param = 0 ed = 2, o vácuo de Minkowski

pode ser visto como um estado térmico do v´acuo de Fulling.

3.4 Introduzindo Interação — demonstraç̃ao de Unruh-Weiss

Até aqui só demonstramos que o v´acuo de Minkowski é visto como um estado térmico para o

esquema de quantização de Fulling para um campo escalar neutro livre. No âmbito das teorias

axiomáticas, é possı́vel (e não é complicado) demonstrar que isto permanece válido mesmo se

introduzirmos interação [48, 49, 50]. Na referˆencia [51], Unruh e Weiss dão uma demonstração

explicita deste fato para teorias Euclideanas, usando o método da Integral de Trajet´oria. Ras-

cunharemos o que eles fizeram na referˆencia citada.

Partindo da ação no espaço de Minkowski para o campo escalarϕ com uma interação

genérica dada porV (ϕ):

S =

∫
ddx

[
1

2
(∂tϕ)2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

]
(3.59)

Poderemos escrever a ação para Rindler-R.

SR =

∫
dτdξdd−2~x⊥ξ

[
1

2ξ2
(∂τϕ)2 − 1

2
(∂2
ξϕ)2 − 1

2
(∇⊥ϕ)2 − V (ϕ)

]
(3.60)
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O momento canonicamente conjugado ao campo é:

πR =
1

ξ
(∂τϕ) (3.61)

Portanto, o Hamiltoniano em Rindler-R é:

HR =

∫
dξdd−2~x⊥ξ

[
(πR)2

2
+

1

2
(∂2
ξϕ)2 +

1

2
(∇⊥ϕ)2 + V (ϕ)

]
(3.62)

Já temos calculadoHR então vamos obter a função de partição associado ao espaço de

Rindler-RZR(β) = Tre−βHR .

Da referência [52] temos que a função de partição na sua forma de integral de trajet´oria é:

ZR(β) = N0

∫

ϕ(θ=0)=ϕ(θ=β)

[dπR][dϕ] exp

[
−
∫ β

0

dθ

∫
dξdd−2~x⊥ ×

×
{
ξ

(
(πR)2

2
+

1

2
(∂ξϕ)2 +

1

2
(∇⊥ϕ)2 + V (ϕ)

)
+ ıπR∂θϕ

}]
(3.63)

ondeN0 é uma constante de normalização. A integral emπR é gaussiana então chegamos a:

ZR(β) = N1

∫

ϕ(θ=0)=ϕ(θ=β)

[dϕ] exp

[
−
∫ β

0

dθ

∫
dξdd−2~x⊥ ×

×
{
ξ

(
(∂θ)

2

2ξ2
+

1

2
(∂ξϕ)2 +

1

2
(∇⊥ϕ)2 + V (ϕ)

)}]
(3.64)

ondeN1 é a nova constante de normalização. Façamos então as seguintes transformações:

X = ξ cos θ T = ξ senθ (3.65)
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Isto nos leva a:

ZR(β) = N1

∫

ϕ(θ=0)=ϕ(θ=β)

[dϕ] exp

[
−
∫
dTdXdd−2~x⊥

{(
1

2
(∂Tϕ)2 +

1

2
(∇ϕ)2 + V (ϕ)

)}]

(3.66)

Observemos que seβ = 2π a região de integração ser´a o espaço euclideanoIRd. Então:

ZR(2π) = N1

∫

ϕ(θ=0)=ϕ(θ=β)

[dϕ] exp

[
−
∫
ddx

{(
1

2
(∇dϕ)2 + V (ϕ)

)}]
(3.67)

A integral dentro da exponencial não passa de ser a ação euclidiana do campo escalarSE do

espaço de Minkowskid-dimensional a temperatura zero. Então:

ZR(2π) = N1

∫

ϕ(θ=0)=ϕ(θ=β)

[dϕ] exp [−SE] = ZM(∞) (3.68)

Na teoria Euclideana,Z funciona como o gerador das funções de Schwinger. Logo as

funções de Schwinger den pontos do espaço Euclideano de Rindler a temperaturaT = 1
2π

são iguais às do espaço Euclideano aT = 0. Particularizando, chegaremos ao resultado já

encontrado anteriormente apenas para campos livres:

G2π
R = G∞

M (3.69)

Note que isto é v´alido para campos em interação e parad ≥ 2. Como, nesta demonstração,

não precisamos considerar se o campo tem ou não massa, verificamos a consistência do resul-

tado obtido nas duas seções anteriores.



Caṕıtulo 4

Conclus̃oes e perspectivas

Primeiramente demonstrou-se a generalização do resultado de Christensen e Duff. Depois fez-

se a generalização do resultado de Lee, obtendo o resultado j´a esperado por outros meios da

igualdade entre a função de Schwinger aβ = 2π ao espaço euclideano de Rindler é igual a

função de Schwinger do espaço euclideanoIRd aT = 0. A princı́pio isto contradiria o resultado

obtido por Lee[22] para um caso particular patol´ogico do campo escalar sem massa em duas

dimensões. Assim mostra-se que os termos “extras”encontrados por Lee já existem emIR2.

Deve-se ressaltar que a igualdadeG2π
R = G∞

M já era um resultado conhecido na literatura,

porém sua obtenção pela generalização do método de Christensen e Duff, ainda não foi feita na

mesma. Apesar do artigo de Lee ter mais de 30 citações, todos eles desenvolvem suas idéias com

base no seu teorema e na correlação do tipo EPR entre os modos dentro e fora do horizonte de

eventos. Sua generalização, bem como a explicação dos termos “extras”, também é nova. Estes

resultados foram apresentados no XXVI Encontro de F´ısica de Part´ıculas e Campos, realizado

em São-Lourenço-MG em Outubro de 2005 [14]. Um artigo sobre o tema ser´a submetido em

breve [53].
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Quando ao desenvolvimento desta tese, pelo fato de estudar um assunto b´asico com ênfase

em fundamentos de TQC em Espaços Curvos, estas an´alises feitas aqui tem diversas vertentes:

• Problema da Informação e Entropia no Buraco Negro

• TQC nas proximidades do horizonte de eventos — Com o possı́vel aparecimento de uma

Teoria de Campo Conforme

• Métodos Euclideanos de TQC para o estudo da Quantização Estocástica

Os dois primeiros itens est˜ao em voga atualmente, at´e com métodos externos a TQC em

Espaços Curvos, como a Teoria de Cordas.

Para finalizar, o autor deste tese est´a colaborando com G. Menezes e N. Svaiter no estudo

da implementação da Quantização Estocástica em variedades Riemannianas compactas [54].



Apêndice A

Notações e Conceitos Fundamentais

A.1 Notações

Considera-se um espaço-tempod-dimensional, comd − 1 dimensões do tipo espaço e 1 di-

mensão do tipo tempo.

As derivadas parciais são denotadas por∂ξ = ∂
∂ξ

. As derivadas covariantes são escritas

como∇µ.

As coordenadas do espaço-tempo de Minkowski são denotadas da forma usual encontrada

em livros de Gravitação:(t, x, ~x⊥) e as coordenadas de Rindler são denotadas pela d-upla

(τ, ξ, ~x⊥).

Os sı́mbolos usados na seção 3.4 são∇⊥ =
∑d

i=2 ∂i, ∇ = ∂X + ∇⊥, ∇d = ∂T + ∇.

Uma métrica é dita de assinatura Lorentziana se a métrica tem assinatura (+,-,-,· · · ,-). Uma

métrica é dita de assinatura Euclideana se a métrica tem assinatura (-,-,-,· · · ,-).
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A.2 TQC em espaços curvos: Aspectos Gerais

Vamos agora analisar os apectos gerais da construção de uma TQC em espaços curvos. Nossa

discussão ser´a baseada no curso de G. W. Gibbons [55]

A.2.1 Construç̃ao do espaço de Hilbert

Esta parte é muito semelhante a da TQC usual. Um estado deve pertencer a algum espaço

de Hilbert (denotado porL ou simplesmenteH. Um observável é um operador auto-adjunto

que atua sobre o espaço de Hilbert dos estados. Por´em existe uma diferença fundamental: em

geral um espaço tempo curvo não contém todas as simetrias do espaço tempo de Minkowski

(representadas no grupo Poincar´e). O interesse por TQC em espaços de de Sitter deve-se ao

fato de ser o único espaço com curvatura não nula que contém o mesmo número de vetores de

Killing do espaço tempo de Minkowski.

Poderemos usar duas prescrições possı́veis para o produto interno:

〈f, g〉 =

∫

Σ

dΣ
√
−gg00f ∗(x)g(x) (A.1)

esta prescrição para o produto interno é usada em [8, 22]. A prescrição mais comum é[19,

13]:

〈f, g〉 = −ı
∫

Σ

dΣµf(x)∂µg(x)
∗ (A.2)

ondedΣµ = nµdΣ, enµ é a normal direcionada para o futuro na superf´ıcie de CauchyΣ.
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É interessante aqui um comentário sobre o chamado “Problema da Representação”[56,

57, 6]. Quando fazemos a construção da TQC ordinária, começamos impondo as condições

canônicas de comutação sobre um sistema com um número finito de graus de liberdade e

depois fazemos a passagem para infinitos graus de liberdade, por um teorema devido a von

Neumann[56], dada uma álgebra poderemos ter infinitas representações não unitariamente equiv-

alentes1. É interessante notar que isto j´a existe na TQC ordinária, por´em é fundamental na TQC

em espaços curvos, pois poderemos ter estados de vácuo que não são ligados por transformações

unitárias, logoa estrutura v́acuoé dependente de observador, ou da representação escolhida[8,

20, 19, 57, 13]. Esta é a base da cr´ıtica de von Neumann à técnica da segunda quantização[56].

A.2.2 Espaço-tempo cĺassico

Na TQC em espaços curvos deveremos ter uma métrica fixagµν que na realidade depende de

duas aproximações:

• estamos desprezando as flutuações do espaço-tempo, pois temos interesse em processos

em quel � lP .

• estamos desprezando os efeitos de contra-reação (back-reaction), embora em alguns casos

eles sejam relevantes, como por exemplo, na emissão Hawking.

1Uma representaçãoA é dita unitariamente equivalente se ela puder ser obtida de uma outra representaçãoB

pela aplicaçãoA = UBU−1, ondeU é um operador unitário
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A.2.3 Operadores de campo

Formalmente um campo é uma distribuição que toma valores operatoriais (operator-valued

distributions), esta definição segue-se em TQC em espaços curvos, por´em para nossa alegria

podemos calcular tudo sem que para isto cheguemos neste nı́vel de rigor. Por´em esta definição

é essencial para um estudo profundo da teoria feito por R. M. Wald, B. S. Kay, S. A. Fulling

[58, 59, 57, 20, 60].

A.2.4 As equaç̃oes de onda

Só temos generalizações de equações de onda num espaço curvo qualquer para campos de spin

0, 1
2

ou 1[55, 58]. Devido a “simplicidade”de c´alculo, estudaremos somente os campos escalares

aqui.

Partindo de uma açãoS do campo escalar neutro numa variedade curva qualquer[13, 20]:

S =

∫

M
ddx

√
−g1

2

{
gµν∇µϕ∇νϕ−m2ϕ2

}
(A.3)

usando a equação de Euler-Lagrange paraϕ chegaremos a seguinte express˜ao:

(� +m2)ϕ = 0 (A.4)

onde� = 1√
−g∂µ(

√
−ggµν∂ν) é o operador de D’Alembert e

√
−g é a raiz quadrada do deter-

minante da métrica.

Uma pergunta mais matemática p˜oe-se: esta equação possui um problema de Cauchy bem

posto, isto é, dado o par(ϕ, π), ondeπ é o momento canonicamente conjugado ao campo,
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num dado instante de tempot0, poderemos saber qual é o valor do par em qualquer instante

posterior ou anterior. A pergunta é respondida afirmativamente se a variedade for globalmente

hiperbólica e orientada temporalmente[61].

Uma variedade é globalmente hiperb´olica se cada hipersuperf´ıcie do tipo espaço for in-

terceptada por uma curva tipo-tempo apenas uma vez. Isto permite a idéia usual newtoniana

de folhear o espaço-tempo por grupo de um parˆametrot. De fato estas duas definições são

equivalentes. Maiores detalhes sobre isso encontram-se em [62, 20]. A esta hipersuperf´ıcie

(d-1)-dimensional d´a-se o nome desuperf́ıcie de Cauchy.

Porém espaços-tempos de importância não cumprem a condição acima como os espaços

de Anti de Sitter e G¨odel2. Ainda se o espaço-tempo possuir singularidades ou horizontes de

Cauchy condições de contorno extras devem ser aplicadas. Para um resumo bem interessante

do método para implementar a TQC em espaços não-globalmente hiperb´olicos recomenda-se a

referência [60]

Sobre os campos espinoriais sua existência é demonstrada em [63, 64] supondo-se que o

espaço tempo é globalmente hiperb´olico e orientado temporalmente.

A.2.5 Relaç̃oes de Comutaç̃ao

Herdaremos as relações de comutação (ou de anticomutação) no caso de bósons (f´ermions) só

que agora estas est˜ao definidas sobre superf´ıcies de Cauchy. Para um campo escalar (a tempos

iguais):

2este é um exemplo problemático por apresentar um horizonte cronológico
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[
ϕ(x0, x), π(x0, y)

]
= ıδΣ(x− y) (A.5)

ondeΣ é a superf´ıcie de Cauchy escolhida.

A.2.6 Espaços de Fock

Para tentarmos introduzir uma interpretação de part´ıculas devemos então partir de um espaço

de Fock (para bósons) que é definido como o completamento[65]3 do espaço:

F0 = IC
⊕

H
⊕(

2⊗

sym

H
)⊕(

3⊗

sym

H
)
· · · (A.6)

onde
⊗N

sym representa o produto simétrico entre osN espaços de Hilbert de 1 part´ıculaH. Esta

é a idéia usual de um sistema de muitos corpos, a função de onda para um sistema de b´osons é

o produto simétrico das funções de onda para cada part´ıcula.

Até aı́ parece que as coisas est˜ao muito bem. Por´em lembremos que a solução da equação

de onda (A.4) pode ser escrita como:

ϕ(x) =
∑

i

{
ui(x)ai + u∗i (x)a

†
i

}
(A.7)

entenda que a soma pode virar integral se o ı́ndice relacionado ao modo for contı́nuo. Os modos

ui eu∗i são as soluções da equação(� +m2)ui = 0. Os operadoresai ea†i são respectivamente

os operadores de aniquilação e criação. O vácuo é definido por:

3O fato de ser um completamento é apenas uma condição t´ecnica, sem relevância para a maioria dos c´alculos
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ai|0〉 = 0 ∀i (A.8)

De posse desses operadores poderemos ter estados gerados a partir do vácuo:

|nk1, · · ·nkj
〉 =

(a†k1)
nk1

√
nk1 !

· · ·
(a†kj

)nkj

√
nkj

!
|0〉 (A.9)

Agora vamos nos perguntar se este é um conceito útil. Para isto precisamos entender o

que são frequˆencias positivas e negativas. O produto interno definido em (A.2) não é positivo

definido. As frequˆencias positivas são aqueles em que este produto interno é positivo definido

enquanto nas freq¨uências negativas o produto interno é negativo definido. Poderemos ainda

definir a normalização dos modos como:

〈ui(x), u∗j(x)〉 = 0

〈ui(x), uj(x)〉 = δij

〈u∗i (x), u∗j(x)〉 = −δij (A.10)

Então os modos{ui(x)} são identificados como modos de freq¨uência positiva e{u∗i (x)}

como de freq¨uência negativa. Nunca nos preocupamos com isso pois no espaço tempo de

Minkowski temos o termoe±ıωt nos modos, assim já temos naturalmente uma estrutura de mo-

dos de freq¨uência positiva e negativa, cada um associado ao operador de criação e aniquilação.

Num espaço tempo geral nem sempre é possı́vel fazer de forma única esta decomposição. Isso é
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fundamental na estrutura dos vácuos de um buraco negro. Por´em para espaços-tempo est´aticos

essa decomposição é natural.

Precisamos então de crit´erios para definir os modos de freq¨uência positiva e negativa. Apre-

sentaremos dois deles[19]:

Crit ério de diSessa[47]

Para diSessa é necess´ario que se faça uma extensão anaĺıtica do espaço-tempo. Neste caso os

modos de freq¨uência positiva seriam aqueles que anulam-se quando a coordenada temporal tem

limite limt→∞−ıt. Isto é uma definição mais natural se pensarmos que no espaço-tempo de

Minkowski, os modos de freq¨uência positiva são proporcionais ae−ıωt.

Crit ério de Sommerfield[66]

C. M. Sommerfield começa definindo um operadorD chamado dedilatadorque funciona como

Hamiltoniano na equação de Heisenberg, gerando as translações temporais no campo:

[ϕ,D] = ı∂Tϕ (A.11)

Ele então define os modos de freq¨uencia positiva e negativa se o dilatador implementa uma

translação temporal positiva ou negativa respectivamente.

Uma aplicação e discussão interessante (e bem acess´ıvel) desses crit´erios para um espaço

de Milne encontra-se em [67].

A grande conclusão que chegamos nesta seção é que a definição de modos de freq¨uência

positiva e negativa e assim definindo o conceito de part´ıcula, não é única. Assim depende da
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maneira como construimos nosso espaço de Fock e pelo teorema de von Neumann eles podem

não ser unitariamente equivalentes. Logo o conceito de part´ıcula é falho, pois depende do

observador[16]. Na seção seguinte esta afirmação ficar´a clara.

A.2.7 Coeficientes de Bogoliubov

Um conjunto ortonormal{ui(x), u∗i (x)} no sentido de (A.10) é dito completo se qualquer

soluçãof da equação de Klein-Gordon puder ser escrita como:

f =
∑

i

aiui + biu
∗
i (A.12)

ondeai = 〈ui, f〉 e bi = −〈u∗i , f〉. Dados então dois conjuntos ortonormais{ui(x), u∗i (x)} e

{vj(x), v∗j (x)}, o campo escalar pode ser escrito como:

ϕ(x) =
∑

i

ui(x)ai + u∗i (x)a
†
i (A.13)

ϕ(x) =
∑

j

vj(x)bj + v∗j (x)b
†
j (A.14)

É natural perguntar-nos como relacionar cada um dos modos ortonormais completos. Este

problema aparece quando temos dois sistemas de coordenadas diferentes para uma mesma

região do espaço tempo,e.g. espaços de Rindler. Ou quando os conjuntos representam duas

etapas distintas na evolução temporal de um sistema f´ısico, e.g. buracos negros. Podere-

mos então definir os estados de vácuo relacionados aos conjuntos de modos{ui(x), u∗i (x)}

e{vj(x), v∗j (x)}:
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ai|0, U〉 = 0 ∀ı (A.15)

bj|0, V 〉 = 0 ∀j (A.16)

Em cada um dos casos acima como os conjuntos são completos, escrevemos:

vj(x) =
∑

i

αjiui(x) + βjiu
∗
i (x) (A.17)

ui(x) =
∑

j

α∗
jivj(x) − βjiv

∗
j (x) (A.18)

Facilmente obtemos queαij = 〈vi, uj〉 e βij = −〈vi, u∗j〉. Esses são os chamados coefi-

cientes de Bogoliubov. Partindo das relações de ortonormalidade (A.10), obteremos na forma

matricial as seguintes relações:

αα† + ββ† = I (A.19)

βαT − αβT = 0 (A.20)

Substituindo (A.17) e (A.18) em (A.13) e (A.14) teremos:

ai =
∑

j

αjibj + β∗
jib

†
j (A.21)

bj =
∑

i

α∗
jiai − β∗

jia
†
i (A.22)
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Agora qual é o número de part´ıculas associadas aos modos{ui(x), u∗i (x)} do váculo asso-

ciado ao conjunto{vj(x), v∗j (x)}. Lembremos da TQC ordinária queN =
∑

i a
†
iai. Usando

(A.21) encontramos:

〈0, V |
∑

i

a†iai|0, V 〉 =
∑

i,j

|βij|2 (A.23)

Vemos então que os dois estados de v´acuo|0, U〉 e |0, V 〉 são diferentes. Quando
∑

i,j |βij|2

converge as representações são ditas unitariamente equivalentes, caso divirja, não-unitariamente

equivalentes.

Pode-se ainda mostrar [13, 68] que os vácuos são relacionados por:

|O,U〉 =
1

〈0, U |0, V 〉 exp

{
1

2

∑

j,k

Vjkb
†
jb

†
k

}
|0, V 〉 (A.24)

ondeVjk = ı
∑

l β
∗
jlα

−1
lk . Esta equação mostra que a criação de part´ıculas pelo campo gravita-

cional só é feita aos pares [28, 68].

Na equação (A.24) temos dois problemas[19]:〈0, U |0, V 〉 pode divergir e para campos

bosônicos só temos a garantia de queα−1
jl exista.

A conclusão que chegamos nas duas últimas seções é que o conceito de part´ıcula não é mais

fundamental, masos campos s̃ao fundamentais. É interessante notar que isto já ocorre na TQC

ordinária quando incluı́mos interação [20, 32].
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A.2.8 Propagadores

Nosso tratamento ser´a baseado em [61, 19, 20]. Dada uma equação de Klein-Gordon, é natural

nos perguntarmos sobre a existência do operador(� + m2)−1, que nos permitir´a formalmente

resolver as equações não-homogˆeneas. Infelizmente(� + m2) é hiperbólico, então não existe

uma inversa única, isto leva B. S. deWitt a chamar este tópico dezooĺogico das funç̃oes de

Green. Uma razão grosseira é que os pólos desse operador encontram-se sobre o eixo real

assim deveremos “contornar”o p´olo, e isto é obviamente feito de maneira não-´unica. Partamos

da equação:

(� +m2)ϕ(x) = j(x) (A.25)

A existência desse operador inverso é demonstrada em [61]. O grande problema é que

teremos somente a garantia de uma solução fraca,i.e no sentido das distribuições. Formalmente

obteremos como solução:

ϕ(x) = −ı〈j(x′), G(x, x′)〉∗x′ (A.26)

A integral dever ser feita na vari´avelx′. Esta funçãoG(x, x′) satisfaz as seguintes propriedades[19]:

• G(x, x′) = G(x′, x)

• G(x, x′) = 0 sex, x′ ∈ Σ

• nµ∂µG(x, x′) = δΣ(x,x′)√
γ
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ondenµ é a normal unitária apontando para o futuro eδΣ(x,x′)√
γ

é a delta de Dirac sobreΣ com

métricaγµν. EsteG(x, x′) pode ser identificado como o núcleo do operador(� + m2)−1, e é

chamado na literatura de função de Green ou propagador.

Aplicando o método da função de Green precisamos resolver

(� +m2)G(x, x′) = δ(x, x′) (A.27)

Na TQC usual resolver esta equação não nos traz problemas, basta fazer a transformada de

Fourier da equação acima e chegamos de imediato a solução. Bem, o problema é que (e veremos

em seção posterior) a decomposição usual em modos de Fourier, embora sempre possı́vel não

é útil num espaço-tempo curvo geral. Os modos de Fouriereıkx, por exemplo, representam a

invariância translacional do espaço-tempo na direção do eixox, o que obviamente não é uma

propriedade geral de um espaço-tempo.

Em TQC em espaço curvo o procedimento padr˜ao para a obtenção da função de Green,

segue a seguinte receita:

1. Resolva a equação de Klein-Gordon homogênea, em geral (se possı́vel) pelo método da

separação de vari´aveis, ortonormalizando os modos encontrados, obtendo um conjunto

ortonormal completoui(x), u∗i (x).

2. Aplique estes modos em qualquer uma das fórmulas para obtermos cada uma das funções

de Green

As funções de Green de utilidade em TQC são[19]:
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Propagador de Pauli- Jordan

A função de Pauli-JordanG(x, x′) é definida como:

ıG(x, x′) = 〈0|[ϕ(x), ϕ(x′)]|0〉 (A.28)

Satisfaz a equação

(� +m2)G(x, x′) = 0 (A.29)

O suporte da função4 éJ+(x)∪J−(x)5. Ela é invariante por transformações de Bogoliubov.

Possui a simetriaG(x, x′) = −G(x′, x).

Em função dos modos ortonormais completos, pode ser escrita como:

ıG(x, x′) =
∑

j

uj(x)u
∗
j(x

′) − u∗j(x)uj(x
′) (A.30)

Função de Green Avançada e Retardada

A função de Green avançada é denotada porGA(x, x′) e a função de Green retardada é denotada

porGR(x, x′). Elas são definidas como:

GR(x, x′) = −θ(x0 − x′0)G(x, x′) (A.31)

GA(x, x′) = θ(x′0 − x0)G(x, x′) (A.32)

4O suporte de uma função é definido como o maior aberto onde a função é não-nula
5J+(x) representa o futuro causal eJ−(x) representa o passado causal
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Satisfaz a equação

(� +m2)GA,R(x, x′) = δ(x, x′) (A.33)

O suporte da função avançada éJ+(x) e a da retardadaJ−(x). Ela é invariante por transformações

de Bogoliubov. Possui a simetriaGA(x, x′) = GR(x′, x).

Funções de Wightman

As função de Wightman de freq¨uências positivas e negativas, respectivamente denotadas como

G+(x, x′) eG−(x, x′), são definidas como:

G+(x, x′) = 〈0|ϕ(x)ϕ(x′)|0〉 (A.34)

G−(x, x′) = 〈0|ϕ(x′)ϕ(x)|0〉 (A.35)

Satisfazem a equação

(� +m2)G±(x, x′) = δ(x, x′) (A.36)

O suporte dessas funções é toda a variedade. Elas não são invariantes por transformações

de Bogoliubov. Possuem a simetria(G±(x, x′))∗ = G±(x′, x).

Em função de um conjunto ortonormal completo temos:
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G+(x, x′) =
∑

j

uj(x)u
∗
j(x

′) (A.37)

G−(x, x′) =
∑

j

u∗j(x)uj(x
′) (A.38)

Essas funções decomp˜oem a função de Pauli-Jordan em parte de freq¨uências positivas e

negativas de modo imediato

ıG(x, x′) = G+(x, x′) −G−(x, x′) (A.39)

Essas funções são de extrema importância no c´alculo do espectro de potência do detector

de Unruh-deWitt, atrav´es de um an´alogo interessant´ıssimo do teorema de Wiener-Kintchine da

Mecânica Estatı́stica.

Propagador de Feynman

Também chamado de Propagador causal é defindo como[69, 19]:

GF (x, x′) = ı
〈0out|T ϕ(x)ϕ(x′)|0in〉

〈0out|0in〉 (A.40)

onde o simboloT significa ordenamento temporal,i.e.[27]

T ϕ(x)ϕ(x′) =





ϕ(x)ϕ(x′) sex′ /∈ J+(x)

ϕ(x′)ϕ(x) sex /∈ J+(x′)
(A.41)

Satisfaz a equação
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(� +m2)GF (x, x′) = δ(x, x′) (A.42)

O suporte é toda a variedade. O propagador não é invariante por transformações de Bogo-

liubov. Possui a simetriaGF (x, x′)∗ = GF (x′, x).

Se os estados de v´acuo são iguais teremos a seguinte express˜ao para um conjunto ortonormal

completo:

GF (x, x′) = ı
∑

j

θ(x0 − x′0)uj(x)u
∗
j(x

′) − θ(x′0 − x0)u∗j(x)uj(x
′) (A.43)

Função de Hadamard

É definida como:

ıG(1)(x, x′) = 〈0|{ϕ(x), ϕ(x′)}|0〉 (A.44)

Em função do conjunto ortonormal completo temos:

G(1)(x, x′) =
∑

j

uj(x)u
∗
j(x

′) + u∗j(x)uj(x
′) (A.45)

A primeira vista pode parecer que a função de Hadamard é a mais inútil de todas, por´em ao

estudar formalmente a renormalização de〈Tµν〉, chegamos a um teorema demonstrado por S.

A. Fulling, M. Sweeny e R. M. Wald [70] no qual dado um estado|ψ〉 temos:

G
(1)
ψ (x, x′) = 〈ψ|{ϕ(x), ϕ(x′)}|ψ〉 (A.46)
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deve possuir a chamada forma de Hadamard:

G(1)(x, x′) =
U

σ(x, x′)
+ V ln σ(x, x′) +W (A.47)

ondeσ(x, x′) é a distância geod´esica entre os pontosx e x′ e U , V eW são funções suaves.

Isto restringe enormemente a quantidade de estados|ψ〉 que seriam fisicamente aceit´aveis[57,

70, 20, 71].

A.3 Especializaç̃ao para Espaços-tempo Estáticos

Uma classe de espaços-tempo admite de forma natural a definição de freq¨uências positivas

e negativas, neste caso poderemos at´e definir o conceito de part´ıcula. Isto ocorre pois estes

espaços possuem vetor de Killing tipo-tempo∂t, e os modos sempre ser˜ao proporcioanis a

e±ıωt.

Definição A.1 Uma ḿetrica é ditaestática, se em coordenadas comt = x0, tipo-tempo:

(a)gµν(x) não depende det;

(b)g0j(x) = 0

Neste caso temos duas conseq¨uências:

(a)Existe um vetor de Killing do tipo-tempo∂t, onde

L∂tui(x) = −ıωui(x) (A.48)

isto define que{ui} são modos de freq¨uência positiva.
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(b)Existe um famı́lia de hipersuperf´ıcies ortogonais a cada vetor de Killing temporal. No

caso de espaços globalmente hiperb´olicos, essas superf´ıcies são de Cauchy.

O elemento de linha de um espaço-tempo est´atico é:

ds2 = g00dt
2 − γjkdx

jdxk (A.49)

É uma variedade localmente da formaM = IR×M (numa variedade globalmente hiperb´olica,

esta identificação é global).γ é métrica da hipersuperf´ıcie (d-1)-dimensionalM . A notação do

livro [20] é claraM = Stat(M, γ, g−1/2)

Foi introduzido por M. J. Perry e G. W. Gibbons[69], o conceito de métrica óptica.

Definição A.2 A métrica óptica emM é definida pela ḿetricag−1
00 g, assim:

M′ = Stat(M, γ′ = g−1
00 γ, 1) (A.50)

M eM′ são conformalmente relacionadas, logo temos a mesma estrutura causal, e seM

for globalmente hiperb´olicaM′ o será. O nome óptico é derivado do fato de que as geod´esicas

deM ′ = (M, γ′) são projeções espaciais de geod´esicas nulas emM.

A.3.1 Soluç̃ao da Equaç̃ao de Klein-Gordon

Com a métrica (A.49) obtemos (x0 = t):
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�ϕ =
1√
−g∂t g00

√
−g︸ ︷︷ ︸

não depende de t

∂tϕ+
1√
−g∂i

√
−gγij∂j∂jϕ

= g00∂2
t +

1√
−g∂i

√
−gγij∂jϕ (A.51)

A equação de Klein-Gordon fica então:

(� +m2)ϕ = 0

−∂2
t ϕ =

(
g00√
−g∂i

√
−gγij∂j + g00m

2

)
ϕ

︸ ︷︷ ︸
Kϕ

(A.52)

K é um operador diferencial de segunda ordem el´ıptico que deve satisfazer as seguintes

condições[33]:

(i) K acrescido de condições de contorno adequadas dever´a ser auto-adjunto para um espaço

de Hilbert com produto escalar

〈φ, ψ〉 =

∫

M

φ∗(x)ψ(x)
√
γdd−1x (A.53)

(ii) O espectro de K dever´a ser não-negativo;

(iii) Zero não dever´a ser autovalor deK (porém pode ser ı́nfimo do espectro contı́nuo).

Comentaremos brevemente as trˆes condições:

(i) Condição mais natural pois queremos ter na separação de vari´aveis a equação de autova-

lores:
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Kψν(x) = ω2
νψν(x) (A.54)

eων deverá ser real e os modos já serem ortogonais.

(ii) Simplesmente para termos os modos de freq¨uência positiva e negativae∓ıωt.

(iii) A exigência disto é um pouco mais sutil,K é um operador el´ıptico e na teoria das

equações diferenciais parciais [72, 73] teremos problemas se isto ocorrer, tanto que nas de-

monstrações este caso deve ser estudado em separado,e.g. Teorema dóIndice de Atiyah-Singer.

Ainda, a presença deste modo de autovalor zero é condição necess´aria, mas não suficiente para

termos divergências infravermelhas [33].

A.3.2 A construção dos propagadores

Esta seção é fortemente baseada na referˆencia [33]. Consideremos queK tem espectro discreto

puro (em alguns casos isto é condição necess´aria em outros é só para não carregar a notação).

Apenas para relembrar a notação usada:

Kψν = ω2
νψν 〈ψµ|ψν〉 = δµν (A.55)

A solução do campo (escalar e neutro) ap´os a normalização (A.1) ser´a:

ϕ(t, x) =

∞∑

ν=1

1√
2ων

[
ψνe

−ıων taν + ψ∗
νe
ıων ta†ν

]
(A.56)

Cabe uma observação, aqui mudamos a notação, antesx era relacionado a d-upla(t, x1, · · · , xd−1),

agora, como estamos numa variedade est´aticax refere-se a (d-1)-upla deM : (x1, · · · , xd−1).



APÊNDICE A. NOTAÇÕES E CONCEITOS FUNDAMENTAIS 84

Os nossos conjunto de modos ortonormal completo ser´a:

uν(t, x) =
1√
2ων

ψν(x)e
−ıων t u∗ν(t, x) =

1√
2ων

ψ∗
ν(x)e

ıων t (A.57)

De posse desses modos construamos então os propagadores de interesse a partir das equações

(A.30), (A.37), (A.43). Usamos quet = t2 − t1:

[ϕ(t2, x), ϕ(t1, y)] = [ϕ(t, x), ϕ(0, y)]

=

∞∑

ν=1

1

2ων
ψν(x)ψ

∗
ν(y)[e

−ıωνt − eıων t] (A.58)

e [ϕ(t2, x), ϕ(t1, y)] = 0 se(t2, x) e (t1, y) são separados por intervalo tipo espaço.

As funções de Wightman:

G+(t, x, y) = 〈0|ϕ(t2, x)ϕ(t1, y)|0〉

= 〈ϕ(t, x)ϕ(0, y)〉

=

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων
e−ıωνt (A.59)

G−(t, x, y) = 〈0|ϕ(t1, x)ϕ(t2, y)|0〉

= 〈0|ϕ(0, x)ϕ(t, y)|0〉

=

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων
eıωνt (A.60)
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O propagador de Feynman é:

GF (t, x, y) = ı〈0|T ϕ(t2, x)ϕ(t1, y)|0〉

= ı





G+(t, x, y) set2 > t1

G−(t, x, y) set1 > t2
(A.61)

Assim teremos:

GF (t, x, y) = ı

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων
e−ıων |t| (A.62)

Observe que os propagadores só dependem da diferença entre os tempos. Isto é carac-

terı́stico de qualquer espaço que tenha topologiaIRn, ou seja é homogêneo em alguma direção,

assim só a diferença entre as grandezas é importante,e.g.propagador de Feynman de um campo

escalar na TQC ordinária.

A.3.3 Estados t́ermicos numa caixa

Doravante, al´em de~ = c = 1 usemoskB = 1 eβ = 1/T . Na Mecânica Estatı́tica temos:

〈A〉β =
Tre−βHA
Tre−βH

(A.63)

Suponhamos que o HamiltonianoH tenha espectro discreto{Eσ}, a função de partição ser´a

então:
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Z = Tre−βH

=
∑

σ

〈Eσ|e−βH |Eσ〉

=
∑

σ

e−βEσ (A.64)

Deveremos exigir queH seja de classe de traço ou seja:

∑

σ

e−βEσ <∞ (A.65)

SeM é compacto entãoK tem autovalores discretos ee−βH é de classe de traço. Já seM

não for compacto, mesmo se o espectro for discreto, Tre−βH pode divergir como mostrado num

exemplo em [33].

Inicialmente vamos impor uma fronteira a nossa variedadeM cujo interiorΛ é compacto

(se a topologia forIRn basta fechar a variedade e limitá-la; por´em para topologias gerais isto não

é verdade,e.g. Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki). Esta fronteira ser´a denotada∂Λ. Neste

caso para satisfazer a exigência(i) talvez seja necess´ario acrescentar condições de contorno

extras, por exemplo, condição de Dirichlet sobre∂Λ.

Construiremos agora as funções de Wightman a temperaturaT = 1/β, definidas como:
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Gβ
+(t, x, y) =

1

Z
Tr[e−βHϕ(t2, x)ϕ(t1, y)]

=
1

Z
Tr[e−βHϕ(t, x)ϕ(0, y)] (A.66)

Gβ
−(t, x, y) =

1

Z
Tr[e−βHϕ(t1, y)ϕ(t2, x)]

=
1

Z
Tr[e−βHϕ(0, y)ϕ(t, x)] (A.67)

Para um campo livre numa caixa, poderemos mostrar que o Hamiltoniano pode ser escrito

como[13]:

H =

∞∑

ν=1

(
a†νaν +

1

2

)
ων

=
∞∑

ν=1

(
nν +

1

2

)
ων (A.68)

A função de partição ser´a então:

Z =

∞∑

n1,n2,···=0

exp [−β
∞∑

ν=1

nνων]

=

∞∏

ν=1

[
∞∑

nν=0

exp (−βnνων)

]

=

∞∏

ν=1

(1 − exp(−βων))−1 (A.69)

que obviamente converge seων > 0. De posse deste resultado calculemos grandezas de inter-

esse:
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〈a†νaν〉β =
1

Z
Tr
(
e−βHa†νaν

)

=
1

Z

∞∑

n1,n2,···=0

e[−β
∑∞

ν=1 nνων ]nν

= (1 − exp(−βων))
∞∑

n1,n2,···=0

e[−β
∑∞

ν=1 nνων ]nν

=
e−βων

1 − e−βων
(A.70)

Como[aν, a
†
ν] = 1 então〈aνa†ν〉β = 1 + 〈a†νaν〉β.

Então a função de Wigthman de freq¨uências positivas ser´a definida como:

Gβ
+(t, x, y) =

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων

{
e−ıωνt〈aνa†ν〉β + eıων t〈a†νaν〉β

}
(A.71)

E então obtemos:

Gβ
±(t, x, y) =

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων (1 − exp(−βων))
{
e∓ıων t + e±ıων te−βων

}
(A.72)

Segue-se o Progador de Feynman a temperaturaT = 1
β
:

Gβ
F (t, x, y) =

∞∑

ν=1

ψν(x)ψ
∗
ν(y)

2ων (1 − exp(−βων))
{
e−ıων |t| + eıων |t|e−βων

}
(A.73)

Quais são os efeitos de introduzir a temperatura numa TQC? A resposta é a chamada

condição KMS (Kubo-Martin-Schwinger). Vejamos esta condição: queremos calcular〈A(t, x)〉β

ondeA(t, x) e um operador qualquer dependendo do tempo. Lembremos que para espaços-

tempo est´aticos temos a seguinte condição:A(t, x) = eıHtA(0, x)e−ıHt, assim:
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〈A(t)〉β =
1

Z
Tr[e−βHA(t, x)]

=
1

Z
Tr[e−βHA(t, x)e+βHe−βH ]

=
1

Z
Tr[e−βHe−βHA(t, x)e+βH ]

=
1

Z
Tr[e−βHA(t+ ıβ, x)]

= 〈A(t+ ıβ)〉β (A.74)

ou seja a temperatura induz uma periodicidade no tempo imaginário igual ao inverso da tem-

peratura. Esta é a condição KMS. Aqui percebe-se a importância dos métodos euclideanos para

um estudo mais profundo desta condição em TQC. Uma observação mais matemática: seA for

ilimitado, temos quee−βHA não é, em geral, de classe de traço.

Analogamente podemos mostrar que[33, 13]:

Gβ
+(t, x, y) = Gβ

−(t+ ıβ, x, y)

Gβ
(1)(t, x, y) = Gβ

(1)(t+ ıβ, x, y) (A.75)

E um resultado importante:

GF (t, x, y) =

∞∑

n=−∞

Gβ
F (t+ ınβ, x, y) (A.76)

O propagador de Feynman aT = 0 pode ser obtido a partir de qualquer propagador de

Feynman aT finito, bastando que para isto some-se todos os propagadores equivalentes. Vê-se
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então que o efeito da temperatura altera a topologia do espaço em questão, fazendo ter topologia

não-trivial. Para um estudo dos aspectos b´asicos da TQC a temperatura finita sugerem-se as

referências [74, 75, 76, 77].

A.3.4 Estados t́ermicos em todo o espaço

Façamos agora∂Λ tender a infinito, mas sempre tomando cuidado para queK continue cumprindo

as condições(i)-(iii) . Não é óbvio supor queGβ no espaço limitado convirja parãGβ em todo

o espaço. Um estudo aprofundado dessa seção só pode ser feito usando métodos euclideanos,

logo não ser´a feito aqui.

A.4 A natureza das diverĝencias em TQC

Brevemente ser´a discutido os dois tipos de divergência em TQC.

A.4.1 Divergência ultravioleta

Viu-se que os campos são distribuições e que o produto de distribuições não são definidos do

ponto de vista matemático. Do ponto de vista pr´atico estas integrais divergem. S˜ao relacionadas

então às pequenas distâncias ou equivalentemente à grandes momentos (energias).

A.4.2 Divergência infravermelha

A divergência infravermelha surge exatamente quando os campos não tem um decaimento su-

ficientemente r´apido no infinito (a grandes distâncias), ou equivalentemente, para pequenos

momentos.
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A.5 O Conceito de Homotopia

O conceito de homotopia est´a relacionado com a seguinte pergunta: “´e possı́vel deformar uma

dada curva num espaço topológico qualquerX6 em outra de forma contı́nua? As definições e

alguns teoremas com utilidade no Cap´ıtulo 3 desta tese foram retirados da referˆencia [73]. Este

conceito permite por exemplo mostrar que um espaço com buracos é topologicamente distinto

de um espaço sem buracos.

A.5.1 Caminhos e laços

Definição A.3 SejaX um espaço topoĺogico e sejaI = [0, 1]. Uma aplicaç̃ao cont́ınuaα :

I → X é chamada decaminhocom ponto inicialx0 e com ponto finalx1 seα(0) = x0 e

α(1) = x1. Seα(0) = α(1) = x0. Este caminhóe chamado delaço com ponto base emx0.

A.5.2 Homotopia

Definição A.4 Sejaα, β : I → X laços emx0. Eles s̃ao ditoshomotópicos, denotados por

α ∼ β, se existir uma aplicaç̃ao cont́ınuaF : I × I → X, tal que

F (s, 0) = α(s) , F (s, 1) = β(s) ∀ s ∈ I

F (0, t) = F (1, t) = x0 (A.77)

A aplicaç̃aoF é chamada dehomotopiaentreα eβ.

Mostraremos agora que a relação de homotopia é uma relação de equivalˆencia.

6subtender-se-´a uma certa familiaridade do leitor com o conceito de espaço topológico
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Proposiç̃ao A.1 A relaç̃aoα ∼ β é de relaç̃ao de equival̂encia

Demonstraç̃ao:

Mostraremos que esta relação satisfaz as trˆes propriedades de uma relação de equivalˆencia.

Reflexividade:α ∼ α. A relação de homotopia pode ser dada porF (s, t) = α(s) para

qualquert ∈ I.

Simetria: Sejaα ∼ β com a homotopiaF (s, t), tal queF (s, 0) = α(s) eF (s, 1) = β(s).

entãoβ ∼ α, onde a homotopia éF (s, 1 − t).

Transitividade:Sejaα ∼ β eβ ∼ γ. Entãoα ∼ γ. SeF (s, t) é a homotopia entreα eβ e

G(s, t) é homotopia entreβ eγ, a homotopia entreα eγ será:

H(s, t) =





F (s, 2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

G(s, 2t− 1) 1
2
≤ t ≤ 1

(A.78)

A proposição est´a demonstrada.

A.5.3 Grupo Fundamental

Dado que a relação de homotopia é de equivalˆencia. Poderemos agrupar os laços homotopica-

mente equivalentes em classes distintas de equivalˆencia, denotadas por[α] eα é representativo

da classe. Embora simples, as demonstrações são um pouco longas e por isso só ser˜ao citados

sem demonstração o teorema e lema utilizados.

Definição A.5 SejaX um espaço topoĺogico. O conjunto de classes de laços emx0 ∈ X é

denotado porπ1(X, x0) e é chamado degrupo fundamental(ou primeiro grupo de homotopia)

deX emx0. O produto de classes de homotopia[α] e [β] é definido por[α] ∗ [β] = [α ∗ β].
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Lema A.1 O produto de classes de homotopiaé independente do representativo

Teorema A.1 O grupo fundamental munido da operação de produto de classes de homotopia

é um grupo.
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XXVI—ENFPC/P024 1

Interacting field theory in Rindler Spacetime

N. F. Svaiter and C. A. D. Zarro
Centro Brasileiro de Pesquisas Fı́sicas, Rua Dr. Xavier Sigaud 150, Rio de Janeiro, RJ, 22290-180, Brazil

(Received August 14, 2006)

In this paper, we are investigating the generalization of two results in Euclidean field theory for the Wick-
rotated Rindler space. First, we generalize an expected result obtained by Christensen and Duff (Nucl.Phys.
B146;11 (1978)). Second, we generalize an result obtained by Lee (Nucl.Phys. B264;437 (1986)), that says
that the finite-temperature Schwinger function in Euclidean Rindler space is not equal to the T = 0 Schwinger
function in Cartesian coordinates. Finally, we discuss the introduction of interaction to analyse the Feynman
rules in field theory described by accelerated observers.

I. INTRODUCTION

The Minkowski vacuum described by an accelerated ob-
server is a thermal state with temperature proportional to his
proper acceleration. This assumption can be proved by many
different ways: using a model of particle detector [1, 2]; using
the Hawking’s method on black hole evaporation [3]; comput-
ing the Feynman propagator [4] and finally using the strong
results of axiomatic QFT [5, 6]. However as a thermal s-
tate satisfies the KMS condition (periodicity in the imaginary
time), we can gain some extra insights in this effect going to
the Euclidean domain after performing a Wick rotation in a
Lorentzian signature manifold [7, 8].

In this line of investigation, Christensen and Duff [9]
showed that the Euclidean Rindler space has non trivial topol-
ogy (Indeed for this Euclidean manifold π1 = ZZ). Studying
the four dimensional case and the massless free scalar field,
they obtained that the zero temperature (T = 0) Schwinger
function adapted to cartesian coordinates is equal to the
Schwinger funtion at temperature T = 1/2π adapted to cylin-
drical coordinates (Euclidean Rindler space). Our first task is
to generalize their result for any dimension and for massive as
well as massless scalar field.

Lee obtained [10] the following result: both Schwinger
functions discussed above are not exactly the same, they d-
iffer for terms that satisfy the homogeneous Wick-roted field
equation. He obtained this result for a massless scalar field
in two dimensions. As we discussed before in this paper, we
generalize this result. It is a important question because the
Feynman rules of field theory will be based on his result. And
of course all the renormalization program of interacting field
theory.

II. RINDLER’S SPACETIME

Rindlers coordinate system is naturally adapted to an ob-
server with constant proper acceleration. Departing from the
d-dimensional flat Minkowski spacetime, we can define the
map [11] as

x0 = ξsinhτ x1 = ξcoshτ xi = xi
⊥ (i = 2, · · · ,d −1) (1)

It induces the metric

ds2 = ξ2dτ2 −dξ2 −d~x2
⊥ (2)

FIG. 1: The Minkowski spacetime divided into four coordinate sys-
tems (trivial coordinates are omitted)

It is a very interesting spacetime because it has an event
horizon (x1 = ±x0), it is flat and we know its covering space
(Minkowski spacetime). We can relate it to the exterior so-
lution a black hole with M → ∞ or to an infinite flat Earth
[12, 13].

III. QUANTUM FIELD THEORY IN RINDLER
SPACETIME

Quantum field theory is easily implemented in Rindler-R
(right edge) spacetime because as we see from the metric
we have a time-like Killing vector field ∂τ and also have a
straightforward definiton of negative and positive frequency
modes. For simplicity we consider only the neutral massive
scalar field ϕ which Lagrangian density is defined by

L =
√
−g
2

(
∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2) , (3)
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FIG. 2: The structure of Milnes and Rindlers coordinate systems

where
√
−g is the square root of the metric determinant. Now

we can obtain the Klein-Gordon equation adapted to Rindler
spacetime. We find

[
1
ξ2 ∂2

τ −∂2
ξ −

1
ξ

∂ξ −∂2
i +m2

]
ϕ = 0. (4)

Defining the inner product

〈ϕ,ψ〉 =
∫

M
ϕ∗(x)ψ(x)gττ√−gdd−1x, (5)

we obtain the normalized field modes with positive frequency

u~k⊥,ω(τ,ξ,~x⊥) =
2ωsinhπω

π(2π)
d−2

2

Kıω(µξ)exp
(

ı~k⊥ ·~x⊥− ıωτ
)
,

(6)

where µ =
√

~k2
⊥ +m2. The usual expansion of the field in

creation and annihilation operatiors is

ϕ(τ,ξ,~x⊥) =
∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥

1√
2ω

{
u~k⊥,ωb~k⊥,ω +u∗~k⊥,ωb†

~k⊥,ω

}
. (7)

The Rindler’s Hamiltonian is

HR =
∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥ω

(
b†
~k⊥,ω

b~k⊥,ω +
1
2

)
. (8)

The Fulling vacuum |0,F〉 associated to Rindler-R edge is
defined by

b~k⊥,ω|0,F〉 = 0 ∀~k⊥, ω (9)

IV. EUCLIDEAN RINDLER’S SPACE

Now let us perform a Wick rotation on Minkowski and also
Rindler spacetimes. The horizon of the latter is mapped into
the origin of the plane (Figure(3))

Minkowski =
{

T = ıx0

X = x
(10)

Rindler =
{

τ = ıθ
ξ = r

(11)

The Euclidean Rindler transformations are

T = r sinθ X = r cosθ (12)

FIG. 3: Euclidean Rindler space

Another interesting feature of this space is that the space-
times Rindler-R and Rindler-L edges are joined in this s-
pace, as we can verify immediately. This reflects clearly
the BCS-correlation between these two causally disconnect-
ed spacetimes[1, 10]

We can see that we have a periodicity in the imaginary time.
so we can connect this result with the KMS Condition. Then
we expect that β = 1

T = 2π.

V. GENERALIZING CHRISTENSEN AND DUFF’S
RESULT

Since the Euclidean Rindler space has non-trivial topolo-
gy, in order to obtain the “true” propagator, we have to sum
over all equivalent homotopy classes. This was discussed by
Dowker [14]; Christensen and Duff [9] and also by Fulling
and Ruijsenaars [7]. Defining the differences between imag-
inary times coordinates by s, they obtained the usual formula
for thermal Schwinger function, i.e.
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Gβ(s,x,y) =
∞

∑
n=−∞

G∞(s+nβ,x,y), (13)

where Gβ is the thermal Schwinger function and G∞ is the
zero teperature (T = 0) Schwinger function. Christensen and
Duff have shown that in a four-dimensional Euclidean Rindler
space and for massless scalar field, we have, for points with
the same proper acceleration, the following result:

G2π
R (s) =

∞

∑
n=−∞

G∞
R (s+nβ) = G∞

M(s), (14)

where G∞
M(s) is the T = 0 Schwinger function adapted for Eu-

clidean Minkowski space. In this paper we generalize this
result given in [9] in d-dimensional space and for a massive
scalar field. Let us start from the definition of Schwinger
funtion[7], given by:

G2π
R (θ−θ′,x,x′) =

∞

∑
n=−∞

G∞
R (θ−θ′ +2πn,x,x′)

=
∞

∑
n=−∞

∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥

sinh(πω)
π2(2π)d−2 Kıω(µξ)Kıω(µξ′)exp

(
ı~k⊥ · (~x⊥−~x′⊥)

)
exp

(
−ω|θ−θ′+2πn|

)
(15)

From now on we use s = θ−θ′, and using the identity:

∞

∑
n=−∞

exp(−ω|s+2πn|) =
cosh(ω(π−|s|))

sinh(πω)
, (16)

the eq. (15) reads

I =
∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥

cosh(ω(π−|s|))
π2(2π)d−2 Kıω(µr)Kıω(µr′)exp

(
ı~k⊥ · (~x⊥−~x′⊥)

)
. (17)

To solve the integral given by eq. (17) we have to use the
formula [15]

∫ ∞

0
dxKıx(a)Kıx(b)cosh [(π−φ)x] =

=
π
2

K0

(√
a2 +b2 −2abcosφ

)
. (18)

After changing the integration order we get:

I =
∫

dd−2~k⊥
2π(2π)d−2 K0(µγ1)exp

(
ı~k⊥ · (~x⊥−~x′⊥)

)
, (19)

where γ2
1 = ξ2 + ξ′2 + 2ξξ′ cos(s). From Candelas and Raine

[4] we have this formula

∫
dd−2~k⊥
(2π)d−2 e(ı~k⊥·(~x⊥−~x′⊥))K0(µγ1) =

(
m

2πγ2

) d−2
2

Kd−2
2

(mγ2)

(20)
where γ2

2 = γ2
1 +(~x⊥−~x′⊥)2 is the Euclidean distance between

the points (θ,r,~x⊥) and (θ′,r′,~x′⊥). So we the final result is:

G2π
R (θ−θ′,x,x′) =

1
2π

(
m

2πγ2

) d−2
2

Kd−2
2

(mγ2) (21)

But this is just G∞
M in Euclidean Rindler coordinates. There-

fore we get the Unruh-Davies effect

G2π
R = G∞

M (22)

For non-massive scalar field for d ≥ 3we can proceed al-
most exactly like Candelas and Raine and we obtain[16]

G2π
R (θ−θ′,x,x′) =

1

22− d
2 (2π)

d
2

Γ
(

d
2
−1

)
1

γd−2
2

= G∞
M (23)

We can see that the formar expression is singular in d = 2.
In fact, if we try to repeat this method for m = 0 and d = 2 we
get this integral

∫ ∞

−∞
dω

cosh(ω(π−|s|))
4πωsinh(πω)

( r
r′

)ıω
(24)

but it diverges, we will discuss it further later.
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VI. GENERALIZING T. D. LEE’S RESULT

A. Schwinger Generating Funtional in Cartesian Coordinates

We define the Schwinger generator function associated to
cartesian coordinates by [10, 17]

Z∞
M[ j] =

〈0,M,out|0,M, in〉 j

〈0,M,out|0,M, in〉 j=0

=
∫

[dϕ]exp

{
−S[ϕ]+

∫
ddx j(x)ϕ(x)

}
(25)

For a free field we can show that

Z∞
0 M[ j] = exp

(∫
ddx

∫
ddy j(x)G∞

M(x,y) j(y)ϕ(x)
)

(26)

B. Schwinger Genertaing Funtional in Cylindrical
Coordinates

We define the Schwinger generator function associated to
cylindrical coordinates by [10, 17]

Z2π
R [ j] =

Trv j(2π)
Trv(2π)

=
∫

per
[dϕ]exp

{
−S[ϕ]+

∫
ddx j(x)ϕ(x)

}
(27)

where v(β) = exp−βHR and “per” means periodic in the space
of functions.

For a free field we can show that the Schwinger function is

G2π
R =

Trv(2π−θ′)ϕ(x′)v(θ′−θ)ϕ(x)v(θ)
Tru(2π)

. (28)

C. Lee’s result

Lee, in a very interesting article [10], showed that for a
massless scalar field in two dimensions, we do not have the
equality between Rindlers β = 2π Schwinger funtion (in cylin-
drical coordinates) and the usual T = 0 Schwinger functions

(in cartesian coordinates), but we have extra terms that satisfy
the homogeneous euclidean equation. He obtained

G2π
R (s,r,r′) = − ln(ρ)

2π︸ ︷︷ ︸
G∞

M

+
ln(rr′)

4π
(29)

where ρ2 = r2 + r′2 − 2rr′ cosθ is the Euclidean distance be-
tween the points (θ,r) and (θ′,r′). We assume that the spec-
trum is discrete so, we can write the Hamiltonian (8) by a sum
in the modes:

HR = ∑
ω,~k⊥

(
b†
~k⊥,ω

b~k⊥,ω +
1
2

)
ω

= ∑
ω,~k⊥

(
n~k⊥,ω +

1
2

)
ω. (30)

For a massive field in a d-dimensional Euclidean Rindler
space let us first compute Trv(2π)

Trv(2π) = ∑
n
〈n|e−2πHR |n〉

= ∑
n

e
−2π∑~k⊥,ω(n~k⊥,ω+1/2)ω

= ∏
~k⊥,ω

1
2

csc(πω). (31)

Now we compute eq. (28). Using the cyclical property of
traces:

Trv(2π−θ′)ϕ(x′)v(θ′−θ)ϕ(x)v(θ) =
Trv(2π− s)ϕ(x′)v(s)ϕ(x) (32)

Then G2π
R is given by

G2π
R = ∑n〈n|e−(2π−s)HR |n〉〈n|ϕ(x′)e−sHR ϕ(x)|n〉

Tru(2π)
(33)

We have to use also that the field can be expanded as the eq.
(7) and the modes given by eq. (6) in cylindrical coordinates.
We get that eq. (33) reads

∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥

2ωTrv(2π)
u~k⊥,ω(r,~x⊥)u∗~k⊥,ω(r′,~x′⊥)

∑
n~k′⊥ 6=~k⊥,ω′ 6=ω

e
2π∑~k⊥6=~k′⊥,ω′ 6=ω

(
n~k′⊥,ω′+1/2

)
ω′

∑
n~k⊥,ω

{
(n~k⊥,ω +1)e−(s+π)ω +n~k⊥,ωe(s−π)ω

}
e
−2πn~k⊥,ωω

(34)

The sum ∑n~k⊥,ω
can be performed easily and the sum ∑~k⊥ 6=~k′⊥,ω′ 6=ω is ∏~k⊥ 6=~k′⊥,ω′ 6=ω

1
2 csc(πω). Substituting these results and
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eq. (31) in eq. (34), we finally get

G2π
R =

∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥

u~k⊥,ω(r,~x⊥)u∗~k⊥,ω
(r′,~x′⊥)

2ω
cosh((π− s)ω)

sinh(πω)

=
∫ ∞

0
dω

∫
dd−2~k⊥Kıω(µr)Kıω(µr′)eı~k⊥·(~x⊥−~x′⊥) cosh((π− s)ω). (35)

We have already performed these integrals in the general-
ization of Christensen and Duff’s result and we get G2π

R = G∞
M .

For a massive scalar field, we do not obtain any extra terms,
only the expetected result. For m = 0 and d ≥ 3, the calcu-
lations are the same as we did before, we only have to do

µ →
√

~k⊥ ·~k⊥, so we get again G2π
R = G∞

M .

D. Understanding these extra terms

We have obtained that for m 6= 0 (d ≥ 2) or m = 0 (d 6= 3)
the well known and expected result of Christensen and Duff.
The new terms, interpreted as the interaction with the event
horizon, are absent. Why does he find these new terms? We
have to remember that he is doing a massless scalar field the-
ory in two dimensions, and this particular case is extremely
pathological. We have for the Lorentzian signature case, the
presence of infrared divergences [18]. And when the Feyn-
man propagator is computed, we note that we have a non-
integrable singularity in the origin even in Minkowski space-
time. The test functions do not have support in k = 0 in mo-
menta representation[7].

In the euclidean case, this pathology is reflected in th e-
fact that the Laplacian (Wick-rotated field equation) in two
dimensions does not have a Green function, that is uniquely
determined by going to zero in the infinity[7, 19].

VII. INTRODUCING INTERACTIONS

We see that we are doing a field quantization at finite tem-
perature. so it is natural to use its results. Unruh and Weiss
[21] calculated the partition function Zβ

R for a scalar field in
d dimensions on Euclidean Rindler coordinates with an inter-
action V (ϕ) and they proved that performing a change from
cylindrical coordinates to cartesian coordinates they could on-
ly obtain Z∞

M if β = 2π. After Sewell’s papers [5, 6] this was
alredy expected.

VIII. CONCLUSIONS

We see that that the Minkowski vacuum is viewed, on re-
striction to Rindler-R as Rindler thermal state with β = 2π
even in the presence of interactions in a d-dimensional scalar
field theory. We generalized of Christensen and Duff’s pa-
per and obtained the same result, that is expected because we
are summing over equivalent homotopy classes, and of course
this would not depend on the path chosen. The extra terms
proposed by T. D. Lee are absent in the general case, so the
Feynman rules are absolutely the same as the used at finite
temperature QFT. the introduction of the renormalization pro-
gram is straightforward since the β = 2π state in Rindler s-
pacetime is equal to Minkowski’s T = 0.
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